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Préface 

Jean-Louis Verdier , tragiquemen t dispar u l e 2 5 aoû t 1989 , a  souten u 
sa thèse de doctorat d'Etat , intitulé e Des catégories dérivées des catégories 
abéliennes, le 1 4 juin 1967 , à Paris . Le présent text e es t celu i d u manuscri t 
dactylographié de cette thèse , dans sa dernière version . Les éditeurs s e sont 
bornés à  corriger de s erreurs d e détail . Seule la partie intitulée Introduction 
avait ét é déposée à  la faculté. L e corps du texte étai t inachev é à  la date de 
la soutenance, et l'es t resté . 

La genèse de ce travail es t asse z bien connu e (cf. [I]) . On sai t qu e Gro-
thendieck conçu t l'idé e de s catégories dérivées au début de s années soixante 
pour fournir l e cadre d'algèbre homologique nécessaire à  la vaste généralisa-
tion de s théorème s d e dualité qu'i l avai t imaginé e à  la suit e d e so n exposé 
au congrè s internationa l d'Edinbour g d e 1958 . Il avai t propos é à  Verdier , 
comme sujet d e thèse, de construire le formalisme envisagé . En 1963, Verdier 
faisait paraîtr e u n fascicul e d e résultat s résuman t l'essentie l d e l a théorie , 
Catégories dérivées, quelques résultats (État 0), miméographi é pa r l'IHE S 
(reproduit dan s [SG A 4  1/2]) . S i l a notio n d e catégori e dérivé e es t du e à 
Grothendieck, c'es t à  Verdie r qu e revien t d'avoi r introduit , e n amont , cell e 
de catégori e triangulée . L'axiomatiqu e présenté e là , inspiré e d e l a théori e 
homotopique stable (cf. [P]) , devait s e révéler d'une surprenant e fécondité . 

Ce n'est qu e plusieurs année s aprè s qu e Verdie r entrepren d un e rédac-
tion d'ensembl e d e so n travail . Pourquo i n e l'a-t-i l pa s terminée ? Bie n de s 
hypothèses on t ét é avancées . J e pencherai s pou r l a suivante . L a parti e qu i 
manque es t l a théori e de s foncteur s dérivés . Quand Verdie r e n arriv e à  cet 
endroit de sa rédaction, les catégories dérivées ont déjà été largement utilisées 
en géométrie algébrique. Diverses variantes et généralisations se développent : 
notion d e dérivabilité ponctuell e à  la Deligne , foncteurs dérivé s non additif s 
(algèbre homotopique à la Quillen), foncteurs dérivés filtrés. Dès lors, le cadre 
fixé pa r le fascicule d e résultats s'avérai t insuffisant . Trouve r le bon point d e 
vue aurait demand é un nouveau travai l de fondements qu e Verdier, intéressé 
à cett e époqu e pa r d'autre s problèmes , n'a eu , me semble-t-il , n i le loisir n i 
sans doute l'envie de réaliser. A mesure que le temps passait, des articles sur 



les catégorie s dérivée s paraissaien t e t l'usag e s'e n répandait , l e formalism e 
envahissant d'autre s domaine s des mathématiques (comm e les équations aux 
dérivées partielles linéaires). L'achèvement d e son ouvrage devenait alor s aux 
yeux de Verdier un e tâche de moins en moins nécessaire . . . 

Tout incomple t qu'i l est , c e texte d e Verdie r constitu e néanmoin s un e 
référence précieuse , voire irremplaçable (pa r exemple , la présentation, origi-
nale e t élégante , qu i y  es t donné e de s suite s spectrale s n e s e trouve , à  m a 
connaissance, null e par t ailleurs) . O n ne peut qu e s e réjouir qu'i l voie enfin 
le jour. 

Paris, le 27 avril 1996 
Luc Illusie 
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Note des éditeurs 

C'est lor s d e l a cérémoni e e n hommag e à  J.-L . Verdier , organisé e pa r 
l'Université Pari s VII, le 19 octobre 1989 , que M. Artin, P. Cartier e t L. Ulu-
sie eurent l'idée de publier la thèse de J.-L. Verdier. Deux ans plus tard je me 
joignais à  eux et j'obtenais , grâce à  l'appui d e J. L e Potier e t d e M. Broué, 
un financement de Paris VII (URA 212) et d e l'ÉNS (DMI ) pour un e saisie 
de c e texte e n TgX . Un e fois l a frapp e terminée , le résulta t fu t soigneuse -
ment compar é à l'original dactylographi é de Verdier. I l restait encor e à  faire 
une relecture mathématique ca r Verdier n'avai t jamai s effectué le s dernières 
corrections. 

Cette lectur e attentiv e a  ét é faite , ave c u n extrêm e soin , pa r P . Car -
tier (chapitr e I) , B . Keller (chapitre III) , et , pou r l'ensembl e d u texte , pa r 
M. Zisman e t moi-même . E n dehor s de s nombreuses coquille s qu i n e méri-
tent pa s d'êtr e énumérées , le s principale s modification s apportée s son t le s 
suivantes. Dans le chapitre I, la proposition (3.1.5 ) affirmait un e équivalence. 
Cette équivalence a  été remplacée par une implication, la réciproque (jamai s 
utilisée par l a suite) étan t fausse . Dan s la proposition (3.4.1) , il y avait un e 
erreur de signe, induisant de s erreurs de signe dans le chapitre III ((1.3.4), (Ò) 
et (3.2.7.3)) . Ceci a conduit à  adapter la définition d e la "catégorie triangulée 
opposée" (chap . II, 1.1.7) afin qu e reste vraie l'affirmation :  la catégorie dé­
rivée de la catégorie opposée est la catégorie triangulée opposée à la catégorie 
dérivée. 

Dans l e chapitr e II , l'ordre de s proposition s d u §1. 2 a  ét é modifié . E n 
effet, Verdie r s'étai t rend u compte , aprè s l a rédaction , qu e l'assertio n qu e 
la somm e direct e d e deu x triangle s distingué s es t u n triangl e distingu é es t 
conséquence de s autre s axiome s de s catégorie s triangulées . I l l'avai t don c 
supprimée d e l a list e de s axiomes , san s effectue r le s remaniement s qu i e n 
résultaient. D'autre part, les alinéas (2.3.6) et (2.3.7) qui n'étaient pas utilisés 
dans la suite, et dont la vérification a  échoué, ont été supprimés. La définition 
de la notion d'objet spectra l stationnaire (4.4.2 ) a été légèrement modifiée, la 
définition original e étant trop faible pou r l'établissement d u théorème (4.4.3) 
qui suivait . H a été vérifié que cela était san s conséquence pour l a suite. 



L'index d e notation s e t l'inde x terminologiqu e on t ét é complétés . E n 
revanche, l a bibliographi e a  ét é laissée inchangé e (sau f pou r le s SG A don t 
les référence s définitive s dan s le s "Lectur e Notes " on t ét é indiquées) . E n 
particulier, l'absence d e référence numér o 1 3 n'a pas été comblée. 

Je voudrai s remercie r vivemen t M . Broué , A . Bruguières , P . Cartier , 
L. Gruson, L. Ulusie, B. Keller, J . L e Potier, M. Zisman, ainsi qu e l'Univer -
site Pari s VII , l'Ecol e Normal e Supérieure , e t l'Institu t de s Haute s Etude s 
Scientifiques, qu i ont aid é à  divers titres à  la réalisation d e ce projet. J e re-
mercie également C . Defosse et C . Gourgues pour avoir patiemment sais i cet 
ouvrage en Aj\4S-T^. 

J'aurais aim é pouvoir étendr e ces remerciements à  L. Doustaing préma-
turément dispar u e n décembre 1994. 

Paris, le 14 juin 199 6 

Georges Maltsinioti s 

iv 



Publications de J.-L. Verdier 

[01] Sur les intégrales attachées aux formes automorphes (d'après G . Shi -
mura), Séminaire Bourbak i 1960-61 , n° 216 , pp. 216-1 à 216-27, Benja-
min (1966). 

[02] Le théorème de dualité de Poincaré, C.R.A.S . t . 256 , pp . 2084-2086 , 
Gauthier-Villars (1963) . 

[03] Seminar on étale cohomology of number fields (en collaboration ave c M. 
Artin), Woods Hole Conference on Algebraic Geometry , A.M.S. (1964). 

[04] Équivalence essentielle des systèmesprojectifs, C.R.A.S. t. 261, pp. 4950-
4953, Gauthier-Villars (1965) . 

[05] Dimension des espaces localement compacts, C.R.A.S . t. 261 , pp. 5293-
5296, Gauthier-Villars (1965) . 

[06] Dualité dans la cohomologie des groupes profinis, Appendice à "Cohomo-
logie galoisienne" (Jean-Pierr e Serre) , Lecture Notes in Mathematic s 5, 
pp. 183-206 , Springer (1964), quatrième édition (1973) . 

[07] Faisceaux constructibles sur un espace localement compact, C.R.A.S . 
t. 262 , pp. 12-15, Gauthier-Villars (1966) . 

[08] Dualité dans la cohomologie des espaces localement compacts, Séminaire 
Bourbaki 1965-66 , n° 300 , pp. 300-01 à 300-13, Benjamin (1966) . 

[09] The Lefschetz fixed point formula in étale cohomology, Conference on 
Local Fields, NUFFIC Summer Schoo l hel d a t Drieberge n i n 1966, 
pp. 199-214, Springer (1967). 

[10] A duality theorem in the étale cohomology of schemes, Conference o n 
Local Fields , NUFFI C Summe r Schoo l hel d a t Drieberge n i n 1966, 
pp. 184-198, Springer (1967). 

[11] Base change for twisted inverse image of coherent sheaves, Bombay 
Colloquium o n Algebrai c Geometr y i n 1968, pp. 393-408, Oxford Uni -
versity Press (1969). 



[12] Théorème de dualité pour la cohomologie des espaces localement com­
pacts, Dualit é d e Poincaré, Séminaire Heidelberg-Strasbourg 1966-67, 
exp. 4, Pubi. I.R.M.A. Strasbourg , n° 3 , pp. 1-3 6 (1969) . 

[13] Théorème du noyau, Dualité d e Poincaré, Séminaire Heidelberg-Stras-
bourg 1966-67, exp. 9, Pubi. I.R.M.A. Strasbourg, n° 3, pp. 1-52 (1969). 

[14] On a theorem of Wilder, Applications of categorical algebra, Proc. Symp. 
Pure Math . 17, pp. 184-191, A.M.S. (1970). 

[15] Ein einfacher Beweis des Kohärenzsatzes von Grauert (en collaboration 
avec R. Riehl) , Math. Ann. 195, pp. 24-50, Springer (1971). 

[16] Topologie sur les espaces de cohomologie d'un complexe de faisceaux ana­
lytiques à cohomologie cohérente, Bull. Soc . Math. Franc e 99 , pp. 337-
343, Gauthier-Villars (1971). 

[17] Dualité relative en géométrie analytique complexe (e n collaboration avec 
J.-P. Ramis et G . Rüget), Inv. Math. 13 , pp. 261-283, Springer (1971). 

[18] S.G.A . 4  (1963-64 ) "Théori e de s topo s e t cohomologi e étal e de s sché -
mas" :  Préfaisceaùx (e n collaboration ave c A. Grothendieck) pp . 1-184; 
Topologies et faisceaux, pp. 219-263; Fonctorialité des catégories de fais­
ceaux, pp. 265-297 ; Topos (en collaboratio n ave c A . Grothendieck) , 
pp. 299-519, Lecture Note s in Mathematics 269, Springer (1972). 

[19] S.G.A . 4 (1963-64 ) "Théori e de s topo s e t cohomologi e étal e de s sché -
mas" :  Cohomologie dans les topos, pp. 1-62 ; Conditions de finitude. 
Topos et sites fibres. Applications aux questions de passage à la limite 
(en collaboration ave c A. Grothendieck) , pp. 163-336 , Lecture Note s in 
Mathematics 270, Springer (1972). 

[20] Caractéristique d'Euler-Poincaré, Bull. Soc. Math. France 101 , pp. 441-
445, Gauthier-Villars (1973). 

[21] Le théorème de Le Potier, Séminair e d e géométrie analytiqu e 1972-73 , 
Différents aspects de la positivité, Astérisque 17, pp. 68-78, S.M.F. (1974). 

[22] Indépendance par rapport à £ des polynômes caractéristiques des endomor-
phismes de Frobenius de la cohomologie i-adique (d'après P . Deligne) , 
Séminaire Bourbaki 1972-73 , n° 423, Lecture Notes in Mathematics 383, 
pp. 98-115, Springer (1974). 

[23] Quelques problèmes d'intersection en géométrie riemannienne (e n col -
laboration avec P. Marry), J. Diff. Geom. 12, pp. 345-376, A.M.S. (1977). 

vi 



[24] Stratifications de Whitney et théorème de Bertini-Sard, Inv. Math . 36, 
pp. 295-312, Springer (1976). 

[25] Classe d'homologie associée à un cycle, Séminaire d e géométrie analy -
tique 1974-75 , Astérisque 36-37 , pp. 101-151 , S.M.F. (1976). 

[26] Le théorème de Riemann-Roch pour les intersections complètes, Sémi-
naire de géométrie analytique 1974-1975 , Astérisque 36-37, pp. 189-228, 
S.M.F. (1976). 

[27] Le théorème de Riemann-Roch pour les variétés algébriques éventuelle­
ment singulières (d'aprè s P . Baum, W. Fulton et R . MacPherson) , Sé-
minaire Bourbak i 1974-75 , n° 464 , Lecture Note s in Mathematic s 514, 
pp. 159-175 , Springer (1976). 

[28] Catégories dérivées (rédig é en 1963 , publié en 1976) , Séminaire de Géo-
métrie Algébriqu e 4  1/2 , Cohomologi e Etale , Lectur e Note s in Mathe -
matics 569, pp. 262-311, Springer (1977). 

[29] Equations différentielles algébriques, Séminaire Bourbaki 1977-78, n° 512, 
Lecture Notes in Mathematics 710, pp. 101-122, Springer (1979). 

[30] Instantons, Le s équations de Yang-Mills, Séminaire É.N.S . 1977-78, As-
térisque 71-72, pp. 105-134 , S.M.F. (1980). 

[31] Spécialisation des classes de Chern, Caractéristique d'Euler-Poincaré , 
Séminaire É.N.S. 1978-79, Astérisque 82-83, pp. 149-159, S.M.F. (1981). 

[32] Algèbres de Lie, systèmes hamiltoniens, courbes algébriques (d'aprè s 
M. Adle r e t P . Va n Moerbeke) , Séminair e Bourbak i 1980-81 , n ° 566 , 
Lecture Notes in Mathematics 901, pp. 85-94, Springer (1981). 

[33] Les représentations des algèbres de Lie affines : applications à quelques 
problèmes de physique (d'après E. Date, M. Jimbo, M. Kashiwara, T. Mi-
wa), Séminaire Bourbaki 1981-82 , n° 596, Astérisque 92-93, pp. 365-377, 
S.M.F. (1982). 

[34] Construction des matrices S (e n collaboratio n ave c A. Treibich-Kohn) , 
Mathématique e t Physique , Séminair e d e l'E.N.S. 1979-82 , Progress in 
Mathematics 37, pp. 175-196 , Birkhâuser (1983) . 

[35] Two dimensional a-models and harmonie maps from S2 to S2n, Grou p 
Theoretical Methods in Physics, Lecture Notes in Physics 180, pp. 136-
141, Springer (1983). 

[36] Géométrie Microlocale, Algebraic Geometry , Japan-France Conference , 
Tokyo-Kyoto 1982, Lecture Note s i n Mathematic s 1016, pp. 125-133, 
Springer (1983). 

vii 



[37] Construction géométrique de la correspondance de McKay (en collabo-
ration ave c G. Gonzalez-Sprinberg) , Annale s Scientifique s E.N.S . t. 16 , 
pp. 409-449, Gauthier-Villars (1983) . 

[38] Spécialisation de faisceaux et monodromie modérée, Analyse et topologie 
sur les espaces singuliers (II-III) , Astérisque 101-102, pp. 332-364, S.M.F. 
(1983). 

[39] Transformation de Fourier géométrique (en collaboration avec J.-L. Bry-
linski e t B . Malgrange) , C.R.A.S . t . 297 , pp . 55-58 , Gauthier-Villar s 
(1983). 

[40] Extension of a perverse sheaf over a closed subspace, Systèmes Différen -
tiels et Singularités , Astérisque 130 , pp. 210-217, S.M.F. (1985). 

[41] Prolongements de faisceaux pervers monodromiques, Système s Différen -
tiels e t Singularités , Astérisque 130 , pp. 218-236, S.M.F. (1985). 

[42] Reflexive modules over rational double points (e n collaboratio n ave c 
M. Artin), Math. Ann. 270, pp. 79-82, Springer (1985). 

[43] Sûr la règle de McKay en caractéristique positive (en collaboration ave c 
G. Gonzalez-Sprinberg) , C.R.A.S . t . 301 , pp. 585-587, Gauthier-Villars 
(1985). 

[44] Applications harmoniques de S2 dans S4, Geometry today , Internatio-
nal Conference, Rom e 1984, Progress in Mathematic s 60, pp. 267-282, 
Birkhâuser (1985) . 

[45] Structure multiplicative des modules réflexifs sur les points doubles ra­
tionnels (en collaboratio n avec G . Gonzalez-Sprinberg) , Géométri e al -
gébrique et application s :  I. Géométri e et calcu l algébrique , Travaux en 
cours 22, pp. 79-110, Hermann (1987). 

[46] Un calcul triste, Appendice , Géométri e algébriqu e e t application s : 
II. Singularité s e t géométri e complexe , Travaux en cour s 23 , pp. 12-14, 
Hermann (1987). 

[47] Transformation de Fourier géométrique II (e n collaboratio n ave c 
J.-L. Brylinski et B. Malgrange), C.R.A.S. t. 303, pp. 193-198, Gauthier-
Villars (1986) . 

[48] Groupes quantiqùes (d'aprè s V. G. Drinfel'd), Séminaire Bourbaki 1986-
87, n° 685 , Astérisque 152-153 , pp. 305-319, S.M.F. (1987). 

[49] Applications harmoniques de S2 dans S4 II, Harmoni e mappings, twistors, 
and a-models , Advanced series in Mathematica l Physics 4, pp. 124-147, 
World Scientific (1988). 

viii 



[50] New Elliptic Solitons, "Algebraic Analysis" , Paper s Dedicate d t o Pro -
fessor Miki o Sat o o n th e Occasio n o f hi s Sixtiet h Birthday , Vol . II , 
pp. 901-910, Academic Press (1988). 

[51] Solitons Elliptiques (en collaboratio n avec A. Treibich) , Th e Grothen -
dieck Festschrift, Vol . Ill, Progress in Mathematics 88, pp. 437-473, Bir-
khâuser (1990) . 

[52] Revêtements tangentiels et sommes de 4 nombres triangulaires (e n col-
laboration avec A. Treibich), C.R.A.S. t. 311, pp. 51-54, Gauthier-Villars 
(1990). 

[53] Boussinesq Elliptic Solitons : the cyclic case (en collaboratio n ave c 
E. Previato) , Proceedings o f the Indo-French Conferenc e o n Geometry , 
pp. 173-185, Hindustan Boo k Agency (1993). 

[54] Variétés de Kritchever des Solitons Elliptiques de KP (e n collaboration 
avec A. Treibich) , Proceeding s o f the Indo-Frenc h Conferenc e o n Geo-
metry, pp. 187-232, Hindustan Boo k Agency (1993). 

ix 





DES CATÉGORIE S DÉRIVÉE S 

DES CATÉGORIE S ABÉLIENNE S 

J.-L. VERDIER 





Introduction 

Nous proposons dan s ce travail un formalisme d e l'hyperhomologie. 

1. Soien t A e t B deux catégories abéliennes, F : A —> B un foncteur ad -
ditif. Lorsque la catégorie A possèd e suffisamment d'objet s injectifs , l a cons-
truction de s foncteurs dérivé s droits de F es t maintenant classiqu e [1 ] : tout 
objet X d e A possède une résolution injective X A  F(X) uniqu e à "homoto­
pie près". Les objets de cohomologie du complexe F(I* (X)) son t donc définis 
à isomorphisme canoniqu e prè s par l'obje t X e t dépenden t fonctoriellemen t 
de X. Le s foncteurs obtenu s son t les foncteurs dérivé s droits d e F. 

Ainsi, o n associ e fonctoriellemen t à  tou t obje t X d e A u n complex e 
d'objets d e B défin i " à homotopie près " dont o n prend l a cohomologie . Ce-
pendant l e plus souvent , les constructions usuelle s d e l'algèbre homologiqu e 
ne fournissen t pa s de s complexe s défini s à  homotopi e près , mai s de s com -
plexes défini s à  quasi-isomorphisme près (u n morphism e d e complexe s es t 
appelé un quasi-isomorphism e s'i l indui t u n isomorphisme su r le s objets d e 
cohomologie). Pour illustrer c e point, donnon s deux exemples. 

Notons tout d'abor d que , pour étudier les foncteurs dérivé s de F, i l y a 
lieu d e considérer de s résolutions X H(X) plu s générale s qu e les résolu-
tions injectives :  les résolutions par de s objets acyclique s pou r le foncteur F 
(en théori e de s faisceaux, résolution s pa r de s faisceaux flasques, mous [23 ] ; 
en théori e de s modules , résolution s pa r de s module s plat s . . . ) . Ce s réso-
lutions n e son t plu s nécessairemen t unique s à  homotopi e près . Mai s étan t 
données un e résolutio n F-acyclique X 1Z(X) e t un e résolutio n injectiv e 
X A  I*(X), i l existe un e t u n seu l ( à homotopie près) morphisme d e réso-
lutions, i.e. un morphism e d e complexes p : 1Z(X) —» I*(X) te l que le dia-
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gramme ci-après soit commutati f : 

X. 

e' 

s 

MX) 

P 

I'(X) 

De plus, étant donn é un morphisme d e résolutions F-acycliques : 

X 

e 

£2 

MX) 

P' 

n2(x) 

le morphisme de complexes d'objet s d e B : 

F(p') :  F(Ki(X)) —  F(Tl2(X)) 

est u n quasi-isomorphisme . Remarquon s q u ici o n obtien t dan s B u n sys -
tème inductif de complexes et de quasi-isomorphismes qu i possède un élément 
maximal unique à  homotopie près :  le transformé pa r F d'un e résolutio n in-
jective d e X. C e phénomène n e s e produit plu s dan s l e deuxièm e exempl e 
que nous abordon s maintenant . 

Le procédé de définition de s foncteurs dérivés par résolution se généralise 
parfois au cas où la catégorie A n e possède plus nécessairement suffisammen t 
d'objets injectif s o u projectifs . Considéron s l e cas où A es t l a catégori e des 
faisceaux de groupes commutatifs sur un espace topologique E . Cette catégo-
rie ne possède pas, en général, suffisamment d'objet s projectifs. On se propose 
néanmoins de définir le s foncteurs dérivés gauches du foncteur exac t à  droite 
de A dan s A qui , à tout faiscea u G, associe le faisceau F ®j_G (F faiscea u 
fixe). On exige, bien entendu, que cette définition fournisse des foncteurs pos-
sédant le s propriété s usuelle s de s foncteurs dérivé s gauches (comportemen t 
par rapport aux suites exactes et une certaine propriété universelle) et qu'elle 
redonne dan s les ca s connu s (pa r exempl e lorsqu e E es t rédui t à  un point ) 
les produits d e torsion usuels. 

On peu t opére r d e l a manièr e qu e voici . Tou t faiscea u G adme t un e 
résolution à  gauche V —> G de longueur finie (en fait d e longueur 2 ) par des 
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faisceaux dont les fibres sont des groupes commutatifs sans torsion (résolution 
plate). On constate aisément le s faits suivant s : 

a) Étant donnée s deu x résolutions plate s L\ G, i = 1,2 ,  il en existe 
une troisièm e ¿ 3 3 - G e t u n diagramm e commutati f à  homotopi e prè s d e 
résolutions : 

L3 

P1 

P2 

L\ 

£3 

L'2 

£1 

G 

£2 

b) Étant donné s deux morphismes d e résolutions plates : 

L3 

P P' 

L'2 

£\ 

£2 

G 

il existe une troisième résolution plate : 

L3 £3 G 

et un morphisme d e résolutions : 
L3 

a 

L1 

£3 

£1 

G 

tel que les morphismes de complexes pa et p'a soien t homotopes . 
c) Pour tou t morphism e d e résolutions plates : 

L1 

p 

L'2 

£1 

£2 

G 
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le morphisme de complexes de faisceaux : 

F®P:F®1L[-^ F®IL-2 , 

est u n quasi-isomorphisme. 

On obtient don c un système cohérent de complexes de faisceaux F®jL* 
et de quasi-isomorphismes qu i dépend, en un sens qu'on peut préciser, foncto-
riellement du faisceau G. En tout cas , les objets de cohomologie des complexes 
JP ®I L* ( L* résolutio n plat e de G) son t défini s à  isomorphismes unique s 
près et dépenden t fonctoriellemen t d e G. Le s foncteurs ains i obtenus possè-
dent le s propriétés voulue s e t mériten t l e nom d e foncteurs dérivé s gauches 
du foncteur "produi t tensorie l par F ". 

Bien entendu, pour calculer les faisceaux d e torsion 7br^(F, G), o n peut 
prendre le faisceau associ é au préfaisceau U \—> Tor* (F(U), G(U)) (U ou-
vert d e E). Mai s l a méthod e qu e nou s employon s fourni t u n complex e d e 
faisceaux bie n défini à  quasi-isomorphisme prè s dont les objets de cohomolo-
gie sont 7brZ(F, G) e t F®j_G, information supplémentair e essentielle pour le 
maniement commod e de ces foncteurs, ains i que nous le verrons par la suite. 
Cette méthod e s'éten d immédiatemen t a u ca s de s topo s annelé s e t perme t 
de défini r dan s c e cadre le s foncteurs dérivé s gauches d u foncteu r "produi t 
tensoriel de faisceaux" . 

2. Dan s l'étud e de s foncteur s dérivé s d'u n foncteu r compos é d e deu x 
foncteurs, de s propriétés d'associativité , de s relations d u typ e d e Kûnneth , 
on est amen é à  étendre le formalisme de s foncteurs dérivé s au cas où l'argu-
ment n'est plu s seulement u n objet d e la catégorie étudiée, mais un complexe 
d'objets d e cette catégorie. Cette extension a été faite dans [1] . Rappelons-en 
les grandes lignes . Soi t F :  A —> B un foncteur additi f entre  deux catégorie s 
abéliennes telle s qu e A possèd e suffisammen t d'objet s injectifs . Soi t Y* u n 
complexe d'objet s d e A. O n définit dan s loc. cit. les "résolution s injectives " 
du complexe Y9, que nous appelons résolutions injectives de Cartan-Eilenberg 
du complexe Y* .  Une telle résolution est, par définition, un double complexe 
I** dont le s composants sont de s objets injectif s d e A, mun i d'une augmen -
tation : 

y A  /• • 

qui induit des résolutions injectives (a u sens usuel) des composants, des bords, 
et de s objets d e cohomologie du complex e Y* .  Ces résolutions son t unique s 
à homotopie (de doubles complexes) près. On forme alors le double complexe 
F(I**), pui s le complexe simple associé / F(I**) qui, lui aussi, est déterminé 
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à homotopie près par l e complexe Y* . Les objets d e cohomologie TZnF(Y* ) 
du complexe /  F(I" )  sont donc définis à  isomorphisme canonique près et on 
constate qu'il s dépenden t fonctoriellemen t d u complex e Y* . Le s foncteur s 
lZnF obtenu s son t le s hyperdérivés à droite de F. O n obtient d e plus deu x 
suites spectrales fonctorielles e n Y* don t les termes initiaux son t : 

I™ =  Hp(Rq F(Y')) (*) 

II™ =  RpF(Hq(Y*)) , (**) 

et dont les termes infinis sont les gradués associés aux objets 1ZnF(Y* ) conve-
nablement filtrés. Bornons-nous, pour simplifier, au cas où les composants des 
complexes envisagés sont nuls en degré suffisamment petit . On constate alors 
que les suites spectrales (*)et(** ) convergent . Un morphisme m :Y* —» Z* 
de complexes induit de s morphismes : 

UnF(m) : TlnF(Y-) —• TZnF(Z9) 

et de s morphisme s de s suite s spectrale s correspondantes . E n particulier , 
lorsque m est un qùasi-isomorphisme, l a suit e spectral e (** ) montr e qu e 
les morphismes 1ZnF(m) sont des isomorphismes. Ains i les objets 1ZnF(Y') 
sont déterminés dè s que l'on connaî t l e complexe Y* à  "quasi-isomorphism e 
près". Comme, par ailleurs , on a indiqué que les procédés usuels de l'algèbre 
homologique ne fournissent l e plus souven t qu e des complexes déterminé s à 
quasi-isomorphisme près, il apparaît que les objets naturels qu'étudie l'hyper-
homologie sont les "classe s de complexes à  quasi-isomorphisme près" . 

3. L a démarche que nous suivons s'impose alors naturellement. On intro-
duit, pour tout e catégorie abélienne A, l a catégorie comp(*4) des complexes 
d'objets d e A. Pui s o n construi t à  parti r d e comp(̂ 4) une nouvell e catégo -
rie en rendant formellement inversible s les quasi-isomorphismes d e comp(̂ 4). 
On obtient ains i un e catégorie D (̂ 4) :  la "catégorie dérivée" de la catégorie 
abélienne A. Pa r de s procédé s d e résolutio n à  droit e qu'i l import e pe u d e 
préciser dan s cett e introduction, o n associe à  un foncteur additi f entr e deux 
catégories abéliennes F : A — • 5 , u n foncteur RF :  D(A) —> D(B ) (qui n'es t 
défini l e plus souven t qu e su r une sous-catégori e convenable D*(A) C 0(A) 
obtenue en imposant de s limitations aux degrés des complexes envisagés) ap-
pelé l e foncteur dérivé total à droite de F. Pou r tou t obje t X d e D *(.4), 
l'objet RF(X) d e D(Z? ) est don c un complex e d'objet s d e B défin i à  "quasi-
isomorphisme près" , et pa r suite , les objet s d e cohomologie 1ZnF(X) d e ce 
complexe son t bie n définis . Le s foncteurs X H- > 1ZnF(X) son t le s "hyperdé -
rivés à  droite" d u foncteur F, défini s ic i san s suppose r nécessairemen t qu e 
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A possèd e suffisammen t d'objet s injectifs . L e foncteur dériv é tota l perme t 
donc, en particulier , d e reconstruire le s "hyperdérivé s à  droite d e F" ; mai s 
il fournit plu s d'informations . Pa r exemple , lorsqu'on a  un foncteu r additi f 
G : B —• C entre catégories abéliennes, on peut composer les foncteurs dérivés 
totaux : 

RG RF : D*(A) —• D(C ) . 

Dans les cas habituels, le foncteur R G - RF es t canoniquement isomorph e au 
foncteur dériv é total de GF : 

R(GF) RG-R F , 

formule d e composition qu i tradui t dan s notre langage la suite spectrale des 
foncteurs composés, et qu i est d'ailleur s plu s précise, car elle ne se borne pas 
à donne r certaine s information s su r le s objet s d e cohomologie d e RGF(X) 
(X obje t d e D *(,4)), mai s ell e décri t entièremen t l e complex e à  "quasi -
isomorphisme près " qu i donne naissance à  ces objets d e cohomologie ; com-
plexe dont la connaissance permet, par exemple, de composer à nouveau avec 
un autre foncteur dériv é total. 

4. D'un e manière générale, on est amené , dans ce formalisme, à  travail-
ler directemen t ave c les complexe s à  "quasi-isomorphism e près" , complexes 
qu'on s e garde bie n d e remplace r pa r le s seul s objet s d e cohomologie . (Si , 
le plu s souvent , le s "invariants " qu e l'on recherche , a u term e d u calcu l ou 
du raisonnement , son t le s objet s d e cohomologi e de s complexes , i l n'e n es t 
pas toujour s ains i :  les différentielle s de s suite s spectrale s sont , elle s aussi , 
des "invariants " intéressants) . On établit , a u niveau de s complexes à  quasi-
isomorphisme près, ou au niveau des foncteurs dérivés totaux, ou plus généra-
lement au niveau des foncteurs entre  les catégories dérivées, diverses relations 
(relation d'isomorphie, relation d'adjonction pou r les théorèmes du type dua-
lité, etc.). Ce s relations fourniront, pa r des procédés purement automatique s 
(les suite s spectrales) , de s information s su r le s objet s d e cohomologi e de s 
complexes, sur les filtrations naturelles don t ce s objets son t munis , etc. 

Même lorsqu'on n e s'intéresse qu'au x valeur s de s foncteurs dérivé s tra -
ditionnels, i.e. au x seul s objet s d e cohomologie , le s relation s dan s le s ca -
tégories dérivée s son t souven t de s intermédiaire s technique s indispensable s 
pour arrive r à  étudier ce s foncteurs e t formule r pou r eu x certaines relation s 
importantes. 

Enfin, avantag e essentiel , les relations qu'o n établi t dan s les catégorie s 
dérivées son t d'apparenc e e t d e fai t plu s simple s qu e les relations qu'o n e n 
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déduit pou r le s objet s d e cohomologie . L e mécanisme de s suite s spectrale s 
cache le plu s souven t l a simplicit é de s phénomènes . L'exempl e élémentair e 
des relations d e Kûnneth es t à  cet égar d significatif . 

5. Soien t X  e t Y  deux espaces compacts , A un anneau à  élément unit é 
commutatif (pou r simplifier) , F et G deux faisceaux d e A-modules su r X e t 
Y respectivement . Lorsqu e A es t u n corps , on sai t qu e le produi t cartésie n 
[23] définit u n isomorphisme d'espace s vectoriel s gradués : 

( K û ) ^ H*(X,F)®AH*(Y,G) ^H*(XxY,F®AG) G . 

Lorsque A = Z et qu e le faisceau F o u le faisceau G est san s torsion , on a 
des suites exactes scindables : 

0 — OO 
p+q=n 

HP(X, F) ®A Hq(Y, G) H"( X x  Y, F ®A G) 

(Kû)c20h e 
p+q=n+l 

Torz(Hp(X,F),H*(Y,G))->0 

Lorsque A = Z  et qu'o n n e fai t aucun e hypothès e su r F e t G, o n a  deu x 
familles d e suites exactes scindables : 

0 ^ © 
p+q=n 

HP(X,F) ®A H«(y,G)->Hn -

(Kû)c20h 0 
p+g = 7l+l 

TorZ(H^(X,F),H^(y,G))^0 , 

0 -+ Hn+1 (X x  Y, TorA(F, G)) H n Wn(X xY,F®AG)^0 

La formulation initial e (Kiï)*o h s e complique donc , mais rest e accessibl e a u 
calcul explicite . Quan d l'annea u A es t plu s compliqué , par exempl e lorsque 
A =  Z/lrZ, £ premier, r > 1 , annea u d e dimension cohomologiqu e global e 
infinie, on n'a plus, traditionnellement, que deux suites spectrales ayant même 
aboutissement don t les termes initiaux son t : 

'K™ =  0  Tor*(Hr(X,F),Hs(Y,G)) , 
r+s=g (Kù)̂ 0h 

"~KÏ'q = HP(X x Y,ToriJF,G)) 

Cependant ce s suites spectrales et l'isomorphie entre leurs aboutissements ne 
sont qu e la conséquenc e e t l a traductio n imparfait e d e la relatio n suivant e 
dans la catégorie dérivée de la catégorie des A-modules : 

(KÙ)Der RH(X,F) ®A RH(y,G) RH( X x Y,F®A G) , 
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où RH (X, )  désign e l e foncteu r dériv é tota l à  droit e d u foncteu r "section s 
L 

globales" su r X (d e mêm e pour RH (Y, )  e t RH (X x  Y , ) ) e t o ù ® A dé -
signe l e foncteu r dériv é tota l à  gauch e d u foncteu r produi t tensoriel . (O n 
suppose que X e t Y son t de s espaces de dimension cohomologiqu e finie, par 
exemple de s complexes cellulaire s finis.)  Les deux membres d e (Kû )Der son t 
des complexes d e A-modules déterminé s à  quasi-isomorphisme prè s dont les 
modules d e cohomologie sont respectivemen t l'aboutissemen t d e la première 
et d e la deuxièm e suit e spectral e d e (Kù)*oh . La formule (Kù )DER est , bien 
entendu, encore valable lorsque F et G sont de s complexes d e faisceaux su r 
X et Y (convenablemen t bornés) . Ell e es t parfaitemen t maniabl e pratique -
ment, e t perme t d e formuler égalemen t le s propriété s d e commutativité , e t 
d'associativité lorsqu'i l y  a plusieurs facteurs . 

L'extension des scalaires conduit à  une formule analogue dans les catégo-
ries dérivées. Lorsque A —> B es t une A-algèbre et lorsque F es t u n faiscea u 
de A-modules su r X, on a la relation : 

RH(X, F)®AB ^ RH (X, F®AB) . 

De façon imagée , on peu t dire , qu'e n général , les formules naïves et tradi­
tionnellement fausses deviennent vraies lorsqu'on travaille dans les catégories 
dérivées. 

L'importance de s anneaux de coefficients Z/£rZ provien t notammen t d e 
la cohomologie étale des schémas. On sait [6] que dans cette théorie on doit es-
sentiellement travaille r avec des faisceaux^de torsion. On obtient la cohomolo-
gie ^-adique, i.e. à valeurs dans l'anneau Zi des entiers Sadiques, en passant à 
la limite projective dans la cohomologie à valeurs dans les anneaux Z/£rZ . La 
formule (Kû )Der est encore valable dans ce contexte (lorsque, par exemple, X 
et Y son t des schémas propres sur un corps algébriquement clos , A = Z/£rZ), 
et pass e à  la limite immédiatemen t pou r fourni r un e formule analogu e pour 
les Z^-faisceaux. Mai s comme Zt est un anneau principal , la formule (Kù )Der 
fournit e n passant à  la cohomologie une formule d u type (Kû);?oh et en tenso-
risant pa r ,  la formule (Kû )Joh pour les Q^-faisceaux . 

6. C'es t l e développemen t systématiqu e de s considération s esquissée s 
ci-dessus que nous présentons dans c e travail. Voici quel en est le plan. 

Nous étudions a u premie r chapitr e le s catégorie s d e complexe s de s ca-
tégories additives. Ce s catégories sont graduées . Plus précisément , elles sont 
munies d e foncteur s translatio n (translatio n de s degré s dan s un e directio n 
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donnée et changement de signe de la différentielle correspondante) . Les exten-
sions naturelles des foncteurs multi-additifs au x complexes ne commutent pas 
nécessairement au x translations, mais y  commutent " à isomorphisme près" , 
isomorphismes déterminés , pratiquement , a u sign e près . I l s e trouve qu'o n 
ne peut choisi r ces isomorphismes d e manière cohérente pour la composition 
des "foncteur s translation" , e t qu'i l s'introdui t alor s un signe . L'étude d e ce 
signe fai t l'obje t d u paragraph e 1  (voir auss i l'appendice) . A u paragraph e 
2, nous définisson s le s notions classiques d e complexes multiples , complexes 
simples, foncteu r "complex e simpl e associé" , homotopie , e t a u paragraph e 
3, nous abordons l'étude d u côn e d'un morphism e d e complexes ("mappin g 
cone" ou "mappin g cylinder") , construction essentiell e pou r la suite . 

La construction d e la catégori e D(A), catégori e dérivée de la catégori e 
abélienne A, s e fait e n deux étapes . Dans la première étape on introduit l a 
catégorie K(A) des complexes de A à  homotopie près. Puis on inverse formel-
lement dan s K(*4 ) le s quasi-isomorphismes pou r obteni r l a catégori e D(A). 
Les catégories K(*4) et D(A) ne sont pas nécessairement abéliennes ; mais elles 
sont munie s d'un e structur e supplémentaire , consistan t e n l a donné e d'un e 
famille d e diagrammes défini s à  parti r d e la constructio n d u côn e :  les tri­
angles distingués. Le s triangles distingué s jouent, pour ce s catégories, le rôle 
des suites exacte s de s catégories abéliennes . Les catégories additives munie s 
de cette structure supplémentaire, mise en évidence et étudiée par Puppe [2], 
sont appelée s catégories triangulées e t son t étudiée s d e notr e poin t d e vu e 
au chapitr e I L L e premie r paragraph e es t consacr é à  l'exposé d e résultat s 
élémentaires sur les catégories triangulées. Au paragraphe 2 , nous montrons, 
dans le cadre généra l des catégories triangulées , qu e le problème consistan t 
à inverse r formellemen t le s quasi-isomorphisme s d e l a catégori e triangulé e 
K(A) se résout simplemen t pa r un "calcul de fractions" [16]. Au paragraphe 
3, nous démontrons u n théorèm e dû à  Freyd [17 ] :  une catégori e triangulée 
V s e plonge de manière universelle dans une catégorie abélienne A(X>). Cette 
catégorie A(î>) possède une famille E d'objets à  la fois injectifs e t projectifs , 
telle qu e tou t obje t d e A (î>) soi t isomorph e à  un sous-obje t d'u n obje t d e 
E et à  un obje t quotien t d'u n obje t d e E. L a sous-catégorie pleine d e A(X>) 
définie pa r E est isomorph e à  la catégori e V. Enfi n a u paragraph e 4 , nous 
étudions les "objets spectraux" à  valeurs dans les catégories triangulées ou les 
catégories abéliennes . Nous ne faisons ic i qu'adapter le s définitions d e [1]. 

Le chapitre III est consacré à l'étude de s catégories dérivées proprement 
dites. Lorsque X e t Y  sont deux objets d e D(A), catégori e dérivée de la ca-
tégorie abélienne A, le s morphismes d e degré n de X dan s Y s'interprètent , 
lorsque l a catégori e A possèd e suffisammen t d'objet s injectif s e t lorsqu e Y 
est u n complex e don t le s composant s son t nul s e n degr é petit , comm e les 
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éléments d e Ext ^(X,Y), n-ièm e hyper-ex t de s complexe s X e t Y  (a u sen s 
de [1]). Lorsque X e t y son t des complexes bornés (composants nuls sauf un 
nombre fini), les homomorphismes de degré n de X dan s Y peuven t s e définir 
par une construction qu i généralise la construction de Yoneda [3]. La compo-
sition des morphismes dan s D(A) n'est autr e que la composition d e Yoneda. 
Au paragraphe 4, nous étudions les objets spectraux usuels. Tout complexe de 
A donne naissance à trois objets spectraux à valeurs dans D(A), qu i permet-
tent d'écrir e de façon automatique les suites spectrales essentielles. D'ailleurs 
toute suit e •  • •  —> Xn —• Xn+i — > •  • •  d e complexe s e t d e morphisme s d e 
complexes (o ù les morphismes d e transition n e sont pa s nécessairemen t de s 
monomorphismes) donn e naissance à  un obje t spectral . 

7. E n résumé , il s'agi t d'établi r le s fondement s d'u n formalisme , ave c 
tous le s inconvénient s qu'u n tel  travai l comport e :  enthymèmes e t sorites , 
démonstrations san s réelle s difficulté s mathématique s mai s nécessitan t sou -
vent des suites de vérifications parfoi s (resp . toujours) ennuyeuses . Ce travail 
ne présente donc un intérêt que dans la mesure où ce formalisme, par sa sou-
plesse et s a généralité, permet l a formulation e t la démonstration d e "vrais" 
théorèmes. C'est l e souci d'énoncer et de démontrer des théorèmes de dualité 
cohomologique qu i a  constitué la première motivation d e ce formalisme. O n 
sait qu'i l exist e dan s différent s contexte s de s théorie s d e dualit é cohomolo -
gique formellement trè s analogues : 
1) Théorie de la dualit é dan s la cohomologi e des faisceaux cohérent s su r les 
schémas [4]. 
2) Théorie de la dualité dan s la cohomologie des faisceaux pou r la topologie 
étale des schémas [5] , [6] . 

Ces théories sont due s à A. Grothendieck . 
3) Théori e d e l a dualit é dan s l a cohomologi e de s module s galoisien s du e à 
J. Tat e et J.-L . Verdier [7]. 
4) Théori e d e l a dualit é dan s l a cohomologi e de s faisceau x su r u n espac e 
localement compac t [9] , [10] . 
5) Théorie de la dualité dan s la cohomologie des faisceaux analytique s cohé -
rents. Cette théorie reste encore essentiellement conjecturale . 
6) Théorie de la dualité pour les corps locaux, corps de nombres ou corps de 
fonctions e t ses relations avec la théorie du corps de classes. Cette théorie est 
à développer. Le s premiers pas sont du s à M. Artin [8]. 

Toutes ce s théorie s on t pou r poin t d e dépar t (o u d'arrivée ) un e pro -
priété d'adjonctio n relian t certain s foncteur s entr e catégorie s dérivées . L e 
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cas particulièrement simpl e de s espaces localement compact s fourni t l e mo-
dèle des énoncés qu'on obtient. Soien t X e t Y deu x espaces localement com -
pacts (dison s :  d e dimensio n cohomologiqu e finie),  A u n annea u (nœthé -
rien), D(XA) e t D(YA) les catégories dérivée s des catégories de faisceaux d e 
A-modules XA e t Y A su r X e t Y respectivement , f : X Y un e application 
continue. On peut alor s définir dan s cette situation : 

a) Un foncteu r f\ :  XA —> • YA , image direct e à  suppor t propr e e t l e 
foncteur dériv é total correspondan t : 

Rf,:D(XA)-+D(YA) . 

(Lorsque / :  X —* Y es t une application propre , le foncteur / » est le foncteur 
image directe usuel. ) 

b) Un foncteu r f :  D+(YA) - » D+(XA) (l e sign e +  signifi e qu'o n s e 
limite au x complexe s borné s inférieurement ) don t l a définitio n précis e es t 
assez technique, mais qui est caractérisé , à isomorphisme unique près , par la 
propriété c). 

c) Un isomorphisme bifonctorie l : 

Af(F,G) :  RHom(R ftF,G) - + RHom (F,/!G) 

défini pour tout objet F de D(XA) e t tout objet G de D+(YA) (RHo m désigne 
le foncteur dériv é total du foncteur "complex e des homomorphismes") . 

Les phénomènes importants son t alor s les suivants : 
Dl) L a formation d u foncteur f es t transitiv e pour /  variable . 
D2) L'isomorphisme Af es t compatible avec la composition des applica-

tions. 
D3) Lorsque X es t liss e su r Y d e dimensio n relativ e n , i.e. lorsque , 

localement su r X, X es t y-isomorph e a u produi t d'u n ouver t d e Y pa r 
l'espace topologique RN (exempl e :  Y — u n point, X variét é topologique), on 
a pour tou t obje t G de D+(YA) u n isomorphisme canoniqu e : 

f(G)~r (G)®ux/Y[n] , 

où f*(G) es t l'imag e invers e usuelle , CJX/Y u n faiscea u localemen t libr e d e 
rang 1  : le faisceau d'orientatio n relativ e de X su r Y, e t où ux/y[n] désign e 
le complexe obtenu en faisant subi r au complexe UX/Y u n décalage des degrés 
de n unités. 

11 
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D4) Lorsque X  es t u n fermé d e Y e t qu e /  es t l'injection canonique , le 
foncteur f es t l e foncteur dériv é total du foncteur "section s à  support dan s 
X". 

Ce théorème, et ses variantes dans les autres contextes signalés plus haut, 
contient les formulations traditionnelle s d e la dualité :  théorème de dualité de 
Poincaré dans le cas topologique, théorème de dualité de Serre pour le s fais-
ceaux algébriques cohérent s sur une variété projective e t lisse. Mais l'emploi 
du langag e de s catégorie s dérivée s n e perme t pa s seulemen t d e démontre r 
avec plus de généralité des théorèmes auxquels on pouvait n e s'intéresser qu e 
dans des cas particuliers simples . On ne sait pa r exemple , à l'heure actuelle , 
démontrer le théorème de dualité sous la forme traditionnelle (typ e dualité de 
Serre), pour les faisceaux algébriques cohérents sur une variété propre et lisse 
non projective su r un corp s algébriquemen t clos , que par l'intermédiair e d u 
théorème de dualité général. Il en est de même pour la dualité en cohomologie 
étale, pour les variétés projectives no n singulières. 

8. Le s théorème s d e dualit é dan s le s ca s 1) , 2) et 4 ) conduisen t à  des 
formules d e points fixes de Lefschetz, d e type non classique , faisant interve -
nir des faisceaux pouvan t présente r des singularités [10] , [11], [12]. Soient X 
un espace topologique compac t d e dimension cohomologiqu e finie, A un an-
neau nœthérien, F u n faisceau d e A-modules su r X possédan t le s propriétés 
suivantes : 

a) En tou t poin t d e X, le s fibres du faisceau F son t de s A-module s d e 
type fini et d e dimension projectiv e finie. 

b) Une propriété de régularité au voisinage de tout poin t de X, analogue 
aux propriétés décrites par Wilde r [9]. 

Soit $  = ($X,$F) - (X.,F) — • (X,F) u n endomorphism e d e l'espac e 
topologique X mun i du faisceau F. L'endomorphism e $  indui t u n endomor-
phisme de complexe d e A-modules : 

RH($): RH(X,F ) RH(X,F) 
Sous les hypothèses a) et 6) , le complexe RH(X, F) est un complexe parfait de 
A-modules, i.e. il est isomorphe, dans la catégorie dérivée, à un complexe fini 
dont les composants sont des A-modules projectifs d e type fini. On peut donc 
définir l e nombre de Lefschetz x(RH($) ) comme étant la somme alternée des 
traces des composant s d e RH($) , qui son t de s endomorphismes d e modules 
projectifs d e typ e fini.  Supposons maintenant , pou r fixer  les idées , qu e les 
points fixes de $ soien t isolés . On a  alors l'égalité : 

(Lef) Х ( М ( Ф ) ) = V  ХР(Ф ) 
P fixe 

12 
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où les Xp($) son t de s invariants locaux, qu e l'on peu t détermine r lorsqu'o n 
connaît l e faisceau F e t l'endomorphism e $  a u voisinag e d e P. Lorsqu e X 
est un e variét é topologique e t lorsqu e le faisceau F es t constan t e t libr e d e 
rang 1 , on retrouve la formule d e Lefschetz usuelle . 

Dans le cadre d e la cohomologi e de s faisceaux cohérents , on a  une for -
mule analogue . I l fau t prendre , pou r X, u n schém a d e type fin i e t propr e 
sur un corps k et pour F un faisceau cohéren t d e tor-dimension finie, ou plus 
généralement u n complexe parfait . L'étud e de s invariants locaux qui s'intro -
duisent alor s n'a été faite qu e dans certains cas particuliers. Lorsque le corps 
k es t algébriquemen t clos , le schéma X liss e sur k, l e faisceau F localemen t 
libre et le point fix e P à  croisement normal , on obtient : 

XP(*) = 
Tr($F,p) 

det(l - d$x,p ) 

où $F,P désigne l'endomorphisme induit par $ sur la fibre réduite du faisceau 
F en P (qu i est un fc-espace vectoriel de dimension finie) e t où d$x,P désign e 
la différentielle d u morphisme $ x e n P • 

Lorsqu'on ne suppose plus qu e le point fix e P es t à  croisement normal , 
i.e. lorsqu'on ne suppose plus que l'endomorphisme 1  — d$x,p es t inversible, 
les invariants locau x peuven t encor e s e déterminer pa r u n calcu l d e résidus 
au sens de [4]. 

Le théorème de Lefschetz dan s le contexte d e la Géométri e Algébrique 
peut d'ailleur s s e généralise r au x situation s relatives . O n s e donn e u n 

f 
K-schéma X —> Y propr e e t liss e su r u n schém a localemen t nœthérie n Y 
et un faisceau cohéren t F de tor-dimension fini e su r X . Le complexe de fais-
ceaux Rf*(F) su r Y es t alor s un complexe parfait. Soit $  :  (X, F) —> (X, F) 
un Y-endomorphisme d u schéma X mun i du faisceau F e t supposon s qu e le 
schéma P de s point s fixe s d e $  soi t fin i su r Y. L'endomorphism e $  indui t 
un endomorphisme : 

R/ . (<D):R/ . (F)^R/ . (F) , 

et comm e le complexe Rf*(F) es t parfait, on peut défini r l e nombre de Lef-
schetz x(R/*($) ) qu i es t ic i un e sectio n d u faiscea u structura l d e Y. Cel a 
posé, on a l'égalité : 

X ( R / . ( * ) ) =  X P ( * ) , 

où Xp($) es t un invariant local , qui peut encor e se déterminer par un calcul 
de résidus. 

13 
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Dans l e cadr e d e l a topologi e étale , o n a  un e formul e d e Lefschet z 
analogue [12] . Cett e formule , appliqué e à  Pendomorphism e d e Frobeniu s 
d'une courbe algébrique propre et lisse sur un corps fini, munie d'un faiscea u 
constructible pour la topologie étale, a permis la démonstration de la rationa-
lité des fonctions L généralisées [11]. Signalons que dans cette démonstration, 
on utilise une formule d e Lefschetz o ù le faisceau de s coefficients possèd e ef -
fectivement de s singularités . 

9. Dan s le ca s d e la formule d e Lefschet z topologique , o n a  vu qu e le 
complexe : 

RH(X,F) 
est parfait , c e qui permet d e définir l e nombre de Lefschetz d e : 

RH($) : RH(X,F) -> RH (X,F) . 
On voit là de façon particulièrement frappante pourquoi on ne peut remplace r 
un complex e pa r l a collectio n d e se s objets d e cohomologie . O n n e peut e n 
effet défini r l a trace des endomorphismes : 

H'($):H ' (X,F)^H ' (X,F) 
que sou s de s condition s extrêmemen t restrictives . Lorsque , par exemple , l a 
dimension cohomologique globale de l'anneau A est finie, i.e. lorsque A est ré-
gulier, on peut défini r la trace de H?($) en prenant de s résolutions projectives 
finies. O n a alors : 

X(RH(*)) =  2 (-l)iTr(H<(*)) . 
i 

Mais ainsi qu'on l'a vu, notamment en théorie des faisceaux pour la topologie 
étale, on a  à  travailler ave c des anneaux d u type Z/plZ (£ > 2) qu i ne sont 
pas réguliers. 

Cette notion d e complexe parfai t es t égalemen t util e en géométrie algé-
brique :  K-théorie e t théorème de Riemann-Roch [14] . 

10. E n conclusion , i l semble qu'actuellement , l e langage de s catégorie s 
dérivées soit l'outil indispensable pour permettre de formuler e t de démontrer 
les résultats essentiels de s théories qu'on vien t d e mentionner. 

Nous nous sommes limités dans ce travail à  l'algèbre homologique addi-
tive :  catégories abélienne s e t foncteur s additifs . Dè s qu'on abord e les théo-
rèmes de Riemann-Roch [14 ] ce cadre est insuffisant . Nou s n'avons pas non 
plus abordé l'étude des différents groupe s de classes, ou groupes de Grothen-
dieck, que l'on peu t forme r ave c les catégories triangulées. Enfin, nou s avons 
laissé de côté les questions d'homologi e relative , qui peuvent auss i se traiter 
dans le cadre des catégories triangulées [15]. 
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Chapitre I 

Les catégories d e complexe s 
des catégorie s additives . 

1. Catégories graduées. 

1.1. Catégorie s graduée s d e typ e G. 

1.1.1. À  tout groupe G on associe une catégorie, que nous notons G , définie 
de la manière suivante : 

fl.l.l.l) 

- Ob(Ç) est u n ensemble rédui t à  un élément chois i une fois 
pour toutes . 
- Fl (£7) est l'ensemble sous-jacen t à  G. 
- Le s applications source et but sont les uniques applications 
de Fl(£ ) dans Ob(G) • L'application identit é envoie l'uniqu e 
élément d e Qb(G) su r l'élément neutr e d e G. 

g h 
- L e composé de deux flèches —>— > es t l a flèche hg produit 
dans le groupe G des éléments h et g. 

On appelle catégorie graduée de type G un e catégorie fibrée su r G [18] . 
Une catégorie (C, G) graduée de type G est donc une catégorie C munie d'u n 
foncteur de g :  C —» G faisant d e C une catégori e fibré e au-dessu s d e G. 
Le foncteur de g :  C —> G est appel é foncteur degré. L'imag e pa r de g d'u n 
morphisme de C est appelé le degré de ce morphisme. Soit e l'élément neutre 
de G. O n désign e pa r Ce l a catégori e fibr e d e (C G)  L a catégori e Ce es t 
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donc la sous-catégorie de C ayant mêm e ensemble d'objets qu e C et don t les 
morphismes son t les morphismes d e C de degré e. 

Soient (C,G ) et (C,G ) deu x catégories graduées de type G. O n appelle 
foncteur gradué de (C,G) dan s (C',G ) u n foncteu r cartésie n F au-dessu s 
de G. O n désign e pa r Fe : Ce —> Cfe l e foncteu r obten u pa r restrictio n au x 
catégories fibres. Enfin, u n morphisme d e foncteurs gradué s m : F —• F' es t 
dit compatible avec la graduation s i c'est u n (/-morphisme d e foncteurs. 
1.1.2. Soien t C une catégorie graduée de type G et g un élément de G. Pou r 
tout coupl e X, Y d'objet s d e C, on désigne par Hom p(X, Y) l'ensembl e de s 
morphismes d e X dan s Y d e degré g. O n a  alors : 

(1.1.2.1) Hom (X,y)= M  Hom 5(X,F) . 
geG 

L'ensemble Hom (X, Y) es t don c muni d'une structur e d'ensembl e gradu é de 
type G. L e degré étant fonctoriel , o n a pour tou t morphism e m : X —> Y e t 
tout morphism e n  :  Y —> Z : 

(1.1.2.2) deg (n) deg(ra) = deg (rira) . 

Les formules précédente s n e font qu e traduire l e fait qu e C est un e ca -
tégorie au-dessu s d e G • Exprimons maintenan t qu e l a catégori e C est un e 
catégorie fibrée au-dessus d e G. H  suffit pou r cel a d'exprime r qu e tou t ob -
jet d e C est but  d'u n morphism e hypercartésie n d e degr é donn é [19] . Or 
on vérifie immédiatemen t qu e les morphismes hypercartésien s d e C sont le s 
isomorphismes de C, et par suite que la catégorie C es t fibrée si et seulement 
si elle possède la propriété suivante : 
(1.1.2.3) Pour tout élément g de G et tout objet X de C, il existe Un 

isomorphisme de but X et de degré g. 

Soient maintenan t (C,G ) e t (C',G ) deu x catégories graduées de type G 
et F : C —> C u n foncteur gradué . Le foncteur F es t d'abor d u n (/-foncteu r 
et, pa r suite , il conserv e le degr é des morphismes . I l transforme d e plus les 
morphismes cartésien s de C en morphismes cartésien s de C', ce qui est auto -
matique ca r le s morphisme s cartésien s d e C son t de s isomorphismes . Le s 
foncteurs gradués de C dans C1 son t donc simplement les foncteurs de C dans 
C1 qui conservent le degré. 

Enfin, u n morphisme de foncteurs gradué s m : F —• F1 compatibl e ave c 
la graduation es t simplemen t u n morphism e d e foncteurs d e degré e , i.e. la 
donnée pour tou t obje t X d e C d'un morphism e : 

m(X) : F(X) F\X) 

18 
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de degré e vérifiant le s propriétés de compatibilité usuelles . 
Définition 1.1.3 . Un e catégori e gradué e d e typ e G es t dit e additive si la 
catégorie fibre Ce es t additive [20]. Un foncteur gradu é entre catégories gra-
duées additives es t di t additif si le foncteur restrein t au x fibres est additif . 

Soit C une catégorie graduée de type G additive. La catégorie C dépouillée 
de sa structure fibrée  n'est pas additive lorsque G ^ {e} . On peut toutefoi s 
associer à  C une catégori e additive en procédan t comm e sui t :  pour tou t 
couple X, Y d'objet s d e C et tout élémen t g de G, o n vérifie qu e l'ensemble 
Hom5(X, Y) es t mun i naturellement d'un e structur e d e groupe commutatif . 
Définissons alor s un e nouvell e catégori e Cadd en prenan t comm e ensembl e 
d'objets l'ensemble des objets de C , et comme ensemble de morphismes entre 
deux objets X e t Y : 

(1.1.3.1) Hom Cadd(X,y)= 0  Hom £(X,y) . 
geG 

La composition de s morphismes dan s Cadd se définit d e la manière évident e 
et o n vérifi e qu e Cadd est un e catégori e additive. Etant donn é d e même un 
foncteur cartésien additif F :  C —• C entre deux catégories graduées additives, 
on construi t pa r l a même méthode un foncteu r additi f Fa^ : Ca^ — > Cgd d . 
Nous n'utiliserons jamais cett e construction . 

Remarquons que la définition de s catégories graduées adoptée ici est plus 
restrictive qu e celle qui s'impose naturellemen t à  l'esprit. E n plus de s struc-
tures évidentes (1.1.2.1 ) et (1.1.2.2) , nous imposons la propriété (1.1.2.3). 

1.2. Opératio n à isomorphisme prè s d'un groupe su r une catégorie . 

1.2.1. Soi t C une catégori e graduée de type G. Choisisson s u n clivag e nor-
malisé de la catégori e fibrée C • G [18], i.e. pour tou t g G  G choisissons 
un foncteur changemen t d e base : 

(1.2.1.1) 
'T(g):Ce^Ce , 

к Т(е) = identité d e Се 

Pour tout coupl e (g, h) d'éléments de G, o n a [18] un isomorphisme de fonc-
teurs : 

(1.2.1.2) 
c(h,g):T(hg)-+T(g)T(h) , 

с(д,е) = с(е,д) = identité de Т(д) 
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et pour tou t triple t (# , h, k) d'éléments d e G, o n a la relation : 

(1.2.1.3) (T(g)i,c(k,h))c(kh,g) = (c(h,g)i,T(k))c(k,hg) . 

Définition 1.2.2 . Soi t G un groupe . O n appell e G0-catégorie (G0 groupe 
opposé à  G) une catégorie Ce muni e d'une famill e d e foncteurs T(g) (g G G) 
et d'isomorphisme s d e foncteur s c(h,g) (g, h G  G) vérifian t le s propriété s 
(1.2.1.1), (1.2.1.2) et (1.2.1.3) . 

Une G°-catégori e es t don c un e catégori e Ce munie d'un e opératio n à 
isomorphisme près d'un group e G0. On utilise la notation (Ce,G°,T , c) pour 
désigner la G°-catégori e ; les isomorphismes c(h,g) son t appelé s le s isomor­
phismes de transition. Lorsque les isomorphismes d e transition son t de s iso-
morphismes identiques , c e qu i impliqu e e n particulie r qu'o n a  pou r tou t 
couple g, h G  G l'égalit é T(hg) = T(g)T(h), o n di t qu e l a G°-catégori e 
est stricte. Un tel objet es t don c défini pa r une représentation d e G0 dans le 
groupe des automorphismes d e la catégorie Ce . 

1.2.3. Soien t maintenan t C et C9 deu x catégorie s graduée s d e typ e G e t 
F : C —• C un foncteur gradué. Choisissons sur C et C de s clivages normalisés. 
Le choix de ces clivages défini t de s isomorphismes d e foncteurs : 

(1.2.3.1) m(g) :  FeT(g) T'(g)Fe , g e G ,  m(e ) = identit é de Fe 

tels que pour tout coupl e g, h G G, l e diagramme ci-après soit commutati f : 

(1.2.3.2) 

FeT(hg) 

Fe*c(h,g) 

FeT(g)T(h) 

m(g)*T(h) 

T\g)FeT{h) 

m(hg) 

T'{g)*m(h) 

T\hg)Fe 

cf(h,g)*Fe 

T\g)T\h)Fe 

Définition 1.2.4 . Soien t (Ce,G°,T,c ) e t (C£,G0,T',c') deux G°-catégories . 
On appelle G0-joncteur la donnée d'un foncteu r : 

Fe i  Ce • Ce 
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et d'isomorphisme s : 
m(g):FeT(g)^T'(g)Fe ,  g € G , 

tels que les diagrammes (1.2.3.2 ) soient commutatifs . 
Un G°-foncteur es t don c un foncteur "commutan t à  isomorphisme prè s 

aux opération s d e G0" . O n utiliser a pou r l e désigne r l a notatio n (Fe,m). 
Lorsque pou r tou t g G  G les isomorphisme s m(g) son t de s isomorphisme s 
identiques, c e qu i impliqu e e n particulie r qu e pou r tou t g G  G o n a  le s 
égalités FeT(g) = T'(g)Fe, o n dit qu e le G°-foncteur es t strict 

F F' 
1.2.5. Soien t C, C e t C" troi s catégorie s graduée s e t C  — • Cf —• C", 
F" = F1 F troi s foncteur s gradués . Choisisson s su r C, C e t C" de s cli -
vages normalisés . O n e n déduit , d'aprè s c e qui précède , trois G°-catégorie s 
(Ce, G0, T, c), (Ce, G0, T', c') et (C'J, G0, T", c") et trois G°-foncteurs (Fe, m), 
(Fg,m') e t (F", m"). O n vérifie immédiatement qu'o n a  les relations : 

(1.2.5.1) 
F'J = F'eFe , 

m,,(^) = (m '(if)*Fe)(^*m(if)), g € G . 

Définition 1.2.6 . Soient (Cc, G0, T, c), (Ce, G0, T', c') et (Ce;, G0, T", c") trois 
G°-catégories et : 

(Ce,G°,T,c) 
(Fe,m) 

(C'e,G°,T',c') 
(Fe,m) 

[C':,G°,T",C") 

deux G°-foncteurs . Le s égalité s (1.2.5.1 ) définissen t u n G°-foncteu r qu i es t 
appelé le foncteur composé des G°-foncteurs (Fe, m) e t (Fé , m'). 

1.2.7. Soien t F e t F' deu x foncteur s gradué s entr e deu x catégorie s C et 
C graduée s d e typ e G e t soi t ù : F —• F' u n morphism e d e foncteurs d e 
degré e. Choisisson s su r C et C  de s clivages normalisés . On en dédui t deu x 
G°-catégories (Ce,G°,T,c) e t (C'e,G°,T',c') e t deu x <2°-foncteur s (Fe,m), 
(F'e,m'). L e morphisme ù détermine alors un morphisme de foncteurs : 

(1.2.7.1) ue : Fe -H. ^ 
tel que le diagramme ci-après soit commutati f : 

(1.2.7.2) 

FeT(g) 

FeT(g) 

T\g)Fe 

ue*T(g) 

T'{g)*ue 

KT{9) 

m'(g) 

T\g)F'e 
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Définition 1.2.8 . Soien t (Ce,G°,T,c ) e t (Cfe,G°,Tf,cf) deu x ^-catégorie s 
et (jPe,m ) e t (F^mt) :Ce —• C'e deu x G°-foncteurs . O n dit qu'u n morphism e 
de foncteurs ùe : Fe —• jP g est compatible ave c les opérations d e G0 si pour 
tout g £ G le diagramme (1.2.7.2 ) est commutatif . 

Enfin, nou s dirons qu'un e G°-catégori e es t additive s i la catégorie sous-
jacente est additive . D'après (1.1.3) , la G°-catégorie associée à une catégorie 
graduée additive es t un e G°-catégorie additive . 

1.3. Équivalenc e d e deu x langages . 

1.3.1. O n se fixe un univers U. Désignon s par Grad (G) la U-catégorie dont 
les objets son t le s catégories graduées d e type G , appartenan t à  U, e t don t 
les morphismes sont les foncteurs gradués . Désignons de même par G°-Cat la 
U-catégorie dont les objets son t le s G0-catégories, appartenant à  U, et don t 
les morphismes son t le s G°-foncteurs . O n dédui t immédiatemen t d e (1.2.1) , 
(1.2.3) et (1.2.5 ) que le choix , pour tout e catégori e graduée de type G  d'u n 
clivage normalisé, définit u n foncteur : 

(1.3.1.1) *  :  Grad(G) -+ G°-Cat . 

Le résultat d e [18 ] s'interprète comm e suit : 
Proposition 1.3.2 . Le foncteur \ P est une équivalence de catégories. 

On trouvera dan s [18 ] la descriptio n d'u n foncteu r quasi-invers e d e $  . 
Nous nous bornerons ici à décrire rapidement l a catégorie graduée C[G] asso-
ciée à une G°-catégori e (C,G°,T , c). Tout d'abord , l'ensemble de s objets d e 
C[G] est l'ensemble de s objets de C . Soient X e t Y deu x objets d e C . Posons 
alors : 

(1.3.2.1) Hom5(X , Y) = Homc(X, T(g)Y) ,  g G G  , 

(1.3.2.2) Homc[G](X,Y) = [ J Hom9(X,Y) . 
g€G 

Décrivons alor s l a compositio n de s morphisme s d e C[G]. Soient X, Y e t 
Z troi s objet s d e C et u G  Hom5(X,y), v G  Woxx\9'(Y,Z), g, g' G  G. L e 
foncteur T(g) défini t un e application : 

(1.3.2.3) Horr/(y,Z ) -  Homc(T(5)y,r (5f)r(y)Z) 22
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et Pisomorphisme c(g,,g)~1 définit un e application : 

(1.3.2.4) Homc(T(g)Y,T(g)T(g')Z) ^ Homc(T(g)Y,T(g'g)Z) . 

D'où e n prenan t l'imag e d e v, u n élémen t vf e Homc{T(g)Y,T(gfg)Z). L e 
composé dans C de u et d e v1 es t un élément : 

(1.3.2.5) w = v1 oc u , w G Hom9'9(X, Z) 

qui est, par définition, le composé de ù et de v dans C[G]. Le foncteur fibrant 
C[G] —> G est alor s l e foncteu r évident . L a catégori e fibrée  C[G] —> G est 
munie d'un clivag e normalisé canonique. 

1.3.3. O n a  en fai t u n résulta t plu s précis . Soient C et Cf deux catégorie s 
graduées de type G munies de clivages normalisés. Le foncteur \ P définit un e 
bijection : 

(1.3.3.1) *(C,C ) :  HomGrad(G)(C,C) - HomGO .Cat(*(C), *(C')) . 

Or ces ensembles son t les ensembles d'objet s de s catégories : 

(1.3.3.2) WoroGrad (G)(C,C') >  WomG..Ca*(*(C),*(C') ) 

dont le s morphisme s son t respectivemen t le s morphisme s d e foncteur s d e 
degré e  e t le s morphisme s d e foncteurs compatible s ave c les opération s d e 
G0 . De plus, il résulte immédiatemen t d e (1.2.7 ) qu e l'application $(C,C ) 
s'étend e n un foncteur : 

(1.3.3.3) 9{C,C) :  WomGrad(G)(C,C) -+ WomG..CBt(*(C), *(C')) 

et on vérifie aisémen t : 

Proposition 1.3.4 . Le foncteur î?(C,C) es £ isomorphisme de catégories. 

1.3.5. Enfin , pou r êtr e complet , i l conviendrait d e noter qu e le foncteur $ 
(étendu aux morphismes de foncteurs) respecte les convolutions des foncteurs 
par les morphismes d e foncteurs. La vérification e n est laissée au lecteur. 

1.3.6. L e plus souvent , nou s utiliseron s de s G°-catégorie s stricte s (1.2.2) . 
Soient (C,G°,T ) e t (C',G°,F ) deu x G°-catégories strictes . Un G°-foncteu r 
(F,m) es t alor s un foncteur F :C —> Cf muni d'isomorphismes : 

(1.3.6.1) m(g) : FT{g) T\g)F ,  g £ G , m(e) =  identité 
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tels que les diagrammes ci-après soient commutatif s 

(1.3.6.2) 

FT(hg) -
II 

FT(g)T(h) 

m(g)*T{h) 

T\g)FT{h) 

m(hg) 
T\hg) F 

T\g)T\h) F 

T'(g)*m(h) 
g.h e G 

Il convien t d e remarque r que , mêm e dan s l e ca s d'opératio n strict e d e G0 
sur le s catégories , le s foncteur s n e commuten t pa s nécessairemen t stricte -
ment au x opération s d e G0 . Ainsi , lorsqu e G0 opère trivialemen t su r le s 
catégories C et C' (i.e. T(g) = Tf(g) = identité), un G°-foncteu r n'est alor s 
autre qu'u n foncteu r mun i d'un e représentatio n d e G dan s so n groupe de s 
automorphismes. De plus, il est facile de voir qu'un G°-foncteur n'est pas né-
cessairement isomorph e à  un G°-foncteu r strict. O n construit facilemen t u n 
contre-exemple en s'inspirant d e [19] . En utilisant le s résultats de [toc. cit.], 
on peut d'ailleur s montre r qu e toute G°-catégori e est G0-équivalent e à  une 
G°-catégorie stricte. On peut auss i par les mêmes méthodes préciser ce résul-
tat d e la faço n suivante . Etan t donnée s deu x G°-catégorie s (C,G°,JT , c) e t 
(C, G°, T', c1), il existe deux G°-catégories strictes :  (C, G °, f )  et (C' , G °, f ') 
et de s G0-équivalences : 

(u,fi):(C,G°,f) ^(C,G°,T,c) , 

(v,v):(C',G°,T',c') ^(C',G°,T') 

telles que pour tout foncteu r : 

(F,m):(C,G0,T,c) ^(C',G°,T',c') , 

le foncteur compos é : 

(v,v)(F,m)(u,n) :  (C,G°,f) - (C',G°,f') 

soit isomorphe à  un foncteur commutan t strictemen t au x opérations de G 0 . 
Nous n'utiliserons pa s ce résultat. 

1.3.7. Nou s avons rappelé dans ce numéro l'équivalence de deux langages : le 
langage des catégories graduées et celu i des G°-catégories. Nous emploierons 
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exclusivement dan s ce travail le langage des G°-catégories. Cependant, nous 
n'oublierons pas totalement le point de vue "catégories graduées" en utilisant 
la terminologie suivant e : 
Définition 1.3.8 . Soien t G  u n group e e t (C,G°,T , c) un e G°-catégorie . 
Soient g et h deu x élément s d e G e t X et Y deu x objet s d e C. U n mor -
phisme de C : 

ù : T(h)X -+ T(gh)Y 

sera appelé un morphisme de degré g de X dans Y. 
Montrons qu e cett e terminologi e n'apport e pa s d e confusion . E n effet , 

pour tou t coupl e h, h1 d'élément s d e G, l e foncteur T(h~lhf) e t les isomor-
phismes c(/i, h^h1) et c(gh, h^h') définissen t u n isomorphisme bifonctoriel : 

(1.3.8.1) ig(h,ti) :  Homc(T(h)X,T(gh)Y) Homc(T(h')X,T(gh')Y) 

et les identités d e cocycle (1.2.1.3 ) montrent qu'o n a  la relation : 

(1.3.8.2) ig(h, h") = ig{ti, ti')ig(h, ti) , 

pour tout triplet h , h! , hn G G . Si donc, on identifie les différents ensembles : 

Homc{T{h)X,T(gh)Y) 

à l'aid e de s isomorphisme s ig(h,hf), l a formul e (1.3.8.2 ) montr e qu e ce s 
différentes identification s son t compatibles . D e plus , pou r tou t quadruple t 
g, g', h ,h' G  G e t tou t triple t X , Y, Z d'objet s d e C, l e diagramm e ci -
après (1.3.8.3) est commutâ t if : 

Homc(T(h)X,T(gh)Y) x  Homc(T(gh)Y,T(g'gh)Z) — Homc(T(h)X9T(g'gh)Z) 

ig(h,hf) X  ig*(gh,ghf) ig>g(h,hf) 

Homc(T(ti)X,T(gti)Y) x  Hornc(T(gh')Y9T(g'gh')Z) - Homc(T(h')X9T(g'gh')Z) 

(les flèches horizontales son t définie s pa r l a compositio n dan s C) . L e dia -
gramme (1.3.8.3 ) nous perme t don c d e défini r san s ambiguïté , ou plus pré -
cisément au x identifications définie s pa r le s isomorphismes ig(h,hr) près , le 
composé de deux morphismes de degré respectif g et g' et on vérifie immédia-
tement que cette définition d e la composition est compatible avec la définition 
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de la composition dan s la catégori e graduée C[G] associée à  la G°-catégori e 
(C,G°,T,c) (1.3.2.5). 
1.3.9. Soit (C,G,T , c) une G-catégorie . L a categorie opposée à (C,G,T, c) 
est un e G°-catégori e (G0 groupe oppos é à  G) (C° , G°,T°, c°) défini e d e la 
manière suivante. La catégorie C° est la catégorie opposée à C . Les foncteurs 
T°(g) , ^GG0 , son t défini s pa r : 

(1.3.9.1) 
T°(g)X = Tig-^X , X G Ob(C° ) = Ob(C ) , 

T°(g)u = T(g~l)ù , и £ FI(C° ) = FI(C ) , 
et les isomorphismes c°(g,h) d e C° sont défini s pa r : 

c°(g,h):T0(h±g) ^T0(h)T°(g) 
(1.3.9.2) 

c°(ff,/ï) =  c-1(5-1,^-1 ) . 
(on désigne par _ L l a composition dan s G0 ). 
Remarque 1.3.10 . Soi t C[G°] -* G0 la catégorie graduée de type G0 associée 
à la catégorie (C,G,T , c). Cette catégorie est muni e d'un clivag e canonique . 
Soit alors C[G°]° —> G la catégorie cofibrée obtenue en passant au x catégories 
opposées. Cett e catégori e es t muni e d'u n coclivag e canoniqu e et , comm e G 
est un groupe, cette catégorie est auss i fibrée sur G. On en déduit u n clivage 
canonique su r С [G0]0 —> G et pa r suit e une G°-catégori e qu i es t canonique -
ment isomorphe à  la catégorie opposée à la catégorie (C, G, T, c), ainsi qu'o n 
le vérifie immédiatement . 
1.3.11. Soien t (C , G, T, c) une G-catégorie et (C, G', T', c') une G'-catégorie. 
La catégori e С X С1 est muni e canoniquemen t d'un e structur e d e G  X  G'-
catégorie d e la manière évidente . L a G  X G'-catégori e obtenu e ser a appelé e 
le produit de la G-catégorie (C , G, T, c) par la G'-catégorie (C , G', T', c'). 
1.3.12. Soi t (C,G°,T , c) une G°-catégorie. On utilisera le plus souvent dans 
la pratique un e notation à  droite pou r désigne r le s opérations d e G0 sur С. 
On posera pour tou t obje t X d e С : 
(1.3.12.1) T(g)X = X[g] 
et d e même pour tou t morphism e ù de С : 
(1.3.12.2) T(</)ú = мЫ 
Les isomorphismes c(g,h) définissen t donc , pour tou t obje t X , de s isomor -
phismes : 
(1.3.12.3) c(g,h)(X):X[gh)^X[g][h] 
Cette notatio n a  e n particulie r l'avantag e d e transforme r le s opération s d e 
G0 sur C en des opérations à droite de G sur C. 
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1.4. Changemen t d e groupes . 

1.4.1. Soi t /  :  H —> G un homomorphism e d e groupes. On associe à  toute 
G-catégorie (C, G, T, c) une if-catégorie (C , if, T/ , c/) en faisant opére r if su r 
C par l'intermédiaire d e /, i.e . en posant : 

ri411) Tf(h) = T{№) , heH , 
1 * * •J Cf(h,h') = c(f(h),f(h')) ,  M ' a . 

Etant donn é de même un G-foncteur : 

(F,m):(C ,G ,r,C)^(C ' ,G,T',c') , 

on lui associ e un if-foncteu r (F , mj) entr e les if-catégories correspondante s 
en posant : 

(1.4.1.2) mf(h) = m(f(h)) . 

Enfin, un morphisme d e G-foncteurs compatibl e avec les opérations de G est 
compatible ave c les opérateurs de if . 

Ce qui précède définit visiblemen t u n foncteur, qu'o n appelle le fondeur 
de changement de groupes : 

(1.4.1.3) / * :  G-Cat H-Cat . 

Plus précisément, soient C et Cf deux G-catégories ;  le foncteur / * défini t un e 
application : 

(1.4.1.4) f*(C,C) :  HomG-Cat(C9C) -  H o m ^ (f*(C)J*(C)) . 

Mais les ensembles HorriG -cat(C,C') et Hom jff-cat(/*(C),/*(C')) son t des en-
sembles d'objets d e catégories HomG-Cat(C^Cf) e t HomH-Cat(f*(C)i f*(C')) 
dont le s morphismes son t les morphismes d e foncteurs, compatible s ave c les 
opérations des groupes, et l'application /*(C,C ) s'éten d naturellemen t e n un 
foncteur : 

(1.4.1.5) r(C,C') :  HomG-cat{C,C) -  HomH.Cat{r(C),r(C')) . 

Ce foncteur es t fidèle . 
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1.4.2. Soien t e^K—>H-±G->e un e suite exacte de groupes, le groupe 
K étan t identifi é pa r n  à  u n sous-group e distingu é d e H, e t (C,G,T , c), 
(C',G,T',c') deu x G-catégories . Soien t (C , 7> , c/), (C',H,T'pc

f

f) le s 
if-catégories obtenue s pa r le changement d e groupes H - 4 G. Soi t enfi n : 

(1.4.2.1) (F, m) :  (C, H, 2>, C / ) -  (C , JST, T'j, c)) 

un jff-foncteur . Le s diagrammes (1.2.3.2 ) fournissent alor s pour tou t coupl e 
d'éléments k,k' G  u n diagramme commutati f : 

(1.4.2.2) 

F 

m(k) 

m(kkf) 

F 

F 

m(k') 

d'où un e représentatio n d e K° dan s l e group e de s automorphisme s d e F. 
Lorsque le foncteur (F, m) provient d'u n G-foncteur , cett e représentation est 
triviale. Réciproquement , lorsque cett e représentation es t triviale , on déduit 
immédiatement de s diagrammes (1.2.3.2 ) que, pour tou t h G  H e t pour tou t 
k G  K, o n a  : 

(1.4.2.3) m(hk) = m(kh) = m(h) 

et, par suite, le iT-foncteur (F , m) provient d'un G-foncteur pa r le changement 
de groupe /* . O n se propose dan s l a suit e d e ce numéro d'étudier , dan s un 
cas très particulier , le s #-foncteur s (F,m) qu i induisent un e représentatio n 
donnée à  l'avance d e K° dan s le groupe des automorphismes d e F. 

1.4.3. O n utilis e le s notation s d e (1.4.2) . On suppos e qu e l a catégori e C1 

est additive et qu e K — Z/2Z . Le groupe des signes {-1,+1} ~ Z/2 Z opère 
alors sur le foncteur identiqu e d e la catégorie C e n associant à  tout obje t X 
de C l e morphisme : 

(1.4.3.1) e(X):X 
E.idx 

X ,  e € { _ l , + l } . 

Par suite, le groupe des signes opère sur tout foncteur F : C —> C e n associant 
à tout obje t Y d e C le morphisme : 

(1.4.3.2) e(Y) : F(Y) 
E.idx 

F(Y) ,  e € { - l , + l } . 
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Cette opératio n es t appelé e l'opération canonique. O n s e propose d'étudie r 
les if-foncteurs : 

(1.4.3.3) (F, m) :  (C, H, ï>, ef) -  (C, H, T'}, c'f) 

qui induisent l'opératio n canoniqu e du groupe Z/2Z su r le foncteur F. 

Soit à G  H 2(G,Z/2Z) l'élément décrivan t l'extensio n : 

(1.4.3.4) 1  Z/2 Z ±>G-+e . 

Soit as G  Z 2(G,Z/2Z) un cocycl e normalisé non homogène dans la classe à 
défini pa r une section normalisée s de /. O n a : 

<*s(<ru<72) = s(a2)s(a1a2y1s(ai) , aua2 €  G , 

s(e) = unit é de H , 

(1.4.3.5) a8(aue) =  a,(e,<7i ) =  1  , 

tfa,(<7i,t72,<73) =  a5(a-2 , ̂ 3)^5(^1^2, ^a)"1^^!, ^2^3)^5(^1,^2)" 

= 1  >  c n ^ ^ G  G . 

La section s : G —> iT définit u n isomorphisme d'ensemble s : 

# ^  Z/2 Z x  G , 

et en transportant la loi de groupe de H su r Z/2Z x G par ce t isomorphisme, 
on obtient l a loi de groupe : 

(1.4.3.6) (ei,ai)(e2,<T2)= {siS2a8(au ^2), ̂ 1^2) . 

Identifions alor s le groupe H e t le groupe décrit par (1.4.3.6) . On a, pour 
tout (£i,<Ji), (e2,a2) G  H : 

T,(e1,(71) =  r(a1) , 

r;(e1,a1) =  T,((7i ) , 
(1.4.3.7) 

Cf((e1,ai),(e2,a2)) = c(aua2) , 

cff((si,(T1),(e2,a2)) = c\aua2) 
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et, par suite, d'après (1.2.3.2), pour tout couple (e, a), l e diagramme ci-après 
est commutati f : 

m((e,<7)) 
•T'(a)F FT(c)-

(1-4-3.8) m ( ( l , a ) K / T'(a) * - (e ) 
T'(a)F 

i.e. 

(1.4.3.9) m((£,ff))=£m((l,ff) ) . 
Posons alors : 
(1.4.3.10) m((l,a)) = p(a): FT(a) ^T'(a)F . 

La famill e de s isomorphisme s p(a), a G  G , possèd e alor s la  propriét é 
suivante :  pou r tou t coupl e o\, a2 €  G , l e diagramm e ci-aprè s es t 
as(ai,a2)-commùtatif (i.e. commutatif si as(<7i, a2) = +1 et anti-commutatif 
si as(<Ti,a2) =  - 1 ) : 

(1.4.3.11) 

FT{axa2) 

F *  C(CT 2,CTI) 

FT{ax)T{a2) 

p(vi)*T(a2) 

T\ax)FT{a2) 

T'(a1)*p(a2) 

T'(a1)*p(a2) 

T'(al(r2)F 

c'{a2,ax)*F 

r'((7i)r'((72)F 

Réciproquement, lorsqu'o n s e donne un foncteur F : C -* C e t un e famill e 
d'isomorphismes p(a) : FT(a) —• T'{cr)F, a €  G, tell e que pour tout coupl e 
(01 > 02) € G x G le diagramme (1.4.3.11) soit a s(<7i, <T2)-commutatif, on peut 
reconstruire d'une manièr e unique un if-foncteur : 

(F,m) : (C,H,Tf,cf) ^ (C',H,T'f,c'f) 

induisant l'opératio n canoniqu e d u group e de s signes sur F, e n posan t (vi a 
l'identification d u groupe H ave c le groupe décri t pa r (1.4.3.6) ) : 
(1.4.3.12) rn((e,a)) = ep(a) . 

La vérification immédiat e est laissée au lecteur. 
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Définition 1.4.4 . Soien t (C,G,T,c ) e t (C',G,T',c') deu x G-catégories , C 
étant un e catégori e additive . Soi t a G  Z2(G,Z/2Z ) u n cocycl e normalis é 
non homogène . O n appell e G-foncteur tordu par le cocycle a l'obje t (F,p) 
constitué par un foncteur : 

F :C ->C 

et de s isomorphismes d e foncteurs : 

p{a):FT{a) -> T\a)F ,  < r G  G  , 

tels que, pour tout coupl e cri, a2 G G , le diagramme (1.4.3.11) soit a(ai , a2)-
commutatif. 

Le choix d'une sectio n normalisée S de l'extension (1.4.3.4 ) permet don c 
d'établir un e correspondance biunivoqu e entr e les if-foncteurs : 

(F,m):(C,H,Tf,cf) ^ (C',H,T'f,c'f) 

qui induisen t l'opératio n canoniqu e d u group e de s signe s su r F, e t le s 
G-foncteurs tordu s par le cocycle AS défin i pa r la section S. 

1.4.5. O n utilise les notations de (1.4.3) . Soient : 

(1.4.5.1) (F1,m1),(F2,m2 ) :  (C,H,Tf,ef) -  (C, H,T'f,c'f) 

deux if-foncteurs induisan t l'opératio n canoniqu e du groupe des signes et : 

(1.4.5.2) u : (F1,m1)-^(F2,m2) 

un morphism e d e foncteurs compatibl e ave c les opérations d e H. Soien t SI 
et S2 deux sections normalisées de l'application /  d e la suite exacte (1.4.3.4) 
(SI(E) = S2(E) — e). Soien t aSl,a5 2 G  Z2(G,Z/2Z) le s cocycle s normalisé s 
correspondants. Soi t (5 : G —• Z/2Z, l'application : 

(1.4.5.3) (3(a) = s2(<r)s1(a)'1 ,  c r G G  . 

Les foncteurs (Fi , mi) et (i<2, ra2) définissent, d'après (1.4.3), des G-foncteur s 
(Fi,pi), (F2,p2) tordus respectivement pa r les cocycles aSl , aS2 .  On vérifie 
immédiatement que le morphisme u : F\ —> F2 entre les foncteurs sous-jacent s 
possède la propriété suivante : 

31 



J .-L. VERDIE R 

Pour tout élémen t a G  G, le diagramme : 

(1.4.5.4) 

FiT{a) 

ù * T(a) 

F2T(a) 

Pi(ff) 

Pi(ff) 

FiT{a) 

Г '(ст) * it 

T'(a)F2 

est /?(cr)-commutatif . 
Définition 1.4.6 . Soien t (C,G,T,c ) un e G-catégorie , (C',G,T",c' ) un e 
G-catégorie additive , a i e t a 2 dan s Z2(G,Z/2Z ) deu x cocycle s no n homo -
gènes normalisés, f3 : G —» Z/2Z une application tell e que : 

(1.4.6.1) a2{aua2)a^\aua2) = PfaWwY1 Pi(ff)Pi(ff) • 

Soient enfi n (F1,p1),(F2,p2) :  (C,G,T,c) - + (C ',G,r',c') deu x G-foncteur s 
tordus respectivement pa r les cocycles ai e t a2. On appelle /3-morphisme dû 
foncteur (jF\,pi) dan s le foncteur (F2,p2) un morphisme w :  i\ — > F2 de fonc-
teurs tel que, pour tout a G  G , le diagramme (1.4.5.4) soit /?(cr)-commutatif . 
1.4.7. O n a montré (1.4.5) que le choix de deux sections normalisées permet 
d'associer à un morphisme de if-foncteurs induisan t l'opération canonique du 
groupe de s signe s u n /3-morphism e entr e le s G-foncteur s tordu s correspon -
dants. O n vérifi e immédiatemen t qu e cett e correspondanc e es t biunivoque . 
De plus, lorsqu'on a  trois if-foncteurs (jFi , m\), (F2 , m2), (F3, 7713) induisant 
l'opération canoniqu e du groupe des signes, trois sections normalisées s\ , s2 , 
53 et deu x morphismes d e if-foncteurs U, v et leur compos é vu : 

ù : ( i \ ,mi) ^(^2,^2 ) , 

(1.4.7.1) v : (F2,m2) ^(F3,m3) , 

vu :  ( i i ,mi) ^(F3,m3) , 

les morphismes : 

ù : (Fl9pi) -+(F2,p2) , 

(1.4.7.2) v:(F2,p2)^(F3,p3) , 

vu : (Fi,pi ) ^(F3,p3) , 
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où les (Fi,pi) son t les G-foncteurs tordu s déterminé s respectivement pa r les 
foncteurs (Fi,m,i) et les sections Si, sont des /^-morphismes, o ù : 

(1.4.7.3) PjÀ°) = sAa)si(cr) > t , j e {1,2,3} , i<j . 

On a donc la relation : 

(1-4.7.4) 03t l = /33,202, ! . 

Les relations (1.4.7.2 ) et (1.4.7.4 ) permettent alor s de définir l e composé du 
/93,2-morphisme v avec le /?2,i-morphisme ù et cett e composition ains i défini e 
est compatibl e ave c la composition de s morphismes d e if-foncteurs . 

1.4.8. Soien t C un e catégorie additive et : 

(F,p):(C,G,T,c)- +(C',G,T',c') 

un G -foncteur tord u pa r u n cocycl e normalisé a G  Z 2(G, Z/2Z). On désigne 
par : 

(1.4.8.1) (F°,p°) :  (C0,G°,r\c0) - + (C '0,G0,T'0,c'°) 

le foncteur gradué tordu opposé a u foncteur (F,p). (O n utilis e le s notation s 
de (1.3.9)). H est défin i d e la manière suivante : 

Le foncteur sous-jacen t es t F0, le foncteur oppos é au foncteur F. Pou r 
tout g G G° (groupe opposé à G), l'isomorphisme d e C° : 

p°(g) : F°T°(g) = FT(g~1) ^ T'°(g)F° = T'{g-X)F 

est éga l à p~1{g~1). 

Le foncteur (F°,p°) es t u n G °-foncteur tord u pa r l e cocycl e a 0 dan s 
Z2(G°,Z/2Z) opposé au cocycle a (a0(g,g') = a"1^"1^ ' -1)) . 

1.4.9. L a seule vertu du groupe Z/2Z qu'on utilise dan s ce numéro est qu'i l 
opère canoniquemen t su r l e foncteur identiqu e de s catégorie s additives . O n 
peut don c développe r de s considérations analogue s en remplaçant l e groupe 
Z/2Z par u n groupe commutati f K opéran t su r les foncteurs identique s de s 
catégories considérées, de façon compatibl e ave c les opérations de G. 
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1.5. Z n-catégories. 

1.5.1. Soien t (C,Zn,T,c ) un e Zn-catégorie , (C , Zn, T', c') un e Zn-catégori e 
additive, (F, p) :  (C,Zn,T, c) -+ (C',Zn,T',c' ) u n Z  Moncteur tord u pa r u n 
cocycle normalisé a  G  Z2(Zn, Z/2Z). Désignons pa r ci , . . . ,en l a bas e cano-
nique de Zn. On a donc pour tou t i G  [1 , n] un isomorphisme d e foncteurs : 

(1.5.1.1) p(ei) : FT(ei) -  r '(e<)/' 

et pou r tou t coupl e (i , j),i ^ j , un diagramm e a(ei,ej)a 1(ej,e,)-commu -
tatif : 

(1.5.1.2) 

FT(ei + ej) 

F * c(ej,ei) 

FTie^Tiej) 

o(ei)*T(ej) 

T'(ei)FT(ej) 

F*c(ei,ej) 

r ' ( e i )*K^) 

FT(ej)T(ei) 

T'(ei)T'(ej)F 

Ke;)*T(eO 

c'(ej,ei) 1 * F 

T'(ej)FT(eO 

FiT{a)FiT{a) 

T'ie^T'ie ^ F 

c'(ei,ej) 1 * F 

T'(ei + ej)F 

Proposition 1.5.2 . Soient F : C —• C t m fondeur et pour tout i G [1 , n] un 
isomorphisme de fondeurs : 

Pi : FT(ei) -+ T\ei)F 

tel que pour tout couple i, j , i ^ j , le diagramme analogue au diagramme 
(1.5.1.2), où Von remplace les p(c») par les pi, soit a(e^, ej)a_1(ej, e^-com-
mutatif II existe un et un seul Zn -fondeur tordu par le cocycle a : 

(F,p):(C,Zn,T,c)-+(C',Zn9T\c') 

tel que : 
p(ei) = Pi ,  ie[l,n] . 

La démonstration de l'unicité s e fait en examinant les diagrammes (1.4.3.11). 
Nous laissons a u lecteur l e soin d e vérifier c e point. Nou s nous bornerons à 
donner quelque s indication s su r l a démonstratio n d e l'existence. Celle-c i s e 
fait pa r récurrence sur l'entier n. 
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1.5.3. Existenc e dan s l e cas n = 1 . Posons : 

(1.5.3.1) 
p(0) = identit é , 
P(ei) =  Pi • 

Puis : 
(1.5.3.2) 
p(-ei) =  a(e1,-e1)(T'(-e1)F * c^i-e^er)) 

(r'(-ei) *p-x(ei ) * T(-ei)) (c'(ei, -e i) *  FT(-ei)) , 

i.e.p(-ei) est , au signe près (ce signe étant a(ei, —e\) ),le morphisme compo-
sé : 

FT(-ei) 
c'(e1,-e1)*FT(-e1) T'i-e^T'ie^FTi-e^ (e1) 

T'(-e1)*p-1(e1)*T(-e1) 

r'(-ci)fT(ei)r(-Cl) 
T'(-e1)*p-1(e1)*T(-e1) 

T ' ( - E I ) F . 

Nous allons définir les isomorphismes p(qei) par récurrence sur \q\. Pour cela, 
considérons les diagrammes D(q,qf) d u type (1.4.3.11) , où les isomorphismes 
p(rei) à  définir doiven t interveni r : 

(1.5.3.3) 

FTdq + q'fa) 

F*c(q'e1,qe1) 

FT(qe1)T(qfe1) 

p(qe1)^T(qfe1) 

Tf(qe1)FT(qfe1) 

•T'((q + q')e1)F 

r(qe1)^p(qfe1) 

•T'((q + q')e1)F 

c,(ç,ei,çei)* F 

T'(qe1)T'(qfe1)F 

et supposon s qu e le s isomorphisme s p(qe\) soien t défini s pou r le s entier s 
q tel s qu e |g | <  r . O n défini t alor s p(re\) comm e étan t l'uniqu e isomor -
phisme rendant l e diagramme D(r - 1,1 ) a(r -  1,1)-commutâ t if et p(-re\) 
comme étan t l'uniqu e isomorphism e rendan t l e diagramm e D(—r + 1,-1 ) 
a(—r + 1, — l)-commutatif. Les isomorphismes p(qei) étan t maintenan t défi -
nis, nous pouvons considére r la propriété : 

(P(g, qf)) Le diagramme D(q, qf)est a(ç, qf)-commutatif. 
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Soit pa r définition , soi t pa r vérificatio n immédiate , la propriét é P(q , q') est 
vraie dans les cas suivants : 

(1.5.3.4) 

q = 0 , 

«' = 0  , 

q < 0 e t q' = - 1 , 

q > 0 e t q' = 1 , 

ç = 1  et q' = — 1 , 

q = -1 e t ç ' =  1  . 

De plus, l'examen de s différents diagramme s D(q,q') qu'o n peut forme r avec 
trois entiers q, q', q" montre immédiatement (1.5.5 ) : 

(1.5.3.5) Si trois des quatre propriétés P(ç' , q11) , P(q + q11) , P(q, q1 + qn) , 
P(q,qf) sont vraies, la quatrième Vest aussi. 

On dédui t alor s d e (1.5.3.4 ) qu e l a propriét é P(q,qf) es t vrai e pou r tou t 
couple d'entiers q,q', c e qui achève la démonstration dan s le cas n — 1 . 

1.5.4. Existenc e dan s l e ca s général . Désignon s pa r Z71- 1 ^  Z n l e 
sous-groupe engendr é pa r le s n — 1  premiers élément s d e la base de Z n ; on 
a alor s Z n =  Z71" 1 © Zen. Utilisan t l'hypothès e d e récurrence , i l exist e de s 
isomorphismes : 

p(a) :  FT(a) T'(<T)F , a €  Z"" 1 , 

P(T) : FT(T) — • T'(T)F ,  r €Zen , 

tels que les diagrammes : 

(1.5.4.1)A.U 

FT(X + n) 

F*c(n,\) 

FT(X)T(») 

p(X) * T(n) 

T'(X)FT(fi) 

p(\ + n) 

T'(\)*p(ii) 

T'(X + n)F 

c\ix,X)*F 

T'(X)T'(u)F 

36 



CATÉGORIES DÉRIVÉE S 

soient a (A,^)-commutatifs lorsque À,/ J €  Z " 1  ou À,/ J ë Zen . Désignon s 
alors par Q(cr, r ), a €  Zn_1 , r €  Zen , la propriété : 

(Q(o~, r)) Le diagramme ci-après est a(a,r)a ^{T^aycommùtatif : 

(1.5.4.2)„,T 

FT(<7 + r ) 

F *  C(T, <T) 

fT(<r)T(r) 

р(ст) * Т(т) 

T'(<r)JT(r) 

JP * c(cr, r) 

T'(<T) * p(r ) 

JT(r)r((r) 

T'(a)T'(r)F 

p(r)* r(a ) 

T\a + T) **F 

•T'(T)FT(<T) 

T'(T)*P(CT) 

T'(r)T'(a)F 

C'(O;T)-X *F 

T\a + T)F 

Par hypothèse, les propriétés Q(e^, cn), Q(e», 0), 1 < i  < n - 1 , Q(0, en), sont 
vraies. De plus, en utilisant les diagrammes a(À,//)-commutatifs (1.5.4.1^,^ , 
on vérifie aisémen t (1.5.6 ) : 

(1.5.4.3) Si deux des propriétés Q(a, r + rf), Q(CR, r), Q(a, r1), a G  Zn_1 , 
r, r ' G  Zen vérifiées, la troisième l'est aussi. De même , si deux des 
propriétés Q(a + af, r), Q(cr, r), Q(cr\ r), <r , a1 G  Tn~l , r G  Zen scmtf vraies, 
la troisième l'est aussi. 

On en déduit qu e la propriété Q(<J, r) es t vérifiée pour tout a G  Zn_ 1 et 
tout r  G  Zen . 

Définissons alors , pour tou t u>€Zn,u> = a + T,CR£ Zn_ 1 , r  G  Ze n , 
l'isomorphisme p(u>) : FT(u) —• T\u)F, comm e étan t l'uniqu e isomor -
phisme rendan t l e diagramm e (1.5.4.1) ^ a(a , r)-commutatif. Cec i nou s 
permet d'écrir e pou r tou t coupl e À,/ / G  Z n le diagramm e (1.5.4.1) a,m et d e 
considérer la propriété : 

(P(À,/i)) Le diagramme (1.5.4.1) a,/X est a(\, ti)-commutatif. 

37 



J.-L. VERDIE R 

D'après ce qui précède, nous savons que la propriété P(A,//) est vérifiée dans 
les cas suivants : 

(1.5.4.4) 

X et fi e z71-1 , 

X et fi e Zen , 

A G Zn_ 1 et fi£ Zen , 

A G Ze n e t / / G Z71" 1 . 

De plus (1.5.5) , on a  : 
(1.5.4.5) Si trois des propriétés P(/x, v), P( A + /x , v), P(A , +  v), P(A , //) 
son£ vraies, la quatrième l'est aussi. 

On en dédui t qu e la propriété P(X,fi) es t vrai e pour tou t coupl e A,/ / G Z71 , 
ce qui achève la démonstration d e la proposition (1.5.2) . 
Diagramme 1.5.5 . O n s e propos e d e démontre r l'assertio n (1.5.4.5) . On 
désigne par D(X,fi) le diagramme (1.5.4.1)A,^ . La démonstration de (1.5.4.5) 
repose sur la considération d u diagramme que nous écrivons, pour simplifier , 
dans le ca s où les isomorphismes d e transition c  et c ' son t de s morphisme s 
identiques, i.e. dans le cas où le groupe Zn opère strictement sur les catégories 
C et C1 : 

p(A+/x)*T(i/ï 

T'(X + v)FT(v) 

T'(A).p(/i)*T(i/) 

FT(X + fi + u) 

p(A)*T(/i+i/) 

T'(A+A-)*p(i/) 

p(A+/i+̂ ) 

T'(À + ^ + i/) F 

T'(A)*P(M+I/) 
Tf(X)FT(fi + v) 

Ce diagramme a la forme d'un tétraèdre dont les quatres faces sont respective-
ment les diagrammes D(\, ¡1 + v), D( À + /x, i/), D(À, fi)T(u) e t T'(À)J9(/i, z/). 
La démonstration de (1.5.4.5) se fait alor s en envisageant les quatre cas pos-
sibles et en utilisant l a relation de cocycle. Dans le cas général, le diagramme 
qu'il faut introduir e est un peu plus compliqué, mais en utilisant le s identités 
(1.2.1.3), l'argument s e ramène à  l'argument esquiss é ci-dessus . Pou r obte -
nir la démonstration d e (1.5.3.5) , on utilise le même diagramme en posant : 
A = çc i ,  fi = q'ei , v =  q"e1 . 
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Diagramme 1.5.6. Démontrons maintenant l'assertion (1.5.4.3) . La démons-
tration repose sur la considération du diagramme suivant, que nous écrirons 
pour simplifier dan s le cas où les isomorphismes de transition c  et c ' sont des 
morphismes identiques : 

1.5.7. 

FT(a + а' + т) р(<г')*Т(<Т + т) •T'(<T')FT(<T + T) 

Т'(<т')*р(а)*Т(т) 
ч р(а)*Т(а'+т) р(<г+<т,)*Т(т) 

T'(<j)FT(af + т) 
Т'(*)*р<*')*Т(т) Т'(а + <T')FT(T) 

р(т)*Т(<7 + <т') 

Т'(*')*р(т)*Т(а) 

Т'(<г)*р(т)*Т(сг') 

Г'(<7 + <г')*р(т) 

T'(T)FT((J +  а') 
Т'(т)*р(<г')*Т(<г) 

Т'(г + <T')FT(<T) 

T ,(T)*PH*?V) 
Т'(*'+т)*р(<т) Т'(*'+т)*р(<т) 

Г,(г + GÌFTia1) 
Т'(<т+т)*р(<т') 

T'(T + (j + a')F 

Désignons pa r A(CT ,t) l e diagramm e (1.5.4.2)FFjT . L e diagramm e ci-dessu s 
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fait apparaîtr e cin q diagramme s verticau x qu i son t respectivemen t le s dia -
grammes : 

7>')A(<x,r), 2 > ) A ( a ' , r ) , A(a, r)T(a'), A(a', r)T(a), A(a + a',r) . 

Il fait apparaîtr e d e même quatre diagramme s horizontau x qu i son t respec -
tivement le s diagrammes : 

D(a,a')T(r), D(a',a)T(r), T'(r)D(a,a'), T'(r)D(a', a) . 

Par hypothèse de récurrence, les diagrammes D(a, af) et D(af, a) sont respec-
tivement a(a , G1) et a(cr', cr)-commutatifs. On en déduit la première partie de 
l'assertion (1.5.4.3 ) en envisageant le s trois cas possibles. La deuxième partie 
de l'assertion (1.5.4.3 ) s'obtien t e n interchangean t le s rôle s de s a e t de s r . 
Dans le ca s général , le diagramme qu'i l fau t introduir e es t plu s compliqué . 
Mais, en utilisant les identités (1.2.1.3), l'argument s e ramène à celui présenté 
ci-dessus. 
Remarque 1.5.8 . L a proposition (1.5.2 ) s'applique e n particulier a u cas où 
le cocycle a  es t trivial . O n vérifi e alor s qu e la proposition e t s a démonstra -
tion s'étenden t Verbatim au ca s où la catégori e C n'es t plu s nécessairemen t 
additive. 
1.5.9. Soien t : 

(F1,Pl),(F2,P2) : (C,Zn,T,c) - (C',Zn,T',c') 

deux Zn-foncteur s tordu s respectivemen t pa r deu x cocycle s normalisé s 
ai,a2 G  Z2(Zn,Z/2Z) , /3 : Zn -» Z/2Z une application tell e que : 

(1.5.9.1) a2(aua2)a^1(aua2) =  f3{a2)fi(a1a2)-1Т'(*'+т)*р , aua2 G  Zn , 

et u : (F\,pi) —> (F2,p2) un /3-morphisme de foncteurs (1.4.6) . Soit e i , . . ., en 
la bas e canoniqu e d e Zn . Pou r tou t i G  (1, p) le diagramm e ci-aprè s es t 
/3(e^)-commutatif : 

(1.5.9.2) 

Т'(*'+т)*р pi(e<) 
Г'(е<)^1 

ù*T(ei) T'< (et) * ù 

F2T(ei) 
P2(ei) 

T'(ei)F2 
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Réciproquement : 
Proposition 1.5.10 . Tout morphisme u : F\ F2 entre les foncteurs 
sous-jacents, tels que pour tout i G  [l ,w] le diagramme (1.5.9.2 ) soit 
(3(ei)-commutatif, est un (3-morphisme de foncteurs. 

En effet, pou r tou t a € Zn, désignons par R{o~) la propriété : 

(-R(c)) Le diagramme ci-après est /3(a)-commutatif : 

(1.5.10.1V 

FiT{<r) 

u*T(a) 

F2T(a) 

p2 (0) 

p2 (0) 

T'{a)Fx 

T'(o) *  u 

•T'(<T)F2 

L'examen des différents diagramme s (1.5.10.1)^ , (1.5.10.1)^2, (1.5.10.1)^+^2 
montre immédiatement qu'o n a  : 
Si deux des propriétés R((J\), R(<J2), R{?\ +  ^2 ) sont vraies, la troisième 
l'est aussi. 

De plus pa r hypothèse , on a  les propriétés R(e{), i G  (1, n) et R(0). O n en 
déduit immédiatemen t qu e la propriété R((r) est vrai e pour tou t a G  Z71 . 
1.5.11. Un e Zn-catégorie stricte est une catégorie munie d'une représentation 
de Zn dans son groupe des automorphismes. Pour définir une telle représenta-
tion, il suffit bie n entendu de se donner n automorphismes :  T(ei), . .. ,T(en) 
qui commutent deu x à  deux. 
1.5.12. L e problème consistan t à  détermine r su r un e catégori e donné e les 
structures d e Zn-catégorie (no n nécessairemen t stricte ) es t beaucou p moin s 
simple. Ainsi , s i o n s e born e à  déterminer , su r un e catégori e C, le s struc -
tures d e Zn-catégori e telle s qu e pou r tou t a G  Zn o n ai t T{&) — identité 
de C, on a  alors à  s e donner , pou r tou t coupl e (J\,o<i d'élément s d e Zn , un 
élément £((71,02 ) du groupe des automorphismes d u foncteur identiqu e d e C 
(ce groupe es t commutatif) , cett e donnée étant soumis e à  vérifier le s identi-
tés (1.2.1.3) . Par suite , pour s e donner un e telle structure , i l faut s e donner 
un 2-cocycl e normalis é no n homogèn e d e Z7 1 à valeur s dan s l e group e de s 
automorphismes du foncteur identiqu e d e C. On vérifie d'ailleurs immédiate -
ment qu e deux telles structure s son t isomorphes , par u n Zn-foncteu r [F, m) 
tel que F =  identit é de C, si et seulemen t s i les cocycles correspondants son t 
dans la même classe de cohomoloerie. 
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1.5.13. Le s Zn-catégorie s qu e nou s utiliseron s dan s c e travai l seron t de s 
catégories strictes. Aussi ne tenterons-nous pas d'aborder le problème signalé 
en (1.5.12 ) dan s l e ca s général . Cependan t l'exempl e présent é e n (1.5.12 ) 
suggère que la détermination de s structures d e Z-catégorie sur une catégori e 
C est particulièremen t simple . C'es t e n effe t l e cas. Désignons pa r E-Cat l a 
U-catégorie dont les objets sont les catégories appartenant à  U munies d'un e 
équivalence : 

(1.5.13.1) T :C^C 

et don t le s morphisme s son t le s foncteur s F : C —• C mun i d'u n isomor -
phisme : 

(1.5.13.2) m : FT —> T'F . 

On a  alor s évidemmen t u n foncteu r d e l a U-catégori e Z-Cat dan s l a 
U-catégorie E-Cat : 

(1.5.13.3) R : Z-Cat E-Cat . 

Le foncteur R associ e à  une Z-catégori e (C,Z,T , c) la catégori e C munie d e 
l'équivalence T(l ) :  C —• C et à  tout Z-foncteu r : 

(F,m):(C ,Z ,T,c)-(C ' ,Z ,T' ,c ') , 

le foncteur F mun i de l'isomorphisme m(l ) :  FT(1) — • T'(1)F. 

Proposition 1.5.14 . Le foncteur R est une équivalence de catégories. 

Nous nous bornerons à  donner de s indications su r la démonstration. La 
proposition (1.5.2 ) e t l a remarqu e (1.5.8 ) montren t qu e R es t pleinemen t 
fidèle. Il suffit don c de montrer que R es t essentiellement surjectif . Soi t donc 
(C,T :  C —> C) une catégori e munie d'un e équivalence . Soien t T_ 1 :  C —• C 
un foncteur quasi-invers e d e T e t : 

(1.5.14.1) 
u :  idc TT'1 , 

v : \dc -> T'XT 

les isomorphismes d'adjonction . 
Les foncteurs Tn e t (T-1)7 1 sont, pour tou t entie r n > 0, adjoints l'u n 

de l'autre, d'o ù de s isomorphismes d'adjonctio n : 

(1.5.14.2) 
t*<n> :idc -*Tn(T-1) n , 

t*<n> :idc -*Tn(T-1)n , 

42 



CATÉGORIES D ÉRIVÉES 

Posons alors : 

(1.5.14.3Ï 

T(0) = id c , 

T(n) =  Tn , n > 0  , 

T(n) = (T-1)- n ,  n  < 0 . 

Puis, pour tou t coupl e (n, n') d'entiers , définissons de s isomorphismes : 

c(n', n) :  T(n + n') -» • T(«)T(n') 

par : 

(1.5.14.4) 

n, n1 > 0  c(n\ n) = identit é , 

n,n1 < 0  c(n\n) =  identit é , 

»' <  0 , >  0 , n + ri <  0  , c « n ) = *  T(n + »') , 

n' <  0 , >  0 , n  + n ' >  0  , c(n' , n) = T(r a + n' ) * u(~n,) , 

n' >  0 , n  <  0 , n  + rc' < 0  , c(n' , n) = r (n +  n1) * , 

n' >  0 , <  0 , n  + rc' > 0  , c(n' , n) = v(~n) *  T(n + n1) . 

Pour s'assure r qu'o n a  bie n ains i défin i un e Z-catégorie , i l rest e à  vérifie r 
qu'on a bien les identités du type (1.2.1.3). Cette vérification s'appui e su r les 
identités classique s qu e vérifien t le s morphismes e t v^n\ Nous laissons 
au lecteur l e soin de l'entreprendre. 

1.6. Cocycl e d e Koszul . Règl e de s signes . 

1.6.1. Soi t e i , . . . , en une base de Z71. Désignons par Zfj ,  j G  [1 , n], i ^ j , 
le sous-groupe de Zn engendré par les éléments e{ et ej . Les homomorphismes 
de restriction définissen t u n homomorphisme : 

(1.6.1.1) H2(Z",Z/2Z) ^ ©  H 2(Z",,Z/2Z) . 
*»¿G[l,n] 
i < 1 

On a des isomorphismes (canoniques ) : 

(1.6.1.2) H2(Z^,Z/2Z)~Z/2 Z . 

L'homomorphisme (1.6.1.1 ) est u n isomorphisme. 
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Proposition 1.6.2 . 1 ) Soient a G  Z2(Zn,Z/2Z) un cocycle normalisé non 
homogène, à G  H2(Zn,Z/2Z) sa classe de cohomologie, àij G  H2(Z™j,Z/2Z) 
ses composantes. On a (utilisant (1.6.1.2) ) : 

(1.6.2.1) àiyj = a(ei,ej)~1a(ej,ei) . 

(On écri t multiplicativemen t l a loi de groupe de Z/2Z). 
2) Soient ai et a2 deux éléments cohomologues de Z2(Zn,Z/2Z) et pour 

tout i G  , 1 Pi un élément de Z/2Z. Il existe une et une seule application 
(3:Zn -> Z/2Z telle que : 

(1.6.2.2) 
Û ^ I ^ W V I ^ ) =  P((T2)P(<TI + P(°i) ,  pou r AI,A 2 G  Z n , 

(1.6.2.3) P(ei) = Pi . 

On s e ramène , pou r démontre r l a premièr e assertio n a u ca s n = 2  et 
on vérifie immédiatemen t qu e la quantit é a(e;,ej)_1a(ej,e^ ) n e change pas 
lorsqu'on modifie a pa r un cobord. Lorsque a est un cobord, il est symétrique 
et par suite la formule (1.6.2.1) est vraie dans ce cas. D'autre part, le cocycle : 

AO(PICT + q\ehp2ei + q2ej) = (-L)9LÎ?2 

n'est pa s cohomologue à  0 puisqu'on a  : 

«o(ei,ej)~1a0(ej,6î) =  - 1 

et tou t cocycl e non cohomologue à  zéro est cohomologu e à  ao . 
Pour démontre r la deuxième assertion , on remarque que deux solution s 

de (1.6.2.2) diffèrent pa r un homomorphisme d e groupes; par suite , on peut 
toujours modifie r un e solutio n d e (1.6.2.2 ) d'un e manièr e uniqu e pa r u n 
homomorphisme d e groupe s d e façon à  lu i fair e prendr e su r le s e{ des va -
leurs données à  l'avance. 
Définition 1.6.3 . Soi t e i , . . . ,en un e base de Zn. On appelle classe de Kos-
zùl relative à la base ei, . . . ,e n l'uniqu e élémen t d e H2(Zn,Z/2Z ) don t le s 
restrictions au x H2(Z ^ ,Z/2Z) soien t no n nulles. 

On notera que la définition d e la classe de Koszul fait interveni r l e choix 
d'une base de Zn. Les classes de Koszul associées à deux bases distinctes sont 
en général distinctes. 

Soit e\,..., en une base de Zn qu'on ordonne suivan t l'ordr e nature l de 
[l,n]. Désignon s alor s pa r Zn( < i) (resp . Zn( > i)) l e sous-group e d e Z n 
engendré par les ej , j < i (resp . j > i ) . 
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Définition 1.6.4 . O n appelle cocycle de Koszul relatif à une base ordonnée 
e\,..., en de Zn l'unique cocycl e a dans la classe de Koszul relative à la base 
e i , . . . , en qui vérifie les égalités : 

(1.6.4.1) a(aua2) = l V<T I G  Zn(< i), V (J2 G  Zn(> i) , V i G  [l,n] . 
n n 

Soient <T i = 5 3 Piei ; °2 =  S  Çî̂ j deux éléments de Zn; on a alors : 
i=l i=l 

(1.6.4.2) a(<ri,02) =  (-1 ) 
E 9iPj 

1 < 0 

Cette définition demand e une justification. L'existence d'un cocycle dans 
la classe de Koszul vérifiant (1.6.4.1 ) est clair e :  un calcu l immédiat montr e 
que l e cocycl e (1.6.4.2 ) vérifi e (1.6.4.1 ) e t qu'i l es t dan s l a class e d e Kos-
zul (1.6.2) . Pou r vérifie r l'unicité , i l suffi t d e remarque r qu e tou t cocycl e 
cohomologue au cocycle a es t d u type : 

ai(ai,a2) =  a(alja2)(3(a2)f3(a1 + o2)"1/3(cri) 

et qu'u n te l cocycle possède la propriété (1.6.4.1) si et seulemen t s i : 

(3{al+a2) = fl(<T1)f3{<T2) Vt , V <7i G  Zn(< i), Va2 G Zn(> i) . 

On en déduit immédiatement qu e /3 :  Zn — > Z/2Z est un homomorphisme de 
groupes et pa r suit e qu'on a  ai =  a . 
1.6.5. L a définition d u cocycle de Koszul fait interveni r d e façon essentielle 
l'ordre total que l'on met sur la base e\,..., en de Zn. Désignons par <  l'ordre 
naturel de [1, n] et par <5 un ordre total sur [1, n]. Soit s l'unique permutation 
de [1 , n] telle que : 

(1.6.5.1) i <s j s{i) < s(j) . 

Soient A et AS le s cocycles de Koszul relatifs respectivement au x ordres <  e t 
<s. O n a alors : 

(1.6.5.2) 

A(<TI,(T2) = (-1 ) 
E 

^ i<3 
QiPj 

a1 = E 
i 

A(<TI,(T2) = 
E 

i 
qa3s1 

<M°1>CT2) = (-1 ) 
E 

< 3(0<3(» 
QiPj 
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Par suite , d'après (1.6.2) , toute application f3 :  Zn —• Z/2Z telle que 

(1.6.5.4) aa(aua2) a(<n , aa)"1 = P{a2)P{?i + ^)"1/3(^i ) 

est d u type : 

(1.6.5.5) /3 = f3sV , 

où 7 7 :  Zn —• Z/2Z est l'unique homomorphism e d e groupes qu i prend su r les 
ej G  Zn les valeurs f3(ej). 

1.6.6. Soien t (Ct,Z ,Tj,Ci), 1  <  i  <  n , de s Z-catégorie s e t (D,Z,T , c) 
une Z-catégorie additive. Désignons par (C,Zn,T , c) la catégorie produit de s 
(Ci,ZyTi,Ci). L e group e Z n es t mun i naturellemen t d'un e bas e ordonné e 
e i , . . . , en . Il opère à  isomorphisme prè s su r C par l a formule (o n utilise ici 
la notation à  droite introduite e n (1.3.12)) : 

d'où o n déduit immédiatemen t : 

^(^1,^2)^1,^2) =^5(^2)^(^ 1 +  ̂ 2) Pa(<7l) , 

(1.6.5.3) 
Un) = ( - i ) 

E 
i<3 

3(0>3(» 

PiPj 

(3s(ei) = l ,  Vî€[ l ,n ] . 

(1.6.6.1) (Xu...,Xn)[<r]= {X1[h],...,Xn[ln]) , a = 
n 

E 

¿ = 1 
E1A3 

Soit (p : Zn — > Z  l'homomorphisme </> ( E  '*e* ) —  E ^  • Faisons opére r Zn 
i=i ¿= 1 

sur V pa r l'intermédiaire d e <p (1.4.1) . Dans cette situation, nous utiliserons 
toujours le s conventions suivantes : 
Règle de s signe s I  :  Les foncteurs de C dans V seront toujours, sauf men­
tion expresse du contraire, des Zn-foncteurs tordus par le cocycle de Koszul 
relatif à la base ordonnée e\,..., en . 

Règle de s signe s I I :  les morphismes de foncteurs seront, sauf mention 
expresse du contraire, des morphismes de Zn-foncteurs relatifs à l'homomor­
phisme trivial (3 :  Zn -» Z/2Z (1.4.6). 
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D'après la proposition (1.5.2) , se donner un foncteur d e C dans V revient 
à se donner un foncteur : 

(1.6.6.2) (Xl5..., Xn) —> F(Xlt..., Xn) 

et de s isomorphismes d e foncteurs : 

(1.6.6.3) Pi : F(XU Xi[l], ...,Xn)Z F(XU..., Xn)[l] 

tels que les diagrammes (1.5.1.2 ) : 

F(X1,...,Xi[l},...,Xj[l],...,Xn)^ F(X1,...,XiF(X1,...,Xi,...,Xj[l],...,Xn)[l] 

Pi p,[i] 

F(Xu...,Xi[l),...,Xj,...,Xn)[l]^F(X1,...,Xi,...,Xj,...,XN)F(X1,...,XiF(X1,...,Xi[2] 

soient anticommutatif s (pou r i < j). (Pou r simplifier l e diagramme (1.5.1.2), 
on a supposé, ce qui sera toujours le cas dans ce travail, que les isomorphismes 
de transition d e V son t des identités). 

De même, d'après l a propositio n (1.5.10) , les morphismes d e foncteur s 
ù : F —• F1 que nous considérons son t soumi s au x conditions suivante s :  les 
diagrammes ci-après sont commutâ t ifs : 

F(Xl9...,Xi[ï\9...9XnF(X1,...,Xi) 2—>F'(JTi,. . . ,^[l], . . . ,Xn ) 

(1.6.6.4) Pi Pi 

F{XX,. •  •, Xh ..., Xn)[l] U[1] )  F'(X1?... , Xu ..., Xn)[l] 

Lorsque l e context e n e prêter a à  aucun e confusion , nou s désigneron s le s 
Z-catégories pa r le s catégorie s sous-jacente s e t le s Zn-foncteur s tordu s pa r 
leurs foncteurs sous-jacents . 
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2. Complexes d'une catégorie additive. 

2.1. Complexe s n -uples. 

2.1.1. Fixon s d'abord quelque s notations . On désigne par [n ] l'ensemble : 

[n] =  {P G z  1 1 < P < n} . 

On désign e pa r Z[n ] le group e abélie n libr e engendr é pa r l'ensembl e [n ] et 
pour tou t i G  [n ] par l e générateur d e Z[n] associ é à i. Soi t (p : [n] —» [m] 
une applicatio n ; on désign e encor e pa r (f : Z[n] —• Z[m] l'homomorphisme 
de groupes qu i lui correspond . Dan s ce paragraphe, C désigne une catégori e 
additive. 
Définition 2.1.2 . U n complexe n-uple d'objets de C est u n obje t constitu é 
par : 

1) La donnée, pour tou t a G  Z[n], d'un obje t XG de C. 
2) La donnée, pour tou t a G  Z[n] e t tou t i G  [n] , d'un morphism e : 

V a G Z[n], V i, j G [n] 

ces morphismes étan t soumi s aux conditions suivante s : 

d'+eiJd*** = o Vaez [n ] , Vte [n] , 
(2.1.2.1) 

<T+e> =  <T+e< ''<T'* V  a G  Z [n], V  i, j G  [n ] . 

2.1.3. U n complex e n-upl e d'objet s d e C sera appel é l e plu s souven t u n 
complexe n-uple de C. Soit (Xa, da>%) u n complexe n-upl e d e C. L'objet X0" 
est appel é l e composant de degré a d u complex e (Xa , .  Le morphisme 
da'% es t appel é l a différentielle de degré a dans la direction i d u complex e 
(Xa, dajî). Soi t Y u n complexe n-upl e de C. Le composant d e degré a de Y 
est noté 7a. La différentielle de degré  a dans la direction  i de  Y est notée 
d0,2 

Définition 2.1.4 . Soien t Y e t Y1 deux complexe s n-uple s d e C U n mor­
phisme de complexes de Y dans Y' es t une famille d e morphismes d e C : 

(r :  Y" -  r ")„€Z[n] 

qui commutent au x différentielles, i.e. telle que : 

(2.1.4.1) f+^d!? = d$f" • 
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2.1.5. L e morphisme fa : Ya —• Y,a es t appel é le composant de degré a du 
morphisme (fa). Soi t /  :  Y — > y ' u n morphism e d e complexes n-uples . Le 
composant de degré a de f es t noté Le s morphismes de complexes n-uples 
se composent de manière évidente : composant par composant. Les complexes 
n-uples d'objet s d e C forment un e catégorie qui est notée œmpn(C). Lorsqu e 
n =  1 , on utilis e l a notatio n simplifié e comp 1(C) =  comp (C). Les objet s d e 
comp(C) son t appelé s le s complexes simples d e C ou même , lorsqu'aucun e 
confusion n'e n résulte , les complexes d e C. Les catégories compn(C) sont ad-
ditives. 
2.1.6. Soi t Y u n complex e n-upl e d e C. On utilise parfois , pour désigne r le 
composant de degré a de Y, l a notation Y-a ,  et, pour désigner la différentiell e 
de degr é a  d e y  dan s l a directio n i, l a notatio n d^ai. Cett e notatio n es t 
surtout utilisé e lorsqu e Y es t u n complex e simpl e don t tou s les composant s 
de degr é positi f son t nul s sau f u n nombr e fini  d'entr e eux . Soi t d e mêm e 
/ :  y — • Y1 un morphisme de complexes n-uples. On utilise parfois la notation 
j-a pou r désigne r le composant d e degré a du morphisme / . 
2.1.7. Soi t (f : [n] —> [m] une application. Un complexe n-uple y d e C est di t 
(p-sommable, si pour tout r  G  Z[ra] , l'ensemble des a G  Z[n ] tels que <p(cr) — r 
et Y° soi t différent d e 0, est fini. Lorsque <p est l'unique application [n ] —» [1] , 
on dit simplement sommable. Soient [n ] [m] ^ [p] deux applications. Tout 
complexe n-uple Y qu i est ^-sommabl e es t auss i (^-sommable . En particu -
lier, tout complex e n-uple sommabl e est </?-sommable pour toute applicatio n 
[n] [m]. Lorsque ip est une injection, tous les complexes sont <^-sommables. 
On appell e catégorie des complexes n-uples (p-sommables, l a sous-catégori e 
pleine de compTl(C) définie pa r les complexes <£-sommables. 

2.2. Complex e simpl e associé . 

2.2.1. Pou r tou t a G  Z[n], a = Y hej ?  h ^ >  e ^ Pou r tou t i G  [n] 
je[n] 

posons : 

(2.2.1.1) e(a,i) = (-l) 
Eh 

<3<i 

La formule (2.2.1.1 ) définit un e application : 

(<J, i) i—• e(a, i) 

de Z[n ] x [n ] dans l e groupe de s signe s {—1,1 } . On vérifi e immédiatemen t 
que pour tou t i G  [n] , l'application a \—• e(a, i) es t u n homomorphisme d e 
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groupes e t qu e e(ej,i) — -1 s i j < i , e(ej,i ) =  1  si i  <  j . L'applicatio n 
(a, i) i—> e (0v1) est d'ailleur s uniquemen t déterminé e par ces propriétés. On 
en déduit immédiatemen t l a relation : 

(2.2.1.2) e(cr,i)e(a + euj) - -e(aj)e(a + e^ï) 

valable pour tou t a G  Z[n ] et pour tou t coupl e (i , j) G  [n ] x [n] , i ^  j . 

2.2.2. Soi t F  u n complexe n-uple d e C. Posons : 

(2.2.2.1) < ^ =  £(a ,04 ' ' . 

On déduit alor s de (2.2.1.2) que les relations (2.1.2.1 ) sont équivalente s au x 
relations : 

Sf^s3za4Sp = 0 , VaGZ[n] , Vt€[n ] , 
(2.2.2.2) 

gp-'s*sp+ 6p*i,isp =  0  , V<7GZ[n] , Vt, j6[n ] . 

Soit maintenan t p> : [n] —• [m] une applicatio n e t supposon s qu e Y  soi t 
</>sommable. On définit alor s un complexe ra-uple /  Y pa r les formules : 

(2.2.2.3) 
A 
A 
Y 

T 
E e 

<p(<r)=T 

y g31 Vr G  Z[m ] , 

(2.2.2.4) cT,i 
J co 

Vr G E 
<p(j)=i 

% fa) ' a  e  Z M , * €  [m], yff €  y, r  =  A (01) . 

La formul e (2.2.2.4 ) défini t u n morphism e d e (J Y) = e Y° dan s 
a1a52 

( L * r + " = e 
VaGZ[n]a.12 

Y*7 lorsque C  est l a catégori e de s groupe s abéliens . 

Elle permet aussi de définir un morphisme de (J^ Y)T dans (J^ y)T_he' lorsque 
C es t un e catégori e additive en s e plaçan t dan s l a catégori e de s foncteur s 
contravariants su r C à valeurs dan s la catégorie des groupes abéliens , i.e. en 
interprétant ya comme un morphisme d'u n obje t quelconqu e d e C dans Ya. 
Un calcul immédiat montr e que les àTr% y vérifien t le s relations (2.2.2.2 ) d'où, 

en revenant au x différentielles , qu e les objets défini s pa r (2.2.2.3 ) munis des 
morphismes défini s pa r : 

(2.2.2.5) 
VaGZ[n], VaGZ[n], E 

¥>0')=« 
VaGZ[n], VaGZ[n], 

T G  Z[m] . 
i G  [m], 

<p(a) = r 

a G Z[n] , 
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forment u n complexe m-uple de C. 

Soit maintenan t /  :  Y -» Y' u n morphism e d e complexes n-uple s d e C, 
(^-sommables. Posons : 

(2.2.2.6) a 
1++ 
3 

r 
= O 

V>(<T)=T 
F32 

lu ) J up / 

T 

H est clair que les (J^fY commuten t aux différentielles d e / Y  et de J^Y1 et 
que, pa r suite , un e tell e famill e défini t u n morphism e d e complexe s 
m-uples J^f : j^Y - J^Yf. n  es t clai r qu e j^fg = j^f j^g e t qu e 

jdy =  i d r Y . Par suit e SA est u n foncteur d e la catégori e des complexes 
j (p 

n-uples (^-sommable s dan s la catégori e de s complexe s m-uples . C e foncteu r 
est additif . 

2.2.3. Soien t ip : [n] —• [m] un e application , r  u n élémen t d e Z[m] e t i un 
élément d e [m]. Soient E\ (resp . E2) les ensembles : 

Ei = {(Tt G  Z[n ] |A13Q3= r } 

(resp. J5 2 = {a2 G Z[n ] | y?(<r2) = r + e{} ) . 

Soit enfin Y  un complexe n-uple d e C. Posons , pour ai G  E\, a2 G E2 : 

(2.2.3.1) 
J52 = {a2 G Z[n] | y?(<r2) = r + e{AZZ6 

= 0 sinon , 

d'où un e matrice de type E2 x E\ : 

(2.2.3.2) M{r^Y)={uc^{Y))a2€E2^Ei J52 =  { . 

Lorsque Y est (^-sommable, cette matrice est la matrice du morphisme d\yX . 

Remarquons que dans le cas général, cette matrice ne possède qu'un nombr e 
fini d e termes no n nul s su r chaqu e ligne e t su r chaqu e colonne , fly a  donc 
a priori au moin s deu x extension s possible s d u foncteu r A  au x complexe s 
quelconques lorsque , dan s C, le s produit s dénombrable s e t le s somme s di -

52 
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rectes dénombrables son t représentables : 

N 
Y 

0 

T 

+ n 
<p(<T) = T 

Y" 

AX 
= UD 

défini pa r la matrice M(r , i,Y) , 

(2.2.3.3) 
N 

Z 
0 

T 

+ e Y1 
¥>(<T)=T 

A123 "sy défini pa r la matrice M(r ,t, Y) . 

Le foncteur f es t appelé la II-extension du foncteur J .  Le foncteur J es t 
appelé l a S- extension d u foncteu r J .  Ces deu x extension s seron t utilisée s 
par l a suite . O n a  d'ailleur s u n morphism e nature l d e foncteur s AZ —•S 
correspondant a u morphisme fonctoriel d e la somme directe dans le produit. 

2.2 A . Soien t [n] [m ] [r] deu x applications e t supposons , pour fixer les 
idées, que les produits dénombrables soient représentables dans C. On a alors 
les relations : 

(2.2.4.1) 

(2.2.4.2) 

N 

0 

0 

'4> 
AZ 

N 

WV 

n 
d 

= id 

Le rédacteur s e voit ic i dan s la pénible obligation d e tirer l'irritan t cou p de 
chapeau habituel . L e signe =  d e la formule (2.2.4.1 ) n'est valabl e qu e lors-
qu'on dispose d'un foncteu r produi t possédan t de s propriétés d'associativit é 
convenables, ce qui n'est jamais le cas dans la pratique. Dans le cas général, 
le signe "=" doit être remplacé par un isomorphisme canonique qui vérifie les 
propriétés de compatibilité usuelles du type (1.2.1.3). Des relations analogues 
aux relation s (2.2.4.1 ) son t valable s pou r l e foncteu r .  Lorsque le s pro-
duits e t somme s dénombrable s n e son t pa s nécessairemen t représentables , 
la formule (2.2.4.1 ) es t encor e valabl e lorsqu'o n s e restreint au x complexe s 
^^-sommables. Lorsqu e if) es t l'uniqu e morphism e [n] [1] , on utilis e l a 
notation fn . Pour tou t complex e n-upl e sommabl e y , l e complexe JnY es t 
appelé le complexe simple associé au complexe Y. 
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2.3. Structur e gradué e su r le s catégorie s d e complexes . 

2.3.1 Soien t Y u n complexe n-uple et i  G [n]. Posons : 

(TiY)a = Ya+e> ,  a e Z[n] , 
(2.3.1.1) 

d^Y = v(i,j)dY+e"j , j£{n] , 

où v(i,j) — 1 s i i ^ j , v (i, j)  = —  1 si i = j . Pou r tou t morphism e d e 
complexes n-uple s /  :  Y —• Y1, posons : 

(2.3.1.2) (TifY = r+ei ,  a  G  Z[n ] . 

On défini t ains i u n foncteu r Ti :  compn(C ) — • compn(C) qu'o n appell e l e 
foncteur de translation dans la direction i. Lorsqu e n  =  1 , o n utilis e l a 
notation TY, Tf o u bie n Y[l] , /[1] . L e foncteu r d e translatio n dan s l a 
direction i es t u n automorphism e d e compn(C) . Les foncteurs T{, i G  [n], 
commutent deu x à  deux : 

(2.3.1.3) TÌTJ = TJTÌ , Vi, j G  [n ] . 

On peut donc définir une opération du groupe Z[n] sur la catégorie compn(C) : 

(2.3.1.4) <j=Y,liei >  T(a ) =  Tl'l-.-T1i» . 
ie[n] 

La notation compn(C) désignera dorénavant la catégorie compn(C) munie de 
la structure de Z[n]-catégorie stricte décrite ci-dessus. 
2.3.2. Soien t (p : [n] —• [m] une application , Y u n complex e n-upl e d e 
C, i u n élémen t d e [n] . On suppose , pou r fixer  le s idées , qu e le s somme s 
dénombrables son t représentable s dans C. Remarquons tou t d'abor d qu e les 
objets (f^TiY)r e t e(ff,*)e(¥>(a) Y)T son t égaux . U s son t e n effe t égau x pa r 
définition à  : 

e 
¥>(cO=T+e»,(o 

Y1 

Posons alors : 

(cO=T+e»,(o 
a 

4> 
TiY 

T 
(cO=T+e» 

•E 

0 
Y T , r e  Z [m] , 

(2.3.2.1) 
e(ff,*)e(¥>(a),p(i))i e 

¥>(cO=T+e»,(o 
e(ff,*)e(¥>(a),p(i))idy . 
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Un calcu l immédiat montr e qu e la famille ((pit<p(Y))T, r G  Z [m]) commut e 
aux différentielles d e s  TiY e t d e T^) S  Y e t qu'ell e défini t pa r suit e un 
morphisme : 

(2.3.2.2) PiAY) • 
n 

0 
T{Y -> T^i) 

n 

0 
y 

Ce morphisme es t u n isomorphisme fonct oriel en y , d'o ù u n isomorphism e 
de foncteurs : 

(2.3.2.3) T{Y 
•E 

0 
T{Y -> T^i) 

rE 

0 
Proposition 2.3.3 . 1 ) Pour tout  couple j  G  [n] , i ^ j , le diagramme : 

(2.3.3.1) 

E 

a 
T{Y -> T 

T{Y -> T^i) T{Y -> T 
E 

a 
aa1 

Pji<P * 

T{Y- T 
•E 

y 
0 

T{Y -> T^i)3a 

T{Y -> T^i) 

T{Y -> T^i) 
n 

0 

es£ commutatif lorsque <p(i) /  y>(j ) anticommutatif lorsque (p(i) =  <p(j) . 
2) Scnï ^ :  [m] —• [r ] ime application. Le diagramme : 

>E 

w 

E 

0 
T4 

• E 
v T{Y -> T E 

il; 
Tv{i) 

E 

0 

T{Y -> T^i 
E 

2 

E 

b 
Ti 

Pi^ip Tv{i) 
E 

vv 
T{Y -> T^i) 

n 

0 

>E 

0 

es£ commutatif. (L e lecteur qu i ne veut pa s tricher remplacer a l e signe "= " 
par des isomorphismes canoniques) . 

La preuv e es t immédiat e e t laissé e a u lecteur . L a premièr e assertio n 
résulte de (2.2.1.2). 
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(2.3.4.1) 

2.3.4. Prenon s pou r applicatio n <p l'unique applicatio n [n] [1 ] et faison s 
opérer l e group e Z[n] sur comp (C) par l'intermédiair e d e <p : Z[n] —>• Z . I l 
existe alors (1.5.2) un seul Z[n]-foncteur tord u par le cocycle de Koszul : 

f ,Pn) 
n 

: compn(C) -» comp(C) 

tel que : 
Pn(ei) = Pi,<p • 

Dorénavant, la notation S1  désignera le foncteur S  mun i de la structure de 
Z[n]-foncteur tord u décrit e ci-dessus. 

2.3.5. Le s considérations développée s aux alinéas (2.3.2) , (2.3.3) et (2.3.4 ) 
s'appliquent, modulo les modifications évidentes , aux foncteurs .  Lorsque 
les sommes e t produit s dénombrable s n e sont pa s nécessairemen t représen -
tables dan s C , le s résultat s ci-dessu s s'appliquen t au x foncteur s J  e n s e 
restreignant à  des complexes possédant de s propriétés de sommabilite conve-
nables. 

2.4. Extensio n de s foncteur s au x complexes . 

2.4.1. I l existe un foncteur canoniqu e : 

(2.4.1.1) IN :  compn(C)° comp n(C°) 

défini pa r les formules suivante s : 

(InX)a = X— , X G  Ob(comp n(C)) , 

(2.4.1.2) <;'x =  ¿7"ei, í > 

(*»/)* =  / - " ,  /  G  FI(comp n(C)) . 

Le foncteu r tn es t u n isomorphism e d e Z[n]-catégorie s (l a structur e d e 
Z[n]-eatégorie de compn(C°) est défini e pa r (2.3.1 ) ;  la structur e graduée de 
compn(C)° est défini e pa r (2.3.1 ) et (1.3.9)) . 

Supposons qu e les sommes directes dénombrable s soien t représentable s 
dans C et soi t (p : [n] -» [m] un e application. Désignons par : 

(2.4.1.3) 
N 

0.C 

o 
: compra(C)° -H- compm(C)° , 
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le foncteur opposé au foncteur défin i en (2.2.3) et (2.2.4). De même, désignons 
par : 

(2.4.1.4) 
f : 
J<fi,C 

compn(C°) -»• compTO(C°) , 

le foncteur défin i e n (2.2.3 ) et (2.2.4) . On vérifie immédiatement qu e le dia-
gramme : 

compn(C)° —^^compn(C° ) 

(2.4.1.5) Jv,c 

compm(C)° l m )Compm(C° ) 

est commutatif . E n particulier , lorsqu e <p est l'unique applicatio n [n] —• [1], 
on a un diagramme commutatif : 

(2.4.1.6) 

compw(C)° i n >  compw(C°) 

{Sic) 

comp(C) 

Jn,C 

o n comp(C°) 

et o n vérifi e immédiatemen t qu e l e coupl e d'isomorphisme s (c-^in) es t u n 
isomorphisme du Z[n]-foncteur tord u (J^c)° su r le Z[n]-foncteur tord u J^co 

(la structure graduée de f^co es t décrit e en (2.3.4) ;  la structure graduée de 
(In,c)° es t décrit e en (2.3.4) et (1.4.8)) . 

Nous identifieron s dorénavan t pa r l'isomorphism e ¿ n le s catégorie s 
compn(C)° et compn(C° ) et les foncteurs (J*c)° e t fic. . 

2.4.2. Soien t Ci, i G  [n], une famille d e catégories additives e t Yl C% leu r 
ie[n] 

produit. On désigne par (Xi, X2,...,Xn) le s objets de T T C% e t on utilise la 

h,с) 

i€[n] 
notation (X\, X2,..., /« , . . . , -X"n) pou r désigne r le morphisme : 

(idx15idx2,...,/;,..., idxn) • 
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Ces convention s s'appliquen t e n particulie r à  l a catégori e Yl comp(C¿). 
t€[n] 

Remarquons qu e l a catégori e f j comp (C )̂ es t muni e d'un e structur e d e 
t€[n] 

Z[n]-catégorie (1.3.11) . Pour tou t a = Y hei -> G £  Z[n], on a : 
ie[n] 

(2.4.2.1) T(a)(XuX2l... ,Xn) = (X1[l1],X2[l2],... ,Xn[ln]) . 

Un objet (Xi, . . . ,Xn) d e Yí comp (C¿) est di t sommable s i pour tou t /  G Z , 
i e (n) 

l'ensemble de s a — Y t€[n] £ Z[n ] tels qu e ^  U = l et X¿* ^ 0 , pou r a u 
ie[n] i€[n] 

moins un i G [n] , est fini. 
Soit maintenan t F :  Yl Ci ^ C un foncteu r multiadditi f (covariant) . 

ie[n] 
Pour tout obje t (Xi,. . . ,Xn ) d e N  comp(C¿), posons : 

i e n 
(2.4.2.2) FM (X!, . . ., Xny = F(Xl¿,..., Xln* ) , 

pour tou t c r = Y] Lei £ Z[nl, 
*e[nj 

a1a36 T(a)(XuX2l...,Xn) = (X1[l1],X2[l2],... , Xn[ln]) b . 

On a ainsi défin i u n complexe n-uple d e C. 

Pour tout morphism e ( A . . . .. fn) d e T T comp(C¿), posons : 
»e[n] 

(2.4.2.3) Flni(fi,..., fny = F (ft,... ,fir) , 

pour tout a — Y ) /¿e¿ G Zfn] . On a ainsi défini un morphisme d e complexes 
t€[n] n-uples. 

Ce qui précède définit visiblemen t u n foncteur : 

(2.4.2.4) F (n) n 
t€[n] 

:omp(C¿) -» comp"(C) 

Remarquons qu e pour tout a G Z[n] , on a : 

(2.4.2.5) F>nlT((r ) = T(<r)FM . 

Par suite , le foncteur F^ es t un Z[n]-foncteur strict . Le foncteur F^ trans-
fórmeles obîets sommables de T 7 como(d) en obîets sommables de corr\on(C). 

i€[n] 
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Supposons maintenant qu e les produits (resp . sommes directes) dénom -
brables soien t représentable s dan s C. On pose alors : 

(2.4.2.6) 

compnF = 
N 

n 
F[n] 

(resp. comp^ F = 
• E 

n 
pin] \ 

Le foncteur compnJF (resp. compEF) :  n  comp (C )̂ —• comp (C) est appelé la 
ie[n] 

U-extension (resp. la H-extension) du foncteur F aux complexes. Le foncteur 
F étan t u n Z[n]-foncteu r stric t e t le foncteur Jn (resp . Jn )  étant u n Z[n]-
foncteur tord u pa r l e cocycle de Koszul relatif à  la base ordonnée e\,..., cn 
de Z[n], le foncteur compnF (resp . comp^F) est un Z[n]-foncteur tordu par le 
cocycle de Koszul relatif à  la base ordonnée e i , . . ., en de Z[n], conformément 
à la règle des signes I (1.6.6). On a donc pour tout i G  [n] de s isomorphismes 
canoniques : 

(2.4.2.7) 
compn^Xi,..., Xi[ï\,..., Xn) ^ compnF(Xi,... , Xu ..., Xn)[l] 

(resp. compEF(Xi,...,^[l],...,Xn ) ^  compsF(Xi,. . x1  . . .,Xn)[l] ) 

qui seron t noté s pi. Ce s isomorphismes possèden t le s propriété s d'anticom -
mutativité décrite s e n (1.6.6.3) . Les restriction s de s foncteur s comp nir' e t 
comp^F aux objets sommable s de Yl comp (C )̂ sont égales , et cett e restric-

ie[n] 
tion peut toujour s s e définir, san s hypothèses sur la catégorie C. 

2.4.3. Soien t maintenan t deu x foncteurs multiadditif s F, F1 : J J Ci —> C 
ie[n] 

et h : F —> Ff u n morphism e d e foncteurs. O n en dédui t u n morphisme d e 
foncteurs : 

foin] .  jp[n] _^ jpf[n] 

en posant : 

hW (Xu...,Xny = h (X[\..., Xt) , 

(2.4.3.1) 
a = 

M 

i€[n] 
Uei e Z[n] , (Xx , . . . , xn)e0b n 

ie[n] 

comp(Ci) 
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D'où, en passant au x complexes simples , deux morphismes d e foncteurs : 

compn/i :  compnF —• compnjF' , 
(2.4.3.2) 

compati : compsF —• comp^F' . 

Si h et h' son t deu x morphismes composable s d e foncteurs multiadditifs , o n 
a : 

compn/i/i' = cor n pn/i corn pn/i' , 

comp^hh! — comp f̂ecomp /̂i ' . 

Le morphisme compn/ i (resp . comp /̂i) es t u n morphism e d e Z[n]-foncteur s 
qui sui t l a règle des signes II (1.6.6). 

2.4.4. Lorsqu e l e foncteu r F es t contravarian t e n certaine s variables , i.e. 
lorsqu'on a  de s égalités Ci = (C|)° , pour i G  J C  [n] , les foncteurs compn F 
et comp^ F sont , modul o le s identifications faite s e n (2.4.1) , contravariant s 
en les variables correspondantes . 

2.5. Homotopies . 

2.5.1. Soien t X  e t Y deu x complexe s n-uple s d e C et f,g : X Y deu x 
morphismes d e complexes . Un e homotopie reliant /  à  g es t un e famill e d e 
morphismes a = (a*7'* : Xa+6i —» Ya , a G Z[n] , i G [n] ) telle que : 

(2.5.1.1) 
a°+*i-*i>id<£ = Vi,jG [n], t a"***' , V a G  Z[n] , Vi,j G [n] , t  ?É j , 

g°-r = E 
t€[n] 

a^dj* +  4~e" V e "' ,  V a G Z[n ] 

On utilise la notation a  :  / w- > # pour désigne r les homotopies a  reliant /  à 

2.5.2. Soien t f,g,h : X E= | Y troi s morphismes , a : f w- * g et b : g AAA-> / i 
deux homotopies. O n désigne par b + a : f w- » /i , l'homotopie (( 6 + a)**1 = 
ba,i + a*}i ? a  g  Z[n] ? ;  g  # 

2.5.3. Soien t f,g : X y  deu x morphismes de complexes, a : / w- + # une 
homotopie e t u : Y — > Y ' (resp . v  : X' — • X ) u n morphism e d e complexes . 
On désign e pa r u* a : uf AAA- ^ ug (resp . a * v : fv w- * <gri; ) l'homotopie 
( ( « = t ^ a ^ ) (resp . ((aicvY** = a*'V +e0). 
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2.5.4. Le s opérations • e t "somm e des homotopies" possèdent les propriétés 
suivantes : 

ù*(b+a) = u*b + u*a , 

(b + a)*v = b*v + a*v , 
(2-5.4.1) 

ùù * a = u * (u * a) , 

a*vvf = (a* v)*vf . 
2.5.5. Deu x morphismes f,g : X z= £ y son t dit s homotopes s'i l exist e une 
homotopie qu i le s relie . Deu x morphisme s / , g son t homotope s s i l e mor -
phisme f - g est homotope à zéro. Soit /  :  X -» Y u n morphisme homotop e 
à zéro. Pour tou t a G  Z [ra], le morphisme T(a)f es t homotop e à  zéro. L'en-
semble de s morphisme s homotope s à  zéro forme u n idéa l d e compn(C), i.e. 
le compos é dan s le s deu x sen s d'u n morphism e homotop e à  zér o ave c u n 
morphisme quelconqu e es t homotop e à  zér o e t l a somm e direct e d e deu x 
morphismes homotopes à  zéro est homotope à  zéro. 
2.5.6. Soi t <p : [n] -» [m] un e application . Le s foncteurs j et Sn transfor -
ment les couples de morphismes homotopes de compn(C) en couples de mor-
phismes homotopes d e compm(C). Soient d e même F :  ]\ Ci —> C un. fonc -
teur multiadditif , *€ M 

FM :  J J comp(C 0 -> compn(C) 
i£[n] 

le foncteu r décri t e n (2.4.2.4) , Xi de s objet s d e comp (C )̂ (i ^ j) et 
f,g : X y  deu x morphismes homotope s d e comp (Cj). Le s morphisme s 
de compn(C) : 

FM(X!, . . . , / , . . . ,Xn) e t f l ^ ! , . . . ^ , . . . , ^ ) 

sont homotopes . Par suite , les morphismes d e comp(C) : 

compnF(Xi,...,/,..., Xn) et comp nF(Xi,..., g,..., Xn) 

sont homotope s (mêm e résultat pou r comp EF). Nous laissons a u lecteu r l e 
soin de vérifier toute s ce s assertions ou de se reporter à  [1]. 
2.5.7. Désignon s par K (C) la catégorie suivante : 

- Le s objets d e K(C) son t les objets d e comp(C). 
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- Soien t X e t Y deux objets de K(C), /, g : X Y deu x morphismes de 
comp(C). La relation " / e t g sont homotopes" es t une relation d'équivalenc e 
sur Homcomp(c )(X, Y), e t o n défini t Hom |<(c)(X,Y) comm e l e quotien t d e 
Homcomp(C)(X, Y) par cett e relation d'équivalence . 

- I l résulte immédiatement d e (2.5.5 ) que la loi d e composition su r les 
morphismes d e comp (C) passe a u quotien t e t défini t un e loi de compositio n 
sur les morphismes d e K(C). 

H résulte immédiatement d e (2.5.5) qu'on a bien défini ainsi une catégorie 
et qu e cett e catégori e es t additive. Le foncteur canoniqu e comp (C) K (C) 
qui est l'identité su r les objets et qu i associe à tout morphisme /  d e comp(C) 
sa class e d'équivalenc e /  es t additif . L e morphism e /  d e K (C) imag e d u 
morphisme /  d e comp(C) par le foncteur canoniqu e es t appel é la classe de f 
modulo homotopie. La catégori e K (C) est appel é l a catégorie des complexes 
de C à homotopie près. 

2.5.8. L e foncteur canonique comp(C) K (C) possède la propriété suivante : 
tout foncteur d e K(C) dans une catégorie A fournit , pa r composition ave c Q , 
un foncteur d e comp(C) dans A, d'où , pour toute catégorie A, u n foncteur : 

7iom(Q,A) : Hom(K{C),A) -> Hom(comp(C),A) 

(Horn désigne la catégorie des foncteurs). C e foncteur es t pleinemen t fidèle , 
injectif su r les objets e t l'image es t la sous-catégorie pleine de : 

7^om(comp(C), A) 

définie pa r les foncteurs d e comp(C) dans A qu i transforment tou t coupl e de 
morphismes homotopes de comp(C) en morphismes égaux . La catégorie K(C) 
munie du foncteur canonique comp(C) K (C) est déterminée à isomorphisme 
unique près par cett e propriété . 

2.5.9. H  résulte immédiatement d e (2.5.5) et de (2.5.8) qu'il existe un et un 
seul foncteur d e translation su r K (C) tel que le foncteur canoniqu e : 

comp(C) -> K(C) 

commute (strictement ) au x translations . C e foncteur d e translatio n es t u n 
automorphisme d e K (C) e t pa r suit e défini t su r K (C) un e structur e d e 
Z-catégorie stricte. Le foncteur canoniqu e comp(C) —> K (C) est un Z-foncteu r 
strict. 
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2.5.10. Soi t F :  f j Ci —» C un foncteur multiadditif . Désignon s par : 
t€[n] 

<2, : comp(Ct-) -+ K(C<) 
les foncteurs canoniques . Il résulte de (2.5.6) et de (2.5.7) qu'il existe, lorsque 
les produits dénombrable s son t représentables dans C, un et un seul foncteur 
Kn(-F) :  I I K(Ct ) —• K(C ) tel que le diagramme ci-après soi t commutati f : 

i£[n] 

(2.5.10.1) 

Y[ comp (Ci) compn F 

i€[n] 

II Qi 
ie[n] 

n k (Ci) 

•comp(C) 

De plus , l e foncteu r J J étan t u n Z[n]-foncteu r strict , i l exist e su r l e 
ie[n] 

foncteur K n F un e et un e seule structur e d e Z[n]-foncteur gradu é tordu pa r 
le cocycle d e Koszu l relati f à  la bas e ordonnée e i , . . . , en de Z[n], tel qu'o n 
ait l'égalit é entre Z[n]-foncteurs tordu s : 
(2.5.10.2) K n F Yl Qi = Q compnF . 

ie[n] 
Enfin, soien t F e t F' deu x foncteurs multiadditif s e t m : F —» F' u n mor -
phisme de foncteurs. Il résulte de (2.5.7) qu'il existe un et un seul morphisme 
de foncteurs : 
(2.5.10.3) K n m :  Kn F K n F' 

tel que : 
(2.5.10.4) K n m* J J Qi = Q *compnm . 

ie[n] 

Le foncteu r K n F es t appel é l a II-extension d u foncteu r F au x com -
plexes à  homotopie près . Le morphisme K n m es t appel é l a IL-extension du 
morphisme m au x complexes à  homotopie près. 

Lorsque les somme s directe s dénombrable s son t représentable s dan s C, 
on définit d e manière analogue le foncteur K ^ F : la Y,-extension du foncteur 
F au x complexes à  homotopie près , et l e morphisme K ^ m :  la S- extension 
du morphisme m au x complexes à  homotopie près. 

63 

¿€[n] 

Kn F 

Q 

K(C) 



J .-L. VERDIE R 

2.5.11. Soien t X et Y deu x complexe s d e C. Un morphism e d e comp (C), 
/ : X —• Y, es t appel é u n homotopisme si son imag e /  dan s K (C) est u n 
isomorphisme. Les complexes X e t Y son t dits homotopes s'ils sont isomorphes 
dans K (C). 
2.5.12. Soien t I  e t 7  deu x complexe s de C, f,g : X = > y  deu x mor -
phismes de comp(C), a, 6 : / 5  deux homotopies reliant /  à  O n appelle 
homotopie du deuxième ordre relian t a à b, notée a :  a AÂ > 6, une famille de 
morphismes a = (a1 : Xl+2 —» Y1, z  G Z ) tell e que : 

(2.5.12.1) bl -a1 = cfd^1 - cf f V "1 . 

2.5.13. Remarquon s pou r termine r qu e l'isomorphisme (2.4.1 ) : 

£x : comp (C)0 —• comp (C°) 

définit, e n vertu d e (2.5.7) , un unique isomorphisme : 

ix : K(C)° -» K(C°) 

qui es t u n isomorphism e d e Z-catégories . Nou s identifieron s dorénavan t l e 
plus souven t les catégories K (C)° et K(C°) pa r ce t isomorphisme . 
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3. Triangles distingués. 

3.1. L e côn e d'u n morphisme . 

3.1.1. Soi t C une catégori e additive . O n désign e pa r tri(C ) l a catégori e 
suivante : 

- Le s objets d e tri(C) son t le s morphisme s (d e degr é zéro) X - 4 Y d e 
complexes d'objet s d e C. 

- Soien t X -* Y et X* -+ Y* deux objet s d e tri(C). Un morphisme d e 
X - 4 Y dan s Xf 4  Y' es t u n triple t (g, h, a), o ù g : X -> X1 et :  Y -+ Y1 
sont des morphismes de complexes de degré zéro et où a : f g w-> hf es t une 
homotopie reliant f'g à  hf. 

- Soien t : 

(g, h, a) : (X ± Y) -  (X ' £  F' ) e t (</' , /*', a') :  (X' 4  F' ) -  (X " C Y") 

deux morphismes d e tri(C). Le morphisme compos é : 

(g",ti',a"):(X±Y)- + (X" £ Y") 

est alor s défin i pa r les égalités : 

(3.1.1.1) 
S" = g'a 

h11 — h1 h , 

a" = af * g + hf * a 

On vérifie aussitô t qu'o n a  bien ains i défin i un e catégorie . On représen-
tera l e plu s souven t u n morphism e (g, h, a) :  ( X — » Y) — • (Xf — > y' ) d e 
tri(C) par un diagramme : 

(3.1.1.2) 

X 

9 

X' 

f 

a. 

f 

Y 

h 

Y' 
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La catégorie tri(C) est additive . La somme directe de X 4  Y e t de X' 4  Y' 
est : 

X © X ' 

/ o 
o / ' Y® Y' 

3.1.2. Soi t I ^ Y un obje t d e tri(C). Posons : 

(3.1.2.1) 

c(/)* = y* 0 X 1+1 , 

A? F + 
dI 

0 

F+41 

AX+1 
: Yi © Xi+1 -»• yi+1 © X'+2 . 

On vérifi e qu'o n a  ains i défin i u n complex e d'objet s d e C. Ce complexe es t 
noté c(f) e t es t appel é le cône du morphisme f. Soi t maintenan t : 

X f Y 

9 h 

X' 
a 

f4 
Y' 

un morphisme de tri(C) . Posons : 

(3.1.2.2) c(($,M)) ' = 
h* a* 

0 gi + l 
: Yi © Xi+1 -»• Y;i © X'i+1 . 

Ces morphismes commuten t ave c les différentielles d e c(/) e t d e c(f') e t pa r 
suite définissent u n morphisme de complexes : 

(3.1.2.3) c((g,h,a)):c(f)^c(f) 

On vérifie qu'on a défini ains i un foncteur c  : tri(C) —• comp(C) qu'on appelle 
le foncteur cône. 

Désignons par s :  comp(C) —> tri(C ) l e foncteur X i— • (0 —• X) . Pou r 
tout obje t X Y d e W C ) , o n désign e pa r *( / ) :  (X Y) - > sc(/ ) l e 
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morphisme suivan t d e tri(C) : 

*(/) = M A <»(/) ) 

X F Y 

pif) 

о 
«(/) 

a (F) 

(3.1.2.4) 
К/)4 = 

idy¿ 
О 

: У* -»• уг e хг+1 , 

a(fY = 
О 

d X 1+1 
: Xi+1 ^ Y * 0  Xi+1 

Un calcul immédia t montr e qu e $  es t u n morphism e d u foncteu r identiqu e 
de la catégorie tri(C) dans le foncteur se. 

Proposition 3.1.3 . Le morphisme $ fait du foncteur cône un adjoint à 
gauche du foncteur s, i.e. pour tout objet X ^Y de tri(C) et pour tout objet 
W de comp (C), l'application canonique définie par le morphisme $ ; 

est un isomorphisme. 

La vérificatio n es t laissé e a u lecteur . O n noter a qu e l e foncteu r s es t 
pleinement fidèle et que par suite le foncteur es est canoniquement isomorph e 
au foncteur identique . E n fait, ave c la construction choisi e du foncteur c, l e 
foncteur es est égal au foncteur identique. La propriété d'adjonction d e (3.1.3) 
peut encor e se traduire comm e suit :  l'application défini e pa r le foncteur : 

est un isomorphisme. 
3.1.4. Nou s allons défini r dan s tri(C) une notion d'homotopie . Soien t : 

Homcomp(c)(c(/), W) -  Hom tri(c)((X Л Y),SW) 

С : Homtri(c)((X Л Y),SW) -  Hom comp(c)(c(/), W) 

(G, H, A), (G', H', A') :(X-^Y)=T (X' U Y') 
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deux morphismes d e tri(C). Une homotopie reliant (g,h,a) à  (gf,hf,af) es t 
un triplet (6,6' , a ), où b : g A/V̂-> g' et bf : h w->> h1 son t des homotopies et où 
a : ff *b + af AAA-* bf * / +  a es t un e homotopie d u deuxièm e ordre (2.5.12) . 
Deux morphismes d e tri(C) seron t dit s homotopes s'i l exist e une homotopi e 
les reliant . L a relation :  "(g, h, a) et (g1, h1, a1) son t homotopes " es t un e re-
lation d'équivalenc e compatibl e ave c la somme directe et l a composition de s 
morphismes. On peut don c introduire la catégorie Tri(C) dont les objets sont 
les objets d e tri(C) et les morphismes les morphismes d e tri(C) à  homotopie 
près. 

Proposition 3.1.5 . Soient D, D1 : (X - 4 Y) =t (Xf £ Y1) deux mor­
phismes de tri(C). Si les morphismes D et Df sont homotopes dans tri(C), 
alors les morphismes c(D) et c(D') sont homotopes dans comp(C). 

Soient D = (g, h, a) et Df = (gf,hf,af). Supposon s qu e D et Df soien t 
homotopes dans tri (C). H existe donc des homotopies b et bf telles que : 

g' - g = bd + db , 
(3.1.5.1) 

h' -h = b'd+dbf . 
(Pour allége r la notation, nous avons omis dans ce calcul les exposants indi-
quant le degré des composants.) Il existe de plus une homotopie du deuxième 
ordre a tell e que : 

ad-da = b'f + a- (f'b + a1) . 

Un calcu l immédia t montr e alor s qu e (  ^ ° , )  es t un e homotopi e qu i 
relie c(D) à  c(D'). V ' 

Corollaire 3.1.6 . Les joncteurs : 

c : tri(C) -* comp(C) et s : comp(C) tri (C) 
sont compatibles avec les homotopies de tri(C) et de comp(C) et définissent, 
en passant au quotient, des fondeurs encore notés c :  Tri (C) — » K(C) et 
s : K(C) -> TVi(C) . Le fondeur c :  TVi(C) —> K (C) est adjoint à gauche du 
fondeur s : K(C) ^ Tri (C). 

Ceci résulte formellement d e (3.1.5) et d e (3.1.3). 
3.1.7. Désignon s pa r s1 : comp(C) - > tri (C) l e foncteur X \—• (X 0) . 
Le foncteur csf : comp(C) —» comp(C ) est éga l au foncteur d e translation d e 
comp(C). Le foncteur sf transforme deux morphismes homotopes de comp(C) 
en morphismes homotopes de tri(C) et par suite définit u n foncteur qu e nous 
noterons encor e s' : K(C) —• Tri (C). Le foncteur es1 :  K(C) —>• K (C) est éga l 
au foncteur d e translation d e K(C). 
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3,2. Propriété s d u foncteu r cône . 

3.2.1. Dan s une Z-catégorie , on appelle triangle tout diagramm e du type : 

(3.2.1.1) X^ Y^ ZZ X[1] . 

Pour désigner le triangle (3.2.1.1) , on utilise la notation (X , Y, Z, u, v, w), ou 
bien le diagramme : 

(3.2.1.2) 

z 

w/ \v 

u X Y 

la flèche munie d'un poussoi r désignant le morphisme de degré 1 du triangle. 
Soient (X, Y, Z, u, v, w) et (X', Y', Zf, v!\ vf, w1) deux triangles. Un morphisme 
de triangles es t un diagramm e commutât if : 

(3.2.1.3) 

X и Y v Z W X[l] 

f 9 h F(1) 

X' и1 Y' v' Z' wf X'[l) 

Les morphismes d e triangles s e composent d e la manièr e évidente . Le s tri -
angles forment un e catégorie. 

3.2.2. Soi t X - 4 Y  un obje t d e tri(C). Le morphisme (fonctorie l e n / ) d e 
tn(C) : 

(3.2.2.1) 

X f •Y 

id x 

X -0 

fournit, en appliquant l e foncteur cône , un morphisme, fonctoriel en X - 4 Y 
(3.1.7) de comp(C) : 

(3.2.2.2) „(/) : c(f) - * X[l] 
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De même, le morphisme de tri(C) : 

(3.2.2.3) 

0 Y 

idy 

X f Y 

fournit, en appliquant l e foncteur cône , un morphisme, fonctoriel en X Y , 
de comp(C) (3.1.2.4) : 

(3.2.2.4) p(f):Y-+ c(f) . 

On peut donc associer à tout objet X Y d e tri(C) un triangle de comp(C) : 

(3.2.2.5) X M Y P-^l c(f) * 3 X[l] . 

On notera que ce triangle ne dépend pas fonctoriellement d e l'objet X Y 

de tri(C). Soit, en effet, D =  (g, h, a) : (X Y) -> (X ' 4  y ' ) un morphisme 
de tri(C). On obtient alor s le diagramme : 

(3.2.2.6) 

X f Y Pif) c (f) <?(/) X[l] 

9 h c{D) 9[l] 

X' 
a 

f 
Y' 

Pif) 
F (cf) 

gif) 
X'[l] 

Les morphismes p(f) e t #(/ ) étan t fonctoriel s e n /, le s deux derniers carré s 
de ce diagramme son t commutâ t ifs, mais le premier carr é es t commutâ t if à 
homotopie prè s seulement . E n passan t a u quotien t pa r le s homotopies , on 
peut associe r à  tout obje t X — > Y d e Tri(C) un triangle de K(C) : 

(3.2.2.7) x M Y ^ LC(f)^l x[l] 

qui dépen d fonctoriellemen t d e X — > Y. (O n désign e pa r / , p(f), q(f) le s 
classes modulo homotopie des morphismes /, p(f), q(f) respectivement. ) On 
a donc ainsi un foncteur d e la catégorie Tri(C) dans la catégorie des triangles 
de K(C). 
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3.2.3. L'automorphism e de translation de comp(C) s'étend naturellement en 
un automorphisme T :  tri(C) —>• tr\{C) : 

(3.2.3.1) 
T(X f Y) = X[l) f(1) Y[l] 

T{(g,h,a)) = (g[ï\,h[l],-a[i\) . 

On fait alor s du foncteur côn e un Z-foncteur (1.5.2 ) en définissant u n isomor-
phisme *( / ) :  c(/[l]) 4 c(/)[l ] : 

(3.2.3.2) v (f) 1 = 
f idyi+i 0 

0 —idjf*+2 
:Yi+1 ®Xi+2 - > r + 1 © I i +2 . 

Le lecteur vérifier a qu e (3.2.3.2) définit bie n un isomorphisme d e complexes 
et démontrer a la proposition suivant e : 
Proposition 3.2.4 . Lorsque f = 0 —• Y, l'isomorphisme canonique : 

<f[n]) ^c(f)[n] 

n'est autre que l'application identique de Y[n]. Lorsque f — X —> • 0  , l'isomor­
phisme canonique : 

c(f[n])^ c(f)[n] 

n'est autre que l'isomorphisme : 

X[n+1] 
(-i)"id*t„+1] 

X[n + 1] . 

3.2.5. Soi t X — > Y u n objet d e tri(C). On peut lu i associe r u n triangle de 
comp(C) : 

(3.2.5.1) Y vU) 9(f) X[l] /[1] Y[l] 

Or le morphisme q(f)p(f) :  Y —• X[l] es t le transformé pa r le foncteur côn e 
du morphisme : 

0 Y 

X 0 
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H est donc nul. Il existe donc, d'après les propriétés d'adjonction d u foncteur 
cône (3.1.3), un unique morphisme : 

(3.2.5.2) J : c(p(f)) - X[l] , 

tel que le diagramme : 

(3.2.5.3) 

a (f) P(p(f)) 
<p(f)) 

idc(/) J 

a (f) g(/) X[l) 

soit commutati f e t qu e l'on ai t Ja(p(/) ) =  0  (3.1.2.4). 
Proposition 3.2.6 . a ) Le morphisme J est un homotopisme, i.e. est un 
isomorphisme à homotopie près. 
b) Le diagramme : 

(3.2.6.1) 

c(p(f)) 
i(p(f)) Y[l] 

J idy (1) 

X[l] /[1] Y[l] 

est anticommutatif à homotopie près. 

3.2.7. Démonstration . Nou s allon s d'abor d construir e u n morphism e 
H : X[l] — • c(p(/)) .  Il suffi t pou r cel a d e construir e u n morphism e entr e 
les deux foncteurs que ces objets représentent . Soi t W u n objet d e comp(C). 
Un morphisme de c(p(/)) dan s W n'es t autre que, tenant compte des proprié-
tés d'adjonction d u foncteur côn e (3.1.3), un couple (u,a), o ù u : c(f) —> W 
est u n morphisme d e complexes e t a : 0 w-+ ùp(f) es t une homotopie. Utili-
sant encore une fois (3.1.3) , on voit qu'un morphisme de c(p(f)) dan s W es t 
un triplet (m :  Y —> W, a : 0 AA/̂ -> m , b : 0 mf). Associon s à ce triplet 
le diagramme : 

(3.2.7.1) 

X 0 

0 
Q 

w 

a = b — a*f 
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i.e. ((3.1.3) e t (3.1.7) ) u n morphism e d e X[l] dan s W. O n a  don c associé , 
fonctoriellement e n W, à  tout morphism e de c(p(f)) dan s W u n morphisme 
de X[l] dan s W', et par suit e on a défini u n morphisme E : X[l] —• c(p(f)) . 
Pour prouver la partie a) de la proposition (3.2.6) , il suffit d e montrer qu e : 

(3.2.7.2) Le morphisme JE : X[l] — > X[l] est l'identité. 

(3.2.7.3) Le morphisme EJ :  c(p(/)) - » c(p(/)) es £ homotope à l'identité. 

Pour prouve r l a parti e 6 ) d e l a propositio n (3.2.6) , il suffi t d e montre r d e 
plus que : 
(3.2.7.4) Le diagramme : 

X[l] /[1] Y[l] 

H idy (4) 

c (p (f)) i(p(f)) Y[l] 

est anticommutatif. 

3.2.8. Démonstratio n d e l'assertio n (3.2.7.2) . 
Montrons qu e le morphism e JE : X[l] -> X[l] es t l'identité . I l suffi t 

pour cela de voir que le morphisme JE indui t l'endomorphism e identique du 
foncteur représent é par X[l]. D'aprè s (3.1.3 ) et (3.1.7) , le foncteur : 

W ^ Homcomp(c)(X[l],W ) 

n'est autr e que le foncteur : 

(3.2.8.1) w 

X 0 

0 
a 

w 

D'autre part , d'aprè s (3.2.7) , l'objet,c(p(/)) d e comp(C) représente le fonc-
teur : 
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L'homomorphisme J : c(p(f)) -» X[l] correspond , ainsi qu'o n le vérifie im-
médiatement, au morphisme fonctoriel : 

(3.2.8.3) 

D = 

X 0 

a 
0 W 

^ JD = (0:Y ^W, 0  : 0 w-+ 0, a  :  0 AA/-+ 0). 

Le morphisme H : X[l] —>• c(p(/) ) correspon d pa r définitio n (3.2.7 ) au mor-
phisme fonctoriel : 

(3.2.8.4) 

t = ( m :  Y —»• W, a :  0 AÂ ->- m, b :  0 w->- m/ ) Ht = 

X 0 

a 
0- w 

, a =  b—a-kf. 

Le compos é d e ce s deu x morphisme s fonctoriel s es t bie n l'identité , c e qu i 
démontre l'assertion (3.2.7.2) . 
3.2.9. Démonstratio n d e l'assertio n (3.2.7.3) . 

D'après (3.2.8) , le morphism e HJ : c(p(f)) — > c(p(/) ) correspon d a u 
morphisme fonctoriel : 

(3.2.9.1) t = (m:Y —>W, a :  0 AAA-+ m , b :  0 w-> m/ ) i— > HJt = 

= (0 : Y — >^0:0AAA-+0,&-a*/:0AAA-+0) 

et pa r suit e : 

(3.2.9.2) t - HJt =  ( m : y — • W , a : 0  AAA-+ m , a • /  :  0 AAA-+ m/) . 

Pour prouve r l'assertio n (3.2.7.3) , il suffi t d e montre r qu e tou t triplet de 
la form e ( m :  Y —• W , a :  0 AAA-+ m, a  • /  :  0 AAA-+ m/) correspon d à  u n 
morphisme homotope à zéro de c(p(/)) dan s W. O r un tel triplet définit, en 
utilisant (3.1.3) , un morphisme : 

(3.2.9.3) v : c(f) ->W v = (m :Y —+ W ,  a • /  :  0  w-+ m/ ) 

et un e homotopie : 

(3.2.9.4) a : 0 AAA-+ vp(f) = m , 
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d'où u n diagramme 

(3.2.9.5) 

Y P(f) 
c(f) 

V 

a 
0 W 

définissant pa r (3.1.3 ) l e morphism e n : c(p(f)) —• W associ é a u triple t 
(m :  Y —• W, a : 0 w-> m , a* f :  0 AA -̂>- m / ). Pou r montre r qu e le mor-
phisme n est homotope à zéro, il suffit (3.1.5 ) de montrer qu e le diagramme 
(3.2.9.5) est u n morphisme homotope à zéro de tri(C) et , pour cela , il suffi t 
de montrer qu'i l existe une homotopie (3 :  0 w->- v telle que (3 *p(f) = a. O r 
le morphisme v :  c(/) —• W a  pour composants : 

(3.2.9.6) vi = {m\ a7'+1 ) :  Yi 8  W+1 -+ w 

et on vérifie immédiatement qu e l'homotopie /3 d e composants : 

(3.2.9.7) /?* ' = (a* , 0) : Y'+1 8 Xi+2 -> Xi 

relie 0 à v et que /3*p(/) =  a , c e qui achève la démonstration de l'assertion 
(3.2.7.3). 
3.2.10. Démonstratio n d e l'assertio n (3.2.7.4) . 

L'objet Y[l] représent e le foncteur : 

(3.2.10.1) W 

Y 0 

a 
0 w 

et le morphisme /[1] : X[l] —• Y[l] représent e le morphisme fonctorie l 

(3.2.10.2) D = 

Y -+0 

a 
0 w 

f№ = 

X 0 

a * 
0 •W 
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De même, le morphisme q(p(f)) : c(p(f)) — • Y[l] représent e le morphisme 
fonctoriel : 

(3.2.10.3) 

D = 

Y 0 

a 
0 W 

q(p(f))D =  ( 0 : r ^ W , a : 0 ^ 0 , 0 : 0 A ^ 0 ) . 

Par suite , en utilisan t (3.2.8.4) , pour démontre r (3.2.7.4) , il suffi t d e remar-
quer que pour tou t diagramm e : 

D = 

Y 0 

a 
0 W 

on a  Hq{p(f))D + f[l]D = 0. 

3.2.11. Soien t X Y - 4 Z deu x morphismes de comp(C). Posons gf = h. 
On peut construire , avec ces données, deux diagrammes commutatif s : 

(3.2.11.1) D = 

X f Y 

idx 9 

X h Z 

D' = 

X h Z 

f idZ 

Y 9 Z 

que nou s interpréteron s comm e de s morphisme s d e tri(C) . D'où , e n appli -
quant l e foncteur cône , deux diagrammes : 

e (f) c(D) C(h) c(D') 
<9) 

(3.2.11.2) 
1 = 

Y 9 Z 

Pif) p(h) 

<f) 
c(D) 

c(h) 

Ce dernier diagramm e es t u n carr é commutati f (3.2.2.4 ) e t peu t don c êtr e 
interprété comm e u n morphism e d e tri(C) , d'où e n appliquan t encor e un e 
fois le foncteur cône , un morphisme : 
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Proposition 3.2.12 . a) Le morphisme c(I) : c(g) —y c(c(D)) est un homoto-
pisme. 
b) Le diagramme : 

(3.2.12.1) 

<9) 

c(D') c(I) 

c(h)-
p(c(D)) c(c(D)) 

est commutatif a homotopie pres. 
c) Le diagramme : 

(3.2.12.2) 

<9) 
9(9) Y[l] 

c(I) p (F) (1) 

C(c(D)) q{c{D)) 
<f)[l] 

est commutatif. 

En effet , u n calcu l immédia t montr e qu e le i-eme composant d u mor -
phisme c(I) es t : 

(3.2.12.3) c(iy = 

id 0 
0 0 
0 id 
0 0 . 

: Z' © Yi+1 -+ Zi © Xi+1 © Yi+1 © Xi+2 . 

Le morphisme u : c(c(D)) —• c(g) de composants : 

(3.2.12.4) tt * = 
id 0 0  0 N 

0 fi+1 id 0, 
: Z^X^ QY^QX^2 -QX^2 Z{®Yi+1 

est un inverse de c(I) à  homotopie près, ce qui démontre la première assertion. 
Pour démontrer la deuxième assertion, il suffit d e vérifier qu e le diagramme : 

(3.2.12.5) 

<9) 

c(D') Ù 

c(h) 
p(c(D)) 

«D)) 

est commutatif , c e qu i s e fai t e n exhiban t le s composants . Enfin , d'aprè s 
(3.2.2), les propriété s fonctorielle s d u morphism e q(f) (3.2.2.2 ) impliquen t 
que le carré (3.2.12.2) soit commutatif . 
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3.3. Propriété s de s triangle s distingués . 

Définition 3.3.1 . U n triangle X Y —• Z — • X[l ] de K (C) sera di t distin-

gué s'il exist e un obje t X ' — • Y ' d e TVi(C) et u n isomorphisme d e triangles 
((3.2.1.3) et (3.2.2.7) ) : 

Proposition 3.3.2 . (TRI ) Tout triangle de K (C) isomorphe à Un triangle 
distingué est un triangle distingué. Pour tout objet X de K (C), le triangle 

X '—? X — » 0  —> X[l] est distingué. Tout morphisme u : X —> • Y d e K(C) est 
contenu dans un triangle distingué I A  Y  Z  ^ X(1) . 

La première assertion est triviale. Pour démontrer la deuxième assertion, 
il suffit d e montrer qu e le diagramme : 

X 
id x X -0 

id x id; ¡dX[l] 

X 
id X •X 

p{\ÀX) 

•X 

c(idx) tf(idx) 

1] 

•X[l] 

est un isomorphisme de triangles de K(C). I l suffi t don c d e montre r qu e 
c(idx) es t homotope à zéro. Or il résulte immédiatement d e la définition de s 
homotopies dans tri(C) (3.1.4 ) que tout morphism e de tri(C) du type : 

X 
id; 

X 

9 

a 
0 w 

est homotop e à  zéro . Le s propriété s d'adjonctio n d u foncteu r côn e (3.1.6 ) 
montrent alors que c(idx) est homotope à zéro. Soit / :  X Y u n morphisme 

78 

X u Y v Z w X{1] 

f i g i h i l /[i] 

x' 
j 

•Y' P(f') 
c(f) 

q (f') 
X'{1] 



CATÉGORIES D ÉRIVÉES 

de comp(C) dans la class e modulo homotopi e d e ù : X —• Y. O n a  alors un 
objet d e Tri(C) :  X-^Y. L e triangle distingu é : 

X u Y 
Hf) 

c(f) 
Hf) 

X[l] 

contient l e morphisme u. 

Proposition 3.3.3 . (TRII ) Un triangle X^±Y-^ Z^U X[l] de K (C) 
est distingué si et seulement si le triangle Y —az Z X[l] Y[l ] est 
distingué. 

Supposons qu e le triangle X Y Z X[l] soi t distingué . I l est 
alors isomorphe à  un triangle du type : 

X'-
f 

Y' 
Hf) 

<f) 
Hf) 

X'[l) 

oùX' f 
Y es t un objet de Tri(C). Il suffit don c de montrer que le triangle : 

Y' 
Hf) c (f) Hf) 

X'[l]-
-fW 

Y'[l] , 

est distingué . Or d'après (3.2.6) , le diagramme : 

Y' Pif) 
c(f)- P(p(f)) 

<PU)) • 
№!)) Y'[l] 

idy/ •dc(/) j idy.[!] 

Y'- Pif) c(as6) a (9a) X'[l) -/[1] Y'[l] 

est u n isomorphism e d e triangles dan s K (C). Supposons maintenan t qu e le 
triangle Y JU Z X [l]^ Y[l] soi t distingué . O n en dédui t pa r (3.2 .4) 
que le triangle : 

Y[-l] 
vl-l] 

Z[-l] 
w[-l] u 

X >Y 

est distingu é et , e n appliquan t deu x foi s l'argumen t précédant , qu e l e tri -
angle : 

X ^ Y - ^ Z^ U X[l] 

est distingué , ce qui achève la démonstration . 
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Proposition 3.3.4. (TRIII) Soient : 

l A y A z : i [ l ] , x'^Yf^Z'^X'[l} 

deux triangles distingués de K(C) et : 

(3.3.4.1) 

x' û' > r 

m n 

X Í—>Y 

Un carré commutatif de K(C). / / existe un morphisme r :  Zf —>• Z tel que le 
diagramme : 

X' и' Y' v' Z'- w X'[l] 

m n r m[l] 

X u Y v Z w X[l] 

soit un morphisme de triangles. 
Par définition , le s triangles proposé s sont isomorphes à  des triangles : 

V M W 
Hf) c (f) Q(f) V[l] 

V f' w 
Hf) c (f) • n i ] 

et, par suite , le carré (3.3.4.1) est isomorphe à un carré : 

v 
f' 

w 

9 9' 

V f w 

où g : V' —»• V e t g' : W —• W son t de s morphismes d e comp(C) . Le carré 
de comp(C) : 

v( f w 

9 g' 

v f w 
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est commutati f à  homotopie près . Soit don c a : fg g'f un e homotopie . 
Le diagramme : 

D = 

V f W 

g g' 

a. 
V f W 

est u n morphisme d e tri(C). On en déduit pa r (3.2.2.7 ) que le diagramme : 

V f W p(f') c (f) q (f) 
v'[i] 

g g' cD) g (1) 

v f w p(f) 
c(f) 9(f) V[l] 

est u n morphism e d e triangle s dan s K (C), d'où l'existenc e d u morphism e 
r : Z' Z. 

Proposition 3.3.5 . (TRIV ) Soit : 

X2 

u3 u4 

Xi u2 X3 

un diagramme commutatif de K(C). // existe trois triangles distingués : 

*1 U3 x2 V3 z3 w3 Xi[l] 

x2 u1 x3 V-i Zi Wi X2[l] 

x1 U2 x3 V2 z2 W2 Xill] 

et deux morphismes : 
mi : Zz -»• Z2 , 

Tris :  Z2 -> Z\ , 

tels que : 
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a) Les diagrammes : 

Xi Ù3 X2 V3 Z3 w3 *i[l] 

id d1 mi id 

Xi u2 X3 v2 Z2 w2 x, (1) 

x1 u2 X3 v2 Z2 w2 x, (1) 

u3 id m3 «3[1] 

X2 u1 x3 u1 Zx u1 x2[i] 

soient des morphismes de triangles. 
b) Le triangle : 

z3 m1 z2 
7723 

Zx 
v3[l]w1 

Zs[l] 

suit distingué. 

Soient /  :  Xi —»• X2 (resp . g : X2 -» X3 ) un morphisme de comp(C) qui 
soit dan s la classe ù3 (resp. ù\ ) . Posons h = gf : X\ —> X3 . Le morphisme 
h est dans l a class e ù3 . Pour démontre r l a proposition , i l suffi t d e prendr e 
pour triangles distingué s les triangles (3.2.2 ) : 

X1 f 
X2 

Hf) 
<*/) 

Hf) 
Xi[l] 

x2- 9 
x3 

Ha) 
c(g) 

Ha) X2[l] 

Xi 
h x3-

p(h) 
c(h) 

g(h) 
Xi[l] 

et pou r morphismes , les morphismes : 

c(D) : c(f) —  c(h) ,  c(D'):c(h)^ c(g) , 

où D e t D' son t les diagrammes : 

D = 

Xx f x2 

id 9 

Xx h X3 

D' = 

Xx 
h X3 

f id 

X2 g x3 
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En effet , l a première assertion es t un e conséquence immédiate d e (3.2.2) et , 
d'après la proposition (3.2.12) , il existe un morphisme c(J ) :  c(g) —• c(c(D)) 
tel que le diagramme : 

c (f) 
c(D) 

c(h) 
c(D') 

c (g) P(f)№{9) c (f) (1) 

id id ¿(1) id 

c (f) 
c(D) 

c{h) 
p(c(D)) 

c(c(D)) 
q(c(D)) a (f) (1 

soit u n isomorphisme d e triangles. 

3.3.6. Soi t F : J — • comp (C) un foncteur. Désignons par Ttn{J) l a catégorie 
des suites de n morphismes composables de J :  les objets de Tin{J) son t les 
diagrammes d e J : 

i1 J1 Ì2 J2 *3 fn in +1 

Soient (ip,fp) e t (jp,gp) deux suites de n morphismes composables de J. U n 
morphisme, dans Tln(J)^ d e (ipjfp) dan s (jp,gp) est un diagramme commu-
tatif : 

i1 fi Ì2 h Ì3 
f1 fn 

in+l 

hi h2 n3 hn+i 

3i 9i 32 92 33 93 9n 3n+l 

La composition des morphismes se définit d e la manière évidente. On désigne 
par f\n(J) l'ensembl e des objets de Tin{J). Soi t i -4 j u n objet d e Tl\{J). 
En appliquant l e foncteur F , o n obtient u n morphisme de comp(C) : 

F(1) F (f) 
m 

qu'on peu t interpréte r comm e u n obje t d e TVi(C) , d'où , e n appliquan t l e 
foncteur cône , un foncteur S : Ti\{J) — • K (C) : 

(3.3.6.1) S(f) = S(i f j) = c(F(i) ni) 
F (j)) 
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Soit maintenan t i 
f 

3 a k u n obje t d e !FÌ2(J). On peu t lu i fair e cor -
respondre le diagramme suivant d e TmC) : 

(3.3.6.2) 

F(i) Hf) F(1) 

id F(g) 

F(i) F(gf) F(k) 

F(f) id 

F(j) 
F(g) F(k) 

Posons : 

(3.3.6.3) 
6(f,g):S(g)^ S(f)[l] 

ê(f,g) = p(F(f))[l)q(F(g)) 

On obtient, en appliquant l e foncteur côn e au diagramme (3.3.6.2) , un fonc-
teur d e Tl2{J) dan s la catégorie des triangles de K (C) : 

(3.3.6.4) (i f 3 
9 k) SU) -  S{gf) - S(g) 

S(f,3) 
S (f) (1) 

La fin de la démonstration d e (3.3.5) montre que le triangle : 

SU) -  S(gf) - S(g) 
6U,g) 

S (f) (1) 

est u n triangle distingué . 

3.4. Propriété s fonctorielle s de s triangle s distingués . 

Proposition 3.4.1 . Soient IX : K(C)° — • K(C°) l'isomorphisme canonique 
(2.5.13) et X Y A  Z X[l] un triangle distingué de K(C). Le triangle 
de K(C°) : 

( h * ) h l ] 
t1 w 1iZ ¿1 V T1Z — t-, u i l l 

est distingué. 
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On peut toujours supposer (3.3.1) que le triangle proposé est de la forme : 

X f Y Hf) c(f) p (f) X[l] 

où /  :  X —• Y es t u n morphisme d e comp(C). Il s'agit alor s de montrer qu e 
le triangle : 

(hX)[-l] 
A1S(f) 

h<f) 
nHf) 

(hX)y 
-(hf) 

L-^X 

est distingu é (ix / es t l'imag e pa r i x :  comp(C)0 — »• comp (C°) du morphism e 
/ ) . I l résulte immédiatement de s définitions d e ix (2.4.1) et du foncteur côn e 
(3.1.2) que les composants et les différentielles d u complexe hc(f) son t : 

i1c(/)» =  ( t 1x ) -1e ( t1y ) ' , 

(3.4.1.1) 
dh<f) ~ 

(hX) (hfY 

0 DI1X 
Par suite , on a l'égalité : 

Hc(f) = c(-hf)[-l] 

et on vérifie qu e le diagramme : 

(hX) [-l] 
hq(f) 

h<f) 
hP(f) i1X -hf ixX 

(hX) [-l] p(-hf)[-l} (hX)[-l] ù(-hf)[-n hY -hf ^x 

est commutatif . I l suffit alor s d'appliquer (3.3.3 ) pour acheve r la démonstra-
tion. 
3.4.2. Soi t F : Yl Ci C un foncteur multiadditif . Supposons , pour fixe r 

»6[n] 
les idées, que les produits dénombrables soien t représentables dans C. Soient 
alors : 

K n F : n 
»e[n] 

K(d) -  K(C) 

la Il-extension d e F au x complexes à  homotopie près et : 
Pi: KnF(Xu...,Xi[l},...,Xn)^ IlKNNNF(X1,...,Xh...,Xn)[l} 

les isomorphismes fonctoriels canoniques . 
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Soient j e [n] e t pour tou t i ^ j , Xi u n obje t d e K(d). Désignon s par 
G :  K(Cj) ->• K(C) le foncteur : 

(3.4.2.1) I ^ G ( I ) = K n f ( I i , . . . , I , . . . , I „ ) , 

et pa r m  : G(X[1]) G(X)[l] l'isomorphism e fonctorie l dédui t d e pj . 

Proposition 3.4.3 . Pour tout triangle distingué : 

X U Y V Z W X[l] 

de K(Cj) j le triangle de K(C) ; 

G(X) G(ti) G(Y) G(v) G(Z) mG(w) G(X)[1] 

est distingué. 

On peut, tou t d'abord , suppose r qu e le triangl e distingu é d e K(Cj) est 
de la forme (3.3.1 ) : 

X f Y ai) C (J) «(/) X[l] 

où /  :  X —> Y es t u n morphisme d e comp(Cj). Désignons par : 

H :  comp(Cj) — > comp (C) 

le foncteur : 

X>-> H(X) = compnF(X1,...,X,...,Xn) , 

et pa r m : H(X[l]) ^ H(X)[1] l'isomorphism e fonctorie l d e commutatio n 
aux translations dan s la direction j . Le foncteur (G , m) s'obtient à  partir du 
foncteur (if , m) en passant au x complexes à homotopie près. Pour démontrer 
la proposition, il suffit d e montrer qu'il existe un isomorphisme de complexes 
dans comp (C) : 

J:H(c(f))Z c(H(f)) 

tel que le diagramme ci-après soi t commutati f : 

(3.4.3.1) 
H(X) 

H(f) 
H(Y) 

H(P(f)) 
H(c(f)) 

H(q(f)) H(X[1]) 

id id J m 

H(X) H(f) H(Y) 
P(H(f)) 

<H(f)) 
q(H(f)) H(X)[1] 
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Pour tout complex e X, désignons par X l e complexe obtenu en gardant 
les composants d e X e t e n annulan t le s différentielles . D . résult e immédiate-
ment d e la définition d e H qu'o n a  l'égalité H(X) = H(X). D e même, pour 
tout morphism e d e complexes /  :  X — > Y , désignons par /  :  X —>• Y l e mor-
phisme obtenu en conservant les composants de / .  Il résulte alors de la défini-
tion du foncteur cône que c(f) = Y®X[1], qu e le morphisme p(f) : Y — • c(/ ) 
est l a premièr e injectio n e t qu e l e morphism e q(f) :  c(/ ) — » X[l] es t l a 
deuxième projection. L e foncteur H e t le foncteur "  "  étan t additifs , on en 
déduit que H(c(f)) = H(Y)®H(X[1]),que H p (f))  :  H(YJ -* H(c(f)) es t 
la première injection e t qu e H(q(f)) : H(c(f)) — > i f (X[l]) es t l a deuxièm e 
projection. I l en résulte que : 

H(c(f)y = H(Y)l®H(X[l})1 

(3.4.3.2) dH(c(f)) -
dH(Y) oa 

0 aH(X[l]) 

$l :H(X[ï\y H(Y)l+1 

La différentiell e d e if(c(/) ) s'obtien t sou s cett e form e e n expriman t sim -
plement qu e H (p(f)) e t if(g(/) ) son t de s morphismes d e complexes . Pou r 
calculer <lM , i l fau t reveni r à  la définitio n d u foncteu r H et , pa r suite , à  la 
définition d u foncteur complex e simple associé (2.2.2.5) . On a : 

B{X[1])' = n 
a— ZJ li ei 

Si¿=í i 

F(X[\..., Xl'+1,... ,Xln') , 

(3.4.3.3) 
H(Y)l+1 = n 

a— ZJ li ei 
Si¿=í 
i 

F(X[\..., Xl'+1,..., Xln') Xln'), 

0i = n 
a— ZJ li ei 
Si¿=í 
i 

F(X[\..., Xl'+1,..., Xln') Xln')Xln'), 
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Par ailleurs, on a (définition d u foncteur cône) : 

c(H(f)Y = H(Y)> ® (H(X)[1})1 . 

(3.4.3.4) 
dc(H(f)) -

H(Y) H(f)l+1 

0 aH(X)[l] 

où le morphisme H(f) es t défini par (2.4.2.6), (2.4.2.3) et (2.2.2.6 ) : 

(3.4.3.5) H(f)'+1 = n 
<7= 2 /,-Cj 

SI«=I 

e(ff»i)WF(x!»,...,jr'i+1,...X*) 

Posons alors : 

Jl : Jï(y)' ©  H(X[1]Y — if(y) ' © (#(X)[1])\ 

(3.4.3.6) 
uj = 

id^yji 0 

0 v1 

v1 = n 
SI «= E113I 

SI«=I 

e(ff»i)WF(x!»,...,jr'i+1,...X*) 

Pour vérifie r que les J1 sont le s composants d'u n morphism e d e complexes, 
il suffit d e vérifier qu e : 

(3.4.3.7) 
$< = H(f)mVl 

v 1+1 d1H (X1) = d1 H (X) (1) v1 

Pour vérifie r qu e le diagramme (3.4.3.1 ) est commutatif , i l suffi t d e vérifie r 
que : 

(3.4.3.8) 
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La première égalité de (3.4.3.7) est évidente ((3.4.3.3) et (3.4.3.5)) . La deuxi-
ème égalité de (3.4.3.7) résulte de (3.4.3.8). Pour vérifier (3.4.3.8) , il suffit d e 
se reporter à  la définition d u morphisme m (2.3.2.1) . 
3.4.4. Lorsqu e les somme s directes dénombrable s son t représentable s dan s 
C, o n a  un e propositio n analogu e à  l a propositio n (3.4.3 ) pou r l e foncteu r 
K%F. L a démonstration s'obtien t e n remplaçant dan s la  démonstratio n d e 
la proposition (3.4.3 ) les produits pa r de s sommes. 
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Appendice : Commentaires sur le choix de s signes. 
Le foncteur côn e est déterminé à isomorphisme unique près par ses pro-

priétés d'adjonction (3.1.3) . Pour pouvoir associer facilement à  un morphisme 
de tri(C) un triangle de comp(C), nous avons choisi pour foncteu r d e trans-
lation l e foncteur "côn e d u morphisme X — > 0 " ((3.1.7 ) e t (3.2.2.7)) , i.e. 
décalage des degrés et changement d e signe de la différentielle . 

Soit F : Yi Ci —• C un foncteur multiadditif . L a catégorie J ] comp(C¿) 
i£[n] i£[n] 

est muni e naturellemen t d'un e structur e d e Z[n]-catégorie. S i on veut que 
le foncteur F^ : YI comp(C¿) —> comp n(C) soi t un Z[n]-foncteur strict , on 

i€[n] 
est condui t a u choix des conventions qu e nous avon s fai t pou r le s transla-
tions :  décalage des degrés dans une direction e t changement d e signe de la 
différentielle correspondante . 

Nous avon s pri s le s conventions d e [1] pour l e choix du foncteur com -
plexe simpl e associ é ( à cec i prè s que , dans no s complexe s multiples , les 
différentielles commuten t entr e elles) . Cec i perme t d e défini r l e foncteu r 
Kiï F :  I] K(C¿) -+ K(C). A se trouve alor s que Kn F(XX,..., X<[1],... , Xn) 

est différen t d e Kn F(X\¡...,X¿,...,-X"n)[l]. Pou r pouvoi r néanmoin s affir -
mer qu e le foncteu r K n F transform e le s triangles distingué s e n triangle s 
distingués, on est amené à définir le s isomorphismes : 

Pi : Kn F(Xlf. ..,Xi[l],. . . ,*„ ) ^  K n F(Xlf. ..,XU. ..,Xn)[l] 

(démonstration de (3.4.3)). 
H se trouve alors que, pour i / j , on a des diagrammes anticommutatifs : 

KïlF(X1,...,Xi [l],...,Xj[l},...) Pi KnF (Xï,...,Xi[i\,...,Xj,...)[l] 

Pi Pi 

KnF(X1,...,Xi,...,Xj [l),...)[l] Pi Kn F(Xi, ...,Xi,...,Xj,... )[2 ] . 

On a alors montré (1.5.2) comment prolonger d e façon cohérent e ces isomor-
phismes e n isomorphismes p(o~) défini s pou r tou t a G  Z[n]. Il intervien t 
ici u n choix arbitraire . H  consiste à  choisi r u n cocycl e dan s un e classe de 
cohomologie qui elle est bien déterminé e :  la classe de Koszul (1.6.3) . Pour 
nous conforme r au x règles communémen t admise s (pa r exemple [l]) , nous 
avons choisi de prendre dan s tous les cas le cocycle de Koszul (1.6.6). 





Chapitre II 

Catégories triangulées . 

1. Définitions e t premières propriétés. 

1.1. Définitio n de s catégorie s triangulées . 

Définition 1.1.1 . Un e catégorie triangùlée V es t un e Z-catégori e additive 
stricte (chap. I, 1.5.11 ) munie d'u n ensembl e d e triangle s (chap. I, 3.2.1) , 
appelés triangles distingués, possédant le s propriétés suivantes : 

TRI : Tout triangle de V isomorphe à un triangle distingué est un triangle 

distingué. Pou r tou t obje t X d e V, l e triangl e X 
idx X -+ 0 X\l] es t 

distingué. Tou t morphism e ù :  X — • Y d e V es t conten u dan s u n triangl e 
distingué X u Y V Z w X[l}. 

TRII :  Un triangl e d e V : X U Y V Z W X[l] es t distingu é s i e t 
seulement s i le triangle Y V z w X[l] -u[l] Y[l] es t distingué . 

TRIII :  Pour tou t coupl e de triangles distingués : 

X U Y V Z W X[l] 

X' u' Y' v' z' M X'[l] 

et tou t diagramm e commutatif : 

X û Y 

f Y 

X' u' V 
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il exist e u n morphism e h : Z —• Zf te l qu e (f, g, h,) soit u n morphism e d e 
triangle, i.e. tel que le diagramme ci-après soi t commutati f : 

X ù Y v Z w X[l] 

f 9 h /[1] 

X' u1 Y' v' Z' u1 X'[l] 

TRIV :  Pour tou t diagramm e commutati f : 

X2 

U3s «1 

X1 u2 X2 

et tou t triplet de triangles distingués : 

X1 u3 x2 V3 z3 w3 Xi[l] 

x2 u1 x3 Vl Zi u2 X2[l] 

Xi u2 Xz V2, z2 w2 Xi[l] 

il existe deux morphismes : 

m1 : Z3 —• Z2 , 

ra3 :  Z2 —• Zi , 

tels qu e (idj^ , ^î, ^ î) e t (^3 , idx3, ^3) soien t de s morphismes d e triangles , 
et tel s que le triangle : 

Zz m1 z2 m3 Zx v3[l]w1 
Zz\\\ 

soit distingué . 
Remarque 1.1.2 . Soi t (X , Y, Z, ù,v,w) u n triangl e distingué . I l résulte de 
TRII qu e dans la suite illimitée : 

X[n) 
(-l)»«[n] 

Y[n] 
(-l)»«[n] 

Z[n] 
(-l)"«;[n] 

X[n+l] 

trois morphisme s consécutif s formen t u n triangl e distingué . Le s automor -
phismes d e V : X i—> • X[n] sont appelé s automorphismes de translation. 
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Définition 1.1.3 . Soien t V e t V1 deux catégorie s triangulées . U n joncteur 
exact de V dan s V1 est u n Z-foncteu r (no n nécessairemen t strict ) (chap. I, 
1.2.4) (F,p) :V —>Vf te l que , pour tout triangl e distingu é : 

X^ Y^ Z Z X[l] 

de V ,  le triangle : 

FX Fu FY Fv FZ 
p(X)Fw 

(FX)[l] 

soit distingu é (1.1.4.2) . 

Définition 1.1.4 . Soient V\, 1  < i < n e t ï> , n+1 catégorie s triangulées. 
Un fondeur multi-exact de Y[T>i dan s V es t u n Zn-foncteu r tord u (chap . I, 

i 
1.4.4) (F,p) : Y\T>i —> V te l que, pour toute famille d'objet s X{ appartenan t 

i 
respectivement au x catégories V{, i ^ j ,  le Z-foncteur : 

X ^ ^ X ! , . . . , ^ , . . . , ^ , ) : ^ ^ ^ 

soit un foncteur exact . 

1.1.4.1. Dan s l a définitio n (1.1.4) , l a catégori e Yi^i es ^ mmri e d e s a 
i 

Zn-structure canoniqu e e t l e group e Z n opèr e su r l a catégori e V pa r l'in -
termédiaire de l'homomorphisme Z n —• Z , somme des coordonnées (chap . I, 
1.6.6). 
1.1.4.2. Conformémen t à  la règle des signes I (chap. I, 1.6.6) , les foncteur s 
multi-exact s seront, sauf mention expresse du contraire, tordus par le cocycle 
de Koszul relati f à  la base canoniqu e ei , . . .,en d e Zn (chap . I , 1.6.4) . Ceci 
implique en particulier qu e les foncteurs exact s de V dan s Vf son t tordus par 
le cocycle trivial. 
Définition 1.1.5 . Soien t V un e catégorie triangulée et A un e catégorie abé-
lienne. U n foncteur H : V —> A es t appel é foncteur cohomologique s i pour 
tout triangl e distingu é : 

X »> Y ^ Z " X[l) 

le diagramme : 
EX Hu ÏY Hv HZ Hw H(X[1]) 

est une suite exacte de A. 
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On montrera (1.2.7 ) que les foncteurs cohomologique s sont additif s e t 
que les foncteurs multi-exact s sont multi-additifs. 

Soit H : V —> A u n foncteur cohomologique . On utilise le plus souven t 
la notatio n H°(X) = H(X), Hn(X) = H(X[n]). E n utilisan t l'axiom e 
TRII, on voit qu'un foncteur cohomologiqu e associe à tout triangl e distingué 
X Y ^* Z —> X[ï\ un e suite exacte longue : 

(1.1.5.1) 
H-^-w) „  H°(u) „  H°(v) „  H°(w) 

... _> H~\Z) — - 4 H°(X) — 4 H\Y) — 4 H\Z) 
1.1.6. Soi t V un e catégorie triangulée . O n emploie le plus souven t l a ter -
minologie suivant e :  un triangle X Y Z ^ X[l] d e V es t di t anti­
distingué si le triangle 1 ^7 ^ 2 X[l] es t distingué . U n Z-foncteu r 
d'une catégori e triangulée V1 dans V es t dit antiexact s'il transforme les tri-
angles distingué s d e V1 en triangles antidistingué s d e V. L e plus souvent , 
pour désigne r un foncteur exac t de V dan s P, on omet de faire figurer dans 
la notation les isomorphismes d e commutation au x translations. 
1.1.7. Soien t C une Z-catégorie stricte (chap. I, 1.2.2) et : 

x •—• x[n], n e z , 
les foncteur s d e translation d e C. Soi t C° la Z-catégori e opposé e (chap. I, 
1.3.9). Pour tout morphisme u de C, notons ((ù)) le morphisme correspondant 
de C° . Cette notatio n es t abusiv e ca r l'ensembl e de s objets e t l'ensembl e 
des morphismes d e C° sont égau x respectivement à  l'ensemble de s objets et 
l'ensemble de s morphismes de C. Désignons par : 

x ^ x[[n}] ,  n e z , 
les foncteurs d e translations de C°. Rappelons qu'o n a, pour tout obje t X de 
C et tout entie r n G Z  (chap. I, 1.3.9) : 

X[-n] = X[[n]] . 

On appell e catégorie triangulée opposée à une catégori e triangulé e V 
la Z-catégori e strict e Vo opposée à  la catégorie V (chap. I, 1.3.9) munie de 
l'ensemble d e triangles distingué s suivant . Un triangle de Vo : 

*[[_!]] « Z ( ^ y  « = 2 * 

est distingu é si et seulement s i le triangle correspondan t d e la catégorie V : 

X u Y V JU Z ^X[l] , 

est antidistingué. On démontre aisémen t qu e la famille d e triangles d e Vo 
ainsi définie vérifi e les axiomes des catégories triangulées. 
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1.2. Première s propriété s de s catégorie s triangulées . 

Proposition 1.2.1 . Soit V une catégorie triangulée. Pour tout objet X de V, 
les fondeurs Hom-p(X , .  ) et Homx>(. , X) sont des fondeurs cohomologiqùes 
à valeurs dans la catégorie des groupes abéliens. 

Il suffi t tou t d'abor d d e montre r qu e l e foncteu r Homx>(X , .) es t u n 
foncteur cohomologique . L'autr e assertio n s'obtiendr a alor s e n passant à  la 
catégorie opposé e V° (1.1.7) . Soi t don c X1 Y1 X  Z1 X'[l] u n 
triangle distingué. Il suffit d e montrer qu e dans le diagramme : 

(1.2.1.1) 
Homv(X,u') Homî,(X,!)' ) Homv(X,w') 

HOMv(x,x') >HOMv(x,Y') •  HomÎ>(A\z') > Homp(xj'[i]) 

on a  :  Homx)(X , v') Homx>(X , u') =  0  e t qu e c e diagramm e es t exac t e n 
Homx>(X,F'). E n effet , l'axiom e TRI I permettr a alor s d'obteni r l e même 
résultat e n Homp(X, Z'). Soi t don c /  :  X —> X'. D'aprè s TRI , l e triangle 
I ^ I ^ O - » X[l] es t distingu é e t d'aprè s TRI I e t TRIII , i l existe un 
morphisme g : X —> Y' te l que le diagramme ci-après soi t commutati f : 

(1.2.1.2) 

X \àx X О X[l] 

f 9 /[1] 

X1 ti' У »' Z tu' X'[l] 

On e n dédui t qu e ùff = g e t qu e vfuff = v'g — 0, c e qu i démontr e qu e 
Homp(X, v1) Homx>(X , U1) = 0 . Soi t maintenan t g : X —> Yf u n morphism e 
tel que vfg = 0. D'aprè s TRII et TRIII , il existe un morphisme /  :  X —• X1 
tel que le diagramme (1.2.1.2) soit commutatif . O n en déduit qu e g = u1f et 
que par conséquen t l a suite (1.2.1.1 ) est exacte en Homx>(X , Y1). 

Corollaire 1.2.2 . Dans un triangle distingué X1 ^ Y1 ^ Zf —> ^ ' [1] , ̂ e 
composé de deux morphismes consécutifs est nul 

En vertu d e TRII , i l suffi t d e montrer qu e v'ù1 = 0. Pou r cela , il suffi t 
de prendre X = Xf dan s la suite exacte (1.2.1.1 ) et d e considérer les images 
successives de idx' G  Homx>(X',X'). 
Corollaire 1.2.3 . Soient (X,Y, Z,U,v,w) et (Xf,Yf,Zr,ur,vf,wf) deux tri­
angles distingués de V et (/i,/2,/3) ùn morphisme de triangles. Si deux des 
fi ;  1  < i < 3, sont des isomorphismes, le troisième l'est aussi. 

97 



J .-L. V ERDIER 

Supposons, pour fixer le s idées, que /1 :  X —> X1 et / 2 :  Y —> Y ' soien t 
des isomorphismes. Pour tout objet W d e £>, on a un diagramme commutatif : 

-> Homp(Ty, X) •  Homv(W, Y) •  Homp(W, Z) •  Homv(W, X[l]) • • 

Homp(W,/i) Homp( ,̂/2) Homp(^/3) Hompf̂ Ml]) 

Homp(W, X') —• Hom^(W, y') — * Hom^W, Z') —• Homv(W, Xf[l]) 

où les lignes sont exactes. On en déduit, par le lemme des cinq, que Homp(Ty, /3) 
est un isomorphisme pou r tou t W , et pa r suit e que /3 es t u n isomorphisme. 
Les deux autre s assertion s d u corollair e s e déduisent d e celle-c i e n utilisan t 
l'axiome TRII . 

Corollaire 1.2 .4. Soient X A  y  A  Z Z X[l] et X VS Y Z' X[l] 
deux triangles distingués. Il existe un isomorphisme f : Z Zf tel que le 
diagramme ci-après soit commutatif : 

(1.2.4.1) X и 

Z 
V w 

Y I f X[l] 

v' 
Z' 

W 

En effet, d'aprè s l'axiome TRIII , i l existe un morphisme /  :  Z —> Z' te l 
que le diagramm e (1.2.4.1 ) soi t commutatif . D'aprè s (1.2.3) , ce morphism e 
est un isomorphisme. 

Le corollaire (1.2.4 ) montre donc que les triangles distingué s contenan t 
un morphism e donn é son t essentiellemen t unique s :  ils son t déterminé s à 
isomorphisme près . Mais il convient d e noter que cet isomorphisme n'es t pa s 
unique. Nous préciserons ce point e n (1.2.12). 

Corollaire 1.2.5 . La somme directe de deux triangles distingués est un tri­
angle distingué. 

Soient : 
X u Y V Z W X[l] 

X' u' Y' v' z' w' X'[l] 
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deux triangles distingué s e t soi t d e plus : 

X®Xf u®u' Y® Y' m L n (X®X')[1] 

un triangle distingué contenant le morphisme u@u (TRI) . Les diagrammes : 

X u Y 

\6X 

0 
idx 

0 

x®x' x®x' Y® Y' 

X' x Y' 

0 
idx' 

0 
idy 

x®x' x®x' + Y®Y' 

sont commutatif s et , par suite , s'insèren t e n vertu d e (TRIII) dan s des dia-
grammes commutatifs : 

X û Y v Z w •X[l] 

idx 
0 

idy 
0 

f idx[i] 
0 

x@x' x®x' Y®Y' m L n (x e  x')[i] 

x'- Û' Y' v' Z' w' X'[l] 

0 
idx 

0 
idy f 0 

idx ((1) 

X®X' - x®x' •Y®Y' m L n (X © X')[l] 
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On en déduit que le diagramme ci-après est commutati f : 

x®x' •a® 11' Y® Y' v®v' Z®Z' w® w' (X © X')[l] 

id id (f2) f id 

X®X' w© Ù' Y® Y' m L n (X®X')[1] 

Pour démontrer le corollaire, il suffit d e montrer qu e le morphisme : 

(/,/') :Z®Z'-^L 

est u n isomorphisme . H  suffit don c d e montre r que , pour tou t obje t M , l e 
morphisme : 

Hom„ (M, (/,/')) 

est u n isomorphism e d e groupe s abeliens ; cec i résult e immédiatemen t d e 
(1.2.1) et d u lemme des cinq. 

Corollaire 1.2.6 . Soit X A  Y A  Z X[l] un triangle distingué de V tel 
que w = 0. Il existe alors une section s : Z —> Y du morphisme v. Toute 
section s : Z —• Y définit un isomorphisme : 

X®Z 
(u,s) 

Y 

Réciproquement, tout triangle du type : 

(1.2.6.1) X 

id 
0 

x®z 
(0,id) 

z 0 
X[l] 

est distingué. 

La troisièm e assertio n résult e immédiatemen t d e TRI , d e TRI I e t d e 
(1.2.5). Démontrons la première assertion. Il résulte de (1.2.1) que, pour tout 
Wla suit e : 

(1.2.6.2) 0  -+ Homp(W, X) - > Hoxx\v(W, Y) - + Homv(W, Z) -+ 0 
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est exacte . E n prenan t W = Z, o n voi t qu e l'applicatio n identiqu e 
iàz G  HOMX>(Z,Z) provien t d'un e applicatio n s : Z —> Y, d'o ù l'existenc e 
de la section. Cette section permet de construire un diagramme commutatif : 

X 

id 
0 

+ x®z 
(0,id) 

Z 

id (ti, a) id 

X u Y v • Z 

En appliquan t l e foncteur Homp(iy , .  ), l'exactitude d e la suit e (1.2.6.2 ) et 
le lemme des cinq entraînent qu e le morphisme : 

Homv(W,(u,s)) :  Homv(W,X© Z) - > Homv(W,Y) 

est un isomorphisme. Par suite , le morphisme (w , s) est u n isomorphisme. 
Remarque 1.2.7 . Le corollaire (1.2.6) permet de montrer que tout foncteu r 
exact V -* V es t additif . Tou t d'abord , l e triangl e 0  - > 0  — • 0 — • 0 est 
distingué dans V ;  par suite , le triangle : 

F(0) 
idF(0) 

F(0) 
idF(0) 

F(0) F(0)[1] 

est distingué dans V. O n déduit alors de (1.2.2) que .F(O) = 0 . En appliquant 
le foncteur F à  de s triangle s distingué s d u typ e (1.2.6.1 ) e t e n appliquan t 
(1.2.6), on e n dédui t qu e F es t additif . U n raisonnemen t analogu e montr e 
que tout foncteu r cohomologiqu e est additif . 
Définition 1.2.8 . Un e décomposition d'un morphism e /  :  X —» Y d'un e 
catégorie additive est u n diagramme commutatif : 

X f Y 

i 1 

Z®W-

0 idv 
0 0 

w ®z' 

Un morphisme es t di t decomposable s'il adme t un e décomposition. U n scin-
dage d'un morphism e /  :  X —• Y es t u n morphism e g : Y —• X te l qu e 
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fgf =  /  e t gfg =  # . U n morphisme es t di t scindable s'i l possèd e u n scin -
dage. Les morphismes décomposables sont scindables. La réciproque n'est pas 
nécessairement vrai e (exempl e :  catégorie des modules libre s su r u n annea u 
de Dedekind no n principal) . Un e catégorie additive est dit e décomposable s i 
tous le s morphisme s d e cett e catégori e son t décomposables . Un e catégori e 
décomposable es t abélienne . 

Soit X - 4 Y u n morphisme d'un e catégorie triangulée V e t soi t : 

X f Y 

f l 

z®w 

0 id v 
0 0 w®z' 

une décompositio n d e / . Tou t triangl e distingu é contenan t /  es t isomorph e 
au triangle : 

Z®W 

0 idw 
0 0 

w@z' 

0 \dz> ) 
0 0 

Z'®Z[1] 

0 <dz[i] 
0 0 

Z[1]8W[1] 

Ceci résulte immédiatement de (1.2.4), de (1.2.5) et des axiomes TRI et TRII. 
Proposition 1.2.9 . Soient V une catégorie triangulée et f : X —• Y un 
morphisme de V . Considérons les propriétés suivantes du morphisme f : 

i) Le morphisme f admet un noyau. 
ii) Le morphisme f admet un conoyau. 

iii) Le morphisme f est decomposable. 
iv) Le morphisme f est scindable. 

On a alors les implications : 

i) ii ) iii ) =^ iv ) . 

Lorsque les produits dénombrables ou bien lorsque les sommes dénombrables 
sont représentables dans V, les propriétés i), ii), iii) et iv) sont équivalentes. 

Tout d'abord, on a évidemment le s implications iii) i), iii) ii), 
iii) =Ï iv). L'implicatio n i) ==>• iii) es t équivalent e à  l'implicatio n 
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ii) iii) pou r l a catégori e opposé e à  V. L'implicatio n i) =^ iii) pou r 
toute catégori e triangulé e es t don c équivalent e à  l'implicatio n ii) =>- iii) 
pour toute catégori e triangulée. Pour démontre r les implications : 

i) ii) iii) ==>- iv) , 

il suffit don c de démontrer l'implication i) iii). 

1.2.10. Démonstratio n d e l a propositio n 1.2.9 . (suite) . Démontron s 
d'abord qu'u n monomorphism e es t decomposable. Soient /  :  X —> Y u n 
monomorphisme e t X —> Y Z ^ X[ï\ u n triangle distingu é contenan t / 
(TRI). Le morphisme / étan t un monomorphisme, il en est de même de /[1]. 
Il résulte alors de TRII et de (1.2.2) que w = 0. Il résulte alors de (1.2.6) que 
le morphisme /  es t decomposable. Démontrons maintenan t qu e i) =>> iii) 
dans l e ca s général . Supposon s qu e l e morphism e /  :  X —• Y admett e u n 
noyau Ker(/) —> X .  Le morphisme Ker(/) —> X es t un monomorphisme, donc 
il est decomposable. Le morphisme / es t donc isomorphe à  un morphisme du 
type : 

Ker(f) ffi X1 
(0 b9) 

Y 

idd 
o 

dont l e noyau es t Ker(/ ) •  Ker(/ ) © X1. O n en dédui t immédiatemen t 
que le morphisme g est u n monomorphisme ; pa r suite , il est decomposable. 
Le morphisme /  :  X —• Y es t don c isomorphe à  un morphisme d u type : 

Ker(/) 0 X1 

0 id 
o 

s. 
0 t 

X'®Y' 

Il est don c decomposable. 
1.2.11. Démonstration d e la proposition 1.2.9 . (fin)1 . Il reste à démon-
trer l'implicatio n iv) iii) sou s le s hypothèse s supplémentaires . Remar -
quons tout d'abord que les sommes directes dénombrables sont représentables 
dans V s i e t seulemen t s i les produit s direct s dénombrable s son t représen -
tables dan s Vo. De plus , l'implication iv) =ï iii) pou r l a catégori e V es t 
équivalente à l'implication iv) iii) pour la catégorie opposée à V. H  suffit 
donc d e démontre r l'implicatio n iv) =ï iii) lorsqu e le s produit s dénom -
brables son t représentable s dan s î> , i.e. compte ten u d e c e qu i précède , de 

aNous utilisons ic i un argument d û à  Freyd. 
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démontrer l'implication iv) i). Soi t donc / :  X —>• Y u n morphisme muni 
d'un scindag e g : Y —» X. L e foncteur noya u d u morphisme /  :  X — • Y est 
alors éga l au foncteur noya u d u morphisme gf : X — • X qu i es t u n projec -
teur d e X  (z.e . 5 /5 / =  # / ) . O n es t don c ramen é à  démontre r que , dan s 
une catégori e triangulée , o ù les produit s dénombrable s son t représentables , 
les projecteurs admetten t de s noyaux. Soit donc e : X —> X u n projecteur d e 
X. Poson s X{ = X, i G  N, soient : 

$ : n 
ieN 

Xi n 
ieN 

Xi 

le morphisme défin i pa r : 

(1.2.11.1) $(x0,x1,x2,...) =  (ez 0 + (1 - e)a?i,ex i +  (1 - e)x2,...) . 

La formul e (1.2.11.1 ) défini t u n morphism e e n interprétan t le s symbole s 
£o,#i, •.. comm e des morphismes d'u n obje t quelconqu e d e V dan s les Xi. 
De même, soit : 

* : n 
ieN 

Xi n 
ieN 

Xi 

le morphisme défin i pa r : 

(1.2.11.2) y(X0,XI,X2,...) =  (&oj( l -  e)z 0 + e#i,(l -  e)# i +  ez2, • • •) . 

Il est clai r qu e <Ê\P = id et, par suite , le morphisme $  es t u n épimorphisme . 
Il admet donc , d'après les implications déj à démontrées , un noyau représen-
table. D'autre part , le foncteur noya u de $ es t canoniquement isomorph e au 
foncteur noya u d e e : X —• X. C e foncteur es t don c représentabl e et , pa r 
suite, l e projecteu r e admet u n noyau . Cec i achèv e la démonstratio n d e la 
proposition (1 .2.9). 
1.2.12. L e corollair e (1 .2.4) montr e qu e les triangle s distingué s contenan t 
un morphisme donné sont uniques à  isomorphisme non unique près . De plus, 
l'axiome TRIII impose que tout morphisme de morphismes se prolonge en un 
morphisme de triangles. On peut don c se demander s'i l est possible de définir 
la structure triangulé e en associant fonctoriellemen t à  tout morphism e de la 
catégorie un triangle distingué. Nous allons montrer que dans l'affirmative l a 
catégorie est, sous certaines hypothèses supplémentaires , decomposable. 
Proposition 1.2.13 . Soient V une catégorie triangulée et Tr un foncteur 
de Tl\(V) (chap. I, 3.3.6), catégorie des morphismes de V, dans la catégorie 
des triangles distingués (sous-catégorie pleine de la catégorie des triangles de 
V définie par les triangles distingués) : 

Tr(X f Y) X f Y 
*(/) 

r(f) 
Kf) 

X[l] . 
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Si les produits dénombrables ou les sommes directes dénombrables sont re­
présentables dans V, la catégorie V est decomposable. 

En effet , soi t v : W —> X u n morphisme tel  que fv = 0. O n a  alors un 
morphisme de morphismes : 

X f Y 

v 

W •0 

D'où, en appliquant l e foncteur TV , un diagramme commutati f 

X - f Y 
A. 

«(/) 
•(/) 

Kf) X[l] 

Tr(v,0) (1.2.13.1) v v[l] 

W - 0 T{W - > 0) b(W -. • 0) 
W[l] 

Remarquons tout d'abord qu e la ligne du bas du diagramme (1.2.13.1) est un 
triangle distingué . Pa r suite , le morphisme b (W — > 0 ) est u n isomorphism e 
(1.2.1). Posons alors : 

a(v) = Tr(VjO)[—l]b(W-+ 0)~1[-1 ] , 
de sorte que le diagramme : 

r(f)[-l] 
Kf)[-i] X f Y 

a(v) 
v 0 

W 

soit commutatif . O n vérifie aussitô t qu'o n a  ainsi défin i une section : 

a :Ker( / ) — r ( / ) [ - l ] 
du morphism e canoniqu e r(/)[—1 ] — • Ker(/ ) d u foncteu r représent é pa r 
r ( / ) [ - l ] dan s l e foncteu r noya u d u morphism e / . L e foncteur noya u d e / 
est don c isomorph e a u foncteu r noya u d'u n projecteu r d e r(/)[ — 1]. I l es t 
donc représentable (1.2.9) . On en dédui t pa r (1.2.9 ) que le morphisme /  es t 
décomposable, ce qui achève la démonstration . 
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Remarque 1.2.14. Le s propriétés étudiées au numéro 1.2 n'ont fait à  aucun 
moment interveni r l'axiom e TRIV . Elle s son t don c valable s pou r toute s les 
Z-catégories additives strictes munies d'un ensembl e de triangles vérifiant le s 
axiomes TRI, TRI I et TRIII . 

1.3. Exemple s d e catégorie s triangulées . 

1.3.1. Soien t C une catégorie additive, K(C) la catégorie des complexes de C à 
homotopie près (chap. I, 2.5.7). La catégorie K (C) est une Z-catégorie stricte 
munie d'une famill e d e triangles, les triangles distingué s (chap. I, 3.3.1) , qui 
possède les propriétés TRI , TRII e t TRII I (chap. I, 3.3). 

Proposition 1.3.2 . La catégorie K(C), munie de la famille des triangles 
distingués, est une catégorie triangulée. 

Il reste à  démontrer qu e la famille de s triangles distingué s d e K (C) pos-
sède la propriété TRIV. Soien t don c : 

x2 

ù3 

X1 
U2 

X3 

un diagrammme commutâ t if et : 

X1^ X2^ Z3^ X1[l] 

X2^ X3^ Z1^ X2[l] 

Xl^ X3^ Z2^ Xl[l] 

trois triangle s distingués . D'aprè s (chap. I, 3.3.5) , i l exist e troi s triangle s 
distingués : 

(Xi,X2,Z'3,ù3,v'3,w3) ,  (X2,X3,Z{,uiX,u;i ) ,  (Xi,X3,Z'2,u2,v'2,w2) 

et deu x morphismes : 

m\:Z'3-^ Z'2 , m'3:Z'2- ^Z[ 10 , 
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tels que (idx19 ^î? e t (^3 , idx3, rn^) soien t des morphismes de triangles et 
tels que le triangle : 

Z m1 z>2 m'3 z1 s(1)qs2 z13(1) 

soit distingué . D e plu s ((1.2.4 ) e t (1.2.14)) , i l exist e de s isomorphisme s 
ij : Z'3; —• Zj , 1  <  j < 3 , tel s qu e (id,id,¿¿) soient de s isomorphisme s d e 
triangles. Il suffit alor s de poser : 

m\ — Ì2,m,1i^1 : Z3 —• Z2 ,  m3 =  iifn^i^1 - Z2 —> Z\ 

Les morphismes m\ e t 771 3 possèden t le s propriétés demandées pa r l'axiom e 
TRIV. 
1.3.3. Soi t C une catégori e additive. A tou t obje t X d e C, o n associ e l e 
complexe d e C don t tou s le s composant s son t nul s sau f l e composan t d e 
degré zéro qui est éga l à X. O n définit ains i un foncteur d e C dans comp(C), 
et e n composan t ave c le foncteur canoniqu e comp (C) K (C), un foncteu r 
de C dans K (C). 

Ces foncteurs son t pleinement fidèles et injectifs su r les ensembles d'ob -
jets, et réalisent donc C comme sous-catégorie pleine de comp(C) et K (C). Par 
la suite , la catégorie C sera toujours considéré e comme sous-catégorie pleine 
de comp(C) et K (C) par l'intermédiaire d e ces foncteurs. 
1.3.4. Soi t C une catégorie abélienne. Pour tout complexe X d e C , on désigne 
par H °(X) l'objet d e C : 

(1.3.4.1) H °(X) = Ker (c/^)/lm(^1) . 

Pour tout morphism e de complexes X ï % on désigne par : 

H°(/) :  H°(X) —• H°(y ) 

le morphisme induit pa r / . O n définit ains i un foncteur : 

H° : comp(C) —» C 

qu'on appell e l e zéro-ième objet de cohomologie. C e foncteur transform e le s 
morphismes homotope s en morphismes égau x et, par suite , fournit u n fonc-
teur encore noté : 

H° : K(C) -> C . 
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Proposition 1.3.5 . Soit C une catégorie abélienne. Le foncteur : 

H° : K(C) —• C 

est un foncteur cohomologique. 

En effet, d'aprè s (chap. I, 3.3.1), il suffit d e montrer que, pour tout obje t 
X -4 - Y d e tri(C) (chap. I, 3.1.1) , la suite : 

H°(X) 
№(/) 

H°(y) 
H°(P(/)) 

H°(c(/)) 
H°(9(/)) 

H°(X[1]) 

est exacte . En utilisant l a propriété TRII (1.1.1) , on voit qu'i l suffi t d e mon-
trer qu e la suite : 

H°(Y) 
H°(P(/)) 

H°(c(/)) 
H°(9(/)) 

H°(X[1]) 

est exacte , c e qu i résult e immédiatemen t de s définition s (chap. I, 3.1. 2 e t 
3.2.2). 

Le foncteur H ° :  K(C) -» C est appel é l e Joncteur cohomologique cano­
nique. On pose Hn(X ) = H°(X[n] ) conformémen t à  1' usage. 

Proposition 1.3.6 . SoitC une catégorie abélienne. Les conditions suivantes 
sont équivalentes : 

i) La catégorie K (C) est abélienne. 

ii) La catégorie K (C) est decomposable (1.2.8). 
iii) La catégorie C est decomposable. 

L'équivalence i) ii) résult e de (1.2.9). L'implication ii) => iii) es t 
évidente ca r C est un e sous-catégorie pleine de K (C). Pour tou t complex e X 
de C, désignon s par H *(X) le complexe : 

H*(X)' =  H '(X) ,  lei 

d^{x) = o , l e i . 

On vérifie que le foncteur H * : K(C) -» K(C) est une équivalence de catégories 
lorsque C est decomposable. On en déduit l'implicatio n iii) =ï ii). 
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1.3.7. Soi t F :  n  Ci —» C un foncteur multi-additif . Supposon s que les pro-
ie [n] 

duits dénombrable s soien t représentable s dan s C. I l résulte immédiatemen t 
de (chap. I, 3.4.3 et 3.4.4 ) qu e la II-extension d u foncteur F aux complexes 
à homotopie près : 

Kn F : n 
ie[n] 

K(d) -  K(C) 

est un foncteur multi-exact. Ce foncteur es t un Zn-foncteur tord u pa r le co-
cycle de Koszul conformément à  la règle des signes (chap. I, 1.6.6). Résultats 
analogues pour le foncteur K ^F. 

1.3.8. Soi t C une catégori e additive et I :  K(C)° — > K (C°) l'isomorphism e 
canonique I — IX (chap. I, 2.5.13) . Munissons la catégori e K (C)° de la struc-
ture triangulé e décrit e e n (1.1.7) . Il résult e d e (chap. I, 3.4.1 ) qu e ¿  est u n 
foncteur exac t entr e catégories triangulées. Par suite , I est un isomorphism e 
de catégories triangulées. Nous identifierons dorénavant , sauf mention du con-
traire, les catégories triangulées K (C)° et K (C°) à l'aide d e l'isomorphisme I. 
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2. Localisatio n dan s le s catégorie s triangulées . 

2.1. Système s multiplicatif s d e morphisme s [16] . 

2.1.1. Soi t C une catégori e (no n nécessairemen t additive) . U n ensemble S 
de morphisme s d e C est appel é u n système multiplicatif s i i l possèd e le s 
propriétés suivantes : 

SM1) Le composé de deux morphismes composables de S est un élément 
de S. Pou r tout obje t X  d e C, le morphisme identique d e X es t un élément 
de 5 . 

SM2) Tout diagramm e : 

S 9 S 

f 
peut s e compléter en un diagramme commutatif : 

9 

S 9 S S 9 S 

/ 
Tout diagramm e 

9 

TS 9 S 

peut s e compléter en un diagramme commutati f : 

9 

S 9 S S 9 S 

f 

SM3) Pou r tou t coupl e d e morphisme s f,g : X = J Y , le s propriété s 
suivantes son t équivalente s : 
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i) I l existe un morphisme s de 5, de source y, te l que sf = sg. 

ii) I l existe un morphisme t d e 5, de but X , te l que ft = gt. 

Un système multiplicatif es t dit saturé s'il possède la propriété suivante : 
SM4) Si /, g et /i sont trois morphismes composables et si les morphismes 

fg e t gh  appartiennent à  S, alors le morphisme g appartient à  S. 

2.1.2. Soi t V un e catégorie triangulée. Un système multiplicatif S d e V es t 
dit compatible avec la triangulation s'il possède les propriétés suivantes : 

SM5) Pou r tou t élémen t s d e S e t tou t entie r n G  Z, l e morphism e 
s[n\ ] appartient à  S. Autremen t dit , S es t stable par les automorphismes de 
translation. 

SM6) Pour tou t coupl e de triangles distingués : 

(X, Y, Z, u, v, w) , (X' , Y', Z', ti', v', w') 

et tou t diagramm e commutati f : 

X U y 

5 S9 

X9 U' Y9 

où s e t s ' son t de s éléments de 5, i l existe un morphisme appartenan t à  S : 
s" : Z — • Z ' te l que (s, s9, s") soit u n morphisme d e triangles. 

Remarque 2.1.3 . 1 ) Soient P  un e catégorie triangulée, S u n système mul-
tiplicatif d e V compatibl e ave c la triangulation e t T>° l a catégorie triangulée 
opposée à V .  L'ensemble S de morphismes de V° es t un système multiplicatif 
de V° compatibl e ave c la triangulation d e V° (1.1.7) . 

2) Soient V un e catégorie triangulée et S un ensemble de morphismes de 
V possédan t le s propriétés SM1), SM5) et SM6) . Alors l'ensemble S possèd e 
aussi la propriété SM2). En effet, i l suffi t d e montrer qu e tout diagramm e : 

X9 

S 9 S 

z f X 
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se complète en un diagramme commutati f : 

t e s 

z' я X1 

t s 

z- f X 

car alor s l a deuxièm e assertio n d e SM2 ) s'obtiendr a e n passan t à  l a caté -
gorie opposée. Par TRI ) e t TRII) , on sai t qu'i l exist e u n triangl e distingu é 
(X,Y, Z[l],ù,v,/[1]) et , par TRI) , on sai t qu'i l exist e un triangl e distingu é 
(X,ìY,Z,ìiisìvf,wr). On a alors un diagramme commutati f : 

X' us Y 

s idy 

X ú Y 

Le morphisme id y appartien t à  S (SM1 ) et , par SM6) , on obtient u n mor -
phisme s1 : Z1 —> Z[l] appartenant à  S te l que (s,idy,s;) soi t un morphism e 
de triangles. En particulier, l e diagramme ci-après est commutati f : 

Z1 w' X'[l] 

s' s[l] 

Z[l] /[1] X[l] 

d'où, en utilisant SM5) , la première assertion d e SM2). 
2.1.4. Les systèmes multiplicatifs des catégories triangulées seront, sauf men­
tion expresse du contraire, compatibles avec la triangulation. Ils seront donc 
appelés simplement et par abus de langage, systèmes multiplicatifs. 

2.1.5. Soi t V un e catégorie triangulée. Une sous-catégorie triangulée pleine 
de V es t un e sous-catégorie pleine de V stabl e par translations, munie d'un e 
structure triangulé e tell e qu e le foncteur d'inclusio n soi t u n foncteu r exac t 
(pour la commutation stricte aux translations). Une sous-catégorie triangulée 
pleine d e V es t un e sous-catégorie additive de V (1.2.7) . Une sous-catégori e 
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pleine de V adme t a u plus une structure triangulée compatible ave c le fonc-
teur d'inclusion . Soi t V1 une sous-catégori e plein e d e V stabl e pa r transla -
tions. Pour qu e V admett e une structure triangulée faisant d e V1 une sous-
catégorie triangulée pleine de X>, il faut e t il suffit qu e pour tout coupl e X ,  Y 
d'objets d e V1 et tou t morphism e /  :  X — • Y , il existe un triangl e distingu é 
de V : (X, Y, Z, /, g, ft),oùZ  es t u n obje t d e V. 

2.1.6. Soi t V un e catégorie triangulée. Une sous-catégorie triangulée pleine 
V1 de V es t dit e saturée si elle possède la propriété suivante : 

Tout facteur direct dans V d'un objet de V 
(2.1.6.1) J  J 

est isomorphe à un objet de V . 

(Un facteur direc t d'u n obje t Y  est un objet X te l qu'il existe un objet Z  et 
un isomorphisme 1 0 2 - ^ 7 ) . 

2.1.7. Soi t V un e sous-catégorie triangulée pleine d'une catégorie triangulée 
V. Désignon s par S(Df) l'ensembl e d e morphismes d e V défin i d e la manière 
suivante : 

(2.1.7.1) 
Un morphisme f : X — > Y  appartient à S(Vf) si et seulement s'il existe 

un triangle distingué de V : (X, Y, Z, f,g,h), où Z est un objet de V1. 

Proposition 2.1.8 . L'ensemble S(V) (2.1.7.1 ) est Un système multiplicatif 
(2.1.4) de V. Il est saturé si et seulement si la sous-catégorie V est saturée. 

Pour prouver la première assertion, il suffit e n vertu de (2.1.3), de mon-
trer que l'ensemble S(W) possèd e les propriétés SM1), SM3), SM5) et SM6). 
Nous allon s montre r successivemen t qu e l'ensemble S(Vf) possèd e ce s pro-
priétés, et nou s démontrerons ensuite la dernière assertion . 

2.1.9. L'ensemble S(Vf) possède la propriété SM1). Tout d'abord, il est clair 
que pour tout objet X d e î>, le morphisme \dx es t un élément de S(V'). Cec i 
résulte immédiatement d e TRI) e t d u fait qu e les objets nul s de V1 sont des 
objets nul s d e V. L e fait qu e l'ensembl e S(Vf) es t stabl e pa r compositio n 
résulte immédiatemen t d e l'axiom e TRIV ) e t d e (1.2.4) . Nou s laisson s a u 
lecteur l e soin de faire les vérifications . 

2.1.10. L'ensemble S(Vf) possède la propriété SM3). Il suffi t tou t d'abor d 
de montrer qu e lorsqu'on a  un diagramm e X A  Y  Z , ave c s G  S(Vf), 

fs — 0 , i l existe un diagramm e Y  Z -i » W, ave c t G  S(V'), tf = 0. Ca r 
alors, en passant au x catégories opposées, on obtiendra la réciproque et , par 
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suite, SM3) . Par hypothèse , il existe un triangle distingu é (X , Y, TV, u), 
où N es t u n obje t d e Vf. Comm e o n a  fs = 0 , i l résult e d e (1.2.1 ) qu'i l 
existe un morphism e g : N —> Z te l qu e f = gh. Soi t alor s (TV , Z,W,g,t,v) 
un triangl e distingu é contenan t g (TRI) . O n a  alor s tg =  0  (1.2.2 ) et , pa r 
suite, =  tgh = 0 . Tou t revien t don c à  montre r qu e t es t u n élémen t d e 
S(Vr), c e qui résulte immédiatement d e TRII). 
2.1.11. L'ensemble S(V) possède la propriété SM5) . Résult e immédiate -
ment d e TRII) e t d u fait qu e la sous-catégorie V1 es t stabl e par translation . 
2.1.12. L'ensemble S(Vf) possède la propriété SM6). Soient (X, Y, Z, u,v,w) 
et (Xf,Yf,Zf,uf,vf,wf) deu x triangles distingué s de V e t : 

X и Y 
s s' 

X' ü' Y' 

un diagramme commutatif, o ù s et s1 appartiennent à  S(Vf). I l s'agit de trou-
ver un morphisme s" : Z — > d e 5f(X>/) tel que (5,5', 5") soit un morphisme 
de triangles. On peut tou t d'abord suppose r qu'on est dans l'un de s deux cas 
suivants : 

a) On a X =  X1 et s = id x . 
b) On a Y = Y1 et s ' =  idy . 
En effet, tou t morphism e de morphismes s e factorise : 

X ù Y 

id s' 

X su Y' 

s idy/ 

X'- u' Y' 

et o n obtiendra l e morphisme s11 e n composan t (o n a  déjà montré que l'en -
semble S(Vl) es t stable par composition) . Ensuite, le cas 6 ) se déduit d u cas 
a) en passant au x catégories opposées. Il suffit don c de traiter l e cas a) , qui 
est alor s une conséquence immédiate de TRIV). 
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2.1.13. Si la catégorie Vf est saturée, l'ensemble S(V) est saturé. Soient 
/, g, h trois morphismes composable s tel s que fg e t gh soient de s éléments 
de S(Vf). Utilisan t l'axiom e TRIV,  on peut construir e un diagramme : 

iVi N2 

Y 
s 

X 
t 

Z 

h g f 

où Ni e t N2 sont de s objet s d e V1, où les cin q triangle s hachuré s son t de s 
triangles distingué s e t o ù les deux triangles non hachurés son t commutatifs . 
On en dédui t qu e s[l]t =  0  (1.2.2). De plus, en vert u d e SM1 ) e t SM5) , le 
morphisme s[l]t es t u n élémen t d e S(V). I l existe don c un triangl e distin -
gué du typ e (Z,y[2],7V,0,tt,v) , où N es t u n obje t d e £>'. On en déduit , en 
utilisant (1.2.6 ) et TRII, que Y es t facteur direc t d'un obje t d e V1. Par suite, 
Y es t isomorph e à  un objet d e V9. On en déduit , en utilisant (1.2.4) , le fait 
que V1 soit un e sous-catégorie triangulée d e V e t le triangle distingu é : 

N1 

Y 
s 

X 

que X  es t isomorph e à  u n obje t d e V1. Par suite , l e morphism e g es t u n 
élément d e S(V). 

2.1.14. Si l'ensemble SÇDf) est saturé, la sous-catégorie V est saturée. Soit 
X u n facteu r direc t d'u n obje t d e V. E n utilisan t (1.2.6 ) e t TRII , o n voi t 
qu'il existe un triangl e distingu é (X , Y, JV, 0,ù,v), O Ù N es t u n obje t d e V. 
Par suite, le morphisme nul X —> Y es t un morphisme de S(V). Appliquon s 
alors la propriété SM4) aux trois morphismes 0-»X—>0—>Y.Onen dédui t 
que le morphisme X — • 0  est un élément de S(Vr). I l existe donc un triangle 
distingué (X , 0, TV, 0,0, i), où N es t u n objet d e V. Pa r suite , le morphisme 
N X[l ] est un isomorphisme. On en déduit que X es t isomorphe à  N[—1], 
qui est u n objet d e V. Cec i achève la preuve de la proposition (2.1.8) . 
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2.1.15. Soi t V un e sous-catégorie triangulée pleine d'une catégorie triangu-
lée V. Le système multiplicatif S(Vf) (2.1.7 ) est appelé le système multiplicatif 
associé à la soùs-catégorie V1. 

Proposition 2.1.16 . Soit F : V\ —• V2 un fondeur exact entre deux catégo­
ries triangùlées (1.1.3). Soit S(F) Vensemble des morphismes de V\ qui sont 
transformés par F en isomorphismes de V2 . Soit V'(F) la sous-catégorie 
pleine de V\ définie par les objets de V\ qui sont transformés par F en ob­
jets nuls de T>2 . 

a) La sous-catégorie V(F) est une sous-catégorie triangulée strictement 
pleine {tout objet de V\ isomorphe à un objet de Vf(F) est un objet de Vr(F) ) 
et saturée. 

b) L'ensemble S (F) est un système multiplicatif saturé de V\ . 
c) L'ensemble S (F) est le système multiplicatif associé à la sous-catégorie 

V'{F) (2.1.15) . 
La preuve est facile e t laissée au lecteur qu i pourra démontre r de même 

la proposition ci-aprè s : 
Proposition 2.1.17 . Soit H : V A un fondeur cohomologique d'une 
catégorie triangulée dans une catégorie abélienne. Soit S(H) l'ensemble des 
morphismes de V qui sont transformés, ainsi que leurs translatés, en des 
isomorphismes de A. Soit V'(H) la sous-catégorie pleine de V définie par 
les objets de V qui sont transformés, ainsi que leurs translatés, en des objets 
nuls de A. 

a) La sous-catégorie V\H) est une sous-catégorie triangulée strictement 
pleine et saturée. 

b) L'ensemble S(H) est Un système multiplicatif saturé de V . 
c) L'ensemble S (H) est le système multiplicatif associé à la sous-catégorie 

V'(H) (2.1.15) . 

2.2. Constructio n d e l a catégori e localisée . 

2.2.1. Soien t C une catégorie (non nécessairement additive) et S un système 
multiplicatif d e C. Désignons , pour tout obje t X d e C, par S/X (resp . X\S) 
la catégori e don t le s objet s son t le s morphisme s d e S d e but  X  (resp . d e 
source X )  et don t les morphismes son t les diagrammes commutâ t ifs : 

Y и Y' 

s t 

X 

s,t € S 
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(resp. 
X 

s. t s,t e s 

Y u Y' 

Pour tout coupl e X, Y d'objet s d e C, posons : 

(2.2.1.1) Homc(s-i)(X,Y) = lim 
(s/xy 

Homc(.,Y) . 

(Le "point" dan s la formule (2.2.1.1) désigne la source d'un obje t variabl e de 
S/X). 

Il résulte immédiatement des propriétés SM1), SM2) et SM3) que la caté-
gorie (S/X)° es t filtrante [6]. Il en résulte qu'un élément de Hom<;(5-i)(X, Y) 
est une classe de diagrammes du type : 

D = X ^ X' ^>Y , ses , 

deux diagramme s D\ = X si Xr 
7711 Y et D2 = X «2 x2 

7712 Y 
appartenant à  la même classe si et seulemen t s  il existe un diagramme : 

D3 = X S3 x3 7713 V Y ss G S , 

et un diagramme commutât if : 

Xi 
si 7711 

U 
X S3 x3 7713 Y 

V 
S2 7712 

x2 

Pour tou t élémen t /  G  Homc(X, Y), o n désign e pa r Q(f) l a class e d u dia -
gramme X \àx X f Y. Pou r tou t morphism e s : Y —> X, s e S, on 

désigne par Q(s) 1  la classe du diagramme X < s Y idv y . 

Désignons alors par FI(C( 5 ) ) l'ensemble : 

n 
(x,r)eOb(c)xOb(c) 

Homc(s-i)(X,Y), 
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par s  et b  : F\(C(S 1) ) Ob (C) les applications : 

m G HomC(5-i )(X,y) ,  s(ra ) = X ,  b (m) = У , 

et pa r i d :  Ob(C) — • FI ^S"1)) l'applicatio n X i— • Q (idx). O n défini t 
ainsi un diagramme C(S'~1) =  (Ob (C), FI(C(6f~"1)), s, b , id). O n a de plus un 
couple d'applications not é abusivement : 

Q = (  idob(C) : Ob(C) — Ob(C) , Q : FI(C) — ЩС^1)) ) . 
Théorème 2.2.2 . a ) Л eariste ime e/ une seule loi de composition partielle­
ment définie sur FI(C(6f~1)) telle que : 

1) C(5_1) soit une catégorie. 
2) Qs  soit un isomorphisme et Q(s)~1 son inverse (s G  S). 
3) Pour tout diagramme D = X X1 —> Y, s G  S, on ait D = 

Q{m)Q{s)-1 (  D G  Homc(s-i )(X,y) es t la classe de D). 
4) Q soit un foncteur. 

b) Tout morphisme de C(.Sf~1) peut s'écrire comme un composé Q{t)~l Q (m), 
m G  FI(C) , t G 5 , (resp . Q(p) Q (s) ,  P G FI(C) , s G 5) . 
c) ie foncteur Q commute aux limites projectives finies et aux limites induc-
tives finies. 
d) Pour toute catégorie A, la composition avec le foncteur Q définit un fonc­
teur : 

Hom(Q,A) : Нот(С(8~г),А) —• Hom(C,A) 
(Нот désigne la catégorie des foncteurs). Le foncteur Hom(Q,A) est injectif 
sur les objets, pleinement fidèle, et Vimage de 7iom(C(S~1)yA) est la sous-
catégorie strictement pleine de Hom(Q,A) définie par les foncteurs de С dans 
A qui transforment les morphismes de S en isomorphismes. 

La démonstratio n d e c e théorèm e es t laissé e a u lecteur , qu i pourr a 
consulter [16] . Nous nous bornerons à décrire la composition des morphismes 
dans C(S-1)  Soien t ~DX G  НотС(5-1)(Х, Y) e t D2 G Homc(s-i)(Y, Z) deu x 
morphismes composable s d e С(8~г). Soien t D\ — X <Л- Xf У et 
D2 = Y <— Y' —• Z deu x diagrammes de С dans les classes D\ e t D2 • E n 
utilisant SM2) , complétons le diagramme : 

X' Y' 

m t 
Y 

S 9 S 

119 



J .-L. VERDIE R 

en un diagramme commutâ t if : 

z " 
t' e s, m' 

X' Y' 

m t 9 s 

Y 

On obtient alors un diagramme D$ = X ^— Zn —> Z, o ù le composé st' ap-
partient à  S (SM1) . On vérifie que la classe £3 d e D3 dans Homc(5-i )(X, Z) 
ne dépend qu e des classes D\ e t D2 . Le morphisme D$ est l e composé dans 
C(S~1) des morphismes D\ e t D2 . 

Remarque 2.2.3 . a) Il résulte de la quatrième assertion du théorème (2.2.2) 
que la catégori e C{S~1) munie d u foncteu r Q : C —• C(S~1) es t solutio n 
d'un problèm e universe l :  le foncteur Q transforme le s morphismes d e S e n 
isomorphismes, et tout foncteur d e C dans une catégorie A qu i transforme les 
morphismes de S en isomorphismes s e factorise d'une manière unique par Q . 
La catégorie C(S~1) munie du foncteur Q est donc déterminée à isomorphisme 
unique près par cett e propriété. 
b) Soient C une catégori e et S u n ensemble d e morphismes d e C qui ne soit 
pas nécessairement u n système multiplicatif d e C . Il existe toujours un e caté-
gorie C(S~1) et un foncteur Q : C —• C(S~1) qui transforme les morphismes 
de S e n isomorphismes , tel  qu e tou t foncteu r d e C dans un e catégori e A 
transformant le s morphismes d e S e n isomorphismes s e factorise d'un e ma-
nière unique par Q . Lorsque S est un système multiplicatif d e C , le théorème 
(2.2.2) donne une description simpl e de la catégorie C(S~1) ; il donne de plus 
des propriétés supplémentaires du foncteur Q (assertions b) et c ) ) qui ne sont 
pas vraies en général. 
Corollaire 2.2 A. Soient C une catégorie et S un système multiplicatif de C . 
a) L'ensemble S est un système multiplicatif de C°, la catégorie opposée à 
C . On a un isomorphisme canonique de catégories : 

(C'iS-1))0 —>C(5"1) . 

Cet isomorphisme induit en particulier des isomorphismes : 

Homc(s-i)(X, Y) —> lnn Homc (X, . ) . 
Y\S 
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b) Lorsque la catégorie C est additive, la catégorie C(S x) est additive et le 
fondeur Q est additif 
c) Soit S l'ensemble des morphismes de C qui sont transformés par Q en 
isomorphismes de C(S~1). L'ensemble S est un système multiplicatif saturé 
de C . Tout système multiplicatif saturé de C qui contient S contient S . 

La première assertion résulte immédiatement d e la propriété universelle 
de C(5_1) : la catégorie (C°(S~1))0 est une solution de ce problème. La deuxi-
ème assertio n résult e immédiatemen t de s assertion s b) e t c) d u théorèm e 
(2.2.2). Il résulte immédiatement d e la description des morphismes de C(S~1) 
qu'un morphism e f de C est transform é pa r Q en isomorphisme s i et seule -
ment s'i l exist e deu x morphisme s d e C, g e t h, tel s qu e gf e t fh soien t 
définis e t appartiennen t à  S. O n en déduit immédiatement qu e l'ensemble S 
possède les propriétés SM2 ) et SM3) . De plus, il résulte d e la définition d e 
S qu e ce t ensembl e possèd e les propriétés SM1 ) et SM4) . L'ensemble S es t 
donc un systèm e multiplicati f satur é d e C L a dernièr e assertio n d e (2.2.4 ) 
est triviale . 
2.2.5. Soien t C une catégorie et S un système multiplicatif d e C . La catégorie 
C(S~1) est appelé e la catégorie localisée de C par rappor t a u système S. L e 
foncteur Q : C —• C(S~1) est appel é le fondeur de localisation. L e système 
multiplicatif S es t appel é le saturé du système S. 

Théorème 2.2.6 . Soient V une catégorie triangùlée et S un système mul­
tiplicatif de V (2.1.4) . Désignons par V(S~1) la catégorie localisée de V et 
Q : V —> V(S~1) le foncteur de localisation. 
a) / / existe sur VÇS-1) une et une seule structure de Z-catégorie stricte telle 
que Q soit un Z-fondeur strict. 
b) / / existe sur V(S~1) une et une seule structure triangùlée telle que Q 
soit Un foncteur exact. Les triangles distingués pour cette structure sont les 
triangles isomorphes aux images par Q des triangles distingués de V . 
c) Tout foncteur exact (resp. cohomologique) F : V —> Vf dans une ca­
tégorie triangùlée (resp . abélienne) qui transforme les morphismes de S en 
isomorphismes se factorise d'une manière unique par Q : V —> V(S~1) 
en un foncteur exact (resp . cohomologique) G : V(S~1) —> V1. Soient 
Fi,F2 :  V V deux fondeurs exacts (resp. cohomologiques) qui trans­
forment les morphismes de S en isomorphismes; G\,G2 : V{S~X) î> ' 
leurs factorisations respectives et m :  F\ —> F2 Un morphisme de fondeurs 
exacts (resp. cohomologiques). Il existe un et Un seul morphisme de fondeurs 
p : G\ —• G2 tel que m = p*Q . 

La première assertion est une conséquence immédiate du théorème (2.2.2) 
et d e SM5) . L a troisièm e assertio n es t un e conséquenc e immédiat e d e l a 
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deuxième assertio n e t d u théorèm e (2.2.2) . H  reste don c à  démontre r l a 
deuxième assertion . Soi t T  l'ensembl e de s triangles d e Z>(6f_1) qu i son t iso-
morphes au x image s pa r Q de s triangle s distingué s d e V. O n vérifi e san s 
difficulté qu e l'ensemble T  possèd e les propriétés TRI et TRII . Pour démon-
trer qu'i l possède la propriété TRIII , nous aurons besoin d'u n lemm e : 
Lemme 2.2.7 . Soient u : X —• Y et ul : X' —• Yf deux morphismes de V 

et :  Q(tt ) 
Q(X) Q(Y) 

m P 

Un diagramme commutatif de V(S 1). Il existe un morphisme ùn : X" —> Yn 
et deux diagrammes commùtatifs de V : 

Q(x') 
Q (u)' 

Q{Y') 

X" u" •Y" 

s t 

X ù Y 

s,t € S 

x Il û 

f 

X' 

•Y" 

9 

>Y' 

tels que m = QU)Q(s)-1 et p = Q(g)Q{t)~x . 

Supposons le lemme démontré et montrons que l'ensemble T possèd e la 
propriété TRIII. E n utilisant l a définition d e l'ensemble T , o n est ramen é à 
démontrer :  étant donn é deux triangles distingué s d e V : 

(X,Y,Z,u,v,w) ,  (X',Y',Z',u',v',w') 

et un diagramme commutati f d e V(S~1) : 

Q{ù) 
Q(X) 

m 

Q(Y) 

p 

Q(x') 
Q(tt') 

Q(Y') 
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il existe un morphisme r : Q(Z) —• Q(Z') tel  que (m,p, r) soit un morphisme 
de triangles. En utilisant l e lemme (2.2.7), on est ramené à envisager les deux 
cas suivants : 
a) m = Q(s)~1, p = Q{t)~x , s,t G  S e t le diagramme : 

X' и' Y' 

s t 

X и Y 

est commutatif . 
b) m = Q(f), p = Q{g) et le diagramme : 

X il Y 

f 9 

X' u' Y' 

est commutatif . 
Dans le ca s a) , la propriét é résult e alor s d e la propriét é SM6 ) (2.1.2) . 

Dans le cas 6) , la propriét é résult e d e la propriét é TRII I pou r le s triangle s 
distingués de V. 

2.2.8. Démonstratio n d u lemm e 2.2.7 . E n vertu d u théorèm e (2.2.2) , 
il exist e u n morphism e t :  Y" — > Y , t €  S  te l qu e pQ(t) — Q(g), o ù 
g : Y" —> Yf. O n construit alor s pas à pas le diagramme suivan t : 

X" 

S3 

X2 u" 

u' 
S2 

xr Y" 
u'' 

Si t 

X и Y 
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tel que : 
1) On ai t l'égalit é us\ = tu" e t s\ G  S. Cec i se fait e n utilisant SM2) . 
2) On ait les égalités mQ{s\S2) = Q(ff), o ù /' :  X" —> X1 est un morphisme 
de V, ù" = ùf{s2 e t 5 2 G 5 . Cec i se fait e n utilisant l e théorème (2.2.2). 
3) O n ai t l'égalit é ù'f's^ = gu"ss, u" = u"53 ,  e t 5 3 G  S. E n effet , l e 
diagramme d e V : 

x>> u'2' 
•Y" 

f 9 

X' ù' Y' 

n'est pa s nécessairement commutati! Mais le diagramme de V(S~1) obten u 
en appliquan t l e foncteur Q au diagramm e précéden t es t commutatif . O n a 
donc Q(u'ff) = Qigù") : Q(X") —> Q(Yf) •  H  en résulte, par définitio n de s 
morphismes d e V(S~1), qu'i l exist e un morphisme 5 3 G S : X" —> Xlf te l 
que ù'/'53 =  gu^ss . 

Pour acheve r l a démonstratio n d u lemme, il suffi t d e pose r /  =  /'5 3 , 
S = S1S2S3 . 

2.2.9. Fi n de la démonstration d u théorème 2.2.6 . Il reste à démontrer 
que l'ensemble T possède la propriété TRIV. Nous savons maintenant que cet 
ensemble possède les propriétés TRI, TRII et TRIII. On peut donc utiliser les 
résultats du numéro 1.2 (1.2.14). En particulier, i l résulte de (1.2.4) que tous 
les triangles d e T contenan t u n morphisme donn é sont isomorphes . On peut 
donc, pa r de s réduction s analogue s à  celle s utilisée s dan s l a démonstratio n 
de la propositio n (1.3.2) , se ramener, pou r démontre r l a propriét é TRIV , à 
des diagrammes d e V(S~1) qu i sont images par Q de diagrammes analogue s 
de V. L a vérificatio n es t alor s facile . Nou s laissons a u lecteu r l e soi n d'e n 
mettre au point le s détails. 

2.2.10. Soien t V une catégorie triangulée, B C  V une sous-catégorie triangu-
lée pleine et S(B) l e système multiplicatif associ é à B (2.1.15). On notera V/B 
la catégori e V(S(B)~1). L a catégorie V/B es t appelé e l a catégorie quotient 
de la catégorie V par la catégorie B. L e foncteur canoniqu e Q : V —• V/B 
est appel é le foncteur de passage au quotient. Soit F : V —• V1 un foncteu r 
exact (resp . cohomologique) dan s une catégori e triangulée (resp . abélienne). 
On désigne par JCer(F) et on appelle noyau de F la sous-catégorie triangulée 
strictement plein e saturée définie par les objets qu i sont annulés par F (resp . 
dont tou s les translatés son t annulé s par F) ((2.1.16 ) et (2.1.17)) . 
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Corollaire 2.2.11 . Soient V Une catégorie triangùlée et B C  V Une soùs-
catégorie triangùlée pleine. 
a) Le noyau du fondeur de passage au quotient Q :  V —> V/B est la plus 
petite sous-catégorie triangùlée strictement pleine saturée qui contienne B. 

b) L'application B »-> S(B) qui à toute sous-catégorie triangùlée strictement 
pleine saturée associe son système multiplicatif saturé (2.1.8) est un isomor-
phisme d'ensembles ordonnés de l'ensemble des sous-catégories triangulées 
strictement pleines saturées, ordonné par inclusion, dans l'ensemble des sys­
tèmes multiplicatifs saturés de V, ordonné par inclusion. L'application in­
verse associe à tout système multiplicatif saturé le noyau du fondeur de lo­
calisation correspondant. 

c) Un fondeur exact (resp. cohomologique) F : V —> V dont le noyau con­
tient la sous-catégorie B se factorise d'une manière unique par Q :V —> V/B 
en un fondeur G : V/B —> Vf qui est exact (resp. cohomologique). Un mor-
phisme de fondeurs exacts (resp. cohomologiques) dont les noyaux contien­
nent la sous-catégorie B provient d'une manière unique d'un morphisme entre 
les factorisations. 

Ce sont de s conséquences faciles d u théorème (2.2.6). 

2.2.12. Commentaire s su r la propriété TRIV . Appelons catégorie pré-
triangùlée une Z-catégorie stricte munie d'une famille d e triangles possédan t 
les propriété s TRI , TRI I e t TRII L O n défini t d e la mêm e faço n qu e pou r 
les catégories triangulées le s notions d e fondeurs exacts, fondeurs cohomo­
logiques, systèmes multiplicatifs. 

Soit S un système multiplicatif (2.1.4 ) d'une catégorie pré-triangulée V . 
La catégorie localisée V(S_1) adme t un e et un e seule structure d e catégorie 
pré-triangulée telle que le foncteur de localisation soit exact. La sous-catégorie 
pleine de s objet s d e V qu i son t annulé s pa r l e foncteu r d e localisation es t 
une sous-catégori e pré-triangulé e pleine . O n a  besoi n dan s l a pratiqu e d e 
savoir, inversement, associe r à  une sous-catégorie pré-triangulé e u n systèm e 
multiplicatif satur é convenable. Le rédacteur ne sait le faire qu'en utilisant la 
propriété TRIV. Cett e propriété , de nature asse z technique , a  donc surtou t 
servi, pou r l'instant , à  obteni r l e corollair e (2.2.11 ) à  parti r d u théorèm e 
(2.2.6). 

2.3. Propriété s d u foncteu r d e localisation . 

Proposition 2.3.1 . Soient V une catégorie triangùlée, B une sous-catégorie 
triangùlée pleine. 
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Pour toute sous-catégorie triangùlée pleine A telle que B C  A C  V, 
désignons par Sv(B) (resp . S^(B) ) le système multiplicatif de V (resp . A ) 
associé à B (2.1.7) . 
a) On a SV(B) F L Ï\(A) = SA(B). 

b) Le fondeur canonique A/B —• V/B est pleinement fidèle et injectif sur 
les objets. L'image de ce fondeur est Q(A), oùQ :V —> V/B est le fondeur 
canonique. 

c) Le fondeur canonique V/A —• (V/B)/(A/B) est un isomorphisme de 
catégories. 

d) Si la catégorie A est saturée (2.1.6), la sous-catégorie Q(A) est saturée. 
Pour toute sous-catégorie triangùlée pleine C de V/B, désignons par 

Q~L(C) la sous-catégorie pleine de V définie par les objets X de V tels que 
Q(X) soit isomorphe à Un objet de la catégorie C . 
a)bls La catégorie Q~X(C) est une sous-catégorie triangùlée strictement pleine 
de V . 

b)bls Le système multiplicatif Sv(Q~X(C)) est composé des morphismes de V 
dont l'image par Q est un morphisme de St>/&(C) . 

c)bls La sous-catégorie Q~X(C) est saturée si et seulement si la sous-catégorie 
C est saturée. 
d)bls L'application A »—> Q(A) est un isomorphisme d'ensembles ordonnés de 
l'ensemble des sous-catégories triangulées strictement pleines de V contenant 
B (le noyau du fondeur Q ) , ordonné par inclusion, dans l'ensemble des sous-
catégories triangulées strictement pleines de V/B, ordonné par inclusion. 
L'application inverse est l'application C i—> Q_1(C). 

La première assertion es t évidente . La deuxième résulte immédiatement 
de la descriptio n de s morphisme s dan s le s catégorie s A/B e t V/B (2.2.1) . 
Pour démontrer c) , il suffit d e se reporter aux propriétés universelles des caté-
gories quotients (2.2.11). Démontrons d). Quitte à remplacer A par sa clôture 
strictement pleine , ce qui modifie Q(A) pa r une équivalence, on peut suppo -
ser que A es t strictemen t pleine . Le noyau du foncteur V —• V/A es t alor s 
la catégori e A (2.2.11) . Ce foncteur s e factorise e n V —• V/B —> V/A. O n 
en déduit qu e le noyau du foncteur canoniqu e V/B —> V/A es t Q(A). Pa r 
suite, Q(A) es t saturé e (2.1.16) . L'assertion a)bl s es t évidente , de même que 
l'assertion 6)bls . Supposons que C soit saturée . On peut suppose r de plus que 
C est strictement pleine , car si l'on désigne par C la clôture strictement pleine 
de C, l a catégorie C est strictemen t plein e saturé e et Q~X(C) = Q_1(C). L a 
catégorie C est alors noyau d'un foncteur exac t (2.2.11) . Par suite, Q~X(C) es t 
noyau d'un foncteur exact , donc saturée (2.1.16). Supposons que Q-1(C) soi t 
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saturée. La sous-catégorie Q(Q~1(C)) est strictemen t plein e saturé e d'aprè s 
la démonstration de d). Or la catégorie Q(Q~1(C)) est la clôture strictemen t 
pleine de C. Pa r suite , C est saturée . Ceci démontre l'assertion c)bls . H reste 
à démontre r l a dernièr e assertion . I l es t clai r qu e lorsque C est strictemen t 
pleine, o n a  Q(Q~1(C)) = C . Soi t A un e catégori e triangulé e strictemen t 
pleine contenan t B. H  nous fau t montre r qu e A — Q~1(Q(A)). Quitt e à 
remplacer B par B, c e qui ne change pas la catégorie V/B (2.2.11) , on peut 
supposer que B est saturée, et par suite que B = B. Comm e on a évidemment 
l'inclusion A C  Q~1(Q(A)), i l suffit d e montrer que tout obje t d e V qu i de-
vient isomorph e dan s V/B à  un objet d e A es t u n obje t d e A . Soient don c 
X u n objet d e A , Y u n objet d e V e t m : Q(X) Q(Y) u n isomorphisme. 
Le morphisme m se décompose en m = <2(/)<9(<s)_1 , où s G  S-D(B) (2.2.2) , 
et o ù Q(f ) es t u n isomorphisme. Don c / G  Sx>(B) ca r B es t saturé e ((2.1.8 ) 
et (2.2.4)) . On a donc un diagramm e dans V : 

Z 
S F 

X Y 

sJe Sv(B) 

Le morphisme s étan t u n élémen t d e Sv(B), i l existe u n triangl e distingu é 
(Z, X, W, 5 , v), o ù W es t un objet d e B (2.1.7) . Par suite , W es t un obje t 
de A , et comm e A es t strictemen t pleine , l'obje t Z appartien t auss i à  A 
(1.2.4). Le même argumen t montr e alor s qu e Y es t u n obje t d e A , ce qu i 
achève la démonstration d e la proposition. 
2.3.2. Soien t F :  C —> Cf un foncteu r e t X u n obje t d e C . Rappelon s 
qu'un obje t 7  d e C est di t F-libre à droite sur X, o u simplemen t libre à 
droite sur X, s'i l exist e u n morphism e U : F(Y) — > X te l qu e pour tou t 
morphisme F(Z) —% X, i l existe un e t u n seu l morphisme w : Z —> Y te l 
que le diagramme ci-après soi t commutâ t if : 

F(Y) U X 

F(w) V 

F(Z) 

La flèche u :  F(Y) — > X s'appell e flèche de liberté pour l e coupl e (X , F) 
(relativement a u foncteur F). Cel a peut encor e s'interpréter , e n prenant u n 
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univers don t C et C soien t de s éléments , en disan t qu e Y es t libr e à  droit e 
sur X s'i l exist e u n isomorphism e entr e le s foncteur s Z i- + Homc (Z, Y) e t 
Z i- > \\on\c'{F{Z),X). Nou s dirons qu'u n obje t Y  de C est F-libre à droite 
s'il existe un objet X d e C' tel que Y soi t libre à  droite sur X. Nou s dirons 
qu'un obje t X d e C1 es t F-libérable à droite s'il exist e un objet Y  de C libre 
à droit e su r X. O n défini t d e faço n analogue , pa r passag e au x catégorie s 
opposées, les notions d'obje t libr e ou libérable à gauche. 

Proposition 2.3.3 . Soient V une catégorie triangulée, B une sous-catégorie 
triangulée pleine, Q :  V —• V/B le fondeur de passage au quotient (2.2.10), 
Sv(B) Ie système multiplicatif de V associé à B (2.1.8) . 
a) Pour tout objet Y de V, les conditions suivantes sont équivalentes : 

i) L'objet Y est Q-libre à droite. 

ii) Pour tout morphisme s G  S-p(B), s : S —• T, l'application : 

Homp(5, Y) :  Homp(T, Y) —• Homv(S, Y) 

est Une bijection. 

iii) Pour tout objet B de B, Homx >(jB, Y) = 0  . 
iv) Tout morphisme Y —^ Z, avec s G  Sv{B), admet une rétraction. 

v) Pour tout objet X de V, l'application : 

Homp(X,Y) — • Hom P/s(Q(X),Q(Y)) 

est bijedive. 
b) Soit LR(Q) la sous-catégorie pleine de V définie par les objets Q-libres à 
droite. La catégorie LR(Q) est triangulée, strictement pleine, saturée. 
c) La restriction du fondeur de passage au quotient à LR(Q) : 

Q\LR(Q):LR(Q)—+V/B 

est pleinement fidèle et injective sur les objets. 

d) Soit Libji(Q) C  V/B la sous-catégorie pleine définie par les objets 
Q-libérables à droite de V/B . La sous-catégorie Libn(Q) est triangulée stric­
tement pleine. Si les produits ou les sommes directes dénombrables sont re­
présentables dans V, la catégorie Libn(Q) est saturée. 

e) Le fondeur Q envoie LR(Q) dans Libn(Q). La catégorie Libn(Q) est la 
clôture strictement pleine de l'image de LR(Q) . Les flèches de liberté sont 
des isomorphismes. 
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f) Un objet Z de V appartient à Q~1(LibR(Q)) si et seulement s'il existe 
Un objet libre à droite Y et un morphisme s : Z —> Y, où s appartient à 
Sx>(B) j le saturé du système S-p(B) (2.2.4 , (c)). 
g) Le fondeur d'inclusion LR(Q) C  Q~1(LibR(Q)) admet Un adjoint à gauche 
U:Q-\LibR{Q))- ^LR{Q). 

LR(Q): 
n 

Q-\LibR{Q)) V 

Ф Qi Q 
Q\LR(Q) 

LibR(Q) V/B 

Soit : LibR^Q) —• LR(Q) un fondeur quasi-inverse à Q\LR(Q) (cf . c ) et 
e)). On peut prendre pour fondeur !Z le fondeur ^Qi, où on désigne par 
Qi • Q~1(LibR(Q)) —> LibR(Q) le fondeur induit par Q . Le fondeur $ est 
adjoint à droite au fondeur Q\ . 

2.3.4. Démonstratio n d e l a propositio n 2.3. 3 :  Démontrons a). Tout 
d'abord, s i Y es t Q-libr e à  droite , l e foncteu r X i- > Homx >(X, Y) es t iso -
morphe a u foncteu r X h -> Hom<p/g(<3(X), Z), pou r u n obje t Z convenabl e 
de V/B .  Par suite, le foncteur X \-+ Hom -p(X, Y) transforme les morphismes 
de S-p(B) en isomorphismes. Cec i démontre l'implication i) ii). L'impli -
cation ii) =>> iii) résult e de ce que le morphisme B — • 0 est u n morphism e 
de Sv{B). L'implicatio n iii) iv) résult e d e la définitio n d e Sv{B) e t d e 
(1.2.6). L'implication iv) =>• v) résulte de l'isomorphisme (2.2.4 ) : 

Homv/B(Q(X),Q(Y))^ fim  Hom p(X, .  ) . 
Y\SV(B) 

Enfin, l'implication v) =^ i) es t évident e :  Y es t libre à  droite sur Q(Y). 

L'assertion b) résulte de a), iii). L'assertion c) résulte de a), v). H résulte 
aussi de a), v) que les objets de V/B qu i sont libérables à droite sont les objets 
de V/B qu i sont isomorphes dans V/B au x images par Q des objets Q-libres à 
droite. Les flèches de liberté sont des isomorphismes. Ceci démontre e) . Il est 
alors clair qu e LibR^Q) est une sous-catégorie triangulée strictemen t pleine . 
Soit Z = Z\@Z2 un objet de LibR^Q). Il existe donc un objet Q-libre à droite 
Y e t u n isomorphism e Q(Y) —> Z\ (B Z2. L e foncteur X »- * Homx>(X, Y) 
admet don c u n projecteur , e t pa r suit e l a décompositio n d e Z e n somm e 
directe défini t su r Y u n projecteur . Le s facteurs d e Z seron t dan s LibR(Q) 
si et seulemen t s i c e projecteur es t décomposable , c e qui es t l e ca s lorsque 
dans V le s somme s o u produit s dénombrable s son t représentable s (1.2.9) . 
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Ceci démontre d) ; démontrons maintenan t / ) . Un objet Z d e V appartien t 
à Q~1(LibR(Q)) si et seulemen t s'i l existe un objet Q-libr e à  droite Y e t un 
isomorphisme dan s V/B :  Q(Z) Q(Y). U n te l isomorphism e es t d e la 
forme m = Qis^Qtf), o ù s G  S¿(13) e t t G  SV(B) ((2.2.2 ) et (2.2.4)) . On 
a par suit e dans V u n diagramme : 

X 
t s 

Z Y 

D'après a) , iv), l e morphisme s adme t un e rétraction s1 : X —> Y qu i est 
un élément de Sv(B) (1.2.6) . Par suite , il existe un morphisme *' : Z —• Y , 
tf G  Sv(B). Réciproquement , s'i l exist e u n te l morphisme , l e morphism e 
Q(tf) : Q(Z) — • Q(X) es t u n isomorphisme. I l reste à  démontrer g). On a , 
d'après a) , v) , un isomorphisme bifonctorie l : 

HomQ-i(LibR{Q))(Z,i(Y))^ Hom LibR^Q^Qi(Z)(W) 

ce qui montre que * es t adjoint à  droite à  Qi .  On en déduit immédiatemen t 
que si on note i :  LR(Q) c— • <2-1(^&R(<2)) le foncteur d'inclusion , o n a  un 
isomorphisme bifonctorie l : 

HomQ-i(LibR{Q))(Z,i(Y))^ H o m ^ Q ^ Q i ^ Y ) . 

Ceci montr e qu e l e foncteu r 1Z = ^Qi es t adjoin t à  gauch e a u foncteu r 
d'inclusion e t achèv e la démonstration d e la proposition (2.3.3) . 

Proposition 2.3.5 . Soient V une catégorie triangulée, A et B deux sous-
catégories triangulées pleines (B strictement pleine), Sv{B) et S^(AC\B) les 
systèmes multiplicatifs deV et A associés respectivement aux catégories B et 
Af)B. 

a) Les conditions suivantes sont équivalentes : 

i) Tout morphisme X -^-> X', avec X G  0b(^4), s G  Sv{B), s'insère 
dans un diagramme commutatif : 

X s X1 

s' X" 
s1 G  SA(A n  B) 
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ii) Tout morphisme B —• X, avec B G  Ob(B), X G  Ob(A), s'insère 
dans un diagramme commùtatif : 

B >X 

B1 G Ob(> t H B) 

B' 

Les sous-catégorie s triangulée s pleine s A d e V qu i possèden t le s deu x 
propriétés équivalentes ci-dessus sont appelée s sous-catégories B-localisantes 
à droite. 

b) Si A est B-localisante à droite, le joncteur canonique : 

Al A N  B —• V/B 

est pleinement fidèle et injectif sur les objets. 
c) Les conditions suivantes sont équivalentes : 

i) A est B-localisante à droite. 
ii) Soit Q : V/An B —> V/B le fondeur canonique. La sous-catégorie 

A/A f l B —> V/A H  B est formée d'objets Q-libres à droite. 

L'équivalence d e a ) résult e immédiatement d e TRII I e t de s définition s 
des système s S-p(B) et SJL(A f l B) (2.1.7) . Démontrons b). Soient X e t Y 
deux objets d e A (don c de A/A f l B ) . 

Montrons d'abord qu e l'homomorphisme : 

HomA/AnB(X,Y) —  WomVIB{X,Y) 

est injectif. Désignon s par Q\ : A —> A/A f l B et Q2 :V —> V/B le s fonc-
teurs canoniques de passage au quotient . Un élément m G  HomA/AnB(X, Y) 
peut toujour s s'écrir e sou s l a form e m = Qi(s)~1Qi(f), s G  S^(A f l B) 
(2.2.2). So n imag e dan s \\omv/s(X,Y) es t alor s Q2{s)~1Q2{f) •  D'après 
(2.2.4, a)) , cett e imag e es t null e s i e t seulemen t s'i l exist e u n diagramm e 
commùtatif : 

u 
t 

f 
s 

X Y 

t G  SV(B) 
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tel que uf = 0 . E n utilisant alor s a) , i) , on voit qu'i l existe un diagramm e 
commutatif : 

V 

f 
t' 

s 
X Y 

*' e SA(A H B) 

tel que vf = 0 . I l en résulte alors que m = <3i(tf' ) 1Qi(vf) = 0  . 
Montrons maintenant qu e l'homomorphisme : 

HomA/ANB(X,Y) — * HomV/B(X,Y) 

est surjectif . U n élément p G Honri£>/g(X, Y) se met sou s la forme : 

p = Q2(t)-1Q2(g) , teSv(B) . 

En utilisant a) , z) , on voit qu'un tel  élément s'écri t toujour s sou s la forme : 

P = Q2(s)-1Q2(g') ,  seSA(Ar\B) , 

et, par suite , qu'i l provient d'u n élémen t d e Hom^/^n^X, Y). 

H reste à  démontre r l'équivalenc e d e c). Démontrons tou t d'abor d qu e 
i) => • n). D'aprè s (2.3.1) , la catégori e V/B es t canoniquemen t isomorph e à 
la catégorie (V/A H  B)/(B/AC\ B) et le foncteur canoniqu e : 

Q :  V/A DB-^ V/B 

est le foncteur d e passage au quotient. Par suite, d'après la proposition (2.3.3 , 
a)), pour démontre r l'implication i) =>> n) , il suffit d e montrer que pour tou t 
objet X d e A e t tou t obje t B d e S, Homxy^ntf^^ O =  0 . U n élément m 
de Homp/^nig(JB,X) se met sou s la forme Qz^Q^s)'1, o ù : 

Q3 :V —>V/ADB 

est l e foncteur canonique , et o ù s es t u n élémen t d e S-p(A Ci B), l e systèm e 
multiplicatif d e V associ é à A FI B (2.2.2) . On a alors un diagramme de V : 

W 

s f 

В X 
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et comme В est u n objet d e В et s un élément d e Sv(A П B), l'obje t W es t 
isomorphe à un objet d e В (1.2.4). Par suite, d'après la première assertion, le 
morphisme / s e factorise à travers un objet de Af)B .  Le morphisme Q3(f) es t 
donc nul, et par suite m — 0  . Démontrons maintenant l'implication %%) =ï i). 
Il suffit d e montrer, d'aprè s a) , que tout morphism e dan s V, g : В —• X, 
où В est u n obje t d e В et X u n obje t d e A, s e factorise à  travers un obje t 
de A П В . On sait par hypothèse que Qz(g) G  HomV/AnB(B, X) es t nul . Par 
suite (2.2.4) , il existe u n morphism e t :  X —> X1, t G  Sv{A П B), te l que 
tg = 0 . Par définition d e l'ensemble Sv(AnB), i l existe un triangle distingué 
de V d e la forme (5 ' ,X,X' , l , t ,w) , o ù B1 est u n obje t d e A П В. D'aprè s 
(1.2.1), l'égalité tg = 0 implique qu e le morphism e g s e factorise à  traver s 
B1, c e qu'il fallait démontrer . Ceci achève la démonstration de la proposition 
(2.3.5). 

On di t qu'un e sous-catégori e triangulée pleine A d e V es t B-localisante 
à gauche s i la sous-catégorie A0 de V° es t B°-localisante à droite. 
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3. Abélianisatio n des catégories triangulées. 

3.1. Constructio n de la catégorie A(P) . 
3.1.1. Soien t V une catégorie additive et Tt\{V) l a catégorie des morphismes 
de V (chap . I, 3.3.6). Un morphisme : 

х- f Y 

9 h 

X' f Y' 

de Tti(V) es t di t négligeable si f g — hf = 0 . Le composé dans les deux sens 
d'un morphisme négligeable et d'un morphisme quelconque est un morphisme 
négligeable ; la somme directe d e deux morphismes négligeable s es t u n mor-
phisme négligeable. Désignons par A (î>) la catégorie dont les objets son t les 
objets de Tl\(V) e t les morphismes, les morphismes de Tt\(V) à  morphismes 
négligeables près , i.e. pour tou t coupl e U et V d'objet s d e A (X>), le groupe 
HorriA(x>)(̂  V) est le quotient d u groupe Homjr̂ (£>)([/ , V) par le sous-groupe 
des morphismes négligeables . La catégorie A(2)) est additive. 

Soit C une catégorie ; la composition ave c le foncteur canoniqu e : 

nx(V)—> A(Z> ) 

fournit u n foncteur : 

(3.1.1.1) Hom(k(V),C) —+ Hom{Tlx(V),C) . 

Ce foncteur es t pleinemen t fidèle et injecti f su r les objets . So n image est l a 
sous-catégorie pleine définie par les foncteurs d e Ti\{V) dan s C qui transfor -
ment le s morphisme s qu i diffèren t pa r u n morphism e négligeable , e n mor -
phismes égaux. 

3 . 1 . 2 . L e foncteur canonique de V dans HX{V) : X » (x ^ x ) compos e 
avec le foncteur canoniqu e Ti\(V) — > A(X>) est un foncteur qu'o n note : 

(3.1.2.1) H : V —> A(V) . 

Le foncteur H est additif . I l est pleinemen t fidèle et injecti f su r les objets. H 
réalise donc V comm e sous-catégorie pleine de A(î>). 
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3.1.3. Supposon s qu e la catégori e V soi t un e Z-catégori e stricte . Les fonc-
teurs de translations de V : X »-> X[n], n G Z , s'étendent en automorphismes 
de Fl1 (D) : 

X f Y X[n] /M Y[n] 

H résulte immédiatement d e la propriété universelle de A(V) (3.1.1.1 ) que ces 
automorphismes passent au quotient et définissent su r A{V) une structure de 
Z-catégorie stricte. Le foncteur H : V — > A (I>) est u n Z-foncteur strict . 
3.1.4. Soien t V e t Vf deu x Z-catégorie s stricte s additive s e t F : V —> V 
un Z-foncteu r additi f (tord u pa r l e cocycl e trivial) . Soi t Fl\(F) l'extensio n 
de F au x catégories de morphismes : 

F12 (F) X f Y FX Ff FY 

Le foncteur TÍ\(F) transforme le s morphisme s négligeable s d e TÍ\(V) en 
morphismes négligeables de TiiÇD'). H  définit pa r suit e un foncteur : 
(3.1.4.1) A (F) :  A(X>) —» A(X>') . 
Le foncteur A(F) es t additif . H résulte immédiatement de s propriétés univer-
selles des catégories A(V) e t A(P') que le foncteur A(F) es t muni canonique-
ment d'un e structur e de Z-foncteur . 

Soit Ff : V1 —• Vn u n Z-foncteu r additi f entre  Z-catégorie s stricte s 
additives. On a alors : 
(3.1.4.2) A(F') A(F) = A(FfF) . 

Le diagramme ci-après est commutâ t if : 

(3.1.4.3) 

V F V 

H H' 

A(V) 
A(F) 

A(V) 

(les foncteurs H e t H' son t définis e n (3.1.2)). 
Soit d e mêm e m : F —y F" u n morphism e d e Z-foncteur s additif s 

entre V , V. O n en déduit, par les mêmes arguments que précédemment, un 
morphisme de Z-foncteurs : 
(3.1.4.4) A (m) :  A(F) —» • A(F") . 

Si m et m ' sont deux morphismes composables de Z-foncteurs additifs , on a : 
(3.1.4.5) A (m')A(m) =  A (m'm) . 
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3.2. Propriété s d e l a catégori e A(V) (V catégori e triangulée). 

3.2.0. Soien t V e t V9 deux catégories triangulées. Désignons par £x(V,V9) 
la catégori e don t le s objets son t le s foncteurs exact s d e V dan s V9 et don t 
les morphismes sont les morphismes de foncteurs exacts . Désignons de même 
par Z-Add(A(V)J A(V9)) l a catégorie dont les objets son t les Z-foncteurs ad -
ditifs d e AÇD) dan s A(V9) et don t le s morphisme s son t le s morphisme s d e 
Z-foncteurs. I l résulte de ce qui précède qu'on a  défini un foncteur : 

(3.2.0.1) AVìv> : Sx(V, V9) — • Z-Add(A(V), A(V9)) . 

Ce foncteur associ e à un foncteur exac t F l e foncteur A(F). 

Théorème 3.2.1 . (* ) a) SiV est une catégorie triangulée, la catégorie A(V) 
est abélienne. Si F : V — y V9 est Un joncteur exact entre deux catégories 
triangulées, le joncteur A(F) (3.1.4.1 ) est exact. Le joncteur Av,w (3.2.0.1 ) 
est pleinement jidèle et injectij sur les objets. 

b) Les objets de V sont injectijs et projectijs dans A(V). Tout objet de A(V) 
est isomorphe à un objet quotient (resp. à un soüs-objet) d'un objet de V. 
c) Soit A une catégorie abélienne. Désignons par £x(A(V),A) la catégorie 
dont les objets sont les joncteurs exacts de A(V) dans A et les morphismes, 
les morphismes de joncteurs. De même, désignons par Tiom(V, A) la catégo­
rie dont les objets sont les joncteurs de V dans A et les morphismes, les 
morphismes de joncteurs. La composition avec le joncteur Tí : V — > AÇD) 
déjinit un joncteur : 

Ex(AÇD), A) —• HomÇD, A) . 

Ce joncteur est pleinement jidèle. Son image essentielle est constituée par 
les joncteurs cohomologiques de V dans A (1.1.5) . En particulier, le joncteur 
H : V —• A(D) est un joncteur cohomologique. 

La démonstration de ce théorème nous occupera jusqu'à l'alinéa (3.2.9). 
Nous démontrerons d'abord troi s propositions intermédiaires. 

3.2.2. Soi t U  u n univer s te l qu e la catégori e V soi t U-petite , Le. tel que 
V soi t u n élémen t d e U. Soi t VA la catégori e des foncteurs additijs contra-
variants sur V à  valeurs dan s la catégorie des groupes abéliens U-petits . La 
catégorie VA est abélienn e et l e foncteur canoniqu e h : V — > VA, qui asso-
cie à  tou t obje t d e V l e foncteur qu'i l représente , est pleinemen t fidèle. Le 
foncteur h transforme tou t obje t d e V e n objet projecti f d e VA. 

(*) C E THÉORÈM E M' A ÉTÉ COMMUNIQU É PAR FREYD [17]. 
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Un objet d e VA est di t admissible s'i l es t imag e d'un morphism e entr e 
foncteurs représentables . Soit îm :  Tt\(V) —» VA le foncteur : 

(3.2.2.1) Im X f Yj= imag e du morphisme h(f) . 

Le foncteur Im es t additif et transforme les morphismes négligeables en mor-
phismes nuls. Il se factorise donc d'une manière unique par un foncteur additif 
noté abusivement : 

(3.2.2.2) Jra :  A(Z>) —• VA 

Le foncteur composé Ira o H : V — > A(X>) —• VA n'est autre que le foncteur 
h. Un objet d e VA es t isomorphe à  l'image par î ra d'u n obje t d e A(X>) si et 
seulement s'i l es t admissible . 
Proposition 3.2.3 . Le foncteur Im :  A(P) — > Va est pleinement fidèle. 

Soit : 
X f Y 

9 9' = (9; 9') 

X' 
ez 

Y' 

un morphisme de Tl\{V). Nou s désignerons par Tm({g ; g')) l'image par î m 
du morphisme (g ; g'). L e diagramme de JFl\(V) : 

X id* X 

id; f 

X f Y 

f id. 

Y- idy Y 

fournit, e n appliquant l e foncteur J m , l e diagramme : 

JM((idx;/)) J M((/;idy)) 
h(X) U lm(f) -U h(Y) 

On a l'égalité : 

(3.2.3.1) Jm((/;idy))oIm((idx;/) ) =  /i(/ ) . 
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Soient (X, Y, /) et (X' , Y', / ') deux objets de A(£>). Pour démontrer la propo-
sition (3.2.3), il suffit d e montrer que Phomomorphisme défini par le foncteur 
Xm : 

(3.2.3.2) HomA(I))((X,y,/),(X',y',/') ) —  Hom „A ( îm(/) , Im(/ ' ) ) 

est u n isomorphisme. Montrons d'abord qu'i l est injectif. Soi t don c : 

(g;g'):(X,Y,f)- (X',Y'J') 

un morphisme d e Tl\{V) te l que Im((g ;gf)) = 0. Le morphisme compos é : 

Im((f; idy / )) o Xm((# ; g')) o lm(\dx ; /) 

est éga l a u morphism e h(gff). Pa r suite , h(g'f) = 0 . L e foncteur h étan t 
pleinement fidèle,  on a  g'f =  0 . Pa r suite , l e morphism e (g;gf) es t négli -
geable. Pour démontre r qu e Phomomorphisme (3.2.3.2 ) est surjectif , i l suffi t 
de démontrer le lemme : 

Lemme 3.2.4 . Soit lm(f) -̂ U Jra(/ ') un morphisme de VA. Il existe deux 
morphismes de V, g :  X — > X' et g' :  Y — > Y7, £e/ s <?we /es diagrammes 
ci-après soient commutatifs : 

(3.2.4.1) 

h(X) 
lm((\dx:f)) 

•lm(f) 

Kg) a 

h(X') 
lm((\dx,;f>)) 

lm(f) 

(3.2.4.2) 

h(X)- *(/) >h(Y) 

K9) Kg') 

h(X') Kf) h(Y') 

En effet , o n dédui t immédiatemen t d u lemm e qu e le morphisme a es t 
égal au morphism e 2m((g;gf)). Cec i résult e d e l'égalité (3.2.3.1 ) et d u fai t 
que îm((idx;/)) es t un épimorphism e d e VA. 
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Pour démontrer le lemme (3.2.4), remarquons que le morphisme : 
JTRO((idx*;/')) 

h(Xf) )  lm(f) 
est u n épimorphism e d e VA. Le s foncteur s représentable s étan t de s objet s 
projectifs d e Î>A, il existe un morphisme g : X —> X1 tel que le diagramme 
(3.2.4.1) soit commutatif . 

Passons maintenan t à  l a constructio n d u morphism e g1 : Y —> Yf. 
Il résult e de s axiome s TR I e t TRI I de s catégorie s triangulée s qu'i l exist e 
deux triangles distingués de la forme (Z, X, Y, / , v) et (Z', X', Y', ti', / ', v1). 
Comme pour tou t obje t W d e î> , le foncteur Homx>(W , • ) est u n foncteu r 
cohomologique (1.2.1) , les suites : 

h(u) J M((idx;/)) 
h(Z) ——• h(X) -> lm(f) —  0 

h(u') ÎM ((idv/;/')) 
h(Z') ——. h(X') )  lm(f) — , 0 

sont exactes . Comm e h(Z) es t u n obje t projecti f d e DA, il exist e u n mor -
phisme g" :  Z —> Z1 tel que le diagramme : 

HZ) 
h(u) 

h(X) 

Kg11) Ko) 

h(Z') 
h(u') 

h(X') 

soit commutatif. I l résulte alors de l'axiome TRIII qu'i l existe un morphisme 
g' tel  qu e (g", g, g') soi t u n morphism e d e triangle . E n particulier , l e dia -
gramme (3.2.4.2 ) es t commutatif . Cec i achèv e la démonstratio n d u lemm e 
(3.2.4) et d e la proposition (3.2.3) . 
Proposition 3.2.5 . Soient V et V' deux objets admissibles de VA et 
a : V —> V un morphisme de VA. Le noyau de a dans VA (resp. le conoyau 
de a dans VA ) est un objet admissible de VA. 

D'après (3.2.3) , on peu t suppose r qu e V = Xm(f) e t V = Jm(f') e t 
que a es t l e morphisme indui t su r les images des morphismes h(f) e t h(f') 
par un diagramme commutati f : 

h(X) 
h(f) h(Y) 

% ) ' %') 

h(X') • M/') h(Y') 
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Soit alor s (Z,X,Yi\ù,f'g,v) u n triangle distingu é de V. L e diagramme : 

Kfu) 
HZ) h(Y) 

h(u) id h (y) 

h(X) Hf) h(Y) 

Kg) % ' ) 

h(X') Hf) h(Y') 

fournit, e n prenant le s images des morphismes horizontaux , un diagramme : 

(3.2.5.1) lm(fu) b V a V 

Montrons que le morphisme Xm(fu) 0 V es t le noyau de a. Tou t d'abord , 
il es t clai r qu e fi es t u n monomorphism e :  en effet , Xm(fu) e t V son t de s 
sous-objets d e h(Y). Ensuite , le composé af3 es t nu l :  en effet, l e morphisme 
canonique h(Z) —• Xm(fu) es t u n épimorphism e ; le morphisme canoniqu e 
V1 —• h(Y') es t u n monomorphisme , e t l e compos é h(ffgù) es t l'imag e 
par h du compos é de deux morphismes consécutif s d'u n triangl e distingu é ; 
ce morphisme es t don c nu l (1.2.2) . Il reste à  montrer qu e la suit e (3.2.5.1 ) 
est exact e e n V. Soi t W u n obje t d e V. U n morphisme a d e h(W) dan s V 
provient toujour s d'u n morphism e d e h(W) dan s h(X) ( h(W) es t projecti f 
dans VA ) , i.e. d'un morphisme m : W —> X. C e morphisme composé avec a 
est nul si et seulement s i fgm =  0  (  V9 est un sous-objet d e h(Yf) ) . Par suite 
(1.2.1), il existe un morphisme n : W —• Z te l que un = m. L e morphisme 
a s e factorise don c par Im(fu). 

Montrons maintenan t qu e l e conoya u d e a dan s VA es t u n obje t ad -
missible d e VA. Soi t (X , y , ^ ' , ^ ' /, u',vf) u n triangl e distingu é d e V. L e 
diagramme : 

h(X) Kf) •h(Y) 

Kg) Kg') 

h(X') Hf) h(Y') 

id h(X>) h(u') 

h(X') 
Hu'f) 

HZ') 
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fournit, e n prenant le s images des morphismes horizontaux , le diagramme 

(3.2.5.2) V a V • 1 Im (u' f'). 

Tout d'abord , 7  es t u n épimorphism e :  en effet , Vf e t lm(ùff) son t de s 
quotients d e h(X'). Ensuite , le composé 7 a es t nu l :  en effet , l e morphisme 
canonique h(X) —> V es t un épimorphisme, le morphisme canoniqu e : 

lm(ùff) —• h(Zf) 

est u n monomorphism e e t l e compos é h(ùfgff) es t l e transform é pa r h du 
composé d e deu x morphisme s consécutif s d'u n triangl e distingu é ; ce mor -
phisme est donc nul (1.2.2). Il reste à montrer que la suite (3.2.5.2) est exacte 
en Vr. Pour cela , d'après le s propriété s de s suite s exacte s dan s £>A , il suffi t 
de montrer qu e pour tou t obje t W d e 2), la suit e de groupes commutatif s : 

HompA (h(W),V) — • Homp A (h(W),V) — • Horn̂ A (h(W),Im(u'f')) 

est exacte . Soi t don c a u n morphism e d e h(W) dan s Vf. C e morphisme a 
composé ave c l e morphism e canoniqu e d e V1 dans h(Yf) fourni t u n mor -
phisme de h(W) dan s h(Yf), i.e. un morphisme m : W — • Y' . L e composé 
7<t est nul si et seulement s i u'm = 0  (Xm(urff) es t un sous-objet d e h(Z') ) . 
Il existe don c (1.2.1 ) un morphism e n : W —• X te l qu e g'fn = m. D'où , 
en composan t ave c l e morphism e canoniqu e h(X) —> Vun morphism e 
a' : h(W) —> V. Comme Vf est un sous-objet d e h(Y'), o n a  aar = a. Cec i 
achève la démonstration d e la proposition (3.2.5) . 
3.2.6. I l résulte d e la proposition (3.2.3 ) que la catégori e A(£>) est équiva -
lente à  l a sous-catégori e plein e de s objet s admissible s d e VA. Il résult e d e 
la proposition (3.2.5 ) que la sous-catégori e plein e de s objet s admissible s d e 
VA est un e sous-catégori e abélienn e d e VA. La catégorie A(X>) est pa r suit e 
abélienne. 
Proposition 3.2.7 . Toute suite exacte de A(X>) : 

0 V1 V2 VA 

est isomorphe à une suite de A(X>) déterminée par un diagramme commutati/ 
de V : 

0 

0 

X1 

f1 

Y, 

u1 

idy. 

X2 

h 

Y2=Y, 

ù2 Xz 

f3 

Y3 

Xi fi Yi ~Vi 

1 < i < 3 
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tel que le diagramme : 

X1 u1 x2 Í3U2 Y3 

puisse s'insérer dans un triangle distingué (Xi,X2,I3, wi, /3^25^3) • 

Ceci résulte immédiatement de la démonstration de la proposition (3.2.5). 

3.2.8. Démonstratio n de s assertion s a ) e t b ) d u théorèm e 3.2.1 . 
Nous avon s déj à montr é (3.2.6 ) qu e l a catégori e A(V) es t abélienne . Soi t 
F : V —> V u n foncteur exact . I l résulte immédiatement d e la propositio n 
(3.2.7) que le foncteur A(F) est exact à gauche. Par ailleurs, il est clair d'après 
la construction d e la catégorie A(V), qu e la catégorie A(X>°)° est canonique-
ment isomorphe à la catégorie A{V) e t que le foncteur A(F°)° es t canonique-
ment isomorphe au foncteur A(F). L e foncteur F0 étant exac t (1.1.7) , on en 
déduit que A(F°) es t un foncteur exac t à  gauche et, par suite, que le foncteur 
A(F) es t auss i exact à  droite, donc exact. Les objets admissible s d e VA sont 
isomorphes à  des sous-objet s e t de s objet s quotient s d e foncteurs représen -
tables. Pa r suit e (3.2.3) , tout obje t d e A{V) es t isomorph e à  un sous-obje t 
et à  u n obje t quotien t d'u n obje t d e V. Le s foncteurs représentable s son t 
des objet s projectif s dan s VA. us son t don c (3.2.5 ) projectifs dan s l a sous-
catégorie pleine des objets admissible s d e VA. Par suite (3.2.3) , les objets de 
V son t de s projectif s d e A(V). O n en dédui t qu e les objets d e VO sont de s 
objets projectif s d e A(V°) e t pa r suite , en passant au x catégorie s opposées, 
que les objet s d e V son t de s objets injectif s d e A(V). L a démonstration e n 
forme d u fai t qu e Ax>,x> ' est pleinemen t fidèle peut être  san s dange r laissé e 
au lecteur :  un morphisme entre foncteurs exact s est uniquemen t détermin é 
lorsqu'on connaî t se s valeurs su r suffisamment d'objet s projectifs . 

3.2.9. Fi n d e l a démonstration d u théorème 3.2.1 . Montrons d'abor d 
que le foncteur H : V — • A(T>) est un foncteur cohomologique . Soi t : 

(X,Y,ZJ,g,h) 

un triangle distingu é de î>. Il faut démontre r qu e la suite : 

H(X) 
*(/) 

H(Y) 
H(g) 

H(Z) 

est exacte . Pour cel a ((3.2.3) et (3.2.5)) , il suffit d e montrer que la suite : 

(3.2.9.1) h{X) 
Hf) 

h(Y) 
h(g) 

HZ) 
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est exacte dans VA. La suite (3.2.9.1) est exacte si et seulemen t s i pour tou t 
objet W d e X>, la suite : 

HompA (h(W),h(X)) — • Hom ^A (h(W),h(YJ) — • Hom ^A (h(W),h(Z)) 

est exacte . Or cec i résulte de ce que h est pleinement fidèle et d e (1.2.1). 
Soit alor s A un e catégorie abélienne e t : 

£x(A(V), A) — * Uom(V, A) 

le foncteu r "compositio n ave c W . H  est clai r qu e c e foncteu r es t pleine -
ment fidèle : un morphisme entre foncteurs exact s est uniquement détermin é 
lorsqu'on connai t se s valeur s su r suffisammen t d'objet s projectifs . I l rest e 
à démontre r qu e tou t foncteu r cohomologiqu e $  :  V — > A s e factorise à 
travers A(î>) : 

(3.2.9.2) 

D -H A(2>) 

v 0 

A 

le foncteur $  étan t exact . Pour tout obje t X f Y d e A(2?) posons : 

0 X f Y = Imag e dans A d e v (X) »(/) *(Y) (*) . 

On détermine ainsi un foncteur de A(Z>) dans A tel que le diagramme (3.2.9.2) 
soit commutatif. Montron s que $ es t un foncteur exact . Il résulte immédiate-
ment de (3.2.7) que $ est exact à gauche. En passant aux catégories opposées, 
on montre de même que $  es t exac t à  droite. Ceci achève la démonstratio n 
du théorème (3.2.1). 
Remarque 3.2.10 . 1 ) L a propriét é universell e décrit e dan s l e théorèm e 
(3.2.1, c)) détermine la catégorie A(X>) à équivalence près. 
2) Lorsqu e dan s V le s somme s dénombrable s o u bie n le s produit s dénom -
brables sont représentables, tous les objets projectifs (resp . injectifs) d e A(£>) 
sont isomorphe s à  des objets d e V. E n effet , u n te l obje t es t facteu r direc t 
dans A(X>) d'un obje t d e V. I l est don c noyau d'un projecteu r d'u n obje t d e 
V. O r sous les hypothèses faites, les projecteurs son t décomposables dan s V 
(1-2.9).  

On remarquera que la construction du foncteur $ fait intervenir le choix d'un foncteur 
"image" dans A . C e choix est bien entendu unique à isomorphisme unique près. On peut tou-
jours imposer, ce que nous ferons désormais, que le foncteur "image" associe à tout morphisme 
identique idr dans A, l'objet T muni du morphisme T T. 
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4. Objet s spectraux . 

Nous reprenons , pou r l'adapte r au x catégorie s triangulées , l'expositio n 
des suites spectrale s d e [1] , chap. XV, §7. 

4.1. Définitio n de s objets spectraux. 

4.1.1. Soi t J un e catégorie et, pour tout n  G  N , soit Ttn(J) l a catégorie des 
suites d e n morphismes composable s d e J (chap . I, 3.3.6) . Nous utiliseron s 
trois foncteurs noté s Si : T^iJ) — • Ft>\(J), 1  < i  < 3  : 

(4.1.1.1) 

f 9 G O b n2{J) , 

si f 9 f 

S2 n 9 9f 

S3 
f 9 9 

et deu x morphismes d e foncteurs : 

(4.1.1.2) 

iii :  si — • so défini pa r : 
f 

w1 f 9 id 9 ; 
9f 

v>2 : S2 — > s% défin i pa r : 

u>2 f 9 f 

9f 

9 

id 

4.1.2. Soien t V une catégorie triangulée et J un e catégorie. Un objet spectral 
de type J à valeurs dans V es t un objet constitu é par deu x foncteurs : 
a) Un foncteur X : Tl\(J) —• V : 

f1 X01 
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6) Un foncteur d e Ti2(J) dan s la catégorie des triangles distingué s de V de 
la forme : 

/ f g \ X*U1(U2) X*U2(u2) 6(U2) 
U2 =  ^  •  «  >Xf > Xgf > Xg • Xf[l] . 

Pour désigne r le s objet s spectrau x d e typ e J, nou s utiliseron s l a notatio n 
(Xf, f G  QbHxiJ), 8(u2),u2 G  Obn2(J)), o u plu s simplemen t (Xf,6) 
quand aucun e confusion n'e n résulte . 
4.1.3. Soien t C une catégori e additive et F : J — • comp (C) un foncteur . 
On a  montré au chapitr e I , (3.3.6 ) commen t associe r à  F  u n obje t spectra l 
de type J à  valeurs dans K (C). L'objet spectra l décri t a u chapitr e I , (3.3.6 ) 
est appel é Vobjet spectral associé au foncteur F. 

4.1.4. Soien t A une catégorie abélienne et J un e catégorie. Un objet spectral 
de type J à valeurs dans A es t constitu é par : 
a) Une suite de foncteurs Hn : Tl\(J) —• A, n G Z  . 

ò) La donné e pou r tou t obje t u2 =  -̂ U d e Tl2(J^) et tou t entie r n, 
d'un morphism e 6n(u2) : Hn(g) —• Hn+1(f), fonctorie l e n UJ2 ,  tel qu e le 
diagramme : 

flP**ti1(w2) ifn*it2(w2 ) 5n(a;2 ) 
•H n (f) , Hn(gf) . Hn(g) • Hn+\f) —, • • • 

soit un e suite exacte illimitée d e A. 
Nous utiliserons l a notation : 

(Hn(f), f e Obnuj), 6n(u2), u2 e Ohn2(j)) 

pour désigner les objets spectraux de type J, o u plus simplement (Hn(f),6) 
quand aucun e confusio n n'e n résulte . 
4.1.5. Soi t F : V —> V! un foncteur exac t entre deux catégories triangulées. 
Soit (XfjS) u n obje t spectra l d e typ e J à  valeur s dan s V. L e coupl e de s 
foncteurs (FXj,F6) es t u n obje t spectra l d e type J à  valeurs dan s VDe 
même, un foncteu r cohomologiqu e H : V —> A d'un e catégori e triangulé e 
dans une catégorie abélienne transform e le s objets spectrau x à  valeurs dan s 
V e n objets spectrau x à  valeurs dan s A. 

4.1.6. Soien t V un e catégori e triangulé e e t (X/,¿>), (Y/,¿)' ) deux objet s 
spectraux d e type J à  valeurs dan s V. U n morphisme d'objets spectraux est 
un morphisme d e foncteurs : 

ro,:*/ — Y , ,  / e O b ^ i ( J ) , 
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tel que pour tout obje t u>2 = f 9 de Tl2(J) ?  Ie diagramme ci-après soit 
commutatif : 

Xg 6(u>2) 
Xf[l] 

mg mf[l] 

Y9 
6(u>2) 

Yf[l] 

Soient A un e catégori e abélienn e e t ( iP( / ) ,£ ) , (Hfn(f),6f) deu x objet s 
spectraux de type J à  valeurs dans A. U n morphisme d'objets spectraux est 
une suite de morphismes d e foncteurs : 

mn(f) : Hn(f) — H'n(f) , feObn^j) ,  nel , 

telle qu e pou r tou t obje t u>2 = f 9 de Ti2(J) e t tou t entie r n, l e 
diagramme ci-après soi t commutati f : 

Hn(g) 
6(u>2) Hn+1(f) 

mn(g) 6(u>2) (F) 

H'n(g) 
S'n(u2) H'n+\f) 

Les objet s spectrau x d e typ e J à  valeur s dan s V (resp . A) formen t un e 
catégorie. 

4.2. Mécanism e de s suite s spectrales . 

4.2.1. Soien t A un e catégori e abélienne e t (Hn(f),6) u n obje t spectra l de 
type J. Pou r tou t obje t u2 = f 9 de Ti2(J), poson s : 

(4.2.1.1) 

B 
n 

u2 
= B n 

f,9\ 
= \m(Hn-\g) 

6(u>2) 
Hn(f)) 

~ Ker(#n(/ ) 
Hn*ui(w2) 

Hn(gf)) 

z 
n 

U>2 
= Z n 

sa1 = Ker(2T(s ) 
Sn(u>2) 

Hn+\f)) 

~\m{Hn(gf) 
Hn*U2(w2) 

Hn(g)) 
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On a ainsi défini deu x foncteurs d e Tl<I{J) dan s A. O n a par définitio n 
des inclusions : 

B n 

J>9. 
CHn(f) , z n 

1,9. 
C Hn(g) 

Soit u>s = — g-+ u n objet d e Ttz(J), 

Proposition 4.2.2 . O n a /es inclusions : 

B n 
[g, h 

c z n 
f,9 

C Hn(g) 

La deuxième inclusio n es t mis e pour mémoire . Pour démontre r l a pre-
mière inclusion, il suffit d e montrer que le composé des deux morphismes de 
la suite : 

Hn~l(h) Si Hn{g) 62 Hn+\f) 

est nul . Or l'obje t g h de Tl2{J) fourni t l a suite exacte 

Hn-X{h) A Hn(g) 
U Hn{hg) , 

et le morphisme de Tl<I(3} : 

hg 1* 

fournit l e diagramme commutât if 

id 
F 

D id 

9 

нп(д) 
A12 Hn+1(f) 

U 
Ss 

Hn(hg) 

D'où la proposition . 
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4.2.3. Poson s alors : 

(4.2.3.1) E n 
L>3 

= E n 
f, g, h 

= z n 
fi9 

B n 
9,h. 

On a ainsi défin i un foncteur d e Flz^J) dan s A. 

Soit maintenant w3 = /2 / 3 / 4 un objet d e Tlz(J). L'obje t /3 A 

de Tl<I{3} fourni t l a suite exacte : 

Hn(fs) U Hn(hh) Hn{h) 
s Hn+l(f3) 

De plus, le morphisme dans Tl2{J) : 

id 

/2 
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/2 

id 

/3 

/4/3 

/4 

fournit l e diagramme commutati f : 

Hn(Uh) A Hn+1(f2) 

u 
6 

Hn(h) 

Par suite , le diagramme : 

hN (f1 f3) Hn{h) s Hn+1(f3) 

u x 

Hn(fs)- ê Hn+\f2) 

définit u n morphisme : 

VN(U3) :  Z 
n 

/35/4 I 
Hn+1(f2) B n + i 

h-, h. 
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On vérifie que : 

Ker(Vn(u3)) = Z n 
/3/25/4 

Ker(Vn(u3)) = B n + 1 
/25/4/3 

B 
n + 1 
/2^/3 

Le morphisme ^n(uj3) définit pa r suit e un isomorphisme 

*N(U*) : Z n 
L /3 9 /4 

Z n 
[/3/25/4] 

B 
n + 1 

/29/4/3] 
B 

n + 1 
/25/3 

Soit alor s CJ 5 = /1 / 2 / 3 / 4 / 5 un obje t d e Tl${J). Le s mor -
phismes canonique s : 

E n 
/35/45/5. 

Z 
n 

/35/4 
Z n 

/3/25/4 0 , 

0-^B 
n + 1 

B n+1 
/25/3 

E 
n+1 

,/15/25/3 

composés avec l'isomorphisme $n(/2,/3,/4) , définissen t u n morphisme : 
(4.2.3.2) 

dn(u,) = d n(f^ h,f ^h, h) : E 
n 

./35/45/5. 
E n + 1 

/15/2 5/3 
On a : 

(4.2.3.3) 
lm(<P(u;5))= B 

n+1 
./25/4/3J 

z 
n + 1 
/25/3 

Ker(<T(u>5)) = Z 
n 

/3/25/4. 
5 n 

/45/5 

Le morphisme dn(oj$) dépen d fonctoriellement, e n un sens évident, de 0J5 

Proposition 4.2.4 . S'oit (¿7 = 
/1 / 2 / 3 / 4 / 5 / 6 / 7 un objet de 

Mr(J). Posons : 
di = dn-\f3J4JsJ6j7) , 

d2 = dn(f1J2J3J4J5) • 
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Le composé des morphismes : 

E n - l 
/5 , /6?Aj 

di E П 
. /з5/45/5 

d2 E n+1 
/15/25/3] 

est nul On a un isomorphisme canonique : 

(4.2.4.1) Ker(d2)/lm(di) ~  E 
П 

/ 3 / 2 5 / 4 5 / 6 / 5 ] 

Résulte immédiatement d e (4.2.3.3) et (4.2.3.1) . 
4.2.5. Le s morphismes dn(u>§), UJ§ G  O b Ti^{J), son t appelé s les différen­
tielles (relatives à l'objet spectra l considéré). La famille des foncteurs (4.2.3.1) 
CJ3 1—> E J 3 ,  CJ3 G  O b^ 3 ( J ) , muni s de s différentielle s (4.2.3.2 ) dn(cj5) , 
U5 G Ob^5(v7), est appelée la  famille spectrale associée à l'objet spectral 
(Hn (f), o). 

4.2.6. Soi t (JJ4 = /1 / 2 / 3 S, 1+ u n obje t d e !Fl±(J). O n en dédui t u n 
diagramme dans Fl$(J) : 

id id id /1 

/1 

/2 

/3 

/1 /1 /2 /1 
id id /2 

/2 /3 /2 /3 
id 

id /3 

/4 /3 /4 
id 

/4 
id 

/4 id id id 

/2 

/3 

/4 

D'où, en appliquant l e foncteur E n 
(¿3 

trois suites exactes de A 

0-> B n 
/25/4/3 

5 n 
1/2,/3J 

E n 
/ 1 5 / 2 5 / 3 ] 

E n 
L/i > /2» /4 /3 

0, 

0 —• 1; n 
E n 

. /15 /3 /25/4 . 
E n 

. /1 ? / 2, /4 /3 J L/2/15/35/4. 
0 , 
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0 -»• E n 
/2/15/35/4 E n 

/25/35/4 
Z n 

/25/3 
Z n 

/2/15/3 
0 

Soit alor s fi, i G  Z, un e suit e illimité e d e morphismes composable s d e J. 
On dédui t d e ce qui précède e t d e la définitio n de s différentielles , un e suit e 
exacte illimitée : 

E 71-1 
/i + 3>/*+4,/»+5 

de1-1 E n 
/i + l,/i+2>/i+3 

E n 
/t + 1 ,/¿+3/1 + 2 >/»+4 

E n 
/i+2,/i+3»/i+4 

d1 E n+l 
/ii/i + li/i+2 

Le lecteur curieu x élucider a le s rapports d e cette suit e exact e ave c la suit e 
exacte à 5 termes de bas degré des suites spectrale s classiques . 
4.2.7. Tou t diagramm e commutati f d e A : 

y 

<P E1 

X' 
E1 

X »7 
•X" , 

dans leque l l a lign e es t exacte , défini t pa r l'intermédiair e d e RJ u n isomor -
phisme ([1 ] p.316, Lemme 1.1 ) : 

\m(<p)/ LM(Y/ ) ~  IM(^ ) 

Soit W 3 = /1 / 2 / 3 un obje t d e Fl^J). E n appliquan t l a remarqu e 
précédente au diagramme : 

Hn(f2fi) 

0 

Hn~\h) S Hn(h) Hn(f3f2) , 

on obtient u n isomorphisme : 

(4.2.7.1) E n 
fliÏ2, / 3 

LM(fTn(/2/i) —  Hn(fM) . 
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En appliquant l a même remarque au diagramme : 

#"(/2/l) 

Hn(h) + # " ( / 3 / 2 / 1 ) # " ( / 3 / 2 ) 

on obtient u n isomorphisme : 

(4.2.7.2) 

E n - lm(JT»(/2/i ) -  # " ( / 3 / 2 / 1 ) ) /  \m{H»{h) -  ^ ( / 3 / 2 / 1 ) ) . 
[/15/25/3 J 

4.3. Le s termes F n -oo,p,<?,+oo 

4.3.1. Soi t Z  l'ensemble ordonn é Z  complété pa r u n élémen t initia l —0 0 
et u n élémen t final  + 0 0 . Pa r abu s d e notation, nous désignerons également 
par Z  la catégorie associée à l'ensemble ordonn é Z. U n morphisme d e Z est 
donc un couple p < q, o ù p et q sont des éléments de Z . Une suite ordonnée 
Pi <  P2 < *  • •  < Pn définit u n obje t d e Mn-i(lL) not é (pi ,P29 • • •  ->Pn) • Un 
morphismejle Z  est di t fini s i s a source e t so n bu t appartiennen t à  Z . Un 
objet TtniT.) est di t fini si les morphismes qu i le composent son t finis. 

4.3.2. Nous n'utiliserons dans ce travail que les objets spectraux de type Z, 
qui seront appelés dorénavant objets spectraux. O n retrouve ains i l a notio n 
du chapitre XV, §7 de [1]. Soit Çfln(p, q), 6, p < q G u n objet spectra l à 
valeurs dans une catégorie abélienne A. Poson s : 

(4.3.2.1) FpHn(-oc, +00 ) =  lm (#n(-oo,p) — > Hn(-oo, +00) ) . 

On a  F+°°Hn(-oo,+oo) = #n(-oo, +00) e t F~°°Hn(-oo,+oo) = 0. Les 
FpHn(—00, +00 ) forment une filtration croissante de type Z de Hn(—00, +00) . 
De plus, pour tout coupl e p < g  on a un isomorphisme (4.2.7.2 ) : 

E n 
-oo,p,ç,+oo 

~ F*fTn(-oo,+oo ) /  FPfrn(-oo,+oo ) 
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4.3.3. O n s'intéresse plus particulièrement au x termes E n 
p-r+l,p,p+l,p+r 

p E Z , r £ Z , r > 0 , ca r ceux-c i permettront , sou s de s hypothèse s conve -
nables, de déterminer le gradué associé àlfn(-oo,+oo). Pou r nous ramener 
aux notations d e loc. cit., nous poserons : 

(4.3.3.1) { 

E n 
p —r,p—l,p,p+r — 1 

_ y-p,n+ P 

г.е. : 

I™ =  E p+q 
—p — r,—p—1,—p,—p-\-r — 1 

p, g G Z  , 1  < r  <  +o o 

Les différentielles correspondante s seron t notée s 

dr : ir - TP+r,q — r+l 

Il nous arrivera très souvent d'utilise r l a notation : 

(4.3.3.2) 

E n 
p-r+l,p,p+l,p+r 

— A1r+1 > 

i.e. : 

II™ =  £ g-r+2,g,g+l,g+r-l p, g G Z  , 2  < r  <  +o o 

Les différentielles correspondante s seron t notée s 

v dr :  II™ —• I I P + ^ î - ^ 1 . 

Nous préciserons dan s chaque cas la notation utilisée . Remarquons qu e lors-
qu'on utilise la notation (4.3.3.1) , les termes I™ son t définis pour r > 1, alors 
que lorsqu'on utilise la notation (4.3.3.2) , les termes II ™ n e sont défini s qu e 
pour r > 2. 

L'ensemble de s terme s E n 
p-r+l,p,p+l,p+r 

n,p G  Z, 1  <  r < +oo , 
munis des différentielles correspondantes , est appelé la suite spectrale associée 
à l'objet spectral  (Hn(p, g), 6(p, q, r)). 
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4.4. Convergence . 

4.4.1. Pou r une étude détaillée de la convergence des suites spectrales, nous 
renvoyons à  loc. cit. Nous n'utiliserons qu e le critère suivant : 

Définition 4.4.2 . O n di t qu'u n obje t spectra l (Hn(p,q),6) à  valeurs dan s 
une catégori e abélienn e A es t stationnaire, s i pou r tou t entie r n , i l exist e 
deux entiers u{n), v(n) G  Z  tels que : 

Hn(p,q) = 0, ù{n)<p<q< +0 0 , 

Hn(p, ç) = 0  , -o o <p<q< v(n) . 

Théorème 4.4.3 . Soit (Hn(p,q),6) un objet spectral stationnaire. 

a) Pour tout n j la filtration FpHn(—oc,+oo), p £ Z, est stationnaire, i.e. il 
existe deux entiers ni < n2 G Z  tels que : 

FniHn(-oc,+oc) = 0 et Fn2Hn(-oc,+oc) = tf^-oo,+oo) . 

b) Les différentielles partant de (resp. aboutissant à) E n 
r,p,q,s 

sont nulles 

si r < v(n + 1 ) (resp . u(n — 1 ) < s J, et de plus : 

c) Pour tout n et tout couple p < q, les objets E n 
r,p,q,s 

tels que : 

— oo < r < v(n + 1) et u{n — 1 ) < s < +oo 

sont canoniquement isomorphes. 

Ce théorème résulte immédiatement de s définitions . 
Un objet spectra l stationnaire fournit un e suite spectrale fortement con -

vergente au sens de loc. cit. Nous dirons qu'une suite spectrale associé e à un 
objet spectra l es t stationnaire, ou encore, abusivement, convergente, lorsque 
cet objet spectra l est stationnaire . En utilisant l'un e ou l'autre de s notations 
de (4.3.3), nous écrirons : 

I£'*=* JT'+*(-oo,+oo) 

II™ ^ ^ + 9 ( - o o , + o o ) 

pour indique r qu'un e suit e spectral e converge . L'ensembl e de s terme s 
Hp+q(—oo, +oo) ser a alors appelé l'aboutissement de la suite spectrale . 
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4.4.4. Soien t (Hn(p,q),6), (Hfn(p,q),Sf) deu x objet s spectrau x à  valeur s 
dans A e t mn(p,q) = Hn(p,q) —• Hln(p,q) u n morphism e d'objet s spec -
traux. U n tel  morphism e indui t u n morphism e de s famille s spectrale s cor -
respondantes, i.e. une famille d e morphismes : 

m 
n 

p, q, r, s 
: E n 

.p,q,r,s 
E' n 

p,q,r,s 

qui commutent aux différentielles. E n particulier, le morphisme ra(p, q) induit 
un morphisme de s suites spectrale s correspondante s : 

m™ :  E™ —> ElV;q . 

(On pose ici Epq =  I ™ ou bien Epq = II™ e n prenant l'un e o u l'autre de s 
notations de (4.3.3)). 
Proposition 4.4.5 . On suppose que les objets spectraux : 

(Hn(p,q),6) et (H'n(p,q),6') 

sont stationnaires et que pour un entier r convenable, le morphisme : 

m™ :  E™ —• E'™ 

est un isomorphisme pour tout couple p, q. Alors pour tout rf > r, le mor­
phisme : 

m™ :  E™ — E,pr;q 

est un isomorphisme. Le morphisme : 

mn(-oo, +oo) :  Hn(-oo, +oo ) — • #'n(-oo, +oc) 

est un isomorphisme d'objets filtrés. 

En effet , le s mpq définissen t u n isomorphisme entr e les objet s différen -
tiels gradué s (Epq,dr) e t ( i? '™,^) . Il s induisen t don c u n isomorphism e 
sur les objets d e cohomologie E'f+i et  E'f+i -> d'o ù l a première assertion pa r 
récurrence sur rf. Les objets spectrau x étan t stationnaires , le morphisme : 

flioo ' ̂ oo * ^ oo 
est u n isomorphisme . Le s E™ (resp . JE' ™ ) son t le s gradué s associé s au x 
objets filtrés Hn(—oo, +oo) (resp . H,n(—oo, +oo) ). Comme les filtrations d e 
ces objets son t stationnaires , on en déduit qu e : 

ran(-oc,+oo) :  #n(-oc, +oo) —•  #'n(-oo, +oo) 

est u n isomorphisme d'objet s filtrés . 
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Chapitre II I 

Les catégorie s dérivées . 

1. Définition s de s catégorie s dérivées . 

Dans ce paragraphe, A désigne, sauf mention du contraire, une catégorie 
abélienne. 

1.1. Notation s e t terminologie . 

1.1.1. Soi t A un e catégori e additive (non nécessairemen t abélienne) . O n 
désigne par comp6(̂ 4 ) (resp . comp+(^4), resp. comp~(.4) ) la sous-catégori e 
pleine de comp(.4) définie par les complexes X tel s que X* = 0 , pour \i\ assez 
grand (resp . i assez petit, resp . i assez grand). On désigne par K6(̂ 4 ) (resp . 
K+(^4), resp. K~(*4) ) la sous-catégorie pleine de K(A) défini e pa r les objets 
de comp̂ (k4) (resp . comp+(̂ 4) , resp. comp~(̂ 4) ). 
1.1.2. Soien t maintenan t A un e catégori e (abélienne ) e t *  l'un de s signe s 
typographiques :  6 , + , — , "vide" . O n désign e pa r comp*'6(*4 ) (resp . 
comp*,+ (A), resp . comp*'~(k4) ) la sous-catégorie pleine de comp*(*4) définie 
par les complexes X objet s d e comp*(̂ 4) tels que H\X) = 0, pour \i\ grand 
(resp. pour i petit , resp . pour i grand) . D e même, on désign e pa r K*'6(*4 ) 
(resp. K*'+(̂ 4) , resp. K*'~(A) ) la sous-catégorie pleine de K*(A) définie pa r 
les complexes X objet s d e K*(.4) tels que H\X) — 0 , pour \i\ grand (resp . i 
petit, resp. i grand). On introduit ains i huit sous-catégorie s d e K(A) : 

(1.1.2.1) K\At 
K+'b(A)[ 

K+'b(A) 

K+(A), 

K '\A) 

K~{A) 

K <+(A\ 

K'-(A) 
K(A) 
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Il résult e immédiatemen t d e la définitio n de s triangle s distingué s dan s 
K(A) (chap . I, 3.3.1) et des propriétés du foncteur cohomologiqu e canonique 
H :  K(>4) —> A qu e les catégories K*' * (A) C  K(>4) sont de s sous-catégorie s 
triangulées (chap. II , 2.1.5 ) pleine s (strictemen t s i *  = "vide" ) e t saturées 
(chap. II, 2.1.6) de K(A). 

1.1.3. U n complexe X d e A est dit acyclique si pour tout entier i, H 2(X) = 0  . 
On désigne par Ac*(̂ 4) la sous-catégorie pleine de K*(*4) définie par les com-
plexes acyclique s qu i son t de s objet s d e K*(.4) . U n morphism e X ——> Y 
de K(.4 ) (resp . de comp(̂ 4) ) est appel é un quasi-isomorphisme s i pour tou t 
entier i, l e morphisme H\X) H*(Y) H*(Y) est u n isomorphisme. O n désigne 
par Qis*(̂ 4 ) (o u pa r Qis * lorsqu'aucune confusio n n'e n résulte ) l'ensembl e 
des quasi-isomorphismes d e K*(.4) . La sous-catégorie Ac*(A) d e K*(>4 ) est 
une sous-catégori e triangulée strictemen t plein e e t saturé e d e K*(*4) . L'en-
semble Qis*(.4) est un système multiplicatif satur é de morphismes de K*(>4) 
(chap. II , 2.1.4) . Dans u n triangl e distingu é (X , Y, Z, v, w) de K*(A), l e 
morphisme ù est un quasi-isomorphisme s i et seulemen t s i le complexe Z es t 
acyclique. Autrement di t (chap . II, 2.1.15) , Qis*(.4) es t l e système multipli-
catif d e K*(̂ 4 ) associé à la sous-catégorie triangulée pleine Ac*(.4). 

1.1.4. Soi t M u n ensemble d'objets d e A. U n complexe de A es t di t de type 
M s i tous ses composants sont des éléments de M. Un morphisme u :  X —> Y 
de K*(*4) ou de comp*(.4) est appelé une résolution à droite (resp. à gauche) 
de X (resp . Y ) de type M si u es t u n quasi-isomorphism e e t s i Y (resp . 
X) es t u n complex e d e typ e M. L e plus souvent , pa r abu s d e langag e e t 
quand l e contexte n e prête à  aucun e confusion , o n supprim e l a mentio n " à 
droite" (resp . "à gauche"). De même le plus souvent , par abus de langage et 
quand l e context e ne prête à  aucune confusion , o n désigne par résolutio n à 
droite (resp. à gauche) d'un obje t Y , le but (resp . la source) d'une résolutio n 
à droit e (resp . à  gauche) d e Y. O n désign e pa r comp ^(M), ou simplemen t 
comp*(M) (resp . K ^(M), ou simplemen t K *(M)), la sous-catégori e plein e 
de comp*(.4) (resp . K*(̂ 4) ) définie pa r les complexes de type M . 

1.1.5. Lorsqu e M es t l'ensemble de s objets projectif s (resp . injectifs) d e la 
catégorie A ,  les complexes dont les composants sont projectifs (resp . injectifs) 
sont appelés , conformément au x conventions ci-dessus , les complexes de type 
projectif (resp. injectif). Le lecteur prendra soin de ne pas confondre les com-
plexes de type projectif (resp . injectif) ave c les objets projectif s (resp . injec-
tifs) d e la catégorie comp(^4). On constate aisément qu'u n objet d e comp(.4) 
est projecti f (resp . injectif ) s i e t seulemen t s'i l es t d e typ e projecti f (resp . 
injectif) e t homotop e à  zéro. 
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1.2. Le s sous-catégorie s remarquable s de s catégorie s dérivées . 

Proposition 1.2.1 . a ) Les sous-catégories K '*(*4) C  K(*4 ) sont Ac(̂ 4)-
localisantes à droite et à gauche (chap. II, 2.3.5). 
b) Les sous-catégories K+'*(.4 ) C K(*4) sont Ac(A)-localisantes à droite. 

b)bls Les sous-catégories K~'*(̂ 4 ) C  K(̂ 4) sont Ac(A)-localisantes à gauche. 

c) La sous-catégorie Kb(A) C K+(.4) est Ac*(A)-localisante à gauche. 

c)bls La sous-catégorie K6(,4 ) C K~(A) est Ac~(A)-localisante à droite. 

d) Tout objet de K '+(*4) s'envoie par un quasi-isomorphisme dans un objet 
de K+(A). 

d)bls Tout objet de K  J~(A) reçoit par un quasi-isomorphisme un objet de 
K-(A). 

e) Tout objet de K ,6(.4) s'envoie par un qùasi-isomorphisme dans un objet 
de K+'V) • 
e)bis Tout objet de K  'b(A) reçoit par Un quasi-isomorphisme Un objet de 
K~'b(A). 

f) Tout objet de K+'b(A) reçoit par un quasi-isomorphisme un objet de K6(*4). 
f)bls Tout objet de K~'6(̂ 4) s'envoie par un quasi-isomorphisme dans un objet 
de Kb(A). 

Pour tou t complex e X, o n désigne par X(n, +oo ) (resp . X( — oc, n) ) le 
complexe : 

X(n, +oc ) = , 0 ^ 0 - ^ X71/ Im (d1^1) —• Xn+1 —• • • • 

(resp. 

X(-oo, n) = • Xn~3 —+ Xn~2 —+ Ker (d1^1) —> 0 —+ 0 • • •  ) 

et pa r p : X — • X(n,+oo ) (resp . i : X(—oo,n) —• X) l e morphisme d e 
complexes : 

pq = identité, q > n , 

pn - Xn —• Xnj I m (dx'1) (morphism e canonique) , 

pq = 0 ,  q < n-1 
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(resp. 

iq = identité , q < n — 1  , 

i71"1 = Ker (d7^1) —• Xn_1 (morphism e canonique), 

iq = 0  ,  q > n ) . 

Remarquons qu e le morphism e p (resp . i) induit un isomorphism e su r les 
objets de cohomologie en degré j > n (resp. j < n) et que W(X(n, +00)) = 0 
pour j < n (resp . H\X(—00, n)) = 0 pour j > n). Toutes les assertions de 
la proposition (1.2.1 ) se démontrent alor s immédiatement e n utilisant cett e 
construction. Nou s laissons a u lecteu r l e soi n d e faire l a démonstratio n e n 
détail. 

Définition 1.2.2 . O n appell e catégorie dérivée de A e t o n not e D(A) l a 
catégorie triangulée : 

D(A) = KG4)/Ac(.4) =  K(A) [Qis(^)"1 ] 

(chap. II, 2.2.6 et 2.2.10) . 

Il résulte du théorème (2.2.6) que le foncteur cohomologiqu e canonique 
H :  K(̂ 4) —• A s e factorise d'un e manièr e unique en un foncteur cohomolo -
gique encore noté : 

(1.2.2.1) H  :  D(A) A 

et encor e appel é foncteur cohomologique canonique. L e foncteur canoniqu e 
de passage au quotient es t noté Q : K(A) —• D(A). 

Théorème 1.2.3 . a) Les joncteurs naturels qui figurent dans le diagramme : 

K >+(A)/Ac(A)^ 

K '\A)/Ac(A)[ D(A) 

К '-(Л)/Ас(Л) 
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sont strictement pleinement fidèles. Ils sont injectifs sur les objets et réalisent 
donc les catégories K  '*(*4)/Ac(.4) comme sous-catégories triangulées stric­
tement pleines de D(A). Un objet X de D(A) est un objet de K 'b(A)/Ac(A) 
(resp. K  >+(A)/Ac(A) , resp. K  '  (A)/Ac(A) )  si et seulement si H!(X) = 0 , 
pour \i\ grand (resp. i petit, resp. i grand). 

b) Les fondeurs naturels qui figurent en traits pleins dans les diagrammes : 

K+(A)/Ac+(A) >K >+(A)/Ac(Ay^ 

^D(A) 

K-(A)/Ac-(A) >K <-(A)/Ac(A)'^ 

^K+>b(A)/Ac+(A\ 

Kb(A)/Acb(A) K'b(A)/Ac(A) >D(A) 

K-'b(A)/Ac-(A) 

sont des équivalences de catégories. Il sont injectifs sur les ensembles d'objets. 

c) Les foncteurs naturels qui figurent en traits pleins dans le diagramme : 

K+'b(A)/Ac+(A) >K+(A)I A c + ( ^ ) ^ 

^0(A) 

K->b(A)/ Ac~(A) • K~(A)I kc-{A)'^" 

sont strictement pleinement fidèles et injectifs sur les ensembles d'objets. 

Résulte immédiatement d e (1.2.1) et d e (chap. II, 2.3.5). 
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1.2.4. L a sous-catégori e K 'b(A)/Ac(A) (resp . K  ,+ C4)/Ac(.4), resp. 
K >-(A)/Ac(A)) de D(A) es t notée DB(A) (resp . D +(.4), resp . D~(A)) et 
est appelée la sous-catégorie des objets bornés (resp. bornés inférieurement, 
resp. bornés supérieurement). Il convient de noter que ces limitations ne s'ap-
pliquent qu'au x objets d e cohomologie des complexes considérés . 
1.2.5. Soien t X e t Y deu x objet s d e D (,4). O n désign e pa r Ext°A(X,Y) 
le group e HomD(^)(X , Y). D e même , o n désign e pa r ExtA(X,Y) le s 
groupes ExtA(X,Y[i\) ~  ExtA(X[-i],Y) (chap. I, 1.3.8) . Cett e notatio n 
Sera justifiée ultérieurement . Rappelon s cependan t qu e tout triangl e distin -
gué (X,X*,X",u,v,w) (resp . (Y,Yf,Yf,,u,v,w)) d e D(A) fournit un e suite 
exacte illimitée : 

• • •  - Ext^X" , Y) —  BAA{X',Y) —  Ext^X , Y) — Ext^X" , Y) - •  • • 

(resp. 

... - Ext°A(X,Y) — Ext°A(X,Y') - , ExtA(X,Y") — ExtA(X, Y) - • • • ) 

(chap. II, 1.2.1). 

1.2.6. Soi t M u n ensemble d'objet s d e A . O n désigne par DM(A) la sous-
catégorie pleine de D(A) définie par les complexes dont les objets de cohomolo-
gie appartiennent à  M en tout degré. On désigne par (.4 ) la sous-catégorie 
pleine DM{A) f ï D*(A). S i la sous-catégori e plein e d e A défini e pa r le s ob-
jets d e M es t un e sous-catégorie épaisse de A (i.e. si elle est abélienne , s i le 
foncteur d'inclusio n es t exact e t s i l'ensemble de s objets d e M es t stabl e par 
extension), le s sous-catégorie s D ^(^4) son t de s sous-catégorie s triangulée s 
pleines d e D(*4). 

1.2.7. Soien t F : A —> B u n foncteu r exac t entr e deu x catégorie s abé -
liennes e t K(F) : K(A) — • K(# ) l'extension d u foncteur F au x complexes à 
homotopie près (chap. I, 2.5.10). Le foncteur K(F ) transforme les complexes 
acycliques d e A e n complexes acyclique s d e B, es t exac t (chap. II, 1.3.7) et, 
par suite , (chap. II, 2.2.6 ) défini t u n foncteur exac t D(F) : D(A) —• D(B). 
Le foncteur D(F) transforme le s objets borné s (resp . bornés inférieurement , 
resp. bornés supérieurement ) d e D (.4) e n objet s d e même nature d e D(B). 
Le plus souvent , o n utiliser a l a notatio n abusiv e F :  D(A) — > D(#) pou r 
désigner le foncteur D(F). 

1.2.8. L'isomorphism e canoniqu e (chap. II, 1.3.8 ) t : K (*4)° — > K (̂ 4°) 
transforme le s objet s d e Ac (*4)° e n objet s d e Ac (,40) et , pa r suite , défini t 
un isomorphisme d e catégories triangulées encore noté i :  D(*4)° —• D(A°). 
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On identifiera dorénavant , sauf mention du contraire, les catégories D(*4)° et 
D(*4°) à l'aide d e l'isomorphisme L. Notons que cette identification identifi e 
la catégori e D6(*4) ° ave c la catégori e D6(^4°) , la catégori e D+(^4) ° ave c la 
catégorie D~(^4° ) e t la catégorie D~(A)° ave c la catégorie D+(A°). 

1.2.9. L e foncteur canoniqu e A — • K(.4 ) (chap. II, 1.3.3) , composé avec 
le foncteu r Q : K(A) — > D(*4) , fournit u n foncteu r A — > D(.4 ) qu i es t 
pleinement fidèle : en effet, soien t X  e t F  deu x objets d e A. U n morphisme 
dans D(A) de X dan s Y es t (chap. II, 2.2.2) la classe D d'un diagramm e de 
K(A): 

D = X Z% y  , 

où s es t u n quasi-isomorphism e d e K(A). Pa r suite , s :  Z# — > X indui t 
un isomorphism e H°(s ) :  H°(Z#) H(X ) =  X  e t o n vérifi e aussitô t qu e 
D — Q (H°(m) H°(s)_1) .  Ceci montre que l'homomorphisme : 

Horru(X,Y)-^ Hom DM)(X,y) 

est surjectif . Montron s qu'i l est injectif. U n morphisme /  :  X — > Y dan s A 
définit u n morphisme nul dans la catégorie D(A) si et seulement s'i l existe un 
quasi-isomorphisme s : Z* — • X  dan s K(A) te l qu e fs — 0 . O n en dédui t 
que H°(/ ) H°(s) =  0 . Comm e H°(s ) es t u n isomorphisme, o n en déduit qu e 
h°(/) =  /  =  o . 

Notons que le foncteur A — > D(̂ 4) est de plus injectif su r les ensembles 
d'objets e t réalis e par suit e A comm e sous-catégori e pleine d e D(^4) . Doré-
navant, la catégorie A ser a toujours considéré e comme une sous-catégorie de 
sa catégorie dérivée par l'intermédiaire d e ce foncteur. L e foncteur cohomolo-
gique canonique D(A) A ,  restreint à  la sous-catégorie A ,  est le foncteur 
identique. 
Proposition 1.2.10 . a ) Un objet X de D(A) est isomorphe à un objet de 
A si et seulement si H*(X) = 0 , pour tout i ^ 0 . Il est alors canoniqùement 
isomorphe à H°(X). 

b) Soient X et Y deux objets de A • On a : 

Ext^(X,y) =  0  , pou r n < 0 , 

Ext°A(X,Y) = HomA(X,Y) . 

Démontrons a) . H est clai r qu e H*(X ) =  0 , pou r i ^ 0 , lorsqu e X  es t 
un objet d e A. Soi t X u n objet d e D(̂ 4 ) tel que H*(X ) soit nul , pour i ^ 0 . 
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Le complexe X(0,+oo) (démonstration de (1.2.1)) est alors quasi-isomorphe 
à X , et l e morphisme canoniq e H°(X(0 , +00)) — • X(0, +00) est u n quasi -
isomorphisme. Ce qui montre que X es t isomorphe dans D(̂ 4) à H°(X). 

Démontrons 6) . La deuxième égalit é es t mis e pour mémoir e e t résult e 
de c e qu e A es t un e sous-catégori e plein e d e D(A). U n morphism e dan s 
D(A) d e X[—n] dans Y es t d e la forme Q(m)Q(s)~1, o ù m : Z* —• Y es t 
un morphism e d e K(̂ 4 ) et s : Z* —> X[—n] es t u n quasi-isomorphism e d e 
K(.4). Le morphisme i :  Z#(-oo,n +  1 ) —• Z* (démonstratio n d e (1.2.1) ) 
est alor s un quasi-isomorphisme. Pa r suite , on a : 

Q{m)Q(s)-1 = g(m)Q(0Q(0"1Q(5)"1 =  Qim^Qisi)-1 . 

Lorsque n est strictemen t négatif , mi = 0. Pa r suite , Q(m)Q(s)~1 = 0. 

Définition 1.2.11 . O n désign e pa r A^xt l a sous-catégori e plein e d e D(A) 
définie pa r les translatés des objets d e A. 

La catégori e ̂ 4Ex t est don c (contrairemen t à  l a sous-catégori e A ) une 
sous-Z-catégorie d e D (.4). U n obje t d e D(A) es t isomorph e à  u n obje t d e 
A^xt s i et seulement s'i l ne possède qu'un seul objet d e cohomologie non nul. 

1.3. L e <Ç -foncteur canonique . 

1.3.1. Soi t A un e catégori e abélienn e e t V un e catégori e triangulée . U n 
6-foncteùr de A dan s V es t u n objet constitu é par : 
1) Un foncteur G : A —> V . 

2) La donnée, pour tout e suit e exacte S = 0  —• X —• Y —• Z — • 0  d e 
A, d'u n morphism e de V : 

ê(S) :  G(Z) -+ G(X)[1] . 

Ces données étant soumise s aux axiomes suivants : 
a) Pour tou t morphism e de suites exactes : 

S =  0  >X >Y >Z ̂ 0 

ù\ v\ w\ 

S' = 0  yX' >Y' *Z' ^ 0 
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le diagramme ci-après est commutati f : 

G(Z)-
6(S) 

G(X)[1] 

G{w) G(u)[l] 

G(Z') • 
ê(S') 

•G(X')[l] 

b) Pour tout e suit e exact e d e A, S = 0 — > X u Y V Z 0, l e 
triangle (G(X),G(Y), G(Z),G(û),G(v),ê(S)) es t distingué . 
1.3.2. Soien t A un e catégorie abélienne et ù un morphisme de comp(,4). On 
désigne par [u] l'image de ù dans D(A). Soi t S =  0  —• X Y Z — • 0 
une suite exact e d e comp (.4). Les propriétés d'adjonction d u foncteur côn e 
(chap. I, 3.1.3), définissent u n morphisme fi(S) :  c(u) —• Z. L e diagramme 
ci-après est commutati f (chap. I, 3.2.2.4) : 

y p(ù) 
c(ù) 

V ris) 

z 

Un calcul simple montre que les composants d u morphisme fJ,(S) son t : 

fi(Sy :  Yi © Xi+1 —• Z{ 
(1.3.2.1) 

M^ =  («So ) • 
On en dédui t qu e le morphisme /¿(5 ) :  c(w) —• Z es t u n épimorphism e e t 
qu'on a  une suite exacte : 

0 —• c(\dx) — • c(u) —y Z —• 0 . 

Introduisons alor s le complexe c((i(S)) e t soi t m :  c(idx) — • c(/j(5))[-l ] l e 
morphisme de composants : 

mi : Xi © Xi+1 —± Z4-1 © F' ©  Xi+1 

(1.3.2.2) 
mi = 

0 0 
ù{ 0 
0 i d 
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Le morphisme m es t u n monomorphisme e t o n a la suite exacte : 

(1.3.2.3) 0  — c(idjr ) c(/i(5))[-l ] — c(idz)[-l ] —  0  . 

Les complexes c(idx) et c(id^) sont homotopes à zéro. Par suite , le complexe 
c(fj,(S)) est acyclique . Le morphisme u (S) est don c un quasi-isomorphisme . 

En passant dan s la catégori e K(A), o n obtient u n diagramm e (chap. I, 
3.2.2.7) : 

X й Y i (u) c(u) Q(Ù) 
X[l) 

V 
KS) 

Z 

Posons alors : 

(1.3.2.4) ê(S) = [q(ù)] [fi(S)}-1 . 

Il résulte des définitions de s structures triangulées de K(̂ 4) (chap . I, 3.3.1) et 
de D(A) (chap . II, 2.2.6) que le triangle (X,Y,Z,[u],[v],6(S)) es t distingu é 
dans D(A). D e plus , o n vérifi e immédiatemen t qu e le morphism e 6(S) es t 
fonctoriel pa r rapport à  S ((1.3.1) , propriété a)). On a donc muni le foncteur 
canonique comp(̂ 4 ) — > D(*4) d'une structur e d e ^-foncteur . L e ^-foncteu r 
ainsi obtenu est appelé le 6-foncteur canonique. Le morphisme 6(S) est appelé 
le morphisme de liaison associé à la suite exacte S. 

1.3.3. Soi t A0 l a catégori e opposé e à  A. Pou r tout e suit e exact e S d e 
comp(.40), désignons par 6°(S) l e morphisme de liaison associé . Soient C une 
catégorie, X u n obje t d e C  et i l u n morphism e d e C. Dans l a propositio n 
ci-après, nous désignerons abusivement pa r X° e t U° l'obje t e t le morphisme 
correspondant de la catégorie opposée à C (rappelons que la catégorie opposée 
à C a même ensemble d'objet s e t d e morphismes qu e la catégorie C ) . 

Proposition 1.3 .4. a ) Pour toute suite exacte S de comp(^4), on a : 

6(S[1)) =-ô(S)[l] . 

b) Pour toute suite exacte S de comp(^l), compte tenu de l'identification 
(1.2.8), on a : 

ê°(S°) = S(S)°[1] . 
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c) Tout triangle distingué de D(A) est isomorphe à un triangle distingué du 
type (X,Y,Z, MJv] ,«^) ) , où S = 0 —• X Y Z — • 0  est une 
suite exacte de A. 

La démonstratio n d e a) e t b) es t laissé e a u lecteur . Démontron s c) . 
D'après (chap. II, 2.2.6) , tou t triangl e distingu é d e D(A) es t isomorph e à 
l'image pa r Q : K(A) —• D(A) d'u n triangl e distingu é d e K(A). D'aprè s 
(chap. I, 3.3.1 ) e t l'axiom e TRII , tou t triangl e distingu é d e K(A) es t iso -
morphe à  un triangle de la forme : 

Y 
p(u) 

c(ù) • 
q(u) 

X[l) 
-u[l] 

Y[l] 

Par suite , tou t triangl e distingu é d e D(A) es t isomorph e à  u n triangl e d u 
type : 

(Y, c(«),X[l],[p(ti)], [?(«)],-[tt][l]) • 
Remarquons alors que : 

5 = 0 y 
p(«) 

c(ti) 
g(u) 

X[l] 0 

est un e suit e exact e d e comp(*4) . H résulte alor s d e (chap. II, 1.2.4 ) qu'i l 
existe un isomorphisme du triangle : 

(y, c(tì),X[l],[p(tt)],[c(tì)], -[«][!]) 

sur le triangle : 
(y,c(tt),X[l],[p(ti)],[ç(ti)],i(5)) . 

Proposition 1.3.5 . a ) Tout foncteur F :  comp(.4) —> C qui transforme les 
quasi-isomorphismes en isomorphismes de C, se factorise de manière unique 
par le foncteur comp(̂ 4) —> D(*4) . 
b) Tout foncteur semi-exact de comp(.4) dans une catégorie abélienne B qui 
transforme les quasi-isomorphismes en isomorphismes se factorise d'une ma­
nière unique à travers le 6-foncteur canonique comp(̂ 4) —> D(,4) et un fonc­
teur cohomologiqùe de D(.4) dans B. 

L'assertion 6 ) résulte de l'assertion a) et d e la description de s triangles 
distingués de D(A) donnée par (1.3.4) . L'assertion a) résulte de la définitio n 
de D(A) (chap. II, 2.2.6) et d u lemme ci-après. 

Lemme 1.3.6. Soient A une catégorie additive (non nécessairement abé­
lienne) et F un foncteur de comp(̂ 4) dans une catégorie C. Les conditions 
suivantes sont équivalentes : 
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i) F se factorise par K(A). 
ii) F transforme les homotopismes en isomorphismes de C. 

Il es t clai r qu e i) =>> ii). Pou r montre r qu e ii) =ï t) , il suffi t d e mon-
trer qu e F transform e le s couples de morphismes homotopes en morphismes 
égaux. Soit X u n objet d e comp(.4). Le foncteur su r comp(̂ l ) : 

Y i— {couple de morphismes de X dans Y muni d'une homotopie qui les relie} 

est représentable par un complexe Z : 

Zi =  X1 © x{ © xi+1 

(1.3.6.1) 
d'y = 

(d{x 0  idx¿+1 \ 

O dlx -  id .̂+i 

О 0 -d^1 

П existe donc deux morphismes homotope s p\,p2 - X —> Z : 

(1.3.6.2) 

pi = 
\dXi 

0 
0 

s1 = 
о 

idXi 
О 

et i l suffi t d e montre r qu e F(pi ) = F(p2 ). O r l e coupl e d e morphisme s 
(idx, idx) muni de Phomotopie triviale défini t u n morphisme 7 r : Z — • X : 

(1.3.6.3) 7T' = (idX,,id X<,0) 

et o n a  7rp i =  irp2 = \dx .  De plus, on vérifie immédiatemen t qu e les mor -
phismes 7T , pi e t p2 sont de s homotopismes. Il en résulte que F(pi), F(p2), 
F(TT) sont de s isomorphismes e t qu e F(TT)F(PI) = F(TT)F(P2) = idj?(x) •  Par 
suite, F(pi) =  F(jp2) 5 ce qui achève la démonstration du lemme. 

Remarque 1.3.7 . H résulte de la proposition (1.3.5 ) que la catégorie dérivée 
de A es t l a solutio n d u problèm e universe l consistan t à  inverse r le s quasi -
isomorphismes d e comp (̂ 4) (chap. II, 2.2.3, &)). 
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2. Résolutions. 

Dans tout ce paragraphe, A désigne une catégorie abélienne. 

2.1. Morphisme s élémentaires . 

2.1.1. Soien t X u n complex e d e A e t X% l e composan t d e degr é i. Soi t 
ù : Y —> X% u n morphism e d e A. Construison s l e diagramme commutati f 
ci-après : 

(2.1.1.1) 
x,i-l V2 Y 

n1 u' U v3 

Xi-3 dx Xi-2 dx2 Xi-i dy1 
Xi 

dx Xi+i 
d12 

Xi+2 

où le carré : 
X,I-I V2 Y 

m1 û 

XI-I 4"1 X1 

est cartésie n et où les morphismes V\ et ̂ 3 sont défini s pa r les égalités 

V2VI =  0  , 

ÙFV1 = d*x2 , 

V3 = d%XU . 

Désignons alors par X(ù,ï) l e complexe : 

(2.1.1.2) 

X(ù,i) = . . . J T " 3 
dx 3 

xi-2 vi X,I-I V2 Y V3 Xi+i 
dix1 

xi+2 

et pa r p(ii, i) : X(ù, i) —> X l e morphisme d e complexe : 

p(ù, i)3 = identité , pour j ^  i  — 1 , i , 

(2.1.1.3) p ^ t ) 1 " ^ tl ' , 

p(w, i)* = ^  . 
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Soit alor s m : Z —> X u n morphism e d e complexes . H  est clai r qu e l e 
complexe Zf a u dessus de Z obten u par le changement d e base Z m X : 

z' X(û,i) 

p(u, i) 

Z m X 

est isomorph e à  un complex e p(w, i) : Z(w, i) —• Z pou r u n morphism e w 
convenable. 

Lemme 2.1.2 . a ) Le morphisme Hj(p(ù,i)) : W(X(ù,i)) —• W{X) est un 
isomorphisme pour j ^ i, i + 1. 
b) On a des suites exactes : 

0 -+ H\X(ù,i)) - > H\X) (Ke r (éx) + Im(tO) /  (l m (d^1) + lm(ù)) 0 

0 (Ke r (d*x) + lm (ti)) /  (l m (d^1) + lm(tt)) — • 

X{ /  (l m {d1-1) + Im(ti)) — • X* / (Ke r (d*x) + lm(«) ) — • 0 

0 —• X* / (Ke r (d^) +  lm (ti)) — • H i+1(X(ù, i)) —• H '+1(X) —• 0 

c) Powr gt/e p(u,i) soit un quasi-isomorphisme, il faut et il suffit que : 

lm (dfc1) + Im (ti) = X* . 

La "chass e au diagramme" est laissée au lecteur. 

Définition 2.1.3 . Un morphisme d e complexes m : Z —• X es t appel é un 
morphisme élémentaire de hauteur i s'i l est isomorphe dans J^i(comp(^4)) à 
un morphisme d u type p(ù,ï), o ù u est un épimorphisme. 

Un morphisme élémentaire est donc, en particulier, un quasi-isomorphisme 
((2.1.2), c)) . Un morphisme élémentair e es t u n épimorphisme d e comp(^4). 
Un épimorphisme de comp (̂ 4) est un morphisme élémentaire si et seulement 
si son noyau est un complexe acyclique comportant au plus deux composants 
non nuls. Le composé de deux morphismes élémentaires de même hauteur est 
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un morphisme s élémentaire . Le s morphisme s élémentaire s son t stable s pa r 
changement d e base. Soit : 

xn Un 
Xn-1 

Un-1 
Xn-2 1 

une suit e d e morphisme s d e complexes , illimité e dan s le s deu x sens , tell e 
que pou r tou t entie r n, l e morphism e ùn soi t u n morphism e élémentair e 
de hauteu r —n . Cett e suit e adme t dan s comp(*4 ) un e limit e projective et 
inductive (cette suit e indui t su r le s composant s d e degr é donn é un e suit e 
stationnaire dans les deux sens). 
Lemme 2.1.4. Soit m : X — > Y un quasi-isomorphisme de comp(^l). / / 
existe une suite de morphismes : 

un : Xn — • X N_I ,  n G  Z , 

telle que un soit, pour tout entier n, un morphisme élémentaire de hauteur 
—n,et des morphismes : 

lim Xn ^- Y , 
n 

lim Xn ^— X ,  v homotopisme (chap. I, 2.5.11) , 
n 

tels que le diagramme : 

X V •lim Xn 
n 

m 

Y -+ lim Xn 
n 

soit commutatif à homotopie près. 

Tout d'abord , remarquon s qu e pou r tou t morphism e m : X — • Y d e 
comp(h4), il existe u n épimorphisme m1 : Xf — • Y e t u n diagramm e com-
mutatif à  homotopie près : 

X V •X' 

m m' 

Y 
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où V est un homotopisme. 
Construisons en effet l e cône du morphisme m : 

m v(m) 
X • Y • c(m) >X[Ï\ , 

puis de nouveau, le cône du morphisme p(m) : 

p(m) q 
Y •  c(ro) >c{p{m)) • Y[l] . 

Le morphism e c(p(m)) -̂ U Y[l] es t un e épimorphism e (chap. I, 3.2.2) . I l 
résulte de s propriété s de s triangle s distingué s (propriét é TRII ) qu'i l exist e 
un homotopisme : 

X JU c(p(m))[-l] 

tel que le triangle ci-aprè s : 

X V c(Km))[-l] 

m Í [ - I ] 

Y 

soit commutati f à  homotopie près. 
On peu t don c suppose r qu e l e morphism e m es t u n épimorphism e d e 

comp(>4). Soit alor s : 

N = >  — ^ iVi+ 1 — ^ Ni+2 —• • • -

le noyau du morphisme m . Posons : 

N_n =  y Nn~3 —+ Nn~2 —• l m (dnN~2) — > 0 —• 0 —• •  • •  . 

Les N-n formen t un e suite décroissante de sous-complexes acyclique s d e iV, 
d'où e n posant Xn = X/Nn, un e suite : 

un : Xn —• Xn-i ,  n  6  Z . 

Les un sont de s morphisme s élémentaire s d e hauteu r —ft et li m Xn = X, 
lim Xn = F . V 
n 
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Remarque 2.1.5 . Plaçon s nou s sou s le s hypothèse s d u lemm e (2.1.4 ) e t 
supposons d e plu s qu e X, Y G  Ob comp~(*4). L'argumen t présent é plu s 
haut montr e alor s qu'o n peut , e n changean t a u besoi n X pa r u n homoto -
pisme, suppose r qu e m  es t u n épimorphisme . L a constructio n d e l a suit e 
Xn présenté e ci-dessus, montre alors que le système inductif Xn es t station -
naire (i.e. Xn = Y e t un — identité pou r n petit ) e t qu e pou r tou t n , 
Xn G  O b comp-(.4). 

2.2. Étud e d e certain s ensemble s d'objets . 

2.2.1. Soi t M u n ensemble d'objets d e A .  Nous considérerons les différente s 
propriétés suivantes : 
(Ei) Le s objets nul s appartiennen t à  M. L a somme directe d e deux objet s 
appartenant à  M es t un objet appartenan t à  M. 
(E2) Pou r tou t épimorphism e X L, o ù X es t u n obje t d e A e t L u n 
élément d e M , i l exist e u n épimorphism e v : V —• L, L1 G M, qu i s e 
factorise pa r ù. 

( £ 3 ) Pou r tou t entie r n et toute suit e exacte : 

0 —• X —• Ln —• Ln-i —• > L0 —• 0 ,  Li G  M, 0  < i < n , 

il existe un épimorphisme V —> X, o ù Lf G  M. 
(E4) Pou r tout épimorphisme ù : L —> X', L , V G  M , le noyau de ù est un 
élément d e M. 
(E5) Pour tout e extension 0  —• L —• Z —• V — • 0 , L, V G  M, l'obje t 
Z es t u n élément d e M ;  0 est u n élémen t d e M. 
(Eç) L'ensemble M es t exact, i.e. chaque fois que deux des objets d'une suit e 
exacte courte de A son t de s éléments de M, le troisième l'est aussi ; 0 est un 
élément d e M. 

On notera qu'o n a  les implications (EQ) => • (E4) et (E$), (E4) (Es) 
et (Es) (Ei). Un e suite exacte illimitée : 

• Ln —• in_! — • > L0 —> X —> 0 ,  L{e M ,  i e N , 

est appelé e une 00- M-présentation d e l'objet X. Soi t M u n ensemble d'ob -
jets possédan t le s propriété s (£1) , (E2) e t (E3). Désignon s pa r MA l'en -
semble d'objet s suivant s :  u n obje t X appartien t à  MA s'i l possèd e un e 
oo-M-présentation e t s i pour tou t entie r n et toute suit e exacte : 

0 —>Xf —• Ln —• Xn_i — • > L0 —y X — • 0 , Li G  M , 0  < i < n, 

l'objet Xf possèd e une oo-M-présentation . 
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Lemme 2.2.2 . Soit 0  —• X —> Y —> Z — > 0  une suite exacte de A. 
a) SiX etY sont des éléments de MA, il existe un épimorphisme u :  L —> Z, 
Le M. 
b) Si X et Z sont des éléments de MA, il existe un épimorphisme u : L —• Y, 
Le M. 
c) Si Y et Z sont des éléments de MA, il existe un épimorphisme u :  L —> X, 
Le M. 

Lemme 2.2.3 . Soit 0  —• X —> Y —• Z — > 0  une suite exacte de A. 

a) Si Y et Z sont des éléments de MA, pour tout épimorphisme u :  L —> X, 
L e M, le noyau de u est un noyau d'un épimorphisme entre deux éléments 
de MA. 

b) Si X etY sont des éléments de MA, pour tout épimorphisme u : L —> Z, 
L e M, le noyau de u est un conoyau d'un monomorphisme entre deux élé­
ments de MA. 

c) Si X et Z sont des éléments de MA, pour tout épimorphisme u : L —• Y, 
L e M, le noyau de u est un noyau d'un épimorphisme entre deux éléments 
de MA. 

La démonstration des deux lemmes est laissée au lecteur. On remarquera 
que les propriétés (a) et (c) des lemmes (2.2.2) et (2.2.3) ne font pas intervenir 
la propriété (E2). 

Proposition 2.2.4 . a ) L'ensemble MA possède les propriétés (E6) et (E2) -
L'ensemble M est contenu dans l'ensemble MA. Tout objet de MA est quo­
tient d'un objet de M. 
b) Tout ensemble d'objets Mf contenant M tel que tout objet de Mf soit un 
quotient d'un objet de M et qui possède la propriété (E3) est contenu dans 
MA. 

c) En particulier, (MA)A = MA. 

La propriété a) résulte des deux lemmes précédents. Les propriétés b) et 
c) sont immédiates . 

2.2.5. Soien t M C Mf deu x ensembles d'objets d e A tel s que M possèd e les 
propriétés (E4) et (£5) , que M1 possède la propriété (£4) , et qu e tout obje t 
de M1 soit quotien t d'u n obje t d e M. O n di t qu'u n obje t X d e M1 est d e 
M-dimension inférieure où égale à n e t o n note M- dim(X) <  n, s'i l exist e 
une suite exacte : 

0 —> Ln —• in_i — • >i 0 — > X —> 0 ,  L{ e M ,  0<i<n . 
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S'il existe des entiers n tels que M- dim(X) <  n, o n appelle M-dimension d e 
X e t on note M- dim(X), le plus petit de s entiers n tels que M- dim(X) <  n. 
S'il n'existe pas de tels entiers , on pose M-dim(X) =  +00 . 

Lemme 2.2.6 . Soit 0  —• X —• L —> Y — > 0 une suite exacte de A telle 
que L € M et X,Y e M'. On a : 

M- dim(X) = sup{M- dim(Y) - 1 , 0} . 

Proposition 2.2.7 . Soit 0  — • X — • Y — • Z — > 0  une suite exacte, 
X,Y, z e M'. 
a) M- dim(Z) <  inf{M- dim(X), M- dim(F)} => M- dim(X) =  M- âim(Y). 

b) M-dim(y) <  inf{M-dim(X), M-àïm(Z)} 
M- dim(X) = sup{M- dim(Z) - 1 , M- dim(r)} . 

c) M-dim(X ) <  inf{M-dim(y) , M-dim(Z)} M-àim(Z) = M-dim(y ) 
ou M- dim(Z) =  M- dim(y) + 1 . 

La proposition s e démontre par récurrence , en construisan t u n épimor -
phisme de suites exactes : 

0 — > L2 — y L\ — • ¿ 0 — ' 0 
"i* \r 

0 — > X — y Y — > Z — > 0 
, Li e M ,  0  < i < 2 , 

et en appliquant l'hypothèse de récurrence à la suite exacte noyau sur laquelle 
on a un contrôle , grâce au lemme (2.2.6) . Reste donc à démontrer le lemme. 
Tout d'abord , s i M- dim(Y) =  +00 (resp . 0), M-dim(X ) =  +0 0 (resp . 0). 
On peut donc supposer que M- dim(Y) est fini non nul, et il s'agit de montrer 
que M- dim(X) = M- àxm(Y) - 1 . Soi t : 

0 —-+ Ln —• in_i — • > Z o - ^ Y - ^ 0 ,  n  > 1  , 

une M-résolution d e F. Poson s : 

V* = 0 ^ 0 - + >  0  ^ Ln-> Xn_ i > £ 0 _ + y _ > 0 - > 0 - > . . . 

( L{ est le composant d e degré —  i ) , 

US = V (u,l) ,  Po = p(*,l):US—>V 
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(2.1.1). L e morphism e po est u n morphism e élémentair e d e hauteu r 1 . L e 
complexe U£ est d e la forme : 

US = 0 -> 0---0 - > Ln -+ Ln-i - > > i i - * Z o ^ £ ^ 0 - ^ 0 ^ - - - • 

D'après l a propriét é (£4) , l'obje t Zo est u n élémen t d e M' . Pa r suite , i l 
existe un épimorphisme u0 : Lf0 — • ZQ ,  L'0 G  M. Poson s alors (2.1.1 ) U* = 
Î7o(tio,0), pi = P(UQ,Q) : U* —> UQ .  En poursuivan t ainsi , o n démontr e 
par récurrence , qu'il existe une suite de morphismes : 

pr.ut—>uu* i  <  <  <  »  - 1, 

Po :  Itf — > V 

où es t u n morphism e élémentair e d e hauteur —  i + 1 et o ù U* est d e la 
forme :  U* = 

0 —> 0 —> • • • Ln —>• Xn_i —• • • • ¿¿+1 —> l —>• L1+1 L00» jr^ 
£ o • • • , 
où L1 G  M, 0  <  j  <  i  - 1 . O n obtien t donc , en composan t ce s différent s 
morphismes pi, u n quasi-isomorphisme épimorphiqu e : 

p : Un-1 
— V 

Remarquons alor s que dans le complexe : 

C/:_! =  0  -H- 0 - •  • •  -H . LN -  Zn_ x -  X'n_ 2 ^ . . . ^ Z ( , ^ X ^ 0 - + 

l'objet Zn_ i apparaît , d'aprè s l a propriét é (£4) , comm e un e extensio n d e 
deux élément s d e M e t es t pa r suite , d'après l a propriét é (£5) , u n élémen t 
de M. Poson s alors : 

V = 0 —• 0  —• Ln —• — • >  £0 _> 0  —• 0 • • •  , 

Z'# =  0  —+ 0 — £ n —  Zn_ x — * L'n_2 — • >  4  _ > 0  —* 0 • • • 
et noton s m  :  2/ # — > L* l e morphism e indui t pa r p. L e seu l obje t d e 
cohomologie no n nu l d e Z* (resp. V* ) est l'obje t Y e n dimensio n 0  (resp . 
L en dimension 0  ) et le morphisme m induit su r ces objets le morphisme U. 
Considérons alors le cône c(m) du morphisme m : 

c(m) = —• 0  —+ LN —> LN ©  Zn_i — > Xn_i © X^_2 — • •  • • 

• Xi © X(, —• X0 —• 0  • 
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(l'objet ¿ 0 es t l e composan t d e degré 0  de c(m)). L a cohomologie d e c(m) 
est nulle en degré différent d e — 1, et égal e à X e n degré — 1. Le morphisme 
Ln —• ZnffiZn-i don t la matrice est de la forme ^  ^  adme t une retraction. 
Il existe donc un morphisme v : Zn_i — > £n-i ©  Lrn_2 te l que le complexe : 

.. .0 -+ 0 ^ Zn_ i Ln_x © L'n_2 -> • Lx © L'0 -+ L0 0  -+ - - • 

soit quasi-isomorphe au complexe c(m). D'autr e part, le noyau du morphisme 
¿1 © Lo — Lo  est , d'après l a propriété (£4) , un élémen t d e M. Désignon s 
par L1 ce noyau. Le complexe : 

0 ^ 0 ^ Zn_ i - > Xn_! © X;_2 - + •  ¿2 © L[ -+ V{ -» X 0  • • • 

est don c acyclique . O n a  ains i construi t un e résolutio n d e longueur n — 1 
de l'objet X et , par suite , M- dim(X) <  n — 1 . Pa r ailleurs , i l est clai r qu e 
M- dim(X) >  M- dim(Y) — 1. Ceci achève la démonstration du lemme (2.2.6) 
et d e la proposition (2.2.7) . 

2.3. Quelque s lemmes su r le s résolutions . 

Proposition 2.3.1 . [22 ] a) Soit M un ensemble d'objets de A possédant les 
propriétés (Ei), (E2) et (Es) (2.2.1) . Soient Y G  O b comp~(̂ 4) un complexe 
dont les composants appartiennent à MA (2.2.1 ) et m : X —> Y un quasi-
isomorphisme. Il existe un complexe L* G O b comp"(̂ 4) dont les composants 
appartiennent à M et un quasi-isomorphisme w : L* —• X. 

b) Réciproquement, soit M un ensemble d'objets de A possédant la propriété 
(Ei). Supposons que pour tout complexe Y" €  Ob comp~(*4) dont les compo­
sants sont des éléments de M, et pour tout quasi-isomorphisme m : X —> Y, 
il existe un complexe L* dont les composants appartiennent à M et un quasi-
isomorphisme w : Lé —• X. Alors l'ensemble M possède les propriétés (E2) 
et (E3). 

Démontrons a). Tout d'abord, il existe un complexe X' G  O b comp~(>4) 
et un quasi-isomorphisme Xf —• X (1.2.1) . On peut don c se ramener au cas 
où X es t un objet d e comp~(>4). D'après (2.1.4) et (2.1.5) , il existe une suite 
de morphismes : 

ùn : Xn — • Xn_i ,  n G Z  , 
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où les Xn son t de s objets d e comp (.4) , les Un de s morphismes élémentaire s 
de hauteur - n e t u n diagramme commutati f à  homotopie près : 

lim Xn 
n 

X 

I m 

lim Xn >Y 
n 

Pour démontre r l a proposition , o n peu t don c suppose r qu e X = limXn e t 
n 

que Xn = Y, un = identité, pour n asse z petit . Nou s allon s construir e pa r 
récurrence sur n : 
а) Une suite de morphismes élémentaire s : 

vn : Ln —> L n , n G Z  , vn élémentair e de hauteur —  n. 

б) Une suite de morphismes : 

wn '• Ln • Xn 

tels que : 
1) Pou r tou t n  G  Z les composant s d e degr é i, i > —n, d e Ln soien t de s 
éléments de M e t les composants de degré i, i < —n, soient de s éléments de 
MA. 
2) Les diagrammes ci-après , soient commutati f s : 

LI. w1 •Xrt 

Vn u1+1 

Xn-i Wn-l Xn-i 

Vn G Z 

3) L'objet Ln soi t éga l à y e t les morphismes vn et wn soient l'identité pou r 
n asse z petit . 
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Ceci étan t fait , i l suffir a d e pose r L* = li m X * , w = li m wn . Pou r 
n n 

n suffisammen t petit , o n pos e Ln = Y, vn = id y e t wn = idy . Supposon s 
que l'on ai t construi t pou r tou t entie r n < q, q G Z, de s complexes i * e t 
des morphismes vn et wn possédant le s propriétés 1) , 2) et 3 ) ci-dessus . Le 
complexe Xn es t d e la forme : 

X . . . y Y—n—2 ^ g—n—1 ^  X~n »  —n+ l y 

et le complexe Ln est d e la forme : 

Ln1 y —n —2 ^  r^l — n —1 ^  Jj~n y Xj~n~^^ 

où les F* (resp. les X* ) sont les composants du complexe Y (resp . X). On a 
donc un diagramme : 

X~q 

ш~9 
z'~q ( « v i r 9 • z~9 

où (ùq)~q est u n épimorphism e e t o ù Zf~q G  MA. Comm e l'ensemble MA 
possède l a propriét é (E2) (2.2.4) , on peu t compléte r c e diagramm e e n u n 
diagramme commutati f : 

L-2 B x-q 

A (u1)-9 

z'-q K - i ) - ' z-q 

où l e morphisme a  es t u n épimorphism e e t l'obje t L~q un élémen t d e M . 
On en déduit , en utilisant le s notations (2.1.1.2 ) et (2.1.1.3) , un diagramm e 
commutatif d e complexes : 

L'0-i(a,-q) vs Xq-Mùq)-\-q)~Xq 

p(a,-q) P((ùg) q,-q)^ùq 

LU 
Wg-l 

Xq-\ 
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Posons alors L* = L* q-1 —q), wq = (p, vq = p(a, —g). Les complexes £ • 
et les morphismes de complexes wn et vn , n < q, possèdent les propriétés 2) 
et 3) . Il reste à montrer que L* possède la propriété 1) ci-dessus. Ceci résulte 
du fait qu e l'ensemble MA est exac t (EQ) (2.2.4) . 

Démontrons b). Soient L u n élémen t d e M e t U :  X — > L u n épimor -
phisme. Désignons par Y l e noyau de ù. O n a un quasi-isomorphisme : 

0 Y X 0 

u 

0 0 L1 o 

Par suite , on a  un quasi-isomorphisme : 

L'1 L° L1 L2 

v 

Y X 0- 0 

où les L% son t des éléments de M. Pa r suite , le morphisme uv est un épimor-
phisme, ce qui démontre la propriété (JÊ ) - Soit maintenan t : 

0 X u Ln Ln-\ L0 0 
une suit e exacte , o ù le s X j son t de s élément s d e M. O n a  alor s u n quasi -
isomorphisme : 

0 0 X 0 0 0 

ù 

0 0 Ln X„-i L0 0 

Il existe par suit e un quasi-isomorphisme : 

L-n-i L~n L-n+l 

V 

0 X 0 
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et pa r suit e v es t u n épimorphisme , c e qu i démontr e l a propriét é (E3) e t 
achève la démonstration d e la proposition . 
Proposition 2.3.2 . Soit M un ensemble d'objets de A possédant les pro­
priétés {Ei), (E2) et (£3) . Soit Y G  Ob comp(*4) un complexe tel que pour 
tout entier n, Hn(Y) G  M et tel qu'il existe un entier no tel que Hn(Y) — 0  , 
pour n > no . Il existe alors Un complexe X G  O b comp~(̂ 4) dont les compo­
sants sont des éléments de M et un quasi-isomorphisme : 

ù:X —*Y . 

Tout d'abord , i l exist e (1.2.1 ) u n complex e Yf G  Ob comp~(̂ 4) e t u n 
quasi-isomorphisme Y1 —• Y. O n peut don c se ramener a u cas où Y es t un 
objet d e comp~(^4). Nous allons construir e pa r récurrenc e su r n , un e suit e 
de morphismes : 

un : Xn —> Xn-i 

possédant le s propriétés suivantes : 
1) Pour n assez petit Xn = Y e t un = identité . 
2) Les composant s d e degré i > —n du complex e Xn son t de s élément s de 
M. Le s noyaux et images des différentielles d e degré i > — n de Xn son t des 
éléments de MA (2.1.1) . 
3) L e morphisme un es t u n quasi-isomorphisme . I l es t isomorph e a u mor -
phisme p((ùn)-n, -n) (2.1.1.3) . 

Ceci fait, i l suffit d e poser X = lim Xn e t de prendre pour morphisme ù 
le morphisme canonique :  7 1 

ù :  X =  lim Xn — > lim Xn = Y . 
n n 

Pour n asse z petit , o n pose Xn — Y e t ùn = idy . Supposons qu e l'on 
ait construi t pou r tout entie r n < q des complexes Xn e t de s morphismes Un 
possédant le s propriété s 1) , 2) e t 3 ) ci-dessus . L e complexe Xq_i es t d e la 
forme : 

Xq_i =  •  Y~q~2 —• F"*-1 —•  Z~q —> L~q+1 —» L~q+2 

où les Y% son t les composants d u complexe Y e t le s Lx sont de s éléments de 
M. On a alors un épimorphisme : 

Z~* —•  Z~ql ImiY-*'1 — • Z~q) —> 0 
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et de s suites exactes : 

0 H'q(Xq^) Z~q/ In ^Y"*"1 -> Z~*) Z "7 Ker (Z"* £-*+1 ) - > 0 , 

0 -> Z"V Ker (Z"* L-**1) L~q+1 L~q+1 / \m(Z~q -> L~q+1) -+ 0  , 

0 H'q+1(Xq^) i-«+ V lm (Z-« Z-*+1 ) -+ X"^1 / Ker (i-^+1 -> £-*+2) 0 . 

Le complexe Xq-\ étan t quasi-isomorphe au complexe Y, les objets H*(Xg_i) 
sont de s éléments de M. H  résulte alor s de s suites exacte s écrite s ci-dessus , 
de l'hypothèse de récurrence 2), et de s propriétés d'exactitude d e l'ensemble 
MA (2.2.4) , que l'obje t Z~q/ lm (Y~g_1 — • Z~q) es t u n élémen t d e MA. 
Par suite , il existe un morphisme : 

v : L~q —• Z~q 

tel que L~q soit u n élément d e M e t qu e le morphisme composé : 

L-* Z~q —• Z~ql Ir ^Y"*"1 —• Z~9) 

soit un épimorphisme. Posons alors : 

Xg = Xq-1 (v1-q) , 

uq = p(v,-q) (2.1.1) . 

H résulte d e (2.1.2) que uq est u n quasi-isomorphisme , d'o ù l a propriété 3). 
Il rest e à  vérifie r l a propriét é 2) , i.e. à  vérifie r qu e l e noya u e t l'imag e d u 
morphisme L~q —> L~q+1 son t de s éléments de MA ; ce qui résult e immé-
diatement de s suites exactes : 

0 \m(L~q —• L~q+1) Ker(L~q+1 L~q+2) —* H"9+1(Xg) —• 0 

0 _> Ker(2T * —+ i"9+1) — * L'q —> \m(L~q L~q+1) — + 0 . 

Ceci achève la preuve de la proposition. 

Proposition 2.3.3 . Soient M C  Mf deux ensembles d'objets de A tels que 
M possède les propriétés (E4) et (Es), que Mf possède les propriétés (Ei) et 
(E4) et que tout objet de Mf soit quotient d'un objet M. SoitY G  O b comp(>4) 
un complexe tel que : 

1) Les composants Y1, i G Z , de Y soient des éléments de Mf. 
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2) La suite i v-± i — M- dim(Y*) tende vers +oc , quand i tend vers +00 . 
// existe alors un complexe X G  Ob comp(̂ t) dont les composants sont des 
éléments de M et un quasi-isomorphisme : 

u :  X — • Y . 

Si on suppose de plus que tous les composants de Y sont de M-dimension 
finie et que Y G  Ob (comp6(>4)) (resp . 0b(comp+(*4)) ), on peut alors prendre 
X dans compb(A) (resp . comp+(^4)). 

Soit no un entie r te l qu e i > no =>- M- dim(Yî) < +00 . O n se propose 
de construire : 
a) Une suite de complexes Xi, i > no . 
b) Une suit e d e morphismes U{ : X{ —• X{-\ ,  i > no ,  tin o :  Xno —> • F, 
tels que : 

l)t- (X<) j G M , pour j <  i. 
2)< (X^ ' =  yj,pour j > i . 
3)i L e morphisme U{ soi t un quasi-isomorphisme. 
4)i (^) J —  identité , pour j > i. 
5)« (̂ i)*7 ' = identité , pour j < i — M- dim(y*) ; cette dernière propriét é 

n'étant vrai e que pour i > no . 

Cette construction étan t faite , remarquon s qu e le système projecti f X{ 
admet un e limit e projectiv e dan s comp (̂ 4) :  les système s projectif s induit s 
sur le s composant s d e degr é donn é son t stationnaires , ca r i — M-dim(Y* ) 
tend vers +00 avec i. I l suffira d e poser alors X — lim X% e t de prendre pour 

i 
U : X — > Y l e morphisme canonique . Les composants d u complex e X son t 
des éléments de M e t le morphisme U es t un quasi-isomorphisme. 

Construisons tout d'abord le morphisme Uno :  Xno —> Y. Procédon s par 
récurrence et supposons qu'on ait construi t pour tout entie r i, —no < i < q, 
des complexes Xno?î - et de s morphismes vnQii :  Xnoj — > Xno^_ i , i > —no , 
et V ),-no :  Xn0 -n0 > Y> tel s <lue : 
I)n0ji Les composants (Xno^)J soien t des éléments de M, pour —i<j< no. 
II)n0,i Le s composants (XnQ^ soien t des éléments de M', pour tout entier jf. 
III)n0ii L e morphisme vno i soi t u n morphism e élémentair e d e hauteur —  i 
(2.1.3)'. 

Le complexe Xno?g_i es t alor s de la forme : 

Y~q~x —» Z_g —» L"q+1 -» L~q+2 i710- 1 —• Xn° —• yno+i — > _ ^ 
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où Z q est un élémen t d e M' e t le s V, -q + 1  < j < n0 , des élément s de 
M. I l existe par suit e un épimorphism e : 

Posons alors : 

a : L~q —• Z~g ,  o ù L~q e M . 

-̂ n0,g = Xn0}q-i(a,-q) , 

n̂0,g = P(<*,-q) (2.1.1) . 

Il es t clai r qu e pa r constructio n o n a  le s propriété s I)no,q e^ III)no,q • La 
propriété II)n0iq résulte de ce que l'ensemble M ' possèd e les propriétés (E\) 
et (E4). On peut donc poursuivre la construction des Xnoj. E n posant Xno = 
lim XnQji e t e n prenan t pou r uno : Xno — > Y le morphisme canonique , on 

i 
obtient un complexe et un morphisme qui possèdent les propriétés l)no , 2)no , 
3)n0, 4) no • 

Pour construire alors les complexes X{ et les morphismes u\ :  X{ —> Xi-i , 
nous procédons par récurrence. Supposons donc qu'on ait construit pou r tout 
entier i, no < i < q de s complexes X{ e t de s morphismes U{ : Xi —• X{-I 
possédant le s propriété s 1); , 2); , 3)i , 4 )j, 5); , no < i < q. I l s'agi t d e 
construire un complex e Xq e t u n morphisme uq : Xq —• Xq-\ tel s que l'on 
ait le s propriétés l)q, 2)q, 3)9 , 4)g, 5)«. Tout d'abord , s i Yq G  M , on pose 
Xq = Xq-i e t tig = identité . Supposons que Y9 ne soit pas un élément de M, 
i.e. que M-dim(Yg ) >  0 . Pou r construir e l e complex e Xq e t l e morphism e 
ùq : Xq —y Xq-i ,  nous procédons à nouveau par récurrence. Soit r un entier 
tel que —q<r< —q + M- dim(Y9). Supposons qu'on ait déterminé une suite 
de complexes Xqj , — q < l < r, e t d e morphismes vqji : Xqii —• Xq>i-\ (on 
pose Xqj-q = Xq-i) tel s que : 
/')/ (Xq>iy = (A^j-i)' , pou r tou t j  # - / , - / +  1 . 
JJ')i (Xq) 1 =  G M ' e t M - dim((Xgf/)-') =  M- àim(Yq) -l-q. 
Iir)i W + 1 G M . 
IVl)i vqj soi t u n morphism e élémentair e d e hauteu r - / +  1  et {vq^y = 
identité, pour j ^  —/,— / + 1 . 

Le complexe Xg?7.- i es t alor s de la forme : 

Jj~r •  Z~r^ •  Z-7*"*"2 »  •  • •  •  X9 y yî+i ^  )  . ,. 

où les X* sont de s éléments de M e t où Z~r+1 est un élément d e M' tel  que 
M- dim(Z~7*+1) = M - dim(Y9) —  r + 1  —  q. I l existe don c un épimorphism e 
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a : Z~r+1 — > Z~r+1 ,  où i~r+ 1 es t u n obje t d e M. Poson s alor s Xq^r = 
-Xg}T._i(a, — r + 1 ) e t vq^r =  p(a , — r +  1 ) (2.1.1) . I l es t clai r qu e Xq,r e t 
vg>r possèdent le s propriétés V)r , IIIf)r ,  /V,)r. D e plus, par définitio n d u 
complexe Xg?7. (2.1.1) , on a une suite exacte : 

0 —* (Xq,r)~r —• ZT R © X"R+ 1 — •+ Z~r+1 —> 0 . 

H résulte alors de la propriété (E4) que (Xq^)~r es t un élément de Mf e t de 
(2.2.6) que : 

M-àim((Xq,r)-r) = M-dim(Z-r+1) -  1  = M-dim(Yq) -r-q , 

d'où l a propriét é IV)r .  O n peu t don c poursuivr e l a construction . Poson s 
alors Xq^q+M-dïm(Y<i) =  Xq e ^ désignon s pa r ùq : Xq —• Xq-i l e mor -
phisme obtenu e n composant le s vqj. I l est clai r qu e Xq e t ùq possèdent les 
propriétés l)q, 2)q, 3)q, 4)g , 5)q. Cec i achèv e la démonstratio n d e la pre-
mière assertion d e la proposition . Pou r démontre r l a deuxièm e assertion , il 
suffit d e remarquer que sous les hypothèses supplémentaires, on peut prendr e 
dans la construction précédent e Xno = Y, pour un no convenable. 
Remarque 2.3.4 . Dans la construction du complexe Xno (cf. démonstration 
de la proposition (2.3.3)) , nous avon s en fai t démontr é le résultat suivan t : 
soit M C  M1 deux ensemble s d'objet s d e A tel s qu e 0  G  M, M1 possède 
les propriétés (E\) e t (E4) et qu e tout obje t d e Mf soi t quotien t d'u n obje t 
de M. Soi t Y G  Ob comp~(*4) u n complex e don t tou s le s composant s son t 
des éléments d e M1. Il existe un complex e X G  O b comp~(^4) don t tou s les 
composants sont de s éléments de M e t u n quasi-isomorphisme u : X —> Y. 

2.3.5. Nou s laissons a u lecteur l e soin d'énoncer le s résultats qu'o n obtien t 
en appliquant le s résultats d e ce numéro à la catégorie opposée à  A. O n dit 
qu'un ensembl e M d'objet s d e A possèd e la propriét é (E{)0, 1 < i < 6 , si 
l'ensemble M d'objet s d e A0 possède la propriété (Ei) d e (2.2.1). 

2.4. Applications . 

Proposition 2.4.1 . a ) Soient A une catégorie abélienne et M un ensemble 
d'objets de A possédant la propriété (E\) (2.2.1) . La catégorie K~(M) (1.1.4 ) 
est Ac(A)-localisante à gauche (chap. II, 2.3.5) si et seulement si l'ensemble 
M possède les propriétés (E2) et ( £ 3 ) . 
b) Soient M un ensemble d'objets possédant les propriétés (Ei), (E2) et (E3) 
et MA l'ensemble associé à M, défini en (2.2.1) . Le fondeur naturel : 

K~(M)/ Ac "(M) —+ K-(MA)/Ac"(MA ) 
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est une équivalence de catégories. Le fondeur naturel : 

K~(MA)/ Ac~~(MA) —• D"(^ ) 

est pleinement fidèle. Les objets de D~(*4) dont les objets de cohomologie sont 
des éléments de MA sont isomorphes à des objets de K~(MA)/ Ac~(MA), où 
Ac~(M) et Ac~(MA) désignent les catégories des complexes acycliques dont 
les composants sont des éléments de M et MA respectivement. 

Cette proposition résult e immédiatement d e (2.3.1), (2.3.2) et d e (chap. 
II, 2.3.5). 
Corollaire 2.4.2 . Soit U un univers. On suppose que la catégorie A est Une 
XJ-catégorie, i.e. que pour tout couple Y et Z d'objets de A, Hom ^Y, Z) est 
un élément de JJ, et que les sommes directes indexées par des éléments de 
U sont représentables dans A . Soient (-X"i)j6j6u une famille de générateurs 
de A et M l'ensemble des objets de A de la forme J J Xj , où les Xj sont 

jeJev 
des éléments de l'ensemble (J {Xi}. Alors le fondeur naturel : 

iei 

K"(M)/Ac-(M) — » D'(A) 

est une équivalence de catégories. 
Résulte immédiatement d e (2.4.1). 

Proposition 2.4.3 . Soient A une catégorie abélienne et M un ensemble 
d'objets de A possédant les propriétés (E±) et (E5) tel que tout objet de A 
soit quotient d'un élément de M et tel qu'il existe Un entier n G N  majorant 
la M-dimension de tout objet X de A . 
a) La catégorie K*(M) est Ac*\A)-localisante à gauche (* = —,+,& , "vide") . 

b) Le fondeur naturel : 

K*(M)/Ac*(M)-^ D*(A) 

est une équivalence de catégories. 
Paraphrase la proposition (2.3.3 ) (* = +,& , "vide") , ou la propositio n 

(2.3.1) (* - - ) . 
Proposition 2.4.4 . On désigne par Q* :  K*(*4) —• D*(̂ 4 ) le fondeur cano­
nique. 
a) Soit X un objet de A. L'objet X est Q-libre à gauche (chap. II, 2.3.2 ) si 
et seulement si X est un objet projectif de la catégorie A . 
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b) Désignons par P l'ensemble des objets projectifs de A. La catégorie tri-
angulée K~(P) est une sous-catégorie de la catégorie des objets Q-libres à 
gauche. Le joncteur naturel : 

K-(P) _ > DM ) 

est pleinement fidèle. 
c) Si tout objet de A est quotient d'objet projectif (resp. et si de plus il existe 
Un entier nGN qui majore la dimension projective des objets de A), alors : 

1) Le fondeur naturel K"(P) — • D"(.4 ) (resp . K*(P ) — • D*(A)) est 
une équivalence de catégories. On désigne par L~ : D~(A) — • K~(P ) (resp . 
L* : D*(A) —• K*(P ) ) un fondeur quasi-inverse. 

2) Le fondeur L-Q- :  K~(A) - > K"(P) (resp . Z*Q* : K*(A) -+ K*(P)) 
est adjoint à droite au fondeur d'inclusion : 

K"(P)—+K~(A) (resp . K*(P)^K*(,4 ) ) . 

Le morphisme d'adjonction id^-^) — • L~Q~ (resp . idK*(̂ ) — • L*Q* ) es£ 
Un "qùasi-isomorphisme". 

3) £ e fondeur L~ (resp . X* ) es £ un adjoint à gauche au fondeur Q~ 
(resp. Q* ) . 

4) Un objet de K~(A) (resp . K*(,4) ) est Q-libre à gauche si et seulement 
s'il est isomorphe à un objet de K~(P) (resp . K*(P ) ). 

Démontrons a). Pour tout obje t Y d e A, o n a :  HomK(>i)(-X", Y[n]) = 0  , 
pour n ^ 0 , e t par suite , comme X es t Q-libre à gauche (chap. II, 2.3.3), on 
a : 

HoniD(^)(X,y[n]) =  0  ,  pou r n ^ O . 
Par ailleurs , on a  HorriD ^^X, Y) =  Hom ^X, y) (1.2.9) . Soit alor s : 

s = o  —• y y  y " — * 0 

une suite exacte de A L e foncteur cohomologique canonique comp(̂ 4) —» D(,4 ) 
(1.3.2) fournit u n triangle distingué ( y , y, y", [ti] , [v],«(5)). D ou, une suite 
exacte (chap. II, 1.2.1) : 

• • •  -  0  -+ HomDiA)(X,Y') -+ HomDM)(X, Y) -, HomD(A)(X,Y") -  0  -, •  • • , 

i.e. une suite exacte : 

0 Hom ^X, Y') —  HomA{X, Y) — • Hom ^X, Y") — • 0 , 

187 



J .-L. VERDIE R 

ce qui montre que X es t u n objet projecti f d e A. 
Démontrons b). Soient L* un complexe de type projectif obje t d e K~(A) 

et U :  L* —y Y u n morphisme dans un complexe acyclique. Supposons qu'on 
ait construi t pou r tou t entie r i > n, u n morphism e s1 : L% —> y «-i te l 
que U% —  d%yXs l + st+1d%L. (un e telle construction es t toujour s possibl e pou r 
n suffisammen t gran d ca r L* es t u n obje t d e K~(A)). O n e n dédui t qu e 
dy(un — sn+1dnj.) = 0  et, par suite, le morphisme Un—sn~>tldnj. se factorise par 
Ker(cfy). L e complexe Y étan t acyclique , l e morphisme Y71- 1 —• Ker(dy ) 
est u n épimorphism e e t l'obje t Ln étan t projectif , i l exist e u n morphism e 
sn . Ln _^ yn - i te l qu e dn-isn = un _ 5n+idn # > o n démontr e ains i pa r 
récurrence qu'i l existe , pou r tou t entie r i, u n morphism e s1 tel qu e u1 = 
d^s1 + d^s1 Dl • Le morphisme U es t don c homotope à  zéro. On en dédui t 
par (chap . II, 2.3.3) que l'objet L* est un objet Q-libr e à  gauche. La dernière 
assertion d e b) résulte alors de (chap. II, 2.3.3). 

Démontrons c). L'assertion 1 ) résulte immédiatement d e b) et de (2.3.1). 
Pour démontrer l'assertion 1 ) sous la forme resp., montrons d'abord qu e tout 
complexe de type projectif es t Q-libre à  gauche. Soit L% un complexe de type 
projectif e t ù : X — y L* un quasi-isomorphisme . I l suffi t d e montrer qu e u 
admet un e sectio n (chap . II, 2.3.3) . Il suffi t don c de montrer qu'i l exist e un 
complexe d e type projecti f V* e t u n quasi-isomorphism e v :  L,% —> X te l 
que le morphisme compos é ùv :  Z'# — > L* soit u n isomorphisme d e K(^l) . 
D'après (2.3.3) , il exist e toujour s u n complex e L,% de typ e projecti f e t u n 
quasi-isomorphisme v : Z/# —y X. Tou t revient don c à montrer qu'un quasi-
isomorphisme ùv :  L1* —> L* est u n isomorphisme. O r il existe un triangl e 
distingué (Z/# , Z#, Z"#, Uv, m), o ù V* es t u n complex e d e type projecti f 
acyclique. Tout revien t don c à montrer qu e les complexes acycliques d e type 
projectif son t homotopes à zéro. Soit donc Ln* un complexe acyclique de type 
projectif. Comm e la dimensio n projectiv e de s objet s d e A es t majorée , le s 
noyaux des différentielles d e L"* sont des projectifs (2.2.6) . On en déduit que 
toutes le s différentielle s d e Z" # son t de s morphismes décomposable s (chap . 
II, 1.2.8 ) et, par suite , que Z//# es t homotope à  zéro. 

Il résulte alors de (chap. II, 2.3.3) que le foncteur nature l K*(P ) —> D(A) 
est pleinement fidèle . Pa r suite , le foncteur K*(P ) — • D*(A) est pleinemen t 
fidèle. D'après (2.3.3), ce foncteur es t aussi essentiellement surjecti f ;  il est par 
suite une équivalenc e d e catégorie. Les assertions 2 ) et 3 ) ne sont alor s que 
des applications directe s de (chap. II, 2.3.3). L'assertion 4) est alors évidente : 
un objet Q-libr e à  gauche de K~(,4) (resp . de K*( t̂) ) admet, d'après (2.3.1 ) 
(resp. (2.3.3)) , une résolutio n à  gauch e pa r u n complex e d e typ e projecti f 
de K"~(.4 ) (resp . K*(.4)) , et u n quasi-isomorphism e entr e objet s Q-libre s à 
gauche est u n isomorphisme d e K(^4). 
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Remarque 2.4.5 . a) Soi t A un e catégori e abélienn e don t tou s le s objet s 
soient isomorphe s à  des quotient s d'objet s projectifs . U n complex e d e type 
projectif n'es t pa s nécessairement Q-libr e à  gauche. 
Exemple : Soit A l a catégorie des Z/4Z-modules. Le complexe : 

• Z/4Z —• Z/4Z —• Z/4Z —• Z/4Z —+ Z/4Z —• •  • • 

dont toute s les différentielles son t l a multiplication pa r 2  est acycliqu e e t de 
type projectif . I l n'est cependan t pa s homotop e à  zéro . Le même complexe 
fournit u n exemple d e complexe acycliqu e d e type injectif, no n homotope à 
zéro. 
b) Même lorsque la dimension projectiv e de s objets de A n'es t pa s bornée, il 
peut existe r de s complexes d e type projecti f Q-libre s à  gauche don t l'imag e 
dans D(̂ 4 ) n'appartienne pa s à  D~(.4) . Par exemple, un complexe projecti f 
de Cartan-Eilenberg es t un objet Q-libr e à  gauche. Plus généralement, toute 
somme directe d'objet s Q-libre s à  gauche est Q-libre à  gauche. 

2.4.6. Nou s laisson s a u lecteu r l e soi n d e formule r le s énoncé s qu'o n ob -
tient e n appliquan t le s résultat s d e c e numéro à  l a catégori e opposé e à  l a 
catégorie A. 
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3. Étud e de s Ext . 

Dans ce paragraphe, A désigne une catégorie abélienne. 

3.1. Différente s définitions équivalentes . 

3.1.1. O n dit qu e la dimension cohomologique de A est inférieure ou égale 
a n  s i pou r tou t coupl e X e t Y  d'objet s d e A e t pou r tou t entie r p > n, 
on a  Ext^pf, Y) = 0  ((1.2.5), (1.2.9)). On appell e dimension cohomologique 
de A e t o n note dimcoh (^4), le plus peti t de s entiers n pou r lesquel s l a di-
mension cohomologiqu e d e A es t inférieur e o u égal e à  n. S'i l n'exist e pa s 
d'entier n pou r leque l l a dimensio n cohomologiqu e d e A soi t inférieur e o u 
égale à n, o n dit qu e la dimension cohomologiqu e de A es t infinie e t on écrit 
dimcoh(,4) = +oo . 

3.1.2. Rappelon s (1.1.3 ) qu'o n désign e pa r Qis * l'ensemble de s quasi-iso -
morphismes d e K*(A) ( * =  & , - , + , "vide") . Soi t X u n obje t d e K*(A), 
on désigne par Qis* /X (resp . X\ Qis * ) la catégorie des quasi-isomorphismes 
de bu t X (resp . d e sourc e X) (chap . II , 2.2.1) . L'ensemble Qis * étant u n 
système multiplicati f d e morphismes , l a catégori e Qis */X (resp . X \Qis*) 
est filtrante à  gauche (resp . à droite) (chap . II, 2.2.1) . La catégorie Qis * /X 
(resp. X\ Qis * ) adme t u n obje t initia l (resp . final ) ù : Y —> X (resp . 
U : X —> Y )  s i et seulemen t s'i l exist e u n obje t Q*-iïbie à gauche (resp . à 
droite) Y  e t u n quasi-isomorphism e U : Y  — > X (resp . u : X — > Y) , 
comme on le voit immédiatement e n utilisant (chap . II, 2.3.3). 

Proposition 3.1.3 . Soient XetY deux complexes de A. 

(1) ExtVx ,Y)= U m HomK(A)(.,Y) . 
(Qis IXY 

(2) ExiA(X,Y)~ li m Hom KM)(X, •) . 
Y\Q\s 

(3) Ext0A(X,Y)z> li m HomKM)(-,- ) . 
(Qis/X)°x(r\Qis) 

(4) Ext ^(X, Y) ~  Ext ^ (X\p], Y[n + p]) , pour tout entier p . 

(5) Pour tout X dans K~{A), Ext ^(X, Y) ~ li m HomKM) ( •, Y) . 
(Qis- /xy 

(6) Pour tout Y dans K+(A), Ext°A(X,Y) ~  li m Hom KM)(X, • ) . 
Y\ Qis+ 
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(7) Pour tout X dans Kb(A) et tout Y dans K+(A), 

Ext°A(X,Y)^ li m HomKM)(-,y ) . 
(Qis6 /xy 

(8) Pour tout X dans K~(A) et tout Y dans Kb(A), 

Ext°A(X,Y)~ Ur n Hom KM)(X, •) . 
y\ Qis6 

La formule (1 ) résulte de la définition d e la catégorie localisée (chap. II, 
2.2.2). La formule (2 ) se déduit d e la formule (1) , en passan t à  la catégori e 
opposée (chap. II, 2.2.4) . La formule (3 ) se déduit alor s de s formules (1 ) e t 
(2). La formule (4 ) est une définition (chap. I, 1.3.8). Les formules (5 ) et (6 ) 
résultent de la proposition (1.2.1) , b) et 6)bls . Les formules (7 ) et (8) résultent 
de la proposition (1.2.1) , c) et c)bls . 
Proposition 3.1.4 . On suppose que tout objet de la catégorie A est isomorphe 
à un sous-objet (resp. à un quotient) d'un objet injectif (resp. projectif) de A . 
1) Tout objet Y (resp . X) de K+(̂ 4) (resp . K~(,4) ) possède une résolution 
à droite (resp. à gauche) ù : Y — > J# (resp . u : P* —> X) de type injectif 
(resp. projectif) (1.1.4) . 
2) Cette résolution définit un isomorphisme : 

Ext^(X,y) -  Hom K(^)(X,/#) ,  pour tout X dans K(A) 

(resp. Ext ^(X,F) -  HomK{A)(P*,Y) , pour tout Y dans K(A) ) . 

3) La dimension cohomologique de A est la borne supérieure des dimensions 
injectives (resp. projectives) des objets de A. 
4) Lorsque la dimension cohomologique de A est finie, tout objet Y (resp . 
X) de K(A) possède une résolution à droite (resp. à gauche) u : Y — > I* 
(resp. u :  P* —y X) de type injectif (resp . projectif). 

5) Avec les hypothèses et notations de 4) , une telle résolution définit Un 
isomorphisme : 

Ext^(X,F) -  Hom K(>l)(X, J#) ,  pour tout X dans K(A) 

(resp. Ext ^(X, Y) -  Hom K(^)(P#,Y) , pour tout Y dans K(A) ) . 
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Seule reste à démontrer la troisième assertion. Les autres assertions sont 
des conséquences immédiates de la proposition (2.4.4) . L'assertion 2) montre 
aussitôt qu e la dimensio n cohomologiqu e d e A es t inférieur e o u égal e à  l a 
borne supérieur e de s dimension s injective s (resp . projectives) de s objet s d e 
A. Supposon s qu e la dimension cohomologiqu e d e A soi t égal e à n et soi t : 

/ • =  •  0 —* 0 —* 7° —• I1 —• I2 —> J3 —> • • -

une résolution de type injectif d'u n objet Y d e A . Pour tout objet X d e A , on 
a HorriK(w4)(X[—n — 1], /•) =  0  . En particulier, en prenant X = KercÇ1"1, on 
montre aussitô t qu e le morphisme canoniqu e Ke r dntX —> In+1 se factorise 
à travers In : 

KerdJ.+1 

l 
r •  Jn+1 • . . . 

Par suite , Kerdj.+ 1 e t Kerdn. son t de s facteur s direct s d e In e t son t don c 
injectifs. L e complexe : 

• 0 —• 1° —• I1 —• •  r-1 — * Kerdn. —• 0 —• •  • • 

est un e résolutio n injectiv e d e Y; c e qui montr e qu e la dimensio n injectiv e 
de Y es t inférieur e o u égal e à  n. O n démontr e d e même qu e la dimensio n 
projective d e tout obje t X d e A es t inférieure o u égale à n. 

3.1.5. Soien t X e t Y deu x objets d e A. L a proposition (3.1.4 ) montre que 
lorsque la catégorie A possède suffisamment d'objets injectifs ou projectifs les 
groupes Ext^(X , Y) qu e nous avons définis ic i coïncident ave c ceux qui sont 
définis classiquement . 

3.2. L a constructio n d e Yoneda . 

3.2.1. Soien t X  e t y  deu x objets d e A. Désignon s par E%X,Y) (n > 1) 
l'ensemble de s suites exactes : 

Sn(X,Y)= 0-^ Y-^ Zn^ -^Zn.2 — >Zo^X-^0 . 

L'entier n es t appel é l a longueu r d e l a suit e Sn(XJY). Associon s à  tou t 
élément Sn(X,Y) d e E%(X,Y) troi s complexes : 
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a) L e complex e X don t l e seu l composan t no n nu l es t l'obje t X e n degr é 
zéro. 
b) Le complexe : 

Z9 = •  0 —•> Y — • zN-1—•  •  z0 — • 0 —• 0 —• •  • • 
( y es t le composant d e degré — n et les son t les composants de degré —  i ) . 
c) L e complex e Y[n] don t l e seu l composan t no n nu l es t l'obje t Y e n de -
gré —n. 

Désignons alor s par ti(Sn(X, Y)) :  Z* —> X  l e morphisme don t l e seul 
composant no n nu l es t ùo en degr é 0 , e t pa r v(Sn(X, Y)) :  Z* — • Y[n] l e 
morphisme don t l e seu l composan t no n nu l es t id y e n degr é —  n. L e mor-
phisme ù(Sn(X, Y)) es t u n quasi-isomorphisme , d'o ù u n morphism e dan s 
D(A) (ave c les notations d e (1.3.2)) : 

(3.2.1.1) 6A(Sn(X,Y)) = [v(Sn(X,Y))][«(Sn(X,Y))]-1 :X —• Y[n] . 
On définit ains i une application : 
(3.2.1.2) SA: EA(X,Y)^ ExtA(X,Y) , 

qu'on note simplement ën lorsqu'aucune confusio n n'e n résulte . 
Proposition 3.2.2 . a) L'application 6n est surjective. 

b) Deux éléments : 

Sn(X,Y) =  0  —• Y — • Zn_i — • > Z0 —>X —» • 0 
et : 

S'n(X,Y) = 0  —• Y —•zN-1  — • •  Z£ —• X — • 0 
onf / a même image par 6n si et seulement s'il existe un élément : 

S"n(X,Y) = 0  —+ Y — • Zl_x — • »  Z £ —>• X — • 0 
ef u n diagramme commutatif : 

o > y >Z„_ i •  >Z0 >X > 0 

id i d 

0 >Y >Zl_x •  >Z% >X > 0 

id i d 

0 >Y >Z'n_x •  vZ\> >X . 0 
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c) Lorsque n = 1 , 61 est le morphisme défini par le 6-fondeur canonique 
comp(^) —• D(^ ) (1.3.2) . 

Cette propositio n résult e d e l a propositio n (3.1.3 ) formul e (7) . Nou s 
laissons l'exercice a u lecteur qu i pourra consulte r [3]. 

3.2.3. Soi t Sn(X,Y) = 0  —• Y y1 T'n-\ Un-1 Zn-2 " ' ZQ U0 X 0 
un élément d e E%(X,Y). Pou r tou t entie r p , 0  < p < n, donnon s nous un 
élément ep de {-1,+1}. Désignon s par S£(X,Y) l a suite exacte : 

(3.2.3.1) 0  • Y enun ZN12 £n-iun-i 
Zn-2 — ' ZQ 

€QUQ 
X 0 

qui est élément d e EA(X,Y). O n a l'égalité : 

(3.2.3.2) 6n(S?(X,Y)) = 
n n 

i=0 
Si Sn(Sn(X,Y)) 

La formul e (3.2.3.2 ) s e démontr e immédiatemen t e n utilisan t l a relatio n 
d'équivalence (3.2.2) , b) et l a définition d e ên (3.2.1.1). 
3.2.4. Soien t maintenan t deu x suites exactes : 

Sn(X,X')= 0-^Xf 
U1 

Zn-1 
Un-1 Ul 

Z0 
UQ 

X — • 0 

Sm(X'X") = 0 —+X" 
m ZN12 

m — 1 
Z'o 

u'0 
X' — • 0 

Désignons par Sm(X'X") * Sn(X,X') l a suite exacte : 

(3.2.4.1) Sm(X', X") * Sn(X, X') = 

o-^x" ui1 Zb+23 
Y1+1 

ZH4 unu'0 
Zn-1 

Un-1 •Zo г¿o x — • o 

Proposition 3.2.5 . On a l'égalité : 

6m+n(sm(x',x")* sn(x,x')) = (-i)mn(êm(sm(x',x")))[n] 6n(sn(x,x')). 

Déterminons l e morphisme (6m(Sm(X',X")))[n] Sn(Sn(X,X')). Ave c 
les notations de (3.2.1) , on a  deux diagrammes : 

X' 
u(Sm(X',X")) v(Sm(X',X")) 

X"[m] 



J.-L. VERDIE R 

X 
u(Sn(X,X')) v(Sn(X,X')) 

Z* X'[n] 

d'où u n diagramme : 

«(S") v(Sn) u(Sm)[n] . v(Sm)[n] 
X ^ — - Z* —U X'[n] «  Z"[n ] >  X"[ m + n] , 

(où pou r simplifie r l a notatio n nou s avon s fai t le s abréviation s évidentes) . 
Il résulte alor s de la définitio n d e la translation dan s D(A) (chap . II, 2.2.6 ) 
qu'on a  l'égalité : 

(3.2.5.1) (èm(Sm{X', X"))) [n] ën(Sn(X, X')) = 

[<Sm)[n]] [t^Mn]]"1 [*(£")] [t.(5»)] 1-1 

Posons alors : 

(3.2.5.2) Z te 
{-l)nu'm (-l)n^- i 

0 —> X" •  z'm_x • 

(-l)"«ì 
Z'0 

unu'0 
Zn-1 

b15a un Zo 0 0 

(les Zi sont les composants de degré —i de Z" ) , 

Sm+n(X,X") = 0  —•» X" 
(-i)"< Zn-13 

(-l)n<-i 

(-1)u12 ^  UNW 0 WN_ ! W L W Q 
• > ZQ > Z n_i •  • • •  — > ZQ —> X — > 0 

Définissons maintenan t deu x morphismes d e complexes : 

(3.2.5.3) 

P : Z"# —> Z'#[n] • 
pp = i d ,  pou r p  > +  1  ? 

pp =  0  , pou r p  < —  n , 

P :  Z"# — > Z'#[n] • ipv =  0  , pou r p  > — n + 1  , 
ipp — i d ,  pou r p  < — n . 

On vérifie immédiatemen t qu'o n a  les propriétés suivantes : 
a) Le morphisme p : Z"* —• Z* (3.2.5.3) est un quasi-isomorphisme . 
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b) Dans le diagramme ci-après : 

(3.2.5.4) 

Z"\ 
u(Sm+n) v(Sm+n) 

P aw 
X z* 

ù{Sn) 
Z' [n] 

v(Sm)[n] 
X"[m + n] 

v(Sn) u(Sm)[n] 

X'[n] 

le carré central et les triangles latéraux sont commutatif s dan s comp(.4) . 
En passant dans la catégorie D(*4), le diagramme (3.2.5.4) fournit l'éga -

lité : 
(6m(Sm(Xf, X"))) [n] 6n(Sn(X, X')) = êm+n(Sm+n(X, X")) . 

Il suffit alor s d'utiliser (3.2.3.2 ) pour acheve r la démonstration . 
3.2.6. U n ca s d'applicatio n particulièremen t importan t d e l a propositio n 
(3.2.5) est le suivant. Soi t : 

Sn(X,Y)= О — > Y UN Zn-1 Un-1 Ul Z0 U0 X — • 0 
un élément d e EA(X,Y) .  Posons pour tou t entie r p, 1  < p < n : 
(3.2.6.1) Si = 0  —• Ker («p_i) —• Zp_ i — • lm (ttp_i) —• 0 . 
On a alors l'égalité : 
(3.2.6.2) 

Sn(Sn(X,Y)) = (-1) ' n(n—1) 
2 6\Si) [n- l]6\Sl_1) [n-2]...6\Si), 

(3.2.7.1) 

ainsi qu'on le démontre immédiatement e n utilisant l a proposition (3.2.5) . 
3.2.7. Buvon s le calice jusqu'à la lie, et soien t X e t Y deu x objets d e A e t 
par conséquent de A0 : la catégorie opposée à A .  Les ensembles E%(X,Y) e t 
EnAo(Y,X) sont égau x et o n a deux applications : 

EVX,Y) 
On13 

E<(X,Y) 

EA.(Y,X) 
o b1 

E<o(Y,X) 
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Par ailleurs, on a identifié en (1.2.8) la catégorie D(A)° à la catégorie D(A°), 
ce qui permet d'identifie r le s ensembles Ext ^.(F,X) et Ext^(X, Y) (chap. I, 
1.3.9). Modulo ces identifications, o n a donc deux applications ayant mêm e 
source et même but : 

(3.2.7.2) 

EnA{X,Y) 
c11 

+ E <(X,Y) 

E%{Y,X) 
en 

Ext^(Y,X) 

et on a la relation : 

(3.2.7.3) 8NA = 6% . 

Cette relation est vrai e pour n = 1 (1.3.4). Elle se démontre alors par récur -
rence sur n en utilisant (3.2.5) . 
3.2.8. Soien t : 

5n(JT,Y)= 0  — Y - A z » - ! Un-1 U2 U\ UQ 
—>ZX —y Z0 —• X —•0 0 

un élémen t d e E%(X,Y), / : X' —• X e t g : Y —y Y" deux morphisme s 
de A . Posons : 

(3.2.8.1) 

Sn(X,Y)*f = O^Y^Zn.1 Un-1 u2 z1 U1 Z1 u'0 
X' о , 

où ZQ est l e produit fibre : 

z u'0 X' 

r f 

Z0- U0 X 

et où u[ est l'unique morphisme défini par les égalités f'u^ = u\ e t UQU^ =  0  . 
De même, posons : 

(3.2.8.2) 

g*Sn(X,Y)= O ^ Y ' ^ Z'U 
u12 

Zrì.-n-2 
Un-2 u1 

Zo 
UQ 

X 0 
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où Z"^ es t la somme amalgamée : 

Y Un Zn-1 

ml a 

Y" < 7" 

et où ÎJ"-I est l'unique morphisme défini par les égalités un-1 g11 = ùn-i et 
Un-1 Un = 0 
Proposition 3.2.9 . a) On a les égalités : 

6n(Sn(X,Y) * f) = Sn(Sn(X,Y))f 

6n(g*Sn(X,Y)) = g[n]6n(Sn(X,Y)) . 

b) Tout diagramme commutatif : 

Sn(X,Y) = 0 >Y yZn-i > >ZX >ZQ^X » 0 

9 f 

S'n(X', Y') = 0 y Y' •  Z' •  •  Z\ •  Z'n yX' y 0 

fournit l'égalité : 

(3.2.9.1) 6n(g*Sn(X,Y)) = 6n(S'n(X',Y')*f) . 

Lorsque n = 1 , ce s propriété s résulten t de s propriété s d u ^-foncteu r 
canonique comp (̂ 4) —• D (̂ 4) (1.3) . Le cas général s'obtient pa r récurrenc e 
sur n, e n utilisant (3.2.5) . 
3.2.10. Soien t Sn(X, Y) e t Sn(X',Y') deu x éléments appartenant respecti -
vement aux ensembles EA(X, Y) e t EA(X', Y') e t considérons le morphisme : 

Sn {Sn(X, Y) © Sn(X', Y')) : X © X' — (Y © Y')[n] . 

On a l'égalité : 

(3.2.10.1) 
/6n(Sn(X,Y)) 0 

6n(Sn(X,Y)eSn(X',Y')) = 

\ 0  6n(Sn(X',Y'))t 

ainsi qu'i l résulte immédiatement d e la définition de s applications 6n 
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3.2.11. Soien t /  =  ën(Sn(X,Y)) e t g = 6n(S'n(X,Y)) deu x élément s d e 
Ext^(X, Y). L e morphisme /  +  g G  Ext ^(X, Y) est , par définition , l e mor-
phisme composé : 

/ id \ / , o \ 
V»d/ \ ° 9j (id,id ) 

X • X © X y Y[n] e Y[n) • Y[n] . 

Les alinéas (3.2.9) et (3.2.10) permettent alors , à partir des éléments Sn(X, Y ) 
et S'n{X,Y), d e construir e u n élémen t S"n(X,Y) G  E%(X,Y) te l qu e 
6n(S"n(X,Y)) = f + g. Nou s laisson s a u lecteu r l e soi n d'explicite r cett e 
construction. 

3.2.12. Nou s avon s don c montr é a u cour s d e c e numéro qu e le s groupe s 
Ext^(X, Y) ( X e t Y objets de A) peuven t s'interpréter comm e des quotients 
des ensembles EA(X,Y) pa r l a relation d'équivalenc e décrit e e n (3.2.2) . De 
plus, la compositio n de s extensions e t l a somm e peuvent s e décrire à  l'aide 
d'opérations simple s su r le s élément s de s EA(X,Y). O n retrouve ains i un e 
description du e à  Yoneda [3]. 

3.3. L a catégorie AExt. 

Lemme 3.3.1 . a ) Soient X et Y deux objets de A et £ G Ext ^(X[p], Y[q]) ~ 
Ext^"p(X,Y); q > p. Il existe q — p suites exactes de longueur 1, S} , 
1 < i < Q — P, telles que la suite exacte de longueur n : jS,J_p*SrJ_p_1 * • • -*Si 
soit définie (3.2.4) et telles que : 

(3.3.1.1) 6q-v{S\_p*S\_p_1*-'-*S\)]p] = i . 

b) Soient Sn et S,n deux éléments de EA(X,Y) qu'on peut écrire en utilisant 
les notations de (3.2.6) : 

$n = $n * $n-l * " * * * $i -> 

S1 = S'n * Sfn_i * • • • * S'i , 

où les S} et les Sf), 1  < i < n, sont des suites exactes de longueur 1. Les 
propriétés suivantes sont équivalentes : 

i) èn{Sn) = 6n(Sfn). 

ii) / / existe n suites exactes de longueur 1 : S"] , 1 < i < n, et 2n — 2 
morphismes de A :  fi, 1  < i < n — 1, et gi, 1  < i < n — 1, tels que les suites 
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exactes S} *F-1  ,  1  < i < n, fi* S"], 1  < i < n, S'] * gi-i, 1  < i < n, 
9i * S"} , 1  < i < n, soient définies ((3.2.8.1 ) et (3.2.8.2)) et tels que : 

(3.3.1.2) 

En effet , l'assertio n a) résult e immédiatemen t d e (3.2.2 ) e t (3.2.5 ) e t 
l'assertion b) résulte de la description de la relation d'équivalence induite par 
l'application E%X,Y) — > Ext^(X,F) ((3.2.2 ) et (3.2.9)) . 

3.3.2. Rappelon s (1.2.11 ) que la catégorie A^xt est l a sous-catégorie pleine 
de D (̂ 4) définie pa r les translatés de s objets d e A. Soi t F :  *4Ext —> C un 
foncteur ( à valeur s dan s un e catégori e no n nécessairemen t additive). Dési-
gnons, pour tou t entie r n, pa r Fn : A —• C le foncteur X i- > F(X[n]). D e 
même, pour tout e suit e exacte d e A, S1 — 0  —• X — • Y —•  Z — • 0 , 
désignons par ê^S1) :  Fn(Z) — • Fn+1(X) le morphisme 

F1(51)[n]):F(Z[n])--F(X[n+l]) . 

La suit e de s foncteur s Fn, n E Z, muni e de s morphisme s 6F possède les 
propriétés suivantes (3.2.9 ) : 
SFL I) Tout diagramm e commutati f : 

5 =  0  УХ yY yZ . 0 

f/ 9 

S' = 0 УХ' УУ' yZ' >0 , 
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où les lignes sont exactes fournit, pour tout entie r n, u n diagramme commu-
tatif : 

Fn{Z) 
sF(s) 

Fn+1(X) 

Fn(g) Fn+1(f) 

Fn(Z') 
.S49i*S"\) 

Fn+1(X') 

SFL II) Lorsqu e S = 0  —> 0 —• 0  —>0 — • 0 , le morphisme SF(S) est , 
pour tout entie r n , un isomorphisme. 

Soit maintenant m :  F —• F' un morphisme de foncteurs F, F' : A^xi — y C. 
On e n dédui t d e faço n évident e un e suit e d e morphisme s d e foncteur s 
mn : Fn — y F'n. Cett e suite de morphismes possède la propriété : 
MSFL) Pou r tout e suit e exact e 5 = 0 — > X — • Y — y Z — • 0 , e t pou r 
tout entie r n, l e diagramme ci-après est commutati f : 

Fn{Z) SUS) Fn+1(X) 

mn(Z) mn+1(X) 

F'n(Z) SUS) F'n+1(X) 

Définition 3 . 3 . 3 . Un e suite de foncteurs Fn : A —• C munie de la donnée, 
pour tout e suit e exacte 5 = 0 — • X — > Y —•  Z — y 0 , d'u n morphism e 
6%(S) : Fn(Z) — y Fn+1(X) possédan t le s propriétés SF L I ) e t SF L II) es t 
appelée une suite de foncteurs liés. Soient (Fn,6p) e t (F'n,SF,) deu x suites 
de foncteurs liés . Une suite de morphismes de foncteurs mn : Fn — y F'n es t 
appelée un morphisme de suites de foncteurs liés si elle possède la propriét é 
MSFL). 

Proposition 3 . 3 . 4 . Soient Hom(A^xt,C) la catégorie des foncteurs de ̂ 4Ext 
dans C et STC(A,C) la catégorie dont les objets sont les suites de foncteurs 
liés et les morphismes, les morphismes de suites de foncteurs liés. Ce qui 
précède définit un foncteur : 

$ : Hom(AEx\C) —y SFC(A,C) • 

a) Ce foncteur est une équivalence de catégories. 
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b) Lorsque la catégorie C est additive, un fondeur de *4Ext dans C est pré-
additif si et seulement si chacun des fondeurs de la suite de fondeurs liés 
associée est additif. 

Nous nous bornerons à montrer que $ es t essentiellement surjectif . Tou t 
d'abord, quitt e à  modifie r le s catégorie s e n présenc e pa r un e équivalence , 
on peu t suppose r qu e l a catégori e A possèd e u n seu l obje t nul . O n vérifi e 
aussitôt qu'alor s la catégorie *4Ext ne possède qu'un seul objet nul . Soit alors 
(Fn,<5j£) un e suit e d e foncteurs liés . Remarquons que , pour tou t entie r n , 
la propriété SFL II) défini t u n isomorphism e Fn(0) — • Fn+1(0) . O n peu t 
alors, en remplaçan t a u besoi n l a suit e (Fn,8p) pa r un e suit e isomorphe , 
supposer que , pour tou t n, Fn(0) = Fn+1(0) e t que 6^(0) — identité . Tout 
objet no n nu l W d e la catégori e *4Ex t s'écri t d'un e manièr e uniqu e sou s la 
forme X[n], o ù X es t un objet de A .  Posons alors pour tout obje t non nul W 
de ,4Ext, F(W) = Fn(X) e t posons de plus F(0 ) =  F°(0). Nou s avons ainsi 
défini un e applicatio n d e 0b(^4Ext ) dan s Ob(C ) que nous allon s maintenan t 
prolonger e n u n foncteu r F : A^xt —•  C , qui induise l a suit e d e foncteur s 
liés (Fn^6p). Soi t don c m : W —> Wf u n morphisme d e .4Ext. Examinons 
d'abord différent s ca s : 
1) W = W1 = 0. O n pose alors F (m) = idFo(0) . 
2) W = 0 et W = X\p), X ï 0 . O n pose alors F(m) = i^(0 — • X). 
3)W = Y[p], Y ^ 0  , et W = 0. O n pose alors F (m) = F?(Y — • 0). 

Supposons maintenan t qu e W e t W1 soient différent s d e l'objet nul . Ils 
s'écrivent alor s de manière unique sou s la forme W = X\p], W1 = Y[q], où 
X e t F  son t des objets d e A. L'entie r q — p est appel é alors le degré de m. 
4) Degré de m < 0. O n pose alors F (m) = F<*(0 —• Y) F?(X — • 0) . 
5) Degré de m = 0. L e morphisme m s'écri t alor s de manière unique sous la 
forme f[p], o ù /  es t un morphisme d e A. O n pose alors F(m) = Fp(f). 
6) Degré de m = 1. H existe une suite exacte de A : 

S=0-^ Y-^ Z ^ X—> 0 

telle que m — ̂ 1(5,)[p ] (3.3.1) . On pose alors F(m) = Sp(S). L e fait qu e le 
morphisme F(m) ains i défini ne dépende pas de la suite exacte choisie résulte 
de (3.2.2) et d e la propriété SFL I). 

Désignons alors par FI<n(.4Ext) l'ensemble des morphismes m : W —> W 
tels qu e W o u W' soi t l'obje t nu l o u tel s qu e le degr é d e m soi t inférieu r 
ou éga l à  n. L'existenc e d u foncteu r F : A^xt —> C induisant l a suit e d e 
foncteurs liés (Fn,6p) résult e alors du lemme et de la proposition suivant s : 
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Lemme 3.3.5 . Soient m : W —> W, m' : W —• W", m" = m!m 
trois morphismes de AExt appartenant à FI <i(^4Ext). Les morphismes F (m), 
F(m') et F(m") ont été définis ci-dessus dans les cas 1), 2), 3), 4), 5), 6) et 
on a : 

(3.3.5.1) F(m") = F(m')F(m) . 

Proposition 3.3.6 . (Définition d e la catégorie *4Ext par générateurs et rela-
tions). Soient C une catégorie et : 

Ob{F) : 0b(^Ext) — > Ob(C) , 

F l o ^ r F l o M ^ ) — * F I ( C ) 
deux applications compatibles avec les applications source et but des catégo­
ries «4Ext et C telles que pour tout triplet de morphismes m : W —• W', 
m' :W —• W", m" = m'm, m, m', m" G  FI <x(^Ext) on ait : 

F\<i(F)(m') F\<i(F)(m) = Fl<!( f )(m") . 

// existe alors un fondeur F :  ̂ 4Ext —> C et un seul tel que F induise l'appli­
cation Ob(F) sur les ensembles d'objets et tel que pour tout m G  FI <i(.4Ext) 
on ait : 

F(m) =  FI<1(F)(m ) . 

En effet , o n vérifie facilemen t qu e la suit e d e foncteurs lié s associé e au 
foncteur fourn i pa r (3.3.5 ) e t (3.3.6 ) es t bie n l a suit e (Fn,6p) qu'o n avai t 
au départ . 

3.3.7. Démonstratio n d u lemm e 3.3.5 . L a démonstratio n s e fai t e n 
examinant le s différents ca s possibles. Il y a, d'abord, quatr e cas à examiner 
lorsqu'au moin s deu x de s objet s W, W1, W" son t nuls . Le s morphisme s 
F (m), F(m') e t F(mn) son t alor s défini s dan s l'un de s cas 1) , 2) ou 3) . La 
vérification d e (3.3.5.1 ) es t immédiat e e t laissé e a u lecteur . I l y  a , ensuite , 
neuf ca s à  examiner dan s lesquels u n de s objets W, W, Wn es t nul . Deux 
des morphismes m, m' , m" son t alors définis pa r 1) , 2), 3), le troisième étant 
défini pa r 4) , 5) , 6) . L à encor e l a vérificatio n es t immédiat e e t laissé e a u 
lecteur. I l rest e à  examiner le s ca s o ù W , W , W" son t no n nuls . Ce s ca s 
sont a u nombre de huit : 
ci ) degré de m e t m1 < 0 ; 
c2) degré de m < 0, degré de m1 = 0 ; 
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es) degré de m = 0, degré de m' < 0 ; 
Ci) degré de m e t m ' =  0  ; 
c5 ) degré de m =  1 , degré de m' <  0  ; 
cg) degré de m <  0, degr é de m' = 1  ; 
Cf) degr é de m = 1 , degré de m' = 0 ; 
es) degré de m = 0 , degré de m' = 1  ; 
Nous nous bornerons à  envisager l e cas c$) ; le cas C7 ) se traite d e la même 
manière et les cas Cj), 1 < i < 6, sont triviaux. Soi t : 

S = 0  —> X" — • Y —• X' —•  0 

une suit e exact e tell e qu e ^(S)^] =  m' , et f : X —•  X ' u n morphism e 
de A te l qu e f\p] =  m . O n a  alor s F(m ) =  Fp (f) ,  F(m' ) =  ¿£(5 ) e t 
F (m11) = 6p(S *  /) (3.2.9) . Or on a un diagramm e commutati f : 

5 * / =  0  >X " , y ' > X , 0 

id /f 

S =  0  >X" >Y >X' ^ 0 

D'où un diagramme commutati f (SF L I) : 

Fp(X) sus*f) FP+1(X") 

Fp(f) id 

FP(X') 
SUS) 

Fp+1(X") 

i.e. 
F(m") = F(m')F(m) . 

3.3.8. Démonstratio n de la proposition 3.3.6 . Soit m :  X\p] —• F[p+n], 
X et Y objet s de A, n  > 0 , un morphisme de ̂ 4Ext. D'après le lemme (3.3.1), 
il existe n+1 objets Xj[p+i], 0  < i < n, X0\p] = X\p], X„[p+n ] =  F[p+n ] 
et n morphismes : 

X[p]^ Xl\p+l}^ X2\p + 2} m 2 mn Y\p + n] 
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tel que m = ranran_i  •  • -r^rai .  Ceci entraîne aussitô t l'unicit é d e F. Pou r 
démontrer l'existence , i l suffi t d e remarque r qu e d'aprè s l e lemm e (3.3.1) , 
lorsqu'on a  une deuxièm e décompositio n d e m :  m = m^m^^ • • -m^ , on a 
un diagramme commutâ t if : 

* l [ p + l ] m2 X2[p + 2] X„_![p-|- n - 1 ] 

m1 /ib+i] /2[p+2] /n-lb+n-1] mn 

X\P\ 
m" X0n-l[P+»l-l] 7712 

*2 '[P +  2 ] X"_,[p + n - l ] m41 Y[p + n] 

m1 sib+i] 02 [P+2] 0n-l[P+»l-l] m1 

* I [ P + 1 ] 
7712 ^ [ p +  2] j r ; _ i [ p + n - i ] 

où les fi e t les g1 , 1  < i < n — 1 , sont de s morphismes d e A. 
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4. Objets spectraux usuels. 

4.1. Premie r obje t spectra l canonique . 

4.1.1. Rappelon s qu e Z  désign e l'ensembl e ordonn é Z  U { — oc,+00}, o u 
encore la catégori e associée à  cet ensembl e ordonn é (chap . II, 4.3.1). Soient 
A une catégorie additive e t Y :  Z —> comp(̂ 4) un foncteur : 

ç E Z ,  q .—• Y(q) , 
(4.1.1.1) 

(p,q) €Fh(Z) ,  u(p,q):Y(p)^ Y(q) . 

On a  alor s associé , au chapitr e I , (3.3.6) , au foncteu r Y u n obje t spectra l 
(de type Z ) à  valeurs dan s K(A) (chap . II , 4.1.2 e t 4.1.3 ) don t nou s allon s 
rappeler l a construction . 

Soit, tou t d'abord , pou r tou t élémen t (p, q) d e Fli(Z ) (i.e. pou r tou t 
couple p,ç G  Z  tel que p < ç), y(p,q) l e cône du morphisme ù(p,q) (chap . 
I, 3.1.2) : 

(4.1.1.2) 

y(p,q)i = Y(q)i®Y(p)i+1 , 

A1 — ay(p,g) ~ 
aY(q) u(p, q)i+1 

0 -di+1 aY(P) 

Définissons alors , pour tou t coupl e (p, q) et (p',q') d'élément s d e Fli(Z ) tel s 
que p < p' et q < q' : 

(4.1.1.3) ${(p,q),(p',q')): y(p,q)^ y(p',q') , 

comme étant l a classe à homotopie près du morphisme d e complexes : 

(4.1.1.4) 9{(p,q),(M) : y (p,q) - №,<?') , 

défini pa r les formules : 

(4.1.1.5) 9((p,qW,J)) = 
u(q,q'y 0 

0 u(p, p')t+1 
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On a ainsi défin i un foncteur .Hi(Z ) — • K (^4). 

Soit (p , g, r) un élément d e FI 2 (Z). Définissons alor s : 

(4.1.1.6) 6(p,q,r):y(q,r)-+ y(p,q)[i\ , 

comme étant l a classe d'homotopie d u morphisme d e complexes : 

(4.1.1.7) d(p,q,r):y(q,r)^ y(p,q)[l] , 

défini pa r les formules : 

(4.1.1.8) d (p, q, r,)i = 
0 idy(g)<+i 

0 0 

On sait (chap . I, 3.3.6) qu e le triangle de K (*4) : 

(y(p, ?) > y(p> r),y(q, r)>$ ((P, ?), (P » 0)> $ ((P,0> (?,0)> * (P> ?>R)) 

est distingué e t dépen d fonctoriellement d e (p, g, r ). On a donc construit u n 
objet spectra l (y(p,q q), à (p,q,r)), à  valeurs dans K (.4). 

Soient y  :  Z  — • comp (̂ 4) e t y ' :  Z  — • comp (̂ 4) deu x foncteur s e t 
m :Y Y' u n morphism e d e foncteurs . L e morphism e m indui t u n mor -
phisme des objets spectrau x associés : 

(4.1.1.9) M(p,q):y(p,q)^ y'(p,q) . 

4.1.2. Soi t Y u n objet d e comp(«4). Posons : 

(4.1.2.1) < ? G  Z  , Y (ç)= 0 ^ 0 - + Y " ' ^Y~q+l ^Y~q+2 -+ ••• , 

les différentielle s d e ce complexe étan t induite s pa r le s différentielle s d e Y. 
Posons de même : 

(4.1.2.2) Y(-oo ) =  0  ,  Y(+oo ) =  Y . 

On a des monomorphismes : 

0 = Y(-oo) ^ •  • • ^ Y(q) ^ Y(q+1) ^ Y(q+2) ^•••^ Y(+oo ) =  Y , 
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qui définissent un e filtration du type Z de Y qu'on appelle première filtration 
canonique de Y, e t pa r suit e u n foncteur , qu e nou s noton s Y, d e Z  dans 
comp(^4). O n e n dédui t pa r l a constructio n rappelé e e n (4.1.1 ) u n obje t 
spectral à  valeurs dan s K(̂ 4 ) : (y(p,q),6(p,q,r)). O n se propose d e décrire 
un objet spectra l isomorphe à  (y(p-,q)1S(p^q^r)). Posons tout d'abor d : 
(4.1.2.3) 

a) pour —o o < p < q < +oo : 

Y(p,q) = •••0 -+ 0 -> - » Y-**1 -> • Y~v~2 -+ 0  -+ 0 -+ •  - • , 

b) pour —o o < p < +o o : 

y (p, +oo) =  >Y{ ^ Y'+ 1 -+ > Y~p~2 -+ Y-*-1 0  0  •  • •  , 

c) y(—oo,g ) =  Y(q), pou r tou t g  G  Z, Y(p,p ) =  0 , pou r tou t p G  Z, 
les différentielle s d e ce s complexe s étan t induite s pa r le s différentielle s d u 
complexe Y. 

Désignons par : 

(4.1.2.4) <p((p,q),(p',q')) :Y(p,q)^Y(p',q') , p < p' e t q < q' , 

la classe d'homotopie d u morphisme de complexes : 

(4.1.2.5) ^((p,g),(p',?'))^(P.ï ) - * W , « ' ) , 

dont le s composant s son t de s morphisme s identique s quan d l a sourc e e t l e 
but son t de s objets no n nuls . On vérifie immédiatement qu'o n a  ainsi défin i 
un foncteur d e Tl\{T) dan s K(^4) . 

Soit (p,q,r) u n élément d e F^ÇZ). Désignon s par : 

(4.1.2.6) 6(p,q,r):Y(q,r)-+ Y(p,q)[l] 

la classe d'homotopie d u morphisme de complexes : 

(4.1.2.7) d(p,q,r):Y(q,r)^ Y(p,q)[l] , 

dont les composants son t : 

d(P, Q, rY = 0, pou r t  -q - 1  , 
(4.1.2.8) 

d(p,q,r)-q-1 = -dZ'1-1 
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Enfin, pou r tou t élémen t (p , q) de Fli(Z) , désignons par : 

(4.1.2.9) J(p,q)--y(p,q)-+ Y(p,q) 

la classe d'homotopie d u morphisme de complexes : 

(4.1.2.10) J(p,q):yM-+ Y(p,q) , 

défini par les formules : 

(4.1.2.11) 

J(p,qY =  0  , pou r i < -q o u i > -p - 1  , 

i(p>9)* = identit é ,  pou r -q<i<-p-2, 

j(p, <Z)"~P- 1 :  Y-P-1 ©  Y~P -> Y'?-1 , 

i(P,?)"P_1 =  (id ,0) . 

Proposition 4.1.3 . a ) Pour tout élément (p,q) de Fli(Z) , le morphisme 
J(Pi Q) '• y{?i q) —> Y(p, q) de K(A) est un isomorphisme. 
b) Pour tout couple (p,q), (p',q') de Fli(Z ) tel que p < p' et q < q', le 
diagramme de K(A) : 

y(p,q) 
*((p,q),(p',q')) y(p',q') 

J(p, q) J(p',q') 

Y(p,q) <p((p,q),(p', q')) Y(p',q') 

est commutatif. 
c) Pour tout élément (p,q,r) de FI2(Z), le diagramme de K(A) : 

y(q,r) 6{p,q,r) 
y(p,q№ 

J(q,r) J(p,qM 

Y(q,r) 
S(p,q,r) 

Y(p,q№ 

est commutatif. 
La vérification es t laissée au lecteur . 
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4.1.4. I l résulte de (4.1.3) que pour tou t obje t Y  de comp(^l), 

SpeCl(Y)= (Y(p,q),6(p,q,r)) , 

défini par (4.1.2.3) , (4.1.2.4) et (4.1.2.6) , est un objet spectra l à  valeurs dans 
K(A). L'obje t spectra l Spec1(lr ) dépen d fonctoriellemen t d e l'obje t Y d e 
comp(^4). On a donc déterminé un foncteur : 

Y h -^Spec^y) 

de la catégorie des complexes d e A dan s la catégori e des objets spectrau x à 
valeurs dan s K(A). C e foncteur es t appel é le foncteur premier objet spectral 
canonique à valeurs dans K(A). Pou r tout objet Y d e comp(^4), l'objet spec -
tral Spec1(y) est appelé le premier objet spectral à valeurs dans K(A) associé 
au complexe Y. I l convient d e noter que lorsque Y es t un objet d e comp*(̂ 4) 
(* = +,—, b, "vide"),  le premier obje t spectra l à valeurs dans K(A) associé 
au complexe Y est , en fait, à  valeurs dan s K*(>4). 
4.1.5. Soien t A un e catégori e abélienn e e t Y u n complex e d e A. L'imag e 
par l e foncteur canoniqu e K (̂ 4) —> D(A) d u premie r obje t spectra l associ é 
au complex e Y es t u n obje t spectra l à  valeurs dan s D (.4) qu i es t appel é le 
premier objet spectral à valeurs dans D(A) associé au complexe Y. L e plus 
souvent, nous diron s simplemen t premier objet spectral associé au complexe 
Y e t noteron s (abusivement ) : 

SpeCl(Y)= (Y(Plq),6(p,q,r)) 

le premie r obje t spectra l à  valeur s dan s D(A) associ é a u complex e Y. L e 
foncteur premier objet spectra l canonique composé avec le foncteur canonique 
K(̂ 4) —• D(A) (étend u au x objets spectraux ) es t appel é le foncteur premier 
objet spectral canonique à valeurs dans D(A). Soulignon s qu'i l s'agi t d'u n 
foncteur d e l a catégori e de s complexe s d e A dan s l a catégori e de s objet s 
spectraux d e D (*4) et qu e ce foncteur ne se factorise pas, en général, par la 
catégorie des complexes à homotopie près. 

4.1.6. Le s complexe s n-uple s d'objet s d e A permetten t d e construir e de s 
complexes simple s muni s d e filtrations  e t pa r suit e de s objet s spectrau x à 
valeurs dans K(A). Soien t X u n complexe n-uple (chap . I, 2.1.2) et m un en-
tier, 1  < m < n. Pou r tout a G  Z[n] (notatio n de (chap. I, 2.1.1)), désignons 
par am sa m-ième coordonnée. 

Nous allons , tout d'abord , défini r un e famille d e complexes e t d e mor-
phismes d e complexes . Soit , pou t tou t coupl e (p, q) G  Fli(Z), mX(p, q) l e 
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complexe n-uple défini par : 

(4.1.6.1) 

{mX(p,q))° = 
[Xa si - q < am < -p , 

0 s i ( 7m<-g ou -  p < am , 

les différentielles d e mX(pJ q) sont les différentielle s 
de X sau f peut-être s i la source ou le but d e la dif -

l férentielle considéré e sont de s objets nuls . 

Pour tou t coupl e (p,q) e t (p',q') d'élément s d e Fli(Z) , tel s qu e p < pf e t 
q < g', désignons par : 

(4.1.6.2) f{(p,q),(pW)) :  mX(p,q) — mX(pf,qf) 

le morphisme de complexes n-uples dont les composants sont des morphismes 
identiques sau f peut-êtr e s i la sourc e ou le but  son t de s objets nuls . Enfin , 
pour tout élémen t (p , g,r) d e FI2(Z) , désignons par : 

(4.1.6.3) g(p9q,r):mX(q,r)^ Tm{mX(p,q)) 

(Tm désigne le foncteur d e translation dan s la direction m (chap . I, 2.3.1) le 
morphisme dont les composants sont : 

(4.1.6.4) 
g(PiQ>ry = Q s i am # -q --1 , 

g(p, q, r)a = -d°¿m si am = -q - 1 

Introduisons alor s de nouvelles notations . Tout d'abord , désignons , par 
abus d e notation , pa r J :  compn(̂ 4 ) — • comp(̂ 4) l a II-extensio n o u l a 
E-extension d u foncteu r complex e simpl e associ é (sou s réserv e d'existenc e 
de produits ou sommes dénombrables dans A (chap . I, 2.2.3). Posons alors : 

(4.1.6.5) 

/ mX(Pjq) = mY(p,q) 
J n 

/ mX{-oo, q) = mY(-oo,q) = mY(q) , 
Jn 

/ mX(-oo, +00 ) = /  X = mY(-oo, +00 ) =  mY(+oo) = Y ; 
Jn Jn 
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puis : 

(4.1.6.6) / f{(p,qUp',q'))=h{(p,q),(p',q>)) 
Jn 

Soit de plus 

(4.1.6.7) m d(p,q,r):mY(q,r) -^mY(p,q)[l] 

le morphisme composé : 

(4.1.6.8) 
m Y(q,r) 

J n(p,q))[l] / TmmX(p,q) 
In 

(*) mX(p,q))[l] 
'П / 

Y(p,q)[l] , 

où le morphisme (* ) est l'isomorphisme d e commutation au x translations du 
foncteur complex e simple associé (chap. I, 2.3.2.1). 

On obtient ains i une filtration du complexe simple Y = jn X : 

(4.1.6.9) 0  = mY(-oo) C  • • •  C  mY(q) C • • •  C  mY(+oo) =  Y 

qu'on appell e la filtration définie par le m-ième degré de X. 

On peut , pa r l e procédé rappel é e n (4.1.1) , associer a u complex e filtr é 
(4.1.6.9) un obje t spectra l à  valeurs dans K(A) noté : 

(4.1.6.10) (y(p,?),i(p,ç,r)) • 

Enfin, abusivement , nous désignerons dans la proposition ci-aprè s par la 
même notation, un morphisme d e comp(̂ 4) et so n image dans K(̂ 4). 
Proposition 4.1.7 . a ) Les objets mY(p,q) (4.1.6.5) , les morphismes 
h((p^q)^(p\qf)) (4.1.6.6 ) et les morphismes md(p,q,r) (4.1.6.7 ) définissent 
un objet spectral à valeurs dans K(A) qui dépend fonctoriellement du com­
plexe n-uple X. 

Cet obje t spectra l es t appel é l'objet spectral à valeurs dans K(A) défini 
par le complexe X filtré par son m-ième degré. 
b) / / existe un isomorphisme canonique (i.e. fonctoriel par rapport à l'objet 
X de compn(̂ 4)) entre les objets spectraux (^(p, <?),<!> (p,#,r)) (4.1.6.10 ) et 
{mY(p,q),md(p9q9r)). 
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Supposons, tout d'abord, la propositio n démontrée lorsqu e X es t u n 
double complexe et lorsque l'entier m — 1 , et montron s comment o n peut s e 
ramener à  ce cas. Soit <p : [n] —> [2 ] l'application : 

(4.1.7.1) 
<p(m) = 1 , 

(p(i) =  2  ,  pou r tou t i G  [n], i / m 

Posons J X = Z (chap. I, 2.2.2) . On peut alor s effectuer su r le double 
complexe Z le s constructions décrite s en (4.1.6.i) , 1 < i < 4. O n obtient de s 
doubles complexes : 

(4.1.7.2) lZ{p,q) ,  (?,<? ) eFla(Z) , 

et de s morphismes d e doubles complexe s : 

fz((p,q),(p',q')) ••1z(p,q)^1z(P',q') , 
(4.1.7.3) 

gz(p,q,r):1Z(q,r)^T1(1Z(p,q)) . 

On constate alor s que : 

[ mX(p,q) = 1Z(p,q) , (p,q)€ FI^Z ) , 

(4.1.7.4) 

/f{(p,q),(p',q')) = fz((p,q),(p',q')) , 

(vérification immédiate ) e t qu e d e plus l e morphisme gz(p, r) es t l e mor-
phisme composé : 

(4.1.7.5) Tm{mX(p,q)) 
Tm{mX(p,q)) 

j Tm{mX(p,q)) 
(**) ï i / mX(p,q) 

où (**) es t l'isomorphism e d e commutation d u foncteur S1  aux translations 
(chap. I, 2.3.2.1) (pour vérifier ceci , on utilise la définition explicit e des diffé -
rentielles de Z (chap . I, 2.2.2.5) et de l'isomorphisme d e commutation (chap . 
I, 2.3.2.1). Construisons alor s l'objet spectra l défin i pa r Z filtré par son pre-
mier degré . I l résult e d e l'égalit é J2 J = jn ,  d e (4.1.7.4) , (4.1.7.5 ) e t d e 
(chap. I, 2.3.3) que (mY(p, ç), md(p, g, r)) es t éga l à cet obje t spectral . 
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Supposons don c qu e X soi t u n doubl e complex e e t qu e m =  1 . Pou r 
démontrer a) , i l suffi t d e montre r que , pour tou t (p , g,r*) G  FI2(Z), le dia -
gramme de comp(̂ 4) : 
(4.1.7.6) 

2 
lX(p,q)^ 

2 
X(p,q) 

'2 
X(p,q) 

1d(p,q,r) 

'2 
X(p,q)X(p,q) 

f2 
X(p,q) [1] 

définit dan s K(A) u n triangl e distingu é (remarquon s qu e l'isomorphisme d e 
commutation au x translations j2 T\ {iX(pJ ? ) )—*( /2 ^ ( P ? ?))[! ] es^ dans ce 
cas l'identité). Le s autres assertion s contenue s dan s a) sont évidentes . Pour 
prouver qu e l e diagramm e (4.1.7.6 ) défini t dan s K(A) u n triangl e distin -
gué, il suffit , d'aprè s la propriété (TRII) (chap . II, 1.1.1) , de montrer qu e le 
diagramme : 
(4.1.7.7) 

f2 
X(p,q) [-1] 

-^(p^r)!-!] 

r2 
X(p,q) 

2 
X(p,R) 

2 
X(p,R) 

définit dans K(*4) un triangle distingué. On constate alors immédiatement que 
le complexe simple J2 xX(p, r) est égal au cône du morphisme —  1d(p, g, r)[— 1] 
(chap. I, 3.1.2 ) e t qu e le s morphisme s J2xX(p , g) — y J 2 *X(p, r ), 
j2 xX(p, r) —> J 2 ^ ( g, r), figurant dans (4.1.7.7) , sont les morphismes intro-
duits dan s l'étude d u foncteur côn e (chap. I, 3.2.2.2 et 3.2.2.4) . Par suite , le 
triangle de K(A) défin i par le diagramme (4.1.7.7) est par définition (chap. I, 
3.3.1) un triangle distingué . Démontrons maintenant 6) . En utilisant le s no-
tations introduites en (4.1.6.5), on vient d e montrer que dans le diagramme : 

(4.1.7.8) X(p,q) (-1) 
-^(-oo^r) 

X(p,q) ^ ( r ) XY(q,r), 

le complexe 1Y(r) apparaît comm e le cône du morphisme —  d(—oc, g, r) (po -
ser p = —o o dans le diagramme (4.1.7.7)) . De plus (4.1.1) , l'objet y(q,r) a 
été défini comm e étant l e cône du morphisme : 
(4.1.7.9) aY(g ) —+ xY(r) 

On a  alor s défini , dan s cett e situatio n (chap . I , 3.2.5.2) , un homotopism e 
(définissant don c un isomorphisme dan s K(*4) ) : 

(4.1.7.10) J(q,r):y(q,r)^ lY(q,r) . 

On laisse au lecteur le soin de vérifier qu e cet homotopisme est fonctoriel pa r 
rapport au x indices (q,r) G  Fli(Z) e t pa r rappor t a u doubl e complex e X e t 
qu'il définit un isomorphisme canonique de l'objet spectra l (^(p , g), S(p, g, r)) 
sur l'objet spectra l (1Y(p*q),1d(p.q.r)). 
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4.1.8. Lorsqu e X es t u n complex e simple , l'obje t spectra l à  valeur s dan s 
K(.4) défini par le complexe X filtr é par son premier degré (4.1.7) n'est autr e 
que le premier objet spectra l à valeurs dans K(A) associé au complexe X. D e 
même, soient X u n complexe n-uple e t m  un entier, 1  < m  < n. Supposon s 
que le composant Xa d e X soi t nu l lorsque : 

a – 0m9m # 0 (<jm m-ième coordonnée ) . 

On vérifi e alor s qu e l'objet spectra l défin i pa r l e complex e X filtr é pa r so n 
m-ième degr é es t éga l a u premie r obje t spectra l canoniqu e d u complex e 
simple jmX. 

Enfin, lorsque la catégorie A es t abélienne , le foncteur canoniqu e : 

K(A) — • D(A) 

transforme l'obje t spectra l à  valeur s dan s K(̂ 4 ) défin i pa r u n complex e 
n-uple X filtr é pa r so n m-ièm e degr é e n u n obje t spectra l à  valeur s dan s 
D(A). L'obje t spectra l ainsi obtenu est appelé Vobjet spectral, à valeurs dans 
D(A), défini par X, filtré par son m-ième degré. Lorsqu e aucun e confusio n 
n'en résulte , on supprime la mention " à valeur s dans D(^4)". 
4.1.9. Soi t X# # un complex e doubl e d e A. Désignons , pour tou t entie r g , 
par Xq'% (resp. X*>q ) le complexe simple : 

Xq>* = 
X(p,q) 

xq,i 
d1a1 

vq,i+l 
X(p,q) 

(resp. X^q = > X^q-
(1-10) qdi,a2 

X(p,q) 
(-l)qd[+1'q 

X(p,q) 

dont le composant d e degré i est Xq'% (resp . Xhq). 

La différentielle dan s la première (resp . deuxième) directio n d e X## in-
duit de s morphismes (dan s K(A) ) : 

dq{* : Xq>* • XX(p,q) 

(resp. dïq :  X^q —• X*>q+1 ) , 

dont les composants son t : 

(dV'Y = dV 

(resp. (#')• = X(p,q) X(p,q)). 
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Désignons par (*Y(p, q), ^(p, q, r)) (resp . (2Y(p, q), 2S(p, q, r)) )  1' objet 
spectral, à valeurs dans K(„4) , défini par le complexe X, filtré par son premier 
(resp. deuxième) degré (4.1.7). Il résulte immédiatement des définitions qu'o n 
a les relations : 

(4.1.9.1) 

1Y(q-l,q) = X-<>*[q] , 

2Y(q-l,q) = X*>-<[q] , 

1 % - l , ç , Ç + l ) =  -(dr_1,#)[ç+l ] , 

2S(q-l,q,q+l) = -№-*-1)[q+l] . 

Ces formules seron t utilisée s a u numéro (4.6). 

4.2. Obje t spectra l à  valeurs dan s D(A) associé à  un objet filtré  d e 
comp(^4). 

Dans ce numéro et les numéros suivants de ce paragraphe, A désigne 
une catégorie abélienne. 

4.2.1. Soien t X u n objet d e comp(*4) et X(q), q G Z , une filtration crois -
sante de type Z du complexe X : 

(4.2.1.1) 0  = X(-oo) C  • • •  C  X(q) C  X(q + 1) C • • •  C X(+oo) =  X . 

On e n déduit , pa r l a constructio n rappelé e e n (4.1.1) , u n obje t spectra l 
(X(p, g), S(p, ç, r)) à valeurs dans K(A), d'où , en appliquant l e foncteur cano-
nique K(A) —y D(>1) , un obje t spectra l à  valeur s dan s D(A) encor e noté , 
abusivement, (X(p, g), 6(p, g, r)). On se propose de décrire un objet spectra l 
à valeurs dan s D(A) isomorphe à  ce dernier obje t spectral . 

4.2.2. Soi t don c 0 = X(-oo) C  • • •  C  X(q) C  • • •  C  X(+oo) =  X , u n obje t 
filtré de comp(,4). Posons : 

(4.2.2.1) X(p,q) = X(q)/X(p) , 

pour tou t élémen t (p,ç ) d e Fli (Z). (Le quotien t es t pri s évidemmen t ic i au 
sens de la catégorie abélienne comp(.4 ) ). Désignons par : 

(4.2.2.2) <p((p, q), (p', q')) : X(p, q) — X(p', q') , 
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où (PIQ) et (p', q')  sont des élément s d e Fli(Z) tels que p < pf et q < q'', 
l'image dan s D(>4) du morphisme canonique d e comp(̂ l) : 

(4.2.2.3) ^((p,<z) , (?',<?')) =  X{p,q) —  X{p',q') . 

On a  ains i détermin é u n foncteu r d e Tl\{J£) dan s D(A). Soit , pou r tou t 
élément (P , G,R) de FI 2 (Z) : 
(4.2.2.4) 5 (p, q, r) : 0 - X(j> , 9) -  X(P , r) -  X(Ç , R) - 0  , 
la suit e exact e d e comp (*4) don t le s morphismes son t le s morphismes cano -
niques déduit s d e la filtration  d e X. Soi t enfin , pou r tou t élémen t (P , q) de 
Fli(Z), 
(4.2.2.5) J(p,q):X(p,q)^ X(p,q) , 

l'image dan s D(A) du morphisme de comp (̂ 4) : 
(4.2.2.6) Kp,q):X(p,q)-^ X(p,q) , 

dont les composants son t : 
j(p, q)' : X(p, q)' = X(qy © X(p)i+1 - X(qy/X(Py = X(p, q)' , 

j(p,qy = (^,o) , 
(4.2.2.7) 

où 7T 8 est l'épimorphisme canoniqu e : 

ri : x(qy —> X(qy/X(py . 

Proposition 4.2.3 . POU R TOUT élément (P, Ç,R) D E FI2(Z), désignons par : 

ê(p,q,r):X(q,r)^ X(p,q)[l} , 

le morphisme de D(A) : 

(4.2.3.1) S(p,q,r) = 6(S(p,q,r)) , 

où 6(S(p, Ç , R)) ES I /E morphisme de D(A) associé à la suite exacte 5 (P, 
(4.2.2.4) PAR /E 6-foncteur canonique comp(̂ l ) —> D (.4) (1.3.2) . 
a) LE S O&JE/ S X(P , Ç ) (4 .2.2.1), /E S morphismes (f((p, Ç), (P', G')) (4 .2.2.2) 
E¿ /ES morphismes S(p,q,r) (4 .2.3.1) définissent un objet spectral à valeurs 
dans D(A). 
b) Les morphismes J(p,q) (4 .2.2.5) définissent un isomorphisme de Vobjet 
spectral (X(p,q),è(p,q,r)) sur Vobjet spectral (X(P , Ç) , ¿>(P, G,R)). 

L'assertion a ) résulte immédiatement des proporiétés du ¿-foncteur cano-
nique comp (>4) —>• D (,4) (1.3.1) . Pour démontre r l'assertion 6) , le lecteur s e 
reportera à  (1.3.2). 
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4.2.4. U n morphism e d'objet s filtré s d e typ e Z  de comp(̂ 4 ) indui t d e l a 
manière évident e u n morphism e entr e le s objet s spectrau x associé s décrit s 
par la proposition (4.2.3) , a). La proposition (4.2.3 ) définit don c un foncteur 
de l a catégori e de s objet s filtré s d e comp(̂ 4 ) dan s l a catégori e de s objet s 
spectraux à  valeurs dans D(^4). 

Soient X un objet de comp(,4) et X(q) C  X, q G Z  , sa première filtration 
canonique. L'obje t spectra l associ é par l a proposition (4.2.3 ) à  l'objet filtr é 
(X, X(q), q G Z ) n'es t autre , dans c e cas, que le premier obje t spectral , à 
valeurs dans D(A), associ é au complexe X (4.1.5) . 

Soient d e même X u n complex e rc-uple de A, Jn X = Y l e complexe 
simple associé, m un entier, 1  < m < n, e t : 

0 = mY(-oo ) C  • • • C  mY(q) C  • • •  C  mY(+oo) = Y 

la filtration défini e par le m-ième degré de X (4.1.6.9) . L'objet spectra l asso-
cié par l a proposition (4.2.3 ) à l'objet filtr é (Y , mY(q), q G Z ) n'es t autre , 
dans c e cas , que l'objet spectral , à  valeur s dan s D(.4) , défin i pa r X , filtr é 
par so n m-ième degré (4.1.8). 

4.3. Deuxièm e obje t spectra l canonique . 

4.3.1. Soi t X u n objet d e comp(^4). Posons : 

(4.3.1.1) 
X(-oo) =  0  ,  X(+oo ) =  X , 

X{q) = • • -X*"3 -> Xq~2 -> Ker(^_1) - + 00 ^  •  • •  ,  g  G Z  , 
les différentielles d e ce dernier complex e étant induite s pa r les différentielle s 
de X. O n a des monomorphismes canonique s : 

(4.3.1.2) 0  = X(-oc) C  • • • C  X(q) C  X(q + 1) C • • • C  X(+oo) =  X 

qui définissen t un e filtratio n d e typ e Z  su r X  qu'o n appell e la deuxième 
filtration canonique d e X. O n en déduit , par la proposition (4.2.3) , un obje t 
spectral (X(p , g), #(p, ç, r)) qu'on appelle le deuxième objet spectral, à valeurs 
dans D(A), associé au complexe X . U n morphisme dan s comp(*4) :  X — • Y 
respecte les deuxièmes filtrations canonique s et , par suite , le foncteur : 

X i— • {X(p,q),6(p,q,r)) 

est un foncteur d e comp(̂ 4) dans la catégorie des objets spectrau x à  valeurs 
dans D(A). C e foncteur es t appel é le foncteur deuxième objet spectral cano­
nique. 
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Proposition 4.3.2 . Soient X un objet de comp(^l), (X(p,q),6(p,q,r)) le 
deuxième objet spectral associé à X et H : D(*4) —> A le foncteur cohomolo­
gique canonique. 
a) Hr(X(p , q)) = 0 , pour tout entier r < p ou r > q. 

b) Soit r un entier. Pour tout élément (p, q) G Fli(Z) tel que p < r < q, il 
existe un et un seul isomorphisme : 

i;tg(X):Hr(X)-^Hr(X(p,q)) 

tel que +0O(X ) soit l'identité et tel que pour tout couple (p,q) et (p',q') , 
P < p'> 1 <  Q.'> P <  r < 9. > P' < r < q'> Ie diagramme ci-après soit 
commutatif : 

Hr(X) 
ilÂX) ilÂX) 

Hr(X(p,q)) 
Hr(cp((p,q),(p',q'))) 

Ur{X{p',q')) 

c) Soient m : X — > Y  un morphisme de comp(*4) et : 

m(p, q) : X(p, q) -»• Y(p, q) 

le morphisme correspondant entre les deuxièmes objets spectraux associés. 
Pour tout élément (p , q) de Fli(Z ) et tout entier r tel que p < r < q, le 
diagramme ci-après est commutatif : 

Hr(X)- Hr(m) Hr(Y) 

Hr(X)- i l Hr(X)-

Hr(X(p,<7)) 
Hr(m(p,q)) 

Hr(Y(p,q)) 

Cette proposition résult e immédiatement de s définitions . 
Corollaire 4.3.3 . Le foncteur deuxième objet spectral canonique (4.3.1) se 
factorise d'une manière unique à travers le foncteur canonique : 

comp(*4) -* D(A) 

En effet, d'après (4.3.2), un quasi-isomorphisme m : X —• Y es t transfor -
mé par ce foncteur e n isomorphisme d'objet s spectraux . Le corollaire résult e 
donc de (1.3.5). 

220 



CATÉGORIES DÉRIVÉE S 

4.3.4. L e foncteur d e D(A) dans la catégorie des objets spectrau x d e D(*4) 
est encore appelé, abusivement, le foncteur deuxième objet spectral canonique. 

Soient X un complexe de A ,  (X(p , g), <!>(p, ç, r)) l e deuxième objet spec-
tral associ é à  X . I l résult e d e (4.3.2 ) e t (1.2.10 ) qu'o n a  u n isomorphism e 
canonique dan s D(A) : 

(4.3.4.1) x(p,p+l)^r \P(X)[-p] . 

Notons aussi que lorsque X est un objet de D*(.4) ( * = - , + , 6 , "vide"), 
le deuxième objet spectra l associ é à X es t en fait à  valeurs dans D*(*4) . 

4.4. Suite s spectrale s usuelles . 

4.4.1. Soien t A un e catégori e additive, non nécessairemen t abélienne , 
F :  K(*4) —• B u n foncteu r cohomologiqu e dan s un e catégori e abélienn e B, 
Fp :  K(A) — • B le s foncteurs déduit s d e F e n composan t ave c le foncteu r 
de translation d e K(̂ 4 ) (FP(X) = F(X[p])). Soit , de plus, Y u n complex e 
de A. L e foncteur F transform e l e premie r obje t spectral , à  valeur s dan s 
K(A), associ é à  Y (4.1.4 ) en un obje t spectra l à  valeurs dan s B. O n en dé-
duit (chap. II, 4.3.3) une suite spectrale à valeurs dans S, fonctorielle e n F et 
en Y (lorsqu e celui-c i vari e dans comp(fc4)) , qu'on appell e l a première suite 
spectrale du foncteur F, relative au complexe Y. O n utilis e toujours , pou r 
cette suite spectrale , l'indexation introduit e a u (chap. II, 4.3.3.1). 
Proposition 4.4.2 . a) Le terme l\'q de la première suite spectrale du foncteur 
F relative au complexe Y est donné par : 

lv{q = Fq(Yp) 

(Yp désigne ici le complexe dont le seul composant non nul est, en degré 
zéro, le p-ième composant du complexe Y). La différentielle correspondante 
est : 

di : Ii'* —> 1Г1,4 . 

dx = Fq(-dpY) : Fq(Yp) —+ Fq(Yp+1) 

b) Le terme de cette même suite spectrale peut donc se décrire comme 
suit : désignons par Fq,% :  comp(K(h4)) — • comp(/?) l'extension de Fq aux 
complexes, WVB :  comp(#) —> B le foncteur p-ième objet de cohomologie et Y* 
l'objet de comp(K(̂ 4)i : 

y* —  ¥ YP~1 
ilÂX) 

Yp • 4t1 yp+i 
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On a alors : 
I? =  HlF^iY*) 

c) Les termes Ipq sont les gradués associés aux objets Fp+q(Y) convenable­
ment filtrés. 

Démontrons a) . Soit (Y(p, q)^S(pJq^r)) l e premier obje t spectra l à  va-
leurs dans K(A) associ é au complexe Y. H  résulte immédiatement d e la défi-
nition d e cet obje t qu'o n a  (4 .1.2.3) : 

Y(-p-l,-p) = Y*[-p] . 

Par suite (chap . II, 4.3.3.1) : 

hpq, = Fp+q(Yp[-p]) = Fq(Yp) . 

La description d e la différentielle d\ : Ip,q —>• lp+1,q s e déduit alor s immédia-
tement d e (4.1.2.6). L'assertion b) résulte immédiatement d e a). La dernière 
assertion résulte de (chap. II, 4.3.2). 
Remarque 4.4.3 . Désignon s pa r (l£,9(Y) , dr, r > l ) l a premièr e suit e 
spectrale d u foncteur F relativ e au complexe Y. L e foncteur : 

Y — * ( l ™ ( Y ) , d r , r > 1 ) 
est un foncteur d e la catégorie comp(A) dans la catégorie des suites spectrales 
à valeurs dan s B. Ce foncteur n e se factorise pa s en général par la catégori e 
K(A). E n revanche, le foncteur : 

Y H - * ( l ? ' « ( Y ) , d r , r > 2 ) 
se factorise, d'après la proposition (4.4 .2), ò), par la catégorie des complexes 
à homotopie près. 
4.4.4. Soien t maintenant A un e catégorie abélienne, F :  D(A) ->Bun fonc -
teur cohomologiqu e à  valeurs dan s un e catégori e abélienne , Fp, p G  Z, les 
foncteurs déduits de F en composant avec les translations de D(̂ 4) (  FP(X) = 
F(X\p])). Soient , de plus, Y u n obje t d e comp(.4) e t (Y(p,g),^(p,ç,r) ) l e 
premier objet spectral , à valeurs dans D(^4) , associé au complexe Y. L e fonc-
teur F transform e ce t obje t spectra l e n un obje t spectra l à  valeurs dan s B. 
On e n dédui t un e suit e spectral e à  valeur s dan s B qu'o n appell e encor e l a 
première suite spectrale du foncteur F, relative au complexe Y. Cett e suit e 
spectrale est décrite essentiellement pa r la proposition (4.4 .2) (il suffit dan s la 
proposition (4.4 .2) de remplacer la catégorie K(A) par la catégorie D(̂ 4) ). La 
première suite spectrale du foncteur F , relativement a u complexe Y, dépend 
fonctoriellement d e F et de l'argument Y  quand celui-ci varie dans comp(^4). 
Nous utiliserons toujours , pou r cett e suit e spectrale , l'indexation introduit e 
en (chap. II, 4.3.3.1). 
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4.4.5. Le s données sont les mêmes qu'en (4.4.4 ) mais on se donne, de plus, 
un obje t X d e D(A). Soi t (X(pJq),6(pJqJr)) l e deuxième obje t spectra l à 
valeurs dans D(A) associ é au complexe X (4.3.1) . Le foncteur F transform e 
cet obje t spectra l e n un obje t spectra l à  valeurs dan s B. O n en dédui t un e 
suite spectrale fonctorielle e n F et en l'argument X lorsqu e celui-ci varie dans 
la catégorie D(A) (4.3.3) . Cette suite spectrale est appelée la deuxième suite 
spectrale du foncteur F, relative au complexe X. O n utilis e toujours , pou r 
cette suite spectrale , l'indexation introduit e a u (chap. II, 4.3.3.2). 

Proposition 4.4 .6. a ) Le terme II9q de la deuxième suite spectrale de F 
relative au complexe X est donné par : 

I l f =  FP(HH{X)) 

b) Les termes II^9 sont les gradués associés aux objets Fp+q(X) convenable-
ment filtrés. 

En effet (4.3.4.1) , on un isomorphisme canoniqu e : 

X(p,p+l)-^ H'{X)[-p] , 

d'où e n utilisant (chap . II, 4.3.3.2) : 

II™ =  Fp+q(Hq(X)[-q]) = Fp(Hq(X)) , 

d'où l'égalit é (abusive ) d e a). L'assertion b) résulte de (chap. II, 4.3.2). 

4.5. Problème s d e convergence . 

Définition 4.5.1 . Soien t A e t B deu x catégorie s abéliennes . U n foncteu r 
cohomologique F :  D*(̂ 4) —> B ( * = +,—,& , "vide" ) es t di t stationnaire à 
droite (resp. à gauche) s'il existe un entier n o tel que, pour tou t obje t X d e 
D*(>4) tel qu e W(X) =  0 , pou r tou t i < 0 (resp . >  0  ), on ai t Fn(X) = 0 , 
pour tou t n  <  n o (resp . n >  n o ). Le foncteur F es t di t stationnaire s'il es t 
stationnaire à  droite et à  gauche. Un foncteur exac t G : D*(A) —> D * (B) est 
dit stationnaire à droite (resp. stationnaire à gauche, resp. stationnaire) si 
le foncteur cohomologiqu e obten u e n composan t l e foncteur G avec le fonc-
teur cohomologiqu e canoniqu e D * (B) —• B es t stationnair e à  droit e (resp . 
stationnaire à  gauche, resp. stationnaire). 
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4.5.2. Soien t F :  D(A) —• B un foncteur cohomologique stationnaire à droite, 
p un entier, X u n objet d e comp(*4) et : 

0 = X(-oo ) > X(q) ^X(q+1)^ •  X(+oo) =  X 

la deuxième filtration canoniqu e (4.3.1 ) de X. L e système inductif Fp(X(q)) 
est stationnaire , i.e. il existe un entier qo te l que pour tout q, qo < q < +oc , 
le morphisme : 

F*(X(q)) ^F*{X) 

soit u n isomorphisme. E n effet , ave c les notations d e (4.2.3) , on a  une suit e 
exacte : 

J*"1 (À-fa,+oo)) -  F*(X{q)) -  F*(X) - F*{X(q,+oo)) , 

et le foncteur F étan t stationnair e à droite, il existe un entier go tel que pour 
tout q > qo le s objets Fp(X(q, +oo) ) e t F^" 1 (X(g,+oo)) soien t nuls . 

Soient d e même F : D(A) —• #  u n foncteur cohomologiqu e stationnair e 
à droite, p un entier, Y u n objet d e comp(*4) et : 

0 = F(-oc ) Y(q) -+ Y(q + 1) -> •  • .y(+oo) =  y  , 

la premièr e filtratio n d e Y (4.1.2) . Il exist e u n entie r qo tel qu e pou r tou t 
q < qo l'obje t Fp(Y(q)) soi t nul . La vérification analogu e à la précédente est 
laissée a u lecteur qu i pourr a d e même, en passant au x catégorie s opposées , 
étudier le s propriétés analogues de s foncteurs stationnaire s à  gauche. 
Proposition 4.5 .3. a) Soit Y un objet de comp*(*4) (1.1.1 ) ( * = + ,— , 6 , 
"vide"). Soit F :  D*(,4) —• B un foncteur cohomologique. La première suite 
spectrale du foncteur F relative au complexe Y (4.4.1 ) dont les termes ini­
tiaux sont (4.4.2 ) : 

If* =  Fq(Yp) 

est stationnaire (chap. II, 4.4.2) dans les cas suivants : 

1) y est un objet de comp6(^4). 
2) y est un objet de comp+( l̂) et F est stationnaire à droite. 
3) y est un objet de comp~(̂ 4) et F est stationnaire à gauche. 
4) Le foncteur F est stationnaire. 

b) Soient X un objet de D*(A) (1.2.4 ) et F : D*(A) ^ B un foncteur 
cohomologique. La deuxième suite spectrale du foncteur F relative au com­
plexe X (4.4.5 ) est stationnaire dans les cas suivants : 
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1) X est un objet de Db(A). 
2) X est un objet de D+(*4) et F est stationnaire à droite. 
3) X est un objet de D~(̂ 4) et F est stationnaire à gauche. 

4) Le fondeur F est stationnaire. 

Cette propositio n résult e immédiatemen t d e (4.5.2 ) e t d e la définitio n 
(chap. II, 4.4.2). 

Théorème 4.5.4 . Soient FUF2 : D*(A) -> B ( * =  + , - , 6 , "vide" ) deux 
fondeurs cohomologiques (resp . G\,G2 :  D *(̂ 4) —> D * (B) deux fondeurs 
exacts) et m : F\ —• F2 (resp. m  :  G\ —» G2) un morphisme de fondeurs 
(resp. un morphisme de fondeurs exacts (chap. I, 1.6.6.4)). La sous-catégorie 
pleine de D*(̂ 4) définie par les objets X de D*(̂ 4) tels que m(X[p]) soit un 
isomorphisme, pour tout entier p, est une sous-catégorie triangulée stricte­
ment pleine et saturée de D*(*4) (chap. II, 2.1.6), notée ls(ra). 
a) Si tout objet de A est un objet de ls(ra), alors Db(A) C ls(ra). 
b) Si tout objet de A est un objet de ls(ra) et si les fondeurs F\ et F2 (resp. 
G\ et G2 ) sont stationnaires à droite, alors D+(̂ 4) D D*(A) C ls(ra). 
c) Si tout objet de A est un objet de ls(ra) et si les fondeurs F\ et F2 (resp. 
G\ et G2 ) sont stationnaires à gauche, alors D~~(*4) fl D*(̂ 4) C ls(ra). 
d) Si tout objet de A est un objet de ls(ra) et si les fondeurs F\ et F2 (resp. 
G\ et G2 ) sont stationnaires, alors D*(A) = ls(m). 
e) S'il existe une partie M de 0b(*4) telle que : 

a) tout objet de A soit isomorphe à un quotient d'un objet appartenant 
à M; 

/3) tout objet appartenant à M soit un objet de ls(ra) ; 
si de plus les fondeurs F\ et F2 (resp. G\ et G2 ) sont stationnaires à gauche, 
alors D~(A) H  D*(.4) C  ls(ra). 
f) S'il existe une partie M de Ob(^l) telle que : 

a) tout objet de A soit isomorphe à un sous-objet d'un objet appartenant 
à M; 

(3) tout objet appartenant à M est un objet de ls(ra) ; 
si de plus les fondeurs F\ et F2 (resp. G\ et G2 ) sont stationnaires à droite, 
alors D+(A) D D*(.4) C  ls(ra). 

Notons, tout d'abord , qu e la partie resp . du théorème (4.5.4) se déduit 
de la partie non resp., en composant le s foncteurs G\ e t G2 avec le foncteur 
cohomologique canoniqu e D * (B) —> B. Démontron s a). Soi t X u n obje t d e 
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Db(A). L e morphism e m indui t u n morphism e entr e le s deuxième s suite s 
spectrales canonique s de s foncteur s F\ e t F2 relatives a u complex e X. L e 
morphisme induit entr e les termes initiaux : 

m™(X) :  Ff{H%X)) —  f ?(H '(X)) 

est pa r hypothès e u n isomorphisme. D e plus, les deux suite s spectrale s son t 
stationnaires (4.5.3) . On en dédui t (chap . II, 4.4.5) que le morphisme m in-
duit u n isomorphisme entre les aboutissements de s deux suites spectrales et , 
par suite, que m(X) es t un isomorphisme. Les assertions 6) , c), d) se démon-
trent d e manièr e analogu e :  il suffi t d e remarque r qu e sou s le s hypothèse s 
faites, le s deuxième s suite s spectrale s canonique s son t stationnaire s (4.5.3) . 
Démontrons e) . I l suffit , d'aprè s c) , de montrer qu e tout obje t d e A es t u n 
objet d e ls (ra). Soien t X u n obje t d e A, p u n entier , e t montron s qu e le 
morphisme : 

m(X\p}) :  Ff (X) —  F*(X) 

est u n isomorphisme. Les foncteurs F\ e t F2 étan t stationnaire s à  gauche, il 
existe u n entie r r te l qu e Ff (Y) = 0, pou r ¿ = 1 , 2 , tou t obje t Y d e A e t 
tout entier q > p + r — l .La propriét é a) implique que X es t quasi-isomorph e 
à un complexe : 

W =  •  0 Y - * X"r+1 i"r+ 2 > L'1 -» L° 0  •  • •  , 

où les composant s ,  —  r + 1  < i <  0 , son t de s éléments d e M. Désignon s 
par Z # le complexe : 

> 0  X"r+ 1 Z"r+ 2 - » •  L'1 -y L° -> 0 •  • •  . 

On a une suite exacte de complexes : 

0 V W Y[r] -+ 0 , 

d'où fl.3.2 ) u n triangle distingu é d e D*(A) : 

Y[r] 

L* >X 
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On en déduit u n diagramm e commutatif , o ù les lignes son t exactes : 

jpp+r-l (Y) 

F%+r-\Y) 

>W) 
m ( X ' M ) 

Foq (K) 

Ff(X) 

m(X[p]) 

F2P(X) 

FP+r (Y) 

- F2p+r(Y) 

L'entier r a  été chois i d e telle façon qu e les objets Ff(Y) soien t nuls , pour 
i =  1, 2 e t q > p + r — 1 , et , pa r suite , tou t revien t à  montre r qu e m(L*) 
est u n isomorphisme, pou r tou t obje t L* de comp6(̂ 4) dont le s composant s 
sont de s éléments de M. O r le morphisme m indui t u n morphisme entr e les 
premières suite s spectrale s de s foncteurs F\ et F<i relative s a u complex e ZV 
Sur les termes initiaux, ce morphisme : 

m™{V) :  Ff(LP) - fF q2 (Lp) , 

est, par hypothèse, un isomorphisme. Ces suites spectrales étant stationnaires 
(4.5.3), le morphisme m induit u n isomorphisme sur les aboutissments (chap . 
II, 4.4.5 ) et , pa r suit e (4.4.2) , le morphism e m(X# ) es t u n isomorphisme . 
Ceci achèv e la démonstratio n d e l'assertion e) . L'assertio n / ) s e dédui t d e 
l'assertion e) , en passant aux catégories opposées. Le théorème est démontré. 

4.6. Obje t spectra l d e Cartan-Eilenberg . 

Définition 4.6.1 . O n di t qu'u n complex e JT # d e A es t u n complexe injectif 
de Cartan-Eilenberg si , pour tou t entie r le s objets \m(d\.) e t H*(J#) sont 
injectifs. 
4.6.2. O n notera qu'un complexe injectif d e Cartan-Eilenberg J# est de type 
injectif (1.1.5) , i.e. que ses composants sont de s objets injectifs d e A e t que, 
pour tout entie r i , l'objet Ker (dj.) es t u n objet injecti f d e A. Cec i se vérifie 
immédiatement, e n utilisan t le s suite s exacte s à  trois terme s qu i relien t ce s 
différents objets . 
Proposition 4.6.3 . Soit I* un complexe injectif de Cartan-Eilenberg. 
a) Pour tout complexe Y, le morphisme canonique : 

HomKM)(Y,r) —  I I H«iu(H'(Y),H'(/*) ) 
p€T 

est un isomorphisme. 
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b) Soit Q : K(.4) —> D(*4 ) le foncteur de passage au quotient. Le complexe L* 
est Q-libre à droite (chap. II, 2.3.3), i.e. pour tout complexe Y, le morphisme 
canonique : 

HomKM)(Y,n — * HomDM)(r,/*) 
est un isomorphisme. 
c) Soit : 

H*(/#): >  HP(J#) ^ Hp+1(/#)- ^ . . . 
le complexe dont les composants sont les HP(J#), p £ Z, et les différentielles 
sont nulles. Il existe un et un seul isomorphisme dans K(A) I* — > H*(/# ) 
induisant l'identité sur les objets de cohomologie. 
d) Les morphismes canoniques H*(J#) —• Hp(/#)[— p] définissent des isomor­
phismes dans K(.4) et dans D(A) : 

H*(/#) n 
i 6 Z 

H P ( / ' ) [ - P ] 

Montrons que a) entraîne b). En effet, il suffit (chap . II, 2.3.3) de montrer 
que pour tou t complex e acycliqu e Y , HonriK (̂ )(Y,I*) = 0, c e qui résulte de 
a). Montrons que a) entraîne c) . En effet, il suffit d e remplacer, dans l'isomor-
phisme de a), le complexe Y pa r J# et le complexe /• pa r H*(/#) . On voit de 
même que a) entraîne d) en remplaçant, dan s l'isomorphisme d e a) , le com-
plexe I* pa r l e complexe H*(/#) . Démontrons a). I l résulte immédiatemen t 
des définitions qu e le complexe /• es t isomorphe à  un complexe du type : 

rn-2mHn-lmJn-l 

0 0 id 
0 0 0 
0 0 0 

Jn®Hn+1®Jn+1 

0 0 id 
0 0 0 
0 0 0 

Jn®Hn+1®Jn+1 

et, par suite , il existe un homotopisme entre J* et le complexe H*(/#) . Pour 
démontrer a) , on peut don c suppose r qu e I* =  H*(J#) . H est clai r qu'o n a 
alors un isomorphisme : 

HomKM)(l',H'(/*)) n 
I 6 Z 

HomKM)(y,H'(J')[-p]) 

De plus, les objets HP(J# ) étant injectifs , l e morphisme canoniqu e : 

HomKM)(y,H'(J*)[-p]) —  Honu(H'(Y),H '(r)) 

est u n isomorphisme. 
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4.6.4. Soi t X*' u n doubl e complexe de A (chap . I, 2.1.2). Le double com-
plexe X** définit u n objet d e comp(comp(.4)) : 

X" : x.,n-l 
,»,n — 1 
d2 X*'n 

d2 
x.,n-l 

^On utilis e le s notation s d e (4.1.9) . Attentio n a u signe! ) Désignon s pa r 
Bi(X##) l e complexe simple : 

(4.6.4.1) 
B ? ( X # 7 =  ImK"1^ ) , 

dsP(X") indui t PA R DPI2 

Désignons par Z\(X%%) l e complexe simple : 

(4.6.4.2) 
Z\ (X"Y = Ker(df) , 

dzP(X") indui t PA R d^1 

Désignons par HP (X##) l e complexe simple : 

(4.6.4.3) 
Hf (x##y =  z\ ( x " ) 7 B ? ( X # 7 

^Hp(x##) indui t pa r dPI2 . 

Enfin, F  étan t u n complex e simple de A, nou s désignons encore par Y 
le complex e doubl e don t le s composant s son t nul s e n deuxièm e degr é non 
nul et don t les composants et le s premières différentielles son t ceu x de Y e n 
deuxième degré zéro. 
Définition 4.6.5 . Soit Y u n complexe simple de A. Un e résolution injective 
de Cartan-Eilenberg de Y es t u n double complexe : 

/•• :  >  o J # ' ° J * ' 1 J # ' 2 • •  • , 

muni d'un morphism e appelé augmentation : 

e :  Y -> /•• 

tel que pour tout entier p, le s complexes simples Bj(/•*) (4.6.4.1 ) et Hf(/## ) 
(4.6.4.3) munis des augmentations : 

B{(e) : H 4 - 1) —  Bf(7" ) , 

H?(e) : HP(Y) — • H ?(J") 
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soient de s résolutions d e type injectif (1.1.4) . 

Nous appelons donc résolution injective de Cartan-Eilenberg du complexe 
Y c e que ces auteurs appellent simplement résolution injective du complexe Y 
([1], chap. XVII), terminologie que nous n'utiliserons pas dans ce travail. Une 
résolution injective d e Cartan-Eilenberg d e Y indui t de s résolutions d e type 
injectif de s composant s d u complex e Y e t de s noyaux de s différentielle s d e 
Y [loc. cit.]. Nous dirons qu'une résolution d e Cartan-Eilenberg e : Y — > J## 
est d e longueur finie s'il exist e u n entie r no tel qu e J*'71 = 0  pour n > no . 
Pour qu'un complexe Y admett e une résolution injective de Cartan-Eilenberg 
de longueu r finie , i l fau t e t i l suffi t qu e l a dimensio n injectiv e de s objet s 
de cohomologi e d e Y e t de s image s de s différentielle s d e Y soi t majorée . 
Rappelons les résultats établi s dan s loc. cit. : 

Proposition 4 . 6 . 6 . a ) Lorsque la catégorie A possède suffisamment d'objets 
injectifs (3.1.5), tout complexe simple Y de A admet une résolution injective 
de Cartan-Eilenberg. 

b) Soient f : X —» Y un morphisme de complexes simples, e : X — » J# # et 
sf : Y — » J# # deux résolutions injectives de Cartan-Eilenberg. Il existe un 
morphisme de doubles complexes : 

£ :  J" — + J " 

au dessus de / , i.e . tel que le diagramme de morphismes de doubles com­
plexes : 

X f Y 

e s1 

L** g J** 
soit commutatif. 

c) Deux morphismes g, g1 :  J## —> J# # au dessus de f, sont homotopes (au 
sens de Vhomotopie des morphismes de doubles complexes (chap . I , 2 .5 .1)) . 

Nous renvoyons pour la démonstration à  loc. cit. 

4 . 6 . 7 . Soien t Y u n obje t d e comp(^4 ) et Y — > 7## un e résolutio n injectiv e 
de Cartan-Eilenberg d e y. L e double complex e J# # donn e naissance à  deux 
objets spectraux à  valeurs dans D(>t) , suivant qu'o n le filtre pa r son premier 
ou son deuxième degré (4.1.7) . L'obje t spectral , à  valeurs dans D(*4) , défin i 
par filtré par son deuxième degré, est appel é l'objet spectral de Cartan-
Eilenberg de Y (relati f à  la résolution d e Cartan-Eilenberg considéré) . 
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Proposition 4.6.8 . Soient Y un complexe de A et e : Y —> I" une résolu­
tion injective de Cartan-Eilenberg de Y. Lorsque Y est un objet de comp+(^4), 
ou bien lorsque la résolution 7## est de longueur finie, le complexe simple 
J2 J## est un complexe de type injectif et le morphisme de complexes : 

f s : Y — y f I** 
J2 J2 

est ùn quasi-isomorphisme. 

En effet , l e morphism e e indui t u n morphism e entr e l e premie r obje t 
spectral de Y, à valeurs dans D(A) (4.1.5) , et l'objet spectral , à valeurs dans 
D(.4), défini pa r 7# # filtré pa r so n premier degr é ((4.1.7) , (4.1.8)). Ces deux 
objets spectrau x son t transformé s pa r l e foncteur cohomologiqu e canoniqu e 
H : D(A) —y A e n objets spectrau x à  valeurs dan s la catégorie abélienne A. 
Il suffit d e montrer que e induit u n isomorphisme entre ces objets spectraux . 
Or l'objet spectra l défin i pa r Y  est toujours stationnair e (chap . II, 4.4.2) et , 
sous les hypothèses faites , l'obje t spectra l défin i pa r J# # es t stationnaire . I l 
suffit don c de montrer que e induit u n isomorphisme su r les termes initiaux. 
Ces termes initiaux son t d'un e par t : 

I™ =  W\YP) , 

et d'autr e par t : 
1™ =  H*(JP,# ) • 

De plus , l e morphism e indui t pa r e su r le s terme s initiau x es t dédui t pa r 
passage à la cohomologie du morphisme d e complexes : 

ep : YF —• lFi9 

Or ce morphisme est un quasi-isomorphisme, ce qui démontre la proposition. 

4.6.9. Soien t F : D(A) —> B u n foncteu r cohomologique , Y  u n obje t d e 
comp(̂ 4) et Y  -» I  un e résolution injective d e Cartan-Eilenberg . L e fonc-
teur F transforme l'objet spectra l de Cartan-Eilenberg correspondan t (4.6.7 ) 
en un objet spectra l à  valeurs dans B, d'o ù un e suite spectrale appelée suite 
spectrale de Cartan-Eilenberg. Désignon s pa r (CE.) ™ le s terme s d e cett e 
suite spectrale (chap. II, 4.3.3.1). Les termes initiaux d e cette suite spectrale 
sont (4.1.9.1 ) : 

( C E . ) ? 'q = Fp+q (I*'p[-p]) = Fq(I*>p) , 
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et les premières différentielle s son t (4.1.9.1 ) : 

d™ : (C.E.)f'9 — * (C.E.)?+M , 

d™ = Fq(-dïp) . 

Les complexes Ip  son t de s complexes injectif s d e Cartan-Eilenber g (4.6.1 ) 
et, par suit e (4.6.3) , on a un isomorphisme canoniqu e dan s D(A) : 

H P n 
I 6 Z 

Hr(/#'p)[-rl 

Utilisons alor s le complexe H (̂/## ) introduit e n (4.6.4.3) . Pour tou t entie r r 
on a : 

Hi(/")p =  H'(I#'P ) 
d'où u n isomorphisme canoniqu e dan s D(,4 ) : 

L*P n 
I 6 Z 

Hï(/*'f[-r] , 

et, modulo cet isomorphisme, le morphisme d e complexes : 

(C.E.)f'9 —* (C.E.)?+M 

est isomorphe au morphisme : 

n 
reZ 

VJl")p\-r]) , 

d'où l'expression définitiv e de s termes initiaux : 

(4.6.9.1) (CE. )? '9 =  F 9 n 
rez 

VJl")p\-r]) , 

et de s premières différentielles : 

(4.6.9.2) dS'9 = -Fq n 
VeZ 

VJl")p\-r]) , 

Soit alor s F 9'*(Hi(/**)) l e complexe d'objets de B obtenu e n appliquan t l e 
foncteur Fq aux composants et au x différentielles d u complexe H[(/**) . Les 
formules (4.6.9.1 ) et (4.6.9.2 ) définissent u n morphisme : 

(4.6.9.3) ( C E . ) ™ n 
I 6 Z 

H]№"r,#(Hï(0)) • 
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Ce morphisme est u n isomorphisme lorsque, par exemple , le complexe Y est 
un objet d e comp+(.4) e t lorsque le foncteur F es t stationnair e à  droite, ou 
bien, sans hypothèse sur Y, lorsque le foncteur F es t stationnair e (4.5.1) . 

Le double complexe /•• étant une résolution injective de Cartan-Eilenberg 
de Y, le complex e H[(/## ) es t un e résolutio n injectiv e d e l'objet H r(Y) et , 
par suite , on a un isomorphisme : 

(4.6.9.4) HpB(Fq-r'(H[(I"))) -^RpFq-r(Hr(Y)) , 

où RpFq~r :  A —> • B désign e l e p-ièm e dériv é droi t (a u sen s d e [1] ) d u 
foncteur Fq~r restreint à  la catégori e A. O n a  donc, lorsque le morphism e 
(4.9.6.3) est un isomorphisme, un isomorphisme : 

(4.6.9.5) (CE.) ™ ^ Y[ RpFq-r(Hr(Y)) . 

rei 

4.6.10. Étudion s l e ca s o ù l a catégori e B es t l a catégori e Ab des groupe s 
abéliens appartenan t à  un univers convenable e t où le foncteur : 

F :  D(.4) —+ Ab 

est le foncteur : 
y .— • F(Y) =  Ext °(Z,Y) , 

où Z es t u n objet d e D(^4) . Soient Y u n complexe de A e t e : Y — > J## une 
résolution injective d e Cartan-Eilenberg. Le morphisme (4.6.9.3) est alor s un 
isomorphisme (4.6.3 ) et, par suite , on a un isomorphisme : 

(4.6.10.1) (C.E .)f'9 J J Exïp(Hr-q(Z), Hr(Y)) . 
rei 

Par ailleurs , la suit e spectral e d e Cartan-Eilenberg relativ e à  F es t station -
naire lorsque Y es t u n objet d e comp+(̂ 4) et Z u n objet d e D~(^4) , ou bien 
lorsque la résolution injectiv e d e Cartan-Eilenberg es t d e longueur finie. De 
plus, sou s ce s hypothèses , l'aboutissemen t d e cett e suit e spectral e est , e n 
vertu de (4.6.8) : 

f f Extp(Hr-q(Z),Hr(Y)) Extp+q(Z,Y) . 
rei 
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