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ACTIONS DE GROUPES SUR LES ARBRES

par Frédéric PAULIN

Séminaire BOURBAKI

48ème année, 1995-96, n° 808

Novembre 1995

H. Poincaré [74] étudiait la structure des sous-groupes discrets de ou SL2(C),
par leurs actions isométriques sur les espaces hyperboliques réels NF, IHP. Pour étudier la
structure des sous-groupes discrets de SL2(Q~p), J.-P. Serre [85] a développé la théorie des
actions de groupes sur les arbres discrets. En effet, l’immeuble de Bruhat-Tits (de rang
un) associé à pour la valuation p-adique [14] est un arbre discret. Partant de
l’observation qu’un groupe agissant librement sur un arbre discret est libre, J.-P. Serre

en déduit par exemple une preuve simple et élégante du théorème suivant.

Théorème 1 (Y. lhara) Un sous-groupe discret sans torsion de SL2(Qp) est libre.

La théorie de Bass-Serre (voir section 1) montre plus généralement qu’un groupe
agit sur un arbre discret sans point fixe global si et seulement s’il se décompose (i.e. est

isomorphe à une somme amalgamée non triviale ou une extension HNN (voir section 1

pour des définitions)) au dessus d’un stabilisateur d’arête. Par exemple, un groupe est un
produit libre de deux groupes non triviaux si et seulement s’il agit sur un arbre discret
avec stabilisateurs d’arête triviaux.

Pour étudier les groupes SL2(K) pour un corps !{ muni d’une valuation non discrète,
F. Bruhat et J. Tits [14, 91] avaient introduit des généralisations des arbres discrets,
encore appelés arbres1.

L’étude des actions de groupes sur les arbres non discrets, commencée par J. Tits,
R. Lyndon, I. Chiswell, et surtout développée par J. Morgan et P. Shalen (voir les articles
de référence [86, 87, 63]), vient d’aboutir à des résultats profonds de classification, par
les travaux de E. Rips (voir section 2). Un corollaire est le suivant, anciennement connu
sous le nom de conjecture de Morgan-Shalen. Rappelons qu’un groupe est de type fini
s’il est engendré par un nombre fini d’éléments.

1La terminologie usuelle est maintenant celle d’arbre réel, mais par respect des origines, nous préfé-
rons dans cet exposé le terme d’arbre (non discret).



Théorème 2 (E. Rips) Un groupe de type fini qui agit librement sur un arbre (non
discret) est un produit libre de groupes abéliens libres et de groupes fondamentaux de

surfaces.

Les actions de groupes sur les arbres non discrets permettent d’apporter des informa-

tions asymptotiques sur les sous-groupes discrets de groupes de Lie réels comme SL2(C)
(voir par exemple les travaux de M. Culler-P. Shalen [20], J. Morgan-P. Shalen [65],
M. Bestvina [7], F. Paulin [69], Z. Sela [83] et la section 3). L’explication conceptuelle,
due à M. Gromov, est que, vu de loin, l’espace hyperbolique HP ressemble ... à un arbre.

Plus exactement la limite (en un sens que nous préciserons plus loin) de la famille d’es-

paces métriques obtenue en multipliant la distance de 1Hf3 par E, tend vers un arbre non

discret, quand E tend vers 0. Voici une application :

Théorème 3 (W. Thurston ~90, Theorem ?’.1~, J. Morgan-P. Shalen f 65~) Soit r un

sous-groupe de type fini, non virtuellement abélien, qui n’est pas une somme amalgamée
non triviale ou une extension HNN au-dessus d’un groupe virtuellement abélien. Alors

l’espace des représentations de r dans SL2(C) modulo conjugaison est compact.

Évoquons en quelques mots les sujets reliés que nous ne traiterons pas ici, préférant
nous concentrer sur le théorème de Rips et en donner une preuve complète.

Les actions de groupes sur les arbres discrets permettent de donner d’autres infor-

mations sur les sous-groupes discrets d’un groupe de Lie de rang relatif un sur un corps

local localement compact. Voir [85], [4, 57], [58] (pour la construction de réseaux non

arithmétiques) et [59, 5, 15] (pour les problèmes de rigidité et de superrigidité des com-

mensurateurs). Nous ne traiterons pas non plus de l’aspect analyse harmonique sur les

arbres, voir par exemple [33, 18], ni les rapports avec l’uniformisation p-adique (voir par
exemple [75, 39, 38, 6]). Citons encore le joli résultat de H. Bass [2] : un sous-groupe
de type fini de GL2(C), qui ne se décompose pas, est, à conjugaison près, contenu dans
le groupe des matrices triangulaires supérieures ou dans GL2(0) pour 0 un anneau

d’entiers algébriques.

Sous des hypothèses de finitude sur le groupe, comme être de type fini, il est naturel

de se demander s’il existe une borne (effective) sur le nombre de décompositions "succes-

sives" obtenues par la théorie de Bass-Serre, et s’il existe une décomposition "maximale"

et "unique" (effective) du groupe.
L’archétype de ces résultats est le théorème de Grushko : pour G un groupe de type

fini, engendré par p éléments, 1) si G est un produit libre de m facteurs non triviaux,



alors m  p; 2) G est un produit libre Ai * ... * Am * avec Fn un groupe libre de

rang n, A; non trivial, non infini cyclique, et non produit libre de groupes non triviaux ;

3) si A’1 * ~ ~ ~ * Fn, est une autre telle décomposition, alors m = m’ et n = n’ et à

permutation près, Ai et A’; sont conjugués dans G.

Les trois problèmes analogues pour d’autres classes d’actions de groupes sur les arbres

discrets que celles à stabilisateurs d’arête triviaux, sont connus sous les noms d’accessi-

bilité (voir [93]) pour le premier et de décomposition canonique pour les deux autres.

La source principale d’inspiration vient de la topologie de petite dimension, avec en

particulier les décompositions en pantalons de surfaces (voir par exemple [32]), et les

décompositions de Kneser (le long de sphères), de Jaco-Shalen et Johannson (le long de

tores et anneaux) des variétés de dimension 3 [49, 50].
Nous renvoyons aux résultats d’accessibilité de M. Dunwoody [28, 29] (pour les sta-

bilisateurs d’arête finis, en liaison avec le théorème de Stallings sur les groupes ayant une

infinité de bouts, voir [52]), M. Bestvina-M. Feighn [8] (pour les stabilisateurs d’arête
vérifiant la propriété (FA) (respectivement (FA)’) d’avoir, pour toute action sur un arbre

discret, un point fixe (respectivement un point ou bout fixe), Z. Sela [82] (pour les ac-
tions ayant une borne uniforme sur les diamètres des ensembles de points fixes), et de

décomposition canonique de E. Rips-Z. Sela [78] (pour les stabilisateurs d’arête infinis

cycliques), M. Dunwoody-M. Sageev [31] et T. Delzant [24, 26].
L’ "unicité" de décompositions "maximales" permet en particulier d’étudier le groupe

des automorphismes d’un groupe agissant sur un arbre discret. En effet, Aut(G) agit sur
les actions de G sur les arbres discrets par précomposition. Par exemple, par le théorème
de Fuchs-Rabinovich, si G = A1 * ~ ~ ~ * Am+r est une décomposition de Grushko, alors

Aut(G) contient un sous-groupe d’indice fini qui se surjecte sur le produit direct des

Out(A~), de noyau engendré par les conjugaisons partielles sur chaque facteur. Comme
un groupe libre est un bloc élémentaire dans le théorème de Grushko, ceci n’apporte
aucune information sur son groupe d’automorphismes. Les actions de groupes libres sur
les arbres sont par contre fort utiles, voir [21, 22, 10, 35, 71, 84].

J.-P. Serre a remarqué qu’un sous-groupe d’un groupe qui agit sur un arbre discret
T hérite aussi d’une décomposition par son action sur T. Par exemple, par le théorème
de Kurosh, tout sous-groupe de type fini H d’un produit libre G = A * B est un produit
libre Hl * ~ ~ ~ * Hm * Fn , avec Fn un groupe libre de rang n, et H; un sous-groupe de H

conjugué à un sous-groupe de A ou de B.
Dans [44] (voir l’exposé 722 au Séminaire Bourbaki de E. Ghys [40]), M. Gromov

a défini une classe de groupes, les groupes hyperboliques, qui contient et généralise



largement la classe des groupes fondamentaux de variétés compactes à courbure négative.
Comme pour !HP, tout graphe de Cayley d’un groupe hyperbolique, vu de loin, ressemble
à un arbre.

Il fallait donc s’attendre à retrouver pour ces groupes des propriétés analogues à celles
des groupes agissant sur des arbres discrets, en particulier correspondant aux résultats de

Grushko, Fuchs-Rabinovich et Kurosh. C’est ce que montrent les travaux de M. Gromov

[44] (sur les sous-groupes des groupes hyperboliques), E. Rips-Z. Sela [76], Z. Sela [81, 83]
(automorphismes des groupes hyperboliques et décidabilité du problème d’isomorphisme
entre groupes hyperboliques) et T. Delzant [23, 25, 26]. Les groupes de surfaces forment
des blocs élémentaires dans la décomposition de Rips-Sela au-dessus de groupes infinis

cycliques, analogues aux groupes libres dans le théorème de Grushko. Pour étudier leurs

sous-groupes et leurs automorphismes, il faut d’autres outils [89, 32, 16, 48].
Les techniques de E. Rips et Z. Sela reposent de manière essentielle sur les travaux

de E. Rips sur les actions de groupes sur les arbres non discrets. L’approche unificatrice

(hormis l’étude du groupe des automorphismes) de T. Delzant évite ces travaux, et

repose sur de jolies techniques topologiques, inspirées par M. Dunwoody [28], à base de

feuilletages de 2-complexes. Voir aussi les articles récents de M. Dunwwoody-M. Sageev

[31].
Je voudrais remercier chaleureusement D. Gaboriau (pour nos lectures communes), T. Del-

zant (pour ses conversations enthousiastes), G. Levitt (pour ses échanges électroniques) et

Z. Sela. Leurs contributions à ce texte sont importantes.

1 La théorie de Bass-Serre des actions de groupes
sur les arbres discrets

Un arbre discret est un 1-complexe simplicial, connexe et simplement connexe. Les

actions sur un arbre discret seront toutes à gauche, par automorphismes simpliciaux, sans

inversion (i.e. sans élément permutant les deux sommets d’une arête), hypothèse qui est

bénigne, quitte à subdiviser. Cette hypothèse implique que le quotient est naturellement

un graphe, i.e. un CW-complexe connexe de dimension 1 .

Pour montrer qu’un groupe G est libre, une méthode topologique consiste à le faire

opérer librement sur un arbre T. Le groupe G s’identifie alors, par la théorie des revête-

ments, au groupe fondamental du graphe quotient G’BT, qui est libre.

Rappelons que le graphe de Cayley d’un groupe r muni d’une partie génératrice
est le graphe d’ensemble de sommets r, avec une arête entre deux sommets ~, y



s’il existe un générateur Xi tel que x = yr, ou r = 

Montrons par exemple le théorème de Nielsen-Schreier disant qu’un sous-groupe H
d’un groupe libre G est libre. Pour cela, faisons agir H sur le graphe de Cayley de G pour
une partie génératrice libre. Ce graphe est un arbre puisque G est libre. Le sous-groupe
H de G agit librement sur T, donc est libre.

1.1 L’arbre de SL2(Qp).
Pour démontrer le théorème d’Ihara , J.-P. Serre montre que SL2 (Qp ) agit sur l’arbre

discret T régulier de valence q + 1, avec stabilisateurs de sommet des sous-groupes com-

pacts (isomorphes à et formant deux classes de conjugaison). Cet arbre est
l’immeuble de Tits (de type A1) associé au système de Tits (G, B, N, S) (voir [85] page
124) avec

et N le normalisateur dans G du sous-groupe diagonal.
L’ensemble des sommets de T s’identifie avec l’espace des classes d’équivalence des

réseaux du Qp-espace vectoriel Q2p, i.e. des sous-Zp-modules libres de rang 2 engendrant
~p. Deux réseaux sont équivalents s’ils sont homothétiques par un élément de ~p. Le
groupe SL2(Qp) agit naturellement sur cet ensemble, et T est muni de l’unique distance
invariante telle que la distance des images des réseaux Zp 0 Zp et Zp (B pZp est 1. Deux
sommets de T sont alors liés par une arête si leur distance est 1, et T est un arbre (voir
[85] section 11.1.1). Voir [43] pour la construction analogue en rang supérieur.

Comme les stabilisateurs de sommet sont compacts, un sous-groupe discret rencontre
un tel stabilisateur en un groupe fini. Donc un sous-groupe discret sans torsion de

SL2(Qp) agit librement sur T, et par conséquent est libre.
Ceci se généralise aux sous-groupes discrets sans torsion de tout groupe algébrique

simple de rang relatif 1 sur un corps local (commutatif) localement compact [85].

1.2 Groupe fondamental d’un graphe de groupes
H. Bass et J.-P. Serre donnent un théorème de structure pour les groupes agissant sur

les arbres discrets. Nous en donnerons l’approche topologique due à P. Scott-C.T.C Wall
[80]. Voir [46] pour une généralisation aux actions de groupes sur des complexes de
dimension supérieure.



Un graphe de groupes est la donnée (G, ~) d’un graphe connexe ~, d’un groupe Ga
pour toute arête a, d’un groupe Gs pour tout sommet s, et de deux morphismes injectifs

Gao et Ga - Gat pour toute arête a de sommets (éventuellement confondus)
ao, ai. (Implicitement une orientation arbitraire anodine de chaque arête a été choisie.)

Voir [3] page 16 pour la définition d’un morphisme de graphes de groupes.
À un graphe de groupe (G, ?), et à tout choix T d’arbre maximal dans Q, est associé

un groupe 

Choisissons des CW-complexes pointés, à revêtements universels contractiles, Xs, Xa

pour tout sommet s et arête a, de groupes fondamentaux Gs, Ga. Nous noterons * les

points bases. Choisissons (voir par exemple [88]) deux morphismes de CW-complexes
pointés fa,i : Xa - Xa~, induisant les morphismes Ga - Ga; sur les groupes fondamen-

taux, pour i = 0,1.

Considérons l’espace E obtenu en prenant la réunion disjointe des Xs pour s sommet

et des Xa x [0, 1] (avec la structure de CW-complexe produit) pour a arête. Prenons
le quotient de cette union disjointe par la relation d’équivalence engendrée par (x, i) E

Xa x [~, 1, ^r f a,i ( x ) E X a; pour i = 0,1.
Notons que le CW-complexe E admet une projection continue naturelle sur le graphe

Q. Tout sous-arbre maximal T de Q se relève naturellement dans E, et nous prendrons

pour point base de E n’importe quel point de ce relevé.

Le groupe fondamental du graphe de groupes ~; T) est par définition Il ne

dépend de T qu’à isomorphisme près. Les groupes de sommets s’injectent naturellement

dans ~r1 (G, ~; T).

Exemples : (1) Si Q est réduit à une arête a de sommets distincts s, s’, alors 7Ti(G’, ~; a)
est appelée la somme amalgamée de Gs et Gs’ au-dessus de Ga pour les injections p :

Ga --+ Gs et p’ : Ga - Gs~, et notée (par abus) GS*Ga Gs’. C’est un élément universel dans
la catégorie dont les objets sont les groupes H munis de morphismes et Gs’ --~ H

rendant commutatif le diagramme carré formé avec p, p’, et dont les morphismes sont les

morphismes de groupe 7;f 2014~ H’ rendant le diagramme évident commutatif. Une somme

amalgamée est dite non triviale si les injections de Ga dans Gs et Gs~ sont propres.

(2) Si Q est réduit à une arête a de sommets confondus s, .s’, alors ~; {s~) est

appelée l’extension HNN de GS au-dessus de Ga pour les injections p, p’ : Ga - GS, et

notée (par abus) Gs*Ga. Les extensions HNN vérifient une propriété universelle analogue.

Soit (G, g) un graphe de groupes, T un sous-arbre maximal, s un sommet. Supposons
que Gs = de sorte que l’image de tout morphisme Ga - Ga, avec ai = s

soit contenu dans le conjugué d’un groupe de sommet Hva.. de (H, x), avec



9a,i E G 8’ Le graphe de groupes (G’, G’) suivant est appelé un raffinement de (G, G). Le

graphe est obtenu à partir de Q en enlevant s et ajoutant ~l, de sorte qu’une arête a

de Q d’extrémité s soit maintenant d’extrémité Va,i dans ?-L. Prenons pour arbre maximal

T’ de Ç’ la réunion de T et U. Les groupes d’arêtes et de sommets de (G’, ~’) sont ceux

évidents. Pour a arête de Q d’extrémité s, le morphisme Ga  est la composée de

Ga  GS avec la conjugaison par g~,z . Les autres morphismes sont ceux évidents.
Nous avons un isomorphisme naturel ~’; T’) - ~; T ). Un groupe fon-

damental de graphe de groupes peut donc être pensé comme une succession de sommes

amalgamées et d’extensions HNN.

En terme de présentation, si g - gat est le morphisme injectif Ga ~ Ga; pour i = 0,1,
alors une application multiple du théorème de van Kampen montre que est

le groupe engendré par les G 8 pour s sommet de Q et les éléments ta pour a arête de (?,
soumis aux relations

Par exemple, la somme amalgamée G~ *Ga GSI est / p(g) = p’(g) Vg E G’a), et
l’extension HNN GS*Ga est (Gs, t / tp(g)t-1 = p’(g) Vg E Ga).

1.3 Action de groupe sur un arbre et graphe de groupes

Soit r un groupe qui agit sur un arbre discret T. Notons 7r : T -; ~ = rBT l’appli-
cation canonique, T un sous-arbre maximal de Q et T un de ses relevés dans T. Pour x
sommet ou arête de T, notons Gx le stabilisateur de l’unique sommet ou arête 1 de T

correspondant. Pour a arête de g B T, d’extrémités ao, al, notons â l’unique arête de T
relevant a d’origine Go et notons Ga le stabilisateur de a. Notons Ga -~ Gao l’inclusion. Si
s est le sommet de a différent de ao, il existe qa e G envoyant al sur s. Notons Ga --~ G’ai
le morphisme g - qa.

Théorème 1.1 (H. Bass-J.-P. Serre ~85~ page 76) Le morphisme ~; T) - r in-
duit par les inclusions G s ~-~ G et par ta - % est un isomorphisme de groupe. D

Réciproquement, soient (G, Q) un graphe de groupes, T un arbre maximal dans Ç,
et E le revêtement universel du CW complexe E (avec les notations ci-dessus). Alors
le quotient de E par la relation d’équivalence qui écrase en un point chaque relevé de
Xa x {t} et de Xs, pour a, s respectivement arête et sommet de Q, est un arbre discret
appelé l’arbre de Bass-Serre de (G, ~; T ). De plus, agit sur T de sorte que le



graphe de groupes associé comme précédemment à cette action soit (G, 6). Un tel arbre
est unique à isomorphisme équivariant près.

2 Le théorème de Rips sur les actions de groupes
sur les arbres

Un arbre est un espace métrique T tel que d’une part, pour tous points distincts ;r, y
de T, il existe un et un seul arc topologique dans T d’extrémités x, y, et d’autre part,
tel que cet unique arc soit isométrique à un intervalle de R. Cette définition est due à
J. Tits [91], voir aussi les articles fondamentaux de J. Morgan-P. Shalen [86, 87, 63].

Exemples: 1) La réalisation géométrique de tout arbre discret, munie de l’unique mé-

trique maximale rendant chaque arête isométrique à [0, l~, est un arbre.

2) Le produit libre R de deux copies de R, considéré comme groupe discret, muni
de la distance invariante à gauche telle que la distance du mot réduit xl ~ ~ ~ Xn à l’origine
soit + ~ ~ ~ + est un arbre.

3) Tout immeuble de Tits affine (pas forcément discret, voir [92]), de type Ai (i.e. de
groupe de Coxeter le groupe diédral infini), est un arbre. En fait, tout arbre sans sommet
terminal (i.e. sans point n’appartenant pas à l’intérieur d’un arc) est un tel immeuble.

4) Si (X, d) est un espace métrique hyperbolique (au sens de M. Gromov [44, 41]),
alors pour tout ultrafiltre 03C9 sur N, pour toute suite EÉ > 0 telle que limw Ei = 0, pour
toute suite de points bases Xi, l’espace métrique Eid, x~) est un arbre. Il est en

général non discret (voir section 3.2). La réciproque est vraie (voir [44] page 77).
5) Une source importante d’exemples (voir [65, 66, 42, 55]) vient de la théorie des

feuilletages (transversalement) mesurés de codimension un.
Soit M une variété topologique, ,~’ un feuilletage de codimension un, dont chaque arc

transverse est munie d’une mesure (borélienne, positive, régulière) lisse (i.e. sans atome)
de support total, invariante par holonomie le long des feuilles.

Cette mesure transverse permet de définir la longueur d’un chemin transverse par
morceaux au feuilletage : sa longueur est la somme des mesures totales de chaque morceau
transverse. Alors M est munie d’une pseudo-distance pour x, Y dans M, est

la borne inférieure des longueurs des chemins de r à y. Notons que l’on peut avoir

d( x, y) = 0 sans que x = y, par exemple si x, y sont dans une même feuille.
A cette pseudo-distance est canoniquement associé un espace métrique T(.F), appelé

l’espace des feuilles rendu séparé. C’est l’espace quotient de M par la relation d’équiva-
lence x N y si = 0, muni de la distance induite par d,~.



En général, ,~’ n’est pas un arbre, par exemple le feuilletage du tore S1 x S1 par les

cercles méridiens S1 x {*} a pour espace des feuilles rendu séparé un cercle. Notons que
si ,~’ a une feuille dense, alors est un point. Mais généralisant un résultat de [42],
G. Levitt a montré le résultat suivant.

Proposition 2.1 ([55] Corollary III.5) Soit F un feuilletage mesuré de codimension
un sur M connexe, et N(C) un sous-groupe normal de 03C01M (pour un choix de point
base anodin) normalement engendré par les classes d’homotopie libre de certains lacets
contenus dans les feuilles. Si M -3 M est le revêtement défini par N(C), et ,~’ est le

feuilletage mesuré relevé, alors T (,~’) est un arbre. D

Dans le cas des variétés compactes M, l’existence d’un feuilletage mesuré est très
restrictif. C’est pour cela qu’il est utile d’admettre des singularités et de remplacer va-
riétés par complexes simpliciaux. Par exemple, pour les surfaces, nous admettrons les

singularités isolées de type selle à n > 1 branches (voir [32]). Plus généralement (voir
[56]), nous considérerons des 2-complexes simpliciaux E, chaque 1-cellule étant ou bien
transverse ou bien contenue dans une feuille, et où le feuilletage sur chaque 2-cellule est

topologiquement conjugué au feuilletage soit par perpendiculaires soit par parallèles à
un côté. Le résultat 2.1 est encore valable pour ces exemples.

6) Comme un feuilletage est essentiellement défini par la donnée de son pseudogroupe
transverse (les applications d’holonomie le long des feuilles sur une transversale rencon-
trant toute feuille), il est naturel que les exemples particuliers de feuilletages mesurés
ci-dessus proviennent de systèmes d’isométries partielles entre intervalles de R.

Un arbre fini est un arbre, réunion d’un nombre fini d’arcs. Un système d’isométries
S = (D, {~q : Ai - est la donnée d’une union disjointe finie d’arbres finis D
(appelée domaine) et d’un ensemble fini d’isométries partielles cp~ (appelées générateurs)
entre sous-arbres finis de D (appelés bases).

A tout système d’isométries S, nous associons par suspension un 2-complexe feuilleté
E == ~(S) de la manière suivante.



Partons de l’union disjointe de D (feuilleté par points) et de bandes Ai x [0,1] (feuille-
tées par {*} x [0,1]). Nous obtenons E en recollant Ai x [0,1] à D, en identifiant chaque
(t, 0) E Ai x {0} avec t E Ai C D et chaque (~, 1) E Ai x {1} avec ’Pi(t) C D. Nous

identifions D avec son image dans E.

Le feuilletage :F est la décomposition de E en feuilles. Une feuille est une classe

d’équivalence pour la relation d’équivalence ~ engendrée par x N y s’il existe i = 1, ..., k
avec x, y correspondant à deux points de la même feuille {*} x [0,1] de Ai x [0,1]. En
subdivisant chaque bande ~4; x [0,1] en deux triangles, ce feuilletage est bien du type
ci-dessus.

Si C est un ensemble fini de lacets contenus dans les feuilles de E, nous noterons

N(C) C 03C0103A3 le sous-groupe normal engendré par les lacets de C.

D’après le résultat 2.1, si ,~’ est le feuilletage relevé de :F dans le revêtement 

défini par N(C), alors l’espace des feuilles rendu séparé ~’(,~’) est un arbre, naturellement
muni d’une action isométrique de 

Dans leurs articles de référence [86, 87, 63], J. Morgan et P. Shalen ont énoncé une
suite de conjectures pour savoir dans quelle mesure les résultats de la section 1 se géné-
ralisent aux arbres non discrets, et ont donné des réponses partielles.

Dans ce qui suit, toute action de groupe sur un espace métrique est une action

isométrique à gauche. Voici quelques exemples qui montrent que les actions sur les arbres

non discrets présentent des particularités.

a) Exemple homogène. Remarquons que le groupe abélien libre admet une

action isométrique libre sur la droite R (en prenant n translations rationnellement in-

dépendantes). Réciproquement, les seuls groupes (de type fini) agissant librement sur la
droite sont les groupes abéliens libres (de type fini).

Notons qu’un groupe de type fini d’isométries de 1~ n’est pas un produit libre non

trivial. Mais il se décompose au-dessus d’un groupe abélien. S’il ne contient que des

translations, il est isomorphe à A*c, avec A = C = et les deux inclusions ~4 2014~ C

étant l’identité. S’il contient une réflexion, alors il est isomorphe à A *c B, avec A et B

le produit semi-direct de zn-l par Z/2Z agissant sur zn-l par x ~ -x, et C = 

s’injectant de manière évidente dans A, B. Notons que toute isométrie ayant un point
fixe est conjuguée à un élément d’un groupe de sommet A ou B.

b) Exemple échange d’intervalles. Si S est une surface connexe compacte sans

bord, de caractéristique d’Euler X(S) inférieure ou égale à -2, alors son groupe fonda-

mental 03C01S admet une action libre sur un arbre ([66]).
En effet, une telle surface admet un feuilletage ,~’ transversalement mesuré, à sin-



gularités isolées de type selles à n > 3 branches, qui est arationnel, i.e. sans lacet non

trivial plongé dans une feuille (éventuellement contenant des singularités). Par exemple,
la surface S comme ci-dessus, et de plus orientable avec ~(5’) = -2, peut s’obtenir

par revêtement branché d’ordre 2 au-dessus de deux points u, v d’un tore. Si ce tore

T~ = JR2/Z2 est muni d’un feuilletage quotient du feuilletage de R~ par droites parallèles
à une droite de pente irrationnelle, et si les points u, v ne sont pas dans une même feuille

du tore, alors le feuilletage relevé sur S (dont les deux singularités sont du type selles à

4 branches) est transversalement mesuré et arationnel.
Si ,~’ est le feuilletage relevé à un revêtement universel S, alors l’espace des feuilles

rendu séparé T(,~’) est un arbre par 2.1, naturellement muni d’une action isométrique
de 03C01S. Il est montré dans [32, 66] que deux points de S sont à pseudo-distance nulle si
et seulement s’ils sont dans la même feuille de ,~’. En particulier, l’action est libre par
arationnalité de F.

Notons que n’est pas un produit libre non trivial, mais se décompose au-dessus

d’un groupe cyclique, pour tout choix d’une courbe fermée simple c, séparant son voisi-

nage tubulaire, non homotope à zéro sur S. Le théorème de van Kampen montre que 03C01S
est isomorphe à une somme amalgamée 03C01S1 *z 03C01S2 ou à une extension HNN 03C01S1*z

respectivement si c sépare S en deux sous-surfaces compactes à bord Si, 52, ou si c ne

sépare pas et SI est la surface compacte à bord obtenue en découpant S le long de c.

c) Exemple exotique. Considérons le système d’isométries S suivant (voir [54]
Remarque V.10). Soit À l’unique racine dans ]0,1[ du polynôme x3 + x2 + x - 1. Soient
a = 12~, b = 12 2, c = ~~ de sorte que a + 6 + c == 1. Soit enfin I l’intervalle [-~, ~]. Le
domaine de S est D = ~-4,1 + ~] et S a trois générateurs pa : I - a + I, pb : a + I -~
a + b + l, cp~ : a + b + I -~ 1 + I qui sont respectivement les translations par a, b, c.

Il n’est pas difficile de montrer que le 2-complexe feuilleté E de S n’a aucun lacet non
trivial dans les feuilles, et que toute feuille est dense (voir [55]). Si t est un revêtement
universel de E, et ,~’ le feuilletage relevé, alors l’espace des feuilles rendu séparé T =

est un arbre, muni d’une action du groupe du revêtement 1F3, qui est libre à trois

générateurs. Il n’est pas difficile de montrer (voir [35]) que deux points de t sont à
pseudo-distance nulle si et seulement s’ils sont dans une même feuille. Donc l’action de
F3 est libre, et ses orbites sont denses dans T.

Proposition 2.2 (~55~ Theorem 5) Il existe une famille non dénombrable (de classes
d’isométrie équivariante) d’actions libres à orbites denses de 1F3 sur des arbres. m

Le résultat suivant de E. Rips a résolu (presque) toutes les questions de J. Morgan et



P. Shalen. La condition de stabilité, élaborant légèrement celle de [42], est définie juste

après.

Théorème 2.3 Soit r un groupe de type fini, agissant sans point fixe global sur un

arbre T. Si l’action est stable, alors r se décompose au-dessus d’une extension d’un

groupe abélien par un sous-groupe de r fixant un arc (non dégénéré) de T.

E. Rips n’a pas rédigé la preuve de ce théorème, mais a donné les indications cruciales

dans une Conférence à l’Isle of Thorns en 1991. La forme exacte de l’énoncé ci-dessus

et sa preuve complète sont dues à M. Bestvina et M. Feighn [9] pour les groupes de

présentation finie. L’extension au cas de type fini est due à Z. Sela [82]. Voir [36] pour
le cas des actions libres.

Un arbre est non dégénéré s’il contient au moins deux points. Soit T un arbre muni

d’une action d’un groupe G. Un sous-arbre non dégénéré S de T est stable si pour tout

sous-arbre non dégénéré S’ de S, le sous-groupe de G fixant (point par point) S’ fixe aussi

S. L’action de G sur T est stable si tout sous-arbre non dégénéré contient un sous-arbre

stable.

Exemples i) Une action sur un arbre discret est stable.

ii) Une action libre, ou à stabilisateurs d’arc (sous-entendu non dégénéré) qui sont

triviaux, est stable. En fait, la preuve du théorème 2.3 donne assez facilement dans le

cas des actions libres le résultat plus fort énoncé en 2, voir [36]. Notons que le théorème

2 est faux sans l’hypothèse de type fini (voir par exemple [30]).

iii) Si r est un groupe hyperbolique, qui agit sur un arbre avec stabilisateurs d’arc

virtuellement cycliques, alors l’action est stable, et r se décompose au-dessus d’un groupe

virtuellement cyclique. En effet, r est de type fini, toute suite croissante de sous-groupes
virtuellement cycliques est stationnaire, et tout sous-groupe qui ne contient pas de groupe
libre de rang deux est virtuellement cyclique (voir par exemple [44, 41]).

iv) Si r est le groupe fondamental (de type fini) d’une variété riemannienne M

complète à courbure négative pincée -b2  Ii  -a2  0, qui agit sur un arbre avec

stabilisateurs d’arc virtuellement nilpotents, alors l’action est stable et r se décompose

au-dessus d’un groupe virtuellement nilpotent. En effet, un sous-groupe de r qui ne

contient pas de groupe libre de rang deux stabilise un point ou une paire de points

dans MUa M, avec 8M le bord visuel de M, et un tel stabilisateur est de type fini et

virtuellement nilpotent (voir [12]).

v) Voici un exemple d’action non stable du groupe 7~2 ~ Z sur un arbre non discret.

Considérons le tore muni d’un feuilletage par droites de pentes irrationnelles cornme



précédemment. Soit I un arc transverse. Collons sur l l’anneau I x SI, feuilleté par
les cercles {*} x SI. Le revêtement universel du 2-complexe obtenu E a son espace des
feuilles rendu séparé qui est un arbre, mais l’action de n’est pas stable.

Nous allons donner une nouvelle preuve du théorème de Rips 2.3, fruit d’un travail
en commun avec D. Gaboriau, qui mélange les preuves de [36] et [9]. Le lecteur non spé-
cialiste peut aller directement en section 3. Cette approche évite la notion de complexité

originellement introduite par E. Rips, suite aux travaux de G.S. Makanin et A.A. Raz-
borov. La preuve, de nature topologique, utilise les outils des systèmes dynamiques et
des feuilletages. Pour simplifier la lecture, nous supposerons que r est de présentation
finie, le cas général s’obtenant par passage à la limite inductive.

2.1 Des actions sur les arbres aux 2-complexes feuilletés

Donnons tout d’abord quelques définitions supplémentaires sur les systèmes d’isomé-
tries S = (D, {~Oi : Ai  

Un générateur de S est un singleton si chacune de ses bases est réduite à un point.
Un système d’isométries est non dégénéré si chaque composante de D et chaque base

Ai, Bi est non dégénérée.
Une composante connexe de S est le système d’isométries formé des générateurs de

S ayant leurs bases dans une composante connexe Eo de E, de domaine Eo n D. Un

système d’isométries S est connexe si E l’est.

Chaque mot en les générateurs de S fournit une isométrie partielle de D (définie de
la manière maximale évidente, de domaine éventuellement vide), appelée S-mot. Deux
points de D sont dans la même S-orbite s’il existe un S-mot envoyant l’un sur l’autre.
Une S-orbite est l’intersection d’une feuille de E avec D.

Si w est un S-mot et x un point de son domaine, nous noterons [x; w] le chemin dans
la feuille de x, entre x et obtenu en suivant consécutivement les bandes A; x [0,1]
correspondant aux lettres du mot cj.

Si C est un ensemble fini de lacets contenus dans les feuilles de E, nous noterons X le

complexe obtenu en recollant sur E un disque pour chaque lacet dans C, en appliquant
le bord de ce disque sur ce lacet. Alors le groupe fondamental de X est naturellement
isomorphe au quotient de par N(C).

Fixons-nous une présentation finie de r

L’idée fondamentale de E. Rips est la suivante. Considérons un sous-arbre fini K dans



T. Chaque fournit une isométrie partielle At = K K - Bs = entre

sous-arbres finis de K. Donc S = (K, ~cpi } ) est un système d’isométries, non dégénéré si
K est assez grand.

Si K est suffisamment grand, alors chacune des relations rj fournit un S-mot wj de

domaine non vide, qui est l’identité sur son domaine. Pour un point arbitrairement choisi

x j de ce domaine, f j = [x j; wj] est un lacet dans la feuille de xj dans E. Nous noterons
C la donnée de ces 

Choisissons un point base dans K. Pour tout i, considérons le lacet dans E formé

d’un arc dans K issu du point base jusqu’à un point Xi de Ai, puis de puis d’un

arc de K retournant au point base. Alors l’application qui associe g; à ce générateur de

induit une identification du groupe fondamental 7riX = avec r.

Si E est le revêtement de E associé à N(C), et l~o est un relevé arbitraire de K, alors
il existe une unique application équivariante f de E dans T, constante sur les feuilles,

qui envoie Ko sur K par l’application de revêtement. Notons que si X est le revêtement
universel de X, alors E est naturellement contenu dans X, et f s’étend naturellement à
X, chaque disque de X se relevant en un disque, dont le bord est envoyé par f sur un
point.

L’utilisation de groupes fondamentaux nécessite des choix de points bases. Si S est

un système d’isométrie connexe de domaine D, nous choisirons un arbre maximal de S,
i.e. un arbre maximal dans le graphe dont les sommets sont les composantes connexes

de D, avec une arête pour chaque générateur p; entre les deux composantes connexes

de D contenant A~, B~. Ceci nous permettra d’identifier les groupes fondamentaux de £

pour deux choix de points bases dans le domaine D, en utilisant un arc de l’un à l’autre

dans la réunion de D et des bandes correspondant à cet arbre maximal.

Nous avons donc construit un triplet (S,C, f ) et que nous appellerons une résolution
de l’action de r sur T, qui vérifie aisément les propriétés suivantes.

l. S = (K, est un système d’isométries connexe, muni d’un arbre maximal

de bandes.

2. C est un ensemble fini de lacets dans les feuilles du 2-complexe feuilleté E associé

à S.

3. Si  est le revêtement de E associé au sous-groupe normal N(C) de 03C0103A3 engendré

par les lacets de C, alors f : T est une application continue r-équivariante,

qui est injective sur chaque relevé des composantes connexes de K, et qui envoie

chaque feuille de E sur un point.



Le but de ce qui suit est de faire subir un nombre fini de transformations à la résolution

(S, C, f ) pour pouvoir montrer que r = 1l"lX se décompose comme voulu.

Remarque. Comme vu dans l’exemple (6), l’espace des feuilles rendu séparé de E est
un arbre Ts,c . Notons que f factorise à travers une application r-équivariante Ts,c - T.

(La preuve ci-dessous permet de montrer que non seulement le groupe se décompose,
mais que l’action sur Ts,c se décompose en orbites canoniques de sous-arbres invariants
par des sous-groupes. Sous certaines hypothèses (groupe librement indécomposable et
stabilisateurs de tripode triviaux), cette décomposition se simplifie et donne par passage
à la limite inductive une décomposition de l’action originale (voir [82]).)

2.2 Décomposition dynamique du 2-complexe feuilleté

Nous utiliserons les opérations élémentaires suivantes de E. Rips, transformant (S, C, f )
en une résolution (S’,C’, f’). La vérification que (S’,C’, f’) est bien une résolution est
immédiate.

Découpage de base: Soit x un point intérieur d’une base A;. Notons cp=1 ~ ~ ~ cpts les

restrictions de p; aux adhérences Ais des composantes connexes de Ai B {x}.
Notons S’ - (D, (~i~}i’~i,p=l~~~s). L’arbre maximal de S’est obtenu en remplaçant
~pi (si ~pi est une arête de l’arbre maximal de S) par l’une quelconque, disons de ses

restrictions.

Pour tous p = 2 ... s, notons le lacet dans le 2-complexe feuilleté E’ de S’ réunion
des deux arcs [x; ’Pil] et [x; Tout lacet .~~ de C fournit un lacet dans une feuille de E’,
en remplaçant chaque arc ~~; p;] contenu dans fj par l’arc [x; (avec p = 1 si u = x).
Nous noterons encore C l’ensemble de ces lacets de E’. Nous posons C’ = C U 
Notons que le groupe N(C’) ne dépend pas des choix effectués. L’opération de découpage
de base B; est analogue.

Nous avons une application continue naturelle E’ - E qui identifie les arcs [x; ’Pip] à
[x; et induit une équivalence d’homotopie entre X’ et X. Cette application se relève,
par définition de C’, en une application E’ - É entre les revêtements définis par les
groupes N(C’) et N(C). Nous définissons alors l’application f’ : E’ - T en composant
avec f : E -t T.

Découpage du domaine: Soit x un point intérieur d’une composante connexe Do de
D. Découpons toutes les bases contenant x dans leur intérieur, et notons encore
(S, C, f ) la résolution obtenue. Notons Di,..., Ds les sous-arbres de D qui sont les adhé-
rences des composantes connexes de D privé de x, et D’ la réunion disjointe de ces Dj.
Notons Zip E Dip pour 1  p  r les points de D’ correspondant à x, avec r  s.



Chaque base de cpi est contenue dans l’un des Dj (unique si c~i n’est pas un singleton
dont une base est {x~), donc p; définit (avec un choix arbitraire éventuel) une isométrie

partielle D’ --> D’ encore notée Considérons l’ensemble fini de singletons ~o = {XiI -

x~2, ~ ~ ~ , XiI ~ Posons S’ = (D’, U {cpi}). Nous rajoutons à l’arbre maximal

de S pour obtenir celui de S’.

Nous avons une équivalence d’homotopie g : ~’ - E, en écrasant en un point chaque
bande x [0,1] correspondant à un singleton de ~o. Nous noterons C’ l’ensemble des
lacets évidents dans des feuilles de ~’ dont l’image par g est dans C. (Remarquons que
g s’étend en une équivalence d’homotopie X’ --~ X.) L’application g se relève en une

application E’ - E. Nous définissons alors l’application f’ : E’ - T en composant avec

f : :É-~T.

Partant alors d’une résolution de domaine D un arbre fini, nous découpons le domaine

en tout point de branchement de D. Le nouveau domaine obtenu (isométriquement
plongé de manière arbitraire dans R) est alors un multi-intervalle, i.e. une réunion finie

d’intervalles compacts de R.

Soit S un système d’isométries non dégénéré, de domaine un multi-intervalle D. Soit
0

S le système obtenu en remplaçant chaque générateur de S par sa restriction à l’intérieur
0 0

de son domaine. On définit les S-orbites de manière analogue à celles de S. Une S-orbite
est singulière si elle consiste en une extrémité de D, ou contient une extrémité d’une

base d’un générateur de S.

Notons E la réunion des -orbites singulières finies, ainsi que des orbites régulières
finies contenant l’unique point fixe d’une réflexion (i.e. d’un mot en les générateurs de
0

S renversant l’orientation et ayant un point fixe).
La version suivante du théorème d’Imanishi [47] (voir aussi [65]) est démontrée dans

0

[36]. Le point important est que chaque orbite (de S ou S) est finie ou localement dense :

l’adhérence d’une orbite n’est pas un ensemble de Cantor. Notons que cette propriété
n’est déjà plus vraie pour les systèmes finis d’isométries partielles entre domaines poly-

gonaux compacts de IR2.

Théorème 2.4 ([36] Theorem 3) E est fini et D, E est une union disjointe d’ouverts

U1, ..., Up invariants par S, qui sont ou bien une famille d’orbites finies : Uj est formé

d’intervalles de même longueur rencontrant chaque S-orbite exactement en un point; ou

bien une composante minimale: chaque S -orbite contenue dans Ui est dense dans Uj . 0

Un système d’isométries est dit pur s’il est non dégénéré, connexe, de domaine un

multi-intervalle, et si E est réduit aux extrémités de D. Notons qu’alors les S-orbites sont



ou bien toutes finies, ou bien toutes denses. Nous noterons S* un système d’isométries S

privé de ses singletons, et E* C E son 2-complexe feuilleté. Une résolution (S, C, f ) est
dite pure si chaque composante connexe de S* est pure et si chaque singleton de S est

contenu dans l’arbre maximal de S.

Partons alors d’une résolution (S,C, f ) avec D un multi-intervalle, et dont tout sin-

gleton est contenu dans l’arbre maximal de S. Si E est défini comme précédemment pour

S*, nous découpons le domaine D en tout point de E dans son intérieur. Nous obtenons

ainsi une résolution pure.

Soit (S, C, f ) une résolution pure. Considérons le graphe de groupes (G, g) suivant.
Les sommets de g sont les composantes connexes de E* et les composantes connexes de

l’adhérence de X B E*. Les arêtes entre deux sommets sont les composantes connexes de
l’intersection des deux sommets. Une telle composante d’intersection est contenue dans

une feuille de E. Choisissons un point base dans l’intersection avec D de chaque sommet

et arête. L’arbre maximal de S permet alors de définir les groupes de sommet et d’arête

comme les images dans r des groupes fondamentaux des sommets et arêtes. Pour tout

sommet d’une arête, choisissons un arc, contenu dans le sommet, entre le point base du

sommet et celui de l’arête. Ceci permet de définir les morphismes injectifs des groupes
d’arête dans les groupes de sommet.

Le groupe fondamental du graphe de groupes ainsi obtenu est isomorphe à r, via

le théorème de van Kampen. Nous venons donc de montrer la décomposition suivante

(outre le fait que nous ne savons pas si elle est non triviale, les groupes d’arête ne sont
a priori pas du bon type). Elle n’utilise pas l’hypothèse de stabilité.

Théorème 2.5 (Theorem 5.13 de (9J) Il existe une résolution pure (S, C, f) de l’action
de r sur T, et un isomorphisme entre r et un groupe fondamental de graphe de groupes,
dont chaque groupe d’arête est contenu dans l’image dans r du groupe fondamental d’une

feuille de E* (donc fixe un point de T ), et dont chaque groupe de sommet est de type
fini, qui, ou bien fixe un point de T, ou bien est l’image dans r du groupe fondamental
d’une composante connexe de E*. 0

Notons que dans le cas des actions libres, ce théorème exprime r comme un produit
libre dont chaque facteur est un groupe libre ou un quotient de groupe fondamental de

2-complexe feuilleté pur par le sous-groupe engendré par (tous) les lacets contenus dans
les feuilles (voir [36], Proposition 3.5).

Notons que si T est un arbre discret, alors S n’a pas de composante minimale. Réci-

proquement, si S n’a pas de composante minimale, alors l’arbre Ts,c est discret (quitte



à modifier de manière équivariante les longueurs des arêtes). Par équivariance du mor-

phisme Ts,c - T, tout sous-groupe de r fixant un arc de Ts,c fixe un arc de T. Donc si S
n’a pas de composante minimale, le théorème de Rips découle de la théorie de Bass-Serre.

Nous supposerons donc que nous avons une résolution pure (S, C, f ) telle que S

possède une composante minimale. Notons So, de domaine Do, la composante connexe

de S* qui correspond à cette composante minimale, Eo C E son 2-complexe feuilleté,
et ro l’image dans r du groupe fondamental de Eo (pour le choix de point base déjà

discuté). Pour pouvoir décomposer F au-dessus d’un groupe du type voulu, il suffit de

décomposer le groupe ro au-dessus d’un groupe de type voulu, de manière à ce que cette

décomposition donne par raffinement (voir section 1) de la décomposition en graphe de

groupes 2.5 une décomposition du type voulu de r.

Lemme 2.6 (~9J, Proposition 5.8) Soit S un système d’isométries minimal pur, et I un
intervalle ouvert (non vide) de D, avec un point base dans I. Alors 03C0103A3 est engendré

par les lacets de la forme CI . , . c2 avec ci, c2 sous-arcs de I respectivement commençant
0

et terminant au point base, et 03B3 = [x; 03C9] un chemin dans une feuille associé à un s-mot
ce. D

Rappelons [91] qu’une isométrie sans point fixe d’un arbre T admet une unique droite

isométriquement plongée dans T sur laquelle elle agit par translation (non triviale). Cette
droite est appelée son axe de translation. Un groupe de type fini H, agissant sans point
fixe global sur un arbre, possède un unique sous-arbre invariant non vide minimal TH,

qui est la réunion des axes de translations des éléments de H sans point fixe.

Lemme 2.7 Le groupe ro n’a pas de point fixe global dans T. Nous noterons Tro l’unique
sous-arbre de T non vide invariant par I‘o minimal.

Preuve. Rappelons que tout relevé dans E d’une composante connexe l de Do s’injecte

par f dans T. Par minimalité, il existe un élément h de Fo représenté par un lacet 

avec cl, c2 arcs de l’intérieur de I, et ~y = ~x; c~~ un chemin dans une feuille associé à un

-mot 03C9 sans point fixe qui préserve l’orientation. Alors h est sans point fixe dans T (car
il envoie un arc orienté a de T sur un arc orienté disjoint de T, où les orientations sont

compatibles avec une orientation d’un arc contenant a, h(a)). D

Lemme 2.8 ([9], Corollary 5.9, 5. 1 0) Un élément de I‘a fixant un arc de Tro est contenu

dans le noyau de l’action de I‘o sur Tro . En particulier, si la longueur de l’intersection

des axes de deux éléments de ro est strictement plus grande que la somme des distances

de translations, alors les axes de translation de ces élé~ments sont con f ondus.



Preuve. Soit "y E ro fixant un arc Io de Tro, et soit J C Io un arc stable. Soit W le

sous-arbre stable maximal de Tro contenant J (ceci existe, car la réunion de deux sous-
arbres stables dont l’intersection contient un sous-arbre non dégénéré est encore stable).
Une des composantes connexes de la préimage de Eo dans E se projette dans T par f sur

un sous-arbre non vide invariant par ro, donc contenant Tro. Il existe donc un intervalle

ouvert non vide I de Do dont un relevé 1 dans E se projette (injectivement) sur un
arc de W. Utilisons pour générateurs de ro les images des générateurs de ?rl Eo obtenus

dans le lemme 2.6 pour l’intervalle I. Alors un tel générateur g vérifie que f (I ) fl g( f (I ))
contient un arc. Puisque W n g(W) contient un arc, et par maximalité, on a W = g(W ).
Donc W = Tro . Ceci implique que fixe Tro .

La deuxième assertion vient du fait que par l’hypothèse, le commutateur des deux

éléments fixe un arc, donc est dans le noyau, et que dans un arbre, deux isométries sans

point fixe qui commutent ont le même axe de translation. D

2.3 Etude des composantes homogènes

Soit S un système d’isométries pur minimal. Tout générateur pi : B; est

restriction d’une isométrie globale de R. Notons Q le sous-groupe de Isom(R) engendré
par ces isométries. Bien sûr, si x, y E D sont dans la même S-orbite, alors ils sont dans
la même Q-orbite. Mais la réciproque n’est pas vraie en général.

Rappelons tout d’abord les faits élémentaires suivants. Soit P un sous-groupe dense

dénombrable de Isom(R). Fixons un intervalle ouvert non vide l de R, et t > 0. Alors P
est engendré par ses translations d’amplitudes au plus t et par ses symétries de centre
dans I. Si 03C6 est une isométrie de R telle que appartiennent à la même P-orbite

pour un ensemble non dénombrable de x, alors p est dans P.

Le système S est homogène s’il existe un intervalle ouvert J dans D et un sous-groupe
dense P de Isom(R) tel que x, y E J sont dans la même S-orbite si et seulement s’ils sont
dans la même P-orbite. Il est facile de voir qu’à conjugaison près, le groupe des périodes
P ne dépend pas de J, et qu’il est contenu dans Q, donc de type fini.

Théorème 2.9 Si l’action de r sur T est stable et si So est homogène, alors Tro est

une droite. En particulier, ro et r se décomposent au-dessus d’une extension d’un groupe
abélien par Un sous-groupe de h fixant un arc de Tro. De plus si l’action de r sur Test
libre, alors ro est un groupe abélien libre.

Preuve. La deuxième assertion découle de la première, par l’existence d’une suite exacte



avec R un sous-groupe d’isométries de R, de type fini car ro l’est, et N fixe un arc de T. La
décomposition de R au-dessus d’un groupe abélien (de type fini) de l’exemple a) fournit
par image réciproque une décomposition de ro au-dessus d’une extension d’un groupe
abélien par N. Tout sous-groupe de ro ayant un point fixe global dans T (donc dans
To) est conjugué à un sous-groupe d’un groupe de sommet de cette décomposition. Par
raffinement de la décomposition en graphe de groupes du théorème 2.5, r se décompose
au-dessus d’une extension d’un groupe abélien par un sous-groupe fixant un arc de T.

Soit A un intervalle fermé stable de Do, i.e. dont l’image par f de tout relevé dans X
est arc stable de T. Nous pouvons aussi supposer que A est dans un intervalle J comme
dans la définition des systèmes homogènes, et nous supposerons que le point base est
dans A.

Soit E > 0 suffisamment petit devant la longueur de A. Soient T, T’ deux translations
du groupe des périodes P, d’amplitudes A, A’ rationnellement indépendantes et inférieures
à. E en valeur absolue.

Nous allons construire une nouvelle résolution, en rajoutant à S deux nouveaux gé-
nérateurs ~, ~’, les restrictions (maximales) de T, T’ Du coup, si E > 0 est assez

petit, les domaines de ~, ~’ coïncideront sur une distance d’au moins 3e, et pour tout t
dans le sous-groupe dense de 1~ engendré par a, ~’, avec It  6, il existera un mot en les

isométries partielles ~, ~’, de domaine non vide, restriction de la translation de longueur
t.

Pour cela, nous allons procéder en deux étapes. Nous rajoutons d’abord deux iso-
métries partielles vérifiant les bonnes conditions sur les amplitudes, mais avec des do-
maines a priori très petits. Nous utilisons pour cela une nouvelle opération élémentaire
de E. Rips. Puis nous étendrons les domaines de manière maximale dans A.

Ajouter un générateur. Soit (S,C, f ) une résolution. Soit p : A - B une isométrie
partielle de D, avec A non dégénéré, qui coïncide sur A avec un S-mot w. Notons S’
le système d’isométries sur D~ == D obtenu en rajoutant (/? aux générateurs de S. Le

2-complexe feuilleté ~’ contient naturellement E. L’arbre maximal de S reste un arbre
maximal de S’.

Pour uo E A quelconque, notons f le lacet dans une feuille de b’ réunion des chemins

[uo; et [uo; w] C E. Posons C’ = On a une application continue naturelle b’ - E

qui pour tout u E A envoie linéairement l’arc [u; sur le chemin [u ; w] . Cette application
(qui induit une équivalence d’homotopie X’ --~ X) se relève en une application E’ 2014~ Ë.
Nous définissons alors l’application f’ : E’ --~ T en composant avec f : E -~ T.



Clairement, (S’, C’, f’) est une résolution, pure si (S, C, f ) l’est.

Théorème 2.10 (f~7~ Theorem 2.3) Soit S un système d’isométries. Soient p, q des

plongements isométriques ~0, q~ -~ 1~ tels que qt = q(t) et pt = p(t) soient dans la même
S-orbite sauf peut-être pour un ensemble dénombrable de t. Alors qt et pt sont dans la

même orbite pour tout t. De plus, il existe des S-mots en nombre fini w1, ~ ~ ~ , wn tels que
pour tout t E [0, r~~, il existe z e ~1, ~ ~ ~ n~ tel que = qt. 0

Par définition d’un système homogène, et par le théorème 2.10 précédent, nous pou-
vons rajouter ~, ~’ deux générateurs non singleton, de bases dans 0, restrictions de
translations d’amplitudes rationnellement indépendantes, inférieures à e en valeur abso-
lue. L’extension de leur domaine sera possible par le résultat suivant.

Lemme 2.11 (D. Gaboriau) Soit (S, C, f ) une résolution d’une action stable, 
A ~ B un générateur non singleton de S, tel que les bases de 03C8 soient contenues dans
un intervalle A stable, lui-même contenu dans une composante homogène de S. Notons ~
l’isométrie partielle de 0394, extension maximale de 03C8 à 0394. Supposons que (x) et x soient
dans la même S-orbite pour tout x dans le domaine de ~. Alors il existe une résolution
(S’, C’, f’), pure si (S, C, f ) l’est, telle que S’ soit obtenu à partir de S en remplaçant 03C8
par ~.

Preuve. Soit x une extrémité de A, et supposons x et dans l’intérieur de A.

Supposons qu’il existe un S-mot w : Bw avec x E Aw, et qui coïncide avec ~ sur
A~,. Notons S’ le système d’isométries obtenu à partir de S en remplaçant Ç par son
extension "p’ à A’ = A U Aw. L’arbre maximal de S redonne un arbre maximal de S’. Le

2-complexe feuilleté E’ contient naturellement ~, et nous posons C’ = C. Montrons que
l’on peut étendre f : E --+ T à ~’, pour obtenir une résolution (S’, C’, f’).

Notons (~~ l’image dans xiX = r du lacet au point base de la forme c1 ~ ~y ~ c2 avec
Ci,C2 deux arcs dans A, et 1 l’arc ~x; ~~. Définissons de même ~w~.

Notons que le o w-1 est l’identité sur son domaine. Supposons tout d’abord
ce domaine non réduit à w(x). L’élément ~~~ o ~w~-1 de r fixe donc un arc dans A c T,
donc fixe A par stabilité.

Soit A un relevé de A dans le revêtement ~. Par équivariance de f , le relevé dans A
de u E Aw et celui dans (~~Ô de w(u) ont alors la même image par f .

Chaque relevé de feuille de la bande A’ x [0,1] correspondant au générateur ~’ de S’
ayant ses deux extrémités qui s’envoient par f sur un même point, nous pouvons donc
étendre f : É - T à E’, en envoyant ce relevé de feuille sur ce point.



Si le domaine de est réduit à 03C9(x), par pureté, il existe un -mot w’ qui envoie
x sur ~(a-). Puisque A est contenu dans une composante homogène, il n’est pas difficile
de montrer que l’on peut supposer que l’isométrie partielle w’ a le même signe que ~.
Nous appliquons alors le raisonnement ci-dessus en remplaçant w par w’. Ceci permet
d’étendre Ç en ~". Puis nous appliquons encore une fois le raisonnement ci-dessus en
remplaçant Ç par ~".

Il est immédiat que les propriétés des résolutions sont encore vérifiées par (S’, C’, f’).
Par le théorème 2.10, une induction finie permet alors de conclure. D

L’extension des domaines de Ç = ~, ~’ se fait alors par le lemme 2.11, en notant que
puisque So est homogène, t et ~(t) sont dans la même So-orbite pour tout t dans le
domaine de ~.

Terminons la preuve du théorème 2.9, comme dans [9], preuve des assertions (2)-(4)
de la proposition 8.9. Notons g, g’ les éléments de Fo obtenus en prenant une feuille
de la bande correspondant à 03C6, 03C6’, joints par des arcs de 0394 au point base. Alors par
l’hypothèse sur E et le lemme 2.8, les axes de translations de g, g’ coïncident. Notons L
cet axe. Notons I un intervalle pointé de A dont un relevé dans E a son image par f
contenue dans L. Nous utiliserons l’unique arc de A entre le point base de A et celui de
l pour identifier les groupes fondamentaux de ~o en ces points bases.

Montrons que L est invariant par tout générateur h de ro représenté par le lacet

c1 ~ ~y ~ C2 donné par le lemme 2.6 pour cet intervalle I. Supposons que l’élément de 5’
correspondant à 03B3 préserve l’orientation. Alors h est hyperbolique (par un argument
déjà vu), et son axe de translation intersecte L en un segment de longueur strictement
supérieure à la distance de translation de h. Puisqu’il existe des mots w en g, g’ d’axes de
translation L et de distance de translation arbitrairement petite, le lemme 2.8 entraîne

que l’axe de translation de h est L.

Si 03B3 renverse l’orientation, alors pour w comme précédemment, l’élément hyperbo-
lique est d’axe de translation égal à L par l’argument ci-dessus. Donc h préserve
L.

Nous avons donc montré que Tro est réduit à la droite L. 0

2.4 Étude des composantes échanges d’intervalles

Nous dirons qu’un système d’isométries est à générateurs indépendants si aucun s- 0
mot réduit non trivial, de domaine non vide, n’est restriction de l’identité. En particulier,
toute feuille non singulière est un arbre.



Théorème 2.12 (~~.~~, Theorem Soit S = (D, {cpq }) un système d’isométries
sans composante minimale homogène. Alors on peut obtenir un système d’isométries
S’ de domaine D, à générateurs indépendants, ayant les mêmes orbites, en remplaçant

chaque générateur cpi par sa restriction à un sous-intervalle (éventuellement vide~ de son
domaine. 0

Pour un système d’isométries, nous notons

- m la longueur totale de D;

- ~ la somme des longueurs des domaines A; des générateurs.

Proposition 2.13 (~~6~, Proposition 6.1 ) Si S est un système d’isométries minimal à
générateurs indépendants, alors

.~ = m. 0

Rappelons qu’un échange d’intervalles est un système d’isométries connexe, non dé-

généré tel que, sauf un ensemble fini, tout x dans D appartient à exactement deux bases.
Il découle donc de la proposition précédente que si S est pur, minimal, à générateurs

indépendants, et si tout point de D appartient à au moins deux bases, alors S est un

échange d’intervalles (sinon, on aurait £ > m).
Avec les notations suivant le théorème 2.5, nous pouvons supposer que So n’est pas

homogène, et est réunion d’un système 50 pur minimal à générateurs indépendants, et
d’autres générateurs qui sont des S0-mots. Il suffit en effet d’appliquer les théorèmes 2.12
et 2.10, et de faire un nombre fini de découpages de bases. Remarquons que le 2-complexe
feuilleté Eo de So est naturellement contenu dans Eo.

Par les opérations suivantes de glissement de base, nous pouvons aussi supposer que
tout générateur de So B So est l’identité sur son domaine.

En effet, choisissons pour tout générateur p; : A= -> B; dans So B So un S0-mot 03C9i
qui coïncide avec p; sur Ai. Notons S’ le système d’isométries obtenu en remplaçant ces

Pi par l’identité P’; A~ --~ Ai. Tout lacet £ de C donne un lacet .~’ dans une feuille de
E’, en remplaçant dans £ chaque occurrence d’un arc [x; par le chemin formé de l’arc

(x; ~p’~ suivi de ~x; Posons C’ = {.~’ } .
Notons que nous avons une application continue E’ -~ E qui envoie (linéairement)

la première moitié de l’arc ~x; ~o’i~ sur ~x; et la seconde sur l’arc (parcouru en sens
inverse) ~x; Cette application (qui induit une équivalence d’homotopie X’ --3 X ) se
relève en une application E’ -> É. Nous définissons alors l’application f’ : É’ -~ T en
composant avec f : É - T. Clairement, (S’, C’, f’) est une résolution pure



Nous supposerons que cela est satisfait dans la suite.

Théorème 2.14 Si l’action de r sur T est stable, et si S° est un échange d’intervalles,
alors T° et r se décomposent au-dessus d’une extension d’un groupe cyclique par un

sous-groupe fixant un arc de Tro. Si de plus l’action de T est libre, alors r° est un groupe

fondamental de surface.

Preuve. Puisque So est un échange d’intervalles pur, Eo est homéomorphe à une surface

connexe compacte à bord, muni d’un feuilletage mesuré à feuilles denses. En particulier,
les feuilles non singulières du feuilletage de Eo sont des droites. Par pureté et minimalité,
les seuls lacets contenus dans les feuilles sont les composantes de bord de ~°, et toute
feuille ne contient qu’au plus une composante de bord. 

’

Considérons N le sous-groupe de Fo normalement engendré par les lacets formés

par les feuilles des bandes associées aux générateurs de So. Par construction, ces

générateurs de N fixent un arc de Tro, donc par le lemme 2.8, fixent tout Tro. Donc N

est contenu dans le noyau de l’action de Fo sur Tro, et en particulier fixe un arc de T.

Le quotient Q = agit donc sur Tro. Rappelons que chaque composante de

l’intersection d’une composante connexe de X B ~° avec ~° est contenue dans une feuille

de Eo. Puisque toutes les feuilles sauf celles passant par le bord sont contractiles, Q
est un quotient du groupe fondamental de ~° par un sous-groupe normal engendré par
des puissances de lacets de bord. Donc Q est le groupe fondamental d’un 2-orbifold à

singularités coniques. Puisqu’il agit sans point fixe global sur Tro, par la classification

des 2-orbifolds compacts, il se décompose au-dessus soit du groupe trivial, soit de Z,
où le générateur de Z correspond à une courbe fermée simple de ~° non parallèle au

bord. En particulier, Fo se décompose sur une extension d’un groupe cyclique par N.

Par raffinement de la décomposition de r obtenu dans le théorème 2.5, r se décompose

au-dessus d’une extension d’un groupe cyclique par un sous-groupe fixant un arc de T.

D

2.5 Etude des composantes exotiques

Nous allons définir un processus dû à E. Rips qui transforme une résolution (S, C, f) =

(Sa, CO, JO) en une autre 
Notons L° l’ensemble des points du domaine Do de Sa qui n’appartiennent qu’à une

seule base de 5o. S’il est non vide, nous définissons un nouveau système d’isométries sur

le multi-intervalle D~ = DO B L°.



Nous remplaçons tout d’abord chaque générateur p; de So par ses restrictions aux

composantes connexes (en nombre fini) de Si une composante de L° coïn-

cide avec une composante de Do, alors le générateur correspondant est tout simplement
enlevé. Remarquons que par pureté et minimalité, les adhérences de et de L°

ne se rencontrent pas. Toute composante connexe I de L° est contenue dans l’intérieur

d’une base d’un unique générateur de Sa. Tout lacet de C, pouvant être supposé sans

aller-retour, définit un nouveau lacet dans les feuilles. Nous notons Cv l’ensemble de ces

lacets.

Par des opérations de découpage de base, nous pouvons supposer que l’intérieur
d’une base d’un générateur de So B So ne contient pas d’extrémité de composantes de
L°. Rappelons que ces opérations rajoutent un nouveau lacet pour tout générateur
cp~ de So B So et tout u E âL° dans l’intérieur d’une base de cpi. Plus précisément,

= ~u? cpi +~ , ~u; où cp~ +, sont les générateurs obtenus par découpage de
base de en u. Nous notons encore C = Cv U {~~,~.}.

Pour chaque composante connexe I de L°, si I C nous remplaçons chaque
générateur ~O~ : A; - A; de Sa B Sa, avec A~ C I n al, par un générateur p’; qui est
l’identité sur C Nous faisons de manière analogue si I C 

Nous obtenons ainsi un nouveau système d’isométries Sl. Il est facile de voir que

la composante connexe Sô de Sl correspondant à So est encore pure, minimale, non

homogène, et que les générateurs correspondant à So sont encore indépendants.
Les deux complexes E° et El ont un quotient commun Q. L’application ~r° ; E° -i ~

est l’écrasement dans E°, pour toute composante I de L° et tout u E I ~ al, des feuilles

~u; avec E = +1 si 1 c et E = -1 si I C L’application ~r1 : E1 -~ Q est
l’écrasement dans E1, pour toute composante I de L° et tout u E 97, des feuilles [u; 
avec ~ = +1 si I ~ AiI, et ~ = -1 si I ~ BiI.

Pour tout £ dans C, (~1)-1(~0(~)) est un lacet dans une feuille de ~1, et nous notons
Cl l’ensemble de ces lacets. Notons que les disques de X~ s’appuyant sur les lacets
de la forme (~ri)-r(~r°(.~=,.~)) doivent être pensés comme des anneaux SI x [0,1], avec
S1  {0},S1  {1} des lacets dans les bords des bandes des générateurs de et

{1} x [0,1] recollé le long d’un arc de bord ~u; de la bande d’un générateur 
de SJ correspondant à Un tel anneau est appelé (comme dans [9]) un anneau de
subdivision.

L’application fO : E° --~ T factorise à travers une application T, où Q -; Q
est le revêtement correspondant à Nous définissons alors i E1 -~ T en
composant Q --> T par ~1 ~ Q l’application relevée de l’équivalence d’homotopie 



Nous construisons ainsi une nouvelle résolution pure 

S’il y a des points de Dl n Do qui n’appartiennent qu’à une base, alors nous pouvons

répéter cette opération. En itérant, ceci conduit à une suite infinie de résolutions Xn
de domaines D° D Dn D ..., sauf si pour un certain n, tout point de

Dn n Do appartient à au moins deux bases. Auquel cas, la composante Sg est un échange
d’intervalle, et la section précédente conclut. La composante So est dite exotique si le

processus ci-dessus est infini.

Proposition 2.15 ([36], Proposition 7.1 ) Si So est exotique, alors ~n~NDn n Do est

nulle part dense dans Do. OE

Théorème 2.16 Si l’action de G sur T est stable, et si So est exotique, alors ro et G

se décomposent au-dessus d’un sous-groupe fixant un arc de T.

Preuve. Puisque les générateurs de S° sont indépendants, tout lacet contenu dans une

feuille, et ne contenant pas de composante de âAi x [0,1], est homotope à zéro. Donc

il existe un 1-complexe fini ~ C Eo, union finie de feuilles dans des bandes de généra-

teurs, tel que le sous-groupe normal de 03C0103A30 engendré par les lacets dans les feuilles soit

précisément normalement engendré par les lacets dans x.

Notons que le nombre de lacets dans C~ qui ne correspondent pas à des anneaux de

subdivision dans une étape antérieure reste borné. Appliquons suffisamment de fois le

processus de E. Rips pour qu’il existe un générateur c~ : ~4 2014~ B de S~’ dont la bande

A x [0, 1] ne contienne aucune arête de x, et tel que A ou B, disons A, soit contenu dans

l’intérieur d’un intervalle stable A de D~. Ceci est possible par la proposition 2.15, et

puisque nnEN Dn n Do ne peut pas être fini, car on ne peut rendre fini un graphe infini

localement fini en enlevant à chaque étape ses arêtes terminales. Par des opérations

élémentaires, nous pouvons alors supposer que toute composante connexe du domaine

rencontre au moins deux bases.

Nous allons alors appliquer le théorème de van Kampen en coupant la bande A x [0,1]
à la hauteur - ainsi que tout disque de Xn correpondant dans une étape antérieure à
un anneau de subdivision et se recollant sur 8A x [0,1]. Notons W le graphe union de

A x {1 2} et de SI x pour tout tel disque, le point (1, Ul) étant sur 8A x [0,1]. Notons
que l’image dans 03C01Xn du générateur du groupe fondamental d’un anneau de subdivision

fixe un arc de A, donc fixe A. Donc l’image dans 03C01Xn du groupe fondamental de W

fixe un arc dans T.

Le théorème de van Kampen permet alors de conclure à une décomposition de ra

au-dessus d’un groupe fixant un arc de T. Pour montrer la non trivialité dans le cas



où la bande A x [0,1] sépare Eon en deux composantes connexes Ci et C2, il suffit

de remarquer que par minimalité et puisque toute composante connexe du domaine

rencontre au moins deux bases, qu’il existe dans chaque composante connexe CI et C2
un mot en les générateurs ouverts, préservant l’orientation, et qui n’est pas l’identité sur
son domaine. Ces mots fournissent un élément dans le groupe fondamental de chaque
composante connexe de X’~ correspondante à Ci, C2, qui n’est pas dans le groupe au-
dessus duquel on décompose.

Rappelons que chaque groupe d’arête de la décomposition du théorème 2.5 est conju-
gué à un groupe engendré par des lacets dans une feuille. Donc par raffinement, la

décomposition ci-dessus de ro donne une décomposition de r sur un groupe fixant un
arc de T. 0

3 Applications hyperboliques du théorème de Rips
3.1 Espaces et groupes hyperboliques

Rappelons quelques définitions sur les espaces métriques hyperboliques de M. Gromov

(voir [44, 41] et l’exposé 722 du Séminaire Bourbaki [40]).
Un espace métrique est géodésique si pour deux points quelconques x, y, il existe un

plongement isométrique a : [0, L] ~ X avec a(0) = x, a(L) = y. Nous noterons (x, y]
l’image de a, même si, en général, elle n’est pas déterminée par ses extrémités.

Un espace géodésique X est hyperbolique s’il existe une constante b > 0 telle que
pour tout triplet (x, y, z) de points de X et tous choix de segments (x, y], [y, z~, (z, x~,
la propriété suivante soit vérifiée : tout point de [x, y] est à distance inférieure à b d’un
point de la réunion [y, z] U [z, x].

Remarquons que si X est un arbre, alors [x, y] est contenu dans la réunion [y , x~.
Un espace métrique est un arbre si et seulement s’il est géodésique et hyperbolique pour
8 = 0 (voir [1] 3.17). Une variété riemannienne complète simplement connexe à courbure
sectionnelle inférieure à -r~2  0 est un espace métrique hyperbolique (voir par exemple
[41] Chap. 3).

Un groupe de type fini est hyperbolique si l’un de ses graphes de Cayley est hyperbo-
lique.

3.2 Limites d’actions de groupes sur des espaces métriques
Fixons-nous cv un ultrafiltre sur N ([11] I, p. 39), plus fin que le filtre de Fréchet

des complémentaires des parties finies ([11] I, p. 36). Un tel ultrafiltre existe par ([11] I;



p. 39, th. 1). Pour toute suite (Xi)iEN bornée de réels, nous noterons lim03C9 xi la limite de
l’ultrafiltre de R engendré par l’image directe de w par i - Xi ([11] I, p. 41).

. 

Soit di, une suite d’espaces métriques pointés. Soit

Par passage à la limite dans l’inégalité triangulaire, nous pouvons définir doo : X~ x

[0 + oo( par
= yq).

Il est facile de voir que d~ est une pseudo-distance. Nous noterons (Xw, dw, *w) l’espace
métrique pointé quotient de (Xoo, doo, par la relation d’équivalence x ~ y si x, y
sont à pseudo-distance nulle. Nous l’appellerons l’ultralimite de la suite (Xi, di, 
(voir [27, 45]).

Soit F un groupe agissant par isométries sur Xt, tel que pour tout, E F,

*i)  00.

Alors l’action produit de F sur X~ induit une action isométrique de r sur Xw.
Si sont des espaces métriques munis d’une action isométrique d’un

groupe F, ’nous dirons que la suite (X;) converge pour la topologie de Hausdorff-Gromov
équivariante vers X~ si pour toute partie finie K de Xoo, pour toute partie finie P de 1,,
pour tout E > 0, il existe un élément ~ du filtre w tel que pour tout i dans S~, il existe

une partie finie I~~ de Xi, et une relation ?Z~ C K x Ki, dont les projections sur I~, K,
sont surjectives, telles que pour tous g, h E P, si xRixi et 

 E.

Une modification de ceci permet de munir d’une topologie tout ensemble d’actions iso-

métriques de F sur des espaces métriques [69].
La proposition suivante est immédiate.

Proposition 3.1 (1 ) Si Xi est géodésique pour tout i, alors Xw l’est.

(2) Si X; est 03B4i-hyperbolique avec b = limw 03B4i fini, alors Xw est 03B4-hyperbolique (donc
un arbre si b = 0 ).

(3) Soit r un groupe agissant par isométries sur chaque Xi, tel que lim03C9 di(03B3*i, *i) 
00 pour tout, E h. Alors l’action de 1, sur Xt converge pour la topologie de Hausdorff-
Gromov équivariante vers l’action de h sur Xw. OE

Donnons maintenant quelques applications de la conjonction du théorème de E. Rips
et du fait qu’une ultralimite d’une suite d’actions sur des espaces hyperboliques est une
action sur un arbre.



3.3 Compacité d’espaces de représentations

Soit X une variété riemannienne complète, simplement connexe, à courbure sec-
tionnelle strictement négative, possédant un groupe discret cocompact d’isométries (par
exemple un espace symétrique de type non compact de rang un). Rappelons que le groupe
des isométries G de X, muni de la topologie compacte ouverte, est un groupe de Lie réel,
par le théorème de Myers.

Soit F un groupe de type fini, virtuellement sans torsion, non virtuellement nilpotent.
L’hypothèse sur la torsion est inutile si X est un espace symétrique, par le théorème de

Selberg. Considérons l’ensemble (éventuellement vide) R fd(I‘, G)/G des représentations
fidèles et discrètes de r dans G modulo conjugaison. Il est muni de la topologie quotient
de la topologie compacte-ouverte (ici celle de la convergence simple) sur l’ensemble des
morphismes du groupe discret r dans le groupe de Lie G. L’espace G)/G est
localement compact et métrisable (voir [61]).

Considérons l’ensemble SLF(F) des actions de r sur les arbres, sans point fixe global,
sans sous-arbre invariant propre, à stabilisateurs d’arc virtuellement nilpotents, modulo
isométrie équivariante. Munissons-le de la topologie de Hausdorff-Gromov équivariante.
Son quotient PSLF(r) par les homothéties équivariantes de métrique est métrisable
compact par [19, 69].

La topologie de Hausdorff-Gromov équivariante permet de compactifier R fd(r, G)jG
par un fermé de l’espace PSLF(r). Voir J. Morgan-P. Shalen [64, 65, 63] par des méthodes
de géométrie algébrique, et M. Bestvina [7], F. Paulin [69] par des méthodes purement
géométriques, et aussi [17] par l’analyse non standard.

Si X est le plan hyperbolique ?, si Go est le sous-groupe d’indice 2 de G préservant
l’orientation, et r est le groupe fondamental d’une surface de Riemann E connexe, com-
pacte sans bord, de genre g au moins 2, alors Rfd(I‘, Go)/Go s’identifie avec l’espace de
Teichmüller de E.

R. Skora (voir [67] chap. VIII) a montré que PSLF(r) est égal à toute la frontière
de R fd(r, Go)/Go. La compactification de Rjd(r, Go) /Go par PSLF(r) coïncide avec la
compactification de Thurston de l’espace de Teichmüller (voir [89, 32] et l’exposé 426 au
Séminaire Bourbaki de V. Poénaru [73]).

Hormis le cas des surfaces, cette compactification est surtout utile par son corollaire
suivant (contenant en particulier le théorème 3 de l’introduction). Notons que si X est
un espace symétrique, et si r est un sous-groupe discret de covolume fini de G, alors
Rfd(r, G)/G est vide ou un point, par le théorème de rigidité de Mostow. Il existe

(voir [90]) de nombreuses variétés connexes compactes à bord non vide de dimension 3



dont le groupe fondamental r ne se décompose pas au-dessus d’un groupe virtuellement

nilpotent, et avec G) /G non vide, non réduit à un point, pour G le groupe des
isométries de IHf3.

Théorème 3.2 Si r ne se décompose pas au-dessus d’un groupe virtuellement nilpotent,
alors Rjd(r, G)/G est compact.

Preuve. Soit S une partie génératrice fixée de F. Il suffit de montrer, puisque G) / G
est métrisable, que pour toute suite I‘ -~ G)iEN de représentations fidèles et discrètes
et tout ultrafiltre w comme ci-dessus, Pi converge quitte à conjuguer vers une représen-
tation Poo.. Celle-ci sera fidèle et discrète par une application du lemme de Margulis.

Notons f; : R la fonction

Puisque F n’est pas virtuellement nilpotent, ne fixe aucun point du bord visuel 8X

de X (voir [12]). Donc f est convexe (car X est à courbure négative) et propre. Notons

Xi un minimum de fi et Ài = Comme pi(r) est infini discret, il ne fixe aucun point
de X, donc Ài > 0.

Supposons limW Ài = +00. Si Il,11 est la longueur minimale d’un mot en les générateurs
S représentant ~y G F, alors ~~y~ ~. Notons d; la distance sur X . Par

les propriétés 3.1, l’ultralimite de la suite (Xi, di, xt) est un arbre, muni
d’une action (isométrique) de r.

Cette action n’a pas de point fixe global par le choix des points bases x2. Les sta-

bilisateurs d’arc sont virtuellement nilpotents par le lemme de Margulis et la courbure

strictement négative (utiliser la proposition 3.1 (3)). Par le théorème de Rips (exemple
iv)), le groupe F se décompose au-dessus d’un groupe virtuellement nilpotent, ce qui est

une contradiction.

Donc linà Ài  oo. Quitte à conjuguer p~, nous pouvons supposer que x~ reste dans

un compact de X. Or le sous-espace des isométries de X bougeant un compact de moins

d’une constante est compact. Donc pi (s) converge vers une isométrie pour tout générateur
s. Ceci entraîne que p~ converge vers une représentation pi. Il

Un résultat analogue est vrai pour X un immeuble de Tits (discret, épais, localement

compact) modelé sur un groupe de Coxeter discret engendré par des réflexions de l’espace

hyperbolique IHr .

Les techniques et le théorème ci-dessus sont aussi l’une des étapes de la preuve du

théorème d’hyperbolisation de Thurston, voir [90, 67].



3.4 Applications aux groupes hyperboliques

Rappelons qu’une conséquence du théorème de rigidité de Mostow pour les varié-

tés V localement symétriques, connexes compactes, à courbure strictement négative, de

dimension au moins 3, dit que le groupe des automorphismes extérieurs de leur groupe
fondamental est fini. Notons aussi que, puisque n > 3, ~ri V ne se décompose pas au-dessus

d’un groupe virtuellement fini.

Théorème 3.3 Si r est un groupe hyperbolique non virtuellement cyclique, alors le

groupe des automorphismes extérieurs de I‘ est fini, sauf si r se décompose au-dessus

d’un groupe virtuellement cyclique.

Preuve. Comme ci-dessus, la preuve consiste à considérer une suite d’automor-

phismes de r deux à deux distincts modulo les automorphismes intérieurs. Soit S une par-
tie génératrice fixée de f. La fonction fi : G - N définie par = 

atteint son minimum dans une partie finie de r, car r n’est pas virtuellement cyclique.
Si xt est un minimum, et Ài = alors lim03C9 03BBi = +oo car les cps sont deux à

deux distincts dans Out(r). Comme précédemment, l’ultralimite (X~,, dw, xW) de la suite

(X;, x~ ) est un arbre, muni d’une action (isométrique) de h.
Cette action n’a pas de point fixe global par le choix des points bases x~. Les stabi-

lisateurs d’arc sont virtuellement cycliques par le fait que r est discret et hyperbolique

(utiliser la proposition 3.1 (3)). Par le théorème de Rips (exemple iv)), le groupe r se

décompose au-dessus d’un groupe virtuellement cyclique. D

La même preuve montre le théorème suivant, lorsque H est de type fini, sans torsion
et ne se décompose pas au-dessus d’un groupe cyclique. Il est dû dans le cas sans torsion
à M. Gromov [44] Theorem 5.3.C’ et à [76], voir [23] pour le cas général.

Théorème 3.4 Soit F un groupe hyperbolique, et H un groupe de présentation fini, non
virtuellement cyclique, non décomposable au-dessus d’un groupe fini. Alors r admet au

plus un nombre fini de classes de conjugaison de sous-groupes isomorphes à H. m

Une étude plus fine des actions limites permet à Z. Sela et E. Rips-Z. Sela d’obtenir
les résultats de décomposition canonique (existence-unicité de décomposition maximale)
dans la classe des graphes de groupes à groupes d’arête infinis cycliques, en particulier
pour les groupes hyperboliques. (Voir [13] et [31] pour une autre approche.) Les applica-
tions suivantes disent en particulier que les seuls groupes hyperboliques, dont le groupe



des automorphismes est infini et intéressant, sont les groupes libres et les groupes de

surface.

Théorème 3.5 (Z. Sela f83J) Soit r un groupe hyperbolique sans torsion, librement

indécomposable. Alors Out(r) contient un sous-groupe d’indice fini qui est un produit
direct d’un groupe abélien libre de type fini et de groupes modulaires de surface de type
topologique fini.

Si r n’est pas un groupe de surface compacte sans bord, alors tout automorphisme

p de r possède une classe de conjugaison dans r périodique. En particulier, le produit
semi-direct de I’ par Z, avec Z agissant par p sur r, n’est pas un groupe hyperbolique. ~

Une version analogue de ce théorème est vraie pour les sous-groupes discrets des

groupes de Lie réels presque simples de rang 1. Nous en citons une forme affaiblie, dont
la deuxième assertion est une généralisation du lemme de Mumford suivant: le sous-

espace de l’espace modulaire d’une surface de Riemann compacte, formé des structures

complexes dont la métrique de Poincaré a une borne inférieure non nulle sur le rayon

d’injectivité, est compact.

Théorème 3.6 (Z. Sela j83~~ Soit r un sous-groupe discret d’un groupe de Lie G réel
non compact, presque simple, de rang 1 . Supposons T non virtuellement nilpotent, sans

torsion, librement indécomposable.
Si r est géométriquement fini, Out(r) contient un sors-groupe d’indice fini qui est un

produit direct d’un groupe abélien libre de type fini et de groupes modulaires de surface
de type topologique fini.

De .plus Out(r) agit discrètement, avec quotient compact, sur le sous-espace de

R fd(r, G)/G des représentations p telles que le rayon d’injectivité de p(T ),X est mi-

noré, où X est l’espace symétrique de G. OE

En 1910, M. Dehn a défini trois problèmes de décision sur les groupes, le problème
du mot (étant donné une présentation finie de groupe, existe-t-il un algorithme qui per-
mette de décider si un mot dans les générateurs est trivial dans le groupe?), voir [79],
le problème de conjugaison (étant donné une présentation finie de groupe, existe-t-il un

algorithme qui permette de décider si deux mots en les générateurs sont conjugués dans

le groupe?) et le problème d’isomorphisme (étant donné une classe de présentations fi-

nies de groupes, existe-t-il un algorithme pour décider si deux présentations donnent des

groupes isomorphes?).
Plus précisément, il est facile de coder les présentations finies de groupes par les

entiers N, car une présentation finie est donnée par un nombre fini de générateurs et un



nombre fini de mots de longueur finie en ces générateurs. Le problème d’isomorphisme
dans la classe P de présentations finies de groupes est décidable s’il existe une fonction

f : N x l~ ~ ~0,1~ récursive (voir par exemple [53]) telle que les présentations n et m
de P sont isomorphes si et seulement si f (n, m) = 0.

M. Gromov [44] a montré que les problèmes des mots et de conjugaison sont décidables
dans les groupes hyperboliques. Z. Sela [81] a montré que, pour les groupes hyperboliques
sans torsion, le problème d’isomorphisme est décidable, en utilisant des limites de groupes
hyperboliques et le théorème de Rips, et les constructions de représentants canoniques de
solutions de systèmes d’équations [77]. Il s’agit d’un outil technique qui permet d’affiner le
fait que les triangles géodésiques dans un espace hyperbolique sont "fins", en s’inspirant
du fait que dans un groupe libre (où la constante d’hyperbolicité S peut être prise nulle),
chaque élément du groupe possède une forme normale canonique : son écriture réduite
dans un système libre de générateurs. En utilisant aussi ces représentants canoniques,
et les feuilletages de 2-complexes comme dans [28], T. Delzant [25, 26] a amélioré ce
résultat au cas avec torsion, en donnant des bornes effectives sur le temps de terminaison
de l’algorithme en fonction de b.

Théorème 3.7 Le problème d’isomorphisme dans la classe des présentations finies de
groupes hyperboliques est décidable. m

4 Questions en rang supérieur

Il nous paraît intéressant d’étudier la géométrie des actions de groupes sur les im-
meubles de Tits affine (non discrets) de rang supérieur, en commençant par l’analogue
de [19] en rang supérieur.

Par exemple, une compactification d’espaces de représentations discrètes dans un
groupe de Lie G réel simple de rang supérieur par des actions du groupe sur des im-
meubles de Tits affines (non discrets) modelés sur le groupe de Weyl de G, à stabilisateurs
de germe de plat virtuellement résolubles, est possible, voir [72] (et aussi [51]).

Problème 1 : t Trouver un critère purement algébrique pour qu’un groupe de type
fini n’admette pas d’actions sans point fixe global (avec certains types de stabilisateur de
germe de plat, par exemple virtuellement résoluble) sur un immeuble de Tits affine (non
discret ).

Par exemple, pour des immeubles produits d’immeubles de rang un, la propriété T
de Kazhdan, qui implique la propriété (FA), peut donner une telle condition.



Comme la situation est plus rigide en rang supérieur, la question suivante (non com-

plètement résolue en rang 1), est naturelle. De plus, puisque les immeubles de Tits affines
discrets en rang > 3 ont été classés par J. Tits [92], ceci peut permettre d’obtenir des
solutions au problème 1 (voir [46]).

Problème 2 : Un groupe de type fini, qui agit sans point fixe global (avec un certain

type de stabilisateur) sur un immeuble de Tits agit-il sans point fixe global sur un
immeuble de Tits affine discret (avec même type de stabilisateur)?

Ceci permettrait d’obtenir des informations (au moins asymptotiques) sur les sous-

groupes discrets (de covolume infini, pour contourner les théorèmes de (super)-rigidité
de Margulis, voir l’exposé 778 au Séminaire Bourbaki de P. Pansu [68]) des groupes de
Lie réels de rang supérieur, dont la géométrie est peu connue, et pour cause :

Problème 3 : Trouver des familles intéressantes de sous-groupes discrets de covolume

infini des groupes de Lie réels semi-simples de rang supérieur (par exemple, ayant un

espace de déformation non réduit à un point, mais n’agissant pas sans point fixe global (à
stabilisateurs de germe de plat virtuellement résolubles) sur un immeuble de Tits affine
(non discret~~.

Par exemple, les groupes fondamentaux de variétés de dimension 3 compactes, à bord

non vide, Haken, acylindriques et atoroïdales sont les premiers exemples à regarder. Il

reste à comprendre de manière géométrique les exemples de Margulis-Soifer [60].
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