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Introduction

L’objet principal de ce livre est la conjecture de Ramanujan—Petersson
sur les corps de fonctions. Rappelons de quoi il s’agit.

On considére F' un corps de fonctions dont le corps des constantes Fy
est fini & ¢ éléments, F, les complétés de F en les différentes places z, deg,
les valuations associées et A I’anneau des adéles de F'.

Toute représentation admissible irréductible 7 de GL,(A), r > 1, est

un produit ) 7, de représentations admissibles irréductibles des GL,(Fy).
x
Pour presque toute z, 7, est non ramifiée et il existe dans C* r nombres

21(7z), . . ., 2r(7z), bien définis & permutation pres, tels que 7, soit un sous-
quotient de I'induite normalisée du caractére (g z- 98(®) z) (m,))de8=() x

- x (g 7" 48 4, (m,))d8=() de GLy(F,) X --- x GLy(F,). Quand T,
est unitaire, la famille {|z1(7z)|, ..., |2r(7¢)|} dans R est symétrique par
rapport & ¢~ 9e8(@),

D’autre part, a toutes représentations automorphes cuspidales irréducti-
bles unitaires 7,7’ de GL.(A), GL,/(A), r,7’ > 1, est associée la fonction
s — L(s,m ® #') de Rankin-Selberg. C’est une fonction rationnelle en ¢°
dont les péles sont sur les droites Res = 0, Res = 1.

Les deux conjectures suivantes sont bien connues :

ConsecTURE 1 (Ramanujan-Petersson). — Soit m une représentation
automorphe cuspidale irréductible unitaire de GL,.(A). Alors, en toute place

x ou m est non ramifiée, on a |z (mz)| = q'r’;‘l' deg(z) 1 < i <.

CONJECTURE 2. — Soient w,n’ deuzr représentations automorphes cus-
pidales irréductibles unitaires de GL,(A), GL,/ (A). Alors tous les zéros de

la fonction s — L(s,m ® #') sont sur la droite Res = .

Rappelons que Drinfeld a successivement prouvé la conjecture 1 (et
méme en fait la correspondance de Langlands) dans les cas suivants :

e quand une des composantes 7, de 7 est la représentation de Steinberg
et r = 2, en étudiant la cohomologie & coefficients constants des variétés
modulaires classifiant les faisceaux elliptiques de rang 2 (et ce travail a été
généralisé par Laumon en rang quelconque);

e quand une des composantes 7, de 7 est supercuspidale et » = 2, en
étudiant la cohomologie a coefficients dans certains systémes locaux des
variétés modulaires classifiant les faisceaux elliptiques de rang 2 (et ce
travail a été généralisé par Flicker et Kazhdan en rang quelconque);

e quand r = 2, en étudiant la cohomologie des variétés modulaires
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INTRODUCTION

classifiant les chtoucas de rang 2.

Rappelons d’autre part que dans la situation de la conjecture 1, Jacquet
et Shalika ont obtenu l'encadrement ¢~ %d°8() < g 7" deg(z) |zi(mz)| <
q% deg(z) 1 < 4 < r, et que dans la situation de la conjecture 2, Jacquet,
Piatetski-Shapiro, Shahidi et Shalika ont montré que les zéros de la fonction
L envisagée sont dans la bande 0 < Res < 1.

Notre résultat principal est le suivant :

THEOREME PRINCIPAL. —

(i) Soit m une représentation automorphe cuspidale irréductible uni-
taire de GL,.(A). Alors :

e Sir est impair, ™ vérifie la conjecture 1 et on pose e, = 0.

e Sir est pair, ou bien w vérifie la conjecture 1 et on pose e, =0,
ou bien pour toute place  ou 7 est non ramifiée, la moitié parmi les z;(wy),
1 < i < r, sont de module q(%—'l*’%)deg(“”) et lautre moitié de module
q("F ~ 1) de(@) ¢t on pose e, =

(ii) Pour deuz telles représentations w,n' de GL,(A), GL, (A), tous
les zéros de L(s,m @ #') sont sur la droite Res = 1 sier = e et sur les
droites Res =1, Res =3 si e, # e

EN

La démonstration de ce théoréme est calquée sur celle de Drinfeld en
rang 2. On s’intéresse aux modules d’éléments {z;(7;)} et {¢°, L(s, 7®7') =
0}. L’idée est de relier ces derniers aux valeurs propres de l'opérateur de
Frobenius agissant sur la cohomologie a supports compacts d’une certaine
variété de type fini sur Fqy (en combinant le théoréme des points fixes
de Grothendieck-Lefschetz et une formule des traces d’Arthur-Selberg
convenable) et d’invoquer le théoréme de pureté de Deligne. Drinfeld a
introduit des objets permettant de réaliser ce projet. Ce sont les variétés
(ou plutét les champs) classifiant les chtoucas de rang r.

Ce livre rassemble la thése de 'auteur (Orsay, 1994) et une prépublica-
tion ultérieure (Orsay, 1995). Un résumé en a été présenté dans deux notes
parues aux Comptes Rendus de I’Académie des Sciences de Paris (tome 322,
série I, 1996).

En voici le contenu détaillé :

On commence dans le chapitre I par rappeler la définition des chtoucas
ainsi que les principales propriétés géométriques de leurs champs classi-
fiants.

Soit X la courbe projective lisse sur F, dont le corps des fonctions est
F. Par souci de généralité et suivant une idée de Stuhler, on introduit
également D une algebre & division centrale de dimension d? sur F et D
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INTRODUCTION

une Ox—Algebre finie de fibre générique D qui soit maximale pour cette
propriété.
Un D—chtouca de rang r sur un schéma S (sur F,) est un diagramme

el log

ou &, & sont des D X Os—Modules & droite localement libres de rang r
sur X x S, "€ désigne le D X Og—Module (Idx x Frobg)*E, et j et ¢ sont
des homomorphismes D X Og-linéaires, injectifs et dont les conoyaux sont
supportés respectivement par les graphes de morphismes pole i, : S — X
et zéro ip : S — X et sont localement libres de rang d comme Os—Modules.

Etant donné I — X un sous-schéma fermé fini évitant le zéro et le
pole, une structure de niveau I sur un tel D—chtouca consiste en la donnée
d’isomorphismes £ — DX Og, & = D7 X Og compatibles avec j et t.

On généralise les résultats de [Drinfeld, 1987] en s’inspirant des argu-
ments de [Laumon, Rapoport, Stuhler]. On prouve que les champs Chtp, ;
classificant les D—chtoucas de rang r avec structure de niveau I sont
algébriques au sens de Deligne-Mumford. L’application qui & un D—chtouca
associe son zéro et son pole définit des morphismes Chtp ; — X\I x X\I
qui sont localement de type fini et méme lisses de dimension relative
2(rd — 1) au—dessus de X'\I x X’\I, ot ’on note X’ le plus grand ou-
vert de X en tous les points fermés duquel P’algebre D est déployée. Et
pour tous sous-schémas fermés finis emboités I — J — X, le foncteur
d’oubli Chtp, ; — Chtyp, ; au-dessus de X'\ J x X\J est représentable fini
étale galoisien.

En notant A le schéma complémentaire dans X x X de la diagonale et de
ses transformées par les puissances de (Frobx x Idx) et de (Idx x Frobx),
on dispose dans les Cht7, ; de deux morphismes de Frobenius partiels Frobg
et Frob,, au-dessus des endomorphismes (Frobx x Idx) et (Idx x Frobx)
de A. Leur composé dans un sens ou dans ’autre est le morphisme de
Frobenius.

Soient a € A* un idéle de degré 1, Dy ’ordre maximal dans Dy = DQ®p
A qui correspond & D, G le schéma en groupes sur F' des automorphismes
de E = D", K le sous-groupe ouvert compact maximal GL.(Da) de
GL,(Da) = G(A), H Dalgébre de Hecke de G(A) c’est—a-dire I’algébre
de convolution des fonctions localement constantes & support compact de
G(A) dans Q et, pour tout I — X, H; la sous-algebre des fonctions
invariantes & gauche et & droite par K; = Ker[K — GL.(Dy)].

Alors on dispose sur le champ représentable lim Chtp, ;/ a? d’une action

I
a droite de G(A). Elle est équivalente & la donnée, pour tout I — X, d’un
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INTRODUCTION

homomorphisme de H; dans I’anneau des correspondances finies étales de
Cht, ;/a?.

Les champs Chtp, ; /a% sont localement de type fini et n’ont qu’un
nombre fini de composantes connexes mais, pour r > 2, ils ne sont pas
de type fini.

On cherche donc dans le chapitre II & les écrire de fagon aussi naturelle
que possible comme des réunions filtrantes d’ouverts de type fini, en
généralisant le dernier paragraphe de [Drinfeld, 1987] qui traite le cas
D=F,r=2.

Dans ce but, on choisit de recourir aux notions de filtrations et polygones
canoniques de Harder—Narasimhan. Pour cela il nous faut, étant donné
S = Spec K le spectre d’'un corps algébriquement clos, disposer d’une
fonction rang et d’une fonction degré sur les objets de la catégorie abélienne
des diagrammes

E=(E-L g L 7¢)
ou &, & sont des D X K—Modules cohérents et j, t induisent des isomor-
phismes au—dessus d’un ouvert non vide. Comme fonction rang on prendra
évidemment rgf) =rg& = rg€’. En revanche, les deux fonctions deg(det £)
et deg(det &’) sont distinctes et aucune ne parait préférable a ’autre. On
est donc amené a introduire un parametre réel o et a définir la famille de
fonctions deg, £ = a deg(det&) + (1 — a) deg(det &’).

Pour tout réel a et tout polygone p : [0,7] — Ry, on construit
maintenant des ouverts Chtg nP 2 =P dans les Chtp ; en demandant que
le polygone a—canonique de Harder—Narasimhan soit majoré par p. Les
Chtz’s <p /a® sont de type fini et si I est de degré assez grand en fonction
de p, ‘ce sont des schémas. Ils sont stables par 'action de la sous—algebre
de H; constituée des fonctions dont le support est contenu dans KA*. Et
chaque Cht}? °‘—p est transformé par Froby et Frob,, respectivement en

ChtPe1=P ot ChtPe+1=P,

Pour tous polygones p,q avec 0 < p < g, on décrit aussi les différences
entre les Cht]” "‘—q et les Chty) "PaSP comme des réunions finies disjointes
de strates, les horocycles Chaque horocycle est plongé par une immersion
localement fermé et il est muni par ailleurs d’'un morphisme lisse dans
un Cht;;";aso avec v’ < r, morphisme dont les fibres sont des groupes
commutatifs unipotents.

Dans le chapitre III, on considére 0,00 deux places distinctes de F'
correspondant 3 des points fermés de X', u/, s > 1 deux entiers et

u = u’ deg(0), s = s’ deg(c0), et f' € H une fonction sur G(A) de la forme
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INTRODUCTION

f''= foo ® fP ® fo ol foo €t fo sont les fonctions caractéristiques de
GL; (Do) & GL4(0Os) et GL-(Dp) = GL,4(0p) sur GL, (D) = G(Foo)
et GL,(Do) = G(Fp). Etant donnés 0,50 deux points de X au—dessus de
0,00 a valeurs dans une cloture algébrique Fq de Fq et I — X un sous—
schéma fermé fini tel que f’ € Hj, on s’intéresse & 1’ensemble (ou plutdt au
groupoide, car il y a des groupes finis d’automorphismes) des points fixes
du composé de la correspondance associée & f’ et des morphismes Frobg
et Frob, dans la fibre Chty, ; 5/ a” de Cht?, ;/a” au-dessus de (0,50).

On commence par décrire le groupoide Cht, , = —(F,)/a?, classant pour
145Y,

cela les objets par classes d’isogénies c’est—a—dire regroupant entre eux les
chtoucas ayant méme fibre générique. Puis on obtient une description en
termes adéliques du groupoide de points fixes considéré. Tout ceci est di a
Drinfeld.

Ce groupoide est infini en général mais pour tout polygone p : [0,r] —
R, et tout parametre réel « il n’y a qu’un nombre fini de points fixes
dont le polygone a—canonique de Harder—Narasimhan soit majoré par p.
On appelle nombre de Lefschetz leur cardinal compté avec multiplicités,
noté

7. <
Lef;,’p"'“'p(fw’o, u,8).

Comme fonction de «, ce nombre est périodique et il est localement
constant en—dehors d’un réseau affine de R dont la période est rationnelle.

Dans le cas particulier o u = s et le support de la fonction f’ est
contenu dans KA*, ce nombre n’est autre que le cardinal de I’ensemble des
points fixes du composé de la correspondance associée & f’ et du morphisme
Frobg FrobZ, = Frob" agissant sur 'ouvert de type fini Chtgp 1?63;5 /a® (qui
est un schéma si deg I est assez grand en fonction de p). D’apré’zs, le théoreme
des points fixes de Grothendieck—Lefschetz, il s’interpréte comme la trace
de ce composé agissant sur la cohomologie & supports compacts de cet
ouvert.

On donne dans le cas général une premiére expression pour ces nombres
de Lefschetz. C’est une somme sur certaines des classes de conjugaison
dans G(F), celles dites (u, s)-admissibles, d’expressions intégrales adéliques
qui font intervenir la fonction f*°¥ ainsi que des fonctions de troncature
associées a p et a.

Pour celles de ces classes de conjugaison qui sont elliptiques, il n’y a
pas de troncature et on obtient en définitive des intégrales orbitales de la
fonction f* ® 0 ® f¥ ot f° et fY sont certaines fonctions sphériques
introduites par Drinfeld.

Le cas particulier du rang r = 1, étudié dans le chapitre IV, fournit un
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INTRODUCTION

modele simple de tout ce qu’on voudrait faire grace aux chtoucas.

Comme dans [Laumon, Rapoport, Stuhler], on prouve d’abord que
chaque Chtlp, 1/a% est représentable, projectif et lisse de dimension relative
2(d — 1) au—dessus de X’\I x X'\I. Ceci correspond du c6té géométrique
a la compacité du quotient D*\Dy /aZ du c6té adélique.

Ainsi dispose-t-on des espaces de cohomologie ¢-adique Hp ;, 0 < n <
4(d — 1), de la fibre générique. Ils sont munis d’une action du groupe de
Galois du corps des fonctions de X x X, et aussi de Froby et Frob..
D’aprés un théoréme de [Drinfeld, 1978], elles équivalent & la donnée d’une
action du carré I'r X I'r du groupe de Galois I'r de F. Et commutant
avec celle—ci, chaque HF ; est encore muni d’une action de H;. Ainsi,
chaque Hp = lim H7 ; est muni d’une action de H = limH; et pour

I I
tout I, Hp ; C Hp est 'image de 'opérateur induit par I’élément neutre
de ’algebre H;j.

On cherche a décrire la représentation virtuelle

Hy= Y (-1)[Hp]
0<n<4(d—1)
de HxT F X T F- ,

Pour cela, il suffit de calculer les traces Tryx (f' x 75 “ X 72*') avec 0,
00, f! = foo ® f°® fo, ¥/, 8’ comme plus haut et 7y, 7o, deux éléments de
Frobenius de I'r en les places 0,00. Pour u = v’ deg(0), s = s’ deg(o0) et
f' € Hj, une telle trace est égale par définition de 'action de H xI'r xI'p
a celle sur la cohomologie de Chtlp, ;/a% du composé de la correspondance
associée & f’ et des morphismes Frobg et FrobZ.

D’aprés le théoréeme des points fixes de Grothendieck—Lefschetz et le
calcul du chapitre III, elle est égale a

/ g Y (@00 ) )
G(F)\G(A)/a YEG(F)

qui n’est autre que la trace dans I’espace Aut des formes automorphes sur
G(F)\G(A)/a® de I'opérateur de convolution associé & f°® ® 0 ® f&.

On obtient en définitive que sur une cloture algébrique Q, 22 C de Q,
la représentation H7, peut se mettre sous la forme

> I ™ @i @ (1) (1 - d)
II

ol IT décrit ’ensemble des facteurs irréductibles de Aut, chaque m/(II)
est un entier divisant la multiplicité m(II) de II et chaque 7*(II) est une
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INTRODUCTION

représentation semi-simple de I'r de dimension d/ %((r—%, (mf;)V désignant
la représentation duale. De plus 77} est non ramifiée partout o IT est non
ramifiée et il existe un ouvert non vide de X ou la fonction L de my; est

égale a celle de II élevée a la puissance 'H",S(%%

Le chapitre V a pour objet d’exprimer les nombres de Lefschetz définis
au chapitre III comme les traces tronquées d’Arthur de certaines fonctions
sur G(A)/aZ.

On commence, ayant rappelé la correspondance entre fibrés et adéles,
par relier les troncatures par le polygone canonique de Harder-Narasimhan
et celles d’Arthur. Les manipulations nécessaires sont basées sur trois
principes simples. Le premier, de nature combinatoire, consiste, quand
on considére une somme alternée indexée par toutes les filtrations d’un
certain fibré, & regrouper entre elles les filtrations qui ont le méme raf-
finement canonique de Harder—Narasimhan. Le second consiste & exploiter
I’invariance locale des fonctions considérées pour remplacer des sommes
discrétes par des intégrales continues. Le troisieme enfin permet de limiter
certaines sommations sur G(F') & des sous—groupes paraboliques en usant
de la compacité du support des fonctions considérées.

La définition de la trace tronquée Tr<P(h) d’une fonction h localement
constante & support compact sur G(A)/a% par un polygone p : [0,7] — R
est calquée sur celle d’Arthur dans le cas des corps de nombres. Quand
h est d’un certain type, on introduit également des variantes Tr=?(h) qui
sont des fonctions en escalier et périodiques de la variable réelle o et qui
valent Tr<P(h) en a = 0.

On montre que, sous certaines conditions, les deux fonctions périodiques
o —> Lefgp"""sp(fw*o,u, s) et @ — TrSP(f* ® f0® f¥) ont la méme
valeur moyenne. La raison pour laquelle il faut considérer des moyennes est
que les fonctions degrés qui servent a définir les troncatures sont & valeurs
discretes : elles font intervenir des intersections de réseaux et de domaines
bornés; or le cardinal d’une telle intersection n’a pas d’expression simple
mais sa moyenne sur tous les translatés du domaine considéré est le quotient
du volume de ce domaine par celui du réseau.

La démonstration de cette formule passe par celle d’un résultat général
portant sur les sommes

g+— > (g™ "v9)

indexées par les v € G(F) de polyndme caractéristique x, = x fixé. On
montre que si h vérifie certaines propriétés d’annulation en au moins deux

11



INTRODUCTION

places alors l'intégrale de cette expression (qui est & support compact sur
G(F)\G(A)/a%) est nulle si x a au moins deux facteurs premiers distincts
et sinon est égale & l'intégrale de la méme somme restreinte aux v qui
sont elliptiques. La démonstration de la seconde assertion, qui est la plus
difficile, généralise un argument qui se trouve dans [Gelbart, Jacquet] pour
le cas r = 2, D = F; elle fait intervenir certains produits eulériens sur
toutes les places.

Dans le chapitre VI enfin, on transpose sur les corps de fonctions la
formule des traces d’Arthur-Selberg (qui consiste & exprimer en termes
spectraux les traces tronquées d’Arthur) puis on applique celle—ci aux
fonctions f* ® f*° ® f% ce qui, par combinaison avec la formule du
chapitre V, permet de démontrer notre théoréme principal.

On commence par rappeler ’énoncé de la décomposition spectrale de
Langlands, & partir des notions de séries d’Eisenstein et d’opérateurs
d’entrelacement de Langlands. Les objets sont ici plus faciles & manipuler
que sur les corps de nombres du fait que les fonctions degrés sont & valeurs
dans Z (au lieu de R) dont le dual R/Z est compact (contrairement a R).
En particulier la partie discréte dans la représentation L2(G(F)\G(A)/a%)
de G(A) est une représentation admissible.

L’énoncé de la formule des traces d’Arthur—Selberg est évidemment
semblable & celui dans le cas des corps de nombres. En revanche, nous
en donnons ici une démonstration différente de celle d’Arthur, basée sur
le seul énoncé de la décomposition spectrale de Langlands. Nous faisons
un calcul direct, sans passer par des comparaisons asymptotiques et qui
consiste essentiellement & appliquer la formule d’inversion de Fourier &
certaines fonctions périodiques que 1’on introduit.

La démonstration proprement dite de notre théoréme principal se fait
simultanément pour les assertions (i) et (ii), par récurrence forte sur la
somme des rangs. On combine la formule de comptage du chapitre V,
la formule des traces d’Arthur-Selberg, le théoréme des points fixes de
Grothendieck-Lefschetz et le théoréme de pureté de Deligne. On se sert
également des encadrements de Jacquet, Shalika et Jacquet, Piatetski—
Shapiro, Shahidi, Shalika déja cités ainsi que de la description par Moeglin
et Waldspurger du spectre discret des GL,(A).

Je tiens & exprimer ma trés profonde gratitude envers Gérard Laumon
qui m’a introduit & la géométrie des chtoucas puis a la formule des traces
d’Arthur—Selberg et a dirigé ma these. I m’a consacré un temps con-
sidérable, aussi bien pour me communiquer au jour le jour ses connaissances
que pour relire avec un soin scrupuleux le texte que je lui soumettais, et
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il n’a cessé de me prodiguer ses encouragements lesquels ont été pour moi
un soutien tres fort.

Je remercie également Jean-Loup Waldspurger d’avoir eu la patience
de lire la partie spectrale de la démonstration et de m’avoir fait corriger
plusieurs erreurs.

Je remercie Laurent Clozel et Guy Henniart pour d’utiles discussions.

Enfin, j’exprime ma trés vive reconnaissance envers Mme Bonnardel
et Mme Le Bronnec qui ont assuré avec une compétence et une patience
remarquables la saisie entiére du manuscrit.
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Chapitre I

D-chtoucas : généralités

1. — Définitions, structures de niveau, opérations

Ce paragraphe est constitué de généralisations de notions introduites
par Drinfeld et Stuhler.

a) Notations

Fixons une fois pour toutes une courbe projective lisse géométriquement
connexe X sur un corps fini F;. On note F son corps des fonctions. Ainsi,
les places de F s'identifient aux points fermés de X. On note |X| leur
ensemble.

Pour toute place x de F, on note :

e F, le complété z-adique de F,

e O, 'anneau des entiers de F,

e 0, un élément uniformisant,

e k(z) le corps résiduel de O,

e deg(z) la dimension de k(z) sur Fg,

e z : FX — Z la valuation de Fy, telle que z(w;) = 1.

On notera A ’anneau des adéles de F' et Oa son sous—anneau des entiers.

On dispose de ’homomorphisme de groupes

deg: AX — Z
(az)ze)x) — — Z deg(z)z(as).
T

Fixons aussi une fois pour toutes D une algebre & division centrale sur F',
de dimension finie d2.

Soit D une Ox-Algebre, c’est-a-dire un faisceau d’algebres sur X,
localement libre de rang d?> comme Ox-Module, et dont la fibre générique
est D. On notera X’ le plus grand ouvert de X ol pour tout point fermé x
D, est isomorphe & GL4(O;). A remarquer qu’on dispose de la Ox-Algebre
opposée D°P dont la fibre générique est la F-algebre opposée DP.

Si f:Y — X est un schéma sur X, on notera ()" le foncteur qui & tout
f*D-Module & droite £ sur Y associe le f*D°P-Module a droite sur YV

EY = Homfm(f,’,f*D) .

15



I - D-CHTOUCAS : GENERALITES

Tous les schémas (ou les champs) considérés seront sur F,. Et si, Y, Z sont
deux tels objets, Y x Z désignera leur produit sur F,.

Si S est un schéma sur Fy, on notera Frob : S — S le morphisme qui
est I'identité sur I’ensemble sous-jacent et qui sur le faisceau de structure
Og est I’élévation & la puissance q.

Et si X est un champ sur F,, on notera Frob : X — X’ le morphisme qui
pour tout schéma S sur F, induit le foncteur

X(S) — X(9)
(s:S—>Xr—(soFrob: S-S5 - X).

Cette définition est compatible avec la précédente lorsque X est en fait un
schéma.
Ces morphismes Frob seront appelés morphismes de Frobenius.

b) D-chtoucas a droite et a gauche

DEFINITION 1. — Pour r > 1 un entier et S un schéma, on appelle
D-chtouca a droite [resp. & gauche] de rang v sur S tout diagramme

A i
g [resp. & < TE&]

\

ou :
o & et & sont des DX Og-Modules a droite localement libres de rang r
(et a fortiori des Ox xs-Modules localement libres de rang rd?);

o & désigne le DR Og-Module (Idx x Frob)*& ;

e j et t sont des homomorphismes D X Og-linéaires, injectifs et dont
les conoyauz sont supportés respectivement par les graphes de morphismes
loo: S —> X etig: S — X;

e j et t ont leurs conoyauz localement libres de rang d comme Og-
Modules ;

o les homomorphismes duauz j¥ et t¥ ont leurs conoyauz localement
libres de rang d comme Og-Modules.

Remarque : Lorsque iy : S — X [resp. ip : S — X] est & valeurs dans
I'ouvert X', les conditions sur les conoyaux de j et jV [resp. de t et tV]
dans la définition sont équivalentes. []
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1. DEFINITIONS, STRUCTURES DE NIVEAU, OPERATIONS

A partir du paragraphe 1.2, on n’étudiera plus que les D-chtoucas a
droite, et on dira alors plus simplement D-chtoucas.

Toujours pour 7 > 1 un entier et S un schéma, et étant donnés deux
D-chtoucas (& droite) de rang 7 sur S (&1,€1,71,t1) et (E2,&5,j2,t2), il
est naturel d’appeler morphisme de 'un dans ’autre la donnée de deux
morphismes D X Og-linéaires f : &, — &2 et f' : €] — &5, tels que soit
commutatif le diagramme :

& N &
N N\J2
f
& — &
t

Et de méme s’agissant des D-chtoucas & gauche.

On notera Cht%(S) [resp. 1, Cht(S)] la catégorie dont les objets sont les
D-chtoucas & droite [resp. & gauche| de rang r sur S et dont les fleches sont
les isomorphismes de D-chtoucas.

Maintenant, si S’ — S est un morphisme de schémas, le foncteur d’image
réciproque - ®oy Og' de la catégorie des Modules sur D X Og dans celle
des Modules sur D X Qg induit un foncteur

Cht},(S) — Chtp(S')
[resp. Cht(S) — L Cht(S")] .

Ainsi, la collection des Cht},(S) [resp. 5, Cht(S)] quand S décrit la
catégorie des schémas sur F, définit une catégorie fibrée. Il est immédiat
que c’est un champ pour la topologie f.p.q.c., cf. [Laumon, Moret-Bailly].

On notera ce champ Chty, [resp. 7,Cht]. Les applications (€,&’,j,t) —
(%0, %00) définissent un morphisme de champs

Chtp, — X x X
[resp. HCht — X x X]

dont les deux composantes sont appelées respectivement le zéro et le pole,
et sont notées 0 et oo.

17



I - D-CHTOUCAS : GENERALITES

On remarque que si (€, &', j,t) est un D-chtouca & droite [resp. & gauche]
de rang r sur un schéma S, dont le zéro et le pole ne se rencontrent pas
c’est-a-dire tel que le morphisme (Zp,%00) : S — X X X se factorise & travers
Pouvert complémentaire de la diagonale A x de X x X, alors le diagramme

se compléte en un diagramme & la fois cartésien et cocartésien de DX Og-
Modules

e N y N
5// . S' [resp. 8’ 8" ]
N /t N A
TE TE

et (£,€",j',t') définit un D-chtouca & gauche [resp. & droite] de rang r sur
S, qui a méme zéro et méme pole que (£,&, j,1).

De plus, cette construction est fonctorielle.

Ceci prouve qu’au-dessus de I'ouvert X x X — Ax, les champs Chtp, et
% Cht sont naturellement équivalents.

c) Structures de niveau en dehors du zéro et du pdle

DEFINITION 2. — Soient r > 1 un entier et I — X un sous-schéma
fermé fini. Une structure de niveau I sur un D-chtouca & droite [resp.
a gauche] (€,€,j,t) de rang r sur un schéma S consiste en la donnée

d’isomorphismes de Oy« s-Modules

i: (D))" ROs S Exs i : (D) WOs 5 Epxs
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compatibles auz actions de Dy et tels que le diagramme

JiIxs tirxs

ixs — g;xs — T"&ixs
.
N | /s
(Dr)"®R0Os
YIxs , JiIxs
Erxs —— £I><S — T€Ixs
.
. ~ 1yt ~
N
(D))" R Og

soit commutatif.

Remarque : Il résulte de cette définition que si ig, i : S — X sont le
zéro et le pole du D-chtouca considéré, leur image doit rester dans ’ouvert
X\I complémentaire de I dans X. []

Si (£1,&1,71,t1) et (E2,E5, j2,t2) sont deux D-chtoucas & droite [resp.
& gauche| de rang r sur un schéma S, munis de structures de niveau I
(i1,7}) et (i2,15), on appelle morphisme de I'un dans l’autre tout couple
d’homomorphismes f : & — &;, f' : & — & qui définisse un morphisme
de D-chtoucas et qui de plus vérifie fi;xs 01 = iz, f|,Ix g 02 =1j.

On notera Chtp, ;(S) [resp. ;,Chtr(S)] la catégorie dont les objets sont
les D-chtoucas & droite [resp. & gauche] de rang r avec structure de niveau
I sur le schéma S et dont les fléches sont les isomorphismes de tels objets.

Si 8’ — S est un morphisme de schémas, on a un foncteur induit

Chtp, ;(S) — Chtp, ;(S")  [resp. HChtr(S) — HChtr(S")] .

Ainsi, la collection des Chtp, ;(S) [resp. 5,Chtr(S’)] quand S décrit la
catégorie des schémas sur F, définit une catégorie fibrée. Il est immédiat
que c’est un champ pour la topologie f.p.q.c. On notera ce champ Chtp, ;
[resp. 1, Chty].

Si I — J < X sont des sous-schémas fermés finis emboités de X,
tout D-chtouca (£,&’,j,t) sur un schéma S qui est muni d’une structure
de niveau J est a fortiori muni d’une structure de niveau I puisque

19



I - D—CHTOUCAS : GENERALITES

Dy ®o, Or = Dy et (Eyxs) ®o, Or = Erxs. On a donc un morphisme
canonique de champs

Chtp ; — Chtp ;  [resp. ,Cht; — LChty] .

Bien siir, lorsque I = (), on a Chtp, g = Chtyp, [resp. 7,Chty = 7,Cht] donc
pour tout sous-schéma fermé fini I de X, on a un morphisme canonique de
champs

Chtp ; — Chtp  [resp. ,Cht; — ,Cht] .

Et d’apres la remarque qui suit la définition 2, le morphisme composé

Chtp ; — Chtp — X x X
resp. ty — t — X
»Ch »Ch X x X

se factorise & travers ouvert (X\I) x (X\I) de X x X.
Enfin, on note que les champs Chtp, ; et 7,Cht; s’identifient au-dessus
de (X\I) x (X\I) — Ax\s.

d) Les opérations Frobg, Frob,, et *
Soit 7 > 1 un entier.
On remarque que si le diagramme

£ &
N ts
& [resp. &' ]
A N
Tg 7—8

définit un D-chtouca a droite [resp. & gauche] de rang r sur un schéma S,
avec pour zéro ig : S — X et pour pdle iy : S — X, alors le diagramme

& o
t, N
TE ' [resp. €]
N Tt/
7‘81 ‘rgl
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définit un D-chtouca & gauche [resp. & droite] de rang r sur S, dont le
zéro est iy [resp. ig o Frobg = Frobx oig] et dont le péle est i, o Frobg =
Frobx oioo [resp. icol-

De plus, ces constructions sont fonctorielles.

On définit ainsi des morphismes de champs

Frobe, : Cht}, — 5,Cht Frobg : ,Cht — Chtj,

qui rendent commutatifs les diagrammes :

r Frobo r r Frobg r
l (0,00) (0,00) l l (0,00) (0,00) l
XxX — XxX XxX —— XxX
Idx xFrobx Frobx xIdx

De plus, il est immédiat que les morphismes composés Frobg o Frob,, et
Frobe, o Froby sont égaux aux morphismes de Frobenius dans Cht7, et
»Cht respectivement. Enfin, les morphismes Frob,, et Froby se relévent
trivialement, pour tout sous-schéma fermé fini I — X, en des morphismes

Frobe, : Chtp, ; — HChty  Frobg : 5Chty — Chtp,
qui vérifient encore
Frob,, o Frobg = Frob  Frobg o Frob,, = Frob .

Rappelons aussi qu’au-dessus de X x X — Ay, les champs Chty et
»Cht peuvent étre identifiés. Si donc on définit le schéma A sur F,
comme la limite projective de tous les ouverts de X x X obtenus comme
complémentaires des transformés de Ax par les puissances de Idx X
Frobx et de Froby xIdx, on voit que Froby et Frob,, deviennent des
endomorphismes de Cht, au-dessus de A. Leur composé dans un sens ou
dans 'autre est le morphisme de Frobenius.

Par ailleurs, si (£,£’, j,t) est un D-chtouca & droite [resp. & gauche] sur
un schéma S, alors la famille duale (€Y, €'Y, jV,tV) obtenue en appliquant
au diagramme (£, £, j,t) le foncteur contravariant Hompgo, (-, PROg) =
(-)V définit un D°P-chtouca & gauche [resp. & droite] sur S, et le zéro et le
poOle sont échangés.

De plus, ces constructions sont fonctorielles.
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On définit ainsi des morphismes de champs
% : Chtp, — DopCht % : ,Cht — Cht]op

au-dessus du morphisme de permutation de X x X.
Ils se relévent trivialement, pour tout sous-schéma fermé fini 7 — X, en
des morphismes

* 1 ChtTD’I g rDopChtI * 2 TDChtI g Cht%op,l .
Et sont vérifiées les identités
xox = Id , * o Frob,, ox = Frobg , * o Frobg ox = Froby, .

Enfin, au-dessus de X x X — Ax, on a le morphisme induit * : Chtp, —
Cht%., dont on remarque que c’est méme une involution de Chty, lorsque
D et D°P sont isomorphes et en particulier si D = F,d=1, D = Ox.

e) Les opérateurs de Hecke

Remarquons que si (€, &', j,t) est un D-chtouca de rang r sur un schéma
S et L est un faisceau inversible sur X, alors (C®E,L®E',1d, ®j,Id, ®1t)
définit un D-chtouca de rang r sur S.

De plus, si (€,&’, j,t) est muni d’une structure de niveau I et £ est muni
d’une structure de niveau I c’est-a-dire d’un isomorphisme de O;-Modules

Oor>S Ly,

alors (LR E, L E 1, ® j,1d, ® t) est également muni d’une structure
de niveau I.

Et ces constructions sont fonctorielles.

Par conséquent, si I — X est un sous-schéma fermé fini et si Picy(X)
désigne le groupe des faisceaux inversibles sur X munis d’une structure de
niveau I, alors Pic;(X) agit sur le champ Chtyp, ; [resp. ,Chty].

En particulier, le groupe de Picard Pic(X) = Picyg(X) agit sur le champ
Cht, [resp. ,Cht].

Et pour I — J < X deux sous-schémas fermés finis emboités
de X, laction de Picy(X) et celle de Pic;(X) sont compatibles via
I’homomorphisme de groupes Picj(X) — Picy(X) et le morphisme de
champs Chtp, ; — Chtyp, ; [resp. ;,Cht; — ,Cht].

Par ailleurs, si (£,€’,j,t) est un D-chtouca de rang r sur un schéma S,
(i : DT ROs > Erxs; i’ : DY R Og > Ef, ) est une structure de niveau I
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sur (€,&',7,t) et g est un élément du groupe GL,(D;) C Aut(D] K Og),
alors (i o g;i’ o g) définit une nouvelle structure de niveau I sur (£,€&’, j,t).

Et ces constructions sont fonctorielles.

Ainsi, pour tout sous-schéma fermé fini I <— X, on a une action a droite
du groupe GL,(Dy) sur le champ Chtp, ; [resp. ;,Cht;].

Et pour I — J — X deux sous-schémas fermés finis emboités de X,
'action & droite de GL,(Dy) et celle de GL,(Dy) sont compatibles via
’homomorphisme de groupes GL.(D;) — GL,(D;) et le morphisme de
champs Chty, ; — Chtp, ; [resp. 5,Cht; — 5,Chty].

Considérons maintenant 7' un ensemble fini de points fermés de X. On
introduit le champ

Chtp” = Jim Cht},; [resp. HCht” = Jim 7,Cht;]
INT=0 INT=0
ou I décrit le systeme inductif filtrant des sous-schémas fermés finis de X

qui ne rencontrent pas 7.
Les morphismes zéro et pole de Cht}” [resp. 5,Cht”] dans X se fac-

torisent & travers X = Spec Ox ) le schéma localisé de X le long
(T) )

z€T
deT.

Et d’apres ce qui précéde, on a sur le champ Chth [resp. %ChtT] une
action du groupe commutatif PicT(X) = lim Picy(X) et une action &

INT=0
droite du groupe lim GL.(Dy).
INT=0
Rappelons qu’on a noté A ’anneau des adéles de F' et Oy = H O,
z€|X|
son sous-anneau des entiers. Introduisons les idéaux Ar = H F; et
z€T

Or = H O et les anneaux quotients AT = A/Ar, OT = O,/Or puis

z€T
AT =Ker(AX — (AT)*), OF =Ker(OF — (0OT)*) et (F*)T = F*NOy,
le sous-groupe de F'* constitué des éléments qui sont des unités en toutes
les places dans T
On remarque que l’on a des isomorphismes canoniques
Pic"(X) = lim Pic;(X) = FX\A* /05 = (F*)T\(AT)*
INT=0
(préservant les degrés), et
lim GL,(Dr) = GL,(D ®o, OT) .
INnT=0
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Or (AT)* g’identifie au centre et GL,.(D ®c0, OT) & un sous-groupe du
groupe GL.(D ®o, AT) = GL,(D ®r AT) = GL.(DY).

Nous allons définir sur le champ Cht};” [resp. 7,Cht” ] une action a droite
du groupe GL, (DY) qui prolonge les actions déja définies des sous-groupes
(AT)* et GL.(D ®0, OT).

Pour cela, introduisons le semi-groupe

I = GL.(DY) N M, (D ®o, OT) .

Il est immédiat que GL,(DI) est engendré par I' et (AT)*. Donc il
suffit de définir une action de I' sur le champ Chth [resp. 7,ChtT] qui
prolonge celle de GL,.(D ®o, OT) et qui coincide avec celle de (AT)* sur
I'intersection I'N (AT)* = (AT)* N OT.

Soit donc g € T, et soit (£1,&],41,t1) un objet de Chty;’ (S) [resp.
7,ChtT(S)]. 11 est muni d’isomorphismes

i1: (D®oy OT)T KOs S & Rox ot
il : (D®oyx OT) ROs S & Qo, OF .

L’élément g de M, (D®¢,, OT) induit un endomorphisme de (P®o, OT)"®
Ogs. Via i; et i}, il induit aussi des endomorphismes de & ®o, OT et
E] ®o, OT, notés [g] et [g]’ respectivement.

On cherche & définir le D-chtouca (€2, &), j2, t2) = (€1,&1, J1,t1)g. Tout
d’abord, prenons pour &; et &} les DROg-Modules obtenus comme produits
fibrés dans les diagrammes :

B8 B’
& — &1 Qoy oT 8;/, — 8{ R0k oT
l ¥ l lg] l ' l l9)’
& - & ®oy OT & = €& ®e, OF

On remarque que [g] et [g]’ sont des homomorphismes injectifs et que
leurs conoyaux sont plats sur Og. De plus, les homomorphismes composés

& -5 & ®o, OT — Cokerlg]
& LR £ ®0, OT — Coker[g]’
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sont surjectifs. Cela résulte de ce qu’ils deviennent surjectifs quand trans-
formés par le foncteur - ®, O puisque

Coker[g] ®o, OT = Coker|g]
Coker[g) ®0, OT = Coker[g]’ .
Ainsi, on a des suites exactes
0 — & — & — Coker[g] — 0
0 — &) — & — Coker[g] — 0.

On en déduit que la formation de & et £ commute aux changements de
base, et que & et &) sont plats sur Og et méme localement libres de rang
rd? sur Oxxs.

Par tensorisation, on a aussi des suites exactes

0 — & ®oy OT — &1 ®p, OT — Coker[g] — 0
0 — & ®oyx OT — & ®0oy OT — Coker[g] — 0 .
Donc 3 et 8’ induisent des isomorphismes

B 8’
& ®oyx OT 5 € ®0, OT & ®ox 0T 5 & ®o, OT .

Ceci prouve qu’en dehors de T, &; et &£, sont localement libres de rang r
sur DX Og. Et ils le sont aussi au-dessus de T" puisque la v et 7’ sont des
isomorphismes.

Maintenant, définissons les homomorphismes js,t2 comme étant ceux
induits par ji,t; dans les sous-Modules &;, &3, 7E: de &;,&1, 7.

Et mettons sur (&2,&%,j2,t2) la structure de niveau constituée des
isomorphismes composés

i1 Bt
iz : (D ®oy OT) R Os 25 & oy O 5 £ ®0, OT

i gt

iy : (D ®oy OT) R Os =5 & Qo 0T 5 £ @0, OT .

Comme on a vu, cette construction est fonctorielle, et elle répond
clairement aux questions posées.
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Rappelons maintenant que pour tout sous-schéma fermé I — X, on a
défini des morphismes :

Frobo, : Chtp, ; — 5,Cht; Frobg : ,Cht; — Chtp, ;
* 2 ChtTD,I — rDopChtI * 2 %Cht[ — ChtT'Dop’I
Alors Frob,, et Froby commutent aux actions de Picy(X) et GL,.(Dy). Et
* transforme les actions de Pic;(X) et GL,(Dy) en celles de Picy(X) et
GL, (D7) via les homomorphismes
Pic;(X) — Pic;(X) g9t
GL,(D;) — GL,(D{) g—gt.

Puis, pour T un ensemble fini de points fermés de X, on obtient par
limite projective des opérateurs

Frobe, : Chtp" — 7,Cht” Froby : 5,Cht” —s Cht}”
*: Cht" — 7., ChtT % : ,Cht” — Cht};7,

qui vérifient

Frob, o Frobg = Frob Frobg o Frobs, = Frob
xox =1Id * 0 Frob, ox = Frobyg * o Frobg o = Frob,, .

De plus, Frob, et Froby commutent 4 I’action de Hecke de GL,. (D7) et *
transforme ’action de GL,.(D7) en celle de GL,(Dg? T via I’homomorphis-
me g +— g L.

Enfin, on note que Chth et ’DChtT s’identifient naturellement au-dessus
de X(r) X X(r) = Bx(r)-

f) Le morphisme det : Cht, ; — Chte,, I

LEMME 3. — Soit 7 > 1 un entier.
Il existe un unique morphisme de schémas en monoides sur X

det : M, (D) — Ox

qui, au-dessus du point générique de X, coincide avec le morphisme de
norme réduite.
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Et de plus, le morphisme (det)? : M,.(D) — Ox coincide avec le
morphisme évident
2
A . M. (D) — Ox .

Démonstration : On sait que localement pour la topologie étale, la
Ox-Algebre D se plonge dans M4(Ox). Autrement dit, on peut choisir un
recouvrement étale Y7 de X muni d’un plongement de Oy,-Algebres

i1 : D® Oy, — Md(OYl)

qui est un isomorphisme en chaque point générique de Y;.
Et si Y est un autre recouvrement étale de X, muni d’un autre

plongement
i2 : D® Oy, — Md(0y2) ,

alors en chaque point générique de Y7 X x Yo, les deux isomorphismes
D ® Oy, ®ox Oy, = My(Oyyxxv2)
induits par i; et iz se déduisent I’'un de ’autre par conjugaison.
On considére maintenant ’homomorphisme composé
det oiy : M (D Q Oy,) — M;4(Oy,) — Oy, .
Pour tout (Y3, 42), les homomorphismes
det oi; : M, (D ® Oy,) — Oy,

det oig : M, (D ® Oy,) — Oy,
induisent sur Y; X x Y2 des homomorphismes égaux

Mr(D ® OYl ®ox Oyz) — OYI xXxY2

puisque coincidant aux points génériques de Y7 X x Ys.
En particulier, les deux homomorphismes sur Y; x x Y;

Mr(D®OYl Qo 0Y1) : OYI XxY1

déduits de det oi; via les deux projections, sont identiques, ce qui signifie
par descente étale que det oi; provient d’'un homomorphisme de schémas

en monoides sur X
det : M,.(D) — Ox .

Et toujours d’apres ce qui précéde, il ne dépend pas du choix de (Y1, 11).

Au-dessus du point générique de X, il coincide évidemment avec le
morphisme de norme réduite.

Enfin, les homomorphismes (det)? et A™" sont égaux car ils coincident
au-dessus du point générique de X. (]
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En particulier, on a un homomorphisme de schémas en groupes sur X
det : GL,.(D) — GL,(Ox) ,

et pour tout sous-schéma fermé I — X, on a par changement de base un
homomorphisme

det : GLT(DI) a— GL]_(OI) .

Ainsi, det induit encore un homomorphisme
Ker[GL,(D) — GL,(Dy)] — Ker[GL;1(Ox) — GL1(Oy)] .

Notons Vecp, ; [resp. pour 7' > 1, Vec}, «.1) le champ sur F, qui classifie
les D-Modules a droite [resp. les Ox-Modules| £ sur X, localement libres
de rang r [resp. 7’] et munis d’une structure de niveau I, c’est-a-dire d’un
isomorphisme de Dr-Modules [resp. de Or-Modules]

(D)™ = &1 [resp. (01)" =& .

Autrement dit, Vecp, ; [resp. Vech, 1] est le champ classifiant du schéma
en groupes sur X

Ker[GL,(D) — GL.(Dy)]
[resp. Ker[GL,»(Ox) — GL(Or)] ] .

On voit maintenant que ’homomorphisme det induit un morphisme de
champs sur [,
det : Vecp ; — Vec})x,f .

Mieux encore, comme det : GL.(D) — GL;1(Ox) provient de det :
M,.(D) — Ox, on voit que si S est un schéma sur Fy, & et & deux
D X Og-Modules a droite sur X x S, localement libres de rang r et munis
de structures de niveau I, et siu : &, — & est un homomorphisme DXOg-
linéaire, respectant les structures de niveau, on a un homomorphisme induit

detu:det&E; — det&s .

De plus, la section (det u)? de (det £2)¢®(det £1) ¢ s’identifie & la section
Ay de (AT &) @ (AT &)L

En particulier, lorsque u est génériquement inversible dans toute fibre
au-dessus de S, on a 1’égalité entre diviseurs de Cartier

(detu) = %(A’dzu) .
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Il est clair maintenant que les foncteurs
(E,E',7,t) — (det £, det £, det j,det t)
définissent des morphismes de champs
det : Cht}, ; — Chtg, ;
det : ,Cht; — }QXChtI .

Ils commutent & I’action de Frob.,, Frobg et *.
Et ils sont compatibles aux actions de Picy(X), GL,(Dy) et GL1(Oy) via
les homomorphismes

Pic;(X) — Pic;(X) g+ g
GL-(Dr1) — GL1(0Or) g detg.

Enfin, pour T un ensemble fini de points fermés de X, on obtient par
limite projective des morphismes de champs

Chtj" — Chtg?
»Cht" — & Cht”
et un homomorphisme de groupes
det : GL,(DY) — GL;(AT)
qui sont compatibles.

2. — Représentabilité. Lissité
A partir de maintenant, on n’étudiera plus que les D-chtoucas & droite.
Commencons par prouver la proposition générale suivante :

PropoSITION 1. — Soient Y un schéma sur Fq, U, V deux champs sur
Y

Soient "U le champ sur'Y qui se déduit de U par le changement de base
Frob
y =2 Y, et7:U — "U le morphisme au-dessus de Y qui se déduit du
Frob Frob
morphisme U 2 U qu-dessus de Y —5 Y.

Soit encore (a,3) : V — "U Xy U un morphisme au-dessus de Y.
On forme le carré 2-cartésien (ot donc les deux composés (1,Id) o 7y et

29



I - D—CHTOUCAS : GENERALITES

(a,B) o j sont non pas égaux mais isomorphes et W est universel pour
cette propriété) :

w — Uu

j (7,1d)
b

Supposons que les champs U et V sont algébriques localement de type
fini sur'Y, et que le morphisme a: ¥V — "U est représentable. Alors :

i) W est un champ algébrique localement de type fini surY ;

ii) le morphisme diagonal W — W Xy W (qui est automatique-
ment représentable, séparé et de type fini) est partout non ramifié (donc
quasi-fini) ;

ili) si de plus U est lisse sur' Y et le morphisme a : V — U est

lisse de dimension relative n, alors W est lisse de dimension relative n sur
Y.

Remarque : La proposition s’applique en particulier lorsque U est de
la forme Y =Y xU’, auquel cas W est aussi défini par le carré 2-cartésien :

w — u’
l l (Frob,1d)
yV — U xU

Démonstration de la proposition :

i) résulte de ce que la 2-catégorie des champs algébriques locale-
ment de type fini sur Y est stable par la formation des produits fibrés.

ii) Soient S un schéma sur Y et wy,wp : S — W deux objets de
W(S).
Il s’agit de prouver que ’espace algébrique qui représente le faisceau
Isom(w;,ws) est non ramifié sur S.

Or, en notant j(w;) = v1, j(wz) = vo, y(w1) = u1, Y(wz2) = uz on a un
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carré cartésien d’espaces algébriques au-dessus de S :

¥
Isom(w;, w2) — Isom(u,u2)

i [ can

(,B)
Isom(vy, v2) =5 Isom("uy, Tug) x Isom(uy, uz)

On remarque immédiatement que I’homomorphisme entre faisceaux de
différentielles relatives

dr: Q:Ilsom(ful,"'ug)/S ® OISOm(’ul wug) T QIlsom('u,l,ug)/S

est nul.
D’autre part, le morphisme

Isom(vy,v2) — Isom(Tug, "uz)

est une immersion localement fermée.
En effet, il s’écrit : S xy S — S xry S donc s’obtient par changement
de base a partir de
y—YV Xy 1%

qui est une immersion localement fermée, puisque le morphisme o : YV —
TU est représentable par hypothese.
De ceci, on déduit que I’lhomomorphisme

do : QIlsom(""u,l,"ug)/S ® 0180!11("-’1 w2) T Q%som(’vl,vg)/s

est surjectif.

De méme, le morphisme (7,Id) est une immersion fermée, donc aussi
le morphisme j : Isom(w;,w2) — Isom(vi,v2) si bien qu’est surjectif
I’homomorphisme

dj : Q%e':iom(vl ,w2)/8 ® Olsom(wl,‘wz) - Q}s:om(wl,'wz)/s .

On obtient en définitive que I’lhnomomorphisme

1 1
leom("ul,"'ug)/s ® Olsom('wl awg) T leom(wl ,wz)/S
est a la fois nul et surjectif, donc que

Q%som(w Lwy)/s =0 comme voulu.
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iii) Par hypothése, il existe un schéma U lisse sur Y avec un
morphisme U — U représentable lisse surjectif. On a un carré cartésien
d’espaces algébriques :

W=WxyuU — U

l 3’ l (m.1d)

(«',B")
V=y X(‘ruxyu) (TU Xy U) — U Xy U

Comme W — W est représentable lisse surjectif, il s’agit de prouver que
si w est un point (géométrique) de W, notant v'(w) = u, j'(w) = v, W est
lisse sur Y au point w de dimension relative

n + dim,, (W/W) = n + dim, (U/U) .

Or U et "U xy U sont lisses sur Y aux points u et ("u,u) de dimen-
sions relatives dim, (U/Y) et dim, (U/Y) + dim-,("U/Y) = 2dim,(U/Y)
respectivement.

Et le morphisme V — Y se factorise en

V=VX(fuxu) (TUXU) —>VXruTU—>TU—>Y
donc est lisse au point v de dimension relative
dim, (U/U) + n + dim-,("U/Y) .

D’aprés [EGA IV 4] proposition 17.3.2, on a seulement & prouver que
I’homomorphisme entre espaces tangents

Ty(a',8')
To(V/Y) == Ty (U xy U/Y) [Tu(r, 1)(Tu(U/Y)

est surjectif.
Autrement dit, il suffit de montrer que

T-u("U/Y) x Tu(U/Y) = Ty (o, B)(To(V/Y) + Tu(r, 1d)(Tu(U/Y)) .
Or T (7, 1d)(T,(U/Y)) = {0} x T, (U/Y) et le composé T,(V/Y) —

Tru("U) x Ty (U) — T+ ("U) est surjectif par hypothese.
D’ou la conclusion.
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Remarque : On peut montrer que la propriété ii) entraine que W est un
champ au sens de Deligne-Mumford, c’est-a-dire possede un recouvrement
étale par des schémas.

Mais nous le verrons directement dans le cas qui nous intéresse. []

Fixons r > 1 un entier et J < X un sous-schéma fermé fini. On cherche
& appliquer la proposition 1 avec W = Chtp, ;. Pour cela, on a besoin d’une
série de lemmes.

Rappelons que Vecp ; désigne le champ classifiant des D-Modules a
droite sur X, localement libres de rang r et munis d’une structure de niveau
I. Silon fixe un isomorphisme de O I-Modt;les (D))" = (O 1), cela induit

un morphisme de champs Vecp, ; — Vecgix, I

LEMME 2. — Le morphisme de champs
Vecp ; — Vec’g;, I
est représentable quasi-affine de type fini.

Démonstration : Soient S un schéma et S — Vecgi;, ; un objet de

2 . 2
Vecgix, 1(8) c’est-a-dire un fibré £ de rang rd? sur X x S, avec structure
de niveau I.
On considére le foncteur

(S/ — S) — HomoxXS, ('DE Osl,EndoXxS, (8 ®os 03/)) .

D’aprés un théoréme de Grothendieck, cf. [EGA III] corollaire 7.7.8, il est
représentable par un fibré vectoriel S; — S sur S associé a un faisceau de
présentation finie.

Puis, pour tout morphisme de schémas S’ — S, on se demande quand—
est—ce que I’homomorphisme induit

DR Os — Endo,, , (€ ®os Os')

est un anti-homomorphisme d’Algebres et que de plus l'isomorphisme
(D;ROg )" = ((’)IEOS:)M2 5 E1®p4Os est Dy-linéaire pour la structure
de D-Module & droite ainsi définie sur £ ®o4 Og'.

Cela revient 8 demander que des sections des faisceaux cohérents sur
X x 8 : E’ndox)(sl (8 Ros Osl), I".[O?’)’I,(')Xxs1 (D ®ox D Rox £ Ros
Os,,D ®ox € ®os Os,) et Homoy s, (D ®ox (D1 R Os,)", € ®o; Os, )
soient annulées par le changement de base S’ — S;. Or ces faisceaux sont
tous plats sur S7, donc cette condition est représentable par une immersion
fermée S, — S; comme il résulte du lemme suivant :
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LEMME 3. — Soient Z — Y un morphisme projectif de schémas, F,G
deuz faisceauzr cohérents sur Z tels que G soit plat sur Oy eta: F — G
un homomorphisme global.

Alors il existe une immersion fermée Yo — Y telle que pour tout
morphisme de schémas Y' — Y, I’homomorphisme o soit annulé par le
changement de base Y' — Y si et seulement si Y' — Y se factorise a
travers Yy.

Démonstration du lemme 3 : D’aprés Grothendieck, cf. [EGA III]
corollaire 7.7.8, le foncteur (Y' - Y) — Homo,, .., (F ®0y Oy/,G @0y
Oy) est représentable par le fibré vectoriel associé & un certain faisceau
cohérent Q sur Y. En particulier, ’homomorphisme o correspond & un
homomorphisme de Oy-Modules @ — Oy.

Alors, si T désigne le faisceau image de Q dans Oy, le sous-schéma fermé
Yy de Y défini par I'Idéal Z répond & la question posée.

Avant de reprendre la démonstration du lemme 2, prouvons le lemme
suivant :

LEMME 4. — Soient A, A’ deur anneauz (commutatifs) locauz, A — A’
un homomorphisme local, et R une A-algébre qui est libre de type fini
comme A-module.

Alors, pour tout R-module (& droite) M qui est libre de type fini sur A,
M est libre de rang v sur R si et seulement si M ® 4 A’ est libre de rang
sur R@s A'.

Démonstration du lemme 4 : La nécessité est évidente. Il faut
prouver la suffisance.

Supposons d’abord que A’ est le corps résiduel de A. Soit m;, ..., M,
une base de M ®4 A’ sur R ®4 A’, et soient my, ..., m, des éléments de
M qui relevent my,...,m,. Ils définissent un homomorphisme R-linéaire
R™ — M. D’apreés le lemme de Nakayama, il est surjectif. Puis, comme il
devient bijectif quand transformé par - ® 4 A’ et que M est plat sur A, il
est bijectif. C’est ce qu’on voulait.

Ceci nous raméne au cas ou A et A’ sont des corps. On voit déja que M
est projectif sur R. En effet, il faut prouver qu’est exact le foncteur

N — Hompg(M, N)
ce qui équivaut a I’exactitude du foncteur
N — Homp(M,N)®4 A’ = Hompg , 4 (M ®4 A',N ®4 A')
qui résulte de ce que M ® 4 A’ est libre sur R®4 A’
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Mais alors, on n’a plus qu’a prouver que M/Mrad(R) est libre de rang
r sur R/rad(R).
Or on sait que R/rad(R) s’écrit canoniquement comme un produit de
A-algebres simples de dimensions finies.
Donc il suffit de prouver que pour toute A-algebre quotient R de R qui
est simple, on a
dim4 (M ®r R) = rdimATZ

et cela résulte immédiatement de ce que
dim4 (M ®a4 AI) QR@ A’ (R ®a A,)) = TdimA/(ﬁ ®a A’)

puisque M ® 4 A’ est libre de rang r sur R®4 A’. []

Fin de la démonstration du lemme 2 : Maintenant, pour tout
morphisme de schémas S’ — S, on se demande quand-est—ce que le
D X Og-Module £ ®pg Og est localement libre de rang r. D’apres le
lemme 4 ci-dessus, il faut et il suffit que 'image de X x S’ dans X X S5 soit
contenue dans 'ouvert maximal Z ou £ ®pg Og, est localement libre de
rang 7. Si donc on note S3 'ouvert de Sz complémentaire du fermé image
du complémentaire de 'ouvert Z dans X x Sz, on voit que la condition
demandée est représentable par I'immersion ouverte S3 — Ss. Ceci termine
la démonstration. []

Puis prouvons :

LEMME 5. — Pour tout entier r > 1 et tout sous-schéma fermé fini
I — X, le champ Vecp, | est algébrique, localement de type fini et lisse sur
F,.

Démonstration : On sait déja que pour tout entier v’ > 1, le champ
Vech’(a = Vech est algébrique sur F, et localement de type fini,
cf. [Laumon, Moret-Bailly] théoréme 4.14.2.1. De plus, le morphisme de
champs Vec’c';x, = Vec"o'x est un torseur sous le schéma en groupes lisse
S — GL(O; K Og) si bien que le champ Vec'éx, ; aussi est algébrique sur
F, et localement de type fini.

Maintenant, le choix d’un isomorphisme de O;-Modules (D;)” =
(O)"® détermine un morphisme de champs Vecp ; — Vec’c‘f;, ; qui
d’apres le lemme 2 est représentable quasi-affine de type fini. Donc le champ
Vecyp ; encore est algébrique sur F, et localement de type fini.

Il reste & prouver que le champ Vecp, ; est formellement lisse sur F,.
Soient donc S le spectre d'une F,-algebre locale artinienne A et S — S un
sous-schéma fermé défini par un idéal J vérifiant J2 = 0. Et soit £ un objet
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de Vecp, ;(S), c’est-3-dire un DR Oz-Module sur X x S qui est localement
libre de rang r, avec structure de niveau I.

D’apres [Illusie] Chapitre IV, proposition 3.1.5, 'obstruction & relever
€ en un D X Og-Module sur X x S localement libre de rang r git dans le
groupe de cohomologie Ext%gog(g, E®0.J). Or, comme le DROg-Module
€ est localement libre, les faisceaux Ewt%m)g(f,? ®o5 J) sont nuls pour
i > 1. Et comme S est le spectre d’une algébre artinienne, X x S est de
dimension de Krull 1 si bien qu’en définitive Ext%gog(g,g ®og J) =0.

Soit donc £ un D K Og-Module sur X x S localement libre de rang r
et qui reléve €. Considérons la base €y, ...,e, de &, 5 sur D; ® Og qui

correspond & la structure de niveau (D; X Oz)" = €, 5. Comme I x S est
un schéma affine, la base €, ...,€, se releve en une famille e, ..., e, dans
E1x s, laquelle définit un homomorphisme D; X Og-linéaire

(DR Og)" — &rxs -

Comme sa réduction modulo J est un isomorphisme, et que (D; K Og)"
et E1xs sont localement libres sur Oy X Og, c’est un isomorphisme. Ceci
termine la démonstration. []

Posons maintenant :

DEFINITION 6. — Pour tout entier r > 1 et tout sous-schéma fermé fini
I — X, on note Heckep, ; le champ qui associe a tout schéma S sur Fy le
groupoide Heckep, ;(S) des diagrammes

e 4 ¢
A4

£

ol :
o &, € et & sont des D R Og-Modules sur X x S, localement libres de
rang T et munis de structures de niveau I, c’est-d-dire d’isomorphismes

Dy B Og-linéaires
(DIROs)" 5 Erxs » (DIROs) S Erxs , (DIROs) S Efys;

e j et t sont des homomorphismes D & Og-linéaires, injectifs et dont les
conoyaux sont supportés respectivement par les graphes de morphismes
oo : 9 = X\I etig: S — X\I;
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e j ett ont leurs conoyaux localement libres de rang d comme Og-Modules ;
e les homomorphismes duauz jV ettV ont leurs conoyauz localement libres
de rang d comme Og-Modules;

e j et t sont compatibles auzx structures de niveau I.

Avec cette définition, il est clair que I’on a un diagramme 2-cartésien de
champs

Chtr'D,I — VeCrD’I

l l

Heckep ; — Vecp ; x Vecp ;.

Les deux morphismes horizontaux sont

e 4 g e L o¢
t) —& et t/ — (€,€) .
TE g

Les deux morphismes verticaux sont

e Lo e L ¢ -
¢/ — t/ avecE="E,et E— (TE)E) .

Tg g

On veut démontrer :

LEMME 7. — Le morphisme de champs
Heckep, ; — (X\I) x (X\I) x Vecp, ;
e L og _
t/ — (7:0> loo, 8)
£
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est représentable et quasi-projectif.

De plus, si X' désigne l'ouvert mazimal de X ou D est une Ox-
Algébre d’Azumaya (c’est-d-dire est localement isomorphe pour la topologie
étale & My(Ox)), alors la restriction du morphisme au-dessus de l’ouvert
(X'\I) x (X'\I) x Vecp, ; est méme projective et lisse de dimension relative
2(rd - 1).

Démonstration : Notons Injp, ; le champ qui associe a tout schéma S
sur Fg le groupoide des diagrammes

el g
ou :
o £ et £ sont des D X Og-Modules & droite sur X x S, localement libres
de rang r et munis de structures de niveau I ;
e j est un homomorphisme D X Og-linéaire, injectif et dont le conoyau est
supporté par le graphe d’un morphisme i : S — X\I;
e j et jV ont leurs conoyaux localement libres de rang d comme Og-
Modules;

e j est compatible aux structures de niveau I.
On a un diagramme 2-cartésien

r T
Heckep ; — Injp g

l !

Injp; — Vecp;

ou les deux morphismes horizontaux sont

& &

R ; ~
A —(ESE) et (E—E)—E

&
et les deux morphismes verticaux sont

‘C;/

€ < Tt Jj
A —(E=E) e (ESE)-E.

£
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Donc on est réduit a prouver :

LEMME 8. — Les deux morphismes de champs
Injp; — X\I x Vecp
EHe) — (8
Edey — G6,€)

sont représentables et quasi-projectifs.
De plus, ils sont mémes projectifs et lisses de dimension relative rd — 1
au-dessus de X'\I x Vecp, ;.

Démonstration : Soient donc S un schéma sur Fg, ¢ : § — X\I un
morphisme et £ [resp. £'] un objet de Vecp ;(S).

Considérons le foncteur qui & tout schéma S’ — S sur S associe
I’ensemble des suites exactes de Ox xs/-Modules

0 —E®ps Vg — E — Q—0
[resp. 0 — & — &' oy Oy — Q — 0]

ot &' [resp. €] est localement libre de rang rd?, et Q est supporté par le
graphe du composé i’ : 3 — S — X et localement libre de rang d sur Og:.
En posant Q' = (Id,#)*Exty  (Q,Oxxs) [resp. @ = (Id,i)*Q),

cela revient & considérer 1’ensemble des Og.-Modules quotients Q' de
(14, ’i,)*HomOst, (€ ®og Osr, Oxxg) = Homos, ((Id,2)*€ ®pg Osr, Ogr)

[resp. (Id,?)*E’ ®os Og’] qui sont localement libres de rang d.

Ce foncteur est donc représentable par un morphisme S; — S qui est
grassmannien, donc projectif. Notons &1 et Q; [resp. &1 et Q] les faisceaux
canoniques sur X X S;. Pour tout morphisme de schémas S’ — S; on se
demande quand—-est—ce que l'action de DX Og se prolonge & £] ®og , Os/
[resp. &1 ®os, Os'] et & Q1 ®o;, Osr. Cela revient & demander que soit
annulé ’homomorphisme

D Qo HomOstl (S],,, OXxsl) - Emt%{)x)(sl (Ql, OXxsl)
[resp. & ®o, D — Q] par le changement de base S’ — ;.
D’apreés le lemme 3, cette condition est représentable par une immersion

fermée Sg — Sl.
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Enfin, pour tout morphisme S’ — S, on se demande quand—est—ce que
le DR Og-Module & droite £] ®og, Os' [resp. £1 ®og, Os'| est localement
libre de rang r et que le conoyau de (] ® Og')¥ — (€ ® Og/)V [resp.
(&' ® 0g)V — (& ® Ogr)V], qui est automatiquement plat sur Og,
est localement libre de rang d sur Og. D’apres le lemme 4 et la fin de
la démonstration du lemme 2, cette condition est représentable par une
immersion ouverte S3 C S,.

Il reste & voir que si ¢ : S — X\I prend ses valeurs dans X', alors le
morphisme S3 — S est projectif lisse de dimension relative rd — 1.

On a que i*D est une Algebre d’Azumaya, donc quitte a remplacer S
par un recouvrement étale, on peut supposer qu’il existe un isomorphisme
i*D = My(Og).

Pour 8 — S un morphisme de schémas, se donner un Og,-Module
quotient Q' de Homoy,, ((Id, i)*€ ®og Os:, Og') [resp. (Id,4)*E’ ®os Os’]
sur S’ qui soit localement libre de rang d et compatible avec 1’action &
gauche [resp. & droite] de My(Og) revient, par équivalence de Morita, & se
donner un Og-Module quotient d’un certain fibré de rang rd?/d = rd qui
soit inversible.

On voit que Sy est ’espace projectif sur S associé a ce fibré. Il est lisse
de dimension relative rd — 1.

Enfin, il est immédiat que dans ce cas S3 = Sz. []

D’aprés le lemme 5 et le lemme 7, on peut maintenant appliquer la
proposition 1 au diagramme 2-cartésien de champs :

Chtp ; — Vecp 1
1 | (#rob,1a)
Heckep, 1 — Vecp ; x Vecp |

l

(XA\I) x (X\I)

On obtient déja le résultat suivant, dii & Drinfeld dans le cas D = Ox :

THEOREME 9. — Pour tout entier r > 1 et tout sous-schéma fermé fini
I — X, Chtp, ; est un champ algébrique localement de type fini.
De plus, le morphisme diagonal

Cht%’l' — ChtTD,I X ChtrD,I
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est représentable, séparé, de type fini et partout non ramifié.
Enfin, le morphisme

(0,00) : Chtl, ; — (X\I) x (X\I)

est lisse de dimension relative 2(rd — 1) au-dessus de louvert (X'\I) x

(X\I).
0

Remarque : Les mémes conclusions s’appliquent évidemment aux
champs 7,Cht;.

3. — Chtoucas triviaux. Applications

DEFINITION 1. — Soient Y — X un sous-schéma fermé de X, Dy la
Oy -Algébre induite sur'Y par D, et r > 1 un entier.

Pour tout schéma S sur Fy, on appelle Dy -chtouca trivial de rang r sur
S tout Dy B Og-Module a droite £ sur'Y x S, localement libre de rang r,
et qui est muni d’un isomorphisme

TESE

ou "€ désigne le Dy ® Og-Module (Idy x Frobg)*E.

On notera Trp, le champ sur F, qui associe & tout schéma S sur F,
le groupoide des Dy-chtoucas triviaux de rang r sur S. En particulier, si
Y = X, on dispose du champ Tr}, des D-chtoucas triviaux de rang r.

Et si I < X est un sous-schéma fini fermé, on note Tr}, ; le champ des
D-chtoucas triviaux de rang r, avec structure de niveau I, obtenu comme
le produit fibré dans le carré 2-cartésien

Trp; — SpecF,

! l

r T
TrD TrD I

ott le morphisme Try, — Trp, est défini par les foncteurs de restriction
& — &rxs, et le morphisme SpecF, — Trp est la section évidente
S+ ((D1)" R Og) de Trp,.
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THEOREME 2. — Pour tout sous-schéma fermé Y — X, et tout entier
r > 1, le champ Trp, sur Fy s’écrit comme la somme disjointe sur les
objets E de Trp, (SpecF,) des champs classifiants sur Fq des groupes finis
Aut E d’automorphismes.

Autrement dit :

(i) Le champ Trp, s’écrit
D = HSpec]Fq/ AutE
E

ou E décrit la famille des D-Modules a droite sur X, localement libres de
rang r.

(ii) Si I — X est un sous-schéma fermé fini, on a
p, = SpecF,/GL.(Dr) .

Comme conséquence de (i) et (ii), on a pour tout sous-schéma fermé fini
I—X

DI = HSpec]Fq/ AutE
E

ou E décrit la famille des D-Modules a droite sur X, localement libres de
rang r, et munis d’une structure de niveau I.

Démonstration : Le champ Trp,, s’inscrit dans le carré 2-cartésien

Dy — Vecp,,

. (1d,1d) ., ;
Vecp,, —— Vecp, X Vecp,

l (Frob,Id)

ou Vec%y désigne le champ classifiant des Dy-Modules & droite localement
libres de rang r.

Or Vecp,, est un champ algébrique, localement de type fini et lisse sur
Fq. En effet, pour Y = X, on I’a vu dans le lemme 5 du paragraphe 1.2 et
si Y — X est un sous-schéma fermé fini, cela résulte de ce que Vecp,, est
le champ classifiant du schéma en groupes

S— GLT(DY X Os) .
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D’apres la proposition 1 du paragraphe 1.2, on voit déja que Trp,, est
un champ algébrique localement de type fini et étale sur F,.

Il reste seulement & prouver que si E décrit la famille des objets de

Dy (SpecFy), alors le morphisme de champs

]_I SpecFy/ Aut E — Trp,
E

induit une équivalence entre fibres au-dessus de Spec K, pour tout corps
algébriquement clos K contenant IF,.

Et ceci résulte du lemme suivant, compte tenu du lemme 4 du para-
graphe 1.2.

LeEMME 3 (Drinfeld). — Soient Z un schéma projectif sur Fq, et K un
corps algébriquement clos contenant IFg.

Alors le foncteur F — FQ K de la catégorie des faisceauz cohérents sur
Z dans la catégorie des faisceaux cohérents G sur Z @ K qui sont munis
d’un isomorphisme TG = G (ot "G désigne le faisceau (Idz x Frobg)*G)
est une équivalence.

Démonstration du lemme 3 : Soit Oz(1) un faisceau trés ample sur
Z. On sait que le foncteur

F @HO(Z,}'(n)) [resp. G — @HO(Z ® K,G(n))]

n>0 n>0

induit une équivalence de la catégorie des faisceaux cohérents sur Z [resp.
sur Z® K] sur la catégorie quotient de la catégorie des modules gradués de
type fini sur 1'algébre graduée @, 5o H%(Z,0z(n)) [resp. @,,>0 H*(Z ®
K,Oz(n) ® K)| par la sous-catégorie des modules dont les facteurs sont
nuls & partir d’un certain rang [resp. De plus, ce foncteur commute au
foncteur 7).

Ceci nous ramene au cas ou Z = Spec K et les faisceaux cohérents sont
simplement les espaces vectoriels de dimension finie, c’est-a-dire finalement
a ’énoncé suivant :

LeEMME 4. — Soient K un corps algébriquement clos contenant Fy, U
et V deux espaces vectoriels sur K de dimension finie, A : U — V un
homomorphisme linéaire et ¢ : U — V un homomorphisme q-linéaire.

Alors, si Uy = Ker(\ — ), U’homomorphisme

Uo®r, K — U

43



I - D-CHTOUCAS : GENERALITES

est injectif si X est injectif, et il est bijectif si A et 1 sont bijectifs.

Démonstration du lemme 4 : Supposons A injectif. Soit ey, ..., ex
une famille d’éléments de Up, linéairement indépendants sur F,. Il faut
voir qu’ils sont aussi linéairement indépendants sur K. Supposons qu’il
existe une relation linéaire non triviale aye; + - -+ + axer = 0. On peut la
supposer minimale, au sens que le nombre de termes non nuls est minimal.

En prenant ’image par 1, on obtient

af(er) + -+ + afp(er) =0

qui s’écrit encore
af(er) +---+afi(ex) =0

et comme ) est linéaire et injective, on trouve
aje; +---+aje,=0.

Par minimalité de la relation de départ, on obtient que les uplets

(a1,...,0k) et (of,...,a}) sont proportionnels, autrement dit que
(01,...,ak) est proportionnel & un uplet d’éléments de F,. Il y a con-
tradiction.

Supposons maintenant que ) et v sont bijectifs. Et notons n la dimension
sur K de U ou V. D’apreés ce qui précede, il suffit de voir que Uy est toujours
de cardinal ¢".

Considérons le sous-schéma fermé de GL, x GL, x A™ défini par

T1 z]
I’équation g, | : -g92| : = 0. C’est évidemment un schéma en

q
Tn zd

groupes sur GL,, X GL,, qui est affine et étale. Montrons qu'’il est également
fermé dans GL,, x GL,, x P™.
En coordonnées homogenes, 1’équation s’écrit

q/.49
z1 /%o zi /xd 1 i
) ; . -1 . .
g1 : — g2 : =0 soit 23| ¢ | —g2| : | =0

Zn/To zd [z} Tn zd

qui est impossible & réaliser si g = 0.

Ainsi, ce schéma en groupes est fini et étale sur GL,, x GL,; par
conséquent son rang est constant, égal a celui pour g; = g2 = I, et c’est
ce qu’on voulait.

Ceci achéve la démonstration du lemme 4, donc aussi du lemme 3 et du
théoreme 2. []
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Comme conséquence du théoréme 2, on a :

ProposITION 5. — Soient I — J — X deuz sous-schémas fermés finis
emboités de X et r > 1 un entier.
Alors le morphisme canonique de champs au-dessus de (X\J) x (X\J)

Cht}, ; — Cht},

est représentable fini étale galoisien avec pour groupe de Galois le groupe

fini
Kel‘[GL,,. (DJ) — GL,- (DI)] .

Démonstration : Cela résulte de ce qu’on a alors les carrés 2-cartésiens

Chtp ; — SpecF,

l l

Cht, —— Trp, = SpecF,/GL.(Dy)

et

Chtp; — SpecF,

l !

Chtp, — Trp, = SpecF,/GL.(Dy)

si bien que les morphismes Chty, ; — Chtp et Chth, ; — Cht}, sont
D,J D D,I D

représentables finis étales galoisiens avec pour groupes de Galois respectifs
GL-,-(DJ) et GLT('DI). D

COROLLAIRE 6. — Pour I — X un sous-schéma fermé fini de X etr > 1
un entier, le champ Chtyp,  s’écrit comme réunion filtrante de sous-champs
ouverts qui sont quotients de schémas quasi-projectifs sur Fy par laction
de groupes finis.

En particulier, Chtp ; est un champ algébrique au sens de Deligne-
Mumford, et il est séparé sur F,.

Démonstration : Considérons I’ <— X un sous-schéma fermé fini non
vide contenant I et de méme support que I.
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On a des morphismes de champs
Chtp, jr — Heckep ;p — (X\I) x (X\I) x Vecp, j — Vecp 1 .

Le premier de ces morphismes s’obtient par changement de base a
. (Frob,Id)
partir de Vecp, j ———————— Vecp ;; x Vecp 1. D’aprés le lemme 7 du

paragraphe 1.2, le second morphisme est représentable quasi-projectif. Et
le troisiéme est trivialement représentable quasi-projectif.
De plus, d’aprés le lemme 2 du paragraphe 1.2, le morphisme Vecp, ;, —

Vec’gl;, 1+ est représentable quasi-affine de type fini.

Or on sait que Vecgi;, ;» contient un sous-champ ouvert (celui des fibrés
I'-stables) qui est représentable par une réunion disjointe de schémas quasi-
projectifs, cf. [Seshadri] Quatriéme partie. Donc le sous-champ ouvert de
Chtp, ; obtenu par image réciproque est lui-méme représentable par une
réunion disjointe de schémas quasi-projectifs sur F,. Et son quotient par
laction du groupe fini Ker[GL,(Dy/) — GL.(Dj)] est un sous-champ
ouvert Uy de Chtp, ;.

Maintenant, les Uy (quand I’ décrit ’ensemble ordonné des sous-
schémas fermés finis de X qui contiennent I et ont méme support)
constituent une famille filtrante d’ouverts de Chtp, ; dont la réunion est
tout, car tout fibré est stable pour une structure de niveau de degré assez
grand. []

Donnons une autre conséquence du lemme 3 :

PROPOSITION 7. — Supposons que D est une Ox -Algébre mazimale c’est-
d-dire que pour tout point fermé x de X, D, = D ®p, O, est un ordre
mazimal dans la F;-algébre D, = D QF F.

Soient S un schéma sur Fq et € g & TE un diagramme de DX Og-
Modules sur X x S, ou € et E' sont localement libres de type fini sur Ox«s,
j et t sont injectifs, et les faisceaux Cokerj et Cokert ont leurs supports
inclus dans X' x S.

Alors € et & sont localement libres sur DX Og.

Démonstration : Sid =1, D = Oy, il n’y a rien & démontrer.

Sid>1,ona X' # X sibien que j et t restent injectifs au-dessus de
tout point algébrique de S. D’aprés le lemme 4 du paragraphe 1.2, on peut
se limiter au cas ou S est le spectre d’un corps algébriquement clos K.

Notons e le rang sur Ox, de € et &'.

Soit z un point de X\X’. Pour tout sous-schéma fermé fini J — X
supporté par z, les homomorphismes induits £7xs — €1 g — "Erxs sont
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des isomorphismes, donc d’aprés le lemme 3, on a une écriture canonique
/
E1xs = &€ixs = E1 ®r, K

ou E; est un module libre de rang e sur O; et muni d’une action de Dj.
Par conséquent, on obtient

&' ®oyx Oz 2 E R0y Oy =}i_m£1xs = E; ®f, K
I

ol E, =Jim Ey est un module libre de rang e sur O, et muni d’une action

I
de D,.

Or D, = D ®F F, est une algebre matricielle sur une algebre & division
centrale sur F, de dimension d2.

On voit déja que e est un multiple de d2, ce pour tout z € X\X'. Or le
p.p.c.m. des entiers d;, quand = décrit X\ X', est d. Donc e est un multiple
de d2.

Par conséquent, pour tout z € X\ X', E; ®o, Fy est libre sur D,. Puis,
comme D, est un ordre maximal dans D,, E, est libre sur D,, cf. [Curtis-
Reiner| théoréme 26.24 iii). D’aprés encore le lemme 4 du paragraphe 1.2,
cela implique que € et £’ sont localement libres sur D® K en tous les points
au-dessus de X\ X'.

Et ils le sont aussi en les points au-dessus de X’ puisque leur rang est
un multiple de d?. []

COROLLAIRE 8. — Supposons que la Ox -Algébre D est partout mazimale.
Pour S un schéma sur Fq, on considére un diagramme

e < g
t
g

ot :

e & et & sont des DX Og-Modules & droite sur X x S, localement libres
de type fini comme Ox xs-Modules ;

e j et t sont des homomorphismes D ® Og-linéaires, injectifs, et dont
les conoyaux sont supportés respectivement par les graphes de morphismes
loo : S — X etig: S — X et sont localement libres de rang d sur leurs
supports comme Og-Modules.
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Alors, si les morphismes i et ig sont a valeurs dans X' C X, € et &'
sont automatiquement localement libres comme D X Og-Modules.
Autrement dit, le diagramme ci-dessus définit un D-chtouca sur S.

4. — Correspondances de Hecke

a) Préliminaires

Dans tout ce paragraphe, on fixera T' un sous-ensemble fini de | X|. On
utilisera les notations du paragraphe I.1e. On fixe également un élément a
de (AT)* qui est de degré 1. Il en existe d’apres le lemme suivant :

LEMME 1. — Pour tout sous-ensemble fini T de | X|, les entiers deg(z) =
[k(z) : Fy], quand x décrit | X|\T, sont globalement premiers entre euz.

Démonstration : Pour tout entier » > 1, notons N, = E deg(x).

z€|X|
deg(z)|v

En notant g le genre de la courbe X, I’hypothése de Riemann pour X nous
dit exactement que

Yv>1, |N,,—q“—1|§2gq"/2.

En particulier, si v est un nombre premier assez grand, ’ensemble
{z € | X|,deg(x) = v} est toujours non vide. D’ot1 la conclusion. []

Cet élément a étant fixé, il détermine un plongement
Z — (AT)* na®
et donc aussi un plongement de Z dans

(F*)T\(AT)* =Pic"(X) = lim Pic/(X) .
INT=0

Et pour tout sous-schéma fermé fini I — X\T, 'homomorphisme ainsi
défini Z — Picy(X) est une section de deg : Pic;(X) — Z.

Maintenant, on remarque de maniére générale que pour tout entier
r > 1, on dispose de ’application localement constante

deg : Chtp ; — Chtp, — Z
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qui & tout point algébrique, c’est-a-dire & tout D-chtouca de rang r
&
~ deg€ — rdeg D
&' | sur un corps K associe deg(det&) = °8 dr 6=
/!

&

11 lui correspond une décomposition en somme disjointe

Chtp, ; = [ ] Chtz? .
nez

Il est immédiat que via le plongement Z — Pic;(X) laction de +1 € Z

sur Chtp, ; transforme chaque Cht7"; en Chtgf‘f"d.

D’ol des isomorphismes naturels

II cntz? = Chty, ;/a® .
0<n<rd

b) Algébres de Hecke
L’entier » > 1 étant fixé, on note G le schéma en groupes sur F' des
automorphismes de D", avec donc

G(F) = GL(D)
G(F;) = GL,(D,) pour toute place  de F'
G(A) = GL,(D @ A) = GL,(Da)

G(AT) = GL.(D ®r AT) = GL.(D}) d’ot G(A) = G(AT) x [ G(F)
€T
et Ky = GL,(D,) pour toute place z de F'

K= ][] K:cG(A), K =lim GL.(Dy)

z€|X| I
K'= J] K.cG@AT), KT = lim GL.(D;) .
z€|X\T INT=0

Si I < X [resp. I — X\T] est un sous-schéma fermé fini, on notera K;
[resp. K¥] le noyau de ’homomorphisme surjectif

K — GL.(D;) [resp. KT — GL.(Dy)] .
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On remarque que K [resp. K] est un sous-groupe compact ouvert
de G(A) [resp. G(AT)] et que chaque K [resp. K7 | est un sous-groupe
compact ouvert d’indice fini dans K [resp. KT].

De plus, le groupe localement compact G(A) [resp. G(AT)] est unimo-
dulaire. Soit donc dg [resp. dg”] la mesure de Haar sur G(A) [resp. G(AT)]
qui donne le volume 1 au sous-groupe K [resp. K7)].

De méme, pour tout z € T', K, est un sous-groupe ouvert compact de
G, qui est unimodulaire. Soit donc dg, la mesure de Haar sur G, pour
laquelle K, est de volume 1. On a dg = dg” x H dg..

z€T

Enfin, on remarque que aZ s’identifie & un sous-groupe discret dans le
centre de G(A) [resp. G(AT))].

Posons maintenant :

DEFINITION 2. — On appelle algébre de Hecke de G(A) [resp. G(AT),
resp. G, pour x € T] et on note H [resp. HT, resp. H;] la Q-algébre
de convolution, pour la mesure dg [resp. dgT, resp. dg.] des fonctions
localement constantes & support compact de G(A) [resp. G(AT), resp. G,]
dans Q.

Et pour tout sous-schéma fermé fini I — X [resp. I — X\T], on note
Hp [resp. HF] la sous-algébre de H [resp. HT] des fonctions invariantes a
gauche et & droite par Ky [resp. KT|.

Remarque : Ona H = HT ® @ H, et Hy = HF ® @ H., pour

z€T z€T
I— X\T.
Par ailleurs, H [resp. H”] est la réunion filtrante des H; [resp. HT].
Enfin, chaque H; [resp. H?| admet pour élément neutre la fonction

= [K : Kj]

1
caractéristique de K [resp. KT] fois la constante
ave de K fresp- K] dg (K1)

[resp. m = [KT: K¥) = [K : Ki]].

c) Correspondances de Hecke
Sont toujours fixés T un sous-ensemble fini de X, a un élément de degré
1 dans (AT)* et r > 1 un entier.

On rappelle que d’aprés le paragraphe I.1e, on dispose sur Cht%T de
I’action de Hecke & droite du groupe G(AT) = GL,(DY).
Enongons :

PRroPOSITION 3. — Pour tout sous-schéma fermé fini I — X\T et tout
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élément g du groupe G(AT), le morphisme

d,.
Cht /a ( ) Cht /a XCht /a —"‘)ChtDI/a XChtDI/a

est représentable affine.

Son image T'}, ;(g) est un sous-champ fermé de Chtp, ;/a® x Chtp, ;/a®
au-dessus de Xy X X(T).

De plus, les deuz projections au-dessus de X(1) X X(r)

I'p 1(9) — Cht, ;/a®

sont des morphismes représentables finis étales.

Démonstration : D’aprés la proposition 5 du paragraphe 1.3, on sait,
pour tout sous-schéma fermé fini J — X\T, qu’au-dessus de X () X X(r)
le morphisme Cht;;T — Chtp, ; est représentable affine pro-fini galoisien
de groupe K7.

On en déduit immédiatement qu’au-dessus de Xy X X(r), le morphisme
composé

d,.
Cht} /a2 ———— e ——— Cht3" /a® x Cht" /a® — Cht}, ;/a® x Cht}, ;/a”

est représentable affine pro—fini.
Son image I'}, ;(g) est un sous-champ fermé de Cht}, ;/a® x Cht, ;/a®.
De plus, le morphisme

ChtpT /a® — T, 1(9)

est représentable affine pro-fini galoisien de groupe K; N gKrg~!, tandis
que les morphismes
Chtp" /a? — Cht}, ;/a”
sont représentables affines pro-finis galoisiens de groupes respectifs K et
gKrg™
Ceci termine la démonstration puisque K; NgK g~ est un sous-groupe
ouvert d’indice fini 3 la fois dans K; et gK;g~!. []

Rappelons ici une définition générale.
Si X est un champ sur Fg, on appelle correspondance finie étale dans X
toute somme formelle finie
Z AilYi]
7
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ou les A; sont des éléments de Q et les Y; sont des champs munis de deux
morphismes p;,q; : Y; = x qui sont représentables finis étales. Et on
pose entre les correspondances finies étales sur X les relations formelles
suivantes :
e siY HYi est une décomposition en somme disjointe, alors
2

[Y]= Z[Y%];

e si on a un diagramme commutatif

X
P'{ Tp

Y 5 Y
AR

X

avec p,q,p’,q , f représentables finis étales et f de degré constant n > 1,
alors [Y'] = n[Y].

On notera Cor(X) l’espace vectoriel sur Q des correspondances finies
étales dans un champ & sur F,. Cet espace devient une Q-algebre si on
définit le produit [Y]- [Y’] de deux classes associées & des champs Y et

Y’ munis de morphismes représentables finis étales p,q : Y = Xoet
p,q¢ : Y == X comme la classe de Y X, v, Y’ munie de p x p' et
gxq.

On remarque que si X, X’ sont deux champs sur F, et X' — X est
un morphisme représentable fini étale de degré constant n > 1, alors

1 .
'application [Y] — E[X "Xx Y xx X'] définit un homomorphisme de Q-
algebres
Cor(X) — Cor(X’).

En effet, la compatibilité au produit résulte de ce que si Yi, Y, sont deux
champs sur F,; munis de morphismes représentables finis étales : Y; =X
et Yy =X , alors on a un isomorphisme canonique

(X' xx Vi xx X)xx (X xxYoxx X)) =X xx V1 xx X xx Yo xx X'
ainsi qu’un morphisme représentable fini étale de degré constant égal a n

X’Xin X‘;\{X,XXY'gXxX,—éxlXin X,YY'2XXX/.
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Enfin, on remarque que d’aprés la proposition 3, chaque I'p, 7(g) définit
au-dessus de X7y x X(7) une correspondance finie étale dans Cht?, ;/a”.
Démontrons le lemme préparatoire suivant :
LEMME 4. — Soit I — X\T un sous-schéma fermé fini. Alors :
(i) Le sous-champ fermé au-dessus de Xy X X(r)

I'p 1(g9) < Cht;),z/az X Cht%,]/az

associé a tout élément g de G(AT) ne dépend que de la classe de g dans
KT\G(AT)/KTZ.

(ii) Sig,g’ sont deuz éléments de G(AT) et si on écrit la décomposi-
tion en classes dans G(AT)

K{gK{gK{a® = || Kf g:K{ ",
%

on a un morphisme canonique représentable fini étale

I'p,1(9) X chty, ;/aZ I'p1(9) — HFTD,I(!%)
i

qui au-dessus de chaque composante I', 1(9:) est de degré constant égal au
cardinal fini du quotient

(K?gKfaZ N giKTg'_leaZ)/K?aZ .

(iii) SiJ — X\T est un autre sous-schéma fermé fini avec I — J, si
g est un élément de G(AT) et si on écrit la décomposition en classes dans
G(AT)
KfgKid* =[] K7g;K7d"
J
on a une décomposition canonique

Chtp, ;/a” X ohty, /a2 1'D,1(9) Xoney, /a2 Chtp, s/a* 2 [T 1% s(g5) -
J

Démonstration : Remarquons d’abord que pour J < X\T un sous-
schéma, fermé fini, A un élément de G(AT) et s1,82 deux points de
Chth a valeurs dans un schéma S sur F,, I'image de (s1,s2) dans
Chtp, ;/a® x Chty, ;/a” se factorise & travers le sous-champ fermé I', ; (k)
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si et seulement si localement pour la topologie f.p.q.c. de S, on a s; €
s1KThKTal.

(i) et (iii) se déduisent immédiatement de ce fait.

Pour (ii) et toujours d’aprés la méme remarque, on est amené &
s’intéresser aux triplets (si, s2,3) de points de Chth a valeurs dans un
schéma S qui vérifient

s2 € 51KTgKTal, s3€s,KTg'KTal .
Ces conditions impliquent en particulier
s3 € 51 KFgKT g KTa® .

D’ou ’existence d’un morphisme canonique

I'p,1(9) Xchty, ;/a I'p1(9") — HFT'D,I(gi) .
i

Ce morphisme est compatible aux couples de projections sur Chtp ;/ aZ,
et on sait que ces projections sont représentables finies étales. Donc ce
morphisme est lui-méme représentable fini étale.

Maintenant, pour s3 = s;h avec h € K} gK¥g’K¥aZ?, on n’a plus qu’a
déterminer le nombre de classes sz K ¥ aZ telles que

82 € 1 KTgKT a”
et
s3 € 5oKTg'KFa? <= s, € s;hK7 g 'KTa” .
Ce nombre est égal au cardinal fini du quotient
(KFoFa# KT~ KT a®) /KT
et il ne dépend que de la classe de h dans K7 \G(AT)/KFaZ.
Ceci termine la démonstration. []

Remarquons que pour tout sous-schéma fermé fini I — X\T' chaque
élément f de H7 s'écrit de maniére unique comme une somme finie

f= Z’\iiK?wK?
i

ol les \; sont des nombres rationnels non nuls, les K_?g,-K}r sont des
classes distinctes dans KF\G(AT)/KT et les 1 KTg kT sont leurs fonctions

caractéristiques dans G(AT).
Ceci permet d’énoncer :
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THEOREME 5. — Pour tout sous-schéma fermé fini I — X\T', associons
a toute fonction f = Z)‘ii KTg.KT la correspondance finie étale dans

Chtp, ;/a? définie comme la somme formelle
> NidgT (KT) 0, 1(9:)] -

Alors :
(i) L’application ainsi définie
H} — Cor(Cht}, ;/a®)
est un homomorphisme de Q-algébres.

(if) SiI — J — X\T sont deuz sous-schémas fermés finis emboités,
alors le diagramme de Q-algébres

HT — Cor(Cht}, ;/a?)

l l

HY — Cor(Chtp ;/a®)

est commutatif.

Démonstration : Cette application est bien définie d’apreés la proposi-
tion 3 et le lemme 4 (i).

(i) résulte du lemme 4 (ii).

(ii) Il existe bien un homomorphisme

Cor(Cht}, ;/a¥) — Cor(Cht}, ;/a”)
car d’apres la proposition 5 du paragraphe 1.3, le morphisme
Cht}, ;/a* — Chtp, ;/a®
est représentable fini étale galoisien avec pour groupe de Galois
Ker[GL,(D;) — GL.(Dy)] = KT /KT
donc de degré constant égal & l'indice [K7 : KT].
La commutativité du diagramme résulte du lemme 4 (iii) et de ce que

[KT : K] = dg"(KT)/dg" (KT). []

55



I - D-CHTOUCAS : GENERALITES

d) Sous-champs des points fixes
Enoncons :

ProproSITION 6. — Soient I — X\T un sous-schéma fermé fini, g un
élément de G(AT) et u,s deuz entiers > 1.

On se place au-dessus de X1y X X(1) X(xxx) A-

Soit Fixep 1(g,u,s) le champ obtenu comme produit fibré dans le carré
2-cartésien

Fixep, 1(g,u,8) «—— Chtp, ;/a”
l l (Frob¥ o Frob?_; Id)
I"TD,I(Q) — Cht;J,I/aZ X Cht"D’I/aZ .

Alors Fixep ;(g,u,s) est un champ algébrique au sens de Deligne-
Mumford, localement de type fini au-dessus du sous-schéma fermé fini des
points fizes de Frob” x Frob® dans X(1y X X(1) X (xxx) A qui est

H (Spec k(z1) x Spec k(z2))

T1,T2

ot x1,x2 €T, x1 # T2, deg(xy)|u, deg(x2)|s.
De plus, sa restriction au-dessus des (z1,z2) qui sont dans X' x X' est
étale sur IF,.

Démonstration : D’aprés le corollaire 6 du paragraphe 1.3, Cht’”p, 1/a%
est un champ algébrique au sens de Deligne-Mumford, localement de type
fini au-dessus de X(7) x X(1) X (xxx) A

De plus, d’aprés la proposition 3, les deux projections I'p ; =
Chtp ;/a”® sont des morphismes représentables finis étales.

Enfin, on se rappelle que les deux morphismes Frob, et Frob,, sont au-
dessus de (Frob,Id) et (Id, Frob) respectivement dans X7y X X(1) X (x x x)
A.

La premiére assertion est conséquence de ces remarques.

Pour la seconde assertion, il suffit d’appliquer la proposition 1 du
paragraphe 1.2 puisque :

o la restriction de Chtp, ; /a” au-dessus de H Spec k(1) x Spec k(z2),

(:1:1 ,:1:2)
quand 1,72 € X' NT, x1 # T3, deg(z1)|u, deg(x2)|s, est localement de
type fini et lisse sur 4, d’apres le théoreme 9 du paragraphe 1.2;
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e la premiére projection I';, ;(g) — Chtp 7/ a” est représentable étale;
e et le morphisme

Frobg o Frob?  ; Id)
Cht}, ; /a® (Froby » Cht}, ; /a® x Chtp, ;/a®

peut étre vu comme le composé de

(Frob; Id)
Cht}, ;/a® —————— Cht}, ;/a” x Cht}, ; /a®

et de

(Frobg™! o Frob®;!; Id)
Cht}, ; /a% x Cht}, ; /aZ ° o, Cht}, ;/a%x Cht}, ;/a®.

0

Enfin, donnons :

LEMME 7. — Soient I — J — X\T deuz sous-schémas fermés finis
emboités, g un élément de G(AT) et u,s deuz entiers > 1.
Alors, si on écrit la décomposition en classes dans G(AT)

T 1T, 7 _ T T 7
KigKja™ = HKJngJa )
J
on a un carré 2-cartésien canonique

H Fixe’D’J(gj, u,8) — Chty),J/aZ
J
Fixep ;(g,u, s) — ChtTD’I/aZ

Par conséquent, on a un morphisme canonique

H Fixer’D,J(gJ" U, S) - FixerD,I(g’ U, '5)
J

qut est représentable fini étale galoisien de groupe de Galois
Ker[GL.(D;) — GL.(D;)] = KF /KT .

Démonstration : La premiére assertion résulte du lemme 4 (iii).
La seconde s’en déduit alors d’apres la proposition 5 du paragraphe 1.3.
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Chapitre II

Chtoucas réductibles. Filtrations de Harder—Narasimhan

1. — D—chtoucas réductibles. Sous—champs d’iceux
a) Définitions
£

LEMME 1. — Soient S un schéma sur g, et &' | un D—chtouca

€
sur S dont le zéro ig : S — X et le péle i : S — X sont a valeurs

dans X'.
Soit aussi un diagramme commutatif

0 — & — &€ — & — 0

i 1 !
0o — & — & — & — 0
T T 1

0 — & — TE — T&E — 0

de DX Og-Modules a droite sur X x S qui sont localement libres de type
fini sur Oxxs, ot les lignes sont exactes et les homomorphismes verticaux
sont injectifs.

On suppose que &1, &1, &z, €} sont localement libres de type fini sur
DX Og ou bien que la Ox—-Algébre D est maximale sur X tout entier.

Alors, S s’écrit de maniére unique comme réunion disjointe de deux
parties Sy et Se d la fois ouvertes et fermées, telles que pour tout morphisme
S’ — S, on ait la propriété suivante : S’ — S se factorise d travers l’ouvert
S1 [resp.S2] si et seulement si les images réciprogques sur S’ des deux fléches
Er— &) et TE — &) [resp.&y — &7 et TEL — E1] sont des isomorphismes.

81 82

Le diagramme &l [resp. & ] définit alors sur S’

T 51 T 62
un D-chtouca ayant respectivement pour zéro et pour péle les composés
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&
S 5 8 XetS —» 8§ X, etle diagramme &
T82 /‘
&
[resp. &l ] définit sur S" un D-chtouca trivial.
€,

Démonstration : On remarque que ’on a sur X X S une suite exacte
de D X Og—Modules

0—s &L/E — E')E —> EJE, — 0.

Elle peut aussi étre vue (via le morphisme (ioo,Id) : § — X x S) comme
une suite exacte de i5 D-Modules sur S.

Et par hypothése £'/E est localement libre de rang d sur Og.

On définit S; comme 'ouvert complémentaire du support du faisceau
cohérent £5/E; et Sp comme l'ouvert complémentaire du support du
faisceau cohérent &1 /&;.

Puisque le support de £'/E est S tout entier, on voit déja que S; et Sz
sont disjoints.

Montrons que leur réunion est tout. Il suffit de le faire lorsque S est le
spectre d’un corps algébriquement clos K.

Mais alors, comme i, se factorise & travers X', on a un isomorphisme
it D = My(K). Par équivalence de Morita, cet isomorphisme permet
d’écrire la suite exacte ci—dessus comme la somme directe d fois d’une
suite exacte d’espaces vectoriels sur K

0—FE, —FE—FEy,—0

ol FE est de dimension 1. D’ou le résultat.

Revenons maintenant a S général.

Sur Sy, on a &5/E =0 et £ /€ — E'/E est un isomorphisme.

D’autre part, on a aussi £5/7€ = 0 sur S;. En effet, il suffit de le
vérifier lorsque S; = S est le spectre d’un corps et dans ce cas cela résulte
de ce que les fibrés £ et €2 ont méme degré. On en déduit que, sur Sy,
E1/7E — E'/TE est un isomorphisme.

De la méme fagon, on asur Sz : €1/ =0,&1 /7€ =0et E'/E — &5 /&,
E'|TE — &4 /TE, sont des isomorphismes.

Il reste & prouver que dans le cas ou D est une Ox—Algebre maximale,
&1, &1, & et &) sont automatiquement localement libres sur D K Og. Et
ceci résulte de la proposition 7 du paragraphe I1.3. [
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Le lemme 1 améne & poser la définition suivante :

DEFINITION 2. — Soient r, v’ deuzx entiers avec 1 <1’ <r —1. On note

ChtqtrTD’T’ [resp. Chtsotrgr—’"/] et on appelle champ des D—chtoucas de rang
r réductibles avec quotient trivial de rang r' [resp. avec sous-objet trivial
de rang r —1'] le champ qui d tout schéma S sur Fy associe le groupoide des
diagrammes commutatifs de DROg—-Modules a droite sur X xS, localement
libres

0 — & — & — & — 0

l ! !
0o — & — & — & — 0
T T T

0 — & — ¢ — & — 0

£
. &' | est un D-chtouca de rang r sur S;
TE
o les lignes sont exactes;
52 f:1
\‘ / ] . .
. & [resp. &l ] est un D-chtouca trivial de
/
TEs &

rang v’ [resp. r — '] sur S.

On remarque aussitot qu’on a des morphismes naturels de champs

Chtqtry” — Chtly™ x Trp

Chtsotr’y™™" — Tr;™ x Chtly
ainsi que

Chtqtry” — Cht},

Chtsotrgr_rl — Chtp, .

’
Maintenant, pour I — X un sous-schéma fermé fini, notons Vec;}’,:

[resp. ’I‘rg’;l] le champ qui associe & tout schéma S sur F, le groupoide des
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suites exactes de Dy ® Og—Modules & droite sur I x S, localement libres
de rangs r — ', r et 7’ respectivement

0—F —F— F,—0
[resp. et qui de plus sont munies d’un isomorphisme avec
0—"FH —"F—"F —0].
Par ailleurs, pour tout anneau A, on note P™" (A) le groupe des

automorphismes de A" qui préservent la filtration canonique

’

0— A" S AT=A""" x A" — A" — 0.

LeEMME 3. — Avec les notations ci—dessus, le champ ’I‘rg';l s’identifie au
champ classifiant sur Fy du groupe fini prr’ (Dr).

Démonstration : On a le carré 2—cartésien

r,r r,r’
Trp  — — Vecp,

l l (Frob,Id)

r,r’ (1d,1d) rr’ r,r’
Vecp, —— Vecp, X Vecp,

ol le champ Vecg:’ s'identifie au champ classifiant sur F; du schéma
en groupes S — HY(S, prr' (Dr ® Og)), donc est lisse sur F,. D’apres

la proposition 1 du paragraphe 1.2, le champ ’I‘rg:' est étale sur Fy,. Il
reste & prouver que pour tout corps K algébriquement clos, le foncteur

’I‘rg’;’ (SpecF,) — 'I‘rg’;l(Spec K) est une équivalence, ce qui résulte du
lemme 3 du paragraphe 1.3 et du lemme 4 du paragraphe 1.2. 0

Or, pour tout sous-schéma fermé fini I — X, on a au—dessus de
(X\I) x (X\I) des morphismes canoniques

Chtqtrly — T¥y  Chtsotryy " — Trjy .
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Définissons donc les champs Chtqtr;{; et Chtsotry’, ™ comme les produits

fibrés dans les carrés 2—cartésiens :

Chtqtr%':; — SpecF,

l l

Chtqtrg’”/ — Tr;’,:l = SpecF,/P"" (Dy)

Chtsotrp; L. SpecF,

l l

Chtsotrly ™ — Trjy = SpecF,/P"" (Dy)

Comme dans la proposition 5 du paragraphe 1.3, on obtient :

PROPOSITION 4. — Soient r,7’ deuz entiers avec 1 < r' < r —1, et

I — J — X deuz sous—-schémas fermés finis emboités de X.
Alors on a au-dessus de (X\J) x (X\J) des morphismes canoniques

Chtqtr%':, — Chtqtrgf;

Chtsotr;_-’,’:;"l — Chtsotry, v

qui sont représentables finis étales galoisiens avec pour groupe de Galois le
groupe fini
Ker[P™" (Dy) — P™" (Dy)] .

0

Et pour tout sous-schéma fermé I — X, on remarque encore qu’on a
au—dessus de (X\I) x (X\I) des morphismes

Chtatry; — Ohthp] x Trp,
Chtsotry . 'I&'TD_’}"I X Chtg’ I
Chtqtry; — Cht},; et Chtsotry;” — Cht ;.
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Or, d’apres le théoréme 2 du paragraphe 1.3, on a la décomposition
canonique en composantes connexes

DI = SpecF,/ Aut E

[resp. ;;’I’, = SpecF,/ Aut E]

1
E
I
E
ol E décrit la famille des D-Modules a droite sur X, localement libres de
rang ' [resp.r — r’] et munis d’une structure de niveau I.

En prenant les images réciproques, on obtient une décomposition na-
turelle

Chtqtrg’r; = ]EI Chtqtrgﬁ
[resp. Chtsotrgfl_r’ = II Chtsotrgﬁ .
E

b) Les morphismes Chtqtrgf} — Chtp ; et Chtsotrp, L Chtp ;
Le but de ce paragraphe est de prouver le théoréme suivant :

THEOREME 5. — Soient r,r’ deux entiers avec 1 <1’ <r—-1,I — X
un sous—schéma fermé fini de X, et n € Z un entier.

Alors, si E décrit la famille des D-Modules a droite sur X, localement
libres de rang r' [resp. r — 1'] et de degré < m [resp. > n|, munis d’une
structure de niveau I, le morphisme

11 Chtqtrgf, — Chtp
E

[resp. ]E[ Chtsotrgﬁ —  Chtp ;]

est représentable, quasi—fini, non ramifié et séparé.
Autrement dit, chaque morphisme

Chtqtr; — Chty, ; [resp. Chtsotryy; — Chty, ;]

est représentable, quasi—fini, non ramifié et séparé. Et d’autre part, la
famille des Chtqtrgﬁ., degE < n [resp. des Chtsotrgf’;, degE > n] est

finie au—dessus de chaque ouvert quasi—-compact du champ Cht"D, I

0

Avant de passer & la démonstration, donnons quelques définitions et
résultats préliminaires.
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DEFINITION 6. — Si S est un schéma sur Fy, on appelle D-chtouca
généralisé sur S tout diagramme
£ J
N e
s

de DX Og-Modules a droite sur X x S localement libres de type fini, tel

que j et t sont des isomorphismes en dehors d’un schéma fini sur S.
81 82

- ~ N
Et si & = y El | et & = p &y | sont deur D-
& TE,

chtoucas généralisés sur S, on appelle morphisme de & dans 52 tout couple
d’homomorphismes D B Og-linéaires f : & — &, f' : €&} — &} rendant
commutatif le diagramme :

& 7, &
N 5 N\
&l — &
/" s /
‘rgl E— TS2

L’ensemble des morphismes de & dans & forme un espace vectoriel sur
F, que l’on note

Homp,,. (51 ) gz) .

Maintenant, on a :

ProposITION 7. — Pour tout schéma S sur Fq, pour tous D—chtoucas
généralisés &, et E; sur S, le foncteur

(8" — 8) — Homp (& ® Og:, & ® Og/)

est représentable par un schéma en F,—espaces vectoriels sur S qui est fini
et non ramifié, noté Homp (&1 ® -,E2 ® -).

Démonstration : Tout d’abord, on a le lemme suivant :
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LEMME 8. — Soit S un schéma sur Fq et F1, Fo deuz DX Og-Modules
a droite sur X x S qui sont de présentation finie, et tels que Fo soit plat
sur Og. Alors le foncteur

(Sl —_— S) — Homp(F1 @ Osr, F2 ® Ogr)

est représentable par un fibré vectoriel de type fini sur S, que l’'on notera
Homp(]-'l R F2® )

Démonstration du lemme 8 : D’aprés Grothendieck (cf. [EGA III]
corollaire 7.7.8), le foncteur (S’ — §) — Homo, ., (F1®0s, F2®0Os/)
est représentable par un fibré vectoriel sur S que ’on notera Homep, (F1 ®
-, F2 ® -). De méme, on dispose de fibrés vectoriels Homp, (F; ® D ®
- Fo®D®:) et Homp, (F1®D®-, F2®-) sur S. Alors le noyau des deux
homomorphismes Og-linéaires

Homp, (F1®-, F2®:) — Home, (F1®D®:, F2QD®:) —
Homo, (F1®DQ-, F2®-)

et Homo,(F1®:, F2®) — Homo, (F1®D®:, F2®")

induits respectivement par les homomorphismes de produit Fo®D — F3 et
F1®D — Fi, est encore un fibré vectoriel sur S, et il répond & la question
posée. (]

Fin de la démonstration de la proposition 7 : Notons & =
& &

p gl | et &= p &
1-81 1-82

Les homomorphismes £, — &5, &1 — &7, €2 — &5 et "€y — & induisent
des homomorphismes Og-linéaires entre fibrés vectoriels sur S :

Homp(Sl ® -, 82 ® ) '3_2’ HomD(gl ® Sé ® )
Homp(&1® -, £,Q ) LN Homp(&1® -, € ® )
HomD(Té'l ® i 7'82 ® ) % Homp(”gl ® ‘ gé ® )
Homp (£l ® -, £,®-) —— Homp("6,®-, £,®°)

Par ailleurs, on a un homomorphisme Og—g-linéaire :
Homp(£;, ® -, £2® ) — Homp("E1® -, "E2® )

66



1. D-CHTOUCAS REDUCTIBLES. SOUS-CHAMPS D'ICEUX

On remarque que js, j1, t2 et t; sont universellement injectifs, donc sont
des immersions fermées.

On voit immédiatement sur les définitions que le foncteur (S’ — S) —
Homp,,-(gl ®0s,E® Og) est représentable par le sous-schéma fermé de
Homp (& ® +, €2 ® +) xg Homp (€] ® -, &5 ® -) défini par les équations
J2(f) = 71(f') et ta o 7(f) = t1(f’). Ce schéma est donc affine sur S.

Il est aussi projectif sur S, donc fini. Pour le voir, il suffit de montrer
qu'il est aussi fermé dans le fibré projectif

P(Homp(&; ® -, £2® ) xg Homp (€] ® -, £, ) ® AY).
Or en coordonnées homogeénes, les équations s’écrivent

32(£/fo) = 51(F'/ fo) ta o 7(f/fo) = t1(F'/ fo)
soit encore J2(f) = 51(f") taoT(f) = f§ ta(f")
qui est impossible & réaliser avec fo = 0 et (f, f') # (0,0).
Enfin, ce schéma est non ramifié sur S. _ _
En effet, d’aprés 1’équation j2(f) = j1(f’), Homp (&1 ® -, €2 @ -) est
un sous—schéma fermé de Homp (€] ® -, £, ®-), donc aussi de Homp (&1 ®
-, £, ® ) via t1, si bien que

.0l 1
dt1 : Qomp (810, £/ ™ Ytomp . G0, Foo)/S

est un homomorphisme surjectif.
Or d’apres ’équation t3 o 7(f) = t1(f’), on a dt; = 0 d’otx

Qg
Homp,,(£1®:, £2®:)/S

comme on voulait.

Par ailleurs, prouvons :

LEMME 9. — Soient S un schéma sur Fy, neethérien, et £ un faisceau
cohérent localement libre sur X x S.

Alors il existe un entier n € Z tel que pour tout point algébrique
s = Speck(s) de S, et pour tout faisceau localement libre F sur X X s
plongé dans &, [resp. quotient de &), on a

degF <n [resp.deg F > n].
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Démonstration : Si m (parmi un nombre fini de possibilités) désigne
le rang de F, tout plongement F — &, induit un plongement

A"F — A™E,
d’ou une inclusion
H°(X x s, A™F) — H°(X x s, A™E,)

entre espaces vectoriels de dimension finie sur le corps £(s).
Or, d’apreés le théoréme de Riemann—Roch, on a

dim, ) H(X x s, A™F) > deg F —g+1

ol g désigne le genre de la courbe X.

Or la fonction s — dim,s) H(X x s, A™E,) ne dépend que du point
image de s dans S, et comme fonction de ce point, elle est constructible.
Comme S est neethérien, on voit que cette fonction ne prend qu’un nombre
fini de valeurs.

Ceci prouve que s’il existe un plongement F — &,, degF est uni-
formément majoré.

D’autre part, s’il existe un homomorphisme surjectif £, — F, il lui
correspond un plongement entre fibrés duaux FV — &), donc deg F¥ =
— deg F est uniformément majoré. 0

Démonstration du théoréme 5 : On remarque d’abord qu’au—dessus
de (X\I) x (X\I), on a un diagramme 2-commutatif

’ 7',7"‘1‘, r
Chtqtry; — Chtp; Chtsotrp ;*  — Chtp,

| T | ]

r,r r ’
Chtqtry”  —  Chtp Chtsotryy " —  Chtp

ol les deux morphismes verticaux sont représentables finis étales.

Donc il suffit d’étudier le cas I = 0.

On sait que ’ensemble des D-Modules a droite E sur X, localement
libres, de rang et de degré fixés et dont tout sous—Ox—-Module localement
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libre a son degré majoré par une constante fixée, est fini. Ainsi, ’assertion
que la famille des Chtqtrgf,, deg E < n [resp. des Chtsotrgﬁ, deg E > n)|
est finie au—dessus de tout ouvert quasi-compact de Cht?, est conséquence
du lemme 9 ci—dessus.

Reste a prouver que chaque morphisme

Chtqtr? — Cht], [resp. Chtsotr};® —» Cht}
D D D D

est représentable quasi—fini non ramifié et séparé.
On note que pour tout schéma S sur Fy, le foncteur

Chtqtry;®(S) — Cht},(S)  [resp. Chtsotrp? (S) — Chtfy(S)]

est fidele. Comme le morphisme SpecF, — SpecF,/ Aut E est représenta-
ble fini étale galoisien, il suffit donc de prouver qu’est représentable quasi—
fini non ramifié le morphisme

E
Chtqtry™ X (specF,/ Aut £) SPecF, —  Chtl,

[resp. ChtsotrgE X (SpecF,/ Aut E) SpecF, —  Chtp].

£
N

Ainsi, il s’agit de montrer que si S est un schéma sur Fg, £ = &

T g /|
est un D—chtouca de rang r sur S, et E=ER Og est le D—chtouca trivial
sur S induit par E, alors le foncteur qui a tout schéma S’ — S sur S
associe ’ensemble des morphismes de £ ® Og/ dans E ® Og [resp. de
E® Og dans E® Og/] tels que les homomorphismes £ ® Og — E ® Og:
et & ® Osr — E ® Og soient surjectifs [resp. E ® Ogr — € @ Ogr et
E®0Og — E&'®Og: soient injectifs et aient leurs conoyaux localement libres,
ce qui revient & dire que les homomorphismes duaux £¥ ® Ogr — EV ® Og:
et &Y ® Ogr — EY ® Og soient surjectifs] est représentable quasi-—fini non
ramifié et séparé sur S.
Ce foncteur s’envoie évidemment dans le foncteur

Sy =Homp(£®-, E®-) [resp.S; = Homp (E® £ ®")]

qui d’apres la proposition 7 est représentable fini non ramifié sur S.
Sur S; x X, on a des homomorphismes canoniques

E®0s, — E®O0g, &'®0s, — EQ®O0g,
resp. E®0Os, — E®O0g, E®Os, — &'®0s ]
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et pour tout morphisme S’ — S, on se demande quand-est—ce que les
faisceaux conoyaux Coker(€ ® Og, — E ® Og, ) et Coker(£' ® Og, —» E®
Og, ) [resp. Coker(EY ®0s, — EV ®0Og, ) et Coker(£’V ®0s, — EV®0s,)]
sont annulés par le changement de base S’ — 5.

D’apres le lemme de Nakayama et la propreté de X, cette condition
est représentable par 'immersion ouverte dont l'image dans S; est le
complémentaire de 'image des supports de ces faisceaux sur X x Sj.

Ceci termine la démonstration. 0

Comme conséquence du théoréeme 5 ci—dessus et du corollaire 6 du
paragraphe 1.3, on a :

COROLLAIRE 10. — Pour tous entiersr, r’ avec1 < v’ < r—1, tout sous-
schéma fermé fini I — X et tout D-Module a droite E sur X, localement
libre de rang r' [resp. r — '] et muni d’une structure de niveau I, le champ

Chtqtrgﬁ [resp. Chtsotrgﬁ

est un champ algébrique au sens de Deligne—-Mumford, localement de type
fini et séparé sur F,.

Il s’écrit comme réunion filtrante de sous—champs ouverts qui sont
quotients de schémas quasi-projectifs sur Fy par Uaction de groupes finis.

0

c) Les morphismes Chtqtrgﬁ - Cht;;’}'l x SpecF,/AutE et
Chtsotr%ﬁ—» SpecFy/ Aut E x Chtg, I

Enongons d’abord le théoréme suivant :

THEOREME 11. — Soient v, v’ deuzx entiers avec 1 <1’ <r—-1,I— X
un sous—-schéma fermé fini, et E un D-Module d droite sur X, localement
libre de rang r' [resp. r — 1’|, muni d’une structure de niveau I.

Alors le morphisme

Chtqtrgﬁ — Cht;;fl x SpecFq/ Aut E
[resp. Chtsotrg‘f“} — SpecFy/Aut E x Chtg, ;]

est de type fini et lisse de dimension relative r'd [resp. (r — r')d).
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Avant de procéder & la démonstration, rassemblons quelques résultats
préliminaires.

Tout d’abord, rappelons la notion de champ de Picard (cf. [SGA4],
XVIII, paragraphe 1.4).

DEFINITION 12 (Grothendieck). — Soit S un schéma sur F,.
On appelle champ de Picard sur S tout champ A sur S muni d’un
morphisme commutatif et associatif

+:AxgA— A

et d’un morphisme élément neutre 0 : S — A, vérifiant les axiomes
naturels.

Si (A, +) et (B,+) sont deuz champs de Picard sur S, un morphisme
de l'un dans lautre est un morphisme A — B muni d’un 2—isomorphisme
de commutation des deux foncteurs composés dans le diagramme

AxsA —— A

| |

BxsB —— B

et avec des compatibilités évidentes.

Par abus de langage, appelons noyau d’un tel morphisme le produit fibré
sur B de A — B et S - B dans la 2—catégorie des champs. C’est encore
un champ de Picard sur S.

Un champ de Picard sur S est dit représentable s’il est isomorphe a un
espace algébrique en groupes abéliens sur S.

Un morphisme (A,+) — (B,+) entre champs de Picard sur S est dit
représentable si son noyau est représentable.

Un champ de Picard (A,+) sur S est dit algébrique s’il existe un champ
de Picard représentable (A,+) sur S et un morphisme (A,+) — (A,+)
représentable lisse de type fini.

On a le lemme suivant :
LEMME 13. — Soit S un schéma sur F,.

(i) Associons a tout compleze A : A~! 5 A° de faisceaur de
groupes abéliens sur le grand site f.p.q.c. de S, concentré en degrés —1
et 0 le champ A défini par le S—espace en groupoides correspondant.
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Alors ce foncteur induit une équivalence de la catégorie dérivée desdits
complezxes dans la catégorie des champs de Picard sur S.
En particulier, on dispose de la notion de triangle de champs de Picard.

(ii) Si (A,+) est un champ de Picard sur S associé a un complexe
A’ comme dans (i), alors pour tout schéma S’ sur S, le groupe des classes
d’isomorphismes d’objets de A(S’) s’identifie a H°(S', A’) et le groupe des
automorphismes de n’importe quel objet s’identifie ¢ H1(S', A).

(iii) Soit (A,+) — (B,+) — (C,+) — un triangle de champs de
Picard sur S. Alors a fortiori (A,+) est le noyau de (B,+) — (C,+), et
localement pour la topologie f.p.q.c., les fibres du morphisme B — C sont
isomorphes a des fibres de A — S.

En particulier, si A est représentable [resp. de type fini, resp. lisse de
dimension relative n] il en est de méme du morphisme B — C.

Démonstration :
(i) est prouvé dans [SGA4|, XVIII, proposition 1.4.15.
(ii) est évident sur les définitions.

(iii) La premiére assertion est claire d’aprés [SGA4], XVIII, corol-
laire 1.4.17.

Pour la seconde, soient S’ un schéma sur S et S’ — C un morphisme.
D’aprés (ii) et I’hypothése, il existe un recouvrement S” — S’ pour la
topologie f.p.q.c. tel que §” — S’ — C se reléve en S” — B. Et le choix
d’un tel relévement détermine un isomorphisme induit par +

AxgS" 5 BxeS”.

La derniére assertion est conséquence immédiate des précédentes. §

Maintenant, prouvons :

LEMME 14. — Soit Vecgf} le champ qui associe a tout schéma S sur F,
le groupoide des suites exactes de D ® Og-Modules & droite sur X x S,
localement libres de rangs r — 7', r et r' respectivement

0 —-F—5G—E—00
dont la restriction ¢ I X S est munie d’un isomorphisme avec la suite ezacte

canonique 0 — 'D}“_’"l Os - DiXOs — D?I X Og — 0.
Alors le morphisme

’ ’ ’
T,T T—T7 T
Vecp ; — Vecp 1 X Vecp |
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est algébrique, de type fini et lisse.

Plus précisément, si S est un schéma sur F, et £, F sont deuz objets
de Vecg, 1(S) et Vec;,_’}"l (S) respectivement, alors le champ Extp 1(€,F)
obtenu comme produit fibré dans le carré 2—cartésien

Extp,[(g,]:) _— S
Vec%?} —— Vecp " x Vecg, I

est un champ de Picard sur S qui localement pour la topologie de Zariski
de S peut étre représenté par un compleze L1 — L° de Og-Modules
localement libres de type fini.

En particulier, le champ Extp 1(€,F) sur S est algébrique lisse de type
fini.

Démonstration : Introduisons sur X x S le faisceau Hompgog (€, F) =
Homp(E,F) qui est localement libre de rang r'(r — r')d? sur Oxxs.
Puis introduisons le faisceau Homp 1(€,F) = Homp(E,F) ®ox I =
Homp(E,F Qo I) ou T C Ox est I'ldéal qui définit le sous-schéma
fermé I < X. Il est aussi localement libre de rang r'(r — r')d? sur Oxxs.

Alors, si p : X x § — S désigne la projection, il est immédiat que
Extp, 1(€,F) est le champ de Picard sur S associé a I'objet

Rp.(Homp 1 (€, F))[—1]

dans la catégorie des complexes concentrés en degrés —1 et 0. Le fait que
localement sur S, il peut étre représenté par un complexe de Os—Modules
localement libres de type fini résulte d’un théoréeme de Grothendieck, cf.
[Mumford] Chapitre II, § 5, puisque Homp (€, F) est plat sur Os.

On conclut d’apres le lemme 13 (iii). 0

LEMME 15. — Soient S un schéma sur Fq, A, B et B' trois DK Og-
Modules d droites sur X x S, localement libres de rangs a, b et b, avec
structures de niveau I, et B — B’ un homomorphisme D X Og-linéaire,
ingectif, dont le conoyau est supporté par le graphe d’un morphismei: S —
X\I et tel que B'/B [resp. Extpgy (B'/B, DR Os)] est localement libre
de rang B sur son support comme Og—Module.
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Alors on a un triangle de champs de Picard au—dessus de S

L —— Extpj;(A,B) —— Extp1(4,8) —
[resp. L —— Extp;(B,A) —— Extpi(B,A) — ]

ot L est le fibré associé au faisceau localement libre dual

(66.14)" Hompmo, (4, B/B)) " = Homi((:,1d' A4, B/B))”

\%
[resp. ((z, Id)* Eztpre, (B'/B, A)) ].
En particulier, le morphisme
Extp ;(A,B) — Extp(A,B)
[resp. Extp (B, A) — Extp 1(B,A)]
est représentable de type fini lisse de dimension relative af3.

Remarque : Lorsque i : S — X est & valeurs dans X', il est
équivalent de demander que B'/B ou que Ea’tlvlzos (B'/B,DXR Og) soit
localement libre de rang 3 comme Og—Module. Et dans ce cas, le faisceau
(i,1d)* Exthzo  (B'/B, A) s'identifie & Homp(B'/B®o, i*Q, (i,1d)* A)
puisqu’alors Tory**$(B'/B, Os) s'identifie & B' /B Qo i* Q.

Démonstration du lemme 15 : On a une suite exacte de Oxxs—
Modules :

0— Homp 1(A,B) — Homp 1(A,B')— Hompro,(A,B'/B)— 0
[resp.0 — Homp,1(B', A)— Homp 1(B, A) = Extpg, (B'/B,A) — 0]
En notant p: X x S — S la projection, on en déduit un triangle dans
la catégorie dérivée des complexes concentrés en degrés —1 et 0
(¢,1d)* Hompgros (A, B'/B)— Rp.Homp 1 (A, B)[-1] —
Rp.Homyp (A, B')[-1]
[resp. (i,1d)* Extyge (B'/B, A) —Rp.Homp,1(B', A)[-1]—
Rp.Homp 1(B, A)[-1]]
d’ot la premitre assertion puisque Extpj(A,B) et Extp (A,B')
[resp. Extp 1 (B, A) et Extp (B, A)] sont les champs de Picard
associés & Rp.Homp 1(A,B)[-1] et Rp.Homp (A,B)[-1] [resp.
Rp,Homyp 1(B', A)[-1] et Rp,Homp 1(B, A)[-1]].
La seconde assertion en résulte d’aprés le lemme 13 (iii). 0
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Démonstration du théoréme 11 : Soient S un schéma sur F, et
S — Cht;;j, x SpecF,/ Aut E [resp.S — SpecF,/AutE x Chtg,l] un
d N
morphisme. Il est constitué d’un objet F' | =Fde Cht;,_,,"(S)
TF
[resp. Chtg, 1(S9)] et d’un objet £ de ’I‘rg, 1(S) [resp. Tr;;f’(S)] qui devient
isomorphe & FE au—dessus de chaque point géométrique de S.

Notons Extp, (€, F) [resp. Extp 1(F,E)] le champ fibre au-dessus de S
du morphisme

Chtqtrgﬁ — Cht’"D_’I’I x SpecF,/ Aut E
[resp. Chtsotrgf’} — SpecF,/ Aut E x Chtg, IE

On remarque qu’on a un carré 2—cartésien

Extp,I(E,f) _— ExtD,I(g,]:) XExtp,1(€,F") Extp,j(g,rf)

J l

(1d,r)
Extp’[(g, f) _ Extp,j(g,f) Xg Extp,j(g,Tf)

[resp. EXtD,[(j:-,g) —— Extp 1(F,€) Xgxtp (- F,€) Extp 1 ("F, E)

l 1

(1d,7)
Extp,I(}"’,S) e EXtD,I(]:/,g) Xg EXtD,I(T}-/,g) ]

ou d’apres le lemme 14 tous les champs Extp (., .) sont algébriques lisses

et de type fini sur S, et d’aprés le lemme 15 le morphisme

EXtD,I(g,.F) — EXtD,I(gaf,)
[resp. Extp (F',€) — Extp(F,E) ]

est représentable et lisse de dimension relative 'd [resp. (r — r’)d].
On conclut en appliquant la proposition 1 du paragraphe 1.2. 0
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d) Les champs Extp 1 (£, F) et Extp ;(F, &)

Commencons par introduire une nouvelle notion.

Considérons de maniere générale Y un schéma et ¢ un champ sur Y,
algébrique au sens de Deligne-Mumford, localement de type fini et lisse.
Et soit Y — U une section de ce champ sur Y.

Par hypothese, il existe U3 — U un recouvrement étale de U par un
schéma lisse sur Y. Alors Y7 = Y xy U; est un recouvrement étale de
Y, et le morphisme Y7 — U; Xy Y; est une section du morphisme lisse
Ui Xy Y1 — Y, quireleve lasection Y] - U Xy Yy deld xy Y7 — Y7,

Ainsi, Y7 — U; Xy Y1 est une immersion réguliére et comme telle admet
un faisceau normal N; sur Y;.

De plus, si Uy — U est un autre recouvrement étale, avec Us = Uy Xy U,
Yo=Y xyyUp, Y3 =Y xyy U3 = Y7 xy Ys et Ny, N3 les faisceaux normaux
correspondants, alors les sections Y7 — U; Xy Y7 et Yo — Uy Xy Ys
s’inscrivent dans un diagramme commutatif

Ui xyYT, «—— UsxyYs —— U;xyY,

| | |

Y — Y3 — Y;

ol les morphismes horizontaux sont étales.

Il en résulte que sur Y3 les trois faisceaux N3, N1 ®oy, Oy, et No®oy, Oy,
sont canoniquement isomorphes.

De ceci, il résulte d’une part que N; est muni d’une donnée de descente
relativement & Y73 — Y, donc qu'il provient d’un faisceau N sur Y, et
d’autre part que ce faisceau N ne dépend pas du choix de Uj.

Le faisceau N ainsi défini sur Y est appelé le faisceau normal de la
section Y — U du morphisme lisse f — Y.

Comme sous—produit de la démonstration du théoréme 11 (via celle de
la proposition 1 du paragraphe 1.2), on a :

COROLLAIRE 16. — Soient r, ' deux entiers avec1 <7’ <r—1,I — X
un sous—schéma fermé fini.

F
~ N '
Soient S un schéma sur Fq, F = F' | un objet de Chtp 1 (S)
A
TF
[resp. de Chtg’ 1(9)] et € un objet de Ti‘g, 1(S) [resp.T&”D_’ITI(S)]. Alors la

section triviale du morphisme de type fini lisse de dimension relative r'd
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[resp. (r —r')d]

EXtD,I(g,]:) Chtth‘D I X(Cht' Ir x’I‘rTD'_I) S — S

[resp. Extp (F,E) = Chtsotrp', r S — S ]

("ngj{’ xChty) ;)

admet pour faisceau normal le faisceau sur S
Homis p ((ioo, 1d)*E, F /.7-')

[resp. (io, 1d)*Extpge (F'/7F,E) qui s’identifie @ Homisp(F'/7F Qos
i5Q%, (i0,1d)*E) lorsque ip : S — X est a valeur dans X'].

Démonstration : Il suffit d’appliquer le lemme 15 et la remarque qui
le suit.

On a également :

PrOPOSITION 17. — Sous les hypothéses et avec les notations du corol-
laire 16, Extp (€, F ) [resp. Extp I(]-' )| est un champ de Picard sur S.
1l s’inscrit naturellement dans un triangle de champs de Picard sur S
~ j—t
Bxtp (£, F) —— Extp(£,F) — Extp(€,F)—

t—T0j

[resp. ExtD,I(]?,E) — Extp (F,E) —— Extp("F,E) —]

ou j et t sont induits par les homomorphismes DX Og-linéaires F RNy

et TF X5 F' et T est induit par ’homomorphisme D X Frobg-linéaire
F-TF.

Démonstration : Tout d’abord, il est évident sur les définitions que
Extp (€, F) [resp. Extp 1(.7-' )] s’identifie au noyau de ’homomorphisme

EXtD,I(g, f) J—i: EXt'D,I(g, .7:/)
t—T1oj
[resp. Extp (F',€&) - Extp ;("F,€)].

Or, en notant p : X xS — § la projection, on sait que cet homomorphisme
est 'image par le foncteur Rp,.(.)[—1] de ’homomorphisme de faisceaux
sur X x S

j—toT
Homp 1(E,F) . Homop 1 (€, F")
t—To0j

[resp. Homop (F',E) —— Homp ("F,E)].
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Par conséquent, il s’agit de montrer que I’homomorphisme de faisceaux
sur S

j—toT
R'p.Homp 1(E,F) - R'p.Homop 1(€,F')
t—Toj

[resp. R'p.Homp [(F',E) —— Rp.Homp ("F,E)]

est surjectif.
Et pour cela, il suffit de montrer que le morphisme

j—toT
Extp,,-(g,f) J————) Extp,I(E,}"')
t—Toj

[resp. Extp (F',€) —— Extp ("F,E)].

est lisse.

Considérons donc S’ un schéma sur S et s’ : §' — Extp 1(€,F)
[resp. s’ : S — Extp ;("F, )] un point & valeur dans S’. Il s’agit de prouver
que la fibre de j —to T [resp.t — T 0 j] au—dessus de s’ est lisse sur S’. Pour
simplifier les notations, on peut supposer que S’ = S et noter s’ = s. Alors
cela résulte des lemmes 14 et 15 et de la proposition 1 du paragraphe 1.2
puisqu’on a un carré 2—cartésien :

Extp,j(g,f)XExt.DJ(g}-/)S — Extp,j(g, f)xj(')+s,Extp,1(£,]-"),t Extp,I (5,Tf)

! !

1d,r)
EXtD,I(S,f) E———> Extp,j(g,]:) X EXt'D,I(g,Tf)

[respectivement :

Extp,1(F€)Xxtp 1 (- 7)S — EXtD,1(FIE)Xt( )8, Bxto 1 (- 5,6) EXtDI (FE)

! !

1d,7)
Extp 1(F',€) (—-—> Extp 1(F',€) xs Extp 1("F', E)]

0

Afin d’exploiter cette proposition dans le cas ou S est un point
géométrique, on a besoin du lemme algébrique suivant :
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LEMME 18. — Soient K un corps sur Fg, algébriquement clos, U et
V' deux espaces vectoriels sur K de dimension finie, A : U — V un
homomorphisme linéaire et v : U — V un homomorphisme q-linéaire.
Alors :

(i) Si X est injectif, le schéma en groupes Ker(\ — ) est discret; il
s’identifie d un sous-F,—espace vectoriel de U tel que Ker(A—v)®p, K — U
est injectif; en particulier, le rang sur Fy de Ker(A — ) est majoré par la
dimension sur K de U. De plus, le schéma en groupes commutatifs quotient
Coker(A — 1) est unipotent et isomorphe (non canoniquement) a Coker(X).

(ii) Si X et ¥ sont bijectifs, il existe une base uy,...,u, de U et une
base v1,...,v, de V telles que

)\(u,) = v, w(u,) =v;, Vi, 1<i<n.

(i) 8% X est surjectif, la composante neutre du schéma en groupes

commutatifs Ker(\ — 1) est unipotente et isomorphe (non canoniquement)
a Ker()).

. . . T \

(iv) Factorisons 1 canoniquement en U —— U -5 V ot 7 est
l’isomorphisme de Frobenius et u est un homomorphisme linéaire avec donc
des diagrammes

U A, 174 ty l ty
l T /‘“ et l‘r lﬁu
U T(*U)

Alors, si A et p sont surjectifs [resp. injectifs], la restriction & Ker(A — po
7) x Ker("p — 7 0 *)) de la forme bilinéaire

Ux'V —K (u,v*) —< v*, A(u) >=<tA\(v*),u >

est a valeurs dans Fy, et elle induit une dualité parfaite entre la partie
discréte de Ker(A — p o 1) (c’est-d—dire son quotient par sa composante
neutre) et le groupe discret Ker(*u — 7 0 *)) [resp. entre le groupe discret
Ker(A — po ) et la partie discréte de Ker(*u — 7 ot))].

79



II - CHTOUCAS REDUCTIBLES. FILTRATIONS DE HARDER-NARASIMHAN

Démonstration :

(i) Ker(A—1) est discret et étale sur K car c’est le noyau d’'un homo-
morphisme séparable entre schémas en groupes lisses dont la différentielle
d(XA — ) = X est injective.

Ainsi Ker(A—1) s’identifie & ’ensemble de ses points sur K, c’est-a—dire
a un sous—groupe de U.

Le fait que Ker(A —v) ®p, K — U est injectif a déja été montré dans le
lemme 4 du paragraphe 1.3.

Pour la seconde assertion, choisissons W un supplémentaire dans V de
Im()). Alors ’homomorphisme induit W — Coker()) est un isomorphisme.
Par conséquent, ’homomorphisme de schémas en groupes commutatifs Fg—
linéaires

W — Coker(\ — v)
est étale. Comme Coker(A — 1) est connexe, cet homomorphisme est
surjectif et son noyau est un sous-groupe discret F,-linéaire de W'.

Il s’agit donc de prouver que tout quotient de W par un sous—groupe
discret F,-linéaire G est isomorphe & W comme schéma en groupes
commutatifs Fg-linéaires.

Si G =0, il n’y a rien a prouver.

Dans le cas contraire, choisissons f; # 0 dans G, et complétons f; en
une base f,..., fr de W.

Alors ’homomorphisme F,-linéaire

W —Ww vfi+otufe— @ —y)fi tvafo+ o Furke

a pour noyau Fgf; C G.

Donc ’homomorphisme de projection W — W/G se factorise a travers
cet homomorphisme W — W, et W/G apparait comme un quotient de W
cette fois par G/Fq f1. D’ou le résultat par récurrence sur le cardinal de G.

(ii) Cela a déja été démontré dans le lemme 4 du paragraphe 1.3.

(iii) On fait une démonstration par récurrence sur la dimension de U.

Si Kery C Ker A, on a nécessairement Keriy = Ker A puisque A est

surjective. Posons alors Us = U/Ker . Les homomorphismes induits A,

o : Uy — V sont bijectifs, donc d’aprés (i), Ker(A2 — 12) est discret. De
plus, on a une suite exacte canonique

0 — Ker A\ — Ker(A — ¢) — Ker(A2 —92) — 0

d’ou le résultat dans ce cas.
Dans le cas contraire, il existe u; € Ker 1 tel que v; = A(u1) soit non nul.
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Posons U; = Kuy, Vi = Kuvy, Us = U/Uy, Vo = V/V;. Et soient Aq,
Py : Uy — V4 et Ag, Yo : Uz — V5 les homomorphismes induits.

Le lemme du serpent nous donne immédiatement deux suites exactes :
0=Ker \; — Ker A\ — Ker A\ — Coker A1 =0
0=Ker(A\1—¢1) — Ker(A—v¢) — Ker(Ag—13) — Coker(Az—12)=0
Le résultat pour A — 1 se déduit donc de celui pour Ay — 9.

Afin de préparer la démonstration de (iv), étudions un isomorphisme
comme nous venons d’en construire :

Ker A =5 Ker(A —4)°  u+—— e(u)
Pour tout élément u de Ker A, ’homomorphisme composé
K — Ker A — Ker(A —v¢) a+— e(au)
est nécessairement de la forme
a+— au(o) + aqU(l) + aqzu(z) + oo
puisqu’il est F,-linéaire.
Les u() sont nuls & partir d’un certain rang et on a u(® = u puisque la
différentielle de e en 0 est I'identité de Ker X. Chaque application u — u(®

Ker A — U est g'-linéaire. Enfin, comme a — e(au) est & valeurs dans
Ker(A — 4), on trouve

P®) = AulD), vi>o0.

Notons U° le sous—espace de U engendré par les u®, u € Ker A, i > 0,
et V0 son image par 1 ou A. Alors les homomorphismes induits Ao, %o,
Ao — %o : U® — VO sont tous trois surjectifs.

Notons U = U/U°, V = V/V% et X\, ¥ : U — V les homomorphismes
induits. Le lemme du serpent nous donne une suite exacte

0 — Ker)g — KerA — KerX — Coker \¢ — Coker A — Coker A — 0

| I |
Ker A 0 0

81



II - CHTOUCAS REDUCTIBLES. FILTRATIONS DE HARDER-NARASIMHAN

donc X : U — V est un isomorphisme.

Supposons maintenant que 9 aussi est surjectif. Alors ¢ : U — V est
surjectif, donc bijectif. D’apres (ii), il existe une base %y, . . . , Uy de U formée
d’éléments du sous—groupe discret Ker(X — ). Or, comme Ao — 9 est
surjectif et d’apres le lemme du serpent, on a une suite exacte

0 — Ker(A\g — o) — Ker(\ — ) — Ker(A — ) — 0.

Choisissons des éléments uy, . . ., ux dans Ker(A—1) qui relévent @, . .., T,
soient v1, ...,V leurs images par A ou v, et notons U¢ C U et V2 C V
les sous—espaces engendrés. On a obtenu des décompositions en sommes
directes
U=UeU? V=V'eV?

telles que X et 9 induisent des isomorphismes de U< sur V<.

Démontrons maintenant (iv).

11 suffit d’étudier le cas ou A et ¥ = pu o 7 sont surjectives, l’autre cas
étant sa traduction en termes duaux.

Montrons d’abord que si u € Ker(A — po7) et v* € Ker(*fyu — 7 0 t)),
on a

<v*, Mu) >€F,.
Calculons
<v* A(u) >=<v*,po7(u) > =<tu*),7(u) >
=< 70 !A(v*), T(u) >= (< *A(v*),u >)?

d’ou le résultat.
On en déduit par continuité que si v* € Ker(*u — 7 o *)), alors

<v*, A(u) >=0, Vu € Ker(A—)°.
Cela s’écrit encore
Vu € Ker\, Va € K, Zaqi <v*, /\(u(i)) >=0
i>0

et donc la forme linéaire < v*, A(-) > s’annule sur 1’espace engendré par les
u® c’est-a—dire UP°.

On est donc ramené au cas ou U = U?, V = V¢, autrement dit ot
A, ¥ : U — V sont tous deux bijectifs, et I’assertion (iv) devient alors
évidente puisqu’il existe des bases ug,...,ux et vy,...,v; de U et V¢

vérifiant
)\(uz) =V; = '(ﬁ(’u,,'), 1 S 1 < k.

Ceci termine la démonstration. [

82



1. D-CHTOUCAS REDUCTIBLES. SOUS-CHAMPS D’ICEUX

Du lemme 18 ci—dessus et de la proposition 17, on déduit maintenant :

THEOREME 19. — Avec les hypothéses et notations du corollaire 16,
supposons que S est un point géométrique, c’est—a—dire le spectre d’un corps
algébriquement clos contenant IFg.

(i) Alors le champ Extp (€,F) [resp.Extp 1(F,E)] sur S est
algébrique au sens de Deligne-Mumford, de type fini et lisse de dimension
r'd [resp. (r —r')d).

De plus, l’espace grossier associé a ce champ est représentable. C’est un
schéma en groupes commutatifs, de type fini et lisse.

(ii) La composante neutre de ce schéma en groupes est unipotente.
Son algébre de Lie est canoniquement isomorphe a

Hom,-;ov((ioo,ld)*g, f//]:)

[resp. Extpgo, (F'/7F,E) qui s’identifie
a Hom;:p(F'/™F ® igQ, (io, 1d)*E) lorsque le zéro ig est dans X'].

Elle posséde une filtration canonique & deuz termes ot le sous—groupe
est isomorphe (non canoniquement) d

Coker(H®(Xg; Homp 1 (€, F)) < H(Xs; Homp 1(€, F")))
[resp. Coker(H®(Xg; Homp 1(F',E)) = H*(Xs; Homp 1("F,E)))]

et le groupe quotient est isomorphe (non canoniquement) d

Ker(H(Xs; Homp 1(€,F)) - HY(Xs; Homp 1 (€, F')))
[resp. Ker(H'(Xs; Homp 1(F',E)) t, HY(Xg; Homp 1("F,£)))].

(iii) Par ailleurs, la partie discréte de ce schéma en groupes (c’est-
a—dire le groupe de ses composantes connezes) est canoniquement isomor-
phe a

Home, ,(Homp (€, F), 0% ®T71 ® O5)
[resp. Homox,.,(Homp(j':, £), keIl Os))

ot Q% est le faisceau canonique des différentielles sur X, T est I’Idéal
annulateur de I dans Ox, et Homp(E,F) [resp. Homp(F,E)] désigne le
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Ox —chtouca d droite [resp. d gauche| généralisé :

Homp(E,F) Homp(F,€)

N /

Homp(E,F') [resp. Homp(F',E) ]

/ N

Homp(E,” F) Homp("F,€)

(iv) Enfin, le groupe de structure de la gerbe Extp (€, F) [resp.
Extp, 1(F,E)] sur son espace grossier est canoniquement isomorphe d

Homp (£, F ® T)
[resp. Homp - (F,E ®T) ]

Démonstration : Seule assertion (iii) demande une explication
supplémentaire. Il faut vérifier que les homomorphismes duaux de

Hl(XS;HomD,I(E,}')) L) HI(XS;HomD,I(S,]:'))
HY(Xg;Homp (€, F)) 2 HY(Xg;Homp 1(E,F"))

t1

[resp. HY(Xg;Homp (F',€)) —> HYXgs;Homp ("F,E))
HY(Xg;Homp 1(F,€)) L% HY(Xs;Homp 1(F,E))]

sont

Hom(Homp(E,F'), Q% ® I ®Os) — Hom(Homp(E,F),
Q% ®I1®0s)
Hom(Homp(E,F'), Q% ®I'® 0Os) — Hom(Homp(E,™F),
QL ®I1®0s)
[resp. Hom(Homp("F,£),Q4 ® I"' ® Os) — Hom(Homp(F',E),
Q% ®I1®0s)
Hom(Homp(F,€),04 ®IT71®Os) — Hom(Homp(F',E),
0% ®I71® 0g)).

Or, ceci n’est autre que la dualité de Serre. 0
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2. — Filtrations canoniques de Harder—Narasimhan. Applica-
tions

a) Pentes. Filtrations canoniques de Harder—Narasimhan
On commence par des considérations générales.

DE&FINITION 1.
e On appelle catégorie a pentes une catégorie abélienne A munie de deux
applications

rg:Ob A— N deg:Ob A — R

qui sont additives au sens que pour toute suite exacte)0 - A — B — C — 0
dans A, on a

rg B=rg A+1rgC et degB =degA+degC.

e Pour tout objet A de A avec rg A > 1, on appelle pente de A et on
note p(A) le quotient deg A/rg A.

o Si A est un objet de A et 0 = Ay & A1 & -+ & Ay = A est une
filtration de A avec rg Ag < rg A1 < --- < rg Ag, on appelle polygone de
cette filtration Uapplication continue

[0, rg A] — R

qui s’annule auz points 0 et rg A et qui sur chaque intervalle [rg A1, rg A,
1< i < ¥, est affine de pente pu(A;/Ai—1) — p(A).

e Si A est un objet de A avec rg A > 1, et a une famille de sous—objets
de A, a sera dite bonne si :

(i) a est stable par intersections finies et sommes finies ;

(ii) a est nethérienne au sens que toute suite croissante d’éléments
de a est stationnaire ;

(iii) st Ay €a,oma: A1 #0<=r1g A1 >1;

(iv) si A1, Az sont éléments de a, on a (le signe A signifiant “et”)
Ig A = rg As N A & Ay = degA1 < degA2 .
o Pour un tel couple (A,a), on note

pF(A) = sup{p(A1), A1 €anrg 4; > 1}
p~(A) =inf{u(A/A1), A1 € aArgA; <r1g A}.
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On dit que (A, a) est semi-stable si

pF(A) = p(4) =p~(4).
Sirg A =0, on convient de noter u*(A) = —oo, p~(A) = +oo.

Faisons quelques remarques.

Si A est une catégorie & pentes, A un objet de A, et a une bonne famille
de sous—objets de A, on pourra appeler maximaux les éléments A; de a qui
vérifient

As€ea AN A3 CA; AN 1gA;=r1g Ay =— A; = A,.

La propriété (iii) exprime que 0 est maximal. D’apres la propriété (ii),
tout élément de a est contenu dans un élément maximal de méme rang,
et d’aprés (iv) on peut dans la définition de u*(A) et = (A) se cantonner
aux A; qui sont maximaux.

D’autre part, on a toujours put(A) > wu(A) > u (A) ainsi que
’équivalence pt(A) = u(A4) < p~(A4) = u(4).

D’autre part enfin, si A; est un élément maximal de a et Ay 2 A;
est un élément de a, la famille des B/A;, Ay C B C Ay, B € a, est
une bonne famille de sous—objets de Az/A;. Tout tel quotient Ay/A; sera
implicitement muni de cette bonne famille.

Maintenant, on peut énoncer :

ProrosiTiON 2. — Soient A une catégorie a pentes, A un objet de A,
et a une bonne famille de sous—objets de A. Alors :
(i) A posséde une unique filtration par des éléments de a

0=A)GA G A 1GCA=A

telle que :
o les A;, 0 < i<k, sont des éléments mazimauz de a;
e chacun des quotients A; /Zi_l est semi-stable ;
o 1(A1/Ao) > p(A2/Ar) > - -+ > p(Ak/Ak-1).
On Uappelle la filtration canonique (de Harder-Narasimhan) de (A, a).
(ii) Si P = p4 désigne le polygone de cette filtration canonique, il
magore les polygones de toutes les filtrations de A par des €éléments de a.
(iii) Pour tout A; € a, on argA; > 1= pu(A;1) < p(A) + ’ergg—iﬁ,
(iv) Le polygone P est concave, de pente mazimale u*(A) — p(A), et
de pente minimale p~(A) — p(A).
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(v) Si(A',d') est un autre objet de A, muni d’une bonne famille de
sous—objets, et siu : A — A’ est un homomorphisme tel que Keru € a et

Imu € o, alors
p(A) > pt(A) = u=0.

Démonstration :

(i) On raisonne par récurrence sur r = rg A.
Pour tout entier 7/, 1 < r’ < r, notons

pt = sup{u(A;), Ay €anrgd; =r'}.

On a pt(A) = max{u),, 1 < r' < r}, et il existe un unique entier ry,
1<r <, tel que

pt(A) =pt et pt(A)>ph, V¢, ri<r’ <r.
On peut choisir une suite (A,) d’éléments de a, tous de rang ry, telle que
limp s oo 4(An) = /1':_1 = p*(4).
Pour tous entiers n, p, on a

rg Ap +1gAp =1g8(An N Ap) +18(An + Ap)
deg A, + deg A, = deg(An N Ap) +deg(An + A4,)

avec deg(AnNAp) < pt(A)rg(AnNAp), 18(An+Ap) > 11 et p(An+A4,) <
max{ul;, r1 <7’ <r} <pt(A)sirg(An +4p) > 1.
Ceci impose que pour tous n, p assez grands, A, N A, et A, + A, soient
aussi de rang r;. On peut supposer que c’est réalisé pour tous n, p > 1.
Si alors on introduit les A, = A; + --- + Ay, les A], sont tous de rang
r1. En effet, la filtration de A A1 par les (A1 +:--+Ap)/A1,1<p<m,
a pour quotients successifs les (4; + --- + Ap)/ (A1 + -4+ Ap_1) qui sont
des quotients de (Ap—1 + Ap)/Ap-1 donc de rang 0. Les A/, forment une
suite croissante d’éléments de a, donc stationnaire. Soit A; sa limite.
Pour tous n, on a A, C A), A1gd, = 1g A, = pu(An) < u(4;) d’ou
u(A) = pt(A). _
Par choix de r1, A; est de rang maximal vérifiant la condition u(4;) =
wt(A).
Si B est un autre élément de a qui vérifie B # 0 A u(B) = u*(4), on
a nécessairement u(A; + B) = ut(A) = u(4;) puisque A; N B = 0 ou
(41N B) < p*(A).
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Donc A; C A; + B est réalisé avec rgA; = rg(A; + B) et w(Ay) =
pAr+B). _

Ceci impose A; = A; + B soit B C A;.

A; est aussi évidlemment maximal, et on n’a plus qu’a appliquer
’hypothése de récurrence & A/A;.

(i) = (iv) est évident.

(i) = (iii). On remarque que A; est filtré par les A; N A;. Chaque
quotient A;NA;.1/A1NA; = (AyNA;41 +A;)/A; se plonge dans 4,1 /A;.
Il est nul ou bien vérifie

p(A1 N A1 /A1 N A) < p(Aig1 /A .

On conclut gréace a la concavité du polygone p.
(iii) = (ii) est évident.
(v) Si Imu est non nul, on a par définition

pt(A) > p(Imu) = p(A/ Keru) > p~(4).
Il y a contradiction. [

LEMME 3. — On suppose que D est une Ox—Algébre partout mazimale.

Soient K un corps algébriguement clos contenant F, et 0, 30 deuz points
de X sur K qui sont dans X' [resp. qui sont dans X' et ne sont images
l'un de Uautre par aucune puissance de Frob].

Soit o un nombre dans l’intervalle 10,1[ [resp. dans R].

Soit As= la catégorie abélienne des diagrammes de Dy —Modules
cohérents sur X

£

g: g/
o
ou j ett sont des isomorphismes en—dehors de o0 et 0 respectivement.
Alors, si un tel objet £ est sans torsion au sens que £ et £ sont sans
torsion sur Ox, € et £ sont localement libres sur Dy autrement dit £
définit un D—chtouca généralisé sur K.
Par conséquent, U'application sur Ob As s

rg : £ — 18€ = 18p, (£/Etor) = 18D, (E'/Elor)
est a valeurs dans N.
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Par ailleurs, on définit l’application
deg, : ObAs s — R € — adeg(det &) + (1 — a) deg(det &) .

Alors As = munie de rg et deg,, est une catégorie a pentes et pour tout
objet sans torsion de Az (c’est-d-dire tout D-chtouca généralisé sur
K) la famille de tous ses sous—objets est une bonne famille au sens de la
définition 1.

Démonstration : Il est évident que A5 5 est une catégorie abélienne.

Le fait que tout objet sans torsion de A5 est un D—chtouca généralisé
sur K résulte de la proposition 7 du paragraphe 1.3.

Il est évident encore que les applications rg et deg, sont additives.

Reste a prouver que pour tout sous—objet sans torsion de Az ss, la famille
de tous ses sous—objets est une bonne famille. Les propriétés (i), (ii) et (iii)
dans la définition sont clairement vérifiées. _

Pour ce qui est de (iv), il s’agit de voir que si £ est un objet sans
torsion de Asss et 51 G £,~'2 sont deux sous—objets de méme rang, alors

j:'

~ ~ ~ N ~ ~
deg, &1 < deg, &;. Soit F = F' | lobjet quotient de & par &;.
TF

C’est un objet de torsion et non nul, et on a

deg, & — deg, & = deg, F = =(adimg F + (1 — o) dimg F').

ul -

Si0< a<1,onaterminé.
Et dans le second cas, la conclusion résulte du lemme suivant :

LEMME 4. — Soient K un corps contenant Fy, et 0,50 deux points de X
sur K, dont aucun n’est image de l’autre par une puissance de Frob.

Soient F et F' des faisceaux finis sur Ox, etj: F > F , t:"F - F'
des homomorphismes qui sont des isomorphismes en dehors de O et de ©

respectivement.
Alors dimg F = dimg F'.

Démonstration : Si (F) et (F') sont les diviseurs associés & F et F,
on voit qu’il existe deux entiers ng et ng dans Z tels que

(fl) —(F) =n=z0 et (.7:/) —("F)=nz0.

On en déduit (F) — ("F) = nz0 — nz0 qui est possible seulement si
ns = 0 = nz. Donc (F) = (F') et a fortiori dimg F = dimg F'. 0
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Dans la situation du lemme 3, on peut donc appliquer les notions de la
définition 1. _

En particulier, pour tout objet £ de A5 de rang > 1, on dispose de
sa pente d’indice @ : po(€) = deg, (€)/rg(E). Et si € est sans torsion, on
peut introduire

(&) = sup{pa(£y), &1 C E et 1g &y > 1}
l‘;(g) = inf{pa(E/€1), & C € et 1g€; < rg€}.

€ est dit a—semi-stable si pu (€) = pa(E) = p3 (€).
D’apres la proposition 2, on a maintenant :

THEOREME 5. — On suppose que D est une Ox —Algébre partout maxi-
male.

Soient K un corps algébriquement clos contenant F, et 0,50 deuzx points
de X sur K qui sont dans X' [resp. qui sont dans X' et ne sont images
l'un de l’autre par aucune puissance de Frob).

Soit a un nombre dans l'intervalle |0, 1] [resp. dans R].

&
3 ol \‘ ! z 7z 4 !
Soit £ = E" | un D-chtouca généralisé sur K, tel que E'/E
TE
soit concentré en 5 et ' /TE soit concentré en G.

Alors :

(1) £ posséde une unique filtration par des D—chtoucas généralisés
0=6G&EG  GCE&1GE=E

telle que :

e les quotients ¢‘,~'i/§,-_1 sont des D-chtoucas généralisés qui sont
a-semi-stables;

® pa(€1/€0) > pal&2/E1) > -+ > pa(Er/Ex-1)- B
On l'appelle la filtration a—canonique (de Harder-Narasimhan) de £. Son
polygone est noté B,. Il vérifie les propriétés (ii), (iii) et (iv) de la propo-
sition 2.
(i) Si& est un D—chtouca trivial, de la forme £= E®r,K ou E est
deg(det E)
rgDE o
w(E) est indépendant de a. De plus, la filtration a—canonique de E est
composé de D—-chtoucas triviauz, et elle est indépendante de a.

un D-Module & droite localement libre sur X, alors pq (g )=
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(iii) Si € est un D-chtouca, on a
deg, £ = deg(det &) + (1 — a) = deg(det ') — .

Dans la filtration a—canonique de E , tous les quotients & / Ei_1 sont des
D-chtoucas triviauz_sauf un et un seul qui est un D—chtouca.
Par conséquent, £ a une filtration canonique

0CEGCECE

o £ et £/E" sont des D-chtoucas triviaus,
o £"/E" est un D-chtouca,
o £"[E" est a-semi-stable et
p(E) > pa(E"/E") > uT(E/E").

Démonstration :
(i) résulte de la proposition 2.
(ii) est évident.
(iii) résulte du lemme 1 du paragraphe II.1. 0
Remarquons que sous les hypothéses du lemme 3, pour tout objet £ de

Pic(X), on dispose d’un foncteur

& LRE
N
LR : Aszm — Az &l — LRE

TE/ LOTE

Par ailleurs, dans le cas oli et 3 ne sont images 1’un de ’autre par aucune
puissance de Frob, on dispose de deux foncteur exacts

FI‘Oboo: 5,50 ——)Aa,rg

Frobo : .Aa,as — Ars)g

définis de la maniére suivante :
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£ .
N
A tout diagramme &' |, Froby, [resp.Froby] associe le dia-
e
g &o

\7‘00 Jo
Eo [resp. \ T 5]
o o P
ou & [resp. &) s’inscrit dans le carré cartésien et cocartésien de Dy —
Modules

gramme

t to
T — & & — €&
17 | doo [resp. 1 o lg}

e 7 o T — €&
oo t
Sur les sous—catégories des D—chtoucas triviaux, Frob,, et Froby sont
I’identité et sur les sous—catégories des D—chtoucas, ils se confondent avec
les foncteurs déja définis au paragraphe I.1.
Enfin, ils transforment D—chtoucas généralisés en D—chtoucas généra-
lisés.

LEMME 6. — Sous les hypothéses du lemme 3 et avec les définitions
E
ci—dessus, on a pour tout objet £= &' | dans A5 :
TE

(i) Pour tout élément L de Pic(X) :
deg, (L ® &) = d rg (€) deg(L) + deg,, (£)
rg(L ® £) =1g(€)

(ii) Dans le cas ot © et T ne sont images 'un de l’autre par aucune
puissance de Frob, on a :

degg 1 (Frobe, (£)) = deg,, (£) = deg,_, (Frobo(£))
rg(Frobos (£)) = rg(€) = rg(Frobo(£))
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Démonstration :
(i) est évident.
(ii) résulte de ce que, avec les notations de la discussion qui précede
I’énoncé du lemme, on a

deg(det £5) = deg(det&’) + deg(det "E’) — deg(det "E)
= 2deg(det &) — deg(det &)

deg(det&) = deg(det&) + deg(det"E) — deg(det &’)
= 2deg(det &) — deg(det &’)

d’ou :

(a+1) deg(det &) —adeg(det £x) =a deg(det £)+(1—a) deg(det &)
(a—1) deg(det &)+ (2—a) deg(det "E) =a deg(det £)+(1—c) deg(det £’)
comme on voulait. 0

COROLLAIRE

tout D-chtouca généralisé

tel que E'/E est concentré enS et £'/TE en o :

(i) Pour tout élément L de Pic(X), le foncteur L ® - transforme la
filtration a—canonique de £ enla filtration a—canonique de L ® 8 et les
polygones associés sont les mémes.

(ii) Dans le cas 01 © et 3 ne sont images l'un de l’autre par aucune
puissance de Frob, le foncteur Froby, [resp. Frobg| transforme la filtration
a—canonique de € en la filiration (a+1)-canonique de Frobe () [resp. en
la filtration (o — 1)—canonique de Frobo(g' )], et les polygones associés sont
les mémes.

Démonstration : Compte tenu du lemme 6, il suffit de voir que tout
sous—objet maximal de I'image de £ par le foncteur considéré est I'image
par ce foncteur d’un sous—objet maximal de £.

Dans le cas (i), cela résulte de ce que le foncteur £L®- a un quasi—inverse
quiest L7! ®-. o _

Et dans le cas (ii), cela résulte de ce que Froby,(€), £ et Froby(£) sont
canoniquement isomorphes en dehors de 0 et 5G.
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b) Les sous—champs ouverts Chtg',‘fﬁa <P

Soit 7 > 1 un entier.
Rappelons que pour tout sous-schéma fermé fini I — X, on a la
décomposition en somme disjointe

Cht}, ; = ]_I Cht";
nezZ

associée a ’application localement constante
deg : Chtp ; — Chtp, — Z

qui & tout point algébrique, c’est-a—dire & tout D-chtouca de rang r

&

&' | sur un corps K associe deg(det ).

T 8 /
Le but de ce paragraphe est de démontrer le théoréme suivant :

THEOREME 8. — On suppose que D est une Ox —Algébre mazximale.

Soient r > 1 et n € Z deux entiers.

Soit o un nombre dans lintervalle |0, 1[ [resp. dans R].

Enfin, soitp : [0,7] — Ry un polygone, c’est-a—dire une application con-
tinue, affine sur chaque intervalle [r' — 1,7'], 7' =1,2,...,r et s’annulant
auz points 0 et r.

Alors :

(i) Il existe dans le champ Chty" au-dessus de X' x X' [resp. de
X' x X' x(xxx) A] un (unique) sous—champ ouvert noté Chtz"™” a<P el
que pour tout point géométrique S = Spec K — Chtp)" correspondant & un
D—-chtouca € de rang r et de degré n sur K, dont le zéro et le péle sont
dans X' [resp. sont dans X' et ne sont images U'un de l’autre par aucune
puissance de Frob], ce point se factorise d travers Uouvert Chty == si et
seulement si le polygone de la filtration a—canonique de £ est magjoré par p.

(ii) Le sous-champ ouvert ChtP==P est de type fini sur X' x X'
[resp. sur X' x X' x(xxx) Al

0

Avant de procéder a la démonstration, nous allons prouver quelques
lemmes préparatoires.
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LEMME 9. —

(i) Soientr > 1y >1 et n,n1 € Z des nombres entiers.
Soit Vecsogy ™™ le champ qui associe d tout schéma S sur Fy le
groupoide des suites exactes

0— & —E—&E —0

de Oxxs—Modules sur X x S avec £ et £; localement libres sur Oxxs de
rangs respectifs v et r1 et de degrés respectifs n et ny relativement a S, et
avec & plat sur Og.

Alors le morphisme

TyT1,N,N1
Vecsoox

— Vecp,
00— & —E—&E—0)—E&
est représentable et projectif.
(ii) Soient r > r; > 1 et n, n1, n} € Z des nombres entiers. Soit

I
Chtsop, ™™™ le champ qui associe & tout schéma S sur Fq le groupoide
des diagrammes commutatifs
g

0o — & — €&
! ! !

0o — ¢ Log Log oo
T T T

0 — & 4 g 18 g, 4 0

N
de DR Og—-Modules d droite sur X x S, ot &' | est un D-chtouca

TE
de rang r et de degré n sur S, ou les lignes sont exactes, ou & et £ sont
plats sur Og et ou &, et E] sont localement libres sur Oxxs de rang r1d?
et sont de degrés respectifs dny + 11 deg(D) et dn) +r; deg(D) relativement
as.
Alors le morphisme

!
Chtsoly™ ™™™ —, Cht}y"

est représentable et projectif.
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Démonstration :
(i) est un théoréme de Grothendieck, cf. [FGA] Les schémas de
Hilbert.
(i) Posons m = dn + rdeg(D), m1 = dny + rideg(D), m} =
dn} + ry deg(D).
On a un diagramme commutatif :

Vecsopl M@ mm  Chtsol ™™™ Vecso"® i’ A
X
: 2
Vecgix — Cht%n N Vec,. d
£ o eTE) — g

Autrement dit, on a un morphisme de Chtsoz, “™"*""* dans le produit fibré

d%,r1d2 A+d,m
Vecsofgd r1d® A xVec"dz Chtp" xVec"d2 Vecsog, " Tt

lequel, d’apres (i), est représentable et projectif sur Chtp".
De plus, ce morphisme représente les conditions d’annulation des homo-
morphismes composés :

81 ®ox D — 8 ®(’)x D > g 82
& ®ox D — &' Qo, D & — &
6 g g 2 og
e e g 2 og

D’aprés le lemme 3 du paragraphe 1.2, ce morphisme est donc représentable
par une immersion fermée.
D’ou la conclusion. [

LemME 10. —
(i) Il existe une constante R > 0 telle que pour tout D-chtouca
&

&' | sur un corps algébriquement clos K et tout sous—Ox —-Module

Tg/‘
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mazimal F de € (c’est—a—dire tel que E/F soit sans torsion) vérifiant
p(F) >R+ p*(E/F),
F £

F provient d’un sous—objet mazimal F' | de &
i e’
(ii) Sous les hypothéses du théoréme 8, soit q : [0,7d?] — Ry un
polygone tel que :
o 1< <rd?> = q(r') —q(r' —1) > [q(r' + 1) — q(")] + R,
o 1< <r=> Lq(r'd?) > p(r') +max{’7'(1 —Q); (1 - a)}.
£
N\

Alors, pour tout D—chtouca £ = &' | de rang r sur un corps

T 8 /
algébriquement clos K dont le polygone a.—canonique est majoré par p, le
polygone canonique du Ox—-Module sans torsion £ est majoré par q.

Démonstration :

(i) Soit F' le sous-Ox—-Module maximal de £’ engendré par F. Il
s’agit de prouver que les homorphismes composés

-7:®OXD — g®ox'D — £ — 8/]-'
et TF — TE — & — E&F

sont nuls si R est assez grande.

D’une part, il existe un fibré inversible trés ample £ sur X tel que
D ®oy L soit engendré par ses sections. Donc tout Ox—Module quotient
de F ®o, D est aussi quotient d’une puissance de F ®p, L£~* d’ott

w(F ®ox D) 2 4™ (F ®ox L71) = u™ (F) — deg(L).

Si donc R > deg(L), on voit d’apres la proposition 2 (v) que ’homomor-
phisme F Qp, D — £/F est nécessairement nul.

D’autre part, on a p~("F) = p~(F) et on remarque que ’homomor-
phisme £/F — &'/F' est injectif et que son conoyau est de torsion et de
degré < d, d’ou

pH(E/F) S pt(E/F) +d.
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Si donc aussi R > d, on voit toujours d’apres la proposition 2 (v) que
’lhomomorphisme "F — &’ /F’ est nul.

(ii) Soit 0 = & & & & & & --- & £ la filtration canonique de
Harder-Narasimham de £, et § son polygone associé. On raisonne par
I’absurde en supposant que § n’est pas majoré par q.

Soit alors 4 un entier qui maximise la différence (g — ¢)(rg&;) et posons
F = &;. D’aprés nos hypotheéses, on a

deg F — r;iig:degﬁ =q(rg F) > q(rg F)
et u~(F)>R+pt(E/F).

f’
D’apres (i), F provient d’un sous—objet maximal F= F' | de
TF
£
= &' |.Soit 7, 1 <7’ < r, son rang sur Dg. On a
TE
igF =r'd® 1g€=rd
deg,, £ = deg(det &) + (1 — ) = degé —drdeg'D +(1-0a)
et

deg F — ' deg D
d

deg,, F= deg(det F)+ (1 —a) =

ou bien

deg F — r' deg D
d

deg,, F = deg(det F) =

+(1-a)

suivant que F est un D—chtouca trivial ou un D—chtouca.
Dans le premier cas, on obtient 1'inégalité

deg, F — Z'—,degm;‘,'v-i- T—/(l —a)> lq(r’d2)
o r r d
et dans le second cas
~ 7 = 7’ 1 ,,.0
deg, F — 7dega8— (1—a)+7(1—a) > Eq(rd )

d’ou deg,, F- ’"7/ deg,, € > p(r') dans les deux cas, et il y a contradiction.

0
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Maintenant, on peut donner :

Démonstration du théoréme 8 :
(i) On considére le morphisme

’
TyT1,M,N1,N ™n
I I Chtsop — Chtp

ol (r,n1,n}) décrit ensemble des triplets d’entiers qui vérifient 1 < r; <,
ny=nioun)=n;+1,et any + (1 —a)n; — Z2(n+ (1 - a)) > p(r1).
D’aprés le lemme 9 (ii) ci-dessus combiné au lemme 9 du paragraphe 1.4,
ce morphisme est représentable et projectif.
Alors 'ouvert Cht;»P==P complémentaire de son image répond & la
question posée.

(ii) On a un carré 2—cartésien

Cht,; —— Vech

! !

Heckep, ——  Vech x Vecp

et d’apres le lemme 7 du paragraphe 1.2, le morphisme Heckep, — X x X X
Vec], est (représentable) de type fini. Il en est donc de méme du morphisme

£

N\
Chtp, — X x X x Vecp E | — (40,%00,E) .

T 8 /‘
De plus, d’aprés le lemme 2 du paragraphe 1.2, le morphisme Vecp, —

Vec’"od; est (représentable quasi-affine) de type fini. Enfin, avec les notations

. . D < 2 . N
du lemme 10 ci-dessus, le morphisme Chty""==P — Vecy se factorise &

travers le sous—champ ouvert de Vecgi; qui classifie les fibrés de degré
dn + rdeg D dont le polygone de Harder—-Narasimhan est majoré par q. Et
on sait que cet ouvert est de type fini sur F,.

Ceci achéve la démonstration. [

rd Ve . D <
Pour tout sous—schéma fermé fini I < X, on notera Chty}";7>=" le sous—
)

champ ouvert de ChtY, ; image réciproque de Cht}y"Pe=?

par le morphisme

On a:
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ProposiTiON 11. — Sous les hypothéses du théoréme 8, et si I — X
est un sous-schéma fermé fini vérifiant ddegl > p(1) + p(r — 1), le
champ Cht7"P==F est représentable quasi—projectif sur (X'\I) x (X'\I)
[resp. (X'\I) X (X'\I) x(xxx) Al

Démonstration : D’apres le théoréme 8 ci—dessus et le corollaire 6 du

paragraphe 1.3, on sait déja que Cht7} "’p «SP peut s’écrire comme le quotient
d’un schéma quasi-projectif sur F, [resp A] par action d’un groupe fini.

Dongc il suffit de prouver que si S = Spec K — Chty’ sr-Pa <P est un point

géométrique correspondant & un D-chtouca & sur un corps algébriquement
clos K, alors tout automorphisme u de £ est 'identité.

Or, si Z désigne le faisceau d’idéaux dans Ox qui définit I, v — Id
détermine un morphisme

u—Id:g——>g®oxI
Or, d’apres le lemme 6 ci—dessus, on a
pd (€ ®ox I) = uf(€) — ddegI
tandis que par hypothese
. pr @) <p(l) pz€) = -p(r-1)
d’ou ~ ~
1 (€ ®ox I) < pg(€) .
D’apres la proposition 2 (v), on conclut u — Id = 0. 0
Enfin, le lemme 6 et le corollaire 7 ci—dessus impliquent :

ProposITION 12. — Sous les hypothéses du théoréme 8, on a :
(i) Pour tout élément L € Pic(X), le foncteur L& - envoie le champ
Chtpy" e =P dans le champ

Chtgn+rd deg £,p,<p )

(ii) Les foncteurs Frobe, et Frobg envoient le champ Chtjy*Pe=?

pectivement dans

Tres-

n+1,P441<pP
Cht}

rn—1p,_1<
et Chty" Pe13P,
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c) Les horocycles

DEFINITION 13. — Si a est un nombre réel, on appellera a-type tout
quadruplet t = (r,E', E" ,n) o :
e r>1 etn €Z sont des entiers,

e E' et E" sont des D-Modules a droite localement libres de type
fini sur X,

o les inégalités suivantes sont vérifiées :

n — deg(det E’) — deg(det E”) + (1 — a)

— El + EI/
u ( ) > T_rgDE/_rgDE/I >”’ ( )
g N\
Le théoréme 5 (iii) dit exactement que tout D—chtouca £ = y &
TE

de rang r et de degré n sur un corps algébriquement clos K et tel que
(i0,%00) est & valeur dans X’ x X' [resp. X' x X' x(xxx) A si a ¢]0,1[]
possede une unique filtration

Ogglgg”gg

pour laquelle il existe un a-type t = (r, E/, E” n) avec :
o &' F @y, K E/E" 2 E" @y, K,

o £"/E" est un D—chtouca a—semi-stable.
En effet, les inégalités dans la définition des a—types s’écrivent alors
exactement :
1w (E) > na(€"/E)) > ut (€/E")
De plus, on remarque que dans ces conditions le polygone a—canonique de
&€ ne dépend que de t. On le notera p’,. Il est caractérisé par les conditions
suivantes :

e sur 'intervalle [0, rgp E’], la fonction

z— pl(z) + (M - M(E’)>w

est le polygone canonique du D—chtouca trivial E’;
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e sur l'intervalle [rgpE’,r — rgp E”], la fonction z — pl, (z) est affine
de pente

n —deg(det E') —deg(det E") + (1-a) n+(1-a).
r —rgpE —rgpE" r '

e sur l'intervalle [0,rgp E”], la fonction
1—
z+— pt(r —rgpE" + ) + (M - u(E")) (x —rgpE")

est le polygone canonique du D—chtouca trivial E”.
Considérons maintenant a un nombre réel et ¢t = (r, E/, E”,n) un a-

type.
On dispose au—dessus de Chtp, des champs

Chtsotrp” T et Chtqtr? ",
En prenant I’image réciproque de 1'ouvert Cht7", on définit des champs
/ 1" D
Chtsotrp” ™ ¢ g/llltqtrgE ",
Soit Horo; " le produit fibré dans le carré 2-cartésien :

w=——nE' \E"n r—rgp E',E' ;n—deg(det E')

Horop, —— Chtqtry,
ChtsotrgE N Cht;)—rsz’,n—deg(det E')

11 s’inscrit aussi dans le carré 2— cartésien :

E'.E";n r—rgp E” ,E' ,;n—deg(det E"')

Horo’ —— Chtsotrp
ChtqtrgE”’n _ Cht;—rg'p E" ,n—deg(det E"')
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On a un morphisme canonique

=——nE' ,E"n r—rgp E' —rgp B’ ,n—deg(det E')—deg(det E"’)
Horop, — Chty, .

D’apres le théoréme 11 du paragraphe I1.1, ce morphisme est de type fini
et lisse de dimension relative (rgpE’ + rgpE")d.
Par ailleurs, on a aussi un morphisme canonique

—,E',E" n
Horop " — Chtg"

et d’apres le théoréme 5 du paragraphe II.1, il est représentable quasi—fini,
non ramifié et séparé.
Maintenant, énongons :

THEOREME 14. — On suppose que D est une Ox —Algébre mazximale.
Soient r > 1 et n € Z deuzx entiers.
Soit o un nombre dans Uintervalle 10, 1] [resp. dans R].

(i) Pour tout a-type t = (r,E',E",n), appelons champ horocycle

de a—type t, et notons HorogE"E e e champ image réciproque par le

morphisme

=B E'\n r—rgp E' —rgp E'' ;n—deg(det E')—deg(det E'')
Horop, — Chty,

du sous—champ ouvert des D—chtoucas a—semi-stables

r—rgDE'—rg E",n—deg(det E’)—deg(det E'"),p,<0
D a—=

au-dessus de X' x X' [resp. X' x X' x(xxx) A].

rE',E" n,a

Alors Horop est de type fini sur X' x X' [resp. X' x X' X (x x x)A]
et lisse de dimension relative

(2r —rgpE’' —rgpE")d — 2.
(ii) Pour tout a—type t = (v, E', E"”,n), le morphisme
HoroRE "B ™e _, Chti"

au—dessus de X' x X' [resp. X' x XEXX X)A] est représentable par une
immersion localement fermée.
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(iii) S p,q : [0,7] — R4 sont deuz polygones vérifiant p < q, alors,
au-dessus de X' x X' [resp. X' x X' x(xxx) Al], le sous—champ ouvert

1B < . .. .. L .
Cht7"P==7 de Cht" s’écrit comme la réunion disjointe finie de ’ouvert
D D )

Chtg"”—"“ <p

et des parties localement fermées HorogEl’E“’"’a quand t = (r, E',E",n)
décrit la famille des a—types dont le polygone pt, vérifie

p<p,<q, PF#p.

Démonstration : Compte tenu des considérations qui précedent
I’énoncé du théoréme, on a :

(i) résulte de ce que le champ

r—rgp E'—rgp E”,n—deg(det E’')—deg(det E"'),p, <0
Cht?;

au-dessus de X' x X’ [resp. X' x X’ x(xxx) A] est de type fini (d’apres
le théoréme 8) et lisse de dimension relative 2(r — rgp E' — rgpE")d — 2
(d’aprés le théoréme 9 du paragraphe 1.2).

.. s 1408 . rE' \E" n,a n ,
(if) On sait déja que le morphisme Horoz — Chtp" est représen-

table quasi—fini et non ramifié. Il suffit donc de prouver que I’application
induite entre ensembles de points géométriques est injective, et ceci résulte
de 'unicité de la filtration a—canonique d’un D—chtouca.

(iii) résulte de I’existence et unicité des filtrations a—canoniques. 0
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Chapitre III

Description adélique des chtoucas.

Nombres de Lefschetz

1. — Rappels : p—espaces et F,—modules de Dieudonné, d’apres
Drinfeld

On renvoie & [Laumon, Rapoport, Stuhler] Appendice A et [Drinfeld,
1987] pour les démonstrations.

A partir de maintenant, ]ITq désignera toujours une cloture algébrique du
corps fini Fq. Et on rappelle que F' est le corps des fonctions de la courbe
X, avec donc F; comme corps des constantes.

DEFINITION 1. — Un p-espace (sur F,) est un espace vectoriel V de
dimension finie sur le corps F' ®p, E muni d’une application Idr ® Frob-
linéaire bijective p : V — V.

Un morphisme o entre deur p—espaces (Vi,p1) et (Va,p2) est une
application F Qp, ]F_q~line’az're Vi =V, telle que p3 0 = a0 ;.

DEFINITION 2. — Une p-paire est une paire (F,1I), ot F est une F-
algébre de dimension finie et commutative, et II est un élément de FX ®Q
qui vérifie la propriété suivante : pour toute sous—algebre stricte F' de F
II n'est pas dans le sous—groupe F'* @ Q de F* ® Q.

LemME 3. — Si (F,II) est une p—paire, F est une F-algébre étale.
De plus, si N € Z est un entier non nul tel que v ¢ F alors

= F[IM).
0

A chaque p—espace non nul (V, ¢), Drinfeld associe une ¢-paire (F(y,),
(v,,)) de la maniére suivante :

Pour n assez divisible, le w—espace (V, ) sur F, est défini sur Fyn.
Autrement dit, il existe un entier n’ > 1, un espace vectoriel V' de
dimension finie sur F' Qp, F g/ une application Idr ® Frob-linéaire ¢’ :
V' -V’ et un 1somorphlsme de p—espaces :

Vo) = (V',¢)er . F
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IIT — DESCRIPTION ADELIQUE DES CHTOUCAS. NOMBRES DE LEFSCHETZ

Alors ¢'™ : V! — V' est une application F ®F, F, ~ —linéaire et bijective,
et la sous—algebre engendrée

Fl¢™] C Endrey ¥, (V')

est de dimension finie sur F' et commutative.
SiIl' : V — V est le prolongement F ®f, F,-linéaire de ¢'™, c’est-a—dire
I = ¢ " ® IdF’;’ la F-sous—algebre

F' = FIIl] C Endpg, 7;(V)

. N / . . . .
est isomorphe & F[¢/™], donc est aussi de dimension finie sur F et
commutative.

De plus, I commute avec ¢, d’olt
F' C End(V, ).

Posons Fy,,) = (| F[II'V].
N>1

C’est une F—a,lgéb;e commutative et de dimension finie, et il existe un
entier N > 1 tel que F(y,,,) = F[II'V].

Comme I’V : V — V est bijective, II’V est élément de F(y, ) et on peut
poser

H(V,‘P) = (H/N)l/n N € F(>€’,<P) ®Q.

On vérifie facilement que (F{y,,),I(v,,)) est une yp—paire et qu’elle est
indépendante des choix & unique isomorphisme pres.
On a le théoréme suivant, di & Drinfeld :

THEOREME 4. —

(i) La catégorie des p—espaces sur E est abélienne, F-linéaire et
semi-simple.

(ii) L’application (V,p) — (Fv,,),(v,,)) ci-dessus induit.une bi-
Jjection entre l’ensemble des classes d’isomorphismes de p—espaces irréduc-
tibles et l’ensemble des classes d’isomorphismes de p—paires (F,II), ou F
est un corps.

(iii) Si F est un corps extension finie de F, et Il € F* ® Q, notons
d(II) le plus petit dénominateur commun des rationnels deg(Z)Z(II), ou =

décrit I’ensemble des places de F et deg(Z) est le degré sur Fy du corps
résiduel de T.
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1. RAPPELS : (¢p-ESPACES ET F;-MODULES DE DIEUDONNE

Avec ces notations, on a pour tout p—espace irréductible (V, ¢)
dimF@qu(V) = [Fiv) : Fld(M(v,p))

et End(V, @) est une algébre da division centrale sur F(y,,) de dimension
d(I(v,))? et d’invariants

invz (End(V; ¢)) = — deg(£)Z(Il(v,y)) € Q/Z

en les places & de Fly,,)-

0

Soit maintenant z une place de F. On rappelle que F, désigne la
complétion correspondante de F', O, ’anneau des entiers de Fy, w, € O,
un élément uniformisant, x(z) le corps résiduel et deg(z) la dimension de
k(z) sur Fy.

DEFINITION 5. — Un Fy—module de Dieudonné sur ]F—q est un Fz®FqIF_q—
module N de type fini qui est muni d’une application Idp, ® Frob-linéaire
bijective ¢ : N — N.

Un morphisme a entre deur F,—modules de Dieudonné (Ni,%1) et
(N2,12) est une application Fzéqu—h’néaiTe Ny -5 N, telle que p00 =
ao;.

Les F,—modules de Dieudonné forment une catégorie qui est F,—linéaire,
abélienne, ncethérienne et artinienne.

Soit 4g : #5(z) — F, un plongement fixé sur ]Fq

Et pour j € Z/ deg(m)Z notons i; = Frob’ oig : k() < Fy. Alors on a
un scindage canonique, ou chacun des facteurs est un corps :

Fa:@]Fq]F_q = HFzén(z),i,-E
J

Par consequent la donnée d’un F-module de Dieudonné (N,1) est
équivalente & celle d’espaces de dimension finie N; sur Fx®n(z) ZJ]F’ et
d’applications semilinéaires bijectives ¢; : N; — N,.,_l sur

Isz ®n(m) Frob : Fzén(z),ij]ETq - Fzén(z),ij.'.lE .

Cela revient encore & se donner un espace vectoriel Ny de dimension
finie sur Fz®n(m),i0E et une application Idp, @n(z),io Frobd°8(®)_lindaire
bijective

Yo = Pdeg(z)—1 © Pdeg(z)—2 © w0 : No = Np .
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Soient maintenant e > 1, r € Z deux entiers premiers entre eux.
Soit No un espace vectoriel de dimension e sur F;®y(z),i,Fq avec pour

base ny,...,n et soit ¥ : Ng — Ny application Isz®,¢(w),io Frobdee(®)_
linéaire bijective définie par :
N_ Jogne sii=1
'wO(nz)"'{ni_l sii=2,...,e

D’apres les considérations précédentes, la paire (No, o) définit un F,—
module de Dieudonné que I’on notera (Ne,,;¥e,r). Sa classe d’isomorphis-
mes ne dépend pas des choix du plongement i : k(z) — ]FT, et de ’élément
uniformisant w, € O;.

Toujours d’apres Drinfeld, on a les résultats suivants :
THEOREME 6. —

(i) La catégorie abélienne des Fy—modules de Dieudonné sur F, est
semi—simple.

(ii) Les Fy—modules de Dieudonné irréductibles sont exactement les
(Ne,r; Ye,r) définis ci-dessus.

(iii) Pour tous entiers e > 1, r € Z avec e AT = 1, End(Ne r; Ye.r)
est une algebre & division centrale sur F, d’invariant —% € Q/Z.

[
PROPOSITION 7. — Soit (V,p) un p-espace irréductible et (F,II) =
(Fv,0), IL(v,p)) la p-paire qui lui correspond.
Pour toute place  de F' au—dessus de x, posons
(Vz, 02) = Fs®(V, ) -
Le scindage canonique F, ®p F = E[ﬁi induit un scindage (Vg, @) =
T|x

D (Vz,0z) de Vi, pz) = F.® F(V,p) comme Fy-module de Dieudonné.

|z
| Alors, pour toute place T de F au—dessus de z, (Vz, pz) est isomorphe d
(Ndz,rs; Ydzrs)™

ou les entiers dz, vz et sz sont uniquement déterminés par :
dz >1, r:€Z, s >1
dz ANrz =1
rz/ds = deg(&)Z(I1)/[F; : Fy)
dzsz = d(II)[F; : F,)
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1. RAPPELS : ¢0-ESPACES ET F;~-MODULES DE DIEUDONNE

Pour (N,4) un Fy—module de Dieudonné sur ]F—q, on appellera réseau
dans N tout sous—Ozéqu_q—module de type fini de N qui engendre N
comme F,®r, F,~module.

Par ailleurs, on notera

N¥ ={ne N |(n)=n}.

LEMME 8. — Les propriétés suivantes d’un Fp-module de Dieudonné
(N, ) sont équivalentes :
(i) Il existe un réseau M de N tel que (M) = M.
(ii) Le morphisme canonique N 1/’(X\);pq]l?‘_q — N est bijectif.
(iii) (N,) est isomorphe d une puissance de (N1,0;%1,0)-

De plus, si ces conditions sont remplies, alors pour tout réseau M
de N wvérifiant y(M) = M, MY = M N NY est un réseau dans le
Fy—espace vectoriel de dimension finie N ¥ et le morphisme canonique
M ’/’®Fq F, — M est un isomorphisme.

0

LEMME 9. — Les propriétés suivantes de (N,1) sont équivalentes :
(i) L’ensemble N des réseaur M de N tels que :

o (M) C M [resp. M C (M)],

e In2>1, P"(M) C woM [resp. M C woyp™(M)],

. dimE-(M/z/;(M)) =1 [resp. dimﬂ(w(M)/M) =1],
est non vide.

(Ne,l; we,l) [resp. (Ne,—l; "/Je,—l)]'
De plus, si ces conditions sont réalisées, N' est un espace principal
homogéne pour action du groupe Z donnée par

ZXN —N (m,M)+— yp™(M).

(ii) Il existe un entier e > 1 tel que (N,) soit isomorphe a

LeEMME 10. — Les propriétés suivantes de (N,1)) sont équivalentes :
(i) Il existe un réseau M dans N tel que :

o (M) C M [resp. M C o(M)]
. dimm—,q-(M/Q,b(M)) =1 [resp. dimg—(y(M)/M) = 1]
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(if) Il existe des entiers e > h > 1 tels que (N, ) soit isomorphe d
(N1,0;%1,0)°™" @ (V15 ¥h,1) [resp. (N1,0;%1,0)° " @ (N, —1; ¥h,-1)] -

De plus, si ces propriétés sont satisfaites, tout réseau M de N satis-
faisant les conditions de (i) se décompose de maniére unique en somme
directe de deur O,Qr, F,-sous-modules libres

M=Mét@Mc

tels que :

o H(ME) = Mé
o (M°) C M® [resp. M€ C (M?)]
e In>1, Y"(M°) C w, M€ [resp. M® C w, " (M°)]
o dimg—(M°/p(M?)) =1 [resp. dimg—(s(M*)/M*) = 1]
0

2. — Description i isogénie prés des D—chtoucas de rang r sur F,

Dans cette section et jusqu’a la fin du chapitre, on fixe 0 et oo deux
points fermés de X ou, si ’on préfere, deux places de F.

On suppose que 0 et oo sont distincts, et qu’ils sont dans l'ouvert
X' C X. Ainsi les algébres Dy = D ®o, 0o et Do = D @0y O sont
respectivement isomorphes & M4(Op) et M4(Oco)-

On fixe également deux plongements x(0) — F, et k(o0o0) — F, sur Fq,
autrement dit deux points de X (F,) au-dessus de 0 et co qu’on notera 0
et oC.

£ .
J
- N
DEFINITION 1. — Si € = &' | est un D-chtouca de rang r sur
o
IE‘_q ayant 0 pour zéro et 30 pour péle, on appelle fibre générique de E le
triplet (V,p,1) ot :

o V est la fibre générique de £,
o ¢ est Uapplication Idr @ Frob-linéaire composée

3 tot
VLTV —V,
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e i: D — End(V, ) est 'homomorphisme de F-algébres induit par
Vaction & droite de D sur E.

On dira que deuz tels D—chtoucas sont isogénes si leurs fibres génériques
respectives sont isomorphes.

PRrOPOSITION 2. — Il existe une bijection naturelle de l’ensemble des
classes d’isomorphismes de D-chtoucas de rang v sur F, ayant 0 pour
2éro et 30 pour pole sur l’ensemble des classes d’isomorphismes de paires

(V,9,9), (Mz)zex)), 0U :
o (V,p) est un p—espace sur Fq, de rang rd* sur F ®r, F,,
e i: D — End(V, ) est un homomorphisme de F-algébres,
o les M, indexés par les points fermés de X, sont des réseaur,

libres de rang r sur Dzépq]—F—q, dans les Fy—modules de Dieudonné

(Va, 9z) = (Fu®FV, Fu®rp) et qui vérifient :

(1) on @ WooPoo(Moo) € Moo € $oo(Moo) ; le module poo(Meo) /Moo
sur k(00) ®r, Fy est de longueur d et supporté par le point 0 ;

(i) on a woMo C @o(Mo) C My ; le module Mo/po(Mo) sur

x(0) ®r, F_q est de longueur d et supporté par le point 0 ;
(iii) si x # 00,0 on a wz(Mz) = My ;

(iv) n’importe quelle base de l’espace vectoriel V sur F ®g, Fy est
telle que pour presque toute place z, elle s’envoie dans le réseau M, de V;
et l’engendre comme O, Qr, F,-module.

Cette bijection est induite par lapplication qui & tout tel D—chtouca
E

&= &' | associe sa fibre générique ainsi que la famille des réseaux

&

M, = 8®0x0w C 8®osz.

Démonstration : Il est évident que si & est un D—chtouca de rang r
sur F, ayant 0 pour zéro et 55 pour péle, et si ((V,,1), (Mz)zex) est la
paire associée, alors V est de rang rd? sur F ®r, Fq, (V, ¢) est un g—espace
sur F,, et les réseaux M, satisfont les propriétés (i), (ii), (iii), (iv).
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Réciproquement, & toute paire ((V,p,1), (Mz)z¢|x|) Vvérifiant les con-
ditions de la proposition, on cherche & associer un D-chtouca & =

£
N\ P

T g /‘

Commencons par noter F = F ®f . E le corps des fonctions de la courbe
X = X ®r, Fy et pour tout point fermé Z de X, soient Fz le complété de
F selon la valuation associée & T et Oz son anneau des entiers. Si est
un point fermé de X et T décrit ’ensemble fini des points fermés de X
au—dessus de z, on a

F,®y Fq = HFE et 0m®1FqF_q = HOE
z

z
Pour tout point fermé Z de X, d’image z dans X, on pose

VE:V@FF—E:‘/‘B@(F, FE et ME:MQ@(O.‘;@]F E)Og
a

®r,Fa)
Ainsi, Mz est un réseau dans Vg, libre de rang r sur la Ogz-algebre
D R0, Oz, et les propriétés (i), (ii), (iii), (iv) des M, se traduisent par :

(i) M= C ¢(Mx) et le quotient ¢ps(Mws)/Mz est un espace
vectoriel sur le corps résiduel «(55) = Fy, de dimension d,

(i) pg(Mz) € Mg et le quotient Mg/p5(Mg) est un espace vectoriel
sur le corps résiduel n(O) F,, de dimension d,

(iii)’ si T # 0,50, pz(Mz) =

(iv)’ n’importe quelle base de l’espace vectoriel V sur F est telle
que pour presque toute place T, elle s’envoie dans le réseau Mz de Vi
et ’engendre comme Oz—module.

Définissons alors les faisceaux £ et £’ sur X par leurs sections sur tout
ouvert U de X :

HOU,E) = (HM)nVc I v=

zeU zeU
H@,€) = ([] Mz +e=M)) nV < [ V&
zeU TeU

Comme pour tout point fermé Z de X on a Mz ®o_ Fz = Vg, € et &'
sont des Ox—Modules quasi—cohérents. Et d’apres la propriété (iv)’, leurs
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fibres génériques s’identifient & V. On a des plongements évidents £ — &’
et 7€ «— &’ et aussi une action de D®op, O sur £ et £’ compatible avec ces
plongements. Puis, d’apres le théoréeme d’approximation forte, on a pour
tout point fermé T de X

8®OYOE=ME et 8,®0Y05=M5+¢5(M5).

On en déduit que £ et £’ sont des Ox-Modules localement libres de rang
rd? puis, d’apres le lemme 4 du paragraphe 1.2, qu’ils sont localement libres
de rang r sur D ®o, O%.

On en déduit aussi, d’apres les propriétés (i)’, (ii)’ et (iii)’, que £'/€ et
&' /7€ sont supportés par o0 et 0 respectivement et sont de dimension d
sur F,.

Ceci termine la démonstration. 0

LeMME 3. — Soit (V,p,1) la fibre générique d’un D—chtouca de rang r

&
— _ i _ o~ N,
sur Fy, ayant 0 pour zéro et 56 pour pole, £ = &
Tg /

Soit (V) = (V,¢") & (V",¢") la décomposition de (V,¢) dans la
catégorie semi-simple des p—espaces, ot I'on a regroupé dans (V", ") tous
les facteurs triviauz c’est-d-dire isomorphes d (F ®r, Fq, Idr ® Frob) et
dans (V',¢') tous les autres facteurs.

Alors :

(i) (V',¢') et (V",¢") sont stables par laction a droite de D,

(if) (V',¢) est irréductible au sens qu’il ne posséde pas de sous—p—
espace stable par D,

(iii) le rang de (V', ') est un multiple de d?, donc de la forme r'd?

avecr <.

(iv) (V',¢') est non nul (soit v’ > 1) et il est isotypique, c’est—i—dire
ne fait intervenir dans sa décomposition qu’une seule classe d’isomorphis-
mes de p—espaces irréductibles.

On appellera (V",¢") la partie triviale de (V,p,1), (V',¢') sa partie
irréductible et ', 1 < v’ <r, son rang irréductible.

Démonstration : (i) résulte de ce que, comme (V',¢’) et (V”, ¢") sont
sans facteurs irréductibles communs dans la catégorie semi—simple des ¢—
espaces, on a

End(V, ) = End(V',¢’) x End(V", ¢").
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Pour (ii) et (iii), considérons (W, ¢) un sous—p—espace de (V, ) stable
par l’action de D. Soient F et F' les sous—fibrés maximaux de & et &’
engendrés par W C V. Les morphismes F Qo, D — £/F, F' o, D —
EVF,F—E&/F et ™F — E/F sont partout nuls puisqu'ils le sont sur
la fibre générique et que £/F et £'/F’ sont sans torsion. Autrement dit,
F, F’' sont stables par ’action de D et les plongements £ — &', 7€ — &’
induisent des plongements F — F', TF — F'.

Or d’apres le lemme du serpent appliqué au diagramme

0 — F — & — E/F — 0

l l l

0 — F — & — &/F — 0

on a une suite exacte de D ®p, F,~Modules
0 —F|F—E)E— (E)F)/(EIF)—0

ou &' /€ est supporté par 50 et de dimension d sur 7F:, donc irréductible
puisque Do, & My(Oco)-

On en déduit que ou bien F'/F = 0 ou bien F'/F = £'/E. Dans le
premier cas, comme "F et F ont méme degré, on a aussi F'/7F = 0, d’ou
un isomorphisme "F = F. D’apres le lemme 3 du paragraphe 1.3, on peut
écrire F = F ®p, Fq, ol F est un D-Module sur X. Donc (W, ¢) n’a que
des facteurs triviaux et son rang est un multiple de d?.

De méme, dans le second cas, (V/W, ¢) n’a que des facteurs triviaux et
son rang est un multiple de d?.

Ceci prouve (ii) et (iii).

(iv). Si lon avait (V, @) = (V”,¢"), alors par exemple (Vj, o) serait une
puissance de (N1,0;%1,0), donc ne posséderait pas de réseau My vérifiant
vo(Mp) & My, ce qui contredit la proposition 2.

Par ailleurs, si (V’, ¢') n’était pas isotypique, on pourrait écrire (V/,¢')=
(VI,0}) & (V3,¢5) avec (V{,¢}) et (Va,¢5) sans facteurs communs donc
stables par D comme dans (i). Et cela contredirait (ii). 0

D’apres le lemme 10 du paragraphe III.1, on a :

LEMME 4. — Soit ((V,¢,1), (Ms)seix|) une paire comme dans la
proposition 2.
Et soit ', 1 <7’ <r, le rang irréductible de (V, ¢,1).
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Le choiz d’un isomorphisme Doo =2 My(Ox) [resp.Dy = My(Oo)]
détermine par équivalence de Morita un scindage canonique

(Voos Poo) = (Voos oo)? €t Moo = (Moo)?
[resp. (‘/0’ ()DO) = (%7 ¢O)d et MO = (MO)d ]

ou (Voo, Poo) [resp. Vo, Po)] est un Fo, [resp. Fo]-module de Dieudonné sur
F,, et M., C V<>o [resp. M, C Vb] est un réseau.
De plus, (Vco,cpoo) [resp. (Vo,<po)] se décompose canoniquement en

(Vios Boo) = (Vi, ) ® (VX,3X) [resp. (Vo, $o) = (Vs @5) © (VO, 7))

ol pour un entier hoo, 1 < hoo < 7'd [resp. ho,1 < ho < 7'd], on a

(Veor Bs0) 2 (Ny,—15 Yhoo,-1)  (V2, BR) = (N1 ,059b1,0)"4 P
[resp. Ve, @5) = (Nho,13%ho,1) (V8> 83) = (N1,059h1,0)7¢ P |.

Enfin, le reseau M dans Voo [resp Mo dans Vo] est la somme directe
d’un réseau Mg, dans Vs, [resp. My dans Vs] et d'un réseau M dans V2
[resp. MQ dans V0] qui vérifient :

o FRMZ) = ME [resp. gH(MT) = M),

o Mg C Fx(Ms) Iresp. 5(Mg) € Mg,

e $s(Ms)/ Mg [resp. Mﬁ /@6(1\%)] est supporté par 5o [resp.0] et de
dimension 1 sur F,,

e In>1, Mg C WooP (Moo) [resp. <p"(MO) C woMO]
0

Les notations o et 0 qui apparaissent dans cette proposition vont
maintenant acquérir un sens indépendant et désigner deux places d’une
certaine extension finie F' de F' comme suit :
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ProposITION 5. — Soit ((V, ¢,1), (Mz)zc|x|) une paire comme dans la
proposition 2.

Soit (V,p,1) = (V',¢',3) & (V",¢",1) la décomposition de (V,p,i) en
partie irréductible et partie triviale, et soit ', 1 < r’ < r, son rang
irréductible. Soit (W, ) l'unique p—espace irréductible qui entre dans la
décomposition de (V',¢'), et soit (F,II) la p—paire associée.

Alors :

(i) Le p—espace (V', ') est isomorphe a (W,)<.

(ii) Si[F : F] désigne le degré sur F du corps F, on a
[F: Fld(I) = r'd.
(iii) Il existe seulement deux places Z de F telles que :Tﬁ(ﬁ) #0; l'une,

notée co, divise oo et l'autre, notée 0, divise 0.

(iv) 8% hoo, ho, 1 < hoo,ho < 7'd, sont les deuz entiers introduits
dans le lemme 4, on a

/ " ’
T4 B Rl ho = — 0
[F: F) [F: F)

(v) Si on note A = End(V,¢,i), A’ = End(V',¢',1), A" =
End(V”, ¢" 1) avec donc A=A’ x A", on a :

-~ [Fy : Fy|.

o A est une algébre & division centrale sur F, de dimension (r'd/
[F : F))? et d’invariants dans Q/Z :
[F: F]/r'd en la place o
— [F: F]/r'd en la place 0
[F; : Fylinv,(D) en toute place #,0 de F d’image x dans F

o A" est isomorphe & M,_..(D).

Démonstration : Il existe un entier n > 1 tel que (V’,¢’) soit
isomorphe & (W, 4)™. Donc le rang du p—espace (W, ) s’écrit

(1) rg(W) = r'd*/n.

D’autre part, d’aprés le théoréme 4 (iii) du paragraphe IIL.1, il est aussi
égal &

2) rg(W) = [F : Fld(IT).
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D’aprés ce méme théoréme, F est un corps et End(W, 1) est une algebre
a division centrale sur F' dont la dimension est d(II)? et dont 'invariant en
chaque place Z de F' est

— deg()&(I1) € Q/Z.
On en déduit en particulier que End(V’,¢") = M, (End(W,v)) est une
algebre centrale simple sur F d’invariants
— deg(#)2(I1) € Q/Z

et de dimension n2d(IT)2 = r'2d*/[F : F)2.

Or via i, algebre a division centrale D sur F' se plonge dans End(V; ¢),
donc aussi ’algebre centrale simple D? Qp F de dimension d2 sur F.

Par conséquent, 'algébre A’ = End(V’,¢’,1) qui est le commutateur
dans End(V’, ¢’) de D ou de D°? ®F F est une algebre centrale simple
sur F d’invariant

(3) — deg()&(I1) + [F} : FyinveD € Q/Z
en chaque place & de F au—dessus de z dans F, et de dimension
(3" r'2d?/[F : F]? sur F.

En particulier, on voit que [f : F] divise r'd.

Maintenant, comme F s'identifie au centre de A’ = End(V’ ', 1),
on voit que F ®p F [resp. F ®p Fo) se plonge dans End(V/, ¢l ,%)
[resp. End(V{, ¢, ¢)]. De plus, le choix d’isomorphismes Do, = My(Oy)
et Dy & M4(Op) comme dans le lemme 4 détermine par équivalence de
Morita des décompositions de la forme

(Vior P) = (Vie, Bo0)® (Vs 00) = (V5 )
et des isomorphismes
End(VY,, ¢l 1) gEml(ff’ 3ho)  End(Vy, 1) = End(Vy, 3

Or, d’aprés le lemme 4, ( [resp. (VO, ©6)] qui est un facteur de

(Voo, Boo) [resp. (Vo, Bo)] tel que le facteur complémentaire soit trivial, est
nécessairement de la forme

(VL @l & (Nho 150y —1) ©  (Np0;th10)" 4 hoo
[resp. (V3 30) = (Nho,13 ¥ho1) ® (Nioithro) @t |
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d’oli un isomorphisme induit

End(V.,, Poo) 2 End(Nhoy —1;ho-1) X Myra_ne, (Foo)
[resp. End(V{, 35) = End(Npo,15%ho,1) X Mya_no(Fo) |

ou, d’apres le théoréme 6 (iii) du paragraphe III.1, End(Nn,—1;Yho,,—1)]
[resp. End(Nh,,1;%he,1)] est une algébre & division centrale sur
Foo[resp. Fo| d’invariant 1/hoo [resp. —1/ho| dans Q/Z.
Donc il existe une unique place co [resp. 0] de F au-dessus de la place
oo [resp. 0] de F, telle que

Fs C End(Nh,,,—1;Yhe,-1) [resp. ﬁ() C End(Nh,15¥ho,1)] -

Et51onposeV’ —V’ ® FeorFu) 50[1’951)-‘7(,'=‘76'® F()] on a

(For Fo)
d’apres la proposition 7 du paragraphe III.1
~O/~O = (Nhoo,_l;d)hco,_l) [resp‘ "76/ = (Nho,l;who,l)] ¢

Par ailleurs, posant (W, ¥s) = (W, 1/))®Eﬁo-o [resp. (W5, 95) = (W, ¥)®%
fﬁ], on a un isomorphisme

(Weo, Y)" 2 (Vie, @5)?  [resp. (Wa, 45)™ = (VZ, @5)°]

donc e = -f; est un entier et encore d’aprés la proposition 7 du para-
graphe III.1, on a :

1 _ deg(s)do(T) 1 _ deg(0)0(ID)
4) hoo [P : Foo) resp. ho [Py : Fy]
hooe = d(I)[Fi : Foo] hoe = d(IT)[F} : Fo)

D’autre part, si Z est une place de F au-dessus de la place £ = 0o ou 0 dans
F mais distincte de & et 0, (VZ, @) = (V/, & )®( FoprF, )F est isomorphe

a une puissance de (Ny0;%1,0) donc aussi (Wz,¥z) = (W,9) ®% Fs et
toujours d’apres la proposition 7 du paragraphe III.1, cela entraine

#(I) =0.
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C’est vrai aussi lorsque Z est une place de F au-dessus d’une place x # 00,0
dans F car alors il existe dans (V;, @) un réseau M, tel que ¢, (M,) = M,,
et d’apres le lemme 8 du paragraphe III.1, cela impose que (Vg,¢s) est
isomorphe & une puissance de (Nq,0;%1,0)-

Ceci, combiné aux formules (4), prouve déja (iii).

Maintenant, d(II) est le plus petit commun dénominateur des rationnels
deg(c0)So(II) et deg(0)0(IT).

Or, d’apres (1) et (2), on a

_ /92 /
d(fi) = 4 — T4
n[F : F] [F: F)
et d’apres (4)
= —e -1 o e 1
deg(co)co(IT) = —=—= deg(0)0(IT) =

d@) rd/[F: F] d@) rd/[F:F]

Comme on a vu déja que [F : F] divise r'd, on conclut :

(5) affy = -4 @

TIF:F

Ceci prouve (i) et (ii).

La combinaison de (4) et (5) prouve (iv).

La combinaison de (3), (3’) et de (5), plus le fait que inve, D = invgD = 0
prouve la premiére partie de (v).

Pour la seconde partie de (v), il faut remarquer que A" est le commuta-
teur de D°P dans End(V"”, ¢") 2 M(,_,)a2(F), et que D®pDP = Mg (F).

Ceci termine la démonstration.

THEOREME 6. — Il eziste une bijection naturelle de l’ensemble des classes
d’isogénies de D-chtoucas de rang r sur Fy ayant 0 pour zéro et 3 pour

pole sur l’ensemble des couples (', (F,1I)), ot :

o 7’ est un entier vérifiant 1 <1’ <.
o (F,II) est une classe d’isomorphismes de p—paires vérifiant :

(i) F est un corps et le degré [F : F) divise r'd.
(i) Il eiste seulement deux places & de F telles que E(IT) # 0 ; l'une,

notée co, divise oo et ’autre, notée 0, divise 0.
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(iii) On a les formules

1
r'd/[F : F]

1

deg(0)0(IT) = va)[FF|

deg(co)o(IT) =

d’ou en particulier d(II) = [HI:%*T]'

(iv) Pour toute place T de F au-dessus d’une place x de F', on a
r'd

FoF [F3 : Fylinvg(D) =0 dans Q/Z.

Cette bijection est induite par application qui a tout tel D—chtouca
de fibre générique (V,p,1) associe le rang irréductible v’ de (V,p,1) et la
p-paire (ﬁ,ﬁ) qui correspond 4 l'unique p—espace irréductible (W, ) qui
entre comme facteur dans la partie irréductible (V',¢') de (V, ¢, 1).

Démonstration : D’apres la proposition 2, il est équivalent de raisonner
en termes de D—chtoucas comme dans I’énoncé ou bien en termes de paires
((V,¢,1), (Mz)ze|x|) comme dans ladite proposition. C’est ce second point
de vue qu’on utilisera. o

D’apres la proposition 5, on sait déja que si (r/, (F,II)) est dans I'image
de l'application étudiée, elle vérifie les propriétés de I’énoncé.

Il s’agit de construire une application inverse. Soient donc r’ un entier,
1 <7 <r, et (F,II) une p—paire satisfaisant les conditions (i), (ii), (iii),
(iv).

Soit (W, 1) le p—espace irréductible qui correspond & la p—paire (ﬁ, fI)
d’apres le théoréme 4 (ii) du paragraphe IIL.1.

Et soit A’ une algebre & division centrale sur F d’invariants

([F : F)/r'd en la place &,
— [F : F]/r'd en la place 0,

[F; : F,)inv, (D) en toute placeZ # 0,0 de F
| au-dessus d’une place x de F.

D’apres la propriété (iv), on a
/ 2
[F: F)
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Alors, D? ®p A’ = (DP @p F) ®z A" et My(End(W, 1)) sont des algébres
centrales simples sur F qui ont méme dimension r'2d*/[F : F]? = d2d(I1)2
et mémes invariants

[F: F]/r'd = — deg(co)so(II) en la place oo,

— [F : F]/r'd = — deg(0)0(II) en la place 0,

0 = — deg(&)&(II) en les places # # 0,0 de F,
comme il résulte des propriétés (ii) et (iii) et du théoréme 4 (iii) du
paragraphe III.1.

Donc il existe un isomorphisme entre ces deux algébres (unique &
automorphisme intérieur prés, d’aprés le théoréme de Skolem-Ncether) :

D? @p A" = My(End(W, 1))

Posons (V', ¢') = (W, ), et soit ¢ ’lhomomorphisme de F-algebres injectif
défini comme le composé

~

i: D% — D?Q@p A" = My(End(W,)) = End(V',¢’).
On remarque que End(V’, ¢/, ), définie comme le commutant de i(D°P)

dans End(V’, ¢’), s’identifie & A’.
Par ailleurs, soit (V”,¢") le p—espace trivial de rang (r — r')d?
DT—T-/ ®F (F ®]Fq ]FTq) )

Il est muni naturellement d’une action & droite de D, c’est—a—dire d’un
homomorphisme de F'-algebres

i: D? — End(V", ")

et End(V",¢", ) s’identifie naturellement & A” = M,_,.(D).
Posons maintenant

(V, e, i) = (VI, ()Ola Z) ©® (V”) 90”’ 2) .
On remarque que A = End(V, ¢, 1) s’identifie & A’ x A”.
Il reste & prouver qu’il est possible de construire une famille de réseaux

M, dans les F,—modules de Dieudonné (V;,¢,) = (Fu®rV, Idr, ®ryp),
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libres de rang r sur les Dac@]qu;, indexés par ’ensemble des points fermés
z de X, et satisfaisant les conditions (i), (ii), (iii), (iv) de la proposition 2.

Fixons une base de I’espace vectoriel V sur F' ®f, ]F_q.

Alors il existe un ensemble fini ¥ O {00, 0} de places de F' tel que pour
toute place x ¢ ¥, le réseau M, engendré dans V,, par cette base soit stable
par Paction de D,, libre de rang r sur Dm®FqIF‘_q et vérifie p(M;) = M.

Maintenant, si z € X£\{00,0}, (V;, ¢z) est isomorphe &

(V#=®r,Fq, 1d® Frob)
d’aprés la propriété (ii) et la proposition 7 du paragraphe III.1. Et
n’importe quel Dy,—module libre de rang r dans le D,—module libre de
rang r V= engendre un réseau M, de V. qui est stable par D,, libre de
rang r sur Dm®FqE et tel que @ (M) = M.

Enfin, le choix d’isomorphismes d’algebres Do, & My(Ox) et Dy =
M4(Op) détermine par équivalence de Morita des décompositions

(Vooa <Poo) = (Voo, ‘;Zoo)d (VOa 800) = (Vb, ¢O)d
ou, par construction de (V, ¢)

(Voos Boo) = (Wao, Poo) @ (N1,0391,0) "4

(Vo, Bo) 2 (Wo, %o) & (N1,03%1,0) "%
Et, d’aprés les propriétés (ii) et (iii) et la proposition 7 du para-
graphe III.1, on a encore
(Woo, Yoo) = (Nhuy,—15 Whoo,—1) & (N1,0,%1,0)" 4 7He
(Wo,%0) = (Nho,15 ¥ho,1) ® (N1,0,91,0)" 40
otl hoo = ﬁ[ﬁ‘& : Fool, ho = ﬁ[z«"@ : Fy).
__D’apreés le lemme 10 du paragraphe IIL1, il existe donc des réseaux
My, C Vo et My C Vj tels que

Mo € Goo(Moo) dimnir(Boo (Moo)/ Moo) = 1
o(Mo) € Mo dimg=(Mo/@o(Mo)) = 1.

De plus, quitte & transformer M, [resp. 1\70] par Qo [resp. @o| suffi-
samment de fois, on peut supposer que le support de LEOO(MOO) /Moo
[resp. Mo/ @o(Mp)] est le point & [resp. 0].

11 suffit alors de prendre

Mo = (Mo)? C (Vo) = Vo

pour terminer la construction. 0
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3. — Description d’une classe d’isogénies de D—chtoucas

On conserve sur 50, 0, 00, 0 les hypothéses du précédent paragraphe.

Pour tout sous-schéma fermé fini I — X qui évite oo et 0, on note
Chtp, ;(0,35) le groupoide des D—chtoucas de rang r sur F,, ayant 0 pour
zéro et 50 pour pole, et qui sont munis d’une structure de niveau I.

On note également

le groupoide obtenu par limite projective. On sait qu’en fait il n’a pas
d’automorphismes non triviaux.

Lorsque C décrit ’ensemble des classes d’isogénies de tels D—chtoucas,
on a évidemment une décomposition

Cht}, (0, 0) = Hcm 5(0,5).

Par images réciproques, on en déduit des décompositions

Cht}, ;(0, 55 HCht ~(0,)

et
Cht}, ._(0,0) = Hcm _(0,).

D’autre part, rappelons que A désigne ’anneau des adéles de F', c’est—
a—dire le produit restreint des F, relativement aux O, quand z décrit
I’ensemble des places de F.

On introduit aussi A>0 le produit restreint des F, relativement aux O,
quand z décrit | X|\{oo,0}. Ainsi A = F, x A®0 x Fy.

On note encore Dy = D ®f A et D°00 D ®p A0, Ainsi D,
[resp. Df’o] est le produit restreint des D, relativement aux D, quand
z décrit | X| [resp. | X[\{oo, 0}].

Enfin, entier » > 1 étant fixé, on dispose comme dans le para-
graphe 1.4b de

G(F) = GLT(D)

G(F;) = GL.(D,) pour toute place = de F,
G(A) = GL,(Da)

G(A™0) = GL, (D)
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et K, = GL.(D;) pour toute place z de F,

K= H K,
z€|X|
K0 — H K,.
z€|X|\{c0,0}

Si I — X est un sous—-schéma fermé fini [resp. et qui évite oo, 0] on note
K7 [resp. KI°°’O] le noyau de I’homomorphisme surjectif

K — GL.(D;) [resp. K>° — GL,(D;)].

On a que K [resp. K] est un sous—groupe compact ouvert de G(A)
[resp. G(A>?)] et que chaque K [resp. K‘IX”O] est un sous—groupe ouvert
d’indice fini dans K [resp. K°].

Avec ces hypotheéses et notations, on a maintenant :

THEOREME 1. — Soient C une classe d’isogénies et (V,p,i) la fibre
générique qui lui correspond. Soient (V,p,1) = (V/,¢',i) & (V”,¢",1)
sa décomposition en partie irréductible et partie triviale. Soient A =
End(V,p,i), A" = End(V’,¢',7), A" = End(V",¢",i) avec donc A =
Al x A",

Fizons des isomorphismes d’algébres Do, — My(Ooo), Do — My(Oo)
(d’ot des isomorphismes induits G(Fs) — GLr4(Ox), G(Fp) —

GL4(0y)).
Et soient
(Voos P00) = (Vo Poo ) (Vo ¢0) = (Vo, Bo)?
(Vooy Boo) = (Visor B) @ (V2, 3R) (Vo Po) = (Vi B5) & (V, B0)
avec (Vso, ) = (Nhoy =13 Yhoy,—1) (Vs @5) = (Nho,15Yho,1)

et (V2,5%2), (VO,30) triviaus, les décompositions qui leur sont associées
(d’aprés le lemme 4 du paragraphe précédent).

Alors :

(i) Le module (V,*° ’0)"000’0 sur DZ°’0, constitué des éléments de

VA\°°’0 = V®rA™0 firés par o0 = pRId, est libre de rang r.

Si YO désigne Uensemble de ses bases sur DF°, YO est un espace
principal homogéne pour action & droite naturelle de G(A°°), ou pour

00,0

Vaction & gauche naturelle de Aut(V0, 9>0,4) = Aut D:,O((VX’O 0)9™%).
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(ii) L’espace (17o°;°)az [resp. (1706)‘:’2] sur Fo, [resp. Fo| est de dimen-
sion 7d — hoo [resp.rd — ho]. Si Y [resp.YQ] désigne Uensemble des
bases de cet espace, Y°[resp. YO()] est un espace principal homogéne pour
Vaction a droite naturelle du groupe GX = GLyg—p (Foo) [resp GY =
GL,4— ho(FO)] ou pour laction a gauche naturelle de Aut(V2, %) =
Autp ((V°°)‘P°°) [resp. Aut(V9,Z0) = Autg, (VD) ""0)]

(111) St Zs [resp. Zp) deszgne ensemble des réseauz Mg, dans Vi
[resp. M0 dans Vb] qui vérifient :

o Ms C G (Ms) [resp. s(Mp) C My
o Px(Ms)/Ms [resp. Mo/‘Po(Mo)] est supporté par 0 [resp.0] et de

dimension 1 sur F,,
alors Zs [resp. Z;| est un espace principal homogéne pour Uaction de Z
donnée par

ZxZs— Zs (M, Mg) — ($s)™9E5) (Mg,)
[resp. ZxZ5— Zz  (m, M) — (5™ 95O (M) |

(1v) Le groupe multiplicatif A agit naturellement a gauche sur Y >0,

Y et YY. Ces actwns se factorisent d travers celles de Aut(V,™ (,)cpzc’ 0 )——
Autpeo (Vi "), Aut(VR, 32) =Autr, (V2)%=) et Aut(VP,3)=
Autr, (V3)%).

(v) Le groupe multiplicatif A* = (A')* x (A”)* agit naturelle-
ment sur Zs [resp. Zs). Son action se factorise a travers celle de Z via
I’homomorphisme

~ - det —oo(+)
A — (A — Auwt(Vs,Px) — FX —
~ d 0(-)
[resp. A — (A —  Aut(V3, @5) - F — Z]

ou det est I’homomorphisme de norme réduite associé a l’algebre da division
centrale End(V,, $) [resp. End(Vs, 35)] sur Fao [resp. Fp).

(vi) Notons K& = GLypg_n_ (Oco) [resp. K& = GLya_n,(00)] qui
est un sous—groupe ouvert compact de GX = GLyg—n_ (Foo) [resp. Gl =
GLrd—ho (Fo)]-

Alors l’ensemble Cht "_(0,) s’identifie canoniquement d

AX\[Zg X <Y§/K:":> x YO x (YO/KS) x Zj).
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Et pour tout sous—schéma fermé fini I — X qui évite 00,0, le groupoide
Cht77(0,30) s’identifie canoniquement d

AX\[Zs x (YR/KZ) x (YO K°) x (Y@ /KQ) x Z5) .

Démonstration : (i) résulte de ce que, d’apres la proposition 2 du
paragraphe précédent, il existe dans les (V,¢;), ¢ € |X|\{oo,0} des
réseaux M, libres de rang r sur Dmélpj‘; et vérifiant les propriétés
(iii) et (iv) dans ladite proposition. En effet, d’aprés le lemme 8 du
paragraphe III.1, on a alors des isomorphismes

(M,)#= @Fq]p_q =M,

et d’apres le lemme 4 du paragraphe 1.2, (M;)¥= est libre de rang r sur
D,. Si donc, pour tout z € |X|\{o0, 0}, on choisit (ml,m2,...,m%) une
base de (M,)?= sur D, et si on introduit m! = (Ml)ze|x\{o0,0}1---> M =
(M})ze|x|\{c0,0}> alors la famille ml,...,m" est une base de (Vf’o)"’m’o
sur DY,

Ainsi, (V,° 0)¢*° est libre de rang r sur D> et les autres assertions
s’en déduisent immédiatement.

(ii) résulte de méme du lemme 4 du paragraphe précédent.

(iii) résulte aussi du lemme 4 du paragraphe précédent, combiné au
lemme 9 du paragraphe III.1. Il apparait un facteur deg(oo) [resp. deg(0)]
car si M [resp. Mﬁ] est un élément de Zx, [resp. Z;), et si m est un entier,
alors le quotient

o (Ms) /P2 (M) [resp. @0 (Mp) /7m+ (M)

est supporté par Frob™ (o) [resp. Frob™(0)].

(iv) est évident.

(v) 1l est évident que A* agit naturellement sur Zs [resp. Z;] via
Aut(Vs, Ps) [resp. Aut(%,%)]. De plus, 'action de Aut(Vis, ) [resp.
Aut(Vs, F5)] sur Zs, [resp. Zg] se factorise nécessairement par

~ d ~ det
Aut(Vi,, o) — F2% [resp. Aut(Vs, &) ——s Fy]

en un homomorphisme FX — Z [resp. F;' — Z]. Puis, pour connaitre
ce dernier, il suffit de connaitre I’action du centre FX de Aut(f/"go,tﬁgo)
[resp. FyX de Aut(Vj, 35)]. Or, pour goo € FX N 0o, Mg € Zs, [resp. go €
F¥NO0o, M5 € Zs)et neN, ona
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dimF— M/ob/gooﬁdo = deg(OO)hooOO(goo)
dim]F oo/~_m deg(m)(ﬁao) = mdeg(oo)
det(goo) = (goo)"

[respectivement
dimg- Mg/ g0 My = deg(0)ho0(go)
dimﬁ Mﬁ/%n deg(0) (Mﬁ) =m deg(())

det(go) = (o)™

]
d’ou le résultat.
(vi) D’apres la proposition 2 et le lemme 4 du paragraphe précédent, se
donner un D—chtouca dans C, muni d’un isomorphisme de sa fibre générique
avec (V,¢,1), revient a se donner :

e pour tout z € |X |\{oo 0} un réseau M, dans V,, libre de rang r
sur D, &, F, de facon & vérifier les propriétés (iii) et (iv) de ladite
propos1t10n 2

e un réseau M dans V2 et un réseau M? dans V2, invariants par ¢

et ) respectlvement
o deux éléments M et M de Zs et Zj respectivement.
De plus, se donner une structure de tous niveaux en—dehors de oo et 0

sur le D—chtouca considéré revient & se donner pour tout x € |X[\{oco,0}
une base de M sur D, ®r,F, invariante par ¢, c’est-a—dire une base sur

D de (Vl,f"’o)‘Pm'0 qui engendre les M.

Et d’apres le lemme 8 du paragraphe III.1, La donnée de Mg‘;‘,’ et 1\73 est
équivalente & celle de deux réseaux dans (‘70%6)"’2 et (1706)‘;2, autrement dit
de deux éléments de Y2 /K% et YO /KD.

Ceci prouve la premiére assertion de (vi).

Maintenant on remarque que pour tous sous—schémas fermés I — J —
X évitant oo et 0, le foncteur

Cht (0 ) — Cht (0 )
est galoisien de groupe

Ker[GL,(D;) — GL.(D1)] = K1/Ky = K?*°/K$°
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et comme rJ]Kf}O’O = {1}, on en déduit que Cht;,’?[(ﬁ, o) s’identifie au

quotient de Chtgﬁ_ (0,50) par I’action & droite de Kf,x”o, ce qui termine la
démonstration. 0

Maintenant, décrivons en termes des identifications du théoréme 1 (vi)
l’action des opérateurs définis au paragraphe I.1.
PROPOSITION 2. —

(i) Le morphisme de champs Frob%8() [resp. Froba®®®)] induit un
foncteur de chaque groupoide Chty, ;(0,56) ou Chtp  (0,50) dans lui-
méme. De plus, ce foncteur préserve les classes d’isogénies C. Et en termes
des identifications du théoréme 1 (vi)

Cht(0,50) & A*\[Zg x (Y2 /KD) x (Y*°/K7™°) x (Y9 /K3) x Zg)
Chtz’ (0,50) 2 A™\[Zs x (Y5 /KZ) x YO x (Yo /KS) x Z4]
son action est induite par :

o lidentité sur Y, YO et Y},ﬁ,
o la translation par +1 sur Zg, [resp. Zs| c’est-d—dire l'application
Mg, — (p) %) (Ms)  [resp. Mg — (p5)* @ (Mp)],
o lidentité sur Zy [resp. Zs).
(ii) L’action de Hecke & droite du groupe GL.(D°) = G(A>?)

sur le champ Cht;’{"o’o} induit une action sur lensemble Chty, . (0,30)

qui préserve chaque classe d’isogénies C. En termes des identifications du
théoréme 1 (vi)
Cht’_(0,50) & AX\[Zs x YO /KX x YO x YO /K x Z3)
cette action est induite par :
o Videntité sur Zs,, Y, YO et Z;,
e laction & droite naturelle de G(A™°) sur YO citée dans le théo-
réme 1 (i).

Démonstration :

(i) Cette action existe car le morphisme Frobd®&(®) [resp. Frobi®®(”))
transforme le zéro 0 et le pole 5 en 0 et Frob%®&(>)(55) = o5 [resp. en
Frobd¢8(® (0) = 0 et =0].

Le reste de I’assertion est évident sur les définitions.

(ii) est évident sur les définitions, une fois remarqué que I’action de
Hecke préserve zéro et pole. 0
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4. — Description des groupoides de points fixes

On conserve sur o0, 0, 0o, 0 les hypothéses des deux précédents para-
graphes.

Par ailleurs, on se reporte aux hypothéses, notations et définitions du
paragraphe 1.4 consacré aux correspondances de Hecke, avec maintenant
T = {00, 0}.

En particulier, on fixe une fois pour toutes un élément a de degré 1 dans
( A°°’0) X

Si I — X\T est un sous-schéma fermé fini et g est un élément
de G(A>?), on dispose de la correspondance finie étale I'}, ;(g) dans
Chtp, ;/a” au-dessus de X(7) X X(7).

Si de plus u, s > 1 sont deux entiers avec deg(0)|u, deg(oc0)|s, on dispose
du champ des points fixes Fixep, ;(g,u,s) qui est algébrique au sens de
Deligne-Mumford, et étale, au—dessus de Spec £(0) x Spec k(c0).

On note Fixep, ;(g,u, 5)(0,30) le groupoide fibre au-dessus du point
(0,30) & valeurs dans F,.

Le foncteur canonique

Fixep ;(g, 4, 5)(0,50) — Chtp, ;(0,50)/a”

induit une décomposition suivant les classes d’isogénies

Fixe} ; (g, 4, 5)(0,50) = | | Fixep%(g, 4, 8)(0, ).
C

PropPosITION 1. — Soient I — X\{00,0} un sous—schéma fermé fini, g
un élément de G(A®°) et u, s > 1 deux entiers avec deg(0)|u,deg(c0)|s.

Soit C une classe d’isogénies de Chtp, ;(0,50), et fizons des isomor-
phismes d’algébres Doy — My(Os), Do — My(Op).

Alors, avec les notations ci—dessus et celles du théoréme 1 du para-
graphe 111.3, le groupoide Fixe%?l(g, u, 8)(0,30) est naturellement équiva-
lent au groupoide quotient

—~ -

A\{(7, Mg, 2, 4°°, 13, M5)} K x K7°a% x K

o (v, ﬁob, Y2, y>0, yg, M@) décrit le sous—ensemble de A* X Zg X
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Y2 x YOO x YO x Z des éléments qui vérifient

[ — deg(co)co(dety') = s
195 € Yo Koo

{ qy>o0 € g0 K00 2
78 € WK

| deg(0)0(dety’) = u

st Uon note v = (v',7") € A* = (A")* x (A")*, F le centre de algébre
a division A', det : (A")* — (F)* Uhomomorphisme de norme réduite, et
%, 0 les places de F déterminées par

Fis, = In(F®pFoo — End(Vi, $2)), Fs = Im(F®rFy — End(Vs, 35))

e Uaction d droite de K& x K% x K0 sur ce sous-ensemble
est induite par celle de GX x G(A%®0) x G sur Zs, x Y x Y0 x YO x Z;
(telle que précisée dans le théoréme 1 du paragraphe 111.3), et par l’action
identité sur le facteur A*,

e l'action a gauche de A* sur ce sous—ensemble est induite par
celle de A* sur Zg x YX x Y0 x YQ x Zj et par l’action de conjugaison
sur le facteur A*

A% x AX — A% (8,7) — 6y67 L.

Démonstration : Par définition, on a un carré 2—cartésien de champs :

Fixep, 1(g,u,8) —— Cht, ;/a”
vlv 1 (Frobg o Frob?_;Id)
D.1(9) «——— Cht}, ;/a® x Cht}, ;/a®

En prenant les fibres au-dessus du point (0,55) & valeur dans F, et en
se restreignant a la classe d’isogénies C, on en déduit un carré 2—cartésien
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de groupoides

Fixeg?_, (g,u,8)(0,50) —— Cht (0,

J J (Frob o Frob?_;Id)

I'3%(9)(0, ) ——— Cht}5(0,55)/a® x Cht3(0,55)/a?

o, d aprées le théoréme 1 (vi) du paragraphe IIL.3, le groupoide
Cht (O ) est naturellement équivalent a

AX\[Zg x Y x YO0 x YO x Z5] /KX x K° x KO
De plus, et d’apres la proposition 2 (i) du paragraphe IIL.3, ’action de

Froby Frob, sur Cht (0 ©0) est induite en ces termes par :

e Daction identité sur Y2, Y0 et YQ,
e la translation par ﬁﬁi sur Zg,
e la translation par mgs;) Sur Zs.
Enfin, d’aprés la proposition 2 (ii) du paragraphe II1.3, et la définition
de la correspondance I'}, ;(g), le groupoide I‘%‘f,(g)(ﬁ, ) s’identifie au
quotient

A\ {(M, ?/gga yloo’o’ y;o,o’ yg, Mﬁ)}/Kgoo X K?o,OaZ X K;O’Oaz X Kg
ot (Mg, ¥y, yf°’°, y2°°’0, yg, M) est le sous—ensemble de Zs, X Y x
Y0 x Y00 x Y x Z5 des éléments qui vérifient

ygo,O € yloo,OK})o,OgK}DO,OaZ .

Pour conclure il suffit, d’apres le théoréme 1 (v) du paragraphe I11.3, de
vérifier que les homomorphismes composés

det oo(+)

(A — Aut(Vg,Px) — FX —1Z
~ e 0
[resp. (A)* ——  Aut(Vs,55) -, Fy' ——*O Z ]
de
et (A/)X det (ﬁ)x ﬁ{zgoo( )
deg(0) x
do 5 $5036(-)
[resp. (Al)x __t> (F)x deg(0
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sont égaux.

On remarque que ces deux homomorphismes sont continus pour la
topologie co—-adique [resp. 0-adique], se factorisent & travers FS [resp. Fy']
et que l'image dans F[resp. Fy‘] du sous—groupe F* C F* C (A")*
a son adhérence d’indice fini. Donc il suffit de prouver que ces deux
homomorphismes deviennent égaux quand composés avec le plongement
FX I FX (SN (A/)X'

Soit donc v’ € F* C (A")*.

Son image par le premier homomorphisme est

—hoooo(v')  [resp. hoO(Y')]

et son image par le second est

—(dimz A )3 32:52; co(y') [resp. (dimz A )2 gzzggi 0(v")] -
Or d’apres la proposition 5 du paragraphe III.2, on a
r'd ~ r'd  ~ r’'d \2
o= g P i Pl o= ﬁ[F() L Fp) dimzA = ([_ﬁ_p])

et par ailleurs, on a évidemment
[Fs : Foo] deg(oco)oo(v') =deg(c0)So(y') [Fy : Fo deg(0)0(y") = deg(0)0(v')

d’oti le résultat annoncé. [
Posons, les places 0 et oo étant toujours fixées :

DEFINITION 2. — Soient u, s > 1 deuz entiers.
Un élément v du groupe G(F) = GL,(D) est dit (u,s)-admissible si la
F-algébre engendrée F[y] se décompose en F|y| = F' x F", o :

o F' est un corps, et si v désigne l’image de v dans F', alors il
existe deux places 0’ et oo’ de F' au-dessus de 0 et 0o respectivement, telles
que

() #0, o'(v)#0
et '(y') = 0 pour toute autre place ' de F' au—dessus de 0 ou oo,

e on a deg(0)0(dety) =u —deg(oo)oo(dety) = s,
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e si v désigne limage de v dans F”, alors v a toutes ses
valuations nulles au—dessus de 0 ou oo.

Remarque : Les écritures F[y] = F'xF", v = (v/,4") sont évidemment
uniques. On pourra les appeler les décompositions canoniques de F[y] et 7.
On dira que F’ et 4’ en sont les parties irréductibles, F" et 4" les parties
triviales.

On note que les polynémes minimaux de 4’ et 4" sont premiers entre eux.

0

LEMME 3. — On fize u, s > 1 deux entiers.

(i) Soient C une classe d’isogénies et (V,,1) la fibre générique qui
lui correspond Et, avec les notations du théoréme 1 du paragraphe II1.3,
soit v = (7',7") un élément de A = A" x A" tel qu’il existe y3o € Y et
y0 € KO vérifiant

— deg(co)co(dety') = s
vyoo € yoK®

(1)

158 € YOk
deg(0)0(det ') = u

(avec les notations de la proposition 1).

Alors il existe une base de (V,i) sur D ®p, F, telle que le plongement
induit AX — GL.(D ®r, Fy) envoie v sur un élément de GL.(D), bien
déterminé a conjugaison prés, et qui est nécessairement (u, s)—admissible.

De plus, si F' = F[y'], F" = F[y"], F|y] = F' x F" est la décomposition
canonique de F[vy], F' contient F et, avec les notations de la définition 2, 0
est l'unique place de F' au-dessus de 0 et 0o’ l'unique place de F' au-dessus
de .

(if) Réciproqguement, soit ~y wun élément (u,s)—admissible dans
GL.(D).

Alors il existe sur (V,i) = (D ®r, F,)" une structure de p-espace

(V,p,1), bien déterminée a isomorphisme prés préservant vy et telle que :

e v €A =End(V,p,i),

o (V,p,1) est fibre générique d’une classe d’isogénie C,

o la décomposition canonique F[y] = F' x F" est compatible avec la
décomposition canonique A = A’ x A",

o le centre F de A’ est contenu dans F' et, avec les notations de la
définition 2 ci-dessus et du théoréme 6 du pamgmphe I11.2, les places
o, 0 de F sont les restrictions des places oo', 0 de F',
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e sur (V",i), ¢" est induit par ’homomorphisme Id ® Frob de (Vi) =
(D®F,Fq)". De plus, il existe yX € Y et yd € Yo (avec les notations
du théoréme 1 du paragraphe II1.3) tel que soit vérifié le systéme de
conditions (1).

Démonstration :

(i) Posons F/ = F[y']. Ainsi F’ est un corps, plongé dans A/, et
engendré par F et F'.
On remarque d’abord que I’homomorphisme composé

f’ ®F }7'50 — A ®;.; ﬁgo — End(17°-o,¢°~o)

est 1nJect1f Comme End(Voo, P ) est une algébre & division, on voit que
F' R F est un corps. Autrement dit, il existe une unique place 5o’ de
F' au—dessus de la place co de F. De méme, il existe dans F’ une unique
place 0’ au—dessus de la place 0 de F.

Par conséquent, on a &o'(y') # 0, 0/(7’) # 0 et #(y') = 0 pour toute
autre place 3 de F' au—dessus de 0o ou 0, comme il résulte maintenant des
conditions (1). Cela implique en particulier que si 0o’ et 0’ sont les places
de F” restrictions de &’ et 0/, alors &’ [resp. 0] est I'unique place de F
au—dessus de oo’ [resp. 0'].

Or, si II est élément de (F))* ® Q tel que (F, II) soit la p—paire associée
a (V’ ,¢'), on a y d’aprés le théoréme 6 du paragraphe III.2 que oo(H) # 0,

0(IT) # 0 et #(IT) = 0 pour tout autre place & de F.

Par ailleurs, il existe dans F’ un élément non nul II tel que oo’ (II') # 0,
0'(Il") # 0, et 2'(II') = 0 pour toute autre place ' de F'. En effet, si
X' désigne la courbe projective lisse sur F, dont le corps des fonctions
est F’, le fibré associé au diviseur de degré 0 : deg(0")oo’ — deg(c0’)0’ est
nécessairement de torsion dans le groupe abélien Pic(X’).

Maintenant, il existe deux entiers non nuls N, N’ € Z tels que v e
(F)* C (F')x, TN e (F')% C (F')* et &/(IIV) = &'(II'N'). D’autre
part, on a automatiquement ' (IIN) = 0 = &' (I'"") pour toute place
i # &', 0 dans F’. Donc aussi 0'(IIV) = 0'(I'N") d’apres la formule du
produit, et IIN et I’V different d’une constante multiplicative. Quitte &
remplacer N et N’ par des multiples, on peut méme supposer

oy =y,

Mais, d’apres le lemme 3 du paragraphe III.1, F est engendré sur F' par
IV, donc F C F' et F' = F'.

134



4. DESCRIPTION DES GROUPOIDES DE POINTS FIXES

D’autre part, il résulte encore des conditions (1) que ¥” a toutes ses
valuations nulles au—-dessus de oo ou 0.
Maintenant, montrons qu’il existe un plongement F’ — M,/(D). On

SN2
dispose d’un plongement F’ — A’, et on sait dimz A" = ([—‘;-%]) . Donc

tous les invariants de A’ ®z F' sont annulés par % Or, d’apres la
proposition 5 (v) du paragraphe I11.2, A’ et D ®F F ont mémes invariants
en toutes les places T # %, 0 dans F. Par conséque’nt, tous les invariants
de D®r F' = (D®F F) ®% F' sont annulés par I;,—‘;,T

L’existence d’un plongement F' < M,/(D) résulte alors du lemme
suivant :

LEMME 4. — Soient K un corps de fonctions sur un corps fini, K' un
corps extension finie de K et A une algébre centrale simple sur K, de
dimension finie o.

Alors, il existe un plongement K' — A sur K si et seulement si [K' : K]

divise o et Tff_?ﬂ annule tous les invariants de AQx K' en les places de K'.

Démonstration : Supposons qu’il existe un plongement K’ — A. Et
soit K" un corps plongé dans A, maximal, et contenant K’. On a que K" est
dans A son propre centralisateur. Donc, d’aprés [Jacobson, II] théoréme 4.8,
on a

[K” : K] =a et (AQk K/) Rk K" =A@k K" = Ma(K”) .

Donc [K" : K'| = %7z est un entier, et qui annule tous les invariants de
A®g K’ en les places de K’.

Réciproquement, si ﬁ = o/ est un entier qui annule les invariants de
A®k K', on peut écrire AQ g K’ = M, /o/(A’) o1 A’ est une algeébre centrale
simple sur K’, de dimension /2. On a aussi AP Qx K’ = Mo/ (A'°F) et
le choix d’une base de A’°P sur K détermine un plongement

AP @k K' — M,2(K).
Le commutateur de A°? dans M,2(K) est isomorphe & A, et il contient K.

C’est ce qu’on voulait. [

Suite de la démonstration du lemme 3 :

Maintenant, le choix d’une base de (V’,i) sur D ®, F, détermine un
plongement composé

F' — End(V',¢',i) < End(V’,i) = M, (D ®r, F,)
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qui, d’apres le théoreme de Skolem—Ncether, est conjugué de

F' — M,«/(D) — M,J(D ®]Fq ]F_q)

\

Autrement dit, quitte & changer de base, on peut supposer que ces
homomorphismes composés sont égaux.

Par ailleurs, si on choisit une base sur D de (V”)?", elle induit un
plongement

F" < End(V",¢",i) = End((V")*" i) = M,»(D).
Le composé
Fly] = F' x F" — M,/(D) x M,(D) — M,(D)
répond alors a la question posée.

En effet, pour prouver que ’image de 7 est (u, s)-admissible on n’a plus
qu’a remarquer que les homomorphismes

— deg(0) ()

(Fs)* .7
. (i 20
ot (Fg)* —, ()% — st
fresp. (F)* ——s (Fp)* —— 0, 7]

sont égaux.

(i) v € GL,(D) peut étre vu comme un automorphisme du D-module
a droite D", et aussi du D ®, F;—module & droite (D ®F, F,)".

On pose V' = Kery” ®p, Fq, V" = Ker?y ®r, Fy, si (v,7") est la
décomposition canonique de 7. Ainsi, 4’ s’identifie & un automorphisme de
Ker~”, ou de V', et 4" s’identifie & un automorphisme de Ker+’, ou de
V". On notera 7’ le rang de V.

Il s’agit de mettre sur V' et V" des structures de p—espaces ¢’ et ¢’ de
fagon & vérifier les propriétés de 1’énoncé.

(V",¢") doit étre un p—espace trivial, avec v € End(V",¢"”,i). On
peut prendre ¢” = Idker ® Frob, et c’est la seule possibilité.

Voyons maintenant comment construire ¢'.

Tout d’abord, il existe II' € (F')* tel que oo/ (II') # 0, 0'(I') # 0, et
z'(II') = 0 pour toute autre place =’ de F.
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Et soit F= () F[II'"]CF".
_ n€Z\{0} _
Puis, soit IT 'unique élément de (F)* ® Q colinéaire & II' et qui vérifie

deg(ce)oo(fD) = - aeg @y = L0

si %0, 0 désignent les places de F obtenues par restriction de oo’, 0. On a
aussi Z(II) = 0 pour toute place Z # S, 0 dans F.

Et on remarque au passage que nécessairement oo et 0’ sont les seules
places de F’ au—dessus de o et 0 puisque I € (F)* ® Q et «/(I') = 0,
V' # oo, 0.

Par ailleurs, de P'existence des plongements

F < F' < End(Ker~”,i) & M,(D)

on déduit d’apres le lemme 4 que [F F] et méme [F' : F| divisent 7'd, que

rd 'd r'd
nnule les invariants de D Fet annule les invariants de
FF annule les ®r F et que I—IF’ sd

D®r F'.

On voit déja d’apres le théoréme 6 du paragraphe II1.2 que (V’, %) peut
étre muni d’une structure de yp—espace (V’,¢’,i) dont la ¢—paire associée
soit (ﬁ, ﬁ) et telle que (V, p,4) = (V',¢',i)®(V", ", 1) définisse une classe
d’isogénie C.

Montrons que quitte & conjuguer ¢’ par un élément de Aut(V’,q), on
peut supposer que 7' € Aut(V’,¢’,i) = A'.

Pour cela, il suffit de prouver qu’existe un plongement

F' — A
car alors les plongements
F'— A" Aut(V',i) et F' — Aut(V',q)

seront nécessairement conjugués.
Et d’apres le lemme 4, il s’agit de voir que [F’ : F] divise <% [F ] et que

IFT’_:;T annule les invariants de A’ @ F’.

Cela résulte de ce qu’on a déja prouvé, car, d’apres la proposition 5 (v)
du paragraphe I11.2, A’ @z F’ a mémes invariants que D Q@ F’ en toutes
les places distinctes de oo’ et 0, et ses invariants en oo’ et 0 sont
respectivement

[F: F]

F': F| [F F] . [ : F]
e e SR Ry = .

A~ =[
R Pl = —
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Ceci achéve la construction d’un ¢’ convenable. Et il est immédiat qu’a
isomorphisme pres préservant 4’ c’est la seule possibilité.

La derniére assertion résulte de ce que, comme v est (u, s)-admissible,
son image dans Aut((V°°)‘f’°°) [resp. Aut((Vo)‘PO)] a toutes ses valua-
tions nulles, donc engendre un sous—groupe d’adhérence compacte, qui
nécessairement stabilise un réseau, c’est-a—dire un élément de Y /K
[resp. YO /KD). [

De la proposition 1 et du lemme 3, ainsi que du théoreme 1 du
paragraphe IIL.3, on déduit immédiatement :

THEOREME 5. — Soient r > 1 un entier, co et 0 deuz places distinctes
de F qui sont dans X', et 55, 0 deuz points de X (F,) au—dessus de co et 0.

On fize des isomorphismes d’algébres Do — My(Os), Do —
M4(0Oy). . L

Soit (V,1) le D ®r, Fg-module d droite (D ®p, Fq)".

Pour toute structure de p—-espace (V,p,i) sur (V i), telle que (V)% =
(V"¢ soit contenu dans D" et qui corresponde & une classe d’isogénies
de Cht}(0,30), on choisit une fois pour toutes, avec les notations du
théoréme 1 du paragraphe I11.3, un point base dans

0 00,0 0 ~
s X YZ x YU x Yy x Zj
c’est—a—dire :
,0
o une base de (V)¢ sur D°

o une base de (170‘?);2 [resp. (VOG);’%] sur Fo, [resp. Fy),

e un réseau dans Vs, [resp. 170] qui soit élément de Zs [resp. Zp).

En notant G(A®0) = GL.(Dy> ) G® = GLra—n, (Fxo), GO =

GLrd—ho (Fo) et A=End(V, p,1), A’ = End(V' ¢',1), A”=End(V",¢",1),
on a des homomorphismes induits :

deg(co) ~
det ~ _degzoogoo(')

Ax Alx FX ) Z
AX — G
AX — G(Aoo,O)
A —— @Y 5~
° det  ~ SEG00)
Ax AIX X ) Z
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De plus, soit a un élément de degré 1 dans (A®°)*, firé une fois pour
toutes.

Et soient u, s > 1 deux entiers, avec deg(0) | u et deg(oo) | s.

Pour tout élément v de G(F) = GL.(D) qui est (u,s)—admissible, on
choisit une fois pour toutes une structure de p-espace (V,p,1) sur (V,1)
qui satisfasse les conditions du lemme 3 (ii). Et on note A, = A, x A7,
la sous—algébre de A = A’ x A" des éléments qui commutent avec 7.

Alors, si v décrit un ensemble de représentants des classes de conju-
gaison d’éléments (u,s)-admissibles de G(F) = GL.(D), les choix que
nous avons faits déterminent une équivalence, pour tout sous-schéma fermé
fini I — X\{00,0} et tout élément g de G(A®P), entre le groupoide
Fixep, 1(9,u,5)(0,30) et la somme disjointe de groupoides quotients

H A:\{(mob,gg?,goo’o,yg,mﬁ)}/ng X K?O’OG/Z X Kg
Y

ol

Kg.? = Ger—hoo (Ooo) - Ger—hoo (Foo) = GS

K*® =Ker| [[ GL-(D:) — GL.(D1)| € GL-(D3>°) = G(A™?)

z€|X|
x#00,0

KO = GLyg—hy (00) € GLra—n, (Fo) = G

et {(ms, 9%, 9>, 98, mg)} est le sous—ensemble de Z x G x G(A®0) x
GY x Z défini par les conditions

(92) 9% € K
(goo,O)—l,ygoo,O € K_‘,’°’°gK}’°’°aZ
(99) 195 € K3 -

5. — Nombres de Lefschetz

Sont toujours fixés 0o, 0, 56 et 0 comme dans les précédents paragraphes.
Par ailleurs, on suppose que D est une Ox—Algebre partout maximale.

a) Polygones de Harder—Narasimhan
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LEMME 1. — Soit o un nombre réel. .
Soit Ag = la catégorie abélienne des diagrammes de D ®r, Fq—Modules

cohérents sur X ®F, ]F_q

ol j ett sont des isomorphismes en—dehors de 50 et 0 respectivement.
Soient rg et deg,, les deuz applications

rg: ObAsss — N
E— 1g€ = rgD®FqF—q(8/€tor)
deg, : ObAss — R
£ — adeg(det &) + (1 — a) deg(det £') .

Alors Asss munie de ces deux applications est une catégorie d pentes
(au sens de la définition 1 du paragraphe 11.2).

De plus, si E est un objet sans torsion de Asss (c’est-d—dire un
D—chtouca généralisé sur ]F—q), muni d’un automorphisme v de sa fibre
générique, alors la famille de ses sous—objets dont la fibre générique est
stabilisée par v est une bonne famille (toujours au sens de la définition 1
du paragraphe 11.2).

Démonstration : Cela résulte du lemme 3 du paragraphe 11.2 et du
fait que si y est un automorphisme d’un certain p—espace (V, @, ) la famille
des sous—espaces stabilisés par -y est stable par intersections et sommes. []

D’apres la proposition 2 du paragraphe I1.2, on voit maintenant que
pour tout entier r > 1 et tout nombre réel a, on peut associer a tout
couple (€,~) constitué d’un objet £ de Cht,(0,50) et d’un automorphisme
~ de la fibre générique de £ , un polygone a—canonique

Dyot [0,7] — R,
On dispose aussi du polygone a—canonique de £
Do : [0,7] — R4
et on a évidemment toujours 1’inégalité

Pya S Pa-

140



5. NOMBRES DE LEFSCHETZ

LEMME 2. — Soient r > 1 un entier et a un nombre réel.

Soient £ un objet de Cht(0,50) et v un automorphisme de la fibre
générique (V,p,i) de E. Soit v = (v,7") Vécriture qui correspond d
la décomposition canonique (V,p,i) = (V',¢',i) & (V",¢",i) en partie
irréductible et partie triviale.

Enfin, soit £ un élément de Pic(X) muni d’une section rationnelle non
nulle ¢ et tel que I’homomorphisme v : (V,p,1) — (V,¢,1) et £ induisent
un homomorphisme partout défini

7”®€:§—>g®ox£.

Alors, en posant R = ddegL, on a :
(i) Pour tout sous-objet mazimal F de £ tel que

Ha(F) > uk(€/F) +R,

la fibre générique de F est stabilisée par .
(ii) Pour tout polygone p : [0,7] — Ry vérifiant

1< <r=p(r') —p(r' = 1) > [p(r' +1) —=p(r')] + R

et en notant p., , et P, les polygones a—canoniques de (g ,7) et g’, on a
l’équivalence
Pya <P Dy <Pp.

Démonstration : _

(i) La fibre générique de F s’écrit comme la somme directe d’un sous—
espace de (V’,¢’,i) qui est soit 0 soit (V’/,¢’,7) et d’un sous—espace
de (V”,¢",i). Donc elle est automatiquement stabilisée par 4. Comme
v =" +4", il s’agit de voir qu’elle est aussi stabilisée par " c’est—a—dire
que 'homomorphisme composé

~ ~ Y’ ~ ~ ~
FobflhE0o, L—E/F®o, L

est nul.
Or, d’apres le lemme 6 (i) du paragraphe I1.2, on a

pt(E)F ®ox L) = pt(E/F) +ddeg £
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d’ol par hypothese
Ha(F) > ui (E/F ®oyx L)

On conclut d’aprés la proposition 2 (v) du paragraphe II.2.
(ii) On sait que p,, , < P, d’ou déja 'implication

Réciproquement, supposons qu ’on n’ait pas p, < p. Soit 0 = & C 51
la filtration a—canonique de €. Soit F un objet parmi les &; qui maximise
la quantité

(dego F — 2f deg, &) — p(rg F) = (Po — p)(rg F) -
Ainsi, on a _
~ rg F ~ ~
deg, F — =—=deg, € > p(rg F)
rg€
et par ailleurs, il résulte de I’hypothése sur p que
p=(F) > pt(E/F)+R.
D’apres (i), la fibre générique de F est stabilisée par « et donc il n’est pas
vrai non plus que 3, , < p. 0
Considérons maintenant, pour r > 1 un entier et a € R, 'application qui
3 tout objet de Cht7,(0,30) [resp. et qui est muni d’un automorphisme de
sa fibre générique] associe son polygone a—canonique B, [resp. 1‘7%0]. Cette
application est invariante par ’action de Pic(X) d’apres le corollaire 7 (i)
du paragraphe I1.2. En particulier, si on a choisi un élément a de degré 1
dans (A®0)* elle est invariante par aZ.
Or, si I — X\{oo, O} est un sous—schéma fermé fini, g est un élément

de G(A®®) = GL,(D°) et u,s > 1 sont deux entiers avec deg(0)|u et
deg(00)|s, le foncteur

Fixe%,l (ga U, 5)(6, %) — Chtr’D,I(ﬁa &)/aZ - Chtr'l)(ﬁ’ E)/O’Z

associe & tout objet de Fixe} ;(g,u,s)(0,30) un objet de Chtp(0,0)
(modulo a%) et qui de plus est évidemment muni d’un automorphisme
de sa fibre générique.

A tout objet de Fixep, (g, u, s)(0,30), on sait donc associer des polygones
a—canoniques P, €t D -
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PROPOSITION 3. — On a fizé un élément a de degré 1 dans (A*0)*.

Soient r > 1 un entier et a un nombre réel.

Soient I — X\{oo,0} un sous-schéma fermé fini, g un élément de
G(A>?) et u,s > 1 deuz entiers avec deg(0) | u et deg(co) | s.

(i) Soit R > 0 une constante telle qu’eziste un élément b € (A>0)*
vérifiant :

e bg € G(A®0) N M, (D) 00 D0 = M D,
€] X |\{c0,0}

e R > —ddeg(b) — % deg(detg) + (s — u).
Alors pour tout polygone p : [0,7] — R4 tel que
1<r<r=p(r')—p(" —1)>[p(r' +1) —p("')]+ R
et pour tout objet de Fixel, 1(g,u,s)(0,30) de polygones a-canoniques P,
et Py,q» ON a l’équivalence
Po P Dyo <P

(ii) Pour tout polygone p : [0,7] — Ry, il n’y a qu’un nombre fini
de classes d’isomorphismes dans le groupoide Fixel, ;(g,u,s)(0,50) dont le
polygone a-canonique P., , vérifie

p'y,a Sp'

Démonstration :

(i) On utilise les notations de la proposition 1 du paragraphe II1.4 et la
description qui y est faite du groupoide Fixe, ;(g,u, s)(0,35). On considére
donc un objet dans la classe d’~is0génies Fixe%?, (g,u,s)(0,50) représenté
par un uplet (7, Ms,y2, y*0, y3, Mz) dans AX x Zg x Y2 XY O0x Y x Z;
qui vérifie :

( — deg(co)co(dety’) = s

1Y% € Yoo Kos

$ 1y>0 € y>® K09 K %™ pour un n € Z
196 € Yo Ko

| deg(0)0(dety') = u

Ecrivons que I’élément dety dans F'* est de degré 0. On obtient

—s+deg(detg) + rdn+u=0
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puisque a est de degré 1.
Par ailleurs, on a

(ba™™) K709 K7 %" C G(A®0) N M, (D).

Donc si L est le réseau dans A qui est engendré par b~1a™ en les places
distinctes de 00,0 et par 1 en co et 0, £ vu comme un élément de Pic(X)
muni d’une section rationnelle vérifie I’hypothése du lemme 2 ci—dessus.

Or deg L = —deg(b) + n = —deg(b) + 5:1‘_‘172—’;(‘1‘3@. Ainsi, I’énoncé
résulte du lemme 2 (ii).

(ii) Il existe certainement une constante R > 0 comme dans (i), et on
peut trouver un polygone g > p tel que

1<r' <r=>q(r') —q(r' = 1) > [q(r' +1) — q(+")] + R.

Il suffit donc de prouver qu’il n’y a qu'un nombre fini de classes d’isomor-
phismes dans Fixe, ;(g,u, s)(0,30) dont le polygone a—canonique p,, vérifie

Do <4q.

Et ceci résulte des faits suivants :

e D’apres la proposition 6 du paragraphe 1.4, le champ
Fixep, 1(g,u, s) au—dessus de Spec x(0) x Spec k(0o) est un champ algébri-
que au sens de Deligne-Mumford, étale sur Fg, donc localement fini sur F,.

e Le morphisme Fixe}, ;(g,u,s) —> Chtp, ;/a” est représentable
par une immersion fermée.

e On a un isomorphisme naturel :

IT ont3’, = Chtf, ,/a®
0<n<rd
e Les morphismes Chtp", — Cht3" sont représentables finis,

et d’aprés le théoréme 8 du pafagraphe 11.2, les sous—champs ouverts
Chtp" P> <7 des Chtp" sont de type fini au-dessus de X’ x X’ x(xxx) A.

b) Définition des nombres de Lefschetz

On a fixé a un élément de degré 1 dans (A®?)* et r > 1 un entier.
On reprend les notations du paragraphe 1.4b, avec T = {00,0}. En
particulier, le groupe G(A>?) = GLT(D§°’O) est muni de la mesure de Haar
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dg>° pour laquelle le sous-groupe compact ouvert K = GL,(D3?)
est de volume 1. H>? désigne ’algébre de Hecke de G(A>?0), c’est—a—
dire I’algebre de convolution des fonctions localement constantes a support
compact de G(A>?) dans Q. Et pour tout sous—schéma fermé fini I —
X\{o0,0}, ’H;"’O désigne la sous—algébre de H>'? des fonctions invariantes
& gauche et & droite par K = Ker[GL,(D3>°) — GL,(Dy)]. On rappelle
que tout élément 0 de ’H?°’O s’écrit de maniére unique comme une

somme finie
= E AiiK}:o,OgiK;o,O
1

ou les \; sont des nombres rationnels non nuls, les KI°°’Og¢K}’°'O sont des
s gl 00,0 0,0 00,0
classes distinctes dans K> \G(A>?) /K" et les 1 K0g; x>0 Sont leurs

fonctions caractéristiques dans G(A°0).
ProOPOSITION 4. — Soient u, s > 1 deux entiers avec deg(0) | u et
deg(oo) | s. Et soient p : [0,7] — R4 un polygone, et a un nombre réel.

(i) Pour tout sous—-schéma fermé fini I — X et tout élément g de
G(A>9), on considére la somme

1
%: # Aut(M)

ou M décrit un ensemble de représentants des classes d’isomorphismes
d’objets du groupoide Fixel, ;(g,u, s)(0,30) dont le polygone a-canonique
Dy, Vérifie D, , < p, et ou pour tout tel M, # Aut(M) désigne le cardinal
du groupe fini de ses automorphismes.

Alors cette somme est finie.

On la note Lef ’p" “‘p(g,u s).
Elle ne dépend que de la classe de g dans K{*°\G(A>)/K°.

(i) Pour tout élément f>0 de H*O et tout sous-schéma fermé
I — X\{o0,0} tel que f>° € H;>® C H>O, on considére la somme

Z Xidg™ (K> %) Lefr; ”’~ "‘p(g,u s)

associée a l’écriture canonique
= E Aiﬂ.KIoo,OgiK}:o,O .
i

Alors cette somme ne dépend pas de I.
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On la note Lef%ﬁ""“sp(fw'o, u, 8).
C’est une fonction Q-linéaire de f°0 € H>0,

Démonstration :

(i) La finitude de cette somme a été prouvée dans la proposition 3 (ii)
plus haut.

Le fait qu’elle ne dépend que de la classe de g dans K>\ G(A>0)/ K 3>°
résulte du lemme 4 (i) du paragraphe 1.4.

(if) 11 suffit de prouver que si I — J — X\{00,0} sont deux sous—
schémas fermés finis emboités avec f°0 € H>® C H3® C H>O, alors
les sommes associées & (f*0,I) et (£, J) sont égales. Or ceci résulte du
lemme 7 du paragraphe 1.4 puisque l'indice fini [Kf,"”0 'K 3°’0] est égal au
quotient des mesures

g™ (K7>°)/dg™*(KF°).
Enfin, la Q-linéarité est évidente. [

LEMME 5. — Soient u, s > 1 deux entiers, avec deg(0) | u et deg(o0) | s.
Et soit p : [0,7] — Ry un polygone.
Alors pour toute fonction f>° dans H>®°, Uapplication

R—Q a+— Lefgi”asp(foo’o,u,s)
est périodique de période le p.g.c.d. des entiers deg(0) et deg(co).

Démonstration : Il est équivalent de prouver que pour tout sous—
schéma, fermé fini I — X\{oo,0} et tout élément g € G(A>?), la fonction

R—Q o— Lef;’f]""sp(g,u, s)
est période de période le p.g.c.d. de deg(0) et deg(co).
Or les morphismes Frobi®®(®) et Frobd®&(*) induisent deux foncteurs
commutant entre eux

Fixep, (g, , 8)(0,5) — Fixep ;(9,u,)(0, ).

De plus, le composé (Frobl®s(?)deg(e<) o (Frobdes(>o))deg(0)
Frobde(?) deg(>0) ot yne équivalence, puisque Frob est une équivalence du
groupoide Chtf, ;(Fy) dans lui-méme. Donc Frob2®8(©) et Frobdee(*) sont
eux—meémes des équivalences.

Et d’autre part, d’aprés le lemme 6 (ii) du paragraphe II.2, le polygone
a—canonique de tout objet de Fixel, ;(g,u,s)(0,30) est égal au polygone
(oo — deg(0))—canonique [resp. (o + deg(co))—canonique] de son image par
Frobgeg(o) [resp. Frobdes(®)],

D’ou le résultat. 0
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6. — Expression intégrale des nombres de Lefschetz

Sont toujours fixés 0o, 0, 0 et 0 comme dans les précédents paragraphes,
ainsi qu’un élément a de degré 1 dans (A>?)%, qu’un entier r > 1, et que
des isomorphismes Do, = My(Ou0 ), Do—M4(Op).

Et on suppose que D est une Ox-Algebre partout maximale.

a) Fonctions de troncature

Considérons d’abord, avec les notations du théoréme 1 du paragraphe
II1.3, C une classe d’isogénies, (V, @, i) la fibre générique qui lui correspond,
et v un élément de A* = Aut(V, ¢, 7).

D’aprés ce théoréme le groupoide

AX\[Zs x YR x YOO x YO x Zg] /K x K=° x K{,

ou A, désigne la sous-algébre de A des éléments qui commutent avec 7,
s’identifie au groupoide des D-chtoucas dans Cht7,(0,30) qui sont dans la
classe d’isogénie C et dont la fibre générique est munie d’un automorphisme
dans la classe de conjugaison de 7.

D’apres les considérations du paragraphe II1.5a, on peut donc associer &
tout objet de ce groupoide et & tout nombre réel a un polygone a-canonique
Dy,a-

Pour tout polygone p : [0,7] — R, et tout @ € R, on notera i(ﬁ,(y’,)a <p)
la fonction caractéristique de 1’ensemble des objets dont le polygone a-
canonique est majoré par p. C’est donc une fonction caractéristique sur
Zs X Y2 x YO x Y x Z, invariante & gauche par A et invariante &
droite par K& x K0 x K§. Elle est également invariante par A* et en
particulier par a%, d’aprés le lemme 6 (i) du paragraphe I1.2.

Considérons maintenant le cas particulier ou <y est un élément (u,s)—
admissible de G(F') = GL,(D), pour u,s > 1 deux entiers avec deg(0)|u,
deg(oo)|s, ol (V;i) = (D ®r, Fq)", et ol (V,¢,%) est la structure de ¢-
espace sur (Vi) qui a été associée & v dans ’énoncé du théoréeme 5 du
paragraphe III.4. Toujours comme dans ce théoréme, on a également choisi
un point base de Zg x Y2 x Y0 x Y x Z5 qui induit une identification

Zs X YO x YO x Y0 x Z; 57 x G2 x G(A®®) x GO x Z

si bien que les fonctions caractéristique l(ﬁg,)a < p) sont maintenant
définies sur Z x GR x G(A®?) x G x Z.
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On rappelle qu’on a une décomposition canonique en partie irréductible
et partie triviale

(Va ¥, Z) = (V,a ‘701, 2) ©® (V"’ (,0”, 7’)

et que les isomorphismes Dy, —M4(Os), Do—My(Op) induisent des
décompositions

Vi =(V)? Vi =Ve@ V& Vi= (VL)
Vo=(p)? Vo=VseV® V= (Vg)?
avec VX = V/® gV et VO = VO @ V.
LEMME 1. — Comme ci-dessus, soient u,s > 1 deux entiers avec
deg(0)|u, deg(co)|s et v un élément (u, s)-admissible de G(F) = GL,(D).
Soient vy = (v',v") la de’composit’ion canonique de v, v’ le rang de v’ sur
D,E=D",E=D",E"=D"" ;onadoncyeAutE, E=FEoE"
et on suppose que v’ € Aut E', ¥ € Aut E”. Ainsi (V',i) = E' ®p, Fq et
V", ¢",i) = (E" ®r, Fq,1d ® Frob).
Avec les notations ci-dessus, on suppose encore que le point base choisi
. ~ 00,0
de YO [resp. Y, resp. Y] qui est une base de (V°0)PA" sur DP°
[ resp. de (VRX)P% sur Fs, resp. de (1700)‘?’g sur Fo| a été construit en
1100,0 ~ ~ -~ ~n
adjoignant d la base de (V' °°)?A " [resp. (V!1)?w, resp. (Vg')#o] induite
1" ’ 100,0
par la base canonique de (V")¥" = E" = D™™" une base de (V,:°°’O)“’A
[resp. (Vi)#=, resp. (V§0)#o.
Alors :
(i) En notant A, AL, A, End(E)y, End(E’),/, End(E") les
sous-algébres de commutateurs, on a

A = A/ X A” A»y = Afyl X Az//

et End(E), = End(E’), x End(E"),» .
De plus, on a des identifications naturelles

A” = End(E,l) Af;// = End(E//)y/ .
(ii) Les sous-D-modules W de E stables par «y sont ceuz de la forme
WZW/@WHQE/@E”:E

ou W' et W sont respectivement des sous-D-modules de E’ et E" stables
par v et~".
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(iii) L’application W — W = W @, Fq C E ®r, Fq = V induit une
bijection de ’ensemble des W comme dans (ii) tels que W/ =0 ou W’ = E'
sur ’ensemble des sous-espaces de (V,p, 1) stables par ~y.

(iv) Pour W comme dans (iii), le sous-groupe de G(A>?) des
éléments qui stabilisent le sous-espace W§°’O de EX°’O se confond avec le

sous-groupe des éléments qui stabilisent le sous-espace W—Zo’o de V,° 0,
Notons-le Py (A>°).
(v) Avec les notations de la définition 2 du paragraphe II1.4, soit
Yo = Yor Vimage de o dans le facteur Fy, de Fg ou F[v]o [resp. Yior = Yoo
Vimage de v dans le facteur F' , de F., ou F[y]e). Soient v et 79
[resp. /" et v2°'] les autres facteurs avec donc

% =007 = 00%) 78' = (10"0)
[resp.  Vio = (Vaors 1) Yoo = (Yoo 1) = (7, 7%)]
et soient les décompositions en sommes directes correspondantes
E\=E\), ®EY Ey=Ey®EY E)=Ey E=EY®E]
[resp. E!,=E! ,®E>" Eo=FEw®EX E!,=Ey EX =E>'&FE").

L’isomorphisme Do—M4(Oy) [resp. Doo— M4(0O)] induit des décomposi-
tions canoniques

Eo = (Eo)%, By = (Ey)%, B = (E))?, Eo = (Eo')%, E§ = (EJ)?,
E/O’ (EIO’)d
[resp. Eoo=(Eoo)?, Elo=(El)*, E&=(Eg)?, Bowr=(Eoo'), EE'=(EX)%,
E/oo _(Eloo )d]

La base canonique de E” induit une base canonique de El [resp.E'.] de
cardinal (r — r')d. Et la dimension de E{® [resp. E'>'] sur Fy [resp. Fuo)
est r'd — hg [resp. r'd — hoo]. Donc le choiz d’une base de cet espace induit
un isomorphisme

GO = GLyg_p, (Fo)SGY = Autp, (EY) = Autp, (EY)
[resp. G = GLypa_n, (Foo) DG = Autp, (EX') = Autp_ (EX')].
Ce choix étant fait, le sous-groupe de G [resp. G| des éléments quz

stabilisent le sous-espace WY = Wo N EY [ resp. W' = W N EX)
se confond avec le sous-groupe des elements qui stabzlzsent le sous-espace

Wg =WonV) [resp. Wﬁ =W NVX).
Notons-le (Pw )} [resp. (Pw)Z).
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(vi) Soit W un sous-D-module de E comme dans (iii).
Pour tout a € R, soit deg,‘;v Uapplication

Zx GX x G(A®®) x G x Z — R

qui associe a tout élément de l’ensemble de départ le nombre réel dega (,7-' )

ot F est le sous- objet mazximal engendré par W dans le D-chtouca € de
fibre générique (V,p,1) associé a cet élément.
Par ailleurs, notons deg” lunique application G(A®°) — Z [resp

G0 — Z, resp. G°° — Z|] invariante & droite par Ko 0 [resp. Kg, resp. K °°]

et qui & tout élément de Py (A>®°) [resp. (Pw)o, resp. (PW)°°] associe le
degré du determznant dans A0 [resp Foy, resp. Foo) de sa restriction dans
AUtD;f o(Wy >:0) [resp. Autp, (W), resp. Autp_(W')].

Alors, pour tout a € R, et tout (mob,goo,g“”o,go,m()) dans Z x G x
G(A>®) x G§ x Z, on a Végalité :
deg};v (m60> ggg’ goo,O’ gg, mf))
deg” (9%) + deg" (¢°°°) + deg" (¢]) siW'=0
= { deg(00)me, + deg" (¢%) + deg" (9°°) + deg™ (g])
—deg(0)mg+ (1 —a) + degIE, (0,1,1,1,0) si W =F'
(vii) Pour tout polygone p : [0,7] — R, tout élément (ms, go;, g>",

. ] - 0 1
93, mp) de ZX G x G(A®P)x GIXZ et tout  €R, on aﬁgﬁf’g“ 19%%.96,mo)
< p si et seulement si :

w
-

) (deg(oo)mo~o — deg(0)mg + (1—a) + deglil (0,1,1,1, 0))

+(deg™ (9) + deg™ (¢°°) + deg™ (49))

_I'gDW
T

(deg™(9%) + deg (°°’°>+degE<gS’)) < p(gpW)

pour tout W comme dans (iii), tel que W' = E';

_rgpW

(deg(oo)mc;0 —deg(0)mz + (1 —a) + deglfl(O, 1,1,1, 0))
+(deg™ (9) + deg™ (57°) + deg™ (49))

oW
—"ED (deg®(g22) + deg”(g™") + deg”(49)) < p(repW)
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pour tout W comme dans (iii), tel que W' = 0.

Démonstration : (i) résulte de ce que v et 'y ont leurs polynémes
minimaux premiers entre eux et de ce que (V”)¢" = E”.

(ii) est conséquence de (i).

(iii) est conséquence de (ii) et (i) et de ce que (V’,¢’, ) est irréductible,
comme on a vu dans le lemme 3 (ii) du paragraphe III.2.

(iv) résulte de ce que (V")¢" = E" puisque W est de la forme
W=WeoW"avecW =00uW’' =E"et W' CE".

(v) La dimension de Eo, sur Fp [resp. de Eoo: sur Foo] est

r'd , r'd y

——[Fy : Fq . ——|F,, : F .
[F/ . F] [FO 0] [resp [F/ . F][ [e9) OO]]
Or, d’apres la proposition 5 (iv) du paragraphe II1.2, on a

/

[F F —<——|[Fg: Fo] = hg [resp. [F ][F : Fo] = hoo)

et d’apres le lemme 3 (i) du paragraphe II1.4, 0’ [resp. oo’] est 'unique
place de F’ au-dessus de la place 0 [resp. 0] de F si bien que

|Fo : Fo] _ [Fg : Fol resp. [Fo : Foo] _ [F;o,:Foo]]
[F:F)] [F':F] [F: F) [F':F]

Ainsi la dimension de Eg [resp. Foo| est effectivement hq [resp. hoo)-
Et la derniére assertion se prouve comme (iv).
(vi) est évident sur les définitions.

(vii) résulte de (vi) et de ce que, si (£, ) est un objet de Cht, (0, 30) muni
d’un automorphisme de sa fibre générique, et de polygone a-canoniquep, ,,

on ap,, < p siet seulement si tout sous-objet maximal F de € dont la
fibre générique est stable par vy vérifie

deg, (F) — . deg, & < plreF) .
rg€
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b) Expression intégrale

PROPOSITION 2. — Pour tout élément f>° de l’algébre de Hecke H>°
du groupe G(A>9), tous entiers u,s > 1 avec deg(0)|u, deg(co)|s, tout
polygone p : [0,7] — Ry et tout nombre réel a, on a ’égalité

) <
Lef P =P (£°00 u, s)

> IR (g0 ™)
5 VAJa \ZXGR xG(A®:0)x G XZ neZ

= ~ ~ . % 00,0 0, - ~
(@) Mg @y =™ < p) - dme, - dgS - dg*© - dgf - dmy

ot :
e v décrit un ensemble de représentants des classes de conjugaison

d’éléments (u, s)-admissibles dans G(F), comme dans le théoréme 5 du
paragraphe I11.4,

o dms et dmg sont la mesure de comptage sur Z,
o dg®, dg>?° et dgg sont les mesures de Haar sur G, G(A>0)

et G respectivement qui attribuent le volume 1 aur sous-groupes ouverts
compacts K&, K®0 et K,
o X et f§ désignent respectivement les fonctions caractéristiques
de K et K§ dans G2 et GY.
Démonstration : Par linéarité, on se raméne immédiatement au cas ou
f°°0 est la fonction caractéristique 1 goo.0 k>0 d’une classe KPP9K PP,
I I
ou I — X\{00,0} est un sous-schéma fermé fini et g est un élément de

G (A°°’°).
La formule résulte alors de la définition

Lef;’i”" Sp(leo,OgK})o,O, u,8) = dg“’O(Kf’O)Lefg?]"’ Sp(g, u, )

et du théoréme 5 du paragraphe I11.4. [

Afin de transformer cette intégrale, nous avons besoin de quelques
lemmes préparatoires.

LeEMME 3. — Soient u,s > 1 deuz entiers avec deg(0)|u et deg(oo)|s et
v un élément (u, s)-admissible de G(F') = GL,(D).
On se place dans les conditions et sous les hypothéses du lemme 1. Alors :
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100,0
(i) On a pu choisir la base de (V,°°)?A " sur D de telle facon
que v' ait méme image par les deux homomorphismes

A’ = End(V',¢',i) — End(V,>°, 0,20, 4) =
Endpx,o((vg“’o)*"?"’) > M, (D)

et
M,(D) — M/ (D).

(ii) On a pu choisir les bases de (170’0""’)‘7”? et B/ sur Fy [resp. de
(170'0)%0 et E‘(’,O' sur Fp| de telle fagon que ' ait méme image par les deux
homomorphismes

A'=End(V", ¢!, i) — End(V/®, 3/%)=End((V/®) %5 Y2Mrg—n (Fso)
et  Endp_(E'Y') = Endp,_ (B )5 Muan_ (Fo)
[resp. A'=End(V’, ', i) — End(V{0, 30) =End((Vi%)#%) = Myrq—n, (Fo)
et Endp,(EYX) = Endg, (EX)SMua_n,(Fo)] -

(iii) L’algébre des commutateurs M,/(D).,: est une algébre matricielle

/d 2
sur le corps F' = F[y'], de dimension ([?7;———1—4_,—]) .
Et Afy, est une algébre a division centrale sur F’, de dimension

r'd \2
(#77)

Enfin, les deuz groupes (M, (D), )* = GL (D), et (AL)* se
déduisent l'un de ’autre par torsion intérieure.

(iv) Sous la condition de (i), les algébres M,/(D), ®p A0 et
Al ®F A0 s’%dentifient.
(v) Les scindages

(Mr' (D),y/) RF FO = EndDO (E,')’76 (&) Mrd-—ho (FO)»/(/)O’
Afy/ ®r Fp = Afy/ ®r F), @ End(voa’ ‘Z(ﬁ))'v'
[resp.  (My/(D)y) ®F Foo = Endp, (Elr) vy, ® Mrd—heo (Foo)yroor
A, ®F Foo = Al, @5 Fl, & End(VE, 5)]
sont ceux induits par le scindage

Fy=F QprFo=F, ®F [resp. F.,= F' ®p Foo = F,, ® F/>'] .
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De plus, et sous les conditions de (ii), les algébres Mra—ho(Fo).,0 €t
I . ~ ~ 0
End(VQ, 23)+ [resp. Mra—n, (Foo)yreor €t End(V, 83)+] 8’identifient.
Démonstration : (i) et (ii) sont conséquences du lemme suivant :

LEMME 4. — Soient = une place de F, n > 1 un entier, v, et o deux
éléments de GL,(Dy).

On suppose que 1 et y2 ont méme polynéme caractéristique x et méme
polynéome minimal p sur Fy, et que tous les facteurs irréductibles de p
apparaissent avec la multiplicité 1.

Alors v1 et o sont conjugués dans GLy,(Dy).

De plus, si vy, et y2 sont éléments du sous-groupe GL, (D), si x est
dans X', et si Uanneau quotient O[X]/u(X) est normal, alors v, et o
sont conjugués dans GL, (D).

Démonstration : Ecrivons les décompositions en facteurs irréductibles

L=y g XZMTlﬂTe

On a les décompositions en sommes directes

D} = P Ker(ui(m)) et Dp= @ Ker(ui(r)) -

1<:iL8 1LiL¢

Pour tout ¢, 1 <1 < ¢, Ker(ui(v1)) et Ker(u;(2)) sont des Dz-modules, de
méme dimension m; deg(u;) sur F,, donc isomorphes. Ils sont munis d’une
action de 7; et o respectivement, avec le méme polynéme minimal u; qui
est premier.

La premiére assertion du lemme résulte donc du théoréme de Skolem-
Noether.

Supposons maintenant que 7; et 2 sont dans GL,(D,), que z est dans
X', et que 'anneau quotient O4[X]/u(X) est normal.

Alors, les actions de 7v; et 2 sur D) définissent sur celui-ci deux
structures de modules sur D, ®¢_ O[X]/u(X) qui, d’aprés ce qu’on vient
de voir, deviennent isomorphes quand tensorisées par F,. Comme x est
dans X', c’est-a-dire D, = My(O,) et que, d’aprés 'hypothése sur g,
O:[X]/p(X) est un produit d’anneaux de valuation discréte, cela implique
que les deux modules ainsi définis sur D, ®¢_O5[X]/1(X) sont isomorphes.
C’est ce qu’on voulait.

[

Suite de la démonstration du lemme 3 :
(iii) La premiére assertion est évidente.
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La seconde résulte de ce que, d’apres la proposition 5 du paragraphe

II1.2, A’ est une algebre & division centrale sur F de dimension (ﬁ)

et de ce que, d’apres le lemme 3 du paragraphe II1.4, F' = F[y/] contient
F comme sous-corps.

La troisiéme assertion résulte des deux premiéres.

(iv) On a un homomorphisme injectif naturel

Al ®F A% — My(D)y ®F A®°
qui est nécessairement un isomorphisme puisque, d’aprés (iii), A7, et
M, (D). ont méme dimension sur F”'.
(v) La premiére formule est évidente. La seconde résulte de ce que 0/
[resp. oo’] est I'unique place de F’ au-dessus de la place 0 [resp. co] de F.
La derniére assertion se prouve alors comme (iv).

LEMME 5. — Soient K un corps de fonctions sur un corps fini, Ak
son anneau des adéles et R une algébre a division centrale sur K, de
dimension o?.

Alors :

(i) Les algébres de Lie R et My(K) des groupes R* et GLy(K)
deviennent isomorphes sur toute cloture séparable de K, et l’isomorphisme
qui les relie est bien déterminé a conjugaison preés.

Par conséquent, leurs puissances extérieures mazximales sur K s’identi-
fient et pour tout place x de K, le groupe R} = (R ®k K;)* est
unimodulaire et peut étre muni d’une unique mesure de Haar dont la forme
volume correspond ad celle de la mesure de Haar sur GLy(K;) qui attribue
le volume 1 auz sous-groupes ouverts compacts mazimauz.

(i) Soient Ry = (R®kAk)* et GLy(Ak) qu’on munit des mesures
de Haar induites par les produits des mesures de Haar introduites dans (i)
sur les R et les GLo(Ky).

Et soient RY° et GLqo(Ak)° les sous-groupes ouverts de Ry et GLq(Ax)
constitués des éléments dont le déterminant dans A% est de degré 0.

Alors R*\RX? est compact et GLq(K)\GLy(Ak)? est de volume fini
égal & celui de R*\Ry°.

(iii) Pour toute place ¢ de K, I’homomorphisme

Rx det K;( m(‘)7 Z

T

est surjectif, et si R, = R®k K, est encore une algébre a division, le noyau
de cet homomorphisme est compact, de volume
1

(#e(z) — D((#n(2))? — 1) - - (#r(z)>1 - 1)
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ot #k(x) désigne le cardinal du corps résiduel de K.

Démonstration : (i) R et M, (K) deviennent isomorphes sur n’importe
quelle cloture séparable de K car ce sont des algebres centrales simples
sur K de méme dimension a?. Et d’apres le théoréme de Skolem-Noether
I’isomorphisme qui les relie est bien déterminé & conjugaison pres.

Les autres assertions s’en déduisent immédiatement.

(ii) Notons AX° le sous-groupe de A} des éléments de degré 0.
D’apres [Weil] lemme 3.1.1, K*\AX° et R*\RX sont compacts.

D’autre part et si on choisit une mesure de Haar pour Ay, on sait
d’apres [Weil] théoréme 3.3.1 que R* A} \R) et GLo(K)AX\GLq(Ak) ont
le méme volume fini.

Et on a des suites exactes

1 — K\AX? — RX\R;® — R*AP\RX® —1

1— K\AX? — GL4 (K)\GLa(Ag)° — GLo (K)AR\GLa(Ag)° — 1
et

1 — R*AJN\RY® — R*AX\RY — Z/aZ — 0

1— GLa(K)AR\GLa(AK)? — GLa(K)AR\GLa(Ax) — Z/aZ —0

d’ott 'on déduit que R*\Ry° et GLn(K)\GLa(AK)® ont aussi méme
volume fini.

(iii) Soit = une place de K, et soit K. une extension de K, de
dimension « et totalement ramifiée.
De ces conditions imposées & K}, il résulte que :
e il existe un plongement K, — R, sur K, et alors est commutatif le
diagramme :

K — R
det\, //det
K
d )
e ’homomorphisme K.* K x T est surjectif.

La premiere assertion s’en déduit.
Enfin, la seconde assertion est prouvée dans [Laumon] lemme 4.6.4 ou
bien dans [Rogawski]. 0
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Maintenant, prouvons :

PROPOSITION 6. — Soient f>° un élément de l’algébre de Hecke H>°°
du groupe G(A>®?), u,s > 1 deuz entiers avec deg(0)|u, deg(oo)|s, p :
[0,7] — R4 un polygone et o un nombre réel.

Soit v un élément (u, s)-admissible de G(F).

On suppose vérifiées les hypothéses du lemme 1 (dont on conserve les
notations) et du lemme 3 (i), (ii).

Alors on a [’égalité

/ _ FR((92) eR) 0 (970) " yg™0)
AXal\ZLx G xG(A®0)xGIXZ

~ ~ ~ . S 00,0 0, _ - =
FA(a0) 1 ygQ) L (@997 "90™0) < p) . dmig, - dgR.dg*> - dgl - dmy

= X o] 1 (62162

G(F)yaZ\G., ./ xG2' xG(A®9)xGY xG
lsmwlsddeegg(zoo/z ( )‘Ya' \ ~yoo! oo ( ) 0 ~0/

deg (0’
1<mgr < _ﬂ(_%deg 0]

Fo0((9%0) " 1vg>0) 3 ((98) 98 )
11(5%”"1122 00" (det 9001 )ig%S 197568 imior + HEG 0’ (det g,01)) <p)

-dgryoor .dggg’ - dg:0 -dggl - dgor

ou :
o f = fgg’ et fg’ = f(?' désignent respectivement les fonctions ca-
ractéristiques de K& = GLpg_p_(Oco) €t KQ = GLyg_p,(0o) dans
G2 =G et G =GY,

o dg® = dg’, dg™° et dgd = dgQ sont les mesures de Haar sur
G2 = G, G(A™0) et Gg = GY qui attribuent le volume 1 auz sous—
groupes ouverts compacts K&, K0 et Kg,

e dms et dmg sont la mesure de comptage sur Z,

® dg,o et dg,o sont les mesures de Haar sur

G’yoo' =S ((End E,)’YI Rp éOI)X = (EndDOO Eéo’):’ ,

et
G’yO' = ((End E,)'YI Rp 6,))< = (EndDO E(/)/);f/
0/

qut attribuent le volume 1 aux sous-groupes ouverts compacts mazimauz,
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® on a posé

foo = (qUe8(°") — 1)(q2de8(0") _ 1)... (qlhoo/[Feor:Foo]=1) deg(oo’) _ 1)

po = (q98(0) — 1)(g2des(®) _ 1)... (gho/[Fy:Fo]—-1)deg(0') _ 1),
Démonstration : C’est une conséquence immédiate de la proposition

2, du lemme 3 et du lemme 5 puisque :
o AL, ®p F, [resp. AL, ®+ Fy] est une algébre & division centrale sur

F!_, [resp. F},] de dimension (%)2 = (wﬁ‘m)z [resp. (IFL,I:‘%I)Z =
(wtee) )

. E— . .
e les deux homomorphismes A — Z se factorisent respectivement en

— deg oo’
o'() eyt

det
A')Y( —)Afy),( —)(Afyl ®F' éo,)x ———)Fé:, ,Z ,Z
deg(0’
0'(") Fsml
% det  rx €
et AY — AT — (AL, ®p Fy)* — Fy — 7Z » Z,

e d’apres le lemme 1, la fonction de troncature 11(1‘)5,',)0, < p) est invariante
a gauche par les sous-groupes de (Afy, ®p A)* et (Endp(E’), ®p A)*

constitués des éléments dont le déterminant est de degré 0. 0

c) Transfert pour les termes elliptiques
On commence par rassembler quelques lemmes préparatoires. Posons
d’abord la définition suivante :

DEFINITION 7. — Soient K un corps local non-archimédien, O son
anneau de valuation, k son corps résiduel de cardinal fini #k, etv: K* —
Z Phomomorphisme de valuation.

Pourn > 1 ett € Z\{0} deuz entiers, on appelle fonction de Drinfeld
en rang n et de niveau t la fonction

fi:GL,(K) > Z

définie suivant les cas par :
(i) Sit>1, on a pour tout g € GL,(K) :

o f{(g) = A1—#r)(1—(#k)?)--- (1 (#r)P7?) sig € Mn(O)NGL,(K),
v(det g) =t et en désignant par p la dimension sur k du noyau de la matrice
g image de g dans M, (),

o fi(9) =0 si g ¢ M,(O) ou v(detg) # t.
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(ii) Sit < —1, on a pour tout g € GL,(K)
THOEN S Ca

On a le lemme fondamental suivant, dii & Drinfeld :

LEMME 8. — Sous les hypothéses de la définition 7, soit v un élément
de GL,,(K), elliptique c’est-d-dire tel que K' = K|[y] soit un corps.

Soient k' le corps résiduel de K', #k’ son cardinal, et n' = IT{—”LI?I

Soient dg et dg, les mesures de Haar sur GL,(K) et GLn(K)y qui
attribuent le volume 1 aux sous-groupes ouverts compacts mazrimauz.

Alors, sit € Z\{0} et v(dety) =t, on a

d ’
/ ft(g_17g)- d—g = (1—#5’)...(1_(#,§/)n _1)[16/ K] .
GLn(K)'y\GLn(K) g’)‘

Démonstration : Voir [Laumon| théoréme 4.6.1 dans le cas ¢t > 1. Le
cas t < —1 s’en déduit puisque ft(g~1vg) = f~t(g~ v 1g). (]

Par ailleurs, on a :

LEMME 9. — Sous les hypothéses de la définition 7, soit v un élément
de GL,(K). On suppose que t € Z\{0} et v(det~y) =t.

Soit0=FEy & F1G -G Ep_1 & Ey = E une filtration de E = K™ qui
est respectée par . Soit N le radical unipotent du sous-groupe parabolique
P de GL,(K) associé a cette filtration, et soit dn la mesure de Haar sur
N qui attribue le volume 1 au sous-groupe ouvert compact N N GL,(O).

Enfin, pour 1 < i < £, soit 5, l'automorphisme de E;/E;_; induit par

.
Alors :

(i) On a
[ #m)-dn=0
N
a moins qu’il n'existe ig, 1 < ig < ¥, tel que
v(det¥;,) =t et i#ip=v(dety;)=0.

(ii) Si les polynémes minimauz des 7;, 1 < i < ¢, sont deux d deux
premiers entre euz, on a

/ fi(n*yn)-dn =0
N
a moins qu’il n'existe ig comme dans (i).
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(iii) Si £ = 2, les polynémes minimauz de ¥, et ¥, sont premiers
entre euz, et v(det¥y,) =t, v(det7,) =0, on a

/N fintym) - dn = £ 7))

ou f! est la fonction de Drinfeld de niveau t sur Aut Ey, E; étant muni
de la structure entiére induite par celle de E, et f9 est la fonction
caractéristique du sous-groupe de Aut E/E; image de GL,(O) N P par
P— AuwtE/E;.

Démonstration : (i) résulte de [Laumon| proposition 4.2.5.

(ii) est conséquence de (i) puisqu’alors n — y~1n"1yn est un difféomor-
phisme de N, dont le jacobien est constant.

(iii) résulte aussi de [Laumon| proposition 4.2.5. i

Rappelons aussi le lemme évident :

LEMME 10. — Soient K un corps local non archimédien, O son anneau
de valuation.

Soient n > 1 un entier, G = GL,(K), P un sous-groupe parabolique de
G, N son radical unipotent et M = P/N.

(i) Soient Kg = GL,(O), dg [resp. dn, resp. dm] la mesure de Haar
sur G [resp. N, resp. M| qui attribue le volume 1 au sous-groupe ouvert
compact K¢ [resp. Kg NN, resp. In(Kg NP — M)].

Alors, pour toute fonction intégrable f : G — R, on a :

/G f(g) - dg = /Mdm /N dn [ fmng) -do

(ii) Si vy est un élément de P dont les images dans les différents
facteurs de M ont leurs polynomes minimauz deuxr d deur premiers entre
euz, alors les groupes de commutateurs G, P, et M., s’identifient.

(iii) Sous les hypothéses de (ii), soit dg, = dm~ une mesure de Haar
sur le groupe G, = M., et soient dg, dn et dm les mesures de Haar sur G,
N et M définies en (i). Alors, pour toute fonction intégrable f sur ’orbite
G,\G de~, ona :

dm
-1 -1, -1, -1
g9 Y9 / dn flg~'n " "m™ymng) - dg
/G'v\ A ) dg’y A Iy Iy Jke ( )
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De la proposition 6 et des lemmes 8, 9 et 10, on déduit immédiatement :

PROPOSITION 11. — Soient f°0 un élément de l’algébre de Hecke
HO du groupe G(A®?), u,s > 1 deuz entiers avec deg(0)|u, deg(c0)|s,
fo_os/ deg(c0) [resp. fy / deg(0)] la fonction de Drinfeld en rang rd et de
MIVEaY — gt [resp. de niveau d—e;‘m] sur GLy4(Foo) = G(Foo) [resp.
GL,4(Fo) = G(Fo)] et f = '/ 48() @ f00 @ 72/ 46O pgigment induit
de Ualgébre de Hecke H du groupe G(A) = G(Fu) x G(A®?) x G(Fyp).

Alors, pour tout élément v de G(F) = GL.(D) qui est elliptique c’est-
a-dire tel que F' = F[y| soit un corps, on a :

o si vy n'est pas (u, s)-admissible

/ flg™'vg)-dg =0,
G(F)aZ\G(A)

o si v est (u,s)-admissible (avec nécessairement v = ' et toutes les
fonctions de troncature il(ﬁ,(y',)a < p) valant 1 partout)

/ “lyg) - dg
G(F)al\G(A)

- / _ O ER((e2) eR) 1o0(9%°0) g )
AXal\ZxGE xG(A®0)xGOxZ

(98 7gd) - dmes - dg - dg™° - dgl - dmg

avec les notations de la proposition 2.
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Chapitre IV

Le cas des D—chtoucas de rang r =1

1. — Projectivité

Dans tout ce chapitre, on fixe a un élément de degré 1 dans A* dont
toutes les composantes dans les F, valent 1 en—-dehors d’un ensemble fini
T, de places = de F.

On supposera également toujours que D est une Ox—Algebre partout
maximale sur X.

Nous allons montrer :

THEOREME 1. —
(i) Le champ algébrique (au sens de Deligne-Mumford) Cht},/a? est
propre et lisse de dimension relative 2(d — 1) au—dessus de X' x X'.
(if) Si I — X est un sous-schéma fermé fini non vide, le champ

Cht%;, 1/a% est représentable, projectif, et lisse de dimension relative 2(d—1)
au-dessus de X'\I x X'\I.

Démonstration : Rappelons ce que nous savons déja.

e D’aprés le théoréme 9 du paragraphe 1.2, le champ Cht%; =

[I Cht3" est lisse de dimension relative 2(d — 1) au-dessus de X’ x X',
nEZ
et donc il en est de méme de

Chtp/a®= [] Chtz".

1<n<d

e D’apres la proposition 5 du paragraphe 1.3, chaque morphisme
Cht%’ 1 — Chtg, est représentable fini étale galoisien au—dessus de X\I x
X\I, et il en est de méme du morphisme Chtp, ;/a? — Chtp,/aZ.

¢ Enfin, on remarque que tout D—chtouca de rang 1 est irréducti-
ble, et a fortiori a—semi-stable pour n’importe quel a €]0,1[. D’aprés
le théoreme 8 (ii) du paragraphe IL.2, on voit donc que Cht},/a? =

1I Cht;,’" est de type fini sur X’ x X', et d’aprés la proposition 11 du
1<n<d

paragraphe I1.2, on sait que Cht%;, ;/a% est représentable quasi-projectif
sur (X'\I) x (X'\I) dés que I # 0.
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En définitive, il nous suffira pour démontrer le théoréme de prouver le
critere valuatif de propreté pour le morphisme
Cht}, /a2 — X' x X',
ou, ce qui est équivalent, pour le morphisme
Chty, — X' x X'.

Soient donc A un anneau de valuation discréte, K son corps des fractions,
w un élément uniformisant et ¥ = A/wA son corps résiduel. On peut se
limiter au cas ou A est complet.

Notons A’ I’anneau local du point générique de la fibre spéciale X ® k
plongée dans X ® A et k' = Frac(F ® k) [resp. K’ = Frac(F ® K)] le corps
des fonctions de X ® k [resp. X ® K|. Ainsi, A’ est un anneau de valuation
discreéte, dont le corps résiduel est k’, le corps des fractions est K’, et dont

o est aussi un élément uniformisant.
Citons la proposition suivante due & Drinfeld :

ProPOSITION 2. — Avec les notations et hypothéses ci—dessus, soit V
un espace vectoriel de dimension finie sur K', muni d’une application
¢ :V =V qui est Id ® Frob-linéaire sur K' = Frac(F ® K) et injective.
Alors :

(i) La famille des A'-réseauz M C V tels que o(M) C M posséde
un plus grand élément M.

(ii)) Quitte a remplacer K par une extension finie totalement rami-
fiée et V' par son tensorisé par cette extension, on peut supposer que
Uapplication déduite de ¢ par réduction

7,5 . Mo/wMo — M()/WMO
n’est pas nilpotente.

Démonstration : Voir [Drinfeld, 1989] proposition 3.2. 0

Suite de la démonstration du théoréme 1 :

On considére un diagramme commutatif

SpecK ———  Cht},

| l

(7:0 77:90)

SpecA — X'x X'
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1. PROJECTIVITE

ou la fleche Spec K — Cht1D consiste en un D—chtouca &, K= Ex
T EK

de rang 1 sur K, de zéro iy et de plle io. Il s’agit de prolonger Ex en un

D—chtouca sur A.

Soit V' la fibre générique de €k, identifiée aussi & celle de €. Et soit
¢ : V. — V Dapplication induite par le composé Ex — "Ex — Ei. Le
couple (V, ) vérifie les hypothéses de la proposition 2. Quitte & remplacer
K par une extension finie totalement ramifiée, on peut donc supposer que
le A'-réseau M) satisfait la condition de la proposition 2 (ii).

Bien siir, on a aussi sur V une action & droite de D commutant & ¢.
Comme M; est le plus grand réseau stabilisé par ¢, on voit que My est
également respecté par ’action de D.

Et comme X ® A est un schéma régulier dont le sous—schéma des points
de codimension < 1 est la réunion de la fibre générique X ® K et de Spec A’
Ek et &) se prolongent de maniére unique en des faisceaux localement libres
de type fini £ et £ sur X ® A qui sur Spec A’ s’identifient & My. My étant
stable par D, £ et £ sont munis d’actions & droite de D et M étant stable
par ¢, on a un diagramme d’homomorphismes D ® A-linéaires

& qui prolonge Ex
/, s
On remarque que j reste injectif quand réduit modulo . Donc Coker j est
plat sur A; on en déduit qu’il est supporté par le graphe du morphisme
loo : Spec A — X et qu’il est libre de rang d sur A puisqu’il en est ainsi
au—dessus de Spec K.

Par ailleurs, la suite exacte 0 — 7€ —, & — Cokert — 0 nous dit que
Cokert est de dimension projective < 1. Il en résulte que tout point associé
a Cokert est de codimension 1, c’est—a—dire correspond & un diviseur de
X ® A, qui ne peut étre que la fibre spéciale X ® k ou bien le graphe du
morphisme iy : Spec A — X.

De ces constatations, il résulte en particulier que le faisceau Coker j® 4 k
sur la fibre spéciale X ® k est concentré en le point i, (Speck) € X'(k) et
que la partie de torsion du faisceau Cokert ® 4 k sur X ® k est concentrée
en le point io(Speck) € X'(k).

Maintenant, les fibres génériques des fibrés induits € = £ ®4 k et
g =g ®a4 k sur la fibre spéciale X ® k s’identifient & My/wMy = M.
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IV — LE cas DEs D-CHTOUCAS DE RANG 7 =1

Et par construction, P’application % : My — My n’est pas nilpotente.
Autrement dit, les sous—espaces k' Im@™, n > 0, sont tous non nuls. Etant
emboités, ils sont égaux a partir d’un certain rang & un sous—espace non
nul _N__o de go- Ce dernier est stable par I’action de D et par @, et on a
k'G(No) = No.

Soient donc F et F les sous—fibrés de € et € sur X ®k engendrés par No.
Ils sont stables par I’action de D et on a un diagramme d’homomorphismes
D ® k-linéaires induits par j et ¢t et qui sont des isomorphismes en le point
générique de X ® k :

F
Donc Cokerj et Cokerf sont des faisceaux de torsion et qui se plon-
gent respectivement dans Cokerj ® 4 k et Cokert ® 4 k. Ils sont sup-
portés par i (Speck) et io(Speck) qui sont dans X'(k). Comme D est
une Ox—Algebre partout maximale, on voit d’apres la proposition 7 du
paragraphe 1.3 que F et F sont localement libres sur D ® k. Or € et &
sont localement libres de rang 1 sur D ® k. Donc F = &, F =% et
No = M,.
On a prouvé que, de méme que j, t reste injectif quand réduit modulo
. Comme on a dit pour Coker 7, il en résulte que Coker ¢ est supporté par
le graphe du morphisme iy : Spec A — X et qu’il est libre de rang d sur A.

&
D’apres le corollaire 8 du paragraphe 1.3, on conclut que E | est
TE
un D—chtouca de rang 1 sur A, de péle i, et de zéro ig, ce qui termine la
démonstration. (0

2. — Cohomologie (—adique des schémas Chtlp’ r/at

Dans ce qui suit, £ désignera toujours un nombre premier distinct de
la caractéristique du corps fini F,. Et Q, désignera le corps des nombres
f-adiques c’est—a—dire le complété de Q pour la valuation discrete associée

& £ ou encore le corps des fractions de Z; = JimZ/{"Z.
n

ProposITION 1. — Pour tout sous—schéma fermé fini non vide I — X,
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2. COHOMOLOGIE {-ADIQUE DES SCHEMAS Chtlp’ 1/a®

les morphismes au—dessus de (X'\I) x (X'\I)

por ¢ Chtp /a* —  (X'\I) x (X'\I)
ppr @ pChtr/a® —  (X'\I) x (X'\I)

sont représentables projectifs lisses de dimension relative 2(d — 1).
Pour tout entier n > 0, les Q;—faisceaux

Hp ;= R"(pp,1)«Q¢ et pHf = R"(ppr)«Qe

sur (X'\I) x (X'\I) sont constructibles et lisses (donc peuvent étre vus
comme des représentations du groupoide fondamental w(X'\I x X'\I) de
X'\IxX'\I dans la catégorie des Q,—espaces vectoriels de dimension finie)
et ils s’identifient naturellement.

Démonstration : La premiére assertion résulte du théoréeme 1 du
paragraphe IV.1 puisque dans le paragraphe 1.1d, on a pu construire un
isomorphisme

% : pChty/a? = Chtpop ;/a®

au—dessus de l’automorphisme de permutation dans X\I x X\I.

Alors les faisceaux HT, ; et pHT sont constructibles parce que les
morphismes pp,; et pp; sont projectifs et ils sont lisses parce que pp s
et ppr sont projectifs et lisses.

On remarque qu’en dehors de la diagonale de X\I x X\ et comme on
a vu dans le paragraphe I.1b, les schémas L, Cht; et Cht%,’ ; S’identifient
naturellement. Par conséquent les faisceaux pHP et Hp ; s’identifient
naturellement en le point générique de X’\I x X’\I. Comme ces faisceaux
sont constructibles et lisses et que X'\ x X"\ est connexe, ils s’identifient
partout. [

ProprosITION 2. — Soit I — X un sous-schéma fermé fini non vide.
Alors :

(1) Les faisceauz HE ; sont nuls en—dehors de 0 <n < 4(d —1).

(ii) Chague faisceau HT ; sur X'\I x X'\I est naturellement muni
de deux homomorphismes induits par Frobg et Frob,

(Frob xI1d)*Hp ; — Hp; et (Id x Frob)*Hp ; — Hp ;
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IV — LE cas DEs D-CHTOUCAS DERANG 7 =1

dont le composé dans un sens ou dans l’autre est égal a lisomorphisme
canonique

(Frob)*Hp ; AN Hp ;.
Ces deur morphismes sont donc des isomorphismes.

(iii) Si T est un ensemble fini de places de X avec TNT, = 0 et
I — X\T, chacun des faisceaux HE ;1 est muni sur X(1y X X(r) d’une

action & droite naturelle de la sous-algébre HT de Ualgébre de Hecke HT
du groupe G(AT) = (DY), avec les notations du paragraphe 1.4b.

(iv) Sio : X'\I x X'\I — X'\I x X'\I désigne le morphisme de
permutation, ’isomorphisme  : Cht};o,,, ; — LCht; au-dessus de o induit

des isomorphismes o* Hf, | — HZp., | qui transforment les isomorphismes
de (i)

(Frobx1d)*Hp, — Hp, et (IdxFrob)*Hp, — Hp,
en (Id x Frob)*HBo, ; — Hpop 1 €t (FrobxId)*Hpe, ; — Hpoy -

(v) Le morphisme det : Cht%;,I — Cht(lgx,I induit un homomor-
phisme
H?)x,f - H%,I

compatible auz isomorphismes de (ii) et (iv).
Démonstration :
(i) résulte de ce que la dimension relative de Cht%), psur X'\IxX'\I
est 2(d — 1).
(ii) On définit ces homomorphismes comme étant induits par les
morphismes

Froby : Cht%)’ ; — 5Cht; au-dessusde (Frob xId)
et Froby, :Chtp; — LCht; au-dessusde (Id x Frob),

et par les identifications des faisceaux Hp ; et pHY.

(iii) Prouvons d’abord le lemme suivant :
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LEMME 3. — Soit S un schéma sur Fy. Rappelons que pour tout schéma

Y L5 8 sur S, Cor(Y) désigne la Q-algébre des correspondances finies
étales sur'Y .

(i) Pour tout Y 1, 8 comme ci-dessus, soit Corg(Y) le sous—
espace vectoriel de Cor(Y) sur Q, engendré par les cycles [I'] tels que les

deuz morphismes composés ' Y 1, S soient égauz. Alors Corg(Y) est
une sous—algébre de Cor(Y).

(ii)) SiY I, S est un schéma propre sur S et F est un Qq—faisceau
constructible sur S, il existe une action d droite naturelle de Cors(Y') sur
chaque faisceau R" fo f*F, n > 0.

(i) 1Y J, 5 ety L5 S sont deus schémas propres sur S et
Y’ -5 Y est un morphisme tel que f' = fo g et qui est fini étale de
rang constant, alors I’lhomomorphisme Cor(Y') — Cor(Y’) envoie Cor¢(Y)
dans Cory/(Y') et ’homomorphisme induit est compatible avec les actions
de Cors(Y) et Corg/(Y') sur les R™f« f*F et R™f, f'*F respectivement et
avec les homomorphismes

R fuf*F — R fugug" f*F = R*fLf" F .

Démonstration du lemme 3 :

(p1,q1) (p2,
(i) I suffit de remarquer que si I'y Y XY et Iy i2—12—)>Y><Y

sont deux morphismes avec fop; = foq; et fops = foqq, et sion
pose I' = 'y Xgq, v,p, I'2, alors les deux morphismes p; x po : I' = Y et
q1 X g2 : ' —= Y vérifient f o (p1 x p2) = f o (g1 X g2).

(P9
(ii) SiI' —— Y x5 Y est un morphisme avec p et g finis étales, on

définit Paction & droite du cycle [I'] sur R"f, f*F comme le composé
R"f f*F — R"fupup* f*F = R" fuquq* f*F — R"f. f*F
ol le premier homomorphisme est induit par I’homomorphisme d’adjonc-
tion pour p et le second 1’est par I’homomorphisme de trace pour gq.
Par linéarité, on étend cette action aux combinaisons linéaires formelles
a coefficients dans Q de tels cycles [I'].
Il reste & prouver que cette action passe au quotient Cors(Y’) et qu’elle

est compatible avec la multiplication dans Cor(Y).
Si (T, (p,q)) = II(T'i, (pi, i), P'action de [I'] est bien égale a celle de

(2
Y _[T;] car on a évidemment pour tout faisceau G sur Y’
@

pp'G =P} et 0.q'G=EPaegg.
A i
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IV — LE cAs DES D—-CHTOUCAS DE RANG 7 = 1

Puis, si deux cycles (T, (p,q)) et (IV,(p’,q’)) s’inscrivent dans un dia-
gramme commutatif

Y
p/
/
F/ ——1_> F
q K
Y

avec v un morphisme fini étale de degré constant égal & n, alors ’action de
[I'] est égale & celle de n[I'] car pour tout faisceau G sur I' le composé

g —7Y'G—G

de 'homomorphisme d’adjonction et de la trace est la multiplication par n.
Enfin, il y a compatibilité avec la multiplication car pour tout carré
cartésien ou les morphismes sont finis étales

r

P2/ 4
1 Iy
Q1\ ,/ D2

Y

r

et pour tout faisceau G sur Y, les deux homomorphismes composés

q1+41G — G — p2.03G

/ k% /%, %

q1+05G — QD2 D5 G = P24}, 05 P5G — D2.D5G

sont égaux, ce qu’on voit immédiatement sur les fibres.
(iii) La premiére assertion est immédiate.
Pour la seconde, soit a le rang constant de Y’ sur Y, et considérons
(T, (p,q)) un cycle de Cors(Y) et (IV, (p',¢")) =Y’ xy T’ xy Y'. 1l s’agit
de prouver que ’homomorphisme composé

R fuf*F > R fuf"F - R* fip,p" f*F = R fLd.d" f"F > R* fLf"F
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est égal & a fois ’homomorphisme composé
R fuf*F — R"fupup* f*F=R"fuquq* f*F — R"f. f*F— R"f, f"F.

Or on a un diagramme commutatif ou tous les carrés sont cartésiens et
tous les morphismes sont finis étales

Y’ r Y’

Y Y
donc on a, en sus de R"f. f'*F = R" f.g.9* f*F,
R fupi 0" f*F = R f.049"De9qx 90" f*F = R" f1 949" Duq" 949" f*F
R f1q q” f*F = R" f19+9" s 9ps 930" *F = R" 19+ g" @u0" 99" f* F
d’ou encore
R fup 0™ f*F = R" fo949" 99" ps0" f* F
et R"f1q,q"" f"*F = R" f. 99" 9:9" 0xq" f* F .

Cela permet de conclure puisque pour tout faisceau G sur Y, I’lhomomor-
phisme composé G — ¢.9*G — G est la multiplication par a. [

Suite de la démonstration de la proposition 2 :
D’apres ce lemme 3, I’assertion (iii) résulte maintenant de ce que d’apres
le théoréme 5 du paragraphe 1.4, on a un homomorphisme de Q-algebres

H} — Cor(Chtp, ;/a®)
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IV — LE cAs DES D-CHTOUCAS DE RANG 7 = 1

dont I'image est évidemment contenue dans la sous—algebre associée au
IIlOI‘phiSIIle Cht%D’I/aZ — X(T) X X(T)-

(iv) est évident puisque ’isomorphisme * transforme les morphismes
Frobg et Frob., respectivement en Frob., et Frobg.

(v) est évident puisque le morphisme det commute aux différents mor-
phismes Frobg, Frob,, et *. [

Prouvons maintenant le théoréme suivant, di & Drinfeld :

THEOREME 4. — Soient X, et Xo deux courbes quasi—projectives lisses
sur Fy.

Soient (X1 x X3), m(X1) et w(X2) les groupoides fondamentauzr de
X1 X X2, Xl et Xz.

Alors le foncteur naturel

(X1 x Xg) — w(X1) x m(X2)

induit une équivalence de la catégorie des représentations du groupoide
m(X1) X w(X2) dans les ensembles finis dans la catégorie des revétements
finis étales Y de X1 x X5 qui sont munis d’un isomorphisme au—dessus de
X 1 X X2

(Id x Frob)*Y =Y.

Démonstration : Il faut d’abord montrer que si Y est un revétement
fini étale de X; x X5 qui provient d’une représentation de 7(X;) x 7(X2),
il est naturellement muni d’un isomorphisme (Id x Frob)*Y — Y. Pour
commencer, on peut choisir X/ un revétement fini étale galoisien de X,
tel que la représentation restreinte de m(X3) soit trivialisée par le foncteur
m(X4) — m(X2). Autrement dit, si Y; est le revétement fini étale de X; qui
correspond & la représentation restreinte de 7(X1), on a un isomorphisme
canonique

Yix, X2 =Y x X,

si bien que Y ,, X/, est muni d’un isomorphisme canonique
(Id x F‘rob)*(YxX2X§) = Y, X5
au—dessus de X; x Xj.
Cet isomorphisme est invariant par le groupe de Galois de X} sur X»
donc il provient d’un isomorphisme

(Id x Frob)*Y =Y
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au—dessus de X; x X5. Et il est évident que celui—ci ne dépend pas du
revétement X5 de X2 que nous avons choisi.
Il nous faut maintenant définir un foncteur en sens inverse.
Commencons par prouver le lemme suivant :

LEMME 5. — Soit X1 une courbe projective lisse sur F,.

Alors le champ qui a tout schéma S sur Fy associe le groupoide des
schémas Y finis et plats sur X, x S qui sont munis d’un isomorphisme
(Id x Frob)*Y =Y au-dessus de X; x S s’écrit canoniquement

]I SpecF,/ AutY;

Y1

ot VQécm't l’ensemble des classes d’isomorphismes de schémas finis plats
sur X1 et ou, pour tout tel Y1, AutY, désigne le groupe fini de ses
automorphismes au—dessus de X;.

Démonstration : Notons X' le champ ainsi défini.
Et soit Tro_ [resp. A1) le champ qui & tout schéma S sur F, associe le
1
groupoide des Modules € sur O, ¢, localement libres de type fini et qui

sont munis d’un isomorphisme (Id x Frob)*€ — £ [resp. ainsi que d’un
homomorphisme & Qo ¢ & — &, compatibles entre eux].
1

On a des morphismes naturels de champs
X — X — Tro_ .
X1

Or, d’apres le lemme 3 du paragraphe 1.2, le morphisme X — X7 est
représentable par une immersion fermée.

Et d’apres la proposition 7 du paragraphe II.1, le morphisme X; —
Tro_._ est représentable fini non ramifié.

Enﬁn d’apres le théoréme 2 (i) du paragraphe 1.3, ’I‘ro_ est un champ
algébrique au sens de Deligne-Mumford et étale sur FF,.

On en déduit que X également est un champ algébrique au sens de
Deligne-Mumford et étale sur F,.

Pour conclure, on n’a plus qu’a remarquer que le morphisme évident

H SpecF,/AutY; — X
Y1

induit une équivalence entre fibres au—dessus de E, comme il résulte du
lemme 3 du paragraphe 1.3. 0
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Suite de la démonstration du théoréme 4 : Soit maintenant Y
un revétement fini étale de X; x X3, muni d’un isomorphisme (Id x
Frob)*Y = Y au-dessus de X; x X».

Soit X la courbe normalisée de X;. Elle est donc projective lisse sur
F, et elle contient X; comme ouvert.

Et soit Y la cloture normale de X1 x X, dans le corps des fonctions de
Y. Ainsi, Y est la restriction de Y au—dessus de X; x X5. De plus, Y est
sans torsion, donc plat sur X, et comme Y est normal, ses fibres au—dessus
des points de X, sont sans composantes immergées, donc plates sur X,
et en définitive Y est plat sur X; x X». Enfin, comme Y et (Id x Frob)*Y
sont normaux et coincident au—dessus de X; X X3, ils coincident partout.

On peut maintenant appliquer le lemme 5. On voit qu'’il existe un
revétement fini étale galoisien X} de X5 avec un isomorphisme canonique

Y xx, Xb =5 Y; x X}

ou Y7 est un revétement fini étale de X;.
Ce revétement Y7 correspond & une représentation de m(X;) qui, com-
posée avec le foncteur

(X1 x X3) — 7m(X1) x m(X}) — 7(X1)

est égale au composé de la représentation de m(X; X X5) qui correspond &
Y avec le foncteur

7T(X1 X,Xé) —>7T(X1 X X2)

Or on a un diagramme 2—cocartésien

(X1 x X)) —— w(X1) x 7(X3)

| |

7I'(X1 X Xg) _ 7l'(X1) X 7T(X2)

donc on obtient une représentation unique de 7(X;) x 7(X2) qui soit
équivalente aux données précédentes.

Il est évident qu’elle ne dépend pas du choix de X3.

On a ainsi construit un foncteur en sens inverse.

11 est évident qu'il est quasi-inverse du premier. (]
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De la proposition 1, de la proposition 2 (ii) et du théoréme 4, on déduit
immédiatement :

COROLLAIRE 6. — Pour tout sous—schéma fermé fini non vide I — X,
chacun des faisceaur Hp ; sur X'\I x X'\I peut étre vu comme une
représentation du groupoide produit

m(X'\I) x m(X'\I)

dans la catégorie des Qp—espaces vectoriels de dimension finie.

Prouvons encore :

LEMME 7. — Soient T' un ensemble fini de places de X avec TNT, =0
et I — J — X\T deux sous-schémas fermés finis non vides emboités.

(i) Pour tout n >0, on a un plongement canonique de faisceauzr de
Q¢—espaces vectoriels sur X'\J x X'\J

n n
H’D,I — H’D,J .

Vu en termes de représentations, il est compatible auz actions des
groupoides w(X'\I) x n(X'\I) et m(X'\J) x n(X'\J) via le foncteur
m(X'\J) - 7(X'\I).

(ii) Chacun des plongements Hp ; — Hp, ; au-dessus de X(p) X
XZT) est compatible auz actions des sous—algébres HY et HY de l’algébre
de Hecke HT wia Uinclusion 'HT - ’H?;.

(iii) L’action & droite de Ualgébre HY sur HE ; comprend en parti-
culier une action a droite du groupe KT /K¥ = (D;)* et HE ; s’identifie
au sous—faisceau de Hp, ; fixé par le sous-groupe KT/KT de KT/KY.

Démonstration : D’apres la proposition 5 du paragraphe 1.3, le mor-

phisme
Chtp, ;/a* — Chtp, ;/a”
au—dessus de (X'\J) x (X'\J) est représentable fini étale galoisien de
groupe Ker[(D;)* — (D1)*] = K¥/KY. Et ce morphisme commute
aux actions de Froby et Frob,,. Par conséquent, les homomorphismes
d’adjonction
Hp;— Hp

175



IV — LE cas DES D-CHTOUCAS DE RANG 7 = 1

sont compatibles aux actions de 7(X'\I) x w(X'\I) et m(X'\J) x 7(X'\J)
et au foncteur 7(X’\J) — 7(X’\I). On dispose aussi de ’homomorphisme
de trace

H’B,J - H%,I
et le composé Hp ; — Hp ; — Hp ; est la multiplication par le degré
(KT : K7
Ceci prouve (i) et (iii).
Enfin, (ii) est conséquence du théoréme 5 (ii) du paragraphe 1.4 et du
lemme 3 (iii) ci—dessus. 0
Maintenant, on a :

ProprosITION 8. — Soit T un ensemble fini de places de X avec TNT, =
0. Pour tout entier n > 0, posons

Hp" = lim Hp;
INT=0

qui est un faisceau de Qg—espaces vectoriels sur X (’T) x X ZT)' Alors :

(i) Si W(XET)) = lim w(X'\I) est le groupoide fondamental de
INT=0
XéT , chagque Hg’" peut étre vu comme ure représentation du groupoide
produit

m(X(r)) X 7(X(1))
dans la catégorie des Qq—espaces vectoriels.

(ii) Si HT désigne l’algébre de Hecke du groupe G(AT) = (DT)X,
chaque Hg’" est muni d’une action & droite de HT ou, ce qui est équivalent,
d’une action a droite lisse de G(AT), et qui commute & laction de
m(X{ry) X 7(X{r))-

ette action est admissible au sens que pour tout sous—groupe ouvert de
G(AT), le sous—faisceau de Hg’" fixé par ce sous—groupe est constructible.

(iii) Pour tout entier n > 0, on dispose d’un isomorphisme
T, ~ T,n
* 1 HD n — HDOP .

Il échange les actions des deuz facteurs m(X(r,) et m(X(r)) et il est

compatible auz actions de (DT)* et (DPT)* wia lisomorphisme g —
-1
gt
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(iv) On a un homomorphisme naturel
T,0 T,0
HO X - HD

compatible auz actions de m(X(r)) x m(X(y)) ainsi qu’d Visomorphisme
de (iii) et auz actions de (AT)* et (DI)* wvia I’homomorphisme det :
(DR)* — (AT)x.
Démonstration :
(i) résulte du corollaire 6 et du lemme 7 (i).

(ii) L’existence de cette action de 1’algebre de Hecke H” résulte de
la proposition 2 (iii) et du lemme 7 (ii).

Cette action commute avec celle de m(X(z)) X m(X(z,) car 'action &
droite du groupe G(AT) sur Cht3” et L,Cht” est compatible avec les
morphismes Frobg et Frob.

Enfin, cette action est admissible d’aprés le lemme 7 (iii).

(iii) résulte de la proposition 2 (iv) et du fait que ’isomorphisme
% : ChtBT, — LCht”

est compatible aux actions de (DPT)* et de (DY)* via I'isomorphisme
21
g—>g .

(iv) résulte de la proposition 2 (v) et du fait que le morphisme
. LT 1,7
det : Chty™ — Chtg,

est compatible aux actions & droite de (D%)* et de (AT)* via I’homomor-
phisme det : (DT)* — (AT)x. 0

3. — Généralités sur les représentations admissibles
a) Représentations admissibles. Homomorphismes de traces
Rappelons d’abord (d’aprés par exemple [Cartier]) :

DEFINITION 1. — Soient L un corps de caractéristique 0 et A une L—
algébre munie d’une famille (er) d’éléments idempotents telle que la famille
(erAey) de sous—algébres de A est inductive de réunion A.

On appelle représentation admissible de A tout module & droite M sur
A tel que les sous—modules Mej sur les sous—algébres ey Aey soient tous de
dimension finie sur le corps L et aient leur réunion égale ¢ M.
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Une représentation admissible M de A est dite irréductible si elle ne
posséde d’autre sous-représentation que 0 et M.

Une représentation admissible M de A est dite absolument irréductible
st pour tout corps L' contenant L la représentation admissible M ®1, L' de
la L'-algébre AQr L' est irréductible.

Enfin, une représentation admissible M de A est dite semi-simple si
elle est isomorphe d une somme directe finie de représentations admissibles
irréductibles.

Prouvons :

ProrosiTiON 2. — Sous les hypothéses de la définition 1, on a :

(i) La catégorie des représentations admissibles de A est abélienne
et pour tout I, la catégorie des représentations admissibles (c’est—d—dire
de dimension finie sur le corps L) de lalgébre erAer est abélienne,
neethérienne et artinienne.

(ii) Le foncteur M — (Mey) induit une équivalence de la catégorie
des représentations admissibles de A sur la catégorie des systémes inductifs
(My) de représentations admissibles des sous—algébres ey Aey, munis donc
d’isomorphismes compatibles

MIeJ = MJ

pour tous indices I, J vérifiant ey Aey C erAe;.
Ce foncteur admet pour quasi—inverse

(MI)0—>11_1’_11_) MI.
I

(ili) Si M est une représentation admissible de A qui correspond d
un systéme inductif (M1) dans l’équivalence de (ii), M est irréductible si
et seulement si pour tout I, My est irréductible comme représentation de
eIAeI.

(iv) Pour tout indice I fixé, application
M v+— Me;

induit une injection de l’ensemble des classes de représentations admissibles
irréductibles M de A telles que Mey # 0 dans l’ensemble des classes de
représentations admissibles irréductibles non nulles de ey Aej.

De plus, pour tout tel M I’homomorphisme naturel

End.A(M) — EndeIAeI (MeI)
est bijectif.
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(v) Si M est une représentation admissible semi-simple de A, alors
pour tout corps L' contenant L, la représentation admissible M @, L' de
A®p L' est aussi semi—simple.

(vi) Si M est une représentation admissible semi—simple non nulle
de A, son algébre End4(M) des endomorphismes est semi-simple, et de
dimension finie sur le corps L.

De plus, M est irréductible si et seulement si End 4(M) est une algébre d
division, et M est absolument irréductible si et seulement si le plongement
L — End 4(M) est un isomorphisme.

Démonstration :

(i) résulte de ce que toute sous-représentation et toute représenta-
tion quotient d’une représentation admissible est encore admissible.
(ii) est évident sur la définition.
(iii) Déja, la suffisance résulte de (ii).

Pour la nécessité, si M est irréductible et N est une sous-représentation
d’un Me;, alors NA est une sous-représentation de M avec NAe; = N
d’ou 'on tire ou bien NA = M et N = Me; ou bien NA=0et N =0.
Ce qui prouve que Mej est irréductible.

(iv) Il faut prouver que si M est une représentation admissible
irréductible de A telle que Me; = My # 0, M est completement déterminée
par Mj.

Soit M = M; ®e, Ae; erA. C'est un module & droite sur A, tel que Me;
s’identifie & M7, et qui est muni d’un homomorphisme A-linéaire M — M.
Cet homomorphisme est non nul, donc surjectif puisque M est irréductible.

Soit encore N = {m € M, mAe; = 0}. N est le plus grand sous-
module N de M tel que Ne; = 0. Comme M; est irréductible sur e;.Aer
et engendre M sur A, on voit que pour tout sous-module N de M ou bien
N C N ou bien N = M.

Par conséquent, le module M /N est irréductible.

Enfin, ’homomorphisme surjectif M — M se factorise évidemment
en M/N — M qui est un homomorphisme surjectif entre .A-modules
irréductibles, donc un isomorphisme.

Ainsi, on peut effectivement retrouver M & partir de Mj.

Maintenant, ’homomorphisme naturel
End 4(M) — End,, ac, (M)

est injectif puisque M est irréductible et M # 0.
De plus, et avec les notations ci-dessus, tout endomorphisme de M sur
erAer induit un endomorphisme de M = M ®., 4, €1.A sur A, lequel
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stabilise nécessairement le sous-module N = {m € M, mAe; = 0}, donc
induit un endomorphisme de M /N = M sur A.
Ainsi ’homomorphisme injectif

End (M) — Ende, 4¢, (M)

admet un inverse a droite. C’est un isomorphisme.

(v) Il suffit de considérer le cas ou M est irréductible. Soit D =
End 4(M) qui est une algebre & division, et de dimension finie sur L d’aprés
(iv). Les sous-A-modules de M ®p L’ correspondent bijectivement aux
sous—D-modules & droite de D ®p, L’ et les sous—-modules de M ®p, L' sur
A®p L' correspondent bijectivement aux idéaux & droite de D ®y, L'. Mais
comme D est une algébre a division de dimension finie sur L et comme L
est de caractéristique 0, D ®j, L’ est une algébre semi—simple de dimension
finie sur L', d’ol1 ’on conclut.

(vi) Si M est irréductible, End 4(M) est une algebre & division et de
dimension finie sur L d’apres (iv).
Etsi M & M™ &---@® M™ ou M,...,M, sont des représentations
admissibles irréductibles de A, deux & deux non isomorphes, on a

EndA(M) = Mm1 (EndA(Ml)) X X Mmr(End.A(Mr)) .

Ceci prouve les deux premiéres assertions.

Enfin, la troisiéme assertion résulte de la seconde puisque si M est
irréductible et L’ est un corps contenant L, M ®, L’ est une représentation
semi-simple de AQy, L' d’aprés (v) et Endag, (M ®LL') = End4(M)®y,

L.
0

COROLLAIRE 3. — Avec les hypothéses et notations de la définition 1,
soit K,q(A) le groupe

Kad(.A) = lim K(eI.AeI)

(—
I

ou, pour tout indice I, K(erAey) désigne le groupe de Grothendieck de la

catégorie abélienne des représentations admissibles de la L—algébre ey Aer
et ou, pour tous indices I, J avec e;Aey C ey Aey, ’homomorphisme

K(ejAes) — K(erAer)
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est induit par le foncteur exact
Mj;— Mjey.

Alors le groupe Kqq(A) est naturellement isomorphe au groupe abélien
des sommes formelles
> M)

ou M décrit un ensemble de représentants des classes d’isomorphismes de
représentations admissibles irréductibles non nulles de A et (Apr) décrit
l’ensemble des familles d’éléments de Z telles que pour tout indice I il n’y
ait qu’un nombre fini de M vérifiant Mer # 0 et Aps # 0.

De plus, toute représentation admissible M de A a une classe associée
[M] dans Kyq4(A) et le groupe K,q4(A) est engendré par l’ensemble de ces
classes [M].

Démonstration : C’est immédiat d’aprés la proposition 2 (ii), (iii)

et (iv).
0

ProprosiTION 4. — Toujours avec les hypothéses et notations de la
définition 1, on a :

(i) Pour tout élément f de A et toute représentation admissible M
de A, Uopérateur induit par f sur M est de rang fini sur L. On dispose
donc de sa trace que l’on note Tras(f) € L.

(ii) Pour tout élément f de A, Uapplication M +—— Trp(f) se
factorise de maniére unique en un homomorphisme

K.i(A) — L M — Try(f).-
Et pour tout élément fixé M de Kqq(A), Uapplication

fr— Tra(f)

est un homomorphisme L-linéaire.

(iii) Etant donnés My et My deuz éléments de Ko4(A), on a My =

M, si et seulement si Trpg, (f) = Trag, (f), Vf € A.
Plus précisément, si (M;) est une famille finie d’éléments de K,q4(A),
Ny une représentation admissible irréductible de A et (N;) un ensemble de
représentants des classes d’isomorphismes de représentations admissibles
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irréductibles de A dont le coefficient dans l'un des M; au moins est non
nul, alors il existe f € A tel que pour tout j

TrN].(f) =1 si Nj =~ No
Trn,(f) =0 dans le cas contraire.

Démonstration :

(i) Par hypothese sur A, il existe un indice I tel que f € erAej.
Donc I'image de ’opérateur induit par f dans M est contenue dans Me;
qui est de dimension finie sur L.

(ii) Par définition, on a

Kad(.A) = (li_mK(el.AeI) .
I

Et pour tout f € ejAe; fixé, lapplication qui & toute représentation
admissible M; de e;Ae; associe la trace dans L de 'opérateur induit par
f dans M se factorise en un unique homomorphisme

K(eIAeI) — L M — TrM;(f) :

D’otl la premiere assertion.
La seconde est évidente.

(iii) La premiére assertion est conséquence évidente de la seconde.
Pour celle—i, soit I un indice tel que Npey # 0. L’ensemble Jyp des j tels
que Njer # 0 est fini, et ces Njer sont irréductibles et deux a deux non
isomorphes, comme il résulte de la proposition 2 (iv). D’aprés [Bourbaki]
Chapitre 8, §12, proposition 3, les formes linéaires f +— Try,e,(f)
efAe; — L, quand j décrit Jy, sont linéairement indépendantes. Comme
Jo est fini, il existe f € e;Ae; telle que

Trwye (f) =1 si Njer = Noey <= N; = No
TrNjeI(f) =0 si NjGI 2 Noey et NjeI #0.

Et si Nje; = 0, on a nécessairement Try,.,(f) = 0 puisque f € erAe;.
C’est ce qu’on voulait. [

b) Corps de rationalité. Corps de définition

Posons :
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DEFINITION 5. — Toujours avec les hypothéses et notations de la défini-
tion 1, soient L' un corps contenant L et M' une représentation admissible
de l'algébre AQp L'.

On appelle corps de rationalité de M' et on note L(M') le sous—corps
de L' qui est engendré sur L par les éléments Tra (f) quand f décrit A.

On appelle corps de définition de M’ tout corps L; contenant L tel
qu’existent une représentation admissible My de A ®r Ly, un corps L}
contenant & la fois L' et Ly et un isomorphisme entre représentations
admissibles de A ®r, L}

M’ QL L;_ ~ M; ®L, L;_ .

ProprosITION 6. — Dans les conditions de la définition 5, on a :

(i) Le corps de rationalité de M’ se plonge naturellement dans tout
corps de définition de M'.
De plus, et si M’ est irréductible, le corps de rationalité de M’ est égal
a celui de M'ey pour tout indice I tel que M'er # 0.

(ii) St M’ est irréductible et s’il existe une représentation admissible

M de A telle que le coefficient m' € N de [M'] dans la classe [M ®L L'] €

Koi(A®L L') soit non nul, le corps de rationalité L(M') = L(M'™) est
une extension finie de L et c’est le plus petit corps de définition de M'™

(i) Sous les hypothéses de (ii), il existe une extension finie de L
contenant L(M') qui soit un corps de définition de M'.

Démonstration :

(i) La premiére assertion résulte de ce que deux représentations
admissibles isomorphes ont méme homomorphisme trace associé, et de ce
que la formation de la trace commute aux extensions du corps de base.

Pour la seconde assertion, on peut supposer que L’ est galoisien sur L,
de groupe X. Pour tout élément o de X, on dispose de la représentation
admissible irréductible o(M') = M’ @/, L' de AQr L'.

D’apres la proposition 4 (iii), le corps de rationalité de M’ [resp. de M'e;]
est le plus grand sous—corps de L’ fixé par le sous—groupe de ¥ constitué
des éléments o qui vérifient o(M') = M’ [resp.o(M')e; & o(M')]. On
conclut d’apres la proposition 2 (iv).

(ii) On peut supposer que la représentation admissible M de A est
irréductible. Posons D = End4(M) et D' = Endag, 1/(M’'). D’apres la
proposition 2 (vi), D et D’ sont des algebres & division, de dimensions
finies sur L et L’ respectivement. Soient C et C’ leurs centres, qui sont des
corps, extensions finies de L et L’.
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D’apres la proposition 2 (v), la représentation M ® L' de A®y, L’ est
semi-simple, si bien que 1’algébre M,,/(D') = End zg, 1 (M'™') s’identifie
a 'un des facteurs de l’algebre semi-simple D®y, L'. Autrement dit encore,
C’ est 'un des facteurs de C ®;, L' et on a

M/ml = (M XL LI) ®ceLL) C' = M ®c .

Soient ¢ un élément qui engendre C sur L, P son polynéme minimal sur
L et P’ le polyndme minimal sur L’ de I'image de ¢ dans C’. Ainsi, P’ est
un facteur de P dans ’anneau polynomial L'[X].

Les coefficients de P’ sont dans L’ et algébriques sur L. Le sous—corps de
L' qu'ils engendrent est fini sur L et c’est un corps de définition de M'™ .

D’apres (i), ceci prouve que le corps de rationalité L(M') = L(M'™)
est fini sur L.

Il reste & prouver que M'™ est définie sur L(M’).

D’apres ce qui précéde, on peut supposer encore que L’ est une extension
finie galoisienne de L. Soit X son groupe de Galois sur L(M’). A tout 0 € &
est canoniquement associé un automorphisme o-linéaire

L’image de la sous-représentation M’™ par T est une sous-représentation
qui a méme homomorphisme trace associé. D’apres la proposition 4 (iii),
cette image est encore M’ m’ Ainsi, les automorphismes G se restreignent
a M'™ et ils vérifient

ocoo' =Goo’ Vo,0 €X.

Ils définissent donc une donnée de descente sur M’ m', c’est—a—dire sur tous
les M'™ e;. Comme ces derniers sont de dimension finie sur L’ , la donnée
de descente est effective et la représentation M'™ est définie sur L(M’).

(iii) Notons Lo = L(M'). D’apres (ii), Lo est une extension finie de
L et il existe une représentation semi-simple My de A ®1, Lo telle que
MO ®Lo LI o M/m/'

Dy = Endag,1,(Mo) est une algebre simple de dimension finie sur
Lg. C’est une algebre centrale simple sur son centre Cp, et si D' =
End g,/ (M'), elle vérifie Dy ®r, L' = M, (D’).

On voit que répond & la question toute extension finie de Cp qui
scinde ’algebre centrale simple Dy, par exemple n’importe quel sous—corps
maximal contenant Cy de ’algebre a division centrale associée a Dy. [
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Prouvons encore (d’aprés par exemple [Waldspurger| lemme 1.1) :

ProproSITION 7. — Dans les conditions de la définition 5, supposons
que la représentation admissible M' de l’algébre A®y L' est irréductible et
qu’elle est ey—non ramifiée pour un certain indice I c’est—a—dire que M'e;
est de dimension 1 sur le corps L' ou encore Trps(er) = 1.

Alors M’ est absolument irréductible et elle est définie sur son corps de
rationalité.

Démonstration : D’aprés la proposition 2 (iv), ’algébre des endomor-
phismes de M’ s’identifie & 1’algébre des endomorphismes de M’ej, laquelle
est nécessairement L’ puisque M’e; est de dimension 1. D’aprés la propo-
sition 2 (vi), M’ est donc absolument irréductible comme annoncé.

Pour la seconde assertion, on peut supposer que L est le corps de
rationalité de M'e; et que L’ est galoisien sur L de groupe X.

Soit M un sous—espace non nul de M’e; et de dimension 1 sur le corps
L. Pour tout élément f de e;.Aey, son action sur M’e; est la multiplication
par le scalaire Trp (f) qui est dans L, donc M est stable par cette action.

Soit maintenant M = M;A C M’. 1l suffit de prouver que I’homomor-
phisme M ®p L' — M’ est un isomorphisme car alors M sera nécessaire-
ment admissible.

Comme M’ est irréductible, ’homomorphisme M ®; L' — M’ qui est
non nul est nécessairement surjectif. Reste & prouver qu’il est injectif.
Raisonnant par ’absurde, supposons qu’il existe des éléments my,...,my
de M, linéairement indépendants sur L et des scalaires \{,..., \x € L/,
non tous nuls, tels que miA; + -+ + mgAr = 0 dans M.

On peut supposer que cette relation est de longueur minimale et aussi
que par exemple A /A; ¢ L si bien qu'il existe o € X vérifiant o(A2/A2) #
A2/A1. Comme L est le corps de rationalité de M’, les deux représentations
admissibles irréductibles M’ et 6(M') = M'®L/ , L’ ont le méme homomor-
phisme trace associé, donc sont isomorphes d’aprés la proposition 4 (iii).

Autrement dit, M’ posséde un automorphisme o-linéaire. Bien sir il
préserve M'e; et quitte & le multiplier par un scalaire, on peut supposer
qu’il fixe My et donc aussi M.

En prenant I'image par cet automorphisme de la relation

miA+ - +mEA =0,
on obtient un nouvelle relation
mio(A1) + -+ +mgo(Ag) =0.

On peut la combiner & la précédente pour obtenir une relation non triviale
et de longueur plus petite. Il y a contradiction. [
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c) Représentations admissibles des produits tensoriels
d’algeébres

Commencons par le lemme suivant :

LeMME 8. — Soient L un corps de caractéristique 0, A une L-algébre,
(er) une famille d’éléments idempotents de A, vérifiant les propriétés de la
définition 1.

Une représentation admissible M de A sera dite isotypique si elle est
isomorphe & une puissance d’une représentation admissible irréductible et
elle sera dite absolument isotypique si pour tout corps L' contenant L la
représentation M @ L' de A®p L' est isotypique.

Alors, une représentation admissible semi-simple M de A est isotypique
[resp. absolument isotypique | si et seulement si son algébre des endomor-
phismes est une algébre simple [resp. centrale simple | sur L.

Démonstration : C’est une conséquence immédiate de la proposition

2 (v) et (vi) puisque la formation des algebres d’endomorphismes commute
aux changements de base.

[

Dans la situation du lemme et pour toute représentation admissible
absolument isotypique M de A, on notera d(M) 'unique entier > 1 tel que
dimy (End4(M)) = d(M)?2.

Enongons maintenant (d’aprés par exemple [Bourbaki| Chapitre 8) :

PROPOSITION 9. — Soient L un corps de caractéristique 0, A' et A2
deuz L-algébres, (e}) et (€%) deuz familles d’éléments idempotents de Al
et A?, vérifiant les propriétés de la définition 1.

Soit A Ualgébre A' ®1, A2, munie de la famille d’idempotents (e} ® €2).

Alors :

(i) Si My et M, sont deuz représentations admissibles de A et A2,
M = M, ®1 M, est une représentation admissible de A = A' ®j, A?.

(ii) Dans la situation de (i) et si My et My sont semi-simples, M
est ausst semi-simple, et

EndA(M) = EndAx (Ml) XL EndAz (Mg) .

(iii) Dans la situation de (i), et si My est absolument isotypique, on
a les implications :
e M, isotypique => M isotypique,
e M, absolument isotypique => M absolument isotypique.
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(iv) Dans la situation de (i), et si My est absolument irréductible, on
a les implications :

o M, irréductible => M irréductible,
o M, absolument irréductible =—> M absolument irréductible.

(v) Réciproquement, si M est une représentation admissible irréduc-
tible de A, il existe deux représentations admissibles irréductibles My et My
de A et A%, uniques d isomorphisme prés, telles que M soit un quotient
de la représentation admissible semi—simple My @ M, de A.

(vi) Dans la situation de (v) et si M est absolument isotypique, M;
et My sont aussi absolument isotypiques.

De plus, d(M) divise le produit d(M,)d(Mz) et on a un isomorphisme

d(M;)d(M>)
M, ®p My ~ M“CHH2

Enfin, pour tous fl1 € A, f2 € A%, on a

1

- 1 2\ _ 2

(vii) Dans la situation de (v) et si L est algébriquement clos, on a un

isomorphisme
M, @ My =M.

Démonstration :

(i) résulte de ce que, pour tous indices I et J, on a un isomorphisme
naturel
M(e; ® €7) & (Mier) ®r (Mae?) -
(ii) Pour montrer que M est semi-simple, on peut supposer que M;
et M, sont irréductibles. Notons D; = End 41 (M;) et Dy = End 42(M>)
qui sont des algebres & division de dimension finie sur L. On peut écrire

M; @1 My = M1 ®L (D2 ®p, M3) = (M1 ®1 D2) ®p, M,

et tout sous—espace de M; ®, M, stable par les actions de A! et A2 est de
la forme N1 ® p, M2 o N; est un sous—espace de M; ® D, stable par les
actions de A! et Ds.

De plus

M, ® Dy = (D1 ®p, M1) ® D = (D1 ® D2) ®p, M;
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et tout sous—espace N; de M; ®;, D, stable par les actions de A! et D, est
de la forme N ®p, M; ou N est un sous—espace de D; ® D; stable par
les actions de D; et D,, autrement dit un idéal & droite de la L—algébre
D1 ®1, D,.

Or D;®p, D; est une algebre semi-simple puisque D; et Dy le sont et que
le corps L est de caractéristique 0, donc M; ®;, M, est une représentation
semi—simple.

La seconde assertion, c’est—a—dire ’égalité

End 4(M) = End 41 (M) ® End 42(M>)

est une conséquence immédiate de I’exactitude du foncteur -®, - en chacune
des deux variables.

(iii) résulte de (ii) et du lemme 8 puisque le produit tensoriel sur L
d’une algebre centrale simple et d’une algébre simple [resp. de deux algébres
centrales simples | est une algébre simple [resp. centrale simple].

(iv) est conséquence de (ii) et de la proposition 2 (vi).

(v) Il est immédiat que l’action & droite de A sur M correspond &
deux actions & droite commutant entre elles de A! et .42 sur M. Pour tout
indice J, Me% vue comme représentation de .A' est admissible. Choisissons
un J tel que M 63 # 0, et soit M; une sous-représentation admissible
irréductible non nulle de Me% sur A!. Alors Hom4:(M;, M) est une
représentation de A2, automatiquement admissible, et non nulle par choix
de M;. Soit M, une sous-représentation admissible irréductible non nulle
de Hom 41 (M7, M) sur A2

Sur A, on dispose d’'un homomorphisme

M, ®L My — M

qui est non nul, donc surjectif puisque M est irréductible.

Ceci prouve l'existence de M; et Ms.

Leur unicité & isomorphisme pres résulte de ce que pour tout indice
J(resp. I], la représentation admissible M; ®, Mae% de A! [resp. Miel ®,
M, de A?] est isotypique de type M [resp. Mz, donc aussi Me?% [resp. Me}].

(vi) Notons C, C; et C2 les centres des algébres End4(M),
End 4:(M;) et End42(Mz). D’apreés (ii) et (v), C est un quotient de
C:1 ®r Cs. Par conséquent, ’égalité L = C implique L = C; et L = Cj.
D’apres le lemme 8, ceci signifie que si M est absolument isotypique, M;
et M, le sont.

Mais alors, d’apres (iii), M; ® M> est aussi absolument isotypique,
donc isomorphe & une puissance de M. Et I’exposant est nécessairement
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ﬂ%l(%)M—zz puisque End4(M) est de dimension d(M)? sur L et
End 4(M; ® M;) = End 41(M;) ®1 End 42(M>) est de dimension d(M;)?
d(M;)? sur L.

Enfin, la derniére assertion est conséquence de l’existence d’un isomor-
dMpd(Mg)
phisme M; ®; My & M~ 40)  puisque, pour tous f! € Al, f2 € A?,
on a
Ter@LMz (fl ® f2) = Ter (fl)Ter(fz) .
(vii) résulte de (v) et (vi) car alors M, M; et M, sont absolument
irréductibles, donc absolument isotypiques avec

dM)=1 d(My) =1 d(M)=1.

CoROLLAIRE 10. — Soient L un corps et Y un ensemble.

Pour tout y € Y, soit AY une L-algébre, munie d’une famille (€¥)rezv
d’idempotents comme dans la définition 1, et parmi ceux—ci distinguons un
idempotent particulier efj.

Pour tout sous—ensemble fini Y, de Y, notons AYt la L-algébre @ AY,

yeEYT
munie de la famille d’idempotents (e}’l) indezée par [[ IY = I*', avec
YEY
un élément distingué eg‘.

Pour tous sous—ensembles finis Yi, Yo de Y avec Y; C Ya, soit AVt —

AY2 Vinclusion définie par

f*"’f@( ® e%)zf@e;”\yl.

yeEY2\Y1
Enfin, pour tout sous—ensemble (infini) Y1 de Y, notons AY* la L-algébre
. Y;
lim A"

ou Yy parcourt l’ensemble inductif des sous—ensembles finis de Y contenus
dans Y1. Munissons AY* de la famille évidente (e)*) d’idempotents indexée
par @)Zn ou, si lon préfére, par le sous—ensemble I¥* de [[ IV cons-
Y2 yeY:

titué des familles dont tous les éléments sauf un nombre fini sont égaux
af.

Cette famille a un élément distingué eéfl .

Alors :
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(i) SiY' =Y1][]:--11Y. est une réunion disjointe de parties de Y,
il lui est associé un isomorphisme canonique

AV 2 AN QL@ AT

(i) Si M est une représentation admissible irréductible de AY , pour
toute partie Y' deY, il existe deux représentations admissibles irréductibles
MY et MY\Y' de AY' et AY\Y', uniques & isomorphisme pres, telles que
M soit un quotient de MY ®1 MY\Y'.

(iii) Dans les conditions de (i) et si Y' = Y1[]---][Yn est une
réunion disjointe de parties de Y, MY’ est un quotient de MY' @, M2 ®1,

-Qr MY,

(iv) Dans les conditions de (ii) et si M est absolument isotypique,
tous les MY' sont absolument isotypiques.

De plus, si Y =Y1]] - 11 Yn est une réunion disjointe de parties de
Y, d(MY'") divise d(MY1)d(MY2) - -.d(MY"), et il existe un isomorphisme

, dSMylz...dSMYnz
MY1 ®LMY2®L"'®LMY"§(MY) amY') .

Et pour tous f¥1 € AV, f2 € AY2 .. f¥» e AY ona

1
aprry T (e fPe e 1) =

d(A;yl)TYMYI(f ) d(A;»y )T\rMYn(fY )

(v) Dans les conditions de (iv), il existe un sous—ensemble fini Y de
Y tel que pour toute partie Y’ de Y ne rencontrant pasY, la repre’sentation
MY’ soit e -non ramifiée et absolument irréductible (c’est-a—dire abso-

lument isotypique avec d(MY') = 1).
Démonstration :

(i) résulte de ce que le produit tensoriel commute aux limites
inductives.

(ii) a été montré dans la proposition 9 (v).

(iii) D’apres la proposition 9 (v), il existe certainement des représen-
tations admissibles irréductibles NYt,..., N¥» de AM1,..., AY» telles que
MY’ soit un quotient de NY! @, -+ @ N¥=.

Alors, pour 1 < i < n, M est un quotient de

NY: QL (NYI QL - QL NYi-1 L NYi+1 QL ®L NYn ®MY\Y,),
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donc d’un NYi @ NY\Yi ot NY\Yi est une représentation admissible
irréductible de AY\Y:,

Toujours d’apres la proposition 9 (v), cela impose N¥: = MY comme
on voulait.

(iv) résulte par itération de la proposition 9 (vi) compte tenu de (iii).

(v) D’apres la proposition 7, il suffit de considérer le cas ou le corps
L est algébriquement clos.
Alors, pour toute réunion disjointe Y’ =Y, [[--][ Y, de parties de Y,
on a un isomorphisme

MY/EMYI ®L"'®LMYn1

comme il résulte de la proposition 9 (vii).

Soit Iy € I¥ un indice tel que Me}, # 0, autrement dit tel que Trar(e},)
soit un entier non nul. Il existe un sous-ensemble fini fo de Y tel que
la composante de Iy € IV = TIYo x Z¥\Yo dans TY\Yo soit I’élément
distingué 0.

Si donc Yi,...,Y, sont des parties disjointes de Y\?o, le produit
Trpv (e%") o Trpyve (eé’") est un facteur de EYM(e_};) dans N.

Par conséquent, il existe une partie finie Y O Y de Y telle que pour
toute partie finie Y’ de Y évitant Y, la représentation MY’ soit ey "non
ramifiée.

Enfin, cette propriété est encore vraie lorsqu’on abandonne la con-
dition de finitude de Y’ C Y\Y car le choix d’un élément non nul
m¥1 e MY\11 e;/\yl pour toute partie finie Y; O Y de Y détermine un
homomorphisme

l_iE MY1 SN MY
Y;

non nul donc surjectif. 1

4. — Calcul des traces. Applications

a) Formules des traces

On rappelle que a est un élément fixé de degré 1 dans A* dont toutes
les composantes dans les F, valent 1 en—dehors d’un ensemble fini T, de
places x de F'.

Et on a supposé que D est une Ox-Algebre partout maximale sur X.
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On utilise les notations du paragraphe 1.4b avec r = 1. Ainsi

G(F) = D*
G(F;) = D} pour toute place z de F
G(A) = D}

K, = D} pour toute place z de F

K=Df = [] Ku;
z€|X|

dg [resp. dg; pour z une place de F] désigne la mesure de Haar sur le
groupe localement compact unimodulaire G(A) [resp. G(F;)] qui attribue
le volume 1 au sous-groupe ouvert compact K [resp. K,].

Par ailleurs, si T est un ensemble fini de places de F', on note G(Ar) =

1 G(Fz), Kr = [] Ko et dgr = [ dge.
€T zeT zeT

On note H [resp. H, si = est une place de F, resp. Hr si T est un
ensemble fini de places de F] la Q-algébre de Hecke du groupe G(A) [resp.
G(Fy), resp. G(Ar)], c’est-a-dire I’algébre de convolution, pour la mesure

\

dg [resp. dg, resp. dgr] des fonctions localement constantes & support
compact de G(A) [resp. G(F}), resp. G(Ar)| dans Q.

De plus, si I < X est un sous-schéma fermé fini [resp. et supporté par z,
resp. et supporté par T'], on note K [resp. K 1, resp. K 1] le sous-groupe
ouvert compact

K1 = Ker[K — Df]
[resp. K. 1 = Ker[K; — Dy],
resp. K71 = Ker[Kr — Df]].

On note H; [resp. Hy, 1, resp. Hr,1] la sous-algébre de H [resp. H, resp.
Hr] des fonctions invariantes & droite et & gauche par K [resp. K 1, resp.
K 1] et on note fr [resp. fg 1, resp. fr,1] la fonction caractéristique de Ky

[resp. K 1, resp. K ] fois la constante

1

dgr(KT,1) k
Commengons par le résultat suivant :

1
——— [resp. ————, resp.
do (&) TP GgaKagy TP
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ProrosITION 1. —

(i) Dans la Q-algébre H [resp.H, pour x une place de F, resp.
Hr pour T un ensemble fini de places de F|, les éléments fr [resp. fz1,
resp. fr 1| constituent une famille d’idempotents qui vérifie les hypothéses
de la définition 1 du précédent paragraphe.
Et pour tout I, on a

frtHfr =M1 [resp. fz, i Hafz, 0 = He1,resp. friHrfry =Hr1l.

(ii) Si dans chaque famille (fz1)1 [resp. (fr,)i], on distingue
Vélément f, g [resp. frg] qui est la fonction caractéristique du sous-groupe
K, [resp. K1), alors la Q-algébre H est le produit de la Q-algébre Hr et des
Q-algébres Hy, x ¢ T, au sens du corollaire 10 du précédent paragraphe.

(iii) 9% Aut désigne le Q-espace vectoriel des fonctions localement
constantes (4 support compact) de G(F)\G(A)/a? dans Q, muni de l’action
a droite par convolution de H, alors Aut est une représentation admissible
de H.

(iv) Pour tout élément f € H, Uopérateur induit par f dans Aut
posséde un noyau localement constant sur G(F)\G(A)/a% x G(F)\G(A)/a®

qui est
(hyg) = > > fla"g™yh) .

YEG(F) n€L

Et sa trace est donnée par la formule de Selberg

Toa(f) = | dg- 3 Y flaglvg) .

GFNGW)/al | CG(F)neL

Ou encore, si vy décrit un ensemble de représentants des classes de conju-
gaison de G(F') et si pour tout tel v G(F), désigne son commutateur dans
G(F), on a

_ . n_ —1
Trauw(f) = ; /G AGA)e dg- Y fag " vg) -

neZ

Démonstration :

(i) et (ii) sont évidents.

(iii) Comme on a déja vu dans le lemme 5 (ii) du paragraphe IIL.6,
I’espace homogene G(F)\G(A)/a? est compact.
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Ainsi, pour tout sous-schéma fermé fini I — X, I’ensemble G(F)\G(A)/
Ka? est fini et donc le sous-espace Aut f; de Aut qui est constitué des
fonctions invariantes a droite par K est de dimension finie sur Q.

(iv) Pour toute fonction m € Aut, calculons son image mf par l’action
a droite par convolution de f € H.

Pour tout h € G(A), on a

(mf)(h) = /G O ) dg

neZ

dg- > m(v'9)Y_ fla"g ' vh)

~YEG(F) nez

dg-m(g) > Y f(a"g~'yh).

YEG(F) neL

/G(F)\G(A)/az

/G(F)\G'(A)/aZ

Ainsi, opérateur induit par f posséde un noyau localement constant qui

est
(hg) = Y fla"g™'y
YEG(F)
Sa trace se calcule en intégrant ce noyau le long de la diagonale, ce qui
donne la premiére formule.
La seconde s’en déduit en regroupant par classes de conjugaison les
éléments y € G(F).

A partir de maintenant, on fixe F; une cloture séparable du corps F' et
on note I'r le groupe de Galois de F sur F.

Pour tout entier n, on note H7 la fibre au-dessus du point Spec F, x
Spec F; de la représentation H%" du groupoide produit (X, f@)) X
m(X(g)) = m(Spec F) x m(Spec F) dans la catégorie des Q-espaces vecto-
r1els, deﬁme dans la proposition 8 du paragraphe IV.2.

Ainsi, chaque HJ est un espace vectoriel sur Q, muni d’une action
continue du groupe I'r x I'r, c’est-a-dire de deux actions continues de I'
qui commutent.

De plus, d’apres la proposition 8 (ii) du paragraphe IV.2, chaque H}
est muni d’une action & droite de ’algebre de Hecke H ®qg Q¢, commutant
a l'action de I'r x I'r, et comme tel, c’est une représentation admissible.

Autrement dit, et en notant Ap, 1’algebre des fonctions & support fini
du groupe I'r dans Q, chaque HJ; est une représentation admissible de
(H ®q Q¢) ®q, AF,e ®q, AFye-
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D’aprés la proposition 2 (i) du paragraphe IV.2, les H7 sont nuls en
dehors de 0 < n < 4(d — 1). On notera Hy, la somme alternée de classes

Hp= Y (- [Hp

0<n<4(d-1)
dans le groupe de Grothendieck admissible

Koa((H ®q Q¢) ®q, Are ®q, Are) -

On a le théoréme fondamental suivant :

THEOREME 2. — Soit f un élément de H.

Soient 0 et co deux places de F, distinctes, qui sont dans X', qui ne sont
pas dans T, et telles que, correspondant a l’écriture H = Hoo Qg H>®O ®q
Ho, f se mette sous la forme

f=fop®f°® fop

ot 0 € H®O et fog, foop Sont les éléments idempotents distingués
de Ho et Hoo c’est-a-dire les fonctions caractéristiques des sous-groupes
ouverts compacts mazimauz Ko et Ko, de G(Fp) et G(F) respectivement.

Soit 1o [resp. Too] un élément de Frobenius en 0 [resp. en oo] c’est-d-
dire un élément du sous-groupe de décomposition de 0 [resp. de oo] dans
T'r qui induit Uautomorphisme Frob®&© [resp. Frobd°8(>)] sur la cléture
algébrique de k(0) [resp. de k(00)].

Soient u,s > 1 deuz entiers.

Soit f§ € Ho [resp. &' € Hoo| la fonction de Drinfeld en rang d et
de niveau u [resp. de niveau —s| sur G(Fp) = GL4(Fp) [resp. G(F) =
GL4(F)] comme dans la définition 7 du paragraphe III.6c.

Alors on a légalité

Tray (f X 75" X 755°) = Trau(f® ® F°° ® f3)

dans le corps Q.

Démonstration :
Par définition de la trace, on a

Tray (f X 70 X 75°) = Z(—l)"Tng(f X Ty X TS .

D’apres le lemme 7 (iii) du paragraphe IV.2 et le fait que f = foo 9o ®
% ® fo9, on voit que les homomorphismes de faisceaux Hg’" — Hp"
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avec T = {00,0} induisent un isomorphisme de I'image de 1'opérateur
induit par >0 € H*? = HT dans Hg’n sur 'image de 'opérateur induit
par f € H dans H%".

Or le faisceau Hg’" se prolonge sur X (’T) x X ET) et d’apres la proposition
8 du paragraphe IV.2, I'action de 7, * x 7° ne dépend que de son image
dans w(X(’T)) X W(XET)) et a fortiori de son image dans W(X(IO)) X F(Xéoo)).

Ainsi chaque Trgn (f X 7™ X 75,°) est égal & la trace de l'opérateur
induit par f0 x 7, x 7Z® sur n’'importe quelle fibre du faisceau Hg’"
au-dessus de X(Io) x X f 00)" _ B _

Considérons donc la fibre au-dessus de SpecFy, pour 0 : k(0) — Fg et
& : k(00) — F, deux points de X (F,) au-dessus de 0 et oco.

D’apres ’hypothese sur 7g et 7o, leurs actions sur cette fibre sont celles
des automorphismes de Frobenius arithmétiques Frobd®&(® et Frobdes(*)
de F,. Elles sont inverses des actions des morphismes de Frobenius
géométriques correspondants c’est-a-dire de Frobgeg(o) et Frobdee(*)
d’apres le théoréme 4 et la proposition 2 (ii) du paragraphe IV.2.

Ainsi, chaque Trpn (f X 75 “ x 75°) est égal & la trace de 'opérateur
induit par f°0 x Frobgeg(o)" x Frobd?(®)¢ gur la fibre de H5™ au-dessus
de SpecF,.

Maintenant, il existe certainement un sous-schéma fermé fini non vide
I — X\{00,0} tel que f>° € HP°, clest-a-dire tel que f0 s'écrive
comme une combinaison linéaire de fonctions caractéristiques de classes
bilateres K°%gK >0 d’éléments g € G(A>0).

D’apres le théoréme 1 (ii) du paragraphe IV.1 et comme I est non vide,
le champ Cht%’ 1/a% est représentable projectif et lisse au-dessus de F,.

De plus, d’aprés la proposition 6 du paragraphe 1.4, la correspon-
dance inverse de celle associée au morphisme Frobi®s(¥* o Frobdes(>o)s
coupe transversalement toutes les correspondances 1"%,’ ;(g) dans le champ
Chtp, ;/a? au-dessus de SpecF,.

On est donc en position d’appliquer le théoréeme des points fixes de
Grothendieck-Lefschetz, et avec les notations de la proposition 4 (ii) du
paragraphe IT.5 (en omettant les troncatures qui ici sont triviales puisqu’on
est en rang r = 1), on obtient

Trgs (f x 75 ™ X 75°) = Lefp(£°°%; deg(0)u; deg(co)s) .

Or, d’apres la proposition 2 et la proposition 11 du paragraphe II1.6 et
le fait que tout élément de G(F) = D* est elliptique, on sait
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Let(£°°; deg(0)u; deg(00)s) =
Z/ D (2 ® f0® f3)(a"g vg) - dg
~ Ja(r),\G(a)/a2

neZ

ou <y décrit un ensemble de représentants des classes de conjugaison de
G(F) et, pour tout tel vy, G(F)., désigne son commutateur dans G(F').
On conclut d’apres la proposition 1 (iv) ci-dessus.

b) Représentations automorphes

DerFINITION 3. — Pour L un corps de caractéristique 0, on appelle
facteur L-automorphe de H toute représentation admissible irréductible
et absolument isotypique II de H ®q L telle que soit non nul le coefficient
correspondant m(II) de la classe [Aut ®gL] dans le groupe K,q4(H ®q L).

Remarque : Si II est une représentation admissible irréductible de
H ®q L, il est équivalent de demander que m/(II) soit non nul ou bien que
II puisse s’écrire comme un sous-quotient de la représentation admissible
Aut ®qgL. Lorsque L = C, la définition ci-dessus coincide donc avec la
définition usuelle.

ProposiTiON 4. — Pour L un corps de caractéristique 0 et IT un facteur
L-automorphe de H, on a :

(i) Le corps de rationalité Q(I1) de Il est une extension finie de Q.
C’est le plus petit corps de définition de TI™ID),

(ii) Il existe une extension finie de Q(II) et donc de Q qui soit un
corps de définition de II.

(iii) Si, pour toute place x € |X|, II, désigne la représentation
admissible irréductible absolument isotypique de H, ®q L qui est associée
a IT d’apreés le corollaire 10 (iv) du paragraphe IV.3 et la proposition 1
(i), alors pour toutes ces places x sauf un nombre fini, I, est f, o -
non ramifiée. Elle est absolument irréductible et définie sur son corps de
rationalité, lequel est contenu dans Q(II) .

De plus, on a :

(iv) Il existe une bijection naturelle entre I’ensemble des classes d’iso-
morphismes de facteurs L-automorphes I de H et I’ensemble des couples
(E,I1g) avec E un sous-corps de L qui est fini sur Q et IIg une classe
d’isomorphismes de facteurs E-automorphes dont le corps de rationalité
est E tout entier. Si Il et (E,Ilg) se correspondent, on a

m(Id(Il) = m(lg)d(llg) d(M)|d(llg) m(Ilg)im(II)
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et
Q) = E Mg Qg L=~ I¢Ms)/d)

Démonstration :

(i) et (ii) résultent de la proposition 6 du paragraphe IV.3.

(iii) D’apres le corollaire 10 (v) du paragraphe IV.3, pour toutes les
places z sauf un nombre fini, I, est f; p-non ramifiée. Cela entraine qu’elle
est absolument irréductible et définie sur son corps de rationalité d’apres la
proposition 7 du paragraphe IV.3. Enfin, 'inclusion Q(II,) C Q(II) résulte
du corollaire 10 (iv) du paragraphe IV.3.

(iv) Soit IT un facteur L-automorphe de H. Posons E = Q(II) qui est
un sous-corps de L et qui est fini sur Q d’apres (i). Toujours d’apres (i), la
représentation II™UD est définie sur E. Comme telle, elle est absolument
isotypique donc de la forme II%, ou IIg est une représentation admissible
absolument isotypique et irréductible de H ®q E. Nécessairement Ilg
est un facteur E-automorphe de H et n = m(Ilg). De I'isomorphisme
™ o Tp=) régulte alors la formule m(IT)d(IT) = m(Tlg)d(I1g).

Réciproquement, supposons donné (E,IIg). Comme IIg est absolument
isotypique, Il ® g L 1’est aussi; elle est donc de la forme Il ®g L = o~ ou
IT est une représentation admissible absolument isotypique et irréductible
de H ®q L, avec nécessairement d(Ilg) = n'd(II) si bien que d(IT) divise
d(I1g). Et II est un facteur L-automorphe de H.

Ces deux applications sont évidemment inverses 'une de ’autre, ce qui
termine la démonstration. 0

Citons maintenant le théoréme suivant :

THEOREME 5 (Satake). — Soient K un corps local non-archimédien, O
son anneau de valuation, k son corps résiduel de cardinal fini #k et w un
élément uniformisant.

Soient n > 1 un entier, H le groupe unimodulaire GL,(K), muni de la
mesure de Haar sur H qui attribue le volume 1 au sous-groupe compact
owvert mazimal Hy = GL,(0).

Soit A lalgébre de convolution des fonctions localement constantes a
support compact de H dans Q.

Et pour tout entier i > 0, soit a; € A la fonction caractéristique du
sous-groupe ouvert compact H; = Ker[Hy — GL,(0O/w")] multipliée par la
constante [Hy : H;].

Ona:

(i) Les éléments a;, i > 0, constituent une famille d’idempotents de
A qui vérifie les hypothéses de la définition 1 du paragraphe IV.3.
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(ii) La sous-algébre apAag de A est commutative et de type fini
sur Q.

(i) Si L est un corps de caractéristique O et M est une représentation
admissible absolument irréductible de AQqL telle que Mag # 0, alors Mag
est de dimension 1 sur L, autrement dit M est ap-non ramifiée.

(iv) Sous les hypothéses de (iii), il existe un unique polynéme
G coefficients dans L, unitaire et de degré m et dont les racines
{z1(M),...,z(M)} dans n’importe quelle cléture algébrique de L sont non
nulles et telles que les fonctions de Drinfeld en rang n et de niveau t,
t € Z\{0}, f* € A, introduites dans la définition 7 du paragraphe IIL6c,
vérifient

21 (M)t + -+ 2, (M) si t>1
Tram(f*) = o0\ san \E
(#lnn—) +'°'+(#":§n_) St t_<__1.

Ce polynéme caractérise la représentation M.

Démonstration :

(i) est évident.

(i) résulte de I’isomorphisme de Satake, cf. [Laumon] théoréme 4.1.17.

(iii) D’apres la proposition 2 (iii) du paragraphe IV.3, Mag doit étre une
représentation absolument irréductible de ’algebre ag. A®q Lag dés lors que
M est absolument irréductible et Mag # 0. Mais comme cette algebre est
commutative d’apres (ii), Mao est nécessairement de dimension 1 sur L.

(iv) Lorsque L = C, c’est le contenu de [Laumon] théorémes 7.5.4 et
7.5.6. De plus, et si P désigne alors le polynéme unitaire a coefficients
dans C dont Pensemble des racines est {21 (M),..., 2,(M)}, les coefficients
de P sont des fonctions symétriques de ces racines, donc des expressions
polynomiales & coefficients dans Q en les nombres 21 (M)t +- - -+ 2,(M)t =
Trar(f%),t > 1. Ainsi, ces coefficients sont dans le corps de rationalité de
M.

Ceci prouve le résultat lorsqu’il existe un plongement de L dans C. Reste
& voir qu’on peut se ramener & ce cas.

D’apres la proposition 7 du paragraphe IV.3, M est définie sur son
corps de rationalité, donc on peut supposer que L = Q(M). D’apres la
proposition 6 (i) du paragraphe IV.3, L est alors aussi le corps de rationalité
de Mag. Comme ’algebre ag.Aag est de type fini sur Q d’apres (ii) et comme
I’homomorphisme de trace sur Mag est un homomorphisme d’algebres de
apAag dans L puisque Mag est de dimension 1, on voit que le corps L est
engendré sur Q par un nombre fini d’éléments.

Il peut donc se plonger dans C, comme on voulait. 0
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Enfin, prouvons :

ProposITION 6. — Soit II un facteur C-automorphe de H.

(i) Si f est un élément de H et f~ désigne la fonction élément de H
définie par f=(g) = f(g71), Vg € G(A), alors les deuz nombres complezes

Trn(f) et Trn(f7)

sont conjugués.

(ii)) Pour tout point fermé x de X' tel que le facteur II, de II
correspondant au facteur H, de H soit f, g-non ramifié, le uplet de nombres
complezes z1(I;), ..., 24(II;) associé a II, d’aprés le théoréme 5 (iv) est
gdes(@)(d-1) gdes(@)(d-1)

et z1(Ilz),...,2z4(Il;)

] Zl(Hm) LR zd(l'[x)
sont égauzx a permutation prés.

tel que les deux uplets

Démonstration :

(i) Soit I < X un sous-schéma fermé fini tel que, f; désignant 1’élément
idempotent correspondant de H, on ait f € fiHf;y d’ou aussi f~ € frHfr
et

Trn(f) = Trng, (f) Tra(f7) = Trng, (F7) -

Maintenant, Il f; est un sous-quotient de la représentation de dimension
finie sur C Aut fr ®g C et il suffit de prouver que pour toute sous-
représentation M de Aut fr ®q C, on a Trp(f~) = Tram(f).

Or sur le C-espace vectoriel Aut ®gC, on dispose de la forme hermitienne
définie positive

(s ) =< filda >= [ f1(0)Fa(9) - dg -
G(F)\G(A)/aZ
Si fi,..., fn désigne une base orthonormée de M, on a donc

Trm(f) =Y < fiflfi>

=1
Tem(f) =) < fifIfi>
=1

Or d’apres la proposition 1 (iv), les deux opérateurs induits sur Aut ®C
par f et f~ ont des noyaux localement constants sur G(F)\G(A)/a% x
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G(F)\G(A)/a%, & valeurs dans Q et qui se déduisent 1'un de 'autre par
échange des deux variables.

Donc ces deux opérateurs sont adjoints I’un de I'autre pour le produit
hermitien < -|- > et pour tout i, 1 <7 <n, on a

< fiflfsi >=< fil filf >=< fif"|fi > .

D’ou le résultat.

(ii) se déduit de (i) et du théoreme 5 (iv).

En effet, écrivons la décomposition II & II, ®c II* et choisissons un
sous-schéma fermé fini I — X\{z} tel que ’élément idempotent associé
f¥ dans H* vérifie II* ff # 0, si bien que Trp=(fF) est un entier non nul.

Pour tout t € Z\{0}, soient f% et f; ¢ les fonctions de Drinfeld en rang
d et de niveaux t et —t sur GL4(Fy) = G(F}).

Alors on a

(fioff)y =fteff

d’oui 'on tire d’apres (i)
Trn, (f5°) = Trn, (ff) , Vt € Z\{0},

ce qui permet de conclure. (]

c) Représentations /—adiques de I'r x ' attachées aux repré-
sentations automorphes

Commencons par un lemme préparatoire :

LEMME 7. — Soient L un corps contenant Q, et Il une représentation
admissible absolument isotypique irréductible de H ®q L.

(i) Pour toute représentation admissible irréductible ¥ de l’algébre
(AF,e®Q, AF,)®q, L, la représentation IQ LT de H®q(AF,e®q, AF,e)®q, L
est isotypique. Elle s’écrit

Q% (I, £)hD)

ou (II, X) est une représentation admissible irréductible, et e(IL,X) est un
entier > 1 qui divise d(I1)2.

(i) Pour tout ¥ comme dans (i) et tout entier n, 0 < n < 4(d — 1),
soit m™(I1, ) la multiplicité de (II,X) dans la classe

[HD ®q, L] € Koda(H ®q (A ®q, Ar¢) ®q, L).
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Alors les entiers m™(I1, X) sont nuls sauf pour un nombre fini de représen-
tations irréductibles ¥ (4 isomorphisme prés), et si on pose

2
sh= St ™" (LE)

z

on a un isomorphisme

e, o = (D zym @)™

)
De plus, si on pose pour tout ¥ m(II,X) = > (-1)"m"™(I,X) € Z et si on

définit 1’élément
Th= Y _(-1)"[Z}] € Kaa((Ar ®q, AFye) ®q, L)

alors on a dans K,q4(H ®q (AF,¢ ®q, AF,) ®q, L) Végalité

1) @ B = d*(m) (Y- m(I, DI, D))
z

Démonstration :
(i) La représentation II ® ¥ est isotypique d’aprés la proposi-
tion 9 (iii) du paragraphe IV.3.
De plus, les représentations Hommg,QL(H,II ®r X) et HomH@,QL(H,
(I, X)) de (Ar¢ ®q, AF,e) ®g, L sont évidemment admissibles, et on a
des isomorphismes :

Hompgqr (I, 1@ X) = yd(m?

Comme la représentation ¥ est irréductible, cela prouve que e(II, X) est
un diviseur de d(II)2.

(ii) Le fait que les entiers m™(II, X) sont presque tous nuls résulte
de ce que HE ®q, L, considérée comme une représentation du seul facteur
'H ®q L, est admissible.

Les autres assertions sont immédiates d’apres (i). 0
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LEMME 8. — Soient L et II comme dans le lemme 7.

(i) St la représentation II est absolument irréductible, alors
on a pour toute représentation admissible irréductible X de

(AF,e ®q, AF,) ®q, L
Ie,LI,T).

On a pour tout entier n
e, Iy =@, o)™ @
>
et on a dans Koa(H ®q (AF,e ®q, Are) ®q, L) I’égalité

[M®LSh =Y m(ILI) ] .
b))

(ii) Si L' est un corps qui contient L et II' est l'unique représentation
admissible absolument isotypique irréductible de H ®q L' qui intervient
comme facteur dans la représentation absolument isotypique I1®y, L', avec
donc un isomorphisme

Ne L' =~ 1/em)/d(Ir’) ,
alors pour tout entier n on a un isomorphisme
B @ L 2 (S )40 /40
et on a dans Kqq((Are ®q, Are) ®q, L') Végalité

. d(IT)?
21‘[ ®L L, = mz;[/ .

Démonstration :

(i) Le fait que II est absolument irréductible se traduit par ’égalité
d(IT) = 1. De plus chaque entier e(II, X), qui d’aprés le lemme 7 (i) divise
d(I1)2, doit valoir 1.

Toutes les assertions se déduisent alors du lemme 7.

(ii) Par définition des entiers m™(II, ¥) [resp. m™ (I, ¥’)], la somme
S mMIL DALY [resp. Y m™ (I, )L, )]
) ]
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dans le groupe Koq(H ®q (Are ®q, AF,e) ®q, L)[resp. Koa(H ®q (AF.e ®q,
Are) ®q, L')] rassemble toutes les composantes de la classe [HJ ®q,
L) [resp.[HE ®q, L']] qui font apparaitre II [resp.Il'] comme facteur
correspondant & H ®q L [resp. H ®q L'].

Par conséquent, il existe un isomorphisme

(@(H, Z\)m”(l‘[,z)) L L = @(HI, El)m"(n',ﬂ’) )
= Y

D’apres le lemme 7 (ii), cela prouve la premiére assertion.
La seconde s’en déduit trivialement. 0

Du théoréme 2 et du théoréme 5 nous allons maintenant déduire :

THEOREME 9. — Soient L un corps contenant Q, et Il une représentation
admissible absolument isotypique irréductible de H ®q L.

(i) L’ensemble des points fermés x de X'\T, tels que le facteur II,
de I1 correspondant a l’algebre H, ®q L ne soit pas f, p—non ramifié est un
ensemble fini. On notera X{; son complémentaire dans X'\T,.

(ii) Pour tout entier n, 0 < n < 4(d — 1), la représentation £} de
I'r xT'r est non ramifiée au-dessus de X{; x X{; c’est-a—dire se factorise
a travers le foncteur

I'r x 'r — w(Spec F') x w(Spec F') — w(Xq) x m(X1p) -

(i) Soient 0 et co deux points fermés de X{;, 70 € I'r et 7o € T'p
deux éléments de Frobenius en 0 et oo respectivement.

Alors, pour tout entier u € N divisible d la fois par deg(0) et deg(oc0),
toutes les valeurs propres de lopérateur induit dans X par l’élément
To u/deg(0) o r-u/dee(®) 4o I'p x T'p sont des entiers algébriques sur Q
dont toutes les valeurs absolues sont égales a qZ*.

Par conséquent, les représentations semi-simples £, 0 <n < 4(d—1),
ont deux a deuz des facteurs irréductibles distincts.

(iv) S’il existe n tel que la représentation ¥F soit non nulle, II est
un facteur L-automorphe de 'H.
De plus, il eziste alors un ouvert non vide X{; C Xy tel que pour tous
points fermés distincts 0, oo de X{j, tous éléments 1o, Too de I'r comme
dans (iii) et tous entiers u,s € Z, on ait

Trzﬁ (To_u X To_os) =

d(H)zm(H)(zl(Ho)“ 44 zd(HO)u)qsdeg(oo)(d—l)
(21(Too) ™ + -+ - + 2a(Ilo0) ™)
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ou m(I1) est le coefficient de [II] dans la classe [Aut ®qL] € Kqq(H ®q L)

et 21(Ilp), ..., z4(Ilp) et 21(Ils), ..., 24(Iles) sONt comme dans le théore-
me 5 (iv).
Démonstration :

(i) résulte du corollaire 10 (v) du paragraphe IV.3.

(if) Il s’agit de prouver que pour tout ensemble fini T' de points
fermés de X[, la représentation L de I'r x I'r se factorise & travers le
groupoide (X fT)) X m(X(g))-

Or le facteur Il = ) II, de II qui correspond au facteur Hr de H est

z€T
fr,g—non ramifié. Par conséquent et d’aprés les propositions 2 (iv) et 9 (iv)

et (v) du paragraphe IV.3, ’homomorphisme de faisceaux
T,n O,n
H‘D ®q, L— H’D ®Q, L

induit un isomorphisme de la composante de [Hg’" ®q, L] dans le groupe de
Grothendieck admissible de (frgH7 fr,9Q®eHT)®oL = (Hrs®oHT)®¢L
qui est isotypique de type (It fr¢)®LII7 sur la composante de [H. %n®Qe L]
dans le groupe de Grothendieck admissible de (Hr ®gHT)®¢ L = H®q L

qui est isotypique de type Iz @ IIT = II, & savoir [@(H, E)m"(n,z)]'
>

Et d’aprés la proposition 8 du paragraphe IV.2, le faisceau Hg’" se
prolonge sur X (’T) x X (’T), et vu comme représentation du groupoide
m(Spec F') x m(Spec F), il provient d’une représentation du groupoide
ﬂ'(XzT)) X W(XZT)).

Cela permet de conclure puisque d’apres le lemme 7 (ii)

e, op = (@ om @)™
P

(iii) On conserve les notations de la démonstration de (ii), avec

T = {0,00}.
Soit I — X\T un sous-schéma fermé fini non vide tel que, si ff désigne
1’élément idempotent correspondant dans HT, on ait IIT fT # 0, c’est—a—

dire aussi II(f7,p ® f7) #0.
u/ deg(0) .

Alors I’ensemble des valeurs propres de I’opérateur induit par 7,

d .
72/ 4%8(®) qur ¥1 est certainement contenu dans I'ensemble des valeurs

propres de 'opérateur induit par 7’ / deg(0) o u/ deg(0)

fibre du faisceau Hp," ff = HJp ;.

sur n’importe quelle
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Considérons donc la fibre au—dessus de Spec ]F_q, pour 0 : k(0) — ]F_q et
5 : k(00) — Fg deux points de X (F,) au—dessus de 0 et oco.

Sur cette fibre, les actions de 7y et 7o, sont inverses de celles de Frobdeg(o)

et Frobd%8(®) et action de 0 ~u/ deg(0) . —u/deg(0) oot égale & celle du
morphisme de Frobenius géométrique Frob*. Or d’aprés le théoréme 1 du
paragraphe IV.1, le champ Chtp ;/a? est représentable, projectif et lisse
au—dessus de X'\I x X'\I.

On conclut d’aprés le théoreme de pureté de Deligne que les valeurs
propres de ces opérateurs ont les propriétés annoncées.

La derniére assertion de (iii) est une conséquence évidente de la
précédente.

(iv) D’apres la proposition 6 (iii) du paragraphe IV.3 et le lemme 8 (ii)

on peut se limiter au cas ou L est une cléture algébrique de Q.

Alors et d’apres le lemme 8 (i), on a dans le groupe de Grothendieck
admissible de H ®q (Ar, ®q, AF,) ®q, L la décomposition

[Hp ®. L] = ) T @1 [n]

ou 7 décrit un ensemble de représentants des classes d’isomorphismes de
représentations admissibles absolument irréductibles de H ®q L.

D’autre part, on a dans le groupe de Grothendieck admissible de H ®q L
la. décomposition

[Aut ®qL] = Z m(m)[r]

ou chaque m(7) est un entier > 0, non nul si et seulement si 7 est un
facteur L-automorphe de H.

D’apres la proposition 4 (iii) du paragraphe IV.3, il existe un élément
f € H tel que pour tout 7 intervenant dans 'une des classes [H} ®q, L]
ou dans [Aut ®gL], on ait

{Tr,,(f):lsin’éﬂ

Tr.(f) = 0 dans le cas contraire .

Soit alors T un ensemble fini de places de X, contenant T, et tel que
f soit de la forme f = fI ® fr ol fr est un élément de Hy et f§ est
’élément idempotent distingué de HT.

Soit X{; le complémentaire de T' dans Xp;.

Alors pour tous points fermés distincts 0,00 de X[}, f peut s’écrire sous
la forme f = foo g ® f0 ® fo,p ot [0 € H®O.
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Pour u, s > 1 deux entiers, on a donc d’apres le théoréme 2
Ty eq,L(T0 " X 7' X f) = Traueqr(fa’ ® £° ® f5) -

D’apres I’hypothése sur f et le corollaire 10 (iv) du paragraphe IV.3, cela
s’écrit encore

Trs; (77 ® 75°) = D M) Trng (f3) Trree (£°) Trmcoro (F0).

De plus, si Trr, (f§') # 0 et Trr (f5°) # 0, alors mo fo,p # 0 et Teo foo,0 # 0
et d’apres le théoreme 5 (iii) ceci implique que 7 fo ¢ €t Moo foo ¢ SONt de
dimension 1 sur L si bien que dans tous les cas

Trrg (f8') Mmoo (£5°) Trmeo.0 (F%) = Tt (£§) Trree (Foo) Trn (£) -

En utilisant encore I’hypothése sur f et d’aprés le théoréme 5 (iv), on
obtient :

TI‘E;_I ('To_u X To_os) =
m(I0) (21 (To)* + - - - + za(Tlo)*)g° 484D (2 (Teo) ™ + - + 24(Tle0) ™)

Cette égalité, vraie pour tous entiers u, s > 1, s’étend immédiatement
a tous entiers u, s € Z, ce qui prouve la seconde assertion.

Pour la premiére assertion, supposons qu’il existe n avec £f # 0. Alors
d’apres la derniére assertion de (iii), on a aussi Xf; # 0. Et d’aprés le
théoréme de densité de Cebotarev, les 75 x 7° quand (0,00) décrit
I’ensemble des couples de points fermés distincts dans X; et u, s décrivent
Z, sont denses dans I'r x I'r. Comme X}; est une représentation non
nulle continue de I'r X I'r, on voit d’aprés la proposition 4 (iii) du
paragraphe IV.3, qu'il existe un tel 75 x 7.° avec Trss (5 X 7°) # 0,
ce qui impose m(II) # 0.

0

COROLLAIRE 10. —

(i) Pour tout entier n impair, le faisceau HP est nul. Il en est de
méme du faisceau Hp | pour tout sous—schéma fermé fini I — X.

(i) Dans le groupe de Grothendieck admissible de H ®qg Q¢, on a
l’égalité entre classes induites

[Hp] = d?[Aut ®Qy] .
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Démonstration :

(i) La seconde assertion est conséquence de la premiére car d’apres le
lemme 7 (iii) du paragraphe IV.2, on a toujours Hp ; = H fr.

Pour la premiére assertion, il suffit de prouver que si L est un corps
algébriquement clos contenant Qg, IT un facteur L-automorphe de H et n
un entier impair, alors ¥f = 0.

Fixons 0 et oo deux points fermés distincts de X{j. Et soient 7o et 7o
comme dans le théoréme 8 (iii). Pour tout entier n, 0 < n < 4(d—1), notons
An,1y- -+ Anb(n) les valeurs propres de I'opérateur induit par 7, deg(c0)
75098 sur PN

Pour tout entier u € Z, on a donc

TI'):;I (7_0— deg(oco)u 5 To—odeg(O)u) — Z(_l)n(()\n,l)u 4ot ()\n,b(n))u)

n

et d’aprés le théoréme 9 (iii) les ensembles {A 1,...,An p(n)} sont deux a
deux disjoints.
Mais d’apres le théoréme 9 (iv) on a également

TrEﬁ (7.6' deg(o0)u x To—odeg(o)u) —

m(II) Z (zi (Ho)deg(oo) qdeg(oo) deg(0)(d—1) % (Ioo)™ deg(0) .

1<i,j<d

Ceci prouve que pour n impair, la dimension b(n) de LF sur L est nulle.
(ii) Soit encore L un corps algébriquement clos contenant Q.
11 suffit de prouver que dans Koq(H ®q L), on a

[H} ®q, L] = d*[Aut ®gL] .
Or dans Kyq4(H ®q (AF,e ®g, AF,e) ®q, L), on a

[H ®q, L] =) T ®p [M]
I
et dans K,4(H ®q L), on a

[Aut ®L] = Y m(I)[II].
II

Enfin, si 1 désigne ’élément unité dans I'r X I'r, on a d’apres le
théoréme 9 (iv)
Trzﬁ(l) = m(l'[)d2 .

D’ou 'on conclut. 0
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d) Représentations /—adiques de I'r attachées aux représenta-
tions automorphes

Pour tout entier n € Z, on introduit Qg(n) la représentation continue
de I'r de dimension 1 sur Q qui se factorise a travers le foncteur I'p —
m(Spec F) — w(SpecF,) et pour laquelle n’importe quel automorphisme de
Frobenius (arithmétique) de m(SpecF,) agit par la multiplication par ¢".

Si L est un corps contenant Q; et o est une représentation de Ar,®q, L
de dimension finie sur L, on note o(n) la représentation o ®g, Q¢(n).
D’autre part, on note oV la représentation duale Homy, (o, L) de o.

Les foncteurs 0 — o(n) et 0 — o sont exacts et induisent des
automorphismes de K (Ar¢ ®q, L), notés de la méme fagon.

Avec ces notations, on a :

ProprosiTION 11. — Soient L un corps contenant Qg et II un facteur
L-automorphe de H.

(i) f; peut étre vue comme une représentation semi-simple de
(Are ®q, Ar,e) ®q, L.
FElle induit une représentation du premier facteur Ap,®q, L qu’on
notera oy et qui est également semi-simple.

(ii) X[ désignant l'ouvert non vide de X' défini dans le théoré-
me 9 (i), la représentation of; de T'r est non ramifiée au—dessus de X
c’est—d—dire se factorise a travers le foncteur

I'r — w(Spec F) — w(Xf) -

(i) X{; désignant l’ouvert non vide de X{; introduit dans le théore-
me 9 (iv) on a pour tout point fermé 0 de X{j, tout élément 7o € I'r comme
dans le théoréme 9 (iii) et tout u € Z

Trog (75 ") = d(T)*m(I)d(21 (To)* + - - - + 2a(To)") -

(iv) On a un isomorphisme entre représentations semi—simples de
(Are ®q. Ary) ®q, L

ot ®r (of)V (1 — d) = (D) UM mmd®

Démonstration :
(i) 2 = Y_(-1)"[Z%] peut étre vue comme une représentation
n
semi-simple de (Afr¢ ®q, Ar,e) ®q, L puisque d’apres le corollaire 10 (i)
les X7} sont nulles pour tous n impairs.
D’aprés la proposition 9 (v) du paragraphe IV.3, of; est alors semi-
simple comme représentation de Ar, Q@q, L.
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(ii) résulte du théoréme 9 (ii).

(iii) s’obtient en choisissant un point fermé co de X{; distinct de 0 et
en posant s = 0 dans 1’énoncé du théoréme 9 (iv).

(iv) D’apres (i) ci—dessus et la proposition 9 (ii) du paragraphe IV.3,
les deux représentations considérées sont semi—simples.

De plus, d’aprés (iii) ci—dessus et le théoréeme 9 (iv), leurs homomor-
phismes traces associés coincident en tous les éléments de I'r X I' 7 qui sont
de la forme

To * X To®
avec 0,00 deux points fermés distincts de Xj, 7o et 7o comme dans le
théoréme 9 (iii) et u, s € Z.

Or ces éléments sont denses dans I'r x I'r d’aprés le théoréme de
densité de Cebotarev. Cela permet de conclure lorsque L est une extension
algébrique de Q, car alors les représentations de I'r X I'r considérées sont
continues.

Et on se raméne & ce cas d’apres le lemme 4 (iv), le lemme 8 (ii) et la
partie (i) du lemme suivant :

LEMME 12. — Soient L et IT comme dans la proposition 11.

(i) Si L’ est un corps qui contient L et II' est l'unique facteur L'-
automorphe de H qui vérifie

@, L' & [1/4m/dar) :
alors on a un isomorphisme
of ®p L' = (crﬁ,)‘i(l-l)2/‘i(n')2 .

(ii) Il existe une extension finie L' de L telle que pour II' comme dans
i) tous les facteurs irréductibles de la représentation ofy de Ape ®q, L
I y Ql
sont absolument irréductibles.

(iii) Si L' est une extension de L qui vérifie la conclusion de (ii) et
m > 1 est le plus grand entier tel que la représentation opy, s’écrive sous
la forme ™, alors £} est isomorphe d une puissance de 7 @ V(1 — d).
Démonstration :
(i) résulte des définitions de of; et of, et du lemme 8 (ii).

(ii) résulte de la proposition 6 (iii) du paragraphe IV.3b ainsi que
de (i).
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(iii) m est le p.g.c.d. de tous les coefficients des composantes irréduc-
tibles de la classe [of;/] et c’est aussi le p.g.c.d. des coefficient des com-
posantes irréductibles de la classe [(o7;/)V (1 —d)]. Comme ces composantes
irréductibles sont en fait absolument irréductibles on voit d’apres la propo-
sition 9 (iv) du paragraphe IV.3 que le p.g.c.d. des coefficients des com-
posantes irréductibles de la classe [o7, ® (i)Y (1 — d)] est m?2.

On conclut d’apres la proposition 11 (iv) car alors m? doit étre divisible
par d(IT')2m(I1")d?. 0

Nous pouvons maintenant démontrer :

THEOREME 13. — Soient L un corps contenant Qq, II un facteur L-
automorphe de H et Q(II) — C un plongement dans C du corps de
rationalité Q(II) de IT qui est un corps de nombres.

Alors :

(i) En utilisant les notations du théoréme 5 (iv), les uplets de
normes de nombres complexes

(11 (o) |49, |za(TTo) | T )

quand 0 décrit l’ensemble des points fermés de Uouvert non vide X C
X C X'\T, de X, sont tous égaux d permutation preés. Ils sont respectés
par Uinvolution t — g4~ /t.

Et ils prennent leurs valeurs dans l'un ou l’autre des deur ensembles

{Lg,d*...,¢* % ¢} ou {g'/2,¢%2, .. ,q%5/2, q¢73/2}.
(ii) S’ existe au moins un point fermé 0 de X[ ou l’on sache que
d_l 1 d .
g2 < |zi(Ip)|%=® < ¢z, 1<i<d,
alors on peut conclure que pour tout point fermé x de X[
1 d—1
|2i(II)| 3™ =¢ 2 , 1<i<d.

Et il est équivalent de dire que X =0, Vn # 2(d — 1).

Remarque : Les inégalités dans I’hypothése de (ii) sont connues en tous
les points fermés 0 de X, si II correspond au sens de Jacquet-Langlands
a une représentation automorphe cuspidale du groupe adélique GL4(A).

Démonstration du théoréme 13 : Que Q(II) soit un corps de nombres
a été vu dans la proposition 4 (i).
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(i) La symétrie par 'involution ¢ — ¢%~1/t résulte de la proposi-
tion 6 (ii).
On remarque que pour z fixé, connaitre le uplet des Izi(HO)IdBSIW,
1 <i < d, revient & connaitre le uplet des

Izi(HO)sz(HO)la 1SZaJSd

Or d’apres la proposition 11 (iii) et (iv) et la proposition 6 (ii), le uplet
répété d(I1)?m(TI) fois des

zi(HO)zj(HO) 9 1 S i) .7 S d9

s’identifie au uplet des valeurs propres de ’opérateur induit par 7, Ly Ty !

sur la représentation semi-simple ¥f; de I'r x I'p.
Puis d’apres le théoreme 9 (iii) et le corollaire 10 (i), on voit que les
normes de ces nombres sont & valeurs dans 1’ensemble

{1, qdeg(O), q2 deg(O)’ . ,q2(d—1) deg(O)}

et que chaque norme ¢"4€(0) 0 < n < 2(d — 1), apparait avec une
multiplicité égale & la dimension sur L de 2", donc indépendante du point
fermé 0.

A partir de 13, on conclut immédiatement.

(ii) La premiére assertion est un cas particulier de (i).
La seconde résulte de la discussion dans la démonstration de (i).

Afin de poursuivre, on a besoin de rappels sur les fonctions L associées
aux représentations /—adiques de I'r et sur les fonctions L associées aux
représentations automorphes cuspidales des groupes adéliques GL,,(A).

DEFINITION 14 (Grothendieck). — Soient L une extension finie de Qy
et U un ouvert non vide de X.

Soit 0 une représentation continue de I'r dans un espace de dimension
finie sur L, non ramifiée sur U c’est—d—dire se factorisant a travers le
foncteur

I'r — w(Spec F) — w(U).

On appelle fonction L partielle associée d o et on note Ly (0, 2) la série
formelle a coefficients dans Q,

Ly(o,2) = H

0

1
dety (1 — 75 ' 2dee(9)

ot 0 décrit ’ensemble des points fermés de U et chaque 79 € I'p est un
élément de Frobenius en la place 0.
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DerFiNiTION 15 (Langlands). — Soient ny et ng entiers, II; et Il
deux représentations admissibles irréductibles automorphes cuspidales des
algébres de Hecke sur C des groupes adéliques GL,, (A) et GLy,(A) respec-
tivement.

Soit U un ouvert non vide de X tel que pour tout point fermé x de U
les facteurs locauz 111, et Iy, de II; et I (qui sont des représentations
admissibles irréductibles des algébres de Hecke sur C des groupes GLy,, (F)
et GL,, (F;) respectivement) soient non ramifiées au sens du théoréme 5.

On appelle fonction L partielle associée ¢ I1; ® Iy et on note Ly (I1; ®
Iy, z) la série formelle a coefficients dans C

1
Ly(h ® 1, 2) = |

_ R I, deg(x

e 1 (1- e
1<ikng

1<j<ng

ou = décrit ’ensemble des points fermés de U.

THEOREME 16 (Grothendieck, Deligne). — Comme dans la définition
14, soient L une extension finie de Q¢ et U un ouvert non vide de X.

(i) Si o, 01, 02 sont trois représentations de 'r comme dans la
définition 14 et s’il existe une suite exacte

0—o0oy —0—09,—0

alors on a Ly(o,2) = Ly(01,2) Ly (02, 2).
(ii) Toute représentation o de I'r comme dans la définition 14 peut

étre vue comme un L—-faisceau constructible et lisse sur U.
Et on a la formule

detHé(a)(l — Frob™! z)
det go(o) (1 — Frob™! 2) detpyz(o)(1 — Frob™'z)"
En particulier, Ly (o, z) est une fraction rationnelle.

De plus on remarque que H(0) = H%(0) iU =X, H =05 U # X
et que

Ly(o,2) =

HZ(0) = H(0¥(-1)).

(iii) Dans la situation de (ii), supposons que o est pure de poidsn € Z
c’est-a-dire que pour tout point fermé 0 de U, les valeurs propres de 7, 1
dans o sont des nombres algébriques sur Q dont toutes les valeurs absolues
archimédiennes sont égales o g% 4¢8(0),

Alors toutes les valeurs propres de Frob™" dans H. (o) sont des nombres
alg/ébrz'ques sur Q dont les valeurs absolues archimédiennes sont de la forme

q7 avecn' <n+1.
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(iv) Soient oy et oy deux représentations deI'r comme dans la défini-
tion 14, supposées irréductibles et pures de méme poids.

Alors la fonction L(oy ® 0y, z) posséde au point ¢~ un péle de multi-
plicité égale d la dimension sur L de Endy(o1) si oy et o2 sont isomorphes,
et dans le cas contraire, elle n’a ni zéro ni péle en ce point.

Démonstration :

(i) est évident sur la définition.
(ii) La premiére assertion résulte de la définition du groupoide (U
et de ce que ', étant profini donc compact, stabilise un réseau de o.

La formule qui suit est un théoréme de Grothendieck.

Les deux expressions pour H?(o) sont évidentes, et celle pour H2(o)
s’obtient par dualité de Poincaré-Grothendieck.

(iii) a été démontré par Deligne.

(iv) La représentation o1 ®cy est pure de poids 0 donc d’apres (iii) le
polynéme det g1 (5, ®0y) (1 —Frob ™! 2) ne s’annule pas au point ¢g~. D’aprés
(ii), le polynéme det o (s, @oy)(1 — Frob™! z) non plus ne s’y annule pas et
le polynéme detyz2(,, @oy)(1 — Frob™! 2) s’y annule avec la multiplicité

dim;, Homyp (L(-1), (¢) ® 02)(—1)) = dim;, Homy (o1, 032)
d’ou ’on tire le résultat annoncé. 0

THEOREME 17. — Soient n, et ng, II; et IIs et U comme dans la
définition 15. Alors la série

Lu(Hl ® H;, Z)

est convergente dans un voisinage de 0 dans C.

Elle se prolonge en une fonction méromorphe sur C tout entier.

Au point g1 elle n’a ni zéro ni péle si ny # ny ou bien si ny = ny mais
IT; et II; ne sont pas isomorphes, et elle a en ce point un pole d’ordre 1 si
n1 =nq €t Hl Eﬂz.

Démonstration : Voir [Shahidi].

Nous pouvons maintenant démontrer :

THEOREME 18. — Soient L un corps contenant Qp et II un facteur
L-automorphe de H qui correspond au sens de Jacquet-Langlands a une
représentation automorphe cuspidale du groupe adélique GL4(A).
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Supposons que l’on sache que toute représentation continue, non rami-
fiée sur un ouvert non vide U de X et absolument irréductible de I'r dans
un espace de dimension d' < d sur une extension finie de Qg corresponde
au sens de Langlands a une représentation automorphe cuspidale du groupe
adélique GLq (A), non ramifiée sur U.

Alors on peut conclure que la représentation semi-simple of; de I'r est
absolument isotypique et si son unique facteur irréductible est absolument
wrréductible, il est de dimension d.

Remarque : La supposition du théoréme est réalisée d’aprés Drinfeld
lorsque d < 3.

Démonstration du théoréme 18 : D’aprés la proposition 4 (ii) et le
lemme 12 (i) et (ii), on peut supposer que L est une extension finie de Qg,
que II est absolument irréductible et que of; s’écrit

o = @am(“)

ou les o sont des représentations absolument irréductibles de I'r dont on
note d, les dimensions respectives sur L.

D’apres la proposition 11, les facteurs o sont des représentations con-
tinues non ramifiées sur X7 et on a

Zm(a)da = m(IT)d?.

Soit II’ la représentation automorphe cuspidale de GL4(A) qui est
associée a II au sens de Jacquet—Langlands.

Supposons qu’il existe un facteur o avec m(o) > 1 et d, < d. Alors
par hypothese il lui correspond au sens de Langlands une représentation
automorphe cuspidale I/, de GL4, (A). D’aprés la proposition 11 (iii), on
a une égalité de séries formelles & coefficients dans le corps Q(II) (qui est
contenu 4 la fois dans L et dans C)

LXI'{(O-;I ® O.V’ Z) = LXI'{(H, ® H;v, Z) .

D’apres le théoréme 16 (ii), le premier terme est une fraction rationnelle. De
plus, d’apres le théoréme 13 (ii) et la proposition 11 (iii), la représentation
oy est pure de poids d — 1, donc aussi son facteur o. On en déduit gréce
au théoreme 16 (iv) et (i) que la fraction rationnelle Lx,(of; ® 0V,2)
posséde au point ¢~! un pdle d’ordre m(c). Et d’aprés le théoréme 17,
Lxp (I ®I1”.V, 2) induit une fonction méromorphe sur C qui n’a ni zéro ni
péle au point ¢~1. Il y a contradiction.

215



IV — LE cAs DES D—CHTOUCAS DE RANG 7 = 1

Ainsi, les représentations absolument irréductibles o qui interviennent
dans la décomposition de of; sont toutes de dimensions d, > d.

Maintenant on a, toujours d’apres la proposition 11 (iii), I’égalité sui-
vante entre séries formelles & coefficients dans Q(II)

m)24?
Lxu(ofy ® (ofy)V,2) = Ly (I @ TI'V)m™I°4"
D’aprés le théoréme 17, le second terme induit sur C une fonction
méromorphe qui présente au point ¢~! un péle d’ordre m(Il)2d?. D’autre
part et comme on a déja dit, la représentation oy} et ses facteurs o sont
purs de poids d — 1. D’apres le théoréme 16 (ii), (i) et (iv), la série formelle

L Xy (05 ® (0f;)V, 2) est une fraction rationnelle qui admet au point ¢~ un
pole d’ordre Y m(o)?.

o
En résumé, on a

> m(o)d, =m(Md® > m(0)? =m(l)?d® et d, >d, Vo.

On en déduit Em(o) < Z —(ﬂd— = m(II)d qui n’est compatible avec

Z m(o)? = m(H)zd2 que s il n 'y a qu’un seul facteur o et qui vérifie

d. =d.

C’est ce qu’on voulait. 0
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Chapitre V

Calcul des nombres de Lefschetz en rang r > 2

1. — Polygones canoniques de Harder—Narasimhan et tronca-
tures d’Arthur

a) Petit dictionnaire des adéles et des fibrés

On note G le schéma en groupes sur F' des automorphismes de £ = D",
pour 7 > 2 un entier.

Soit My le sous-groupe de Lévi de G associé & la décomposition en
somme directe E = D @ --- & D. Désignons par Py [resp. My] ’ensemble
fini des sous-groupes paraboliques de G [resp. de leurs sous-groupes de
Lévi] qui contiennent My. Et soit Py € Py le sous-groupe parabolique
minimal associé a la filtration 0 g DG D? ¢ -.- G D" = E.

Tout sous-groupe parabolique P € Py admet un unique sous-groupe de
Lévi Mp qui soit dans M. En particulier Mp, = M. Pour tout M € M,
[resp. P € Py] on notera Z)s son centre [resp. Zp = Zps, le centre de Mp).
On notera en particulier Zp, = Zu, = Zp.

On désignera par P D Py I’ensemble de tous les sous-groupes paraboli-
ques de G. Pour tout P € P, on notera Np son radical unipotent.

On suppose que ’ordre Dy dans Dy = D ®@F A associé a la Ox—algebre
D localement libre de rang d? et de fibre générique D est maximal, si bien
que K = GL,(Dj4) est un sous-groupe ouvert compact maximal de G(A).
Enfin, on fixe a € A* un ideéle de degré 1 dont les composantes valent 1 en
dehors d’un ensemble fini T, de places de F'.

Le quotient G(A)/K s’identifie naturellement & ’ensemble des D-
Modules (& droite) £ localement libres de rang r sur X et munis d’une
trivialisation de leur fibre générique c’est-a-dire d’un isomorphisme

EQoy F=Ep~E=D".

Le D-Module £9 qui correspond & un élément g = (gs),¢x| de G(A) est
caractérisé par le fait que pour tout z € | X|

E®oyx Or =&, =9,(D}) dans D, = E,, .

Puis le quotient G(F)\G(A)/K s’identifie au groupoide des D-Modules
localement libres de rang r sur X. Si £9 est le D-Module associé & un
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élément g € G(A), son degré est deg€9 = deg(detg) et sa pente est
deg &9
W) = = p(g)-

Si maintenant P est un objet de Py et ry,...,r p| désignent les rangs
des facteurs simples de Mp au nombre de |P|, ’application § — §~1P§
permet d’identifier P(F)\G(F) au sous-ensemble Pp de P des sous-
groupes paraboliques de G dont le quotient réductif a ses facteurs de
rangs r1,...,7|p|. Et Pp s’identifie 4 son tour & I’ensemble des filtrations
E =0 =E &« E1 & -+ & Ep = E)de E = D" telles que
rg(E;—1\E;) = r;, 1 < i < |P|. On associe pour cela & tout sous-groupe
parabolique @ € Pp la plus fine filtration E° de E qu’il stabilise.

Puis si g € G(A)/K correspond & un fibré £9 muni d’une trivialisation
&7 = E et si Q € Pp est un sous-groupe parabolique, on peut leur associer
la filtration £99 de &9 par les sous-fibrés engendrés par les EZQ C E.
On remarque que ’application g — (€9 ,E9F ) définit une équivalence du
quotient P(F)\G(A)/K sur le groupoide des D-Modules £ localement
libres de rang r munis d’une filtration & vérifiant rg(&;-1\&) = 4,
1 < i < |P|. Notons au passage que pour tous g € G(A) et § € G(F),
£907 P8 — ghaP,

on a
b) Polygones et filtrations canoniques de Harder-Narasimhan

A tout élément g € G(A) et & tout sous-groupe parabolique Q € P
auxquels on fait correspondre le fibré £9 muni de la filtration &7 ’Q, est
associé le polygone p% : [0,7] — R défini par les conditions :

° pfQ s’annule aux bornes 0 et r et il est affine sur chaque intervalle
[rg€f9,re€d ),
e pour tout indice i, on a

9,Q
p%(rgSf’Q) = deg E99 — —rgif deg &9 .

On prouve d’apres la proposition 2 du paragraphe I1.2a que pour tout
élément g € G(A) fixé et lorsque @ décrit I’ensemble P de tous les sous-
groupes paraboliques de G, la famille des polygones p% possede un plus
grand élément. On le note P9 et on ’appelle polygone canonique de Harder-
Narasimhan de g ou de £9. C’est un polygone concave.

De plus, parmi les sous—groupes paraboliques ) de G dont le polygone
p% se confonde avec le polygone canonique P, il en existe un plus grand

_ 9 —_
Qg, correspondant 3 une filtration £7 = 5?, qu’on appellera filtration
canonique de Harder-Narasimhan de g ou de £9.
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Rappelons tout de suite le lemme fondamental suivant di & Harder et
Narasimhan :

LEMME 1. — Pour tout polygone p : [0,7] — Ry, l’ensemble
{g € G(F\G(A)/a® , ° < p}
est compact. 0

On prouve plus généralement que pour tout élément g € G(A) et
tout sous-groupe parabolique P de G fixés et lorsque ) décrit I’ensemble
de tous les sous-groupes paraboliques de G contenus dans P, la famille
des polygones pg, posséde un plus grand élément. On le note % et on
Pappelle polygone canonique de Harder-Narasimhan de 1’élément g muni
de la filtration P.

De plus, parmi les sous—groupes paraboliques @ C P de G dont le
polygone pf, se confonde avec le polygone canonique 7%, il en existe

— Yald —_
un plus grand Q’,’, C P, correspondant & une filtration £99F — 8?’P,

qu’on appellera raffinement canonique de Harder-Narasimhan de (g, P) ou

de 