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INTÉGRATION SUR LES VARIÉTÉS p-ADIQUES 

Pierre Colmez 

Résumé. — Dans ce volume, nous montrons qu'il y a essentiellement une seule 
manière d'intégrer une 1-forme différentielle fermée sur une variété algébrique lisse 
définie sur un corps p-adique. Cette théorie de l'intégration p-adique, contrairement 
à celle développée par Coleman, ne suppose pas d'hypothèses de bonne réduction des 
variétés que l'on considère et permet d'étendre au cas général un certain nombre de 
théorèmes démontrés par Coleman dans le cas de bonne réduction; en particulier, 
la construction des périodes p-adiques des variétés abéliennes et la loi de réciprocité 
pour les formes différentielles de troisième espèce sur les courbes. L'intérêt d'avoir une 
théorie qui marche pour tous les nombres premiers est de pouvoir adéliser certaines 
constructions. Par exemple, si X est une courbe algébrique définie sur un corps de 
nombres, nous contruisons de manière purement analytique un accouplement sur les 
diviseurs de degré 0 de X en utilisant des fonctions de Green adéliques et à partir du­
quel, on peut retrouver la hauteur de Néron-Tate et les hauteurs p-adiques construites 
par Gross et Coleman dans le cas de bonne réduction. Ce volume ne contient donc 
pas à proprement parler d'énoncé nouveau, mais essaie de faire la synthèse entre plu­
sieurs points de vue ; en particulier, la construction adélique des hauteurs peut être 
vue comme une synthèse entre le point de vue de Néron et celui de Gross et Coleman. 

Abstract (Integration onp-adic varieties). — We show that there is a unique "rea­
sonable" way of integrating closed 1-forms on smooth algebraic varieties defined over 
a p-adic field. In contrast with the theory developed by Coleman, this p-adic inte­
gration does not require that the varieties under consideration have good reduction 
and can be used to extend to the general case several results obtained by Coleman in 
the case of good reduction ; in particular the construction of p-adic periods of abelian 
varieties and the reciprocity law for differentials of the third kind. Having a theory 
which works for all primes can be used to adelize certain constructions. For example, 
if X is a smooth and proper algebraic curve defined over a number field, we define, 
in a purely analytic way, a pairing between divisors of degree 0 using adelic Green 
functions and from which one can recover the Néron-Tate height pairing and p-adic 
analogues considered by Gross and Coleman in the case of good reduction. 
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INTRODUCTION 

1. Intégration p-adique sur les variétés p-adiques 
Soit K un sous-corps fermé de Cp. Le principal problème de l'intégration p-adique 

est que la topologie p-adique est totalement discontinue et donc que l'équation dif­
férentielle df — 0 a beaucoup trop de solutions. Ce problème apparait déjà quand 

on veut définir le logarithme p-adique ; en effet, imposer la condition dLogt = — ne 
définit Log qu'à addition d'une fonction localement constante près sur K* ; rajouter 
la condition Log(xy) = Logx + Log y détermine complètement Log sur 0K mais il 
nous reste la liberté de fixer arbitrairement la valeur de Log p. Le choix naturel est 
de poser Logp = 0, ce qui nous donne le logarithme d'Iwasawa que nous noterons 
logp, mais du simple point de vue de l'intégration p-adique, aucun choix ne semble 
vraiment meilleur qu'un autre. Nous allons donc considérer tous les choix possibles de 
logarithme simultanément en considérant Logp comme une variable et l'application 
Log comme une fonction localement analytique de K* dans Kst = if [Logp]. Remar­
quons que si on note Jf(K*) le sous-Q-espace vectoriel if 0 Q Logp de ifst, alors Log 
est à valeurs dans J£(K*). 

Le miracle est que le fait de fixer la valeur de Logp suffit à assurer l'existence et 
l'unicité d'une intégration naturelle sur les variétés algébriques lisses définies sur un 
corps p-adique (toutes nos variétés sont par convention géométriquement connexes) 
et ce, bien que la topologie p-adique soit totalement discontinue. Plus précisément, 
on a le théorème suivant : 

Théorème 1. — Soit K un sous-corps fermé de Cp. Il existe une et une seule manière 
de définir Vintégration des 1-formes différentielles fermées sur les variétés algébriques 
lisses définies sur K de telle sorte que : 

(i) Si X est une variété algébrique lisse définie sur K, u est une 1-forme diffé­
rentielle fermée sur X et a £ X(K), alors F(x) = f*u est une fonction localement 
analytique de x G X(K) à valeurs dans Kst vérifiant dF = u. 

(ii) Si X est une variété algébrique lisse définie sur K, u est une 1-forme diffé­
rentielle fermée sur X et a, 6, c sont 3 éléments de X(K), alors J^LJ — J^u + J£LJ 

(relation de Chasles). 



2 INTRODUCTION 

(iii) Si X est une variété algébrique lisse définie sur K, ui,U2 sont deux 1-formes 
différentielles fermées sur X et a,b G X(K) et Ai, À2 G K, alors 

.0 

a 
(y w1 + y2w2) = y1 

a 

'a 
+ Ao 

b 

a 
w2. 

(iv) Si X est une variété algébrique lisse définie sur K, f est une fonction ration­
nelle sur X, alors 

.b 

a 
df = f(b)-f(a) et >b 

a 
df 
f = Log 

fib) 
№ 

(v) Si F : X -ï Y est un morphisme de variétés lisses définies sur K, u est une 
1-f orme différentielle fermée sur Y et a et b sont des points de X(K), alors 

.6 

a 
F*ÙJ = 

•F(b) 

F(a) 
UJ. 

Remarque 2 
(i) La démonstration du théorème utilise les morphismes d'Albanese pour se rame­

ner aux variétés abéliennes et le théorème du cube. Des techniques similaires ont été 
proposées par Cristante [19], Zarhin [49, 50] etc. 

(ii) Coleman [13] a montré un résultat analogue pour les variétés rigides (et donc 
en particulier pour les variétés algébriques) ayant bonne réduction modulo p pour 
lequel la propriété (v) est vérifiée pour tout morphisme rigide. Sa construction utilise 
d'ailleurs de manière essentielle l'existence des morphismes de Probenius. On peut 
vérifier que si on part d'une variété X ayant bonne réduction modulo p, les variétés 
auxiliaires dont nous avons besoin pour intégrer sur X ont aussi bonne réduction, ce 
qui permet de montrer que l'intégration de Coleman et la notre coïncident dans le cas 
de bonne réduction. 

(iii) On ne peut par contre pas étendre, sans modification, l'intégration aux variétés 
rigides quelconques comme le montre l'exemple de la courbe de Tate. En effet, si 
q G C* a une valuation non nulle, Eq = Gm/gz est la courbe de Tate associée à g et 
n : Gm —> Eq est le morphisme naturel en géométrie rigide, l'image inverse n*u d'une 

différentielle holomorphe u sur Eq est proportionnelle à —. Il existe donc À G C* tel 

que l'on ait n*u = À~ si t est le paramètre de Gm, mais n* J u — ÀLog n'est pas 

globalement constante sur C* car n* JU est invariante par le changement de variable 
t -ï qt, ce qui n'est pas le cas de Log. Ceci est une manifestation de l'existence du ni 
rigide. 

(iv) Supposons le théorème démontré pour K = Cp. Le groupe des automorphismes 
continus de Cp est égal à Gal(QP/QP) et on étend son action à Cp[Logp] en laissant 
fixe Logp. Le théorème d'Ax-Sen-Tate implique que si K est un sous-corps fermé de Cp 
et <SK est le sous-groupe de Gal(QP/QP) le laissant fixe, alors (Cp[Logp]) K = KST. 
D'autre part, l'unicité de l'intégration p-adique sur Cp implique que, si o est un 
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INTRODUCTION 3 

automorphisme continu de Cp, si X est une variété lisse sur Cp, si UJ est une 1-forme 
fermée sur X et a, b G X(CP), alors o~l (f°^ v") = Jfl6 ce qui permet de montrer 

que si a, b et a; sont définis sur if, alors S u G ifst- Cela n'implique pas complètement 
le théorème pour if, mais montre quand même qu'il y a une et une seule théorie de 
l'intégration «raisonnable» sur if (Le. qui coïncide avec celle définie sur Cp). 

(v) L'image inverse d'une primitive de forme différentielle rationnelle par un mor-
phisme algébrique est du même type par construction mais on obtient de nouvelles 
fonctions par image directe. Par exemple, si X est une courbe elliptique, UJ une 
forme différentielle invariante sur X et Yw la primitive de UJ s'annulant en 0, on a 
XUJ(x)2 = Àu,(—x)2, ce qui fait que À2 est l'image inverse d'une fonction non identi­
quement nulle si UJ ^ 0 et localement analytique sur P1 tout entier. Il est probable que 
quand la courbe elliptique varie, ces fonctions n'ont pas beaucoup de rapport entre 
elles, ce qui nous fournit une algèbre gigantesque constituée de fonctions localement 
analytiques sur P1. 

(vi) La raison pour laquelle les choses se passent si bien en p-adique réside dans le 
théorème suivant qui permet d'étendre une primitive définie localement au voisinage 
d'un point à toute la variété abélienne. 

Théorème 3. — Si X est une variété abélienne définie sur if, les sous-groupes ouverts 
de X(K) forment un système fondamental de voisinages de Vorigine et de plus, si V 
est un sous-groupe ouvert de X(K), alors X(K)/V est un groupe de torsion. 

La théorie de l'intégration développée par Coleman a le gros avantage sur celle 
exposée ci-dessus de ne pas utiliser de variétés auxiliaires pour calculer les intégrales 
(alors que la notre utilise de manière essentielle la variété d'Albanese) et de permettre 
de définir des intégrales itérées. En particulier, elle permet de définir des polyloga-
rithmes [11], des régulateurs p-adiques [16] etc. On peut se demander ce que l'on 
peut obtenir par une extension du théorème 1. Le gros problème est d'exhiber des 
équations fonctionnelles venant de la géométrie pour les nouvelles fonctions que l'on 
construit à chaque intégration. Il est probable que l'existence d'équations fonction­
nelles pour le dilogarithme et le trilogarithme permettent de définir de cette manière 
leurs analogues p-adiques, mais nous ne l'avons pas vérifié. La proposition suivante 
permet de construire les fonctions de Green p-adiques des diviseurs sur les variétés 
abéliennes par une double intégration grâce au théorème du cube. 

Soient X une variété abélienne définie sur if et 0 la loi d'addition sur X. Si UJ 
est une 1-forme différentielle holomorphe sur X, la primitive Fu de UJ s'annulant à 
l'origine vérifie Fcu(x 0 y) = FUJ(x) + FUJ(y). Nous appellerons une telle fonction un 
logarithme de X. 

Proposition 4. — Soit D un diviseur de X défini sur if. H existe une fonction GD 
définie sur X(K) — D(K), appelée fonction de Green du diviseur D, à valeurs dans 
j£?(if *) C ifst> unique à addition près d'un polynôme de degré inférieur ou égal à 2 en 
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les logarithmes de X, localement analytique en dehors de D et ayant une singularité 
logarithmique le long de D telle que 

GD(x 0 y 0 z) - GD(x 0 2/)- GD(x @z)- GD(y 0 z) + GD(x) + GD(y) + GD(z) 

soit égale au logarithme d'une fonction rationnelle sur X3. De plus, si d est une 
dérivation d'ordre 1 invariante sur X, alors d(dGo) est une forme différentielle de 
seconde espèce sur X. 

2. La loi de réciprocité pour les intégrales de troisième espèce sur les 
courbes 

Soient X une courbe algébrique de genre g > 1 et J = Pic°(X) sa jacobienne. 
Rappelons qu'une forme différentielle de troisième espèce sur X est une forme diffé­
rentielle rationnelle sur X ayant au plus des pôles simples et telle que les résidus en 
ces pôles soient des entiers. Si u est une forme différentielle de troisième espèce, nous 
noterons Div(u;) le diviseur npP où P parcourt X et np est le résidu de u en P. 

C'est un diviseur de degré 0. Dans le cas particulier où u = — et / est une fonction 

rationnelle sur X, on a Div(u;) = Div(/). 

Théorème 5. — Si u est une forme différentielle de troisième espèce sur X, il existe 
un unique élément LogJUJ de H\R(X) tel que si TJ est une forme différentielle de 
seconde espèce dont la classe dans H^R(X) est Logju, alors J(UJ — 7]) peut s'approxi-
mer uniformément sur le complémentaire de tout voisinage des pôles de UJ et rj par 
des logarithmes de fonctions rationnelles. 

L'unicité utilise la non dégénérescence de l'application «périodes p-adiques» et en 
particulier le théorème 16. On construit Logjcj à partir d'une fonction de Green du 
diviseur 0 de J. D'autre part la notation Logj vient du fait suivant. Si J désigne 
l'extension universelle de J par un groupe additif, les points de J représentent les 
formes différentielles de troisième espèce modulo les différentielles logarithmiques de 
fonctions rationnelles, l'algèbre de Lie de J est isomorphe à HlR(X) et Logj est 
l'application logarithme de J à valeurs dans son algèbre de Lie. 

Notons U le cup-produit sur H^R(X) à valeurs dans H%R(X) = K. Si u et rj sont 
deux formes de seconde espèce sur X et Fw est une primitive de u;, le cup-produit uUrj 
est égal à la somme des résidus de la forme différentielle F^r]. L'analogue p-adique 
de la classique loi de réciprocité pour les intégrales de troisième espèce (propositions 
1.2.5 et 1.7.13) est le théorème suivant. 

Théorème 6. — Si ai et sont deux formes différentielles de troisième espèce dont 
les diviseurs sont étrangers, alors 

Div(ai) 
a2 -

L Div(a2) 
ai = Logj(ai) U Logj(a2). 
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INTRODUCTION 5 

La démonstration utilise de manière systématique une fonction de Green associée au 
diviseur 0 de J pour donner des formules explicites pour tous les termes apparaissant 
dans la formule. Elle utilise aussi la caractérisation des formes différentielles exactes 
donnée dans le théorème 16 ci-après, caractérisation qui repose sur la théorie des 
périodes p-adiques (théorèmes 11 et 15). Une démonstration assez différente a été 
donnée par Coleman [15] dans le cas de bonne réduction. 

3. Hauteurs adéliques sur les courbes algébriques 

Si if est R ou C, posons «if(if*) = R et notons Log l'application de if* dans 
«if (if *) définie par Log(x) = Log^ \x\, où Log^ est le logarithme usuel sur R*_ et \x\ 
est la norme euclidienne usuelle sur C donnée par la formule \a + ib\2 — a2 + b2 si a 
et b sont réels. Si if est une extension finie de Qp, on note «if (if *) le sous-Q-espace 
vectoriel if 0 Q Logp de ifst. 

Si if est un corps de nombres, notons J£(A*K) le sous-ensemble du produit des 
«if (if *), v décrivant les places de if, des éléments (. . . ,#„,. . .) vérifiant xv G Kv pour 
presque tout v. Nous disposons d'une application Log de A*K dans «if (A*^) [définie 
composante par composante] et nous noterons «if (if *) le sous-Q-espace vectoriel de 
«if(A*^) engendré par l'image de if* par l'application Log. Le quotient de «if(A*^) par 
«if(if*) sera noté «if(A*K/K*). L'application qui à (#00,... ,xp0̂  + Xp1^ Logp,... ) G 
«if (AQ) associe 

(X00 - M 

/<оо 
x ¡ " Log„ / , . . . , 4 ° > - E 

/<оо, 1фр 
s'annule sur «if (Q*) et induit un isomorphisme entre «if (AQ/Q*) et rip<oo Qp (ou 
l'on a posé Qoo = R). 

Si L est une extension finie de if, on dispose d'une application Q-linéaire natu­
relle TrL/K de «if(A£/L*) dans Jf(A^/K*). D'autre part, Jf(A*K/K*) s'identifie 
de manière naturelle à un sous-ensemble de «if(A£/L*) et on a comme d'habitude 
TrL/K(x) = [L : K]x si z G «if (A*K/K*). 

Soit maintenant X une courbe de genre g > 1 définie sur un corps de nombre if. 
Choisissons pour chaque place finie v de if un supplémentaire de H°(X, fi^) dans 
KV 0 H\K(X) totalement isotrope pour le cup-produit. Si X a réduction semi-stable 
sur une extension non-ramifiée de Qp, il y a un choix meilleur que les autres donné 
par le scindage de Wintenberger [47], mais il ne semble pas forcément intéressant 
de s'y restreindre (en particulier du point de vue des fonctions-L p-adiques). Notons 
ISK(X) l'ensemble de ces choix ; un élément de ISK(X) sera noté W et on notera WV 

sa composante en v. Remarquons que si L est un corps de nombres contenant if, alors 
ISK(X) s'identifie naturellement à un sous-ensemble de ISL{X). 

Fixons un élément W de ISK(X). Si v est archimédienne, une forme différentielle de 
troisième espèce est dite de type (1,1) si toutes ses périodes sont purement imaginaires. 
Si v est finie, UJ est dite de type (1,1) relativement à W si Logjo; G WV. Si D est un 

*((1)LogpZ,...) 
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6 INTRODUCTION 

diviseur sur X de degré 0 défini sur K, il existe pour toute place v de K une unique 
forme différentielle de troisième espèce UJD,W,V définie sur Kv qui soit de type (1,1) 
[relativement à Wv si v finie]. Nous appellerons fonction de Green (relativement à W) 
associée au diviseur D la fonction GD,W (définie à addition d'une constante près) de 
Y[v X(KV) à valeurs dans Ylv ^(K*) donnée par la formule 

GD,W((--,2v,...)) = (. . .,GD, W,V{XV), ••• ) , 

où GD,W,V est une primitive de UJD,W,V si v est une place finie et la partie réelle d'une 
primitive de UJD,W,V, si v est une place archimédienne. 

Théorème 7. — Si D\ et D2 sont deux diviseurs de degré 0 définis sur K qui sont 
étrangers, alors 

(i) GDuW(D2)e&(A*K) 

(ii) L'image de 1 
[K:Q] 

R^RK/QGo1,w(D2) dans «J£?(AQ/Q*) ne dépend que des 

images x et y de Di et D2 dans J ( Q ) et pas des choix de Di,D2 ou de K. 
(iii) L'accouplement (•, -)w de J(Q)x J(Q) à valeurs dans rip<oo Qp ainsi construit 

est bilinéaire et symétrique. D'autre part, la projection {',-)w,p de (-,-)w dans Qp 
coïncide avec l'accouplement de Néron-Tate quand p = 00 et avec l'accouplement 
construit par Gross et Coleman [16] dans le cas où X a bonne réduction en p. 

Remarquons que ce théorème nous fournit une construction des hauteurs purement 
en caractéristique 0 sans faire appel à la théorie de l'intersection sur les schémas. Ce 
phénomène est dû au fait que si v\p, la contribution locale en v fournie par la théorie 
de l'intersection peut se lire sur la composante de GDI,W,V(D2) sur Logp (voir la 
formule permettant d'identifier «£?(AQ/Q*) et rip<ooQv)- ^a symétrie est, quant à 
elle, une conséquence de la loi de réciprocité pour Tes intégrales de troisième espèce. 
On pourra consulter [34] et [49, 50] pour des points de vue un peu différents. 

4. Ensembles bornés 

Soit B JR l'anneau des périodes p-adiques construit par Fontaine ; c'est un anneau 
topologique muni d'un morphisme continu 6 : BjR —y Cp et B^R est un anneau 
de valuation discrète d'idéal maximal ker# et de corps résiduel Cp. Choisissons un 
plongement de Cp dans B^R (il n'en n'existe pas de raisonnable (continu ou Galois-
équivariant), mais ce n'est pas très important pour ce que nous allons en faire). 
Cela nous permet de considérer une variété définie sur un sous-corps de Cp comme 
un schéma séparé sur BjR et nous fournit un isomorphisme d'anneaux entre B^R 
et Cp[£p], où tp est l'analogue p-adique de 2in qui est un générateur de ker# et 
est l'image d'un générateur de Tp(Gm) par l'application qui à e G Tp(Gm) associe 
-Log([e]). 

Si X est une variété algébrique définie sur Cp, on note encore 6 : X(BjR) -¥ X(CP) 
l'application induite par le morphisme 6 : BjR -» Cp. 
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La notion d'ensemble borné est l'analogue p-adique de la notion d'ensemble rela­
tivement compact en topologie classique et les propriétés des ensembles bornés sont 
en général sans surprise compte-tenu de cette analogie. Certaines des propriétés qui 
suivent se trouvent déjà dans le livre [3]. Certaines d'entre elles comme Bl , B4, B5 
et B6 sont immédiates ; d'autres, comme B10, le sont moins. 

Définition 8. — Un sous-ensemble E de Cp [resp. BjR] est dit borné si pour toute 
suite xn d'éléments de E et toute suite an d'éléments de Cp [resp. BjR] tendant vers 
0, la suite anxn tend vers 0. 

Remarque 9. — Dans le cas de Cp, cette définition est équivalente à l'existence de 
k G N tel que E soit inclus dans p~k^cp-

Bl. Si E et F sont deux ensembles bornés de Cp [resp. BjR], alors les ensembles 
E |J F, E + F = {x + y | x G E, y G F} et E • F = {xy | x G E, y e F} sont bornés 
dans Cp [resp. B~f~R]. 
B2. Soit E un sous-ensemble de (BjR)* tel que les ensembles E et E~l soient bornés 
dans B^R. Alors l'intersection du sous-groupe (E) de (BjR)* engendré par E avec le 
sous-groupe (B^R)** des éléments x de (B^R)* vérifiant vp(6(x)) = 0 est borné dans 
BjR (proposition A.4.10). 
B3. Soit e — (s^)n6N £ Tp(Gm{Cp)) C 3% et soit xn une suite bornée d'éléments de 
BjR vérifiant 0(xn) — e^n\ alors la suite de terme général pnLogxn converge dans 
B~["R vers Log[e] (proposition B.1.7). 

Définition 10. — Si X est une variété algébrique définie sur Cp, on dit qu'un sous-
ensemble E de X(CP) [resp. X(B~j"R)] est borné si pour tout recouvrement fini par 
des ouverts, on peut trouver une décomposition de E sous la forme E = UuewFu 
telle que si U G ^/ et / est une fonction holomorphe sur U, alors l'image de Eu par 
/ est bornée dans Cp [resp. BjR]. 

B4. Si X est une variété algébrique définie sur Cp et E et F sont bornés dans X(CP) 
[resp. X(B+R)], alors E\JF est borné dans X(CP) [resp. X(B+R)]. 
B 5. Si X et Y sont des variétés algébriques définies sur Cp et E et F sont des sous-
ensembles bornés de X(CP) et Y(QP) [resp. X(BjR) et y(B^R)] respectivement, alors 
E x F est un sous-ensemble borné de X x Y. 
B6. Si X est une variété algébrique définie sur Cp et E est un sous-ensemble de 
X(B̂ "R) borné dans X, alors 6(E) est borné dans X(CP). 
B7. Si X est une variété algébrique lisse définie sur Cp si E est un sous-ensemble de 
X(CP) borné dans X, alors il existe un sous-ensemble E de X(BjR) borné dans X tel 
que l'application 6 : E —• X(CP) soit une surjection de E sur E (proposition A.5.10). 
B8. Soient X une variété algébrique définie sur Cp, U un ouvert de X et E un sous-
ensemble de X(B̂ "R) borné dans X et contenu dans U. Alors E est borné dans U si 
et seulement si 8(E) est borné dans U (corollaire A.5.8). 
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B9. Si / : X -ï Y est un morphisme de variétés algébriques défini sur Cp et E est 
un sous-ensemble de X(CP) [resp. X(BjR)] borné dans X, alors f(E) est borné dans 
Y (propositions A.2.6 et A.5.4). 
B10. Soit / : X -ï Y un morphisme de variétés définies sur Cp. Soient U un ouvert 
de Y, V = f~l(U) et E un sous-ensemble de V(CP) [resp. V(BjR)] borné dans X ; 
alors E est borné dans V si et seulement si f(E) est borné dans U (corollaires A.2.16 
et A.5.9). 
B l l . Si X est une variété propre sur Cp, alors X(CP) est borné (proposition A.2.8). 
B12. Soient X une variété algébrique définie sur Cp, E un sous-ensemble de X(CP) 
borné dans X et x G X(CP). Alors E est borné dans X — {x} si et seulement si x 
n'appartient pas à l'adhérence (pour la topologie p-adique) de E (corollaire A.2.12). 
B13. Soient X une variété algébrique définie sur Cp, UJ G une 1-forme différentielle 
fermée et E un sous-ensemble de X(B~f"R) borné dans X. Soit 

F = {(x,y)eExE\6(x)=e(y)}. 

Alors l'image de F par l'application qui à (x, y) associe JJ UJ est bornée dans B̂ R 
(corollaire A.5.12). 

5. Périodes p-adiques des variétés abéliennes 

Théorème 11. — Soit X une variété abélienne définie sur un sous-corps fermé K de 
Cp. Soient UJ une forme différentielle de seconde espèce, U un ouvert sur lequel UJ est 
holomorphe et u = (0, . . . , un,... ) un élément du module de Tate TP(X(CP)). 

(i) II existe des suites (xn)n€N et (yn)ne^ d'éléments de X(B~[~R) bornées dans U 
telles que, si n G N, alors 6(xn 0 |/n) = un. 

(ii) Si (̂ n)nGN et (yn)nÇN sont de telles suites, alors la suite pn JJN u converge 
dans B~J"R vers un élément Juu qui ne dépend que de u et de la classe de UJ dans 
H^R(X) (et du plongement de K dans B̂ R>). 

(iii) L'application «périodes p-adiques» de H^R(X) x TP(X) à valeurs dans BjR 
ainsi définie est bilinéaire, commute à l'action de Galois et respecte les filtrations. 

L'idée derrière cette construction des périodes p-adiques des variétés abéliennes, 
inspirée par celles de Fontaine [22, 24] et Coleman [12] est que, si UJ est une forme 
différentielle de seconde espèce sur une variété abélienne X et Fw est une de ses pri­
mitives, alors la fonction F^([p]x) — pFUJ{x) est rationnelle sur X donc «presque» 
bornée (cf. B9). Comme malheureusement, UJ peut avoir des pôles, il faut prendre 
quelques précautions pour que la construction marche. En particulier, il faut se dé­
brouiller pour ne pas s'approcher trop des pôles de CJ, d'où les restrictions mises sur 
les couples (xn,yn) que l'on considère. Le théorème ci-dessus est plus précis que le 
théorème correspondant dans [18] dont la rédaction laissait un peu à désirer (avec le 
peu de précautions prises dans [18], il n'est pas sûr du tout que l'on puisse trouver 
les an dont on a besoin pour la construction sauf dans le cas de bonne réduction). 
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6. Extension universelle et revêtement universel 

Il existe une construction alternative des périodes utilisant l'extension universelle 
de la variété abélienne. Cette construction est un petit peu plus agréable car une forme 
différentielle de seconde espèce se représente comme une forme différentielle invariante 
(et donc régulière) sur l'extension universelle et on n'a donc plus le problème d'avoir 
à éviter ses pôles (l'extension universelle n'étant pas propre, on a quand même le 
problème de ne pas s'approcher trop de l'infini). Convenablement adaptée, elle permet 
de plus de construire les périodes des formes différentielles de troisième espèce (cf. 
B.2, §2). Cette construction est d'ailleurs la construction originelle de Fontaine et 
Messing (non publiée) et a été reprise par Wintenberger [48] ; c'est une extension de 
la construction des périodes de Hodge-Tate proposée par Coleman (dans le cas de 
bonne réduction) dans [12], note ajoutée sur épreuves, p.379. 

Soient donc X une variété abélienne et X son extension universelle par un espace 
vectoriel. 

Lemme 12. — Soit &(X(CP)) l'ensemble des suites x = (#n)neN d'éléments de 
X(CP) vérifiant \p]xn+i = xn quel que soit n G N et soit x — (xn)neN £ âf,(X(Cp)). 

(i) II existe une suite (#n)n£N d'éléments de X(B^R) bornée dans X telle que, si 
n G N, alors 0 o 7r(xn) = xn. 

(ii) Si (xn)nEN est une telle suite, alors la suite \pn]xn converge dans X(B^R) vers 
une limite qui ne dépend que de x. 

(iii) L'application i de &(X(CP)) dans X(B^R) ainsi définie est un morphisme de 
groupes et son image X(CP) est un sous-groupe p-divisible et borné de X(B ~̂R) tel 
que l'application 6 on : X(CP) —> X(CP) soit surjective. 

Si UJ G H\R(X), soit XUJ le logarithme de X dont la différentielle dX^ est la forme 
différentielle invariante sur X correspondant à UJ via l'isomorphisme auquel il a été 
fait allusion ci-dessus. 

Proposition 13. — L'application qui au couple (UJ,U) G H^R(X) x TP(X) associe 
—\w(i(u)) est bilinéaire, Galois équivariante, respecte les filtrations et coïncide avec 
l'application « périodes p-adiques » définie au théorème 11. 

Remarque 14. — On déduit de la non dégénérescence de l'accouplement «périodes 
p-adiques», l'injectivité de la restriction de i à TP(X) qui implique que t est un 
isomorphisme de âë(X(Cp)) sur X(CP) et donc que la suite 

0 —> TP(X) —• X(CP) —> X{CP) —> 0 

est exacte. Cette situation n'est pas sans évoquer ce qui se passe sur les nombres 
complexes et permet de voir le sous-groupe X(CP) de X(B^R) comme le revêtement 
universel p-adique de X(CP). 
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7. Relations de Riemann p-adiques 

Soient K un sous-corps fermé de Cp, X une variété abélienne définie sur K, 
u;i,..., cjd une base des formes différentielles holomorphes sur X, d\,..., dd la base de 
l'espace des dérivations d'ordre 1 invariantes sur X duale de la base uj\,..., ut- Soient 
D un diviseur de X défini sur K et GD une fonction de Green associée à D. Soient 
WI?D,..., u?d,D les formes différentielles de seconde espèce définies par UJI^D — d(diGo). 
Finalement, soit ED l'accouplement de Weil de TP(X) x TP(X) à valeurs dans Tp(Gm) 
associé à D. Définissons la forme de Riemann p-adique ED,P associée à D par la 
formule ED(U,V) = — Log( [££>(?/,?;)]), ce qui fait de ED,P une forme bilinéaire an­
tisymétrique sur TP(X) à valeurs dans Zptp. L'analogue p-adique des relations de 
Riemann est l'énoncé suivant. 

Théorème 15. — Si u et v sont deux éléments de TP(X), alors 

ED,p(u,v) = 
d 

г=1 и 
W1D 

v 
(¿i -

v 
W+D 

и 
Vi 

On déduit de ce théorème et de la non dégénérescence de l'accouplement de Weil 
(si D est non dégénéré), la non dégénérescence de l'application «périodes p-adiques». 
Comme corollaire, on en déduit la caractérisation suivante des formes différentielles 
exactes qui généralise le corollaire 12d de [12]. 

Théorème 16. — Soit X une variété propre et lisse définie sur Cp. Soient UJ une 
forme différentielle de seconde espèce et U un ouvert de Zariski de X sur lequel UJ est 
holomorphe. Alors UJ est exacte si et seulement si une (et donc toute) primitive de UJ 
est bornée sur tout sous-ensemble borné de U(CP). 

8. Plan du volume 

Les résultats mentionnés dans l'introduction sont pour la plupart des analogues p-
adiques de résultats bien connus sur les complexes et nous avons consacré un chapitre 
au rappel de ces résultats (à vrai dire, ce chapitre s'est retrouvé animé d'une vie propre 
et a atteint une taille non prévue à l'origine). La plupart des résultats techniques 
de base concernant l'analyse p-adique sur les variétés comme la notion d'ensemble 
borné, le théorème des fonctions implicites etc . . . ont, quant à eux, été rassemblés 
dans un (long) appendice pour ne pas trop perturber l'exposition du chapitre II qui 
est consacré à l'exposé de la théorie p-adique résumée dans cette introduction. 

Les résultats présentés dans ce texte datent en grande partie de 92 et leur rédaction 
a bénéficié de séjours au Newton Institute en mai 93 et mai 98 et à Harvard en 93-
94. Je voudrais remercier tout particulièrement V. Cristante et M. Candilera pour 
l'opportunité qu'ils m'ont offerte de donner un cours sur ce sujet à Padoue en février 
95, cours qui m'a grandement aidé à mettre mes idées au clair. Finalement, je voudrais 
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remercier le comité de rédaction d'Astérisque pour sa patience et J.-B. Bost pour ses 
(nombreuses) remarques sur le chapitre I. 
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CHAPITRE I 

INTÉGRALES ABÉLIENNES COMPLEXES 

Comme nous l'avons mentionné dans l'introduction, ce chapitre ne contient que 
des résultats bien connus sur les intégrales abéliennes complexes. Il a bénéficié de la 
lecture d'un certain nombre d'ouvrages, au premier rang desquels [4, 38, 42, 43] et 
aussi [31, 39, 36, 37, 44]. Nous avons presque systématiquement utilisé des tech­
niques d'analyse complexe (surtout la formule des résidus) pour les démonstrations de 
résultats purement algébriques sur C ; le principe de Lefschetz permet d'étendre ces 
résultats à tout corps algébriquement clos de caractéristique 0, ce qui, compte-tenu 
du (iv) de la remarque 2 de l'introduction, est suffisant pour l'intégration p-adique. 
Nous avons essayé de démontrer le plus de résultats possibles mais avons renoncé 
à reproduire la démonstration de certains d'entre eux (principalement les théorèmes 
d'Appell-Humbert et Lefschetz et celui de Riemann concernant la fonction thêta) 
quand celle-ci était un peu trop longue et pouvait se trouver dans [4, 38] ou [39]. 
D'autre part, la théorie des intégrales abéliennes est intimement liée à celle des groupes 
algébriques commutatifs [21, 46] mais nous n'avons abordé cette dernière que de ma­
nière très superficielle. Elle est aussi très liée à celle des 1-motifs mais nous n'en dirons 
rien. 

1.1. Formes différentielles et périodes 
Ce paragraphe contient des rappels très succincts sur la cohomologie des variétés 

algébriques définies sur C. On trouvera plus de détails au début de [20] ou dans les 
chapitres 0 et 3 de [26] ou encore dans les articles [1] et [28]. De toute façon, nous ne 
nous intéresserons par la suite qu'à H1 et, de manière plus épisodique, à la partie de 
H2 engendrée par les classes de diviseurs. Rappelons que, sauf mention explicite du 
contraire, une variété algébrique est supposée géométriquement irréductible. 

1. La formule de Legendre. — Soient a, b G C et X la courbe elliptique d'équa-
dx 

tion projective zy2 = 4x3 + axz2 + bz3. Soit u) — — ; c'est une base de l'espace Q1(X) 
y 

des formes différentielles holomorphes sur X. Soit A le réseau des périodes de u {Le. 
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l'image de Hi(X,Z) = Z2 par l'application u ->• Juu;). La série 

p(*) = 
1 

z2 + E 
wGA-{0} 

1 
(z - u)2 

1 
u2 

converge absolument sur tout compact de C — A et y définit une fonction méromorphe 
périodique de période A. L'application de C dans P2(C) qui à z associe (p(z), p'(z), 1) 
induit un isomorphisme i de groupes de Lie complexes compacts de C/A sur X et on 
a i*u = dz. 

Proposition!. 1.1. — Si T) — x dx 
y 

et si u,v forment une base orientée de Hi(X,Z), 

alors 
U T¡ — ¡U 7] = 2Í7T. 

J u J v J v Ju 

Démonstration. — Posons CJI = JUUJ et LJ2 = fvu, ce qui fait de tt>i,u;2 une base 
orientée de A sur Z. Posons de même rji = JU n et 772 = JV n. Soit F(z) une primitive 
méromorphe de p sur C. Comme i*rj — p(z)dz, on a F(z + u\) = Fz + 771 et 

F(z -h o;2) = F(z) + r?2 quel que soit z € C — A. Soit a = w1 + w2 
2 et considérons 

l'intégrale / de F(z)dz sur le parallélogramme de sommets a, a + u>i, a + ui + 0J2 
et a -fw Comme F(z)dz a un unique pôle en z = 0 de résidu —là l'intérieur du 
parallélogramme, la formule des résidus montre que l'on a / = —2m. On peut d'autre 
part écrire / sous la forme 

1 = 
A+12 

'a 
(F (Z) - F( Z+U2)) -

>a+u;2 

a 
(F(z) -Fiz+UJx)) = -WlT]2+LJ2Vli 

ce qui permet de conclure. 

Remarque 1.1.2. — La plupart des résultats que l'on peut trouver dans ce volume 
sont des variations sur le thème évoqué ci-dessus. Parmi les généralisations directes 
de la formule de Legendre, on trouve en particulier la proposition 1.2.1 qui est à la 
base de l'étude analytique de la jacobienne d'une courbe algébrique, les relations de 
Riemann (proposition 1.3.12) et l'accouplement de Weil sur les courbes (proposition 
1.4.12) et sur les variétés abéliennes (proposition 1.3.20). 

2. Rappels sur la cohomologie d'une variété algébrique. — Si X est une 
variété algébrique définie sur K lisse de dimension d, on peut aussi voir X comme une 
variété analytique complexe (compacte si X est propre) de dimension d ou comme 
une variété différentiable réelle de dimension 2d. La dernière description nous permet 
en considérant le complexe des chaines fé700 d'attacher à X des groupes d'homologie 
singulière Hn(X, Z), pour 0 < n < 2d. Elle permet aussi de lui attacher, pour 0 < n < 
2d, le groupe i^R,^00 PO ^e cohomologie de de Rham, quotient de l'espace des formes 
différentielles C fermées sur X et de degré n par celui des différentielles des formes 
de degré n — 1. Si X est compacte, on obtient une autre description de H^^oo (X) en 
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utilisant les courants au lieu des formes cé>°°. La formule de Stokes nous fournit de plus 
un accouplement «périodes» H£R ^^(X) x Hn(X, Z) —• C obtenu par intégration 
Ju OJ d'une forme différentielle u de degré n sur une chaîne u de dimension n et donc 
une application naturelle H£R cgoo{X) dans Hom(ifn(X, Z), C). 

Si & est un faisceau de groupes additifs sur X (pour la topologie usuelle ou celle 
de Zariski), si % — {Ui \ i G /} est un recouvrement ouvert de X pour la topologie 
adéquate et si n G N, soit 

&uion... &uiqanuin. n 
I1.........inse1 

&uion...nuin. 

Si f = (fi0,...,in)i0,...,inei est un élément de Tn(^/,^), on définit sa différentielle de 
Cech g = dçechf comme l'élément de rn+1(^,^*) dont la composante p»0,...,in+1 sur 
<^uion—nUi est donnée par la formule 

0ÌO,...,«n + l ~ 
n+1 
M 

7=0 

(12 *'»0v»*iv>*n + l " 

On note Zn(^,^") le groupe des n-cocycles sur 9/ à valeurs dans F c'est-à-dire le 
sous-groupe de Tn (U, F) tué par Dc2 h et on pose 

яп(«г,^) = zn(«r,^)/46eCh(r,,-1(^,^))-
Finalement, on définit Hn(X,<&) comme la limite inductive des Hn (U/,F) pour la 
relation de raffinement des recouvrements. Ce qui précède s'applique en particulier 
aux faisceaux constants Z, 2f7rZ, Q, C .. .sur X considéré comme variété differen­
t ia te ou analytique, ce qui permet de définir les groupes de cohomologie Hn(X, Z), 
#n(X,2i7rZ), Hn(X,C) ... 

SiJ^* =J?° d 12 d $;2 d . est un complexe de faisceaux de groupes abé-
liens (pour la topologie usuelle ou la topologie de Zariski) sur X, si ^ — Ui i e 1} 
est un recouvrement ouvert de X pour la topologie adéquate et si n G N, soit 

rn(^,J^*) = n 
0<fc<n, 

*0. •••>**•€/ 

&n—k 
^Ui0n-nuik' 

Si f = (/l0T|...jifc)o<fc<n,io,...,ifc€/ est un élément de r n ( ^ , ^ " ) , on définit sa différen­
tielle totale g = dtotf comme l'élément de rn+1(^, &m) dont la composante 9i^~h}k+1 
sur *Pui0n—nuih est donnée par la formule 

(n-k) _ „(n-fc-l) / ixn-fe 
¿/¿n ¿b_Li ~ Ч/гп úx, "г V -1/ 

k+l 
• s 
i = 0 

(12a 
ÌQ,...,Ìj ...,Ìk + l 

On définit alors le groupe Z n d e s n-cocycles sur 9/ à valeurs dans F 
comme l'ensemble des éléments de Y n t u é s par dtot et Hn (U, F) comme 
le quotient de Zn(^^ F') par dtot[T71-1^ Finalement, on définit le groupe 
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HN (X, F) d'hypercohomologie de X à valeurs dans F comme la limite inductive 
des Hn (q/,&'). 

Si X est une variété algébrique lisse, on peut appliquer ce qui précède aux complexes 
f]jf, î]^an ou Q'X cgoo des formes différentielles algébriques, analytiques ou C0. On 
note H£R(X) (resp. H^RAN(X)) ê n-ième groupe d'hypercohomologie du complexe 
Çlx (resp. ft'x an) pour la topologie de Zariski (resp. usuelle). Une forme différentielle 
rationnelle étant aussi analytique et un ouvert de Zariski étant aussi un ouvert pour 
la topologie usuelle, on a une application naturelle de H£R(X) dans H2RAN(X) et 
une forme analytique étant aussi <̂ ?°°, on a une application naturelle de H£RAN(X) 

dans HN(X, Çt'x cgoo)- Finalement, si UJ est une n-forme différentielle fermée sur X, on 
peut associer à LU l'élément de ZN({X},QX cgoo) dont la composante de degré n est 
UJ et toutes les autres sont nulles, d'où une application naturelle de H£R cgoo (X) dans 
HN(X, x̂?<îfoo). 

La proposition suivante est le résultat du travail d'un nombre conséquent de mathé­
maticiens parmi lesquels on trouve Poincaré, de Rham, Weil, Serre, Hodge, Hironaka, 
Grothendieck... 

Proposition 1.1.3. — Si X est une variété algébrique lisse de dimension d et 0 < n < 
2d, toutes les flèches du diagramme 

HSr1c0^(X) >Hom(Hn(X,Z),C) 

H"{x, c ) • #dnR,an W • H-(x, 0n -x^ - ) 

H2R(x) 

sont des isomorphismes. En particulier, le groupe HN(X,C) s'identifie naturellement, 
via l'application «périodes», à B.om(HN(X,Z),C). 

Remarque 1.1.4 
(i) On dispose d'une autre application naturelle 

HN(X, C) —• Hom(tfn(X, Z), C) 

en résolvant le faisceau constant C au moyen des cochaines simpliciales et il n'est pas 
sûr que cette application coïncide avec celle de la proposition ; il y a probablement 
une différence de signe dépendant de n (cf. [20] p.14). 

(ii) La proposition fournit une définition purement algébrique des groupes de coho-
mologie de de Rham d'une variété algébrique qui garde un sens si le corps de définition 
n'est pas le corps des nombres complexes. Si K est un sous-corps de C et X est une 
variété algébrique lisse définie sur K, le groupe H£R(X/K) est un if-espace vectoriel 
de dimension finie et if£R(X/C) = C ® H%R(X/K). 
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(iii) Le fait que les applications naturelles de Hn(X, C) dans Hn(X, Qx ) et 
Hn(X, Q,x cgoo) soient des isomorphismes se déduit des lemmes de Poincaré analy­
tique et C0 qui permettent de décrire explicitement les applications inverses. Si 
ty/ = {{Ji, i G /} est un recouvrement ouvert de X, un élément de Zn (fy,Qx^°o) 

est une collection d'éléments (w\™~kjk)o<k<n,i0,...,ikei tels Que l'on a^ uïo~k}k ^ 
Qn-k . 
lLUiQn-~Uikicé'<x> ei 

(1.1.5) diu, (n-fc) 
n.....12 

AC (-1) n-k+1 
k 

E 
i = 0 

1-12a An-k+i) 
io,...,ij...,ik 

= 0 

quels que soient 0 < k < n et ¿0,..., ik G I (où l'on a utilisé la convention Ox,c12 = 
^x^°°)' Maintenant, si on suppose que 9/ est un recouvrement de X tel que Ui0 fl 
• • • fi Uik soit contractible quels que soient k G N et io,..., ik G J et si £ est le plus 
grand entier tel qu'il existe i0,... ,it G I tels que l'on ait CJ|"~^ 7̂  0, la relation 1.1.5 
implique que duJ^~l)it — 0 et le lemme de Poincaré fé700 nous fournit une primitive 
ViôZ'j? de uio~% SUR ^ 0 H • • • H Uie. Soit 77 l'élément de P 1 " 1 ^ , fi^ ^ défini 
Par ^ " t l = ViôZ'^ si * = £ - 1 et ^ " t l = 0 sinon- Le cocycle a = u - dtotV 
est tel que cx^~^ik = 0 quels que soient 0 < k < £ et ¿0,..., ik G / . Réitérant ce 
procédé, on obtient un cocycle /? cohomologue à u tel que l'on ait /?|"~*]fc — 0 quels 
que soient 0 < k < n — 1 et io,... ,ik G /, c'est-à-dire soit élément de Zn(X, C), 
ce qui nous fournit une application naturelle de Hn(X, Q,'x <^oo) dans Hn(X, C) qui 
est l'inverse de celle de Hn(X, C) dans Hn(X, Q'x <̂ oo). La même construction en 
remplaçant le lemme de Poincaré fé700 par le lemme de Poincaré holomorphe nous 
fournit une application naturelle de ^dRan(^) dans Hn(X, C) inverse de celle de 
H»(X,C) osas H2Ktan(X). 

Si X est supposée propre, la théorie de Hodge permet de munir Hn(X, C) = 
HdR an№ de la décomposition de Hodge Hn(X, C) = 0 #9(X, tlpx). Dans le cas 

' p+q=n 
n = 1, si on note nx(X) = H°(X, Qx) l'espace des formes différentielles holomorphes 
sur X, cette décomposition et la non dégénérescence de l'application «périodes» se 
traduisent de la manière suivante 

Proposition 1.1.6 
(i) L'application naturelle de fî1(X)0fî1(X) dans H\R{X, C) est un isomorphisme 

et Q1(X) est canoniquement isomorphe à Hl{X, âx)-
(ii) L'application qui à u associe la forme linéaire u -¥ Ju LJ établit un isomorphisme 

entre Hi(X,Z) modulo torsion et un réseau de ^(X)*. 
(iii) Si £ est une forme linéaire de H\ (X, Z) dans R? il existe un unique élément 

de QX(X) tel que l'on ait £(u) = Re(Juu) quel que soit u G Hi(X,Z). 
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Sur la cohomologie de de Rham algébrique, la décomposition de Hodge laisse la 
place à la filtration de Hodge : si p + q — n, on définit FPH£R(X) comme l'image du 
q-ème groupe d'hypercohomologie du complexe tronqué Vtpx —> fî^-1 —> • • •. Dans 
le cas n = 1, la filtration de Hodge de H\R(X) se résume à F1H\R(X) = o (X) 
F2H\R(X) — 0 et donne naissance à la suite exacte 

(1.1.7) 0 —»• Ù\X) —»• H^(X) —• H\X, û x)^a. 

3. Classes de cohomologie d'un diviseur. — Soit X une variété algébrique 
propre et lisse. Notons Div(X) le groupe des diviseurs de X. Si D G Div(X), l'accou­
plement d'intersection u —> D#u permet d'associer à D une forme linéaire à valeurs 
dans Z sur H2(X, Z) et donc une classe 

[L>]an G Hom(#2(X, Z), Z) C Hom(#2(X, Z), C) = H2(X, C). 

Cette classe est aussi l'image du courant ÔD d'intégration le long de D. 
D'autre part, on peut trouver un recouvrement ouvert de X pour la topologie 

de Zariski par des ouverts affines tel que si U G U alors D est le diviseur d'une 

fonction fu sur U. Si U, V G posons fuy — tu 
fv 

ce qui fait de fu,v un élément de 

&unv et les (fu,v)u>V€<& définissent un élément de Zx(9/ ,ûx) dont on note [£>]aig 
l'image dans Hl(X, ûx), groupe des classes d'isomorphismes de fibres en droites. Si 
on pose alors uu,v — dlogfuy, on a LJU,V + uv,w + vw,u = 0 si U,V,W € & et 
du>uv = 0, ce qui permet d'associer à D une classe de cohomologie de de Rham 

algébrique [D]<m G H%R(X). La différentielle (au sens des courants) de dfu 
fu 

étant 

égale à 2Ì7TODDU d'après la formule de Poincaré-Lelong, 2Ì7TSD et {wuy)u,ve<w ont 
même image dans H\R ^ (X) et donc dans H2(X, C), ce qui se traduit par la formule 
[D]DR = 2i7r[D]an* 

Si on passe à la suite de cohomologie associée à la suite exacte de faisceaux 

0 —> Z —y ûx —> @x —• 0, 
l'application de ûx dans ûx étant celle qui à / associe e2ï7r/, on en déduit une 
application £an : HX{X, ûx) -> H2(X, Z). C'est l'application qui, à un fibre en droites, 
associe sa classe de Chern. D'un point de vue algébrique, il vaut mieux considérer la 
suite exacte de faisceaux 

0 —> 2mZ —•> Ûx —> Û\ —> 0, 

l'application de ûx dans ûx étant celle qui à / associe e*. On obtient de cette manière 
une application ôdR : ^{X, Û\) -> #2(X,2nrZ). 

Lemme 1.1.8 
(i) Les images de <$an([£>]aig) et [D]&N dans H2(X,C) sont opposées. 
(ii) Les images de <5dR,([#]aig) et [D]DR dans H2(X,C) sont opposées. 
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Démonstration. — Compte-tenu de la relation [D]dR = 2i7r[D]anj il suffit de prouver le 
(ii). Soit ^ un recouvrement ouvert (pour la topologie usuelle) suffisamment fin pour 
que UC\V soit contractible si £/, V G % et, si U G U il existe une fonction holomorphe 

fu sur U dont DnU est le diviseur de U. Si U, V G soit fuv = fv/fv Par définition, 

la classe dans Hl(X, ûx an) du cocycle qu'ils définissent est l'image de [Ï9]aig- L'image 
de [D]dR dans i/JRan(X) est quant à elle, celle du cocycle u construit à partir des 

formes UJU v — -7^ ~ - j ^ - - D'autre part, si gu,v est une primitive holomorphe de uu,v 
fu fv 

sur UnV et a est l'élément de r 1 ^ , Q'x an) dont les composantes de degré 1 sont les 
UJU,V et celles de degré 0 sont nulles, l'image de [£>]dR dans H2(X, C) est aussi celle 
de u - dtota, c'est-à-dire celle du 2-cocycle (gu,v,w)u,v,wew > ou 9u,v,w =GUV-
<7v,iy — Pvr,c/- Comme de plus, #t/,v est une détermination de log/^y, le cocycle 
(9u,v,w)u,v,we^ est en fait élément de Z2(X, 2nrZ) et est aussi l'image du cocycle 
{fu,v)uye^ € ^ ( ^ î ^ X a J dans Z2(^,2i7rZ) par l'application de connexion, ce 
qui prouve que son image dans H2(X, 2inZ) n'est autre que JdR([̂ ]aig) et permet de 
conclure. 

Définition 1.1.9. — On dit que D est cohomologiquement trivial si l'image de [£>]aig 
dans H2(X,Z) est nulle . 

On dit que D est cohomologiquement de torsion si l'image de [-D]aig dans H2(X, Z) 
est de torsion, ce qui équivaut à [-D]dR = 0 ou [D]an = 0. 

On note Div°(X) (resp. Divr(X)) le sous-groupe de Div(X) des diviseurs cohomo­
logiquement triviaux (resp. de torsion). 

Remarque 1.1.10 
(i) Si H2(X, Z) est sans torsion, Divr(X) = Div°(X). C'est en particulier le cas si 

X est une courbe ou si X est une variété abélienne. 
(ii) Si X est une courbe, Div(X) est le groupe libre engendré par les points de 

X, H2(X, C) est de dimension 1 engendré par la classe (analytique ou de de Rham) 
d'un point et Hz(X, Z) est de rang 1 sur Z engendré par la classe de X. On note deg 
l'isomorphisme de H2(X, C) sur C vérifiant deg[P]dR = 1 si P est un point et on a 

deg a; = —— fxu si u G H%R(X). D'autre part, un diviseur est cohomologiquement 

trivial si et seulement si il est de degré 0; autrement dit D = ^npP G Div°(X) si 
et seulement si Mn,p = 0. 

4. Formes différentielles et résidus. 

Lemme 1.1.11. — Si X est une variété analytique lisse, si u est une 1-forme méro-
morphe fermée sur X holomorphe sur le complémentaire d'un diviseur D et si UJ a une 
primitive g monovaluée sur X — D, alors g se prolonge en une fonction méromorphe 
sur X. 
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Démonstration. — Soient Di,...,Dr les composantes irréductibles de D. La pro­
priété à démontrer étant locale, on peut supposer que chacune des D{ est le diviseur 
d'une fonction fi holomorphe sur X. Il existe alors n G N tel que ( / i . . . fr)nu soit 
holomorphe sur X. D'autre part, si a est un point lisse de D et z\,...,Zd est un 
système de coordonnées locales au voisinage de a tel que z\ = 0 soit l'équation locale 
de D, on peut écrire u au voisinage de a sous la forme ^fn]Cf=i Fi(z)dzi avec Fi 
holomorphe dans un voisinage de 0. La fonction g vérifie alors l'équation différentielle 
dg 
dz\ 

— zx nF\(z) et donc est de la forme z\ nG{z\,..., zj) + H(z2,..., z¿) logz\ avec 

G, H holomorphes dans un voisinage de 0. Comme d'autre part, g est monovaluée, la 
fonction H(zz,... ,Zd) doit être identiquement nulle et g est méromorphe au voisinage 
de a. La fonction ( / i . . . fr)ng se prolonge donc en une fonction holomorphe sur X 
privé des points singuliers de D. Comme ceux-ci sont de codimension complexe 2, la 
fonction ( / i . . . fr)ng est holomorphe sur X tout entier et g est méromorphe sur X 
tout entier, ce qu'il fallait démontrer. 

Lemme 1.1.12. — Si u est une 1-forme différentielle rationnelle fermée sur une va­
riété algébrique lisse X, il existe un recouvrement ^ de X pour la topologie usuelle 
tel que si U G 9/, il existe des fonctions méromorphes gu et fuj pour j G lu en­
semble fini et des constantes Xuj telles que l'on puisse écrire u sous la forme dgu + 

Mij6Iu y2u1j dfuj 
fuj 

sur U. De plus, il existe un unique élément Div(a;) de C 0 Div(X) 

appelé résidu de u tel que, quel que soit U G %, on ait Div(u;) = Y. 
sur U. 

<j£lu \u,j Div(/t/¿) 

Soit D un diviseur de X contenant les pôles de u. Prenons pour 9/ un recouvrement 
par des ouverts analytiquement isomorphes à des boules de Cd. Si U G U soient Duj 
pour j G U les composantes irréductibles de D D U et, si j G lu, soient fuj une 
fonction holomorphe sur U dont le diviseur est Duj et jj un petit lacet autour de 
Du,j de telle sorte que Hi (U — D) est le Z-module libre engendré par les jj et soit 

yI12A= 
1 

2Í7T hi u. La forme différentielle u — Y]4(zr Xuj dfu.i 
fuj 

n'a pas de périodes 

et est donc la différentielle d'une fonction gu monovaluée et holomorphe sur U — D. 
D'après le lemme 1.1.11, on peut prolonger gu en une fonction méromorphe sur U tout 

entier, ce qui permet d'écrire LJ sous la forme dgu + S7e/ YUJ9 dfuj 
fuj 

Pour terminer la 

démonstration du lemme, constatons que cette décomposition n'est pas unique mais 
que 

E 
jeiu 

XujT)iv(fuj) = E 
jeiu 

1 
2¿7T 12 

LU) Duj 

est un élément bien défini de C (8) Div({7), ce qui montre que ces diviseurs se recollent 
en un élément de C (g) Div(X). 
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Définition 1.1.13. — Si X est une variété algébrique lisse, une 1-forme différentielle 
fermée rationnelle sur X est dite 

(i) de première espèce si elle est holomorphe sur X, 
(ii) de seconde espèce si son résidu est nul, 
(iii) de troisième espèce si elle n'a que des pôles simples et son résidu appartient à 

Div(X) (c'est à dire si ses résidus le long des pôles sont entiers). 
On notera DF(X), DSE(X) et DTE(X) respectivement, les espaces des 1-formes 

différentielles fermées, de seconde espèce et de troisième espèce. 

Proposition 1.1.14. — Soit X une variété algébrique lisse. 
(i) Si LU est une 1-forme différentielle fermée sur X, Vimage de Div(a;) dans 

H2(X,C) est nulle. 
(ii) Réciproquement, si X est de plus supposée propre et si D G C 0 Div(X) a une 

classe nulle dans H2(X, C), alors il existe une 1-forme rationnelle fermée LO dont tous 
les pôles sont simples et dont le résidu est D. 

(iii) Dans le cas général, toute 1-forme différentielle rationnelle fermée peut s'écrire 
comme la somme d'une forme de seconde espèce et d'une forme dont tous les pôles 
sont simples. 

Démonstration. — (i) D'après le lemme 1.1.12, on peut trouver un recouvrement 9/ de 
X pour la topologie usuelle tel que si C/ G U il existe des fonctions gu, fu,i, • • •, fu,rv 
méromorphes sur U et des constantes \u,i,..., Xu,ru telles que l'on ait LU = dgu + rju 

avec r\u — Z)[=i ^u,i (^Ult. Quitte à rafñner U on peut de plus supposer que si 
fu,i 

U, V G alors U fi V est contractile. Si U, V G la forme différentielle rju,v = 
Vu — Vv est holomorphe sur U fl V et U D V étant contractile, est la différentielle 
d'une fonction hu,v holomorphe sur U D V. Si U, V, W £ %, la fonction hu,v,w — 
hu,v + hy,w + hw,u est alors constante sur U D V D W et les (hu,v,w)u,v,we<2¿ nous 
définissent un élément de Z2(W,C) dont l'image dans H2(X, C) est l'opposée de la 
classe de Div(c«;) (cf. démonstration du lemme 1.1.8). D'autre part, quitte à changer 
les constantes d'intégration, ce qui change le cocycle (hu,v,w)u,v,wew par un cobord, 
on peut s'arranger pour que l'on ait hu,v — gv — gu quels que soient U, V G ce 
qui implique que le cocvcle f/ir/vw)r/vwp^/ est identiquement nul et démontre le 

où les fu,i sont des fonctions rationnelles sur U. Soit uu — ]CI=i ^u,i YUVI12 

Passons au (ii). Nous supposons donc que X est propre. Soit D G C ® Div(X) et 
9/ un recouvrement affine de X tel que D HU soit de la forme YllZi ^u,i Div(/t/^), 

djni 
fu,i 

(i). 

SiU,V G 

U la forme tuu,v — wu — wu est holomorphe sur U fl V et on a dcj^y = 0 et 
^c/,y +wy,w + ww,u = 0, ce qui fait que les uuy représentent un élément de H%R(X) 
qui n'est autre que la classe de D dans H%R(X). En particulier, cette classe est nulle 
si et seulement si il existe des formes différentielles fermées r]u G Cth pour U G ^/ et 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 1998 



22 CHAPITRE I. INTÉGRALES ABÉLIENNES COMPLEXES 

des fonctions fo,v holomorphes sur U fl V telles que l'on ait tou,v =Vv~Vu + dfuy 
sur U fl V et fu, v + fv,w H- fw,u = 0 sur UnVnW. Comme on a supposé X propre, 
l'application naturelle de H\R(X) dans HX{X, ûx) est surjective et, quitte à raffiner 
U , on peut trouver un cocycle élément de Zl(fy,ÇVX) dont la composante de degré 
0 est égale à (fu,v)u,V6W- Ceci permet, en soustrayant ce cocycle de supposer que 
les fuy sont toutes nulles et donc que l'on a uu,v — W ~ Vu sur U fl V et donc que 
wu + Vu se prolonge en une forme différentielle fermée dont tous les pôles sont simples 
et dont le résidu est D, ce qui démontre le (ii). 

Démontrons finalement le (iii). Dans le cas où X est propre, l'existence d'une telle 
décomposition est une conséquence des points (i) et (ii). Dans le cas général, on peut 
compactifier X en une variété lisse X grâce au théorème de résolution des singularités 
d'Hironaka. Si u une 1-forme différentielle rationnelle fermée sur X, on peut prolonger 
u en une forme différentielle rationnelle sur X et cette forme est toujours fermée. Elle 
admet donc une décomposition sur X comme somme d'une forme de seconde espèce 
et d'une forme n'ayant que des pôles simples et il suffit de restreindre chacun des 
termes à X pour obtenir une décomposition de u sous la forme voulue. 

Remarque 1.1.15 
(i) Si on se restreint au cas où les Xu,i appartiennent à Z dans les démonstrations 

des points (i) et (ii), on montre que si X est une variété propre et lisse, alors un 
diviseur D est cohomologiquement de torsion si et seulement si il existe une forme 
différentielle de troisième espèce dont c'est le diviseur des résidus. 

(ii) Dans la démonstration du (ii), on a utilisé un recouvrement pour la topologie de 
Zariski et des fonctions rationnelles ce qui permet de montrer qu'une forme différen­
tielle de troisième espèce (resp. rationnelle fermée) est localement, pour la topologie 

de Zariski, de la forme — -f V (resp. Xi -y- + 77), où / est une fonction rationnelle 

(resp. les fi sont des fonctions rationnelles) et 77 est holomorphe (resp. de seconde 
espèce). 

Corollaire 1.1.16. — SiX est une variété propre et lisse, alors Vapplication qui, à une 
forme différentielle fermée, associe son résidu, donne naissance aux suites exactes 

0 —• ^(X) —+ DTE(X) —• DivT(X) —> 0, 

0 —• DSE(X) —•> DF(X) —y C <g> Div°(X) —> 0. 

Démonstration. — Le fait que l'application résidu envoie DTE(X) et DF(X) dans 
Divr(X) et C (g) Div°(X) = C (8) Divr(X) respectivement ainsi que la surjectivité de 
cette application résidu sont des réécritures de la proposition 1.1.14 et du (i) de la 
remarque 1.1.15. Finalement, une forme de troisième espèce (resp. fermée) a un résidu 
nul si et seulement si elle est holomorphe (resp. de seconde espèce), ce qui permet de 
conclure. 
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5. Formes de seconde espèce. — Soit LU une forme de seconde espèce sur X et 
D un diviseur de X contenant les pôles de LU. Le noyau de l'application naturelle de 
Hi(X — D,Z) dans H\(X, Z) est engendré par des petits cercles autour des compo­
santes irréductibles de D et l'hypothèse selon laquelle le résidu de LU est nul implique 
que l'intégrale de LU sur un chemin de ce type est nulle. On en déduit le fait que si 
7 est un chemin fermé sur X évitant les pôles de LU, la valeur de / LU ne dépend 
que de la classe de 7 dans Hi(X, Z), d'où une application naturelle de DSE(X) dans 

Hom (iïi(X, Z), C) qui se factorise à travers 

DSE(X) 

D S E m 
{df I / G C(X)} 

D'autre part, si LU est une forme de seconde espèce, il existe un recouvrement 
% de X pour la toplogie usuelle tel que si U G 9/, alors LU = dgu + LUU, OÙ gu est 
méromorphe sur U et LUU est holomorphe (on peut même, quitte à raffiner 9/, imposer 
LUU = 0). Ceci nous permet d'associer à LU l'élément {(gu — gv)u,ve<%f ,(uu)uew) de 
Z1 {$/, Q'x) dont la classe dans H\R an(X) ne dépend d'aucun des choix que l'on a fait. 
D'autre part, si LU — df, on peut prendre 9/ = {X}, ce qui montre que l'application 
naturelle DSE(X) dans H^Ran(X) Que nous venons de construire se factorise en une 

application de D S E m 
{df, f G c m } 

dans #iR,an(X). 

Finalement, soit LU G HlR(X). Soit 9/ un recouvrement ouvert affine de X suffi­
samment fin pour que l'on puisse trouver LUU £ ^u et fuy G ûunv représentant LU 
dans H^R(X). Cela signifie en particulier que LUU est fermée et LUU — LUy — dfu,v sur 
U fi V. Si U G %, la forme différentielle LUU se prolonge de manière unique en une 
forme différentielle rationnelle sur X et la relation LUU — LUy = dfu,v montre que cette 
forme est de seconde espèce et que son image modulo {df, f G C(X)} est indépen­
dante du choix de U. On a donc construit de cette manière une application naturelle 

de HlR(X) dans DSE(X) 
{df, f e C(X)} 

Proposition 1.1.17. — Le diagramme 

них) HdR,*n(X) H\X,Ç I-X^) C000- HdR,* n(X) 

{df, f e C(X)} Hom(ffi(J,Z),C) 

est commutatif et toutes les flèches en présence sont des isomorphismes. 

Démonstration. — La commutativité du triangle faisant intervenir H\K(X), H\K &n(X) 

et 
DSECX) 

[df, f e C(X)} 
est à peu près immédiate et pour démontrer la commutativité du 

reste, il suffit prouver que si u est une forme de seconde espèce et rj est une 1-forme 
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C00 sur X ayant même image dans Hom(lïi(X, Z), C), alors elles ont même image 
dans H\Kc^oo{X). Sous l'hypothèse précédente, la forme UJ — rj n'a pas de périodes 
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et est donc la différentielle d'une fonction h qui est localement somme d'une fonc­
tion méromorphe et d'une fonction cé?°°. Si 9/ est un recouvrement ouvert tel que si 
U G U on peut décomposer u sous la forme u = dgu + iou avec gu méromorphe 
et LOU holomorphe, alors l'image de u — rj dans H\R<#oo(X) est représentée par le 
cocycle ((gu — gv)u,ve<%r,(uu — v)ue%) et est la différentielle totale de l'élément 
(h — gu)ue^ de Y°(%,Q,X <̂ oo), ce qui prouve que cette image est nulle et termine 
la démonstration de la commutativité du diagramme. 

On sait déjà que toutes les flèches allant de H\R(X) vers Hom(iïi(X, Z), C) en 
passant par le haut sont des isomorphismes et donc, en particulier, sont surjectives. 

La commutativité du diagramme implique donc que l'application de DSE(X) 
{df, f G C X 

dans Hom(ifi(X, Z), C) est surjective. Maintenant, si LO est une forme de seconde 
espèce ayant pour image 0 dans Hom(ifi(X, Z), C), cela signifie que si D est un 
diviseur de X contenant les pôles de u, alors u possède une primitive monovaluée g 
sur X — D. On peut d'autre part compactifier X en une variété lisse X et étendre LU 
en une forme rationnelle fermée sur X et le lemme 1.1.11 montre que g s'étend en une 
fonction méromorphe sur X qui est compact par construction, ce qui implique, d'après 
GAG A [411, que g est une fonction rationnelle sur X et donc aussi sur X. On en déduit 

Pinjectivité de l'application de DSE(X) 
{df, f G C(X)\ 

dans Hom(iJi(X, Z), C) et donc sa 

bijectivité. Les autres flèches en présence sont alors des composées d'isomorphismes, 
ce qui permet de conclure. 

Remarque 1.1.18 
(i) On déduit de la surjectivité de l'application naturelle 

HÌR(X) 
DSE(X) 

{df, f e c ( x ) } 
le fait qu'une forme LU de seconde espèce peut s'écrire localement pour la topologie de 
Zariski sous la forme df -h rj, où / est une fonction rationnelle et n est holomorphe. 

(ii) Si on réunit cette remarque avec le (iii) de la proposition 1.1.14 et le (ii) de 
la remarque 1.1.15, on en déduit le fait qu'une forme différentielle rationnelle fermée 

peut s'écrire localement pour la topologie de Zariski sous la forme dg + YI ^ dfi 
fi 

t 3n 

où g et les fi sont des fonctions rationnelles et n est holomorphe, ce qui permet de 
renforcer le lemme 1.1.12. 

1.2. Intégrales abêliennes sur les courbes algébriques 

1. Intégrales de première et seconde espèces. — Si X est une courbe propre 
et lisse de genre g, on peut aussi voir X comme une surface de Riemann compacte 
de genre g et donc topologiquement homéomorphe à un tore à g trous. D'autre part, 
X est muni d'une orientation naturelle donnée par la structure complexe ce qui nous 
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fournit un accouplement d'intersection qui permet de munir Hi(X,Z) = Z9 d'une 
forme alternée à valeurs dans Z et cette forme est non dégénérée. Si u,v G H\(X, Z), 
nous noterons u#v le nombre d'intersection des cycles u et v. 

a1 
Ьз 

Po 

a2 

Ñ2 
b2 

4>i 

d2 

«i 

FIGURE 1. une base symplectique de Hi(X, Z) en genre 3 

Si oi,...,op,6i,...,6p est une base symplectique de Hi(X,Z) et P0> i2i,...,i?r 
sont des points de X, on peut choisir des chemins ai(£),..., ag(t), bi(t),..., bg(i) sur 
X représentant les éléments de cette base, évitant i?i , . . . , RR, passant tous par Pq et 
ne se rencontrant qu'en P0 tels que si on découpe le long de ces chemins, on obtient 
quelque chose homéomorphe à un disque, ce qui permet de représenter X comme le 
quotient d'un polygone Y à 4g cotés, les cotés étant identifiés 2 par 2 comme indiqué 
dans la figure 2 ci-dessous (pour g = 3). Pour passer des chemins représentés sur la 
figure 1 à des chemins passant par P$, supposer mentalement que les chemins ai et 
bi sont en fer (et donc rigides) en dehors d'un voisinage de Qi et élastiques dans ce 
voisinage de Qi, puis tirer sur Qi pour l'amener en P0. 

On trouvera dans [4] une figure expliquant de manière convaincante pourquoi on 
obtient bien une surface de genre g quand on identifie les cotés du polygone. 

Plus précisément, si 7r : Y X est l'application permettant de décrire cette 
identification, on peut écrire le bord dY de Y comme le composé 

AiBiCf1^"1 • ..AgBgC^D'1, 
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FIGURE 2 

аз 

b2 

«2 

b2 a2 

bi 

ai 

bi 

ai 

63 
аз 

Ьз 

où, si i G Z/#Z, alors Ai,Bi, di, Di sont des applications <̂?1 par morceaux de [0,1] 
dans Y (et même dans dY) vérifiant les conditions suivantes 

Ml) = Bi(0), Bi(l) = Q(l), Ci(0) = A( l ) et Di(0) = Ai+1(l) 
n o Ai = n o Ci = ai et 7T O B{ = 7T O Di = b{, 

la première ligne de conditions traduisant le fait que les chemins Ai, Bi, C,"1, D^1 
et Ai+i se suivent et la seconde le fait que pour obtenir X à partir de y , on identifie 
Ai et Ci ainsi que Bi et .Df. 

Proposition 1.2.1. — 5t u et n sont deux formes différentielles fermées sur X, 
alors 

x 
eu An — 

9 
M 

1=1 'ai 
a; 

6i 
122 

a. 
*7 

X 
u 

Démonstration. — Y étant simplement connexe, 7T*LU est exacte sur Y ; soit F une de 
ses primitives. Comme dY est de mesure nulle, on a jx LU A TJ = JY TT*LU A 7r*rj et la 
formule de Stokes montre que cette dernière intégrale est aussi égale à 

f FTÏ*Ï] = f 
JdY i=1 JAiBiC^D-1 

F n/n1 

ASTÉRISQUE 248 



1.2. INTÉGRALES ABÉLIENNES SUR LES COURBES ALGÉBRIQUES 27 

c'est-à-dire à 
9 M 

i=i 

7 

о 
[F o Ai) A*7r*r) - {F o d) C*7T*ri + (F o Bi) B*7r*r] - (F o Di) D*7r*r)). 

D'autre part, on a A*7r*r] = a*rj — C*7r*ri et TT^LU étant exacte sur Y, on a FoC*(£) -
F o Ai(t) = JA*n*rj, l'intégrale étant calculée en utilisant n'importe quel chemin 
inclus dans Y reliant Ai(t) à Ci(t). On peut donc faire le calcul en allant de Ai(i) à 
Ai(l) le long de Ai puis de Ai(l) = £¿(0) à Ci(l) = Bi(l) le long de Bi et finalement 
de Cf(1) à Ci(t) le long de C», ce qui nous donne 

FoCi(t)-FoAi(t) = 
a 

a 
A*7V*LU + 

• 1 

0 
B*7T*LU + 

t 

a 
C*TT*LU 

/•1 

t 
12w + 1 

a 

'0 
12w + 1 

1 

1 
12w + 1 

'6i 
a;, 

si t G [0,1]. Le même genre d'arguments nous permet de montrer que l'on a FoDi(t) — 
B o d(t) = — f u>, si t e [0,1], d'où l'on tire la formule 

x 
u) A ï] = 

9 
M 

i=l 

1 

0 
(F o Ai - F o d) a*rj + 

1 

o 
FoBi-Fo Di) b*ri 

= 
9 M 

i=l bi 
12 

ai 
1w + 1 

ai 
LU 

bi 
1v 

ce qu'il fallait démontrer. 

Remarque 1.2.2. — Cette proposition est aussi une conséquence simple de la com­
paraison entre accouplement d'intersection et dualité de Poincaré (cf. [26], chap. 0, 
par exemple). Si X est une variété différentielle de dimension d orientable et com­
pacte et si u G Hn(X, Z), il existe, grâce à la dualité de Poincaré et la non dégéné­
rescence de l'application «périodes», un unique élément rju GH%S ̂ ^^^(X) tel que 
l'on ait Jvrju = u#v quel que soit v G Hd-n(X,Z). De plus, si u G Hn(X,Z) et 
v G Hd-n(X, Z), alors Jx rju A nv — u#v. 

Dans le cas qui nous intéresse, il suffit d'écrire u et n respectivement sous la forme 

LU = 
d 

i=l bi 
LU lai ~ 

ai 
^)Vbi et rj = 

d 
M 

i=l bi 
rjjrjai ~ 

'en 
VlVbi 

pour en déduire la proposition. 

Soient LU et rj deux formes différentielles de seconde espèce sur X et P un point de 
X. Si Fp est une primitive formelle de u; en P (i.e., si z est un paramètre local au 
voisinage de P, Fp est l'élément de K((z)) défini à addition d'une constante près par 
la formule dFp — LU), le résidu de Fprj en P ne dépend pas du choix de Fp (puisque 
Fp est défini à constante près et le résidu de rj en P est nul) ; il sera noté Resp (77 f LU) . 
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D'autre part, ce résidu est nul si P n'est ni un pôle de UJ ni un pôle de 77 et donc est 
nul pour presque tout P. 

Corollaire L2.3. — Si UJ etr\ sont deux formes différentielles de seconde espèce, alors 
deg(u U rj) = ^2PeX Resp(r7 /UJ), où U désigne le cup-produit de H^R(X) x H^R(X) 
dans H%R(X). 

Démonstration. — Choisissons les chemins ai,..., ag, b\,..., bg utilisés pour découper 
X de telle sorte qu'ils ne passent par aucun pôle de UJ ou 77. Soient UJ et rj respective­
ment des représentants C0 des classes de UJ et 77 dans H^R(X), ce qui équivaut (cf. 
proposition 1.1.17) à ce que l'on ait 

j LU = I LU et /77 = /77 
J u J u J u J u 

quel que soit u G H\(X, Z). Compte-tenu de la relation entre cup-produit et produit 
extérieur des formes différentielles, on a 

(1.2.4) 

deg(cj U 7]) = 

et le calcul effectué lors de la démonstration du lemme précédent montre que si F 
est une primitive méromorphe de LO sur Y, cette dernière quantité est aussi égale à 

1 
2in x 

LU A 77 = 
1 

2Î7I 

9 
M 

i=l ai 
и rj- n И 

Jbi Jai Jbi 
1 

2l7T 

9 
M 

i=l 
и ri- ri и 

'ai Jbi Jai Jbi 

1 
2î7T 

JdY Frj, ce qui permet d'utiliser la formule des résidus pour conclure, étant donné 

que 1 on peut utiliser F comme primitive de u en tout point P de l'intérieur de Y. 

2. La loi de réciprocité pour les intégrales de troisième espèce. — Si o; est 
une forme de troisième espèce sur X et a, b sont deux points de l'intérieur de Y qui ne 
sont ni l'un ni l'autre des pôles de <J, alors la valeur de J7 u modulo 2z7rZ ne dépend 

pas du chemin 7 choisi pour relier a à 6 à l'intérieur Y. On notera cette valeur ujy 
car elle dépend du choix de Y ; en effet, si on change Y, les périodes de u le long 
des éléments de Hi(X, Z) vont intervenir. Si D est un diviseur de degré 0 de X dont 
le support est contenu dans l'intérieur du polygone et ne rencontre pas Div(cj), on 
définit JD LOy à 2z7rZ près de la manière évidente. 

Proposition 1.2.5. — Si LO\,UJ2 sont deux formes de troisième espèce dont les diviseurs 
sont étrangers et contenus dans Vintérieur de Y, alors 

Div(u>2) 
Div(u>2) 

Div(a;i) 
LO2, Y = 

1 

2in 

9 

: £ 
i=l 

LUI LO2 — LO2 LO\ 
ai Jbi J ai Jbi 

mod. Z 

Remarque 1.2.6. — Cette formule est un peu perturbante car le membre de gauche 
dépend du choix de Y comme nous l'avons expliqué et le membre de droite ne semble 
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pas en dépendre. Ce paradoxe apparent s'explique par le fait que Y est construit à 
partir de la base symplectique a\,..., ag, 61,.. . , bg. 

Démonstration. — Choisissons un point P0 n'appartenant ni au support du diviseur de 
u\ ni à celui de u>2- Écrivons le diviseur de u± sous la forme Y?j=i njPj- Si 1 < j < r, 
choisissons un chemin 7̂  de Po à Pj à l'intérieur de F, ne passant par aucun des 
points de Div(a;2) et tel que si i ^ j , alors 7» et yi ne se coupent pas (en dehors de 
P0 bien sûr). Soit r la réunion des jj pour 1 < j < r. La somme des résidus de wi 
étant nulle, UJ\,Y est exacte sur Y — V ; soit Fy une primitive holomorphe de u)\,y sur 
Y — r (bien définie à addition d'une constante près). 

La fonction Fy est « bivaluée » sur T : on peut approcher un point de jj par « en-
dessous » ou par « au-dessus » et pour passer de la limite par « en-dessous » à la limite 
par « au-dessus », il faut faire le tour de Pj dans le sens positif et comme ui a comme 
résidu nj en Pj, la différence entre les deux limites est 2iirnj. Pour remédier à cette 
difficulté, introduisons la surface de Riemann compacte Z obtenue en «dédoublant» 
T. De manière précise, on dispose d'un morphisme de surfaces de Riemann à bord 
/ : Z -» Y et, si j G {1 , . . . , r}, de chemins ctj et fij de [0,1] dans Z tels que 

(i) foaj = fopj= jj si 1 < j < r, 
(h) ctj(l) = /3j(l) si 1 < j < r et /3,(0) = ai+i(0) si 1 < j < r-1 et /3r(0) = c*i(0), 
(iii) le bord dZ de Z est composé d'un bord «extérieur» dZ+ et d'un bord intérieur 

dZ~ et / induit un isomorphisme de Z - dZ~ sur Y - T envoyant dZ+ sur dY et 
dZ~ est, si on le parcourt dans le sens positif, le composé 

ai/îf1 •••aP/3~1. 

Il résulte de la propriété (ii) que, si 1 < j < r, l'image réciproque de Pj est consti­
tuée d'un seul point que nous noterons encore Pj. La forme différentielle f*0Ji,y = 
uj\,z & une primitive Fz holomorphe et monovaluée sur Z — {Pi, . . . , Pr}, a une sin­
gularité logarithmique en chacun des Pj et, quitte à ajouter une constante, on peut 
imposer que l'on ait Fz = Fy o f sur Z — dZ~. La discussion précédente sur la 
« bivaluation » de Fy se traduit par la formule 

(1.2.7) Fz o f3j(t) -Fzo ctj{t) = 2mnj si t G [0,1[ et 1 < j < r. 

Soit uo2,z — /*k>2,Y- On déduit de la formule des résidus, en passant à la limite sur 
des contours bien choisis (voir ci-dessous), la formule 

(1.2.8) / Fzu2,z- FzuJ2,z = 2i7r ^ ResP(Fzu;2,z). 
Joz+ Jdz- pez-dz 

Il faut faire un petit peu attention car Fz n'étant pas holomorphe en les Pj, on ne 
peut pas appliquer la formule des résidus directement, mais on a recours à l'astuce 
habituelle qui consiste à remplacer dZ~ par un contour dZ~ obtenu à partir de 
dZ~ en évitant les Pj par des petits cercles de rayon s. Comme Fz a une singularité 
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logarithmique en chacun des P/, l'intégrale de Fz oj2,z le long d'un de ces petits cercles 
tend vers 0 quand e tend vers 0. 

Maintenant, le même calcul que celui effectué à la proposition 1.2.1 montre que 

(1.2.9) / Fzu>2,z= / FyOJ2,Y = y ^ ( / wi / W2- / ^2 / wi). 
JdZ+ JdY ~J Vai Jbi Jai Jbi ' 

D'autre part, la formule 1.2.7 et l'égalité a*ct>2,z = Pf^2,z = 7*<*>2,y nous donnent 

/ Fz u>2,z = Y] f {(Fz o aj) oÇu2,z - (Fz ° Pj) P*V2,z) 
Jdz- j=1 Jo 

(1.2.10) = - 2 i 7 r y V / 7>2,y 
i=l 7° 

= —2¿7T^^nj / 6̂ 2,y = —2¿7T / 
j=l p̂0 ' JDiv(o;i) 

^2,y-

Finalement, comme cc>2 n'a que des pôles simples, le résidu en un point P de Fyu^y 
est Fy(P)Resp(u;2,y) et donc 

]T ResP(Fz fj2,z) = 5 1 Resp(*V ^2,y) = ]T Resp(a;2,y)Fy (P) 
PeY-r p 

=Py(Div(o;2)) = / WI,Y 
./Divido) 

(L2.ll) P€Z-9Z 

/Div(u;2) 
et il n'y a qu'à injecter les formules 1.2.9, 1.2.10 et 1.2.11 dans la formule 1.2.8 pour 
démontrer le résultat cherché. 

3. Fonction de Green d'un diviseur de degré 0 

Proposition 1.2.12. — Si D = ^npP est un diviseur de degré 0, il existe, à addition 
d'une constante près, une unique fonction Gjj harmonique sur le complémentaire du 
support de D telle que si P est un point du support de D et z un paramètre local au 
voisinage de P, alors GD — log \z\ se prolonge en une fonction fé700 sur un voisinage 
de P. 

Démonstration. — L'unicité est une conséquence du fait que la différence de deux 
telles fonctions serait harmonique sur X tout entier et donc constante. Pour montrer 
l'existence, remarquons que D étant cohomologiquement trivial, il existe une forme 
différentielle de troisième espèce de résidu D. Les parties réelles des périodes de UJD 
sont alors bien définies et d'après le (iii) de la proposition 1.1.6, on peut trouver une 
(unique) forme de première espèce u dont les parties réelles des périodes coïncident 
avec celles de LJD ; autrement dit, quitte à remplacer UJD par UD — te;, on peut nor­
maliser UÛB de manière unique de telle sorte que toutes les périodes de u;d soient 
purement imaginaires. La fonction Re(/xXQ UJD) est alors monovaluée sur X et vérifie 
les propriétés demandées. 
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Proposition 1.2.13. — Si Di et D2 sont deux diviseurs de degré 0 dont les supports 
sont étrangers, alors GD1(D2) = GD2(DI)-

Démonstration. — C'est une conséquence immédiate de la loi de réciprocité pour 
les intégrales de troisième espèce et de la formule explicite exprimant GD en termes 
d'intégrales de troisième espèce (cf. démonstration de la proposition précédente). 

Remarque 1.2.14. — La proposition 1.2.13 peut aussi se démontrer directement (en 
utilisant uniquement les propriétés de GD énoncées dans sa définition et pas la formule 
explicite pour GD) via la formule de Green-Stokes. D'autre part, on peut aussi utiliser 
la fonction 0 de Riemann (cf. 1.4, §2) pour démontrer les propositions 1.2.12 et 1.2.13 ; 
c'est cette seconde approche que nous utiliserons en p-adique. 

1.3. Tores complexes et variétés abéliennes 

1. Le théorème de Lefschetz 

Définition 1.3.1 
(i) On appelle tore complexe, le quotient d'un C-espace vectoriel de dimension 

fini par un réseau ; un tore complexe est donc naturellement muni d'une structure de 
groupe de Lie analytique compact et réciproquement, tout groupe de Lie analytique 
compact commutatif est un tore complexe. 

(ii) On appelle variété abélienne toute variété algébrique propre et lisse munie d'une 
loi de groupe algébrique. 

En tant que variété analytique complexe, une variété abélienne est isomorphe à un 
tore complexe. De manière plus précise, si X est une variété abélienne de dimension d 
et si û = (cc/i,... ,Ud) est une base du K espace vectoriel Çll(X), l'image de Hi(X, Z) 
par l'application u -» fuiï = (fuwi>.. • ,$uWd) est un réseau de Cd et l'application 
qui à x G X associe f* û G Cd induit un isomorphisme de groupes de Lie compacts 
de X sur Cd/A. 

On dit qu'un tore complexe est algébrisable s'il est isomorphe en tant que variété 
analytique complexe à une variété abélienne. On dispose du résultat (pas du tout 
évident) suivant. 

Théorème 1.3.2. — Si V est un C-espace vectoriel de dimension finie et A est un 
réseau de C, le tore complexe V/A est algébrisable si et seulement si il existe une 
forme hermitienne H sur V définie positive (Le. H(v, v) > 0 si v G V — {0}) telle que 
la restriction de E = ïmH à A soit à valeurs entières (i.e. E(u,v) G Z si u,v € A). 

Démonstration. — On trouvera la démonstration de ce résultat dans [4], [38] ou 
[45]. Signalons que la démonstration fournit un plongement d'un tore complexe muni 
d'une forme hermitienne comme ci-dessus dans l'espace projectif d'où l'on déduit le 
fait qu'une variété abélienne est une variété projective. 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 1998 



32 CHAPITRE I. INTÉGRALES ABÉLIENNES COMPLEXES 

Remarque 1.3.3. — Il est souvent commode de raisonner «à isogénie près», c'est-à-
dire de remplacer A par le sous-Q-espace vectoriel L de V engendré par A. Le théorème 
1.3.2 peut alors se réécrire sous la forme : X — V/A est algébrisable si et seulement 
si il existe une forme hermitienne H définie positive sur V telle que la restriction de 
E = ImH à L soit à valeurs dans Q. 

2. Morphismes de tores complexes 

Lemme 1.3.4. — Soit V un C-espace vectoriel de dimension finie. Si F : V ->• C est 
une fonction méromomorphe telle que la fonction ôF : V2 -ï C définie par ÔF(x, y) = 
F(x + y) — F(x) — F (y) est constante, alors F est une forme affine sur V. 

Démonstration. — En différentiant 6F(x, y) par rapport à on montre que si SF est 
constante, alors dF est constante, ce qui permet de conclure. 

Proposition 1.3.5. — Si Y est un tore complexe, les deux conditions suivantes sont 
équivalentes, 

(i) Y est algébrisable, 
(h) il existe un tore complexe algébrisable X et un morphisme de variétés analy­

tiques complexes surjectif n : X —> Y. 

Démonstration. — L'implication (i)=>(ii) est immédiate (on peut prendre X = Y et 
7T = id) ; prouvons la réciproque. Soit donc X un tore complexe et 7r : X Y un 
morphisme surjectif de variétés analytiques complexes. Quitte à composer 7r par une 
translation sur Y, on peut supposer 7r(0) = 0, ce que nous ferons. Écrivons X et Y 
respectivement sous la forme X/Ax et Y/AY, où X et Y sont des C-espaces vecto­
riels de dimension finie et Ax et Ay en sont des réseaux. Comme X est simplement 
connexe, 7r se relève de manière unique en une application continue (et même holo-
morphe) n de X dans Y. Si u G Ax, la fonction x -ï TT(X + u) — TT(X) est continue sur 
X à valeurs dans Ay qui est discret et donc est constante. On en déduit le fait que 
l'application qui à (xi,x2) associe 7r(xi + x2) — TÏ(XI) — nfa) est périodique de période 
Ax x Ax et donc que son image est bornée dans Y. Comme cette application est de 
plus holomorphe, cela implique qu'elle est constante et donc, d'après le lemme 1.3.4, 
que 7? est C-linéaire puisque l'on a supposé 7r(0) = 0 et donc que 7r est un morphisme 
de groupes. 

Soient X et Y les quotients respectifs de X et Y par leurs groupes de torsion. 
L'application composée de X dans Y se factorise à travers X et, si on note Lx et Ly 
respectivement les Q-espaces vectoriels engendrés par Ax et Ay, W le noyau de TT et 
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Lw = Lx D W, on a le diagramme commutatif suivant 

0 0 

Lw w 

0 Lx X X 0 

7T 7T 7T 

0 Ly Y Y 0 

0 

Une base de Lx sur Q étant aussi une base de X sur R, on a diniQ Lw < diniR W. 
Comme de plus 

dimQ Lx = dimRX, 
dimR X = dimR W + dimR Y 

dimQ Ly — dimR Y 
dimQ Lx < dimQ Lw + dimQ Ly 

les inégalités ci-dessus sont des égalités. En particulier, cela implique que Lw engendre 
W en tant que R-espace vectoriel et que l'application de Lx dans Ly est surjective. 

Maintenant, comme on a supposé X algébrisable, il existe une forme hermitienne 
H définie positive sur X telle que la restriction de E = Im H à Lx soit à valeurs dans 
Q. Soit W1- l'orthogonal de W pour H et L^ l'orthogonal de Lw pour E. Comme 
Lw engendre W en tant que R-espace vectoriel, L^ est égal à Lx^W±. On en déduit 
le fait que TT induit une bijection de W1- sur Y et L^ sur Ly ; on peut donc munir 
Y de la forme hermitienne Hy obtenue en restreignant H à W1- et la restriction de 
Ey = Im Hy à Ly est à valeurs dans Q, ce qui, compte-tenu de la remarque 1.3.3, 
permet de conclure. 

Remarque 1.3.6 
(i) On a démontré en passant que si X et Y sont des tores complexes et 7r : X ->> Y 

est un morphisme de variétés analytiques, alors n est le composé d'un morphisme de 
groupes avec une translation et donc, en particulier, que si 7r(0) = 0, alors n est un 
morphisme de groupes. 

(ii) La même méthode permet de montrer que si Y C X sont deux variétés abé-
liennes, il existe une variété abélienne Z C X telle que Y x Z et X soient isogènes. 

3. Le tore dual. — Soit X = V/A un tore complexe et soit L le sous-Q- espace vec­
toriel de V engendré par A. Soit V* le C-espace vectoriel des formes antilinéaires de V 
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dans C. L'application qui à À associe ReÀ induit un isomorphisme de R-espaces vec­
toriels de V sur Hom(A, R) et on note A* et L* les images respectives de Hom(A, Z) 
et Hom(A, Q) dans V par l'isomorphisme inverse. Comme A est un réseau de V, A* 
est un réseau de V* et le tore complexe X* = V*/A* est appelé le tore dual de X. 
Le tore dual de X* n'est autre que X. 

Proposition 1.3.7. — Si X est algébrisable, alors X* est algébrisable. 

Démonstration. — D'après le théorème 1.3.2, si X est algébrisable, il existe une forme 
hermitienne H définie positive sur V telle que la restriction de E = ImH à L soit 
à valeurs dans Q. D'autre part, H étant définie positive, l'application qui à v G V 
associe la forme antilinéaire Xv définie par Xv(z) = —iH(z,v), si z G V, induit un 
isomorphisme de C-espaces vectoriels i de V sur V . Maintenant, si v G L, la formule 

Re\v(z) = lmH(z,v) = E(z,v) 

permet de montrer que l'image de L par i est incluse dans L* et donc, comme L et 
L* ont même dimension sur Q, que i induit un isomorphisme de L sur L*. On en 
déduit le fait que la forme hermitienne H* = H o t~x qui est définie positive sur V 
est telle que la restriction de E* = ImH* = Eoi_1 à L* est à valeurs dans Q, ce 
qui, en vertu de la remarque 1.3.3, permet de conclure. 

Remarque 1.3.8. — Si X est une variété abélienne, le tore dual X* a une construction 
purement algébrique ; il paramètre les diviseurs cohomologiquement triviaux modulo 
les diviseurs de fonctions rationnelles (cf. 1.5 §3). 

4. Le théorème d'Appell-Humbert. — Soit de nouveau X une variété abélienne 
définie sur C et ¿3 une base de fî1 (X). On définit A et l'isomorphisme de X dans Cd/A 
comme dans la section 1 et on note prx : Cd -> X l'application obtenue en composant 
la projection naturelle de Cd sur Cd/A avec l'inverse de l'isomorphisme de X dans 
Cd/A. 

Si D est un diviseur de X, sa classe dans H2(X, Z) peut être vue comme une forme 
linéaire à valeurs dans Z sur H2(X,Z) = A2Hi(X,Z) et donc comme une forme 
bilinéaire alternée E& sur A = Hi(X,Z) à valeurs dans Z. De manière explicite, 
Er>(u,v) est le nombre d'intersection de D avec le sous-tore réel RÎX 0 Hv/Zu 0 Zv 
de X orienté en prenant (u, v) comme base directe (si u et v ne sont pas colinéaires ; 
sinon de toute façon le nombre d'intersection est nul). D'autre part, on montre en 
utilisant la décomposition de Hodge de H2(X, C) et la suite exacte de cohomologie 
associée à la suite exacte de faisceaux 0 -> Z -> ûx -> &x ~* ® (ĉ - cnaPrtre I de 
[38] par exemple) que Ejj est la restriction à A de la partie imaginaire d'une (unique) 
forme hermitienne Hd. 

Définition 1.3.9. — La forme Ejj s'appelle la forme de Riemann du diviseur D. 
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Théorème 1.3.10. — Sous les hypothèses et les notations introduites ci-dessus, il 
existe une paire 6D,OLD, OÙ 
(a) OLD est une application de A dans {z G C*, \z\ = 1} uniquement déterminée et 
telle que Von ait 

aD(u + v) = einED{u>v)aD(u)aD(v) si u,v G A, 

(b) 6D est une fonction méromorphe (unique à multiplication près par une constante 
non nulle) sur Cd de diviseur prxD vérifiant Véquation fonctionnelle 

eD(z + u)=aD(u)enHD(u^HD^u)6D(z) si u G A, z G V. 

Réciproquement, si H, E sont comme ci-dessus et a : A —>• {z G C*, \z\ = 1} vérifie 
la propriété (a) relativement à E, il existe un diviseur D, unique à addition près du 
diviseur d'une fonction rationnelle, tel que Von ait H = HD, E = En et a — ar>. 

Voir le chapitre I de [38] pour la démonstration de ce théorème. La fonction 9D qui 
n'est définie qu'à multiplication près par une constante non nulle, sera appelée la 
fonction thêta normalisée associée à D. On appelle plus généralement fonction thêta 
associée à D toute fonction 9 holomorphe sur V de diviseur pr^D telle que si u G A, il 
existe une fonction affine iu de z telle que l'on ait 0(z + u) = exp(£u(z))6(z) quel que 
soit z e V. Toutes les fonctions 9 associées à D s'obtiennent en multipliant 9D par 
une fonction de la forme expP(z), où P est un polynôme de degré inférieur ou égal à 
2 en z. Ceci implique en particulier que l'on peut retrouver la forme de Riemann E& 
à partir de n'importe quelle fonction 9 associée à D, en utilisant la formule suivante 
qui est valable quel que soit z G Cd 

(1.3.11) ED(u,v) = ^ - (tu(z + v)- lu(z) + lv(z) -lv{z + uj). 

5. Relations de Riemann. — Ecrivons d9o/9D — Y2i=i 9Djdzi. Alors dgo,i est 
périodique de période A et est l'image inverse d'une forme différentielle UD,i sur X 
qui est de seconde espèce puisque gn,i est méromorphe. 

Proposition 1.3.12. — Si u et v sont deux éléments de Hi(X,Z), alors 

ED(u,v) = 1 
2Î7T 

d 
E VD,i Vi- UD,i / OJi 

' u J v J v J u 

Démonstration. — Soient u — Ju û et v = Jv LU et soit a G Cd tel que les chemins 
lu, lv • [0,1] Cd définis par iu{t) — a -h tu et jv(t) = a -h tv ne rencontrent pas le 
support de pr'tZ}. On peut calculer l'intégrale curviligne 

1 = d9D/9D 
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de deux manières. Si on revient à l'expression (IOD/OD = Yli=i9D,idzi et que l'on 
utilise le fait que 

9DA(Z + U) =9i(z) + 
u 

WD,Î et gD,i(z + v) ~ 9i{z) + 
v 
wd, i1 

on obtient 

I = -

lu 

d 

i=l v 
WD,i)dZi + 

1 

d 

¿=1 lu 
WD,i)dZi 

d 
E 
i=l u 

VD,i 
v 

LOi ~ 
v 

VD,i 
u 

D'autre part, la formule de Stokes permet de montrer que 1 
2in 

I est aussi égal à la 

somme des résidus de dd^l^D compris à l'intérieur du chemin et comme dOo/Oo a un 
pôle simple de résidu pr^-D, -^1 est aussi égal au nombre d'intersection de pr^D 
avec la surface Su,v = [0, l]u x [0, l]v (le signe étant déterminé par le sens de parcours 
du bord et donc par l'orientation de Su,v). Passant au quotient modulo A, on retombe 
sur la définition de ED(U,V), ce qui permet de conclure. 

Remarque 1.3.13'. — Compte-tenu de la relation [D]dR — 2i7r[D]an et de ce que ED 
représente la classe de D dans H2(X, Z), la formule de la proposition 1.3.12 peut se 
réécrire sous la forme [D]dR = — Sf=i ui u uD,i 

6. Théorèmes du carré et du cube. — On note © la loi d'addition sur X. Si n est 
un entier > 1 et / est une partie de {1 , . . . ,n}, notons mj : Xn+1 -¥ X l'application 
qui à (x, h\,..., hn) associe x© (©ie/^i) • Si a est une forme différentielle, une fonction 
ou un diviseur sur X, posons A M a = E/c{i,-,n}(~ l)n~'7'mja. De même, soient m, 
prx et pr2 les applications de X2 dans X données respectivement par l'addition, la 
projection sur le premier facteur et la projection sur le second facteur et, si a est une 
forme différentielle, une fonction ou un diviseur sur X, posons Sa — ra*a—pr*a—pr|a. 

Proposition 1.3.14. — Si IO est une forme différentielle de seconde espèce sur X, il 
existe 

(i) une fonction méromorphe fv sur X2 telle que Von ait dfv = Srj, 
(ii) une fonction méromorphe ffi sur X3 telle que Von ait dffi = A^a;. 

Déplus, la fonction fn vérifie génétiquement l'identité f^x, y) = fv(y,%) et la relation 
de cocycle 

/(y, z) - f(x © y, z) + f(x, y © z) - /(x, y) = 0. 

Démonstration. — Soit F une primitive méromorphe de pr^u; sur Cd. Comme on a 
F(z + u) = F(z) + Ju LO si u = Ju cd e A, la fonction ÔF est périodique sur Cd x Cd de 
période A x A et donc est l'image inverse d'une fonction fv sur X2 qui est celle que l'on 
cherche pour démontrer le (i). Le (ii) se démontre de la même manière en descendant 
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à X la fonction A*2*F. Le reste de la proposition est immédiat sur la construction de 

Proposition 1.3.15. — Si u) est une forme de troisième espèce sur X, alors il existe 

(i) une fonction fu méromorphe sur X2 telle que l'on ait ou = dfu, 
fx 

(ii) une Jonction méromorphe / i ' sur X3 telle que Von ait A^UJ = A 52° W 
d0 

f(3) 
De 

plus, la fonction fu vérifie génériquement Videntité f^x^y) = fUJ{yix) et la relation 
de cocycle 

f(y,z)f(xiy®z) 
f(x@y,z)f(x,y) 

= 1. 

Démonstration. — Soit D le diviseur des résidus de u. D'après le lemme 1.1.14, D est 
cohomologiquement trivial et donc ED et HD sont nulles. Soit alors 6D la fonction 
thêta normalisée associée à D. La nullité de HD et l'équation fonctionnelle de 0D 
montrent que la forme différentielle dOo/Oo est périodique de période A et donc est 
l'image réciproque d'une forme différentielle UJD sur X qui est de troisième espèce et 
de résidu D. On en déduit le fait que to — UJD est holomorphe donc invariante et donc 
que ÔUJ = SUD- D'autre part, la nullité de HD montre aussi que la fonction 

FD(x,y) = 0D(x + y) 
eD{x)oD{y) 

est périodique de période A2 et donc induit une fonction méromorphe / D sur X2 et 
comme on a dfD/fD = SLJD, on peut prendre fu = fD> Le (ii) se démontre de la même 

manière en utilisant la fonction OD(ZQ + ZI+ z2)0D(zo) 
OD(Z0 + ZI)6d{ZQ + z2) 

et le reste de la proposition 

découle de la construction de f^. 

Remarque 1.3.16. — On tire de la démonstration le résultat suivant. Si u est une 
forme différentielle de troisième espèce sur X de résidu D, il existe une fonction thêta 

6 associée à D telle que l'on ait pr^o; = d6 
e 

En effet, si g est une primitive de 

pr^(o; - U;D), alors g est une fonction affine sur X et donc 0 = 0Dexpg est encore 
une fonction thêta associée à D. 

Corollaire 1.3.17. — Si LÜ est une 1-forme différentielle rationnelle fermée sur X, 
il existe des fonctions rationnelles g, / i , . . . , fn sur X3 et des constantes Ai,..., Àn 

telles que l'on ait A^u = dg -f + MN i = 1 yi 
fdx 

fi 

Démonstration. — Le corollaire 1.1.16 permet d'écrire u sous la forme rj -h J27=i ^i^i, 
où n est de seconde espèce et les uji de troisième espèce, ce qui permet d'utiliser les 
deux propositions précédentes pour conclure. 

Proposition 1.3.18. — Si D est un diviseur de X, alors A^D est principal. 
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Démonstration. — Soit 0£> la fonction thêta normalisée associée à -D. La fonction 

F^\z0,ZUZ2,Z3) = OD(ZQ + ZX+Z2 + z3)0D(zo + z1)0D{zo + Z2)0D(ZQ + z3) 
0D{ZQ + ZI+ z2)0D(zo + ZX+ Z3)0d(ZO + Z2 + z3)0D(zo) 

est périodique de période A* et induit par passage au quotient une fonction rationnelle 
f$ sur X4 de diviseur A^D. Ceci permet de conclure. 

Remarque 13.19. — On aurait pu remplacer 0p par n'importe quelle fonction thêta 
associée à D pour définir la fonction fffi qui peut aussi se caractériser comme étant 
l'unique fonction rationnelle sur X4 telle que l'on ait fp\xo, xi, x2, x3) = 1 si xi,x2 
ou x3 — 0 et dont le diviseur est A^D. 

7. Accouplement de Weil sur les variétés abéliennes. — Il existe une version 
algébrique (l'accouplement de Weil) de Ed Si a G X, soit Ta la translation par a, 
c'est-à-dire l'application x x 0 a. 

Proposition 1.3.20 
(i) Si a est un point de m-torsion de X, il existe, à multiplication par une constante 

non-nulle près, une seule fonction rationnelle fo,a de diviseur m(T*D — D). 
(ii) Si a et /3 sont des points de m-torsion de X, la fonction 

fD,(3(x®a)fp,cx(x) 
fDAx)fDAx®P) 

est constante égale à une racine m-ième de Vunité qui sera notée eDirn(a,/3). Si de 
plus, a et b sont des éléments de A vérifiant a = prx(a/m) et /3 = prx(b/m), alors 

(L3.21) eD,rn(a,f3)=e^E^a>b\ 

Démonstration. — Une fonction étant déterminée, à multiplication par une constante 
non-nulle près, par son diviseur, l'unicité de fn,a [si elle existe] est claire. Si a G A 
vérifie pix(a/m) = a, la fonction 

(1.3.22) 9aMZ) = 
0D(z + a/m)m 

0fDAx)f DAx®P) 
est périodique de période A et induit par passage au quotient une fonction rationnelle 
sur X de diviseur m(T*D — D), ce qui permet de démontrer le (i). D'autre part, le 

diviseur de la fonction fD.0(x®a)fDJx) 
fD.3(x)fD.a(x@B) 

est nul ; cette fonction est donc constante 

et pour démontrer le (ii), il suffit de démontrer la formule 1.3.21 car celle-ci implique le 
reste étant donné que Ifo(a, b) G Z. Or, si on revient à la formule analytique donnant 
/ D a (x), on voit que l'on a 

en mía, в) = 
0D(Z + b)0D(z -h a/m)0D(z -h a + b/m) 
0D{Z + b + a/m)0D{z -h b/m)0D{z -h a) 
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pour n'importe quel z € Cd pour lequel l'expression est bien définie. D'autre part, si 
on utilise le fait que a et ò sont des éléments de A et l'équation fonctionnelle de 0£>, 
on obtient 

6d ^ajP) =e*HD(biz)-nHD(a,z)+nHD(aiz+b/rn)-nHD(b,z+a/rn) 

= e^{-HD{b,a)+HD{a,b)) = ^ lm(HD(a,b))^ 

ce qui, étant donnée la relation entre Hp et ED, permet de conclure. 

Remarque 1.3.23. — Soit di,...,dd la base de l'espace Der^ des dérivations d'ordre 
1 invariantes sur X duale de ¿5. On déduit de la formule 1.3.22, la relation 

d(difD,a/fD,a) = m(T*(jJDìi - UJDii), 

quel que soient m G N et a d'ordre m. Comme les points de torsion sont denses (pour 
la topologie classique) dans X, cette relation caractérise UJD,Î à addition près d'un 
élément de Q1(X) (comparer avec [12], Th.10) 

8. La fonction de Green d'un diviseur 

Proposition 1.3.24. — Si D est un diviseur sur X, il existe une unique fonction GD 
sur X — D vérifiant les conditions suivantes : 

(a) GD est C0 en dehors de D et a une singularité logarithmique le long de D 
(si D est défini par Véquation f(z) — 0 dans un ouvert U, alors GD — log |/(^)| se 
prolonge en une fonction të00 sur U) 

(b) ÔÔGD — i7TT]D en dehors de D. 
(c) fxGDdfJi=0, où ¡1 est la forme volume invariante sur X normalisée de telle 

sorte que fx/J, = 1 • 

Démonstration. — Si on a deux fonctions vérifiant les conditions ci-dessus, leur dif­
férence se prolonge en une fonction C0 sur X annulée par dd et donc constante 
puisque X est compact ; finalement cette constante est nulle à cause de la condition 
(c). Ceci prouve l'unicité. Pour prouver l'existence, il suffit de constater que si 6D 
est la fonction thêta normalisée associée à D, alors log \0D \ — T:HD est périodique de 
période A sur V et donc définit une fonction sur X qui vérifie les propriétés (a) et (b) 
car dd log \0D\ = 0 puisque 0D est holomorphe et ÔÔHD — 2irjD par définition de TJD-

Il n'y a plus qu'à rajouter une constante pour remplir la condition (c). 

Remarque 1.3.25. — On a construit la fonction de Green d'un diviseur à partir d'une 
fonction thêta, mais on peut aller dans l'autre sens et construire la fonction de Green 
par convolution à partir de la fonction de Green d'un point, puis en déduire l'existence 
d'une fonction thêta. C'est l'approche originelle de Poincaré (cf. [5], remarque 3.4). 
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1.4. La jacobienne d'une courbe algébrique 

1. Algébricité de la jacobienne. — Soit X une courbe algébrique propre et lisse 
définie sur C. On peut associer à u G H\(X, Z) la forme linéaire UJ -ï JUUJ, ce qui per­
met de voir Hi(X, Z) comme un réseau de 01 (X)1 et d'associer à X le tore complexe 
J{X) — Q1(X)*/Hi(X, Z) appelé jacobienne de X. Le but de ce paragraphe est de 
montrer que J(X) est algébrisable. Nous aurons besoin de la proposition suivante qui 
repose de manière essentielle sur la proposition 1.2.1. 

Proposition 1.4.1 
(i) Si u e #i(X,Z), il existe une unique forme rju G fî1(X) telle que Von ait 

JUUJ = fx UJ A nu quel que soit UJ G fî^X). 
(ii) De plus, si v G #i(X, Z), alors u#v = Jv(rju + rju). 

Démonstration. — La forme UJ -> JUUJ est linéaire sur Q1(X) et le (i) est donc une 
conséquence du fait que l'application qui à rj associe la forme linéaire UJ —> fx UJ Arj est 
un isomorphisme de Q1 (X) sur H1 (X)*, ce qui se déduit de ce que la forme hermitienne 

sur Q1(X) qui à {uj,rj) associe —— JXUJ Arj est définie positive. Maintenant, si UJ E 

Q}(X) et u G Hi(X, Z), on a UJ A rju = 0 et donc, si a i , . . . , ag, bi,..., bg est une base 
symplectique de #i(X, Z), 

u 
UJ = 

X 
uA(Vu + rju) = 

9 
E 
3=1 

W / (Vu + Г77/) - / CJ / (77u + Î7„) 
J CLJ J bj J bj J aj 

D'autre part, comme u = X)j=i(^#^j)aj ~~ (̂ #aj)&j> on a aussi 

u 
UJ = 

9 
E 

i = 1 

fDAx)j 
A3 
fDAx)fDAx®P) 

aj 
UJ. 

Si on met ensemble les deux expressions obtenues pour f UJ et que l'on utilise l'appar­
tenance à R de u#a,j,u#bj,fa.Tju + rju et fbr)u + Vu Pour 1 < .7 < ainsi Que ̂ e fait 
que Hi (X, Z) est un réseau de fi1 (X) * et donc que ai,..., ag, bi,..., bg est une base de 
fix(X)* sur R, on en déduit l'égalité u#v = Jv(rju +rju) si v G {ai , . . . , ap, &i,..., bg}, 
ce qui permet de conclure par linéarité, ces éléments formant une base de iJi(X, Z) 
sur Z. 

Corollaire 1.4.2. — «J(X) est algébrisable et la forme de Riemann naturelle induit 
Vaccouplement d'intersection sur iï"i(X, Z). 

Démonstration. — Il résulte du (i) de la proposition précédente et de sa démonstration 
que l'application qui à n associe la forme linéaire UJ -> Jx UJATJ induit un isomorphisme 
t de nx(X) sur îl1(X)* et que par construction, si u G i?i(X, Z), alors L{U) = nu. 
D'autre part, la forme hermitienne H qui à n G fix(X) associe 2i Jx uJArj est définie 
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positive et la formule 

lm(2i f Vu* Vv) = 2Re{fx Vu A Vv) = 2Re{fv Vu) = j Vu + rju = u#v, 

montre que la restriction de E = Im H à H± (X, Z) coïncide avec l'accouplement 
d'intersection et est donc à valeurs entières, ce qui, en vertu du théorème 1.3.2, permet 
de conclure. 

Remarque 1.4.3 
(i) L'accouplement d'intersection est unimodulaire (on a exhibé une base symplec-

tique), ce qui montre que J{X) admet une polarisation principale et est isomorphe à 
sa duale (cf. proposition 1.5.14). 

(ii) On peut montrer que si X est définie sur un sous-corps K de C, alors J(X) 
est aussi définie sur K (cf. [44] par exemple). 

2. La fonction thêta de Riemann et le diviseur 0 . — Soit a i , . . . , ag, &i,..., bg 
une base symplectique de H\(X,Z) et OJI,...,OJG les éléments de Q1(X) définis par 
FA. UJI = Sij. Posons FB UJI — nj et soit Q, = (RIJ)i<ij<g. 

Lemme 1.4.4. — La matrice fi est symétrique et sa partie imaginaire est définie 
positive. 

Démonstration. — La proposition 1.2.1 utilisée pour u = UJI et n = UJJ nous fournit 
l'égalité Tij = Tj^ car UIAOJJ = 0. Si X = {X\,..., XG) et A = J2i=I XI^I, la proposition 
1.2.1, utilisée cette fois pour u = a et n = â, nous fournit la formule 

~7 f a A a = Im^xiïx) 
¿1 Jx 

qui permet de conclure puisque la forme hermitienne A —> -P- FX A A A est définie 

positive sur Q1(X). 

On note A = Z9 + O.Z9 le réseau de C9 image de Hi (X, Z) par l'application qui à 
u associe t(u) = fuuj = (/u^i)i<t<0- Le tore C 5 /A est alors naturellement isomorphe 
à J et on note prj la projection de C9 sur J qui en découle. Si Po e X et P e X, le 
vecteur fpQ û de coordonnées (fp uoi)i<i<g est un élément de C9 bien défini modulo 
A et on note ¿p0 l'application de X dans J ainsi obtenue. La matrice Im(ffc) étant 
définie positive, la série 

0(£\ \ ^ gin*nÇln-\-2iiTtnz 

neZ12 
converge normalement sur C9 et donc y définit une fonction holomorphe de z. D'autre 
part, un calcul immédiat montre que si u G TA9 + fiZ5, alors 

(1.4.5) 9(z + u) = el"(z)0(z) avec iu(z) = -i^btib - 2iir*bz, 

si u = a + fié. 
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Remarquons que l'hypersurface des zéros de 6 est invariante par translation par 
un élément de A et donc est l'image inverse d'un diviseur 0O de J et l'équation 
fonctionnelle satisfaite par 6 montre que 6 est une fonction thêta associée à ©o- De 
même, la fonction P -> 6(z + fp û) est multivaluée sur X, mais l'ordre du zéro de 
cette fonction en un point P ne dépend pas de la branche choisie et donc le diviseur 
de ses zéros est un élément bien déterminé de Div(X). 

Théorème 1.4.6. — II existe WQ G C9 unique à addition près d'un élément de A et un 
ouvert de Zariski U de J tel que si z G prj1(ï7)? alors la fonction P —» 6(z + fp û) 
a pour diviseur Qi + - — + Qg, où les Qi sont déterminés à permutation près par 
l'identité YliZi fp* eô — — z modulo A. 

Démonstration. — [4] ou [39]. 

Ce théorème et la formule 0(—z) = 6(z) se traduisent algébriquement de la manière 
suivante : 

Corollaire 1.4.7 
(i) L'application qui, à (Pi, . . . ,Pg) G X9, associe ®f=1^p0№) € J, induit un mor-

phisme birationnel de Sym9(X) = X9/Sg sur J, où Sg est le groupe des permutations 
de (1.......g) 

(ii) Si 0 désigne l'image de X9~x par l'application qui à (Pi , . . . , Pg~\) associe 
®lZlLPo{pi), alors 0O = 0 0 prj(wo) 

(iii) Le diviseur 0 est symétrique : il existe un unique élément w de J tel que l'on 
ait w 0 0 = 0. 

Lemme 1.4.8. — Soit E® la forme de Riemann du diviseur 0 . Si u,v sont deux 
éléments de Hi(X,Z), alors Ee(fuû,fVC5) = u#v. 

Démonstration. — Les diviseurs 0 et 0o étant translatés l'un de l'autre, ils ont même 
forme de Riemann et comme 6 est une fonction thêta associée à 0o, on peut calculer 
i£e en utilisant la formule 1.3.11 et la formule 1.4.5, ce qui nous donne, si fuw = a+Ùb 
et f ÛJ = c H- fîd, 

EE(J ûj,J <3) = 2 ^ (ta+Qb(c + tld) - 4+06(0) + ec+Qd(0) - lc+çid(a + fié)) 

= lda - lbc 

et permet de conclure. 

3. Le théorème d'Abel 

Théorème 1.4.9. — Si D = J^iei71^ esi un ^v^seur de degré 0 sur X, les deux 
conditions suivantes sont équivalentes : 

(i) D est le diviseur d'une fonction méromorphe sur X. 

(ii) Z)i€/ni fp ^ = 0 modulo A. 
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Démonstration. — Si D = ^2ieI n{P{ est le diviseur d'une fonction méromorphe / , on 
peut utiliser la loi de réciprocité pour les intégrales de troisième espèce pour obtenir 
la formule 

D 
UJ = 

1 
2271 

g 
E 
i=l ai 

UJ 

bi 

df 
f ai 

df 

f bi 
UJ 

ce qui, compte-tenu du fait que fu — G 2inZ si u G Hi(X,Z), permet de prouver 

que JDû = J2ni IPQ ^ appartient à A. On en déduit l'implication (ii)^(i). L'impli­
cation réciproque peut aussi se déduire de la loi de réciprocité pour les intégrales 
de troisième espèce, mais l'utilisation de la fonction 6 en donne une démonstration 
plus constructive : le lemme suivant donne une construction explicite de la fonction 
méromorphe. 

Lemme 1.4.10. — Soit D = ^2ieI niPi un diviseur de degré 0 sur X vérifiant la 

condition (ii) du théorème d'Abel. Soient Q1.........QG-1 G X tels que les images de 

wo — (fp* ¿3 4- X}j=i fp0J modulo A appartiennent à U pour tout i G /. Soient t 

(resp. xi pour i e I) un élément de C9 dans la classe de wo — ]C?=i IPqj à (resp. 

fp^w) modulo A et soit y Vêlement de A définit par y — ^2iiGln{Xi. La fonction 

F{z) = Y[ieIe(z^t-Xi)^ e(z + t + y) 
0(z 4 t) 

est périodique de période A et f = LpQF est 

une fonction méroromorphe sur X de diviseur D. 

Démonstration. — Commençons par remarquer que si J est un ensemble fini, si les 
rrij pour j G J sont des entiers vérifiant J2jej mj = 0 et les z3- pour j G J sont 
des points de C9 vérifiant J2jejmjzj — 0> alors quel que soit t G C9, la fonction 
z —ï YljeJ 0@(z + t — zj)rnj est périodique de période A. En effet, si ^ G A, on a F(z + 
u) = (i ljçj ernj^iu^z+t~Zj^F(z) et les hypothèses mises sur les mj et les Zj ainsi que 
le fait que £u est une forme affine impliquent que l'on a ^jGj rnj£u(z + t — zf) = 0, 
ce qui permet de montrer l'invariance de F par translation par un élément de A. 

D'après la discussion précédente appliquée au cas où J = / U {0,2/}, ra* = ni si 
i G / , no = —1, ny = 1, Z{ = X{ si i G /, zy = y et ZQ = 0, la fonction 

F(z) = l[9(z + t-xi)ni 

iei 

B (a + t + y ) 

6{z 4-1) 

est périodique de période A et donc induit une fonction méromorphe / = t*PnF sur X. 

De plus, comme y G A, la fonction 
0(z + t + y) 

9(z + t) 
est égale à e£y(x+tï et donc ne s'annule 

pas, ce qui fait que le diviseur de / est aussi le diviseur de P -> YlieI 0(t — Xi + fPo)ni • 

Comme par construction, t - Xi est dans la classe de WQ - (fp1 UJ 4- Y^9jZi Jpj iï) 
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modulo A, on peut utiliser le théorème 1.4.6 pour calculer ce diviseur et on obtient 

Div(/) = J2ni(Pi + Qi + • • • + Q,_i) = 53n,-Pi, 
iei iei 

la dernière égalité étant une conséquence de l'identité Yliei rii = 0. Ceci termine la 
démonstration du lemme 1.4.10 et donc du théorème d'Abel. 

Corollaire 1.4.11. — L'application qui à un diviseur J2ieI niPi de degré 0 surX asso­
cie Yliei IPQ à modulo A induit un isomorphisme de groupes de Div°(X)/{Div(/), / G 
C(X)*} sur J. 

Démonstration. — C'est une simple reformulation du théorème d'Abel. 

4. Accouplement de Weil sur une courbe algébrique. — Si / est une fonction 
rationnelle sur X et D = ]T)p npP est un diviseur de X étranger au diviseur de / , on 
pose f(D) = YlP f(P)np G C*. Soient a, /3 deux points de n-torsion de J, Da et Dp 
des diviseurs étrangers de degré 0 sur X dont les images par tp0 sont respectivement 
a et f3 et fa, fp des fonctions rationnelles sur X de diviseurs respectifs nDa et nDp 
et a, b G C9 d'images respectives a et (3 dans C9/A. 

Proposition 1.4.12. — 
UDP) 
MDa) 

ne dépend que de a et (5 et pas des choix de Da, Dp, 

fa et fp et on a 
UDp) 
M A , ) 

_ р-^-Е&{па,пЬ) = ев,п(а,/3). 

Démonstration. — Commençons par remarquer que Da et Dp étant de degré 0 et 

J'a, j'p étant bien définies à multiplication près par une constante non nulle, UD3) 
fpiPc) 

ne dépend pas du choix de fa et fp. D'autre part, pour démontrer la proposition, il 
suffit bien évidemment de démontrer la formule puisque ee,n(«, P) ne dépend pas des 
choix de Da et Dp et comme la seconde égalité est un cas particulier de la formule 
1.3.21, il n'y a en fait que la première égalité à prouver. Écrivons Da et Dp sous la 
forme Da = Y, aiPi et Dp = Y, °jQj-

Si i e I (resp. j G J), soit Xi G C9 (resp. y3 G O ) dans la classe de J^1 S (resp. 

fp3 (2) modulo A. Soit a = YieiaiXi et ^ — Y^j^j^iVô- Comme a et b ont pour 
images respectives a et /3 dans J, on a na G A et nb G A. Choisissons t vérifiant 
6(i) = 0 suffisamment général pour que t — XiE prJ^C/) si i G / et -t-y3 G prj1(C/) 
si j G J. D'après le lemme 1.4.10, les fonctions 

Fa(z) = l\9(t + z-xi)na< 
i€l 

0{t + z + na) 
9(t + z) 

Ff}(z) = j]0(-t + z-yjr»i 
i€l 

9(-t + z + nb) 

9{-t + z) 
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sont périodiques de période A et donc définissent des fonctions rationnelles sur J que 
nous noterons encore Fa et Fp et les fonctions tpQFa et ipQFp sont des fonctions 
rationnelles sur X de diviseurs respectifs nDa et nDp, ce qui fait que l'on peut faire 
le calcul avec fa = ipnFa et fp = t*PFp. On a d'autre part 

0(t + z + na) 
dit + z) 

etna(u+z) et 
6(-t + z + nb) 

0{-t + z) 
- elnh(-t+z) 

ce qui nous donne la formule 
Fx (Da) 
MDa) 

П, ,0(t + l/i;-Xi)naib' 
T L . , - + -to)™46' 

J]. eMn«(t+î<i) 
ГТ eaitnb(-t+xi) 

Comme 6 vérifie l'équation fonctionnelle 0(—z) — 6(z), le premier terme est égal à 1. 
Finalement, comme £na et £nb sont affines et comme ^^^j — X^G J bj — 0, on a 

2 ^ Wna(t + Vj) = 4 a ( ^ bjVj) - 4a(0) = 4a(&) " 4a(0) 
iGJ jeJ 

>3 adnb(-t + ^ ) = 4&($3 a*x*) ~ n̂fc(O) = 46(a) - 4&(0), 

ce qui, compte-tenu de la formule 1.3.11, nous donne 

4a(b) ~ 4a(0) + 4&(0) " 4&(a) = i (4a(n6) - 4a(0) + 4&(0) - 4&(na)) 

= -Ee0(na,nb) 
n 

et permet de conclure. 

Remarque 1.4.13. — Le lemme 1.4.8 et la proposition 1.4.12 permettent de relier 
l'accouplement de Weil à la forme d'intersection. 

1.5. Variétés d'Albanese et de Picard 

1. Variété d'Albanese. — Soient Y une variété algébrique lisse et V un sous-
espace vectoriel de dimension finie de l'espace des formes de première espèce sur 
Y. L'application qui à u G Hi(Y,Z) associe la forme linéaire u —> JULJ définit un 
morphisme ty de Hi(Y,Z) dans le dual V* de V. On note A l'image de Hi(Y,Z) 
par ty et on suppose que A est un sous-groupe discret de V*. Ceci nous permet de 
considérer le groupe de Lie G = V/A. L'espace Çllnv(G) des 1-formes différentielles 
invariantes sur G est le dual de l'espace tangent à l'origine de G, espace tangent qui 
est par construction V*, d'où un isomorphisme naturel rj -» WNde V sur Qlnv(G). De 
manière explicite, si rj G V et 4 est la forme linéaire sur V* définie par 4(A) = A (77), 
la forme différentielle a*4 est invariante sur V*. Elle est donc l'image inverse d'une 
forme ujrj invariante sur G. 

Si x,y G Y et 7 est un chemin reliant x à y, la forme linéaire u -> f^u est un 
élément de V* dont l'image /(x,y) modulo A ne dépend que de x et y. Ceci nous 
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permet, si a G y de définir une application holomorphe fa :Y —• G grâce à la formule 
/a 0*0 = f(a,x). 

Lemme 1.5.1. — Si a G Y, l'application /* induit un isomorphisme de Çîlnv(G) sur 
V qui est l'inverse de l'isomorphisme rj uv décrit ci-dessus ; en particulier, il ne 
dépend pas du choix de a EY. 

Démonstration. — Soit 7 : [0,1] -> Y un chemin de classe <̂?1 et ja un relèvement 
continu de fa 07 dans V*. Si on explicite toutes les applications ci-dessus, on obtient 

r p(t) f 
/ u4 = [iv о 7e(t)]J = [7. («)(»?)]J = [ / V]l= V, 

J fa 07 7 a «/7 
ce qui permet de conclure. 

Tout ce qui précède s'applique en particulier au cas où X est propre et V = ^O(X). 
Dans ce cas, nous commettrons l'abus de noter encore H\(X, Z) l'image de Hi(X, Z) 
dans iix(X)* bien que l'application naturelle de Hi(X, Z) dans O (X)1 tue la torsion 
et donc ne permette d'identifier H\ (X, Z) à un Z-réseau du C-espace vectoriel iî1 (X)* 
que modulo torsion. Ceci nous permet d'associer à X le tore complexe Alb(X) = 

O1 (X) / H1 (H, Z) appelé variété d'Albanese de X. Si a e X, on dispose d'après ce 
qui précède d un morphisme fa : X —> Alb(A). Deux tels morphismes se déduisent 
l'un de l'autre en composant par une translation. Plus généralement, un morphisme 
de X dans Alb(X) obtenu en composant un morphisme du type ci-dessus avec une 
translation sera appelé un morphisme d'Albanese. 

Remarque 1.5.2 
(i) Si X est une courbe, sa variété d'Albanese n'est rien d'autre que sa jacobienne. 
(ii) Si X est une variété abélienne définie sur C, alors tout morphisme d'Albanese 

de X dans Alb(X) est un isomorphisme. 

Proposition 1.5.3. — Si X est propre et lisse et ax est un morphisme d'Albanese de 
X dans Alb(X), alors a*x induit des isomorphismes 

n^Albi-Y)) s il1 (-Y), 

H^AMX), ÛMh{x)) = H\X, 0X\ 

HiR(Alb(X))-^R(X). 

qui sont indépendants du choix de ax. 

Démonstration. — Le premier de ces isomorphismes est un cas particulier du lemme 
1.5.1 ainsi que l'indépendance par rapport au choix de ax- Le reste s'en déduit grâce 
à la décomposition de Hodge. 

Définition 1.5.4. — Si G est un groupe commutatif, X est un ensemble et a une 
application de X dans G, on appelle sous-groupe de G engendré par a, le sous-groupe 
de G engendré par les éléments de la forme a(x) — a(y) pour x, y G X et on dit que 
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a engendre G si ce sous-groupe est égal à G. Si a(X) contient 0, alors le sous-groupe 
de G engendré par a coïncide avec celui engendré par a(X). 

Proposition 1.5.5. — Si ax est un morphisme d'Albanese de X dans Alb(X), alors 
ax engendre Alb(X). 

Nous aurons besoin du lemme suivant. 

Lemme 1.5.6. — Si U est un ouvert connexe de C contenant 0 et f :U —» Cn est une 
application holomorphe vérifiant /(0) = 0, alors le sous-groupe G de Cn engendré par 
f(U) est un sous-C-espace vectoriel de Cn. 

Démonstration. — La démonstration se fait par récurrence sur n. Dans le cas n = 1, 
si / est identiquement nulle, le résultat est évident et dans le cas contraire, f(U) est 
un ouvert de C contenant 0 ; il contient donc une boule £(0, r) de centre 0 et de rayon 
r > 0, ce qui fait que G contient Ufc€N#(0, kr) = C, d'où le résultat. 

Si n > 2, remarquons qu'il suffit de prouver que G contient un sous-espace vectoriel 
E non nul de Cn car dans ce cas, on peut tout projeter modulo E et utiliser l'hypothèse 
de récurrence. S'il existe une forme affine L telle que Lof soit identiquement nulle sur 
17, alors L est linéaire car /(0) = 0 et f(U) est contenu dans un sous-espace vectoriel 
strict de Cn, ce qui permet d'utiliser l'hypothèse de récurrence. On supposera donc 
dans la suite qu'il n'existe pas de forme affine L telle que Lof soit identiquement nulle 
sur U. En particulier, si on note /1, . . . ,/n les coordonnées de / , alors fn n'est pas 
constante et il existe a EU avec f'n (a) ^ 0. Soit Ua = {x — a \ x G U} et g : Ua -» Cn 
définie par g(z) = f(a + z) — f(a). Comme gfn(0) = f'n{o) n'est pas nul, il existe V 
voisinage de 0 tel que gn admette un inverse holomorphe h : V —> Ua et il existe W C 
V ouvert contenant 0 tel que si \r\ < 1 et z G W, alors rfn(z) € V. Soient 0 < a < b 
deux entiers et ua b - W —> Cn l'application définie par ua b(z) = bg(h(Tfn(z))—ag(z). 

On s'est débrouillé pour que l'image de W par ua,b soit contenue dans Cn_1, ce qui 
permet d'utiliser l'hypothèse de récurrence pour montrer que le sous-groupe Haj de 
Cn_1 qu'elle engendre est un sous-espace vectoriel de Cn_1. Fixons a G W tel que 
P = gn(cï) y£ 0. Si ua,b est identiquement nulle sur W quels que soient les choix 
d'entiers 0 < a < b, la fonction r ->• /3gn-i(h(r/3)) - fn-i(a)gn(h(r/3)) est nulle dès 
que r G Q D ]0,1[ et comme elle est holomorphe, elle est identiquement nulle sur le 
disque \z\ < 1, ce qui implique que la fonction z -> /3gn-i(z) — fn-i(a)gn(z) est 
identiquement nulle sur Ua et donc qu'il existe une forme affine L telle que Lof soit 
identiquement nulle sur C/, ce que l'on avait exclu. Il existe donc a, b tels que ua,b ne 
soit pas identiquement nulle et donc tels que Ha,b ne soit pas réduit à 0, ce qui permet 
de conclure puisque Ha,b est un sous-groupe de G. 

Remarque 1.5.7. — Dans le même ordre d'idées, on peut montrer (cf. [8], chapitre 
III, §8, exercice 4) qu'un sous-groupe de Rn connexe par arcs est un sous-R-espace 
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vectoriel de Rn. Par contre, il existe (cf. [7], chapitre VI, §9, exercice 2) des sous-corps 
connexes de C qui ne sont pas des sous-R-espaces vectoriels de C = R 0 iH. 

Revenons à la démonstration de la proposition 1.5.5. Comme deux morphismes 
d'Albanese diffèrent par une constante, les sous-groupes qu'ils engendrent sont les 
mêmes et on peut supposer qu'il existe a G X tel que ax = /o- Soit ui,...,ug une 
base de ^(X) et U un voisinage de a dans X sur lequel les fonctions x -» f* UJI 
sont analytiques. Quitte à remplacer U par un voisinage plus petit, on peut supposer 
que U est isomorphe (analytiquement) à la boule B(0,r)d de Cd. Si a G B(0,r), le 
sous-groupe Ga de 171(X)* engendré par ax({za \ z G C, \z\ < 1}) est un sous-C-
espace vectoriel de fî1(X)* d'après le lemme précédent. Le sous-groupe de fî1(X)* 
engendré par ax (U) est la somme des Ga et est donc aussi un sous-C-espace vectoriel 
de ft1 PO*- S'il est distinct de ^(X)*, c'est qu'il existe u G QX(X) tel que l'on ait 
Jx UJ = 0 quel que soit x G f/, ce qui implique u = 0 puisque U contient un ouvert 
non vide de X. On aboutit donc à une contradiction, ce qui prouve que le sous-groupe 
fî1(X)* engendré par ax(U) est égal à Q1(X)* et donc, a fortiori, que le sous-groupe 
de Alb(X) = Çi1(X)*/H1(XJ C) engendré par ax(X) est égal à Alb(X), ce qu'il fallait 
démontrer. 

Remarque 1.5.8. — La démonstration a montré que si U C X contient un ouvert 
non vide (et donc en particulier si U est un ouvert de Zariski non vide de X), alors 
la restriction de ax à U engendre Alb(X). 

2. Propriété universelle de la variété d'Albanese. — Si / : X —> Y est un 
morphisme de variétés propres et lisses, alors / (resp. /*) induit un homomorphisme 
de iJi(X,Z) dans #i(Y,Z) (resp. de Cl1 (Y) dans ^(X)). On obtient donc, par dua­
lité, un morphisme de tores complexes 

Alb(/) : Alb(X) -> Alb(y). 

Proposition 1.5.9. — Si f : X —• Y est un morphisme de variétés propres et lisses 
définies sur C, si ax : X Alb(X) et ay : Y -> Alb(F) sont des morphismes 
d'Albanese, alors il existe un unique morphisme g : Alb(X) -» A\b(Y) tel que le 
diagramme 

Alb(X) 9 Alb(Y) 

AX aY 

X 
f 

Y 

commute. De plus, il existe un unique élément z de Alb(Y) tel que, si tz est la trans­
lation par z, alors g — tzo Alb(/). 

Démonstration. — Si on remplace ax par a'x = t x o o x , ay par a'Y = ty o a'x et g 
par g1 = tu o g avec u — yO g(x) 0 #(0), alors on a g o ax = ay ° / si et seulement si 
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g' o a'x = a'Y ° f (on a utilisé le fait (cf. remarque 1.3.6) qu'un morphisme entre deux 
tores complexes est le translaté d'un morphisme de groupes). On peut donc, quitte 
à remplacer ax et ay par des translatés, supposer ax(a) = 0 et ay(f(a)) = 0 et il 
s'agit de vérifier que Alb(/) est l'unique morphisme g (de groupes puisque on doit 
avoir g(0) = 0) tel que l'on ait g o ax = Q>y ° f 

L'unicité d'un tel morphisme vient du fait que la commutativité du diagramme 
impose la valeur de g sur ax(X) et que cet ensemble engendre Alb(X) d'après 
la proposition 1.5.5. Le fait que Alb(/) convient est une traduction de la formule 
D f (b) (a)w = Sb fw 

Corollaire 1.5.10. — Si X est une variété propre et lisse définie sur C et f : X -> A 
est un morphisme de X dans une variété abélienne A et si ax ' X —» Alb(X) est un 
morphisme d'Albanese, alors il existe un unique morphisme g : Alb(X) —> A tel que 
l'on ait f = g o ax. 

Démonstration. — C'est une conséquence du lemme précédent et du fait que la variété 
d'Albanese d'une variété abélienne est la variété abélienne elle-même. 

Remarque 1.5.11 
(i) Le corollaire 1.5.10 exprime le fait que Alb(X) est la solution d'un problème 

universel concernant les morphismes de X dans les variétés abéliennes. On aurait 
d'ailleurs pu remplacer les variétés abéliennes par les tores complexes et les mor­
phismes de variétés algébriques par les morphismes de variétés analytiques dans la 
formulation et la démonstration de ce corollaire. 

(ii) Cette propriété universelle est à la base de la définition algébrique de la variété 
d'Albanese (cf. [42] ou [30]) d'une variété lisse connexe mais pas forcément propre. 
D'autre part, si X est une compactification lisse de X et i : X —v X est l'injection, 
l'application Alb(^) induit un isomorphisme de Alb(X) sur Alb(X), ce qui permet 
de se ramener au cas propre (la remarque 1.5.8 permet de prouver la surjectivité 
et l'injectivité est une conséquence du fait qu'un morphisme rationnel d'une variété 
algébrique dans une variété abélienne est partout défini). 

Proposition 1.5.12. — Si X est une variété propre et lisse définie sur G, le tore 
complexe Alb(X) est algébrisable. 

Démonstration. — Soit a e X et soit ax la morphisme d'Albanese défini par ax(x) = 
(x) — (0). D'après la proposition 1.5.5, ax(X) engendre Alb(X) et on peut donc 
trouver un ensemble fini d'éléments X{,i G / de X tels que le sous-groupe de Alb(X) 
engendré par les axixi) soit dense dans Alb(X) pour la topologie usuelle. Si i G /, 
soit d une courbe algébrique irréductible incluse dans X et passant par a et Xj. 
Soit Ci la désingularisée de d. Composant le morphisme naturel de Ci sur Ci avec 
ax, on obtient un morphisme fi : Ci -ï Alb(X), ce qui nous fournit, grâce à la 
proposition 1.5.9, un morphisme Alb(/;) : J(Ci) Alb(X). Par construction, l'image 
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de Alb(/i) contient celle de fi et donc contient les points ax(a) = 0 et ax{xi). Soit 
alors 7T : \[ieIJ{Ci) -¥ Alb(X), l'application qui à (yi)iei associe ^i€/Alb(/»)(jfc). 
L'image de 7r est un sous-groupe de Alb(X) qui contient les ax(xi) et donc est dense 
dans Alb(X) ; comme d'autre part, YlieI J(Ci) est compact, son image est fermée, ce 
qui permet de prouver que TT est surjective. Il n'y a plus alors qu'à utiliser le fait que 
Yliei J(Çi) est algébrisable (corollaire 1.4.2) et la proposition 1.3.5 pour conclure. 

Remarque 1.5.13. — On peut montrer que Alb(X) est définissable sur le corps de 
définition de X (cf. [42, 30]). 

3. Variété de Picard. — On sait associer à X un second tore complexe Pic°(X) = 
H1{X,ÛX)IH1{X,Z) appelé variété de Picard deX. Comme HX(X, ûx) = №{X) et 
Hl(X, Z) = Hom(iïi(X, Z), Z), ce tore est le dual de Alb(X) et donc est algébrisable. 
Si on utilise la suite exacte de faisceaux 

0 — » Z — > 0 

et que l'on passe à la suite exacte longue de cohomologie associée, on voit que 
Pic0 (X) = HHX, âx)IH1(X, Z) s'identifie au noyau de 

8&п:НЧХ,0*х)—»H'(X,Z), 
ce qui permet de voir Pic°(X) comme l'ensemble des diviseurs cohomologiquement 
équivalent à 0 modulo les diviseurs des fonctions rationnelles ou comme l'ensemble 
des classes d'isomorphismes de fibres en droites dont la première classe de Chern est 
nulle. En plus de ces deux descriptions algébriques, on peut aussi (cf. proposition 
1.6.16) décrire Pic°(X) comme le groupe des extensions de Alb(X) par G m . 

Proposition 1.5.14. — Si X est une courbe algébrique propre et lisse, alors les variétés 
abéliennes Alb(X) et Pic°(X) sont toutes les deux naturellement isomorphes à la 
jacobienne J de X. 

Démonstration. — On a déjà remarqué que J était la variété d'Albanese de X. Si Po G 
X, on peut considérer l'application qui à P G X associe l'image de P — Po G Div°(X) 
dans Pic°(X). Cette application est holomorphe et d'après la propriété universelle 
de la variété d'Albanese, cette application se factorise à travers la jacobienne J de 
X et il existe une unique application f : J -¥ Pic°(X) telle que, si P G X, alors 
f(fpQ3) = P — Po- Le théorème d'Abel ou, plus exactement, le corollaire 1.4.11 se 
traduit par le fait que / est un isomorphisme. 

Proposition 1.5.15. — Si A est la variété d'Albanese de X et a : X A est un 
morphisme d'Albanese, alors a* induit un isomorphisme canonique de Pic0(A) sur 
Pic°(X). 

Démonstration. — a* induit des isomorphismes canoniques 

Çi1(A)^n1 (X) et H HA,Z)*iHL (X,Z), 
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ce qui permet de conclure. 

Remarque 1.5.16. — Supposons que X est une variété abélienne, ce qui fait que 
Pic°(X) est la variété X* duale de X. Par construction, l'espace tangent à l'origine 
de Pic°(X) est ^{X.ûx) = №(X) et donc Q1(X*) qui est le dual de cet espace 
tangent est aussi le dual de HX(X, ûx)- De même, 

H1 (X*, C) = fi1 (X*) © №(X*) = fi1 (X)* 0 ft1 (X)* 
est le dual de HX(X, C), d'où l'existence d'isomorphismes naturels 

HiR(X*) S H^iXy, HlK(X) Si HiR(X*)* et &(X) = Hl{X\ 0X.)*, 

que nous noterons tous LAN car ils sont tous obtenus de manière analytique en utilisant 
la décomposition de Hodge. Nous verrons dans le paragraphe 5 comment algébriser 
la situation. 

4. Questions de compatibilité. — Soit X une variété abélienne et soit, comme 
d'habitude, X le revêtement universel de X. Comme Hi(X,Z) est un réseau du R-
espace vectoriel X, on peut identifier H1 (X, R) à l'espace des formes R-linéaires de X 
dans R et HX(X, C) à l'espace des applications R-linéaires de X dans C. Maintenant, 
si £ est une application R-linéaire de X dans C, la forme différentielle d£ est invariante 
sur X (et en particulier invariante par translation par un élément de Hi(X, Z)) et 
donc est l'image inverse d'une forme invariante sur X que nous noterons encore d£. 
L'application qui, à £ associe d£ est un isomorphisme de HX(X, C) sur l'espace des 
formes fé700 invariantes sur X, l'image réciproque d'une forme invariante u étant la 
forme linéaire dont la restriction à Hi(X,Z) est la forme u -ï JULJ. Nous noterons 
(3(£) la partie de type (0,1) de d£\ c'est un élément de fî1(X) et on a pr* /̂?(£) = d£. 

Proposition 1.5.17 
(i) L'application /3 : HX(X,C) —> ^(X) ainsi définie coïncide avec l'application 

naturelle de Hl{X, C) dans H\X, ffx) = №(X). 
(ii) Par restriction, ¡3 induit un isomorphisme de H.-espaces vectoriels de HX(X, R) 

sur Cl1 (X); Visomorphisme inverse étant, modulo l'identification 

H^X.K) S Hom(ifi(X,Z),R), 

celui qui, à une forme LJ, associe la forme linéaire u -> Ju(u + ÛJ). 

Démonstration. — L'application qui, à une forme différentielle fé700 associe sa partie 
de type (0,1), induit le diagramme commutatif de faisceaux 

0 > C > @x,<€<™ d > ker(d : fix,<tf~ -> ^x^oo) > 0 

id 

0 • ̂ x,an — â x < e - • ker(â : n^¥oo -> n^yoo) > 0 
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et, en passant aux suites exactes de cohomologie, l'application naturelle de H1 (X, C) 
dans #*(X, ûx)- On en déduit le (i). Le (ii) quant à lui, vient de ce que, si a est une 
forme harmonique réelle, sa partie de type (1,0) est la conjuguée complexe de celle 
de type (0,1). 

Soit D un diviseur cohomologiquement équivalent à 0 et soit Op la fonction thêta 
normalisée asociée à D. Comme D est supposé cohomologiquement trivial, on a Ed = 
0 et l'application OLD fournie par le théorème 1.3.10 est un morphisme de H\(X,Z) 
dans C*. Il existe alors ID G Hom(iïi(X, Z), C) bien défini à un élément de HX(X, Z) 
près tel que l'on ait an(u) = E2™£D(U) quel que soit u G Hi(X,Z). La proposition 
1.5.17 permet de montrer le résultat suivant. 

Proposition 1.5.18. — L'image de ID par l'application (3 représente la classe de D 
dans Pic°(X) £ WW/PiH^X, Z)). 

5. Le fibre de Poincaré. — Soit ( , ):Hl(X,Z)x #i(X,Z) Z l'accouplement 
canonique et soit Ep la forme bilinéaire alternée sur A = HX(X, Z) 0iJi(X, Z) donnée 
par la formule 

EP((u1,v1),(u2,v2)) = (ui,v2) - (u2,vi). 
On peut aussi voir u G iJx(X, Z) comme un élément de Hom(iïi(X, Z), R) et v G 
Hi(X,Z) comme l'élément de nx(X)* qui à LJ associe Jvu. Tout ceci permet, en 

utilisant l'application /3 définie ci-dessus, d'écrire (u, v) sous la forme v(/3(u))+v(l3(u)). 
On en déduit le fait que, si V = ^(X) 0 H1(X)*, alors Ep est la restriction à A de 
la partie imaginaire de la forme hermitienne Hp définie par 

Hp((xuy1)1(x2,y2)) = 2i(y1(x2-) -y2(xx)). 

Posons de plus ap(u,v) = e™(u>v). Comme (ui,v2) G Z, on a 

apfai +W2,̂ i +v2) = e2^p((ui'Vl)'(u2'V2))ap(^i,vi)ap(w2,v2) 

et au couple (Ep,ap) est associé, via le théorème d'Appell-Humbert, un fibre en 
droites P sur V/A = X* x X appelé fibre de Poincaré. 

Proposition 1.5.19 
(i) La restriction de P à X* x {0} est triviale. 
(ii) Si a G X*, la restriction de P à {a} x X est cohomologiquement triviale et sa 

classe dans Pic°(X) = X* est a. 

Démonstration. — Soit 0p une fonction thêta normalisée associée à P et u; G fî1(X) 
dont l'image modulo f3(Hl(X, Z)) est égale à a. La restriction de 0p à {u} x Q1(X)* 
vérifie l'équation fonctionnelle 

M(^,») + (0,i;)) = c2<^M(w,») ) , si t;€ffi(X,Z). 
On en déduit le fait que la restriction Pa de P à a x X est cohomologiquement triviale 
et, comme v(û) = Jvû = fvw, la classe de Pa dans Q1(X)//3(H1(X,Z)) n'est autre, 
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d'après la proposition 1.5.18, que l'image de UJ modulo (B(H (H, Z)) e'est-à-dire a. On 
montre de la même manière que la restriction de P à X* x {0} est triviale, ce qui 
permet de conclure. 

Remarque 1.5.20. — Un peu plus d'effort permettrait de montrer que les conditions 
de la proposition 1.5.19 caractérisent P. 

Soit uy...,(dd une base de ^(X) et a;*,...,a;*, la base de QX(X)* duale de 
u>i,...,LJd. Si 1 < i < d, on pose de plus u>x,i — ^% et ux*,i = ĉ *, ce qui fait 
que, si F G (X, X) alors les ujy,i forment une base de Çtl{Y). Si Y G {X,X*}, soit 
9Y,I » • • • 5 dy,d la base des dérivations invariantes sur Y duale de la base uy^i,..., uy^-
On considère aussi les dy^ comme des dérivations invariantes sur le revêtement uni­
versel Y de Y. 

Soit 0p une fonction thêta normalisée associée à P. Si 1 < j < d, soient Fyj = 
dyjlogOp. La forme différentielle dFyj est l'image inverse sur X* x X d'une forme 
différentielle r)xj de seconde espèce sur X* x X et on a, d'après la remarque 1.3.13, 

(1.5.21) [P] DR = -
d 

I 
J = l 

wxij UNXJ -
d 

E 
I = 1 

k>x*, i U тух*, j -

L'équation fonctionnelle de 6p et la forme particulière de Hp font que, si F G 
{X,X*}, si 1 < j < d et si и e #i(F,Z) С Щ(Х x X*,Z), alors FYj est in-
variante par translation par u et donc son image dans H\R(X x X*) atterrit dans 
H\R(Y*). On en déduit en particulier le fait que [P]<m appartient au sous-espace 
H^R(X) ® HaR(X*) de H%R(X) et donc nous fournit un morphisme de H^R(X) sur 
le dual de HlR(X*) qui est un isomorphisme car Hp est non dégénérée. Cet isomor­
phisme sera noté L^R et la formule 1.5.21 se traduit par le fait que L^R envoie la base 
и;х,а,^х* . . . , — и;х,а,^х*,1,. • • ,Vx*,d de #¿R(X) sur la base de #¿R(X*)* duale de la 
base rjx,i,...,rjx,d,wx*,i, • • • ,wx*,d- La restriction de ^ R à Ql(X) permet d'identi­
fier Q}(X) au dual de HX(X*, ffx*) et, par définition ou presque, — Y?j=i Vxj ®vxj 
est, modulo cette identification, l'identité de HX(X*, ûx*)*> 

1.6. Extensions de variétés abéliennes 

1. Fibres en groupes algébriques. — Si X est une variété algébrique, on note 
ûx le faisceau structural de X et ûx&n le faisceau structural de X considéré comme 
une variété analytique. Si G est un groupe algébrique commutatif, on note G(ûx) 
(resp. G(^x,an)) le faisceau qui, à un ouvert U de X pour la topologie de Zariski 
(resp. la topologie usuelle), associe le groupe des applications holomorphes de U dans 
G. 
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Définition 1.6.1. — Si X est une variété algébrique et G est un groupe algébrique 
commutatif, un morphisme Y —> X de variétés algébriques (resp. analytiques) est dit 
être un G-fibré algébrique (resp. analytique) au-dessus de X si 

(i) Y est muni d'une action de G, ce qui signifie que l'on a un morphisme YxG ->Y 
de variétés algébriques (resp. analytiques), associant au couple (y, g) G Fx G l'élément 
y+Gg de y , vérifiant les conditions suivantes 

(a) 7r(y+Gg) = 7r(2/), quels que soient y G Y et g G G, 
(b) y+G0G = y quel que soit y G Y, 
(c) y+Q(g+Q9') = {y+G9)+G9' Quels que soient y G Y et g,g' G G. 

(ii) Si a: G X, il existe un voisinage ouvert U de x pour la topologie de Zariski (resp. 
la topologie usuelle) et une section holomorphe su 'U Y de ir tels que l'application 
qui, h (x,g) eU x G associe su(x)+Gg soit un isomorphisme de U x G sur 7r_1([7). 

Si Y—>X est un G-fibré algébrique (resp. analytique) au-dessus de X, on peut 
donc trouver un recouvrement ouvert u pour la topologie Zariski (resp. usuelle) tel 
que pour tout U G U le morphisme 7r admette une section holomorphe su : U —y Y. 
D'autre part, si x G X et 2/1,2/2 £ 7r_1(a), il existe un unique élément g de G tel que 
l'on ait y2 = 2/i+g<7> autrement dit, la fibre au-dessus de a est un espace homogène 
principal sous l'action de G. Cela implique que, si U et V sont deux éléments de U 
il existe une (unique) fonction holomorphe fu,v sur U D V à valeurs dans G telle que 
si x G UnV, alors su(x) = sv(x)+Gfu,v{x). Les (fu,v)u,vew forment un cocycle de 
Cech à valeurs dans G{ffx) (resp. G(^x,an)) pour le recouvrement 9/ et si on change 
les su, ce cocycle est modifié par un cobord, ce qui permet d'associer au fibre Y —> X 
une classe bien définie dans i?x(X, G(ûx)) (resp. HX(X, G(^x,an))) ne dépendant 
que de la classe d'isomorphisme du fibre. 

Réciproquement, à partir d'un tel cocycle, on construit un G-fibré au-dessus de 
X en recollant les (U x G)ue<& en identifiant les éléments (x,g) de U x G et 
(x,g+Gfu,v(x)) de V x G si x G U fl V, ce qui nous donne le résultat suivant. 

Proposition 1.6.2. — Si X est une variété algébrique et G est un groupe algébrique 
commutatif, Vapplication qui, à une classe d'isomorphismes défibrés algébriques (resp. 
analytiques) en G au-dessus de X, associe sa classe dans iî1(X, G(ûx)), (resp. 
ifx(X, G^x^n))) est une bisection. 

Un fibre algébrique au-dessus de X donne naissance de manière évidente à un 
fibre analytique et cette application induit en passant aux classes de fibres l'applica­
tion naturelle de Hl(X,G(ûx)) dans Hl{X, G(^x,an))- Si on suppose de plus que 
X est compacte et G = Ga ou G = Gm, cette application est un isomorphisme 
d'après GAGA. En effet, dans le cas G = Ga, le faisceau G(ûx) = @x est cohé­
rent et l'isomorphisme en question est un cas particulier du principe GAGA général 
([41],proposition 17 pour le cas projectif et [29] pour le cas général), et dans le cas 
Gm, on a Gm(ûx) = &x et Hx{X>0x) (resP- Hl(x> ^x,an)) classifie les fibres en 
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droites algébriques (resp. analytiques) au-dessus de X et comme un tel fibre est donné 
par un faisceau localement libre de rang 1 et donc cohérent, on peut de nouveau uti­
liser le principe G AG A (cf. [41], prop. 18, pour les détails). L'isomorphisme ci-dessus 
se traduit de la manière suivante. 

Proposition 1.6.3. — Si G = Ga ou G = Gm, si X est une variété algébrique propre 
et lisse et si Y—>X est un G-fibré analytique en G au-dessus de X, il existe une 
unique structure de variété algébrique sur Y telle que n soit un morphisme de variétés 
algébriques et Y—>X est alors un G-fibré algébrique au-dessus de X. 

Remarque 1.6.4. — La proposition précédente ne signifie pas qu'il existe une unique 
structure de variété algébrique sur Y (cf. remarque 1.7.6) 

2. Formes différentielles et fibres en groupes. — Dans tout ce paragraphe, on 
suppose que X est une variété algébrique propre et lisse et la proposition 1.6.3 nous 
permet d'identifier fibres algébriques et fibres analytiques en Ga ou Gm au-dessus de 
X ; nous passerons donc librement d'une notion à l'autre sans plus de commentaire. 
Notre but est de décrire ces fibres en termes d'intégrales de seconde et troisième 
espèces. 

Pour traiter simultanément les formes différentielles de seconde et troisième espèce, 
nous allons d'une part associer à une telle forme rj un groupe algébrique G^ qui sera 
le groupe Ga (resp. Gm) si n est de seconde (resp. troisième) espèce et d'autre part 
identifier Gm à C/2i7rZ via l'application logarithme, ce qui nous amène à introduire 
la définition suivante. 

Définition 1.6.5. — Si X est une variété algébrique et U est un ouvert de Zariski de 
X, une fonction f : U -ï C/2iirZ est dite rationnelle si la fonction exp/ : U -> C* 
est une fonction rationnelle. 

Il faut faire attention au fait qu'avec ces conventions, la différentielle d'une fonc­
tion à valeurs dans Gm = C/2z7rZ correspond à la différentielle logarithmique de la 
fonction à valeurs dans C*. Le lecteur qui ne se sent pas à l'aise avec ces conventions 
pourra remplacer C/2i7rZ par C* et les intégrales de troisième espèce par leurs expo­
nentielles dans tout ce qui suit. Un exemple typique de ce que cette convention permet 
de faire est la réunion des propositions 1.3.14 et 1.3.15 et de leurs démonstrations en 
l'énoncé suivant. 

Proposition 1.6.6. — Soit X une variété abélienne. Si rj est une forme différentielle 
de seconde ou troisième espèce sur X, il existe une fonction rationnelle fv sur X x X 
à valeurs dans Gv, unique à addition d'une constante près, telle que Von ait df^ — 
Srj. De plus, cette fonction vérifie génériquement la relation frj(x,y) = frj(y,x) e£ la 
relation de cocycle 

fv (*> y)~Gv U (x+x V, Z)+Gr) fn (x,y+x z)-Grj fv (x,y)= 0Grj 
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et est obtenue en descendant à X x X la fonction sur X x X définie par la formule 
fa+YPTxW ~GV la ^TxV ~GT1PTXV> ou a est n'importe quel point de X en lequel pr^r? 
est définie. 

Revenons au cas général. Si 77 est une forme de seconde ou troisième espèce sur X, 
on peut lui associer une classe dans HX(X, G^ûx)) : si V est de seconde espèce, on 
utilise la proposition 1.1.17 et la projection de i^R(X) sur Hl{X, ûx) et si rj est de 
troisième espèce, on lui associe l'élément [Div(77)]aig de Ü1(X, 0X)- D'autre part, on 
appelle présentation de 77 la donnée (^ , ('nu)uety), où 9/ est un recouvrement ouvert 
fini de X pour la topologie de Zarisiki ne contenant pas l'ensemble vide et, si U G u 
rju est une forme différentielle holomorphe sur U telle que rju — rj soit la différentielle 
d'une fonction rationnelle à valeurs dans G .̂ 

Soit X le revêtement universel de X. Nous noterons prx la projection naturelle de 
X sur X. Soient 77 une forme différentielle de seconde ou troisième espèce sur X, Uo 
un ouvert de Zariski de X sur lequel 77 est holomorphe, a G Uo et a G pr^1({a}). on 
fait agir u G ni (X, a) sur G^ par translation par fu rj. Le quotient Xv de X x Gv 
par l'action diagonale de 7Ti(X, a) est muni d'une projection naturelle n sur X qui 
fait de Xrj —> X un fibre en G^ au-dessus de X. D'autre part, l'application qui à 
x G pr^1(C/o) associe l'image du couple (x, J~ pr̂ -77) G l x G ^ dans Xv ne dépend 
que de prx(x) et donc nous définit une section holomorphe sv : Uo -> Xv. 

Proposition 1.6.7 
Sous les hypothèses précédentes, la classe de Xn dans HX(X, G^Ûx)) est l'image 

de 77 et Srj est une section rationnelle de n. 

Démonstration. — Soit (^ , (xiu)ue<&) une présentation de 77. Soit a G V\u^U. Si 
U,V G ̂ , la fonction fu,v(x) = f*(riu — Vv) est une fonction à valeurs dans G ,̂ 
rationnelle sur X, holomorphe sur U fl V et les (fu,v)u,ve<& forment un cocyle de 
Cech repésentant la classe de 77 dans HX(X, G^ûx))- D'autre part, si x G U fl V, on 
a SU,T,U(X) = sv,riv(x)+Grtfu,v(x), ce qui prouve que les (futv)u,ve<& représentent 
aussi la classe de Xv dans Hl(X, G^ffx))-

Quitte à raffiner ^ , on peut supposer que si U G ^ , il existe une section ration­
nelle s'v : U -> YJJ de TT. On a alors srv — s'v+Gr}gu,v sur U D V, où les (gu,v)u,ve<fr 
forment un cocyle de Cech représentant la classe de X^ dans H 1(X, G^ûx))- On en 
déduit l'existence de fonctions rationnelles (hu)ue^ avec hu holomorphe sur U telles 
que l'on ait fu,v-Gr,9u,v = hu~Grihy sur U n V. On a alors su = S'U+G^U+G^U, 

où eu est la restriction à U d'une fonction holomorphe c de X dans C. Comme X est 
compacte, cette fonction est constante, ce qui montre que su est une section ration­
nelle. Pour terminer la démonstration, il suffît de remarquer que l'on peut imposer 
U0 £ % et 77c/0 = 77. 
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Remarque 1.6.8. — Dans le cas où X est une variété abélienne, X est un C-espace 
vectoriel et donc un groupe de Lie complexe et Xv acquiert une structure de groupe 
de Lie commutatif, ce qui fait de la suite 

0 —> G,, —• Xrj A l —• 0 

une suite exacte de groupes de Lie commutatifs complexes. 

Remarque 1.6.9. — Comme l'application qui ait G TTI(X,a) associe fur) se factorise 
à travers Hi(X,Z)/tors, on peut prendre pour X le le revêtement abélien de X 
de groupe de Galois Hi (X, Z)/tors au lieu du revêtement universel pour faire la 
construction de Xv. 

3. Extensions de variétés abéliennes. — Soient X une variété abélienne et G 
un groupe algébrique commutatif, que l'on peut aussi voir comme un groupe de Lie 
commutatif complexe. 

Définition 1.6.10. — On appelle extension de X par G une suite exacte 

0—>G—>Y A l ^ O 

de groupes de Lie commutatifs complexes. On commettra souvent l'abus de noter 
Y —y X ou même tout simplement Y cette extension. 

Si Y et Y' sont deux extensions de X par G, on en fabrique une troisième en 
prenant pour Y" le quotient de 

{{x,x') £ Y x Y' | TT(X) - TTV)} x g 

par 

{ ( w ' f ) e G 3 |î," =!, + »'}. 

L'ensemble Ext(X, G) des classes d'isomorphismes d'extension de X par G muni de 
la loi de composition ci-dessus est un groupe dont l'élément neutre est l'extension 
triviale X x G. 

Remarque 1.6.11. — Si y —> X est une extension de X par un groupe algébrique G, 
on peut on peut aussi voir Y —> X comme un G-fibré au-dessus de X , ce qui permet 
de lui associer une classe dans HX(X, G(^x,an))-

Si G = Ga ou G = Gm, on note fib l'application de Ext(X, G) dans H1 (X, G(ûx)) 
l'application ainsi définie. Cette application sera étudiée en détail au §5. 
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4. Systèmes de facteurs. — Soient X une variété abélienne et G un groupe 
algébrique commutatif. On appelle G-système de facteurs rationnel et symétrique 
sur X toute fonction rationnelle / : X x X —> G telle que l'on ait génériquement 
f(x,y) = f(y,x) et qui vérifie l'identité générique 

(1.6.12) /(</, Z)-Gf(x+X y, z)+Qf(x, y+x z)-Qf(x, y)=0G. 

L'ensemble des G-systèmes de facteurs rationnels et symétriques sera noté SF(X, G). 
Si g est une fonction méromorphe sur X , la fonction 8g : X x X —> G définie par 
Ô9(xiy) — ^(^+X2/)—GP(X)"~GP(2/) est un G-système de facteurs rationnel et symé­
trique sur X ; un tel système sera dit trivial. En particulier, une fonction constante est 
un système de facteurs trivial. On note H2(X, G) le groupe des classes de systèmes de 
facteurs additifs rationnels et symétriques modulo les systèmes de facteurs triviaux. 

D'après la proposition 1.6.6, si n est une forme différentielle de seconde ou troisième 
espèce sur X , il existe un G^-système de facteurs rationnel et symétrique fv tel que 
l'on ait dfv = ôrj et fn est bien déterminé à addition d'une constante près. On note sf 
les applications de DSE(X) et DTE(X) dans SF(X, Ga)/C et SF(X, Gm)/(C/2z7rZ) 
ainsi définies. 

Proposition L6.13. — Les suites 

0 —+ Q\X) —• DSE(X) - ^ S F ( X , G a ) / C —> 0 

0 —> Q\X) —> DTE(X) -^4SF(X, Gm)/(C/2nrZ) —* 0 

sont exactes. 

Démonstration. — La seule chose non évidente est la surjectivité des applications sf. 
Soit ui,...,Ud une base de H1(X) et di,...,dd la base de l'espace des dérivations 
d'ordre 1 invariante sur X duale de ui,... wd. On considère les di aussi comme des 
dérivations invariantes sur X . Si n G N, on définit pour l < m < n et l < i < d 
l'opérateur dm,% sur Xn et la forme différentielle u;m̂  comme les images inverses de 
di et u)i par la projection de XN sur le m-ième facteur. 

Soit / un G-système de facteurs rationnel et symétrique sur X . Si on applique d^,i 
puis Ô2j à l'identité 1.6.12, on obtient les deux identités 

(1.6.14) d2,if(y,z) - d2,if{x+xy,z) + d2,if(x,y+xz) = 0 

(1.6.15) dijd2,if(y,'z) - ditjd2,if(x+xy,z) + d2,jd2,if(x,y+xz) = 0, 

d'où l'on déduit, en échangeant les rôles de i et j et en utilisant le fait que l'opérateur 
d2jd2j — d2jd2j est identiquement nul, l'identité 

(<9i,jd2,; - dhid2j)f(x+xy,z) = (fli,jÔ2,T - di,id2,j)f(y,z) 

qui implique que (dijd2,i — di^d2j)f(x + y,z) ne dépend pas de x et comme elle 
s'annule en x = z — y grâce à la symétrie de / , elle est identiquement nulle. 
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On en déduit la formule 

d 
Srja -df = ^(d2,if(x+xy-xa,a) - d2,if(x-xa,a) - dijf ffaydx^vij 

i=l 
d 

+ Yl(d2,if (x+Xy-Xa,a) - d2,if (y-xa,a) - <92,i/fx (#,2/))^2,i 
i=l 

et l'identité 1.6.15 utilisée pour le triplet (x—xa,y,a) au lieu de (x,y,z) montre que, 
si 1 < i < d la composante de Srja — df sur UJ2J est identiquement nulle et comme la 
forme différentielle ôrja — df est symétrique en les deux facteurs, cela implique qu'elle 
est nulle et donc df = ôrja. 

Cette identité montre que r)a a des singularités du même type que df ; en parti­
culier, rja est de seconde (resp. troisième) espèce si et seulement si df est de seconde 
(resp. troisième) espèce, c'est-à-dire si et seulement si G = Ga (resp. G = Gm). 
Finalement, l'identité df — ôrja implique / = sf (r̂ a), ce qui termine la démonstration 
de la proposition. 

Les diagrammes 

Soit alors D un diviseur de X x X contenant les pôles de f et a e X tel que D ne 
contienne pas X x {a}. On déduit de ce qui précède le fait que la forme différentielle 
Va = ]Cf=i ^2,if{x—xa^d)ui est une forme différentielle fermée. Si 77 = $ f̂=i f*ui est 
une forme différentielle sur X, alors ôrj est donné par la formule 

d 

ör] = Y((fi(x+Xy) - fi(x))(JUi + (fi(x+xy) - ЛЫ)^,<). 
г=1 

о с р о / с id С(Х)/С о 

d S 

О ПЧХ) DSE(X) si SF(X, G«)/C О 

et 

О C(X)*/C* id C(X)*/C* о 

dlog 0 

0 01 (X) DTE(X) sf SF(X,Gm)/C* О 

sont commutatifs. On en déduit, en utilisant la suite exacte 1.1.7, le corollaire 1.1.16 
et le fait que H2(X, Z) n'a pas de torsion et donc que DivT(X) = Div°(X), des 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 1998 



60 CHAPITRE I. INTÉGRALES ABÉLIENNES COMPLEXES 

isomorphismes (encore notés sf) 
DTE(X) 

W(X) + {df,feC(x)} 
~H\X,ÛX) sf H2(X,Ga), 

DSE(X) 

ii1(X) + df 
f 

/eC(X)* 

Div°(X) 
{Div(/); fec(x)*} 

= Pic°(X) sf H2(X, Gm). 

5. Extensions et systèmes de facteurs. — Soit G = G„ ou G = Gm. Soit 
Y —>• X une extension de X par G et soit s : X -> Y une section rationnelle de 7r 
(l'existence d'une telle section est une conséquence de la proposition 1.6.3). L'appli­
cation qui à (x, y) 6 X x X associe ôs(x, y) = s(x+xy)—Ys(x)—Ys(y) est un système 
de facteurs rationnel et symétrique sur X. D'autre part, si s' : X -» Y est une autre 
section rationnelle de n, alors g = s'—Ys est une fonction rationnelle de X dans G et 
ôs' = ôs+Gôg, ce qui nous permet d'associer à une extension de X par G un élément 
bien défini de H2(X, G) et l'application ô de Ext(X, G) dans H2(X, G) ainsi définie 
est un morphisme de groupes. 

Proposition 1.6.16. — L'image de Ext(X, Gm) dans ^(X,^) par fib est incluse 
dans Pic°(X). De plus, les diagrammes 

Ext(X,G0) fib HX(X,ÛX) 

6 sf 
H2(X, Gm) 

Ext(X, Gm) fib Pic°(X) 

ô sf 
H2(X,Gm) 

sont commutatifs et tous les morphismes qui les composent sont des isomorphismes 

Démonstration. — La démonstration nécessite plusieurs résultats préliminaires. 

Lemme 1.6.17 
(i) Les applications 

Ext(X, Ga) fib H\X,ÛX) et Ext(X,Gm) 
fib H\X,0*x) 

sont des morphismes de groupes injectifs. 
(ii) Les applications 

Ext(X,Ga)^->#2(X,Ga) et Ext(X,Gm) -^H2(X,Gm) 

sont des morphismes de groupes injectifs. 
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Le fait que ces applications soient des morphismes de groupes est plus ou moins 
immédiat sur la définition de la loi de groupe sur Ext(X, G). D'autre part, si G est un 
groupe algébrique, une extension Y de X par G a pour image 0 dans H1 (X, G(^x,an)) 
si et seulement si il existe une section holomorphe s de X dans Y. Quitte à composer 
cette section avec la translation par — rs(0x), on peut de plus supposer que s(0x) = 
0Y. L'application de X x X dans Y qui à (x,y) associe s{x+xy) —Ys(x)—Ys(y) est 
holomorphe et à valeurs dans G et dans le cas où G = Ga ou G = Gm, comme X est 
compacte, cette application est constante et donc identiquement nulle puisque nulle en 
(0X, 0X). Ceci implique que s est un morphisme de groupes et donc que Y = X x G. 
On en déduit l'injectivité des applications fib. 

Passons à celle des applications S. Si l'image d'une extension Y —> X dans H2(X, G) 
est nulle c'est que l'on peut trouver une section rationnelle s : X —> Y de TT telle que 
l'on ait génériquement s(x+xy) = s(x)+Ys(y). Cette dernière formule permet de pro­
longer s en un morphisme partout défini de X dans Y (il suffit, si U est un ouvert 
de Zariski non vide sur lequel s est définie de prendre y G U fl (U—Yx) et de poser 
s(x) = s{x+xy)—Ys{y)) et le morphisme obtenu ainsi est un morphisme de groupes, 
ce qui prouve comme ci-dessus que l'extension est triviale et termine la démonstration 
du lemme. 

Lemme 1.6.18. — Si n est une forme différentielle de seconde ou troisième espèce, si 
Xv est l'extension de X par Gv de la remarque 1.6.8 et si sv : X —> Xv est la section 
rationnelle de la proposition 1.6.7, alors ôs^ = sf (77). 

Démonstration. — Soit U un ouvert de Zariski de X sur lequel 77 est holomorphe. Si 
on revient à la définition de s^, et si x et x' sont des relèvements de x et x' dans X, 
on obtient 

nX-\~X pX nX 
sv(x+xx')-Xrisri(x)-Xt¡sv(x') = pr*xV-an I PvxV~Gv P**xV 

Ja Ja Ja 
et la proposition 1.6.6 permet de conclure. 

Revenons à la démonstration de la proposition 1.6.16. Dans le cas de Ga. La sur-
jectivité de l'application fib sur HX{X,ÛX) est une conséquence de l'existence de 
l'extension X^. On en déduit le fait que fib est un isomorphisme (l'application qui 
à 77 associe X^ permet d'ailleurs d'expliciter son inverse) et la commutativité du 
diagramme qui résulte du lemme 1.6.18 implique, compte-tenu de ce que sf est un 
isomorphisme, que ô en est un aussi. Ceci permet de conclure dans le cas de Ga. 

Le cas de Gm est un peu plus délicat car fib n'est pas une surjection sur H1 (X, @x)-> 
mais l'existence de l'extension Xv si 77 est une forme de troisième espèce montre 
que l'image de fib contient Pic°(X). Notons (provisoirement) Ext(X, Gm)° l'image 
inverse de Pic°(X) par l'application fib. La commutativité du diagramme obtenu en 
remplaçant Ext(X, Gm) par Ext(X, Gm)° résulte comme précédemment du lemme 
1.6.18 et combinée avec le fait que sf est surjectif, elle implique que la restriction de 
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S à Ext(X, Gm)° est surjective. On termine la démonstration en utilisant l'injectivité 
de S. 

Proposition 1.6.19. — Si X est une variété abélienne, G G {Ga,Gm} et si 

0 —>G—>y A l ^ O 

est une extension de X par G, il existe une unique structure de variété algébrique 
sur Y faisant de TT un morphisme de variétés algébriques. De plus, si on munit Y de 
cette structure de variété algébrique, alors Vaddition devient un morphisme de variétés 
algébriques de Y x Y sur Y et la suite exacte ci-dessus devient une suite exacte de 
groupes algébriques commutatifs. 

Démonstration. — L'unicité d'une structure de variété algébrique faisant de TT un 
morphisme de variétés algébriques est un cas particulier de la proposition 1.6.3. On 
peut supposer pour démontrer le reste de la proposition que Y est l'extension Xv de la 
remarque 1.6.8, où rj est une forme de seconde ou troisième espèce suivant que G = Ga 
ou G = Gm. Soit U un ouvert de Zariski de X sur lequel rj est holomorphe. On dispose 
alors d'une section rationnelle Sn : U -¥ Xv de l'application 7r et l'application qui à 
(x,g) associe x+Grjg = x+Xrjg est un isomorphisme de variétés algébriques de U x Gv 
sur 7r_1([/). Si on regarde ce que devient la loi d'addition sur Xv sur UxGv, on obtient 

fa9)+xv (x''9') = K(X)+XT7^)+XT?(577(X,)5^) 

= srj(x+xx')+Xri {sr^(x)+XvsrJ(x,)-X11Sr1(x+xx,)^Xr}g+Xr}g,) 

= (x+x x'i g+^ga '-vjsge ̂ x.x')) 

Ceci implique que l'addition sur X^ est génériquement donnée par un morphisme 
algébrique et comme elle est partout holomorphe, c'est un morphisme de variétés 
algébriques. Ceci permet de conclure. 

Remarque 1.6.20 
(i) On pourrait vérifier que la loi d'addition sur Xv est partout définie par des 

formules algébriques en partant d'une présentation (^ , (r]u)ue<&) de rj et en écrivant 
explicitement les formules d'addition 

(U x Grj) x (V x Grj) —• W xGv 

pour U,V,W E w 
(ii) Si / G SF(X,G), on peut définir une loi de «groupe birationnel» sur X x G 

par la formule 
(x,z) 0 (x',z') = {x+xx',z+Gz'-Gf{x,x')). 

La proposition précédente permet de définir un vrai groupe algébrique birationnelle-
ment équivalent à ce groupe birationnel ; il s'agit là d'un cas particulier d'un théorème 
de Weil (cf. [44], chap.V, §5). 
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(iii) Il ne faut pas conclure de la proposition précédente qu'il existe une unique 
structure de groupe algébrique sur Y (cf. remarque 1.7.6). 

6. Formes différentielles et groupes algébriques 

Proposition 1.6.21. — Si X est une variété algébrique propre et lisse, si n est une 
forme différentielle de seconde ou troisième espèce sur X et si U est un ouvert sur 
lequel rj est holomorphe, il existe un morphisme f de variétés algébriques de U dans 
un groupe algébrique commutatifY et une forme différentielle algébrique u invariante 
sur Y tels que Von ait n = f*u. 

Démonstration. — Soient a G X et ax le morphisme d'Albanese de X dans Alb(X) 
associé à a. Soit Yv l'extension de Alb(X) par Gn définie par Yv = (fî1(X)* x 
X)/iv(Hi(X,Z)), où LV(U) — (ax(u), furj) et ax(u) est la forme linéaire u fuw 
sur Q1(X). La forme différentielle dz sur C ou C/2inZ peut se voir aussi comme une 
forme différentielle sur Q1(X)* x G^ invariante par translation et est donc l'image 
inverse d'une forme différentielle LJ invariante sur Xv. 

Soient X le revêtement abélien de X de groupe de Galois Hi(X,Z)/tors et prx 
la projection naturelle de X sur X. Si on choisit un point a de X au-dessus de a, 
l'application ax se relève de manière unique en une application de X dans fix(X)* 
(cette application n'est autre que celle qui à x associe la forme linéaire u —> f~w) 
et X est le produit fibre de Q1(X)* et de X au-dessus de Alb(X). Si on fait alors 
agir u G H\ (X, Z) sur G^ par translation par Ju 77, ce qui nous donne une action de 
Hi(X, Z) sur X x C, le composé de 

X x C 
ax x id. O (X)* X C y, 

se factorise en une application ax de Xv = {X x C)/i2i(X, Z) dans Yv qui fait de Xv 
le produit fibre de X et Yv au-dessus de Alb(X). Comme Xv est le G^-fibré au-dessus 
de X dont la classe dans HX(X, ûx) est celle de 77 (cf. proposition 1.6.7), cela fait de 
ax un morphisme de variétés algébriques. Maintenant, d'après la proposition 1.6.7, 
l'application qui à x G pr^x(C/) associe l'image de (x,f~ pr^-r/) G X x G^ dans X^ 
se factorise en un morphisme algébrique de U dans Xv et un petit calcul montre que 
l'on a rj = s*a*x(jj, ce qui permet de conclure. 

Remarque 1.6.22. — La démonstration permet de préciser l'énoncé précédent. Si rj 
est une forme de seconde espèce, on peut prendre pour Y une extension de Alb(X) 
par Ga et imposer que si 1 désigne l'injection de Ga dans F, alors L*U = dz et si 77 
est une forme de troisième espèce, on peut prendre pour Y une extension de Alb(X) 

par Gm et imposer que si 1 désigne l'injection de Gm dans Y, alors L*UJ = —.DT/T 

Finalement, si X est une variété abélienne, on a Alb(X) = X et on peut de plus 
imposer à / d'être une section de la projection de Y sur X. 
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Proposition 1.6.23. — Si X est une variété algébrique lisse et rj est une 1-forme 
différentielle fermée holomorphe sur X, il existe un groupe algébrique commutatifY, 
un morphisme algébrique f : X -ïY et une 1-forme différentielle u> invariante sur Y 
tels que l'on ait rj = f*u. 

Démonstration. — D'après le théorème de résolution des singularités, on peut com-
pactifier X en une variété lisse X. La forme différentielle rj s'étend en une forme 
différentielle rationnelle sur X que l'on peut, utilisant le corollaire 1.1.16, écrire sous 
la forme rjo + Y^I=I ̂ iWii ou est de seconde espèce sur X et les r/», pour 1 < i < n, 
sont de troisième espèce sur X et on peut se débrouiller pour que les rji soient toutes 
holomorphes sur X. D'après la proposition 1.6.21, si 0 < i < n, il existe un groupe 
algébrique Yi, un morphisme algébrique FI : X —• Y» et une forme différentielle U>I inva­
riante sur Yi tels que l'on ait RJI = f*u>i. Il suffit alors de prendre pour Y le produit des 
Yt, pour / le produit des /»• et de poser u = CJ0 + YJI=I ^% £ 0*00 - ®?=oto1(YÏ), 

1.7. Extension universelle et formes de troisième espèce 

1. L'extension universelle d'une variété abélienne. — Dans tout ce chapitre, 
nous nous intéressons aux extensions d'une variété abélienne par des espaces vectoriels 
(i.e. des groupes algébriques commutatifs s'écrivant comme une somme directe de Ga). 
Si / : E —> E' est un morphisme d'espaces vectoriels et Y X est une extension de 
X par E, on peut utiliser / pour pousser cette extension en une extension fY de X 
par E' de la manière suivante. On pose Y' = (Y x E')/{(—e,f(e)) \ e G E} et on a 
un diagramme commutatif d'extensions 

(G) 0 > E • Y X • 0 

f f id 

(fG) 0 > E1 > Y' 
TT' 

X ^0, 

les morphismes / et ir' étant les morphismes évidents. Ceci nous fournit un morphisme 
de groupes /„ : Ext(X,E) -> Ext(X,£')-

Si J est un ensemble fini et si on dispose pour i G I d'une extension 0 -> E\\ -ï 
Yi X 0 de X par un groupe de Lie commutatif 25», on définit la somme directe 
Y — (BieiYi de ces extensions comme le produit fibre des Yi au-dessus de X. De 
manière explicite, 

Y = {(xi)ieI G Y[Yi I Ki(xi) = nj(xj) si ij G / } . 
i 6 i 

Ceci fait de Y une extension de X par E = QieiEi. On obtient donc de cette manière 
une application de 0i€/Ext(X, Ei) dans Ext(X, ©»€/25») qui est un isomorphisme, 
son inverse étant l'application ©»€/(Pi)*5 où pi désigne la projection de E sur E{ de 
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noyau ®j^iEj. On peut utiliser ce qui précède pour ramener l'étude des extensions 
de X par un espace vectoriel à celui des extensions de X par G0. En particulier, on 
déduit de la proposition 1.6.17 le résultat suivant. 

Proposition 1.7.1. — Si X est une variété abélienne et E est un espace vecto­
riel, Vapplication qui, à une extension de X par E associe sa classe en tant que 
E-fibré au-dessus de X. induit un isomorphisme de Ext(X, E) sur ^(X. ûx) ® E = 
H o m ^ l l , ^ ) * ^ ) 

Définition 1.7.2. — On appelle extension universelle de X, l'extension X de X par 
HX(X, ûxY dont la classe dans End(H1(X, 0XY) est l'identité. 

Remarque 1.7.3. — D'après ce qui précède, si E est un espace vectoriel, si 0 —> E -» 
Y -¥ X -» 0 est une extension de X par E et si ay G Hom(if1(X, ffxYiE) est la 
classe de Y, il existe un unique morphisme ay de groupes algébriques de X dans Y 
rendant commutatif le diagramme suivant d'extensions 

о > H1 (X, ÛxY > x • x > о 

oty ay id 

О > E > Y > X > О. 

Proposition 1.7.4. — Si rj est une forme différentielle de seconde espèce sur X, il 
existe une unique forme différentielle u invariante sur X et une fonction rationnelle 
F sur X unique à addition d'une constante près telles que l'on ait TT*7] — LJ = dF. 

Démonstration. — D'après la remarque 1.6.22, il existe une extension Y—>X de 
X par Ga, une forme différentielle wn invariante sur Y et une section rationnelle 
sv : X —y Y de 7rv telles que l'on ait rj = s^^V D'autre part, / = sv o TT^—Y id est 
à valeurs dans ke r^ = C et est donc une fonction rationnelle sur X, ce qui nous 
donne 7r*r) = LJV + df. Finalement, d'après la propriété universelle de X, il existe un 
morphisme a : X —y Y de groupes algébriques tel que l'on ait 7r = oa, ce qui nous 
donne 7r*n = a*(7r*rj) = a*u -h df o a. On en déduit l'existence d'une décomposition 
avec UJ = a*^ et F = f o a. 

Pour démontrer l'unicité, il suffit de montrer qu'une fonction rationnelle / sur 
X dont la différentielle est invariante est une fonction constante. Comme df est in­
variante, la fonction f(x 0 y) — f(x) — f(y) est constante. En composant avec la 
projection de if^R(X)* sur X, on obtient une fonction méromorphe / sur iî^R(X)* 
telle que la fonction f(x + y) — f(x) — f(y) est constante, ce qui, d'après le lemme 
1.3.4, implique que / est une fonction affine et quitte à retrancher /(0), on peut sup­
poser que / est C-linéaire. D'autre part, f est périodique de période iîi(X, Z) et donc 
vérifie f(u) = /(0) = 0 quel que soit u G ifi(X, Z), ce qui, compte-tenu du fait que 
#i(X, Z) engendre if^R(X)*, implique / = 0 et permet de conclure. 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 1998 



66 CHAPITRE I. INTÉGRALES ABÉLIENNES COMPLEXES 

2. L'extension universelle de la variété d'Albanese. — Soit X une variété 
propre et lisse définie sur C. L'application qui a u E Hi(X,Z) associe la forme li­
néaire f u; permet de considérer Hi (X, Z) modulo torsion comme un sous-groupe de 
них)*. 

Proposition 1.7.5. — Si X est une variété propre et lisse définie sur C, alors la suite 
exacte 

o ^ H \ x,ûxy —•tfd1R(x)7H1(.x:,z) A t f w / H x p f . z ) —>o, 

obtenue en dualisant la suite exacte 

О fii(X) —*• #JR(X) —»• Я ^ Х , ffx) —> 0 

e£ en passant au quotient par Hi(X, Z), est Vextension universelle de Alb(X). 

Démonstration. — Comme un morphisme d'Albanese induit des isomorphismes de 
tous les objets apparaissant dans la suite exacte ci-dessus sur ceux apparaissant dans la 
suite exacte obtenue en remplaçant X par Alb(X), on peut supposer que X = Alb(X), 
c'est-à-dire que X est une variété abélienne. 

Notons Y l'extension ci-dessus. Identifions Нг(Х, ûx) au sous-C-espace vectoriel 
ЩХ) de #]R(X), ce qui permet d'écrire ЩК(Х)* sous la forme №(X)* 0ft1(X)* = 
Q1(X) 0 X, où, comme d'habitude, X désigne le revêtement universel de X. Soient 
ViT-^Vd une base de fî1 (X) et n*,...,rfd la base de Q,1 (X) duale de rji,...,щ. Si 
1 < i < d, soit fi : Q,1 (X) С l'application qui à x associe sa г-ème coordonnée 
dans la base rj*,..., rçj. Par définition ou presque, si и G H\ (X, Z) et 1 < г < d, alors 
fi(u) — fur)i, ce qui fait que l'extension /гУ, s'identifie naturellement à l'extension 
Хщ de X par Ga de la remarque 1.6.8 ; en particulier, sa classe dans HX(X, ûx) n'est 
autre que щ. Finalement, comme ^2i=1 fi 0 n* est l'identité de Q1(X) , la classe de 
l'extension Y est égale à X)f=i ni ^ VÎ^ c'est-à-dire à l'identité de HX(X, ûx), ce qu'il 
fallait démontrer. 

Remarque 1.7.6. — Si X est une variété abélienne, le choix d'une base de H\ (X, Z) sur 
Z nous fournit un isomorphisme analytique de (C/Z)2d sur X = #jR(X)*/#i(X, Z), 
ce qui fait que l'on a un isomorphisme analytique entre X et G f̂, mais tout morphisme 
algébrique de Gm sur une variété abélienne est identiquement nul. Cela prouve que 
l'on peut munir le groupe de Lie complexe G f̂ d'une infinité de structures de groupes 
algébriques deux à deux non isomorphes (une par variété abélienne de dimension d). 

3. Extension universelle de Pic°(X) et formes de troisième espèce. — Soient 
X une variété propre et lisse définie sur C, A sa variété d'Albanese, a : X —» A 
un morphisme d'Albanese et A* = Pic°(^) la variété duale de A. Si on utilise la 
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proposition 1.7.5, les isomorphismes naturels induits par a* et tan 

4 № s 4 ( i ) a 4 ( A T , 
Q1(X)Sin1(A)SiH1(A*,ÛA-)*, 

H1 (X,ûx)=H1{A,ÛA)^n1(A*)*, 

H1 (X, Z) S H1 (A, Z) £ #1 (A*, Z), 

on obtient le résultat suivant : 

Proposition 1.7.7. — Si X est une variété propre et lisse définie sur C, alors 

0 _ » fti(X) - + H\K{X)IH\X,Z) —> HL{X,0xX)IH\X,Z)d —• 0 

es£ l'extension universelle de Pic°(X) identifié à Hl(X, Û'x)/H1(X,Z). 

Remarque U.8. — D'un point de vue algébrique, il vaut mieux considérer les iso­
morphismes H^R(A) ^ H^R(A*)* et ÇÎX(X) s* ff1^*, fournis par la classe de 
P en cohomologie de de Rham algébrique, auquel cas on doit tout multiplier par 2iir 
et c'est Pic (X) = H^R(X)/H1(X,2iirZ) qui est l'extension universelle de Pic°(X) 
identifié à HX (X, ^/^(X2in^inZ) (cf. proposition 1.7.12). 

Supposons à partir de maintenant que X est une variété abélienne. Le groupe 
H2(X, Z) est alors sans torsion et donc Divr(X) = Div°(X), ce qui fait que l'appli­
cation qui, à une forme différentielle de troisième espèce, associe son résidu, donne 
naissance à la suite exacte 

O- ^Q^X) DTE(X) 
df 
f 

fec(x)*} 

Div°(X) 

{Div/ , / e C ( X ) * } 
0. 

Si u est une forme différentielle de troisième espèce et u G Hi(X,Z), l'intégrale Juu 
est bien définie à un élément de 2i7rZ près correspondant au fait de tourner autour du 
diviseur de a;, ce qui nous fournit une application de l'espace des formes de troisième 
espèce dans Hom(i2i(X, Z), C/2i7rZ). Comme X est une variété abélienne, Hi(X, Z) 
est sans torsion et Hom(iïi(X, Z), C/2inZ) s'identifie à 

Hom(flr1(X,Z),C)/Hom(Hi(X,Z),227rZ) £ PÏc°(X) 

et comme d'autre part, si u = df/f~-, alors Juu G 2z7rZ, l'application de DTE(X) dans 

PÏc°(X) ainsi définie se factorise à travers DTE(X)/{y, / G C{X)*}. 

Proposition 1.7.9. — L'application définie ci-dessus est un isomorphisme 

DTE(X)/{^df/f, / e C(X)*} Pic(X) 
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et le diagramme 

О > П\Х) • DTE(X)/ df 
f 

Div°(X)/{(/)} >0 

id 

0 • ^(X) -> Pic (X) •4Pic°(X) -M) 

est commutatif et est un isomorphisme d'extensions. 

Démonstration. — Grâce au lemme des 5, la seule chose à vérifier est la commutativité 
du diagramme 

DTE(X)/{df/f^} >Div°(X)/{(/)} 

Pic°(X) -+Picu(X) 

Il s'agit donc de vérifier que si ui est une forme différentielle de troisième espèce sur 
X, alors ses deux images dans Pic°(X) coïncident. Soit D le résidu de u. D'après la 

remarque 1.3.16, Il existe une fonction thêta associée à D telle que l'on ait — = pr^-cj. 
Soit <ît un recouvrement ouvert (pour la topologie usuelle) de X tel que 

(a) si U G X, alors pr^x(i7) est la réunion disjointe des translatés d'un ouvert U 
par les éléments de ffi(X, Z), 

(b) si U, V G alors U H V est simplement connexe. 
La première condition implique que prx induit une bijection (bianalytique) de U 
sur U et on notera tu la bijection analytique inverse. Le diviseur D admet alors 

fu = Ootu comme équation sur U, ce qui fait que si l'on pose fuv — ^r- sur £7flV, les 
fu 

(fu,v)u,ve<& forment un cocycle sur 9/ représentant la classe de D dans i/1(X, @x). 
Comme on a supposé Ui)V simplement connexe, il existe g¡j,v holomorphe sur 17H V 
et bien définie à un élément de 2¿7rZ près telle que l'on ait fav = e9u,v et gu,v,w — 
9u,v + gv,w + gw,u est un 2-cocycle sur à valeurs dans 2¿7rZ dont la classe dans 
ií2(X, 2¿7rZ) est celle de D. Comme D est le résidu d'une forme de troisième espèce et 
if2(X, 2¿7rZ) est sans torsion, cette classe est nulle et on peut modifier les gu,v par des 
fonctions constantes à valeur dans 2¿7TZ de telle sorte que l'on ait gu,v+9v,w+9w,u — 
0 sur U H V n W quels que soient U,V,W G . Ceci nous fabrique donc un élément 
de ii1(X, ffx) Qui est bien défini modulo H1 (X, 2inZ) et représente la classe de D 
dans Pic°(X). 

0(i (z)) 
D'autre part, on a fuv{z) — 777—rrv et comme iu{z) — iv(z) est une fonction 

V{iu(z)) 
holomorphe sur U D V à valeurs dans Hi (X, Z) elle est constante et il existe u G 
Hi(X, Z) tel que l'on ait LV(Z) = tu(z) + u quel que soit z G 17D V. Comme de plus, 
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de 

e 
est périodique de période Hi(X,Z), la fonction 

6{z + u) 
8(z) 

est constante, ce qui 

montre que le cocyle formé par les gu,v est en fait à valeurs dans C et nous fournit 
un élément de HX(X, C) qui, compte-tenu de la relation entre LU et 9, n'est autre 
que l'image modulo H1 (X, 2mZ) de u dans HX(X, C) = H^R(X). Ceci permet de 
conclure. 

Remarque 1.7.10. — La proposition 1.7.9 nous fournit une description algébrique 
— 0 —0 

de Pic (X). On peut aussi (cf. [37]) donner une description de Pic (X) en termes 

d'extensions rigidifiées de Alb(X) par Gm (l'application de Pic (X) dans Pic°(X) 
correspondant à oublier la rigidification) ou de fibres en droites sur X munis d'une 
connexion integrable (l'application de Pic (X) dans Pic°(X) correspondant alors à 
oublier la connexion). 

Remarque 1.7.11. — Si on veut étendre les résultats précédents à une variété algé­
brique propre et lisse, on se heurte à la torsion dans les groupes iïi(X, Z) et H2(X, Z). 
Pour y remédier, on introduit le groupe 

Picr(X) = Div ' (X) /{ ( / ) | / eC(X)*} 

que l'on peut aussi voir comme le sous-groupe des éléments de H1 (X, û\) dont l'image 
dans iï2(X, Z) est de torsion et le sous-groupe DTE°(X) des formes différentielles de 
troisième espèce sur X dont le résidu est cohomologiquement trivial {Le. appartient à 
Div°(X)). Le lemme des 5 permet alors de montrer que, si A est la variété d'Albanese 
de X et a : X —y A est un morphisme d'Albanese, le diagramme commutatif 

0 rQ^A) DTE(A)/ 
df 
f 

feC(A)* -^Pic°(A) >0 

a* a* a* 

0 rÇl^X) -+DTE°(X)/{df/f̂  \ feC(X)*} ->Pic°(X) >0 

est un isomorphisme d'extensions. On en déduit une description de l'extension uni­
verselle de Pic°(X) en termes du sous-groupe DTE°(X) du groupe des formes diffé­
rentielles de troisième espèce sur X. 

D'autre part, le sous-groupe Pic°(X) est d'indice fini dans Picr(X) ce qui fait de 
Picr(X) un groupe algébrique commutatif non connexe dont la composante connexe 
de l'élément neutre est Pic°(X) et l'application résidu induit la suite exacte 

0 Sì\X) D T E ( X ) / { | | / G C ( X ) * } PicT(X) —+0, 

ce qui permet de paramétrer les classe de formes de troisième espèce par un groupe 
algébrique non connexe extension de Picr(X) par fî1(X). 
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4. Formes de troisième espèce et fibre de Poincaré 
Proposition 1.7.12. — Si X est une variété abélienne et si on identifie O1 (X) à 
i l^Pic^X), ^piCo(x))* via LDR, alors 

0 —• ^(X) —> PÏc°(X) —• Pic°(X) —+ 0 

est l'extension universelle de Pic°(X). 

Démonstration. — La démonstration utilise le fibre de Poincaré (comme le fait la 
définition de I^R d'ailleurs) et, ayant identifié Pic°(X) à la variété duale X* de X, 
nous reprendrons les notations du paragraphe consacré à ce fibre. En particulier, 0p, 
FXj, wx,j et rjxj désignent les mêmes objets que dans le paragraphe en question. 

Fixons xo € X tel que X* x {xo} ne soit pas inclus dans le support du diviseur 
de 6p. Soient a G X* et 5 G prx\(a). Notons 0p^ la restriction de 6p à a x X. 
La forme différentielle d\og6p^ est invariante par translation par un élément de 
Hi(X,Z) et est l'image réciproque d'une forme différentielle de troisième espèce (j% 
sur X. La forme différentielle Uâ — Sf=i Fxj(ci,XO)OJX,Î est aussi la différentielle 

logarithmique (par rapport à h) de la fonction gs,x(h) = 9pz(x + h) 
9p zA (x + h) 

évaluée en 

h = 0 et comme, si u G #i(X,Z), 
9diAh + u) 

gz x (h) 
ne dépend pas de ft, cette forme 

différentielle ne dépend pas du choix de a ; on la notera ua. Elle ne diffère de W 
que par un élément de fî1(X) ; c'est donc une forme de troisième espèce et comme la 
restriction de F à {a} x X a pour image a dans X* = Pic°(X), l'application a oja 
est une section de l'application naturelle de DTE(X) -> Pic°(X). D'autre part, la 

fonction 
ep,«+0(x) 

0pya(x)6pg(x) 
est invariante par translation par un élément de H\ (X, Z) ; 

on en déduit le fait que uJa+B — wa — UJR ne diffère de 

d 
M 

¿=1 
(Fx,i(a,xo) + Fx,i(0,x0) - FXti(a + /?,x0))u*x,i 

que par la dérivée logarithmique d une fonction rationnelle sur X. 
Finalement, si rj est une forme différentielle de seconde espèce sur X* x X, l'image 

dans H^R(X*) de la restriction de rj à X* x {xo} ne dépend pas du choix de xo 
(considérer un représentant harmonique et donc invariant par translation) et cette 
image n'est autre que la projection de celle de n dans iJ^R(X* x X) = H^R(X*) 0 
H^R(X). On déduit de cette discussion le fait que l'image de r}i,Xo = dFx,i{y, xo) dans 
H^R(X*) ne dépend pas de xo et est égale à la projection de rjx,i sur HX(X*, ûx+), 
c'est-à-dire à r\x,i puisque rjxj G i71(X*, é?x*)> D'autre part, la fonction 

/ (a , J3) = Fx,i(a + 0, x0) - Fx,*(a, x0) - Fx,i(P, x0) 
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n'est autre que l'image réciproque sur X* x X* du système de facteurs rationnel et 
o symétrique sur X* associé à rji,xo, ce qui montre que la classe de Pic (X) est égale à 

- Et=i Vx,i®ux,i G Hl(X*, Ûx*)®^1^), c'est-à-dire à l'identité de Hl(X*, ÛX*Y 
d'après la définition de £dR- Ceci permet de conclure. 

5. La loi de réciprocité pour les intégrales de troisième espèce (bis) 

Si X est une courbe, Pic°(X) est la jacobienne J de X et Pic (X) est l'extension 
universelle J de J. On note logj l'application logarithme (multivaluée) de J dans 
son espace tangent à l'origine qui n'est autre que HlR(J) = H^R(X). D'après la 
proposition 1.7.9, on peut représenter un élément de J par une forme différentielle de 
troisième espèce sur X et, si u est une telle forme, les éléments rj de H^R(X) qui sont 
dans l'image de u par logj sont ceux tels que l'on ait Ju rj — fu UJ G 2inZ quel que soit le 
chemin fermé u sur X évitant les pôles de u. Choisissons alors une base symplectique 
ai,..., ag, bi , . . . , bg de H\ (X, C) et soit Y un polygone obtenu par une découpe de X 
associée à cette base. Si on se restreint aux formes différentielles de troisième espèce 
dont tous les pôles se trouvent à l'intérieur de F, on peut fixer une branche de logj 
en imposant que l'on ait Ju \ogju = JuUJ quel que soit u G {ai, . . . , ap, bi,..., b9}. 
Si on combine alors la formule 1.2.4 et la proposition 1.2.5, on obtient la proposition 
suivante. 

Proposition 1.7.13. — Si UJI,UJ2 sont deux formes différentielles de troisième espèce 
dont les diviseurs sont étrangers et contenus dans Vintérieur de Y', alors on a 

/ t*>i,y - / ^2,у = deg(logj(o;i) U l o g j ^ ) ) mod 2inZ 
JT)iv(u>2) «/Div(o;i) 

Remarque 1.7.14. — Cette loi de réciprocité a une version algébrique qui s'exprime 
via la théorie des bi-extensions (cf. [17] par exemple). 
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CHAPITRE II 

INTÉGRALES ABÉLIENNES p-ADIQUES 

II. 1. Intégration sur les variétés p-adiques 
1. Énoncé du problème. — Dans tout ce chapitre, le mot «localement» se rap­
porte à la topologie p-adique et pas à la topologie rigide (nous n'utiliserons pas cette 
dernière). On dispose des notions habituelles de «fonctions localement analytiques» 
et «fonctions localement méromorphes» et on définit une fonction «localement log-
méromorphe» comme une fonction qui peut s'écrire localement comme un polynôme 
à coefficients méromorphes en des logarithmes de fonctions analytiques, l'application 
logarithme étant celle dont les propriétés sont rappelées ci-dessous. 

Soit K un sous-corps fermé de C p. Rappelons que l'on considère Logp comme une 
indéterminée et le logarithme comme une application localement analytique sur K* 
à valeurs dans Kst = if [Logp] vérifiant les deux identités Log(xy) = Logx + Logy 

et — Log¿ = t~x. Plus généralement, si X est une variété lisse géométriquement 
connexe définie sur K, on note K(X) le corps des fonctions rationnelles sur X et 
K(X)st l'anneau des fonctions sur X à valeurs dans Kst engendré par K(X) et les 
Log/pour f£K(X)*. 

Remarque 11.1.1 
(i) Un élément / de K(X)st n'est pas une fonction définie sur X tout entier, mais il 

existe un ouvert de Zariski U/ non vide sur lequel / est définie et localement analytique 
pour la topologie p-adique. 

(ii) Si on se contente comme dans ce volume de vouloir intégrer une 1-forme dif­
férentielle méromorphe, il est inutile de rajouter des polynômes d'ordre quelconque 
en les Log/; on peut se borner au degré 1. D'un autre côté, si on veut pouvoir un 
jour définir des intégrales itérées, on sera amené à considérer des polynômes d'ordre 
quelconque. 

Si X est une variété lisse définie sur K et u est une 1-forme différentielle rationnelle 
fermée sur X, appelons primitive de UJ une fonction de X(K) dans jFCst définie et 
localement analytique en dehors des pôles de u et dont la différentielle est égale à UJ. 
Comme la topologie p-adique est totalement discontinue, toute 1-forme différentielle 



74 CHAPITRE II. INTÉGRALES ABÉLIENNES p-ADIQUES 

fermée possède une infinité de primitives différant 2 à 2 d'une fonction localement 
constante. Notre but est de montrer qu'une de ces primitives (à une constante près) 
est meilleure que les autres. 

Définition II.1.2. — Une 1-forme différentielle rationnelle u sur X est dite exacte 
s'il existe g G K(X)st tel que u = dg, ce qui équivaut à l'existence de fonctions 
rationnelles /0, / 1 , . . . , fn G K(X)* et de constantes Ai,..., Àn G K telles que l'on ait 

w = dfo + ЕГ=1 Ai dfi 
fi 

Définition IL1.3. — Une théorie de l'intégration sur les variétés algébriques lisses 
définies sur K est dite naturelle si elle satisfait les conditions suivantes : 

(i) Si UJ est une 1-forme différentielle fermée sur X et a G X(K), alors F(x) = f* UJ 
est une fonction localement analytique de x G X(K) à valeurs dans K 0 KLogp 
vérifiant dF = UJ. 

(ii) J^(XiUJi + X2OJ2) = Ai J^OJI + A2 U02 (linéarité de l'intégration). 
(iii) J^UJ = f^uj H- UJ (relation de Chasles). 
(iv) Si UJ — dg (avec g G K(X)st) est exacte, alors f^u = g(b) — g{a)-
(v) Si / : X -> Y est un morphisme de variétés lisses défini sur K, u est une 1-forme 

différentielle fermée sur Y et a et b sont des points de X(K), alors f*u = fj^ u. 

Théorème IL 1.4. — i7 existe une et une seule théorie de l'intégration sur les variétés 
algébriques lisses définies sur K qui soit naturelle. 

Remarque IL 1.5. — On obtient une formulation équivalente pour le caractère natu­
rel de l'intégration p-adique en considérant les primitives des 1-formes différentielles 
fermées (la relation de Chasles permet de passer d'une formulation à l'autre). Plus 
précisément, on dit qu'une intégration sur les variétés algébriques lisses géométrique­
ment connexe est naturelle si à toute 1-forme différentielle fermée u on peut associer 
une primitive / u localement analytique uniquement déterminée à addition d'une 
constante près, telle que les conditions suivantes soient vérifiées. 

(iyd{Ju)=u 
(ii)' / (A1CJ1 + X2U2) = Ai fui -h A2 / cj2-
(iii)' Si u = dg (avec g G K(X)st) est exacte, alors /UJ — g. 
(iv)' Si / : X ~> Y est un morphisme de variétés lisses défini sur K et u est une 

1-forme différentielle fermée sur y, alors / f*w = f* f UJ. 

C'est sous cette forme que nous montrerons le théorème II.1.4. On commence par 
se restreindre aux variétés abéliennes sur lesquelles on dispose du théorème du carré 
pour rigidifier la situation (proposition II. 1.17) puis on utilise les variétés d'Albanese 
pour traiter le cas général. Commençons par vérifier que l'on n'a pas introduit de fonc­
tions localement constantes non-constantes en rajoutant les logarithmes des fonctions 
rationnelles. 
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Définition II.1.6. — Soit X une variété lisse géométriquement connexe définie sur K. 
On dit qu'une sous-if (X)-algèbre A de l'algèbre des fonctions sur X à valeurs dans 
Kst possède la propriété d'unicité du prolongement si quel que soit l'ouvert non vide 
U de X (pour la topologie p-adique), l'application qui à / G A associe sa restriction 
à U est injective. 

Autrement dit, A possède la propriété d'unicité du prolongement si et seulement si 
une fonction / G A telle qu'il existe un ouvert U non vide de X sur lequel on a / = 0 
est identiquement nulle sur X. En particulier, si A possède la propriété de l'unicité 
du prolongement, les seules fonctions localement constantes appartenant à A sont les 
fonctions constantes. Remarquons aussi que si A possède la propriété d'unicité du 
prolongement, alors A est intègre et son corps des fractions la possède aussi. 

Lemme IL1.7. — Soient X une variété lisse de dimension d définie sur K, (u)\,..., Ud) 
une base de ^1K^X)/K SUR-^PO et d±,... ,dd les opérateurs différentiels de degré 1 dé­
finis par df = Y^dj=\(djf)wi. Soit A une sous-K(X)-algèbre de Valgèbre des fonctions 
localement log-méromorphes sur X possédant la propriété d'unicité du prolongement 
et qui est stable par di,...,dd- Finalement, soit {fi)i£i une famille de fonctions lo­
calement log-méromorphe sur X vérifiant les propriétés suivantes. 

(i) Si i G I et j G {1 , . . . , d}, alors djfi G A. 
(ii) Si g £ A et (a )̂iG/ est une famille d'éléments presque tous nuls de K vérifiant 

Yliei aidfi + dg = 0, alors g = 0 et ai = 0 quel que soit i G /. 
Alors la sous-algèbre B de l'algèbre des fonctions localement log-méromorphes engren-
drée par A et les fi possède la propriété d'unicité du prolongement. 

Démonstration. — Soit / G B. On peut trouver une sous-famille finie des fi telle que / 
soit élément de l'algèbre engendrée par A et cette sous-famille, ce qui fait que quitte à 
renuméroter les éléments, on peut supposer / = {1 , . . . , n}. Si k = (ki,..., kn) G Nn, 
posons |k| = k\ + • • • + kn et munissons Nn d'une relation d'ordre total •< telle que 
si h et k sont deux éléments de Nn vérifiant |h| < |k|, alors h ^ k. Nous allons 
montrer par récurrence sur k (pour cette relation d'ordre) que si une famille (ûh)h^k 
d'éléments du corps des fractions de A est telle qu'il existe un ouvert non vide U de 
X sur lequel la fonction / = Xlh^k ah/i1 " ' flf est identiquement nulle, alors ah = 0 
quel que soit h •< k. 

Si k = (0, . . . ,0) , cela résulte du fait que A possède la propriété d'unicité du 
prolongement. Si k ^ (0,... ,0), et a^ = 0, on peut conclure en utilisant l'hypothèse 
de récurrence. Si aj ^ 0, quitte à tout diviser par ak, on peut supposer que ak G K. 
Comme djfi G A, on peut appliquer l'hypothèse de récurrence à chacune des fonctions 
djf. On en déduit le fait, considérant les termes dont le degré total dans djf en 
/ij--->/n est égal à |k|, que l'on a da^ — 0 et donc ah G K si |h| = |k|. Soit 
i G {1 , . . . , n} tel que ki ^ 0 et soit h0 = (Zi,..., Zn)5 où l'on a posé lj = kj si j ^ i et 
h = ki - 1. L'hypothèse de récurrence appliquée aux fonctions djf implique l'égalité 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 1998 



76 CHAPITRE IL INTÉGRALES ABÉLIENNES p-ADIQUES 

Z)j=i((? + l)a(h,...,ij+i1...,in)dfj + ddho = 0 et donc, d'après la propriété (ii) de la 
famille (/»)»€/, que o>(ill...iij+ii...iin) = 0, quel que soit j G {1 , . . . ,n}. Pour j = z, ceci 
nous donne ak = 0, ce qui permet de conclure. 

Corollaire II.1.8. — Si X est une variété lisse géométriquement connexe définie sur 
K, alors K(X)st possède la propriété d'unicité du prolongement. 

Démonstration. — Il suffît d'appliquer le lemme précédent au cas où A = K(X) et 
(fi = Loggi)iei où (gi)iei est une base d'un supplémentaire des constantes dans le 
Q-espace vectoriel Q®K(X)* ; la propriété (i) étant alors une évidence et la propriété 
(ii) se vérifiant en considérant le résidu de la forme différentielle ^2ieI CLidfi + dg = 0. 

2. Le cas des variétés abéliennes. — Dans ce paragraphe, nous supposerons que 
X est une variété abélienne. La loi d'addition sur X sera notée © et, si n G N, l'endo-
morphisme « multiplication par n » sera noté [n]. Les résultats et démonstrations se 
trouvent déjà en grande partie dans [18] ; nous les reproduisons ici pour la commodité 
du lecteur. Il y a quand même une différence sensible de point de vue entre [18] et le 
présent volume : dans [18], on utilisait abondamment des résultats de la théorie des 
variétés abéliennes sur C qui sont ici remplacés par le théorème du cube comme dans 
[19], ce qui rend les choses un peu plus p-adiques mais aussi un peu plus lourdes. La 
raison pour laquelle tout marche si bien en p-adique est le théorème suivant. 

Théorème H. 1.9. — Soit X une variété abélienne définie sur K. 
(i) Les sous-groupes ouverts de X(K) forment un système fondamental de voisi­

nages de l'origine pour la topologie p-adique. 
(ii) Si V est un sous-groupe ouvert de X(K), alors X(K)/V est un groupe de 

torsion. 

Démonstration. — Il s'agit du théorème 4.1 de [15]. La démonstration donnée par 
Coleman utilise le théorème d'uniformisation p-adique de Raynaud [40]. La démons­
tration que nous allons en donner est basée sur des considérations topologiques élé­
mentaires. 

Soient d la dimension de X et u\,..., Ud une base des formes différentielles ho-
lomorphes sur X. Soit A¿ la primitive formelle de uj{ s'annulant en 0. Il existe un 
voisinage Vb de 0 sur lequel les A¿ convergent et tel que l'application x -» \(x) = 
(Ai(#),..., Xd(x)) induise un homéomorphisme de V sur un voisinage de l'origine 
dans Kd. Soit So > 0 tel que la boule ouverte JBd(0,¿o) C Kd soit contenue dans 
A(Vb). D'autre part, les formes holomorphes étant invariantes par translation, on en 
déduit le fait que si S G ]0, <J0[, alors A-1 induit un isomorphisme analytique de groupes 
de Bd(0,ô) sur un sous-groupe Vs de X(K). Comme de plus, A-1 est un homéomor­
phisme et comme les Bd(0,ô) forment une base de voisinages de 0 dans Kn, si V est 
un voisinage de 0 dans X(K), il existe S > 0 tel que V contienne Vs, ce qui permet 
de démontrer le (i). 
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Pour démontrer le (ii), remarquons que l'on peut se contenter de traiter le cas où 
K = Cp. En effet, d'après le (i), il existe ô > 0 tel que V contienne Vs = Vs(K) = 
Vfi(Cp) f)X(K) et X{K)/V est un quotient de X(K)/Vs qui est un sous-groupe de 
X(Cp)/Vs(Cp) et ce dernier est de torsion si le (ii) est vrai dans le cas où K = Cp. 

Supposons donc K = Cp mais que X est définie sur une extension finie L de Qp. 
Le groupe X(Qp) est la réunion de X(M) où M parcourt les extensions finies de L 
contenues dans Qp. Si V est un sous-groupe ouvert de X(K), et M est une extension 
finie de L, alors VÇ]X(M) est un sous-groupe ouvert de X(M) qui est compact et 
X(M)/(Vf]X(M)) est donc un groupe fini. Maintenant X(Qp)/(V f| X'(Qp)) étant 
la réunion des X(L)/(V f] X(L)) est un groupe de torsion et comme Qp est dense 
dans K, on a X(K)/V = X (Qp) / (V f) X (Qp)), ce qui permet de conclure. 

Si X n'est pas défini sur Qp, on prend un plongement projectif de X et on note A 
la sous-Qp-algèbre de Cp engendrée par les coefficients des polynômes définissant X 
et la loi de groupe sur X. Alors X donne naissance à un schéma abélien projectif x 
sur S — Spec A et X correspond à la fibre XSQ de 3£ en un point s0 de S(CP). D'après 
le corollaire B.3.3 de l'appendice B, quel que soit le sous-groupe ouvert V de XSo, 
il existe une boule contenant so telle que, si s appartient à cette boule, il existe un 
sous-groupe ouvert Vs de XS(CP) tel que les groupes XS(CP)/VS et XSo(Cp)/V soient 
isomorphes. Comme Qp est dense dans Cp, on peut choisir s G S(Qp) et se ramener 
au cas où X est défini sur une extension finie de Qp, ce qui termine la démonstration. 

Proposition-Définition IL 1.10. — Soit X une variété abélienne de dimension d définie 
sur Cp. Soient ¿0 > 0 et V un sous-groupe ouvert de X(CP) muni d'un isomorphisme 
analytique i deV sur la boule ouvert Bd(0, ô0) de C9p muni de la norme \\ \\ du sup. Si 
d : X(CP) x X{Cp) -> R est la fonction définie par d(x, y) = \\L(X — y)\\ si x — y E V 
et d(x,y) = ôo si x — y £ V, alors d est une distance ultramétrique sur X{CP) 
invariante par translation. On appellera distance admissible sur X une distance sur 
X(CP) obtenue par ce procédé. 

Démonstration. — Appendice A, proposition A.7.1. 

Remarque II.l.11 
(i) Par construction, si d est une distance admissible sur X et si ôx désigne le 

diamètre de X(CP), alors la boule ouverte 5(0,ôx) de X(CP) est un sous-groupe 
muni d'une isométrie analytique sur la boule B(0, Sx) de Cp. 

(ii) La démonstration du (i) du théorème II. 1.9 permet de montrer qu'il existe des 
distances admissibles sur toute variété abélienne. 

(iii) Si X a bonne réduction et donc se prolonge en un ÛQP -schéma en groupes 
propre et lisse, il y a un choix naturel de distance admissible qui consiste à prendre 
pour V le noyau de la réduction modulo l'idéal maximal de ûcp qui est isomorphe 
analytiquement à la boule ouverte de rayon 1. Pour ce choix de distance admissible, 
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deux points de X ont une distance strictement inférieure à 1 si et seulement si ils ont 
même réduction modulo p. 

Définition II.1.12. — Un morphisme de groupes de X(K) dans K qui est localement 
analytique sera appelé un logarithme de X. 

LemmeH.1.13. — L'application qui à un logarithme A associe sa différentielle induit 
un isomorphisme de K-espaces vectoriels de l'ensemble des logarithmes de X sur 
H°(X, flx)- Siuj e H°(X, Ùx)> Ie logarithme de X associé à UJ par cet isomorphisme 
sera noté A .̂ 

Démonstration. — Si À est un logarithme de X, sa différentielle est invariante sur X 
et nous définit donc un élément de H°(X, Six). Réciproquement, si u G H°(X,tlx), 
soit Ào; la primitive formelle de UJ s'annulant en 0. D'après la démonstration du (i) du 
théorème IL 1.9, il existe un sous-groupe ouvert V de X(K) sur lequel Ao, converge 
et Au, induit un morphisme de groupes de V dans K. D'après le (ii) du théorème 
II.1.9, le groupe X(K)/V est de torsion et Aw se prolonge de manière unique en un 

morphisme de groupes de X(K) dans K donné par la formule \w(x) — —Xu([n]x) 
si [n]x G V. Cette dernière formule permet de montrer que Â  est analytique sur X 
puisqu'elle l'est sur V, ce qui termine la démonstration. 

Remarque IL 1.14. — Cette technique de prolongement du logarithme apparaît déjà 
dans [8]. 

Soient G un groupe commutatif et W un Q-espace vectoriel. Si / est une fonction 
de G à valeurs dans W, définissons par récurrence une suite de fonctions /M : Gn+1 -» 
Cp en posant f0 = / et en définissant /M, si n > 1, par la formule 

fW(x,hlt...,hn) = fn-l\x + hn,h1,...,hn-i) - f[n~1](x,hu...,hn-г). 
Remarquons qu'une application de la forme f^(x, foi,..., hn) est symétrique en 
foi,..., fon et vérifie la relation de cocycle 

(II.1.15) g(x, h0 + foi,..., fon) = g(x + fo0, foi,..., fo„) + g(x, fo0, h2l..., hn). 

Théorème 11.1.16. — Soient X une variété abélienne définie sur Cp et g(x, foi,..., fon) 
une fonction localement log-méromorphe sur X(Cp)n+1, symétrique en foi,..., fon et 
vérifiant la relation de cocycle II. 1.15. Alors il existe une fonction f localement log-
méromorphe sur X(CP) unique à addition près d'un polynôme de degré < n — 1 en 
les logarithmes de X, telle que l'on ait g — f^. De plus, les singularités de f sont 
du même type que celles de g. 

Avant de faire la démonstration de ce théorème, nous allons en déduire un certain 
nombre de conséquences. Si n est un entier > 1 et / est une partie de { l , . . . , n} , 
notons raj : Xn+1 ->• X l'application qui à (x, foi,..., fon) associe x © (©ie/^i)- Si 
a est une forme différentielle, une fonction ou un diviseur sur X, posons An a = 
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S/c{i,...,n} (—l)n-1 m:a. En particulier, si / est une fonction sur X, alors A M/ = 
/Inl. Si CJ est une l-forme différentielle rationnelle fermée sur X, la forme différentielle 
ujl2] = A^u; est exacte sur X3 d'après le théorème du carré (corollaire 1.3.17). Comme 
sa restriction à X x {0} x {0} est nulle, ses primitives (éléments de K(X3)st) sont 
constantes sur X x {0} x {0}. On note Fw[2\ l'élément de K(X3)st vérifiant dF^w = OJ№ 
etFw[2](a:,0,0) = 0. 

Si on veut que l'intégration p-adique soit naturelle, on doit avoir (f w)^ = f u№ 
à constante près. Comme une fonction de la forme f^2(x,hi, h2) s'annule si h\ — 
h2 = 0, on voit que si l'on veut que l'intégration p-adique soit naturelle, on doit 
avoir (f a;)'2' = F^. La proposition suivante montre que cela rigidifie suffisamment 
la situation pour garantir l'unicité de / UJ. 

Proposition IL 1.17. — Si OJ est une l-forme rationnelle fermée sur X, il existe une 
fonction Fu localement log-méromorphe sur X, unique à addition d'une constante 
près, vérifiant 

(i) dFu = u 

(ü)F¿2l=Fwlaj. 
De plus, si f G K(X)st et UJ = df, alors Fu — f et si g : X -> Y est un morphisme 
de variétés abéliennes et u est une l-forme différentielle fermée sur Y, alors Fg+u = 
9*F„. 

Démonstration. — La condition (i) détermine F^ à addition d'une fonction localement 
constante près et la condition (ii) à addition d'un polynôme de degré < 1 en les loga­
rithmes de X ; d'où l'unicité à addition d'une constante près. La fin de la proposition 
étant une conséquence immédiate de l'unicité, il ne reste plus qu'à établir l'existence 
d'une fonction répondant aux conditions (i) et (ii). Les fonctions F^w (x, h0Qhi, h2) — 
Fu[2](x © h0, hi,h2) - Fu[2](x, h0, h2) et i^pq(x, hi,h2) - F^m(x, h2,hi) s'annulent si 
h\ = h2 = 0 et ont une différentielle nulle ; elles sont donc identiquement nulles et 
on est dans les conditions d'application du théorème IL 1.16. On en déduit l'existence 
d'une fonction F localement log-méromorphe sur X, unique à addition près d'un 
polynôme de degré < 1 en les logarithmes de X, vérifiant F^ = F^p). La forme diffé­
rentielle rj = dF — LJ vérifie rj№ = 0 et est donc invariante et la fonction F^ — F — \v 
est une solution de notre problème, ce qui permet de conclure. 

Remarque IL1.18. — Si u; est holomorphe, le logarithme Ào, correspond au choix de 
Fw s'annulant en 0. 

Soient X une variété abélienne définie sur K et D un diviseur de X. Le théorème 
du cube (corollaire 1.3.18) implique que le diviseur A^D de X4 est principal. Une 
fonction rationnelle sur X4 dont le diviseur est égal à A'3'i) est constante sur 

(X3 x {0}) U (X2 x {0} x X) U (X x {0} x X2) 
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et on note f$y la fonction rationnelle sur X4 dont le diviseur est égal à A^D et dont 
la restriction à 

(Xs x {0}) U (X2 x {0} x X) U (X x {0} x X2) 

est égale à 1. 

Proposition IL 1.19. — II existe une fonction GD appelée fonction de Green du 
diviseur D qui est unique à addition près d'un polynôme de degré < 2 en les loga­
rithmes de X, localement log-méromorphe sur X et qui vérifie l'équation fonctionnelle 
G ^ = LogfpK De plus, GD est localement analytique en dehors de D et a une sin­
gularité logarithmique le long de D. 

Démonstration. — La fonction fff est symétrique en hi,h2,h3 et vérifie la relation 
de cocycle 

f<D\x,h0®h1,h2,h3) = fo4d\x®ho,h1,h2,h3)f<£\x,ho,h2,h3), 

comme on le constate en comparant les diviseurs des fonctions en présence et en 
utilisant le fait que la restriction de f%] à (X3 x {0}) \J(X2 x {0} x X) |J(X x {0} x X2) 
est égale à 1. On est donc dans les conditions d'application du théorème II. 1.16 et 
l'existence de GD et son unicité à addition près d'un polynôme de degré < 2 en les 
logarithmes de X en découlent. Le complément concernant les singularités de GD 
s'obtient en remarquant que l'on peut lire les singularités de GD à partir de celles de 
Gg]=Log/£>. 

Proposition II.1.20. — Soient X une variété abélienne définie sur K C Cp et d une 
dérivation invariante sur X. Si D est un diviseur de X et GD est une fonction de 
Green de D, alors la forme différentielle UJD,Ô = d(dGD) est une forme différentielle 
de seconde espèce sur X. 

Démonstration. — Soit dh3 [resp. dh2] l'opérateur différentiel d [resp. la différentielle] 
en la variable h3 [resp. /12]. La fonction {ÔGD)^ est la restriction à h3 = 0 de la 
fonction dh3 Logfffi ; c'est donc une fonction rationnelle sur Xs. On en déduit le fait 
que ÔGD est localement méromorphe. De même, la forme différentielle (JQQ est la 

restriction à /12 = h3 = 0 de la forme différentielle d/l2(9/l3 L o g / ^ ) ; c'est donc une 
forme différentielle rationnelle sur X2. D'autre part, si u est une forme différentielle 
sur X et si i : X - X2 est l'application qui à x associe (©£,#), alors UJ = — i*u№ à 
addition près d'une forme différentielle invariante. On en déduit le fait que UJD,Ô est 
une forme différentielle rationnelle ; sa primitive étant localement méromorphe, elle 
est de seconde espèce, ce qu'il fallait démontrer. 

Proposition IL 1.21. — Soient X une variété abélienne définie sur K C Cp, D un 
diviseur de X, GD une fonction de Green de D et a,b £ X(K). 
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(i) Si F est une fonction rationnelle sur X de diviseur (DGaGb) — (DGa) — (DGb)-\-
D, alors la fonction A(x) = G#(x©a©&) —Gi?(x©a) —Gi)(x©&)-|-G£>(x) —LogF(x) 
est constante sur X. 

(ii) Si UJ est une forme différentielle de troisième espèce sur X dont le diviseur des 
résidus est égal à (D © a) — (D Gb), alors les fonctions Gz>(x © a) — GD(X G b) et 
JXUJ diffèrent d'un polynôme de degré < 1 en les logarithmes de X. 

Démonstration. — (i) La fonction G^ (0, x, a, b) est le logarithme d'une fonction ra­
tionnelle de x, a et b. On en déduit le fait que h est le logarithme d'une fonction 
rationnelle en x et il suffit de calculer le diviseur de cette fonction pour conclure. 

(ii) Soit f(x) = GD(xGa)-GD(xGb)- JX uw. Par construction, A ^ / G K(Xs)st. 
D'autre part, df est holomorphe comme le montre le calcul de son diviseur; on en 
déduit le fait que A'2' / est constante et donc nulle car nulle en (x, 0,0), ce qui permet 
de conclure. 

Revenons à la démonstration du théorème II.l. 16. On tire de la relation de cocycle 
II. 1.15 et de la symétrie de #(x, Ai,. . . , hn) en les variables Ai,.. . , An, le fait que 
si g est localement analytique autour du point (xo,... ,xn), alors il en est de même 
autour du point (xo © x«, x i , . . . , x;_i, 0, x*+i,..., xn) et donc que g est localement 
analytique autour du point (xo © • • • © xn, 0, . . . , 0). Une fonction localement log-
méromorphe étant localement analytique autour de presque tout point, l'argument 
précédent montre qu'il existe a G X(CP) tel que la fonction ga définie par 

9a(x, Ai,. . . , An) = g(a © x, Ai,.. . , An) 

soit analytique sur sur un voisinage de (0,. . . , 0). La fonction ga est encore symétrique 
en les variables Ai,.. . , An et vérifie la relation de cocycle II. 1.15 et l'application qui 
à / associe fa définie par /a(x) = /(x © a), induit un isomorphisme de l'espace des 
solutions de l'équation /M = g sur celui des solutions de l'équation f[n^ = ga et 
conserve l'espace des polynômes de degré < n — 1 en les logarithmes de X. On peut 
donc, quitte à remplacer g par ga, supposer que g est analytique dans un voisinage 
de (0,...,0). 

Il existe alors ô > 0 tel que g soit analytique sur V̂ n+1 (cf. démonstration du 
théorème IL 1.9 (i) pour la définition de Vs). Si on veut pouvoir résoudre l'équation 
/M = g sur Xn+1, il faut a fortiori être capable de résoudre cette équation sur V n̂+1. 
Or, par construction, Vs C X(K) est analytiquement isomorphe en tant que groupe à 
la boule Bd(0,6) de Cp ; cet isomorphisme envoyant une base des logarithmes de X sur 
les applications coordonnées. Nous sommes donc amené à étudier l'équation /Inl = g 
sur Bd(0,S)n+1. Nous noterons xi,...,Xd les coordonnées de x et A^i,..., A^, si 
i G {1 , . . . , n}, celles de h{. 

Proposition IL1.22. — Si g(x, Ai,. . . , An) est une fonction analytique sur Bd(0,5)n+1 
à valeurs dans K symétrique en Ai,. . . , An et vérifiant la relation de cocycle IL 1.15, 
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alors il existe une fonction analytique f(x) de Bd(0,ô) dans Cp, unique à addition 
près d'un polynôme de degré < n — 1 en xi,...,Xd, telle que Von ait g = /M. 

Démonstration. — La démonstration se fait par récurrence sur n. Si n = 0, il n'y a 
rien à démontrer. Si n = 1, les solutions de l'équation /M = g sont de la forme f(x) = 
—g(x, —x) + C, d'où le résultat. Si n > 2 et i G {1 , . . . , d}, soit gi(x, foi,..., fon-i) 
[resp. gij(x, foi,..., /in-2)] la valeur en fon = 0 [resp. fon = /in-i = 0] de 9 

9/in,t 
0 [resp. 

d 
dhUii 

d 
dhn-i j 

-g]. Si / est une solution de l'équation /M = g et si z G i l , . . . , d}. la 

fonction fi = 9 
dx 

/ est solution de l'équation fi\ (n-1 — gi. D'autre part, les relations 
de symétrie et de cocycle satisfaites par g se traduisent en des relations analogues pour 
chacune des fonctions g\. On déduit donc de l'hypothèse de récurrence l'existence de 
fonctions analytiques F» : Bd(0,ô) -» Cp telles que l'on ait gi = F \U~1^ et qui sont 
uniques à addition près de polynômes de degré < n — 2 en a?i,..., Xd> On déduit de 
l'identité F\n~^ = gi la formule FJ™~2' = 9ij et comme gij = g^i, l'hypothèse de 
récurrence implique que Fij — Fjj est un polynôme de degré < n — 3 en xi,... ,Xd> 
D'autre part, la forme différentielle M I < J ^ ^ ( F i j — Fjj)dxi A dxj est fermée et à coef­
ficients polynomiaux ; on peut donc trouver des polynômes Pi de degré < n — 2 tels 
que l'on ait Z)i<j(^,i ~ Fj,i)dxi A dxj = d(^=1 Pidxi). Soit fi = Fi -h Pi. Comme 
le degré de Pi est inférieur ou égal à n — 2, on a /]n_1^ = FJn-1' = gi et comme 
la forme différentielle Yl1i=i fidxi est fermée ; on peut trouver une fonction / analy­
tique sur Bd(0,S) vérifiant df = ^=1(fi)dxi. Soit g' — g - f^n\ Comme le degré 

des Pi est < n — 2, la valeur en hn = 0 de d 
dhn. 

g1 qui est égale à gi — f\n J est 

identiquement nulle et la fonction g' ne dépend pas de hn. Comme d'autre part, elle 
vaut 0 si hn = 0, elle est identiquement nulle et g = f№. Finalement, pour montrer 
que les seules solutions de l'équation f^ = 0 sont les polynômes de degré < n — 1, 
il suffit de reprendre la démonstration précédente en remarquant que l'hypothèse de 
récurrence implique que les Fi sont des polynômes de degré < n — 2 et comme il en 
est de même des i^, l'équation différentielle df = ]Cf=1CFi + ^i)dxi implique que / 
est un polynôme de degré < n — 1. Réciproquement, ces polynômes sont des solutions 
évidentes de l'équation /M = 0. 

Proposition IL 1.23. — Soient G un groupe abélien, W un Q-espace vectoriel et 
g(x, foi,..., fon) une application de Gn+1 dans W vérifiant la relation de cocycle II.1.15 
et symétrique en foi,...,fon. Soient H un sous-groupe de G tel que le groupe G/H 
soit de torsion et f : H -> W telle que la restriction de g à Hn+1 soit égale à /W. 
Alors f a un unique prolongement fo 'G -ïW dont la restriction à H est égale à f 
et qui vérifie fjfl = g sur Gn+1. De plus, si x G G etl G N — {0} est tel que [l]x G H, 
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alors /G(#) est donné par la formule 

(II.1.24) /g(*) = 5>ff([*]; |x,£,... ,x) -^2akf([kl]x), 
k k 

où les afc G Q ont été choisis de telle sorte que le polynôme T + J2k akTlk ait un zéro 
d'ordre au moins n enT = 1 et ^2k buTk est le quotient deT + al£ par (T — l)n. 

Démonstration. — Voir appendice C. 

Le théorème IL 1.16 se déduit en appliquant cette proposition au cas particulier où 
G = X(K) et H = Vs, la proposition II.1.22 permettant d'étudier l'équation /M = g 
sur Vp+1. La régularité de / est la même que celle de g comme le montre la for­
mule II. 1.24, puisque / est localement analytique sur Vs. Le même genre d'arguments 
permet de démontrer la proposition suivante : 

Proposition IL 1.25. — Soit g G K(Xn+1)st symétrique en les n dernières va­
riables et vérifiant la relation de cocycle II. 1.15 et soit f une fonction localement 
log-méromorphe sur X solution de Véquation f^ = g. Soient d une distance admis­
sible sur X, a G X(K) et ô > 0. S'il existe une fonction fs log-méromorphe sur 
B(a,ô) coïncidant avec f sur un voisinage (pour la topologie p-adique) de a, alors la 
restriction de f à B(0,S) est égale à fs. 

Démonstration. — Quitte à remplacer / par la fonction fa définie par fa(x) = /(a0x), 
on peut supposer que a = 0, ce que nous ferons. Par hypothèse, il existe S' G ]0, ô[ tel 
que l'on ait f = fs sur B(0, S'). La fonction g — /|n' est donc identiquement nulle sur 
JB(0,(J,)n+1 et log-méromorphe sur B(0,ô)n+1 ; elle est donc identiquement nulle sur 
J3(0,(5)n+1 (variante du corollaire II. 1.8; la démonstration du lemme II.1.7 s'étend 
sans difficulté à ce cas) et l'égalité f = fs sur B(Q,S) se déduit de la proposition 
II.1.23 appliquée à G = B(0,S) et H = B(0,S'). 

3. Le cas général. — Si y est une variété lisse définie sur K, soit H1 (Y) le quotient 
du X-espace vectoriel des 1-formes différentielles fermées par celui des formes exactes 
(au sens de la définition IL 1.2). 

Soient X une variété lisse connexe définie sur K et Alb(X) sa variété d'Albanese. 
On suppose X(K) non vide sinon le problème de l'intégration sur X{K) ne se pose 
pas ; on peut donc trouver un morphisme d'Albanese ax : X Alb(X) défini sur K. 

Lemme 11.1.26. — Si X est une variété lisse et connexe définie sur K et ax est 
un morphisme d'Albanese de X dans Albx, alors ax induit un isomorphisme de 
H1{k\b{X)) surHx{X). 

Démonstration. — On peut utiliser le théorème de résolution des singularités d'Hiro-
naka pour compactifier X en une variété lisse X. Une forme différentielle UJ rationnelle 
sur X se prolonge de manière unique en une forme différentielle Jjj sur X et UJ est fer­
mée (resp. exacte) si et seulement si cJ l'est. Ceci montre que si l'on note t l'injection 
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de X dans X, alors i* induit un isomorphisme de HX(X) sur HX(X). Comme d'autre 
part, k\b(i) induit un isomorphisme de Alb(X) sur Alb(X) (cf. remarque 1.5.11), on 
peut se ramener au cas où X = X, c'est-à-dire supposer que X est propre. 

Dans ce cas, on déduit du corollaire 1.1.16 la suite exacte 

0 —> H\R(X) —y H1(X) —>K® Pic°(X) ^ 0, 

l'application de HX(X) dans K 0 Pic°(X) étant induite par l'application qui à une 
forme différentielle fermée associe son résidu. Le lemme est alors une conséquence 
du fait que ax induit un isomorphisme entre H\R(A\b(X)) et H^R(X) et entre 
Pic°(Alb(X)) et Pic°(X) (cf. propositions 1.5.3 et 1.5.15). 

Soit UJ une 1-forme différentielle fermée sur X et a G X(K) n'étant pas un pôle de 

UJ. D'après le lemme précédent, on peut écrire UJ = axrj + dfo + $̂ ¿=1 ̂ ¿"7^ ou V est 

une 1-forme différentielle fermée sur Alb(X) bien définie à addition près d'une forme 
différentielle exacte et les fi sont des fonctions rationnelles sur X. 

LemmeIL1.27. — La fonction Fw = axFn + /o + Si=i ^Log / j , définie pour 

x G X(K) n'appartenant pas à un pôle de axrj, f0 ou ^ si 1 < i < r, se prolonge par 

continuité sur le complémentaire des pôles de UJ en une fonction localement analytique 
ne dépendant pas du choix de la décomposition de UJ et vérifiant l'équation dF^ = UJ. 

Démonstration. — Soient n' +go + Yl*=i lJLi~^L une autre décomposition de UJ et F^ la 

fonction correspondante. Comme a*x est un isomorphisme de H 1(A\h(X)) sur H 1(X), 
on en déduit le fait que n — rjf est exacte et donc, d'après la proposition II.1.17, que 
ax J(n — n') G K(X)st. Mais alors la fonction F^ — F„ est un élément de K(X)st 
dont la différentielle est nulle ; elle est donc constante. Ceci montre que Fu ne dépend 
pas (à constante près) du choix de la décomposition de UJ. Pour montrer que Fu^a 
s'étend par continuité au complémentaire des pôles de UJ, il suffit de montrer que si 
x G X(K) n'est pas un pôle de UJ, on peut trouver une décomposition de UJ dont les 
pôles apparents ne contiennent pas x ce qui résulte des lemmes de déplacement usuels. 
Finalement, dF^ = UJ par construction et grâce au (i) de la proposition II. 1.17. 

Si on veut que l'intégration p-adique soit naturelle, on doit poser J UJ = Fu, ce qui 
prouve déjà l'unicité (si elle existe) d'une intégration naturelle. Le lemme précédent 
et la proposition II. 1.17 montrent que l'intégration définie de cette manière satisfait 
aux propriétés (i)', (h)' et (iii)'. Il ne nous reste plus qu'à vérifier sa compatibilité 
aux morphismes. Soit donc F : X —y Y un morphisme de variétés lisses. Choisissons 
des morphismes d'Albanese ax : X -» Alb(X) et ay : Y -y Alb(F). Par la propriété 
universelle de la variété d'Albanese, il existe une application ap : Alb(X) Alb(F) 
telle que l'on ait ap °Q>x = ay°F. Soit maintenant UJ une 1-forme différentielle fermée 
sur Y. Il existe rj sur Alb(X) telle que UJ — ayï] soit exacte, mais alors F*UJ — a*xa*Fr) 
est aussi exacte et donc, par construction, la fonction f F*UJ — ax J a^n appartient à 
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K(X)st. D'autre part, l'intégration sur les variétés abéliennes étant compatible avec 
les morphismes entre variétés abéliennes (proposition II.1.17), on a / aFn = a*F f 77 
d'où l'on tire a*x fa*Fr) = (dp o ax)* J V = {&Y 0 F)* f 77 et comme (oy o F)* J n 
diffère de F* f OJ par un élément de K(X)st (par construction de f UJ), on en tire le 
fait que la fonction J F*UJ — F* J UJ appartient à K(X)st et donc est constante car sa 
différentielle est nulle. Ceci permet de conclure. 

Proposition IL 1.28. — Si X est une variété lisse géométriquement connexe définie sur 
K, alors la sous-K(X)-algèbre de Valgèbre des fonctions localement log-méromorphe 
sur X, engendrée par les intégrales de seconde espèce et les fonctions de Green des 
diviseurs de X provenant de la variété d'Albanese de X, possède la propriété d'unicité 
du prolongement 

Démonstration. — On commence par montrer que l'algèbre B engendrée par les inté­
grales de seconde espèce possède la propriété d'unicité du prolongement en appliquant 
le lemme II. 1.7 à A = K(X) et en prenant pour (/»)»€/ une base de H^R(X). Puis 
on démontre la proposition en appliquant le lemme II. 1.7 à B et en prenant pour / 
une base sur Q du sous-Q espace vectoriel de Q (8) Div(X) engendré par les diviseurs 
provenant de Alb(X) et pour fi, si i G /, une fonction de Green associée au diviseur 
i. La propriété (i) est alors une conséquence du fait que les dérivées d'une fonction de 
Green sont des intégrales de seconde espèce (proposition IL 1.20) et la propriété (ii) se 
démontre en considérant le diviseur des résidus de la forme différentielle ]TV aidfi-\-dg 
(celui de dg est nul car g est localement méromorphe si g £ B). 

4. Le point de vue de Zarhin. — D'après un théorème de Chevalley, tout groupe 
algébrique commutatif est extension d'une variété abélienne par un groupe linéaire. 
Utilisant ce théorème et un théorème de Coleman (théorème II. 1.9 dans ce volume), 
Zarhin montre [49, 50] qu'une fois choisie une branche du logarithme p-adique, il 
y a une manière canonique d'associer à une 1-forme différentielle invariante UJ sur 
un groupe algébrique commutatif G une primitive yw de UJ qui est un logarithme 
de G (i.e. qui vérifie \UJ(X 0 y) = Xu(x) + XUJ(y) si x,y G G). Avec le point de vue 
développé dans ce volume, au lieu de choisir une branche du logarithme p-adique, on 
peut considérer la fonction Log à valeurs dans Kst et la construction de Zarhin permet 
de retrouver la primitive de UJ (telle qu'elle est donnée par le théorème II. 1.4 et la 
remarque II. 1.5) s'annulant en l'élément neutre de G. Pour définir la primitive d'une 
1-forme différentielle fermée sur une variété lisse quelconque, on peut alors utiliser 
le fait qu'une telle forme peut toujours s'obtenir comme image inverse d'une 1-forme 
différentielle invariante sur un groupe algébrique convenable (proposition 1.6.23) et 
pour vérifier que le résultat ne dépend pas des choix que l'on a fait, Zarhin remplace 
la fonctorialité d'Albanese utilisée dans ce volume par les résultats de [21]. 
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II.2. Intégration p-adique sur les courbes 

1. Intégrales de première et seconde espèces. — Soit K un sous-corps fermé 
de Cp. Soient X une courbe algébrique de genre g > 1 définie sur K et J = Pic°(X) sa 
jacobienne. Choisissons un point Po de X et soit i : X —y J l'application qui à P G X 
associe la classe du diviseur P — P0 ; cette application nous permet d'identifier X à 
une sous-variété de J et l'application ¿* : H^R(J) —> H\R(X) est un isomorphisme, 
ce qui nous permet d'identifier ces 2 groupes de cohomologie. Soit (uj\,... ,ujg) une 
base de H°(J, fîj) et (d\,..., 95) la base des dérivations invariantes sur J duale de 
(ui,... ,0^). Soient Ai,. . . , Xg les logarithmes de J définis par d\i = <wi et Ai(0) = 0. 
La dualité entre les bases (uj\,..., ujg) et (d\,..., dg) se traduit par les formules Â  = 
ô\ si 1 < i,j < p. Soit ôj > 0 tel que l'application x -» A(x) = (Ai(#),..., Xg(x)) 
induise un isomorphisme analytique d'un voisinage Vsj sur la boule ouverte B(0,ôj) C 
C9p. Soit dj la distance admissible sur J construite à partir de ces données (cf. IL 1.10) 
et si x E X(CP), posons \\x\\j = dj(x,0). 

L'application m : X9 -» J qui à P\,..., Pg associe L{PI) © • • • 0 i(Pg) est surjective 
et induit une équivalence birationnelle de X9/Sg (où Sg est le groupe des permutations 
de {1 , . . . ,g}) sur J. En particulier, il existe un ouvert de Zariski non vide U de J 
tel que si u G Î7, alors l'équation Pi © • • • © Pg = u a une et une seule solution à 
permutation des Pi près et les Pi sont tous distincts. Un tel u sera dit général. 

Lemme II.2.1. — Soient u> une forme différentielle de seconde espèce, m : X9 J 
l'application définie ci-dessus et, si i G {1 , . . . ,g}, soit ni : X9 —> X la projection sur 
le i-ème facteur. Alors il existe une (unique) forme différentielle LJJ de seconde espèce 
sur J telle que Von ait m*ujj = J2ï=i ^t^- &e plus, 1wj et UJ ont même image dans 
H1IR (X). 

Démonstration. — Soit n une forme différentielle de seconde espèce sur J telle que L*T) 
et UJ aient même image dans H¿R(X). On peut donc écrire UJ SOUS la forme i*n -f df, 
où / est une fonction rationnelle sur X et, si Fv et Fu désignent des primitives de u 
et Ï] respectivement, alors F^ = F„ o i + / à addition d'une constante près. Comme rj 
est de seconde espèce sur J, la fonction F^x © y) - Fr)(x) — F^y) est une fonction 
rationnelle de (x, y) G J2. On en déduit le fait que la fonction i^(¿(Pi)©- • *©^(P^))) — 
]rf=1 P„(¿(Pi)) est une fonction rationnelle de (Pi, . . . ,PP) G X9 ; il en est donc de 
même de la fonction F„(¿(Pi) © • • • © t(Pg)) - XX=i Fu>(i>(Pi)) Qui est une fonction 
symétrique en P i , . . . , Pg et il existe une fonction fj rationnelle sur J telle que l'on 
ait fj(i{Pi) © • • • © i(Pg)) = P„(¿(PI) © • • • © i{Pg)) - E L i - M8 i = 1 Fw(pi) . I1 suffit alors 
de poser ujj = rj — dfj pour conclure. 

Pour terminer cette section, nous allons donner une manière de caractériser les 
formes différentielles exactes parmi celles de seconde espèce grâce à leur primitive. 
Cette caractérisation utilise la notion d'ensemble borné dont la définition se trouve 
dans l'introduction et les principales propriétés sont développées dans l'appendice A. 
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Proposition IL2.2. — Soient UJ une forme différentielle de seconde espèce sur X et 
U un ouvert de Zariski de X non vide sur lequel UJ est holomorphe. Si une (et donc 
toute) primitive de UJ est bornée sur tout sous-ensemble borné de U(CP), alors UJ est 
la différentielle d'une fonction rationnelle. 

Démonstration. — Le fait que si UJ est de seconde espèce et exacte alors ses primitives 
sont bornées sur tout borné de U(CP) est un cas particulier de la propriété B9 ; la 
réciproque est un cas particulier du théorème II.3.16 dont la démonstration utilise la 
non dégénérescence de l'application «périodes p-adiques». 

2. Le diviseur 0 et ses fonctions de Green. — Soit 0 le diviseur de J image de 
Xg_1 par l'application qui à P i , . . . , Pg-i associe ©Pi • • • ©Pg-\. Par rapport avec la 
définition adoptée au chapitre I, cette définition diffère par un signe, mais comme le 
diviseur 0 est symétrique, on récupère un translaté du diviseur considéré au chapitre 
I, ce qui n'est pas une différence fondamentale. Si u est général, l'intersection de X 
avec u © 0 consiste en les g points (avec multiplicité 1) Pi,u, • • • jPg,u solutions de 
l'équation Pi,u © • • • © Pg,u = u et sera notée Xu. 

Lemme11.23. — Si u est général, l'application qui, à une forme différentielle de 
seconde espèce régulière en dehors de Xu et ayant au plus des pôles d'ordre inférieur 
ou égal à 2 en les points de Xu, associe son image dans H^R(X), est un isomorphisme. 

Démonstration. — Soient P G X et K le diviseur d'une forme différentielle. Si on 
applique le théorème de Riemann-Roch au diviseur K + 2P, on obtient comme consé­
quence le fait que l'espace des formes différentielles holomorphes en dehors de P et 
ayant au plus un pôle double en P est de dimension 1 + g = 1 + dim H°(X, ftx). Une 
telle forme différentielle a un résidu nul en P et est donc de seconde espèce. On en 
déduit le fait que si Y est un ensemble fini de points de X, l'espace Ct(Y) des formes 
différentielles de seconde espèce holomorphes en dehors de Y et ayant au plus des pôles 
doubles en les points de Y est de dimension g + card Y. Si u est général, il n'existe 
pas de fonction rationnelle holomorphe en dehors de Xu et ayant des pôles simples 
en les points de Xu, on en déduit le fait que l'application naturelle de Q(XU) dans 
H^n(X) est injective. Comme d'après la discussion précédente, ces deux espaces ont 
la même dimension, cette application est un isomorphisme, ce qu'il fallait démontrer. 

Le diviseur 0 est «symétrique» ; c'est-à-dire qu'il existe w G J (unique) tel que 
l'on ait x G 0 <̂  w © x G 0. Si G est une fonction de Green du diviseur 0, il en est de 
même de Gw définie par la formule Gw{x) = G(wQx). On dira que G est symétrique 
si l'on a G(x) = G(wQx) pour tout x G J. Notons que si G est une fonction de Green 

associée à 0 quelconque, alors -(G + Gw) est symétrique. 

Proposition 11.2.4. — L'application qui, à une fonction de Green G, associe le sous-
espace de H^R(X) engendré par t*d(diG),..., i*d(dgG) induit une bisection entre 
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l'ensemble des fonctions de Green symétriques (définies à addition d'une constante 
près) associées au diviseur O et l'ensemble des supplémentaires de H°(X, Ùxx) dans 
H\R(X) qui sont totalement isotropes pour le cup-produit. 

Démonstration. — Soit G une fonction de Green (pas forcément symétrique) associée 
à 0. D'après la proposition II.1.20, les formes différentielles d(d{G) sont de seconde 
espèce sur J. D'autre part, si u est général, la forme différentielle rji,u — i*d(diG(xQu)) 
est de seconde espèce sur X et son image dans H^R(X) est indépendante de u et sera 
notée r]i. De plus, rji,u est l'unique forme différentielle de seconde espèce sur X régulière 
en dehors de Xu, ayant des pôles d'ordre inférieur ou égal à 2 en les points de Xu et 
dont l'image dans H\R(X) est égale à rji (cf. lemme II.2.3). 

LemmeII.2.5. — La famille ui,... , ^ , 7 7 1 , . . . f o r m e une base de H\R(X). De 
plus, le cup produit sur H^R(X) à valeurs dans H%R(X) identifié canoniquement à K 
via l'application deg est obtenu par bilinéarité à partir des formules 

(i) Ui U ujj = 0 
(ii) uJiUï]j = -ÔJ. 
(iii) 77; U 77; = 0 

Démonstration. — Si u; et 77 sont deux formes différentielles de seconde espèce et si 
Fu est une primitive de w1 alors le cup produit de leurs images dans H\R(X) est 
égal, d'après la proposition 1.2.3, à la somme des résidus de la forme différentielle 
F^rj (on peut avoir à faire le calcul en remplaçant K par une extension finie). Ceci 
nous donne déjà la formule pour U{ U UJJ. Pour démontrer le (ii), remarquons que 
pour u général, la forme différentielle UJU = t*dG(x 0 u) ayant des pôles simples 
en P1w . . . , Pg,u avec résidu égal à 1, la somme des résidus de XJ(X)UJU est égale 
à Ylï=i ^j(L(Pi,U)) — Xj(u). Si on dérive alors cette égalité par rapport à u et que 
l'on utilise les formules DIUJU = —rjiiU et di\J(u) — ÔJ{, on obtient la formule pour 
ojj U r]i. Les formule (i) et (ii) et le fait que H^R(X) est de dimension 2g montrent 
que ui,..., ujg, 771,..., T)g en forment une base. 

Soit f(u) la somme des résidus de la forme différentielle diG(i(x)Guo)uu. On peut 
calculer f(u) de deux manières différentes. La première est de remarquer que l'on 
a comme précédemment djf(u) — rji U 77̂  et donc que df(u) G H°(J, Qj). On peut 
aussi calculer f(u) brutalement, utilisant la formule UJU = Yli=k 9kG(t(x) 0 u)u>k On 
obtient alors, notant aj^ le résidu de d{G(x 0 uo)oJk en PjlUOi 

9 9 9 

f(u) = Y, diG(L(Pj,u) G u0) + Y, Yl a^dkG(L(P^U0) 0 u). 
j=l J=l k=l 

Maintenant, diG (u 0 -u0 J2j=I diG(T(Pj,U) G ̂ 0) est une fonction rationnelle de 
u. On tire de cette remarque le fait que df(u) est une forme différentielle de seconde 
espèce sur J dont l'image dans H\R(J) est dans le sous-espace engendré par 771,..., 77̂  
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et comme celui-ci est un supplémentaire de H°(J, fij), cela implique que df(u) = 0 
et donc que rji U r)j = 0 et termine la démonstration du lemme. 

Notons Sfe l'ensemble des fonctions de Green symétriques (à addition d'une constan­
te près) associées au diviseur 0 et Is(X) l'ensemble des supplémentaires de H°(X, îî^) 
qui sont totalement isotropes pour le cup-produit. Fixons un élément GQ de S0 Si 
G en est un autre, il existe une unique matrice symétrique MQ — (o>i,j)i<i<g, i<j<g 
telle que l'on ait 

9 9 1 1 
G(x) = G0(x) + ^ X X ^ * ) ~ 2Xi^ (Ai(x) " 2 A j ^ ' 

i=l j=l 

à addition d'une constante près. Notons Wo le sous-espace de HlR(X) engendré par 
les images rji de L*d(diGo) pour 1 < i < g. Le lemme précédent nous assure que 
Wo £ Is(X). Si W est un autre supplémentaire de H°(X, fl^), il existe une unique 
matrice Mw - (Kj)i<i<9, i<j<9 telle que 7]IIW - T?̂ 0 + ]T?=1 ujj G W si 1 < i < g. 
Comme rji^w ^Vj,w = bij — bjj, W est totalement isotrope si et seulement si Mw est 
symétrique. On voit donc que les ensembles &e et Is(X) sont en bijection naturelle 
avec l'ensemble des matrices symétriques. D'autre part, un petit calcul nous donne la 
formule d(diG) = rji+2 Y^j=i ai,j^j^ ce qui fait que l'application G -y W induit sur les 
matrices symétriques associées l'application Mo -> Mw = 2MQ qui est évidemment 
bijective. Ceci termine la démonstration de la proposition. 

Fixons dorénavant un élément W de Is(X) et notons Ge,w l'élément de S0 lui 
correspondant et posons F^w = diGe,w- Nous appellerons parfois Ge,w la fonction 
de Green du diviseur 0 définie par W. Nous dirons aussi qu'un élément de W est de 
type (0,1) et qu'un élément de H°(X, fi^) est de type (1,0). Un élément de H^R(X) 
s'écrit donc de manière unique comme la somme d'un élément de type (0,1) et d'un 
élément de type (1,0). Le lemme II.2.6 ci-dessous rassemble les propriétés de Ge,w que 
nous aurons à utiliser par la suite. Nous aurons besoin d'une propriété supplémentaire 
des ensembles bornés particulière aux variétés abéliennes. 

B14 : Si J est une variété abélienne, d une distance admissible sur J, Y une sous-
variété fermée de J et D une sous-variété de Y, alors un sous-ensemble E de Y — D 
est borné dans Y — D si et seulement si il existe e > 0 tel que E soit inclus dans 
EDi£ = {xeY(K) |d(x,£>)><•}. 

Lemme 112.6 
(i) Ge,w(w 0 x) = Ge,w(x). 
(ii) Si les rii sont des éléments de Z vérifiant ̂  — 0 et les U{ sont des éléments 

de J vérifiant ®i[ni]ui = 0, alors il existe une fonction F rationnelle sur J telle 
que Von ait ^iUiGe^wix G ui) = LogF(x). De plus, si les U{ sont généraux, la 
restriction àX de F est une fonction rationnelle de diviseur niXUi ; en particulier, 
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si Y^iniXUi — 0, alors la restriction de YliniGe,w{x Gui) à X est constante (sur 
son ensemble de définition). 

(iii) Quel que soit e > 0, il existe C£ > 0 tel que si d(x, 0) > e et \\v\\j < d(x, 0), 
alors 

9 
\Ge,w(x 0 v) - GQ,w(x) - ^ FiiW(x)Xi(v)\ < C£R( 

i=l 

NI 
vdfx,0) 

où Von a posé R(S) = 
S2 si logo < - 1 , 

(elogô) si - l < l o g ( 5 < 0 . 

Démonstration. — Le (i) est vrai par construction. D'après le lemme C.5, la condition 
Ylini = 0 et Ç&i[ni]ui = 0 est équivalente au fait que S i n ^ i est dans le carré de 
l'idéal d'augmentation de Z[J(ÜT)], ce qui permet d'utiliser le (i) de la proposition 
IL 1.21 pour démontrer le (ii). 

Passons à la démonstration du (iii). On peut écrire le développement de Taylor de 
Ge,w(% ® v) en le point x et les variables Z{ = Xi(v) sous la forme 

9 
Ge,w(x) + ^2FiiW(x)zi + ^2 aki^k9(x)zk1^ ...z^k1. 

i=l fciH \-k9>2 

Les fonctions fij(x) = didjGe,w(x) sont des fonctions rationnelles sur X holo­
morphes sur J—0 ; elles sont donc bornées sur l'ensemble Ee,£ = {x G J | d(x, 0) > e} 
puisque celui-ci est borné dans J — 0 (propriété B14 appliquée à Y = J et D = 0). 
D'autre part, si a: G EQ,£ et ||v|| < d(x, 0), alors x © v G EQJ£. On en tire le fait 
qu'il existe C'e > 0 tel que, quel que soit (i, j) , la restriction de fij à la boule ouverte 
de centre x et de rayon d(x, 0) est une fonction holomorphe majorée en norme par 
C'£. Ceci nous fournit une majoration des coefficients du développement de Taylor de 
fij en le point x et comme celui-ci se déduit de manière simple du développement de 
Taylor de Ge,w, on obtient 

\ki(ki - l)aku_kg(x)\ < C'ed(x,e)-^+'"+k') si 1 < i < g 

\kikjaklu(x)\ < C£d(x,e)-<fcl+"'+*'> si 1 < ij < g et i f j . 

On en déduit la majoration \aku...,k„(x)\ < C£(fci + • • - + kg)2d(x, 0)-(fcl+-+*») si # G 
Es,e puis le fait que la série de Taylor de G&yw{x(&v) converge dans la boule ouverte 
de centre x et de rayon d(x, 0) et donc que Ge,w est somme de sa série de Taylor 
dans cette boule (proposition IL 1.25). On peut alors utiliser l'inégalité ultramétrique 
pour majorer | £fcl+...+fc|r>2 ahu..m,ka(x)z\x ...zkg9 par supfc>2 k2(d(x,0)~1 ||v|| si 
\\v\\ < d(x,Q). Le lemme s'en déduit avec CF — 4C'. 

Terminons cette section par 2 lemmes techniques qui nous serviront lors de la 
démonstration du théorème II.2.13. 
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Lemme II.2.7. — Soit y e X. H existe ey > 0 tel que si e < ey et f est une Jonction 
rationnelle sur X dont le support du diviseur de la restriction à B(y,ey) est inclus 
dans B(y,e) et telle que vp(f(x)) soit constante sur la bande e < d(x,y) < ey, alors 
le degré du diviseur de la restriction de f à B(y,e) est nul 

Démonstration. — L'application x -» X(x) — X(y) induit une isométrie analytique 
de la boule ouverte B(y,ôj) de J sur la boule ouverte P(0,<5j) de C|. L'image de 
C fl B(y,Sj) par cette isométrie est une courbe lisse Cy de B(0,ôj) et le théorème 
des fonctions implicites implique qu'il existe ey > 0 et i G (1......g) tel que la 
projection sur la i-ème coordonnée induise une isométrie analytique d'un voisinage 
de 0 dans Cy sur la boule ouverte B(0,ey) de Cp. Composant les deux isométries 
précédentes, on en déduit l'existence de ey > 0 et i G {1 , . . . , tels que l'application 
x -> zy(x) = Xi(x) — Xi(y) soit une isométrie analytique de B(y,ey) D C sur B(0,ey). 
Soit / une fonction rationnelle sur X dont le support du diviseur de la restriction à 
B(y,ey) est inclus dans B(y,e). Définissons une fonction F méromorphe sur B(0,ey) 
par la formule f(x) = F(zy(x)) si d(x,y) < ey et soit D = J2iniPi Ie diviseur 
de la restriction de / à B(y,ey). La fonction G(z) = F(x)Yli(z — zy(Pi))~ni est 
analytique sur B(0,ey). Elle a donc un développement du type G(z) = Y^n=oa^zn' 
D'autre part, G(z) ne s'annule pas sur P(0,£y), ce qui implique, compte-tenu du lien 
entre la valuation des zéros d'une série entière et son polygone de Newton, que l'on a 
\o>n\ < \a>o\£y et donc en particulier que \G(z)\ = \ao\ pour tout z G B(0,ey). Comme 

z 
z — a 

| = 1 si \z\ > |a|, et que par hypothèse, on a 1^(^)1 < e on voit que l'on a 

\f(x)\ = \ao\\zy(x)\Ueë{<1J) si e < 1̂ 3,(̂ )1 < ey et donc que vp(f(x)) n'est constante 
pour x G {e < d(x,y) < ey} que si Deg(I}) = 0. 

Lemme IL2.8. — Soit u G J général. Il existe eu > 0 tel que si 0 < e < eu et f est 
une fonction rationnelle sur X vérifiant les deux conditions suivantes 

(i) le support du diviseur de f est inclus dans Uf=1i?(Pi,u>£) / 
(ii) pour tout 1 < i < g, le degré du diviseur de la restriction de f à B(PiiU,e) est 

nul, 
alors la restriction de Log/ à Vensemble {x G X \ d(x, 0 0 u) > e} est une fonction 
bornée. 

Démonstration. — Prenons pour eu le minimum des ey pour y G Xu et des d(yi,î/2) 
où (2/1,2/2) décrit l'ensemble des couples d'éléments distincts de Xu. Par définition de 
eu, on a B(PiiU,e) fl B(Pj,u,e) = 0 si e < eu et i ^ j . Soit e < eu et / vérifiant les 
conditions du lemme. Soit Di le diviseur de la restriction de / à B(P^u,e). Le degré 
de Di étant égal à 0, on peut écrire Di sous la forme Y^jLi PiJ ~ Qij e* quitte à 
rajouter des termes du type P^u — PijU, on peut supposer que les n\ sont tous égaux 
à un même entier n. Posons alors Uj = (Gg=1Pij)Qu et Vj = ((Bg=1Qij)Qu. Comme 
Pij 0 Pi,u et Qij G Pi,u appartiennent à P(0,£), il en est de même de Uj et Vj. La 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 1998 



92 CHAPITRE IL INTÉGRALES ABÉLIENNES p-ADIQUES 

comparaison de leurs diviseurs montre que les fonctions Log / et 

3. Intégrales de troisième espèce. — Rappelons qu'une forme différentielle de 
troisième espèce sur X est une forme différentielle rationnelle sur X ayant au plus 
des pôles simples et telle que les résidus en ces pôles soient des entiers. Si u est une 
forme différentielle de troisième espèce, nous noterons Div(u;) le diviseur ^2PnpP où 
P parcourt X et np est le résidu de u en P. C'est un diviseur de degré 0. Dans le cas 

particulier où u = 

n 
E 
¿=1 

(Ge( x e u e UJ) - GQ{X e u e VJ)\ 

ne diffèrent que par une constante que nous noterons C. Utilisant alors le (iii) du 
lemme II.2.6 et les identités Sj=i(^*(wi) ~~ M^i)) = 0 Qui découlent de l'identité 
0?_! (UJ e Vj) = div(/) = 0, on obtient 

\Log f(x) - C\p < C£R 
e 

d(x,6 0u) 

si d(x, 0 © u) > e, ce qui permet de conclure. 

df 
f 

et / est une fonction rationnelle sur X, on a Div(a;) = Div(/). 

D'après le 1.6, §3, il existe un groupe algébrique J extension de J par un groupe additif 
dont les points représentent les formes différentielles de troisième espèce modulo les 
différentielles logarithmiques de fonctions rationnelles ( J est d'ailleurs l'extension uni­
verselle de J par un groupe additif). L'algèbre de Lie de J est isomorphe à H^R(X) 
et l'application de J dans J est induite par celle qui à une forme différentielle de 
troisième espèce associe son diviseur ; le noyau de cette application est constitué des 
différentielles holomorphes. 

La forme différentielle uu = t*dGeyw(x © u) introduite lors de la démonstration 
du lemme II.2.6 n'est pas rationnelle car le diviseur de ses résidus est égal à Xu et 
n'est donc pas de degré 0, mais la fonction F^wfa Ou) — F^wfa O v) — Fi,w(v Q u) 
étant une fonction rationnelle de (x, u, v), ceci implique que si u et v sont deux points 
généraux de J, alors 

UJU-UV = l* 
9 

2^{Fi,w{x e u) - FijW{x e v))u>i 
i = 2 

est une forme différentielle rationnelle de troisième espèce sur X dont le diviseur des 
résidus est Xu — Xv. Nous dirons d'une forme différentielle de troisième espèce sur 
X est de type (1,1) si elle est dans le Z-module engendré par les UJU — uv, le couple 
(u,v) décrivant les couples de points généraux de J. Notons que la notion de type 
(1,1) comme celle de type (0,1) dépend complètement du choix de VF; il n'y a que 
celle de type (1,0) qui soit intrinsèque. 
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Proposition IL2.9 
(i) Une forme différentielle UJ de troisième espèce sur X peut s'écrire de manière 

unique sous la forme UJ = UJ1'0+UJ1*1, OÙUJ1,0 est holomorphe (de type (1,0),) efcu/1,1) 
est de type (1,1). 

(ii) Si UJ = a;1,0 + YliniUui, alors l'image de Div(a;) dans J est égale à 0i[n»]w» 

(iii) Si UJ — ~jr °à f es^ une f0710^071 rationnelle sur X, alors UJ est de type (1,1). 

(iv) Si UJ = a;*1'0) + Eu nuOJu, alors J* UJ = Jx LJW + £ u nuGe,w(x G u). 

Démonstration. — Par linéarité, on se ramène à démontrer l'existence de la décompo­
sition dans le cas où le diviseur des résidus de UJ est de la forme P\ — Pi- Soient 
Qi,... iQg-i des points de X tels que les points u = P\ G Qi G ••• 0 Qg-i et 
v = P2 GQi G " - G Qg-i soient généraux ; alors la forme différentielle UJ — UJU + UJV 
est holomorphe comme le montre le calcul du diviseur de ses résidus, d'où l'existence 
de la décomposition. De plus le (ii) est clair sur cette décomposition, il ne reste donc 
que l'unicité à prouver pour terminer la démonstration de (i) et (ii). 

Pour ce faire, il suffit de vérifier que, si la forme différentielle J2i nwUi où les ni 
sont des entiers satisfaisant la relation ]TV ni — 0, est holomorphe, alors elle est nulle. 
Mais le calcul du diviseur de Yli ni^ui montre que si cette forme est holomorphe, alors 
YliniXui = 0 et donc que $^*n*C?e,w(£ 0 m) est constante sur X ((ii) du lemme 
II.2.6) et sa différentielle est nulle comme annoncé. 

Soit / une fonction rationnelle sur X et soit YjiniPi son diviseur. Choisissons 
des points Qi , . . . Qg-i appartenant à X de telle sorte que chacun des points U{ — 
Pi G Qi G - - • G Qg-i soit général. Alors 0»[n»]iZt = 0 et donc J2i niGe,w(x G Ui) est 
le logarithme d'une fonction rationnelle F sur J. La restriction de F à X a même 

diviseur que / et lui est donc proportionnelle; on en tire ^ = Y^iniuui, ce qui 

démontre le (iii). 
Finalement, le (iv) est une conséquence du caractère naturel de l'intégration p-

adique. 

Remarque II.2.10. — On peut aussi caractériser J UJ comme étant l'unique (à addition 
d'une constante près) fonction Fw qui est analytique en dehors du support du diviseur 
de UJ et qui vérifie les 2 conditions suivantes : 

(i) dFu = UJ, 

(ii) pour toute fonction rationnelle / sur X dont le diviseur Div(/) = ^npP est 
étranger à Div(UJ) = TIQQ, on a 

Fw(Div(/)) = 5>pFw(P) = X>QLog / (Q) . 
P Q 

L'unicité d'une telle fonction provenant de ce que la différence de deux telles fonctions 
est localement constante d'après la propriété (i) et, considérée comme une fonction 
additive sur les diviseurs, s'annule sur les diviseurs principaux d'après la propriété (ii) 
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et donc s'étend en une application additive localement constante de J{CP) dans Cp 0 
Q Logp. Ceci implique, d'après le lemme II.1.13 que cette différence est identiquement 
nulle sur J(CP) et donc sur les diviseurs de degré 0. Pour montrer l'existence, il suffit 
de vérifier que la primitive de UJ donnée au (iv) du lemme répond au problème, ce 
qui constitue un cas particulier de la loi de réciprocité pour les intégrales de troisième 
espèce (théorème II.2.13). 

4. La loi de réciprocité pour les intégrales de troisième espèce 

Théorème IL2.11. — Soit UJ une forme différentielle de troisième espèce. Il existe 
alors un unique élément LogJ(UJ) de H^R(X) tel que si u est général et rju est la forme 
différentielle de seconde espèce ayant au plus des pôles doubles en les points de Xu et 
dont Vimage dans H^R(X) est égal à Logj(cj), alors quel que soit Vensemble borné 
E de X — Xu et quel que soit e > 0, il existe une fonction f rationnelle sur X et un 
entier s tels que, pour tout x G E, Von ait 

>x 

' XQ 
UJ — 

*x 

XQ 
Vu ~ 

1 

S 
Log 

f (x) 
f(xn) p 

< e. 

De plus Vapplication Logj est additive et vérifie les formules suivantes 
(i) Logj(u;) = UJ si UJ est de type (1,0). 
(ii) Logj(u;) est de type (0,1) si UJ est de type (1,1). 

(iii) LogJ(UJ) = 0 si UJ = -y-. 

(iv) L o g » = u,1'0 + Ef=i MDivMtoi. 

Remarque IL2.12. — L'application Logj n'est autre que le logarithme de J à valeur 
dans son algèbre de Lie. 

Démonstration. — Commençons par prouver l'unicité. Supposons que nous ayons 
deux éléments 77,77' de H\R(X) satisfaisant aux conclusions du théorème. Alors, quel 
que soit le sous-ensemble borné E de X — Xu, il existe une fonction rationnelle / et 
un entier s tels que l'on ait 

I / (»Ь -*/„) - Ì L o g - ^ r l < 1, s i x ^ X - í / . 
Jxo s f{x0) 

En particulier, la fonction vp(f(x)) est constante sur E et donc le support du diviseur 
de / est inclus dans X — E. Choisissons E de telle sorte que X — E soit inclus dans 
{x I d(x,Xu) < e] avec e < eu (c'est possible grâce à la propriété B14 appliquée 
à Y = X et D = Xu). Comme e < ey pour tout y G Xu, cela implique, d'après le 
lemme II.2.7, que le diviseur de la restriction de / à chacune des boules B(PijU,e) 
est de degré 0. De plus, comme e < eu, cela implique, d'après le lemme II.2.7, que 

fix) 
I Log , I est borné sur l'ensemble Eu e = {x G X | d(x, 0 0 u) > s} il en est donc 

/(zo) 
de même de J^iVu —Vu)- Finalement, si F est borné dans X — Xu, alors L(F) est 
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borné dans J — (0 0 u) et il existe e > 0 tel que F C EUi£ ((ii) de la proposition 
II.3.5). Ceci implique que rju — rj'u est une forme différentielle de seconde espèce sur 
X holomorphe sur X — Xu et dont une primitive est bornée sur tout sous-ensemble 
borné de X — Xu. On en déduit, grâce à la proposition II.2.2, que rju — rjfu est exacte 
et donc que rj = n' ; d'où l'unicité. 

La démonstration de l'existence repose sur la «formule» Logr(uj) — lim -\S]UJ, 

où s varie dans les entiers et [s] représente la multiplication par s sur l'extension 
universelle. D'après la proposition II.2.9, on peut trouver des éléments v de J et des 
entiers nv vérifiant ^2nv = 0 de telle sorte que u Q v soit général pour tout v et 
UJ = UJ1'0 -h YlnvWuev Si s est un entier, tel que u © [s]v est général pour tout v tel 

que nv ^ 0, posons OJS = a;1,0 + - TIVUJUQ^V. Par construction, la forme différentielle 
S(UJ — UJS) est une forme différentielle de troisième espèce de type (1,1) dont le diviseur 
a pour image 0 dans J ; c'est donc la différentielle logarithmique d'une fonction fs 
rationnelle sur X et on obtient 

f UJ = - Log A S r + f UJ1'0 + - T nvGe(x © u © [8]v). 
Jxo S fs(*0) JX0 

Les points généraux formant un ensemble ouvert pour la topologie de Zariski donc à 
fortiori pour la topologie p-adique, il existe S tel que u © v est général si ||v|| < S. Soit 
E un sous-ensemble borné de X — Xu et e > 0 tel que E soit contenu dans Eu,£. Le 
groupe J(Cp)/B(0,e) étant de torsion, il existe so tel que l'on ait ||[soHI < e pour 
tout v tel que nv ^ 0. Mais alors, u © [pn«o]̂  est général si n G N et nv ^ 0 et 

\\\pnso}v\\ 
d(x, 0 © г¿) 

= P~n \\[soM 
d(x, 0 0 u) 

< p~n six e E, 

et donc, utilisant le lemme II.2.5, on obtient 

\Ge(x 0 u 0 \pns0]v) -Ge(xQu)- pns0 
9 

M 

i=l 
fFiiW(xeu)\i(v)\ < Cep-2n, sixGE. 

Si on utilise alors les formules 

E 
V 

nvXi(v) = Ài(Div(u;)) et F^w(x © u) - F^w(xo 0 u) = 
•X 

'XQ 
?N 1U. 

on voit que Ton peut majorer 
X 

XQ 
UJ — 

1 

pns0 
Log fpNSQ (X) 

fvnsn (Xn) 
*x 

XQ 
CL) -

9 M 

i=l 
Ai(Div(o;)) 

x 

' XQ 
Ni,u 

par C£p n\so\p1 pour tout x e E] d'où l'existence de Logj(uj). En fait, on obtient 
même une formule explicite pour Logj(a;), à savoir 

g 

LogjM = u;1'0 + Y, Xi(Diy(u))rii. 
i=l 
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On a donc démontré la formule (iv) du théorème ; comme celle-ci implique les autres 
de manière évidente, cela termine la démonstration du dit théorème. 

On peut utiliser la formule explicite ainsi obtenue pour Logj(o;) pour donner une 
démonstration de la loi de réciprocité pour les intégrales de troisième espèce rappelée 
dans le théorème suivant. 

Théorème IL2.13. — Soient ai et a2 deux formes différentielles de troisième espèce 
dont les diviseurs sont étrangers. Soit Po n'appartenant pas à la réunion des supports 
des diviseurs de OL\ et a2 et soit ]Cini,j^*,j 'e diviseur de otj ; alors 

/ a2 - / ai = Logj(ai) U Logj(a2). 
«/Div(ai) «/Div(a!2) 

Démonstration. — Le cup-produit entre deux éléments de H^R(X) se calcule en utili­
sant le lemme IL2.5. Par bilinéarité et antisymétrie, il suffit de traiter les cas suivants : 

(i) ai et a2 holomorphes (i.e. de type (1,0)), 
(ii) ai holomorphe, a2 de type (1,1) et Div(a2) = P\ — P2, 
(iii) ai et a2 de type (1,1) ; Div(ai) = Pi — P2 et Div(a2) = P3 - P4. 

Le cas (i) se ramène à la formule 0 = 0 et le cas (ii) se ramène par linéarité au cas où 
ai est un des éléments U>I de la base (u>i,... ,UJ9) de H°(X, 0.X). On a alors 

Pi 
/ a2 - [ аг = О - f Wi = \i(P2) - Xi(Pi) 

JDiv(ai) JDiv(a2) JP2 

Logj(a2) = ¿ ( A ^ P i ) - А,(Р2)Ь, 

i = 1 

d'où l'on tire la formule 

9 

Logeai) U L o g j M = ut U (T^Pi) - А,-(Р2))|&) = A¿(P2) - А^Рх) 
3=1 

et l'égalité voulue dans ce cas là. 
Dans le dernier cas, Logj(ai) et Log j(a2) sont de type (1,0) et leur cup-produit est 

nul ; il n'y a donc plus qu'à vérifier qu'il en est de même pour J^1 a2 — Jp* a\. Pour 
cela nous allons utiliser la symétrie du diviseur 0 ; c'est-à-dire l'équation fonctionnelle 
Ge,w(%) = Ge,w(w 0 x). Choisissons u G 0 0 tel que, si l'on pose v = Qu 0 w (ce 
qui fait que v G 00 ) , alors les points u 0 P3, u 0 P4, v 0 Pi et v 0 P2 sont généraux. 
Remarquons que l'on a Xw0p3 - Xu0p4 = P3 - P4 et Xop1 - Xv®p2 = Pi - P2, d'où 
l'on tire a2 = u;W0P3 — u;n0p4 et ai = UJV^P1 — U;V0P2, ce qui, notant Gs,w simplement 
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G, nous donne 

/ a2 = G(Pi e P3 e u) - G(Pi eP4eu)- G(P2 eP3eu) + G(P2 e P 4 e u ) 
Jp2 

= G{P3 ePiOv)- G(P4 e Pi e v) - G(P3 eP2ev) + G(P4 e P2 e v) 
rPs pPs 

= / ^V0Pi - ^0P2 = / «1 
JP4 JPA 

et permet de terminer la démonstration. 

Remarque IL2.14. — La formule obtenue ci-dessus diffère de manière inexplicable de 
celle obtenue sur les complexes (proposition 1.7.13) par un signe. 

5. Compléments sur la fonction logarithme. — Si p est un nombre premier et 
K est une extension finie de Qp, notons «if (if*) le Q-espace vectoriel K 0 QLogp 
et soit Log l'application de K* dans «if (if*) qui à x associe logpx + vp(x) Logp, où 
logp est le logarithme d'Iwasawa normalisé par la convention logpp = 0 et vp est la 
valuation sur K normalisée par la convention vp(p) = 1. Nous écrirons un élément x 
de «if (K*) sous la forme a?(°) + x& Logp avec x0 e K et x^ G Q. 

Si K est R ou C, posons J?(K*) = R et notons Log l'application de K* dans 
Jf(K*) définie par Log(x) = log|x|, où log est le logarithme usuel sur R + et \x\ 
est la norme euclidienne usuelle sur C donnée par la formule \a + ib\2 = a2 -f b2 si 
a et b sont réels. Si L/K est une extension de corps locaux, nous noterons TrL/K 
l'unique application Q-linéaire de Jif(I,*) dans Jf(K*) vérifiant Tr^/j^Log^)) = 
Log(NL/K(x)) si x e L*. 

Si K est un corps de nombres, notons «if(A* )̂ le sous-ensemble du produit des 
Jf(K*), v décrivant les places de JFT, des éléments (...xv1.....) vérifiant xv G Kv 
pour presque tout v. Nous noterons encore Log l'application évidente de A*K dans 
«if (AJf) et nous noterons «if (If *) le sous-Q-espace vectoriel de «if (A* )̂ engendré par 
l'image de K* par l'application Log. Le quotient de J£{A*K) par Jf(K*) sera noté 
Jf(A^/K*). L'application qui à (xoo,..., xp0^ + x^ Logp,... ) G «if (AQ) associe 

(II.2.15) V̂OO E 
Koo 

x^ logZ , . . . , 40 ) - E 
Z<oo, l=£p 

я1'log./, . . .) 

s'annule sur «if(Q*) et induit un isomorphisme entre «^(AQ/Q*) et IljKooQp (ou 
l'on a posé Qoo = R)-

Si L est une extension finie de K l'application Q-linéaire TrL/K de «if(A2) dans 
«if (AJU) définie par la formule 

Тгг/|г(...,а;„„... ) = (...,i/„,... ), 
où 2/v = MW/V l ï ^ ^ ^ ^ ) envoie Jîf(L*) dans JSf(if*) et induit par passage au quo­
tient un application Q-linéaire de «if(A£/L*) dans Jjf(Ax/K*) que nous noterons 
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encore TrL/K. En particulier, l'application T t^ /Q PEUT être vue comme une applica­
tion Q-linéaire de «if (A^/lf *) dans rip<oo Qp- Remarquons pour finir que si K C L, 
alors Jf(Ax/K*) s'identifie de manière naturelle à un sous-ensemble de «5f(A£/L*) 
et que l'on a comme d'habitude TrL/K(x) = [L : K]x si x G «if (A^/if *). 

6. Fonctions de Green adéliques et hauteurs adéliques. — Soit maintenant X 
une courbe de genre g > 1 définie sur un corps de nombre K. Choisissons pour chaque 
place finie v de K un supplémentaire de H°(X,Q1X) dans Kv ® H\R{X) totalement 
isotrope pour le cup-produit. Notons ISK(X) l'ensemble de ces choix; un élément de 
ISK(X) sera noté W et on notera Wv sa composante en v. Remarquons que si L 
est un corps de nombres contenant K, alors ISK(X) s'identifie naturellement à un 
sous-ensemble de 1SL{X). 

Fixons un élément W de 1SK(X). Rappelons que si v est une place finie, une forme 
différentielle de troisième espèce est dite de type (1,1) relativement à Wv si son image 
par Logj appartient à Wv (cf. théorème II.2.11) et que si v est archimédienne, une 
forme différentielle de troisième espèce est dite de type (1,1) si toutes ses périodes sont 
purement imaginaires (cf [27] par exemple). Si D est un diviseur sur X de degré 0 
défini sur K, il existe pour toute place v de K une unique forme différentielle de troi­
sième espèce UJD,WV de résidu D, définie sur Kv et qui soit de type (1,1) relativement à 
Wv. Nous appellerons fonction de Green (relativement à W) associée au diviseur D, la 
fonction GD,W (définie à addition d'une constante près) de flv X(KV) à valeurs dans 
Y[v J?(K*) donnée par la formule GD,W((- ..,««,-••)) = (• • ^GD,W,V(XV), •. • ), où 
GD,W,V est une primitive de U>D,WV si v est une place finie et la partie réelle d'une pri­
mitive de UJD,WV 5 si v est une place archimédienne (cf. démonstration de la proposition 
1.2.12). 

Lemme 11.2.16. — Si D\ et D2 sont deux diviseurs de degré 0 définis sur K qui sont 
étrangers, alors on a 

(i) GDl,w (D2)=GD2MDi) 
(h) GDx,w {p2)e#(ArK) 
(iii) si Di ou D2 est un diviseur principal, alors (j?DI,W(£>2) £ JSf (jRT*) 
(iv) si L est une extension finie de K et que l'on considère D\,D2 et W comme 

étant définis sur L, alors on a TTL/K(GD1,W(D2)) = [L : K]GDX,W(D2). 

Démonstration. — Le (iv) est une évidence ; le (i) se démontre place par place et est 
une conséquence immédiate de la loi de réciprocité pour les intégrales de troisième 
espèce (théorème II.2.13) et du fait que Wv est totalement isotrope pour le cup-
produit si v est finie ; le cas v archimédien étant bien connu (cf. proposition 1.2.13 par 
exemple). 

D'après le (i), D\ et D2 jouent le même rôle. On peut donc se contenter de traiter 
le cas où D\ = Div(f) ; mais alors, GDI,W,V(%) = Log(/(x)) pour toute place v de K et 
donc GDUW(D2) = Log(f(D2)) G J?(K*). Il nous reste le (iii) à prouver. Il s'agit de 
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vérifier que l'on a GD!,W(D2) G KV pour presque tout v. Nous allons en fait démontrer 
que si v est une place de K en laquelle X a bonne réduction et telle que les diviseurs 
D\ et D2 ne se rencontrent pas sur la fibre spéciale, alors, on a GD!,W(D2) G KV. Ceci 
suffit pour démontrer le (iv) car le nombre de places ne satisfaisant pas ces conditions 
est fini. 

Soit donc 3£ un modèle de X sur ÛKV ayant bonne réduction en v. Si D est un 
diviseur sur X défini sur KV, soit 3£D l'ensemble des points de 5 ( ^ J n'ayant pas 
même réduction qu'un point du support de D. Nous aurons besoin du lemme suivant. 

Lemme IL2.17. — Soit UJ une forme différentielle de troisième espèce sur X. Alors, 
si Fu est une primitive de UJ, la composante Fu{x)^ est constante sur ^hw(u)' 

Démonstration. — Avant de commencer la démonstration de ce lemme, remarquons 
qu'il permet de terminer la démonstration du lemme II.2.16 puisque D2 est de degré 
0. Nous allons utiliser le fait que si / est une fonction rationnelle sur X, alors vp(f(x)) 
est constant sur ^Div(/)- Fixons un point XQ G ̂ hw(u)' H existe un voisinage U C 
%biv(u) de xo sur lequel Fu est analytique (ce qui implique en particulier que la 
composante Fu(x)^ est constante sur 17). L'image de U9 dans J(CP) par l'application 
qui à (xi,..., xg) associe l'image du diviseur x\ -\ Y xg — gxo contient un voisinage 
V de 0. Soit alors x G %DÎV(U) ; il existe un entier n > 0 tel que l'image du diviseur 
n(x — xo) se trouve dans V et donc il existe des points xi,...,xg de V tels que 
nx — (n — g)xo — xi — - - — xg soit le diviseur d'une fonction / . Mais alors 

9 
nF„(x) - (n - g)FUJ(x0) -J^F^Xi) = Log/(Div(o;)) G Cp 

%=i 

car Div(o;) est de degré 0 et Div(/) et Div(cj) ne se rencontrent pas modulo p. L'égalité 
FUJ(xi)^ = Fu,(xo)^ si 1 < i < g implique donc que l'on a Fu,(x)^ = F^ixo)^ si 
x G ^Div(a;)5 ce qui termine la démonstration du lemme II.2.17. 

Soit W un élément de ISK(X) fixé. Soient x et y deux éléments de J(Q) et D\, 
D2 deux diviseurs de degré 0 sur X définis sur Q dont les classes dans J sont res­
pectivement x et y et dont les supports sont étrangers. Soit L une extension fi­
nie de K sur laquelle D\ et D2 sont définis. D'après le lemme II.2.16, la quantité 

~TT—Ff'^ri'/^(G?£>i,w(-D2)) € J?(AK/K*) ne dépend que de x,y et W et pas des 

choix de Di,D2 et L. Son image par j———=• T^K/Q dans rip<oo Qp sera not^e (x, y)w 
[K : QJ -

et l'image de (x,y)w dans Qp sera notée (x,y)wiP 

Théorème IL2.18. — L'accouplement (',-)w de J(Q) x J(Q) à valeurs dans Ylp<OQ QP 
ainsi construit est bilinéaire et symétrique. D'autre part, (-,-)w,P coïncide avec l'ac­
couplement de Néron-Tate quand p = 00 et avec l'accouplement construit par Gross 
et Coleman dans le cas où X a bonne réduction en p. 
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Démonstration. — Avant de faire la démonstration de ce théorème, remarquons qu'il 
nous fournit une construction des hauteurs classiques ne faisant pas appel à la théo­
rie de l'intersection. En fait, comme on va le voir, les contributions locales four­
nies en général par la théorie de l'intersection sont ici absorbées par la composante 
GD!,W(D2)(1)^ de GDUW(D2)- L'ingrédient principal de la construction classique des 
hauteurs comme somme de symboles locaux est la proposition suivante (due à Néron 
[33]). 

Proposition II.2.19. — Soient p une place de Q, v une place de K ne divisant pas p 
si p est finie et \ \v la norme usuelle sur Kv (choisie de manière à ce que la formule 
du produit soit vérifiée; ce qui fait d'ailleurs que si Kv — C, alors \ \v ne vérifie pas 
l'inégalité triangulaire). Il existe un unique accouplement (•, -)Pjt, défini sur les couples 
de diviseurs de degré 0 de X(KV) dont les supports sont disjoints et qui vérifie les 
propriétés suivantes 

(i) (D1,D2)PiV = (D2,D1)PyV, 
(ii) (D\,D2 + D$)p,v = (D\,D2)P^V + (D\,Dz)PiV (quand les 3 termes sont bien 

définis), 
(iii) <Div(/),£>>p>t, = logp|/(D)|,, 
(iv) {(x) — (XQ),D)p,v est une fonction continue de x. 

Démonstration. — Voir [27] par exemple. Notons que la propriété (i) est en fait une 
conséquence des 3 autres. 

Pour définir un accouplement global, il reste à définir (•, -)PiV dans le cas où p 
est finie et v divise p. La différence avec le cas précédent est qu'un accouplement 
vérifiant les 4 propriétés précédentes n'est pas uniquement déterminée (et la propriété 
(i) n'est pas une conséquence des 3 autres). Pour rétablir une unicité, Coleman et 
Gross choisissent un supplémentaire Wv de H°(X, fl^) dans Kv ® UjR(X) (qu'il vaut 
mieux prendre totalement isotrope pour le cup-produit si l'on veut que la propriété 
(i) soit vérifiée) et associent à tout diviseur D de degré 0 une fonction de Green qui 
s'obtient à partir de GD,WV en donnant une valeur particulière à Logp (dans [16], le 
choix de Logp est dicté par le choix d'un caractère du groupe des idèles de K à valeurs 
dans Q*, mais ici, nous ne nous intéresserons qu'au caractère «norme» qui correspond 
au logarithme d'Iwasawa pour lequel on a Logp = 0 ; la fonction de Green associée au 
diviseur D par Gross et Coleman (pour ce choix de caractère) n'est donc rien d'autre 
que la composante (GD,WV)^ de GD,WV)- On définit alors l'accouplement local (•,)v,p 
dans le cas v\p et p finie, par la formule (D\,D2)v,p = TrKV/QP ({GDuW(D2))(0)) et 
l'accouplement global (•, -)p par la formule (Di,D2)p = — XltX^i'AOv.p. 
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Maintenant, si on utilise la formule II.2.15 pour identifier «if (AQ/Q*) à ]lp<oo Qp> 
cela permet d'écrire (Di,D2)w,p sous la forme 

-J2Tr^/Qp((GDl,wAD2)f))0 + MMl (kq: Qq](GDl,wAD2)f)ïogpq 
v\p q<oo v\q 

et pour vérifier que l'on a bien (•, -)w,p = (•? -)p5 il suffit de vérifier que l'on a 

(DUD2)V,P = -[Kv : Qq]{GDuWv(D2)){1) logpq 

et pour cela, il suffit de vérifier que le second membre de cette égalité vérifie les 4 
propriétés de la proposition II.2.19, ce qui est assez clair. 

7. Fonction de Green d'un point. — Soient toujours X une courbe de genre 
g > 1, W un supplémentaire totalement isotrope de H°(X, fi^) dans H^R(X) et soit 
P un point de X. Choisissons des points Qi,. •., Qg de X tels que les points 

ni = P 0 Qi 0 • • • 0 Qi-i 0 Qi+1 @--Qg 

pour l<i<g et v = Qi(B-ÇBQg soient généraux. La fonction 
g 

( ] T G®,w(x B Uifj - (g- l)Ge Mx © v) 
i=i 

peut se prolonger par continuité à X — P, a une singularité logarithmique en P et 
est, d'après le (ii) du lemme II.2.6 indépendante, à addition d'une constante près, 
du choix de Qi , . . . ,Qg. Elle sera appelée la fonction de Green du point P et notée 
Gp,w (elle dépend bien sûr du choix de W). Dans le cas classique, le choix de W 
est imposé, ce qui fait que l'on peut définir une fonction de Green Gp bien définie à 
addition d'une constante près et on peut fixer la constante en imposant la relation 
fX(C^Gp(x)dfi = 0, où /i est la métrique plate (i.e. d^i — - 2?=1 wi A cJ», où les 

uji forment une base orthonormée de H°(X,Q}X) pour le produit scalaire hermitien 
(u,rj) = JX(C) ̂  A ^). Si X est une courbe elliptique, cette condition est équivalente 
aux formules 

(1) Gp(x) = Go(x G P), si Go est la fonction de Green de l'élément neutre de X. 
(2) Si n est un entier supérieur ou égal à 1, alors Go(x) = $^[n]y=a. Go(y) quel que 

soit x G X. 
En p-adique, le problème de fixer la constante semble un peu délicat en général. 

La proposition suivante (due à Mazur-Tate [35]) montre comment le faire dans le cas 
où X est une courbe elliptique. 

Proposition IL2.20. — Soient X une courbe elliptique et W un supplémentaire 
de H°(X, Six) dans H^R(X) (totalement isotrope car de dimension 1). Il existe un 
unique choix de la fonction de Green Go,w de Vêlement neutre de X tel que Von ait 
GQ(X) = X}[N]2/=x Go(y) quels que soient Ventier n>l et x G X. 
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Démonstration. — L'unicité est immédiate; prouvons l'existence. Soit G un choix 
arbitraire de fonction de Green pour 0. Utilisant le fait que 

G(a 0 b 0 c) - G(a 0 b) - G(a 0 c ) - G(b 0 c) + G(a) + G(b) + G{c) 

est le logarithme d'une fonction rationnelle en a, b, c, on démontre, par récurrence 
sur n (en utilisant le triplet (a, 6, c) = ([n — 1xx #,£)), que si n > 1, la fonction 
G([n]x)—n2G(x) est le logarithme d'une fonction rationnelle. Ceci permet de montrer 
que la fonction G([n]x) — J2[n]Q=o G(xQQ) est constante sur X car c'est le logarithme 
d'une fonction rationnelle dont le diviseur est nul. Notons cette constante Cn. On doit 

C C 
poser GQ,W{%) = G(x) H—2 n ^ et il s'agit donc de vérifier que 2 n ne dépend pas 

de n. Or on a 

G(X) = cn+ °(y) = c" + E ( C - + E G W ) 
[n]2/=x [n]y=x [m] 2=y 

= C„ + n2Cm+ J2 G(*)' 
[nm]z=a; 

ce qui, échangeant les rôles de n et de m, implique Cn H- n2Cm = Cm + m2Cn et 
permet de conclure. 

II.3. Périodes p-adiques des variétés abéliennes 

1. Construction de l'accouplement « périodes p-adiques ». — Rappelons que 
nous avons fixé un plongement de Cp dans B^R section du morphisme naturel 9 : 
BjR —> Cp, ce qui nous permet de considérer une variété définie sur Cp comme 
un schéma séparé de type fini sur BjR par extension des scalaires. D'autre part, 
l'intégration p-adique s'étend naturellement à BjR. En effet, si X est une variété lisse 
sur Cp, si UJ est une 1-forme différentielle fermée sur X et a, b G X(BjR), on peut 
poser 

nb n9{a) pO{b) nb 
l u = UJ + / CJ-h/ U) 

Ja Ja Je (a) J0(b) 
et dans le membre de droite, le terme du milieu est bien défini car tous les termes sont 
définis sur Cp et les deux autres termes sont définis par la série formelle primitive de 
u au voisinage de 6{a) et 6(b) respectivement. 

Si on se restreint à des variétés définies sur Qp, comme Qp s'identifie à un sous-
anneau dense de BjR, on n'a pas besoin de choisir de plongement de Cp dans BjR, 
ce qui est moralement plus satisfaisant car il n'en existe pas de raisonnable et pour 
définir Fa cj, on remplace respectivement 6(a) et 8(b) dans la formule ci-dessus par 
des éléments de Qp suffisamment proches de a et b. 

Pour construire l'accouplement «périodes p-adiques», nous aurons besoin de 2 
propriétés supplémentaires des ensembles bornés des variétés abéliennes. 
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B l 5 : Si X est une variété abélienne définie sur Cp et E est un sous-ensemble de 
X(BjR) borné dans X, alors le sous-groupe (E) de X(B~["R) engendré par E est 
borné dans X. 

B16 : Soient X une variété abélienne définie sur Cp, U ^ 0 un ouvert de Zariski de 
X. 

(i) Si E est un sous-ensemble de X(CP) et si E^ est un sous-ensemble fini de E, 
alors il existe une suite a — (an)nGN d'éléments de X(CP) telle que l'ensemble 

F = UneN{an@x | xeE(n)] 

soit borné dans U(CP). 
(ii) Si E est un sous-ensemble borné de X(BjR) et si n G N, soit E^ un sous-

ensemble fini de E. Alors il existe une suite a = (5n)n€N d'éléments de X(B^R) telle 
que l'ensemble 

F = UnGN{5nea; | x G £(n)} 

soit borné dans C/(BjR). 
Si u = (î/n)n€N est une suite d'éléments de X(CP), appelons relèvement borné de 

u dans X(B^R) toute suite bornée u = (2n)n€N d'éléments de X(B^R) telle que l'on 
ait 0(un) = un. Comme X est propre sur Cp, X(CP) est borné et l'existence de tels 
relèvements est un cas particulier de la propriété B7. 

Lemme 113.1. — Si u — (un)ne^ est une suite d'éléments de X(CP) et U est un 
ouvert de Zariski de X, alors 

(i) l'ensemble A(u,U) des suites bornées a = (an)nGN d'éléments de U(B^R) telles 
que la suite de terme général un 0 6{an) soit bornée dans U(CP) est non vide. 

(ii) Si a e A(u,U) etu = (ïïn)n€N est un relèvement borné de u dans X(BjR), 
alors la suite de terme général an 0 un est bornée dans U(B^R). 

Démonstration. — Le (i) est une application de la propriété B16 au cas où E = 
{0} U {un | n G N} et 2£(n) = {0,wn} et le (ii) est une conséquence de la propriété 
B8. 

Soit &(X(CP)) l'ensemble des suites u — (wn)nÇN d'éléments de X(CP) telles que 
l'on ait un = \p]un+i quel que soit n G N, ce qui fait de &(X(CP)) un Zp-module 
muni d'une action de <SK et contenant le module de Tate TP(X(CP)) de X. D'autre 
part, le groupe X(CP) étant p-divisible, la suite 

0 —> TP(X(CP)) —• £(X(CP)) —> X(CP) —• 0 

est exacte, l'application de âê{X{Cp)) dans X(CP) étant celle qui à u = (wn)n€N 
associe UQ. 

Théorème 113.2. — Soit X une variété abélienne définie sur un sous-corps fermé K 
de Cp. Soient UJ une forme différentielle de seconde espèce et U un ouvert sur lequel u 
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est holomorphe. Soient u = (uo,..., un,... ) un élément de âfî(X(Cp)), u = {un)ne^ 
un relèvement borné de u dans X(B^R) et a — (on)nGN un élément de A(u, U). Alors 

(i) la suite —pn fa"®Un UJ converge dans B~f"R vers un élément JUUJ qui ne dépend 
que de u et de la classe de u dans H\R(X) (et du plongement de K dans BjRJ et pas 
des choix de U, u ou a. 

(ii) L'application de H^R(X) x &(X(CP)) à valeurs dans B~["R ainsi définie est 
bilinéaire et commute à l'action de Galois. 

(iii) L'application «périodes p-adiques» de H\R(X) x TP(X) à valeurs dans BjR 
que l'on obtient en utilisant l'inclusion de TP(X(CP)) dans &(X(CP)) respecte les 
filtrations (de Hodge sur H\R(X), par les puissances de ker0 sur BjR>). 

Démonstration. — L'idée derrière la construction est que, si UJ est une forme diffé­
rentielle de seconde espèce sur X et Fu est une de ses primitives, alors la fonction 
FwiP(x) = FUJ{\p)x) — pFuj(x) est rationnelle sur X donc essentiellement bornée. Si 
cette fonction était vraiment bornée, alors pour toute suite bornée d'éléments de 
X(BjR) vérifiant [p]0(un+i) = 0(tin), la suite pnFUJ{un) convergerait. Comme mal­
heureusement, UJ peut avoir des pôles, il faut prendre quelques précautions pour que 
la construction marche. En particulier, il faut se débrouiller pour ne pas s'approcher 
trop des pôles de UJ ; c'est le rôle de la suite a. 

Soient U un ouvert de Zariski de X, D le fermé complémentaire, u = (Gn)nGN 
un relèvement borné de u et a = (an)n€N G A(u,U). Nous aurons besoin du lemme 
suivant. 

Lemme IL3.3 
(i) La suite x± de terme général 

X%4,п = 
J[p]bn 

Xn 
UJ — 

»an®[p]ûn + 1 

Xn 
UJ 

est bornée. 
(ii) Si V est l'ouvert de Zariski de X complémentaire de D U \p]*D etb G A(u, V), 

alors les suites Xi pour i G {2,3,4} de termes généraux respectifs 

pan-i®[p]un г[р]Ьп®[р]ип 
Х2,п = UJ - UJ 

Jan-i J[p]bn 
p[p]bn®[p]un rbnQun 

#3,n = / OJ -p UJ 
J[p]bn hn 

rbn®un pan®un 
%4,п = / UJ — I UJ 

Jbn Jan 

sont bornées. 
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Démonstration. — Les suites de termes généraux respectifs an 0 un et an 0 [p]2n+i 
sont bornées et vérifient de plus 6(an 0 un) = 6(an 0 [p]2n+i) ; la propriété B13 
implique donc que la suite 

>an®[p]un + 1 
UJ 

an(&ûn 
est bornée, ce qui permet de démontrer le (i). 

Comme UJ est de seconde espèce, si Fu est une primitive de UJ, alors la fonction qui 
à x associe FUJ{\p]x) -pFUJ(x) est rationnelle sur X et holomorphe sur V et on déduit 
le fait que la suite x% est bornée du fait que les suites (&n)neN et (bn 0 ûn)neN sont 
bornées dans V. 

Soit W l'ouvert de Zariski de X3 image réciproque de U4 par l'application / : 
X3 -> X4 qui à (x, y, z) associe (x, y,xOz,yOz). Comme UJ est de seconde espèce, la 
fonction qui à (x, y, z) associe f*®z UJ — UJ est rationnelle sur X3 et holomorphe 
sur W par construction de W. On déduit alors le fait que x2 [resp. x4] est bornée du 
fait que la suite (an_i, \p]bn, \p]un) [resp. (an, 6n, un)} est bornée dans W car son image 
par / est bornée dans U4 du fait que les suites (an)nGN et ([p]&n+i)neN appartiennent 
à A(u, U). 

On déduit de ce lemme et de ce que A(u, V) est non vide le fait que la suite de 
terme général 

ran@ûn pan + i(Bun + i 
/ <J - P / W = Xi,n + X2,n+1 + £3,n+l + pa:4,n+l 

«/an «'a.n + i 

est bornée, ce qui permet de prouver que la suite de terme général —pnJ^n+Unuj 
converge dans B~f"R. 

Il reste à montrer que la limite ne dépend pas des choix de U, u et a. Notons 
(uj,ïï)U,a la limite correspondant au choix de U, u et a G A(u,U). Fixons un ouvert 
U de Zariski de X. Si U{ — (ûi,n)neN [resp. ai = (ai)n)nGN] pour i G { 1 , 2 } sont 
deux relèvements bornés de u dans X(BjR) [resp. deux éléments de A(u,U)], soit 
u3 = (G3,n)nGN [resp. as = (a3,n)neN] le relèvement borné de u dans X(BjR) [resp. 
l'élément de A(u,U)} défini par 23?N = u\,n [resp. a3?n = ai,n] si n est pair et ïï3,n = 
22,N [resp. as,n = û2jn] si n est impair. Une comparaison des trois limites montre que 
l'on a 

(U),ÏÏI)U,AI = (̂ ,S3)c/)a3 = (uJ,Û2)U,a2 

et donc que la limite, à C/ fixé ne dépend ni du choix de a ni de celui de u. D'autre 
part, si U et U' sont deux ouverts de Zariski, alors A(u,UnUf) C A(u, U)C\A(u, U'), 
ce qui permet, en prenant a G A(u, U DU'), d'obtenir l'égalité 

{Uj,u)u,a = (u,ÏÏ)unU',a = {w,v)u',a 

et donc de montrer que la limite ne dépend pas non plus du choix de U. Finalement, si 
UJ est exacte, sa primitive Fw est une fonction holomorphe sur U et la suite fan®Un ^ — 
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FUJ(anOun) — FUj{an) est bornée puisque l'image d'un ensemble borné par une fonction 
holomorphe est bornée. On en déduit le fait que la suite — pn | a a " e \ tend vers 0 et 
donc que JUUJ ne dépend que de la classe de UJ dans H^R(X). 

Ceci termine la démonstration du (i) du théorème; passons au (ii). Si a G Sk et 
si u est un relèvement borné de u dans X(BjR), on peut prendre a(u) = (cr(ûn))neiq 
comme relèvement borné de u dans X(BjR) car a envoie des ensembles bornés sur 
des ensemble bornés. De même, on peut supposer que U est défini sur K et donc que 
a induit une bijection de A(u, U) sur A(cr(u): U). On en déduit le fait que si UJ est 
définie sur if, alors UJ W = a(fuuj) et donc que l'application «périodes p-adiques» 
respecte l'action de Galois. 

La linéarité par rapport à UJ est une conséquence de la linéarité de l'intégration 
p-adique et pour montrer la linéarité par rapport à u, il suffit, si u = (itn)n€N et 
v = (vn)neN sont deux éléments de TP(X(CP)) de prendre u 0 v comme relèvement 
borné de u 0 v dans X(B~["R) et de prendre a G A(u, U) fl A(v, U) fl A(u 0 v, U) qui 
est un ensemble non vide. On peut alors écrire 

(II.3.4) Pn •CLnkBUnkBVn 

xn 
u=pn 

»апф«п 

xn 
uj+pn 'an®un-\-vn 

an®un 
UJ 

et les hypothèses faites sur a font que la suite de terme général an 0 ïïn est élément de 
A(v,U), ce qui, passant à la limite dans l'identité II.3.4 montre que l'on a fu+vw = 
J UJ + J UJ et termine la démonstration du (ii) du théorème II.3.2. 

Finalement, pour prouver le (iii), il suffit de montrer que si a; G F1HlR(X) = 
H°(X,Clx), c'est-à-dire si UJ est invariante sur X et si u G TP(X), alors JUUJ G 
F1BjR ou, de manière équivalente, que 0(JUUJ) = 0. Or dans ce cas, la primitive 
Fw de UJ s'annulant en 0 est un logarithme de X et donc 0{J^n^Unuj) = Fu{un) = 
p~nFUJ(\pn]uTl) = 0, ce qui permet de conclure. 

2. Relations de Riemann p-adiques. — Soient K un sous-corps fermé de Cp, X 
une variété abélienne définie sur K, (UJI , . . . , uja) une base des formes différentielles ho-
lomorphes sur X, ($i , . . . , dd) la base de l'espace des dérivations d'ordre 1 invariantes 
sur X duale de la base (a/i,... ,Wd)- Soient D un diviseur de X défini sur K et GD 
une fonction de Green associée à D. Soient UJD,I<> • • • les formes différentielles de 
seconde espèce définies par ujn,i = d(diGD)- Si a G X(CP) est un point de m-torsion, 
et si Ta désigne l'application x -» x 0 a, il existe, à multiplication par une constante 
non-nulle près, une seule fonction rationnelle fn,a de diviseur m(T*D — D) et on a 
d(difD,a/fD,a) = rn(T*ujD,i~^D,i)' Si a et /3 sont des points de m-torsion de X(CP), 
la fonction 

fD,p(x®Ol)fD,a{X) 
JD,3\%)JD,OL\X 0 p) 

est constante égale à une racine m-ième de l'unité que nous noterons e£),m(a,^). 

Si Z est un diviseur de m, on a ejD,/([/]a, [/]/?) = (eD,m(a,/3))m//. En particulier, si 
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u = (0, . . . , un,... ) et v = (0, . . . , vn,... ) sont deux éléments de TP(X), la suite 
(l,...,e£>,pn(un,i;n),...) est un élément de Tp(Gm) C & appelé accouplement de 
Weil de u et v déterminé par le diviseur D et que nous noterons 6D(U,V). Finale­
ment, définissons la forme de Riemann p-adique Er>iP associée à D par la formule 
ED,P(U,V) = — log([££>(i/,v)]) ; c'est donc une forme bilinéaire antisymétrique sur 
TP(X) à valeurs dans Zptp. 

Théorème IL3.5. — Si uetv sont deux éléments de TP(X), alors 

EDJu,v) = 
d 

M 

i=l 
VD,i Vi~ WD,i / U% i 

u J v J v J u 

Démonstration. — Nous allons utiliser la fonction fffi apparaissant dans la construc­
tion de la fonction de Green Gd du diviseur D pour exprimer eD,P"(un,vn), ce qui 
nous permettra d'exprimer ED(U,V) en termes de la fonction GD- Finalement, un 
développement de GD en séries entières permettra de faire apparaître les périodes. 

Si a e X, le diviseur T*m^aD — mT*D + (m — 1)D est principal ; c'est donc le divi­
seur d'une fonction rationnelle /£>,m,a bien définie à multiplication par une constante 
(dépendant de a) près et son logarithme est de la forme 

(II.3.6) Log/D,m,a = GD(x 0 [m]a) - mGD(x 0 a) + (m - l)GD(x) + C(a), 

où C(a) est une constante, comme on le voit en comparant les diviseurs des fonctions 
rationnelles dont on est en train de comparer les logarithmes. 

LemmeIL3.7. — Si Pm(T) = J2k=o ak,mTk G Z[T] est le quotient de la division de 
Tm - mT + m - 1 par (T - l)2, alors 

Démonstration. — Si on fixe a, ces deux fonctions sont rationnelles en (x, b) G X2 
et valent toutes les deux 1 si b = 0 ; il suffit donc de prouver que leurs logarithmes 
coïncident. Si F est une fonction sur X, P = J2k=oakTk G Z[T] et a G X, notons 
F\p la fonction définie par F\P(x) — Y^k=oa^F{x 0 [k]a). La formule II.3.6 permet 

fD,m,a(x ® b) 
fD,m,a(x) 

m-2 
n 
k=0 

ÎD\X 0 [fc]a,a,a, 6) 
ûfc.m 

d'écrire Log fD.mAx®b) 
JD,rn,a\X) 

sous la forme FiTm_mT+m_1, avec F(x) = GD{% 0 b) — 

GD(X). Comme LogyD}(x 0 [fc]a,a,a,6) = F|Tfc+2_2Tfc+i+Tfc> on déduit le résultat de 
la formule F|P+Q = F\p + F\Q et (F\P)\Q = F\PQ valable si P et Q sont deux éléments 
de Z[T1. 

Lemme IL3.8. — La fonction fffim définie par 

(H.3.9) /g)m(x,a,6) = 
fD.m.a(x@b)fn.m.b(x) 
fD.m.a(x@b)fn.m.b(x) 

m-2 
n 
k=0 

ffr>(x® \h]a,a,a, 6) 

Vi>4)(s0[*]M,M] 

, ûfc,m 
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est rationnelle sur Xs ; son logarithme est donné par la formule 

(II.3.10) 

Log/^3)m(x,a,6) = (GD(x®b®[m]a) -GD(x<£>b) - GD(x 0 [m]a) + GD{x)^ 

-{GD{X 0 a 0 [m]b) - GD(x 0 a) - GD(X 0 [m]b) + GD(X)^J 

et si a et ¡3 sont des points de m-torsion, alors la fonction f ^ ^ i x , ( x a> P) es^ constante 
et égale à e£>,m(a,/3) sur X. 

Démonstration. — Le fait que fffim est rationnelle sur X3 est apparent sur l'iden­
tité II.3.9 qui résulte du lemme précédent ; la formule pour son logarithme est une 
conséquence immédiate de la formule II.3.6 et la formule pour l'accouplement de Weil 
de deux points de m-torsion suit du fait que si a est un point de m-torsion, alors 
/D,C* = /i9,m,a à multiplication par une constante près. 

Soit U l'ouvert de Zariski de X complémentaire de D et U4 l'ouvert de Zariski 
de X4 image réciproque de U7 par l'application de X4 dans X7 qui à (xo,xi,x2,Xs) 
associe (xo(Bxi,xo®x2,xoÇBx3,xoÇ&xi(Bx2,xo®x2(Bx3,xo(BxiÇBx3,xo(&xi(Bx2ÇBx3), 
ce qui fait que la fonction f$ est inversible sur U4. 

Lemme H.3.11. — Soient u = (un)nGN etv = (ïïn)neN des relèvements bornés de 
u et v dans X(B^R). On peut trouver une suite a — (an)n€N d'éléments de X(B^R) 
telle que Vensemble 

F = {an 0 [k]un 0 [l]vn | n G N , 0 < f c , K pn} 

soit borné dans U(B^R) et alors, l'ensemble F^ constitué des 

2/(n,fc) = (an 0 [k]un,un,un,vn) 

et des 

z(n'fc) = (an 0 [k]vn,vn,vn,un) 

pour n e N et 0 > k > pn - 2, est borné dans t/(4)(B+R). 

Démonstration. — L'existence de a est un cas particulier de la propriété B16 appliqué 
au cas où, E est le sous-groupe de X(B^R) engendré par les suites u et v qui est 
borné dans X(B^R) en vertu de la propriété B15 puisque u et v le sont, et où E^ 
est l'ensemble fini {[k]un 0 [l]vn | 0 < k,l,< pn}. Pour montrer que F^ est borné 
dans f/(4)(BdR), il suffit, en vertu de la propriété B10 et de la définition de U4 de 
montrer que si I est une partie non vide de {1,2,3} et mj : X4 —» X est l'application 
qui à (xo,xi,x2,xz) associe XO0®ÎG/^, alors l'image de F^ par mj est bornée dans 
U(B~àR). Or cette image est incluse dans F, ce qui permet de conclure. 
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Choisissons une suite a = (an)nGN satisfaisant les conclusions du lemme précédent 
et posons 

ce qui permet de conclure. 

Proposition IL3.14. — On a l'égalité suivante 

Xn — Fd, n (fln, Uni Vfi) — 
pn-2 
n 
fc=0 

/(4)(2/(n>fc))-l/(4)(Z(„,FC)) flfe,pn 

Lemme IL3.12. — On a l'égalité suivante 

ED,V(U,V)= lim -pnLog#n. 
n—><x> 

Démonstration. — On a 0{xn) = eDiPn(un,vn) ; en particulier, vp(0(xn)) = 0. La 
suite de terme général xn prend donc ses valeurs dans l'intersection du sous-groupe 
de (BjR)* des éléments vérifiant vp(0(x)) = 0 avec celui engendré par f4 (F4) et 
comme F1 est borné dans U4 et f$ est inversible sur U4 ce sous-groupe est 
borné dans B~["R (propriété B2). On en déduit le fait que la suite de terme général xn 
est bornée dans BJR et le résultat suit de la théorie des périodes p-adiques pour le 
groupe formel Gm (propriété B3). 

Lemme IL3.13. — Si i G {1 , . . . , d}, soient FD^ = diGo une primitive de WD1 et 
\i le logarithme de X associé à Ui et soient x, y G ^(B^R) vérifiant 0(x) = 0(y). Si 
Zi — Xi(y) - Ai(x), alors 

GD(y) = GD(x) + 
d 

E 
i=l 

FDA{X)Z% + E 
fci+-"+fcd>2 

а*, kÄx)zT1---zZd, 

où afclv..?fcd est une fonction holomorphe sur U. 

Démonstration. — didjGo = diFj^D est une fonction holomorphe sur U. Comme 
les dérivations di sont invariantes par translation, elles sont holomorphes sur X ; en 
particulier, on en déduit le fait que si / est holomorphe sur f/, alors dif l'est aussi. 
On en déduit, par récurrence, le fait que si &i + h kd > d, alors n?=i d^Gn est 
holomorphe sur U. Finalement, la formule de Taylor plus le fait que GD est localement 
analytique dans un voisinage de x nous donnent 

Gfci кл = 
d 

n 
i=l 

1 
K1 •d?GD G Ûu, 

lim 
n—>oo 

-pnLogxn = 
d 

E 
¿=1 

UDA Ui- UDi \ Ui 
u J v J v J u 
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Démonstration. — Cette proposition permet, avec l'aide du lemme II.3.12 de termi­
ner la démonstration du théorème II.3.5. Utilisant la formule II.3.10, on peut écrire 
— Log xn sous la forme 

(GD(an 0 un 0 \pn]vn) - GD(an 0 un) - GD(an 0 \pn]vn) + GD(an)^ 

- (GD(an 0 vn 0 \pn]un) - GD(an 0 vn) - GD(an 0 \pn)un) + GD(an)^ 

Comme [pn]txn et \pn]vn ont pour image 0 par 0, on peut appliquer le lemme 
précédent aux couples 

(an 0 un, an 0 un 0 \p >n), (o„, an 0 \p'b\vn), {an 0 vn, an 0 vn 0 LP Jun) 
et (an,an 0 [pn]wn). 

Si ki H \-kd > 2, les suites ojfel)...)jfed(one2n), afcl5...,fcd(an®vn) et afclj...,fcd(an) sont 
bornées puisque an,an ® t£n et an ® ïïn varient dans un sous-ensemble borné de U et 
ûfc1,...,fcd est holomorphe sur U. D'autre part, les suites \i(\pn]un) et Xi(\pn]vn) sont 
bornées dans F1B "̂R car elles tendent respectivement vers — fuUi et — fv a;». Comme 
de plus, FD5Î est une primitive de UJD.Ï, on en déduit le fait que la suite 

d , ran®un ran®vn 
LogXn + ^2[Xi(\pn]vn) / UDti ~ Xi(\pn]un) / UJD,i) 

i=l Xn xn 
est bornée dans BtR ce qui, compte-tenu des formules 

lim Xi{[pn\un) = -
n—>+oo u 

Ui lim Xi(\pn]vn) = -
V 

Ui 

lim pn 
n—f+co 

»an0un 

O-n 
UDA = -

и 
UDA lim 

n—>+oo 
Pn »an0un4 

а„ 
UJn i — — 

v 
UDA 

termine la démonstration de la proposition II.3.14 et donc du théorème II.3.5. 

3. Formes de seconde espèce et formes exactes. — La non dégénérescence 
de l'accouplement de Weil pour un choix convenable de D permet de caractériser 
les formes différentielles exactes parmi les formes différentielles de seconde espèce 
(théorèmes II.3.15 et II.3.16). 

Théorème II.3.15 
(i) Une forme différentielle de seconde espèce est exacte si et seulement si toutes 

ses périodes sont nulles. 
(ii) Une forme différentielle de seconde espèce a une image nulle dans if1(X, ûx) 

si et seulement si toutes ses périodes sont dans F1B^R. 

Démonstration. — Si le diviseur D est choisi non dégénéré, la forme bilinéaire 

t~lED,p{u,v) : (Qp ® TP(X)) x (Qp ® TP(X)) —• Qp 
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est non dégénérée. Si u\,..., u2d est une base de TP(X), le déterminant de la matrice 
de coefficients ED,P(UÍ^UJ) est donc de la forme a£2d, où a G Q*. D'autre part, les 
relations de Riemann permettent d'écrire cette matrice sous la forme tA {\I$)A, 
où A est la matrice dont le coefficient de la i-ème ligne et de la j-ème colonne est égal 
à / uj{ et où l'on a posé wd+1 = UJD,Í-

Supposons que l'on puisse trouver rji G H¿R(X) non nul et dont toutes les périodes 
soient nulles. Complétons 771 en une base (771,..., rj2d) de H¿R(X) et soit M la matrice 
exprimant les UJÍ en terme des rjj et B la matrice dont le coefficient de la i-ème ligne 
et de la j-ème colonne est égal à fu rji de telle sorte que l'on aA = MB. On obtient 
une contradiction car le déterminant de B est nul puisque sa première ligne l'est alors 
que celui de tBtM( _jd d̂ )MB ne l'est pas. On en déduit le (i). 

Pour démontrer le (ii), supposons que l'on puisse trouver 77̂ +1 G H¿R(X) non nul 
mais dont toutes les périodes appartiennent à F1BjR. Complétons 77̂ +1 en une base 
(Vi, • • •, V2d) de telle sorte que 771,..., rjd forment une base de H°(X, fi^). Soient M et 
B les matrices définies comme précédemment. La matrice B a ses d+1 premières lignes 
divisibles par tp dans B¿R, ce qui est en contradiction avec le fait que le déterminant 
de tBtM(_°Jd ^)MB n'est pas divisible par £2d+2 puisqu'il est de la forme at2d avec 
a G Q*. Ceci permet de conclure. Notons que la même démonstration montre que si 
une forme différentielle de seconde espèce sur X a toutes ses périodes divisibles par 
tp, alors elle est exacte. 

Théorème IL3.16. — Soit X une variété propre et lisse définie sur Cp. Soient UJ une 
forme différentielle de seconde espèce et U un ouvert de Zariski de X non vide sur 
lequel UJ est holomorphe. Alors UJ est exacte si et seulement si une primitive de UJ est 
bornée sur tout sous-ensemble borné de U(CP). 

Démonstration. — Si UJ est exacte, sa primitive est par définition une fonction ra­
tionnelle qui est holomorphe sur U puisque UJ l'est et donc est bornée sur tout sous-
ensemble borné de U (propriété B9). Pour montrer la réciproque, on va d'abord 
considérer le cas où X est une variété abélienne, cas dont la démonstration repose sur 
la proposition précédente, puis celui où X est une courbe en utilisant la jacobienne de 
X, et finalement le cas général en en considérant une courbe suffisamment générale 
tracée sur X. 

Soient donc X une variété abélienne, UJ une forme différentielle de seconde espèce 
sur X et U un ouvert de Zariski de X non vide sur lequel UJ est holomorphe. Supposons 
que / UJ est bornée sur tout sous-ensemble borné de U(CP). On déduit du théorème 
II.3.2 le fait que si u G TP(X(CP)), alors JU UJ G illBjR et donc, d'après la proposition 
précédente, que l'image de UJ dans H¿R(X) appartient à H°(X, iï^) ; autrement dit 
que UJ peut s'écrire sous la forme UJ* + df, où / est une fonction rationnelle sur X et UJ' 
est une forme différentielle invariante sur X. Soit À la primitive de UJ' s'annulant en 
0. Comme JUJ et / sont bornées sur tout sous-ensemble borné de Í7(CP), il en est de 
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même de À. Soit x G X(CP). Soit (xn)n€N une suite d'éléments de X(CP) vérifiant 
XQ = x et \p]xn+i = xn. D'après le lemme II.3.1, on peut trouver une suite (an)n€N 
d'éléments de X(CP) telle que les suites de termes généraux respectifs an et an © xn 
soient bornées dans U(CP). On en déduit le fait que les suites de termes généraux 
respectifs pnX(an) et pnX(an © xn) tendent vers 0 puis que 

X(x) = pn(A(an © xn) - A(on)) 

est nul et enfin que UJ' = 0, ce qui permet de conclure dans le cas où X est une variété 
abélienne. 

Supposons maintenant que X est une courbe et soient J la jacobienne de X, P0 un 
point de X, L le plongement de X dans J déterminé par Po, UJ une forme différentielle 
de seconde espèce sur X et U un ouvert de Zariski de X non vide sur lequel UJ est 
holomorphe. Soit m : X9 -» J l'application qui à P i , . . . ,Pg associe ®9i=1i{Pi) et, si 
i G {1 , . . . ,#}, soit ni : X9 -> X la projection sur le i-ème facteur. D'après le lemme 
II.2.1, il existe une (unique) forme différentielle UJJ de seconde espèce sur J telle que 
l'on ait 

m UJJ = 
9 

E 7T{UJ 

i=l 
et les formes différentielles UJ et L*UJJ ont alors même image dans H\R(X). Soit V un 
ouvert de Zariski de J contenu dans l'ouvert des points généraux et dans le complé­
mentaire de m{X9~l x (X — U)) et sur lequel UJJ est holomorphe. Par construction, 
on a m-1 (V) C U9 ; en effet, comme on a supposé V inclus dans l'ouvert des points 
généraux, si x G V, l'équation m(Pi, . . . , P s ) = i a , à permutation près, une unique 
solution et comme V est inclus dans le complémentaire de m(X9~1 x (X — C/)), aucun 
des Pi ne peut appartenir à U. La propriété B10 implique que si E est borné dans 
V, alors m~1(E) est borné dans m-1 (V) et donc dans U9. Si on a supposé qu'une 
primitive de UJ était bornée sur tout sous-ensemble borné de U, on déduit de l'égalité 

m*ujj = 
9 M 

1=1 

7T{UJ 

le fait que / m*ujj est bornée sur m~1(E) et donc que / CJJ est bornée sur E. Ceci 
implique, d'après l'étude du cas où X est une variété abélienne que UJJ est exacte puis 
que UJ est exacte et permet de conclure dans le cas où X est une courbe. 

Passons au cas général. Soient donc X une variété propre et lisse sur Cp, UJ une 
forme différentielle de seconde espèce sur X et U un ouvert de Zariski de X non 
vide sur lequel UJ est holomorphe. On peut construire une courbe C et un morphisme 
f : C -> X induisant une surjection de la jacobienne J de C sur la variété d'Albanese 
de X et tels que f(C) fl U ^ 0 (il suffit de choisir des points P0, . . . , Pn de U tels 
que le sous-groupe de Alb(X) engendré par les images de Pi, . . .Pn soit Zariski dense 
dans Alb(X) et de prendre pour C la désingularisée d'une courbe irréductible de X 
passant par P0,.. . ,Pn). L'application /* : H^R(X) ->> H\R(C) est injective. D'autre 

ASTÉRISQUE 248 



II.3. PÉRIODES p-ADIQUES DES VARIÉTÉS ABÉLIENNES 113 

part, Uc = f~l{U fl f(C)) est un ouvert de Zariski non vide de C sur lequel f*u 
est holomorphe et si la fonction J UJ est bornée sur tout borné de U, alors a fortiori, 
/ f*uj est bornée sur tout borné de Uc puisque l'image d'un borné de Uc par / est 
borné dans U. On en déduit, utilisant le cas des courbes, le fait que f*uj est exacte 
et donc que UJ est exacte puisque /* induit une injection de H^R(X) dans H^R(C). 
Ceci termine la démonstration du théorème II.3.16. 

4. Théorie de Kummer et exponentielle de Bloch-Kato. — Dans ce para­
graphe, on suppose que K est une extension finie de Qp. Soient X une variété abélienne 
de dimension d définie sur if, (UJI , . . . , ujd) une base de H°(X, fî^), D un diviseur non 
dégénéré défini sur K et (UJD,I, • • •wd,d) les formes différentielles de seconde espèce 
définies au §4. 

Notons (, )D la forme bilinéaire t~xEn de VP(X) x VP(X) dans Qp. On étend (, )D 

par bilinéarité à (BdR ® VP(X)) x (BdR ® VP(X)), où l'on a posé BdR = BjR[—], ce 
zp 

qui fait de BdR le corps des fractions de B̂ "R. Comme ( , )D est non dégénérée, cela 
permet d'identifier BdR® VP{X) à son dual ; en particulier, l'existence de l'application 
«périodes p-adiques» nous fournit une application de H\R(X) dans BdR ® V qui est 
injective d'après le (i) du théorème II.3.15. De manière explicite, si (ui,... ,U2d) est 
une base de VP(X) et (u*,..., u!^) est la base duale relativement à la forme bilinéaire 
( , )D et si UJ G H\R(X), alors 

On pose Ui = un,i-d si d + 1 < i < 2d et on définit u^ pour 1 < i < 2d par 
u^ = —UD,Î si 1 < i < d et u^ = Ui-d si d -h 1 < i < 2d. Le théorème IL3.5 nous 
fournit la formule 

d 2g 
( , )D = t-1Y2uiAu wD,i = tp-1^2u1®u{i). 

i=l i=l 

On en déduit le fait que (t^u^,..., t ^ u ^ ) ( 2 d ) est la base de BdR <8> V duale de 
(ui,... ,u;2d) et donc que si u G Vp (X), alors 

(IL3.17) UJ — 
2d 

i=l Ui 
wjuj e BdR®vp(X). 

(II.3.18) u = tp-n 
29 

E 
¿=1 un 

w (w) (1) 

Rappelons qu'une représentation p-adique V est dite être de de Rham si le K espace 
vectoriel Am(^) = (B<m®V)^K est de dimension dimQp V. La proposition suivante 
est bien connue ([32] par exemple). 

Proposition 113.19 
(i) La représentation VP{X) est de de Rham. 
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(ii) L'application tx qui à UJ e H^R(X) associe t~xuj G BdR ® VP(X) est un 
isomorphisme de H\R{X) sur DdR(Vp(X)). 

(iii) L'image de H°(X,Qx) par cet isomorphisme est F°DdR(Vp(X)). 

Démonstration. — Le (i) est une conséquence du (ii). Si r G *SK et 16 G VP(X), utilisant 
la formule II.3.18, on obtient 

t-1 
29 

E l 
1=1 U 

Wia,w=« = r(T-'(u)) = 
29 

E 
I=L u 

UII HT-1 W(1^) 

et la non dégénérescence de l'application «périodes p-adiques» implique que t~xuj^ 
est fixe par r et donc élément de D$R(yp(X)). On en déduit le fait que tx est une 
injection de H\R(X) dans DdR(Vp(X)) ; c'est donc une bijection car la dimension du 
If-espace vectoriel DdR(Vp(X)) est inférieure ou égale à celle de H^R(X). 

On déduit de la formule II.3.17 le fait que ix(w) G F°DdR(Vp(X)) si et seulement 
si Ju UJ G FxBdR quel que soit 1 < i < 2d et le (ii) du théorème II.3.15 permet de 
conclure. 

Remarque 113.20. — Cette proposition permet de montrer que ix induit un isomor­
phisme de DdR(Vp(X))/F°DdR(Vp(X)) sur HlR(X)/H°(X, il1*) <= H\X,ÛX)-

Si a G X(K)1 la théorie de Kummer permet d'associer à a un élément da de 
i/1(if,TJ,(X)). De manière explicite, da est représenté par le cocycle r -> da(r) — 
(r — l)г¿, où u — (iin)nGN est n'importe quel élément de &(X(CP)) vérifiant 7r(u) = 
uo — a. 

On note logx l'application logarithme de X(CP) dans l'espace tangent Tx de X à 
l'origine. Si X* désigne la variété abélienne duale de X, cet espace tangent est cano-
niquement isomorphe à HX(X*, ûx*) et le choix de D nous fournit un isomorphisme 
entre H1^*, Ûx*) et HX(X, Ûx) ; on obtient la formule 

logx(a) = 
d 

E 
I=L 

Xu,i (a)ujD,I. 

Bloch et Kato [2] ont défini des sous-groupes Hle{K, V) C Hlg{K, V) de Hl{K, V). 
Le groupe H g (K, V) est le noyau de l'application naturelle 

H1 (K, V) —> H1 (K, BdR ® V). 

La définition de Hl(K,V) utilise le sous-anneau Bcris de BdR, anneau qui est est 
muni d'une action du Frobenius absolu (p et H\ (K, V) est par définition le noyau de 
l'application naturelle de ^{K, V) dans Hl{K, B^r1 ® V). Les anneaux Bcris et BdR 
sont reliés par la suite exacte fondamentale 

0 Qp B^1 -»> BdR/B+R 0. 

Si V est une représentation de Sk on peut tensoriser cette suite exacte par V et 
passer à la suite exacte de cohomologie continue associée, ce qui permet de définir une 
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application (surjective si V est de de Rham) de DdR(V)/F°DdR(V) dans Hl(K, V) 
appelée exponentielle de Bloch-Kato. Si X est une variété abélienne, Bloch et Kato 
on démontré que l'application exponentielle coïncide avec l'exponentielle usuelle. Plus 
exactement, on a le théorème suivant, si 

logVpW : Hl(K,V) —> DdR(V)/F°Ddn(V) 

désigne l'inverse de l'exponentielle de Bloch-Kato (qui est un isomorphisme dans le 
cas d'une variété abélienne). 

Théorème 11.3.21 
(i) Si a G X(K), alors da G Hî(K,V). 
(ii) logVp(x)(0a) = tx(\ogx(a)). 

Démonstration. — Avec les méthodes développées dans ce volume, nous ne pourrons 
démontrer qu'une partie de ce théorème. Si u G âiï(X(Cp)), soit 

logx(^) = 
2d 

M 

2=1 U 
Ui wvv G BdR ® V. 

Comme a;» G F1 BdR si 1 < i < d et comme 0(fuUi) = ^(^(u)) si 1 < i < d, on 
obtient 

(II.3.22) e(tegx(u)) = \ogx(7r(u)). 

Si u G TP(X), la formule II.3.18 se traduit par \ogx(u) = tu. D'autre part, si r G Sk 
on a rit-Hogxu) = t-Hogxriu) car t'1^ G -DdR(̂ ) et T(JUUJ) = JR{U) u quel que 
soit UJ G H^R(X). On en déduit le fait que si u G âË{X(Cp)) vérifie 7r(u) = a, alors da 
est représenté par le cocycle r -> (r — l)(Ç1logxu). En particulier, 9a G Hg(K, V). 

Pour démontrer le théorème de Bloch et Kato dans sa totalité, il suffirait, grâce à la 
formule II.3.22, de prouver que t~Hogxu G B^r1, ce qui est formellement clair car (p 
agit sur tp1 par multiplication par p~x et X^= wi ® wi = Xa=i UiAuJn,i représente 
la classe de cohomologie associée au diviseur D dans H%R(X) et est donc multipliée 
par p sous l'action de Probenius. Malheureusement, les méthodes développées dans ce 
volume ne permettent pas de mettre en oeuvre cette stratégie ; il faudrait prendre un 
modèle de X ayant de bonnes propriétés (ce qui est possible car X admet un modèle 
semi-stable après extension des scalaires) et faire agir le groupe de Weil-Deligne sur 
les formes différentielles (ce qui n'est pas possible en restant dans le cadre algébrique ; 
voir [18], §7 pour le cas de bonne réduction). 
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APPENDICE A 

ENSEMBLES BORNÉS 

Cet appendice contient les principales propriétés des ensembles bornés ; on y trouve 
en particulier les démonstrations des propriétés Bl,B2,...,B14etB16, la propriété 
B15 étant démontrée dans l'appendice B. Certaines de ces propriétés se trouvent 
dans le livre [3] mais nous en avons reproduit la démonstration pour la commodité 
du lecteur. 

A.l. Généralités sur les schémas 

Si B est un anneau, un B-schéma sera par convention un schéma séparé et de type 
fini sur B. Si X est un P-schéma, nous appellerons présentation de X un recouvrement 
fini 9/ de X par des ouverts affines, chaque U G 9/ étant muni d'une immersion fermée 
tu dans un espace affine A^7. 

Un ouvert de présentation lisse sera par définition un ^-schéma affine U muni 
d'une immersion fermée tu dans un espace affine A%+d telle que la composition de 
tu avec la projection de A^+d sur A^ soit étale. De manière équivalente, un ouvert 
de présentation lisse est un ouvert U de la forme Spec(B[x,y]/(Fi,... ,Fm)) avec 
x = (a?i,.. .,xm) et y = (yi,.. .,yd), tel que le jacobien jac^ = det(§fi)i<<fJ-<m soit 
inversible sur U. 

Si X est un 2?-schéma lisse, une présentation lisse de X sera par définition une 
présentation de X par des ouverts de présentation lisse. Tout B-schéma lisse admet 
des présentations lisses. 

A.2. Ensembles bornés 

Soient K un sous-corps fermé de Cp, r G N, A = ÛK [SI, ..., SR] et B = A[l/p] 
(si r = 0, on obtient A = ÛK et B = K). Si n > 0, soit Br(Q,r)) l'ensemble des 
s = (si,..., sr) G Kr tels que l'on ait |si| < r¡ pour tout i G {1,. . . , r}. Si s G Br(0,1), 
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soit 6s : B -» K le morphisme donné par 0s(Si) = Si. Si X est un B schéma, on note 
Xs la fibre de X au-dessus de 5 G I?r(0,1) et on a X(K) = \Js€Br(o,i) X8(K). 

Définition A.2.1 
(i) On dit qu'un sous-ensemble E de K est borné si l'image de E par l'application 

x —>• \x\ est bornée dans R, c'est-à-dire s'il existe n G N tel que l'on ait E C p~N&K-
(h) Si X est un B-schéma affine, on dit qu'un sous-ensemble E de X(K) est borné 

dans X si son image dans K par toute fonction holomorphe sur X est bornée 
(ni) Si X est un 5-schéma (pas nécessairement affine), on dit qu'un sous-ensemble 

E de X(K) est borné dans X s'il existe un recouvrement fini ^ par des ouverts affines 
et une décomposition de E sous la forme E = \JUe^ Eu telle que si U G U alors 
Eu soit borné dans U (dans le sens du (ii)). Une famille (Eu)uew te^e Que Eu soit 
bornée dans U et telle que l'on ait E = {Juew Eu sera appelée une décomposition 
de E adaptée à %. 

Remarque A.2.2. — On verra un peu plus loin (proposition A.2.5) que l'existence 
d'une décomposition adaptée ne dépend pas du choix de ^/ et que l'on pourrait 
aussi définir les ensembles bornés de la manière suivante : si X est un B-schéma 
(pas nécessairement affine), on dit qu'un sous-ensemble E de X(K) est borné dans 
X si, quelque soit le recouvrement fini 9/ de X par des ouverts affines, il existe une 
décomposition de E adaptée à U c'est-à-dire de la forme E = \JUe<& Eu de telle 
sorte que si U G U alors l'image de Eu par toute fonction holomorphe sur U est 
bornée dans K. 

Exemple A.2.3 
(i) Si X = Spec£, alors X(K) = £r(0,1) est borné dans X. 
(ii) Si m G N et si X = A = Spec(JB[ari,... ,xm]), alors X(K) = £r(0,1) x Km 

et un sous-ensemble E de X(K) est borné si et seulement si il existe n G N tel que 
l'on ait E C £r(0,1) x (p"n^)m. 

LemmeA.2.4. — Soient X un B-schéma affine de type fini et E un sous-ensemble 
de X(K). Les propriétés suivantes sont équivalentes. 

(i) Il existe n G N et une immersion fermée t : X —> A^ tels que l'image de E par 
i soit bornée dans Br(0,1) x Kn 

(ii) Quels que soient n G N et l'immersion fermée 1 : X -> A£, l'image de E par t 
est bornée dans Br{0,1) x Kn 

(iii) E est borné dans X. 

Démonstration. — (ii)=>(i) de manière évidente. D'autre part, (iii)=>(ii), car si ¿ est 
une immersion fermée de X dans un espace affine, les applications coordonnées in­
duisent des fonctions holomorphes sur X. Finalement, si £ est une immersion fermée 
de X dans A-g, toute fonction holomorphe sur X est un polynôme en les fonctions 
coordonnées ce qui permet de prouver que (i)=> (iii) et permet de conclure. 
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Proposition A.2.5. — Soient X un B-schéma, E un sous-ensemble de X{K) borné 
dans X et y un recouvrement ouvert fini de X par des ouvert affines. Alors il existe 
une décomposition de E adaptée à y'. 

Démonstration. — La définition permet de montrer que si V C U sont deux ouverts 
affines de X et si F est borné dans V alors il l'est dans [7, ce qui permet, si nécessaire, 
de remplacer y par un recouvrement plus fin. En particulier, on peut supposer que 
y est plus fin que le recouvrement 9/ permettant de prouver que E est borné dans 
X. D'autre part, quitte à remplacer X par U, E par Eu et à ne prendre que les 
éléments de Y inclus dans (7, on peut supposer que X est affine et donc de la forme 
X = Spec A, où A = B[xi,... ,#m]/7. Quitte à raffiner encore y , on peut supposer 
que y = {Spec A[f^1]^ G J} , où J est un ensemble fini et les fj sont des éléments 
de A engendrant A. On peut donc trouver des éléments gj de A tels que l'on ait 
S j e j fj9j = 1- Comme E est borné, il existe n G Z tel que vp(xi) > n si x G E et 
1 < i < n, on en déduit l'existence de n' tel que vp(gj(x)) > n' si x G E et j G J. Soit 
Ej = {x G E,vp(fj(x)) > —n'}. On tire de la majoration précédente et de l'identité 
J2jejfj9i = 1 le fait que E = UjejEj. D'autre part, l'application tj : Vj -> A^+1 
qui à x associe (x±,... ,#m5/j(#)_1) est une immersion fermée et l'image de Ej par 
les fonctions Xi est bornée dans K puisque Ej C E et que E est borné dans X et 
son image par fj1 est incluse dans p~n ÛK et donc borné dans K, ce qui permet de 
conclure. 

Proposition A.2.6. — Si f : X ->> Y est un morphisme de B-schémas et E est un 
sous-ensemble de X(K) borné dans X, alors f(E) est borné dans Y. 

Démonstration. — Soient y un recouvrement affine fini de Y et 9/ un recouvrement 
affine fini de X assez fin pour que, si U G U alors il existe Vu € y contenant f(U). 
Soit (Eu)ue^ une décomposition de E adaptée à 9/. En revenant à la définition 
d'ensemble borné dans le cas affine, on voit que f(Eu) est borné dans Vu puis que 
f(E) = Uuew f(Eu) est borné dans F, ce qu'il fallait démontrer. 

Proposition A.2.7. — Si t : X —» Y est une immersion fermée, E est un sous-ensemble 
de X(K) et t(E) est borné dans Y, alors E est borné dans X. 

Démonstration. — Soient 9/ un recouvrement ouvert affine fini de Y, t(E) = Ut/e^ Fu 
une décomposition de L(E) telle que Fu soit borné dans U pour tout U G ^ et, si 
U G U soit tu une immersion fermée de U dans un espace affine. Les t~l{U) pour 
U G 9/ forment un recouvrement ouvert affine fini de U et de plus, si U G alors 
tu o t est une immersion fermée de t^ÇU) dans un espace affine. On en tire le fait 
que t~x{Fu) est borné dans i~l{U) (cf. lemme A.2.4) pour tout U G ^ puis que E 
est borné dans X, ce qu'il fallait démontrer. 

Proposition A.2.8. — Si X est propre sur B, alors X(K) est borné dans X. 
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Démonstration. — Le lemme de Chow et la proposition A.2.6 permettent de se ra­
mener au cas où X est projectif, puis utilisant la proposition A.2.7, au cas où X 
est l'espace projectif. Il suffit alors de prendre le recouvrement ouvert standard de 
Pjg par des ouverts (E )̂o<i<m isomorphes à Ag et de remarquer que X(K) peut se 
décomposer sous la forme U^-0Fi où F» est le sous-ensemble 2?r(0,1) x (ÛK)71 de Ui 
qui est borné dans Ui puisque Br(0,1) est borné. Ceci permet de conclure. 

Lemme A.2.9. — Soient X un B-schéma, UetV deux ouverts de X et E un sous-
ensemble de U(K) fl V{K). Alors E est borné dans U r\V si et seulement si il Vest 
dans U et dans V. 

Démonstration. — Le fait que si E est borné dans ¡7(17, alors il l'est dans U et dans 
V résulte de la proposition A.2.6. Réciproquement, supposons que E est borné dans 
U et dans V et supposons de plus que U et V sont affines et munis d'immersions 
fermées i\j et iy dans An et Am respectivement. Comme X est séparé, l'application 
naturelle de U fl V dans U x V est une immersion fermée de U fl V dans la variété 
affine U x V que l'on peut composer avec l'immersion fermée bu x iy de U x V dans 
An x Am. Comme E est borné dans U et V, son image par tu x iy est bornée dans 
An x Am et E est borné dans U fl V. 

Dans le cas général, on peut recouvrir U par des ouverts affines Ui et V par des 
ouverts affines Vj et décomposer E sous la forme E = UEi et E = \JFj, où E{ est 
borné dans £7» et Fj dans Vj. D'après la discussion précédente, EiDFj est borné dans 
Ui H Vj et comme U»,j (E{ f)Fj) = ( U ^ ) H (UjFj) = E, cela implique que E est borné 
dans UHV. 

Nous allons terminer ce paragraphe en donnant un critère très utile permettant de 
déterminer si un ensemble borné reste borné dans un ouvert. Si X est un B-schéma 
et 9/ est une présentation de X, on peut munir U(K) si U G U d'une distance en 
posant du(x,y) = d(iu(x),Lu(y)), où LU est l'immersion fermée de U dans l'espace 
affine A-g donné par la présentation et d est la distance sur J?r(0,1) x K™ C Kr+rn 
induite par la norme du sup., c'est-à-dire donnée par la formule d((s,x), (s',x')) = 
sup(sup1<i<r \Si - s'^supi^x™ \Xj - X'j\). 

Proposition A.2.10. — Soient X un B-schéma, D un sous-schéma fermé de X, E un 
sous-ensemble borné de X, 9/ une présentation de X et (Eu)ue^ une décomposition 
de E adaptée à 9/. Alors E est borné dans X — D si et seulement si, quel que soit 
U G %, la distance du(Eu,D(K)) est non nulle. 

Corollaire A.2.11. — Si D(K) = 0, alors E est borné dans X — D. 

Corollaire A.2.12. — Soient X une variété propre sur K etx G X(K) ; alors un sous-
ensemble E de X(K) — {x} est borné dans X — {x} si et seulement si x n'appartient 
pas à son adhérence. 
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Remarque A.2.13. — Si K est localement compact, on peut obtenir une démons­
tration de la proposition par des méthodes classiques de compacité. On obtient en 
particulier l'énoncé suivant généralisant le corollaire A.2.12. 

Proposition A.2.14. — Soit K un sous-corps localement compact de Cp. Soient X 
une variété algébrique propre définie sur K et D une sous-variété fermée de X et E 
un sous-ensemble de X — D(K). Alors E est borné dans X — D si et seulement si 
l'intersection de l'adhérence de E (pour la topologie p-adique) et de D(K) est vide. 

Revenons à la démonstration de la proposition A.2.10. D'après le lemme A.2.9, E 
est borné dans X - D si et seulement si, quel que soit U G u Eu est borné dans 
U — D. Ceci permet, quitte à remplacer X par U et E par Eu, de se ramener au 
cas où X est affine et W = {(X, LX)}- D'autre part, l'image de D par l'immersion 
fermée tx est un un sous-schéma fermé de l'espace affine et ix induit une immersion 
fermée de X — D dans A£ — tx(D) et comme d'après la proposition A.2.7, E est 
borné dans X — D si et seulement si tx (E) est borné dans A^ — tx (D) et que, par 
définition de dx, on a dx(E,D) = d(tx(E),tx(D)), on peut, quitte à remplacer X 
par Ajg et E par tx(E), supposer que X est l'espace affine A£ et % = {(X,id)}. 
On peut d'autre part, quitte à faire une homothétie, supposer que E est inclus dans 
£r(0,1) x Bn(0,1) = JSr+n(0,1). 

Soient F\,..., Fm G B[X\,..., Xn] des générateurs de l'idéal de définition de D 
que l'on peut, quitte à les multiplier par une puissance de p, supposer appartenir à 
A[Xi,..., Xn] C A [Xi,..., Xn\. Les V% = X - (Fi) forment un recouvrement affine 
de X - D et l'application ti :Ui -> An+1 qui à x associe (#i,... ,xn, Fi(x)-1) est une 
immersion fermée. On en tire le fait que E est borné dans X — D si et seulement si 
il existe e > 0 tel que, quel que soit x G JE, il existe i tel que |Fi(x)| > £• On est donc 
ramené à démontrer le lemme suivant : 

LemmeA.2.15. — Soient Fi , . . . ,Fm des éléments de ÛK [-X"I, • • • >-̂ r+n] et D la 
sous-variété de I?r+n(0,1) définie par l'idéal engendré par Fi , . . . ,Fm. Si E est un 
sous-ensemble Pr+n(0,1), alors les deux conditions suivantes sont équivalentes : 

(i) d(E,D(K)) = 0. 
(ii) infa;€£;(sup1<i<m \Fi(x)\) = 0. 

Démonstration. — L'implication (i)=>(ii) est immédiate car E étant borné, si F G 
0K[X\,..., Xr+n} etx,y e Br+n(0,1), alors \F(x) - F(y)\ < d(x, y) comme on peut 
le voir en développant F en série entière autour de x. 

La démonstration de l'implication (ii)=>(i) se fait par récurrence sur la dimension 
de D (i.e. le maximum des dimensions de ses composantes irréductibles). Si D = 0, 
on peut trouver G\,..., G> G ÛK {Xi,..., Xr+n] ®K tels que l'on ait Y!iL\ FiG% = 1. 
Comme E est borné, il existe M > 0 tel que l'on ait |Gt(#)| < M quel que soit x € E 
et 1 < i < m. On en déduit le fait que si x G F, alors sup1<i<m |Fi(x)| > M"1 et 
donc que l'assertion (ii) est fausse, ce qui permet de conclure^ans le cas où D = 0. 
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Supposons maintenant D de dimension d > 0 et réduite. Si / est une partie kn — d 
éléments de {1 , . . . , m) et J une partie à n — d éléments de {1 , . . . , n}, notons Jacj,j 

la matrice de coefficients dFi 
oXj 

pour i e I et j e J et jacj j son déterminant. Soit 

Z le lieu singulier de D, c'est-à-dire l'ensemble des éléments x e D tels que l'on ait 
jac7 j(x) = 0 pour tout couple (/, J). Soit (ai)i^ une suite d'éléments de E telle que 
la suite sup1<i<m |Fi(a/)| tende vers 0 quand l tend vers +oo. De deux choses l'une : 
soit lim (sup7 j |jacj j(ai)\) =0 quel que soit le couple (/, J) et comme on a supposé 

D réduite, Z est de dimension strictement inférieure à celle de D et l'hypothèse de 
récurrence implique d(E, Z(K)) = 0, ce qui implique d(E, D(K)) = 0 puisque Z C D] 
soit il existe lo G N et k G N tels que quel que soit l > lo, il existe / , J tel que l'on 
ait |jacj j(x)| > p~k et l'algorithme de Newton (Lemme A.3.4 ou [6], chap. Ill, §5) 
nous fournit une solution t/m du système d'équations Fi (y) = 0 si i G / vérifiant 

d(xhyi) <pksup\Fi(xi)\ 
iei 

si cette dernière quantité est assez petite (strictement inférieure à p"fe). Il existe 
donc un couple (/, J) et une composante irréductible Y de la variété définie par les 
équations Fi = 0 pour i G / dans l'ouvert jac7 j ^ 0 contenant une infinité des 
yi et, quitte à remplacer xi par une sous-suite, on peut supposer que Y contient 
tous les yi pour Z G N. On en déduit le fait que si Y désigne l'adhérence de Y 
et si (Fi)iG/,Fm+i,... ,Ft sont des générateurs de l'idéal de définition de F, alors 

lim (s\xp1<i<t\Fi(xi)\) = 0. Comme Y est irréductible et de dimension d, on a 
Z—ï+oo 
soit Y C D et donc d{E,D(K)) < d(E,Y(K)) ce qui implique d(E,D{K)) = 0; soit 
DnY est de dimension strictement inférieure à celle de D et l'hypothèse de récurrence 
implique d(E, D(K) fl Y{K)) = 0 et donc d(E,D(K)) = 0. Ceci permet de conclure 
si D est réduite. 

Finalement, si D n'est pas réduite, soient Gi , . . . , G8 des générateurs du radical de 
l'idéal de 6K \X\,..., Xr+n] <g> K engendré par F i , . . . , Fm. On peut aussi voir D de 
manière réduite comme le lieu des zéros communs des Gi. Il existe alors AT G N et, si 
i G { 1 , . . . , s}, des éléments H^i,..., H^m de 6K \X\,..., Xr+nJ (g)K tels que l'on ait 
Gf = J^jLi HiJFJ- L'ensemble E étant borné, il existe C > 0 tel que \Hij(x)\ < C 
si x e E et le couple (i,j) parcourt (1.......s) x { l , . . . ,m} . Maintenant, si x G E 
vérifie supi \Fi(x)\ < G~1eiV, alors supi |Gf(#)| < e, ce qui permet de montrer que 

inf ( sup \Fi(x)\) = 0 inf ( sup \Gi(x)\) = 0 
l<t<m 1<*<* 

et permet de se ramener au cas où D est réduit puis de terminer la démonstration du 
lemme A.2.15 et celle de la proposition A.2.10. 

Corollaire A.2.16. — Soit f : X Y un morphisme de variétés définies sur K. 
Soient U un ouvert de Y et E un sous-ensemble de f~l(U) borné dans X ; alors E 
est borné dans f~l{U) si et seulement si f(E) est borné dans U. 

ASTÉRISQUE 248 



A.3. ÉPAISSISSEMENTS p-ADIQUES 123 

Démonstration. — Si E est borné dans /_1(Î7), alors f(E) est borné dans U en vertu 
de la proposition A.2.6. Réciproquement, soit y une présentation de Y et W une 
présentation de X assez fine pour que si W G JfP, alors il existe V E y contenant 
f(W). Soit (Ew)weyp une décomposition de E adaptée à W. Si E n'est pas borné 
dans F+1 ((U) alors, d'après la proposition A.2.10, il existe W e W pour lequel, 
dw{Ew,f~l(D)) = 0. Mais alors, si W e W contient /(V), comme Ew est borné 
dans W, il existe C > 0 tel que l'on ait dy(f(x),f(y)) < Cdw(x,y) si £ G Ew et 
dw(%,y) < 1. On en déduit le fait que dy(f(Ew),D) = 0 et donc que f(Ew) n'est 
pas borné dans V fl U. Comme il l'est dans V, il ne l'est pas dans dans U d'après le 
lemme A.2.9 et, a fortiori, f(E) n'est pas borné dans (7, ce qui permet de conclure. 

A.3. Épaississements p-adiques 

Définition A.3.1. — Soient K un sous-corps fermé de Cp, 6K l'anneau de ses en­
tiers, A un anneau et 0 un morphisme de A dans 6K- On dira que (A,0) est un 
épaississement p-adique de 6K si 

(i) 0 est surjectif. 
(ii) A est sans p-torsion et séparé et complet pour la topologie (p, ker 0)-adique (Le. 

l'application naturelle de A dans ]^mnA/(p,ker0)n est un isomorphisme). 

Remarque A.3.2. — Si (A,0) est un épaississement p-adique de 6K, alors A est 
un anneau local dont l'idéal maximal m A est constitué des éléments x de A vérifiant 
vp(0(x)) > 0. On peut aussi décrire comme l'image réciproque de m0K par 0. 

(ii) Si xi,..., Xk sont des éléments de m A , alors il existe n G N tel que la puissance 
n-ième de l'idéal de A engendré par xi,...,Xk soit contenue dans l'idéal (p,ker#). 
Comme A est séparé pour la topologie (p, ker#)-adique, on en déduit le fait que si 
m / A est un idéal de A engendré par un nombre fini d'éléments, alors n^^mn = {0}. 

Si (A,0) est un épaississement p-adique de 6K, posons B = A[l/p]. On prolonge 0 
linéairement en un morphisme surjectif de B sur K et on note B(A, 0) ou simplement 
B, s'il n'y a pas de risque de confusion, le séparé complété de B pour la topologie 
ker#-adique. On peut alors prolonger 0 par continuité en un morphisme surjectif de 
B sur K. Si A est un sous-anneau de B, on notera ua le noyau de la restriction de 0 à 
A. Comme on a supposé A sans torsion, il s'identifie naturellement à un sous-anneau 
fermé de B et on munit B de la topologie obtenue en prenant les pnA + (ng)fe+1, où 
k et n décrivent N, comme base de voisinages de 0 et pour laquelle B est séparé et 
complet. 

Exemple A.3.3 
(i) (6K, id) est un épaississement p-adique de 6K appelé épaississement trivial. 
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(ii) Si x = (xi,..., xn) G 6% avec Xi G m^K et 0̂  est le morphisme de A = 
û[Xi,... ,XnJ dans 6 envoyant Xi sur Xi, alors (A,0X) est un épaississement p-
adique de ÔK-

(iii) Soit r = (r„)n>o une suite convexe d'éléments de N (c'est-à-dire vérifiant 
rn+m > rnrm pour tout couple (n,ra) ; en particulier, on doit avoir ro =0) . Soit Ar 
le sous-anneau de B constitué des éléments de la forme Ylt=o anbn, avec an G p~VnA 
et bn G UAn. Alors (Ar,9) est un épaississement p-adique de 6K et l'application 
canonique de B(Ar,6) = ^mnAr[l/p]/(ker0)n+1 dans B est un isomorphisme d'an­
neaux topologiques. L'anneau Ar[l/p] sera noté Br. Notons que si r et s sont deux 
suites convexes d'éléments de N, alors leur somme est aussi convexe et que l'on a 
(Ar)8 = Ar_|_s. 

(iv) Si k G N, on notera encore k la suite d'éléments de N de terme général égal 
à nk. C'est une suite convexe et on notera Ak l'anneau obtenu par le procédé décrit 
dans l'exemple précédent. Dans le cas particulier où A = 6K p i , • • • ,îd] et 0 = 0X, 
l'anneau Bk = Ak[l/p] est l'anneau des fonctions analytiques bornées sur la boule 
ouverte Bd(x,p~k) de centre x et de rayon p~k. 

(v) Si d, kj G N, on notera A\dyk^ l'épaississement p-adique de 6K donné par 
A(d,k) _ Ai ^p-krpu ,p~kTd]\ et où on a prolongé 0 en posant 0(7;) = 0. L'anneau 
Ad'k)WIP] sera> comme d'habitude, noté B\d'k). Si l = 0, les anneaux A{d'k) et B$d'k) 
seront souvent notés respectivement A^d^ et J?(d»*). 

(vi) L'anneau ^cp admet un épaississement p-adique universel (cf. [25]) décrit 
ci-dessous. 

Soit Si l'ensemble des suites x = (X(0) ,..., x(n)^,... ) d'éléments de 6QP vérifiant 
(x(n+i)y _ x(n) Qn munit c% des i0is + ê  . définies par x + y = s où s(n) = 

lim (x(n+m) + y(n+™))Pm et x-2/ = t avec *<n) = x^y^ ce qui fait de Si un anneau 
m—»-+-00 
de caractéristique p complet pour la valuation v& définie par v&(x) = vp(x^). Soit 
s = ( l ,^1) , . . . ?e(n)... ) un élément de Siï tel que e(1) ^ 1, ce qui implique que 
si n > 1, alors En est une racine primitive pn-ième de l'unité. Si m > 1, posons 
€m = e*>~m = (e(m),... ,£<n+m), . . . ) € # . 

Soit Ainf = W{Siï) l'anneau des vecteurs de Witt à coefficients dans Si et si x G 
soit [x] son représentant de Teichmûller dans W(Sê). L'homomorphisme 6 de Ainf 
dans 6cp qui à ^2n=oPn[xn] associe J2t=oPUx^ est surjectif, son noyau est un idéal 
principal et (Ainf,0) est l'épaississement p-adique universel de 6cp-

On note B~["R l'anneau B(Ainf, 6). La série - log[£] = S i î S — ( [ £ ] ~ l ) n converge 
dans B~f"R vers un élément que nous noterons tp, qui est un générateur de nB+R et qui 
peut être vu comme un analogue p-adique de 2in. 

Qp s'identifie à la clôture séparable de Qp dans BjR et est dense dans BjR, la 
topologie de Qp induite par celle de BjR se décrivant comme suit. Définissons par 
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récurrence une suite de sous-anneaux 0K de ÛQ et de ÛQ -modules flW en posant 

^(0) = ÛQP et' si k > h tt{h) = ^qp <8> °^(fc-i)/Zp et en Panant pour 0K le 
noyau de la dérivation canonique d^ de û^k~^ à valeurs dans Q(k\ Alors B̂ R 
est le séparé complété de Qp pour la topologie définie en prenant les pn0^ avec 
n, k G N pour base de voisinages de 0. De plus, l'adhérence de 0K dans BJR de est 
égale à Ainf + n^1 et si A; > 1, la dérivation d^ est surjective et 0K s'identifie à 

n* + /(ni . H-n î1 ) qui lui-même s'identifie au twist à la Tate, par la puissance fc-ième 

du caractère cyclotomique, du module galoisien (Q„/afc), où o est l'idéal fractionnaire 

de Qp des éléments x vérifiant vp(x) > — 
1 

P - I 
Soit (A,0) un épaississement de 0K- Soient m > 1 et d > 0 deux entiers. Po­

sons x = (#i, . . . ,xm) et y = (2/1,...YD et soient Fi,. . . ,Fm des éléments de 
A[x,2/]. Notons F l'application de (m>i)m x (m^)d dans (A)m qui à (x, y) associe 
(Fi(x, y) , . . . , Fm(x, y)) et J(x, y) l'élément de M(r, A) dont le coefficient de la z-ème 

ligne et de la j-ème colonne est égal à dFi 
dxj 

(x, y). Soient m un idéal fermé de A, k G N, 

(a, 6) G (nu)m x (mA)d et M G Mm(B) vérifiant 
(i) pkM G Mm(A), 
(ii) M J(a, 6) — id et J(a, b)M — id sont à coefficients dans m, 
(iii) F(a, b) a ses coordonnées dans p2km, 
où, si a est un idéal de A, on écrit, pour ne pas alourdir les notations, x G a -h o 

si x G (B)™ (resp. Mm(B)) pour signifier que x — a a toutes ses coordonnées (resp. 
tous ses coefficients) dans o 

Lemme A3 A (Algorithme de Newton). — Sous les hypothèses précédentes, si Von 
définit par récurrence, la suite d'éléments xn de Bm par 

XQ — a et xn+i — xn- MF(xn, 6), 

alors la suite xn converge dans Bm vers l'unique solution de F(x,b) = 0 appartenant 
à a+pkm. 

Démonstration. — Si n est un entier, mn désignera systématiquement l'idéal de A 
puissance n-ième de l'idéal m, alors que le sous-ensemble m x • • • x m de Bn sera 
noté (m)n. Quitte à remplacer m par un idéal plus petit, on peut supposer que m est 
engendré par un nombre fini d'éléments (il suffit de prendre l'idéal engendré par les 
coefficients de M J(a, b) - id, J(a, b)M - id et les coordonnées de p~2kF(a, b)) et donc 
que n : rom" = { 0 } . 

Si ai et a2 sont deux éléments de a + pkm vérifiant a2 — a\ G p*mn, alors 

(A.3.5) F(aub) - F(a2,b) - J(a2,6)(ai - a2) G p2km2n C p2kmn+\ 

comme le montre le développement de Taylor de F en (02,6). Maintenant, si ax et 
a2 sont deux solutions de l'équation F(x,b) = 0 appartenant à a + pkm vérifiant 
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a>\ — a>2 £ pfemn, la congruence A.3.5 devient J(a2,6)(ai — a2) G pkmn+1. Comme 
d'autre part (a2,&) — (a,b) G pfem, on a J(a2,b) — J(a, 6) G pfem et comme M G 
p_fcMm(yl), on en déduit MJ(a2,b) — id G m, ce qui implique a\ — a2 G pfcmn+1 
comme on le voit en multipliant la congruence précédente par M. On en déduit le fait 
que (ai — a2) G C\n=i mn ê  donc que ai = a2, d'où l'unicité. 

Comme on a F(a, 6) G p2km, on démontre par récurrence en utilisant l'identité 
A.3.5 avec ai = xn et a2 = xn+i = xn — MF(xn,b) et en utilisant le fait que 
J(a2, b)M — id G m que l'on a F(xn, 6) G p2femn+1 et donc que xn+\ — xn G pfcmn+1. 
On en déduit le fait que la suite xn converge dans a + pkm et comme sa limite est 
clairement une solution de l'équation F(x, b) = 0, c'est d'après ce qui précède l'unique 
solution de l'équation F(x, b) = 0 appartenant à a -h pfem, ce qu'il fallait démontrer. 

CorollaireA.3.6. — Soient Fu...,Fm G ÛK[XU...,Xm+d\. Si z G £m+d(0,1) 
est tel qu'il existe k G N et une partie I à m éléments de {1 , . . . ,m + d) telle que 

si jacr(z) désigne le déterminant de la matrice Jacj(^) de coefficients dFi 
dXj 

•(z) pour 

l< i < m et j e J, on ait 
(i) sup1<i<m\Fi(z)\<p-2k, 
(ii) |jacj(z)| >p~k, 

alors il existe z' G Bm+d(0,1) vérifiant 

F1(z') = --- = Fm(z') = 0 et d{z,z')<pk sup \Ft(z)\. 
l<i<m 

Démonstration. — Quitte à renuméroter les variables, on peut supposer que J = 
{1,..., m} et on peut appliquer le lemme précédent au cas où 

A = ûK -, a = (*!,..., *m), b= (zm+1,...,zm+d), M = Jac71 

et où m est l'idéal de ÛK engendré par F\(z),..., Fm(z). 

A.4. Sous-ensembles bornés des épaississements p-adiques 

Dans toute cette section, (A, 9) sera un épaississement p-adique de ÛK et on notera 
B = A[l/p] et B le complété de B pour la topologie ker#-adique. 

Lemme A.4.1. — Si E est un sous-ensemble de B, les propriétés suivantes sont 
équivalentes. 

(i) Quelle que soit la suite xm d'éléments de E et quelle que soit la suite ym 
d'éléments d'éléments de B tendant vers 0, la suite Xmym tend vers 0. 

(ii) Quelle que soit la suite xm d'éléments de E, la suite prnxm tend vers 0. 
(iii) Quel que soit k G N, il existe n*. G N tel que E C p~nkA + ngfe+1. 

Démonstration. — (i)=>(ii) de manière immédiate. Supposons que la propriété (iii) 
ne soit pas vérifiée ; il existe alors k G N tel que pour tout n G N, on puisse trouver 
Xm G E n'appartenant pas àp~"mA+ngfc+1. Mais alors la suite prnxrn n'a aucun terme 
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dans A + n§k+1 et comme ce dernier ensemble est un voisinage de 0, on en tire le fait 
que la suite pTnxrn ne tend pas vers 0 et donc que la propriété (ii) n'est pas vérifiée 
non plus. Il reste à montrer (iii)=^(i). Soit ym une suite d'éléments de B tendant vers 
0. Par définition de la topologie de B, ceci est équivalent au fait que, quel que soient 
fc,n G N, il existe Nk,n £ N tel que l'on ait ym G pnA + ngfc+1 si m > Nk,n- Mais 
alors, si Xm est une suite d'éléments de F, on a xmym G pnA + xi§k+1 si m > Nk,n+nk, 
ce qui montre que la suite xmym tend vers 0 et termine la démonstration du lemme. 

Définition A.4.2. — Un sous-ensemble E de B vérifiant une des 3 propriétés équiva­
lentes du lemme A.4.1 sera dit borné dans B. Si r est une suite convexe d'éléments 
de N, on dira que E est Ar-borné s'il existe k G N et n G N tels que E soit inclus 
dans p~nAr+k-

Remarque A.4.3. — Dans le cas où A — 6K, ces conditions sont équivalentes à 
l'existence de n G N tel que E soit inclus dans P~u6K et on retombe sur la définition 
d'ensemble borné donnée au §2. 

Lemme A.4.4. — Un sous-ensemble E de B est borné si et seulement si il existe une 
suite convexe r d'éléments de N telle que E soit AT-borné. 

Démonstration. — Un ensemble Ar-borné est borné : il suffit d'utiliser la propriété 
(iii) des ensembles bornés. Réciproquement, soit E un sous-ensemble borné de B. 
L'ensemble d(E) est borné dans K et il existe n G N tel que 0(E) soit inclus dans 
p~NÛK- L'ensemble pNE est borné dans B ; il existe donc une suite d'éléments nk de 
N telle que pNE soit inclus dans f)t^o(p~nhA + n£fc+1) et on sest débrouillé pour 
pouvoir prendre no = 0. Définissons une suite d'entiers par la formule 

rk = sup n/k1 H h nka. 
&i H \-k3=k 

Par construction, on a rk > nk et rk1+k2 > rkx + f̂c2- La seconde inégalité implique 
que la suite r = (rk)kew est une suite convexe d'éléments de N et la première que 
pNE C Ar, ce qui permet de conclure. 

RemarqueA.4.5. — Ce lemme permet, dans un énoncé du type «telle construction 
transforme un ensemble A-borné (resp. borné) en un ensemble A-borné (resp. borné) », 
de ne démontrer que le cas des ensembles A-bornés. En effet, si E est un ensemble 
borné, on peut, quitte à remplacer A par Ar pour un choix approprié de r ce qui ne 
change pas B, supposer que E est A-borné et donc que son image par la construction 
est A-bornée donc bornée. 

Lemme A.4.6 
(i) Un ensemble fini est borné (mais pas forcément A-borné). 
(ii) Si E et F sont A-bornés (resp. bornés), les ensembles 

EU F, E + F = {x -h y | x G E et y G F} et E • F = {xy \ x G E et y G F} 
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sont A-bornés (resp. bornés). 
(iii) Si E est A-borné (resp. borné) le sous-Zp-module de В engendré par E est 

A-borné (resp. borné)et Vadhérence du sous-groupe additif de В engendré par E est 
A-bornée (resp. bornée) dans B. 

(iv) Si E est un sous-ensemble A-borné (resp. borné) de Bd(0,p~k) et F est un 
sous-ensemble de p~mA^k\ alors \JfeF f(E) est A-borné (resp. borné) dans B. 

(v) Si E est un sous-ensemble de ng qui est A-borné (resp. borné) dans В et 
f G В [X], alors f(E) est A-borné (resp. borné) dans В 

Démonstration. — Le (i) est évident et les points (ii) et (iii) découlent du lemme 
A.4.4. Pour démontrer le (iv) remarquons que par définition, si E est A-borné, alors 
il existe /,n G N tels que E soit inclus dans p~nAi. Comme d'autre part, E est par 
hypothèse inclus dans Bd(0,p~k), c'est un sous-ensemble de pkAn+i+k et si / G F, 
alors f(E) С p~mAn+i+ki ce qui permet de conclure. 

Finalement, si E est un sous-ensemble borné de njg, son image par / modulo ngfe+1 
est la même que celle par le polynôme obtenu en ne gardant que les termes de degré 
< к dans le développement en série entière de / ; elle est donc bornée en vertu du (ii). 

Lemme A.4.7. — Soient Gm(J5) = {x G В \ 0(x) = 1} et E un sous-ensemble de 
Gm(B) A-borné (resp. borné) dans B. Alors le sous-groupe de (B)* engendré par E 
est A-borné (resp. borné) dans B. 

Démonstration. — On se ramène au (iii) du lemme A.4.6 via le (iv) (resp. le (v)) 
de ce lemme appliqué aux applications log et exp qui induisent des isomorphismes 
analytiques de groupes entre Gm(B) et ng. 

Lemme A.4.8. — Soit E un sous-ensemble A-borné (resp. borné) de В inclus dans 
le sous-groupe B** de B* des éléments x vérifiant \9(x)\ = 1. Alors le sous-groupe de 
B* engendré par E est A-borné (resp. borné) dans B. 

Démonstration. — Si F = Gm(B) П {ху~г \ x G E,y G A*}, alors F est un sous-
ensemble de Gm(jB) borné dans В et E est inclus dans A* • F car в induit une 
surjection de A* sur û^. On en tire le fait que le sous-groupe engendré par E est 
inclus dans le produit du sous-groupe engendré par F qui est borné en vertu du lemme 
A.4.7 et de A* qui est aussi borné ; cela permet de conclure. 

Proposition A.4.9. — Soit E un sous-ensemble A-borné de В inclus dans B*. Les 
trois conditions suivantes sont équivalentes. 

(i) L'ensemble Е~г = {х-1 | x G E} est A-borné dans B. 
(ii) L'ensemble в(Е~г) est borné dans K. 
(iii) Л existe к G N tel que l'on ait \в(х)\ > р~к pour tout x e E. 

Démonstration. — Les conditions (ii) et (iii) sont clairement équivalentes. D'autre 
part, (i)=>(ii) car в est continue. Б reste à prouver (iii)=>(i). Supposons donc que 
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E est A borné dans В et qu'il existe Л G N tel que l'on ait |0(x)| > p~k quel 
que soit x G E. Il existe n G N et l G N tels que E С p~nA\ puisque E est A 
borné. Soient ж G E et 2/ G A tels que 6(2/) = ркв(х~1). Posons z = -xy + pk de 
telle sorte que z G (p~~nAi П ng) С îUi+n. Un petit calcul nous montre que l'on a 
x-1 = p~kyY^t^o P~ikzi et donc que x-1 G p~fcA/+fc+n. Ceci prouve que E'1 est 
inclus dans p~kAt+k+n et est donc A-borné, ce qu'il fallait démontrer. 

Proposition A.4.10. — Soit E un sous-ensemble de B* tel que les ensembles E et E~l 
soient A-bornés (resp. bornés) dans B. Alors Vintersection (E) Г\В** du sous-groupe 
(E) de B* engendré par E et de B** est A-borné (resp. borné) dans B. 

Démonstration. — Les ensembles E et E~x étant A-bornés, il existe n G N tel que, 
si x G E, alors -n < vp(6(x)) < n. Choisissons pour tout r G ]0,n] dans l'image 
de ÛK par l'application vp un élément wr de A vérifiant vp(9(wr)) = r et posons 
w-r — w~l si r > 0. L'ensemble 

Fx = {wr I r G [—n, 0[ U ]0, n]} 

est A-borné d'après la proposition précédente. L'ensemble 

F2 = {х"гхиУр^х)) | x G E} 

est A-borné dans В puisqu'inclus dans Fi Е~г et inclus dans B**. Comme (Е)Г\В** 
est inclus dans (F2) • ((Fi) П Б**) et que (F2) est A-borné d'après le lemme A.4.8, 
il suffit de prouver que F1 П Б** est A-borné dans B. Or ce dernier groupe est 
l'ensemble des éléments du type П<=1 wn ? où s décrit N et r\,..., rs sont des éléments 
de [—n, n] vérifiant r\ H h r5 = 0 et une petite récurrence (sur s) montre que c'est 
aussi le sous-groupe de B* engendré par 

{w RIW—R2 WR2—RI I ri G ]0,n], r2 G ]0,n]} 

qui est un sous-ensemble A-borné de В inclus dans B**, ce qui, grâce au lemme A.4.8, 
permet de conclure. 

A.5. Retour sur les ensembles bornés 

Soient К un sous-corps fermé de Cp, (A,0) un épaississement p-adique de ÛK, 
В = A[l/p], et В = В (A, в). Si X est un B-schéma, on note Xo la fibre en в et on 
note encore в : X(B) Xe(K), la réduction modulo ker#. 

Définition A.5.1 
(i) Si X est un B-schéma affine, on dit qu'un sous-ensemble E de X(B) est A-borné 

(resp. borné) dans X si son image dans В par toute fonction holomorphe sur X est 
A-bornée (resp. bornée). 

(ii) Si X est un B-schéma (pas nécessairement affine), on dit qu'un sous-ensemble 
E de X(B) est A-borné (resp. borné) dans X s'il existe un recouvrement fini 4/ de 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 1998 



130 APPENDICE A. ENSEMBLES BORNÉS 

X par des ouverts affines et Une décomposition de E sous la forme E — {JueW Eu 
telle que si Î7 G U alors Eu est A-borné (resp. borné) dans U. 

Les propositions et lemmes suivants se démontrent exactement de la même manière 
que les énoncés correspondants du §2 à condition d'utiliser le lemme A.4.9 de temps 
en temps. 

Lemme A.5.2. — Soient X un B-schéma affine de type fini et E un sous-ensemble 
de X(B). Les propriétés suivantes sont équivalentes. 

(i) n existe n G N et une immersion fermée i : X –Abn tels que l'image de E par 
i soit A-bornée (resp. borné). 

(ii) Quels que soient n G N et l'immersion fermée i : X AJ, l'image de E par t 
est A-bornée (resp. bornée). 

(iii) E est A-borné (resp. borné) dans X. 

Proposition A.5.3. — Soient X un B-schéma affine de type fini, E un sous-ensemble 
A-borné (resp. borné) de X(B) et f un recouvrement ouvert fini de X par des ouvert 
affines. Alors il existe une décomposition de E adaptée à y. 

Proposition A.5A. — Soit f : X —• Y un morphisme de B-schémas et E un sous-
ensemble A-borné (resp. borné) de X(B) ; alors f(E) est A-borné (resp. borné) dans 
Y. 

Proposition A.5.5. — Si i : X —> Y est une immersion fermée et E est un sous-
ensemble de X{B) et si t(E) est A-borné (resp. borné) dans Y, alors E est A-borné 
(resp. borné) dans X. 

Lemme A.5.6. — Soit X un schéma séparé de type fini sur B. Soient UetV deux 
ouverts de X et E un sous-ensemble de U C\V. Alors E est A-borné (resp. borné) 
dans U fi V si et seulement si il l'est dans U et dans V. 

Si X est un .B-schéma et 9/ est une présentation de X, on peut munir U(B) si 
U G U d'une pseudo-distance en posant du(x,y) = d(6(iu(x)),0(iu(y))), où tu est 
l'immersion fermée de U dans l'espace affine Ajg donné par la présentation et d est 
la distance sur jET(0, 1) x K™ C Kr+m induite par la norme du sup. Il s'agit d'une 
pseudo-distance et pas d'une distance car deux points ayant même image par 0 sont 
à distance nulle alors qu'ils ne sont pas forcément égaux. 

Proposition A.5.7. — Soient X un B-schéma, D un sous-schéma fermé de X, E un 
sous-ensemble A-borné (resp. borné) de X, U une présentation de X et (Eu)ue^ 
une décomposition de E adaptée à 9/. Alors E est A-borné (resp. borné) dans X — D 
si et seulement si, quel que soit U £ W, la distance du(Eu,D(B)) est non nulle. 
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Corollaire A.5.8. — Soient X un B-schéma et D un sous-schéma fermé de X. Soit E 
un sous-ensemble A-borné (resp. borné) de X(B), alors E est A-borné (resp. borné) 
dans X — D si et seulement si 9(E) est borné dans X — D. 

Démonstration. — Par construction, la distance du(x,y) ne dépend que de 0(x) et 
6(y) et le critère énoncé dans la proposition A.5.7 ne fait donc intervenir que 9(E). 

Corollaire A.5.9. — Soit f : X ->Y un morphisme de variétés définies sur K. Soient 
U un ouvert de Y et E un sous-ensemble de f~x{U) A-borné (resp. borné) dans X ; 
alors E est A-borné (resp. borné) dans /_1(I7) si et seulement si f(E) est A-borné 
(resp. borné) dans U. 

Le seul énoncé du §2 qui ne se transpose pas dans la situation considérée ici est 
la proposition A.2.8 ; en effet, on vérifie facilement que même si X est propre sur B, 
X(B) n'est borné dans X que si (A,0) est l'épaississement p-adique trivial de 6K, 
autrement dit, que si B — K. 

Proposition A.5.10. — Soient X un B-schéma lisse et E un sous-ensemble borné de 
X(K) ; alors il existe un sous-ensemble A-borné E de X(B) tel que l'application 9 
induise une surjection de E sur E. 

Démonstration. — Soit ^ une présentation lisse de X et (Eu)ue^ une décomposition 
de E adaptée à 9/. Quitte à remplacer X par U et E par Eu, on peut supposer que X 
est affine et de présentation lisse, autrement dit de la forme Spec B[x, y]/(Fi,..., Fm), 
où x = (xi,..., xm) ety = (yi,..., y a), de telle sorte que la matrice Jacx de coordon-

dFi 
nées —- pour 1 <i,j< n soit inversible sur X. Comme E est borné dans X(K), il 

dxj 
existe fco G N tel que E soit inclus dans (p~k° 6K)m+d et quitte à faire le changement 
de variables Xi = p~k°x'i, on peut supposer que E est inclus dans 6^+d. Quitte à 
multiplier les F{ par une puissance convenable de p, on peut de même supposer que 
les Fi appartiennent à A[xi,... ,xm+d]. Il existe alors k G N tel que Jac^ ait ses 
coordonnées dans p~kA[x,y]. Soient z E E et c = (a, b) G A C A2k vérifiant 0(c) = z. 
Par construction, on a Fi(c) E ru C p2k^A2k et pfeJac^1(c) G Mm(A) C Mm(A2fc). 
On est dans les conditions d'application de l'algorithme de Newton et l'équation 
Fi(x,b) = ••• = Fn(x,b) = 0 a une unique solution a appartenant à a + pkxiA2k> 
Nous venons donc de construire un élément c = (a, b) de X(B) fi (A2k)m+d vérifiant 
9(c) = z, ce qui montre que l'on peut prendre E = X(B) fl {A2k)rn+d-

Proposition A.5.11. — Soit X = Spec(B[x,y]/(Fi,... ,Fm)) un B-schéma affine de 
présentation lisse et soit E un sous-ensemble A-borné de X(B). Alors 

(i) il existe KE > 0 tel que, quel que soit c = (o, b) G E, il existe un voisinage 
V(c) de c dans X(B) tel que l'application n : X(B) -> Bd soit un isomorphisme 
analytique de V(c) sur Bd(b,p~hE). De plus, il existe IE,TIE £ tel que, si ic désigne 
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l'isomorphisme réciproque, alors ic(y) = (xc(y),y), avec xcj(y) = x0,i + fc,i(y — b) et 
fci(T)£p-nBMdE'kE)-

(ii) Si UJ G fi>x/A est une ^-forme différentielle fermée holomorphe sur U et si 
k > ks, U existe n = n(E,uj,e) tel que si c G E et si Fu,c est la primitive formelle de 
i*u s'annulant en b, alors Fu,c G p~nA\djk\ 

Démonstration. — Le (i) de cette proposition indigeste est une version «uniforme» 
du théorème des fonctions implicites et le (ii) est une version uniforme du fait qu'une 
fonction analytique a même rayon de convergence que ses dérivées. Comme E est 
A-borné dans X, il existe n, / G N tels que l'on ait E C (p~~nA/)m+d. Quitte à faire 
une homothétie, ce qui ne fait que changer les valeurs de n# et IE, on peut, comme 
dans la démonstration de la proposition A.2.10, supposer que l'on a n = 0. On peut 
de même supposer que les Fi appartiennent à A[x,2/]. Soit k G N tel la matrice 
Jac^1 ait ses coordonnées dans p~kA[x,y] et A' = A\d'2kK Soient c = (a, 6) G E et 
d G A'[x] défini par G*(x) = Fi(x,T + b). Comme c G E, on a F*(a, 6) = 0 et G*(a) 
est un élément de A/[Xi,... ,XJ appartenant à l'idéal (Xi,...,Td) qui est contenu 
dans p2kxiA'- D'autre part, M = Jac^(c) a ses coordonnées dans p~kA\ C p~kA! 

dG-
et si on note J'(a) la matrice de Mm(A') de coefficients ,̂ alors J'(a) — J(a,b) 

ÔXj 
est à coefficients dans l'idéal (Xi,... ,X<j) C p2kriA' C pkxiAf et donc MJ'(a) - id et 
J'(a)M — id sont à coefficients dans n^'- On est donc dans les conditions d'utilisation 
de l'algorithme de Newton et l'équation G\(x) = • • • = Gm(x) = 0 a une et une seule 
solution appartenant àa+pfcn^. Notons cette solution (ai +pfc/c,i, • • • ,ûm+//c,m), 
où les /Cfi sont des éléments de A! = A{d'2k). Si y e Bd(b,p~2k), les séries f{(y - b) 
convergent dans B et si l'on pose xc(y) — (a?c,i(y),... ,xc,m(y)) avec xcj(y) = ai + 
Pkfc,i(v ~ &)> alors xc(y) est l'unique solution de l'équation F(x,y) = 0 appartenant 
à Brn(a,p~k). Ceci permet de démontrer le (i) avec ks = 2fc, IE = l TIE = k et 
U(c) = X(B)f)(B™(a,p-k*) x Bd(b,eE)). 

Finalement, le (i) implique qu'il existe k' = k'(E, CJ) G N tel que, sic E E, la forme 
différentielle i*u s'écrive sous la forme Yfi=i fi(y ~ fydyi avec fi G p~k' A\dlkE^ et le 
(ii) s'en déduit grâce à une majoration brutale des coefficients du développement en 
série entière d'une fonction par de ceux de ses dérivées. 

Corollaire A.5.12. — Soient X un B-schéma, u G f^ / s une l-forme différentielle 
fermée et E un sous-ensemble A-borné de X. Soit F = {(x,y) G ExE | 6{x) = 0(y)}. 
Alors l'image de F par l'application qui à (x,y) associe f^w est A-bornée dans B. 

Démonstration. — Soit 9/ une présentation lisse de X, (Eu)ue^ une décomposition 
de E adaptée à W et, si U G U soit E'JJ - {x G E \0{x) G 0(Eu)}. Comme E[j 
est A-borné dans X et que son image par 6 est bornée dans U(K), on en déduit le 
fait (cf. corollaire A.5.8) que E[j est A-borné dans U. D'autre part, si F\j — {(x,y) G 
E^j X E'U I 6(x) = 0(y)} alors F = (Jc/e^ FU6V et on est ramené à démontrer le corollaire 
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A.5.12 en remplaçant X par U et E par E^. Autrement dit, on peut supposer que 
X est affine et de présentation lisse auquel cas le résultat se déduit du (ii) de la 
proposition A.5.11 et du (v) du lemme A.4.6. 

A.6. Compléments dans le cas d'une boule 

On se place de nouveau dans le cas où A = 6K \S\ , • • •, Sr] et on pose B = 
B(A,e0). 

Proposition A.6.1. — Soient X un B-schéma, U un ouvert de Zariski de X, F un 
ensemble A-borné de X(B) et E un ensemble borné de U(K). Il existe k G N tel que, 
si Fk = {x e F \ 3s e Br(Q,p~k) tel que x(s) G E}, alors Fk est A-borné dans U. 

Démonstration. — Soit y un recouvrement fini de X par des ouverts affines et 
(Fv)vey une décomposition de F adaptée à y. Il existe alors k\ G N tel que Ton 
ait Fv C V(Bkl) pour tout V G f. On en déduit le fait que Ey = E n {x(s) \ x G 
Fy, s G Br(0,p~kl)} est borné dans V(K) et comme il est aussi borné dans U(K), 
il l'est dans U fl V. D'autre part, si k > ki, on peut décomposer Fk sous la forme 
|JV€r Ffc,v, où l'on a posé Fk,y = {x G Fy | 3s G Br(0,p~k) tel que x(s) G Ey}. 
Tout ceci fait que, quitte à remplacer X par F, F par Fy, E par Ey et U par UnV, 
on peut supposer que X est affine. Soit D le complémentaire de U dans X. Comme 
E est borné dans U, d'après la proposition A.2.10, on a dx(E, D) > 0. D'autre part, 
comme F est A-borné dans X(B) et inclus dans X(Bk1), il existe C > 0 tel que si 
x G F et s G Br(0,p~kl), alors dx(x(s),x(0)) < Cd(0,s). On en déduit le fait que si 

p~k < mî{p-k\^dx (E,D)) et si x G F*, alors dx(a;(0),F) > ^dx(E,D), ce qui 

implique que dx(0o(Fk),9o(D)) est non nul et donc que Fk est A-borné dans U. 

Proposition A.6.2. — Si X est un B-schéma propre et lisse, alors il existe k € N et 
un sous-ensemble A-borné E de X inclus dans X{Bk) tel que Vapplication 0S induise 
une surjection de E sur XS(K) pour tout s G Br(0,p~k). 

Démonstration. — X étant propre sur B, l'ensemble X(K) est borné (proposition 
A.2.8). Soient donc ^ une présentation lisse de X et (Eu)ueU^ une décomposition 
de X(K) adaptée à U Soit U G U Par définition de «présentation lisse», U est de 
la forme Spec(JB[x, y]/(Fx,..., Fm)), avec x = (xi , . . . , xm), y = (yi,..., yd) de telle 

sorte que la matrice Jac^r de coefficients 
ÔFi 
dxj 

soit inversible sur U. Ceci fait de Eu un 

sous-ensemble borné de Br(0,1) x Km+d ; il existe donc n G N tel que Eu soit inclus 
dans Br(0,1) x (p~n^)m+d. D'autre part, d'après la proposition A.5.11, il existe 
ku > 0 tel que, quel que soit c = (s0, a, b) G Eu, l'application n qui à (s,x,y) e U (K) 
associe (s, y) G Br(0,1) x Kd induise un isomorphisme analytique d'un voisinage V(c) 
sur Br(so,p~ku)xBd(b,p~ku). De plus, il existe lu, nu G N tels que, si £c(s, y) désigne 
l'isomorphisme réciproque, alors LC(S, y) = («, xc(s, y), y) et les coordonnées de xc(s, y) 
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sont de la forme xc,i(s,y) = o< + fc,i(s - s0,y - b) et fCii G p~nuA^kuK Soit alors 
Fu = {ic(8, b)\c= (0, a, b) G C70(JK") Pl({0> x (p"n^)m+d)}- D'après ce qui précède, 
Fc/ est inclus dans Br(0,p"fcy) x (p~nûK +p~nuAlu)rn x {p~nûK)d\ c'est donc un 
sous-ensemble A-borné de U contenu dans U(Biv). Soit hu = sup(ku,nu — n — lu) de 
telle sorte que si s0 G Br(Q,p~~ku) etc= (s0,a,b) G EuClUao(K), alors Co = iC(0,b) G 
%(Jf) fl ({0} x (p-nûK)m+d) et c = ¿^(«0,6). Ceci implique que si s G BR(0,p~hu), 
alors 05 induit une surjection de Fu sur U8(K) fl {5} x (p~n^#)m+d ; en particulier, 
l'image de Fu par 08 contient U8(K) fl Eu- Il suffît donc de prendre k = supue^s hu 
et F = {JueW FU pour terminer la démonstration de la proposition. 

A.7. Ensembles bornés sur les variétés abéliennes 

Dans ce paragraphe, nous nous intéressons au cas particulier des variétés abéliennes 
et démontrons la proposition II.1.10 (proposition A.7.1) et les propriétés 14 et 16 
(proposition A.7.5 et lemme A.7.7). 

Proposition A.7.1. — Soit X une variété abélienne de dimension d définie sur Cp. 
Soient ¿0 > 0 et V un sous-groupe ouvert de X(CP) muni d'un isomorphisme ana­
lytique t de V sur la boule ouvert BD(0,ôo) de C£ muni de la norme || || du sup. Si 
d : X(CP) xX(Cp) R est la fonction définie par d(x, y) = \\t(xQy)\\ sixQy G V et 
d(x,y) = ôo si xOy $ V, alors d est une distance ultramétrique surX(Cp) invariante 
par translation. 

Démonstration. — La seule chose à vérifier est que la fonction d ainsi construite 
vérifie l'inégalité ultramétrique, le reste étant plus ou moins évident. Remarquons 
que si d(x,2/) = ¿0 ou si d(y,z) = ¿0, alors l'inégalité d(x,z) < sup(d(x,y),d(y,z)) 
est évidente. On a donc seulement le cas où x © y, y © z (et donc aussi x © z) 
appartiennent à V à traiter. L'application de 5(0, ¿0) x 5(0, SQ) dans 5(0, ¿0) définie 
par x+^y — ^(L-1 (X) + t~x (y)) est une loi de groupe formel sur 5(0, ¿0). Nous aurons 
besoin du lemme suivant : 

LemmeA.7.2. — Si F e Cp [ ï \ , . . . ,TgJ converge sur la boule ouverte B9(0,ôo) 
et vérifie supx€Bg^OSo^ \F(x)\ < ¿0 et si x et y sont 2 éléments de 5(0,¿0), alors 
\F(x)-F(y)\<\ \x '- y\\. 

Démonstration. — Remplacer F par la fonction G(T) = F(T + x) — F(x) permet 
de supposer que x = 0 et que F(0) = 0. Les conditions de convergence mises 
sur F impliquent que si on écrit le développement de F sous la forme FIT) = 

Ljh+...+fc0>l a*l,...,*ff̂ l 1 * * 'Tg9, , alorson a |afclv..,fcg| < S0 cl-(*l + -+*,) et comme \\y\\ < 

¿0, on obtient \F(y)\ < \\y\\, ce qu'il fallait démontrer. 

Corollaire A.7.3. — si x,y et a sont des éléments quelconques de 55(0,5o)> alors 
\\(x+^a)-(y+^a)\\ = \\x-y\\. 
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Démonstration. — On applique le lemme précédent à chacune des coordonnées de 
T T+~a, ce qui nous donne \\(x+^a) - (y+~.a)\\ < \\x — ?/|| quels que soient x,y 
et a appartenant à B9(0,ôo). Il suffit d'appliquer cette inégalité au triplet obtenu en 
remplaçant x par x+^a, y par 2/+^a et a par — ̂ a pour obtenir l'égalité cherchée. 

Corollaire AJ.4. — Si x,y,z sont des éléments de X(CP) vérifiant x 0 y G V et 
y G z e V, alors d (x, z) < sup(d(#, y), d(y, z)). 

Démonstration. — Par définition, on a 

d(x,z) = \\t(x -z)\\ = Il{o(x e y)+^(y e z)) - (L(Z e »)+^(y e z))\\ 

= \\L(X e y ) - L(Z Qy)\\< snp(\\t(x 0 y)\l \\L(Z 0 y)||) 

= s\ip{d(x,y),d(y,z)). 

Rappelons que l'on appelle distance admissible sur X une distance obtenue par 
le procédé décrit à la proposition A.7.1 et qu'il existe des distances admissibles sur 
n'importe quelle variété abélienne ((ii) de la remarque II.l.ll). 

Proposition A.7.5— Soient X une variété abélienne de dimension g définie sur Cp, 
d une distance admissible sur X et D une sous-variété fermée de X. 

(i) Si e > 0, alors Vensemble E(D,e) = {x G X(CP) \ d(x,D) > e} est borné dans 
X - D. 

(ii) Si E est un ensemble borné dans X — D, alors il existe e > 0 tel que Von ait 
E c E (D,e). 

Démonstration. — Commençons par considérer le cas où D = {0}. Dans ce cas, il 
résulte de la propriété B12 que E est borné dans X—D si et seulement si il est contenu 
dans le complémentaire d'un voisinage de 0, ou, autrement dit, si et seulement si il 
existe e > 0 tel que E soit inclus dans #({0}, s). Ceci permet de traiter le cas D = {0}. 
Pour traiter le cas général, considérons l'application / : (X — D) x D -+ X — {0} qui 
à (x, y) associe x — y et soit TT la projection de (X — D) x D sur X — D. Il résulte de 
la propriété B10 que E est borné dans X — D si et seulement si f(E x D) est borné 
dans X — {0}. D'après la discussion du cas D = {0}, ceci est équivalent à l'existence 
de e > 0 tel que f(E x D) soit contenu dans E({0}, e) et donc à ce que E soit contenu 
dans 7r(/-1(.E({0},£))) = E(D,e), ce qui permet de conclure. 

Lemme AJ.6. — Soient X une variété abélienne définie sur un sous-corps K fermé 
de Cp et d une distance admissible sur X(CP). Si D est une sous-variété fermée de 
X et Sx est le diamètre de X, alors quels que soient XQ G X(CP) et S < ôx, il existe 
x G X(CP) vérifiant d(x,xo) < Sx et d(x,D) > S. 

Démonstration. — Soit xo G X(CP). Comme d est une distance admissible sur X(CP), 
cela implique que {x G X(CP) \ d(x,Xo) < Sx} et la boule ouverte de centre 0 et 
de rayon Sx sont anlytiquement isométriques. Quitte à agrandir D, on peut supposer 
que son image dans B9(0,Sx) est définie par une équation / = 0, où / est une série 
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entière Efclv..,fcg a*i,...^^î1 • • -zg9 convergeant pour sup^ \z{\ < Sx- D'autre part, si 
ô < ôx, il existe z0 vérifiant sup^ \zo,%\ = S et \f(z0)\ = supfcl ^ Wk1,...,kg\^kl+'"kg• 
Un développement de / en série entière autour de zo montre alors que l'équation 
f(z) = 0 n'a pas de solution vérifiant sup \z\ — 2o,*| < S ; ceci implique que l'image 
réciproque de zo dans X(CP) est à distance au moins égale à ô de D. On en tire le 
lemme. 

LemmeA.7.7. — Soient X une variété abélienne définie sur Cp et U un ouvert de 
Zariski non vide de X. 

(i) Si E est un sous-ensemble de X(CP) et si E^ est un sous-ensemble fini de E, 
alors il existe une suite a = (an)n€N d'éléments de X(CP) telle que l'ensemble 

F = UneN{an®x | xG#(n)} 

soit borné dans U(CP). 
(ii) Si E est un sous-ensemble borné de X(B~["R) et si n G N, soit E^ un sous-

ensemble fini de E. Alors il existe une suite a = (2n)nGN d'éléments de X(BjR) telle 
que l'ensemble 

F = Unen{an®x | xG£(n)} 
soit borné dans U(B^R). 

Démonstration. — Soient D le fermé complémentaire de U dans X, d une distance 
admissible sur X, Sx le diamètre de X et S G ]0,Sx[- Si n G N, soit D^ le fermé de 
X réunion des translaté de D par les opposés des éléments de E^n\ Soit a = (an)neN 
une suite d'éléments de X(CP) vérifiant d(0(an)1D^) > ô [l'existence de telles suites 
est une conséquence du lemme 11.3.7]. Une telle suite répond aux conclusions du (i) 
car l'invariance de d par translation implique que l'on a d(an 0 x, D) > ô si x G E^ 
et donc que F est borné dans U(CP). 

Pour démontrer le (ii), il suffit de prendre pour a un relèvement borné dans X(B^R) 
(l'existence de tels relèvements est une conséquence du fait que X(CP) est borné et 
de la propriété B7) d'une suite a satisfaisant aux conclusions du (i) pour E = 0(E) 
et E^ = 0(E^) puisque dans ce cas, F est borné dans X(BjR) et 0(F) est borné 
dans U(CP) d'après le (i), ce qui implique que F est borné dans U(B^R) d'après la 
propriété B8 et permet de conclure. 
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APPENDICE B 

REVÊTEMENTS UNIVERSELS p-ADIQUES 

B.l. Revêtement universel d'un groupe algébrique 

Soient (A, 0) un épaississement de ûcp et B le complété de B = A[l/p]. Si G est un 
groupe algébrique commutatif défini sur B et A e {CP,B}, soit &(G(A)) l'ensemble 
des suites bornées x = (#n)neN d'éléments de G(A) vérifiant [p]a;n+i = xn. 

Théorème B.l.l 
(i) Si G est un groupe algébrique commutatif défini sur B, alors 0 induit un iso-

morphisme de âP.(G{B)) sur âê{G{Cp)). 
(ii) Si G est isomorphe à Gf, alors âê(G(Cp)) = {0} et si G n'a pas de sous-groupe 

algébrique isomorphe à Ga, alors la suite 

0 -> TP(G(CP)) -> £(G(CP)) -> G{CP) -> 0 

est exacte, l'application de &(G(CP)) dans G(CP) étant celle qui à x = (xn)nç.jsi 
associe XQ. 

(iii) Si 0 -¥ G\ -» G2 —• G3 —>• 0 est une suite exacte de groupes algébriques 
commutatifs connexes définis sur B, alors la suite induite 

0 -> â?(Gi(Cp)) -> â?(G2(Cp)) -» #(G3(CP)) -> 0 

est exacte. 

Avant de faire la démonstration de ce théorème, remarquons que le (ii) permet, dans 
le cas où G n'a pas de sous-groupe isomorphe à Ga, de voir âë(G(Cp)) comme un 
analogue p-adique abstrait du revêtement universel de G(CP), le rôle de 7Ti(G(C), 0) = 
JTi(G(C), Z) étant joué par TP(G(CP)). 

Lemme B.l.l. — Si n : G H est un morphisme surjectif de groupes algébriques 
commutatifs définis sur B dont le noyau est linéaire et connexe et si E est un sous-
ensemble borné de H(CP), il existe un sous-ensemble borné E de G(B) tel que Vap­
plication 0 on induise une surjection de E sur E. 
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Démonstration. — D'après la proposition A.5.10, si E' est un sous-ensemble borné de 
G(CP), il existe un sous-ensemble borné E' de G(B) tel que 6 induise une surjection 
de E' sur E' ; il suffit donc de prouver que si E est un sous-ensemble borné de H(CP), 
alors il existe un sous-ensemble borné E' de G(CP) tel que n induise une surjection de 
E' sur E. La fibration n : G -> H est localement triviale pour la topologie de Zariski 
et on peut donc trouver un recouvrement ouvert fini ^/ de H et pour chaque U G ^ 
une section su :U -> G de 7r. Il suffit alors de choisir une décomposition E = Uue<& 
de E de telle sorte que Eu soit borné dans U et de prendre E' = Uu£<&su(Eu). 

Soit 7r : G -» H un morphisme surjectif de groupes algébriques commutatifs définis 
sur B. Si x = (xn)n€N est une suite bornée d'éléments de H(CP), appelons relèvement 
borné de x dans G(B), toute suite bornée x — (5?n)neN d'éléments de G(B) vérifiant 
6(xn) = xn pour tout n G N. L'existence de relèvements bornés est une conséquence 
du lemme précédent. 

Lemme B.1.3. — Soit TT : G -> H un morphisme surjectif de groupes algébriques 
commutatifs définis sur B tel que le noyau V de TT est de type additif (i.e. isomorphe 
à G£ pour un certain r). Si E est un sous-ensemble borné de G(B) inclus dans 
ker 0 on, alors 

(i) le sous-groupe fermé (E) de G(B) engendré par E est borné dans G(B). 
(ii) Si an est une suite d'éléments de E, alors la suite ©fc=1[pfc_1]afc tend vers une 

limite dans (E) quand n tend vers H-oo. 

Démonstration. — Soit G(B) le noyau de 9 : G(B) -> G(CP). On peut trouver un sous-
ensemble borné Fi de V(B) tel que 6 induise une surjection de F\ sur 6{E) C V(CP) 
et un sous-ensemble borné F2 de G(B) tel que l'on puisse décomposer chaque élément 
de E sous la forme x\ ®i2) où x\ G F\ et #2 G F2. Les propriétés (i) et (ii) sont 
immédiates si on remplace E par i*\ puisque Fi est un sous-ensemble fermé d'un 
groupe isomorphe à Br. D'autre part, G (B) a une structure de groupe formel et est 
isomorphe (en tant que groupe formel) sur B à (F1B)d où d est la dimension de 
G. Comme un tel isomorphisme respecte les ensembles bornés ((v) du lemme A.4.6), 
on est ramené de nouveau à considérer le cas d'un sous-ensemble borné (l'image de 
F2 par cet isomorphisme) de Bd. Finalement (E) est inclus dans (Fi) + (F2) et est 
donc borné et pour montrer le (ii), il suffit de décomposer les an comme somme d'un 
élément de Fi et d'un élément de F2 pour montrer que la suite converge dans G(B) 
vers une limite qui appartient à (E) par construction de (E). 

Lemme B.1.4. — Soit n : G -¥ H un morphisme surjectif de groupes algébriques 
commutatifs définis sur B dont le noyau V est de type additif. Alors 

(i) si x — (xn)n6N G &(H(CP)) et si x = (xn)n€N est un relèvement borné de x 
dans G(B), la suite de terme général \pn]xn converge dans G(B) vers une limite tf>(x) 
qui ne dépend que de x et pas du choix de x. 

(ii) xl) est un morphisme de groupes. 
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(iii) Six = (xn)nGN e &{H{CP)) et me N, soit xm = (xn+m)nej^e &(H(ÇP)) et 
soit xl)(x) la suite de terme général ^(xn). Alors xp(x) G &{G{B)) etip : &(H(CP)) -> 
&{G{B)) est un morphisme de groupes inverse de 6 on. 

Démonstration. — On peut écrire [pn]ïn sous la forme 

xo 0 {®î=i\pk~\Wk exfc-i)) 

et on peut appliquer le lemme B.1.3 à la suite an = \p]xn 0 xn-\ qui est une suite 
bornée d'éléments de ker0 o TT pour conclure à la convergence de la suite [pn]xn. 
Finalement, si 2?» = 0?i,n)neN pour i G {1,2} sont deux relèvements bornés de x dans 
G(B), soit xs la suite définie par ï3)n = ïi,n si n est pair et ï3,n = #2,N si n est 
impair. La suite ï3 est encore un relèvement borné de x. On en tire le fait que la suite 
[pN]̂ 3,n converge et que les suites [pn]#i,n, où i G {1,2} ont même limite et donc que 
cette limite ne dépend pas du choix de x. 

Le (ii) est une conséquence du fait que si x\ et #2 sont deux éléments de &(H(CP)) 
et Xi est un relèvement borné de Xi dans G(B), alors on peut prendre x\ 0 2?2 comme 
relèvement borné de x\ 0 #2 dans G(B). 

Comme [p]xn+i = xn et ip est un morphisme de groupes, on a \p]ip(xn+i) = ip(xn) 
et pour montrer que la suite i/>(x) appartient à &(G(B)) il suffit de montrer qu'elle est 
bornée. Or si on note E l'image de N par la suite x, F l'ensemble des \p]xn 0 xn-i et 
(F) le sous-groupe de ker# o n engendré par F, alors la démonstration du (i) montre 
que l'on a ^(xn) G E -h (F) qui est borné en vertu du lemme B.1.3. Finalement, le 
fait que 0 o n o if; = id est immédiat et le fait que ij) o 0 o -K — id suit de ce que si 
x G &(G(B)), alors on peut prendre x comme relèvement borné de 0 o 7r(x). 

Remarque B.1.5. — On peut appliquer la proposition précédente au cas où n est 
l'identité, ce qui nous fournit un morphisme de groupes ^ de 3ê(G(Cp)) dans G(B) 

Le lemme B.l.4 appliqué au cas particulier où n est l'identité permet de terminer 
la démonstration du (i) du théorème B.l.l. Passons au (ii). Remarquons que le (i) 
permet de ne traiter que le cas B = Cp. Si G = Gd , alors G(CP) = Cd et le fait que 
&(G(CP)) = {0} est immédiat (c'est d'ailleurs une conséquence du cas particulier 
H = 0 du (iii) du lemme B.l.4). Il reste donc à traiter le cas où G ne contient pas de 
sous-groupe isomorphe à Ga. 

Lemme B.l.6. — Si G ne contient pas de sous-groupe isomorphe à Ga, alors toute 
suite x = (xn)n€N d'éléments de G(CP) vérifiant [p]#n+i = xn est bornée et donc 
appartient à &(G(CP)). 

Démonstration. — Si G ne contient pas de sous-groupe algébrique isomorphe à Ga, 
alors il existe une suite exacte 0 ->> T —• G -¥ X -¥ 0, où X est une variété abélienne 
et T ^ GĴ  est un tore. Nous allons faire la démonstration par récurrence sur r. Si 
r = 0, G est une variété abélienne et est donc propre, ce qui implique que G(CP) est 
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borné et donc a fortiori toute suite d'éléments de G(CP) l'est. Si r > 1, choisissons 
une copie T0 de Gm dans T et soit H = G/T0 de telle sorte que H est une extension 
de X par G^"1, ce qui fait que l'on peut lui appliquer l'hypothèse de récurrence. Soit 
x = (#n)neN une suite d'éléments de G{CP) vérifiant [p]#n+i = xn. Si 7r désigne la 
projection de G sur iJ, l'image de x par 7r est une suite bornée de H(CP) d'après 
l'hypothèse de récurrence. Soit a = (an)nGN un relèvement borné (cf. lemme B.1.2) 
de 7r(x) dans G(CP) et donc tel que bn = xnQan appartienne à T(CP). Pour montrer 
que x est borné, il suffit de vérifier que b = (6n)n€N est une suite bornée d'éléments 
de T0(Cp) = C*. Or on a \p]bn+iQbn = an© [p]an+i et comme la suite an est bornée, 
on en déduit le fait que la suite de terme général pvp(bn+i) — vp(bn) et donc celle de 
terme général vp(bn) est bornée dans R, ce qui permet de conclure. 

Le (ii) du théorème B.l.l est une conséquence du lemme B.1.6 et du fait que G(CP) 
est p-divisible. Passons au (iii). Il y a deux choses qui ne sont pas claires a priori, à 
savoir l'exactitude en le terme du milieu et la surjectivité à droite. L'exactitude en le 
terme du milieu est une conséquence du fait qu'une suite d'éléments de G\{CP) qui 
est bornée dans G2{CP) l'est déjà dans G\(CP) car l'injection de G\ dans G2 est une 
immersion fermée (cf. proposition A.2.7). 

D'autre part, le (iii) du lemme B.1.4 implique que si G est un groupe algébrique 
commutatif défini sur Cp et si VQ désigne le plus grand sous-groupe de G isomorphe 
à un produit de Ga, alors &(G(CP)) ~ âê{(G/VG)(CP)), ce qui fait que, quitte à 
remplacer Gi par Gi/Vo^ l'on peut supposer que les Gi ne contiennent pas de sous-
groupe isomorphe à Ga ; auquel cas, la surjectivité de l'application de <â?(C?2(Cp)) 
dans &{G$(CP)) se déduit du lemme B.1.6 et de lap-divisibilité de G\{CP). 

Proposition B.1.7. — Soit e = (e^)nGN € Xp(Gm(Cp)) C & et soit (xn)nGN une 
suite bornée d'éléments de BjR vérifiant 0(xn) = e(n) quel que soit n G N, alors la 
suite de terme généralpnlogxn converge dans BjR vers \og[e]. 

Démonstration. — Comme les xn sont éléments de (BjR)**, la suite (xn)n€N est bor­
née dans Gm(BjR). Le lemme B.1.4 implique que la suite de terme général (xn)pn tend 
vers une limite ne dépendant que de e et comme on peut prendre xn = [e1^], cette 
limite n'est autre que [e], ce qui, prenant le logarithme de tous les termes concernés, 
permet de conclure. 

B.2. Applications aux variétés abéliennes 

1. Périodes p-adiques des formes de seconde espèce. — Soient X un B-
schéma abélien et G une extension de X par un groupe de type additif. Notons ir la 
projection de G sur X. 
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Lemme B.2.1 
(i) L'image de â£{G(B)) par l'application IQ définie par LG((xn)new) = #o est un 

sous-groupe borné de G(B). 
(ii) Si E est un sous-ensemble borné de G(B), alors le sous-groupe (E) de G(B) 

engendré par E est borné. 

Démonstration. — Soit E' un sous-ensemble borné de G(B) tel que 0 o n induise une 
surjection de E sur X(CP) (il en existe d'après la proposition A.5.10 puisque X(CP) 
est borné car X est propre sur Cp). Soit F = {\p]x Qy \x G E', y e E', 0o ir(\p]x) = 
0 o 7r(y)}. La démonstration du lemme B.1.4 appliquée au cas où H = X montre que 
X = iG°il)(&(X(Cp))) est un sous-groupe de X(B) contenu dans E10(F) et est donc 
borné en vertu du lemme B.1.3 puisque F est inclus dans ker# o n par construction. 
On en déduit le (i). 

D'autre part, l'application 0 on induit une surjection de X sur X(CP) et donc, si 
F ' = {x G y \x G E,y G X,0(x) = % ) } , on a F C X e F ' et (F) C X e (F') et 
comme (F') est borné d'après le lemme B.1.3 appliqué à H = X puisque F ' est inclus 
dans ker# o 7r, on en déduit le (ii). 

Plaçons nous maintenant dans le cas où B = BjR. Soient X une variété abélienne 
définie sur Cp et X l'extension universelle de X par un groupe de type additif (cf. 1.6, 
§1). Notons 7T la projection de X sur X. Si rj est une forme différentielle de seconde 
espèce sur X, il existe (proposition 1.7.4) une unique forme différentielle wn invariante 
sur X telle que -K^n — uj^ = df^, où fv est une fonction rationnelle sur X. Notons iv la 
primitive de u)n s'annulant en 0 ; c'est un logarithme de X puisque wn est invariante. 
L'application ip (cf. lemme B.1.4) permet de voit TP(X) comme un sous-groupe de 
*(*(BÏR)). 

Proposition B.2.2. — Si n est une forme différentielle de seconde espèce sur X et 
u e TP{X), alors Jurj = £r,(ix(u)) 

Démonstration. — Si u = (wn)n€N et m G N, soit ïïm — tjf ((wm+n)nGN)- La suite 
(ïm)mGN est donc une suite, bornée d'après le lemme B.2.1, d'éléments de X(B^R) 
vérifiant 0 o 7r(um) = um si m G N. Soient U un ouvert de X sur lequel rj est 
holomorphe et (am)mGN une suite d'éléments de 7r_1î7(JB) telle que les suites de 
termes généraux respectifs am et am -h ïïm soient bornées dans 7r—1(C7) (pour qu'une 
telle suite soit bornée, il suffit qu'elle soit bornée dans X et que son image par 7r 
soit bornée dans U d'après le corollaire A.5.9 ; l'existence de telles suites résulte donc 
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du lemme B.1.2 et du lemme II.3.1). Par construction de l'application «périodes p-
adiques», on a 

u 
77 = lim 

m—>-+oo' 
pm 

/»7T(om)©7r(um) 

7r(am) 
V = lim 

m—>-+oo 
Pm 

am0itm 

n*-1 
* 

7T 77 
= lim 

m—*-f-oo 
pm frj{o>m 0 um) H" &rj{Q>m 0 um) ~ frji^m) ~ ĵj(ûm) ) 

et comme d'une part 1^ est un morphisme de groupes et [pm]ïïm = t>x(u), ce qui 
implique 

Pm(^(am 0wm) -lv{am)) =tr,(i>x(u)) 

et que d'autre part 

lim pm(fri(arn 0 Um) - fv(am)) = 0 
m—>+oo v 

puisque frj est holomorphe sur 7r_1((7), on en tire le résultat. 

Le théorème B.l.l implique que 9 o n induit un isomorphisme de âê(X(B)) sur 
&(X(CP)). D'autre part, la proposition B.2.2 et la non dégénérescence de l'application 
«périodes p-adiques» impliquent, que i% est injective. Son image X(CP) est donc un 
groupe sans p-torsion apparaissant dans la suite exacte 

0 -> TP(X(CP)) X(CP) -> X(CP) -> 0 

et que l'on peut donc voir comme un analogue (un peu moins désincarné que le 
précédent) p-adique du revêtement universel de X(CP). 

2. Périodes p-adiques des formes de troisième espèce. — Si u est une forme 
différentielle de troisième espèce sur X, il existe, d'après la remarque 1.6.22 un groupe 
algébrique commutatif G extension de X par Gm tel que, si 7r désigne le morphisme de 
G sur X, alors 7T*LJ soit invariante sur G et si t désigne l'injection de Gm dans G, alors 

i*7r*u; = —. Soit £u le logarithme de G dont la différentielle est 7r*u. Si «^(G(CP)) 
est l'ensemble des suites x = (xn)new d'éléments de X(CP) vérifiant [p]xn+i = xn 
quel que soit n G N, on dispose comme ci-dessus d'une application naturelle I/J : 
J?(G(CP)) -» G(BjR) (cf. remarque B.1.5), ce qui nous permet, compte-tenu du fait 
que Tp(G(Cp)) est un sous-groupe de <â?(G(Cp)), de définir fun*v par la formule 

и 
7T*a; = 4,(^(11)). 

L'application qui à u associe SUK*W est additive car ip et lv le sont et commute à 

l'action de Galois de manière évidente. D'autre part, comme L*-K*U = dt—T, la restriction 
de £u à Gm est Log et la restriction de u fu 7T*L> à Tp(Gm(Cp)) est à valeurs dans 
tpZp. Comme de plus, on a la suite exacte 

0 —» Tp(Gm(Cp)) —> TP(G(CP)) —• TP(X(CP)) —• 0, 
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cela permet de définir Ju u si u G TP(X(CP)) à un multiple de tp près comme dans le 
cas classique. 

B.3. Revêtement universel d'une famille de variétés abéliennes 

Soient A = ûcp [Si , . . . , Sri et X un schéma abélien sur B = A[l/p]. La section 
nulle sera notée e ; c'est un morphisme de Speci? dans X. Si s G Cp vérifie \\s\\ < 1, 
on note 08 le morphisme de B sur Cp défini par 08(Si) = Si et Xs la fibre de X 
au-dessus de s. Rappelons que si k G N, l'anneau Bk est l'anneau des fonctions 
analytiques bornées sur la boule Br(0,p~k) et donc qu'un élément x de X(Bk) peut 
se voir comme une fonction de Br(0,p~k) à valeurs dans X(CP) ce qui fait que, si 
x G X(Bk) et s G i?r(0,p_fc), on notera souvent x(s) l'image 0s(x) de x dans XS(CP) 
par 08. En particulier, si s G Br(0,1), alors e(s) est l'élément neutre de XS(CP). 

Théorème B.3.1 
(i) H existe ko > 0 £eZ <?̂ e 

(V six = (xn)nGN G @{X(B)), alors xn G X(£fco). 
fft,) Sz s G Br(0,p~fc°), l'application 0S induit un isomorphisme de groupes de 

X(X(B)) sur^(Xs(Cp)). 
(ii) Si s G Br(0,p-ko), soit <ps : &(X(B)) -> XS(CP) l'application qui à x — (xn)nçN 
associe xo(s). Si G un sous-groupe ouvert de Xo(Cp) et G désigne l'image réciproque 
de G dans âl(X(B)) par (fo, alors, il existe k> ko tel que pour tout s G J9r(0,p~fc), 

(a) l'image G8 de G par ps est un sous-groupe ouvert de XS(CP), 
(b)Tp(Xs(Cp)) c G, 
(c) le morphisme naturel âê{X(B))/G -» XS(CP)/GS induit par tps est un isomor­

phisme. 

Remarque B.3.2. — Si on considère &(X8(CP)) comme un analogue p-adique (abs­
trait) du revêtement universel de X8(CP), le (i) du théorème nous dit que les revête­
ments universels d'une famille de variétés abéliennes forment une famille localement 
constante et le (ii) exprime le fait que le «réseau des périodes» varie continûment. 
D'autre part, le théorème admet le corollaire suivant qui est à la base de la démons­
tration du théorème II. 1.9. 

Corollaire B.3.3. — Soit X un schéma abélien sur B. Quel que soit le sous-groupe 
ouvert G de Xo(Cp), il existe k G N tel que si s G Br(0,p~k), il existe un sous-groupe 
ouvert Gs de X8(CP) tel que les groupes X8(CP)/G8 et Xo(Cp)/G soient isomorphes. 

Démonstration. — Le (c) du (ii) montre qu'il suffit de poser G8 = 08(G) et qu'alors 
X8(CP)/G8 est isomorphe à &(X(B))/G si ||s|| est assez petit. 

La démonstration du théorème B.3.1 est assez similaire à celle du théorème B.l.l ; 
la différence est que comme on s'intéresse à ce qui se passe dans une petite boule au 
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lieu de regarder ce qui se passe en un point, il faut arriver à contrôler ce qui se passe 
de manière uniforme sur la boule ; c'est le rôle de la discussion qui suit et du lemme 
B.3.6. 

Soit U N Ad un ouvert de présentation lisse de X contenant e(0). D'après le 
théorème des fonctions implicites (proposition A.5.11), il existe fa G N et un voi­
sinage Vkl de e(0) dans U(B) tel que 7r induise un isomorphisme analytique de Vkl 
sur Bd(01p~kl). Quitte à faire un changement de coordonnées, on peut supposer 
que 7r(e) = 0, ce que nous ferons. Désignons par i l'isomorphisme réciproque. Soient 
(ui,... ,LJd) une base de fi>x/B et la primitive formelle de L*oji s'annulant en 7r(e). 
Quitte à changer la base (ui,... ,0;^), on peut supposer que \i(T) — Ti à des termes 
de degré > 2 près. D'après le (ii) de la proposition A.5.11, pour tout k > fa, on a 
Xi G 2ï(d»fc) ; il existe donc k2 > fa tel que l'on ait À* G A^k^ pour tout i G {1 , . . . , d}. 
L'application À : Bd(0,p~k2) -> Bd(0,p~k2) ainsi définie est un isomorphisme analy­
tique et, si Vk2 = i(Bd(0,p~k2)), l'application Logx de Vk2 sur Bd(0,p~k2) définie par 
Logx = Ào7T est un isomorphisme analytique de groupes. On note Expx son inverse. 

On note Logs et Exps les fibres en s respectives de Logx et Expx. Si l > k2 et 
s G l?r(0,p~~fc2), alors Exps induit un isomorphisme de Bd(0,p~l, Cp) sur un sous-
groupe ouvert Vi(s) de XS(CP). 

Si k > k2 et / > fc2, on note Vk,i l'image de (plAk)d C Bd(0,p~k2) par Expx ; c'est 
un sous-groupe de X(B) qui est A-borné d'après le (iv) du lemme A.4.6. De plus, si 
x G Vkj, alors x(s) G Vi(s) quel que soit s G Br(0,p~k) et si s G Br(0,p~k), alors 
l'application 6S induit une surjection de Vkj sur Vi(s) comme on le constate facilement 
en utilisant Logx pour se ramener à un problème dans Bd(0,p~k2). 

Lemme B.3.4. — Soit F un sous-ensemble A-borné de X(B). Alors quel que soit 
l G N, il existe k G N tel que si x G F est tel qu'il existe s G Br(0,p~k) tel que Von 
ait x(s) = e{s), alors x G Vfc,/. 

Démonstration. — L'idée derrière le lemme est que comme F est A-borné, ses élé­
ments, vus comme fonctions de 5, ne varient pas trop vite. En particulier, si en un 
point proche de 0 ils coïncident avec la section nulle, alors ils en restent proches dans 
un voisinage de 0. Soit U A Ad l'ouvert de présentation lisse contenant e(0) utilisé 
dans la construction de Logx. Si A: G N, notons Fk l'ensemble des x e F tels qu'il 
existe s G Br(0,p~k) pour lequel x(s) = e(s). D'après la proposition A.6.1 appliquée à 
E = {e}, il existe h tel que Fix soit A-borné dans U(B). L'image de F^ par n est alors 
A-bornée dans Bd et il existe donc l2 > 0 et n G Z tels que l'on ait ^(F^) G (pnAi2)d. 
Si l G N, soit k > sup(Z2, l + l2-n). Comme l'ensemble des y G pnA\2 tels qu'il existe 
s G Br(0,p~k) vérifiant y(s) G Br(0,p~l), est inclus dans plAk, on en déduit le fait 
que Fk C V ,̂/, ce qu'il fallait démontrer. 

Lemme B.3.5. — H existe ks G N et un sous-ensemble A-borné E de X(B) tel que, 
quel que soit s G Br(0,p~k3), l'application 98 : E -> XS(CP) soit surjective. 
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Démonstration. — X étant propre sur B, il s'agit d'un cas particulier de la proposition 
A.6.2. 

Soit E un sous-ensemble A-borné de X(B) satisfaisant les conclusions du lemme 
B.3.5 ; quitte à remplacer E par E\JVk2lk2i on peut supposer que E contient 142,fc2, ce 
que nous ferons. Soit F la réunion de E et de l'image de E x E par l'application qui 
à (x,y) associe \p]x © y. L'ensemble F est donc un sous-ensemble A-borné de X(B). 
Fixons /0 > K2 et soit ko > sup(&2, £3) tel que F C X{BkQ) et tel que si x G F est tel 
qu'il existe s G Br(0,p~ko) vérifant x(s) = e(s), alors x G Vk0,i0 (l'existence d'un tel 
ko suit du lemme B.3.4). 

Lemme B.3.6 
(i) Soient s G Br(0,p~k°) et x — (xn)nGN £ &(X8(CP)). Si (xn)neN une suite 

d'éléments de E vérifiant 68(xn) — xn, alors la suite de terme général \pn]xn converge 
dans X(B) vers un élément rp8(x) vérifiant ij;8(x) GxoE VkQii0-

(ii) Quel que soit l G N, il existe k > ko tel que si s e Br(0,p~k) et x = (£n)neN £ 
0l(X8(Cp)) vérifie xo G Vi(s), alors ip8(x) G 

Démonstration. — (i) On peut écrire [pn]5?n sous la forme 

xo © efc=1[p*"'1]([p]xfc © xk-i). 

Par construction, si k e N, alors \p]xk © #fc-i est un élément de F dont l'image par 
08 est égale à e(s) ; c'est donc un élément de Và.0>j0. On peut alors appliquer Logx à la 
somme ©fc=i[pfc_1]([p]#fc Qxk-i) pour montrer que celle-ci tend vers une limite dans 
Vik0j/0 quand n tend vers +00. 

(ii) D'après le lemme B.3.4, il existe k > &2 tel que si a: G F est tel qu'il existe 
s G Br(0,p~k) pour lequel x(s) = e(s), alors x G Vkj. La même démonstration que 
pour le (i) montre que si s G Br(0,p~k) et si x = (xn)nGN G &(X8(CP)), alors 
if)8(x)Qxo € Vk,i, où xo est n'importe quel élément de E vérifiant xo(s) = xo- Comme 
on a supposé que E contient Vk2lk2 Qui contient Vkj et que 98 induit une surjection 
de Vkj sur Vi(s), on peut prendre x0 appartenant à Vfc,/, ce qui permet de conclure. 

On tire de ce lemme, en suivant la démonstration du (i) du théorème B.l.l, le 
fait que si s G Br(0,p~k°) et x G &(X8(CP)), alors ips(x) G E 0 Vk0yi0 qui est un 
sous-ensemble borné de X(B) inclus dans X(Bk0) et que d'autre part, l'application 
ij)8 : âê(X8{Cp)) -» âl(X(B)) qui à x = (xn)n£N associe $8(x) = (yn)neN, où 
yn = ips(xn) et où, si m G N, l'on a posé xm = (a:m+n)n€N G &(X8(CP)), est un 
morphisme de groupes inverse de 68. Ceci permet de terminer la démonstration du (i) 
du théorème B.3.1. 

Passons à la démonstration du (ii). Si G est ouvert dans X0(CP), il existe l G N 
tel que Vi(0) soit inclus dans G. Si k G N vérifie les conclusions du (ii) du lemme 
B.3.6, montrons que G8 contient Vi(s) pour tout s G Br(0,p~k). Soit a G Vi(s) et 
soit x = (#n)neN £ âl{X8{Cp)) tel que XQ = a. D'après la discussion précédente, 
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l'élément ^s(x) = (yn)neN de Sf\X(E)) vérifie yo = ips(x)- Le choix de k et le fait 
que 2/0(s) = a G Vh,i implique que t/o G Vkj d'après le (ii) du lemme B.3.6. On en 
déduit le fait que <£o(^s(#)) = 2/o(0) appartient à VJ(0), ce qui, par définition de G, 
implique ^)s{x) G G et donc que a — (p8(îps(x)) appartient à G8. On a donc prouvé 
que G s contient le voisinage Vi(s) de e(s) et comme c'est un groupe puisque c'est 
l'image d'un groupe par un morphisme de groupes, il est ouvert. Ceci termine la 
démonstration du (a). 

D'autre part, si s G Br(0,p~k) et x = (#n)neN G TP(X8(CP)), cela implique que 
xo(s) = e(s) G Vi(s) et la discussion précédente implique que x e G d'où l'on tire le 
(b). 

Finalement, le noyau de y8 est égal à ipJ1(Gs)/G = (G + TP(X8(CP)))/G = {0} 
d'après le (b) et ip8 est injective ; comme d'autre part, si s G Br(Q,p~k°), alors ip8 est 
une surjection de &(X(B)) sur XS(CP) puisque c'est la composée de l'isomorphisme 
6s avec l'application de &(XS{CP)) dans X8(CP) qui à x = (xn)ne^ associe x0 et 
qui est surjective car X8(CP) est p-divisible, on en déduit le fait que ip8 induit une 
bijection de 3>(X{B))/G sur X8(CP)/G8 pour tout 5 G Br(0,p~k). Ceci termine la 
démonstration du théorème B.3.1. 
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APPENDICE C 

RÉSULTATS DE THÉORIE DES GROUPES 

Cet appendice est consacré principalement à la démonstration de la proposition 
II.1.23. Si G est un groupe abélien, nous noterons IQ l'idéal d'augmentation de Q[G]. 
Nous noterons la loi de groupe multiplicativement de manière à pouvoir écrire de la 
même manière la multiplication de deux éléments de G dans G et dans Q[G]. La 
relation de cocycle IL 1.15 devient donc 

(Cl) g(x, h0hi, ...,hn) = g(xh0, hi,...,hn)+ g(x, h0,h2..., hn) 

et la proposition à démontrer est la suivante. 

Proposition C.2 
Soient G un groupe abélien, W un Q-espace vectoriel et g(x, hi,..., hn) une appli­

cation de Gn+1 dans W symétrique en h\,... ,hn vérifiant la relation de cocycle Cl. 
Soient H un sous-groupe de G tel que le groupe G/H soit de torsion et f : H -> W 
telle que la restriction de g à Hn+1 soit égale à F(n) . Alors f a un unique prolonge-
ment fo- G -ï W dont la restriction à H est égale à f et qui vérifie JQ — g sur 
Gn+1. De plus, si x eG et l e N — {0} est tel que xn G H, alors /G(#) est donné 
par la formule 

ÎG{X) = Y^bkg(xK,X,...,X 

k 
•Yak fix") 

k 
où les ak G Q ont été choisis de telle sorte que le polynôme T -f J2K akTlk ait un zéro 
d'ordre au moins n enT = 1 et Mk bk Tk est le quotient deT + ]T)fc al£ par (T — l)n. 

Nous aurons besoin du lemme suivant 

Lemme C.3 
Soient G un groupe abélien, W un Q-espace vectoriel et soit g(x, h\,..., hn) une 

application de Gn+1 dans W une application symétrique en hi,...,hn vérifiant la 
relation de cocycle Cl. Alors il existe une unique application Q-linéaire g : IQ —» W 
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telle que pour tout n + 1-uplet (xo, x i , . . . , xn) d'éléments de Gn+1, on ait 

g{xQ{xi - l)---(xn - 1)) = #(x0,xi,...,xn). 

Démonstration. — Il suffit de démontrer cette proposition dans le cas où G est de 
type fini, le cas général s'en déduisant en écrivant G comme une limite inductive 
de groupes de type fini. Commençons par supposer que G est libre sur Z et soit 
(ei,... ,er) une base de G sur Z. Le Q-espace vectoriel IQ admet alors comme base 
les e^k = x(ei —1)k1 • • • (er - l)fcr où x décrit G et k = (fci,..., kr) les r-uplets 
d'éléments de N vérifiant k\ -h • • • + kr > n. Comme k\ + • • • + kr > n, on peut 
écrire exM sous la forme (/i - 1) • • • (fn -1 (May1 ayV) avec /i> • • • > /n € {ei , . . . , er} 
et ay = 0 pour presque tout y € G. On peut définir une application Q-linéaire 
<? : /g W par la formule g(eXiu) = Mya ̂ yg(y, A , . . . , fn) et il reste à vérifier que si 
(x0,..., xn) G Gn+1, alors <7(x0(xi - 1) • • • (xn - 1)) = #(x0, xx,.. . , xn). Remarquons 
que la symétrie de p et la relation de cocycle C l entraîne les identités suivantes 

(C.4) p(xo,xi,... ,xn) = 0 s'il existe i G {1 , . . . ,n} tel que Xi = 1, 

(C.5) #(xo,xi,... jX^1,... ,xn) = -^ (xox^x i , . . . ,Xi,... ,xn), 

(C.6) 5 3 ^(^«n, x i , . . . , xn) = #(x0,..., xn_i, x*). 
z=o 

Si x = rij=i aiei eŝ  â décomposition de x G G dans la base (ei,... ,er), posons 
||x|| = X]j=i lail- Nous allons vérifier la relation 

<?(x0(xi - l)---(xn - 1)) =#(x0,xi,.. . ,xn) 

par récurrence sur Mn i = 1 \\xi\\- Si X^Li ||xi|| < n> alors de 2 choses l'une : soit l'un 
des X{ est égal à 1 et la formule devient 0 = 0, soit on a Xi = fp avec e% G {±1} et 
/t G {ei , . . . , er}. Dans ce dernier cas, si tous les e% sont égaux à 1, xo(xi — 1) • • • (xn —1) 
est élément de la base de IQ et la formule est une tautologie ; sinon, on utilise l'identité 
C.5 pour se ramener au cas où tous les Si sont égaux à 1. 

Si Y^i=i \\xi\\ > + 1> il existe i tel que ||XÎ|| > 2 et donc tel que Xf puisse s'écrire 
sous la forme x\^x[2^ avec ||x^|| < ||xi|| si j G {1,2}, ce qui nous donne 

9(*o fl(xi - 1)) = gixoxV(x\2) - 1) Y[(xj - 1)) + g(x0(x^ - 1) JJ fe - 1)) 

i=l j^i jz£i 

= p(x0xf),xi, . . . ,xf), . . . ,xn) +p(x0,xi , . . . ,xf) , . . . ,xn) 

— g(x0i x i , . . . , Xi,..., xn), 
la première égalité résultant de la linéarité de g, la seconde de l'hypothèse de récur­
rence et la dernière de la relation de cocycle et de la symétrie de g en les n dernières 
variables. 
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Ceci termine la démonstration dans le cas où G est sans torsion. Dans le cas général, 
on peut écrire G sous la forme Zei 0 • • • 0 Zer 0 (Z/&iZ)/i 0 • • • 0 (Z/ksZ)f8 que 
l'on voit comme un quotient de H = Zei 0 • • • 0 Zer 0 Z/i 0 • • • 0 Zf8. Notons n 
l'application de G sur H ainsi que celle de Q[H] dans Q[G] qu'elle induit. 

LemmeC.7. — Le noyau de 7r : 1% -> IQ est égal au produit des idéaux IB~X et 

(/i*1 - 1 / . * ' - ! ) -

Démonstration. — Ce noyau est l'intersection de 1% avec l'idéal de Q[H] engendré 
par /** — 1, ...,/**— 1. Comme pour vérifier que deux idéaux de Q[H] sont égaux, il 
suffit de vérifier que les idéaux de Q[H] qu'ils engendrent sont égaux, nous travaillerons 
dans Q[ff|. Si k G N, notons fik C Q le groupe des racines &-ièmes de l'unité. Si 
e = (ei,..., e8) G //fc! x • • • x /xfcs, soit p£ l'idéal premier (/i - £ i , . . . , / , - e8) de Q[H]. 
Les p£ sont premiers entre eux deux à deux et on a 

( /1* i - i , . . . , / .* - - i ) = n»>« = f > -
e e 

Un calcul immédiat utilisant la base de IB constituée des 

X 
г 

П 
s + 1 

(e* - l)0i 
S 

п 
i = 1 

( Л - i r , 

où x décrit H et a\,..., ar, 61,.. . , bs sont des éléments de N vérifiant ai H h ar + 
&i + h bs > n, montre que l'on a 

!H N P(i,...,i) = IRHX ' P(i,...,i)-
Comme d'autre part, l'idéal Jg- np(i,...,i) es* premier à p£ si e ^ ( 1 , . . . , 1) puisque 
P(i,...,i) l'est et que IH D P(I,...,I), on obtient 

« n ( ^ - 1 . - . / . * ' - 1 ) = « n ( n » ' 0 = ( « n » ' ( w ) ) n ( П P . ) 
e e#(l,...,l) 

= ( /r1-P(l , . . , l ) ) П Pe = /ff"1 • (Л*1 - 1 Л*' - 1). 
e#(l,...,l) 

ce qui termine la démonstration du lemme. 

Composant g avec 7r, on obtient une application h : Hn+1 —» W vérifiant la formule 
C l et on déduit de la discussion précédente l'existence et l'unicité d'une application 
linéaire h : IB —> W telle que l'on ait h(xo(xi — 1) • • • (xn — 1)) — /i(#o?x\,..., xn ).Le 
problème est de montrer que l'on peut trouver g : /g W telle que l'on ait h = g on. 
Autrement dit, il s'agit de prouver que si y G 1% est dans le noyau de n : 1% -> IQ, 
alors h(y) = 0. Or un élément de ce noyau peut s'écrire, d'après le lemme C.7, comme 
une combinaison linéaire de termes du type 

го (/Г - 1 ) 
n-1 
n 
i=l 

(xt - 1) = 
ki-1 

¡=0 
xofKfi - 1) 

n-1 
n 
1=1 

(Xi - 1) 
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et comme n(fj3) = 1> on obtient, utilisant les formules C.6 et C.4 

n-l kj-l 
h(xo(fjJ ~ 1) ~ !)) ^ ]C fc(«o/J,xi,...,Xn-i,/i) 

i=i 1=1 

= 0(TT(XO),7r(a?i), • • •,Tr(xn-i), Afj3'')) = 0, 

ce qui permet de conclure. 
Lemme C.8. — Soient G un groupe abélien et H un sous-groupe de G tel que le groupe 
G/H soit de torsion. Si n est un entier > 1, alors le morphisme tGH : Q[iï]/Jg-
Q[G]/IQ induit par l'inclusion de H dans G est un isomorphisme 

Démonstration. — On peut comme précédemment supposer que G est de type fini. Soit 
x G G. Il existe l G N non nul tel que Ton ait xl G H. Soit P(T) = J2k akTk G Q[T] 
tel que le polynôme Q(T) = T + P(Tl) ait un zéro d'ordre au moins n en T = 1. On 
peut écrire x G Q[G] sous la forme Q(x) — ^2kakxkl et comme Q(x) G IQ puisque 
Q(T) est divisible par (T - l)n et que mK akxkl G Q[H] puisque x1 G H, on voit que 
l'image de tGH contient x et, par linéarité, que tGH est surjective. 

On déduit de la surjectivité le fait que si K C H sont deux sous-groupes d'indice 
fini d'un groupe abélien de type fini G, alors la bijectivité de £^ est équivalente au 
fait que ¿1̂  et £^ sont bijectives. Écrivons G sous la forme G\ x A, où A est un groupe 
fini et Gi est sans torsion et soit H\ = H n G\. La remarque précédente implique 
que la bijectivité de tGH est une conséquence de celle de tGH elle-même conséquence 
de celles de i%\ et io\xA- Ceci permet de ramener la démonstration du cas général à 
celle des deux cas particuliers suivants : 

(i) G = Zr et H d'indice fini dans G, 
(ii) H = Zr et G = Zr 0 (Z/fciZ) 0 • • • 0 (Z/fcrZ). 

Dans le premier cas, les groupes G et H sont isomorphes et les modules Q[G]/IQ et 
Q[H]/IJJ qui sont des Q-espaces vectoriels de dimension finie, ont la même dimension, 
ce qui fait que l'on peut déduire la bijectivité de tGH de sa surjectivité. 

Dans le second cas, on a 

Q[G] = Q[H][XU... ,Xr]/((l + Xi)*1 - 1, . . . , (1 + Xr)** - 1) 

et IG = IH + № , • • • > XR) et donc /g C 1% + (XL , . . . , XR). D'autre part, la restriction 
à Q[H] de la réduction 7r : Q[G] Q[if] modulo l'idéal (Xi,.. . ,Xr) est l'identité et 
donc 

/3 n Q[H] = 7r(JS n Q[H}) C TT(JS) C 7r(J£ + № , . . . , Xr)) = INH, 

ce qui implique l'injectivité de tGH et termine la démonstration du lemme C.8. 

On déduit la proposition C.2 des lemmes C.3 et C.8 en remarquant que la donnée 
de g est équivalente à la donnée de l'application linéaire g : IQ -> W d'après le lemme 
C.3 et que d'autre part, les solutions de l'équation /M = g sont en bijection avec 
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les applications Q-linéaires de Q[G] dans W coïncidant avec g sur ig, ce qui permet 
d'utiliser le lemme C.8 pour conclure à l'existence et l'unicité de fo> La formule 
explicite pour fc, quant à elle, suit de la démonstration de la surjectivité de tGH dans 
le lemme C.8. 

Lemme C.9. — Si G est un groupe abélien et IQ est l'idéal d'augmentation de Z[G], 
alors ^2g ngg G IQ si et seulement si Mgn ng =0 et Y[pgng = 1. 

Démonstration. — L'identité gig2 — 1 = (gi — 1) 4- (g2 — 1) + (#1 — l)(p2 ~ 1) montre 
que l'application qui à g G G associe g — 1 G IG induit un morphisme de G sur 
IG/IQ- Le lemme est équivalent à l'injectivité de ce morphisme. Utilisant le théorème 
de structure des groupes abéliens, on peut montrer que si g e G — {1}, il existe un 
groupe cyclique H et un morphisme 7r : G -> H tel que 7r(g) soit non nul. Comme 
g — 1 G IQ implique 7r(g) — 1 G 1%, ceci nous permet de nous ramener au cas où G 
est cyclique. Si G = Z, Z[G] = Z ^ T - 1 ] et ig = (T - l)nZ[r,r~1], ce qui fait que 
Ta - 1 G IQ équivaut à Ta - 1 divisible par (T - l)2 et donc à a = 0 et permet 
de conclure. Si G = Z//Z, alors Z[G] = Z[T]/(T' - 1) et ig = (T - l)nZ[G]. En 
particulier, Ta — 1 G i§ si et seulement si il existe F,Q G Z[T] tels que l'on ait 
Ta -1 = (T - 1)2P(T) + (Tf - l)Q(T), ce qui, prenant la dérivée des deux membres 
en T = 1, implique f\a et permet de conclure. 
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