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INTEGRATION SUR LES VARIETES p-ADIQUES

Pierre Colmez

Résumé. — Dans ce volume, nous montrons qu’il y a essentiellement une seule
maniére d’intégrer une 1-forme différentielle fermée sur une variété algébrique lisse
définie sur un corps p-adique. Cette théorie de l'intégration p-adique, contrairement
a celle développée par Coleman, ne suppose pas d’hypothéses de bonne réduction des
variétés que ’on considére et permet d’étendre au cas général un certain nombre de
théorémes démontrés par Coleman dans le cas de bonne réduction; en particulier,
la construction des périodes p-adiques des variétés abéliennes et la loi de réciprocité
pour les formes différentielles de troisiéme espéce sur les courbes. L’intérét d’avoir une
théorie qui marche pour tous les nombres premiers est de pouvoir adéliser certaines
constructions. Par exemple, si X est une courbe algébrique définie sur un corps de
nombres, nous contruisons de maniére purement analytique un accouplement sur les
diviseurs de degré 0 de X en utilisant des fonctions de Green adéliques et & partir du-
quel, on peut retrouver la hauteur de Néron-Tate et les hauteurs p-adiques construites
par Gross et Coleman dans le cas de bonne réduction. Ce volume ne contient donc
pas & proprement parler d’énoncé nouveau, mais essaie de faire la synthése entre plu-
sieurs points de vue; en particulier, la construction adélique des hauteurs peut étre
vue comme une synthése entre le point de vue de Néron et celui de Gross et Coleman.

Abstract (Integration on p-adic varieties). — We show that there is a unique “rea-
sonable” way of integrating closed 1-forms on smooth algebraic varieties defined over
a p-adic field. In contrast with the theory developed by Coleman, this p-adic inte-
gration does not require that the varieties under consideration have good reduction
and can be used to extend to the general case several results obtained by Coleman in
the case of good reduction ; in particular the construction of p-adic periods of abelian
varieties and the reciprocity law for differentials of the third kind. Having a theory
which works for all primes can be used to adelize certain constructions. For example,
if X is a smooth and proper algebraic curve defined over a number field, we define,
in a purely analytic way, a pairing between divisors of degree 0 using adelic Green
functions and from which one can recover the Néron-Tate height pairing and p-adic
analogues considered by Gross and Coleman in the case of good reduction.
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INTRODUCTION

1. Intégration p-adique sur les variétés p-adiques

Soit K un sous-corps fermé de C,. Le principal probléme de I'intégration p-adique
est que la topologie p-adique est totalement discontinue et donc que I’équation dif-
férentielle df = 0 a beaucoup trop de solutions. Ce probléme apparait déja quand

on veut définir le logarithme p-adique ; en effet, imposer la condition d Logt = - e
définit Log qu’a addition d’une fonction localement constante prés sur K* ; rajouter
la condition Log(zy) = Logz + Logy détermine complétement Log sur &%, mais il
nous reste la liberté de fixer arbitrairement la valeur de Logp. Le choix naturel est
de poser Logp = 0, ce qui nous donne le logarithme d’Iwasawa que nous noterons
log,,, mais du simple point de vue de I'intégration p-adique, aucun choix ne semble
vraiment meilleur qu’un autre. Nous allons donc considérer tous les choix possibles de
logarithme simultanément en considérant Logp comme une variable et ’application
Log comme une fonction localement analytique de K* dans Ky = K[Logp|. Remar-
quons que si on note £ (K*) le sous-Q-espace vectoriel K & Q Logp de K, alors Log
est & valeurs dans .Z(K*).

Le miracle est que le fait de fixer la valeur de Logp suffit & assurer ’existence et
I’unicité d’une intégration naturelle sur les variétés algébriques lisses définies sur un
corps p-adique (toutes nos variétés sont par convention géométriquement connexes)
et ce, bien que la topologie p-adique soit totalement discontinue. Plus précisément,
on a le théoréme suivant :

Théoréeme 1. — Soit K un sous-corps fermé de C,. Il existe une et une seule maniére
de définir Uintégration des 1-formes différentielles fermées sur les variétés algébriques
lisses définies sur K de telle sorte que :

(i) Si X est une variété algébrique lisse définie sur K, w est une 1-forme diffé-
rentielle fermée sur X et a € X(K), alors F(z) = [T w est une fonction localement
analytique de z € X (K) a valeurs dans Ky vérifiant dF = w.

(il) Si X est une variété algébrique lisse définie sur K, w est une 1-forme diffé-
rentielle fermée sur X et a,b,c sont 3 éléments de X (K), alors f:w = fabw + fbcw
(relation de Chasles).
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(iii) Si X est une variété algébrique lisse définie sur K, wy,w, sont deuz 1-formes
différentielles fermées sur X et a,b € X(K) et M\1,\2 € K, alors

b b b
/ (/\1(.4J1 +/\2w2) = /\1/ w1 +/\2/ wa.

(iv) Si X est une variété algébrique lisse définie sur K, f est une fonction ration-
nelle sur X, alors

v b f(b)
/adf—f(b)—f(a) et [ G=Logf

(v) Si F: X - Y est un morphisme de variétés lisses définies sur K, w est une
1-forme différentielle fermée sur'Y et a et b sont des points de X (K), alors

b F(b)
/ F*w =/ w.
a F(a)
Remarque 2

(i) La démonstration du théoréme utilise les morphismes d’Albanese pour se rame-
ner aux variétés abéliennes et le théoréme du cube. Des techniques similaires ont été
proposées par Cristante [19], Zarhin [49, 50] etc.

(i) Coleman [13] a montré un résultat analogue pour les variétés rigides (et donc
en particulier pour les variétés algébriques) ayant bonne réduction modulo p pour
lequel la propriété (v) est vérifiée pour tout morphisme rigide. Sa construction utilise
d’ailleurs de maniére essentielle ’existence des morphismes de Frobenius. On peut
vérifier que si on part d’une variété X ayant bonne réduction modulo p, les variétés
auxiliaires dont nous avons besoin pour intégrer sur X ont aussi bonne réduction, ce
qui permet de montrer que l'intégration de Coleman et la notre coincident dans le cas
de bonne réduction.

(iii) On ne peut par contre pas étendre, sans modification, I’intégration aux variétés
rigides quelconques comme le montre ’exemple de la courbe de Tate. En effet, si
q € C; a une valuation non nulle, E; = G, /q? est la courbe de Tate associée & q et
7 : Gm — E, est le morphisme naturel en géométrie rigide, 'image inverse 7*w d’une

dt .
différentielle holomorphe w sur E, est proportionnelle & e 11 existe donc A € Cj tel

que l'on ait 7*w = )\% si t est le paramétre de G,,, mais 7* [ w — ALog n’est pas
globalement constante sur Cj car m* f w est invariante par le changement de variable
t — gt, ce qui n’est pas le cas de Log. Ceci est une manifestation de ’existence du m;
rigide.

(iv) Supposons le théoréme démontré pour K = C,. Le groupe des automorphismes
continus de C,, est égal & Gal(Q,/Q,) et on étend son action & Cp[Logp] en laissant
fixe Log p. Le théoréme d’Ax-Sen-Tate implique que si K est un sous-corps fermé de C,,
et Yk est le sous-groupe de Gal(Q,/Q,) le laissant fixe, alors (Cy[Log p])gK = K.
D’autre part, ’unicité de l'intégration p-adique sur C, implique que, si o est un
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automorphisme continu de C,, si X est une variété lisse sur C,, si w est une 1-forme

fermée sur X et a,b € X(C,), alors 0~} (f:((:)) w’) = f: w, ce qui permet de montrer

que si a, b et w sont définis sur K, alors f: w € K. Cela n’implique pas complétement
le théoréme pour K, mais montre quand méme qu’il y a une et une seule théorie de
l'intégration «raisonnable» sur K (i.e. qui coincide avec celle définie sur C,).

(v) L’image inverse d’une primitive de forme différentielle rationnelle par un mor-
phisme algébrique est du méme type par construction mais on obtient de nouvelles
fonctions par image directe. Par exemple, si X est une courbe elliptique, w une
forme différentielle invariante sur X et A, la primitive de w s’annulant en 0, on a
A ()2 = A\ (—1x)?, ce qui fait que A2 est I'image inverse d’une fonction non identi-
quement nulle si w # 0 et localement analytique sur P! tout entier. Il est probable que
quand la courbe elliptique varie, ces fonctions n’ont pas beaucoup de rapport entre
elles, ce qui nous fournit une algébre gigantesque constituée de fonctions localement
analytiques sur P!.

(vi) La raison pour laquelle les choses se passent si bien en p-adique réside dans le
théoréme suivant qui permet d’étendre une primitive définie localement au voisinage
d’un point & toute la variété abélienne.

Théoréeme 3. — Si X est une variété abélienne définie sur K, les sous-groupes ouverts
de X (K) forment un systéme fondamental de voisinages de l’origine et de plus, si V
est un sous-groupe ouvert de X (K), alors X(K)/V est un groupe de torsion.

La théorie de l'intégration développée par Coleman a le gros avantage sur celle
exposée ci-dessus de ne pas utiliser de variétés auxiliaires pour calculer les intégrales
(alors que la notre utilise de maniére essentielle la variété d’Albanese) et de permettre
de définir des intégrales itérées. En particulier, elle permet de définir des polyloga-
rithmes [11], des régulateurs p-adiques [16] etc. On peut se demander ce que l'on
peut obtenir par une extension du théoréme 1. Le gros probléme est d’exhiber des
équations fonctionnelles venant de la géométrie pour les nouvelles fonctions que 'on
construit & chaque intégration. Il est probable que ’existence d’équations fonction-
nelles pour le dilogarithme et le trilogarithme permettent de définir de cette maniére
leurs analogues p-adiques, mais nous ne ’avons pas vérifié. La proposition suivante
permet de construire les fonctions de Green p-adiques des diviseurs sur les variétés
abéliennes par une double intégration grace au théoréme du cube.

Soient X une variété abélienne définie sur K et @ la loi d’addition sur X. Si w
est une 1-forme différentielle holomorphe sur X, la primitive F,, de w s’annulant &
Vorigine vérifie F,,(z @ y) = F,(z) + F,(y). Nous appellerons une telle fonction un
logarithme de X.

Proposition4. —  Soit D un diviseur de X défini sur K. Il existe une fonction Gp
définie sur X(K) — D(K), appelée fonction de Green du diviseur D, d valeurs dans
Z(K*) C Kg, unique & addition prés d’un polynéme de degré inférieur ou égal a 2 en
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les logarithmes de X, localement analytique en dehors de D et ayant une singularité
logarithmique le long de D telle que

Gp(r®y®2)~Gpz®y)—Gp(x®2) - Gp(y®2) + Gp(z) + Gp(y) + Gp(2)

soit égale au logarithme d’une fonction rationnelle sur X3. De plus, si O est une
dérivation d’ordre 1 invariante sur X, alors d(0Gp) est une forme différentielle de
seconde espéce sur X.

2. La loi de réciprocité pour les intégrales de troisiéme espéce sur les
courbes

Soient X une courbe algébrique de genre g > 1 et J = Pic’(X) sa jacobienne.
Rappelons qu’une forme différentielle de troisiéme espéce sur X est une forme diffé-
rentielle rationnelle sur X ayant au plus des poles simples et telle que les résidus en
ces poles soient des entiers. Si w est une forme différentielle de troisiéme espéce, nous
noterons Div(w) le diviseur ), npP ou P parcourt X et np est le résidu de w en P.

. N dj .
C’est un diviseur de degré 0. Dans le cas particulier ot w = 7f et f est une fonction

rationnelle sur X, on a Div(w) = Div(f).

Théoréeme 5. — Siw est une forme différentielle de troisiéme espéce sur X, il existe
un unique élément Logyw de Hig(X) tel que si n est une forme différentielle de
seconde espéce dont la classe dans H}p (X) est Log jw, alors J(w—n) peut s’approi-
mer uniformément sur le complémentaire de tout voisinage des péles de w et n par
des logarithmes de fonctions rationnelles.

L’unicité utilise la non dégénérescence de ’application « périodes p-adiques» et en
particulier le théoréme 16. On construit Logyw & partir d’une fonction de Green du
diviseur © de J. D’autre part la notation Logy vient du fait suivant. Si J désigne
I’extension universelle de J par un groupe additif, les points de J représentent les
formes différentielles de troisiéme espéce modulo les différentielles logarithmiques de
fonctions rationnelles, algébre de Lie de J est isomorphe a Hlg(X) et Logy est
P’application logarithme de J & valeurs dans son algebre de Lie.

Notons U le cup-produit sur Hy (X) & valeurs dans H2; (X) = K. Si w et 7 sont
deux formes de seconde espéce sur X et F,, est une primitive de w, le cup-produit wUn
est égal 3 la somme des résidus de la forme différentielle F, 7. L’analogue p-adique
de la classique loi de réciprocité pour les intégrales de troisiéme espéce (propositions
1.2.5 et 1.7.13) est le théoréme suivant.

Théoréme 6. — Si a; et as sont deux formes différentielles de troisiéme espéce dont
les diviseurs sont étrangers, alors

/ Qg — / a; = Logj(a1) ULogj(az).
Div(ay) Div(az)
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La démonstration utilise de maniére systématique une fonction de Green associée au
diviseur © de J pour donner des formules explicites pour tous les termes apparaissant
dans la formule. Elle utilise aussi la caractérisation des formes différentielles exactes
donnée dans le théoréme 16 ci-aprés, caractérisation qui repose sur la théorie des
périodes p-adiques (théorémes 11 et 15). Une démonstration assez différente a été
donnée par Coleman [15] dans le cas de bonne réduction.

3. Hauteurs adéliques sur les courbes algébriques

Si K est R ou C, posons .Z(K*) = R et notons Log I’application de K* dans
Z(K*) définie par Log(z) = Log,, |z|, o Log,, est le logarithme usuel sur R% et |z|
est la norme euclidienne usuelle sur C donnée par la formule |a + ib|2 = a® + b2 si a
et b sont réels. Si K est une extension finie de Q,, on note .Z(K*) le sous-Q-espace
vectoriel K & Q Logp de K.

Si K est un corps de nombres, notons .Z(A}) le sous-ensemble du produit des
Z(K}), v décrivant les places de K, des éléments (..., Zy,...) vérifiant z, € K, pour
presque tout v. Nous disposons d’une application Log de A} dans £ (A%) [définie
composante par composante] et nous noterons .Z(K*) le sous-Q-espace vectoriel de
Z(A¥) engendré par I'image de K* par ’application Log. Le quotient de .#(A%) par
Z(K*) sera noté £(A%/K*). L’application qui a (moo,...,zz(,o) + a:,(,I) Logp,...) €
Z(AgQ) associe

(Too — Z mfl) Logool,...,zg,o) - Z zfl) Log,l,...)
<o 1<oo, l#p
s’annule sur . (Q*) et induit un isomorphisme entre Z(Ag{/Q*) et [],<., Qp (0
Pon a posé Qo = R).

Si L est une extension finie de K, on dispose d’une application Q-linéaire natu-
relle Try g de ZL(A}/L*) dans L(Aj/K™). D’autre part, £ (A} /K™) s’identifie
de maniére naturelle & un sous-ensemble de .Z (A} /L*) et on a comme d’habitude
Trp/k(z) = [L: Kz siz € L(A%/K*).

Soit maintenant X une courbe de genre g > 1 définie sur un corps de nombre K.
Choisissons pour chaque place finie v de K un supplémentaire de H°(X, Q%) dans
K, ® Hjg(X) totalement isotrope pour le cup-produit. Si X a réduction semi-stable
sur une extension non-ramifiée de Q,, il y a un choix meilleur que les autres donné
par le scindage de Wintenberger [47], mais il ne semble pas forcément intéressant
de s’y restreindre (en particulier du point de vue des fonctions-L p-adiques). Notons
Isg (X)) ’ensemble de ces choix ; un élément de Iskx (X) sera noté W et on notera W,
sa composante en v. Remarquons que si L est un corps de nombres contenant K, alors
Isk (X) s’identifie naturellement & un sous-ensemble de Isy, (X).

Fixons un élément W de Isk (X). Si v est archimédienne, une forme différentielle de
troisiéme espéce est dite de type (1,1) si toutes ses périodes sont purement imaginaires.
Si v est finie, w est dite de type (1,1) relativement & W si Log5w € W,. Si D est un
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diviseur sur X de degré 0 défini sur K, il existe pour toute place v de K une unique
forme différentielle de troisiéme espéce wp w,, définie sur K, qui soit de type (1,1)
[relativement & W, si v finie]. Nous appellerons fonction de Green (relativement & W)
associée au diviseur D, la fonction Gp,w (définie & addition d’une constante prés) de
I, X (K.) a valeurs dans [], .Z(K}) donnée par la formule

Cow((c- s, )) = (s GDwo(®),-..),

ot Gp,w,, est une primitive de wp,w,, si v est une place finie et la partie réelle d’une
primitive de wp w,v, si v est une place archimédienne.

Théoréeme 7. — Si Dy et Dy sont deux diviseurs de degré 0 définis sur K qui sont
étrangers, alors

(i) Gp,,w(D2) € 3(?%)

(ii) L’%mage de “KQ Trx/q Gp,,w(D2) dans £(A{/Q*) ne dépend que des
images © ety de Dy et Dy dans J(Q) et pas des choiz de D1, Dy ou de K.

(iii) L’accouplement (-,-yw de J(Q)xJ(Q) a valeurs dans [],<., Qp ainsi construit
est bilinéaire et symétrique. D’autre part, la projection (-,-)w,p de (:,-)w dans Q,
coincide avec l’accouplement de Néron-Tate quand p = oo et avec laccouplement
construit par Gross et Coleman [16] dans le cas ou X a bonne réduction en p.

Remarquons que ce théoréme nous fournit une construction des hauteurs purement
en caractéristique 0 sans faire appel 4 la théorie de ’intersection sur les schémas. Ce
phénoméne est da au fait que si v|p, la contribution locale en v fournie par la théorie
de Pintersection peut se lire sur la composante de Gp, w,,(D2) sur Logp (voir la
formule permettant d’identifier £(A{/Q*) et [[,<., Qv)- La symétrie est, quant a
elle, une conséquence de la loi de réciprocité pour les intégrales de troisiéme espéce.
On pourra consulter [34] et [49, 50] pour des points de vue un peu différents.

4. Ensembles bornés

Soit BIR I’anneau des périodes p-adiques construit par Fontaine; c’est un anneau
topologique muni d’un morphisme continu 6 : Bj;R - Cp et B;"R est un anneau
de valuation discréte d’idéal maximal ker @ et de corps résiduel C,. Choisissons un
plongement de C, dans BIR (il n’en n’existe pas de raisonnable (continu ou Galois-
équivariant), mais ce n’est pas trés important pour ce que nous allons en faire).
Cela nous permet de considérer une variété définie sur un sous-corps de C, comme
un schéma séparé sur BjR et nous fournit un isomorphisme d’anneaux entre B;R
et Cp[ty], ou t, est 'analogue p-adique de 2im qui est un générateur de kerf et
est 'image d’un générateur de T,(G,) par I'application qui & € € Tp(G,) associe
— Log([e])-

Si X est une variété algébrique définie sur Cp, on note encore 6 : X (B}z) — X (C,)
I’application induite par le morphisme 8 : BIR - C,.
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La notion d’ensemble borné est ’analogue p-adique de la notion d’ensemble rela-
tivement compact en topologie classique et les propriétés des ensembles bornés sont
en général sans surprise compte-tenu de cette analogie. Certaines des propriétés qui
suivent se trouvent déja dans le livre [3]. Certaines d’entre elles comme B1, B4, B5
et B6 sont immédiates ; d’autres, comme B10, le sont moins.

Définition 8. — Un sous-ensemble E de C,, [resp. BJ;] est dit borné si pour toute
suite x,, d’éléments de E et toute suite a,, d’éléments de C,, [resp. BIR] tendant vers
0, la suite a,z, tend vers 0.

Remarque 9. — Dans le cas de C,, cette définition est équivalente & ’existence de
k € N tel que E soit inclus dans p~*&c, .

B1. Si E et F sont deux ensembles bornés de C, [resp. By], alors les ensembles
EUF,E+F={z+y|z€E, yecF}et E-F={zy|z€E, yec F} sont bornés
dans C, [resp. B};].

B2. Soit E un sous-ensemble de (B})* tel que les ensembles E et E~! soient bornés
dans BJ;. Alors lintersection du sous-groupe (E) de (B};)* engendré par E avec le
sous-groupe (Bz)** des éléments = de (BJR)* vérifiant v,(6(z)) = 0 est borné dans
Bl (proposition A.4.10).

B3. Soit £ = (™) en € Tp(Gm(C,)) C Z et soit T, une suite bornée d’éléments de
By vérifiant 8(z,) = (™, alors la suite de terme général p" Log z,, converge dans
By vers Logle] (proposition B.1.7).

Définition 10. — Si X est une variété algébrique définie sur C,, on dit qu’un sous-
ensemble E de X (C,) [resp. X (BJR)] est borné si pour tout recouvrement fini % par
des ouverts, on peut trouver une décomposition de FE sous la forme E = Uyeo, Ey
telle que si U € % et f est une fonction holomorphe sur U, alors I'image de Ey par
f est bornée dans C, [resp. B};].

B4. Si X est une variété algébrique définie sur C, et E et F' sont bornés dans X (C,)
[resp. X(BJR)], alors EJ F est borné dans X (C,) [resp. X(B}R)]-

B5. Si X et Y sont des variétés algébriques définies sur C, et E et F' sont des sous-
ensembles bornés de X (C,) et Y (C,) [resp. X (BlR) et Y (B1y)] respectivement, alors
E x F est un sous-ensemble borné de X x Y.

B6. Si X est une variété algébrique définie sur C, et E est un sous-ensemble de
X(BJR) borné dans X, alors (E) est borné dans X (C,).

B7. Si X est une variété algébrique lisse définie sur C,, si E est un sous-ensemble de
X (C,) borné dans X, alors il existe un sous-ensemble EdeX (Br) borné dans X tel
que application 6 : E — X (Cp) soit une surjection de Esur E (proposition A.5.10).
BS8. Soient X une variété algébrique définie sur C,, U un ouvert de X et E un sous-
ensemble de X (BJ;) borné dans X et contenu dans U. Alors E est borné dans U si
et seulement si (E) est borné dans U (corollaire A.5.8).
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B9. Si f : X = Y est un morphisme de variétés algébriques défini sur C, et E est
un sous-ensemble de X (C,) [resp. X (Bg)] borné dans X, alors f(E) est borné dans
Y (propositions A.2.6 et A.5.4).

B10. Soit f : X — Y un morphisme de variétés définies sur C,. Soient U un ouvert
de Y,V = f~}(U) et E un sous-ensemble de V(C,) [resp. V(BJy)] borné dans X ;
alors E est borné dans V si et seulement si f(E) est borné dans U (corollaires A.2.16
et A.5.9).

B11. Si X est une variété propre sur C,, alors X (C,) est borné (proposition A.2.8).
B12. Soient X une variété algébrique définie sur Cp, E un sous-ensemble de X (C,)
borné dans X et z € X(C,). Alors E est borné dans X — {z} si et seulement si z
n’appartient pas a I’adhérence (pour la topologie p-adique) de E (corollaire A.2.12).
B13. Soient X une variété algébrique définie sur C,, w € Q% une 1-forme différentielle
fermée et E un sous-ensemble de X (BJy) borné dans X. Soit

F={(z,y) € ExXE|0(z) =0(y)}.

Alors I'image de F' par Papplication qui & (z,y) associe f:w est bornée dans BIR
(corollaire A.5.12).

5. Périodes p-adiques des variétés abéliennes

Théoréeme 11. — Soit X une variété abélienne définie sur un sous-corps fermé K de
C,. Soient w une forme différentielle de seconde espéce, U un ouvert sur lequel w est
holomorphe et u = (0,...,un,...) un élément du module de Tate T,(X(C,)).

(i) Il eziste des suites (Tn)neN €t (Yn)nen d’éléments de X (By) bornées dans U
telles que, si n € N, alors 6(z, © ypn) = Un.

(ii) Si (Tn)neN €t (Yn)nen sont de telles suites, alors la suite p" f:: w converge
dans BjR vers un élément fuw qui ne dépend que de u et de la classe de w dans
Hp(X) (et du plongement de K dans By ).

(iii) L’application «périodes p-adiques» de Hlg(X) x Tp(X) a valeurs dans B
ainsi définie est bilinéaire, commute a l’action de Galois et respecte les filtrations.

L’idée derriére cette construction des périodes p-adiques des variétés abéliennes,
inspirée par celles de Fontaine [22, 24] et Coleman [12] est que, si w est une forme
différentielle de seconde espéce sur une variété abélienne X et F|, est une de ses pri-
mitives, alors la fonction F,([p]x) — pF, () est rationnelle sur X donc «presque»
bornée (cf. B9). Comme malheureusement, w peut avoir des poles, il faut prendre
quelques précautions pour que la construction marche. En particulier, il faut se dé-
brouiller pour ne pas s’approcher trop des poéles de w, d’ou les restrictions mises sur
les couples (zn,yn) que 'on considére. Le théoréme ci-dessus est plus précis que le
théoréme correspondant dans [18] dont la rédaction laissait un peu & désirer (avec le
peu de précautions prises dans [18], il n’est pas str du tout que I’on puisse trouver
les a,, dont on a besoin pour la construction sauf dans le cas de bonne réduction).
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6. Extension universelle et revétement universel

Il existe une construction alternative des périodes utilisant I’extension universelle
de la variété abélienne. Cette construction est un petit peu plus agréable car une forme
différentielle de seconde espéce se représente comme une forme différentielle invariante
(et donc réguliére) sur 1’extension universelle et on n’a donc plus le probléme d’avoir
a éviter ses poles (’extension universelle n’étant pas propre, on a quand méme le
probléme de ne pas s’approcher trop de 'infini). Convenablement adaptée, elle permet
de plus de construire les périodes des formes différentielles de troisiéme espéce (cf.
B.2, §2). Cette construction est d’ailleurs la construction originelle de Fontaine et
Messing (non publiée) et a été reprise par Wintenberger [48]; c’est une extension de
la construction des périodes de Hodge-Tate proposée par Coleman (dans le cas de
bonne réduction) dans [12], note ajoutée sur épreuves, p.379.

Soient donc X une variété abélienne et X son extension universelle par un espace
vectoriel.

Lemme 12. —  Soit Z#(X(C,)) ensemble des suites © = (Zn)nen d’éléments de
X(C,) vérifiant [p]Tni1 = zn quel que soit n € N et soit £ = (Tn)nen € Z(X(Cp)).

(i) Il eziste une suite (F,)nen d’éléments de X (BlR) bornée dans X telle que, si
n € N, alors 6 o 7(Z,,) = zn.

(ii) Si (&n)nen est une telle suite, alors la suite [p")Z, converge dans X (BlRr) vers
une limite qui ne dépend que de x.

(iii) L’application ¢ de Z#(X(C,)) dans X (BlR) ainsi définie est un morphisme de
groupes et son image X (Cp) est un sous-groupe p-divisible et borné de X (BiR) tel
que Uapplication 6 o : X (Cp) = X(Cp) soit surjective.

Si w € Hiz(X), soit A, le logarithme de X dont la différentielle d)., est la forme
différentielle invariante sur X correspondant & w via Iisomorphisme auquel il a été
fait allusion ci-dessus.

Proposition 13. —  L’application qui au couple (w,u) € Hig(X) x Tp(X) associe
—Au(t(u)) est bilinéaire, Galois équivariante, respecte les filtrations et coincide avec
Uapplication « périodes p-adiques » définie au théoréme 11.

Remarque 14. — On déduit de la non dégénérescence de I’accouplement «périodes
p-adiques», l'injectivité de la restriction de ¢ & T,(X) qui implique que ¢ est un
isomorphisme de Z(X(C,)) sur X(C,) et donc que la suite

0 — Tp(X) — X(C,) — X(C,) — 0

est exacte. Cette situation n’est pas sans évoquer ce qui se passe sur les nombres
complexes et permet de voir le sous-groupe X(C,) de X(BJ;) comme le revétement
universel p-adique de X (C,).
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7. Relations de Riemann p-adiques

Soient K un sous-corps fermé de C,, X une variété abélienne définie sur K,
w1, . ..,wq une base des formes différentielles holomorphes sur X, &1, ..., 8, la base de
I’espace des dérivations d’ordre 1 invariantes sur X duale de la base w, . ..,wq. Soient
D un diviseur de X défini sur K et Gp une fonction de Green associée & D. Soient
w1,D, - - - ,wa,p les formes différentielles de seconde espéce définies par w; p = d(8;Gp).
Finalement, soit € p I’accouplement de Weil de T},(X) x Tp(X) & valeurs dans Tp,(G )
associé & D. Définissons la forme de Riemann p-adique Ep, associée & D par la
formule Ep(u,v) = — Log([ep(u,v)]), ce qui fait de Ep, une forme bilinéaire an-
tisymétrique sur T,(X) & valeurs dans Zpt,. L’analogue p-adique des relations de
Riemann est ’énoncé suivant.

Théoréme 15. — Siu et v sont deux éléments de Tp(X), alors

Epp(u,v) = g(/uwi,p/vwi—/vwi,p/uwi).

On déduit de ce théoréme et de la non dégénérescence de ’accouplement de Weil
(si D est non dégénéré), la non dégénérescence de ’application « périodes p-adiques ».
Comme corollaire, on en déduit la caractérisation suivante des formes différentielles
exactes qui généralise le corollaire 12d de [12].

Théoréeme 16. —  Soit X une variété propre et lisse définie sur C,. Soient w une
forme différentielle de seconde espéce et U un ouvert de Zariski de X sur lequel w est
holomorphe. Alors w est exacte si et seulement si une (et donc toute) primitive de w
est bornée sur tout sous-ensemble borné de U(Cp).

8. Plan du volume

Les résultats mentionnés dans I'introduction sont pour la plupart des analogues p-
adiques de résultats bien connus sur les complexes et nous avons consacré un chapitre
au rappel de ces résultats (a vrai dire, ce chapitre s’est retrouvé animé d’une vie propre
et a atteint une taille non prévue & lorigine). La plupart des résultats techniques
de base concernant I’analyse p-adique sur les variétés comme la notion d’ensemble
borné, le théoréme des fonctions implicites etc ... ont, quant i eux, été rassemblés
dans un (long) appendice pour ne pas trop perturber I’exposition du chapitre II qui
est consacré 3 I’exposé de la théorie p-adique résumée dans cette introduction.

Les résultats présentés dans ce texte datent en grande partie de 92 et leur rédaction
a bénéficié de séjours au Newton Institute en mai 93 et mai 98 et & Harvard en 93-
94. Je voudrais remercier tout particuliérement V. Cristante et M. Candilera pour
I’opportunité qu’ils m’ont offerte de donner un cours sur ce sujet & Padoue en février
95, cours qui m’a grandement aidé 3 mettre mes idées au clair. Finalement, je voudrais
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remercier le comité de rédaction d’Astérisque pour sa patience et J.-B. Bost pour ses
(nombreuses) remarques sur le chapitre I.
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CHAPITRE 1

INTEGRALES ABELIENNES COMPLEXES

Comme nous ’avons mentionné dans l'introduction, ce chapitre ne contient que
des résultats bien connus sur les intégrales abéliennes complexes. Il a bénéficié de la
lecture d’un certain nombre d’ouvrages, au premier rang desquels [4, 38, 42, 43] et
aussi [31, 39, 36, 37, 44]. Nous avons presque systématiquement utilisé des tech-
niques d’analyse complexe (surtout la formule des résidus) pour les démonstrations de
résultats purement algébriques sur C; le principe de Lefschetz permet d’étendre ces
résultats & tout corps algébriquement clos de caractéristique 0, ce qui, compte-tenu
du (iv) de la remarque 2 de l'introduction, est suffisant pour l'intégration p-adique.
Nous avons essayé de démontrer le plus de résultats possibles mais avons renoncé
a reproduire la démonstration de certains d’entre eux (principalement les théorémes
d’Appell-Humbert et Lefschetz et celui de Riemann concernant la fonction théta)
quand celle-ci était un peu trop longue et pouvait se trouver dans [4, 38] ou [39].
D’autre part, la théorie des intégrales abéliennes est intimement liée & celle des groupes
algébriques commutatifs [21, 46] mais nous n’avons abordé cette derniére que de ma-
niére trés superficielle. Elle est aussi trés liée & celle des 1-motifs mais nous n’en dirons
rien.

I.1. Formes différentielles et périodes

Ce paragraphe contient des rappels trés succincts sur la cohomologie des variétés
algébriques définies sur C. On trouvera plus de détails au début de [20] ou dans les
chapitres 0 et 3 de [26] ou encore dans les articles [1] et [28]. De toute fagon, nous ne
nous intéresserons par la suite qu’a H' et, de maniére plus épisodique, & la partie de
H? engendrée par les classes de diviseurs. Rappelons que, sauf mention explicite du
contraire, une variété algébrique est supposée géométriquement irréductible.

1. La formule de Legendre. — Soient a,b € C et X la courbe elliptique d’équa-
. - . d
tion projective 22 = 4z + azz? +b23. Soit w = ; C’est une base de I’espace Q! (X)

des formes différentielles holomorphes sur X. Soit A le réseau des périodes de w (i.e.
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I'image de H;(X,Z) = Z? par l’appllcatlon u— f . La série

1
pl) =+ EAZ{O} ( (z — u)? u,2)
converge absolument sur tout compact de C— A et y définit une fonction méromorphe
périodique de période A. L’application de C dans P?(C) qui & z associe (p(2), p'(2),1)
induit un isomorphisme ¢ de groupes de Lie complexes compacts de C/A sur X et on
al*w=dz.

dz
Proposition1.1.1. — Sin = x—— et si u,v forment une base orientée de Hq(X, Z)
alors
Joofn= [ [n=2m
Démonstration. — Posons wy = [ w et wy = [ w, ce qui fait de wi,w; une base

orientée de A sur Z. Posons de méme m, = [ n et no = [, 1. Soit F(z) une primitive
méromorphe de p sur C. Comme *n = p(z)dz, on a F(z + wy) = F(z) + m et
F(z +w2) = F(z) + 12 quel que soit z € C — A. Soit @ = _atw
I’intégrale I de F(z)dz sur le parallélogramme de sommets a, a + w;y, a + w; + ws
et a + wz. Comme F(z)dz a un unique pole en z = 0 de résidu —1 a lintérieur du
parallélogramme, la formule des résidus montre que ’on a I = —2ixw. On peut d’autre
part écrire I sous la forme

I= /:+w1 (F(z) - F(z + wz)) - /[:H-w2 (F(z) ~F(z + wl)) T T Wa

ce qui permet de conclure.

et considérons

Remarque I.1.2. — La plupart des résultats que l’on peut trouver dans ce volume
sont des variations sur le théme évoqué ci-dessus. Parmi les généralisations directes
de la formule de Legendre, on trouve en particulier la proposition 1.2.1 qui est & la
base de ’étude analytique de la jacobienne d’une courbe algébrique, les relations de
Riemann (proposition 1.3.12) et accouplement de Weil sur les courbes (proposition
1.4.12) et sur les variétés abéliennes (proposition 1.3.20).

2. Rappels sur la cohomologie d’une variété algébrique. — Si X est une
variété algébrique définie sur K lisse de dimension d, on peut aussi voir X comme une
variété analytique complexe (compacte si X est propre) de dimension d ou comme
une variété différentiable réelle de dimension 2d. La derniére description nous permet
en considérant le complexe des chaines ¥ d’attacher & X des groupes d’homologie
singuliére H, (X, Z), pour 0 < n < 2d. Elle permet aussi de lui attacher, pour 0 < n <
2d, le groupe Hjy o (X) de cohomologie de de Rham, quotient de I’espace des formes
différentielles € fermées sur X et de degré n par celui des différentielles des formes
de degré n—1. Si X est compacte, on obtient une autre description de Hjg (X) en
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utilisant les courants au lieu des formes ¥*°. La formule de Stokes nous fournit de plus
un accouplement «périodes» HJp o (X) X Hn(X,Z) — C obtenu par intégration
J,, w d’une forme différentielle w de degré n sur une chaine u de dimension n et donc
une application naturelle Hip o« (X) dans Hom(H,(X, Z), C).

Si & est un faisceau de groupes additifs sur X (pour la topologie usuelle ou celle
de Zariski), si = {U; | i € I} est un recouvrement ouvert de X pour la topologie
adéquate et si n € N, soit

@, %)= [ %v,n-nu.,-
§0yerrin €1
Si £ = (fig,....in )io,....incI €St un élément de I'(%, %), on définit sa différentielle de
Cech g = dgo,f comme Pélément de I} (%, &) dont la composante Gio,...iny1 SUT

Zu. 0NNl ., st donnée par la formule

n+1

Gio,..oringr = Z(_l)]fio,...,i;,...,in+1'
j=0
On note Z™(%,.%F) le groupe des n-cocycles sur % & valeurs dans &, c’est-a-dire le
sous-groupe de I'*(% , %) tué par dg,, et on pose

H"%,F)=Z"%,%)/dgec, T (%, F)).

Finalement, on définit H*(X,.#) comme la limite inductive des H*(%, %) pour la
relation de raffinement des recouvrements. Ce qui précéde s’applique en particulier
aux faisceaux constants Z, 2inZ, Q, C ...sur X considéré comme variété différen-
tiable ou analytique, ce qui permet de définir les groupes de cohomologie H™(X,Z),
H"(X,2irZ), H*(X,C) ...

Si F =50 4, F1 4, 729 st un complexe de faisceaux de groupes abé-

liens (pour la topologie usuelle ou la topologie de Zariski) sur X, si = {U;, i € I}
est un recouvrement ouvert de X pour la topologie adéquate et si n € N, soit

™%, %) = H f&;ﬁ...n v, -
1000y 1kEI

Sif= (f.("_k.) )o<k<n,io,....ivcl €St un élément de I'(%,# ), on définit sa différen-

10 yenesik
tielle totale g = dyotf comme ’élément de I+ (%,.# *) dont la composante g("_k)

105+ eslk41
sur '?Uioﬂ"'ﬁUikH est donnée par la formule

k+1
(n—k)  _ e(n—k-1) —k j p(n—Fk)
Gio,..oipsr = dfio,---,ikﬂ + (—l)n Z(_l)]fi:..‘,i?...,ik“'
j=0

On définit alors le groupe Z™(%,%# ") des m-cocycles sur % & valeurs dans -
comme l’ensemble des éléments de I'"(%,.# °) tués par diot et H™(%,# ") comme
le quotient de Z™(%,# ") par diot (I (%, °)). Finalement, on définit le groupe
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H™(X,% ') d’hypercohomologie de X & valeurs dans % ° comme la limite inductive
des HY(% , % ).

Si X est une variété algébrique lisse, on peut appliquer ce qui précéde aux complexes
D, Qx an 0u Q) o des formes différentielles algébriques, analytiques ou €*°. On
note Hjg(X) (resp. Hjg ,,(X)) le n-iéme groupe d’hypercohomologie du complexe
Qy (resp. QY ,,) pour la topologie de Zariski (resp. usuelle). Une forme différentielle
rationnelle étant aussi analytique et un ouvert de Zariski étant aussi un ouvert pour
la topologie usuelle, on a une application naturelle de Hjp(X) dans Hgg . (X) et
une forme analytique étant aussi ¥*°, on a une application naturelle de HJy ,,(X)
dans H™(X, Q% ). Finalement, si w est une n-forme différentielle fermée sur X, on
peut associer & w I'élément de Z"({X}, Q2% ) dont la composante de degré n est
w et toutes les autres sont nulles, d’oti une application naturelle de Hiy o (X) dans
H™(X,Qx g )-

La proposition suivante est le résultat du travail d’'un nombre conséquent de mathé-
maticiens parmi lesquels on trouve Poincaré, de Rham, Weil, Serre, Hodge, Hironaka,
Grothendieck. . .

Proposition 1.1.3. — Si X est une variété algébrique lisse de dimension d et 0 < n <
2d, toutes les fleches du diagramme

HEg ¢ (X) —— Hom(H,(X,Z),C)

|

H™(X,C) —— H{g an(X) —— H™(X, Q) =)

|

Hig (X)

sont des isomorphismes. En particulier, le groupe H™(X, C) s’identifie naturellement,
via lapplication «périodes», ¢ Hom(H,(X,Z),C).

Remarque 1.1.4
(i) On dispose d’une autre application naturelle

H™(X,C) — Hom(H,(X,Z),C)

en résolvant le faisceau constant C au moyen des cochaines simpliciales et il n’est pas
sir que cette application coincide avec celle de la proposition; il y a probablement
une différence de signe dépendant de n (cf. [20] p.14).

(ii) La proposition fournit une définition purement algébrique des groupes de coho-
mologie de de Rham d’une variété algébrique qui garde un sens si le corps de définition
n’est pas le corps des nombres complexes. Si K est un sous-corps de C et X est une
variété algébrique lisse définie sur K, le groupe HJ (X/K) est un K-espace vectoriel
de dimension finie et HJz (X/C) = C® Hiz(X/K).
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(iii) Le fait que les applications naturelles de H"(X,C) dans H"(X,Qx ,,) et
H™(X,Q% ) soient des isomorphismes se déduit des lemmes de Poincaré analy-
tique et ¥>° qui permettent de décrire explicitement les applications inverses. Si
% = {Ui, i € I} est un recouvrement ouvert de X, un élément de Z™(%,Qx )
est une collection d’éléments (wg(:ifzk)osksn,io,,,,,,’kg tels que 'on ait wf:_kzk €

n—k
QUiOﬁ-~~U.-,c ,E > et

k
(L15) dofy 3+ (O S =0
j=0
quels que soient 0 < k < n et ig,...,% € I (ot 'on a utilisé la convention Qg(fgm =
Ox ¢~ ). Maintenant, si on suppose que % est un recouvrement de X tel que U;, N
-+-NU;, soit contractible quels que soient k € N et ig,...,ix € I et si £ est le plus
grand entier tel qu’il existe ig,...,i, € I tels que 'on ait w8 # 0, la relation 1.1.5

10,..0se
(n—0)

implique que dw;; i = 0 et le lemme de Poincaré ¥’ nous fournit une primitive

nr D de w7 sur Ui, N -+ N U, Soit 7 Pélément de ™1 (%, 0 ) défini
par n,(:_kzk = nz(:_l:tl) sik=£—1et n,(:_kl) , = 0 sinon. Le cocycle a = w — diotn
est tel que ag'_kzk = 0 quels que soient 0 < k < £ et ig,...,7x € I. Réitérant ce
procédé, on obtient un cocycle 8 cohomologue a w tel que I’on ait ﬂf:_k,)k = 0 quels
que soient 0 < k < n—1 et i,...,ix € I, c’est-a-dire soit élément de Z™(X,C),
ce qui nous fournit une application naturelle de H™(X, () <) dans H™(X, C) qui
est l'inverse de celle de H"(X,C) dans H"(X,{x ). La méme construction en
remplagant le lemme de Poincaré ¥ par le lemme de Poincaré holomorphe nous
fournit une application naturelle de Hy ,,(X) dans H"(X,C) inverse de celle de

H"(X,C) dans Hjg ,,(X).

Si X est supposée propre, la théorie de Hodge permet de munir H*(X,C) 2
HJg .n(X) dela décomposition de Hodge H"(X,C) = +€B HI(X,0Q%). Dans le cas
pTrq=n

n =1, si on note O (X) = H°(X, Q%) Pespace des formes différentielles holomorphes
sur X, cette décomposition et la non dégénérescence de 'application «périodes» se
traduisent de la maniére suivante

Proposition 1.1.6

(i) L’application naturelle de Q' (X) @0 (X) dans H}g (X, C) est un isomorphisme
et V1 (X) est canoniquement isomorphe @ H'(X, Ox).

(ii) L application qui d u associe la forme linéaire u — [ w établit un isomorphisme
entre H1(X,Z) modulo torsion et un réseau de N (X)*.

(iii) Si £ est une forme linéaire de H1(X,Z) dans R, il existe un unique élément
de Q' (X) tel que Uon ait £(u) = Re( [, w) quel que soit u € Hy(X,Z).
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Sur la cohomologie de de Rham algébrique, la décomposition de Hodge laisse la
place a la filtration de Hodge : si p+ ¢ = n, on définit FPHJ (X) comme I'image du
g-éme groupe d’hypercohomologie du complexe tronqué Q5 —» Qg("'l — ---. Dans
le cas n = 1, la filtration de Hodge de H]}i(X) se résume & F H}p (X) = Q(X),
F?H}p (X) = 0 et donne naissance 2 la suite exacte

(L1.7) 0 — QLX) — HIy(X) — HY(X, 6x) — 0.

3. Classes de cohomologie d’un diviseur. — Soit X une variété algébrique
propre et lisse. Notons Div(X) le groupe des diviseurs de X. Si D € Div(X), ’accou-
plement d’intersection u — D#u permet d’associer & D une forme linéaire & valeurs
dans Z sur Hy(X,Z) et donc une classe

[D]an € Hom(H?(X,Z),Z) Cc Hom(H?*(X,Z),C) = H*(X,C).

Cette classe est aussi I'image du courant ép d’intégration le long de D.
D’autre part, on peut trouver un recouvrement ouvert de X pour la topologie
de Zariski par des ouverts affines tel que si U € %, alors D est le diviseur d’une

fonction fy sur U. SiU,V € %, posons fyy = ;—U, ce qui fait de fy,v un élément de
1%

Oy et les (fuv)uvea définissent un élément de Z(%, 0%) dont on note [D]ag
I'image dans H(X, £%), groupe des classes d’isomorphismes de fibrés en droites. Si
on pose alors wy,y = dlog fuv, on a wyy +wy,w +wwy =0si U, VW € % et

dwy,y = 0, ce qui permet d’associer & D une classe de cohomologie de de Rham

algébrique [D]ar € H2g(X). La différentielle (au sens des courants) de dfu étant
U

égale & 2irdpny d’aprés la formule de Poincaré-Lelong, 2indp et (wuv)u,vea ont
méme image dans H3g - (X) et donc dans H?(X, C), ce qui se traduit par la formule
[D]ar = 2iw[Dlan-

Si on passe a la suite de cohomologie associée A la suite exacte de faisceaux

0—Z— O0x — O0x — 0,

I’application de #x dans 0% étant celle qui & f associe e*™/, on en déduit une
application da, : H}(X, 6%) = H?(X,Z). C’est 'application qui, & un fibré en droites,
associe sa classe de Chern. D’un point de vue algébrique, il vaut mieux considérer la
suite exacte de faisceaux

0— 2inZ — Ox — Ox — 0,

I’application de #x dans 6% étant celle qui & f associe ef. On obtient de cette maniére
une application dqr : H(X, %) — H*(X, 2inZ).

Lemme1.1.8
(i) Les images de 0an([D]aig) et [D]an dans H*(X,C) sont opposées.
(ii) Les images de dar([Dlaig) et [D]ar dans H?(X,C) sont opposées.
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Démonstration. — Compte-tenu de la relation [D]ar = 2im[D]an, il suffit de prouver le
(ii). Soit % un recouvrement ouvert (pour la topologie usuelle) suffisamment fin pour
que UNV soit contractiblesi U,V € % et,siU € %, il existe une fonction holomorphe

fu sur U dont DNU est le diviseur de U. Si U,V € %, soit fuy = ?—J- Par définition,
v

la classe dans H'(X, 6% ,,) du cocycle qu’ils définissent est I'image de [D]alg. L’image
de [D]ar dans HZg ,,(X) est quant & elle, celle du cocycle w construit & partir des

d d o
formes wyy = ﬂ - ﬂ D’autre part, si gu,v est une primitive holomorphe de wy,v

U v
sur UNV et a est 'élément de I'' (%, Qx ,,,) dont les composantes de degré 1 sont les

wy,v et celles de degré 0 sont nulles, 'image de [D]qr dans H2(X,C) est aussi celle
de w — diot, c’est-a-dire celle du 2-cocycle (gu,v,w)u,v,wea , OU gu,v,w = —gu,v —
gv,w — gw,u. Comme de plus, gy,v est une détermination de log fy,v, le cocycle
(gu,v,w)u,v,wea est en fait élément de Z2(X,2inZ) et est aussi I'image du cocycle
(fuv)uvew € Zl(%,ﬁ}“{’an) dans Z%(% ,2inZ) par l’application de connexion, ce
qui prouve que son image dans H2(X, 2inZ) n’est autre que d4r ([D]aig) €t permet de
conclure.

Définition 1.1.9. — On dit que D est cohomologiquement trivial si 'image de [D]aig
dans H?(X,Z) est nulle .

On dit que D est cohomologiquement de torsion si 'image de [D]a1; dans H2(X, Z)
est de torsion, ce qui équivaut & [D]¢r = 0 ou [D]an = 0.

On note Div®(X) (resp. Div™ (X)) le sous-groupe de Div(X) des diviseurs cohomo-
logiquement triviaux (resp. de torsion).

Remarque 1.1.10

(i) Si H2(X,Z) est sans torsion, Div"(X) = Div®(X). C’est en particulier le cas si
X est une courbe ou si X est une variété abélienne.

(ii) Si X est une courbe, Div(X) est le groupe libre engendré par les points de
X, H%(X,C) est de dimension 1 engendré par la classe (analytique ou de de Rham)
d’un point et Hy(X,Z) est de rang 1 sur Z engendré par la classe de X. On note deg
I'isomorphisme de H2(X,C) sur C vérifiant deg[PJar = 1 si P est un point et on a

degw = Y Jx w siw € HZg(X). D’autre part, un diviseur est cohomologiquement
trivial si et seulement si il est de degré 0; autrement dit D = Y. npP € Div’(X) si
et seulement si ) np = 0.

4. Formes différentielles et résidus.

Lemme 1.1.11. — Si X est une variété analytique lisse, si w est une 1-forme méro-
morphe fermée sur X holomorphe sur le complémentaire d’un diviseur D et si w a une
primitive g monovaluée sur X — D, alors g se prolonge en une fonction méromorphe
sur X.
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Démonstration. — Soient Ds,..., D, les composantes irréductibles de D. La pro-
priété & démontrer étant locale, on peut supposer que chacune des D; est le diviseur
d’une fonction f; holomorphe sur X. Il existe alors n € N tel que (f; ... fr)"w soit
holomorphe sur X. D’autre part, si a est un point lisse de D et 21,...,24 est un
systéme de coordonnées locales au voisinage de a tel que z; = 0 soit I’équation locale
de D, on peut écrire w au voisinage de a sous la forme z; " Z?=1 F;(2)dz; avec F;
holomorphe dans un voisinage de 0. La fonction g vérifie alors ’équation différentielle

% = 2{ "F1(z) et donc est de la forme 2{ "G(z1,...,24) + H(2s,-..,24) log 2 avec
1

G, H holomorphes dans un voisinage de 0. Comme d’autre part, g est monovaluée, la
fonction H(z2, ..., 24) doit étre identiquement nulle et g est méromorphe au voisinage
de a. La fonction (f; ... fr)"g se prolonge donc en une fonction holomorphe sur X
privé des points singuliers de D. Comme ceux-ci sont de codimension complexe 2, la
fonction (f; ... fr)™g est holomorphe sur X tout entier et g est méromorphe sur X
tout entier, ce qu’il fallait démontrer.

Lemme1.1.12. — Siw est une 1-forme différentielle rationnelle fermée sur une va-
riété algébrique lisse X, il existe un recouvrement % de X pour la topologie usuelle
tel que si U € %, il existe des fonctions méromorphes gu et fu; pour j € Iy en-
semble fini et des constantes Ay ; telles que l’on puisse écrire w sous la forme dgy +

dfv,;
szIU /\Uvj fU».:

appelé résidu de w tel que, quel que soit U € %, on ait Div(w) = 3_,c 1, Av,j Div(fu,j)
sur U.

sur U. De plus, il existe un unique élément Div(w) de C ® Div(X)

Soit D un diviseur de X contenant les poles de w. Prenons pour % un recouvrement
par des ouverts analytiquement isomorphes & des boules de C%. Si U € %, soient Dy,;
pour j € Iy, les composantes irréductibles de D N U et, si j € Iy, soient fy,; une
fonction holomorphe sur U dont le diviseur est Dy,; et v; un petit lacet autour de
Dy,; de telle sorte que Hy (U — D) est le Z-module libre engendré par les v; et soit

dfv,;
? fu
et est donc la différentielle d’une fonction gy monovaluée et holomorphe sur U — D.
D’aprés le lemme 1.1.11, on peut prolonger gy en une fonction meromorphe sur U tout

Auj = % f,y, w. La forme différentielle w — 3., Av,j n’a pas de périodes
im i

)]
jely AU f o . Pour terminer la
i

démonstration du lemme, constatons que cette décomposition n’est pas unique mais

que
Y v, Div(fu,) = Z (%[Y.W)DUJ
jely I

j€ly

entier, ce qui permet d’écrire w sous la forme dgy +3 .

est un élément bien défini de C ® Div(U), ce qui montre que ces diviseurs se recollent
en un élément de C ® Div(X).
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Définition 1.1.13. — Si X est une variété algébrique lisse, une 1-forme différentielle
fermée rationnelle sur X est dite

(i) de premiére espéce si elle est holomorphe sur X,

(ii) de seconde espéce si son résidu est nul,

(iii) de troisiéme espéce si elle n’a que des poles simples et son résidu appartient a
Div(X) (c’est & dire si ses résidus le long des poles sont entiers).

On notera DF(X), DSE(X) et DTE(X) respectivement, les espaces des 1-formes
différentielles fermées, de seconde espéce et de troisiéme espéce.

Proposition 1.1.14. — Soit X une variété algébrique lisse.

(i) Si w est une 1-forme différentielle fermée sur X, limage de Div(w) dans
H?(X,C) est nulle.

(ii) Réciproquement, si X est de plus supposée propre et si D € C ® Div(X) a une
classe nulle dans H*(X, C), alors il existe une 1-forme rationnelle fermée w dont tous
les péles sont simples et dont le résidu est D.

(iii) Dans le cas général, toute 1-forme différentielle rationnelle fermée peut s’écrire
comme la somme d’une forme de seconde espéce et d’une forme dont tous les péles
sont simples.

Démonstration. — (i) D’apres le lemme 1.1.12, on peut trouver un recouvrement % de
X pour la topologie usuelle tel que si U € %, il existe des fonctions gy, fu,1,---, fury

méromorphes sur U et des constantes Ay 1, ..., Au,r, telles que 'on ait w = dgy + nu

dfu,: . .
avec nu = .2, AU‘iﬁ%. Quitte a raffiner %, on peut de plus supposer que si

f U,i
U,V € %, alors UNV est contractile. Si U,V € %, la forme différentielle nyy =

nu — Ny est holomorphe sur U NV et U NV étant contractile, est la différentielle
d’une fonction hy,y holomorphe sur UNV. Si U,V,W € %, la fonction hyyv,w =
huyv + hyv,w + hw,u est alors constante sur UNV NW et les (hyv,w)u,v,wea nous
définissent un élément de Z%(%,C) dont I'image dans H?(X, C) est I'opposée de la
classe de Div(w) (cf. démonstration du lemme 1.1.8). D’autre part, quitte & changer
les constantes d’intégration, ce qui change le cocycle (hy,v,w)u,v,we# par un cobord,
on peut s’arranger pour que ’on ait hyy = gv — gu quels que soient U,V € %, ce
qui implique que le cocycle (hy,v,w)u,v,wea est identiquement nul et démontre le
().

Passons au (ii). Nous supposons donc que X est propre. Soit D € C ® Div(X) et
% un recouvrement affine de X tel que D NU soit de la forme Y_:Y, Au,; Div(fu,),

ot les fy,; sont des fonctions rationnelles sur U. Soit wy = ngl Avi fU’i. SiU,V €
Ui

%, la forme wyy = wy — wy est holomorphe sur UNV et on a dwyy = 0 et
wy,v +wy,w +ww,u = 0, ce qui fait que les wy,y représentent un élément de H2 (X)
qui n’est autre que la classe de D dans H2; (X). En particulier, cette classe est nulle
si et seulement si il existe des formes différentielles fermées ny € Q}; pour U € % et

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 1998
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des fonctions fy,y holomorphes sur U NV telles que ’on ait wyy = nv —nu + dfu,v
sur UNV et fuv + fv,w + fw,u = 0sur UNV NW. Comme on a supposé X propre,
I'application naturelle de Hjp (X) dans H!(X, Ox) est surjective et, quitte & raffiner
% , on peut trouver un cocycle élément de Z'(%,y) dont la composante de degré
0 est égale & (fuv)u,vea . Ceci permet, en soustrayant ce cocycle de supposer que
les fu,v sont toutes nulles et donc que 'on a wy,y = nv —nu sur UNV et donc que
wy +nu se prolonge en une forme différentielle fermée dont tous les poles sont simples
et dont le résidu est D, ce qui démontre le (ii).

Démontrons finalement le (iii). Dans le cas ou X est propre, ’existence d’une telle
décomposition est une conséquence des points (i) et (ii). Dans le cas général, on peut
compactifier X en une variété lisse X grace au théoréme de résolution des singularités
d’Hironaka. Si w une 1-forme différentielle rationnelle fermée sur X, on peut prolonger
w en une forme différentielle rationnelle sur X et cette forme est toujours fermée. Elle
admet donc une décomposition sur X comme somme d’une forme de seconde espéce
et d’une forme n’ayant que des poéles simples et il suffit de restreindre chacun des
termes & X pour obtenir une décomposition de w sous la forme voulue.

Remarque 1.1.15

(i) Si on se restreint au cas ou les Ay ; appartiennent & Z dans les démonstrations
des points (i) et (ii), on montre que si X est une variété propre et lisse, alors un
diviseur D est cohomologiquement de torsion si et seulement si il existe une forme
différentielle de troisiéme espéce dont c’est le diviseur des résidus.

(ii) Dans la démonstration du (ii), on a utilisé un recouvrement pour la topologie de
Zariski et des fonctions rationnelles ce qui permet de montrer qu’une forme différen-
tielle de troisiéme espéce (resp. rationnelle fermée) est localement, pour la topologie

dfi

de Zariski, de la forme —- + 7 (resp. 3_ A\i—~ + 1), ou f est une fonction rationnelle

7
(resp. les f; sont des fonctions rationnelles) et 7 est holomorphe (resp. de seconde
espéce).

Corollaire 1.1.16. — Si X est une variété propre et lisse, alors Uapplication qui, 6 une
forme différentielle fermée, associe son résidu, donne naissance auz suites ezactes

0 — Q'(X) — DTE(X) — Div’(X) — 0,
0 — DSE(X) — DF(X) — C ® Div®(X) — 0.

Démonstration. — Le fait que 1’application résidu envoie DTE(X) et DF(X) dans
Div™(X) et C ® Div’(X) = C ® Div™(X) respectivement ainsi que la surjectivité de
cette application résidu sont des réécritures de la proposition 1.1.14 et du (i) de la
remarque 1.1.15. Finalement, une forme de troisiéme espéce (resp. fermée) a un résidu
nul si et seulement si elle est holomorphe (resp. de seconde espéce), ce qui permet de
conclure.

ASTERISQUE 248



I.1. FORMES DIFFERENTIELLES ET PERIODES 23

5. Formes de seconde espéce. — Soit w une forme de seconde espéce sur X et
D un diviseur de X contenant les péles de w. Le noyau de ’application naturelle de
Hy,(X — D,Z) dans H;(X,Z) est engendré par des petits cercles autour des compo-
santes irréductibles de D et ’hypothése selon laquelle le résidu de w est nul implique
que l'intégrale de w sur un chemin de ce type est nulle. On en déduit le fait que si
v est un chemin fermé sur X évitant les poles de w, la valeur de fyw ne dépend
que de la classe de v dans H;(X,Z), d’ou une application naturelle de DSE(X) dans
DSE(X)

{df | feC(X)}

D’autre part, si w est une forme de seconde espéce, il existe un recouvrement
% de X pour la toplogie usuelle tel que si U € %, alors w = dgy + wy, ou gy est
méromorphe sur U et wy est holomorphe (on peut méme, quitte 4 raffiner %, imposer
wy = 0). Ceci nous permet d’associer & w I’élément ((gU —-gv)uveu, (wU)ery) de
Z' (% ,Sx) dont la classe dans Hjg ,,(X) ne dépend d’aucun des choix que I'on a fait.
D’autre part, si w = df, on peut prendre % = {X}, ce qui montre que ’application
naturelle DSE(X) dans Hjg ,,(X) que nous venons de construire se factorise en une
'{—d% dans HcllR,an(X)'

Finalement, soit w € H}g(X). Soit % un recouvrement ouvert affine de X suffi-
samment fin pour que ’on puisse trouver wy € Qb et fuv € Oynv représentant w
dans H}g (X). Cela signifie en particulier que wy est fermée et wy — wy = dfy,y sur
UNV.SiU € %, la forme différentielle wy se prolonge de maniére unique en une
forme différentielle rationnelle sur X et la relation wy —wy = dfy,v montre que cette
forme est de seconde espéce et que son image modulo {df, f € C(X)} est indépen-
dante du choix de U. On a donc construit de cette maniére une application naturelle

DSE(X)
de HCIIR(X) dans m

Proposition 1.1.17. — Le diagramme

Hom(H;(X,Z),C) qui se factorise a travers

application de

HCI‘R(‘X) —_— HéR.,an(X) — Hl (X: Qj{fgw) — HéR,‘ﬁ“’ (X)

DSE(X)
{df, f e C(X)}

est commutatif et toutes les fleches en présence sont des isomorphismes.

Hom(Hl (X> Z), C)

Démonstration. — La commutativité du triangle faisant intervenir H}g (X), H, jman (X)
ot DSE(X)
{df, f € C(X)}
reste, il suffit prouver que si w est une forme de seconde espéce et 5 est une 1-forme
€ sur X ayant méme image dans Hom(H;(X,Z), C), alors elles ont méme image
dans Héngm (X)-. Sous ’hypothése précédente, la forme w — n n’a pas de périodes

est & peu prés immédiate et pour démontrer la commutativité du
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et est donc la différentielle d’une fonction h qui est localement somme d’une fonc-
tion méromorphe et d’une fonction ¥*°. Si % est un recouvrement ouvert tel que si
U € %, on peut décomposer w sous la forme w = dgy + wy avec gy méromorphe
et wy holomorphe, alors I'image de w — n dans HéR,%w (X) est représentée par le
cocycle ((gu — gv)u,vew,(wu — N)uca) et est la différentielle totale de 1'élément
(h — gv)vear de TO(%,0 X,¢)> C& qui prouve que cette image est nulle et termine
la démonstration de la commutativité du diagramme.

On sait déja que toutes les fleches allant de Hig(X) vers Hom(H,(X,Z),C) en
passant par le haut sont des isomorphismes et donc, en particulier, sont surjectives.
DSE(X)
{df, f € C(X)}
dans Hom(H;(X,Z),C) est surjective. Maintenant, si w est une forme de seconde
espéce ayant pour image 0 dans Hom(H;(X,Z),C), cela signifie que si D est un
diviseur de X contenant les poles de w, alors w posséde une primitive monovaluée g
sur X — D. On peut d’autre part compactifier X en une variété lisse X et étendre w
en une forme rationnelle fermée sur X et le lemme 1.1.11 montre que g s’étend en une
fonction méromorphe sur X qui est compact par construction, ce qui implique, d’aprés
GAGA [41], que g est une fonction rationnelle sur X et donc aussi sur X . On en déduit

% dans Hom(H1(X,Z),C) et donc sa

bijectivité. Les autres fléches en présence sont alors des composées d’isomorphismes,
ce qui permet de conclure.

La commutativité du diagramme implique donc que ’application de

Pinjectivité de 'application de

Remarque 1.1.18

(i) On déduit de la surjectivité de I’application naturelle

DSE(X)
oy PR
{df, f € C(X)}

le fait qu’une forme w de seconde espéce peut s’écrire localement pour la topologie de
Zariski sous la forme df + 7, ou f est une fonction rationnelle et 1 est holomorphe.

(ii) Si on réunit cette remarque avec le (iii) de la proposition 1.1.14 et le (ii) de
la remarque 1.1.15, on en déduit le fait qu’une forme différentielle rationnelle fermée

Hgg(X)

df;
peut s’écrire localement pour la topologie de Zariski sous la forme dg + 3, /\ii +n,
i
ou g et les f; sont des fonctions rationnelles et n est holomorphe, ce qui permet de
renforcer le lemme 1.1.12.

1.2. Intégrales abéliennes sur les courbes algébriques

1. Intégrales de premiére et seconde espéces. — Si X est une courbe propre
et lisse de genre g, on peut aussi voir X comme une surface de Riemann compacte
de genre g et donc topologiquement homéomorphe & un tore & g trous. D’autre part,
X est muni d’une orientation naturelle donnée par la structure complexe ce qui nous
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fournit un accouplement d’intersection qui permet de munir H;(X,Z) = Z9 d’une
forme alternée & valeurs dans Z et cette forme est non dégénérée. Si u,v € H1(X,Z),
nous noterons u#v le nombre d’intersection des cycles u et v.

FIGURE 1. une base symplectique de H;(X,Z) en genre 3

Si a1,...,a4,b1,...,b, est une base symplectique de Hy(X,Z) et P, Ry,..., R,
sont des points de X, on peut choisir des chemins a; (%), ...,a4(t),b1(t),...,by(t) sur
X représentant les éléments de cette base, évitant R, ..., R,, passant tous par P, et
ne se rencontrant qu’en Py tels que si on découpe le long de ces chemins, on obtient
quelque chose homéomorphe 4 un disque, ce qui permet de représenter X comme le
quotient d’un polygone Y & 4g cotés, les cotés étant identifiés 2 par 2 comme indiqué
dans la figure 2 ci-dessous (pour g = 3). Pour passer des chemins représentés sur la
figure 1 4 des chemins passant par Py, supposer mentalement que les chemins a; et
b; sont en fer (et donc rigides) en dehors d’un voisinage de Q; et élastiques dans ce
voisinage de @Q;, puis tirer sur ; pour ’amener en Fj.

On trouvera dans [4] une figure expliquant de maniére convaincante pourquoi on
obtient bien une surface de genre g quand on identifie les cotés du polygone.

Plus précisément, si 7 : ¥ — X est Papplication permettant de décrire cette
identification, on peut écrire le bord Y de Y comme le composé

A1B,C{'Dit - A,B,C;' DY,
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b2

ay

as

bg

FIGURE 2

ou, si i € Z/gZ, alors A;, B;, C;, D; sont des applications ¢! par morceaux de [0, 1]
dans Y (et méme dans 8Y') vérifiant les conditions suivantes

A;i(1) = Bi(0), Bi(1) = Ci(1), Ci(0) = Di(1) et D;(0) = Ai11(1)

moA;=mo0C; =a; etﬂ'OBi:'n'oDizbi,

la premiére ligne de conditions traduisant le fait que les chemins A;, B;, C; t D; !

et A;+1 se suivent et la seconde le fait que pour obtenir X & partir de Y, on identifie
A; et C; ainsi que B; et D;.

Proposition 1.2.1. — Si w et i sont deux formes différentielles € fermées sur X,

alors
g
/Xw/\nzig;(/aiw/bin—/ain/biw).

Démonstration. — Y étant simplement connexe, m*w est exacte sur Y ; soit F' une de
ses primitives. Comme 9Y est de mesure nulle, on a [ xWAn= fY T™w A T*n et la
formule de Stokes montre que cette derniére intégrale est aussi égale &

g9
Fr*n = / Fr*np
/ay ; :B;C7'D !t ’
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c’est-a-dire a
9 1
. [ ((Fo ) Atnsn~ (FoC) Cin*n+(Fo B) Bin'n - (F o D) Diw'n).
i=1 V0

D’autre part, on a A¥w*n = a}n = C}7*n et 7w étant exacte sur Y, on a F o C;i(t) —
Fo Ai(t) = f/i‘((:)) 7*n, lintégrale étant calculée en utilisant n’importe quel chemin
inclus dans Y reliant A;(¢) a C;i(t). On peut donc faire le calcul en allant de A;(t) &
A;(1) le long de A; puis de A;(1) = B;(0) a C;(1) = Bi(1) le long de B; et finalement
de C;(1) a C;(t) le long de C;, ce qui nous donne

1 1 ¢
FOCz(t) —FOAz(t) =/ A:‘T‘-*w_'_/ B:?T*u)+/ C:ﬂ'*w
0

t

1
1 1 ¢
=/ a;-“w+/ b;‘w+/ ajw:/w,
t 0 1 b;

si t € [0, 1]. Le méme genre d’arguments nous permet de montrer que ’on a F'o D;(t) —
BoCi(t) = — [, w, sit € [0,1], d’oti I'on tire la formule

9, 1
WADn= / FOA,'—FOC,' a,’; +/ FOBi—FODi b:
/X n ;(0( Jain+ | ( L)

2 [ [

ce qu'il fallait démontrer.

Remarque 1.2.2. — Cette proposition est aussi une conséquence simple de la com-
paraison entre accouplement d’intersection et dualité de Poincaré (cf. [26], chap. 0,
par exemple). Si X est une variété différentielle de dimension d orientable et com-
pacte et si u € H,(X,Z), il existe, grace a la dualité de Poincaré et la non dégéné-
rescence de I’application «périodes», un unique élément 7, € Hjﬁ”lgw (X) tel que
Pon ait [ 7., = u#v quel que soit v € Hg_n(X,Z). De plus, si u € Hn(X,Z) et
v € Hy_n(X,Z), alors [y 1y A1y = uffv.

Dans le cas qui nous intéresse, il suffit d’écrire w et 7 respectivement sous la forme

=3 ([ )= ([ ) et n=3(([ )= ([ 7))

pour en déduire la proposition.

Soient w et 17 deux formes différentielles de seconde espéce sur X et P un point de
X. Si Fp est une primitive formelle de w en P (i.e., si z est un paramétre local au
voisinage de P, Fp est I’élément de K ((z)) défini & addition d’une constante prés par
la formule dFp = w), le résidu de Fpn en P ne dépend pas du choix de Fp (puisque
Fp est défini & constante prés et le résidu de 7 en P est nul) ; il sera noté Resp (n Jw).
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D’autre part, ce résidu est nul si P n’est ni un péle de w ni un péle de n et donc est
nul pour presque tout P.

Corollaire 1.2.3. — Siw et n sont deuz formes différentielles de seconde espéce, alors
deg(wUn) = Y pcx Resp(n [w), ot U désigne le cup-produit de Hip (X) x Hig(X)
dans Hp (X).

Démonstration. — Choisissons les chemins ay, ..., a4, b1, ..., b, utilisés pour découper
X de telle sorte qu'’ils ne passent par aucun pole de w ou 7. Soient & et 7 respective-
ment des représentants € des classes de w et n dans H}z (X), ce qui équivaut (cf.
proposition 1.1.17) & ce que P'on ait

Jo=[3 e fo= )

quel que soit u € H;(X,Z). Compte-tenu de la relation entre cup-produit et produit

extérieur des formes différentielles, on a
w2 )5 [7)%)

m////

et le calcul effectué lors de la démonstration du lemme précédent montre que si F'
est une primitive méromorphe de w sur Y, cette derniére quantité est aussi égale a

1 - o~
deg(wUn) = %in w 7=

(1.2.4)

i — | sy F'n, ce qui permet d’utiliser la formule des résidus pour conclure, étant donné

que l'on peut utiliser F' comme primitive de w en tout point P de l'intérieur de Y.

2. La loi de réciprocité pour les intégrales de troisiéme espéce. — Si w est
une forme de troisiéme espéce sur X et a, b sont deux points de l'intérieur de Y qui ne
sont ni 'un ni 'autre des poles de w, alors la valeur de f'r w modulo 2i7Z ne dépend

pas du chemin + choisi pour relier a & b 4 I'intérieur Y. On notera cette valeur f: wy
car elle dépend du choix de Y; en effet, si on change Y, les périodes de w le long
des éléments de H; (X, Z) vont intervenir. Si D est un diviseur de degré 0 de X dont
le support est contenu dans l'intérieur du polygone et ne rencontre pas Div(w), on
définit [, wy & 2inZ prés de la maniére évidente.

Proposition 1.2.5. — Si wy,ws sont deuzx formes de troisiéme espéce dont les diviseurs
sont étrangers et contenus dans lintérieur de Y, alors

/ w1,Y—/ w2,y /wl/wz—/wz/wl mod. Z
Div(wz) Div(w1) 2z7r

Remarque 1.2.6. — Cette formule est un peu perturbante car le membre de gauche
dépend du choix de Y comme nous ’avons expliqué et le membre de droite ne semble
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pas en dépendre. Ce paradoxe apparent s’explique par le fait que Y est construit &
partir de la base symplectique ai,...,a4,b1,...,bg.

Démonstration. — Choisissons un point Py n’appartenant ni au support du diviseur de
wi ni & celui de ws. Ecrivons le diviseur de w; sous la forme E;=1 n;P;.811<j<r,
choisissons un chemin v; de Py & P; & lintérieur de Y, ne passant par aucun des
points de Div(w2) et tel que si ¢ # j, alors 7; et «; ne se coupent pas (en dehors de
Py, bien stir). Soit I' la réunion des «; pour 1 < j < r. La somme des résidus de w;
étant nulle, wy y est exacte sur Y —I'; soit Fy une primitive holomorphe de w; y sur
Y — T (bien définie & addition d’une constante prés).

La fonction Fy est «bivaluée» sur I' : on peut approcher un point de y; par «en-
dessous» ou par «au-dessus» et pour passer de la limite par «en-dessous» a la limite
par «au-dessus», il faut faire le tour de P; dans le sens positif et comme w; a comme
résidu n; en Pj, la différence entre les deux limites est 2i7n;. Pour remédier & cette
difficulté, introduisons la surface de Riemann compacte Z obtenue en « dédoublant »
I'. De maniére précise, on dispose d’un morphisme de surfaces de Riemann & bord
f:Z-oYet,sije{l,...,r}, de chemins o et §; de [0,1] dans Z tels que

() foa;=fofj=nsil<j<r,

(ii) (1) = B;(1) si1 < j < ret Bi(0) = a;4+1(0) si1 < j < r—1et B(0) = a1 (0),

(iii) le bord 8Z de Z est composé d’un bord « extérieur» 0Z* et d’un bord intérieur
8Z~ et f induit un isomorphisme de Z — 8Z~ sur Y — I' envoyant 0Z% sur 9Y et
0Z~ est, si on le parcourt dans le sens positif, le composé

it et

Il résulte de la propriété (ii) que, si 1 < j < r, 'image réciproque de P; est consti-
tuée d’un seul point que nous noterons encore P;. La forme différentielle f*w;y =
w1,z a une primitive Fz holomorphe et monovaluée sur Z — {Pi, ..., P}, a une sin-
gularité logarithmique en chacun des P; et, quitte & ajouter une constante, on peut
imposer que l'on ait Fz = Fy o f sur Z — 8Z~. La discussion précédente sur la
«bivaluation» de Fy se traduit par la formule

(1.2.7) Fz0Bi(t)— Fzoaj(t)=2imn; site[0,1[et1<j<r.

Soit we,z = f*wa,y. On déduit de la formule des résidus, en passant & la limite sur
des contours bien choisis (voir ci-dessous), la formule

(1.2.8) FZ w2,z — / FZ W2,z = 2w Z ReSP(Fsz,Z).
oz+ 8z~ Pez-0z

Il faut faire un petit peu attention car Fz n’étant pas holomorphe en les P;, on ne

peut pas appliquer la formule des résidus directement, mais on a recours & I’astuce

habituelle qui consiste & remplacer 0Z~ par un contour 8Z_ obtenu & partir de

0Z~ en évitant les P; par des petits cercles de rayon €. Comme F a une singularité
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logarithmique en chacun des P;, I'intégrale de Fz wo, z le long d’un de ces petits cercles
tend vers 0 quand ¢ tend vers 0.
Maintenant, le méme calcul que celui effectué a la proposition 1.2.1 montre que

(1.2.9) / sz2,z=/ waz,y-— /wl/ w2—/ LU2/ (9551
a8z+ oY i=1 a; bi

D’autre part, la formule 1.2.7 et ’égalité afws z = Bfws,z = Y}fws,y nous donnent

r 1
/ Fzwyz = Z/ ((Fz 0 @j) awz,z — (Fz © B;) Bfws,z)
8zZ- j=1 0
r 1
(1.2.10) = —2ivrznj / vjwa,y
=1 70

T PJ
= —22’7an,~/ way = -—22'71'/ w2y .
Div(w1)

Finalement, comme w; n’a que des poéles simples, le résidu en un point P de Fywsy
est Fy (P)Resp(w2,y) et donc

Z ReSP(Fszz Z ReSp(wazy) ZReSp(wzy)Fy(P)
PeZ-8Z PeY-T

=Fy (Div(w2)) =/ w1,y

Div(wz)
et il n’y a qu’a injecter les formules 1.2.9, 1.2.10 et 1.2.11 dans la formule 1.2.8 pour
démontrer le résultat cherché.

(1.2.11)

3. Fonction de Green d’un diviseur de degré 0

Proposition1.2.12. — Si D =3 npP est un diviseur de degré 0, il existe, ¢ addition
d’une constante prés, une unique fonction Gp harmonique sur le complémentaire du
support de D telle que si P est un point du support de D et z un paramétre local au
voisinage de P, alors Gp — log|z| se prolonge en une fonction € sur un voisinage
de P.

Démonstration. — L’unicité est une conséquence du fait que la différence de deux
telles fonctions serait harmonique sur X tout entier et donc constante. Pour montrer
Pexistence, remarquons que D étant cohomologiquement trivial, il existe une forme
différentielle de troisiéme espéce de résidu D. Les parties réelles des périodes de wp
sont alors bien définies et d’aprés le (iii) de la proposition 1.1.6, on peut trouver une
(unique) forme de premiére espéce w dont les parties réelles des périodes coincident
avec celles de wp ; autrement dit, quitte & remplacer wp par wp — w, on peut nor-
maliser wp de maniére unique de telle sorte que toutes les périodes de wp soient
purement imaginaires. La fonction Re ( f:o wp) est alors monovaluée sur X et vérifie
les propriétés demandées.
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Proposition 1.2.13. — Si D, et D2 sont deux diviseurs de degré 0 dont les supports
sont étrangers, alors Gp, (D2) = Gp,(D1).

Démonstration. — C’est une conséquence immédiate de la loi de réciprocité pour
les intégrales de troisiéme espéce et de la formule explicite exprimant Gp en termes
d’intégrales de troisiéme espéce (cf. démonstration de la proposition précédente).

Remarque 1.2.14. — La proposition 1.2.13 peut aussi se démontrer directement (en
utilisant uniquement les propriétés de Gp énoncées dans sa définition et pas la formule
explicite pour G p) via la formule de Green-Stokes. D’autre part, on peut aussi utiliser
la fonction 6 de Riemann (cf. 1.4, §2) pour démontrer les propositions 1.2.12 et 1.2.13;
c’est cette seconde approche que nous utiliserons en p-adique.

1.3. Tores complexes et variétés abéliennes

1. Le théoréme de Lefschetz

Définition 1.3.1

(i) On appelle tore complexe, le quotient d’'un C-espace vectoriel de dimension
fini par un réseau ; un tore complexe est donc naturellement muni d’une structure de
groupe de Lie analytique compact et réciproquement, tout groupe de Lie analytique
compact commutatif est un tore complexe.

(ii) On appelle variété abélienne toute variété algébrique propre et lisse munie d’une
loi de groupe algébrique.

En tant que variété analytique complexe, une variété abélienne est isomorphe & un
tore complexe. De maniére plus précise, si X est une variété abélienne de dimension d
et si @ = (wi,...,wq) est une base du K espace vectoriel Q' (X), 'image de H;(X,Z)
par Iapplication u — [ & = (f, wi,..., [, wad) est un réseau de C* et application
qui & z € X associe fozdi € C¢ induit un isomorphisme de groupes de Lie compacts
de X sur C?/A.

On dit qu’un tore complexe est algébrisable s’il est isomorphe en tant que variété
analytique complexe & une variété abélienne. On dispose du résultat (pas du tout
évident) suivant.

Théoreme 1.3.2. — Si V est un C-espace vectoriel de dimension finie et A est un
réseau de C, le tore compleze V/A est algébrisable si et seulement si il existe une
forme hermitienne H sur V définie positive (i.e. H(v,v) > 0 siv € V —{0}) telle que
la restriction de E =Im H a A soit & valeurs entiéres (i.e. E(u,v) € Z siu,v € A).

Démonstration. — On trouvera la démonstration de ce résultat dans [4], [38] ou
[45]. Signalons que la démonstration fournit un plongement d’un tore complexe muni
d’une forme hermitienne comme ci-dessus dans ’espace projectif d’ott ’on déduit le
fait qu’une variété abélienne est une variété projective.
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Remarque 1.3.3. — 1l est souvent commode de raisonner «4a isogénie prés», c’est-a-
dire de remplacer A par le sous-Q-espace vectoriel L de V engendré par A. Le théoréme
1.3.2 peut alors se réécrire sous la forme : X = V/A est algébrisable si et seulement
si il existe une forme hermitienne H définie positive sur V telle que la restriction de
E =ImH a L soit & valeurs dans Q.

2. Morphismes de tores complexes

Lemme 1.3.4. — Soit V un C-espace vectoriel de dimension finie. Si F : V — C est
une fonction méromomorphe telle que la fonction 6F : V2 — C définie par §F (z,y) =
F(z +y) — F(z) — F(y) est constante, alors F est une forme affine sur V.

Démonstration. — En différentiant § F(z,y) par rapport  z, on montre que si 6 F est
constante, alors dF est constante, ce qui permet de conclure.

Proposition 1.3.5. — Si 'Y est un tore complexe, les deur conditions suivantes sont
équivalentes,

(i) Y est algébrisable,

(ii) 4l eziste un tore compleze algébrisable X et un morphisme de variétés analy-
tiqgues complezes surjectif m: X —» Y.

Démonstration. — L’implication (i)=>(ii) est immeédiate (on peut prendre X =Y et
m = id) ; prouvons la réciproque. Soit donc X un tore complexe et 7 : X — Y un
morphisme surjectif de variétés analytiques complexes. Quitte & composer m par une
translation sur Y, on peut supposer 1r(0) =0, ce que nous ferons. Ecrivons X et Y
respectivement sous la forme X /Ax et Y /Ay, ot X et ¥ sont des C -espaces vecto-
riels de dimension finie et Ax et Ay en sont des réseaux. Comme X est simplement
connexe, 7 se reléve de maniére unique en une application continue (et méme holo-
morphe) 7 de X dans Y. Si u € Ax, la fonction = — 7(z +u) — 7(z) est continue sur
X a valeurs dans Ay qui est discret et donc est constante. On en déduit le fait que
Papplication qui & (1, z2) associe 7(z1 +2) —7(21) —T(x2) est périodique de période
Ax x Ax et donc que son image est bornée dans Y. Comme cette application est de
plus holomorphe, cela implique qu’elle est constante et donc, d’aprés le lemme 1.3.4,
que 7 est C-linéaire puisque I’on a supposé 7(0) = 0 et donc que 7 est un morphisme
de groupes.

Soient X et Y les quotients respectifs de X et Y par leurs groupes de torsion.
L’application composée de X dans Y se factorise & travers X et, si on note Lx et Ly
respectivement les Q-espaces vectoriels engendrés par Ax et Ay, W le noyau de T et

ASTERISQUE 248



1.3. TORES COMPLEXES ET VARIETES ABELIENNES 33

Lw =LxnN W, on a le diagramme commutatif suivant :

0 0

S
oY
)
>
o

)
=)
(—
E]

o
&
=D
~I
[e=]

0

Une base de Lx sur Q étant aussi une base de X sur R, on a dimq Lw < dimgr w.
Comme de plus

dimq Lx = dimg X s dimq Ly = dimgr Y
dimg X = dimg W + dimg ¥ dimq Lx < dimq Lw + dimq Ly

les inégalités ci-dessus sont des égalités. En particulier, cela implique que Ly engendre
W en tant que R-espace vectoriel et que 'application de Lx dans Ly est surjective.

Maintenant, comme on a supposé X algébrisable, il existe une forme hermitienne
H définie positive sur X telle que la restriction de E = Im H & Lx soit & valeurs dans
Q. Soit W+ I'orthogonal de W pour H et L3, I'orthogonal de Ly pour E. Comme
Ly engendre W en tant que R-espace vectoriel, L, est égal & Lx NW<. On en déduit
le fait que 7 induit une bijection de W+ sur ¥ et L, sur Ly ; on peut donc munir
Y de la forme hermitienne Hy obtenue en restreignant H & WJ- et la restriction de
Ey = ImHy & Ly est a valeurs dans Q, ce qui, compte-tenu de la remarque 1.3.3,
permet de conclure.

Remarque 1.3.6

(i) On a démontré en passant que si X et Y sont des tores complexeset 7: X =Y
est un morphisme de variétés analytiques, alors 7 est le composé d’un morphisme de
groupes avec une translation et donc, en particulier, que si 7(0) = 0, alors 7 est un
morphisme de groupes.

(ii)) La méme méthode permet de montrer que si Y C X sont deux variétés abé-
liennes, il existe une variété abélienne Z C X telle que Y x Z et X soient isogénes.

3. Le tore dual. — Soit X = V//A un tore complexe et soit L le sous-Q- espace vec-
toriel de V engendré par A. Soit Ve C-espace vectoriel des formes antilinéaires de V
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dans C. L’application qui & A associe Re) induit un isomorphisme de R-espaces vec-
toriels de V" sur Hom(A, R) et on note A* et L* les images respectives de Hom(A, Z)
et Hom(A, Q) dans V" par Pisomorphisme inverse. Comme A est un réseau de V, A*
est un réseau de V" et le tore complexe X* = V*/ A* est appelé le tore dual de X.
Le tore dual de X™* n’est autre que X.

Proposition 1.3.7. — Si X est algébrisable, alors X* est algébrisable.

Démonstration. — D’aprés le théoréme 1.3.2, si X est algébrisable, il existe une forme
hermitienne H définie positive sur ¥ telle que la restriction de £ = Im H & L soit
a valeurs dans Q. D’autre part, H étant définie positive, I’application qui a v € V
associe la forme antilinéaire A, définie par \,(z) = —iH(z,v), si z € V, induit un
isomorphisme de C-espaces vectoriels ¢ de V sur V. Maintenant, si v € L, la formule

ReAy(2) = Im H(z,v) = E(z,v)

permet de montrer que I’image de L par ¢ est incluse dans L* et donc, comme L et
L* ont méme dimension sur Q, que ¢ induit un isomorphisme de L sur L*. On en
déduit le fait que la forme hermitienne H* = H o 1~! qui est définie positive sur v
est telle que la restriction de E* = ImH* = E o1~ ! & L* est & valeurs dans Q, ce
qui, en vertu de la remarque 1.3.3, permet de conclure.

Remarque 1.3.8. — Si X est une variété abélienne, le tore dual X* a une construction
purement algébrique ; il paramétre les diviseurs cohomologiquement triviaux modulo
les diviseurs de fonctions rationnelles (cf. 1.5 §3).

4. Le théoréme d’Appell-Humbert. — Soit de nouveau X une variété abélienne
définie sur C et & une base de Q2! (X). On définit A et 'isomorphisme de X dans C¢/A
comme dans la section 1 et on note pry : C¢ — X I’application obtenue en composant
la projection naturelle de C? sur C%/A avec l'inverse de l'isomorphisme de X dans
C4/A.

Si D est un diviseur de X, sa classe dans H?(X,Z) peut étre vue comme une forme
linéaire & valeurs dans Z sur Ho(X,Z) = A?H;(X,Z) et donc comme une forme
bilinéaire alternée Ep sur A = H;(X,Z) a valeurs dans Z. De maniére explicite,
Ep(u,v) est le nombre d’intersection de D avec le sous-tore réel Ru @ Rv/Zu & Zv
de X orienté en prenant (u,v) comme base directe (si u et v ne sont pas colinéaires ;
sinon de toute fagon le nombre d’intersection est nul). D’autre part, on montre en
utilisant la décomposition de Hodge de H?(X,C) et la suite exacte de cohomologie
associée 3 la suite exacte de faisceaux 0 - Z — Ox — O% — 0 (cf. chapitre I de
[38] par exemple) que Ep est la restriction & A de la partie imaginaire d’une (unique)
forme hermitienne Hp.

Définition 1.3.9. — La forme Ep s’appelle la forme de Riemann du diviseur D.
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Théoréme 1.3.10. —  Sous les hypothéses et les notations introduites ci-dessus, il
existe une paire p,ap, ou

(a) ap est une application de A dans {z € C*, |z| = 1} uniquement déterminée et
telle que l’on ait

ap(u+v) = e™PrWop(u)ap(v) si u,v € A,

(b) 6p est une fonction méromorphe (unique & multiplication prés par une constante
non nulle) sur C? de diviseur pri D vérifiant I’équation fonctionnelle

Op(z+u) = aD(u)e"HD(”’zHgHD(“’“)OD(z) si u€eA, zeV.

Réciproquement, si H, E sont comme ci-dessus et o : A = {z € C*, |z| = 1} vérifie
la propriété (a) relativement & E, il eziste un diviseur D, unique & addition prés du
diviseur d’une fonction rationnelle, tel que l’on ait H = Hp, E = Ep et o = ap.

Voir le chapitre I de [38] pour la démonstration de ce théoréme. La fonction p qui
n’est définie qu’a multiplication prés par une constante non nulle, sera appelée la
fonction théta normalisée associée & D. On appelle plus généralement fonction théta
associée & D toute fonction 8 holomorphe sur V' de diviseur pr D telle quesi u € A, il
existe une fonction affine £,, de z telle que l’on ait 0(z + u) = exp(£,(z))8(2) quel que
soit z € V. Toutes les fonctions 6 associées & D s’obtiennent en multipliant 6p par
une fonction de la forme exp P(z), ou P est un polynéme de degré inférieur ou égal &
2 en z. Ceci implique en particulier que I’on peut retrouver la forme de Riemann Ep
A partir de n’importe quelle fonction 6 associée & D, en utilisant la formule suivante
qui est valable quel que soit z € C¢

1
(1.3.11) Ep(u,v) = 5~ (Eu(z +0) = Lu(2) + £ (2) — Loz + u)).
5. Relations de Riemann. — Ecrivons dfp/0p = Zle 9D,:idz;. Alors dgp ; est

périodique de période A et est I'image inverse d’une forme différentielle wp ; sur X
qui est de seconde espéce puisque gp,; est méromorphe.

Proposition 1.3.12. — Siu et v sont deux éléments de Hy(X,Z), alors

d
1
ED(U,,’U)= %Z(/wp,i/wi—/wpyi/wi)
i=1 u v v u

Démonstration. — Soient & = [ & et ¥ = [ & et soit a € C? tel que les chemins
Yus Yo : [0,1] = C2 définis par 7, (t) = a + tu et ,(t) = a + tv ne rencontrent pas le
support de pryD. On peut calculer I'intégrale curviligne

([t L L) ot
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de deux maniéres. Si on revient a ’expression dfp/0p = Z?zl gp,idz; et que l'on
utilise le fait que

0p.i(z + ) = gi(2) + / wpi et gpa(z+7) = gi(2) + / WD,

u v

1= [ S(funs)ai+ [ S([ wn)in

v =1 v 3=1

B (fene - e )

1
D’autre part, la formule de Stokes permet de montrer que ——1I est aussi égal a la

on obtient

T
somme des résidus de dfp/0p compris a I'intérieur du chemin et comme dfp/6p a un

pole simple de résidu pry D, ——1I est aussi égal au nombre d’intersection de pr% D
avec la surface Sy, = [0, 1]u x [0, 1]v (le signe étant déterminé par le sens de parcours
du bord et donc par orientation de S, , ). Passant au quotient modulo A, on retombe
sur la définition de Ep(u,v), ce qui permet de conclure.

Remarque 1.3.13. — Compte-tenu de la relation [D]gr = 2im[D]an et de ce que Ep
représente la classe de D dans H?(X,Z), la formule de la proposition 1.3.12 peut se
réécrire sous la forme [D]gr = — Z?:l w; Uwp ;

6. Théorémes du carré et du cube. — On note @ la loi d’addition sur X . Sin est
un entier > 1 et I est une partie de {1,...,n}, notons my : X! — X I’application
quia (z,h,...,hy,) associe z® (€B,~e 1h,~). Si « est une forme différentielle, une fonction
ou un diviseur sur X, posons Al"la = 21c{1,...,n}(_1)"_”'7";0" De méme, soient m,
pr; et pr, les applications de X2 dans X données respectivement par 1’addition, la
projection sur le premier facteur et la projection sur le second facteur et, si a est une

forme différentielle, une fonction ou un diviseur sur X, posons da = m*a—prja—prja.

Proposition1.3.14. — Si w est une forme différentielle de seconde espéce sur X, il
existe
(i) une fonction méromorphe f, sur X? telle que Uon ait df, = én,
(ii) une fonction méromorphe ,(,3) sur X3 telle que lon ait df,§3) = Al
De plus, la fonction f, vérifie génériqguement lidentité f,(z,y) = fq(y, ) et la relation
de cocycle
fy,2) - flz®y,2) + f(z,y ®2) — f(z,y) = 0.

Démonstration. — Soit F une primitive méromorphe de priw sur C¢. Comme on a
F(z+%) = F(2)+ [,wsi@ = [, & € A, la fonction §F est périodique sur C* x C* de
période A x A et donc est 'image inverse d’une fonction f, sur X2 qui est celle que 'on
cherche pour démontrer le (i). Le (ii) se démontre de la méme maniére en descendant
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a X la fonction AZIF. Le reste de la proposition est immédiat sur la construction de
fn-

Proposition 1.3.15. — Si w est une forme de troisiéme espéce sur X, alors il existe

(i) une fonction f,, méromorphe sur X? telle que U'on ait dw = f—‘”,
w
(3)

df
(ii) une fonction méromorphe f&) sur X3 telle que lon ait APlw = @ De

w
plus, la fonction f., vérifie génériquement lidentité f,(z,y) = f.(y,z) et la relation
de cocycle

fy,2)f(@y®2) _
fle®y,2)f(zy)

Démonstration. — Soit D le diviseur des résidus de w. D’aprés le lemme 1.1.14, D est
cohomologiquement trivial et donc Ep et Hp sont nulles. Soit alors 6p la fonction
théta normalisée associée & D. La nullité de Hp et 1’équation fonctionnelle de 6p
montrent que la forme différentielle dfp /0p est périodique de période A et donc est
I’image réciproque d’une forme différentielle wp sur X qui est de troisiéme espéce et
de résidu D. On en déduit le fait que w — wp est holomorphe donc invariante et donc
que dw = dwp. D’autre part, la nullité de Hp montre aussi que la fonction

ép(z +y)
Fp(z,y) = ———~
%) = B @8o )
est périodique de période A2 et donc induit une fonction méromorphe fp sur X2 et
comme on a dfp/fp = dwp, on peut prendre f, = fp. Le (ii) se démontre de la méme
6p(20 + 21 + 22)0p(20)

0p (20 + 21)0p (20 + 22)
découle de la construction de f,,.

maniére en utilisant la fonction et le reste de la proposition

Remarque 1.3.16. — On tire de la démonstration le résultat suivant. Si w est une

forme différentielle de troisiéme espéce sur X de résidu D, il existe une fonction théta
. . dé . o

0 associée & D telle que l’on ait priw = R En effet, si g est une primitive de

pr(w — wp), alors g est une fonction affine sur X et donc 6 = 6p exp g est encore

une fonction théta associée & D.

Corollaire 1.3.17. —  Si w est une 1-forme différentielle rationnelle fermée sur X,
il existe des fonctions rationnelles g, fi,..., fn sur X3 et des constantes Ay,...,An

telles que Uon ait APlw = dg + 37 Aif‘

Démonstration. — Le corollaire 1.1.16 permet d’écrire w sous la forme n+ Y7 ; Aw;,
ou 7 est de seconde espéce et les w; de troisiéme espéce, ce qui permet d’utiliser les
deux propositions précédentes pour conclure.

Proposition 1.3.18. — Si D est un diviseur de X, alors ABID est principal.
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Démonstration. — Soit 6p la fonction théta normalisée associée & D. La fonction

0p (20 + 21 + 22 + 23)0p (20 + 21)0p (20 + 22)0p (20 + 23)
OD(ZO + 21 + z2)0D(Z() + 21 + Z3)0D(zo + 29 + 23)01)(20)

F,S“)(zO,zl,Zz,zs) =

est périodique de période A* et induit par passage au quotient une fonction rationnelle
fg ) sur X* de diviseur ABID. Ceci permet de conclure.

Remarque 1.3.19. — On aurait pu remplacer fp par n’importe quelle fonction théta
associée & D pour définir la fonction fg‘ ) qui peut aussi se caractériser comme étant
l’'unique fonction rationnelle sur X* telle que ’on ait fgi )(xo,zl,xg,zg) =1siz,22
ou z3 = 0 et dont le diviseur est ABID.

7. Accouplement de Weil sur les variétés abéliennes. — 1l existe une version
algébrique (I’accouplement de Weil) de Ep. Si a € X, soit T, la translation par a,
c’est-a-dire ’application z — = @ a.

Proposition 1.3.20

(i) Si a est un point de m-torsion de X, il existe, & multiplication par une constante
non-nulle prés, une seule fonction rationnelle fp o de diviseur m(TxD — D).

(ii) Si a et B sont des points de m-torsion de X, la fonction

fp,s(z @ a)fp,a(x)
fp,8(z) fD,o(z @ B)

est constante égale G une racine m-iéme de l'unité qui sera notée ep m(a,3). Si de
plus, a et b sont des éléments de A vérifiant o = pry(a/m) et 8 = prx(b/m), alors

2im
(1.3.21) ep,m(a, B) = e'm Er(ab)

Démonstration. — Une fonction étant déterminée, & multiplication par une constante
non-nulle prés, par son diviseur, I'unicité de fp . [si elle existe] est claire. Sia € A
vérifie pry (a/m) = ¢, la fonction

Op(z + a/m)™
0p (z)m_lap (Z + a)
est périodique de période A et induit par passage au quotient une fonction rationnelle
sur X de diviseur m(TX*D — D), ce qui permet de démontrer le (i). D’autre part, le
fp,s(z ® @) fp,a(2)
fp,6(2)fD,a(z & B)

et pour démontrer le (ii), il suffit de démontrer la formule 1.3.21 car celle-ci implique le
reste étant donné que Ep(a,b) € Z. Or, si on revient 4 la formule analytique donnant
fp,a(z), on voit que 'on a

(1.3.22) ga.n(2) =

est nul ; cette fonction est donc constante

diviseur de la fonction

_ Op(z+b)p(z+a/m)fp(z+a+b/m)
" Op(z+b+a/m)bp(z + b/m)fp(z + a)

eD,m(aa;B)
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pour n’importe quel z € C? pour lequel I’expression est bien définie. D’autre part, si
on utilise le fait que a et b sont des éléments de A et I’équation fonctionnelle de 6p,
on obtient

ep m(a,,@) =e7rHD(b,z)—nHD(a,z)+7rHD(a,z+b/'m)—7rHD(b,z+a/m)

(~Hp(b,a)+Hp(a,b)) _ e-zzllm(HD(a,b)),

U
=em m

ce qui, étant donnée la relation entre Hp et Ep, permet de conclure.

Remarque 1.3.23. — Soit 81, ...,0, la base de I’espace Derx des dérivations d’ordre
1 invariantes sur X duale de &. On déduit de la formule 1.3.22, la relation

d(0ifp,a/fD,a) = m(Tawp,i — wp,i),

quel que soient m € N et a d’ordre m. Comme les points de torsion sont denses (pour
la topologie classique) dans X, cette relation caractérise wp ; & addition prés d’un
élément de Q' (X) (comparer avec [12], Th.10)

8. La fonction de Green d’un diviseur

Proposition 1.3.24. — Si D est un diviseur sur X, il existe une unigue fonction Gp
sur X — D vérifiant les conditions suivantes :

(a) Gp est € en dehors de D et a une singularité logarithmique le long de D
(si D est défini par V’équation f(z) = 0 dans un ouvert U, alors Gp — log|f(2)| se
prolonge en une fonction € sur U)

(b) 80Gp = intnp en dehors de D.

(c) [x Gpdp=0, oi p est la forme volume invariante sur X normalisée de telle
sorte que [y p=1.

Démonstration. — Si on a deux fonctions vérifiant les conditions ci-dessus, leur dif-
férence se prolonge en une fonction ¥ sur X annulée par 89 et donc constante
puisque X est compact ; finalement cette constante est nulle & cause de la condition
(c). Ceci prouve l'unicité. Pour prouver P’existence, il suffit de constater que si p
est la fonction théta normalisée associée & D, alors log |6p| — H D est périodique de

période A sur V et donc définit une fonction sur X qui vérifie les propriétés (a) et (b)
car 9dlog |6p| = 0 puisque fp est holomorphe et J0Hp = 2inp par définition de 7p.
Il n’y a plus qu’a rajouter une constante pour remplir la condition (c).

Remarque 1.3.25. — On a construit la fonction de Green d’un diviseur & partir d’une
fonction théta, mais on peut aller dans ’autre sens et construire la fonction de Green
par convolution 3 partir de la fonction de Green d’un point, puis en déduire I’existence
d’une fonction théta. C’est I’approche originelle de Poincaré (cf. [5], remarque 3.4).
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I.4. La jacobienne d’une courbe algébrique

1. Algébricité de la jacobienne. — Soit X une courbe algébrique propre et lisse
définie sur C. On peut associer & u € H1(X,Z) la forme linéaire w — fu w, ce qui per-
met de voir H; (X, Z) comme un réseau de Q! (X)* et d’associer & X le tore complexe
J(X) = QY(X)*/H1(X,Z) appelé jacobienne de X. Le but de ce paragraphe est de
montrer que J(X) est algébrisable. Nous aurons besoin de la proposition suivante qui
repose de maniére essentielle sur la proposition 1.2.1.

Proposition 1.4.1

(i) Si uw € Hi(X,Z), il existe une unique forme n, € Q1(X) telle que l'on ait
J,w=[ywAn. quel que soit w € Q}(X).

(ii) De plus, si v € Hy(X,Z), alors u#v = [, (nu +17,).

Démonstration. — La forme w — [ w est linéaire sur Q'(X) et le (i) est donc une

conséquence du fait que application qui & 7 associe la forme linéaire w — |’ x WAn est

un isomorphisme de Q! (X) sur Q! (X)*, ce qui se déduit de ce que la forme hermitienne
1

sur 1 (X) qui & (w,n) associe %in Jx w AT est définie positive. Maintenant, si w €

QM (X) et u e Hi(X,Z),onawAT, =0 et don, si ai,...,ag,b1,...,b, est une base
symplectique de H; (X, Z),

/uw=/Xw/\(nu+ﬁu)=]Z:/ajw/bj(nu+m)—/bjw/aj(nuﬂ_?u)-

D’autre part, comme u = Zj?:l(u#bj)aj — (u#ta;)b;, on a aussi

/w—z:u#b)/ — (u#b;) /a

Si on met ensemble les deux expressions obtenues pour fu w et que ’on utilise I’appar-
tenance & R de u#a;, u#b;, faj N + 7, €t fb,- 7w+, pour 1 < j < g, ainsi que le fait
que H1 (X, Z) est un réseau de Q' (X)* et donc que ay, . . ., ag, by, . . ., by est une base de
Q'(X)* sur R, on en déduit Iégalité u#v = [ (n.+7,) siv € {a1,...,a4,b1,...,b,},
ce qui permet de conclure par linéarité, ces éléments formant une base de Hy(X,Z)
sur Z.

Corollaire 1.4.2. —  J(X) est algébrisable et la forme de Riemann naturelle induit
laccouplement d’intersection sur Hy(X,Z).

Démonstration. — Il résulte du (i) de la proposition précédente et de sa démonstration
que I’application qui & 7 associe la forme linéaire w — || x WAn induit un isomorphisme
¢ de Q1(X) sur Q1(X)* et que par construction, si u € H;(X,Z), alors t(u) = n,.
D’autre part, la forme hermitienne H qui & w,n € Q1(X) associe 2i [y @A est définie

ASTERISQUE 248



I.4. LA JACOBIENNE D’UNE COURBE ALGEBRIQUE 41

positive et la formule

Im(zz'/xm/\n,,) - 2Re(/Xﬁu/\n,,) =2Re(/vﬁu) = /vnu+ﬁu = uftv,

montre que la restriction de E = Im H & H;(X,Z) coincide avec 1’accouplement
d’intersection et est donc & valeurs entiéres, ce qui, en vertu du théoréme 1.3.2, permet
de conclure.

Remarque 1.4.3

(i) L’accouplement d’intersection est unimodulaire (on a exhibé une base symplec-
tique), ce qui montre que J(X) admet une polarisation principale et est isomorphe &
sa duale (cf. proposition 1.5.14).

(ii) On peut montrer que si X est définie sur un sous-corps K de C, alors J(X)
est aussi définie sur K (cf. [44] par exemple).

2. La fonction théta de Riemann et le diviseur ©. — Soit a1,...,a4,b1,...,b4
une base symplectique de H;(X,Z) et wi,...,w, les éléments de !(X) définis par
faj w; = 6; ;. Posons fb,— w; = Tij et soit Q= (7ij)1<i,j<q-

Lemme 1.4.4. — La matrice §) est symétrique et sa partie imaginaire est définie
positive.

Démonstration. — La proposition 1.2.1 utilisée pour w = w; et n = w; nous fournit
légalité 7 ; = 75, car wiAw; = 0.Siz = (21,...,2,) et @ = Y 7_; T;w;, la proposition
1.2.1, utilisée cette fois pour w = a et n = @, nous fournit la formule

1
E/Xa/\a—lm(wﬂx)

1

qui permet de conclure puisque la forme hermitienne a — % J x @ A\ a est définie
positive sur Q! (X).

On note A = Z9 + QZ9 le réseau de CY image de Hy(X,Z) par I’application qui &
u associe v(u) = [, & = (f, wi)1<i<y- Le tore C9/A est alors naturellement isomorphe
4 J et on note pr; la projection de CY sur J qui en découle. Si Pp € X et P € X, le
vecteur | }},: @ de coordonnées (. ;,: wi)1<i<g est un élément de C? bien défini modulo
A et on note tp, 'application de X dans J ainsi obtenue. La matrice Im({2) étant
définie positive, la série

0(2) — Z eiﬂ‘nQn+2i1r'nz
nezZ9

converge normalement sur C?Y et donc y définit une fonction holomorphe de z. D’autre
part, un calcul immédiat montre que si u € Z9 + QZ9, alors

(1.4.5) 0(z +u) = e 0(2) avec £,(z) = —ir* b — 2intbz,
siu=a-+ Qb.
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Remarquons que I’hypersurface des zéros de 8 est invariante par translation par
un élément de A et donc est I'image inverse d’un diviseur O de J et 1’équation
fonctionnelle satisfaite par # montre que 6 est une fonction théta associée & @g. De
méme, la fonction P — 6(z + [, }: @) est multivaluée sur X, mais ordre du zéro de
cette fonction en un point P ne dépend pas de la branche choisie et donc le diviseur
de ses zéros est un élément bien déterminé de Div(X).

Théoréme 1.4.6. — 1l existe wo € C9 unique & addition prés d’un élément de A et un
ouvert de Zariski U de J tel que si z € pr;*(U), alors la fonction P — 6(z + |, P )
a pour diviseur Q1 + -+ + Qq, ot les Q; sont déterminés a permutation prés par
Videntité Y91 [ }},Z‘ & = wo — z modulo A.

Démonstration. — [4] ou [39].

Ce théoréme et la formule 8(—2) = 6(z) se traduisent algébriquement de la maniére
suivante :

Corollaire 1.4.7

(i) L’application qui, & (Py,...,P,) € X9, associe ®]_,tp, (P;) € J, induit un mor-
phisme birationnel de Sym?(X) = X9/S, sur J, ou S, est le groupe des permutations
de {1,...,9}.

(ii) Si © désigne l'image de X971 par Uapplication qui & (Py,...,P,_1) associe

@ LPO(P), alors ©9 = © @ pr ;(wo)

(iii) Le diviseur © est symétrique : il existe un unique élément w de J tel que 'on

ait we O = 0.

Lemme 1.4.8. —  Soit Eg la forme de Riemann du diviseur ©. Si u,v sont deux
éléments de H\(X,Z), alors Eo ([, &, [, &) = u#v.

Démonstration. — Les diviseurs © et ©q étant translatés I’'un de ’autre, ils ont méme
forme de Riemann et comme 6 est une fonction théta associée & ©g, on peut calculer
Eg en utilisant la formule 1.3.11 et la formule 1.4.5, ce qui nous donne, si fu & =a+Qb
et [[d=c+0d,

Ee( / 3, / 3) = = (Caranle+ ) ~ Lasn(0) + Les0a(0) — Leraala+ )
= tda —the

et permet de conclure.

3. Le théoréme d’Abel

Théoréeme 1.4.9. — Si D = Zie ;niP; est un diviseur de degré 0 sur X, les deuz
conditions suivantes sont équivalentes :
(i) D est le diviseur d’une fonction méromorphe sur X.

(il) Xierni Jp, & =0 modulo A.
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Démonstration. — Si D = Eie 1 i P; est le diviseur d’une fonction méromorphe f, on
peut utiliser la loi de réciprocité pour les intégrales de troisiéme espéce pour obtenir

la formule
/D 2z7r / / /c“ C;_f/b Q) ’

ce qui, compte-tenu du fait que —Ji € 2inZ si u € H (X,Z), permet de prouver
v f

que [d =3 [ ;Z‘ & appartient & A. On en déduit 'implication (ii)=(i). L’impli-
cation réciproque peut aussi se déduire de la loi de réciprocité pour les intégrales
de troisiéme espéce, mais ’utilisation de la fonction # en donne une démonstration
plus constructive : le lemme suivant donne une construction explicite de la fonction
méromorphe.

Lemme 1.4.10. —  Soit D = Y., n;P; un diviseur de degré 0 sur X wvérifiant la
condition (ii) du théoréme d’Abel. Soient Q1,...,Qqy—1 € X tels que les images de

wy — ( / }I,Z‘ Al ZJ 1 }?’ ") modulo A appartiennent & U pour tout i € I. Soient t

(resp. z; pour i € I) un élément de C9 dans la classe de wo — Z 1 Py ' (resp.

f;:: @) modulo A et soit y Uélément de A définit par y = Ziel n;z;. La fonction
0 t

F(z) = Hie] 0z +t—z)™ %—:—)‘y—) est périodique de période A et f =5, F est

une fonction méroromorphe sur X de diviseur D.

Démonstration. — Commencons par remarquer que si J est un ensemble fini, si les
m; pour j € J sont des entiers vérifiant zje sgmj = 0 et les z; pour j € J sont
des points de C9 vérifiant Zje symjz; = 0, alors quel que soit ¢t € C9Y, la fonction
z = [l es00(2+t—2;)™ est périodique de période A. En effet, siu € A, on a F(z+
u) = (H e e™i (b (2+1=25)) ) F(2) et les hypothéses mises sur les m; et les z; ainsi que
le fait que £, est une forme affine impliquent que l'on a jed mily(z+t—2;) =0,
ce qui permet de montrer ’invariance de F' par translation par un élément de A.
D’aprés la discussion précédente appliquée au cas oa J = I'U {0,y}, m; = n; si
i€l,ng=-1,ny=1,2z,=x;sii €1, 2y =y et 2o =0, la fonction
H(z+t+y)
F(z) = Hﬂ(z +t—z) "
py 0(z+1)
est périodique de période A et donc induit une fonction méromorphe f = tp, F sur X.
0z+t+y)
0(z+1)
pas, ce qui fait que le diviseur de f est aussi le diviseur de P — [];.; 0(t —zi+ || }}9: ).

De plus, comme y € A, la fonction est égale & efv(*11) et donc ne s’annule

Comme par construction, ¢t — z; est dans la classe de wg — ( /, P; @&+ zg;ll fPoj GJ’)
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modulo A, on peut utiliser le théoréme 1.4.6 pour calculer ce diviseur et on obtient
Div(f) =Y ni(Pi+ Q1+ -+ Q1) = > _niP;
i€l i€l
la derniére égalité étant une conséquence de l’identité Eie ;1 = 0. Ceci termine la
démonstration du lemme 1.4.10 et donc du théoréme d’Abel.

Corollaire 1.4.11. — L’application qui d un diviseur ) ,_; n;P; de degré 0 sur X asso-
cied icr J }:)" @ modulo A induit un isomorphisme de groupes de Div®(X)/{Div(f), f €
C(X)*} sur J.

Démonstration. — C’est une simple reformulation du théoréme d’Abel.

4. Accouplement de Weil sur une courbe algébrique. — Si f est une fonction
rationnelle sur X et D =), npP est un diviseur de X étranger au diviseur de f, on
pose f(D) =[Ip f(P)"? € C*. Soient a, 3 deux points de n-torsion de J, D, et Dg
des diviseurs étrangers de degré 0 sur X dont les images par ¢p, sont respectivement
a et et fo, fa des fonctions rationnelles sur X de diviseurs respectifs nD, et nDg
et a,b € CY d’images respectives a et 8 dans C9/A.

fa(Dﬁ)

Proposition 1.4.12. — WD——) ne dépend que de o et B et pas des choiz de D, Dg,
B %
fo et faetona
fa(Dﬂ) MEg(na nb)
=en ™ = egn(a, B).
7(D) (@)
Démonstration. — Commencons par remarquer que D, et Dg étant de degré O et
D
f«, fs étant bien définies & multiplication prés par une constante non nulle, %L((D_ﬂi
Jel a

ne dépend pas du choix de f, et fg. D’autre part, pour démontrer la proposition, il
suffit bien évidemment de démontrer la formule puisque eg ,(c, 5) ne dépend pas des
choix de D, et Dg et comme la seconde égalité est un cas particulier de la formule
1.3.21, il n’y a en fait que la premiére égalité 3 prouver. Ecrivons D, et Dg sous la
forme Do = Y a;P; et Dg =3 b;Q;.
Sii €I (resp. j € J), soit z; € CI (resp. y; € C9) dans la classe de f}},:‘ & (resp.
}?0’ @) modulo A. Soit @ = 3, ;a;z; et b = 3. ;bjy;. Comme a et b ont pour
images respectives a et 8 dans J, on a na € A et nb € A. Choisissons ¢ vérifiant
6(t) = 0 suffisamment général pour que t —; € pr;*(U) sii € I et —t—y; € pry" (V)
si j € J. D’aprés le lemme 1.4.10, les fonctions

Fa(2) = [[6¢ + 2z —z)™ ———o(teﬁztit?a)
i€l
9(—t + z + nb)
Fa(z) = ] 0=t + 2 —yj)" = ————
P ]eHJ 2Ty 9(—t+z2)
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sont périodiques de période A et donc définissent des fonctions rationnelles sur J que
nous noterons encore F, et Fp et les fonctions ¢j Fi et ¢p Fjp sont des fonctions
rationnelles sur X de diviseurs respectifs nD, et nDg, ce qui fait que I’on peut faire
le calcul avec fo =t Fo et fg = vp Fp. On a d’autre part

6(t + z + na) — etna(utz) ot 6(—t + 2 + nb) )
0(t + 2) O(—t+ 2) ’
ce qui nous donne la formule
fa(Dg) _ Il 00t +yj — @)% []ggebitnelttss)
fo(Da) — TL; 0(=t + @i — y;)maibs [[;p eailme(tha)”
Comme 6 vérifie ’équation fonctionnelle 8(—z) = 6(z), le premier terme est égal a 1.
Finalement, comme £,, et £,; sont affines et comme Zié 1 Qi = Zje ;b;=0,0na

> bilnat +95) = £na(D_ bi¥;) = £na(0) = £na(b) — £na(0)

JjE€J JjE€J
Zal nb t+wz - enb Zazxz - nb(O - gnb(a) nb(0)7
i€l i€l

ce qui, compte-tenu de la formule 1.3.11, nous donne
1
£na(8) = €na(0) + €ns(0) — Los(a) = = (e,,a(nb) — £na(0) + £,5(0) — fnb(na))
1
= EEQO (na,nb)
et permet de conclure.

Remarque 1.4.13. — Le lemme 1.4.8 et la proposition 1.4.12 permettent de relier
Paccouplement de Weil & la forme d’intersection.

1.5. Variétés d’Albanese et de Picard

1. Variété d’Albanese. — Soient Y une variété algébrique lisse et V un sous-
espace vectoriel de dimension finie de l’espace des formes de premiére espéce sur
Y. L’application qui & u € H;(Y,Z) associe la forme linéaire w — fuw définit un
morphisme ¢y de Hy(Y,Z) dans le dual V* de V. On note A 'image de Hy(Y,Z)
par vy et on suppose que A est un sous-groupe discret de V*. Ceci nous permet de
considérer le groupe de Lie G = V/A. L’espace O}, (G) des 1-formes différentielles
invariantes sur G est le dual de I’espace tangent & ’origine de G, espace tangent qui
est par construction V*, d’oti un isomorphisme naturel n — w, de V sur Q} (G). De
maniére explicite, si n € V et £, est la forme linéaire sur V* définie par £, (X) = A(n),
la forme différentielle d¢,, est invariante sur V*. Elle est donc I'image inverse d’une
forme w, invariante sur G.

Si z,y € Y et v est un chemin reliant z a y, la forme linéaire w — f:w est un
élément de V* dont 'image f(z,y) modulo A ne dépend que de z et y. Ceci nous
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permet, si a € Y de définir une application holomorphe f, : Y — G grace a la formule
fa(z) = f(a, ).
Lemme 1.5.1. — Sia €Y, Uapplication f¥ induit un isomorphisme de QL (G) sur

mv
V' qui est Uinverse de l’isomorphisme 1 — wy, décrit ci-dessus; en particulier, il ne

dépend pas du choiz de a €Y.

Démonstration. — Soit v : [0,1] — Y un chemin de classe ¥ et -y, un relévement
continu de f, oy dans V*. Si on explicite toutes les applications ci-dessus, on obtient

v(t)
/faoqw" =y 07 (®)]o = [Ya(B) ()]s = [/a o :L”’

ce qui permet de conclure.

Tout ce qui précéde s’applique en particulier au cas ou X est propre et V = Q!(X).
Dans ce cas, nous commettrons ’abus de noter encore Hi (X, Z) I'image de Hy(X,Z)
dans Q! (X)* bien que ’application naturelle de H; (X, Z) dans Q!(X)* tue la torsion
et donc ne permette d’identifier H; (X, Z) 4 un Z-réseau du C-espace vectoriel Q! (X)*
que modulo torsion. Ceci nous permet d’associer & X le tore complexe Alb(X) =
QY(X)*/H,(X,Z) appelé variété d’Albanese de X. Si a € X, on dispose d’aprés ce
qui précéde d’un morphisme f, : X — Alb(X). Deux tels morphismes se déduisent
I’un de ’autre en composant par une translation. Plus généralement, un morphisme
de X dans Alb(X) obtenu en composant un morphisme du type ci-dessus avec une
translation sera appelé un morphisme d’Albanese.

Remarque 1.5.2
(i) Si X est une courbe, sa variété d’Albanese n’est rien d’autre que sa jacobienne.
(ii) Si X est une variété abélienne définie sur C, alors tout morphisme d’Albanese
de X dans Alb(X) est un isomorphisme.

Proposition 1.5.3. — Si X est propre et lisse et ax est un morphisme d’Albanese de
X dans Alb(X), alors a% induit des isomorphismes

QN (Alb(X)) = Q(X),
H'(AIb(X), Oan(x)) = H (X, Ox),
Hgg (AIb(X)) 2 Hag(X).

qui sont indépendants du choiz de ax.

Démonstration. — Le premier de ces isomorphismes est un cas particulier du lemme
1.5.1 ainsi que I'indépendance par rapport au choix de ax. Le reste s’en déduit grace
a la décomposition de Hodge.

Définition 1.5.4. — Si G est un groupe commutatif, X est un ensemble et a une
application de X dans G, on appelle sous-groupe de G engendré par a, le sous-groupe
de G engendré par les éléments de la forme a(z) — a(y) pour z,y € X et on dit que
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a engendre G si ce sous-groupe est égal & G. Si a(X) contient 0, alors le sous-groupe
de G engendré par a coincide avec celui engendré par a(X).

Proposition 1.5.5. — Si ax est un morphisme d’Albanese de X dans Alb(X), alors
ax engendre Alb(X).

Nous aurons besoin du lemme suivant.

Lemme 1.5.6. — Si U est un ouvert conneze de C contenant 0 et f : U — C™ est une
application holomorphe vérifiant f(0) = 0, alors le sous-groupe G de C™ engendré par
f(U) est un sous-C-espace vectoriel de C™.

Démonstration. — La démonstration se fait par récurrence sur n. Dans le cas n = 1,
si f est identiquement nulle, le résultat est évident et dans le cas contraire, f(U) est
un ouvert de C contenant 0; il contient donc une boule B(0,r) de centre 0 et de rayon
r > 0, ce qui fait que G contient UrenB(0, kr) = C, d’ou le résultat.

Sin > 2, remarquons qu’il suffit de prouver que G contient un sous-espace vectoriel
E non nul de C™ car dans ce cas, on peut tout projeter modulo FE et utiliser ’hypothése
de récurrence. S’il existe une forme affine L telle que Lo f soit identiquement nulle sur
U, alors L est linéaire car f(0) = 0 et f(U) est contenu dans un sous-espace vectoriel
strict de C™, ce qui permet d’utiliser ’hypothése de récurrence. On supposera donc
dans la suite qu’il n’existe pas de forme affine L telle que Lo f soit identiquement nulle
sur U. En particulier, si on note fi,..., f, les coordonnées de f, alors f, n’est pas
constante et il existe a € U avec f}.(a) # 0. Soit U, = {z—a |z €U} et g: U, - C"
définie par g(z) = f(a + z) — f(a). Comme g/,(0) = f!(a) n’est pas nul, il existe V'
voisinage de 0 tel que g, admette un inverse holomorphe h : V — U, et il existe W C
V ouvert contenant 0 tel que si |r| <1 et 2 € W, alors rf,(2) € V. Soient 0 < a < b
deux entiers et u, 5 : W — C™ ’application définie par u, 5(2) = bg(h(%fn(z))—ag(z).
On s’est débrouillé pour que I'image de W par u, 4 soit contenue dans C™~1, ce qui
permet d’utiliser I’hypothése de récurrence pour montrer que le sous-groupe H, ; de
C"~1 qu’elle engendre est un sous-espace vectoriel de C"~1. Fixons o € W tel que
B = gn(a) # 0. Si u,p est identiquement nulle sur W quels que soient les choix
d’entiers 0 < a < b, la fonction 1 = Bgn—1(h(rB)) — fa—1(a)gn(h(rB)) est nulle dés
que r € QNJ0,1[ et comme elle est holomorphe, elle est identiquement nulle sur le
disque |z| < 1, ce qui implique que la fonction z = Bgn—1(2) — fn—1(a)gn(2) est
identiquement nulle sur U, et donc qu’il existe une forme affine L telle que Lo f soit
identiquement nulle sur U, ce que I’on avait exclu. Il existe donc a,b tels que u, » ne
soit pas identiquement nulle et donc tels que H, 3 ne soit pas réduit & 0, ce qui permet
de conclure puisque H, ; est un sous-groupe de G.

Remarque 1.5.7. — Dans le méme ordre d’idées, on peut montrer (cf. [8], chapitre
ITI, §8, exercice 4) qu’un sous-groupe de R™ connexe par arcs est un sous-R-espace
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vectoriel de R™. Par contre, il existe (cf. [7], chapitre VI, §9, exercice 2) des sous-corps
connexes de C qui ne sont pas des sous-R-espaces vectoriels de C = R & iR.

Revenons & la démonstration de la proposition 1.5.5. Comme deux morphismes
d’Albanese différent par une constante, les sous-groupes qu’ils engendrent sont les
mémes et on peut supposer qu'il existe a € X tel que ax = f,. Soit wi,...,wy une
base de 2!(X) et U un voisinage de a dans X sur lequel les fonctions z — [ w;
sont analytiques. Quitte & remplacer U par un voisinage plus petit, on peut supposer
que U est isomorphe (analytiquement) & la boule B(0,7)? de C?. Si a € B(0,r), le
sous-groupe G, de Q!(X)* engendré par ax({za | z € C, |z| < 1}) est un sous-C-
espace vectoriel de Q' (X)* d’aprés le lemme précédent. Le sous-groupe de Q*(X)*
engendré par ax (U) est la somme des G, et est donc aussi un sous-C-espace vectoriel
de QY (X)*. S'il est distinct de Q(X)*, c’est qu’il existe w € Q!(X) tel que l'on ait
f: w = 0 quel que soit € U, ce qui implique w = 0 puisque U contient un ouvert
non vide de X. On aboutit donc & une contradiction, ce qui prouve que le sous-groupe
Q' (X)* engendré par ax (U) est égal a Q! (X)* et donc, a fortiori, que le sous-groupe
de Alb(X) = Q' (X)*/H,(X, C) engendré par ax (X) est égal & Alb(X), ce qu’il fallait
démontrer.

Remarque 1.5.8. — La démonstration a montré que si U C X contient un ouvert
non vide (et donc en particulier si U est un ouvert de Zariski non vide de X), alors
la restriction de ax & U engendre Alb(X).

2. Propriété universelle de la variété d’Albanese. — Si f : X — Y est un
morphisme de variétés propres et lisses, alors f (resp. f*) induit un homomorphisme
de H,(X,Z) dans H;(Y,Z) (resp. de 2!(Y) dans 22!(X)). On obtient donc, par dua-
lité, un morphisme de tores complexes

Alb(f) : AIb(X) — Alb(Y).

Proposition1.5.9. — Si f : X — Y est un morphisme de variétés propres et lisses
définies sur C, siax : X — AIb(X) et ay : Y — Alb(Y) sont des morphismes
d’Albanese, alors il existe un unique morphisme g : Alb(X) — Alb(Y) tel que le
diagramme

Alb(X) —2— Alb(Y)
ax] [ay
x—I1 .y
commute. De plus, il existe un unique élément z de Alb(Y) tel que, si t, est la trans-

lation par z, alors g = t, o Alb(f).

Démonstration. — Si on remplace ax par a'y = t; oax, ay par ay =t,oay et g
par g’ =t, 0g avec u =y O g(z) ® g(0), alors on a goax = ay o f si et seulement si
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g’ oaly = ay o f (on a utilisé le fait (cf. remarque 1.3.6) qu’un morphisme entre deux
tores complexes est le translaté d’un morphisme de groupes). On peut donc, quitte
a remplacer ax et ay par des translatés, supposer ax(a) = 0 et ay(f(a)) = 0 et il
s’agit de vérifier que Alb(f) est 'unique morphisme g (de groupes puisque on doit
avoir g(0) = 0) tel que l'on ait goax =ayo f

L’unicité d’un tel morphisme vient du fait que la commutativité du diagramme
impose la valeur de g sur ax(X) et que cet ensemble engendre Alb(X) d’aprés
la proposition 1.5.5. Le fait que Alb(f) convient est une traduction de la formule

F®) ,— b g

i fa ¥ = Jo frw
Corollaire 1.5.10. — Si X est une variété propre et lisse définie sur C et f: X — A
est un morphisme de X dans une variété abélienne A et si ax : X — Alb(X) est un
morphisme d’Albanese, alors il existe un unique morphisme g : Alb(X) — A tel que
lUon ait f=goax.

Démonstration. — C’est une conséquence du lemme précédent et du fait que la variété
d’Albanese d’une variété abélienne est la variété abélienne elle-méme.

Remarque 1.5.11

(i) Le corollaire I.5.10 exprime le fait que Alb(X) est la solution d’un probléme
universel concernant les morphismes de X dans les variétés abéliennes. On aurait
d’ailleurs pu remplacer les variétés abéliennes par les tores complexes et les mor-
phismes de variétés algébriques par les morphismes de variétés analytiques dans la
formulation et la démonstration de ce corollaire.

(ii) Cette propriété universelle est 3 la base de la définition algébrique de la variété
d’Albanese (cf. [42] ou [30]) d’une variété lisse connexe mais pas forcément propre.
D’autre part, si X est une compactification lisse de X et ¢ : X — X est I'injection,
I’application Alb(¢) induit un isomorphisme de Alb(X) sur Alb(X), ce qui permet
de se ramener au cas propre (la remarque 1.5.8 permet de prouver la surjectivité
et l'injectivité est une conséquence du fait qu’un morphisme rationnel d’une variété
algébrique dans une variété abélienne est partout défini).

Proposition 1.5.12. —  Si X est une variété propre et lisse définie sur C, le tore
compleze Alb(X) est algébrisable.

Démonstration. — Soit a € X et soit ax la morphisme d’Albanese défini par ax (z) =
(z) — (0). D’apreés la proposition 1.5.5, ax(X) engendre Alb(X) et on peut donc
trouver un ensemble fini d’éléments z;,:¢ € I de X tels que le sous-groupe de Alb(X)
engendré par les ax(z;) soit dense dans Alb(X) pour la topologie usuelle. Si i € I,
soit C; une courbe algébrique irréductible incluse dans X et passant par a et z;.
Soit C; la désingularisée de C;. Composant le morphisme naturel de C; sur C; avec
ax, on obtient un morphisme f; : C; — Alb(X), ce qui nous fournit, grace a la
proposition 1.5.9, un morphisme Alb(f;) : J(C;) — Alb(X). Par construction, 'image
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de Alb(f;) contient celle de f; et donc contient les points ax(a) = 0 et ax(x;). Soit
alors 7 : [[;c; J(ai) — Alb(X), I'application qui & (y;)ier associe ),y Alb(fi)(y:).
L’image de 7 est un sous-groupe de Alb(X) qui contient les ax(z;) et donc est dense
dans Alb(X) ; comme d’autre part, [[;c; J (C~’,) est compact, son image est fermée, ce
qui permet de prouver que 7 est surjective. Il n’y a plus alors qu’a utiliser le fait que

[I;cr J(C:) est algébrisable (corollaire 1.4.2) et la proposition 1.3.5 pour conclure.

Remarque 1.5.13. — On peut montrer que Alb(X) est définissable sur le corps de
définition de X (cf. [42, 30]).

3. Variété de Picard. — On sait associer 4 X un second tore complexe Pic®(X) =
HY(X,0x)/H'(X,Z) appelé variété de Picard de X. Comme H*(X, Ox) = Q1 (X) et
H'(X,Z) = Hom(H1(X,Z),Z), ce tore est le dual de Alb(X) et donc est algébrisable.
Si on utilise la suite exacte de faisceaux

0—Z—0x —0x —0

et que 'on passe & la suite exacte longue de cohomologie associée, on voit que
Pic’(X) = H'(X, 6x)/H*(X,Z) s’identifie au noyau de

ban : HY(X, 0%) — H2(X,Z),

ce qui permet de voir Pic’(X) comme I’ensemble des diviseurs cohomologiquement
équivalent 4 0 modulo les diviseurs des fonctions rationnelles ou comme 1’ensemble
des classes d’isomorphismes de fibrés en droites dont la premiére classe de Chern est
nulle. En plus de ces deux descriptions algébriques, on peut aussi (cf. proposition
1.6.16) décrire Pic’(X) comme le groupe des extensions de Alb(X) par Gy.

Proposition 1.5.14. — Si X est une courbe algébrique propre et lisse, alors les variétés
abéliennes Alb(X) et Pic’(X) sont toutes les deuz naturellement isomorphes d la
jacobienne J de X.

Démonstration. — On a déja remarqué que J était la variété d’Albanese de X . Si Py €
X, on peut considérer I'application qui & P € X associe 'image de P — Py € Div®(X)
dans PicO(X ). Cette application est holomorphe et d’aprés la propriété universelle
de la variété d’Albanese, cette application se factorise & travers la jacobienne J de
X et il existe une unique application f : J — Pic’(X) telle que, si P € X, alors
f({, Po @) = P — P,. Le théoréme d’Abel ou, plus exactement, le corollaire 1.4.11 se
traduit par le fait que f est un isomorphisme.

Proposition 1.5.15. —  Si A est la variété d’Albanese de X eta : X — A est un
morphisme d’Albanese, alors a* induit un isomorphisme canonique de Pic’(A) sur
Pic®(X).

Démonstration. — a* induit des isomorphismes canoniques
QIA) = 01(X) et HY(A,Z)~HY(X,Z),

ASTERISQUE 248



1.5. VARIETES D’ALBANESE ET DE PICARD 51

ce qui permet de conclure.

Remarque 1.5.16. —  Supposons que X est une variété abélienne, ce qui fait que
Pic®(X) est la variété X* duale de X. Par construction, I’espace tangent & l’origine
de Pic®(X) est HY(X,0x) = Q1(X) et donc Q1(X*) qui est le dual de cet espace
tangent est aussi le dual de H!(X, fx). De méme,

HY(X*,C)=0'(X") o Q0 (X*) = Q1 (X)* ® Q' (X)*
est le dual de H!(X, C), d’oi1 'existence d’isomorphismes naturels

Hgp(X*) = Hig(X)*, Har(X) = Hgp(X*)" et Q'(X) = H'(X*, Ox-)",

que nous noterons tous ¢,y car ils sont tous obtenus de maniére analytique en utilisant
la décomposition de Hodge. Nous verrons dans le paragraphe 5 comment algébriser
la situation.

4. Questions de compatibilité. — Soit X une variété abélienne et soit, comme
d’habitude, X le revétement universel de X. Comme Hi(X,Z) est un réseau du R-
espace vectoriel X , on peut identifier H (X, R) 4 I’espace des formes R-linéaires de X
dans R et H!(X, C) a I’espace des applications R-linéaires de X dans C. Maintenant,
si £ est une application R-linéaire de X dans C, la forme différentielle d¢ est invariante
sur X (et en particulier invariante par translation par un élément de H;(X,Z)) et
donc est 'image inverse d’une forme invariante sur X que nous noterons encore d¥.
L’application qui, & £ associe df est un isomorphisme de H!(X, C) sur l’espace des
formes ¥ invariantes sur X, 'image réciproque d’une forme invariante w étant la
forme linéaire dont la restriction & H;(X,Z) est la forme v — [ w. Nous noterons
B(£) la partie de type (0,1) de d?; c’est un élément de Q1(X) et on a pr%3(€) = 9¢.
Proposition 1.5.17

(i) L’application B : H'(X,C) — Q1(X) ainsi définie coincide avec l’application
naturelle de H'(X,C) dans H'(X, Ox) = Q1(X).

(ii) Par restriction, B8 induit un isomorphisme de R-espaces vectoriels de H'(X,R)

sur Q1(X) ; lisomorphisme inverse étant, modulo l’identification
Hl (X’ R) = Hom(Hl (Xa Z), R)>
celui qui, G une forme w, associe la forme linéaire u — [ (v +@).

Démonstration. — L’application qui, & une forme différentielle ¥°° associe sa partie
de type (0,1), induit le diagramme commutatif de faisceaux

0 C ﬁx,%m —Ld—) ker(d N QIX,.:goo — ngfgco) _— 0
J Ji |
0 O an » Ox g0 — ker(5: Qg(’,lcgw — ng?cgw) —0
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et, en passant aux suites exactes de cohomologie, I’application naturelle de H' (X, C)
dans H'(X, Ox). On en déduit le (i). Le (ii) quant & lui, vient de ce que, si a est une
forme harmonique réelle, sa partie de type (1,0) est la conjuguée complexe de celle
de type (0,1).

Soit D un diviseur cohomologiquement équivalent a 0 et soit 6p la fonction théta
normalisée asociée & D. Comme D est supposé cohomologiquement trivial, on a Ep =
0 et lapplication ap fournie par le théoréme 1.3.10 est un morphisme de H;(X,Z)
dans C*. 1l existe alors £p € Hom(H;(X,Z),C) bien défini & un élément de H' (X, Z)
prés tel que lon ait ap(u) = ™2 quel que soit u € Hy(X,Z). La proposition
1.5.17 permet de montrer le résultat suivant.

Proposition 1.5.18. —  L’image de £p par Uapplication 8 représente la classe de D
dans Pic®(X) = Q1(X)/B(H' (X, Z)).

5. Le fibré de Poincaré. — Soit (, ) : H*(X,Z) x H1(X,Z) — Z 'accouplement
canonique et soit Ep la forme bilinéaire alternée sur A = H!(X,Z)® H;(X,Z) donnée
par la formule

Ep((u1,v1), (u2,v2)) = (u1,v2) — (uz,v1).
On peut aussi voir v € H'(X,Z) comme un élément de Hom(H;(X,Z),R) et v €
Hi(X,Z) comme 'élément de Q'(X)* qui & w associe [ w. Tout ceci permet, en

utilisant Papplication 3 définie ci-dessus, d’écrire (u, v) sous la forme v(8(u))+v(B(w)).
On en déduit le fait que, si V = Q1(X) @ Q!(X)*, alors Ep est la restriction & A de
la partie imaginaire de la forme hermitienne Hp définie par

Hp((z1,91), (T2,92)) = 2i(y1(T2) — y2(T1))-
Posons de plus ap(u,v) = ei™(wv)  Comme (u;,v3) € Z, on a

2inEp ((u1,v1),(u2,

ap(uy +ug,v1 +v2) =e *Dap(ug,v1)ap(usz, va)

et au couple (Ep,ap) est associé, via le théoréme d’Appell-Humbert, un fibré en
droites P sur V/A = X* x X appelé fibré de Poincaré.

Proposition 1.5.19

(i) La restriction de P a X* x {0} est triviale.

(ii) Sia € X*, la restriction de P a {a} x X est cohomologiquement triviale et sa
classe dans Pic’(X) = X* est a.

Démonstration. — Soit §p une fonction théta normalisée associée & P et w € Q1(X)
dont I’image modulo B(H'(X,Z)) est égale & a. La restriction de 6p & {w} x Q(X)*
vérifie I’équation fonctionnelle

6p((@,9) + (0,0)) = *™Pp((w,y)), si v H(X,2).

On en déduit le fait que la restriction P, de P & a x X est cohomologiquement triviale
et, comme v(@) = [, @ = [, w, la classe de P, dans Q!(X)/B(H"'(X,Z)) n’est autre,
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d’aprés la proposition 1.5.18, que I'image de w modulo B(H! (X, Z)) c’est-a-dire a. On
montre de la méme maniére que la restriction de P & X* x {0} est triviale, ce qui
permet de conclure.

Remarque 1.5.20. — Un peu plus d’effort permettrait de montrer que les conditions
de la proposition 1.5.19 caractérisent P.

Soit w,...,wq une base de N(X) et wf,...,w} la base de N'(X)* duale de

wWi,...,wg. Si1 <4 < d, on pose de plus wx; = w; et wx+; = ZJT, ce qui fait
que, si Y € {X, X*}, alors les wy,; forment une base de Q! (Y). Si Y € {X, X*}, soit
Oy,1,...,0v,q la base des dérivations invariantes sur ¥ duale de la base wy,1, .. .,wy,q4.

On considére aussi les 8y,; comme des dérivations invariantes sur le revétement uni-
versel ¥ de Y.

Soit 8p une fonction théta normalisée associée & P. Si 1 < j < d, soient Fy,; =
Oy,jlog@p. La forme différentielle dFy,; est I'image inverse sur X* x X d’une forme
différentielle nx ; de seconde espéce sur X* x X et on a, d’aprés la remarque 1.3.13,

d d
(1.5.21) [Plar = = Y wx,; Unx,;j — 3 wxe; Unx= ;.
=1 i=1

L’équation fonctionnelle de fp et la forme particuliére de Hp font que, si Y €
{X,X*},sil1 < j<detsiue H(Y,Z) C H(X x X* Z), alors Fy,; est in-
variante par translation par u et donc son image dans Hjg (X x X*) atterrit dans
H}p(Y*). On en déduit en particulier le fait que [P]ar appartient au sous-espace
H}p(X) ® Hig(X*) de H2;(X) et donc nous fournit un morphisme de H (X) sur
le dual de H}i (X*) qui est un isomorphisme car Hp est non dégénérée. Cet isomor-
phisme sera noté tgg et la formule 1.5.21 se traduit par le fait que tgr envoie la base
—WX 15y —WX,dy X% 15 - -, Nx=,a de Hig (X) sur la base de Hig (X*)* duale de la
base nx,1,--,MX,dyWX* 1,---,wx= . La restriction de tqr & Q!(X) permet d’identi-
fier 0!(X) au dual de H'(X*, Ox-) et, par définition ou presque, — ijl nx,; QWx,j
est, modulo cette identification, l'identité de H!(X*, Ox-)*.

1.6. Extensions de variétés abéliennes

1. Fibrés en groupes algébriques. — Si X est une variété algébrique, on note
Ox le faisceau structural de X et Ox ., le faisceau structural de X considéré comme
une variété analytique. Si G est un groupe algébrique commutatif, on note G(&x)
(resp. G(Ox,an)) le faisceau qui, & un ouvert U de X pour la topologie de Zariski
(resp. la topologie usuelle), associe le groupe des applications holomorphes de U dans
G.
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Définition 1.6.1. — Si X est une variété algébrique et G est un groupe algébrique
commutatif, un morphisme Y Ty X de variétés algébriques (resp. analytiques) est dit
étre un G-fibré algébrique (resp. analytique) au-dessus de X si
(1) Y est muni d’une action de G, ce qui signifie que I’on a un morphisme Y xG — Y
de variétés algébriques (resp. analytiques), associant au couple (y, g) € Y x G ’élément
y+,g de Y, vérifiant les conditions suivantes
(a) m(y+g9) = 7(y), quels que soient y € Y et g € G,
(b) y+40, = y quel que soit y € Y,
(€) y+o(9+c9") = W+c9)+c g quels que soient y € Y et g,9' € G.
(ii) Si z € X, il existe un voisinage ouvert U de z pour la topologie de Zariski (resp.
la topologie usuelle) et une section holomorphe sy : U — Y de 7 tels que l’application
qui, & (z,9) € U x G associe sy(z)+gg soit un isomorphisme de U x G sur 7~1(U).

SiY -5 X est un G-fibré algébrique (resp. analytique) au-dessus de X, on peut
donc trouver un recouvrement ouvert % pour la topologie Zariski (resp. usuelle) tel
que pour tout U € %, le morphisme 7 admette une section holomorphe sy : U = Y.
D’autre part, si z € X et y1,y2 € 7 *(a), il existe un unique élément g de G tel que
Pon ait yo = y1+,9, autrement dit, la fibre au-dessus de a est un espace homogéne
principal sous 'action de G. Cela implique que, si U et V sont deux éléments de %,
il existe une (unique) fonction holomorphe fyy sur UNV & valeurs dans G telle que
siz € UNV, alors sy(x) = sv(z)+¢ fu,v(z). Les (fu,v)u,vea forment un cocycle de
Cech a valeurs dans G(&x) (resp. G(Ox an)) pour le recouvrement % et si on change
les sy, ce cocycle est modifié par un cobord, ce qui permet d’associer au fibré Y’ I x
une classe bien définie dans H(X, G(0x)) (resp. H'(X,G(Ox,an))) ne dépendant
que de la classe d’isomorphisme du fibré.

Réciproquement, & partir d’un tel cocycle, on construit un G-fibré au-dessus de
X en recollant les (U X G)yca en identifiant les éléments (z,9) de U x G et
(z,9+cfuv(z)) de V x G siz € UNV, ce qui nous donne le résultat suivant.

Proposition 1.6.2. — Si X est une variété algébriqgue et G est un groupe algébrique
commutatif, application qui, G une classe d’isomorphismes de fibrés algébriques (resp.
analytiques) en G au-dessus de X, associe sa classe dans H'(X,G(0x)), (resp.
HY(X,G(Ox,an))) est une bijection.

Un fibré algébrique au-dessus de X donne naissance de maniére évidente & un
fibré analytique et cette application induit en passant aux classes de fibrés ’applica-
tion naturelle de H!(X,G(fx)) dans H'(X,G(Ox,an))- Si on suppose de plus que
X est compacte et G = G, ou G = G, cette application est un isomorphisme
d’aprés GAGA. En effet, dans le cas G = G,, le faisceau G(Ox) = Ox est cohé-
rent et I’isomorphisme en question est un cas particulier du principe GAGA général
([41],proposition 17 pour le cas projectif et [29] pour le cas général), et dans le cas
G, on a G (Ox) = O% et H (X, 0%) (resp. H'(X, 0% ,,,)) classifie les fibrés en
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droites algébriques (resp. analytiques) au-dessus de X et comme un tel fibré est donné
par un faisceau localement libre de rang 1 et donc cohérent, on peut de nouveau uti-
liser le principe GAGA (cf. [41], prop. 18, pour les détails). L’isomorphisme ci-dessus
se traduit de la maniére suivante.

Proposition1.6.3. — Si G = G, ou G = Gy, si X est une variété algébrique propre
et lisse et si Y — X est un G-fibré analytique en G au-dessus de X, il existe une
unique structure de variété algébrique surY telle que m soit un morphisme de variétés
algébriques et Y Ty X est alors un G-fibré algébrique au-dessus de X .

Remarque 1.6.4. — La proposition précédente ne signifie pas qu’il existe une unique
structure de variété algébrique sur Y (cf. remarque 1.7.6)

2. Formes différentielles et fibrés en groupes. — Dans tout ce paragraphe, on
suppose que X est une variété algébrique propre et lisse et la proposition 1.6.3 nous
permet d’identifier fibrés algébriques et fibrés analytiques en G, ou G,, au-dessus de
X ; nous passerons donc librement d’une notion & ’autre sans plus de commentaire.
Notre but est de décrire ces fibrés en termes d’intégrales de seconde et troisiéme
espeéces.

Pour traiter simultanément les formes différentielles de seconde et troisiéme espéce,
nous allons d’une part associer & une telle forme 5 un groupe algébrique G,, qui sera
le groupe G, (resp. G,) si 7 est de seconde (resp. troisiéme) espéce et d’autre part
identifier G,,, & C/2inZ via I’application logarithme, ce qui nous améne & introduire
la définition suivante.

Définition 1.6.5. — Si X est une variété algébrique et U est un ouvert de Zariski de
X, une fonction f : U — C/2inZ est dite rationnelle si la fonction exp f : U — C*
est une fonction rationnelle.

11 faut faire attention au fait qu’avec ces conventions, la différentielle d’une fonc-
tion & valeurs dans G,, = C/2inZ correspond 4 la différentielle logarithmique de la
fonction & valeurs dans C*. Le lecteur qui ne se sent pas a ’aise avec ces conventions
pourra remplacer C/2inZ par C* et les intégrales de troisiéme espéce par leurs expo-
nentielles dans tout ce qui suit. Un exemple typique de ce que cette convention permet
de faire est la réunion des propositions 1.3.14 et 1.3.15 et de leurs démonstrations en
I’énoncé suivant.

Proposition 1.6.6. — Soit X une variété abélienne. Si n est une forme différentielle
de seconde ou troisiéme espéce sur X , il existe une fonction rationnelle f, sur X x X
a valeurs dans G, unique d addition d’une constante pres, telle que l'on ait df, =
dn. De plus, cette fonction vérifie génériquement la relation f,(z,y) = fy(y,z) et la
relation de cocycle

fn(w’ y)_G,, fn(z+xy> z)+c,, fn(x’ Y+x z)'—'c,, fﬂ(za y) = Oc,,
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et est obtenue en descendant ¢ X x X la fonction sur XxX définie par la formule
f:+ypr}n —a, JZ prym ~a, Pr’x7, ot a est n'importe quel point de X en lequel prn

est définie.

Revenons au cas général. Si 1 est une forme de seconde ou troisiéme espéce sur X,
on peut lui associer une classe dans H'(X, G, (0x)) : si n est de seconde espéce, on
utilise la proposition 1.1.17 et la projection de Hg (X) sur H}(X, Ox) et si 7 est de
troisiéme espéce, on lui associe I’élément [Div(n)]a, de H!(X, 6%). D’autre part, on
appelle présentation de 5 la donnée (%, (ny)veca ), o Z est un recouvrement ouvert
fini de X pour la topologie de Zarisiki ne contenant pas ’ensemble vide et, si U € %,
nu est une forme différentielle holomorphe sur U telle que ny — 7 soit la différentielle
d’une fonction rationnelle & valeurs dans G,,.

Soit X le revétement universel de X. Nous noterons pry la projection naturelle de
X sur X. Soient 7 une forme différentielle de seconde ou troisiéme espéce sur X, Uy
un ouvert de Zariski de X sur lequel 7 est holomorphe, a € Uy et @ € pr}l({a}). on
fait agir v € m(X,a) sur G, par translation par [ 7. Le quotient X, de X x G,
par l’action diagonale de m1(X,a) est muni d’une projection naturelle 7 sur X qui
fait de X, T4 X un fibré en G, au-dessus de X. D’autre part, ’application qui a
z € pry* (Up) associe 'image du couple (z, f; pryn) € X x G, dans X, ne dépend
que de prx(z) et donc nous définit une section holomorphe s, : Up = X,.

Proposition 1.6.7
Sous les hypothéses précédentes, la classe de X, dans H'(X,G,(Ox)) est limage
de n et s, est une section rationnelle de .

Démonstration. — Soit (%, (nu)uea ) une présentation de 7. Soit a € Nyea U. Si
U,V € %, la fonction fyv(z) = [ (nu — nv) est une fonction & valeurs dans G,
rationnelle sur X, holomorphe sur U NV et les (fu,v)uvea forment un cocyle de
Cech repésentant la classe de 1 dans H'(X, G,,(Ox)). D’autre part, siz € UNV, on
a Sumy (T) = svy (av)+,317 fuv(z), ce qui prouve que les (fu,v)v,vea représentent
aussi la classe de X,, dans H'(X, G,(0x)).

Quitte & raffiner %, on peut supposer que si U € %, il existe une section ration-
nelle sj; : U = Y, de m. On a alors sp; = SIV"'G,,QU,V sur UNV, oules (guv)uvew
forment un cocyle de Cech représentant la classe de X,, dans H'(X,G,(fx)). On en
déduit I’existence de fonctions rationnelles (hy)yea avec hy holomorphe sur U telles
que Pon ait fU,V—GngU,V = hU—G17 hy sur UNV. On a alors sy = s'U+G,7 hU-l-G,7 cu,
ol cy est la restriction & U d’une fonction holomorphe ¢ de X dans C. Comme X est
compacte, cette fonction est constante, ce qui montre que sy est une section ration-
nelle. Pour terminer la démonstration, il suffit de remarquer que ’on peut imposer
Uo €U et ny, =1.
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Remarque 1.6.8. — Dans le cas oi X est une variété abélienne, X est un C-espace
vectoriel et donc un groupe de Lie complexe et X,, acquiert une structure de groupe
de Lie commutatif, ce qui fait de la suite

0—G,— X, X —0

une suite exacte de groupes de Lie commutatifs complexes.

Remarque 1.6.9. — Comme l'application qui & u € (X, a) associe [, 7 se factorise
a travers H;(X,Z)/tors, on peut prendre pour X le le revétement abélien de X
de groupe de Galois H;(X,Z)/tors au lieu du revétement universel pour faire la
construction de X,.

3. Extensions de variétés abéliennes. — Soient X une variété abélienne et G
un groupe algébrique commutatif, que ’on peut aussi voir comme un groupe de Lie
commutatif complexe.

Définition 1.6.10. — On appelle extension de X par G une suite exacte
0—G—Y5HX—0

de groupes de Lie commutatifs complexes. On commettra souvent ’abus de noter
b . . .
Y — X ou méme tout simplement Y cette extension.

SiY et Y’ sont deux extensions de X par G, on en fabrique une troisiéme en
prenant pour Y” le quotient de

{(z,2') e Y xY' | n(z) =n'(2")} x G
par
{(,9,9") e G® |y =y +1y'}.

L’ensemble Ext(X, G) des classes d’isomorphismes d’extension de X par G muni de
la loi de composition ci-dessus est un groupe dont 1’élément neutre est 1’extension
triviale X x G.

Remarquel1.6.11. — SiY T4 X est une extension de X par un groupe algébrique G,
on peut on peut aussi voir Y ™ X comme un G-fibré au-dessus de X , ce qui permet
de lui associer une classe dans H' (X, G(Ox an))-

Si G = G, ou G = G,,,, on note fib I’application de Ext(X, G) dans H' (X, G(0x))
Papplication ainsi définie. Cette application sera étudiée en détail au §5.
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4. Systémes de facteurs. — Soient X une variété abélienne et G un groupe
algébrique commutatif. On appelle G-systéme de facteurs rationnel et symétrique
sur X toute fonction rationnelle f : X x X — G telle que 'on ait génériquement
f(z,y) = f(y,z) et qui vérifie 'identité générique

L’ensemble des G-systémes de facteurs rationnels et symétriques sera noté SF(X, G).
Si g est une fonction méromorphe sur X, la fonction dg : X x X — G définie par
09(z,y) = g(x+,y)—c9(x)—c9(y) est un G-systéme de facteurs rationnel et symé-
trique sur X ; un tel systéme sera dit trivial. En particulier, une fonction constante est
un systéme de facteurs trivial. On note H%(X, G) le groupe des classes de systémes de
facteurs additifs rationnels et symétriques modulo les systémes de facteurs triviaux.

D’aprés la proposition 1.6.6, si 7 est une forme différentielle de seconde ou troisiéme
espéce sur X, il existe un G,-systéme de facteurs rationnel et symétrique f, tel que
lon ait df, = dn et f, est bien déterminé & addition d’une constante prés. On note sf
les applications de DSE(X) et DTE(X) dans SF(X,G,)/C et SF(X, G,,)/(C/2inZ)
ainsi définies.

Proposition 1.6.13. —  Les suites
0 —s 01(X) —s DSE(X) 5 sF(x, G,)/C —0

0 — Q'(X) — DTE(X) 35 SP(X, G.)/(C/2inZ) — 0
sont exactes.

Démonstration. — La seule chose non évidente est la surjectivité des applications sf.
Soit wy,...,ws une base de Q'(X) et 8y,...,04 la base de I’espace des dérivations
d’ordre 1 invariante sur X duale de w,...,w4. On considére les J; aussi comme des
dérivations invariantes sur X. Si n € N, on définit pour 1 <m <mnetl1l<i<d
Popérateur O, ; sur X" et la forme différentielle wy, ; comme les images inverses de
0; et w; par la projection de X™ sur le m-iéme facteur.

Soit f un G-systéme de facteurs rationnel et symétrique sur X. Si on applique 93 ;
puis 02 ; & l'identité 1.6.12, on obtient les deux identités

(1614) a2,if(yaz) - 02,if(x+xy’ Z) + 32,if(za y+x Z) =0
(1.6.15) al,jag,if(y, Z) - 81,j62,if(x+xy,z) + Bg,jaz,if(z,y+xz) =0,

d’ou 'on déduit, en échangeant les roles de i et j et en utilisant le fait que ’opérateur
02,02, — 02,02, est identiquement nul, I'identité

(01,i02,i — 01,i02,5) f (T+x y,2) = (01,j02,s — 01,i02,5) f (y, 2)

qui implique que (01,;02;; — 01,i02,;) f(z + y,2) ne dépend pas de = et comme elle
s’annule en z = z — y grice a la symétrie de f, elle est identiquement nulle.
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Soit alors D un diviseur de X x X contenant les poles de f et a € X tel que D ne
contienne pas X x {a}. On déduit de ce qui précéde le fait que la forme différentielle
Na = Zle 02,if(z— 4 a,a)w; est une forme différentielle fermée. Si n = Z‘::l fiw; est
une forme différentielle sur X, alors é7 est donné par la formule

d

o1 =3 ((file+x) = fi(@)wri + (filo+xy) — fily))wns)-

=1

On en déduit la formule

d
one — df = Z(aQ,if(aH'xy—xa’a) — 03,if(z—xa,a) - 81,if(a:,y))w1,i

=1

d
+ 2(62,if(m+x Y—xa, a) - 62,if(y-xa" a) - 82,i.f(xa y))w2,i

=1

et Iidentité 1.6.15 utilisée pour le triplet (z—, a,y,a) au lieu de (z,y, z) montre que,
si 1 <14 < d, la composante de 7, — df sur wy; est identiquement nulle et comme la
forme différentielle 7, — df est symétrique en les deux facteurs, cela implique qu’elle
est nulle et donc df = 7.

Cette identité montre que 7, a des singularités du méme type que df ; en parti-
culier, 7, est de seconde (resp. troisiéme) espéce si et seulement si df est de seconde
(resp. troisiéme) espéce, c’est-a-dire si et seulement si G = G, (resp. G = Gp).
Finalement, l'identité df = 7, implique f = sf(n,), ce qui termine la démonstration
de la proposition.

Les diagrammes

0—— c(x)/,c —4 . cx))c——0

l lo

0 QL(X) psSE(x) - sF(x, G.)/Cc — 0

et

0 —— c(x)*/cr —4 cxyrjer —— o0

1d log 16
sf

0 — Q1(X) —— DTE(X) —>— SF(X, Gn)/C* —— 0

sont commutatifs. On en déduit, en utilisant la suite exacte 1.1.7, le corollaire 1.1.16
et le fait que H2(X,Z) n’a pas de torsion et donc que Div™(X) = Div®(X), des
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isomorphismes (encore notés sf)
DTE(X)
(X)) + {df, feC(X)}
DSE( ) Div®(X)
) + { - feC(x } {Dlv(f feC(X)*}

~ HY(X, 0x) > H2(X G.),

—PICO(X) H*(X,Gp).

5. Extensions et systémes de facteurs. — Soit G = G, ou G = G,,. Soit
Y 55 X une extension de X par G et soit s : X — Y une section rationnelle de 7
(I’existence d’une telle section est une conséquence de la proposition 1.6.3). L’appli-
cation qui a (z,y) € X x X associe ds(z,y) = s(z+,y)—, s(x)—, s(y) est un systéme
de facteurs rationnel et symétrique sur X. D’autre part, si s’ : X — Y est une autre
section rationnelle de 7, alors g = s'— s est une fonction rationnelle de X dans G et
ds' = ds+,0g, ce qui nous permet d’associer & une extension de X par G un élément
bien défini de H2(X, G) et Papplication 6 de Ext(X,G) dans H?(X,G) ainsi définie
est un morphisme de groupes.

Proposition 1.6.16. —  L’image de Ext(X, G,,) dans H (X, %) par fib est incluse
dans Pic’(X). De plus, les diagrammes

Ext(X, G,) fib HY(X, 6x)

H*(X,G)

Ext(X, Gn) fib Pic®(X)

H*(X,Gm)

sont commutatifs et tous les morphismes qui les composent sont des isomorphismes

Démonstration. — La démonstration nécessite plusieurs résultats préliminaires.

Lemme 1.6.17
(i) Les applications

fib fib

Ext(X,G,) — H'(X,0x) et Ext(X,Gp)— H(X,O0%)

sont des morphismes de groupes injectifs.

(ii) Les applications
Ext(X,Ga) 05 HX(X,Ga) et Ext(X,Gnm) -2 H(X,Gn)

sont des morphismes de groupes injectifs.
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Le fait que ces applications soient des morphismes de groupes est plus ou moins
immédiat sur la définition de la loi de groupe sur Ext(X, G). D’autre part, si G est un
groupe algébrique, une extension Y de X par G a pour image 0 dans H! (X, G(Ox an))
si et seulement si il existe une section holomorphe s de X dans Y. Quitte & composer
cette section avec la translation par —, s(0, ), on peut de plus supposer que s(0, ) =
0, . L’application de X x X dans Y qui & (z,y) associe s(z+,y)—, s(z)—, s(y) est
holomorphe et & valeurs dans G et dans le cas ot G = G, ou G = G,,, comme X est
compacte, cette application est constante et donc identiquement nulle puisque nulle en
(0,,0,). Ceci implique que s est un morphisme de groupes et donc que Y = X x G.
On en déduit I'injectivité des applications fib.

Passons 4 celle des applications §. Si I'image d’une extension Y’ T X dans H? (X,G)
est nulle c’est que I’on peut trouver une section rationnelle s : X — Y de 7 telle que
Pon ait génériquement s(z+, y) = s(z)+, s(y). Cette derniére formule permet de pro-
longer s en un morphisme partout défini de X dans Y (il suffit, si U est un ouvert
de Zariski non vide sur lequel s est définie de prendre y € U N (U—, z) et de poser
s(z) = s(z+,y)—, s(y)) et le morphisme obtenu ainsi est un morphisme de groupes,
ce qui prouve comme ci-dessus que I’extension est triviale et termine la démonstration
du lemme.

Lemme 1.6.18. — Sin est une forme différentielle de seconde ou troisiéme espéce, si
X, est Uextension de X par G, de la remarque 1.6.8 et si s, : X = X, est la section
rationnelle de la proposition 1.6.7, alors ds, = sf(n).

Démonstration. — Soit U un ouvert de Zariski de X sur lequel 5 est holomorphe. Si
on revient & la définition de sy, et si T et ' sont des relévements de z et ' dans X,
on obtient

T+T
5@+ x8") =, 80(8) = x, 50(2") = / prin—c, /
a a

et la proposition 1.6.6 permet de conclure.

T

Prxn —g, /~ prx7
a

Revenons & la démonstration de la proposition 1.6.16. Dans le cas de G,. La sur-
jectivité de l’application fib sur H!(X, fx) est une conséquence de l’existence de
P’extension X,. On en déduit le fait que fib est un isomorphisme (I’application qui
a 7 associe X, permet d’ailleurs d’expliciter son inverse) et la commutativité du
diagramme qui résulte du lemme 1.6.18 implique, compte-tenu de ce que sf est un
isomorphisme, que 4 en est un aussi. Ceci permet de conclure dans le cas de G,.

Le cas de G, est un peu plus délicat car fib n’est pas une surjection sur H!(X, 6%),
mais l'existence de I'extension X, si 1 est une forme de troisiéme espéce montre
que l'image de fib contient Pic®(X). Notons (provisoirement) Ext(X, G,,)° I'image
inverse de Pic’(X) par I’application fib. La commutativité du diagramme obtenu en
remplagant Ext(X, G,,) par Ext(X,G,)° résulte comme précédemment du lemme
1.6.18 et combinée avec le fait que sf est surjectif, elle implique que la restriction de
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d a Ext(X, G,,)° est surjective. On termine la démonstration en utilisant I’injectivité

de 4.

Proposition 1.6.19. — Si X est une variété abélienne, G € {G,,Gn,} et si

0—G—oY X —0

est une extension de X par G, il eriste une unique structure de variété algébrique
sur'Y faisant de m un morphisme de variétés algébriques. De plus, si on munitY de
cette structure de variété algébrique, alors l’addition devient un morphisme de variétés
algébriques de Y x Y surY et la suite exacte ci-dessus devient une suite exacte de
groupes algébrigues commutatifs.

Démonstration. — L’unicité d’une structure de variété algébrique faisant de = un
morphisme de variétés algébriques est un cas particulier de la proposition 1.6.3. On
peut supposer pour démontrer le reste de la proposition que Y est I’extension X, de la
remarque 1.6.8, oil 77 est une forme de seconde ou troisiéme espéce suivant que G = G,
ou G = G,,. Soit U un ouvert de Zariski de X sur lequel 7 est holomorphe. On dispose
alors d’une section rationnelle s, : U = X, de 'application 7 et ’application qui &
(z,9) associe T+ g = T+, g est un isomorphisme de varietés algébriques de U x Gy,
sur 7~1(U). Si on regarde ce que devient la loi d’addition sur X, sur U x G,,, on obtient

(z,9)+x, (@', 9") = (s5(2)+x,9)+x, (50(z"),9")
= sy(T+x2")+x, (30(2)+x, 80(2")—x, s’l(z+xxl)+x,,g+x,,gl)
= (e+52',9+¢, 9~ g, 08 (2,2"))
Ceci implique que I’addition sur X, est génériquement donnée par un morphisme

algébrique et comme elle est partout holomorphe, c’est un morphisme de variétés
algébriques. Ceci permet de conclure.

Remarque 1.6.20

(i) On pourrait vérifier que la loi d’addition sur X, est partout définie par des
formules algébriques en partant d’une présentation (%, (nu)vea ) de n et en écrivant
explicitement les formules d’addition

(U xGp) x(VxGy —WxGy

pour U VW e %.
(ii) Si f € SF(X,G), on peut définir une loi de «groupe birationnel» sur X x G
par la formule
(z,2) ® (2',2') = (x+, 7, 2+ 572 — g f(z,2')).
La proposition précédente permet de définir un vrai groupe algébrique birationnelle-

ment équivalent 3 ce groupe birationnel ; il s’agit 14 d’un cas particulier d’un théoréme
de Weil (cf. [44], chap.V, §5).
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(iii) Il ne faut pas conclure de la proposition précédente qu’il existe une unique
structure de groupe algébrique sur Y (cf. remarque 1.7.6).

6. Formes différentielles et groupes algébriques

Proposition 1.6.21. —  Si X est une variété algébrique propre et lisse, si n est une
forme différentielle de seconde ou troisiéme espéce sur X et si U est un ouvert sur
lequel n est holomorphe, il existe un morphisme f de variétés algébrigues de U dans
un groupe algébrique commutatif Y et une forme différentielle algébrique w invariante
surY tels que 'on ait n = f*w

Démonstration. — Soient a € X et ax le morphisme d’Albanese de X dans Alb(X)
associé & a. Soit Y, l’extension de Alb(X) par G, définie par ¥; = (Q1(X)* x
X)/ty(H1(X,Z)), ot tn(u) = (ax(u), [, n) et ax(u) est la forme linéaire w = [ w
sur Q' (X). La forme différentielle dz sur C ou C/2iwZ peut se voir aussi comme une
forme différentielle sur Q'(X)* x G,, invariante par translation et est donc 'image
inverse d’une forme différentielle w invariante sur X,.

Soient X le revétement abehen de X de groupe de Galois H; (X Z)/tors et pry
la projection naturelle de X sur X. Si on choisit un point a de X au-dessus de a,
Papplication ax se reléve de maniére unique en une application de X dans Q(x)*
(cette application n’est autre que celle qui & z associe la forme linéaire w — f; w
et X est le produit fibré de 01(X)* et de X au-dessus de Alb(X). Si on fait alors
agir u € Hi(X,Z) sur G, par translation par [ 7, ce qui nous donne une action de
H,(X,Z) sur X x C, le composé de

£ x 0@ xc— Y,

se factorise en une application ax de X, = ()’f x C)/H,(X,Z) dans Y; qui fait de X,
le produit fibré de X et Y;, au-dessus de Alb(X). Comme X,, est le G, -fibré au-dessus
de X dont la classe dans H!(X, Ox) est celle de n (cf. proposition 1.6.7), cela fait de
ax un morphisme de variétés algébriques. Maintenant, d’aprés la proposition 1.6.7,
Papplication qui & = € pry'(U) associe I'image de (z, [5 prn) € X x G, dans X,
se factorise en un morphisme algébrique de U dans X, et un petit calcul montre que
'on a n = sya%w, ce qui permet de conclure.

Remarque 1.6.22. — La démonstration permet de préciser 1’énoncé précédent. Si 5
est une forme de seconde espéce, on peut prendre pour Y une extension de Alb(X)
par G, et imposer que si ¢ désigne I'injection de G, dans Y, alors t*w = dz et si g
est une forme de troisiéme espéce, on peut prendre pour Y une extension de Alb(X)

par G, et imposer que si ¢ désigne I'injection de G,,, dans Y, alors t*w = —.

Finalement, si X est une variété abélienne, on a Alb(X) = X et on peut de plus
imposer & f d’étre une section de la projection de Y sur X.
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Proposition 1.6.23. —  Si X est une variété algébrique lisse et n est une 1-forme
différentielle fermée holomorphe sur X, il existe un groupe algébrique commutatif Y,
un morphisme algébrique f : X — Y et une 1-forme différentielle w invariante surY
tels que l’on ait n = f*w.

Démonstration. — D’aprés le théoréme de résolution des singularités, on peut com-
pactifier X en une variété lisse X. La forme différentielle 5 s’étend en une forme
différentielle rationnelle sur X que 1’on peut, utilisant le corollaire I.1.16, écrire sous
la forme ng + E:;l A\ini, ot g est de seconde espéce sur X et les 7;, pour 1 < i <n,
sont de troisiéme espéce sur X et on peut se débrouiller pour que les 7; soient toutes
holomorphes sur X. D’aprés la proposition 1.6.21, si 0 < i < n, il existe un groupe
algébrique Y;, un morphisme algébrique f; : X — Y; et une forme différentielle w; inva-
riante sur Y; tels que 'on ait n; = f*w;. Il suffit alors de prendre pour Y le produit des
Y;, pour f le produit des f; et de poser w = wp + > i ; Aiw; € Q1Y) = @2, (V3),

1.7. Extension universelle et formes de troisiéme espéce

1. L’extension universelle d’une variété abélienne. — Dans tout ce chapitre,
nous nous intéressons aux extensions d’une variété abélienne par des espaces vectoriels
(i.e. des groupes algébriques commutatifs s’écrivant comme une somme directe de G,).
Si f : E — E' est un morphisme d’espaces vectoriels et Y T4 X est une extension de
X par E, on peut utiliser f pour pousser cette extension en une extension fY de X
par E' de la maniére suivante. On pose Y' = (Y x E')/{(~e, f(e)) | e € E} et on a
un diagramme commutatif d’extensions

(G) 0 E Y X 0
lf lf lid
(fG) 0 E' y' T x 0,

les morphismes f:et «' étant les morphismes évidents. Ceci nous fournit un morphisme
de groupes f. : Ext(X, E) - Ext(X, E').

Si I est un ensemble fini et si on dispose pour i € I d’une extension 0 — E; —
Y; T X 50de X par un groupe de Lie commutatif E;, on définit la somme directe
Y = @e1Y; de ces extensions comme le produit fibré des Y; au-dessus de X. De
maniére explicite,

Y = {(z:)ies € [[¥i | milm:) = mj(z;) sii,j € I}.
il
Ceci fait de Y une extension de X par E = ®;c1E;. On obtient donc de cette maniére
une application de @;c5 Ext(X, E;) dans Ext(X, ®;crF;) qui est un isomorphisme,
son inverse étant ’application @®;cr(pi)«, out p; désigne la projection de E sur E; de

ASTERISQUE 248



1.7. EXTENSION UNIVERSELLE ET FORMES DE TROISIEME ESPECE 65

noyau @;x;E;. On peut utiliser ce qui précéde pour ramener 1’étude des extensions
de X par un espace vectoriel 4 celui des extensions de X par G,. En particulier, on
déduit de la proposition 1.6.17 le résultat suivant.

Proposition 1.7.1. — Si X est une variété abélienne et E est un espace vecto-
riel, application qui, d une extension de X par E associe sa classe en tant que
E-fibré au-dessus de X, induit un isomorphisme de Ext(X,E) sur H*(X,0x)®E =
Hom(H'(X, Ox)*,E)

Définition 1.7.2. — On appelle extension universelle de X, I’extension X de X par
H(X,0x)* dont la classe dans End(H' (X, 6x)*) est I'identité.

Remarque 1.7.3. — D’aprés ce qui précéde, si E est un espace vectoriel, si 0 - E —
Y — X — 0 est une extension de X par E et si ay € Hom(H! (X, Ox)*,E) est la
classe de Y, il existe un unique morphisme @y de groupes algébriques de X dans Y
rendant commutatif le diagramme suivant d’extensions

0—— HY(X, Ox)* X’ > X
e o
0 E
Proposition 1.7.4. —  Si n est une forme différentielle de seconde espéce sur X, il

existe une unique forme différentielle w invariante sur X et une fonction rationnelle
F sur X unique & addition d’une constante prés telles que l’on ait 7*n — w = dF.

Démonstration. — D’aprés la remarque 1.6.22, il existe une extension Y ﬂ)X de
X par Gg, une forme différentielle w, invariante sur ¥ et une section rationnelle
sp : X =Y de m, telles que 'on ait n = sywy,. D’autre part, f = sy o m;—, id est
3 valeurs dans kerm, = C et est donc une fonction rationnelle sur X, ce qui nous
donne m;n = wy + df. Finalement, d’apres la propriété universelle de X , il existe un
morphisme « : X — Y de groupes algébriques tel que ’on ait 7 = m, o, ce qui nous
donne m*n = a*(7;n) = *w + df o a. On en déduit l'existence d’une décomposition
avecw = a*wp et F = foa.

Pour démontrer 'unicité, il suffit de montrer qu’une fonction rationnelle f sur
X dont la différentielle est invariante est une fonction constante. Comme df est in-
variante, la fonction f(z @ y) — f(z) — f(y) est constante. En composant avec la
projection de H}g (X )* sur X, on obtient une fonction méromorphe f sur H R(X)*
telle que la fonction f flz+y) - ( ) — f(y) est constante, ce qui, _d’aprés le lemme
1.3.4, implique que f est une fonction affine et quitte & retrancher f (0) on peut sup-
poser que f est C-linéaire. D’autre part, f est périodique de période H; (X, Z) et donc
vérifie f(u) = f(0) = 0 quel que soit u € Hy (X,Z), ce qui, compte-tenu du fait que
H1(X,Z) engendre Hjg(X)*, implique f = 0 et permet de conclure.
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2. L’extension universelle de la variété d’Albanese. — Soit X une variété
propre et lisse définie sur C. L’application qui & u € H;(X,Z) associe la forme li-
néaire fu w permet de considérer H;(X,Z) modulo torsion comme un sous-groupe de
Hg (X)*.

Proposition 1.7.5. — Si X est une variété propre et lisse définie sur C, alors la suite
ezacte

0 — HY(X, Ox)* — HIx(X)*/Hy(X,Z) 5 QY (X)*/Hy(X,Z) — 0,
obtenue en dualisant la suite exacte
0 — QX)) — Hig(X) — HY(X,0x) — 0

et en passant au quotient par Hy(X,Z), est l'extension universelle de Alb(X).

Démonstration. — Comme un morphisme d’Albanese induit des isomorphismes de
tous les objets apparaissant dans la suite exacte ci-dessus sur ceux apparaissant dans la
suite exacte obtenue en remplagant X par Alb(X), on peut supposer que X = Alb(X),
c’est-a-dire que X est une variété abélienne.

Notons Y I’extension ci-dessus. Identifions H(X, #x) au sous-C-espace vectoriel
Q1(X) de Hig (X), ce qui permet d’écrire Hg (X)* sous la forme OI(X) e (X)* =
QL(X )* ® X, oti, comme d’habitude, X désigne le revétement universel de X. Soient
M,---,Na une base de Q1(X) et nf,...,n; la base de Ql(X)* duale de #,...,nq. Si
1 <i<d,soit f; : QUX )* — C l’application qui & = associe sa i-éme coordonnée
dans la base n}, . .., n}. Par définition ou presque, si u € Hy(X,Z) et 1 <14 < d, alors
fi(w) = [, mi, ce qui fait que Pextension f;Y, s’identifie naturellement & I’extension
X, de X par G, de la remarque 1.6.8; en particulier, sa classe dans H Y(X,Ox) n'est
autre que 7;. Finalement, comme Ef=1 fi ® nf est l'identité de Q1(X )*, la classe de
Pextension Y est égale 3 E;Ll n; ® N}, c'est-a-dire & I'identité de H'(X, Ox), ce qu’il
fallait démontrer.

Remarque 1.7.6. — Si X est une variété abélienne, le choix d’une base de Hy (X, Z) sur
Z nous fournit un isomorphisme analytique de (C/Z)¢ sur X = Hlg (X)*/H\(X,Z),
ce qui fait que ’on a un isomorphisme analytique entre Xet G?24, mais tout morphisme
algébrique de G, sur une variété abélienne est identiquement nul. Cela prouve que
’on peut munir le groupe de Lie complexe G2¢ d’une infinité de structures de groupes
algébriques deux & deux non isomorphes (une par variété abélienne de dimension d).

3. Extension universelle de Pic’(X) et formes de troisiéme espéce. — Soient
X une variété propre et lisse définie sur C, A sa variété d’Albanese, a : X — A
un morphisme d’Albanese et A* = Pic®(A) la variété duale de A. Si on utilise la
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proposition 1.7.5, les isomorphismes naturels induits par a* et tan
H}g(X) = Hgg(A) = Hgp(A%)*,
QX)) = Ql(A) = H (A%, 04-)*,
Hl(Xa ﬁX) = Hl(Av ﬁA) = QI(A*)*a
Hl(Xa Z) = Hl(Aa Z) = HI(A*7Z)7

on obtient le résultat suivant :

Proposition 1.7.7. — Si X est une variété propre et lisse définie sur C, alors
0 — QY(X) — Hig(X)/HY(X,Z) — HY(X,0x)/H'(X,Z) — 0
est lestension universelle de Pic®(X) identifié a H (X, Ox)/HY (X, Z).

Remarque 1.7.8. — D’un point de vue algébrique, il vaut mieux considérer les iso-
morphismes HJp (A) & Hlg (A*)* et Q1(X) = H'(A*, O4+) fournis par la classe de
P en cohomologie de de Rham algébrique, auquel cas on doit tout multiplier par 2im
et c’est ﬁ:O(X ) = Hlg(X)/HY(X,2i7Z) qui est extension universelle de Pic®(X)
identifié & H' (X, 6x)/H(X,2inZ) (cf. proposition 1.7.12).

Supposons & partir de maintenant que X est une variété abélienne. Le groupe
H?(X,Z) est alors sans torsion et donc Div"(X) = Div®(X), ce qui fait que l’appli-
cation qui, & une forme différentielle de troisiéme espéce, associe son résidu, donne
naissance & la suite exacte

DTE(X) . Div’(X)
{fi_‘t, fe C(X)*} {Div(f), f € C(X)*}

0— OYX) — — 0.

Si w est une forme différentielle de troisiéme espéce et u € Hy(X,Z), 'intégrale fuw
est bien définie & un élément de 2iwZ prés correspondant au fait de tourner autour du
diviseur de w, ce qui nous fournit une application de ’espace des formes de troisiéme
espéce dans Hom(H;(X,Z), C/2irZ). Comme X est une variété abélienne, H; (X, Z)
est sans torsion et Hom(H; (X, Z), C/2inZ) s’identifie &

Hom(H, (X, Z),C)/ Hom(H, (X, Z), 2iZ) = Pic (X)

dj
et comme d’autre part, si w = —f—, alors fuw € 2iwZ, Dapplication de DTE(X) dans

f
Pic. (X) ainsi définie se factorise a travers DTE(X)/{ %, feC(X)*}.

Proposition 1.7.9. — L’application définie ci-dessus est un isomorphisme

DTECOAY, 1 € 00"} = P (1)
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et le diagramme

0— 200) — DTEC)/A T} — D () /(1)) — 0

P |

0— ON(X) — ﬁ{co(x) —— 3 Pic’(X) ———0
est commutatif et est un isomorphisme d’extensions.

Démonstration. — Grace au lemme des 5, 1a seule chose 3 vérifier est la commutativité
du diagramme

DTE(X)/{%{} —— DV’ (X){()}

| |

— 0 .

Pic (X) — Pic®(X)
Il s’agit donc de vérifier que si w est une forme différentielle de troisiéme espéce sur
X, alors ses deux images dans Pic’(X) coincident. Soit D le résidu de w. D’apreés la

. . . . do
remarque 1.3.16, Il existe une fonction théta associée & D telle que I’on ait — = priw.

Soit % un recouvrement ouvert (pour la topologie usuelle) de X tel que

(a) si U € X, alors pry'(U) est la réunion disjointe des translatés d’un ouvert U
par les éléments de H; (X, Z),

(b) si U,V € %, alors U NV est simplement connexe.
La premiére condition implique que pry induit une bijection (bianalytique) de U
sur U et on notera ty la bijection analytique inverse. Le diviseur D admet alors
fu = Boy comme équation sur U, ce qui fait que si ’on pose fyy = ;—Z sur UNV, les

(fu,v)u,vea forment un cocycle sur % représentant la classe de D dans H'(X, 6%).
Comme on a supposé U NV simplement connexe, il existe gy, holomorphe sur UNV
et bien définie & un élément de 2iwZ prés telle que 'on ait fyy = eIV et gyyv,w =
gu,v + gv,w + gw,u est un 2-cocycle sur % & valeurs dans 2i7Z dont la classe dans
H?(X,2inZ) est celle de D. Comme D est le résidu d’une forme de troisiéme espéce et
H?%(X,2inZ) est sans torsion, cette classe est nulle et on peut modifier les gy, par des
fonctions constantes & valeur dans 2inZ de telle sorte que I’on ait gu,v +gv,w +gw,u =
0sur UNV NW quels que soient U, V,W € % . Ceci nous fabrique donc un élément
de H'(X, fx) qui est bien défini modulo H'(X,2iwZ) et représente la classe de D

dans Pic’(X).
D’autre part, on a fy,v(2) = %%l‘;—%

holomorphe sur U NV & valeurs dans H;(X,Z) elle est constante et il existe u €
H,(X,Z) tel que on ait ¢y (2) = ty(z) + u quel que soit z € UNV. Comme de plus,

et comme ty(2) — 1y (2) est une fonction
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%0- est périodique de période H;(X,Z), la fonction 0(2(-:)“)

montre que le cocyle formé par les gy, est en fait & valeurs dans C et nous fournit
un élément de H'(X,C) qui, compte-tenu de la relation entre w et 6, n’est autre
que l'image modulo H!(X,2irZ) de w dans H*(X,C) = H}g(X). Ceci permet de
conclure.

est constante, ce qui

Remarque 1.7.10. —  La proposition 1.7.9 nous fournit une description algébrique
de P;RO(X ). On peut aussi (cf. [37]) donner une description de Iffi’cO(X ) en termes
d’extensions rigidifiees de Alb(X) par G,, (I'application de f’\i’co(X ) dans Pic®(X)
correspondant & oublier la rigidification) ou de fibrés en droites sur X munis d’une
connexion intégrable (I’application de f’TcO(X ) dans Pic’(X) correspondant alors &
oublier la connexion).

Remarque 1.7.11. — Si on veut étendre les résultats précédents & une variété algé-
brique propre et lisse, on se heurte 4 la torsion dans les groupes H; (X, Z) et H2(X,Z).
Pour y remédier, on introduit le groupe

Pic™(X) = Div(X)/{(f) | f € C(X)*}

que ’on peut aussi voir comme le sous-groupe des éléments de H (X, 6% ) dont I'image
dans H2(X,Z) est de torsion et le sous-groupe DTE®(X) des formes différentielles de
troisiéme espéce sur X dont le résidu est cohomologiquement trivial (i.e. appartient a
Div®(X)). Le lemme des 5 permet alors de montrer que, si A est la variété d’Albanese
de X et a: X — A est un morphisme d’Albanese, le diagramme commutatif

0— N (4) —— DTE(A)/{% | f € C(A)*} —— Pic°(4) —— 0

a* la* [a*
00— (X)) —— DTE"(X)/{‘;—f | f € C(X)*} — Pic®(X) —— 0

est un isomorphisme d’extensions. On en déduit une description de ’extension uni-
verselle de Pic’(X) en termes du sous-groupe DTE®(X) du groupe des formes diffé-
rentielles de troisiéme espéce sur X.

D’autre part, le sous-groupe Pic’(X) est d’indice fini dans Pic”(X) ce qui fait de
Pic” (X)) un groupe algébrique commutatif non connexe dont la composante connexe
de I’élément neutre est Pic’(X) et Papplication résidu induit la suite exacte

0— QX)) — DTE(X)/{flfj-r | f € C(X)*} — Pic"(X) — 0,

ce qui permet de paramétrer les classe de formes de troisiéme espéce par un groupe
algébrique non connexe extension de Pic” (X) par Q!(X).
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4. Formes de troisiéme espéce et fibré de Poincaré

Proposition1.7.12. —  Si X est une variété abélienne et si on identifie Q'(X) a
H'(Pic®(X), Opico(x))* via tar, alors

0 — Q1(X) —s Pic (X) —s Pic®(X) — 0

est Uextension universelle de Pic’(X).

Démonstration. — La démonstration utilise le fibré de Poincaré (comme le fait la
définition de tgr d’ailleurs) et, ayant identifié Pic’(X) & la variété duale X* de X,
nous reprendrons les notations du paragraphe consacré 4 ce fibré. En particulier, 6p,
Fx j, wx,; et nx,; désignent les mémes objets que dans le paragraphe en question.
Fixons zo € X tel que X* x {zo} ne soit pas inclus dans le support du diviseur
de fp. Soient « € X* et & € pr}l. (). Notons 0p 5 la restriction de 6p & @ x X.
La forme différentielle dlogfp s est invariante par translation par un élément de
H,(X,Z) et est 'image réciproque d’une forme différentielle de troisiéme espéce wg
sur X. La forme différentielle wz — Z?zl Fx i(@,zo)wx,; est aussi la différentielle

F h
logarithmique (par rapport & h) de la fonction gz .(h) = M évaluée en
’ 7] p,a;(l'o + h)
. ga,z (h + u) .
h = 0 et comme, si v € H(X,Z), g~—(h) ne dépend pas de h, cette forme

différentielle ne dépend pas du choix de a; on la notera w,. Elle ne différe de wz
que par un élément de Q!(X); c’est donc une forme de troisiéme espéce et comme la,
restriction de P & {a} x X a pour image a dans X* = Pic®(X), I’application a — wq
est une section de I’application naturelle de DTE(X) — Pic®(X). D’autre part, la
0P,&’+E (z)
0P,a($)0p,§(x)
on en déduit le fait que wo4p — wa — wp ne différe de

fonction est invariante par translation par un élément de H; (X, Z);

d
> (Fx,i(a, o) + Fx,i(B,70) — Fx,:(& + B, wo))wx,i

i=1

que par la dérivée logarithmique d’une fonction rationnelle sur X.

Finalement, si i est une forme différentielle de seconde espéce sur X* x X, 'image
dans H}g(X*) de la restriction de 7 & X* x {zo} ne dépend pas du choix de zo
(considérer un représentant harmonique et donc invariant par translation) et cette
image n’est autre que la projection de celle de 7 dans Hjg (X* x X) = Hjg(X*) &
HJg(X). On déduit de cette discussion le fait que 'image de 7; ., = dFx,i(y, Zo) dans
H1z(X*) ne dépend pas de z et est égale & la projection de nx,; sur H}(X*, Ox-),
C’est-a-dire & nx ; puisque nx ; € H(X*, Ox+). D’autre part, la fonction

f(@,B) = Fx,i(@+ B,z0) — Fx,i(&, o) — Fx,i(B, o)
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n’est autre que 'image réciproque sur X* x X* du systéme de facteurs rationnel et
symétrique sur X* associé & 7; 4, ce qui montre que la classe de ISE'CO (X) est égale &
-3 mxi®uwx; € HY(X*, Ox+)®0Q!(X), cest-a-dire & 'identité de H'(X*, Ox-)*
d’aprés la définition de tgr. Ceci permet de conclure.

5. La loi de réciprocité pour les intégrales de troisiéme espéce (bis)

Si X est une courbe, Pic®(X) est la jacobienne J de X et ﬁ:O(X ) est ’extension
universelle J de J. On note log7 'application logarithme (multivaluée) de J dans
son espace tangent & l'origine qui n’est autre que Hjg(J) = H}gr(X). D’apres la
proposition 1.7.9, on peut représenter un élément de J par une forme différentielle de
troisiéme espéce sur X et, si w est une telle forme, les éléments 1 de H, (}R(X ) qui sont
dans 'image de w par log 7 sont ceux tels que 'on ait [ n— [, w € 2inZ quel que soit le
chemin fermé u sur X évitant les poles de w. Choisissons alors une base symplectique
ai,...,ag,b1,...,by de Hi(X, C) et soit Y un polygone obtenu par une découpe de X
associée A cette base. Si on se restreint aux formes différentielles de troisiéme espéce
dont tous les poles se trouvent & I'intérieur de Y, on peut fixer une branche de logy
en imposant que 'on ait [, logyw = [, w quel que soit u € {a1,...,aq,b1,...,by}.
Si on combine alors la formule 1.2.4 et la proposition 1.2.5, on obtient la proposition
suivante.

Proposition 1.7.13. —  Si wy,ws sont deuz formes différentielles de troisiéme espéce
dont les diviseurs sont étrangers et contenus dans l'intérieur de Y, alors on a

/ w1y — / wa,y = deg(logz(w;) Ulogf(ws)) mod 2irZ
DiV(wg) Div(wl)

Remarque 1.7.14. — Cette loi de réciprocité a une version algébrique qui s’exprime
via la théorie des bi-extensions (cf. [17] par exemple).
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CHAPITRE 11

INTEGRALES ABELIENNES p-ADIQUES

II.1. Intégration sur les variétés p-adiques

1. Enoncé du probléme. — Dans tout ce chapitre, le mot «localement» se rap-
porte & la topologie p-adique et pas a la topologie rigide (nous n’utiliserons pas cette
derniére). On dispose des notions habituelles de «fonctions localement analytiques »
et «fonctions localement méromorphes» et on définit une fonction «localement log-
méromorphe» comme une fonction qui peut s’écrire localement comme un polynéme
a coefficients méromorphes en des logarithmes de fonctions analytiques, ’application
logarithme étant celle dont les propriétés sont rappelées ci-dessous.

Soit K un sous-corps fermé de C,. Rappelons que I'on considére Log p comme une
indéterminée et le logarithme comme une application localement analytique sur K™*
a valeurs dans K = K[Logp| vérifiant les deux identités Log(zy) = Logz + Logy

d . . .
et aLogt = t~!. Plus généralement, si X est une variété lisse géométriquement
connexe définie sur K, on note K(X) le corps des fonctions rationnelles sur X et

K(X)s anneau des fonctions sur X & valeurs dans K, engendré par K (X) et les
Log f pour f € K(X)*.

Remarque 11.1.1

(i) Un élément f de K(X)s; n’est pas une fonction définie sur X tout entier, mais il
existe un ouvert de Zariski Uy non vide sur lequel f est définie et localement analytique
pour la topologie p-adique.

(ii) Si on se contente comme dans ce volume de vouloir intégrer une 1-forme dif-
férentielle méromorphe, il est inutile de rajouter des polynémes d’ordre quelconque
en les Log f; on peut se borner au degré 1. D’un autre c6té, si on veut pouvoir un
jour définir des intégrales itérées, on sera amené i considérer des polynomes d’ordre
quelconque.

Si X est une variété lisse définie sur K et w est une 1-forme différentielle rationnelle
fermée sur X, appelons primitive de w une fonction de X(K) dans K, définie et
localement analytique en dehors des pdles de w et dont la différentielle est égale & w.
Comme la topologie p-adique est totalement discontinue, toute 1-forme différentielle



74 CHAPITRE II. INTEGRALES ABELIENNES p-ADIQUES

fermée posséde une infinité de primitives différant 2 & 2 d’une fonction localement
constante. Notre but est de montrer qu’une de ces primitives (& une constante prés)
est meilleure que les autres.

Définition I1.1.2. — Une 1-forme différentielle rationnelle w sur X est dite exacte
g’il existe g € K(X)s tel que w = dg, ce qui équivaut & l'existence de fonctions
rationnelles fo, fi,..., fn € K(X)* et de constantes A1, ..., A, € K telles que l’on ait

w= dfO + Zz— f

Définition I1.1.3. —  Une théorie de 'intégration sur les variétés algébriques lisses
définies sur K est dite naturelle si elle satisfait les conditions suivantes :

(i) Si w est une 1-forme différentielle fermée sur X et a € X (K), alors F(z) = [ w
est une fonction localement analytique de z € X (K) & valeurs dans K & K Logp
vérifiant dF = w.

(ii) f:()\lwl + dswz2) = A1 fab w1 + Ay f: wo (linéarité de I’intégration).

(i) [fw= [ ab w+ [, w (relation de Chasles).

(iv) Si w = dg (avec g € K(X)st) est exacte, alors f:w = g(b) — g(a).

(v) Si f : X — Y est un morphisme de variétés lisses défini sur K, w est une 1-forme

différentielle fermée sur Y et a et b sont des points de X (K), alors f: fro=[ f((:))

Théoréeme I1.1.4. — 1l existe une et une seule théorie de lintégration sur les variétés
algébriques lisses définies sur K qui soit naturelle.

Remarque II.1.5. — On obtient une formulation équivalente pour le caractére natu-
rel de l'intégration p-adique en considérant les primitives des 1-formes différentielles
fermées (la relation de Chasles permet de passer d’une formulation & ’autre). Plus
précisément, on dit qu’une intégration sur les variétés algébriques lisses géométrique-
ment connexe est naturelle si & toute 1-forme différentielle fermée w on peut associer
une primitive [w localement analytique uniquement déterminée & addition d’une
constante prés, telle que les conditions suivantes soient vérifiées.

() d(fw) =w

(ii)’ f()\lwl + /\2(4}2) =\ fwl + X2 fw2.

(iii)’ Si w = dg (avec g € K(X)s) est exacte, alors [w = g.

(iv)’ Si f : X — Y est un morphisme de variétés lisses défini sur K et w est une
1-forme différentielle fermée sur Y, alors [ f*w = f* [w.

C’est sous cette forme que nous montrerons le théoréme I1.1.4. On commence par
se restreindre aux variétés abéliennes sur lesquelles on dispose du théoréme du carré
pour rigidifier la situation (proposition II.1.17) puis on utilise les variétés d’Albanese
pour traiter le cas général. Commencons par vérifier que ’'on n’a pas introduit de fonc-
tions localement constantes non-constantes en rajoutant les logarithmes des fonctions
rationnelles.
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Définition I1.1.6. — Soit X une variété lisse géométriquement connexe définie sur K.
On dit qu’une sous-K (X)-algébre A de 1’algébre des fonctions sur X & valeurs dans
K posséde la propriété d’unicité du prolongement si quel que soit ’ouvert non vide
U de X (pour la topologie p-adique), ’application qui & f € A associe sa restriction
4 U est injective.

Autrement dit, A posséde la propriété d’unicité du prolongement si et seulement si
une fonction f € A telle qu’il existe un ouvert U non vide de X sur lequelona f =0
est identiquement nulle sur X. En particulier, si A posséde la propriété de ’unicité
du prolongement, les seules fonctions localement constantes appartenant & A sont les
fonctions constantes. Remarquons aussi que si A posséde la propriété d’unicité du
prolongement, alors A est intégre et son corps des fractions la posséde aussi.

Lemme II.1.7. — Soient X une variété lisse de dimension d définie sur K, (w1, . ..,wq)
une base de Q}{( x)/K SUr K(X) et 0y,...,04q les opérateurs différentiels de degré 1 dé-
finis par df = Z‘;:l(aj flw;. Soit A une sous-K (X)-algébre de l’algébre des fonctions
localement log-méromorphes sur X possédant la propriété d’unicité du prolongement
et qui est stable par 0y,...,04. Finalement, soit (f;)ic1 une famille de fonctions lo-
calement log-méromorphe sur X vérifiant les propriétés suivantes.

(i) Siieletje{l,...,d}, alors 0;f; € A.

(ii) Si g € A et (a;)icr est une famille d’éléments presque tous nuls de K vérifiant
Y icr @idfi +dg =0, alors g =0 et a; =0 quel que soiti € I.
Alors la sous-algébre B de ’algébre des fonctions localement log-méromorphes engren-
drée par A et les f; posséde la propriété d’unicité du prolongement.

Démonstration. — Soit f € B. On peut trouver une sous-famille finie des f; telle que f
soit élément de 1’algébre engendrée par A et cette sous-famille, ce qui fait que quitte &
renumeéroter les éléments, on peut supposer I = {1,...,n}. Sik = (ki,...,k,) € N",
posons |k| = k; + --- + k, et munissons N™ d’une relation d’ordre total < telle que
si h et k sont deux éléments de N™ vérifiant |h| < |k|, alors h < k. Nous allons
montrer par récurrence sur k (pour cette relation d’ordre) que si une famille (an)n<k
d’éléments du corps des fractions de A est telle qu’il existe un ouvert non vide U de
X sur lequel la fonction f ="} ., an f{‘ -+ fl» est identiquement nulle, alors ay, = 0
quel que soit h < k. B

Si k = (0,...,0), cela résulte du fait que A posséde la propriété d’unicité du
prolongement. Si k # (0,...,0), et ax = 0, on peut conclure en utilisant ’hypothése
de récurrence. Si ay # 0, quitte & tout diviser par ay, on peut supposer que ax € K.
Comme J; f; € A, on peut appliquer ’hypothése de récurrence a chacune des fonctions
0;f. On en déduit le fait, considérant les termes dont le degré total dans 0;f en
fi,..., fn est égal & k|, que 'on a dap, = 0 et donc ap, € K si |h| = [k|. Soit
i €{1,...,n} tel que k; # 0 et soit hg = (I1,...,1,), ot on a posé l; = k; si j # i et
l; = k; — 1. L’hypothése de récurrence appliquée aux fonctions 9; f implique I’égalité
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Z;’zl(lj + 1aq,,..1;41,..,1,)df; + dan, = 0 et donc, d’aprés la propriété (ii) de la
famille (f;)ier, que aq,,...1;41,...1,) = 0, quel que soit j € {1,...,n}. Pour j =1, ceci
nous donne ax = 0, ce qui permet de conclure.

Corollaire I1.1.8. — Si X est une variété lisse géométriguement connexe définie sur
K, alors K(X)s posséde la propriété d’unicité du prolongement.

Démonstration. — 11 suffit d’appliquer le lemme précédent au cas ot A = K(X) et
(f;i = Logg:)icr ou (gi)ier est une base d’un supplémentaire des constantes dans le
Q-espace vectoriel Q® K (X)* ; la propriété (i) étant alors une évidence et la propriété
(ii) se vérifiant en considérant le résidu de la forme différentielle Zie 7 aidfi +dg = 0.

2. Le cas des variétés abéliennes. — Dans ce paragraphe, nous supposerons que
X est une variété abélienne. La loi d’addition sur X sera notée @ et, si n € N, ’endo-
morphisme «multiplication par n» sera noté [n]. Les résultats et démonstrations se
trouvent déja en grande partie dans [18] ; nous les reproduisons ici pour la commodité
du lecteur. I y a quand méme une différence sensible de point de vue entre [18] et le
présent volume : dans [18], on utilisait abondamment des résultats de la théorie des
variétés abéliennes sur C qui sont ici remplacés par le théoréme du cube comme dans
[19], ce qui rend les choses un peu plus p-adiques mais aussi un peu plus lourdes. La
raison pour laquelle tout marche si bien en p-adique est le théoréme suivant.

Théoréeme I1.1.9. — Soit X une variété abélienne définie sur K.

(i) Les sous-groupes ouverts de X (K) forment un systéme fondamental de voisi-
nages de l’origine pour la topologie p-adique.

(if) Si V est un sous-groupe owvert de X (K), alors X(K)/V est un groupe de
torsion.

Démonstration. — Il s’agit du théoréme 4.1 de [15]. La démonstration donnée par
Coleman utilise le théoréme d’uniformisation p-adique de Raynaud [40]. La démons-
tration que nous allons en donner est basée sur des considérations topologiques élé-
mentaires.

Soient d la dimension de X et wi,...,ws une base des formes différentielles ho-
lomorphes sur X. Soit A; la primitive formelle de w; s’annulant en 0. Il existe un
voisinage Vy de 0 sur lequel les \; convergent et tel que lapplication z — A(z) =
(M (z),. .., d(z)) induise un homéomorphisme de V sur un voisinage de l'origine
dans K*9. Soit 8 > 0 tel que la boule ouverte B4(0,8)) C K¢ soit contenue dans
A(Vp). D’autre part, les formes holomorphes étant invariantes par translation, on en
déduit le fait que si d € ]0, &, alors A~ induit un isomorphisme analytique de groupes
de B4(0,6) sur un sous-groupe Vs de X (K). Comme de plus, A~! est un homéomor-
phisme et comme les B%(0,§) forment une base de voisinages de 0 dans K™, si V est
un voisinage de 0 dans X (K), il existe 6 > 0 tel que V contienne V;, ce qui permet
de démontrer le (i).
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Pour démontrer le (ii), remarquons que I’'on peut se contenter de traiter le cas ou
K = C,. En effet, d’apreés le (i), il existe § > 0 tel que V contienne V5 = V5(K) =
Vs(Cp) N X(K) et X(K)/V est un quotient de X (K)/Vs qui est un sous-groupe de
X(Cp)/Vs(Cp) et ce dernier est de torsion si le (ii) est vrai dans le cas ou K = C,,.

Supposons donc K = C,, mais que X est définie sur une extension finie L de Q,.
Le groupe X (Q_p) est la réunion de X (M) ou M parcourt les extensions finies de L
contenues dans Q_p. Si V est un sous-groupe ouvert de X (K), et M est une extension
finie de L, alors V (| X (M) est un sous-groupe ouvert de X (M) qui est compact et
X(M)/(V N X(M)) est donc un groupe fini. Maintenant X(Q,)/(V N X(Q,)) étant
la réunion des X(L)/(V (X (L)) est un groupe de torsion et comme _Qp est dense
dans K, on a X(K)/V = X(Q,)/(V N X(Q,)), ce qui permet de conclure.

Si X n’est pas défini sur Q,, on prend un plongement projectif de X et on note A
la sous-ﬁp-algébre de C, engendrée par les coefficients des polynomes définissant X
et la loi de groupe sur X. Alors X donne naissance & un schéma abélien projectif 2
sur S = Spec A et X correspond 3 la fibre X,, de £ en un point so de S(C,). D’aprés
le corollaire B.3.3 de ’appendice B, quel que soit le sous-groupe ouvert V de X,
il existe une boule contenant sg telle que, si s appartient & cette boule, il existe un
sous-groupe ouvert V, de X,(C,) tel que les groupes X,(C,)/Vs et X,,(C,)/V soient
isomorphes. Comme Q, est dense dans C,, on peut choisir s € S(Q,) et se ramener
au cas ou X est défini sur une extension finie de Q,, ce qui termine la démonstration.

Proposition-Définition I1.1.10. — Soit X une variété abélienne de dimension d définie
sur Cp. Soient 0o > 0 et V un sous-groupe ouvert de X (Cp) muni d’un isomorphisme
analytique v de V sur la boule ouvert B4(0,68,) de C§ muni de la norme || || du sup. Si
d: X(Cp) x X(C,) = R est la fonction définie par d(z,y) = ||((z —y)|| siz—y €V
et d(z,y) = 6o si z —y ¢ V, alors d est une distance ultramétrique sur X (Cp)
invariante par translation. On appellera distance admissible sur X une distance sur
X (Cp) obtenue par ce procédé.

Démonstration. — Appendice A, proposition A.7.1.

Remarque 11.1.11

(i) Par construction, si d est une distance admissible sur X et si dx désigne le
diamétre de X(C,), alors la boule ouverte B(0,6x) de X(C,) est un sous-groupe
muni d’une isométrie analytique sur la boule B(0,dx) de Cg.

(ii) La démonstration du (i) du théoréme I1.1.9 permet de montrer qu’il existe des
distances admissibles sur toute variété abélienne.

(iii) Si X a bonne réduction et donc se prolonge en un Oc,-schéma en groupes
propre et lisse, il y a un choix naturel de distance admissible qui consiste & prendre
pour V' le noyau de la réduction modulo I'idéal maximal de €c, qui est isomorphe
analytiquement a la boule ouverte de rayon 1. Pour ce choix de distance admissible,
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deux points de X ont une distance strictement inférieure & 1 si et seulement si ils ont
méme réduction modulo p.

Définition I1.1.12. — Un morphisme de groupes de X (K) dans K qui est localement
analytique sera appelé un logarithme de X.

Lemme I1.1.13. — L’application qui G un logarithme A associe sa différentielle induit
un isomorphisme de K-espaces vectoriels de l’ensemble des logarithmes de X sur
HO(X,0%). Siw e H°(X,0Y), le logarithme de X associé a w par cet isomorphisme
sera noté \, .

Démonstration. — Si A est un logarithme de X, sa différentielle est invariante sur X
et nous définit donc un élément de H°(X, % ). Réciproquement, si w € H°(X, Q%),
soit A, la primitive formelle de w s’annulant en 0. D’aprés la démonstration du (i) du
théoréme II.1.9, il existe un sous-groupe ouvert V de X(K) sur lequel A\, converge
et )\, induit un morphisme de groupes de V dans K. D’aprés le (ii) du théoréme
I1.1.9, le groupe X(K)/V est de torsion et A, se prolonge de maniére unique en un

morphisme de groupes de X(K) dans K donné par la formule A, (z) = %Aw([n]x)

si [n]Jz € V. Cette derniére formule permet de montrer que A, est analytique sur X
puisqu’elle ’est sur V, ce qui termine la démonstration.

Remarque I1.1.14. — Cette technique de prolongement du logarithme apparait déja
dans [8].

Soient G' un groupe commutatif et W un Q-espace vectoriel. Si f est une fonction
de G a valeurs dans W, définissons par récurrence une suite de fonctions f? : Gr+1 —
C, en posant fl9 = f et en définissant fI*, si n > 1, par la formule

™z, by, b)) = F N @+ By by hnet) — FP (@ By B g).

Remarquons qu’une application de la forme f"l(z,hi,...,h,) est symétrique en
hi, ..., h, et vérifie la relation de cocycle

(11.1.15) g(l’,ho + hy,... ,hn) = g(x + ho, h1, .. .,hn) + g(.’l),ho,hz, cee ,hn).

Théoréme I1.1.16. — Soient X une variété abélienne définie sur C, et g(z, hy, ..., hy)
une fonction localement log-méromorphe sur X (C,)"*1, symétriqgue en hy, ..., hy et
vérifiant la relation de cocycle I1.1.15. Alors il existe une fonction f localement log-
méromorphe sur X(C,) unique d addition prés d’un polynéme de degré < n —1 en
les logarithmes de X, telle que Uon ait g = fl"l. De plus, les singularités de f sont
du méme type que celles de g.

Avant de faire la démonstration de ce théoréme, nous allons en déduire un certain
nombre de conséquences. Si n est un entier > 1 et I est une partie de {1,...,n},
notons my : X™*t! — X P’application qui & (z,hq,...,hy) associe T & (EBiGIh,-). Si
a est une forme différentielle, une fonction ou un diviseur sur X, posons Al =
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Zlc{l’m,n}(—1)"‘|’|m}a. En particulier, si f est une fonction sur X, alors A"l f =
f. Si w est une 1-forme différentielle rationnelle fermée sur X, la forme différentielle
wl?l = APl est exacte sur X® d’apreés le théoréme du carré (corollaire 1.3.17). Comme
sa restriction & X x {0} x {0} est nulle, ses primitives (éléments de K(X3)s;) sont
constantes sur X x {0} x{0}. On note F, () I’élément de K (X 3)y; vérifiant dF 1z = wl2]
et F 2 (z,0,0) = 0.

Si on veut que intégration p-adique soit naturelle, on doit avoir ( f w)m =/ wl?
4 constante prés. Comme une fonction de la forme f[2] (z,h1,h2) s’annule si h; =
he = 0, on voit que si 'on veut que lintégration p-adique soit naturelle, on doit
avoir ( f w)m = F[2. La proposition suivante montre que cela rigidifie suffisamment
la situation pour garantir I'unicité de [w.

Proposition I1.1.17. — Si w est une 1-forme rationnelle fermée sur X, il existe une
fonction F,, localement log-méromorphe sur X, unique & addition d’une constante
pres, vérifiant

(i) dF, =w

(i) F¥ = F .
De plus, si f € K(X)st et w =df, alors F, = f et sig: X — Y est un morphisme
de variétés abéliennes et w est une 1-forme différentielle fermée surY, alors Fye, =
g*F,.

Démonstration. — La condition (i) détermine F;, & addition d’une fonction localement
constante prés et la condition (ii) & addition d’un polynoéme de degré < 1 en les loga-
rithmes de X ; d’ou 'unicité & addition d’une constante prés. La fin de la proposition
étant une conséquence immédiate de ’unicité, il ne reste plus qu’a établir ’existence
d’une fonction répondant aux conditions (i) et (ii). Les fonctions F iz (z, ho ®h1, ha) —
Fi21(z ® ho, b1, he) — F iz (z, ho, he) et F iz (z, hy, hz) — F_z(z, ha, hl) s’annulent si
hy = hs = 0 et ont une différentielle nulle; elles sont donc identiquement nulles et
on est dans les conditions d’application du théoréme I1.1.16. On en déduit I’existence
d’une fonction F' localement log-méromorphe sur X, unique & addition prés d’un
polynéme de degré < 1 en les logarithmes de X, vérifiant F[2) = F ;5. La forme diffé-
rentielle n = dF — w vérifie 2] = 0 et est donc invariante et la fonction F,, = F — )\,
est une solution de notre probléme, ce qui permet de conclure.

Remarque I1.1.18. — Si w est holomorphe, le logarithme A, correspond au choix de
F,, s’annulant en 0.

Soient X une variété abélienne définie sur K et D un diviseur de X. Le théoréme
du cube (corollaire 1.3.18) implique que le diviseur ABID de X* est principal. Une
fonction rationnelle sur X4 dont le diviseur est égal & ABID est constante sur

(X3 x {0} U (X2 x {0} x X)U (X x {0} x X?)
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et on note fgl) la fonction rationnelle sur X* dont le diviseur est égal & AFID et dont
la restriction &

3 x {0}) U (X% x {0} x X)U (X x {0} x X?)
est égale & 1.

Proposition I1.1.19. — Il existe une fonction Gp appelée fonction de Green du
diviseur D qui est unique & addition prés d’un polynéme de degré < 2 en les loga-
rithmes de X, localement log-méromorphe sur X et qui vérifie l’équation fonctionnelle
G[S] Log fl()) De plus, Gp est localement analytique en dehors de D et a une sin-
gularité logarithmique le long de D.

Démonstration. — La fonction fgl) est symétrique en hy, hs, hs et vérifie la relation
de cocycle

FD (2, ho @ hy, ha, hs) = F5) (@ ® ho, b, ha, ha) £ (x, Bo, ha, hs),

comme on le constate en comparant les diviseurs des fonctions en présence et en
utilisant le fait que la restriction de £ a (X3 x {0}) U(X2x {0} x X) (X x {0} x X2)

est égale & 1. On est donc dans les conditions d’application du théoréme I1.1.16 et
Pexistence de Gp et son unicité & addition prés d’'un polynéme de degré < 2 en les
logarithmes de X en découlent. Le complément concernant les singularités de Gp
s’obtient en remarquant que l’on peut lire les singularités de Gp & partir de celles de
GY) =Log £y

Proposition I1.1.20. — Soient X une variété abélienne définie sur K C C, et 0 une
dérivation invariante sur X. Si D est un diviseur de X et Gp est une fonction de
Green de D, alors la forme différentielle wp g = d(0Gp) est une forme différentielle
de seconde espéce sur X .

Démonstration. — Soit Oy, [resp. dp,] opérateur différentiel 9 [resp. la différentielle]
en la variable hg [resp. hq]. La fonction (0G D)[2] est la restriction & h3 = 0 de la
fonction Oy, Log fg) ; C’est donc une fonction rationnelle sur X3. On en déduit le fait

[1]

que OGp est localement méromorphe. De méme, la forme différentielle wj,’, est la

restriction & hy = hz = 0 de la forme différentielle dp, (Op, Log f (4)) C’est donc une
forme différentielle rationnelle sur X2. D’autre part, si w est une forme différentielle
sur X et si ¢ : X — X? est I’application qui & z associe (©z,z), alors w = —*wltl 3
addition prés d’une forme différentielle invariante. On en déduit le fait que wp o est
une forme différentielle rationnelle ; sa primitive étant localement méromorphe, elle
est de seconde espéce, ce qu’il fallait démontrer.

Proposition I1.1.21. —  Soient X une variété abélienne définie sur K C C,, D un
diviseur de X, Gp une fonction de Green de D et a,b € X (K).
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(i) Si F est une fonction rationnelle sur X de diviseur (D@®a®b)—(D®a)—(Ddb)+
D, alors la fonction h(z) = Gp(z©a6b)—Gp(z6a)—Gp(z60b)+Gp(z)—Log F(z)
est constante sur X.

(il) Si w est une forme différentielle de troisiéme espéce sur X dont le diviseur des
résidus est égal & (D @ a) — (D @ b), alors les fonctions Gp(x © a) — Gp(z ©b) et
I * w difféerent d’un polynome de degré < 1 en les logarithmes de X .

Démonstration. — (i) La fonction G[g] (0,z,a,b) est le logarithme d’une fonction ra-
tionnelle de z, a et b. On en déduit le fait que h est le logarithme d’une fonction
rationnelle en z et il suffit de calculer le diviseur de cette fonction pour conclure.

(ii) Soit f(z) = Gp(z©a)— Gp(z©b) — [ w. Par construction, AP f € K(X3)y.
D’autre part, df est holomorphe comme le montre le calcul de son diviseur; on en
déduit le fait que Al?! f est constante et donc nulle car nulle en (z,0,0), ce qui permet
de conclure.

Revenons & la démonstration du théoréme I1.1.16. On tire de la relation de cocycle
I1.1.15 et de la symeétrie de g(z,hy,...,h,) en les variables hy,...,h,, le fait que

si g est localement analytique autour du point (zo,...,Z,), alors il en est de méme
autour du point (zo ® ;, Z1,...,%i-1,0,Tit1,...,Tn) et donc que g est localement
analytique autour du point (zo & -+ @ Z,0,...,0). Une fonction localement log-

méromorphe étant localement analytique autour de presque tout point, ’argument
précédent montre qu'il existe a € X (C,) tel que la fonction g, définie par

9a(Z, ha,y. .. hn) =gla®z, hy,. .., hy)

soit analytique sur sur un voisinage de (0, ..., 0). La fonction g, est encore symétrique
en les variables hy, ..., h, et vérifie la relation de cocycle I1.1.15 et ’application qui
a f associe f, définie par f,(z) = f(z @ a), induit un isomorphisme de 1’espace des
solutions de I’équation f[® = g sur celui des solutions de I’équation fc[,"] = g, et
conserve ’espace des polynomes de degré < n — 1 en les logarithmes de X. On peut
donc, quitte & remplacer g par g,, supposer que g est analytique dans un voisinage
de (0,...,0).

Il existe alors 6 > 0 tel que g soit analytique sur V:s”“ (cf. démonstration du
théoréme I1.1.9 (i) pour la définition de Vj). Si on veut pouvoir résoudre 1’équation
fl7l = g sur X"+ il faut a fortiori étre capable de résoudre cette équation sur Vg’“.
Or, par construction, V5 C X (K) est analytiquement isomorphe en tant que groupe 3
la boule B4(0, ) de Cg ; cet isomorphisme envoyant une base des logarithmes de X sur
les applications coordonnées. Nous sommes donc amené 3 étudier I’équation fl"l = g
sur B4(0,6)"*!. Nous noterons zi,...,z4 les coordonnées de z et hit,...,hig, si
i €{l,...,n}, celles de h;.

Proposition I1.1.22. — Sig(z,hy,...,hy,) est une fonction analytique sur B4(0,8)"*!
a valeurs dans K symétrique en hq,...,h, et vérifiant la relation de cocycle I1.1.15,
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alors il eziste une fonction analytique f(z) de B%(0,6) dans C,, unique & addition
pres d’un polynéme de degré <n — 1 en z1,...,zq, telle que l'on ait g = fI™.

Démonstration. — La démonstration se fait par récurrence sur n. Sin =0, il n’y a

rien & démontrer. Si n = 1, les solutions de ’équation fl] = g sont de la forme f(z) =

—g(z,—z) + C, d’ou le résultat. Sin > 2 et ¢ € {1,...,d}, soit g;(z,h1,...,hn_1)
0

[resp. gi,j(z, h1,...,hn—2)] la valeur en h, = O [resp. h,, = hp—1 = 0] de 57‘——.9 [resp.

o _9 ’

Bhn,i 6h,,_1 g

. 0
fonction f; = . f est solution de I’équation f; (n—1] = g;. D’autre part, les relations

g)- Si f est une solution de équation fI = getsii € {1,...,d}, la

de symétrie et de cocycle satisfaites par g se traduisent en des relations analogues pour
chacune des fonctions g;. On déduit donc de I’hypothése de récurrence V’existence de
fonctions analytiques F; : B4(0,8) — C, telles que l'on ait g; = Fi["_l] et qui sont
uniques & addition prés de polynémes de degré < mn —2 en zj,...,24. On déduit de
Pidentité F"™Y = g; la formule E[3_2] = g;; et comme g; ; = g;, 'hypothése de
récurrence implique que F; ; — Fj;; est un polynéme de degré <n—3en x,...,24.
D’autre part, la forme différentielle 3, .(Fi,; — Fj,i)dz; A dz; est fermée et & coef-
ficients polynomlaux on peut donc trouver des polynémes P; de degré < n — 2 tels
que l'on ait 3, ;(Fy; — Fj;)dw; Adz; = d(X L, Pidz;). Soit f; = F; + P;. Comme
le degré de P; est 1nfer1eur ouégalan—2 ona f" = Fi["_l] = g; et comme

la forme différentielle Z 1 fidz; est fermée; on peut trouver une fonction f analy-
tique sur B%(0,9) verlﬁant af = Z (fi)dz;. Soit ¢’ = g — f(". Comme le degré

des P; est < n — 2, la valeur en h, = 0 de Wg qui est égale & g; — fi[" U est

identiquement nulle et la fonction ¢’ ne dépend pas de h,. Comme d’autre part, elle
vaut 0 si hy, = 0, elle est identiquement nulle et g = f*). Finalement, pour montrer
que les seules solutions de I’équation f[” = 0 sont les polynémes de degré < n — 1,
il suffit de reprendre la démonstration précédente en remarquant que ’hypothése de
récurrence implique que les F; sont des polynomes de degré < n — 2 et comme il en
est de méme des P;, ’équation différentielle df = Z _, (Fi + P;)dz; implique que f
est un polynome de degré < n — 1. Réciproquement, ces polynémes sont des solutions
évidentes de I’équation fI™ = 0.

Proposition 11.1.23. — Soient G un groupe abélien, W un Q-espace vectoriel et
g(z,hy, ..., h,) une application de G**1 dans W vérifiant la relation de cocycle I1.1.15
et symétrique en hy,..., h,. Soient H un sous-groupe de G tel que le groupe G/H
soit de torsion et f : H — W telle que la restriction de g @ H™! soit égale a fI").
Alors f a un unique prolongement fg : G — W dont la restriction & H est égale & f
et qui vérifie f "l — g sur G™*!. De plus, siz € G etl € N—{0} est tel que [l]z € H,
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alors fg(x) est donné par la formule

(I1.1.24) fo(@) =Y brg([Klz,z,...,2) — Y _ axf([kl]e),
k k

ou les ar € Q ont été choisis de telle sorte que le polynome T+, arT** ait un zéro
d’ordre au moinsn en T =1 et 3, byT* est le quotient de T + Y, al¥ par (T —1)".

Démonstration. — Voir appendice C.

Le théoréme I1.1.16 se déduit en appliquant cette proposition au cas particulier ou
G = X(K) et H = Vj, la proposition I1.1.22 permettant d’étudier ’équation fl™ =g
sur V;**1. La régularité de f est la méme que celle de g comme le montre la for-
mule I1.1.24, puisque f est localement analytique sur V5. Le méme genre d’arguments
permet de démontrer la proposition suivante :

Proposition I1.1.25. — Soit g € K(X™1)g symétrique en les n derniéres va-
riables et vérifiant la relation de cocycle I1.1.15 et soit f une fonction localement
log-méromorphe sur X solution de I’équation fI"! = g. Soient d une distance admis-
sible sur X, a € X(K) et § > 0. S’il existe une fonction fs log-méromorphe sur
B(a, ) coincidant avec f sur un voisinage (pour la topologie p-adique) de a, alors la
restriction de f & B(0,0) est égale d fs.

Démonstration. — Quitte 3 remplacer f par la fonction f, définie par f,(z) = f(a®z),
on peut supposer que a = 0, ce que nous ferons. Par hypothése, il existe ¢’ € ]0, d[ tel
que l'on ait f = f5 sur B(0,¢’'). La fonction g — f}"] est donc identiquement nulle sur
B(0,8")™*! et log-méromorphe sur B(0,8)"*! ; elle est donc identiquement nulle sur
B(0,6)™*! (variante du corollaire I1.1.8; la démonstration du lemme II.1.7 s’étend
sans difficulté & ce cas) et l'égalité f = f5 sur B(0,0) se déduit de la proposition
11.1.23 appliquée & G = B(0,48) et H = B(0,¢').

3. Le cas général. — SiY est une variété lisse définie sur K, soit H! (Y) le quotient
du K-espace vectoriel des 1-formes différentielles fermées par celui des formes exactes
(au sens de la définition II.1.2).

Soient X une variété lisse connexe définie sur K et Alb(X) sa variété d’Albanese.
On suppose X (K) non vide sinon le probléme de V’intégration sur X (K) ne se pose
pas ; on peut donc trouver un morphisme d’Albanese ax : X — Alb(X) défini sur K.

Lemme I1.1.26. —  Si X est une variété lisse et conneze définie sur K et ax est
un morphisme d’Albanese de X dans Albx, alors ax induit un isomorphisme a% de
H(Alb(X)) sur HY(X).

Démonstration. — On peut utiliser le théoréme de résolution des singularités d’Hiro-
naka pour compactifier X en une variété lisse X. Une forme différentielle w rationnelle
sur X se prolonge de maniére unique en une forme différentielle T sur X et w est fer-
mée (resp. exacte) si et seulement si @ ’est. Ceci montre que si ’on note ¢ 'injection
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de X dans X, alors ¢* induit un isomorphisme de H!(X) sur H*(X). Comme d’autre
part, Alb(:) induit un isomorphisme de Alb(X) sur Alb(X) (cf. remarque 1.5.11), on
peut se ramener au cas ou X = X, c’est-a-dire supposer que X est propre.

Dans ce cas, on déduit du corollaire 1.1.16 la suite exacte

0 — Hip(X) — H'(X) — K ® Pic®(X) 25 0,

I’application de H 1(X) dans K ® Pic’(X) étant induite par Papplication qui & une
forme différentielle fermée associe son résidu. Le lemme est alors une conséquence
du fait que a% induit un isomorphisme entre HJg (Alb(X)) et Hlgz(X) et entre
Pic’(Alb(X)) et Pic®(X) (cf. propositions 1.5.3 et 1.5.15).

Soit w une 1-forme différentielle fermée sur X et a € X (K) n’étant pas un poéle de
w. D’aprés le lemme précédent, on peut écrire w = a%n +dfo + i, )\iT‘i’ ou 7 est

K
une 1-forme différentielle fermée sur Alb(X) bien définie & addition prés d’une forme
différentielle exacte et les f; sont des fonctions rationnelles sur X.

Lemme I1.1.27. — La fonction F, = a%F, + fo + Y., \iLog f;, définie pour
z € X (K) n’appartenant pas a un pole de a%n, fo ou —z sil <i<r, seprolonge par

3
continuité sur le complémentaire des poles de w en une fonction localement analytique
ne dépendant pas du choiz de la décomposition de w et vérifiant ’équation dF, = w.

) . dg; "
Démonstration. — Soient n' + go + > i_; i gi une autre décomposition de w et F! la
i

fonction correspondante. Comme a% est un isomorphisme de H!(Alb(X)) sur H!(X),
on en déduit le fait que n — i’ est exacte et donc, d’aprés la proposition I1.1.17, que
a% [(n —n') € K(X)s. Mais alors la fonction F,, — F!, est un élément de K(X)s;
dont la différentielle est nulle; elle est donc constante. Ceci montre que F,, ne dépend
pas (& constante prés) du choix de la décomposition de w. Pour montrer que F, ,
s’étend par continuité au complémentaire des poles de w, il suffit de montrer que si
z € X(K) n’est pas un poéle de w, on peut trouver une décomposition de w dont les
poOles apparents ne contiennent pas z ce qui résulte des lemmes de déplacement usuels.
Finalement, dF,, = w par construction et grace au (i) de la proposition I1.1.17.

Si on veut que I'intégration p-adique soit naturelle, on doit poser [w = F,, ce qui
prouve déja 'unicité (si elle existe) d’une intégration naturelle. Le lemme précédent
et la proposition I1.1.17 montrent que l'intégration définie de cette maniére satisfait
aux propriétés (i)’, (ii)’ et (iii)’. Il ne nous reste plus qu’a vérifier sa compatibilité
aux morphismes. Soit donc F' : X — Y un morphisme de variétés lisses. Choisissons
des morphismes d’Albanese ax : X — Alb(X) et ay : Y — Alb(Y). Par la propriété
universelle de la variété d’Albanese, il existe une application ap : Alb(X) — Alb(Y)
telle que ’on ait apoax = ay o F'. Soit maintenant w une 1-forme différentielle fermée
sur Y. Il existe 1 sur Alb(X) telle que w — a3} 7 soit exacte, mais alors F*w — a%afn
est aussi exacte et donc, par construction, la fonction f F*w—a% f ayn appartient &
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K (X)s. D’autre part, 'intégration sur les variétés abéliennes étant compatible avec
les morphismes entre variétés abéliennes (proposition I1.1.17), on a [a}n = a} [n
d’ou l'on tire a% [a}n = (ar o ax)* [n = (ay o F)* [n et comme (ay o F)* [
differe de F* [w par un élément de K(X)y (par construction de [w), on en tire le
fait que la fonction [ F*w — F* [ w appartient & K (X)s et donc est constante car sa
différentielle est nulle. Ceci permet de conclure.

Proposition I1.1.28. — Si X est une variété lisse géométriqguement connexe définie sur
K, alors la sous-K(X)-algébre de l’algébre des fonctions localement log-méromorphe
sur X, engendrée par les intégrales de seconde espéce et les fonctions de Green des
diviseurs de X provenant de la variété d’Albanese de X, posséde la propriété d’unicité
du prolongement

Démonstration. — On commence par montrer que ’algébre B engendrée par les inté-
grales de seconde espéce posséde la propriété d’unicité du prolongement en appliquant
le lemme I1.1.7 & A = K(X) et en prenant pour (f;)ics une base de Hiz(X). Puis
on démontre la proposition en appliquant le lemme II.1.7 & B et en prenant pour [
une base sur Q du sous-Q espace vectoriel de Q ® Div(X) engendré par les diviseurs
provenant de Alb(X) et pour f;, si ¢ € I, une fonction de Green associée au diviseur
i. La propriété (i) est alors une conséquence du fait que les dérivées d’une fonction de
Green sont des intégrales de seconde espéce (proposition I1.1.20) et la propriété (ii) se
démontre en considérant le diviseur des résidus de la forme différentielle Y, a;df; +dg
(celui de dg est nul car g est localement méromorphe si g € B).

4. Le point de vue de Zarhin. — D’aprés un théoréme de Chevalley, tout groupe
algébrique commutatif est extension d’une variété abélienne par un groupe linéaire.
Utilisant ce théoréme et un théoréme de Coleman (théoréme II1.1.9 dans ce volume),
Zarhin montre [49, 50] qu’une fois choisie une branche du logarithme p-adique, il
y a une maniére canonique d’associer & une l-forme différentielle invariante w sur
un groupe algébrique commutatif G une primitive A\, de w qui est un logarithme
de G (i.e. qui vérifie A\, (z ® y) = Au(z) + Au(y) si z,y € G). Avec le point de vue
développé dans ce volume, au lieu de choisir une branche du logarithme p-adique, on
peut considérer la fonction Log & valeurs dans Ky et la construction de Zarhin permet
de retrouver la primitive de w (telle qu’elle est donnée par le théoréme I1.1.4 et la
remarque I1.1.5) s’annulant en 1’élément neutre de G. Pour définir la primitive d’une
1-forme différentielle fermée sur une variété lisse quelconque, on peut alors utiliser
le fait qu’une telle forme peut toujours s’obtenir comme image inverse d’une 1-forme
différentielle invariante sur un groupe algébrique convenable (proposition 1.6.23) et
pour vérifier que le résultat ne dépend pas des choix que I’on a fait, Zarhin remplace
la fonctorialité d’Albanese utilisée dans ce volume par les résultats de [21].
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I1.2. Intégration p-adique sur les courbes

1. Intégrales de premiére et seconde espéces. — Soit K un sous-corps fermé
de C,. Soient X une courbe algébrique de genre g > 1 définie sur K et J = Pic?(X) sa
jacobienne. Choisissons un point Py de X et soit ¢ : X — J 'application qui &4 P € X
associe la classe du diviseur P — Py ; cette application nous permet d’identifier X &
une sous-variété de J et application ¢* : Hiz(J) = H3z(X) est un isomorphisme,
ce qui nous permet d’identifier ces 2 groupes de cohomologie. Soit (wi,...,w,) une
base de H°(J,Q}) et (81,...,0,) la base des dérivations invariantes sur J duale de
(w1, ..,wy). Soient Ag,..., A, les logarithmes de J définis par d\; = w; et \;(0) = 0.
La dualité entre les bases (w1, . ..,wy) et (01, ...,0,) se traduit par les formules 9;\; =
6! si1<4,5,< g.Soit §; > 0 tel que 'application z = A(z) = (A1(), ..., A (x))
induise un isomorphisme analytique d’un voisinage Vs, sur la boule ouverte B(0,4;) C
C{. Soit d; la distance admissible sur J construite & partir de ces données (cf. I1.1.10)
et si z € X(C,), posons ||z||s = ds(z,0).

L’application m : X9 — J qui a P, ..., P, associe «(P,) @®---®«(P,) est surjective
et induit une équivalence birationnelle de X9/S, (ou1 S, est le groupe des permutations
de {1,...,9}) sur J. En particulier, il existe un ouvert de Zariski non vide U de J
tel que si u € U, alors I’équation P; @ --- @ P; = u a une et une seule solution &
permutation des P; prés et les P; sont tous distincts. Un tel u sera dit général.

Lemme I1.2.1. — Soient w une forme différentielle de seconde espéce, m : X9 — J
Uapplication définie ci-dessus et, sii € {1,...,g}, soit m; : X9 = X la projection sur
le i-éme facteur. Alors il existe une (unique) forme différentielle w; de seconde espéce
sur J telle que Uon ait m*wy = Y 7_, m}w. De plus, t*wy et w ont méme image dans
Hig (X).

Démonstration. — Soit 1) une forme différentielle de seconde espéce sur J telle que t*n
et w aient méme image dans H}g (X). On peut donc écrire w sous la forme t*n + df,
ol f est une fonction rationnelle sur X et, si F, et F,, désignent des primitives de w
et 7 respectivement, alors F,, = F,, ot + f & addition d’une constante prés. Comme 7
est de seconde espéce sur J, la fonction F,(z @ y) — F,(z) — F;(y) est une fonction
rationnelle de (z,y) € J2. On en déduit le fait que la fonction F, (t(P)®- - -®u(Py)))—

71 Fn(¢(P;)) est une fonction rationnelle de (Py,...,P;) € X9; il en est donc de
méme de la fonction F,(+(P) @ --- @ ¢(Py)) — 29—, Fu.(«(P;)) qui est une fonction
symétrique en P, ..., P, et il existe une fonction f; rationnelle sur J telle que ’on
ait f7(L(P) @ ®uUP,)) = F,(L(P) @ ®u(Py)) — X I, Fu(«(P;)). 11 suffit alors
de poser wy = 1 — dfy pour conclure.

Pour terminer cette section, nous allons donner une maniére de caractériser les
formes différentielles exactes parmi celles de seconde espéce grace & leur primitive.
Cette caractérisation utilise la notion d’ensemble borné dont la définition se trouve
dans l'introduction et les principales propriétés sont développées dans ’appendice A.
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Proposition I1.2.2. —  Soient w une forme différentielle de seconde espéce sur X et
U un ouvert de Zariski de X non vide sur lequel w est holomorphe. Si une (et donc
toute) primitive de w est bornée sur tout sous-ensemble borné de U(C,), alors w est
la différentielle d’une fonction rationnelle.

Démonstration. — Le fait que si w est de seconde espéce et exacte alors ses primitives
sont bornées sur tout borné de U(C,) est un cas particulier de la propriété B9; la
réciproque est un cas particulier du théoréme I1.3.16 dont la démonstration utilise la
non dégénérescence de I’application «périodes p-adiques».

2. Le diviseur O et ses fonctions de Green. — Soit O le diviseur de J image de
X9~1 par l’application qui & Pi,. .., P,_; associe ©P; - --© P,_;. Par rapport avec la
définition adoptée au chapitre I, cette définition différe par un signe, mais comme le
diviseur © est symétrique, on récupére un translaté du diviseur considéré au chapitre
I, ce qui n’est pas une différence fondamentale. Si u est général, l'intersection de X
avec u @ O consiste en les g points (avec multiplicité 1) P; ,..., P, solutions de
I’équation P, @ -+ @ Py, = u et sera notée X,.

Lemme I1.2.3. —  Si u est général, application qui, & une forme différentielle de
seconde espéce réguliére en dehors de X, et ayant au plus des poles d’ordre inférieur
ou égal d 2 en les points de X, associe son image dans H}g (X), est un isomorphisme.

Démonstration. — Soient P € X et « le diviseur d’une forme différentielle. Si on
applique le théoréme de Riemann-Roch au diviseur k + 2P, on obtient comme consé-
quence le fait que ’espace des formes différentielles holomorphes en dehors de P et
ayant au plus un péle double en P est de dimension 1+ g = 1 +dim H°(X,Q%). Une
telle forme différentielle a un résidu nul en P et est donc de seconde espéce. On en
déduit le fait que si Y est un ensemble fini de points de X, I’'espace 2(Y") des formes
différentielles de seconde espéce holomorphes en dehors de Y et ayant au plus des poles
doubles en les points de Y est de dimension g + card Y. Si u est général, il n’existe
pas de fonction rationnelle holomorphe en dehors de X, et ayant des poles simples
en les points de X, ; on en déduit le fait que 'application naturelle de Q(X,) dans
H}g(X) est injective. Comme d’aprés la discussion précédente, ces deux espaces ont
la méme dimension, cette application est un isomorphisme, ce qu’il fallait démontrer.

Le diviseur © est «symétrique» ; c’est-a-dire qu’il existe w € J (unique) tel que
lon ait £ € © & woz € O. Si G est une fonction de Green du diviseur O, il en est de
méme de G, définie par la formule G, (z) = G(w © z). On dira que G est symétrique
si’on a G(z) = G(wez) pour tout € J. Notons que si G est une fonction de Green

1
associée & © quelconque, alors §(G + Gy) est symétrique.

Proposition I1.2.4. — L’application qui, d une fonction de Green G, associe le sous-
espace de H)p(X) engendré par o*d(6,G),...,t*d(0,G) induit une bijection entre
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l’ensemble des fonctions de Green symétriques (définies & addition d’une constante
prés) associées au diviseur © et lensemble des supplémentaires de H°(X, Q) dans
Hp (X) qui sont totalement isotropes pour le cup-produit.

Démonstration. — Soit G une fonction de Green (pas forcément symétrique) associée
a ©. D’aprés la proposition I1.1.20, les formes différentielles d(9;G) sont de seconde
espéce sur J. D’autre part, si u est général, la forme différentielle n; , = t*d(8;G(zOu))
est de seconde espéce sur X et son image dans H (X) est indépendante de u et sera
notée 7);. De plus, 1; ,, est ’'unique forme différentielle de seconde espéce sur X réguliére
en dehors de X, ayant des poles d’ordre inférieur ou égal & 2 en les points de X, et
dont I'image dans H}g (X) est égale & 7; (cf. lemme I1.2.3).

LemmeI1.2.5. —  La famille wy,...,wg,M,...,n, forme une base de Hig(X). De
plus, le cup produit sur Hig (X) d valeurs dans H2g (X) identifié canoniquement & K
via Uapplication deg est obtenu par bilinéarité & partir des formules

(i) wiUw; =0

(i) wiUm; = —67.

(i) ;s Un; =0

Démonstration. — Si w et 1 sont deux formes différentielles de seconde espéce et si
F, est une primitive de w, alors le cup produit de leurs images dans Hp(X) est
égal, d’aprés la proposition 1.2.3, 4 la somme des résidus de la forme différentielle
E,_n (on peut avoir & faire le calcul en remplagant K par une extension finie). Ceci
nous donne déja la formule pour w; U w;. Pour démontrer le (ii), remarquons que
pour u général, la forme différentielle w, = ¢*dG(z © u) ayant des podles simples
en P y,...,P;., avec résidu égal a 1, la somme des résidus de Aj(z)w, est égale
a Y7 Aj(u(Piu)) = Aj(u). Si on dérive alors cette égalité par rapport a u et que
lon utilise les formules d;w, = —7iq et OiAj(u) = 5{ , on obtient la formule pour
wj Un;. Les formule (i) et (ii) et le fait que Hjg(X) est de dimension 2g montrent
que w,...,Wq,M1,...,Ng en forment une base.

Soit f(u) la somme des résidus de la forme différentielle 0;G(¢(x) © ug)w.. On peut
calculer f(u) de deux maniéres différentes. La premiére est de remarquer que l'on
a comme précédemment 8; f(u) = m; Un; et donc que df (u) € H°(J,Q}). On peut
aussi calculer f(u) brutalement, utilisant la formule w, = Y_7_, G (:(z) © u)wr On
obtient alors, notant a; x le résidu de 9;G(z © uo)wy en Pj,y,,

g 9

fw) =3 0G(uPju) O uo) + YD 0 k0kG(U(Pju) O ).

j=1 7=1 k=1

Maintenant, 0;G(u © ug) — ?:1 9;G((Pj ) © up) est une fonction rationnelle de
u. On tire de cette remarque le fait que df (u) est une forme différentielle de seconde
espéce sur J dont 'image dans H} (J) est dans le sous-espace engendré par 71, . .., 7y
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et comme celui-ci est un supplémentaire de H°(J, %), cela implique que df (u) = 0
et donc que 7; Un; = 0 et termine la démonstration du lemme.

Notons % 1’ensemble des fonctions de Green symétriques (4 addition d’une constan-
te pres) associées au diviseur © et Is(X) ’ensemble des supplémentaires de H%(X, Q%)
qui sont totalement isotropes pour le cup-produit. Fixons un élément Gy de %g. Si
G en est un autre, il existe une unique matrice symétrique Mg = (ai j)1<i<q, 1<j<g
telle que Pon ait

G(&) = Go(@) + Y0 3 s (i(e) — 3 4(w) (45(2) = 32 w),

i=1 j=1

4 addition d’une constante prés. Notons Wy le sous-espace de H}g (X) engendré par
les images 7; de ¢*d(8;Go) pour 1 < i < g. Le lemme précédent nous assure que
Wo € Is(X). Si W est un autre supplémentaire de H?(X, %), il existe une unique
matrice Mw = (bi,j)1<i<q, 1<j<q telle que miw = Mg, + 25— wj € Wil <i<yg.
Comme n; w Un;,w = bi j — bji, W est totalement isotrope si et seulement si My est
symétrique. On voit donc que les ensembles % et Is(X) sont en bijection naturelle
avec ’ensemble des matrices symétriques. D’autre part, un petit calcul nous donne la
formule d(8;G) = n;+2 E?___l a; jwj, ce qui fait que 'application G — W induit sur les
matrices symétriques associées I’application Mg - Mw = 2Mg qui est évidemment
bijective. Ceci termine la démonstration de la proposition.

Fixons dorénavant un élément W de Is(X) et notons Ge,w ’élément de ¥g lui
correspondant et posons F; w = 0;Ge,w. Nous appellerons parfois Ge,w la fonction
de Green du diviseur © définie par W. Nous dirons aussi qu’un élément de W est de
type (0,1) et qu’un élément de H°(X, Q%) est de type (1,0). Un élément de H}g (X)
s’écrit donc de maniére unique comme la somme d’un élément de type (0,1) et d’un
élément de type (1, 0). Le lemme II.2.6 ci-dessous rassemble les propriétés de Geo,w que
nous aurons 3 utiliser par la suite. Nous aurons besoin d’une propriété supplémentaire
des ensembles bornés particuliére aux variétés abéliennes.

B14 : Si J est une variété abélienne, d une distance admissible sur J, Y une sous-
variété fermée de J et D une sous-variété de Y, alors un sous-ensemble E de Y — D
est borné dans Y — D si et seulement si il existe € > 0 tel que E soit inclus dans
Epe. ={z € Y(K) | d(z,D) > €}.

Lemme I1.2.6

(i) Ge,w(w © z) = Go,w(z).

(ii) Si les n; sont des éléments de Z vérifiant Y n; = 0 et les u; sont des éléments
de J vérifiant @;[n;lu; = 0, alors il existe une fonction F rationnelle sur J telle
que Uon ait ) ,n;Ge,w(r © u;) = LogF(z). De plus, si les u; sont générauz, la
restriction ¢ X de F' est une fonction rationnelle de diviseur ), n; X, ; en particulier,
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86 ), ni Xy, =0, alors la restriction de ), n;Go,w(z © u;) @ X est constante (sur
son ensemble de définition).

(iii) Quel que soit € > 0, il existe C. > 0 tel que si d(x,0) > € et ||v||; < d(z,O),
alors

. ) 82 si log5 < -1,
ot l’on a posé = -2
P (elog&) si —1<logd <O0.

Démonstration. — Le (i) est vrai par construction. D’aprés le lemme C.5, la condition
Y>ini = 0 et @;[n;Ju; = 0 est équivalente au fait que Y, n;u; est dans le carré de
'idéal d’augmentation de Z[J(K)], ce qui permet d’utiliser le (i) de la proposition
I1.1.21 pour démontrer le (ii).

Passons & la démonstration du (iii). On peut écrire le développement de Taylor de
Go,w(z ®v) en le point z et les variables z; = X;(v) sous la forme

Gow(z +ZF,W(:E zi + E akh,,,,kg(w)zf‘ ...z:;g.
Eytetkg>2

Les fonctions f;;(z) = 0;0;Ge,w(z) sont des fonctions rationnelles sur X holo-
morphes sur J—© ; elles sont donc bornées sur ’ensemble Eg . = {z € J | d(z,0) > €}
puisque celui-ci est borné dans J — © (propriété B14 appliquée 4 Y = J et D = 0).
D’autre part, si z € Eg . et ||v]| < d(z,0), alors z @ v € Eg .. On en tire le fait
qu'il existe C. > 0 tel que, quel que soit (i, ), la restriction de f; ; & la boule ouverte
de centre z et de rayon d(x,®) est une fonction holomorphe majorée en norme par
C!. Ceci nous fournit une majoration des coefficients du développement de Taylor de
fi,j en le point = et comme celui-ci se déduit de maniére simple du développement de
Taylor de Geo,w, on obtient

|ki(ks — 1)ak,,...k, (€)] < Cld(z, @)1tk si1<i<g

|kikjax,,....k, ()] < Cld(z,®)~ (K1t +ko) sil<i,j<geti#j.

On en déduit la majoration |ax,,....k, (z)| < Ci(ki+---+kg)2d(z,0)~kr1t-+ke) si g €
Eg ¢ puis le fait que la série de Taylor de Go,w (z @ v) converge dans la boule ouverte
de centre z et de rayon d(z,©) et donc que Go,w est somme de sa série de Taylor
dans cette boule (proposition I1.1.25). On peut alors utiliser 'inégalité ultramétrique
pour majorer |Ek1+~-~+kg22 akl,,,,,kg(w)zf‘ ...z:,cg‘ par supys, k2(d(z, ©)~|v||)* si
[lv]| < d(z, ®). Le lemme s’en déduit avec C. = 4C..

Terminons cette section par 2 lemmes techniques qui nous serviront lors de la
démonstration du théoréme I11.2.13.
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LemmeIl.2.7. — Soity € X. Il existe ¢4, > 0 tel que si e < ey et f est une fonction
rationnelle sur X dont le support du diviseur de la restriction ¢ B(y,ey) est inclus
dans B(y,€) et telle que v,(f(z)) soit constante sur la bande € < d(z,y) < €y, alors
le degré du diviseur de la restriction de f & B(y,e) est nul.

Démonstration. — L’application £ — A(z) — A(y) induit une isométrie analytique
de la boule ouverte B(y,d;) de J sur la boule ouverte B(0,d;) de CJ. L'image de
C N B(y, ;) par cette isométrie est une courbe lisse Cy, de B(0,d;) et le théoréme
des fonctions implicites implique qu’il existe ¢, > 0 et ¢ € {1,...,g} tel que la
projection sur la i-éme coordonnée induise une isométrie analytique d’un voisinage
de 0 dans Cy sur la boule ouverte B(0,e,) de C,. Composant les deux isométries
précédentes, on en déduit I’existence de ¢y > 0 et 4 € {1,..., g} tels que I’application
z — 2zy(z) = Ai(z) — Ai(y) soit une isométrie analytique de B(y,ey) N C sur B(0,&y).
Soit f une fonction rationnelle sur X dont le support du diviseur de la restriction &
B(y,€y) est inclus dans B(y, ¢). Définissons une fonction F' méromorphe sur B(0, )
par la formule f(z) = F(zy(z)) si d(z,y) < ey et soit D = ) .n;P; le diviseur
de la restriction de f & B(y,ey). La fonction G(2) = F(z)[];(z — 2y(P;))™™ est
analytique sur B(0,&,). Elle a donc un développement du type G(z) = :;“6 an2™.
D’autre part, G(z) ne s’annule pas sur B(0,&,), ce qui implique, compte-tenu du lien
entre la valuation des zéros d’une série entiére et son polygone de Newton, que ’on a
lan| < |aoley et donc en particulier que |G (2)| = |ao| pour tout z € B(0,€y). Comme

z
|>=
[f(@)| = |ao||zy(z)[P8P) si ¢ < |2,(z)| < €y et donc que v,(f(z)) n’est constante
pour z € {e < d(z,y) < €4} que si Deg(D) =0.

al = 1si |z| > |al, et que par hypothése, on a |zy(P;)| < €, on voit que I'on a

Lemme I1.2.8. — Soit u € J général. Il existe €, > 0 tel que 51 0 < € < g, et f est
une fonction rationnelle sur X vérifiant les deuz conditions suivantes

(i) le support du diviseur de f est inclus dans Uj_; B(P; u,€) ;

(ii) pour tout 1 < i < g, le degré du diviseur de la restriction de f & B(P;,,€) est
nul,
alors la restriction de Log f & l’ensemble {x € X | d(z,0 @ u) > €} est une fonction
bornée.

Démonstration. — Prenons pour ¢, le minimum des €, pour y € X, et des d(y1,y2)
ot (y1,y2) décrit ’ensemble des couples d’éléments distincts de X,,. Par définition de
€u, ON & B(P; 4,€) N B(Pjy,€) = @ si e < gy et i # j. Soit € < &, et f vérifiant les
conditions du lemme. Soit D; le diviseur de la restriction de f & B(P; ,,¢). Le degré
de D; étant égal & 0, on peut écrire D; sous la forme 37, P;; — Qi ; et quitte &
rajouter des termes du type P;, — P; ., on peut supposer que les n; sont tous égaux
a un méme entier n. Posons alors u; = (®]_, P; ;) Ou et v; = (&]_,Q: ;) © u. Comme
P;,; © P, et Q;; © P;,, appartiennent & B(0,¢), il en est de méme de u; et v;. La
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comparaison de leurs diviseurs montre que les fonctions Log f et

n

Z(Ge(w Suou;)—Ge(z0UuO vj))

Jj=1

ne différent que par une constante que nous noterons C. Utilisant alors le (iii) du
lemme I1.2.6 et les identités 37 _; (Ai(u;) — Ai(vj)) = 0 qui découlent de l'identité
@7, (u; © v;) = div(f) = 0, on obtient

| Log f(z) — C|p < CsR(m),

si d(x,© & u) > €, ce qui permet de conclure.

3. Intégrales de troisiéme espéce. — Rappelons qu’une forme différentielle de
troisiéme espéce sur X est une forme différentielle rationnelle sur X ayant au plus
des poles simples et telle que les résidus en ces poles soient des entiers. Si w est une
forme différentielle de troisiéme espéce, nous noterons Div(w) le diviseur ), npP ou
P parcourt X et np est le résidu de w en P. C’est un diviseur de degré 0. Dans le cas

d
particulier ot w = & et f est une fonction rationnelle sur X, on a Div(w) = Div(f).

f

D’aprés le 1.6, §3, il existe un groupe algébrique J extension de J par un groupe additif
dont les points représentent les formes différentielles de troisiéme espéce modulo les
différentielles logarithmiques de fonctions rationnelles (j est d’ailleurs ’extension uni-
verselle de J par un groupe additif). L’algébre de Lie de J est isomorphe a Hlp(X)
et Papplication de J dans J est induite par celle qui & une forme différentielle de
troisiéme espéce associe son diviseur ; le noyau de cette application est constitué des
différentielles holomorphes.

La forme différentielle w, = t*dGe,w(z © u) introduite lors de la démonstration
du lemme I1.2.6 n’est pas rationnelle car le diviseur de ses résidus est égal & X, et
n’est donc pas de degré 0, mais la fonction F; w(z ©u) — F,w(z ©v) — F;,w(v© u)
étant une fonction rationnelle de (z, u,v), ceci implique que si u et v sont deux points
généraux de J, alors

g
Wy —wy = 1" (Z(Fi,w(z ou)-Fw(ro v))wi)
=1

est une forme différentielle rationnelle de troisiéme espéce sur X dont le diviseur des
résidus est X, — X,. Nous dirons d’une forme différentielle de troisiéme espéce sur
X est de type (1,1) si elle est dans le Z-module engendré par les w, — w,, le couple
(u,v) décrivant les couples de points généraux de J. Notons que la notion de type
(1,1) comme celle de type (0,1) dépend complétement du choix de W ; il n’y a que
celle de type (1,0) qui soit intrinséque.
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Proposition 11.2.9
(i) Une forme différentielle w de troisiéme espéce sur X peut s’écrire de maniére
unique sous la forme w = W' +wbl, ot W10 est holomorphe (de type (1,0)) et w1
est de type (1,1).
(i) Siw = w0+ 3, njwy,, alors I’image de Div(w) dans J est égale a ®;[n;u;
(iii) Siw = = ou f est une fonction rationnelle sur X, alors w est de type (1,1).
(iv) Siw=w®0 + 3 nyw,, alors [“w=["w®) +3 n,Gew(zOu).

Démonstration. — Par linéarité, on se raméne & démontrer 1’existence de la décompo-
sition dans le cas ou le diviseur des résidus de w est de la forme P; — P,. Soient
Q1,...,Q¢—1 des points de X tels que les points u = PL® Q1 @ --- ® Qg1 et
v=P,®Q1®- - ®Qy_1 soient généraux; alors la forme différentielle w — w, + w,
est holomorphe comme le montre le calcul du diviseur de ses résidus, d’out ’existence
de la décomposition. De plus le (ii) est clair sur cette décomposition, il ne reste donc
que 'unicité & prouver pour terminer la démonstration de (i) et (ii).

Pour ce faire, il suffit de vérifier que, si la forme différentielle ), njw,; ou les n;
sont des entiers satisfaisant la relation ), n; = 0, est holomorphe, alors elle est nulle.
Mais le calcul du diviseur de ), n;w,; montre que si cette forme est holomorphe, alors
Y ;niXu, = 0 et donc que Y, n;Go,w(z © u;) est constante sur X ((ii) du lemme
I1.2.6) et sa différentielle est nulle comme annoncé.

Soit f une fonction rationnelle sur X et soit ), n;P; son diviseur. Choisissons
des points @1,...Q4—1 appartenant & X de telle sorte que chacun des points u; =
P,dQ1® - ®Qy-1 soit général. Alors @;[n;Ju; = 0 et donc ), n;Ge,w (z © u;) est
le logarithme d’une fonction rationnelle F' sur J. La restriction de F' &4 X a méme

.. . . .4 .
diviseur que f et lui est donc proportionnelle; on en tire Tf = ), Niwy,;, ce qui
démontre le (iii).

Finalement, le (iv) est une conséquence du caractére naturel de l'intégration p-
adique.

Remarque I1.2.10. — On peut aussi caractériser [ w comme étant 'unique (a addition
d’une constante prés) fonction F,, qui est analytique en dehors du support du diviseur
de w et qui vérifie les 2 conditions suivantes :

(i) dF, = w,

(ii) pour toute fonction rationnelle f sur X dont le diviseur Div(f) = Y npP est
étranger & Div(w) = ) ngQ, on a

F,(Div(f)) = ) npF,(P) =) mqLog f(Q).
P Q
L’unicité d’une telle fonction provenant de ce que la différence de deux telles fonctions

est localement constante d’aprés la propriété (i) et, considérée comme une fonction
additive sur les diviseurs, s’annule sur les diviseurs principaux d’apreés la propriété (ii)
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et donc s’étend en une application additive localement constante de J(C,) dans C, ®
Q Logp. Ceci implique, d’aprés le lemme I1.1.13 que cette différence est identiquement
nulle sur J(C,) et donc sur les diviseurs de degré 0. Pour montrer l’existence, il suffit
de vérifier que la primitive de w donnée au (iv) du lemme répond au probléme, ce
qui constitue un cas particulier de la loi de réciprocité pour les intégrales de troisiéme
espéce (théoréme I1.2.13).

4. La loi de réciprocité pour les intégrales de troisiéme espéce

Soit w une forme différentielle de troisiéme espéce. Il eriste
alors un unique élément Log 5(w) de H, 2r(X) tel que siu est général et m,, est la forme
différentielle de seconde espéce ayant au plus des poles doubles en les points de X, et
dont image dans H}g(X) est égal & Logy(w), alors quel que soit I’ensemble borné
E de X — X, et quel que soit € > 0, il existe une fonction f rationnelle sur X et un
entier s tels que, pour tout x € E, l'on ait

. @)
”“ T 5 % o) b

De plus Vapplication Log 7 est addztwe et venﬁe les formules suivantes
(i) Logj(w) = w si w est de type (1,0).
(ii) Logj(w) est de type (0,1) si w est de type (1,1).

<e.

(iii) Logj(w) =0 si w = g
(iv) Logy(w) = w' + 30, Xi(Div(w))m:-

Remarque I1.2.12. — L’application Logy n’est autre que le logarithme de J a valeur
dans son algébre de Lie.

Démonstration. — Commencons par prouver 'unicité. Supposons que nous ayons
deux éléments n,n’ de Hlg (X) satisfaisant aux conclusions du théoréme. Alors, quel
que soit le sous-ensemble borné E de X — X, il existe une fonction rationnelle f et
un entier s tels que 'on ait

|/z:(17u—77:;)—§Log ((:c))|<1 sizg¢g X -U.

En particulier, la fonction v,(f(x)) est constante sur E et donc le support du diviseur
de f est inclus dans X — E. Choisissons E de telle sorte que X — E soit inclus dans
{z | d(z,X.) < €} avec € < &, (C’est possible grace a la propriété B14 appliquée
aY =X et D = X,). Comme € < gy pour tout y € X, cela implique, d’apres le
lemme I1.2.7, que le diviseur de la restriction de f & chacune des boules B(P; y,¢)
est de degré 0. De plus, comme € < &, cela implique, d’aprés le lemme I1.2.7, que
| Log 7 (( ))| est borné sur ’ensemble E, . = {z € X | d(z,0 ®u) > €} il en est donc
de méme de fzo (9w — m,,). Finalement, si F' est borné dans X — X, alors ¢(F) est
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borné dans J — (© @ u) et il existe € > 0 tel que F C E, . ((ii) de la proposition
I1.3.5). Ceci implique que 7, — 7}, est une forme différentielle de seconde espéce sur
X holomorphe sur X — X, et dont une primitive est bornée sur tout sous-ensemble
borné de X — X,. On en déduit, grace a la proposition I1.2.2, que 7, — 7, est exacte
et donc que n = 7’ ; d’ou 'unicité.

La démonstration de I’existence repose sur la «formule» Logj(w) = }1_!)1(1) %[s]w,
ou s varie dans les entiers et [s] représente la multiplication par s sur P’extension
universelle. D’aprés la proposition I1.2.9, on peut trouver des éléments v de J et des
entiers n, vérifiant ) n, = 0 de telle sorte que u © v soit général pour tout v et
w = w0 + 3 nywue,- Si s est un entier, tel que u © [s]v est général pour tout v tel

que 1, # 0, posons ws = w1’°+% Y NyWugls}v- Par construction, la forme différentielle
s(w —ws) est une forme différentielle de troisiéme espéce de type (1,1) dont le diviseur
a pour image 0 dans J; c’est donc la différentielle logarithmique d’une fonction f,
rationnelle sur X et on obtient

o1 fs(2) ‘10,1
/wow- sLngs(zo) +/zowlo+svaGe(zeu€B[s]v).

Les points généraux formant un ensemble ouvert pour la topologie de Zariski donc &
fortiori pour la topologie p-adique, il existe d tel que u © v est général si ||v|| < 4. Soit
E un sous-ensemble borné de X — X, et € > 0 tel que E soit contenu dans E, . Le
groupe J(C,)/B(0,¢) étant de torsion, il existe so tel que 'on ait ||[so]v|| < € pour
tout v tel que n, # 0. Mais alors, u © [p"so]v est général sin € N et n, # 0 et

lllp"solvll . ll[so]ull
dz,00u) ° dz,00u)

et donc, utilisant le lemme II1.2.5, on obtient

<p "siz€kE,

9
|Ge(z ©ud® [p"so]v) — Ge(z ©u) — p"so Z F,w(xou)(@)| < Cep™,siz€E.
=1

Si on utilise alors les formules
T

va)\i(v) = X(Div(w)) et Fiw(zou)— Fw(zo©Ou) = / Tius

1]

on voit que ’on peut majorer

i il (g M) [ )

0

par Cep™"|sol, ! pour tout z € E; d’oti I’existence de Log 7(w). En fait, on obtient
méme une formule explicite pour Log5(w), & savoir

Logj(w) = w™® + Z Xi(Div(w))m;.

=1
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On a donc démontré la formule (iv) du théoréme ; comme celle-ci implique les autres
de maniére évidente, cela termine la. démonstration du dit théoréme.

On peut utiliser la formule explicite ainsi obtenue pour Logj{(w) pour donner une
démonstration de la loi de réciprocité pour les intégrales de troisiéme espéce rappelée
dans le théoréme suivant.

Théoréme 11.2.13. — Soient oy et as deux formes différentielles de troisiéme espéce
dont les diviseurs sont étrangers. Soit Py n’appartenant pas a la réunion des supports
des diviseurs de oy et oy et soit Y, n; ;P; ; le diviseur de o ; alors

/ o — / a; = Logj(a:1) U Logj(asz).
Div(ai) Div(az2)

Démonstration. — Le cup-produit entre deux éléments de Hlg (X) se calcule en utili-
sant le lemme I1.2.5. Par bilinéarité et antisymeétrie, il suffit de traiter les cas suivants :
(i) o1 et az holomorphes (i.e. de type (1,0)),
(ii) oy holomorphe, a; de type (1,1) et Div(az) = P, — Ps,
(iii) a1 et ap de type (1,1); Div(ay) = P, — P, et Div(az) = P; — P;.
Le cas (i) se raméne a la formule 0 = 0 et le cas (ii) se raméne par linéarité au cas ou
a1 est un des éléments w; de la base (w1, ...,w,) de H°(X,0%). On a alors

Py
/ (12—/ aq =0-—-/ Wy =/\5(P2)—/\,'(P1)
Div(ai) Div(az) P

g9

Logj(aa) = Y (Ai(P1) — A (P2))mj,

=1

d’otl ’on tire la formule

g

Logj(a1) ULogj(az) = wi U (Z(/\j (A1) - /\j(Pz))nj) = Ai(P2) — Ai(P1)

i=1

et I’égalité voulue dans ce cas la.

Dans le dernier cas, Log (1) et Logj(az) sont de type (1,0) et leur cup-produit est
nul; il n’y a donc plus qu’a vérifier qu’il en est de méme pour |, P}:‘ az— | II,ZS az. Pour
cela nous allons utiliser la symétrie du diviseur © ; c’est-a-dire I’équation fonctionnelle
Ge,w(z) = Go,w(w © z). Choisissons u € 60 tel que, si 'on pose v = Su © w (ce
qui fait que v € ©0), alors les points u ® Ps, u® Py, v® P, et v® P, sont généraux.
Remarquons que 'on a Xygp, — Xugp, = P3 — Ps et Xygp, — Xvop, = PL — P, d'otl
Pon tire ap = wugp, —wWuep, €t A1 = Wye P, —Wwa Py, Ce qui, notant Gg w simplement
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G, nous donne

P,
/ a=GPLoP;ou)—GPLoP,ou)—G(P,oP36u)+G(P,©o Py u)
P

=G(PsoPov)—-GProPov)—G(PsoP,0v)+GP,oP,0v)
P P

:/ Wy P, — WodPs =/ aq
P4 P4

et permet de terminer la démonstration.

Remarque I1.2.14. — La formule obtenue ci-dessus différe de maniére inexplicable de
celle obtenue sur les complexes (proposition 1.7.13) par un signe.

5. Compléments sur la fonction logarithme. — Si p est un nombre premier et
K est une extension finie de Q,, notons .Z(K*) le Q-espace vectoriel K @& Q Logp
et soit Log 'application de K* dans £(K*) qui &  associe log, z + v, () Log p, ot
log,, est le logarithme d’Iwasawa normalisé par la convention log, p = 0 et v, est la
valuation sur K normalisée par la convention v,(p) = 1. Nous écrirons un élément z
de Z(K*) sous la forme z(® + z(!) Logp avec z(® € K et z(1) € Q.

Si K est R ou C, posons .Z(K*) = R et notons Log I’application de K* dans
Z(K*) définie par Log(z) = log|z|, out log est le logarithme usuel sur R} et |z|
est la norme euclidienne usuelle sur C donnée par la formule |a + ib|? = a? + b? si
a et b sont réels. Si L/K est une extension de corps locaux, nous noterons Trp g
'unique application Q-linéaire de £ (L*) dans £ (K*) vérifiant Try g (Log(z)) =
Log(Np/k(z)) si z € L*.

Si K est un corps de nombres, notons .£(A%) le sous-ensemble du produit des
ZL(K}), v décrivant les places de K, des éléments (...,z,,...) vérifiant =, € K,
pour presque tout v. Nous noterons encore Log l’application évidente de A% dans
Z(A%) et nous noterons .#(K*) le sous-Q-espace vectoriel de .# (A} ) engendré par
limage de K* par 'application Log. Le quotient de .Z(A%) par .Z(K™*) sera noté

Z (A% /K*). L’application qui 3 (£, . - - ,wg)) + wgl) Logp,...) € Z(Ag) associe
(11.2.15) (@ — 3 2P logl,...,2®@ — 3 zMlog,1,...)
l<oo l<oo, l#p

s’annule sur £ (Q*) et induit un isomorphisme entre £(Ag/Q*) et [[,<o Qp (0
l’on a posé Qo = R).

Si L est une extension finie de K, 'application Q-linéaire Try/x de Z(A}) dans
Z(A%) définie par la formule

TrL/K(...,:cw,...) =(...,yv,...),

oy, = zwlv Trp, |k, (2w) envoie Z(L*) dans .Z(K™) et induit par passage au quo-
tient un application Q-linéaire de £ (A} /L*) dans £(A%/K™*) que nous noterons
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encore Trp k. En particulier, Papplication Trg,q peut étre vue comme une applica-
tion Q-linéaire de .Z (A% /K*) dans Hpgoo Q,. Remarquons pour finir que si K C L,
alors Z(A%/K*) s’identifie de maniére naturelle & un sous-ensemble de (A% /L*)
et que I’on a comme d’habitude Try x(z) = [L: K]z si z € L (A% /K*).

6. Fonctions de Green adéliques et hauteurs adéliques. — Soit maintenant X
une courbe de genre g > 1 définie sur un corps de nombre K. Choisissons pour chaque
place finie v de K un supplémentaire de H°(X,Q%) dans K, ® Hjg (X) totalement
isotrope pour le cup-produit. Notons Isg (X) ’ensemble de ces choix ; un élément de
Isg (X) sera noté W et on notera W, sa composante en v. Remarquons que si L
est un corps de nombres contenant K, alors Isx(X) s’identifie naturellement & un
sous-ensemble de Isy (X).

Fixons un élément W de Isx (X). Rappelons que si v est une place finie, une forme
différentielle de troisiéme espéce est dite de type (1,1) relativement & W, si son image
par Logy appartient & W, (cf. théoréme I1.2.11) et que si v est archimédienne, une
forme différentielle de troisiéme espéce est dite de type (1,1) si toutes ses périodes sont
purement imaginaires (cf [27] par exemple). Si D est un diviseur sur X de degré 0
défini sur K, il existe pour toute place v de K une unique forme différentielle de troi-
siéme espéce wp w, de résidu D, définie sur K, et qui soit de type (1,1) relativement &
W, . Nous appellerons fonction de Green (relativement & W) associée au diviseur D, la
fonction Gp,w (définie & addition d’une constante prés) de [], X (K,) & valeurs dans
[I, £(K}) donnée par la formule Gpw((...,Zv,---)) = (-..,GD,ww(Ty),...), o
Gp,w,» est une primitive de wp, w, si v est une place finie et la partie réelle d’une pri-
mitive de wp,w, , si v est une place archimédienne (cf. démonstration de la proposition
1.2.12).

Lemme I1.2.16. — Si D; et Dy sont deuz diviseurs de degré 0 définis sur K qui sont
étrangers, alors on a

(i) Gp,,w(D2) = Gp,,w(D1)

(ii) Gp,,w(D2) € £(A%)

(iii) si D1 ou Do est un diviseur principal, alors Gp, w(D2) € Z(K™*)

(iv) si L est une extension finie de K et que l’on considére Dy,Dy et W comme
étant définis sur L, alors on a Trp/x(Gp,,w(D2)) = [L : K]Gp, w(Ds).

Démonstration. — Le (iv) est une évidence; le (i) se démontre place par place et est
une conséquence immédiate de la loi de réciprocité pour les intégrales de troisiéme
espéce (théoréme 11.2.13) et du fait que W, est totalement isotrope pour le cup-
produit si v est finie; le cas v archimédien étant bien connu (cf. proposition 1.2.13 par
exemple).

D’aprés le (i), D; et Dy jouent le méme role. On peut donc se contenter de traiter
le cas ou D; = Div(f) ; mais alors, Gp,,w,»(z) = Log(f(z)) pour toute place v de K et
donc Gp,,w(D2) = Log(f(D2)) € £(K*). Il nous reste le (iii) & prouver. Il s’agit de
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vérifier que 'on a Gp, w(D2) € K, pour presque tout v. Nous allons en fait démontrer
que si v est une place de K en laquelle X a bonne réduction et telle que les diviseurs
D; et D, ne se rencontrent pas sur la fibre spéciale, alors, on a Gp, w(D2) € K,. Ceci
suffit pour démontrer le (iv) car le nombre de places ne satisfaisant pas ces conditions
est fini.

Soit donc £  un modéle de X sur Ok, ayant bonne réduction en v. Si D est un
diviseur sur X défini sur K,, soit Zp 1’ensemble des points de £ (k) n’ayant pas
méme réduction qu’un point du support de D. Nous aurons besoin du lemme suivant.

Lemme I1.2.17. — Soit w une forme différentielle de troisiéme espéce sur X. Alors,
si F,, est une primitive de w, la composante F,,(z)(!) est constante sur ZDiv(w)-

Démonstration. — Avant de commencer la démonstration de ce lemme, remarquons
qu’il permet de terminer la démonstration du lemme I1.2.16 puisque D; est de degré
0. Nous allons utiliser le fait que si f est une fonction rationnelle sur X, alors v, (f(z))
est constant sur £pjy(s). Fixons un point zop € Zpiv(w)- Il existe un voisinage U C
Zpiv(w) de zo sur lequel F,, est analytique (ce qui implique en particulier que la
composante F,, (z)(!) est constante sur U). L’image de U¢ dans J(C,) par I’application
qui & (z1,...,Z,) associe 'image du diviseur x; + - - -+ x4, — gTo contient un voisinage
V de 0. Soit alors £ € Zpiv(w); il existe un entier n > 0 tel que I'image du diviseur
n(z — xo) se trouve dans V et donc il existe des points zi,...,z, de V tels que
nz — (n — g)To — ¥ — - -+ — &4 soit le diviseur d’une fonction f. Mais alors
g
nF,(z) — (n — g)F,(z0) — ¥ _ Fu(z:) = Log f(Div(w)) € G,
=1

car Div(w) est de degré 0 et Div(f) et Div(w) ne se rencontrent pas modulo p. L’égalité
F,(z:)®) = F,(z0)® si 1 < i < g implique donc que 'on a F,(z)V) = F, (o)™ si
T € Zpiv(w), C€ qui termine la démonstration du lemme I1.2.17.

Soit W un élément de Isg (X) fixé. Soient z et y deux éléments de J(Q) et D,
D, deux diviseurs de degré 0 sur X définis sur Q dont les classes dans J sont res-
pectivement = et y et dont les supports sont étrangers. Soit L une extension fi-
nie de K sur laquelle D; et D, sont définis. D’aprés le lemme 11.2.16, la quantité

AV Try/k(Gp, w(D2)) € £L(A%/K*) ne dépend que de z,y et W et pas des

. . 1
choix de Dy, D; et L. Son image par [K—G] Trk/q dans [],«., Qp seranotée (z,y)w
et I'image de (z,y)w dans Q, sera notée (z,y)w,p
Théoréme I1.2.18. — L’accouplement (-,-)w de J(Q)xJ(Q) a valeurs dans [] p<oo Qp
ainsi construit est bilinéaire et symétrique. D’autre part, (-, )w, coincide avec l’ac-

couplement de Néron-Tate quand p = 0o et avec l’accouplement construit par Gross
et Coleman dans le cas o X a bonne réduction en p.
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Démonstration. — Avant de faire la démonstration de ce théoréme, remarquons qu’il
nous fournit une construction des hauteurs classiques ne faisant pas appel a la théo-
rie de l'intersection. En fait, comme on va le voir, les contributions locales four-
nies en général par la théorie de l'intersection sont ici absorbées par la composante
Gp, w(D2)M) de Gp, w(D;). L’ingrédient principal de la construction classique des
hauteurs comme somme de symboles locaux est la proposition suivante (due 4 Néron
(33]).

Proposition I1.2.19. — Soient p une place de Q, v une place de K ne divisant pas p
si p est finie et | |, la norme usuelle sur K, (choisie de maniére a ce que la formule
du produit soit vérifiée; ce qui fait d’ailleurs que si K, = C, alors | |, ne vérifie pas
Uinégalité triangulaire). Il existe un unique accouplement (-, ), , défini sur les couples
de diviseurs de degré 0 de X(K,) dont les supports sont disjoints et qui vérifie les
propriétés suivantes

(i) <D1>D2)Pyv = <D2’ Dl)Pyv’

(ii) (D1,D2 + D3)pv = (D1,D2)p,v + (D1,D3)p» (quand les 3 termes sont bien
définis),

(iii) (Div(f), D)p,v = log, |f(D)lv

(iv) ((z) — (x0), D)p,» est une fonction continue de x.

Démonstration. — Voir [27] par exemple. Notons que la propriété (i) est en fait une
conséquence des 3 autres.

Pour définir un accouplement global, il reste & définir (-,-),, dans le cas ou p
est finie et v divise p. La différence avec le cas précédent est qu’un accouplement
vérifiant les 4 propriétés précédentes n’est pas uniquement déterminée (et la propriété
(i) n’est pas une conséquence des 3 autres). Pour rétablir une unicité, Coleman et
Gross choisissent un supplémentaire W, de H%(X, Q) dans K, ® Hlz (X) (qu’il vaut
mieux prendre totalement isotrope pour le cup-produit si ’on veut que la propriété
(i) soit vérifiée) et associent & tout diviseur D de degré 0 une fonction de Green qui
s’obtient & partir de Gp,w, en donnant une valeur particuliére & Log p (dans [16], le
choix de Log p est dicté par le choix d’un caractére du groupe des idéles de K & valeurs
dans Qy, mais ici, nous ne nous intéresserons qu’au caractére « norme» qui correspond
au logarithme d’Iwasawa pour lequel on a Logp = 0; la fonction de Green associée au
diviseur D par Gross et Coleman (pour ce choix de caractére) n’est donc rien d’autre

que la composante (Gp,w, ) ©) ge D,w, )- On définit alors ’accouplement local (-, -}y, p
dans le cas v|p et p finie, par la formule (D1, Ds), p = Trk, /q, ((GD,,W(Dg))(O)) et
l’accouplement global (-, -), par la formule (Dy, D3)p, = — >, (D1, D2)v,p-
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Maintenant, si on utilise la formule I1.2.15 pour identifier Z(Ag/Q*) & HpSoo Qp,
cela permet d’écrire (Dq, Da)w,p sous la forme

- Trk,/q, ((GDl,W., (Dz))(o)) + > Y Ky : Q) (Gpy,w, (D2))™ log, ¢

vlp g<co v|gq

et pour vérifier que I’on a bien (-, -)w,p = (-, )p, il suffit de vérifier que I’on a

(D1, Da)op = —[Ko : Qq)(Gpy,w, (D2))V log, ¢

et pour cela, il suffit de vérifier que le second membre de cette égalité vérifie les 4
propriétés de la proposition I1.2.19, ce qui est assez clair.

7. Fonction de Green d’un point. — Soient toujours X une courbe de genre
g > 1, W un supplémentaire totalement isotrope de H°(X, Q%) dans Hlg (X) et soit
P un point de X. Choisissons des points Q1,...,Q4 de X tels que les points

U=P®Q1® - ®Qi-19Qi+19---Qy
pour1<i<getv=0Q1 P - ®Q, soient généraux. La fonction

g
(>-Gew(zou)) - (9- NGow(z6v)
=1

peut se prolonger par continuité & X — P, a une singularité logarithmique en P et
est, d’aprés le (ii) du lemme I1.2.6 indépendante, & addition d’une constante prés,
du choix de @1, ...,Q,. Elle sera appelée la fonction de Green du point P et notée
Gpw (elle dépend bien str du choix de W). Dans le cas classique, le choix de W
est imposé, ce qui fait que ’on peut définir une fonction de Green Gp bien définie &
addition d’une constante prés et on peut fixer la constante en imposant la relation
fX(C) Gp(z)dp = 0, ou p est la métrique plate (i.e. du = ;ELI w; A W;, ol les
w; forment une base orthonormée de H°(X, Q%) pour le produit scalaire hermitien
(w,m) = [y ) WA 7). Si X est une courbe elliptique, cette condition est équivalente
aux formules

(1) Gp(x) = Go(z © P), si Gy est la fonction de Green de ’élément neutre de X.

(2) Si n est un entier supérieur ou égal & 1, alors Go(z) = Z[n]y::c Go(y) quel que
soit z € X.

En p-adique, le probléme de fixer la constante semble un peu délicat en général.
La proposition suivante (due & Mazur-Tate [35]) montre comment le faire dans le cas
ou X est une courbe elliptique.

Proposition I11.2.20. — Soient X une courbe elliptique et W un supplémentaire
de H°(X,QY) dans H1R(X) (totalement isotrope car de dimension 1). Il existe un
unique choiz de la fonction de Green Go,w de l’élément neutre de X tel que l'on ait
Go(2) = X [njy=z Go(y) quels que soient Uentiern > 1 etz € X.
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Démonstration. — L’unicité est immédiate; prouvons l’existence. Soit G un choix
arbitraire de fonction de Green pour 0. Utilisant le fait que

Gladbdc)—Gladb) —Gladc)—Gbdc) +G(a) + G(b) + G(c)

est le logarithme d’une fonction rationnelle en a,b,c, on démontre, par récurrence
sur n (en utilisant le triplet (a,b,¢) = ([n — 1]z, z,z)), que si n > 1, la fonction
G([n]z) —n2G(z) est le logarithme d’une fonction rationnelle. Ceci permet de montrer
que la fonction G([n]z) — Z[n]Q=O G(z© Q) est constante sur X car c’est le logarithme
d’une fonction rationnelle dont le diviseur est nul. Notons cette constante C,,. On doit
poser Go,w (z) = G(z) + ]
den.Orona

Gz)=Cn+ Y G =Cnt+ Y (Cut+ Y6 G(2)

[nly=x [nly=x [m]z=y

=Cn+n’Cn+ Y G(2),

[nm]z=z

et il s’agit donc de vérifier que 2 T ne dépend pas

n2

ce qui, échangeant les roles de n et de m, implique C,, + n2C,, = Cy, + m2C,, et
permet de conclure.

I1.3. Périodes p-adiques des variétés abéliennes

1. Construction de ’accouplement « périodes p-adiques ». — Rappelons que
nous avons fixé un plongement de C, dans B}, section du morphisme naturel 6 :
Blz — C,, ce qui nous permet de considérer une variété définie sur C, comme
un schéma séparé de type fini sur B;"R par extension des scalaires. D’autre part,
Pintégration p-adique s’étend naturellement a B:{R. En effet, si X est une variété lisse
sur C,, si w est une 1-forme différentielle fermée sur X et a,b € X (B(‘j"R , on peut

poser
b 0(a) o(b) b

/ w=/ w+/ w+/ w
a a 0(a) a(b)

et dans le membre de droite, le terme du milieu est bien défini car tous les termes sont
définis sur C,, et les deux autres termes sont définis par la série formelle primitive de
w au voisinage de 6(a) et (b) respectivement.

Si on se restreint & des variétés définies sur Qp, comme 6,, s’identifie 4 un sous-
anneau dense de Bj‘R, on n’a pas besoin de choisir de plongement de C, dans B};,
ce qui est moralement plus satisfaisant car il n’en existe pas de raisonnable et pour
définir f: w, on remplace respectivement 6(a) et 6(b) dans la formule ci-dessus par
des éléments de Qp suffisamment proches de a et b.

Pour construire I’accouplement «périodes p-adiques», nous aurons besoin de 2
propriétés supplémentaires des ensembles bornés des variétés abéliennes.
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B15 : Si X est une variété abélienne définie sur C, et E est un sous-ensemble de
X(BJR) borné dans X, alors le sous-groupe (E) de X(BYg) engendré par E est
borné dans X.
B16 : Soient X une variété abélienne définie sur Cp, U # & un ouvert de Zariski de
X.

(i) Si E est un sous-ensemble de X (C,) et si E(™ est un sous-ensemble fini de E,
alors il existe une suite a = (an)nen d’éléments de X (C,) telle que ’ensemble

F =Upen{an @z | z € E™}

soit borné dans U(C,).

(i) Si E est un sous-ensemble borné de X (Blr) et sin € N, soit E™ un sous-
ensemble fini de E. Alors il existe une suite @ = (@)nen d’éléments de X (BJy) telle
que ’ensemble

F =Upen{an @z | z € E™}

soit borné dans U(Bl).

Si u = (un)nen est une suite d’éléments de X (C,), appelons relévement borné de
u dans X (BJ) toute suite bornée & = (Un)nen d’éléments de X (BZg) telle que 'on
ait 6(u,) = un. Comme X est propre sur Cp, X(C,) est borné et I’existence de tels
relévements est un cas particulier de la propriété B7.

Lemme I1.3.1. — Siu = (un)neN est une suite d’éléments de X(C,) et U est un
ouvert de Zariski de X, alors

(i) I’ensemble A(u,U) des suites bornées a = (an)nen d’éléments de U(BJR) telles
que la suite de terme général u, ® 0(a,) soit bornée dans U(C,) est non vide.

(i) Sia € A(u,U) et & = (Wn)nen est un relévement borné de u dans X (BJR),
alors la suite de terme général a,, ® Uy, est bornée dans U(BJg).

Démonstration. — Le (i) est une application de la propriété B16 au cas ou FE =
{0} U {un | n € N} et E(™ = {0,u,} et le (i) est une conséquence de la propriété
BS.

Soit Z(X (Cp)) ensemble des suites u = (un)nen d’éléments de X (C,) telles que
Pon ait u, = [plunt+1 quel que soit n € N, ce qui fait de Z(X(C,)) un Z,-module
muni d’une action de ¥k et contenant le module de Tate T,(X(C,)) de X. D’autre
part, le groupe X (C,) étant p-divisible, la suite

0 — T(X(Cp)) — Z(X(Cyp)) — X(Cp) — 0

est exacte, ’application de Z(X(C,)) dans X(C,) étant celle qui & u = (Un)neN
associe ug.

Théoréme I1.3.2. — Soit X une variété abélienne définie sur un sous-corps fermé K
de C,. Soient w une forme différentielle de seconde espéce et U un ouvert sur lequel w
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est holomorphe. Soient u = (ug,...,Un,...) un élément de Z(X(Cp)), & = (Un)neN
un relévement borné de u dans X (BJR) et a = (an)nen un élément de A(u,U). Alors

(i) la suite —p™ [ :n"GBH" w converge dans BIR vers un élément fuw qui ne dépend
que de u et de la classe de w dans H}g (X) (et du plongement de K dans B}y ) et pas
des choiz de U, u ou a.

(ii) L’application de H3g(X) x #(X(Cp)) & valeurs dans By ainsi définie est
bilinéaire et commute & l’action de Galois.

(iii) L’application «périodes p-adiques» de Hip(X) x Tp(X) & valeurs dans Bl
que lon obtient en utilisant linclusion de T,(X(C,)) dans Z(X(C,p)) respecte les
filtrations (de Hodge sur Hlg (X), par les puissances de ker sur Bl ).

Démonstration. — L’idée derriére la construction est que, si w est une forme diffé-
rentielle de seconde espéce sur X et F,, est une de ses primitives, alors la fonction
F, p(z) = F,([plz) — pF.(z) est rationnelle sur X donc essentiellement bornée. Si
cette fonction était vraiment bornée, alors pour toute suite bornée d’éléments de
X (BlR) vérifiant [p|@(unt1) = 6(un), la suite p™F,,(u,) convergerait. Comme mal-
heureusement, w peut avoir des poéles, il faut prendre quelques précautions pour que
la construction marche. En particulier, il faut se débrouiller pour ne pas s’approcher
trop des poéles de w; c’est le role de la suite a.

Soient U un ouvert de Zariski de X, D le fermé complémentaire, & = (Un)neN
un relévement borné de u et a = (an)nen € A(u,U). Nous aurons besoin du lemme
suivant.

Lemme 11.3.3
(i) La suite z; de terme général

an®Un an@[?]in+1
Tip = / w— / w
an an
est bornée.

(ii) Si V est Uouvert de Zariski de X complémentaire de DU [p]*D etb € A(u,V),
alors les suites x; pour i € {2,3,4} de termes généraux respectifs

an—18®[p]Un [P]bn ®([p]TEn
T2.n =/ w —/ w

n—1 [p]bn
[p]bn@[l’]'an b DUy
T3,n = / w — p/ w
[plbn bn

b, ®U, an®Un
Tyn = / w — / w
b an

sont bornées.
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Démonstration. — Les suites de termes généraux respectifs a, @ Uy, et an @ [p]nt1
sont bornées et vérifient de plus O(a, & U,) = 6(an ® [plun+1); la propriété B13
implique donc que la suite
an@[l’]ﬁn+1
/ w
an@PUn

est bornée, ce qui permet de démontrer le (i).

Comme w est de seconde espéce, si F, est une primitive de w, alors la fonction qui
a z associe F, ([p]z) — pF, (x) est rationnelle sur X et holomorphe sur V et on déduit
le fait que la suite z3 est bornée du fait que les suites (bn)nenN €t (bn ® Un)neN sont
bornées dans V.

Soit W D’ouvert de Zariski de X® image réciproque de U* par l'application f :
X3 — X* qui & (z,y, 2) associe (z,y,z® 2,y D z). Comme w est de seconde espéce, la
fonction qui & (z,y, z) associe f;@z w— fyyeaz w est rationnelle sur X3 et holomorphe
sur W par construction de W. On déduit alors le fait que x5 [resp. z4] est bornée du
fait que la suite (an—1, [p]bn, [p]tn) [resp. (an, bn, Un)] est bornée dans W car son image
par f est bornée dans U* du fait que les suites (an)neN €t ([p]bn+1)nen appartiennent
a A(u,U).

On déduit de ce lemme et de ce que A(u, V') est non vide le fait que la suite de
terme général

anPUn an+1@ﬁn+1
/ w— P/ W=2T1n+T2n+1 + T3 n+1 + PTa,nt1
a An+41

n

est bornée, ce qui permet de prouver que la suite de terme général —p™ f:n"+""w
converge dans B};.

Il reste & montrer que la limite ne dépend pas des choix de U, u et a. Notons
(w, )y, la limite correspondant au choix de U, @ et a € A(u,U). Fixons un ouvert
U de Zariski de X. Si U; = (Ui,n)neN [resp. a; = (@in)nen] pour ¢ € {1,2} sont
deux relévements bornés de u dans X (BJy) [resp. deux éléments de A(u,U)], soit
U3 = (W")nen [resp. az = (a3,n)nen] le relévement borné de u dans X (BJR) [resp.
I'élément de A(u,U)] défini par U3, = Uy,n [resp. as,n = a1,,] si n est pair et U3, =
Us,n [resp. ag,n = aa,,] si n est impair. Une comparaison des trois limites montre que
I'on a

<w$al>U,a1 = (w)63>U,a3 = (w,ﬂ2>U,a2
et donc que la limite, & U fixé ne dépend ni du choix de a ni de celui de u. D’autre
part, si U et U’ sont deux ouverts de Zariski, alors A(u,UNU") C A(u,U)N A(u,U’),
ce qui permet, en prenant a € A(u,U NU'), d’obtenir ’égalité

<w’ﬂ)U,a = (waiDUnU’,a = (w,'u)U’,a

et donc de montrer que la limite ne dépend pas non plus du choix de U. Finalement, si
w est exacte, sa primitive F,, est une fonction holomorphe sur U et la suite | an®un ) =

an
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F,(a,®u,)—F,(a,) est bornée puisque I’image d’un ensemble borné par une fonction

an®Un, tend vers 0 et

holomorphe est bornée. On en déduit le fait que la suite —p” fa,.
donc que [ w ne dépend que de la classe de w dans Hjg (X).

Ceci termine la démonstration du (i) du théoréme ; passons au (ii). Si o € ¥k et
si % est un relévement borné de u dans X (BJg), on peut prendre o (&) = (0(tin))nen
comme relévement borné de u dans X (BJy) car o envoie des ensembles bornés sur
des ensemble bornés. De méme, on peut supposer que U est défini sur K et donc que
o induit une bijection de A(u,U) sur A(o(u),U). On en déduit le fait que si w est
définie sur K, alors fa(u) w = o(f, w) et donc que P’application «périodes p-adiques »
respecte ’action de Galois.

La linéarité par rapport 4 w est une conséquence de la linéarité de I’'intégration
p-adique et pour montrer la linéarité par rapport 3 u, il suffit, si 4 = (un)nen €t
v = (Un)neN sont deux éléments de T,(X(C,)) de prendre % @ ¥ comme relévement
borné de u ® v dans X (BJR) et de prendre a € A(u,U) N A(v,U) N A(u ® v,U) qui
est un ensemble non vide. On peut alors écrire

an@Un BV, an®Un Qp DUn+Up
(I1.3.4) p"/ w= p"/ w +p"/ w
a an a

n®Un

et les hypothéses faites sur a font que la suite de terme général a,, ® U, est élément de
A(v,U), ce qui, passant & la limite dans I'identité I1.3.4 montre que I'on a [ oW =
[, w+ [, w et termine la démonstration du (i) du théoréme I1.3.2.

Finalement, pour prouver le (iii), il suffit de montrer que si w € F*H}p(X) =
H°(X,90%), cest-a-dire si w est invariante sur X et si u € Tp(X), alors [ w €
F'BY; ou, de maniére équivalente, que 6(f, w) = 0. Or dans ce cas, la primitive
F, de w s’annulant en 0 est un logarithme de X et donc 8( :n"@a"w) = F,(uy) =
p~"F,([p"]un) = 0, ce qui permet de conclure.

n

2. Relations de Riemann p-adiques. — Soient K un sous-corps fermé de C,, X
une variété abélienne définie sur K, (wy, . ..,wq) une base des formes différentielles ho-
lomorphes sur X, (81,...,04) la base de 1’espace des dérivations d’ordre 1 invariantes
sur X duale de la base (wy,...,wq). Soient D un diviseur de X défini sur K et Gp
une fonction de Green associée & D. Soient wp 1, ...,wp,q les formes différentielles de
seconde espéce définies par wp,; = d(0;Gp). Si a € X(Cp) est un point de m-torsion,
et si T, désigne I’application £ — z @ a, il existe, & multiplication par une constante
non-nulle prés, une seule fonction rationnelle fp . de diviseur m(T5D — D) et on a
d(0:fp,a/fD,a) = m(T*wp i —wp,;). Si @ et B sont des points de m-torsion de X (C,),
la fonction

fp,p(z ® @) fp,a()

fp,s()fD,o(z & B)

est constante égale 4 une racine m-iéme de 1'unité que nous noterons ep m(a, ).

Si I est un diviseur de m, on a ep([l]a,[l]B) = (ep,m(a,ﬂ))m/l. En particulier, si
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u = (0,...,upn,...) et v = (0,...,0n,...) sont deux éléments de T,(X), la suite
(1,...,eppr(Un,vn),...) est un élément de T,,(Gn) C Z appelé accouplement de
Weil de u et v déterminé par le diviseur D et que nous noterons ep(u,v). Finale-
ment, définissons la forme de Riemann p-adique Ep , associée & D par la formule
Epp(u,v) = —log([ep(u,v)]); c’est donc une forme bilinéaire antisymétrique sur
Tp(X) & valeurs dans Zpt,.

Théoréme I1.3.5. — Siu et v sont deuz éléments de T,(X), alors

Epp(u,v) = /wD,/uh /wD,/w,

Démonstration. — Nous allons utiliser la fonction f D4 apparaissant dans la construc-
tion de la fonction de Green Gp du diviseur D pour exprimer ep yn (un,vn), ce qui
nous permettra d’exprimer Ep(u,v) en termes de la fonction Gp. Finalement, un
développement de Gp en séries entiéres permettra de faire apparaitre les périodes.

Sia € X, le diviseur T[‘:n] oD —mT; D+ (m—1)D est principal ; c’est donc le divi-
seur d’une fonction rationnelle fp m o bien définie & multiplication par une constante
(dépendant de a) prés et son logarithme est de la forme

(11.3.6) Log fp,m,« = Gp(z ® [m]a) — mGp(z & a) + (m — 1)Gp(z) + C(a),

ou C(a) est une constante, comme on le voit en comparant les diviseurs des fonctions
rationnelles dont on est en train de comparer les logarithmes.

Lemme IL.3.7. — Si P, (T) = Zk o ak,mT* € Z[T)] est le quotient de la division de
T™ —mT +m — 1 par (T — 1)2, alors

fomel@ D) T (10 b, 0,0,0) ™"

fD,m,a(x) k—0

Démonstration. — Si on fixe a, ces deux fonctions sont rationnelles en (z,b) € X2
et valent toutes les deux 1 si b = 0; il suffit donc de prouver que leurs logarithmes
coincident. Si F' est une fonction sur X, P = Yp_ axT* € Z[T) et a € X, notons
Fp la fonction définie par Fip(z) = > ;_, ax F(z & [k]a). La formule I1.3.6 permet
f D,m a( 52 )
f D,m, a( )
Gp(z). Comme Log f}, (4) (z @ [K]a,a,a,b) = Fipr+2_gpk+14 7k, On déduit le résultat de
la formule Fip,qg = F| p+Fig et (Fip)o = Fipg valable si P et () sont deux éléments
de Z[T).

d’écrire Log sous la forme Firm_74m-1, avec F(z) = Gp(z ® b) —

Lemme 11.3.8. — La fonction fg )m définie par

fD,m,a,(m @D b)fD,m,b(x) _ o (4)(-’17 @ [k]a a,a, b))ak ym

3) _
(IL3.9) fpm(z,a,b) = fDmp(T®a)fpmal(z) ,:c[I ( (4)(::: @ [k]b,b, b, a)
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est rationnelle sur X2 ; son logarithme est donné par la formule

(11.3.10)
Log f5m(@,0,8) = (Gp(e ® b ® [m]a) — Gp(z ©) - Gp(s & [mla) + Gp(s))

- (GD(x ®a®[mlb) — Gp(z ® a) — Gp(z ® [m]b) + Gp(x))

et si a et B sont des points de m-torsion, alors la fonction fg)m (z,a, B) est constante
et égale 4 ep m(a,B) sur X.

Démonstration. — Le fait que fg,)m est rationnelle sur X3 est apparent sur I’iden-
tité I1.3.9 qui résulte du lemme précédent ; la formule pour son logarithme est une
conséquence immeédiate de la formule I1.3.6 et la formule pour I’accouplement de Weil
de deux points de m-torsion suit du fait que si a est un point de m-torsion, alors
fp,a = fD,m,o & multiplication par une constante pres.

Soit U 'ouvert de Zariski de X complémentaire de D et U ’ouvert de Zariski
de X* image réciproque de U par ’application de X* dans X7 qui & (2o, Z1, T2, T3)
associe (wo Dx1,T0DT2, ToDT3, ToDL1 DT, LoPT2P L3, LoD T1DT3, ToDT1 DT2 Eng),
ce qui fait que la fonction f 1(34 ) est inversible sur U4,

Lemme I1.3.11. — Soient & = (Un)neN €t U = (Un)nen des relévements bornés de
u et v dans X (BJR). On peut trouver une suite a = (an)nen d’éléments de X (Bl
telle que U’ensemble

F = {a, ® [klu, ® [, | n € N,0< k,I <p"}

soit borné dans U(BJR) et alors, I'ensemble F(*) constitué des

y(n’k) = (an ® [k]tin, Un, Un, Un)
et des

20 = (a, @ [k]Tn, Tn,y U, Un)
pourn € N et 0> k > p" — 2, est borné dans U (BJR).
Démonstration. — L’existence de a est un cas particulier de la propriété B16 appliqué
au cas oil, E est le sous-groupe de X (BJy) engendré par les suites U et ¥ qui est
borné dans X (BJ;) en vertu de la propriété B15 puisque et ¥ le sont, et ol E™
est Pensemble fini {[k]u, @ [I|v, | O < k,I,< p"}. Pour montrer que F(*) est borné
dans U (BJR), il suffit, en vertu de la propriété B10 et de la définition de U® de
montrer que si I est une partie non vide de {1,2,3} et my : X* — X est 'application

qui & (z9, x1, T2, Z3) associe o ® Bierzi, alors 'image de F par m; est bornée dans
U(BJR)- Or cette image est incluse dans F, ce qui permet de conclure.
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Choisissons une suite a = (a,)neN satisfaisant les conclusions du lemme précédent

et posons
® (5@ () (b)) * "
Tn = fopn (@ny i, ) = [ (£57™0) 7150 (29)) 7"
k=0
Lemme I1.3.12. — On a l’égalité suivante
Epp(u,v) = nli)ngo —p" Logz,,.
Démonstration. — On a 0(z,) = epp»(un,vn); en particulier, v,(6(z,)) = 0. La

suite de terme général x,, prend donc ses valeurs dans l'intersection du sous-groupe
de (BR)* des éléments vérifiant v,(8(x)) = 0 avec celui engendré par fl(;l)(F(“)) et
comme F®) est borné dans U® et fl(;) est inversible sur U, ce sous-groupe est
borné dans By (propriété B2). On en déduit le fait que la suite de terme général z,,
est bornée dans B et le résultat suit de la théorie des périodes p-adiques pour le
groupe formel G,, (propriété B3).

LemmeIl.3.13. — Sii € {1,...,d}, soient Fp; = 8;Gp une primitive de wp; et
i le logarithme de X associé & w; et soient z,y € U(BIR) vérifiant 6(z) = 6(y). Si
zi = Ai(y) — Ai(z), alors

d
Gp(y) =Gp@) + Y Fpi(@zi+ Y. @k, kal@®)2f - 25,
=1 ki+-+ka>2

ot ag, ...k, est une fonction holomorphe sur U.

Démonstration. — 0;0;Gp = 0;F; p est une fonction holomorphe sur U. Comme
les dérivations 8; sont invariantes par translation, elles sont holomorphes sur X ; en
particulier, on en déduit le fait que si f est holomorphe sur U, alors §; f lest aussi.
On en déduit, par récurrence, le fait que si k3 + --- + kg > d, alors ]'[1_1 Gp est
holomorphe sur U. Finalement, la formule de Taylor plus le fait que G p est localement
analytique dans un voisinage de x nous donnent

Aky,....kq Hpazk'GD € Oy,

ce qui permet de conclure.

Proposition I1.3.14. — On a Uégalité suivante

d
1 — n —_— . . — . .
lim —p"Logzy, —;(/uwo,z/vw, /ku,./uwz).
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Démonstration. — Cette proposition permet, avec I’aide du lemme I1.3.12 de termi-
ner la démonstration du théoréme II.3.5. Utilisant la formule I1.3.10, on peut écrire
— Log z,, sous la forme

(GD (an @ Un ® [P”Wn) - Gp(an ®Un) — Gp(an @ [pn];)'n) + GD(a'n))

~ (Gp(an ®7n ® [p"liin) = Gp(an ® ) — Gp(an & [p"liin) + G (an) )

Comme [p"|u, et [p"]v, ont pour image 0 par 6, on peut appliquer le lemme
précédent aux couples

(@n ® Un, Gn ® Up @ [P™]Un), (An,an ® [P"|0n), (an ® Un,an ® Up & [p"]Un)
et (an,an @ [p"un).

Siky+:--+kq > 2, les suites ak,,... ky (@n BUn), Gk, ...,k (Gn BVy) €t ag, ...k, (ar) sont
bornées puisque a,,a, ® U, et a, ® v, varient dans un sous-ensemble borné de U et
Qk,,....kq €St holomorphe sur U. D’autre part, les suites A;([p"]un) et Ai([p"]vn) sont
bornées dans F'B car elles tendent respectivement vers — [, w; et — [, w;. Comme
de plus, Fp ; est une primitive de wp ;, on en déduit le fait que la suite

on.)

an®Un

Logz, + Zi:()\i([P"]’ﬁn) /ajn@an wp,i = Ai([p"]tin) ]a

n

est bornée dans BjR, ce qui, compte-tenu des formules

lim A([p"lu,) = —/wi Lim Ai([p"]on) = —/wi

n—>+4o0o n—+4oo

an@Un an$’5n
lim p" wp,;=— [ wp; lim p" wp;=— [ wp,
n—-+4oo a u n—-+oo a v
n n

termine la démonstration de la proposition I1.3.14 et donc du théoréme I1.3.5.

3. Formes de seconde espéce et formes exactes. — La non dégénérescence
de l’accouplement de Weil pour un choix convenable de D permet de caractériser
les formes différentielles exactes parmi les formes différentielles de seconde espéce
(théorémes I1.3.15 et I1.3.16).

Théoréme 11.3.15

(i) Une forme différentielle de seconde espéce est exacte si et seulement si toutes
ses périodes sont nulles.

(ii) Une forme différentielle de seconde espéce a une image nulle dans H*(X, Ox)
si et seulement si toutes ses périodes sont dans F'BJy.

Démonstration. — Si le diviseur D est choisi non dégénéré, la forme bilinéaire

t;lED,p(", v) 1 (Qp ® Tp(X)) X (Qp ® Tp(X)) — Qp
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est non dégénérée. Si uy, ..., usq est une base de Tp,(X), le déterminant de la matrice
de coefficients Ep ,(ui,u;) est donc de la forme at2?, ot a € Qj. D’autre part, les
relations de Riemann permettent d’écrire cette matrice sous la forme *A(_9, TayA,
ol A est la matrice dont le coefficient de la i-éme ligne et de la j-éme colonne est égal
a fuj w; et ot 'on a posé wyti = wp;-

Supposons que 1’on puisse trouver 7, € H}p (X) non nul et dont toutes les périodes
soient nulles. Complétons 7; en une base (71, . . .,724) de Hig (X) et soit M la matrice
exprimant les w; en terme des 7; et B la matrice dont le coefficient de la i-éme ligne
et de la j-éme colonne est égal a fu,» 7; de telle sorte que 'on a A = M B. On obtient
une contradiction car le déterminant de B est nul puisque sa premiére ligne I’est alors
que celui de *B*M (9, 14) M B ne I’est pas. On en déduit le (i).

Pour démontrer le (ii), supposons que ’on puisse trouver 7441 € H}z (X) non nul
mais dont toutes les périodes appartiennent & FIB;”R. Complétons 7441 en une base
(M, .. .,7m24) de telle sorte que 71, .. ., 74 forment une base de H°(X, Q% ). Soient M et
B les matrices définies comme précédemment. La matrice B a ses d+1 premiéres lignes
divisibles par t, dans B;"R, ce qui est en contradiction avec le fait que le déterminant
de *BM (S, )M B n’est pas divisible par t24+2 puisqu'il est de la forme at2? avec
a € Q;. Ceci permet de conclure. Notons que la méme démonstration montre que si
une forme différentielle de seconde espéce sur X a toutes ses périodes divisibles par
t2, alors elle est exacte.

Théoréme I1.3.16. — Soit X une variété propre et lisse définie sur C,. Soient w une
forme différentielle de seconde espéce et U un ouvert de Zariski de X non vide sur
lequel w est holomorphe. Alors w est exacte si et seulement si une primitive de w est
bornée sur tout sous-ensemble borné de U(Cp).

Démonstration. — Si w est exacte, sa primitive est par définition une fonction ra-
tionnelle qui est holomorphe sur U puisque w ’est et donc est bornée sur tout sous-
ensemble borné de U (propriété B9). Pour montrer la réciproque, on va d’abord
considérer le cas ou X est une variété abélienne, cas dont la démonstration repose sur
la proposition précédente, puis celui ou X est une courbe en utilisant la jacobienne de
X, et finalement le cas général en en considérant une courbe suffisamment générale
tracée sur X.

Soient donc X une variété abélienne, w une forme différentielle de seconde espéce
sur X et U un ouvert de Zariski de X non vide sur lequel w est holomorphe. Supposons
que [w est bornée sur tout sous-ensemble borné de U(C,). On déduit du théoréme
I1.3.2 le fait que si u € T,(X(Cy,)), alors [, w € F'BJ et donc, d’aprés la proposition
précédente, que I'image de w dans H}, (X) appartient & HO(X, QY ); autrement dit
que w peut s’écrire sous la forme w' +df, oit f est une fonction rationnelle sur X et '
est une forme différentielle invariante sur X. Soit A la primitive de ' s’annulant en
0. Comme [w et f sont bornées sur tout sous-ensemble borné de U(C,), il en est de
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méme de \. Soit £ € X(C,). Soit (zn)nen une suite d’éléments de X (C,) vérifiant
ZTo =z et [p|Tny1 = Tn. D’aprés le lemme I1.3.1, on peut trouver une suite (an)neN
d’éléments de X (C,) telle que les suites de termes généraux respectifs a, et a, ® =,
soient bornées dans U(C,). On en déduit le fait que les suites de termes généraux
respectifs p"A(a,) et p"A(a, @ z,) tendent vers 0 puis que

A(z) =" (Man & Tn) = Man))

est nul et enfin que w' = 0, ce qui permet de conclure dans le cas ou X est une variété
abélienne.

Supposons maintenant que X est une courbe et soient J la jacobienne de X, Py un
point de X, ¢ le plongement de X dans J déterminé par Py, w une forme différentielle
de seconde espéce sur X et U un ouvert de Zariski de X non vide sur lequel w est
holomorphe. Soit m : X9 — J l’application qui & P, ..., P, associe ®]_,¢(P;) et, si
i€ {1,...,9}, soit m; : X9 — X la projection sur le i-éme facteur. D’aprés le lemme
I1.2.1, il existe une (unique) forme différentielle wy de seconde espéce sur J telle que
I’on ait

g
m*wy = E T w
=1

et les formes différentielles w et ¢*w; ont alors méme image dans H}g (X). Soit V un
ouvert de Zariski de J contenu dans 'ouvert des points généraux et dans le complé-
mentaire de m(X 97! x (X — U)) et sur lequel wy est holomorphe. Par construction,
on a m~}(V) C UY; en effet, comme on a supposé V inclus dans I'ouvert des points
généraux, si x € V, I’équation m(Py, ..., P;) = z a, & permutation prés, une unique
solution et comme V est inclus dans le complémentaire de m(X 97! x (X —U)), aucun
des P; ne peut appartenir & U. La propriété B10 implique que si E est borné dans
V, alors m~1(E) est borné dans m~!(V) et donc dans UY. Si on a supposé qu’une
primitive de w était bornée sur tout sous-ensemble borné de U, on déduit de ’égalité

g
mrwy = E Trw
i=1

le fait que [ m*w; est bornée sur m~!(E) et donc que [wy est bornée sur E. Ceci
implique, d’aprés ’étude du cas ou X est une variété abélienne que w; est exacte puis
que w est exacte et permet de conclure dans le cas ou X est une courbe.

Passons au cas général. Soient donc X une variété propre et lisse sur C,, w une
forme différentielle de seconde espéce sur X et U un ouvert de Zariski de X non
vide sur lequel w est holomorphe. On peut construire une courbe C' et un morphisme
f : C = X induisant une surjection de la jacobienne J de C sur la variété d’Albanese
de X et tels que f(C)NU # @ (il suffit de choisir des points P,...,P, de U tels
que le sous-groupe de Alb(X) engendré par les images de P, ... P, soit Zariski dense
dans Alb(X) et de prendre pour C la désingularisée d’une courbe irréductible de X
passant par P, ..., P,). L’application f* : Hig (X) — H3g(C) est injective. D’autre
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part, Uc = f~1(U N f(C)) est un ouvert de Zariski non vide de C sur lequel f*w
est holomorphe et si la fonction [w est bornée sur tout borné de U, alors a fortiori,
J f*w est bornée sur tout borné de Uc puisque 'image d’un borné de Uc par f est
borné dans U. On en déduit, utilisant le cas des courbes, le fait que f*w est exacte
et donc que w est exacte puisque f* induit une injection de H}g(X) dans Hg(C).
Ceci termine la démonstration du théoréme I11.3.16.

4. Théorie de Kummer et exponentielle de Bloch-Kato. — Dans ce para-
graphe, on suppose que K est une extension finie de Q,. Soient X une variété abélienne
de dimension d définie sur K, (w1, ...,wq) une base de H°(X, Q% ), D un diviseur non
dégénéré défini sur K et (wp,1,...,wp,q) les formes différentielles de seconde espéce
définies au §4.

Notons (, )p la forme bilinéaire ¢! Ep de V,(X)x V,(X) dans Q,. On étend (, )p

par bilinéarité & (Bar ® V(X)) X (Bar ® Vp(X)), out 'on a posé Bgr = B:R[il‘]’ ce
P

qui fait de Bqg le corps des fractions de B};. Comme ( , )p est non dégénérée, cela
permet d’identifier Bgr ® V(X)) & son dual ; en particulier, I’existence de 1’application
«périodes p-adiques» nous fournit une application de Hjy (X) dans Bgr ® V qui est
injective d’aprés le (i) du théoréme I1.3.15. De maniére explicite, si (u1,...,usq) est
une base de V,,(X) et (u},...,u3,;) est la base duale relativement & la forme bilinéaire
(, )p et siw € Hiz(X), alors

2d

(I1.3.17) w= Z(/ w)u: € Bar ® V,(X).

=1 v Y%i

On pose w; = wpi—a si d+ 1 < i < 2d et on définit w®) pour 1 < i < 2d par
wh = _—wp;sil<i<detw® =w;_4sid+1<i< 2d. Le théoréme I1.3.5 nous
fournit la formule

d 2g
(o=t wirwpi =11 w ®w.
=1 =1
On en déduit le fait que (t;'w®,...,t;1w(?) est la base de Byr ® V duale de
(w1,...,waq) et donc que si u € V,(X), alors

2
(I1.3.18) u=t;! Zg( / w,-)w(">.
i=1 v

Rappelons qu’une représentation p-adique V est dite étre de de Rham si le K espace
vectoriel Dar (V) = (Bar ® V)¥¥ est de dimension dimq, V. La proposition suivante
est bien connue ([32] par exemple).

Proposition 11.3.19
(i) La représentation V,(X) est de de Rham.
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(i) L’application vx qui & w € Hyg(X) associe t,'w € Bar ® V,(X) est un
isomorphisme de Hlp (X) sur Dar(Vy(X)).
(iii) L’image de H°(X, Q) par cet isomorphisme est FODgyg (V,(X)).

Démonstration. — Le (i) est une conséquence du (ii). Si 7 € ¥k et u € V,(X), utilisant
la formule I1.3.18, on obtient

29 29
t;l Z(/ wi)w(i) =u=7(1"1(n)) = Z(/ wi)r(t;lw(i))

=1 Y i=1 Y
et la non dégénérescence de I’application « périodes p-adiques» implique que ¢~1w(®
est fixe par 7 et donc élément de Dyr(Vp(X)). On en déduit le fait que ¢tx est une
injection de H}g (X) dans Dyg(V,(X)); c’est donc une bijection car la dimension du
K-espace vectoriel Dgg(V,(X)) est inférieure ou égale & celle de H}g (X).

On déduit de la formule I1.3.17 le fait que ¢x (w) € FODgr(V,(X)) si et seulement

si [, w € F'Bgr quel que soit 1 < i < 2d et le (ii) du théoréme I1.3.15 permet de
conclure.

Remarque I1.3.20. — Cette proposition permet de montrer que ¢x induit un isomor-
phisme de DdR(Vp(X))/FODdR(Vp(X)) sur HéR(X)/HO(X, Q}{) >~ gl (X, ﬁx).

Si a € X(K), la théorie de Kummer permet d’associer & a un élément Ja de
H'(K,T,(X)). De maniére explicite, da est représenté par le cocycle 7 — da(r) =
(r = 1)u, ot ¥ = (Un)nen est n’importe quel élément de Z(X(C,p)) vérifiant 7(u) =
Uo = a.

On note logx 'application logarithme de X (C,) dans I’espace tangent Tx de X &
Porigine. Si X* désigne la variété abélienne duale de X, cet espace tangent est cano-
niquement isomorphe 4 H(X*, Ox-) et le choix de D nous fournit un isomorphisme
entre H(X*, Ox+) et H'(X, Ox); on obtient la formule

d
logx(a) = Y Aw;(@)wp,s-
=1

Bloch et Kato [2] ont défini des sous-groupes H}(K,V) C H}(K,V) de H'(K, V).
Le groupe H 3(K ,V) est le noyau de Papplication naturelle

HY(K,V) — HYK,B4qr ® V).

La définition de H!(K,V) utilise le sous-anneau Bes de Bggr, anneau qui est est
muni d’une action du Frobenius absolu ¢ et H!(K,V) est par définition le noyau de
’application naturelle de H!(K,V) dans H!(K, Bf:sl ®V). Les anneaux Beris et Bagr
sont reliés par la suite exacte fondamentale

p=1
cris

0 — Q, — BY.' — Bar/Blz — 0.

Si V est une représentation de ¥k, on peut tensoriser cette suite exacte par V et
passer 3 la suite exacte de cohomologie continue associée, ce qui permet de définir une
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application (surjective si V est de de Rham) de Dggr(V)/F°Dgar(V) dans H}(K,V)
appelée exponentielle de Bloch-Kato. Si X est une variété abélienne, Bloch et Kato
on démontré que ’application exponentielle coincide avec ’exponentielle usuelle. Plus
exactement, on a le théoréme suivant, si

logy, (x) : Hy(K,V) — Dar(V)/F°Dar(V)

désigne I'inverse de I’exponentielle de Bloch-Kato (qui est un isomorphisme dans le
cas d’une variété abélienne).

Théoréme 11.3.21
(i) Sia € X(K), alors 8a € H:(K,V).
(ii) logy, (x)(0a) = vx (logx (a)).

Démonstration. — Avec les méthodes développées dans ce volume, nous ne pourrons
démontrer qu’une partie de ce théoréme. Si u € Z(X(Cp)), soit
~ 2d ‘
logx(u) =Y (/ w,-) w® € Bar ® V.
=1 u
Comme w; € F'Bgyg si 1 < i < d et comme 6(f, wi) = A, (7(u)) si1 <i < d, on
obtient

(11.3.22) 0(logx (u)) = logx (m(u)).

Si u € Tp(X), la formule I1.3.18 se traduit par lgé x(u) = tu. D’autre part, si 7 € ¥k,
on a T(t;llgéxu) = t;llo}xr(u) car t;'w® € Dar (V) et 7(f, w) = fr(u)w quel que
soit w € Hjg (X). On en déduit le fait que si u € Z(X(C,)) vérifie m(u) = a, alors da
est représenté par le cocycle 7 — (7 — 1)(t, 11’(% xu). En particulier, da € H} (K, V).

Pour démontrer le théoréme de Bloch et Kato dans sa totalité, il suffirait, grace a la
formule I1.3.22, de prouver que ¢ logxu € B¥Z.!, ce qui est formellement clair car ¢
agit sur ¢! par multiplication par p~ et Y2 wi@w® =% w; Awp ; représente
la classe de cohomologie associée au diviseur D dans H32g(X) et est donc multipliée
par p sous 'action de Frobenius. Malheureusement, les méthodes développées dans ce
volume ne permettent pas de mettre en oeuvre cette stratégie ; il faudrait prendre un
modéle de X ayant de bonnes propriétés (ce qui est possible car X admet un modéle
semi-stable aprés extension des scalaires) et faire agir le groupe de Weil-Deligne sur
les formes différentielles (ce qui n’est pas possible en restant dans le cadre algébrique;
voir [18], §7 pour le cas de bonne réduction).
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APPENDICE A

ENSEMBLES BORNES

Cet appendice contient les principales propriétés des ensembles bornés ; on y trouve
en particulier les démonstrations des propriétés B1, B2,..., B14 et B16, la propriété
B15 étant démontrée dans l’appendice B. Certaines de ces propriétés se trouvent
dans le livre [3] mais nous en avons reproduit la démonstration pour la commodité
du lecteur.

A.1. Généralités sur les schémas

Si B est un anneau, un B-schéma sera par convention un schéma séparé et de type
fini sur B. Si X est un B-schéma, nous appellerons présentation de X un recouvrement
fini % de X par des ouverts affines, chaque U € % étant muni d’une immersion fermée
ty dans un espace affine AZ”.

Un ouvert de présentation lisse sera par définition un B-schéma affine U muni
d’une immersion fermée ty dans un espace affine A'g+d telle que la composition de
Ly avec la projection de Ag"'d sur A% soit étale. De maniére équivalente, un ouvert

de présentation lisse est un ouvert U de la forme Spec(B|[z,y]/(Fi,---,Fm)) avec
z = (Z1,...,Zm) €t y = (y1,...,Yq), tel que le jacobien jac, = det(g—i‘"::)ls,-,js,,, soit

inversible sur U.

Si X est un B-schéma lisse, une présentation lisse de X sera par définition une
présentation de X par des ouverts de présentation lisse. Tout B-schéma lisse admet
des présentations lisses.

A.2. Ensembles bornés

Soient K un sous-corps fermé de C,, r € N, A = Ok [S1,...,S,] et B = A[1/p]
(sir =0, on obtient A = Ok et B = K). Si n > 0, soit B"(0,n) ’ensemble des
s =(s1,...,8r) € K" tels que l’on ait |s;| < n pour tout i € {1,...,7}. Sis € B"(0,1),
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soit 65 : B — K le morphisme donné par 6,(S;) = s;. Si X est un B schéma, on note
X, la fibre de X au-dessus de s € B"(0,1) et on a X (K) = U,epr(o,1) Xs(K).

Définition A.2.1

(i) On dit qu’un sous-ensemble E de K est borné si I'image de E par I’application
z — |z| est bornée dans R, c’est-a-dire s’il existe n € N tel que 'on ait E C p™"0k.

(ii) Si X est un B-schéma affine, on dit qu’un sous-ensemble E de X (K) est borné
dans X si son image dans K par toute fonction holomorphe sur X est bornée

(iii) Si X est un B-schéma (pas nécessairement affine), on dit qu’un sous-ensemble
E de X (K) est borné dans X s'il existe un recouvrement fini % par des ouverts affines
et une décomposition de E sous la forme E = (Jyc4 Eu telle que si U € %, alors
Ey soit borné dans U (dans le sens du (ii)). Une famille (Ey)yea telle que Ey soit
bornée dans U et telle que I'on ait E = {Jycq Ev sera appelée une décomposition
de FE adaptée & 7.

Remarque A.2.2. — On verra un peu plus loin (proposition A.2.5) que I’existence
d’une décomposition adaptée ne dépend pas du choix de % et que 'on pourrait
aussi définir les ensembles bornés de la maniére suivante : si X est un B-schéma
(pas nécessairement affine), on dit qu’un sous-ensemble E de X (K) est borné dans
X si, quelque soit le recouvrement fini % de X par des ouverts affines, il existe une
décomposition de E adaptée & %, c’est-a-dire de la forme E = (Jycq Eu de telle
sorte que si U € %, alors I'image de Ey par toute fonction holomorphe sur U est
bornée dans K.

Exemple A.2.3

(i) Si X = Spec B, alors X(K) = B"(0,1) est borné dans X.

(i) Sim € N et si X = AF = Spec(B[z1,...,Zm]), alors X(K) = B"(0,1) x K™
et un sous-ensemble E de X (K) est borné si et seulement si il existe n € N tel que
Pon ait E C B"(0,1) x (p™"Ok)™.

Lemme A.2.4. — Soient X un B-schéma affine de type fini et E un sous-ensemble
de X (K). Les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) Il existe n € N et une immersion fermée v : X — A} tels que l’image de E par
L soit bornée dans B"(0,1) x K™

(i) Quels que soient n € N et l'immersion fermée v : X — A%, l'image de E par ¢
est bornée dans B"(0,1) x K™

(iii) E est borné dans X .

Démonstration. — (ii)=(i) de maniére évidente. D’autre part, (iii)=>(ii), car si ¢ est
une immersion fermée de X dans un espace affine, les applications coordonnées in-
duisent des fonctions holomorphes sur X. Finalement, si ¢ est une immersion fermée
de X dans A%, toute fonction holomorphe sur X est un polynéme en les fonctions
coordonnées ce qui permet de prouver que (i)= (iii) et permet de conclure.
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Proposition A.2.5. — Soient X un B-schéma, E un sous-ensemble de X (K) borné
dans X et ¥ un recouvrement ouvert fini de X par des ouwvert affines. Alors il existe
une décomposition de E adaptée a V.

Démonstration. — La définition permet de montrer que si V C U sont deux ouverts
affines de X et si F est borné dans V alors il I’est dans U, ce qui permet, si nécessaire,
de remplacer ¥ par un recouvrement plus fin. En particulier, on peut supposer que
¥ est plus fin que le recouvrement % permettant de prouver que E est borné dans
X. D’autre part, quitte & remplacer X par U, E par Ey et 4 ne prendre que les
éléments de ¥ inclus dans U, on peut supposer que X est affine et donc de la forme
X = SpecA, ou A = Blzy,...,zn]/I. Quitte & raffiner encore ¥, on peut supposer
que ¥ = {SpecA| fj“l], Jj € J}, ot J est un ensemble fini et les f; sont des éléments
de A engendrant A. On peut donc trouver des éléments g; de A tels que l’on ait
> jes figi = 1. Comme E est borné, il existe n € Z tel que vp(z;) > nsiz € E et
1 < i < n, on en déduit I'existence de n’ tel que v,(g;(z)) > n'siz € E et j € J. Soit
E; = {z € E,vp(f;j(x)) > —n'}. On tire de la majoration précédente et de I'identité
ZjEJ figi = 1 le fait que E = UjesE;. D’autre part, I’application ¢; : V; — AR
qui & z associe (Z1,...,Zm, fj(z)~!) est une immersion fermée et 'image de E; par
les fonctions z; est bornée dans K puisque E; C E et que E est borné dans X et
son image par fj'1 est incluse dans p‘"’ Ok et donc borné dans K, ce qui permet de
conclure.

Proposition A.2.6. — Si f : X —» Y est un morphisme de B-schémas et E est un
sous-ensemble de X (K) borné dans X, alors f(E) est borné dans Y.

Démonstration. — Soient ¥ un recouvrement affine fini de Y et % un recouvrement
affine fini de X assez fin pour que, si U € %, alors il existe Viy € ¥ contenant f(U).
Soit (Ey)uveas une décomposition de E adaptée & %. En revenant & la définition
d’ensemble borné dans le cas affine, on voit que f(Ey) est borné dans Vi puis que
F(E) = Uyca f(Ey) est borné dans Y, ce qu’il fallait démontrer.

Proposition A.2.7. — Siit: X = Y est une immersion fermée, E est un sous-ensemble
de X(K) et «(E) est borné dans Y, alors E est borné dans X .

Démonstration. — Soient % un recouvrement ouvert affine finide Y, «(E) = Uycq Fu
une décomposition de «(E) telle que Fy soit borné dans U pour tout U € % et, si
U € %, soit 1y une immersion fermée de U dans un espace affine. Les :~!(U) pour
U € % forment un recouvrement ouvert affine fini de U et de plus, si U € %, alors
ty o ¢ est une immersion fermée de :~1(U) dans un espace affine. On en tire le fait
que ¢~ !(Fy) est borné dans ¢~1(U) (cf. lemme A.2.4) pour tout U € % puis que E
est borné dans X, ce qu'’il fallait démontrer.

Proposition A.2.8. — Si X est propre sur B, alors X(K) est borné dans X.

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 1998



120 APPENDICE A. ENSEMBLES BORNES

Démonstration. — Le lemme de Chow et la proposition A.2.6 permettent de se ra-
mener au cas ou X est projectif, puis utilisant la proposition A.2.7, au cas ou X
est l’espace projectif. Il suffit alors de prendre le recouvrement ouvert standard de

% par des ouverts (U;)o<i<m isomorphes & AF et de remarquer que X (K) peut se
décomposer sous la forme U, F; ou F; est le sous-ensemble B"(0,1) x (Ok)™ de U;
qui est borné dans U; puisque B"(0,1) est borné. Ceci permet de conclure.

Lemme A.2.9. — Soient X un B-schéma, U et V deux ouverts de X et E un sous-
ensemble de U(K) NV (K). Alors E est borné dans U NV si et seulement si il l'est
dans U et dans V.

Démonstration. — Le fait que si E est borné dans U NV, alors il I’est dans U et dans
V résulte de la proposition A.2.6. Réciproquement, supposons que E est borné dans
U et dans V et supposons de plus que U et V sont affines et munis d’immersions
fermées 1y et vy dans A™ et A™ respectivement. Comme X est séparé, ’application
naturelle de U NV dans U x V est une immersion fermée de U NV dans la variété
affine U x V que 'on peut composer avec I'immersion fermée 1y X ¢ty de U x V dans
A™ x A™. Comme E est borné dans U et V, son image par ty X ty est bornée dans
A™ x A™ et E est borné dans U NV.

Dans le cas général, on peut recouvrir U par des ouverts affines U; et V par des
ouverts affines V; et décomposer E sous la forme E = UE; et E = UF}, ou E; est
borné dans U; et F; dans V. D’aprés la discussion précédente, E; N F; est borné dans
U;NV; et comme U; ;(E; N Fj) = (U; E;) N (U; F;) = E, cela implique que E est borné
dansUNV.

Nous allons terminer ce paragraphe en donnant un critére trés utile permettant de
déterminer si un ensemble borné reste borné dans un ouvert. Si X est un B-schéma
et % est une présentation de X, on peut munir U(K) si U € %, d’une distance en
posant dy(z,y) = d(ew(z),tw(y)), ot ty est 'immersion fermée de U dans I’espace
affine A donné par la présentation et d est la distance sur B"(0,1) x K™ C K r+m
induite par la norme du sup., c’est-a-dire donnée par la formule d((s, z), (s',z')) =

SUP(SUPlgz‘gr |si — 5§|,SUP15j5m |lzj — 93;|)

Proposition A.2.10. — Soient X un B-schéma, D un sous-schéma fermé de X, E un
sous-ensemble borné de X, % une présentation de X et (Ey)yeca une décomposition
de E adaptée a % . Alors E est borné dans X — D si et seulement si, quel que soit
U € %, la distance dy(Ey, D(K)) est non nulle.

Corollaire A.2.11. — Si D(K) = &, alors E est borné dans X — D.

Corollaire A.2.12. — Soient X une variété propre sur K et x € X(K) ; alors un sous-
ensemble E de X (K) — {z} est borné dans X — {z} si et seulement si x n’appartient
pas & son adhérence.
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Remarque A.2.13. — Si K est localement compact, on peut obtenir une démons-
tration de la proposition par des méthodes classiques de compacité. On obtient en
particulier I’énoncé suivant généralisant le corollaire A.2.12.

Proposition A.2.14. —  Soit K un sous-corps localement compact de C,. Soient X
une variété algébrique propre définie sur K et D une sous-variété fermée de X et E
un sous-ensemble de X — D(K). Alors E est borné dans X — D si et seulement si
Vintersection de l’adhérence de E (pour la topologie p-adique) et de D(K) est vide.

Revenons & la démonstration de la proposition A.2.10. D’aprés le lemme A.2.9, E
est borné dans X — D si et seulement si, quel que soit U € %, Ey est borné dans
U — D. Ceci permet, quitte & remplacer X par U et E par Ey, de se ramener au
cas ou X est affine et = {(X,tx)}. D’autre part, 'image de D par I'immersion
fermée tx est un un sous-schéma fermé de I’espace affine et tx induit une immersion
fermée de X — D dans A} — 1x(D) et comme d’aprés la proposition A.2.7, E est
borné dans X — D si et seulement si tx (E) est borné dans A% — ¢tx (D) et que, par
définition de dx, on a dx (E,D) = d(tx(E),tx (D)), on peut, quitte & remplacer X
par A} et E par tx(E), supposer que X est I'espace affine A} et = {(X,id)}.
On peut d’autre part, quitte & faire une homothétie, supposer que FE est inclus dans
B7(0,1) x B*(0,1) = B™*"(0,1).

Soient Fy,...,Fn, € B[Xi,...,X,] des générateurs de I'idéal de définition de D
que 'on peut, quitte & les multiplier par une puissance de p, supposer appartenir &
A[Xy,...,Xn] C A[X1,...,X,]. Les V; = X — (F;) forment un recouvrement affine
de X — D et l’application ¢; : U; = A™*! qui & z associe (z1,...,Tn, Fi(z)™!) est une
immersion fermée. On en tire le fait que E est borné dans X — D si et seulement si
il existe € > 0 tel que, quel que soit = € E, il existe ¢ tel que |F;(z)| > €. On est donc
ramené 3 démontrer le lemme suivant :

Lemme A.2.15. —  Soient Fi,...,F, des éléments de Ok [X1,...,Xr4n] et D la
sous-variété de B™1"(0,1) définie par l’idéal engendré par Fi,...,Fy,. Si E est un
sous-ensemble B™t"(0,1), alors les deuz conditions suivantes sont équivalentes :

(i) d(E,D(K)) = 0.

(ii) infzeE(Suplgigm |Fi(z)]) = 0.

Démonstration. — L’implication (i)=>(ii) est immédiate car E étant borné, si F' €
Ok [X1,...,Xr4n] et 2,y € B™"(0,1), alors |F(z) — F(y)| < d(z,y) comme on peut
le voir en développant F' en série entiére autour de z.

La démonstration de 'implication (ii)=>(i) se fait par récurrence sur la dimension
de D (i.e. le maximum des dimensions de ses composantes irréductibles). Si D = &,
on peut trouver G, ...,Gr € Ok [X1,..., Xr4n] ®K tels que Pon ait Y-, F;G; = 1.
Comme E est borné, il existe M > 0 tel que P'on ait |G;i(z)| < M quel que soit z € E
et 1 < i < m. On en déduit le fait que si z € E, alors sup;<;<,, |Fi(z)] > M1 et
donc que Passertion (ii) est fausse, ce qui permet de conclure dans le cas o D = @.
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Supposons maintenant D de dimension d > 0 et réduite. Si I est une partie 4 n —d
éléments de {1,...,m} et J une partie & n — d éléments de {1,...,n}, notons Jacs,s

la matrice de coefficients g% pour i € I et j € J et jac; ; son déterminant. Soit
Z le lieu singulier de D, c’estfa-dire P’ensemble des éléments x € D tels que ’on ait
jacy j(x) = 0 pour tout couple (I, J). Soit (a1)ieN une suite d’éléments de E telle que
la suite sup; <;<,, |Fi(a:)| tende vers 0 quand [ tend vers +o0o. De deux choses I'une :
soit l_l)iﬂo(sup 1,7 liacr y(ar)]) = 0 quel que soit le couple (I, J) et comme on a supposé
D réduite, Z est de dimension strictement inférieure A celle de D et I’hypothése de
récurrence implique d(E, Z(K))-= 0, ce qui implique d(E, D(K)) = 0 puisque Z C D;
soit il existe l[g € N et k € N tels que quel que soit | > Iy, il existe I, J tel que l’on
ait |jacy ;(z)| > p~* et I'algorithme de Newton (Lemme A.3.4 ou [6], chap. III, §5)
nous fournit une solution y,, du systéme d’équations F;(y) = 0 si 7 € I vérifiant

d(zi,y1) < p* su?IFi(wz)l
i€

si cette derniére quantité est assez petite (strictement inférieure 4 p~*). Il existe
donc un couple (I, J) et une composante irréductible Y de la variété définie par les
équations F; = 0 pour ¢ € I dans l'ouvert jac; ; # 0 contenant une infinité des
Y1 et, quitte & remplacer z; par une sous-suite, on peut supposer que Y contient
tous les y; pour ! € N. On en déduit le fait que si Y désigne I’adhérence de Y
et si (F})ier, Fm+1,---,Ft sont des générateurs de 'idéal de définition de Y, alors
l_l’iinoo(suplgg |Fi(z;)|) = 0. Comme Y est irréductible et de dimension d, on a
soit Y C D et donc d(E, D(K)) < d(E,Y (K)) ce qui implique d(E, D(K)) = 0; soit
DNY est de dimension strictement inférieure 4 celle de D et ’hypothése de récurrence
implique d(E, D(K) N Y (K)) = 0 et donc d(E, D(K)) = 0. Ceci permet de conclure
si D est réduite.

Finalement, si D n’est pas réduite, soient G4, ...,G, des générateurs du radical de
lidéal de Ok [Xi,...,Xr+n] ® K engendré par Fy,..., F,. On peut aussi voir D de
maniére réduite comme le lieu des zéros communs des G;. Il existe alors N € N et, si
i €{1,...,s}, des éléments H;1,...,H; m de Ok [X1,..., Xr40n] ® K tels que I'on ait
GY = Y-, H; ;jF;. L'ensemble E étant borné, il existe C > 0 tel que |H; ;(z)| < C
si z € E et le couple (i,7) parcourt {1,...,s} x {1,...,m}. Maintenant, si z € E
vérifie sup; |F;(x)| < C~1eV, alors sup; |Gi(z)| < &, ce qui permet de montrer que

inf ( sup |Fi(z)|) =0=> inf ( sup |Gi(z)|) =0
z€E 1<i<m z€E 1<i<s
et permet de se ramener au cas ou D est réduit puis de terminer la démonstration du

lemme A.2.15 et celle de la proposition A.2.10.

Corollaire A.2.16. —  Soit f : X — Y un morphisme de variétés définies sur K.
Soient U un owvert de Y et E un sous-ensemble de f~1(U) borné dans X ; alors E
est borné dans f~1(U) si et seulement si f(E) est borné dans U.
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Démonstration. — Si E est borné dans f~!(U), alors f(E) est borné dans U en vertu
de la proposition A.2.6. Réciproquement, soit ¥ une présentation de Y et # une
présentation de X assez fine pour que si W € #, alors il existe V € ¥ contenant
f(W). Soit (Ew)wew une décomposition de E adaptée & #. Si E n’est pas borné
dans f~1(U), alors, d’aprés la proposition A.2.10, il existe W € # pour lequel,
dw (Ew, f~1(D)) = 0. Mais alors, si W € # contient f(V), comme Eyw est borné
dans W, il existe C > 0 tel que 'on ait dv (f(z), f(y)) < Cdw(z,y) si z € Ew et
dw (z,y) < 1. On en déduit le fait que dv (f(Ew),D) = 0 et donc que f(Ew) n’est
pas borné dans V N U. Comme il ’est dans V, il ne l’est pas dans dans U d’aprés le
lemme A.2.9 et, a fortiori, f(E) n’est pas borné dans U, ce qui permet de conclure.

A.3. Epaississements p-adiques

Définition A.3.1. — Soient K un sous-corps fermé de C,, Ok 'anneau de ses en-
tiers, A un anneau et # un morphisme de A dans k. On dira que (A,6) est un
épaississement p-adique de Ok si

(i) 6 est surjectif.

(ii) A est sans p-torsion et séparé et complet pour la topologie (p, ker 6)-adique (i.e.
Papplication naturelle de A dans lim ,A/(p,ker)" est un isomorphisme).

Remarque A.3.2. —  Si (A,6) est un épaississement p-adique de Ok, alors A est
un anneau local dont ’idéal maximal m4 est constitué des éléments x de A vérifiant
vp(8(x)) > 0. On peut aussi décrire m4 comme I'image réciproque de mg, par 6.
(ii) Si 1, ...,z sont des éléments de m4, alors il existe n € N tel que la puissance
n-iéme de 1'idéal de A engendré par x1,...,Z soit contenue dans l'idéal (p,ker6).
Comme A est séparé pour la topologie (p,ker6)-adique, on en déduit le fait que si
m # A est un idéal de A engendré par un nombre fini d’éléments, alors N:>m™ = {0}.

Si (A, ) est un épaississement p-adique de Ok, posons B = A[1/p]. On prolonge 6
linéairement en un morphisme surjectif de B sur K et on note B(A, §) ou simplement
§ 8’il n’y a pas de risque de confusion, le séparé complété de B pour la topologie
ker #-adique. On peut alors prolonger 0 par continuité en un morphisme surjectif de
B sur K. Si A est un sous-anneau de B on notera ny le noyau de la restriction de 6 &
A. Comme on a supposé A sans torsion, il s’identifie naturellement & un sous-anneau
fermé de B et on munit B de la topologie obtenue en prenant les p"A + (ng)**!, ot
k et n décrivent N, comme base de voisinages de 0 et pour laquelle B est séparé et
complet.

Exemple A.3.3
(i) (OKk,id) est un épaississement p-adique de Ok appelé épaississement trivial.

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 1998



124 APPENDICE A. ENSEMBLES BORNES

(i) Si z = (z1,...,%n) € OF avec z; € mg, et 0, est le morphisme de A =
0[Xi,...,X,] dans & envoyant X; sur z;, alors (A,6,) est un épaississement p-
adique de Ok.

(iif) Soit r = (rn)n>o0 une suite convexe d’éléments de N (c’est-a-dire vérifiant
Tntm 2 TnTm POUI tout couple (n,m); en particulier, on doit avoir rg = 0). Soit A,
le sous-anneau de B constitué des éléments de la forme Z n=0 Onbn, avec a, Ep~"™ A
et b, € nya™. Alors (Ar,0) est un épaississement p-adique de Ok et lapplication
canonique de ﬁ(A..,G) = ;iLn,,A,.[l /p]/(ker§)"*! dans B est un isomorphisme d’an-
neaux topologiques. L’anneau A,[1/p] sera noté B;. Notons que si r et s sont deux
suites convexes d’éléments de N, alors leur somme est aussi convexe et que 'on a
(Ar)s = Ar+s-

(iv) Si k € N, on notera encore k la suite d’éléments de N de terme général égal
a nk. C’est une suite convexe et on notera A ’anneau obtenu par le procédé décrit
dans ’exemple précédent. Dans le cas particulier ou A = Ok [T1,...,T4] et 6 = 6.,
lanneau By = Ag[1/p] est Panneau des fonctions analytiques bornées sur la boule
ouverte B%(z,p~*) de centre z et de rayon p~*

(v) Si d,k,l € N, on notera Aﬁd’k) I’épaississement p-adique de €k donné par
A(d *®) = 4, [[p7*Ti,...,p~*T4]] et ot on a prolongé 6 en posant §(T;) = 0. L’anneau
Afd *)[1/p) sera, comme d’habitude, noté B,(d’k). Sil =0, les anneaux Al(d’k) et B,(d’k)
seront souvent notés respectivement A(%*) et B(d:k),

(vi) L’anneau Oc, admet un épaississement p-adique universel (cf. [25]) décrit
ci-dessous.

Soit # 1’ensemble des suites z = (z(@,...,z("),...) d’éléments de Oc, vérifiant
(V)P = 2(™ . On munit # des lois + et - définies par z +y = s ou s(™ =

gm (z(mtm) 4 y(tm))P™ ot .y = ¢t avec t™) = z(My(™ ce qui fait de # un anneau
m

de caractéristique p complet pour la valuation vg définie par veg(z) = vp(z(®). Soit
e = (1,eW,...,e™...) un élément de #Z tel que ) # 1, ce qui implique que
sin > 1, alors (™ est une racine primitive p"-iéme de I’unité. Si m > 1, posons
=P = (e, etm) e g

Soit Ajns = W(Z#) 'anneau des vecteurs de Witt a coefficients dans Z et si z € Z,
soit [z] son représentant de Teichmiiller dans W(%). L’homomorphisme 6 de Ajus
dans Oc, qui & Zn—o p"[zn] associe Zn—o p 2 est surjectif, son noyau est un idéal
principal et (Ajaf,0) est ’épaississement p-adique universel de Oc, .

1
On note B} 'anneau B(Ains,0). La série — logle] = Y. ~——— (1" ——([e]—1)™ converge

n=1
dans BdR vers un élément que nous noterons ¢, qui est un générateur de ng+ et qui
peut étre vu comme un analogue p-adique de 2i.
6,, s’identifie & la cléture séparable de Q, dans B} et est dense dans By, la
topologie de Qp induite par celle de BIR se décrivant comme suit. Définissons par
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récurrence une suite de sous-anneaux &*) de Og, et de Oq -modules Q) en posant
00 = ﬁap et, si k > 1, Q) = 06,, ® Qla(k_l)/zp et en prenant pour &) le
noyau de la dérivation canonique d® de &(*~1) 3 valeurs dans Q). Alors Bl
est le séparé complété de Q, pour la topologie définie en prenant les p"&*) avec
n,k € N pour base de voisinages de 0. De plus, ’adhérence de #*) dans Bj‘R de est
égale 3 Ajnr + ngt; et si k > 1, la dérivation d(® est surjective et Q%) g’identifie &

d
n"B;R /(nk. +n'l;:;;) qui lui-méme s’identifie au twist & la Tate, par la puissance k-iéme

du caracteére cyclotomique, du module galoisien (Qp /ak), ol a est I'idéal fractionnaire

de Q, des éléments z vérifiant vp(z) > ——.

p—1
Soit (A,0) un épaississement de Ok. Soient m > 1 et d > 0 deux entiers. Po-
sons £ = (Z1,..-,Tm) € y = (¥1,...,Y4) €t soient Fy,...,F,, des éléments de

A[z,y]. Notons F ’application de (m4)™ x (m4)? dans (A)™ qui & (z,y) associe
(Fi(z,y),- .., Fm(z,y)) et J(z,y) 'élément de M (r, A) dont le coefficient de la i-éme

ligne et de la j-éme colonne est égal & a—xi(:c, y). Soient m un idéal fermé de A, k € N,
J

(a,b) € (ma)™ x (ma)? et M € M,,(B) vérifiant

(i) *M € Myn(A),

(i) MJ(a,b) —id et J(a,b)M — id sont & coeflicients dans m,

(iii) F(a,b) a ses coordonnées dans p**m,

ou, si a est un idéal de A, on écrit, pour ne pas alourdir les notations, z € a + a
si z € (B)™ (resp. M,»(B)) pour signifier que z — a a toutes ses coordonnées (resp.
tous ses coefficients) dans a

Lemme A.3.4 (Algorithme de Newton). —  Sous les hypothéses précédentes, si l’on
définit par récurrence, la suite d’éléments x,, de B™ par

To=a el ZTny1 =Tpn— MF(z,,b),

alors la suite T,, converge dans B™ vers l'unique solution de F(z,b) = 0 appartenant
da+p*m.

Démonstration. — Si n est un entier, m™ désignera systématiquement I'idéal de A
puissance n-iéme de 1’idéal m, alors que le sous-ensemble m X --- x m de B" sera
noté (m)™. Quitte a remplacer m par un idéal plus petit, on peut supposer que m est
engendré par un nombre fini d’éléments (il suffit de prendre I'idéal engendré par les
coefficients de M J(a,b) —id, J(a,b)M —id et les coordonnées de p~2*F(a, b)) et donc
que 22 m™ = {0}.

Si a; et as sont deux éléments de a + p*m vérifiant a3 — a; € p*m™, alors

(A.3.5) F(a1,b) — F(az,b) — J(az,b)(a; — az) € p**m?" C p**m"t1,

comme le montre le développement de Taylor de F en (a2,b). Maintenant, si a; et
az sont deux solutions de ’équation F(z,b) = 0 appartenant & a + p*m vérifiant
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a; — az € p*m™, la congruence A.3.5 devient J(az,b)(a; — az) € p*m™*!. Comme
d’autre part (a2,b) — (a,b) € p*m, on a J(az,b) — J(a,b) € p*m et comme M €
p *¥M,,(A), on en déduit MJ(az,b) —id € m, ce qui implique a; — az € p*Fm"+!
comme on le voit en multipliant la congruence précédente par M. On en déduit le fait
que (a1 —a2) € ﬂ;’;_fj m" et donc que a; = ay, d’ou 'unicité.

Comme on a F(a,b) € p**m, on démontre par récurrence en utilisant I'identité
A3.5 avec a; = T, et as = Tpy1 = Tn — MF(z,,b) et en utilisant le fait que
J(az,b)M —id € m que 'on a F(z,,b) € p**m™*! et donc que zp41 — T, € pPm L,
On en déduit le fait que la suite z, converge dans a + p*m et comme sa limite est
clairement une solution de ’équation F(z,b) = 0, c’est d’apreés ce qui précéde 'unique
solution de I’équation F(z,b) = 0 appartenant & a + p*m, ce qu’il fallait démontrer.

Corollaire A.3.6. —  Soient F,...,F, € Ox[X1,...,Xm+d]. Si z € B™*%(0,1)
est tel qu’il existe k € N et une partie I a m éléments de {1,...,m + d} telle que

. : ) . . F;
si jacy(z) désigne le déterminant de la matrice Jacy(z) de coefficients ——(z) pour

0X;
1<i<metj€J, onait
(i) sup;<i<m |Fi(2)| < p2,
(ii) ljacs (2)| > p~*,
alors il existe z' € B™*4(0,1) vérifiant
F()=--=Fu() =0 et d(z,2') <p* sup |Fi(2)|.
1<i<m
Démonstration. — Quitte & renuméroter les variables, on peut supposer que J =
{1,...,m} et on peut appliquer le lemme précédent au cas ou
A=0k, a=(z1,-.,2m), b= (Zm41,++>2Zm+d), M =Jact’

et ol m est I'idéal de Ok engendré par Fi(z2),..., Fn(2).

A.4. Sous-ensembles bornés des épaississements p-adiques

Dans toute cette section, (A, #) sera un épaississement p-adique de Ok et on notera
B = A[1/p] et B le complété de B pour la topologie ker §-adique.

LemmeA.4.1. —  Si E est un sous-ensemble de ﬁ, les propriétés suivantes sont
équivalentes.

(i) Quelle que soit la suite x,, d’éléments de E et quelle que soit la suite ym
d’éléments d’éléments de B tendant vers 0, la suite T, ym tend vers 0.

(ii) Quelle que soit la suite x,, d’éléments de E, la suite p™x,, tend vers 0.

(iii) Quel que soit k € N, il eziste ny € N tel que E C p~™ A + ngk+l.

Démonstration. — (i)=>(ii) de maniére immédiate. Supposons que la propriété (iii)
ne soit pas vérifiée; il existe alors £ € N tel que pour tout n € N, on puisse trouver
T, € E n’appartenant pasap~™A+n §’°+1. Mais alors la suite p™z,,, n’a aucun terme
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dans A+ng k+1 et comme ce dernier ensemble est un voisinage de 0, on en tire le fait
que la suite p™z,, ne tend pas vers 0 et donc que la propriété (ii) n’est pas vérifiée
non plus. Il reste & montrer (iii)=>(i). Soit y, une suite d’éléments de B tendant vers
0. Par définition de la topologie de B , ceci est équivalent au fait que, quel que soient
k,n € N, il existe Ny » € N tel que l'on ait yn € p"A + nght! si m > Ny n. Mais
alors, si z,, est une suite d’éléments de E, on a T,y € p"A+n §’°+1 sim > N ntny,
ce qui montre que la suite ,,y,, tend vers 0 et termine la démonstration du lemme.

Définition A.4.2. — TUn sous-ensemble FE de B veérifiant une des 3 propriétés équiva-
lentes du lemme A.4.1 sera dit borné dans B. Si r est une suite convexe d’éléments
de N, on dira que E est A,-borné s’il existe k € N et n € N tels que E soit inclus
dans p~" At k-

Remarque A.4.3. — Dans le cas ot A = Ok, ces conditions sont équivalentes 3
Pexistence de n € N tel que E soit inclus dans p~" Ok et on retombe sur la définition
d’ensemble borné donnée au §2.

Lemme A.4.4. — Un sous-ensemble E de B est borné si et seulement si il eziste une
suite conveze r d’éléments de N telle que E soit Ar-borné.

Démonstration. — Un ensemble A,-borné est borné : il suffit d’utiliser la propriété
(iii) des ensembles bornés. Réciproquement, soit E un sous-ensemble borné de B.
L’ensemble §(E) est borné dans K et il existe n € N tel que §(E) soit inclus dans
p " Ok. L’ensemble p™E est borné dans §; il existe donc une suite d’éléments n; de
N telle que p"E soit inclus dans ({5 (p~™ A + ng*+1) et on sest débrouillé pour
pouvoir prendre ng = 0. Définissons une suite d’entiers par la formule
TR = Sup Mgy, + o0+ N,
ki1+-+k,=k

Par construction, on a ry > ni et ri, 4k, > Tk, + Tk,. La seconde inégalité implique
que la suite r = (rg)ren est une suite convexe d’éléments de N et la premiére que
p"E C A;, ce qui permet de conclure.

Remarque A.4.5. — Ce lemme permet, dans un énoncé du type «telle construction
transforme un ensemble A-borné (resp. borné) en un ensemble A-borné (resp. borné) »,
de ne démontrer que le cas des ensembles A-bornés. En effet, si E est un ensemble
borné, on peut, quitte & remplacer A par A, pour un choix approprié de r ce qui ne
change pas §, supposer que E est A-borné et donc que son image par la construction
est A-bornée donc bornée.

Lemme A.4.6
(i) Un ensemble fini est borné (mais pas forcément A-borné).
(ii) Si E et F sont A-bornés (resp. bornés), les ensembles

EUF, E+F={z+y|zs€EetycF} e E-F={zy|ze€EetyecF}
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sont A-bornés (resp. bornés).

(iii) Si E est A-borné (resp. borné) le sous-Z,-module de B engendré par E est
A-borné (resp. borné)et ’adhérence du sous-groupe additif de B engendré par E est
A-bornée (resp. bornée) dans B.

(iv) Si E est un sous-ensemble A-borné (resp. borné) de B4(0,p™*) et F est un
sous-ensemble de p~™A4Y) alors |, F(E) est A-borné (resp. borné) dans §;

(v) Si E est un sous-ensemble de ng qui est A-borné (resp. borné) dans B et
feB [X], alors f(E) est A-borné (resp. borné) dans B

Démonstration. — Le (i) est évident et les points (ii) et (iii) découlent du lemme
A.4.4. Pour démontrer le (iv) remarquons que par définition, si E est A-borné, alors
il existe I,n € N tels que E soit inclus dans p~"A;. Comme d’autre part, E est par
hypothése inclus dans B%(0,p~*), c’est un sous-ensemble de p* A, 144 et si f € F,
alors f(E) C p~™An i+, ce qui permet de conclure.

Finalement, si E est un sous-ensemble borné de ng, son image par f modulo ng
est la méme que celle par le polynéme obtenu en ne gardant que les termes de degré
< k dans le développement en série entiére de f ; elle est donc bornée en vertu du (ii).

k+1

Lemme A4.7. —  Soient G,,(B) = {a: €B | 6(z) = 1} et E un sous-ensemble de
Gm (B) A-borné (resp. borné) dans B. Alors le sous-groupe de (B)* engendré par E
est A-borné (resp. borné) dans B.

Démonstration. — On se raméne au (iii) du lemme A.4.6 via le (iv) (resp. le (v))
de ce lemme appliqué aux apphcatlons log et exp qui induisent des isomorphismes
analytiques de groupes entre Gm(B) et ng.

Lemme A.4.8. — Soit E un sous-ensemble A-borné (resp. borné) de B inclus dans
le sous-groupe B** de B* des éléments z vérifiant |0(z)| = 1. Alors le sous-groupe de
B~ engendré par E est A-borné (resp. borné) dans B.

Démonstration. — Si F = Gm(B) N{zy~! | z € E,y € A*}, alors F est un sous-
ensemble de Gm(B) borné dans B et E est inclus dans A* - F car 6 induit une
surjection de A* sur Ok. On en tire le fait que le sous-groupe engendré par E est
inclus dans le produit du sous-groupe engendré par F’ qui est borné en vertu du lemme
A.4.7 et de A* qui est aussi borné; cela permet de conclure.

Proposition A.4.9. — Soit E un sous-ensemble A-borné de B inclus dans B*. Les
trois conditions suivantes sont équivalentes.

(i) L’ensemble E~! = {z~! | z € E} est A-borné dans B.

(ii) L’ensemble 6(E~!) est borné dans K.

(iii) 11 existe k € N tel que l'on ait |6(z)| > p~* pour tout z € E.

Démonstration. — Les conditions (ii) et (iii) sont clairement équivalentes. D’autre
part, (i)=(ii) car 0 est continue. Il reste & prouver (iii)=>(i). Supposons donc que
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E est A borné dans B et qu’il existe k € N tel que l'on ait |(z)] > p~* quel
que soit z € E. Il existe n € N et I € N tels que E C p~™A; puisque E est A
borné. Soient © € E et y € A tels que 8(y) = p*d(z~!). Posons z = —zy + p* de
telle sorte que z € (p™™A; Nng) C ny,,,. Un petit calcul nous montre que l'on a
7! = pky S P p=ik2i et donc que 271 € p~* A ksn. Ceci prouve que E~! est
inclus dans p~*A; x4 n et est donc A-borné, ce qu’il fallait démontrer.

Proposition A.4.10. — Soit E un sous- -ensemble de B* tel que les ensembles EetE™!
soient A-bornés (resp. bornés) dans B. Alors Vintersection (E) N B** du sous-groupe
(E) de B* engendré par E et de B** est A-borné (resp. borné) dans B.

Démonstration. — Les ensembles E et E~! étant A-bornés, il existe n € N tel que,
si z € E, alors —n < vp(8(z)) < n. Choisissons pour tout 7 € ]0,n] dans I'image
de Ok par lapplication v, un élément w, de A vérifiant v,(f(w,)) = r et posons
w_, = w, ! sir > 0. L'ensemble

F = {wr I LS [—n’O[U]Oan]}
est A-borné d’aprés la proposition précédente. L’ensemble
Fp = {z_lwvﬁ(e(z)) I TE E}
est A-borné dans B puisqu’inclus dans F - E~! et inclus dans B**. Comme (E)nB**
est inclus dans (Fy) - ((F1) N B**) et que (F3) est A-borné d’aprés le lemme A.4.8,
il suffit de prouver que (Fy) N B** est A-borné dans B. Or ce dernier groupe est
P’ensemble des éléments du type ]'[‘;=1 @y, 0l s décrit N et ry,...,7, sont des éléments

de [~n,n] vérifiant 7 + - - - + 75 = 0 et une petite récurrence (sur s) montre que c’est
aussi le sous-groupe de B* engendré par

{wrlw—mwrz—?‘l I T € ]Oa TL], T2 € ]O,H]}

qui est un sous-ensemble A-borné de B inclus dans ﬁ**, ce qui, grace au lemme A 4.8,
permet de conclure.

A.5. Retour sur les ensembles bornés

Soient K un sous-corps fermé de C,, (A4,0) un épaississement p-adique de O,
B = A[1/p], et B = B(A,#0). Si X est un B-schéma, on note Xy la fibre en 6 et on
note encore 0 : X (B) = Xy(K), la réduction modulo ker 6.

Définition A.5.1

(i) Si X est un B-schéma affine, on dit qu’un sous-ensemble E de X (B) est A-borné
(resp. borné) dans X si son image dans B par toute fonction holomorphe sur X est
A-bornée (resp. bornée).

(ii) Si X est un B-schéma (pas nécessairement affine), on dit qu’un sous-ensemble
E de X (B) est A-borné (resp. borné) dans X s’il existe un recouvrement fini % de
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X par des ouverts affines et une décomposition de E sous la forme E = (Jycq Eu
telle que si U € %, alors Ey est A-borné (resp. borné) dans U.

Les propositions et lemmes suivants se démontrent exactement de la méme maniére
que les énoncés correspondants du §2 & condition d’utiliser le lemme A.4.9 de temps
en temps.

Lemme A.5.2. — Soient X un B-schéma affine de type fini et E un sous-ensemble
de X (ﬁ). Les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) Il existe n € N et une immersion fermée v : X — A%}, tels que l’image de E par
L soit A-bornée (resp. borné).

(ii) Quels que soient n € N et limmersion fermée v : X — A%y, image de E par .
est A-bornée (resp. bornée).

(iii) E est A-borné (resp. borné) dans X .

Proposition A.5.3. — Soient X un B-schéma affine de type fini, E un sous-ensemble
A-borné (resp. borné) de X (B) et ¥ un recouvrement ouvert fini de X par des ouvert
affines. Alors il existe une décomposition de E adaptée a V.

Proposition A.5.4. — Soit f : X — Y un morphisme de B-schémas et E un sous-
ensemble A-borné (resp. borné) de X (B) ; alors f(E) est A-borné (resp. borné) dans
Y.

Proposition A.5.5. — Si1: X — Y est une immersion fermée et E est un sous-
ensemble de X (B) et si 1(E) est A-borné (resp. borné) dans Y, alors E est A-borné
(resp. borné) dans X .

Lemme A.5.6. — Soit X un schéma séparé de type fini sur B. Soient U et V deux
ouverts de X et E un sous-ensemble de U NV. Alors E est A-borné (resp. borné)
dans UNYV si et seulement si il l’est dans U et dans V.

Si X est un B-schéma et % est une présentation de X, on peut munir U (E) si
U € %, d’une pseudo-distance en posant dy(z,y) = d(0(tv(z)),0(cv(y))), ol ¢ty est
limmersion fermée de U dans I’espace affine A donné par la présentation et d est
la distance sur B"(0,1) x K™ C K™ ™ induite par la norme du sup. Il s’agit d’une
pseudo-distance et pas d’une distance car deux points ayant méme image par 6 sont
a distance nulle alors qu’ils ne sont pas forcément égaux.

Proposition A.5.7. — Soient X un B-schéma, D un sous-schéma fermé de X, E un
sous-ensemble A-borné (resp. borné) de X, % une présentation de X et (Ey)yca
une décomposition de E adaptée & % . Alors E est A-borné (resp. borné) dans X — D
si et seulement si, quel que soit U € % , la distance dy(Ey, D(B)) est non nulle.
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Corollaire A.5.8. — Soient X un B-schéma et D un sous-schéma fermé de X. Soit E
un sous-ensemble A-borné (resp. borné) de X (B ), alors E est A-borné (resp. borné)
dans X — D si et seulement si O(E) est borné dans X — D.

Démonstration. — Par construction, la distance dy(z,y) ne dépend que de 8(z) et
6(y) et le critére énoncé dans la proposition A.5.7 ne fait donc intervenir que 6(FE).

Corollaire A.5.9. — Soit f : X — Y un morphisme de variétés définies sur K. Soient
U un ouvert de Y et E un sous-ensemble de f~1(U) A-borné (resp. borné) dans X ;
alors E est A-borné (resp. borné) dans f~1(U) si et seulement si f(E) est A-borné
(resp. borné) dans U.

Le seul énoncé du §2 qui ne se transpose pas dans la situation considérée ici est
la proposition A.2.8; en effet, on vérifie facilement que méme si X est propre sur B,
X (B) n’est borné dans X que si (4,6) est 'épaississement p-adique trivial de O,
autrement dit, que si B=K.

Proposition A.5.10. —  Soient X un B-schéma lisse et E un sous-ensemble borné de
X(K); alors il existe un sous-ensemble A-borné E de X (B) tel que Uapplication 6
induise une surjection de E sur E.

Démonstration. — Soit % une présentation lisse de X et (Ey)yea une décomposition
de FE adaptée & % . Quitte & remplacer X par U et E par Ey, on peut supposer que X
est affine et de présentation lisse, autrement dit de la forme Spec B[z, y]/(F1,- - -, Fm),
ouz = (z1,...,%Tm) €ty = (Y1,-..,Yd), de telle sorte que la matrice Jacx de coordon-

nées —ax—' pour 1 < ¢,j < n soit inversible sur X. Comme E est borné dans X (K), il
existe ko] € N tel que E soit inclus dans (p~*o Ok )™*4 et quitte a faire le changement
de variables x; = p~*oz), on peut supposer que E est inclus dans #%. Quitte &
multiplier les F; par une puissance convenable de p, on peut de méme supposer que
les F; appartiennent & A[z1,...,Tm4q). 1l existe alors k € N tel que Jacy' ait ses
coordonnées dans p~*A[z,y]. Soient 2z € E et ¢ = (a,b) € A C Ay, vérifiant (c) = 2.
Par construction, on a Fj(c) € ng C p**ny,, et p*Jack'(c) € Mm(A) C M (Azk).
On est dans les conditions d’application de ’algorithme de Newton et l’équation
Fi(z,b) = = Fu(z,b) = 0 a une unique solution @ appartenant a a + pFna,, .
Nous venons donc de construire un élément & = (G, b) de X (B) N (Azx)™*¢ vérifiant
6(2) = z, ce qui montre que l'on peut prendre E = X (B) N (Ag)™*.

Proposition A.5.11. — Soit X = Spec(B[z,y]/(F1,...,Fm)) un B-schéma affine de
présentation lisse et soit E un sous-ensemble A-borné de X (B). Alors

(i) il existe kg > O tel que, quel que soit ¢ = (a,b) € E, il existe un voisinage
V(c) de ¢ dans X (ﬁ) tel que lapplication m : X (ﬁ) — B? soit un isomorphisme
analytique de V (c) sur B4(b,p~**). De plus, il existe lp,ng € N tel que, si . désigne
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lisomorphisme réciproque, alors 1.(y) = (z.(y),y), avec T i(y) = To,; + fei(y — b) et
foi(T) € p~mE A{S*),

(i) Siw € Q% /a €st une 1-forme différentielle fermée holomorphe sur U et si
k > kg, il existen = n(E,w,¢) tel que sic € E et si F,, . est la primitive formelle de
ttw s’annulant en b, alors F,, . € p‘"A,(Z’k).

Démonstration. — Le (i) de cette proposition indigeste est une version «uniforme»
du théoréme des fonctions implicites et le (ii) est une version uniforme du fait qu’une
fonction analytique a méme rayon de convergence que ses dérivées. Comme E est
A-borné dans X, il existe n,l € N tels que l'on ait E C (p~"4;)™*<. Quitte & faire
une homothétie, ce qui ne fait que changer les valeurs de ng et lg, on peut, comme
dans la démonstration de la proposition A.2.10, supposer que I’on a n = 0. On peut
de méme supposer que les F; appartiennent & A[z,y]. Soit ¥ € N tel la matrice
Jacy' ait ses coordonnées dans p~*A[z,y] et A' = Afd’%). Soient ¢ = (a,b) € E et
G; € A'[z] défini par G;(z) = F;(z,T + b). Comme c € E, on a F;(a,b) = 0 et G;(a)
est un élément de A[Th,...,T4] appartenant & l'idéal (Ti,...,T4) qui est contenu
dans p?*n,s. D’autre part, M = Jacy'(c) a ses coordonnées dans p~*4; C p~*A’

et si on note J'(a) la matrice de M,,(A") de coefficients %, alors J'(a) — J(a,b)
J

est & coefficients dans l'idéal (T3, ...,T4) C p**na C pFnas et donc MJ'(a) — id et
J'(a)M —id sont & coefficients dans n4s. On est donc dans les conditions d’utilisation
de Dalgorithme de Newton et ’équation G1(z) = - -+ = G (z) = 0 a une et une seule
solution appartenant & a+p*n 4 . Notons cette solution (a1 +p*fe 1, - -, @m +P* fe.m),
ou les f.; sont des éléments de A’ = A;d’%). Si y € B4(b,p—2*), les séries f;(y — b)
convergent dans B et si 'on pose z.(y) = (@1 (¥)y .. s Te,m(y)) avee zc;(y) = a; +
p* f..i(y — b), alors z.(y) est 'unique solution de I’équation F(z,y) = 0 appartenant
4 B™(a,p~*). Ceci permet de démontrer le (i) avec kg = 2k, lg = | ng = k et
U(e) = X(B)\(B™(a,p~**) x B4(b,x).

Finalement, le (i) implique qu’il existe k' = k'(E,w) € N tel que, si ¢ € E, la forme
différentielle ¢}w s’écrive sous la forme Z:Ll fi(y — b)dy; avec f; € p‘k'A,(Z’kE ) et le
(ii) s’en déduit grace & une majoration brutale des coefficients du développement en
série entiére d’une fonction par de ceux de ses dérivées.

Corollaire A.5.12. — Soient X un B-schéma, w € Q% /B une 1-forme différentielle
fermée et E un sous-ensemble A-borné de X. Soit F = {(z,y) € EXE | 0(z) = 6(y)}.
Alors l'image de F par Uapplication qui a (z,y) associe [, : w est A-bornée dans B.

Démonstration. — Soit % une présentation lisse de X, (Ey)yea une décomposition
de E adaptée & % et, si U € %, soit Ej; = {z € E |6(z) € 0(Ey)}. Comme Ey;
est A-borné dans X et que son image par 0 est bornée dans U(K), on en déduit le
fait (cf. corollaire A.5.8) que Ej; est A-borné dans U. D’autre part, si Fy = {(z,y) €
Eyx Ey; | 0(z) = 0(y)} alors F = | Jycq Fu et on est ramené & démontrer le corollaire
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A.5.12 en remplacant X par U et E par Ej;. Autrement dit, on peut supposer que
X est affine et de présentation lisse auquel cas le résultat se déduit du (ii) de la
proposition A.5.11 et du (v) du lemme A.4.6.

A.6. Compléments dans le cas d’une boule

On se place de nouveau dans le cas ou A = Ok [S1,...,S:] et on pose B =
B(A,0).
Proposition A.6.1. —  Soient X un B-schéma, U un ouvert de Zariski de X, F' un

ensemble A-borné de X(B) et E un ensemble borné de U(K). Il eziste k € N tel que,
si Fy = {x € F | 3s € B"(0,p~*) tel que z(s) € E}, alors F}, est A-borné dans U.

Démonstration. — Soit ¥ un recouvrement fini de X par des ouverts affines et
(Fv)vew une décomposition de F' adaptée & ¥. Il existe alors k; € N tel que ’'on
ait Fyy C V(Bg,) pour tout V € ¥. On en déduit le fait que Ey = EN{z(s) | z €
Fy, s € B"(0,p™%1)} est borné dans V(K) et comme il est aussi borné dans U(K),
il l’est dans U N V. D’autre part, si k > k;, on peut décomposer Fj sous la forme
Uvey Fr,v, ot I'on a posé Frv = {z € Fy | 3s € B"(0,p™*) tel que z(s) € Ev}.
Tout ceci fait que, quitte a remplacer X par V, F par Fy, E par Ey et U parUNV,
on peut supposer que X est affine. Soit D le complémentaire de U dans X. Comme
E est borné dans U, d’aprés la proposition A.2.10, on a dx(E, D) > 0. D’autre part,
comme F est A-borné dans X (B) et inclus dans X(By,), il existe C > 0 tel que si
z € F et se B(0,p %), alors dx (z(s),z(0)) < Cd(0,s). On en déduit le fait que si

p~* < inf(p~*, %dX(E,D)) et si € Fy, alors dx(z(0),E) > %dx(E,D), ce qui
implique que dx (6o(F}),600(D)) est non nul et donc que Fj est A-borné dans U.

Proposition A.6.2. — Si X est un B-schéma propre et lisse, alors il eziste k € N et
un sous-ensemble A-borné E de X inclus dans X (By) tel que Uapplication 0, induise
une surjection de E sur X,(K) pour tout s € B"(0,p~%).

Démonstration. — X étant propre sur B, ’ensemble X (K) est borné (proposition
A.2.8). Soient donc % une présentation lisse de X et (Ey)yeca une décomposition
de X (K) adaptée & % . Soit U € % . Par définition de « présentation lisse», U est de
la forme Spec(B[z,y]/(Fi,--.,Fm)), avec £ = (ZT1,...,Zm), ¥ = (¥1,-..,y4) de telle

sorte que la matrice Jacy de coefficients —éz_—’ soit inversible sur U. Ceci fait de Ey un
J

sous-ensemble borné de B"(0,1) x K™*4; il existe donc n € N tel que Ey soit inclus
dans B"(0,1) x (p~"Ok)™*4. D’autre part, d’aprés la proposition A.5.11, il existe
ky > 0 tel que, quel que soit ¢ = (sg,a,b) € Ey, 'application w qui & (s, z,y) € U(K)
associe (s,y) € B"(0,1) x K¢ induise un isomorphisme analytique d’un voisinage V(c)
sur B"(so,p~*v) x B4(b,p~*v). De plus, il existe Iy, ny € N tels que, si t.(s,y) désigne
lisomorphisme réciproque, alors ¢.(s,y) = (s,z.(s,y),y) et les coordonnées de z.(s, y)
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sont de la forme z.;(s,y) = a; + fc,i(s — S0,y — b) et fc; € p~™ Al(z’k”). Soit alors
Fy = {tc(s,b) | ¢ = (0,a,b) € Ug(K) N ({0} x (p~"Ok)™+?)}. D’apres ce qui précede,
Fy est inclus dans B"(0,p~*v) x (p™" Ok + p~ ™ A, )™ x (p~"Ok)?; c’est donc un
sous-ensemble A-borné de U contenu dans U(By,, ). Soit hy = sup(ky,ny —n—Ily) de
telle sorte que si so € B"(0,p™*v) et ¢ = (sp,a,b) € Ey NU,,(K), alors ¢y = ¢.(0,b) €
Uo(K)N ({0} x (07" Ok)™F?) et ¢ = tco(s0,b). Ceci implique que si s € B"(0,p~"v),
alors 6, induit une surjection de Fyy sur U,(K) N {s} x (p~"Ok)™*¢; en particulier,
I'image de Fy par 6, contient U,(K) N Ey. Il suffit donc de prendre k = supycq, hu
et F' = Jycq Fu pour terminer la démonstration de la proposition.

A.7. Ensembles bornés sur les variétés abéliennes

Dans ce paragraphe, nous nous intéressons au cas particulier des variétés abéliennes
et démontrons la proposition 11.1.10 (proposition A.7.1) et les propriétés 14 et 16
(proposition A.7.5 et lemme A.7.7).

Proposition A.7.1. —  Soit X une variété abélienne de dimension d définie sur C,.
Soient 0o > 0 et V un sous-groupe ouvert de X (C,) muni d’un isomorphisme ana-
lytique ¢ de V sur la boule ouvert B4(0,68,) de C¢ muni de la norme || || du sup. Si
d: X(Cp,)xX(Cp) — R est la fonction définie par d(z,y) = ||((z0y)|| sizOy €V et
d(z,y) = do sizoy ¢ V, alors d est une distance ultramétrique sur X (C,) invariante
par translation.

Démonstration. — La seule chose & vérifier est que la fonction d ainsi construite
vérifie I'inégalité ultramétrique, le reste étant plus ou moins évident. Remarquons
que si d(z,y) = & ou si d(y, z) = do, alors l'inégalité d(z,2) < sup(d(z,y),d(y,z))
est évidente. On a donc seulement le cas ou £ © y, y © z (et donc aussi z © 2)
appartiennent & V a traiter. L’application de B(0,dp) x B(0,d¢) dans B(0, o) définie
par z+_y = ¢(¢ 7 (z) + ¢ (y)) est une loi de groupe formel sur B(0,do). Nous aurons
besoin du lemme suivant :

LemmeA.7.2. — Si F € C,[T1,...,T,] converge sur la boule ouverte B?(0,do)
et vérifie SUP,cpo(o,5,) |F ()| < o et si z et y sont 2 éléments de B(0,0), alors
|F(z) = F(y)| < llz - yll.

Démonstration. — Remplacer F par la fonction G(T) = F(T + z) — F(x) permet
de supposer que z = 0 et que F(0) = 0. Les conditions de convergence mises
sur F impliquent que si on écrit le développement de F sous la forme F(T) =

k 1—(ki14--+k
S ks oty 51 Gr kg T+ To? alors on alag, . k,| < 551+ ) et comme ||y <
8o, on obtient |F(y)| < ||ly||, ce qu'il fallait démontrer.
Corollaire A.7.3. —  si z,y et a sont des éléments quelconques de B9(0,d¢), alors

l(@+5a) - (y+za)ll = [lz - yl|.
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Démonstration. — On applique le lemme précédent a chacune des coordonnées de
T — T+a, ce qui nous donne ||(z+3a) — (y+za)ll < ||z — yl| quels que soient z,y
et a appartenant & B9(0, d). Il suffit d’appliquer cette inégalité au triplet obtenu en
remplagant z par z+_a, y par y+_a et a par —_a pour obtenir I’égalité cherchée.

Corollaire A.7.4. — Si z,y,z sont des éléments de X(Cp) vérifiant x©y € V et
yoz €V, alors d(z,z) < sup(d(z,y),d(y, 2)).
Démonstration. — Par définition, on a
d(z,2) = ||z — 2)|| = |((z © y)+ Uy © 2)) — ((z ©Y)+4uly © 2)l
= luz ©y) — (z ©y)|l < sup(lle(z ©y)l|; lle(z © Y)II)
sup(d(z,y), d(y, 2)).
Rappelons que ’on appelle distance admissible sur X une distance obtenue par

le procédé décrit & la proposition A.7.1 et qu'’il existe des distances admissibles sur
n’importe quelle variété abélienne ((ii) de la remarque II.1.11).

Proposition A.7.5. — Soient X une variété abélienne de dimension g définie sur Cp,
d une distance admissible sur X et D une sous-variété fermée de X.

(i) Sie >0, alors ensemble E(D,e) = {x € X(C,) | d(x,D) > €} est borné dans
X -D.

(ii) Si E est un ensemble borné dans X — D, alors il existe € > 0 tel que l’on ait
E C E(D,e).

Démonstration. — Commengons par considérer le cas ot D = {0}. Dans ce cas, il
résulte de la propriété B12 que E est borné dans X — D si et seulement si il est contenu
dans le complémentaire d’un voisinage de 0, ou, autrement dit, si et seulement si il
existe € > 0 tel que E soit inclus dans E({0},¢). Ceci permet de traiter le cas D = {0}.
Pour traiter le cas général, considérons I’application f : (X — D) x D =+ X — {0} qui
a (z,y) associe z — y et soit 7 la projection de (X — D) x D sur X — D. Il résulte de
la propriété B10 que E est borné dans X — D si et seulement si f(E x D) est borné
dans X — {0}. D’apreés la discussion du cas D = {0}, ceci est équivalent & I’existence
de € > 0 tel que f(E x D) soit contenu dans E({0},¢) et donc & ce que E soit contenu
dans w(f~1(E({0},¢))) = E(D,¢), ce qui permet de conclure.

Lemme A.7.6. — Soient X une variété abélienne définie sur un sous-corps K fermé
de C, et d une distance admissible sur X (Cp). Si D est une sous-variété fermée de
X et dx est le diamétre de X, alors quels que soient zo € X(C,) et § < dx, il existe
z € X(C,) vérifiant d(z,z0) < dx et d(z,D) > 6.

Démonstration. — Soit 2o € X (Cp). Comme d est une distance admissible sur X (C,),
cela implique que {z € X(C;) | d(z,z0) < dx} et la boule ouverte de centre 0 et
de rayon dx sont anlytiquement isométriques. Quitte & agrandir D, on peut supposer
que son image dans BY(0,0x) est définie par une équation f = 0, ol f est une série
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entiére Zkl,...,kg akl,,,,,kngl ...259 convergeant pour sup; |z;| < dx. D’autre part, si
d < dx, il existe 2o vérifiant sup; |zo0,:| = & et |f(20)| = supy,, k, |aky,... 1, [6%1F Ko,
Un développement de f en série entiére autour de zp montre alors que 1’équation
f(2) = 0 n’a pas de solution vérifiant sup |z; — 20,;| < d; ceci implique que I'image
réciproque de 29 dans X (C,) est & distance au moins égale & § de D. On en tire le
lemme.

Lemme A.7.7. — Soient X une variété abélienne définie sur C, et U un ouvert de
Zariski non vide de X .

(i) Si E est un sous-ensemble de X (C,) et si E(™ est un sous-ensemble fini de E,
alors il existe une suite a = (an)nen d’éléments de X (C,) telle que l’ensemble

F=Upen{an®z |z € E(")}

soit borné dans U(C,).

(ii) Si E est un sous-ensemble borné de X (BlR) et sin € N, soit E™ un sous-
ensemble fini de E. Alors il existe une suite G = (@n)nen d’éléments de X (BIR) telle
que l’ensemble

F= Unen{@n®z |z € E(")}
soit borné dans U(BJy).

Démonstration. — Soient D le fermé complémentaire de U dans X, d une distance
admissible sur X, §x le diamétre de X et & € ]0,dx[. Si n € N, soit D(™ le fermé de
X réunion des translaté de D par les opposés des éléments de E(™). Soit a = (an)neN
une suite d’éléments de X (C,) vérifiant d(6(an), D) > § [existence de telles suites
est une conséquence du lemme IL.3.7]. Une telle suite répond aux conclusions du (i)
car linvariance de d par translation implique que I’on a d(a, ® z, D) > é si z € E(™
et donc que F est borné dans U(C,).

Pour démontrer le (ii), il suffit de prendre pour @ un relévement borné dans X (B} )
(Pexistence de tels relévements est une conséquence du fait que X(C,) est borné et
de la propriété B7) d’une suite a satisfaisant aux conclusions du (i) pour E = §(E)
et E(™ = §(E™) puisque dans ce cas, F' est borné dans X (BlR) et 0(F) est borné
dans U(C,) d’aprés le (i), ce qui implique que F est borné dans U(BJR) d’apreés la
propriété B8 et permet de conclure.
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APPENDICE B

REVETEMENTS UNIVERSELS p-ADIQUES

B.1. Revétement universel d’un groupe algébrique

Soient (A, #) un épaississement de Oc, et B le complété de B = A[1/p). Si G est un
groupe algébrique commutatif défini sur B et A € {Cp, B}, soit 2(G(A)) Pensemble
des suites bornées z = (z,)nen d’éléments de G(A) vérifiant [p]zp+1 = Zn.

Théoréme B.1.1

(1) Si G est un groupe algébriqgue commutatif défini sur B, alors 0 induit un iso-
morphisme de Z(G(B)) sur Z(G(Cp)).

(ii) Si G est isomorphe & G2, alors Z(G(C,)) = {0} et si G n’a pas de sous-groupe
algébrique isomorphe a G,, alors la suite

0 T,(G(Cy)) = R(G(Cy)) = G(Cy) = 0

est ezacte, lapplication de Z(G(Cp)) dans G(Cp) étant celle qui ¢ £ = (Tn)neN
associe Tg.

(iii) St 0 - G1 = G2 = Gs — 0 est une suite exacte de groupes algébrigues
commutatifs connexes définis sur ﬁ, alors la suite induite

0 = &(G1(Cp)) = Z(Ga(Cy)) = R(C5(Cy)) 0

est exacte.

Avant de faire la démonstration de ce théoréme, remarquons que le (ii) permet, dans
le cas ou G n’a pas de sous-groupe isomorphe & G,, de voir Z(G(C,)) comme un
analogue p-adique abstrait du revétement universel de G(C,), le role de m (G(C),0) =
H,(G(C),Z) étant joué par T,(G(Cy)).

Lemme B.1.2. — Siw :G — H est un morphisme surjectif de groupes algébriques
commutatifs définis sur B dont le noyau est linéaire et conneze et si E est un sous-
ensemble borné de H(C,), il existe un sous-ensemble borné E de G(B) tel que l'ap-
plication 0 o  induise une surjection de E surE.
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Démonstration. — D’aprés la proposition A.5.10, si E' est un sous-ensemble borné de
G(C,), il existe un sous-ensemble borné E' de G(B) tel que 6 induise une surjection
de E' sur E'; il suffit donc de prouver que si E est un sous-ensemble borné de H (Cp),
alors il existe un sous-ensemble borné E' de G(C,) tel que 7 induise une surjection de
E' sur E. La fibration 7 : G — H est localement triviale pour la topologie de Zariski
et on peut donc trouver un recouvrement ouvert fini  de H et pour chaque U €
une section sy : U = G de «. 1l suffit alors de choisir une décomposition £ = Uyear
de E de telle sorte que Ey soit borné dans U et de prendre E' = Uyea su(Ey).

Soit 7 : G — H un morphisme surjectif de groupes algébriques commutatifs définis
sur B. Si z = (2,)nen est une suite bornée d’éléments de H (C,), appelons relévement
borné de z dans G (ﬁ), toute suite bornée T = (Z,)nen d’éléments de G(ﬁ) vérifiant
0(Z,) = z, pour tout n € N. L’existence de relévements bornés est une conséquence
du lemme précédent.

Lemme B.1.3. —  Soit m : G — H un morphisme surjectif de groupes algébriques
commutatifs définis sur B tel que le noyau V de m est de type additif (i.e. isomorphe
& G pour un certain 7). Si E est un sous-ensemble borné de G(B) inclus dans
ker @ o w, alors

(i) le sous-groupe fermé (E) de G(B) engendré par E est borné dans G(B).

(i) Si an est une suite d’éléments de E, alors la suite ®7_, [p*~*)as, tend vers une
limite dans (E) quand n tend vers +oo.

Démonstration. — Soit G(B) le noyau de 8 : G(B) - G (Cp)- On peut trouver un sous-
ensemble borné F, de V(B) tel que 8 induise une surjection de F} sur (E) C V(Cp)
et un sous-ensemble borné F, de G (§) tel que ’on puisse décomposer chaque élément
de E sous la forme z; ® 22, o 1 € F; et z2 € F,. Les propriétés (i) et (ii) sont
immédiates si on remplace E par F; puisque F; est un sous-ensemble fermé d’un
groupe isomorphe & Br. D’autre part, G (ﬁ) a une structure de groupe formel et est
isomorphe (en tant que groupe formel) sur B a (F!B)? ou d est la dimension de
G. Comme un tel isomorphisme respecte les ensembles bornés ((v) du lemme A.4.6),
on est ramené de nouveau & considérer le cas d’un sous-ensemble borné (I’image de
F; par cet isomorphisme) de B¢. Finalement (E) est inclus dans (F}) + (Fy) et est
donc borné et pour montrer le (ii), il suffit de décomposer les a,, comme somme d’un
élément de F; et d’un élément de F, pour montrer que la suite converge dans G (ﬁ)
vers une limite qui appartient & (E) par construction de (E).

Lemme B.1.4. — Soit # : G — H un morphisme surjectif de groupes algébriques
commutatifs définis sur B dont le noyau V est de type additif. Alors

(i) si T = (Tn)nen € Z(H(C,)) et 5i T = (Tn)neN est un relévement borné de
dans G(ﬁ), la suite de terme général [p"]Z, converge dans G’(E) vers une limite ¥(z)
qui ne dépend que de T et pas du choix de T.

(ii) ¥ est un morphisme de groupes.
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(iii) Stz = (Tn)nen € Z(H(Cy)) etm € N, s0it T = (xn+m)neN € Z(H(Cp)) et
soit 1/1(:::) la suite de terme général Y(z,). Alors ¢(z) € Z(G(B)) et ¢ : Z(H(C,)) =
Z(G(B)) est un morphisme de groupes inverse de 6 o .

Démonstration. — On peut écrire [p"]Z, sous la forme

Zo @ (Op=1 [P"'1([P]&k © Fk-1))

et on peut appliquer le lemme B.1.3 & la suite a, = [p]T, © Zn—1 qui est une suite
bornée d’éléments de ker o m pour conclure & la convergence de la suite [p"]Z.,.
Finalement, si Z; = (Z;,n)nen pour ¢ € {1,2} sont deux relévements bornés de z dans
G(ﬁ), soit T3 la suite définie par T3, = T1,, si n est pair et T3, = Ta, Si 1 est
impair. La suite T3 est encore un relévement borné de z. On en tire le fait que la suite
[p"]Z3, converge et que les suites [p"]Z; ., ou i € {1,2} ont méme limite et donc que
cette limite ne dépend pas du choix de Z.

Le (ii) est une conséquence du fait que si z; et z2 sont deux éléments de Z(H(C,))
et T; est un relévement borné de z; dans G (ﬁ), alors on peut prendre Z; @ T2 comme
relévement borné de z; @ z, dans G(B A)

Comme [p]zni1 = Tn €t ¢ est un morphisme de groupes, on a PlY(znt1) = Y(zn)
et pour montrer que la suite ¢(z) appartient & 2(G(B)) il suffit de montrer qu’elle est
bornée. Or si on note E I'image de N par la suite Z, F' ’ensemble des [p]Z, © T,_1 et
(F) le sous-groupe de ker 6 o 7 engendré par F, alors la démonstration du (i) montre
que l'on a ¢(z,) € E + (F) qui est borné en vertu du lemme B.1.3. Finalement, le
fait que fow o w = id est immédiat et le fait que ¢ o6 om = id suit de ce que si
z € Z(G (ﬁ)), alors on peut prendre x comme relévement borné de 6 o w(z).

Remarque B.1.5. — On peut appliquer la proposition précédente au cas ou 7 est
Iidentité, ce qui nous fournit un morphisme de groupes 3 de Z(G(C,)) dans G(B)

Le lemme B.1.4 appliqué au cas particulier ou 7 est l'identité permet de terminer
la démonstration du (i) du théoréme B.1.1. Passons au (ii). Remarquons que le (i)
permet de ne traiter que le cas B = C,. Si G = G2, alors G(C,) = Ct et le fait que
Z(G(C,)) = {0} est immédiat (c’est d’ailleurs une conséquence du cas particulier
H =0 du (iii) du lemme B.1.4). Il reste donc & traiter le cas ou G ne contient pas de
sous-groupe isomorphe i G,.

Lemme B.1.6. — Si G ne contient pas de sous-groupe isomorphe a G,, alors toute
suite £ = (Tn)nen d’éléments de G(C,) vérifiant [plTn+1 = T, est bornée et donc
appartient ¢ Z(G(Cp)).

Démonstration. — Si G ne contient pas de sous-groupe algébrique isomorphe a G,,
alors il existe une suite exacte 0 = T — G = X — 0, ou X est une variété abélienne
et T ~ GJ, est un tore. Nous allons faire la démonstration par récurrence sur r. Si
r =0, G est une variété abélienne et est donc propre, ce qui implique que G(C,) est
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borné et donc a fortiori toute suite d’éléments de G(C,) l’est. Si r > 1, choisissons
une copie Ty de G, dans T et soit H = G /Ty de telle sorte que H est une extension
de X par G’ ce qui fait que I’on peut lui appliquer ’hypothése de récurrence. Soit
Z = (Zn)neN une suite d’éléments de G(C,) vérifiant [p]z,+1 = Tn. Si 7 désigne la
projection de G sur H, I'image de = par 7 est une suite bornée de H(C,) d’aprés
I’hypothése de récurrence. Soit @ = (an)nen un relévement borné (cf. lemme B.1.2)
de 7(z) dans G(C,) et donc tel que b, = z, ©a, appartienne & T(C,). Pour montrer
que x est borné, il suffit de vérifier que b = (b, )nen est une suite bornée d’éléments
de To(C,) = C;. Or on a [p]bnt1 ©bn, = an O [plans: et comme la suite a,, est bornée,
on en déduit le fait que la suite de terme général pv,(bn+1) — vp(bn) et donc celle de
terme général v, (b,) est bornée dans R, ce qui permet de conclure.

Le (ii) du théoréme B.1.1 est une conséquence du lemme B.1.6 et du fait que G(C,)
est p-divisible. Passons au (iii). Il y a deux choses qui ne sont pas claires a priori, &
savoir I’exactitude en le terme du milieu et la surjectivité a droite. L’exactitude en le
terme du milieu est une conséquence du fait qu’une suite d’éléments de G1(C,) qui
est bornée dans G2(C,) 'est déja dans G1(C,) car I'injection de G; dans G est une
immersion fermée (cf. proposition A.2.7).

D’autre part, le (iii) du lemme B.1.4 implique que si G est un groupe algébrique
commutatif défini sur C, et si Viz désigne le plus grand sous-groupe de G isomorphe
4 un produit de G, alors Z(G(C,)) ~ Z((G/Vg)(Cyp)), ce qui fait que, quitte &
remplacer G; par G;/Vg;, 'on peut supposer que les G; ne contiennent pas de sous-
groupe isomorphe & G, ; auquel cas, la surjectivité de I’application de Z(G2(C;))
dans Z(G3(C,)) se déduit du lemme B.1.6 et de la p-divisibilité de G1(Cp).

Proposition B.1.7. —  Soit € = (¢(™)pen € Tp(Gm(Cp)) C Z et s0it (Tn)nen une
suite bornée d’éléments de B}, vérifiant 6(z,) = €™ quel que soit n € N, alors la
suite de terme général p"log x,, converge dans Bl vers logle].

Démonstration. — Comme les z,, sont éléments de (B )**, la suite (zn)nen est bor-
née dans G, (B). Le lemme B.1.4 implique que la suite de terme général (z,)?" tend
vers une limite ne dépendant que de € et comme on peut prendre z,, = [61/ ”"], cette
limite n’est autre que [e], ce qui, prenant le logarithme de tous les termes concernés,
permet de conclure.

B.2. Applications aux variétés abéliennes

1. Périodes p-adiques des formes de seconde espéce. — Soient X un B-
schéma abélien et G une extension de X par un groupe de type additif. Notons = la
projection de G sur X.
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Lemme B.2.1

(i) L’image de %(G(B)) par Uapplication 1 définie par 1g((Zn)neN) = To est un
sous-groupe borné de G(B).

(ii) Si E est un sous-ensemble borné de G(B), alors le sous-groupe (E) de G(B)
engendré par E est borné.

Démonstration. — Soit E' un sous-ensemble borné de G(B) tel que 6 o 7 induise une
surjection de E sur X(C,) (il en existe d’aprés la proposition A.5.10 puisque X (C,)
est borné car X est propre sur Cp). Soit F = {[pJz oy |z € F', y € E', fon([p]z) =
6 o7(y)}. La démonstration du lemme B.1.4 appliquée au cas ou H = X montre que
X = 1gop(R(X (Cp))) est un sous-groupe de X (]§) contenu dans E' @ (F') et est donc
borné en vertu du lemme B.1.3 puisque F' est inclus dans ker @ o 7 par construction.
On en déduit le (i).

D’autre part, application 0 o 7 induit une surjection de X sur X(C ,,) et donc, si

F'={zoy|re€EyecX,0(x)=0y)},onaECX®F et (E) C X (F) et
comme (F"') est borné d’aprés le lemme B.1.3 appliqué & H = X puisque F" est inclus
dans ker# o 7, on en déduit le (ii).

Plagons nous maintenant dans le cas ot B= BJ;. Soient X une variété abélienne
définie sur C,, et X Dextension universelle de X par un groupe de type additif (cf. 1.6,
§1). Notons 7 la projection de X sur X. Si 7 est une forme différentielle de seconde
espece sur X, il existe (proposition I1.7.4) une unique forme différentielle w, invariante
sur X telle que 7*n —w, = df,, ot f, est une fonction rationnelle sur X. Notons 4y la
primitive de w, s’annulant en 0; c’est un logarithme de X puisque wy, est invariante.
L’ application QZ (cf. lemme B.1.4) permet de voit T,(X) comme un sous-groupe de

Z(X(Bfp))-

Proposition B.2.2. —  Si 1 est une forme différentielle de seconde espéce sur X et
u € Tp(X), alors [, n = £,(15(u))

Démonstration. — Si u = (Un)neN €t m € N, S0it Uy = Lg((Um4n)neN). La suite
(%m)men est donc une suite, bornée d’aprés le lemme B.2.1, d’éléments de X (Blx
vérifiant 0 o w(¥4m) = um si m € N. Soient U un ouvert de X sur lequel 7 est
holomorphe et (a,)men une suite d’éléments de 71U (ﬁ) telle que les suites de
termes généraux respectifs a,, et am + Unm, soient bornées dans 7=1(U) (pour qu’une
telle suite soit bornée, il suffit qu’elle soit bornée dans X et que son image par w
soit bornée dans U d’aprés le corollaire A.5.9 ; I’existence de telles suites résulte donc
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du lemme B.1.2 et du lemme I1.3.1). Par construction de ’application « périodes p-
adiques», on a

i . T(am )T (Um) i . A DU, .
'/,u'l’7 - m—l)I-Il—loop [r(am) n= m—l>I-Ii-loop /a"l n

= lim_p"(falam ® m) + £y(am ® ) = fo(am) = bo(am))

m—+o00
et comme d’une part £, est un morphisme de groupes et [p™|u, = tg(u), ce qui
implique
P" (Ey(am ® Um) — Z,,(am)) =Ly (15 (u))
et que d’autre part

lim Pm(fn(am @ Up) — fn(am)) =0

m—-+oo
puisque f, est holomorphe sur 7~!(U), on en tire le résultat.
Le théoréme B.1.1 implique que @ o 7 induit un isomorphisme de ,9?(5(: (ﬁ)) sur
Z(X(Cp)). D’autre part, la proposition B.2.2 et la non dégénérescence de I’application

«périodes p-adiques» impliquent, que ¢z est injective. Son image X (Cp) est donc un
groupe sans p-torsion apparaissant dans la suite exacte

0 = T,(X(C,)) = X(C,) = X(C,) = 0

et que 'on peut donc voir comme un analogue (un peu moins désincarné que le
précédent) p-adique du revétement universel de X (C,).

2. Périodes p-adiques des formes de troisiéme espéce. — Si w est une forme
différentielle de troisiéme espéce sur X, il existe, d’aprés la remarque 1.6.22 un groupe
algébrique commutatif G extension de X par G, tel que, si 7 désigne le morphisme de
G sur X, alors m*w soit invariante sur G et si ¢ désigne l'injection de G, dans G, alors
G = % Soit £, le logarithme de G dont la différentielle est 7*w. Si Z(G(C,))
est ’ensemble des suites £ = (z,)nen d’éléments de X(C,) vérifiant [p]Tni1 = Zn
quel que soit n € N, on dispose comme ci-dessus d’une application naturelle 1; :
#(G(Cp)) = G(BYR) (cf. remarque B.1.5), ce qui nous permet, compte-tenu du fait
que Tp(G(C,)) est un sous-groupe de Z(G(C,)), de définir [ m*w par la formule

Lﬁw=a@w»

L’application qui & u associe fu m*w est additive car 1Z et £, le sont et commute &

. dt L.
I’action de Galois de maniére évidente. D’autre part, comme t*7*w = 7 la restriction

de £, & G, est Log et la restriction de u = [ 7*w & T,(Gm(C,)) est a valeurs dans
t,Z,. Comme de plus, on a la suite exacte

0 — Tp(Gm(Cp)) — Tp(G(Cp)) — Tp(X(Cp)) — 0,
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cela permet de définir [, w si u € T,(X(Cp)) & un multiple de ¢, prés comme dans le
cas classique.

B.3. Revétement universel d’une famille de variétés abéliennes

Soient A = Oc, [S1,...,S,] et X un schéma abélien sur B = A[1/p]. La section
nulle sera notée e; c’est un morphisme de Spec B dans X. Si s € C}, vérifie ||s]| < 1,
on note 6, le morphisme de B sur C, défini par 6,(S;) = s; et X, la fibre de X
au-dessus de s. Rappelons que si ¥ € N, 'anneau By est ’anneau des fonctions
analytiques bornées sur la boule B"(0,p~*) et donc qu’un élément = de X (Bs) peut
se voir comme une fonction de B"(0,p~*) & valeurs dans X (C,) ce qui fait que, si
x € X(By) et s € B"(0,p~*), on notera souvent z(s) I'image 0,(x) de = dans X,(C,)
par 0,. En particulier, si s € B"(0,1), alors e(s) est 1’élément neutre de X,(C,).

Théoréme B.3.1
(i) I existe ko > O tel que

(a) $i & = (Tn)neN € (X (B)), alors z,, € X(By,).

(b) Si s € BT(0,p*0), Uapplication 6, induit un isomorphisme de groupes de
(X (B)) sur Z(X,(Cp)).
(ii) Si s € B"(0,p~*°), soit p, : .%’(X(ﬁ)) — X,(Cyp) Vapplication qui ¢ ¢ = (Tn)neN
associe zo(s). Si G un sous-groupe ouvert de Xo(C,) et G désigne l’image réciproque
de G dans Z(X (§)) par o, alors, il existe k > ko tel que pour tout s € B™(0,p %),

(a) Vimage G de éz par ¢, est un sous-groupe ouvert de X,(C,),

(b) Tp(X.(Cy) € G, o

(c) le morphisme naturel Z(X (B))/G — X,(Cp)/G, induit par @, est un isomor-
phisme.

Remarque B.3.2. — Si on considére Z(X,(C,)) comme un analogue p-adique (abs-
trait) du revétement universel de X,(C,), le (i) du théoréme nous dit que les revéte-
ments universels d’une famille de variétés abéliennes forment une famille localement
constante et le (ii) exprime le fait que le «réseau des périodes» varie continument.
D’autre part, le théoréme admet le corollaire suivant qui est & la base de la démons-
tration du théoréme I1.1.9.

Corollaire B.3.3. — Soit X un schéma abélien sur B. Quel que soit le sous-groupe
ouvert G de Xo(Cy), il existe k € N tel que si s € B"(0,p™*), il existe un sous-groupe
owvert G, de X,(C,) tel que les groupes X,(C,)/G, et Xo(C,)/G soient isomorphes.

Démonstration. — Le (c) du (ii) montre qu’il suffit de poser G, = 0, (é) et qu’alors
Xs(C;)/G, est isomorphe & Z(X (B))/G si ||s|| est assez petit.

La démonstration du théoréme B.3.1 est assez similaire a celle du théoréme B.1.1;
la différence est que comme on s’intéresse & ce qui se passe dans une petite boule au
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lieu de regarder ce qui se passe en un point, il faut arriver & contréler ce qui se passe
de maniére uniforme sur la boule; c’est le role de la discussion qui suit et du lemme
B.3.6.

Soit U =+ A un ouvert de présentation lisse de X contenant e(0). D’aprés le
théoréme des fonctions implicites (proposition A.5.11), il existe k; € N et un voi-
sinage Vi, de e(0) dans U (§) tel que 7 induise un isomorphisme analytique de Vi,
sur B4(0,p*1). Quitte & faire un changement de coordonnées, on peut supposer
que 7(e) = 0, ce que nous ferons. Désignons par ¢ I'isomorphisme réciproque. Soient
(wi,...,wq) une base de Q% /B €t A; la primitive formelle de t*w; s’annulant en 7(e).
Quitte & changer la base (w1,...,wq), on peut supposer que A;(T) = T; & des termes
de degré > 2 prés. D’aprés le (ii) de la proposition A.5.11, pour tout k > ki, on a
\; € B(@F) ; i] existe donc ky > k; tel que ’on ait \; € A(%*2) pour tout i € {1,...,d}.
L’application \ : B4(0,p~*2) — B?(0,p~*2) ainsi définie est un isomorphisme analy-
tique et, si Vi, = «(B%(0,p~*2)), 'application Logy de Vi, sur B4(0, p~*2) définie par
Logx = Ao est un isomorphisme analytique de groupes. On note Expy son inverse.

On note Log, et Exp, les fibres en s respectives de Logy et Expy. Sil > ko et
s € B"(0,p~*2), alors Exp, induit un isomorphisme de B%(0,p~!,C,) sur un sous-
groupe ouvert V;(s) de X(C,).

Si k > ko et | > k2, on note Vi ; 'image de (p'Ax)? C B%(0,p*2) par Expy ; c’est
un sous-groupe de X (§) qui est A-borné d’aprés le (iv) du lemme A.4.6. De plus, si
z € Vi, alors z(s) € Vi(s) quel que soit s € B"(0,p*) et si s € B"(0,p™*), alors
lapplication 6, induit une surjection de Vi sur Vi(s) comme on le constate facilement
en utilisant Logy pour se ramener & un probléme dans B4(0,p—*2).

Lemme B.3.4. —  Soit F un sous-ensemble A-borné de X (B). Alors quel que soit
1 € N, il existe k € N tel que si x € F est tel qu’il existe s € B"(0,p~*) tel que l'on
ait z(s) = e(s), alors z € Vi .

Démonstration. — L’idée derriére le lemme est que comme F' est A-borné, ses élé-
ments, vus comme fonctions de s, ne varient pas trop vite. En particulier, si en un
point proche de 0 ils coincident avec la section nulle, alors ils en restent proches dans
un voisinage de 0. Soit U = A? Pouvert de présentation lisse contenant e(0) utilisé
dans la construction de Logy. Si k € N, notons Fj ’ensemble des = € F tels qu’il
existe s € B"(0,p~*) pour lequel z(s) = e(s). D’aprés la proposition A.6.1 appliquée &
E = {e}, il existe [; tel que Fj, soit A-borné dans U(B). L’image de F, par  est alors
A-bornée dans B? et il existe donc Iy > 0 et n € Z tels que Pon ait 7(Fj,) € (p"As,)%.
Sil € N, soit k > sup(l2,!+ s —n). Comme 1’ensemble des y € p™A,, tels qu'’il existe
s € B"(0,p~*) vérifiant y(s) € B"(0,p"), est inclus dans p' Ak, on en déduit le fait
que Fy C Vi, ce qu'il fallait démontrer.

Lemme B.3.5. — Il existe k3 € N et un sous-ensemble A-borné E de X (ﬁ) tel que,
quel que soit s € B™(0,p~*2), lapplication 8, : E — X,(C,) soit surjective.
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Démonstration. — X étant propre sur B, il s’agit d’un cas particulier de la proposition
A.6.2.

Soit E un sous-ensemble A-borné de X (B) satisfaisant les conclusions du lemme
B.3.5; quitte & remplacer E par EUVj, ,, on peut supposer que E contient Vi, ,, ce
que nous ferons. Soit F' la réunion de E et de I'image de E x E par 'application qui
a (z,y) associe [pJz © y. L’ensemble F est donc un sous-ensemble A-borné de X (B).
Fixons lg > k2 et soit ko > sup(kz, k3) tel que F C X (Bk,) et tel que si z € F est tel
qu'’il existe s € B"(0,p~*0) vérifant x(s) = e(s), alors = € Vj, 4, ('existence d’un tel
ko suit du lemme B.3.4).

Lemme B.3.6

(i) Soient s € B™(0,p7%) et = (Tn)nen € Z(Xs(Cp)). Si (Fn)neN une suite
d’éléments de E vérifiant 05(Z,,) = x,, alors la suite de terme général [p™]Z,, converge
dans X (ﬁ) vers un élément s(z) vérifiant s(x) © To € Vi 4, -

(i) Quel que soitl € N, il existe k > ko tel que si s € B"(0,p™ %) et = (p)neN €
R(X:(Cp)) vérifie xo € Vi(s), alors 1s(x) € Vi,

Démonstration. — (i) On peut écrire [p"]Z, sous la forme
Zo ® @1 [p* 1 ([PIZk © Tk—1).

Par construction, si k € N, alors [p|Zx © Zr—1 est un élément de F' dont I'image par
0, est égale a e(s) ; c’est donc un élément de Vj, 1,. On peut alors appliquer Logy 4 la
somme ®7_, [p*1]([p]Zx © Tx—1) pour montrer que celle-ci tend vers une limite dans
Vio,lo quand n tend vers +oo.

(ii) D’apres le lemme B.3.4, il existe k > ko tel que si ¢ € F est tel qu’il existe
s € B"(0,p~*) pour lequel z(s) = e(s), alors = € Vj,;. La méme démonstration que
pour le (i) montre que si s € B"(0,p7%) et si ¢ = (Tn)nen € #(Xs(C,)), alors
Ys(x) ©To € Vi, 00 T est n’importe quel élément de F vérifiant Zo(s) = zo. Comme
on a supposé que E contient Vi, x, qui contient Vi ; et que 6, induit une surjection
de Vi, sur V(s), on peut prendre Zo appartenant & Vi, ce qui permet de conclure.

On tire de ce lemme, en suivant la démonstration du (i) du théoréme B.1.1, le
fait que si s € B"(0,p~ %) et z € Z(X:(Cp)), alors 9,(z) € Eo Vio,lo Qui est un
sous-ensemble borné de X (B;) inclus dans X (By,) et que d’autre part, application
Ys : B(Xs(Cp)) = Z(X(B)) qui & T = (Tn)nen associe Y5(z) = (Yn)nen, OU
Yn = Ys(zn) et o, sim € N, l'on a posé T = (Tmtn)nen € Z(Xs(Cp)), est un
morphisme de groupes inverse de §,. Ceci permet de terminer la démonstration du (i)
du théoréme B.3.1.

Passons & la démonstration du (ii). Si G est ouvert dans Xo(C,), il existe [l € N
tel que V;(0) soit inclus dans G. Si k € N vérifie les conclusions du (ii) du lemme
B.3.6, montrons que G, contient V(s) pour tout s € B"(0,p™*). Soit a € Vi(s) et
soit £ = (Tn)neN € Z(Xs(Cp)) tel que Tp = a. D’aprés la discussion précédente,
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lélément P,(z) = (¥n)nen de (X (B)) vérifie yo = ¥,(x). Le choix de k et le fait
que yo(s) = a € Vi, lmphque que yo € Vi, d’aprés le (ii) du lemme B.3.6. On en
déduit le fait que <p0(1118(x)) = yo(0) appartient & V;(0), ce qui, par définition de G,
implique ¢s (z) € G et donc que a = Ps ('4/)3( )) appartient & G,. On a donc prouvé
que G, contient le voisinage Vi(s) de e(s) et comme c’est un groupe puisque c’est
Pimage d’un groupe par un morphisme de groupes, il est ouvert. Ceci termine la
démonstration du (a).

D’autre part, si s € B"(0,p %) et 2 = (Tn)nen € Tp(Xs(Cp)), cela implique que
zo(s) = e(s) € Vi(s) et la discussion précédente implique que z € G d’ot Pon tire le
(b).

Finalement, le noyau de ¢, est égal & p;1(G,)/G = (G + Tp(X.(Cy)))/G = {0}
d’apres le (b) et , est injective ; comme d’autre part, si s € B"(0, p~Fo), alors ¢, est
une surjection de Z(X (B)) sur X(C,) puisque c’est la composée de I’isomorphisme
65 avec l'application de Z(X,(C,)) dans X,(C,) qui & £ = (Tn)neN associe zo et
qui est surjective car X,(Cp) est p-divisible, on en déduit le fait que ¢, induit une
bijection de Z(X(B))/G sur X,(C,)/G, pour tout s € B"(0,p~*). Ceci termine la
démonstration du théoréme B.3.1.
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APPENDICE C

RESULTATS DE THEORIE DES GROUPES

Cet appendice est consacré principalement & la démonstration de la proposition
I1.1.23. Si G est un groupe abélien, nous noterons I I'idéal d’augmentation de Q[G].
Nous noterons la loi de groupe multiplicativement de maniére & pouvoir écrire de la
méme maniére la multiplication de deux éléments de G dans G et dans Q[G]. La
relation de cocycle I1.1.15 devient donc

(Cl) g((l,', hohi,..., hn) = g(xho, hi,..., hn) + g(.’l?, ho,hs ..., hn)

et la proposition & démontrer est la suivante.

Proposition C.2
Soient G un groupe abélien, W un Q-espace vectoriel et g(x, h, ..., hy,) une appli-
cation de G™t1 dans W symétrique en hy, ..., h, vérifiant la relation de cocycle C.1.

Soient H un sous-groupe de G tel que le groupe G/H soit de torsion et f : H - W
telle que la restriction de g & H™' soit égale a f™. Alors f a un unique prolonge-
ment fg : G = W dont la restriction & H est égale a4 f et qui vérifie fg‘ I = g sur
G™*L. De plus, siz € G etl € N — {0} est tel que ™ € H, alors fg(z) est donné
par la formule

fG(x) = Zbkg(zk,x, s 7‘77) - Zakf(wkl)
k k

ot les ar, € Q ont été choisis de telle sorte que le polynome T+, ar T ait un zéro
d’ordre au moinsn en T =1 et 3, byT* est le quotient de T + Y, a¥* par (T —1)™.

Nous aurons besoin du lemme suivant

Lemme C.3
Soient G un groupe abélien, W un Q-espace vectoriel et soit g(z,hy,...,h,) une
application de G™1 dans W une application symétrique en hy,..., h, vérifiant la

relation de cocycle C.1. Alors il existe une unique application Q-linéaire g: I - W
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telle que pour tout n + 1-uplet (zo,1,...,%,) d’éléments de G*1, on ait
g(@o(z1 — 1)+ (zn — 1)) = g(20,Z1, - - -, Tn)-

Démonstration. — 1l suffit de démontrer cette proposition dans le cas ot G est de
type fini, le cas général s’en déduisant en écrivant G comme une limite inductive
de groupes de type fini. Commencons par supposer que G est libre sur Z et soit
(e1,-..,er) une base de G sur Z. Le Q-espace vectoriel I admet alors comme base
les e;x = z(er — 1)k (e, — 1)* ou z décrit G et k = (ki,...,k,) les r-uplets
d’éléments de N vérifiant k3 + --- + k. > n. Comme k; + --- + k. > n, on peut
écrire e,k sous la forme (f1 —1)---(fo — 1)(3°, ayy) avec fi,..., fn € {e1,..., €}
et a, = 0 pour presque tout y € G. On peut définir une application Q-linéaire
g :1g — W par la formule g(e.,x) = 3_, ayg(y, f1,---, fn) et il reste & vérifier que si
(To, ..., Tn) € G™FL, alors §(zo(z1 — 1)+ (xn — 1)) = g(x0,Z1,- - ., Trn). Remarquons
que la symeétrie de g et la relation de cocycle C.1 entraine les identités suivantes

(C4) 9(zo,Z1,...,2n) =0 s'il existe i € {1,...,n} tel que z; =1,
(C.5) g(zo,xl,...,zi_l,...,xn) = —g(mgxi_l,xl,...,xi,...,xn),
k
(C.6) Zg(woxln,zl, ey Tp) = g(T0y -+ -y Tn1, ).
Sirz = aje; est la décomposition de £ € G dans la base (ey,...,e,), posons
J 1%9%7

llzll = 37—, la;|- Nous allons vérifier la relation
d(zo(zy — 1)+ (zn — 1)) = g(z0, 1, -, ZTn)

par récurrence sur Y ., ||zi||. Si Yo, ||lzi]| < n, alors de 2 choses 'une : soit 'un
des z; est égal & 1 et la formule devient 0 = 0, soit on a z; = f;* avec ¢; € {£1} et
€ {e1,...,e,}. Dans ce dernier cas, si tous les ¢; sont égaux a 1, zo(z1—1) - - - (x,—1)
est élément de la base de I et la formule est une tautologie ; sinon, on utilise I'identité
C.5 pour se ramener au cas ou tous les €; sont égaux a 1.
Si Y, llzsll > n+1, il existe i tel que ||z;]| > 2 et donc tel que z; puisse s’écrire
sous la forme m( ), ( ) avec ||:v(’)|| < ||lzs|| si j € {1,2}, ce qui nous donne

on(z,—n = §(zo2{’ (@ - 1) [[(2; - 1) +3(e0(at” - ) [ (z; - 1))
J#i J#i
—g(:voa:( ) wl,...,x?),...,xn)+g(zo,a:1,...,wgl),...,a:n)
= g(z0,Z1,---,Tiy- -, Tn),

la premiére égalité résultant de la linéarité de g, la seconde de ’hypothése de récur-
rence et la derniére de la relation de cocycle et de la symétrie de g en les n derniéres
variables.
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Ceci termine la démonstration dans le cas ot G est sans torsion. Dans le cas général,
on peut écrire G sous la forme Ze; ® --- ® Ze, ® (Z/k1Z)fr & --- ® (Z/ksZ) fs que
I’on voit comme un quotient de H = Ze, ® --- ® Ze, ® Zf) & --- ® Zf,. Notons 7
Papplication de G sur H ainsi que celle de Q[H] dans Q[G] qu’elle induit.

Lemme C.7. — Le noyau de 7 : Iy — I3 est égal au produit des idéaux I}}_l et
(=1, fb = 1)

Démonstration. — Ce noyau est l'intersection de I} avec 'idéal de Q[H] engendré
par ff1 —1,..., f% — 1. Comme pour vérifier que deux idéaux de Q[H] sont égaux, il
suffit de vérifier que les idéaux de Q[H] qu’ils engendrent sont égaux, nous travaillerons
dans Q[H]. Si k € N, notons pux C Q" le groupe des racines k-iémes de I’unité. Si
€= (E1,.++,Es) € Mg, X -+ X Uk, SOit P, I'idéal premier (fy —e1,..., fs —€,) de Q[H].
Les p. sont premiers entre eux deux & deux et on a

( 11‘:1 "]-a“*,ffs _1):Hp€=ﬂpe-

Un calcul immeédiat utilisant la base de I7; constituée des

r s
z[Jle: — 1) ] (5 - 1),
i+1 Jj=1
ou z décrit H et ay,...,a,by1,...,bs sont des éléments de N vérifiant a; +--- + a, +
by + -+ + bs > n, montre que l'on a

IENpa,..n =I5 pa,.1)

Comme d’autre part, I'idéal I (\p(1,....1) est premier & p. si € # (1,...,1) puisque
P@,...1) Uest et que Iy D p(y,... 1), on obtient

g =1t =0 =50 (r) = (B Nraen) V(N v
€ e#(1,...,1)
= (7 pan) T pe=I5t (=1 ),
e#(1,...,1)
ce qui termine la démonstration du lemme.

Composant g avec 7, on obtient une application h : H®*! — W vérifiant la formule
C.1 et on déduit de la discussion précédente I’existence et 'unicité d’une application
linéaire A : If, — W telle que ’on ait Tz(zo(ml —1)---(zp—1)) = h(zo,z1,...,2s). Le
probléme est de montrer que ’on peut trouver g : I — W telle que ’on ait h= gom.
Autrement dit, il s’agit de prouver que si y € If; est dans le noyau de 7 : Iy — I3,
alors 7z(y) = 0. Or un élément de ce noyau peut s’écrire, d’aprés le lemme C.7, comme
une combinaison linéaire de termes du type

n—1 kj—1 n—1
zo(f? =) [[@ -1 =Y (2fi(fi - 1) [[ (@ - 1))
=1 =0 i=1
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et comme ( f: 7) = 1, on obtient, utilisant les formules C.6 et C.4

n—1 kj—1
hao(ff = 1) [[ @i = 1) = 3 h(zofl 21, ., Znm1, f;)
=1 =1

= g(n(20), (21), .., 7(@n—1),7(f})) =0,

ce qui permet de conclure.

Lemme C.8. — Soient G un groupe abélien et H un sous-groupe de G tel que le groupe
G/H soit de torsion. Si n est un entier > 1, alors le morphisme §; : Q[H]/I% —
Q[G]/I% induit par Vinclusion de H dans G est un isomorphisme

Démonstration. — On peut comme précédemment supposer que G est de type fini. Soit
z € G. Il existe ! € N non nul tel que l'on ait 2! € H. Soit P(T) = Y, axT* € Q[T
tel que le polynéme Q(T) = T + P(T") ait un zéro d’ordre au moins n en 7' = 1. On
peut écrire z € Q[G] sous la forme Q(z) — Y, axz* et comme Q(z) € IZ puisque
Q(T) est divisible par (T — 1)" et que 3_, axz*' € Q[H] puisque z! € H, on voit que
I'image de (§ contient z et, par linéarité, que ¢ est surjective.

On déduit de la surjectivité le fait que si K C H sont deux sous-groupes d’indice
fini d’un groupe abélien de type fini G, alors la bijectivité de (§ est équivalente au
fait que ¢4 et LE’} sont bijectives. Ecrivons G sous la forme G; x A, oil A est un groupe
fini et G, est sans torsion et soit H; = H N G;. La remarque précédente implique
que la bijectivité de Lg est une conséquence de celle de Lfll elle-méme conséquence
de celles de é?,i et Lg: A Ceci permet de ramener la démonstration du cas général a
celle des deux cas particuliers suivants :

(i) G = Z" et H d’indice fini dans G,

() H=Z"etG=Z"® (Z/kZ)® --- & (Z/k.Z).

Dans le premier cas, les groupes G et H sont isomorphes et les modules Q[G]/I3 et
Q[H]/I% qui sont des Q-espaces vectoriels de dimension finie, ont la méme dimension,
ce qui fait que I’on peut déduire la bijectivité de «§; de sa surjectivité.

Dans le second cas, on a

Q[G] = QH][X1,..., X1/ (A + X))k —1,..., (L + X,)F = 1)
et Ig = Ig+(X1,...,X,) et donc IZ C I +(Xy,...,X,). D’autre part, la restriction
a Q[H] de la réduction 7 : Q[G] — Q[H] modulo Iidéal (X1,...,X;) est 'identité et
donc
IZNQ[H]=r(I&NQ[H]) C n(Ig) C n(If + (X1,..., X)) = If,
ce qui implique 'injectivité de L% et termine la démonstration du lemme C.8.

On déduit la proposition C.2 des lemmes C.3 et C.8 en remarquant que la donnée
de g est équivalente a la donnée de I’application linéaire g : Iy - W d’aprés le lemme
C.3 et que d’autre part, les solutions de 1’équation f"l = g sont en bijection avec
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les applications Q-linéaires de Q[G] dans W coincidant avec g sur I3, ce qui permet
d’utiliser le lemme C.8 pour conclure & l’existence et ’unicité de fg. La formule
explicite pour fg, quant i elle, suit de la démonstration de la surjectivité de L]G1 dans
le lemme C.8.

Lemme C.9. — Si G est un groupe abélien et Ig est l'idéal d’augmentation de Z[G],
alors 35, neg € IZ si et seulement si 3, ng =0 et [], g™ = 1.

Démonstration. — L’identité gi1gs — 1 = (g1 — 1) + (92 — 1) + (91 — 1)(g2 — 1) montre
que l'application qui & g € G associe g — 1 € Ig induit un morphisme de G sur
Ig/I%. Le lemme est équivalent a I'injectivité de ce morphisme. Utilisant le théoréme
de structure des groupes abéliens, on peut montrer que si g € G — {1}, il existe un
groupe cyclique H et un morphisme n : G — H tel que 7(g) soit non nul. Comme
g — 1 € IZ implique m(g) — 1 € I%, ceci nous permet de nous ramener au cas ot G
est cyclique. Si G = Z, Z[G] = Z[T, T~ ] et IZ = (T — 1)"Z[T, T, ce qui fait que
T® — 1 € I% équivaut & T° — 1 divisible par (T — 1)? et donc & a = 0 et permet
de conclure. Si G = Z/fZ, alors Z[G] = Z[T]/(Tf - 1) et I% = (T — 1)"Z[G]. En
particulier, T® — 1 € I% si et seulement si il existe P,Q € Z[T] tels que 'on ait
T2 —1= (T -1)2P(T)+ (T¥ —1)Q(T), ce qui, prenant la dérivée des deux membres
en T =1, implique f|a et permet de conclure.
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