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DIFFEOMORPHISMES DE SMALE DES SURFACES

C. Bonatti et R. Langevin
avec la collaboration de E. Jeandenans

Résumé. — Ce volume est consacré aux diffeomorphismes C!-structurellement
stables (appelés ici difféomorphismes de Smale) des surfaces compactes.

Le résultat principal montre que leur dynamique topologique globale (c’est & dire
leur classe de conjugaison topologique) admet une présentation combinatoire finie.
Pour cela nous considérons les ensembles hyperboliques saturés (c’est & dire égaux a
Vintersection de leurs variétés invariantes) et nous construisons un voisinage invariant
canonique (& conjugaison prés) de ces ensembles (leur domaine). Nous montrons alors
que la dynamique en restriction & un domaine est caractérisée par le type géomé-
trigue d’une partition de Markov de ’ensemble hyperbolique saturé : il s’agit d’une
combinatoire décrivant comment (ordre, position et sens) 'image d’un rectangle de
la partition coupe les rectangles de cette partition. La dynamique globale est alors
obtenue en recollant les domaines le long de leur bord.

L’une des clefs de la longue démonstration du résultat principal est une analyse
détaillée du dessin des courbes invariantes des difféeomorphismes de Smale des surfaces
(c’est & dire de leur position topologique dans la surface). En corollaire du résultat
principal, nous montrons que le dessin des courbes invariantes caractérise en grande
partie la dynamique topologique.

Certains types géométriques abstraits ne correspondent pas & des difféomorphismes
de Smale de surfaces compactes. Nous définissons le genre d’un type géométrique
abstrait, qui est un minorant du genre de toute surface compacte sur laquelle on peut
réaliser le type géométrique comme partition de Markov d’un ensemble hyperbolique
saturé ; nous caractérisons alors les types géométriques de genre fini.

Abstract (Smale diffeormorphisms of surfaces). — This work is devoted to the C-
structurally stable diffeomorphisms (called here Smale diffeomorphisms) of compact
surfaces.

The main result consists in a finite combinatorial presentation of the global topolo-
gical dynamics (i.e. the class of topological conjugacy) of Smale diffeomorphisms. For
that we consider saturated hyperbolic sets (i.e. hyperbolic sets which are equal to the
intersection of their invariants manifolds) and we build some canonical (up to conju-
gacy) invariant neighbourhood (the domain) of these saturated sets. Then we prove
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that the dynamics restricted to the domain is characterized by the geometrical type
of some Markov partition of the hyperbolic set : it is a simple combinatorics descri-
bing in which order, position and direction the image of some rectangle of the Markov
partition crosses the rectangles. Then the global dynamic is obtained by gluing the
domains along their boundary.

One important step of the proof consists in a precise analysis of the topological
position (the pattern) of the invariant curves of the Smale diffeomorphisms. As a
corollary of the main result we get that the pattern of the invariant curves essentially
characterizes the dynamics on the domains.

Some of the abstract geometrical types do not correspond to any Smale diffeo-
morphisms on compact surfaces. We define the genus of a type, as a minorant of the
genus of any compact surface on which the type can be realized as the geometrical
type of a Markov partition of some saturated hyperbolic set ; then we characterize the
geometrical types of finite genus.

ASTERISQUE 250



Nous dédions ce travail a
Bernadette, Arlette et Michel.

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 1998






Table des matiéres

Introduction . .......... it e 1
0.1. La théorie qualitative des sytémes dynamiques ........................ 1
0.2. Le probléme de classification des dynamiques hyperboliques ............ 10
0.3. Classification des diffeomorphismes de Smale des surfaces : présentation

de nos principaux résultats . ............iiiiiiiii i 15

1. Piéces basiques et ensembles saturés .................. ...l 21

1.1. Rappels de définitions et de propriétés classiques des dynamiques
«hyperboliques» .. ..ot 21

1.2. Ensembles saturés des difféomorphismes de Smale des surfaces ........ 26

1.3. Voisinages invariants d’ensembles saturés en dimension 2 .............. 33

2. Géométrie des courbes invariantes .............. ... ..ol 41

2.1. Points bords d’une piéce basique ou d’un ensemble hyperbolique saturé
.......................................................................... 41
2.2. s-arches, u-arches, rectangles ........... ... i il 45
2.3. Zips et attracteurs hyperboliques ............ccoiiiiiiiiiiiiiiiiiiiia., 49
2.4. Ou Pon utilise le fait que S est de genre fini ................ ... ... 54
2.5. Itérés des arches dans un domaine invariant ............................ 61
2.6. Couplage de séparatrices, polygones d’arches .......................... 65

3. Domaine d’un ensemble hyperbolique saturé ........................ 71
3.1. Le domaine restreint et sa position dans un voisinage invariant ........ 72
3.2. Domaine d’un ensemble hyperbolique saturé : définition et universalité .. 80
3.3. Le graphe de Smale et les domaines ..............c.coiiiiiiiiiiiiiiiat, 85
3.4. Premiére réduction du probléme de classification des difféomorphismes de

SINAle e e 88

4. Construction de partitions de Markov ................................ 93
4.1. Quelques définitions .. ......ciiiiiiii 94
4.2. Rails et rectangles ....... ...t 96
4.3. Découpage de rectangles et construction de partitions de Markov ...... 100

4.4. Existence de familles adaptées de segments stables .................... 105



viii TABLE DES MATIERES

5. Partitions de Markov géomeétrisées et conjugaison topologique de

difféeomorphismes de Smale ............. ... ... ... 109
5.1. Le cas unidimensionnel .......... ... i 109
5.2. Partitions de Markov géométrisées ..............oiiiiiiiiiiiiiiia... 113
5.3. Feuilletages invariants ............ccoouiiiiiiiii it 115
5.4. Conjugaison définie sur les rectangles d’une partition de Markov .... .. 118
5.5. Extension de la conjugaison au domaine .............. .. .ol 120
5.6. Présentation finie d’un difféomorphisme de Smale, et bilan du probléme
de classification ...........oiiiiiiiii e 132
6. Les dessins et la dynamique ............... ... ... il 137
6.1. Points périodiques, piéces basiques, ordre de Smale .................... 138
6.2. Conjugaison des dynamiques en restriction a K et L .................. 141
6.3. Image d’une partition de Markov et extension de la conjugaison au domaine
.......................................................................... 143
6.4. Contre-exemples, généralisations, conjectures .......................... 146

7. Genre d’une partition de Markov géométrique et réalisabilité

(par C. Bonatti et E. Jeandenans) ...................ccoiiiiiiiiia.... 153
7.1. HV-surfaces a bord et & coins .........oiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiinann 154
7.2. Type géométrique sans double-bord et réalisation ...................... 158
7.3. Genre d’une partition de Markov géométrisée .................. .. ... 164
7.4. Description des obstructions et énoncé du théoréme .................... 168
7.5. Lemmes topologiques ...........oiiiiiiiii e 171
7.6. Domaines fondamentaux autonomes couplés ............c....ciiiiiin.. 177
7.7. Sans obstruction, le type géométrique T est de genre fini .............. 186
7.8. Les obstructions donnent & 7' un genre infini .................. ... ..., 196
7.9. Le cas des types géométriques & un seul rectangle ...................... 205

8. Piéces basiques et homéomorphismes pseudo-Anosov

(par C. Bonatti et E. Jeandenans) ...........................l 207
8.1. Rappels sur les homéomorphismes pseudo-Anosov ...................... 208
8.2. Mesures de Margulis .........cc.iiuiiiiiiiiiii i 211
8.3. Semi-conjugaison d’une piéce basique sans impasse & un homéomorphisme
PSEUAO-ATIOSOV . vttt et te ettt e e e e 212
8.4. Implosion des trous et des intervalles ............... ... ool 216
8.5. Construction d’un voisinage d’'un cycle ............. ..ot 219
8.6. Implosion des trous et des intervalles au voisinage d’un cycle .......... 225
Bibliographie .............oiiiiiiiii e 231

ASTERISQUE 250



INTRODUCTION

0.1. La théorie qualitative des sytémes dynamiques

Les dynamiciens aiment & situer l'origine des Systémes Dynamiques & Henri Poin-
caré, A la frontiére entre le XI1X¢ et le X X¢ siécle. L’objet des systémes dynamiques
était cependant étudié depuis longtemps par les physiciens et les mathématiciens : il
s’agit de pouvoir prédire ’évolution & long terme d’un systéme quand on connait
la loi de son évolution, ce qui permet tout juste de prédire «l'instant d’aprés».
Si la loi d’évolution est une application f, il s’agit de comprendre le comporte-
ment, quand le temps n tend vers linfini, des orbites de f, c’est-a-dire des suites
z, f(z), f2(z) = f(f(2)),..., f*(z),.... Si la loi d’évolution est infinitésimale, c’est-
a-dire définie par une équation différentielle, un champ de vecteurs X, le théoréme de
Cauchy Lipschitz permet de définir les orbites X;(x) pour les petits temps ¢ : le pro-
bléme est & nouveau de comprendre le comportement de ces orbites quand le temps
t tend vers ’infini. Jusqu’a la fin du siécle dernier, la solution semblait devoir passer
par la résolution explicite de ’équation différentielle. Poincaré a montré que des rai-
sonnements simples, de nature topologique, permettaient de donner une description
qualitative du comportement asymptotique des orbites. Un exemple frappant est le
célébre théoréme dit de Poincaré Bendixson, sur les champs de vecteurs de la sphére
S2. Dans le cas de champs de vecteurs analytiques n’ayant qu’un nombre fini de zé-
ros, ce théoréme dit que toute orbite obéit a I'un des trois comportements suivants :
soit elle «aboutit» & I'un des zéros du champ, soit elle s’enroule autour d’une orbite
périodique réguliére, soit enfin elle s’enroule sur un cycle singulier qui est un compact
connexe formé d’un nombre fini d’orbites réguliéres joignant chacune deux zéros du
champ.

C’est dans les années 60-70 que la théorie des systémes dynamiques a véritable-
ment pris son essort, autour en particulier de deux théories paralléles : la théorie
hyperbolique de Smale, et celle des U-systémes d’Anosov.



2 INTRODUCTION

La théorie de Smale est née d’un modéle simple (le «fer & cheval») que Smale a
proposé pour comprendre un phénoméne découvert par Poincaré : il s’agissait d’une
hypothése géométrique en apparence anodine (une intersection transverse entre deux
courbes invariantes d’'un méme point fixe) qui impliquait ’apparition d’une dynamique
extrémement riche et complexe.

Le paradigme de la théorie d’Anosov est le flot géodésique d’une surface de courbure
négative : la théorie des U-systémes dégage la propriété d’éloignement exponentiel des
géodésiques voisines. Dans le langage de Smale, cette propriété est I’hyperbolicité.

Notre travail va consister & classifier ce que I’on pourrait appeler des fers a cheval
généralisés. Aussi allons nous détailler dans cette introduction le fer a cheval de Smale
et la théorie hyperbolique, ainsi que I’histoire de la naissance de cette théorie.

0.1.1. Au voisinage d’un point fixe, variétés invariantes. — Les orbites les
plus simples et les plus remarquables sont bien sir les points fixes de la dynamique,
et le premier pas pour structurer la dynamique d’un systéine a été de comprendre la
dynamique, au voisinage d’un point fixe. On espére alors que la dynamique va étre
essentiellement donnée par la partie linéaire (de ’application ou du champ de vecteur)
au point fixe. Ce sera vrai si cette partie linéaire est hyperbolique c’est-a-dire que ses
valeurs propres sont toutes de module différent de 1 (cas des difféomorphismes) ou de
partie réelle non-nulle (cas des champs de vecteurs). Le lecteur trouvera dans [PM,
chapter II] un exposé élémentaire de la dynamique locale au voisinage d’un point fixe
hyperbolique : la voici en quelques mots.

Une application linéaire inversible L de R™ dans lui méme est dite hyperbolique
si toutes ses valeurs propres sont de module différent de 1. La dynamique d’une telle
application est trés simple, et les orbites des points de R™ peuvent avoir (au plus)
quatre types de comportement :

— L’origine 0, point fixe.

— Les points (différents de V'origine) du sous-espace vectoriel E(L), somme des
sous-espaces caractéristiques associés aux valeurs propres de L de module infé-
rieur & 1. Ce sous-espace est caractérisé dynamiquement comme étant ’ensemble
des points dont l'orbite positive converge vers 1’origine :

E*(L) = {v e R" | nggle"(v) = 0} .

Cet espace s’appellera ’espace stable de L.
Remarquons que tout vecteur v € E*(L) \ {0} a son orbite négative qui tend
vers linfini : lim,—, o ||L™(v)|| = +00.

— Les points (différents de l'origine) du sous-espace vectoriel E*(L), somme des
sous-espaces caractéristiques associés aux valeurs propres de L de module supé-
rieur & 1. Ce sous-espace est caractérisé dynamiquement comme étant ’ensemble
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0.1. LA THEORIE QUALITATIVE DES SYTEMES DYNAMIQUES 3

des points dont I’orbite négative converge vers l’origine :
E*(L) = {v eR™| lim L"(v) = 0}.
n——oo

Cet espace s’appellera ’espace instable de L.
Remarquons que tout vecteur v € E*(L) \ {0} a son orbite positive qui tend
vers l'infini : lim, 4 oo ||[L™(v)|| = +00.
— Les points de R™ \ (E*(L) U E*(L)) : leur orbite positive et leur orbite négative
tendent vers l'infini.

Soit f un diffécomorphisme d’une variété de dimension n, et p un point fixe de f.
Notons L la différentielle de f en p. On dira que p est un point fize hyperbolique si
L est une application linéaire hyperbolique. La dynamique locale de f, au voisinage
de p, est alors conjuguée (par un homéomorphisme) & celle de sa partie linéaire L
(théoréme de Hartman et Grobman, voir [PM]). Alors il existe un voisinage U du
point p tel que les points de U ont quatre comportements possibles :

— Le point p est fixe.

— Tout point z € U dont tous les itérés positifs f™(z),n > 0 restent dans U, a son
orbite positive qui converge vers p. On note

Wise(p) ={z € U |Vn 2 0f"(z) € U},

et on Pappelle variété stable locale de p. La variété stable locale est homéo-
morphe & la boule-unité de 1’espace stable E°(L), est une variété différentiable
de méme classe que f et est tangente en p i cet espace stable. Tout point diffé-
rent de p dans W} (p) posséde un itéré négatif hors de U.

— Tout point z € U dont tous les itérés négatifs f*(z),n < 0 restent dans U, a
son orbite négative qui converge vers p. On note

Wige() ={z €U |Vn <0, f*(z) € U},

et on Dappelle variété instable locale de p. La variété instable locale est ho-
méomorphe & la boule-unité de 1’espace stable E°(L) et est tangente en p & cet
espace stable. Tout point différent de p dans W% (p) posséde un itéré positif
hors de U.

— Les points de U qui ne sont ni dans la variété stable ni dans la variété instable
de U ont leurs orbites positive et négative qui sortent de U.

(Nous renvoyons a [Sh] pour une présentation moderne de la construction et la régu-
larité des variétés invariantes. La premiére démonstration d’existence, en dimension 2,
est due & Hadamard [Ha] qui donne en trois pages I'idée fondatrice ; la généralisation
en dimension plus grande semble due & Perron [Perl], [Per2], [Per3]).

Dans le cas des surfaces (qui est celui qui nous intéresse), un point fixe hyperbolique
p est de trois types possibles, suivant que la dimension de sa variété stable est 2, dans
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4 INTRODUCTION

FIGURE 1. Le comportement local au voisinage d’une selle.

ce cas le point attire tout un voisinage et on dit qu’il est attracteur, 0, dans ce
cas le point est répulseur, ou 1. Dans ce dernier, cas le point p est un point selle.
Ses variétés invariantes (stable et instable) locales sont alors des courbes se coupant
transversalement en p.

0.1.2. Le modéle idéal pour les dynamiques globales : le théoréme de
Peixoto. — Le plus simple que 'on puisse espérer pour une dynamique est que
la plupart des orbites soient attirées par un nombre fini d’orbites périodiques attrac-
trices, les bassins d’attractions de ces orbites étant limités par les variétés stables des
points périodiques de type selle, eux aussi en nombre fini.

De plus, on aimerait que ce comportement simple persiste pour les dynamiques
voisines. Plus précisément, en 1937 A. Andronov et L. Pontriaguine aboutissent 4 la
notion de stabilité structurelle ; on dit qu’un difféomorphisme f d’une variété M est
C*-structurellement stable si tout diffeomorphisme g suffisamment C!'—proche de f
est conjugué & f par un homéomorphisme h proche de l'identité (il en résulte alors
que toute la dynamique qualitative de g est exactement celle de f, vue & travers un
changement de coordonnées global (seulement continu) donné par h).

C’est le cas par exemple pour les flots définis comme gradients d’une fonction de
Morse d’une surface compacte, et dont les courbes invariantes des selles sont deux &
deux disjointes.

Vers la fin des années 50, Smale envisageait une sorte de théorie de Morse pour
les systémes dynamiques. Cet espoir sembla confirmé par un résultat remarquable
de Peixoto (1962 [Pel]) : il montre qu’un ouvert dense (pour la topologie C') de
I’ensemble des champs de vecteurs est formé de champs de vecteurs structurellement
stables, pour lesquels toutes les orbites, sauf un nombre fini d’entre elles, convergent
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0.1. LA THEORIE QUALITATIVE DES SYTEMES DYNAMIQUES 5

vers une orbite périodique attractrice ou un zéro attracteur quand le temps tend vers
+00 et vers une orbite répulsive quand le temps tend vers —oco. Le lecteur trouvera
dans [PM, chapitre 5] des énoncés précis et un exposé élémentaire et détaillé de la
démonstration du théoréme de Peixoto (signalons aussi le résultat préliminaire de
1959 [PePe)).

0.1.3. Intersection homocline transverse, le fer a cheval de Smale et le dif-
féomorphisme de Thom-Anosov. — Espérer faire une théorie de Morse pour les
systémes dynamiques, c’était oublier un probléme qu’avait rencontré Henri Poincaré
dans son étude de ’évolution du systéme solaire.

Soit f: S — S un difféomorphisme d’une surface compacte et p un point fixe
hyperbolique selle de f. Un point ¢ d’intersection transverse des variétés stable et
instable de p est appelé un point homocline transverse. L’orbite (positive et négative)
de g converge vers p et la variété instable de p coupe transversalement la variété
stable de p en tout point de cette orbite. Tout segment borné I contenant p de la
courbe instable de p est alors limite d’une suite segments I,, de cette méme variété
instable contenant f™(q) (le « A-lemma» (voir [PM]) formalise cette propriété). Si le
segment [ a été choisi contenant aussi un voisinage de g, les segments I,, finissent par
recouper transversalement la variété stable de p en des points g, proches de ¢, qui
appartiennent & des orbites toutes distinctes.

Voici ce qu’en disait Poincaré (voir [Po, page 384]) en 1899 : « Ces intersections
forment une sorte de treillis, de tissu, de réseau G mailles infiniment serrées ; chacune
des deuz courbes ne doit jamais se recouper elle-méme, mais elle doit se replier elle-
méme d’un maniére trés complexe pour venir recouper une infinité de fois toutes les
mailles du réseau. (...) Cette remarque est encore de nature G nous faire comprendre
toute la complication du probléme des trois corps et combien les transcendantes qu’il
faudrait imaginer pour le résoudre différent de toutes celles que nous connaissons. »

Vers 1935, G.D. Birkhoff prouve qu’un point homocline transverse est approché par
une suite de points périodiques. De plus, ’existence d’un point homocline transverse
persiste aprés toute perturbation de la dynamique assez petite dans la topologie C! :
le théoréme de Peixoto ne se généralise pas de fagon directe aux difféeomorphismes des
surfaces!

Pour modéliser ce phénomeéne S. Smale construit, au début des années 60, un difféo-
morphisme connu sous le nom de « fer ¢ chevaly. Un diffeomorphisme f d’une surface
posséde un fer & cheval §’il existe un carré R plongé dans la surface, tel que ’action de f
sur ce carré correspond a la description que I’on peut trouver dans [Sh| : Commengons
par étirer verticalement le carré R pour le transformer en une allumette, en utilisant
une application linéaire, puis courbons cette allumette, heureusement souple, en fer
cheval, pour la poser, toujours & cheval, sur l’'emplacement de R.

Le lecteur trouvera une présentation rigoureuse du fer & Cheval dans de nombreux
ouvrages, citons [PM], [Sh], [GuMoNe] et bien sir [Sm)]. L’ensemble des points dont
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6 INTRODUCTION

VU

FI1GURE 2. Le treillis, le tissus dessiné par les courbes invariantes.

fl@)  f(b)

FIGURE 3. Le fer & Cheval de Smale

toute 1’orbite reste dans le carré R est un ensemble de Cantor (compact métrisable
totalement discontinu sans points isolés) A. La restriction du diffécomorphisme a A
admet une description combinatoire (décalage sur I’ensemble des suites {a;};c, €
{0,1}% (voir par exemple [Sh])). L’ensemble des orbites périodiques hyperboliques
est dense dans A ; de plus, A contient des orbites denses. De plus, cette dynamique
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0.1. LA THEORIE QUALITATIVE DES SYTEMES DYNAMIQUES 7

est C'-structurellement stable : tout difféomorphisme g suffisamment C' proche de f
posséde un fer & cheval et ’ensemble A, des points dont I'orbite par g reste dans R
est encore un Cantor, et la restriction de g & A4 est conjuguée a la restriction de f &
A.

Enfin, ’existence de points homoclines transverses pour un diffeomorphisme f im-
plique I’existence d’un fer & cheval pour un itéré f™ de f (voir une exposition simple
de ce résultat dans [PaTa, chapitre 2]).

Vers la méme époque, D.V. Anosov prouvait la stabilité structurelle du flot géodé-
sique sur une surface de courbure négative, en dégageant la propriété de U-systéme.
La notion de U-systéme discret a permis & Anosov de répondre positivement & la
question suivante posée par R.Thom en 1962 :

o . 2 o .
’application linéaire A de R? de matrice < 1 ) induit par passage au quotient

1
un diffeomorphisme (encore noté A) du tore T2. Les points périodiques de A sont
denses dans T2 et sont hyperboliques. Ce difféomorphisme est-il structurellement
stable ?

0.1.4. La théorie hyperbolique de Smale. — Durant les années 60-70 un groupe
important de mathématiciens, centré autour de Smale, a cherché a caractériser les
dynamiques structurellement stables. Comme la théorie de Smale est & la base de
notre travail, nous rappelons au paragraphe 1.1 les définitions précises ainsi que les
principaux résultats. En voici les grandes lignes, en quelques mots.

Les deux notions clés de la théorie de Smale sont hyperbolicité et transversalité.
Un compact K, invariant par un difféeomorphisme f est dit hyperbolique, s’il existe le
long de K une décomposition du fibré tangent de la variété en somme directe de deux
sous-fibrés, TM = E°®E™, appelés fibrés stable et instable, si cette décomposition est
invariante par la différentielle T'f, et si enfin T f contracte uniformément les vecteurs
de E* et dilate uniformément les vecteurs de E™. Si I’ensemble hyperbolique est égal
a la variété toute entiére, on dit que l'on a un systéme (difféomorphisme ou flot)
d’Anosov. Cette seule propriété d’hyperbolicité permet de définir les variétés stables
et instables locales des points de I’ensemble hyperbolique. On montre alors qu’un
ensemble hyperbolique est C!-structurellement stable (voir [Sh]) s’il posséde de plus
une structure de produit local.

L’idée est alors d’exiger que ’ensemble contenant toute la dynamique non-trivale
soit hyperbolique, le probléme étant de choisir cet ensemble. Aprés plusieurs taton-
nements, le choix s’est porté sur ’ensemble Q(f) des points non-errants (un point est
dit errant s’il posséde un voisinage dont les itérés sont deux-a-deux disjoints). Le C-
closing lemma de Pugh (voir [Pu]) affirme que tout point non-errant peut étre rendu
périodique par une C'-perturbation de la dynamique. Il permet de montrer alors
que, pour un ensemble résiduel pour la C'-topologie dans Diff* (M), ’ensemble Q(f)
est ’adhérence de I’ensemble des points périodiques de f. Cette propriété est donc
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8 INTRODUCTION

naturellement vérifiée par tout diffeomorphisme structurellement-stable. Ceci rend
naturelle la définition suivante : on dit qu’un difféomorphisme f vérifie I’aziome A si
Q(f) est hyperbolique et si 2(f) est ’adhérence de I’ensemble des points périodiques
de f. Mettant le point final & de nombreux résultats partiels (voir par exemple Anosov
[A1], Moser [Mo], Palis [Pa], Palis et Smale [PaSm]), Robbin (voir [Ro], 1971) puis
Robinson (voir [R], 1976) montrent qu’un diffeomorphisme vérifiant I’Axiome A est
structurellement stable, si toute intersection entre une variété stable et une variété
instable de points de Q(f) est transverse (cette seconde hypothése est connue sous
le nom de « transversalité forte»). En un raccourci pratique nous appellerons difféo-
morphismes de Smale les difféfomorphismes vérifiant ’Axiome A et la transversalité
forte. Un raccourci analogue a déja été employé par Franks (voir [Frl]) qui suppose
de plus que les ensembles hyperboliques sont de dimension zéro.

Un résultat analogue est vrai pour les champs de vecteurs.

L’une des clefs de la preuve est le théoréme de décomposition spectrale de Smale qui
scinde ’ensemble des points non-errants 2(f) en ensembles hyperboliques transitifs
(i.e. contenant une orbite dense) appelés piéces basiques. Une autre est I'ordre défini
par Smale sur I’ensemble de ces piéces basiques : une piéce basique Q; est supérieure
4 une piéce basique (25 si la variété instable de 2; coupe la variété stable de Q5. Ceci
permet de construire un graphe I' orienté dont les points sont les piéces basiques.
Deux points w; et wy sont joints par une aréte du graphe de Smale si la piéce basique
23 correspondant & w; est supérieure a la piéce basique Qs et si de plus il n’existe
pas de piéce basique intermédiaire pour cet ordre (voir un exemple sur la figure 7).

La réciproque du théoréme de stabilité, conjecturée pendant longtemps, n’a été
démontrée qu’en 1988 par Maiié [Ma] dans le cas des difféomorphismes : tout difféo-
morphisme C!-structurellement stable vérifie ’axiome A et la condition de transver-
salité forte. La preuve a nécessité un raffinement du «closing lemma» (le «closing
lemma» ergodique de Maiié). Dans le cas des champs de vecteurs, cette réciproque a
été prouvée en 1996 par Hayashi a ’aide d’une adaptation du « closing lemma» pour
les variétés invariantes : le C''-connecting lemma. Le probléme reste par contre ouvert
si ’on considére des topologies plus fines (C”, pour r > 1) : la principale difficulté est
que I’on ne connait pas d’équivalent ou de substitut au C*'-closing lemma de Pugh.

La théorie hyperbolique de Smale ne décrit pas «la plupart» des dynamiques :
pendant que cette théorie s’élaborait, on découvrait des dynamiques instables qui ne
pouvaient étre stabilisées par de petites perturbations : citons par exemple le célébre
attracteur proposé par Lorenz en 1963 pour des champs de vecteurs en dimension 3
(voir [Lor] pour Darticle initial, et [GuWIi] et [ABS] pour un modéle géométrique),
et Pexemple donné par Abraham et Smale en 1968 pour des difféomorphismes. Ce-
pendant, dans tous les exemples connus, c’est I’hyperbolicité d’une grosse partie de la
dynamique qui est la clé de la persistance de ces dynamiques instables, la position des
variétés invariantes des ensembles hyperboliques interdisant la transversalité. Dés lors,

ASTERISQUE 250
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la plus grande partie des dynamiciens se sont consacrés & 1’étude de ces dynamiques
instables, mais ceci nous écarte du propos de notre travail.

0.1.5. Les difféomorphimes d’Anosov et pseudo-Anosov. — La seule sur-
face orientable admettant un difféomorphisme d’Anosov (nom actuel de U-systémes
discrets) est le tore T2. De plus Franks a montré qu’ils sont tous topologiquement
conjugués a des difféeomorphismes linéaires du tore. Le tore est alors feuilleté par
les courbes stables et les courbes instables. Ces deux feuilletages sont transverses et
admettent tous deux des mesures transverses invariantes (par I’holonomie des feuille-
tages). L’action naturelle du difféomorphisme sur ces mesures consiste en les multiplier
chacune par I'une des valeurs propres de I’application linéaire associée.

1l existe cependant sur les surfaces de genre plus grand une famille d’homéomor-
phismes ayant presque les mémes propriétés : les homéomorphismes pseudo-Anosov.
Ils admettent un nombre fini de points périodiques non hyperboliques et ce sont des
difféeomorphismes en dehors de ces points. Hors de ces points, les courbes stables et
instables définissent encore deux feuilletages transverses munis de mesures tranverses
invariantes par holonomie. Les feuilles aboutissant aux points singuliers sont appelées
séparatrices. Au voisinage des points singuliers chaque feuilletage a comme modéle
une selle & au moins trois branches.

La théorie de Thurston (voir [FLP, Exposé 1, th 5]) montre qu’une classe d’isotopie
d’homéomorphisme contient un pseudo-Anosov si et seulement si son action naturelle
sur les classes d’homotopie libre de lacets de la surface ne posséde aucune classe
périodique. De plus, deux homéomorphismes pseudo-Anosov sont conjugués dés que
leurs classes d’isotopie le sont. Une information combinatoire, ’action de la classe
d’isotopie sur un systéme fini de générateur du groupe fondamental de la surface,
caractérise donc la dynamique topologique d’un tel homéomorphisme (voir [FLP,
Exposé 12]). Ceci ne fournit pourtant pas encore une classification constructive : en
effet le groupe fondamental posséde une infinité de présentations, et la description de
P’action d’un automorphisme dépend du systéme de générateurs considéré. De plus,
étant donné un automorphisme du groupe fondamental, il n’est pas évident de décider
si son action sur les classes d’homotopie libre posséde une orbite périodique.

Bestvina et Handel (voir [BeHal| et [BeHa2]) et Los (voir [Lol]) exhibent un
algorithme fini qui permet de décider si un homéomorphisme de surface, dont on
connait I’action sur un systéme générateur du groupe fondamental de la surface, est
homotope & un homéomorphisme pseudo-Anosov. Ils donnent méme une construction
de ’homéomorphisme pseudo-Anosov homotope 4 un homéomorphisme donné.

La classification serait donc compléte si ’on avait un algorithme fini permettant de
décider si deux homéomorphismes pseudo-Anosov, décrits chacun par son action sur
un systéme de générateurs du groupe fondamental, sont conjugués. Aprés des résultats
partiels de G. Hemion ([He]) L. Mosher ([Mos]) et J. Los ([Lo2]), J. Fehrenbach ([Fe])
annonce la classification compléte.
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Il est parfois nécessaire d’imposer & I’homéomorphisme des points fixes ou pério-
diques choisis & I’avance. Cela force & accepter des singularités de type épine pour les
feuilletages invariants. Déja [FLP] considére ces pseudo-Anosov généralisés qui sont
aussi appelés pseudo-Anosov & points marqués.

En fait ces homéomorphismes pseudo-Anosov minimisent ’entropie dans leur classe
d’homotopie (éventuellement avec points marqués). Handel donne un sens précis au
fait que ces homéomorphismes réalisent la « dynamique minimale» dans leur classe
d’homotopie (voir [Han)).

Enfin remarquons qu’a partir d’un difféomorphisme pseudo-Anosov, on peut ob-
tenir un difféfomorphisme de Smale en ouvrant les séparatrices des points singuliers
(voir figure 0.1.5).

Fs

"'.,,'/'/}/’/;7,,,,,,,5 A

o i

.

V//

/

SN

P Fe

N\

R

FIGURE 4. Ouverture des séparatrices.

0.2. Le probléme de classification des dynamiques hyperboliques

Le diffécomorphisme de Thom-Anosov et le fer & cheval de Smale sont des exemples
de systémes dynamiques apparemment compliqués, stables par C!-petites perturba-
tions et qui se décrivent & ’aide d’une combinatoire finie. Ceci donne ’espoir d’une
classification possible des dynamiques qualititatives, c’est-a-dire que ’on aimerait as-
socier & un difféomorphisme un nombre fini d’objets combinatoires qui caractérisent la
dynamique topologique : deux difféomorphismes seraient topologiquement conjugués
si et seulement si les objets combinatoires qui leur sont associés sont identiques. Bien
str, il est déraisonnable d’espérer classifier tous les diffeomorphismes d’une surface.
Par contre les difféomorphismes de Smale étant structurellement stables, leurs classes
d’équivalence topologique correspondent 4 un ensemble discret de difféomorphismes,
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et sont donc des candidats naturels & une classification, et de nombreux travaux vont
dans ce sens.
Le probléeme de classification se décompose en trois types de questions :

1. Peut-on associer une présentation combinatoire finie & un difféomorphisme de
Smale, de sorte que, si deux difféeomorphismes ont les mémes présentations, ils
sont topologiquement conjugués ? A ce stade, si les présentations sont différentes,
nous ne pouvons pas comparer les difféeomorphismes.

2. Existe-t-il un algorithme fini permettant de décider quand deux présentations
différentes correspondent & deux difféomorphismes conjugués ?

3. Quelles présentations combinatoires correspondent & un difféomorphisme de
Smale (réalisabilité) ?

Avant de présenter nos résultats, nous allons essayer de faire le point sur les connais-
sances actuelles. Dans les années 70, ’essentiel des efforts a porté sur la dynamique
en restriction 4 un ensemble hyperbolique. A la méme époque Peixoto [Pe2] obtenait
le premier résultat global : la classification de champs de vecteurs Morse-Smale dont
nous reparlerons plus loin. Les travaux de ’école russe (autour de Plykin et Grines)
puis les notres suivent des démarches analogues.

0.2.1. Classification de la dynamique sur un ensemble hyperbolique. —

On sait depuis Bowen (voir [Bo2] ou [Fr2, Appendice A]) que la dynamique topolo-
gique en restriction & un ensemble basique (i.e. ensemble hyperbolique avec structure
de produit local) de dimension topologique zéro est conjuguée & une dynamique sym-
bolique appelée sous-shift de type fini, et qui est associée & une matrice carrée dont
les coefficients sont égaux & 0 ou 1. Ceci résout la question (1) du probléme de clas-
sification dans ce cadre. La clef de cette conjugaison est ’existence de partitions de
Markov par rectangles R;, i = 1,..., k, deux-a-deux disjoints : on associe & un point
 son itinéraire i(z) € {1,...,k}*, qui est la suite de ses passages dans les différents
rectangles de la partition. La matrice d’incidence de la partition de Markov décrit
I’ensemble des itinéraires qui correspondent effectivement & une orbite de f. L’itiné-
raire du point f(z) est bien str obtenu en décalant de 1 la numérotation de l'itinéraire
de z. La bijection qui & un point associe son itinéraire est donc une conjugaison entre
f restreint & l’ensemble basique et le sous-shift de type fini. Si I’ensemble basique
n’est pas totalement discontinu, c’est-a-dire est de dimension topologique non nulle,
plusieurs itinéraires peuvent correspondre au méme point de I’ensemble basique, et
Pon obtient seulement une semi-conjugaison. Si deux ensembles basiques K et K de

dimension zéro de deux diffécomorphismes f et fpossédent des partitions de Markov
par rectangles disjoints qui ont méme matrice d’incidence, alors les restrictions de f
et faux ensembles basiques sont conjuguées. Mais K et K possédent une infinité de
partitions de Markov ayant différentes matrices d’incidences. Pour obtenir une clas-
sification effective, (question (2) du probléme de classification) il faudrait savoir
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décider a quelle condition les sous-shifts de type fini S(A) et S(B) associés & deux
matrices A et B sont conjugués. Dans [Wi2] (voir également [Fr2, Appendice A]),
Williams caractérise algébriquement les matrices qui correspondent & des sous-shifts
conjugués : il montre que les sous-shifts S(A) et S(B) sont conjugués si et seulement
s’il existe deux suites finies de matrices rectangulaires R;,S1,..., Ry, S, & coeffi-
cients entiers positifs telles que A = R;S1, et que pour tout ¢ on a S;R; = R;+1S;+1
et B = S, R, (on dit que A est fortement shift équivalente & B). A notre connaissance,
I’existence d’un algorithme fini permettant de décider si deux matrices sont fortement
shift équivalentes est encore un probléme ouvert. Un tel algorithme achéverait la clas-
sification topologique des difféomorphismes en restriction 4 un ensemble basique de
dimension 0.

Enfin il parait naturel de se demander si tout sous-shift de type fini correspond a
une piéce basique (de dimension 0) d’un difféomorphisme de Smale (question (3) du
probléme de classification) : Williams (dans [Wi2, théoréme E]) montre que tout
sous-shift de type fini est réalisable par un ensemble basique d’un difféomorphisme de
Smale de la sphére S3. Par contre, Blanchard et Franks (voir[B1Fr]) exhibent une obs-
truction (non-vide) & ce qu’un sous-shift de type fini soit réalisable comme ensemble
basique d’un difféeomorphisme de Smale d’une surface compacte. (voir également Fried
[Fri] pour une caractérisation des fonctions zeta des piéces basiques).

Pour les ensembles basiques de dimension supérieure, signalons les travaux de
Williams [Wi3], Plykin [P11], [P12], [P13] et Ruas [Ru] sur les attracteurs hyperbo-
liques de dimension 1.

Enfin, pour le probléme de classification de la dynamique topologique des champs
de vecteurs sur un ensemble basique, voir [PaSu] pour les ensembles basiques de
dimension 1, et voir [Ch] pour les attracteurs hyperboliques sur des variétés de di-
mension 3.

0.2.2. Le probléme de classification de la dynamique globale. — Si la clas-
sification des dynamiques en restriction & un ensemble hyperbolique de dimension 0
est & peu prés achevée, elle ne suffit pas & décrire la dynamique sur toute la variété :
en général I’ homéomorphisme de conjugaison de deux ensembles hyperboliques ne
peut pas s’étendre & un petit voisinage de ces ensembles hyperboliques. Nous pou-
vons construire deux diffécomorphismes du disque intuitivement différents (représentés
par la figure 5), qui sont conjugués sur leurs ensembles non-errants et dont il n’est
pas évident de montrer qu’ils ne sont pas globalement conjugués.

Le premier travail de classification de dynamiques des surfaces est la description
combinatoire faite par M. Peixoto [Pe2]| des champs de vecteurs Morse-Smale (c’est-
a-dire dont I’ensemble des points non-errants est réduit & un ensemble fini de zéros et
d’orbites périodiques hyperboliques dont les variétés invariantes se coupent transversa-
lement). Dans le cas des champs quasi-gradient (c’est-a-dire sans orbites périodiques),
la classification peut étre décrite de la fagon suivante : associons & chaque selle un
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O "/
FIGURE 5. Deux difféomorphismes dont les ensembles non-errants
sont conjugués

voisinage ouvert invariant «en étoile» (voir la figure 6). Une combinatoire décrivant
comment recoller ces étoiles le long de leurs bords permet de reconstituer le champ a

X<

FIGURE 6. Les trois dynamiques obtenues & partir d’une étoile.

Il était alors naturel d’étudier les dynamiques discrétes qui ressemblent le plus au
temps 1 de champs Morse-Smale des surfaces : les difféomorphismes Morse-Smale
des surfaces c’est-a-dire les difféeomorphismes de Smale dont ’ensemble non-errant est
réduit & un nombre fini d’orbites périodiques. Cependant Birkhoff déja ([Bi]) remar-
quait que la maniére dont se coupent les courbes invariantes d’un difféomorphisme
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contenait des invariants de conjugaison topologique. C’est pourquoi Besdenezhnykh
et Grines [BezGrl] ont d’abord supposé que les courbes invariantes ne se coupaient
pas (difféomorphismes quasi-gradients). L’étape suivante consiste & tenter d’introduire
des orbites hétéroclines, intersection de variétés invariantes d’orbites périodiques dif-
férentes.

Le graphe de Smale (défini au paragraphe 0.1.4) est un invariant topologique du
difféomorphisme, mais il est loin d’étre suffisant pour caractériser le type topologique.
On dit que deux orbites sont de comportement k si le plus long chemin orienté les
joignant dans le graphe de Smale est formé de k arétes. Palis [Pa] remarque que si
deux orbites sont de comportement 1 (i.e. sont jointes par une aréte), leurs variétés
invariantes se coupent en un nombre fini d’orbites. Par contre I’intersection des va-
riétés invariantes d’orbites périodiques de comportement 2 contient déja une infinité
d’orbites hétéroclines. Le dessin des courbes invariantes peut étre alors trés complexe.

I

f
= I
E— I

—

1

b

S
_—

10

I
— —
comportement 1 comportement 2

FIGURE 7. Selles en comportement 1 et 2

Bezdezhnykh et Grines [BezGr2] ont ensuite supposé que les courbes invariantes
une fois orientées se coupent avec une orientation constante (ce qui implique qu’elles
sont de comportement au plus 1), avant que Grines propose en 1993 (voir [Gr3])
une classification des difféomorphismes Morse-Smale dont le graphe de Smale a au
plus quatre étages : sources, au plus deux étages de selles et puits. Indépendamment
R.Langevin [La] introduisait une famille d’invariants topologiques associé a la position
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relative des courbes invariantes d’une paire de selles de comportement un. A notre
connaissance, la classification de selles en comportement deux n’était pas faite jusqu’a
ce jour.

En ce qui concerne les diffeomorphismes de Smale non Morse-Smale, ’école russe,
autour de Plykin et Grines, a obtenu de nombreux résultats partiels en faisant des
hypothéses sur le dessin des courbes invariantes (voir [ArGrl] et [ArGr2] pour une
présentation compléte de ces résultats). Voici un résultat typique de cette ligne de
recherche. En 1988 Grines et Kalay [GrKal] [GrKa2] caractérisent les classes de
conjugaison topologiques de difféomorphismes de Smale au voisinage de piéces ba-
siques sans points conjugués, c’est-a-dire telles qu’il n’existe pas de disques plongés
dans la surface de bord formé par un segment de courbe stable et un segment de
courbe instable.

Dans notre travail, nous ne faisons pas d’hypothése restrictive sur le dessin des
courbes invariantes. Cependant le chapitre 8 est consacré & ces difféomorphismes
«sans points conjugués» que nous appelons « sans impasse».

FIGURE 8. Une impasse

Le théoréme 8.3.1 montre que la classification de ces diffeomorphismes sans impasse
se rameéne & celle des difféomorphismes pseudo-Anosov généralisés.

0.3. Classification des difféomorphismes de Smale des surfaces : présenta-
tion de nos principaux résultats

Nous allons suivre une démarche analogue & celle de Peixoto pour montrer que
les difféomorphismes de Smale peuvent également se reconstruire & partir de voisi-
nages invariants d’ensembles hyperboliques «de type selle» par recollement le long
de leur bord. Ici, nous devrons remplacer les selles par les ensembles hyperboliques
saturés maximaux : un compact hyperbolique invariant sera dit saturé s’il contient
tout point d’intersection de ses variétés invariantes, stables et instables. Nous verrons
que les ensembles hyperboliques saturés maximaux correspondent aux composantes
connexes du diagrame de Smale privé de ses sources et de ses puits. Nous montrerons
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ensuite I’existence d’un voisinage ouvert invariant de topologie finie (c’est-a-dire ho-
méomorphe & une surface compacte & bord, privée d’un nombre fini de points) d’un
ensemble hyperbolique saturé, que nous appellerons son domaine (Aranson et Grines
parlent de support (carrier en anglais) quand ils étudient les difféomorphismes de
Smale sans points conjugués [ArGr2]).

FiGURE 9. Un domaine

Plus précisément :

Proposition (Le domaine : versalité et unicité). — Soit f un difféomorphisme de Smale
d’une surface compacte, et K un ensemble hyperbolique saturé de f. Alors K posséde
un voisinage A(K), invariant par f, de topologie finie, et tel que, pour tout voisi-
nage invariant U de K de topologie finie, il existe un plongement de A(K) dans U
commutant avec f et coincidant avec lidentité sur l'union de K et de ses variétés
invariantes.

De plus (A(K), f) est unique & conjugaison pres, si l’on impose au voisinage d’étre
« fermé modulo f» (voir la définition 3.2.4).

(Cette proposition correspond aux propositions 3.2.2 et 3.2.5).

Les domaines seront aussi maniables que les voisinages en étoile de la classification
de Peixoto : nous pourrons reconstituer la variété et le diffémorphisme (& conjugaison
topologique prés) en recollant les domaines le long de leur bord (voir les proposi-
tions 3.4.3 et 3.4.2), le recollement étant décrit par une combinatoire finie.
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Les deux difféeomorphismes de la figure 5 sont conjugués en restriction & leur en-
semble non-errant, par contre le dessin des courbes invariantes interdit & cette conju-
gaison de s’étendre globalement. Afin de comprendre les courbes invariantes de f, un
outil essentiel est le théoréme de Newhouse et Palis ([NePa]) qui implique que leur
tracé est organisé par un nombre fini de courbes invariantes de points périodiques.
Ce sont les contours du dessin, courbes sur lesquelles les autres courbes invariantes
ne s’accumulent que d’un c6té : nous les appellerons les variétés stables ou instables
bords.

Le dessin des variétés invariantes est particuliérement simple si I’ensemble hy-
perbolique est un attracteur. On en déduira que si un difféomorphisme f possede
un attracteur hyperbolique dont le bassin d’attraction rencontre la variété instable
d’une piéce basique non-réduite & une orbite périodique, alors f n’est pas de Smale,
et appartient & I’intérieur pour la topologie C!, de I’ensemble des diffeomorphismes
structurellement instables (voir la proposition 2.3.3 et le théoréme 2.3.4). Ceci nous
permettra de nous concentrer sur les difftomorphismes de Smale dont les ensembles
hyperboliques sont de dimension 0 (i.e. ceux qui ne possédent ni attracteurs ni répul-
seurs non-périodiques).

Pour analyser complétement la dynamique restreinte & un domaine, il nous faudra
définir le type géométrique d’une partition de Markov : on compléte la donnée com-
binatoire usuelle des rectangles R; d’une partition de Markov de fagon & décrire la
position relative des images f(R;) par rapport aux R;. Notre résultat principal résout
la question (1) du probléme de classification :

Théoréme (Présentation du difféomorphisme sur un domaine)

Soient K et K' deuz compacts hyperboliques saturés de deux difféomorphismes de
Smale f et f' sur deuz surfaces compactes S et S'. Supposons que K et K' admettent
des partitions de Markov (par rectangles disjoints) M et M' de méme type géomé-
trique. Alors il existe un homéomorphisme du domaine de K sur le domaine de K'
conjuguant les restrictions respectives de f et f' a ces domaines.

(Ce sera, dans le texte, le théoréme 5.2.2).

Ce théoréme permet de donner une classification (hélas pas encore effective) des
difféeomorphismes de Smale des surfaces. Les types géométriques de partitions de Mar-
kov décrivant une dynamique donnée, ne sont pas uniques, et sont en nombre infini.
Cependant, en considérant ’ensemble (fini) des types géométriques de partitions de
Markov ayant un nombre minimal de rectangles, on obtient un invariant presque com-
plet des classes de conjugaison de difféomorphismes de Smale. Nous complétons cet
invariant en donnant une régle de recollement des composantes du bord des domaines.
Cette classification a le défaut de ne pas étre constructible.

Une autre conséquence du théoréme 0.3 est que la dynamique d’un difféomorphisme
de Smale sur le domaine d’un ensemble saturé est presque complétement déterminée
par le dessin de ses courbes invariantes.
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FiGURE 10. Cet ensemble hyperbolique n’est pas saturé

Théoréme (Dessin et dynamique). — Soient f et g deux difféomorphismes de Smale
de surfaces compactes, et soient K et L des ensembles hyperboliques saturés de f et g,
de domaines connezes et sans double-bord. Supposons qu’il existe un homéomorphisme
de l'union des variétés invariantes de K sur l'union de celles de L tel que I’image des
variétés stables et instables d’un point de K soient les variétés respectivement stable
et instable du point image.

Alors, il existe deux entiers p et q strictement positifs tels que les restrictions de
fP et g7 auz domaines A(K) et A(L) soient conjuguées.

Voir le théoréme 6.0.6 (et la proposition 2.1.1 pour la notion de double-bord).

Pour déduire ce théoréme du théoréme 0.3, on vérifie que ’homéomorphisme h de
P’union des variétés invariantes de K sur I'union de celles de L induit une conjugaison
des restrictions & K et L de f? et g?. On montre alors que I'image par h du bord
d’une partition de Markov pour (K, f?) est le bord d’une partition de Markov pour
(L, g?) de méme type géométrique.

Les techniques de démonstration du théoréme 0.3 allient des idées venant des dé-
monstrations des théorémes de stabilité d’Anosov, Palis, Palis et Smale (existence de
feuilletages invariants), et une analyse fine du dessin des variétés invariantes (hors des
rectangles d’une partition de Markov) qui prolonge celle déja faite par Langevin pour
les difféomorphismes Morse-Smale ([La]).

Nous donnons aussi une réponse partielle (que nous espérons en fait compléte) a
la question (3) (réalisabilité) du probléme de classification. Nous remarquons que
certains types géométriques ne peuvent étre réalisés comme partition de Markov d’'un
ensemble saturé d’un difféomorphisme de Smale : I’exemple le plus simple est donné
par la figure 10 (voir le corollaire 2.4.4). Remarquons que la matrice d’incidence de
la partition de Markov de cet exemple est aussi celle associée au fer & cheval; ce
phénomeéne est donc différent de celui étudié par Blanchard et Franks mentionné plus
haut.
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Nous dirons qu’un type géométrique de partition de Markov est réalisable s’il est
associé & un ensemble hyperbolique saturé. Le type géométrique permet de définir de
maniére combinatoire I'union des n premiers itérés des rectangles de la partition de
Markov. C’est une surface a bord, que 1’on notera R,, dont le genre g(n) croit avec
n. Si le type géométrique est réalisable, le genre g(n) tend vers une limite finie. On
appellera cette limite le genre du type géométrique. Le chapitre 7 donne une condition
nécessaire et suffisante, qui se lit sur la surface Rgn ou N est le nombre de rectangles
de la partition de Markov, pour qu’un type géométrique (sans double-bord) soit de
genre fini (théoréme 7.4.8(Le genre d’un type)). Le genre du type géométrique est
alors égal a g(6N).

En particulier, si la partition de Markov est formée d’un seul rectangle, nous mon-
trons que le genre est nul ou infini.

Dans sa thése ([Je, chapitre 5]) E. Jeandenans montre que tout type géométrique
de genre fini est réalisable par un homéomorphisme. Pour que la réponse & la question
(3) soit compleéte, il resterait & construire une réalisation différentiable.

Nous conjecturons que le procédé suivant permet d’obtenir une classification cons-
tructible (et donc résoudre complétement la question (2) du probléme de classifi-
cation).

Pour chaque composante connexe du complémentaire des puits et des sources dans
le graphe de Smale de f, choisissons une selle s;, dont la piéce basique est minimale
pour l'ordre de Smale, et dont la courbe stable est bord (ces selles sont en nombre
fini). Choisissons un intervalle Iy compact sur cette courbe, contenant la selle dans son
intérieur. Considérons maintenant toutes les selles, dont la courbe instable est bord,
des piéces basiques supérieures & celle de s;. Parcourons & partir des selles, leurs
séparatrices instables. Si une séparatrice rencontre Iy, on s’arréte au premier point
d’intersection avec Ip. On obtient ainsi une famille finie G; de segments instables qui
dépend de Iy. Remplagons Iy par le plus petit segment compact I; qui contient tous
les points d’intersection des segments de G avec Iy. Les extrémités de I; sont alors
des points d’intersection primitifs (ou de rang 1) au sens de Birkhoff ([Bi]). On en
déduit (voir le chapitre 6) que, & itération par f prés, il n’y a qu’un nombre fini de
couples (I1,G1).

Notons G la famille de segments stables obtenus en parcourant depuis l’orbite
périodique et jusqu’a G, les séparatrices stables bord (& ’exception de celles de s1)
qui rencontrent G;. Posons Go = G4 U {I1}. On choisit de méme une famille G3
prolongeant G; de segments instables. Ce procédé s’arréte quand on a obtenu un
segment sur chaque séparatrice bord (non-libre) d’une selle d’une piéce basique de
la composante connexe du graphe de Smale privé des sources et des puits que nous
avons considérée. Notons U et S les familles de segments respectivement instables et
stables obtenus aux deux derniéres étapes de cette construction. A itération par f
prés, il n’y a qu’un nombre fini de couples (U, S). Le chapitre 4 fournit un procédé
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explicite de construction d’une partition de Markov par rectangles disjoints & partir
d’un couple (U, S). En remarquant que le type géométrique d’une partition de Markov
est le méme que celui de tous ses itérés par f, on obtient ainsi un nombre fini de types
géométriques pour chacun des ensembles hyperboliques maximaux de f.

Nous pouvons & présent énoncer la conjecture qui répond a la question (2) du
probléme de classification :

Conjecture. — Etant donné un type géométrique de partition de Markov d’un en-
semble hyperbolique saturé, il existe un algorithme fini permettant d’obtenir tous les
types géométriques donnés par la construction ci-dessus.

Le chapitre 1 rappelle d’abord les définitions classiques et les principaux résultats
de la théorie hyperbolique de Smale, puis définit la notion d’ensemble hyperbolique
saturé, caractérise ces ensembles 4 ’aide du graphe de Smale. Le chapitre 2 structure
le dessin des courbes invariantes d’un diffeomorphisme de Smale d’une surface. Cela
nous permettra au chapitre 3 de construire un voisinage invariant (le domaine) d’un
ensemble hyperbolique saturé en bouchant de maniére canonique les trous dans le
dessin des courbes invariantes.

Le chapitre 4 fournit un procédé explicite de construction de partition de Markov
par rectangles disjoints, pour un ensemble hyperbolique saturé. Le chapitre 5 ajoute
4 la matrice d’incidence d’une partition de Markov information géométrique per-
mettant de caractériser la dynamique topologique sur le domaine (c’est le théoréme
principal de ce travail (Présentation du difféomorphisme sur un domaine)).

Le chapitre 6 revient sur le lien entre la dynamique et le dessin des variétés in-
variantes. Le chapitre 7 est consacré au probléme de réalisabilité d’une partition de
Markov géomeétrisée (question (3) du probléme de classification). Le chapitre 8 fait le
lien entre les difféeomorphismes de Smale sans impasses (ou sans points conjugués) et
les homéomorphismes pseudo-Anosov.

A. Cascon et S. Newhouse ont déclenché ce travail lors d’une mémorable séance
de nuit avec R. Langevin & Trieste en 1987. Les auteurs remercient aussi T. Barbot,
F. Béguin, P. Foulon, D. Fried, J.M. Gambaudo, E. Ghys, J. Los, J. Palis, L. Paris,
M. Peixoto, D. Sullivan et G. Vago pour de fructueuses conversations et le referee
pour sa lecture scrupuleuse de la premiére version de ce texte, et J. Troalen pour
avoir réalisé sur I’ordinateur nos figures a la main.
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CHAPITRE 1

PIECES BASIQUES ET ENSEMBLES SATURES

Les deux premiers paragraphes de cette partie font un rapide résumé (sans démons-
tration) de la théorie de Smale des dynamiques hyperboliques. Le premier paragraphe
rappelle les notions d’hyperbolicité, de variétés invariantes, et le second est consacré
a la «théorie spectrale», qui cloisonne la dynamique d’un difféomorphisme de Smale
a l’aide de filtrations et met en évidence des ensembles hyperboliques particuliers : les
piéces basiques, qui sont ordonnées par ’ordre de Smale.

Nous définirons ensuite les ensembles saturés qui généralisent la notion de piéce
basique. Ces ensembles saturés et leurs variétés invariantes seront ’objet principal
de notre étude. Enfin, nous construirons un voisinage, invariant par f, d’un ensemble
saturé K d’un difféeomorphisme f de Smale d’une surface compacte. Ce voisinage sera
trés régulier mais aura comme seul défaut de ne pas étre unique : il nous servira
comme point de départ pour construire le domaine de K dans les chapitres suivants.

1.1. Rappels de définitions et de propriétés classiques des dynamiques
« hyperboliques »

Les rappels de cette section sont trés brefs. Le lecteur souhaitant trouvera des
informations plus complétes par exemple dans [PM], [GuMoNe], [Sm].

1.1.1. Premiéres définitions

Définition 1.1.1. — Soit f un homéomorphisme d’une variété M. On dit qu’un point
T € M est errant s’il posséde un voisinage dans M dont tous les itérés par f sont
disjoints ; sinon on dit que = est non-errant. Classiquement, on note Q(f) l’ensemble
des points non-errants de f.

Définition 1.1.2. — Soit f un homéomorphisme d’un compact X. Il est dit

— transitif s’il posséde une orbite dense



22 CHAPITRE 1. PIECES BASIQUES ET ENSEMBLES SATURES

— topologiquement mélangeant si pour toute paire d’ouverts U et V de X, pour
tout entier n assez grand, f*(U) NV est non vide.

Définition 1.1.3. — Soit f un difféomorphisme d’une variété M. On dit qu’un en-
semble K C M est hyperboliqgue pour f s’il vérifie les propriétés suivantes :
1. K est un compact invariant par f (c’est-a-dire f(K) = K ).
2. Il existe une décomposition de la restriction 4 K du fibré tangent 4 M en somme
directe de deux sous-fibrés vectoriels continus et invariants par la différentielle
Df de f :
TMlK = E°® E*
3. II eziste une métrique riemannienne ||.|| sur M, et il existe A > 1, tels que D f
(resp. D(f~1)), en restriction @ E* (resp. E*), dilate les vecteurs d’un facteur
supérieur ou égal a A ; plus précisément on a :

Vee K,\Yve EY, |IDf(v)ll=A-|lvl|
Ve e K,\Vwe E;, |IDfT'(w)ll>A-[lwll

Définition 1.1.4. — Soit f un difféeomorphisme d’une variété M, et soit K un ensemble
hyperbolique. Soit x un point de K.
On appelle variété stable de x, notée W*(z, f), l’ensemble des points y € M tels
que l'on ait :
M n n —_—
Jm d(f*(2), f*(y)) =0

(ou d est la distance sur M induite par la métrique riemannienne).

Soit € > 0. On appelle variété stable locale, W2 (x, f), l’ensemble des points z € M
tels que, pour tout n > 0, la distance d(f™(z), f*(z)) soit inférieure ou égale é €.

On définit les variétés instable et instable locale du point x pour f, comme étant
les variétés stable et stable locale de x pour f~1, on les note W¥(z, f) et W2(z, f).

Rappelons que, pour tout ensemble hyperbolique K de f, il existe un réel € > 0,
tel que pour tout point z de K, sa variété stable locale W2 (z) soit un disque plongé,
inclus dans W*(z, f), de dimension égale & celle de l’espace stable EZ et tangent &
cet espace, aussi différentiable que f et variant continiment avec le point z. Comme
nous I’avions fait dans 'introduction nous renvoyons & [Sh] pour plus de détails, et en
particulier pour la démonstration du théoréme d’existence (qui nécessite I'utilisation
d’un théoréme de point fixe).

Les variétés invariantes ont d’abord été définies seulement lorsque z est un point fixe
ou périodique. J. Palis [Pa] démontre le (A-lemma), que nous résumons (en dimension
2) en disant que 'on peut tronquer les itérés successifs d’un segment transverse a la
courbe stable d’une selle de maniére qu’ils convergent pour la topologie C! vers un
segment compact I arbitraire de la courbe stable de la selle.

Ce lemme a permis de démontrer les premiers résultats de stabilité structurelle
(voir ci-dessous).
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W (o)
segment
tranverse f
a WH(o)

N

FIGURE 1. Le A-lemma

Définition 1.1.5. — On dit qu’un ensemble hyperboligue K d’un difféomorphisme f
posséde une structure de produit local s’il existe deuz réelse > 0 et § > 0 tels que, pour
tout couple (z,y) de point de K vérifiant d(z,y) < &, la variété stable locale W? (z)
coupe en un et un seul point, et transversalement, la variété instable locale Wk (y) ;
de plus ce point d’intersection appartient a K.

Définissons la variété stable W*(K) comme ’ensemble des points dont 'w-limite est
incluse dans K. Le « shadowing lemma» (voir I’exposé de Newhouse dans [GuMoNe])
permet alors de démontrer que :

W (K) = | W*(@).
zEI'{
Définition 1.1.6. — On dit qu’un difféomorphisme f d’une variété compacte vérifie
I’Aziome A si l’ensemble Q(f) des points non errants de f est hyperbolique, et si Q(f)
est l’adhérence de l’ensemble des points périodique de f.
On dit de plus que f vérifie la condition de transversalité forte si, pour tous
z,y € Qf), la variété stable W*(z) est transverse (en tout point) & la variété in-

stable W*(y).

1.1.2. Stabilité structurelle. — Pour classifier une famille de difféomorphismes il
faut d’abord définir une relation d’équivalence exprimant le fait que leurs dynamiques
sont «les mémes ».

Définition 1.1.7. — Deux difféomorphismes f et g d’une variété M sont topologique-
ment conjugués s’il existe un homéomorphisme h de M tel que

hof=goh

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 1998



24 CHAPITRE 1. PIECES BASIQUES ET ENSEMBLES SATURES

Cette définition revient & dire qu’au changement de coordonnées donné par h prés,
les deux difféomorphismes sont les mémes.

Les difféomorphismes dont on ne peut changer la classe de conjugaison par une
petite perturbation sont dits structurellement stables; plus précisément :

Définition 1.1.8. — Un difféomorphisme f est dit C'-structurellement stable s’il existe
un voisinage V de f pour la topologie C' tel que tout g € V est topologiquement
conjugué a f

Il pourrait paraitre plus naturel d’exiger dans la définition d’une conjugaison que
h soit un difféomorphisme, mais les classes d’équivalence pour cette relation plus fine
sont trop petites pour qu’il existe des diffeomorphismes C*-stables.

Le théoréme principal de la théorie des systémes dynamiques hyperboliques carac-
térise les dynamique C'-structurellement stables :

Théoréme 1.1.9 ((R][Ro] [Ma]). —  Soit f un difféomorphisme de classe C' d’une
variété compacte M, alors f est C'-structurellement-stable si et seulement si f vérifie
’Aziome A et la condition de transversalité forte.

Définition 1.1.10. — On appellera difféomorphismes de Smale les difféomorphismes
vérifiant I’Aziome A et la condition de transversalité forte.

La stabilité structurelle garantit que ’ensemble des classes de conjugaison de dif-
féomorphismes de Smale est discret, ce qui est un préalable & I’existence d’une clas-
sification combinatoire : le théoréme 1.1.9 est donc & la base de notre travail.

1.1.3. Piéces basiques . — Dans la démontration de la stabilité structurelle des
diffeomorphismes vérifiant I’Axiome A et la condition de transversalité forte, 1’'un
des points-clefs est la décomposition spectrale de I’ensemble des points non-errants,
ou encore sa décomposition en piéces basiques séparées les unes des autres par une
filtration. Rappelons en quelques mots cette décomposition spectrale.

Définition 1.1.11. — Soit f un difféomorphisme vérifiant ’Aziome A. On appelle pieé-
ce basique de f tout compact A C Q(f), invariant par f, transitif, et mazimal (pour
Vinclusion) pour ces deux propriétés.

Rappelons qu’un compact invariant est dit transitif s’il posséde une orbite dense.
De D’existence d’orbites denses, on sait déduire que la variété stable ou instable de
tout point périodique d’une piéce basique est dense dans la variété stable ou instable
de cette piéce basique.

Attention de ne pas confondre la notion (pourtant classique) de piéce basique
avec celle, plus courante, d’ensemble basique (basic set) (voir ’article de Newhouse
dans [GuMoNe] ) qui désigne un compact invariant hyperbolique transitif possédant
un voisinage U dont il est ’ensemble invariant mazimal, c’est-a-dire ﬂfzz () .
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En effet, un ensemble basique n’est pas nécessairement maximal parmi les compacts
invariants transitifs de la variété.
Nous pouvons & présent énoncer le théoréme de décomposition spectrale :

Théoréme 1.1.12. —  Soit f un difféomorphisme de Smale d’une variété compac-
te. L’ensemble Q(f) est alors U'union d’un nombre fini de piéces basiques disjointes,
notons-les A;, i € {1,...,n} ot n est un nombre entier. De plus les piéces basiques
vérifient la propriété suivante :

Pour tout i € {1,...,n}, il existe n; € N tels que A; est Uunion de n; fermés
disjoints, A}, j € Z/n;Z, de fagon que pour tout j on ait :

FA]) = A,

et que pour tout j la restriction de f™ a Af soit topologiguement mélangeante.

Enfin, tout point de la variété M appartient d la variété stable de l’une des piéces
basiques A;.

Smale définit sur ’ensemble des piéces basiques une relation d’ordre (partiel). A
partir d’une fonction de Morse, on peut décomposer une variété en un empilement de
sous-variétés & bord, contenant chacune exactement un point critique. L’ordre sur les
points critiques est simplement celui donné par la fonction. L’ordre de Smale pour
le gradient de cette fonction de Morse est un ordre partiel sur les points critiques,
compatible avec ’ordre donné par f. Dans le cas général, ordre de Smale sur les
piéces basiques permet de construire une filtration de la variété qui est ’équivalent
dynamique de ’empilement de Morse. Définissons & présent l’ordre de Smale et les
filtrations pour les difféeomorphismes de Smale.

Définition 1.1.13. — Soient Ay et Ay deux piéces basiques, on dira que Ao domine A,
ce que l’on notera Ay < A2, si la variété stable de A1 coupe la variété instable de A,.
Autrement dit :

A <A = Ws(Al) N Wu(AQ) # &
On vérifie que la relation < ainsi définie sur l’ensemble des piéces basiques de f est
bien un ordre.

A un ordre sur un ensemble fini est classiquement associé un graphe orienté qui,
dans notre contexte, s’appelle diagramme de Smale :

Une aréte part de Ap vers A1 si A; < As et s’il n’existe aucune piéce basique A;
telle que : Ay < Aj < As.

Pour toute relation d’ordre sur un ensemble fini, il existe une indexation de ’en-
semble fini qui soit compatible (c’est-a-dire non-décroissante) avec la relation d’ordre.
Les indexations, non-décroissantes pour <, de ’ensemble des piéces basiques d’un
difféomorphisme de Smale sont fortement liées & ’existence de filtrations « séparant »
les piéces basiques ([Sh, chapitre 1]) : c’est donc cette notion que nous allons définir
a présent.
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Définition 1.1.14. —  Soit f un homéomorphisme d’une variété M. On appelle fil-
tration de M pour f une suite finie My,..., My de sous-variétés compactes a bord
de M de méme dimension que M, telle que pour tout i € {2,...,k} on ait la suite
d’inclusions suivante :

M;—y C Int(f~1(M;-1)) C f7H(Mi_1) C Int(f(M;)) C f(M;) C Int(M;)

Dans la pratique, toutes les filtrations que nous considérerons seront relatives & la
dynamique f étudiée, si bien que nous omettrons de mentionner f : nous dirons « une
filtration» pour dire «une filtration pour f».

Définition 1.1.15. — Soient K,,..., K, une famille finie de compacts disjoints in-
variants d’un homéomorphisme f d’une variété M. Nous dirons qu’une filtration
Mo, My,...,M, pour f, est adaptée a la famille K,,..., K, si, pour tout i > 1,
K; est l’ensemble mazimal invariant de M; \ (Int(M;_,), c’est-a-dire

K; =) f/(M; \ Int(M;_,))

J€Z
Théoreme 1.1.16. — Soit f un difféomorphisme de Smale d’une variété compacte M.
Pour toute indexation Aq,...,A, de ’ensemble des piéces basiques de f, compatible

avec la relation d’ordre <, il existe une filtration de M, @ = Mg C My C ---C M,, =
M adaptée a la famille Ay, ..., A,.

L’existence de la filtration «séparant» les différentes piéces basiques montre que
chaque piéce basique est «isolée» du reste de la dynamique. Plus précisément :

Remarque. — Soit f un diffeomorphisme de Smale et soit A un compact de Q(f).
Les trois conditions suivantes sont équivalentes :
1. A est une piéce basique de f.

2. A est transitif et est isolé dans Q(f), c’est-a-dire qu’il existe un ouvert U tel que
UnQ(f) =A.

3. (saturation) A est transitif et quels que soient =,y € A on a :

We(z) NnW*(y) C A.

1.2. Ensembles saturés des difféomorphismes de Smale des surfaces

Pour classifier les diffeomorphismes de Smale d’une surface compacte, il ne suffit
pas de classifier les piéces basiques : nous devrons démeéler I’écheveau de leurs courbes
invariantes. Pour cela, nous allons considérer des ensembles hyperboliques, constitués
de piéces basiques et des intersections de leurs variétés invariantes, et possédant la
propriété de saturation de l'item 3 de la remarque terminant le paragraphe ci-dessus.
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Ces ensembles auront des propriétés analogues a celles des piéces basiques, mais ne
seront en général pas transitifs.
Définissons d’abord de fagon intrinséque les ensembles saturés :

Définition 1.2.1. — Soit f un difféomorphisme d’une surface compacte. On appellera
ensemble hyperbolique saturé un compact hyperbolique K invariant par f et vérifiant
la condition suivante :

zeKetye K = W(z)NnW¥(y) CK

Le reste de ce paragraphe a comme but de caractériser les ensembles saturés en
utilisant les piéces basiques et les points d’intersection de leurs variétés invariantes.

Soit S une surface compacte et f un difféomorphisme de Smale de S.

Définition 1.2.2. — On appelle «intervalle de piéces basiques » tout ensemble de piéces
basiques E vérifiant la propriété suivante :
Pour toutes piéces basiques A1, A, As,

A,As € EetA; < Ay < A3 = Ay € E,

ot < désigne l'ordre de Smale que nous avons défini au paragraphe 1.1.3

Remarquons qu’un intervalle ne correspond pas en général & une partie connexe
du diagramme de Smale.

Exemple. — L’ensemble des piéces basiques qui ne sont ni source ni puits est un in-
tervalle. Le diagramme de Smale restreint & cet ensemble n’est pas forcément connexe.
Chacune des composantes connexes de ce nouveau diagramme correspond 4 un inter-
valle : les intervalles de ce type seront I'un des objets de notre étude.

Définition 1.2.3. — Soit E un intervalle de piéces basiques de f, on appellera saturé
de E l’ensemble K union des piéces basiques de E et des intersections de leurs courbes
invariantes ; plus précisément :

K=Jw@n ] w@).
A€EE A€E
Proposition 1.2.4. — Soit E un intervalle de piéces basiques ne contenant ni source
ni puits. Le saturé K de E est alors un compact hyperbolique invariant.

La proposition se démontre par récurrence sur le nombre de piéces basiques que
contient E. Pour cela, nous aurons besoin du lemme suivant, qui montre la proposition
quand E ne contient que deux piéces basiques et qui sera la clef de la démonstration
pour passer de n & n + 1 piéces basiques :

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 1998



28 CHAPITRE 1. PIECES BASIQUES ET ENSEMBLES SATURES

Lemme 1.2.5. — Soit f un difféomorphisme de Smale d’une surface compacte, et
soient A1 et Ay deuz ensembles hyperboliqgues ne contenant ni source ni puits et tels
qu’il existe une filtration Sy C S1 C So adaptée a {A1, A2} (voir la définition 1.1.15).
Alors K = Ay U A2 U (W¥(A2) NW*5(A1)) est un compact invariant hyperbolique.

N

)

A1 (fer a cheval)
A2

£(S1)

S1
* indique des points du saturé de Ay U Aq

FIGURE 2. Le saturé de deux piéces basiques

Démonstration du lemme. — L’ensemble K = A; UA; U(W¥(A2)NW*(A;)) est bien
stir invariant par f. Nous devons montrer qu’il est compact et hyperbolique.

Pour montrer que K est compact, il suffit de vérifier que K est le maximal invariant
Nz f*(S2\Int(Sp)) du compact S\ Int(Sp). De I'inclusion f(S2) C Int(S2), on déduit
que W*(A») est incluse dans Ny f~*(S2) et donc dans (), £*(S2). On montre de méme
que W*(A;) est incluse dans () f*(S \ Int(So)) ; on en déduit que K est inclus dans
le maximal invariant de Sz \ Int(Sp). Réciproquement, soit z un point du maximal
invariant de Sy \ Int(Sp). Si toute lorbite de z est contenue dans Sy \ Int(S;) ou
dans S; \ Sp, alors z appartient & A2 ou & A;. Sinon, l'orbite de z rencontre & la fois
S2 \ Int(S7) et S; \ Int(Sp) ; comme f(S;) C Int(S1), on en déduit que 'a-limite de
z est incluse dans S \ Int(S;), et donc dans As, et que son w-limite est incluse dans
A;. Ceci montre que z € W*(A1) NW*(Az2). On a donc montré, dans tous les cas, que
z appartient & K.

Il reste & montrer que K est hyperbolique. Remarquons qu’en tout point ¢ € K
passent une variété stable et une variété instable de points de A; U A2, et que ces
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deux variétés sont transverses en x (car f vérifie la transversalité forte) : on a donc
bien une décomposition de ’espace tangent T'S|, en somme directe de deux droites,
et ce scindement est clairement invariant par f; par contre il n’est pas évident que
ce scindement soit continu, car les variétés invariantes d’ensembles hyperboliques ne
sont pas globalement des laminations. Voyons comment montrer la continuité de ce
scindement :

On peut définir la variété instable locale W*(A2) de 'ensemble invariant hyperbo-
lique A2 comme ’ensemble des points dont tout itéré négatif reste & distance inférieure
ou égale & un € > 0 petit fixé. Nous savons (voir [Sh]) que cette variété instable locale
est 'union des variétés instables locales des points de Ay qui sont des disques variant
continiment.

Considérons O,, = f™(Sz) \ Int(f~"(S1)). La définition d’une filtration implique
que la suite O,, est une suite décroissante de voisinages compacts de A;. En utilisant
le fait que A2 est le maximal invariant de Sy \ S1, on voit que Pintersection de la suite
des Oy est égale & Ay : on en déduit qu'il existe £ > 0 tel que Oy, soit inclus dans
P’e-voisinage de A,.

Le lemme suivant caractérise ’intersection de la variété instable de Ay avec le
domaine fondamental S; \ Int(f(S1)).

Lemme 1.2.6. — Avec les notations ci-dessus, on a :
W*(Az) N (S \ Int(f ﬂ £™(S2) N (81 \ Int(£(S1))).
Cet ensemble est en particulier compact.

Démonstration. — De la décroissance en n de la suite f™(Ss) on en déduit que la
variété instable de A, est incluse dans ﬂ5“°° f™(S2), ce qui montre ’inclusion du
terme de gauche dans celui de droite.

Montrons & présent 1’inclusion inverse. Remarquons d’abord I’inclusion

+oo
U £7(S1) € Int(£(S0))-
2
Soit z un point de (3> f™(S2) N (S1 \ Int(f(S1))) et donc dans
+o0 +o0
)\ U 0.
0 2
Remarquons que pour tout i > 0, le point f~%(x) appartient &

+oco +o0
N F(S2)\ U £(S).
—1 2—1
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On en déduit que I’ensemble alpha-limite a(z) est inclus dans
+oo +o0o
) S\ U £7(8)

et donc dans [ f™(Sz2 \ S1) = Az. Le point = appartient donc a la variété instable
de A2. |

compacité, continuité
et donc transversalité

uniforme des variétgs m
mvariantes

fan un d?Tazne
ondamenta

RANCE

f(S1)

S1

FIGURE 3. Les variétés invariantes dans le domaine fondamental S; \ Int(f(S1))

On en déduit de plus que, pour tout n > k, 'image par f~" de
W*(A2) N (S1\ Int(£(51)))
est incluse dans O, _; et donc dans Oy. Ceci étant vrai pour tout n > k, on déduit

du choix de k le fait que f~*~1[W*(A2) N (S1 \ Int(f(S1)))] est inclus dans la variété
instable locale W*(Az), et donc :

W*(A2) N (S1\ Int(£(S1) = fH W (A2) N (S1 \ Int(£(S1)))].

De légalité ci-dessus, et des propriétés de la variété instable locale de A;, on déduit
le fait que W¥(As) N (S1 \ Int(f(S1))) est un compact sur lequel 'espace tangent &
W*(Az) définit un fibré (en droite) continu.
Le méme argument permet de montrer que W*(A;) N (S1 \ Int(f(S1))) est un
compact sur lequel 'espace tangent & W®(A;) définit un fibré (en droites) continu.
Notons W = W*(A) NW¥(Az), Wo = KN (S1 \Int(S1)) = WN(S1 \ Int(f(S1))),
et W, = ", fi(Ws). Nous venons de montrer que les fibrés tangents aux variétés
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stables de A; et instables de A, sont continus sur Wy et I’on sait qu’ils sont transverses
et donc uniformément transverses sur Wy qui est compact. On en déduit qu’ils sont
uniformément transverses sur W,, pout tout n. De plus W est I'union croissante
des W,,. Pour n assez grand, W \ W,, se trouve contenu dans I’'union d’un petit
voisinage U; de A; et d’un petit voisinage Us de Ay (on peut prendre U = O,
définit précédemment). Pour tout point de W N Uy, le fibré stable est tangent aux
variétés stables locales des points de A;. Pour montrer la stabilité structurelle des
diffeomorphismes de Smale de classe C2, Robbin (voir [Ro, page 487 théoréme (10.1)])
montre que le fibré tangent aux variétés instables de A2 est prolongé continiment aux
points de A; par le fibré instable de A; . On peut prolonger de méme le scindage
défini aux points de W N U, par les fibrés stables et instables de Ay. (Le théoréme de
stabilité structurelle est montrée pour des difféomorphismes de classe C! dans [R];
pour se convaincre directement de la validité de la propriété d’extension continue des
fibrés invariants, le lecteur pourra aussi utiliser une version du A—lemma adaptée aux
ensembles hyperboliques, qu’il reconstituera par exemple & ’aide des chapitres 5 et 6
du livre de M. Shub [Sh]).

L’expansion uniforme des vecteurs du fibré instable et la contraction uniforme des
vecteurs du fibré stable se montrent en remarquant que, pour tous voisinages U;, Us
de A; et Ao, il existe n tel que toute orbite de K posséde au plus n points hors de U
et Uz.

O
Démonstration de la proposition 1.2.4. — On vérifie facilement que si E est un in-
tervalle de piéces basiques, alors il existe une indexation Ay, ..., A, (compatible avec
<) de l’ensemble des piéces basiques et i,j € {1,...,n}, ¢ < j, tels que :

E={A;...,A;}.

Considérons @ = Sy € S§; C --- C S, = S une filtration de S associée a cette
indexation des piéces basiques (voir la définition 1.1.15).

On montre la proposition par récurrence sur le nombre n = 1 + ¢ — j de piéces
basiques constituant E. Bien str la proposition est triviale quand n =1 .

Notons E; = E\ A;. La numérotation étant compatible avec <, E; est un intervalle
comportant n — 1 piéces basiques : notons K la saturation de E;. Par hypothése de
récurrence, K; est un compact invariant hyperbolique. En outre,

K =Ki UA U(W*(Aj) NW?(Kq)).

Notons So = S;_1, S1 = Sj_1, et Sy = S;. Les ensembles hyperboliques K; et A;,
munis de la filtration So C S; C S, vérifient les hypothéses du lemme 1.2.5 : le
choix de la filtration implique que K est le maximal invariant de S \§0, D’aprés le
lemme 1.2.5, K est donc un ensemble hyperbolique. O

Nous pouvons & présent caractériser les ensembles hyperboliques saturés des difféo-
morphismes de Smale des surfaces :
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Proposition 1.2.7. — Soit f un difféomorphisme de Smale d’une surface compacte.

1. Le saturé d’un intervalle E de piéces basiques est un ensemble hyperbolique si et
seulement si toute orbite périodique puits ou source de E n’est comparable pour
< d aucune autre piéce basique de E.

2. Tout ensemble hyperbolique saturé de f est le saturé d’un intervalle de piéces
basiques.

Démonstration. — L’item (1) est une conséquence facile de la proposition 1.2.4 et de
la remarque suivante :

Remarque. — Soit x un point non-périodique appartenant a la variété stable d’une
orbite périodique puits ou & la variété instable d’une source. Il ne peut appartenir a
aucun ensemble hyperbolique.

En effet, choisissons par exemple le point z dans la variété stable d’un puits p. Il
existe un point y d’une piéce basique de f tel que x appartienne 4 la variété instable
de y. Soit v un vecteur non-nul tangent en x & W*(y). Comme v est aussi tangent &
la variété stable de p, les itérés positifs et négatifs de v tendent en norme vers 0 ce
qui interdit & £ d’appartenir & un ensemble hyperbolique.

Montrons litem (2) :

Soient K un ensemble hyperbolique saturé et £ € K qui n’est pas un point pé-
riodique puits ou source. Il existe deux piéces basiques A; et Ao telles que = €
We(A1) N W*(As) (si = appartient & A; on prend Ay = A;). Nous devons montrer
que toute piéce basique A, vérifiant A; < A < A,, est incluse dans K.

Le compact invariant K contient I'w-limite de z, donc contient un point z; de
A;. La condition de saturation appliquée & z; montre que K contient ’adhérence
de W#(z1) N W*(z;), et donc contient A;. En remplacant w-limite par a-limite on
montre que K contient A,.

Toute piéce basique A; < A < A, est contenue dans ’adhérence de W*(A;) N
W*(A3) et donc dans K. De plus, la remarque ci-dessus permet de voir que A; ne
peut étre un puits et que A2 ne peut étre une source. O

De la proposition 1.2.7 et du théoréme 1.1.16, on déduit le corollaire suivant :

Corollaire 1.2.8. — Soit f un difféomorphisme de Smale d’une surface compacte, et
soit K un ensemble hyperboligue saturé de F'. Alors il existe une filtration So, S1 pour
f, adaptée & K (c’est-a-dire que K est le mazimal invariant de Sp \ Int(Sp)).

Remarque. — On pourrait définir de la méme maniére les ensembles hyperboliques
saturés et les saturés d’intervalles de piéces basiques, pour des difféomorphismes de
variétés de dimension plus grande que 2. On montre alors que le saturé d’un inter-
valle E est hyperbolique si et seulement si deux piéces basiques de E ne sont pas
comparables dés que la dimension des variétés stables de leurs points ne sont pas
identiques.

ASTERISQUE 250



1.3. VOISINAGES INVARIANTS D’ENSEMBLES SATURES EN DIMENSION 2 33

1.3. Voisinages invariants d’ensembles saturés en dimension 2

Soient f un diffeomorphisme de Smale d’une surface compacte et K un ensemble
hyperbolique saturé de f. Le but de ce paragraphe est de construire des voisinages
ouverts de K, invariants par f, particuliérement simples : ils sont de topologie finie
c’est-a-dire qu'’ils sont homéomorphes & une surface compacte privée d’un nombre fini
de points.

Plus précisément, nous allons montrer la proposition suivante :

Proposition 1.3.1. — Soit f un difféomorphisme de Smale d’une surface compacte S,
et soit K un ensemble hyperbolique saturé de f. Alors il existe un ouvert U invariant
par f, contenant K, et possédant en outre les propriétés suivantes :

1. K est le mazimal invariant de tous ses voisinages relativement compacts dans
U. C’est aussi le compact invariant mazimal de U.

2. U est difféomorphe & une surface compacte (sans bord) S privée d’un ensemble
fini de points py,...,p. De plus S posséde un difféomorphisme de Smale f
ayant les points p; comme points périodiques attracteurs ou répulseurs. Enfin,
la restriction de f @S \ {p1,...,m} est conjuguée a la restriction de f a U par
un difféomorphisme.

Pour montrer la proposition, nous allons considérer une filtration {Sg, S1} pour f
adaptée & K (voir le corollaire 1.2.8), et nous montrerons que 'union des itérés de
51\ Int(Sp) posséde toutes les propriétés requises. Pour prouver que cet ensemble est
de topologie finie, nous aurons besoin de contréler la topologie d’une union infinie
d’itérés d’une surface a bord : c’est ce que fait le lemme suivant.

Lemme 1.3.2. — Soit S une surface compacte orientée, ¥ C S une surface compacte
a bord et h un homéomorphisme de S, préservant l’orientation et tel que l’on ait :

¥ C h(Int(X)).
Alors :

1. L’union U = |, ez h"(M(X) \ ) est un ouvert ayant un nombre fini de compo-
santes connezes.

2. Chagque composante conneze C de U est un cylindre.

3. Il existe i € N tel que h*(C) = C, de plus la restriction de h' a C est conjuguée
a une translation.

Démonstration. — 1) Appellons U,, = J",, h*(h(Z) \ Int(X). Comme h?(X) est inclus
dans A/*1(Z), on voit que
U, = ™ (Z) \ h~"(Int(5).

Comme h~™(X) est inclus dans lintérieur de hA"*1(X) le bord de U, est égal &
Oh™1(X) U Oh~™(X) (deux copies disjointes h"*t1(8X) et h~™(0X) du bord de ).
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Chaque composante connexe de U, étant de bord non vide (car S est connexe) le
nombre de ces composantes connexes est borné indépendamment de n. On en déduit
que Pensemble des composantes connexes de U (union croissante des U,) est fini.
Comme U, est inclus dans l'intérieur de U,1, on voit que U est ouvert.

2 et 3) Remarquons que Uy = h(X) \ Int(X) est un domaine fondamental de la
restriction de h & U. Le quotient U/h de U par h est obtenu & partir de Uy en
identifiant par h les deux copies 9% et h(9X) du bord de ¥ qui forment le bord de
Up. On en déduit que U/h est une surface compacte sans bord et que la projection
est un revétement.

Soit C une composante connexe de U. L’ensemble des composantes connexes de U
est fini, et h induit une permutation de ces composantes ; notons k la période de la
composante C. Le quotient C/h* de C par h* est une composante connexe de U/h
donc est une surface compacte orientable connexe sans bord. La projection de C' sur
C/h* est un revétement cyclique ; comme h* est d’ordre infini le revétement est infini
cyclique. Comme C est inclus dans S, C est (par définition) de genre fini.

Toute surface compacte admettant un revétement infini cyclique de genre fini est
un tore T2, et I’espace total du revétement est donc un cylindre. Enfin, h* est le
générateur du groupe des automorphismes de ce revétement donc h* est conjugué &

une translation. O
Corollaire 1.3.3. — Sous les hypothéses du lemme, notons Uy 'union
Uy = | r" () \ D).
n>0

Alors le bord dans U de U, est exactement 0X. De plus, il eziste une surface com-
pacte a bord U, munie d’un homéomorphisme h possédant un ensemble fini p1,...,p
de points périodiques attracteurs, telle que Uy \ {p1,...,pi} soit homéomorphe a U,
par un homéomorphisme conjuguant h a h.

Démonstration. — Notons U;F = Ji_, h*(R(E) \ X). Alors le bord de U est égal
a 0¥ U f*(0X). D’apreés le lemme 1.3.2, 'homéomorphisme h agit proprement et
librement sur U, donc f™(9X) sort de tout compact de U quand n tend vers I'infini.
De plus, U, est 1'union croissante des U;' : on en déduit que son bord dans U est égal
aox.

Soit C une composante connexe de U et k sa période pour f. D’apreés le lemme 1.3.2,
on peut identifier C avec R x S* et I’lhoméomorphisme h* avec la translation (t,8) —
(t+1,8). Choisissons s tel que le cercle ¢; = {t} x S* rencontre U,.. Comme U, NC est
invariant par h*, pour tout n > 0, le cercle h™(c;) = ct4+n rencontre U,. Cependant,
pour n assez grand, cyyn est disjoint de O% et plus précisément X C] — oo, t+n[xSt.
Le demi-cylindre fermé [t + n, +0o[xS? est d’intersection non vide avec U; N C mais
est disjoint de son bord (dans U), donc est contenu dans U; N C. Un raisonnement
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analogue permet de montrer que pour n assez grand U, N C est disjoint du cylindre
] —o0,t —n] x St

Notons C la compactification de C par deux points N et S, telle que C soit homéo-
morphe 3 la sphére S2, et que h* soit conjugué a la dynamique «nord-sud». Alors
U, U {S} est une partie compacte de la sphére S? dont le bord, qui est égal &4 SN C,
est une union finie de courbes simples disjointes. On en déduit que U4 U {S} est une
surface & bord et que h* induit un homéomorphisme ayant S comme unique point
fixe attracteur.

On obtient la surface a4 bord U, annoncée en compactifiant comme ci-dessus les
intersections de U, avec chaque composante connexe de U. |

Démonstration de la proposition 1.3.1. — D’aprés la proposition 1.2.7, le compact
hyperbolique K est le saturé d’un intervalle de piéces basiques. Le corollaire 1.2.8
permet alors de choisir deux sous-variétés compactes & bord Sp et S; de S ayant les
propriétés suivantes :

So C Int(f(Sp)) C f(So) C Int(S;) C S1 C Int(f(S1))

K= () f"S1\So).
neEL

Considérons U = |J,,cz f™(S1 \ So). Remarquons que, puisque le bord de S; est
contenu dans l'intérieur de f(S1 \ So), U = U,z Int(f*(S1 \ So))-

1) Soit O C U un voisinage compact de K. La famille Int(f¢(S; \ So)), € Z est un
recouvrement ouvert du compact O. Il existe donc n € N tel que O C J”,, f(S1\So)-
Rappelons que K est le maximal invariant de S; \ Int(Sp). Soit £ € O un point
n’appartenant pas & K. Il existe donc i tel que fi(z) soit n’est pas dans S, soit est
dans l'intérieur de Sy :

- dans le premier cas, f"T¢(z) n’appartient pas a f™(S;) et donc n’appartient pas
a O (les f™(S1) étant croissants, on a U, C f™(S1))

- dans le second cas, f~"*%(z) appartient & f~"(Int(Sp)) et donc (par un raison-
nement analogue au premier cas) n’appartient pas & O.

Ceci montre que z € O\ K n’appartient pas au maximal invariant de O. L’inclusion
réciproque est immédiate puisque K C O est invariant par f. Ceci achéve la démons-
tration de l'item (1).

2) Remarquons que U peut s’écrire

U= J S0\ f~1mt(So))) U (S1 \ Int(So)) U |J £"(f(S1) \ Int(S1))
n>0 n>0

(voir la figure 4).

Le corollaire 1.3.3 dit que {J,,5o f™(f(S1) \ Int(S1)) admet une compactification
en une surface compacte & bord de bord 85y, en complétant f par un nombre fini
d’orbites périodiques attractrices.
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S1

S1 \ Int Sy

UF~"(So \ £~*(Int So) U £™(f(S1) \ Int Sy)

MMM So \ /1 (1nt So) E 7(51) \Int S,

FIGURE 4. Construction d’un voisinage invariant d’un ensemble hyperbolique

Posons S; = S \ Int(Sp). Remarquons que Sp et Sz ont méme bord et que

So \Int(f 7' (So)) = £(S2 \ Int(S2));

de plus, Sy vérifie les hypothéses du lemme 1.3.2. Le corollaire 1.3.3 implique donc
que U, 50 f™(So \ 71 (Int(S1))) se compactifie en une surface compacte de bord 8.5y,
en complétant f par un nombre fini d’orbites périodiques répulsives. On en déduit
facilement que U est un ouvert homéomorphe & une surface compacte S privée d’un
ensemble fini de points p; et que la restriction de f & U se compléte sur S de facon
que les p; soient des points périodiques attracteurs ou répulseurs.

Lemme 1.3.4. — Soit D un disque et un homeomorphisme ¢ de D dans son intérieur
ayant un unique point fixe P attracteur. Supposons de plus que I’homéomorphisme
o est un difféomorphisme sur D \ P. Il existe un difféomorphisme ¢ de D dans son
intérieur coincidant avec ¢ prés du bord de D et possédant comme unique point fize
le point P, qui est de plus attracteur.

Démonstration. — Considérons le tore T, quotient par ¢ de D \ P . Considérons
I’homothétie de rapport 1/2 de centre P definie sur un disque A centré en P contenu
dans D .Le quotient par cette homothetie de A\ P est un tore T} /5. Nous conviendrons
d’appeler paralléle les images dans chacun des tores respectivement du bord de D et
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du bord de A. Les deux tores sont munis d’une structure différentiable puisque ¢
est diffeomorphisme hors de P. Nous pouvons choisir un difféomorphisme de T, sur
T} 2 qui envoie parall¢le sur paralléle. En découpant le long des paralléles on obtient
un difféomorphisme d’un domaine fondamental de ¢ sur un domaine fondamental
de I’homothétie qui s’étend en un difféomorphime h de D \ P sur A \ P conjuguant
¢ et Phomothétie. Le diffeomorphisme h se prolonge continiment en P. Il reste &
construire un difféomorphisme hde D \ P coincidant avec I’identité prés du bord de
D et avec h prés de P. On obtient ¢ en conjuguant ¢ par h. O

On se convainc maintenant facilement que ’on peut lisser comme ci-dessus f de
facon & ce qu’il soit un difféomorphisme. Ce difféomorphisme est de Smale puisque,
par l’item (1), le maximal invariant de tout compact disjoint des p; est inclus dans K
qui est un ensemble hyperbolique. O

Remarque. — L’ouvert invariant U que nous venons de construire dépend, comme
sous-ensemble de la surface S, du choix de la filtration isolant ’ensemble hyperbolique.
La classe de conjugaison de la restriction de f & U aussi, et méme la topologie de
Pouvert U. L’exemple le plus simple est construit & ’aide d’une dynamique sur la
sphére, temps 1 d’un champ de vecteur Morse-Smale ayant deux selles s; et sg, deux
puits et deux sources comme sur la figure 5.

Dans cet exemple, les deux filtrations {X;} et {X!}, i € {0,1,2}, représentées
définissent deux ouverts U et U’ voisinages de la méme selle s; et les restrictions de
f a U et U' ne sont pas conjuguées, comme on peut le voir sur la figure 5.

On peut obtenir des ouverts non-homéomorphes 4 ’aide d’une dynamique sur le
tore temps 1 d’un champ de vecteurs Morse-Smale ayant trois selles s, $2,s3 en
prenant {s;, sz} comme ensemble hyperbolique.

Etudions & présent la dynamique et la position des variétés invariantes dans cet

ouvert invariant :

Proposition 1.3.5. — Soit K un ensemble hyperbolique saturé d’un difféomorphisme
de Smale f d’une surface compacte S, et soit U un voisinage invariant de K construit
par la proposition 1.3.1.

1. Si X est un compact de U disjoint de W*(K), alors pour tout compactY C U,
lensemble des entiers n > 0, tels que f™(X)NY soit non-vide, est fini.

2. Soit S; C S la surface a bord ayant servi pour la construction de U. Alors

WeEK)=UN () f(S).

n>0

Démonstration. — Remarquons d’abord que U, comme tout voisinage invariant de
K, contient les variétés invariantes de K.
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S1 \ Int Sy

FIGURE 5. Ouverts invariants construits a 1’aide de filtration

De ’hypothése S; C f(Int(S1)), on déduit que pour tout n > 0, tout point = ¢
f~™(S1) a son orbite positive disjointe de f~™(S1). On en déduit que = n’appartient
pas & la variété stable de K ; en d’autres termes, W*(K) C f~™(S1) NU donc

W*(K) cUN [ F™(S).

n>0

Voyons la réciproque.

Soit  C U N[>0 f~"(S1), et soit y € w(z). Nous allons vérifier que I'orbite de y
est contenue dans S \ Sp, ce qui implique que y appartient & K (maximal invariant
de S; \ Int(Sp)) ; on en déduira que I’?-limite de = est contenu dans K et donc que
z € W*(K).

Remarquons que toute ’orbite positive de x est incluse, par définition, dans S; et
que son orbite négative aussi car f~(S;) C S;. De la compacité de S;, on déduit que
I’orbite de y est incluse dans S;.

Remarquons que z € U implique l’existence de n tel que = ¢ f*(Sp), donc f!(z) ¢
f™(So) pour tout { > 0. On en déduit que w(z) est disjoint de f™(Sp), et donc aussi
de Sp. L’orbite de y est donc disjointe de Sg, ce qui conclut.
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Soit X C U un compact disjoint de W*(K). De ce qui précéde, on déduit que
X NNpso f"(S1) = @ : il existe donc n > 0 tel que f*(X)NS; = &, et pour tout
1>0,o0na fi**(X)NfY(S;,) = @. Il reste & remarquer que, pour tout compact Y C U,
il existe lg > 0 tel que Y C fl(S;). Alors, pour tout I > lp, f*+!(X) est disjoint de
Y. O

Corollaire 1.3.6. — Les variétés invariantes W*(K) et W*(K) sont fermées dans U.

Démonstration. — En effet, W*(K) est le complémentaire dans U des bassins d’at-
traction des puits du diffeomorphisme de Smale f que nous venons de construire. On
conclut de méme pour les variétés instables. O

En 6tant de S des disques invariants par f autour des points périodiques attrac-
teurs, et invariants par f~! autour des points périodiques répulseurs, on déduit de la
proposition 1.3.1 le corollaire suivant :

Corollaire 1.3.7. — Soit f un difféomorphisme de Smale d’une surface compacte, et
soit K un ensemble hyperbolique saturé de f. Alors il existe une filtration So C Si
telle que K soit le mazimal invariant dans Sy \ So et que, pour tout i, l’adhérence de
Si \ f(S:) soit Uunion d’un ensemble fini de couronnes disjointes (voir la figure 6).

FIGURE 6. Voisinage d’un ensemble saturé, avec entrée et sortie
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CHAPITRE 2

GEOMETRIE DES COURBES INVARIANTES

Notons S une surface connexe compacte (sans bord) et f: S — S un difféeomor-
phisme de Smale. On supposera désormais que S est orientée et que f préserve l’orien-
tation. Soit K un ensemble hyperbolique saturé de f, ne contenant ni puits ni source.

La structure de produit local de K dit que les variétés stables et instables forment
localement un quadrillage ; nous exploiterons dans cette partie l'invariance par f de
ce quadrillage et la compacité de S.

2.1. Points bords d’une piéce basique ou d’un ensemble hyperbolique sa-
turé

Soit z un point de W*(K), il existe un point y € K tel que x € W?(y); nous
noterons W#(x) = W#*(y) la courbe stable passant par le point . Nous appellerons
séparatrice stable de z une composante connexe de W?(z) \ {z} (cette notation est
classique pour les points périodiques). On parlera de méme de la variété instable
W*(z) et des séparatrices instables de z € W*(K).

Soit z un point de la variété stable de K. Il existe un homéomorphisme h du carré
Q@ =] —1,1[2 dans S, tel que h(0,0) = z et tel que A(Q)NW?*(K) = h(]—1,1[xF), ou
F est un fermé de |—1, 1[. En d’autres termes, W¢(K) est une lamination au voisinage
de chacun de ses points (en fait les variétés invariantes sont les feuilles d’un feuilletage
invariant par le difféomorphisme f, défini au voisinage de K et dont on trouvera la
construction dans [Mo1]). On dira que le point z est de type s-bord s’il appartient &
un arc h(] — 1,1[xy) oi y est 'extrémité d’une composante du complémentaire de F'
dans | — 1, 1[. En remplacant stable par instable, on définit de méme les points de type
u-bord.

Remarque. — Un point « € K est de type s-bord (resp. u-bord), si et seulement s’il
existe un intervalle borné de sa variété instable (resp. stable) admettant  dans son
adhérence et disjoint de K (voir la figure 1).
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WS

Fi1GURE 1. Un point de type s-bord

On dira qu’un point z € W*(K) est un double s-bord s’il existe un intervalle ouvert
d’une courbe transverse en x & W?(K), contenant le point x et tel que z soit I’'unique
point d’intersection de W#(K) avec cet intervalle.

Un point s-bord et u-bord sera dit un coin.

La proposition suivante est, pour l’essentiel, due & J. Palis et S. Newhouse (voir
[NePa])

Proposition 2.1.1

1.

Si x est un s-bord, alors tout point de son orbite par f est un s-bord, et tout
point de W*(z) est un s-bord.

. Si x est un point périodique et est un s-bord, alors l'une des séparatrices de

WH(z) est disjointe de K.
L’ensemble des orbites périodiques s-bord est fini.

Sixz € K est un point tel que l'une des séparatrices de W"(x) ne rencontre pas
K, alors x est un point périodique.

. Si x est un s-bord alors x est sur la variété stable d’un point périodique s-bord.

Si K ne posséde aucun bord, f est Anosov.

Si K posséde des u-bords mais pas de s-bord, alors K est un attracteur hy-
perbolique (éventuellement non-transitif).

(S’il posséde des s-bords et des u-bords, on dira que K est de type selle).
Un point x € W*(K) est un double s-bord si et seulement s’il appartient ¢ la

variété stable d’un point périodique dont l’orbite est une piéce basique qui est
minimale pour < parmi les piéces basiques contenues dans K.
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Démonstration. — L’item (1) est une conséquence facile de I’invariance de W*(K)
et W*(K) par f, ainsi que de la structure de produit local. Pour montrer I'item (2), il
suffit de remarquer que, si une séparatrice instable d’un point périodique = contient
un point de K autre que z, alors elle contient une suite de points convergeant vers x.

Montrons l'item (3) par absurde : supposons qu’il existe une suite infinie (Zn)nen
de points périodiques de type s-bord ; puisque K est compact, quitte & extraire une
sous-suite, on peut supposer que cette suite converge vers un point y € K, et quitte &
extraire une sous-suite, on peut supposer que les x; sont tous dans un petit voisinage
de y, sur lequel K a une structure produit. On peut donc projeter les x; sur la variété
instable locale W (y) le long de leur variété stable : notons Z; cette projection.
Choisissons trois indices i, j, k tels que le point Z; appartienne au segment de W% _(y)
joignant T; & Zj. Alors chacune des séparatrices instables issues de z; rencontre la
variété stable de x; ou de x, en un point de K, ce qui contredit (d’apres (2)) le fait
que z; soit s-bord (voir la figure 2).

T il
— —Q—
To T2

‘133 Y 53

Y
FIGURE 2. Accumulation de points périodiques s-bord

Montrons l'item (4) : soit € K tel que 'une des séparatrices instables issues de x
soit disjointe de K. Notons W (z) cette séparatrice. Notons y un point d’accumulation
de la suite (f~"™(z)),n € N, et soit (n;),i € N une suite strictement croissante telle
que les f~™(z) convergent vers y et soient tous dans un petit voisinage de y dans
lequel K a une structure de produit. Chaque f~™i(z) a une séparatrice disjointe de
K : la preuve de 'item (3) montre déja que trois points f~"(z), f~™ (z) et f~™ ()
ne peuvent avoir des projections différentes sur la variété instable locale de y (le long
de leurs variétés stables locales). L’ensemble des projections des points f~™(z), pour
n; assez grand, sur la variété instable locale de y se réduit donc & deux points au plus.
La convergence de la suite de ces projections vers y implique que pour n; encore plus
grand, cette projection est le point y lui-méme. (voir la figure 3). On en déduit que la
variété stable du point y est périodique; notons n sa période. Comme f™ |y, est
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une contraction, W#(y) est la variété stable d’un point périodique. La dynamique de
f~" en restriction & cette variété invariante est une dilatation : en particulier, tout
point a un nombre fini d’itérés négatifs par f qui appartiennent & un segment compact
fixé de cette variété stable. Or, pour une infinité de valeurs de ¢, f~™ (z) appartient &
la variété stable locale de y : cette suite de points est donc finie (et en fait constante),
c’est-a-dire que z est un point périodique de type s-bord.

W (y)
/A |
//A\ S
T —
y

FIGURE 3. Accumulation d’itérés négatifs d’'un point s-bord

Prouvons litem (5). Soit g € W#*(K) un point s-bord, il existe un point z € K
tel que g € W*(z). Nous avons remarqué qu’il existe un intervalle Z d’extrémité z,
contenu dans W*(z) et disjoint de K. Les intervalles f™(Z),n > 0 restent disjoints de
K, et leur longueur reste supérieure 4 un nombre € > 0. En effet, la variété instable
locale de K est dilatée par f : il suffit de prendre € plus petit qu’un minorant de la
longueur de 7 et de la longueur des séparatrices instables locales.

Montrons par ’absurde que tout point appartenant i 'w-limite de x posséde une
séparatrice ne rencontrant pas K. Soit y € w(x) appartenant & l'intérieur d’un segment
instable [y1,y2]* dont les extrémités appartiennent & K. Il existe k& > 0 tel que le
segment [f*(y1), f ¥ (y2)]" est de longueur inférieure 4 ¢ ; le point f~*(y) appartient
aussi & w(x). Soit (n;) une suite tendant vers +oo telle que f™(z) converge vers
f7*(y). En utilisant la structure de produit local au voisinage de f~*(y), on obtient
une contradiction puisque la longueur des f™(Z) reste supérieure a €.

De Yitem précédent, on déduit que tout point de w(z) est un point périodique
s-bord : on en déduit que x appartient & la variété stable d’une orbite périodique de
type s-bord.

Voyons a présent ’item (6). Si K n’a pas de point s-bord, la structure de lamination
locale de W#(K) implique que W*(K) contient un voisinage de chacun de ses points,
donc est un ouvert : K est donc un attracteur hyperbolique.

Si de plus K n’a pas de point u-bord, W*(K) est ouvert, ce qui implique que
K = W3(K)NW*(K) est lui aussi ouvert : K = S et f est un difféomorphisme
d’Anosov.

Enfin démontrons l'item (7). D’aprés litem (5), tout point double s-bord est sur la
variété stable d’un point périodique double s-bord, dont les deux séparatrices instables
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(d’apres (2)) sont disjointes de K. L’orbite de ce point périodique n’a pas d’intersec-
tion homoclinique. On en déduit que cette orbite périodique est une piéce basique de
f, qui est minimale dans K pour la hiérarchie de Smale. O

Définition 2.1.2. — On appellera séparatrice stable libre une séparatrice d’un point
périodique u-bord de K qui est stable et disjointe de K. On définit de méme une
séparatrice instable libre.

2.2. s-arches, u-arches, rectangles

La structure de produit local de K va nous permettre de distinguer certains rec-
tangles de S et certains intervalles des courbes invariantes.

Définition 2.2.1 (Rectangles). — Soit R une partie de la surface S. On dira que R
est un rectangle pour K, s’il existe deur segments I,J C R et un homéomorphisme
h: I x J — R ayant les propriétés suivantes :

Notons OI ’ensemble des extrémités du segment I (En particulier si I est réduit a
un point, alors I = I). Alors on a : h((8I) x J) C W*(K) et h(I x 8J) C W*(K).

Pour tout t € J, h(I x {t}) est soit disjoint de W*(K) soit inclus dans W*(K),
et de méme, pour tout s € I, h({s} x J) est soit disjoint de W*(K) soit inclus dans
W*(K).

On notera 0°(R) = h(I x 8J) et on lappellera le bord stable de R, et de méme
8%(R) = h(0I x J) sera le bord instable de R.

Remarquons que R peut étre réduit & un intervalle ou méme & un point; on dira
dans ce cas que R est un rectangle dégénéré.

point de K
z
/__\/_sépamtrice instable de T
)))/ \L point de K
R

FIGURE 4. Situation interdite
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Remarque. — Avec la définition ci-dessus, si x est un point périodique de type s-bord
contenu dans un rectangle R, alors x est sur le bord stable de R : en effet, d’aprés la
proposition 2.1.1, I'une de ses séparatrices instable est libre (c’est-a-dire disjointe de
K) (voir figure 4).

On utilisera parfois la notion de rectangle immergé, que I'on définit de fagon iden-
tique & la définition ci-dessus, & ceci prés que h est un homéomorphisme local, et non
pas un homéomorphisme.

Définition 2.2.2 (Arches). — On appellera u-arche tout segment de variété instable
d’un point de K, d’extrémités sur K et ne rencontrant K qu’en ses ertrémités.

Définition 2.2.3 (Arches équivalentes). — On dira que deux u-arches différentes sont
équivalentes s’il existe un rectangle non-dégénéré, éventuellement immergé, dont le
bord instable est l'union des deuz arches.

On définit de facon analogue la notion de s-arches équivalentes.

=

a@o

Jmm;

FIGURE 5. Arches équivalentes

Remarques
0. Dans la définition ci-dessus nous avons imposé aux rectangles d’étre non dégé-
nérés pour éviter la pathologie représentée sur la figure 6

1. L’«équivalence» d’arches définie ci-dessus est bien une relation d’équivalence si
I’on impose de plus qu’une arche est équivalente a elle-méme. La réunion de deux
rectangles ayant un co6té commun est encore un rectangle qui peut cependant
étre seulement immergé méme si les deux rectangles initiaux sont plongés. Ceci
garantit la transitivité de la relation.

2. Si ap et a; sont deux u-arches équivalentes, alors, pour tout n € Z, f™(ap) et
f™(01) sont équivalentes : il suffit de considérer I'image par f™ du rectangle
réalisant 1’équivalence entre ag et ;.
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FIGURE 6. Deux arches a; et as non équivalentes, dont I'union forme
un rectangle dégénéré

. D’aprés la remarque ci-dessus, f agit sur les classes d’équivalence d’arches : on
pourra donc parler de l’orbite pour f d’une classe d’équivalence d’arches.

. Soient ag et a; deux u-arches équivalentes et soit R le rectangle réalisant 1’équi-
valence. L’intersection W*(K) N R est réduite au bord stable 8°(R) de R (voir
la figure 7.

FIGURE 7. L’intérieur d’un rectangle réalisant I’équivalence de deux
u-arches ne rencontre pas W*(K)

. Dans la définition d’arches équivalentes, nous sommes obligés d’accepter des
rectangles non-plongés quand K admet des points double-bord. En effet, la
configuration suivante (voir figure 8) est possible :

Plus précisément, on peut montrer que si le rectangle réalisant ’équivalence
entre deux arches a; et as n’est pas plongé, ces deux arches ont leurs deux
extrémités sur la méme séparatrice. De plus, cette séparatrice est un double-
bord. Enfin chacune des arches a; joint les deux cotés de la séparatrice.

. Il existe exactement un rectangle définissant 1’équivalence entre deux arches
différentes.

Le but de ce paragraphe est de prouver :

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 1998



48 CHAPITRE 2. GEOMETRIE DES COURBES INVARIANTES

FIGURE 8. Un rectangle non-plongé

Proposition 2.2.4. —  L’ensemble des orbites (pour f) de classes d’équivalence de
u-arches est fini.

Démonstration

Lemme 2.2.5. — Fizons I un segment compact inclus dans une une variété stable
d’un point périodique de type s-bord, et ne contenant pas le point périodique. Alors
l’ensemble des classes d’équivalence d’arches ayant au moins une extrémité sur I est
fine.

Démonstration du lemme. — Le segment I pouvant a priori étre un double-bord,
fixons un des cotés ou I est un bord et considérons les segments de variétés instables
d’origine sur I et partant de ce c6té. Soit z un point de I N K. On sait que x n’est
pas périodique, donc d’aprés I'item (4) de la proposition 2.1.1, la séparatrice instable
issue de z (et partant du coté fixé) rencontre K en d’autres points. Par compacité
de K, il existe un premier point y d’intersection de cette séparatrice avec K, et le
segment instable [z,y]* est une u-arche. Inversement, toute extrémité dans I d’une
u-arche est un point de IN K : K NI est donc égal 4 '’ensemble des extrémités dans
I de u-arches partant du coté fixé.

D’autre part, quitte & considérer I'image de la u-arche [z,y]* par une puissance
négative de f, on peut la supposer contenue dans un ouvert ayant une structure de
produit local. On en déduit que, pour tout z € K N I, il existe un voisinage U, de z
dans I tel que, pour tout z € U,N K, les u-arches issues de x et de z sont équivalentes :
on en déduit le lemme par compacité de I N K. O

La proposition se déduit du lemme en considérant un domaine fondamental (com-
pact) sur chaque séparatrice de type bord : chaque u-arche posséde alors un itéré par
f ayant l'une de ses extrémités sur les segments fixés, ce qui prouve la finitude de
I’ensemble des orbites de classes d’équivalence d’arches. O

Définition 2.2.6. — On appellera domaine d’une classe d’arche l"union des rectangles
réalisant ’équivalence entre deuz éléments de cette classe.
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On dira qu’une arche est extrémale si elle est incluse dans le bord du domaine
de sa classe (on voit facilement qu’une classe d’équivalence posséde au plus 2 arches
extrémales).

2.3. Zips et attracteurs hyperboliques
Définissons un type de classe d’équivalence d’arches trés particulier :

Lemme 2.3.1. — Soit o une u-arche et A sa classe d’équivalence. Alors les propositions
suivantes sont équivalentes :
1. A posséde au plus une arche extrémale, et n’est pas réduite a c,
A ne posséde pas d’arche extrémale,
il existe n # 0 tel que f*(A) = A,

il existe n # 0 tel que f™(a) soit équivalente d a,

SRS

soit W une séparatrice stable sur laquelle a posséde une extrémité. Alors a est
équivalente G toute s-arche ayant une extrémité sur W (et partant du méme coté
de W que a, si W est un double s-bord).

Indiquons briévement la démarche a suivre. L’équivalence entre (3) et (4) vient
directement de la définition d’équivalence d’arches. On montrera que (4) implique (5)
en remarquant que les arches ayant une extrémité sur W entre a et f™(a) (et du méme
coté) sont alors équivalentes & a; cet intervalle contient un domaine fondamental de
W, et 'on couvre alors W par les itérés de cet intervalle. Le fait que (5) implique (3)
se déduit de la périodicité de la séparatrice W. Le fait que (1) ou (2) implique (5)
peut se voir de la fagon suivante : le choix d’une orientation de a permet (unicité du
rectangle définissant ’équivalence) d’orienter toutes les arches de la classe A de «a;
Pensemble des origines (ou des extrémités) des arches de la classe A est l'intersection
d’un intervalle de W avec K ; les extrémités, si elles existent, de cet ensemble doivent
correspondre & des arches extrémales. (Nous laissons au lecteur le soin d’achever la
démonstration de ce lemme.)

Définition 2.3.2. — Si une classe d’équivalence de u-arches vérifie l’'une des proposi-
tions du lemme 2.8.1, on dit que la classe d’équivalence A est un zip. On définit de
méme les zips pour les classes d’équivalence de s-arches.

Un zip A sera dit dégénéré si une arche a € A a ses deux extrémités sur la méme
séparatrice stable (qui est dans ce cas un double s-bord) (voir la figure 10).

Exemple. — Si K est un attracteur hyperbolique transitif, non réduit & une orbite
périodique, alors toute classe d’équivalence de s-arches est un zip non dégénéré : en
effet toute séparatrice instable d’un point de K est incluse dans K, ce qui interdit
l’existence de s-arche extrémale.
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FI1GURE 9. Un zip

FIGURE 10. Un zip dégénéré

Le bassin d’attraction d’un attracteur hyperbolique non-périodique est feuilleté
par les variétés stables des points de I'attracteur. L’hypothése de transversalité forte
des difféomorphismes de Smale entraine alors d’importantes restrictions sur les va-
riétés instables des autres piéces basiques qui rencontrent ce bassin d’attraction. Ces
conditions sont si restrictives que, trés souvent, un difféfomorphisme f d’une surface
compacte vérifiant ’Axiome A mais possédant un attracteur hyperbolique ne peut
vérifier la tranversalité forte : ceci fournit les seuls exemples (connus & ce jour) d’ou-
verts, pour la C!-topologie, de difféomorphismes structurellement instables de surfaces
compactes. Plus précisément :

Parenthése heuristique sur les ouverts d’instabilité :

Proposition 2.3.3. — Soit f un difféomorphisme d’une surface compacte, possédant
un attracteur hyperboligue non-périodique transitif A et un point périodique p. On
suppose que la variété instable de p rencontre le bassin d’attraction W*(A) mais n’est
pas topologiqguement transverse au feuilletage défini sur W*(A) par les variétés stables
des points de A. Alors f appartient a lintérieur, pour la C'-topologie, de I’ensemble
des difféomorphismes C*-structurellement instables.

La proposition se montre aisément en utilisant le fait que Pattracteur A, sa variété
stable locale W _(A), le point périodique p et sa variété instable locale dépendent
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séparatrice d’une selle
entrant dans un Zip
avec tangence

attracteur hyperbolique (Plykin)

FIGURE 11. C'-ouvert de difféeomorphismes instables

continfiment (C°) de la dynamique f, et le fait qu’une courbe ne soit pas topologi-
quement transverse & un feuilletage persiste par C°-perturbations de la courbe et du
feuilletage.

Questions :

1. Tout difféomorphisme f, appartenant a ’intérieur, pour la C*-topologie, de I’en-
semble des difféomorphismes C'-instables, posséde-t-il (quitte & remplacer f par
F~1) un attracteur hyperbolique A et une selle dont la variété instable n’est pas
topologiquement transverse au feuilletage stable de W#(A)?

2. Soit S une surface compacte. Les difféeomorphismes vérifiant I’axiome A (mais
pas forcément la tranversalité forte) sont-ils denses dans Diff!(S) pour la C'-
topologie ? (Rappelons que les difféeomorphismes des surfaces vérifiant I’Axiome
A ne sont pas denses pour la C2-topologie (voir par exemple [PaTa]) et qu’en
dimension > 3 ils ne sont pas denses pour la C'-topologie.

Fermons & présent cette parenthése sur les ouverts d’instabilité, et voyons les con-
séquences de I’hypothése de transversalité forte, pour un difféeomorphisme de Smale
possédant un attracteur non périodique :

Théoreme 2.3.4. — Soit f un difféomorphisme de Smale d’une surface compacte sans
bord, possédant un attracteur hyperbolique transitif K non-périodique. Toute piéce
basique A, dont la variété instable W*(A) rencontre le bassin d’attraction W*(K), est
réduite 4 une orbite périodique. De plus, A est soit une orbite périodique répulsive,
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soit une selle dont chaque séparatrice stable est incluse dans le bassin de répulsion
d’une orbite périodique répulsive.

Lemme 2.3.5. — Soit x € A ayant une séparatrice ¢ qui rencontre le bassin d’attraction
de K. Alors x est périodique, et c est entiérement contenue dans le bassin d’attraction
de K. En particulier, la variété instable de A ne contient aucune u-arche qui rencontre
le bassin d’attraction de K.

Démonstration. — La séparatrice ¢ rencontre transversalement une variété stable
d’un point de K en un point y. Ce point y appartient soit & une s-arche, soit &
une séparatrice stable libre. Comme un attracteur hyperbolique ne contient pas de
s-bord, toute séparatrice stable libre issue d’un point de K est accumulée par des s-
arches. La séparatrice instable ¢ rencontre donc au moins une s-arche o i extrémités
sur K. La classe d’équivalence de a est un zip Z. Le domaine du zip est I'image d’une
immersion injective de R x [0, 1], ot I'image de R x {0, 1} est ’'union des séparatrices
instables bordant Z et ou I'image des segments {t} x [0, 1] sont les arches équivalentes
4 a. On peut choisir cette immersion de telle facon que lorsque ¢ tend vers +oo, la
longueur de I’arche {¢} x [0,1] tende vers 0.

La courbe ¢ étant transverse aux s-arches de K et disjointe des séparatrices in-
stables, elle «traverse entiérement Z» c’est-a-dire coupe toutes les s-arches de Z.
Donc toute-composante connexe de ’intersection ¢ avec le domaine du zip Z contient
Pattracteur dans son adhérence (comme les séparatrices du bord du zip). Cette com-
posante connexe est donc de longueur infinie, et n’est contenue dans aucun segment
compact de ¢. En particulier cette composante connexe n’est pas incluse dans une
u-arche, ce qui implique (d’aprés la proposition 2.1.1) que ¢ est une séparatrice d’un
point x périodique, et est incluse dans le domaine de Z. O

Remarque. — Avec les hypothéses du lemme, la séparatrice instable ¢ ne peut couper
aucune séparatrice libre de K : en effet nous venons de montrer qu’elle est entiérement
incluse dans le domaine d’un zip.

Démonstration du théoréme. — Soit A une piéce basique dont la variété instable ren-
contre W#(K). On suppose que A n’est pas une orbite périodique répulsive. Rap-
pelons que, pour tout point périodique z € A, sa variété instable W*(z) est dense
dans W*(A) donc rencontre W*(K). Le lemme 2.3.5 implique donc que tout point
périodique de A est s-bord. Par ailleurs, une piéce basique ne posséde qu’un nombre
fini de points périodiques s-bords. Donc A est réduite & une orbite périodique de type
selle.

Soit W* I'une des séparatrices stables de A, et soit As une piéce basique dont
la variété instable rencontre W¢. Pour achever la démonstration du théoréme, nous
devons montrer que A5 est une orbite périodique répulsive : montrons-le par ’absurde.
Si A; est de type selle, alors sa variété instable contient une séparatrice qui coupe
transversalement W*(A) donc s’accumule sur W*(A) (d’aprés le A-lemma). On en
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déduit que cette séparatrice rencontre le bassin d’attraction de K, et nous avons vu
que Az est donc réduite & une selle périodique. Cependant, cette séparatrice n’est pas
incluse dans W#(K) (car rencontre W*(A)), ce qui contredit le lemme 2.3.5. d

Remarque. — Le théoréme implique que les points du graphe de Smale au-dessus de
K forment au plus deux étages : (éventuellement) un de selles, et un de sources, voir
figure 12 :

' PRl sources
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en gras : le graphe \—,I‘_IJ(
de Smale au-dessus de K
FIGURE 12. Le graphe de Smale au-dessus d’un attracteur non-périodique

Remarque. — Dans tout ce travail, nous avons introduit la notion d’ensemble hyper-
bolique saturé afin de classifier non seulement les piéces basiques mais aussi la fagon
dont s’intersectent les variétés stables et instables de piéces basiques différentes. Le
théoréme 2.3.4 nous dit que les intersections des variétés stables d’un attracteur hy-
perbolique et des variétés instables des autres piéces basiques sont trés simples, et ne
poseront aucun probléme de classification.

Plus précisément, nous avons vu que toute séparatrice instable située au-dessus de
Pattracteur A pour la hiérarchie de Smale est incluse dans un zip. Comme elle est
transverse aux variétés stables, elle coupe toutes les arches du zip exactement une
fois. Orientons les s-arches d’un zip de la fagon suivante : ’orientation dynamique
des séparatrices instables du zip (fuyant le point périodique) suivie de I’orientation
de I’arche donne ’orientation de la surface. Ceci ordonne les points d’intersection des
séparatrices instables situées au-dessus de l'attracteur et coupant une arche donnée.
Cet ordre ne dépend pas de I’arche choisie dans un zip donné. Pour décrire complé-
tement l'intersection du bassin d’attraction de A avec les variétés instables de piéces
basiques (de type selle) situées au-dessus de A, il suffit de donner pour chaque zip de
A la liste ordonnée des séparatrices incluses dans ce zip.

Par ailleurs, pour classifier les ensembles saturés, nous considérerons au chapitre 5
des partitions de Markov par rectangles disjoints, ce qui nous aménera a restreindre
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notre étude aux ensembles saturés ne possédant ni attracteur ni répulseur hyperbo-
lique non-périodique. Le théoréme 2.3.4 nous dit d’une part que cette hypothése n’est
pas trop restrictive (puisque les diffeomorphismes de Smale possédant des attracteurs
ou des répulseurs non-périodiques sont trés particuliers), et d’autre part qu’il sera aisé
de compléter la classification en classifiant les attracteurs hyperboliques (sans trop
s’occuper des intersections des variétés invariantes).

Pour voir la classification des attracteurs hyperboliques comme un cas particulier de
celle des ensembles saturés de type selle, indiquons comment associer canoniquement
un ensemble saturé, de type selle, & tout attracteur hyperbolique non-périodique.
I suffit, comme le fait Smale pour obtenir les difféomorphismes « DA» («dérivés
d’Anosov») (voir [Sm] page 789 et [Wil]), de «gonfler» les variétés instables de
tous les points périodiques de plus petite période de attracteur. Ceci se fait par
une bifurcation générique au voisinage de chacune de ces orbites périodiques, cette
bifurcation étant de type selle-nceud ou de type doublement de période, suivant que
les valeurs propres associées & cette orbite périodique sont positives ou négatives.
C’est pourquoi nous allons nous concentrer (aux chapitres 5 et 6) sur I’étude des
difféomorphismes n’ayant ni attracteur ni répulseur hyperbolique non-trivial.

2.4. Ou l’on utilise le fait que S est de genre fini

Ce paragraphe présente, i plusieurs reprises, un argument géométrique simple qui
va étre la clef de deux théorémes principaux de notre travail. La version la plus simple
de cet argument est la remarque suivante :

Remarque. — Si D est un domaine dont les itérés par f sont deux-a-deux disjoints,
alors D est homéomorphe & un domaine plan.

Une version plus élaborée est le résultat classique suivant :

Théoreme 2.4.1. —  Etant donnée une surface compacte, il existe N € N tel que
pour tout N-uplet de courbes simples disjointes, il en existe deux dans la méme classe
d’homotopie libre.

Faute d’avoir trouvée une référence ou ce résultat est explicitement démontré, voici
en deux mots 'argument de la preuve :

Démonstration. — une surface connexe compacte de caractéristique d’Euler x < 0,
et dont le bord est formé de r courbes, se découpe en pantalons (disque & deux trous)
(voir [FLP, exposé 4, appendice]) ; un calcul de caractéristique d’Euler montre qu’une
telle décomposition est formée de —y pantalons, dont les bords forment un systéme
de r/2 — 3x/2 courbes simples disjointes non-homotopes. Toute autre courbe simple,
disjointe des précédentes, soit borde un disque, soit est homotope & ’'une des courbes
précédentes.
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Soit & présent un systéme I' de courbes simples disjointes non-homotopes entre
elles. Découpons la surface le long de ces courbes. On obtient des surfaces & bord
dont aucune composante n’est une sphére, un disque, un tore ou un anneau, donc
chacune est de caractéristique d’Euler strictement négative. Ceci montre que I’on
peut compléter le systéme de courbes I' de fagon & obtenir un découpage en pantalons ;
I’argument précédent montre que I contient au plus r/2 — 3x/2 courbes. O

Voyons & présent une conséquence dynamique de cet argument topologique.

Lemme 2.4.2. — Soit K un ensemble hyperbolique saturé d’un difféomorphisme de
Smale f. Soit v une u-arche dont les extrémités x et y appartiennent ¢ deuzr sépara-
trices stables (s-bords) distinctes WY et W3 respectivement. Il existe n € N* tel que
f" laisse invariantes les séparatrices W§ et W3 | et que la courbe fermée & formée des
2 arches v et f*(v), et des segments stables joignant & f"(z) ety a f"(y) borde un
disque D d’intérieur disjoint de K.

FIGURE 13. Pas de genre entre les arches

Démonstration. — Choisissons d’abord n € N* tel que f" laisse globalement inva-
riante chacune des séparatrices W#. On remarque que, méme si les deux séparatrices
sont des double-bords, f™(y) est une u-arche partant et arrivant des mémes cotés de
W et W5 que vy : en effet, par hypothése, f préserve 'orientation.

Appelons § la courbe fermée, formée des deux arches v et f™(vy), et des segments
stables joignant z & f"(z) et y & f™(y). C’est une courbe fermée simple : en effet 7 et
f™(~) sont des u-arches, donc ne peuvent rencontrer les segments stables qu’en leurs
extrémités, et les deux segments stables contenus dans é sont sur deux séparatrices
distinctes.

Les itérés f>™%(d) sont tous disjoints, puisque les segments instables sont des u-
arches distinctes, et on vérifie facilement que les segments stables sont deux-a-deux
disjoints. On utilise alors le théoréme 2.4.1 pour en déduire qu’il existe i,j tels que
f2(8) et f2m9(8) soient dans la méme classe d’homotopie : en conséquence, ils
bordent soit des disques disjoints, soit une couronne.
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Montrons par I’absurde qu’ils ne peuvent pas border une couronne C.
La variété stable W ne traverse aucune courbe f™?(§), puisque les deux arches
instables de J sont du méme coté de W (voir la figure 14).

fy)

FIGURE 14. La variété stable W¢ ne traverse pas la courbe f™?(4)

Par ailleurs f(2=24)"(C) est une couronne dont le bord a une composante connexe
et une seule en commun avec le bord de C : ces deux couronnes sont donc soit
adjacentes soit incluses I’une dans ’autre. La réunion C'U f(2=2/)2(() est encore une
couronne A. La réunion des bords 8C U 8f(2i~2)7(() est formée de trois courbes
simples disjointes a, b et ¢, telles que a et ¢ bordent A et que b est une courbe essentielle
contenue dans lintérieur de A. Remarquons que W} a un segment en commun avec
b mais ne traverse ni @ ni b ni ¢, et donc se trouve entiérement contenue dans une
couronne bordée soit par a et b, soit par b et c. Ceci contredit le fait que Wy rencontre
aetec.

FIGURE 15. La variété stable et les couronnes

Il existe donc un itéré par f de § qui borde un disque donc tous les itérés de
6 bordent des disques : notons D celui qui est bordé par §. La non-existence de
couronnes implique que ces disques sont deux-a-deux disjoints. Remarquons que les
seules variétés stables de K qui rencontrent le bord de D sont W et W3, et qu’elles
ne traversent pas ce bord : toute variété stable de K rencontrant l'intérieur de D est
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donc entiérement contenue dans D. La piéce basique dont elle provient est donc elle
aussi entiérement contenue dans D. Chaque itéré f2™P(D) contiendrait au moins une
piéce basique ce qui est impossible. On a bien montré que D est d’intérieur disjoint
de K. O

Corollaire 2.4.3
1. Awec les hypothéses du lemme ci-dessus, si p > 0 est le plus petit entier tel que
FP(W§) = W5, alors fP(W3) = Wy, et la courbe 6 peut étre construite a l’aide
des arches v et fP(y).

2. Soit v une u-arche dont les extrémités sont sur deuz séparatrices différentes, W
et W3. Alors toute arche ' ayant une extrémité sur Wi a son autre extrémité
sur W3 ou sur W¢.

3. De plus, si autre extrémité de ~' est sur W alors le quadrilatére obtenu en
joignant les deux arches v et v' par les segments stables des W7 qui joignent
leurs extrémités borde un disque d’intérieur disjoint de K.

4. Enfin, orientons les séparatrices stables WS wvers le point périodique ; alors vy

coupe Wi et W3 suivant la méme orientation.

Démonstration. — Pour prouver l'item 1 il faut montrer que les deux séparatrices
stables ont méme période. Soit » un entier défini dans le lemme ci-dessus et soit
0 < p < n tel que fP laisse globalement invariante W¢. Alors fP(v) est une u-arche
ayant une extrémité fP(x) dans l'intervalle stable |z, f*(z)]®, qui part du méme c6té
de Wy que « (car f préserve l'orientation). Cette arche entre donc dans D au point
fP(z). On en déduit que fP(y) est incluse dans D, et donc que fP(y) appartient &
Wi UWs, et donc que fP(W3) = W3

Montrons l’item 2. Il existe m tel que +' soit incluse dans le disque, d’intérieur
disjoint de la piéce basique, qui est bordé par -y , f™(y) et les segments stables qui les
joignent, dont ’existence est assurée par le lemme ci-dessus. Les deux cas de 'item 2
sont obtenus par le fait qu’un segment instable, qui entre dans ce disque par 'un des
deux bords stables, ne peut en ressortir que par I'un de ces bords stables. Si autre
extrémité de v’ est sur W3, alors il suffit de découper le disque précédent le long de
~', pour obtenir le disque annoncé dans litem 3.

Pour montrer ’item 4, il suffit de constater que ’orientation « vers le point périodi-
quey des variétés stables, induit sur les cotés stables [z, fP(z)]° et [y, fP(y)]° de D
Porientation allant de x vers fP(x) et de y & fP(y).

0O

De litem (4) du corollaire 2.4.3, on déduit facilement le corollaire suivant :

Corollaire 2.4.4. — Le «fer a cheval» représenté par la figure 16 n’est pas une piéce
basique d’un difféomorphisme de Smale d’une surface compacte.
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Démonstration. — (voir figure 16) L’arche stable a coupe les variétés instables des
points fixes p et ¢ suivant des orientations différentes. O
point fixe
“
.
point fize

FIGURE 16. Cet ensemble hyperbolique n’est pas saturé

Par un raisonnement analogue & celui du lemme 2.4.2 on montre :

Lemme 2.4.5. — Soit v une u-arche dont les extrémités sont situées sur la méme
séparatrice stable W*, (et partant du méme coté, si cette séparatrice est un double-
bord). Alors la courbe fermée obtenue en joignant les extrémités de v par le segment
stable qui les joint est une courbe simple fermée qui borde un disque D d’intérieur
disjoint de K. De plus, les itérés f™*(D),n € Z sont deuz-a-deuz disjoints.

En conséquence, tout segment instable entrant dans ce disque est une u-arche dont
les extrémités sont contenues dans le segment de W* joignant les extrémités de ~.

Démonstration. — Notons I le segment de variété stable joignant les extrémités de
v, et notons § = IU~y. Comme I et 7 ne se touchent qu’en leurs extrémités, il est clair
que J est une courbe fermée simple. Notons n € N* tel que tous les itérés de I par f™
soient deux-a-deux disjoints. Alors les itérés de d par f™ sont deux-a-deux disjoints :
ceci permet, de recommencer ’argument de la démonstration du lemme 2.4.2, et donc
de montrer que d est le bord d’un disque D dont l'intérieur est disjoint de K, et dont
tous les itérés par f™ sont deux-a-deux disjoints.

Montrons & présent que tous les itérés de D sont deux-a-deux disjoints. Il suffit bien
stir de montrer que tout itéré de D est disjoint de D. Soit i tel que f{(D)ND # @. On
sait que le bord d’un de ces deux disques n’est pas inclus dans l'intérieur de I’autre
(puisque intérieur des disques est disjoint de K). On en déduit que les deux bords
se rencontrent, et donc soit v = fi(y) (c’est-a-dire i = 0), soit I N fi(I) # . Donc
'une des extrémités de ces intervalles appartient & ’autre. Comme v et fi(7) partent
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FIGURE 17. Disque associé a une arche dont les deux extrémités sont
sur la méme séparatrice

du méme coté de la séparatrice, on en déduit que v C fi(D) ou fi(y) C D. Dans
le premier de ces cas, on en déduit D C f{(D) et donc I C f*(I) ce qui implique
I’existence d’un point fixe de f? dans I si i # 0. On raisonne de méme si fi(y) C D .
On a donc montré :
DNfi(D)#2=i=0
O

Lemme 2.4.6. — Soit v une u-arche joignant les deuz cotés d’une méme séparatrice
double s-bord, W*. Notons 8§ la courbe fermée simple obtenue en joignant les extrémités
de v par le segment stable de W*. Alors il existe n € N* tel que f™(8) U soit le bord
d’une couronne dont l'intersection avec W*(K) est un segment contenu dans W*.

On en déduit que toute u-arche ayant une extrémité sur W* a ses deuz extrémités
sur W?.

La démonstration est tout & fait dans le méme esprit que celles des deux lemmes
précédents, elle sera donc laissée au lecteur.

Définition 2.4.7. — On appelle impasse tout disque, d’intérieur disjoint de la piéce
basique et dont le bord se réduit & une u-arche et une s-arche.

De la proposition 2.2.4 on déduit :

Corollaire 2.4.8. — Les deux arches formant le bord d’une impasse sont extrémales
(dans leurs classes d’équivalence d’arches). En conséquence, l’ensemble des orbites des
impasses est fini.
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FIGURE 18. Arche joignant les deux cotés d’une séparatrice double-bord

impasses

FIGURE 19. Une impasse

Nous avons défini un zip, comme étant une classe d’équivalence d’arches infinie
(sans arches extrémales). Les deux séparatrices sur lesquelles s’appuient les arches
du zip sont alors, en quelque sorte, asymptotes, se rapprochant indéfiniment ’une de
P’autre : nous pourrons d’ailleurs, au chapitre 8 de ce travail, refermer le zip, tout
le support du zip s’identifiant & une séparatrice. A 'opposé des zips, les impasses
compliquent le dessin des variétés invariantes, celles-ci tournant autour des impasses.
Il est naturel de penser que moins il existe d’orbites d’impasses et plus il y a de zips :
c’est ce qu’exprime la proposition suivante.

Proposition 2.4.9. — Si K ne posséde aucune impasse, alors toutes les séparatrices
stables ou instables de type bord des points de K portent des zips (en d’autres termes,
toute classe d’équivalence d’arches est un zip).

Démonstration. — La proposition découle des deux remarques suivantes :
Remarquons d’une part que le lemme 2.4.5 permet de montrer que I’existence d’une
u-arche 7, dont les extrémités sont situées sur la méme séparatrice stable (et partant
du méme co6té), implique ’existence d’une impasse incluse dans le disque associé D a
~ (il suffit en effet de considérer un disque minimal pour 'inclusion parmi les disques
inclus dans D et bordés par I'union d’un segment stable et d’un segment instable).
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D’autre part, soit a une u-arche ayant ses deux extrémités sur deux séparatrices
distinctes, soit p une période de ces séparatrices, et soit A le disque associé par le
lemme 2.4.2 & a et fP(a). Si A ne contient pas de u-arche ayant ses extrémités sur
la méme séparatrice, alors A est un rectangle (voir la définition 2.2.1) réalisant une
équivalence entre les arches a et fP(a), et la classe d’équivalence de a est donc un
Zip. O

Le chapitre 8 est consacré a 1’étude des piéces basiques sans impasses : nous y mon-
trons qu’en refermant tous les zips, on obtient un homéomorphisme de type pseudo-
Anosov.

2.5. Itérés des arches dans un domaine invariant

La proposition 1.3.1 a construit un voisinage ouvert invariant U d’un ensemble
hyperbolique saturé K, en saturant par f un voisinage de K de la forme ¥; \ Xy, ou
Yo, X1 forme une filtration adaptée & K.

Nous allons étudier dans ce paragraphe l’ensemble des points de U sur lesquels
s’accumulent les itérés f™(a), ou a est une arche de K.

Lemme 2.5.1. — Soient K un ensemble hyperboliqgue saturé et U un voisinage inva-
riant de K construit a partir d’une filtration par la proposition 1.3.1. Alors 'union
d’un point périodique bord p de K et de l'une de ses séparatrices libres est fermé dans

U.

Démonstration. — Notons W* une séparatrice instable libre d’un point périodique
s-bord p. L’ensemble des séparatrices libres est fini, donc W* est périodique : notons
k sa période.

Soit g un point de W*, et notons I le segment [g, f*(q)]* de W*. Remarquons que
W* est 'union |J; f*(I). De plus I'union {p} U UZL £™(I) est le segment compact
[p, q]*. 1l suffit donc de montrer que (¢ f(I) est fermé dans U. Ceci est une consé-
quence facile de la proposition 1.3.5 : comme I est un compact disjoint de W*(K), seul
un nombre fini de ses itérés positifs rencontre un compact donné de U. L’intersection
de {p} UW™ avec tout compact de U est compacte, ce qui conclut. O

Nous allons & présent considérer I’ensemble des points de U sur lesquels s’accu-
mulent les itérés d’une arche, instable pour se fixer les idées.

Remarque. — Soient a une arche instable et (z;) une suite de points de a telle qu’il
existe une suite (n;) convergeant vers +oo telle que (f™ (z;)) converge vers un point
y de U. Alors les valeurs d’adhérence de la suite (x;) sont réduites aux extrémités de
a : en effet, si une sous-suite de (z;) converge vers un point z de a (qui est compacte),
alors tout voisinage compact de z posséde une infinité itérés positifs rencontrant un
voisinage compact de y inclus dans U. La proposition 1.3.5 implique alors que tout
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voisinage compact de x rencontre W#(K) qui est fermé d’apreés le corollaire 1.3.6 :
appartient donc & a N W*(K), donc est 'une des extrémités de a.

Considérons a une arche instable de K, et une suite (z;) de points de a telle qu’il
existe une suite (n;) d’entiers, convergeant vers +oo et telle que (f™ (z;)) converge
vers un point y de U. D’aprés la remarque ci-dessus, quitte & prendre une sous-suite,
nous supposons que la suite (z;) converge vers une extrémité z de a. Notons p le
point périodique dont la variété stable contient x, et W* la séparatrice stable de p
contenant . Notons W* la séparatrice libre instable de p partant du méme coté de
W* que a. Notons k la période de la séparatrice W*. Quitte & extraire une sous-suite,
on peut supposer que la suite (n;) s’écrit de la forme n; = (k-m;)+1 oul est un entier
indépendant de 7 et compris entre 0 et k— 1. Remarquons qu’alors la suite (™ (z;))
converge vers le point f~!(y) € U (voir la figure 20).

7Fm™ @)

FIGURE 20. Ou s’accumulent les arches

Proposition 2.5.2. —  Awvec les notations ci-dessus, le point f~'(y) appartient a la
séparatrice libre W, ou est le point périodique p.

Démonstration. — La démonstration étant triviale si la suite (z;) contient une infinité
de fois le point x, nous supposerons que tous les z; appartiennent a l'intérieur de
larche a.

Pour alléger les notations, nous supposerons que ! = 0, c’est-a-dire que les entiers
n; sont des multiples de la période k.

Le corollaire 1.3.6 dit que W*(K) est fermé dans U, ce qui implique que y appar-
tient & W*(K). On peut donc considérer la variété instable de y, ainsi que les deux
séparatrices instables issues de y. Remarquons enfin que W*(y) contient au moins un
point de K.

Lemme 2.5.3. — Le point y n’appartient o l'intérieur d’aucun segment instable ayant
ses extrémités sur K. En conséquence, (d’aprés la proposition 2.1.1), le point y ou
bien est un point périodique s-bord, ou bien appartient & une séparatrice libre instable
d’un point périodique s-bord.
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Démonstration du lemme. —  Supposons d’abord, par 1’absurde, qu’il existe deux
points y1,y2 € W¥(y) N K tels que y appartienne a l'intervalle ouvert ]y, y2[*. Fixons
I un segment compact de W*(y) contenant y; et y» dans son intérieur. Pour 7 assez
grand, f™(zx;) est trés proche de y, et la dépendance continue des variétés instables
implique ’existence d’un segment I; proche de I contenu dans la variété instable
WH(f™(x;)), et contenant f™ (z;) dans son intérieur. Pour ¢ assez grand, la variété
stable locale de y; et celle de y2 coupent le segment I; en un et un seul point, noté
respectivement a; et b;, et f™(z;) appartient & l'intérieur du segment [a;,b;]*. De
plus, la longueur des segments [a;, b;]* est uniformément bornée (par exemple, par la
longueur de I). Remarquons que a; et b; sont points d’intersection de W*(K) et de
W*(K), donc appartiennent & K (voir la figure 21).

Considérons a présent la suite des segments J; = f~"([a;, b;]*). C’est une suite de
segments de la variété instable de z, ayant leurs extrémités sur des points de K, et
J; contient x; dans son intérieur.

a; Y1

FIGURE 21

Montrons & présent que la longueur de J; tend vers 0. Pour cela, considérons m > 0
tel que f~™(I) soit de longueur strictement inférieure & la taille § d’un voisinage O de
K (i.e. la distance de K 4 S\ O) sur lequel f~! contracte uniformément les vecteurs
tangents & W*(K). On écrit alors J; = f~™+™(f~™([a;, b;]*)) et pour i assez grand
F~™([ai, b;]*) est de longueur inférieure & 4 et a ses extrémités sur K : on montre par
récurrence qu’a chaque itération par f~!, un tel intervalle a sa longueur qui décroit
d’un rapport uniforme, ce qui assure que l'intervalle itéré reste inclus dans O, et
montre donc que l'itéré suivant a de nouveau sa longueur qui décroit d’un rapport
uniforme.

Les segments J; rencontrent l'intérieur de I’arche « en z;, et leur longueur tend
vers 0 ; pour ¢ assez grand, I’'une des extrémités de J; est donc incluse dans l'intérieur
de a, ce qui contredit le fait que J; a ses extrémités dans K.
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Nous avons donc montré que y n’est dans l'intérieur d’aucun segment instable &
extrémités dans K, ce qui est équivalent d’aprés la proposition 2.1.1 & ce que y ou
bien est un point périodique s-bord, ou bien appartient & une séparatrice libre instable
d’un point périodique s-bord. O

Fin de la démonstration de la proposition

Notons y’ le point périodique s-bord de W*(y) (éventuellement y et y' peuvent
étre confondus). Montrons que y' = p. La démonstration est presque identique & celle
du lemme ci-dessus, et nous réutiliserons donc les mémes notations.

Soit I un segment de W*(y) contenant y et y’ dans son intérieur. Pour ¢ assez grand,
W(f™(z;)) contient un segment I; contenant f™(x;) dans son intérieur, et aussi
proche que 'on veut de I. En particulier la variété stable locale de y' coupe I; en un
point a; qui appartient donc & K (voir la figure 22). Notons J; = f~™ ([a;, f™ (z:)]*);
c’est un segment de variété instable, ayant une extrémité en x; et 1’autre en un point
de K. De plus, un raisonnement identique & celui déja utilisé pour le lemme permet
de montrer que la longueur de J; tend vers 0. On en déduit que, pour 7 assez grand,
J; contient le point z.

a; )
¢ [ Iy

FIGURE 22

Donc pour i assez grand le segment [a;, f™ (z;)]* contient le point f™(z). Or la
suite f™ (x) converge vers p, puisque les n; ont été supposés multiples de la période
k. Donc p appartient au segment I et donc p = y' (une variété instable ne contient
qu’un point périodique!).

On a donc déja montré la proposition dans le cas o W* n’est pas double s-bord.
Pour conclure la démonstration dans le cas ou p est un double s-bord, il reste &
remarquer que les segments f™ ([z,z;]*) convergent vers le segment [y’,y]* : comme
f™ laisse la séparatrice W* invariante et préserve l'orientation de S, on en déduit
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que, dans le cas ou y # y', le point y est sur la séparatrice libre de y qui part du
méme coté de W? que a. O

Corollaire 2.5.4. — Soit D un rectangle plongé dans U, dont le bord instable est formé
de deuzx arches instables et dont les cétés stables sont portés par deuxr séparatrices
stables W et W3 de points périodiques s-bords py et pa (qui ont méme période k
d’aprés le lemme 2.4.3).

Alors, toute valeur d’adhérence dans U de la suite (f*™(D)),n € N, ou bien est
l'un des points périodiques p;, ou bien appartient d l'une des séparatrices instables
libres issues d’un des p; et partant du méme coté de W7 que les u-arches du bord de
D.

Démonstration. — Soit y une valeur d’adhérence de la suite (f*(D)). Il existe donc
une suite (n;) de multiples de k, tendant vers l'infini et telle que tout voisinage de
y rencontre f™ (D). Pour pouvoir appliquer la proposition 2.5.2, il suffit de montrer
que tout voisinage assez petit de y rencontre f™i(8%(D)).

Remarquons d’abord que les f™ (D) ont un diamétre qui reste loin de 0, car les
itérés positifs des arches instables sont dilatés par f. Un petit voisinage V' de y ne
peut donc pas contenir f™ (D). Si V est disjoint de f™ (D) alors V. C f™ (D).
Cependant, il existe m tel que 8°(D) N °(f™(D)) = @, pour tout n > m : en effet, le
bord stable de D étant formé de deux segments sur des séparatrices stables de points
périodiques, il suffit d’itérer assez pour que ces segments soient inclus dans un tout
petit voisinage des points périodiques. Les cotés instables de D étant des arches, il ne
peuvent couper le bord stable de f™(D). On en déduit que pour n assez grand, D et
f™(D) sont disjoints, car de bords disjoints.

On en déduit que V n’est pas inclus dans les f™ (D) qui le rencontrent. Il existe
donc des entiers 7 aussi grands que I’on veut tels que V rencontre le bord de f™i (D).
Si V rencontre le bord stable de f™ (D) pour une infinité de valeurs de ¢, alors V
contient dans son adhérence 'un des deux points p;. Si y n’est pas I'un des deux
points p;, et si V a été choisi assez petit, pour i assez grand V est disjoint du bord
stable de f™ (D) et rencontre donc son bord instable. On conclut alors grace a la
proposition 2.5.2. O

2.6. Couplage de séparatrices, polygones d’arches

Ce paragraphe développe les conséquences des lemmes 2.4.2, 2.4.5 et du corol-
laire 2.4.3 :

Nous verrons que les séparatrices bords (plus précisément, s’il existe des double-
bords, les cotés isolés des séparatrices bords), sont associées par paires de fagon natu-
relle. Nous verrons de plus que les chaines d’arches (courbes obtenues comme union
d’arches, successivement stables et instables) sont de deux sortes : sauf un nombre fini
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d’entre elles, ce sont des polygones finis, qui bordent des disques errants, les autres
sont des chaines infinies qui s’accumulent sur deux séparatrices libres.

Définition 2.6.1. —  On appellera chaine d’arches toute courbe conneze v, formée
alternativement de s-arches et de u-arches, et vérifiant Uhypothése suivante :

st a est une s-arche (resp. u-arche) contenue dans vy et qui est un double-bord, alors
les deux u-arches (resp. s-arches) contenues dans vy et ayant une extrémité commune
avec a, partent du méme coté de la séparatrice portant o.

Une chaine fermée s’appellera un polygone d’arches.

FIGURE 23. Une chaine d’arches

Remarques. — L’hypothése, imposant que les deux arches d’une chaine ayant une ex-
trémité commune avec une arche « de cette chaine en partent du méme c6té, entraine
facilement les propriétés suivantes :

1. Toute arche a qui est contenue dans une séparatrice de type bord simple (pas
double) est contenue dans exactement une chaine d’arches maximale. Si o est
sur une séparatrice double-bord, chacun des c6tés ou elle est bord correspond &
exactement une chaine maximale contenant a.

2. Toute arche d’une chaine formée de plus de quatre arches est une arche extré-
male : en effet toute arche non-extrémale de type bord est bordée (de chaque
coté ou elle est bord) par un disque dont le bord est formé de quatre arches, qui
réalise I’équivalence entre cette arche et ses voisines.

Lemme 2.6.2. — Toute chaine d’arches, contenue dans une partie compacte du com-
plémentaire (dans la surface S) de U’ensemble des points périodiques bord de K, est

finie.

Démonstration. — Si la chaine est infinie, elle contient une infinité d’arches extré-
males (d’apreés I'item 2 de la remarque ci-dessus). Comme il n’y a qu’un nombre fini
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d’orbites d’arches extrémales (voir proposition 2.2.4), on en déduit qu’elle contient
un nombre infini d’itérés de la méme arche. Elle contient donc dans son adhérence un
point périodique bord. O

Corollaire 2.6.3. — Toute chaine, contenant deuz s-arches (ou deuz u-arches) incluses
dans des séparatrices différentes, est finie.

Démonstration. — Soit C une chaine possédant deux s-arches sur des séparatrices
différentes. On peut choisir deux telles s-arches a; et as reliées par une u-arche b de
C. D’aprés le lemme 2.4.2, il existe n € Z et un disque D bordé par b, f*(b) et deux
segments stables contenant I'un a; l’autre ag. Le fait que C soit une chaine d’arches
implique que C ne peut pas sortir du disque D : elle doit «rebondir» du bon coté
chaque fois qu’elle rencontre le bord (voir la figure 24). Comme D ne contient pas de
point périodique bord, nous pouvons appliquer le lemme 2.6.2. a

FIGURE 24

Voyons & présent le résultat principal de ce paragraphe :

Proposition 2.6.4. —  Soit W* une séparatrice stable de type s-bord qui n’est pas
disjointe de K, et qui n’est pas un double s-bord. Alors l'une des deuzx propriétés
suivantes est réalisée (et une seule) :

1. Il existe une unique séparatrice stable W7 telle qu’il existe une arche instable
ayant une extrémité sur W* et une autre sur W{. De plus W est de méme
période que W*.

2. Il existe une séparatrice instable W* et une courbe simple v qui est une chaine
infinie d’arches contenues alternativement dans W* et dans W* . La séparatrice
W™ et la courbe y sont alors uniques. De plus, soit n € N tel que f*(W*) = W*.
Alors fr(W*) = W* et f*(y) = 1.

Démonstration. — S’il existe une u-arche ayant une seule extrémité sur W#, le co-
rollaire 2.4.3 montre directement que W?* vérifie I'item 1. Seul le second cas est &
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WS

\f

FIGURE 25. Séparatrices couplées ou chaine infinie d’arches

démontrer. On suppose donc que toute u-arche ayant une extrémité sur W? a ses
deux extrémités sur W?e.

Le lemme 2.4.5 montre que, pour toute arche ayant ses extrémités sur W?¥, la
courbe simple fermée obtenue en joignant les extrémités de cette arche par un segment
de W? est le bord d’un disque d’intérieur disjoint de K. On a ainsi une famille de
disques s’appuyant sur W¢ le long d’un segment de leur bord. Si 'on considére deux
disques ainsi définis, ils vérifient 1’'une des deux possibilités suivantes : ou bien ils sont
disjoints, ou bien I'un d’eux est inclus dans ’autre. On peut donc les ordonner par
Pinclusion. Nous allons désormais considérer les disques maximaux pour 'inclusion,
le raisonnement ci-dessus montrant que toute arche ayant ses extrémités sur W* est
contenue dans un tel disque (voir figure 26).

FIGURE 26. Disques maximaux associés aux u-arches a extrémités
sur W#

Le bord instable d’'un disque maximal est une u-arche extrémale pour sa classe
d’équivalence. La proposition 2.2.4 implique donc que ’ensemble des orbites de tels
disques est fini.

Les cotés stables de ces disques maximaux sont ordonnés par orientation dyna-
mique (vers le point périodique) de W* : on peut ainsi parler de disques maximaux
successifs. Remarquons que tout point de W* N K est 'extrémité d’une u-arche, donc
appartient 4 un disque maximal. On en déduit que tout segment de W?* joignant deux
disques maximaux successifs est d’intérieur disjoint de K, c’est-a-dire est une s-arche.
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La courbe v annoncée est obtenue en joignant les arches instables contenues dans le
bord de ces disques maximaux, par les arches stables de W* joignant deux disques
successifs. La courbe v est bien constituée de segments qui sont alternativement des
s-arches ou des u-arches. On vérifie facilement que <y est invariante par f".

Le corollaire 2.6.3 montre que les u-arches incluses dans <y sont portées par la méme
séparatrice W*. La courbe «y vérifie bien les propriétés annoncées.

Pour conclure la démonstration de la proposition, il reste & montrer que 7y est
unique. De méme que dans la preuve du corollaire 2.6.3 on voit qu’une chaine rencon-
trant ’intérieur d’un disque maximal est contenue dans ce disque et est finie d’aprés
le lemme 2.6.2. De plus, une chaine rencontrant le bord stable d’un disque maximal
ou bien rencontre l'intérieur de ce disque (donc est finie), ou bien est un polygone
a deux cotés formant le bord de ce disque. On en déduit que toute chaine infinie
d’arches d’intersection non-vide avec W* est la courbe 7 construite ci-dessus, ce qui
conclut. O

Remarque. — Dans le cas ou la séparatrice W# est un double-bord stable, la propo-
sition s’applique & chacun des cotés isolés de la séparatrice.

Définition 2.6.5. — On dira que deux séparatrices distinctes de méme nature (stable
ou instable) Wy et Wy sont couplées s’il eziste une arche ayant une extrémité sur
chacune d’elles. Si la séparatrice W, est double-bord, il faudra préciser de quel coté
elle est couplée o Wy (chacun des cotés pouvant donner liew & un couplage).

On montre alors :

Lemme 2.6.6. — Tout polygone (fini) d’arches borde un disque dont tous les itérés
sont d’intérieurs deuz-d-deux disjoints. De plus, ’ensemble des orbites de polygones
d’arches qui ne sont pas des quadrilatéres est fini.

Idée de démonstration. — Dans le cas ou le polygone contient deux s-arches (ou deux
u-arches) sur deux séparatrices distinctes, le résultat est conséquence du lemme 2.4.2.
En utilisant le lemme 2.4.6 on conclut de méme quand une arche joint les deux cotés
d’une méme séparatrice.

Dans le cas restant, la séparatrice stable W* portant les arches stables du polygone
vérifie I'item 2 de la proposition 2.6.4. Remarquons qu’un polygone ne peut contenir
une arche stable joignant deux disques maximaux (utilisés dans la démonstration de
la proposition 2.6.4) : en effet une arche joignant deux disques maximaux fait partie
d’une chaine infinie. Le polygone est donc inclus dans 'un des disques maximaux.

Pour montrer la seconde partie du lemme, il suffit de remarquer que les arches
formant un polygone qui n’est pas un quadrilatére sont extrémales, et que ’ensemble
des orbites d’arches extrémales est fini. O
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Lemme 2.6.7. — Toute chaine infinie d’arches est la courbe associée par la proposi-

tion 2.6.4 & une séparatrice s-bord non couplée, (ou a un coté non-couplé de séparatrice
double s-bord).

Idée de démonstration. — Soit c une chaine infinie d’arches. D’aprés le corollaire 2.6.3
on montre que les s-arches de ¢ sont toutes sur la méme séparatrice W*, et que les
u-arches sont sur la méme séparatrice W*.

Supposons, pour simplifier, que W* n’est pas double-bord et voyons par I’absurde
que W* n’est pas couplée. Soit a une u-arche de ¢, et soit 3 une u-arche couplant W* 4
une séparatrice . On montre alors qu'il existe n, m € Z tels que I'intérieur de a soit
inclus dans lintérieur du disque (construit par le lemme 2.4.2) bordé par f™(3),f™(08),
et deux segments stables de W* et W§. De méme que pour le corollaire 2.6.3 on montre
alors que c est entiérement contenue dans ce disque, et le lemme 2.6.2 assure alors
que c est finie, ce qui est contraire & ’hypothése.

La fin de la démonstration de la proposition 2.6.4 assure alors que c est la courbe
v associée & W*. O

Voyons enfin la position d’une chaine infinie d’arches v dans le voisinage invariant
U de K, homéomorphe & une surface privée d’un ensemble fini de points, et qui a
été construit par la proposition 1.3.1. Le lemme 2.6.7 ci-dessus montre que +y est la
chaine associée, par la proposition 2.6.4, & une séparatrice stable W}’ et une séparatrice
instable W3* non-couplées (ou & un coté non-couplé de séparatrice double-bord). De
plus, les arches formant 7 sont toutes extrémales, donc leurs orbites sont en nombre
fini : pour comprendre ’adhérence de #, il suffit donc de comprendre ’adhérence
dans U d’une suite d’itérés d’'une méme arche. De la proposition 2.5.2 on déduit alors
facilement :

Lemme 2.6.8. — Soit v une chaine infinie d’arches. Soient p1 et p2 les points pério-
diques tels qu’une séparatrice stable W} de p1 et une séparatrice instable W' de ps
portent les arches de .

Notons Wi la séparatrice instable issue de p; partant du méme cété de W7 que les
arches instables de y. De méme, W3 sera la séparatrice stable issue de po partant du
méme coté que les arches stables de 7.

Alors, yU{p1,p2 }UW UW5 est un fermé dans le voisinage U de K construit par
la proposition 1.3.1.
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CHAPITRE 3

DOMAINE D’UN ENSEMBLE HYPERBOLIQUE SATURE

Dans toute cette partie, S désigne une surface compacte orientée, f un difféomor-
phisme de Smale de S préservant ’orientation, et K un ensemble hyperbolique saturé
de f ne comportant pas d’orbite périodique source ou puits.

Le but de cette partie est de construire un voisinage invariant A(K) de I’ensemble
hyperbolique saturé K, qui soit de topologie finie (c’est-a-dire homéomorphe & une
surface compacte privée d’un nombre fini de points), et minimal en un sens que ’on
définira.

Remarquons qu’un tel ensemble doit contenir les courbes invariantes, stables et
instables, de K. Le lemme 2.6.6, fournit des disques, bordés par des polygones d’arches
de K, dont les itérés par f sont deux-a-deux disjoints. Si un point de ’intérieur d’un
tel disque n’appartenait pas & A(K), ce voisinage ne pourrait pas étre de topologie
finie. Une premiére étape pour construire A(K) consiste donc & « boucher les trous »
de 'union des variétés invariantes de K.

L’ensemble (que ’on appellera domaine restreint de K et notera d(K)), construit
en bouchant tous les trous, n’est pas un voisinage de K, et a un bord souvent trés
irrégulier (son bord contient en général des chaines infinies d’arches), que nous allons
noyer de fagon quasi-canonique dans un domaine de bord lisse (le domaine de K), et
nous verrons que notre construction est unique & conjugaison pres.

Nous verrons alors que I’on peut reconstruire f & partir de sa restriction aux do-
maines d’ensembles hyperboliques saturés, en recollant ces domaines le long de leur
bord : les différents recollements possibles sont décrits par une combinatoire finie, de
facon analogue au raisonnement de Fleitas et Peixoto [Pe2] pour classifier les champs
de vecteurs de type Morse-Smale des surfaces.
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3.1. Le domaine restreint et sa position dans un voisinage invariant

Définition 3.1.1. — On appellera domaine restreint de K et on notera §(K) l’union
des variétés invariantes de K et de tous les disques bordés par un polygone (fini)
d’arches des variétés invariantes de K

Remarque. — Tout ouvert de topologie finie, invariant par f et contenant K contient
0(K) : en effet tout ouvert invariant contenant K contient W*(K) U W*(K). De
plus, si un ouvert invariant O contenant K ne contient pas un point z d’un disque D
bordé par un polygone d’arches, alors il contient une courbe simple fermée v C DN O
faisant le tour de z dans D. Les fi(y) forment alors une famille infinie de courbes
simples disjointes non-homotopes entre elles dans O, ce qui n’est pas compatible avec
I’hypothése « O de topologie finie».

Nous avons vu que le théoréme 1.1.16 assure ’existence d’une filtration Xg, X,
pour f adaptée & K (K étant I’ensemble invariant maximal de ¥; \ Xg). De plus,
la proposition 1.3.1 et le corollaire 1.3.6 montrent que I'union |J,,c;(Z1 \ Zo) est un
voisinage ouvert U de K qui posséde pratiquement toutes les les propriétés désirées.
En effet :

1. U est invariant par f;

2. U contient K, et toute partie compacte de U a son maximal invariant inclus
dans K ;

3. U se compactifie en une surface compacte, en complétant la restriction de f a
U par un nombre fini de points périodiques attracteurs ou répulseurs ;

4. W*(K)UW?(K) est fermée dans U ;

5. quitte & oter de U 'union de ses composantes connexes disjointes de K, on peut
supposer que toute composante connexe de U rencontre K.

Le seul défaut de 'ouvert U ci-dessus est de ne pas étre canoniquement associé a K :
il dépend du choix de la filtration. D’aprés la remarque ci-dessus, U contient §(K),
puisque ’item (3) assure qu’il est de topologie finie. Pour construire le domaine de K,
nous allons découper dans U un voisinage de §(K). Pour cela, nous avons besoin de
comprendre la position de §(K) dans U, et en particulier de comprendre la topologie
du complémentaire U \ §(K) de §(K) dans U.

Le but de ce paragraphe est de démontrer la proposition suivante qui décrit les
composantes connexes de U \ §(K).

Proposition 3.1.2. — Les composantes connezxes de U \ §(K) sont en nombre fini.

Chacune de ces composantes connexes est homéomorphe au plan R? et est pério-
dique ; la restriction de f™ a cette composante est conjuguée G une translation et laisse
invariant chacune des feuilles d’un feuilletage trivial en droites proprement plongées
dans U.
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Le bord dans U de chaque composante conneze de U \ 6(K) est l'union de deux
connezes. Chacun de ces connezes est égal, soit 4 l'union des deux séparatrices libres
d’un point périodique coin, soit a une chaine infinie d’arches et son adhérence (une
séparatrice stable et une instable toutes deuz libres).

La démonstration de cette proposition est décomposée en une succession de lemmes.

Lemme 3.1.3. — Le domaine restreint 6(K) est fermé dans U. De plus, le bord dans
U de 6(K) est contenu dans W*(K)UW*(K) qui est fermé dans U.

Démonstration. — Soit (z;) une suite de points de K convergeant vers un point z de
U\Int(6(K)). Nous devons montrer que = appartient & 'union des variétés invariantes
de K. Si, pour une infinité de valeurs de i, z; appartient & W*(K)UW*"(K), on conclut
par le fait que ’'union des variétés invariantes de K est fermée dans U (corollaire 1.3.6).
Quitte & extraire une sous-suite, on peut donc supposer que chaque z; appartient &
l’intérieur O; d’un disque bordé par un polygone d’arches P; de K. Si, pour une infinité
de valeurs de 4, le disque ouvert O; est le méme, alors x appartient au disque fermeé
qui est inclus dans 6(K). Quitte & prendre une sous-suite, on peut donc supposer que
les O; sont deux-a-deux disjoints.

Tout voisinage O de x rencontre les ouverts O;, pour ¢ assez grand, mais n’est pas
inclus dans O; (car ceux-ci sont disjoints). En choisissant O connexe, ceci implique
que O rencontre le bord de O;, c’est-a-dire le polygone P;. On vient de montrer que
tout voisinage de x rencontre W#(K) U W*(K), ce qui conclut. a

Soit C une composante connexe de U\§(K ). Comme ’ensemble 6(K) est fermé dans
U, il contient la frontiére dans U de C'. De plus, C est un ouvert de U. Notons Att(C) la
frontiére atteignable de C, i.e. 'ensemble des points du bord de C' qui sont extrémités
de chemins continus dont l'intérieur est dans C' (on parle aussi, classiquement, de
frontiére accessible). Remarquons que, pour tout ouvert O d’une surface, Att(O) est
dense dans le bord 9O (en effet, pour tout z € 90, il existe y € O aussi voisin que
l’on veut de z; parcourons depuis y un petit chemin géodésique joignant y & z : le
premier point de 80 que ’on rencontre est un point de Att(O) proche de z). Pour
comprendre le bord dans U de C, il nous suffit donc de comprendre ’adhérence dans
U de Att(C).

Lemme 3.1.4. — Le bord atteignable Att(C) est une union de chaines infinies d’arches,
et de courbes formées d’un point périodique coin et de ses deux séparatrices libres.

Démonstration du lemme 3.1.4. — Soit z € Att(C) N W*(K) et soit o un chemin
dans C atteignant x.

La variété stable portant x est s-bord (o étant du coté isolé, ou de I'un des cotés
isolés si z est un double s-bord). De plus, si z appartient & W*(K), il est de type coin
(o étant alors dans le secteur isolé).
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Si z appartient & W*(K) \ W*(K), il appartient soit & une s-arche de type bord,
soit & une séparatrice libre de type bord (o étant du coté isolé). Remarquons que cette
arche ou cette séparatrice est alors toute entiére contenue dans Att(C).

Supposons que z appartienne & une arche. On a vu qu’un coté isolé d’une arche
de type bord détermine une unique chaine d’arches maximales v et cette chaine 7
est contenue dans Att(C). Si cette chaine était finie, y serait un polygone d’arches et
C serait le disque bordé par ce polygone, or §(K) contient tous les disques de cette
forme. La chaine 7y est donc infinie.

On fait un raisonnement symétrique quand = € W*(K) N Att(C), ce qui conclut
la démonstration du lemme. O

Remarquons que le bord de C contient toujours une séparatrice libre : en effet ou
bien Att(C) en contient une, ou bien Att(C) contient une chaine infinie dont ’adhé-
rence contient une séparatrice libre stable et une séparatrice instable libre qui sont
incluses dans I’adhérence de C : en particulier C' ne peut étre relativement compacte
dans U.

Corollaire 3.1.5. — L’ensemble des composantes connezes de U \ 6(K) est fini.

Démonstration. — Chaque séparatrice libre peut étre dans le bord atteignable d’au
plus deux composantes connexes, et les chaines infinies d’arches contenues dans U sont
dans le bord atteignable d’exactement une. Comme les chaines infinies et les sépara-
trices libres sont en nombre fini, le lemme 3.1.4 assure que ’ensemble des composantes
connexes de U \ W*¢(K) UW*(K) est lui aussi fini. a

Chacune des composantes connexes de U \ §(K) est donc périodique pour f. Quitte
a remplacer f par l'un de ses itérés, nous supposerons désormais que f laisse C
globalement invariante.

Lemme 3.1.6. — Soit C une composante conneze de U \ 6(K). Pour tout compact
X C C et tout compact Y C U, il existe ng € N tel que pour tout n € Z, si | n |> ng
alors f*(X)NY = 2.

En particulier, f agit sur C de fagon propre et libre.

Démonstration. — Nous montrerons seulement que pour n > 0 assez grand f*(X)N
Y = @, le cas n < 0 s’obtenant en renversant la fléche du temps.

Rappelons que, par construction de U, il existe une filtration pour f, {%0,%;}
ayant les propriétés suivantes :

K=()f"(51\%)

nez

U= U (E1\ o).

nez
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Remarquons qu’il existe k tel que Y soit inclus dans f¥(X;). Nous allons donc
montrer que pour n > 0 assez grand X N f~"(3;) est vide. Comme X N f~"(¥;)
est une suite décroissante de compacts, il suffit de montrer que X N, oy f~" (1)
est vide. Si tel n’était pas le cas, X contiendrait un point de la variété stable de K
(d’apreés le lemme 1.3.5), ce qui contredirait la définition de C. O

Corollaire 3.1.7. — Toute composante connexe C de U \ §(K) est homéomorphe au
plan R?. De plus, la restriction de f G C est conjuguée d une translation.

Démonstration. — Soit v C C une courbe fermée simple : nous devons montrer que
~ est le bord d’un disque inclus dans C.

Montrons d’abord, par ’absurde, que si ¥ borde un disque D dans U, ce disque est
inclus dans C'. En effet, dans le cas contraire, D contient des points de C' et des points
de §(K), donc contient des points de Att(C) (car Att(C) est dense dans le bord de
C). Du lemme 3.1.4, on déduit alors que le disque D rencontre une variété invariante
W de K de type bord. Toute variété invariante rencontrant D est incluse dans D (car
est disjointe de ). Le point périodique contenu dans W appartient donc au disque
D. Une séparatrice libre issue de ce point est donc incluse dans D, partie compacte
de U. Ceci contredit le fait que le maximal invariant de toute partie compacte de U
est inclus dans K.

1l reste donc & montrer que 7y borde un disque dans U.

D’aprés le lemme 3.1.6, il existe n tel que tous les itérés f™*(vy) sont deux-a-deux
disjoints. Comme U est une surface compacte privée d’'un nombre fini de points, il
existe une couronne bordée par deux de ces itérés. Remarquons que cette couronne
est entiérement incluse dans C, sinon (par le méme argument que ci-dessus) elle
contiendrait une séparatrice libre.

L’union des itérés de cette couronne est une immersion propre de S x R dans
U(d’apres le lemme 3.1.6), d’image incluse dans C. Ceci implique que C est un cylindre
et est une composante connexe de U disjointe de K, ce qui est contraire aux hypothéses
sur U.

On a bien montré que C est simplement connexe, et est donc homéomorphe au
plan R2.

L’action de f sur C étant propre et libre, le quotient de C' par f est une surface
(séparée), la projection étant le revétement universel (et un revétement cyclique).
Le quotient est donc une surface de groupe fondamental égal & Z, c’est-a-dire un
cylindre. La restriction f & C' est un automorphisme du revétement du cylindre, donc
est conjuguée & une translation. O

Corollaire 3.1.8. — Soit C une composante conneze de U \ §(K) et soit k sa période
pour f. Alors il existe un feuilletage de C' dont chaque feuille est un plongement
propre de R dans U invariant par f*. De plus si l; et I sont deux feuilles disjointes
de ce feuilletage, alors il existe un plongement propre de la bande R x [0,1] dans U,
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da valeurs dans C, envoyant les horizontales R x {t} sur les feuilles de ce feuilletage,
limage de R x {0,1} étant l; Uls. De plus, ce plongement conjugue f* a la translation
(s,t) = (s + 1,1).

Démonstration. — On a vu dans la démonstration du corollaire 3.1.7 ci-dessus que le
quotient de C par f* est homéomorphe & un cylindre. On obtient le feuilletage annoncé
en relevant sur C un feuilletage par cercles du cylindre. La propreté de I’immersion
dans U des feuilles et des bandes est une conséquence facile du lemme 3.1.6.

a

Le lemme 3.1.4 a montré que Att(C) était 1'union de courbes qui sont chacune soit
une chaine infinie, soit une séparatrice d’un coin. Pour avoir démontré la proposi-
tion 3.1.2, il reste & voir que Att(C) est constitué exactement de deux de ces courbes.
La démonstration de ce point est assez technique, mais ’idée est relativement simple ;
la voici en quelques mots :

Le corollaire 3.1.7 assure que le quotient de C par f est un cylindre C/f. Un
cylindre a deux bouts, et nous allons voir que chaque courbe v composant Att(C) est
naturellement associée a I'un des bouts de C'/f. Pour cela, le lemme 3.1.11 va nous
permettre de construire, pour chacune des courbes «y; composant le bord atteignable
de C, un segment o; «atteignant» -; : nous considérerons alors la projection du
segment o; sur le cylindre C/f et nous verrons que 'on peut choisir o; de fagon
que sa projection soit une demi-droite proprement plongée dans C/f, c’est-a-dire de
facon a ce qu’elle aille vers 'un des deux bouts de C/f. Le lemme 3.1.11 permet de
plus de choisir la famille de segments o; de fagon que leurs projections soient deux-
a-deux disjointes. Si les courbes 7; sont en nombre strictement supérieur & deux, il
y en a deux, par exemple 7y; et 2, dont les demi-droites associées se dirigent vers le
méme bout de C/f. Nous piégerons alors le segment o2 entre deux itérés de oy, lui
interdisant ainsi d’atteindre 2, ce qui donnera une contradiction.

La principale difficulté de cette preuve est le lemme 3.1.11 (construisant la famille
de segments ;). La démonstration de ce lemme a nécessité de définir la notion de voi-
sinages colliers linéarisants, et de prouver I’existence de tels voisinages (lemme 3.1.10).

Remarque. — Le nombre des courbes composant Att(C) reste inchangé si 'on rem-
place f par I'un de ses itérés. On pourra donc supposer que f laisse invariante chaque
séparatrice bord et chaque composante connexe de U \ §(K). Nous ferons cette hypo-
thése dans les lemmes de la fin de ce paragraphe.

Définition 3.1.9 (Voisinage collier linéarisant). — Soit W*° une variété stable bord de
K (avec un coté bord fixé si elle est double-bord). On appelle voisinage collier de W*
une immersion injective de R x [0, 1] dans S telle que W* soit I’image de R x {0}. On
dira que ce voisinage collier est linéarisant s’il est invariant par f et si la restriction de
f @ ce voisinage est conjuguée a la restriction d’une application linéaire hyperbolique
a un demi-plan fermé bordé par l’une des droites propres.
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Remarques
1. On peut choisir arbitrairement les valeurs propres de 1’application linéaire hy-

perbolique.
2. La restriction d’une application linéaire hyperbolique au secteur compris entre

deux branches d’hyperboles invariantes et une droite propre (voir la figure 1) est
conjuguée a la restriction de cette application linéaire au demi-plan considéré

plus haut.
FIGURE 1
Lemme 3.1.10. —  Pour tout point périodique s-bord p de K, notons (p,e), € €

{+,-}, le point p muni d’un coté de sa variété stable ou celle-ci est bord. Soit
{(p1,€1),---,(Pk,er)} la famille de tous les points périodiques (ici fizes) s-bords de
f munis d’un choiz de coté s-bord : les points fizes doubles s-bords sont de ce fait
représentés deuz fois. Alors il existe une famille V; C U de voisinages colliers linéa-
risants de f, telle que lintersection V; N'V; soit vide si p; # pj, ou réduite & W*(p;)
si p; = p; (cas double-bord).

Démonstration. — Par souci de clarté, nous ne traiterons que le cas ol K ne contient
pas de double-bord.

Commencons par construire un voisinage collier linéarisant pour un point fixe p de
f de type s-bord.

Notons A: R? — R? I’application linéaire définie par A(z,y) = (z/2,2y). Remar-
quons que A laisse invariante chaque hyperbole I'; d’équation z - y = ¢. Pour tout
t > 0 on notera By = {(z,y),y > 0et |z -y| < t}.

Pour tout point fixe p de type s-bord notons h: O — R? un homéomorphisme
conjuguant f & A sur un petit voisinage O de p. On choisit h de fagon que 'image de
la séparatrice instable libre issue de p ait son image dans la demi-droite {0} x [0, +o0[.
Choisissons £ > 0 tel que le segment {0} x [e, 8¢] de la variété instable de (0, 0) pour A
soit inclus dans I’image de O par h. Notons A; le disque topologique de R? bordé par la
courbe fermée simple obtenue en joignant les extrémités des segments [—t/e,t/e] x {e}
et [—t/2¢e,t/2¢] x {2¢} par des segments des hyperboles I'; et I'_; (voir la figure 2).
Remarquons que 'intersection de A; avec son image A(A;) est réduite au segment
[—%, £] x {2¢} et que, pour tout i > 2, A; est disjoint de ses itérés A*(A;). De plus
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I'union de tous les itérés, R x {0} U J;cz A*(A:), est égale & B; (en d’autre termes,
A; est un domaine fondamental de B; pour A).

4e A
e | AN

-t/‘e '—t/25 t/l26 :t/e

FIGURE 2. Choix d’un domaine fondamental d’un voisinage collier

Pour t assez petit, A; et A(A;) sont inclus dans I'image de O. Notons C; = h~1(4;).
Pour ¢ petit, C; est inclus dans un petit voisinage d’un domaine fondamental I de la
séparatrice instable libre de p : en particulier C; est disjoint de W?*(K'). On en déduit
qu’il existe ng > 0 tel que f™(C;) N X, = & (ou X; est la surface & bord ayant servi
a construire U). Comme le complémentaire de ¥; est invariant par f, on obtient que,
pour tout n > ng, C; est disjoint de f™(C}). De plus, pour ¢t > 0 assez petit et pour
tout 2 < n < ng, f*(Ct) est contenu dans un petit voisinage du domaine fondamental
f™(I) de la séparatrice libre donc est disjoint de C;. On en déduit que les itérés f™(C})
sont disjoints de C; dés que |n| > 2.

Notons Dy = W*(p) U, ¢z f"(Ct). Alors D, est un voisinage collier linéarisant :
en effet la restriction de h~! 4 A; se prolonge de facon unique en une immersion
injective de |J,,cz(A™(A¢) sur U, ¢z f*(Ct) conjuguant les restrictions A et de f a ces
ensembles et cette immersion se prolonge par continuité, de R x {0} sur W*(P), par
un homémorphisme coincidant avec h~! au voisinage de (0, 0).

Pour conclure la démonstration du lemme il reste & montrer que ’on peut choisir
ces voisinages colliers linéarisants disjoints deux-a-deux. Soit py, ..., ps la famille des
points s-bords fixes de f (supposé sans double-bord). Pour tout 4, et tout ¢ > 0 petit,
notons D; ; le voisinage collier linéarisant construit ci-dessus. Alors pour ¢ assez petit
les D;; sont deux-a-deux disjoints : en effet, il suffit de vérifier que tout itéré de C;;
est disjoint de tout itéré de C;; dés que i # j, ce que ’on montre par un raisonnement
analogue & ci-dessus en utilisant que chaque C;; posséde un itéré disjoint de ¥. O

Lemme 3.1.11. — Supposons K sans double-bord.

Soit z1,...,xzr € K une famille finie de points de type coin et d’orbites distinctes.
Alors il existe 01,...,0, C U, k segments plongés dans U, ayant les propriétés sui-
vantes :
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1. pour tout i, les itérés de o; \ {z;} sont deuz-d-deux disjoints,
2. pour tous i # j, les orbites de o; et de o; sont disjointes,

3. pour tout i, o; admet T; comme extrémité, et o; est transverse en T; aur deux
variétés (stable et instable) passant par z;,

4. pour tout i, o; \ {z;} est disjoint de W*(K) U W*(K).

Démonstration. — Rappelons que l'on a supposé que les séparatrices bords sont
toutes fixes pour f.

D’aprés le lemme 3.1.10 ci-dessus, on peut choisir un voisinage collier linéarisant D,
pour chaque point fixe p s-bord, de fagon que les Dy soient deux-a-deux disjoints. De
méme on choisit des voisinages colliers linéarisants D} pour les points fixes ¢ u-bords.

Tout point coin x; appartient & lintersection E; = D, N Dg ou p; et g; sont
les points fixes des variétés stable et instable de z;. En utilisant ’expression linéaire
de la restriction de f & D,,, on choisit alors un segment o; d’extrémité z; tel que
o; \ z; C Int(E;), et dont tous les itérés sont d’intérieurs disjoints (si z; # ps, =i
est errant pour la dynamique linéarisée : il suffit donc de prendre o; assez petit; si
z; = p;, on choisit pour o; un petit segment radial situé dans le secteur bordé par les
deux séparatrices libres).

Les items (1) et (3) sont déja vérifiés. L’item (4) provient de ce que Dy, et Dy, ont
été choisis d’intérieur disjoint de W*(K) et de W*(K) respectivement.

Montrons I'item (2).

Si pi # pj, Dy, et Dy, sont alors deux voisinages colliers invariants et disjoints, ce
qui assure que les itérés de o; et de o; sont disjoints.

Si z; et z; sont deux points non périodiques de la méme variété stable, alors
I'expression linéaire de f dans D; montre qu’ils possédent des voisinages dans Dj,
dont toutes les orbites par f sont disjointes : il suffit donc de choisir o; et o; assez
petits.

Si z; et z; sont sur la méme variété stable et que z; est le point fixe, o; a été choisi
dans le secteur libre (bordé par les séparatrices libres de z; = p;), et ses itérés sont
donc disjoints de o; (qui est inclus dans un autre secteur). O

Remarque. — Le lemme 3.1.11 admet bien str une version dans le cas ou K posséde
des double-bords. Dans ce cas, il faut munir les points coins z; d’un choix de secteurs
ou ces points sont coins. Dans chaque orbite d’un point coin, on peut alors choisir
autant de z; que de secteurs coins. Il faut alors remplacer I'item 2 du lemme, dans
le cas ou z; et x; correspondent & deux secteurs de la méme orbite coin z, par la
propriété : 'intersection de l’orbite de o; et de I'orbite de o; est réduite & 'orbite du
point z.

La démonstration est pratiquement identique & celle du cas «sans double-bord »,
et est laissée au lecteur.
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On peut maintenant conclure la démonstration de la proposition 3.1.2.

Fin de la démonstration de la proposition 8.1.2. — (Afin de simplifier ’exposition
nous supposerons que K est sans double-bord, ce qui nous permettra d’utiliser le
lemme 3.1.11; la démonstration dans le cas «avec double-bord» est pratiquement
identique, en utilisant la remarque ci-dessus).

On sait que Att(C) est une union finie de courbes qui sont soit des chaines infinies,
soit I'union d’un point fixe coin et de ses séparatrices libres. On choisit un point coin
x; sur chacune de ces courbes. Le lemme 3.1.11 permet de choisir pour tout ¢ un
segment o; d’extrémité z;, tel que o; \ {z;} soit inclus dans C, et que les chemins
f™(oi \ {z;}) soient deux-a-deux disjoints.

Alors les 0; se projettent sur le cylindre en des courbes simples disjointes, propre-
ment plongées o;. Si deux de ces courbes 1 et o2 vont vers le méme bout du cylindre
alors considérons un cercle ¢ coupant &7 en un et un seul point. Quitte & restreindre
02 on peut supposer que o» est disjoint de c.

Considérons les deux relevés successifs o1 et f(o1) et le segment relevé de c et joi-
gnant ces deux segments (voir la figure 3), ainsi que la courbe simple fermée construite
en mettant bout & bout la courbe de Att(C) joignant l’extrémité de o, & son image,
les segments o, et son image, et le segment relevé du cercle qui les joint. Cette courbe
borde un disque d’intérieur contenu dans C. L’un des itérés de o2 \ =2 est inclus dans
Pintérieur de ce disque, ce qui contredit le fait que o2 a son extrémité sur une autre
des courbes composant Att(C') O

3.2. Domaine d’un ensemble hyperbolique saturé : définition et universa-

litée

Dans ce paragraphe, nous reprenons les notations du paragraphe précédent : K
est un ensemble hyperbolique saturé, §(K) est le domaine restreint de K, et U est
P’ouvert invariant construit par la proposition 1.3.1. D’aprés la proposition 3.1.2, les
composantes connexes de U \ §(K) sont en nombre fini, périodiques, homéomorphes
au plan; de plus, chaque composante est munie d’un feuilletage produit dont les
feuilles sont des droites invariantes par l'itéré de f correspondant a la période de la
composante. Bien str, si Cy est une composante de U \ §(K) munie d’un feuilletage F,
on pourra supposer que f(F) est le feuilletage dont est munie la composante f(Cjp).
En d’autres termes, U \ §(K) est muni d’un feuilletage F' invariant par f dont les
feuilles sont des droites proprement plongées dans U et sont périodiques pour f, leur
période coincidant avec celle de la composante connexe qui les contient.

Pour toute orbite C = {Co,...,Ck-1 = f¥71(Co)} de composantes connexes de
U\J(K), on choisit (g9, o) deux feuilles distinctes de F' contenues dans la composante
Co, et on note By C Cp l'intérieur de la bande bordée par ggU~yy. Par construction du

ASTERISQUE 250



3.2. LE DOMAINE : DEFINITION ET UNIVERSALITE 81

T f(z1)

le cylindre

c/f

FIGURE 3. Un itéré de oy est piégé entre oy et f(o1)

feuilletage F les feuilles o et o sont invariantes par f*; on en déduit que f*(B,) =
Bo. On note B; = f(Bo) et B(C) = U;cz(Bi) = Us " (Bi).
Notons

A(K) =U\ | JB(©).
C

Remarquons que A(K) est homéomorphe & une surface compacte & bord privée d’un
ensemble fini de points. Nous dirons que A(K) est une surface d bord de topologie

finie.

Définition 3.2.1. —  Nous appellerons domaine de K tout voisinage O de K ho-
méomorphe & A(K) par un homéomorphisme coincidant avec lidentité sur K, et
conjuguant les restrictions de f 6 O et A(K).

Notre construction du domaine semble dépendre de nombreux choix : choix de
Pouvert U, du feuilletage F', etc.. Le but de ce paragraphe est de montrer que le
domaine de K est le «plus petit» voisinage invariant qui est une surface a bord de
topologie finie, et qu’il est unique, & conjugaison prés par des homéomorphismes égaux
a Pidentité sur §(K).

La proposition suivante formalise le fait que A(K) est le plus petit voisinage inva-
riant de topologie finie : cette propriété s’appellera versalité
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Proposition 3.2.2 (Le domaine : versalité). — Pour tout voisinage D de K invariant
par f et contenant §(K), il existe un plongement de A(K) dans D coincidant avec
lidentité sur le domaine restreint 6(K) et commutant avec f.

Définition 3.2.3. — On appellera voisinage versel de K un voisinage D, invariant et
de topologie finie, de K vérifiant la propriété de minimalité de la proposition 3.2.2 :
pour tout voisinage invariant de topologie finie Dde K , il eziste un plongement de D
dans D commutant avec f et coincidant avec identité sur d(K).

Démonstration

0) Montrons d’abord que la classe de conjugaison de (A(K), f) ne dépend pas du
choix des feuilles o, du feuilletage F'.

Soit C' une composante connexe de U \ 6(K), et par souci d’alléger les notations,
supposons que cette composante soit fixe par f. Remarquons d’abord que ’espace
des feuilles de la restriction du feuilletage F' & C est R (voir le corollaire 3.1.8).
Choisissons donc 6 feuilles de fagon ordonnée o3 < 03 < 07 < 11 < 72 < 73, €t pour
tout i € {1,2,3} notons B; C C la bande bordée par o; et ;.

Alors, en utilisant le fait que la restriction de f & Bj est conjuguée & une transla-
tion, on construit facilement un homéomorphisme h de U commutant avec f, égal &
P’identité hors de la bande Bs et tel que h(Bs2) = B;.

1) Soit D un voisinage de K, invariant par f et contenant §(K). Remarquons que
DNU est un voisinage invariant de K contenant (K ). Nous pouvons donc supposer
D c U. Considérons C' une composante connexe de U \ 6(K), et notons o < v les
feuilles de F' qui sont les composantes du bord dans C de A(K).

Nous avons vu, dans la démonstration du corollaire 3.1.7, que le quotient de C' par
l’itéré de f correspondant & sa période est un cylindre I'. De plus, le feuilletage F
induit sur I' un feuilletage produit en cercles.

Considérons la projection D de D N C sur I'. Montrons par ’absurde que I' \ D
est relativement compact dans I'. Supposons donc qu’il existe une suite de points
(z;) C T'\ D sortant de tout compact de I' (voir la figure 4). Quitte & extraire une
sous-suite, on peut supposer que la suite (z;) converge vers I'un des deux bouts du
cylindre I'. Par un argument tout a fait analogue & celui de la fin de la démonstration
de la proposition 3.1.2, on montre alors que 1’on peut extraire une sous-suite (z,;) et
pour tout ¢ un relevé z,, € C de z,,, de facon que la suite (Z,,) converge vers un
point de Att(C) C W*(K) U W*(K). Ceci contredit le fait que D est un voisinage
invariant de K, et donc de ses variétés invariantes.

De Pargument ci-dessus, on déduit I’existence de feuilles o, < 73, telles que toute
feuille de C inférieure & o1 ou supérieure & ~y; est incluse dans D.

D’aprés le point 0) de cette démonstration, D contient donc un voisinage de K
homéomorphe 4 A(K) par un homémorphisme commutant avec f et égal a I’identité
au voisinage de §(K) : la proposition est donc démontrée. O
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_ D

FIGURE 4. Suite de points hors de D, convergeant vers I'un des bouts
du cylindre T’

Le reste de ce paragraphe a pour but de formaliser et de montrer I'unicité du
domaine. L’une des difficultés est que le domaine que nous avons défini n’est ni ouvert,
ni fermé (nous compléterons le domaine au paragraphe 3.4, ou les composantes du
bord du domaine serviront & recoller entre eux les domaines des ensembles saturés et
a reconstruire ainsi la, dynamique globale). Remarquons que si 'on 6te au domaine
A(K) une des composantes connexes de son bord, on obtient un nouveau voisinage
invariant de K homéomorphe & une surface compacte & bord privée d’un ensemble
fini de points (on a remplacé une composante du bord joignant deux points enlevés
par un point enlevé). Pour caractériser le domaine parmi ces divers voisinages, nous
introduisons la notion de fermeture modulo f :

Définition 3.2.4. — On dira qu’un ensemble E invariant par f est fermé modulo f
si pour toute suite (x;) C E,i € N, il existe une suite (n;) C Z telle que la suite de
points (f™ (z;)) admette une sous-suite convergeant vers un point de E.

FI1GURE 5. Un ensemble E, fermé modulo f

Remarque. — L’ouvert U est fermé modulo f, car il est le saturé d’une partie
compacte. Le domaine A(K) est fermé modulo f car il est fermé dans U.
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Remarquons que, pour caractériser A(K) parmi les voisinages versels D de K,
il suffit de considérer les voisinages D inclus dans I'intérieur de A(K) : en effet, la
propriété de versalité entraine qu’ils sont conjugués & une partie de A(K), et le point
0 de la démonstration de la proposition 3.2.2 montre que A(K) peut étre plongé dans
son intérieur.

Proposition 3.2.5 (Le domaine : unicité). — Soit D un voisinage de K, inclus dans
Vintérieur de A(K), invariant par f, et qui est une surface a bord de topologie finie.
On suppose de plus que D est fermé modulo f, et que toute composante conneze de
D contient au moins un point de K. Alors il existe un homéomorphisme h de D sur
A(K), tel que h coincide avec Uidentité sur §(K) et conjugue la restriction de f a D
et la restriction de f a A(K).

Lemme 3.2.6. — D est fermé dans A(K).

Démonstration. — Soit (z;) une suite de points de D convergeant vers un point z
de A(K). Si z appartient & d(K) alors z € D : il n’y a rien & faire. Supposons
désormais =z ¢ §(K). Remarquons que, quitte & extraire une sous-suite, ’ensemble
X = {z} U {z1,...,2, -} est une partie compacte d’une composante connexe de
A(K) \ §(K). Comme D est fermé modulo f, quitte 3 extraire une sous-suite, il
existe une suite (n;) C Z telle que la suite (f™(x;)) converge vers un point y €
D. Cependant, étant donné un voisinage compact de y dans A(K), le lemme 3.1.6
implique que seul un nombre fini d’itérés du compact X rencontre ce voisinage : on
en déduit que la suite (n;) est bornée, et donc que y est un itéré de z. Comme D
est invariant par f et y € D, le point z appartient & D, c’est ce que nous devions
montrer. O

Démonstration de la proposition. — Soit C une composante connexe de A(K)\§(K);
quitte a remplacer f par un de ses itérés on supposera C' invariante par f. Remarquons
que C est homéomorphe 4 un demi-plan fermé sur lequel f agit comme une translation.
Notons 7, le bord de C.

Comme D est fermé dans A(K), D N C est fermé dans C. Remarquons que le
bord de D N C dans C est l'intersection avec C' du bord de D : en effet, D étant
inclus dans 'intérieur de A(K) le bord de C est disjoint du bord de D. De plus, toute
composante connexe du bord de D est disjointe de §(K) : toute composante du bord
de D rencontrant C' est donc incluse dans 'intérieur de C. On en déduit que le bord
de DN C dans C est une union finie de courbes, et que D N C est une surface fermée
a bord du demi-plan C, invariante par la translation f. Chaque composante du bord
de D N C est invariante par une puissance de f.

Le quotient C/f de C par f est un cylindre [0, +00[xS!. Le quotient (DN C)/f a
pour bord le quotient du bord de DNC, c’est-a-dire un nombre fini de courbes fermées
simples disjointes. Remarquons que toutes ces courbes sont essentielles (c’est-a-dire
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non homotopes & zéro) ; en effet une courbe homotope & zéro a pour image inverse
dans C une infinité de courbes fermées.

Si le nombre de ces courbes est plus grand que 1, alors le quotient (D N C)/f
contient un anneau (homéomorphe & [0,1] x S!). Dans ce cas, D N C contient une
bande [0, 1] x R proprement plongée dans C et invariante par f. Une telle bande est
une composante connexe de D qui ne rencontre pas K, ce qui contredit la définition
de D.

Le bord de (DNC)/ f est donc réduit & une unique courbe fermée simple. Donc (DN
C)/f est un demi-cylindre fermé contenu dans C. Il existe un homéomorphisme h¢c de
C/fsur (DNC)/f, égal a l'identité au voisinage du bout de C/ f. L’homéomorphisme
he se reléve en un homéomorphisme he de C sur DN C, commutant avec f et
égal 3 l'identité prés de §(K) (c’est-a-dire sur lintersection avec C' d’un voisinage de
6(K)). En recollant les homéomorphismes he obtenus pour toutes les composantes
de A(K) \ 6(K) avec 'identité sur §(K) on obtient ’homéomorphisme annoncé. [

De la proposition et de la définition de la versalité, on déduit une définition intrin-
séque du domaine :

Corollaire 3.2.7. —  Tout voisinage f-invariant et de topologie finie de K qui est
versel, fermé modulo f, et dont toute composante connexe contient un point de K,
est conjugué @ A(K) par un homéomorphisme coincidant avec l'identité sur §(K).

3.3. Le graphe de Smale et les domaines

Lemme 3.3.1. —  Soient K et L deux ensembles hyperboliques saturés qui corres-
pondent & des intervalles I et J de piéces basiques. Alors les deuzx propriétés suivantes
sont équivalentes :

1. Toute piéce basique de I est non-comparable pour < & toute piéce basique de J.

2. Les domaines A(K) et A(L) peuvent étre choisis disjoints.

Démonstration. — Si A(K)NA(L) = @, alors les variétés invariantes de toute piéce
basique de I sont disjointes des variétés invariantes des piéces basiques contenues dans
J, ce qui entraine que ces piéces basiques sont non-comparables. Il reste & montrer la
réciproque :

Remarquons d’abord que I U J est un intervalle de piéces basiques. Notons U
Pouvert invariant homéomorphe & une surface compacte S privée d’un ensemble fini
de points, construit par la proposition 1.3.1, et correspondant & lintervalle I U J.
Quitte & remplacer S et f par la surface Setle difféomorphisme de Smale fde cette
proposition, on pourra supposer que S \ U se réduit & un ensemble fini de points
périodiques attracteurs ou répulseurs.

Rappelons d’abord que la variété stable W*(K) est 'union des variétés stables des
piéces basiques contenues dans K. L’adhérence de cette variété stable est I’'union des
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variétés stables des piéces basiques supérieures ou égales a I. En particulier, c’est un
compact disjoint de ’'union des variétés invariantes de L. De plus les piéces basiques
supérieures strictement & I sont des points répulseurs contenus dans S\ U : on en
déduit que W*(K) est un fermé de U disjoint des variétés invariantes de L. Il en
va bien str de méme de la variété instable de K, et des variétés invariantes de L :
WS(K)UW*(K) et W(L) UW*(K) sont deux fermés de U qui sont disjoints.

Notons M = KUL; c’est un ensemble hyperbolique saturé (associé a l'intervalle TU
J). On considére son domaine A(M). Remarquons que A(M) est localement connexe
par arcs (car c’est une surface a bord), et que W*(K) U W*(K) et W*(L) U W¥*(L)
sont des fermés de A(M). Supposons qu’il existe une composante connexe de A(M)
qui contienne a la fois des points de K et des points de L : il existe alors un chemin
o dans A(M) d’intérieur disjoint des variétés invariantes de K et de L, ayant son
origine dans W*(K) U W*(K) et son extrémité dans W*(L) U W¥(L).

Remarquons que o est d’intérieur disjoint de (M) : dans le cas contraire, I'intérieur
de o serait inclus dans ’intérieur d’un disque bordé par un polygone d’arches de L :
ceci implique ’existence d’un polygone d’arches possédant des arches de K et des
arches de L, ce qui contredit que leurs variétés invariantes soient disjointes.

L’intérieur de o est donc contenu dans une composante connexe C de A(M)\d(M),
et a ses extrémités sur §(M). Les extrémités de o sont donc des points de Att(C).
Remarquons que, par construction du domaine, la frontiére (dans A(M)) atteignable
de toute composante connexe de A(M) \ §(M) est exactement une courbe qui est
ou bien une chaine infinie d’arches, ou bien 'union d’un point périodique coin, d’une
séparatrice libre stable et une séparatrice libre instable (en effet, la proposition 3.1.2
dit que les composantes connexes de U \ §(M) ont comme bord atteignable deux de
ces courbes, et C' a été obtenue en découpant une telle composante suivant une bande
séparant ces deux courbes). Une telle courbe ne peut porter a la fois des points des
variétés invariantes de K et des points des variétés invariantes de L, ce qui contredit
la définition de o.

Nous pouvons & présent conclure la démonstration du lemme. En effet 1’union des
composantes connexes de A(M) non-disjointes de K est un voisinage invariant de
topologie finie de K : d’aprés la proposition 3.2.2, on peut donc choisir A(K) dans
cette union. De méme, on peut choisir A(L) dans I'union des composantes connexes de
A(M) non-disjointes de L. Ces choix de domaines de K et L sont alors disjoints. O

Corollaire 3.3.2. — Soient K et L deuz ensembles hyperboliques saturés tels que toute
piéce basique composant K soit non-comparable pour < a toute piéce basique compo-
sant L. Alors KUL est un ensemble hyperbolique saturé dont le domaine A(KUL) est
homéomorphe & Uunion disjointe A(K) [[ A(L) par un homéomorphisme commutant
avec f et coincidant avec lidentité sur §(K) U §(L).

Démonstration. — On a vu dans la démonstration du lemme 3.3.1 que ’on peut
choisir les domaines A(K) et §(L) de fagon qu’ils soient disjoints et inclus dans A(K U
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L). L’union A(K) U A(L) est alors un voisinage invariant de K U L de topologie
finie, fermé modulo f et inclus dans A(K U L). La proposition 3.2.5 permet alors de
conclure. O

Voici & présent une reformulation du corollaire 3.3.2 :

Corollaire 3.3.3. — Soit I un intervalle de piéces basiques, et K l’ensemble hyper-
bolique saturé qui lui est associé. Soit Gy le sous-graphe du diagramme de Smale
correspondant & I. Soient Jy,...,Ji les intervalles correspondant aur composantes
connezes de Gy, et Ly,--- Ly les ensembles hyperboliques saturés qui leur sont asso-
ciés.

Alors (A(K), f) est conjugué & (11,(A(L:)), f) par un homéomorphisme égal a
Uidentité sur 6(K).

Le but de cette fin de paragraphe est de montrer que, pour étudier la dynamique sur
les domaines d’ensembles hyperboliques saturés, il suffit de considérer les ensembles
hyperboliques saturés dont le domaine est connexe.

Soit (K, f) un ensemble hyperbolique saturé et A(K) son domaine. Remarquons
que A(K) posséde un nombre fini de composantes connexes, et que f induit une
permutation sur ’ensemble de ces composantes connexes. Soit Cy I’'une de ces compo-
santes, k sa période pour f, et Ag = 15—1 f¥(Co) I'union des composantes de l’orbite
de Cp. L’ensemble Koy = KN A est alors un ensemble hyperbolique saturé, qui corres-
pond a 'une des composantes connexes du diagramme de Smale de K ; son domaine
est Ag. On a donc déja montré :

Corollaire 3.3.4. — Pour tout ensemble hyperbolique saturé (K, f), il existe une fa-
mille finie {(K;, f),1 < i <1} d’ensembles hyperboliques saturés tels que l’on ait :

1. Pour tout i, le domaine A(K;) posséde une unique orbite de composantes
connezes.

2. (A(K), f) est lunion disjointe des (A(K;), f)

Le lemme 3.2.5 et le corollaire 3.2.7 permettent de montrer :

Corollaire 3.3.5. — Soit (K, f) un ensemble hyperbolique saturé, et A(K) son domai-
ne.

Pour tout n # 0, K est un ensemble hyperbolique saturé de f™ et son domaine pour
" est A(K).

Considérons a présent un ensemble hyperbolique saturé (K, f) dont le domaine
A(K) ne contient qu’une seule orbite de composantes connexes, et notons p la pé-
riode de cette orbite. Alors le domaine de K pour f? est encore A(K) (d’aprés le
corollaire 3.3.5) et posséde donc p composantes connexes invariantes par fP. Il est
de plus clair que les restrictions de fP a ces composantes connexes de A(K) sont
conjuguées deux-a-deux. On en déduit donc :
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Corollaire 3.3.6. — Soit (K, f) un ensemble hyperbolique saturé dont le domaine
ne contient qu’une orbite de composantes connexes et soit p sa période. Soit C une
composante conneze de A(K) et soit L=KNC. Alors :

1. L est un ensemble hyperbolique saturé de fP, dont le domaine est C' (donc est
conneze).

2. (A(K), f) est topologiquement conjugué & L x {1,...,p} muni du difféomor-
phisme ¢ défini par (¢(x,7) = (z,i+1) sii# p, et $(z,p) = (fF(z),1).

Voici, pour finir ce paragraphe, une caractéristation des ensembles hyperboliques
saturés dont le domaine est connexe.

Lemme 3.3.7. — Soit (K, f) un ensemble hyperbolique saturé. Alors A(K) est conneze
si et seulement si W*(K) U W*(K) est connere.

Démonstration. — Sil’'union des variétés invariantes de K est connexe, le domaine est
lui aussi connexe car chacune de ses composantes connexes contient, par construction,
un point de K. C’est la réciproque qu’il faut montrer.

Remarquons d’abord que, pour tout ensemble hyperbolique saturé, I’'union de ses
variétés invariantes posséde un nombre fini de composantes connexes. En effet, le
théoréme spectral assure que toute piéce basique A est I'union d’un nombre fini de
compacts A; permutés par f, et tels que pour tous x,y € A;, la variété stable de =
rencontre transversalement la variété instable de y : en particulier I’'union des variétés
stables et instables de A; est connexe. On en déduit que W*(A) U W*(A) contient un
nombre fini de composantes connexes ; il en est de méme de W*(K)UW*(K), qui est
I’'union des variétés invariantes des piéces basiques contenues dans K.

Les composantes connexes W de W*(K) U W*(K) sont permutées par f, et sont
périodiques : notons p un multiple commun aux périodes de ces composantes connexes.
Alors I'intersection K; de K avec chacune des composantes connexes W¢ de W*(K)U
W*(K) est invariante par f?, et est donc un ensemble hyperbolique saturé de fP. De
plus, pour ¢ # j, les variétés invariantes de K; sont disjointes de celles de K; donc
les piéces basiques de fP contenues dans K; sont non-comparables a celles contenues
dans K. D’aprés le lemme 3.3.1, le domaine de K pour fP contient au moins autant
de composantes connexes que de K; (et donc de W?). Or, le domaine de K pour
f? est égal au domaine A(K) pour f. On a donc montré que si A(K) est connexe,
WH(K)UW*(K) aussi. O

3.4. Premiére réduction du probléme de classification des difféomorphis-
mes de Smale

Dans ce paragraphe, nous allons définir des régles de recollement des domaines
d’une famille finie d’ensembles hyperboliques saturés K; de difféomorphismes de
Smale f; sur différentes surfaces. Nous verrons que chaque régle de recollement des
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domaines A(Kj;, f;) construit une surface compacte munie d’une classe d’équivalence
topologique de difféeomorphismes de Smale. De plus, pour toute famille finie de do-
maines A(K;, f;), ’ensemble des régles de recollement est finie. Nous remarquerons de
plus que chaque difféomorphisme peut étre reconstruit par recollement des domaines
de ses propres ensembles hyperboliques saturés.

Nous aurons ainsi montré que, pour classifier les difféomorphismes des surfaces
compactes & conjugaison topologique prés, il suffit de classifier (& conjugaison topolo-
gique preés) les restrictions des difféeomorphismes de Smale aux domaines des ensembles
hyperboliques saturés.

Les domaines n’étant ni ouverts ni fermés, il sera plus commode de les compactifier.

Soit A le domaine d’un ensemble hyperbolique saturé K d’un difféomorphisme
f d’une surface S. Nous avons construit (voir la proposition 1.3.1) un difféomor-
phisme f d’une surface §, de sorte que A soit obtenu & partir de 'ouvert U = S \
{sources, puits}, en coupant suivant des bandes disjointes, dont 'union est invariante
par f, chaque bande joignant une source a un puits.

Dans D les sources et puits ont des voisinages divisés en secteurs alternativement
dans une bande et dans A (voir figure 6).

7 o

Q\\‘/

(

NN

NS

FIGURE 6. Les secteurs alternativement dans une bande ou dans A,
au voisinage d’un puits (& gauche)

Nous pouvons maintenant compléter A en ajoutant un point & lextrémité de
chaque secteur de A contenu dans un voisinage découpé comme ci-dessus d’une source
ou d’un puits. Si la source ou le puits admet un voisinage qui n’est pas découpé, il suffit
de rajouter ce point. Le résultat est une surface compacte & bord A. Par construction,
A\ A est un ensemble fini de points qui sont des sources ou des puits (pour la dy-
namique obtenue en complétant par continuité la restriction de f & A). Remarquons
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que chaque composante du bord de A contient au moins une source et un puits, ces
sources et puits étant alternés sur chacune des composantes du bord de D. Il sera
commode de la visualiser comme une surface & bords et coins, les coins étant les
sources et puits contenus dans le bord.

En souvenir des « diamonds» (carreaux) qu’utilise Peixoto pour classifier les champs
de vecteurs Morse-Smale quasi-gradients, nous appellerons « carreauz» ces domaines
complétés.

Petite remarque sémantique. — Nos carreaux généralisent les voisinages en étoile
dont nous avions parlé dans 'introduction, et ne coincident hélas pas avec les «dia-
monds» de Peixoto.

A chaque droite du bord de A correspond un c6té du carreau, c’est-a-dire un
segment joignant un coin source & un coin puits. On appellera orientation dynamique
d’un c6té d’un carreau l'orientation qui va du coin source vers le coin puits.

Voyons & présent comment assembler les carreaux, et pour cela nous allons définir
ce qu’est une régle de recollement.

Soient (A1, f1),-..,(Ak, fr) les restrictions de k difféeomorphismes de Smale f;
(définis chacun sur une surface S; orientée, f; respectant 1’orientation), aux domaines
A; C S; d’ensembles hyperboliques saturés K;. On notera (A;, f;) les carreaux obtenus
en complétant comme ci-dessus les domaines A;.

Soit v un c6té de A;. On associe & + un signe () € {—1, 1}, suivant que V’orien-
tation de v comme bord de A; coincide ou non avec lorientation dynamique.

Remarquons que les cotés positifs et les cotés négatifs sont en méme nombre puis-
qu’ils sont alternés sur chaque composante du bord. Notons I't et I'~ les ensembles de
tous les cotés positifs et négatifs. Remarquons que les f? induisent des permutations
ot et o~ sur les ensembles I't, I'™.

Définition 3.4.1. — Avec les notations ci-dessus, on appellera régle de recollement de la
famille de carreauz (A, f;), une bijection ¢ de Tt sur '™ conjuguant les permutations
ot eto.

Proposition 3.4.2 (Les carrelages). — Soit {(A;, f;),1 <i < k} une famille finie de
carreauz, et soient 't et I'~ les ensembles des cotés positifs et négatifs de ces carreaus.
Soit ¢: I't — '™ une régle de recollement.

Il existe une famille d’homéomorphismes h., envoyant chaque coté positif v sur son
image ¢(7y), de facon qu’en recollant les carreauz le long de leurs cotés par les homéo-
morphismes h., on obtienne une surface compacte orientable sans bord munie d’un
homéomorphisme préservant lorientation, conjugué a un difféomorphisme de Smale.

De plus la classe de conjugaison de ce difféomorphisme ne dépend que des carreaut
et de ¢.
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Idée de démonstration. — Si «y est un coté fixe pour o alors ¢(7y) est fixe pour o~
et les restrictions des f; correspondants sur ’intérieur de ces deux cotés sont des
translations. On peut donc choisir un homéomorphisme h.,: v = ¢(7) qui conjugue
ces deux translations. Si v est périodique de période p, ¢(7y) aussi. On choisit un
homéomorphisme h., conjuguant les restrictions des itérés f7’ aux cotés vy et ¢(v). Sur
litéré fij (7v), on obtiendra alors h i (y) €0 conjuguant k., par la j%™¢ puissance des f;
convenables.

On se convainc facilement qu’en recollant les A; le long de leurs cotés par les homéo-
morphismes h.,, on obtient une surface S compacte sans bord. Le fait que chaque coté
positif soit recollé & un coté négatif assure que cette surface est orientée. De plus,
les diffeomorphismes f; se recollent sur S en un homéomorphisme f qui préserve
Porientation de S.

Remarquons qu’en chaque point obtenu par recollement de puits (resp. des sources)
des carreaux, cet homéomorphisme f est topologiquement contractant (resp. dilatant).

Soit o une cicatrice, c’est-a-dire un segment de S obtenu par recollement de deux
cotés. Remarquons que o joint un puits & une source, et que o privé de ses extrémités
posséde un voisinage qui est une bande invariante (par une puissance de f) et que la
dynamique sur cette bande invariante est conjuguée & une translation.

Les deux observations ci-dessus permettent de lisser la dynamique en un difféomor-
phisme de Smale (encore noté f), et montrent que la classe de conjugaison topologique
de ce difféomorphisme de Smale ne dépend pas du choix des homéomorphismes h.,. O

Voyons & présent que tout diffeomorphisme de Smale est obtenu par recollement
de tels carreaux.

Soit f un diffeomorphisme de Smale d’une surface compacte orientable S. Notons
U la surface S privée de ses points attracteurs ou répulseurs. Notons I 1’ensemble
des piéces basiques qui ne sont pas des points périodiques attracteurs ou répulseurs :
c’est un intervalle de piéce basiques. Notons K ’ensemble hyperbolique saturé associé
a lintervalle I. Le domaine A(K) est obtenu en 6tant & U l'intérieur d’un nombre
fini de bandes disjointes proprement plongées dans U ; remarquons que 'union de ces
bandes est invariante par f, et que chaque composante de leur bord joint un point
attracteur & un point répulseur; de plus, chacune de ces bandes B est périodique
pour f, et la restriction de fP & B (ou p est la période de B) est conjuguée a une
translation.

Voyons que les bandes définissent une régle de recollement de ’ensemble des com-
posantes connexes du bord de A(K). En effet, si B est une bande, on constate que
Porientation des composantes connexes du bord de B comme bord de A(K) est com-
patible avec 'orientation dynamique sur 'une des deux composantes (notée vg) et
contraire & ’orientation dynamique sur autre (notée ¢(yg)). La composante yp cor-
respond donc & un co6té positif et ¢(yp) & un coté négatif, et on vérifie que ¢ définit
une bijection de I't sur I'~ conjuguant les permutations induites par f.
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La proposition suivante est alors immédiate :

Proposition 3.4.3 (Le carrelage). — Avec les notations ci-dessus, en recollant le car-
reau A(K) par la régle de recollement ¢, on obtient la surface S munie de la classe
de conjugaison du difféomorphisme f.

En conclusion, une description combinatoire de la classe de conjugaison topologique
d’un difféomorphisme de Smale sera donnée par une description combinatoire de sa,
restriction au domaine de I’ensemble hyperbolique saturé K associé a son diagramme
de Smale privé des sources et des puits, et par une régle de recollement des cotés
du carreau correspondant. De plus, d’aprés les corollaires 3.3.4 et 3.3.6, (A(K), f) se
reconstruit de fagon simple & partir de domaines (A(K;), f¢) connexes.

Il nous suffit & présent de classifier les restrictions de difféomorphismes de Smale
aux domaines connexes d’ensembles hyperboliques saturés.
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CHAPITRE 4

CONSTRUCTION DE PARTITIONS DE MARKOV

Le but de cette partie est de donner un procédé de construction de partitions de
Markov par des rectangles disjoints (éventuellement dégénérés, voir définition 2.2.1),
pour tout un ensemble hyperbolique saturé K qui ne contient pas d’attracteur ni de
répulseur.

Cette partie ne contient pas de résultats vraiment originaux : le fait que les en-
sembles hyperboliques de difféeomorphismes de surfaces admettent des partitions de
Markov par des rectangles est déja connu. L’existence de ces partitions de Markov
(par rectangles disjoints) est le seul résultat nécessaire aux parties suivantes de ce
travail, et le lecteur peut donc lire les parties suivantes de fagon indépendante, en
admettant ce résultat.

Notre motivation pour écrire cette partie est double :

1. En général les auteurs demandent aux rectangles d’étre d’intérieurs disjoints,
alors que nous aurons besoin de rectangles disjoints. De plus, nous considérons
des ensembles hyperboliques non transitifs, et ’existence de double-bords nous
oblige & admettre des rectangles dégénérés (c’est-a-dire réduits & un segment ou
a un point) : nous ne pouvons donc pas appliquer tels quels les résultats de la
littérature.

2. Nous pensons qu’il sera prochainement possible d’exhiber, pour tout ensemble
hyperbolique saturé dont le domaine est connexe, une famille finie de partitions
de Markov (& conjuguaison prés par la dynamique). De plus, nous espérons que
cette famille finie sera obtenue de fagon algorithmique & partir d’une partition
de Markov quelconque, ce qui permettra de décider si deux partitions de Markov
décrivent ou pas le méme ensemble hyperbolique. Il faudra pour cela disposer
d’un procédé explicite de construction.

Remarque. — Le fait que nous demandons aux rectangles des partitions de Markov
d’étre disjoints nous a obligés i ne considérer, dans cette partie, que des ensembles
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hyperboliques saturés ne possédant pas d’attracteur ou de répulseur hyperbolique
(qu’il soit périodique ou non périodique).

4.1. Quelques définitions
Définition 4.1.1 (bonne partition de Markov). — On appellera bonne partition de Mar-
kov pour K une famille finie M = {R;} de rectangles disjoints recouvrant K telle que :

1. pour tout (i,7), toute composante conneze de lintersection R; N f(R;) est un
rectangle dont le bord stable (resp. le bord instable) est inclus dans 8°(R;) (resp.
dans 0“(f(R;))), et rencontre chacune des composantes connexes de 8°(R;)

(resp. 0"(f(R;)).

2. Pour toute suite {in},n € Z chaque composante conneze de l'intersection
(/" (Ri,)
z

contient au plus un point qui appartient alors a K.

FIGURE 1. Comment 'image d’un rectangle traverse les rectangles

Nous allons chercher, dans la réunion des courbes s-bords et u-bords, les familles
de segments qui formeront le bord des rectangles d’une bonne partition de Markov.

Définition 4.1.2 (segment isolé). — Un segment o d’une variété stable W* d’un point
de K sera dit isolé si ses extrémités sont dans K et qu’il existe un intervalle ouvert
v de W* contenant o et tel que yN K C 0.

On définit de fagon analogue les segments instables isolés.
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Définition 4.1.3 (famille adaptée de segments stables). — On dira que 6° est une fa-
mille adaptée de segments stables si :

1. Chaque composante connezxe de 0° est un segment de variété stable de type s-bord
isolé.

2. Tout point périodique de type s-bord appartient a §°.

3. f(6°) Cé°.

4. Pour tout x € 6° N K non-périodique, il existe une u-arche ayant ses deuz
extrémités dans §°, l'une d’elles étant x.

On définit de facon analogue les familles adaptées de segments instables.

FIGURE 2. Une famille adaptée de segments stables

Exemple. — Soit { R;} une famille finie de rectangles deux-a-deux disjoints recouvrant
K. Si M = {R;} est une bonne partition de Markov pour K alors 0°(M) et 0*(M)
sont des familles adaptées de segments stables et instables respectivement.

En effet les items (1) et (3) sont conséquences directes de la définition de bonne
partition de Markov ; l'item (2) se déduit de la remarque qui suit la définition 2.2.1
(définition d’un rectangle). Montrons 'item (4) : soit £ € 9°(M) non périodique,
d’aprés 'item (4) de la proposition 2.1.1 la séparatrice instable de z sortant de M
rencontre de nouveau K. Soit y le premier point appartenant & K de cette séparatrice;
Parc [z,y]* de cette séparatrice est ’arche cherchée.

Définition 4.1.4 (Rails). — Soit 6° une famille de segments stables s-bords. On appel-
lera rail non-trivial s’appuyant sur §° tout segment de variété instable de K non égal
G une u-arche ni & un point, d’intérieur disjoint de 6° et ayant ses extrémités sur 6°.
Un rail trivial est un point de 6° N K qui n’est 'extrémité d’aucun rail non trivial.

Deuz rails v, et vo seront dit équivalents s’il existe un rectangle (éventuellement
seulement immergé ou dégénéré) dont le bord stable est inclus dans 6° et tel que les
rails v; sont chacun une composante de son bord instable.
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Exemple. — Si §° est le bord stable d’une partition de Markov, les rails sont les seg-
ments instables des rectangles, sauf dans un cas particulier : si les segments instables
d’un rectangle sont des arches, alors les rails correspondants sont les extrémités de
ces segments.

4.2. Rails et rectangles

Le but de ce paragraphe est de montrer la proposition suivante :

Proposition 4.2.1. — Soit 6° une famille adaptée de segments stables. Alors il existe
une (unique) famille finie de rectangles plongés deuz-a-deuz disjoints R;, recouvrant
K et vérifiant les propriétés suivantes :

1. &°(R;) = R;N&°

2. Toute composante connexe de W*(K) N R; est un rail s’appuyant sur 6°.

3. Tout rail est inclus dans l'un des R;.

4. Deuz rails sont équivalents si et seulement s’ils sont inclus dans le méme R;.

On appellera les R; les domaines des classes d’équivalence de rails, (et dans la
pratiqgue on confondra souvent les R; avec les classes d’équivalence).

Démonstration. — Montrons d’abord :
Lemme 4.2.2. — Tout point de K appartient a un rail.

Démonstration. — Remarquons d’abord que | J,,cn f~"(6°) est 'union des points pé-
riodiques s-bord et de toutes les séparatrices s-bord rencontrant K. Cette union est
dense dans K.

Par définition des rails (éventuellement triviaux) tout point de K N §° appartient
4 un rail. Considérons donc un point z € K \ §°.

Montrons, par I’absurde, que toute séparatrice W} (x) issue de = rencontre §°.
On suppose donc W(z) disjointe de 6°, ce qui implique que, pour tout j € N,
fH(W3(z) N f79(8°) = @. Soit y un point de Pa-limite de z. Alors il existe une
sous-suite (n;) C N tendant vers I'infini et telle que f~" (W} (x) converge vers une
séparatrice W} (y).

Nous avons besoin du lemme suivant :

Lemme 4.2.3. — Pour tout n € N, la séparatrice Wi (y) est disjointe de f~"(6°).

Démonstration. — Supposons que Wi (y)Nf~"(6°) # @. Si cette intersection contient
un point intérieur & f~"(d°), les séparatrices f~™(W}(z)) qui s’accumulent sur
Wi (y) finiront par couper f~"(°), ce qui contredit notre hypothése, pour n; > n.
Cette intersection contient donc un point bord z de f~™(6%). Le point z est un point
u-bord (car les segments de ° sont isolés). Les séparatrices f~™ W (x) ne peuvent
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pas s’accumuler sur W} (y) par un c6té ol z est isolé dans sa séparatrice stable. Ce
qui contredit le fait que ces séparatrices ne rencontrent pas f~"(8°). O

Nous pouvons 3 présent achever la démonstration du lemme 4.2.2 :

De la densité de |J,cy f"(6°) et du lemme ci-dessus on déduit que Wi (y) est
une séparatrice libre, donc que y est un point périodique s-bord et que y € §°. Pour
terminer la démonstration, il y a trois cas & considérer (voir figure 3).

1. La suite (f~™i(x)) contient une sous-suite qui s’accumule sur y du coté de la
variété stable locale W .(y) qui contient la séparatrice Wi (y) : ceci n’est pas
possible car les f~™ () sont des points de K ce qui contredirait le fait que le
coté d’on part la séparatrice libre est bord.

2. La suite (f ™ (x)) contient une sous-suite contenue dans la variété stable locale
de y et qui s’accumule sur y. Ceci n’est pas possible car tout point posséde un
nombre fini d’itérés négatifs sur la variété stable locale d’un point périodique.

3. La suite (f ™ (z)) contient une sous-suite qui s’accumule sur y du coté de
Wg.(y) opposé & Wi(y). Si y est un point intérieur & §°, alors Wi (f™ (x)
coupera 6°, ce qui contredit I’hypothése. Si y est un point extrémal de ¢°, on
conclut de méme, car les f™ (z) ne peuvent s’accumuler sur y du coté libre de

W*(y).
[ (2) f—\"\{g )
‘ 1y k L
y l \y y 0° y p°
W (y) Wi (y) Wi (y) WZi(y)
f'""(x) f""‘(:l:)
) (@) (34) (3s)

FIGURE 3. Trois cas pour la suite f~™(z) qui converge vers y

On a donc montré que toute séparatrice de z rencontrait 4°. On en déduit facilement
que tout point de K \ 4° est sur un rail non-trivial. Pour le voir, il suffit de suivre
chacune de ses séparatrices jusqu’au premier point ot elle rencontre §°. O

Remarques. — Le point z € §° est un rail trivial, si et seulement s’il vérifie I'une des
deux conditions suivantes :

1. soit le point x est un double-bord périodique;
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2. soit x est un double-bord et les deux arches issues de = sont & extrémités sur
6°. En effet, si tel n’était pas le cas, 'une des séparatrices instables issues de z
rencontrerait K en un point y ¢ §° avant de rencontrer §° ; x serait donc sur un
rail non trivial.

Lemme 4.2.4. — les rails sont deuz-a-deuz disjoints.

Démonstration. — Si deux rails distincts v et o sont d’intersection non-vide, ils sont
sur la méme variété instable, qui est une droite immergée injectivement. Quand deux
segments d’une méme droite sont d’intersection non-vide, une extrémité d’un des
segments appartient & ’autre segment. Cependant, par définition des rails, v et ¢ ne
contiennent pas de points de 6° dans leur intérieur, donc I'intérieur d’un rail ne peut
contenir I’extrémité d’un autre rail : on en déduit que yNo est réduit & une extrémité
z de ces intervalles. Cette extrémité appartient a §° donc, par définition des familles
adaptées, il existe une u-arche « issue de x dont I’autre extrémité y appartient & 6°.
Cependant « est incluse dans 'un des deux rails v ou ¢. Ce rail contenant y € 6°
doit avoir y comme extrémité ; d’autre part il a  comme extrémité, donc il est égal
a Varche a, ce qui est en contradiction avec la définition des rails. O

On a donc montré que tout point * € K N §° est 'extrémité d’un unique rail,
notons-le 7,.

Lemme 4.2.5. — Pour tout x € K N 6°, il existe un voisinage U, C 6° tel que, pour
tout y € KNU,, le rail v, est équivalent au rail ,.

Démonstration. — Ceci est une conséquence facile de la structure de produit local,
et du fait que les segments composant §° sont isolés. O

continuité des rail
car les segments §°
sont isolés

segment double-bord
de &°

rails dégénérés

FIGURE 4. Les rails varient continiiment
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Du lemme 4.2.5 ci-dessus et de la compacité de K, on déduit que les classes d’é-
quivalence de rails sont en nombre fini.

Lemme 4.2.6. — Si deux rails v, et vo sont équivalents, il existe un rectangle plongé
dont les ; sont les cotés instables et dont les cotés stables sont dans 6°.

Démonstration. — Par définition de ’équivalence de rails, il existe un rectangle R
dont les cotés instables sont les +; et dont les cotés stables sont dans °. Il reste
a4 montrer que R est plongé (un rectangle dégénéré étant trivialement plongé, on
supposera R non dégénéré). Pour cela il suffit de montrer que le bord de R est une
courbe fermée simple. Or les cotés instables de R sont des rails (disjoints d’apreés le
lemme 4.2.4), et les cotés stables sont inclus dans §° donc sont, par définition d’un rail,
disjoints de l'intérieur des cotés instables. On en déduit que, si R n’est pas plongé,
alors les deux cotés stables de R sont d’intersection non-vide, donc une extrémité
d’un des cotés stables est contenue dans I’autre c6té stable. Par ce point passent alors
deux rails distincts (contenus dans R), ce qui est contraire au fait que les rails sont
deux-a-deux disjoints (voir figure 5). Cette contradiction conclut la démonstration du
lemme. 0O

deuz rails
non disjoints

FIGURE 5. Situation impossible

Les rectangles R; sont alors les rectangles, maximaux pour l'inclusion, parmi les
rectangles définis par le lemme ci-dessus. Nous venons de terminer la démonstration
de la proposition 4.2.1. O
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4.3. Découpage de rectangles et construction de partitions de Markov

Lemme et définition 4.3.1. — Soit §° une famille adaptée de segments stables et 6
une famille de segments instables, stable par f=1. Alors §°, privée de lintérieur des
s-arches ayant leurs deux extrémités sur 0%, est encore une famille adaptée. On dira
que c’est la famille obtenue en découpant §° le long de §*, et on notera Ds.(6°).

On découpera de facon analogue une famille adaptée instable par une famille de
segments stables.

Démonstration. — Les items 1,2,4 de la définition des familles adaptées ne concernent
que les points de 6° N K, et ces points sont inchangés par découpage. Seul I'item 3 est
donc & démontrer :

Il faut démontrer que la nouvelle famille est encore f-invariante. Pour cela il suffit
de remarquer que, si ¢ € 6° est tel que f(z) appartienne & intérieur d’une s-arche
ayant ses extrémités sur 6%, alors x appartient & I'intérieur d’une s-arche 3 extrémités
sur 6% : ceci est une conséquence facile du fait que §° est invariant par f~1.

68
_____ arche contenue dans 6° [ l } } ’
et découpée par §*

u
\ d arche contenue dans 6°
mais n'ayant qu’une extrémité sur 6

FIGURE 6. La famille obtenue en découpant 4° le long de §*

O

Lemme 4.3.2. — Soit 6° et 6* des familles adaptées de segments stables et instables,
et soit {R;} la famille de classes d’équivalence de rails d’extrémités sur 6°. Alors la
famille des composantes connezes des intersections 0* N R; est exactement Dss (6).
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Démonstration. — En effet, rappelons que §*\ Ds. (6*) est ’'union de I'intérieur des u-
arches contenues dans 6* dont les extrémités sont sur §°. Or, par définition des classes
d’équivalence de rails, une telle u-arche n’est pas incluse dans un des R;, mais a ses
extrémités sur le bord stable des R;. Réciproquement, tout segment de é* d’intérieur
disjoint des R; mais ayant ses extrémités sur les R; est une u-arche (car 'union des
R; contient K) joignant deux points de §°. |

Théoréme 4.3.3. —  Soient 0° et §* deux familles adaptées de segments stables et
instables, vérifiant ’hypothése suivante :

le bord stable (resp instable) des rectangles domaines des classes d’équivalence de
rails associés a 6 (resp. 6°) est contenu dans §° (resp.6*).

Alors il existe une partition de Markov M génératrice de K par rectangles disjoints,
dont le bord stable (resp. instable) soit Dsu(6°) (resp. Ds-(0%)).

De plus cette partition est donnée comme l’ensemble des classes d’équivalence de
rails associées a chacune des familles « découpées » ci-dessus.

Définition 4.3.4. —  Sous les hypothéses du théoréme (le bord stable (resp instable)
des rectangles domaines des classes d’équivalence de rails associés a 6% (resp. §°) est
contenu dans §° (resp.6*)), on dira que les familles 6° et 0* induisent la partition de
Markov M.

Démonstration. — Nous allons d’abord montrer que Djss(6*) U Ds«(6°) est le bord
d’une famille de rectangles. Nous montrerons alors que cette famille de rectangles est
une partition de Markov.

Notons S = {S;} la famille de classes d’équivalence de u-rails s’appuyant sur ¢° :
on a vu que S est une famille de rectangles disjoints.

Montrons d’abord le lemme suivant :

Lemme 4.3.5. — Toute composante conneze de l’intersection d’un rectangle S; avec
0" est un rail.

Démonstration. — Par hypothése, §° contient les bords stables des classes d’équiva-
lence de rails s’appuyant sur §* : en particulier, §° contient les extrémités de §*. On
en déduit qu’une composante connexe v de S; Nd* est soit réduite & une extrémité de
6" contenue dans le bord de S;, soit est un rail. Supposons donc que < n’est pas un
rail, ceci implique que S; n’est pas un segment stable (classe de rails dégénérés).

Alors, le point 7 est une extrémité d’un rail non trivial A C S;, et est aussi une
extrémité de §*. Les segments composant 6* sont isolés donc il existe une u-arche
a C ) ayant v comme extrémité. Notons 3 l'autre extrémité de a (voir figure 7. Le
rail stable passant par § et s’appuyant sur 6" est un rail extrémal, en effet le rail stable
passant par <y est extrémal. L’arche a n’est pas contenue dans le rectangle défini par
la classe du rail stable passant par 7y, et donc joint le bord stable de ce rectangle au
bord stable du rectangle correspondant & la classe du rail stable passant par (.
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! rail instable \

| ;

rail stable passant
par 3 R

/

-

511

FIGURE 7. Si une composante de §° N.S; n’est pas un rail

Donc, par hypothése, 8 appartient & §°. On en déduit que A est réduit a la u-arche
a, ce qui est contraire & la définition d’un rail. O

Nous allons & présent découper les rectangles S; entre deux rails successifs (dans
S;) et contenus dans d*. Pour cela nous aurons besoin du lemme suivant :

Lemme 4.3.6. — Si v est un rail inclus dans S; N 6%, qui n’est pas contenu dans le
u-bord de S;, alors il ezxiste un autre rail 5 C (S; N d*) dont les points dans K sont
reliés a ceux de vy par des s-arches contenus dans S;.

Démonstration. — Soit x I'une des extrémités de . Par définition de famille adaptée,
il existe une s-arche a d’extrémité = et dont I’autre extrémité y appartient & §“. De
plus, v n’étant pas dans le s-bord de S;, ’arche a est incluse dans S;. ¥ est alors le
rail de S; issu de y. O

Remarque. — Soit S; un rectangle contenant un rail v C é* non contenu dans le
bord instable de S;, et ¥ C §“ N S; un rail u-voisin de v dont lemme ci-dessus assure
Pexistence. On considére le rectangle bordé par «, ¥ et par les arches contenues dans
le bord stable de S; joignant v & §. Notons O(+y,7) la partie obtenue en otant y U ¥
au rectangle ci-dessus. Considérons 'union U = U(ﬁ) 0(v,7)-

Alors toute composante connexe de S; \ U est un rectangle (éventuellement dégé-
néré).
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4.3. CONSTRUCTION DE PARTITIONS DE MARKOV 103

Définition 4.3.7. — La famille M = {R;} des rectangles construits a la remarque
ci-dessus est appelée la famille découpée de S = {S;} le long de 6.

Remarque. — L’ensemble invariant K est inclus dans |J,(R;). En effet, nous avons
démontré dans la proposition 4.2.1 que K est inclus dans |J;(R:) et U = U, 5, O(7,7)
ne contient aucun point de K.

rails voisins 7,7 inclus dans 6"

e :

—_———

parties O(v,7)
enlevées de S;

~

=
| >
rectangle dégénéré rectangles de la
de la famille découpée famille découpée

FIGURE 8. Découpage des rectangles S; le long de 6

Lemme 4.3.8. — Le bord stable de la famille M définie ci-dessus par découpage est
Dy (6°) et son bord instable est Dss(6").

Démonstration. — Voyons d’abord le bord instable de M :

Par définition des rectangles découpés R;, leur bord instable est formé de segments
qui sont des composantes connexes d’intersection de % avec les S;; en effet, un tel
segment est soit un coté instable de S; soit une composante connexe de l'intersection
de §* avec I'intérieur d’un rectangle S;. Le lemme 4.3.2 démontre que ces composantes
sont des composantes de Dss(6%), ce qui montre que 8°(M) C Dss(8%) .

Réciproquement, le lemme 4.3.5 montre que toute composante connexe 7y de Dgs (§*)
est un rail inclus dans un S;. Dans le cas ou « était un coté instable de S;, alors 7y sera
encore un coté du rectangle R; qui le contient. Dans le cas contraire, le lemme 4.3.6
assure que <y posséde un rail voisin ¥ C 6° N S;. Par 'opération de découpage entre
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104 CHAPITRE 4. CONSTRUCTION DE PARTITIONS DE MARKOV

les rails 7y et 7, v devient un c6té instable d’un des rectangles R; ce qui montre que
9°(M) = Ds: (5)

Voyons & présent le bord stable de M : il est clair que 'on a 8°(M) C 6°. La
différence 6° \ 9°(M) est formée de 'intérieur de segments joignant les R; : il s’agit
donc de s-arches, puisque 8°(M) contient §° N K (voir la remarque ci-dessus). Ces
s-arches ont leurs extrémités sur ¢* puisqu’elles joignent des R;. Nous venons de
montrer I'inclusion Ds«(6°) C 0°(M).

Réciproquement, soit a C §° une s-arche ayant ses extrémités sur 6*. Si a n’était
pas incluse dans un S;, donc a fortiori pas dans un R;, alors ’intérieur de a serait
inclus dans §° \ 8°(M). Si a est incluse dans I'un des S; alors les rails passant par ses
extrémités sont des rails voisins contenus dans §*, et donc ’arche a n’est pas incluse
dans un R;, et donc lintérieur de a est inclus dans §° \ 8°(M).

On a maintenant montré que 9°(M) est obtenu & partir de §° en dtant intérieur
de toute s-arche ayant ses extrémités sur §“, ce qui conclut. O

Il reste & montrer que la famille M ainsi définie est bien une partition de Markov.
Soient R; et R; deux rectangles de la famille M. Le fait que chaque composante
connexe C' de R; N f(R;) est un rectangle dont le bord stable est dans 0°(R;) et le
bord instable dans 0“(f(R;) est une conséquence de I'invariance par f de Dsu (6%) et
de l'invariance par f~1 de Dss(6%). Les deux cas & écarter (voir figure 9) sont :

f(R;)) C

0°(R;)

f(R;)

FIGURE 9. Situations interdites.

1. le bord stable de R; a deux composantes connexes et C' est un segment inclus
dans I'une de ces composantes connexes,
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2. le bord instable de f(R;) a deux composantes connexes, et C est un segment
contenu dans ’'une de ces composantes connexes.

Ecartons le premier cas. Montrons par ’absurde que, pour tout rail instable v C R;,
une composante connexe ¢ de f(v) N R; ne peut pas étre réduite & une extrémité d’un
rail non trivial. Supposons donc que ¢ est I’extrémité du rail non trivial A. Notons
a C A la u-arche d’extrémité c. Notons 8 'autre extrémité de a.

Alors f~!(a) est une arche ayant une extrémité sur le bord stable de R; et d’inté-
rieur disjoint de R;. L’autre extrémité f~1(8) de cette arche appartient au bord stable
d’un autre rectangle. De I'invariance par f de 0°(M), on déduit que 3 appartient &
0°(M), et donc au bord stable de R;. Le rail A est exactement ’arche a, ce qui est
interdit par la définition d’un rail.

On en déduit le fait que C rencontre les deux composantes connexes de 0°(R;).
On montre de fagon identique le fait que C' rencontre chaque composante connexe de
0“(f(R;). La démonstration du théoréme est maintenant compléte. |

On déduit du théoréme le corollaire suivant :

Corollaire 4.3.9. —  Soient 8° et 6“ des familles adaptées de segments stables et
instables respectivement. Alors il existe n € N tel que 6° et f™(6*) induisent (voir la
définition 4.8.4) une partition de Markov génératrice de K.

Démonstration. — Le bord instable des classes de rails associés & 6° est formé d’un
nombre fini de segments compacts des séparatrices non-libres des points périodiques u-
bords. De plus 6* contient un segment non dégénéré, d’extrémité le point périodique,
sur chacune de ces séparatrices. On en déduit que, pour n assez grand, f™(4*) contient
le bord instable de toutes les classes de rails.

On montre de méme que, pour n assez grand, f~"(4°) contient le bord stable des
classes de rails associées & 6%, ce qui implique que 6° contient le bord stable des classes
de rails associés a f™(8*).

Les hypothéses du théoréme sont alors vérifiées, ce qui conclut. O

4.4. Existence de familles adaptées de segments stables

Une conséquence directe du corollaire est que pour prouver ’existence de partition
de Markov génératrice de K, il suffit désormais de prouver ’existence d’une famille
adaptée de segments stables.

Lemme 4.4.1. — Soit §° une famille de segments stables s-bords, isolés extérieurement,
contenant tous les points périodiques s-bords, et telle que tout segment contient un
point périodique.
1. Notons 8] l'union de tous les segments de variétés stables s-bords joignant un
point périodique & un point qui est une extrémité d’une u-arche ayant au moins
une extrémité sur 6°.
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106 CHAPITRE 4. CONSTRUCTION DE PARTITIONS DE MARKOV

Alors 6] est une famille de segments isolés extérieurement, contenant tous
les points périodiques s-bords, telle que pour tout point x € K N5 il existe une
u-arche ayant © comme extrémité et ayant son autre extrémité sur 65.

2. Notons 65 = ey f"(63). Alors 83 est une famille adaptée.
Démonstration. — Montrons I'item (1). Remarquons d’abord que &% contient §°.

/i , I.l“\\LH |
y/iay/am m

ik \V\)\J

ML | ,l

— 5
séparatrices libres
- 515\ 8 x

© extrémité de  §y°

[
]

F1GURE 10. Construction de 67

Voyons & présent que chaque composante connexe de 65 est un segment isolé ex-
térieurement : supposons par I’absurde qu’il existe une composante connexe o de 4;
qui est un segment stable non-isolé. Soit z une extrémité de o, choisie d’un des c6tés
non-isolés de o : il existe une suite (z,) de points de K sur W*(z) \ o, convergeant
vers .

Remarquons d’abord que = ne peut étre une extrémité de §°, donc z ¢ 4°.

On en déduit que z est ’autre extrémité d’une u-arche a ayant une extrémité y sur
6°. Notons y, ’extrémité de la u-arche d’origine z,,, et partant du méme coté que a.
Pour n assez grand, y,, appartient & la méme séparatrice que y et tend vers y. Comme
les segments de §° sont isolés, ceci implique que pour n assez grand, y, appartient &
6° : il aurait donc fallu prolonger ¢ jusqu’aux z,.

Montrons que, pour tout point z € K N 47, il existe une u-arche a ayant x comme
extrémité et ayant une autre extrémité sur 67 :

Si z appartient & §° ou si z est une extrémité d’une composante de 6§, il n’y a rien
a faire. Soit donc = € 85 \ 6° un point intérieur de ;. Notons p le point périodique
dont la variété stable contient x. Alors par définition de 6%, il existe y € 47 tel que
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z € [p,y]° et il existe une arche a ayant une extrémité en y et ’autre extrémité z sur
é°.

Si z est sur la méme séparatrice que = et que y, alors z € [z,y]*. Le lemme 2.4.5
force ’arche issue de z et partant du méme coté que a a étre contenue dans le disque
bordé par [z,y]° U [z, y]*. Cette arche a donc son autre extrémité dans [y, z]° C 6%, et
c’est ce que ’on voulait montrer.

Si z est sur une autre séparatrice, notons ¢ le point périodique dont est issue la
séparatrice contenant z. Notons 8 I’arche partant de  du méme c6té que « ; alors en
utilisant cette fois le lemme 2.4.2 et le corollaire 2.4.3, on voit que I’autre extrémité
de 3 appartient a [p,y]® U[q,2]®* C 85, ce qui conclut la preuve de l'item (1).

Montrons l'item (2).

I se peut que &§ ne soit pas stable par f (seulement si les séparatrices des points
s-bords ne sont pas fixes).

Remarquons d’abord que 65 est formé d’un nombre fini de segments compacts de
séparatrices s-bords, et que &§ contient un voisinage du point périodique de chaque
séparatrice qu’il rencontre : on en déduit que pour n € N assez grand f™(d5) C §5. En
particulier, 65 est une union finie d’itérés de 4;. On vérifie facilement que les items
(1) (2) et (4) de la définition de familles adaptées persistent par unions finies, enfin
f(d5) C 65, par construction, ce qui conclut. O
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CHAPITRE 5

PARTITIONS DE MARKOV GEOMETRISEES ET
CONJUGAISON TOPOLOGIQUE DE
DIFFEOMORPHISMES DE SMALE

Nous allons voir dans cette partie que la dynamique topologique d’un difféomor-
phisme de Smale, restreinte au domaine d’un ensemble saturé, est caractérisée par la
donnée d’une partition de Markov, & laquelle on ajoute une information combinatoire
finie qui décrit comment les images des rectangles de la partition coupent ces rec-
tangles. Cette information combinatoire correspond, dans le cas unidimensionnel, a
préciser la croissance ou la décroissance d’une application dilatante, sur chacun de ses
intervalles de définition. Nous présentons d’abord le cas unidimensionnel, trés simple,
qui donne l'idée que nous utiliserons pour les diffeomorphismes des surfaces, et qui
sera aussi 'une des clefs de la démonstration. Nous montrerons que la combinatoire
associée a une partition de Markov génératrice d’un ensemble hyperbolique (saturé ou
non) caractérise la classe de conjugaison topologique de la restriction du difféomor-
phisme aux rectangles de la partition. Dans le cas ou la partition de Markov définit
un ensemble hyperbolique saturé, nous pourrons étendre la conjugaison au domaine
de cet ensemble hyperbolique.

5.1. Le cas unidimensionnel

Soient I, ..., I, n segments orientés (on peut les voir comme des segments disjoints
de R, la numérotation étant indépendante de la position de ces segments). Notons I
la réunion disjointe de ces segments.

Nous allons étudier des fonctions de I dans I, que nous appellerons markoviennes :
une telle application est définie partiellement sur I et son domaine de définition est une
union finie de sous-segments de I, et contient les extrémités de chacun des segments
de I; sa restriction & chacune des composantes connexes du domaine de définition
est différentiable et strictement monotone ; 'image de chaque composante connexe du
domaine de définition est égale & 'un des intervalles I; ; enfin elle est dilatante, c’est
a dire que 'un de ses itérés a sa dérivée de module plus grand que 2 partout ou cette
dérivée est définie.
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Nous allons montrer que la classe de conjugaison de ces applications ne dépend que
d’un type combinatoire que nous allons définir.

graphe d’une
application Markovienne
I, de type :
"(Ji) =(2,-)
o(J3) =(1,+)
U(Jl) =(2,+)
o(Ji) =(2,+)
o(J3)=(1,-)
I
Y B 232
Il 12

FIGURE 1. Une application markovienne et son type combinatoire

Définissons le type combinatoire d’une application f markovienne.

Pour ¢ € {1,...,n} notons n; > 0 le nombre de sous-segments du domaine de
définition de f contenus dans I;, et appelons les J]’f, j €{1,...,n;}, la numérotation
étant compatible avec 'orientation de I; : J; a méme extrémité inférieure que I; et
J,’;‘. a4 méme extrémité supérieure que I;. On notera J la réunion des intervalles J]’

Appelons Z = {1,...,n} 'ensemble des segments de I, et J I’ensemble des sous-
segments J} de J.

Définition 5.1.1. — Le type de Uapplication markovienne f, est lapplication o de J
dans I x {—1,1} définie par : o(J}) = (k,€) si f(J}) = Ix, et € = +1 si la restriction
de f a J;-' est croissante et € = —1 sinon.

Remarque. — Le type o de f permet de construire la matrice de Markov (a,;) de
f. C’est une matrice (n,n) a coefficients entiers positifs, a, ; étant le nombre de sous-
intervalles de I, dont I’image est I;. Cette matrice donne la classe de conjugaison
de la restriction de f a I'ensemble maximal invariant (§° f~"(I). En effet, si les
coefficients a,; de cette matrice sont tous égaux & 0 ou 1, I'itinéraire d’'un point
(suite des passages de ses itérés positifs dans les intervalles) le détermine. L’application
«itinéraire» est alors une conjugaison entre la restriction de f a I’ensemble maximal
invariant et le sous-shift (positif) de type fini correspondant & la matrice. Si certains
coefficients de la matrice sont supérieurs & deux, on remarque que les segments J;ﬁ
forment encore une partition de Markov de f et que la matrice associée a tous ses
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5.1. LE CAS UNIDIMENSIONNEL 111

coefficients égaux & 0 ou 1; cette nouvelle matrice est déterminée (& permutation pres)
par la précédente.

Cependant ’homéomorphisme de conjugaison entre deux applications markovien-
nes de méme matrice ne peut en général pas s’étendre en un homéomorphisme de I,
puisqu’il n’est pas a priori localement monotone.

Proposition 5.1.2. — Soit f: 1 — I et g: I - T deus applications markoviennes de
méme type.

1. Il existe un homéomorphisme h croissant de I dans I envoyant I; sur Ti, tel que
limage du domaine J de f soit le domaine de définition J de g et que

goh=hof.

2. On peut de plus se donner a priori la restriction de h a I\ J pourvu qu’elle
induise pour tout i un homéomorphisme croissant de I; \ J sur I; \ J.

Démonstration. — Remarquons d’abord que, pour tout i, I; \ J et I; \ J ont le méme
nombre de composantes connexes, chacune de ces composantes connexes étant un
intervalle ouvert. On peut donc choisir un homéomorphisme hg croissant de I; \ J sur
I; \ J. Notons ho ’homéomorphisme de I\ J sur T\ J obtenu comme union de ces
homéomorphismes.

Notons Op = I'\J. Remarquons que f~1(0Op) est disjoint de Oy, et donc les f~*(Op)
sont des ouverts deux-a-deux disjoints. On notera Oy = Ug (f~%(0y). Remarquons que
Oy est 1'union disjointe de Op et de f~1(Ok—1). On définit de méme Ok

Nous allons construire par induction sur k¥ un homéomorphisme h; de Oy sur
ék, coincidant avec hy_; sur Og_1, et tel que, pour tout point x de O N J on ait
h(f(z)) = g(h(z)); de plus hj induira un homéomorphisme croissant de Oy N I; sur
6k n T,

Supposons donc hg_; construit. On définit hj de la fagon suivante :

1. si z est un point de I\ J alors hy(z) = ho(z).

2. si x est un point d’un intervalle Oy N J;, alors f(z) € Ok_y. D’autre part,
notons ! I'indice tel que f(z) € I;. Comme f et g ont méme type, g induit un
homéomorphisme de J} sur I;.

Le point hi(z) est 'unique point de j; dont I'image par g est hy—1(f(x)).
On vérifie facilement que h; est un homéomorphisme de Oy, sur Ok qui prolonge

hr—1 et qui conjugue f & g. Pour vérifier que la restriction de hy & I; est croissante,
il faut juste rappeler que :

1. la numérotation des sous-intervalles J;f de I;, et des sous-intervalles j]' de T, est
compatible avec les orientations respectives de I; et de I;.

2. La restiction de hr—; & I; est croissante (par I’ hypothése de récurrence)
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3. Les restrictions de f et g & J? et & J} sont des homéomorphismes simultanément
croissants ou décroissants sur respectivement I; et I;.

Voyons & présent comment construire h : remarquons d’abord que le fait que f
soit dilatante permet de vérifier que ﬂg’ * f*(J) est d’intérieur vide, ou d’une fa-
con équivalente que I'union croissante O, des Oy forme un ouvert dense dans I. De
méme, ’'union croissante 500 des 5k est un ouvert dense dans I. La suite des homéo-
morphismes hy induit un homéomorphisme ho, de Oy sur 600, conjuguant f a g, et
dont les restrictions aux segments I; sont strictement croissantes. Il reste & rappeler
que toute bijection croissante d’une partie dense d’un intervalle sur une partie dense
d’un autre intervalle se prolonge (de fagon unique) par continuité en un homéomor-
phisme entre les intervalles : on en déduit que ho, se prolonge par continuité en un
homéomorphisme h de I sur I, conjuguant f a g. O

Remarque. — Dans la proposition 5.1.2, le fait que f soit différentiable et dilatante a
été utilisé uniquement pour prouver que le maximal invariant ﬂ;"  f=k(I) est tota-
lement discontinu. La proposition 5.1.2 pourra s’appliquer en remplagant I’hypothése
de dilatation par I’hypothése que le maximal invariant est totalement discontinu.

Définition 5.1.3. — Soient I, ...,I, n segments orientés et I la réunion disjointe de
ces segments.

Nous appellerons application continue markovienne une application f définie par-
tiellement sur I et vérifiant :

1. le domaine de définition de f est une union finie de sous-segments de I qui
contient les extrémités de chacun des segments de I ;

2. la restriction de f a chaque composante connexe du domaine de définition est
un homéomorphisme sur l’'un des intervalles I;

3. elle est topologiquement dilatante, c’est-a-dire que le mazimal invariant
“+oco
N
0
est totalement discontinu.

Remarques
1. On a vu que ’homéomorphisme de conjugaison h construit & la proposition 5.4.1
dépend du choix d’un homéomorphisme hg défini sur I \ J. Cependant la res-
triction de h au maximal invariant ﬂg’ ° f~™(I) ne dépend pas du choix de hy,
et est donc complétement déterminée par le type combinatoire de f.

2. Dans la définition d’application markovienne, certains des segments I; peuvent
étre réduits & un point. Chacune des images successives par f de ce segment
réduit & un point est encore un segment de 7 réduit & un point. Il faut donner
un sens 3 la monotonie (croissance ou décroisance) de la restriction de f & un
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de ces segments dégénérés : pour cela on attache & ces points un signe (que I’on
peut voir comme une orientation transverse). Pour définir le type combinatoire
de f, il faut se fixer l’action de f sur ces signes (si f est définie et monotone au
voisinage d’un de ces points, ’action de f est naturellement définie).

En utilisant le fait que f est dilatante (ou ’hypothése ci-dessus que le maximal
invariant est totalement discontinu) on montre facilement qu’un tel intervalle I;
est caractérisé par le fait que pour tout n > 0 tout segment I; inclus dans f"(I;)
ne contient qu’un seul sous-segment J}. Les segments réduits & des points sont
donc caratérisés par le type combinatoire. La proposition 5.1.2 s’applique sans
modification dans le cas ou certains des I; sont réduits & un point.

5.2. Partitions de Markov géométrisées

Le but de ce paragraphe est de formaliser de fagon combinatoire une information
géométrique ou topologique.

Soit K un ensemble hyperbolique saturé d’un difféomorphisme de Smale f, d’une
surface compacte S. On supposera que S est orientée, et que f préserve 'orientation
de S.

On suppose que K est de type selle, c’est-a-dire qu’il ne contient aucun attracteur
ni aucun répulseur. On a vu alors que (f, K) admet une partition de Markov (R;)
dont les rectangles sont deux-a-deux disjoints, et dont les bords sont formés de deux
segments de variétés stables s-bords et de deux segments instables u-bords.

Appelons «verticale» la direction instable et «horizontale» la direction stable.
Alors, S étant orientée, une orientation des verticales donne une orientation des hori-
zontales. Pour tout 4, on fixe donc un choix d’orientation des verticales, ce qui induit
une orientation des horizontales (on parlera parfois d’orientation «du bas vers le
haut» pour les verticales et «de gauche & droite» pour les horizontales).

Remarquons que, pour tout rectangle R; de la partition de Markov, chaque com-
posante connexe des intersections R; N f(R;) est un rectangle dont les bords instables
sont des segments verticaux joignant les cotés stables de R; et dont les cotés stables
sont des segments inclus dans les cotés stables de R;. On appellera ces rectangles
des sous-rectangles verticaux de R;. Notons v; le nombre de sous-rectangles verticaux
de R;. En particulier, tout segment horizontal coupe chacune de ces intersections en
exactement un segment. L’orientation du segment horizontal induit donc une numéro-
tation canonique des sous-rectangles verticaux de R;. On les notera donc V2, ..., V,*,
V! étant le sous-rectangle vertical le plus & gauche.

De méme chaque composante connexe des intersections R; N f~!(R;) est un rec-
tangle dont les bords stables sont des segments horizontaux joignant les cotés instables
de R; et dont les cotés instables sont des segments inclus dans les cotés instables de
R;. On appellera ces rectangles des sous-rectangles horizontaux de R;. Notons h; le
nombre de sous-rectangles horizontaux de R;. En particulier, tout segment vertical
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coupe chacun des sous-rectangles horizontaux en exactement un segment. L’orienta-
tion du segment vertical induit donc une numérotation canonique des sous-rectangles
horizontaux de R;. On les notera donc H},..., H :’ , H} étant le sous-rectangle hori-
zontal le plus bas.

L’image par f d’un sous-rectangle horizontal est un sous-rectangle vertical. Donc
f induit une bijection de ’ensemble {Hf } des sous-rectangles horizontaux sur l’en-

semble {VF¥} des sous-rectangles verticaux : en particulier ces deux ensembles ont
méme cardinal, ce qui s’exprime par :

Sh=Yu

Notons ¢ ’application de {Hf} dans {V}} x {—,+} définie par ¢(H!) = (V{,+)
(resp. ¢(Hf) = (V}{,-)) si et seulement si 'image par f du sous-rectangle horizontal
H] est le sous-rectangle vertical V}! et que la restriction 4 H} de f préserve (resp.
inverse ) les orientations des verticales fixées sur R; et sur Rj.

Ces remarques justifient la définition suivante :

Définition 5.2.1. — On appellera «type géométrique » d’une partition de Markov, ou
« partition de Markov géométrisée » la donnée de :

1. Un entier n € N\ {0} (moralement, le nombre de rectangles)
2. Pour tout i € {1,...,n} deuz entiers h;,v; € N\ {0}, de facon que l’on ait :

S h=Yu
3. Pour touti € {1,...,n} deux ensembles finis

{Hg',j € {1,...,hi}} et {VFEke{l,... u})
(moralement, les ensembles de sous- rectangles horizontauz et verticauz du rec-
tangle R;)
4. Une application ¢ de l’ensemble {Hij,i € {1,...,n}, j € {1,...,h;}} dans
Uensemble {V}, k € {1,...,n},l € {1,...,v}} x{—, +}, induisant une bijection
par «oubli des signes ».

Remarque. — Un type géométrique de partition de Markov (ou une partition de
Markov géométrisée) est la donnée abstraite d’une application entre des ensemble fi-
nis, a priori sans rapport avec une partition de Markov d’un ensemble hyperbolique
saturé d’un difféomorphisme de Smale d’une surface compacte ; c’est pourquoi dans la
définition ci-dessus nous avons indiqué ce que représentent moralement les éléments
composant le type géométrique. Nous verrons d’ailleurs au chapitre 7 une condition
nécessaire & ce qu’un type géométrique abstrait soit le type géométrique d’une par-
tition de Markov d’un ensemble hyperbolique saturé d’un difféomorphisme de Smale
d’une surface compacte.

ASTERISQUE 250



5.3. FEUILLETAGES INVARIANTS 115

Le but de toute cette partie est alors de prouver le théoréme suivant qui montre la
pertinence de la notion de type géométrique d’une partition de Markov.

Théoréme 5.2.2 (Présentation du difféomorphisme sur un domaine)

Soient f et g deuzx difféomorphismes de Smale de deuz surfaces compactes, soient
K et L deur ensembles hyperboliques saturés pour f et g respectivement, et notons
A(K, f) et A(L,g) leurs domaines respectifs. Supposons que K et L admettent des
partitions de Markov ayant méme type géométrique.

Alors, il existe un homéomorphisme de A(K, f) sur A(L, g) conjuguant f et g.

En d’autres termes, ce théoréme signifie qu’une partition de Markov géométrisée
détermine (& conjugaison topologique prés) la dynamique d’un difféomorphisme sur
le domaine d’un ensemble hyperbolique saturé.

5.3. Feuilletages invariants

Le but de ce paragraphe est la construction de feuilletages invariants, stables et
instables, qui serviront dans les prochains paragraphes a la construction d’un homéo-
morphisme de conjugaison des restrictions de deux difféomorphismes de Smale f et g
aux domaines de deux ensembles hyperboliques saturés admettant des partitions de
Markov de méme type géométrique. En général, I’existence de polygones d’arches qui
ne sont pas des rectangles (bordés par quatre arches) interdit ’existence de tels feuille-
tages sur tout le domaine d’un ensemble hyperbolique saturé (en effet le feuilletage
stable étant tangent aux arches stables et tranverse aux arches instables, son indice
sur un tel polygone serait égal & 2 — g, ou k est le nombre de cotés du polygone;
I'indice étant non nul, le feuilletage doit contenir des singularités dans le polygone).
Bien que le voisinage feuilleté ne puisse pas étre pris égal au domaine, nous aurons
besoin qu’il soit assez grand pour contenir les rectangles de la partition de Markov ;
c’est ce qu’assure la proposition suivante :

Proposition 5.3.1. — Soit K un ensemble hyperbolique saturé d’un difféomorphisme
de Smale f. Il existe un voisinage U de K, invariant par f, et possédant les propriétés
sutvantes :

1. Il existe deux feuilletages transverses F° et F*, définis sur U, invariants par f,
et tels que W*(K) soit une union de feuilles de F* et W*(K) soit une union
de feuilles de F™.

2. Pour toute partition de Markov M de K, l'union des rectangles de M est incluse

dans U.

La démonstration de la proposition 5.3.1 est ’'objet de tout ce paragraphe.
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Lemme 5.3.2. — Si U est un voisinage invariant de K alors tous les disques bordés
par des polygones d’arches sont inclus dans U, sauf éventuellement un nombre fini
d’orbites de disques.

Démonstration. — Rappelons que (d’aprés le lemme 2.6.6) toutes les orbites de poly-
gones d’arches sauf un nombre fini sont des quadrilatéres, qui bordent des rectangles.

Soit V et V deux voisinages compacts de K contenus dans U, tels que V contient
V dans son intérieur.

La compacité de V et 'uniforme transversalité sur V des variétés stables et instables
permet de montrer que, pour tout € > 0, il existe § > 0 avec la propriété suivante :
Tout disque D C 17, bordé par deux segments de feuilles stables et deux segments
de feuilles instables, et tel qu’un coté stable et un coté instable sont de longueur
supérieure 3 ¢, est d’aire plus grande que 4.

Quitte & diminuer §, on en déduit qu’un rectangle ayant un coté stable inclus dans
V et de longueur supérieure & €, et un c6té instable de longueur plus grande que €
est d’aire plus grande que J : en effet, en utilisant la distance (> 0) entre le bord de
Vet V, on montre qu’il existe € tel que tout rectangle du type précédent contient un
disque bordé par quatre segments de feuilles stables et instables, contenu dans Vet
dont un coté stable et un coté instable sont de longueur plus grande que . 1l suffit
alors de choisir la constante d’aire § associée a €.

Choisissons €5 > 0 inférieur & la moitié de la distance de K au bord de V. 1l existe
0 < €1 < g2 tel que, dans toute orbite de segment stable, il en existe un dont la
longueur est comprise entre €, et €5 (il suffit de choisir £; plus petit que le quotient
de €2 par un majorant, sur la surface S, de la norme de la différentielle de f—1).
Notons §; la constante associée & €;.

Soit C' un rectangle bordé par quatre arches, non contenu dans I’ouvert invariant
U. Un de ses itérés a sa plus grande arche stable de longueur comprise entre €; et
€2 : il suffit de considérer la plus petite (dans Z) puissance p de f telle que 'une
des arches stables du rectangle f?(C) soit de longueur plus grande que £;. Comme
le rectangle f?(C) n’est pas inclus dans V' C U, l'une de ses arches instables est de
longueur supérieure & 2. L’aire de f*(C) est donc supérieure & 6;. L’aire de S étant
finie, il ne peut y avoir plus d’un nombre fini de rectangles d’aire supérieure a d;, ce
qui conclut. O

Le lemme suivant assure I’existence de petits voisinages de K tels que « toute orbite
qui en sort n’y rentre plus jamais».

Lemme 5.3.3. — Soit K un ensemble hyperbolique saturé pour f. Alors K posséde
une base de voisinages U,, tels que tout point x € K, l’ensemble des entiers i € Z tels
que fi(x) appartienne a U, soit un intervalle de Z.

Démonstration. — L’existence d’une filtration pour f montre (voir la démonstration
de la proposition 1.3.1) que Pon peut trouver deux surfaces compactes & bord Sy et

ASTERISQUE 250



5.3. FEUILLETAGES INVARIANTS 117

S, contenant K dans leur intérieur, telles que K est le maximal invariant de Sy N Sy,
et que f(So) est contenu dans l'intérieur de Sp et f~1(So) est contenu dans I'intérieur
de Sy. Alors la famille f2(Sp) N f~2(So) est la base de voisinage de K annoncée. O

Lemme 5.3.4. — Tout ensemble hyperbolique saturé K posséde un voisinage tnvariant
U muni de deuz feuilletages invariants F*° et F* uniformément transverses sur les
compacts de U et tels que W*(K) et W*(K) soient des unions de feuilles respective-
ment de F° et F™“.

Démonstration. — On sait P’existence de feuilletages invariants sur un voisinage O
de K : Le lecteur trouvera dans [PaTa, pages 26,27] la construction (trés simple-
ment exposée) de ces feuilletages dans le cas particulier du fer & cheval de Smale;
la construction générale suit la méme idée; dans [PaTa, appendix 1, page 162], il
trouvera un rapide survol de ce sujet ainsi que des réferences, en particulier [Mo1] et
[HPPS]. Il reste & voir que ’on peut choisir un voisinage invariant.

Pour cela on choisit a tel que l'ouvert U, construit ci-dessus soit inclus dans
f7H(0)N O N f(O). On étend par f a U = |, ez f*(Ua) la restriction & U, des
deux feuilletages invariants. O

Corollaire 5.3.5. — On peut choisir l'ouvert feuilleté ci-dessus de fagon qu’il contienne
tout rectangle bordé par quatre arches.

Démonstration. — Notons U D'ouvert feuilleté invariant donné par le lemme 5.3.4.
D’aprés le lemme 5.3.2 il contient tous les rectangles bordés par quatre arches sauf
ceux d’un nombre fini d’orbites. Choisissons, pour chacune de ces orbites, un rectangle
C. Les feuilletages F** et F'* sont définis au voisinage du bord de C. De plus les
cotés stables de C' sont des segments de feuilles de F°; et F*® est transverse aux
cotés instables de C. Il n’y a donc pas d’obstruction & prolonger & C' la restriction
du feuilletage F* & un petit voisinage compact contenu dans U du bord de C (le
feuilletage F'* ne tourne pas quand on parcourt le bord de C). On peut de méme
prolonger F* & C, en restant transverse & F'°. Appelons ¢ C C le complémentaire
dans C du petit voisinage de 8C sur lequel nous n’avons pas modifié les feuilletages
F* et F*. Le compact ¢ étant disjoint de W*(K) U W*(K), n’a qu’un nombre fini
d’itérés contenus dans un compact fixé de U. On en déduit que U \ |,z f"(c) est
ouvert. On définit F'* et F™ sur |J,,c; f"(c) en prenant 'image par les itérés de f des
feuilletages que nous venons de construire sur c. Nous obtenons ainsi deux feuilletages
transverses invariants sur U U |J,,c; f*(C). On procéde de méme pour chaque orbite
de rectangle non contenu dans U. O

On conclut la démonstration de la proposition par le lemme suivant :

Lemme 5.3.6. — Soit U un voisinage de K, invariant par f et contenant tout rectangle
bordé par quatre arches. Soit M une partition de Markov pour K.
Les rectangles de la partition de Markov M sont alors inclus dans U.
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Démonstration. — 11 suffit de remarquer que U contient W*(K)UW™*(K) et que tout
point d’un rectangle de M qui n’est pas sur une variété invariante de K appartient &
un rectangle bordé par quatre arches. O

5.4. Conjugaison définie sur les rectangles d’une partition de Markov
Le but de ce paragraphe est de prouver la proposition suivante.

Proposition 5.4.1. — Soient f et g deuzx difféomorphismes de Smale de deuz surfaces
compactes, et soient K et L des ensembles hyperboliques saturés respectivement de f et
g. Soit Uy le voisinage de K invariant par f et muni de deuz feuilletages transverses
F{ et F 7 invariants par f, dont la proposition 5.3.1 assure existence. Soit Uy le
voisinage correspondant pour L. On suppose que K et L admettent des partitions
de Markov M et M de méme type géométrique; rappelons que les rectangles de ces
partitions sont inclus dans Uy et U,.

Alors il existe un ‘homéomorphisme h de l’union R des rectangles de M sur l’union
R des rectangles de M préservant les restrictions des feuilletages stables et instables,
préservant les orientations des verticales et des horizontales, et tel que, pour tout

z € RN f~Y(R) on ait h(f(z)) = g(h(z)).

Démonstration. — Pour tout rectangle R; notons I}* I’espace des feuilles de la restric-
tion de F'* & R; ; en d’autres termes, I}* est le quotient de R; par F'°. Remarquons que
I est un segment orienté par le choix d’orientation des verticales de R;. On notera
I'* 'union disjointe de ces segments orientés.

Remarquons que f induit naturellement une fonction f* sur I* dont le domaine
de définition est 'union des segments J]‘f obtenus par passage au quotient des sous-
rectangles horizontaux H; par F*° : en effet 'image d’un segment de feuille de F'*
contenue dans H} est un segment de feuille d’un sous-rectangle vertical V;*. De plus
la projection de V¥ sur I¥ est une surjection. On en déduit que la restriction de
f*a J;' est une bijection sur I} : il manque juste & f* d’étre dilatante pour qu’elle
soit markovienne. Cependant, le feuilletage F'° n’est pas a priori différentiable : les
segments I n’ont donc pas de structure différentiable naturelle. En utilisant le fait que
le diffeomorphisme de Smale f dilate uniformément les vecteurs tangents au feuilletage
instable F'*, on vérifie que le maximal invariant de f* est totalement discontinu. La
fonction f* est donc une application continue markovienne (voir la définition 5.1.3).

Remarquons enfin que le type combinatoire ¢* de f* est déterminé par le type
géométrique de la partition ¢ de Markov M : o¥(J}) = (I, ) si ¢(H}) = (V}F,e).

Définissons de méme ’application continue markovienne g*, par passage au quo-
tient des rectangles R; par le feuilletage F*. Les applications f* et g* ont méme type
combinatoire, donc d’aprés la propos1t10n 5.1.2 et la remarque qui la suit, il existe un
homéomorphisme h*: I* — T* induisant un homéomorphisme croissant de I}* sur I u
et conjuguant f* a g*.
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On définit de méme I’application continue markovienne (f~!)® définie sur I®, union
des quotients des rectangles R; par F*“. Les fonctions (f~1)® et (¢~!)® étant de méme
type, il existe un homéomorphisme h® de I°® sur I qui les conjugue.

Pour tout point x € R; on note z* et z° les projections de x sur I* et I° suivant
les feuilletages F* et F*. On note h(z) 'unique point de R; dont les projections sont
h*(z*) et h®(z®). L’application h ainsi définie est un homéomorphisme de 'union des
R; sur 'union des IN%,-, préservant ’orientation des verticales et des horizontales. De
plus, pour tout %, 7, k,l 'image par h du sous-rectangle H J’ est le sous-rectangle H ]'f,
et h(V}) = V¥,

Il reste & présent & vérifier que h est bien une conjugaison des restrictions de f
et g aux rectangles. En d’autres termes, nous devons montrer que, si  est un point
d’un rectangle R; tel que f(z) appartient & un rectangle Ry alors h(f(z)) = g(h(z)).
Un tel point x appartient & un sous-rectangle horizontal H ]’f,et son image y = f(z)
appartient & un sous-rectangle vertical V¥. Notons & = h(z) € H tety=h(y) € V.
Comme la partition de Markov {R,} a méme type géométrique que {R;}, 'image

g(Z) appartient a Vit

L’égalité g* = h*(f*(z*)) = g*(h*(z*)) implique que y et g(¥) appartiennent au
méme segment horizontal de Ry.

Notons v(Z) le segment vertical passant par T du rectangle R;. L’image par g de ce
segment peut contenir plusieurs segments verticaux de Ri. Cependant g(v(Z)) N Ry
contient une unique composante v; dans ‘N/lk.

De légalité 7° = h*((f~1)*(y*)) = (97 1)*(h*(y®)) on déduit que I'image par g~*
du segment vertical de Ry passant par § est incluse dans le segment vertical v(Z).
De plus le point § appartient au sous-rectangle vertical V}*, il appartient donc & v;.
L’image par g~' du segment vertical de Ry, passant par ¢g(Z) est elle aussi incluse dans
v(Z). Comme g(Z) appartient aussi a V¥, on en déduit de méme qu’il appartient a v;.
On vient de vérifier que ¥ et g(Z) appartiennent au méme segment vertical de Ry ;
comme ils appartiennent également au méme segment horizontal, ils sont égaux. [

Remarques
1. La figure 2 exhibe deux partitions de Markov d’ensembles hyperboliques saturés
(K, f) et (L,g) qui n’ont pas méme type géométrique bien que les dynamiques
unidimensionnelles f* et (f~!)® utilisées dans la preuve de la proposition 5.4.1
soient de méme type combinatoire que g* et (g~!)*. Dans un pareil cas, I’ho-
méomorphisme h = (h®, h*) défini sur les rectangles n’est pas une conjugaison
des restrictions de f et g aux rectangles.

On ne peut pas construire un tel contre-exemple si la matrice d’incidence de
la partition de Markov a tous ses coefficients égaux 4 0 ou 1.
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f de type géométrique : g de type géométrique :
H' =5 (V' +) H® = (V3,4) H' 5 (V' +) H® & (V3 +)
H? - (V4 -) H* > (V?,-) H?> - (V?,-) H* — (V*,-)

7\ AR

Nt >/
0% (f7H%,(g71)° ont méme type combinatoire :
(O Y AR S T L G |

FI1GURE 2. Partitions de Markov induisant des mémes dynamiques
verticales et horizontales

. La proposition 5.4.1 montre que le fait qu’un rectangle R; d’une partition de

Markov soit réduit & un segment stable, ou instable, ou & un point, est déterminé
par le type géométrique de la partition de Markov.

L’homéomorphisme h construit ci-dessus n’est pas unique : il dépend des feuille-
tages F'° et F'“. De plus, d’aprés la remarque suivant la proposition 5.1.2, les
homéomorphismes h* et h® peuvent étre choisis arbitrairement sur les inter-
valles correspondant & ’espace séparant deux sous-rectangles horizontaux ou
verticaux successifs.

. La restriction de h & K ne dépend pas du choix de h.

. La proposition 5.4.1 est valable pour des partitions de Markov génératrices d’en-

sembles hyperboliques qui ne sont pas saturés.

Extension de la conjugaison au domaine

Soit K et K deux ensembles hyperbohques saturés de deux dlﬁ'eomorphlsmes de
Smale f et f sur deux surfaces S et S. On suppose que K et K admettent des

partitions de Markov {R;} et {~,~}, i = 1,...,k, ayant méme type géométrique

({hi},{vi}, #). Le paragraphe précédent a montré I'existence d’un homéomorphisme
conjuguant les restrictions de f et f 'union des rectangles. Dans ce paragraphe,
nous allons chercher & étendre cette conjugaison & tout le domaine de K et K. Un
premier pas sera de 1’étendre & 'union des itérés par f des rectangles R;. Pour pouvoir
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ainsi pousser la conjugaison par f, il faut assurer « qu’une orbite qui sort de I’'union
des rectangles n’y rentre jamaisy» : c’est ce qu’assure la proposition suivante.

Proposition 5.5.1. — Soit R l'union des rectangles d’une partition de Markov d’un
ensemble hyperbolique saturé K. Soit x € R tel que f(x) n’appartient pas ¢ R alors,
pour tout n > 0, f*(x) n'appartient pas a R.

Démonstration. — Soit xo € R tel que f(zo) ¢ R. Notons C I'adhérence de la com-
posante connexe de R\ f~1(R) qui contient zo : c’est un rectangle (dégénéré si et
seulement si le rectangle contenant zo est réduit & un segment instable), dont le bord
instable est formé de deux u-arches a; et as (éventuellement confondues dans le cas
dégénéré) ayant leurs extrémités sur deux sous-rectangles H} et H ]’ 41 successifs, et
dont le bord stable 8°(C) est formé d’un des cotés stables de H ; et d’un des cotés
stables de HJ’-' +1- Nous allons vérifier que pour tout n > 0, f*(C) N R est égal &
(0%(C)) (voir la figure 3).

@) 1(©)

les sous
rectangles
H?

\ fA(C)nR
)///

Y
Ri o)
“

J

(<)
FIGURE 3. Itérés d’un «trou» entre deux sous-rectangles horizontaux

Nous aurons besoin du lemme suivant :

Lemme 5.5.2. — Soit a une u-arche d’intérieur disjoint de R, alors f(a) est une
u-arche d’intérieur disjoint de R

Démonstration du lemme 5.5.2. — Remarquons que a a ses extrémités = et y sur le
bord stable de R qui est invariant par f, donc f(a) est une arche ayant ses extrémités
sur le bord stable de R. De plus lintérieur d’une arche est soit inclus dans R soit
disjoint de R.

Si Vintérieur de f(a) n’est pas disjoint de R alors f(a) est un rail contenu dans un
rectangle R;, joignant f(z) & f(y). Remarquons que z et donc f(z) sont éléments de
K =,z f*(R). En particulier il existe un sous-rectangle vertical V; qui contient
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f(z). Ce sous rectangle vertical contient le rail instable de R; qui passe par f(z),
en d’autres termes, f(a) C V;. En conséquence, a est incluse dans f~*(V}) qui est
un sous-rectangle horizontal inclus dans un Rj;, ce qui contredit le fait que a est
d’intérieur disjoint de R. O

Voyons & présent comment conclure la démonstration de la proposition 5.5.1.

Remarquons que C N W*(K) = 9°(C). En effet, comme C est un rectangle, tout
segment stable qui le rencontre est un rail d’extrémités deux points de K. Or C\3%(C)
est disjoint de K (maximal invariant de R) car son image est par construction disjointe
de R.

De plus tout itéré positif de 9°(C) par f est inclus dans 8°(R) et donc dans R.

En outre, W*(K) N C est une union d’u-arches joignant les deux composantes de
0°(C). L’image par f d’une telle u-arche est une u-arche ayant ses extrémités dans
R, mais d’intérieur disjoint de R. D’aprés le lemme 5.5.2, les itérés positifs d’une telle
arche sont tous d’intérieur disjoint de R.

Tout point z € C \ (9°(C) U W¥*(K)) appartient a P'intérieur d’un rectangle r
bordé par deux arches stables contenues dans 3*(C) et deux arches instables a; et as
joignant leurs extrémités. Supposons par I’absurde qu’il existe un itéré positif f"(z)
appartenant & un R;. Comme z (et donc f™(z)) n’appartient pas &8 W¥(K)UW¥(K),
il existe un rectangle 7', inclus dans R;, bordé par quatre arches, et contenant f™(z)
dans son intérieur. Remarquons que deux rectangles bordés par quatre arches sont
confondus dés que leurs intérieurs sont non-disjoints. On en déduit que f™(r) (et
donc f™(a1)) est inclus dans R;, ce qui est en contradiction avec le fait que f™(a;)
est d’intérieur disjoint de R. O

Corollaire 5.5.3. — Soit K et K deuz ensembles hyperbolzques saturés de deuz dszeo-
morphismes de Smale f et f sur deuzx surfaces S et S. On suppose que K et K
admettent des partitions de Markov {R;} et { ~}, i =1,...,k, ayant méme type

géométrique. Notons R = U (R) et R = U;(R:). Pour tout n > 0 on notera R™ =
UZ.(fi(R)) et R"—U (Fi(R)).

Soit h: R — R un homéomorphisme conjuguant les restrictions a R et R de f et
f Pour tout n > 0, il existe un unique homéomorphisme h,: R™ — R™ conjuguant
les restrictions @ R™ et R" de fet f et coincidant avec h sur R.

Démonstration. — Pour tout z € R™ il existe i tel que fi(z) € R. Comme h conjugue
les restrictions de f et f & R et R, si fi*!(z) appartient aussi & R, on a

TS (@) = T H A ().
D’aprés la proposition 5.5.1, pour tout £ € R™ ’ensemble dei entiers ¢ € Z tels que
fi(z) € R forme un intervalle de Z : on en déduit que le point f~*(h(f*(z)) ne dépend
pas du choix de 7 dans cet intervalle, et on note donc ce point h,(z). On vérifie que
h, est un homéomorphisme prolongeant h,_1, et conjuguant f et f. O
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Nous allons & présent chercher 4 étendre & I’adhérence de 'union croissante des R™
I’homéomorphisme de conjugaison h. Nous verrons que l’extension par continuité des
homéomorphismes h,, nécessite de choisir de fagon particuliére I’homéomorphisme h.
Pour comprendre cela nous devons d’abord analyser en quels points de A(K) il peut
y avoir des problémes pour étendre la suite h,, par continuité.

Lemme 5.5.4. — Soit z; € R,i € N une suite de points vérifiant f(z;) ¢ R, et soit

n; > 0 une suite d’entiers convergeant vers linfini. On suppose que la suite f™ (x;)

converge vers un point y € A(K). Alors y appartient a Uune des séparatrices libres

instables d’un point périodique s-bord p de K, ou est égal & ce point périodique s-bord.
Si de plus la suite x; converge vers un point z, alors x € W*(p)

Démonstration. — Remarquons que les points x; appartiennent & une union finie de
rectangles dont l'intersection avec W#(K) est incluse dans leurs cotés stables, et que
ces cotés stables sont contenus dans des séparatrices stables de points périodiques
bord. Quitte & extraire une sous-suite, on peut supposer que les x; appartiennent au
méme rectangle r. D’aprés le corollaire 2.5.4, le point y ou bien est égal & 'un des
points périodiques s-bord p dont la variété stable porte un cété stable de r, ou bien
appartient a ’'une des séparatrices instables libres issues de p. Ceci montre la premiére
partie du lemme.

Notons o; le segment de feuille de F'* passant par z; et inclus dans r. Il coupe le
bord instable de r en deux points z} et z} qui sont sur des u-arches. Remarquons
que f contracte uniformément les vecteurs tangents & F'°, sur toute partie compacte
de I'ouvert ot F'* est défini. Or la suite f™(z;) converge vers y qui appartient & cet
ouvert. On en déduit que la longueur des segments f™(o;) tend vers 0 : pour conclure
le lemme 5.5.4 il suffit & présent d’appliquer la proposition 2.5.2 & 'une des deux
suites z} et . O

On en déduit que l'union de |J;~ R™ et des séparatrices libres est fermée dans
A(K) ; on note R cette union.

Nous avons vu que I’homéomorphisme h,;, défini sur R"*!, prolonge h, ; ceci
permet de définir une unique application sur 'union croissante des R™, que nous
pourrons étendre & R*° par un choix d’homéomorphisme de conjugaison sur les sépa-
ratrices libres. L’ensemble des points ot une telle application peut n’étre pas continue,
est réduit & 'union des séparatrices libres : c’est pourquoi nous allons d’abord fixer
I’homéomorphisme de conjugaison Ajpre sur 'union des séparatrices libres, puis nous
choisirons ’homéomorphisme h: R — R de fagon compatible avec hjjpre, €t nous véri-
fierons alors que cet homéomorphisme s’étend continiment & ’adhérence dans A(K)
de 'union des R™.

Remarque. — Soit K et K deux ensembles hyperboliques saturés, de f et de f,
admettant des partitions de Markov géométriques {R;} et {ﬁ,} qui sont de méme
type géométrique ¢. Alors le type géométrique ¢ induit une bijection naturelle entre
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les ensembles de séparatrices libres de K et de K. Nous la noterons ®libre- De plus
Piibre conjugue les permutations induites par f et f sur leur ensemble respectif de
séparatrices libres.

En effet, d’aprés la proposition 5.4.1, il existe un homéomorphisme h de ’'union des
rectangles R; sur 'union des R; qui conjugue les restrictions de f et f 4 ces unions
de rectangles. Soit  un point périodique de f, alors h(x) est un point périodique de
f. De plus z et h(x) sont de méme type (s-bord, u-bord, double s-bord, coin...). La
restriction de h = (h®, h*) & K ne dépend pas du choix de h® et de h* sur les intervalles
qui correspondent aux sous-rectangles (verticaux ou horizontaux) successifs. On en
déduit que le type géométrique ¢ de la partition de Markov induit une bijection
naturelle ¢pe, de I’ensemble des points périodiques bord de f sur ceux de f Pour
en déduire une bijection de leurs ensembles de séparatrices libres stables, il reste a
considérer le cas des points double u-bord (qui possédent deux séparatrices stables).
Dans ce cas, le choix de ’orientation des horizontales des rectangles revient & fixer
une orientation tranverse du rectangle dégénéré et permet de distinguer les deux
séparatrices. La bijection annoncée associera a la séparatrice droite ou gauche de z la
séparatrice respectivement droite ou gauche de h(z).

Le fait que les partitions de Markov ont méme type géométrique, assure que ce
choix commute avec l’itération par f et par f

Lemme 5.5.5. — Il existe un homéomorphz'i;me hrmiibre de lunion des séparatrices
libres de (K, f) sur l'union de celles de (K, f) qui conjugue les restrictions de f et de
f a ces ensembles, et qui induit la bijection ¢dynre sur les ensembles des séparatrices
libres.

Démonstration. — La démonstration est sans surprise : pour chaque orbite de sé-
paratrices stables (pour se fixer les idées) on choisit une séparatrice W. Alors W
et Pbre(W) ont méme période n et les restrictions de f™ et f" A ces séparatrices
sont deux contractions, qui sont donc conjuguées par un homéomorphisme de W sur
ibre (W) ; il reste juste & propager par f et fcet homéomorphisme sur toute ’orbite
de W. O

La proposition 5.4.1 a construit un homéomorphisme de conjugaison h de R dans E,
produit de deux homéomorphismes h® et h* définis sur les quotients des rectangles I?
et I}*. Les homéomorphismes h° et h* dépendent du choix de ces homéomorphismes sur
r\y ; J J’ Nous allons & présent fixer ce choix de fagon que hj;pre SOit le prolongement
par continuité de h. Pour cela nous aurons besoin de définir les homéomorphismes
d’holonomie des feuilletages F'* et F™*.

Reprenons donc précisément ces notations. On note I* le quotient de R par la res-
triction & cet ensemble du feuilletage F'*. On note J* C I* les segments correspondant
au quotient des sous-rectangles horizontaux H ; Enfin, notons A* I'union disjointe des
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adhérences des composantes connexes de I* \ J* : c’est une union finie de segments.
On définit de méme I* v J® et A%,

Rappelons que le diffécomorphisme f induit une application markovienne f* de J*
sur I“.

Rappelons enfin que le type topologique de f* et de f” induit une bijection de
I’ensemble des extrémités de J sur celles de J “. et donc de ’ensemble des extrémités
de A" sur celles de .Z“, et que cette bijection naturelle induit une bijection sur les
ensembles de composantes connexes de A" et de Au.

Soit A C A ’adhérence d’une composante connexe de I*\ J*. Rappelons qu’elle
est naturellement orientée. Notons a~ et a™ ses extrémités inférieure et supérieure.
Remarquons que A s’identifie & un segment transverse & F*. On peut donc parler
d’homéomorphisme d’holonomie de F'* défini sur des intervalles de A. Remarquons
que a~ est un point s-bord, donc appartient & la variété stable d’un point périodique
p(a™). Remarquons que les feuilles de F** correspondant & un point x proche de a~
coupent une séparatrice libre W(a~) du point périodique p(a~), en un point H(z)
proche de p(a~). On définit de méme H au voisinage de a™.

On définit ainsi ’application d’holonomie H, au voisinage de chaque extrémité des
composantes de A".

Lemme 5.5.6. — Notons a~ l'extrémité de A¥ correspondant a a~. Alors, la sépara-
trice W(a~) est hipre(W(a™)).

Démonstration. — En effet a~ est 'extrémité supérieure d’un segment J]’f, et par dé-
finition a~ est I’extrémité de .7]’ Alors f* et f“ sont de méme type combinatoire o, et
a(J}) = a(f}) implique que f(a™) et f(?i‘) sont simultanément extrémité supérieure
ou inférieure des segments Ij, et Ir. En itérant ce procédé, (f*)*(a~) et (F9)"(@")
sont extrémités simultanément supérieure ou inférieure de segments de méme indice.
Voyons que l'orbite par f* de a~ détermine le point périodique dont la variété stable
contient a~. L’orbite de a™ est prépériodique (’ensemble des extrémités de I est fini)
et soit p la période. Pour n assez grand, (f*)™?(a~) est un point fixe de (f*)? indé-
pendant de n. Ce point correspond & un c6té stable d’un rectangle R,;, dont I’image
par fP est incluse dans lui-méme : il contient donc un unique point périodique qui
est p(a—). Ce point ayant été déterminé par le type combinatoire de f*, le point
p(@~) (obtenu par la méme construction) est le point périodique @per(p(a™)). Ceci
détermine la séparatrice instable libre W(a™) si le point p(a™) n’est pas double-bord.
Dans le cas double bord le type combinatoire de f* permet de suivre les signes tout
au long de la construction et donc encore de déterminer W(a™). O

Définition 5.5.7. — On dira qu’un homéomorphisme h*: I* — T * qui conjugue f*
et f“, est compatible avec ’homéomorphisme hypre s’il vérifie la relation hypre 0 H =
H o h* sur un voisinage dans A* de chacune des extrémités de A™.

On définit de facon analogue la notion d’homéomorphisme h® compatible avec hyipre-
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(cette notion dépend bien sir du choix des feuilletages F'* et F'™).
Lemme 5.5.8. — 1l existe des homéomorphismes h*, compatibles avec hipre.

Démonstration. — 11 suffit de définir A* sur chaque composante A de A*. Notons
A la composante correspondante de Av. Le lemme 5.5.6 permet de construire un
homéomorphisme croissant h4 d’un voisinage des extrémités de A sur un voisinage
des extrémités de A vérifiant la relation hiibre o H = Hoh 4. Il suffit alors de prolonger
ha & A. O

Lemme 5.5.9. — Soit h = (h*,h*): R — R un homéomorphisme de conjugaison de f
et f Si les homéomorphismes h® et h* sont compatibles avec hiipre, alors h se prolonge
de fagon unique en un homéomorphisme ho, de l’adhérence dans A(K) de |J,, R™ sur
Vadhérence de |J,, Rn conjuguant f a f De plus, h coincide avec hypre sur l'union
des séparatrices libres.

/

yi = H(zi? \
i (ys) feuilles de F'9 /

|

N BN

FI1GURE 4. Continuité de ho, prés d’une séparatrice libre

Démonstration. — 1l faut montrer que si x; est une suite de points de R telle que
f(z;) ¢ R est si n; est une suite convergeant vers +oo telle que la suite f™(z;)
converge vers un point y de A(K) (on a vu que y appartient & ’'union des séparatrices
libres instables), alors f"" (h(z;)) converge vers le point Ajpre(y). Quitte & choisir
une sous-suite on peut supposer que les x; convergent vers un point x. D’apreés le
lemme 5.5.4, © appartient & la variété stable du point périodique dont est issue la
séparatrice libre qui porte y

Notons y; = H(x;). Remarquons que f™(y;) = H(f"(x;) car le feuilletage F'* est
invariant par f. On en déduit que la suite f™(y;) converge vers y (voir la figure 4).
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Notons ¥; = hiibre(y;)- Alors la suite f"" (7)) = hibre(f™ (yi)) (puisque hiibre
conjugue f a f) converge vers § = hjbre(y). D’autre part, comme h* est compa-
tible avec hjjpre OND a : H (h(z;)) = Piibre(H(z:)) = ¥i- De plus, par invariance du
feuilletage F*, on a H(f™ (h(z;)) = (), et converge donc vers Ajpre(y). Il reste
a remarquer que les segments de feuilles stables [f" (h(z:)), ™ (§:)]* sont les images
par f™ des segments [h(z;),7i]®. Or ces derniers sont de longueur bornée puisqu’ils
convergent vers le segment de feuille stable joignant h(z) au point périodique. Comme
f contracte uniformément les vecteurs tangents a F* et que n; tend vers l'infini, on
en déduit que les longueurs des segments [f""(h(w,')), fr (9:)]® convergent vers 0 ce
qui implique que la suite f™ (h(z;)) converge vers y. O

La construction de ho, et l'invariance par f et f des feuilletages F'“,F*° et ﬁ“,fs
impliquent de facon directe le corollaire suivant

Corollaire 5.5.10. — Soit B une arche instable et x l'une de ses extrémités. Notons
S(x) la séparatrice instable libre issue du point périodique de W*(x) (et partant du
méme coté que B ). Notons B Uarche hoo(B) et T = hoo(z), et S(Z) la séparatrice
correspondante. Notons H, et ﬁ; les holonomies des feuilletages H® et H* définies
d’un voisinage de x et T sur les séparatrices instables libres S(z) et S(Z). Alors il
eziste un voisinage de x dans (3 tel que pour tout point y de ce voisinage on ait :

hlibre(Hz (y)) = ﬁi(hoo (y))

(1 suffit en effet de ramener par une puissance de f ’arche 3 dans un des rectangles
de la partition de Markov).

Rappelons que I’on a noté R*° 'union de |J,, R™ et des séparatrices libres de K,
nous avons vu que R* est fermé dans A(K). Remarquons qu’il faut peut-étre ajouter
un nombre fini de séparatrices libres double-bord & I’adhérence dans A(K) de |J,, R”
pour obtenir R*. On compléte donc h, sur R* par hjpre Sur ces séparatrices double-
bord. On obtient ainsi un homéomorphisme de R> que ’on appelle encore hq.

Lemme 5.5.11. — 6(K) \ R est une union d’intérieurs de polygones d’arches dont
les orbites pour f sont en nombre fini.

Démonstration. — Le fermé invariant R contient W*(K)UW*(K). Donc §(K)\R*
est une union d’intérieurs de polygones d’arches : il reste & montrer que les orbites de
ces polygones sont en nombre fini. Nous avons déja vu que les orbites des polygones
d’arches qui ne sont pas des rectangles sont en nombre fini : il nous reste donc &
montrer que I’ensemble des orbites des rectangles d’arches non-inclus dans R sont
en nombre fini. Pour cela nous utiliserons le lemme suivant :
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Lemme 5.5.12. — Il existe € > 0 tel que tout rectangle bordé par des arches et
possédant un coté stable et un coté instable de longueur inférieure a € est inclus dans
un rectangle R;.

Démonstration. — Pour cela, rappelons que nous avons choisi les rectangles de la
partition de Markov deux & deux disjoints : on en déduit que toute arche assez petite
a ses deux extrémités sur le méme rectangle. De la structure de produit local de K
on déduit que toute arche assez petite, ayant ses extrémités sur un rectangle R;, est
incluse dans R; (voir la figure 5). Il reste juste & constater qu’un rectangle d’arches
ayant un coté stable et un c6té instable inclus dans R; est lui-méme inclusdans R;. O

situation impossible :

une suite d’arches de longueur
tendant vers 0, non-incluses dans R;

R,

o o (N

FIGURE 5. Les petites arches sont incluses dans les rectangles

Fin de la démonstration du lemme 5.5.11. — On choisit 0 < £; < €2 < € de fagon
que le rapport e;/e; soit supérieur & la constante d’expansivité de f; ainsi, toute
arche instable posséde un itéré par f dont la longueur est comprise entre £; et £5.
On a montré dans la démonstration du lemme 5.3.2 que I’ensemble des rectangles
d’arches possédant un coté stable et un c6té instable de longueur supérieure & €; est
fini. On en déduit que les orbites de rectangles d’arches, sauf éventuellement pour
un nombre fini d’entre elles, possédent un itéré ayant un coté stable et un instable
de longueur inférieure & € : cet itéré est donc inclus dans un rectangle R; d’aprés le
lemme 5.5.12. O

Nous sommes désormais préts & montrer :

Lemme 5.5.13. — L’homéomorphisme ho, se prolonge en un homéomorphisme hs de
0(K) sur 6(K) conjuguant f et f.

Démonstration. — D’aprés le lemme 5.5.11, il suffit de compléter ho sur intérieur
de polygones dont les orbites sont en nombre fini : on peut donc compléter h, orbite
par orbite (de polygones).
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Soit P un polygone d’arches de K, bordant un disque (encore noté P) non-inclus
dans R*°. Remarquons que OP est inclus dans R, et que hoo(OP) est un polygone
d’arches de K qui borde un disque P. De plus P et P ont méme nombre de cotés
stables. Rappelons enfin que les feuilletages F'° et F™* sont définis au voisinage de 9P,
et de méme F* et F* sont définis au voisinage de dP.

Définition 5.5.14. — On dira qu’un homéomorphisme hp: P — P est compatible avec
hoo 8’il coincide avec hoo sur OP et s’il existe un voisinage de OP et de OP tel que la
restriction de ho, @ ces voisinages conjugue les feuilletages F° et F* auz feuilletages
F? et F*.

Lemme 5.5.15. — Il existe un homéomorphisme hp: P — P compatible avec hoo.

Démonstration. — Remarquons d’abord qu’au voisinage d’un coin z du polygone
d’arches, hp est uniquement déterminé par sa restriction aux arches issues de ce
point et par ’hypothése de conjugaison des feuilletages : tout point y proche de z se
projette le long des feuilles de F'* et F'° sur les arches stable et instable issues de z;
notons y® et y* ses projections. Alors hp(z) est le point d’intersection proche de P
des feuilles instables et stables passant par hoo(y®) et hoo(y™).

Voyons comment définir hp au voisinage d’un de ses c6tés, stable pour se fixer les
idées. Soit a un coté stable de P joignant les coins z et z'. Notons 3 et ' les arches
instables issues de z et de z'. Soit ¥ un point proche de a. Sa projection y* sur «
le long de F* est bien définie, par contre il a deux projections naturelles le long de
F* sur le bord instable de P : une (notée y*) sur 3 et une (notée (y*)') sur 8 (voir
la figure 6). Pour définir hp(y) il suffit de vérifier que hoo(y*) et hoo((y*)") sont sur

/

’arche o x

FIGURE 6. Au voisinage d’un co6té stable : les deux projections sur
les cotés instables

la méme feuille de F* : Notons H et H' les holonomies du feuilletage F** définies au
voisinage de z et z', et & valeurs sur la séparatrice instable libre S(x) = S(z'). La
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notion méme d’holonomie implique que H(y") = H'((y*)'). On définit de méme les
holonomies H et H' et le corollaire 5.5.10 nous assure que

H(hoo(y*)) = iibre(H(y")) = huibre(H'(4")")) = H'(hoo (4*)"))

Ceci montre que hoo (y*) et hoo((y*)') sont sur la méme feuille de H* : on peut donc
bien définir hp au voisinage de . On définit ainsi hp sur un voisinage de &P, et on
I’étend de fagon quelconque a l'intérieur de P, quitte a restreindre d’abord le voisinage

de JP ou on vient de définir hp. O
Le lemme suivant termine la démonstration du lemme 5.5.13. |
Lemme 5.5.16. — Soit P un disque non-inclus dans R* et bordé par un polygone

d’arches de K, et P le polygone de K bordé par heo (8P). Soit hp: P — P un ho-
méomorphisme compatzble avec ho,. Alors il existe un unique homéomorphisme de
R>® U Uz (f™(P)) sur R*U Uz(f( )), conjuguant les restrictions respectives de f et
f et coincidant avec hoo sur R et avec hp sur P.

Démonstration. — Rappelons que les séparatrices stables contenant les cotés stables
de P sont couplées et ont donc méme période p. Soit x; une suite de points de P et n;
une suite d’entiers tendant vers +o0, telle que la suite f?™(x;) converge vers un point
y € 6(K). Quitte & prendre une sous-suite on peut supposer que la suite z; converge
vers un point . La méme démonstration que celle du lemme 5.5.4 montre que le point
y appartient 3 'union d’une séparatrice instable libre et du point périodique p dont
elle est issue, et que le point = appartient & la variété stable de p.

La suite des segments stables [z;, H (z;)]° converge alors vers le segment [z, p]®. Ces
segments sont donc de longueur bornée.

Alors fP™i(H(z;)) converge vers y comme fP ™ (x;) puisque la longueur des seg-
ments stables fP "™ ([z;, H(z;)]®) tend vers 0. La fin de la démonstration est identique
a celle du lemme 5.5.9. O

Pour conclure la démonstration du théoréme, il reste a prolonger hs sur A(K)\§(K)
en un homéomorphisme conjuguant f et f. Rappelons que A(K) \ 6(K) posséde un
nombre fini de composantes connexes qui sont des demi-plans dont I’adhérence dans
A(K) est soit la réunion d’un point périodique et de deux de ses séparatrices libres
(une stable une instable), soit I’'union d’une chaine infinie d’arches et des deux sépa-
ratrices libres (munies de leur point périodique) sur lesquelles s’accumule la chaine.

Chaque composante C de A(K)\ 6(K) est périodique pour f ; soit k sa période. De
plus hs est défini sur le bord de C dans A(K), et I'image hs(0C) est de méme nature
(soit deux séparatrices libres et leur point périodique, soit ’adhérence d’une chaine
infinie), donc est le bord dans A(K) d’une composante connexe C de A(K)\§(K). On
a ainsi une bijection naturelle de ’ensemble des composantes connexes de A(K)\§(K)
sur I’ensemble de celles de A(K) \d (IZ’ ) qui commute avec les permutations induites
respectivement par f et f
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Pour étendre hs & toute 'orbite de C, il suffit d’étendre hs & C en un homéomor-
phisme de I’adhérence de C (dans A(K)) sur celle de C, qui conjugue les restrictions
de f* et f’“ a C et C : il suffira alors de pousser par f et par f I’homéomorphisme
ainsi construit sur ’orbite de C. Nous pourrons donc désormais (quitte & remplacer
f par f*) ne considérer que des composantes C fixées par f.

Remarque. — L’union de §(K) et, pour toute composante connexe C de A(K)\§(K),
d’un voisinage invariant par f de dC dans P’adhérence de C, forme un voisinage
invariant par f de §(K) dans A(K) : la proposition 3.2.2 certifie que ce voisinage
contient un plongement de A(K), qui prolonge I'identité sur §(K).

La remarque ci-dessus montre que pour conclure le théoréme, il suffit de savoir
étendre ’homéomorphisme de conjugaison hs & un voisinage invariant de C dans
I’adhérence de C, pour toute composante C de A(K) \ 6(K) invariante par f.

Dans le cas ou 9C est 'union d’un point fixe p et de deux séparatrices libres issues
de p, on considére un petit voisinage de p dans CUJC' qui est un «rectangle» pour les
feuilletages F'* et F' : on étend alors hs & ce voisinage grace aux deux projections sur
les séparatrices, le long des feuilletages. Il reste alors juste & saturer par f ce voisinage
de p.

Il reste donc & considérer le cas ou OC est ’adhérence d’une chaine infinie d’arches
7. Soit z une extrémité d’une des arches composant -y. Notons o la chaine finie d’arches
joignant z & f(z). On considére des voisinages V, de o dans C'U 8C, construits de la
fagon suivante : un voisinage V,, est I’'union, sur ’ensemble des arches a qui composent
o, de «rectangles pour les feuilletages F° et F*» admettant a comme coté (voir la
figure 7).

~
le segment o /
f(z)

FIGURE 7. Un voisinage d’un intervalle fondamental ¢ d’une chaine infinie
Tout voisinage de o dans I’adhérence de C contient un voisinage de type V,. Notons

o = hs(o). C’est un domaine fondamental de la chaine infinie ¥ = hs(7), et ’on peut
de méme définir les voisinages Vz. On dira qu’un homéomorphisme A, d’un voisinage
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Vo sur un voisinage V5 est compatible avec hs s’il coincide avec hg sur V, N, et
s’il conjugue les restrictions & V, des feuilletages F* et F* aux restrictions & Vz
de F* et F*. Un argument analogue & la démonstration du lemme 5.5.15 montre
Pexistence d’'un homéomorphisme h, compatible avec hs, et on peut alors recopier
la démonstration du lemme 5.5.16 pour vérifier que hs et h, se prolongent de fagon
unique en un homéomorphisme de conjugaison de §(K) U |J,,cz f™(Vs) sur §(K)U
Unez f n(Vﬁ)'

On conclut la démonstration du théoréme par le lemme suivant :

Lemme 5.5.17. — Notons 5 l’adhérence dans A(K) de la chaine infinie .
Alors YU U, ez f* (Vo) est un voisinage de 5 dans C (adhérence dans A(K) de la
composante C).

Démonstration. — Soit p 'un des points fixes contenus dans 7. Il suffit de vérifier
que YU J,,¢z f* (Vo) contient un voisinage de p dans C. O

5.6. Présentation finie d’un difféomorphisme de Smale, et bilan du problé-
me de classification

Le but ce paragraphe est de convaincre le lecteur que le théoréme 5.2.2 joint
aux propositions du paragraphe 3.4 donne une classification des difféeomorphismes
de Smale des surfaces compactes : & tout difféomorphisme de Smale on associe un
nombre fini d’invariants qui caractérisent la classe de conjugaison de ce difféomor-
phisme. Ces invariants auront comme principal défaut de ne pas étre définis de fagon
constructible.

Rappelons que les diffécomorphismes d’Anosov du tore T2 sont classifiés par I’ap-
plication linéaire qu’ils induisent sur I’homologie du tore. Le paragraphe 2.3 a montré
comment associer & tout difféomorphisme de Smale une classe de conjugaison de
difféeomorphisme de Smale sans attracteur ni répulseur hyperbolique non réduit 4 une
orbite périodique. Appelons difféeomorphisme de Smale @ selles un diffeomorphisme
de Smale dont tout attracteur ou répulseur est une orbite périodique. Nous allons
classifier ces diffeomorphismes de Smale & selles.

Le théoréme 5.2.2 affirme que la donnée d’une partition de Markov géométrisée
d’un ensemble hyperbolique saturé K caractérise & conjugaison prés la restriction
du difféeomorphisme au domaine A(K). Cependant, on peut associer une infinité de
partitions de Markov géométrisées différentes & un triplet (f, K, A(K)). Une facon
immeédiate d’en obtenir est de considérer I'intersection d’une partition de Markov
avec un nombre fini de ses itérés. Malheureusement il n’est pas vrai que toutes les
partitions de Markov associées & (f, K, A(K)) soient engendrées de cette facon par une
partition de Markov « minimale ». Toutefois toute maniére d’associer canoniquement
un nombre fini de partitions de Markov géométrisées & la classe de conjugaison d’un
triplet (f, K, A(K)) donne une classification combinatoire de ces triplets.

ASTERISQUE 250



5.6. PRESENTATION FINIE D’UN DIFFEOMORPHISME DE SMALE 133

Soit M une partition de Markov associée & un ensemble hyperbolique K. Appelons
complezité de M le nombre ¢(M) = > h; = Y v;, nombre total des sous-rectangles
horizontaux ou verticaux des rectangles de M.

Remarquons que 'image f(M) d’une partition de Markov est une partition de
Markov de méme complexité c¢(M) et de méme type géométrique. C’est pourquoi
nous parlerons d’orbites de partitions de Markov géométrisées.

Proposition 5.6.1. —  Soit (f, K, A(K)) un triplet formé d’un difféomorphisme de
Smale a selles, d’un ensemble hyperbolique saturé K de f et de son domaine A(K).
Les types géométriques de partitions de Markov de K de complezité minimale sont en

nombre fini.
Démonstration. — Les types géométriques abstraits (non nécessairement associés a
une dynamique) de complexité donnée ¢ sont en nombre fini. O

Cette proposition montre I’existence d’une classification (& conjugaison prés) des
triplets (f, K, A(K)). Cependant nous n’avons pas d’algorithme permettant de cons-
truire les partitions de Markov de complexité minimale & partir d’'une partition de
Markov donnée. Pire, nous ne savons pas décider en général si une partition de Mar-
kov donnée est de complexité minimale. Nous espérons prochainement fournir une
famille finie de partitions de Markov géométrisées canoniquement associée & un tri-
plet (f, K, A(k)) construite & 1’aide du dessin des courbes invariantes, et donner un
algorithme permettant de les construire a partir d’'une partition de Markov quel-
conque.

Soit f un difféomorphisme de Smale & selles, et K ’ensemble hyperbolique saturé
associé au diagramme de Smale privé des sources et des puits. Le domaine A(K) est
une variété a bord orientée, ce bord est un nombre fini de copies de R. La dynamique
permute ces courbes. On a associé (voir paragraphe 3.4) un signe a chacune de ces
courbes suivant que son orientation comme bord de A(K) coincide ou non avec son
orientation dynamique. On note I't et '~ les ensembles de ces courbes de signe
respectivement positif ou négatif. Nous avons défini au paragraphe 3.4 une régle de
recollement de A(K) comme étant une bijection ®: I't — I'” commutant avec la
permutation de I' = 't UT'~ induite par f. Nous avons vu qu’une régle de recollement
permet de construire une surface compacte munie d’un difftomorphisme de Smale. 11
n’y a qu’un nombre fini de régles. En choisissant bien la régle ® le difféomorphisme
obtenu est conjugué a f.

Soit M ’ensemble des rectangles R; d’une partition de Markov de K, les rectangles
R; étant munis d’une orientation des verticales et des horizontales. On note T le type
géométrique de la partition. Nous allons compléter 'information combinatoire donnée
par T de fagon & déterminer la régle de recollement ®. La difficulté essentielle consiste
a déterminer I't et I'~.
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Rappelons d’abord que I’ensemble I' est en bijection avec I’ensemble des compo-
santes connexes de A(K) \ 6(K). Le bord dans A(K) de chacune de ces composantes
connexes contient exactement une séparatrice libre instable. En examinant les deux
cas possibles (composante dont le bord est I'union d’un point périodique coin et de
deux de ses séparatrices libres, composante dont le bord contient une chaine infinie
d’arches) on constate qu’une composante connexe se trouve d’un seul coté de la sé-
paratrice libre instable qui lui est associée. Chaque c6té de séparatrice instable libre
correspond & au plus une de ces composantes.

Chaque c6té de séparatrice instable libre est déterminé sans ambiguité par la don-
née d’un rectangle R; de M (celui ou elle s’attache), de la direction h ou b (haut ou
bas) dans laquelle elle s’éloigne du rectangle, et d’un coté d ou g (droite ou gauche)
du rectangle. Nous avons ainsi une injection de I' dans {R;} x {h,b} x {d, g}. Notons
C* et C~ les images respectives par cette injection de I't et de I'". La régle de
recollement ® induit une bijection ¥: C* — C~.

Définition 5.6.2. — On appellera procédé de collage la donnée de parties disjointes
C* et C~ de {R;} x {h,b} x {g,d} et d’une bijection yp: C* — C~.

Nous savions déja que la donnée du difféomorphisme f, d’une partition de Markov
M associée & son ensemble hyperbolique saturé maximal et d’un choix d’orientation
des verticales et horizontales des rectangles détermine le type géométrique 7' de M ;
nous venons de voir qu’elle détermine aussi le procédé de collage v: CT — C~.

Définition 5.6.3. — Soit f un difféomorphisme de Smale a selles, préservant l’orienta-
tion, d’une surface compacte orientée, et soit K l’ensemble hyperbolique saturé maxi-
mal de f. On appellera présentation finie de f la donnée d’une partition de Mar-
kov M = {R;} de K munie de son type géométrique T et du procédé de collage
P: Ct - C~.

Le théoréme 5.2.2 et la proposition 3.4.2 impliquent alors :

Proposition 5.6.4. — Soient f et f deuz difféomorphismes de Smale préservant Uorien-
tation de surfaces compactes compactes orientables S et S. Si f et f admettent une
méme présentation ﬁme (M, T,s: Ct — C7), il existe un homéomorphisme de S sur
S conjuguant f et f

Remarquons que, pour tout type géométrique T' de partition de Markov, il existe un
nombre fini de procédés de collage. Toute maniére d’associer & un difféomorphisme
de Smale f préservant l'orientation un nombre fini de types géométriques de son
ensemble hyperbolique saturé maximal permet d’associer & f un nombre fini de pré-
sentations finies, ce qui donne une classification, & conjugaison topologique prés, des
diffeomorphismes de Smale & selles.
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Nous venons d’associer & un diffeomorphisme de Smale des invariants combina-
toires. Il est maintenant naturel de se demander quelles « présentations finies» abs-
traites correspondent 3 des diffeomorphismes de Smale.

Pour cela il faut d’abord savoir quelles partitions de Markov géométrisées corres-
pondent & des ensembles hyperboliques saturés :

Exemple. — On a vu que la partition de Markov géométrisée ayant un seul rectangle,
deux sous-rectangles horizontaux, et décrite par :

$(HY) = (V,+), o(H?) = (V*+)

ne correspond pas & un ensemble hyperbolique saturé d’un difféfomorphisme d’une
surface compacte (voir le corollaire 2.4.4).

Définition 5.6.5. — On dira qu’un type géométrique (n,{h;},{vi}, @) de partition
de Markov est réalisable s’il existe un difféomorphisme de Smale f d’une surface
compacte, et K un ensemble hyperbolique saturé pour f admettant une partition de
Markov dont le type géométrique soit (n, {h:},{vi}, ).

Le chapitre 7 définit le genre d’un type géométrique qui est un minorant du genre
des surfaces sur lesquels le type est réalisable. Ce chapitre caractérise alors les types
géométriques (sans double-bord) de genre fini. Le cas avec double-bord ne nous semble
pas conceptuellement différent mais présente de nouvelles difficultés techniques.

Ensuite, il reste & comprendre quels procédés de collage sont réalisables. Le lecteur
qui le désire pourra vérifier que la donnée d’un type géométrique T' de partition
de Markov réalisable détermine les parties Ct et C~ ainsi qu’une permutation de
chacune de ces parties, induite par la combinatoire de T'. Bien sir, cette permutation
coincidera avec celle induite par tout difféfomorphisme f réalisant 7. Un procédé de
collage 7: Ct — C'~ sera réalisable si ) commute avec ces permutations.

Voici quelques indications succintes :

1. Dans le cas sans double bord (ce qui est déterminé par T voir la proposi-
tion 7.2.2) le lecteur trouvera des indications utiles dans le chapitre 7 : dans
ce chapitre, nous vérifions que le type géométrique 7" permet de déterminer
les points périodiques bords ainsi que leurs séparatrices libres et non-libres,
la permutation de ces séparatrices, les couplages entre les séparatrices non-
libres, et enfin les points périodiques coins. On remarque alors que tout point de
C = Ct U C~ est associé soit & un coin, soit au c6té d’une séparatrice instable
libre correspondant & une séparatrice stable non-libre non-couplée.

2. Une fois la partie C C {R;} x {b,h} x {g,d} déterminée, le signe de chaque
élément de C est donné par la régle suivante : il est + pour (h,d) et (b,g) et —
sinon.
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CHAPITRE 6

LES DESSINS ET LA DYNAMIQUE

Le mathématicien qui présente & la craie sur le tableau un difféomorphisme de
Smale du plan se contente souvent d’esquisser les variétés invariantes. Ce dessin
représente-t-il vraiment une dynamique (& un choix d’itéré prés) ? Le théoréme 5.2.2
permet de répondre :

« Oui, dans la mesure ot le dessin détermine une partition de Markov géométri-
sée.»

Plus formellement, notre but est de prouver :

Théoreme 6.0.6 (Dessin et dynamique). —  Soient f et g deux difféomorphismes de
Smale de surfaces compactes, et soient K et L des ensembles hyperboliques saturés de
f et g, sans double-bord, et de domaines connezes. Supposons qu’il existe un homéo-
morphisme

h: We(K)UWY(K) — W*(L)UW*(L),

tel que pour tout point x de K les variétés stable et instable de h(x) soient les images
par h des variétés stable et instable (respectivement) de x.

Alors, il existe deuzx entiers p et q strictement positifs, tels que la restriction de
f? au domaine A(K) soit conjuguée a la restriction de g7 a A(L), par un homéo-
morphisme (qui coincide avec h sur K sauf dans le cas ou f est un difféomorphisme
d’Anosov du tore T?).

Remarques
1. Le théoréme 6.0.6 est déja connu dans le cas oil f est un difféomorphisme d’Ano-
sov : en effet, d’aprés [Frl] et [Man] tout difféomorphisme d’Anosov d’une
surface compacte est conjugué a un difféomorphisme d’Anosov linéaire du tore
T2. C’est alors un exercice d’algébre de vérifier que deux difféomorphisme li-
néaires dont les feuilletages stables et instables sont conjugués possédent des
itérés conjugués. Cependant ’homéomorphisme conjuguant les feuilletages n’est
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pas a priori une conjugaison : en effet, toute translation sur le tore préserve les
feuilletages, mais "image du point fixe 0 peut étre un point non-périodique.

2. Si K contient une piéce basique A qui est un attracteur hyperbolique alors les
hypothéses «sans double-bord» et « domaine connexe» impliquent que K est
réduit & A et que A(K) est le bassin d’attraction de A (voir le théoréme 2.3.4). Le
théoréme dans ce cas peut s’obtenir de la fagon suivante : le chapitre 8 (voir aussi
[Ru]) montre que la dynamique restreinte au bassin d’attraction d’un attracteur
hyperbolique est semi-conjuguée & celle d’un homéomorphisme pseudo-Anosov,
la semi-conjugaison consistant pour ’essentiel & écraser chaque s-arche en un
point. On peut alors utiliser le résultat connu suivant : deux homéomorphismes
pseudo-Anosov dont les feuilletages stable et instable sont conjugués par un
homéomorphisme h possédent des itérés qui sont conjugués par h.

Dans ce texte, nous nous consacrerons & la preuve du théoréme pour le cas
plus difficile des ensembles hyperboliques saturés ne contenant ni attracteur ni
répulseur : le lecteur pourra en déduire une démonstration dans le cas d’un
attracteur ou d’un répulseur hyperbolique.

La démonstration du théoréme 6.0.6 se décompose en deux étapes. Dans un premier
temps nous montrerons :

Proposition 6.0.7. —  Sous les hypothéses du théoréme il existe p et q telle que h
conjugue les restrictions de fP et g7 a K et L respectivement.

Nous conclurons alors par la proposition suivante :
Proposition 6.0.8. — Soient K et L deux ensembles saturés de f et g sans double-bord.
On suppose qu’il existe un homémorphisme
h: W (K)UW*(K) - W*(L)UW*"(L),
conjuguant les restrictions de f et de g & K et L respectivement. Alors, les restrictions

de f et g aur domaines de K et de L sont conjuguées, par un homéomorphisme
coincidant avec h sur K.

Ensuite nous analyserons ce qui ce passe lorsqu’on supprime les hypothéses « A(K)
connexe» et « K sans-double-bord ».

6.1. Points périodiques, piéces basiques, ordre de Smale

Soient (K, f) et (L, g) deux ensembles hyperboliques saturés, dont 'union des va-
riétés invariantes est connexe, et sans double-bord. Soit A un homéomorphisme de
I’'union des variétés invariantes de K sur I'union de celles de L, 'image de la va-
riété stable (resp. instable) d’un point étant la variété stable (resp. instable) du point
image.
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Notre but est de montrer que I’homéomorphisme h respecte la dynamique. Dans ce
paragraphe nous allons voir les premiers lemmes élémentaires dans ce sens : I’homéo-
morphisme h respecte les points périodiques bords, les piéces basiques de ces points,
et les piéces basiques extrémales pour 'ordre de Smale. Remarquons que le théo-
réme 2.3.4 implique que si K posséde un attracteur hyperbolique, alors K est réduit
a cet attracteur; les lemmes de ce paragraphe seront triviaux dans ce cas, et nous
supposerons donc que K et L ne possédent ni attracteur ni répulseur.

Rappelons que les points périodiques bords de K et de L sont en nombre fini, et
qu'ils sont caractérisés par le fait de posséder au moins une séparatrice libre. On en
déduit immédiatement :

Lemme 6.1.1. — L’image par h d’un point périodique s-bord, u-bord, ou coin de K
est un point respectivement s-bord, u-bord ou coin de L

Les points périodiques bord de K étant en nombre fini, il existe un itéré positif de
f pour lequel tout point périodique bord est fixe. Désormais, quitte & remplacer f et
g par un de leurs itérés positifs, nous supposerons que tout point périodique bord est
fixe, ainsi que chacune des séparatrices qui en sont issues.

Lemme 6.1.2. — Soit A une piéce basique d’un difféomorphisme de Smale f, et soit
z € A un point périodique. Soit I une séparatrice non-libre (comme séparatrice de A
et pas seulement de K ) du point x, alors W*(A) est contenue dans l’adhérence de I.

Démonstration. — Rappelons que toute piéce basique A posséde une orbite dense
(par itération positive et par itération négative) dans A. Soit yo un point de A sur la
séparatrice non-libre I. Soit z un point d’orbite positive dense, suffisamment proche
de yo pour que sa variété stable locale coupe I en un point y (voir figure 1). Les
ensembles w-limite de y et de z coincident puisque les itérés positifs de [y, 2]° sont
de longueur tendant vers 0. L’orbite de y (incluse dans I) est donc comme celle de z
dense dans A. La continuité des variétés invariantes prouve alors que I est dense dans
W*(A). O

Le lemme 6.1.2 assure que, pour tout point fixe z € A, sa variété stable et sa variété
instable sont denses dans W*(A) et W*(A) respectivement. La structure de produit
local au voisinage des points de A permet alors de montrer que A est ’adhérence de
W (z) N W*(z). On en déduit donc :

Lemme 6.1.3. — Soit x un point fize de type bord de (K, f), et soit A la piéce basique
a laquelle il appartient. Alors h(A) est la piéce basique de (L,g) contenant h(z).

Soit A une piéce basique de (K, f), maximale pour l'ordre de Smale. Ceci équivaut
ace que W*(A)NK = A. On en déduit qu’un point périodique qui est u-bord en tant
que point de A (c’est-a-dire qu’il posséde une séparatrice stable disjointe de A) est
u-bord en tant que point de K. Comme A n’est pas (par hypothése) un répulseur elle
posséde au moins un point périodique u-bord. Du lemme ci-dessus on déduit donc :
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Yo

Jy —e2

FIGURE 1

Corollaire 6.1.4. — L’image par h d’une piéce basique de K mazimale ou minimale
pour < est une piéce basique de L (mazimale ou minimale, respectivement).

Du fait que K ne posséde pas de double-bord on déduit qu’une piéce basique A de
K, maximale pour <, n’est pas réduite & une orbite périodique (une telle orbite pério-
dique serait double u-bord). D’autre part ’hypothése « K sans répulseur» implique
que A posséde un point fixe x u-bord. Le point x posséde au moins une séparatrice
instable I, non-libre. Le lemme 6.1.2 nous dit que I, contient W*(A) dans son adhé-
rence.

Nous venons de montrer :

Lemme 6.1.5. — Soit (K, f) un ensemble hyperbolique saturé sans double-bord, et tel
que tout point périodique bord soit fize.

Pour toute piéce basique A de K mazximale pour <, il existe un point fixe u-bord
z € A de K, et une séparatrice instable I, de x qui est dense dans W*(A).

Rappelons que, pour toute piéce basique A de K, la variété instable W*(A) contient
dans son adhérence 'union des variétés instables des piéces basiques qui lui sont
inférieures pour <. De la structure de produit local au voisinage des points de K on
déduit alors :
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Lemme 6.1.6. — Soient B < A deux piéces basiques d’un ensemble hyperbolique saturé
K. Soit I une séparatrice instable d’un point périodique de A, dense dans W“(A), et
soit S une séparatrice stable d’un point fize de B dense dans W*(B).

Alors, S N I contient dans son adhérence l'union des piéces basiques A vérifiant
B<A<A.

Corollaire 6.1.7. — Soient Ay,...,A; les piéces basiqgues mazimales de K, et soient
Bi,...,Bj les piéces basiques minimales. Pour tout k < i, on choisit une séparatrice
instable I, d’un point u-bord de Ay, telle que I soit dense dans W*(A;). De méme,
pour tout I < j on choisit une séparatrice S; d’un point fize s-bord contenu dans By,
telle que Sy soit dense dans W*(B).

Alors K est l’adhérence de l'union sur tous les couples (k,l) de l'intersection Ay N
B;.

1l reste une hypothése sur K que nous n’avons pas encore utilisée : c’est la connexité
de 'union de ses variétés invariantes. On en déduit

Corollaire 6.1.8. — Soient I,...,I; et S1,...,S; les familles de séparatrices respec-
tivement instables et stables associées aux piéces basiques respectivement mazimales
et minimales de K .

Alors, pour tout couple (k,l) il existe une suite ky =k, ...,k et une suite lq,...,
I =1 telles que pour tout s < m, les intersections I, NS, et S, NI} ne sont pas
vides.

s+1

6.2. Conjugaison des dynamiques en restriction a K et L

Nous allons & présent démontrer la proposition 6.0.7. Pour cela nous choisirons
des itérés de f et g de fagon & ce que h induise une conjugaison sur une orbite non-
périodique d’une séparatrice d’un point bord. Nous propagerons alors & tout K cette
conjugaison, le long des intersections des séparatrices des points périodiques bord.
L’argument essentiel de cette preuve est la proposition suivante :

Proposition 6.2.1. — Soient I et S deux séparatrices (stable et instable) de deuz points
périodiques d’un ensemble hyperbolique saturé, et soit ¢ un homéomorphisme de IUS
possédant un point fize, et induisant sur I et sur S un homéomorphisme préservant
Dorientation. Alors, ¢ coincide avec l'identité sur INS.

Définition 6.2.2. — Soit © un point d’intersection de deux séparatrices I et S issue de
deuz points périodiques y et z. Alors [z,y[“N[z, z[° est de cardinal fini. On appellera
rang de x ce cardinal, et on le notera rg(x)

On notera R, (I,S) l'ensemble des points de I NS de rang inférieur ou égal a n

(La notion de points de rang 1 est déja utilisée par Birkhoff dans [Bi]).
Bien stir, I NS est 'union croissante des R, (I, .S).
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Lemme 6.2.3. — Pour tout n, l’ensemble des orbites de points de R, (I,S) est fini.

Démonstration. — Quitte & remplacer f par un itéré, on supposera que I et S sont
invariantes par f. Soit o un point d’intersection de rang n de I et S. Toute orbite
de points de I NS contient un point sur le segment [zo, f(z0)]* C I. Remarquons
que tout point de rang inférieur ou égal & n, contenu dans [zg, f(x)]* appartient &
[z, zo]® (ou z est le point périodique dont est issue S). L’intersection de deux segments
compacts de variétés invariantes est un ensemble fini, ce qui conclut. O

Démonstration de la proposition 6.2.1. — Quitte a remplacer f par un itéré positif,
on suppose que f laisse invariante chacune des séparatrices I et S. Par hypothése,
¢ posséde un point fixe. Nous supposerons que ce point fixe zo appartient a I (le
raisonnement étant analogue dans le cas ou ce point fixe appartient & S). Nous allons
montrer que pour tout n, ¢ coincide avec 'identité sur R, (I, S)

Considérons {zo} U R,(I,S). C’est un ensemble dont 'intersection avec tout seg-
ment compact de I est fini : on peut donc l'indexer par Z de fagon croissante pour
Porientation de I «fuyant le point fixe». En outre, ¢ laisse invariant cet ensemble (en
effet, pour tout z € IN S le rang de ¢(z) est le rang de z, et zo est par hypothése un
point fixe de ¢). On en déduit que ¢ induit une bijection croissante de cet ensemble,
ayant un point fixe, donc égale a 'identité (une bijection croissante de Z fixant 0 est
I’identité!). C’est ce que nous avions annoncé. O

Démonstration de la proposition 6.0.7. — Soient A; les piéces basiques maximales de
K, Bj les piéces basiques minimales, et I; et S; des séparatrices instables et stables
des A; et Bj, denses dans W*(A;) et W?*(B;), respectivement. Soit p; le point fixe
s-bord dont I; est issue, et soit W la séparatrice stable non-libre de p;.

D’aprés le lemme 6.1.4, h(A;) est une piéce basique maximale de L, h(p;) est un
point périodique bord de h(A;), et h(I1) et h(WF) sont deux séparatrices de h(p;)
fixées par g.

On considére ’ensemble R; = R;(h(l1), h(W7)) des points d’intersection de rang 1
de ces deux séparatrices. Cet ensemble est infini mais rencontre tout segment compact
de h(I;) en un nombre fini de points. On peut donc I'indexer par Z de fagon croissante
pour l’orientation de h(I;) «fuyant le point périodique». On vérifie que g et ho foh™!
induisent deux bijections croissantes de cet ensemble : ces bijections correspondent
donc chacune & une translation sur Z, et on se convainc facilement que cette translation
est d’un nombre positif. Il existe donc p et g tels que ho fPoh™! et g7 coincident sur
R;. On consideére alors ¢ = g~90ho fPoh™1. D’aprés la proposition 6.2.1, ¢ coincide
avec ’identité sur ’ensemble non vide h(I;) N h(W7).

La proposition 6.2.1 montre alors que, pour tout j tel que S; NI, # &, ¢ coincide
avec I’identité sur ~(S;NI;). On montre alors facilement, grace au corollaire 6.1.8, que
¢ vaut l'identité sur h(S;NI;) pour tout (i,7), et donc sur h(K) = L, par densité. [
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6.3. Image d’une partition de Markov et extension de la conjugaison au
domaine

Soient (K, f) et (L,g) deux ensembles hyperboliques saturés sans double-bords.
Soit h un homéomorphisme de 'union des variétés invariantes de K sur I'union de
celles de L, qui induit une conjugaison des restrictions de f et g & K et L. Nous
allons montrer que I'image par h d’une partition de Markov de K est une partition de
Markov de L et que ces deux partitions de Markov ont méme type géométrique : le
théoréme 5.2.2 permettra alors de montrer que les restrictions de f et g aux domaines
de K et L sont conjuguées.

La premiére étape consiste a voir que les classes d’équivalence d’arches se lisent sur
le dessin.

Remarquons d’abord que, comme K est sans double-bord, les s-arches ayant une
extrémité sur une variété instable partent toujours du méme coté (le coté isolé).

Lemme 6.3.1. — Soient \; et Ao deuz segments disjoints de W*(L) tels que toute
s-arche ayant son origine sur l'un de ces segments a son extrémité sur ’autre segment.
Supposons de plus que l’holonomie (application de Ay dans A2 qui & origine d’une
s-arche associe son extrémité) soit monotone. Alors, toutes les s-arches ayant une
extrémité sur l'un des \; sont équivalentes.

Démonstration. — Remarquons d’abord que deux arches d’extrémités assez voisines
sont équivalentes (puisqu’elles partent du méme coté des segments A;).

Il reste & montrer que deux s-arches s-bords issues de deux points successifs de
A1 N K sont équivalentes. Remarquons d’abord que leurs extrémités sont des points
successifs de AyN K puisque I’holonomie est monotone. Le quadrilatére formé des deux
s-arches et des u-arches contenues dans A; et A2 joignant les extrémités de ces deux
s-arches est un polygone d’arches puisque ’absence de double-bord force une arche &
partir du coté libre d’une courbe invariante. Le lemme 2.6.6 assure que ce polygone
borde un disque qui est le rectangle réalisant 1’équivalence entre nos deux s-arches.

O
Corollaire 6.3.2. — Les images par h de deuz s-arches équivalentes de K sont deuz
s-arches équivalentes de L.
Lemme 6.3.3. — Soit R un rectangle pour K, dont les cotés sont des segments isolés.
Alors limage par h du bord O(R) est le bord d’un rectangle S de L. De plus,
MW (K)UW*(K))NR) = (W?*(L)UW*(L))NS.
Démonstration. — Considérons le bord stable 0° du rectangle R, et notons §° son

image par h. On oriente les horizontales de R, et chaque composante de 9° hérite de
cette orientation. On munit les segments composant é° de l'orientation induite. On
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appellera rail de 6° tout segment de variété instable de L d’intérieur disjoint de §° et
ayant ses deux extrémités sur 4°.

Soit 0 C W*(K) un segment vertical de R. Le segment h(c) est un rail de §°
qui part du c6té non-isolé de chacune des composantes de §°. Remarquons que tout
point x de L N §° est Pextrémité d’un et un seul segment de type h(o); ce segment
est un rail, ce qui montre qu’il existe un unique rail partant de  du c6té non-isolé
de 4°, et que ce rail arrive sur 'autre composante de §° également du c6té non-isolé.
Remarquons de plus que ’holonomie obtenue en suivant ces rails (I’application qui a
origine associe I’extrémité) est croissante pour ’orientation.

Soit 0g 'un des cotés instables de S. Pour montrer le lemme, il nous suffit de mon-
trer que tout rail h(o) est équivalent & h(oo). Remarquons d’abord que la continuité
des variétés instables et le fait que la restriction de h & chaque segment de §*% soit
un homéomorphisme assure que tout rail ayant une extrémité assez proche d’un rail
donné est équivalent & celui-ci. Les classes d’équivalence de rails induisent donc une
partition de L N §° par des ouverts disjoints qui sont donc en nombre fini par compa-
cité de L N §*°. Ces ouverts sont donc des intersections avec L de segments compacts
disjoints.

Soit Ay le dernier (pour l'orientation de 4°) rail équivalent & h(og). Nous allons
montrer par ’absurde que A2 est I’autre segment (noté h(o;)) composant §%, ce qui
conclura.

Si Ay n’est pas h(o1), il existe un rail A3 dont les extrémités suivent celles de Ay

N

pour lorientation de 6°) (voir figure 2). Il nous reste juste & montrer que A et
g

53

I

o —_)
[l

I

IR

iy

Il

ol

FIGURE 2. Le rail suivant A\,

A3 sont équivalents. Notons o2 et o3 les images réciproques par h de A2 et Az. Ce
sont deux segments verticaux successifs de R : en particulier, toute s-arche ayant son
origine sur o3 (resp.o3) a son extrémité sur o3 (resp.oz), et ’holonomie est croissante
pour un choix d’orientation des verticales de R. On en déduit que toute s-arche ayant
son origine sur 'un des A; a son extrémité sur I’autre. De plus les arches partant
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des extrémités des \; sont contenues dans 6°. Le lemme 6.3.1 montre que toutes les
s-arches ayant une extrémité sur I’'un des \; sont équivalentes. On déduit que Ay et
A3 sont les cotés instables d’un rectangle dont le bord stable est contenu dans é6°.
Ce rectangle réalise une équivalence entre les rails Ap et A3, et c’est précisément ce
que nous voulions. O

Nous pouvons & présent supprimer ’hypothése imposant que les cotés de R soient
des segments isolés, puisque tout rectangle est inclus dans un rectangle vérifiant les
hypothéses du lemme 6.3.3 :

Corollaire 6.3.4. — Si R est un rectangle de K, alors h(OR) borde un rectangle S de
L.

Soit R = {R;} une partition de Markov de K par rectangles disjoints. Le lemme 6.3.3
assure que pour tout i, h(OR;) borde un rectangle S; de L. Alors :

Corollaire 6.3.5. — Les rectangles S; définis ci-dessus recouvrent L et sont deuz-a-
deuz disjoints.

Démonstration. — C’est une conséquence directe de ce que h(K N R;) = LN S;
(lemme 6.3.3). O

Pour montrer le théoréme 6.0.6 ou la proposition 6.0.8 il faut & présent montrer
que la famille de rectangles {S;} est une partition de Markov de (L, g) de méme type
géométrique que {R;}.

Fin de la démonstration de la proposition 6.0.8. — Notons {Hij, Vk' ,¢} le type géo-
métrique de la partition de Markov {R;}.

Pour tout i, j, k,! notons _ﬁf,Vf les rectangles de L bordés par 'image par h du
bord de H. f et de Vk’, respectivement.

Pour tout 1, H, est un sous rectangle horizontal de S; : en effet, le bord instable
de H’ est contenu dans celui de S;, et le bord stable de H est 'union de deux rails
stables de .S; (car image par h de rails du rectangle R;).

De plus ces rectangles sont deux-a-deux disjoints, et leur numérotation est com-
patible avec 'orientation du bord instable de S; obtenue comme image par h de
'orientation des verticales de R; : il suffit de vérifier cette compatibilité sur les cotés
instables, et elle se déduit alors de la numérotation des Hf . Enfin, la famille des H,
recouvre L N S;.

De méme, pour tout k, les V; forment une famille de sous-rectangles verticaux de
Sk, deux-a-deux disjoints, recouvrant L NSy, et leur numérotation est compatible avec
Porientation du bord stable de Sj héritée par h de celle des horizontales de Ry.

Remarquons que pour connaitre 'image d’un rectangle, il suffit de connaitre 'image
de ses quatre sommets. Les sommets a, b,c,d de Hf sont des points de K dont les
images @, b, ¢, d sont les sommets de Ff et appartiennent & L.
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Soit V{ = f(H}), ses sommets sont f(a), f(b), f(c), f(d). Par hypothése, h est
une conjugaison des restrlctlons de fet ga K et L, donc g(a), g(b), g(c), (d) sont
les sommets du rectangle V,c Donc g(H}) = Vk On en déduit que H est une
composante connexe de S; N g~ (Sk), dont I'image Vk est une composante connexe
de S N g(Si).

De plus, toute composante connexe de S MNg(S;) contient un point de L : en effet le
bord d’une telle composante connexe est formé de segments stables et instables, dont
les extrémités sont dans L. Comme les Vi recouvrent L, cette composante connexe
est I'un de ces rectangles verticaux. Ceci prouve que la famille {S;} est une partition
de Markov de (L, g). Pour montrer que son type géométrique est le méme que celui
de {R;}, il reste a vérifier que les restrictions de f et g & Hij et Hf respectent ou
inversent simultanément les orientations des verticales : comme aucun des rectangles
(et sous-rectangles) n’est dégénéré (hypothése sans double-bord), placer les sommets

des images d’un rectangle H, détermine action de g sur I'orientation de ses verticales.
]

6.4. Contre-exemples, généralisations, conjectures

Dans ce paragraphe nous verrons pourquoi les hypothéses « A(K) connexe» et « K
sans double-bord » sont nécessaires pour le théoréme 6.0.6 : sans ces hypothéses la
dynamique restreinte au domaine de K peut posséder des régions ou la « vitesse» de
la dynamique peut étre choisie de fagon indépendante. Puis, pour analyser ce phéno-
méne, nous définirons un graphe de Smale enrichi noté f, et nous esquisserons une
généralisation du théoréme 6.0.6 avec une hypothése plus faible qui se lit sur I. Enfin
nous proposerons quelques conjectures et problémes qui comparent les dynamiques de
deux ensembles hyperboliques dont les variétés invariantes sont homéomorphes, sans
autres hypotheéses.

Supposons d’abord que le domaine de K ne soit pas connexe : le difféomorphisme
f induit une permutation de ’ensemble {C},...,Cr} des composantes connexes de
A(K). 1l existe ¢ € N* tel que f? laisse invariante chacune des composantes C;. Pour
tout ¢ choisissons un entier a; € Z* et considérons sur chaque C; la restriction de
f*'4. La proposition 3.4.2 permet de construire une surface compacte S munie d’un
difféomorphisme de Smale f possédant un ensemble hyperbolique saturé K dont le
domaine est homéomorphe a A(K) (on notera donc C; les composantes connexes de
A(K )) et tel que la restriction de f a C; soit conjuguée 3 la restriction de f*'? & C;
(voir la figure 3).

Supposons & présent qu’il existe ¢ # j tels que les restrictions de f? & C; et & C
contiennent chacune une piéce basique non réduite & une orbite périodique. Choisis-
sons alors a; différent de a;. On vérifie que f et f ne possédent pas d’itérés f™ et f’"
dont les restrictions & A(K) et A(K ) soient conjuguées.
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FIGURE 3. Quand A(K) n’est pas connexe, les « vitesses» de la dy-
namique sur chaque composante peuvent étre ajustées indépendam-
ment

Voyons & présent un exemple de probléme causé par la présence de double-bords.
La figure 4 ci-dessous montre un ensemble hyperbolique saturé de domaine connexe,
ot le dessin ne détermine pas f & une puissance prés.

Pour rendre compte de ces deux phénomeénes, nous allons enrichir le diagramme de
Smale de la fagon suivante (une idée analogue a déja été utilisée dans [La] et [F1]) :

Rappelons que le diagramme de Smale I' d’un ensemble hyperbolique saturé K
avait pour sommets I’ensemble des piéces basiques de K, et utilisait I’ordre < pour
définir les arétes (voir la définition 1.1.13 et la remarque qui suit). Rappelons encore
que toute piéce basique A; est I'union d’un nombre fini de compacts disjoints Af,
permutés par f et transitifs pour toute puissance de f les laissant invariants (voir le
théoréme 1.1.12). Les points de notre diagramme enrichi T sont

1. d’une part les Af ,
2. d’autre part les quatre séparatrices des A{ qui sont des points périodiques selles.

On décrit une relation d’ordre (encore notée <) qui généralise a I Pordre de Smale.
Voici la description précise de cet ordre :

LAl <AL= W A)NWHAL) £ 2
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a gauche a droite

* points de I’ensemble hyperbolique K
4\ séparatrices libres des points fixres doubles bords

FI1GURE 4. Un domaine découpé par les séparatrices libres des points
fixes double-bords; les dynamiques & droite et & gauche sont de vi-
tesses indépendantes

2. Les séparatrices instables d’un point périodique selle sont inférieures pour < au
point périodique selle, lui-méme inférieur & ses séparatrices stables

3. une séparatrice instable est supérieure & toute séparatrice stable qu’elle coupe.

4. une séparatrice instable (resp. stable) est supérieure (resp. inférieure) a tout AZ
dont elle coupe la variété stable (resp. instable).

On vérifie que < ainsi défini sur T est bien une relation d’ordre. On définit alors
I’ensemble des arétes orientées de T de la fagon classique suivante :

Une aréte joint deux sommets distincts p;, p2 de [ si p2 < p; et §’il n’existe aucun
sommet ps distinct de p; et p2, tel que p2 < ps < p;.

Remarque. — L’ensemble T se projette naturellement sur ’ensemble des points du
graphe de Smale I" de K : a chaque Ag on associe la piéce basique A; correspondante ;
a chaque selle et & ses séparatrices on associe ’orbite périodique de la selle. L’ordre
< défini sur T passe au quotient par la projection en ’ordre < sur I.
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Appelons graphe de Smale modifié et notons I'* le graphe r privé des points pé-
riodiques double-bord et de leurs séparatrices libres.

Proposition 6.4.1. — La proposition 6.0.7 reste vraie si l’on remplace ’hypothése « K
sans double-bord et A(K) connexe » par Uhypothése suivante
« Le graphe de Smale modifié T'* est connexe. »

Idée de la démonstration. — Elle est identique a celle de la proposition 6.0.7 en re-
marquant que les corollaires 6.1.7 et 6.1.8 sont encore vrais avec la nouvelle hypo-
theése. O

Conjecture 1. — Le théoréme 6.0.6 reste vrai si ’on remplace Uhypothése « K sans
double-bord et A(K) connezes par Uhypothése «le graphe de Smale modifié I'* est
connezxe ».

Si I'* n’est pas connexe, alors la proposition 6.0.7 reste vraie sur chacune des
composantes connexes. Voyons briévement comment donner un sens précis & cette
affirmation.

Soient I'; les composantes connexes de I'*. Notons I?z- I’ensemble des points de
K qui sont points d’intersection de variétés stables et instables correspondant & des
sommets de T;. L’ensemble K; n’est pas a priori compact. Cependant, ’union de K; et
de ’ensemble des points périodiques double-bord possédant au moins une séparatrice
qui est un point de I'; forme un compact que nous noterons K;. Remarquons que f
induit une permutation de ’ensemble des I'; et donc aussi des K;. Soit p € N tel que f?
laisse fixe chacun des K;. On vérifie alors que K; est un compact hyperbolique de f?,
a priori non-saturé. De plus K est I'union des K, et 'intersection K; N K, # j est
réduite & un ensemble fini de points périodiques double-bord. On peut alors montrer :

Proposition 6.4.2. — Soient (K, f) et (L,g) deuz ensembles hyperboliques saturés de
difféomorphismes de Smale de surfaces compactes, et soit h un homéomorphisme de
lunion des variétés invariantes de K sur celles de L, préservant variétés stables et
variétés instables.

Soit K; un compact associé a l'une des composantes connexes de I'*(K). Alors
h(K;) = L; est un compact associé & l’'une des composantes connezes de I'*(L). De
plus, il existe p;,q; € N* tels que fPi et g% laissent invariants respectivement K; et
L; et tels que h induise une conjugaison des restrictions de fPi et g% a K; et L;
respectivement.

Nous pensons de plus que ’on peut découper le domaine A(K') suivant I’union des
variétés stables des points double u-bord et des variétés instables des points double s-
bord et que le théoréme 6.0.6 est alors vrai sur chacune des composantes connexes du
domaine ainsi découpé. Voici, sans démonstration, quelques énoncés qui nous semblent
vrais, et qui donnent la généralisation compléte du théoréme 6.0.6.
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Pour chaque point périodique € K de type double s-bord, les deux séparatrices
instables de x sont libres, et I’on en déduit que la variété instable de x est un fermé
de A(K). L’union des variétés instables des points périodiques double s-bord et des
variétés stables des points périodiques double u-bord est alors un fermé de A(K),
invariant par f. Notons le DB(K). Découpons A(K) suivant cet ensemble de courbes.

Conjecture 2
1. A chaque composante conneze I'; de T* correspond une composante conneze de
A(K)\DB(K) ; notons C; ’adhérence dans A(K) de cette composante conneze.
Alors K; est égal & KN C;.

2. Soient (K, f) et (L, g) deuz ensembles hyperboliques saturés de difféeomorphismes
de Smale de surfaces compactes, et soit h un homéomorphisme de l'union des
variétés invariantes de K sur l'union de celles de L, préservant les variétés
stables et instables. Alors pour tout i il existe p;,q; > 0 et un homéomorphisme
hi de C; sur C; conjuguant les restrictions de fP et g% a C; et C;.

On peut encore chercher a affaiblir les hypothéses du théoréme 6.0.6, en ne sup-
posant pas que I’homéomorphisme h préserve les variétés stables ou instables. Cette
hypothése est bien str nécessaire dans le cas ou (K, f) est un diffeomorphisme d’Ano-
sov du tore T2 ou plus généralement un attracteur hyperbolique : dans ce cas I’'union
des variétés invariantes de K est homéomorphe & une surface compacte privée d’un en-
semble fini, et la seule donnée de cette surface ne suffit pas a caractériser la dynamique
a itération prés.

Considérons donc (K, f), un ensemble hyperbolique saturé sans attracteur ni ré-
pulseur, et supposons K sans double-bord. La structure de produit local nous dit que
chacune des laminations stable ou instable est localement de la forme «ensemble de
CantorxR», et qu’elles se coupent transversalement, formant ainsi un grillage. On
peut montrer le lemme suivant :

Lemme 6.4.3. — Soit Cy,Cs,C3,Cy quatre compacts de R homéomorphes a des en-
sembles de Cantor. Soit h un homéomorphisme du grillage plan C; x RUR x Cs sur
le grillage plan C3 x RUR x Cy4. Alors h vérifie 'une des deux affirmations suivantes :

1. L’image de toute droite verticale est une droite verticale et l'image de toute
droite horizontale est une droite horizontale.

2. L’image de toute droite verticale est une droite horizontale et l’image de toute
droite horizontale est une droite verticale.

Nous pensons qu’une version locale de ce lemme permet de montrer 1’affirmation
suivante :

Conjecture 3. — Soient (K, f) et (L, g) deuz compacts hyperboliques saturés de difféo-
morphismes de Smale, sans double-bord et de domaines connexes, et sans attracteurs
ni répulseurs. Soit h un homéomorphisme de l'union des variétés invariantes de K
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sur celles de L. Alors il existe un homéomorphisme de A(K) sur A(L), conjuguant f
et g et coincidant avec h sur K.

Les ébauches de raisonnement qui nous permettent de croire en la conjecture ci-
dessus sont mis en défaut par la présence de double-bord. Cependant, méme dans le
cadre de diffeomorphisme de type Morse Smale nous n’avons pas trouvé d’autre type
de contre-exemple que ceux présentés au début de ce paragraphe.

Probléme 6.4.4. — Que reste-t-il de la conjecture ci-dessus en présence de double-
bord ?

Rappelons enfin que pour les difféomorphismes d’Anosov du tore T2, deux difféo-
morphismes possédant des feuilletages stables qui sont conjugués (mais pas a priori
leurs feuilletages instables) possédent des itérés qui sont conjugués. Ceci améne a se
poser la question suivante

Probléme 6.4.5. —  Soient (K, f) et (K', f') deuz ensembles hyperboliques saturés
tels qu’il existe un homéomorphisme h: W*(K) — W*(K'). Cette seule information
permet-elle de comparer les dynamiques de f et f'?
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CHAPITRE 7

GENRE D’UNE PARTITION DE MARKOV
GEOMETRIQUE ET REALISABILITE
(PAR C. BONATTI ET E. JEANDENANS)

Nous avons introduit, au paragraphe 5.6, la notion de type géométrique réalisable,
nous en rappelons ici la définition :

Définition 7.0.6. — Nous dirons que le type géométrigue T = (n,{h;}, {vi}, ®) est
réalisable s’il existe un difféomorphisme de Smale f d’une surface compacte et un
ensemble hyperbolique saturé de f admettant une partition de Markov M dont le type
géométrique est précisément T .

Nous allons établir, dans ce chapitre, une condition nécessaire & la réalisabilité, du
moins sous ’hypothése que T ne posséde pas de double-bord (cf. la définition 7.2.1
et la relation avec les double-bords d’un ensemble hyperbolique saturé au début du
paragraphe 7.2).

Pour cela, nous définissons, au paragraphe 7.3, le genre g(7") du type géométrique
T sans double-bord : aux paragraphes 7.1, 7.2 et 7.3, nous construisons, pour tout m €
N, une surface & bord R,, obtenue par recollement des m#™*-itérés des rectangles
par une dynamique symbolisée par T. Cette construction est indépendante de la
«réalisation» de T que l'on aura choisie. En particulier, si T' est réalisable par un
diffeomorphisme de Smale f et un ensemble hyperbolique saturé K de f qui admet
{R;} comme partition de Markov, la surface R,, est homéomorphe & I'union des
jiemes_itérés des rectangles R;, pour 0 < j < m. La suite des R,, est croissante pour
Pinclusion ; la suite (gm)men, OU gm est le genre de R,,, est donc croissante. Le genre
de T sera la borne supérieure de (gm)men-

Une condition nécessaire & la réalisabilité est que le genre de T soit fini. Nous
pensons savoir montrer que cette condition est également suffisante, ceci sera ’objet
d’un travail ultérieur.

La suite du chapitre consiste alors & caractériser les types géométriques de genre
fini. Pour ce faire, nous mettons en évidence au paragraphe 7.4 trois types de positions
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géométriques d’itérés des rectangles R; qui forcent le genre de T' & &tre infini : nous
les appelons obstructions.

Nous montrons ensuite le théoréme 7.4.8 qui donne I’équivalence entre la finitude de
9(T) et le fait que la surface Rg, (ou n est le nombre de rectangles de T') ne présente
aucune des trois obstructions. La preuve de ce théoréme occupe les paragraphes 7.5,
7.6, 7.7 (ou I'on démontre la finitude du genre en ’absence d’obstruction) et 7.8 (qui
donne la preuve de la réciproque).

Enfin, au paragraphe 7.9, nous montrons que si T ne posséde qu’un unique rec-
tangle, le genre g(T') est soit nul, soit infini. Nous donnons également, en conjecture,
un majorant du genre d’un type géométrique sans double-bord et de genre fini.

7.1. HV-surfaces a bord et a coins

Dans ce paragraphe, nous allons construire des surfaces a4 bord et coins et mu-
nies de deux feuilletages transverses. Ces surfaces seront obtenues par recollement
de rectangles le long de sous-rectangles. Afin de vérifier que le résultat est bien une
surface, nous allons d’abord introduire la notion de HV-surface et montrer un lemme
de construction par itération de ces surfaces.

Définition 7.1.1. — Une HV-surface a bord et a coins est une surface topologique
compacte S & bord, non nécessairement conneze, avec un atlas {(U;, ¢i)} ou les ¢;
sont des homéomorphismes tels que ¢;(U;) soit inclus
soit dans
Q={z>0}n{y >0} CR?

soit dans

Q=R>\Int(Q) = {z <0} U{y <0} CR?,
ot les changements de cartes ¢;op; ! sont des éléments du groupe produit Homeéo(R) x
Homeéo(R).

Définition 7.1.2. — Soit m un point d’une HV-surface a bord et a coins. On dira que
m est :

1. un point intérieur s’il existe une carte en m (U;, ¢;) telle que ¢;(m) appartienne
a Vintérieur de QQ ou a Uintérieur de Q,

2. un bord vertical s’il existe une carte en m (U;, ;) telle que ¢;(m) ait pour
coordonnées (0,y) avec y > 0 (¢;(m) appartient au bord vertical {0} x [0, +o0[

de Q ou de Q),

3. un bord horizontal s’il eziste une carte en m (U;, ¢;) telle que ¢;(m) ait pour
coordonnées (z,0) avec x > 0 (¢;(m) appartient au bord horizontal [0, +oo[x {0}

de Q ou de @),
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un coin conveze /

un coin concave

FIGURE 1. Une HV-surface & bord et & coins

4. un coin conveze s’il existe une carte (U;, ¢;) centrée en m telle que ¢;(U;) soit
inclus dans Q et ¢;(m) = (0,0),

5. un coin concave s’il existe une carte (U;, ¢;) centrée en m telle que ¢;(U;) soit
inclus dans Q et ¢;(m) = (0,0).

Remarque. — L’ensemble des coins (concaves et convexes) de S est I'intersection du
bord vertical et du bord horizontal de S.

Remarque-notation. — Toute HV-surface & bord et & coins S est munie de deux
feuilletages transverses, que nous appellerons feuilletage horizontal et feuilletage ver-
tical. Le premier est 'image réciproque par les ¢; du feuilletage par les horizontales de
Q ou Q, le second de leur feuilletage par les verticales. Nous qualifierons d’horizontal
(resp. vertical) un segment de la surface S inclus dans son feuilletage horizontal (resp.
vertical). Nous noterons 0" S le bord horizontal de S et 8%S son bord vertical. Le bord
de S est 'union d’un nombre fini de segments horizontaux et de segments verticaux.

Définition 7.1.3
1. Nous appellerons sous-rectangle tout disque topologique D tel qu’il exziste (U, ¢)
compatible avec latlas de la HV-surface S avec ¢(D) = [0, 1]2.

2. Un sous-rectangle horizontal d’une HV-surface S est un sous-rectangle de S dont
le bord vertical est inclus dans le bord vertical de S. Un sous-rectangle V de S
est vertical si son bord horizontal "V est inclus dans 6"S.

Lemme 7.1.4. — Soit A une HV-surface d bord et @ coins. Soit I' une HV-surface d
bord et a coins, qui est une union disjointe de rectangles.
Soient Hi,Hy ..., H, p sous-rectangles horizontauz de I' deuz-d-deuzx disjoints.
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Soient V1, V, ..., V, u sous-rectangles verticauz de A deuz-a-deux disjoints tels que,
pour tout i, le bord horizontal de V; soit disjoint des coins concaves de A.

Soit ® un homéomorphisme de l'union des H; dans l'union des V; tel que, pour
tout i, ® | H; soit un élément du groupe Homeéo(R) x Homeéo(R).

Alors Uespace topologiqgue S obtenu en recollant A et T' par ’homéomorphisme &
est une HV-surface a bord et a coins.

Démonstration. — Remarquons que S est séparée car on a recollé deux ensembles
compacts par un homéomorphisme le long de sous-ensembles compacts donc la relation
d’équivalence par laquelle on quotiente est fermée (cf. [Go] p.25).

Dans S, la carte en un point m € S n’appartenant pas & I'union des H; (qui est
égale 3 'union des V;) est la méme que la carte en m pour A ou I.

Soit m un point de S correspondant & un point ma du sous-rectangle vertical V;
et & un point mr = ®~!(mg) du sous-rectangle horizontal H;.

Supposons que mr soit un point de H; \ 8"(H,) ou de 8T ; autrement dit, que mr
posséde un voisinage Ur inclus dans H;. Alors ®(Ur) est 'intersection avec V; d’un
voisinage Uy de ma dans A. L’injection de Ux dans S définit alors un voisinage de m
dans S, et donc une carte en ce point.

De méme, si mp € V; posséde un voisinage dans A qui est inclus dans V;, alors
une carte en mr donne une carte de S en m. En utilisant le fait que 8*(V;) est inclus
dans 8"(A), on vérifie que si m, ne posséde pas cette propriété, alors il appartient &
8?(V;). De plus, soit ma n’appartient pas & 8¥(A), soit m, est un coin concave de A.

Les seuls points m de S au voisinage desquels nous n’avons pas encore défini de
carte sont ceux tels que mr appartient & un coté horizontal de H; inclus dans I'\ 8*(T")
et ot mp est un point de 8¥(V;) qui soit est un coin concave de A soit n’appartient
pas a 0¥ (A).

Comme mr appartient & 8"(H;), le point ms appartient & 8"(V;) (donc est 'un
des coins de V;) qui est disjoint des coins concaves de A par hypothése. Il faut donc
que mp soit un point de 8¥(V;) \ 8¥(A) : on se convainc facilement qu’en recollant un
voisinage de mr dans I' & un voisinage de ma dans A on obtient un voisinage de m
qui en fait un coin concave de S (cf. la figure 2).

L’application ® de recollement est définie par morceaux par des éléments du groupe
Homeéo(R) x Homeéo(R) donc les nouveaux changements de carte sont encore dans
ce groupe. O

Remarques. — Soient A et T' vérifiant les hypothéses du lemme 7.1.4 et soit

s:(A]_[r)/<1>

la HV-surface obtenue par recollement.
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mr € 8"(H;) \ 8"(I")
mp € 8°(V) ___m, un nouveau point concave

/s e

i S
vt D
sous rectangles

verticauz V; de A
sous rectangles

horizontauz H; de T’

FIGURE 2. Les coins de S

1. Le bord horizontal de S est 'union du bord horizontal de A privé de 'intérieur
des cotés horizontaux des sous-rectangles V; et du bord horizontal de I' :

o"S = ((8"A) \ (U;8"V;)) U BT

2. Les coins concaves de S sont de deux sortes.

D’une part, les coins concaves de A sont encore des coins concaves de S. En
effet, soit ¢ un coin concave de A. Si ¢ appartient & un sous-rectangle V;, il est
dans son bord vertical par hypothése. Il existe alors un segment o(c) dans le
bord horizontal de A, issu de c et disjoint des cotés horizontaux de tous les
sous-rectangles V; (sur lesquels on fait les recollements). Par conséquent, o(c)
est encore un segment dans le bord horizontal de S, ce qui assure que c est un
coin concave de S.

D’autre part, m est un nouveau coin concave de S si et seulement si le point
mr est dans le bord vertical de H; sans étre un coin de I' et le point m est dans
le bord horizontal de V; = ®(H;) sans étre un coin (convexe) de A. Autrement
dit, mx est un coin d’un sous-rectangle vertical sans étre un coin convexe de A
et mr est un coin d’un sous-rectangle horizontal de I' sans étre un coin de T (cf.
la figure 2).

3. La projection canonique de A et celle de I" dans S sont des plongements.

Soient A et I deux HV-surfaces vérifiant les hypothéses du lemme 7.1.4. Nous allons
& présent analyser plus précisément le cas particulier suivant ou ’on impose & 9"’
d’étre inclus dans 'union des cotés horizontaux des sous-rectangles horizontaux H;.
Cette nouvelle hypothése équivaut au fait que, dans chaque rectangle R composante
connexe de T, les sous-rectangles horizontaux extrémaux ont un coté horizontal qui
coincide avec un coté horizontal de R. Pour illustrer les deux lemmes que voici, cf. la
figure 3.
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Lemme 7.1.5 Soient A et I' deux HV-surfaces vérifiant les hypothéses du lemme 7.1.4.
Supposons que O'T soit inclus dans 8" (U; H;). Appelons S la HV-surface a bord et a
coins obtenue en quotientant l'union disjointe de A et de I par ’homéomorphisme ®.
Alors le bord horizontal de S est inclus dans le bord horizontal de A. Plus précisé-
ment, O"S est égal @ O"A privé des cotés horizontauz de sous-rectangles verticauz V;
qui, dans S, ne sont pas identifiés par ® avec des segments de O"T.
De plus, le bord horizontal de I' est disjoint des coins concaves de la surface S.

Démonstration. — Montrons d’abord que le bord horizontal de I est dans (U;0"V;) C
0"S. Chaque composante connexe de 8"T' coincide par hypothése avec un c6té hori-
zontal de sous-rectangle horizontal. Ce coté s’identifie par ® dans S & un co6té hori-
zontal de sous-rectangle vertical de A, i.e. & un segment inclus dans 6* A. Comme on
a:
oS = ((ahA) \ (UiBhVi)) uaonr,

et qu’on vient de montrer que 9T est dans 8" A, on a le premier point du lemme.

Le bord horizontal des sous-rectangles verticaux V; est, par hypothése, disjoint
des coins concaves de A. Le bord horizontal de I" est donc disjoint dans S des coins
concaves de S qui proviennent des coins concaves de A. La remarque faite aprés le
lemme 7.1.4 nous assure de plus que les nouveaux coins concaves de S proviennent d’un
point mr de I' appartenant & 8T \ 8"T et d’un point ms de A qui est un coin de sous-
rectangle vertical mais pas un coin de A. Le point m est donc une extrémité d’un coté
horizontal de sous-rectangle vertical. Comme les cotés horizontaux des sous-rectangles
verticaux V; sont deux-a-deux disjoints dans le bord de A et que O*T" s’envoie par ®

dans certains de ces segments, " T est également disjoint des nouveaux coins concaves
de S. |

Lemme 7.1.6. — Sous les hypothéses du lemme 7.1.5, l’adhérence de toute composante
conneze de S\ A est un rectangle dont les cotés horizontaux sont inclus dans le bord
horizontal des sous-rectangles verticauz de A C S. De plus, ces rectangles sont deux
a deux disjoints.

Démonstration. — On a vu, dans les remarques précédant le lemme 7.1.5, que A et
I se plongeaient dans S. L’adhérence de S\ A est donc ’adhérence de I' privée de son
intersection avec A. Le résultat découle du fait que 1’on recolle ces deux surfaces I et
A le long de sous-rectangles deux-a-deux disjoints. O

7.2. Type géométrique sans double-bord et réalisation

Comme annoncé dans l'introduction de ce chapitre, nous voulons construire des
surfaces compactes qui réaliseront T'. La premiére étape de cette construction est

de choisir des rectangles non dégénerés (i.e. non réduits & un segment voire & un
point), munis d’une dynamique que symbolise ’application ® de T'. Nous appellerons
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8" () c 8" (UHL) "(S) c a"(n)

) ~

une composante de S\ A
est un rectangle de bor
horizontal inclus dans 8"(A)

FIGURE 3. O"T' C 8"S et Adh(S \ A) est une union disjointe de rectangles

concrétisation une telle famille de rectangles munis de leur dynamique. Supposons
que le type géométrique T' d’une partition de Markov d’un ensemble hyperbolique
saturé posséde des double-bords. Toute concrétisation de T est soit non-hyperbolique,
soit avec des rectangles dégénérés. Nous ne pouvons donc pas espérer construire une
surface en recollant les rectangles d’une telle concrétisation et leurs itérés. Dans ce
paragraphe, nous allons donc introduire et caractériser les types géométriques de
partition de Markov sans double-bord. Nous vérifierons que cette notion correspond
bien, si le type géométrique est réalisable, a la notion de double-bord introduite pour
un ensemble hyperbolique saturé. Aprés avoir donné une caractérisation matricielle
simple des types géométriques sans double-bord, nous montrerons qu’ils admettent
une concrétisation hyperbolique, que nous appellerons réalisation.
Rappelons que T est la donnée de :

1. un entier non-nul n € N,

2. pour tout ¢ € {1,2,...,n}, deux entiers non-nuls h;,v; € N, de facon que l'on

ait :
D hi=3 v
i 7

3. pour tout ¢ € {1,2,...,n}, deux ensembles finis {h{, pour j € {1,...,hi}} et
{vF, pour k € {1,...,v:}},
4. et une application ® de ’ensemble {hf,i €{1,...,n},j € {1,...,h,~}} dans

Pensemble {vi,k € {1,...,n},l € {1,...,v}} x{—, +}, induisant une bijection
par «oubli des signes».
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Définition 7.2.1. — Nous dirons que T est un type géométrique avec double-bord(s)
stable(s) s’il existe un cycle d’indices compris entre 1 et n :

11 —‘)iz—)"‘—)ik—')ik+1 =1
tel que pour tout t € {1,2,...,k}, on ait Uentier h;, égal a 1 (donc le sous-ensemble
{hft,j = 1,2,...,hi,} est réduit au singleton {h},}) et ®(hl) égal a (v
un certain I compris entre 1 et v;,,, et € indifféremment égal a £1.
On définit de méme un type géométrique avec double-bord(s) instable(s) s’il existe

un cycle d’indices tels que l’entier v; correspondant soit égal 6 1 et tels que ’antécédent
par ®, quand on oublie le signe de v , Soit un hJ_‘_1 pourl entre 1 et hjiq.

,t+1,s) pour

Cette notion est compatible avec la notion de double-bord introduite précédem-
ment, comme ’explique la proposition suivante :

Proposition 7.2.2. — Soit K un ensemble hyperbolique saturé de partition de Markov
M de type géométrique T. On a équivalence entre :

1. K posséde des double-bords stables (resp. instables),
2. T posséde des double-bords stables (resp. instables).

Démonstration. — Supposons que K posséde un double-bord stable. Il a alors un
point périodique p double-bord stable. Les deux séparatrices instables issues de p
sont libres donc sortent du rectangle de la partition de Markov contenant p sans
rencontrer K. Par conséquent, le rectangle de la partition contenant p est réduit a
un segment stable contenant p. Le sous-rectangle vertical image de ce segment est
également un segment donc le rectangle de la partition de Markov qui le contient est
lui aussi réduit & un segment. On construit ainsi facilement un cycle de rectangles
réduits & des segments stables correspondant & ’orbite de p, ce qui prouve que le type
géométrique T admet des double-bords stables.

Réciproquement, supposons que T' posséde des double-bords stables. Le choix du
cycle {i1,42,...,ix} montre que I'image par f* d’un segment vertical de R;, est exac-
tement un segment vertical de R;, . L’application f* envoie donc les cotés horizontaux
de R; dans eux-mémes par une stricte contraction. Chacun des c6tés horizontaux de
R; posséde par conséquent un point périodique p;. Le segment vertical instable pas-
sant par le point périodique p; est donc fixe par f*, et donc réduit au point p;. On en
déduit que le rectangle de la partition de Markov de K contenant p; est réduit & un
segment stable contenant p;, ce qui équivaut & dire que p; est un double-bord stable
de K. O

Voyons & présent une autre caractérisation simple des types géométriques sans
double-bord.

Etant donné un type géométrique T = (n, {h;},{v:}, ®), on définit sa matrice d’in-
cidence (avec multiplicité) A = (a; ;) € M(n,N) de la fagon suivante : le coefficient

ai,j est le nombre de h¥ dont 'image par ® (aprés oubli du signe) est de la forme v}.
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Dans le cas ou T est le type géométrique d’une partition de Markov {R;}, le
coefficient a; ; est le nombre de composantes connexes de f(R;) N R;.

Remarque. —  Avec les notations ci-dessus, le terme h; de T est la somme des
coefficients de la i®™ ligne de la matrice A, c’est-a-dire h; = }; a; ;. De méme, v;
est la somme 3", a; ; des coefficients de la j™¢ colonne.

Nous allons voir que ’existence de double-bord se lit sur la somme des coefficients
des lignes et des colonnes des itérés de la matrice A. Voici d’abord un lemme qui nous
permettra de controler ces sommes.

Lemme 7.2.3. — Soit A = (a;,;) une matrice d coefficients dans N, telle que la somme
des coefficients d’une ligne ou d’une colonne quelconque est non-nulle. Pour tout k > 1
et tout i € {1,...,n}, notons \* (resp. v¥) la somme des coefficients de la i*™° ligne

(resp. colonne) de la matrice A*.
Alors, pour tout i, les suites (\¥)ren et (Y¥)ren sont croissantes.

Démonstration. — En effet, on vérifie que \Ft1 = 3, ai.i ;- A et on conclut en remar-
quant que tous les A; sont plus grands que 1 et que A} = 37, a¥;. On a les mémes
formules en remplacant A par +. O

Lemme 7.2.4. — Le type géométriqgue T est sans double-bord si et seulement si, pour
tout m > n et pour tout i, la somme A\ (resp. y™) des coefficients de la i*™° ligne
(resp. colonne) de A™ est supérieure ou égale & 2.

Démonstration. — 1l est facile de montrer par récurrence sur k¥ que, pour tout i,j €
{1,...,n}, les deux propriétés suivantes sont équivalentes :
1. il existe une suite finie d’indices i = 41,1%9,...,ix = j telle que, pour tout ¢ €

{1,2,...,k}, entier h;, soit égal & 1 et que ®(h},) soit égal (en oubliant le signe)

aoal . s .
a v;, ., pour un certain I compris entre 1 et v;, ., ;

2. le coefficient af ; de la matrice A* est égal 4 1 et pour tout [ # j le coefficient
af, est nul.

On en déduit que ’existence d’un double-bord stable est équivalente & I’existence d’un
entier k£ > 0 et d’un indice i € {1,2,...,n} tels que la i*™° ligne de la matrice A* ait
tous ses coefficients nuls excepté af’ ;- Ceci implique que pour tout m > 0, la somme
des coefficients de la i™¢ ligne de 'itéré A™ sera égal & 1.

Réciproquement, soit ¥ > n et i € {1,2,...,n} tels que A\¥ = 1; alors d’aprés
le lemme 7.2.3, pour tout ! < k, la somme ). est égale & 1. Notons j tel que a{ j
soit I'unique coefficient non-nul de la i®™¢ ligne de A*. Comme la suite finie i =
i1,...,4, = j décrite dans la premiére propriété ci-dessus est de longueur supérieure
a n, on en déduit ’existence d’un cycle définissant un double-bord stable pour T (cf.
la définition 7.2.1).
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On montre de méme que I’existence d’un double-bord stable pour T est équivalente
a ce que A™*! posséde une colonne dont la somme des coefficients est égale a 1. [

Maintenant que nous avons caractérisé les types géométriques sans double-bord,
nous allons pouvoir donner la premiére étape de la construction des surfaces & bord
R annoncées en introduction de ce chapitre.

Définition 7.2.5. — Une concrétisation ({R;,i =1,2,...,n},¢) du type géométrique
T sans double-bord sera la donnée de :

1. n rectangles orientés R; munis de leur feuilletage par les verticales, de leur
feuilletage par les horizontales et d’une orientation des horizontales, les verti-
cales étant orientées de telle sorte qu’un couple formé par une horizontale et
une verticale munisse R; de l’orientation directe,

2. pour tout i compris entre 1 et n et tout j entre 1 et h;, un sous-rectangle hori-
zontal Hf de R;, les sous-rectangles Hij étant deuz-a-deuz disjoints, H} (resp.
H!) ayant son coté horizontal inférieur (resp. supérieur) coincidant avec le
coté horizontal inférieur (resp. supérieur) du rectangle R; et la numérotation
des Hij étant compatible avec l'orientation des verticales de R;,

3. pour tout i de 1 a n et tout j de 1 a v;, un sous-rectangle vertical Vij de R;,
ces sous-rectangles étant deuz-a-deuz disjoints, V! (resp. V,"*) ayant son coté
vertical gauche (resp. droit) égal au coté vertical gauche (resp. droit) de R; et
la numérotation des V étant compatible avec Uorientation des horizontales de
R;,

4. un homéomorphisme ¢ de l’union | J, ; H} dans lunion Uk, Vi vérifiant la pro-
priété suivante : pour tous i,j,k,l tels que @(hf) = (vi,e) avec ¢ = %1, la
restriction de ¢ a H f est un homéomorphisme dans V| préservant l’orientation,
conjuguant les feuilletages horizontauz et les feuilletages verticaur des sous-
rectangles et préservant ou inversant l’orientation des verticales suivant que €
vaut 1 ou —1 respectivement.

Définition 7.2.6. — On dira d’une concrétisation qu’elle est affine si pour tout (i,j),
la restriction de ¢ au sous-rectangle H] est une application affine sur le sous-rectangle
vertical correspondant.

Les concrétisations ont comme essentiel défaut de ne pas étre a priori hyperbo-
liques. Nous allons & présent définir des concrétisations ayant une propriété topolo-
gique remplagant ’hyperbolicité, nous les appellerons réalisations et ce sont elles qui
nous serviront dans la suite & construire les HV-surfaces a bord et & coins R.,.

Notons I¥, pour tout i, le quotient, par les horizontales, du rectangle R; d’une
concrétisation ; c’est un segment (non réduit & un point) orienté par ’orientation des
verticales de R;. L’image des h; sous-rectangles horizontaux Hf de R; est une fa-
mille de sous-segments Jij de I'* deux-a-deux disjoints et d’indexation croissante pour
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lordre de R;. Les extrémités de I* sont extrémités de Ji* et de J}. L’homéomor-
phisme ¢ a été choisi préservant les feuilles du feuilletage horizontal, il passe donc au
quotient en une application ¢*. Si ¢(Hf) est égal & V), la restriction de ¢* a Jij est
un homéomorphisme de J; dans I}

De méme, le passage au quotient par les verticales définit des segments I? et ¢~?
passe au quotient en une application (¢~1)*.

Définition 7.2.7. —  Nous appellerons réalisation toute concrétisation du type géo-
métrique T telle que les applications ¢* et (¢71)° définies ci-dessus sont continues
markoviennes (cf. la définition 5.1.3).

Proposition 7.2.8. — Pour tout type géométrique sans double-bord, il existe au moins
une réalisation.

Tout type géométrique admet une concrétisation affine. La preuve de la proposition
est donc une conséquence directe du lemme que voici :

Lemme 7.2.9. — Soit T un type géométrique sans double-bord. Alors toute concréti-
sation affine de T est une réalisation.

Démonstration. — Soit ({R;},¢) une concrétisation affine de T'. Nous allons mon-
trer que ¢"*! est hyperbolique, c’est-a-dire qu’en tout point de son domaine de dé-
finition sa différentielle dilate les vecteurs verticaux et contracte les vecteurs hori-
zontaux : ainsi les applications (¢*)"*! et ((¢~!)*)"*! seront-elles dilatantes donc
markoviennes. Les arguments étant identiques pour ¢* et (¢~!)°, nous ne donnons
que la démonstration du caractére dilatant de ¢“.

Le domaine de définition de l’application ¢"t! est formé d’une union de sous-
rectangles horizontaux deux-a-deux disjoints et inclus dans les H f et 'image de chacun
de ces sous-rectangles horizontaux est un sous-rectangle vertical inclus dans un V}.
La restriction de ¢! & une composante connexe de son domaine de définition est
affine et préserve le feuilletage horizontal et le feuilletage vertical. Notons A = (a; ;)
la matrice d’incidence de T'. Alors le coefficient a;'jl de la matrice A"*! est égal au
nombre de composantes connexes du domaine de définition de ¢"*! incluses dans R;
dont I'image par ¢"*+! est incluse dans R; (en d’autres termes, a7 " est le nombre de
composantes connexes de ¢"+1(R;) N R;).

D’aprés le lemme 7.2.4, la somme des coefficients d’une ligne quelconque de A™*!
est supérieure & 2, on en déduit que pour tout 7, R; contient au moins deux compo-
santes connexes du domaine de définition de ¢™*!. Munissons chaque rectangle R;
d’une métrique euclidienne de telle sorte que la longueur des c6tés verticaux et hori-
zontaux soit égale a 1. Toute composante connexe p du domaine de définition de ¢™+!
est alors un sous-rectangle horizontal dont la longueur du c6té vertical est strictement
inférieure & 1; notons & €]0, 1] la borne supérieure de ces longueurs. De plus, la com-
posante connexe p s’envoie par une application affine sur un sous-rectangle vertical

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 1998



164 CHAPITRE 7. GENRE D’UNE PARTITION ET REALISABILITE

dont, par définition, le coté vertical est de longueur 1. L’application ¢™t! dilate donc
strictement les vecteurs verticaux d’un facteur supérieur & 1/e. On en déduit que la
différentielle de (¢*)™*! est supérieure & 1/¢, ce qui montre que ¢* est dilatante. [J

7.3. Genre d’une partition de Markov géométrisée

Soit T' un type géométrique de partition de Markov sans double-bord. Dans ce
paragraphe, nous allons construire, & partir d’une réalisation (dont la définition et
Pexistence ont été données dans le paragraphe 7.2), des HV-surfaces a bord et 3 coins
R.» munies d’une dynamique (nous les appellerons m*™¢*-réalisantes) qui caractéri-
seront le type géométrique T'. Ces surfaces compactes nous permettront de définir le
genre d’un type géométrique de partition de Markov et, dans les paragraphes suivants,
d’étudier la finitude éventuelle de ce genre. Rappelons que nous pouvons construire ces
Rm car les rectangles d’une réalisation de T" sans double-bord ne sont pas dégénérés
(i.e. non réduits & un segment voire a un point).

Définition 7.3.1. — Soit ({R;}, ¢) une réalisation du type géométrique T' sans double-
bord. Nous appellerons trou horizontal de R; et noterons HJ pour tout j = 1,2,.
h; — 1 le sous-rectangle horizontal de R; séparant les sous-rectangles horizontauz suc-
cessifs HI et HIt'.

De méme, nous appellerons trou vertical et noterons I7l-j le sous-rectangle vertical
de R; qui sépare les sous-rectangles verticaux successifs V,.j et Vij"'l.

Définition 7.3.2. — Soit ({R;}, ¢) une réalisation du type géométrique T' sans double-
bord. Nous noterons R l'union disjointe des n rectangles R;. R x {0} sera notée Ro
et pour tout m > 0, nous noterons R, l'union disjointe de m + 1 copies R x {i} de
R quotientée par la relation :

Vi=0,1,...,m—1 (z,i) = (¢ (z),i+1)

partout ou celle-ci a un sens. Nous appellerons R, la m*®™-réalisante de T relative

a ({Ri}, ).

Lemme 7.3.3. — Soit T un type géométrique sans double-bord. Soient ({R;}, ¢) une
réalisation et R, les réalisantes relatives a cette réalisation. Pour tout m > 0, R,
est une HV-surface a bord et & coins orientée.

Démonstration. — Montrons par récurrence sur k que Ry est une HV-surface & bord
et & coins orientée telle que les sous-rectangles Vij x {k} soient verticaux et qu’ils aient
leur bord horizontal disjoint des coins concaves de Ry (cf. la figure 5).

- La surface Ry vérifie clairement ’hypothése : en tant qu’union disjointe de n
rectangles du plan, c’est une HV-surface & bord et & coins orientée sans coin concave
et les sous-rectangles V7 x {0} sont verticaux par définition.
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f(R) et Ro = RU f(R)U f2(R) du fer a cheval

- Supposons I’hypothése de récurrence vérifiée pour Ry, k < r — 1, et montrons que
R, la vérifie aussi. R, est obtenue de R,._; en collant par ¢, sur les sous-rectangles
verticaux V; x {r — 1}, les sous-rectangles horizontaux H. 7 x {r} de la surface R x {r}
qui est une union d’un nombre fini de rectangles disjoints. Les surfaces R,_; et R x {r}
vérifient les hypothéses du lemme 7.1.4 donc R, est une HV-surface & bord et a
coins. L’application ¢ préserve l’orientation donc R, est une surface orientée. De plus,
O"(R x {r}) est une union finie de cotés horizontaux de sous-rectangles horizontaux
donc le lemme 7.1.5 s’applique et nous donne :

1. Le bord horizontal de tout sous-rectangle Vij x {r} est inclus (par ¢) dans le
bord horizontal d’un sous-rectangle vertical V} x {r — 1}. Les sous-rectangles
V7 x {r} sont donc bien des sous-rectangles verticaux de la surface R,.

2. Le bord horizontal de R x {r} est disjoint des coins concaves de R,. Par consé-
quent, les sous-rectangles verticaux V; x {r} ont leurs c6tés horizontaux disjoints

des coins concaves de R..
O

Définition 7.3.4. — On appellera HV-homéomorphisme un homéomorphisme ¢ d’une
HV-surface & bord et a coins S dans une HV-surface a bord et a coins S' tel que
conjugue le feuilletage horizontal de S et celui de S’ d’une part et le feuilletage vertical
de S et celui de S' d’autre part.

Remarques
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la surface Ro
pour le type géométrique :
T: Hl — (‘/1, +)

Hy — (Va,+4)

V1 V2

FIGURE 5. R,, est une HV-surface & bord et & coins

1. 1l existe un plongement m de R x {i} dans R, pour tout ¢ < m et ce plongement
7 est un HV-homéomorphisme. C’est en particulier vrai pour ¢ = 0, i.e. 'union
disjointe R = []; R: se plonge dans R, pour tout m > 0; nous noterons encore
R; 'image par w de R; x {0}.

2. Pour tout m' > m, il existe un HV-homéomorphisme de R,, dans I’union
Ulo m(R x {i}) C Ry et un HV-homéomorphisme de R,, dans [J71! 7(R x
{i)-

Ces remarques nous permettent de considérer une dynamique sur R,, : munissons
R de lapplication ¢,, définie de la fagon suivante :

b - L] (R x {i}) — | #(R x {i})
=0 i=1

(z,3) — (z,i+1)

L’application ¢,, est clairement un HV-homéomorphisme sur son image.

Remarque. — Dans R,,, pour tout i = 1,2,...,n et tout 0 < k < m, 'image par 7
de R; x {k} est égale a ¢* (R;).

Proposition 7.3.5. — Soient R, et R., les m*®™¢-réalisantes respectives de deuz réa-
lisations ({R:},¢) et ({R.},¢') d’un type géométriqgue T = (n,{h;}, {vi},®) sans
double-bord. Alors il existe un HV-homéomorphisme 6 de R, dans R}, qui conjugue
ém et @l,. De plus, l'image par 8 de R; est R, pour touti de 1 da n et § préserve
lorientation de gauche a droite des horizontales et lorientation de bas en haut des
verticales des rectangles R; et R;.
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Démonstration. — Nous avons obtenu précédemment (cf. la proposition 5.4.1) le ré-
sultat suivant : soient f et g deux diffeomorphismes de Smale qui ont chacun un
ensemble hyperbolique saturé de partition de Markov My et M, respectivement, sup-
posons que le type géométrique de My soit égal & celui de M. L’union des rectangles
de My est alors homéomorphe & l'union des rectangles de M, par un homéomor-
phisme qui préserve le feuilletage horizontal orienté et le feuilletage vertical orienté et
qui conjugue f et g.

La clef de la démonstration de ce résultat est que les applications f* et g* (respec-
tivement (f~1)® et (g7 !)*), obtenues par passage au quotient par le feuilletage stable
(respectivement instable) de f et g (respectivement f~! et g~1), sont des applications
continues markoviennes de méme type combinatoire. D’aprés la définition 7.2.7 de réa-
lisation, les applications ¢%,¢'" et (¢~1)%, (¢ _1)" sont continues markoviennes et de
méme type combinatoire car ¢ et ¢' sont toutes les deux de type T. La preuve de la
proposition 5.4.1 nous donne donc sans modification la conjugaison sur les rectangles
avec les bonnes propriétés.

L’extension du résultat aux surfaces R,, est obtenue en reprenant I’argument de
la démonstration du corollaire 5.5.3. En effet, la preuve de ce corollaire repose sur
le fait qu’un point qui sort de I'union des rectangles de la partition de Markov n’y
revient jamais (cf. la proposition 5.5.1) et cette propriété est trivialement vérifiée par
les surfaces R, car elle est & la base de leur construction. O

Avant de parler de genre d’une partition de Markov géométrisée, rappelons la dé-
finition du genre d’une surface compacte & bord :

Définition 7.3.6. — Si X est une surface compacte @ bord, on appelle genre de X
et on note g(X) la borne inférieure du genre des surfaces compactes sans bord qui
contiennent une partie homéomorphe a X .

Voici une définition équivalente :

Définition 7.3.7. — Le genre g(X) d’une surface compacte a bord X est la borne su-
périeure des entiers g tels qu’il existe une famille de couples {(c1,51) ,..., (ag,B84)}
ou, pour tout i, a; et (B; sont des courbes fermées simples sur X, se coupant trans-
versalement en un et un seul point, et telles que les unions a; U B; sont deuz-a-deux
disjointes.

Remarque. — D’aprés inclusion naturelle de R, dans R.,+1, la suite (g,,), ol gm
est le genre de R,,, est croissante. De deux choses 'une : soit elle est stationnaire,
soit elle tend vers +o00.

Définition 7.3.8. — On appellera genre du type géométriqgue T sans double-bord la
borne supérieure de la suite (gm)men-
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Proposition 7.3.9. — Si T est le type géométrique sans double-bord d’une partition
de Markov M = {R;} d’un ensemble saturé K d’un difféomorphisme de Smale f sur
S et st Ry, est une réalisante de T relative ¢ une réalisation quelconque de T, alors
U;’;O(Ui fI(R;)) est une HV-surface HV-homéomorphe ¢ R,.

Démonstration. — Comme dans la démonstration de la proposition 7.3.5, la preuve
est la méme que celle du corollaire 5.5.3. O
Corollaire 7.3.10. — Si un type géométrique T' sans double-bord est réalisable, alors

son genre est fini.

7.4. Description des obstructions et énoncé du théoréme

Dans ce paragraphe, nous allons établir un critére qui permet de savoir si le genre
d’un type géomeétrique sans double-bord est fini ou non. Ce critére se définit grace
aux réalisantes R,, introduites au paragraphe 7.3. Nous sommes donc amenés 4 les
étudier plus finement.

Soit ({R;},¢) une réalisation du type géométrique T' = (n, {h;},{v:},®) sans
double-bord.

Définition 7.4.1. — Le coté A du rectangle R est périodique s’il existe un entier k tel
que ¢*(A) soit inclus dans A.

Définition 7.4.2. — Soit A un coté p-périodique d’un rectangle d’une réalisation de T'.
Nous appellerons séparatrice embryonnaire de A tout segment obtenu comme compo-
sante conneze de A\ ¢*P(A) pour k positif.

Définition 7.4.3. —  Pour tout k = 1,2,...,m, nous appellerons ruban de k**™e-

génération de R, l'adhérence d’une composante conneze de Ry \ Re—1.

Remarque. — Par le lemme 7.1.6, les rubans de k*™¢-génération sont des rectangles
deux-a-deux disjoints et leurs cotés horizontaux sont inclus dans 8*R,, et donc dans
"Ry = 0"(]] R;) par le lemme 7.1.5. Ils sont I’image par ¢, des trous horizontaux
de Rg ou de facon équivalente I'image par le plongement 7 des trous horizontaux
ﬁl’ x {k}, pour 0 < k < m (cf. la définition 7.3.1).

Pour tout k > 0 et tout m > k, les rubans de k*™°-génération de R,, sont au
nombre de Y7, h; — n.

Nous avons vu au paragraphe 7.3 que les rectangles R; x {0} étaient plongés dans
toutes les réalisantes R,, de la réalisation ({R;},¢) de T (nous avons noté R; le
rectangle de R,, égal & R; x {0}). Ceci nous invite au lemme suivant :

Lemme 7.4.4. — Quel que soit m > 0, l’adhérence de toute composante connexe de
R \ I, Ri est un ruban de k*®*™¢-génération pour un certain k < m.
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Démonstration. — Par le lemme 7.1.5, le bord horizontal de R, est strictement inclus
dans celui de R qui n’est autre que 'union des cotés horizontaux des rectangles R; :

BhRm C 8”Rm_1 c---C 8"720.

Par construction, on a I'égalité R, \ Ro = U=, Ri \ Ri—1. L’adhérence de R, \ Ro
est donc I'union, pour i variant de 1 & m, des rubans de i*™¢-génération de R,,. Pour
prouver le lemme, il nous reste & montrer que les rubans sont deux-a-deux disjoints.
Deux rubans de méme génération sont disjoints par le lemme 7.1.6. Montrons donc
que deux rubans de générations différentes sont disjoints. Soit 7 un ruban de k*™e-
génération et 7 un ruban de [**™¢-génération, pour | > k. Comme k < [, le ruban de
ki¢me_génération 7 est inclus dans la surface R;—;. Par le lemme 7.1.6, 'intersection
du ruban de [**™¢-génération 7' et de la surface R;_; est réduite aux cotés horizontaux
de 7', qui sont inclus dans le bord horizontal de R¢. Par ailleurs, Ry ne rencontre r
que suivant ses cotés horizontaux car rNR_; = 8"r. Reste 4 voir que 8*rNd*r' = @.
Comme, dans Ry, r est recollé suivant son bord horizontal sur 8"Ry_,, 'intérieur
des cotés horizontaux de r est disjoint du bord horizontal de Ry. On en déduit que
P’intersection de r avec le bord horizontal de R est réduite & des coins concaves de
Rr (cf. la remarque aprés le lemme 7.1.4). Ces coins concaves sont aussi des coins
concaves de R;_; d’aprés la méme remarque. Dans R;_1, les c6tés horizontaux de
r' sont inclus dans les cotés horizontaux des sous-rectangles de R x {l — 1} et ces
segments sont inclus dans O"R,_1 et disjoints des coins concaves de R;_; d’aprés la

démonstration du lemme 7.3.3. Ceci achéve de montrer que r est disjoint de 7.
d

Ce lemme nous autorise la définition suivante :

Définition 7.4.5. —  Nous appellerons ruban de R, l’adhérence d’une composante
conneze du complémentaire dans R, de [[ Ri; c’est un ruban de ki®™¢-génération
pour un certain k inférieur ou égal a m.

Lemme 7.4.6. — Appelons B le complémentaire, dans le bord horizontal de || R;, de
Uintérieur des cotés horizontauz des trous verticauz et de leurs itérés positifs par ¢.
Quel que soit m > 0, tous les rubans de R,, ont leurs cotés horizontauz dans B.

Démonstration. — Démontrons ce lemme par récurrence.

Tout ruban de 1?%7¢-génération prolonge hors de [[ R; un sous-rectangle vertical de
L1 R;. De plus, 8*(]] R;) a pour image par ¢ I'union des c6tés horizontaux des sous-
rectangles verticaux de [ [ R; non prolongés par un ruban de 1%"¢-génération et cette
union est invariante par itération positive. Les rubans de 1"¢-génération sont donc
disjoints de l'intérieur des itérés positifs des cotés horizontaux des trous verticaux.

Supposons que ce soit vrai pour les rubans de k*™¢-génération pour tout k < I —1
et montrons-le pour les rubans de [**™¢-génération. Tout ruban r de I*®™¢-génération
est I’itéré par ¢,, d’un ruban 7' de (I — 1)*™¢-génération. Supposons que r ait un coté
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horizontal ¢ non disjoint de ’intérieur d’un itéré positif d’un c6té horizontal de trou
vertical, intervalle que nous notons 7. L’intervalle 7 est un itéré strictement positif de
Pintérieur d’un cété horizontal d’un trou vertical. En effet, les cotés horizontaux de
trous verticaux sont d’intérieur disjoint des rubans de 1**7¢-génération et les rubans
de génération plus grande ont leurs cotés horizontaux tous inclus dans 'union des
cotés horizontaux des sous-rectangles verticaux de || R; non prolongés par un ruban
de 1¥°-génération. On peut donc considérer ¢,!(7). Son intérieur est non disjoint
de ¢;,}(c) qui est un c6té horizontal du ruban de (I — 1)®™¢-génération ¢, (r) = r'.
Ceci contredit I’hypothése de récurrence et achéve la preuve. O

Afin d’énoncer le théoréme donnant le critére que ’on cherche, décrivons mainte-
nant quelques positions topologiques que peuvent prendre les rubans dans les réali-
santes R,,. Nous montrerons dans la suite que ces situations topologiques empéchent
un type géométrique d’étre de genre fini, et donc d’étre réalisable. C’est pour cette
raison que nous les nommons obstructions (cf. la figure 6).

Définition 7.4.7. — Soit R, une réalisante d’une réalisation ({R;, i=1,2,...,n},
@) d’un type géométrique T .

1. Soit A un coté d’un rectangle R de la partition de Markov et soit v un ruban
dont les deuz cotés horizontauz sont inclus dans A. Nous dirons que la partition
de Markov présente dans R, une obstruction (1) s’il existe un ruban r' dont
un coté horizontal et un seul est inclus dans A entre les c6tés horizontauz de r.

2. Soient A et A' deuzx cotés distincts parmi les 2n cotés horizontauz des rectangles
de la partition de Markov. Soit 7 un ruban dont un coté horizontal est inclus
dans A et dont lautre est dans A'. Les cotés horizontauz de r sont orientés
en tant qu’horizontales de sous-rectangles horizontauz inclus dans un rectangle
w(R; x {k}) collé par ¢ auz rectangles contenant A et A’ dans leur bord.

Munissons A et A' de lorientation compatible avec l'orientation des cdtés
horizontaux de r. Nous dirons que la partition de Markov présente dans R,
une obstruction (2) s’il existe un ruban v’ dont un cété horizontal o est inclus
dans A et Uautre o est inclus dans A', Uordre dans A (pour Uorientation fixée
ci-dessus) de a et de r N A étant linverse de l'ordre dans A’ de o' et dernNa’.

3. Soient S1, So et Sz trois séparatrices embryonnaires distinctes et soit r un ruban
dont les cotés horizontauz sont inclus 'un dans S, et lautre dans S>. Nous
dirons que la partition de Markov présente dans R,, une obstruction (3) s’il
eziste un ruban r' dont un coté horizontal est dans S, et l'autre est dans Ss.

Théoréme 7.4.8 (Le genre d’un type). — Soit T un type géométrigue sans double-bord,
soient ({R;,i =1,2,...,n},$) une réalisation de T et R¢, sa 6n**™e-réalisante. Les
deuz affirmations suivantes sont équivalentes :
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(3)

FIGURE 6. Les trois obstructions

1. La partition de Markov ne présente aucune des trois obstructions (1),(2),(3)
dans Ren.

2. Le genre g(T') du type géométrique est fini.

7.5. Lemmes topologiques

Nous avons vu que les surfaces R,, sont obtenues & partir de [[ R; en recollant le
bord horizontal de rubans sur le bord de [ ] R;. Ce qui nous intéresse est de controler le
genre de la surface obtenue. Nous donnons, dans ce paragraphe, un lemme trés simple
et ses corollaires, qui vont permettre, suivant le cas, de majorer ou de minorer ce
genre. Rappelons que deux définitions équivalentes du genre d’une surface compacte
a bord ont été données i la fin du paragraphe 7.3.

Définition 7.5.1. — On dira qu’une surface compacte G bord D est obtenue en attachant
sans twist les anses A;, pour i € {1,---n}, sur le disque D le long de segments a;, b;
st :

1. D est un disque inclus dans D ;

2. {a1,b1,...,an,bn} est une famille de 2n segments de D deuz-a-deux disjoints ;
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3. {A1,...,An} est une famille de disques de D deuz-a-deuz disjoints, telle que
A; N D est l'union a; U b; pour tout i ;

4. D est l'union de D et des A; ;

5. La surface D est orientable.

Lemme 7.5.2. — Soit D une surface compacte a bord obtenue en recollant sans twist
des anses A;, i € {1,...,n}, sur un disque D le long de segments a;,b;. Les deuz
propriétés suivantes sont équivalentes :

1. La surface D est de genre 0 (c’est-a-dire qu’il existe un homéomorphisme de S
sur une partie compacte de la sphére S?).

2. Pour tout (i,j) € {1,...,n}2, i # j, il existe un intervalle I C &D contenant
a; Ub; et disjoint de a; U b;.

Démonstration. — 1) Supposons D plongée dans S2. Soient i et j deux indices dis-
tincts. Considérons une courbe simple fermée v obtenue comme union d’un segment
dans D joignant un point « € a; & un point y € b; et d’'un segment dans A; joignant
z a y. Alors la courbe simple fermée v est disjointe de A;, et disconnecte S? en deux
disques ouverts. De plus, 'intersection du bord de D avec chacun de ces disques est
un intervalle ouvert : notons Iy celui de ces deux intervalles qui est inclus dans la
composante connexe de S 2 \ ¥ qui contient A;. Remarquons que les extrémités « et y
de Iy appartiennent & a; et b; : on en déduit que Ip \ (a; U b;) est un intervalle I de
9D contenant a; et b; mais disjoint de a; Ub; (cf. la figure 7). On a donc montré que
la famille des segments {a1,b1,...,an, b,} vérifie bien la propriété de I'item 2).
2) Supposons & présent la propriété de I'item 2) vérifiée par la famille

{ai, bi}ie{l,...,n} .
Nous allons montrer par récurrence sur n que la surface D est plongeable dans la
sphére.

Quand n = 0, il n’y a rien A faire, et quand n = 1 ’hypothése d’orientation sur
I’homéomorphisme de recollement assure que D est une couronne, donc est de genre
0.

Supposons que la propriété 2) = 1) est vérifiée pour n < p—1 et montrons-la pour
n = p. Pour tout couple (¢, j) d’indices différents, I’'une des composantes connexes de
0D \ a; Ub; est disjointe de a; U b; ; notons-la J; j. Notons I; j; = a; U J; ; Ub; : c’est
le plus petit segment de D contenant a; U b; et disjoint de a; U b;. Remarquons que
pour tout k € {1,...,n},on a:

ar C Ii,j <= b, C Ii,j

En effet, si k # i, ax U by est inclus dans 'une des composantes de D \ (a; Ub;). On
en déduit que si a n’est pas disjoint de I; ; alors I ; est inclus dans I; ;. Considérons
la famille des segments Iy, ;. Cette famille étant finie, il existe un indice k tel que Iy ;
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FIGURE 7. I isole a; U b; de a; U b;

ne contient aucun I 1, | # k, et donc I ; est disjoint de a; U b;. Quitte & changer
Pindexation, on supposera que I, ; est disjoint de tous les a; Ub;, 1 < i < p.

La surface & bord C, = DU A, C D est homéomorphe & une couronne. Notons 7o
la composante de son bord qui contient 'intervalle Jp 1, et 1 'autre composante. La
courbe «; contient a; U b; pour tout i # p . Notons D, le disque obtenu en recollant
a la couronne C}, un disque § par un homéomorphisme de 7o sur le bord de ¢ (cf. la
figure 8). Remarquons que le bord 8D; contient les segments {a1,b1,...,a8p—1,bp—1}.

Il reste & montrer que D; muni de cette famille de segments vérifie la propriété
de l'item 2), ce qui permettra alors d’utiliser I’hypothése de récurrence. Remarquons
d’abord que le bord dD; est l'union de I'intervalle 8D \ I, (qui contient tous les
a;Ub;, i < p—1) et d’'un segment o contenu dans le bord de ’anse A, . Soient
i,j € {1,...,p— 1}, deux indices distincts. Remarquons que le segment I; ; ou bien
contient I, 1, ou bien est disjoint de I, ;. Si le segment I; ; est disjoint de I, 1, il est
donc inclus dans le bord de Dy, il n’y a donc rien a faire. Si I; ; contient I, ; alors il
suffit de remplacer I; ; par le segment I; ; = (I; j \ I, 1) Uo : C’est un segment de D,
contenant a; U b; et disjoint de a; U b;.

O
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FIGURE 8. La couronne C}, et le disque D = Cp, U d

Lemme 7.5.3. — Soit D C S? une surface compacte obtenue en attachant sans twist
des anses A;, i € {1,...,n} sur un disque D le long de segments a; et b;.

1. Soit 0 C 8D un segment disjoint des a; et b; pour tout i. Notons v le segment
de 8D, adhérence de OD \ o. Alors il existe un disque A C S? contenant toute
anse A; et tel que AND =v.

2. Soient o et & deuz segments disjoints de OD \ |J,;(a; U b;). Notons p et i les
deur segments qui sont les adhérences des composantes connezes de 0D\ (cU7).
Alors il existe une anse A C S? contenant toutes les anses A;, et telle que son
intersection avec D est exactement p U [i.

Démonstration. — 1) On choisit un segment o’ C S? de mémes extrémités que o (et
v), et dont I'intersection avec D est réduite & ses extrémités. La courbe o’ Uo est alors
une courbe simple fermée. Elle borde deux disques dans S? dont ’un est d’intérieur
disjoint de D . L’autre disque contient D ; en coupant ce disque le long de v on voit
qu’il est I'union de D et d’un disque A bordé par la courbe simple fermée ¢’ Uv. Le
disque A est le disque annoncé.

2) La démonstration est presque identique :
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Choisissons ¢’ et &' deux segments disjoints inclus dans S? de mémes extrémités que
o et ¢ respectivement, et dont I’intersection avec D est réduite & leurs extrémités. Les
courbes fermées simples disjointes ¢ Uo’ et & Ud”’ bordent des disques d et d disjoints
et d’intérieur disjoint de D. En 6tant & la sphére S? lintérieur des disques d et J, on
obtient une couronne contenant D et qui est 'union de D et de ’anse annoncée (voir
figure 9).

FIGURE 9. L’anse A contient toutes les anses A;

O
Corollaire 7.5.4. — Soit D une surface obtenue en attachant sans twist une famille
finie A d’anses sur un disque D. Soient Iy C I C --- C I, des segments emboités

inclus dans 8D tels que :
1. Toute anse attachée sur D est non-disjointe de I,.

2. Pour tout i, toute anse A d’intersection non-vide avec I,y \ I; vérifie
ANDC It \I,

On dira alors que A est attachée sur I;11 \ I;, et on notera A;11 la famille des
anses attachées sur cet intervalle.

3. Pour tout i, l'union de D et de toutes les anses attachées sur Iy \ I; est une
surface C; de genre 0.

La surface D est alors de genre 0.

Démonstration. — La démonstration se fait par récurrence sur n.
Si n = 1, il suffit d’appliquer le lemme 7.5.2.
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Supposons donc la propriété vraie pour n < p — 1 et montrons le résultat pour
n = p. Notons Dy la surface & bord obtenue en attachant sur D les anses attachée sur
I,_1 (c’est & dire les anses appartenant & A\ Ap). Par hypothése de récurrence, Dy
est une surface de genre 0.

D’aprés le lemme 7.5.3, on peut plonger Dy dans un disque D; = DU A ou A est
un disque dont I'intersection avec D est égale au segment I_1.

Remarquons que I,\ I, est naturellement inclus dans le bord de D;. On en déduit
que D est naturellement incluse dans la surface & bord D; obtenue en attachant & D;
les anses de A, sur I, \ I,—1. Remarquons que D; est obtenue en recollant le disque
A sur la surface C, le long du segment I,_;. En recollant un disque sur une surface
a bord, le long d’un segment de leur bord, on ne change pas le genre de la surface (la
nouvelle surface se rétractant par déformation sur l’ancienne) : la surface D; est de
genre 0 et donc a fortiori D est de genre 0, ce qui conclut. O

Les lemmes précédents donnent des conditions pour qu’une surface 4 bord construite
en attachant des anses sur un disque soit de genre 0. Nous aurons aussi besoin, au
contraire, de minorer le genre d’une telle surface. C’est le role du lemme suivant :

Lemme 7.5.5. — Soit D une surface a bord obtenue en attachant sans twist une
famille finie A d’anses sur une disque D. Soient Iy C --- C I, n segments emboités
du bord de D. On suppose :

1. Pour toute anse A€ A, AND C I,.

2. Pour tout i, toute anse A d’intersection non-vide avec I;11 \ I; vérifie AND C
Iit1 \ I;. On dira alors que A est attachée sur I;41 \ I;, et on notera A;y1 la
famille des anses attachées sur cet intervalle.

3. Pour tout i, Uunion de D et de toutes les anses attachées sur I;yq1 \ I; est une
surface C; de genre g(C;) > 1.

La surface D est alors de genre supérieur a n.

Démonstration. — La preuve se fait par récurrence sur n, le cas n = 1 étant donné
par I’hypothése.

Supposons le lemme vrai pour n < p— 1 et montrons-le pour n = p. Par hypothése
de récurrence, la surface Dp_1, union de D et des anses de A attachées sur I,_1, est
de genre au moins p — 1 (¢f. la figure 10).

Soit ¢ un segment plongé dans D, de mémes extrémités que I,_1, et tel que cNOD
soit réduit aux extrémités de c¢. Un tel segment coupe D en deux disques fermés : Dy
bordé par I,_; Uc et Dy bordé par (0D \ I,—1) Uc . Notons E; la surface obtenue en
attachant & D les anses de A attachées & I,_1 , et E» la surface obtenue en attachant
a Dy les anses de la famille 4,. Remarquons que E; a le méme genre que D,_; (car
Dp—1 se rétracte par déformation sur E; ), en particulier g(E;) > p — 1. De méme E,
a le méme genre que la surface C,, donc est de genre supérieur & 1. Enfin, E; et Es
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N

FI1GURE 10. Le genre de D est supérieur & 2

sont naturellement incluses dans D et sont d’intérieurs disjoints : le genre de D est
donc supérieur & g(E;) + g(E») et donc a p. O

7.6. Domaines fondamentaux autonomes couplés

En vue de démontrer le théoréme 7.4.8, nous allons construire, pour chaque sépa-
ratrice embryonnaire, un domaine fondamental avec de bonnes propriétés (nous les
préciserons bientot). Comme au paragraphe 7.4, soit T = (n,{h;}, {v;}, ®) un type
géométrique sans double-bord. Soient ({R;}, ) une réalisation de T et pour tout
m >0, R, sa m*¢™¢-réalisante.

Définition 7.6.1. — Nous dirons qu’un intervalle I de R,, est compatible (avec les
rubans) s’il est dans le bord horizontal de [[ R; C R et si ses extrémités sont des
points périodiques coins ou des extrémités de cotés horizontaux de rubans de R; pour
l quelconque dans N. Ceci est équivalent a dire que chaque extrémité de I a un itéré
négatif par ¢ qui est un coin d’un sous-rectangle horizontal d’un rectangle R; de la
partition de Markov.

Tous les intervalles du bord horizontal de [] R; (plongée dans R,,) que nous con-
sidérerons dans la suite seront des intervalles compatibles avec les rubans.
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Remarque. — Soit I un intervalle compatible de R,,. Pour tout entier | et pour tout
ruban r de Ry, l'intérieur de chacun des cotés horizontaux de r est soit disjoint de
I, soit inclus dans I car on a montré que les rubans sont deux-a-deux disjoints et
disjoints des points périodiques.

Définition 7.6.2. — On dira que l’intervalle I de O" LI R: C Ry porte le ruban 7 de
Rm si T a au moins un coté horizontal inclus dans I.

Définition 7.6.3. — Soit I un intervalle de 0" LI Ri C R, compatible avec les rubans.
On dira que I est saturé dans R, pour s < m, si tout intervalle o inclus dans I et
disjoint des rubans portés par I vérifie qu’il existe j < s tel que l'intervalle itéré de o

par ¢, soit inclus dans un coté horizontal d’un trou vertical d’un rectangle Ry (cf.
la définition 7.3.1).

Lemme 7.6.4. — Soit I un intervalle de R, saturé dans R, pour s < m. Alors, pour
tout entier | > s, aucun ruban de Ry \ Rs n'est porté par I. Autrement dit, tous les
rubans que porte I dans la surface Ry sont de génération au plus s.

Démonstration. — Par définition de saturation, les rubans portés par I sont inclus
dans Rs et I privé des cotés horizontaux des rubans qu'’il porte est une union (finie)
d’intervalles qui sont tous des itérés positifs par ¢,, de I'intérieur de cotés horizon-
taux de trous verticaux. Le lemme 7.4.6 assure alors qu’aucun ruban de R,, ne peut

rencontrer ces intervalles, ce qui conclut. O
Remarques

1. Un intervalle I de R,, saturé dans Rg,k < m, est saturé dans R; pour tout
1> k.

2. L’image par ¢ d’un intervalle de R,, saturé dans Ry est un intervalle saturé
dans Rg41, pour tout k < m.

3. Soit o un intervalle de " R,, tel que ¢(o) soit saturé de Ry. Alors o est un
intervalle saturé de Ry, pour k < m.

Définition 7.6.5. — On dira qu’un intervalle I de R,, est autonome dans Ry, s’il est
saturé dans Ry et si tout ruban qui a un coté horizontal dans I a en fait ses deux
cOtés horizontaux dans I.

Définition 7.6.6. — On dira que deuz intervalles I, et I de R., sont autonomes
couplés dans Ry, s’ils sont saturés dans Ry et si tout ruban qui a un cété horizontal
dans I, U Iy a ses deux cotés horizontauz dans I; U I5.

Définition 7.6.7. — Soient Ei, Es,...,E,, les séparatrices embryonnaires stables de
Rs. Nous dirons que l’ensemble d’intervalles {C1,Cs,...,Cn} est un systéme de do-
maines fondamentauz si, pour tout i, C; est inclus dans E; et est un domaine fonda-
mental pour ¢%, o q; est la période de E;.
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Le but de ce paragraphe est de chercher sous quelles conditions existe un systéme
de domaines fondamentaux autonomes ou autonomes couplés :

Proposition 7.6.8. —  Si les obstructions (1),(2) et (3) sont écartées dans Ren,
il existe un systéeme de domaines fondamentauz autonomes ou autonomes couplés
{C1,Cs,...,Cn}, chaque C; étant inclus dans la séparatrice embryonnaire stable E;
de Rﬁn.

Pour prouver cette proposition, nous allons introduire le graphe G suivant : Notons
A;, pour j = 1,2,...,2n, les cotés horizontaux des n rectangles R;. Le graphe G a
2n sommets qui sont les A; et présente une aréte orientée de Ap & A; si ¢(Ax)
est un segment inclus dans A; (G a donc 2n arétes). Ce graphe va nous permettre
de déterminer l'indice k de la surface Ry pour laquelle les domaines fondamentaux
[z, ¢7(x)[* sont saturés, ou z désigne une extrémité d’un coté horizontal périodique de
rectangle de la partition et ou ¢ désigne la période de ce coté. Il nous faudra ensuite
chercher & coupler des domaines fondamentaux définis grace aux [z, ¢?(z)[® et & les
rendre autonomes.

Rappelons que si A;, pour j = 1,2,...,2n, désigne un des 2n cotés horizontaux
des rectangles R; de la partition de Markov, le graphe G a pour sommets les A; et
présente une aréte orientée de A a A’ si ¢(A4) C A’ (G a donc 2n arétes).

Définition 7.6.9. — Nous qualifierons d’extrémal un sommet de G auquel n’arrive
aucune fleche. Le bord de G est l’ensemble des sommets extrémauz de G.

Propriétés du graphe G :

1. Plusieurs fléches peuvent aboutir en un méme sommet et d’'un sommet ne part
qu’une seule fléche.

2. Une orbite périodique de ¢ sur le bord stable de [[?*_, R; correspond a une boucle
dans le graphe G. Réciproquement, toute boucle A; — Ay — -+ = A, =+ A
de G décrit une orbite périodique de ¢.

3. Chaque composante connexe du graphe G' comporte une unique boucle, éven-
tuellement réduite & un point et une fléche de ce point & lui-méme. La période
de lorbite périodique correspondante, si elle existe, est égale au nombre de
sommets de cette boucle.

4. Soit A un sommet du graphe G. Notons [(A) le nombre maximal de fleches dans
un chemin orienté aboutissant & A, sans passer deux fois par le méme sommet
si A est dans une boucle périodique. Désignons par ¢(A) la période de la boucle
périodique de la composante connexe de G contenant A. Alors, pour tout A non
périodique appartenant & G, [(A) est strictement inférieur & 2n — q(A) (o n est
le nombre de rectangles de la partition de Markov), et pour tout A périodique,
1(A) est strictement inférieur a 2n.
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Lemme 7.6.10. — Tout sommet extrémal A de G correspond & un coté A de rectangle
R; saturé dans Ry (ce coté est un segment de R, pour m > 0).

Démonstration. — Soit R; le rectangle de la partition dont A est un coté horizontal.
Notons ¢1, ¢a, . . ., €y, les cOtés horizontaux inclus dans A des sous-rectangles verticaux
V7 de R; et ¢1,¢2, .. ., Cy,—1 les cotés horizontaux des trous verticaux V7 de R;. Comme

A est extrémal, tout segment c¢; est I'image d’un c6té horizontal d’un sous-rectangle
horizontal H} qui n’est pas dans 6" Ry, et ¢; porte donc un ruban dans R;.
d

Lemme 7.6.11. — Soit A un sommet du graphe G qui n’est pas dans une boucle. Le
sommet A correspond alors & un c6té horizontal de rectangle R; non périodique de
Rm qui est saturé dans Ry, pour m > k > l1(A) + 1.

Démonstration. — Raisonnons par récurrence.

- Si A est extrémal, le lemme précédent donne le résultat.

- Supposons la propriété vraie pour [(A) < I — 1 et montrons le résultat pour
l(A) = l. Appelons c¢i,ca,...,c,, la trace dans A des sous-rectangles verticaux du
rectangle R; contenant A. Etudions ¢~!(c;). Soit c’est un segment de R, qui n’est
pas dans le bord horizontal de [[?*_; R; (c’est vrai pour tout j € {1,2,...,v;} lorsque
A est extrémal), auquel cas ¢; supporte un ruban dans Ry, pour k > 1. Soit il existe
une fléche de ¢~1(A) vers A dans G. On a alors I(¢~!(c;)) = I —1 donc, par hypothése
de récurrence, ¢~'(c;) est saturé dans Ry, avec k > I. Le segment c; est donc saturé
dans Ry avec k > I+ 1, d’aprés l'item 2) de la remarque faite au début de ce chapitre.
Comme A4 \ UjL,c; est exactement I'union des c6tés horizontaux inclus dans A des
trous verticaux de R; et qu’on vient de montrer que tout c¢; est saturé dans Ri41, le
segment A est saturé dans R;y;. O

Lemme 7.6.12. — Soit A x {0} inclus dans Ropn un coté horizontal d’un rectangle de
la partition de Markov. Supposons A périodique de période q. La (ou les deuz) sépara-
trice(s) embryonnaire(s) de Ax {0} comporte(nt) (chacune) un domaine fondamental
pour ¢? qui est saturé dans R, m > 2n.

Démonstration. — Soit Ay - A — --- = A; — A; une boucle de G. Chaque
séparatrice embryonnaire de A; est de période j car ¢ préserve 'orientation donc
@’ lorientation du segment Ay. Notons zj et ) les extrémités non périodiques de
Ay, de telle sorte que ¢(xy) appartienne & [Tg41,9’ (Tk+1)]- (Si le point périodique
de Ay est de type coin, seul z; intervient.) Nous allons montrer que les domaines
fondamentaux [z, ¢ (zx)[ (idem [z}, ¢’ (z})[) sont saturés dans Rs,. Pour tout k, zj
est une extrémité d’un coté horizontal périodique de rectangle donc ¢(zx) est une
extrémité d’un coté horizontal périodique de sous-rectangle vertical. Par conséquent,
[Zk+1,@(zk)[ est un intervalle qui contient un nombre entier de cotés horizontaux ¢
de sous-rectangles verticaux (successifs). Cet intervalle est donc compatible avec les
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rubans. L’image par ¢~! de chacun de ces cotés ¢; correspond & un sommet de G
non périodique et appartenant & la composante connexe de G contenant la boucle
A = Ay = -+ = A; — Ay. Le coté ¢~ !(c;) est donc saturé dans Ron—j; par le
lemme précédent. Le segment ¢; est donc saturé dans Ron—j4+1 par le second item de
la remarque faite au début de ce chapitre sur les intervalles saturés, donc [zx+1, ¢(zk)[
a la méme propriété. L'intervalle [zj42, $*(z)[ est 'union de [Tki2, d(Tk+1)[, qui est
saturé dans Raon—jt1, et de [¢(Tk+1), 2 (zk)[, qui est saturé dans Raon—_ji2 en tant
qu’image par ¢ d’un intervalle saturé de Ron—j+1, donc [Tet2,$* (k)| est saturé dans
Ran—j+2, etc. On obtient ainsi que [Tk4; = Zk,d’ (zk)] est un intervalle saturé de
Ran—j+j5, ce qui achéve la démonstration. O

Lemme 7.6.13. — Soit r un ruban de Ry, pour k € N, tel qu’une composante conneze
¢ de O"r soit incluse dans une séparatrice embryonnaire E. Si D est un domaine
fondamental de E qui est saturé dans R,, alors le ruban r posséde un itéré dans R,
dont le segment de bord horizontal itéré de c est inclus dans D.

Démonstration. — En tant que segment de E, ¢ a un itéré ¢’ = ¢?(c) qui rencontre
le domaine fondamental D (dans la surface Ry pour tout k). Comme c est un coté
horizontal de ruban et que D est compatible, ¢’ est inclus dans D. Le ruban ¢%(r) de
Ri+q admet ¢’ comme coté horizontal. Comme D est saturé dans R, le ruban ¢4(r)
est un ruban de R,,. O

Définition 7.6.14. — Appelons domaines fondamentaux ertrémaux les domaines fon-
damentauz saturés dans Ra, construits dans la démonstration du lemme 7.6.12 (ils
sont de la forme D = [z,¢%(z)] ou x est une extrémité d’un coté horizontal q-
périodique d’un rectangle de la partition de Markov).

Les domaines fondamentaux extrémaux sont saturés dans Rs,, mais on ne peut
pas affirmer qu’un ruban qui part de l'un d’eux, D, va & un c6té périodique. Soit r
un ruban de Rs, qui joint D & un c6té non périodique A. Le domaine fondamental
D est saturé dans la surface R2, donc, par la remarque 2) sur les intervalles saturés,
le domaine fondamental ¢?"(D) est saturé dans R4,. Le ruban ¢?"(r) est alors un
ruban de la surface Ry, qui joint ¢?"(D) & ¢*"(A). Les propriétés 3) et 4) du graphe
G (disant que I(A) < 2n — q(A) et que g(A) > 1) nous donnent que ¢>"(A) est inclus
dans un coté périodique.

On a ainsi prouvé le lemme suivant :

Lemme 7.6.15. — Soit D un domaine fondamental extrémal. Alors le domaine fonda-
mental ¢**(D) est saturé dans la surface R4y, et tout ruban qui part de ¢*™(D) arrive
dans un coté périodique.

Remarque. — Soit E une séparatrice embryonnaire. Il existe alors un domaine fon-
damental extrémal D, inclus dans une séparatrice embryonnaire qui est dans ’orbite
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par ¢ de E, tel que le domaine fondamental ¢*"(D) soit inclus dans E. Ce domaine
fondamental ¢*>"(D), saturé dans R4,, va jouer dans la suite un réle non trivial.

Le lemme 7.6.15 nous fournit des domaines fondamentaux saturés inclus dans les
cotés périodiques, mais il ne nous permet pas d’en déduire directement des domaines
fondamentaux autonomes couplés. L’un des problémes est décrit par la situation sui-
vante : Soient E et E' deux séparatrices embryonnaires. Soit D; le domaine fonda-
mental extrémal inclus dans E et soit ¢*"(Ds) C E le domaine fondamental inclus
dans E et signalé dans la remarque ci-dessus. Soient D} et ¢?"(D}) les domaines
fondamentaux analogues inclus dans E'. Appelons ' 'union de D} et de l'intervalle
de E’ situé entre D et ¢>™(D5). Il peut exister un ruban r de R4, joignant ¢*"(D5)
a v'. Le probléme est qu’il peut aussi exister un ruban r’ partant de ' entre r N7’ et
#?"(D4) et aboutissant dans un co6té non périodique (cf. la figure 11).

\ ¢2"(D2)
TN

vers un coté non périodique
r -

/
o o &

’7,

é

FIGURE 11. Une situation délicate

Lemme 7.6.16. — Soit E une séparatrice embryonnaire de période q contenant les
domaines fondamentauz D = [z, ¢%(z)[ (extrémal) et ¢*™(D') = [¢>"(z'), $*"F9(z')],
ot D' est extrémal. Alors le segment v = [z, $?"19(z')[ de E est saturé dans R4y, donc
dans Ren. De plus, pour tout entier naturel o tel que 0 < aq < 2n, le domaine fon-
damental ¢*"+29(D') de E est saturé dans Re, et tout ruban qui part de ¢*"+*1(D’)
arrive dans un coté périodique.

Démonstration. — Soit a tel que 2n = b+ ga avec 0 < b < g¢. Le point ¢°(z")
appartient & D. L'intervalle y est 'union de D et de UZ_,¢*+*4(D'), donc est saturé
car D et ¢*+t4(D’) sont saturés dans Ryp.

Pour tout entier 0 < a < 2n/q, le domaine fondamental ¢*>"**%(D') est saturé dans
la surface R4ntaq par la seconde remarque sur les intervalles saturés. Tout ruban de
Rén qui part du domaine fondamental ¢*"**4(D') a son itéré par ¢~*7 qui part de
#*"(D’). Le lemme 7.6.15 permet alors de conclure. |
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Lemme 7.6.17. — Soient r un ruban de R, et c un de ses cétés horizontauz. On sup-
pose qu’il existe s > 0 tel que p—*(c) soit un segment ¢' inclus dans le bord horizontal
de [ Ri. Alors il existe un ruban v’ de Rp,—, tel que ¢*(r') =r.

Démonstration. — Comme r est un ruban, il existe un trou horizontal I;TZ’ ett>0
tels que ¢~%(c) soit un coté horizontal co de I?f (cf. le lemme 7.4.4). L’invariance
par ¢ de 8" [ R; nous assure que tout itéré négatif ou nul de ¢ est disjoint de
0" || R;. Remarquons que ¢’ est égal a ¢*~*(co). Il est par hypothése inclus dans le
bord horizontal de [] R; donc t — s est strictement positif. Le ruban ¢t_’(I~{f) =7
est le ruban annoncé. |

Lemme 7.6.18. — Soit E une séparatrice embryonnaire de période q.
1. Dans Ren, tout ruban qui part de E a un itéré joignant E 6 un coté périodique.

2. Soit r un ruban de Re¢, qui a un coété horizontal ¢ dans E et autre ¢’ dans un
coté périodique. L’itéré par ¢? ou ¢~ 7 de r est alors un ruban de la surface Ren
dont le coté horizontal itéré de c est inclus dans E et dont l’autre coté horizontal
(itéré de c') est inclus dans un coté périodigue.

Démonstration. — Soient D le domaine fondamental extrémal de E et D' le domaine
fondamental extrémal tel que ¢?"(D') soit inclus dans E. L’intervalle ¢*"(D') est
saturé dans R4, par le lemme 7.6.15 donc dans Rg,. Tout ruban de R, qui part de
E a alors un itéré qui part de ¢*>"(D’) par le lemme 7.6.13 et aboutit dans un c6té
périodique par le lemme 7.6.15.

Soit r un ruban de Rg, avec une composante connexe ¢ de d*r incluse dans E
et Vautre ¢’ incluse dans un coté périodique. La séparatrice embryonnaire E est un
intervalle de la forme [z, ¢°" (Z)[ ol z est 'extrémité de E qui est un coin du rectangle
de la partition et ¥ est une extrémité d’un coté périodique. Ecrivons maintenant 2n
comme 2n = b+ ag, avec 0 < b < g et soit a € N tel que b+ ag < 6n < b+ (a + 1)g.
La séparatrice embryonnaire E est alors ’'union de D, des intervalles ¢***(D’) ot
t€{0,1,...,a} et de ¢5*(D). Si ¢ est inclus dans D U (U%,¢**+*2D"), le ruban ¢7(r)
convient. En effet, ¢?>" D’ est saturé dans Ry, et ¢ < 2n donc ¢*"T9D’ est saturé dans
Ren donc ¢?(r) est un ruban de Rg,. De plus, il a ses deux cotés horizontaux dans
des cOtés périodiques puisqu’il est un itéré positif de r.

Si ¢ est inclus dans (UZ,,,¢*T*9D") U ¢°"D, le segment ¢~9(c) est inclus dans un
domaine fondamental ¢?"+*¢D’ avec 0 < sq < 4n. Considérons ¢~ (*+1)4(c). C’est un
segment de ¢?>"D'. En particulier, ce segment est inclus dans 0" [[ R; et porte donc
un ruban de Re, qui est ¢~ tD9(r) par le lemme 7.6.17. De plus, le lemme 7.6.16
implique que ce ruban a son autre c6té horizontal dans un c6té périodique. Le ruban
$*9(¢~(=t19(r) = ¢~9(r) est un ruban de Re, et a ses deux cotés horizontaux dans
des séparatrices embryonnaires.

O
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Lemme 7.6.19. — Soient E et E' deux séparatrices embryonnaires. Sous l’hypothése
que Uobstruction (8) est évitée dans Ren, si v est un ruban avec un cété horizontal
dans E et Uautre dans E', alors E et E' ont méme période.

Démonstration. — Soit r un ruban joignant E & E'. Quitte a inverser les roles de E
et E', on peut supposer la période q de E strictement inférieure & la période de E'.
Par le lemme 7.6.18, 'un des rubans ¢?(r) ou ¢~4(r) est un ruban de R, qui a une
composante de bord horizontal dans E et I’autre dans un coté périodique mais pas
dans E' par hypothése sur les périodes. Ce ruban crée avec r une obstruction (3) dans
Ren, ce qui donne une contradiction. O

Nous sommes & présent en mesure de construire le systéme de domaines fonda-
mentaux autonomes couplés annoncé pour Rg, et d’achever ainsi la preuve de la
proposition 7.6.8.

Soient E une séparatrice embryonnaire de période ¢, D le domaine fondamental
extrémal tel que ¢*"(D) soit inclus dans E (cf. la remarque aprés le lemme 7.6.15),
E' une autre séparatrice embryonnaire de période ¢' et ¢*>"(D') comme pour E.

Etudions d’abord le cas ot la séparatrice embryonnaire E' est différente de E et
ou la surface Rg, admet un ruban r dont une composante connexe de bord horizontal
est dans F et lautre dans E'.

Lemme 7.6.20. — Si r est un ruban avec un coté horizontal dans E et l’autre dans
E', il existe un itéré de v joignant soit les domaines fondamentauz ¢*"(D) C E et
#*"~*4(D") de E' pour a > 0, soit les domaines fondamentauz analogues en inversant
les roles de E et E'.

Démonstration. — En effet, par le lemme 7.6.19, E et E' ont méme période ¢ car on
a supposé que l'obstruction (3) était écartée dans Re,. Par le lemme 7.6.15, le ruban
7 a un itéré ¢™4(r) dans Re, qui part de ¢p2*(D) et arrive dans E' et un itéré ¢™ 9(r)
(également dans Re,) qui part de ¢**(D’) et arrive dans E, car ¢*"(D) et ¢*"(D')
sont saturés dans Re,. Quitte & inverser les roles de E et E’, I’entier m est inférieur
a lentier m’ et ¢™%(r) joint ¢?"(D) & ¢*"~*4(D')N S’ pour un certain a > 0. O

Soit 7 un ruban donné par le lemme précédent, dont un coté horizontal est dans
¢*"(D) U ¢2™(D') et dont I’autre c6té horizontal est plus éloigné du point périodique
de la séparatrice embryonnaire qui le contient que le domaine fondamental ¢>"(D) ou
¢*"(D') correspondant. Appelons x le point de r N E le plus éloigné sur E du point
périodique associé & FE et z’ le point analogue sur E' (cf. la figure 12).

Lemme 7.6.21. — Les domaines fondamentauz C = [z, ¢?(z)[* et C' = [2/,¢(z")[*
sont saturés, autonomes et couplés.

Démonstration. — Les intervalles C' et C' sont compatibles avec les rubans et sont
inclus dans les segments saturés +y et 7' donnés par le lemme 7.6.16, ils sont donc
saturés dans Re,. L’'obstruction (1) est écartée dans la surface R, donc tout ruban

ASTERISQUE 250



7.6. DOMAINES FONDAMENTAUX AUTONOMES COUPLES 185

C

O

FI1GURE 12. Domaines fondamentaux autonomes couplés

qui joint C & E (resp. C' & E') joint en fait C' & C (resp. C' 4 C') ; comme 'obstruction
(3) est écartée, E et E' sont couplées et comme P'obstruction (2) est écartée, tout ruban
de C & E' aboutit en fait dans C'. a

Traitons enfin le cas d’une séparatrice embryonnaire E telle que tout ruban qui part
de ¢?"(D) aboutisse sur E. Soit D le domaine fondamental extrémal de E (donné
par la définition 7.6.14). Soit -y le plus petit intervalle de E contenant D et ¢*"(D).
Considérons tous les rubans de Rg, ayant un coté horizontal dans ¢*"(D) et I’autre
dans . On note r celui d’entre eux qui aboutit dans v le plus loin possible du point
périodique de E, c’est un ruban de R4n. Soit z le point de 8"r le plus éloigné du
point périodique de E et y l’autre extrémité du coté vertical de r passant par = (cf.
la figure 13).

Lemme 7.6.22. — Le domaine fondamental C = [z, ®(z)[" est saturé et autonome.

Démonstration. — Le domaine fondamental C est saturé dans Re,. En effet, C est
inclus dans lintervalle 7 introduit juste avant I’énoncé du lemme et cet intervalle
est celui qui apparait dans le lemme 7.6.16. Le ruban ¢?(r) est donc aussi un ruban
de Rgn. Vérifions que tout ruban qui part de C arrive dans C. Le point ¢?(z) ne
peut pas étre entre x et y sur E car sinon, les rubans r et ¢?(r) donneraient une
obstruction (1) dans la surface Rg,. Le point ¢?(z) ne peut pas étre entre ¢*"(D) et
le point périodique relatif & E, il se situe donc dans ¢*>"(D) \ ([z,y]* N $**(D)). Un
ruban qui part de C entre z et y, pour ne pas créer d’obstruction (1) avec r, arrive
nécessairement dans C. Soit ' un ruban qui part de C' entre y et ¢?(z). Par définition
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f@a\Na A

\
¢2"(D>/' ¢*(z)

/

C

FIGURE 13. Choix de C si E est non couplée

de z, le segment de FE entre les deux composantes de 8"’ ne peut pas contenir . Il
ne peut pas plus contenir y, sinon il créerait avec r une obstruction (1) dans Rgy,.
Supposons que 7' n’ait pas ses deux composantes de bord horizontal dans I'intervalle
[y, #(z)[* de C, soit c celle des deux qui n’est pas dans C. Par le lemme 7.6.13, r'
a un itéré par ¢~ ? qui joint C' & E tel que l'itéré de c soit dans C. Comme cet itéré
de ruban ne doit pas contredire la définition de x ni créer d’obstruction (1) dans Ren
avec r, il joint nécessairement Jy, ¢?(z)[* & Jy, #?(z)[*. Ceci contredit ’hypothése sur
r' et montre que C est autonome. O

7.7. Sans obstruction, le type géométrique T est de genre fini

Soient ({R;}, ) une réalisation du type géométrique T' sans double-bord et Ren
sa 6n*¢™e-réalisante. Dans ce paragraphe, nous allons démontrer que si la partition
de Markov de T ne présente pas les obstructions (1),(2) et (3) dans la surface R,
le genre du type géométrique T est fini. Cette affirmation démontre le sens direct du
théoréme 7.4.8 qui est le résultat principal de ce chapitre :

Proposition 7.7.1. — Si les obstructions sont écartées dans la surface Ren, le type géo-
métriqgue T (sans double-bord) a un genre fini, qui est égal au genre gen, de la surface
Rén-

Par la proposition 7.6.8 et puisque les obstructions sont écartées dans Rgn, il existe
un systéme ¥ de domaines fondamentaux autonomes couplés dans Rey,.
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Lemme 7.7.2. — Supposons que la surface Re¢n ne présente aucune des trois obstruc-
tions. Toute paire (C,C") de domaines fondamentaux couplés du systéme ¥ vérifie la
propriété suivante : Orientons C et C' vers leur point périodique. Soit r un ruban
avec un coté horizontal dans C et l’autre dans C', ses c6tés horizontaux sont orientés
en tant qu’images d’horizontales d’un certain rectangle. Si l’orientation du c6té hori-
zontal de r inclus dans C coincide avec Uorientation de C, alors il en est de méme
de lorientation de 8"r N C' et de ’orientation de C'.

Démonstration. — Raisonnons par I’absurde. Soient C et C' deux domaines fonda-
mentaux couplés du systéme ¥ et r un ruban avec un coté horizontal dans C et ’autre
dans C'. Supposons que le ruban r ait un c6té horizontal orienté comme 1’'un des do-
maines fondamentaux et I’autre avec I’orientation contraire a celle de ’autre domaine
fondamental. Cette propriété est stable par itération. Considérons, dans l'orbite de r,
le premier ruban 7 dont les deux cotés horizontaux soient dans des cotés périodiques
de rectangles de la partition de Markov. Ce ruban 7 est dans la surface Rs,. (En
effet, la longueur, dans le graphe G, des chemins disjoints des boucles est strictement
inférieure & 2n, cf. les propriétés du graphe G au paragraphe 7.6). L’obstruction (3)
est évitée dans R, donc les séparatrices embryonnaires F et E' contenant les cotés
horizontaux de 7 ont méme période g par le lemme 7.6.19. L’itéré ¢?(7) est un ruban
de R4, car g < 2n, il a un coté horizontal dans E et 'autre dans E' et la propriété
d’orientation vérifiée par 7 assure que 7 et son itéré ¢?(7) créent une obstruction (2).
Ceci contredit ’hypothése donc le lemme est prouvé. O

Pour démontrer la proposition 7.7.1, nous allons d’abord étudier le « genre local »
de la surface Rg, au voisinage des points périodiques bords. Moralement, les rubans
portés par les domaines fondamentaux éléments de ¥ ne doivent pas contribuer au
genre de Rg, car sinon, leurs itérés positifs vont également apporter du genre et le
type géométrique T' ne pourra pas avoir un genre fini.

Définition 7.7.3. — Soit E une séparatrice embryonnaire non couplée. Si R est le rec-
tangle de la partition de Markov contenant E, nous appellerons E-surface et noterons
d(E) Vunion du rectangle R et des rubans de R¢n ayant leurs cotés horizontauz dans
le domaine fondamental C élément de X et inclus dans E.

Définition 7.7.4. — Soient E et E' deux séparatrices embryonnaires distinctes couplées
et C et C' les domaines fondamentauz éléments de ¥ inclus respectivement dans E
et E'.

1. Si E et E' sont dans le bord horizontal d’un méme rectangle R de la partition
de Markov, nous appellerons (E, E')-surface et noterons d(E,E') lunion du
rectangle R et des rubans de la surface Rgn ayant leurs cétés horizontauzr dans
cuc'.
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2. Supposons que E et E' soient dans le bord de deuzx rectangles différents, R et
R’ respectivement, de la partition de Markov. Nous appellerons alors (E, E')-
surface et noterons d(E, E') 'union de R, de R' et des rubans de la surface Ren
qui ont leurs cotés horizontauz dans C U C'.

Proposition 7.7.5. —  Sous Uhypothése que les obstructions (1),(2) et (8) n’existent
pas dans la surface Reyn, pour toute séparatrice embryonnaire E non couplée et pour
toute paire de séparatrices embryonnaires couplées (E,E'), la E-surface d(E) et la
(E, E")-surface d(E, E') sont des surfaces planaires.

Remarque-notation. — Toute E-surface est un disque & anses au sens de la défini-

tion 7.5.1 : la surface d(E) est le disque R sur le bord duquel sont attachées les anses
obtenues comme ’adhérence des composantes connexes de d(E) \ R.

De méme, toute (F, E')-surface peut se voir comme un disque A(E, E’) sur le
bord duquel sont attachées les anses obtenues comme ’adhérence des composantes
connexes de d(E, E')\ A(E, E'). En effet, si E et E' sont couplées et incluses dans le
bord horizontal d’'un méme rectangle R de la partition de Markov, le disque A(E, E")
est simplement R. Si F est dans le bord d’un rectangle R et E' dans le bord de
R' # R, le lemme 7.7.2 et ’absence d’obstruction (2) dans Rg, nous permettent de
dire qu’il existe un ruban r(g g/) avec un c6té horizontal dans C et I'autre dans C’ tel
que tout autre ruban joignant C' & C' a ses c6tés horizontaux entre ceux de r(g gr) et
les points périodiques de E et E’. Dans ce cas, on définit le disque A(E, E') comme
I’union des deux rectangles R et R’ et du ruban T(E,E')-

D’apreés le lemme 7.5.2, la proposition 7.7.5 ci-dessus est alors équivalente a la
proposition suivante, que nous allons démontrer :

Proposition 7.7.6. — Si les trois obstructions sont écartées dans la surface Ren, on a
les propriétés suivantes :

1. Pour toute séparatrice embryonnaire E non couplée, quels que soient les rubans
r et ' appartenant a d(E), il existe un intervalle I inclus dans OR (ou R est le
rectangle de la partition de Markov contenant E ) tel que les cotés horizontaux
du ruban r sont tous deuz inclus dans I et ceur du ruban ' sont tous deux inclus
dans OR\ 1.

2. Pour toutes séparatrices embryonnaires E et E' couplées, quels que soient les
rubans r et v’ de d(E,E'), il existe un intervalle I inclus dans le bord du
disque A(E,E') tel que I contienne les deuz cotés horizontauz du ruban r et
que OA(E,E") \ I contienne les deux cotés horizontauz du ruban r'.

La démonstration de cette proposition se fait grace aux deux lemmes suivants :

Lemme 7.7.7. — Soient, dans Ry, deuz rubans r et r' dont les cotés horizontaux sont
dans le bord du rectangle R de la partition de Markov. Supposons que tout intervalle
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inclus dans le bord de R qui contient rNOR contienne aussi au moins une composante
de ' N OR, alors la surface Rg, présente une obstruction.

Démonstration. — Si I'un des rubans r ou ' a ses deux cotés horizontaux dans un
méme c6té horizontal de R, alors r et v’ donnent une obstruction (1).

Supposons donc que les rubans r et r' joignent un c6té horizontal A de R a ’autre,
que nous notons A’. Les segments A et A’ sont tous deux orientés de gauche 4 droite
en tant qu’horizontales du rectangle R. L'une des composantes connexes de OR \ 9"r
contient le coté vertical gauche de R. Nous appellerons G cette composante connexe
et D celle qui contient le coté vertical droit du rectangle R.

FIGURE 14. Les deux rubans donnent & Rg, une obstruction (2)

Si ' N A précéde r N A pour l'orientation de A, ' N A est nécessairement inclus
dans G. L’hypothése implique alors que ' N A’ est dans D. Ce segment ' N A’ est
donc aprés r N A’ pour orientation de A’, ce qui décrit exactement une obstruction
(2) (cf. la figure 14). En effet, le ruban r est un itéré positif par ¢¢, d’un trou
horizontal d’un rectangle de la partition de Markov (cf. le lemme 7.4.4) donc ses cotés
horizontaux sont orientés en tant qu’horizontales de rectangle. Comme la surface Rgn,
est orientée (cf. le lemme 7.3.3), le bord horizontal de r induit une orientation sur A
et A' compatible avec leur orientation en tant qu’horizontales de R (i.e. I'orientation
naturelle et 'orientation induite sont soit les mémes, soit inverses I'une de lautre).
Le lemme est donc démontré. 0O

Lemme 7.7.8. — Soit, dans la surface Reyn, un ruban vy qui joint deux cotés pério-
diques A et B, A étant inclus dans le bord d’un rectangle R et B dans le bord d’un
rectangle R' # R. Appelons D., le disque topologique égal G l'union des rectangles R
et R' et du ruban . Supposons qu’il existe deur rubans r et r' de Ren tels que les
c6tés horizontauz de r et ceuz de r' sont inclus dans AU B et tels que r' ait un et un
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seul coté horizontal dans chaque composante de dD., \ 8"r. La surface R, présente
alors une obstruction.

Démonstration. — Orientons A et B par 'orientation des c6tés horizontaux du ruban
v (rappelons que +y est en fait un itéré par ¢g, d’un trou horizontal de rectangle et a
ce titre, ses horizontales sont orientées comme toute horizontale de rectangle).

Si r a ses deux cOtés horizontaux dans A, de part et d’autre de YN A, la surface Rgn,
présente une obstruction (1). Si 8*r est inclus dans une composante de A4 \ (yN A),
Rer présente aussi une obstruction (1) car, dans cette composante connexe, r’ a un
et un seul c6té horizontal entre ceux de r.

Si r part de A & gauche de v A et arrive dans B & droite de v N B, ou récipro-
quement, les rubans r et 7 présentent une obstruction (2).

Sinon, comme D., est orienté (car la surface R, V'est), D., \ 8"r a deux compo-
santes connexes, appelons L celle qui contient I'intervalle de A situé entre v N A et
r N A. Remarquons que 'intervalle o de B situé entre vy N B et 7 N B est dans L.

Le ruban 7' n’a qu’un cété horizontal dans L par hypothése. Posons, pour fixer les
idées, que ' N L est inclus dans A. Si son autre coté horizontal est aussi dans A, 7'
crée avec y ou r une obstruction (1). Si son autre coté horizontal est dans B, il n’est

pas dans ¢ donc il crée avec y ou r une obstruction (2). a
Démonstration de la proposition 7.7.6. — D’une part, le lemme 7.7.7 démontre par
contraposée la premiére propriété qu’affirme la proposition 7.7.6, d’autre part le
lemme 7.7.8, avec D., = A(E, E'), démontre la deuxiéme. O

Si les obstructions sont écartées dans Rgn,, rappelons que la proposition 7.6.8 nous
donne ’existence d’un systéme ¥ de domaines fondamentaux autonomes couplés et
que la proposition 7.7.5 implique que, pour toute séparatrice embryonnaire E, la
E-surface d(E) ou la (E, E')-surface d(E, E'), suivant que le domaine C € ¥ in-
clus dans E est couplé ou non, est planaire. Appelons w le ppcm des périodes des
séparatrices embryonnaires.

Lemme 7.7.9. — Soit C un domaine fondamental non couplé élément de . Soit q
la période de la séparatrice embryonnaire E. Soient m = w/q et R le rectangle de la
partition de Markov contenant C dans son bord.

Alors, pour tout t > 0, l'union du rectangle R et des rubans qui, dans R, pour tout
s > 6n + tw, sont portés par lintervalle C; égal a

CU¢I(C)UP*U---U¢=(C) = ¢'™(C)

est une surface planaire, que nous notons d'@ (E). Cette surface se plonge dans l’union
de R et d’un disque 8;(C) qui contient tous les rubans portés par 0d'”(E) et dont
Vintersection avec R est réduite au segment Adh(C;).
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FIGURE 15. Pour C non couplé, le « genre local» est nul

tw

Démonstration. — Appelons z 'extrémité de C la plus éloignée du point périodique
p de la séparatrice embryonnaire E. Les segments suivants, inclus dans le bord de R,
sont emboités :

I =[z,p] D Iy = [¢*(2),p] D -+ D I = [¢""(2), 0] = [¢'7 (2), p]-

Pour tout j, I; \ Ij41 = ¢/7(C). On déduit de la proposition 7.7.5 que 'union du
rectangle R et des rubans attachés sur I; \ I;4; est une surface planaire pour tout j.
Donc le corollaire 7.5.4 nous donne que la surface d*® (E) est planaire (cf. la figure 15).
On peut par conséquent appliquer le premier item du lemme 7.5.3 & d*®(E) pour
obtenir un disque contenant tous ses rubans et recollé & R le long de Adh(C). a

Lemme 7.7.10. — Soient C et C' deuz domaines fondamentauz couplés éléments de
Y et inclus respectivement dans les séparatrices embryonnaires E et E'. Supposons
que E et E' soient toutes deuzx dans le bord d’un méme rectangle R de la partition de
Markov. Soient q la période de E et m = w/q. Soit A(E, E') le disque relatif ¢ E et
E' introduit dans la remarque juste avant la proposition 7.7.6.

Alors, pour tout t > 0, l'union du disque A(E,E") et des rubans de Ry, pour tout
s > 6n + tw, qui ont leurs cétés horizontaux dans

(CucCHu(¢(CuC)u---u (¢ (CuC))

est une surface planaire, que nous appellerons d'”(E,E'). Cette surface se plonge
dans une couronne formée par U'union de R et d’une anse pi(C,C") recollée sur OR
le long de (CUC')U---U (¢t=(CUC")).

Démonstration. — Soient p le point périodique de E et p’ celui de E'. Rappelons
que par le lemme 7.6.19, les points périodiques p et p', s’ils sont différents, ont méme
période gq.

Montrons d’abord que 1'une des deux composantes connexes de dR \ (C U C")
contient les deux points périodiques p et p'. C’est clair si p = p'. Sinon, le lemme 7.7.2
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d*® (E,E")

FIGURE 16. La couronne formée par R et l’anse p;(C,C")

nous donne que les séparatrices embryonnaires E et E’, orientées vers leur point
périodique, sont orientées toutes deux dans le méme sens (de gauche 3 droite ou de
droite & gauche). On en déduit le résultat (cf. la figure 16). Appelons Ip 'union de
cette composante connexe contenant p et p’ et des domaines fondamentaux C et C’
et notons z et y les extrémités de Ij.

Définissons les segments emboités

I, = [¢%(z), ¢ (y)] C o
L =[6"(z), ¢ (y)] C Ih

Iir = [¢"(2), ¢ (y)] = [¢"7 (2), 6" (¥)] C Ltn—1.
On déduit de la proposition 7.7.5 que, pour tout k, I'union de A(E, E') et des rubans
portés par Iy \ I+ est une surface planaire (en remplagant, dans d(E, E'), les rubans
ayant leurs cotés horizontaux dans CUC" par les rubans ayant leurs cotés horizontaux
dans Iy \ Ix+1 = ¢F4(C U C")). Le corollaire 7.5.4 affirme alors que d*®(E, E') est
planaire. Le lemme 7.5.3, appliqué en prenant u = C U ¢4(C) U --- U ¢*Z(C) et
' =C'ugi(C')U---U@'®(C'), termine la preuve. O

Lemme 7.7.11. — Soient C et C' deur domaines fondamentauz couplés éléments de X
et inclus respectivement dans les séparatrices embryonnaires E et E'. Supposons que E
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et E' soient incluses dans le bord de deuz rectangles différents, R et R' respectivement.
Soit g la période de E. Soient p et p' les points périodigues associés respectivement
E et E'. Notons m lentier w/q. Soit A(E,E') le disque relatif a E et E' introduit
dans la remarque juste avant la proposition 7.7.6.

Alors, pour tout t > 0, l'union du disque A(E, E') et des rubans de R,, pour tout
s > 6n + tw, qui ont leurs cotés horizontaux dans

(CulHUu (¢! (Cul))u---U(¢=(CuC))
est une surface planaire, que nous appellerons d'“(E,E'). Cette surface se plonge
dans un disque formé par l'union de R, de R' et d’un rectangle p:(C,C") dont un

coté est recollé sur OR le long de C U --- U (¢“(C)) et lautre sur OR' le long de
C'u---uU (¢t (C)).

E p
r(E, Er)
/ p,
E \\\\j
FIGURE 17. La surface d'® (E, E') est planaire
Démonstration. — D’aprés le lemme 7.6.19, les points périodiques p et p' ont méme

période, égale a q.

Appelons A le coté horizontal de R qui contient C, a le c6té horizontal inclus dans
C du ruban r(g g1y, A’ et a' les segments analogues dans OR'. Le lemme 7.7.2 montre
que les points périodiques p et p' sont tous les deux soit a droite, soit & gauche de a
ou a’ dans AU A’ muni de I'orientation induite par celle des horizontales de (g /).
Appelons z I'extrémité de C la plus proche de p et y celle de C' la plus proche de
p'. Appelons Iy le segment de OA(E, E') d’extrémités = et y qui contient les points
périodiques p et p' (Ip est le complémentaire dans JA(E, E') de lintervalle union
des intervalles entre a et p dans A et entre a' et p' dans A’ et du coté vertical de
7(g,E) qui joint les extrémités de a et de a’ concernées). Afin de bien considérer tous

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 1998



194 CHAPITRE 7. GENRE D’UNE PARTITION ET REALISABILITE

les rubans portés par C U C' et autres que r(g g1y, soit I_; le plus petit segment de
OA(E, E") contenant Ij et les deux cotés horizontaux de tout ruban porté par I'union
de l'intervalle de C entre a et z et de 'intervalle analogue de C’ .
On peut, comme dans la preuve du lemme 7.7.10, définir des segments emboités de
OA(E, E'") (cf. la figure 18) :
IycI_,
I = [¢%(x), ¢ (y)] C Lo
I = [¢*(2),¢*(y)] C I

Lix = [¢"1(x), "™ ()] = [¢"7 (2), " (¥)] C Ten—1.

FIGURE 18. Les segments emboités

Soient z ’extrémité de C la plus éloignée du point périodique p et z' extrémité de
C' la plus éloignée de p'. Le ruban (g gy a été choisi de telle sorte que les rubans qui
ont un c6té horizontal inclus dans C entre z et a ont tous leurs deux cotés horizontaux
dans C (entre z et a). De méme, les rubans qui ont un coté dans C' entre 2’ et a' ont
tout leur bord horizontal entre 2’ et a’. Considérons 'union A(E, E') de A(E, E') et
des rubans portés par I_;\ I, : dans E(E, E"),iln’y a donc pas de ruban porté par les
sous-segments de I_; situés entre z et a et entre 2’ et a’. Ici aussi, la proposition 7.7.5
et le corollaire 7.5.4 montrent que Z&(E, E') est une surface planaire. L’item 2 du
lemme 7.5.3 nous donne alors une anse a(E, E') contenant tous les rubans portés par
I_1\ I et recollée sur 85(E, E')lelong de I_; \ L.

Considérons alors le disque D = RU a(E,E') U R'. Sur son bord sont attachées
I'anse r(g gy et les rubans qu’on a ignorés pour former K(E, E') (cf. la figure 19).
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z

FIGURE 19. Le disque D = RU R' U o(E, E') et les anses attachées
sur son bord

Une des composantes connexes de 8D \ {z, z'} contient les deux points périodiques,
l’autre, que nous notons J, contient les c6tés horizontaux de toutes les anses attachées
sur le bord de D. En appliquant le lemme 7.5.3, on obtient un disque D qui contient
toutes ces anses et dont l'intersection avec D est réduite au segment J.

Le rectangle j;(C,C') annoncé est I'union de I’anse a(E, E') et du disque D. O

Démonstration de la proposition 7.7.1. — Soit ﬁt la surface obtenue de Rgn4tw €n
la privant de l'intérieur et des cotés verticaux de tout ruban ayant un c6té horizontal
entre un domaine fondamental ¢'®(C;) et le point périodique p; qui lui est associé.
Pour tout m > 6n, il existe to > m tel que R, soit incluse dans ﬁt pour tout t > tq.
11 suffit donc de montrer que g(R;) est égal & ggn.

Pour tout domaine fondamental C' € ¥ non couplé, le lemme 7.7.9 nous donne un
disque dp(C). De méme, on associe & toute paire de domaines fondamentaux couplés
éléments de ¥ une anse po(C,C") ou un rectangle po(C, C’) par les lemmes 7.7.10 et
7.7.11. Soit Ro la surface obtenue comme union de Ro, des disques do(C) pour tous
les C € ¥ non couplés, des anses po(C,C') et des rectangles pg(C' C") pour toutes les
paires (C,C"') de domaines fondamentaux couplés. Appelons R P'union de Ro, des
disques 6;(C), des anses p¢(C,C") et des rectangles j¢(C,C").

Par les lemmes 7.7.9, 7.7.10 et 7.7.11, la surface R, se plonge dans Rt De plus,
chaque disque 6;(C) se rétracte par déformation sur do(C) U Adh(C;), chaque anse
p(C,C") sur po(C, C’)U(¢‘7(CUC'))U- --U(¢'™ (C'UC")) et chaque rectangle j;(C, C")
sur fo(C,C") U (¢7(CUC))U---U (¢'7(CUC")).

La surface Rt se rétracte donc par deforrnatlon sur Ro Ceci implique que Rg, et
Rt ont toutes les deux méme genre que ’Ro, ce qui achéve la preuve. O
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7.8. Les obstructions donnent a T un genre infini

Nous allons montrer ici que si la surface R,, présente I’'une des obstructions (1),
(2), (3) définies au paragraphe 7.4, le genre du type géométrique T sans double-bord
est infini :

Proposition 7.8.1. — S’il existe m € N tel que la surface R, présente l'une des trois
obstructions (1), (2) ou (3) (cf. la définition 7.4.7), le genre du type géométrique T
est infini.

Cette proposition est la réciproque de la proposition 7.7.1. Elle donne la fin de la
démonstration du théoréme 7.4.8 qui est ’objet principal de ce chapitre.

Dans tout ce paragraphe, 1 désignera la plus petite puissance de ¢ laissant fixes
toutes les séparatrices de I’homéomorphisme choisi pour la réalisation du type géo-
métrique T'.

Voici une série de lemmes dont les cinq premiers servent & montrer les trois derniers
qui, eux, donnent la preuve de la proposition 7.8.1.

Lemme 7.8.2. — Supposons qu’il existe, dans R.,,, une séparatrice embryonnaire E
et un ruban r avec ses deuzx cotés horizontauzx inclus dans E. S’il existe un ruban r'
avec un coté horizontal dans E entre les deuzx composantes connezes de 8"r et l’autre
dans E mais disjoint du plus petit segment contenant 0"r, alors la suite (g;)1en tend
vers Uinfini quand | tend vers l'infini.

q 2q 2q
z (=) Lo é
B z y ) )

q
(r)

FIGURE 20. Les itérés de r et v’ donnent du genre infini

Démonstration. — Soit [z,y] C E le plus petit segment contenant les cotés horizon-
taux de r et de ', le point y étant entre z et le point périodique p de E. Soit ¢ un
entier tel que ¥?([z,y]) soit disjoint de [z,y] (il suffit que ¥?(z) soit entre y et p).
Considérons R, le rectangle de la partition contenant E dans son bord. La surface
RUrUr’ est de genre 1 (cf. 1a définition a la fin du paragraphe 7.3) par le lemme 7.5.2.
Les segments [z, p], [¢?(z),p],- - - , [¥"9(x), p] sont emboités donc le lemme 7.5.5 nous
assure que la surface RU (rUr')U---U (¢! (r) Uy (r')) est de genre au moins ! (cf. la
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figure 20). Le genre de toute surface R,, contenant RU(rUr')U---U (¥ (r)Uyte(r'))
est par conséquent supérieur ou égal 4 [. Comme dans ce cas la surface R,,44 contient
PV (r) U pUHDe(r!) on a le résultat. O

Lemme 7.8.3. — Supposons qu’il existe, dans R,,, deuzr séparatrices embryonnaires
E; et E; et deur rubans vy et ro joignant Ey a Eo. Supposons de plus qu’il existe un
ruban r avec un coté horizontal dans E, entre r1 N Ey et ro N E; tel que son autre
coté horizontal soit dans E; mais disjoint du plus petit segment a de E5 contenant
(riNEx)U(re NEy). Alors la suite (g1)ien tend vers Uinfini quand | tend vers linfini.

Démonstration. — Soit R le rectangle de la partition de Markov contenant E» dans
son bord, R celui contenant E; dans son bord. Soit 7' un itéré positif de r par ¢
(laissant fixes toutes les séparatrices) tel que :

1. le coté horizontal r' N E» soit disjoint du segment a,

2. le coté horizontal ' N E; ne soit pas situé entre 1y N E; et 72 N E; (il est donc
entre le point périodique p; de E; et (r; Ury) N Ey).

Appelons a' le plus petit segment de E2 contenant a et dont une extrémité est le point
périodique p, de E; et b le plus petit segment de E, contenant r N Es et r' N Es.

Etudions, dans un premier temps, le cas o les segments a et b sont disjoints,
autrement dit ou les c6tés horizontaux r N E et 7' N E5 sont tous deux inclus dans a'
ou tous deux inclus dans Es \ a'. Considérons une horizontale # du rectangle R. Les
verticales de R issues des extrémités de a coupent H chacune en un point, déterminant
ainsi dans R un sous-rectangle R, dont 'union avec les rubans r; et ro forme une
anse A, attachée sur E;. On définit de méme, grace & H et aux verticales de R issues
des extrémités de b, un rectangle R, dont I'union avec les rubans r et r' est une anse
Ay, attachée elle aussi sur Ey (cf. la figure 21).

‘i)fz) y 4!

vy allCe Y
T /T, i

B\ é

O~

\\ \\ 2 2 J\\ /4 P2
anse A, anse Ay anse A, anse Ay

FIGURE 21. Les anses A, et Ay : deux exemples
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Nous allons utiliser A, et A pour répéter argument de la preuve du lemme 7.8.2.
Par le choix de 7', les anses A, et A sont telles que leur union avec le rectangle
R est une surface de genre 1 par le lemme 7.5.2. Soit z le point de Ej N (riUrs)
le plus éloigné du point périodique p; de E;. Le segment [z,p;] de E; contient les
cotés horizontaux inclus dans F; des quatre rubans 71, r2, 7 et r'. Soit ¢ € N tel que
[¥9(z),p1] soit disjoint de ces quatre cotés horizontaux. Nous pouvons alors définir
des segments emboités en vue d’appliquer le lemme 7.5.5 qui va minorer le genre de
I’union du rectangle R et des anses attachées sur son bord : soient

I =[z,p] D I =[%x),p1] D---D L =" (z),p].
Pour j =1,2,...,l, prolongeons les rubans
Yi(ry),97%(ry) d’une part et 7(r), 4?9 (') d’autre part

par un rectangle inclus dans R comme nous ’avons fait avec 1,72 et r,7' pour former
les anses A, et Ay. Nous obtenons ainsi deux nouvelles anses, notées respectivement
Al1 et A}?. Le lemme 7.5.5 affirme alors que la surface

RU(A,UAp)U---U (AU Al

est de genre au moins [. Le genre de toute surface R, contenant les rubans 1'(r;),
Pl (ry), '(r) et ¢'9(r') (donc les anses A4 et Aiq) est par conséquent au moins /.
Comme les anses AL )7 et AgH'l)q sont alors dans la surface Ry 4, on a le résultat.
Traitons maintenant le cas ol le segment a est inclus dans le segment b, autrement
dit, d’apres le choix de 7', ou r N E; est inclus dans E» \ a' et ' N E> est inclus dans o'
(en fait, dans a’ \ a). On reprend I’horizontale 7 du cas précédent, en la choisissant
suffisamment proche du coté horizontal de R contenant E-. Reprenons aussi I’anse
A, construite grace & H et aux rubans r; et r2, ainsi que les anses A7 contenant les
itérés positifs par ¢ de 71 et ro. Comme a C b, la maniére de construire ’anse A4; est
légérement différente. Soient 3; ’extrémité de b la plus éloignée du point périodique
p2 et B son autre extrémité. Soient H' et H" deux horizontales de R plus éloignées
de E5 que H, H' étant entre H et H". Les verticales de R issues de 3; et B2 coupent
H' et H" et définissent ainsi un rectangle Rp inclus dans R et disjoint de ’anse A,.
Les segments verticaux de R joignant les extrémités de (r U r') N Ey autres que By
et By au coté de R, inclus dans H' permettent, avec les verticales issues de ) et
B2, de prolonger dans R les rubans r et v’ par deux rectangles. L’union de ces deux
rectangles, de Ry et des rubans 7 et r' forme I’anse A, (cf. la figure 22). La surface
RUA,UA, est de genre 1. La fin de la démonstration est la méme que dans le premier

cas.
O

Lemme 7.8.4. — Supposons qu’il existe, dans R,,, deuz séparatrices embryonnaires
E, et E5 et deuz rubans ry et ro joignant Ei 4 E,. Supposons de plus qu’il existe
un ruban r avec un cété horizontal dans E; entre r1 N Ey et ro N Ey et lautre coté
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E1 n _
@) ))
r

B2 B
. ! Ey
D2 4 %
7 y
/ H
anse A, anse Ap

FIGURE 22. Les anses A, et A lorsque a C b

horizontal dans E; mais hors du plus petit segment contenant (ry Ure) N Ey. Alors la
suite (gi)ien tend vers Uinfini quand | tend vers Uinfini.

Démonstration. — C’est la méme que la preuve du lemme précédent, & ceci prés
qu’ici, ’anse B est simplement le ruban r. O
Lemme 7.8.5. — Supposons qu’il existe, dans R.,, deux séparatrices embryonnaires

E; et E5 et deuzx rubans vy et o joignant Ey a Es. Supposons de plus qu’il existe un
ruban r avec un coté horizontal dans E; entre ry N Ey et ro N E; tel que son autre
cOté horizontal soit dans une séparatrice embryonnaire E différente de E; et de E,.
Alors la suite (g1)ien tend vers linfini quand | tend vers vers linfini.

Démonstration. — Elle est identique 4 la preuve du lemme 7.8.3 (cf. la figure 23). O

Lemme 7.8.6. — Supposons qu’il existe, dans R,,, deux séparatrices embryonnaires E
et E' # E et un rubanr avec un coté horizontal dans E et 'autre dans E'. Orientons E
et E' vers leur point périodique. Si cette orientation induit deuz orientations opposées
sur les cotés horizontauzr de r, alors la suite (g)ien tend vers linfini quand | tend
vers vers l'infini.

Démonstration. — Considérons le triplet de rubans (r,v(r),%?(r)), a le plus petit
segment inclus dans E et contenant (r U?%(r)) N E et b le segment analogue dans

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 1998



200 CHAPITRE 7. GENRE D’UNE PARTITION ET REALISABILITE

FIGURE 23. Le ruban r a un c6té horizontal dans une troisiéme séparatrice

E'. Les itérés par 1° de a et b sont deux-a-deux disjoints. Notons a; et b; respective-
ment les segments %37 (a) et 1%/ (b). Soit H, une horizontale du rectangle contenant
a dans son bord assez proche du c6té contenant a et H; une horizontale du rectangle
contenant b dans son bord assez proche du coté contenant b. Si a et b sont dans le
bord d’un méme rectangle R, les séparatrices embryonnaires F et E' ne peuvent pas
étre issues d’'un méme point périodique. En effet, comme R,, est orientée, les cotés
horizontaux de r munis de ’orientation induite par celle des séparatrices orientées
vers leur point périodique ne peuvent pas, dans ce cas, étre orientés en sens inverse.
Le ruban r joint donc nécessairement les deux co6tés horizontaux de R, ce qui assure
qu’il n’y a pas d’ambiguité pour choisir H, et H;.

Prolongeons les verticales issues des extrémités de a jusqu’a ce qu’elles coupent H,
et appelons a 'union des deux segments verticaux et du segment de #, joignant leurs
extrémités. Soient x' et z" les points de b tels que z’ et une extrémité de a soient dans
un méme c6té du ruban r et '’ et Pautre extrémité de a soient dans un méme coté
de 1% (r). Prolongeons les verticales issues de z’ et de z” jusqu’a ce qu’elles coupent
I’horizontale H; et appelons 8 'union des deux segments verticaux et du segment de
Hp joignant leurs extrémités. Nous pouvons alors considérer le lacet A union de a,
B et des cotés des rubans r et 1%(r) qui joignent leurs extrémités (cf. la figure 24).
Les lacets analogues )\; construits grace aux segments ¥/ (a) et 1*(b), aux rubans
qui ont leurs c6tés horizontaux dedans et aux segments a; et §; sont deux-a-deux
disjoints.

Considérons un autre lacet, u, construit de la maniére suivante : pu contient une
extrémité (quelconque) de b ainsi que les deux cotés de ruban issus de ce point. Le
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Ha

3 ; | ¥2(r) %
w(/r)
NN
L
//’

A
)\nu Ho \/

FIGURE 24. Les lacets A et u

Ell

segment u N b ne rencontre ¥(r) qu’en un de ses sommets et se prolonge & partir de
ce sommet par le coté vertical de 1(r) qui en est issu. Enfin, Pintersection de p et de
a est le segment dont les extrémités sont celles des cotés verticaux de rubans inclus
dans p. De méme que pour A, les lacets u; sont deux-a-deux disjoints.

Les lacets A; et p; sont ainsi construits qu’ils se coupent transversalement en un
et un seul point (itéré de z' si =’ € p, itéré de z" si 2" € p) et que les unions \; U u;
sont deux-a-deux disjointes.

Soit Y la surface union des (ou du) rectangles contenant EUE' et des rubans 4*(r)
ayant leurs cotés horizontaux dans (aUa; U---Ua) U (bUb; U---Ub;). L'existence
des I paires (\j, ;) nous assure que le genre de Y est supérieur ou égal a ! (cf. la
définition du genre d’une surface compacte rappelée a la fin du paragraphe 7.3). Par
conséquent, toute surface R,, contenant ¥ (r) est de genre au moins égal & . O

Lemme 7.8.7. —  Supposons que Rg, présente une obstruction (3). Alors la suite
(g1)ien, ot gi est le genre de la surface R, tend vers Uinfini quand l tend vers l'infini.

Démonstration. — Notons r et 71 les deux rubans créant une obstruction (3) et F la
séparatrice embryonnaire qui contient un co6té horizontal de r et un de r;. Quitte a
intervertir r et 1, supposons que r N E est plus proche du point périodique p de E
que r1 N E. Soit ¢ € N tel que ¥7(ry N E) soit situé dans F entre r N E et le point p
(¢f. la figure 25). On peut alors appliquer le lemme 7.8.5 pour achever la preuve de
ce lemme-ci.
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FIGURE 25. Les anses impliquées par I’obstruction (3)

O

Lemme 7.8.8. —  Supposons que Rg, présente une obstruction (1). Alors la suite
(91)ien, ot g; est le genre de la surface R, tend vers Uinfini quand | tend vers linfini.

Démonstration. — Appelons C le coté de rectangle dont parle 'obstruction (1), r; le
ruban qui joint C' & lui-méme et qui n’a entre ses deux c6tés horizontaux qu’un et un
seul coté horizontal du ruban r. Nous allons étudier successivement le cas ou il n’y a
pas de point périodique entre les deux composantes connexes de C Nry et le cas ou il
y en a un.

Si C n’est pas périodique, r; a un itéré positif par ¥ dont les deux cotés horizontaux
sont dans une séparatrice embryonnaire F et tel que I'itéré de r correspondant ait un
coté horizontal dans FE entre ceux de l’itéré de r; et I’autre co6té horizontal dans une
séparatrice embryonnaire E’. Par ailleurs, si C N r; est inclus dans une séparatrice
embryonnaire F, le ruban r; a un itéré positif par ¥ tel que les cotés horizontaux de
’itéré correspondant de r soient inclus tous deux dans des séparatrices embryonnaires
(dont 'une au moins est F). Quitte & prendre des itérés de r; et r, il suffit donc
d’étudier le cas ou C N ry est inclus dans E et ot r a un c6té horizontal dans F
entre ceux de r; et autre dans E'. Si E’ est égale & E, le lemme 7.8.2 donne le
résultat. Supposons que les séparatrices embryonnaires E et E' soient distinctes (cf.
la figure 26). Considérons, en plus des rubans r; et r, I'itéré 19(r) ou q € N est tel
que ¥?(r) N E ne soit pas entre les cotés horizontaux de 1. On applique alors le
lemme 7.8.4 pour conclure.

Supposons enfin qu’il existe un point périodique p entre les composantes connexes
de r1 N C. Appelons E et E' les séparatrices embryonnaires issues de p, en posant
que E' contient r N C. Quitte & prendre un itéré de r, on peut supposer que le coté
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E |

1

q?")

EI

FIGURE 26. L’obstruction (1) avec E # E' et (rrNC) C E

horizontal de r qui n’est pas entre les cotés horizontaux de r; est dans une séparatrice
embryonnaire E* (cf. la figure 27).

E E' E E E'
1
E*

FIGURE 27. L’obstruction (1) avec un point périodique entre les co-
tés horizontaux de r;

Si cette séparatrice embryonnaire E* est différente de E et E’, le lemme 7.8.5
donne le résultat. Si r a ses deux cotés horizontaux dans E' = E*, on retombe dans le
premier cas traité ici car il n’y a pas de point périodique entre les deux composantes
connexes de r N E’. Si le ruban r a un c6té horizontal dans E' et ’autre dans F,
considérons 'itéré ?(ry) = rs, ol ¢ est un entier tel que ro N E’ est plus proche du
point périodique p que rNE'. Le lemme 7.8.3 permet alors de conclure, ce qui termine
la démonstration. O

Lemme 7.8.9. —  Supposons que Rg, présente une obstruction (2). Alors la suite
(91)ien, ot g1 est le genre de la surface Ry, tend vers Uinfini quand | tend vers ’infini.
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Démonstration. — Soient A et A’ les deux cotés horizontaux de rectangles et r et 7'
les deux rubans qui apparaissent dans I’obstruction (2).

Etudions d’abord le cas ot il n’y a pas de point périodique ni entre rN A et 7' N A,
ni entre rN A’ et r' N A’. Quitte & prendre des itérés de r et r', on peut supposer que
leurs c6tés horizontaux sont en fait dans deux séparatrices embryonnaires E et E'
(non nécessairement incluses dans deux c6tés horizontaux différents de la partition de
Markov). Supposons que r N E est plus proche du point périodique de E que r' N E.
On a alors deux situations possibles :

E

e (r)/ itéré de r

EI

FIGURE 28. L’obstruction (2) avec r et 7’ joignant E 4 E' # E

- Si E' = E, on a une obstruction (1) donc le lemme 7.8.8 donne le résultat.
- Si E # E' et si Vorientation de E et E' vers leur point périodique induit sur le coté
horizontal de r et sur celui de r’ inclus dans E la méme orientation que sur leur coté
horizontal inclus dans E’, soit ¢ € N tel que 'itéré 19(r) ait son coté horizontal dans
E' plus proche du point périodique que ' N E’ (cf. la figure 28). Le lemme 7.8.3 nous
donne, dans ce cas, le résultat.
-Si E # E' et si les cotés horizontaux de r orientés par 1’orientation induite par celle
de E et E’ vers leur point périodique sont opposées, on utilise le lemme 7.8.6.
Traitons maintenant le cas o il existe un point périodique p entre rN A et 7' N A.
Deux sous-cas se présentent (cf. la figure 29) :
- %l y a aussi un point périodique p’ entre r N A’ et ' N A’, orientons les quatre
séparatrices embryonnaires vers leur point périodique. Chacun des deux rubans r et
r' vérifie les hypothéses du lemme 7.8.6, ce qui donne le résultat.
- S’il n’existe pas de point périodique entre r N A’ et ' N A’, quitte & prendre des
itérés de r et 7', on peut supposer que A’ est périodique. Les rubans r et r' créent
dans ce cas une obstruction (3), on applique le lemme 7.8.7 pour conclure. O
Démonstration de la proposition 7.8.1. — Les trois lemmes 7.8.7, 7.8.8 et 7.8.9 mon-
trent successivement que chacune des trois obstructions correspond & une suite de
genres (gm)men qui tend vers l'infini. Ils constituent donc la preuve de la proposi-
tion 7.8.1. O
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p p

o
74\

FIGURE 29. L’obstruction (2) avec un point périodique entre r N A
et r'NA

7.9. Le cas des types géométriques a un seul rectangle

Si ’on sait d’un type géométrique sans double-bord de partition de Markov qu'’il est
réalisable, le corollaire 7.3.10 assure que son genre est fini. Un probléme intéressant et
naturel est alors de calculer (ou au moins d’estimer) le genre de ce type géométrique
réalisable.

Nous nous intéressons, dans ce paragraphe, au cas le plus simple : celui d’un type
géométrique de genre fini sans double-bord T qui n’a qu’un seul rectangle R. Les résul-
tats obtenus dans les paragraphes précédents (en particulier dans les paragraphes 7.3,
7.4, 7.5 et 7.8) vont nous permettre de montrer que T est de genre nul, i.e. qu’il
existe une surface compacte planaire munie d’un diffeomorphisme de Smale dont un
ensemble hyperbolique admet une partition de Markov de type géométrique 7.

Proposition 7.9.1. — Soit T = (1,{h},{v = h}, ®) un type géométriqgue sans double-
bord de partition de Markov a un rectangle. Si T est de genre fini, son genre g(T') est
nul.

Démonstration. — Supposons que g(T') = g soit fini et ne soit pas nul. Le genre de
T est défini indépendamment de la réalisation ({R}, ®) choisie (cf. le paragraphe 7.3
et en particulier la proposition 7.3.5). Considérons donc ({R},®) une réalisation
quelconque de T. Appelons R,, sa m*™¢-réalisante et g,, le genre de cette surface
compacte R,,. Puisque g # 0, la proposition 7.7.1 nous affirme que g¢ = g est non
nul.

Nous avons vu, au paragraphe 7.3, que le rectangle R se plongeait dans R,, pour
tout m donc en particulier dans Rg. De plus, le lemme 7.4.4 implique que ’adhérence
de R \ R est 'union (disjointe) de tous les rubans de Rg (portés par OR). La surface
Re est donc un disque topologique R sur le bord duquel sont attachés sans twist, par
leurs cotés horizontaux, un nombre fini de rubans r;. Cette remarque nous place dans
le cadre d’application des lemmes du paragraphe 7.5 (cf. la définition 7.5.1). Comme
le genre de Rg est non nul, le lemme 7.5.2 affirme qu’il existe deux rubans r et 7 de
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Re tels que les cotés horizontaux c et ¢’ de r apparaissent dans OR en alternance avec
les cotés horizontaux ¢ et ¢ du ruban 7.

Si 'un des deux rubans r ou 7 a ses deux cOtés horizontaux dans un méme coté
horizontal du rectangle R, la surface R¢ présente une obstruction (1) donc le genre
du type géométrique T est infini par le lemme 7.8.8, ce qui contredit ’hypothése.

Il n’y a donc qu’un c6té horizontal de r et qu’un c6té horizontal de 7 dans chaque
composante connexe de 9"R. L’hypothése d’alternance de c,c’ et ¢,¢ dans le bord
de R implique, d’aprés le lemme 7.7.7, que les rubans r et 7 créent une obstruction.
En relisant la preuve de ce lemme, on peut méme préciser que c’est une obstruc-
tion (2). Comme ci-dessus, il en découle que le genre du type géométrique est infini,
par application du lemme 7.8.9, ce qui achéve la démonstration. O

Conjecture 4. — Si T est un type géométrique de genre fini sans double-bord & n
rectangles, alors son genre est inférieur ¢ n(2n —1).

Idée d’esquisse de tentative d’ébauche de démonstration. — Le genre de T est fini
donc par la proposition 7.8.1, la surface Rg,, ne présente aucune des trois obstructions.
La proposition 7.7.1 dit alors que le genre de T est égal au genre de Rgp,.

Si A et B sont deux cotés horizontaux dont au moins 'un est non-périodique,
on déduit de l’absence d’obstructions (1) et (2) que I'union des rubans ayant leur
bord horizontal dans A U B et des rectangles contenant A et B dans leur bord est
une surface planaire. Si A et B sont deux cOtés périodiques, les propositions 7.6.8
(qui donne Dexistence de domaines fondamentaux autonomes couplés C4 et Cp) et
7.7.5 (qui dit que les rubans qui ont un c6té horizontal dans C4 U Cg forment avec
les rectangles contenant A et B une surface planaire) permettent d’affirmer le méme
résultat : 'union des rectangles contenant A et B et des rubans avec leurs cotés
horizontaux dans A U B est planaire.

Considérons donc la sous-surface suivante de Rg,, qui a méme genre qu’elle : dans
Ren, on supprime tout ruban qui a ses deux cotés horizontaux dans un méme coté
horizontal de rectangle et dés qu’il existe un ruban r avec un c6té dans A et I'autre
dans B # A, on supprime tous les rubans qui joignent A & B sauf r. Les n rectangles
apportent 2n cotés horizontaux donc n(2n — 1) paires différentes de cotés horizontaux.
Cette construction revient donc a considérer I'union X des n rectangles et d’au plus
n(2n — 1) rubans r; tels que, pour tout i, les cotés horizontaux de r; sont dans deux
cotés horizontaux différents des rectangles de la partition et tels que, si r; et r; ont
chacun un c6té dans A et un coté dans B # A, alors i = j. Supprimer 1’'un de ces
rubans diminue le genre de X d’au plus 1. Le genre de X est donc inférieur ou égal
an(2n — 1) et cette inégalité est encore vraie pour le genre de 7.

On peut méme espérer améliorer ce majorant en remarquant que ’absence d’ob-
struction (3) apporte une contrainte (non utilisée ici) sur les rubans r; joignant deux
cOtés périodiques. O
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CHAPITRE 8

PIECES BASIQUES ET HOMEOMORPHISMES
PSEUDO-ANOSOV
(PAR C. BONATTI ET E. JEANDENANS)

Nous avons vu que toute classe d’équivalence d’arches d’un attracteur ou répulseur
hyperbolique est un zip. D’autre part, G. Ruas montre dans sa thése (voir [Ru]) que la
restriction d’un difféomorphisme d’une surface compacte au bassin d’attraction d’un
attracteur hyperbolique transitif est semi-conjuguée a4 un homéomorphisme pseudo-
Anosov (avec un ensemble fini de points marqués). Cette semi-conjugaison est trés
naturelle : elle consiste essentiellement & remplacer toute u-arche par un point. Ce
travail n’a jamais été publié.

Le but de cette partie est de démontrer une généralisation du résultat de Ruas :
nous considérons une piéce basique (ensemble hyperbolique saturé transitif) d’un dif-
féomorphisme de Smale f d’une surface compacte, telle que ses variétés invariantes ne
possédent pas d’impasse, ce qui revient & dire que toute classe d’équivalence d’arches
est un zip. Nous montrons que la restriction de f au domaine de la piéce basique est
semi-conjuguée & un homéomorphisme pseudo-Anosov, la semi-conjugaison consistant
essentiellement & écraser en un point toute arche et tout rectangle bordé par quatre
arches.

Dans un premier paragraphe, nous rappelons les définitions de bases concernant
les homéomorphismes pseudo-Anosov avec points marqués. Puis nous rappellerons la
notion de mesures de Margulis v* et v* transverses aux variétés invariantes d’une piéce
basique : ces mesures sont I’équivalent des mesures transverses aux feuilletages stables
et instables des homéomorphismes pseudo-Anosov. Le troisiéme paragraphe construit
la relation d’équivalence par laquelle nous quotienterons le domaine A(K) d’une piéce
basique sans impasse (K, f), et le quatriéme paragraphe montrera que le.quotient de
A(K) est une surface compacte et que f passe au quotient en un homéomorphisme
pseudo-Anosov avec points marqués.
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8.1. Rappels sur les homéomorphismes pseudo-Anosov

Définition 8.1.1. — Soit S une surface et F un feuilletage de S avec singularités
isolées. On appelle mesure transverse invariante par holonomie une mesure yu définie
sur chaque arc transverse au feuilletage et vérifiant la propriété suivante :

Soient a,8: [0,1] — S deuz arcs transverses & F, isotopes a travers des arcs
transverses dont les extrémités restent dans la méme feuille. Alors pu(a) = u(B).

Définition 8.1.2. — Soit S une surface compacte, connexe. On dit qu’un homéomor-
phisme f: S — S est un homéomorphisme pseudo-Anosov si :

1. il existe deuz feuilletages F° stable et F* instable invariants par f ayant le
méme ensemble fini de singularités ;

2. chaque singularité de F*° et F* est une selle a au moins trois séparatrices (voir
figure 1);

3. F?® et F* sont transverses (en dehors de leur lieu singulier) ;

4. F* et F“ admettent chacun une mesure transverse invariante par holonomie,
ue et pu* respectivement et il existe un réel A > 1, qu’on appelle le facteur de
dilatation de f, tel que fo(u®) = A71p® et f.(u*) = Au¥, o la mesure image
f«(u®) d’un arc a transverse a F° est défini par fou®(a) = p*(f~(a)).

On étend la notion d’homéomorphisme pseudo-Anosov en définissant les homé-
omorphismes pseudo-Anosov avec points marqués :

Définition 8.1.3. — Soit f un homéomorphisme d’une surface compacte S. Soit K un
ensemble fini invariant par f. On dit que f est un homéomorphisme pseudo-Anosov
avec les points de K marqués si f satisfait toutes les propriétés d’un homéomorphisme
pseudo-Anosouv excepté litem 2), qu’on remplace par :

2’) les feuilletages stable et instable de f admettent en tout point de K une sin-
gularité & une branche appelée épine , les autres singularités étant de type selle a au
moins trois séparatrices (voir figure 1).

Nous utiliserons dans la suite un voisinage bien choisi d’une singularité d’un homéo-
morphisme pseudo-Anosov. Voyons & présent comment le construire (voir figure 2).

Lemme 8.1.4. — Soit s une singularité ¢ n > 1 séparatrices d’'un homéomorphisme
pseudo-Anosov avec points marqués. Alors il existe g > 0 tel que, pour tout 0 < € <
€0, Ul existe un voisinage D de s ayant les propriétés suivantes :

1. Le bord de D est formé de n segments de feuilles du feuilletage instable alternés
avec n segments de feuilles du feuilletage stable,

2. Pour toute séparatrice o stable ou instable issue de s, la composante connezxe de
o N D contenant s est de mesure (instable ou stable respectivement) égale d €.
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»
>>>>\7\%

\

une selle a 3 branches

une épine

=feuille de F*
— — — - =feuille de F*

FIGURE 1. Singularités des feuilletages d’un homéomorphisme
pseudo-Anosov

Démonstration. — Notons Si,...,S, les séparatrices de F* issues de s, la numéro-
tation étant donnée par le sens direct correspondant & l'orientation de la surface et
le choix de S;. Pour tout ¢ € {1,...,n}, on note U; la séparatrice de F* issue de s
entre S; et Siy1.

Pour tout ¢, notons a; et §; les points des séparatrices S; et U; respectivement, tels
que p*([s, a;]®) = e = p*([s, Bi]*. Pour € > 0 assez petit, la feuille stable passant par
B; coupe la feuille instable passant par c; en un point o] tel que p®([as, af]) = € (de
plus la mesure instable u*([a;, 3;]°) est égale & €). De méme, on définit a; comme
Pintersection du segment de feuille instable passant par «; et du segment de feuille
stable passant par G;—1.

Le bord du disque D est l'union des segments [ ,a}]* et [af ;,a;]* (voir la
figure 2). O

Définition 8.1.5. — On dira que le voisinage D défini ci-dessus est le voisinage régulier
de s de taille €.

Remarque. — Soient R; = [—¢,¢] X [0,¢] x {i}, ¢ = 1,2,...,n, n rectangles du plan
feuilletés par les segments horizontaux et verticaux et munis des mesures transverses
invariantes dz et dy. Pour tout ¢ = 1,...,n, soit g; le difftomorphisme du segment
[—€,0] x {0} x {i} de R; sur le segment [0,e] x {0} x {i + 1} de R;y; défini par
9i(t,0,%) = (—t,0,¢ + 1). L’espace-quotient

M= (H Ri)/91,92, - Gn
=1
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FiGURE 2. Un voisinage régulier de taille € d’une singularité

est alors une surface homéomorphe & un disque de R?, feuilletée par deux feuilletages
transverses (appelés feuilletage horizontal et feuilletage vertical) admettant tous deux
une unique singularité a n séparatrices en (0,0) (qui est I'image par le passage au
quotient de ’origine de chaque rectangle R;) et munis de deux mesures transverses
invariantes par holonomie que nous noterons dz et dy (voir la figure 3).

Dans le cas ou n = 2, le point «singulier» (0,0) a deux séparatrices stables et
deux instables, ce qui revient & dire que ce point n’est pas singulier. Nous ne pourrons
cependant pas exclure ce cas.

FIGURE 3. Modéle de taille € d’une singularité & 3 séparatrices

Définition 8.1.6. — Le disque M muni des deux feuilletages (horizontal et vertical)
et de leur mesure transverse (dy et dx, respectivement) s’appellera modéle de taille €
d’une singularité ¢ n séparatrices.

On vérifie facilement qu’un voisinage de taille € est homéomorphe au modéle de
taille € :
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Lemme 8.1.7. — Soit s une singularité a k séparatrices d’un homéomorphisme pseudo-
Anosov. Soit D un voisinage de s de taille £, et notons M le modéle de taille € d’une
singularité a k séparatrices. Alors il eriste un homéomorphisme h de D dans M
préservant l'orientation, les deuz feuilletages transverses et les mesures transverses
invariantes par holonomie.

8.2. Mesures de Margulis

Ce paragraphe a pour but de construire les mesures de Margulis v* et v*, trans-
verses aux variétés stables ou instables d’une piéce basique. Ces mesures sont classi-
quement contruites dans le cadre de champs de vecteurs de type Anosov (voir [Mar];
c’est pourquoi nous en rappelons briévement la construction ici pour les variétés in-
variantes d’une piéce basique d’un difféomorphisme d’une surface compacte.

Proposition 8.2.1. — Soit K une piéce basique (non-réduite & une orbite périodique)
d’un difféomorphisme de Smale d’une surface compacte. Alors W*(K) posséde une
mesure transverse invariante par holonomie, appelée mesure de Margulis instable et
notée v*, vérifiant les propriétés suivantes :
1. La mesure de tout segment o transverse ¢ W*(K) est strictement positive si et
seulement si lintérieur de o rencontre W*(K) ;

2. il existe une constante A > 1 telle que, pour tout segment o transverse a W*(K),
on ait v*(f~1(0)) = X - v¥(0).

Remarque. — Voici deux résultats classiques que nous ne redémontrerons pas ici car
nous ne les utiliserons pas.

1. La mesure v* est unique & multiplication prés par une constante, et A est unique.

2. On définit de méme la mesure v° transverse & W*(K). Alors le produit »*® - v*
défini sur la surface S une mesure invariante par f; cette mesure est ergodique,
et ’entropie de f pour cette mesure est égale a ’entropie topologique.

Idée de la démonstration de la proposition. — On a vu qu’une piéce basique K qui
n’est ni un attracteur ni un répulseur posséde une partition de Markov génératrice
dont les rectangles R; sont deux & deux disjoints. Nous allons définir la mesure v* sur
les segments horizontaux des R; comme limite d’une suite de mesures.

Notons A = (a; ;) la matrice de M, (R) dont le coefficient a; ; est le nombre de
composantes connexes d’intersection de f(R;) N R;

Soit m; la mesure supposée des segments horizontaux de R;. Pour vérifier les pro-
priétés désirées, la mesure devra vérifier m; = A7! - > @i - mj. On choisit donc
pour A 'unique valeur propre de A dont le vecteur propre a toutes ses coordonnées
positives : d’apreés le théoréme de Peron-Frobenius, A est la plus grande valeur propre
réelle. On note donc m; la i™ coordonnée du vecteur propre de la transposée tA de
valeur propre \.
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Notons I; le quotient de R; par le feuilletage vertical : le segment I; s’identifie aux
segments horizontaux de R;, c’est sur ces segments que l'on va définir v*.

Choisissons une mesure vy sur I’'union des I; dans la classe de la mesure de Lebesgue,
et telle que la mesure de I; pour vy soit m;. On note v; la mesure dont le support est
I'union des segments de I; correspondant aux composantes connexes de R; U f(R;);
sur chacune des composantes la mesure a une densité constante par rapport a vy, de
facon que la mesure de cette composante soit A=! - m;. Ainsi vy (I;) = vo(lo) = m;.
On définit v, comme étant la mesure de support égale & ’'union des intervalles de I;
correspondant & une composante d’intersection de R; avec f*(R;), v, étant de densité
constante par rapport & vp sur chacun de ses intervalles, et de mesure A™" - m;. On
vérifie que la suite des mesures v, ainsi construites converge faiblement vers une
mesure v*, qui vérifie alors les propriétés annoncées.

Dans le cas ou K est un attracteur ou un répulseur hyperbolique, les rectangles
d’une partition de Markov ne sont pas disjoints mais peuvent éventuellement s’inter-
secter le long d’un segment de leur bord. La construction des mesures de Margulis est
identique & ci-dessus, en remarquant que ces intersections sont de mesure nulle. [

Corollaire 8.2.2. — Pour tout segment o = [a,b] transverse ¢ W*(K) , la fonction

z — v*([a,z] est continue sur o et constante sur les intervalles d’intérieur disjoint
de W*(K).

8.3. Semi-conjugaison d’une piéce basique sans impasse & un homéomor-
phisme pseudo-Anosov

Dans tout ce chapitre, on considére une piéce basique K (ensemble saturé transitif)
qui ne posséde pas d’impasse (voir la définition 2.4.7). On a vu qu’alors les séparatrices
de type bord portent toutes un zip (voir définition 2.3.2). Nous allons refermer les
zips : un homéomorphisme pseudo-Anosov apparait! Plus précisément, nous allons
écraser chaque arche et chaque rectangle bordé d’arches. Nous montrerons que le
quotient du domaine A(K) (voir la définition 3.2.1) est alors une surface compacte et
que f passe au quotient en un homéomorphisme pseudo-Anosov. C’est ce qu’énonce
le théoréme suivant :

Théoréme 8.3.1. —  Soit f un difféomorphisme de Smale d’une surface compacte
orientée S, soit K une piéce basique et A(K) son domaine.

Supposons qu’il n’existe pas d’impasse associée & K. Alors il existe une surface com-
pacte §, un homéomorphisme pseudo-Anosov avec points marqués ® de S et une
application continue surjective m de A(K) sur S tels que :

7o f|am)y=Rom.

De plus la semi-conjugaison 7 est injective sur les orbites périodiques sauf sur celles
de type bord (qui sont en nombre fini).
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Le reste de ce paragraphe est consacré a la définition de la relation d’équivalence
par laquelle nous quotienterons le domaine A(K).

Remarque. — Comme K est transitif, K ne contient pas de point périodique double-
bord (item (7) de la proposition 2.1.1). Par hypothése, K ne posséde pas d’impasse;
nous avons vu que toute classe d’équivalence d’arche est un zip (non-dégénéré) : si
W, et W, sont deux séparatrices distinctes de type bord, de méme nature (stable ou
instable) telles qu'’il existe une arche ayant une extrémité sur W, et Pautre sur Ws,
alors toute arche ayant une extrémité sur W; a son autre extrémité sur Wa.

Définition 8.3.2. — On dira que deuzx séparatrices Wy et Wy de type bord et de méme
nature (stable ou instable) sont voisines s’il existe une arche ayant une extrémité sur
Wi et UVautre sur Ws.

Deuz points périodiques bords p; et ps seront dit voisins si (au moins) une sépara-
trice de p; est voisine d’une séparatrice de ps.

Remarques
1. Un point périodique de type bord (ou coin) a au plus deux voisins.

2. Si I’'un des voisins de p est égal & p alors p est son seul voisin.

3. Les voisins de p peuvent étre confondus.

Définition 8.3.3. — Nous appellerons cycle (ce nom sera justifié par le lemme 8.3.4)
tout ensemble non vide C de points périodiques de type bord vérifiant les propriétés
sutvantes :

1. Sip appartient 6 C, ses voisins aussi.

2. Pour tout couple (p,q) d’éléments de C, il existe une chaine {p = po,p1, ...,
Dr = q} permettant de passer de p d q par relation de voisinage, chaque p;y1
étant voisin de p; pour i =0,1,..,k — 1.

Remarques
1. Les cycles sont les classes d’équivalence de la relation d’équivalence obtenue par
saturation de la relation de voisinage.

2. Un cycle est un ensemble fini de points périodiques.

Considérons le graphe G défini de la fagon suivante : les sommets de G sont les
points périodiques de type bord de K, les arétes sont les paires de séparatrices (de
type bord) voisines. Une aréte {W;, W>} joint les points p; et py si W est issue de
;1 (resp. p2) et si W, est issue de py (resp.p1). Remarquons que les composantes
connexes du graphes correspondent aux cycles définis ci-dessus : deux points pério-
diques appartiennent au méme cycle C si et seulement s’ils sont deux sommets d’une
méme composante connexe de G.
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Nous allons orienter les arétes de G (en d’autres termes ordonner les paires de sépara-
trices voisines) de la maniére suivante : munissons toute séparatrice de type bord de
Porientation qui fuit le point périodique ; d’apres 'item (4) du corollaire 2.4.3, toute
arche coupe suivant la méme orientation les séparatrices sur lesquelles elle s’appuie.
On oriente donc les arches de fagon qu’un vecteur porté positivement par la sépara-
trice suivi d’un vecteur porté positivement par I’arche forment une base directe de la
surface orientée S. Une aréte joignant p; & ps et correspondant a la paire {Wy, Wa}
(W; issue de p;) sera orientée de p; & ps si une arche appuyée sur W; et Wy va de W,
a Ws.

orientation de l’aréte
correspondant a{W,W,}

orientation d’une arche R
joignant W1 a Wa \

FIGURE 4. Orientation des arétes du graphe G

Lemme 8.3.4. —  Toute composante connexe de G est homéomorphe & un cercle.
Les arétes orientées comme ci-dessus le sont de fagon compatible et induisent une
orientation sur chacun des cercles.

Démonstration. — De tout sommet partent exactement deux arétes et toute aréte
joint exactement deux sommets. Ceci prouve que toute composante connexe est un
cercle. Les deux séparatrices de chaque point périodique sont munies de ’orientation
fuyant leur origine donc les arches portées par 'une des séparatrices y arrivent et les

arches portées par l'autre en partent. Ceci termine la démonstration. O
Lemme 8.3.5. — Dans un cycle, le nombre de points périodiques coins est pair.
Démonstration. — Les arétes du cercle correspondent & des paires de séparatrices de

meéme nature (stable ou instable) donc il y a un nombre pair de séparatrices stables
et un nombre pair de séparatrices instables, ce qui n’est pas le cas si le nombre de
coins est impair (voir la figure 5). O

Remarque. — Comme toute classe d’équivalence d’arches de K est un zip, il n’existe
pas d’arche extrémale dans A(K). En particulier, K ne posséde pas de chaine infinie
d’arches. De la proposition 3.1.2 et de la construction du domaine A(K), on déduit
que toute composante connexe de A(K) \ §(K) est un demi-plan dont le bord dans
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FIGURE 5. un cycle & 2 coins + 2 s-bords + 1 u-bord

A(K) est égal a I’'union d’un point périodique coin et de ses deux séparatrices libres.
De plus, toute courbe formée d’un point périodique coin p et de ses séparatrices
libres est le bord d’une composante connexe de A(K) \ 6(K). Enfin la piéce basique
étant non-triviale, elle ne posséde pas de double-bord : un point coin p de K n’est
coin que dans I'un de ses secteurs, et il ne correspond qu’a une seule composante de
A(K) \ 6(K)) que 'on notera C(p).

Définition 8.3.6. —  Soit C un cycle. Nous noterons P(C) l'union du cycle, des
séparatrices libres issues d’un point du cycle et des composantes connezes C(p) de
A(K) \ §(K) pour chaque point périodigue coin p du cycle.

Remarque. — P(C) est un fermé de A(K). En effet, les séparatrices libres sont
fermées dans A(K) (voir lemme 2.5.1) et la proposition 3.1.2 montre que ’adhérence
dans A(K) d’une composante C(p) est 'union de C(p), du point p et de ses deux
séparatrices libres : P(C) est donc une union finie de fermés.
Lemme 8.3.7. — Considérons les quatre familles de parties de A(K) suivantes :

1. les singletons {z € K, = non bord },

2. les rectangles minimauz (dont le bord est constitué de deuzx arches stables et de
deuz arches instables),

3. les arches incluses dans une variété invariante non bord,

4. les ensembles P(C).
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L’ensemble de toutes ces parties forment une partition de A(K) qui est invariante
par f.

Démonstration. — Deux telles parties sont disjointes ou confondues, et chacune de
ces famille est invariante par f : nous devons juste montrer que tout point de A(K)
est dans 'union de toutes ces parties.

On a vu que toute composante connexe de A(K) \ 6(K) est incluse dans I'un des
P(C). De plus, §(K) est 'union de W*(K)UW*(K) et de 'union des disques bordés
d’arches.

De plus, comme toute classe d’équivalence d’arches est un zip, tout disque bordé
d’arches est un rectangle et appartient donc & la deuxiéme famille de parties. Par
ailleurs, W#(K)UW™*(K) se décompose en I’'union de I’ensemble des points de K non
isolés dans K, qui est exactement la premiére famille, de ’ensemble des séparatrices
libres (elles sont incluses dans |J.,.;., (P (C)) par définition) et de I’ensemble des arches.
Ces derniéres sont de deux sortes : les arches non isolées, qui forment les éléments
de la troisiéme famille de parties, et les arches incluses dans le bord d’un polygone,
qui ne peut étre qu’un rectangle minimal (deuxiéme famille) comme on I’a vu plus
haut. O

Définition 8.3.8. — Nous appellerons R la relation d’équivalence dont les classes sont
les parties de U appartenant a 'une ou l'autre des quatre familles ci-dessus.

Le théoréme 8.3.1 est impliqué par la proposition suivante.

Proposition 8.3.9. — Le quotient S de A(K) par la relation d’équivalence R est une
surface séparée compacte. Le difféomorphisme C*-structurellement stable f passe au
quotient en un homéomorphisme de S. La variété stable de K et sa variété instable
passent au quotient en deux feuilletages invariants de S transverses l'un a lautre. Ils
ont méme ensemble fini de singularités qui sont soit des épines, soit homéomorphes
a des selles a au moins trois séparatrices.

Les deux feuilletages invariants admettent chacun une mesure transverse invariante
par holonomie et il existe un réel \ strictement plus grand que 1 tel que f.(u®) = A\ 1p?

et fu(p*) ="

8.4. Implosion des trous et des intervalles

Pour prouver que le quotient S de A(K) par la relation R est une surface munie de
deux feuilletages transverses, nous allons exhiber une carte feuilletée au voisinage de
chacun de ses points. La difficulté principale concerne les points de S correspondant
aux cycles de K.

Nous considérons donc d’abord les rectangles minimaux, les arches et les points de
K qui ne sont pas de type bord, i.e. les classes d’équivalence qui ne sont pas des P(C).
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Lemme 8.4.1. — Soit v une classe d’équivalence qui n’est pas de type P(C). Il existe
alors une base de voisinages de v par des rectangles.

Démonstration. — Si ~y est un point de K non isolé, la propriété de produit local
donne le résultat. Si v est une arche non bord, elle admet un itéré «' (positif si
est stable, négatif sinon) de taille assez petite pour que la propriété de produit local
permette de conclure.

Supposons que 7y soit un rectangle minimal (c’est-a-dire bordé par quatre arches)
et soit U un voisinage de . Soient a,b,c,d les quatre arches formant le bord de .
Comme K ne posséde pas de double-bord, il existe des arches a, Z,Eet d disjointes de
v , contenues dans U, et aussi proches que ’on veut de a, b, c et d. On construit alors
facilement un rectangle inclus dans U et contenant v dans son intérieur, & 1’aide de
la structure de produit local aux sommets de -y et des arches ay, by, ¢, €t d,, pour n
assez grand. (voir la figure 6). O

[T

1T
o

IR

ey

o

2

o
oY

T
1L
U

d
FIGURE 6. Rectangles voisinages des points «réguliers» de S

Remarque. — Aucun segment de variété stable ou instable de K n’est isolé des
deux cotés (par hypothése de transitivité) donc nous pouvons choisir les rectangles
voisinages de v avec leur bord non isolé du c6té intérieur. L’intérieur d’un tel rectangle
est alors un ouvert saturé pour la relation d’équivalence.

Lemme 8.4.2. — Soit O lintérieur d’un rectangle dont chaque cété du bord est non
1solé dans O. Le quotient de O par la relation d’équivalence R est homéomorphe ¢ un
rectangle ]ay, az[x]b1, bo[ du plan.

De plus, la lamination de O par les segments de variétés stables de W*(K) N O
a pour image le feuilletage du rectangle par les horizontales, et la lamination induite
par W¥(K) N O a pour image le feuilletage par les verticales.
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Enfin, la mesure de Margulis v° passe au quotient en la mesure dt et la mesure v*
induit la mesure ds, ou (s,t) sont les coordonnées canoniques de R?.

Démonstration. — D’aprés la définition de rectangle, il existe des coordonnées (s,t) €
[~1,1]? sur le rectangle fermé O, telles que les segments stables soient des segments
horizontaux [—1,1] x {t} et que les segments instables soient des segments verticaux.
Soient v° et v* les mesures de Margulis associées & (K, f). La mesure v*® est définie
sur les segments transverses & W*(K) et est invariante par holonomie. On en déduit
que 'intégrale de »* sur un segment {s} x [0,¢] est indépendante de s : on la notera
fot dv*. On définit de méme [ dv* comme intégrale de v* sur un segment [0, 5] x {¢}.

Définissons alors ’application (11,12) de O dans le rectangle ]a;, az[x]b1, b2[, ou
as = fol dve, a; = —ffl dus, bs = fol dvt et by = — f21 dv*. Soit m € O de coordon-
nées (s,t) :

(1, 9)(m) = (¢ /0 Cdvt /0 dv®)

avec e =+ si s > 0, = — sinon, et n = + si t > 0, n = — sinon.

D’aprés le corollaire 8.2.2, les applications t; sont continues. De plus, la mesure
v*(I) d’un intervalle vertical I est non-nulle si et seulement si I'intérieur de I rencontre
We(K).

En particulier, si a est une arche instable, son intérieur est disjoint de W?*(K),
donc la mesure stable de a est nulle, et son image par (11,15) est réduite & un point.
De méme, la mesure instable d’une arche stable est nulle. On montre de méme que
Pimage par (i1, %2) d’un rectangle minimal est un point.

Voyons maintenant que 'image réciproque par (¢1,2) de tout point du rectangle
lai,a2[x]b1, ba[ est une classe d’équivalence. Soient p et ¢ deux points de O de co-
ordonnées (s,t) et (r,y) respectivement. Si p et ¢ ont méme image par (11,12), on

a:
s T t Y

/dV":/ du“et/dus:/ dv®.
0 0 0 0

Or [; dv¥— [y dv* = [ dv* = 0 représente l'intégrale de v* sur le segment horizontal
[z,s] x {t}. I est donc d’intérieur disjoint de W*(K). De méme, le segment vertical
{y} % [y,t] est d’intérieur disjoint de W*(K). Ces deux segments mis bout & bout
forment un chemin joignant p & ¢ sans couper W*(K) U W*(K). On en déduit que
les points p et q appartiennent tous deux a4 une méme arche stable ou instable ou &
un méme rectangle minimal.

Par conséquent, Papplication (1,12) passe au quotient par la relation d’équiva-
lence R en une application (¥, ¥5) continue et bijective de O/R dans Jay, az[%x]b1, b2[.
Cette application est ouverte car 'image par (11,%2) d’un ouvert saturé de O est un
ouvert du rectangle. L’application (¥, ¥5) est bien un homéomorphisme, la preuve
du lemme est compléte. O
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8.5. Construction d’un voisinage d’un cycle

Considérons & présent une classe d’équivalence de type P(C). Notre but est de
montrer que si C est un cycle a r éléments, composé de 2n coins, p u-bords et g s-
bords, alors la classe d’équivalence P(C) posséde un voisinage saturé pour la relation
R et dont le quotient par R est un disque muni de deux feuilletages transverses
possédant une singularité a n + p + g séparatrices admise pour un homéomorphisme
pseudo-Anosov.

Dans ce paragraphe, nous allons construire un voisinage saturé convenable de P(C)
et le prochain paragraphe considérera le quotient de ce voisinage par R.

Les séparatrices non-bord issues d’un point périodique bord de C ainsi que les
domaines des zips associés & C auront comme image les séparatrices issues du point
singulier image de P(C). Voyons qu’ils sont munis d’un ordre cyclique naturel, ce qui
nous permettra de les numéroter.

Rappelons que le cycle C correspond & une composante connexe p du graphe G
dont les sommets sont les points périodiques bords et dont les arétes sont les paires
de séparatrices voisines. On a vu que p est un cercle naturellement orienté. Nous dirons
qu’une aréte de p est stable si elle correspond & une paire de séparatrices stables ; on
parlera de méme d’arétes instables.

De plus, un point périodique p de C n’est pas un coin si et seulement si le sommet
de p qui lui correspond est commun & deux arétes de méme nature, stable ou instable.
Dans ce cas, il posséde une séparatrice non-bord, qui est de nature (instable ou stable)
différente des arétes dont p est le sommet commun.

Considérons le graphe p’ obtenu a partir de p de la fagon suivante : on considére
d’abord le graphe dual de p, en remplagant les points par des arétes et réciproquement :
c’est encore topologiquement un cercle. Ses sommets correspondent aux paires de
séparatrices voisines. Une aréte a de ce graphe dual est orientée de I’aréte entrant dans
le sommet de p correspondant & a vers I’aréte sortant de ce sommet. Pour obtenir p’,
on compléte ce graphe (en gardant son orientation) en lui ajoutant un sommet entre
deux sommets successifs provenant d’arétes de méme nature : ce sommet correspond
4 la séparatrice non-bord du point périodique commun & ces deux arétes de p.

Un sommet de p’ correspond donc ou bien & une séparatrice non-bord ou bien a
une paire de séparatrices voisines de C. De plus, la nature (stable ou instable) de ces
séparatrices ou paire de séparatrices est alternée sur p'.

Remarquons enfin que les paires de séparatrices stables voisines correspondent aux
zips instables (voir la définition 2.3.2). Cependant, nous appellerons nature, stable ou
instable, d’'un sommet de p’ la nature de la séparatrice ou de la paire de séparatrices
qui lui est associée.

Lemme 8.5.1. — Si C est un cycle a 2n coins, p u-bords et q s-bords, alors le graphe
p' comporte n + p + q sommets stables alternés avec autant de sommets instables.
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s-bord =po 1 = s-bord
coin=ps3 ps = coin
P4 = u-bord le graphe p'

® = points du graphe dual de p

le graphe p ® = points corespondant aux séparatrices
du cycle de la figure 9.5 non-bord et non-libres

FIGURE 7. Les cercles p et p

Démonstration. — Comptons les séparatrices ou paires de séparatrices stables.

Les p points périodiques de type u-bord donnent exactement p séparatrices stables
non-bord. Aux 2n coins sont associées 2n séparatrices stables bord (donc faisant par-
tie de zips) et aux ¢ points périodiques s-bords, 2¢ séparatrices stables bord. Ces
séparatrices forment 1/2(2n + 2q) paires de séparatrices stables voisines, d’ou le ré-
sultat. O

Notation : Choisissons arbitrairement un sommet stable de p' et notons le S;. On
notera S1, Ui, ..., Sntptqs Untptq les sommets de p’ pris dans leur ordre d’apparition
quand on décrit le cercle orienté p'. Remarquons que les S; correspondent aux sommets
stables et les U; aux sommets instables.

Définition 8.5.2
1. Soit p un point périodique bord de K. On appellera secteur de p tout rectangle
(non dégénéré) R admettant p comme sommet.

2. Un secteur a exactement un coté stable et un coté instable d’origine p. Munissons
ces cotés de lorientation fuyant p. Si la base formée par le vecteur tangent en
p au coté stable suivi du vecteur tangent en p au coté instable est directe, nous
dirons que R est un secteur droit. Sinon, R sera appelé secteur gauche (voir

figure 8).

3. Deux secteurs de p seront dits adjacents s’ils ont un coté commun, et si leur
intersection est réduite @ ce cOté.

Remarque. — Avec la numérotation des sommets du graphe p', soit ¢ I'indice de la
séparatrice ou paire de séparatrices U; contenant le coté instable de R issu de p. Alors
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un secteur gauche )

un coin q

d’ int ps-bord .
un posnt ps-oon ayant un secteur droit

FIGURE 8. Secteurs des points périodiques bord

le coté stable de R issu de p peut étre contenu dans S; ou dans S; ;. Dans le premier
cas le secteur R est droit, dans le second cas il est gauche.

La structure de produit local de K et la finitude de ’ensemble des points pério-
diques bord permettent de montrer :

Lemme 8.5.3. — On peut associer & tout point périodique coin p de K un secteur,
noté D, ou G suivant qu’il est droit ou gauche, et a tout point périodique bord p (non
coin) de K deuz secteurs adjacents, un droit D, et un gauche G, de fagon que deuz
secteurs distincts non disjoints soient associés au méme point p et soient adjacents.

Remarque. — Comme la mesure v®* de Margulis est non nulle sur tout segment
instable rencontrant W#(K) dans son intérieur, pour tout point p périodique et tout
point ¢ € W¥(p) N K différent de p, la mesure du segment [p,g]* est strictement
positive : en particulier, la mesure stable d’un c6té instable d’un secteur R, est non
nulle. De méme, la mesure instable d’un c6té stable d’'un R, est non nulle.

Nous noterons (yp > 0 le minimum de I’ensemble de ces mesures stables et instables.

Lemme 8.5.4. — Soit p un point périodique de K et W* une séparatrice non libre
issue de p. Alors,

1. Pour tout r > 0, il existe ¢ € W* N K tel que v¥([p,z]°) = r. Ce point est
unique (et alors noté x(W?,r)) si et seulement s’il n’est pas lextrémité d’une s-
arche. Dans le cas contraire, les extrémités de cette s-arche sont les seuls points
répondant G la question. On notera x(W*,r) celui des deuz qui est le plus proche
de p sur W*.
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2. Si W? et W3 sont deux séparatrices voisines de points périodiques p1 et pa,
alors, pour tout r > 0, les points £(WF,r) et x(W3$,r) sont les extrémités d’une
méme u-arche.

On définit de méme le point x(W*™,r) pour toute séparatrice non-libre instable W*.

Démonstration. — L’item 1) est une conséquence directe du fait que v* induit une
mesure positive sur W?, de support égal &8 W* N K, et ne charge pas les singletons.
L’item 2) est conséquence de I'invariance de v* par holonomie, et du fait que les
séparatrices voisines portent un zip : si z € W et y € W3 sont les extrémités d’une
méme u-arche alors les mesures des segments [p1, z]® et [p2,y]° sont égales. O

Définition 8.5.5. — Pour tout { < (o, un (-secteur d’un point périodique p sera un
secteur dont les cotés d’origine p ont comme autre extrémité les points ©(W*,() et
z(W*, ().

Remarque. — Soit ¢ < {p. Un point périodique coin a exactement un {-secteur et un
point périodique bord non coin deux (-secteurs (qui sont adjacents).

Nous pouvons maintenant utiliser la numérotation des séparatrices ou paires de
séparatrices d’un cycle pour attribuer un indice & tous les {-secteurs des éléments de
ce cycle. En général dans la suite, nous oublierons la dépendance en ¢ pour alléger les
notations, quitte & la réintroduire quand ce sera nécessaire.

Remarques et notations
1. Pour chaque U, il existe deux (-secteurs dont le c6té instable soit inclus dans
U,. De plus, 'un est droit et I’autre gauche, nous désignerons par D; le premier
et G; le second.

2. Soit D; un secteur droit d’un élément du cycle. D’aprés le lemme 8.5.4, si S;
est une paire de séparatrices, les secteurs D; et G;—; ne sont pas adjacents.
Cependant, ’extrémité du coté stable de D; inclus dans S; est sur la méme
arche instable que le point analogue de G;—;. Nous appellerons cette arche A;.

De méme, si U; est une paire de séparatrices, nous appellerons B; ’arche
stable joignant les extrémités des cotés instables, inclus dans U;, des (-secteurs
D; et G;.

Lemme 8.5.6. — Appelons cotés extérieurs d’un secteur ses deuz cbtés ne contenant
pas le point périodique.

1. Soit C un cycle. L’union des cotés extérieurs des secteurs des éléments de C,
des arches stables A; et des arches instables B; forme une courbe simple fermée
qu’on appellera v(C).

2. Les courbes v(C) sont deuz & deux disjointes.
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Démonstration. — Le premier item est clair d’aprés la définition des secteurs et la
remarque précédant ce lemme. Le fait que les secteurs soient disjoints ou adjacents et
que deux arches non disjointes soient confondues donnent I'item 2). a

Nous allons montrer que la courbe (C) borde un voisinage saturé de P(C). Ce
voisinage sera formé de P(C), des secteurs et de «demi-zips» (voir la figure 9) que
nous allons définir & présent.

Soit S; une paire de séparatrices voisines stables qui portent un zip instable. Rap-
pelons que le domaine du zip est I'image d’une immersion injective de R x [0, 1] ou
limage de R x {0, 1} est S;. L’arche A; coupe le domaine du zip en deux composantes
connexes.

Définition 8.5.7. — Appelons demi-zips (de taille () et notons S; l'union de A; et de
la composante du domaine du zip privé de A; qui contient les deuzx intervalles de S;
qui joignent les extrémités de A; auz points périodiques de S;.

On définit de méme les demi-zips U;.

z tel que v*([p,z])° = ¢

arche A;

FIGURE 9. Un demi-zip de taille ¢

Lemme 8.5.8. — L’union du demi-zip S; et des deuz séparatrices instables libres issues
des points périodiques de S; est fermée dans le domaine A(K).

Démonstration. — Notons q la période des séparatrices et remarquons que ’arche
f2(A;) est contenue dans S;. Nous pouvons donc considérer le rectangle r bordé par
A;i, f1(A;) et les deux segments stables qui joignent leurs extrémités. Remarquons
que le demi-zip S; est I'union de tous les itérés positifs de r par f9. Le lemme est alors
une conséquence directe du corollaire 2.5.4. O

Nous sommes & présent en mesure de définir les voisinages saturés de P(C) que
NOUS aVOns annonces.
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Lemme 8.5.9. — Pour tout ¢ €]0, (o[, la courbe v(C,() sépare A(K) en deux com-
posantes connexes. La composante conneze de A(K) \ v(C,() qui contient C est un
voisinage saturé pour R de P(C), que l'on notera V(C,().

Les V(C,£), pour £ < (o, forment une base de voisinages ouverts de C pour les
voisinages saturés : si V est un voisinage saturé de C, il contient un V(C,£).

Démonstration. — Soit ¢ < (o. Nous allons montrer que O = P(C) U |J;(D; U G; U
Si UU;) \ 7(C) est un ouvert fermé connexe de A(K) \ v(C), saturé pour R.

Les secteurs D; et G; sont compacts et en nombre fini. On a vu que P(C) est fermé
dans A(K), le lemme 8.5.8 assure que les demi-zips ont leur adhérence (comme partie
de A(K)) incluse dans P(C). L’union P(C) UJ,(D; U G; US; UlY;) est donc fermée
dans A(K), aussi O est-il fermé dans A(K) \ y(C).

Par construction, | J,(D; UG; US; UlY;) \ 7(C) est connexe. Par contre P(C) ne Dest
pas a priori, mais chacune de ses composantes connexes contient un point périodique
bord, qui appartient aussi aux c6tés non extérieurs d’un G; ou d’un D;. Donc O est
connexe.

Voyons que O est ouvert : la difficulté réside aux points périodiques bords et aux
séparatrices libres qui en partent. Soit p un point périodique élément de C. On se
convainc facilement que tout point proche de p est soit dans un secteur, soit dans
P(C), soit dans le domaine d’un demi-zip. Ceci montre que O est un voisinage de p
(voir la figure 10).

demi zip

secteur

P(C)

demi zip

FIGURE 10. O est un voisinage de p

Soit W une séparatrice libre de p, instable pour se fixer les idées. L’intersection
d’un voisinage de p dans O avec 'union de P(C) et des demi-zips instables (portés par
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des séparatrices stables) donne un voisinage U inclus dans O de tout point de W assez
proche de p (voir la figure 10). Comme les demi-zips instables et P(C') sont invariants
par f? (ou g désigne la période de p), les itérés positifs par f¢ de U fournissent des
voisinages de tout point de W.

Il reste & montrer que 'ouvert O est saturé. Pour cela, rappelons que, dans la
définition des (-secteurs, nous avons choisi leurs c6tés extérieurs non isolés en tant
que variété stable ou instable dans le secteur (voir le choix des points z(W?*(p), (),
z(W*(p),()). On en déduit que l'intérieur des secteurs est saturé. Pour la méme
raison, les demi-zips privés de l’arche A4; ou B; (qui est précisément leur intersection
avec v(C)) sont saturés. Enfin, P(C) est saturé par définition. L’ouvert O est I'union
de ces parties saturées.

Montrons maintenant que, si V est un voisinage saturé de P(C), il existe { tel que
V contienne V(C,{). Les points périodiques bords n’appartiennent pas au bord de V
et ils ne sont pas isolés dans K sur leurs séparatrices non libres. Il existe donc ¢ > 0
tel que, pour chaque point périodique p, les (-secteurs de p sont inclus dans V. Le
saturé de ’'union de ces secteurs est exactement I’adhérence dans A(K) de V(C,¢). O

8.6. Implosion des trous et des intervalles au voisinage d’un cycle

Lemme 8.6.1. — Soit C un cycle d 2n coins, p u-bords et q s-bords. Soit M un modéle
de taille ¢ d’une singularité 4 n + p + q séparatrices.
Il existe une application g de V(C,() sur M vérifiant les propriétés suivantes :

1. g est une surjection continue;
2. g(P(C)) est lorigine du modéle M ;

3. limage par g de tout segment de variété stable est inclus dans une feuille du
feuilletage horizontal et toute feuille du feuilletage horizontal est l’image par
g d’un ou de deuz segment(s) stable(s). Idem pour les segments instables et le
feuilletage vertical ;

4. la mesure-image de la mesure de Margulis v* est la mesure transverse au feuille-
tage horizontal dy : si a est un segment transverse au feuilletage horizontal,
dy(a) est égal a v*(971(a)). Idem v® et dx ;

5. limage réciprogue par g de tout point de M est une classe d’équivalence de R
et g passe au quotient en un homéomorphisme de V(C,{)/R sur M.

Démonstration. — Nous allons définir par morceaux ’application g (selon que le point
m appartient & un secteur, & un demi-zip ou & P(C)) et montrer que la définition
est cohérente sur le bord de ces morceaux, avant de vérifier que g induit bien un
homéomorphisme sur le quotient. La figure 11 illustre cette preuve.

On définit g sur P(C) comme I’application constante sur ’origine de M.
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e

FIGURE 11. Au voisinage d’un cycle

Appelons A; le secteur [0,([2>x {i} de M, a; son c6té [0,([x {0,i} et 7;, son coté
{0} x [0,¢[x {i}. Nous noterons I'; le secteur | — ¢,0] x [0,{[x {¢}.

A tout élément du cycle C, nous avons associé un secteur D; ou G;. rappelons que
ces secteurs sont des rectangles. On peut donc choisir des coordonnées sur ces rec-
tangles de facon que les segments stables soient horizontaux et les instables verticaux
et que le point périodique de D; soit le coin (0, 0). Pour tout m de coordonnées (z, y)
appartenant & D;, on notera foz dv* et foy dv® les mesures pour v* et v® respective-
ment des segments de coordonnées [0,z] x {y} et {z} x [0,y]. Nous définissons g de

D; dans A; par :
z y
m—> (/ dl/",/ dv®,i).
0 0

De méme que dans la démonstration du lemme 8.4.2, on montre que g ainsi défini
est une surjection continue telle que I'image inverse de tout point par g est une classe
d’équivalence de R.

De fagon semblable, I’application g est définie de G; dans T'; par :

z y
mr—» (—/ dz/“,/ dv®,1).
0 0

Ainsi avons-nous envoyé tout point périodique bord en l’origine du modéle. De
plus, remarquons que si D; et G; sont des secteurs adjacents, les deux définitions de g
coincident sur leur c6té commun. Si G; et D;; sont adjacents, sur leur c6té commun,
les deux définitions de g sont les mémes car le point (—z,0) x {i} est égal dans M au
point (z,0) x {i + 1}.
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Reste & définir g sur les demi-zips privés de ’arche A; ou B,;.

Envoyons le demi-zip S; \ {A4;} sur I'intervalle semi-ouvert o; : Soit p le point pério-
dique du secteur D; (ayant un coté commun avec S; \ {4;}). Pour tout m appartenant
a S;\ {4}, soit ¢(m) un segment joignant m a la séparatrice stable de S; \ {A;} issue
de p. Si m appartient & une arche instable, on appelle m' extrémité de cette arche
appartenant & la séparatrice stable de p. Dans le cas contraire, m appartient & un
rectangle minimal et on choisit pour m' un point quelconque de ’arche stable du
bord de ce rectangle incluse dans la séparatrice stable de p.

Définissons g du demi-zip sur ¢; par :

g(m) = (Vu([pv m']S,O,i).
Comme v* est & support dans K, cette définition ne dépend pas du choix de m'. De
plus, elle coincide avec la définition précédente de g sur D;.

Soit P le point périodique du secteur G;_1, qui a un coté stable dans une séparatrice
du demi-zip S;. Soit m un point de ce coté stable. En tant que point de S;, on lui
a associé un point m' appartenant 3 la séparatrice stable issue de p. En utilisant le
fait que la mesure de Margulis v* est invariante par holonomie, on montre que les
segments [p,m]* et [p,m']° ont méme mesure instable. On en déduit que les deux
valeurs de g en m sont égales dans M.

On définit de la méme maniére g du demi-zip U; \ {B;} dans l'intervalle 7; et cette
définition est compatible avec la définition de g sur les c6tés inclus dans U; des secteurs
D; et G;.

Par construction, g vérifie les quatre premiers items et de méme que dans le
lemme 8.4.2, 'image réciproque d’un point de M est une classe d’équivalence.

L’application passe donc au quotient en une bijection continue. Pour étre un homéo-
morphisme, il lui faut encore étre ouverte. Remarquons qu’en toute classe d’équiva-
lence, nous avons exhibé une base de voisinages ouverts dans V(C,{ qui sont saturés.
Ce sont soit des rectangles privés de leur bord, soit des V(C,£) avec 0 < £ < (. L’image

par g de tels ouverts saturés sont des ouverts de M, ce qui conclut.
0O

Lemme 8.6.2. — Le quotient S du domaine A(K) de la piéce basique K par la relation
d’équivalence R est une surface séparée.

Démonstration. — Soient et y deux points de S. Ils se relévent dans A(K) en
deux classes d’équivalence, =’ et 3’ respectivement. Nous devons montrer que z' et 3y’
admettent des voisinages saturés disjoints. Nous allons choisir ces voisinages parmi
ceux construits aux lemmes 6 et 8.5.9 Le seul cas délicat est celui ou 2’ est un P(C)
et y' une classe d’un autre type. Soit V(C) un voisinage saturé de z'. Si y' est disjoint
de 'adhérence Adh(V(C)) dans A(K), le complémentaire du saturé de Adh(V(C))
est un voisinage saturé ouvert de y'. Si y' est dans lintérieur de V(C), y étant non
nul et M C S étant séparé, on trouve deux ouverts qui séparent = et y. Enfin, si
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y' est une classe non disjointe de la courbe ¥(C), on considére un voisinage saturé
qui est P’intérieur d’un rectangle dont les mesures (stable et instable) des cotés sont
inférieures & ¢(/10. Ce rectangle est disjoint de V(C,(/2). O

Remarquons que les cartes feuilletées que nous avons construites sont munies de
mesures transverses aux deux feuilletages qui proviennent des mesures de Margulis
des variétés invariantes de K. Les changements de cartes préservent ces mesures. Pour
achever la démonstration du théoréme 8.3.1 il reste & montrer que la surface S est
bien compacte.

Lemme 8.6.3. — Le domaine A(K) privé de lunion (sur l’ensemble des cycles C) des
voisinages ouverts V(C,() est compact.

Démonstration. — Soit (z,) une suite de points de A(K) privé des V(C,¢) : en par-
ticulier les points z,, appartiennent au domaine restreint §(K) privé des séparatrices
libres et de l'intérieur des demi-zips. Nous allons montrer que la suite (z,) posséde
une sous-suite convergente dans A(K) (et donc dans A(K) privé de l'ouvert union
des V(C,()). Si la suite (z,) contient une infinité de points dans K, cela découle
de la compacité de K. On supposera donc que les x, n’appartiennent pas 4 K. Ils
appartiennent donc & des arches ou & des rectangles bordés d’arches. Rappelons que
les arches appartiennent toutes & un nombre fini de zips, et que tout rectangle bordé
d’arches est inclus dans l'intersection d’un zip stable et d’un zip instable (ou plus
exactement dans 'intersection de leur domaine, nuance que ’on se permet d’oublier
dans ce qui suit).

Supposons d’abord qu’il existe une infinité de z,, qui appartiennent chacun & une
arche stable a,. Quitte & prendre une sous-suite, on peut donc choisir un zip stable
Z qui est la classe d’équivalence de toutes les arches a,,. Soit S le demi-zip de Z dont
on a Oté 'intérieur : rappelons qu’il est bordé par une arche A. Notons ¢ la période
des séparatrices instables qui portent le zip Z, et R le rectangle bordé par A, f7(A)
et par deux segments instables contenus dans les séparatrices instables de Z. C’est un
domaine fondamental de Z, et tout itéré négatif f~™%(R) est inclus dans le demi-zip
S. On en déduit qu’il existe une suite (y,) de points de R et une suite (k,) C N tels
que pour tout n, £, = f*»(y,). Notons b, = f~*(a,) I’arche stable passant par y.,.
Si la suite (k) est bornée, les points z,, appartiennent & I'union d’un ensemble fini
d’itérés de R, qui est compacte et incluse dans A(K). La suite (z,) posséde alors une
sous-suite convergente dans A(K) et c’est ce que I’on voulait. Si la suite (k,) n’est
pas bornée, quitte & prendre une sous-suite on peut supposer qu’elle tend vers +oo.
La longueur de ’arche stable a,, tend alors vers zéro : en effet, a, = f*=(b,), et la
longueur des arches stables b,, est uniformément bornée. On en déduit que la distance
de =, aux extrémités de I’arche a,, tend vers zéro, et donc aussi la distance de z,, &
K. Comme K est compact, on peut extraire une sous-suite de (z,) convergeant vers
un point de K, ce qui conclut.
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On raisonne de méme dans le cas ou une infinité de x,, appartiennent & une arche
instable. Il reste donc & considérer le cas ou une infinité de points z, appartiennent
chacun a lintérieur d’un rectangle r,, bordé d’arches. Remarquons que chacun de ces
rectangles est inclus dans l'intersection d’un zip stable est d’un zip instable. Quitte &
prendre une sous-suite, on peut alors supposer qu’il existe un zip stable Z° et un zip
instable Z“ tel que pour tout n le rectangle r, soit inclus dans Z° N Z*. On procéde
alors comme pour le cas précédent : on choisit un domaine fondamental d* de Z* dont
tous les itérés négatifs sont inclus dans le demi-zip S associé & Z°, et un domaine
fondamental d* de Z* dont les itérés positifs sont dans le demi-zip U associé a Z*.
Chaque rectangle r” est donc inclus dans une intersection f*= (d*)N =t (d*), ot (k)
et (1,,) sont deux suites d’entiers positifs. Si I'une ou 'autre de ces suites est bornée,
la suite z,, est incluse dans I’'union d’un nombre fini d’itérés de d* ou de d*, ce qui
permet de trouver une sous-suite convergeant dans A(K). Si chacune de ces suites
est non-bornée donc (quitte & prendre une sous-suite) tend vers +o0o, on montre que
le bord de r,, est de longueur tendant vers zéro, on en déduit que le diamétre de r,
tend vers zéro, et donc que la distance de z,, & K tend vers 0. Il existe alors une
sous-suite de (z,) convergeant vers un point de K. Ceci achéve la démonstration de
ce lemme. a

Corollaire 8.6.4. — La surface S est compacte.

Démonstration. — Nous allons montrer que S est 1'union d’un nombre fini de com-
pacts. En effet le lemme ci-dessus montre que A(K) privé des ouverts V(C,() est
compact ; son quotient ’est donc aussi. La surface S est 'union de ce compact et du
quotient des adhérences dans A(K) des V(C, ¢). Or ces quotients sont homéomorphes
a des disques fermés (modéles des singularités). O
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