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DIFFÉOMORPHISMES DE SMALE DES SURFACES 

C. Bonatti et R. Lange vin 
avec la collaboration de E. Jeandenans 

Résumé. — Ce volume est consacré aux difféomorphismes C1-structurellement 
stables (appelés ici difféomorphismes de Smale) des surfaces compactes. 

Le résultat principal montre que leur dynamique topologique globale (c'est à dire 
leur classe de conjugaison topologique) admet une présentation combinatoire finie. 
Pour cela nous considérons les ensembles hyperboliques saturés (c'est à dire égaux à 
l'intersection de leurs variétés invariantes) et nous construisons un voisinage invariant 
canonique (à conjugaison près) de ces ensembles (leur domaine). Nous montrons alors 
que la dynamique en restriction à un domaine est caractérisée par le type géomé­
trique d'une partition de Markov de l'ensemble hyperbolique saturé : il s'agit d'une 
combinatoire décrivant comment (ordre, position et sens) l'image d'un rectangle de 
la partition coupe les rectangles de cette partition. La dynamique globale est alors 
obtenue en recollant les domaines le long de leur bord. 

L'une des clefs de la longue démonstration du résultat principal est une analyse 
détaillée du dessin des courbes invariantes des difféomorphismes de Smale des surfaces 
(c'est à dire de leur position topologique dans la surface). En corollaire du résultat 
principal, nous montrons que le dessin des courbes invariantes caractérise en grande 
partie la dynamique topologique. 

Certains types géométriques abstraits ne correspondent pas à des difféomorphismes 
de Smale de surfaces compactes. Nous définissons le genre d'un type géométrique 
abstrait, qui est un minorant du genre de toute surface compacte sur laquelle on peut 
réaliser le type géométrique comme partition de Markov d'un ensemble hyperbolique 
saturé ; nous caractérisons alors les types géométriques de genre fini. 

Abstract (Smale diffeormorphisms of surfaces). — This work is devoted to the C1-
structurally stable diffeomorphisms (called here Smale diffeomorphisms) of compact 
surfaces. 

The main result consists in a finite combinatorial presentation of the global topolo­
gical dynamics {i.e. the class of topological conjugacy) of Smale diffeomorphisms. For 
that we consider saturated hyperbolic sets {i.e. hyperbolic sets which are equal to the 
intersection of their invariants manifolds) and we build some canonical (up to conju­
gacy) invariant neighbourhood (the domain) of these saturated sets. Then we prove 
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that the dynamics restricted to the domain is characterized by the geometrical type 
of some Markov partition of the hyperbolic set : it is a simple combinatorics descri­
bing in which order, position and direction the image of some rectangle of the Markov 
partition crosses the rectangles. Then the global dynamic is obtained by gluing the 
domains along their boundary. 

One important step of the proof consists in a precise analysis of the topological 
position (the pattern) of the invariant curves of the Smale diffeomorphisms. As a 
corollary of the main result we get that the pattern of the invariant curves essentially 
characterizes the dynamics on the domains. 

Some of the abstract geometrical types do not correspond to any Smale diffeo­
morphisms on compact surfaces. We define the genus of a type, as a minorant of the 
genus of any compact surface on which the type can be realized as the geometrical 
type of a Markov partition of some saturated hyperbolic set; then we characterize the 
geometrical types of finite genus. 
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INTRODUCTION 

0.1. La théorie qualitative des sytèmes dynamiques 
Les dynamiciens aiment à situer l'origine des Systèmes Dynamiques à Henri Poin­

caré, à la frontière entre le XIXe et le X X e siècle. L'objet des systèmes dynamiques 

était cependant étudié depuis longtemps par les physiciens et les mathématiciens : il 

s'agit de pouvoir prédire l'évolution à long terme d'un système quand on connaît 

la loi de son évolution, ce qui permet tout juste de prédire «l'instant d'après». 

Si la loi d'évolution est une application / , il s'agit de comprendre le comporte­

ment, quand le temps n tend vers l'infini, des orbites de / , c'est-à-dire des suites 

x> f(x)i f2(x) — / ( / ( # ) ) > • • • 5 fn(x)i Si la loi d'évolution est infinitésimale, c'est-

à-dire définie par une équation différentielle, un champ de vecteurs X , le théorème de 

Cauchy Lipschitz permet de définir les orbites Xt(x) pour les petits temps t : le pro­

blème est à nouveau de comprendre le comportement de ces orbites quand le temps 

t tend vers l'infini. Jusqu'à la fin du siècle dernier, la solution semblait devoir passer 

par la résolution explicite de l'équation différentielle. Poincaré a montré que des rai­

sonnements simples, de nature topologique, permettaient de donner une description 

qualitative du comportement asymptotique des orbites. Un exemple frappant est le 

célèbre théorème dit de Poincaré Bendixson, sur les champs de vecteurs de la sphère 

S2. Dans le cas de champs de vecteurs analytiques n'ayant qu'un nombre fini de zé­

ros, ce théorème dit que toute orbite obéit à l'un des trois comportements suivants : 

soit elle «aboutit» à l'un des zéros du champ, soit elle s'enroule autour d'une orbite 

périodique régulière, soit enfin elle s'enroule sur un cycle singulier qui est un compact 

connexe formé d'un nombre fini d'orbites régulières joignant chacune deux zéros du 

champ. 

C'est dans les années 60-70 que la théorie des systèmes dynamiques a véritable­

ment pris son essort, autour en particulier de deux théories parallèles : la théorie 

hyperbolique de Smale, et celle des [/-systèmes d'Anosov. 



2 INTRODUCTION 

La théorie de Smale est née d'un modèle simple (le «fer à cheval») que Smale a 

proposé pour comprendre un phénomène découvert par Poincaré : il s'agissait d'une 

hypothèse géométrique en apparence anodine (une intersection transverse entre deux 

courbes invariantes d'un même point fixe) qui impliquait l'apparition d'une dynamique 

extrêmement riche et complexe. 

Le paradigme de la théorie d'Anosov est le flot géodésique d'une surface de courbure 

négative : la théorie des [/-systèmes dégage la propriété d'éloignement exponentiel des 

géodésiques voisines. Dans le langage de Smale, cette propriété est l'hyperbolicité. 

Notre travail va consister à classifier ce que l'on pourrait appeler des fers à cheval 

généralisés. Aussi allons nous détailler dans cette introduction le fer à cheval de Smale 

et la théorie hyperbolique, ainsi que l'histoire de la naissance de cette théorie. 

0.1.1. Au voisinage d'un point fixe, variétés invariantes. — Les orbites les 

plus simples et les plus remarquables sont bien sûr les points fixes de la dynamique, 

et le premier pas pour structurer la dynamique d'un système a été de comprendre la 

dynamique, au voisinage d'un point fixe. On espère alors que la dynamique va être 

essentiellement donnée par la partie linéaire (de l'application ou du champ de vecteur) 

au point fixe. Ce sera vrai si cette partie linéaire est hyperbolique c'est-à-dire que ses 

valeurs propres sont toutes de module différent de 1 (cas des difféomorphismes) ou de 

partie réelle non-nulle (cas des champs de vecteurs). Le lecteur trouvera dans [PM, 
chapter II] un exposé élémentaire de la dynamique locale au voisinage d'un point fixe 

hyperbolique : la voici en quelques mots. 

Une application linéaire inversible L de Rn dans lui même est dite hyperbolique 

si toutes ses valeurs propres sont de module différent de 1. La dynamique d'une telle 

application est très simple, et les orbites des points de Rn peuvent avoir (au plus) 

quatre types de comportement : 

- L'origine 0, point fixe. 

- Les points (différents de l'origine) du sous-espace vectoriel ES(L), somme des 

sous-espaces caractéristiques associés aux valeurs propres de L de module infé­

rieur à 1. Ce sous-espace est caractérisé dynamiquement comme étant l'ensemble 

des points dont l'orbite positive converge vers l'origine : 

ES(L) = D f l " lim Ln(v) = 0 
n + 000 

Cet espace s'appellera l'espace stable de L. 

Remarquons que tout vecteur v G ES(L) \ {0} a son orbite négative qui tend 

vers l'infini : limn_^_oo ||Ln(i;)|| — +oo. 

- Les points (différents de l'origine) du sous-espace vectoriel EU(L), somme des 

sous-espaces caractéristiques associés aux valeurs propres de L de module supé­

rieur à 1. Ce sous-espace est caractérisé dynamiquement comme étant l'ensemble 
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0.1. LA THÉORIE QUALITATIVE DES SYTÈMES DYNAMIQUES 3 

des points dont l'orbite négative converge vers l'origine : 

EU(L) = iv e Rn | lim Ln{v) = 0 

Cet espace s'appellera Vespace instable de L. 

Remarquons que tout vecteur v G EU(L) \ {0} a son orbite positive qui tend 

vers l'infini : limn-^+oo ||Ln(v)|| = + 0 0 . 

- Les points de En \ (ES(L) U EU(L)) : leur orbite positive et leur orbite négative 

tendent vers l'infini. 

Soit / un difféomorphisme d'une variété de dimension n, et p un point fixe de / . 

Notons L la différentielle de / en p. On dira que p est un point fixe hyperbolique si 

L est une application linéaire hyperbolique. La dynamique locale de / , au voisinage 

de p, est alors conjuguée (par un homéomorphisme) à celle de sa partie linéaire L 

(théorème de Hartman et Grobman, voir [PM]). Alors il existe un voisinage U du 

point p tel que les points de U ont quatre comportements possibles : 

- Le point p est fixe. 

- Tout point x € U dont tous les itérés positifs fn(x), n > 0 restent dans U, a son 

orbite positive qui converge vers p. On note 

wlsoc(P) = {x£U\\/n>ofn(x)eU}, 

et on l'appelle variété stable locale de p. La variété stable locale est homéo-

morphe à la boule-unité de l'espace stable ES(L), est une variété differentiate 

de même classe que / et est tangente en p à cet espace stable. Tout point diffé­

rent de p dans Wioc{p) possède un itéré négatif hors de U. 

- Tout point x £ U dont tous les itérés négatifs fn(x),n < 0 restent dans [7, a 

son orbite négative qui converge vers p. On note 

WoÀP) = {* G U I Vn < 0, fn(x) € U}, 

et on l'appelle variété instable locale de p. La variété instable locale est ho-
méomorphe à la boule-unité de l'espace stable ES{L) et est tangente en p à cet 
espace stable. Tout point différent de p dans W%c(p) possède un itéré positif 
hors de U. 

- Les points de U qui ne sont ni dans la variété stable ni dans la variété instable 

de U ont leurs orbites positive et négative qui sortent de U. 

(Nous renvoyons à [Sh] pour une présentation moderne de la construction et la régu­

larité des variétés invariantes. La première démonstration d'existence, en dimension 2, 

est due à Hadamard [Ha] qui donne en trois pages l'idée fondatrice ; la généralisation 

en dimension plus grande semble due à Perron [Perl], [Per2], [Per3]). 

Dans le cas des surfaces (qui est celui qui nous intéresse), un point fixe hyperbolique 

p est de trois types possibles, suivant que la dimension de sa variété stable est 2, dans 
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4 INTRODUCTION 

f (x) 

f (y) f (z) 

FIGURE 1. Le comportement local au voisinage d'une selle. 

ce cas le point attire tout un voisinage et on dit qu'il est attracteur, 0, dans ce 

cas le point est répulseur, ou 1. Dans ce dernier, cas le point p est un point selle. 

Ses variétés invariantes (stable et instable) locales sont alors des courbes se coupant 

transversalement en p. 

0.1.2. Le modèle idéal pour les dynamiques globales : le théorème de 
Peixoto. — Le plus simple que l'on puisse espérer pour une dynamique est que 

la plupart des orbites soient attirées par un nombre fini d'orbites périodiques attrac­

trices, les bassins d'attractions de ces orbites étant limités par les variétés stables des 

points périodiques de type selle, eux aussi en nombre fini. 

De plus, on aimerait que ce comportement simple persiste pour les dynamiques 

voisines. Plus précisément, en 1937 A. Andronov et L. Pontriaguine aboutissent à la 

notion de stabilité structurelle ; on dit qu'un difféomorphisme / d'une variété M est 

C1 -structurellement stable si tout difféomorphisme g suffisamment C 1 — proche de / 

est conjugué à / par un homéomorphisme h proche de l'identité (il en résulte alors 

que toute la dynamique qualitative de g est exactement celle de / , vue à travers un 

changement de coordonnées global (seulement continu) donné par h). 

C'est le cas par exemple pour les flots définis comme gradients d'une fonction de 

Morse d'une surface compacte, et dont les courbes invariantes des selles sont deux à 

deux disjointes. 

Vers la fin des années 50, Smale envisageait une sorte de théorie de Morse pour 

les systèmes dynamiques. Cet espoir sembla confirmé par un résultat remarquable 

de Peixoto (1962 [Pel]) : il montre qu'un ouvert dense (pour la topologie C 1 ) de 

l'ensemble des champs de vecteurs est formé de champs de vecteurs structurellement 

stables, pour lesquels toutes les orbites, sauf un nombre fini d'entre elles, convergent 
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0.1. LA THÉORIE QUALITATIVE DES SYTÈMES DYNAMIQUES 5 

vers une orbite périodique attractrice ou un zéro attracteur quand le temps tend vers 

+ 0 0 et vers une orbite répulsive quand le temps tend vers — oo. Le lecteur trouvera 

dans [PM, chapitre 5] des énoncés précis et un exposé élémentaire et détaillé de la 

démonstration du théorème de Peixoto (signalons aussi le résultat préliminaire de 

1959 [PePe]). 

0.1.3. Intersection homocline transverse, le fer à cheval de Smale et le dif-
féomorphisme de Thom-Anosov. — Espérer faire une théorie de Morse pour les 

systèmes dynamiques, c'était oublier un problème qu'avait rencontré Henri Poincaré 

dans son étude de l'évolution du système solaire. 

Soit / : S —> 5 un difféomorphisme d'une surface compacte et p un point fixe 

hyperbolique selle de / . Un point q d'intersection transverse des variétés stable et 

instable de p est appelé un point homocline transverse. L'orbite (positive et négative) 

de q converge vers p et la variété instable de p coupe transversalement la variété 

stable de p en tout point de cette orbite. Tout segment borné I contenant p de la 

courbe instable de p est alors limite d'une suite segments In de cette même variété 

instable contenant fn(q) (le «À-lemma» (voir [PM]) formalise cette propriété). Si le 

segment / a été choisi contenant aussi un voisinage de g, les segments In finissent par 

recouper transversalement la variété stable de p en des points qn proches de g, qui 

appartiennent à des orbites toutes distinctes. 

Voici ce qu'en disait Poincaré (voir [Po, page 384]) en 1899 : «Ces intersections 

forment une sorte de treillis, de tissu, de réseau à mailles infiniment serrées ; chacune 

des deux courbes ne doit jamais se recouper elle-même, mais elle doit se replier elle-

même d'un manière très complexe pour venir recouper une infinité de fois toutes les 

mailles du réseau. (...) Cette remarque est encore de nature à nous faire comprendre 

toute la complication du problème des trois corps et combien les transcendantes qu'il 

faudrait imaginer pour le résoudre diffèrent de toutes celles que nous connaissons. » 

Vers 1935, G.D. Birkhoff prouve qu'un point homocline transverse est approché par 

une suite de points périodiques. De plus, l'existence d'un point homocline transverse 

persiste après toute perturbation de la dynamique assez petite dans la topologie C1 : 

le théorème de Peixoto ne se généralise pas de façon directe aux difféomorphismes des 

surfaces ! 

Pour modéliser ce phénomène S. Smale construit, au début des années 60, un difféo­

morphisme connu sous le nom de «fer à cheval». Un difféomorphisme / d'une surface 

possède un fer à cheval s'il existe un carré R plongé dans la surface, tel que l'action de / 

sur ce carré correspond à la description que l'on peut trouver dans [Sh] : Commençons 

par étirer verticalement le carré R pour le transformer en une allumette, en utilisant 

une application linéaire, puis courbons cette allumette, heureusement souple^ en fer à 

cheval, pour la poser, toujours à cheval, sur l'emplacement de R. 

Le lecteur trouvera une présentation rigoureuse du fer à Cheval dans de nombreux 

ouvrages, citons [PM], [Sh], [GuMoNe] et bien sûr [Sm]. L'ensemble des points dont 
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6 INTRODUCTION 

FIGURE 2. Le treillis, le tissus dessiné par les courbes invariantes. 

f (R) 

f (a) f(b) 

FIGURE 3. Le fer à Cheval de Smale 

toute l'orbite reste dans le carré R est un ensemble de Cantor (compact métrisable 
totalement discontinu sans points isolés) A. La restriction du difféomorphisme à A 
admet une description combinatoire (décalage sur l'ensemble des suites {ai}ieZ G 
{ 0 , 1 } (voir par exemple [Sh])). L'ensemble des orbites périodiques hyperboliques 
est dense dans A ; de plus, A contient des orbites denses. De plus, cette dynamique 
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0.1. LA THÉORIE QUALITATIVE DES SYTÈMES DYNAMIQUES 7 

est C1-structurellement stable : tout difféomorphisme g suffisamment C 1 proche de / 

possède un fer à cheval et l'ensemble Ag des points dont l'orbite par g reste dans R 

est encore un Cantor, et la restriction de g à Ag est conjuguée à la restriction de / à 

A. 
Enfin, l'existence de points homoclines transverses pour un difféomorphisme / im­

plique l'existence d'un fer à cheval pour un itéré fn de / (voir une exposition simple 

de ce résultat dans [PaTa, chapitre 2]). 

Vers la même époque, D.V. Anosov prouvait la stabilité structurelle du flot géodé-

sique sur une surface de courbure négative, en dégageant la propriété de [/-système. 

La notion de [/-système discret a permis à Anosov de répondre positivement à la 

question suivante posée par R.Thom en 1962 : 

l'application linéaire A de R 2 de matrice 
2 1 
1 1 

induit par passage au quotient 

un difféomorphisme (encore noté A) du tore T 2 . Les points périodiques de A sont 

denses dans T 2 et sont hyperboliques. Ce difféomorphisme est-il structurellement 

stable ? 

0.1.4. La théorie hyperbolique de Smale. — Durant les années 60-70 un groupe 

important de mathématiciens, centré autour de Smale, a cherché à caractériser les 

dynamiques structurellement stables. Comme la théorie de Smale est à la base de 

notre travail, nous rappelons au paragraphe 1.1 les définitions précises ainsi que les 

principaux résultats. En voici les grandes lignes, en quelques mots. 

Les deux notions clés de la théorie de Smale sont hyperbolicité et t r ans ver salit é. 

Un compact K, invariant par un difféomorphisme / est dit hyperbolique, s'il existe le 

long de K une décomposition du fibre tangent de la variété en somme directe de deux 

sous-fibrés, TM = ESÇ&EU, appelés fibres stable et instable, si cette décomposition est 

invariante par la différentielle T / , et si enfin Tf contracte uniformément les vecteurs 

de Es et dilate uniformément les vecteurs de Eu. Si l'ensemble hyperbolique est égal 

à la variété toute entière, on dit que l'on a un système (difféomorphisme ou flot) 

d'Anosov. Cette seule propriété d'hyperbolicité permet de définir les variétés stables 

et instables locales des points de l'ensemble hyperbolique. On montre alors qu'un 

ensemble hyperbolique est C1-structurellement stable (voir [Sh]) s'il possède de plus 

une structure de produit local. 

L'idée est alors d'exiger que l'ensemble contenant toute la dynamique non-trivale 

soit hyperbolique, le problème étant de choisir cet ensemble. Après plusieurs tâton­

nements, le choix s'est porté sur Vensemble ft(f) des points non-errants (un point est 

dit errant s'il possède un voisinage dont les itérés sont deux-à-deux disjoints). Le C 1 -

closing lemma de Pugh (voir [Pu]) affirme que tout point non-errant peut être rendu 

périodique par une C1-perturbation de la dynamique. Il permet de montrer alors 

que, pour un ensemble résiduel pour la C 1-topologie dans Diff 1 (M), l'ensemble î î ( / ) 

est l'adhérence de l'ensemble des points périodiques de / . Cette propriété est donc 
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8 INTRODUCTION 

naturellement vérifiée par tout difféomorphisme structurellement-stable. Ceci rend 

naturelle la définition suivante : on dit qu'un difféomorphisme / vérifie l'axiome A si 

est hyperbolique et si î î ( / ) est l'adhérence de l'ensemble des points périodiques 

de / . Mettant le point final à de nombreux résultats partiels (voir par exemple Anosov 

[Al], Moser [Mo], Palis [Pa], Palis et Smale [PaSm]), Robbin (voir [Ro], 1971) puis 

Robinson (voir [R], 1976) montrent qu'un difféomorphisme vérifiant l'Axiome A est 

structurellement stable, si toute intersection entre une variété stable et une variété 

instable de points de ft(f) est transverse (cette seconde hypothèse est connue sous 

le nom de « transversalité forte»). En un raccourci pratique nous appellerons difféo-

morphismes de Smale les difféomorphismes vérifiant l'Axiome A et la transversalité 

forte. Un raccourci analogue a déjà été employé par Franks (voir [Frl]) qui suppose 

de plus que les ensembles hyperboliques sont de dimension zéro. 

Un résultat analogue est vrai pour les champs de vecteurs. 

L'une des clefs de la preuve est le théorème de décomposition spectrale de Smale qui 

scinde l'ensemble des points non-errants fi(/) en ensembles hyperboliques transitifs 

(i.e. contenant une orbite dense) appelés pièces basiques. Une autre est l'ordre défini 

par Smale sur l'ensemble de ces pièces basiques : une pièce basique fti est supérieure 

à une pièce basique Q2 si la variété instable de f̂ i coupe la variété stable de 0,2- Ceci 

permet de construire un graphe T orienté dont les points sont les pièces basiques. 

Deux points ui et U2 sont joints par une arête du graphe de Smale si la pièce basique 

fli correspondant à u\ est supérieure à la pièce basique Çt2 et si de plus il n'existe 

pas de pièce basique intermédiaire pour cet ordre (voir un exemple sur la figure 7). 

La réciproque du théorème de stabilité, conjecturée pendant longtemps, n'a été 

démontrée qu'en 1988 par Mané [Ma] dans le cas des difféomorphismes : tout difféo­

morphisme C1 -structurellement stable vérifie l'axiome A et la condition de transver­

salité forte. La preuve a nécessité un raffinement du «closing lemma» (le «closing 

lemma» ergodique de Marié). Dans le cas des champs de vecteurs, cette réciproque a 

été prouvée en 1996 par Hayashi à l'aide d'une adaptation du «closing lemma» pour 

les variétés invariantes : le C 1 -Connecting lemma. Le problème reste par contre ouvert 

si l'on considère des topologies plus fines ( C r , pour r > 1) : la principale difficulté est 

que l'on ne connaît pas d'équivalent ou de substitut au C1-closing lemma de Pugh. 

La théorie hyperbolique de Smale ne décrit pas «la plupart» des dynamiques : 

pendant que cette théorie s'élaborait, on découvrait des dynamiques instables qui ne 

pouvaient être stabilisées par de petites perturbations : citons par exemple le célèbre 

attracteur proposé par Lorenz en 1963 pour des champs de vecteurs en dimension 3 

(voir [Lor] pour l'article initial, et [GuWi] et [ABS] pour un modèle géométrique), 

et l'exemple donné par Abraham et Smale en 1968 pour des difféomorphismes. Ce­

pendant, dans tous les exemples connus, c'est l'hyperbolicité d'une grosse partie de la 

dynamique qui est la clé de la persistance de ces dynamiques instables, la position des 

variétés invariantes des ensembles hyperboliques interdisant la transversalité. Dès lors, 
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la plus grande partie des dynamiciens se sont consacrés à l'étude de ces dynamiques 

instables, mais ceci nous écarte du propos de notre travail. 

0.1.5. Les difféomorphimes d'Anosov et pseudo-Anosov. — La seule sur­

face orientable admettant un difféomorphisme d'Anosov (nom actuel de [/-systèmes 

discrets) est le tore T 2 . De plus Pranks a montré qu'ils sont tous topologiquement 

conjugués à des difféomorphismes linéaires du tore. Le tore est alors feuilleté par 

les courbes stables et les courbes instables. Ces deux feuilletages sont transverses et 

admettent tous deux des mesures trans verses invariantes (par l'holonomie des feuille­

tages). L'action naturelle du difféomorphisme sur ces mesures consiste en les multiplier 

chacune par l'une des valeurs propres de l'application linéaire associée. 

Il existe cependant sur les surfaces de genre plus grand une famille d'homéomor-

phismes ayant presque les mêmes propriétés : les homéomorphismes pseudo-Anosov. 

Ils admettent un nombre fini de points périodiques non hyperboliques et ce sont des 

difféomorphismes en dehors de ces points. Hors de ces points, les courbes stables et 

instables définissent encore deux feuilletages transverses munis de mesures tranverses 

invariantes par holonomie. Les feuilles aboutissant aux points singuliers sont appelées 

séparatrices. Au voisinage des points singuliers chaque feuilletage a comme modèle 

une selle à au moins trois branches. 

La théorie de Thurston (voir [FLP, Exposé 1, th 5]) montre qu'une classe d'isotopie 

d'homéomorphisme contient un pseudo-Anosov si et seulement si son action naturelle 

sur les classes d'homotopie libre de lacets de la surface ne possède aucune classe 

périodique. De plus, deux homéomorphismes pseudo-Anosov sont conjugués dès que 

leurs classes d'isotopie le sont. Une information combinatoire, l'action de la classe 

d'isotopie sur un système fini de générateur du groupe fondamental de la surface, 

caractérise donc la dynamique topologique d'un tel homéomorphisme (voir [FLP, 
Exposé 12]). Ceci ne fournit pourtant pas encore une classification constructive : en 

effet le groupe fondamental possède une infinité de présentations, et la description de 

l'action d'un automorphisme dépend du système de générateurs considéré. De plus, 

étant donné un automorphisme du groupe fondamental, il n'est pas évident de décider 

si son action sur les classes d'homotopie libre possède une orbite périodique. 

Bestvina et Handel (voir [BeHal] et [BeHa2]) et Los (voir [Loi]) exhibent un 

algorithme fini qui permet de décider si un homéomorphisme de surface, dont on 

connaît l'action sur un système générateur du groupe fondamental de la surface, est 

homotope à un homéomorphisme pseudo-Anosov. Ils donnent même une construction 

de l'homéomorphisme pseudo-Anosov homotope à un homéomorphisme donné. 

La classification serait donc complète si l'on avait un algorithme fini permettant de 

décider si deux homéomorphismes pseudo-Anosov, décrits chacun par son action sur 

un système de générateurs du groupe fondamental, sont conjugués. Après des résultats 

partiels de G. Hemion ([He]) L. Mosher ([Mos]) et J. Los ([Lo2]), J. Fehrenbach ([Fe]) 
annonce la classification complète. 
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Il est parfois nécessaire d'imposer à l'homéomorphisme des points fixes ou pério­

diques choisis à l'avance. Cela force à accepter des singularités de type épine pour les 

feuilletages invariants. Déjà [FLP] considère ces pseudo-Anosov généralisés qui sont 

aussi appelés pseudo-Anosov à points marqués. 

En fait ces homéomorphismes pseudo-Anosov minimisent l'entropie dans leur classe 

d'homotopie (éventuellement avec points marqués). Handel donne un sens précis au 

fait que ces homéomorphismes réalisent la «dynamique minimale» dans leur classe 

d'homotopie (voir [Han]). 
Enfin remarquons qu'à partir d'un difféomorphisme pseudo-Anosov, on peut ob­

tenir un difféomorphisme de Smale en ouvrant les séparatrices des points singuliers 

(voir figure 0.1.5). 

Fs 

три pu 

FIGURE 4. Ouverture des séparatrices. 

0.2. Le problème de classification des dynamiques hyperboliques 

Le difféomorphisme de Thom-Anosov et le fer à cheval de Smale sont des exemples 

de systèmes dynamiques apparemment compliqués, stables par C1 -petites perturba­

tions et qui se décrivent à l'aide d'une combinatoire finie. Ceci donne l'espoir d'une 

classification possible des dynamiques qualititatives, c'est-à-dire que l'on aimerait as­

socier à un difféomorphisme un nombre fini d'objets combinatoires qui caractérisent la 

dynamique topologique : deux difféomorphismes seraient topologiquement conjugués 

si et seulement si les objets combinatoires qui leur sont associés sont identiques. Bien 

sûr, il est déraisonnable d'espérer classifier tous les difféomorphismes d'une surface. 

Par contre les difféomorphismes de Smale étant structurellement stables, leurs classes 

d'équivalence topologique correspondent à un ensemble discret de difféomorphismes, 
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et sont donc des candidats naturels à une classification, et de nombreux travaux vont 

dans ce sens. 

Le problème de classification se décompose en trois types de questions : 

1. Peut-on associer une présentation combinatoire finie à un difféomorphisme de 

Smale, de sorte que, si deux difféomorphismes ont les mêmes présentations, ils 

sont topologiquement conjugués ? A ce stade, si les présentations sont différentes, 

nous ne pouvons pas comparer les difféomorphismes. 

2. Existe-t-il un algorithme fini permettant de décider quand deux présentations 

différentes correspondent à deux difféomorphismes conjugués ? 

3. Quelles présentations combinatoires correspondent à un difféomorphisme de 

Smale (réalisabilité) ? 

Avant de présenter nos résultats, nous allons essayer de faire le point sur les connais­

sances actuelles. Dans les années 70, l'essentiel des efforts a porté sur la dynamique 

en restriction à un ensemble hyperbolique. A la même époque Peixoto [Pe2] obtenait 

le premier résultat global : la classification de champs de vecteurs Morse-Smale dont 

nous reparlerons plus loin. Les travaux de l'école russe (autour de Plykin et Grines) 

puis les nôtres suivent des démarches analogues. 

0.2.1. Classification de la dynamique sur un ensemble hyperbolique. — 
On sait depuis Bowen (voir [Bo2] ou [Fr2, Appendice A]) que la dynamique topolo­

gique en restriction à un ensemble basique (i.e. ensemble hyperbolique avec structure 

de produit local) de dimension topologique zéro est conjuguée à une dynamique sym­

bolique appelée sous-shift de type fini, et qui est associée à une matrice carrée dont 

les coefficients sont égaux à 0 ou 1. Ceci résout la question (1) du problème de clas­
sification dans ce cadre. La clef de cette conjugaison est l'existence de partitions de 

Markov par rectangles Ri, i — 1,..., fc, deux-à-deux disjoints : on associe à un point 

x son itinéraire i{x) G { 1 , . . . , & } z , qui est la suite de ses passages dans les différents 

rectangles de la partition. La matrice d'incidence de la partition de Markov décrit 

l'ensemble des itinéraires qui correspondent effectivement à une orbite de / . L'itiné­

raire du point f(x) est bien sûr obtenu en décalant de 1 la numérotation de l'itinéraire 

de x. La bijection qui à un point associe son itinéraire est donc une conjugaison entre 

/ restreint à l'ensemble basique et le sous-shift de type fini. Si l'ensemble basique 

n'est pas totalement discontinu, c'est-à-dire est de dimension topologique non nulle, 

plusieurs itinéraires peuvent correspondre au même point de l'ensemble basique, et 

l'on obtient seulement une semi-conjugaison. Si deux ensembles basiques K et K de 

dimension zéro de deux difféomorphismes f et f possèdent des partitions de Markov 

par rectangles disjoints qui ont même matrice d'incidence, alors les restrictions de / 

et / aux ensembles basiques sont conjuguées. Mais K et K possèdent une infinité de 

partitions de Markov ayant différentes matrices d'incidences. Pour obtenir une clas­

sification effective, (question (2) du problème de classification) il faudrait savoir 
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décider à quelle condition les sous-shifts de type fini S (A) et S(B) associés à deux 

matrices A et B sont conjugués. Dans [Wi2] (voir également [Fr2, Appendice A]), 

Williams caractérise algébriquement les matrices qui correspondent à des sous-shifts 

conjugués : il montre que les sous-shifts S (A) et S(B) sont conjugués si et seulement 

s'il existe deux suites finies de matrices rectangulaires Si,..., Rn, Sn à coeffi­

cients entiers positifs telles que A = R1S1, et que pour tout i on a SiRi = i^+iSi+i 

et B — SnRn (on dit que A est fortement shift équivalente à B). À notre connaissance, 

l'existence d'un algorithme fini permettant de décider si deux matrices sont fortement 

shift équivalentes est encore un problème ouvert. Un tel algorithme achèverait la clas­

sification topologique des difféomorphismes en restriction à un ensemble basique de 

dimension 0. 

Enfin il paraît naturel de se demander si tout sous-shift de type fini correspond à 

une pièce basique (de dimension 0) d'un difféomorphisme de Smale (question (3) du 

problème de classification) : Williams (dans [Wi2, théorème E]) montre que tout 

sous-shift de type fini est réalisable par un ensemble basique d'un difféomorphisme de 

Smale de la sphère S3. Par contre, Blanchard et Franks (voir[BlFr]) exhibent une obs­

truction (non-vide) à ce qu'un sous-shift de type fini soit réalisable comme ensemble 

basique d'un difféomorphisme de Smale d'une surface compacte, (voir également Pried 

[Fri] pour une caractérisation des fonctions zeta des pièces basiques). 

Pour les ensembles basiques de dimension supérieure, signalons les travaux de 

Williams [Wi3], Plykin [Pli], [P12], [P13] et Ruas [Ru] sur les attracteurs hyperbo­

liques de dimension 1. 

Enfin, pour le problème de classification de la dynamique topologique des champs 

de vecteurs sur un ensemble basique, voir [PaSu] pour les ensembles basiques de 

dimension 1, et voir [Ch] pour les attracteurs hyperboliques sur des variétés de di­

mension 3. 

0.2.2. Le problème de classification de la dynamique globale. — Si la clas­

sification des dynamiques en restriction à un ensemble hyperbolique de dimension 0 

est à peu près achevée, elle ne suffit pas à décrire la dynamique sur toute la variété : 

en général 1' homéomorphisme de conjugaison de deux ensembles hyperboliques ne 

peut pas s'étendre à un petit voisinage de ces ensembles hyperboliques. Nous pou­

vons construire deux difféomorphismes du disque intuitivement différents (représentés 

par la figure 5), qui sont conjugués sur leurs ensembles non-errants et dont il n'est 

pas évident de montrer qu'ils ne sont pas globalement conjugués. 

Le premier travail de classification de dynamiques des surfaces est la description 

combinatoire faite par M. Peixoto [Pe2] des champs de vecteurs Morse-Smale (c'est-

à-dire dont l'ensemble des points non-errants est réduit à un ensemble fini de zéros et 

d'orbites périodiques hyperboliques dont les variétés invariantes se coupent transversa­

lement). Dans le cas des champs quasi-gradient (c'est-à-dire sans orbites périodiques), 

la classification peut être décrite de la façon suivante : associons à chaque selle un 
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FIGURE 5. Deux difféomorphismes dont les ensembles non-errants 

sont conjugués 

voisinage ouvert invariant «en étoile» (voir la figure 6). Une combinatoire décrivant 

comment recoller ces étoiles le long de leurs bords permet de reconstituer le champ à 

conjugaison près. 

:P2 

FIGURE 6. Les trois dynamiques obtenues à partir d'une étoile. 

Il était alors naturel d'étudier les dynamiques discrètes qui ressemblent le plus au 

temps 1 de champs Morse-Smale des surfaces : les difféomorphismes Morse-Smale 

des surfaces c'est-à-dire les difféomorphismes de Smale dont l'ensemble non-errant est 

réduit à un nombre fini d'orbites périodiques. Cependant Birkhoff déjà ([Bi]) remar­

quait que la manière dont se coupent les courbes invariantes d'un difféomorphisme 
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contenait des invariants de conjugaison topologique. C'est pourquoi Besdenezhnykh 

et Grines [BezGrl] ont d'abord supposé que les courbes invariantes ne se coupaient 

pas (difféomorphismes quasi-gradients). L'étape suivante consiste à tenter d'introduire 

des orbites hétéroclines, intersection de variétés invariantes d'orbites périodiques dif­

férentes. 

Le graphe de Smale (défini au paragraphe 0 .1.4) est un invariant topologique du 

difféomorphisme, mais il est loin d'être suffisant pour caractériser le type topologique. 

On dit que deux orbites sont de comportement k si le plus long chemin orienté les 

joignant dans le graphe de Smale est formé de k arêtes. Palis [Pa] remarque que si 

deux orbites sont de comportement 1 (i.e. sont jointes par une arête), leurs variétés 

invariantes se coupent en un nombre fini d'orbites. Par contre l'intersection des va­

riétés invariantes d'orbites périodiques de comportement 2 contient déjà une infinité 

d'orbites hétéroclines. Le dessin des courbes invariantes peut être alors très complexe. 

comportement 1 comportement 2 

FIGURE 7. Selles en comportement 1 et 2 

Bezdezhnykh et Grines [BezGr2] ont ensuite supposé que les courbes invariantes 

une fois orientées se coupent avec une orientation constante (ce qui implique qu'elles 

sont de comportement au plus 1) , avant que Grines propose en 1993 (voir [Gr3]) 
une classification des difféomorphismes Morse-Smale dont le graphe de Smale a au 

plus quatre étages : sources, au plus deux étages de selles et puits. Indépendamment 

R.Langevin [La] introduisait une famille d'invariants topologiques associé à la position 
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relative des courbes invariantes d'une paire de selles de comportement un. À notre 

connaissance, la classification de selles en comportement deux n'était pas faite jusqu'à 

ce jour. 

En ce qui concerne les difféomorphismes de Smale non Morse-Smale, l'école russe, 

autour de Plykin et Grines, a obtenu de nombreux résultats partiels en faisant des 

hypothèses sur le dessin des courbes invariantes (voir [ArGrl] et [ArGr2] pour une 

présentation complète de ces résultats). Voici un résultat typique de cette ligne de 

recherche. En 1988 Grines et Kalay [GrKal] [GrKa2] caractérisent les classes de 

conjugaison topologiques de difféomorphismes de Smale au voisinage de pièces ba­

siques sans points conjugués, c'est-à-dire telles qu'il n'existe pas de disques plongés 

dans la surface de bord formé par un segment de courbe stable et un segment de 

courbe instable. 

Dans notre travail, nous ne faisons pas d'hypothèse restrictive sur le dessin des 

courbes invariantes. Cependant le chapitre 8 est consacré à ces difféomorphismes 

«sans points conjugués» que nous appelons «sans impasse». 

u
n

e 
im

pa
ss

e 

FIGURE 8. Une impasse 

Le théorème 8.3.1 montre que la classification de ces difféomorphismes sans impasse 

se ramène à celle des difféomorphismes pseudo-Anosov généralisés. 

0.3. Classification des difféomorphismes de Smale des surfaces : présenta­
tion de nos principaux résultats 

Nous allons suivre une démarche analogue à celle de Peixoto pour montrer que 

les difféomorphismes de Smale peuvent également se reconstruire à partir de voisi­

nages invariants d'ensembles hyperboliques «de type selle» par recollement le long 

de leur bord. Ici, nous devrons remplacer les selles par les ensembles hyperboliques 

saturés maximaux : un compact hyperbolique invariant sera dit saturé s'il contient 

tout point d'intersection de ses variétés invariantes, stables et instables. Nous verrons 

que les ensembles hyperboliques saturés maximaux correspondent aux composantes 

connexes du diagrame de Smale privé de ses sources et de ses puits. Nous montrerons 
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ensuite l'existence d'un voisinage ouvert invariant de topologie finie (c'est-à-dire ho-

méomorphe à une surface compacte à bord, privée d'un nombre fini de points) d'un 

ensemble hyperbolique saturé, que nous appellerons son domaine (Aranson et Grines 

parlent de support (carrier en anglais) quand ils étudient les difféomorphismes de 

Smale sans points conjugués [ArGr2]). 

FIGURE 9. Un domaine 

Plus précisément : 

Proposition (Le domaine : versalité et unicité). — Soit f un difféomorphisme de Smale 

d'une surface compacte, et K un ensemble hyperbolique saturé de f. Alors K possède 

un voisinage A (if), invariant par f, de topologie finie, et tel que, pour tout voisi­

nage invariant U de K de topologie finie, il existe un plongement de A (if) dans U 

commutant avec f et coïncidant avec l'identité sur l'union de K et de ses variétés 

invariantes. 

De plus (A(if ), / ) est unique à conjugaison près, si l'on impose au voisinage d'être 

«fermé modulo f » (voir la définition 3.2.4)-

(Cette proposition correspond aux propositions 3.2.2 et 3.2.5). 

Les domaines seront aussi maniables que les voisinages en étoile de la classification 

de Peixoto : nous pourrons reconstituer la variété et le diffémorphisme (à conjugaison 

topologique près) en recollant les domaines le long de leur bord (voir les proposi­

tions 3.4.3 et 3.4.2), le recollement étant décrit par une combinatoire finie. 
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Les deux difféomorphismes de la figure 5 sont conjugués en restriction à leur en­

semble non-errant, par contre le dessin des courbes invariantes interdit à cette conju­

gaison de s'étendre globalement. Afin de comprendre les courbes invariantes de / , un 

outil essentiel est le théorème de Newhouse et Palis ([NePa]) qui implique que leur 

tracé est organisé par un nombre fini de courbes invariantes de points périodiques. 

Ce sont les contours du dessin, courbes sur lesquelles les autres courbes invariantes 

ne s'accumulent que d'un côté : nous les appellerons les variétés stables ou instables 

bords. 

Le dessin des variétés invariantes est particulièrement simple si l'ensemble hy­

perbolique est un attracteur. On en déduira que si un difféomorphisme / possède 

un attracteur hyperbolique dont le bassin d'attraction rencontre la variété instable 

d'une pièce basique non-réduite à une orbite périodique, alors / n'est pas de Smale, 

et appartient à l'intérieur pour la topologie C 1 , de l'ensemble des difféomorphismes 

structurellement instables (voir la proposition 2.3.3 et le théorème 2.3.4). Ceci nous 

permettra de nous concentrer sur les difféomorphismes de Smale dont les ensembles 

hyperboliques sont de dimension 0 (i.e. ceux qui ne possèdent ni attracteurs ni répul-

seurs non-périodiques). 

Pour analyser complètement la dynamique restreinte à un domaine, il nous faudra 

définir le type géométrique d'une partition de Markov : on complète la donnée com-

binatoire usuelle des rectangles Ri d'une partition de Markov de façon à décrire la 

position relative des images f(Rj) par rapport aux Ri. Notre résultat principal résout 

la question (1) du problème de classification : 

Théorème (Présentation du difféomorphisme sur un domaine) 

Soient K et K' deux compacts hyperboliques saturés de deux difféomorphismes de 

Smale f et f sur deux surfaces compactes S et S'. Supposons que K et K' admettent 

des partitions de Markov (par rectangles disjoints) M et M1 de même type géomé­

trique. Alors il existe un homéomorphisme du domaine de K sur le domaine de K' 

conjuguant les restrictions respectives de f et f à ces domaines. 

(Ce sera, dans le texte, le théorème 5.2.2). 

Ce théorème permet de donner une classification (hélas pas encore effective) des 

difféomorphismes de Smale des surfaces. Les types géométriques de partitions de Mar­

kov décrivant une dynamique donnée, ne sont pas uniques, et sont en nombre infini. 

Cependant, en considérant l'ensemble (fini) des types géométriques de partitions de 

Markov ayant un nombre minimal de rectangles, on obtient un invariant presque com­

plet des classes de conjugaison de difféomorphismes de Smale. Nous complétons cet 

invariant en donnant une règle de recollement des composantes du bord des domaines. 

Cette classification a le défaut de ne pas être constructible. 

Une autre conséquence du théorème 0.3 est que la dynamique d'un difféomorphisme 

de Smale sur le domaine d'un ensemble saturé est presque complètement déterminée 

par le dessin de ses courbes invariantes. 
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FIGURE 10 . Cet ensemble hyperbolique n'est pas saturé 

Théorème (Dessin et dynamique). — Soient f et g deux difféomorphismes de Smale 

de surfaces compactes, et soient K et L des ensembles hyperboliques saturés de f et g, 

de domaines connexes et sans double-bord. Supposons qu'il existe un homéomorphisme 

de l'union des variétés invariantes de K sur l'union de celles de L tel que l'image des 

variétés stables et instables d'un point de K soient les variétés respectivement stable 

et instable du point image. 

Alors, il existe deux entiers p et q strictement positifs tels que les restrictions de 

fp et gq aux domaines A(K) et A(L) soient conjuguées. 

Voir le théorème 6.0.6 (et la proposition 2.1.1 pour la notion de double-bord). 

Pour déduire ce théorème du théorème 0.3, on vérifie que l'homéomorphisme h de 
l'union des variétés invariantes de K sur l'union de celles de L induit une conjugaison 
des restrictions à K et L de fp et gq. On montre alors que l'image par h du bord 
d'une partition de Markov pour (K, fp) est le bord d'une partition de Markov pour 
(L,gq) de même type géométrique. 

Les techniques de démonstration du théorème 0.3 allient des idées venant des dé­

monstrations des théorèmes de stabilité d'Anosov, Palis, Palis et Smale (existence de 

feuilletages invariants), et une analyse fine du dessin des variétés invariantes (hors des 

rectangles d'une partition de Markov) qui prolonge celle déjà faite par Langevin pour 

les difféomorphismes Morse-Smale ([La]). 

Nous donnons aussi une réponse partielle (que nous espérons en fait complète) à 

la question (3) (réalisabilité) du problème de classification. Nous remarquons que 

certains types géométriques ne peuvent être réalisés comme partition de Markov d'un 

ensemble saturé d'un difféomorphisme de Smale : l'exemple le plus simple est donné 

par la figure 10 (voir le corollaire 2 .4 .4) . Remarquons que la matrice d'incidence de 

la partition de Markov de cet exemple est aussi celle associée au fer à cheval; ce 

phénomène est donc différent de celui étudié par Blanchard et Franks mentionné plus 

haut. 
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Nous dirons qu'un type géométrique de partition de Markov est réalisable s'il est 

associé à un ensemble hyperbolique saturé. Le type géométrique permet de définir de 

manière combinatoire l'union des n premiers itérés des rectangles de la partition de 

Markov. C'est une surface à bord, que l'on notera 7£ n , dont le genre g(n) croit avec 

n. Si le type géométrique est réalisable, le genre g(n) tend vers une limite finie. On 

appellera cette limite le genre du type géométrique. Le chapitre 7 donne une condition 

nécessaire et suffisante, qui se lit sur la surface TZQN OÙ N est le nombre de rectangles 

de la partition de Markov, pour qu'un type géométrique (sans double-bord) soit de 

genre fini (théorème 7.4.8(Le genre d'un type)). Le genre du type géométrique est 

alors égal à g(6N). 

En particulier, si la partition de Markov est formée d'un seul rectangle, nous mon­

trons que le genre est nul ou infini. 

Dans sa thèse ([Je, chapitre 5]) E. Jeandenans montre que tout type géométrique 

de genre fini est réalisable par un homéomorphisme. Pour que la réponse à la question 

(3) soit complète, il resterait à construire une réalisation différentiable. 

Nous conjecturons que le procédé suivant permet d'obtenir une classification cons­

tructible (et donc résoudre complètement la question (2) du problème de classifi­

cation). 
Pour chaque composante connexe du complémentaire des puits et des sources dans 

le graphe de Smale de / , choisissons une selle si, dont la pièce basique est minimale 

pour l'ordre de Smale, et dont la courbe stable est bord (ces selles sont en nombre 

fini). Choisissons un intervalle Io compact sur cette courbe, contenant la selle dans son 

intérieur. Considérons maintenant toutes les selles, dont la courbe instable est bord, 

des pièces basiques supérieures à celle de si. Parcourons à partir des selles, leurs 

séparatrices instables. Si une séparatrice rencontre Io, on s'arrête au premier point 

d'intersection avec 7o- On obtient ainsi une famille finie G\ de segments instables qui 

dépend de io- Remplaçons Io par le plus petit segment compact I\ qui contient tous 

les points d'intersection des segments de G\ avec Io- Les extrémités de I\ sont alors 

des points d'intersection primitifs (ou de rang 1) au sens de Birkhoff ([Bi]). On en 

déduit (voir le chapitre 6) que, à itération par / près, il n'y a qu'un nombre fini de 

couples (Ji ,Gi). 

Notons G'2 la famille de segments stables obtenus en parcourant depuis l'orbite 

périodique et jusqu'à Gi, les séparatrices stables bord (à l'exception de celles de s\) 

qui rencontrent G\. Posons G2 = G'2 U { / 1 } . On choisit de même une famille G3 
prolongeant Gi de segments instables. Ce procédé s'arrête quand on a obtenu un 

segment sur chaque séparatrice bord (non-libre) d'une selle d'une pièce basique de 

la composante connexe du graphe de Smale privé des sources et des puits que nous 

avons considérée. Notons U et S les familles de segments respectivement instables et 

stables obtenus aux deux dernières étapes de cette construction. À itération par / 

près, il n'y a qu'un nombre fini de couples (U,S). Le chapitre 4 fournit un procédé 
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explicite de construction d'une partition de Markov par rectangles disjoints à partir 

d'un couple (U, S). En remarquant que le type géométrique d'une partition de Markov 

est le même que celui de tous ses itérés par / , on obtient ainsi un nombre fini de types 

géométriques pour chacun des ensembles hyperboliques maximaux de / . 

Nous pouvons à présent énoncer la conjecture qui répond à la question (2) du 

problème de classification : 

Conjecture. — Etant donné un type géométrique de partition de Markov d'un en­

semble hyperbolique saturé, il existe un algorithme fini permettant d'obtenir tous les 

types géométriques donnés par la construction ci-dessus. 

Le chapitre 1 rappelle d'abord les définitions classiques et les principaux résultats 

de la théorie hyperbolique de Smale, puis définit la notion d'ensemble hyperbolique 

saturé, caractérise ces ensembles à l'aide du graphe de Smale. Le chapitre 2 structure 

le dessin des courbes invariantes d'un difféomorphisme de Smale d'une surface. Cela 

nous permettra au chapitre 3 de construire un voisinage invariant (le domaine) d'un 

ensemble hyperbolique saturé en bouchant de manière canonique les trous dans le 

dessin des courbes invariantes. 

Le chapitre 4 fournit un procédé explicite de construction de partition de Markov 

par rectangles disjoints, pour un ensemble hyperbolique saturé. Le chapitre 5 ajoute 

à la matrice d'incidence d'une partition de Markov Pinformation géométrique per­

mettant de caractériser la dynamique topologique sur le domaine (c'est le théorème 

principal de ce travail (Présentation du difféomorphisme sur un domaine)). 

Le chapitre 6 revient sur le lien entre la dynamique et le dessin des variétés in­
variantes. Le chapitre 7 est consacré au problème de réalisabilité d'une partition de 
Markov géométrisée (question (3) du problème de classification). Le chapitre 8 fait le 
lien entre les difféomorphismes de Smale sans impasses (ou sans points conjugués) et 
les homéomorphismes pseudo-Anosov. 

A. Cascon et S. Newhouse ont déclenché ce travail lors d'une mémorable séance 

de nuit avec R. Langevin à Trieste en 1987. Les auteurs remercient aussi T. Barbot, 

F. Béguin, P. Foulon, D. Fried, J.M. Gambaudo, E. Ghys, J. Los, J. Palis, L. Paris, 

M. Peixoto, D. Sullivan et G. Vago pour de fructueuses conversations et le référée 

pour sa lecture scrupuleuse de la première version de ce texte, et J. Troalen pour 

avoir réalisé sur l'ordinateur nos figures à la main. 
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CHAPITRE 1 

PIÈCES BASIQUES ET ENSEMBLES SATURÉS 

Les deux premiers paragraphes de cette partie font un rapide résumé (sans démons­

tration) de la théorie de Smale des dynamiques hyperboliques. Le premier paragraphe 

rappelle les notions d'hyperbolicité, de variétés invariantes, et le second est consacré 

à la «théorie spectrale», qui cloisonne la dynamique d'un difféomorphisme de Smale 

à l'aide de filtrations et met en évidence des ensembles hyperboliques particuliers : les 

pièces basiques, qui sont ordonnées par l'ordre de Smale. 

Nous définirons ensuite les ensembles saturés qui généralisent la notion de pièce 

basique. Ces ensembles saturés et leurs variétés invariantes seront l'objet principal 

de notre étude. Enfin, nous construirons un voisinage, invariant par / , d'un ensemble 

saturé K d'un difféomorphisme / de Smale d'une surface compacte. Ce voisinage sera 

très régulier mais aura comme seul défaut de ne pas être unique : il nous servira 

comme point de départ pour construire le domaine de K dans les chapitres suivants. 

1.1. Rappels de définitions et de propriétés classiques des dynamiques 
« hyperboliques » 

Les rappels de cette section sont très brefs. Le lecteur souhaitant trouvera des 
informations plus complètes par exemple dans [PM], [GuMoNe], [Sm]. 

1.1.1. Premières définitions 

Définition 1.1.1. — Soit f un homéomorphisme d'une variété M. On dit qu'un point 

x G M est errant s'il possède un voisinage dans M dont tous les itérés par f sont 

disjoints ; sinon on dit que x est non-errant. Classiquement, on note 0,(f) l'ensemble 

des points non-errants de f. 

Définition 1.1.2. — Soit f un homéomorphisme d'un compact X. Il est dit 

- transitif s'il possède une orbite dense 
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- topologiquement mélangeant si pour toute paire d'ouverts U et V de X, pour 

tout entier n assez grand, fn(U) fl V est non vide. 

Définition 1.1.3. — Soit f un difféomorphisme d'une variété M. On dit qu'un en­

semble K C M est hyperbolique pour f s'il vérifie les propriétés suivantes : 

1. K est un compact invariant par f (c'est-à-dire f(K) — K). 

2. Il existe une décomposition de la restriction à K du fibre tangent à M en somme 

directe de deux sous-fibrés vectoriels continus et invariants par la différentielle 

Df de f : 

TM\K = ES®EU 

3. i l existe une métrique riemannienne \\.\\ sur M, et il existe À > 1, tels que Df 

(resp. D(f~1)), en restriction à Eu (resp. Es), dilate les vecteurs d'un facteur 

supérieur ou égal à À ; plus précisément on a : 

\/xeK,VveEZ, Euz | | £ > / ( t ; ) | | > A - | M I 

VxeK,vW€EZ, Euz | | r > r » | | > A . | M I 

Définition 1.1.4. — Soit f un difféomorphisme d'une variété M, et soit K un ensemble 

hyperbolique. Soit x un point de K. 

On appelle variété stable de x, notée Ws(x,f), l'ensemble des points y G M tels 

que l'on ait : 

lim d(fn(x),fn(y))=0 
N—»+oo 

(où d est la distance sur M induite par la métrique riemannienne). 

Soit s > 0. On appelle variété stable locale, W*(x,f), l'ensemble des points z G M 

tels que, pour tout n > 0, la distance d(fn(x),fn(z)) soit inférieure ou égale à e. 

On définit les variétés instable et instable locale du point x pour f, comme étant 

les variétés stable et stable locale de x pour f~x, on les note Wu(x,f) et W™(x,f). 

Rappelons que, pour tout ensemble hyperbolique K de / , il existe un réel e > 0, 

tel que pour tout point x de K, sa variété stable locale W/(a?) soit un disque plongé, 

inclus dans Ws(x, / ) , de dimension égale à celle de l'espace stable E^ et tangent à 

cet espace, aussi differentiate que / et variant continûment avec le point x. Comme 

nous l'avions fait dans l'introduction nous renvoyons à [Sh] pour plus de détails, et en 

particulier pour la démonstration du théorème d'existence (qui nécessite l'utilisation 

d'un théorème de point fixe). 

Les variétés invariantes ont d'abord été définies seulement lorsque x est un point fixe 

ou périodique. J. Palis [Pa] démontre le (X-lemma), que nous résumons (en dimension 

2) en disant que l'on peut tronquer les itérés successifs d'un segment transverse à la 

courbe stable d'une selle de manière qu'ils convergent pour la topologie C1 vers un 

segment compact / arbitraire de la courbe stable de la selle. 

Ce lemme a permis de démontrer les premiers résultats de stabilité structurelle 

(voir ci-dessous). 
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segment 
tranverse 
à Ws(a) 

Ws(a) 

FIGURE 1. Le À-lemma 

Définition 1.1.5. — On dit qu'un ensemble hyperbolique K d'un difféomorphisme f 

possède une structure de produit local s'il existe deux réels e>Oetô>0 tels que, pour 

tout couple (x,y) de point de K vérifiant d(x,y) < ô, la variété stable locale W*(x) 

coupe en un et un seul point, et transversalement, la variété instable locale W"(y) ; 

de plus ce point d'intersection appartient à K. 

Définissons la variété stable WS(K) comme l'ensemble des points dont l'cj-limite est 

incluse dans K. Le « shadowing lemma » (voir l'exposé de Newhouse dans [GuMoNe]) 
permet alors de démontrer que : 

Définition 1.1.6. — On dit qu'un difféomorphisme f d'une variété compacte vérifie 

l'Axiome A si l'ensemble O(f) des points non errants de f est hyperbolique, et si ft(f) 

est l'adhérence de l'ensemble des points périodique de f. 

On dit de plus que f vérifie la condition de transversalité forte si, pour tous 

x,y G O(f), la variété stable Ws{x) est transverse (en tout point) à la variété in­

stable Wu(y). 

1.1.2. Stabilité structurelle. — Pour classifier une famille de difféomorphismes il 

faut d'abord définir une relation d'équivalence exprimant le fait que leurs dynamiques 

sont « les mêmes » . 

Définition 1.1.7. — Deux difféomorphismes f et g d'une variété M sont topologique-

ment conjugués s'il existe un homéomorphisme h de M tel que 

h o / = g o h 

WS(K) = (J Ws(x). 
xEK 
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Cette définition revient à dire qu'au changement de coordonnées donné par h près, 

les deux difféomorphismes sont les mêmes. 

Les difféomorphismes dont on ne peut changer la classe de conjugaison par une 

petite perturbation sont dits structurellement stables ; plus précisément : 

Définition 1.1.8. — Un difféomorphisme f est dit C1 -structurellement stable s'il existe 

un voisinage V de f pour la topologie C1 tel que tout g G V est topologiquement 

conjugué à f 

Il pourrait paraitre plus naturel d'exiger dans la définition d'une conjugaison que 

h soit un difféomorphisme, mais les classes d'équivalence pour cette relation plus fine 

sont trop petites pour qu'il existe des difféomorphismes C1-stables. 

Le théorème principal de la théorie des systèmes dynamiques hyperboliques carac­
térise les dynamique C1-structurellement stables : 

Théorème 1.1.9 ([R][Ro] [Ma]). — Soit f un difféomorphisme de classe C1 d'une 

variété compacte M, alors f est C1 -structurellement-stable si et seulement si f vérifie 

l'Axiome A et la condition de transvers alité forte. 

Définition 1.1.10. — On appellera difféomorphismes de Smale les difféomorphismes 

vérifiant l'Axiome A et la condition de transversalité forte. 

La stabilité structurelle garantit que l'ensemble des classes de conjugaison de dif­

féomorphismes de Smale est discret, ce qui est un préalable à l'existence d'une clas­

sification combinatoire : le théorème 1.1.9 est donc à la base de notre travail. 

1.1.3. Pièces basiques . — Dans la démontration de la stabilité structurelle des 
difféomorphismes vérifiant l'Axiome A et la condition de transversalité forte, l'un 
des points-clefs est la décomposition spectrale de l'ensemble des points non-errants, 
ou encore sa décomposition en pièces basiques séparées les unes des autres par une 
filtration. Rappelons en quelques mots cette décomposition spectrale. 

Définition 1.1.11. — Soit f un difféomorphisme vérifiant l'Axiome A. On appelle piè­

ce basique de f tout compact A C fi(/), invariant par f, transitif, et maximal (pour 

l'inclusion) pour ces deux propriétés. 

Rappelons qu'un compact invariant est dit transitif s'il possède une orbite dense. 

De l'existence d'orbites denses, on sait déduire que la variété stable ou instable de 

tout point périodique d'une pièce basique est dense dans la variété stable ou instable 

de cette pièce basique. 

Attention de ne pas confondre la notion (pourtant classique) de pièce basique 

avec celle, plus courante, d'ensemble basique (basic set) (voir l'article de Newhouse 

dans [GuMoNe] ) qui désigne un compact invariant hyperbolique transitif possédant 

un voisinage U dont il est l'ensemble invariant maximal, c'est-à-dire f l -œ / n ( ^ 0 • 
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En effet, un ensemble basique n'est pas nécessairement maximal parmi les compacts 

invariants transitifs de la variété. 

Nous pouvons à présent énoncer le théorème de décomposition spectrale : 

Théorème 1.1.12. — Soit f un difféomorphisme de Smale d'une variété compac­

te. L'ensemble 0,(f) est alors l'union d'un nombre fini de pièces basiques disjointes, 

notons-les Ai, i G { 1 , . . . , n } où n est un nombre entier. De plus les pièces basiques 

vérifient la propriété suivante : 

Pour tout i G { l , . . . , n } , il existe ni G N tels que A¿ est l'union de n¿ fermés 

disjoints, A\, j G Z/niZ, de façon que pour tout j on ait : 

f ( A Í ) = M + \ 
et que pour tout j la restriction de fni à A¿ soit topologiquement mélangeante. 

Enfin, tout point de la variété M appartient à la variété stable de l'une des pièces 

basiques Ai. 

Smale définit sur l'ensemble des pièces basiques une relation d'ordre (partiel). A 

partir d'une fonction de Morse, on peut décomposer une variété en un empilement de 

sous-variétés à bord, contenant chacune exactement un point critique. L'ordre sur les 

points critiques est simplement celui donné par la fonction. L'ordre de Smale pour 

le gradient de cette fonction de Morse est un ordre partiel sur les points critiques, 

compatible avec l'ordre donné par / . Dans le cas général, l'ordre de Smale sur les 

pièces basiques permet de construire une filtration de la variété qui est l'équivalent 

dynamique de l'empilement de Morse. Définissons à présent l'ordre de Smale et les 

filtrat ions pour les difféomorphismes de Smale. 

Définition 1.1.13. — Soient Ai et A 2 deux pièces basiques, on dira que A 2 domine Ai, 

ce que l'on notera Ai -< A2, si la variété stable de Ai coupe la variété instable de A 2 . 
Autrement dit : 

Ai^A2 Ws(Ai)nWu(A2) ¿0 

On vérifie que la relation -< ainsi définie sur l'ensemble des pièces basiques de f est 

bien un ordre. 

A un ordre sur un ensemble fini est classiquement associé un graphe orienté qui, 

dans notre contexte, s'appelle diagramme de Smale : 

Une arête part de A 2 vers Ai si Ai -< A 2 et s'il n'existe aucune pièce basique A¿ 

telle que : Ai -< Aj -< A 2 . 

Pour toute relation d'ordre sur un ensemble fini, il existe une indexation de l'en­

semble fini qui soit compatible (c'est-à-dire non-décroissante) avec la relation d'ordre. 

Les indexations, non-décroissantes pour -<(, de l'ensemble des pièces basiques d'un 

difféomorphisme de Smale sont fortement liées à l'existence de filtrations « séparant » 

les pièces basiques ([Sh, chapitre 1]) : c'est donc cette notion que nous allons définir 

à présent. 
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Définition 1.1.14. — Soit f un homéomorphisme d'une variété M. On appelle fil-

tration de M pour f une suite finie Mi,..., Mk de sous-variétés compactes à bord 

de M de même dimension que M, telle que pour tout i G { 2 , . . . , k} on ait la suite 

d'inclusions suivante : 

Mi_i c i n t c r 1 ^ . ! ) ) c r H ^ - i ) C Int(/(MO) C f(Mi) C Int(M,) 

Dans la pratique, toutes les filtrations que nous considérerons seront relatives à la 

dynamique / étudiée, si bien que nous omettrons de mentionner / : nous dirons « une 

filtration » pour dire « une filtration pour / » . 

Définition 1.1.15. — Soient K\,..., Kn une famille finie de compacts disjoints in­

variants d'un homéomorphisme f d'une variété M. Nous dirons qu'une filtration 

M0, M i , . . . , Mn pour f, est adaptée à la famille K\,...,Kn si, pour tout i > 1, 

Ki est l'ensemble maximal invariant de Mi \ (Int(Mj_i), c'est-à-dire 

Ki= f l / ^ M ^ I n t f M ^ i ) ) 
j'GZ 

Théorème 1.1.16. — Soit f un difféomorphisme de Smale d'une variété compacte M. 

Pour toute indexation A i , . . . , An de l'ensemble des pièces basiques de f, compatible 

avec la relation d'ordre il existe une filtration de M, 0 = MQ C M\ C • • • C Mn = 

M adaptée à la famille A i , . . . , An. 

L'existence de la filtration «séparant» les différentes pièces basiques montre que 
chaque pièce basique est «isolée» du reste de la dynamique. Plus précisément : 

Remarque. — Soit / un difféomorphisme de Smale et soit A un compact de fl(f). 

Les trois conditions suivantes sont équivalentes : 

1. A est une pièce basique de / . 

2. A est transitif et est isolé dans n îl(/) c'est-à-dire qu'il existe un ouvert U tel que 
U n î l ( / ) = A. 

3. {saturation) A est transitif et quels que soient x, y G A on a : 

Ws{x)nWu(y) C A. 

1.2. Ensembles saturés des difféomorphismes de Smale des surfaces 

Pour classifier les difféomorphismes de Smale d'une surface compacte, il ne suffit 

pas de classifier les pièces basiques : nous devrons démêler l'écheveau de leurs courbes 

invariantes. Pour cela, nous allons considérer des ensembles hyperboliques, constitués 

de pièces basiques et des intersections de leurs variétés invariantes, et possédant la 

propriété de saturation de l'item 3 de la remarque terminant le paragraphe ci-dessus. 
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Ces ensembles auront des propriétés analogues à celles des pièces basiques, mais ne 
seront en général pas transitifs. 

Définissons d'abord de façon intrinsèque les ensembles saturés : 

Définition 1.2.1. — Soit f un difféomorphisme d'une surface compacte. On appellera 

ensemble hyperbolique saturé un compact hyperbolique K invariant par f et vérifiant 

la condition suivante : 

xeKetye K Ws(x) H Wu(y) C K 

Le reste de ce paragraphe a comme but de caractériser les ensembles saturés en 

utilisant les pièces basiques et les points d'intersection de leurs variétés invariantes. 

Soit S une surface compacte et / un difféomorphisme de Smale de S. 

Définition 1.2.2. — On appelle «intervalle de pièces basiques» tout ensemble de pièces 

basiques E vérifiant la propriété suivante : 

Pour toutes pièces basiques Ai, A2, A 3 , 

Ai, A 3 G Eet Ai -< A 2 -< A 3 A 2 G E, 

où -< désigne l'ordre de Smale que nous avons défini au paragraphe 1.1.3 

Remarquons qu'un intervalle ne correspond pas en général à une partie connexe 

du diagramme de Smale. 

Exemple. — L'ensemble des pièces basiques qui ne sont ni source ni puits est un in­
tervalle. Le diagramme de Smale restreint à cet ensemble n'est pas forcément connexe. 
Chacune des composantes connexes de ce nouveau diagramme correspond à un inter­
valle : les intervalles de ce type seront l'un des objets de notre étude. 

Définition 1.2.3. — Soit E un intervalle de pièces basiques de f, on appellera saturé 

de E l'ensemble K union des pièces basiques de E et des intersections de leurs courbes 

invariantes ; plus précisément : 

K= (J Ws(A)n y WU(A). 
AeE AeE 

Proposition 1.2.4. — Soit E un intervalle de pièces basiques ne contenant ni source 

ni puits. Le saturé K de E est alors un compact hyperbolique invariant. 

La proposition se démontre par récurrence sur le nombre de pièces basiques que 

contient E. Pour cela, nous aurons besoin du lemme suivant, qui montre la proposition 

quand E ne contient que deux pièces basiques et qui sera la clef de la démonstration 

pour passer de n à n + 1 pièces basiques : 
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Lemme 1.2.5. — Soit f un difféomorphisme de Smale d'une surface compacte, et 

soient Ai et A2 deux ensembles hyperboliques ne contenant ni source ni puits et tels 

qu'il existe une filtration So C Si C 52 adaptée à { A i , A2} (voir la définition 1.1.15). 

Alors K = Ai U A2 U (WU(A2) H Ws(Ai)) est un compact invariant hyperbolique. 

A i (fer à cheval) 

{(SA 
A 2 

S i 

indique des points du saturé de Ai U A2 

FIGURE 2. Le saturé de deux pièces basiques 

Démonstration du lemme. — L'ensemble K = Ai U A 2 U (Wu(A2) fi Ws(Ai)) est bien 

sûr invariant par / . Nous devons montrer qu'il est compact et hyperbolique. 

Pour montrer que K est compact, il suffit de vérifier que K est le maximal invariant 

nz/ n( 52\Int(So)) du compact 5 2 \ In t (5 0 ) . De l'inclusion f(S2) C Int(5 2), on déduit 

que VF U(A 2) est incluse dans f | N /"^(S^) et donc dans f]z /*(S2). On montre de même 

que Ws(Ai) est incluse dans f]z fl(S \ Int(So)) ; on en déduit que K est inclus dans 

le maximal invariant de S2 \ Int(5o)• Réciproquement, soit z un point du maximal 

invariant de 52 \ Int(5o). Si toute l'orbite de z est contenue dans 52 \ Int(5i) ou 

dans 5i \ 5o, alors z appartient à A2 ou à Ai. Sinon, l'orbite de z rencontre à la fois 

52 \ Int(5i) et 5i \ Int(5o) ; comme / ( 5 i ) C Int(5i), on en déduit que l'a-limite de 

z est incluse dans 52 \ Int(5i), et donc dans A 2 , et que son a;-limite est incluse dans 

Ai. Ceci montre que z E Ws(Ai) fl WU(A2). On a donc montré, dans tous les cas, que 

z appartient à K. 

Il reste à montrer que K est hyperbolique. Remarquons qu'en tout point x G K 

passent une variété stable et une variété instable de points de Ai U A 2 , et que ces 
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deux variétés sont transverses en x (car / vérifie la transversalité forte) : on a donc 

bien une décomposition de l'espace tangent TS\X en somme directe de deux droites, 

et ce scindement est clairement invariant par / ; par contre il n'est pas évident que 

ce scindement soit continu, car les variétés invariantes d'ensembles hyperboliques ne 

sont pas globalement des laminations. Voyons comment montrer la continuité de ce 

scindement : 

On peut définir la variété instable locale W™(A2) de l'ensemble invariant hyperbo­

lique A 2 comme l'ensemble des points dont tout itéré négatif reste à distance inférieure 

ou égale à un e > 0 petit fixé. Nous savons (voir [Sh]) que cette variété instable locale 

est l'union des variétés instables locales des points de A 2 qui sont des disques variant 

continûment. 

Considérons On = / n ( 5 2 ) \ In t ( /~ n (5 i ) ) . La définition d'une filtration implique 

que la suite On est une suite décroissante de voisinages compacts de A 2 . En utilisant 

le fait que A 2 est le maximal invariant de 5 2 \ Si, on voit que l'intersection de la suite 

des Ok est égale à A 2 : on en déduit qu'il existe k > 0 tel que Ok soit inclus dans 

Ve-voisinage de A 2 . 

Le lemme suivant caractérise l'intersection de la variété instable de A 2 avec le 

domaine fondamental Si \ Int( /(5i)) . 

Lemme 1.2.6. — Avec les notations ci-dessus, on a : 

+oo 

WU(A2) n (Si \ Lrt(/(Si))) = fi / " ( S 2 ) n (S a \ hA{№))). 
0 

Cet ensemble est en particulier compact. 

Démonstration. — De la décroissance en n de la suite / n ( 5 2 ) on en déduit que la 
variété instable de A 2 est incluse dans Ho" 0 0 / n ( 5 2 ) , ce qui montre l'inclusion du 
terme de gauche dans celui de droite. 

Montrons à présent l'inclusion inverse. Remarquons d'abord l'inclusion 

-f-oo 

(J / " ( S i ) C I n t ^ S O ) . 
2 

Soit x un point de f)*00 /"(£2) fi (Si \ Int(/(5i))) et donc dans 

fi /"№) \ U nsi). 
0 2 

Remarquons que pour tout i > 0, le point f~l(x) appartient à 

+oo -f-oo 

n/n(52)\U/"№)-
-i 2-i 
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On en déduit que l'ensemble alpha-limite a(x) est inclus dans 

+ 0 0 + 0 0 

fV"№)\lU"(5i) 
—00 —00 

et donc dans f lz /n(^2 \ Si) = A2. Le point x appartient donc à la variété instable 

de A2. • 

compacité, continuité 
et donc transversalité 
uniforme des variétés 
invariantes 
dans un domaine 
fondamental / 

JiSi) 

Si 

FIGURE 3. Les variétés invariantes dans le domaine fondamental Si \ Int(/(Si)) 

On en déduit de plus que, pour tout n > k, l'image par f~n de 

^ w ( A 2 ) n ( 5 1 \ I n t ( / ( 5 1 ) ) ) 

est incluse dans On_i et donc dans Ou- Ceci étant vrai pour tout n > k, on déduit 

du choix de k le fait que f~h~1[Wu(A2) fl (S± \ Int(/(Si)))] est inclus dans la variété 

instable locale W™(A2), et donc : 

WU(A2) H (Si \ Int(/(Si)) = fk^[W£u(A2) H (Si \ Int(/(Si)))]. 

De l'égalité ci-dessus, et des propriétés de la variété instable locale de A2, on déduit 

le fait que WU(A2) H (Si \ Int(/(Si))) est un compact sur lequel l'espace tangent à 

WU(A2) définit un fibre (en droite) continu. 

Le même argument permet de montrer que Ws(Ai) fl (Si \ Int(/(Si))) est un 

compact sur lequel l'espace tangent à Ws(Ai) définit un fibre (en droites) continu. 

Notons W = Ws(Ai)n WU(A2), W0 = Kn (Si \Int(Si)) = (Si \Int(/(Si))), 

et Wn — U - n / l ( ^ o ) - Nous venons de montrer que les fibres tangents aux variétés 

ASTÉRISQUE 250 



1.2. ENSEMBLES SATURÉS 3 1 

stables de Ai et instables de A 2 sont continus sur Wo et l'on sait qu'ils sont trans verses 

et donc uniformément transverses sur Wo qui est compact. On en déduit qu'ils sont 

uniformément transverses sur Wn, pout tout n. De plus W est l'union croissante 

des Wn. Pour n assez grand, W \ Wn se trouve contenu dans l'union d'un petit 

voisinage Ui de Ai et d'un petit voisinage U2 de A 2 (on peut prendre U2 = On 

définit précédemment). Pour tout point de W D Ui, le fibre stable est tangent aux 

variétés stables locales des points de Ai. Pour montrer la stabilité structurelle des 

difféomorphismes de Smale de classe C2, Robbin (voir [Ro, page 487 théorème (10.1)]) 

montre que le fibre tangent aux variétés instables de A 2 est prolongé continûment aux 

points de Ai par le fibre instable de Ai . On peut prolonger de même le scindage 

défini aux points de W fl U2 par les fibres stables et instables de A 2 . (Le théorème de 

stabilité structurelle est montrée pour des difféomorphismes de classe C 1 dans [R] ; 
pour se convaincre directement de la validité de la propriété d'extension continue des 

fibres invariants, le lecteur pourra aussi utiliser une version du À—lemma adaptée aux 

ensembles hyperboliques, qu'il reconstituera par exemple à l'aide des chapitres 5 et 6 

du livre de M. Shub [Sh]). 

L'expansion uniforme des vecteurs du fibre instable et la contraction uniforme des 

vecteurs du fibre stable se montrent en remarquant que, pour tous voisinages Ui,U2 

de Ai et A 2 , il existe n tel que toute orbite de K possède au plus n points hors de U\ 

et U2. 

• 
Démonstration de la proposition 1.2.4- — O n vérifie facilement que si E est un in­

tervalle de pièces basiques, alors il existe une indexation A i , . . . , A n (compatible avec 

-<) de l'ensemble des pièces basiques et z, j G { 1 , . . . , n } , i < j , tels que : 

E = { A i , , . . , A i } . 

Considérons 0 = So C Si C - • • C Sn = S une filtration de S associée à cette 

indexation des pièces basiques (voir la définition 1.1.15). 

On montre la proposition par récurrence sur le nombre n = 1 + i — j de pièces 

basiques constituant E. Bien sûr la proposition est triviale quand n = 1 . 

Notons Ei = E\Aj. La numérotation étant compatible avec -<, E\ est un intervalle 

comportant n — 1 pièces basiques : notons Ki la saturation de Ei. Par hypothèse de 

récurrence, Ki est un compact invariant hyperbolique. En outre, 

K - Ki U Aj U (Wu(Aj) H Ws(Ki)). 

Notons 5o = Si-i, Si = Sj-i, et 5 2 = Sj. Les ensembles hyperboliques Ki et Aj, 
munis de la filtration So C Si C 5 2 vérifient les hypothèses du lemme 1.2.5 : le 

choix de la filtration implique que Ki est le maximal invariant de .Si \ So- D'après le 

lemme 1.2.5, K est donc un ensemble hyperbolique. • 

Nous pouvons à présent caractériser les ensembles hyperboliques saturés des difféo­

morphismes de Smale des surfaces : 
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Proposition 1.2.7. — Soit f un difféomorphisme de Smale d'une surface compacte. 

1. Le saturé d'un intervalle E de pièces basiques est un ensemble hyperbolique si et 

seulement si toute orbite périodique puits ou source de E n'est comparable pour 

-< à aucune autre pièce basique de E. 

2. Tout ensemble hyperbolique saturé de f est le saturé d'un intervalle de pièces 

basiques. 

Démonstration. — L'item (1) est une conséquence facile de la proposition 1.2.4 et de 
la remarque suivante : 

Remarque. — Soit x un point non-périodique appartenant à la variété stable d'une 

orbite périodique puits ou à la variété instable d'une source. Il ne peut appartenir à 

aucun ensemble hyperbolique. 

En effet, choisissons par exemple le point x dans la variété stable d'un puits p. Il 

existe un point y d'une pièce basique de / tel que x appartienne à la variété instable 

de y. Soit v un vecteur non-nul tangent en x à Wu{y). Comme v est aussi tangent à 

la variété stable de p, les itérés positifs et négatifs de v tendent en norme vers 0 ce 

qui interdit à x d'appartenir à un ensemble hyperbolique. 

Montrons l'item (2) : 

Soient K un ensemble hyperbolique saturé et x G K qui n'est pas un point pé­
riodique puits ou source. Il existe deux pièces basiques Ai et A 2 telles que x G 
Ws(k\) n WU(A.2) (si x appartient à Ai on prend A2 = Ai). Nous devons montrer 
que toute pièce basique A, vérifiant Ai -< A •< A2, est incluse dans K. 

Le compact invariant K contient l'cj-limite de x, donc contient un point x\ de 
Ai. La condition de saturation appliquée à xi montre que K contient l'adhérence 
de Ws(xi) D Wu(xi), et donc contient Ai. En remplaçant c^-limite par a-limite on 
montre que K contient A 2 . 

Toute pièce basique Ai -< A -< A 2 est contenue dans l'adhérence de Ws(Ai) fl 
WU(A2) et donc dans K. De plus, la remarque ci-dessus permet de voir que Ai ne 
peut être un puits et que A 2 ne peut être une source. • 

De la proposition 1.2.7 et du théorème 1.1.16, on déduit le corollaire suivant : 

Corollaire 1.2.8. — Soit f un difféomorphisme de Smale d'une surface compacte, et 

soit K un ensemble hyperbolique saturé de F. Alors il existe une filtration So, Si pour 

f, adaptée à K (c'est-à-dire que K est le maximal invariant de Si \Int(£o)^. 

Remarque. — On pourrait définir de la même manière les ensembles hyperboliques 

saturés et les saturés d'intervalles de pièces basiques, pour des difféomorphismes de 

variétés de dimension plus grande que 2. On montre alors que le saturé d'un inter­

valle E est hyperbolique si et seulement si deux pièces basiques de E ne sont pas 

comparables dès que la dimension des variétés stables de leurs points ne sont pas 

identiques. 
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1.3. Voisinages invariants d'ensembles saturés en dimension 2 

Soient / un difféomorphisme de Smale d'une surface compacte et K un ensemble 

hyperbolique saturé de / . Le but de ce paragraphe est de construire des voisinages 

ouverts de K, invariants par / , particulièrement simples : ils sont de topologie finie 

c'est-à-dire qu'ils sont homéomorphes à une surface compacte privée d'un nombre fini 

de points. 

Plus précisément, nous allons montrer la proposition suivante : 

Proposition 1.3.1. — Soit f un difféomorphisme de Smale d'une surface compacte S, 

et soit K un ensemble hyperbolique saturé de f. Alors il existe un ouvert U invariant 

par f, contenant K, et possédant en outre les propriétés suivantes : 

1. K est le maximal invariant de tous ses voisinages relativement compacts dans 

U. C'est aussi le compact invariant maximal de U. 

2. U est difféomorphe à une surface compacte (sans bord) S privée d'un ensemble 

fini de points p1, ........, p2. De plus S possède un difféomorphisme de Smale f 

ayant les points pi comme points périodiques attracteurs ou répulseurs. Enfin, 

la restriction de f à S \ { p i , . . . p1) est conjuguée à la restriction de f à U par 

un difféomorphisme. 

Pour montrer la proposition, nous allons considérer une filtration {So ,S i} pour / 

adaptée à K (voir le corollaire 1.2.8), et nous montrerons que l'union des itérés de 

Si \Int(So) possède toutes les propriétés requises. Pour prouver que cet ensemble est 

de topologie finie, nous aurons besoin de contrôler la topologie d'une union infinie 

d'itérés d'une surface à bord : c'est ce que fait le lemme suivant. 

Lemme 1.3.2. — Soit S une surface compacte orientée, E C S une surface compacte 
à bord et h un homéomorphisme de S, préservant l'orientation et tel que l'on ait : 

E C A(Int(E)). 

Alors : 

1. L'union U = Un€Z hn(h(Y,) \ E) est un ouvert ayant un nombre fini de compo­

santes connexes. 

2. Chaque composante connexe C de U est un cylindre. 

3. Il existe i G N tel que hl(C) = C, de plus la restriction de k1 à C est conjuguée 

à une translation. 

Démonstration. — 1) Appelions Un = |J"n ht(h{E)\lnt(S). Comme ftJ'(E) est inclus 
dans /^+1(E), on voit que 

C/n = ^+1(E)\f t -n(Int(E) . 

Comme /i~n(E) est inclus dans l'intérieur de ftn+1(E) le bord de Un est égal à 

9/in+1p)uarn(E) (deux copies disjointes /in+1(<9E) et /i"n(9E) du bord de E). 
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Chaque composante connexe de Un étant de bord non vide (car S est connexe) le 

nombre de ces composantes connexes est borné indépendamment de n. On en déduit 

que l'ensemble des composantes connexes de U (union croissante des Un) est fini. 

Comme Un est inclus dans l'intérieur de Un+i, on voit que U est ouvert. 

2 et 3) Remarquons que Uo = hÇE) \ Int(£) est un domaine fondamental de la 

restriction de h à U. Le quotient U/h de U par h est obtenu à partir de Uo en 

identifiant par h les deux copies <9£ et h(c?£) du bord de £ qui forment le bord de 

Uo. On en déduit que U/h est une surface compacte sans bord et que la projection 

est un revêtement. 

Soit C une composante connexe de U. L'ensemble des composantes connexes de U 

est fini, et h induit une permutation de ces composantes ; notons k la période de la 

composante C. Le quotient C/hk de C par hk est une composante connexe de U/h 

donc est une surface compacte orientable connexe sans bord. La projection de C sur 

C/hk est un revêtement cyclique ; comme hk est d'ordre infini le revêtement est infini 

cyclique. Comme C est inclus dans S, C est (par définition) de genre fini. 

Toute surface compacte admettant un revêtement infini cyclique de genre fini est 

un tore T2, et l'espace total du revêtement est donc un cylindre. Enfin, hk est le 

générateur du groupe des automorphismes de ce revêtement donc hk est conjugué à 

une translation. • 

Corollaire 1.3.3. — Sous les hypothèses du lemme, notons £7+ l'union 

U+=\J hn(hÇZ) \ £). 
n>0 

Alors le bord dans U de U+ est exactement c?£. De plus, il existe une surface com­

pacte à bord £7+ munie d'un homéomorphisme h possédant un ensemble fini p i , . . . ,pi 

de points périodiques attracteurs, telle que 17+ \ { p i , . . . soit homéomorphe à £/+ 

par un homéomorphisme conjuguant h à h. 

Démonstration. — Notons [7+ = ( J H o ^(hÇE) \ £ ) . Alors le bord de [7+ est égal 

à <9£ U /n (d£ ) . D'après le lemme 1.3.2, l'homéomorphisme h agit proprement et 

librement sur [/, donc /n(<9£) sort de tout compact de U quand n tend vers l'infini. 

De plus, C7+ est l'union croissante des [7+ : on en déduit que son bord dans U est égal 

à<9£. 

Soit C une composante connexe de U et k sa période pour / . D'après le lemme 1.3.2, 

on peut identifier C avec R x S1 et l'homéomorphisme hk avec la translation (t, 6) *-> 

(t + 1,0). Choisissons s tel que le cercle ct — {t} x S1 rencontre C7+. Comme C7+ fl C est 

invariant par hk, pour tout n > 0, le cercle hn(ct) = Ct+n rencontre C7+. Cependant, 

pour n assez grand, Q+n est disjoint de <9£ et plus précisément 9 £ C] — oo, t + nlxS1. 

Le demi-cylindre fermé [t + n, -hoofxS1 est d'intersection non vide avec [7+ fl C mais 

est disjoint de son bord (dans U), donc est contenu dans C7+ fl C. Un raisonnement 

ASTÉRISQUE 250 



1.3. VOISINAGES INVARIANTS D'ENSEMBLES SATURÉS EN DIMENSION 2 3 5 

analogue permet de montrer que pour n assez grand 17+ fl C est disjoint du cylindre 

] - oo,* - n] x S1. 

Notons C la compactification de C par deux points TV et 5, telle que C soit homéo-

morphe à la sphère S2, et que hk soit conjugué à la dynamique «nord-sud». Alors 

C7+ U { S } est une partie compacte de la sphère S2 dont le bord, qui est égal à S fl (7, 

est une union finie de courbes simples disjointes. On en déduit que Î7+ U { S } est une 

surface à bord et que hk induit un homéomorphisme ayant S comme unique point 

fixe attracteur. 

On obtient la surface à bord (7+ annoncée en compactifiant comme ci-dessus les 

intersections de t/+ avec chaque composante connexe de U. • 

Démonstration de la proposition 1.3.1. — D'après la proposition 1.2.7, le compact 

hyperbolique K est le saturé d'un intervalle de pièces basiques. Le corollaire 1.2.8 

permet alors de choisir deux sous-variétés compactes à bord So et Si de S ayant les 

propriétés suivantes : 

S0 C Int(/(S0)) C /(S0) C Int(Si) C Si C Int(/(Si)) 

K = f } r f n (s1\s0). 
nez 

Considérons U = UnEzfn(Si \ So). Remarquons que, puisque le bord de Si est 

contenu dans l'intérieur de / (S i \ So), U = UnÇZInt(/n(Si \ So)). 

1) Soit O C U un voisinage compact de K. La famille Int(/*(Si \ SQ)), i G Z est un 

recouvrement ouvert du compact O. Il existe donc n G N tel que O C |J^n /2(Si \So) . 

Rappelons que K est le maximal invariant de Si \ Int(So). Soit x G O un point 

n'appartenant pas à K. Il existe donc i tel que fz(x) soit n'est pas dans Si, soit est 

dans l'intérieur de So : 

- dans le premier cas, /™+î(#) n'appartient pas à / " ( S i ) et donc n'appartient pas 

à O (les /n (S i ) étant croissants, on a UN C /n(Si) ) 

- dans le second cas, /~n+î(x) appartient à /_n(Int(So)) et donc (par un raison­

nement analogue au premier cas) n'appartient pas à O. 

Ceci montre que x G 0\K n'appartient pas au maximal invariant de O. L'inclusion 

réciproque est immédiate puisque i f C O est invariant par / . Ceci achève la démons­

tration de l'item (1). 

2) Remarquons que U peut s'écrire 

U = |J rn(S0 \ /^(IntCSo))) U (5X \ Int(So)) U U r(f(Si) \ Io t fà ) ) 
n>0 n>0 

(voir la figure 4). 

Le corollaire 1.3.3 dit que \Jn>0 fn{f(Si) \ Int(Si)) admet une compactification 

en une surface compacte à bord de bord dSi, en complétant / par un nombre fini 

d'orbites périodiques attractrices. 
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S1 

s2 

Si \ Int So 

U / " " ( S o N / - 1 (Int So) Un / ^ i A i n t S i ) 

So\ / i ( In tSo) / ( S O \ Int Sx 

FIGURE 4. Construction d'un voisinage invariant d'un ensemble hyperbolique 

Posons S2 = S \ Int(So). Remarquons que So et S2 ont même bord et que 

So \ In t ( / -1(50)) = r\S2 \Int(52)); 

de plus, S2 vérifie les hypothèses du lemme 1.3.2. Le corollaire 1.3.3 implique donc 

que Un>o fn(So \ /_1(Int(Si))) se compactifie en une surface compacte de bord dSo, 

en complétant / par un nombre fini d'orbites périodiques répulsives. On en déduit 

facilement que U est un ouvert homéomorphe à une surface compacte S privée d'un 

ensemble fini de points pi et que la restriction de / à U se complète sur S de façon 

que les pi soient des points périodiques attracteurs ou répulseurs. 

Lemme 1.3.4. — Soit D un disque et un homeomorphisme ip de D dans son intérieur 

ayant un unique point fixe P attracteur. Supposons de plus que Vhoméomorphisme 

ip est un difféomorphisme sur D\P. Il existe un difféomorphisme (p de D dans son 

intérieur coincidant avec <p> près du bord de D et possédant comme unique point fixe 

le point P, qui est de plus attracteur. 

Démonstration. — Considérons le tore quotient par ip de D \ P . Considérons 

l'homothétie de rapport 1/2 de centre P définie sur un disque A centré en P contenu 

dans D .Le quotient par cette homothetie de A\P est un tore T ^ . Nous conviendrons 

d'appeler parallèle les images dans chacun des tores respectivement du bord de D et 
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du bord de A. Les deux tores sont munis d'une structure différentiable puisque (p 

est difféomorphisme hors de P. Nous pouvons choisir un difféomorphisme de sur 

T1/2 qui envoie parallèle sur parallèle. En découpant le long des parallèles on obtient 

un difféomorphisme d'un domaine fondamental de (p sur un domaine fondamental 

de l'homothétie qui s'étend en un difféomorphime h de D \ P sur A \ P conjuguant 

(p et l'homothétie. Le difféomorphisme h se prolonge continûment en P. Il reste à 

construire un difféomorphisme h de D \ P coïncidant avec l'identité près du bord de 

D et avec h près de P. On obtient cp en conjuguant ip par h. • 

On se convainc maintenant facilement que l'on peut lisser comme ci-dessus / de 

façon à ce qu'il soit un difféomorphisme. Ce difféomorphisme est de Smale puisque, 

par l'item (1), le maximal invariant de tout compact disjoint des pi est inclus dans K 

qui est un ensemble hyperbolique. • 

Remarque. — L'ouvert invariant U que nous venons de construire dépend, comme 

sous-ensemble de la surface S, du choix de la filtration isolant l'ensemble hyperbolique. 

La classe de conjugaison de la restriction de / à U aussi, et même la topologie de 

l'ouvert U. L'exemple le plus simple est construit à l'aide d'une dynamique sur la 

sphère, temps 1 d'un champ de vecteur Morse-Smale ayant deux selles s\ et s 2 , deux 

puits et deux sources comme sur la figure 5. 

Dans cet exemple, les deux filtrations { £ * } et { S ^ } , i G { 0 , 1 , 2 } , représentées 

définissent deux ouverts U et U' voisinages de la même selle si et les restrictions de 

/ à U et U' ne sont pas conjuguées, comme on peut le voir sur la figure 5. 

On peut obtenir des ouverts non-homéomorphes à l'aide d'une dynamique sur le 

tore temps 1 d'un champ de vecteurs Morse-Smale ayant trois selles s i , S 2 , S 3 e n 

prenant { 5 1 , 5 2 } comme ensemble hyperbolique. 

Etudions à présent la dynamique et la position des variétés invariantes dans cet 

ouvert invariant : 

Proposition 1.3.5. — Soit K un ensemble hyperbolique saturé d'un difféomorphisme 

de Smale f d'une surface compacte S, et soit U un voisinage invariant de K construit 

par la proposition 1.3.1. 

1. Si X est un compact de U disjoint de W8(K), alors pour tout compact Y C U, 

l'ensemble des entiers n > 0, tels que fn(X) fl Y soit non-vide, est fini. 

2. Soit Si C S la surface à bord ayant servi pour la construction de U. Alors 

WS(K) = UD 
rn(Si). n > 0 

Démonstration. — Remarquons d'abord que U, comme tout voisinage invariant de 

K, contient les variétés invariantes de K. 
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Si \ Int S0 

S^\IntSÍ 

FIGURE 5. Ouverts invariants construits à l'aide de filtration 

De l'hypothèse Si C /(Int(Si)), on déduit que pour tout n > 0, tout point x £ 

f~n(Si) a son orbite positive disjointe de f~n(Si). On en déduit que x n'appartient 
pas à la variété stable de K ; en d'autres termes, WS(K) C f~n(Si) fl U donc 

WS(K)CUH f | / " n ( S i ) . 
n>0 

Voyons la réciproque. 

Soit x C U f) C\n>o f~n(Si), et soit y G u(x). Nous allons vérifier que l'orbite de y 

est contenue dans Si \ So, ce qui implique que y appartient à K (maximal invariant 

de Si \ Int(So)) ; on en déduira que l'H-limite de x est contenu dans K et donc que 

xe WS(K). 

Remarquons que toute l'orbite positive de x est incluse, par définition, dans Si et 

que son orbite négative aussi car f~1(Si) C Si. De la compacité de Si, on déduit que 

l'orbite de y est incluse dans Si. 

Remarquons que x G U implique l'existence de n tel que x £ / n ( S o ) , donc fl(x) £ 

fn(So) pour tout l > 0. On en déduit que LJ(X) est disjoint de / n ( S o ) , et donc aussi 

de SQ. L'orbite de y est donc disjointe de So, ce qui conclut. 
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Soit X C U un compact disjoint de WS(K). De ce qui précède, on déduit que 

X H f ïn>o f~n(si) = 0 : 11 existe donc ^ > 0 tel que fn(X) D Si = 0, et pour tout 

/ > 0, on a fl+k(X)nfl(S\) = 0. Il reste à remarquer que, pour tout compact Y C U, 

il existe lo > 0 tel que y C fl°(Si). Alors, pour tout l > lo, fk+l(X) est disjoint de 

F . • 

Corollaire 1.3.6. — Les variétés invariantes WS(K) et WU(K) sont fermées dans U. 

Démonstration. — En effet, WS(K) est le complémentaire dans U des bassins d'at­

traction des puits du difféomorphisme de Smale / que nous venons de construire. On 

conclut de même pour les variétés instables. • 

En ôtant de S des disques invariants par / autour des points périodiques attrac-

teurs, et invariants par /_1 autour des points périodiques répulseurs, on déduit de la 

proposition 1.3.1 le corollaire suivant : 

Corollaire 1.3.7. — Soit f un difféomorphisme de Smale d'une surface compacte, et 

soit K un ensemble hyperbolique saturé de f. Alors il existe une filtration So C Si 
telle que K soit le maximal invariant dans Si \ So et que, pour tout i, l'adhérence de 

Si \f(Si) soit l'union d'un ensemble fini de couronnes disjointes (voir la figure 6). 

FIGURE 6. Voisinage d'un ensemble saturé, avec entrée et sortie 
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CHAPITRE 2 

GÉOMÉTRIE DES COURBES INVARIANTES 

Notons S une surface connexe compacte (sans bord) et f: S -» S un difféomor­

phisme de Smale. On supposera désormais que S est orientée et que / préserve l'orien­

tation. Soit K un ensemble hyperbolique saturé de / , ne contenant ni puits ni source. 

La structure de produit local de K dit que les variétés stables et instables forment 

localement un quadrillage ; nous exploiterons dans cette partie l'invariance par / de 

ce quadrillage et la compacité de S. 

2.1. Points bords d'une pièce basique ou d'un ensemble hyperbolique sa­
turé 

Soit x un point de WS(K), il existe un point y G K tel que x G Ws(y) ; nous 

noterons Ws{x) = Ws(y) la courbe stable passant par le point x. Nous appellerons 

séparatrice stable de x une composante connexe de Ws(x) \ {x} (cette notation est 

classique pour les points périodiques). On parlera de même de la variété instable 

Wu(x) et des séparatrices instables de # G WU(K). 

Soit x un point de la variété stable de K. Il existe un homéomorphisme h du carré 

Q = ] - l , l [ 2 dans S, tel que h(0,0) = x et tel que h(Q) fl WS{K) = h(] - 1, l [ x F ) , où 

F est un fermé de ] — 1,1[. En d'autres termes, WS(K) est une lamination au voisinage 

de chacun de ses points (en fait les variétés invariantes sont les feuilles d'un feuilletage 

invariant par le difféomorphisme / , défini au voisinage de K et dont on trouvera la 

construction dans [Mol]). On dira que le point x est de type s-bord s'il appartient à 

un arc h(] — 1, l [ xy ) où y est l'extrémité d'une composante du complémentaire de F 

dans ] — 1,1[. En remplaçant stable par instable, on définit de même les points de type 

u-bord. 

Remarque. — Un point x G K est de type s-bord (resp. u-bord), si et seulement s'il 

existe un intervalle borné de sa variété instable (resp. stable) admettant x dans son 

adhérence et disjoint de K (voir la figure 1). 



4 2 CHAPITRE 2. GÉOMÉTRIE DES COURBES INVARIANTES 

ws 

Ws{x) 

Wu(x) 

FIGURE 1. Un point de type s-bord 

On dira qu'un point x G WS(K) est un double s-bord s'il existe un intervalle ouvert 

d'une courbe transverse en x à WS(K), contenant le point x et tel que x soit l'unique 

point d'intersection de WS{K) avec cet intervalle. 

Un point s-bord et u-bord sera dit un coin. 

La proposition suivante est, pour l'essentiel, due à J. Palis et S. Newhouse (voir 

[NePa]) 

Proposition 2.1.1 
1. Si x est un s-bord, alors tout point de son orbite par f est un s-bord, et tout 

point de Ws(x) est un s-bord. 

2. Si x est un point périodique et est un s-bord, alors Vune des séparatrices de 

Wu{x) est disjointe de K. 

3. L'ensemble des orbites périodiques s-bord est fini. 

4. Si x G K est un point tel que Vune des séparatrices de Wu{x) ne rencontre pas 

K, alors x est un point périodique. 

5. Si x est un s-bord alors x est sur la variété stable d'un point périodique s-bord. 

6. Si K ne possède aucun bord, f est Anosov. 

Si K possède des u-bords mais pas de s-bord, alors K est un attracteur hy­

perbolique (éventuellement non-transitif). 

(S'il possède des s-bords et des u-bords, on dira que K est de type selle). 

7. Un point x G WS(K) est un double s-bord si et seulement s'il appartient à la 

variété stable d'un point périodique dont l'orbite est une pièce basique qui est 

minimale pour -< parmi les pièces basiques contenues dans K. 
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Démonstration. — L'item (1) est une conséquence facile de l'invariance de WU(K) 

et WS(K) par / , ainsi que de la structure de produit local. Pour montrer l'item (2), il 

suffit de remarquer que, si une séparatrice instable d'un point périodique x contient 

un point de K autre que x, alors elle contient une suite de points convergeant vers x. 

Montrons l'item (3) par l'absurde : supposons qu'il existe une suite infinie (xn)neN 

de points périodiques de type s-bord ; puisque K est compact, quitte à extraire une 

sous-suite, on peut supposer que cette suite converge vers un point y G et quitte à 

extraire une sous-suite, on peut supposer que les Xi sont tous dans un petit voisinage 

de y, sur lequel K a une structure produit. On peut donc projeter les Xi sur la variété 

instable locale W£c(y) le long de leur variété stable : notons X{ cette projection. 

Choisissons trois indices i, j , k tels que le point Xj appartienne au segment de W£c(y) 

joignant Xi à Xk- Alors chacune des séparatrices instables issues de Xj rencontre la 

variété stable de Xi ou de Xk, en un point de if, ce qui contredit (d'après (2)) le fait 

que Xj soit s-bord (voir la figure 2). 

\Xi x1 

X2 X2 

X3 X3 

y 

FIGURE 2. Accumulation de points périodiques s-bord 

Montrons l'item (4) : soit x G K tel que l'une des séparatrices instables issues de x 

soit disjointe de K. Notons W+(x) cette séparatrice. Notons y un point d'accumulation 

de la suite ( /_n(x)) ,n G N, et soit (ni),i G N une suite strictement croissante telle 

que les f~ni(x) convergent vers y et soient tous dans un petit voisinage de y dans 

lequel K a une structure de produit. Chaque f~ni(x) a une séparatrice disjointe de 

K : la preuve de l'item (3) montre déjà que trois points f~ni(x), f~nk(x) et f~ni(x) 

ne peuvent avoir des projections différentes sur la variété instable locale de y (le long 

de leurs variétés stables locales). L'ensemble des projections des points f~ni(x), pour 

ni assez grand, sur la variété instable locale de y se réduit donc à deux points au plus. 

La convergence de la suite de ces projections vers y implique que pour m encore plus 

grand, cette projection est le point y lui-même, (voir la figure 3). On en déduit que la 

variété stable du point y est périodique; notons n sa période. Comme fn \wa(y) est 
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une contraction, Ws(y) est la variété stable d'un point périodique. La dynamique de 

f~n en restriction à cette variété invariante est une dilatation : en particulier, tout 

point a un nombre fini d'itérés négatifs par / qui appartiennent à un segment compact 

fixé de cette variété stable. Or, pour une infinité de valeurs de z, f~ni (x) appartient à 

la variété stable locale de y : cette suite de points est donc finie (et en fait constante), 

c'est-à-dire que x est un point périodique de type s-bord. 

Wu(y) 

f-n1 (x) 

FIGURE 3. Accumulation d'itérés négatifs d'un point s-bord 

Prouvons l'item (5). Soit x0 E WS(K) un point s-bord, il existe un point x G K 

tel que XQ G Ws(x). Nous avons remarqué qu'il existe un intervalle X d'extrémité x, 

contenu dans Wu(x) et disjoint de K. Les intervalles /n(J) ,n > 0 restent disjoints de 

X , et leur longueur reste supérieure à un nombre s > 0. En effet, la variété instable 

locale de K est dilatée par / : il suffît de prendre e plus petit qu'un minorant de la 

longueur de X et de la longueur des séparatrices instables locales. 

Montrons par l'absurde que tout point appartenant à l'w-limite de x possède une 

séparatrice ne rencontrant pas K. Soit y G LO(X) appartenant à l'intérieur d'un segment 

instable [i/i,2/2]U dont les extrémités appartiennent à K. Il existe k > 0 tel que le 

segment [f~k(yi), f~h(y2)]u est de longueur inférieure à £ ; le point f~h{y) appartient 

aussi à uo(x). Soit (n*) une suite tendant vers +oo telle que fni(x) converge vers 

f~h{y). En utilisant la structure de produit local au voisinage de f~h(y), on obtient 

une contradiction puisque la longueur des fni (X) reste supérieure à e. 

De l'item précédent, on déduit que tout point de u(x) est un point périodique 

s-bord : on en déduit que x appartient à la variété stable d'une orbite périodique de 

type s-bord. 

Voyons à présent l'item (6). Si K n'a pas de point s-bord, la structure de lamination 

locale de WS(K) implique que WS(K) contient un voisinage de chacun de ses points, 

donc est un ouvert : K est donc un attracteur hyperbolique. 

Si de plus K n'a pas de point u-bord, WU(K) est ouvert, ce qui implique que 

K = WS(K) n WU(K) est lui aussi ouvert : K = S et / est un difféomorphisme 

d'Anosov. 

Enfin démontrons l'item (7). D'après l'item (5), tout point double s-bord est sur la 

variété stable d'un point périodique double s-bord, dont les deux séparatrices instables 
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(d'après (2)) sont disjointes de K. L'orbite de ce point périodique n'a pas d'intersec­

tion homoclinique. On en déduit que cette orbite périodique est une pièce basique de 

/ , qui est minimale dans K pour la hiérarchie de Smale. • 
Définition 2.1.2. — On appellera séparatrice stable libre une séparatrice d'un point 

périodique u-bord de K qui est stable et disjointe de K. On définit de même une 

séparatrice instable libre. 

2.2. s-arches, u-arches, rectangles 

La structure de produit local de K va nous permettre de distinguer certains rec­

tangles de S et certains intervalles des courbes invariantes. 

Définition 2.2.1 (Rectangles). — Soit R une partie de la surface S. On dira que R 

est un rectangle pour K, s'il existe deux segments I,JcR et un homéomorphisme 

h: I x J —>• R ayant les propriétés suivantes : 

Notons dl l'ensemble des extrémités du segment I (En particulier si I est réduit à 

un point, alors dl = I). Alors on a : h((dl) x J ) c WU(K) et h(I x dJ) C WS(K). 

Pour tout t G J, h(I x {t}) est soit disjoint de WS{K) soit inclus dans WS(K), 

et de même, pour tout s E I, h({s} x J) est soit disjoint de WU(K) soit inclus dans 

WU(K). 

On notera ds(R) = h(I x dJ) et on l'appellera le bord stable de R, et de même 

du(R) = h(dl x J) sera le bord instable de R. 

Remarquons que R peut être réduit à un intervalle ou même à un point ; on dira 

dans ce cas que R est un rectangle dégénéré. 

point de K 

x 

séparatrice instable de x 

point de K 

R 

FIGURE 4. Situation interdite 
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Remarque. — Avec la définition ci-dessus, si x est un point périodique de type s-bord 

contenu dans un rectangle R, alors x est sur le bord stable de R : en effet, d'après la 

proposition 2.1.1, l'une de ses séparatrices instable est libre (c'est-à-dire disjointe de 

K) (voir figure 4). 

On utilisera parfois la notion de rectangle immergé, que l'on définit de façon iden­

tique à la définition ci-dessus, à ceci près que h est un homéomorphisme local, et non 

pas un homéomorphisme. 

Définition 2.2.2 (Arches). — On appellera u-arche tout segment de variété instable 

d'un point de K, d'extrémités sur K et ne rencontrant K qu'en ses extrémités. 

Définition 2.2.3 (Arches équivalentes). — On dira que deux u-arches différentes sont 

équivalentes s'il existe un rectangle non-dégénéré, éventuellement immergé, dont le 

bord instable est l'union des deux arches. 

On définit de façon analogue la notion de s-arches équivalentes. 

FIGURE 5. Arches équivalentes 

Remarques 
0. Dans la définition ci-dessus nous avons imposé aux rectangles d'être non dégé­

nérés pour éviter la pathologie représentée sur la figure 6 

1. L'«équivalence» d'arches définie ci-dessus est bien une relation d'équivalence si 

l'on impose de plus qu'une arche est équivalente à elle-même. La réunion de deux 

rectangles ayant un côté commun est encore un rectangle qui peut cependant 

être seulement immergé même si les deux rectangles initiaux sont plongés. Ceci 

garantit la transitivité de la relation. 

2. Si ao et ai sont deux u-arches équivalentes, alors, pour tout n G Z, /n(a0) et 

fn(ai) sont équivalentes : il suffit de considérer l'image par fn du rectangle 

réalisant l'équivalence entre ao et a i . 
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FIGURE 6. Deux arches ai et a 2 non équivalentes, dont l'union forme 

un rectangle dégénéré 

3. D'après la remarque ci-dessus, / agit sur les classes d'équivalence d'arches : on 

pourra donc parler de Vorbite pour f d'une classe d'équivalence d'arches. 

4. Soient ao et ai deux u-arches équivalentes et soit R le rectangle réalisant l'équi­

valence. L'intersection WS(K) fl R est réduite au bord stable ds(R) de R (voir 

la figure 7. 

FIGURE 7. L'intérieur d'un rectangle réalisant l'équivalence de deux 

u-arches ne rencontre pas WS(K) 

5. Dans la définition d'arches équivalentes, nous sommes obligés d'accepter des 

rectangles non-plongés quand K admet des points double-bord. En effet, la 

configuration suivante (voir figure 8) est possible : 

Plus précisément, on peut montrer que si le rectangle réalisant l'équivalence 

entre deux arches ai et a 2 n'est pas plongé, ces deux arches ont leurs deux 

extrémités sur la même séparatrice. De plus, cette séparatrice est un double-

bord. Enfin chacune des arches ai joint les deux côtés de la séparatrice. 

6. Il existe exactement un rectangle définissant l'équivalence entre deux arches 

différentes. 

Le but de ce paragraphe est de prouver : 

Il 
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FIGURE 8. Un rectangle non-plongé 

Proposition2.2.4. — L'ensemble des orbites (pour f) de classes d'équivalence de 

u-arches est fini. 

Démonstration 

Lemme 2.2.5. — Fixons I un segment compact inclus dans une une variété stable 

d'un point périodique de type s-bord, et ne contenant pas le point périodique. Alors 

l'ensemble des classes d'équivalence d'arches ayant au moins une extrémité sur I est 

fini. 

Démonstration du lemme. — Le segment / pouvant a priori être un double-bord, 

fixons un des côtés où / est un bord et considérons les segments de variétés instables 

d'origine sur / et partant de ce côté. Soit x un point de I H K. On sait que x n'est 

pas périodique, donc d'après l'item (4) de la proposition 2.1.1, la séparatrice instable 

issue de x (et partant du côté fixé) rencontre K en d'autres points. Par compacité 

de K, il existe un premier point y d'intersection de cette séparatrice avec K, et le 

segment instable [a;,2/]u est une u-arche. Inversement, toute extrémité dans / d'une 

u-arche est un point de / fl K : K fl / est donc égal à l'ensemble des extrémités dans 

I de u-arches partant du côté fixé. 

D'autre part, quitte à considérer l'image de la u-arche [x,y]u par une puissance 

négative de / , on peut la supposer contenue dans un ouvert ayant une structure de 

produit local. On en déduit que, pour tout x G K fl / , il existe un voisinage Ux de x 

dans / tel que, pour tout z G UXC\K, les u-arches issues de x et de z sont équivalentes : 

on en déduit le lemme par compacité de / fl K. • 

La proposition se déduit du lemme en considérant un domaine fondamental (com­

pact) sur chaque séparatrice de type bord : chaque u-arche possède alors un itéré par 

/ ayant l'une de ses extrémités sur les segments fixés, ce qui prouve la finitude de 

l'ensemble des orbites de classes d'équivalence d'arches. • 

Définition 2.2.6. — On appellera domaine d'une classe d'arche l'union des rectangles 

réalisant l'équivalence entre deux éléments de cette classe. 
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On dira qu'une arche est extrémale si elle est incluse dans le bord du domaine 

de sa classe (on voit facilement qu'une classe d'équivalence possède au plus 2 arches 

extrémales). 

2.3. Zips et attracteurs hyperboliques 

Définissons un type de classe d'équivalence d'arches très particulier : 

Lemme 2.3.1. — Soit a une u-arche et A sa classe d'équivalence. Alors les propositions 

suivantes sont équivalentes : 

1. A possède au plus une arche extrémale, et n'est pas réduite à a, 

2. A ne possède pas d'arche extrémale, 

3. il existe n ^ 0 tel que fn(A) = A, 

4. il existe n ^ 0 tel que fn(a) soit équivalente à a, 

5. soit W une séparatrice stable sur laquelle a possède une extrémité. Alors a est 

équivalente à toute s-arche ayant une extrémité sur W (et partant du même côté 

de W que a, si W est un double s-bord). 

Indiquons brièvement la démarche à suivre. L'équivalence entre (3) et (4) vient 
directement de la définition d'équivalence d'arches. On montrera que (4) implique (5) 
en remarquant que les arches ayant une extrémité sur W entre a et fn(a) (et du même 
côté) sont alors équivalentes à a ; cet intervalle contient un domaine fondamental de 
W, et l'on couvre alors W par les itérés de cet intervalle. Le fait que (5) implique (3) 
se déduit de la périodicité de la séparatrice W. Le fait que (1) ou (2) implique (5) 
peut se voir de la façon suivante : le choix d'une orientation de a permet (unicité du 
rectangle définissant l'équivalence) d'orienter toutes les arches de la classe A de a ; 

l'ensemble des origines (ou des extrémités) des arches de la classe A est l'intersection 
d'un intervalle de W avec K ; les extrémités, si elles existent, de cet ensemble doivent 
correspondre à des arches extrémales. (Nous laissons au lecteur le soin d'achever la 
démonstration de ce lemme.) 

Définition 2.3.2. — Si une classe d'équivalence de u-arches vérifie l'une des proposi­

tions du lemme 2.3.1, on dit que la classe d'équivalence A est un zip. On définit de 

même les zips pour les classes d'équivalence de s-arches. 

Un zip A sera dit dégénéré si une arche a G A a ses deux extrémités sur la même 

séparatrice stable (qui est dans ce cas un double s-bord) (voir la figure 10). 

Exemple. — Si K est un attracteur hyperbolique transitif, non réduit à une orbite 

périodique, alors toute classe d'équivalence de s-arches est un zip non dégénéré : en 

effet toute séparatrice instable d'un point de K est incluse dans K, ce qui interdit 

l'existence de s-arche extrémale. 
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FIGURE 9. Un zip 

FIGURE 10. Un zip dégénéré 

Le bassin d'attraction d'un attracteur hyperbolique non-périodique est feuilleté 
par les variétés stables des points de l'attracteur. L'hypothèse de transversalité forte 
des difféomorphismes de Smale entraîne alors d'importantes restrictions sur les va­

riétés instables des autres pièces basiques qui rencontrent ce bassin d'attraction. Ces 
conditions sont si restrictives que, très souvent, un difféomorphisme / d'une surface 
compacte vérifiant l'Axiome A mais possédant un attracteur hyperbolique ne peut 
vérifier la tranversalité forte : ceci fournit les seuls exemples (connus à ce jour) d'ou­
verts, pour la C 1 -topologie, de difféomorphismes structurellement instables de surfaces 
compactes. Plus précisément : 

Parenthèse heuristique sur les ouverts d'instabilité : 

Proposition 2.3.3. — Soit f un difféomorphisme d'une surface compacte, possédant 

un attracteur hyperbolique non-périodique transitif A et un point périodique p. On 

suppose que la variété instable de p rencontre le bassin d'attraction Ws(A) mais n'est 

pas topologiquement transverse au feuilletage défini surWs(A) par les variétés stables 

des points de A. Alors f appartient à l'intérieur, pour la C1 -topologie, de l'ensemble 

des difféomorphismes C1 -structurellement instables. 

La proposition se montre aisément en utilisant le fait que l'attracteur A, sa variété 

stable locale W £ C ( A ) , le point périodique p et sa variété instable locale dépendent 
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séparatrice d'une selle 
entrant dans un Zip 
avec tangence 

attracteur hyperbolique (Plykin) 

FIGURE 11. C 1 -ouvert de difféomorphismes instables 

continûment (C°) de la dynamique / , et le fait qu'une courbe ne soit pas topologi-

quement transverse à un feuilletage persiste par C°-perturbations de la courbe et du 

feuilletage. 

Questions : 

1. Tout difféomorphisme / , appartenant à l'intérieur, pour la C 1-topologie, de l'en­

semble des difféomorphismes C1-instables, possède-t-il (quitte à remplacer / par 
un attracteur hyperbolique A et une selle dont la variété instable n'est pas 

topologiquement transverse au feuilletage stable de WS(A) ? 

2. Soit S une surface compacte. Les difféomorphismes vérifiant l'axiome A (mais 
pas forcément la tranversalité forte) sont-ils denses dans Diff1(5) pour la C1-

topologie ? (Rappelons que les difféomorphismes des surfaces vérifiant l'Axiome 
A ne sont pas denses pour la C 2-topologie (voir par exemple [PaTa]) et qu'en 
dimension > 3 ils ne sont pas denses pour la C 1-topologie. 

Fermons à présent cette parenthèse sur les ouverts d'instabilité, et voyons les con­

séquences de l'hypothèse de transversalité forte, pour un difféomorphisme de Smale 

possédant un attracteur non périodique : 

Théorème 2.3.4. — Soit f un difféomorphisme de Smale d'une surface compacte sans 

bord, possédant un attracteur hyperbolique transitif K non-périodique. Toute pièce 

basique A, dont la variété instable Wu{h) rencontre le bassin d'attraction WS(K), est 

réduite à une orbite périodique. De plus, A est soit une orbite périodique répulsive, 
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soit une selle dont chaque séparatrice stable est incluse dans le bassin de répulsion 

d'une orbite périodique répulsive. 

Lemme 2.3.5. — Soit x G A ayant une séparatrice c qui rencontre le bassin d'attraction 

de K. Alors x est périodique, et c est entièrement contenue dans le bassin d'attraction 

de K. En particulier, la variété instable de A ne contient aucune u-arche qui rencontre 

le bassin d'attraction de K. 

Démonstration. — La séparatrice c rencontre transversalement une variété stable 

d'un point de K en un point y. Ce point y appartient soit à une s-arche, soit à 

une séparatrice stable libre. Comme un attracteur hyperbolique ne contient pas de 

s-bord, toute séparatrice stable libre issue d'un point de K est accumulée par des s-

arches. La séparatrice instable c rencontre donc au moins une s-arche a à extrémités 

sur K. La classe d'équivalence de a est un zip Z. Le domaine du zip est l'image d'une 

immersion injective de R x [0,1], où l'image de R x { 0 , 1 } est l'union des séparatrices 

instables bordant Z et où l'image des segments {t} x [0,1] sont les arches équivalentes 

à a. On peut choisir cette immersion de telle façon que lorsque t tend vers +oo, la 

longueur de l'arche {t} x [0,1] tende vers 0. 

La courbe c étant transverse aux s-arches de K et disjointe des séparatrices in­

stables, elle «traverse entièrement Z» c'est-à-dire coupe toutes les s-arches de Z. 

Donc toute composante connexe de l'intersection c avec le domaine du zip Z contient 

l'attracteur dans son adhérence (comme les séparatrices du bord du zip). Cette com­

posante connexe est donc de longueur infinie, et n'est contenue dans aucun segment 

compact de c. En particulier cette composante connexe n'est pas incluse dans une 

u-arche, ce qui implique (d'après la proposition 2.1.1) que c est une séparatrice d'un 

point x périodique, et est incluse dans le domaine de Z . • 

Remarque. — Avec les hypothèses du lemme, la séparatrice instable c ne peut couper 
aucune séparatrice libre de K : en effet nous venons de montrer qu'elle est entièrement 
incluse dans le domaine d'un zip. 

Démonstration du théorème. — Soit A une pièce basique dont la variété instable ren­

contre W8(K). On suppose que A n'est pas une orbite périodique répulsive. Rap­

pelons que, pour tout point périodique x G A, sa variété instable Wu(x) est dense 

dans VFU(A) donc rencontre WS(K). Le lemme 2.3.5 implique donc que tout point 

périodique de A est s-bord. Par ailleurs, une pièce basique ne possède qu'un nombre 

fini de points périodiques s-bords. Donc A est réduite à une orbite périodique de type 

selle. 

Soit Ws l'une des séparatrices stables de A, et soit A 2 une pièce basique dont 

la variété instable rencontre Ws. Pour achever la démonstration du théorème, nous 

devons montrer que A 2 est une orbite périodique répulsive : montrons-le par l'absurde. 

Si A 2 est de type selle, alors sa variété instable contient une séparatrice qui coupe 

transversalement Ws{\) donc s'accumule sur WU(A) (d'après le À-lemma). On en 
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déduit que cette séparatrice rencontre le bassin d'attraction de K, et nous avons vu 

que A 2 est donc réduite à une selle périodique. Cependant, cette séparatrice n'est pas 

incluse dans WS(K) (car rencontre WS(A))1 ce qui contredit le lemme 2.3.5. • 

Remarque. — Le théorème implique que les points du graphe de Smale au-dessus de 

K forment au plus deux étages : (éventuellement) un de selles, et un de sources, voir 

figure 12 : 

sources 

selles 

en gras : le graphe 
de Smale au-dessus de K к 

FIGURE 12 . Le graphe de Smale au-dessus d'un attracteur non-périodique 

Remarque. — Dans tout ce travail, nous avons introduit la notion d'ensemble hyper­

bolique saturé afin de classifier non seulement les pièces basiques mais aussi la façon 

dont s'intersectent les variétés stables et instables de pièces basiques différentes. Le 

théorème 2.3.4 nous dit que les intersections des variétés stables d'un attracteur hy­

perbolique et des variétés instables des autres pièces basiques sont très simples, et ne 

poseront aucun problème de classification. 

Plus précisément, nous avons vu que toute séparatrice instable située au-dessus de 

l'attracteur A pour la hiérarchie de Smale est incluse dans un zip. Comme elle est 

transverse aux variétés stables, elle coupe toutes les arches du zip exactement une 

fois. Orientons les s-arches d'un zip de la façon suivante : l'orientation dynamique 

des séparatrices instables du zip (fuyant le point périodique) suivie de l'orientation 

de l'arche donne l'orientation de la surface. Ceci ordonne les points d'intersection des 

séparatrices instables situées au-dessus de l'attracteur et coupant une arche donnée. 

Cet ordre ne dépend pas de l'arche choisie dans un zip donné. Pour décrire complè­

tement l'intersection du bassin d'attraction de A avec les variétés instables de pièces 

basiques (de type selle) situées au-dessus de A, il suffît de donner pour chaque zip de 

A la liste ordonnée des séparatrices incluses dans ce zip. 

Par ailleurs, pour classifier les ensembles saturés, nous considérerons au chapitre 5 
des partitions de Markov par rectangles disjoints, ce qui nous amènera à restreindre 
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notre étude aux ensembles saturés ne possédant ni attracteur ni répulseur hyperbo­

lique non-périodique. Le théorème 2.3.4 nous dit d'une part que cette hypothèse n'est 

pas trop restrictive (puisque les difféomorphismes de Smale possédant des attracteurs 

ou des répulseurs non-périodiques sont très particuliers), et d'autre part qu'il sera aisé 

de compléter la classification en classifiant les attracteurs hyperboliques (sans trop 

s'occuper des intersections des variétés invariantes). 

Pour voir la classification des attracteurs hyperboliques comme un cas particulier de 

celle des ensembles saturés de type selle, indiquons comment associer canoniquement 

un ensemble saturé, de type selle, à tout attracteur hyperbolique non-périodique. 

Il suffit, comme le fait Smale pour obtenir les difféomorphismes « D A » («dérivés 

d'Anosov») (voir [Sm] page 789 et [Wil]), de «gonfler» les variétés instables de 

tous les points périodiques de plus petite période de l'attracteur. Ceci se fait par 

une bifurcation générique au voisinage de chacune de ces orbites périodiques, cette 

bifurcation étant de type selle-nœud ou de type doublement de période, suivant que 

les valeurs propres associées à cette orbite périodique sont positives ou négatives. 

C'est pourquoi nous allons nous concentrer (aux chapitres 5 et 6) sur l'étude des 

difféomorphismes n'ayant ni attracteur ni répulseur hyperbolique non-trivial. 

2.4. Où l'on utilise le fait que S est de genre fini 

Ce paragraphe présente, à plusieurs reprises, un argument géométrique simple qui 

va être la clef de deux théorèmes principaux de notre travail. La version la plus simple 

de cet argument est la remarque suivante : 

Remarque. — Si D est un domaine dont les itérés par / sont deux-à-deux disjoints, 

alors D est homéomorphe à un domaine plan. 

Une version plus élaborée est le résultat classique suivant : 

Théorème 2.4.1. — Etant donnée une surface compacte, il existe N G N tel que 

pour tout N-uplet de courbes simples disjointes, il en existe deux dans la même classe 

d'homotopie libre. 

Faute d'avoir trouvée une référence où ce résultat est explicitement démontré, voici 

en deux mots l'argument de la preuve : 

Démonstration. — une surface connexe compacte de caractéristique d'Euler \ < 0, 

et dont le bord est formé de r courbes, se découpe en pantalons (disque à deux trous) 

(voir [FLP, exposé 4, appendice]) ; un calcul de caractéristique d'Euler montre qu'une 

telle décomposition est formée de — \ pantalons, dont les bords forment un système 

de r/2 — 3%/2 courbes simples disjointes non-homotopes. Toute autre courbe simple, 

disjointe des précédentes, soit borde un disque, soit est homotope à l'une des courbes 

précédentes. 

ASTÉRISQUE 250 



2.4. OÙ L'ON UTILISE LE FAIT QUE S EST DE GENRE FINI 5 5 

Soit à présent un système T de courbes simples disjointes non-homotopes entre 

elles. Découpons la surface le long de ces courbes. On obtient des surfaces à bord 

dont aucune composante n'est une sphère, un disque, un tore ou un anneau, donc 

chacune est de caractéristique d'Euler strictement négative. Ceci montre que l'on 

peut compléter le système de courbes T de façon à obtenir un découpage en pantalons ; 

l'argument précédent montre que T contient au plus r/2 — 3x/2 courbes. • 

Voyons à présent une conséquence dynamique de cet argument topologique. 

Lemme 2.4.2. — Soit K un ensemble hyperbolique saturé d'un difféomorphisme de 

Smale f. Soit 7 une u-arche dont les extrémités x et y appartiennent à deux sépara­

trices stables (s-bords) distinctes W* et ]¥£ respectivement. Il existe n G N* tel que 

fn laisse invariantes les séparatrices W* et W%, et que la courbe fermée ô formée des 

2 arches 7 et /n(7)? et des segments stables joignant x à fn(x) et y à fn(y) borde un 

disque D d'intérieur disjoint de K. 

fn(x) 

X 
W*1 

Ht) 

ws У 

fn(y) 

FIGURE 13 . Pas de genre entre les arches 

Démonstration. — Choisissons d'abord n G N* tel que fn laisse globalement inva­

riante chacune des séparatrices W*. On remarque que, même si les deux séparatrices 

sont des double-bords, / " ( 7 ) est une u-arche partant et arrivant des mêmes côtés de 

W{ et W | que 7 : en effet, par hypothèse, / préserve l'orientation. 

Appelons 6 la courbe fermée, formée des deux arches 7 et / " ( 7 ) , et des segments 

stables joignant x à fn(x) et y à fn(y). C'est une courbe fermée simple : en effet 7 et 

/ " ( 7 ) sont des u-arches, donc ne peuvent rencontrer les segments stables qu'en leurs 

extrémités, et les deux segments stables contenus dans ô sont sur deux séparatrices 

distinctes. 

Les itérés / 2n '* (5 ) sont tous disjoints, puisque les segments instables sont des u-

arches distinctes, et on vérifie facilement que les segments stables sont deux-à-deux 

disjoints. On utilise alors le théorème 2.4.1 pour en déduire qu'il existe i,j tels que 

f2n'%(ô) et f2n'j(ô) soient dans la même classe d'homotopie : en conséquence, ils 

bordent soit des disques disjoints, soit une couronne. 
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Montrons par l'absurde qu'ils ne peuvent pas border une couronne C. 

La variété stable W* ne traverse aucune courbe fn'p(S), puisque les deux arches 

instables de ô sont du même côté de W{ (voir la figure 14). 

f (W*1) 

№ 

W*1 

fn.P(ô) 

FIGURE 1 4 . La variété stable Wf ne traverse pas la courbe fnp(ô) 

Par ailleurs /(2î~~2-?)'n(C) est une couronne dont le bord a une composante connexe 
et une seule en commun avec le bord de C : ces deux couronnes sont donc soit 
adjacentes soit incluses l'une dans l'autre. La réunion CU/(2*-2-?)'n(C) est encore une 
couronne A. La réunion des bords dC U <9/(2î_2j)'n(C) est formée de trois courbes 
simples disjointes a, b et c, telles que a et c bordent A et que b est une courbe essentielle 
contenue dans l'intérieur de A. Remarquons que W} a un segment en commun avec 
b mais ne traverse ni a ni b ni c, et donc se trouve entièrement contenue dans une 
couronne bordée soit par a et fr, soit par b et c. Ceci contredit le fait que W* rencontre 
a et c. 

w1 

A 

FIGURE 1 5 . La variété stable et les couronnes 

Il existe donc un itéré par f de S qui borde un disque donc tous les itérés de 

ô bordent des disques : notons D celui qui est bordé par 5. La non-existence de 

couronnes implique que ces disques sont deux-à-deux disjoints. Remarquons que les 

seules variétés stables de K qui rencontrent le bord de D sont W* et W£, et qu'elles 

ne traversent pas ce bord : toute variété stable de K rencontrant l'intérieur de D est 
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donc entièrement contenue dans D. La pièce basique dont elle provient est donc elle 

aussi entièrement contenue dans D. Chaque itéré f2np(D) contiendrait au moins une 

pièce basique ce qui est impossible. On a bien montré que D est d'intérieur disjoint 

de K. • 

Corollaire 2.4.3 
1. Avec les hypothèses du lemme ci-dessus, si p > 0 est le plus petit entier tel que 

fp{W() — W{, alors fp(W2

s) = W<2, et la courbe ô peut être construite à Vaide 

des arches 7 et / p ( 7 ) . 

2. Soit 7 une u-arche dont les extrémités sont sur deux séparatrices différentes, W{ 

et W%> Alors toute arche 7' ayant une extrémité sur W( a son autre extrémité 

sur W2 ou sur W{. 

3. De plus, si Vautre extrémité de 7' est sur W% alors le quadrilatère obtenu en 

joignant les deux arches 7 et 7' par les segments stables des W? qui joignent 

leurs extrémités borde un disque d'intérieur disjoint de K. 

4. Enfin, orientons les séparatrices stables W? vers le point périodique ; alors 7 

coupe W( et W% suivant la même orientation. 

Démonstration. — Pour prouver l'item 1 il faut montrer que les deux séparatrices 

stables ont même période. Soit n un entier défini dans le lemme ci-dessus et soit 

0 < p < n tel que fp laisse globalement invariante W*. Alors /^(7) est une u-arche 

ayant une extrémité fp(x) dans l'intervalle stable ]x,fn(x)]s, qui part du même côté 

de W* que 7 (car / préserve l'orientation). Cette arche entre donc dans D au point 

fp(x). On en déduit que fp(j) est incluse dans D, et donc que fp(y) appartient à 

W{ U Wf, et donc que fp(Wj) = W£ 

Montrons l'item 2. Il existe m tel que 7' soit incluse dans le disque, d'intérieur 

disjoint de la pièce basique, qui est bordé par 7 , / m ( 7 ) et les segments stables qui les 

joignent, dont l'existence est assurée par le lemme ci-dessus. Les deux cas de l'item 2 

sont obtenus par le fait qu'un segment instable, qui entre dans ce disque par l'un des 

deux bords stables, ne peut en ressortir que par l'un de ces bords stables. Si l'autre 

extrémité de 7' est sur W2, alors il suffit de découper le disque précédent le long de 

7 ; , pour obtenir le disque annoncé dans l'item 3. 

Pour montrer l'item 4, il suffit de constater que l'orientation « vers le point périodi­

que» des variétés stables, induit sur les côtés stables [x,fp(x)]s et [y,fp{y)]s de D 

l'orientation allant de x vers fp(x) et de y à fp(y). 

• 
De l'item (4) du corollaire 2.4.3, on déduit facilement le corollaire suivant : 

Corollaire 2.4.4. — Le «fer à cheval» représenté par la figure 16 n'est pas une pièce 

basique d'un difféomorphisme de Smale d'une surface compacte. 
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Démonstration. — (voir figure 16) L'arche stable a coupe les variétés instables des 

points fixes p et q suivant des orientations différentes. • 

point fixe 

point fixe 

FIGURE 16 . Cet ensemble hyperbolique n'est pas saturé 

Par un raisonnement analogue à celui du lemme 2.4.2 on montre : 

Lemme 2.4.5. — Soit 7 une u-arche dont les extrémités sont situées sur la même 

séparatrice stable Ws, (et partant du même côté, si cette séparatrice est un double-

bord). Alors la courbe fermée obtenue en joignant les extrémités de 7 par le segment 

stable qui les joint est une courbe simple fermée qui borde un disque D d'intérieur 

disjoint de K. De plus, les itérés fn(D),n G Z sont deux-à-deux disjoints. 

En conséquence, tout segment instable entrant dans ce disque est une u-arche dont 

les extrémités sont contenues dans le segment de Ws joignant les extrémités de 7. 

Démonstration. — Notons i" le segment de variété stable joignant les extrémités de 

7, et notons S = i"U 7. Comme J et 7 ne se touchent qu'en leurs extrémités, il est clair 

que S est une courbe fermée simple. Notons n G N* tel que tous les itérés de / par fn 

soient deux-à-deux disjoints. Alors les itérés de S par fn sont deux-à-deux disjoints : 

ceci permet de recommencer l'argument de la démonstration du lemme 2.4.2, et donc 

de montrer que S est le bord d'un disque D dont l'intérieur est disjoint de K, et dont 

tous les itérés par fn sont deux-à-deux disjoints. 

Montrons à présent que tous les itérés de D sont deux-à-deux disjoints. Il suffit bien 

sûr de montrer que tout itéré de D est disjoint de D. Soit i tel que fl(D)C\D / 0. On 

sait que le bord d'un de ces deux disques n'est pas inclus dans l'intérieur de l'autre 

(puisque l'intérieur des disques est disjoint de K). On en déduit que les deux bords 

se rencontrent, et donc soit 7 = / z ( 7 ) (c'est-à-dire i — 0), soit / fl fl(I) ^ 0- Donc 

l'une des extrémités de ces intervalles appartient à l'autre. Comme 7 et f%(pf) partent 
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ws 

FIGURE 17 . Disque associé à une arche dont les deux extrémités sont 

sur la même séparatrice 

du même côté de la séparatrice, on en déduit que 7 C f%(D) ou / z ( 7 ) C D. Dans 

le premier de ces cas, on en déduit D C fl{D) et donc / C / * ( / ) ce qui implique 

l'existence d'un point fixe de f* dans I si i ^ 0. On raisonne de même si / ^ 7 ) C D . 

On a donc montré : 

DC\f{D) ¿ 0 ^ i = O 

• 

Lemme 2.4.6. — Soit 7 une u-arche joignant les deux côtés d'une même séparatrice 

double s-bord, Ws. Notons S la courbe fermée simple obtenue en joignant les extrémités 

de 7 par le segment stable de Ws. Alors il existe n G N* tel que fn(ô) U 6 soit le bord 

d'une couronne dont l'intersection avec WS(K) est un segment contenu dans Ws. 

On en déduit que toute u-arche ayant une extrémité sur Ws a ses deux extrémités 

sur Ws. 

La démonstration est tout à fait dans le même esprit que celles des deux lemmes 

précédents, elle sera donc laissée au lecteur. 

Définition 2.4.7. — On appelle impasse tout disque, d'intérieur disjoint de la pièce 

basique et dont le bord se réduit à une u-arche et une s-arche. 

De la proposition 2.2.4 on déduit : 

Corollaire 2.4.8. — Les deux arches formant le bord d'une impasse sont extrémales 

(dans leurs classes d'équivalence d'arches). En conséquence, l'ensemble des orbites des 

impasses est fini. 
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f n (y) 

fn{x) 

FIGURE 18. Arche joignant les deux côtés d'une séparatrice double-bord 

impasses 

FIGURE 19. Une impasse 

Nous avons défini un zip, comme étant une classe d'équivalence d'arches infinie 
(sans arches extrémales). Les deux séparatrices sur lesquelles s'appuient les arches 
du zip sont alors, en quelque sorte, asymptotes, se rapprochant indéfiniment l'une de 
l'autre : nous pourrons d'ailleurs, au chapitre 8 de ce travail, refermer le zip, tout 
le support du zip s'identifiant à une séparatrice. À l'opposé des zips, les impasses 
compliquent le dessin des variétés invariantes, celles-ci tournant autour des impasses. 
Il est naturel de penser que moins il existe d'orbites d'impasses et plus il y a de zips : 
c'est ce qu'exprime la proposition suivante. 

Proposition 2.4.9. — Si K ne possède aucune impasse, alors toutes les séparatrices 

stables ou instables de type bord des points de K portent des zips (en d'autres termes, 

toute classe d'équivalence d'arches est un zip). 

Démonstration. — La proposition découle des deux remarques suivantes : 

Remarquons d'une part que le lemme 2.4.5 permet de montrer que l'existence d'une 

u-arche 7, dont les extrémités sont situées sur la même séparatrice stable (et partant 

du même côté), implique l'existence d'une impasse incluse dans le disque associé D à 

7 (il suffit en effet de considérer un disque minimal pour l'inclusion parmi les disques 

inclus dans D et bordés par l'union d'un segment stable et d'un segment instable). 
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D'autre part, soit a une u-arche ayant ses deux extrémités sur deux séparatrices 

distinctes, soit p une période de ces séparatrices, et soit A le disque associé par le 

lemme 2.4.2 à a et fp(a). Si A ne contient pas de u-arche ayant ses extrémités sur 

la même séparatrice, alors A est un rectangle (voir la définition 2.2.1) réalisant une 

équivalence entre les arches a et fp(cï), et la classe d'équivalence de a est donc un 

zip. • 

Le chapitre 8 est consacré à l'étude des pièces basiques sans impasses : nous y mon­

trons qu'en refermant tous les zips, on obtient un homéomorphisme de type pseudo-

Anosov. 

2.5. Itérés des arches dans un domaine invariant 

La proposition 1.3.1 a construit un voisinage ouvert invariant U d'un ensemble 

hyperbolique saturé K, en saturant par / un voisinage de K de la forme Hi \ E0, où 

Eo, Si forme une filtration adaptée à K. 

Nous allons étudier dans ce paragraphe l'ensemble des points de U sur lesquels 

s'accumulent les itérés /n(a) , où a est une arche de K. 

Lemme 2.5.1. — Soient K un ensemble hyperbolique saturé et U un voisinage inva­

riant de K construit à partir d'une filtration par la proposition 1.3.1. Alors l'union 

d'un point périodique bord p de K et de l'une de ses séparatrices libres est fermé dans 

U. 

Démonstration. — Notons Wu une séparatrice instable libre d'un point périodique 

s-bord p. L'ensemble des séparatrices libres est fini, donc Wu est périodique : notons 

k sa période. 

Soit q un point de Wu, et notons / le segment [q, fh(q)]u de Wu. Remarquons que 

Wu est l'union \JzfN(I)> De- plus l'union {p} U U-L /nC0 est *e segment compact 

[p, q]u. Il suffit donc de montrer que \JQ°° /nC0 est fermé dans U. Ceci est une consé­

quence facile de la proposition 1.3.5 : comme / est un compact disjoint de W8(K), seul 

un nombre fini de ses itérés positifs rencontre un compact donné de U. L'intersection 

de {p} U Wu avec tout compact de U est compacte, ce qui conclut. • 

Nous allons à présent considérer l'ensemble des points de U sur lesquels s'accu­

mulent les itérés d'une arche, instable pour se fixer les idées. 

Remarque. — Soient a une arche instable et (xi) une suite de points de a telle qu'il 

existe une suite (n*) convergeant vers +oo telle que (fni(xi)) converge vers un point 

y de U. Alors les valeurs d'adhérence de la suite (x^ sont réduites aux extrémités de 

a : en effet, si une sous-suite de (xi) converge vers un point x de a (qui est compacte), 

alors tout voisinage compact de x possède une infinité itérés positifs rencontrant un 

voisinage compact de y inclus dans U. La proposition 1.3.5 implique alors que tout 
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voisinage compact de x rencontre W8(K) qui est fermé d'après le corollaire 1.3.6 : x 
appartient donc à a fl WS(K), donc est l'une des extrémités de a. 

Considérons a une arche instable de K, et une suite (xi) de points de a telle qu'il 

existe une suite (ni) d'entiers, convergeant vers + 0 0 et telle que (fni(xi)) converge 

vers un point y de U. D'après la remarque ci-dessus, quitte à prendre une sous-suite, 

nous supposons que la suite (xi) converge vers une extrémité x de a. Notons p le 

point périodique dont la variété stable contient x, et Ws la séparatrice stable de p 
contenant x. Notons Wu la séparatrice libre instable de p partant du même côté de 

Ws que a. Notons k la période de la séparatrice Ws. Quitte à extraire une sous-suite, 

on peut supposer que la suite (rii) s'écrit de la forme U{ = (k-rrii) + Z où l est un entier 

indépendant de i et compris entre 0 et k — 1. Remarquons qu'alors la suite (/fe-m* (x{)) 
converge vers le point f~l(y) G U (voir la figure 20). 

ws 
X 

fkrni (x) fl(Ws) fl(p) 

Xi fkrni (Xi 

fn*(x) 

fn*(x) 

f-\y) y eu 

FIGURE 20. Où s'accumulent les arches 

Proposition 2.5.2. — Avec les notations ci-dessus, le point f l(y) appartient à la 

séparatrice libre Wu, ou est le point périodique p. 

Démonstration. — La démonstration étant triviale si la suite (xi) contient une infinité 

de fois le point x, nous supposerons que tous les Xi appartiennent à l'intérieur de 

l'arche a. 

Pour alléger les notations, nous supposerons que / = 0, c'est-à-dire que les entiers 

ni sont des multiples de la période k. 

Le corollaire 1.3.6 dit que WU(K) est fermé dans E/, ce qui implique que y appar­

tient à WU(K). On peut donc considérer la variété instable de y, ainsi que les deux 

séparatrices instables issues de y. Remarquons enfin que Wu(y) contient au moins un 

point de K. 

Lemme 2.5.3. — Le point y n'appartient à l'intérieur d'aucun segment instable ayant 

ses extrémités sur K. En conséquence, (d'après la proposition 2.1.1), le point y ou 

bien est un point périodique s-bord, ou bien appartient à une séparatrice libre instable 

d'un point périodique s-bord. 
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Démonstration du lemme. — Supposons d'abord, par l'absurde, qu'il existe deux 

points 2/1,2/2 G Wu(y)nK tels que y appartienne à l'intervalle ouvert ]2/i, 2/2^- Fixons 

i" un segment compact de Wu(y) contenant 2/1 et 2/2 dans son intérieur. Pour i assez 

grand, fni(xi) est très proche de y, et la dépendance continue des variétés instables 

implique l'existence d'un segment Ii proche de / contenu dans la variété instable 

Wu(fni (xi)), et contenant fni(xi) dans son intérieur. Pour i assez grand, la variété 

stable locale de 2/1 et celle de 2/2 coupent le segment I{ en un et un seul point, noté 

respectivement a\ et et fHi(xi) appartient à l'intérieur du segment [ai,bi]u. De 

plus, la longueur des segments [ai,bi]u est uniformément bornée (par exemple, par la 

longueur de I). Remarquons que ai et bi sont points d'intersection de W8(K) et de 

WU(K), donc appartiennent à K (voir la figure 21). 

Considérons à présent la suite des segments Ji — /_ni([aj, bi]u). C'est une suite de 

segments de la variété instable de x, ayant leurs extrémités sur des points de K, et 

Ji contient Xi dans son intérieur. 

X 

a 
Xi 

Y1 2/1 

Ii 
I 

fn*(xi) 

У 

У2 

FIGURE 21 

Montrons à présent que la longueur de Ji tend vers 0. Pour cela, considérons m > 0 
tel que f~m(I) soit de longueur strictement inférieure à la taille S d'un voisinage O de 
K (i.e. la distance de K à S \ O) sur lequel f ~ l contracte uniformément les vecteurs 
tangents à WU(K). On écrit alors Ji = f~ni~{~rn(f~rn([ai,bi]u)) et pour i assez grand 
/ _ m ( [ a i , bi]u) est de longueur inférieure à ô et a ses extrémités sur K : on montre par 
récurrence qu'à chaque itération par un tel intervalle a sa longueur qui décroît 
d'un rapport uniforme, ce qui assure que l'intervalle itéré reste inclus dans O, et 
montre donc que l'itéré suivant a de nouveau sa longueur qui décroît d'un rapport 
uniforme. 

Les segments Ji rencontrent l'intérieur de l'arche a en Xi, et leur longueur tend 
vers 0 ; pour i assez grand, l'une des extrémités de Ji est donc incluse dans l'intérieur 
de a, ce qui contredit le fait que Ji a ses extrémités dans K. 
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64 CHAPITRE 2. GÉOMÉTRIE DES COURBES INVARIANTES 

Nous avons donc montré que y n'est dans l'intérieur d'aucun segment instable à 

extrémités dans K, ce qui est équivalent d'après la proposition 2.1.1 à ce que y ou 

bien est un point périodique s-bord, ou bien appartient à une séparatrice libre instable 

d'un point périodique s-bord. • 

Fin de la démonstration de la proposition 

Notons y' le point périodique s-bord de Wu(y) (éventuellement y et y' peuvent 

être confondus). Montrons que y' = p. La démonstration est presque identique à celle 

du lemme ci-dessus, et nous réutiliserons donc les mêmes notations. 

Soit / un segment de Wu(y) contenant y et y' dans son intérieur. Pour i assez grand, 

Wu(fni(xi)) contient un segment U contenant fni(xi) dans son intérieur, et aussi 

proche que l'on veut de I. En particulier la variété stable locale de y' coupe I{ en un 

point ai qui appartient donc à K (voir la figure 22). Notons Ji = f~ni ([ai, fni (xi)]u) ; 
c'est un segment de variété instable, ayant une extrémité en Xi et l'autre en un point 

de K. De plus, un raisonnement identique à celui déjà utilisé pour le lemme permet 

de montrer que la longueur de Ji tend vers 0. On en déduit que, pour i assez grand, 

Ji contient le point x. 

Xi 

fn(Xi) 

x] 

ai 

li 

y' 

I 

y 

FIGURE 22 

Donc pour i assez grand le segment [a*, fni (xi)]u contient le point fni(x). Or la 

suite fni (x) converge vers p, puisque les rii ont été supposés multiples de la période 

k. Donc p appartient au segment / et donc p = y' (une variété instable ne contient 

qu'un point périodique!). 

On a donc déjà montré la proposition dans le cas où Ws n'est pas double s-bord. 

Pour conclure la démonstration dans le cas où p est un double s-bord, il reste à 

remarquer que les segments fni([x,Xi]u) convergent vers le segment [y,,y]u : comme 

fni laisse la séparatrice Ws invariante et préserve l'orientation de 5, on en déduit 
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que, dans le cas où y ^ y', le point y est sur la séparatrice libre de y qui part du 

même côté de Ws que a. • 

Corollaire 2.5.4. — Soit D un rectangle plongé dans U, dont le bord instable est formé 

de deux arches instables et dont les côtés stables sont portés par deux séparatrices 

stables W[ et W2 de points périodiques s-bords p\ et p2 (qui ont même période k 

d'après le lemme 2.4-S). 

Alors, toute valeur d'adhérence dans U de la suite (fk'n(D)),n G N, ou bien est 

l'un des points périodiques pi, ou bien appartient à l'une des séparatrices instables 

libres issues d'un des pi et partant du même côté de W? que les u-arches du bord de 

D. 

Démonstration. — Soit y une valeur d'adhérence de la suite (fk'n(D)). Il existe donc 

une suite (n*) de multiples de k, tendant vers l'infini et telle que tout voisinage de 

y rencontre fni(D). Pour pouvoir appliquer la proposition 2.5.2, il suffit de montrer 

que tout voisinage assez petit de y rencontre fni{du{D)). 

Remarquons d'abord que les fni(D) ont un diamètre qui reste loin de 0, car les 

itérés positifs des arches instables sont dilatés par / . Un petit voisinage V de y ne 

peut donc pas contenir fni(D). Si V est disjoint de dfni(D) alors V C fni(D). 

Cependant, il existe m tel que ds(D) C\ds(fn(D)) = 0, pour tout n > m : en effet, le 

bord stable de D étant formé de deux segments sur des séparatrices stables de points 

périodiques, il suffit d'itérer assez pour que ces segments soient inclus dans un tout 

petit voisinage des points périodiques. Les côtés instables de D étant des arches, il ne 

peuvent couper le bord stable de fn(D). On en déduit que pour n assez grand, D et 

fn(D) sont disjoints, car de bords disjoints. 

On en déduit que V n'est pas inclus dans les fni(D) qui le rencontrent. Il existe 

donc des entiers i aussi grands que l'on veut tels que V rencontre le bord de fni(D). 

Si V rencontre le bord stable de fni(D) pour une infinité de valeurs de i, alors V 

contient dans son adhérence l'un des deux points pi. Si y n'est pas l'un des deux 

points pi, et si V a été choisi assez petit, pour i assez grand V est disjoint du bord 

stable de fni(D) et rencontre donc son bord instable. On conclut alors grâce à la 

proposition 2.5.2. • 

2.6. Couplage de séparatrices, polygones d'arches 

Ce paragraphe développe les conséquences des lemmes 2.4.2, 2.4.5 et du corol­

laire 2.4.3 : 

Nous verrons que les séparatrices bords (plus précisément, s'il existe des double-

bords, les côtés isolés des séparatrices bords), sont associées par paires de façon natu­

relle. Nous verrons de plus que les chaînes d'arches (courbes obtenues comme union 

d'arches, successivement stables et instables) sont de deux sortes : sauf un nombre fini 
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d'entre elles, ce sont des polygones finis, qui bordent des disques errants, les autres 

sont des chaînes infinies qui s'accumulent sur deux séparatrices libres. 

Définition 2.6.1. — On appellera chaîne d'arches toute courbe connexe 7, formée 

alternativement de s-arches et de u-arches, et vérifiant l'hypothèse suivante : 

si a est une s-arche (resp. u-arche) contenue dans 7 et qui est un double-bord, alors 

les deux u-arches (resp. s-arches) contenues dans 7 et ayant une extrémité commune 

avec a, partent du même côté de la séparatrice portant a. 

Une chaîne fermée s'appellera un polygone d'arches. 

FIGURE 2 3 . Une chaîne d'arches 

Remarques. — L'hypothèse, imposant que les deux arches d'une chaîne ayant une ex­
trémité commune avec une arche a de cette chaîne en partent du même côté, entraîne 
facilement les propriétés suivantes : 

1. Toute arche a qui est contenue dans une séparatrice de type bord simple (pas 

double) est contenue dans exactement une chaîne d'arches maximale. Si a est 

sur une séparatrice double-bord, chacun des côtés où elle est bord correspond à 

exactement une chaîne maximale contenant a. 

2. Toute arche d'une chaîne formée de plus de quatre arches est une arche extré­

male : en effet toute arche non-extrémale de type bord est bordée (de chaque 

côté où elle est bord) par un disque dont le bord est formé de quatre arches, qui 

réalise l'équivalence entre cette arche et ses voisines. 

Lemme 2.6.2. — Toute chaîne d'arches, contenue dans une partie compacte du com­

plémentaire (dans la surface S) de l'ensemble des points périodiques bord de K, est 

finie. 

Démonstration. — Si la chaîne est infinie, elle contient une infinité d'arches extré­

males (d'après l'item 2 de la remarque ci-dessus). Comme il n'y a qu'un nombre fini 
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d'orbites d'arches extrémales (voir proposition 2 .2.4) , on en déduit qu'elle contient 

un nombre infini d'itérés de la même arche. Elle contient donc dans son adhérence un 

point périodique bord. • 

Corollaire 2.6.3. — Toute chaîne, contenant deux s-arches (ou deux u-arches) incluses 

dans des séparatrices différentes, est finie. 

Démonstration. — Soit C une chaîne possédant deux s-arches sur des séparatrices 

différentes. On peut choisir deux telles s-arches ai et a2 reliées par une u-arche b de 

C. D'après le lemme 2.4.2, il existe n G Z et un disque D bordé par 6, fn(b) et deux 

segments stables contenant l'un ai l'autre a2. Le fait que C soit une chaîne d'arches 

implique que C ne peut pas sortir du disque D : elle doit «rebondir» du bon côté 

chaque fois qu'elle rencontre le bord (voir la figure 24) . Comme D ne contient pas de 

point périodique bord, nous pouvons appliquer le lemme 2 .6.2. • 

ai 

Г (К 

b 

a>2 

FIGURE 2 4 

Voyons à présent le résultat principal de ce paragraphe : 

Proposition 2.6.4. — Soit Ws une séparatrice stable de type s-bord qui n'est pas 

disjointe de K, et qui n'est pas un double s-bord. Alors l'une des deux propriétés 

suivantes est réalisée (et une seule) : 

1. // existe une unique séparatrice stable W* telle qu'il existe une arche instable 

ayant une extrémité sur Ws et une autre sur W{. De plus W{ est de même 

période que Ws. 

2. Il existe une séparatrice instable Wu et une courbe simple 7 qui est une chaîne 

infinie d'arches contenues alternativement dans Ws et dans Wu . La séparatrice 

Wu et la courbe 7 sont alors uniques. De plus, soit n EN tel que fn(W8) = Ws. 

Alors fn(Wu) = Wu et / n ( 7 ) = 7. 

Démonstration. — S'il existe une u-arche ayant une seule extrémité sur Ws, le co­

rollaire 2.4.3 montre directement que Ws vérifie l'item 1. Seul le second cas est à 
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ws 

ws 

W1* 

FIGURE 2 5 . Séparatrices couplées ou chaîne infinie d'arches 

démontrer. On suppose donc que toute u-arche ayant une extrémité sur Ws a ses 

deux extrémités sur Ws. 

Le lemme 2.4.5 montre que, pour toute arche ayant ses extrémités sur Ws, la 

courbe simple fermée obtenue en joignant les extrémités de cette arche par un segment 

de Ws est le bord d'un disque d'intérieur disjoint de K. On a ainsi une famille de 

disques s'appuyant sur Ws le long d'un segment de leur bord. Si l'on considère deux 

disques ainsi définis, ils vérifient l'une des deux possibilités suivantes : ou bien ils sont 

disjoints, ou bien l'un d'eux est inclus dans l'autre. On peut donc les ordonner par 

l'inclusion. Nous allons désormais considérer les disques maximaux pour l'inclusion, 

le raisonnement ci-dessus montrant que toute arche ayant ses extrémités sur Ws est 

contenue dans un tel disque (voir figure 26) . 

Ws 

FIGURE 2 6 . Disques maximaux associés aux u-arches à extrémités 

sur Ws 

Le bord instable d'un disque maximal est une u-arche extrémale pour sa classe 

d'équivalence. La proposition 2 .2.4 implique donc que l'ensemble des orbites de tels 

disques est fini. 

Les côtés stables de ces disques maximaux sont ordonnés par l'orientation dyna­

mique (vers le point périodique) de Ws : on peut ainsi parler de disques maximaux 

successifs. Remarquons que tout point de Ws D K est l'extrémité d'une u-arche, donc 

appartient à un disque maximal. On en déduit que tout segment de Ws joignant deux 

disques maximaux successifs est d'intérieur disjoint de c'est-à-dire est une s-arche. 
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La courbe 7 annoncée est obtenue en joignant les arches instables contenues dans le 

bord de ces disques maximaux, par les arches stables de Ws joignant deux disques 

successifs. La courbe 7 est bien constituée de segments qui sont alternativement des 

s-arches ou des u-arches. On vérifie facilement que 7 est invariante par fn. 

Le corollaire 2.6.3 montre que les u-arches incluses dans 7 sont portées par la même 

séparatrice Wu. La courbe 7 vérifie bien les propriétés annoncées. 

Pour conclure la démonstration de la proposition, il reste à montrer que 7 est 

unique. De même que dans la preuve du corollaire 2.6.3 on voit qu'une chaîne rencon­

trant l'intérieur d'un disque maximal est contenue dans ce disque et est finie d'après 

le lemme 2.6.2. De plus, une chaîne rencontrant le bord stable d'un disque maximal 

ou bien rencontre l'intérieur de ce disque (donc est finie), ou bien est un polygone 

à deux côtés formant le bord de ce disque. On en déduit que toute chaîne infinie 

d'arches d'intersection non-vide avec Ws est la courbe 7 construite ci-dessus, ce qui 

conclut. • 

Remarque. — Dans le cas où la séparatrice Ws est un double-bord stable, la propo­

sition s'applique à chacun des côtés isolés de la séparatrice. 

Définition 2.6.5. — On dira que deux séparatrices distinctes de même nature (stable 

ou instable) W\ et W2 sont couplées s'il existe une arche ayant une extrémité sur 

chacune d'elles. Si la séparatrice W\ est double-bord, il faudra préciser de quel côté 

elle est couplée à W2 (chacun des côtés pouvant donner lieu à un couplage). 

On montre alors : 

Lemme 2.6.6. — Tout polygone (fini) d'arches borde un disque dont tous les itérés 
sont d'intérieurs deux-à-deux disjoints. De plus, l'ensemble des orbites de polygones 
d'arches qui ne sont pas des quadrilatères est fini. 

Idée de démonstration. — Dans le cas où le polygone contient deux s-arches (ou deux 

u-arches) sur deux séparatrices distinctes, le résultat est conséquence du lemme 2.4.2. 

En utilisant le lemme 2.4.6 on conclut de même quand une arche joint les deux côtés 

d'une même séparatrice. 

Dans le cas restant, la séparatrice stable Ws portant les arches stables du polygone 

vérifie l'item 2 de la proposition 2.6.4. Remarquons qu'un polygone ne peut contenir 

une arche stable joignant deux disques maximaux (utilisés dans la démonstration de 

la proposition 2.6.4) : en effet une arche joignant deux disques maximaux fait partie 

d'une chaîne infinie. Le polygone est donc inclus dans l'un des disques maximaux. 

Pour montrer la seconde partie du lemme, il suffit de remarquer que les arches 

formant un polygone qui n'est pas un quadrilatère sont extrémales, et que l'ensemble 

des orbites d'arches extrémales est fini. • 

SOCIÉTÉ M A T H É M A T I Q U E DE F R A N C E 1998 



7 0 CHAPITRE 2. GÉOMÉTRIE DES COURBES INVARIANTES 

Lemme2.6.7. — Toute chaîne infinie d'arches est la courbe associée par la proposi­

tion 2.6.4 à une séparatrice s-bord non couplée, (ou à un côté non-couplé de séparatrice 

double s-bord). 

Idée de démonstration. — Soit c une chaîne infinie d'arches. D'après le corollaire 2.6.3 

on montre que les s-arches de c sont toutes sur la même séparatrice Ws, et que les 

u-arches sont sur la même séparatrice Wu. 

Supposons, pour simplifier, que Ws n'est pas double-bord et voyons par l'absurde 

que Ws n'est pas couplée. Soit a une u-arche de c, et soit /3 une u-arche couplant Ws à 

une séparatrice WQ . On montre alors qu'il existe n, m G Z tels que l'intérieur de a soit 

inclus dans l'intérieur du disque (construit par le lemme 2.4.2) bordé par /n(/3),/m(/3), 
et deux segments stables de Ws et WQ. De même que pour le corollaire 2.6.3 on montre 

alors que c est entièrement contenue dans ce disque, et le lemme 2.6.2 assure alors 

que c est finie, ce qui est contraire à l'hypothèse. 

La fin de la démonstration de la proposition 2.6.4 assure alors que c est la courbe 

7 associée à Ws. • 

Voyons enfin la position d'une chaîne infinie d'arches 7 dans le voisinage invariant 

U de K, homéomorphe à une surface privée d'un ensemble fini de points, et qui a 

été construit par la proposition 1.3.1. Le lemme 2.6.7 ci-dessus montre que 7 est la 

chaîne associée, par la proposition 2.6.4, à une séparatrice stable W{ et une séparatrice 

instable W% non-couplées (ou à un côté non-couplé de séparatrice double-bord). De 

plus, les arches formant 7 sont toutes extrémales, donc leurs orbites sont en nombre 

fini : pour comprendre l'adhérence de 7, il suffit donc de comprendre l'adhérence 

dans U d'une suite d'itérés d'une même arche. De la proposition 2.5.2 on déduit alors 

facilement : 

Lemme 2.6.8. — Soit 7 une chaîne infinie d'arches. Soient p\ et p2 les points pério­

diques tels qu 'une séparatrice stable W{ de p\ et une séparatrice instable W% de p2 

portent les arches de 7. 

Notons Wi la séparatrice instable issue de p\ partant du même côté de W{ que les 

arches instables de 7. De même, W£ sera la séparatrice stable issue de p2 partant du 

même côté que les arches stables de 7. 

Alors, 7U{pi,p2}UW1MUWf est un fermé dans le voisinage U de K construit par 
la proposition 1.3.1. 
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CHAPITRE 3 

DOMAINE D'UN ENSEMBLE HYPERBOLIQUE SATURÉ 

Dans toute cette partie, S désigne une surface compacte orientée, / un difféomor-

phisme de Smale de S préservant l'orientation, et K un ensemble hyperbolique saturé 

de / ne comportant pas d'orbite périodique source ou puits. 

Le but de cette partie est de construire un voisinage invariant A(K) de l'ensemble 

hyperbolique saturé K, qui soit de topologie finie (c'est-à-dire homéomorphe à une 

surface compacte privée d'un nombre fini de points), et minimal en un sens que l'on 

définira. 

Remarquons qu'un tel ensemble doit contenir les courbes invariantes, stables et 

instables, de K. Le lemme 2.6.6, fournit des disques, bordés par des polygones d'arches 

de K, dont les itérés par / sont deux-à-deux disjoints. Si un point de l'intérieur d'un 

tel disque n'appartenait pas à A ( i f ) , ce voisinage ne pourrait pas être de topologie 

finie. Une première étape pour construire A(K) consiste donc à «boucher les trous» 

de l'union des variétés invariantes de K. 

L'ensemble (que l'on appellera domaine restreint de K et notera S(K)), construit 

en bouchant tous les trous, n'est pas un voisinage de K, et a un bord souvent très 

irrégulier (son bord contient en général des chaînes infinies d'arches), que nous allons 

noyer de façon quasi-canonique dans un domaine de bord lisse (le domaine de K), et 

nous verrons que notre construction est unique à conjugaison près. 

Nous verrons alors que l'on peut reconstruire / à partir de sa restriction aux do­

maines d'ensembles hyperboliques saturés, en recollant ces domaines le long de leur 

bord : les différents recollements possibles sont décrits par une combinatoire finie, de 

façon analogue au raisonnement de Fleitas et Peixoto [Pe2] pour classifier les champs 

de vecteurs de type Morse-Smale des surfaces. 
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3.1. Le domaine restreint et sa position dans un voisinage invariant 

Définition 3.1.1. — On appellera domaine restreint de K et on notera S(K) Vunion 

des variétés invariantes de K et de tous les disques bordés par un polygone (fini) 

d'arches des variétés invariantes de K 

Remarque. — Tout ouvert de topologie finie, invariant par / et contenant K contient 

8(K) : en effet tout ouvert invariant contenant K contient WS(K) U WU(K). De 

plus, si un ouvert invariant O contenant K ne contient pas un point x d'un disque D 

bordé par un polygone d'arches, alors il contient une courbe simple fermée ^ C Df)0 

faisant le tour de x dans D. Les fl(j) forment alors une famille infinie de courbes 

simples disjointes non-homotopes entre elles dans O, ce qui n'est pas compatible avec 

l'hypothèse « O de topologie finie » . 

Nous avons vu que le théorème 1.1.16 assure l'existence d'une filtration Eo,Si 

pour / adaptée k K {K étant l'ensemble invariant maximal de Si \ Xo). De plus, 

la proposition 1.3.1 et le corollaire 1.3.6 montrent que l'union Un<Ez(^i \ ^o ) e s t un 

voisinage ouvert U de K qui possède pratiquement toutes les les propriétés désirées. 

En effet : 

1. U est invariant par / ; 

2. U contient K, et toute partie compacte de U a son maximal invariant inclus 

dans K ; 

3. U se compactifie en une surface compacte, en complétant la restriction de / à 
U par un nombre fini de points périodiques attracteurs ou répulseurs ; 

4. WU{K) U WS{K) est fermée dans U ; 

5. quitte à ôter de U l'union de ses composantes connexes disjointes de K, on peut 

supposer que toute composante connexe de U rencontre K. 

Le seul défaut de l'ouvert U ci-dessus est de ne pas être canoniquement associé à K : 

il dépend du choix de la filtration. D'après la remarque ci-dessus, U contient S(K), 

puisque l'item (3) assure qu'il est de topologie finie. Pour construire le domaine de K, 

nous allons découper dans U un voisinage de ô(K). Pour cela, nous avons besoin de 

comprendre la position de ô(K) dans U, et en particulier de comprendre la topologie 

du complémentaire U \ ô(K) de S(K) dans U. 

Le but de ce paragraphe est de démontrer la proposition suivante qui décrit les 

composantes connexes de U \ S(K). 

Proposition 3.1.2. — Les composantes connexes de U\S(K) sont en nombre fini. 

Chacune de ces composantes connexes est homéomorphe au plan R 2 et est pério­

dique ; la restriction de fn à cette composante est conjuguée à une translation et laisse 

invariant chacune des feuilles d'un feuilletage trivial en droites proprement plongées 

dans U. 
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Le bord dans U de chaque composante connexe de U \ ô(K) est l'union de deux 

connexes. Chacun de ces connexes est égal, soit à l'union des deux séparatrices libres 

d'un point périodique coin, soit à une chaîne infinie d'arches et son adhérence (une 

séparatrice stable et une instable toutes deux libres). 

La démonstration de cette proposition est décomposée en une succession de lemmes. 

Lemme 3.1.3. — Le domaine restreint S(K) est fermé dans U. De plus, le bord dans 

U de S(K) est contenu dans WS(K) U WU(K) qui est fermé dans U. 

Démonstration. — Soit (xi) une suite de points de K convergeant vers un point x de 

U\Int(ô(K)). Nous devons montrer que x appartient à l'union des variétés invariantes 

de K. Si, pour une infinité de valeurs de i, X{ appartient à WS(K)UWU(K), on conclut 

par le fait que l'union des variétés invariantes de K est fermée dans U (corollaire 1.3.6). 

Quitte à extraire une sous-suite, on peut donc supposer que chaque X{ appartient à 

l'intérieur Oi d'un disque bordé par un polygone d'arches Pi de K. Si, pour une infinité 

de valeurs de i, le disque ouvert Oi est le même, alors x appartient au disque fermé 

qui est inclus dans S(K). Quitte à prendre une sous-suite, on peut donc supposer que 

les Oi sont deux-à-deux disjoints. 

Tout voisinage O de x rencontre les ouverts C^, pour i assez grand, mais n'est pas 

inclus dans Oi (car ceux-ci sont disjoints). En choisissant O connexe, ceci implique 

que O rencontre le bord de 0«, c'est-à-dire le polygone Pi. On vient de montrer que 

tout voisinage de x rencontre WS(K) U WU(K), ce qui conclut. • 

Soit C une composante connexe de U\S(K). Comme l'ensemble S(K) est fermé dans 
Î7, il contient la frontière dans U de C. De plus, C est un ouvert de U. Notons Att(C) la 
frontière atteignable de C, i.e. l'ensemble des points du bord de C qui sont extrémités 
de chemins continus dont l'intérieur est dans C (on parle aussi, classiquement, de 
frontière accessible). Remarquons que, pour tout ouvert O d'une surface, Att(O) est 
dense dans le bord dO (en effet, pour tout x G d01 il existe y G O aussi voisin que 
l'on veut de x ; parcourons depuis y un petit chemin géodésique joignant y à x : le 
premier point de dO que l'on rencontre est un point de Att(O) proche de x). Pour 
comprendre le bord dans U de C, il nous suffit donc de comprendre l'adhérence dans 
U de Att(C). 

Lemme 3.1.4. — Le bord atteignable Att(C) est une union de chaînes infinies d'arches, 

et de courbes formées d'un point périodique coin et de ses deux séparatrices libres. 

Démonstration du lemme 3.1.4- — Soit x G Att(C) fl WS(K) et soit a un chemin 

dans C atteignant x. 

La variété stable portant x est s-bord (a étant du côté isolé, ou de l'un des côtés 

isolés si x est un double s-bord). De plus, si x appartient à WU(K), il est de type coin 

(a étant alors dans le secteur isolé). 
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Si x appartient à WS(K) \ WU(K), il appartient soit à une s-arche de type bord, 

soit à une séparatrice libre de type bord (a étant du côté isolé). Remarquons que cette 

arche ou cette séparatrice est alors toute entière contenue dans Att(C). 

Supposons que x appartienne à une arche. On a vu qu'un côté isolé d'une arche 

de type bord détermine une unique chaîne d'arches maximales 7 et cette chaîne 7 

est contenue dans Att(C). Si cette chaîne était finie, 7 serait un polygone d'arches et 

C serait le disque bordé par ce polygone, or ô(K) contient tous les disques de cette 

forme. La chaîne 7 est donc infinie. 

On fait un raisonnement symétrique quand x G WU(K) fl Att(C), ce qui conclut 

la démonstration du lemme. • 

Remarquons que le bord de C contient toujours une séparatrice libre : en effet ou 

bien Att(C) en contient une, ou bien Att(C) contient une chaîne infinie dont l'adhé­

rence contient une séparatrice libre stable et une séparatrice instable libre qui sont 

incluses dans l'adhérence de C : en particulier C ne peut être relativement compacte 

dans U. 

Corollaire 3.1.5. — L'ensemble des composantes connexes de U\S(K) est fini. 

Démonstration. — Chaque séparatrice libre peut être dans le bord atteignable d'au 

plus deux composantes connexes, et les chaînes infinies d'arches contenues dans U sont 

dans le bord atteignable d'exactement une. Comme les chaînes infinies et les sépara­

trices libres sont en nombre fini, le lemme 3.1.4 assure que l'ensemble des composantes 

connexes de U \ WS(K) U WU(K) est lui aussi fini. • 

Chacune des composantes connexes de U\ô(K) est donc périodique pour / . Quitte 

à remplacer / par l'un de ses itérés, nous supposerons désormais que / laisse C 

globalement invariante. 

Lemme 3.1.6. — Soit C une composante connexe de U \ S(K). Pour tout compact 

X C C et tout compact Y C U, il existe no G N tel que pour tout n G Z, si \ n | > no 
alors fn(X)nY = 0. 

En particulier, f agit sur C de façon propre et libre. 

Démonstration. — Nous montrerons seulement que pour n > 0 assez grand fn{X) n 
Y = 0, le cas n < 0 s'obtenant en renversant la flèche du temps. 

Rappelons que, par construction de U, il existe une filtration pour / , { X 0 , X a } 

ayant les propriétés suivantes : 

K=f] / " ( E i \ Eo) 
nez 

U= [J / " ( S i \ E 0 ) . 
nez 
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Remarquons qu'il existe k tel que Y soit inclus dans / f e ( E i ) . Nous allons donc 

montrer que pour n > 0 assez grand X D / - n ( E i ) est vide. Comme X fi / ~ n ( £ i ) 

est une suite décroissante de compacts, il suffit de montrer que X n f]neN / ~ n ( £ i ) 

est vide. Si tel n'était pas le cas, X contiendrait un point de la variété stable de K 

(d'après le lemme 1.3.5), ce qui contredirait la définition de C. • 

Corollaire 3.1.7. — Toute composante connexe C de U \ S(K) est homéomorphe au 

plan R 2 . De plus, la restriction de f à C est conjuguée à une translation. 

Démonstration. — Soit 7 C C une courbe fermée simple : nous devons montrer que 

7 est le bord d'un disque inclus dans C. 

Montrons d'abord, par l'absurde, que si 7 borde un disque D dans £7, ce disque est 

inclus dans C. En effet, dans le cas contraire, D contient des points de C et des points 

de S(K), donc contient des points de Att(C) (car Att(C) est dense dans le bord de 

C). Du lemme 3.1.4, on déduit alors que le disque D rencontre une variété invariante 

W de K de type bord. Toute variété invariante rencontrant D est incluse dans D (car 

est disjointe de 7). Le point périodique contenu dans W appartient donc au disque 

D. Une séparatrice libre issue de ce point est donc incluse dans D, partie compacte 

de U. Ceci contredit le fait que le maximal invariant de toute partie compacte de U 

est inclus dans K. 

Il reste donc à montrer que 7 borde un disque dans U. 

D'après le lemme 3.1.6, il existe n tel que tous les itérés fn'h(y) sont deux-à-deux 

disjoints. Comme U est une surface compacte privée d'un nombre fini de points, il 

existe une couronne bordée par deux de ces itérés. Remarquons que cette couronne 

est entièrement incluse dans C, sinon (par le même argument que ci-dessus) elle 

contiendrait une séparatrice libre. 

L'union des itérés de cette couronne est une immersion propre de S1 x R dans 

U (d'après le lemme 3.1.6), d'image incluse dans C. Ceci implique que C est un cylindre 

et est une composante connexe de U disjointe de K, ce qui est contraire aux hypothèses 

sur U. 

On a bien montré que C est simplement connexe, et est donc homéomorphe au 

plan R 2 . 

L'action de / sur C étant propre et libre, le quotient de C par / est une surface 

(séparée), la projection étant le revêtement universel (et un revêtement cyclique). 

Le quotient est donc une surface de groupe fondamental égal à Z , c'est-à-dire un 

cylindre. La restriction / à C est un automorphisme du revêtement du cylindre, donc 

est conjuguée à une translation. • 

Corollaire 3.1.8. — Soit C une composante connexe de U \ S(K) et soit k sa période 

pour f. Alors il existe un feuilletage de C dont chaque feuille est un plongement 

propre de R dans U invariant par fk. De plus si l\ et /2 sont deux feuilles disjointes 

de ce feuilletage, alors il existe un plongement propre de la bande R x [0,1] dans U, 
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à valeurs dans C, envoyant les horizontales M x {t} sur les feuilles de ce feuilletage, 

Vimage de M x { 0 , 1 } étant l\ U Z 2 . De plus, ce plongement conjugue fk à la translation 

(s,t) ^(s +, t). 

Démonstration. — On a vu dans la démonstration du corollaire 3.1.7 ci-dessus que le 

quotient de C par fk est homéomorphe à un cylindre. On obtient le feuilletage annoncé 

en relevant sur C un feuilletage par cercles du cylindre. La propreté de l'immersion 

dans U des feuilles et des bandes est une conséquence facile du lemme 3.1.6. 

• 
Le lemme 3.1.4 a montré que Att(C) était l'union de courbes qui sont chacune soit 

une chaîne infinie, soit une séparatrice d'un coin. Pour avoir démontré la proposi­

tion 3.1.2, il reste à voir que Att(C) est constitué exactement de deux de ces courbes. 

La démonstration de ce point est assez technique, mais l'idée est relativement simple ; 

la voici en quelques mots : 

Le corollaire 3.1.7 assure que le quotient de C par / est un cylindre C/f. Un 

cylindre a deux bouts, et nous allons voir que chaque courbe 7 composant Att(C) est 

naturellement associée à l'un des bouts de C/f. Pour cela, le lemme 3.1.11 va nous 

permettre de construire, pour chacune des courbes 7¿ composant le bord atteignable 

de C, un segment cr¿ «atteignant» ji : nous considérerons alors la projection du 

segment cr¿ sur le cylindre C/f et nous verrons que l'on peut choisir cr¿ de façon 

que sa projection soit une demi-droite proprement plongée dans C/f, c'est-à-dire de 

façon à ce qu'elle aille vers l'un des deux bouts de C/f. Le lemme 3.1.11 permet de 

plus de choisir la famille de segments a¿ de façon que leurs projections soient deux-

à-deux disjointes. Si les courbes 7¿ sont en nombre strictement supérieur à deux, il 

y en a deux, par exemple 7 1 et 7 2 , dont les demi-droites associées se dirigent vers le 

même bout de C/f. Nous piégerons alors le segment 02 entre deux itérés de cri, lui 

interdisant ainsi d'atteindre 7 2 , ce qui donnera une contradiction. 

La principale difficulté de cette preuve est le lemme 3.1.11 (construisant la famille 

de segments cr¿). La démonstration de ce lemme a nécessité de définir la notion de voi­

sinages colliers linéarisants, et de prouver l'existence de tels voisinages (lemme 3.1.10). 

Remarque. — Le nombre des courbes composant Att(C) reste inchangé si l'on rem­

place / par l'un de ses itérés. On pourra donc supposer que / laisse invariante chaque 

séparatrice bord et chaque composante connexe de U \ ô(K). Nous ferons cette hypo­

thèse dans les lemmes de la fin de ce paragraphe. 

Définition 3.1.9 (Voisinage collier linéarisant). — Soit Ws une variété stable bord de 

K (avec un côté bord fixé si elle est double-bord). On appelle voisinage collier de Ws 

une immersion injective de R x [0,1[ dans S telle que Ws soit Vimage deRx { 0 } . On 

dira que ce voisinage collier est linéarisant s'il est invariant par f et si la restriction de 

f à ce voisinage est conjuguée à la restriction d'une application linéaire hyperbolique 

à un demi-plan fermé bordé par l'une des droites propres. 
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FIGURE 1 

Lemme 3.1.10. — Pour tout point périodique s-bord p de K, notons (p,e), e G 

{+,—}, le point p muni d'un côté de sa variété stable où celle-ci est bord. Soit 

{(Pi)£i) 5 • • • 5 (Pk,£k)} la famille de tous les points périodiques (ici fixes) s-bords de 

f munis d'un choix de côté s-bord : les points fixes doubles s-bords sont de ce fait 

représentés deux fois. Alors il existe une famille V* C U de voisinages colliers linéa­

risants de f, telle que l'intersection V* H Vj soit vide si pi ^ pj, ou réduite à Ws(pi) 

si pi — pj (cas double-bord). 

Démonstration. — Par souci de clarté, nous ne traiterons que le cas où K ne contient 
pas de double-bord. 

Commençons par construire un voisinage collier linéarisant pour un point fixe p de 

/ de type s-bord. 

Notons A: M 2 M 2 l'application linéaire définie par A(x,y) = (x/2,2y). Remar­

quons que A laisse invariante chaque hyperbole Tt d'équation x • y = t. Pour tout 

t > 0 on notera Bt = {(x,y),y > 0 et \x • y\ < t}. 

Pour tout point fixe p de type s-bord notons h: O —> M 2 un homéomorphisme 

conjuguant / à A sur un petit voisinage O de p. On choisit h de façon que l'image de 

la séparatrice instable libre issue de p ait son image dans la demi-droite {0} x [0, +oo[. 

Choisissons e > 0 tel que le segment { 0 } x [e, Se] de la variété instable de (0,0) pour A 

soit inclus dans l'image de O par h. Notons At le disque topologique de R 2 bordé par la 

courbe fermée simple obtenue en joignant les extrémités des segments [—t/e, t/e] x {e} 

et [—t/2e,t/2s] x {2e} par des segments des hyperboles Tt et T-t (voir la figure 2). 

Remarquons que l'intersection de At avec son image A(At) est réduite au segment 

[— ^ ] x {2^} et que, pour tout i > 2, At est disjoint de ses itérés Al(At). De plus 
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Remarques 
1. On peut choisir arbitrairement les valeurs propres de l'application linéaire hy­

perbolique. 

2. La restriction d'une application linéaire hyperbolique au secteur compris entre 

deux branches d'hyperboles invariantes et une droite propre (voir la figure 1) est 

conjuguée à la restriction de cette application linéaire au demi-plan considéré 

plus haut. 
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l'union de tous les itérés, R x { 0 } U \JieZAi(At), est égale à Bt (en d'autre termes, 

At est un domaine fondamental de Bt pour A). 

4e 

2e 

L - t 

A(At) 

At 

Tt = {xy = t} 

-t/e -t/2e\ t/2s t/e 

FIGURE 2. Choix d'un domaine fondamental d'un voisinage collier 

Pour t assez petit, At et A(At) sont inclus dans l'image de O. Notons Ct = h~1(At). 

Pour t petit, Ct est inclus dans un petit voisinage d'un domaine fondamental I de la 

séparatrice instable libre de p : en particulier Ct est disjoint de WS(K). On en déduit 

qu'il existe n0 > 0 tel que fn°(Ct) H Ei = 0 (où Ei est la surface à bord ayant servi 

à construire U ) . Comme le complémentaire de Ei est invariant par / , on obtient que, 

pour tout n > n0, Ct est disjoint de fn(Ct). De plus, pour t > 0 assez petit et pour 

tout 2 < n < no, fn(Ct) est contenu dans un petit voisinage du domaine fondamental 

fn(I) de la séparatrice libre donc est disjoint de Ct- On en déduit que les itérés fn(Ct) 
sont disjoints de Ct dès que |n| > 2. 

Notons Dt = Ws(p) U Unez/n(^*)- Alors Dt est un voisinage collier linéarisant : 

en effet la restriction de h~x à At se prolonge de façon unique en une immersion 

injective de U n e z ( ^ n ( ^ ) sur Unez fn(Ct) conjuguant les restrictions A et de / à ces 

ensembles et cette immersion se prolonge par continuité, de R x { 0 } sur WS(P), par 

un homémorphisme coïncidant avec /i-1 au voisinage de (0,0). 

Pour conclure la démonstration du lemme il reste à montrer que l'on peut choisir 

ces voisinages colliers linéarisants disjoints deux-à-deux. Soit p i , . . . ,pk la famille des 

points s-bords fixes de / (supposé sans double-bord). Pour tout z, et tout t > 0 petit, 

notons Diyt le voisinage collier linéarisant construit ci-dessus. Alors pour t assez petit 

les Dij sont deux-à-deux disjoints : en effet, il suffit de vérifier que tout itéré de 

est disjoint de tout itéré de C^t dès que % ^ j , ce que l'on montre par un raisonnement 

analogue à ci-dessus en utilisant que chaque Cj,t possède un itéré disjoint de E0. • 

Lemme 3.1.11. — Supposons K sans double-bord. 

Soit # i , . . . , #fc G K une famille finie de points de type coin et d'orbites distinctes. 

Alors il existe 0 1 , . . . , o-* C U, k segments plongés dans U, ayant les propriétés sui­

vantes : 
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1. pour tout i, les itérés de o~i \ {xi} sont deux-à-deux disjoints, 

2. pour tous i j , les orbites de Gi et de Gj sont disjointes, 

3. pour tout i, Gi admet Xi comme extrémité, et Gi est transverse en Xi aux deux 

variétés (stable et instable) passant par Xi, 

4. pour tout i, Gi \ {x^ est disjoint de WS(K) U WU(K). 

Démonstration. — Rappelons que l'on a supposé que les séparatrices bords sont 

toutes fixes pour / . 

D'après le lemme 3.1.10 ci-dessus, on peut choisir un voisinage collier linéarisant Dsp 

pour chaque point fixe p s-bord, de façon que les Dsp soient deux-à-deux disjoints. De 

même on choisit des voisinages colliers linéarisants D™ pour les points fixes q u-bords. 

Tout point coin Xi appartient à l'intersection Ei — Dsp. fl D™. où pi et qi sont 

les points fixes des variétés stable et instable de Xi. En utilisant l'expression linéaire 

de la restriction de / à Dp., on choisit alors un segment Gi d'extrémité Xi tel que 

Gi\ Xi C Int(E'i), et dont tous les itérés sont d'intérieurs disjoints (si Xi ^ p«, X{ 
est errant pour la dynamique linéarisée : il suffit donc de prendre Gi assez petit ; si 

Xi = pi, on choisit pour Gi un petit segment radial situé dans le secteur bordé par les 

deux séparatrices libres). 

Les items (1) et (3) sont déjà vérifiés. L'item (4) provient de ce que Dsp. et D™. ont 

été choisis d'intérieur disjoint de WS(K) et de WU(K) respectivement. 

Montrons l'item (2). 

Si pi ^ pj, Dp. et D^. sont alors deux voisinages colliers invariants et disjoints, ce 

qui assure que les itérés de Gi et de Gj sont disjoints. 

Si Xi et Xj sont deux points non périodiques de la même variété stable, alors 

l'expression linéaire de / dans Dp. montre qu'ils possèdent des voisinages dans Dp. 

dont toutes les orbites par / sont disjointes : il suffit donc de choisir Gi et Gj assez 

petits. 

Si Xi et Xj sont sur la même variété stable et que Xi est le point fixe, Gi a été choisi 

dans le secteur libre (bordé par les séparatrices libres de Xi = pi), et ses itérés sont 

donc disjoints de Gj (qui est inclus dans un autre secteur). • 

Remarque. — Le lemme 3.1.11 admet bien sûr une version dans le cas où K possède 

des double-bords. Dans ce cas, il faut munir les points coins Xi d'un choix de secteurs 

où ces points sont coins. Dans chaque orbite d'un point coin, on peut alors choisir 

autant de Xi que de secteurs coins. Il faut alors remplacer l'item 2 du lemme, dans 

le cas où Xi et Xj correspondent à deux secteurs de la même orbite coin x, par la 

propriété : l'intersection de l'orbite de Gi et de l'orbite de Gj est réduite à l'orbite du 

point x. 

La démonstration est pratiquement identique à celle du cas «sans double-bord», 

et est laissée au lecteur. 
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On peut maintenant conclure la démonstration de la proposition 3.1.2. 

Fin de la démonstration de la proposition 3.1.2. — (Afin de simplifier l'exposition 

nous supposerons que K est sans double-bord, ce qui nous permettra d'utiliser le 

lemme 3.1.11; la démonstration dans le cas «avec double-bord» est pratiquement 

identique, en utilisant la remarque ci-dessus). 

On sait que Att(C) est une union finie de courbes qui sont soit des chaînes infinies, 

soit l'union d'un point fixe coin et de ses séparatrices libres. On choisit un point coin 

xi sur chacune de ces courbes. Le lemme 3.1.11 permet de choisir pour tout i un 

segment ai d'extrémité tel que Gi \ {xi} soit inclus dans C, et que les chemins 

fn(ci \ {xi}) soient deux-à-deux disjoints. 

Alors les Gi se projettent sur le cylindre en des courbes simples disjointes, propre­

ment plongées Gi. Si deux de ces courbes G \ et cr2 vont vers le même bout du cylindre 

alors considérons un cercle c coupant G \ en un et un seul point. Quitte à restreindre 

G2 on peut supposer que 5 2 est disjoint de c. 

Considérons les deux relevés successifs G \ et /(cri) et le segment relevé de c et joi­

gnant ces deux segments (voir la figure 3), ainsi que la courbe simple fermée construite 

en mettant bout à bout la courbe de Att(C) joignant l'extrémité de G \ à son image, 

les segments G \ et son image, et le segment relevé du cercle qui les joint. Cette courbe 

borde un disque d'intérieur contenu dans C. L'un des itérés de cr2 \ x 2 est inclus dans 

l'intérieur de ce disque, ce qui contredit le fait que 02 a son extrémité sur une autre 

des courbes composant Att(C) • 

3.2. Domaine d'un ensemble hyperbolique saturé : définition et universa­
lité 

Dans ce paragraphe, nous reprenons les notations du paragraphe précédent : K 

est un ensemble hyperbolique saturé, S(K) est le domaine restreint de K, et U est 

l'ouvert invariant construit par la proposition 1.3.1. D'après la proposition 3.1.2, les 

composantes connexes de U \ S(K) sont en nombre fini, périodiques, homéomorphes 

au plan; de plus, chaque composante est munie d'un feuilletage produit dont les 

feuilles sont des droites invariantes par l'itéré de / correspondant à la période de la 

composante. Bien sûr, si Co est une composante de U\ô(K) munie d'un feuilletage F, 

on pourra supposer que f(F) est le feuilletage dont est munie la composante / (Co) . 

En d'autres termes, U \ S(K) est muni d'un feuilletage F invariant par / dont les 

feuilles sont des droites proprement plongées dans U et sont périodiques pour / , leur 

période coïncidant avec celle de la composante connexe qui les contient. 

Pour toute orbite C = { C o , . . . ,Cfc-i = / f c - 1 ( C o ) } de composantes connexes de 

U\5(K), on choisit (cr0,70) deux feuilles distinctes de F contenues dans la composante 

Co, et on note BQ C Co l'intérieur de la bande bordée par cro U70. Par construction du 
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fn*(x) 

H02) 

o1 с fid) 02 

o1 

le cylindre 
CIS 

FIGURE 3. Un itéré de cr2 est piégé entre o\ et / ( 0 1 ) 

feuilletage F les feuilles cr0 et 70 sont invariantes par fk ; on en déduit que fk(B0) = 
B0. On note Bi = f(B0) et B(C) = U i e Z ( B 0 = U o _ 1 ( ^ ) . 

Notons 

A(K) = U\\ \(B(C). 
C 

Remarquons que A (AT) est homéomorphe à une surface compacte à bord privée d'un 

ensemble fini de points. Nous dirons que A(K) est une surface à bord de topologie 

finie. 

Définition 3.2.1. — Nous appellerons domaine de K tout voisinage O de K ho­

méomorphe à A(K) par un homéomorphisme coïncidant avec Videntité sur K, et 

conjuguant les restrictions de f à O et A (AT). 

Notre construction du domaine semble dépendre de nombreux choix : choix de 

l'ouvert U, du feuilletage F, etc.. Le but de ce paragraphe est de montrer que le 

domaine de K est le « plus petit » voisinage invariant qui est une surface à bord de 

topologie finie, et qu'il est unique, à conjugaison près par des homéomorphismes égaux 

à l'identité sur ô(K). 

La proposition suivante formalise le fait que A(K) est le plus petit voisinage inva­

riant de topologie finie : cette propriété s'appellera ver salite 
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Proposition 3.2.2 (Le domaine : versalité). — Pour tout voisinage D de K invariant 

par f et contenant S(K), il existe un plongement de A(K) dans D coïncidant avec 

l'identité sur le domaine restreint Ô(K) et commutant avec f. 

Définition 3.2.3. — On appellera voisinage ver sel de K un voisinage D, invariant et 

de topologie finie, de K vérifiant la propriété de minimalité de la proposition 3.2.2 : 

pour tout voisinage invariant de topologie finie D de K, il existe un plongement de D 

dans D commutant avec f et coïncidant avec l'identité sur S(K). 

Démonstration 

0) Montrons d'abord que la classe de conjugaison de (A(K),f) ne dépend pas du 

choix des feuilles a, 7 du feuilletage F. 

Soit C une composante connexe de U \ ô(K), et par souci d'alléger les notations, 

supposons que cette composante soit fixe par / . Remarquons d'abord que l'espace 

des feuilles de la restriction du feuilletage F à C est R (voir le corollaire 3.1.8). 

Choisissons donc 6 feuilles de façon ordonnée 03 < a2 < ai < 71 < 72 < 73, et pour 

tout i e { 1 , 2 , 3 } notons Bi C C la bande bordée par ai et 7*. 

Alors, en utilisant le fait que la restriction de / à B 3 est conjuguée à une transla­

tion, on construit facilement un homéomorphisme h de U commutant avec / , égal à 

l'identité hors de la bande B3 et tel que h(B2) = Bi. 

1) Soit D un voisinage de K, invariant par / et contenant S(K). Remarquons que 

DC\U est un voisinage invariant de K contenant S(K). Nous pouvons donc supposer 

D C U. Considérons C une composante connexe de U \ ô(K), et notons a < 7 les 

feuilles de F qui sont les composantes du bord dans C de A ( i f ) . 

Nous avons vu, dans la démonstration du corollaire 3.1.7, que le quotient de C par 

l'itéré de / correspondant à sa période est un cylindre T. De plus, le feuilletage F 

induit sur T un feuilletage produit en cercles. 

Considérons la projection D de D fl C sur T. Montrons par l'absurde que T \ D 

est relativement compact dans T. Supposons donc qu'il existe une suite de points 

(x^ C T\D sortant de tout compact de T (voir la figure 4). Quitte à extraire une 

sous-suite, on peut supposer que la suite (xi) converge vers l'un des deux bouts du 

cylindre T. Par un argument tout à fait analogue à celui de la fin de la démonstration 

de la proposition 3.1.2, on montre alors que l'on peut extraire une sous-suite (xni) et 

pour tout i un relevé xni € C de xni, de façon que la suite (xni ) converge vers un 

point de Att(C) C WS{K) U WU(K). Ceci contredit le fait que D est un voisinage 

invariant de K, et donc de ses variétés invariantes. 

De l'argument ci-dessus, on déduit l'existence de feuilles ai < 71, telles que toute 

feuille de C inférieure à ai ou supérieure à 7 1 est incluse dans D. 

D'après le point 0) de cette démonstration, D contient donc un voisinage de K 

homéomorphe à A (AT) par un homémorphisme commutant avec / et égal à l'identité 

au voisinage de ô(K) : la proposition est donc démontrée. • 
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_x1_ 

V 

FIGURE 4. Suite de points hors de D, convergeant vers l'un des bouts 

du cylindre T 

Le reste de ce paragraphe a pour but de formaliser et de montrer l'unicité du 

domaine. L'une des difficultés est que le domaine que nous avons défini n'est ni ouvert, 

ni fermé (nous compléterons le domaine au paragraphe 3.4, où les composantes du 

bord du domaine serviront à recoller entre eux les domaines des ensembles saturés et 

à reconstruire ainsi la dynamique globale). Remarquons que si l'on ôte au domaine 

A(K) une des composantes connexes de son bord, on obtient un nouveau voisinage 

invariant de K homéomorphe à une surface compacte à bord privée d'un ensemble 

fini de points (on a remplacé une composante du bord joignant deux points enlevés 

par un point enlevé). Pour caractériser le domaine parmi ces divers voisinages, nous 

introduisons la notion de fermeture modulo / : 

Définition 3.2.4. — On dira qu 'un ensemble E invariant par f est fermé modulo f 

si pour toute suite (xi) C E,i G N, il existe une suite (ni) C Z telle que la suite de 

points (fni(xi)) admette une sous-suite convergeant vers un point de E. 

fN1(x) 

Jy (Xi 

x e E xi 

xj 

FIGURE 5. Un ensemble E, fermé modulo / 

Remarque. — L'ouvert U est fermé modulo / , car il est le saturé d'une partie 

compacte. Le domaine A (if) est fermé modulo / car il est fermé dans U. 
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Remarquons que, pour caractériser A( i f ) parmi les voisinages versels D de K, 

il suffit de considérer les voisinages D inclus dans l'intérieur de A (AT) : en effet, la 

propriété de versalité entraîne qu'ils sont conjugués à une partie de A (AT), et le point 

0 de la démonstration de la proposition 3.2.2 montre que A (if) peut être plongé dans 

son intérieur. 

Proposition 3.2.5 (Le domaine : unicité). — Soit D un voisinage de K, inclus dans 

l'intérieur de A (if ) , invariant par f', et qui est une surface à bord de topologie finie. 

On suppose de plus que D est fermé modulo /, et que toute composante connexe de 

D contient au moins un point de if. Alors il existe un homéomorphisme h de D sur 

A (if ) , tel que h coïncide avec l'identité sur S(K) et conjugue la restriction de f à D 

et la restriction de f à A ( i f ) . 

Lemme 3.2.6. — D est fermé dans A ( i f ) . 

Démonstration. — Soit (xi) une suite de points de D convergeant vers un point x 

de A ( i f ) . Si x appartient à S(K) alors x G D : il n'y a rien à faire. Supposons 
désormais x £ S(K). Remarquons que, quitte à extraire une sous-suite, l'ensemble 
X = {x} U {xi , . . . , # „ • • • } est une partie compacte d'une composante connexe de 
A (if) \ ô ( i f ) . Comme D est fermé modulo / , quitte à extraire une sous-suite, il 
existe une suite (m) C Z telle que la suite (fni(xi)) converge vers un point y G 
D. Cependant, étant donné un voisinage compact de y dans A ( i f ) , le lemme 3.1.6 
implique que seul un nombre fini d'itérés du compact X rencontre ce voisinage : on 
en déduit que la suite (n*) est bornée, et donc que y est un itéré de x. Comme D 

est invariant par / et y G D, le point x appartient à D, c'est ce que nous devions 
montrer. • 

Démonstration de la proposition. — Soit C une composante connexe de A(K)\Ô(K) ; 

quitte à remplacer / par un de ses itérés on supposera C invariante par / . Remarquons 

que C est homéomorphe à un demi-plan fermé sur lequel / agit comme une translation. 

Notons 71 le bord de C. 

Comme D est fermé dans A ( i f ) , D fl C est fermé dans C. Remarquons que le 

bord de D fl C dans C est l'intersection avec C du bord de D : en effet, D étant 

inclus dans l'intérieur de A (if ) le bord de C est disjoint du bord de D. De plus, toute 

composante connexe du bord de D est disjointe de ô(K) : toute composante du bord 

de D rencontrant C est donc incluse dans l'intérieur de C. On en déduit que le bord 

de D n C dans C est une union finie de courbes, et que D D C est une surface fermée 

à bord du demi-plan C, invariante par la translation / . Chaque composante du bord 

de D f)C est invariante par une puissance de / . 

Le quotient C/f de C par / est un cylindre [0, +oo[xS1. Le quotient (D fl C)/f a 

pour bord le quotient du bord de DOC, c'est-à-dire un nombre fini de courbes fermées 

simples disjointes. Remarquons que toutes ces courbes sont essentielles (c'est-à-dire 
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non homotopes à zéro) ; en effet une courbe homotope à zéro a pour image inverse 

dans C une infinité de courbes fermées. 

Si le nombre de ces courbes est plus grand que 1, alors le quotient (D fl C)/ f 

contient un anneau (homéomorphe à [0,1] x 5 1 ) . Dans ce cas, D C\ C contient une 

bande [0,1] x R proprement plongée dans C et invariante par / . Une telle bande est 

une composante connexe de D qui ne rencontre pas K, ce qui contredit la définition 

de D. 

Le bord de (Df)C)/f est donc réduit à une unique courbe fermée simple. Donc (Dn 

C)If est un demi-cylindre fermé contenu dans C. Il existe un homéomorphisme hc de 

CIf sur (DC\C)/f, égal à l'identité au voisinage du bout de C/f. L'homéomorphisme 

hc se relève en un homéomorphisme hc de C sur D fl C, commutant avec / et 

égal à l'identité près de ô(K) (c'est-à-dire sur l'intersection avec C d'un voisinage de 

Ô(K)). En recollant les homéomorphismes hc obtenus pour toutes les composantes 

de A(K) \ S(K) avec l'identité sur ô(K) on obtient l'homéomorphisme annoncé. • 

De la proposition et de la définition de la versalité, on déduit une définition intrin­

sèque du domaine : 

Corollaire 3.2.7. — Tout voisinage f-invariant et de topologie finie de K qui est 

ver sel, fermé modulo f, et dont toute composante connexe contient un point de K, 

est conjugué à A(K) par un homéomorphisme coïncidant avec Videntité sur S(K). 

3.3. Le graphe de Smale et les domaines 

Lemme 3.3.1. — Soient K et L deux ensembles hyperboliques saturés qui corres­

pondent à des intervalles I et J de pièces basiques. Alors les deux propriétés suivantes 

sont équivalentes : 

1. Toute pièce basique de I est non-comparable pour -< à toute pièce basique de J. 

2. Les domaines A(K) et A(L) peuvent être choisis disjoints. 

Démonstration. — Si A(JK") fl A(L) = 0, alors les variétés invariantes de toute pièce 

basique de J sont disjointes des variétés invariantes des pièces basiques contenues dans 

J, ce qui entraîne que ces pièces basiques sont non-comparables. Il reste à montrer la 

réciproque : 

Remarquons d'abord que / U J est un intervalle de pièces basiques. Notons U 

l'ouvert invariant homéomorphe à une surface compacte S privée d'un ensemble fini 

de points, construit par la proposition 1.3.1, et correspondant à l'intervalle I U J. 

Quitte à remplacer S et f par la surface S et le difféomorphisme de Smale / de cette 

proposition, on pourra supposer que S \ U se réduit à un ensemble fini de points 

périodiques attracteurs ou répulseurs. 

Rappelons d'abord que la variété stable WS(K) est l'union des variétés stables des 

pièces basiques contenues dans K. L'adhérence de cette variété stable est l'union des 
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variétés stables des pièces basiques supérieures ou égales à / . En particulier, c'est un 

compact disjoint de l'union des variétés invariantes de L. De plus les pièces basiques 

supérieures strictement à I sont des points répulseurs contenus dans S \ U : on en 

déduit que WS(K) est un fermé de U disjoint des variétés invariantes de L. Il en 

va bien sûr de même de la variété instable de K, et des variétés invariantes de L : 

WS{K) U WU(K) et WS(L) U WU(K) sont deux fermés de U qui sont disjoints. 

Notons M = K\JL ; c'est un ensemble hyperbolique saturé (associé à l'intervalle lu 

J). On considère son domaine A (M) . Remarquons que A (M) est localement connexe 

par arcs (car c'est une surface à bord), et que WS(K) U WU(K) et WS(L) U WU(L) 

sont des fermés de A (M) . Supposons qu'il existe une composante connexe de A (M) 

qui contienne à la fois des points de K et des points de L : il existe alors un chemin 

a dans A (M) d'intérieur disjoint des variétés invariantes de K et de L, ayant son 

origine dans WS{K) U WU(K) et son extrémité dans WS(L) U WU(L). 

Remarquons que a est d'intérieur disjoint de ô(M) : dans le cas contraire, l'intérieur 

de a serait inclus dans l'intérieur d'un disque bordé par un polygone d'arches de L : 

ceci implique l'existence d'un polygone d'arches possédant des arches de K et des 

arches de L, ce qui contredit que leurs variétés invariantes soient disjointes. 

L'intérieur de a est donc contenu dans une composante connexe C de A(M)\<S(M), 

et a ses extrémités sur 5(M). Les extrémités de a sont donc des points de Att(C). 

Remarquons que, par construction du domaine, la frontière (dans A (M)) atteignable 

de toute composante connexe de A (M) \ S (M) est exactement une courbe qui est 

ou bien une chaîne infinie d'arches, ou bien l'union d'un point périodique coin, d'une 

séparatrice libre stable et une séparatrice libre instable (en effet, la proposition 3.1.2 

dit que les composantes connexes de U \ S (M) ont comme bord atteignable deux de 

ces courbes, et C a été obtenue en découpant une telle composante suivant une bande 

séparant ces deux courbes). Une telle courbe ne peut porter à la fois des points des 

variétés invariantes de K et des points des variétés invariantes de L, ce qui contredit 

la définition de a. 

Nous pouvons à présent conclure la démonstration du lemme. En effet l'union des 

composantes connexes de A (M) non-disjointes de K est un voisinage invariant de 

topologie finie de K : d'après la proposition 3.2.2, on peut donc choisir A (AT) dans 

cette union. De même, on peut choisir A(L) dans l'union des composantes connexes de 

A (M) non-disjointes de L. Ces choix de domaines de K et L sont alors disjoints. • 

Corollaire 3.3.2. — Soient K et L deux ensembles hyperboliques saturés tels que toute 

pièce basique composant K soit non-comparable pour -< à toute pièce basique compo­

sant L. Alors KUL est un ensemble hyperbolique saturé dont le domaine A(KUL) est 

homéomorphe à l'union disjointe A (AT) JJ A(L) par un homéomorphisme commutant 

avec f et coïncidant avec l'identité sur ô(K) U S(L). 

Démonstration. — On a vu dans la démonstration du lemme 3.3.1 que l'on peut 

choisir les domaines A (AT) et ô(L) de façon qu'ils soient disjoints et inclus dans A(ATU 
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L). L'union A(K) U A(L) est alors un voisinage invariant de K U L de topologie 

finie, fermé modulo / et inclus dans A(K U L). La proposition 3.2.5 permet alors de 

conclure. • 

Voici à présent une reformulation du corollaire 3.3.2 : 

Corollaire 3.3.3. — Soit I un intervalle de pièces basiques, et K l'ensemble hyper­

bolique saturé qui lui est associé. Soit Gi le sous-graphe du diagramme de Smale 

correspondant à I. Soient Ji,. . . ,Jfc les intervalles correspondant aux composantes 

connexes de Gj, et L i , • • -Lk les ensembles hyperboliques saturés qui leur sont asso­

ciés. 

Alors (A(K),f) est conjugué à (JJ i(A(Lf)), / ) par un homéomorphisme égal à 

l'identité sur S(K). 

Le but de cette fin de paragraphe est de montrer que, pour étudier la dynamique sur 

les domaines d'ensembles hyperboliques saturés, il suffit de considérer les ensembles 

hyperboliques saturés dont le domaine est connexe. 

Soit (K, / ) un ensemble hyperbolique saturé et A(K) son domaine. Remarquons 

que A(K) possède un nombre fini de composantes connexes, et que / induit une 

permutation sur l'ensemble de ces composantes connexes. Soit Co l'une de ces compo­

santes, k sa période pour / , et A 0 = U o _ 1 fl(Co) l'union des composantes de l'orbite 

de Co. L'ensemble Ko = Kn A est alors un ensemble hyperbolique saturé, qui corres­

pond à l'une des composantes connexes du diagramme de Smale de K ; son domaine 

est Ao. On a donc déjà montré : 

Corollaire 3.3.4. — Pour tout ensemble hyperbolique saturé (K,f), il existe une fa­

mille finie {(Ki,f), 1 <i < 1} d'ensembles hyperboliques saturés tels que l'on ait : 

1. Pour tout i, le domaine A(Ki) possède une unique orbite de composantes 
connexes. 

2. (A(K),f) est l'union disjointe des (A(Ki),f) 

Le lemme 3.2.5 et le corollaire 3.2.7 permettent de montrer : 

Corollaire 3.3.5. — Soit (K, f) un ensemble hyperbolique saturé, et A(K) son domai­

ne. 

Pour tout n ^0, K est un ensemble hyperbolique saturé de fn et son domaine pour 

fn estA(K). 

Considérons à présent un ensemble hyperbolique saturé (K,f) dont le domaine 

A(K) ne contient qu'une seule orbite de composantes connexes, et notons p la pé­

riode de cette orbite. Alors le domaine de K pour fp est encore A(K) (d'après le 

corollaire 3.3.5) et possède donc p composantes connexes invariantes par fp. Il est 

de plus clair que les restrictions de fp à ces composantes connexes de A(K) sont 

conjuguées deux-à-deux. On en déduit donc : 
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Corollaire 3.3.6. — Soit (K,f) un ensemble hyperbolique saturé dont le domaine 

ne contient qu 'une orbite de composantes connexes et soit p sa période. Soit C une 

composante connexe de A (AT) et soit L = AT D C . Alors : 

1. L est un ensemble hyperbolique saturé de fp, dont le domaine est C (donc est 

connexe). 

2. (A(AT),/) est topologiquement conjugué à L x { l , . . . , p } muni du difféomor-

phisme (f> défini par (<t>(x,ï) = (x,i + 1) si i ^ p, et (/>(x,p) = (fp(x), 1). 

Voici, pour finir ce paragraphe, une caractéristation des ensembles hyperboliques 

saturés dont le domaine est connexe. 

Lemme 3.3.7. — Soit (AT, / ) un ensemble hyperbolique saturé. Alors A (AT) est connexe 

si et seulement si WS(K) U WU(K) est connexe. 

Démonstration. — Si l'union des variétés invariantes de AT est connexe, le domaine est 

lui aussi connexe car chacune de ses composantes connexes contient, par construction, 

un point de K. C'est la réciproque qu'il faut montrer. 

Remarquons d'abord que, pour tout ensemble hyperbolique saturé, l'union de ses 

variétés invariantes possède un nombre fini de composantes connexes. En effet, le 

théorème spectral assure que toute pièce basique A est l'union d'un nombre fini de 

compacts A¿ permutés par / , et tels que pour tous x,y G A¿, la variété stable de x 

rencontre transversalement la variété instable de y : en particulier l'union des variétés 

stables et instables de A¿ est connexe. On en déduit que WS(A) UWU(A) contient un 

nombre fini de composantes connexes ; il en est de même de WS(K) U WU(K), qui est 

l'union des variétés invariantes des pièces basiques contenues dans AT. 

Les composantes connexes W% de WS(K) U WU(K) sont permutées par / , et sont 

périodiques : notons p un multiple commun aux périodes de ces composantes connexes. 

Alors l'intersection A¿ de AT avec chacune des composantes connexes W% de WS(K) U 

WU(K) est invariante par / p , et est donc un ensemble hyperbolique saturé de fp. De 

plus, pour i / j , les variétés invariantes de AT¿ sont disjointes de celles de AT¿ donc 

les pièces basiques de fp contenues dans A"¿ sont non-comparables à celles contenues 

dans Kj. D'après le lemme 3.3.1, le domaine de AT pour fp contient au moins autant 

de composantes connexes que de A¿ (et donc de W%). Or, le domaine de K pour 

fp est égal au domaine A (AT) pour / . On a donc montré que si A (AT) est connexe, 

WS(K)\J WU(K) aussi. • 

3.4. Première réduction du problême de classification des difféomorphis-
mes de Smale 

Dans ce paragraphe, nous allons définir des règles de recollement des domaines 

d'une famille finie d'ensembles hyperboliques saturés AT¿ de difféomorphismes de 

Smale /¿ sur différentes surfaces. Nous verrons que chaque règle de recollement des 
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domaines A(Ki,fi) construit une surface compacte munie d'une classe d'équivalence 

topologique de difféomorphismes de Smale. De plus, pour toute famille finie de do­

maines A(Ki, fi), l'ensemble des règles de recollement est finie. Nous remarquerons de 

plus que chaque difféomorphisme peut être reconstruit par recollement des domaines 

de ses propres ensembles hyperboliques saturés. 

Nous aurons ainsi montré que, pour classifier les difféomorphismes des surfaces 

compactes à conjugaison topologique près, il suffit de classifier (à conjugaison topolo­

gique près) les restrictions des difféomorphismes de Smale aux domaines des ensembles 

hyperboliques saturés. 

Les domaines n'étant ni ouverts ni fermés, il sera plus commode de les compactifier. 

Soit A le domaine d'un ensemble hyperbolique saturé K d'un difféomorphisme 

/ d'une surface S. Nous avons construit (voir la proposition 1.3.1) un difféomor­

phisme / d'une surface S, de sorte que A soit obtenu à partir de l'ouvert U = S \ 

{sources,puits}, en coupant suivant des bandes disjointes, dont l'union est invariante 

par / , chaque bande joignant une source à un puits. 

Dans D les sources et puits ont des voisinages divisés en secteurs alternativement 

dans une bande et dans A (voir figure 6 ) . 

FIGURE 6. Les secteurs alternativement dans une bande ou dans A , 

au voisinage d'un puits (à gauche) 

Nous pouvons maintenant compléter A en ajoutant un point à l'extrémité de 

chaque secteur de A contenu dans un voisinage découpé comme ci-dessus d'une source 

ou d'un puits. Si la source ou le puits admet un voisinage qui n'est pas découpé, il suffit 

de rajouter ce point. Le résultat est une surface compacte à bord A . Par construction, 

A \ A est un ensemble fini de points qui sont des sources ou des puits (pour la dy­

namique obtenue en complétant par continuité la restriction de / à A ) . Remarquons 
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que chaque composante du bord de A contient au moins une source et un puits, ces 

sources et puits étant alternés sur chacune des composantes du bord de D. Il sera 

commode de la visualiser comme une surface à bords et coins, les coins étant les 

sources et puits contenus dans le bord. 

En souvenir des « diamonds» (carreaux) qu'utilise Peixoto pour classifier les champs 

de vecteurs Morse-Smale quasi-gradients, nous appellerons « carreaux» ces domaines 

complétés. 

Petite remarque sémantique. — Nos carreaux généralisent les voisinages en étoile 

dont nous avions parlé dans l'introduction, et ne coïncident hélas pas avec les «dia­

monds » de Peixoto. 

A chaque droite du bord de A correspond un côté du carreau, c'est-à-dire un 

segment joignant un coin source à un coin puits. On appellera orientation dynamique 

d'un côté d'un carreau l'orientation qui va du coin source vers le coin puits. 

Voyons à présent comment assembler les carreaux, et pour cela nous allons définir 

ce qu'est une règle de recollement. 

Soient (Ai , /1 ) , . . . , (А^, fk) les restrictions de к difféomorphismes de Smale fi 
(définis chacun sur une surface Si orientée, fi respectant l'orientation), aux domaines 
Ai С Si d'ensembles hyperboliques saturés Ki. On notera (A^, fi) les carreaux obtenus 

en complétant comme ci-dessus les domaines A; . 

Soit 7 un côté de A». On associe à 7 un signe 6(7) G {—1,1}, suivant que l'orien­
tation de 7 comme bord de A» coïncide ou non avec l'orientation dynamique. 

Remarquons que les côtés positifs et les côtés négatifs sont en même nombre puis­
qu'ils sont alternés sur chaque composante du bord. Notons Г + et Г - les ensembles de 
tous les côtés positifs et négatifs. Remarquons que les fx induisent des permutations 
<j + et G~ sur les ensembles Г + , Г - . 

Définition 3.4.1. — Avec les notations ci-dessus, on appellera règle de recollement de la 

famille de carreaux (A;, fi), une bijection ф de Г + sur Г " conjuguant les permutations 
cr+ et o~. 

Proposition 3.4.2 (Les carrelages). — Soit {{Ai, fi), 1 < i < к} une famille finie de 
carreaux, et soient Г+ et T~ les ensembles des côtés positifs et négatifs de ces carreaux. 
Soit ф: Г+ —>• Г~ une règle de recollement. 

Il existe une famille d'homéomorphismes / i 7 envoyant chaque côté positif 7 sur son 

image ф^), de façon qu'en recollant les carreaux le long de leurs côtés par les homéo-
morphismes h^, on obtienne une surface compacte orientable sans bord munie d'un 
homéomorphisme préservant l'orientation, conjugué à un difféomorphisme de Smale. 

De plus la classe de conjugaison de ce difféomorphisme ne dépend que des carreaux 
et de ф. 
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Idée de démonstration. — Si 7 est un côté fixe pour cr+ alors ^(7) est fixe pour a~ 

et les restrictions des fi correspondants sur l'intérieur de ces deux côtés sont des 

translations. On peut donc choisir un homéomorphisme h7 : 7 -» ^(7) qui conjugue 

ces deux translations. Si 7 est périodique de période p, ^(7) aussi. On choisit un 

homéomorphisme h7 conjuguant les restrictions des itérés ff aux côtés 7 et ^(7). Sur 

l'itéré / / ( 7 ) , on obtiendra alors h^j^ en conjuguant h7 par la j*erne puissance des fi 

convenables. 

On se convainc facilement qu'en recollant les A* le long de leurs côtés par les homéo-

morphismes /i7, on obtient une surface 5 compacte sans bord. Le fait que chaque côté 

positif soit recollé à un côté négatif assure que cette surface est orientée. De plus, 

les difféomorphismes fi se recollent sur S en un homéomorphisme / qui préserve 

l'orientation de S. 

Remarquons qu'en chaque point obtenu par recollement de puits (resp. des sources) 

des carreaux, cet homéomorphisme / est topologiquement contractant (resp. dilatant). 

Soit a une cicatrice, c'est-à-dire un segment de S obtenu par recollement de deux 

côtés. Remarquons que a joint un puits à une source, et que a privé de ses extrémités 

possède un voisinage qui est une bande invariante (par une puissance de / ) et que la 

dynamique sur cette bande invariante est conjuguée à une translation. 

Les deux observations ci-dessus permettent de lisser la dynamique en un difféomor-

phisme de Smale (encore noté / ) , et montrent que la classe de conjugaison topologique 

de ce difféomorphisme de Smale ne dépend pas du choix des homéomorphismes h1. • 

Voyons à présent que tout difféomorphisme de Smale est obtenu par recollement 

de tels carreaux. 

Soit / un difféomorphisme de Smale d'une surface compacte orientable S. Notons 

U la surface S privée de ses points attracteurs ou répulseurs. Notons / l'ensemble 

des pièces basiques qui ne sont pas des points périodiques attracteurs ou répulseurs : 

c'est un intervalle de pièce basiques. Notons K l'ensemble hyperbolique saturé associé 

à l'intervalle / . Le domaine A{K) est obtenu en ôtant à U l'intérieur d'un nombre 

fini de bandes disjointes proprement plongées dans U ; remarquons que l'union de ces 

bandes est invariante par / , et que chaque composante de leur bord joint un point 

attracteur à un point répulseur ; de plus, chacune de ces bandes B est périodique 

pour / , et la restriction de fp à B (où p est la période de B) est conjuguée à une 

translation. 

Voyons que les bandes définissent une règle de recollement de l'ensemble des com­

posantes connexes du bord de A(K). En effet, si B est une bande, on constate que 

l'orientation des composantes connexes du bord de B comme bord de A(K) est com­

patible avec l'orientation dynamique sur l'une des deux composantes (notée jb) et 

contraire à l'orientation dynamique sur l'autre (notée ^(75)). La composante 75 cor­

respond donc à un côté positif et (J)(jb) à un côté négatif, et on vérifie que </> définit 

une bijection de T+ sur F~ conjuguant les permutations induites par / . 
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La proposition suivante est alors immédiate : 

Proposition 3.4.3 (Le carrelage). — Avec les notations ci-dessus, en recollant le car­

reau A (AT) par la règle de recollement </>, on obtient la surface S munie de la classe 

de conjugaison du difféomorphisme /. 

En conclusion, une description combinatoire de la classe de conjugaison topologique 

d'un difféomorphisme de Smale sera donnée par une description combinatoire de sa 

restriction au domaine de l'ensemble hyperbolique saturé K associé à son diagramme 

de Smale privé des sources et des puits, et par une règle de recollement des côtés 

du carreau correspondant. De plus, d'après les corollaires 3.3.4 et 3.3.6, (A( i f ) , / ) se 

reconstruit de façon simple à partir de domaines (A( i f i ) , /*) connexes. 

Il nous suffit à présent de classifier les restrictions de difféomorphismes de Smale 

aux domaines connexes d'ensembles hyperboliques saturés. 
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CHAPITRE 4 

CONSTRUCTION DE PARTITIONS DE MARKOV 

Le but de cette partie est de donner un procédé de construction de partitions de 

Markov par des rectangles disjoints (éventuellement dégénérés, voir définition 2 .2.1) , 
pour tout un ensemble hyperbolique saturé K qui ne contient pas d'attracteur ni de 

répulseur. 

Cette partie ne contient pas de résultats vraiment originaux : le fait que les en­

sembles hyperboliques de difféomorphismes de surfaces admettent des partitions de 

Markov par des rectangles est déjà connu. L'existence de ces partitions de Markov 

(par rectangles disjoints) est le seul résultat nécessaire aux parties suivantes de ce 

travail, et le lecteur peut donc lire les parties suivantes de façon indépendante, en 

admettant ce résultat. 

Notre motivation pour écrire cette partie est double : 

1. En général les auteurs demandent aux rectangles d'être d'intérieurs disjoints, 
alors que nous aurons besoin de rectangles disjoints. De plus, nous considérons 
des ensembles hyperboliques non transitifs, et l'existence de double-bords nous 
oblige à admettre des rectangles dégénérés (c'est-à-dire réduits à un segment ou 
à un point) : nous ne pouvons donc pas appliquer tels quels les résultats de la 
littérature. 

2. Nous pensons qu'il sera prochainement possible d'exhiber, pour tout ensemble 

hyperbolique saturé dont le domaine est connexe, une famille finie de partitions 

de Markov (à conjuguaison près par la dynamique). De plus, nous espérons que 

cette famille finie sera obtenue de façon algorithmique à partir d'une partition 

de Markov quelconque, ce qui permettra de décider si deux partitions de Markov 

décrivent ou pas le même ensemble hyperbolique. Il faudra pour cela disposer 

d'un procédé explicite de construction. 

Remarque. — Le fait que nous demandons aux rectangles des partitions de Markov 

d'être disjoints nous a obligés à ne considérer, dans cette partie, que des ensembles 
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hyperboliques saturés ne possédant pas d'attracteur ou de répulseur hyperbolique 

(qu'il soit périodique ou non périodique). 

4.1. Quelques définitions 

Définition 4.1.1 (bonne partition de Markov). — On appellera bonne partition de Mar­

kov pour K une famille finie M = {Ri} de rectangles disjoints recouvrant K telle que : 

1. pour tout (1, j) toute composante connexe de Vintersection Ri fl f(Rj) est un 

rectangle dont le bord stable (resp. le bord instable) est inclus dans ds(Ri) (resp. 

dans du(f(Rj))), et rencontre chacune des composantes connexes de ds(Ri) 
(resp. £>"(/№))• 

2. Pour toute suite {in}, n G Z chaque composante connexe de Vintersection 

f n (Rin) 
Z 

contient au plus un point qui appartient alors à K. 

x1 

f n (Rin) 

Ri 

FIGURE 1. Comment l'image d'un rectangle traverse les rectangles 

Nous allons chercher, dans la réunion des courbes s-bords et u-bords, les familles 
de segments qui formeront le bord des rectangles d'une bonne partition de Markov. 

Définition 4.1.2 (segment isolé). — Un segment a d'une variété stable Ws d'un point 
de K sera dit isolé si ses extrémités sont dans K et qu'il existe un intervalle ouvert 
7 de Ws contenant a et tel que 7 D K C CF. 

On définit de façon analogue les segments instables isolés. 

ASTÉRISQUE 250 



4.1. QUELQUES DÉFINITIONS 95 

Définition 4.1.3 (famille adaptée de segments stables). — On dira que ôs est une fa­

mille adaptée de segments stables si : 

1. Chaque composante connexe de ôs est un segment de variété stable de type s-bord 

isolé. 

2. Tout point périodique de type s-bord appartient à ôs. 

3. f(Ss) cSs. 

4. Pour tout x G Ôs H K non-périodique, il existe une u-arche ayant ses deux 

extrémités dans ôs, Vune d'elles étant x. 

On définit de façon analogue les familles adaptées de segments instables. 

FIGURE 2 . Une famille adaptée de segments stables 

Exemple. — Soit {Ri} une famille finie de rectangles deux-à-deux disjoints recouvrant 
K. Si M - {Ri} est une bonne partition de Markov pour K alors ds(M) et du(M) 

sont des familles adaptées de segments stables et instables respectivement. 
En effet les items (1) et (3) sont conséquences directes de la définition de bonne 

partition de Markov; l'item (2) se déduit de la remarque qui suit la définition 2.2.1 
(définition d'un rectangle). Montrons l'item (4) : soit x G ds(M) non périodique, 
d'après l'item (4) de la proposition 2.1.1 la séparatrice instable de x sortant de M 

rencontre de nouveau K. Soit y le premier point appartenant à K de cette séparatrice ; 
l'arc [x,y]u de cette séparatrice est l'arche cherchée. 

Définition 4.1.4 (Rails). — Soit ôs une famille de segments stables s-bords. On appel­

lera rail non-trivial s'appuyant sur ôs tout segment de variété instable de K non égal 

à une u-arche ni à un point, d'intérieur disjoint de ôs et ayant ses extrémités sur ôs. 

Un rail trivial est un point de ôs fl K qui n'est l'extrémité d'aucun rail non trivial. 

Deux rails 71 et 72 seront dit équivalents s'il existe un rectangle (éventuellement 

seulement immergé ou dégénéré) dont le bord stable est inclus dans Ss et tel que les 

rails 7i sont chacun une composante de son bord instable. 
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Exemple. — Si Ss est le bord stable d'une partition de Markov, les rails sont les seg­

ments instables des rectangles, sauf dans un cas particulier : si les segments instables 

d'un rectangle sont des arches, alors les rails correspondants sont les extrémités de 

ces segments. 

4.2. Rails et rectangles 

Le but de ce paragraphe est de montrer la proposition suivante : 

Proposition 4.2.1. — Soit Ss une famille adaptée de segments stables. Alors il existe 

une (unique) famille finie de rectangles plongés deux-à-deux disjoints Ri, recouvrant 

K et vérifiant les propriétés suivantes : 

1. ds(Ri) = RinSs 

2. Toute composante connexe de WU(K) D Ri est un rail s'appuyant sur ôs. 

3. Tout rail est inclus dans Vun des Ri. 

4. Deux rails sont équivalents si et seulement s'ils sont inclus dans le même Ri. 

On appellera les Ri les domaines des classes d'équivalence de rails, (et dans la 

pratique on confondra souvent les Ri avec les classes d'équivalence). 

Démonstration. — Montrons d'abord : 

Lemme 4.2.2. — Tout point de K appartient à un rail. 

Démonstration. — Remarquons d'abord que UneN f~n(às) est l'union des points pé­

riodiques s-bord et de toutes les séparatrices s-bord rencontrant K. Cette union est 

dense dans K. 

Par définition des rails (éventuellement triviaux) tout point de K fl Ss appartient 

à un rail. Considérons donc un point x G K \ ôs. 

Montrons, par l'absurde, que toute séparatrice W+(x) issue de x rencontre 8S. 

On suppose donc W+(x) disjointe de 5S, ce qui implique que, pour tout j G N, 

f~i(W+(x) fl f~j(ôs) = 0 . Soit y un point de l'a-limite de x. Alors il existe une 

sous-suite (ni) C N tendant vers l'infini et telle que f~ni(W+(x) converge vers une 

séparatrice W+(y). 

Nous avons besoin du lemme suivant : 

Lemme 4.2.3. — Pour tout n EN, la séparatrice W+(y) est disjointe de f~n(ôs). 

Démonstration. — Supposons que W+(y)nf~~n(ôs) / 0 . Si cette intersection contient 

un point intérieur à f~n(ôs), les séparatrices f~ni{W+(x)) qui s'accumulent sur 

W+(y) finiront par couper f~n(Ss), ce qui contredit notre hypothèse, pour ni > n. 

Cette intersection contient donc un point bord z de f~n(ôs). Le point z est un point 

u-bord (car les segments de ôs sont isolés). Les séparatrices f~niW+(x) ne peuvent 
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pas s'accumuler sur W+(y) par un côté où z est isolé dans sa séparatrice stable. Ce 

qui contredit le fait que ces séparatrices ne rencontrent pas f~n(Ss). • 

Nous pouvons à présent achever la démonstration du lemme 4.2.2 : 

De la densité de \Jn(EN f~n(Ss) et du lemme ci-dessus on déduit que W+(y) est 

une séparatrice libre, donc que y est un point périodique s-bord et que y G ôs. Pour 

terminer la démonstration, il y a trois cas à considérer (voir figure 3). 

1. La suite (f~ni(x)) contient une sous-suite qui s'accumule sur y du côté de la 

variété stable locale W*oc(y) qui contient la séparatrice W+(y) : ceci n'est pas 

possible car les f~Ui (x) sont des points de K ce qui contredirait le fait que le 

côté d'où part la séparatrice libre est bord. 

2. La suite (f~ni(x)) contient une sous-suite contenue dans la variété stable locale 

de y et qui s'accumule sur y. Ceci n'est pas possible car tout point possède un 

nombre fini d'itérés négatifs sur la variété stable locale d'un point périodique. 

3. La suite (f~ni(x)) contient une sous-suite qui s'accumule sur y du côté de 

Wfoc(y) opposé à W+(y). Si y est un point intérieur à ôs, alors W+(fni(x) 

coupera ôs, ce qui contredit l'hypothèse. Si y est un point extremal de ô8, on 

conclut de même, car les fni (x) ne peuvent s'accumuler sur y du côté libre de 

Wu(y). 

f-rii (x) 
f — rii (x) 

f-ni(x) f-ni(x) 
wuv) 

f-ni(x) 

f-ni(x) f-ni(x) 

(1) (2) (3a) (36) 

FIGURE 3. Trois cas pour la suite / ni{x) qui converge vers y 

On a donc montré que toute séparatrice de x rencontrait ôs. On en déduit facilement 

que tout point de K \ Ss est sur un rail non-trivial. Pour le voir, il suffit de suivre 

chacune de ses séparatrices jusqu'au premier point où elle rencontre Ss. • 

Remarques. — Le point x G ôs est un rail trivial, si et seulement s'il vérifie l'une des 

deux conditions suivantes : 

1. soit le point x est un double-bord périodique : 
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2. soit x est un double-bord et les deux arches issues de x sont à extrémités sur 
ôs. En effet, si tel n'était pas le cas, l'une des séparatrices instables issues de x 
rencontrerait К en un point y ^ ôs avant de rencontrer Ss ; x serait donc sur un 

rail non trivial. 

Lemme 4.2.4. — les rails sont deux-à-deux disjoints. 

Démonstration. — Si deux rails distincts 7 et a sont d'intersection non-vide, ils sont 

sur la même variété instable, qui est une droite immergée injectivement. Quand deux 

segments d'une même droite sont d'intersection non-vide, une extrémité d'un des 

segments appartient à l'autre segment. Cependant, par définition des rails, 7 et a ne 

contiennent pas de points de ôs dans leur intérieur, donc l'intérieur d'un rail ne peut 

contenir l'extrémité d'un autre rail : on en déduit que 7Пег est réduit à une extrémité 
x de ces intervalles. Cette extrémité appartient à ôs donc, par définition des familles 
adaptées, il existe une u-arche a issue de x dont l'autre extrémité y appartient à ôs. 
Cependant a est incluse dans l'un des deux rails 7 ou a. Ce rail contenant y G ôs 
doit avoir y comme extrémité ; d'autre part il a x comme extrémité, donc il est égal 
à l'arche a, ce qui est en contradiction avec la définition des rails. • 

On a donc montré que tout point x G К П S8 est l'extrémité d'un unique rail, 
notons-le jx. 

Lemme 4.2.5. — Pour tout x G К C\ôs, il existe un voisinage Ux С Ss tel que, pour 
tout y G К nUx, le rail 7y est équivalent au rail jx. 

Démonstration. — Ceci est une conséquence facile de la structure de produit local, 

et du fait que les segments composant Ss sont isolés. • 

continuité des rails) 
car les segments ôs* 
sont isolés 

^segment double-bord 
\ de ôs 

rails dégénérés 

FIGURE 4. Les rails varient continûment 
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Du lemme 4.2.5 ci-dessus et de la compacité de K, on déduit que les classes d'é­

quivalence de rails sont en nombre fini. 

Lemme 4.2.6. — Si deux rails 71 et 72 sont équivalents, il existe un rectangle plongé 

dont les 7« sont les côtés instables et dont les côtés stables sont dans Ss. 

Démonstration. — Par définition de l'équivalence de rails, il existe un rectangle R 

dont les côtés instables sont les 7« et dont les côtés stables sont dans ôs. Il reste 

à montrer que R est plongé (un rectangle dégénéré étant trivialement plongé, on 

supposera R non dégénéré). Pour cela il suffit de montrer que le bord de R est une 

courbe fermée simple. Or les côtés instables de R sont des rails (disjoints d'après le 

lemme 4 .2 .4) , et les côtés stables sont inclus dans Ss donc sont, par définition d'un rail, 

disjoints de l'intérieur des côtés instables. On en déduit que, si R n'est pas plongé, 

alors les deux côtés stables de R sont d'intersection non-vide, donc une extrémité 

d'un des côtés stables est contenue dans l'autre côté stable. Par ce point passent alors 

deux rails distincts (contenus dans R), ce qui est contraire au fait que les rails sont 

deux-à-deux disjoints (voir figure 5) . Cette contradiction conclut la démonstration du 

lemme. • 

deux rails 
non disjoints 

R 

FIGURE 5 . Situation impossible 

Les rectangles Ri sont alors les rectangles, maximaux pour l'inclusion, parmi les 

rectangles définis par le lemme ci-dessus. Nous venons de terminer la démonstration 

de la proposition 4 .2 .1 . 
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4.3. Découpage de rectangles et construction de partitions de Markov 

Lemme et définition 4.3.1. — Soit ôs une famille adaptée de segments stables et ôu 
une famille de segments instables, stable par Alors Ss, privée de l'intérieur des 
s-arches ayant leurs deux extrémités sur ôu, est encore une famille adaptée. On dira 
que c'est la famille obtenue en découpant ôs le long de Su, et on notera Dsu(ôs). 

On découpera de façon analogue une famille adaptée instable par une famille de 
segments stables. 

Démonstration. — Les items 1,2,4 de la définition des familles adaptées ne concernent 
que les points de Ss n K, et ces points sont inchangés par découpage. Seul l'item 3 est 
donc à démontrer : 

Il faut démontrer que la nouvelle famille est encore /-invariante. Pour cela il suffit 
de remarquer que, si x G ôs est tel que f(x) appartienne à l'intérieur d'une s-arche 
ayant ses extrémités sur ôu, alors x appartient à l'intérieur d'une s-arche à extrémités 
sur Su : ceci est une conséquence facile du fait que ôs est invariant par 

5s 

arche contenue dans ôs 
et découpée par ôu 

arche contenue dans ôs 
mais n'ayant qu'une extrémité sur ôu 

5U 

FIGURE 6. La famille obtenue en découpant ôs le long de Su 

Lemme 4.3.2. — Soit ôs et ôu des familles adaptées de segments stables et instables, 
et soit {Ri} la famille de classes d'équivalence de rails d'extrémités sur 6S. Alors la 
famille des composantes connexes des intersections ôu DRi est exactement Ds*(ôu). 
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Démonstration. — En effet, rappelons que Ôu\Ds* (Su) est l'union de l'intérieur des u-

arches contenues dans ôu dont les extrémités sont sur ôs. Or, par définition des classes 

d'équivalence de rails, une telle u-arche n'est pas incluse dans un des Ri, mais a ses 

extrémités sur le bord stable des Ri. Réciproquement, tout segment de Su d'intérieur 

disjoint des Ri mais ayant ses extrémités sur les Ri est une u-arche (car l'union des 

Ri contient K) joignant deux points de ôs. • 

Théorème 4.3.3. — Soient ôs et ôu deux familles adaptées de segments stables et 

instables, vérifiant l'hypothèse suivante : 

le bord stable (resp instable) des rectangles domaines des classes d'équivalence de 

rails associés à Su (resp. ôs) est contenu dans S8 (resp.ôu). 

Alors il existe une partition de Markov M génératrice de K par rectangles disjoints, 

dont le bord stable (resp. instable) soit Ds^(Ss) (resp. Ds*(5u)). 

De plus cette partition est donnée comme l'ensemble des classes d'équivalence de 

rails associées à chacune des familles «découpées» ci-dessus. 

Définition 4.3.4. — Sous les hypothèses du théorème (le bord stable (resp instable) 

des rectangles domaines des classes d'équivalence de rails associés à ôu (resp. ôs) est 

contenu dans ôs (resp.ôu)), on dira que les familles ôs et ôu induisent la partition de 

Markov M. 

Démonstration. — Nous allons d'abord montrer que D&»(ôu) U Dsu(ôs) est le bord 

d'une famille de rectangles. Nous montrerons alors que cette famille de rectangles est 

une partition de Markov. 

Notons S = {Si} la famille de classes d'équivalence de u-rails s'appuyant sur ôs : 

on a vu que S est une famille de rectangles disjoints. 

Montrons d'abord le lemme suivant : 

Lemme 4.3.5. — Toute composante connexe de l'intersection d'un rectangle Si avec 

6U est un rail. 

Démonstration. — Par hypothèse, Ss contient les bords stables des classes d'équiva­

lence de rails s'appuyant sur ôu : en particulier, ôs contient les extrémités de ôu. On 

en déduit qu'une composante connexe 7 de Si fl 6U est soit réduite à une extrémité de 

ôu contenue dans le bord de Si, soit est un rail. Supposons donc que 7 n'est pas un 

rail, ceci implique que Si n'est pas un segment stable (classe de rails dégénérés). 

Alors, le point 7 est une extrémité d'un rail non trivial À C Si, et est aussi une 

extrémité de ôu. Les segments composant ôu sont isolés donc il existe une u-arche 

a C À ayant 7 comme extrémité. Notons ¡3 l'autre extrémité de a (voir figure 7. Le 

rail stable passant par /3 et s'appuyant sur ôu est un rail extrémal, en effet le rail stable 

passant par 7 est extrémal. L'arche a n'est pas contenue dans le rectangle défini par 

la classe du rail stable passant par 7, et donc joint le bord stable de ce rectangle au 

bord stable du rectangle correspondant à la classe du rail stable passant par (3. 
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rail instable X 

Si 

rail stable passant 
par (3 

Gu 

FIGURE 7. Si une composante de 5* n Si n'est pas un rail 

Donc, par hypothèse, /3 appartient à ôs. On en déduit que À est réduit à la u-arche 
a, ce qui est contraire à la définition d'un rail. • 

Nous allons à présent découper les rectangles Si entre deux rails successifs (dans 
Si) et contenus dans ôu. Pour cela nous aurons besoin du lemme suivant : 

Lemme 4.3.6. — Si 7 est un rail inclus dans Si fl ôu, qui n'est pas contenu dans le 

u-bord de Si, alors il existe un autre rail 7 C (Si fl ôu) dont les points dans K sont 

reliés à ceux de 7 par des s-arches contenus dans Si. 

Démonstration. — Soit x l'une des extrémités de 7. Par définition de famille adaptée, 

il existe une s-arche a d'extrémité x et dont l'autre extrémité y appartient à Su. De 

plus, 7 n'étant pas dans le s-bord de S ,̂ l'arche a est incluse dans S;. 7 est alors le 

rail de Si issu de y. • 

Remarque. — Soit Si un rectangle contenant un rail 7 C ôu non contenu dans le 

bord instable de Si, et 7 C ôu fl S» un rail u-voisin de 7 dont lemme ci-dessus assure 

l'existence. On considère le rectangle bordé par 7, 7 et par les arches contenues dans 

le bord stable de Si joignant 7 à 7. Notons 0 (7 ,7 ) la partie obtenue en ôtant 7 U 7 

au rectangle ci-dessus. Considérons l'union U = U(7,7) ^ ( 7 , 7 ) . 

Alors toute composante connexe de Si \ U est un rectangle (éventuellement dégé­

néré). 
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Définition 4.3.7. — La famille M = {Rj} des rectangles construits à la remarque 
ci-dessus est appelée la famille découpée de S — {Si} le long de Su. 

Remarque. — L'ensemble invariant K est inclus dans |Ji№)* ^n effet, nous avons 
démontré dans la proposition 4.2.1 que K est inclus dans U«№) et 17 = U(7,7) 0(7> 7) 
ne contient aucun point de K. 

rails voisins 7,7 inclus dans Su 

parties 0(7,7) 
enlevées de Si 

rectangle dégénéré 
de la famille découpée 

rectangles de la 
famille découpée 

FIGURE 8. Découpage des rectangles Si le long de Su 

Lemme 4.3.8. — Le bord stable de la famille M définie ci-dessus par découpage est 

Dsu(Ss) et son bord instable est Ds<>(Su). 

Démonstration. — Voyons d'abord le bord instable de M : 

Par définition des rectangles découpés Rj, leur bord instable est formé de segments 

qui sont des composantes connexes d'intersection de Su avec les Si ; en effet, un tel 

segment est soit un côté instable de Si soit une composante connexe de l'intersection 

de ôu avec l'intérieur d'un rectangle Si. Le lemme 4.3.2 démontre que ces composantes 

sont des composantes de Ds*(ôu), ce qui montre que ds(M) C Ds*(5u) . 

Réciproquement, le lemme 4.3.5 montre que toute composante connexe 7 de Ds* (Su) 

est un rail inclus dans un Si. Dans le cas où 7 était un côté instable de Si, alors 7 sera 

encore un côté du rectangle Rj qui le contient. Dans le cas contraire, le lemme 4.3.6 

assure que 7 possède un rail voisin 7 C S8 fl Si. Par l'opération de découpage entre 
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les rails 7 et 7, 7 devient un côté instable d'un des rectangles Rj ce qui montre que 
ds(M) = DSs(Su) 

Voyons à présent le bord stable de M : il est clair que l'on a ds(M) C S8. La 
différence ô8 \ ds(M) est formée de l'intérieur de segments joignant les Ri : il s'agit 
donc de s-arches, puisque ds(M) contient ô8 fl K (voir la remarque ci-dessus). Ces 
s-arches ont leurs extrémités sur ôu puisqu'elles joignent des Ri. Nous venons de 
montrer l'inclusion Dsu(ô8) C d8(M). 

Réciproquement, soit a C ô8 une s-arche ayant ses extrémités sur ôu. Si a n'était 
pas incluse dans un S;, donc a fortiori pas dans un Ri, alors l'intérieur de a serait 
inclus dans ô8 \ ds(M). Si a est incluse dans l'un des Si alors les rails passant par ses 
extrémités sont des rails voisins contenus dans Su, et donc l'arche a n'est pas incluse 
dans un Ri, et donc l'intérieur de a est inclus dans S8 \ d8(M). 

On a maintenant montré que d8(M) est obtenu à partir de ôs en ôtant l'intérieur 
de toute s-arche ayant ses extrémités sur Su, ce qui conclut. • 

Il reste à montrer que la famille M ainsi définie est bien une partition de Markov. 
Soient Ri et Rj deux rectangles de la famille M. Le fait que chaque composante 
connexe C de Ri fl f(Rj) est un rectangle dont le bord stable est dans ds(Ri) et le 
bord instable dans du(f(Rj) est une conséquence de l'invariance par / de Ds"(ô8) et 
de l'invariance par / -1 de Ds*(Su). Les deux cas à écarter (voir figure 9) sont : 

f (Ri) 

ds (Ri) 
c 

R i 
R i 

C 

du(f(Rj)) 

f(Ri) 

FIGURE 9. Situations interdites. 

1. le bord stable de Ri a deux composantes connexes et C est un segment inclus 
dans Tune de ces composantes connexes, 
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2. le bord instable de f(Rj) a deux composantes connexes, et C est un segment 

contenu dans l'une de ces composantes connexes. 

Ecartons le premier cas. Montrons par l'absurde que, pour tout rail instable 7 C 

une composante connexe c de / ( 7 ) C\Ri ne peut pas être réduite à une extrémité d'un 

rail non trivial. Supposons donc que c est l'extrémité du rail non trivial À. Notons 

a C À la u-arche d'extrémité c. Notons (3 l'autre extrémité de a. 

Alors f~l(a) est une arche ayant une extrémité sur le bord stable de Rj et d'inté­

rieur disjoint de Rj. L'autre extrémité f-1 (B) de cette arche appartient au bord stable 

d'un autre rectangle. De l'invariance par / de 9S(M), on déduit que /3 appartient à 

ds(M), et donc au bord stable de Ri. Le rail À est exactement l'arche a, ce qui est 

interdit par la définition d'un rail. 

On en déduit le fait que C rencontre les deux composantes connexes de ds(Ri). 
On montre de façon identique le fait que C rencontre chaque composante connexe de 

du(f(Rj). La démonstration du théorème est maintenant complète. • 

On déduit du théorème le corollaire suivant : 

Corollaire 4.3.9. — Soient ôs et Su des familles adaptées de segments stables et 

instables respectivement. Alors il existe n G N tel que ôs et fn(ôu) induisent (voir la 

définition 4.3.4) une partition de Markov génératrice de K. 

Démonstration. — Le bord instable des classes de rails associés à Ss est formé d'un 

nombre fini de segments compacts des séparatrices non-libres des points périodiques u-

bords. De plus 8U contient un segment non dégénéré, d'extrémité le point périodique, 

sur chacune de ces séparatrices. On en déduit que, pour n assez grand, fn(Su) contient 

le bord instable de toutes les classes de rails. 

On montre de même que, pour n assez grand, f~n(ôs) contient le bord stable des 
classes de rails associées à Su, ce qui implique que 8S contient le bord stable des classes 
de rails associés à fn(Su). 

Les hypothèses du théorème sont alors vérifiées, ce qui conclut. • 

4.4. Existence de familles adaptées de segments stables 

Une conséquence directe du corollaire est que pour prouver l'existence de partition 

de Markov génératrice de K, il suffit désormais de prouver l'existence d'une famille 

adaptée de segments stables. 

Lemme 4.4.1. — Soitôs une famille de segments stables s-bords, isolés extérieurement, 

contenant tous les points périodiques s-bords, et telle que tout segment contient un 

point périodique. 

1. Notons S( Vunion de tous les segments de variétés stables s-bords joignant un 

point périodique à un point qui est une extrémité d'une u-arche ayant au moins 

une extrémité sur ôs. 
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Alors 61 est une famille de segments isolés extérieurement, contenant tous 

les points périodiques s-bords, telle que pour tout point x £ K Oôs il existe une 

u-arche ayant x comme extrémité et ayant son autre extrémité sur ôs. 

2. Notons ¿2 = UnGN/n(^î)- Alors ¿1 est une famille adaptée. 

Démonstration. — Montrons l'item (1). Remarquons d'abord que ôs contient ôs. 

5s 

Ô,S\6S 
séparatrices libres 

extrémité de $-1s 

FIGURE 10. Construction de SI 

Voyons à présent que chaque composante connexe de Si est un segment isolé ex­

térieurement : supposons par l'absurde qu'il existe une composante connexe a de SI 

qui est un segment stable non-isolé. Soit x une extrémité de cr, choisie d'un des côtés 

non-isolés de a : il existe une suite (xn) de points de K sur Ws(x) \ a, convergeant 

vers x. 

Remarquons d'abord que x ne peut être une extrémité de Ss, donc x £ Ss. 

On en déduit que x est l'autre extrémité d'une u-arche a ayant une extrémité y sur 

Ss. Notons yn l'extrémité de la u-arche d'origine #n, et partant du même côté que a. 

Pour n assez grand, yn appartient à la même séparatrice que y et tend vers y. Comme 

les segments de Ss sont isolés, ceci implique que pour n assez grand, yn appartient à 

Ss : il aurait donc fallu prolonger a jusqu'aux xn. 

Montrons que, pour tout point x G K D ô*, il existe une u-arche a ayant x comme 

extrémité et ayant une autre extrémité sur ôl : 

Si x appartient à ôs ou si x est une extrémité d'une composante de ôf, il n'y a rien 

à faire. Soit donc x G S* \ ôs un point intérieur de ô*. Notons p le point périodique 

dont la variété stable contient x. Alors par définition de ô{, il existe y G Si tel que 
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x G [p, y]s et il existe une arche a ayant une extrémité en y et l'autre extrémité z sur 

ôs. 

Si z est sur la même séparatrice que x et que y, alors x G [^,2/]s. Le lemme 2.4.5 

force l'arche issue de x et partant du même côté que a à être contenue dans le disque 

bordé par [z, y]s U [z, y]u. Cette arche a donc son autre extrémité dans [y, z]s C ôs, et 

c'est ce que l'on voulait montrer. 

Si z est sur une autre séparatrice, notons q le point périodique dont est issue la 

séparatrice contenant z. Notons /3 l'arche partant de x du même côté que a ; alors en 

utilisant cette fois le lemme 2.4.2 et le corollaire 2.4.3, on voit que l'autre extrémité 

de ¡3 appartient à \p,y]s U [q,z]s C Ss, ce qui conclut la preuve de l'item (1). 

Montrons l'item (2). 

Il se peut que ôs ne soit pas stable par / (seulement si les séparatrices des points 

s-bords ne sont pas fixes). 

Remarquons d'abord que S8 est formé d'un nombre fini de segments compacts de 

séparatrices s-bords, et que ôs contient un voisinage du point périodique de chaque 

séparatrice qu'il rencontre : on en déduit que pour n G N assez grand /n(5f) C <5f. En 

particulier, ¿1 est une union finie d'itérés de ôf. On vérifie facilement que les items 

(1) (2) et (4) de la définition de familles adaptées persistent par unions finies, enfin 

/ ( ¿ 2 ) C ¿25 Par construction, ce qui conclut. • 
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CHAPITRE 5 

PARTITIONS DE MARKOV GÉOMETRISÉES ET 
CONJUGAISON TOPOLOGIQUE DE 
DIFFÉOMORPHISMES DE SMALE 

Nous allons voir dans cette partie que la dynamique topologique d'un difféomor-

phisme de Smale, restreinte au domaine d'un ensemble saturé, est caractérisée par la 

donnée d'une partition de Markov, à laquelle on ajoute une information combinatoire 

finie qui décrit comment les images des rectangles de la partition coupent ces rec­

tangles. Cette information combinatoire correspond, dans le cas unidimensionnel, à 

préciser la croissance ou la décroissance d'une application dilatante, sur chacun de ses 

intervalles de définition. Nous présentons d'abord le cas unidimensionnel, très simple, 

qui donne l'idée que nous utiliserons pour les difféomorphismes des surfaces, et qui 

sera aussi l'une des clefs de la démonstration. Nous montrerons que la combinatoire 

associée à une partition de Markov génératrice d'un ensemble hyperbolique (saturé ou 

non) caractérise la classe de conjugaison topologique de la restriction du difféomor-

phisme aux rectangles de la partition. Dans le cas où la partition de Markov définit 

un ensemble hyperbolique saturé, nous pourrons étendre la conjugaison au domaine 

de cet ensemble hyperbolique. 

5.1. Le cas unidimensionnel 

Soient Ii,..., In n segments orientés (on peut les voir comme des segments disjoints 

de M, la numérotation étant indépendante de la position de ces segments). Notons / 

la réunion disjointe de ces segments. 

Nous allons étudier des fonctions de / dans J, que nous appellerons markoviennes : 

une telle application est définie partiellement sur / et son domaine de définition est une 

union finie de sous-segments de / , et contient les extrémités de chacun des segments 

de / ; sa restriction à chacune des composantes connexes du domaine de définition 

est différentiable et strictement monotone ; l'image de chaque composante connexe du 

domaine de définition est égale à l'un des intervalles Ij ; enfin elle est dilatante, c'est 

à dire que l'un de ses itérés a sa dérivée de module plus grand que 2 partout où cette 

dérivée est définie. 
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Nous allons montrer que la classe de conjugaison de ces applications ne dépend que 

d'un type combinatoire que nous allons définir. 

graphe d'une 
application Markovienne 
de type : 

<7(Jl) = (2 , - ) 
<7(J21) = (1,+) 
CT(J1) = (2,+) 
a(jf) = (2,+) 
<r(Jf) = ( l , - ) 

X1 

h 

J} j\ Jo T2 T2 

h x2 

FIGURE 1. Une application markovienne et son type combinatoire 

Définissons le type combinatoire d'une application / markovienne. 

Pour i G { l , . . . , n } notons rii > 0 le nombre de sous-segments du domaine de 
définition de / contenus dans U, et appelons les Jj, j G { 1 , . . . ,71»}, la numérotation 
étant compatible avec l'orientation de Ii : J[ a même extrémité inférieure que Ii et 
J£. à même extrémité supérieure que J*. On notera J la réunion des intervalles Jj. 

Appelons X — { 1 , . . . , n} l'ensemble des segments de / , et J l'ensemble des sous-

segments Jj de J. 

Définition 5.1.1. — Le type de l'application markovienne f, est Vapplication a de J 

dans X x {—1,1} définie par : a(Jj) = (fc,e) si /(Jj) = h, et s — -\-\ si la restriction 

de f à Jj est croissante et e = — 1 sinon. 

Remarque. — Le type a de f permet de construire la matrice de Markov (as,t) de 

/ . C'est une matrice (n,n) à coefficients entiers positifs, asj étant le nombre de sous-

intervalles de Is dont l'image est It. Cette matrice donne la classe de conjugaison 

de la restriction de / à l'ensemble maximal invariant f]^00 f~n(I). En effet, si les 

coefficients asj de cette matrice sont tous égaux à 0 ou 1, V itinéraire d'un point 

(suite des passages de ses itérés positifs dans les intervalles) le détermine. L'application 

« itinéraire » est alors une conjugaison entre la restriction de / à l'ensemble maximal 

invariant et le sous-shift (positif) de type fini correspondant à la matrice. Si certains 

coefficients de la matrice sont supérieurs à deux, on remarque que les segments Jj 
forment encore une partition de Markov de / et que la matrice associée a tous ses 
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coefficients égaux à 0 ou 1 ; cette nouvelle matrice est déterminée (à permutation près) 

par la précédente. 

Cependant l'homéomorphisme de conjugaison entre deux applications markovien-

nes de même matrice ne peut en général pas s'étendre en un homéomorphisme de / , 

puisqu'il n'est pas a priori localement monotone. 

Proposition5.1.2. — Soit f:I—>I et g: I -ï I deux applications markoviennes de 

même type. 

1. // existe un homéomorphisme h croissant de I dans I envoyant U sur U, tel que 

Vimage du domaine J de f soit le domaine de définition J de g et que 

g o h — h o / . 

2. On peut de plus se donner a priori la restriction de h à I \ J pourvu qu'elle 

induise pour tout i un homéomorphisme croissant de Ii\ J sur Ii \ J. 

Démonstration. — Remarquons d'abord que, pour tout i, U\J et Ii\J ont le même 

nombre de composantes connexes, chacune de ces composantes connexes étant un 

intervalle ouvert. On peut donc choisir un homéomorphisme ho croissant de U \ J sur 

Ii \ J. Notons ho l'homéomorphisme de I \ J sur I \ J obtenu comme union de ces 

homéomorphismes. 

Notons Oo = A J. Remarquons que f~l(Oo) est disjoint de Oo, et donc les f~l{Oo) 

sont des ouverts deux-à-deux disjoints. On notera Ok — U o ( / * ( O o ) - Remarquons que 

Ok est l'union disjointe de Oo et de f~1(Ok-i)- On définit de même Ok> 

Nous allons construire par induction sur k un homéomorphisme hk de Ok sur 

Ofc, coïncidant avec hk-i sur Ok-i, et tel que, pour tout point x de Ok H J on ait 

h(f(x)) = g(h(x)) ; de plus hk induira un homéomorphisme croissant de Ok H Ii sur 
ôknii. 

Supposons donc hk-i construit. On définit hk de la façon suivante : 

1. si x est un point de / \ J alors hk(x) = ho(x). 

2. si x est un point d'un intervalle Ok H Jj, alors f{x) G Ok-i- D'autre part, 
notons / l'indice tel que f{x) G Ii. Comme f et g ont même type, g induit un 
homéomorphisme de Jj sur // . 

Le point hk{x) est l'unique point de Jj dont l'image par g est hk-i(f(x)). 

On vérifie facilement que hk est un homéomorphisme de Ok sur Ok qui prolonge 

hk-i et qui conjugue / à g. Pour vérifier que la restriction de hk à Ii est croissante, 

il faut juste rappeler que : 

1. la numérotation des sous-intervalles Jj de Ii, et des sous-intervalles Jj de Ii est 

compatible avec les orientations respectives de Ii et de Ii. 

2. La restiction de hk-i à Ii est croissante (par 1' hypothèse de récurrence) 
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3. Les restrictions de / et g à Jj et à Jj sont des homéomorphismes simultanément 

croissants ou décroissants sur respectivement // et // . 

Voyons à présent comment construire h : remarquons d'abord que le fait que / 

soit dilatante permet de vérifier que f)t°° f~k(J) est d'intérieur vide, ou d'une fa­

çon équivalente que l'union croissante Ooo des Ok forme un ouvert dense dans / . De 

même, l'union croissante 0 ^ des Ok est un ouvert dense dans / . La suite des homéo­

morphismes hk induit un homéomorphisme /ioo de Ooo sur Oco, conjuguant / à g, et 

dont les restrictions aux segments U sont strictement croissantes. Il reste à rappeler 

que toute bijection croissante d'une partie dense d'un intervalle sur une partie dense 

d'un autre intervalle se prolonge (de façon unique) par continuité en un homéomor­

phisme entre les intervalles : on en déduit que se prolonge par continuité en un 

homéomorphisme h de I sur I, conjuguant / à g. • 

Remarque. — Dans la proposition 5.1.2, le fait que / soit différentiable et dilatante a 

été utilisé uniquement pour prouver que le maximal invariant Ç]Q°° f~k(I) est tota­

lement discontinu. La proposition 5.1.2 pourra s'appliquer en remplaçant l'hypothèse 

de dilatation par l'hypothèse que le maximal invariant est totalement discontinu. 

Définition 5.1.3. — Soient Ii,... ,In n segments orientés et I la réunion disjointe de 

ces segments. 

Nous appellerons application continue markovienne une application f définie par­

tiellement sur I et vérifiant : 

1. le domaine de définition de f est une union finie de sous-segments de I qui 
contient les extrémités de chacun des segments de I ; 

2. la restriction de f à chaque composante connexe du domaine de définition est 

un homéomorphisme sur Vun des intervalles Ij 

3. elle est topologiquement dilatante, c'est-à-dire que le maximal invariant 

f) rn{i) 

est totalement discontinu. 

Remarques 

1. On a vu que l'homéomorphisme de conjugaison h construit à la proposition 5.4.1 

dépend du choix d'un homéomorphisme ho défini sur I \ J. Cependant la res­

triction de h au maximal invariant f)o°° f~n(I) ne dépend pas du choix de ho, 

et est donc complètement déterminée par le type combinatoire de / . 

2. Dans la définition d'application markovienne, certains des segments J* peuvent 

être réduits à un point. Chacune des images successives par / de ce segment 

réduit à un point est encore un segment de X réduit à un point. Il faut donner 

un sens à la monotonie (croissance ou décroisance) de la restriction de / à un 
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de ces segments dégénérés : pour cela on attache à ces points un signe (que l'on 
peut voir comme une orientation transverse). Pour définir le type combinatoire 
de / , il faut se fixer l'action de / sur ces signes (si / est définie et monotone au 
voisinage d'un de ces points, l'action de / est naturellement définie). 

En utilisant le fait que / est dilatante (ou l'hypothèse ci-dessus que le maximal 

invariant est totalement discontinu) on montre facilement qu'un tel intervalle 7¿ 

est caractérisé par le fait que pour tout n > 0 tout segment 7/ inclus dans fn(Ii) 
ne contient qu'un seul sous-segment Jj. Les segments réduits à des points sont 

donc caratérisés par le type combinatoire. La proposition 5.1.2 s'applique sans 

modification dans le cas où certains des Z¿ sont réduits à un point. 

5.2. Partitions de Markov géométrisées 

Le but de ce paragraphe est de formaliser de façon combinatoire une information 

géométrique ou topologique. 

Soit K un ensemble hyperbolique saturé d'un difféomorphisme de Smale / , d'une 

surface compacte S. On supposera que 5 est orientée, et que / préserve l'orientation 

de S. 

On suppose que K est de type selle, c'est-à-dire qu'il ne contient aucun attracteur 

ni aucun répulseur. On a vu alors que (/, K) admet une partition de Markov (Ri) 
dont les rectangles sont deux-à-deux disjoints, et dont les bords sont formés de deux 

segments de variétés stables s-bords et de deux segments instables u-bords. 

Appelons «verticale» la direction instable et «horizontale» la direction stable. 

Alors, 5 étant orientée, une orientation des verticales donne une orientation des hori­

zontales. Pour tout i, on fixe donc un choix d'orientation des verticales, ce qui induit 

une orientation des horizontales (on parlera parfois d'orientation «du bas vers le 

haut » pour les verticales et « de gauche à droite » pour les horizontales). 

Remarquons que, pour tout rectangle Ri de la partition de Markov, chaque com­

posante connexe des intersections Rif)f(Rj) est un rectangle dont les bords instables 

sont des segments verticaux joignant les côtés stables de Ri et dont les côtés stables 

sont des segments inclus dans les côtés stables de Ri. On appellera ces rectangles 

des sous-rectangles verticaux de Ri. Notons Vi le nombre de sous-rectangles verticaux 

de Ri. En particulier, tout segment horizontal coupe chacune de ces intersections en 

exactement un segment. L'orientation du segment horizontal induit donc une numéro­

tation canonique des sous-rectangles verticaux de i?¿. On les notera donc , . . . , V?1, 
V¿ étant le sous-rectangle vertical le plus à gauche. 

De même chaque composante connexe des intersections Ri fl / -1 ( i ?¿ ) est un rec­

tangle dont les bords stables sont des segments horizontaux joignant les côtés instables 

de Ri et dont les côtés instables sont des segments inclus dans les côtés instables de 

Ri. On appellera ces rectangles des sous-rectangles horizontaux de Ri. Notons hi le 

nombre de sous-rectangles horizontaux de Ri. En particulier, tout segment vertical 
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coupe chacun des sous-rectangles horizontaux en exactement un segment. L'orienta­

tion du segment vertical induit donc une numérotation canonique des sous-rectangles 

horizontaux de Ri. On les notera donc H } , . . . , , H i h , Hih} étant le sous-rectangle hori­

zontal le plus bas. 

L'image par / d'un sous-rectangle horizontal est un sous-rectangle vertical. Donc 

/ induit une bijection de l'ensemble j ^ / j des sous-rectangles horizontaux sur l'en­

semble {Vf} des sous-rectangles verticaux : en particulier ces deux ensembles ont 

même cardinal, ce qui s'exprime par : 

i 

hi : Vi 
i 

Notons (¡) l'application de { # / j dans {V¿} x { - , + } définie par </>(H{) = (V¿,+) 

(resp. (f>(H¡) = (V¡¿, — )) si et seulement si l'image par / du sous-rectangle horizontal 

H¡ est le sous-rectangle vertical V¿ et que la restriction à H¡ de f préserve (resp. 

inverse ) les orientations des verticales fixées sur Ri et sur Rk. 

Ces remarques justifient la définition suivante : 

Définition 5.2.1. — On appellera «type géométrique» d'une partition de Markov, ou 

«partition de Markov géométrisée » la donnée de : 

1. Un entier n G N \ { 0 } (moralement, le nombre de rectangles) 

2. Pour tout i G { 1 , . . . , n} deux entiers hi,Vi G N \ {0}, de façon que Von ait : 

i 
hi = Vi 

i 
3. Pour tout i G il{l,...,hi} ni deux ensembles finis 

H{,j£{l,...,hi} et H{,j£{l,...,hi} 

(moralement, les ensembles de sous- rectangles horizontaux et verticaux du rec­

tangle Ri) 

4. Une application 4> de l'ensemble {Hf,i G { l , . . . , n } , j G {Hf,i G {l,...,n}, dans 

l'ensemble {V^, k G { 1 , . . . , n} , / G { 1 , . . . , Vk}} x {—, + } , induisant une bijection 

par «oubli des signes». 

Remarque. — Un type géométrique de partition de Markov (ou une partition de 

Markov géométrisée) est la donnée abstraite d'une application entre des ensemble fi­

nis, a priori sans rapport avec une partition de Markov d'un ensemble hyperbolique 

saturé d'un difféomorphisme de Smale d'une surface compacte ; c'est pourquoi dans la 

définition ci-dessus nous avons indiqué ce que représentent moralement les éléments 

composant le type géométrique. Nous verrons d'ailleurs au chapitre 7 une condition 

nécessaire à ce qu'un type géométrique abstrait soit le type géométrique d'une par­

tition de Markov d'un ensemble hyperbolique saturé d'un difféomorphisme de Smale 

d'une surface compacte. 
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Le but de toute cette partie est alors de prouver le théorème suivant qui montre la 

pertinence de la notion de type géométrique d'une partition de Markov. 

Théorème 5.2.2 (Présentation du difféomorphisme sur un domaine) 

Soient f et g deux difféomorphismes de Smale de deux surfaces compactes, soient 

K et L deux ensembles hyperboliques saturés pour f et g respectivement, et notons 

A(K,f) et A(L,g) leurs domaines respectifs. Supposons que K et L admettent des 

partitions de Markov ayant même type géométrique. 

Alors, il existe un homéomorphisme de A(K,f) sur A(L,g) conjuguant f et g. 

En d'autres termes, ce théorème signifie qu'une partition de Markov géométrisée 

détermine (à conjugaison topologique près) la dynamique d'un difféomorphisme sur 

le domaine d'un ensemble hyperbolique saturé. 

5.3. Feuilletages invariants 

Le but de ce paragraphe est la construction de feuilletages invariants, stables et 

instables, qui serviront dans les prochains paragraphes à la construction d'un homéo­

morphisme de conjugaison des restrictions de deux difféomorphismes de Smale f et g 

aux domaines de deux ensembles hyperboliques saturés admettant des partitions de 

Markov de même type géométrique. En général, l'existence de polygones d'arches qui 

ne sont pas des rectangles (bordés par quatre arches) interdit l'existence de tels feuille­

tages sur tout le domaine d'un ensemble hyperbolique saturé (en effet le feuilletage 

stable étant tangent aux arches stables et tranverse aux arches instables, son indice 

sur un tel polygone serait égal à 2 — | , où k est le nombre de côtés du polygone; 

l'indice étant non nul, le feuilletage doit contenir des singularités dans le polygone). 

Bien que le voisinage feuilleté ne puisse pas être pris égal au domaine, nous aurons 

besoin qu'il soit assez grand pour contenir les rectangles de la partition de Markov ; 

c'est ce qu'assure la proposition suivante : 

Proposition 5.3.1. — Soit K un ensemble hyperbolique saturé d'un difféomorphisme 

de Smale f. Il existe un voisinage U de K, invariant par f, et possédant les propriétés 

suivantes : 

1. Il existe deux feuilletages transverses Fs et Fu, définis sur U, invariants par f, 

et tels que WS(K) soit une union de feuilles de Fs et WU{K) soit une union 

de feuilles de Fu. 

2. Pour toute partition de Markov M de K, l'union des rectangles de M est incluse 

dans U. 

La démonstration de la proposition 5.3.1 est l'objet de tout ce paragraphe. 
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Lemme 5.3.2. — Si U est un voisinage invariant de K alors tous les disques bordés 

par des polygones d'arches sont inclus dans U, sauf éventuellement un nombre fini 

d'orbites de disques. 

Démonstration. — Rappelons que (d'après le lemme 2.6.6) toutes les orbites de poly­

gones d'arches sauf un nombre fini sont des quadrilatères, qui bordent des rectangles. 

Soit V et V deux voisinages compacts de K contenus dans U, tels que V contient 

V dans son intérieur. 

La compacité de V et l'uniforme transversalité sur V des variétés stables et instables 

permet de montrer que, pour tout s > 0, il existe S > 0 avec la propriété suivante : 

Tout disque D C V, bordé par deux segments de feuilles stables et deux segments 

de feuilles instables, et tel qu'un côté stable et un côté instable sont de longueur 

supérieure à e, est d'aire plus grande que ô. 

Quitte à diminuer ô, on en déduit qu'un rectangle ayant un côté stable inclus dans 

V et de longueur supérieure à £, et un côté instable de longueur plus grande que e 

est d'aire plus grande que S : en effet, en utilisant la distance (> 0) entre le bord de 

V et y , on montre qu'il existe ê tel que tout rectangle du type précédent contient un 

disque bordé par quatre segments de feuilles stables et instables, contenu dans V et 

dont un côté stable et un côté instable sont de longueur plus grande que e. Il suffit 

alors de choisir la constante d'aire ô associée à 8. 

Choisissons 82 > 0 inférieur à la moitié de la distance de K au bord de V. Il existe 

0 < E\ < 82 tel que, dans toute orbite de segment stable, il en existe un dont la 

longueur est comprise entre 8\ et 82 (il suffit de choisir e\ plus petit que le quotient 

de 82 par un majorant, sur la surface 5, de la norme de la différentielle de / _ 1 ) . 

Notons ôi la constante associée à s\. 
Soit C un rectangle bordé par quatre arches, non contenu dans l'ouvert invariant 

U. Un de ses itérés a sa plus grande arche stable de longueur comprise entre £1 et 

82 : il suffit de considérer la plus petite (dans Z) puissance p de f telle que l'une 

des arches stables du rectangle fp(C) soit de longueur plus grande que e\. Comme 

le rectangle fp(C) n'est pas inclus dans V C U, l'une de ses arches instables est de 

longueur supérieure à 82. L'aire de fp(C) est donc supérieure à ¿1. L'aire de S étant 

finie, il ne peut y avoir plus d'un nombre fini de rectangles d'aire supérieure à ¿1, ce 

qui conclut. • 

Le lemme suivant assure l'existence de petits voisinages de K tels que «toute orbite 

qui en sort n'y rentre plus jamais». 

Lemme 5.3.3. — Soit K un ensemble hyperbolique saturé pour f. Alors K possède 

une base de voisinages Ua, tels que tout point x G K, l'ensemble des entiers i G Z tels 

que appartienne à Ua soit un intervalle de Z . 

Démonstration. — L'existence d'une filtration pour / montre (voir la démonstration 

de la proposition 1.3.1) que l'on peut trouver deux surfaces compactes à bord SQ et 
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So contenant К dans leur intérieur, telles que К est le maximal invariant de So П So, 
et que / (So) est contenu dans l'intérieur de S0 et /_1(50) est contenu dans l'intérieur 
de S0. Alors la famille fa(S0) П f~a(S0) est la base de voisinage de К annoncée. • 

Lemme 5.3.4. — Tout ensemble hyperbolique saturé К possède un voisinage invariant 

U muni de deux feuilletages invariants F8 et Fu uniformément transverses sur les 

compacts de U et tels que WS(K) et WU(K) soient des unions de feuilles respective­

ment de Fs etFu. 

Démonstration. — On sait l'existence de feuilletages invariants sur un voisinage О 
de К : Le lecteur trouvera dans [PaTa, pages 26,27] la construction (très simple­

ment exposée) de ces feuilletages dans le cas particulier du fer à cheval de Smale; 

la construction générale suit la même idée; dans [PaTa, appendix 1, page 162], il 

trouvera un rapide survol de ce sujet ainsi que des références, en particulier [Mol] et 

[HPPS]. Il reste à voir que l'on peut choisir un voisinage invariant. 

Pour cela on choisit a tel que l'ouvert Ua construit ci-dessus soit inclus dans 

f-x{0) П О П / ( O ) . On étend par / à U = \JneZfn(Ua) la restriction à Ua des 

deux feuilletages invariants. • 

Corollaire 5.3.5. — On peut choisir l'ouvert feuilleté ci-dessus de façon qu'il contienne 

tout rectangle bordé par quatre arches. 

Démonstration. — Notons U l'ouvert feuilleté invariant donné par le lemme 5.3.4. 

D'après le lemme 5.3.2 il contient tous les rectangles bordés par quatre arches sauf 

ceux d'un nombre fini d'orbites. Choisissons, pour chacune de ces orbites, un rectangle 

C. Les feuilletages Fs et Fu sont définis au voisinage du bord de C. De plus les 

côtés stables de С sont des segments de feuilles de Fs, et Fs est transverse aux 
côtés instables de C. Il n'y a donc pas d'obstruction à prolonger à О la restriction 
du feuilletage Fs à un petit voisinage compact contenu dans U du bord de С (le 
feuilletage Fs ne tourne pas quand on parcourt le bord de C). On peut de même 

prolonger Fu à O, en restant tr ans verse à Fs. Appelons с С О le complémentaire 
dans С du petit voisinage de dC sur lequel nous n'avons pas modifié les feuilletages 
Fs et Fu. Le compact с étant disjoint de WS(K) U WU(K), n'a qu'un nombre fini 

d'itérés contenus dans un compact fixé de U. On en déduit que U \ \Jnezfn(c) es^ 

ouvert. On définit Fs et Fu sur \JneZ fn(c) en prenant l'image par les itérés de / des 

feuilletages que nous venons de construire sur c. Nous obtenons ainsi deux feuilletages 

transverses invariants sur U U Unez fn(C). On procède de même pour chaque orbite 

de rectangle non contenu dans U. • 

On conclut la démonstration de la proposition par le lemme suivant : 

Lemme 5.3.6. — Soit U un voisinage de K, invariant par f et contenant tout rectangle 

bordé par quatre arches. Soit M une partition de Markov pour K. 

Les rectangles de la partition de Markov M sont alors inclus dans U. 
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Démonstration. — Il suffit de remarquer que U contient WS(K)\JWU(K) et que tout 

point d'un rectangle de M qui n'est pas sur une variété invariante de K appartient à 

un rectangle bordé par quatre arches. • 

5.4. Conjugaison définie sur les rectangles d'une partition de Markov 

Le but de ce paragraphe est de prouver la proposition suivante. 

Proposition 5.4.1. — Soient f et g deux difféomorphismes de Smale de deux surfaces 

compactes, et soient K et L des ensembles hyperboliques saturés respectivement de f et 

g. Soit Uf le voisinage de K invariant par f et muni de deux feuilletages transverses 

Fj et Fj invariants par f, dont la proposition 5.3.1 assure Vexistence. Soit Ug le 

voisinage correspondant pour L. On suppose que K et L admettent des partitions 

de Markov M et M de même type géométrique ; rappelons que les rectangles de ces 

partitions sont inclus dans Uf etUg. 

Alors il existe un homéomorphisme h de l'union R des rectangles de M sur l'union 

R des rectangles de M, préservant les restrictions des feuilletages stables et instables, 

préservant les orientations des verticales et des horizontales, et tel que, pour tout 

x e RHf^iR) on ait h(f(x)) = g(h{x)). 

Démonstration. — Pour tout rectangle Ri notons If l'espace des feuilles de la restric­

tion de Fs à Ri ; en d'autres termes, If est le quotient de Ri par Fs. Remarquons que 

If est un segment orienté par le choix d'orientation des verticales de Ri. On notera 

Iu l'union disjointe de ces segments orientés. 

Remarquons que / induit naturellement une fonction fu sur Iu dont le domaine 

de définition est l'union des segments Jj obtenus par passage au quotient des sous-

rectangles horizontaux Hj par Fs : en effet l'image d'un segment de feuille de Fs 

contenue dans iJj est un segment de feuille d'un sous-rectangle vertical Vf. De plus 

la projection de Vf sur If est une surjection. On en déduit que la restriction de 

fu à Jj est une bijection sur If : il manque juste à fu d'être dilatante pour qu'elle 

soit markovienne. Cependant, le feuilletage Fs n'est pas a priori differentiate : les 

segments Iu n'ont donc pas de structure differentiate naturelle. En utilisant le fait que 

le difféomorphisme de Smale / dilate uniformément les vecteurs tangents au feuilletage 

instable Fu, on vérifie que le maximal invariant de fu est totalement discontinu. La 

fonction fu est donc une application continue markovienne (voir la définition 5.1.3). 

Remarquons enfin que le type combinatoire au de fu est déterminé par le type 

géométrique de la partition 0 de Markov M : aM(Jj) = (If,e) si 0(ífj) = (Vf,e). 

Définissons de même l'application continue markovienne gu, par passage au quo­

tient des rectangles Ri par le feuilletage Fs. Les applications fu et gu ont même type 

combinatoire, donc d'après la proposition 5.1.2 et la remarque qui la suit, il existe un 

homéomorphisme hu: Iu —> Iu induisant un homéomorphisme croissant de If sur If, 

et conjuguant fu à gu. 
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On définit de même l'application continue markovienne [f~l)sdéfinie sur I8, union 

des quotients des rectangles Ri par Fu. Les fonctions [f~l)s et (#-1)s étant de même 

type, il existe un homéomorphisme h8 de Ia sur I8 qui les conjugue. 

Pour tout point x G Ri on note xu et xs les projections de x sur Iu et Is suivant 

les feuilletages F8 et Fu. On note h(x) l'unique point de Ri dont les projections sont 

hu(xu) et hs(xs). L'application h ainsi définie est un homéomorphisme de l'union des 

Ri sur l'union des Ri, préservant l'orientation des verticales et des horizontales. De 

plus, pour tout i,j,k,l l'image par h du sous-rectangle ifj est le sous-rectangle Hj, 

et h(Vtk) = Vf. 

Il reste à présent à vérifier que h est bien une conjugaison des restrictions de / 

et g aux rectangles. En d'autres termes, nous devons montrer que, si x est un point 

d'un rectangle Ri tel que f(x) appartient à un rectangle Rk alors h(f(x)) = g(h(x)). 

Un tel point x appartient à un sous-rectangle horizontal ifj,et son image y = f(x) 

appartient à un sous-rectangle vertical Vf. Notons x = h(x) G Hj et y = h(y) G Vf. 

Comme la partition de Markov {R1} j a même type géométrique que {Ri}, l'image 

g(x) appartient à Vf. 

L'égalité yu = hu(fu(xu)) = gu(hu(xu)) implique que y et g(x) appartiennent au 

même segment horizontal de Rk-

Notons v(x) le segment vertical passant par x du rectangle Ri. L'image par g de ce 

segment peut contenir plusieurs segments verticaux de Rk- Cependant g(v(x)) D Rk 

contient une unique composante v\ dans Vf. 

De l'égalité xs =(g'1)8(hs(y8)) = (g'1)8(hs(y8)) on déduit que l'image par g'1 

du segment vertical de Rk passant par y est incluse dans le segment vertical v(x). 

De plus le point y appartient au sous-rectangle vertical Vf, il appartient donc à v¿. 

L'image par g~x du segment vertical de Rk passant par g(x) est elle aussi incluse dans 

v(x). Comme g(x) appartient aussi à Vf, on en déduit de même qu'il appartient à vi. 

On vient de vérifier que y et g(x) appartiennent au même segment vertical de Rk ; 

comme ils appartiennent également au même segment horizontal, ils sont égaux. • 

Remarques 
1. La figure 2 exhibe deux partitions de Markov d'ensembles hyperboliques saturés 

(K, / ) et (L, g) qui n'ont pas même type géométrique bien que les dynamiques 

unidimensionnelles fu et [f~l)s utilisées dans la preuve de la proposition 5.4.1 

soient de même type combinatoire que gu et (g'1)8- Dans un pareil cas, l'ho-

méomorphisme h — (h8,hu) défini sur les rectangles n'est pas une conjugaison 

des restrictions de / et g aux rectangles. 

On ne peut pas construire un tel contre-exemple si la matrice d'incidence de 

la partition de Markov a tous ses coefficients égaux à 0 ou 1. 
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/ de type géométrique : g de type géométrique : 

H1 (F1, -h) H3 -> (Vs, +) H1 -> (V\ +) H3 (V3, +) 

H2 (V\ -) H4 (V2, - ) H2 -> (F2, - ) if4 -> (F4, - ) 

fu>gUi (f (<7 ont même type combinatoire : 

(J1 ^ +, J2 ^ - , J3 -> +, J4 ^ - ) 

FIGURE 2 . Partitions de Markov induisant des mêmes dynamiques 
verticales et horizontales 

2. La proposition 5.4.1 montre que le fait qu'un rectangle Ri d'une partition de 

Markov soit réduit à un segment stable, ou instable, ou à un point, est déterminé 

par le type géométrique de la partition de Markov. 

3. L'homéomorphisme h construit ci-dessus n'est pas unique : il dépend des feuille­
tages Fs et Fu. De plus, d'après la remarque suivant la proposition 5.1.2, les 
homéomorphismes hu et hs peuvent être choisis arbitrairement sur les inter­
valles correspondant à l'espace séparant deux sous-rectangles horizontaux ou 
verticaux successifs. 

4. La restriction de h à K ne dépend pas du choix de h. 

5. La proposition 5.4.1 est valable pour des partitions de Markov génératrices d'en­

sembles hyperboliques qui ne sont pas saturés. 

5.5. Extension de la conjugaison au domaine 

Soit K et K deux ensembles hyperboliques saturés de deux difféomorphismes de 

Smale f et f sur deux surfaces S et S. On suppose que K et K admettent des 

partitions de Markov {Ri} et {l,...,hi} i = {l,...,hi} ayant même type géométrique 

({hi} , {VÍ} , </)). Le paragraphe précédent à montré l'existence d'un homéomorphisme 

conjuguant les restrictions de / et / à l'union des rectangles. Dans ce paragraphe, 

nous allons chercher à étendre cette conjugaison à tout le domaine de K et K. Un 

premier pas sera de l'étendre à l'union des itérés par / des rectangles Ri. Pour pouvoir 
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ainsi pousser la conjugaison par / , il faut assurer «qu'une orbite qui sort de l'union 

des rectangles n'y rentre jamais » : c'est ce qu'assure la proposition suivante. 

Proposition 5.5.1. — Soit R l'union des rectangles d'une partition de Markov d'un 

ensemble hyperbolique saturé K. Soit x G R tel que f(x) n'appartient pas à R alors, 

pour tout n > 0, fn(x) n'appartient pas à R. 

Démonstration. — Soit xo G R tel que f(xo) £ R. Notons C l'adhérence de la com­

posante connexe de R \ qui contient XQ : c'est un rectangle (dégénéré si et 

seulement si le rectangle contenant XQ est réduit à un segment instable), dont le bord 

instable est formé de deux u-arches ai et (éventuellement confondues dans le cas 

dégénéré) ayant leurs extrémités sur deux sous-rectangles H1- et Hj+1 successifs, et 

dont le bord stable ds(C) est formé d'un des côtés stables de iJj et d'un des côtés 

stables de Hj+1. Nous allons vérifier que pour tout n > 0, f (C) Ci R est égal à 

fn(ds(C)) (voir la figure 3). 

les sous 

Hij 

R i 

f(x) f(x) 

/2(C)FÌR 

72(C) 

f(x)C 

FIGURE 3. Itérés d'un «trou» entre deux sous-rectangles horizontaux 

Nous aurons besoin du lemme suivant : 

Lemme 5.5.2. — Soit a une u-arche d'intérieur disjoint de R, alors f(a) est une 

u-arche d'intérieur disjoint de R 

Démonstration du lemme 5.5.2. — Remarquons que a a ses extrémités x et y sur le 

bord stable de R qui est invariant par / , donc f(a) est une arche ayant ses extrémités 

sur le bord stable de R. De plus l'intérieur d'une arche est soit inclus dans R soit 

disjoint de R. 

Si l'intérieur de f(a) n'est pas disjoint de R alors f(a) est un rail contenu dans un 

rectangle i?;, joignant f(x) à f(y). Remarquons que x et donc f(x) sont éléments de 

K = nez fn (R). En particulier il existe un sous-rectangle vertical V- qui contient 
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f(x). Ce sous rectangle vertical contient le rail instable de Ri qui passe par f(x), 

en d'autres termes, / ( a ) C Vf. En conséquence, a est incluse dans / - 1 ( V ^ ) qui est 

un sous-rectangle horizontal inclus dans un Rj, ce qui contredit le fait que a est 

d'intérieur disjoint de R. • 

Voyons à présent comment conclure la démonstration de la proposition 5.5.1. 

Remarquons que C fl W8(K) = ds(C). En effet, comme C est un rectangle, tout 

segment stable qui le rencontre est un rail d'extrémités deux points de K. Or C\ds(C) 

est disjoint de K (maximal invariant de R) car son image est par construction disjointe 

de R. 

De plus tout itéré positif de ds(C) par / est inclus dans ds(R) et donc dans R. 
En outre, WU(K) fl C est une union d'u-arches joignant les deux composantes de 

ds(C). L'image par / d'une telle u-arche est une u-arche ayant ses extrémités dans 

R, mais d'intérieur disjoint de R. D'après le lemme 5.5.2, les itérés positifs d'une telle 

arche sont tous d'intérieur disjoint de R. 

Tout point x G C \ (ds(C) U WU(K)) appartient à l'intérieur d'un rectangle r 

bordé par deux arches stables contenues dans ds(C) et deux arches instables ai et a2 

joignant leurs extrémités. Supposons par l'absurde qu'il existe un itéré positif fn(x) 

appartenant à un Ri. Comme x (et donc fn(x)) n'appartient pas à WS(K) UWU(K), 

il existe un rectangle r', inclus dans Ri, bordé par quatre arches, et contenant fn(x) 

dans son intérieur. Remarquons que deux rectangles bordés par quatre arches sont 

confondus dès que leurs intérieurs sont non-disjoints. On en déduit que fn(r) (et 

donc /n(ai ) ) est inclus dans Ri, ce qui est en contradiction avec le fait que / n ( « i ) 

est d'intérieur disjoint de R. • 

Corollaire 5.5.3. — Soit K et K deux ensembles hyperboliques saturés de deux difféo-

morphismes de Smale f et f sur deux surfaces S et S. On suppose que K et K 

admettent des partitions de Markov {Ri} et Ui№)- P°uri = l , . . . , f c , ayant même type 

géométrique. Notons R = U i № ) et R = U i № ) - P°ur tout n > 0 on notera Rn = 
U"-„( / ' ( f i ) ) etR2 = \T_n{Ji(R)). 

Soit h: R —• R un homéomorphisme conjuguant les restrictions à R et R de f et 

f. Pour tout n > 0, il existe un unique homéomorphisme hn: Rn —»• Rn conjuguant 

les restrictions à Rn et Rn de f et f et coïncidant avec h sur R. 

Démonstration. — Pour tout x G Rn il existe i tel que /*(#) G R. Comme h conjugue 

les restrictions de / et / à R et R, si (x) appartient aussi à R, on a 

f-i(h(fi(x)) = ri-1(h(fi+1(x)). 

D'après la proposition 5.5.1, pour tout x G Rn l'ensemble des entiers i G Z tels que 

fl(x) G i î forme un intervalle de Z : on en déduit que le point f~l(h(fl(x)) ne dépend 

pas du choix de i dans cet intervalle, et on note donc ce point hn(x). On vérifie que 

hn est un homéomorphisme prolongeant hn-\, et conjuguant f et f. • 
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Nous allons à présent chercher à étendre à l'adhérence de l'union croissante des Rn 

l'homéomorphisme de conjugaison h. Nous verrons que l'extension par continuité des 

homéomorphismes hn nécessite de choisir de façon particulière l'homéomorphisme h. 

Pour comprendre cela nous devons d'abord analyser en quels points de A ( i f ) il peut 

y avoir des problèmes pour étendre la suite hn par continuité. 

Lemme 5.5.4. — Soit X{ G R, i G N une suite de points vérifiant f(xi) £ R, et soit 

ni > 0 une suite d'entiers convergeant vers l'infini. On suppose que la suite fni(xi) 

converge vers un point y G A ( i f ) . Alors y appartient à Vune des séparatrices libres 

instables d'un point périodique s-bord p de K, ou est égal à ce point périodique s-bord. 

Si de plus la suite X{ converge vers un point x, alors x G Ws(p) 

Démonstration. — Remarquons que les points Xi appartiennent à une union finie de 

rectangles dont l'intersection avec WS(K) est incluse dans leurs côtés stables, et que 

ces côtés stables sont contenus dans des séparatrices stables de points périodiques 

bord. Quitte à extraire une sous-suite, on peut supposer que les X{ appartiennent au 

même rectangle r. D'après le corollaire 2.5.4, le point y ou bien est égal à l'un des 

points périodiques s-bord p dont la variété stable porte un côté stable de r, ou bien 

appartient à l'une des séparatrices instables libres issues de p. Ceci montre la première 

partie du lemme. 

Notons G{ le segment de feuille de Fs passant par X{ et inclus dans r. Il coupe le 

bord instable de r en deux points x\ et x" qui sont sur des u-arches. Remarquons 

que / contracte uniformément les vecteurs tangents à Fs, sur toute partie compacte 

de l'ouvert où Fs est défini. Or la suite fni(xi) converge vers y qui appartient à cet 

ouvert. On en déduit que la longueur des segments fni (ai) tend vers 0 : pour conclure 

le lemme 5.5.4 il suffit à présent d'appliquer la proposition 2.5.2 à l'une des deux 

suites x\ et x'/. • 

On en déduit que l'union de (JcT Rn et des séparatrices libres est fermée dans 

A (if ) ; on note R°° cette union. 

Nous avons vu que l'homéomorphisme /in+i, défini sur i?n+1, prolonge hn ; ceci 

permet de définir une unique application sur l'union croissante des Rn, que nous 

pourrons étendre à R°° par un choix d'homéomorphisme de conjugaison sur les sépa­

ratrices libres. L'ensemble des points où une telle application peut n'être pas continue, 

est réduit à l'union des séparatrices libres : c'est pourquoi nous allons d'abord fixer 

l'homéomorphisme de conjugaison /Mibre sur l'union des séparatrices libres, puis nous 

choisirons l'homéomorphisme h: R —> R de façon compatible avec fiiibre? ê  nous véri­

fierons alors que cet homéomorphisme s'étend continûment à l'adhérence dans A (if) 

de l'union des Rn. 

Remarque. — Soit i f et i f deux ensembles hyperboliques saturés, de / et de / , 

admettant des partitions de Markov géométriques {Ri} et j qui sont de même 

type géométrique (/>. Alors le type géométrique <f> induit une Injection naturelle entre 
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les ensembles de séparatrices libres de K et de K. Nous la noterons 0nbre- De plus 

0iibre conjugue les permutations induites par f et f sur leur ensemble respectif de 

séparatrices libres. 

En effet, d'après la proposition 5.4.1, il existe un homéomorphisme h de l'union des 

rectangles Ri sur l'union des Ri qui conjugue les restrictions de f et f à ces unions 

de rectangles. Soit x un point périodique de / , alors h(x) est un point périodique de 

/ . De plus x et h(x) sont de même type (s-bord, u-bord, double s-bord, coin...). La 

restriction de h = (h8, hu) à K ne dépend pas du choix de h8 et de hu sur les intervalles 

qui correspondent aux sous-rectangles (verticaux ou horizontaux) successifs. On en 

déduit que le type géométrique <j> de la partition de Markov induit une bijection 

naturelle <\)ver de l'ensemble des points périodiques bord de / sur ceux de / . Pour 

en déduire une bijection de leurs ensembles de séparatrices libres stables, il reste à 

considérer le cas des points double u-bord (qui possèdent deux séparatrices stables). 

Dans ce cas, le choix de l'orientation des horizontales des rectangles revient à fixer 

une orientation tranverse du rectangle dégénéré et permet de distinguer les deux 

séparatrices. La bijection annoncée associera à la séparatrice droite ou gauche de x la 

séparatrice respectivement droite ou gauche de h{x). 

Le fait que les partitions de Markov ont même type géométrique, assure que ce 
choix commute avec l'itération par / et par / . 

Lemme 5.5.5. — II existe un homéomorphisme hrTnubre de Vunion des séparatrices 

libres de (K, f) sur l'union de celles de (K,f) qui conjugue les restrictions de f et de 

f à ces ensembles, et qui induit la bijection </>nbre sur les ensembles des séparatrices 

libres. 

Démonstration. — La démonstration est sans surprise : pour chaque orbite de sé­

paratrices stables (pour se fixer les idées) on choisit une séparatrice W. Alors W 

et 0iibre(^) ont même période n et les restrictions de fn et fn à ces séparatrices 

sont deux contractions, qui sont donc conjuguées par un homéomorphisme de W sur 

(/>\ibre(W) ; il reste juste à propager par f et f cet homéomorphisme sur toute l'orbite 

de W. • 

La proposition 5.4.1 a construit un homéomorphisme de conjugaison h de R dans i?, 

produit de deux homéomorphismes hs et hu définis sur les quotients des rectangles I8 

et If. Les homéomorphismes h8 et hu dépendent du choix de ces homéomorphismes sur 

I8 \ Uj Jj - Nous allons à présent fixer ce choix de façon que h^hre soit le prolongement 

par continuité de h. Pour cela nous aurons besoin de définir les homéomorphismes 

d'holonomie des feuilletages F8 et Fu. 

Reprenons donc précisément ces notations. On note Iu le quotient de R par la res­

triction à cet ensemble du feuilletage F8. On note Ju C Iu les segments correspondant 

au quotient des sous-rectangles horizontaux Hj. Enfin, notons Au l'union disjointe des 
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adhérences des composantes connexes de IU\JU: c'est une union finie de segments. 

On définit de même Iu, Ju et Au. 

Rappelons que le difféomorphisme / induit une application markovienne fu de Ju 

sur Iu. 

Rappelons enfin que le type topologique de fu et de fu induit une bijection de 

l'ensemble des extrémités de Ju sur celles de Ju, et donc de l'ensemble des extrémités 

de Au sur celles de Au, et que cette bijection naturelle induit une bijection sur les 

ensembles de composantes connexes de Au et de Au. 

Soit A C Au l'adhérence d'une composante connexe de IU\JU. Rappelons qu'elle 

est naturellement orientée. Notons a~ et a4" ses extrémités inférieure et supérieure. 

Remarquons que A s'identifie à un segment transverse à F8. On peut donc parler 

d'homéomorphisme d'holonomie de F8 défini sur des intervalles de A. Remarquons 

que a~ est un point s-bord, donc appartient à la variété stable d'un point périodique 

p(a~). Remarquons que les feuilles de F8 correspondant à un point x proche de a~ 

coupent une séparatrice libre W(a~) du point périodique p(a~), en un point H(x) 

proche de p(a~). On définit de même H au voisinage de a+. 

On définit ainsi l'application d'holonomie H, au voisinage de chaque extrémité des 

composantes de Au. 

Lemme 5.5.6. — Notons a~ Vextrémité de Au correspondant à a~. Alors, la sépara­

trice W(a~) est hnbre(W(a~)). 

Démonstration. — En effet a~ est l'extrémité supérieure d'un segment Jj, et par dé­

finition a~ est l'extrémité de Jj. Alors fu et fu sont de même type combinatoire cr, et 

cr(Jj) = a(Jj) implique que f(a~) et f(a~) sont simultanément extrémité supérieure 

ou inférieure des segments h et h- En itérant ce procédé, (fu)n(a~) et (fu)n(a~) 

sont extrémités simultanément supérieure ou inférieure de segments de même indice. 

Voyons que l'orbite par fu de a~ détermine le point périodique dont la variété stable 

contient a~. L'orbite de a~ est prépériodique (l'ensemble des extrémités de I est fini) 

et soit p la période. Pour n assez grand, (fu)n'p(a~) est un point fixe de (fu)p indé­

pendant de n. Ce point correspond à un côté stable d'un rectangle Ri, dont l'image 

par fp est incluse dans lui-même : il contient donc un unique point périodique qui 

est p(a~). Ce point ayant été déterminé par le type combinatoire de /u, le point 

p(à~) (obtenu par la même construction) est le point périodique </>per(p(a~))- Ceci 

détermine la séparatrice instable libre W(a~) si le point p(a~) n'est pas double-bord. 

Dans le cas double bord le type combinatoire de fu permet de suivre les signes tout 

au long de la construction et donc encore de déterminer W^a~). • 

Définition5.5.7. — On dira qu'un homéomorphisme hu: Iu -> Iu, qui conjugue fu 

et fu, est compatible avec Vhoméomorphisme ftnbre s'il vérifie la relation ftubre ° H = 

H o hu sur un voisinage dans Au de chacune des extrémités de Au. 

On définit de façon analogue la notion d'homéomorphisme h8 compatible avec /inbre-
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(cette notion dépend bien sûr du choix des feuilletages Fs et Fu). 

Lemme 5.5.8. — Il existe des homéomorphismes hu, compatibles avec ftubre-

Démonstration. — Il suffit de définir hu sur chaque composante A de Au. Notons 

A la composante correspondante de Au. Le lemme 5.5.6 permet de construire un 

homéomorphisme croissant HA d'un voisinage des extrémités de A sur un voisinage 

des extrémités de A vérifiant la relation hubre ° H = H o h A • Il suffit alors de prolonger 

JiA à A. • 

Lemme 5.5.9. — Soit h = (hs,hu): R —• R un homéomorphisme de conjugaison de f 

et f. Si les homéomorphismes hs et hu sont compatibles avec h\foTe, alors h se prolonge 

de façon unique en un homéomorphisme hoo de V adhérence dans A (AT) de (Jn Rn sur 

l'adhérence de {JnRn conjuguant f à f. De plus, h coïncide avec /inbre sur l'union 

des séparatrices libres. 

Vi = H{xA 
fni(yi) feuilles de FA 

fni(xi) 

FIGURE 4. Continuité de hoo près d'une séparatrice libre 

Démonstration. — Il faut montrer que si Xi est une suite de points de R telle que 

f{xi) £ R est si ni est une suite convergeant vers +00 telle que la suite fni(xi) 

converge vers un point y de A(K) (on a vu que y appartient à l'union des séparatrices 

libres instables), alors fni(h(xi)) converge vers le point h\ibre(y)> Quitte à choisir 

une sous-suite on peut supposer que les X{ convergent vers un point x. D'après le 

lemme 5.5.4, x appartient à la variété stable du point périodique dont est issue la 

séparatrice libre qui porte y 

Notons yi — H(xi). Remarquons que fni(yi) — H(fn(xi) car le feuilletage Fs est 

invariant par / . On en déduit que la suite fni(yi) converge vers y (voir la figure 4). 

ASTÉRISQUE 250 



5.5. EXTENSION DE LA CONJUGAISON AU DOMAINE 127 

Notons yi = h\\hTe(yi). Alors la suite fni{yi) = h\ihre(fni(yi)) (puisque h\\hre 

conjugue / à / ) converge vers y — h\\hre{y)- D'autre part, comme hu est compa­

tible avec /iiibre on a : H(h(x{)) — hubTe(H(xi)) — y\. De plus, par invariance du 

feuilletage F8, on a H(fni (h(xi)) = fni(yi), et converge donc vers h\ihre(y)- H reste 

à remarquer que les segments de feuilles stables [fni (h(xi)), fni (yi)]s sont les images 

par fni des segments [h(xi),yi]s. Or ces derniers sont de longueur bornée puisqu'ils 

convergent vers le segment de feuille stable joignant h(x) au point périodique. Comme 

/ contracte uniformément les vecteurs tangents à Fs et que ni tend vers l'infini, on 

en déduit que les longueurs des segments [fni(h(xi))/fni(yi)]s convergent vers 0 ce 

qui implique que la suite fni(h(xi)) converge vers y. • 

La construction de hoo et l'invariance par f et f des feuilletages FU,FS et FU,F8 

impliquent de façon directe le corollaire suivant 

Corollaire 5.5.10. — Soit /3 une arche instable et x Vune de ses extrémités. Notons 

S(x) la séparatrice instable libre issue du point périodique de Ws(x) (et partant du 

même côté que /3 ) . Notons ¡3 Varche ftoo(/?) etx — hoo(x), et S(x) la séparatrice 

correspondante. Notons Hx et H% les holonomies des feuilletages Hs et Hs définies 

d'un voisinage de x et x sur les séparatrices instables libres S(x) et S(x). Alors il 

existe un voisinage de x dans /3 tel que pour tout point y de ce voisinage on ait : 

h\ibve(Hx(y)) = Hx(hoo(y)) 

(Il suffit en effet de ramener par une puissance de / l'arche (3 dans un des rectangles 

de la partition de Markov). 
Rappelons que l'on a noté R°° l'union de \Jn Rn et des séparatrices libres de K, 

nous avons vu que R°° est fermé dans A(K). Remarquons qu'il faut peut-être ajouter 
un nombre fini de séparatrices libres double-bord à l'adhérence dans A(K) de \Jn Rn 

pour obtenir R°°. On complète donc h^ sur R°° par h^re sur ces séparatrices double-
bord. On obtient ainsi un homéomorphisme de R°° que l'on appelle encore h^. 

Lemme 5.5.11. — ${K) \R°° est une union d'intérieurs de polygones d'arches dont 

les orbites pour f sont en nombre fini. 

Démonstration. — Le fermé invariant R°° contient WS(K)UWU(K). Donc ô(K)\R°° 

est une union d'intérieurs de polygones d'arches : il reste à montrer que les orbites de 

ces polygones sont en nombre fini. Nous avons déjà vu que les orbites des polygones 

d'arches qui ne sont pas des rectangles sont en nombre fini : il nous reste donc à 

montrer que l'ensemble des orbites des rectangles d'arches non-inclus dans R°° sont 

en nombre fini. Pour cela nous utiliserons le lemme suivant : 
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Lemme 5.5.12. — 72 existe s > 0 tel que tout rectangle bordé par des arches et 

possédant un côté stable et un côté instable de longueur inférieure à e est inclus dans 

un rectangle Ri. 

Démonstration. — Pour cela, rappelons que nous avons choisi les rectangles de la 

partition de Markov deux à deux disjoints : on en déduit que toute arche assez petite 

a ses deux extrémités sur le même rectangle. De la structure de produit local de K 

on déduit que toute arche assez petite, ayant ses extrémités sur un rectangle Ri, est 

incluse dans Ri (voir la figure 5). Il reste juste à constater qu'un rectangle d'arches 

ayant un côté stable et un côté instable inclus dans Ri est lui-même inclus dans Ri. • 

situation impossible : ( 

une suite d'arches de longueur \ 
tendant vers 0, non-incluses dans IZi 

H i 

FIGURE 5. Les petites arches sont incluses dans les rectangles 

Fin de la démonstration du lemme 5.5.11. — On choisit 0 < e\ < £2 < s de façon 

que le rapport 62/61 soit supérieur à la constante d'expansivité de / ; ainsi, toute 

arche instable possède un itéré par / dont la longueur est comprise entre e\ et e2. 

On a montré dans la démonstration du lemme 5.3.2 que l'ensemble des rectangles 

d'arches possédant un côté stable et un côté instable de longueur supérieure à e\ est 

fini. On en déduit que les orbites de rectangles d'arches, sauf éventuellement pour 

un nombre fini d'entre elles, possèdent un itéré ayant un côté stable et un instable 

de longueur inférieure à e : cet itéré est donc inclus dans un rectangle Ri d'après le 

lemme 5.5.12. • 

Nous sommes désormais prêts à montrer : 

Lemme 5.5.13. — L'homéomorphisme h^ se prolonge en un homéomorphisme hs de 

6(K) sur Ô(K) conjuguant f et f. 

Démonstration. — D'après le lemme 5.5.11, il suffit de compléter h^ sur l'intérieur 

de polygones dont les orbites sont en nombre fini : on peut donc compléter orbite 

par orbite (de polygones). 
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Soit P un polygone d'arches de K, bordant un disque (encore noté P) non-inclus 

dans Remarquons que dP est inclus dans R°°, et que hoo(dP) est un polygone 

d'arches de K qui borde un disque P. De plus P et P ont même nombre de côtés 

stables. Rappelons enfin que les feuilletages Fs et Fu sont définis au voisinage de dP, 
et de même Fs et Fu sont définis au voisinage de dP. 

Définition5.5.14. — On dira qu'un homéomorphisme hp: P —y P est compatible avec 

hoo s'il coïncide avec hoo sur dP et s'il existe un voisinage de dP et de dP tel que la 

restriction de hoo à ces voisinages conjugue les feuilletages Fs et Fu aux feuilletages 

Fs etFu. 

Lemme5.5.15. — Il existe un homéomorphisme hp: P -ï P compatible avec hoo. 

Démonstration. — Remarquons d'abord qu'au voisinage d'un coin x du polygone 

d'arches, hp est uniquement déterminé par sa restriction aux arches issues de ce 

point et par l'hypothèse de conjugaison des feuilletages : tout point y proche de x se 

projette le long des feuilles de Fu et Fs sur les arches stable et instable issues de x ; 

notons ys et yu ses projections. Alors hp(x) est le point d'intersection proche de P 
des feuilles instables et stables passant par hoo(ys) et hoo(yu)> 

Voyons comment définir /ip au voisinage d'un de ses côtés, stable pour se fixer les 

idées. Soit a un côté stable de P joignant les coins x et x'. Notons fi et /3' les arches 

instables issues de x et de x'. Soit y un point proche de a. Sa projection ys sur a 

le long de Fu est bien définie, par contre il a deux projections naturelles le long de 

Fs sur le bord instable de P : une (notée yu) sur /3 et une (notée (yu)') sur /?' (voir 

la figure 6). Pour définir hp(y) il suffit de vérifier que hoo(yu) et hoo((yu)f) sont sur 

l'arche a x' 

(yuY 

FIGURE 6. Au voisinage d'un côté stable : les deux projections sur 

les côtés instables 

la même feuille de Fs : Notons H et H' les holonomies du feuilletage Fs définies au 

voisinage de x et x' et à valeurs sur la séparatrice instable libre Six) = S(x'). La 
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notion même d'holonomie implique que H(yu) = H'((yu)'). On définit de même les 

holonomies H et H' et le corollaire 5.5.10 nous assure que 

Hih^y")) = hVlhre(H(yu)) = hVlhre(H'((yuy)) = H'ih^)')) 

Ceci montre que hoo(yu) et h00((yu)') sont sur la même feuille de H8 : on peut donc 

bien définir hp au voisinage de a. On définit ainsi hp sur un voisinage de <9P, et on 

l'étend de façon quelconque à l'intérieur de P, quitte à restreindre d'abord le voisinage 

de dP où on vient de définir hp. • 

Le lemme suivant termine la démonstration du lemme 5.5.13. • 

Lemme 5.5.16. — Soit P un disque non-inclus dans R°° et bordé par un polygone 

d'arches de K, et P le polygone de K bordé par hOQ(dP). Soit hp: P —> P un ho-

méomorphisme compatible avec hoo. Alors il existe un unique homéomorphisme de 

R°° U \J%(fn(P)) sur R°° U Uz( / (^ ) )> conjuguant les restrictions respectives de f et 

f et coïncidant avec h^ sur R°° et avec hp sur P. 

Démonstration. — Rappelons que les séparatrices stables contenant les côtés stables 

de P sont couplées et ont donc même période p. Soit x\ une suite de points de P et ni 

une suite d'entiers tendant vers -hoo, telle que la suite fpni (x^ converge vers un point 

y e S(K). Quitte à prendre une sous-suite on peut supposer que la suite X{ converge 

vers un point x. La même démonstration que celle du lemme 5.5.4 montre que le point 

y appartient à l'union d'une séparatrice instable libre et du point périodique p dont 

elle est issue, et que le point x appartient à la variété stable de p. 

La suite des segments stables [x{, H(xi)]s converge alors vers le segment [#,p]s. Ces 
segments sont donc de longueur bornée. 

Alors fpni(H(xi)) converge vers y comme fpni(xi) puisque la longueur des seg­
ments stables fp'ni([xi,H(xi)]8) tend vers 0. La fin de la démonstration est identique 
à celle du lemme 5.5.9. • 

Pour conclure la démonstration du théorème, il reste à prolonger hs sur A(K)\ô(K) 

en un homéomorphisme conjuguant / et / . Rappelons que A ( i f ) \ Ô(K) possède un 

nombre fini de composantes connexes qui sont des demi-plans dont l'adhérence dans 

A (if) est soit la réunion d'un point périodique et de deux de ses séparatrices libres 

(une stable une instable), soit l'union d'une chaîne infinie d'arches et des deux sépa­

ratrices libres (munies de leur point périodique) sur lesquelles s'accumule la chaîne. 

Chaque composante C de A(K)\Ô(K) est périodique pour / ; soit k sa période. De 

plus hs est défini sur le bord de C dans A ( i f ) , et l'image hs(dC) est de même nature 

(soit deux séparatrices libres et leur point périodique, soit l'adhérence d'une chaîne 

infinie), donc est le bord dans A ( i f ) d'une composante connexe C de A(if) \c5(if) . On 

a ainsi une bijection naturelle de l'ensemble des composantes connexes de A (if )\ô(K ) 

sur l'ensemble de celles de A ( i f ) \ Ô(K) qui commute avec les permutations induites 

respectivement par f et f. 
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Pour étendre hs à toute l'orbite de C, il suffit d'étendre hs à C en un homéomor-

phisme de l'adhérence de C (dans A ( i f )) sur celle de C, qui conjugue les restrictions 

de fk et fk à C et C : il suffira alors de pousser par / et par / , l'homéomorphisme 

ainsi construit sur l'orbite de C. Nous pourrons donc désormais (quitte à remplacer 

/ par fh) ne considérer que des composantes C fixées par / . 

Remarque. — L'union de Ô(K) et, pour toute composante connexe C de A ( i f ) \ £ ( i f ) , 

d'un voisinage invariant par / de dC dans l'adhérence de C, forme un voisinage 

invariant par / de S(K) dans A (if) : la proposition 3.2.2 certifie que ce voisinage 

contient un plongement de A ( i f ) , qui prolonge l'identité sur ô ( i f ) . 

La remarque ci-dessus montre que pour conclure le théorème, il suffit de savoir 

étendre l'homéomorphisme de conjugaison hs à un voisinage invariant de dC dans 

l'adhérence de C, pour toute composante C de A (if) \ Ô(K) invariante par / . 

Dans le cas où dC est l'union d'un point fixe p et de deux séparatrices libres issues 

de p, on considère un petit voisinage de p dans C U dC qui est un « rectangle » pour les 

feuilletages Fs et Fu : on étend alors hs à ce voisinage grâce aux deux projections sur 

les séparatrices, le long des feuilletages. Il reste alors juste à saturer par / ce voisinage 

de p. 

Il reste donc à considérer le cas où dC est l'adhérence d'une chaîne infinie d'arches 

7. Soit x une extrémité d'une des arches composant 7. Notons G la chaîne finie d'arches 

joignant x à f(x). On considère des voisinages Va de a dans C U <9C, construits de la 

façon suivante : un voisinage Va est l'union, sur l'ensemble des arches a qui composent 

cr, de « rectangles pour les feuilletages Fs et Fu » admettant a comme côté (voir la 

figure 7). 

le segment a 
f (x) 

FIGURE 7. Un voisinage d'un intervalle fondamental a d'une chaîne infinie 

Tout voisinage de a dans l'adhérence de C contient un voisinage de type Va. Notons 

a — hs(a). C'est un domaine fondamental de la chaîne infinie 7 = ^ ( 7 ) , et l'on peut 

de même définir les voisinages V^. On dira qu'un homéomorphisme hG d'un voisinage 
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Va sur un voisinage est compatible avec hs s'il coïncide avec h s sur Va H 7, et 

s'il conjugue les restrictions à Va des feuilletages Fs et Fu aux restrictions à 

de Fs et Fu. Un argument analogue à la démonstration du lemme 5.5.15 montre 

l'existence d'un homéomorphisme ha compatible avec hs, et on peut alors recopier 

la démonstration du lemme 5.5.16 pour vérifier que hs et ha se prolongent de façon 

unique en un homéomorphisme de conjugaison de ô(K) U U n ç z / n ( ^ ) sur ^CO U 

U „ 6 Z / n ( ^ ) -
On conclut la démonstration du théorème par le lemme suivant : 

Lemme 5.5.17. — Notons 7 l'adhérence dans A(K) de la chaîne infinie 7. 

Alors 7 U UnGZ fn(y<r) est un voisinage de 7 dans C (adhérence dans A (AT) de la 
composante C). 

Démonstration. — Soit p l'un des points fixes contenus dans 7. Il suffit de vérifier 

que 7 U Unez / n ( ^ ) contient un voisinage de p dans C. • 

5.6. Présentation finie d'un difféomorphisme de Smale, et bilan du problè­
me de classification 

Le but ce paragraphe est de convaincre le lecteur que le théorème 5.2.2 joint 

aux propositions du paragraphe 3.4 donne une classification des difféomorphismes 

de Smale des surfaces compactes : à tout difféomorphisme de Smale on associe un 

nombre fini d'invariants qui caractérisent la classe de conjugaison de ce difféomor­

phisme. Ces invariants auront comme principal défaut de ne pas être définis de façon 

constructible. 

Rappelons que les difféomorphismes d'Anosov du tore T2 sont classifiés par l'ap­

plication linéaire qu'ils induisent sur l'homologie du tore. Le paragraphe 2.3 a montré 

comment associer à tout difféomorphisme de Smale une classe de conjugaison de 

difféomorphisme de Smale sans attracteur ni répulseur hyperbolique non réduit à une 

orbite périodique. Appelons difféomorphisme de Smale à selles un difféomorphisme 

de Smale dont tout attracteur ou répulseur est une orbite périodique. Nous allons 

classifier ces difféomorphismes de Smale à selles. 

Le théorème 5.2.2 affirme que la donnée d'une partition de Markov géométrisée 

d'un ensemble hyperbolique saturé K caractérise à conjugaison près la restriction 

du difféomorphisme au domaine A (AT). Cependant, on peut associer une infinité de 

partitions de Markov géométrisées différentes à un triplet (/, K, A(K)). Une façon 

immédiate d'en obtenir est de considérer l'intersection d'une partition de Markov 

avec un nombre fini de ses itérés. Malheureusement il n'est pas vrai que toutes les 

partitions de Markov associées à (/, K, A ( K ) ) soient engendrées de cette façon par une 

partition de Markov «minimale». Toutefois toute manière d'associer canoniquement 

un nombre fini de partitions de Markov géométrisées à la classe de conjugaison d'un 

triplet (/, if, A( i f ) ) donne une classification combinatoire de ces triplets. 
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Soit M une partition de Markov associée à un ensemble hyperbolique if. Appelons 

complexité de M le nombre c(M) = ~ E v i ' nombre total des sous-rectangles 

horizontaux ou verticaux des rectangles de M. 

Remarquons que l'image f(M) d'une partition de Markov est une partition de 

Markov de même complexité c(M) et de même type géométrique. C'est pourquoi 

nous parlerons d'orbites de partitions de Markov géométrisées. 

Proposition 5.6.1. — Soit (/, if, A( i f ) ) un triplet formé d'un difféomorphisme de 

Smale à selles, d'un ensemble hyperbolique saturé K de f et de son domaine A ( i f ) . 

Les types géométriques de partitions de Markov de K de complexité minimale sont en 

nombre fini. 

Démonstration. — Les types géométriques abstraits (non nécessairement associés à 

une dynamique) de complexité donnée c sont en nombre fini. • 

Cette proposition montre l'existence d'une classification (à conjugaison près) des 

triplets (/, if, A ( i f ) ) . Cependant nous n'avons pas d'algorithme permettant de cons­

truire les partitions de Markov de complexité minimale à partir d'une partition de 

Markov donnée. Pire, nous ne savons pas décider en général si une partition de Mar­

kov donnée est de complexité minimale. Nous espérons prochainement fournir une 

famille finie de partitions de Markov géométrisées canoniquement associée à un tri­

plet (f,K,A(k)) construite à l'aide du dessin des courbes invariantes, et donner un 

algorithme permettant de les construire à partir d'une partition de Markov quel­

conque. 

Soit / un difféomorphisme de Smale à selles, et if l'ensemble hyperbolique saturé 

associé au diagramme de Smale privé des sources et des puits. Le domaine A (if) est 

une variété à bord orientée, ce bord est un nombre fini de copies de M. La dynamique 

permute ces courbes. On a associé (voir paragraphe 3.4) un signe à chacune de ces 

courbes suivant que son orientation comme bord de A (if) coïncide ou non avec son 

orientation dynamique. On note T+ et T~ les ensembles de ces courbes de signe 

respectivement positif ou négatif. Nous avons défini au paragraphe 3.4 une règle de 

recollement de A (if) comme étant une bijection T+ —>• T~ commutant avec la 

permutation de T = r + U T - induite par / . Nous avons vu qu'une règle de recollement 

permet de construire une surface compacte munie d'un difféomorphisme de Smale. Il 

n'y a qu'un nombre fini de règles. En choisissant bien la règle <l> le difféomorphisme 

obtenu est conjugué à / . 

Soit M l'ensemble des rectangles Ri d'une partition de Markov de if, les rectangles 

Ri étant munis d'une orientation des verticales et des horizontales. On note T le type 

géométrique de la partition. Nous allons compléter l'information combinatoire donnée 

par T de façon à déterminer la règle de recollement La difficulté essentielle consiste 

à déterminer r + et F~. 
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Rappelons d'abord que l'ensemble T est en bijection avec l'ensemble des compo­

santes connexes de A (AT) \ S(K). Le bord dans A(K ) de chacune de ces composantes 

connexes contient exactement une séparatrice libre instable. En examinant les deux 

cas possibles (composante dont le bord est l'union d'un point périodique coin et de 

deux de ses séparatrices libres, composante dont le bord contient une chaîne infinie 

d'arches) on constate qu'une composante connexe se trouve d'un seul côté de la sé­

paratrice libre instable qui lui est associée. Chaque côté de séparatrice instable libre 

correspond à au plus une de ces composantes. 

Chaque côté de séparatrice instable libre est déterminé sans ambiguïté par la don­

née d'un rectangle Ri de M (celui où elle s'attache), de la direction h ou b (haut ou 

bas) dans laquelle elle s'éloigne du rectangle, et d'un côté d ou g (droite ou gauche) 

du rectangle. Nous avons ainsi une injection de T dans {Ri} x {h, b} x {d,g}. Notons 

C+ et C~ les images respectives par cette injection de T+ et de Y~. La règle de 

recollement $ induit une bijection ip : C+ —> C~. 

Définition 5.6.2. — On appellera procédé de collage la donnée de parties disjointes 

C+ et C~ de {Ri} x {h,b} x {g,d} et d'une bijection ip: C+ C~. 

Nous savions déjà que la donnée du difféomorphisme / , d'une partition de Markov 

M associée à son ensemble hyperbolique saturé maximal et d'un choix d'orientation 

des verticales et horizontales des rectangles détermine le type géométrique T de M ; 

nous venons de voir qu'elle détermine aussi le procédé de collage C+ -» C~. 

Définition 5.6.3. — Soit f un difféomorphisme de Smale à selles, préservant l'orienta­

tion, d'une surface compacte orientée, et soit K l'ensemble hyperbolique saturé maxi­

mal de f. On appellera présentation finie de f la donnée d'une partition de Mar­

kov M = {Ri} de K munie de son type géométrique T et du procédé de collage 

Le théorème 5.2.2 et la proposition 3.4.2 impliquent alors : 

Proposition 5.6.4. — Soient f et f deux difféomorphismes de Smale préservant l'orien­

tation de surfaces compactes compactes orientables S et S. Si f et f admettent une 

même présentation finie ( M , T , ^ : C+ -> C~), il existe un homéomorphisme de S sur 

S conjuguant f et f. 

Remarquons que, pour tout type géométrique T de partition de Markov, il existe un 

nombre fini de procédés de collage. Toute manière d'associer à un difféomorphisme 

de Smale / préservant l'orientation un nombre fini de types géométriques de son 

ensemble hyperbolique saturé maximal permet d'associer à / un nombre fini de pré­

sentations finies, ce qui donne une classification, à conjugaison topologique près, des 

difféomorphismes de Smale à selles. 

é: C+ - > C " . 
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Nous venons d'associer à un difféomorphisme de Smale des invariants combina-

toires. Il est maintenant naturel de se demander quelles «présentations finies» abs­

traites correspondent à des difféomorphismes de Smale. 

Pour cela il faut d'abord savoir quelles partitions de Markov géométrisées corres­

pondent à des ensembles hyperboliques saturés : 

Exemple. — On a vu que la partition de Markov géométrisée ayant un seul rectangle, 

deux sous-rectangles horizontaux, et décrite par : 

<f>(H1) = (V1,+), <j>(H2) = (V2,+) 

ne correspond pas à un ensemble hyperbolique saturé d'un difféomorphisme d'une 

surface compacte (voir le corollaire 2.4.4). 

Définition 5.6.5. — On dira qu'un type géométrique (n, {hi} , {v{\ , </>) de partition 

de Markov est réalisable s'il existe un difféomorphisme de Smale f d'une surface 

compacte, et K un ensemble hyperbolique saturé pour f admettant une partition de 

Markov dont le type géométrique soit (n, {hi} , {vi} , </>). 

Le chapitre 7 définit le genre d'un type géométrique qui est un minorant du genre 

des surfaces sur lesquels le type est réalisable. Ce chapitre caractérise alors les types 

géométriques (sans double-bord) de genre fini. Le cas avec double-bord ne nous semble 

pas conceptuellement différent mais présente de nouvelles difficultés techniques. 

Ensuite, il reste à comprendre quels procédés de collage sont réalisables. Le lecteur 

qui le désire pourra vérifier que la donnée d'un type géométrique T de partition 

de Markov réalisable détermine les parties C+ et C~ ainsi qu'une permutation de 

chacune de ces parties, induite par la combinatoire de T. Bien sûr, cette permutation 

coïncidera avec celle induite par tout difféomorphisme / réalisant T. Un procédé de 

collage -0: C+ —¥ C~ sera réalisable si I/J commute avec ces permutations. 

Voici quelques indications succintes : 

1. Dans le cas sans double bord (ce qui est déterminé par T voir la proposi­

tion 7.2.2) le lecteur trouvera des indications utiles dans le chapitre 7 : dans 

ce chapitre, nous vérifions que le type géométrique T permet de déterminer 

les points périodiques bords ainsi que leurs séparatrices libres et non-libres, 

la permutation de ces séparatrices, les couplages entre les séparatrices non-

libres, et enfin les points périodiques coins. On remarque alors que tout point de 

C = C+ U C~ est associé soit à un coin, soit au côté d'une séparatrice instable 

libre correspondant à une séparatrice stable non-libre non-couplée. 

2. Une fois la partie C C {Ri} x {&, h} x {g,d} déterminée, le signe de chaque 

élément de C est donné par la règle suivante : il est + pour (h, d) et (6, g) et — 

sinon. 
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CHAPITRE 6 

LES DESSINS ET LA DYNAMIQUE 

Le mathématicien qui présente à la craie sur le tableau un difféomorphisme de 

Smale du plan se contente souvent d'esquisser les variétés invariantes. Ce dessin 

représente-t-il vraiment une dynamique (à un choix d'itéré près) ? Le théorème 5.2.2 

permet de répondre : 

« Oui, dans la mesure où le dessin détermine une partition de Markov géométri-

sée. » 

Plus formellement, notre but est de prouver : 

Théorème 6.0.6 (Dessin et dynamique). — Soient f et g deux difféomorphismes de 

Smale de surfaces compactes, et soient K et L des ensembles hyperboliques saturés de 

f et g, sans double-bord, et de domaines connexes. Supposons qu'il existe un homéo-

morphisme 

h: W\K) U WU(K) -> W8(L) U WU(L), 

tel que pour tout point x de K les variétés stable et instable de h(x) soient les images 

par h des variétés stable et instable (respectivement) de x. 

Alors, il existe deux entiers p et q strictement positifs, tels que la restriction de 

fp au domaine A (if) soit conjuguée à la restriction de gq à A(L) , par un homéo-

morphisme (qui coïncide avec h sur K sauf dans le cas où f est un difféomorphisme 

d'Anosov du tore T2). 

Remarques 

1. Le théorème 6.0.6 est déjà connu dans le cas où / est un difféomorphisme d'Ano­

sov : en effet, d'après [Frl] et [Man] tout difféomorphisme d'Anosov d'une 

surface compacte est conjugué à un difféomorphisme d'Anosov linéaire du tore 

T2. C'est alors un exercice d'algèbre de vérifier que deux difféomorphisme li­

néaires dont les feuilletages stables et instables sont conjugués possèdent des 

itérés conjugués. Cependant l'homéomorphisme conjuguant les feuilletages n'est 
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pas a priori une conjugaison : en effet, toute translation sur le tore préserve les 

feuilletages, mais l'image du point fixe 0 peut être un point non-périodique. 

2. Si AT contient une pièce basique A qui est un attracteur hyperbolique alors les 

hypothèses «sans double-bord» et «domaine connexe» impliquent que K est 

réduit à A et que A (AT) est le bassin d'attraction de A (voir le théorème 2.3.4). Le 

théorème dans ce cas peut s'obtenir de la façon suivante : le chapitre 8 (voir aussi 

[Ru]) montre que la dynamique restreinte au bassin d'attraction d'un attracteur 

hyperbolique est semi-conjuguée à celle d'un homéomorphisme pseudo-Anosov, 

la semi-conjugaison consistant pour l'essentiel à écraser chaque s-arche en un 

point. On peut alors utiliser le résultat connu suivant : deux homéomorphismes 

pseudo-Anosov dont les feuilletages stable et instable sont conjugués par un 

homéomorphisme h possèdent des itérés qui sont conjugués par h. 

Dans ce texte, nous nous consacrerons à la preuve du théorème pour le cas 

plus difficile des ensembles hyperboliques saturés ne contenant ni attracteur ni 

répulseur : le lecteur pourra en déduire une démonstration dans le cas d'un 

attracteur ou d'un répulseur hyperbolique. 

La démonstration du théorème 6.0.6 se décompose en deux étapes. Dans un premier 

temps nous montrerons : 

Proposition 6.0.7. — Sous les hypothèses du théorème il existe p et q telle que h 

conjugue les restrictions de fp et gq à K et L respectivement. 

Nous conclurons alors par la proposition suivante : 

Proposition 6.0.8. — Soient K et L deux ensembles saturés de f et g sans double-bord. 

On suppose qu'il existe un homémorphisme 

h: WS(K) U WU(K) -> WS(L) U WU{L), 

conjuguant les restrictions de f et de g à K et L respectivement. Alors, les restrictions 

de f et g aux domaines de K et de L sont conjuguées, par un homéomorphisme 

coïncidant avec h sur K. 

Ensuite nous analyserons ce qui ce passe lorsqu'on supprime les hypothèses « A (AT) 

connexe» et «AT sans-double-bord». 

6.1. Points périodiques, pièces basiques, ordre de Smale 

Soient (AT, / ) et (L,g) deux ensembles hyperboliques saturés, dont l'union des va­

riétés invariantes est connexe, et sans double-bord. Soit h un homéomorphisme de 

l'union des variétés invariantes de K sur l'union de celles de L, l'image de la va­

riété stable (resp. instable) d'un point étant la variété stable (resp. instable) du point 

image. 

ASTÉRISQUE 250 



6.1. POINTS PÉRIODIQUES, PIÈCES BASIQUES, ORDRE DE SMALE 139 

Notre but est de montrer que l'homéomorphisme h respecte la dynamique. Dans ce 

paragraphe nous allons voir les premiers lemmes élémentaires dans ce sens : l'homéo­

morphisme h respecte les points périodiques bords, les pièces basiques de ces points, 

et les pièces basiques extrémales pour l'ordre de Smale. Remarquons que le théo­

rème 2.3.4 implique que si if possède un attracteur hyperbolique, alors if est réduit 

à cet attracteur ; les lemmes de ce paragraphe seront triviaux dans ce cas, et nous 

supposerons donc que K et L ne possèdent ni attracteur ni répulseur. 

Rappelons que les points périodiques bords de if et de L sont en nombre fini, et 

qu'ils sont caractérisés par le fait de posséder au moins une séparatrice libre. On en 

déduit immédiatement : 

Lemme 6.1.1. — L'image par h d'un point périodique s-bord, u-bord, ou coin de K 

est un point respectivement s-bord, u-bord ou coin de L 

Les points périodiques bord de if étant en nombre fini, il existe un itéré positif de 

/ pour lequel tout point périodique bord est fixe. Désormais, quitte à remplacer / et 

g par un de leurs itérés positifs, nous supposerons que tout point périodique bord est 

fixe, ainsi que chacune des séparatrices qui en sont issues. 

Lemme 6.1.2. — Soit A une pièce basique d'un difféomorphisme de Smale f, et soit 

x G A un point périodique. Soit I une séparatrice non-libre (comme séparatrice de A 

et pas seulement de K) du point x, alors WU(A) est contenue dans l'adhérence de I. 

Démonstration. — Rappelons que toute pièce basique A possède une orbite dense 
(par itération positive et par itération négative) dans A. Soit y o un point de A sur la 
séparatrice non-libre I. Soit z un point d'orbite positive dense, suffisamment proche 
de yo pour que sa variété stable locale coupe I en un point y (voir figure 1). Les 
ensembles a;-limite de y et de z coïncident puisque les itérés positifs de [y,z]s sont 
de longueur tendant vers 0. L'orbite de y (incluse dans I) est donc comme celle de z 

dense dans A. La continuité des variétés invariantes prouve alors que I est dense dans 
WU(A). • 

Le lemme 6.1.2 assure que, pour tout point fixe x G A, sa variété stable et sa variété 
instable sont denses dans WS(A) et WU(A) respectivement. La structure de produit 
local au voisinage des points de A permet alors de montrer que A est l'adhérence de 
Ws{x) H Wu{x). On en déduit donc : 

Lemme 6.1.3. — Soit x un point fixe de type bord de (if, / ) , et soit A la pièce basique 

à laquelle il appartient. Alors h(A) est la pièce basique de (L,g) contenant h(x). 

Soit A une pièce basique de (if, / ) , maximale pour l'ordre de Smale. Ceci équivaut 

à ce que WS(A) n i f = A. On en déduit qu'un point périodique qui est u-bord en tant 

que point de A (c'est-à-dire qu'il possède une séparatrice stable disjointe de A) est 

u-bord en tant que point de if. Comme A n'est pas (par hypothèse) un répulseur elle 

possède au moins un point périodique u-bord. Du lemme ci-dessus on déduit donc : 
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I 

FIGURE 1 

Corollaire 6.1.4. — L'image par h d'une pièce basique de K maximale ou minimale 

pour -< est une pièce basique de L (maximale ou minimale, respectivement). 

Du fait que K ne possède pas de double-bord on déduit qu'une pièce basique A de 
if, maximale pour -<, n'est pas réduite à une orbite périodique (une telle orbite pério­
dique serait double u-bord). D'autre part l'hypothèse «K sans répulseur» implique 
que A possède un point fixe x u-bord. Le point x possède au moins une séparatrice 
instable Ix non-libre. Le lemme 6.1.2 nous dit que Ix contient WU(A) dans son adhé­
rence. 

Nous venons de montrer : 

Lemme 6.1.5. — Soit (K, f) un ensemble hyperbolique saturé sans double-bord, et tel 

que tout point périodique bord soit fixe. 

Pour toute pièce basique A de K maximale pour il existe un point fixe u-bord 

x G A de K, et une séparatrice instable Ix de x qui est dense dans WU(A). 

Rappelons que, pour toute pièce basique A de K, la variété instable W * (A) contient 

dans son adhérence l'union des variétés instables des pièces basiques qui lui sont 

inférieures pour -<. De la structure de produit local au voisinage des points de K on 

déduit alors : 
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Lemme 6.1.6. — Soient B •< A deux pièces basiques d'un ensemble hyperbolique saturé 

K. Soit I une séparatrice instable d'un point périodique de A, dense dans WU(A), et 

soit S une séparatrice stable d'un point fixe de B dense dans WS(B). 

Alors, S H I contient dans son adhérence l'union des pièces basiques A vérifiant 

B<K<A. 

Corollaire 6.1.7. — Soient A±,...,Ai les pièces basiques maximales de K, et soient 

Bi,... ,Bj les pièces basiques minimales. Pour tout k < i, on choisit une séparatrice 

instable Ik d'un point u-bord de Ak, telle que Ik soit dense dans Wu(Ai). De même, 

pour tout l < j on choisit une séparatrice Si d'un point fixe s-bord contenu dans Bi, 

telle que Si soit dense dans Ws(Bi). 

Alors K est l'adhérence de l'union sur tous les couples (k,l) de l'intersection Ak D 

Bi. 

Il reste une hypothèse sur K que nous n'avons pas encore utilisée : c'est la connexité 

de l'union de ses variétés invariantes. On en déduit 

Corollaire 6.1.8. — Soient I\,..., I{ et Si,..., Sj les familles de séparatrices respec­

tivement instables et stables associées aux pièces basiques respectivement maximales 

et minimales de K. 

Alors, pour tout couple (k, l) il existe une suite ki = k,... ,km et une suite h,..., 

/m = / telles que pour tout s < m, les intersections Iks fl Sis et Sis fl hs+1 ne sont pas 

vides. 

6.2. Conjugaison des dynamiques en restriction à if et L 

Nous allons à présent démontrer la proposition 6.0.7. Pour cela nous choisirons 
des itérés de / et g de façon à ce que h induise une conjugaison sur une orbite non-
périodique d'une séparatrice d'un point bord. Nous propagerons alors à tout K cette 
conjugaison, le long des intersections des séparatrices des points périodiques bord. 
L'argument essentiel de cette preuve est la proposition suivante : 

Proposition 6.2.1. — Soient I et S deux séparatrices (stable et instable) de deux points 

périodiques d'un ensemble hyperbolique saturé, et soit (j) un homéomorphisme de IUS 

possédant un point fixe, et induisant sur I et sur S un homéomorphisme préservant 

l'orientation. Alors, (j) coïncide avec l'identité sur In S. 

Définition 6.2.2. — Soit x un point d'intersection de deux séparatrices I et S issue de 

deux points périodiques y et z. Alors [x, y[uC\[x, z[s est de cardinal fini. On appellera 

rang de x ce cardinal, et on le notera rg(x) 

On notera Rn(I, S) l'ensemble des points de I fl S de rang inférieur ou égal à n 

(La notion de points de rang 1 est déjà utilisée par Birkhoff dans [Bi]). 
Bien sûr, i" fl S est l'union croissante des Rn(I, S). 
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Lemme 6.2.3. — Pour toutn, l'ensemble des orbites de points de Rn(I,S) est fini. 

Démonstration. — Quitte à remplacer / par un itéré, on supposera que I et S sont 

invariantes par / . Soit XQ un point d'intersection de rang n de I et S. Toute orbite 

de points de I H S contient un point sur le segment [XQ, f(xo)]u C I. Remarquons 

que tout point de rang inférieur ou égal à n, contenu dans [XQ, f(xo)]u appartient à 

[z, xo]s (où z est le point périodique dont est issue S). L'intersection de deux segments 

compacts de variétés invariantes est un ensemble fini, ce qui conclut. • 

Démonstration de la proposition 6.2.1. — Quitte à remplacer / par un itéré positif, 

on suppose que / laisse invariante chacune des séparatrices / et S. Par hypothèse, 

(j> possède un point fixe. Nous supposerons que ce point fixe XQ appartient à i" (le 

raisonnement étant analogue dans le cas où ce point fixe appartient à S). Nous allons 

montrer que pour tout n, </> coïncide avec l'identité sur Rn(I,S) 

Considérons {x0} U Rn(I,S). C'est un ensemble dont l'intersection avec tout seg­

ment compact de / est fini : on peut donc l'indexer par Z de façon croissante pour 

l'orientation de / «fuyant le point fixe». En outre, <j> laisse invariant cet ensemble (en 

effet, pour tout x G I fl S le rang de </>(x) est le rang de x, et xo est par hypothèse un 

point fixe de 0) . On en déduit que <f> induit une bijection croissante de cet ensemble, 

ayant un point fixe, donc égale à l'identité (une bijection croissante de Z fixant 0 est 

l'identité!). C'est ce que nous avions annoncé. • 

Démonstration de la proposition 6.0.7. — Soient Ai les pièces basiques maximales de 
if, Bj les pièces basiques minimales, et U et Sj des séparatrices instables et stables 
des Ai et Bj, denses dans Wu(Ai) et Ws(Bj), respectivement. Soit p\ le point fixe 
s-bord dont I\ est issue, et soit W( la séparatrice stable non-libre de p\. 

D'après le lemme 6.1.4, h(Ai) est une pièce basique maximale de L, h(p\) est un 

point périodique bord de h(Ai), et h(I\) et h(W{) sont deux séparatrices de h(pi) 

fixées par g. 

On considère l'ensemble R\ —[f~l)s [f~l)s h(W()) des points d'intersection de rang 1 

de ces deux séparatrices. Cet ensemble est infini mais rencontre tout segment compact 

de h(I\) en un nombre fini de points. On peut donc l'indexer par Z de façon croissante 

pour l'orientation de h(I\) «fuyant le point périodique». On vérifie que g et /io/o/i_1 
induisent deux bijections croissantes de cet ensemble : ces bijections correspondent 

donc chacune à une translation sur Z, et on se convainc facilement que cette translation 

est d'un nombre positif. Il existe donc p et q tels que ho p o h~l et gq coïncident sur 

Ri. On considère alors </> = g~q o h o fp o h'1. D'après la proposition 6.2.1, <j> coïncide 

avec l'identité sur l'ensemble non vide h(I\) fl h(W(). 

La proposition 6.2.1 montre alors que, pour tout j tel que Sj fl h ^ 0 , <j> coïncide 

avec l'identité sur h(SjfMi). On montre alors facilement, grâce au corollaire 6.1.8, que 

(f) vaut l'identité sur ft(5j ni») pour tout (i, j ) , et donc sur h(K) = L, par densité. • 
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6.3. Image d'une partition de Markov et extension de la conjugaison au 
domaine 

Soient (K,f) et (L,g) deux ensembles hyperboliques saturés sans double-bords. 

Soit h un homéomorphisme de l'union des variétés invariantes de K sur l'union de 

celles de L, qui induit une conjugaison des restrictions de / et g à K et L. Nous 

allons montrer que l'image par h d'une partition de Markov de K est une partition de 

Markov de L et que ces deux partitions de Markov ont même type géométrique : le 

théorème 5.2.2 permettra alors de montrer que les restrictions de / et g aux domaines 

de AT et L sont conjuguées. 

La première étape consiste à voir que les classes d'équivalence d'arches se lisent sur 

le dessin. 

Remarquons d'abord que, comme K est sans double-bord, les s-arches ayant une 

extrémité sur une variété instable partent toujours du même côté (le côté isolé). 

Lemme 6.3.1. — Soient X\ et X2 deux segments disjoints de WU(L) tels que toute 

s-arche ayant son origine sur Vun de ces segments a son extrémité sur l'autre segment. 

Supposons de plus que l'holonomie (application de Ai dans X2 qui à l'origine d'une 

s-arche associe son extrémité) soit monotone. Alors, toutes les s-arches ayant une 

extrémité sur l'un des A¿ sont équivalentes. 

Démonstration. — Remarquons d'abord que deux arches d'extrémités assez voisines 

sont équivalentes (puisqu'elles partent du même côté des segments Xi). 
Il reste à montrer que deux s-arches s-bords issues de deux points successifs de 

Xi H K sont équivalentes. Remarquons d'abord que leurs extrémités sont des points 
successifs de X2r\K puisque l'holonomie est monotone. Le quadrilatère formé des deux 
s-arches et des u-arches contenues dans Ai et À2 joignant les extrémités de ces deux 
s-arches est un polygone d'arches puisque l'absence de double-bord force une arche à 
partir du côté libre d'une courbe invariante. Le lemme 2.6.6 assure que ce polygone 
borde un disque qui est le rectangle réalisant l'équivalence entre nos deux s-arches. 

• 

Corollaire 6.3.2. — Les images par h de deux s-arches équivalentes de K sont deux 

s-arches équivalentes de L. 

Lemme 6.3.3. — Soit R un rectangle pour K, dont les côtés sont des segments isolés. 

Alors l'image par h du bord d(R) est le bord d'un rectangle S de L. De plus, 

h({Ws{K) U WU{K)) r\R) = (WS(L) U WU(L)) n S. 

Démonstration. — Considérons le bord stable ds du rectangle i?, et notons ôs son 

image par h. On oriente les horizontales de R, et chaque composante de ds hérite de 

cette orientation. On munit les segments composant ôs de l'orientation induite. On 
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appellera rail de S8 tout segment de variété instable de L d'intérieur disjoint de ô8 et 

ayant ses deux extrémités sur S8. 

Soit a C WU(K) un segment vertical de R. Le segment h(a) est un rail de S8 
qui part du côté non-isolé de chacune des composantes de ô8. Remarquons que tout 

point x de L fï ô8 est l'extrémité d'un et un seul segment de type h(a) ; ce segment 

est un rail, ce qui montre qu'il existe un unique rail partant de x du côté non-isolé 

de ô8, et que ce rail arrive sur l'autre composante de ô8 également du côté non-isolé. 

Remarquons de plus que l'holonomie obtenue en suivant ces rails (l'application qui à 

l'origine associe l'extrémité) est croissante pour l'orientation. 

Soit cr0 l'un des côtés instables de S. Pour montrer le lemme, il nous suffit de mon­

trer que tout rail h(a) est équivalent à h(o~o). Remarquons d'abord que la continuité 

des variétés instables et le fait que la restriction de h à chaque segment de d8 soit 

un homéomorphisme assure que tout rail ayant une extrémité assez proche d'un rail 

donné est équivalent à celui-ci. Les classes d'équivalence de rails induisent donc une 

partition de L f l ôs par des ouverts disjoints qui sont donc en nombre fini par compa­

cité de L n ô8. Ces ouverts sont donc des intersections avec L de segments compacts 

disjoints. 

Soit À2 le dernier (pour l'orientation de ô8) rail équivalent à h(a0). Nous allons 

montrer par l'absurde que À2 est l'autre segment (noté h(a\)) composant ôu, ce qui 

conclura. 

Si À2 n'est pas h(a\), il existe un rail A3 dont les extrémités suivent celles de À2 

(pour l'orientation de ô8) (voir figure 2). Il nous reste juste à montrer que À2 et 

,A 3 

А 2 

h(a0) 

FIGURE 2. Le rail suivant À2 

A3 sont équivalents. Notons a2 et 03 les images réciproques par h de À2 et À3. Ce 
sont deux segments verticaux successifs de R : en particulier, toute s-arche ayant son 
origine sur 02 (resp.03) a son extrémité sur as (resp.cr2), et Pholonomie est croissante 
pour un choix d'orientation des verticales de R. On en déduit que toute s-arche ayant 
son origine sur l'un des Xi a son extrémité sur l'autre. De plus les arches partant 
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des extrémités des A¿ sont contenues dans ôs. Le lemme 6.3.1 montre que toutes les 
s-arches ayant une extrémité sur l'un des A¿ sont équivalentes. On déduit que À2 et 
A3 sont les côtés instables d'un rectangle dont le bord stable est contenu dans ôs. 

Ce rectangle réalise une équivalence entre les rails À2 et A3, et c'est précisément ce 

que nous voulions. • 

Nous pouvons à présent supprimer l'hypothèse imposant que les côtés de R soient 

des segments isolés, puisque tout rectangle est inclus dans un rectangle vérifiant les 

hypothèses du lemme 6.3.3 : 

Corollaire 6.3.4. — Si R est un rectangle de K, alors h(dR) borde un rectangle S de 

L. 

Soit 1Z = {Ri} une partition de Markov de K par rectangles disjoints. Le lemme 6.3.3 

assure que pour tout i, h(dRi) borde un rectangle Si de L. Alors : 

Corollaire 6.3.5. — Les rectangles Si définis ci-dessus recouvrent L et sont deux-à-

deux disjoints. 

Démonstration. — C'est une conséquence directe de ce que h(K fl Ri) = L Cl Si 

(lemme 6.3.3). • 

Pour montrer le théorème 6.0.6 ou la proposition 6.0.8 il faut à présent montrer 

que la famille de rectangles {Si} est une partition de Markov de (L,g) de même type 

géométrique que {Ri}. 

Fin de la démonstration de la proposition 6.0.8. — Notons j í f / , V¡¡!, </>j le type géo­

métrique de la partition de Markov {Ri}. 

Pour tout i, j , k,l notons H{,Vj les rectangles de L bordés par l'image par h du 

bord de H\ et de V¿, respectivement. 

Pour tout i, H\ est un sous rectangle horizontal de S% : en effet, le bord instable 

de H.\ est contenu dans celui de Si, et le bord stable de H\ est l'union de deux rails 

stables de Si (car image par h de rails du rectangle Ri). 

De plus ces rectangles sont deux-à-deux disjoints, et leur numérotation est com­

patible avec l'orientation du bord instable de 5¿ obtenue comme image par h de 

l'orientation des verticales de Ri : il suffit de vérifier cette compatibilité sur les côtés 

instables, et elle se déduit alors de la numérotation des H¡. Enfin, la famille des H\ 

recouvre L fl 5¿. 

De même, pour tout k, les Vk forment une famille de sous-rectangles verticaux de 

Ski deux-à-deux disjoints, recouvrant LnSk et leur numérotation est compatible avec 

l'orientation du bord stable de Sk héritée par h de celle des horizontales de Rk. 

Remarquons que pour connaître l'image d'un rectangle, il suffit de connaître l'image 

de ses quatre sommets. Les sommets a, b, c, d de H¡ sont des points de K dont les 

images a, b, c, d sont les sommets de H\ et appartiennent à L. 
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Soit V¿ = f(H¡), ses sommets sont / (a ) , / (&) , / ( c ) , f{d). Par hypothèse, h est 

une conjugaison des restrictions de / et g à K et L, donc giâ),g(b),g(c),g(d) sont 

les sommets du rectangle Vfe. Donc = Vk. On en déduit que ff? est une 

composante connexe de Si C\g~1(Sk), dont l'image V*k est une composante connexe 

de Skng(Si). 

De plus, toute composante connexe de Skr\g(Si) contient un point de L : en effet le 

bord d'une telle composante connexe est formé de segments stables et instables, dont 

les extrémités sont dans L. Comme les Vk recouvrent L, cette composante connexe 

est l'un de ces rectangles verticaux. Ceci prouve que la famille {Si} est une partition 

de Markov de (L,g). Pour montrer que son type géométrique est le même que celui 

de {Ri}, il reste à vérifier que les restrictions de / et g à H{ et H\ respectent ou 

inversent simultanément les orientations des verticales : comme aucun des rectangles 

(et sous-rectangles) n'est dégénéré (hypothèse sans double-bord), placer les sommets 

des images d'un rectangle ü\ détermine l'action de g sur l'orientation de ses verticales. 

• 

6.4. Contre-exemples, généralisations, conjectures 

Dans ce paragraphe nous verrons pourquoi les hypothèses « A(K) connexe » et « K 
sans double-bord» sont nécessaires pour le théorème 6.0.6 : sans ces hypothèses la 
dynamique restreinte au domaine de K peut posséder des régions où la « vitesse » de 
la dynamique peut être choisie de façon indépendante. Puis, pour analyser ce phéno­
mène, nous définirons un graphe de Smale enrichi noté T, et nous esquisserons une 
généralisation du théorème 6.0.6 avec une hypothèse plus faible qui se lit sur T. Enfin 
nous proposerons quelques conjectures et problèmes qui comparent les dynamiques de 
deux ensembles hyperboliques dont les variétés invariantes sont homéomorphes, sans 
autres hypothèses. 

Supposons d'abord que le domaine de K ne soit pas connexe : le difféomorphisme 

/ induit une permutation de l'ensemble { C i , . . . , Ck} des composantes connexes de 

A(K). Il existe q G N* tel que fq laisse invariante chacune des composantes C¿. Pour 

tout i choisissons un entier a¿ E Z* et considérons sur chaque Ci la restriction de 

fai'V. La proposition 3.4.2 permet de construire une surface compacte S munie d'un 

difféomorphisme de Smale / possédant un ensemble hyperbolique saturé K dont le 

domaine est homéomorphe à A(K) (on notera donc Ci les composantes connexes de 

A(K)) et tel que la restriction de / à C¿ soit conjuguée à la restriction de fai'q à C¿ 

(voir la figure 3). 

Supposons à présent qu'il existe i ^ j tels que les restrictions de fq à C¿ et à Cj 

contiennent chacune une pièce basique non réduite à une orbite périodique. Choisis­

sons alors ai différent de o¿j. On vérifie que f et f ne possèdent pas d'itérés fn et f171 

dont les restrictions à A (AT) et A(K) soient conjuguées. 
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9 = P 

Q = f . 

FIGURE 3 . Quand A(K) n'est pas connexe, les «vitesses» de la dy­

namique sur chaque composante peuvent être ajustées indépendam­

ment 

Voyons à présent un exemple de problème causé par la présence de double-bords. 

La figure 4 ci-dessous montre un ensemble hyperbolique saturé de domaine connexe, 

où le dessin ne détermine pas / à une puissance près. 

Pour rendre compte de ces deux phénomènes, nous allons enrichir le diagramme de 

Smale de la façon suivante (une idée analogue a déjà été utilisée dans [La] et [Fl]) : 
Rappelons que le diagramme de Smale F d'un ensemble hyperbolique saturé K 

avait pour sommets l'ensemble des pièces basiques de K, et utilisait l'ordre -< pour 

définir les arêtes (voir la définition 1 .1 .13 et la remarque qui suit). Rappelons encore 

que toute pièce basique est l'union d'un nombre fini de compacts disjoints Aj, 

permutés par / et transitifs pour toute puissance de / les laissant invariants (voir le 

théorème 1.1.12). Les points de notre diagramme enrichi T sont 

1. d'une part les A^, 

2. d'autre part les quatre séparatrices des A? qui sont des points périodiques selles. 

On décrit une relation d'ordre (encore notée -<) qui généralise à F l'ordre de Smale. 

Voici la description précise de cet ordre : 

1. A{ -< Ai W*(A{) n W"(Alk) 0 
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à gauche a droite 

a = P f = gA 

\9(y) 

f = gA 

f = gA 9(x) 

points de Vensemble hyperbolique K 

séparatrices libres des points fixes doubles bords 

FIGURE 4. Un domaine découpé par les séparatrices libres des points 
fixes double-bords ; les dynamiques à droite et à gauche sont de vi­
tesses indépendantes 

2. Les séparatrices instables d'un point périodique selle sont inférieures pour -< au 
point périodique selle, lui-même inférieur à ses séparatrices stables 

3. une séparatrice instable est supérieure à toute séparatrice stable qu'elle coupe. 

4. une séparatrice instable (resp. stable) est supérieure (resp. inférieure) à tout 

dont elle coupe la variété stable (resp. instable). 

On vérifie que -< ainsi défini sur f est bien une relation d'ordre. On définit alors 

l'ensemble des arêtes orientées de Y de la façon classique suivante : 

Une arête joint deux sommets distincts pi, p2 de r si p2 -< pi et s'il n'existe aucun 

sommet ps distinct de p\ et p2, tel que p2 -< ps -< p\. 

Remarque. — L'ensemble T se projette naturellement sur l'ensemble des points du 

graphe de Smale r de K : à chaque on associe la pièce basique Ai correspondante ; 

à chaque selle et à ses séparatrices on associe l'orbite périodique de la selle. L'ordre 

-< défini sur T passe au quotient par la projection en l'ordre ^ sur T. 
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Appelons graphe de Smale modifié et notons T* le graphe T privé des points pé­

riodiques double-bord et de leurs séparatrices libres. 

Proposition 6.4.1. — La proposition 6.0.7 reste vraie si Von remplace l'hypothèse «K 

sans double-bord et A( i f ) connexe» par l'hypothèse suivante 

«Le graphe de Smale modifié T* est connexe. » 

Idée de la démonstration. — Elle est identique à celle de la proposition 6.0.7 en re­

marquant que les corollaires 6.1.7 et 6.1.8 sont encore vrais avec la nouvelle hypo­

thèse. • 

Conjecture 1. — Le théorème 6.0.6 reste vrai si l'on remplace l'hypothèse «K sans 

double-bord et A (if) connexe» par l'hypothèse «le graphe de Smale modifié T* est 

connexe». 

Si T* n'est pas connexe, alors la proposition 6.0.7 reste vraie sur chacune des 

composantes connexes. Voyons brièvement comment donner un sens précis à cette 

affirmation. 

Soient les composantes connexes de T*. Notons ifj l'ensemble des points de 

if qui sont points d'intersection de variétés stables et instables correspondant à des 

sommets de IV L'ensemble if; n'est pas a priori compact. Cependant, l'union de if; et 

de l'ensemble des points périodiques double-bord possédant au moins une séparatrice 

qui est un point de T{ forme un compact que nous noterons if*. Remarquons que / 

induit une permutation de l'ensemble des I \ et donc aussi des if;. Soit p G N tel que fp 

laisse fixe chacun des ifj. On vérifie alors que Ki est un compact hyperbolique de fp, 

a priori non-saturé. De plus if est l'union des if;, et l'intersection if * n Kj,i ^ j est 

réduite à un ensemble fini de points périodiques double-bord. On peut alors montrer : 

Proposition 6.4.2. — Soient ( i f , / ) et (L,g) deux ensembles hyperboliques saturés de 

difféomorphismes de Smale de surfaces compactes, et soit h un homéomorphisme de 

l'union des variétés invariantes de K sur celles de L, préservant variétés stables et 

variétés instables. 

Soit Ki un compact associé à l'une des composantes connexes de T*(if). Alors 

h{Ki) = L{ est un compact associé à l'une des composantes connexes de r*(L) . De 

plus, il existe Pi,qi G N* tels que fPi et gqi laissent invariants respectivement Ki et 

Li et tels que h induise une conjugaison des restrictions de fPi et gqi à Ki et Li 

respectivement. 

Nous pensons de plus que l'on peut découper le domaine A (if ) suivant l'union des 

variétés stables des points double u-bord et des variétés instables des points double s-

bord et que le théorème 6.0.6 est alors vrai sur chacune des composantes connexes du 

domaine ainsi découpé. Voici, sans démonstration, quelques énoncés qui nous semblent 

vrais, et qui donnent la généralisation complète du théorème 6.0.6. 
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Pour chaque point périodique x G if de type double s-bord, les deux séparatrices 

instables de x sont libres, et l'on en déduit que la variété instable de x est un fermé 

de A ( i f ) . L'union des variétés instables des points périodiques double s-bord et des 

variétés stables des points périodiques double u-bord est alors un fermé de A ( i f ) , 

invariant par / . Notons le DB(K). Découpons A ( i f ) suivant cet ensemble de courbes. 

Conjecture 2 

1. 4̂ chaque composante connexe T{ de T* correspond une composante connexe de 

A(K)\DB(K) ; notons Ci Vadhérence dans A (if) de cette composante connexe. 

Alors Ki est égal à K fl Ci. 

2. Soient (if, / ) et (L,g) deux ensembles hyperboliques saturés de difféomorphismes 

de Smale de surfaces compactes, et soit h un homéomorphisme de l'union des 

variétés invariantes de K sur Vunion de celles de L, préservant les variétés 

stables et instables. Alors pour tout i il existe Pi,qi > 0 et un homéomorphisme 

hi de Ci sur d conjuguant les restrictions de fPi et gqi à d et Ci. 

On peut encore chercher à affaiblir les hypothèses du théorème 6.0.6, en ne sup­
posant pas que l'homéomorphisme h préserve les variétés stables ou instables. Cette 
hypothèse est bien sûr nécessaire dans le cas où (if, / ) est un difféomorphisme d'Ano-
sov du tore T2 ou plus généralement un attracteur hyperbolique : dans ce cas l'union 
des variétés invariantes de if est homéomorphe à une surface compacte privée d'un en­
semble fini, et la seule donnée de cette surface ne suffit pas à caractériser la dynamique 
à itération près. 

Considérons donc ( i f , / ) , un ensemble hyperbolique saturé sans attracteur ni ré-
pulseur, et supposons if sans double-bord. La structure de produit local nous dit que 
chacune des laminations stable ou instable est localement de la forme « ensemble de 
CantorxE», et qu'elles se coupent transversalement, formant ainsi un grillage. On 
peut montrer le lemme suivant : 

Lemme 6.4.3. — Soit Ci, C2, C3, C4 quatre compacts de R homéomorphes à des en­

sembles de Cantor. Soit h un homéomorphisme du grillage plan Ci x M U M x C2 sur 

le grillage plan C3 x MUR x C4. Alors h vérifie l'une des deux affirmations suivantes : 

1. L'image de toute droite verticale est une droite verticale et l'image de toute 

droite horizontale est une droite horizontale. 

2. L'image de toute droite verticale est une droite horizontale et l'image de toute 

droite horizontale est une droite verticale. 

Nous pensons qu'une version locale de ce lemme permet de montrer l'affirmation 

suivante : 

Conjecture3. — Soient ( i f , / ) et (L,g) deux compacts hyperboliques saturés de difféo­

morphismes de Smale, sans double-bord et de domaines connexes, et sans attracteur s 

ni répulseurs. Soit h un homéomorphisme de l'union des variétés invariantes de K 
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sur celles de L. Alors il existe un homéomorphisme de A(K) sur A(L) , conjuguant f 

et g et coïncidant avec h sur K. 

Les ébauches de raisonnement qui nous permettent de croire en la conjecture ci-

dessus sont mis en défaut par la présence de double-bord. Cependant, même dans le 

cadre de difféomorphisme de type Morse Smale nous n'avons pas trouvé d'autre type 

de contre-exemple que ceux présentés au début de ce paragraphe. 

Problème 6.4.4. — Que reste-t-il de la conjecture ci-dessus en présence de double-

bord? 

Rappelons enfin que pour les difféomorphismes d'Anosov du tore T2, deux difféo-

morphismes possédant des feuilletages stables qui sont conjugués (mais pas a priori 

leurs feuilletages instables) possèdent des itérés qui sont conjugués. Ceci amène à se 

poser la question suivante 

Problème 6.4.5. — Soient (K,f) et (K',f) deux ensembles hyperboliques saturés 

tels qu'il existe un homéomorphisme h: WS(K) —> WS(K'). Cette seule information 

permet-elle de comparer les dynamiques de f et f ? 
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CHAPITRE 7 

GENRE D'UNE PARTITION DE MARKOV 
GÉOMÉTRIQUE ET RÉALISABILITÉ 

(PAR C. BONATTI ET E. JEANDENANS) 

Nous avons introduit, au paragraphe 5.6, la notion de type géométrique réalisable, 

nous en rappelons ici la définition : 

Définition 7.0.6. — Nous dirons que le type géométrique T = (n, {hi}, {vi} ,$) est 

réalisable s'il existe un difféomorphisme de Smale f d'une surface compacte et un 

ensemble hyperbolique saturé de f admettant une partition de Markov M dont le type 

géométrique est précisément T. 

Nous allons établir, dans ce chapitre, une condition nécessaire à la réalisabilité, du 

moins sous l'hypothèse que T ne possède pas de double-bord (cf. la définition 7.2.1 

et la relation avec les double-bords d'un ensemble hyperbolique saturé au début du 

paragraphe 7.2). 

Pour cela, nous définissons, au paragraphe 7.3, le genre g(T) du type géométrique 

T sans double-bord : aux paragraphes 7.1, 7.2 et 7.3, nous construisons, pour tout m G 

N, une surface à bord TZm obtenue par recollement des raîèmeMtérés des rectangles 

par une dynamique symbolisée par T. Cette construction est indépendante de la 

«réalisation» de T que l'on aura choisie. En particulier, si T est réalisable par un 

difféomorphisme de Smale / et un ensemble hyperbolique saturé K de f qui admet 

{Ri} comme partition de Markov, la surface TZm est homéomorphe à l'union des 

j*èmeMtérés des rectangles Ri, pour 0 < j < m. La suite des TZm est croissante pour 

l'inclusion ; la suite (pm)meN, où gm est le genre de 7£m, est donc croissante. Le genre 

de T sera la borne supérieure de (pm)mGN-

Une condition nécessaire à la réalisabilité est que le genre de T soit fini. Nous 

pensons savoir montrer que cette condition est également suffisante, ceci sera l'objet 

d'un travail ultérieur. 

La suite du chapitre consiste alors à caractériser les types géométriques de genre 

fini. Pour ce faire, nous mettons en évidence au paragraphe 7.4 trois types de positions 
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géométriques d'itérés des rectangles Ri qui forcent le genre de T à être infini : nous 

les appelons obstructions. 

Nous montrons ensuite le théorème 7.4.8 qui donne l'équivalence entre la finitude de 

g(T) et le fait que la surface TZQU (OÙ n est le nombre de rectangles de T) ne présente 

aucune des trois obstructions. La preuve de ce théorème occupe les paragraphes 7.5, 
7.6, 7.7 (où l'on démontre la finitude du genre en l'absence d'obstruction) et 7.8 (qui 

donne la preuve de la réciproque). 

Enfin, au paragraphe 7.9, nous montrons que si T ne possède qu'un unique rec­

tangle, le genre g(T) est soit nul, soit infini. Nous donnons également, en conjecture, 

un majorant du genre d'un type géométrique sans double-bord et de genre fini. 

7.1. HV-surfaces à bord et à coins 

Dans ce paragraphe, nous allons construire des surfaces à bord et coins et mu­

nies de deux feuilletages transverses. Ces surfaces seront obtenues par recollement 

de rectangles le long de sous-rectangles. Afin de vérifier que le résultat est bien une 

surface, nous allons d'abord introduire la notion de HV-surface et montrer un lemme 

de construction par itération de ces surfaces. 

Définition 7.1.1. — Une HV-surface à bord et à coins est une surface topologique 

compacte S à bord, non nécessairement connexe, avec un atlas {(Ui^fa)} où les fa 

sont des homéomorphismes tels que fa(Ui) soit inclus 

soit dans 

Q = { x > 0 } n { 2 / > 0 } C I R 2 , 

soit dans 

Q = R2 \ Int(Q) = {x < 0} U {y < 0} C M2, 

où les changements de cartes (fijocf)^1 sont des éléments du groupe produit Homeéo(R) x 

Homeéo(IR). 

Définition 7.1.2. — Soit m un point d'une HV-surface à bord et à coins. On dira que 

m est : 

1. un point intérieur s'il existe une carte en m (Ui, fa) telle que fa(m) appartienne 

à l'intérieur de Q ou à l'intérieur de Q, 

2. un bord vertical s'il existe une carte en m (Ui,fa) telle que (j)i(m) ait pour 

coordonnées (0,y) avec y > 0 ((f>i(m) appartient au bord vertical { 0 } x [0,+oo[ 

de Q ou de Q), 

3. un bord horizontal s'il existe une carte en m (Ui^fa) telle que (f>i(m) ait pour 

coordonnées (x, 0) avec x > 0 (4>i(m) appartient au bord horizontal [0, +oo[x {0} 

de Q ou de Q), 
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un coin convexe 

un coin concave 

FIGURE 1. Une HV-surface à bord et à coins 

4. un coin convexe s'il existe une carte (Ui,<j>i) centrée en m telle que 0¿(E/¿) s°it 

inclus dans Q et </>i(m) = (0,0), 

5. un coin concave s'il existe une carte (Ui,<t>i) centrée en m telle que </>i(Ui) soit 

inclus dans Q et (/>i(m) = (0,0). 

Remarque. — L'ensemble des coins (concaves et convexes) de S est l'intersection du 

bord vertical et du bord horizontal de S. 

Remarque-notation. — Toute HV-surface à bord et à coins S est munie de deux 

feuilletages transverses, que nous appellerons feuilletage horizontal et feuilletage ver­

tical. Le premier est l'image réciproque par les <j>i du feuilletage par les horizontales de 

Q ou Q, le second de leur feuilletage par les verticales. Nous qualifierons d'horizontal 

(resp. vertical) un segment de la surface S inclus dans son feuilletage horizontal (resp. 

vertical). Nous noterons dhS le bord horizontal de S et dvS son bord vertical. Le bord 

de S est l'union d'un nombre fini de segments horizontaux et de segments verticaux. 

Définition 7.1.3 

1. Nous appellerons sous-rectangle tout disque topologique D tel qu'il existe (U,(/>) 

compatible avec l'atlas de la HV-surface S avec <¡>{D) = [0, l]2. 

2. Un sous-rectangle horizontal d'une HV-surface S est un sous-rectangle de S dont 

le bord vertical est inclus dans le bord vertical de S. Un sous-rectangle V de S 

est vertical si son bord horizontal dhV est inclus dans dhS. 

Lemme 7.1.4. — Soit A une HV-surface à bord et à coins. Soit F une HV-surface à 

bord et à coins, qui est une union disjointe de rectangles. 

Soient Hi,H2 • • • ,H^ /i sous-rectangles horizontaux de T deux-à-deux disjoints. 
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Soient Vi, V2 • • •, ¡1 sous-rectangles verticaux de A deux-à-deux disjoints tels que, 

pour tout i, le bord horizontal de Vi soit disjoint des coins concaves de A. 

Soit $ un homéomorphisme de l'union des Hi dans l'union des Vi tel que, pour 

tout i, $ \ Hi soit un élément du groupe Homeéo(R) x Homeéo(R). 

Alors l'espace topologique S obtenu en recollant A et F par l'homéomorphisme $ 

est une HV-surface à bord et à coins. 

Démonstration. — Remarquons que S est séparée car on a recollé deux ensembles 

compacts par un homéomorphisme le long de sous-ensembles compacts donc la relation 

d'équivalence par laquelle on quotiente est fermée (cf. [Go] p.25). 

Dans S, la carte en un point m € S n'appartenant pas à l'union des Hi (qui est 

égale à l'union des Vi) est la même que la carte en m pour A ou T. 

Soit m un point de S correspondant à un point m\ du sous-rectangle vertical Vi 

et à un point rap = $_1(m5) du sous-rectangle horizontal Hj. 

Supposons que rar soit un point de Hj\dh(Hj) ou de dhF ; autrement dit, que mr 

possède un voisinage Ur inclus dans Hj. Alors $(Ur) est l'intersection avec Vi d'un 

voisinage U\ de TUA dans A. L'injection de U\ dans S définit alors un voisinage de m 

dans S, et donc une carte en ce point. 

De même, si m A G Vi possède un voisinage dans A qui est inclus dans Vi, alors 

une carte en mr donne une carte de 5 en m. En utilisant le fait que dh(Vi) est inclus 

dans dh(A), on vérifie que si m A ne possède pas cette propriété, alors il appartient à 

dv(Vi). De plus, soit m A n'appartient pas à dv(A), soit m A est un coin concave de A. 

Les seuls points m de S au voisinage desquels nous n'avons pas encore défini de 

carte sont ceux tels que mr appartient à un côté horizontal de Hj inclus dans F\dh(F) 

et où TUA est un point de dv(Vi) qui soit est un coin concave de A soit n'appartient 

pas à dv(A). 

Comme mr appartient à dh(Hj), le point TUA appartient à dh(Vi) (donc est l'un 

des coins de Vi) qui est disjoint des coins concaves de A par hypothèse. Il faut donc 

que m A soit un point de dv(Vi) \ dv(A) : on se convainc facilement qu'en recollant un 

voisinage de mr dans T à un voisinage de m A dans A on obtient un voisinage de m 

qui en fait un coin concave de S (cf. la figure 2). 

L'application $ de recollement est définie par morceaux par des éléments du groupe 

Homeéo(R) x Homeéo(R) donc les nouveaux changements de carte sont encore dans 

ce groupe. • 

Remarques. — Soient A et F vérifiant les hypothèses du lemme 7.1.4 et soit 

S = ( A j J r ) / * 

la HV-surface obtenue par recollement. 
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mr e dh(Hi)\dh(T) 
mA e dv(Vi) 

sous rectangles 
horizontaux Éj de F 

sous rectangles 
verticaux Vi de A 

m, un nouveau point concave 

FIGURE 2. Les coins de S 

1. Le bord horizontal de S est l'union du bord horizontal de A privé de l'intérieur 

des côtés horizontaux des sous-rectangles V* et du bord horizontal de F : 

dhS = ((dhA) \ (UidhVi)) U dhF. 

2. Les coins concaves de S sont de deux sortes. 

D'une part, les coins concaves de A sont encore des coins concaves de 5. En 

effet, soit c un coin concave de A. Si c appartient à un sous-rectangle V*, il est 

dans son bord vertical par hypothèse. Il existe alors un segment a(c) dans le 

bord horizontal de A, issu de c et disjoint des côtés horizontaux de tous les 

sous-rectangles V} (sur lesquels on fait les recollements). Par conséquent, a(c) 

est encore un segment dans le bord horizontal de S, ce qui assure que c est un 

coin concave de S. 

D'autre part, m est un nouveau coin concave de S si et seulement si le point 
mr est dans le bord vertical de H{ sans être un coin de F et le point m A est dans 
le bord horizontal de Vj = $(Hi) sans être un coin (convexe) de A. Autrement 
dit, m A est un coin d'un sous-rectangle vertical sans être un coin convexe de A 
et mr est un coin d'un sous-rectangle horizontal de F sans être un coin de F (cf. 

la figure 2). 

3. La projection canonique de A et celle de F dans S sont des plongements. 

Soient A et F deux HV-surfaces vérifiant les hypothèses du lemme 7.1.4. Nous allons 

à présent analyser plus précisément le cas particulier suivant où l'on impose à dhF 

d'être inclus dans l'union des côtés horizontaux des sous-rectangles horizontaux H{. 

Cette nouvelle hypothèse équivaut au fait que, dans chaque rectangle R composante 

connexe de T, les sous-rectangles horizontaux extrémaux ont un côté horizontal qui 

coïncide avec un côté horizontal de R. Pour illustrer les deux lemmes que voici, cf. la 

figure 3. 
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Lemme 7.1.5 Soient A et T deux HV-surfaces vérifiant les hypothèses du lemme 7.1.4-

Supposons que dhT soit inclus dans dh(UiHi). Appelons S la HV-surface à bord et à 

coins obtenue en quotientant Vunion disjointe de A et de Y par Vhoméomorphisme 

Alors le bord horizontal de S est inclus dans le bord horizontal de A. Plus précisé­

ment, dhS est égal à dhA privé des côtés horizontaux de sous-rectangles verticaux Vi 

qui, dans S, ne sont pas identifiés par $ avec des segments de dhT. 

De plus, le bord horizontal de V est disjoint des coins concaves de la surface S. 

Démonstration. — Montrons d'abord que le bord horizontal de V est dans (UidhVi) C 

dhS. Chaque composante connexe de dhT coïncide par hypothèse avec un côté hori­

zontal de sous-rectangle horizontal. Ce côté s'identifie par $ dans 5 à un côté hori­

zontal de sous-rectangle vertical de A, i.e. à un segment inclus dans dhA. Comme on 

a : 

dhS = ((dhA) \ (UidhVi)) U dhT, 

et qu'on vient de montrer que dhT est dans dhA, on a le premier point du lemme. 

Le bord horizontal des sous-rectangles verticaux V% est, par hypothèse, disjoint 

des coins concaves de A. Le bord horizontal de T est donc disjoint dans S des coins 

concaves de S qui proviennent des coins concaves de A. La remarque faite après le 

lemme 7.1.4 nous assure de plus que les nouveaux coins concaves de S proviennent d'un 

point rar de T appartenant à dT \ dhT et d'un point m A de A qui est un coin de sous-

rectangle vertical mais pas un coin de A. Le point m A est donc une extrémité d'un côté 

horizontal de sous-rectangle vertical. Comme les côtés horizontaux des sous-rectangles 

verticaux V\ sont deux-à-deux disjoints dans le bord de A et que dhT s'envoie par $ 

dans certains de ces segments, dhT est également disjoint des nouveaux coins concaves 

de S. • 

Lemme 7.1.6. — Sous les hypothèses du lemme 7.1.5, Vadhérence de toute composante 

connexe de S \ A est un rectangle dont les côtés horizontaux sont inclus dans le bord 

horizontal des sous-rectangles verticaux de A C S. De plus, ces rectangles sont deux 

à deux disjoints. 

Démonstration. — On a vu, dans les remarques précédant le lemme 7.1.5, que A et 

T se plongeaient dans S. L'adhérence de S\ A est donc l'adhérence de T privée de son 

intersection avec A. Le résultat découle du fait que l'on recolle ces deux surfaces T et 

A le long de sous-rectangles deux-à-deux disjoints. • 

7.2. Type géométrique sans double-bord et réalisation 

Comme annoncé dans l'introduction de ce chapitre, nous voulons construire des 

surfaces compactes qui réaliseront T. La première étape de cette construction est 

de choisir des rectangles non dégénérés (i.e. non réduits à un segment voire à un 

point), munis d'une dynamique que symbolise l'application $ de T. Nous appellerons 
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dh(T) C dh(UHi) dh(S)cdh(A) 

A 

une composante de S\A 
est un rectangle de bord 
horizontal inclus dans dh(A) 

FIGURE 3 . dhT c dhS et Adh (S \ A) est une union disjointe de rectangles 

concrétisation une telle famille de rectangles munis de leur dynamique. Supposons 

que le type géométrique T d'une partition de Markov d'un ensemble hyperbolique 

saturé possède des double-bords. Toute concrétisation de T est soit non-hyperbolique, 

soit avec des rectangles dégénérés. Nous ne pouvons donc pas espérer construire une 

surface en recollant les rectangles d'une telle concrétisation et leurs itérés. Dans ce 

paragraphe, nous allons donc introduire et caractériser les types géométriques de 

partition de Markov sans double-bord. Nous vérifierons que cette notion correspond 

bien, si le type géométrique est réalisable, à la notion de double-bord introduite pour 

un ensemble hyperbolique saturé. Après avoir donné une caractérisation matricielle 

simple des types géométriques sans double-bord, nous montrerons qu'ils admettent 

une concrétisation hyperbolique, que nous appellerons réalisation. 

Rappelons que T est la donnée de : 

1. un entier non-nul n G N, 

2. pour tout i G { 1 , 2 , deux entiers non-nuls hi,V{ G N , de façon que l'on 

ait : 

S 

% 

HI = Vi, 
i 

3. pour tout i G { 1 , 2 , . . . , n } , deux ensembles finis h\, pour j G {! , . . . , /&. ] et 

v\, pour k e {!,...,Vi] 

4. et une application $ de l'ensemble h\,i G { l , . . . , n } , j G { 1 , . . . , ^ } dans 

l'ensemble \v[, k G { 1 , . . . , n } , l G { 1 , . . . , Vk}} x {—, + } , induisant une bijection 

par «oubli des signes». 
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Définition 7.2.1. — Nous dirons que T est un type géométrique avec double-bord(s) 

stable (s) s'il existe un cycle d'indices compris entre 1 et n : 

¿1 -> ¿2ffc ù+i = iiffc ù+i = ii 

tel que pour tout t € { 1 , 2 , . . . , k}, on ait l'entier hit égal à 1 (donc le sous-ensemble 

{ hji, j = 1,2,...,hit | est réduit au singleton {h\t}) et $(h}t) égal à (v\t+1,e) pour 

un certain l compris entre 1 et Vit+1 et s indifféremment égal à ± 1 . 

On définit de même un type géométrique avec double-bord (s) instable(s) s'il existe 

un cycle d'indices tels que l'entier Vj correspondant soit égal àl et tels que l'antécédent 

par <î>, quand on oublie le signe de vl-, soit un hl-+1 pour l entre 1 et hj+i. 

Cette notion est compatible avec la notion de double-bord introduite précédem­

ment, comme l'explique la proposition suivante : 

Proposition 7.2.2. — Soit K un ensemble hyperbolique saturé de partition de Markov 

M de type géométrique T. On a équivalence entre : 

1. K possède des double-bords stables (resp. instables), 

2. T possède des double-bords stables (resp. instables). 

Démonstration. — Supposons que K possède un double-bord stable. Il a alors un 

point périodique p double-bord stable. Les deux séparatrices instables issues de p 

sont libres donc sortent du rectangle de la partition de Markov contenant p sans 

rencontrer K. Par conséquent, le rectangle de la partition contenant p est réduit à 

un segment stable contenant p. Le sous-rectangle vertical image de ce segment est 

également un segment donc le rectangle de la partition de Markov qui le contient est 

lui aussi réduit à un segment. On construit ainsi facilement un cycle de rectangles 

réduits à des segments stables correspondant à l'orbite de p, ce qui prouve que le type 

géométrique T admet des double-bords stables. 

Réciproquement, supposons que T possède des double-bords stables. Le choix du 

cycle {¿1, ¿2,.. •, ik) montre que l'image par fk d'un segment vertical de Rix est exac­

tement un segment vertical de R{1. L'application fh envoie donc les côtés horizontaux 

de Ri dans eux-mêmes par une stricte contraction. Chacun des côtés horizontaux de 

Ri possède par conséquent un point périodique pi. Le segment vertical instable pas­

sant par le point périodique pi est donc fixe par fh, et donc réduit au point pi. On en 

déduit que le rectangle de la partition de Markov de K contenant pi est réduit à un 

segment stable contenant pi, ce qui équivaut à dire que pi est un double-bord stable 

de K. • 

Voyons à présent une autre caractérisation simple des types géométriques sans 

double-bord. 

Etant donné un type géométrique T — (n, {hi} , {vi} , on définit sa matrice d'in­

cidence (avec multiplicité) A = (dij) G M(n,N) de la façon suivante : le coefficient 

dij est le nombre de hk dont l'image par <l> (après oubli du signe) est de la forme vlj. 
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Dans le cas où T est le type géométrique d'une partition de Markov {Ri}, le 

coefficient dij est le nombre de composantes connexes de f(Ri) fl Rj. 

Remarque. — Avec les notations ci-dessus, le terme hi de T est la somme des 

coefficients de la ième ligne de la matrice A, c'est-à-dire hi = ]Tj a,ij. De même, Vj 

est la somme Yli ai,j des coefficients de la jeme colonne. 

Nous allons voir que l'existence de double-bord se lit sur la somme des coefficients 

des lignes et des colonnes des itérés de la matrice A. Voici d'abord un lemme qui nous 

permettra de contrôler ces sommes. 

Lemme 7.2.3. — Soit A = (aij) une matrice à coefficients dans N, telle que la somme 

des coefficients d'une ligne ou d'une colonne quelconque est non-nulle. Pour toutk > 1 

et tout i G { 1 , . . . ,n}, notons Xk (resp. 7*) la somme des coefficients de la ierne ligne 

(resp. colonne) de la matrice Ak. 

Alors, pour touti, les suites (Xk)keN et (ji)keN sont croissantes. 

Démonstration. — En effet, on vérifie que A*+1 = ^ z akt • À; et on conclut en remar­

quant que tous les Xi sont plus grands que 1 et que Xk = akt. On a les mêmes 

formules en remplaçant À par 7. • 

Lemme 7.2.4. — Le type géométrique T est sans double-bord si et seulement si, pour 

tout m > n et pour tout i, la somme X™ (resp. j™) des coefficients de la ierne ligne 

(resp. colonne) de A™ est supérieure ou égale à 2. 

Démonstration. — Il est facile de montrer par récurrence sur k que, pour tout i, j G 

{ 1 , . . . , n } , les deux propriétés suivantes sont équivalentes : 

1. il existe une suite finie d'indices i — n ,z2 , . . . , û = j telle que, pour tout t G 
{ 1 , 2 , . . . , k}, l'entier hit soit égal à 1 et que $(h]t ) soit égal (en oubliant le signe) 
à v\ pour un certain l compris entre 1 et Vit+1 ; 

2. le coefficient akj de la matrice Ak est égal à 1 et pour tout / ^ j le coefficient 

akt est nul. 

On en déduit que l'existence d'un double-bord stable est équivalente à l'existence d'un 

entier k > 0 et d'un indice i G { 1 , 2 , . . . , n} tels que la ièrne ligne de la matrice Ak ait 

tous ses coefficients nuls excepté ak{. Ceci implique que pour tout m > 0, la somme 

des coefficients de la ième ligne de l'itéré A171 sera égal à 1. 

Réciproquement, soit k > n et i G {1 ,2 , tels que Xk = 1 ; alors d'après 

le lemme 7.2.3, pour tout Z < fc, la somme A' est égale à 1. Notons j tel que akj 

soit l'unique coefficient non-nul de la ième ligne de Ak. Comme la suite finie i = 

il,... ,ik = j décrite dans la première propriété ci-dessus est de longueur supérieure 

à n, on en déduit l'existence d'un cycle définissant un double-bord stable pour T (cf. 

la définition 7.2.1). 
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On montre de même que l'existence d'un double-bord stable pour T est équivalente 

à ce que An+1 possède une colonne dont la somme des coefficients est égale à 1. • 

Maintenant que nous avons caractérisé les types géométriques sans double-bord, 

nous allons pouvoir donner la première étape de la construction des surfaces à bord 

TZm annoncées en introduction de ce chapitre. 

Définition 7.2.5. — Une concrétisation ({Ri, i = 1,2, . . . , n} , 0) du type géométrique 

T sans double-bord sera la donnée de : 

1. n rectangles orientés Ri munis de leur feuilletage par les verticales, de leur 

feuilletage par les horizontales et d'une orientation des horizontales, les verti­

cales étant orientées de telle sorte qu'un couple formé par une horizontale et 

une verticale munisse Ri de l'orientation directe, 

2. pour tout i compris entre 1 et n et tout j entre 1 et hi, un sous-rectangle hori­

zontal H\ de Ri, les sous-rectangles H¡ étant deux-à-deux disjoints, H} (resp. 

H^) ayant son côté horizontal inférieur (resp. supérieur) coïncidant avec le 

côté horizontal inférieur (resp. supérieur) du rectangle Ri et la numérotation 

des Hj étant compatible avec l'orientation des verticales de Ri, 

3. pour tout i de 1 à n et tout j de 1 à Vi, un sous-rectangle vertical V{J de Ri, 

ces sous-rectangles étant deux-à-deux disjoints, V¿ (resp. ) ayant son côté 

vertical gauche (resp. droit) égal au côté vertical gauche (resp. droit) de Ri et 

la numérotation des V? étant compatible avec l'orientation des horizontales de 

Ri y 

4. un homéomorphisme (j> de l'union \Ji • H\ dans l'union \Jkl Vk vérifiant la pro­

priété suivante : pour tous i,j,k,l tels que = (vlk,e) avec £ = ± 1 , la 

restriction de (/) à H¡ est un homéomorphisme dans V¿ préservant l'orientation, 

conjuguant les feuilletages horizontaux et les feuilletages verticaux des sous-

rectangles et préservant ou inversant l'orientation des verticales suivant que e 

vaut 1 ou — 1 respectivement. 

Définition 7.2.6. — On dira d'une concrétisation qu'elle est affine si pour tout (i,j), 

la restriction de (j) au sous-rectangle Hj est une application affine sur le sous-rectangle 

vertical correspondant. 

Les concrétisations ont comme essentiel défaut de ne pas être a priori hyperbo­

liques. Nous allons à présent définir des concrétisations ayant une propriété topolo­

gique remplaçant Phyperbolicité, nous les appellerons réalisations et ce sont elles qui 

nous serviront dans la suite à construire les HV-surfaces à bord et à coins TZm. 

Notons If, pour tout i, le quotient, par les horizontales, du rectangle Ri d'une 

concrétisation ; c'est un segment (non réduit à un point) orienté par l'orientation des 

verticales de Ri. L'image des hi sous-rectangles horizontaux Hj de Ri est une fa­

mille de sous-segments J\ de If deux-à-deux disjoints et d'indexation croissante pour 

ASTÉRISQUE 250 



7.2. TYPE GÉOMÉTRIQUE SANS DOUBLE-BORD ET RÉALISATION 163 

l'ordre de R{. Les extrémités de If1 sont extrémités de et de J}. L'homéomor-

phisme (j) a été choisi préservant les feuilles du feuilletage horizontal, il passe donc au 

quotient en une application (f)u. Si (j)(H¡) est égal à V^, la restriction de 4>u à J\ est 

un homéomorphisme de J¡ dans / £ . 

De même, le passage au quotient par les verticales définit des segments If et </>-1 

passe au quotient en une application (0-1)5. 

Définition 7.2.7. — Nous appellerons réalisation toute concrétisation du type géo­

métrique T telle que les applications c/)u et (</>-1)s définies ci-dessus sont continues 

markoviennes (cf. la définition 5.1.3). 

Proposition 7.2.8. — Pour tout type géométrique sans double-bord, il existe au moins 

une réalisation. 

Tout type géométrique admet une concrétisation affine. La preuve de la proposition 

est donc une conséquence directe du lemme que voici : 

Lemme 7.2.9. — Soit T un type géométrique sans double-bord. Alors toute concréti­

sation affine de T est une réalisation. 

Démonstration. — Soit ({Ri},(/)) une concrétisation affine de T. Nous allons mon­

trer que </>n+1 est hyperbolique, c'est-à-dire qu'en tout point de son domaine de dé­

finition sa différentielle dilate les vecteurs verticaux et contracte les vecteurs hori­

zontaux : ainsi les applications (cf)u)n+1 et ((</>_1)s)n+1 seront-elles dilatantes donc 

markoviennes. Les arguments étant identiques pour <\>u et (</>-1)s, nous ne donnons 

que la démonstration du caractère dilatant de <\>u. 

Le domaine de définition de l'application </>n+1 est formé d'une union de sous-

rectangles horizontaux deux-à-deux disjoints et inclus dans les Hf et l'image de chacun 

de ces sous-rectangles horizontaux est un sous-rectangle vertical inclus dans un V¿. 

La restriction de 4>n+1 à une composante connexe de son domaine de définition est 

affine et préserve le feuilletage horizontal et le feuilletage vertical. Notons A = (a¿?J) 

la matrice d'incidence de T. Alors le coefficient a^j1 de la matrice AnJrl est égal au 

nombre de composantes connexes du domaine de définition de 0n+1 incluses dans Ri 
dont l'image par 0n+1 est incluse dans Rj (en d'autres termes, a™+1 est le nombre de 

composantes connexes de 0n+1(fí¿) H Rj). 
D'après le lemme 7.2.4, la somme des coefficients d'une ligne quelconque de An+1 

est supérieure à 2, on en déduit que pour tout i, Ri contient au moins deux compo­

santes connexes du domaine de définition de 0n+1. Munissons chaque rectangle Ri 
d'une métrique euclidienne de telle sorte que la longueur des côtés verticaux et hori­

zontaux soit égale à 1. Toute composante connexe p du domaine de définition de 0n+1 

est alors un sous-rectangle horizontal dont la longueur du côté vertical est strictement 

inférieure à 1 ; notons e E]0,1[ la borne supérieure de ces longueurs. De plus, la com­

posante connexe p s'envoie par une application affine sur un sous-rectangle vertical 
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dont, par définition, le côté vertical est de longueur 1. L'application 0n+1 dilate donc 

strictement les vecteurs verticaux d'un facteur supérieur à 1/e. On en déduit que la 

différentielle de (0u)n+1 est supérieure à ce qui montre que (f)u est dilatante. • 

7.3. Genre d'une partition de Markov géométrisée 

Soit T un type géométrique de partition de Markov sans double-bord. Dans ce 

paragraphe, nous allons construire, à partir d'une réalisation (dont la définition et 

l'existence ont été données dans le paragraphe 7.2), des HV-surfaces à bord et à coins 

IZm munies d'une dynamique (nous les appellerons m*eme5-réalisantes) qui caractéri­

seront le type géométrique T. Ces surfaces compactes nous permettront de définir le 

genre d'un type géométrique de partition de Markov et, dans les paragraphes suivants, 

d'étudier la finitude éventuelle de ce genre. Rappelons que nous pouvons construire ces 

IZm car les rectangles d'une réalisation de T sans double-bord ne sont pas dégénérés 

(Le. non réduits à un segment voire à un point). 

Définition 7.3.1. — Soit ({Ri} ,</>) une réalisation du type géométrique T sans double-

bord. Nous appellerons trou horizontal de Ri et noterons H\ pour tout j = 1,2, . . . , 

hi — 1 le sous-rectangle horizontal de Ri séparant les sous-rectangles horizontaux suc­

cessifs H{ etH{+l. 

De même, nous appellerons trou vertical et noterons V? le sous-rectangle vertical 

de Ri qui sépare les sous-rectangles verticaux successifs V? et VJ+1. 

Définition 7.3.2. — Soit ({Ri} , 0) une réalisation du type géométrique T sans double-

bord. Nous noterons 1Z Vunion disjointe des n rectangles Ri. 7Z x { 0 } sera notée 1ZQ 
et pour tout m > 0, nous noterons IZm Vunion disjointe de m + 1 copies 1Z x {%} de 

1Z quotientée par la relation : 

V2 = 0 , l , . . . , m - 1 (x,i) = (0_1(x),z-f 1) 

partout où celle-ci a un sens. Nous appellerons 1Zm la m%erne-réalisante de T relative 

à ({Ri} ,</>)• 

Lemme 7.3.3. — Soit T un type géométrique sans double-bord. Soient ({Ri} , (/>) une 

réalisation et !Zm les réalisantes relatives à cette réalisation. Pour tout m > 0, IZm 

est une HV-surface à bord et à coins orientée. 

Démonstration. — Montrons par récurrence sur k que TZk est une HV-surface à bord 

et à coins orientée telle que les sous-rectangles V? x {k} soient verticaux et qu'ils aient 

leur bord horizontal disjoint des coins concaves de TZk (cf la figure 5). 

- La surface TZo vérifie clairement l'hypothèse : en tant qu'union disjointe de n 

rectangles du plan, c'est une HV-surface à bord et à coins orientée sans coin concave 

et les sous-rectangles V? x { 0 } sont verticaux par définition. 
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R 

f (R) 

f x(R) 

FIGURE 4. Les surfaces 1Zn = R1 R1 fci = R U 

f(R) et K2 = R U / ( # ) U /2( i î ) du fer à cheval 

- Supposons l'hypothèse de récurrence vérifiée pour TZk, k < r — 1, et montrons que 

lZr la vérifie aussi. 7Zr est obtenue de 1Zr-i en collant par 0, sur les sous-rectangles 

verticaux V? x {r — 1}, les sous-rectangles horizontaux i ï | x { r } de la surface 7£ x { r } 

qui est une union d'un nombre fini de rectangles disjoints. Les surfaces Hr-i et IZx {r} 

vérifient les hypothèses du lemme 7.1.4 donc TZr est une HV-surface à bord et à 

coins. L'application 0 préserve l'orientation donc 1Zr est une surface orientée. De plus, 

dh(1Z x { r } ) est une union finie de côtés horizontaux de sous-rectangles horizontaux 

donc le lemme 7.1.5 s'applique et nous donne : 

1. Le bord horizontal de tout sous-rectangle V? x { r } est inclus (par dans le 

bord horizontal d'un sous-rectangle vertical Vfcz x {r — 1} . Les sous-rectangles 

V? x { r } sont donc bien des sous-rectangles verticaux de la surface lZr. 

2. Le bord horizontal de 7Z x {r} est disjoint des coins concaves de 7Zr. Par consé­

quent, les sous-rectangles verticaux V{J x { r } ont leurs côtés horizontaux disjoints 

des coins concaves de 7£r. 

Définition 7.3.4. — On appellera HV-homéomorphisme un homéomorphisme ij) d'une 

HV-surface à bord et à coins S dans une HV-surface à bord et à coins S' tel que ip 

conjugue le feuilletage horizontal de S et celui de S' d'une part et le feuilletage vertical 

de S et celui de S' d'autre part. 

Remarques 
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la surface 7Ï2 
pour le type géométrique : 
T: Hî —>(Vi,+) 

H2 —>(V2,+) 

FIGURE 5. 7£m est une HV-surface à bord et à coins 

1. Il existe un plongement 7r de 1Z x {i} dans 7£m pour tout i < m et ce plongement 

7T est un HV-homéomorphisme. C'est en particulier vrai pour i = 0, ie . l'union 

disjointe 7£ = ]Ji Ri se plonge dans 7£m pour tout m > 0 ; nous noterons encore 

Ri l'image par tt de Ri x { 0 } . 

2. Pour tout m7 > m, il existe un HV-homéomorphisme de 7£m dans l'union 

U™ o x W ) c ^m' et un HV-homéomorphisme de 7£m dans UHt* x 

{<})• 

Ces remarques nous permettent de considérer une dynamique sur 7£m : munissons 

IZm de l'application 0m définie de la façon suivante : 

m — 1 m 
<Pm : ( J <K x {i}) — » ( J ir(K x {i}) 

г=0 г=1 
(x,i) i—> (x,i + 1) 

L'application <̂>m est clairement un HV-homéomorphisme sur son image. 

Remarque. — Dans 7£m, pour tout i = 1,2,. . . , n et tout 0 < k < ra, l'image par n 

de ñ¿ x {&} est égale à ^(Ri). 

Proposition 7.3.5. — Soient TZm et TZ^ les mtèrne -réalisantes respectives de deux réa­

lisations ({Ri},(/)) et ({R'j} ,(¡>') d'un type géométrique T — (n, { ^ } , $ ) sans 

double-bord. Alors il existe un HV-homéomorphisme 0 de 1Zm dans TZ'm qui conjugue 

<t>m et (j)'^. De plus, l'image par 0 de Ri est R[ pour tout i de 1 à n et 0 préserve 

l'orientation de gauche à droite des horizontales et l'orientation de bas en haut des 

verticales des rectangles Ri et R[. 
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Démonstration. — Nous avons obtenu précédemment (cf. la proposition 5.4.1) le ré­

sultat suivant : soient / et g deux difféomorphismes de Smale qui ont chacun un 

ensemble hyperbolique saturé de partition de Markov M / et Mg respectivement, sup­

posons que le type géométrique de M / soit égal à celui de Mg. L'union des rectangles 

de Mf est alors homéomorphe à l'union des rectangles de Mg par un homéomor-

phisme qui préserve le feuilletage horizontal orienté et le feuilletage vertical orienté et 

qui conjugue / et g. 

La clef de la démonstration de ce résultat est que les applications fu et gu (respec­

tivement (/_1)s et (g~x)s), obtenues par passage au quotient par le feuilletage stable 

(respectivement instable) de / et g (respectivement f~x et #_1), sont des applications 

continues markoviennes de même type combinatoire. D'après la définition 7.2.7 de réa­

lisation, les applications (j)u,(j)'u et (0_1)s, (0/-1)s sont continues markoviennes et de 

même type combinatoire car 0 et $ sont toutes les deux de type T. La preuve de la 

proposition 5.4.1 nous donne donc sans modification la conjugaison sur les rectangles 

avec les bonnes propriétés. 

L'extension du résultat aux surfaces 7£m est obtenue en reprenant l'argument de 

la démonstration du corollaire 5.5.3. En effet, la preuve de ce corollaire repose sur 

le fait qu'un point qui sort de l'union des rectangles de la partition de Markov n'y 

revient jamais (cf. la proposition 5.5.1) et cette propriété est trivialement vérifiée par 

les surfaces TZm car elle est à la base de leur construction. • 

Avant de parler de genre d'une partition de Markov géométrisée, rappelons la dé­

finition du genre d'une surface compacte à bord : 

Définition 7.3.6. — Si X est une surface compacte à bord, on appelle genre de X 

et on note g(X) la borne inférieure du genre des surfaces compactes sans bord qui 

contiennent une partie homéomorphe à X. 

Voici une définition équivalente : 

Définition 7.3.7. — Le genre g(X) d'une surface compacte à bord X est la borne su­

périeure des entiers g tels qu'il existe une famille de couples {(a\,f3\) , . . . , (ag,/3g)} 

où, pour tout i, ai et f3i sont des courbes fermées simples sur X, se coupant trans­

versalement en un et un seul point, et telles que les unions ai U Pi sont deux-à-deux 

disjointes. 

Remarque. — D'après l'inclusion naturelle de TZm dans 7£m+i, la suite (#m), où #m 

est le genre de lZm, est croissante. De deux choses l'une : soit elle est stationnaire, 

soit elle tend vers +oo. 

Définition 7.3.8. — On appellera genre du type géométrique T sans double-bord la 

borne supérieure de la suite (pm)mGN-
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Proposition 7.3.9. — Si T est le type géométrique sans double-bord d'une partition 

de Markov M = {Ri} d'un ensemble saturé K d'un difféomorphisme de Smale f sur 

S et si TZm est une réalisante de T relative à une réalisation quelconque de T, alors 

Uj=O(Uî P(Ri)) est une HV-surface HV-homéomorphe à TZm-

Démonstration. — Comme dans la démonstration de la proposition 7.3.5, la preuve 

est la même que celle du corollaire 5.5.3. • 

Corollaire 7.3.10. — Si un type géométrique T sans double-bord est réalisable, alors 

son genre est fini. 

7.4. Description des obstructions et énoncé du théorème 

Dans ce paragraphe, nous allons établir un critère qui permet de savoir si le genre 

d'un type géométrique sans double-bord est fini ou non. Ce critère se définit grâce 

aux réalisantes TZm introduites au paragraphe 7.3. Nous sommes donc amenés à les 

étudier plus finement. 

Soit ({Ri},cj)) une réalisation du type géométrique T — (n, {hi}, {vi}, $ ) sans 

double-bord. 

Définition 7.4.1. — Le côté A du rectangle R est périodique s'il existe un entier k tel 

que (j)k(A) soit inclus dans A. 

Définition 7.4.2. — Soit A un côté p-périodique d'un rectangle d'une réalisation de T. 

Nous appellerons séparatrice embryonnaire de A tout segment obtenu comme compo­

sante connexe de A\ (f)kp(A) pour k positif. 

Définition 7.4.3. — Pour tout k — 1,2, ...,m, nous appellerons ruban de kierne-

génération de TZm l'adhérence d'une composante connexe de TZk \TZk-i-

Remarque. — Par le lemme 7.1.6, les rubans de kierne-génération sont des rectangles 

deux-à-deux disjoints et leurs côtés horizontaux sont inclus dans dhTZm et donc dans 

dhTZo — dh(Y[Ri) par le lemme 7.1.5. Ils sont l'image par (f)m des trous horizontaux 

de IZo ou de façon équivalente l'image par le plongement n des trous horizontaux 

H{ x {k}, pour 0 < k < m (cf. la définition 7.3.1). 

Pour tout k > 0 et tout m > k, les rubans de kierne-génération de TZm sont au 

nombre de X^=i ^ ~ n* 

Nous avons vu au paragraphe 7.3 que les rectangles Ri x { 0 } étaient plongés dans 

toutes les réalisantes TZm de la réalisation ({Ri} ,0) de T (nous avons noté Ri le 

rectangle de TZm égal à Ri x { 0 } ) . Ceci nous invite au lemme suivant : 

Lemme 7.4.4. — Quel que soit m > 0, l'adhérence de toute composante connexe de 

TZm \ LIILi ^ est un ru^an de kierne-génération pour un certain k < m. 
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Démonstration. — Par le lemme 7.1.5, le bord horizontal de 7£m est strictement inclus 

dans celui de TZo qui n'est autre que l'union des côtés horizontaux des rectangles Ri : 

dhnm C dhnm-i C • • • C dhn0. 

Par construction, on a l'égalité 7£m \ IZo = UILi ^ \ IZo = UILi ̂ L'adhérence de TZm \ IZo 

est donc l'union, pour i variant de 1 à m, des rubans de iie7ne-génération de TZm. Pour 

prouver le lemme, il nous reste à montrer que les rubans sont deux-à-deux disjoints. 

Deux rubans de même génération sont disjoints par le lemme 7.1.6. Montrons donc 

que deux rubans de générations différentes sont disjoints. Soit r un ruban de kierne-

génération et r' un ruban de /*ème-génération, pour / > k. Comme k < /, le ruban de 

k%erne-génération r est inclus dans la surface 1Z\-\. Par le lemme 7.1.6, l'intersection 

du ruban de pème-génération r' et de la surface IZi-i est réduite aux côtés horizontaux 

de r', qui sont inclus dans le bord horizontal de TZo- Par ailleurs, 1Z0 ne rencontre r 

que suivant ses côtés horizontaux car rDlZk-i = dhr. Reste à voir que dhrr\dhr' = 0 . 

Comme, dans IZk, r est recollé suivant son bord horizontal sur dh1Zk-i, l'intérieur 

des côtés horizontaux de r est disjoint du bord horizontal de IZk. On en déduit que 

l'intersection de r avec le bord horizontal de 1Zk est réduite à des coins concaves de 

7Zk (cf. la remarque après le lemme 7.1.4). Ces coins concaves sont aussi des coins 

concaves de 1Zi-\ d'après la même remarque. Dans IZi-i, les côtés horizontaux de 

r' sont inclus dans les côtés horizontaux des sous-rectangles de 1Z x {/ — 1} et ces 

segments sont inclus dans dh!Z\-\ et disjoints des coins concaves de 7£/_i d'après la 

démonstration du lemme 7.3.3. Ceci achève de montrer que r est disjoint de r'. 

• 

Ce lemme nous autorise la définition suivante : 

Définition 7.4.5. — Nous appellerons ruban de 7£m Vadhérence d'une composante 

connexe du complémentaire dans IZm de \jRi ; c 'est un ruban de k*erne -génération 

pour un certain k inférieur ou égal à m. 

Lemme 7.4.6. — Appelons B le complémentaire, dans le bord horizontal de \jRi, de 

l'intérieur des côtés horizontaux des trous verticaux et de leurs itérés positifs par (j). 
Quel que soit m > 0, tous les rubans de IZm ont leurs côtés horizontaux dans B. 

Démonstration. — Démontrons ce lemme par récurrence. 

Tout ruban de Tere-génération prolonge hors de ]J Ri un sous-rectangle vertical de 

U Ri. De plus, dh(Y[Ri) a pour image par (j> l'union des côtés horizontaux des sous-

rectangles verticaux de \J Ri non prolongés par un ruban de Pere-génération et cette 

union est invariante par itération positive. Les rubans de Vere-génération sont donc 

disjoints de l'intérieur des itérés positifs des côtés horizontaux des trous verticaux. 

Supposons que ce soit vrai pour les rubans de fcïeme-génération pour tout k < l — 1 

et montrons-le pour les rubans de /î6me-génération. Tout ruban r de Z*ème-génération 

est l'itéré par 0m d'un ruban r' de (/ — l)ïeme-génération. Supposons que r ait un côté 
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horizontal c non disjoint de l'intérieur d'un itéré positif d'un côté horizontal de trou 

vertical, intervalle que nous notons T. L'intervalle r est un itéré strictement positif de 

l'intérieur d'un côté horizontal d'un trou vertical. En effet, les côtés horizontaux de 

trous verticaux sont d'intérieur disjoint des rubans de Pere-génération et les rubans 

de génération plus grande ont leurs côtés horizontaux tous inclus dans l'union des 

côtés horizontaux des sous-rectangles verticaux de \J Ri non prolongés par un ruban 

de lîere-génération. On peut donc considérer <f>^(r). Son intérieur est non disjoint 

de <l>^(c) qui est un côté horizontal du ruban de (/ — l)îème-génération 0~x(r) = r'. 

Ceci contredit l'hypothèse de récurrence et achève la preuve. • 

Afin d'énoncer le théorème donnant le critère que l'on cherche, décrivons mainte­

nant quelques positions topologiques que peuvent prendre les rubans dans les réali­

santes TZm. Nous montrerons dans la suite que ces situations topologiques empêchent 

un type géométrique d'être de genre fini, et donc d'être réalisable. C'est pour cette 

raison que nous les nommons obstructions (cf. la figure 6). 

Définition 7.4.7. — Soit TZm une réalisante d'une réalisation ({Ri, i = 1, 2 ,n), 

</>) d'un type géométrique T. 

1. Soit A un côté d'un rectangle R de la partition de Markov et soit r un ruban 

dont les deux côtés horizontaux sont inclus dans A. Nous dirons que la partition 

de Markov présente dans TZm une obstruction (1) s'il existe un ruban r' dont 

un côté horizontal et un seul est inclus dans A entre les côtés horizontaux de r. 

2. Soient A et A' deux côtés distincts parmi les 2n côtés horizontaux des rectangles 

de la partition de Markov. Soit r un ruban dont un côté horizontal est inclus 

dans A et dont l'autre est dans A'. Les côtés horizontaux de r sont orientés 

en tant qu'horizontales de sous-rectangles horizontaux inclus dans un rectangle 

7r(Rj x {k}) collé par <\> aux rectangles contenant A et A' dans leur bord. 

Munissons A et A1 de l'orientation compatible avec l'orientation des côtés 

horizontaux de r. Nous dirons que la partition de Markov présente dans TZm 
une obstruction (2) s'il existe un ruban r' dont un côté horizontal a est inclus 

dans A et l'autre a' est inclus dans A', l'ordre dans A (pour l'orientation fixée 

ci-dessus) de a et de r Ci A étant l'inverse de l'ordre dans A' de a' et de rHa'. 

3. Soient Si, S2 et S3 trois séparatrices embryonnaires distinctes et soit r un ruban 

dont les côtés horizontaux sont inclus l'un dans Si et l'autre dans £2- Nous 

dirons que la partition de Markov présente dans TZm une obstruction (S) s'il 

existe un ruban r' dont un côté horizontal est dans Si et l'autre est dans S3. 

Théorème 7.4.8 (Le genre d'un type). — Soit T un type géométrique sans double-bord, 

soient ({Ri, i = 1,2,. . . , n} , <f>) une réalisation de T et TZQu sa 6nîeme-réalisante. Les 

deux affirmations suivantes sont équivalentes : 
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A A 

W 

A' 

(2) 

L 

E2 

(3) 

Es 

FIGURE 6. Les trois obstructions 

1. La partition de Markov ne présente aucune des trois obstructions (1),(2),(3) 

dansTZen. 

2. Le genre g(T) du type géométrique est fini. 

7.5. Lemmes topologiques 

Nous avons vu que les surfaces 7£m sont obtenues à partir de U Ri en recollant le 

bord horizontal de rubans sur le bord de \J Ri • Ce qui nous intéresse est de contrôler le 

genre de la surface obtenue. Nous donnons, dans ce paragraphe, un lemme très simple 

et ses corollaires, qui vont permettre, suivant le cas, de majorer ou de minorer ce 

genre. Rappelons que deux définitions équivalentes du genre d'une surface compacte 

à bord ont été données à la fin du paragraphe 7.3. 

Définition 7.5.1. — On dira qu'une surface compacte à bordV est obtenue en attachant 

sans twist les anses Ai, pour i G { 1 , • • • n}, sur le disque D le long de segments ai, bi 

si : 

1. D est un disque inclus dans V ; 

2. {ai , bi,..., an, bn} est une famille de 2n segments de dD deux-à-deux disjoints ; 
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3. {Ai,..., An} est une famille de disques de V deux-à-deux disjoints, telle que 

AiP[D est l'union ai U bi pour tout i ; 

4. V est l'union de D et des Ai ; 

5. La surface V est orientable. 

Lemme 7.5.2. — Soit V une surface compacte à bord obtenue en recollant sans twist 

des anses Ai, i G { l , . . . , n } 7 sur un disque D le long de segments a^,^. Les deux 

propriétés suivantes sont équivalentes : 

1. La surface V est de genre 0 (c'est-à-dire qu'il existe un homéomorphisme de S 

sur une partie compacte de la sphère S2). 

2. Pour tout (i,j) G { 1 , . . . , n}2, i ^ j , il existe un intervalle I C dD contenant 

ai U bi et disjoint de aj U bj. 

Démonstration. — 1) Supposons V plongée dans S2. Soient i et j deux indices dis­

tincts. Considérons une courbe simple fermée 7 obtenue comme union d'un segment 

dans D joignant un point x G ai à un point y G bi et d'un segment dans Ai joignant 

x & y. Alors la courbe simple fermée 7 est disjointe de Aj, et disconnecte S2 en deux 

disques ouverts. De plus, l'intersection du bord de D avec chacun de ces disques est 

un intervalle ouvert : notons /0 celui de ces deux intervalles qui est inclus dans la 

composante connexe de S2 \ 7 qui contient Aj. Remarquons que les extrémités x et y 

de /0 appartiennent à ai et bi : on en déduit que /0 \ U bi) est un intervalle i~ de 

dD contenant aj et bj mais disjoint de ai U bi (cf. la figure 7). On a donc montré que 

la famille des segments {a i , 6 1 , . . . , an, bn} vérifie bien la propriété de l'item 2). 

2) Supposons à présent la propriété de l'item 2) vérifiée par la famille 

{aiM)i<z{i,.,n} • 

Nous allons montrer par récurrence sur n que la surface V est plongeable dans la 

sphère. 

Quand n = 0, il n'y a rien à faire, et quand n = 1 l'hypothèse d'orientation sur 

l'homéomorphisme de recollement assure que V est une couronne, donc est de genre 

0. 

Supposons que la propriété 2) =ï 1) est vérifiée pour n < p— 1 et montrons-la pour 

n — p. Pour tout couple (i, j) d'indices différents, l'une des composantes connexes de 

dD \aiUbi est disjointe de aj U bj ; notons-la Jij. Notons Uj = ai U Jij U bi : c'est 

le plus petit segment de dD contenant ai U bi et disjoint de aj U bj. Remarquons que 

pour tout k G { 1 , . . . , n } , on a : 

ak C Iij bk C Uj 

En effet, si k ^ i, akUbk est inclus dans l'une des composantes de dD \(aiUbi). On 

en déduit que si a& n'est pas disjoint de Iij alors Ikj est inclus dans Iij. Considérons 

la famille des segments J^i- Cette famille étant finie, il existe un indice k tel que Ik,i 
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I = Jo \ (a{ U bi) 

FIGURE 7. I isole ai U bi de aj U 

ne contient aucun I^i, l ^ fc, et donc Jĵ i est disjoint de ai U Quitte à changer 

l'indexation, on supposera que IPii est disjoint de tous les ai U b*, 1 < i < p. 

La surface à bord Cp = D U Ap C V est homéomorphe à une couronne. Notons 70 

la composante de son bord qui contient l'intervalle Jp?i, et 71 l'autre composante. La 

courbe 71 contient ai U bi pour tout i ^ p . Notons £>i le disque obtenu en recollant 

à la couronne Cp un disque S par un homéomorphisme de 70 sur le bord de S (cf. la 

figure 8). Remarquons que le bord dDi contient les segments {a i , 6 1 , . . . , op_i, bp-i}. 

Il reste à montrer que D\ muni de cette famille de segments vérifie la propriété 

de l'item 2), ce qui permettra alors d'utiliser l'hypothèse de récurrence. Remarquons 

d'abord que le bord dD\ est l'union de l'intervalle dD \ Ip,\ (qui contient tous les 

a>i U bi, i < p — 1) et d'un segment a contenu dans le bord de l'anse Ap . Soient 

z,j G 1}, deux indices distincts. Remarquons que le segment I{j ou bien 

contient Jp>i, ou bien est disjoint de Ip,\. Si le segment Iij est disjoint de Jp>i, il est 

donc inclus dans le bord de il n'y a donc rien à faire. Si Iij contient Ip,i alors il 

suffit de remplacer Iij par le segment Iij = (Uj \/P)i)U(7 : c'est un segment de dD\ 

contenant ai U bi et disjoint de aj U bj. 
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FIGURE 8. La couronne Cp et le disque Di = Cp U ô 

Lemme 7.5.3. — Soit V C S2 une surface compacte obtenue en attachant sans twist 

des anses Ai, i G { 1 , . . . , n} sur un disque D le long de segments ai et bi. 

1. Soit a C dD un segment disjoint des ai et bi pour tout i. Notons v le segment 

de dD, adhérence de dD \ a. Alors il existe un disque A C S2 contenant toute 

anse Ai et tel que A D D = v. 

2. Soient a et a deux segments disjoints de dD \ Ui(a^ U bi). Notons /i et Ji les 

deux segments qui sont les adhérences des composantes connexes de dD\(aUa). 

Alors il existe une anse A C S2 contenant toutes les anses Ai, et telle que son 

intersection avec D est exactement /JLUJI. 

Démonstration. — 1) On choisit un segment a' C S2 de mêmes extrémités que a (et 

v), et dont l'intersection avec V est réduite à ses extrémités. La courbe a'Ua est alors 

une courbe simple fermée. Elle borde deux disques dans S2 dont l'un est d'intérieur 

disjoint de V . L'autre disque contient V ; en coupant ce disque le long de v on voit 

qu'il est l'union de D et d'un disque A bordé par la courbe simple fermée a' U v. Le 

disque A est le disque annoncé. 

2) La démonstration est presque identique : 
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Choisissons G' et a' deux segments disjoints inclus dans S2 de mêmes extrémités que 

a et G respectivement, et dont l'intersection avec V est réduite à leurs extrémités. Les 

courbes fermées simples disjointes G U G' et G U G' bordent des disques d et d disjoints 

et d'intérieur disjoint de V. En ôtant à la sphère S2 l'intérieur des disques d et d, on 

obtient une couronne contenant V et qui est l'union de D et de l'anse annoncée (voir 

figure 9). 

d 

FIGURE 9. L'anse A contient toutes les anses Ai 

• 

Corollaire 7.5.4. — Soit V une surface obtenue en attachant sans twist une famille 

finie A d'anses sur un disque D. Soient I\ C I2 C • • • C In des segments emboîtés 

inclus dans dD tels que : 

1. Toute anse attachée sur D est non-disjointe de In. 

2. Pour tout i, toute anse A d'intersection non-vide avec /¿+1 \ U vérifie 

AHD CI i+1 \ Ii. 

On dira alors que A est attachée sur /¿+1 \U, et on notera Ai+i la famille des 

anses attachées sur cet intervalle. 

3. Pour tout i, l'union de D et de toutes les anses attachées sur U+i \ U est une 

surface d de genre 0. 

La surface V est alors de genre 0. 

Démonstration. — La démonstration se fait par récurrence sur n. 

Si n = 1, il suffit d'appliquer le lemme 7.5.2. 
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Supposons donc la propriété vraie pour n < p — 1 et montrons le résultat pour 

n—p. Notons T>o la surface à bord obtenue en attachant sur D les anses attachée sur 

Ip-i (c'est à dire les anses appartenant à A \ Ap). Par hypothèse de récurrence, £>0 

est une surface de genre 0. 

D'après le lemme 7.5.3, on peut plonger T>0 dans un disque Di = D U A où A est 

un disque dont l'intersection avec D est égale au segment Ip-\. 

Remarquons que Ip\Ip-i est naturellement inclus dans le bord de D\. On en déduit 

que V est naturellement incluse dans la surface à bord V\ obtenue en attachant à D\ 

les anses de Ap sur Ip \ Ip-\. Remarquons que V\ est obtenue en recollant le disque 

A sur la surface Cp le long du segment Ip-\. En recollant un disque sur une surface 

à bord, le long d'un segment de leur bord, on ne change pas le genre de la surface (la 

nouvelle surface se rétractant par déformation sur l'ancienne) : la surface V\ est de 

genre 0 et donc a fortiori V est de genre 0, ce qui conclut. • 

Les lemmes précédents donnent des conditions pour qu'une surface à bord construite 

en attachant des anses sur un disque soit de genre 0. Nous aurons aussi besoin, au 

contraire, de minorer le genre d'une telle surface. C'est le rôle du lemme suivant : 

Lemme 7.5.5. — Soit V une surface à bord obtenue en attachant sans twist une 

famille finie A d'anses sur une disque D. Soient I\ C • • • C In n segments emboîtés 

du bord de D. On suppose : 

1. Pour toute anse A £ A, AC\ D C In. 

2. Pour tout i, toute anse A d'intersection non-vide avec /¿+1 \ h vérifie An D C 
li+i \ Ii. On dira alors que A est attachée sur /¿+1 \ Ii, et on notera Ai+i la 
famille des anses attachées sur cet intervalle. 

3. Pour tout i, l'union de D et de toutes les anses attachées sur /¿+1 \ Ii est une 

surface d de genre g(Ci) > 1. 

La surface V est alors de genre supérieur à n. 

Démonstration. — La preuve se fait par récurrence sur n, le cas n — 1 étant donné 

par l'hypothèse. 

Supposons le lemme vrai pour n < p — 1 et montrons-le pour n — p. Par hypothèse 

de récurrence, la surface £^ -1 , union de D et des anses de A attachées sur Ip-i, est 

de genre au moins p — 1 (cf. la figure 10). 

Soit c un segment plongé dans D, de mêmes extrémités que Ip-i, et tel que cHdD 

soit réduit aux extrémités de c. Un tel segment coupe D en deux disques fermés : D\ 

bordé par Ip-\ U c et D2 bordé par (dD \ Ip-i) U c . Notons E\ la surface obtenue en 

attachant à D\ les anses de A attachées à Ip-\ , et E2 la surface obtenue en attachant 

à D2 les anses de la famille Ap. Remarquons que E\ a le même genre que Vp-\ (car 

Vp-i se rétracte par déformation sur Ei), en particulier g(E\) > p — 1. De même E2 

a le même genre que la surface Cp, donc est de genre supérieur à 1. Enfin, E\ et E2 
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FIGURE 10. Le genre de V est supérieur à 2 

sont naturellement incluses dans V et sont d'intérieurs disjoints : le genre de V est 

donc supérieur à g(E\) + g(E2) et donc à p. • 

7.6. Domaines fondamentaux autonomes couplés 

En vue de démontrer le théorème 7.4.8, nous allons construire, pour chaque sépa­
ratrice embryonnaire, un domaine fondamental avec de bonnes propriétés (nous les 
préciserons bientôt). Comme au paragraphe 7.4, soit T = (n, {hi}, {v{}, $ ) un type 
géométrique sans double-bord. Soient ({Ri},</>) une réalisation de T et pour tout 
m > 0, 1Zm sa raîeme-réalisante. 

Définition 7.6.1. — Nous dirons qu'un intervalle I de TZm est compatible (avec les 

rubans) s'il est dans le bord horizontal de \jRi C TZm et si ses extrémités sont des 

points périodiques coins ou des extrémités de côtés horizontaux de rubans de TZi pour 

l quelconque dans N. Ceci est équivalent à dire que chaque extrémité de I a un itéré 

négatif par <\> qui est un coin d'un sous-rectangle horizontal d'un rectangle Ri de la 

partition de Markov. 

Tous les intervalles du bord horizontal de ]J Ri (plongée dans TZm) que nous con­

sidérerons dans la suite seront des intervalles compatibles avec les rubans. 
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Remarque. — Soit / un intervalle compatible de 7£m. Pour tout entier l et pour tout 

ruban r de l'intérieur de chacun des côtés horizontaux de r est soit disjoint de 

/ , soit inclus dans / car on a montré que les rubans sont deux-à-deux disjoints et 

disjoints des points périodiques. 

Définition 7.6.2. — On dira que l'intervalle I de dh ]jRi C 7£m porte le ruban r de 

1Zm si r a au moins un côté horizontal inclus dans I. 

Définition 7.6.3. — Soit I un intervalle de dh ]J Ri C 7£m compatible avec les rubans. 

On dira que I est saturé dans 1ZS, pour s < m, si tout intervalle a inclus dans I et 

disjoint des rubans portés par I vérifie qu'il existe j < s tel que l'intervalle itéré de a 

par soit inclus dans un côté horizontal d'un trou vertical d'un rectangle Rk (cf. 

la définition 7.3.1). 

Lemme 7.6.4. — Soit I un intervalle de IZm saturé dans 1ZS, pour s <m. Alors, pour 

tout entier l > s, aucun ruban de 1Z\ \ 7ZS n'est porté par I. Autrement dit, tous les 

rubans que porte I dans la surface 1Z\ sont de génération au plus s. 

Démonstration. — Par définition de saturation, les rubans portés par / sont inclus 

dans 1ZS et / privé des côtés horizontaux des rubans qu'il porte est une union (finie) 

d'intervalles qui sont tous des itérés positifs par </>m de l'intérieur de côtés horizon­

taux de trous verticaux. Le lemme 7.4.6 assure alors qu'aucun ruban de lZm ne peut 

rencontrer ces intervalles, ce qui conclut. • 

Remarques 
1. Un intervalle / de 7Zm saturé dans 7Zk,k < nn, est saturé dans 1Z\ pour tout 

/ > k. 

2. L'image par (fi d'un intervalle de 7£m saturé dans 1Zk est un intervalle saturé 

dans 7Zk+i, pour tout k < m. 

3. Soit a un intervalle de dhlZm tel que (fi(a) soit saturé de 1Zk> Alors a est un 
intervalle saturé de 1Zk, pour k < m. 

Définition 7.6.5. — On dira qu'un intervalle I de TZm est autonome dans TZk s'il est 

saturé dans IZu et si tout ruban qui a un côté horizontal dans I a en fait ses deux 

côtés horizontaux dans I. 

Définition 7.6.6. — On dira que deux intervalles h et h de 7£m sont autonomes 

couplés dans TZk s'ils sont saturés dans TZk et si tout ruban qui a un côté horizontal 

dans I\ U I2 a ses deux côtés horizontaux dans h U /2-

Définition 7.6.7. — Soient Ei,E2,.. • ,Em les séparatrices embryonnaires stables de 

7ZS. Nous dirons que l'ensemble d'intervalles { 6 1 , 6 2 , . . . ,Cm} est un système de do­

maines fondamentaux si, pour tout i, Ci est inclus dans Ei et est un domaine fonda­

mental pour (fiqi, où qi est la période de Ei. 
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Le but de ce paragraphe est de chercher sous quelles conditions existe un système 

de domaines fondamentaux autonomes ou autonomes couplés : 

Proposition 7.6.8. — Si les obstructions (1),(2) et (3) sont écartées dans 7len, 

il existe un système de domaines fondamentaux autonomes ou autonomes couplés 

{ C i , C 2 , . . . ,Cm}, chaque Ci étant inclus dans la séparatrice embryonnaire stable E{ 

de TZen. 

Pour prouver cette proposition, nous allons introduire le graphe G suivant : Notons 

Aj, pour j = \,2,... ,2n, les côtés horizontaux des n rectangles Ri. Le graphe G a 

2n sommets qui sont les Aj et présente une arête orientée de Ak à Ai si 4>(Ak) 

est un segment inclus dans Ai (G a donc 2n arêtes). Ce graphe va nous permettre 

de déterminer l'indice k de la surface IZk pour laquelle les domaines fondamentaux 

[x, (f>q(x)[s sont saturés, où x désigne une extrémité d'un côté horizontal périodique de 

rectangle de la partition et où q désigne la période de ce côté. Il nous faudra ensuite 

chercher à coupler des domaines fondamentaux définis grâce aux [x,(j)q(x)[s et à les 

rendre autonomes. 

Rappelons que si Aj, pour j = 1,2,. . . ,2n, désigne un des 2n côtés horizontaux 

des rectangles Ri de la partition de Markov, le graphe G a pour sommets les Aj et 

présente une arête orientée de A à A' si </>(A) C A' (G a donc 2n arêtes). 

Définition 7.6.9. — Nous qualifierons d'extrémal un sommet de G auquel n'arrive 

aucune flèche. Le bord de G est l'ensemble des sommets extrémaux de G. 

Propriétés du graphe G : 

1. Plusieurs flèches peuvent aboutir en un même sommet et d'un sommet ne part 

qu'une seule flèche. 

2. Une orbite périodique de (/> sur le bord stable de UILi R% correspond à une boucle 

dans le graphe G. Réciproquement, toute boucle Ai -> A^ —>•••• —>• Ap —ï Ai 

de G décrit une orbite périodique de <f>. 

3. Chaque composante connexe du graphe G comporte une unique boucle, éven­

tuellement réduite à un point et une flèche de ce point à lui-même. La période 

de l'orbite périodique correspondante, si elle existe, est égale au nombre de 

sommets de cette boucle. 

4. Soit A un sommet du graphe G. Notons l(A) le nombre maximal de flèches dans 

un chemin orienté aboutissant à A, sans passer deux fois par le même sommet 

si A est dans une boucle périodique. Désignons par q(A) la période de la boucle 

périodique de la composante connexe de G contenant A. Alors, pour tout A non 

périodique appartenant à G, l(A) est strictement inférieur à 2n — q(A) (où n est 

le nombre de rectangles de la partition de Markov), et pour tout A périodique, 

l(A) est strictement inférieur à 2n. 
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Lemme 7.6.10. — Tout sommet extrémal A de G correspond à un côté A de rectangle 

Ri saturé dans TZ\ (ce côté est un segment de TZm, pour m > 0). 

Démonstration. — Soit Ri le rectangle de la partition dont A est un côté horizontal. 

Notons ci, c 2 , . . . , cVi les côtés horizontaux inclus dans A des sous-rectangles verticaux 

V? de Ri et ci, c 2 , . . . , cVi _ i les côtés horizontaux des trous verticaux V? de Ri. Comme 

A est extrémal, tout segment Ci est l'image d'un côté horizontal d'un sous-rectangle 

horizontal Hlk qui n'est pas dans dhRk et Ci porte donc un ruban dans TZ\. 

• 

Lemme 7.6.11. — Soit A un sommet du graphe G qui n'est pas dans une boucle. Le 

sommet A correspond alors à un côté horizontal de rectangle Ri non périodique de 

TZm qui est saturé dans IZk, pour m > k > l(A) + 1. 

Démonstration. — Raisonnons par récurrence. 

- Si A est extrémal, le lemme précédent donne le résultat. 

- Supposons la propriété vraie pour l(A) < l — 1 et montrons le résultat pour 

/(^4) = /. Appelons ci ,C2, . . . ,cv. la trace dans A des sous-rectangles verticaux du 

rectangle Ri contenant A. Étudions 0_1(cj). Soit c'est un segment de TZm qui n'est 

pas dans le bord horizontal de UlLi ^ (c'est vrai pour tout j G { 1 , 2 , . . . , ^ } lorsque 

A est extrémal), auquel cas Cj supporte un ruban dans TZk pour k > 1. Soit il existe 

une flèche de </>-1 (̂ 4) vers A dans G. On a alors /(^_1 (cj)) = l — 1 donc, par hypothèse 

de récurrence, c/)~1(cj) est saturé dans TZk avec k > l. Le segment Cj est donc saturé 

dans TZk avec k > l + 1, d'après l'item 2) de la remarque faite au début de ce chapitre. 

Comme A \ U^l=1Cj est exactement l'union des côtés horizontaux inclus dans A des 

trous verticaux de Ri et qu'on vient de montrer que tout Cj est saturé dans 7^/+i, le 

segment A est saturé dans TZi+i • D 

Lemme 7.6.12. — Soit A x { 0 } inclus dans TZ2n un côté horizontal d'un rectangle de 

la partition de Markov. Supposons A périodique de période q. La (ou les deux) sépara-

trice(s) embryonnaire (s) deAx{0} comporte(nt) (chacune) un domaine fondamental 

pour (f)q qui est saturé dans TZm, m > 2n. 

Démonstration. — Soit ^4i A2 -> • • • —• Aj: —• ^4i une boucle de G. Chaque 

séparatrice embryonnaire de Ak est de période j car (/> préserve l'orientation donc 

<\P l'orientation du segment Ak. Notons Xk et x'k les extrémités non périodiques de 

Afc, de telle sorte que (j)(xk) appartienne à [xk+i^ft(xk+i)]> (Si le point périodique 

de Ak est de type coin, seul Xk intervient.) Nous allons montrer que les domaines 

fondamentaux [xk, (jP(xk)[ (idem [x'k, $ (x'k)[) sont saturés dans T^n- Pour tout k, Xk 
est une extrémité d'un côté horizontal périodique de rectangle donc <j)(xk) est une 

extrémité d'un côté horizontal périodique de sous-rectangle vertical. Par conséquent, 

[x/fe+i, (f)(xk)[ est un intervalle qui contient un nombre entier de côtés horizontaux Q 
de sous-rectangles verticaux (successifs). Cet intervalle est donc compatible avec les 
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rubans. L'image par 0_1 de chacun de ces côtés c\ correspond à un sommet de G 

non périodique et appartenant à la composante connexe de G contenant la boucle 

Ai —• A2 —»•••—>• Aj —> Ai. Le côté est donc saturé dans TJ^n-j par le 

lemme précédent. Le segment c\ est donc saturé dans 7^2n-j+i par le second item de 

la remarque faite au début de ce chapitre sur les intervalles saturés, donc [xk+i,</)(xk)[ 

a la même propriété. L'intervalle [xjfe+2,4>2(xk)[ est l'union de [xk+2,<l>(xk+i)[, qui est 

saturé dans 7£2n-j+i> et de [0(a?fc+i),</>2(xk)[, qui est saturé dans lZ2n-j-\-2 en tant 

qu'image par </> d'un intervalle saturé de 7£2n-j+i> donc [xk+2, </>2(#fc)[ est saturé dans 

7^2n-j+2? ^^c. On obtient ainsi que [arfc+j = Xk,<t>*(xk)[ est un intervalle saturé de 

7^2n-j+jj ce qui achève la démonstration. • 

Lemme 7.6.13. — Soit r un ruban de IZk, pour k EN, tel qu'une composante connexe 

c de dhr soit incluse dans une séparatrice embryonnaire E. Si D est un domaine 

fondamental de E qui est saturé dans IZm, alors le ruban r possède un itéré dans IZm 
dont le segment de bord horizontal itéré de c est inclus dans D. 

Démonstration. — En tant que segment de E, c a un itéré c' = (t>q(c) qui rencontre 

le domaine fondamental D (dans la surface IZk pour tout k). Comme c est un côté 

horizontal de ruban et que D est compatible, c' est inclus dans D. Le ruban (pq(r) de 

7Zk+q admet c' comme côté horizontal. Comme D est saturé dans 1Zm, le ruban (j)q(r) 

est un ruban de 7£m. • 

Définition 7.6.14. — Appelons domaines fondamentaux extrémaux les domaines fon­

damentaux saturés dans 7̂ 2n construits dans la démonstration du lemme 7.6.12 (ils 

sont de la forme D — [x, (j)q(x)] où x est une extrémité d'un côté horizontal q-

périodique d'un rectangle de la partition de Markov). 

Les domaines fondamentaux extrémaux sont saturés dans TZ2n, niais on ne peut 
pas affirmer qu'un ruban qui part de l'un d'eux, D, va à un côté périodique. Soit r 

un ruban de 7̂ 2n qui joint D à un côté non périodique A. Le domaine fondamental 
D est saturé dans la surface 7̂ 2n donc, par la remarque 2) sur les intervalles saturés, 
le domaine fondamental <j)2n(D) est saturé dans 7£4n. Le ruban 4>2n(r) est alors un 
ruban de la surface H±n qui joint 02n(D) à (f)2n(A). Les propriétés 3) et 4) du graphe 
G (disant que l(A) <2n — q(A) et que q(A) > 1) nous donnent que cj)2n(A) est inclus 
dans un côté périodique. 

On a ainsi prouvé le lemme suivant : 

Lemme 7.6.15. — Soit D un domaine fondamental extrémal. Alors le domaine fonda­

mental (j)2n(D) est saturé dans la surface Tl±n et tout ruban qui part de (f)2n(D) arrive 

dans un côté périodique. 

Remarque. — Soit E une séparatrice embryonnaire. Il existe alors un domaine fon­

damental extrémal D, inclus dans une séparatrice embryonnaire qui est dans l'orbite 
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par 4> de E, tel que le domaine fondamental (fi2n(D) soit inclus dans E. Ce domaine 

fondamental </>2n(D), saturé dans 7£4n, va jouer dans la suite un rôle non trivial. 

Le lemme 7.6.15 nous fournit des domaines fondamentaux saturés inclus dans les 

côtés périodiques, mais il ne nous permet pas d'en déduire directement des domaines 

fondamentaux autonomes couplés. L'un des problèmes est décrit par la situation sui­

vante : Soient E et E' deux séparatrices embryonnaires. Soit D\ le domaine fonda­

mental extrémal inclus dans E et soit 02n(Z}2) C E le domaine fondamental inclus 

dans E et signalé dans la remarque ci-dessus. Soient D[ et </>2n(Z}2) ês domaines 

fondamentaux analogues inclus dans E'. Appelons 7' l'union de D[ et de l'intervalle 

de E* situé entre D[ et (j)2n(D'2). H Peut exister un ruban r de 7£4n joignant 4>2N(D2) 

à 7'. Le problème est qu'il peut aussi exister un ruban r' partant de 7' entre r D 7' et 

(f)2n(D2) et aboutissant dans un côté non périodique (cf. la figure 11). 

U^=0(f)b+ 

vers un coté non périodique 

U^=0(f)b+ 

FIGURE 11. Une situation délicate 

Lemme 7.6.16. — Soit E une séparatrice embryonnaire de période q contenant les 
domaines fondamentaux D = [x,4>q(x)[ (extremal) et (j)2n{D') = [02n(x'), <j)2nJrq{x')[, 
où D' est extremal. Alors le segment 7 = [x, (f)2n+q(x')[ de E est saturé dans 7̂ 4n donc 
dans 7Zen. De plus, pour tout entier naturel a tel que 0 < aq < 2n, le domaine fon­
damental 4>2n+aq{D') de E est saturé dans 7Zen et tout ruban qui part de 4>2n+aq (D1) 
arrive dans un côté périodique. 

Démonstration. — Soit a tel que 2n = b + qa avec 0 < b < q. Le point (j)h{x') 

appartient à D. L'intervalle 7 est l'union de D et de U^=0(f)b+tq(D'), donc est saturé 

car D et (f>b+tq(D') sont saturés dans Tl^n. 

Pour tout entier 0 < a < 2n/q, le domaine fondamental (j)2n+aq{D') est saturé dans 

la surface 7̂ 4n+«g par la seconde remarque sur les intervalles saturés. Tout ruban de 

lZen qui part du domaine fondamental (j)2n+<xq{Dl) a son itéré par cf)~aq qui part de 

(j)2n(D'). Le lemme 7.6.15 permet alors de conclure. • 

D1 
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Lemme 7.6.17. — Soient r un ruban de IZm et c un de ses côtés horizontaux. On sup­

pose qu'il existe s > 0 tel que (f)~s(c) soit un segment c' inclus dans le bord horizontal 

de \JR{. Alors il existe un ruban r' de 1Zm-s tel que (f)s(r') = r. 

Démonstration. — Comme r est un ruban, il existe un trou horizontal Hf et t > 0 

tels que </>_t(c) soit un côté horizontal c0 de H{ (cf. le lemme 7.4.4). L'invariance 

par (j) de dh \\ Ri nous assure que tout itéré négatif ou nul de co est disjoint de 

dh]\Ri. Remarquons que c' est égal à </>t_5(co). Il est par hypothèse inclus dans le 

bord horizontal de ]\Ri donc t — s est strictement positif. Le ruban 4>t~s(H3i) — r' 

est le ruban annoncé. • 

Lemme 7.6.18. — Soit E une séparatrice embryonnaire de période q. 

1. Dans TZQU, tout ruban qui part de E a un itéré joignant E à un côté périodique. 

2. Soit r un ruban de 1ZQu qui a un côté horizontal c dans E et Vautre c' dans un 

côté périodique. L'itéré par (f)q ou (p~q de r est alors un ruban de la surface lZen 

dont le côté horizontal itéré de c est inclus dans E et dont l'autre côté horizontal 

(itéré de cf) est inclus dans un côté périodique. 

Démonstration. — Soient D le domaine fondamental extrémal de E et D'le domaine 

fondamental extrémal tel que (f)2n(Df) soit inclus dans E. L'intervalle (j)2n(D') est 

saturé dans 1Z±n par le lemme 7.6.15 donc dans 7̂ 6n- Tout ruban de 7Zen qui part de 

E a alors un itéré qui part de 4>2n(D') par le lemme 7.6.13 et aboutit dans un côté 

périodique par le lemme 7.6.15. 

Soit r un ruban de 7̂ 6n avec une composante connexe c de dhr incluse dans E 

et l'autre c' incluse dans un côté périodique. La séparatrice embryonnaire E est un 

intervalle de la forme [x, c/)6n(x)[ où x est l'extrémité de E qui est un coin du rectangle 

de la partition et x est une extrémité d'un côté périodique. Écrivons maintenant 2n 

comme 2n = b + aq, avec 0 < b < q et soit a G N tel que b + aq < 6n < b + (a + l)q. 

La séparatrice embryonnaire E est alors l'union de D, des intervalles 4>h+tq(D') où 

t G { 0 , 1 , . . . , a} et de (f)6n(D). Si c est inclus dans D U (U^=0<f>b+tqD'), le ruban (j>q(r) 

convient. En effet, 4>2nD' est saturé dans lZ^n et q < 2n donc (f)2n+qD' est saturé dans 

7̂ 6n donc (f)q(r) est un ruban de 7Zen. De plus, il a ses deux côtés horizontaux dans 

des côtés périodiques puisqu'il est un itéré positif de r. 

Si c est inclus dans (Uf=a+106+tgD/) U (f)QnD, le segment 4>~q(c) est inclus dans un 

domaine fondamental 4>2n+sqD', avec 0 < sq < 4n. Considérons (j)~(s+1)q(c). C'est un 

segment de 4>2nD'. En particulier, ce segment est inclus dans dh ]jRi et porte donc 

un ruban de 7len qui est 0~^+1^(r) par le lemme 7.6.17. De plus, le lemme 7.6.16 

implique que ce ruban a son autre côté horizontal dans un côté périodique. Le ruban 

cj)sq((j)~(s+l>)q(r) = (j)~q(r) est un ruban de 1ZQU et a ses deux côtés horizontaux dans 

des séparatrices embryonnaires. 

• 
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Lemme 7.6.19. — Soient E et E' deux séparatrices embryonnaires. Sous l'hypothèse 

que l'obstruction (3) est évitée dans TZen, si r est un ruban avec un côté horizontal 

dans E et l'autre dans E', alors E et E' ont même période. 

Démonstration. — Soit r un ruban joignant E à E''. Quitte à inverser les rôles de E 

et Ef, on peut supposer la période q de E strictement inférieure à la période de E'. 

Par le lemme 7.6.18, l'un des rubans (f)q(r) ou <j>~q(r) est un ruban de TZen qui a une 

composante de bord horizontal dans E et l'autre dans un côté périodique mais pas 

dans E' par hypothèse sur les périodes. Ce ruban crée avec r une obstruction (3) dans 

7Zen, ce qui donne une contradiction. • 

Nous sommes à présent en mesure de construire le système de domaines fonda­

mentaux autonomes couplés annoncé pour TZen et d'achever ainsi la preuve de la 

proposition 7.6.8. 

Soient E une séparatrice embryonnaire de période q, D le domaine fondamental 

extrémal tel que (f)2n(D) soit inclus dans E (cf. la remarque après le lemme 7.6.15), 

E' une autre séparatrice embryonnaire de période q' et 4>2n(D') comme pour E. 

Étudions d'abord le cas où la séparatrice embryonnaire E' est différente de E et 

où la surface TZen admet un ruban r dont une composante connexe de bord horizontal 

est dans E et l'autre dans E'. 

Lemme 7.6.20. — Si r est un ruban avec un côté horizontal dans E et l'autre dans 

E', il existe un itéré de r joignant soit les domaines fondamentaux 4>2n(D) C E et 

</>2n_a9(D') de E' pour a > 0, soit les domaines fondamentaux analogues en inversant 

les rôles de E et Ef. 

Démonstration. — En effet, par le lemme 7.6.19, E et E' ont même période q car on 

a supposé que l'obstruction (3) était écartée dans TZQU. Par le lemme 7.6.15, le ruban 

r a un itéré 0m?(r) dans TZen qui part de 4>2n(D) et arrive dans E' et un itéré 0m'9(r) 

(également dans TZen) qui part de (j)2n(D') et arrive dans E, car 4>2n(D) et <f)2n(D') 

sont saturés dans TZen> Quitte à inverser les rôles de E et E', l'entier m est inférieur 

à l'entier m' et </>m(?(r) joint (j)2n(D) à (j>2n~aq(Df) D S' pour un certain a > 0. • 

Soit r un ruban donné par le lemme précédent, dont un côté horizontal est dans 

4>2n(D) U 4>2n(D') et dont l'autre côté horizontal est plus éloigné du point périodique 

de la séparatrice embryonnaire qui le contient que le domaine fondamental 4>2n(D) ou 

(t)2n(D') correspondant. Appelons x le point de r D E le plus éloigné sur E du point 

périodique associé à E et x' le point analogue sur E' (cf. la figure 12). 

Lemme 7.6.21. — Les domaines fondamentaux C = [x, (j>q(x)[h et C = [x',(j)q(x,)[h 

sont saturés, autonomes et couplés. 

Démonstration. — Les intervalles C et C sont compatibles avec les rubans et sont 

inclus dans les segments saturés 7 et 7' donnés par le lemme 7.6.16, ils sont donc 

saturés dans TZen- L'obstruction (1) est écartée dans la surface TZen donc tout ruban 
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c 

<t>2n(D) <j>q(x) 

<t>q(r) 

è2n(D') 
cj>q(x') 

G" 

x' 

FIGURE 12. Domaines fondamentaux autonomes couplés 

qui joint C kE (resp. C à E') joint en fait C à C (resp. C à C) ; comme l'obstruction 

(3) est écartée, E et E' sont couplées et comme l'obstruction (2) est écartée, tout ruban 

de C à aboutit en fait dans C. • 

Traitons enfin le cas d'une séparatrice embryonnaire E telle que tout ruban qui part 

de cj)2n(D) aboutisse sur E. Soit D le domaine fondamental extremal de E (donné 

par la définition 7.6.14). Soit 7 le plus petit intervalle de E contenant D et 4>2n(D). 

Considérons tous les rubans de TZQU ayant un côté horizontal dans (j)2n(D) et l'autre 

dans 7. On note r celui d'entre eux qui aboutit dans 7 le plus loin possible du point 

périodique de E, c'est un ruban de 7^4„. Soit x le point de dhr le plus éloigné du 

point périodique de E et y l'autre extrémité du côté vertical de r passant par x (cf. 

la figure 13). 

Lemme 7.6.22. — Le domaine fondamental C = [x, $q(x)[h est saturé et autonome. 

Démonstration. — Le domaine fondamental C est saturé dans 7Zen- En effet, C est 

inclus dans l'intervalle 7 introduit juste avant l'énoncé du lemme et cet intervalle 

est celui qui apparait dans le lemme 7.6.16. Le ruban (j)q(r) est donc aussi un ruban 

de 1ZQU. Vérifions que tout ruban qui part de C arrive dans C. Le point (j)q{x) ne 

peut pas être entre x et y sur E car sinon, les rubans r et <f)q(r) donneraient une 

obstruction (1) dans la surface TZen. Le point (j)q(x) ne peut pas être entre cj)2n(D) et 

le point périodique relatif à E, il se situe donc dans cj)2n(D) \ ([x,y]h D (f>2n(D)). Un 

ruban qui part de C entre x et y, pour ne pas créer d'obstruction (1) avec r, arrive 

nécessairement dans C. Soit r' un ruban qui part de C entre y et 4>q(x). Par définition 
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ф*{х) (D) ф*{х) 

c 

FIGURE 13. Choix de C si E est non couplée 

de x, le segment de E entre les deux composantes de dhr' ne peut pas contenir x. Il 

ne peut pas plus contenir y, sinon il créerait avec r une obstruction (1) dans 1Zen. 

Supposons que r' n'ait pas ses deux composantes de bord horizontal dans l'intervalle 

[y,(/>q(x)[h de C, soit c celle des deux qui n'est pas dans C. Par le lemme 7.6.13, r' 

a un itéré par (j)~q qui joint C à E tel que l'itéré de c soit dans C. Comme cet itéré 

de ruban ne doit pas contredire la définition de x ni créer d'obstruction (1) dans 7̂ 6n 
avec r, il joint nécessairement ]y, cj)q(x)[h à ]y, cj)q(x)[h. Ceci contredit l'hypothèse sur 

r' et montre que C est autonome. • 

7.7. Sans obstruction, le type géométrique T est de genre fini 

Soient ({Ri} ,0) une réalisation du type géométrique T sans double-bord et %QN 

sa 6nîème-réalisante. Dans ce paragraphe, nous allons démontrer que si la partition 

de Markov de T ne présente pas les obstructions (1),(2) et (3) dans la surface TZQU, 

le genre du type géométrique T est fini. Cette affirmation démontre le sens direct du 

théorème 7.4.8 qui est le résultat principal de ce chapitre : 

Proposition 7.7.1. — Si les obstructions sont écartées dans la surface 1ZQu, le type géo­

métrique T (sans double-bord) a un genre fini, qui est égal au genre gen de la surface 

TZQU. 

Par la proposition 7.6.8 et puisque les obstructions sont écartées dans Hen, il existe 

un système S de domaines fondamentaux autonomes couplés dans TZQU. 
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Lemme 7.7.2. — Supposons que la surface 1Zen ne présente aucune des trois obstruc­

tions. Toute paire (C, C) de domaines fondamentaux couplés du système E vérifie la 

propriété suivante : Orientons C et C vers leur point périodique. Soit r un ruban 

avec un côté horizontal dans C et Vautre dans C, ses côtés horizontaux sont orientés 

en tant qu'images d'horizontales d'un certain rectangle. Si l'orientation du côté hori­

zontal de r inclus dans C coïncide avec l'orientation de C, alors il en est de même 

de l'orientation de dhr fl C et de l'orientation de C. 

Démonstration. — Raisonnons par l'absurde. Soient C et C deux domaines fonda­

mentaux couplés du système E et r un ruban avec un côté horizontal dans C et l'autre 

dans C Supposons que le ruban r ait un côté horizontal orienté comme l'un des do­

maines fondamentaux et l'autre avec l'orientation contraire à celle de l'autre domaine 

fondamental. Cette propriété est stable par itération. Considérons, dans l'orbite de r, 

le premier ruban r dont les deux côtés horizontaux soient dans des côtés périodiques 

de rectangles de la partition de Markov. Ce ruban r est dans la surface 7£2n- (En 

effet, la longueur, dans le graphe G, des chemins disjoints des boucles est strictement 

inférieure à 2n, cf. les propriétés du graphe G au paragraphe 7.6). L'obstruction (3) 

est évitée dans 1Zen donc les séparatrices embryonnaires E et E' contenant les côtés 

horizontaux de Font même période q par le lemme 7.6.19. L'itéré (j)q(r) est un ruban 

de 7̂ 4N car q < 2n, il a un côté horizontal dans E et l'autre dans E' et la propriété 

d'orientation vérifiée par r assure que r et son itéré (j>q(j) créent une obstruction (2). 

Ceci contredit l'hypothèse donc le lemme est prouvé. • 

Pour démontrer la proposition 7.7.1, nous allons d'abord étudier le «genre local» 
de la surface TZen au voisinage des points périodiques bords. Moralement, les rubans 
portés par les domaines fondamentaux éléments de E ne doivent pas contribuer au 
genre de 1Zen car sinon, leurs itérés positifs vont également apporter du genre et le 
type géométrique T ne pourra pas avoir un genre fini. 

Définition 7.7.3. — Soit E une séparatrice embryonnaire non couplée. Si R est le rec­

tangle de la partition de Markov contenant E, nous appellerons E-surface et noterons 

d(E) l'union du rectangle R et des rubans de 7Zen ayant leurs côtés horizontaux dans 

le domaine fondamental C élément de E et inclus dans E. 

Définition 7.7.4. — Soient E etE' deux séparatrices embryonnaires distinctes couplées 

et C et C' les domaines fondamentaux éléments de E inclus respectivement dans E 

et E'. 

1. Si E et E' sont dans le bord horizontal d'un même rectangle R de la partition 

de Markov, nous appellerons (E, E')-surf ace et noterons d(E,Er) l'union du 

rectangle R et des rubans de la surface TZen ayant leurs côtés horizontaux dans 

CUC'. 
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2. Supposons que E et E' soient dans le bord de deux rectangles différents, R et 

R' respectivement, de la partition de Markov. Nous appellerons alors (E,E')~ 

surface et noterons d(E, E1) l'union de R, de Rl et des rubans de la surface 7Zen 

qui ont leurs côtés horizontaux dans CUC". 

Proposition 7.7.5. — Sous l'hypothèse que les obstructions (1),(2) et (3) n'existent 

pas dans la surface lZen, pour toute séparatrice embryonnaire E non couplée et pour 

toute paire de séparatrices embryonnaires couplées (E,E*), la E-surface d(E) et la 

(E, E')-surface d(E,E') sont des surfaces planaires. 

Remarque-notation. — Toute i£-surface est un disque à anses au sens de la défini­

tion 7.5.1 : la surface d(E) est le disque R sur le bord duquel sont attachées les anses 

obtenues comme l'adhérence des composantes connexes de d(E) \ R. 

De même, toute (E, 2£')-surface peut se voir comme un disque A(E,E') sur le 

bord duquel sont attachées les anses obtenues comme l'adhérence des composantes 

connexes de d(E, E') \ A(E, E'). En effet, si E et E' sont couplées et incluses dans le 

bord horizontal d'un même rectangle R de la partition de Markov, le disque A(E, E') 

est simplement R. Si E est dans le bord d'un rectangle R et E' dans le bord de 

R' ^ R, le lemme 7.7.2 et l'absence d'obstruction (2) dans 1ZQU nous permettent de 

dire qu'il existe un ruban r^E,E') avec un côté horizontal dans C et l'autre dans C tel 

que tout autre ruban joignant C à C" a ses côtés horizontaux entre ceux de r^E,E*) et 

les points périodiques de E et E'. Dans ce cas, on définit le disque A(E,E') comme 

l'union des deux rectangles R et R' et du ruban r^E,E')' 

D'après le lemme 7.5.2, la proposition 7.7.5 ci-dessus est alors équivalente à la 
proposition suivante, que nous allons démontrer : 

Proposition 7.7.6. — Si les trois obstructions sont écartées dans la surface 7Zen, on a 

les propriétés suivantes : 

1. Pour toute séparatrice embryonnaire E non couplée, quels que soient les rubans 

r et r' appartenant à d(E), il existe un intervalle I inclus dans dR (où R est le 

rectangle de la partition de Markov contenant E) tel que les côtés horizontaux 

du ruban r sont tous deux inclus dans I et ceux du ruban r' sont tous deux inclus 

dans dR \ I. 

2. Pour toutes séparatrices embryonnaires E et E' couplées, quels que soient les 

rubans r et r' de d(E,E'), il existe un intervalle I inclus dans le bord du 

disque A(E,E') tel que I contienne les deux côtés horizontaux du ruban r et 

que dA(E,E') \ I contienne les deux côtés horizontaux du ruban r'. 

La démonstration de cette proposition se fait grâce aux deux lemmes suivants : 

Lemme 7.7.7. — Soient, dans lZen, deux rubans r et r' dont les côtés horizontaux sont 

dans le bord du rectangle R de la partition de Markov. Supposons que tout intervalle 
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inclus dans le bord de R qui contient r fl dR contienne aussi au moins une composante 

de r' H dR, alors la surface 7Zen présente une obstruction. 

Démonstration. — Si l'un des rubans r ou r' a ses deux côtés horizontaux dans un 
même côté horizontal de R, alors r et r' donnent une obstruction (1) . 

Supposons donc que les rubans r et r' joignent un côté horizontal A de R à l'autre, 

que nous notons A'. Les segments A et A' sont tous deux orientés de gauche à droite 

en tant qu'horizontales du rectangle R. L'une des composantes connexes de dR \ dhr 

contient le côté vertical gauche de R. Nous appellerons G cette composante connexe 

et D celle qui contient le côté vertical droit du rectangle R. 

A' 

A 

FIGURE 14 . Les deux rubans donnent à 7Zen une obstruction (2) 

Si r' n A précède r f l A pour l'orientation de A, r' f l A est nécessairement inclus 
dans G. L'hypothèse implique alors que r' fl A' est dans D. Ce segment r' D A' est 
donc après r f) A' pour l'orientation de A', ce qui décrit exactement une obstruction 
(2) (cf. la figure 14). En effet, le ruban r est un itéré positif par (f)Qn d'un trou 
horizontal d'un rectangle de la partition de Markov (cf. le lemme 7.4.4) donc ses côtés 
horizontaux sont orientés en tant qu'horizontales de rectangle. Comme la surface TZ^n 
est orientée (cf. le lemme 7.3.3), le bord horizontal de r induit une orientation sur A 

et A' compatible avec leur orientation en tant qu'horizontales de R (i.e. l'orientation 
naturelle et l'orientation induite sont soit les mêmes, soit inverses l'une de l'autre). 
Le lemme est donc démontré. • 

Lemme 7.7.8. — Soit, dans la surface TZen, un ruban 7 qui joint deux côtés pério­

diques A et B, A étant inclus dans le bord d'un rectangle R et B dans le bord d'un 

rectangle R' / R. Appelons D1 le disque topologique égal à l'union des rectangles R 

et R' et du ruban 7. Supposons qu'il existe deux rubans r et r' de TZQn tels que les 

côtés horizontaux de r et ceux de r' sont inclus dans A U B et tels que r' ait un et un 
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seul côté horizontal dans chaque composante de dDy \ dhr. La surface lZen présente 

alors une obstruction. 

Démonstration. — Orientons A et B par l'orientation des côtés horizontaux du ruban 

7 (rappelons que 7 est en fait un itéré par </>6n d'un trou horizontal de rectangle et à 

ce titre, ses horizontales sont orientées comme toute horizontale de rectangle). 

Si r a ses deux côtés horizontaux dans A, de part et d'autre de 7fl A, la surface 1ZQU 
présente une obstruction (1). Si dhr est inclus dans une composante de A \ (7 fl ^4), 

1ZQU présente aussi une obstruction (1) car, dans cette composante connexe, r' a un 

et un seul côté horizontal entre ceux de r. 

Si r part de A à gauche de 7 fl A et arrive dans B à droite de 7 fl B, ou récipro­

quement, les rubans r et 7 présentent une obstruction (2). 

Sinon, comme D1 est orienté (car la surface lZen l'est), dD7 \ dhr a deux compo­

santes connexes, appelons L celle qui contient l'intervalle de A situé entre 7 D A et 

r D A. Remarquons que l'intervalle a de B situé entre 7 fl B et r D B est dans L. 

Le ruban r' n'a qu'un côté horizontal dans L par hypothèse. Posons, pour fixer les 

idées, que r' fl L est inclus dans A. Si son autre côté horizontal est aussi dans A, r' 

crée avec 7 ou r une obstruction (1). Si son autre côté horizontal est dans B, il n'est 

pas dans a donc il crée avec 7 ou r une obstruction (2). • 

Démonstration de la proposition 7.7.6. — D'une part, le lemme 7.7.7 démontre par 

contraposée la première propriété qu'affirme la proposition 7.7.6, d'autre part le 

lemme 7.7.8, avec D7 = A(E,E'), démontre la deuxième. • 

Si les obstructions sont écartées dans 1Z§n, rappelons que la proposition 7.6.8 nous 
donne l'existence d'un système £ de domaines fondamentaux autonomes couplés et 
que la proposition 7.7.5 implique que, pour toute séparatrice embryonnaire E, la 
£J-surface d(E) ou la (E, E')-surface d(E,E'), suivant que le domaine C G S in­
clus dans E est couplé ou non, est planaire. Appelons w le ppcm des périodes des 
séparatrices embryonnaires. 

Lemme 7.7.9. — Soit C un domaine fondamental non couplé élément de E. Soit q 

la période de la séparatrice embryonnaire E. Soient tt = w/q et R le rectangle de la 

partition de Markov contenant C dans son bord. 

Alors, pour tout t > 0, Vunion du rectangle R et des rubans qui, dans 1ZS pour tout 

s > 6n + tw, sont portés par Vintervalle Ct égal à 

C U (j)q{C) U ^ U - . - U 0tw(C) = c/)t7tq{C) 

est une surface planaire, que nous notons $™(E). Cette surface se plonge dans Vunion 

de R et d'un disque St(C) qui contient tous les rubans portés par ddt^(E) et dont 

l'intersection avec R est réduite au segment Adh(Ct). 
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c W™{x\ 
W™{x\ 

W™{x\ 

FIGURE 1 5 . Pour C non couplé, le «genre local» est nul 

Démonstration. — Appelons x l'extrémité de C la plus éloignée du point périodique 

p de la séparatrice embryonnaire E. Les segments suivants, inclus dans le bord de R, 

sont emboîtés : 

/0 = [x,p] D /1 = [<l>q(x),p] D---Dltn = [<FW9(x),p] = W™{x\p]. 

Pour tout j , Ij \ ij+i = 4Jq(C). On déduit de la proposition 7.7.5 que l'union du 

rectangle R et des rubans attachés sur Ij \ Ij+i est une surface planaire pour tout j . 

Donc le corollaire 7.5.4 nous donne que la surface d?™(E) est planaire (cf. la figure 15) . 
On peut par conséquent appliquer le premier item du lemme 7.5.3 à ^(E) pour 

obtenir un disque contenant tous ses rubans et recollé à R le long de Adh(C). • 

Lemme 7.7.10. — Soient C et C deux domaines fondamentaux couplés éléments de 

S et inclus respectivement dans les séparatrices embryonnaires E et E'. Supposons 

que E et E' soient toutes deux dans le bord d'un même rectangle R de la partition de 

Markov. Soient q la période de E et 7r = w/q. Soit A(E,E') le disque relatif à E et 

E' introduit dans la remarque juste avant la proposition 7.7.6. 

Alors, pour tout t >0, l'union du disque A(E,Ef) et des rubans de 7ZS, pour tout 

s >6n + tm, qui ont leurs côtés horizontaux dans 

(C U C) U (<j)q(C U C')) U • • • U ((j)txa(C u C')) 

est une surface planaire, que nous appellerons a*™(E,E'). Cette surface se plonge 

dans une couronne formée par l'union de R et d'une anse pt(C,C) recollée sur dR 

le long de (C U C) U • • • U (^(C U C')). 

Démonstration. — Soient p le point périodique de E et p' celui de E'. Rappelons 

que par le lemme 7.6.19, les points périodiques p et p', s'ils sont différents, ont même 

période q. 

Montrons d'abord que l'une des deux composantes connexes de dR \ (C U C) 

contient les deux points périodiques p et p'. C'est clair si p = p'. Sinon, le lemme 7.7.2 
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dtzu(E,E') 

dtzu(E,E') 

dtzu(E,E') 

dtzu(E,E') 

FIGURE 16. La couronne formée par R et l'anse pt(C,C) 

nous donne que les séparatrices embryonnaires E et E', orientées vers leur point 

périodique, sont orientées toutes deux dans le même sens (de gauche à droite ou de 

droite à gauche). On en déduit le résultat (cf. la figure 16) . Appelons IQ l'union de 

cette composante connexe contenant p et p' et des domaines fondamentaux C et C" 

et notons x et y les extrémités de 1$. 

Définissons les segments emboîtés 

/ I = [^(x),^*(l ,)]C/o 

I2 = [4>2"(x),<t>2"(y)}ch 

I2 = [4>2"(x),<t>2"(y)}chI2 = [4>2"(x),<t>2"(y)}ch2"(y)}ch 

On déduit de la proposition 7.7.5 que, pour tout fc, l'union de A (S , E') et des rubans 

portés par lu \ Ik+i est une surface planaire (en remplaçant, dans d(E, E'), les rubans 

ayant leurs côtés horizontaux dans CuC par les rubans ayant leurs côtés horizontaux 

dans h \ 4+1 = <f>kq(C U C')). Le corollaire 7.5.4 affirme alors que df-™(E,E') est 

planaire. Le lemme 7.5.3, appliqué en prenant \i — C U <t>q(C) U ••• U (j)tvJ(C) et 

/i' = C" U (f)q(C) U • • • U 0£îU(C"), termine la preuve. • 

Lemme 7.7.11. — Soient C et C deux domaines fondamentaux couplés éléments de E 

et inclus respectivement dans les séparatrices embryonnaires E et E'. Supposons que E 
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et E' soient incluses dans le bord de deux rectangles différents, R et R' respectivement. 

Soit q la période de E. Soient p et p' les points périodiques associés respectivement à 

E et E'. Notons 7r l'entier wjq. Soit A(E,E') le disque relatif à E et E' introduit 

dans la remarque juste avant la proposition 7.7.6. 

Alors, pour tout t > 0, Vunion du disque A(E,E') et des rubans de 1ZS, pour tout 

s >6n + tw, qui ont leurs côtés horizontaux dans 

(C U C") U (<p{Ç U C')) U • • • U (0ttu(C U C')) 

est une surface planaire, que nous appellerons $™(E,E'). Cette surface se plonge 

dans un disque formé par Vunion de R, de R' et d'un rectangle pt(C,C') dont un 

côté est recollé sur dR le long de C U • • • U (<f)tv°(C)) et Vautre sur dR' le long de 

C ' U - U ( f ( C ' ) ) . 

7 T 

c 6tm(C 

E 
Pt(C,C 

r(E, El) 

E' G è (C ) 

P 

p' 

TV 

FIGURE 1 7 . La surface dr™(E,E') est planaire 

Démonstration. — D'après le lemme 7 .6 .19, les points périodiques p et p' ont même 

période, égale à q. 

Appelons A le côté horizontal de R qui contient C, a le côté horizontal inclus dans 

C du ruban r(E,E')i A' et o! les segments analogues dans dR'. Le lemme 7.7.2 montre 

que les points périodiques p et p' sont tous les deux soit à droite, soit à gauche de a 

ou a' dans A U A' muni de l'orientation induite par celle des horizontales de T^E^E')-
Appelons x l'extrémité de C la plus proche de p et y celle de C la plus proche de 

p'. Appelons IQ le segment de dA(E1E') d'extrémités x et y qui contient les points 

périodiques p et p' (Io est le complémentaire dans dA(E,E') de l'intervalle union 

des intervalles entre a et p dans A et entre a' et p' dans A' et du côté vertical de 

R(E,E') Qui joint les extrémités de a et de a' concernées). Afin de bien considérer tous 
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les rubans portés par C U C et autres que r(E,E'), soit 7_i le plus petit segment de 

dA(E, E') contenant /0 et les deux côtés horizontaux de tout ruban porté par l'union 

de l'intervalle de C entre a et x et de l'intervalle analogue de C . 

On peut, comme dans la preuve du lemme 7.7.10, définir des segments emboîtés de 

<9 A (£,£*') (cf. la figure 18) : 

/0 C J_i 

/ i = [ № ) , ^ ( y ) ] C / 0 

l2 = [<P9(x),4?9(v)]Cli 

Itn = [ ^ ' ( x ) , Q Wiy)] = [0tw(x),0to(i/)] C It.-i. 

I-i 

7-i C / - 1 

[0tw(x),0to(i/)] C It.-i. 

L1 
Io I1 I tw 

Itro ' h Io 
I-I 

a 1/ 4>q(v) ^tw(y)p' 

/ - 1 a / - 1 

FIGURE 1 8 . Les segments emboîtés 

/ - 1 

Soient z l'extrémité de C la plus éloignée du point périodique p et z' l'extrémité de 

C la plus éloignée de p'. Le ruban r^E.E1) a été choisi de telle sorte que les rubans qui 

ont un côté horizontal inclus dans C entre z et a ont tous leurs deux côtés horizontaux 

dans C (entre z et a). De même, les rubans qui ont un côté dans C entre z' et a' ont 

tout leur bord horizontal entre z' et a'. Considérons l'union A(E,E') de A(E,E') et 

des rubans portés par J_i \i"t7r • dans A(E, E'), il n'y a donc pas de ruban porté par les 

sous-segments de 7_i situés entre z et a et entre z1 et a'. Ici aussi, la proposition 7.7.5 

et le corollaire 7.5.4 montrent que A(E,E') est une surface planaire. L'item 2 du 

lemme 7.5.3 nous donne alors une anse a(E,E') contenant tous les rubans portés par 

7_i \ Itn et recollée sur dA(E, E') le long de 7_i \ Itn. 

Considérons alors le disque D = R U a(E,E') U R'. Sur son bord sont attachées 

l'anse r^E^E') ê  les rubans qu'on a ignorés pour former A(E,E') (cf. la figure 1 9 ) . 

ASTÉRISQUE 250 



7.7. SANS OBSTRUCTION, LE GENRE EST FINI 195 

с 
у(*) 

а(Е,т 

*Й5 с 

FIGURE 1 9 . Le disque D = R U R' U a(E, E') et les anses attachées 
sur son bord 

Une des composantes connexes de dD \{z,z'} contient les deux points périodiques, 
l'autre, que nous notons J, contient les côtés horizontaux de toutes les anses attachées 
sur le bord de D. En appliquant le lemme 7.5 .3 , on obtient un disque D qui contient 
toutes ces anses et dont l'intersection avec D est réduite au segment J. 

Le rectangle pt(C,C) annoncé est l'union de l'anse a(E,E') et du disque D. • 

Démonstration de la proposition 7.7.1. — Soit TZt la surface obtenue de 7^6n+t^ en 
la privant de l'intérieur et des côtés verticaux de tout ruban ayant un côté horizontal 
entre un domaine fondamental ф*™(С{) et le point périodique pi qui lui est associé. 
Pour tout m > 6n, il existe t0 > m tel que TZm soit incluse dans TZt pour tout t >t0. 
Il suffit donc de montrer que g {Ht) est égal à д^п. 

Pour tout domaine fondamental С E E non couplé, le lemme 7.7.9 nous donne un 

disque ÔQ{C). De même, on associe à toute paire de domaines fondamentaux couplés 

éléments de E une anse p0(C,C') ou un rectangle po(C,C) par les lemmes 7 .7 .10 et 

7 .7 .11 . Soit IZQ la surface obtenue comme union de IZo, des disques ôo(C) pour tous 

les С e E non couplés, des anses Д)(С, С) et des rectangles po(C, C) pour toutes les 
paires (С, C") de domaines fondamentaux couplés. Appelons lit l'union de IZo, des 
disques ôt(C), des anses pt(C,C) et des rectangles pt(C,Cf). 

Par les lemmes 7.7 .9 , 7 . 7 . 1 0 et 7 .7 .11 , la surface TZt se plonge dans lit- De plus, 
chaque disque St(C) se rétracte par déformation sur ^o(C) U Adh(Ct), chaque anse 
pt(C, C) sur po(C, C, ,)U(^(CUC,))U- • •U((/>^(CUC")) et chaque rectangle pt{C, C) 
sur po (C ,C) Ц(ф*(С U C")) U • • • U (0*Ш(С U C')). 

La surface 1Zt se rétracte donc par déformation sur IZo. Ceci implique que TZQU et 

TZt ont toutes les deux même genre que TZQ, ce qui achève la preuve. • 
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7.8. Les obstructions donnent à T un genre infini 

Nous allons montrer ici que si la surface 7£m présente l'une des obstructions (1), 
(2), (3) définies au paragraphe 7.4, le genre du type géométrique T sans double-bord 
est infini : 

Proposition 7.8.1. — S'il existe m G N tel que la surface 7Zm présente l'une des trois 

obstructions (1), (2) ou (3) (cf. la définition 7.4-7), le genre du type géométrique T 

est infini. 

Cette proposition est la réciproque de la proposition 7.7.1. Elle donne la fin de la 

démonstration du théorème 7.4.8 qui est l'objet principal de ce chapitre. 

Dans tout ce paragraphe, I/J désignera la plus petite puissance de (j) laissant fixes 

toutes les séparatrices de l'homéomorphisme choisi pour la réalisation du type géo­

métrique T. 

Voici une série de lemmes dont les cinq premiers servent à montrer les trois derniers 

qui, eux, donnent la preuve de la proposition 7.8.1. 

Lemme 7.8.2. — Supposons qu'il existe, dans IZm, une séparatrice embryonnaire E 

et un ruban r avec ses deux côtés horizontaux inclus dans E. S'il existe un ruban r' 

avec un côté horizontal dans E entre les deux composantes connexes de dhr et l'autre 

dans E mais disjoint du plus petit segment contenant dhr, alors la suite (gi)ieN tend 

vers l'infini quand l tend vers l'infini. 

E 
9(r) 9(r) 9(r) 

9(r) 

FIGURE 20. Les itérés de r et r' donnent du genre infini 

Démonstration. — Soit [x, y] C E le plus petit segment contenant les côtés horizon­

taux de r et de r', le point y étant entre x et le point périodique p de E. Soit q un 

entier tel que ipq([x,y]) soit disjoint de [x,y] (il suffit que ipq(x) soit entre y et p). 

Considérons i2, le rectangle de la partition contenant E dans son bord. La surface 

RUr Ur' est de genre 1 (cf. la définition à la fin du paragraphe 7.3) par le lemme 7.5.2. 

Les segments [x,p], [i/jq(x),p], • • • , [iplq(x),p] sont emboîtés donc le lemme 7.5.5 nous 

assure que la surface i?U(rUr')U- • •U(^/9(r)U'0^(r/)) est de genre au moins l (cf. la 
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figure 20). Le genre de toute surface 1Zm contenant #U(rUr ' )U- • -\J(^lq(r)VJ^lq(r')) 

est par conséquent supérieur ou égal à /. Comme dans ce cas la surface 1Zm+q contient 

Y (1+1)q (U) (r) y V(z+1)(?(r'), on a le résultat. • 

Lemme 7.8.3. — Supposons qu'il existe, dans 1Zm, deux séparatrices embryonnaires 

Ei et E2 et deux rubans r\ et r2 joignant E\ à E2. Supposons de plus qu 'il existe un 

ruban r avec un côté horizontal dans E\ entre r\ fl E\ et r2 fl E\ tel que son autre 

côté horizontal soit dans E2 mais disjoint du plus petit segment a de E2 contenant 

(ri nE2) U (r2 nE2). Alors la suite (gi)ieN tend vers l'infini quand l tend vers l'infini. 

Démonstration. — Soit R le rectangle de la partition de Markov contenant E2 dans 

son bord, R celui contenant E\ dans son bord. Soit r' un itéré positif de r par ip 
(laissant fixes toutes les séparatrices) tel que : 

1. le côté horizontal r' fl E2 soit disjoint du segment a, 

2. le côté horizontal r' fl E\ ne soit pas situé entre ri fl E\ et r2 fl E\ (il est donc 

entre le point périodique p\ de E\ et (r\ U r2) fl E\). 

Appelons a' le plus petit segment de E2 contenant a et dont une extrémité est le point 

périodique p2 de E2 et b le plus petit segment de E2 contenant r fl E2 et r' fl E2. 
Étudions, dans un premier temps, le cas où les segments a et 6 sont disjoints, 

autrement dit où les côtés horizontaux r fl E2 et r' H E2 sont tous deux inclus dans a' 

ou tous deux inclus dans E2 \ a'. Considérons une horizontale H du rectangle R. Les 

verticales de R issues des extrémités de a coupent H chacune en un point, déterminant 

ainsi dans R un sous-rectangle Ra dont l'union avec les rubans r\ et r2 forme une 

anse Aa attachée sur E\. On définit de même, grâce h H et aux verticales de R issues 

des extrémités de 6, un rectangle Rb dont l'union avec les rubans r et r' est une anse 

Ah, attachée elle aussi sur E\ (cf. la figure 21). 

Ex 
C i 

Er 

Pi 

E2 

U 

E2' 

H 
P2 

anse Aa anse Ah anse Aa anse Ah 

FIGURE 21. Les anses Aa et Ah : deux exemples 
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Nous allons utiliser Aa et Ab pour répéter l'argument de la preuve du lemme 7.8.2. 
Par le choix de r', les anses Aa et Ab sont telles que leur union avec le rectangle 
R est une surface de genre 1 par le lemme 7.5.2. Soit x le point de E\ n (r\ U r2) 
le plus éloigné du point périodique p\ de E\. Le segment [x,pi] de E\ contient les 
côtés horizontaux inclus dans E\ des quatre rubans ri, r2, r et r'. Soit q G N tel que 
[ipq(x),pi] soit disjoint de ces quatre ca r le lemme 7.5.5 qui va minorer le genre de 
l'union du rectangle R et des anses attachées sur son bord : soient 

Io = [*,Pi] D h = №q(x),Pl\ D - • • D Ii = [i>lq(x),Pl]. 

Pour j = 1,2, . . . , / , prolongeons les rubans 

îl>jq(ri),i/jjq(r2) d'une part et ipjq(r),ipjq(rf) d'autre part 

par un rectangle inclus dans R comme nous l'avons fait avec v\, r2 et r, r' pour former 

les anses Aa et Ab. Nous obtenons ainsi deux nouvelles anses, notées respectivement 

A™ et AJbq. Le lemme 7.5.5 affirme alors que la surface 

RU (AaU Ab)U - • - U (Alq U Alq) 

est de genre au moins /. Le genre de toute surface IZy contenant les rubans iplq(ri), 

iplq(r2), îplq(r) et iplq(rf) (donc les anses Alq et Albq) est par conséquent au moins /. 

Comme les anses Aa+1^q et A^+1^q sont alors dans la surface 7£f/+g, on a le résultat. 

Traitons maintenant le cas où le segment a est inclus dans le segment b, autrement 

dit, d'après le choix de r ^ o ù r f l ^ est inclus dans E2\a' et r'nE2 est inclus dans a' 

(en fait, dans a' \ a). On reprend l'horizontale Ti du cas précédent, en la choisissant 

suffisamment proche du côté horizontal de R contenant E2. Reprenons aussi l'anse 

Aa construite grâce à % et aux rubans T\ et r2, ainsi que les anses AJaq contenant les 

itérés positifs par ip de r\ et r2. Comme a C b, la manière de construire l'anse Ab est 

légèrement différente. Soient /?i l'extrémité de b la plus éloignée du point périodique 

P2 et fa son autre extrémité. Soient %' et H" deux horizontales de R plus éloignées 

de Ei que ?{, V! étant entre % et %" . Les verticales de R issues de /?i et /32 coupent 

VI et V" et définissent ainsi un rectangle Rb inclus dans ñ et disjoint de l'anse Aa. 

Les segments verticaux de R joignant les extrémités de (r U r') fi i£2 autres que 

et /32 au côté de i?& inclus dans V! permettent, avec les verticales issues de (3\ et 

/32, de prolonger dans R les rubans r et r' par deux rectangles. L'union de ces deux 

rectangles, de Rb et des rubans r et r' forme l'anse Ab (cf. la figure 22). La surface 

RUAa U Ab est de genre 1. La fin de la démonstration est la même que dans le premier 

cas. 

• 

Lemme 7.8.4. — Supposons qu'il existe, dans Hm, deux séparatrices embryonnaires 

E\ et E2 et deux rubans r\ et r2 joignant E± à E2. Supposons de plus qu'il existe 

un ruban r avec un côté horizontal dans E\ entre r\ n E\ et r2 fl E\ et Vautre côté 
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Ei-
pi 

B2 ßl Eo 

u 

H' 

U" 

anse Aa anse Ab 

FIGURE 22. Les anses Aa et Ab lorsque a Cb 

horizontal dans E\ mais hors du plus petit segment contenant (7*1 Ur2) C\Ei. Alors la 

suite (gi)ieN tend vers l'infini quand l tend vers l'infini. 

Démonstration. — C'est la même que la preuve du lemme précédent, à ceci près 

qu'ici, l'anse B est simplement le ruban r. • 

Lemme 7.8.5. — Supposons qu'il existe, dans 11m, deux séparatrices embryonnaires 

Ei et E2 et deux rubans r± et r2 joignant Ei à E2. Supposons de plus qu 'il existe un 

ruban r avec un côté horizontal dans E\ entre r\ D E\ et r2 H E± tel que son autre 

côté horizontal soit dans une séparatrice embryonnaire E différente de E\ et de E2. 

Alors la suite (pz)zeN tend vers l'infini quand l tend vers vers l'infini. 

Démonstration. — Elle est identique à la preuve du lemme 7.8.3 (cf. la figure 23). • 

Lemme 7.8.6. — Supposons qu'il existe, dans 1Zm, deux séparatrices embryonnaires E 

etE'^E et un ruban r avec un côté horizontal dans E et l'autre dans E'. Orientons E 

et E' vers leur point périodique. Si cette orientation induit deux orientations opposées 

sur les côtés horizontaux de r, alors la suite (gi)ieN tend vers l'infini quand l tend 

vers vers l'infini. 

Démonstration. — Considérons le triplet de rubans (r,ip(r),^2(r)), a le plus petit 

segment inclus dans E et contenant (r U ip2(r)) H E et b le segment analogue dans 
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Ex 

E 
E<¿ 

FIGURE 2 3 . Le ruban r a un côté horizontal dans une troisième séparatrice 

E'. Les itérés par I{J3 de a et b sont deux-à-deux disjoints. Notons a,j et bj respective­

ment les segments ip3j(a) et ip3j(b). Soit Ha une horizontale du rectangle contenant 

a dans son bord assez proche du côté contenant a et Hb une horizontale du rectangle 

contenant b dans son bord assez proche du côté contenant b. Si a et b sont dans le 

bord d'un même rectangle R, les séparatrices embryonnaires E et E' ne peuvent pas 

être issues d'un même point périodique. En effet, comme 7£m est orientée, les côtés 

horizontaux de r munis de l'orientation induite par celle des séparatrices orientées 

vers leur point périodique ne peuvent pas, dans ce cas, être orientés en sens inverse. 

Le ruban r joint donc nécessairement les deux côtés horizontaux de R, ce qui assure 

qu'il n'y a pas d'ambiguïté pour choisir %a et 7ib-

Prolongeons les verticales issues des extrémités de a jusqu'à ce qu'elles coupent Ha 

et appelons a l'union des deux segments verticaux et du segment de T~La joignant leurs 

extrémités. Soient x' et x" les points de b tels que x' et une extrémité de a soient dans 

un même côté du ruban r et x" et l'autre extrémité de a soient dans un même côté 

de ip2(r). Prolongeons les verticales issues de x' et de x" jusqu'à ce qu'elles coupent 

l'horizontale Hb et appelons /3 l'union des deux segments verticaux et du segment de 

T-Lb joignant leurs extrémités. Nous pouvons alors considérer le lacet À union de a, 

fi et des côtés des rubans r et ip2(r) qui joignent leurs extrémités (cf. la figure 24). 

Les lacets analogues Xj construits grâce aux segments ïp3j(a) et ip3j(b), aux rubans 

qui ont leurs côtés horizontaux dedans et aux segments cij et fij sont deux-à-deux 

disjoints. 

Considérons un autre lacet, /x, construit de la manière suivante : ¡JL contient une 

extrémité (quelconque) de b ainsi que les deux côtés de ruban issus de ce point. Le 
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T~tg 

E 

ф(г) 

E' 

-ф2(г) 

\Г\ц U3 

FIGURE 2 4 . Les lacets À et /x 

segment ¡1 fl b ne rencontre xj)(r) qu'en un de ses sommets et se prolonge à partir de 

ce sommet par le côté vertical de ip(r) qui en est issu. Enfin, l'intersection de ¡1 et de 

a est le segment dont les extrémités sont celles des côtés verticaux de rubans inclus 

dans ¡1. De même que pour À, les lacets fij sont deux-à-deux disjoints. 

Les lacets Xj et \ij sont ainsi construits qu'ils se coupent transversalement en un 

et un seul point (itéré de x' si x' G //, itéré de x" si x" G //) et que les unions Xj U [ij 

sont deux-à-deux disjointes. 

Soit Y la surface union des (ou du) rectangles contenant EUE' et des rubans ^k(r) 

ayant leurs côtés horizontaux dans (a U ai U • • • U ai) U (b U bi U • • • U bi). L'existence 
des / paires (XJ,/J,J) nous assure que le genre de Y est supérieur ou égal à / (cf. la 
définition du genre d'une surface compacte rappelée à la fin du paragraphe 7.3). Par 
conséquent, toute surface 7£m contenant ijjbl(r) est de genre au moins égal à /. • 

Lemme 7.8.7. — Supposons que lZen présente une obstruction (3). Alors la suite 

(gi)ieN, où gi est le genre de la surface IZi, tend vers l'infini quand l tend vers l'infini. 

Démonstration. — Notons r et r\ les deux rubans créant une obstruction (3) et E la 

séparatrice embryonnaire qui contient un côté horizontal de r et un de r\. Quitte à 

intervertir r et r\, supposons que r fl E est plus proche du point périodique p de E 

que ri fl E. Soit q G N tel que ^g(ri H E) soit situé dans E entre r fl E et le point p 

(cf. la figure 25). On peut alors appliquer le lemme 7.8.5 pour achever la preuve de 

ce lemme-ci. 
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E 

P 

r2 = ip4(ri) 

FIGURE 2 5 . Les anses impliquées par l'obstruction ( 3 ) 

• 

Lemme 7.8.8. — Supposons que lZen présente une obstruction (1). Alors la suite 

(P/)ZGN; où gi est le genre de la surface IZi, tend vers Vinfini quand l tend vers Vinfini. 

Démonstration. — Appelons C le côté de rectangle dont parle l'obstruction (1), r\ le 
ruban qui joint C à lui-même et qui n'a entre ses deux côtés horizontaux qu'un et un 
seul côté horizontal du ruban r. Nous allons étudier successivement le cas où il n'y a 
pas de point périodique entre les deux composantes connexes de C n ri et le cas où il 
y en a un. 

Si C n'est pas périodique, r\ a un itéré positif par tj) dont les deux côtés horizontaux 

sont dans une séparatrice embryonnaire E et tel que l'itéré de r correspondant ait un 

côté horizontal dans E entre ceux de l'itéré de r\ et l'autre côté horizontal dans une 

séparatrice embryonnaire E'. Par ailleurs, si C n r\ est inclus dans une séparatrice 

embryonnaire E, le ruban 7*1 a un itéré positif par %j) tel que les côtés horizontaux de 

l'itéré correspondant de r soient inclus tous deux dans des séparatrices embryonnaires 

(dont l'une au moins est E). Quitte à prendre des itérés de ri et r, il suffit donc 

d'étudier le cas où C fl r\ est inclus dans E et où r a un côté horizontal dans E 

entre ceux de r\ et l'autre dans E'. Si E' est égale à E, le lemme 7.8.2 donne le 

résultat. Supposons que les séparatrices embryonnaires E et E' soient distinctes (cf. 

la figure 26). Considérons, en plus des rubans r± et r, l'itéré ^q(r) où q G N est tel 

que ïpq(r) f) E ne soit pas entre les côtés horizontaux de r\. On applique alors le 

lemme 7.8.4 pour conclure. 

Supposons enfin qu'il existe un point périodique p entre les composantes connexes 

de ri D C. Appelons E et E' les séparatrices embryonnaires issues de p, en posant 

que E' contient r D C. Quitte à prendre un itéré de r, on peut supposer que le côté 
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E-

<Й»9(Г) 

E' 

FIGURE 2 6 . L'obstruction ( 1 ) avec E ^ E' et (n fï C) C # 

horizontal de r qui n'est pas entre les côtés horizontaux de r\ est dans une séparatrice 

embryonnaire E* (cf. la figure 2 7 ) . 

E E' E E'E- E' 

FIGURE 2 7 . L'obstruction ( 1 ) avec un point périodique entre les cô­

tés horizontaux de r\ 

Si cette séparatrice embryonnaire E* est différente de E et E', le lemme 7.8 .5 

donne le résultat. Si r a ses deux côtés horizontaux dans E' = E*, on retombe dans le 

premier cas traité ici car il n'y a pas de point périodique entre les deux composantes 

connexes de r fl E'. Si le ruban r a un côté horizontal dans E' et l'autre dans E, 

considérons l'itéré ipq(ri) — r2, où q est un entier tel que r2 fl E' est plus proche du 

point périodique p que r fll£'. Le lemme 7.8.3 permet alors de conclure, ce qui termine 

la démonstration. • 

Lemme 7.8.9. — Supposons que TZen présente une obstruction (2). Alors la suite 

(gi)ieN, où gi est le genre de la surface 1Zi, tend vers Vinfini quand l tend vers l'infini. 
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Démonstration. — Soient A et A' les deux côtés horizontaux de rectangles et r et r' 

les deux rubans qui apparaissent dans l'obstruction (2). 

Étudions d'abord le cas où il n'y a pas de point périodique ni entre r fl A et r' fl A, 

ni entre rnA'etr'nA'. Quitte à prendre des itérés de r et r', on peut supposer que 

leurs côtés horizontaux sont en fait dans deux séparatrices embryonnaires E et E' 

(non nécessairement incluses dans deux côtés horizontaux différents de la partition de 

Markov). Supposons que r fl E est plus proche du point périodique de E que r' fl E. 

On a alors deux situations possibles : 

E 

фя(г) itéré de r 

E' 

FIGURE 28. L'obstruction (2) avec r et r' joignant E à E1 ^ E 

- Si E' = E, on a une obstruction (1) donc le lemme 7.8.8 donne le résultat. 

- Si E ^ E' et si l'orientation de E et E' vers leur point périodique induit sur le côté 

horizontal de r et sur celui de r' inclus dans E la même orientation que sur leur côté 

horizontal inclus dans E', soit q G N tel que l'itéré ipq(r) ait son côté horizontal dans 

E' plus proche du point périodique que r' D E' (cf. la figure 28). Le lemme 7.8.3 nous 

donne, dans ce cas, le résultat. 

- Si E / E' et si les côtés horizontaux de r orientés par l'orientation induite par celle 

de E et E' vers leur point périodique sont opposées, on utilise le lemme 7.8.6. 

Traitons maintenant le cas où il existe un point périodique p entre r fl A et r' fl A. 

Deux sous-cas se présentent (cf. la figure 29) : 

- S'il y a aussi un point périodique p' entre r fl A' et r' D A', orientons les quatre 

séparatrices embryonnaires vers leur point périodique. Chacun des deux rubans r et 

r' vérifie les hypothèses du lemme 7.8.6, ce qui donne le résultat. 

- S'il n'existe pas de point périodique entre r fl A' et r' fl A', quitte à prendre des 

itérés de r et r', on peut supposer que A' est périodique. Les rubans r et r' créent 

dans ce cas une obstruction (3), on applique le lemme 7.8.7 pour conclure. • 

Démonstration de la proposition 7.8.1. — Les trois lemmes 7.8.7, 7.8.8 et 7.8.9 mon­

trent successivement que chacune des trois obstructions correspond à une suite de 

genres (pm)mGN qui tend vers l'infini. Ils constituent donc la preuve de la proposi­

tion 7.8.1. • 
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P P 

FIGURE 2 9 . L'obstruction ( 2 ) avec un point périodique entre г П A 
et r ' f l i 

7.9. Le cas des types géométriques à un seul rectangle 

Si l'on sait d'un type géométrique sans double-bord de partition de Markov qu'il est 

réalisable, le corollaire 7 .3 .10 assure que son genre est fini. Un problème intéressant et 

naturel est alors de calculer (ou au moins d'estimer) le genre de ce type géométrique 

réalisable. 

Nous nous intéressons, dans ce paragraphe, au cas le plus simple : celui d'un type 

géométrique de genre fini sans double-bord T qui n'a qu'un seul rectangle R. Les résul­

tats obtenus dans les paragraphes précédents (en particulier dans les paragraphes 7.3, 

7 .4 , 7.5 et 7 .8 ) vont nous permettre de montrer que T est de genre nul, i.e. qu'il 

existe une surface compacte planaire munie d'un difféomorphisme de Smale dont un 

ensemble hyperbolique admet une partition de Markov de type géométrique T. 

Proposition 7.9.1. — Soit T = ( 1 , {h} , {v = h} , Ф) un type géométrique sans double-
bord de partition de Markov à un rectangle. Si T est de genre fini, son genre g(T) est 
nul. 

Démonstration. — Supposons que g(T) = g soit fini et ne soit pas nul. Le genre de 
T est défini indépendamment de la réalisation ({R} , Ф) choisie (cf. le paragraphe 7.3 
et en particulier la proposition 7 .3 .5 ) . Considérons donc ( { Д } , Ф ) une réalisation 

quelconque de T. Appelons 7£M sa raîeme-réalisante et #m le genre de cette surface 

compacte 7£M. Puisque g ф 0, la proposition 7.7.1 nous affirme que g% — g est non 
nul. 

Nous avons vu, au paragraphe 7.3, que le rectangle R se plongeait dans 7£M pour 

tout m donc en particulier dans TZQ. De plus, le lemme 7.4.4 implique que l'adhérence 

de TZQ \ R est l'union (disjointe) de tous les rubans de TZQ (portés par dR). La surface 

IZQ est donc un disque topologique R sur le bord duquel sont attachés sans twist, par 

leurs côtés horizontaux, un nombre fini de rubans гг. Cette remarque nous place dans 
le cadre d'application des lemmes du paragraphe 7.5 (cf. la définition 7 .5 .1 ) . Comme 
le genre de IZQ est non nul, le lemme 7.5.2 affirme qu'il existe deux rubans r et r de 
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7̂ 6 tels que les côtés horizontaux c et c' de r apparaissent dans dR en alternance avec 

les côtés horizontaux c et c7 du ruban r. 

Si l'un des deux rubans r o u f a ses deux côtés horizontaux dans un même côté 

horizontal du rectangle R, la surface TZQ présente une obstruction (1) donc le genre 

du type géométrique T est infini par le lemme 7.8.8, ce qui contredit l'hypothèse. 

Il n'y a donc qu'un côté horizontal de r et qu'un côté horizontal de r dans chaque 

composante connexe de dhR. L'hypothèse d'alternance de c,c7 et c,c? dans le bord 

de R implique, d'après le lemme 7.7.7, que les rubans r et r créent une obstruction. 

En relisant la preuve de ce lemme, on peut même préciser que c'est une obstruc­

tion (2). Comme ci-dessus, il en découle que le genre du type géométrique est infini, 

par application du lemme 7.8.9, ce qui achève la démonstration. • 

Conjecture 4. — Si T est un type géométrique de genre fini sans double-bord à n 

rectangles, alors son genre est inférieur à n(2n — 1). 

Idée d'esquisse de tentative d'ébauche de démonstration. — Le genre de T est fini 

donc par la proposition 7.8.1, la surface 7̂ 6n ne présente aucune des trois obstructions. 

La proposition 7.7.1 dit alors que le genre de T est égal au genre de 7ZQn. 

Si A et B sont deux côtés horizontaux dont au moins l'un est non-périodique, 

on déduit de l'absence d'obstructions (1) et (2) que l'union des rubans ayant leur 

bord horizontal dans A U B et des rectangles contenant A et B dans leur bord est 

une surface planaire. Si A et B sont deux côtés périodiques, les propositions 7.6.8 

(qui donne l'existence de domaines fondamentaux autonomes couplés CA et CB) et 

7.7.5 (qui dit que les rubans qui ont un côté horizontal dans C A U Ce forment avec 

les rectangles contenant A et B une surface planaire) permettent d'affirmer le même 

résultat : l'union des rectangles contenant A et B et des rubans avec leurs côtés 

horizontaux dans A U B est planaire. 

Considérons donc la sous-surface suivante de 1ZQU, qui a même genre qu'elle : dans 

7̂ 6n5 on supprime tout ruban qui a ses deux côtés horizontaux dans un même côté 

horizontal de rectangle et dès qu'il existe un ruban r avec un côté dans A et l'autre 

dans B / A, on supprime tous les rubans qui joignent Ah B sauf r. Les n rectangles 

apportent 2n côtés horizontaux donc n(2n — 1) paires différentes de côtés horizontaux. 

Cette construction revient donc à considérer l'union X des n rectangles et d'au plus 

n(2n — 1) rubans r« tels que, pour tout i, les côtés horizontaux de sont dans deux 

côtés horizontaux différents des rectangles de la partition et tels que, si et rj ont 

chacun un côté dans A et un côté dans B ^ A, alors i — j . Supprimer l'un de ces 

rubans diminue le genre de X d'au plus 1. Le genre de X est donc inférieur ou égal 

à n(2n — 1) et cette inégalité est encore vraie pour le genre de T. 

On peut même espérer améliorer ce majorant en remarquant que l'absence d'ob­

struction (3) apporte une contrainte (non utilisée ici) sur les rubans ri joignant deux 

côtés périodiques. • 

ASTÉRISQUE 250 



CHAPITRE 8 

PIÈCES BASIQUES ET HOMÉOMORPHISMES 
PSEUDO-ANOSOV 

(PAR C. BONATTI ET E. JEANDENANS) 

Nous avons vu que toute classe d'équivalence d'arches d'un attracteur ou répulseur 

hyperbolique est un zip. D'autre part, G. Ruas montre dans sa thèse (voir [Ru]) que la 

restriction d'un difféomorphisme d'une surface compacte au bassin d'attraction d'un 

attracteur hyperbolique transitif est semi-conjuguée à un homéomorphisme pseudo-

Anosov (avec un ensemble fini de points marqués). Cette semi-conjugaison est très 

naturelle : elle consiste essentiellement à remplacer toute u-arche par un point. Ce 

travail n'a jamais été publié. 

Le but de cette partie est de démontrer une généralisation du résultat de Ruas : 

nous considérons une pièce basique (ensemble hyperbolique saturé transitif) d'un dif­

féomorphisme de Smale / d'une surface compacte, telle que ses variétés invariantes ne 

possèdent pas d'impasse, ce qui revient à dire que toute classe d'équivalence d'arches 

est un zip. Nous montrons que la restriction de / au domaine de la pièce basique est 

semi-conjuguée à un homéomorphisme pseudo-Anosov, la semi-conjugaison consistant 

essentiellement à écraser en un point toute arche et tout rectangle bordé par quatre 

arches. 

Dans un premier paragraphe, nous rappelons les définitions de bases concernant 

les homéomorphismes pseudo-Anosov avec points marqués. Puis nous rappellerons la 

notion de mesures de Margulis vs et vu tr ans ver ses aux variétés invariantes d'une pièce 

basique : ces mesures sont l'équivalent des mesures transverses aux feuilletages stables 

et instables des homéomorphismes pseudo-Anosov. Le troisième paragraphe construit 

la relation d'équivalence par laquelle nous quotienterons le domaine A(K) d'une pièce 

basique sans impasse (K,f), et le quatrième paragraphe montrera que le.quotient de 

A(K) est une surface compacte et que / passe au quotient en un homéomorphisme 

pseudo-Anosov avec points marqués. 
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8.1. Rappels sur les homéomorphismes pseudo-Anosov 

Définition 8.1.1. — Soit S une surface et T un feuilletage de S avec singularités 

isolées. On appelle mesure transverse invariante par holonomie une mesure [i définie 

sur chaque arc transverse au feuilletage et vérifiant la propriété suivante : 

Soient a, P : [0,1] —> S deux arcs transverses à T, isotopes à travers des arcs 

transverses dont les extrémités restent dans la même feuille. Alors //(a) = [¿(/3). 

Définition 8.1.2. — Soit S une surface compacte, connexe. On dit qu'un homéomor-

phisme f : S —> S est un homéomorphisme pseudo-Anosov si : 

1. il existe deux feuilletages Ts stable et Tu instable invariants par f ayant le 

même ensemble fini de singularités ; 

2. chaque singularité de Ts et Tu est une selle à au moins trois séparatrices (voir 

figure 1) ; 

3. Ts et Tu sont transverses (en dehors de leur lieu singulier) ; 

4. Ts et Tu admettent chacun une mesure transverse invariante par holonomie, 

fis et JJ,u respectivement et il existe un réel À > 1, qu'on appelle le facteur de 

dilatation de f, tel que /*(//*) = À-1//5 et f*(fiu) = À/iu, où la mesure image 

/*(/xs) d'un arc a transverse à Ts est défini par /*//s(a) = fis(f~1(a)). 

On étend la notion d'homéomorphisme pseudo-Anosov en définissant les homé­

omorphismes pseudo-Anosov avec points marqués : 

Définition 8.1.3. — Soit f un homéomorphisme d'une surface compacte S. Soit K un 

ensemble fini invariant par f. On dit que f est un homéomorphisme pseudo-Anosov 

avec les points de K marqués si f satisfait toutes les propriétés d'un homéomorphisme 

pseudo-Anosov excepté l'item 2), qu'on remplace par : 

2') les feuilletages stable et instable de f admettent en tout point de K une sin­

gularité à une branche appelée épine , les autres singularités étant de type selle à au 

moins trois séparatrices (voir figure 1). 

Nous utiliserons dans la suite un voisinage bien choisi d'une singularité d'un homéo­

morphisme pseudo-Anosov. Voyons à présent comment le construire (voir figure 2). 

Lemme 8.1.4. — Soit s une singularité an > 1 séparatrices d'un homéomorphisme 

pseudo-Anosov avec points marqués. Alors il existe So > 0 tel que, pour tout 0 < e < 

EQ, il existe un voisinage D de s ayant les propriétés suivantes : 

1. Le bord de D est formé de n segments de feuilles du feuilletage instable alternés 

avec n segments de feuilles du feuilletage stable, 

2. Pour toute séparatrice a stable ou instable issue de s, la composante connexe de 

aH D contenant s est de mesure (instable ou stable respectivement) égale à e. 
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une épine une selle à 3 branches 

—feuille de Ts 

— — — - —feuille de Tu 

FIGURE 1. Singularités des feuilletages d'un homéomorphisme 

pseudo-Anosov 

Démonstration. — Notons S i , . . . ,Sn les séparatrices de Ts issues de s, la numéro­

tation étant donnée par le sens direct correspondant à l'orientation de la surface et 

le choix de S\. Pour tout i G { 1 , . . . , n } , on note Ui la séparatrice de Tu issue de s 

entre Si et S^+i-

Pour tout i, notons ai et les points des séparatrices SietUi respectivement, tels 

que /jiu([s,ai]s) = e = fis([s, (3i]u. Pour e > 0 assez petit, la feuille stable passant par 

/3i coupe la feuille instable passant par ai en un point af tel que fis([ai, af]) = s (de 

plus la mesure instable //"([o:^,/?*]5) est égale à e). De même, on définit az~ comme 

l'intersection du segment de feuille instable passant par ai et du segment de feuille 

stable passant par 
Le bord du disque D est l'union des segments [c^~,a^]u et [af^,a^]s (voir la 

figure 2). • 

Définition 8.1.5. — On dira que le voisinage D défini ci-dessus est le voisinage régulier 

de s de taille e. 

Remarque. — Soient Ri = [—£,£] x [0,e] x {i}, i = 1,2,... ,n, n rectangles du plan 

feuilletés par les segments horizontaux et verticaux et munis des mesures transverses 

invariantes dx et dy. Pour tout i — 1,... ,n, soit gi le difféomorphisme du segment 

[-«s, 0] x { 0 } x {i} de Ri sur le segment [0,e] x { 0 } x {i -h 1} de défini par 

gi(t,0,i) — (—t,0,i + 1). L'espace-quotient 

m = 
n 

i=l 
I I jiu([s,ai]s) = e = fis([ 
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FIGURE 2. Un voisinage régulier de taille s d'une singularité 

est alors une surface homéomorphe à un disque de M2, feuilletée par deux feuilletages 

transverses (appelés feuilletage horizontal et feuilletage vertical) admettant tous deux 

une unique singularité à n séparatrices en (0,0) (qui est l'image par le passage au 

quotient de l'origine de chaque rectangle Ri) et munis de deux mesures transverses 

invariantes par holonomie que nous noterons dx et dy (voir la figure 3). 

Dans le cas où n — 2, le point «singulier» (0,0) a deux séparatrices stables et 

deux instables, ce qui revient à dire que ce point n'est pas singulier. Nous ne pourrons 

cependant pas exclure ce cas. 

9i 

92 9з 

FIGURE 3. Modèle de taille e d'une singularité à 3 séparatrices 

Définition 8.1.6. — Le disque Ai muni des deux feuilletages (horizontal et vertical) 

et de leur mesure transverse (dy et dx, respectivement) s'appellera modèle de taille e 

d'une singularité à n séparatrices. 

On vérifie facilement qu'un voisinage de taille s est homéomorphe au modèle de 

taille e : 
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Lemme 8.1.7. — Soit s une singularité à k séparatrices d'un homéomorphisme pseudo-

Anosov. Soit D un voisinage de s de taille e, et notons M le modèle de taille e d'une 

singularité à k séparatrices. Alors il existe un homéomorphisme h de D dans M 

préservant l'orientation, les deux feuilletages transverses et les mesures transverses 

invariantes par holonomie. 

8.2. Mesures de Margulis 

Ce paragraphe a pour but de construire les mesures de Margulis vs et vu, trans­

verses aux variétés stables ou instables d'une pièce basique. Ces mesures sont classi­

quement contruites dans le cadre de champs de vecteurs de type Anosov (voir [Mar] ; 
c'est pourquoi nous en rappelons brièvement la construction ici pour les variétés in­

variantes d'une pièce basique d'un difféomorphisme d'une surface compacte. 

Proposition 8.2.1. — Soit K une pièce basique (non-réduite à une orbite périodique) 

d'un difféomorphisme de Smale d'une surface compacte. Alors WU(K) possède une 

mesure transverse invariante par holonomie, appelée mesure de Margulis instable et 

notée vu, vérifiant les propriétés suivantes : 

1. La mesure de tout segment a transverse à WU(K) est strictement positive si et 

seulement si l'intérieur de a rencontre WS(K) ; 

2. il existe une constante À > 1 telle que, pour tout segment a transverse à WU(K), 

on ait ^ ( / - ^ c r ) ) = A • uu(a). 

Remarque. — Voici deux résultats classiques que nous ne redémontrerons pas ici car 

nous ne les utiliserons pas. 

1. La mesure vu est unique à multiplication près par une constante, et À est unique. 

2. On définit de même la mesure vs transverse à WS(K). Alors le produit vs • vu 

défini sur la surface S une mesure invariante par / ; cette mesure est ergodique, 
et l'entropie de / pour cette mesure est égale à l'entropie topologique. 

Idée de la démonstration de la proposition. — On a vu qu'une pièce basique K qui 

n'est ni un attracteur ni un répulseur possède une partition de Markov génératrice 

dont les rectangles Ri sont deux à deux disjoints. Nous allons définir la mesure vu sur 

les segments horizontaux des R\ comme limite d'une suite de mesures. 

Notons A — (a,ij) la matrice de Mn(M) dont le coefficient aij est le nombre de 

composantes connexes d'intersection de f(Ri) fl Rj 

Soit rrii la mesure supposée des segments horizontaux de R{. Pour vérifier les pro­

priétés désirées, la mesure devra vérifier mi — À-1 • Y2jaj,i • m>j- On choisit donc 

pour À l'unique valeur propre de A dont le vecteur propre a toutes ses coordonnées 

positives : d'après le théorème de Peron-Frobenius, À est la plus grande valeur propre 

réelle. On note donc rrii la ièrne coordonnée du vecteur propre de la transposée lA de 

valeur propre À. 
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Notons U le quotient de Ri par le feuilletage vertical : le segment U s'identifie aux 

segments horizontaux de c'est sur ces segments que l'on va définir vu. 

Choisissons une mesure v$ sur l'union des U dans la classe de la mesure de Lebesgue, 

et telle que la mesure de U pour u0 soit ra^. On note v\ la mesure dont le support est 

l'union des segments de U correspondant aux composantes connexes de Ri U f(Rj) ; 

sur chacune des composantes la mesure a une densité constante par rapport à UQ, de 

façon que la mesure de cette composante soit À-1 • rrij. Ainsi v\(Ii) = ^0(^0) = ™>i-

On définit vn comme étant la mesure de support égale à l'union des intervalles de Ii 

correspondant à une composante d'intersection de Ri avec /n( i? j ) , vn étant de densité 

constante par rapport à u0 sur chacun de ses intervalles, et de mesure À~n • rrij. On 

vérifie que la suite des mesures vn ainsi construites converge faiblement vers une 

mesure z/u, qui vérifie alors les propriétés annoncées. 

Dans le cas où K est un attracteur ou un répulseur hyperbolique, les rectangles 

d'une partition de Markov ne sont pas disjoints mais peuvent éventuellement s'inter-

secter le long d'un segment de leur bord. La construction des mesures de Margulis est 

identique à ci-dessus, en remarquant que ces intersections sont de mesure nulle. • 

Corollaire 8.2.2. — Pour tout segment a = [a, b] transverse à WU(K) , la fonction 

x \-¥ vu([a, x] est continue sur a et constante sur les intervalles d'intérieur disjoint 

de WU(K). 

8.3. Semi-conjugaison d'une pièce basique sans impasse à un homéomor-
phisme pseudo-Anosov 

Dans tout ce chapitre, on considère une pièce basique K (ensemble saturé transitif) 

qui ne possède pas d'impasse (voir la définition 2.4.7). On a vu qu'alors les séparatrices 

de type bord portent toutes un zip (voir définition 2.3.2). Nous allons refermer les 

zips : un homéomorphisme pseudo-Anosov apparaît ! Plus précisément, nous allons 

écraser chaque arche et chaque rectangle bordé d'arches. Nous montrerons que le 

quotient du domaine A(K) (voir la définition 3.2.1) est alors une surface compacte et 

que / passe au quotient en un homéomorphisme pseudo-Anosov. C'est ce qu'énonce 

le théorème suivant : 

Théorème 8.3.1. — Soit f un difféomorphisme de Smale d'une surface compacte 

orientée S, soit K une pièce basique et A(K) son domaine. 

Supposons qu'il n'existe pas d'impasse associée à K. Alors il existe une surface com­

pacte S, un homéomorphisme pseudo-Anosov avec points marqués $ de S et une 

application continue surjective n de A(K) sur S tels que : 

K 0 / \A(K)= * 0 H"-

De plus la semi-conjugaison n est injective sur les orbites périodiques sauf sur celles 

de type bord (qui sont en nombre fini). 
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Le reste de ce paragraphe est consacré à la définition de la relation d'équivalence 

par laquelle nous quotienterons le domaine A ( i f ) . 

Remarque. — Comme K est transitif, K ne contient pas de point périodique double-

bord (item (7) de la proposition 2.1.1). Par hypothèse, K ne possède pas d'impasse; 

nous avons vu que toute classe d'équivalence d'arche est un zip (non-dégénéré) : si 

Wi et W2 sont deux séparatrices distinctes de type bord, de même nature (stable ou 

instable) telles qu'il existe une arche ayant une extrémité sur W\ et l'autre sur W2, 

alors toute arche ayant une extrémité sur W\ a son autre extrémité sur W2. 

Définition 8.3.2. — On dira que deux séparatrices W\ et W2 de type bord et de même 

nature (stable ou instable) sont voisines s'il existe une arche ayant une extrémité sur 

W\ et Vautre sur W2. 

Deux points périodiques bords pi et P2 seront dit voisins si (au moins) une sépara­

trice de pi est voisine d'une séparatrice de P2. 

Remarques 

1. Un point périodique de type bord (ou coin) a au plus deux voisins. 

2. Si l'un des voisins de p est égal à p alors p est son seul voisin. 

3. Les voisins de p peuvent être confondus. 

Définition 8.3.3. — Nous appellerons cycle (ce nom sera justifié par le lemme 8.3.4) 

tout ensemble non vide C de points périodiques de type bord vérifiant les propriétés 

suivantes : 

1. Si p appartient à C, ses voisins aussi. 

2. Pour tout couple (p,q) d'éléments de C, il existe une chaîne {p = Po,Pi, 
Pk — q} permettant de passer de p à q par relation de voisinage, chaque p^+i 
étant voisin de pi pour i = 0,1,. . , k — 1. 

Remarques 
1. Les cycles sont les classes d'équivalence de la relation d'équivalence obtenue par 

saturation de la relation de voisinage. 

2. Un cycle est un ensemble fini de points périodiques. 

Considérons le graphe G défini de la façon suivante : les sommets de G sont les 

points périodiques de type bord de K, les arêtes sont les paires de séparatrices (de 

type bord) voisines. Une arête { W i , W2} joint les points p\ et P2 si W\ est issue de 

Pi (resp. P2) et si W2 est issue de P2 (resp.pi). Remarquons que les composantes 

connexes du graphes correspondent aux cycles définis ci-dessus : deux points pério­

diques appartiennent au même cycle C si et seulement s'ils sont deux sommets d'une 

même composante connexe de G. 
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Nous allons orienter les arêtes de G (en d'autres termes ordonner les paires de sépara­

trices voisines) de la manière suivante : munissons toute séparatrice de type bord de 

l'orientation qui fuit le point périodique ; d'après l'item (4) du corollaire 2.4.3, toute 

arche coupe suivant la même orientation les séparatrices sur lesquelles elle s'appuie. 

On oriente donc les arches de façon qu'un vecteur porté positivement par la sépara­

trice suivi d'un vecteur porté positivement par l'arche forment une base directe de la 

surface orientée S. Une arête joignant pi à p2 et correspondant à la paire {W\, W2} 
(Wi issue de pi) sera orientée de p\ à P2 si une arche appuyée sur W± et W2 va de W\ 

àW2. 

w2 

W1 

P2 

P3 

orientation d'une arche 
joignant W\ à W2 

orientation de Varête 
correspondant à{W\W2) 

FIGURE 4. Orientation des arêtes du graphe G 

Lemme 8.3.4. — Toute composante connexe de G est homéomorphe à un cercle. 

Les arêtes orientées comme ci-dessus le sont de façon compatible et induisent une 

orientation sur chacun des cercles. 

Démonstration. — De tout sommet partent exactement deux arêtes et toute arête 
joint exactement deux sommets. Ceci prouve que toute composante connexe est un 
cercle. Les deux séparatrices de chaque point périodique sont munies de l'orientation 
fuyant leur origine donc les arches portées par l'une des séparatrices y arrivent et les 
arches portées par l'autre en partent. Ceci termine la démonstration. • 

Lemme 8.3.5. — Dans un cycle, le nombre de points périodiques coins est pair. 

Démonstration. — Les arêtes du cercle correspondent à des paires de séparatrices de 

même nature (stable ou instable) donc il y a un nombre pair de séparatrices stables 

et un nombre pair de séparatrices instables, ce qui n'est pas le cas si le nombre de 

coins est impair (voir la figure 5). • 

Remarque. — Comme toute classe d'équivalence d'arches de K est un zip, il n'existe 

pas d'arche extrémale dans A(K). En particulier, K ne possède pas de chaîne infinie 

d'arches. De la proposition 3.1.2 et de la construction du domaine A(jFC), on déduit 

que toute composante connexe de A(K) \ S(K) est un demi-plan dont le bord dans 
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FIGURE 5 . un cycle à 2 coins + 2 s-bords + 1 u-bord 

A(K) est égal à l'union d'un point périodique coin et de ses deux séparatrices libres. 

De plus, toute courbe formée d'un point périodique coin p et de ses séparatrices 

libres est le bord d'une composante connexe de A(K) \ 8(K). Enfin la pièce basique 

étant non-triviale, elle ne possède pas de double-bord : un point coin p de K n'est 

coin que dans l'un de ses secteurs, et il ne correspond qu'à une seule composante de 

A (If) \ 8{K)) que l'on notera C(p). 

Définition 8.3.6. — Soit C un cycle. Nous noterons V(C) l'union du cycle, des 

séparatrices libres issues d'un point du cycle et des composantes connexes C(p) de 

A(K) \ S(K) pour chaque point périodique coin p du cycle. 

Remarque. — V(C) est un fermé de A(K). En effet, les séparatrices libres sont 
fermées dans A(K) (voir lemme 2 . 5 . 1 ) et la proposition 3.1.2 montre que l'adhérence 
dans A(K) d'une composante C(p) est l'union de C(p), du point p et de ses deux 
séparatrices libres : V(C) est donc une union finie de fermés. 

Lemme 8.3.7.— Considérons les quatre familles de parties de A(K) suivantes : 

1. les singletons {x G if, x non bord } , 

2. les rectangles minimaux (dont le bord est constitué de deux arches stables et de 

deux arches instables), 

3. les arches incluses dans une variété invariante non bord, 

4. les ensembles V(C). 
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L'ensemble de toutes ces parties forment une partition de A ( if) qui est invariante 

par f. 

Démonstration. — Deux telles parties sont disjointes ou confondues, et chacune de 

ces famille est invariante par / : nous devons juste montrer que tout point de A (if) 

est dans l'union de toutes ces parties. 

On a vu que toute composante connexe de A ( i f ) \ 8(K) est incluse dans l'un des 

V(C). De plus, Ô(K) est l'union de W*(K) U WU(K) et de l'union des disques bordés 

d'arches. 

De plus, comme toute classe d'équivalence d'arches est un zip, tout disque bordé 

d'arches est un rectangle et appartient donc à la deuxième famille de parties. Par 

ailleurs, WS(K) U WU(K) se décompose en l'union de l'ensemble des points de i f non 

isolés dans if, qui est exactement la première famille, de l'ensemble des séparatrices 

libres (elles sont incluses dans \Jcycies(V(C)) par définition) et de l'ensemble des arches. 

Ces dernières sont de deux sortes : les arches non isolées, qui forment les éléments 

de la troisième famille de parties, et les arches incluses dans le bord d'un polygone, 

qui ne peut être qu'un rectangle minimal (deuxième famille) comme on l'a vu plus 

haut. • 

Définition 8.3.8. — Nous appellerons 1Z la relation d'équivalence dont les classes sont 

les parties de U appartenant à l'une ou l'autre des quatre familles ci-dessus. 

Le théorème 8.3.1 est impliqué par la proposition suivante. 

Proposition 8.3.9. — Le quotient S de A ( i f ) par la relation d'équivalence 1Z est une 

surface séparée compacte. Le difféomorphisme C1 -structurellement stable f passe au 

quotient en un homéomorphisme de S. La variété stable de i f et sa variété instable 

passent au quotient en deux feuilletages invariants de S transverses l'un à l'autre. Ils 

ont même ensemble fini de singularités qui sont soit des épines, soit homéomorphes 

à des selles à au moins trois séparatrices. 

Les deux feuilletages invariants admettent chacun une mesure transverse invariante 

par holonomie et il existe un réel À strictement plus grand que 1 tel que /*(/xs) = \~lps 

et f*(pu) = \pu 

8.4. Implosion des trous et des intervalles 

Pour prouver que le quotient S de A ( i f ) par la relation 1Z est une surface munie de 

deux feuilletages transverses, nous allons exhiber une carte feuilletée au voisinage de 

chacun de ses points. La difficulté principale concerne les points de S correspondant 

aux cycles de if. 

Nous considérons donc d'abord les rectangles minimaux, les arches et les points de 

i f qui ne sont pas de type bord, i.e. les classes d'équivalence qui ne sont pas des V(C). 
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Lemme 8.4.1. — Soit 7 une classe d'équivalence qui n'est pas de type V(C). Il existe 

alors une base de voisinages de 7 par des rectangles. 

Démonstration. — Si 7 est un point de K non isolé, la propriété de produit local 

donne le résultat. Si 7 est une arche non bord, elle admet un itéré 7 ' (positif si 7 

est stable, négatif sinon) de taille assez petite pour que la propriété de produit local 

permette de conclure. 

Supposons que 7 soit un rectangle minimal (c'est-à-dire bordé par quatre arches) 

et soit U un voisinage de 7. Soient a, b, c, d les quatre arches formant le bord de 7. 

Comme K ne possède pas de double-bord, il existe des arches 5,6, c et d disjointes de 

7 , contenues dans U, et aussi proches que l'on veut de a, b, c et d. On construit alors 

facilement un rectangle inclus dans U et contenant 7 dans son intérieur, à l'aide de 

la structure de produit local aux sommets de 7 et des arches an,6n,cn et dn pour n 

assez grand, (voir la figure 6). • 

b 

с 

d 

d 

FIGURE 6. Rectangles voisinages des points «réguliers» de S 

Remarque. — Aucun segment de variété stable ou instable de K n'est isolé des 

deux côtés (par hypothèse de transitivité) donc nous pouvons choisir les rectangles 

voisinages de 7 avec leur bord non isolé du côté intérieur. L'intérieur d'un tel rectangle 

est alors un ouvert saturé pour la relation d'équivalence. 

Lemme 8.4.2. — Soit O l'intérieur d'un rectangle dont chaque côté du bord est non 

isolé dans O. Le quotient de O par la relation d'équivalence 1Z est homéomorphe à un 

rectangle ]ai, a2[x]&i, 62[ du plan. 

De plus, la lamination de O par les segments de variétés stables de W8(K) fl O 

a pour image le feuilletage du rectangle par les horizontales, et la lamination induite 

par WU(K) DO a pour image le feuilletage par les verticales. 
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Enfin, la mesure de Margulis vs passe au quotient en la mesure dt et la mesure vu 

induit la mesure ds, où (s,t) sont les coordonnées canoniques de R2 . 

Démonstration. — D'après la définition de rectangle, il existe des coordonnées (s, t) G 

[—1, l]2 sur le rectangle fermé (9, telles que les segments stables soient des segments 

horizontaux [—1,1] x {t} et que les segments instables soient des segments verticaux. 

Soient v8 et vu les mesures de Margulis associées à (K,f). La mesure vs est définie 

sur les segments transverses à W8(K) et est invariante par holonomie. On en déduit 

que l'intégrale de vs sur un segment {s} x [0, t] est indépendante de s : on la notera 

/0* dvs. On définit de même f* dvu comme l'intégrale de vu sur un segment [0, s] x {t}. 

Définissons alors l'application ( ^ 1 , ^ 2 ) de O dans le rectangle ]a\,a2[x]&i,b2[, où 

a2 — Jo du8, ai — - dp,8, b2 — JQ dvu et b\ — - duu. Soit m G O de coordon­

nées (s,t) : 

(tl>uth)(m) = (e [Sduu,rj f du8) 
Jo Jo 

avec s = + si s > 0, s = — sinon, et 77 = -h si t > 0, 77 = — sinon. 

D'après le corollaire 8.2.2, les applications tpi sont continues. De plus, la mesure 

ï/5(7) d'un intervalle vertical I est non-nulle si et seulement si l'intérieur de / rencontre 

WS(K). 

En particulier, si a est une arche instable, son intérieur est disjoint de WS(K), 

donc la mesure stable de a est nulle, et son image par (V^i,^2) est réduite à un point. 

De même, la mesure instable d'une arche stable est nulle. On montre de même que 

l'image par ( ^ 1 , ^ 2 ) d'un rectangle minimal est un point. 

Voyons maintenant que l'image réciproque par (1^1,^2) de tout point du rectangle 

«2[x]6i,b2[ est une classe d'équivalence. Soient p et q deux points de O de co­

ordonnées (s,t) et (x,y) respectivement. Si p et g ont même image par ( ^ î , ^ ) , on 

a : 

/ dvu = / dvu et / du8 = du8. 
Jo Jo Jo Jo 

Or f* dvu — JQ dvu — f* dvu — 0 représente l'intégrale de vu sur le segment horizontal 

[x,s] x {t}. Il est donc d'intérieur disjoint de WU(K). De même, le segment vertical 

{y} x [y^t] est d'intérieur disjoint de WS(K). Ces deux segments mis bout à bout 

forment un chemin joignant p à q sans couper WS(K) U WU(K). On en déduit que 

les points p et q appartiennent tous deux à une même arche stable ou instable ou à 

un même rectangle minimal. 

Par conséquent, l'application ( ^ 1 , ^ 2 ) passe au quotient par la relation d'équiva­

lence 7Z en une application \J>2) continue et bijective de (D/1Z dans ]oi, a2[x]bi, b2[. 

Cette application est ouverte car l'image par (ipi,îp2) d'un ouvert saturé de O est un 

ouvert du rectangle. L'application ( ^ 1 , ^ 2 ) est bien un homéomorphisme, la preuve 

du lemme est complète. • 
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8.5. Construction d'un voisinage d'un cycle 

Considérons à présent une classe d'équivalence de type V(C). Notre but est de 

montrer que si C est un cycle à r éléments, composé de 2n coins, p u-bords et q s-

bords, alors la classe d'équivalence V(C) possède un voisinage saturé pour la relation 

1Z et dont le quotient par TZ est un disque muni de deux feuilletages transverses 

possédant une singularité à n + p + q séparatrices admise pour un homéomorphisme 

pseudo-Anosov. 

Dans ce paragraphe, nous allons construire un voisinage saturé convenable de V(C) 

et le prochain paragraphe considérera le quotient de ce voisinage par 1Z. 

Les séparatrices non-bord issues d'un point périodique bord de C ainsi que les 

domaines des zips associés à C auront comme image les séparatrices issues du point 

singulier image de V(C). Voyons qu'ils sont munis d'un ordre cyclique naturel, ce qui 

nous permettra de les numéroter. 

Rappelons que le cycle C correspond à une composante connexe p du graphe G 

dont les sommets sont les points périodiques bords et dont les arêtes sont les paires 

de séparatrices voisines. On a vu que p est un cercle naturellement orienté. Nous dirons 

qu'une arête de p est stable si elle correspond à une paire de séparatrices stables ; on 

parlera de même d'arêtes instables. 

De plus, un point périodique p de C n'est pas un coin si et seulement si le sommet 

de p qui lui correspond est commun à deux arêtes de même nature, stable ou instable. 

Dans ce cas, il possède une séparatrice non-bord, qui est de nature (instable ou stable) 

différente des arêtes dont p est le sommet commun. 

Considérons le graphe p' obtenu à partir de p de la façon suivante : on considère 

d'abord le graphe dual de en remplaçant les points par des arêtes et réciproquement : 

c'est encore topologiquement un cercle. Ses sommets correspondent aux paires de 

séparatrices voisines. Une arête a de ce graphe dual est orientée de l'arête entrant dans 

le sommet de p correspondant à a vers l'arête sortant de ce sommet. Pour obtenir p', 

on complète ce graphe (en gardant son orientation) en lui ajoutant un sommet entre 

deux sommets successifs provenant d'arêtes de même nature : ce sommet correspond 

à la séparatrice non-bord du point périodique commun à ces deux arêtes de p. 

Un sommet de p' correspond donc ou bien à une séparatrice non-bord ou bien à 

une paire de séparatrices voisines de C. De plus, la nature (stable ou instable) de ces 

séparatrices ou paire de séparatrices est alternée sur p'. 

Remarquons enfin que les paires de séparatrices stables voisines correspondent aux 

zips instables (voir la définition 2.3.2). Cependant, nous appellerons nature, stable ou 

instable, d'un sommet de p' la nature de la séparatrice ou de la paire de séparatrices 

qui lui est associée. 

Lemme 8.5.1. — Si C est un cycle à 2n coins, p u-bords et q s-bords, alors le graphe 

p' comporte n+p + q sommets stables alternés avec autant de sommets instables. 
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s-bord =p% 

согп=рз 

Pi = u-bord 

P5 = com 

»i = s-bord 

le graphe p' 

le graphe p 
du cycle de la figure 9.5 

• — points du graphe dual de p 
© = points corespondant aux séparatrices 

non-bord et non-libres 

FIGURE 7. Les cercles p et p' 

Démonstration. — Comptons les séparatrices ou paires de séparatrices stables. 

Les p points périodiques de type u-bord donnent exactement p séparatrices stables 

non-bord. Aux 2n coins sont associées 2n séparatrices stables bord (donc faisant par­

tie de zips) et aux q points périodiques s-bords, 2q séparatrices stables bord. Ces 

séparatrices forment l/2(2n + 2q) paires de séparatrices stables voisines, d'où le ré­

sultat. • 

Notation : Choisissons arbitrairement un sommet stable de p' et notons le Si. On 
notera Si, Ui,..., Sn+P+9, E/n+p+g les sommets de p' pris dans leur ordre d'apparition 
quand on décrit le cercle orienté p'. Remarquons que les Si correspondent aux sommets 
stables et les Ui aux sommets instables. 

Définition 8.5.2 
1. Soit p un point périodique bord de K. On appellera secteur de p tout rectangle 

(non dégénéré) R admettant p comme sommet. 

2. Un secteur a exactement un côté stable et un côté instable d'origine p. Munissons 

ces côtés de l'orientation fuyant p. Si la base formée par le vecteur tangent en 

p au côté stable suivi du vecteur tangent en p au côté instable est directe, nous 

dirons que R est un secteur droit. Sinon, R sera appelé secteur gauche (voir 

figure 8). 

3. Deux secteurs de p seront dits adjacents s'ils ont un côté commun, et si leur 

intersection est réduite à ce côté. 

Remarque. — Avec la numérotation des sommets du graphe p', soit i l'indice de la 

séparatrice ou paire de séparatrices Ui contenant le côté instable de R issu de p. Alors 
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un secteur gauche 
d'un point ps-bord un com q 

ayant un secteur droit 

FIGURE 8. Secteurs des points périodiques bord 

le côté stable de R issu de p peut être contenu dans Si ou dans S;+i- Dans le premier 

cas le secteur R est droit, dans le second cas il est gauche. 

La structure de produit local de K et la finitude de l'ensemble des points pério­

diques bord permettent de montrer : 

Lemme 8.5.3. — On peut associer à tout point périodique coin p de K un secteur, 

noté Dp ou Gp suivant qu 'il est droit ou gauche, et à tout point périodique bord p (non 

coin) de K deux secteurs adjacents, un droit Dp et un gauche Gp de façon que deux 

secteurs distincts non disjoints soient associés au même point p et soient adjacents. 

Remarque. — Comme la mesure vs de Margulis est non nulle sur tout segment 
instable rencontrant WS(K) dans son intérieur, pour tout point p périodique et tout 
point q G Wu(p) H K différent de p, la mesure du segment [p, q]u est strictement 
positive : en particulier, la mesure stable d'un côté instable d'un secteur Rp est non 
nulle. De même, la mesure instable d'un côté stable d'un Rp est non nulle. 

Nous noterons Co > 0 le minimum de l'ensemble de ces mesures stables et instables. 

Lemme 8.5.4. — Soit p un point périodique de K et Ws une séparatrice non libre 

issue de p. Alors, 

1. Pour tout r > 0, il existe x G Ws fl K tel que uu(\p,x]s) = r. Ce point est 

unique (et alors noté x(Ws,r)) si et seulement s'il n'est pas l'extrémité d'une s-

arche. Dans le cas contraire, les extrémités de cette s-arche sont les seuls points 

répondant à la question. On notera x{Ws, r) celui des deux qui est le plus proche 

de p sur Ws. 
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2. Si W{ et W2 sont deux séparatrices voisines de points périodiques p\ et p2, 

alors, pour tout r > 0, les points x(W*, r) et x(W2,r) son^ ^es extrémités d'une 

même u-arche. 

On définit de même le point x(Wu,r) pour toute séparatrice non-libre instable Wu. 

Démonstration. — L'item 1) est une conséquence directe du fait que vu induit une 

mesure positive sur Ws, de support égal à Ws D K, et ne charge pas les singletons. 

L'item 2) est conséquence de l'invariance de vu par holonomie, et du fait que les 

séparatrices voisines portent un zip : si x G W{ et y G W2 sont les extrémités d'une 

même u-arche alors les mesures des segments \p2,y] et \p2,y]s sont égales. • 

Définition 8.5.5. — Pour tout C < Co> un (^-secteur d'un point périodique p sera un 

secteur dont les côtés d'origine p ont comme autre extrémité les points x(WsX) et 

x(Wu,Q. 

Remarque. — Soit C < Co- Un point périodique coin a exactement un ^-secteur et un 

point périodique bord non coin deux (^-secteurs (qui sont adjacents). 

Nous pouvons maintenant utiliser la numérotation des séparatrices ou paires de 

séparatrices d'un cycle pour attribuer un indice à tous les ^-secteurs des éléments de 

ce cycle. En général dans la suite, nous oublierons la dépendance en £ pour alléger les 

notations, quitte à la réintroduire quand ce sera nécessaire. 

Remarques et notations 
1. Pour chaque il existe deux ^-secteurs dont le côté instable soit inclus dans 

U{. De plus, l'un est droit et l'autre gauche, nous désignerons par Di le premier 
et d le second. 

2. Soit D{ un secteur droit d'un élément du cycle. D'après le lemme 8.5.4, si Si 

est une paire de séparatrices, les secteurs Di et Gi-i ne sont pas adjacents. 

Cependant, l'extrémité du côté stable de D{ inclus dans Si est sur la même 

arche instable que le point analogue de Gi-\. Nous appellerons cette arche Ai. 

De même, si U% est une paire de séparatrices, nous appellerons B% l'arche 

stable joignant les extrémités des côtés instables, inclus dans Ui, des ^-secteurs 

Di et d . 

Lemme 8.5.6. — Appelons côtés extérieurs d'un secteur ses deux côtés ne contenant 

pas le point périodique. 

1. Soit C un cycle. L'union des côtés extérieurs des secteurs des éléments de C, 

des arches stables Ai et des arches instables Bi forme une courbe simple fermée 

qu'on appellera j(C). 

2. Les courbes j(C) sont deux à deux disjointes. 
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Démonstration. — Le premier item est clair d'après la définition des secteurs et la 

remarque précédant ce lemme. Le fait que les secteurs soient disjoints ou adjacents et 

que deux arches non disjointes soient confondues donnent l'item 2). • 

Nous allons montrer que la courbe 7(C) borde un voisinage saturé de V(C). Ce 

voisinage sera formé de V(C), des secteurs et de «demi-zips» (voir la figure 9) que 

nous allons définir à présent. 

Soit Si une paire de séparatrices voisines stables qui portent un zip instable. Rap­

pelons que le domaine du zip est l'image d'une immersion injective de R x [0,1] où 

l'image de M x { 0 , 1 } est Si. L'arche Ai coupe le domaine du zip en deux composantes 

connexes. 

Définition 8.5.7. — Appelons demi-zips (de taille Q) et notons Si l'union de Ai et de 

la composante du domaine du zip privé de Ai qui contient les deux intervalles de Si 

qui joignent les extrémités de Ai aux points périodiques de Si. 

On définit de même les demi-zips Ui. 

x tel que uu(\p,x])s = ( 

Vi 

-arche Ai 

GÌ 

FIGURE 9. Un demi-zip de taille £ 

Lemme 8.5.8. — L'union du demi-zip Si et des deux séparatrices instables libres issues 

des points périodiques de Si est fermée dans le domaine A ( i f ) . 

Démonstration. — Notons q la période des séparatrices et remarquons que l'arche 

fq(Ai) est contenue dans Si. Nous pouvons donc considérer le rectangle r bordé par 

Ai, fq(Ai) et les deux segments stables qui joignent leurs extrémités. Remarquons 

que le demi-zip Si est l'union de tous les itérés positifs de r par fq. Le lemme est alors 

une conséquence directe du corollaire 2.5.4. • 

Nous sommes à présent en mesure de définir les voisinages saturés de V(C) que 

nous avons annoncés. 
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Lemme 8.5.9. — Pour tout £ e]0, Co[, la courbe 7(C ,ç) sépare A (AT) en deux com­

posantes connexes. La composante connexe de A (AT) \ 7(C,C) (Zm contient C est un 

voisinage saturé pourTZ de V(C), que Von notera V(C,Q. 

Les V(C,Ç), pour £ < £0? forment une base de voisinages ouverts de C pour les 

voisinages saturés : si V est un voisinage saturé de C, il contient un V(C,£). 

Démonstration. — Soit C < Co- Nous allons montrer que O = V(C) U ( J i C ^ * UGjU 
Si U \ 7(C) est un ouvert fermé connexe de A(A") \ 7(C), saturé pour 1Z. 

Les secteurs Di et Gf sont compacts et en nombre fini. On a vu que V(C) est fermé 

dans A (AT), le lemme 8.5.8 assure que les demi-zips ont leur adhérence (comme partie 

de A (A")) incluse dans V{C). L'union V(C) U (J ; (A U ^ U ^ U W<) est donc fermée 

dans A (AT), aussi O est-il fermé dans A (AT) \ 7(C). 

Par construction, [j^DiUGi USiUUi) \j(C) est connexe. Par contre V(C) ne l'est 

pas a priori, mais chacune de ses composantes connexes contient un point périodique 

bord, qui appartient aussi aux côtés non extérieurs d'un Gi ou d'un Di. Donc O est 

connexe. 

Voyons que O est ouvert : la difficulté réside aux points périodiques bords et aux 

séparatrices libres qui en partent. Soit p un point périodique élément de C. On se 

convainc facilement que tout point proche de p est soit dans un secteur, soit dans 

V(C), soit dans le domaine d'un demi-zip. Ceci montre que O est un voisinage de p 

(voir la figure 10). 

demi zip 

zprt.pii.r 

V{C) demi zip 

FIGURE 10. O est un voisinage de p 

Soit W une séparatrice libre de p, instable pour se fixer les idées. L'intersection 

d'un voisinage de p dans O avec l'union de V(C) et des demi-zips instables (portés par 
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des séparatrices stables) donne un voisinage U inclus dans O de tout point de W assez 

proche de p (voir la figure 10). Comme les demi-zips instables et V(C) sont invariants 

par fq (où q désigne la période de p), les itérés positifs par fq de U fournissent des 

voisinages de tout point de W. 

Il reste à montrer que l'ouvert O est saturé. Pour cela, rappelons que, dans la 

définition des ^-secteurs, nous avons choisi leurs côtés extérieurs non isolés en tant 

que variété stable ou instable dans le secteur (voir le choix des points x(Ws(p),(), 

x(Wu(p), Ç)). On en déduit que l'intérieur des secteurs est saturé. Pour la même 

raison, les demi-zips privés de l'arche Ai ou B{ (qui est précisément leur intersection 

avec 7(C)) sont saturés. Enfin, V(C) est saturé par définition. L'ouvert O est l'union 

de ces parties saturées. 

Montrons maintenant que, si V est un voisinage saturé de V(C), il existe ( tel que 

V contienne V(C,C). Les points périodiques bords n'appartiennent pas au bord de V 

et ils ne sont pas isolés dans K sur leurs séparatrices non libres. Il existe donc £ > 0 

tel que, pour chaque point périodique p, les ("-secteurs de p sont inclus dans V. Le 

saturé de l'union de ces secteurs est exactement l'adhérence dans A(K) de V(C,Ç). • 

8.6. Implosion des trous et des intervalles au voisinage d'un cycle 

Lemme 8.6.1. — Soit C un cycle à 2n coins, p u-bords et q s-bords. Soit M un modèle 

de taille £ d'une singularité à n+ p + q séparatrices. 

Il existe une application g de V(C,C) sur M, vérifiant les propriétés suivantes : 

1. g est une surjection continue; 

2. g(V(C)) est l'origine du modèle M ; 

3. l'image par g de tout segment de variété stable est inclus dans une feuille du 

feuilletage horizontal et toute feuille du feuilletage horizontal est l'image par 

g d'un ou de deux segment (s) stable (s). Idem pour les segments instables et le 

feuilletage vertical ; 

4. la mesure-image de la mesure de Margulis vu est la mesure transverse au feuille­

tage horizontal dy : si a est un segment transverse au feuilletage horizontal, 

dy(a) est égal à uu(g~1(a)). Idem vs et dx ; 

5. l'image réciproque par g de tout point de Ai est une classe d'équivalence de TZ 

et g passe au quotient en un homéomorphisme de V(C£)/1Z sur M. 

Démonstration. — Nous allons définir par morceaux l'application g (selon que le point 

m appartient à un secteur, à un demi-zip ou à V(C)) et montrer que la définition 

est cohérente sur le bord de ces morceaux, avant de vérifier que g induit bien un 

homéomorphisme sur le quotient. La figure 11 illustre cette preuve. 

On définit g sur V(C) comme l'application constante sur l'origine de M. 
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U3 

s3 

Si 

u2 

U1 

<Si 

FIGURE 11. Au voisinage d'un cycle 

Appelons Ai le secteur [0, Ç[ x {i} de M, a* son côté [0, Ç[x { 0 , i } et r*, son côté 

{ 0 } x [0,C[x {i}. Nous noterons le secteur ] - £,0] x [0, Ç[x {i}. 
À tout élément du cycle C, nous avons associé un secteur Di ou Gi. rappelons que 

ces secteurs sont des rectangles. On peut donc choisir des coordonnées sur ces rec­

tangles de façon que les segments stables soient horizontaux et les instables verticaux 

et que le point périodique de Di soit le coin (0,0). Pour tout m de coordonnées y) 

appartenant à Di, on notera dvu et JQy dvs les mesures pour vu et vs respective­

ment des segments de coordonnées [0,x] x {y} et {x} x [0,y]. Nous définissons g de 

Di dans Ai par : 

m i—> 
u 

Jo 
dvu, 

ry 

0 
dvs,ï). 

De même que dans la démonstration du lemme 8.4.2, on montre que g ainsi défini 

est une surjection continue telle que l'image inverse de tout point par g est une classe 

d'équivalence de 1Z. 

De façon semblable, l'application g est définie de Gi dans Ti par : 

m i—> (— 
u 

'0 
di/tt, 

u 

lo 
dvs,i). 

Ainsi avons-nous envoyé tout point périodique bord en l'origine du modèle. De 

plus, remarquons que si Di et Gi sont des secteurs adjacents, les deux définitions de g 

coïncident sur leur côté commun. Si Gi et Di+\ sont adjacents, sur leur côté commun, 

les deux définitions de g sont les mêmes car le point (—x, 0) x {i} est égal dans M au 

point (x,0) x { i -h 1} . 
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Reste à définir g sur les demi-zips privés de l'arche Ai ou Bi. 

Envoyons le demi-zip Si \ {Ai} sur l'intervalle semi-ouvert ai : Soit p le point pério­

dique du secteur Di (ayant un côté commun avec Si \ {Ai}). Pour tout m appartenant 

à Si \ {Ai}, soit c(m) un segment joignant m à la séparatrice stable de Si \ {Ai} issue 

de p. Si m appartient à une arche instable, on appelle m' l'extrémité de cette arche 

appartenant à la séparatrice stable de p. Dans le cas contraire, m appartient à un 

rectangle minimal et on choisit pour m' un point quelconque de l'arche stable du 

bord de ce rectangle incluse dans la séparatrice stable de p. 

Définissons g du demi-zip sur ai par : 

g(m) = (vu(\p,m']sAi)-

Comme vu est à support dans K, cette définition ne dépend pas du choix de m'. De 

plus, elle coïncide avec la définition précédente de g sur Di. 

Soit p le point périodique du secteur Gi-i, qui a un côté stable dans une séparatrice 

du demi-zip Si. Soit m un point de ce côté stable. En tant que point de Si, on lui 

a associé un point m' appartenant à la séparatrice stable issue de p. En utilisant le 

fait que la mesure de Margulis vu est invariante par holonomie, on montre que les 

segments [p, m]s et \p,m']s ont même mesure instable. On en déduit que les deux 

valeurs de g en m sont égales dans M. 

On définit de la même manière g du demi-zip Ui \ {Bi} dans l'intervalle et cette 

définition est compatible avec la définition de g sur les côtés inclus dans Ui des secteurs 

Di et Gi. 

Par construction, g vérifie les quatre premiers items et de même que dans le 

lemme 8.4.2, l'image réciproque d'un point de M est une classe d'équivalence. 

L'application passe donc au quotient en une bijection continue. Pour être un homéo-

morphisme, il lui faut encore être ouverte. Remarquons qu'en toute classe d'équiva­

lence, nous avons exhibé une base de voisinages ouverts dans V(C,C qui sont saturés. 

Ce sont soit des rectangles privés de leur bord, soit des V(C,£) avec 0 < £ < C- L'image 

par g de tels ouverts saturés sont des ouverts de Al , ce qui conclut. 

• 

Lemme 8.6.2. — Le quotient S du domaine A(K) de la pièce basique K par la relation 

d'équivalence 71 est une surface séparée. 

Démonstration. — Soient x et y deux points de S. Ils se relèvent dans A(iiT) en 

deux classes d'équivalence, x' et y' respectivement. Nous devons montrer que x' et y' 

admettent des voisinages saturés disjoints. Nous allons choisir ces voisinages parmi 

ceux construits aux lemmes 6 et 8.5.9 Le seul cas délicat est celui où x' est un V(C) 

et y' une classe d'un autre type. Soit V(C) un voisinage saturé de x'. Si y' est disjoint 

de l'adhérence Adh(V(C)) dans A ( i f ) , le complémentaire du saturé de Adh(V(C)) 

est un voisinage saturé ouvert de y'. Si y' est dans l'intérieur de V(C), y étant non 

nul et M. C S étant séparé, on trouve deux ouverts qui séparent x et y. Enfin, si 
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y1 est une classe non disjointe de la courbe 7(C), on considère un voisinage saturé 

qui est l'intérieur d'un rectangle dont les mesures (stable et instable) des côtés sont 

inférieures à C/10- Ce rectangle est disjoint de V(C,C/2). • 

Remarquons que les cartes feuilletées que nous avons construites sont munies de 

mesures transverses aux deux feuilletages qui proviennent des mesures de Margulis 

des variétés invariantes de K. Les changements de cartes préservent ces mesures. Pour 

achever la démonstration du théorème 8.3.1 il reste à montrer que la surface S est 

bien compacte. 

Lemme 8.6.3. — Le domaine A(K) privé de l'union (sur l'ensemble des cycles C) des 

voisinages ouverts V(C, Q est compact. 

Démonstration. — Soit (xn) une suite de points de A(K) privé des V(C,Ç) : en par­

ticulier les points xn appartiennent au domaine restreint S(K) privé des séparatrices 

libres et de l'intérieur des demi-zips. Nous allons montrer que la suite (xn) possède 

une sous-suite convergente dans A(K) (et donc dans A(K) privé de l'ouvert union 

des V(C,Ç)). Si la suite (xn) contient une infinité de points dans K, cela découle 

de la compacité de K. On supposera donc que les xn n'appartiennent pas à K. Ils 

appartiennent donc à des arches ou à des rectangles bordés d'arches. Rappelons que 

les arches appartiennent toutes à un nombre fini de zips, et que tout rectangle bordé 

d'arches est inclus dans l'intersection d'un zip stable et d'un zip instable (ou plus 

exactement dans l'intersection de leur domaine, nuance que l'on se permet d'oublier 

dans ce qui suit). 

Supposons d'abord qu'il existe une infinité de xn qui appartiennent chacun à une 

arche stable an. Quitte à prendre une sous-suite, on peut donc choisir un zip stable 

Z qui est la classe d'équivalence de toutes les arches an. Soit S le demi-zip de Z dont 

on a ôté l'intérieur : rappelons qu'il est bordé par une arche A. Notons q la période 

des séparatrices instables qui portent le zip Z , et R le rectangle bordé par A, fq(A) 

et par deux segments instables contenus dans les séparatrices instables de Z. C'est un 

domaine fondamental de Z , et tout itéré négatif f~Tnq(R) est inclus dans le demi-zip 

S. On en déduit qu'il existe une suite (yn) de points de R et une suite (kn) C N tels 

que pour tout n, xn — fkn(yn)- Notons bn — f~kn(an) l'arche stable passant par yn. 

Si la suite (kn) est bornée, les points xn appartiennent à l'union d'un ensemble fini 

d'itérés de R, qui est compacte et incluse dans A(K). La suite (xn) possède alors une 

sous-suite convergente dans A(K) et c'est ce que l'on voulait. Si la suite (kn) n'est 

pas bornée, quitte à prendre une sous-suite on peut supposer qu'elle tend vers +00. 

La longueur de l'arche stable an tend alors vers zéro : en effet, an = fkn(bn), et la 

longueur des arches stables bn est uniformément bornée. On en déduit que la distance 

de xn aux extrémités de l'arche an tend vers zéro, et donc aussi la distance de xn à 

K. Comme K est compact, on peut extraire une sous-suite de (xn) convergeant vers 

un point de K, ce qui conclut. 
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On raisonne de même dans le cas où une infinité de xn appartiennent à une arche 

instable. Il reste donc à considérer le cas où une infinité de points xn appartiennent 

chacun à l'intérieur d'un rectangle rn bordé d'arches. Remarquons que chacun de ces 

rectangles est inclus dans l'intersection d'un zip stable est d'un zip instable. Quitte à 

prendre une sous-suite, on peut alors supposer qu'il existe un zip stable Zs et un zip 

instable Zu tel que pour tout n le rectangle rn soit inclus dans Zs n Zu. On procède 

alors comme pour le cas précédent : on choisit un domaine fondamental ds de Zs dont 

tous les itérés négatifs sont inclus dans le demi-zip S associé à Zs, et un domaine 

fondamental du de Zu dont les itérés positifs sont dans le demi-zip U associé à Zu. 

Chaque rectangle rn est donc inclus dans une intersection fkn(ds)C\f~ln (cP), où (kn) 

et (Zn) sont deux suites d'entiers positifs. Si l'une ou l'autre de ces suites est bornée, 

la suite xn est incluse dans l'union d'un nombre fini d'itérés de du ou de ds, ce qui 

permet de trouver une sous-suite convergeant dans A ( i f ) . Si chacune de ces suites 

est non-bornée donc (quitte à prendre une sous-suite) tend vers +00, on montre que 

le bord de rn est de longueur tendant vers zéro, on en déduit que le diamètre de rn 

tend vers zéro, et donc que la distance de xn à i f tend vers 0. Il existe alors une 

sous-suite de (xn) convergeant vers un point de if. Ceci achève la démonstration de 

ce lemme. • 

Corollaire 8.6.4. — La surface S est compacte. 

Démonstration. — Nous allons montrer que S est l'union d'un nombre fini de com­

pacts. En effet le lemme ci-dessus montre que A (if) privé des ouverts V(C,C) est 

compact ; son quotient l'est donc aussi. La surface S est l'union de ce compact et du 

quotient des adhérences dans A ( if) des V(C,£). Or ces quotients sont homéomorphes 

à des disques fermés (modèles des singularités). • 
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