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INVOLUTIONS COMPLEXES
ET VECTEURS SPHERIQUES ASSOCIES
POUR LES GROUPES DE LIE NILPOTENTS REELS

Bernard Magneron

Résumé. — Les représentations monomiales d’un groupe de Lie nilpotent G' dans un
espace de Hilbert, obtenues par induction & partir d’un caractére unitaire d’un sous-
groupe ont été bien étudiées ces derniéres années. Par exemple par Grélaud, Corwin
et Greenleaf, Fujiwara et Lipsman.

La construction d’une représentation induite holomorphe & partir d’une sous-al-
gébre t de la complexifiée g de I’algebre de Lie g de G, subordonnée & une forme
f sur g* fournit un autre procédé pour obtenir des représentations unitaires qui gé-
néralise le précédent. Ce procédé a été utilisé lorsque € est une polarisation positive
par Auslander et Kostant en 1971, afin d’obtenir des représentations unitaires irré-
ductibles pour les groupes de Lie résolubles généraux. Depuis lors, I’étude des cas ou
cette induction conduit & une représentation unitaire non irréductible ne semble pas
avoir été abordée.

Dans ce qui suit, une premiére tentative est faite pour combler cette lacune. En
1985, un travail de Benoist sur la représentation monomiale obtenue a partir du ca-
ractére trivial du sous-groupe des points fixes d’une involution de G avaient montré
qu’il s’agissait 14 d’'un bon exemple de départ pour étudier les représentations mo-
nomiales plus générales. Reprenant la méme démarche, on considére maintenant la
représentation induite holomorphe (p, H) construite a partir de la forme nulle sur la
sous-algébre £ des points fixes d’une involution de g®.

Pour cela, on utilise les vecteurs « sphériques » ou vecteurs-distributions annulés par
£, pour chaque représentation unitaire irréductible 7 de G associée & une G-orbite 2
dans g* par la bijection de Kirillov. On constate qu’ils forment un sous-espace (H, *)*
de dimension au plus 1. Ce résultat implique que p est sans multiplicité. On met en
évidence un cone © de g* tel que I’équivalence Q2N O # @ <= dim(H;*°) =1

o
est vérifiee. Notons © l'intérieur de © dans le sous-espace (¢£N g)L. On démontre
alors I’équivalence H # {0} <— © # 2.

© Astérisque 253, SMF 1999



Abstract (Complex involutions and associated spherical vectors for real nilpotent Lie
groups)

Monomial representations of a nilpotent Lie group G have been studied successfully
during the last few years by several people, including Grélaud, Corwin and Greenleaf,
Fujiwara and Lipsman. They are constructed by induction, starting from a unitary
character of a G-subgroup.

Starting from a subalgebra ¢ of the complexification g© of the Lie algebra g of
G, and from a form f of g* such that f([¢,€]) = {0}> one can also construct the
associated holomorphically induced representation. This gives another way to obtain
unitary representations for G. It generalizes the previous one, as can easily be seen.

This construction was used by Auslander and Kostant in 1971, assuming that
¢ is a so-called positive polarization. Their goal was to study irreducible unitary
representations of general solvable groups. Since then, no attempts seems to have
been made to use this method to consider non irreducible unitary representations.

This work is a first attempt to fill in this gap. Benoist’s study of the monomial
representation associated to the trivial character of the fixed points subgroup for an
involution of GG, which was carried out in 1985, showed it was a good starting example
for studying more general monomial representations. In the same way, we study here
the holomorphically induced representation (p, H) associated to the trivial functional
on the fixed points for an involution of g€, hoping it will give some insight of what
might happen in more general instances.

First, we consider the space (H, )% of “spherical”, or E-annihilated, vectors for
each irreducible unitary representation = of G, associated to the G-orbit  in g* by
the Kirillov bijection. We prove that this space is of dimension at most one, and find a
suitable cone © such that the equivalence QN O # @ <= dim(H,;>°)* =1 holds.
These results imply that p is always multiplicity free. We then prove the equivalence

H #£ {0} —= ) # &, where O is the interior of © in the subspace (£Ng)* of g*.
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INTRODUCTION. CONTEXTE DE NOTRE ETUDE

Soient g une algébre de Lie nilpotente réelle et G =expg.
Soient K un sous-groupe de Lie de G et x un caractére (unitaire) de K . Rappelons
que la représentation monomiale associée & (K,x) qu’on désigne ici par

(p(G, K, x), H(G, K, X))
agit dans l’espace H(G, K, x) formé par les (classes de) fonctions & mesurables sur
G telles que ®(gh) = ®(g) x"'(h) pour tout g de G et tout h de K et qui sont
telles que / |®(g)|? dg < oo et que P’action de p(G, K,x) de G sur H(G, K, x)
G/K

est donnée par p(G, K, x)(g') ® (9) = ®(g' ' g).

Dans le cas oit x = 1, on peut alors écrire simplement (p(G, K), H(G, K)) au lieu
de (p(G,K,1), H(G, K,1)). La représentation ainsi obtenue est dite quasi-réguliére.

On note £ (resp. R) Paction de g sur I’espace C°°(G) donnée pour X dans g et
g dans G par

L(X)® (g9)

d
P ®(exp —tX g) o’

(resp. R(X)® (9)

d
5 29 exptX)| ),

ainsi que son prolongement naturel & I/(g) obtenu par linéarité et composition.
Etant donnée une sous-algébre de Lie (complexe) ¢ de g©, nous nous intéressons
aux objets associés suivants :

1) Soit (7, H.) une représentation unitaire irréductible de G, nous considérons
I'espace (H,>)* formé par les vecteurs-distributions de 7 qui sont annulés par &.

2) Nous considérons aussi la représentation induite holomorphe quasi-réguliére
de G associée & £ qu'on désigne par (p(G,€),H(G,¥)) ou plus simplement par (p,H).
C’est une sous-représentation de p(G,exp(¢N g),1) = p(G,exp(¢N g)). Son espace
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‘H est le complété de ’espace des fonctions ® de C*°(G) qui sont des éléments de
H(G,exp(ENg)) et qui sont telles que R(€) @ = {0}
On peut alors se poser les questions suivantes :

a) Peut-on déduire la dimension de ’espace (H, des propriétés algébriques
et géométriques de la G-orbite coadjointe associée & m par la bijection de Kirillov ?

b) Peut-on trouver une expression explicite des vecteurs-distributions annulés par
€, sous la forme d’une intégrale, lorsque 7 se réalise par la construction de Kirillov &
partir d’une polarisation de g 7

c) Peut-on trouver des propriétés algébriques et géométriques de g* et de &
permettant d’affirmer que la représentation p n’est pas nulle?

OO)E

D’autres questions naturelles se posent que nous n’avons pas abordées faute de

temps :

d) Peut-on mettre en évidence une expression explicite des coefficients associés
aux vecteurs-distributions annulés par ¢ (formule de Kirillov) ?

e) Peut-on désintégrer la représentation (p,#) et donner une formule de Plan-
cherel 7

f) Peut-on utiliser la formule de Plancherel pour prouver la résolubilité de cer-
tains opérateurs différentiels sur G/ exp(¢Ng) associés & &7

Nous nous restreignons au cas particulier ou £ est formée par les points fixes
d’une involution o de g€. Une présentation de nos résultats se trouve dans les sous-
sections 1.1 et 1.2 et une synthése dans la section 9.

Dans le cas réel ou (EN g)C = €, p est une représentation quasi-réguliére de G
dans L? (G/exp(ENg)) associée a 'espace symétrique nilpotent G/ exp(t N g). Des
réponses satisfaisantes aux questions ci-dessus ont été alors fournies par Benoist dans
sa theése ([2] & [4]) et initialement, nous avons cherché & étendre ses résultats. En
particulier dans ce travail, nous utilisons comme lui les vecteurs-distributions annulés
par ¢ (appelés dans ce cas vecteurs sphériques) pour obtenir des renseignements sur
p, par exemple pour vérifier qu’elle est sans multiplicité. Ceci étant, le plus souvent
ses méthodes ne se généralisent pas a notre étude, et le cas complexe apparait comme
beaucoup plus long & traiter que le cas réel.

Les résultats de Benoist peuvent &tre considérés comme des illustrations de la
théorie des représentations monomiales des groupes de Lie nilpotents, ou plus généra-
lement des groupes de Lie résolubles exponentiels. Cette théorie, qui s’est développée
activement durant ces derniéres années a permis ’obtention, dans le cadre de la théo-
rie des orbites, de descriptions de plus en plus précises de ces représentations et des
concepts qui leur sont associés. Les résultats obtenus ont aussi permis de mettre en
évidence des propriétés de résolubilité des opérateurs différentiels invariants sur ces
groupes et les espaces homogénes associés. Mentionnons, par exemple, les travaux de
Grélaud ([13] et [14]), Corwin et Greenleaf [8], Fujiwara ([10] et [11]), Lipsman [20]
et Benoist ([2] a [4]).
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INTRODUCTION. CONTEXTE DE NOTRE ETUDE 3

On peut se demander s’il n’existe pas une théorie concernant certaines (ou éven-
tuellement toutes) les représentations induites holomorphes de ces groupes qui géné-
raliserait la théorie des représentations monomiales. Dans ce contexte, notre travail
apparait comme une premiére tentative pour expliciter une telle théorie. Notons que
jusqu’a maintenant, aucune recherche ne semble avoir été faite dans cette direction.
Depuis la parution en 1971 du célébre article de Auslander et Kostant [1], les tra-
vaux concernant les représentations induites holomorphes (ou éventuellement harmo-
niques) ont portés essentiellement sur les critéres d’irréducibilité et de non nullité de
ces représentations lorsqu’elles sont induites & partir de certaines polarisations com-
plexes des groupes de Lie résolubles (voir, par exemple, les travaux de Rossi-Vergne
[26], Fujiwara [9], Zaicev [28], Penney [25]) et plus récemment pour des polarisa-
tions faibles, ceux de Inoue [17]). Le cas ou I'induction se fait & partir d’une sous-
algébre complexe qui n’est pas une polarisation, ne semble pas avoir été abordé.

Lorsque nous avons entamé cette étude, la connaissance des quelques exemples,
mentionnés plus haut, de représentations induites holomorphes déja étudiées était
insuffisante pour nous permettre d’imaginer des réponses aux questions que nous
nous posions. Il nous a donc fallu commencer par étudier d’autres cas particuliers.
C’est pourquoi, avant d’aborder le présent travail, nous avons complétement traité le
cas des représentations p obtenues & partir des paires symétriques (g,o) telles que
06 = o . Les résultats ainsi obtenus ont été annoncés dans [22]. Certains d’entre eux
sont présentés dans la sous-section 11.3 comme des corollaires de la présente théorie.

Remerciements. — Je remercie vivement Yves Benoist dont les explications, au dé-
but de I’élaboration de ce travail, m’ont été trés utiles ainsi que Michéle Vergne
qui a lu de fagon critique et constructive un premier manuscrit, ce qui m’a conduit
& énoncer certains résultats de fagon plus concise et plus intrinséque. Par ailleurs,
Hidénori Fujiwara m’a expliqué plusieurs résultats concernant les représentations mo-
nomiales des groupes de Lie nilpotents et a corrigé un grand nombre de coquilles de
[23]. Jean-Yves Charbonnel et Michel Duflo ont attiré mon attention sur les résul-
tats de I’appendice A1l concernant les propriétés asymptotiques des fonctions semi-
algébriques. Jean-Marc Delort sur ceux de l’appendice A6 concernant certaines pro-
priétés des distributions. Les remarques de Daniel Barsky m’ont aidé 4 mettre en évi-
dence les résultats de I’appendice A4 que je ne parvenais pas a prouver. Enfin, j’ai re-
pris presque mot pour mot des notes inédites de Jacques Helmstetter pour la démons-
tration de la proposition A3.3 concernant une propriété de la formule de Campbell-
Hausdorff. Je les remercie pour leur aide.
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SECTION 1

RESUME DES RESULTATS

1.1. Notations et résultats principaux

Désormais G désigne un groupe de Lie nilpotent (connexe), simplement connexe,
d’élément neutre e, d’algébre de Lie réelle g (de dimension finie) de dual g*. On note
U(g) Valgébre enveloppante complexifiée de g.

On désigne par G le dual unitaire de G et par £ G\g" — G la bijection de
Kirillov.

Soit (m,H,) une représentation (unitaire, fortement continue) de G. Les représen-
tations de G et de U(g) associées & m dans ’espace des vecteurs C™ (resp. dans son
antidual topologique, ’espace des vecteurs-distributions) sont notées (m, H3°) (resp.
(m, Hz™))-

Désignons maintenant par € une sous-algébre (complexe ou réelle) de g€. On consi-
dére 1 le sous-espace des vecteurs annulés par € défini par

(Hz®) ={be H;>|n(€)b={0}}

On désigne désormais par o une involution de l’algébre de Lie complexifiée g© de
g. On a donc ¢ € Aut(g®) avec 02 = Id. On suppose que ¢ = &(g) = Ker(o — Id)
est la sous-algebre des points fixes de o dans g€. On dira que le couple (g,0) est une
paire symétrique et que les éléments de (H°°)* sont des vecteurs sphériques. Nous
désignerons par P ’application polynomiale de ¢ dans g donnée par

1 _
PV) = % log(exp V exp —V)
7
en remarquant que pour V € ¢Ng, PGV)=V.
(M On notera que dans [25], th. 2, Penney utilise aussi un vecteur E-semi-invariant dans H, >,
qu’il appelle vecteur de Frobenius, lorsque € est une polarisation positive totalement complexe d’une

algébre de Lie résoluble exponentielle et lorsque p est la représentation induite holomorphe associée
aet.
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A ¢ dans g*, nous associons le polynome réel sur ¢ donné par Pp(V) = ¢ (P(V)) .
Nous définissons alors le cone convexe de g*

© = { € g*|V — Py(V) est minoré sur £}
On a alors (voir plus loin le théoréme 9.0.1) le
Théoréeme 1. — Soit € G\g*, © = £(Q) alors on a dim(H,;*®)® <1 avec
dim(H,®)f=1 <= QNO#£g2.

On peut en déduire (voir le corollaire 9.0.2) que p est sans multiplicité.
Soit V € tng et £ € O, la fonction t — P,(itV) = t£(V) est minorée sur R, ce

qui entraine £(V) = 0. On a donc © C (¢Ng)t. On note © lintérieur de © dans
(eNg)L. On a alors (voir le théoréme 10.2.8) le

o
Théoréme 2. — La représentation (p,H) est non nulle si et seulement si © est non
vide.

Les énoncés ci-dessus présentent ’avantage de ne faire intervenir que la structure
de E et non pas celle de o. Ils sont donc susceptibles d’une généralisation au cas ou &
est une sous-algébre quelconque non nécessairement formée par les points fixes d’une
involution complexe. Par ailleurs, ils prennent une forme unique dans le cas ou ¢ est
la sous-algébre des points fixes de plusieurs involutions différentes. Ils sont cependant
difficiles & appliquer en pratique, en particulier parce qu’ils font intervenir la formule
de Campbell-Hausdorff dont 'utilisation est délicate.

Il est pourtant possible de fournir des énoncés moins intrinséques, puisqu’ils font
intervenir la structure de o, mais plus faciles & utiliser. La sous-section suivante
contient, entre autres, de tels énoncés.

1.2. Notations et résultats complémentaires
Désormais, si m est une partie de g€, on définit pour ¢ = 0,1
mg={Xem|oX =(-1)?X}
Si m est un sous-espace vectoriel réel, on conviendra d’écrire m
(et non pas de (m,)®). On a ainsi g€ = g5 P g.

Nous utiliserons souvent le fait que les idéaux des suites centrales ascendantes
et descendantes de g ont des complexifiés qui sont caractéristiques dans g€ et qui
sont donc o-stables. L’involution ¢ induit une nouvelle involution complexe sur le
complexifié d’un quotient de g par un sous-espace de complexifié o -stable. La notation
m, sera encore utilisée lorsque m est un sous-espace d’un tel complexifié.

Dans la suite, 0 désignera toujours une algébre de Lie munie d’une involution

complexe telle que () + £(?) engendre 9. Sauf mention expresse du contraire, il
s’agira de la sous-algébre engendrée par (£+€) Ng dans g, de telle sorte que E(d) = .

C

¢ au lieu de (m®),

ASTERISQUE 253



1.2. NOTATIONS ET RESULTATS COMPLEMENTAIRES 7

De méme, e désignera la sous-algébre de g engendrée par (ZJ‘lC + O_‘f) N 0. Nous
verrons (proposition 4.1.4) que c’est un idéal de 0.

On pose D =expd et £ =expe.
Id+o

5 On
définit €, = v(0). C’est un sous-espace vectoriel réel de €. Du fait que C=v@io,
onat==¢t +it.. On pose RNet,. = b de telle sorte que § est la projection de &, sur
g parallélement & ig. C’est un sous-espace vectoriel réel de .

Les objets ¢, v, €. et h auront une grande importance dans toute la suite. Lorsque
o est réelle, on a &, = h = €N g de telle sorte que h jouera souvent dans le cas général
le role que jouait €N g dans le cas réel. On définit le cone convexe

©o = {£ € h* | Py(¥,) est minoré }

On note v le projecteur de 9 sur ¢ parallélement a 0(1:. Ona~y=

Nous montrerons plus loin qu'on a ©y = © N h* (proposition 8.2.4 et théoréme
9.0.5). On a alors (proposition 7.2.2 et théoréme 9.0.1) le

Théoréeme 1'. — Dans les hypothéses du théoréme 1, on a

dm(H;®) =1 <= QNG#9 <<= QNO#£02.

p Cx
Pour €O et VER,oma PFPi(V)=1¢ Zad ReV (SMmV)
750 (p+ 1)

Pour ¢ € g*, nous notons maintenant ¢(¢) le noyau de la forme bilinéaire X,Y —
¢([X,Y]) sur e. On pose
n= ﬂ Kerfne(¢)
J2Sh
et N =expn.
Nous verrons que n est un idéal de ? et qu’'on a n = lrge Ker N e(¢) (proposition

10.1.2). Le résultat suivant compléte le théoréme 2.

Théoréme 2'. — On a les équivalences o
p nonnulle <= n=¢ <= O#0o.

Nous nous proposons maintenant de fournir une expression explicite des éléments
de (H;*°)¥ pour 7€ G.

Rappelons que d’apreés la théorie de Kirillov, si p est une polarisation (réelle) de
gen £ € g* avec P =expp et si pour X € p, on pose x(expX) = e*X) " alors on
peut prouver que

on a

(p(G, P,x), H(G, P,x)) € &(GY).

On a alors (voir le théoréme 9.0.4)
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8 SECTION 1. RESUME DES RESULTATS

Théoréeme 3. — Soit L € ©.

1) I existe des polarisations p de g en € telles que €+ (pN0)C =C.

2) Soit p une telle polarisation, x le caractére associé ¢ £ sur P = expp.
Alors il existe une unique fonction fc'; de C*°(D) qui vérifie les propriétés suivantes :

(C) kp(e) =1,  L(®)ky ={0} et xj(gh) = x(h)~K}(9)
pour tout g de D et tout h de PN D. C’est l’exponentielle d’une fonction polynomiale
sur D.

3) Soit a un élément non nul de H~"°(G, P, x)t. Alors on a pour tout & de
H>(G, P,x)
(1) a(®) = A ®(h) k2 (h) dh
D/(PND)

ot dh est une mesure D -invariante et A un scalaire complexe non nul bien déterminé.

Considérons une paire symétrique (0,0) dans laquelle ’algébre réelle 0 est a priori,
une algébre de Lie quelconque. Soit € la sous-algebre de ses points fixes, e I'idéal de ?
engendré par (0% 4+ 9) N0 et 3(e) son centre. Nous dirons que (9,0) est (une paire
symétrique) standard si les propriétés (P) ci-dessous sont vérifiées :

(P1) o est engendrée par €+ E.
(P2) e est de cran < 2.

(P3) 3(e) =e. B

(P4) e=e1 ® ((eg @ef)N e) .

Dans le cas ou la paire (0,0) vérifie seulement la propriété (P1) ci-dessus, on
démontre que l’ensemble J des idéaux j; de complexifiés o-stables de 0, tels que
(0/ji, o) vérifie les propriétés (P2), (P3) et (P4) ci-dessus, contient e et est stable par
intersection. On note j son plus petit élément.

On démontre alors (voir la proposition 7.1.1 pour le 1) et le théoréme 10.2.8 pour
le 2)) le

Théoréeme 4. — 1) Ona © Cjt.
2) On a limplication © #Q = j=c¢p.

1.3. Quelques exemples simples

Nous vérifions maintenant certains des résultats précédents sur quelques exemples
simples. Plus loin dans la section 11, nous présenterons des exemples plus élaborés.

Exemple 1. Lorsque o est réelle, on a ¢ = h, h = o =tNget e =) = {0}
D’aprés les remarques de la sous-section 1.1, on a donc ©¢ = 0 = h+. Le théoréme
1’ redonne les résultats suivants de Benoist (voir [3]) :

H:®)W £{0} <= dimH;°)'=1 <= aQnht#o.
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Soit p une polarisation de g en ¢ € ht, la fonction /-z'z sur D = H =exph est la

constante 1. Le théoréme 3 donne pour a € H™°(G, P, x)" et ® € H*(G, P,x)

a(®) = A ®(h) dh
H/(PNH)
qui est également une formule de Benoist.
Par ailleurs, e = n = {0} Le théoréme 2’ redonne le fait évident que p est toujours
non nulle.

Exemple 2. Supposons maintenant qu’on ait g = RX @ RY ~ C (g est donc
commutative), avec &€ = C(X +iY) et g = C(X —iY). Ona ht = @y = © = {0}-
On a donc (H°°)* = {0} pour toute représentation = de G ~ R? sauf lorsque 7 est
triviale. La vérification directe de ce fait est d’ailleurs évidente.

Onan=c¢=g¢ e = {0} Le théoréme 2’ nous permet donc de retrouver le
fait élémentaire que la seule fonction entiére sur C de carré intégrable est la fonction
identiquement nulle.

Exemple 3. Supposons enfin que g soit I’algébre de Lie de base {X;Y,...Y,}
(n > 0) ayant pour crochets non nuls :

[X,Yk_1]=Yk, ISkS",

et o linvolution de g€, obtenue en posant £ = C(X +iYp) et g§ = CY; .
0<k<n
On constate quon a d = g, e = @ RYr et v(d) = & = R(X + iYp). Do
0<k<n

h=RX et b = XL, Soit £ dans h* tel que 7 = £(G¥). On a

Pe((X +iYp)) = e(z M)

= @+
_ (M) £(Yn)
=£0(Yo)z + 2 T4+ m

On voit que ©p est formé de 'union de {0} et du sous-ensemble des ¢ de X+
tels que le plus grand m pour lequel on a £(Y,,) # 0, est impair avec m = 2p + 1 et
£(Yzp41) > 0.

En ce qui concerne p, deux cas peuvent se produire. Si n = 2m +1 (m > 0)
est impair, la condition £(Y2,+1) > 0 entraine que P, est minoré sur €. et qu’on a

£€0.0nadonc (] Ker? |, = = {0} et n =¢p = {0} Le théoréme 2’ entraine donc
Le©g
que p est non nulle.

Si maintenant, n = 2m est pair, on voit qu'on a £ € Q¢ = £(Y2,,) =0 puisqu’un
polyndéme & une variable x de degré impair 2m + 1, n’est jamais minoré. On a donc
Yom € KerfNenj3(g) C n. Comme ¢g = {0}, on a n # ¢y et le méme théoréme
entraine que p est nulle.
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10 SECTION 1. RESUME DES RESULTATS

1.4. Lignes directrices

Nous explicitons les lignes directrices des démonstrations utilisées pour prouver les
résultats ci-dessus.

Nous remarquons tout d’abord que le nombre a(®) de la formule (I) du théoréme
3 ne dépend que de la restriction de ® & D. Nous sommes donc amenés (voir la sous-
section 3.3) & donner un sens i la notion de vecteur sphérique « concentrés sur D »
et & noter H,™°(G, P, x) le sous-espace correspondant, dont a est un élément.

Nous remarquons alors dans la section 3 que si p est une sous-algébre de g subor-
donnée a £ et telle que €+ (pNd)C =0C et £(pCNE) = {0}, il existe une unique
fonction } vérifiant les propriétés de covariance (C) du théoréme 3 (voir le théoréme
3.1.2 et la formule (3.3.1)). C’est une exponentielle de fonction polynomiale. Dans le
cas ol p est une polarisation de g en £ qui vérifie ces propriétés, la formule (I) nous
fournit alors formellement un élément de H;*°(G, P, x)® puisqu’on a

p(®)a (®) = A /D o) Kb (h) L(—€)® (k) dh

=\ L(€)k} (h) ®(h) dh = {0}-
D/(PND)

Or, on sait que les éléments de H™°°(G, P, x) correspondent dans des paramétri-
sations convenables & des distributions tempérées. Utilisant le fait, démontré dans
lappendice A2, que ’exponentielle d’une fonction polynomiale sur R* est une distri-
bution tempérée si et seulement si elle est bornée, nous en déduisons que 'intégrale
(I), qui converge dans tous les cas pour les fonctions ® & support compact modulo
P N D, fournit effectivement un vecteur sphérique si et seulement si la fonction n?
est bornée sur D (voir la proposition 3.3.1).

En résumé, si £ et p vérifient les propriétés €+ (pNd)C =2C et £(pCne) = {0},
on a dimHp™ (G, P,x)" < 1 et I’équivalence

dimHp®(G,P,x)* =1 <= &} bornée sur D.

C’est le résultat principal de cette section 3.

Pour pouvoir préciser ces résultats, il est nécessaire de mettre en évidence certains
objets associés a la paire (g,0), en particulier les idéaux e et j, et d’expliciter leurs
propriétés. C’est ce qui est fait dans la section 4. On y met aussi en évidence certaines
propriétés des paires symétriques standard. Ces résultats seront utiles dans la suite,
car désormais beaucoup de raisonnements se feront sur D avec des éléments ¢ de 0*
tels que £(j) = {0}

Les trois sections suivantes sont en grande partie consacrées i la démonstration de
léquivalence (H;°)' # {0} <= QNG # 2.

Tout d’abord, dans la section 5, nous étudions les fonctions nf dans le cas par-
ticulier ou £ € j* et ou les polarisations p de g en £ sont e-admissibles et telles
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que
t+ (pno)¢ =0° avec L(pCne) = {0}

(ce que nous appelons des o-polarisations dans la sous-section 5.1). Dans ces circons-
tances particuliéres, ces fonctions peuvent étre calculées explicitement et on constate
que ¢ étant fixée, elles sont simultanément bornées sur D lorsque les p varient (pro-
position 5.2.2 et corollaire 5.2.3).

Nous considérons ensuite une orbite @ de G dans g* avec m = £(Q) telle que
(H;*°)* # {0} Nous prouvons par récurrence dans la proposition 6.2.4 qu'on a
alors QN (h +j)t # @, que pour tout élément £ € QN (h +j)* il existe une o-
polarisation p de g en £ telle que la fonction n'; correspondante soit bornée et qu’on
a H™>°(G, P,x)* = Hp>(G, P, x)". Utilisant le corollaire 5.2.3 déja mentionné, on en
déduit, ce qui est important pour la récurrence, que ces propriétés sont vérifiées pour
toutes les o-polarisations. Ces résultats entrainent qu’on a dim(#;*°)® = 1.

On constate alors (corollaire 7.3.2) que pour des couples (£,p) tels que £ € (h+j)*
et p est une o-polarisation de g en £, on a 'implication ) bornée = £€ ©y. En
résumé, on a (H,; ) # {0} = 0y # @.

La réciproque se démontre suivant le méme schéma. Nous prouvons par récurrence
inclusion ©¢ C j* et pour £ € @p, l'existence d’une o-polarisation p de g en £
(proposition 7.1.1). On constate (corollaire 7.3.2) que la fonction «} correspondante
est bornée. Cette fonction fournit par la formule (I) un vecteur sphérique. On a donc
bien QNGO #2 = (H;>°) # {0}

Concernant ces résultats, la section 6 regroupe ceux d’entre eux qui sont obtenus
par récurrence. Dans la sous-section 6.1, nous explicitons 8 situations possibles pour
un couple (G,) avec © € G\g*. Ces situations concernent le centre 3 de g, son
centralisateur 32(g) et la restriction des éléments de Q 3 3. On constate (lemme
6.1.3) que 3 de ces situations sont & éliminer lorsqu’on a ou bien (HE_(??))E # {0} ou
bien Q@NOy # F oubien QNO # & (nous n’avons pas prouvé a ce stade que
ces conditions sont équivalentes). Les démonstrations par récurrence dans les autres
situations se feront alors en se ramenant & un quotient ou & un idéal g’ de g de
dimension inférieure & celle de g.

Dans la section 7, on calcule les restrictions de P et P, a &., on explicite les
propriétés de ces restrictions et leurs conséquences. On caractérise les éléments £ de
©¢ (proposition 7.3.1) et on en déduit (sous-section 7.4) des résultats concernant
Q2N Oy pour N € G\g*.

C’est seulement dans la section 8 que la plupart des résultats concernant le cone ©
sont démontrés. On y prouve en particulier (proposition 8.2.4), qu’on a ©g = © Nh*
puis par récurrence ’équivalence 2N Oy # & <= QN O # & (proposition 8.2.5).

Tous les résultats, a ’exception du théoréme 2’ sont alors prouvés.
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12 SECTION 1. RESUME DES RESULTATS

Pour prouver ce théoréme 2’, on utilise dans la section 10 le fait que
G
p=Ind 1 p(D,¥).
D

Ceci a pour conséquence qu’on peut sans perte de généralité supposer G = D dans

la démonstration. Nous montrons tout d’abord ’équivalence n = ¢y < (2) # O
(proposition 10.1.3). Nous remarquons alors (corollaire 9.0.2), en utilisant des résul-
tats de Penney et de Bonnet concernant les représentations cycliques qu’on a une
désintégration de la forme

(0 H) =~ / () du(m)

avec £1(m)N O # & et n(N) = {Idy,} wp-presque partout. On en déduit par
intégration, qu’'on a p(N) = {Idy} et lorsque p n’est pas nulle, N C exp(¢Ng). D’oi
n=ep.

Pour montrer réciproquement que la condition n = ¢y entraine que p n’est pas
nulle, nous cherchons & construire une fonction non nulle de ‘H lorsqu’elle est vérifiée.
Pour £ € Og, nous considérons les fonctions k, sur D qui vérifient les relations

ke(e) =1, L(%) ke = {0} (R — i) (J +3(e) + 276:) ke = {0}

(voir la sous-section 5.3). On peut trouver un compact K d’intérieur non vide de h=*
contenu dans ©g. Nous faisons une synthése harmonique des k, pour les ¢ dans K
en posant

o) = | et

On obtient bien ainsi un élément non nul de H. En particulier, on a R(£) ® =
{0} par dérivation sous le signe somme. Le fait que ® soit de carré intégrable sur
D/exp(E N 0) est un peu plus délicat & démontrer (voir les remarques de la sous-
section suivante).

La condition n = ¢g est contraignante. Notre étude montre, en particulier, que si
I’on choisit au hasard une paire symétrique (g,o0) telle que o n’est pas réelle, il y a
toute chance pour qu’elle soit associée 4 une représentation p nulle. La représentation
p est pourtant fidéle dans de nombreux cas. Nous en fournissons des exemples variés
dans la section 11 qui, contrairement aux exemples de la sous-section 1.3, auraient
difficilement pu étre mis en évidence sans la connaissance de nos résultats. Nous
fournissons en particulier un exemple pour lequel ¢ est de cran 2 et le polynéme P
de degré 4, et d’autres pour lesquels D, ¢ ou j ne sont pas des idéaux de g.

Enfin, un appendice rassemble divers résultats techniques, le plus souvent élémen-
taires, qui sont utilisés dans la suite. Ils sont énoncés avec démonstrations ou références
et de fagon indépendante du reste de ’exposé.
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1.5. Points importants des démonstrations

Nous énumérons et éventuellement commentons les points qui nous semblent les
plus importants dans les démonstrations qui vont suivre.

1) Le fait que si on a deux sous-algébres p; et po de DC, subordonnées aux
formes ¢, et €y de ?* et telles que p; + pz = 0T avec (€1 —£2) (pr Np2) = {0}> alors
il existe une unique fonction n?f”}’; sur D telle que®

Kee (€) =1, (L +ily)(pr) kg 77 = {0} (R —ils)(p2) kp) 57 = {0}
(Voir le théoréme 3.1.2).

2) Le fait que I’exponentielle d’une fonction polynomiale est une distribution
tempérée si et seulement si elle est bornée (appendice A2). Ce résultat n’est pro-
bablement pas nouveau mais nous ne connaissons pas de référence le mentionnant.
Nous le prouvons en utilisant les résultats de Hérmander concernant les propriétés
asymptotiques des fonctions semi-algébriques réelles de plusieurs variables (voir [16],
Appendix A et notre appendice A1 plus loin), qui sont eux-mémes des conséquences du
théoréme des fonctions implicites pour les fonctions de plusieurs variables complexes
et du théoréme de Tarsky-Seidenberg en géométrie algébrique réelle.

3) Le fait que l'idéal j de ® ne dépende que de la structure de ¢ et non pas de
celle de d tout entier (voir le théoréme 4.2.3). C’est un résultat purement algébrique.

4) Le fait que parmi les 8 situations de (g, {2) mentionnées plus haut, certaines
ne puissent pas se présenter dans les hypothéses qui nous concernent (voir le lemme
6.1.3). En particulier I’élimination de la situation (6) de la proposition 6.1.1 lorsque
(’;'-lg_(‘;;’))E # {0} est une conséquence du fait que sur R? ~ C, il n’existe pas de
distribution 7" non nulle telle que zT =0 et a% T=0.

Les points 3) et 4) entrainent que dans les récurrences, lorsqu’on passe de g & un
idéal ou & un quotient propre g’ de dimension strictement inférieure a celle de g, les
idéaux e et j de ® ne peuvent «diminuer» que lorsque g’ est un quotient et jamais
lorsque c’est un idéal. Cette remarque est & ’origine de la démonstration de nombreux
résultats. Par exemple (proposition 7.1.1), de I’inclusion © C j*.

5) L’apparition lorsqu’on observe les termes de degré au plus 1 en 4 et 1 en

B dlans les développements en série obtenus par la formule de Campbell-Hausdorff
1

de 3 log exp(T + A)exp2Bexp(—T + A), de 5 log exp(T — A) exp2Bexp(T + A),

ou de log exp Aexp T exp B d’expressions impliquant les développements en série des

) Joaj déja utilisé dans le passé des fonctions nfll ‘l": de type gaussien, convenablement covariantes
4 gauche et & droite, dans un contexte assez voisin (voir [21]). Les fonctions utilisées maintenant
sont des exponentielles polynomiales de degré pair arbitrairement grand.
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14 SECTION 1. RESUME DES RESULTATS

e® -1 T

fonctions analytiques classiques w(x) = y wi(z) =
z

sinh x
On notera aussi (proposition A3.3) que si on exprime les termes d’ordre 1 en A et

len B de logexp AexpT exp B sous la forme
> S(p,q) [(adT)? A, (ad —T)? B]

p,9>0

:/r:tanhz et
e — 1 2

(voir Pappendice A3).

alors pour tout k& > 0, la matrice (S (p, q))0< - est symétrique, définie positive.
<p,g<

6) La démonstration de ’égalite ©¢ = © Nh* (proposition 8.2.4). Cette égalité
est, entre autres, une conséquence du résultat ci-dessous qui est probablement inédit
(voir la proposition A4.3).

Pour I’énoncer, nous considérons les suites de nombres réels (bn)n>0 €t (cn)n>o0
T _ 2n T — 2n st [
telles que - bpx*™, xztan 5= Cn au voisinage de ’origine.

sinz
n>0 n>0
Nous définissons ’endomorphisme 77 (resp.72) de Rz; ...zx] (resp. de l'idéal

R![z; .. .z] formé par les polynémes qui s’annulent & ’origine) et qui, & un polynéme
P = Z P, (resp. P = Z P,) pour lequel les P, sont des composantes homogénes

p>0 p>0
de degré total p, associe le polynome

TiP = (2n)!bn Pin
n>0
(resp. ToP = _(2n)! (cn — bn) Pan ).
n>0
Alors T; (resp. 73) laisse stable le cone convexe des polynomes de Rz ...xzx]
(resp. R! [z1...zk]) qui sont minorés sur R*.
L’énoncé et la plus grande partie de la démonstration de ce résultat sont élémen-
taires. Cependant, ici encore, nous utilisons les résultats de Hormander déja mention-
nés pour le point 2).

7) Le fait que la fonction g — / ke(9™!) de explicitée dans la précédente sous-

K
section soit de carré intégrable sur D/ exp(€N g). C’est la troisiéme et derniére consé-
quence dans cet article des résultats de Hérmander déja utilisés pour les points 2) et
6).
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SECTION 2

CONVENTIONS, NOTATIONS ET RAPPELS
COMPLEMENTAIRES

Les notations et les résultats de cette section seront utilisés dans toute la suite.

2.1. Conventions générales

Lorsque m désigne un espace vectoriel réel de dimension finie, m* désigne son dual
et m® son complexifié. On ne distingue pas, en ce qui concerne les notations, une
forme de m* de sa complexifiée.

Lorsque m désigne un espace vectoriel topologique complexe, m* désigne son an-
tidual topologique.

Lorsque m est un espace vectoriel complexe de dimension finie, on note mg son
réalifié.

Pour g ou pour toute autre algébre de Lie, on note (3j (g))0 <j<n la suite centrale
ascendante d’idéaux caractéristiques de g avec 3°(g) = {0}- On désigne par 3(g) =
3=13(g), le centre de g.

Lorsque p est une sous-algébre réelle de g subordonnée i ’élément ¢ de g*, on
désigne par x, (ou plus simplement par x) le caractére de P = expp donné par

x(exp X) = e(X)
oo
Soit p(z) = Zapw” une série formelle & coefficients complexes et X et Y des
p=0
o0
éléments de g©. On convient d’écrire AdpX - Y = Zap (ad X)?(Y). On a ainsi

p=0
Adexp X € Aut g€ et Ad X? = (ad X)P.

Dans toute la suite, w désigne la série formelle associée & la fonction analytique

z _ p.
€ 1- On a donc Ade~Y:ZM~
= @+

On pose GT = expgC.
Etant donné ¢ dans g*, on pose g(¢) = {X € g | £([X,g]) = {0}}-
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En général, on désigne un groupe de Lie et son algébre de Lie par la méme lettre
respectivement en caractére latin majuscule et en caractére gothique minuscule.

Etant donné un espace vectoriel réel de dimension finie, on désigne par D(m)
(resp. S(m)) lespace des fonctions C*™ de support compact (resp. des fonctions
C°° & décroissance rapide ainsi que toutes leurs dérivées) a valeurs dans C sur m.
Dans ces conditions, D*(m) (resp. S*(m)) désigne ’espace des distributions (resp.
des distributions tempérées) considéré comme 1’antidual topologique de D(m) (resp.
S(m)).

Si maintenant m est un espace vectoriel normé (de dimension finie en ce qui nous
concerne) et g est un élément de N*, on désigne par m{{tl/ 7}1} Vespace des applica-
tions continues ¢t — f(t) sur R, a valeurs dans m et qui peuvent s’écrire pour ¢ réel
suffisamment grand en module, sous la forme f(t) = Z Ay tF/9 (avec Ay € m).

—oo<k<p
On obtient ainsi le développement en série de Puiseuz de 'élément f de m{{t'/9}}-

Ona f(t) = A, t*/7 (14 0(1)) lorsque |t| — oco.

On note deg f le degré de f, égal & —oo lorsque f est nulle pour |¢| assez grand
et au plus grand entier p tel que A, # 0 sinon. On désigne par m{tl/ 7} le sous-
espace de m{{t'/9}} formé par les fonctions dont le développement en série de Puiseux
ne posséde qu’un nombre fini de termes non nuls.

On note m;{{t'/9}} (resp. m,{t'/9}) les sous-ensembles de m{{t'/9}} (resp.
m{t'/9}) formés par les éléments de degrée > 0 et m_{{t'/9}} (resp. m_{t'/7})
les sous-espaces formés par les éléments de degré < 0.

On convient de noter £ = (z ...z1) un élément courant de R* (la lettre z sera
aussi quelquefois utilisée pour désigner un élément de R). Lorsque m est un espace
vectoriel, on désigne alors par m[z] I’espace des applications polynomiales sur R* &
coefficients (et & valeurs) dans m.

2.2. Espaces et sous-espaces homogénes nilpotents

Dans cette sous-section, la lettre p désigne une sous-algébre de codimension k dans
g avec P = expp. Les applications exponentielles permettent de munir G et P d’une
structure naturelle de variété algébrique réelle, isomorphe & un espace affine. Nous
dirons qu’une application 7 d’un espace vectoriel q de dimension k dans G est une
paramétrisation algébrique de G/P par q sil’application Q,h — n(Q)h de q x P
dans G est un difféeomorphisme, polynomial ainsi que son inverse et tel que 7(0) = e.

11 est connu (utiliser par exemple [7], th. 1.2.12) que la bijection induite par n
entre q et G/P muni de sa structure différentielle naturelle, est un difféomorphisme
qui fait correspondre une mesure G-invariante sur G/P a une mesure de Lebesgue
sur q.

1l existe des paramétrisation algébriques de G/P. Pour en construire un exemple,
on définit {X}...X;} comme une base supplémentaire adaptée ¢ p dans g si, pour
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tout entier j tel que 1 < j <k, g; =RX; ®RX;,_; & ---®RX; ®p est une sous-
algébre de g et si on a gr = g. On vérifie alors, qu’étant donnée une telle base,
Papplication 7 : R* — G, donnée par

N:2=(xg...T1) > exXpTpXg...expr1X;

est une paramétrisation algébrique de G/P par RF. Dans ce contexte, on écrira
souvent expzX au lieu de expzy Xy ...expz;X;. Il est connu (voir, par exemple,
[7]) qu’il existe toujours des bases supplémentaires adaptées & p dans g.

De facon analogue, on dit que le sous-espace q de g est supplémentaire adapté ¢ p
dans g si Papplication (Q,h) — exp@h de q x P dans G est un difféomorphisme,
polynomial ainsi que son inverse. L’application 1 : @ — exp @ fournit alors une
parameétrisation algébrique de G/P par q. On montre qu’il existe toujours de tels
sous-espaces. On notera cependant que tous les sous-espaces supplémentaires a p
dans g ne sont pas nécessairement adaptés. Par exemple, lorsque g est l’algébre de
Lie de Heisenberg de dimension 3, de crochet non nul [X,Y] = Z, le supplémentaire
g=RX @ R(Y + Z) a p=RY dans g ne lui est pas adapté.

Les résultats ci-dessus restent valables si on remplace R par C, g par g&, G par
GF et si I’on suppose tous les espaces vectoriels et toutes les algebres de Lie complexes.

Supposons maintenant que g’ soit une sous-algébre de I’algébre nilpotente g (avec
G' =expg') et posons p' =pNg avec P' =expyp’. Alors, on vérifie qu’il existe une
paramétrisation algébrique n de G/P par q et un sous-espace vectoriel q' de q tels
que 7(q") € G' et que ' = Up soit une paramétrisation algébrique de G'/P’ par

!

q.

2.3. Les espaces D*(G,P,x) et H™°(QG, P, x)

Revenant au cas réel, donnons-nous maintenant un caractére unitaire xy de P et
une paramétrisation algébrique n de G/P par q. On a une bijection w de ’espace
des fonctions ® sur G qui vérifient les relations de covariance

®(gh) = ®(g) x(h™1) Vg € G, Vh € P
dans ’espace des fonctions sur q donnée par

w®(Q)=20n(Q) VQEeq.

On définit les espaces S(G,P,x) = w™'(S(q)) et D(G,P,x) = w™'(D(q)). On
les munit de la topologie induite par S(q) (resp. D(q)). On vérifie que les espaces
topologiques ainsi obtenus ne dépendent pas du choix de la paramétrisation 7.

On pose W = w|p(g,p,x) ; W définit un isomorphisme d’espaces vectoriels topo-
logiques entre D(G, P,x) et D(q). On ne le distingue pas, au niveau des notations,
de son prolongement continu qui met en bijection D*(G, P, x) et D*(q), S*(G, P, x)
et $*(q) ainsi que S(G, P,x) et S(q).

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 1999



18 SECTION 2. RAPPELS COMPLEMENTAIRES

On voit que £ définit une représentation de U(g) dans D(G, P, x), qui se prolonge
continiment en une représentation, toujours notée £ de U(g) dans D*(G, P, x) qui
laisse stables S(G, P,x) et S*(G, P, x).

On a la représentation v de U(g) dans D*(q) donnée par v = WLW L.

Il est bien connu (voir par exemple [8]) que lorsque p est une polarisation en ¢ de
g*,ona

H®(G,Px)=8(G,Px) e  H ®(G,Px)=8(G Px)
et que la représentation p(G, P,x) de U(g) dans HE>(G, P,x) coincide avec L.

Dans le contexte du dernier paragraphe de la sous-section précédente, on associe &
7' les objets w', W' et V' correspondants & w, W et v pour 7.

ASTERISQUE 253



SECTION 3

LES FONCTIONS &}
ET LES VECTEURS SPHERIQUES ASSOCIES

3.1. Les fonctions x}''}?

Notons tout d’abord qu’en tout point g du groupe de Lie (nilpotent) réel D =
exp?, R et £ induisent des isomorphismes Ry et L, entre o€ et le complexifi¢ de
P’espace tangent & D en g donnés par

Re(X) @ =R(X)2 (9) (resp.  Ly(X) & = L(X)®(9))
pour ® € C*°(G). On a évidemment
(3.1.1) Ry(X) = Ly(—9X).
Lemme 3.1.1. — Soient m, et my des sous-algébres de Lie (complexes) de 2 telles

que o€ = m; +my avec My —expmy et My = expmsy. Alors

1) On a D€ = My M,. D
2) Pour tout g de D%, ona 3 =m; +gm,.
3) Pour tout g de D, on a L,(m1) + Ry(mz) = Ry (dC) = £,(0°).

Démonstration. — Nous prouvons le lemme qui est évident lorsque m; C my = o€ ,
par récurrence sur dimm; /(m; Nmz). Nous supposons donc m; # m; Nms. Soient m’
un idéal de codimension 1 de ?© qui contient my, et Uy € m; tels que 9 = CUp ®m’.
Onpose mi =myNm’.Onam; =CUy dm';.

1) On a par récurrence

D€ = exp CUp expm’ = exp CUp expm} exp my = M; M.

2) Soient U et h les uniques éléments de CUy et de M’ = expm’ tels que

g=-expU - h. On a par récurrence m'® = m'; +hmy. Dot

€ =CUy +expU -m'y +expU -h-my=my + g-my.

(M) Ce reésultat se trouve aussi dans [18] lemma 6.2.
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3) D’aprés égalité (3.1.1) et le 2), on a bien
Lo(my) + Ry(my) = Ly(my + g -my) = L,(0°).

O

Théoreme 3.1.2. — Soit 0 une algébre de Lie nilpotente réelle. Soient p; et po deux
sous-algebres réelles de 0, p$ = py +ip1, p5 =p2 +ip2, €1 et o deuz éléments de
0*. On suppose que

1) £i([p1,p1]) = {0} et £2([p2, p2])
2) o = pi +p5.
3) (b — £L2)(p1 Np3) = {0}
Alors il eziste une unique fonction k = k}}}? sur D & valeurs complezes qui
vérifie les propriétés ci-dessous :

{0}-

(i) ke) =1. (i) (L + i) (p1) & = {0} (iii) (R —it2) (p2) & = {0}-

C’est ’exponentielle d’une fonction polynomiale sur D . Son prolongement analytique

k€ sur DC est l'unique fonction telle que

kCe) =1
(3.1.2) kC(exp Uy g expUp) = eté1(U)+i2(U2) (C(g)
Vg € D¢, YU, € p¢, VU, € ps.

Démonstration. — a) Nous prouvons tout d’abord I’existence et I'unicité de la fonc-
tion k€. D’aprés le 1) du lemme précédent, tout élément g de D€ peut se décomposer
sous la forme exp U; expUs avec U; € pi et Uz € p;5. On a alors nécessairement

K«C (g) — ei y2% (U1)+’i lz(Uz) i
Cela prouve l'unicité. Montrons que cette expression ne dépend pas de la forme de la

décomposition ci-dessus.
Soient U, et Uj tels que exp U, expU,; = expU; expUsz. On a

exp —U; exp U, = exp Us exp —Uj; € exp(p§ N p3)

D’ou ¢1(log exp —U; exp U;) = £>(log exp U, exp —Us3)
= El(—Ul + U{) = ez(UQ — Ué)
et Zl(U{) + Zz(Ué) = Zl(Ul) + £2(U2).
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Vérifions maintenant la formule (3.1.2), ce qui démontrera P’existence de k€. Sup-
posons qu’on ait g = exp V; exp V3, alors

kC(exp Uy g exp Us) = kC(exp Uy exp V4 exp Vs exp Us)
— ei £1(log exp Uy exp V1 )+i £2(log exp Vz exp Uz)
— eit1(U1) giti(V1) gita(Va) pite(Uz)
— eill(Ul) KC(g) eilz(Uz)
comme prévu.
Pour vérifier que € est I’exponentielle d’une fonction polynomiale sur D€, on se
donne un sous-espace complexe pj supplémentaire adapté & p§ N p5 dans ps. On a
1 111P2
une bijection polynomiale

g — (U1 =p1(9), Uz = p2(9))
de D® dans pl x p5 telle que g =expU; expU,. On a alors
KC(g) — eifl(Pl(g))"'ilz(Pz(Q)).

D’ou le résultat.

b) On pose alors k = k© Ip On voit que la fonction k vérifie bien les formules
(i) & (iii). Vérifions (iii) par exemple. Soit U € ps, on a pour g € D, du fait que k€
est holomorphe

d .
R(U)K(9) = = £°(g exptU) |,_, =ib2(U) K(g)
comme prévu.

c¢) I nous reste & vérifier I'unicité. Soit &' une deuxiéme fonction vérifiant les

propriétés (i) a (iii). Comme & ne s’annule pas, on peut définir la fonction ® = k™1 &’

sur D. On a pour U € p§
RU) @ ="' RUK —RU)k 672 &' = (il2(U) =i £2(U)) ™ '£' = 0.
Donc R(p5) ® = {0} De méme L(p)P® = {0}- D’apreés le 3) du lemme 3.1.1, on
a donc £(3) ® = {0} Finalement ® =1 et k' = k. Le théoréme est démontré. [

3.2. Les fonctions rs’;l”f; et les sous-espaces D*(D, P, xs,)"*%

Les objets 9, p1, p2, £1 et £2 sont de méme nature et vérifient les mémes propriétés
que dans ’énoncé du théoréme 3.1.2 mais on suppose de plus que la sous-algébre po
est contenue dans 9. On note x4, le caractére induit par ¢ sur P, = expps. On
reprend les notations de la sous-section 2.3 et on pose

DD, Py, xe,)P" = {T € DD, Pa,xe,) | (£ —i81) (B1) T = {0}}
SUND, Py, xe, )P = {T € S®)(D, Po,xs,) | (L —i 1) (1) T = {0}}-
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Proposition 3.2.1. — On a D*(D, Py, xe,)"* =C K?;,’;;-

Démonstration. — Pour simplifier les notations, on pose dans cette démonstration
t=p], f=01,p=p2, P=PFP, x =X, €t n:n';l‘:f;.

Par définition, la fonction % est un élément de D*(D, P, x)®7 . Il nous faut démon-
trer qu’elle engendre cet espace.

Soit I’isomorphisme 7 : T'— &~*T de D*(D, P,x) sur D*(D,P) = D*(D,P,1).
On vérifie que 7 D*(D, P, x)%f = D*(D,P)*° = D*(D,P)* comme dans le c) de
la. démonstration du théoréme 3.1.2. Nous sommes donc ramenés & démontrer que
'espace D*(D, P)® est formé par les fonctions constantes sur D . Tenant compte du
fait que R(p®) D*(D, P) = {0}> il nous suffira d’utiliser le résultat suivant :

Lemme 3.2.2. — Dans les hypothéses et avec les notations de la proposition, il existe
une famille finie {Uy ... Up,} d’éléments de € et une famille finie {Upy1...Up} délé-
ments de pC telle que pour tout élément U de 9©, on puisse trouver des fonctions
(fili<j<p de classe C™ sur D et a valeurs complezes pour lesquelles on ait pour
tout g de D

L,U)= D> fi(9) LU) + D filg) Ry(Uj).

1<j<m m<j<p

Preuve (du lemme). — D’aprés le 3) du lemme 3.1.1 en tout point g de D on peut
trouver une famille {U} ... Uy, } d’éléments de € et une autre {Uy, ., ...Uj} d’éle-
ments de pc de telle sorte que

{L,UF) ... Le(US,); Re(Us,, 1) --- Ry (U) }
forme une base de L, (0%). Les éléments g’ de D tels que
{Lq(U}). Ly (UR,); Ry (Upy,41) -- Ry (U2}

est une base de L, (9€) forment un ouvert de Zariski de D qui contient g et qu’on
note O,. On obtient ainsi un recouvrement ' = (O4)4ep de P’espace topologique
(pré-)compact D muni de sa topologie de Zariski dont on peut extraire un sous-
recouvrement fini U = (O;)ier -

Soit 7 € I. Pour tout g de O;, on peut écrire de fagon unique

LU= > filg) LU+ Y filg) Re(U))
1<j<m; m;<j<n

ot les fonctions & valeurs complexes f;f sont polynomiales.
Soient maintenant (;)i;cr une famille de fonctions de C*°(D) qui forme une par-
tition de 1’unité sur D relativement au recouvrement /. On a

LoU) =" > wilg) £ilg) LaUH+D . D wilg) fFilg) Re(US).

i€l 1<j<m; i€l m;<j<n
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En renumérotant convenablement les (card I) x (dimd) éléments U, ]’ de 1 a4 p,on
obtient une décomposition comme dans 1’énoncé. O

Le lemme entraine alors qu’on a

Lw)S= > fLU;)S

1<j<m

pour tout S de D*(D, P) et tout U de oC. En particulier £(0)S = {0} lorsque
S € D*(D, P)® ce qui entraine qu’on a D*(D, P)® = C1p, comme prévu. O

3.3. Les sous-espaces H™(G,P,x) et Hp™(G,P,x)"

Nous revenons au contexte de notre étude tel qu’il a été précisé dans la sous-
section 1.1.

Soient p une polarisation de g en £ de g*, P = expp et x = x¢. Reprenant
les résultats et les notations de la sous-section 2.3, on a ’application de restriction
surjective

R: S(G,P,x) — 8(D,PﬁD,x|PﬁD).
Notant R* l’application adjointe de R qui est injective, on pose par définition

H®(G, P, x) = R*(S*(D,PN D, X|P0D)).

Nous dirons que les éléments de H ;> (G, P, x) sont des vecteurs-distributions concen-
trés sur D.

Dans cette sous-section, on pose m = dimd/(dNp). On a donc m < k = dimg/p.
Supposons que la paramétrisation algébrique  de G/P par R* donnée dans la sous-
section 2.2 soit telle que n' =1 . soit une paramétrisation algébrique de D/(P N D)
par R™. On a alors I’équivalence

a € Hp™(G,Px) <= Wa€ (g omy) @S (R™).

Dans la suite on pose

Hp™(G,P,x)* =H (G, P,x)* NHp™(G, P,X).

Supposons maintenant qu’on ait €+ (p N0)* = o€ et £(p* NE) = {0}- D’apres le

théoréme 3.1.2, il existe une unique fonction I{g’iﬂa sur D que désormais on note
b

n? pour simplifier, et qui vérifie les propriétés
(331) @ =1 () Lo ={0} (i) s(gh) = x(h) (g)
pour tout g de D et tout h de PN D.
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On a alors la

Proposition 3.3.1. — On suppose qu’on a €+ (pN0)° =€ et L(pCNE) = {0}- Alors
dimH;>® (G, P,x)t <1 et
dim H;,>(G, P, x)t=1 <= la fonction Ky est bornée sur D.
Soit a un élément non nul de Hp®(G,P,x)t. On a
(3.3.2) a(®) = A ®(h) k2 (h) dh
D/(PND)

pour toute fonction ® de H®(G, P,x). Ici X est un élément de C* et dh une mesure
D -invariante sur D/(P N D).

Remarque. — Nous montrerons plus loin (proposition 6.2.4) que pour 7 dans G tel
que (H;*°)" # {0} et Q@ = £7(n), il existe un élément £ de Q et une polarisation p de
g en £ telle que £+ (pN )€ =o€ et £(pC NE) = {0} La fonction Kk correspondante
sera donc bornée sur D et on aura dimH;>®(G, P,x)* = 1.

Démonstration. — On voit que R* met en bijection H™(G, P, x)¢ et
* E__ ox* €,0
S (D,PﬂD,x|PnD) =S (D,PﬂD,x|PnD) .
Or, d’aprés la proposition 3.2.1, on a
. * e _ * g __ P
dim D (D,Pr‘ID,x[PnD) =1 avec D (D’PnD’lenD) =Ckj.
Par conséquent, on a 1’équivalence
dimS*(D,PND,x|, ) =1 <= & €S(D,PND,x|, )

Reprenons les notations de la fin de la sous-section 2.3 dans laquelle on remplace
g par 0. On a

kb € 8*(D,PN D’X|PnD) — W'k} e S*(q).
La fonction W’n_'; est ’exponentielle d’une fonction polynomiale sur q' ~ RF.

D’aprés un résultat donné en appendice (voir le corollaire A2.2), elle est une distri-
bution tempérée si et seulement si elle est bornée. Finalement

FE eS*(D,Pn D’X|PnD) < «k} bornée sur D.

D’ou la proposition. O
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SECTION 4

GEOMETRIE DES OBJETS ASSOCIES
A LA PAIRE SYMETRIQUE (g,0)

Tous les résultats de cette section sont vérifiés pour des paires symétriques (g, o)
quelconques. L’hypothése que g est nilpotente n’est jamais utilisée.

4.1. Propriétés des sous-algébres 0 et ¢

Proposition 4.1.1. — 1) Les sous-algébres 0 et e sont de complexifiées o -stables
2) On a g/d=(g/0)1 et 0/e=(d/e)o-
Démonstration. — 1) On utilise le lemme suivant qui est évident :
Lemme 4.1.2. — Soit V = V° @& V! un espace vectoriel, somme directe des sous-

espaces VO et V1. Soit W, un sous-espace contenant V9 (q € Zy = Z/2Z). On a
alors

W=wniWV’ev)=WnvV)eWnvV)=vieWnvel).
Dans la démonstration de la proposition, on pose
V=(+BNg et ¢=0+2%)No.

On a ?'C = (C N gf) @ & d’aprés le lemme. Par conséquent, 9'C est o-stable et il
en est de méme du complexifié de la sous-algébre 0 qui est engendrée par ?'. Un
raisonnement identique s’applique & ¢’ et ¢. D’ou le 1).

2) La premiére égalité du 2) découle du fait que £ C 9€ et donc qu’on a (g/2)§ =
{0} La seconde découle de méme de l'inclusion d$ C €. O

Dans cette section, nous convenons de poser

h' ={X €0|3Y €ectel que X +iY € &}

Lemme4.1.3. — Onad=h +e.
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Démonstration. — Soit U dans 9. On sait qu’on a 9 = ¢ + ¢C. Il existe donc des
éléments X,Y de 0 et X',Y’ de e tels que X +iY € £ avec

U= (X+iV)+ (X' +4Y").

On a nécessairement ¥ = —Y' € e. D'ot U = X + X' avec X € b’ et X' € ¢, comme

prévu. O
Proposition 4.1.4. — La sous-algébre ¢ est en fait un idéal de 0.
Démonstration. — Comme ¢C est engendrée par 2% + D_‘f, il suffit donc de vérifier

que [h',0%] C ¢© pour démontrer que e est un idéal de d. Or, pour tout X dans b’
avec Y dans e et X +1iY dans &, on a,

[X,05] C [X +4Y,05] + [iY,05] C [€,0] + [¢C, €] C o +¢C = ¢C

comme prévu. O

4.2. L’idéal j de 0

Notons J l’ensemble des idéaux j; de ? de complexifiés o-stables et tels que 0/j;
soit une paire symétrique standard comme dans la sous-section 1.2 page 8. On a le
résultat préliminaire suivant :

Lemme 4.2.1. — Pour qu’une paire symétrique (9,0) soit telle que
C=(e)Co (ebc @ eTg) (i.e. pour qu’elle vérifie la propriété (P4)),
(il faut et) il suffit qu’on ait
(P}) e = {0} (P) e (e§ +¢§) = {0}
Démonstration. — Dans cette démonstration, § désigne le sous-espace (eg + eTE) Ne.
1l nous suffit de vérifier que les propriétés (P;) et (P;') entrainent qu’on a e = e; + f.
D’aprés le lemme 4.1.2, f est de complexifié o-stable et on a € = {5 & 5. La

propriété (P)') entraine que f; = {0} et pour des raisons de dimensions, fg =& f‘lc’R.
Comme

€ =¢C (mod e§) =e¢f (mod %),
Cc _ C d C _ .C d
ona eg =¢rp (mod f+frg) =e¢rg (mod f).
Dol e=¢; (modf) et ¢e=-e +f comme prévu. O

Proposition 4.2.2. — L’ensemble J des idéauz j; de 0 de complezifié o -stable et
tels que (0/ji,0) est une paire symétrique standard n’est pas vide. Il est stable par
intersection.

On note j le plus petit élément de 7, il est contenu dans e.
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Démonstration. — Comme J contient e, il est non vide.

Soient j;, et j;, deux éléments de J qu’on peut sans perte de généralité supposer
contenus dans e. On définit j;; = j;, Nji, et pour p = 1,2,3 on pose 0;, = 0/js;,
et e¢;, = e¢/j;, . Pour vérifier que ?;; est standard dés que 0;, et D;, le sont, il suffit
d’utiliser les équivalences :

(P2) vérifice <= [e, [, ¢]] C s,

(P3) verifiee — { X €e, [X,e]gj,-p@Xe(ef+j‘,i)ﬂe }
- .C .
(Py) vérifiée = (e§ + ji,) Ne Cis,
(Py) vérifiée = en (ef + jﬁ) N (e + e§ + jg) Cii,
O
Théoreme 4.2.3. — L’idéal j de 0 est le plus petit idéal de ¢ de complexifié o -
stable tel que
(Q2) e/j est de cran au plus 2.
(Q3) 3(e/j) = (e/i)-
(Q4) e/i=(e/i)1 ® ((¢/i)§ @ (¢/i)§) N (e/3)-
En particulier j ne dépend que de ¢ et non pas de 0 tout entier.
Démonstration. — Convenons qu’a priori, la lettre j désigne le plus petit idéal de e

qui vérifie les propriétés de 1’énoncé. Il nous faut montrer que c’est un idéal de 0.
Quitte & quotienter d par son plus grand idéal contenu dans j, qui est de complexifié
o-stable, nous sommes ramenés & démontrer que lorsque j© ne contient pas d’idéal
non nul de 9C, il est nécessairement nul ou ce qui revient au meéme que e vérifie
les propriétés (P2), (P3), (P;) et (P,"). Pour cela, nous utiliserons plusieurs fois le
résultat suivant :

Lemme 4.2.4. — On suppose que i€ ne contient pas d’idéal non nul de . Soit m
une partie de i, stable par €, alors m = {0}

Preuve (du lemme). — Dans cette démonstration, on note j’ le plus petit idéal de ¢©
qui contient m. On se propose de montrer que j' est nécessairement un idéal de 9
contenu dans j€ ce qui, compte tenu des hypothéses, entrainera sa nullité et celle de
m.
On a 9% = £+ ¢C, il nous suffit donc de vérifier que, pour U dans €, 0n a expU-j =
j'. Pour cela, il suffit de remarquer que exp U -j' est un idéal de ¢ qui contient m. Par
conséquent, expU -j' D i’ et, finalement pour des raisons de dimension, expU -j' =j'.
Comme prévu. O

Prouvons maintenant le théoréme dans nos hypothéses.
On voit que [e,[e,¢]] est un idéal de ® de complexifié o-stable contenu dans j.
Dans nos hypothéses, il est donc réduit & 0 et e vérifie la condition (P2).
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On a 3(e) C e; du fait que 3(e)S est E-stable et contenu dans j© et donc réduit a
0 d’aprés le lemme.

Nous cherchons maintenant & en déduire qu’on a e; C 3(e) et 3(e) = e1. Pour cela,
nous vérifions tout d’abord que [h’,e;] C ¢;. Soient X dans h' et Y dans e tels que
X +1iY € £. On a bien

[X,e1] C[X +iV,e1] + [—iY,e1] C (5 +3(e)) Ne Cey.
On en déduit que e; est un idéal de 0, en effet
[0,e1] = [b',e1] + [e,e1] Ce1 +3(e) = e5.

L’idéal [e,e1] de 0 est contenu dans j d’aprés (Q3). Il est par conséquent réduit &
zéro et e vérifie la condition (P3) comme prévu.
Nous cherchons maintenant & montrer que ¢o = {0} (propriété (P,)) et que

e1 N (eg + eTO:) = {0} (propriété (P;')).
Pour cela, on remarque tout d’abord que 3(e)C + ¢S est un idéal de 9€. En effet on a
[0%,5(e)C + ¢5] C [£,3(e) + ¢5] + [¢€, %] C 3(e)C + €.

Dans cette démonstration, nous posons m = [3(2)(: + eg] Ne. D’aprés ce qui précéde,
c’est un idéal de 0, de complexifié o-stable puisqu’il contient e; .
Onam=¢; ®m avec

m'={Xce|IY €e; tel que X +iY €5}
ym)=ym)={Uece§|IX ce, IY €e; telsque U =X +iY €e5}

Montrons qu’on a nécessairement m’ C j. En effet, soit X € m' \j et Y € ¢; tels
que X +1iY € eg. SiY ¢j, alorson a

Y (mod j) € (¢/i)y N ((e/i)§ + (/)5 ) \ {0}

SiY €j,alors X (modj) € (e/j)o \ {0}

Dans les deux cas, on aboutit & une contradiction avec les hypothéses du théoréme.

De plus, y(m') € j€ puisque jC est stable par o.

Par conséquent m§ = y(m') @ iy(m’) est une partie de j€, stable par € et donc
nulle d’aprés le lemme. D’ott y(m) = {0}- On a alors ¢y C Rey(m') = m’ = {0} et
e N (eg + eTOC) = {0}

Finalement, ¢ vérifie bien les propriétés (P,) et (P;'). On a j = {0} et le théoréme
est démontré. O
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4.3. Géométrie des paires symétriques standard
Soit (0,0) une paire symétrique standard. Nous lui associons les espaces suivants :
f0) = f = (e +¢§) Ne
i(0) =i=1e; = 3(e)
t,(0) =t ={Uect|3X €0,V citelsque U =X +:iY}
[(0) == Ret,.

A la fin de la sous-section, nous généraliserons ces définitions au cas ou (g,o) est
une paire symétrique quelconque.

Proposition 4.3.1. — On suppose que (0,0) est une paire symétrique standard.

1) Onaf,={0} (¢=0,1), =S aff, e=idfet v=Ide.

2) L’application -y de la sous-section 1.2 établit une bijection entre | et &
d’une part et | et eg de lautre. On a &, = ¢, ® e},c,R et t=1t, DE,.

3) i est un idéal de D.

4) | est une sous-algébre de O et 0 est la somme semi-directe de la sous-
algébre | et de l'idéal e.

5) €. et € sont des sous-algébres (réelles) de ¢ et . est la somme semi-
directe de la sous-algébre &, et de l’idéal eg,R. Enfin ~|; définit un isomorphisme
d’algébres entre | et €.

Démonstration. — 1) Les trois premiéres égalités sont des conséquences immédiates
de la propriété (P4). Prouvons la quatriéme. Pour des raisons de dimensions, on a
fig = f @ ¢§ . Par conséquent ef =i@iidfdesy = eEBiieBe})C,R.

Soit alors U dans 9. On sait qu’on a U € € (mod ¢®). D’aprés ce qui précede, ceci
permet d’écrire U € &g (mod e @ ¢i). Par conséquent, il existe X dans e et Y dans i
telsque U+ X +iY €t. Onaalors U=(U+X)— X avec U+ X)€let X €e.
Dou 0 =I[+e.

Soit maintenant X dans [Ne. Soit Y dans i C ¢ tel que X +4Y € &. On a
X+iY €e§ et Y €inf,donc Y =0, dou X € ¢g = {0}-

Finalement 9 = [ & ¢, comme prévu.

2) L’application v, [ — &, associe & X dans [ ’élément X +iY de &, avec
Y € i. Elle est visiblement bijective.
On voit que 7|f est une application linéaire réelle, injective puisque f; = {0} de

f dans eg. Elle est bijective, car on a dim § = 2 dimc¢ eg = dim eg,R. On a aussi
b=y(1®ief) =70 ey(f) =t @ Gr.
Enfin, on a visiblement & Nit, = {0}- D’ou
b=t +it, =t Dit,DeS =it DE,.
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3) C’est évident car i est le centre de 'idéal e de 0.

4) et 5) Il suffit de prouver simultanément que [ et € sont des sous-algebres
isomorphes par 7.
Soient X; et X, dans [ et Y7 et Y2 dans i tels que v(X;) = X3 + Y7 et v(X3) =
X5 +1Y5 soient dans &;. On a
[v(X1), v(X2)] = [X1 + 141, Xa +iY3] = [ X1, Xo] + 4 {[X1, Y2] + Y1, Xo]}-

Comme i est un idéal, on a [X;,Y>] + [Y1, X2] € i. Ceci entraine que [X;, X2] €[ et
[X1 + iY1, X2 +iY3] € €, comme prévu. O

Nous supposons maintenant la paire (0,0) quelconque. Dans cette sous-section p
désigne la surjection naturelle de ? sur 9/j. Dans toute la suite, on définit

i(0) =i=p~'(i(0/)))

(@) =1=p~ " (L2/))

f0) =§=p""(f0/))-
et on pose & = y(l), I = expi et L =expl.

Proposition 4.3.2. — Lorsque (0,0) est standard, on a ) = [® . Dans le cas général,
on h+j=1+f.

Démonstration. — On peut supposer (9,0) standard. On a alors

¥(i) = {0}, Rey() =1 et Rev(f) =f,
du fait qu’on a Kerfylt = {0} et y(f) = ¢§ . Finalement h = [ @ f, comme prévu. O

4.4. La dérivation j et l’application a
Supposons tout d’abord la paire (9,0) standard. On définit alors comme suit ’en-

domorphisme j de 0=[id§ :

1) Lorsque X est dans [, jX est I'unique élément de i tel que X +ijX € ¢
(ona X +ijX =~v(X) € &). On a donc j(I) Ci.

2) Lorsque X est dans f, 7X est 'unique élément de f tel que X +ijX € ¢
(ona X +ijX €¢5). On adonc j(f) =f avec jlf oj|f =-1d ;-

3) Lorsque X est dans i, X =0. On a donc j(i) = {0}-

On remarque que pour X dans [, on a jX = Sm~y(X). Utilisant la proposition
4.3.1, on vérifie sans peine la

Proposition 4.4.1. — L’endomorphisme j est une dérivation de 0.
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1 1
On définit a = §(Id +ij)|f et a= §(Id —ij)|f. On voit que a (resp. &) est une
bijection C-antilinéaire (resp. C-linéaire) de (f, jlf) sur f$ (resp. f?). De plus, ot

et a* sont des projecteurs supplémentaires de fC.

Lorsqu’on considére une paire symétrique (g,0) quelconque, j désignera désormais
la dérivation de 9/j et « la projection de f/j sur (f/j)S définies de fagon similaire
par quotient.

4.5. Les formes h;, s; et by sur f/j

Soit £ dans j*, £ induit une forme linéaire sur d/j que dans cette sous-section, on
note encore £. On définit la forme bilinéaire b, sur f/j par b(X,Y) = £([X,Y]).

Pour X,Y € f/j on a £([X +4jX,Y +ijY]) = {0}: ce qui entraine qu'on a
(X, 3Y]) = 4[5 X, Y]).

On voit que la forme antisesquilinéaire U,V — %E([U’ ,V]) sur (e/j)5 induit sur

(f/j, 7), une forme sesquilinéaire h, donnée par
he(X,Y) = f—,é([dX, aY]) = 5(X,Y) —ibe(X,Y)
avec s¢(X,Y) = £([X,jY]).
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SECTION 5

CALCUL DES FONCTIONS &k} DANS CERTAINS CAS.
CONSEQUENCES

5.1. Idéaux n, de ¢. Polarisations e¢-admissibles et o-polarisations

Pour ¢ dans g, nous définissons la sous-algébre n, = Kerf Ne(f) de e. Nous
posons N, = expng. Avec les notations de la sous-section 1.2, on a donc

Proposition 5.1.1. — Soit £ € j*.
1) Le noyau de la forme hermitienne U — i £([U,U]) sur ¢S est égal a e(£)§ .
2) e(f) est un idéal de e de complexifié o -stable et on a

e(0)C =i+ ¢(0)F + ¢(£)S.
3) ny est un idéal de e. Lorsqu’on a ¢(£)5 C (Kerf)C, cet idéal est de com-
plezifié o -stable.
Démonstration. — 1) Soit U € e5. Comme [e5,i+ 5] Cj, on a
(U, ={0} = LU,eN={0} = Uee®)®
D’ou le résultat.

2) Du fait que e/j est de cran < 2, e(£) est un idéal de e.
Soit X = Uy + U; € ¢(f) avec Up € ¢§ et Uy € ¢F, on a

¥([Uo, ¢%)) = £([Uo, ¢7]) = £([X, €f]) = {0}-

Par conséquent, Uy et U; sont dans ¢(£)C et e(£) est de complexifié o-stable.
De méme, soit X =V +U +U € e(f) avec V €iC et U€ceS. Ona

£([U, %) = £([U, e§)) = £([X, ¢§]) = {0}-
Donc U € ¢(£)S et le résultat.

3) Du fait que e/j est de cran < 2, n, est un idéal de e. Lorsqu’on a de plus
e(0)S C (Ker€)®, on a n‘f’o = e(£)§ et n(f) est de complexifié o-stable. O



34 SECTION 5. CALCUL DES FONCTIONS «} DANS CERTAINS CAS

Pour ¢ dans g*, nous dirons qu’une polarisation réelle p de g en £ est e-admissible
si pNe est une polarisation de ¢ en Zle

Nous dirons qu’une polarisation e-admissible est une o -polarisation de g en ¢ si
elle vérifie les conditions supplémentaires suivantes :

pCnE)={0} et eC=¢e5+(pne)C.

Remarquons que pour un sous-espace p de g, la condition € = eg +(pnN e)C
entraine qu’on a ¢ =t + (pN0)C puisque o€ =€+ ¢C.

Proposition 5.1.2. — Soient £ € j& et p une polarisation e-admissible de g en £.
Les propriétés ci-dessous sont équivalentes :

(i) € =¢S5 + (pne)C.

(i) p€ NeS = e(£)S .

Démonstration. — On remarque qu’on a (e/e(é))c = (e/e(f))g ® (e/e(@))(o:. On en
déduit que le sous-espace (e/ e(é))g est totalement isotrope maximal pour la forme
symplectique sur (e/e(l))C induite par la forme X,Y — £([X,Y]) sur ¢C. La
proposition est alors une conséquence du fait que (p/ e(f))C est également isotrope

maximal. O

5.2. Fonctions RE pour £ € jt lorsque p est une o-polarisation

Proposition 5.2.1. — Soient £ € j- et p une o-polarisation de g en £. Alors la
fonction K} qui vérifie les relations (8.3.1) est telle que

(5.2.1) k) (exp —X) = e—‘(Ad @ X-Sm (X)) pour X € L.

(5.2.2) rky(hg) = kb, (h) kj(g) Vhe L, VgeD.

Lorsque de plus g = exp Z est tel que £([Z,i]) = {0} (en particulier pour g € E ),
on a

(5.2.3) xy(hg) = K (h) Ky (9).

Démonstration. — Comme j est un idéal de d avec £(j) = {0}> on peut sans perte
de généralité se restreindre au cas ou g = 0 et ou (9,0) est standard et supposer
seulement que £([p,p]) = {0}

Posons « = k} pour simplifier et montrons qu’on a

(5.2.4) rk(exp—X g) = e—gl(AdWX'%m"(X)) K(g).

En prenant g = e dans cette formule, on en déduira la formule (5.2.1) puis en
prenant h = exp —X la formule (5.2.2).
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Pour cela, on considére la fonction ¢t — ®(t) = k(exp —tX g) sur R. Posons Y =
d
JjX =9m~v(X).Ona L(X +1iY)k =0 avec L(X)k(exp—tX g) = d—tfb(t) et

d
L(Y)k(exp—tX g) = 7u k(exp —uY exp —tX g) lu—o
d -1
= h:(eXp —tX g exp(—ug~ ' exptX - Y)) |

d vt oot
e u (g xthY)iu=0 ‘I’(t)

u=0

du
=—il(g exptX - Y) ®(t) = —i gl(exptX - Y) ®(t).
- d t?
D’ou E+g€(Y+t[X,Y]+E[X,[X,Y]]+~~-) ®(t)=0
2 3
et B(t) = ¢ (Y HEXYIHGXX Y gg).
En prenant ¢t = 1, il vient comme prévu, x(exp —X g) = e 9AdZXY) o0y ce qui

nous donne (5.2.4).
Lorsque g = exp Z est tel que £([Z,i]) = {0} cette formule devient

k(exp—X g) = e—t(Adwx-ix) x(g)
du fait que AdwX - jX est dans i et que £((g' —Id) -i) = {0} On en déduit
(5.2.3). O
Proposition 5.2.2. — Soient £ dans j* et p une o-polarisation de g en £.

1) Ona pCneS =e(@)S Cnf et ny est de complexifié o -stable.
2) Les propriétés ci-dessous sont équivalentes :
(i) La fonction &} est bornée sur D.
(i) Le polynéme V — L(AdwReV -ImV) est minoré sur € et la forme

hermitienne U — i £([U,U)) est positive sur e .

Remarque. — 11 peut arriver qu’une forme £ de j* soit telle que e(£)§ C (Ker#)©
et qu’elle vérifie les conditions du (ii) mais qu’il n’existe pas de o-polarisation de g
en £. On en obtient un exemple lorsque g est commutatif, o réelle et £(€) # {0}

Par contre, nous verrons que ’existence d’une o -polarisation est assurée si en plus
des conditions précédentes, on suppose £ dans h* (voir le 3) de la proposition 7.3.1
et le 2) de la proposition 7.1.1).

Démonstration. — 1) La condition e = ¢§ + (pNe)C entraine qu'on a pCne§ =
¢(£)§ . De plus, comme £(p€NeS) = {0} ona
pENes =e(O)5 Cnf.

En particulier ( 3) de la proposition 5.1.1), nf est o-stable.
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2) D’aprés la formule (5.2.3), on a

Kk bornée sur D = Ky|, bornée et k| bornée.

et d’apres la formule (5.2.1)

Kb |, bornée = V = {(Adw ReV - Im V) minoré sur &,.

1l nous reste a étudier ) g On peut donc supposer G = E puis n, = {0} Dans
ces hypothéses, on a dimi <1, e est une algébre de Lie de Heisenberg de centre i,
p est un idéal commutatif de e, e(o: est une sous-algébre commutative de ¢ et on a

C _ ,C mnC
e =¢ey DPp.
On a donc une involution o' de €€ telle que (o' —Id) e§ = {0} et (o +Id) p© =

1
{0} On pose v} = Z +1d

et on définit la sous-algebre

P={Xece|IY €p telque X +iY €e5}=Rev!(e).

On voit que e est la somme semi-directe de la sous-algébre [* et de 'idéal p de e
et qu'on a 71(X) = X +ijX pour X € I*.
Utilisant la formule (5.2.1), on a alors pour tout X de [* et tout h de P

kD (exp X h) = e~ HAdwX3X) 5 (p)
et puisque e est de cran < 2,
1
(AdwX - jX) = €(GX) + 5 61X, X))
= LX) + 2 U(X +i5X, X —ijX]) = (G X) + 7 ([ (X)), YH(X))).

On a une forme bilinéaire symétrique sur v*(I') donnée par U,V — i£([U,V])
qui est une restriction de la forme hermitienne U,V — i £([U, V]) sur

e =7 () @iy'(1)
Lorsque ey # {0}, ces formes sont non dégénérées puisque n, = {0} et elles ont la
méme signature. Elles sont simultanément (définies) positives si et seulement si la

fonction X — £(jX) + %e([x +ijX, X —ijX]) = £GX) + %Z(['yl(X),fyl(X)]) est

minorée sur I' ou encore si et seulement si k) (E) est borné. a
Les propriétés (ii) de la proposition ne dépendent pas du choix de la o -polarisation

p. Utilisant la proposition 3.3.1, on en déduit immédiatement le

Corollaire 5.2.3. — Soient £ dans j*~, p et p' deuz o-polarisations de g en £.

1) On a équivalence k(D) bornée <= n'zl(D) bornée.
2) On a dimH™ (G, P, x?t = dimH;>(G, P*, x)*.

ASTERISQUE 253



5.3. LES FONCTIONS &, 37

5.3. Les fonctions x;

Remarquons qu’on a ¢ = ¢ + (i€ + eT‘):) et o =€+ (iC+ ;{f) avec €N (i€ +
eTO:) Cj®. Deplus (i€ + eT‘):) est une sous-algébre de ¢C. Soit £ dans j*. En prenant
pr=¢ po = ({C+ eTO:), €1 =0 et £2 = £, on se trouve dans les hypothéses du théoréme
3.1.2. On a donc une fonction R31;C+¢g
Ke.

Dans ce qui suit, nous n’utiliserons les fonctions k; que pour construire des élé-
ments non nuls de A (voir le lemme 10.2.6), mais on peut imaginer qu’elles pourraient
aussi étre utiles dans d’autres circonstances, par exemple pour expliciter une formule

de Plancherel pour la représentation p.

sur D que ’on conviendra désormais d’écrire

Proposition 5.3.1. — On suppose j = {0} Soient X dans |, Y dans f et Z dans i,
on a
ke(exp—X exp—(Y + Z)) = e~ t(Ad@X jX) G -2 —it(%+27),

Démonstration. — On a, en utilisant la formule de Campbell-Hausdorff et le fait que
¢/j est de cran < 2 :

ke(exp —Y) = ke(exp(—aY —aY)) = ke(exp—aY exp—aY exp —%[aY, ay))

— o~ i(aY) g=U[aY,aY]) — ~i§(Y) o~ (V)= k(YY)

Par ailleurs, on vérifie que comme pour la formule (5.2.3) on a
ke(exp —X exp —(Y + Z)) = ke(exp —X) ke(exp —(Y + Z))

D'ott  ke(exp—X exp —(Y + Z)) = e {Ad=X3X) i, (exp V) e 72

et la proposition. O

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 1999






SECTION 6

RECURRENCES ET VECTEURS SPHERIQUES

Dans toute la suite, on pose
O={lebht |V 5 L(AdwReV -SmV) est minoré sur &, }-

Nous verrons (propositions 7.2.2 et 8.2.4), qu’on a 9 C © et que pour £ € j* et
Vet ,ona P(V)=L(AdwReV - ImV) de telle sorte que la définition ci-dessus
est en accord avec celle de la sous-section 1.2.

6.1. Les différentes situations pour (g,o,)

Le résultat ci-dessous sera utilisé dans la suite, lorsqu’on cherchera & mettre en
évidence des propriétés par récurrence.

Proposition 6.1.1. — Soit Q0 une G -orbite dans g*. Au moins une des situations ci-
dessous concernant g, 3 et 32(g) est vérifiées pour tous les £ de Q. Quand elle lest
pour un, elle l’est pour tous :

(1) g ={0}:

(8) Onas=5=RZ, UZ)#0, g=5(g) et (5°(0)/3), = {0} (¢=0,1)

(3) €(G5) # {0}

(4) On a un idéal non nul g'deg, de complezifié o -stable et qui est contenu
dans 3N Ker/.

(5) Onaj =35 =RZ, UZ) #0, g #3, 5°(@o = {0} (@)1 =3 et
(3(9)/3) # {0}

(6) Onaj =3 =RZ, U(Z)#0, g #3°(a) et (3(32(9))/3)q = {0} pour
qg=0,1.

(7) Onaz=3 =RZ, {(Z) #0 et 3°(g)o # {0}

(8) Onajz=3=RZ, {Z)#0 et 3°(g)1 #3
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Démonstration. — Si on n’est pas dans la situation (1), on peut supposer dimg > 0.
Si, de plus, on n’est pas dans la situation (3), on peut supposer £(35) = {0} Or,
(3% + ;;,C') N g est de complexifié o-stable (proposition 4.1.1). Si, de plus, on n’est pas
dans la situation (4), on peut supposer, ce que nous faisons désormais, que dim3 =1
avec 3 =31 et £(3) # {0} Trois cas peuvent alors se présenter :

- (3%(9)/3)q = {0} pour ¢ = 0,1 (i.e. les (32(9)/3)2: sont totalement com-
plexes).

- (3%(9)/3)0 # {0}

- (5*(9)/ah # {0}

Dans le premier cas, on a évidemment (3 (32(9))/3) = {0} Dans ce cas, ou bien
q

g = 3%(g) et on se trouve dans la situation (2), ou bien g # 3?(g) et on se trouve dans
la situation (6).

Dans le second cas, ou bien 3%(g)o = {0} et on est soit dans la situation (5), soit
dans la situation (8), ou bien 32(g)o # {0} et on est dans la situation (7).

Dans le troisiéme cas, du fait que 3 = 31, 3 est inclus strictement dans 32(g);, on
est dans la situation (8). O

Les remarques qui suivent concernent des résultats et des notations qui seront
utilisés dans la suite dans certaines des situations de la proposition précédente.

Situation (4)

Dans cette situation, on note p, la projection canonique de g sur g’ = g/g". C’est
un homomorphisme d’algébres de Lie qui induit un homomorphisme de groupes de
Lie (encore noté p) de G sur G' = expg' avec G' ~ G/G" ou G" = expg”. On voit
que o induit sur g’C une involution ¢’. On associe & (g',0’) les mémes objets que
ceux que ’on avait associés & (g,0), avec les mémes notations affectées d’un prime.
On voit que ¢'S = p(gf) (¢=0,1) et que p~*(i') 2j.

Par ailleurs, p* établit une bijection entre g’* et g”’* C g*. Son inverse est encore
notée p. On a Q C g’+. On pose ' =pQ.

On a p(gf) = p(g) p(£) pour tout g de G et tout £ de g’ . En particulier, Q' est
une G’ -orbite dans g'*.

On se fixe £y dans 2, on se donne une polarisation de référence a priori quelconque
p de g en £y. On voit que p' = p(p) est une polarisation de g’ en £,. On pose
PO = expp) et x() = Xg -

On a alors une bijection unitaire de H(G, P,x) sur H(G', P, x') toujours notée
p, telle que p p(G, P, x) (9) = p(G', P',x") (pg) pour tout g de G, et caractérisée par
les relations (p®) (pg) = ®(g) pour tout ® de H(G,P,x) et tout g de G. Elle se
prolonge en une bijection de H™°(G, P, x) sur H~°(G', P',x') de telle sorte que

(6.1.1) p H™®(G, P,x)t = H™®(G",P',x")¥ .
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Situations (5), (6), (7) et (8)

Dans ces situations, on a 3 = 3; = RZ. Quitte & multiplier Z par une constante
convenable, on peut supposer £(Z) =1 pour tous les ¢ de Q2.

Lemme 6.1.2. — 1) Dans les situations (5) et (7) (resp. la situation (8)), on a un
idéal g' et une sous-algébre g" = {X,X',Z} de g avec X # {0}, X' # {0}, de telle
sorte que pour ¢ =0 (resp. pour ¢ =1), on ait

- X' €3%(9)5 (mod %) et X € g3, (mod ¢')

- Dans la situation (5), il eziste un élément ¢ de R* tel que X' +icZ € 32(g)° N
€.

- Dans la situation (7), on a X' € 3%(g)o.

- Dans la situation (8), on a X' € 3%(g)1 \3 et X € 1.

S X, X=2

-g={Ueg|[UX]=0}

On a alors g =RX g’ et [g,9] C g'. De plus, g' est de complezifié o -stable et

contient e.

2) Dans la situation (6), on a 3(32(9))§ = 3(32(9))C ne. # {0}
3) Dans la situation (6), on a un idéal g' et des éléments X, Y, X' et Y’
dans g, de telle sorte que
S X+iYet, X' +i¥ e3(2@); =357 @) ne
C[X 4V, X Y] =22, [X+iY,X +iY]=0, [X'+i¥', X' —i¥']=0.
-g={Ueg|[U,X"+:iY'] =0}
Onaalors g=RX ORY & ¢, [9,9] C g et g est de complezifiée o -stable.

Démonstration. — 1) Dans la situation (7), on choisit X’ dans 32(g)o \ {0}- Dans la
situation (8), on choisit X’ dans 32(g); \ 3. Dans la situation (5), on considére X'
dans (3%(g) /3) \ {0} Soit m D'image réciproque de RX’ par la projection X' — X'
de 3%(g) sur 3°(g)/3. C’est une sous-algébre de dimension 2 et de complexifiée o-
stable. On a m/3 = (m/3)o, d’ot m; =3 et m =3 ® (INm). On choisit alors X' dans
(tnm) \ {0}- Par hypothése, on a X' & 32(g)o, donc v(X') = X' +icZ € 32(g)* N ¢,
avec ¢ # 0.

Dans ces situations (5), (7) et (8), définissant g’ comme dans ’énoncé, on voit
que g’ est de complexifiée o-stable, que c’est un hyperplan dans g qui est un idéal
contenant [g,g]. De plus, gf - g’c, dot g D0 Depour g =0et g DO e pour
g = 1. Dans les deux cas, e C g'. Par ailleurs, g/g' = (g/g')q+1- Soit X € g\ ¢g',ona
X € 9§+1 (mod ¢'®). Dans la situation (8) ot ¢ = 1, on peut choisir X dans [. En
effet, g’ contient ¢ mais ne contient pas 9. Comme 0 = [+ ¢, g’ ne contient pas I.
D’ou ce résultat.

Dans tous les cas, on a g = RX @ ¢’ avec [X, X'] € R*Z. Quitte & multiplier X
par un scalaire convenable, on peut supposer [X,X'] = Z
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2) D’aprés un résultat élémentaire donné en appendice, sur les suites centrales
ascendantes d’idéaux d’une algébre de Lie nilpotente (proposition A7.1), 'inégalité
g # 3°(g) entraine 3(3°(g)) # 3. Comme (32(9)/3)5 est totalement complexe, les

C
sous-algébres (3 (32(9))/3)0 et 3(32(9));C sont aussi totalement complexes. De plus,

Cc L letin A £ . .
3(3°(9)), n’est pas réduite a zéro, sinon on aurait

3(°(0) /3= (3(32(@!))/3)1 = {0} avec 3(3°(a) =3,

ce qui entrainerait une contradiction.
La sous-algébre commutative de 0,

m = (3(32(9));C + 3(3_2(;))§> Ng

est de complexifiée o-stable et non nulle. On a 3(32(g)) = 3 ® m. On en déduit que
m‘f est totalement complexe. Montrons que cela entraine que 5(32 (g))g = mg est égal
a y(m), ce qui nous donnera le 2). Pour cela, il suffit de vérifier que la multiplication
par i laisse y(m) stable. Soit U = v(V) avec V dans m. Comme m® = m{ @ ;1—‘-‘1-:,
il existe un élément V' de m tel que V 4 iV’ € m$. D’ou y(iV) = v(V') et iU =
v(V') € y(m). Comme prévu.

3)Soit  g={Xeg|[X (@) ={0}}
Comme 3(32(9)) # 3, on voit que g est une sous-algébre propre de g, de complexifiée
o-stable. On constate que la forme bilinéaire X,Y — ¢([X,Y]) sur g, met de facon
naturelle les espaces vectoriels A = 3(3%(g))/3 et g/g en dualité. On identifie alors
g/g avec le dual A* de A.

On voit que ¢ induit une involution sur les espaces A® et A*C. Par hypothése,
les A;C pour q € Z,, sont totalement complexes et on a A® = Ag @ A‘lc. Ils sont
donc en fait totalement complexes maximaux et on a A® = ;17‘0-: ® AS. Par ailleurs,
du fait que 30 = {0}> on a A;‘C ~ (AE)J“. L’orthogonal d’un sous-espace totalement
complexe maximal est totalement complexe maximal. On a donc A*C = A_(’SE ® A;C.
Par conséquent, JTE et A;C sont en dualité.

Comme &, engendre linéairement &, il existe donc des éléments X +:Y € €. et
X' +iY € 3(32(9))§ tels que [X +1Y, X' —iY'] = aZ avec a € C*. D’aprés le 2),
on peut supposer a = 2, quitte & multiplier X' + iY’ par un scalaire convenable.
Comme X +iY € t et X' +iY’ € 3%(9)5, on a [X +iY, X' +4Y'] C 35 = {0}- De
méme, comme X' +iY’ € 3(32(9))C, [X'+4Y', X' —iY'] =0.

On voit alors que g, tel qu’il est défini dans le 3) du lemme, est un idéal propre
de g, de complexifié o-stable, qui contient X’ Y’ et [g, g]. Les relations précédentes
donnent

(6.1.2) X, X1=[V,Y]=2 [X,Y]=[X,Y]=0 [X,Y]=0.
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Comme g={Ueg|[U,X'1=0, [UY']l=0}
g est de codimension 1 ou 2 dans g et il ne contient pas X et Y. Par ailleurs,
X +¢' et Y + ¢ sont linéairement indépendants dans g/g’ puisque ’appartenance
AX 4+ uY € g’ entraine qu'on a [AX +puY,X'] =0 et [AX +uY,Y'] =0 avec
A=p=0.Finalement g=RX ®RY &¢'. |

Dans ces situations (5) a (8), on pose ¢’ = 0| . On associe & (¢',0') les mémes
objets que ceux qu’on avait associés & (g,o) en les affectant d’un prime.

On pose s =dimg/g’. On a s = 1 dans les situations (5), (7) et (8) et s = 2 dans
la situation (6).

On se fixe £y dans 2, avec £y = 50|g,- Quitte a remplacer £y par expzX £y dans
les situations (5) et (7) et £y par expzX expyY £y dans la situation (6), avec z et
y convenables, on peut supposer dans ces situations qu’on a £o(X') = 0 avec de plus
£o(Y") = 0 dans la situation (6). On pose x") = X -

On se fixe une polarisation de référence pgr de g? en ¢, avec Pr = exppr. Cest
aussi une polarisation de g en £y5. On pose k = dimg/pg.

On note z' = (Tx—s...21) un élément courant de R*~*. On se donne une para-
métrisation algébrique 7' : ' — 7'(z') de G'/Pr par R¥~°. Dans la situation (6)
(resp. les situations (5), (7) et (8)), application 75 : (z,y; z') = expzX expyY n'(z')
(resp. n : (z; ') — expxzX n'(z')) fournit une paramétrisation algébrique de G/Pg
par R¥ ~ R? x R*"2 (resp. R* ~ R x R*"1). On pose D*) = DM (RF), D' =
DX (RF—2) et SV = S (RF(=2)),

Comme dans la sous-section 2.3 on associe & 77(') la bijection w(") de Pespace des
fonctions @ sur G() qui vérifient la relation de covariance ®(gh) = x((h)~! &(g)
pour g dans G et h dans Pg sur Pespace des fonctions sur R*¥(—*) donnée par

w'(®) (z') = ®(n'(2"))

w(®) (z,y; ¢') = ®(expzX expyY 7'(z')) dans la situation (6),

w(®) (z; ') = ®(expzX n'(z')) dans les situations (5), (7) et (8),
ainsi que la bijection associée W) de D*(G), P, x(D) sur D)* et la représen-
tation v{") de U(g'")) sur P’algébre des opérateurs différentiels a coefficients polyno-
miaux sur D) donnée par

v =w) £ W(')—ll

D)
et son prolongement continu & D(")* .
On pose
D(I)*,t(') _ {T € ,D(/)* | l/(l) (W)T — {O}}
et S _ p(1)=e") 4 g(N*
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On voit que

(6.1.3) WO H=o (G, P, x ()" = 5=
Par ailleurs, dans toutes ces situations, on a

(6.1.4) v(X) = _6%’ v(X') = —iz, v(Z) =i.

Dans la situation (6) on a de plus,

(6.1.5) v(Y') = —iy

Vérifions par exemple la seconde égalité de (6.1.4). Soit T dans D, puisque £o(X') =
0,on a

! ! ! ! ! d ! ! !
v(X')T (z,2') = L(X')T (expzX n'(z")) = %T(exp—tX expzX n'(z ))|t:0

—_ d 1! !
= aT(expxX n'(z') exp—texp—zX X ) li—o
_d 1 ' _d _ite ’
—ET(exprn(a:) exp —t(X -wZ))|t=O—ae |t=0T(x,.7:)
= —iz T(z,z'),
comme prévu.
Lemme 6.1.3. — Soit Q une G -orbite dans g*, 7 = £(Q). On suppose que l'une des
hypothéses ci-dessous est vérifiée :
1) (H;>=)® # {0} 2) QN6 #o. 3) QNO#£0o.

Alors on se trouve nécessairement dans l'une des situations (1), (2), (4), (7) ou (8)
de la proposition 6.1.1.

Remarque. — Les hypothéses £ € j= avec P(€,) minoré ne sont pas suffisantes
pour écarter la situation (3). Pour cette raison, elles ne se prétent pas aux raisonne-
ments par récurrence qui seront faits dans la suite lorsqu’on suppose de plus £ € h*.
Cela explique partiellement 'importance du cone ©¢ dans les prochaines sections.

L’hypothése ©¢ C h* sera ainsi utilisée pour prouver le point 2) a) dans la dé-
monstration ci-dessous.

Démonstration. — Dans la démonstration, £ désigne un élément quelconque de .
1) Nous montrons que dans les situations (3), (5) et (6), on a I’implication

a€(H;°)® = a=0.

a) Dans la situation (3), donnons-nous U € 35 et £ € Q tels que £(U) # 0. Pour
tout éléement b de H;°°, on a w(U)b =i £(U) b. Par ailleurs, pour U dans €, on a
7(U)b=0. D’%u b= 0, comme prévu.

b) Dans la situation (5), compte tenu de la formule (6.1.3), il suffit de montrer
qu'on a D*t = {0} Soit T dans D**. On a en utilisant les formules (6.1.4),

v(X'+icZ)T=—-(iz+c)T =0 avec c#0.
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Dot (2°> +¢®*)T =0 et T =0, comme prévu.
¢) Dans la situation (6), comme dans ’étude de la situation précédente, il nous
suffit de vérifier qu’on a D** = {0}- Pour cela, nous allons montrer qu’étant donné
T dans D*, les conditions v¥(X —iY)T = 0 et v'(X' —4Y')T = 0 sont suffisantes
pour que T soit nul. Les opérateurs v(X), v(X') et v(Y') ont déja été calculés
(formules (6.1.4) et (6.1.5)). En particulier, on a iv(X' —iY')T = zT. Afin de
calculer ¥(X — 1Y) T, nous explicitons maintenant v(Y).
Pour cela on note tout d’abord, en utilisant la formule de Campbell-Hausdorff et

le fait que [g,g] C ¢’, qu’on a

exp —tY exprX expyY = expzX exp(y —t)Y exp Z Q.
1<r<lu/

avec Q. € ¢g'[z,y] (notations de la sous-section 2.1).
Soit maintenant Sy dans D(R?) et S; dans D'. On a

(¥(Y) (So® 51)) (z,y; =')
w(So ® Sl)) (exp zX expyY n'(x'))

w(So ® 1) (exp —tY expzX expyY n'(z'))|,_,

| t=0

&&l&&]&"‘

L(Y)
2 (
(w(So ® S1) (expaX exp(y — t)Y exp Y t'Q, ("))
[So(.z‘ y—t) w'S; epot’"Qr ))] lizo
— _ (= ! (__ !
=—( ayso(x,w) $1(@") + So(@,y) (V' (-Q1)S1 (2)).
Comme @1 € g'[z,y], on a aussi une égalité de la forme
(%V'(-Ql)sl) @)= 3 V(RS (@)
0<r<u, 0<r'<v
ot les P, sont des éléments convenables de g'[z']. D’ou
—EV(X—Z'Y)(S ® S1) (25 ')—25( ) Si(z') + Y 2"2" So(2) V'(Po) 1 (')
5 o 1) (z;x _8zoz 1(z Mlzz o(2) V' (Pr)S1 ().

Comme les v'(P,.) sont des opérateurs différentiels & coefficients polynomiaux dans
R*~2, on a finalement

1 . 0 _ F:)
—5 V(X —ZY) = 5 +p(2,Z,$I, W)

ol p est une expression polynomiale ne comprenant que des puissances de z, z, .,

0
= —2> .
et(’?z k—=2>m>1)
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zT =0
En conclusion, T e D" — oT
8—+p(z zx,a ,)T 0.

On utilise les mémes notations que celles qui sont définies dans ’appendice A5. On
note § la mesure de Dirac sur C. Pour p dans N, on note 4, le sous-espace de D*

P
formé par les distributions de la forme gz—i ® S avec S € D'*. On pose AP = D @ A
p'<p
et A= @ A,.
PEN

Montrons qu’on aboutit & une contradiction si I’on suppose T' non nul. Un résultat
élémentaire sur la variable complexe et les distributions concentrées sur des sous-
espaces vectoriels (proposition A5.2) nous donne ’équivalence zT =0<= T € A.
Dans ces conditions (proposition A5.1), il existe de fagon unique un élément p de N
et un élément non nul S de D'* tels que

_0P6 1
oT  oP*ls
On a donc — = ® S (mod AP). Or, on voit facilement (proposition A5.3)

Oz 9zpt1

o p+1
que p(z,%,z', =) T € AP. Par conséquent

sy ® S € AP, ce qui entraine qu’on

a S =0 et la contradiction attendue.
2) Nous vérifions que dans les situations (3), (5) et (6),ona QN Oy =

a) Prouvons qu’on ne peut pas étre dans la situation (3) lorsque 2 N ©y # Q
1l suffit de vérifier que £ € ©¢ = £(35) = {0}> ou encore, puisque 7(3) engendre 35,
que £(y(3)) = {0} Soient X,Y € 3 tels que X +iY € v(3). On a £(X) = 0 puisque
¢ € bt . Par ailleurs, la fonction ¢ — £(Ad wtX - tY) = £(tY) doit étre minorée. D’ot1
£(Y)=0 et {(X +1iY) =0, comme prévu.

b) Dans la situation (5) le polynéme V — £(AdwReV - Im V) n’est jamais
minoré sur &.. En effet, posant V; = ¢ (X' +icZ), on a

((AdwReV; - SmV;) = ((AdwtX' - teZ) = ct

qui n’est pas minoré lorsque ¢t décrit R.
¢) On aboutit & la méme conclusion dans la situation (6). Supposons donc ¢ dans
O . Nous posons pour ¢ dans R,

Vi = (X +iY) +it (X' +iY") = (X —tY") + ¢ (Y + tX').
On obtient ainsi un élément de &.. On a en utilisant les relations (6.1.2)
AdwReV; - SmV; =Adw(X — tY') Y+t Adw(X —tY'") - X'
=AdwX Y + - ([YY]+[X X'l +2X")
L(Adw Re V;-Sm V;) = Z(Ade YY)+t
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du fait que £(Z) =1 et £(X') =0.
Lorsque t varie cette quantité n’est pas minorée.
3) Nous vérifions enfin que dans les situations (3), (5) et (6), P.(¢) n’est pas

minoré.

a) Dans la situation (3), on se donne V dans 3S tel que £(ReV) # 0. Le
polynéme t — P,(itV) = t£(Re V) n’est pas minoré et on a £ ¢ O.

b) Dans la situation (5), on voit que t — Pp(tX' + itcZ) = tc€(Z) n’est pas
minoré sur R.

c) Dans la situation (6), on se donne un élément o de R et on considére le
polynéme

At Py(log(exp(aX +iaY) expit(X' + iv"))  deRit]
On pose V, = P(aX +iaY). On a V, = aY + W, avec W, € g'. On obtient, en
utilisant le fait que [V, X'] =0 et [V,, X'] =0.

A(t) =2%, l(log (exp(aX +1aY) exp —(aX — iaY) exp(aX —iaY’)
exp —t(Y' —iX') expt(Y' +iX') exp —(aX — iaY)))
1 . oyt
=5 £| log (exp 21 Vo exp(AdexpaX - 2it X ))

=515 ¢ (log (exp 2V, exp(2it X' + 2ita Z))) = (Vo +tX' +ta Z).

Choisissant «a tel que (X' + aZ) # 0, on voit que A et P, ne sont pas minorés
et quona £ ¢ ©. O

6.2. Une condition suffisante pour que les vecteurs sphériques soient con-
centrés sur D
Lemme 6.2.1. — On se place dans les situations (1) ou (2) de la proposition 6.1.1

1) Onag="09=c¢ avec j = {0} et | = {0} En particulier, g est de Heisenberg.
Ona QNht = {61} avec £,(Z) = £(Z) et 4 (f) = {0}
2) Pour tout £ de Q, il existe une o -polarisation p de g en £.

Démonstration. — 1) En effet, on a

¢“ =3 ®g5 @95 = of +0f
avec pour ¢ =0,1, [g5,05] C 35 = {0} et [g5,a5] C5C. (Ona [gf,05] =55 =RZ
dés que dimg > 1). D’out g = 0 = ¢. Comme la paire (¢, 0) est standard,ona j = {0}

et [ = {0} L’égalite QNht ={f} est un résultat facile et classique concernant les
orbites de la représentation coadjointe des groupes de Heisenberg.
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2) Il suffit de prouver le résultat lorsque dimg > 1. On a alors f # {0}
Choisissons une base orthogonale U; = X; +ijX1,..., U, = Xp +4j Xy de (f,7)

pour la forme hermitienne h,. Alors 'espace €@ RX, est lagrangien pour la forme
1<p<k
symplectique b, de f. De plus les (X, jXp)i1<p<r forment une base de lespace

vectoriel réel f. On en déduit que p=RZ @ RX, est une polarisation de ¢ en
1<p<k

£ telle que eg @ pC = ¢C. Les sous-espaces ei)c et @ CX, sont lagrangiens pour
1<p<k

la forme symplectique bS de §C et ont pour somme f§C. Ils sont donc transverses.
On a donc p®Nel = {0} En particulier £(pCNeS) = {0} et p est une o-
polarisation. O

Lemme 6.2.2. — Soit £ dans (h +j) et p une sous-algébre de © subordonnée a ¢
et telle que p Ne soit une polarisation de e en Z|c. On a

p=(@pNH+(pne) avec pNne=1i+ (pNf).

Démonstration. — La seconde égalité découle de l’inclusion i C p et du fait que
e=1i+4f.

Soient maintenant X dans [ et Y dans e tels que X +Y € pNd. Pour démontrer
la premiére égalité, il suffit de montrer qu’on a Y € pNe. Pour cela il suffit de vérifier
que (Y, pne]) = (Y, pnf]) = {0} Or £([X, f]) C £(f) = {0} Done

(Y, pnfl) = €[X + Y, pnfl) C €p,p]) = {0}

comme prévu. O

Lemme 6.2.3. — Soit £ dans (h +j)* et p une polarisation ¢-admissible de g en £.
Pour tout h de L, on a l’équivalence

pne)={0} =  Lp°nhe)={0}

Démonstration. — Dans cette démonstration, nous associons & Iinvolution hoh™!
les mémes objets que ceux qu’on avait associés & o, avec les mémes notations, en
les affectant d’un prime. On a, pour ¢ = 0,1, (gf)’ = h(gf). Cela entraine que
V=ho=0,¢=¢,i=1j=),I=LeCNt =¢5,f =fet j'|(f,/j,) =j|(m).

Sans perte de généralité, on peut supposer que g =0, que j =j' = {0}> que p est
une sous-algébre de 0 telle que #([p,p]) = {0} et que pNe est une polarisation de e
en Zl . C’est ce que nous faisons dans la suite.

On a j' = hjh~!. En effet, pour X dans I'=1[,on a X +ij'X € €. = ht,. D’ou
h1X +ih7'’h(h~1X) € &,, ce qui donne le résultat.

Nous établissons maintenant les égalités

iene= ([N @ine) @ (K Ne§) = (p°NE) @i (ENE) & (p° N ef)-
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La premiére égalité découle du fait que & = [EN (I ® i)°] ® ¢5 et du fait que
pno=(pN)did(pNf) (voir le lemme précédent).

Montrons la deuxiéme égalité. Soit X € [(pNI) @] NE€. A priori, on a X =
X1 4+1Xo — Yy +4Y; avec X1, Xo€lnp et Y1,Ys €. Or,

X — (X1 +ijX1) —i (X2 +ijX,) € £ni€ = {0}-

On adonc Y; =jX; et X; +1Y; € pC N ¢,. De méme, i (X2 +1Y2) € i(pcﬂts). On
en déduit le résultat.

Comme £(e§) = {0}> cela entraine qu’on a L(pC ) = CLp® N¢,). Or, on sait que
¢(Re (p°Ne,)) =£L(pNT) = {0} Comme Im »°Ne) =4 (pNnl), on al’équivalence

(p°ne) = {0} <= £(i(pn D) = {0}
On en déduit que pour démontrer le lemme, il suffit de vérifier I’équivalence

(6.2.1) (i (pn D) = {0} <= £(3' (PN D) = {0}

Pour cela, on se donne X dans pNI[. Soit X, 1’élément de [ tel que h = exp Xp.
On pose hy; = exptXgy et j; = hyjh_;, de telle sorte que hy = h, j1 = j' et jo = 7.
On a

d . d, . d .
aJtX = Ez(ht]h_t)X = £(exsto ht j h— exp —sXp) X|$=0
= [Xo, (htjh—t) X] = (hejh—t) [Xo, X] = —[je Xo, X],
du fait que j; est une dérivation. Comme £([i, X]) C £([p,p]) = {0} on a donc
%Z(th) = 0 et la fonction t — £(j;X) est constante. D’ou £(j'X) = £(j X) = 0,
I’équivalence (6.2.1) et le lemme. O

Proposition 6.2.4. — Soit Q une G -orbite dans g*, m = £(). On suppose qu’on a
(H7°°)t # {0}, alors

1) Ona QN(h+j)* #2.

2) Soit £ € QN (h+j)" alors il existe une o -polarisation p de g en £.

3) Soit (£,p) comme dans le 2). La fonction &} sur D associée qui est donnée
par la formule (8.8.1) est bornée.

4) Soit (£,p) comme dans le 2). On a

H™®(G, P,x)" = Hp™ (G, P,x)".
5) On a dim(H;>®)* =1.
Remarque. — Ce résultat montre donc que toutes les G-orbites 2 dans g* telles
que (H;*)* # {0} contiennent des éléments £ associés & des vecteurs sphériques
concentrés sur D. Il peut paraitre surprenant que dans notre démonstration, il faille
choisir £ dans (h +j)* pour trouver une telle forme, alors que la définition de ce sous-

espace n’est pas naturelle. Cependant cette hypothése que nous avons déja utilisée
dans les énoncés et les démonstrations des deux lemmes précédents, nous semble de
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plus nécessaire pour prouver la proposition dans la situation (7) de la proposition
6.1.1.

Démonstration. — Le 5) est une conséquence immeédiate des résultats 1) a 4) et de
la proposition 3.3.1. Nous prouvons donc ces propriétés 1) a 4).

Supposons que pour £ donnée dans QN (h +j)*, il existe une o-polarisation p de
g en £ telle que le 3) et le 4) de la proposition soient vérifiés. Le 3) est alors également
vérifiés pour toutes les o-polarisations p! de g en ¢ d’aprés le corollaire 5.2.3. Du
fait que dim(H;*°)* =1, on a aussi

dimH~°(G, P, x")* = dimH ;> (G, P, x") =1

et le 4) est également vérifié. En conclusion, il nous suffit de démontrer les propriétés
3) et le 4) pour une seule o-polarisation de g en £ pour étre assuré qu’elles sont
vérifiées pour toutes les o-polarisations des formes de QN (h +j)*.

Ces propriétés sont vérifiées dans les situations (1) et (2) de la proposition 6.1.1
d’apreés le lemme 6.2.1. Compte tenu du lemme 6.1.3, il nous suffit donc de les dé-

montrer par récurrence sur dimg dans chacune des situations (4), (7) et (8). Nous
utilisons les notations de la sous-section 6.1 pour chacune de ces situations.

a) Situation (4). 1) La formule (6.1.1) nous donne ’équivalence
H®(G, P #{0} = H G, PX)" # {0}

Par récurrence, on a Pimplication H~®(G", P',x")¥ # {0} = @' N +i)* £ 2.
Or, Q=p 1 () et p~'(h' +j') 2 (h+j). Dou AN (h+j)" # 2.

2) Par récurrence, il existe une o'-polarisation p’' de g’ en ¢ = p(¢) et la
polarisation p = p~!(p’) de g en £ est une o-polarisation.

3) et 4) Choisissons p’ comme dans le 2). Par récurrence, n’t?,l est bornée sur D’
et H™°(G, P ,x)¥ = ’HB?"(G',P',X')E' . Comme p contient g”, cela entraine que
K5 est bornée et que H™ (G, P,x)t = Hp™(G, P, x)".

b) Situation (7). On remarque quon a ¥ =€, j' =j et b’ = b du fait des
inclusions j Co C g'.

Par hypothése, il existe un élément non nul T de S**. Comme £3(X’') =0, on a
v(X'\T = —izT =0 d’aprés la formule (6.1.4). On en déduit que T' = §, ® T" avec
T € S/*,E' \ {0}.

1) On a donc ( g?g,%))e # {0} et par récurrence G'fy N (h+j)* # &, ce
qui entraine qu'ona QN (h+j)* # 2.

2) On peut choisir 4o = ¢ dans (h + j). Par récurrence, il existe une o’-
polarisation p de g’ en ¢ = K‘g,. Comme £([X,X']) # 0, p est aussi une o-
polarisation de g en ¢ qui est de plus contenue dans g'.

3) et 4) Comme on a £(h) = {0}> on a £(X') = 0 et on peut choisir &p = £.
1l nous suffit de prouver le fait que x}(D) est borné et I'égalité H °(G,P,x)* =
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HZ(G, P, x)® dans le cas particulier ot p est contenu dans g'. On peut alors choisir
PrR=Pp.

Nous reprenons les notations et les conventions de la sous-section 3.3. En particu-
lier, on pose k = dimg/p et m = dimd/(p N ). Soit a € H™°(G, P, x)t et T = Wa,
nous avons vu que T est de la forme 6, ® T' ot T' est un élément non nul de
St =W'H™°(G', P,x)". Par récurrence k) =k} est bornée sur D = D’ et

T = O rame) @S avec S e S*(R™).
D’ou T = 0(c,00_1,2msn) ®S €6 a=WT € H™(G, P, )",
comme prévu.
c) Situation (8). Pour z dans R, on pose

o, =exp—xzX o expzX et ol = Ta| , = €xp —zX o' expzX.

On associe a (g,0.) et (g',0.), les mémes objets que ceux que l'on avait associés
a (g,0) et & (g',0') avec les mémes notations, en les indicant avec un z. On a par
exemple, &, =exp—zX ¥.

On remarque qu’on a (gf)g') =exp—zX (gf)(’), eV =e, D =jetph +j=
b +j.

En effet le fait que (gf);’) = exp—zX (gf)(') est évident. On a alors e{") =
exp—zX e =c¢ et jg’) = j puisque ¢ et j sont des idéaux de 0 et que X € 0
(théoréme 4.2.3). De plus, utilisant la proposition 4.3.2 et le fait que X € [, on a

he+i=l+fa=exp—zX (' +f) = +f=b"+j.

Soient x € R et p une o, -polarisation de g' en £, alors pour tout t réel, p est
une o, -polarisation de g’ en ¢ et une o:-polarisation de g en £.

11 suffit de prouver ce résultat pour t = 0 avec o = o0g.

Comme £([X, X']) # 0, p est aussi une polarisation de g en £. Par ailleurs, on a
e = ef’o +(pNe)C et comme e =e, et ey = ef’o, ona € =¢§ 4+ (pne)C.

De plus, comme pCne, =pC e, ona £(pCNE,) = {0} et en utilisant le lemme
6.2.3, £(pCne) = {0}

En résumé, p est une o-polarisation de g en £ qui est contenue dans g'.

Soit T dans S**. Alors (avec les notations de la formule (A6.3)) la distribution

T se désintégre sous la forme T = / T.dx, avec T, € St
R

En effet, nous remarquons tout d’abord qu’étant donnés un élément Y de g'C,
wo € D(R) et 91 € D', 0on a

(6.2.2) v(Y) o ® 1 (z;2") = po(x) (V'(exp—zX -Y) p1) ().
Doa v(Y) = Z(——z)" ® 1—} V(ad? X -Y).
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- . 0 . .
En particulier, »(Y) = i p(z; z’; %) oil p est une expression polynomiale en z, x'

et 9 ui ne comprend pas 'opérateur — (p est du premier ordre en 0 mais
oz ¢ comprend pas I'op 55 (P P 5
ce fait est sans importance ici).
Choisissons Y dans g’ tel que X +4¢Y € €. On a alors —v(X —4Y)T = 0. D’ou
0 0
—T-p(z; ', =—)T =0.
Ox p(z; z B:c’)

Cela entraine, d’aprés un résultat élémentaire rappelé en appendice (proposition
A6.1) que T = /dea:.
R

Montrons maintenant que les T, sont dans S'**% . Soient U dans ¥, ¢ et ¢
comme ci-dessus. On a, en utilisant la formule (6.2.2)

(WO)T,po @ p1) = /}Rgoo(x) (V'(exp—2X - U) Ty, 1) dz = 0.

Or, la fonction z — (V'(exp —zX - U) T, 1) est continue sur R puisque I’appli-
cation £ — T, de R dans S'* ’est. En faisant varier ¢ puis ¢;, on en déduit qu’on
a v'(exp—xX -U)T, =0 pour tout = de R et le résultat.

En particulier, la condition (H,>°)* # {0} entraine ’existence d’au moins un x
pour lequel S'*¥= # {0}-

1) Par récurrence et en remplagant o par o, on en déduit qu’'on a

Gl (h +))* # 2.
Soit g’ dans G’ tel que g'€y € (b’ +j)*. Pour tout 2’ de R, on a expa'X'g'ly €
(8" +j)*. On peut alors choisir zf, tel que expzhX’'g'lo(X) = 0. On voit que
expzpX'g'lo € AN (h+j)* # & du fait que h =RX @ b'.

2) On choisit £, = ¢ dans QN (h +j)*. La condition S'*% # {0} entraine par
récurrence et en remplagant o par ol lexistence d’une ol -polarisation p de g’ en
¢', dont nous savons qu’elle est aussi une o-polarisation de g en £ qui est contenue
dans g¢'.

3) et 4) Comme dans I’étude de la situation (7), il nous suffit de montrer ces
résultats dans le cas particulier ou p est contenu dans g'.

Nous choisissons £y = £, pr = p et  de telle sorte qu’on ait (-1 ...21) C D’
et que M| gm—1 soit une paramétrisation algébrique de D'/P par R™~!. Alors

n|RXR"‘“1 : (.’II, Tm—1 .'171) - eprX n(xm—l ~-.$1)’

fournit une paramétrisation algébrique de D/P par R x R™™!.

Soit a € H™®°(G,P,x)t et Wa=T = / T,dzr avec T, € S'*¥=. Nous savons
R
que pour tout  de R, p est une ol -polarisation de g’ en ¢'. Par récurrence et en

remplagant o par g, on en déduit que dans la formule T = / T, dx, les distributions
R
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T, sont de la forme Ty = (z;_,...c,,) ® Sz avec S; € S*(R™1). On en déduit
immeédiatement 1’existence d’un élément S de S*(R x R™~!) donné par S = / Se dz
R

tel que T = 5(2,:_1.”2"‘) ®8S.
On a bien ¢ € H™(G, P, x)¢ et la fonction Kk} est bornée sur D d’aprés la
proposition 3.3.1, comme prévu. Od
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SECTION 7

PROPRIETES DU CONE 6,

7.1. Récurrences, céones Oy et © et polarisations

Proposition 7.1.1. — 1) On a O Cj* (resp. © Cjt).
2) Soit £ € Qg (resp. £ € © ), alors il existe une o -polarisation de g en £.

Remarque. — 1) Nous verrons plus loin (proposition 8.2.4) qu’on a ©p C ©. La
premiére inclusion est donc en fait une conséquence de la deuxiéme.

2) Lorsque £ € O, la condition £(p N€) = {0} est en fait automatiquement
satisfaite pour une polarisation quelconque de g en £ (voir plus loin le 2) du lemme
8.3.2).

Démonstration. — On se donne £ € Oq (resp. £ € ©) et on cherche & prouver qu’on
a £(j) = {0} D’aprés le lemme 6.1.3, il nous suffit de prouver la proposition dans
les situations (1), (2), (4), (7) et (8) de la proposition 6.1.1 en utilisant pour chaque
situation, les conventions et les notations de la sous-section 6.1.

a) Situations (1) et (2). Cela résulte du lemme 6.2.1.

b) Situations (4). Par récurrence sur la dimension de g, on a ©f C j’ + (resp.
©' C j't). Du fait que la paire (?'/j’ = 9/p~'(j'), o) est standard, on déduit que
p'(') 2. On adonc £() C £(p~'(j")) = £(') = {0} Dou ©p C jt (resp.
0 Cjh).

De plus par récurrence, il existe une o’-polarisation de g’ en ¢ et p = p~1(p’)
fournit une o-polarisation de g en £.

¢) Situations (7) et (8). On a par récurrence £ € O} C j'" (resp. ' € ©' Cj'™).

Du fait que e C g',on a j’ =j dou £() = ¢'(j') = {0}
Par ailleurs, il existe une ¢'-polarisation p de g' en ¢ qui est également une o-
polarisation de g en £ contenue dans g'. D’ou le 2). O
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7.2. Les restrictions a ¥. des polynémes P et P,

Proposition 7.2.1. — On suppose la paire (0,0) standard.

1) Soient V dans &, et X dans b tels que V = X +4jX, alors on a P(V) =
AdwReV -SmV = AdwX - jX € e. Lorsque de plus V est dans &, on a P(V) € i.
2) Pour tout U = X +ijX de ¢ on a

PU) = SmU + L [U,0] = SmU + L[Re U, 3m U]
4 2
(7.2.1) .
=jX + 3 [X,iX].
3) Soient V, W dans ¥, et X dans b tels que V =X +1ijX . Alors on a
P(logexpVexpW) = P(V)+ Ad expReV - P(W)

2.2
(7:2:2) = AdwX - jX + Ad exp X - P(W)

4) Si U dans t, est tel que [ReU,i] = {0} (en particulier si U € ¢§ ) et si W
est dans €5, on a

(7.2.3) P(logexpUexpW) = P(U) + P(W).

Démonstration. — 1) Utilisant une expression donnée en appendice (voir le 4) de la
proposition A3.1) et déduite de la formule de Campbell-Hausdorff, on peut voir que
pour T € € et A contenu dans un idéal de cran 2 de € (en I'occurrence ¢®), on a

% logexp(T + A) exp(~T + A) = AdwT - A.
Choisissant T =ReV =X et A=i3mV =ijX € ¢*, on obtient bien
P(V) = % logexp(X +ijX)exp(—X +4jX) = AdwX - jX.
2) Cela résulte du 1) et du fait que e est de cran 2.

3)Ona P(logexpVexpW) = 2% logexpV exp2i P(W)exp—V.
Utilisant une expression donnée en appendice (voir le 1) de la proposition A3.2) et
déduite de la formule de Campbell-Hausdorfl, on peut voir que pour T € C et A et
B contenus dans un méme idéal de cran 2 de 9© (en I'occurrence ¢*), on a

% logexp(T + A)exp2Bexp(—T + A) = AdwT - A+ AdexpT- B.

Choisissant T =ReV =X et A=:SmV =ijX et B =1 P(W), on obtient bien
(7.2.2).

4) On remarque qu'on a AdexpReU - P(W) = P(W). On remplace V par
U dans le 3), en utilisant le fait que P(W) € i. a
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Proposition 7.2.2. — On se donne £ dans j* ainsi que V et W dans €., on a alors
les égalités
1) P(V)=4(AdwReV - Sm V).
2) Py(logexpV expW) = Py(V) + Pexp —we v2(W).
3) Si U dans ¢, est tel que £([ReU,i]) = {0} (en particulier si U € ¢§ ) et si
W ek, ona
Py(logexpU exp W) = Pp(U) + Pp(W).

4) Soit g dans L, on a
Poe(V) = Py (log(exp(7 logg™") exp V)) — Py(y logg™).

Démonstration. — Le 1), le 2) et le 3) sont respectivement des conséquences du 1),
du 3) et du 4) de la proposition précédente.

On déduit le 4) du 2) en remplacant W par V et V par vy logg™' de telle sorte
que g7 =expReV. O

7.3. Le coéne Og et les vecteurs sphériques

Proposition 7.3.1. — Soit £ € j*, on a les équivalences

1) Py(¢,) minoré <= P,(t;) minoré et Py(eS) minoré.
V 5 l(AdwReV - SmV) est minoré sur &,.
La forme hermitienne U — i £([U,U]) est

. C
positive sur eg.

Ona e)§ C (Kert)C.

Lorsque ces conditions équivalentes sont vérifiées, l’idéal ny de e est de complezifié
o -stable.

2)  P(t.) minoré <

Soit £ € g*, on a l’équivalence
ee(h+j)*.
V 2 (AdwReV - ImV) est minoré sur &,.

3) e Oy = - ) _
La forme hermitienne U — i £([U,U]) est
positive sur eg.
Démonstration. — Comme on a Oy C j*, on peut supposer g =0 et j = {0} dans

la démonstration ci-dessous.

1) Cela découle du fait que €. = logexp¥, expeS (proposition 4.3.1) et du 3) de
la proposition 7.2.2.
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2) On a d’aprés le 1) de la proposition 7.2.2

Py(ts) minoré <= V = l(AdwReV -ImV) est minoré sur &;.

Par ailleurs, d’aprés la formule (7.2.1), on a Pp(U) = £(SmU) + %Z([U, U]) pour
U dans ¢§. D’ou

Py(e5) minoré = la forme hermitienne U — i £([U, U]) est positive sur eS.

Pour U € ¢(£)§, on a Py(U) = £(SmU). Dot £(SmU) = 0 lorsque P;(¢,) est
minoré, puis en changeant U en iU, LU) = 0, £(e(£)§) {0} et l’implication
« Py(€.)minoré = £(e(£)5) = {0} ».

Pour montrer la réciproque < on peut sans perte de généralité supposer g = e.
La condition e(£)§ C (Ker £)C entraine d’apreés le 3) de la proposition 5.1.1 que n; est
un idéal de e de complexifié o-stable qu’on peut, sans perte de généralité, supposer
réduit & {0} La forme U — if([U,U]) est alors non dégénérée sur e5, et on a
I’équivalence

La forme hermitienne U — i £([U, U]) est

C

(7.3.1) Py(e§) minoré <= i o
(définie) positive sur eg.

On déduit alors cette réciproque du 1).

3) Pour £ € (h +j)* la condition e(¢)§ C (Kerf)® est automatiquement

satisfaite. On déduit alors le 3) du 2). O
Corollaire 7.3.2. — Soient £ € (h + i)' et p une o-polarisation de g en £. On a
l’équivalence

n?(D) borné <= L€ O,.

Démonstration. — Cela est une conséquence du 3) de la proposition précédente et de
la proposition 5.2.2. O
Proposition 7.3.3. — Soit Q € G\g* et # = £(Q). Les propriétés ci-dessous sont
équivalentes :

(i) (Hz™)* # {0}
(Zl) ON6Oy #9.

Remarque. — 1) Ce résultat sera complété plus loin (théoréme 9.0.1).

2) Il peut arriver qu’on ait £ € j* avec P(k,) minoré et que (HE(‘Z?E))E soit
réduit & zéro. On en obtient un exemple en choisissant g commutatif, o réelle et ¢
telle que £(¢) # {0} D’aprés la proposition, la condition supplémentaire £ € h+
assure cependant la non nullité de ce sous-espace.
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Démonstration. — (i) = (ii). D’aprés la proposition 6.2.4, si (H; )" n’est pas
réduit & zéro, on a QN (h+j)t # @. Pour £ dans 2N (h+j)t, il existe une o-
polarisation de g en £ et la fonction correspondante «} est bornée sur D. D’apres le
corollaire précédent, cela entraine qu’on a £ € ©Op.

(ii) = (i). Réciproquement pour £ € ©g C (h+j)*, il existe une o-polarisation
de g en ¢ d’aprés la proposition 7.1.1. D’apreés le corollaire précédent la fonction
Kk} correspondante est bornée sur D et d’apreés la proposition 3.3.1 on a (H; oo)E £

{0}- O

7.4. Le céme Oy et les G-orbites dans g*

Proposition 7.4.1. — 1) Soit £ € j* et g € D. On a I’équivalence
Py(t,) minoré <=  Py(t.) minoré.
2) Le céne ©q est stable par L.

Démonstration. — On peut supposer g =0 et j = {0}
1) Soit £ tel que Py (¢,.) soit minoré. Il suffit de démontrer que pour tout g de
E et pour tout g de L, on a Py (k) minoré.
Pour g € E et en utilisant le 1) de la proposition 7.3.1, on est successivement
amené a montrer ’équivalence

Py(€;) minoré <= Py (t,) minoré

qui est évidente puisque P(¢;) € i et que l'action de E sur i est triviale, puis
I’équivalence
Py(e§) minorée <=  Py(e5) minoreé.

Pour prouver ce dernier résultat, on peut supposer ? = e¢. On peut supposer de
plus ng = {0}, puisque lorsqu’une des deux propriétés ci-dessus est vérifiée, I’idéal
ng = g"lng =ng¢ de e est de complexifié o-stable.

On a alors en utilisant la proposition 7.3.1 et le fait que [U, U] € 3(e)

La forme hermitienne
Py(¢f) minoré <= U — i 6([U,0)) < Py(e§) minore.

est positive sur e.

Comme prévu.
Enfin, le fait que Pg(,) est minoré pour tout g de L découle du 4) de la propo-
sition 7.2.2 et du fait que exp(ylogg™') - expV décrit &, lorsque V décrit €, .
2) D’aprés le 1), il suffit de vérifier que h* est L-stable. Comme on a h = [ §
cela résulte du fait que [ et f sont stables par . O

Proposition 7.4.2. — Soit Q0 une G-orbite dans g* telle que QN Oy # . On a
QNG =0Nht et QNOy est une L-orbite.
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Démonstration. — D’aprés le lemme précédent, ©¢ est stable par L. Il nous suffit
donc de prouver que pour toute forme £ de QN O et £; de QN ht, il existe un
élément g de L tel que £; = g£.

D’apres le lemme 6.1.3, il nous suffit de vérifier ce résultat dans les situations (1),
(2), (4), (7) et (8) de la proposition 6.1.1. Nous utilisons dans chaque situation les
notations et les conventions de la sous-section 6.1.

1) Situations (1) et (2). Le résultat est évident du fait que [ = {0} et que
QNbht est formé du seul élément £ = ¢; (voir le 1) du lemme 6.2.1).

2) Situation (4). Comme £ € g"+, on a
LeQNOy «<— [(eN'n0Oy.

Par récurrence, il existe un élément g’ = p(g) de L' avec g € L, tel que g'¢' = ¢].
On a alors gf = ¢;. D’ou le résultat.

3) Situations (7) et (8). Comme ¢; € Q, il existe a priori un élément z de R,
et un élément ¢’ de G’ tels que expzX g - £=1¢;.

Dans la situation (7),ona X' € €Ng C b, donc £(X') = £;(X’) = 0. Cela entraine
que z = 0.

Dans la situation (8), du fait que X est dans [, on a exp—zX - ¢; € (h+j)*.
Quitte & remplacer ¢, par exp —xX - 1, on peut encore supposer = 0.

Dans les deux cas, on a alors g'f = £; et par conséquent, g'¢' = ¢ . Par récurrence,
on en déduit donc l'existence d’un élément h' de L' tel que h'¢' = ¢;. De plus,
pour tout z' de R, on a expz'X' h'- ¢ = ¢] puisque X' € 3(g’'). Par ailleurs,
expz' X' h' -€(X) = hE€(X +2'Z). 1l existe donc un unique élément z; dans R (nul
dans la situation (8)) tel que expxp X' h' - £ (X) = £1(X). On pose h = expzo X' h'.
Ona hf =1/ dufaitque g=RX &g et h € L du fait qu'on a X' € [ dans la
situation (7) et h = h’ dans la situation (8).

On a donc toujours ¢; € L2 et le résultat. O
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SECTION 8

PROPRIETES DU CONE ©

8.1. Résultats supplémentaires concernant le polynéme P sur ¢
Dans cette sous-section on suppose la paire (9,0) standard.

Proposition 8.1.1. — Pour tout M de ¥, il existe un triplet unique (U,V,W) dans
S x b, x b, tel que
expM =expU expiV expW.
Démonstration. — Comme la sous-algébre réelle £. de € est la somme semi-directe
de & et de eg, on peut écrire a priori expM = expU expM' avec U € eg et
M' € & @ i€,. D’aprés le 5) de la proposition 4.3.1, v|; = (Id +ij)|; établit un
isomorphisme d’algébres de Lie entre [ et €. Il existe donc un (unique) élément M,
de I€ tel que M' = My +ijMj,. On peut écrire exp My sous la forme expiXoy exp X
avec Xo, X4 € [, de fagon unique. On a Xy = 515 log(exp My exp —M,) et X} =
log(exp —i Xo exp Mp) (décomposition polaire). D’ou
exp M' = expyMo = expiyXo expvXj.

Posant vXo = V et vX} = W, on obtient exp M = expU expiV exp W comme

prévu. O
Proposition 8.1.2. — Soient V et W dans & et X Uélément de | tel que V =
X +ijX. Ona

X X
(logexpiV expW) = X + Ad tan 5 jX + Ad e P(W)

Démonstration. — On a
1
P(logexpiVexpW) = % logexp(iX — jX)exp2iP(W) exp(iX + jX)

Utilisant une expression déduite de la formule de Campbell-Hausdorff et donnée
en appendice (voir le 2) de la proposition A3.2), on peut voir que pour T dans ?° et
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pour A et B contenus dans un méme idéal commutatif de 8¢ (en I’occurrence i®),
on a
T
-B.
sinh T
Choisissant T' = iX, A = jX et B = ¢ P(W), on obtient bien la formule de
I’énoncé. O

1
3 logexp(T — A) exp 2Bexp(T + A) =T + Adtanh g A+ Ad

Proposition 8.1.3. — Soient X dans [, Y dans i et U dans eg, on a

2%, log(expU exp(iX +1iY) exp—U) = _‘}2(_ + % +
1. _
Sm (U - 5 [iX,U]+ > as Ad(iX)*-U) +

p21
i . . _
5 2 S®:q)[Ad(EX)? U, Ad(~iX)? - U]
p,9€N
ot les (agp)p>1 sont les coefficients des z?? dans le développement de Taylor a l'ori-
gine de la fonction analytique w='(x) sur R de telle sorte que

T T
32—1:1_§+Za2px2p lorsque z # 0.
p>1

w Hz) =

et les (S(p, q)) - sont les coefficients des =P x'? dans le développement de Taylor
P,9>

de lunique fonction analytique sur R? telle que

f(fl),.’l:’) =

Aty =1
@ (ze) @ (2) lorsque z # x'.

e’ —e*

Pour tout k de N la matrice (S(p, q))0< -~ est réelle, symétrique et définie
Sp.as

positive.

Démonstration. — Utilisant une expression déduite de la formule de Campbell-Haus-
dorff et donnée en appendice (voir la proposition A3.3), on peut voir que lorsque T
est dans 0C et lorsque A et B sont chacun contenus dans un idéal commutatif de o
(en ’occurrence ei)c @ iC pour A et ¢S @ i® pour B), ces deux idéaux étant eux-mémes
contenus dans un idéal de cran 2 de € (en P'occurrence ¢©), on a

logexpAexpTexpB=T+Adw 'T-A+Adw (-T)- B
+ )" S(p.g) [AdT? - A,Ad(-T)? - B].

P,4>0
ou les matrices (S (p, q)) ok vérifient les propriétés de I’énonce.
0<p,q</
Choisissant A=U, B=~-U et T =iX +iY et notant que Y est dans le centre
de U, on obtient bien la formule de ’énoncé. O

Une synthése des trois derniéres propositions nous donne la
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Proposition 8.1.4. — Soient M dans € et (U,V,W) dans eg x b5 x &5 de telle sorte
que exp M = exp U expiV expW (voir la proposition 8.1.1). Soit X l’élément de |
tel que V=X +1ijX. Alors on a

P(M) = P(logexpU expiV exp W)
=X+Adtan£ -jX+Ad—‘-X— - P(W)

2 sin X
+Sm (U - % [2iX,U] + Zagp Ad(2iX)% - U)
p>1
+2 5 S(p,q) [Ad(ZiX)” .U, Ad(=2iX)? - U].
2 P,9EN

X X
Démonstration. — Posant Y = Adtan 5 JX+Ad e -P(W) € i. Onremarque
quona X €let Y €i.
Par ailleurs

P(M) = % log(exp U exp 2i P(logexpiV exp W) exp—U)

1 . X . X _

=5 log(epr exp 2i (X + AdtanE -jX + Ad =% -P(W)) exp—U)
La formule de I’énoncé est alors une conséquence immédiate de la proposition
précédente. O

8.2. Le cone O et les G-orbites dans g*

On suppose la paire (0,0) standard. Utilisant le 1) et le 2) de la proposition 7.2.2,
on associe & £ € 0* et & W € ¥, les polynémes X — Ry(X) et X — Q)Y (X) sur [
donnés par

Re(X)=P(X +ijX) =L(AdwX - jX)
QY (X) = Py(logexp(X +ijX) expW) = £(AdwX - jX + Adexp X - P(W)).
On voit que si Py(%.) est minoré, alors R,(l) est minoré et 1’application

X, W - QY (X)

est minorée sur [ x &;.

Désignons par X un élément courant de [. On constate qu’on a Q)Y € R[X] (resp.
Ry € R'[X] ou R'[X] est l'idéal de R[X] formé par les éléments qui s’annulent
a Porigine). Soit R,[X] (p > 0) le sous-espace des polyndémes homogeénes de degré
total p dans R[X].

Soient (bn)n>0 €t (cn)n>1 les suites des coefficients de z°" dans les développements
de Taylor & lorigine des fonctions analytiques ﬁ et x tan g
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64 SECTION 8. PROPRIETES DU CONE ©

Soit 7; (resp. 7z) ’endomorphisme diagonalisable de R[X] (resp. R![X]) ayant
pour noyau le sous-espace engendré par les monoémes de degré total impair et tel que
les Ro, [X] pour n > 0 (resp. n > 0) soient des sous-espaces propres de valeur propre
(2n)'b, (resp. (2n)!(ch — b,)). On ale

Lemme 8.2.1. — On suppose (0,0) standard. On se donne £ dans 0. Soient U € e(lo:,
VWet, et X€ltelque V=X+1jX.Ona

Py(logexp U expiV expW) = Ag(W, X) + Bo(X) + Ce(X,U)
avec
AW, X) = TiQ} (X)
By(X) = €(X) + T2Re (X)
Cu(X,U)=>_S(p,q) %Z([Ad(%X)” U, Ad(-2iX)7-T])

p,q

+Sm (U - % 26X, U]+ Y azp Ad(2iX)? - U).

Démonstration. — D’aprés la proposition 8.1.4 on a
Py(logexp U expiV expW) =
oX) + e(Ad fan & X + Ad ——— . P(W))
2 sin X
+Sme(U — % [2iX, U]+ ) asp Ad(2iX)% - U)
p>1

+% > S(p,q) L([Ad(2iX)? - U, Ad(-2iX)? - T)).
P,9€EN

. 1 1.
Par ailleurs Q) (X) =Y J [z(AdXP L. jX) + £(Ad XP - P(W))] +e(P(W)).
p>1
Les polynomes £(Ad X?™' - jX) et £(Ad X? - P(W)) sont des éléments de R, [X].
On a donc

QY (X) =Y ba (Z(Ad X221 jX) 4 £(Ad X" - P(W))) + by £(P(W)).

n>1
1
De méme Ry(X) = Z —((AdXP! . jX)
p>1 P
et TR (X) = 3 (e — ba) LA X7 - 5X),
n>1

de telle sorte que
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TiQY (X) + TaRe (X) = Y cn (A X1 jX) + D by £(AdX?" - P(W))

n>1 n>0

X . X
= Z(Adtan? X Ad ~P(W))

D’ou le résultat. O
Lemme 8.2.2. — On suppose (0,0) standard. Soit £ € 0* tel que Py(t,.) soit minoré
alors

a) W, X — 7]QEV est minoré sur €, x [.
b) X — TaR, (X) est minoré sur [.
¢) X,U = Co(X,U) est minoré sur | x ¢ .

Démonstration. — a) Soit un nombre réel m tel que P,(¢.) > m. On peut démontrer
de fagon élémentaire (voir le 2) de la proposition A4.3) l'implication Q(I) > m =
T:1Q () > m pour tout @ de R[X]. Comme on a Q}¥ (I) > m, on a bien A4,(W,V) =
QY () > m.

b) On peut démontrer de fagon presqu’élémentaire (voir le 1) de la proposition
A4.3) l'implication Q(I) minoré = 75Q (I) minoré pour tout @ de R'[X]. Comme
on a Ry(I) > m, ToR, (I) est bien minoré.

c) Le fait que P,(¥,) soit minoré entraine d’aprés la proposition 5.1.1 et le 2) de la
proposition 7.3.1, que le noyau e(£)§ de la forme hermitienne positive U — i £([U, U])
est contenu dans (Ker 0)C et dans ns . En quotientant e par I'idéal ng, on en déduit
facilement que pour tout [ réel, la fonction

i o([U,0)) + BSm LU)

est minorée sur ey .

Pour p € N, nous posons U, = Ad(2¢X)?-U. On a Uy = U. On note k le plus
grand élément tel que Uy # 0.

Nous utilisons le fait que la matrice symétrique Sy = (S (p, q)) ek est définie
0<p,g<

positive. On peut écrire Sj sous la forme AA avec A = (a,,q .On a Si(p,q) =
Z Qsp 0sq. Nous posons V; = Z osp Up pour 0 < s < k. Soit B = A7l =
0<s<k 0<p<k

(ﬂpq) .OnaU, = Z Bsp Vp - Finalement, on obtient
0<p<k

ClX,0) = 3 (5400, VD) + 5 Sme(v,))

0<s<k
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ot les 75 sont des nombres réels indépendants de X et dont la valeur précise est sans

importance. Les fonctions V — (% L[V, V]) + vs Sm Z(V)) étant minorées sur ey

pour tous les s, on a bien le c). O

Lemme 8.2.3. — On suppose (0,0) standard. Soit £ € 0* tel que P,(¢.) est minoré.
On a limplication

X = Be(X) =4(X) + T2R¢ (X) est minoré sur! = (€ 0.
Démonstration. — Cela résulte des deux derniers lemmes. O
Proposition 8.2.4. — Ona ©y=0nNhHt.

Démonstration. — On désigne par £ un élément de g*. D’aprés la proposition 7.1.1,
on a £(j) = {0} dés qu'on a £ € © ou £ € Og. Sans perte de généralité, on peut donc
supposer j = {0} et g =0 dans la démonstration.

Dans ce contexte pour £ € h*, on a I’équivalence

Py(t,) minoré <=  P,;(¢) minoré

d’aprés la proposition 8.1.1 et les deux derniers lemmes. D’oi1 1a proposition. O

Proposition 8.2.5. — Soit 0 une orbite de G dans g* .

1) SiteQnN®,ona ELNOy # 2.
2) Ona QNO#0 <= QNO#0.
3) QN O est contenu dans une orbite de D dans g*.

Démonstration. — Le 2) est une conséquence immédiate du 1) et de la proposition
précédente. Le 3) est une conséquence du 1) et du fait que 2 N O¢ est une L-orbite
(proposition 7.4.2). Nous prouvons donc le 1).

Pour un élément de g* le fait d’appartenir ou non & ©¢ ou & © ne dépend que
de sa restriction & 9. Sans perte de généralité, il nous suffit donc de nous restreindre
au cas o g = 0. Compte tenu des inclusions O C j* et © C j*, on peut de plus
supposer la paire (0,0) standard.

D’aprés le lemme 6.1.3, il nous suffit de prouver ce résultat dans les situations
(1), (2), (4), (7) et (8) de la proposition 6.1.1 en utilisant pour chaque situation les
notations de la sous-section 6.1.

On peut écarter la situation (7). En effet, si on se trouvait dans cette situation, on
aurait simultanément ¢ C ', X € ¢ et X € 0’ ce qui aboutirait & une contradiction.

1) Situations (1) et (2). Dans ces situations, on sait (voir le lemme 6.2.1) que
Porbite E ¢ est formée par les éléments A de e* tels que A(Z) = £(Z). L’élément ¢;
de Q tel que 41 (f) = {0} est dans h* et donc dans ©g. D’ou le résultat.

2) Situation (4). Ona £L€NNO <+ (e€Q'Nn0O.

Par récurrence, il existe un élément g’ = p(g) de E' (avec g € E) tel que g'¢’ € Oj.
On a alors gf € ©¢. D’ou le résultat.
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3) Situation (8). Comme £' € @', il existe par récurrence un élément g’ de E =
E' tel que g'¢' € . Pour tout réel z', on a expz’'X'g' € E puisque X' € 9; C e.
On a alors expz'X'g' ¢! = ¢g'f' € ©) C 't puisque X' est dans le centre de ?’.
De plus, d’aprés le 1) du lemme 7.4.1 V — Pexparx' gre(V) est minoré sur &.. Or
expz'X'g'l (X) =g'¢(X)+2'. Prenant g = expzyX' g’ avec 2y = —g'¢(X), on a
g€ E, gt(h) = gt (RX & ') = {0} et P,(t.) est minoré. Par conséquent gf € Q.
D’ou la proposition. O

8.3. Le céne O et les vecteurs sphériques

Lemme 8.3.1. — Soient £ € 0*, m et p deuxr sous-algébres de 0 subordonnées a £
avec M = expm, P =expp et x = x¢. On suppose de plus que p est une polarisation
de 0 en £. Alors la correspondance ® — Fy, n® donnée par

Fom® (h) = / ®(hk) x(k) dk
P/(PNM)

établit une surjection continue de S(D, M, x) sur S(D, P,x) gqui commute avec l’ac-
tion de D sur ces sous-espaces.

Démonstration. — Lorsque m est également une polarisation, il est bien connu (voir
[19]) que Fym est une bijection appelée opérateur d’entrelacement canonique. Le
lemme est une généralisation de ce résultat et sa démonstration est identique. 0O

Lemme 8.3.2. — 1) Soit £ € j* tel que Py(¢.) est minoré, alors toute polarisation e -
admissible p de g en £ est telle que ¢ = ¢S + (pNe)C
2) Soit £ € © et p une polarisation de g en £, alors on a £(p® NE) = {0}-
3) Toute polarisation e-admissible de g en £ € © est une o -polarisation.

Démonstration. — 1) D’aprés la proposition 5.1.2, il suffit de vérifier que p*Ne§ =
¢(£)S ou de facon équivalente, que p€ N eg C ¢(f)C. D’aprés le 2) de la formule 7.3.1,
la forme hermitienne U — i £([U,U]) est positive sur e5. Soit U € p€NeS. On a
i£([U,U]) =0 ce qui entraine du fait de la positivité, que U est dans le noyau de la
forme hermitienne et d’aprés le 1) de la proposition 5.1.1, que U € e(l)g, comme
prévu.

2) Soit U € p®N¢. La fonction t — Py(tU) = t£(SmU) est minorée sur R. On
a donc ¢(ImU) = 0. En changeant U en iU, on voit de méme que £(ReU) = 0 et
LU) =0.

3) Cela est une conséquence du 1) et du 2). O

Proposition 8.3.3. — Soit L€ ©.
1) Pour une polarisation quelconque p de g en £, on a

H™ (G, P, x)* = Hp™(G, P, x)* avec dimH~°°(G, P, x)t = 1.
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2) Soit p une polarisation de g en £ telle que €+ (pN O)C =€ alors il existe
une unique fonction n'z qui vérifie les propriétés (3.8.1). Cette fonction est bornée et
les éléments de H~°(G, P,x)* sont de la forme (3.3.2).

Démonstration. — 1) Pour une forme £ de g*, le fait d’appartenir & © ne dépend que
de la restriction £ b de £ 4 0. La proposition 7.1.1 implique alors I’existence d’une a0,"
polarisation q de 9 en £|a. On pose @ = expq. La fonction «; correspondante est
bornée d’apreés la proposition 5.2.2 et le 2) de la proposition 7.3.1. Soient dh (resp. dk)
une mesure D-invariante sur D/Q (resp. une mesure )-invariante sur Q/(PN@Q)).
Posons pour ® € H*(G, P, x)

a(®) = /D . ( /Q . D (hk) x(k) dk) K3(h) dh.

On voit que a est un élément non nul de H;°(G, P, x)?, en utilisant le lemme 8.3.1.
Cela prouve le 1) (compte tenu du 5) de la proposition 6.2.4).

2) D’apreés le lemme précédent, on a £(p® NE€) = {0} ce qui entraine ’existence
de la fonction &} . D’aprés le 1), on a dim H;>*(G, P, x)¥ = 1. Cela entraine d’aprés
la proposition 3.3.1 que &} est bornée et le 2). O
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SYNTHESE ET RESULTATS PRINCIPAUX

Dans cette section, nous faisons une synthése des résultats concernant les vecteurs
sphériques, donnés dans les sections précédentes.

Théoreme 9.0.1. — Soit Q0 une orbite de G dans g*, m = £(). Les propriétés ci-
dessous sont équivalentes :

(i) (H7>)" # {0}-
(i) dim(H,; ) = 1.
(iii) QNO # 3.

(iv) RN Oy # .

Démonstration. — Les équivalences (i) <= (ii), (i) <= (iv) et (iii)) <= (iv)
sont données respectivement par les propositions 6.2.4, 7.3.3 et 8.2.5. O

Avant de démontrer le résultat suivant, nous remarquons qu’on voit facilement que
la forme a = a(G, €) sur H>® = H*°(G, ) donnée par a(®) = < a,® > = &(e) définit
un élément naturel de H~>° tel que

1) a€ (H™>)".
2) a est cyclique pour p (i.e. le sous-espace vectoriel engendré par p(G) a est
dense dans H ™).

On a alors le

Corollaire 9.0.2. — La représentation cyclique (p,H,a) est sans multiplicité. Plus
précisément, on a une désintégration centrale de la forme,

7]
(. #,0) = [ (e ,0) de)

avec ar € (H;°°)® et £ ()N O =€ () NOg # @, p-presque partout.
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Démonstration. — Des résultats de Penney [24] et de Bonnet [5] nous permettent
d’affirmer a priori, qu’on a une désintégration centrale canonique de la représentation
(p,H,a) comme ci-dessous :

b
(. H,0) = /G (Prs Mo ) du()

ou p est la mesure de Plancherel, p. ~ n(w) 7 est factorielle, quasi-équivalente & .
La fonction n sur G est la fonction multiplicité & valeurs dans N = N U {oo}- Le
fait que a soit cyclique et qu’il soit dans (#~°°)% entraine par désintégration que
p-presque-partout, les a, sont aussi cycliques et qu’ils sont dans (H;f")e. On peut
en déduire que

n(m) < dim(H;°°)* <1, p-presque-partout.

On a donc bien H,, = H. avec dim(H;®)® =1 et £71(7) N Oy # &, u-presque-
partout. O
Proposition 9.0.3. — Soit £ € ©.

1) Il existe des polarisations e-admissible de g en £.

2) Toute polarisation e-admissible p de g en € est telle que

t+ (pno)C =2C.

Démonstration. — 1) Voir le 2) de la proposition 7.1.1.

2) Voir le 3) du lemme 8.3.2 et les résultats de la sous-section 5.1 concernant les
polarisations. O

Théoréme 9.0.4. — Soit 2 une orbite de G dans g* et L€ QANO.

1) On a H™°(G,P,x)" = Hp™(G, P,x)* pour toute polarisation p de g en
¢ avec dimH~®(G,P,x)t = 1.

2) Soit p une polarisation de g en £ telle que €+ (p N 9)C = oC. Alors il

eriste une unique fonction .%E sur D qui vérifie les propriétés ci-dessous
(i) kj(e) =1, (i) L(¥) k} = {0} (i) Ky (gh) = x(h) K} (9),

pour tout g de D et tout h de PN D. Cette fonction est bornée.

3) On choisit p comme dans le 2). Soit dh une mesure D -invariante sur
D/(PN D). Soit a un élément non nul de H;® (G, P,x)t. Alors il existe un scalaire
complexe A non nul bien déterminé tel que

a(®) = A ®(h) k5 (h) dh
D/(PAD)
pour toute fonction ® de H(G,P,x).

Démonstration. — C’est une reformulation détaillée de la proposition 8.3.3. O
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Théoréeme 9.0.5. — Soit ) une orbite de G dans g* telle que QN O # &.

1) Ona QNOy=0Nht et AN O¢ est une L-orbite non vide dans g*.
2) QN O est contenu dans une orbite de D dans g*.

Démonstration. — Voir les propositions 7.4.2 et 8.2.5. O
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SECTION 10

NON NULLITE DE LA REPRESENTATION p

o
Dans ce qui suit, étant donné un sous-ensemble I' de (¢N g)*, nous notons T

son intérieur dans (¢Ng)*.

[e]
10.1. Le céne O et I’idéal n de 0

Dans cette sous-section, nous cherchons & prouver ’équivalence n = ¢y < é #
.
Nous posons ©; = {£ € ((¢Nng) +j)J' | Py(€.) minoré }-
On peut trouver des exemples pour lesquels on a © # ©;. Cependant, on a la

[} o
Proposition 10.1.1. — Ona ©O©C0O; et ©=0;.

Démonstration. — On sait depuis la sous-section 1.1 que © C (€N g)* et depuis la
proposition 7.1.1 qu’on a © C j*. Dot © C ©; puisqu’on a l'implication P, (k)
minoré = Py(&.) minoreé.

Il nous reste a prouver 'inclusion Cs)l cCo. Si (3)1 n’est pas vide,ona jCtNg.
Quitte & quotienter par j, il nous suffit donc de montrer cette inclusion pour les paires
(v,0) standard.

Dans ce contexte, soit £ dans (3)1 . Nous utilisons les notations et les résultats de la
sous-section 8.2. Utilisant le lemme 8.2.3, nous nous proposons de montrer que B,([)
est minoré ou de fagon équivalente (voir plus loin le corollaire A1.3), que pour tout
élément f de [{t}, lafonction t — By(f(t)) = £(f(t)) + T2Re (f(t)) est minorée sur
R. Comme on sait d’aprés le b) du lemme 8.2.2 que ¢ — 73 R (f(t)) est minorée, cela
est évident lorsque la fonction ¢t — £ ( f (t)) est minorée. Nous supposons désormais
qu’elle ne I’est pas. Dans ces conditions, on peut écrire

f@) =X tP + -+ X, tPr
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ot les X ...X, sont des éléments non nuls de [ et les §; < --- < B, sont des entiers
avec B, > 0. On a un plus grand élément p"” avec 1 < p”" < p et s = By > 0 tel
que £(X,#) # 0 et un plus grand élément p’' avec p"”" < p' < p et s' = By tel que
X, & €N g et donc tel que X, # 0. On a donc £(f(t)) = £(Xp)t* (1 + o(1))
lorsque |t| — oo. Pour prouver le résultat, il suffit de vérifier qu’il existe un entier s
pair avec s > s’ > s” et un réel M > 0 tels que TR, (f(t)) = M t° + o(t®).

Pour cela nous introduisons dans cette démonstration pour ¢ € N*, ’ensemble
Agp des applications a de {1...q} dans {1...p}- Pour r € Z, nous notons A,
I’élément de i donné par

1 .
Aq,. = = Z Ad Xa(l) Ad Xa(g) ...Ad Xa(q—l) . ]Xa(q).

. a€Agp, i Bay=r

On pose s = Sup{r € Z | 3¢ € N tel que A, # 0} Lorsque u parcourt R, on a
Re(uf(t) = ¢( Adwuf(t) - juf®) = > (D lAg) ut) t.

r<s q€N

et Ro(f(t) =) _(A)t" avec A, =) Ag,.

r<s geN

De méme, ToRe (u f(t)) = Z(Z (2n)! (cn — bn) £(A2n,r) u2") tr.
r<s neEN
On voit que s est aussi le plus grand des entiers r tels que ’élément Z Agru? de

g€EN
i[u] n’est pas identiquement nul.

Dans cette démonstration on pose S(u) = z Agsu? et pour £ dans g*, Se(u) =

geN
£(S(u)). On voit que S; € R'[u]. On a

Re(uf () = Se(w) ¢° + o(t*)
et TaRe (uf(t)) = T2Se (u) t° + o(t°).

Le fait que R,(l) et ToR, (I) sont minorés entraine qu’on a Sg(u) > 0 et T2 Se(u) >
0 sur R (nous allons voir qu’en fait, on a 725, (u) > 0).

Il est clair qu’on a s > s’ > 1 puisque A; ¢ = j X, # 0. Montrons par ’absurde
qu’en fait s > s’. Supposons qu’on ait s = s'. Comme ¢ est dans l'intérieur de ©1,
il existe un élément ¢ de ©; tel que £'(j X,/ ) # 0. L’élément Sy (u) de Rlu] a pour
terme de plus bas degré ¢'(jX,/) u. Il existe donc un réel ug tel que Se (up) < 0. On
a alors Ry (uo f(t)) = Se (uo) t* + o(t*) qui n’est pas minoré lorsque |¢| — 00, en
contradiction avec le fait que Ry (I) = Pp (€s) est minoré.

Nous nous proposons maintenant de montrer que S, est un élément non identi-
quement nul de R[u]. Comme S n’est pas identiquement nul, il suffit de montrer
par ’absurde I'implication S(u) # 0 = Se(u) # 0. Soit donc un réel ug tel qu’on
ait simultanément S(ug) # 0 et Se(up) = 0. Le fait que £ est dans l'intérieur de
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©; entraine ’existence d’un élément ¢’ dans él tel que Sp(up) < 0. Ici encore,
Ry (ug f(t)) n’est pas minoré lorsque [¢{| — oo et on a une contradiction.

En résumé, on a s > s’ avec s pair, S est un polyndéme d’une variable, non
identiquement nul et tel que Sy(u) > 0 sur R. Une démonstration élémentaire donnée
en appendice ( 3) de la proposition A4.3) permet d’en déduire que 73.S¢ (u) > 0 sur
R. En particulier, posant M = 73 S (1), on a M > 0 avec s > s'. Finalement, on a

Be(f(t)) = Mt® + o(t°) qui est minoré. D’ot la proposition. O
Proposition 10.1.2. — 1) L’idéal n= () n, de e de la sous-section 5 est en fait un
LEBO)

idéal de 0 de complezifié o -stable et qui contient j.
2) Ona () Kerf=(ENg)+n.

£€O,
Remarque. — On pourrait aussi montrer qu’on a n= (] KerfNe.
£€®
Démonstration. — 1) Le fait que j est contenu dans n, résulte de I’inclusion @y C j*

(1) de la proposition 7.1.1).

Pour £ € ©g, on a ¢(£)§ C e§ C (Ker£)®. D’aprés le 3) de la proposition 5.1.1,
cela implique que les n, sont de complexifiés o-stables. Il en est donc de méme de n.
Pour démontrer que c’est de plus un idéal de 0, il suffit de vérifier qu’il est stable par
[. Cela découle du fait que ©¢ est stable par L (voir la proposition 7.4.2).

2) Les faits que application V' — P,(V) est minorée sur &, et que la forme
hermitienne U — if([U,U]) est positive sur ¢5 ne dépendent que de la restriction de
£ & i. On en déduit, en utilisant le 2) de la proposition 7.3.1, qu’on a

L
te® = €+((Eﬂg)+i+e(é)g) ceo,

ou encore, en utilisant le fait que e(£)C = i€ + ¢(£)§ + ¢(€)§ (voir le 2) de la proposition
5.1.1) que

1
Le B é+((tng)+e(£)) N Oy # .

On a donc
ﬂ Ker{ne= ﬂ Kerfne(t) = ﬂ Kerfne(l) =n
L€O, L€6, LEB)
et nKeréz nKerfﬂ(+ nKeréﬂe=(Eﬂg)+n.
V1SS €O, LEO,
O
Proposition 10.1.3. — 1) Les deuz propriétés ci-dessous sont équivalentes :
(i) n=c¢o.
[e]
(i) © # 2.

2) Lorsque ces propriétés sont vérifiées, lintérieur de ©¢ dans b n’est pas vide.
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Démonstration. — 1) D’aprés la proposition 10.1.1 et le 2) de la proposition précé-
dente, on a les équivalences

[e] o
O£ — 06:#28 <= nCtng.
Lorsque nCtNg,ona ¢ CjCnCe. Dou
nCétNg < n=¢g
et le 1).
(e
2) Soit £ € ©® C j* et V, un voisinage de ¢ contenu dans ©. D’aprés le 1) de
la proposition 8.2.5, il existe un élément g de E C D tel que g£ € ©¢ C ht. Il nous
suffit de vérifier que gV, Nht C Op.
Ceci résulte de I’équivalence Pp(¢,) minoré <= Pg,(¢,) minoré, valable pour
feijt et g € D, donnée dans la proposition 7.4.1. O

10.2. Non nullité de p

Dans les lemmes qui suivent, on suppose la paire (0,0) standard et on désigne par
q un sous-espace supplémentaire adapté & (¢N9) dans [ avec k = dimq. On se fixe
une norme euclidienne | |op de q et une norme | |; de f.

[«]
Dans cette sous-section, nous cherchons & démontrer ’équivalence © # @ <
p non nulle (voir le théoréme 10.2.8). Nous avons déja annoncé dans la sous-section

o
1.4 que lorsque © # &, la fonction

y-*‘i’(y)=/m(g_1)d€ sur D
K

ou K est une boule fermée de rayon non nul pour une norme euclidienne quelconque
contenue dans @g, fournira un élément non nul de H(D, £). D’ou I'implication é #
& = p non nulle.

Ce résultat sera énoncé dans le lemme 10.2.6. Pour le prouver, il est nécessaire de
vérifier que ® est de carré intégrable sur D/exp(t N d). Pour cela, nous verrons qu'il
suffit de constater que lorsque £ varie, les fonctions X — Pp(7(X)) et Y — 5,(Y,Y)
sont respectivement uniformément minorées sur q et sur f par des fonctions ¢; et

2 telles que les intégrales / e 1 dx et [e (Y dY convergent.

q
La seconde minoration sera facile & obtenir (voir le lemme 10.2.4 et le 2) du lemme
10.2.5). Pour prouver la premiére, nous considérerons la fonction

= _inf_ £(Poy(X)).
or) =, nf,  (Por(X))

Les propriétés asymptotiques des fonctions algébriques de la variable réelle nous
permettrons de prévoir qu'on a ¢(r) = Mr* (1+0(1)) avec M € Ret a € Q. La
fonction ¢ étant minorée, on a les possibilités suivantes :
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a) a <0.

b)) a>0et M >0.
Les énoncés des lemmes 10.2.1 4 10.2.3 nous permettront de constater que la condi-

o
tion © # @ entraine que seule la possibilité b) est & retenir. On en déduira immé-
diatement ’existence d’une fonction ¢; convenable (voir le 1) du lemme 10.2.5).
Par ailleurs, le dernier lemme 10.2.7 avant ’énoncé du théoréme 10.2.8 permettra

o
d’obtenir facilement I'implication réciproque p non nulle = 0 # &.

Lemme 10.2.1. — Soit f € [ {{t}}:

1) Il existe un couple unique d’éléments (p—, p4) tel que o_ € [_ {{t}} et
w+ €t L[] et qu’on ait pour |t| assez grand

exp f(t) = expp_(t) expp4(t).

2) Il eziste un couple d’éléments (f—, f+) tel que f— € I_ {{t}} et f+ €t q[t]
et qu’on ait pour |t| assez grand
(10.2.1) exp f(t) = exp f—(t) exp f+(t) (mod exp(tENd)).
De plus, on a fy #0 dés que f € q+{{t}}
Démonstration. — Le 1) s’obtient par récurrence sur le cran de [. Le début du 2)

se déduit du 1). Soit f € q{{t}} tel que fy = 0. Alors f ne tend pas vers l'infini
lorsque t — oo et donc f & q4+{{t}} - D’ou la fin du lemme. O

Lemme 10.2.2. — L’application f — Po~yo f de q{{t}} dans i{{t}} envoie q.{{t}}
dans i {{t}}

Démonstration. — Supposons f dans q {{t}}- Utilisant la décomposition (10.2.1) et
la formule (7.2.2), il vient

P(vf(t)) = P(logexpy f-(t) expy f+(t))
= P(yf-()) + Adexp f_(t) - P(y f+(t))
Lorsque de plus f est dans q4+{{t}}> on peut écrire

if+@) =Art+Ast® + -+ A tP

(10.2.2)

avec p > 1 et A, # 0. Notons m le [-module engendré par {A;,As,...,A4,} dans i
et posons mgy = [[,m]. Du fait que [ est nilpotent, il existe un q tel que 1 < g <p et
Aq € mg. Notons m; le [-sous-module my €@ RA; dans m.
1<i<p
17#q
La formule (10.2.2) entraine qu’on a

P(vf(t)) = Agt? (mod i_{{t}} +mi{{t}})
avec A; ¢ my. Donc Poyo f €iy{{t}} D’ou le lemme. O
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Lemme 10.2.3. — On suppose de plus © # @. Soit f dans q+{{t}}> alors il existe
un p de N* et un A non nul de i tels que P oyo f (t) = At?® (1 + o(t)) pour |t|

o
assez grand. Pour tout £ de ©, on a £(A) > 0.

[e]
Remarque. — On déduit facilement du résultat précédent que 0 ¢ © dés qu’on a
e+ (eng)".
Démonstration. — D’aprés le lemme précédent, on sait que

Poyof(t)=At' (1+0(1)) avec A€i\{0} et p' >O0.
Pour tout £ de 9* on a donc Py(y o f (t)) = £(A) ¥ (1+ o(1)) lorsque |t| — oc.
On adonc #(A) >0 dés que £ € O, du fait que Py(t,) est minoré. De plus, on a

£(A) # 0 dés que £ € @) En effet, s’il existait un élément ¢ de on At | il existerait
dans tout voisinage de £ un élément ¢’ de © avec £'(A) < 0 et Py (€.) non minoré.
On aurait donc bien une contradiction.

Pour la méme raison, on voit que p’ = 2p est pair. O

Lemme 10.2.4. — Soit €€ © = él. On a ¢(0)§ = {0} et la forme hermitienne
U — ib([U,TU)) est non dégénérée sur ¢S .

Démonstration. — D’aprés le 1) de la proposition 5.1.1, dire que la forme hermitienne
de I’énoncé est dégénérée équivaut a dire qu’on a e(¢)§ # {0} Raisonnons par I’ab-
[e]

surde et supposons qu’il existe un élément £ de O tel que e(Z)i)C # {0} La condition
¢ € © entraine d’aprés le 2) de la proposition 7.3.1, quon a e(£)5 C (Ker?)©. Par
ailleurs, tout voisinage de £ dans (£N g)* contient un élément de £’ tel que

(€-e)@)={0} et (£—2)(e(OF) # {0}
On a alors e(¢') =e(f) et e(f')S € (Kert)® ce qui entraine qu'on a ¢' ¢ © et

la, contradiction. O

o
Lemme 10.2.5. — On suppose © # &. Soit K une boule fermée de rayon non nul
de bt pour une norme euclidienne, contenue dans ©¢ (voir le 2) de la proposition
10.1.8). Alors,

1) Il eziste des constantes cy de R , by de R et B de RY telles que, pour X
assez grand dans ¢, on ait

¢(P o (X)) >bo+colX|S, VEeK.
2) Il existe une constante ¢ de R telle que

s(Y,Y) > e |Y3, VY ef, VLeK.
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Démonstration. — 1) Le résultat étant évident lorsque k¥ = 0, nous supposons dé-
sormais k > 0. Le sous-ensemble £ de R x R x q x h* formé par les éléments
(r,y, X,€) tels que r = |X|3, y = (P o v (X)), X € q et £ € K est semi-
algébrique. Puisque & > 0, on a une fonction r — ¢(r) de Ry dans R donnée
par
@(r) =inf {y | 3(X,£) € q x h* tel que (r,y,X,€) € £}
= leK,l?)Elo=re(P ) 'y(X))

Pour des raisons de compacité, pour tout r de R, , il existe un couple (X,,#,) de
q x bt tel que (r,o(r), X, £:) € E.

Utilisant un résultat classique (proposition Al.1), on en déduit qu’il existe un
élément ¢ de N* et des applications r — X (r) de q{{r%}} et r — £(r) de bJ'{{r%}}
telles que (r,¢(r), X (r),4(r)) € £. Cest-a-dire telles que ¢(r) = £(r) [P o vy (X(r))].
On a X(r) — oo lorsque r — oo, ’application r — X () est donc en fait un élément
de q.,_{{r%}}' D’apreés le lemme 10.2.3, il existe un p dans N* et un élément A non
nul dans i tels que

Poy (X(r) = Ar¥ (1+0(1)) lorsque r — oco-
Par ailleurs, comme r — £(r) est borné, on a £(r) = €5 (1 + o(1)) lorsque r — oo-

D’ou par passage & la limite £y € K. Par conséquent,

o(r) = Lo(A) (r's + o(1)) avec £o(A) > 0.

2
Choisissant 0 < ¢g < £9(A), 8 = FP et by convenablement, on obtient I'inégalité
du 1).
. s5¢(Y,Y) .
—_—— = inf s:(Y,Y).
Yef\H)l}, ek Y|} |¥]1=1, LeK (1Y)
D’aprés le lemme précédent, la forme hermitienne Y — s,(Y,Y) = 2il([aY, aY])
sur (f,j) est non dégénérée. La fonction £,Y — s¢(Y,Y) est continue et ne s’annule
donc pas sur le compact K x {Y | |[Y'|; = 1}. Son minimum ¢; est strictement positif.
D’ou le résultat. a

2) On a

Dans le résultat suivant, on utilise la fonction k; et I’expression qu’on en a donnée
dans la proposition 5.3.1.

Lemme 10.2.6. — On suppose © # &. Alors la fonction ® sur D donnée par ®(g) =
/ ke(g™1) dl est bien définie et c’est un élément non nul de H.
K

Démonstration. — 1l nous faut vérifier que :

a) ® est bien définie sur D.
b) R(¢) & = {0}
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c) 0< / |®(g)|? dg < oo-
D/ exp(¢ng)

Pour g fixé dans D et pour tout X de 9, les fonctions £ — k(g™') et £ —
(L(X) k) (g7 1) sont continues sur le compact XK. De plus, on a pour tout £ de K,
L(€) kp = {0} On en déduit les propriétés a) puis, par dérivation sous le signe somme,
b).

Il nous reste & démontrer le c). Pour cela, on remarque que ’application

ixfxq3(Z,Y,X) —exp(Z+Y)expX € D
fournit une paramétrisation algébrique de D/exp(€Ng) par i x f x q. Posant
Y(Z,Y,X) = ®(exp(Z+Y) exp X)
et $e(Z,Y,X) = re(exp—X exp—(Y + Z)) = e (P g P(3(X)) o= e ,

il vient (voir la proposition 5.3.1),

/ 1@ (9) dg =/ |v|?(Z,Y,X) dX dY dZ
D/ exp(¢ng)

ixfxq
avec V(Z,Y,X) = / ¥e(Z,Y, X) dt.
K

Posant Int = /

ixfxq

2
‘/ Ye(Z,Y, X) df‘ dZ dY dX, nous devons vérifier qu’on a
K

0<Int < 0.
Utilisant la formule de Parseval, il vient

Int =/ (/[/ e e~ PUOON =T g’ az) dy dX
fxq i JKCi*
_ c/ (/ =2 Pe((X)) = 2G50 de) dy dX
fxq VK

ou ¢ > 0 est une constante sans importance, qui ne dépend que du choix des mesures
de Lebesgue.
En utilisant le lemme 10.2.5, on obtient bien

0<Int<e (/K de) (/f e~ FIYR dY) (/ e~ 2bo—2c0| X 17 dX) < .

q

Nous abandonnons désormais I’hypothése que (0,0) est standard.

Lemme 10.2.7. — On suppose qu’on a g = 0. Alors, on a p(N) = {Idy }-
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Démonstration. — D’aprés le corollaire 9.0.2, on a une désintégration centrale de la
forme

p / _ mdp(m)  avec & ()N Oy # &, u-presque partout.
neD
Montrons que p-presque partout, on a 7(IN) = Idy, ce qui entrainera le lemme. Choi-

sissons £ dans £~!(7) N ©p, p une polarisation de g en £ et posons © = p(D, P, xe).
Pour ® dans H,, h dans N et g dans D, on a

(w(h)®) (9) = ®(h™" g) = xe(9 hg) B(g) = ®(9)
puisque x¢(N) = {1}- D’ou le résultat attendu. O

Théoréme 10.2.8. — 1) Les propriétés ci-dessous sont équivalentes :
(i) La représentation p n’est pas nulle.
(it) n=¢o.
(iii) O £ .
Lorsque ces conditions sont vérifiées, on a j = n = eg.
2) Pour que p soit fidéle, il faut et il suffit qu’en plus des conditions précédentes,
onait () g(tng)= {0}
9€G

G
Démonstration. — 1) On a p ~ Ind 1 p(D, ). D’ou ’équivalence
D

p non nulle <= p(D,&) non nulle.

Sans perte de généralité, on pourra donc supposer g = 0, dans la suite de la démons-
tration du 1).

L’équivalence (ii) < (iii) a déja été démontrée dans la proposition 10.1.3. Il suffit
de prouver 'implication (iii) = (i) dans I’hypothése ou j = ¢g = {0}- Elle est alors
une conséquence immeédiate du lemme 10.2.6. Prouvons qu’on a (i) = (ii), ce qui
achévera la démonstration.

D’aprés le lemme 10.2.7, pour tout ® de H et tout g de D, la fonction h —
|®(gh)|? est constante sur le sous-groupe exp(ENg) N de D. Or, on a

[ eera= | (f [2(gh)P? dh) dg < oo
G/ exp(tng) G/ exp(tNg)N “Jexp(tNg)N/ exp(tNg)

Lorsque ® n’est pas nulle, 'intégrale ne peut converger que si on a N C exp(¢Ng)
ou de fagon équivalente que si on a n C €N g. Dans cette éventualité, on a vu que
j = n = ¢y comme prévu.

2) C’est une conséquence d’un résultat élémentaire concernant les sous-représen-

tations des représentations quasi-réguliéres qui est donné dans le 2) de la proposition
A8.1. O
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SECTION 11

QUELQUES EXEMPLES

Dans cette section, nous fournissons des exemples d’involutions complexes asso-
ciées & des représentations p fidéles. Nous décrivons tout d’abord un des procédés de
construction que nous avons utilisés pour les obtenir.

11.1. Un procédé de construction

Soit un entier r > 1. Supposons que (g(r‘l),cr) soit une paire symétrique mu-

nie d’une Z-graduation de la forme g~ = @ 9(q) - Cela signifie que les g(q)
1<g<r-1

sont nuls pour ¢ < 1 et ¢ > r — 1, qu’ils sont de complexifiés o-stables et qu’on

a [9(¢),9(¢)] € 9(g+q)- On se propose de construire une nouvelle involution com-

plexe (g("),a) possédant les mémes propriétés, a condition de remplacer r — 1 par

r. L’algébre g(” = P g(g) sera une extension centrale de g™V par espace
1<g<r
vectoriel g(,) considéré comme algébre de Lie commutative. En général, g(,) sera

non nul. Pour cela, nous allons construire certains sous-espaces et certaines sous-
algébres dont les complexifiés sont, eux aussi, munis naturellement d’une involution.
Celle-ci sera encore systématiquement notée o.
Tout d’abord, on définit le sous-espace vectoriel g’ (r = _‘? 9(s) N g(r) de g™V A
s =7

g(’_l). Puis on considere le sous-espace vectoriel V() de g (ry qui est engendré par
les éléments de la forme

X1 A [Xz, Xg]g(r-n + X3 A [Xl, XQ]g(r—l) + X5 A [Xg, Xl]g(r—l)

avec, pour ¢ = 1,2,3, X; € g(,;) de telle sorte que sy + 52 + 53 = 7.
On choisit ensuite un sous-espace vectoriel V('r) de g'(r), de complexifié o-stable
et qui contient V{,) (par exemple V{,) lui-méme). On définit tout d’abord g, =

g (r) /V(’,,) puis g(") = . S‘i 9(r)- On peut alors munir g(’) d’une unique structure
<g<r
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d’algebre de Lie telle que pour X € g(5) et Y € g(y),

(X, Y]y sis+t#r

(X, Y]gen = .
XAY modV; sis+t=r

On voit que (g("), o) vérifie les conditions attendues. A partir d’une paire symé-
trique (g(l) = g(1),0) ou g(l) est un espace vectoriel, considéré comme une algébre
de Lie commutative, on peut donc, par récurrence sur r et en utilisant le procédé
précédent, construire un couple (g("), o) de cran r arbitrairement grand.

11.2. Exemples

Nous donnons des exemples de paires symétriques (g,0) pour lesquels g est gra-
duée. On fournit la base de g dont les éléments non indicés sont générateurs et de
graduation 1 et dont les autres éléments sont indicés par leur graduation. Seuls les
crochets non nuls sont explicités. L’involution o est caractérisée par la donnée de ¢

et de g€. On utilise la définition de © donnée dans la sous-section 10.1. Dans tous

[e]
les exemples sauf pour le premier, on a © # & ou de fagon équivalente n = ¢, avec

de plus () g(¢Ng) = {0} D’aprés le théoréme 10.2.8, la représentation p associée
9€G
est alors fidéle.

Un exemple pour lequel ©¢ = {0}
Modification page 84 lignes -11 -3

Exemple 11.2.1. — On a un couple (g,0) ou g est de cran 2 avec
g={X,Y,U,,Z,T} et [X,Y]=[2,T] =Us de telle sorte que
t={X+iZ,Y +iT} of = {X +iY,T,Us}-

Onaalors g =0, e = {X,Y,T,Us} ¢§ = C(Y +iT), ¢o = {0} ¢& = ¢Ff,
b, =Ri (X +iZ)®C(Y +iT), h={Z,Y,T} j= {V, T}

Comme j # eg, la représentation p est nulle d’apres le (ii) du théoréme 10.2.8.
On notera que ¢ est de cran 2, que 3(¢) = e1 = {T,Uz}> que ¢ = {0} mais qu’on
a e N(e§ +¢§) =RT # {0}

Un exemple pour lequel | n’est pas commutatif et pour lequel on a d°P =4

Exemple 11.2.2. — On a un couple (g,0) ou g est de cran 4 avec

g= {X7Y)U7Z2,U2a‘/2)U3aV£37U4} avec
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[X,Y] =2, (X, U] =U, [X,Us] = Us [X,Us] = Uy
Y,Ul =V, [Y,Us] =2V3 [Y,V3] = Uy
[Z2,U] = -V [Z2, Vo] = —Us4
ot t= (X +iU,Y, Z, — iV}

gf = {Ua U2’ V2s U37 V3’ U4}
Onaadalorse=i1i=g;, j={0} [ =h={X,Y,Z:} tng={Y} et g=0=(DPi.
Les sous-algébres | et & sont de Heisenberg, de centre respectif RZy et C(Zy —ilVz).
On a P(y(zX +yY + 22,)) = P('y(xX + (2 — z2_y)Z2)) avec
zt 1, z3 z?
P(’)’(Z‘X"‘ZZQ)) = ('2—4+ 52 )U4+'6-U3—.’L'Z‘/3+ ~2—U2 — 2V + 2U.
Les éléments £ de bt tels que £(Us) > 0 sont dans ©y. On a

n={0} et [) g(tng)={0}
9€G

Démonstration. — Les résultats sont en général de simples calculs. Nous en vérifions

quelques uns.
En utilisant la formule de Campbell-Hausdorff pour les groupes de Heisenberg et
la formule (7.2.2), on a du fait que Y est un élément de £Ng,

P(y(@X +yY + 225)) = P('y(logexp(z'X +yY + zZ)))
x
= P(logexp'y(:cX +(z — ?y) Z3) exp 'y(yY))
ry
= P(’y(zX +(z— 7)22))
Pour vérifier que 1’élément £ de h* est dans @y, il suffit donc de constater que
z,2 = P(y(zX + 2Z>)) est minoré sur R? . Supposons qu’on ait £(U,) > 0, alors

P(y(zX + 2Z2)) = az* + p1(z) + B2® + azz + bz

a
avec a, B ERY , a,b€ R et p; € Rg[z]. Posant z; = z + — «, il vient

2p
P(y(zX + 22Z2)) = az* + p(z) + B2} + bz
avec p € Rz[z]. Sous cette forme, il est clair que P, est minoré.

Ona nC ﬂ Kerf{ne = {0} et
Leht £(Us)>0

ﬂg(Eﬂg):ﬂRng ﬂexpr~]RY={0}~ a
9€eG 9€G z€R
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Un exemple pour lequel 0 et ¢ ne sont pas des idéaux de g

Exemple 11.2.3. — On a un couple (g,0) ot g est de cran 3 avec

g={T,Y,X,U,U2,T2,Y2,T3} et

[X,U] = Us [T,Ys] = —[X,To] = Ts
YV, X]=-[T,U] =Y,
[T,Y]=T>

ainsi que t={X +iU,Y,Ys}

g(i: = {T + ZY? U7 U27T2aT3}'

On a alors 0 = {Y,U,X,U,, Y2}, e =i={U, U}, j = {0}, [ =h={X,Y, Y2},
Eng = {Y,YZ}

On a P(y(zX +yY +2Y3)) = %szg + zU.

Les éléments £ de bt tels que £(Uz) > 0 sont dans ©g. Onan= {0} et () g(€N

g€eG
g) = {0}

Un exemple pour lequel %3 g e‘f et j n’est pas un idéal de g

Exemple 11.2.4. — On a un couple (g,0) ou g est de cran 4 avec

g__“{TaXaanZa),?’U2aW3,U4} avec

(X, Y]=U: [Xo,Y]=[X,Y2] =W; [X2, Y] = Uy
T,X]=X, [T,Y]=Y, [T,Us) = 2Ws [T, Ws] = U,
et b= {X +iY, Xy + 2iYs, W5}
ob = {T, X + 2iY, Xy + 1Y, Uz, Us}-
On a alors
d=e={X,Y, Xy, Ys,Us, Ws,Us }» i = {Us,Us} +j,
j={Ws} h={X,Y,Xs,Ys, Ws}>

S = {X +14Y, Xo + 2iY2} +iC.
Onag=RT @e¢c et e est un idéal de g. Pour U = 2(X +1iY) + w(X2 + 2iY2) € e

avec z,w € C, on a

i[U, U] =222Us + 3 (2w + zw) W3 + 4ww Us.
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Soit £ € ht, on a £ € O dés que £(Us) >0 et £(Uy) > 0. On a alors

n=¢ =tNng=j={Ws} et ﬂg(kﬂg)={0}~
9€G

Un exemple pour lequel e #i et | #ENg
Exemple 11.2.5. — On a un couple (g',0') ot g’ = g est Ualgébre de Lie de l’exemple
précédent et o' est associée a
V= {T+iW3,X +iY, X5 +1iYa}

et g'§ = {X =iV, X — iYs, Uz, W3, Us}-
On a alors

V=g, ¢={X,Y,X5,Ys,Us,W3,Us}» b ={T,X,Y, X5, Yo}

i’ = {0} i ={Us,Ws,Us}> ehC =¢C={X+iV, X, +iYVa}s

'={T} ¥ng ={0} g=rPe.

de telle sorte que (?',0') est une paire symétrique standard.

Pour U = 2(X +iY) + w(Xa + iY3) € ¢,C avec z,w € C, on a

%[U,ﬁ] = 22Uz + (20 + zZw) W3 + ww Uy .

2 2
De plus, P(ty(T)) = %U4 +tWs et P(ity(T)) = %U4 +tT. Soit L€ h™", ona
le (‘)6 dés que £(Uy) > 0 et £(Us) L(Uy) — f(W3)2 >0. Ona n={0}

11.3. Le cas des involutions complexes qui commutent a leur conjuguée

Associons & o Pinvolution & de g€, donnée par g(X) = a(—X'S. Nous nous intéres-
sons dans cette sous-section aux paires symétriques (g,o) telles que 06 = 6o . Dans
ce cas, il existe une involution 7 de g telle que 7€ = o5 . Etant donnée une partie m
de g©, on convient dans cette sous-section de poser pour q € Zs,

m!={X em|r5X)=(-1)7X}
Avec les conventions de la sous-section 1.2, on vérifie qu’on a
C=@)DEDENDE) e s=gDadDd

avec g3 = go, 87 = g1, (6") = ()5 et () = (8")§ & (a")f.

On voit que (E+ € Ng = go ® g'. La sous-algébre ¢ engendrée par g' est un
idéal de g qui est de complexifié o--stable, puisqu’on a [g°, g!] C g'. Ona ¢ Ce
puisque ¢© D (g")¢ = @g et ¢ De puisque 0 = go + ¢'. Finalement ¢ = ¢ est un
idéal de g qui coincide avec la sous-algébre engendrée par (e§ + eTo:) Ne.
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De plus, & =go@® (g')5 et h=go@Pg'. On pose
by = {£e bt |(U,0)) >0, VU € e}
by ={Lebt|ie(U,U]) >0, VUEeE}
P ={tebs VU €t (U, U))=0 = UectnNg=go}

Dans ce contexte, on a la

Proposition 11.3.1. — On suppose o6 = &0, alors
1) @ =bh; =hy.
2) On a léquivalence © # @ <= h1P £,

Démonstration. — 1) Nous montrons tout d’abord qu’on a l);'l‘ = hj. Il s’agit de
vérifier que pour tout £ de b7 et pour tout U de €, on a il([{U,U]) > 0. Or, U =
Uo+ Uy avec Up € g§ et Uy € (g1)§ = ¢§. Du fait que [Uo,Uo + U1] € hT, on
déduit que i €([Up + U1,Uo + U1]) = i €([U1,U1]) > 0. D’otu le résultat.

Rappelons maintenant qu’on a ©¢ C j- d’aprés le 1) de la proposition 7.1.1. Pour
la méme raison, on a également bé‘ C j*. 1l suffit pour le voir de remplacer g par e.

Pour prouver I’égalité Q¢ = hé‘ , on peut donc sans perte de généralité supposer j
réduit & zéro et g = 0. D’aprés la proposition 7.3.1, on a alors I’égalité

O = {£ € bt | P(k,) minoré et if([U,U]) >0, VYU € ¢S}
Comme &, = go avec Py(go) = {0}> on a bien O = b et le 1).
2) Nous commencons par prouver Pimplication n =e¢y < h-P # &.
Soit ¢ € hP. Nous vérifions tout d’abord qu’on a e(£) = eo @ ¢; = ¢°. Le fait que

IS bé entraine qu'on a £ € j-. Rappelons ( 2) de la proposition 5.1.1) que ¢(£)C est
o-a-stable. On a

£([e%, %)) C €([[e, ], [, ¢]]) € €0) = {0}
Par ailleurs £([¢° ¢']) C £(e*) = {0}

A priori, on a donc ¢® C e(€) avec e(£) = De(f)!.

Or, e(f)*C = e(é)(l)’(C @ e(£)5C. Le fait quon ait £ € hP entraine e(0)4€ = {o}-
On a donc e(£)! = {0} et e(¢) = ¢ comme prévu.

Comme ¢g C Ker? pour tout £ de b; = ©Qg. Il vient alors

n=c¢ P ﬂ e; NKer .
LehT

Nous allons montrer que dans nos hypothéses [) e; NKer¢ = {0} ce qui entrai-
Lehy
nera n =¢g et l'implication attendue.
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Pour cela, il suffit de vérifier que le cone convexe hP est ouvert dans e} ~ h*.
Nous considérons donc la sphére unité Su de eg , relativement & une norme quelconque
et ¢ Papplication (continue) de h x ¢§ dans R donnée par (¢, U) = il([U, T]).

Dire que I’élément ¢ de h* est dans hP équivaut a dire qu'on a (¢, Su) C R, .
Etant donné un tel £, nous cherchons & construire un ouvert O de ht le contenant
et tel que O C hP ou, de facon équivalente tel que ¢(0, Su) C R} . A tout élément
X de Su, on peut associer un ouvert Ox de h* contenant ¢ ainsi qu’un ouvert
O% de Su contenant X de telle sorte que ¢(Ox,0%) C R} . On peut extraire

du recouvrement |J O% de Su un sous-recouvrement fini |J O',. On voit que
X€Su i€l
O = ) Ox, vérifie les conditions annoncées. D’ou ce résultat.
iel
Nous montrons maintenant ’implication réciproque n=¢y, = htP # .
Pour £ € hFJ;, on a du fait de la positivité de la forme hermitienne U — if([U, U])

sur eg, I’équivalence
Uee®)§ <« £[U,0) = {0}
Sans perte de généralité, on peut supposer n=¢y =j = {0}- On a alors
N e = {0}
£€0o=h
Pour des raisons de dimension, il existe donc une famille {¢; ...¢,,} d’éléments de l);,"
telleque [ e(£)§ = {0} Choisissons {A\;...Am} C R et posons £ = Z il

1<i<m 1<i<m
Onafe h;'; et ¢(0)5= [ e(£)§ = {0} Parconséquent, £€ hP # &. Comme
1<i<m
prévu.

O
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APPENDICE

A1l. Propriétés asymptotiques des fonctions algébriques réelles de plu-
sieurs variables

Les notions utilisées maintenant sont introduites par Hérmander dans [16] (Ap-
pendix A). On pourra aussi consulter [12, Gorin]. On utilise les notations de la sous-
section 2.1

Rappelons qu’un sous-ensemble d’un espace vectoriel réel est dit semi-algébrique
g’il est une union finie d’intersections finies d’ensembles définis par une inégalité ou
une équation polynomiale.

On a le résultat suivant ([16], théoréme A2.8) :

Proposition A1.1. — Soient m un espace vectoriel réel de dimension finie et £ un
sous-ensemble semi-algébrigue de R x R x m. Soit r — @o(r) la fonction de R dans
RU {xoo} donnée par

a) o(r) = +oo, s’il n'existe pas d’éléments (y,z) dans R x m tels qu’on ait
(r,y,z) €E.
b) @o(r) =inf{y | Iz, (r,y,2) € )} sinon.

On suppose que pour r assez grand, il existe un élément 2o(r) de m de telle sorte
qu’on ait (r,po(r),2z0(r)) € E.

Alors, il existe un entier q¢ de N*, une fonction r — () de R{{t'/1}} égale a
@o(r) pour v assez grand et une application r — z(r) de m{{t'/9}} de telle sorte
qu’on ait (r,p(r),z(r)) € £.

Corollaire A1.2. — Soit (m,| |) un espace vectoriel euclidien réel, de dimension finie
et R une fonction polynomiale réelle sur m. Pour r > 0, on pose p(r) = Iilllf R(zx).
Tl=7r

Alors,
1) Il existe un q dans N* tel que o € R{{r'/7}}-
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2) Si ¢ n'est pas identiquement nulle, il existe des éléments M de R* et p de
Z de telle sorte qu’on ait

(A1.1) o(r) = M (r/9 + 0(1)) lorsque r — oo
Démonstration. — Le sous-ensemble
E={(r,y,2) ERxRxm|r=|z|°, y=R(z)}

est semi-algébrique dans R x R x m et on peut appliquer la proposition précédente
dont les conditions sont vérifiées. Le premier terme du développement de Puiseux de
© est M rP/9. O

Soit m un espace vectoriel réel de dimension finie et R une fonction polynomiale
réelle sur m. Le fait que R soit minorée sur toutes les droites affines ou méme sur
toutes les courbes polynomiales de m, n’est pas suffisant pour entrainer qu’elle est
minorée sur m. On en obtient un contre-exemple lorsque m = R?, en considérant

la fonction R(z,y) = z’y* + zy® qui posséde cette propriété et pour laquelle
lim R(—t"2,t) = —o0o. Cependant, on a le

t—00

Corollaire A1.3. — Pour qu’une fonction polynomiale réelle R sur m soit minorée,

(il faut et) il suffit que pour tout élément f de m{t}, la fonction Ro f de R{t} soit
minorée sur R.

Démonstration. — Reprenons les résultats et les notations de la proposition et du
corollaire précédents. On a ¢(r) = Ro z(r). Notons z; 1’élément de m{{¢}} donné
par 21(t) = 2(t?). Pour |t| assez grand, on peut écrire z;(¢) sous la forme Z Apth.

k<p
Il nous suffit de vérifier que les hypothéses entrainent que R o z; est minoré sur R.

Le résultat est évident lorsque deg R o z; < 0. Nous supposons donc désormais
degRo 2z > 0. Notons J le degré total du polynéme R. On associe & z; 1’élément
fi= Z Art* de m{t}- On voit que Ro f; et Ro 2 ont méme terme de

—p(6—1)<k<p
plus haut degré. Les hypothéses entrainant que (R o fi) (R) est minoré, ce résultat
implique qu’il en est de méme de (R o z1) (R) comme prévu. O

A2. Exponentielles de fonctions polynomiales et distributions tempérées

Proposition A2.1. — Soit P un polynéme réel 6 k indéterminées (1 ...zx) =z. On
se donne une norme euclidienne | | sur R*. Les conditions ci-dessous sont équiva-
lentes :

e~ P(@)

(i) Il existe un m de N tel que l’intégrale / dx converge.
R

e (L+[z2)™
z)

(i) Il existe un £ de N tel que la fonction x — (1—"'—|—i;|_2_) , est bornée sur RF .
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(iii) La fonction x — e~ est bornée sur RF .
(iv) Le polynéme x — P(x) est minoré sur RF.
(v) La fonction z — e~ ) est un élément de S* = S*(R*).

Démonstration. — (ii) = (i) est évident.
(i) = (ii) Posons d°P =n (d° désigne ici le degré total). Lorsque n = 0, (i)
t (ii) sont vérifiés. On peut donc supposer n > 0. Pour ¢ dans N, on pose
e—P(@)

O = ey

On a alors, pour 0 < s < k, des polynémes qs caractérisés par

g@G=1
&°F, . F)
82,7010z, O =G TR

OF 0 (da@ e
0,025 1...0c; Ozs \ (14 |z|2)t+s-1
41, OP 3 B . e—P(z)
[(1 + |z[?) ( o7, 51 (91:3) (2) —2(+s—1)zsq;_1(x) —(1 TRy

On a donc, pour 1 <s <k,

db(e) = 1+ 1) (B~ gty 28 ) @) - 20+ 5 - ol a(o),

Cette formule permet de montrer que qﬁ est une fonction polynomiale sur R* et que
d°q est majoré par s(n + 1). En effet, ce résultat est évident pour s = 0 et si cette
majoration est vérifiée pour s — 1 > 0, on a par récurrence sur s

d°q SSup<d0|w|2 4y » d° |z| gl 1gp’d Ts gt 1)

< Sup((s —1(n+1)+1, s(n+1), (s—D(n+1)+ 1) =s(n+1).

L’entier m étant choisi de telle sorte que l'intégrale du (i) converge, on a pour
£+k>m,
O*F, qt ()
= F,
Oxy, . ..01 () (1 + |z|2)tHhk-—m m(@),
avec d°q,‘; < k(n+ 1), ce qui donne une majoration indépendante de £. On peut donc

g5 ()
(T +[aP) e

choisir ¢ suffisamment grand pour que la fonction soit majorée
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sur R¥ par C > 0. On a alors
O*F,

— | < CF .
Oz ...0z1| — m(.’l:)
. kF,
Ceci entraine que e Oa. est intégrable et qu’on a
kooo- 1
Tk o1 OF,
Fg(:l,‘l...:l,‘k)=/ / ————dtk...dtl.
tr=—o0 t1=—o00 Oty ...0t

On en déduit qu’on a ||Fe||lec < C ||Fn|]1 < 0o et le (ii).

(ii) = (iv) Comme dans le corollaire A1.2 que I’on utilise, on pose pour r > 0,
p(r) = |Ilnf P(z). Si ¢ n’est pas identiquement nulle, on a ¢(r) = M (rP/? + o(1))
z|=r

lorsque r — co. On a une constante C telle que
— P(z) <fIln(1+|z|))+C, VzeRF,
— (r) < £In(1+17r%) +C.
D’ou (—M)r"/"(l +0(1)) < £1In(1 +r?) + C pour r assez grand. Cette inégalité
n’est possible que si M > 0 ou p < 0. Cela entraine que P est toujours minoré.
(iv) <= (iii) = (ii) sont évidents.

(v) <= (i) Cela est une conséquence immédiate du résultat classique suivant
(voir [27], théoréme VII du chapitre VII) :
Soit p une mesure positive sur R, pour qu’elle soit dans S*, il faut et il suffit

d
qu’il existe un entier m tel que / Lmé < 0. O
re (1+[z]2)™
Corollaire A2.2. — L’exponentielle d’une fonction polynomiale réelle ou complezre sur

R est une distribution tempérée si et seulement si elle est bornée.

Démonstration. — La fonction s’écrit sous la forme z — €*®® ¢=P(®) ayvec P,Q €
R[z]. L’application T — €@ T définit un isomorphisme de S*. On est alors ramené
A la proposition A2.1. O

A3. Résultats concernant la formule de Campbell-Hausdorff

Dans les trois propositions qui suivent, si E(A,T) (resp. E(A, B,T)) est une série
formelle de Lie a coefficients dans Q d’indéterminées (A,T") (resp. d’indéterminées
(4,B,T)) alors pour n > 0 (resp. n,m > 0), E,(A,T) désigne la série formelle
de Lie formée par les monomes de degré n en A de E(A,T) (resp. E,m(A,B,T)
désigne la série formelle de Lie formée par les mondmes de degré n en A et m en B
de E(A, B,T)). On utilise les conventions de la sous-section 2.1.
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Proposition A3.1. — On considére les séries formelles de Lie obtenues par la formule
de Campbell-Hausdorff et données par

1) E(A,T) = logexp(T + A)exp —T alors
Ey(A,T)=0 et Ei1(A,T)=AdwT A

2) F(A,T) =logexp AexpT alors

(Fo+F)(AT)=T+Adw™'T- A
3) G(A,T) =logexpTexp A alors
(Go+G1)A,T)=T+Adw }(-T) - A

4) H(A,T) = %log exp(T + A) exp(=T + A) alors pour p >0

Hy,(A,T)=0 et H1(AT)=AdwT-A

5) I(A,T) = —;—log exp(T — A) exp(T + A) alors

Lo+ hL)(A,T)=T+ Adtanhg -A

Démonstration. — Le 1) est démontré dans [6], ch. II, §6, n°5.

Dans la suite de la démonstration, la notation F' ~ F' utilisée pour deux séries
formelles de Lie signifie qu’elles sont égales modulo I'idéal formé par les séries formelles
de Lie dont les composantes contiennent au moins deux fois A.

2) Utilisant le 1), on a logexp(T + Adw ™ !T - A) exp—T ~ A. Do le
résultat.

3) Découle du 2), en remarquant que G(A,T) = —F(—A,-T).

4) Les Hy, sont nuls du fait que H(—A,T) = —H(A,T). L’expression de H;
découle du 1).

5) A priori, il existe une série formelle de Lie a dont toutes les composantes
contiennent au moins une fois A et telle que

logexp(T — A)exp(T + A) =2 (T + «).

On a donc logexp(—T + A) exp(T + a) exp(T + a) exp(—T — A) = 0 et en utilisant
le 1)

Adw(-T) (A+a) + AdwT - (~A+a) ~0

Ad (e_i; 1) (A+a)+Ad (eTT‘1> (—A+a)~0.
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L’application ad T est injective dans ’algébre de Lie des séries formelles de Lie,
on a donc

—AdeT-1)-(A+a)+AdeT —1) - (~A+a)~0
AdEeT —e 7). a—-AdEeT—2+e 7). A~0
Ad(eT? + e T2 (T2 —e7T/2) o — Ad(eT/? - e—T/2)2 “A~0
eT/2 _ o=T/2
eT/2 + e~T/2

D’ou le résultat. O

et a:Ad( )'A:AdtanhgoA.

Proposition A3.2. — On considére les séries formelles de Lie obtenues par la formule
de Campbell-Hausdorff et données par

1) J(A,B,T) = % log exp(T + A)exp2Bexp(—T + A) alors la condition
p+q=2n pour p,q €N entraine Jpq(A,B,T)=0 etona
> Jpq(A,B,T)=AdwT A+ AdexpT - B

P,q>0
p+q<2

2) K(A,B,T) = % log exp(T' — A) exp2Bexp(T + A) alors

T T
K K K A,B,T)=T + Adtanh — - A + Ad .
(Koo + K10+ Ko,1)(4,B,T) +Adtanh o - A+ Ad
Démonstration. — Dans cette démonstration, la notation F ~ F’ utilisée pour deux

séries formelles de Lie signifie qu’elles sont égales modulo I’idéal formé par les séries

formelles de Lie dont les composantes contiennent au moins deux fois une des variables
A ou B.

1) Ona J(-A,-B,T) = —J(A,B,T). D’ou J,4(A,B,T) =0 pour p+¢q
pair.
En utilisant le 4) de la proposition précédente, il vient

J(A,B,T) = % log(exp(T + A) exp(—T + A) exp(T — A) exp 2Bexp(—T + A))
~AdwT - -A+ AdexpT - B
D’ou le 1).
2) On a en utilisant le 5) puis le 3) de la proposition précédente
2K (A,B,T) =log(exp(T — A) exp(T + A) exp —(T + A) exp 2B exp(T + A))
~log(exp 2(T + Ad tanh % - A) exp2(Adexp —T - B))

K(A,B,T)~T + Adtanh—fg A+ Adw 1(-2T) -Adexp-T - B
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Or,on a

—2T e T T

e 2T —1  ginhT

d’ou la proposition. O

w1 (=2T) exp-T =

Nous nous proposons maintenant d’étudier la série logexp AexpT exp B. Pour
énoncer le résultat qui suit, on définit la fonction analytique sur R? et donnée par

1
F(u,z) = - pour z # 0 et F(u,0) =0.
l—e2
Proposition A3.3. — On considére la série formelle de Lie obtenue par la formule de

Campbell-Hausdorff et donnée par
L(A,T,B) =log exp AexpT exp B

alors on a
(Loo + L1+ Lo1)(A,T,B) =T + Adw 'T- A+ Adw™*(-T) - B et
(A3.1) Li1(A,T,B)= Y S(p,q) [AdT?- A,Ad(-T)?- B].
p,92>0
11 orte
avec S(p,q) = = = ———£(0,0), ie. {(z,z') = z S(p,q) 2P z'?. Ici £ est la
p! ¢! OxP Ox'e 50
fonction analytique sur R? telle que
(A3.2)
(@l (a) —w i) _
iy 1:c !
I;(u_,xl) . I;(?i_xl) udu  lorsque z' # =z,
Lz, z') = T - 0
ef—z—1 ,
(cT——l)_2 lorsque xz' =1z #0,
1 !
[ 3 lorsque z' =z =0.

Pour tout k € N, la matrice symétrique Sy = (S (p, q)) 0<p.a<h est réelle, symétrique
et définie positive. T

Démonstration. — Dans le 1) de cette démonstration, nous utilisons tout d’abord une
méthode directe que nous avions déja présentée dans [23, pp. 95-97] pour prouver le
fait que

wl(-a') —w ! (~2)
(A3.3) > S(pgara’t = - :
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Une autre preuve de cette formule ainsi que le reste de la démonstration de la
proposition seront alors données a partir de notes de J. Helmstetter dans les parties
2) a4 6).

1) Dans cette démonstration, la notation F ~ F’ utilisée pour deux séries for-

melles de Lie signifie qu’elles sont égales modulo I’idéal formé par les séries formelles

de Lie dont les composantes contiennent au moins deux fois A ou au moins deux fois
B.
Utilisant le 2) et le 3) de la proposition A3.1, il vient

L(A,T,B) ~logexp Aexp(T + Adw™*(-T) - B)
~T+Adw }(-T)-B+Adw '(T+Adw '(-T)-B) - A

d’ot ’on déduit I’expression de Lo + L1,0 + Lo,1 -
Pour calculer L; 1, nous remarquons maintenant que les monomes

[AAT? - A,Ad(-T)? - B] pour p,q20

(A3.4)

forment une base de ’espace vectoriel des polynomes de Lie de degré 1 en A et 1 en
B. Par conséquent, ’application Q-linéaire de I’espace vectoriel Q[[z,z']] des séries
formelles & 2 variables dans ’espace vectoriel des séries formelles de Lie en A, B et
T dedegré 1 en Aet 1en B quia g(z,z') = ZU(p, q) zPz'? fait correspondre

G(A,T,B) =) U(p,q) [AdT? - A,Ad(-T)? - B]
est une bijection. Etant données ¢ et 1 dans Q[[z]], cette bijection fait correspondre
G(Ady(T) A, T,Ady(-T)-B) a  ¢()y(') g(z,z').
En particulier, elle fait correspondre
Ly (AdexpT - A, T,B) — L1 1(A,T,Adexp(-T) - B) a (expz — expa’) {(z,z")
et [Adw ' (-T)-A,B]—[AAdw™ T B] 3  wl(-z) - l(-2').
Pour prouver la formule (A3.3), nous sommes donc ramenés & vérifier ’égalité
(A3.5) L;i(AdexpT-A,T,B)— Ly,1(A,T,Adexp(-T) - B)
=[Adw ! (-T)-A,B] - [A,Adw™'T - B].
Posons M(T,A,B) = L(AdexpT - A,T,B) =logexpT exp Aexp B
On a —L(A,T,Adexp(—T) - B) = —logexp Aexp BexpT
=logexp —Texp —Bexp—-A = M(-T,-B,—A).
Prouver la formule (A3.5) revient donc & vérifier qu’on a
M, (T, A,B) + My 1(-T,—B,—A) = [Adw*(-T)- A, B] - [A,Adw™'T - B].
Nous utiliserons pour cela le fait évident que L(A,T,B)+ L(—B,-T,—A) =0.
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Nous cherchons alors & expliciter I’expression M 1(T,A,B) — L11(A,T,B). En
utilisant la proposition A3.1, il vient

M(T,A,B) =log(expT exp Bexp Adexp—B - A)
~ log(exp(T + Adw™'(-T) - B) exp(A + [A, B)))
~T+Adw ' (-T)-B+Adw™ ' (-T - Adw ' (-T)-B) - A
+Adw™1(-T)-[A, B].
Utilisons maintenant la relation w™!(—z) = z + @ !(z). Il vient :
M(T,A,B)~T+Adw ' (-T) - B+ Adw (T + Adw ' (-T)-B) - A
+[T+Adw ™' (-T)-B,Al + Adw™!(-T) - [4, B].
D’ot compte tenu de (A3.4)
M, 1(T,A,B) = L1 1(A, T, B) — [A,Adw ™ (~T) - Bl + Adw™!(-T) - [4, B].
Finalement
My (T,A,B)+ My, (~T,-B,—-A)
=[Adw T A, B]-[4, Adw™!(-T) - B]
+ (Adw™'(-T) — Adw™'T) - [A4, B
=[Adw™!T A, B] - [A, Adw™!(~T) - B]
+ (I, 41, B] + [4, [T, B]]
=[Adw ' (-T)- A, B] - [A, Adw™!T - B]
comme prévu.
2) Reprenons quelques conventions de notations et rappelons quelques résultats
donnés par J. Helmstetter dans [15, pp. 173-174]. Le développement de Taylor
F(u,z) = };5 Fy(u) zP

de la fonction x — F'(u,x) & ’origine nous conduit & définir les fonctions uw — Fp(u)
qui sont des polynémes de degré p — 1 comme on le voit en considérant les égalités

Flu,g) =) u'(1-e®)?=3 (u—1)7""1 (e — 1)°
g1 g>1

dont la premiére montre que le monéme dominant de F, est p! uP™! et le monome
constant (—1)?~!. En particulier on a Fj(u) = 1. Notons en passant qu’on peut
prévoir ’apparition des nombres de Stirling s(p,q) dans ’expression explicite des F,
du fait de I'identité

(1)1 = (-1 L stp,)

P29
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Par ailleurs, soient a, 3; q1 . .. ¢, des entiers positifs. On note A(a, 3; g1 -..qm) le

coefficient de z7'z3? ... z2 dans le développement de Taylor de la fonction analytique

1
T1, T2 ..., Tm — / u®(u—1)PF(u, ) ... F(u,zm) du.
0

ie.

Fo(u)  Fo,(u) du.
q! Qm!

1
(A3.6) M B e am) = /0 u®(u — 1)°

Enfin, soit (i1,%2...%m) une suite d’entiers > 1 tels que i # 4x4+1 pour 1 <
k < m, on note a(iy,is...%y,) (resp. B(i1,%2...4m)) le nombre de montées (resp. de
descentes) de la suite, i.e. le nombre de couples (ix,ir+1) tels que i < ixy1 (resp.
ik > g1 ). On a évidemment m = a(iy,i2...0m) + B(i1,92...0m) + 1.

Nous nous intéressons maintenant & la formule de Campbell-Hausdorff dans ’al-
gébre enveloppante de 1’algébre de Lie des séries formelles librement engendrée par les
indéterminées non commutatives A; ... A,. A priori, on peut écrire de fagon unique :

logexp A; exp Az ...exp A,

_ . Lo . s 91 A92 q
= E M(21,(I172276127 "'717117(1771) AilAi2 Az:nn
m>0
1<i1...im <n
ik Fiet1, 1<k<m
q1...gm >0

(A3.7)

puisque les monoémes de droite sont linéairement indépendants et qu’ils engendrent
cette algébre enveloppante.
On a alors le résultat suivant ([15, théorémes (3) et (6)]) :

p(i1, q1; i2,G25 - -5 Gm, @m) = Aa(iisi2 - im), B(i1, 92 im); Q1 -+ - Gm)-

En particulier, le coefficient p ne dépend que du nombre m, de la suite non or-
donnée qi1,¢s ...qn et du nombre de montées de la suite 41,42 ...%,. Par exemple,
dans le développement de logexp A; exp Aj exp Az, les deux monomes A3A4; A3 et
A3 A2 A, apparaissent avec le méme coefficient A(1,1; 1,2,3).

1 F !
3) La formule ZS(p, q) 2Pz’ = I;Eu_,a;) ) eifu,_wl)

maintenant comme un corollaire du 2). En effet, on s’intéresse aux termes de degré 1
en A et B de logexp AexpT exp B qu’on écrit sous la forme

> S(p,q) [AAT? - A, Ad(-T)" - B].

P,4>0

udu  va apparaitre

Décomposons par ailleurs les monomes de Lie en monoémes associatifs (on remplace
par exemple [A,[-T,B]] par ABT + TBA — ATB — BT A). Choisissant n = 3,
A1 = A, Ay =T et Az = B dans la décomposition (A3.7), on voit que S(p, q) est le
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coefficient de T?PABT?. On obtient donc

A1,2; p,g,1,1) si p>1 et q>1,
A(1,1; p,1,1) si p>1 et q=0,
A(1,1;¢,1,1) si p=20 et qg>1,
A(1,0; 1,1) si p=20 et q=0.
La formule (A3.6) donne

S(p,q) =

1
Z A(1,2; p,q,1,1) zP2'? = / uw(u — 1) F(u,z) F(u,z') Fy (u)? du.
0

P,q>1

ce qui, compte tenu du fait que Fj(u) = 1 devient simplement :

1
> Sea)aat = Y AL2pa L)@ = [ uw=1)? Flu,z) Fua) du

P,q>1 P91

De méme
1
ZS(p,O) P = / u(u — 1) F(u,z) du
p>1 0
1
> 500,9)a" = / u(u — 1) F(u,z') du
q2>1 0
! 1
et S(0,0):/ udu = -+
0 2
En observant que
1 1
(A3.8) (u—1) )

+ F(u,x) Te—1
on obtient bien

> S(p,g)ara’t =

P,9>0

(A3.9) = /01 F(u,z) F(u,z') (u -1+ ﬁ) (u -1+ Ful,;’_)> udu

' Flu,e) Flu,a)

du.
, ef—1 e _1 "¢

4) Un calcul élémentaire nous conduit a I’égalité

1 ' —1 1] —1
F — — —
(u,x)'F(,u,z) wH( x? w :c)
0o €—1 e —1 er —e*

I =

En effet par décomposition en éléments simples par rapport & u, on a

I =

1 v P(u,z') v F(u, )
e? —e® [0 l—e—z'd “Jo l*e—“”du]
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1
Notant alors que / F(u,z) du = x> on obtient bien
0

I = ,1 z T ad :
e” —e® \1—e™® 1—e®

5) Afin de prouver la positivité de S, nous utilisons I'implication (ii) = (i)
dans le résultat suivant :

Lemme A3.4. — Soit S = (S(p, q)) une matrice symétrique réelle d’ordre infini.
Soient a,b € RU {£oo} avec a < b et ¢ une fonction continue > 0 sur ]a,b[ telle

b
que pour tout n > 0 on ait / |u|™ p(u)du < oco. Les conditions ci-dessous sont
a

équivalentes :
(i) Les matrices d’ordre k + 1, S = (S(p, q)) - sont définies positives

0<p,g<
pour tout k > 0.

(i) II existe une suite (G,)pen de polynémes de degré p, de coefficient dominant
strictement positif telle que

b
(A3.10) S(p,q) = / Gp(u) Go(u) p(u)du,  Vp,q>0.
Lorsque ces conditions sont vérifides, la suite (Gp)p>0 est unique.

Preuve (du lemme). — (ii) = (i). Soient sq, 81 ... S une suite de nombres réels non
tous nuls, on a

b 2
Y swase= [ (X s6Gw) ewd>0
0<p,q<k ¢ 0<p<k
du fait que les G, sont linéairement indépendants dans Rlu].
(i) = (ii). Fixons nous k > 0. Le procédé d’orthonormalisation de Schmidt permet

de construire une unique base (FPp)pe(o,1...x] de R¥[u] formée par les polynomes de
degré p a coefficients dominants > 0 telle que

b
[ PP pwdu =ty 0 <pa<h.

Les polynémes G, ¢’ils existent s’écrivent nécessairement sous la forme
Gy = z Vpg Pp = Z Vpq Pp
0<p<k 0<p<gq
puisque pour des raisons de degrés on a vpq = 0 dés que p > ¢q. On a alors nécessai-
rement vy, > 0 pour tous les p. On voit ainsi que P’existence des G, est équivalente
a celle d’'une matrice Vi = (vUpq)o<p,q<k triangulaire supérieure, & termes diago-
naux > 0 et telle que ‘ViVi = Si ou encore i celle d’une matrice Uy = V,c_1
triangulaire supérieure et & termes diagonaux > 0 telle que tUeSKU, = Idg. Les
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vecteurs colonnes de Uj s’obtiennent en utilisant une nouvelle fois le procédé d’or-
thonormalisation de Schmidt appliqué cette fois-ci & la suite (R“*!)o<,<x des sous-
espaces de R munis de la structure euclidienne associée & la matrice Sk . O

Achevons maintenant la démonstration de la proposition A3.3 en prouvant la stricte

positivité de S. Dans ’énoncé du lemme, on choisit ¢(u) =u, a =0, b =1 et les
F(u,z)
(Gp)p>o tels que ZGP(u) zP = e

p>0

1
S(p,q) = / Gp(u) G4(u) udu. De plus d’aprés la formule (A3.8), on a
0

La formule (A3.9) entraine alors qu’on a

I;E"_””l) =1 +p§>:l “=1 B () 2.

Par conséquent pour tous les p, on a d°G, = d°F, + 1 = p et les coefficients domi-
nants des G, comme ceux des F, sont strictement positifs. L’implication (i) = (i)

du lemme entraine alors le résultat. Od
Remarque. — Définissons la suite (aa)aen de nombres rationnels telle que
wl(z) = = Z aq % au voisinage de 0.

a=0
en rappelant que chaque a, est égal & a! fois le /™ nombre de Bernoulli et qu’on

a azp+1 = 0 dés que p > 1. En développant directement (A3.4), on obtient

Z ( 1)T+1 p+r+1 Aptr41Qq—p = S(pa Q)
o<r<gq

ce qui montre la symétrie de 'expression de gauche et permet son calcul.

A4. Développement en série de x tan 5 et de o et polynémes minorés

Dans cette sous-section, X désigne un élément courant d’un espace vectoriel réel [
de dimension finie et R[X] 'anneau des fonctions polynomiales sur [. Soient 4,5 € N,
on note R;[X] le sous-espace des polyndmes homogenes de degré total j de R[X] et
on considére I'idéal R¢[X] = @ R; [X].

j2i

Les endomorphismes 7 de R'[X] pour lesquels les (R;[X 1)j>: sont des sous-
espaces propres avec des valeurs propres positives, ne laissent pas nécessairement
stable le cone des polyndémes minorés sur [. Pour s’en convaincre, il suffit par exemple
de remarquer que le polynéme P(z,y) = z? + 2zy? + y* est > 0 donc minoré sur
R? tandis que Q(x,y) = x2 + 3zy? + y* ne Pest pas puisque tll>n010 Q(—t%,t) = —0

Cependant on a la
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Proposition A4.1. — Soit ¢ une fonction mesurable > 0 presque-partout sur R et
oo

telle qu’il existe un i de N avec / [ul p(u) du < 0o pour j >1i.
—00

1) On a un endomorphisme T, de R'[X] donné par
Q0 = [ QuX)¢(wdu.

Il est diagonalisable, les (R;[X]);>: sont des sous-espaces propres de valeurs propres
oo

'/_Oo uw? o(u) du.

2) On suppose i = 0. Si le nombre réel m minore Q(\), alors
o0
Tom = m/ p(u) du
—00

minore T, Q (1).

3) On suppose i quelconque et | = R de dimension 1. Si @ est un polyndéme
non identiquement nul de R[u] tel que Q(u) > 0 pour tout u de R, alors il existe
une constante m > 0 qui minore T,Q (R).

4) On suppose i et | quelconques. Si @ est minoré sur I, il en est de méme de

ToQ -

Remarque. — On peut remplacer les bornes d’intégration par des nombres a et b
tels que —o0o < a < b < o0.

Démonstration. — Le 1) est évident. Dans le 2) on a alors 7,(Q —m) (X) > 0 pour
tout X, comme intégrale d’une fonction positive. Le 3) découle du fait que u — Q(uv)
est > 0 presque partout sur R.

Nous prouvons maintenant le 4). D’aprés le corollaire A1.3, pour vérifier que 7,Q
est minoré, il suffit de prouver que pour toute fonction f de [{t}, la fonction ¢ —
T,Q (f(t)) est minorée sur R.

Pour u et t réels tels que [¢| soit assez grand, on trouve que

Quf®) = Y a)t

s'<r<s
QU0 = ¥ ([ awewa)r.

Ot s' et s sont des éléments de Z et les q, des éléments convenables de R [u].

Si wu,t = Q(uf(t)) est identiquement nul, t — T,Q (f(t)) est nul et donc
minoré. Sinon, on peut supposer que qs n’est pas identiquement nul. Comme t —
Q (uf(t)) est minoré pour tout u,ona qs(u) > 0 pour tout u réel et s = 2p est pair.

o0
On en déduit comme dans le 3), qu'on a A = / qs(u) p(u) du > 0. Finalement,
ToQ (f(t)) = At?® (14 o(t*?)) avec A > 0. Cette fonction est bien minorée.
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La proposition et le 4) sont démontrés. O
Lemme A4.2. — Soient (bn)n>0 et (Cn)n>1 les suites des coefficients de z%" dans
les développements de Taylor a l’origine des fonctions analytiques ﬁ et x ta,ng

x T
= bpz®™ et xtan— = ). Al
(i.e pr Z nL et T a,n2 chw ) ors
>0 n>1
*° coshmu — 1
1) (2n)'b, = / u?" (#)-ﬂdu pour n > 0
oo 2sinh” Tu
., coshmu

wdu pour n > 1.

ot 2) (2n)lcn = /

Ut ——
oo sinh” u

T
Démonstration. — 1) On remarque que pr— € S(R) et on calcule sa transformée
x
de Fourier inverse
oo T
w) = ezuz —
9(u) /_oo sinh

Comme g est paire, on peut supposer u > 0.
En calculant par la méthode des résidus ’expression

. i z
lim e —
n—oo Jp_ sinh z
ou I';, est le rectangle orienté correspondant aux droites = —n, y =0, z = n et

1
y=(n+ 5) m, on obtient

g(u) =27 2:(—1)""'1 nwe” ",

n>0
o 1 ) s s
Or Z(—l)" e " = Tre—re D’ou par dérivation
n>0
2
™
A4.1 u) =
(A4.1) 9(u) = 3 T
Par transformation de Fourier, on a donc
e [ e [T
sinhz  sin(—iz) 27 J_ oo 4 cosh” Tt
0 7 du (—iz)?
et by (—iz)?" = / u?" .
nzzjo " 7122% oo 4 cosh® 2 (2n)!

Ce qui par identification donne la formule de 1’énoncé.

2) La formule (A4.1) donne

2 [e ¢}
™ — mur €T d
2 tu € 3 T
2 cosh” 7t —oo sinh z
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ce qui peut s’écrire

x 1 Rl u
tanh — I=——=/ we ___ d
(tan 2) 2 cosh2% ooe T

: z _ . . \2n—1
Par ailleurs tanh 5=t Z cn (i) et

n>0
(tanh %)’ = Z(2n —1) ¢, (iz)?"2
n>0
_ (ix)Qn—Q o] u2n——1
=2 an =3 !/ inhra
= (2n N J_o sinh7u

Ce qui par identification donne bien la formule

o = 1 /°° u?n-! du = 1 /°° 20 cosh 7ru du
"T @2n-1)! J_sinhmu  (2n)! J_oo sinh®7u .

O

Proposition A4.3. — Notons Ty (resp. Tz ) ’endomorphisme diagonalisable de R[X]

(resp. R'[X]) ayant pour noyau @Ran[X] et tel que les Ryp[X] pour n >
n>0

0 (resp. n > 0) soient des sous-espaces propres de valeur propre (2n)!b, (resp.

(2n)! (¢, — by) ) alors

1) Le cone des polynomes de R[X] (resp. de R'[X]) minorés sur | est stable
par Ty (resp. par Tz ).

2) Si Q € R[X] est minoré sur | par le nombre réel m, alors T1Q est aussi
minoré par m.

3) On suppose | = R de dimension 1. Si QQ est un polynome non identi-
quement nul de R[u] (resp. R'[u]) tel que Q(u) > 0 pour tout u de R alors on a
TiQ (u) > 0 (resp. T2Q (u) > 0) pour tout u de R.

. . ) coshmu — 1
Démonstration. — La fonction u — @1 (u) ==
a

————— est positive sur R et on
2 sinh” mu

/ [uf @1 (u) du < 0o

—00
pour tout j de N.
Utilisant le 1) de la proposition A4.1 et le lemme A4.2, on voit qu'on a 71 = Ty, -
Les propriétés de 71 sont alors une conséquence du 2) et du 3) de la proposition A4.1
o0
et du fait que / p1(u)du=1.

—00
oo

est positive et on a / lul? p2(u) du < co dés

—00

De méme () = 7 cosh7u + 1
2= 2 sinh? 7u
que j > 2.
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X -X
Le polynéme R:X — R(X) = QL—%)- est un élément minoré de R?[X]
et ona 72Q = T,,R. Les propriétés de 7, sont alors une conséquence du 3) et du

4) de la proposition A4.1. O

A5. Variable complexe et distributions concentrées sur des sous-espaces
vectoriels

On se fixe k > 2 dans N. On identifie R¥ avec C x R¥"2. On associe & (z,%)
dans R?, z = z + iy dans C. On désigne par =’ = (zx_s...21) un élément courant
de R*~2. On note ¢ la mesure de Dirac dans C ~ R?. On pose D*)(RF) = D*) et
D(*)(Rk—z) — Dl(*) .

Pour p et r dans N, on définit les sous-espaces vectoriels suivants de D* :

By (C x R*™2) = B,

or or

_ 1% _v v
_{T|BSED T=o, o,

so5)

A, (C x R¥=2) = A, = Byo.

On pose B = ZBW’ Z.A/etA ZAP—ZA”.

p,r€N p'<p peEN peEN
PropositionAS.1. — On a B = @ Bpr, A= @Ap et AP = @ Ay . En par-
p,mEN peEN p'<p

ticulier, pour tout T de A\ {0}, il existe un unique élément S de D'* \ {0} et un
P
unique élément p de N tels que T = 6—— ® 8 (mod 4P71).

OzP
Démonstration. — Nous prouvons 1’égalité concernant B. Les résultats concernant
A s’en déduisent immédiatement. Donnons-nous une famille (Tj)1<j<m d’éléments
or 9
de la forme T; = 0 ® S; oules S; sont des éléments de D™ \ {0} et

BzPi Bz
les couples (p;,r;) sont des éléments de N?, tous différents, puis une relation de

dépendance linéaire Z AjT; = 0. Montrons que A; = 0. Le méme calcul nous
1<js<m
donnerait A\; = 0 pour tous les j. Cela entrainera que les 7T, forment un systéme

libre et la proposition. Choisissons ¢ dans D de la forme (o ® 1 avec o € D(R?)
qui coincide sur un voisinage de lorigine avec (—z)P*(—z)™, et ¢; € D' telle que

(S1,1) =1. Alors, on a (Z AT, 0) = A1 =0, comme prévu. O
On a 26 = 0. La formule de Leibniz nous donne pour r > 1,
o o ot o
—(zd)—za— 6+T6r16 0. D’ou
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or 8r—1 B or ar—l
(A5.1) 2o 0d=-—r 3z’*16 et Z o5 6=—-r 971

Proposition A5.2. — Soit T € D*, on a 2T =0 < TeA

J

Démonstration. — Montrons I'implication <. Par linéarité, il suffit de prouver qu’on
'3

a zT =0 dés que T est de la forme g—;pé ® S avec S € D'*, ce qui est évident.

Montrons I'implication réciproque =. L’égalité zT = 0 implique que le support
de T est contenu dans le sous-espace vectoriel x = 0, y = 0. D’aprés un résultat
classique ([27], théoréme XXXVI, p.101), cela entraine qu’on a T € B. Montrons
qu’on aboutit & une contradiction si ’on suppose qu'on a T' € B\ A. En effet, dans
ce cas, il existe des éléments p € N, r > 1 et S € D'\ {0} tels que

o o

T=5,5,005 (mod > Byy+> By,
p'EN, r'<r p'<p

Utilisant la formule (A5.1), il vient

~ ap ar—l

zZT = —r &p W(S ®S (mod Z Bp/,r' + Z Bp',r_l) =0.

p'€N, 0<r'<r—1 0<p'<p

D’out S =0 et une contradiction. Finalement, T' € A, comme prévu. O
Proposition A5.3. — OnazAp, CAp—1,ZA=0cetpourk—-2>j>1,z; 4, C A,

0
et EB: Ap Q Ap .
Démonstration. — Ces inclusions sont évidentes. En particulier, la premiére découle
de la premiére égalité (A5.1). O

A6. Désintégration de certaines distributions tempérées

Dans ce qui suit, on se fixe k dans N*. On note z' = (zx—1...21), ¢ = (t,2') =
(t,@h—1...21), p' = (Pr—1-..m1) et p = (¢,Pr-1...p1) = (g, p') des éléments cou-
rants de R¥~!1, R*, N*~! et N*. On munit N* de la relation d’ordre partiel

p=(q,Pr-1---P1) < (¢ Pk—1-..-1) =p > 7 < ¢, Pk—1 < Pk—1,---,P1 < P1.
On désigne par S(*O)(]Rk) = S(*o) le sous-espace des fonctions continues a croissance
lente sur RF . C’est-a-dire le C[z]-module pour la multiplication, engendré dans I’es-
pace C(R*) des fonctions continues sur RF, par le sous-espace C,(RF) des fonc-
tions continues bornées. Etant donné p dans N¥ | on note S (R*) = S(*p), le sous-
espace vectoriel de S* = S*(R¥) formé par les dérivées d’ordre r = (8,75—1...71)
d’éléments de S(p) avec 7 <p. Onale résultat suivant ([27], th. VI, ch. VIII)
"= U St

pENF
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Les S(,) sont des C[z]-modules pour la multiplication. Il suffit pour le voir de
- . . ) 91 o¥
vérifier par récurrence sur q € N, qu’étant donné T = 57 Da'v
(g,p') < p et F dans S(*O), onatT € S(*p).
Cela est évident pour ¢ = 0. Pour ¢ > 0, on obtient le résultat en utilisant la
formule de Leibniz, qui nous donne
o9 07 8171
ote  Ote ata—1

F dans S(*p), avec

Définissons maintenant le sous-espace S**(RF) = $** = U SE'B,,,/) pour tout
pleNk—l
s de N. On a évidemment S§* = U S*°.
sEN
Pour s > 1, 0n a
(A6.1) 2S""s"l = 8%,
) ot

0 . . .
En effet, I’inclusion §*° C ES*’S_I est évidente. Pour démontrer ’inclusion inverse,
il suffit par linéarité de remarquer que si ’élément T de S* est de la forme T =

0° or 8 (0% or 0
PR —— *:(O) —_ — - *,8—1
3t Da'p F avec F dans S ,ona T T (81&3—1 92'p F) € atS .

Par ailleurs, posant S’* = S*(R¥~1), il est connu que (voir [27], chap. IV, formule
(IV. 5. 6))

(A6.2) Ker% =108 Cs.

Soit T' dans S*, la notation
(A6.3) T:/Tt dt
R

signifie qu’on a une application continue ¢t — T; de R dans S'* muni de sa topologie
forte telle que pour ¢ = o @ p1 € S avec o dans S(R) et p; dans S’, on ait

(T,¢) = /R Co(t)(Ts, 1) dt.

Tout élément T de S*° peut s’écrire sous la forme T = / T; dt. 11 suffit de le
R

0P VF 9P F
8z(0.p) — P’
pour tout t de R, F; :z’' — F(t,2') est un élément de S'(;) et I'application t — F;

/

vérifier pour T = avec F' dans 8{0) et p' dans N*~! . Dans ce cas,

oP F,
est continue de R dans S'*. En prenant T, = gsz—,t, on a bien T = / T: dt avec
T, € 8.
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Le résultat qui suit pourrait étre énoncé comme un corollaire de la théorie des
fronts d’ondes. Comme nous ne considérons ici que des distributions tempérées, une
vérification élémentaire nous parait préférable.

Proposition A6.1. — On utilise les notations et les conventions précédentes. Soit T

0 7]
dans S8* tel que (E —p) T=0o0u p=pa, %) est une expression polynomiale

ent, z' et 32 qut ne comprend pas l’opérateur 5 alors nécessairement T € S*°
z

et on peut donc écrire T sous la forme | Tidt.

Démonstration. — Soit s le plus petit entier tel que T' € S*°. Montrons qu’on
aboutit & une contradiction si on suppose s > 0. Comme S*° est un C[z]-module et

o . . . A
comme les B2 laissent $*° stable, on a pT € §*°. D’aprés I’égalité (A6.1), il existe

0

S dans S**~! tel qu’on ait %S = pT. La formule (A6.2) entraine alors qu’on a
T-5¢e€8%°.Dou T e 8 1(RF), en contradiction avec ’hypothése de départ. O

A'7. Suites centrales ascendantes et centres
Proposition A7.1. — On suppose dimj = 1. Pour qu’on ait g = 32(g), (il faut et) il
suffit qu’on ait 3 = 3(3%(g)) -

Démonstration. — Posons 3 = CZ et fixons-nous un élément £ de g* tel que £(Z) #
0. Notons B la forme bilinéaire sur g donnée par X,Y — £([X,Y]). Dans cette
démonstration, on note g’ ’orthogonal de 3?(g) relativement 4 B. Nous supposons
désormais qu’on a 3(32(g)) = 3. La forme bilinéaire induite par B sur 3°(g)/3 est
alors non dégénérée, on en déduit qu’on a

9/3=(d'/3) @ (3°(0)/3)
g=9+3(a), 3=20N3).

Montrons que, pour X dans g’, on a I'implication [g’, X] C 3 = X € 3. Pour cela,
on remarque qu’on a

9, X]=1g' +35%(9), X] =g/, X] C 3.

On adonc X € 3%(g)Ng’ =3.
Le théoréme d’Engel et I'implication ci-dessus entrainent qu’on a g’ = 3 puis qu’on
a g =32(g) + ¢ =3%(g). D’ot la proposition. O

ASTERISQUE 253



A8. FIDELITE DES REPRESENTATIONS MONOMIALES 111

A8. Fidélité des sous-représentations des représentations monomiales

Proposition A8.1. — 1) Soit P un sous-groupe fermé de G, (po,Ho) une sous-
représentation non nulle de la représentation quasi-réguliére p(G,P,1) = p(G,P)
avec

M={geG|po(g) =Tds,} et M =[)gPg".

Alors, on a M = M'. En particulier, les sous-représentations non nulles de p(G, P)
sont simultanément toutes fidéles et elles le sont si et seulement si M' = {e}-

2) Soit p une sous-algébre de Lie de g avec P = expp, alors les sous-
représentations non nulles de p(G, P) sont fidéles si et seulement si

m=()gp={0}
9€G

Remarque. — Si, dans le 1), on remplace p(G, P) par p(G, P, x) ou x est un caractére
unitaire de P, on peut démontrer qu’on obtient

M=)g(Pnx'()g"
geaG

Démonstration. — 1) Dans ce qui suit, ¢ désigne une fonction continue, non nulle
de 7‘[0 .

On vérifie trés facilement qu’on a M’ C M. Afin d’établir I'inclusion inverse, nous
montrons tout d’abord quon a M C P. On pose P = M P. On note qu'on a
P'/P ~ M/(M N P). Du fait que G est simplement connexe M/(M N P) posséde
une infinité d’éléments dés que M # M N P. Or, on a

[ow@ra=[ ([ jegn?d)d<co
G/P G/P YV M/(MNP)

Pour tout g de G, la fonction h — ®(gh) est constante sur M N P. Comme &
n’est pas nulle, 'intégrale ci-dessus ne peut converger que si 'ona M = M N P. On
adonc M CP.

Comme M est distingué, on a bien M C M' puis M = M'.

2) Le résultat est évident pour dimg = 0. Lorsque dim g > 0, toutes les repré-
sentations fidéles sont non nulles. Comme P = expp, le 1) donne

M = () expgp =exp([ | gp) = expm.
Ise g€eG

Dot M = {e} <= m = {0} et le résultat. O
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