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THEORIE HOMOTOPIQUE DES SCHEMAS

Fabien Morel

Résumé. — Dans ce texte, nous proposons un cadre général pour appliquer les mé-
thodes standard de théorie de I’homotopie & la catégorie des schémas lisses sur un
schéma de base raisonnable. Nous montrons qu’un certain nombre de propriétés at-
tendues sont satisfaites, par exemple concernant la K-théorie algébrique de ces sché-
mas.

Abstract (Homotopy theory of schemes). — In this text, we propose a general frame-
work in order to apply standard method from homotopy theory to the category of
smooth schemes over a reasonable base scheme. We show that some expected proper-
ties are satisfied, for example concerning algebraic K-theory of those schemes.
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CHAPITRE 1

INTRODUCTION

1.1. Ce mémoire(!) est consacré a I’étude du point de vue homotopique de la caté-
gorie des schémas. Plus précisément, notre objectif est de définir pour tout schéma
raisonnable(® % la catégorie homotopique h(£x) des k-schémas lisses et de montrer
que celle-ci joue pour les k-schémas lisses le role que joue la catégorie homotopique
classique pour les variétés différentiables.

V. Voevodsky a proposé dans [33, 35|, indépendamment, une définition concur-
rente de la nétre. On peut montrer que, tout au moins lorsque k est de dimension de
Krull finie, les deux approches conduisent & des catégories homotopiques équivalentes.
De fagon consise, on peut dire que notre approche est combinatoire tandis que celle
de Voevodsky est topologique, reposant sur la notion de faisceaux pour la topologie
de Nisnevich [26]. C’est cette approche topologique qui est développée dans [25].

L’étape suivante sera ’étude des « théories cohomologiques sur la catégorie des k-
schémas lisses » ainsi que celle, intimement liée, de la catégorie homotopique stable sur
k dont les objets sont les spectres au sens de la théorie de I’homotopie ; cette catégorie
est triangulée et posséde un « smash-produit» pour lequel la droite projective pointée
P;} est inversible. Les exemples classiques de théories cohomologiques (cohomologie
étale A coefficients de torsion premiére aux caractéristiques résiduelles, cohomologie
de Betti associée a tout point complexe de k, cohomologie motivique (rationnelle) de
Beilinson, cohomologie motivique de Suslin-Voevodsky) sont des théories cohomolo-
giques «ordinaires» en ce sens qu’elles se factorisent par la catégorie triangulée des
motifs mixtes sur k définie par Voevodsky [34] (au moins lorsque k est un corps de
caractéristique 0). La K-théorie algébrique supérieure de Quillen [28] est le premier
exemple (tout comme en topologie algébrique standard) de théorie cohomologique
généralisée qui n’est pas ordinaire. Un des aboutissement du présent travail est d’une
certaine fagon la description du spectre de K-théorie algébrique qui se lit dans le
théoréme de périodicité 4.3.6.

(1) Ce texte est une version revue et corrigée de la prépublication de 'Institut de Mathématiques
de Jussieu intitulée « Théorie de I’homotopie et motifs I : propriétés géométriques fondamentales »
(1995).

(noethérien, séparé, admettant une famille ample, cf. I’appendice B.



2 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

Nous montrerons ailleurs, lorsque k est un corps dans lequel —1 est un carré, que
la catégorie homotopique stable une fois tensorisée par Q contient de fagon naturelle
comme sous-catégorie pleine la catégorie des motifs rationnels sur k& définie par Gro-
thendieck a I’aide des correspondances de Chow entre k-variétés projectives lisses, ce
qui confirme le principe, bien connu en topologie algébrique, qu'une fois tensorisées
par Q, les théories cohomologiques redeviennent toutes « ordinaires» (comme cela est
illustré par le résultat de Grothendieck affirmant que le Ky d’une variété lisse sur un
corps, tensorisé par Q s’identifie & la somme directe de ses groupes de Chow tensorisés

par Q).

La catégorie £ des k-espaces est la catégorie des foncteurs de la catégorie opposée
de celle, notée Ci, des k-schémas affines lisses vers la catégorie des ensembles. Elle
posséde, par sa définition, une certaine analogie avec la catégorie S des ensembles
simpliciaux (qui est la catégorie des foncteurs A°? — Ens, A désignant la catégorie
des «simplexes standard») : on remplace les simplexes standard par les k-schémas
affines lisses. C’est de cette analogie que 'on s’est inspiré pour définir au §2.2 la
catégorie homotopique associée 4 celle des k-espaces. En effet, ’obstruction essentielle
a faire de la théorie de I’homotopie dans la catégorie des k-espaces est qu’il n’existe
pas de notion évidente d’équivalences faibles.

Pour parvenir & une telle notion, nous analysons la méthode de Gabriel et Zis-
man [16] et ensuite Quillen [27] pour définir la catégorie homotopique des ensembles
simpliciaux : on inverse dans S les extensions anodines. L’ensemble des extensions
anodines est le plus petit ensemble de S-morphismes vérifiant certaines propriétés
bien connues, et contenant les applications A™" — A", A™" désignant la réunion de
toutes les faces du n-éme simplexe standard A™ sauf la r-iéme.

En s’inspirant de cette technique, nous décrivons en appendice A.2.3 une méthode
permettant d’associer & un quadruplet raisonnable

(€,A%,S,San)

formé d’une catégorie £, d’un objet cosimplicial A® de £, d’un ensemble S de cofibra-
tions élémentaires et d’un ensemble S,,, d’extensions anodines élémentaires une théo-
rie de ’homotopie, et en particulier une catégorie homotopique h(£, A®, S, S,,). L'en-
semble des cofibrations élémentaires est en quelque sorte ’ensemble des « générateurs »
de la théorie de ’homotopie et I’ensemble des extensions anodines élémentaires, celui
des «relations».

Les cofibrations élémentaires de la catégorie des k-espaces correspondent aux fa-
milles finies transverses d’immersions fermées vers un k-schémas affine lisse. Ce choix
nous est apparu raisonnable par recoupement de diverses « bonnes» raisons. On peut
déja remarquer que les faces du k-espace affine de dimension n -lorsqu’on I'interpréte
comme la réalisation géométrique sur k du n-éme simplexe standard- sont transverses.
De plus toute immersion fermée entre k-schémas affines lisses est transverse d’aprés
un résultat classique [15, corollaire 17.12.2 d], et une immersion fermée entre variétés
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CHAPITRE 1. INTRODUCTION 3

algébriques affines lisses sur C induit un plongement propre de variétés différentiables
qui est «triangulable» (contrairement & ’application induite par une immersion ou-
verte par exemple) et est donc un bon candidat pour étre une «cofibration» (penser
a la notion de C.W.-complexe relatif). Nous avons également été influencé par le
principe suivant énoncé par Jouanolou pour k un corps [18] et généralisé par Tho-
mason pour k arbitraire (voir ’appendice B) : «un k-schémay raisonnable a le type
d’homotopie faible d’un k-schéma affine ; en quelque sorte, nous avons concrétisé ce
principe en affirmant que tout type d’homotopie se «fabrique »a partir de k-schémas
affines lisses. Enfin, la derniére raison, et non la moindre, qui a guidé notre choix
des cofibrations élémentaires : le résultat technique mais fondamental du §4.1.10, qui
nous a permis d’établir que lorsque k est affine (ncethérien) régulier, I’espace projectif
infini, la grassmannienne infinie, le groupe multiplicatif et le groupe linéaire infini sont
fibrants (dans la terminologie de Quillen).

La liste des extensions anodines élémentaires que nous dressons (§2.2.8) traduit
deux types de propriétés :

invariance par homotopie : correspondant aux extensions anodines fondamen-
tales simpliciales (cf. 2.2.1) qui traduisent essentiellement que les sections nulles :
X — X x A sont des équivalences faibles;

excision homotopique : correspondant aux extensions anodines fondamentales
géométriques (cf. 2.2.8) qui traduisent essentiellement que les carrés fondamen-
taux de k-schémas lisses (2.2.7) sont homotopiquement cocartésiens (voir le
théoréme 3.1.2).

Le slogan est donc que ces propriétés constituent le lien fondamental qui relie la
géométrie & la théorie de ’homotopie. C’est d’ailleurs ce méme slogan qui est déve-
loppé par Voevodsky sous une forme différente. En effet, les carrés fondamentaux sont
exactement ceux qui permettent de définir les faisceaux pour la topologie Nisnevich
[25].

Variantes de la catégorie des k-espaces. — Nous avons cherché & définir la catégorie
de k-espaces la plus petite. On pourrait aussi utiliser la «catégorie » 5,;' des fonc-
teurs (Sc)°? — Ens, Sci désignant la catégorie des k-schémas. On peut également
considérer la catégorie &; des foncteurs (Lx)°? — Ens, Ly désignant cette fois la ca-
tégorie des k-schémas lisses. On peut alors montrer que ces catégories définissent la
méme catégorie homotopique si 'on applique la méme méthode (méme ensemble de
cofibrations élémentaires, méme ensemble d’extension anodines fondamentales).

On peut également considérer une sous catégorie pleine de &}, (ou 8,:) formée de
faisceaux pour une certaine topologie de Grothendieck (Nisnevich [26, 25], étale, cdh,
h-topologie de Voevodsky, etc.). On prend cette fois pour ensemble de cofibrations
élémentaires un ensemble de générateurs des monomorphismes (autrement dit les
cofibrations sont alors exactement les monomorphismes) et pour extensions anodines
élémentaires les «mémes» que ci-dessus. La catégorie homotopique obtenue dépend
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4 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

cette fois de la topologie. Pour la topologie Nisnevich, on trouve essentiellement la
catégorie homotopique définie par Voevodsky [25] et ’on peut montrer que celle-ci
est équivalente 3 la notre (au moins lorsque k est de dimension de Krull finie). Un
tel résultat est & comparer avec le fait que la catégorie homotopique des ensembles
simpliciaux est équivalente & la catégorie homotopique des espaces topologiques.

En appliquant la méme méthode mais en partant cette fois des variétés différen-
tiables, la catégorie homotopique que l'on obtient est alors équivalente & celle des
C.W .-complexes et des classes d’homotopie d’applications continues.

Hormis les définitions fondamentales et le théoréme d’excision homotopique que
I’on peut considérer comme «faisant partie» des axiomes, les deux résultats princi-
paux de ce mémoire sont le théoréme de pureté homotopique 3.2.8 et le théoréme 4.2.6.
Le théoréme de pureté homotopique signifie que I’espace de Thom d’une immersion
fermée entre deux k-schémas lisses ne dépend que du fibré normal de 'immersion.
La difficulté essentielle par rapport au cas des variétés différentiables est que ’on ne
dispose pas ici de voisinages tubulaires. On remplace cette technique par I'utilisation
de la déformation au fibré normal. Le théoréme de pureté homotopique est a la base
des suites exactes de localisation pour toute théorie cohomologique orientée et égale-
ment & la base de la dualité de Poincaré sous sa forme la plus concise : le S-dual d’un
k-schéma, projectif lisse est & suspension prés ’espace de Thom du fibré normal de ce
k-schéma.

Le théoréme 4.2.6 a pour conséquence le résultat suivant (que I’on pourrait consi-
dérer comme une nouvelle définition de la K-théorie algébrique supérieure, tout au
moins pour les schémas réguliers) : lorsque k est régulier, alors pour tout k-schéma
lisse X et tout entier n > 0 le groupe [£"(X ), Z X Gr], des morphismes dans la ca-
tégorie homotopique des k-espaces pointés de la n-éme suspension du k-espace pointé
X4 (somme de X et d’un point base) vers le produit de Z et de la grassmanienne infi-
nie s’identifie naturellement au n-éme groupe K,(X) de K-théorie algébrique associé
par Quillen au schéma X.

1.2. Notations, conventions et rappels

Nous utiliserons la terminologie de [23]. On notera Ens la catégorie des ensembles
et S la catégorie des ensembles simpliciaux, c’est & dire des foncteurs A% — Ens, A
désignant la catégorie des ensembles ordonnés {0,...,n}, n € N, et des applications
croissantes entre ces ensembles ordonnés.

Sauf mention expresse du contraire, tout anneau est supposé commutatif unitaire
et toute algébre sur un anneau est supposée commutative.

Dans ce mémoire, le terme schéma signifiera -sauf dans les §§ B.1 et B.2- schéma
noethérien, séparé et admettant une famille ample (cf. [3, I1.2.2.4] et appendice B) et
k désignera un schéma (noethérien, séparé et admettant une famille ample!) fixé. Un
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1.2. NOTATIONS, CONVENTIONS ET RAPPELS 5

k-schéma, lisse sera toujours supposé de type fini. Pour tout schéma X, OX désigne
le faisceau d’anneaux structural de X et A(X) l’anneau des sections globales de OX.
Pour toute partie fermée F' d’un schéma X, on notera souvent, par abus, F' le sous-
schéma fermé correspondant & F' muni de sa structure réduite induite.

Pour tout entier n > 0, on note A™ I’espace affine de dimension n (sur Spec(Z))
et pour tout schéma X on note A% le produit sur Spec(Z) de A™ et de X. Ce
dernier est un Spec(Z)-schéma affine lisse. La «droite affine», A!, est munie d’une
structure canonique de schéma en anneaux (puisque pour tout schéma X, I’ensemble
des morphismes de schémas de X vers A! s’identifie & 'anneau A(X)).

Fibrés vectoriels et OX -modules localement libres. — Soit X un schéma. Un fibré
vectoriel £ sur X est un X-schéma p(§) : E(§) — X muni d’une structure de X-
schéma en modules sur le X-schéma en anneaux Al tel qu'’il existe un recouvrement
ouvert {U;} de X qui trivialise & (z.e. pour chaque %, le U;-schéma en modules &|y, sur
le U;-schéma en anneaux Abi est isomorphe & Aﬁ‘ pour un certain entier n;). Pour
tout OX-module localement libre de rang fini M on note V(M) le fibré vectoriel sur
X associé & M [14, §1.7]. Le foncteur contravariant M +— V(M) réalise une anti-
équivalence de la catégorie des O X-modules localement libres de rang fini avec celle
des fibrés vectoriels. Le foncteur qui & tout fibré vectoriel ¢ associe le O X-module
localement libre de rang fini M(&) des germes de sections de & est une équivalence de
catégories dont l'inverse associe & tout O X-module localement libre de rang fini M
le fibré vectoriel E(M) := V(MVY) (MY désignant le OX-module localement libre
de rang fini dual de M). Pour tout fibré vectoriel £ sur X nous noterons £V le fibré
vectoriel dual de £. Pour tout OX-module localement libre de rang fini M sur X,
P (M) désignera le X-schéma projectif associé & M ; pour tout X-schéma Y ’ensemble
des morphismes de X-schémas de Y vers P(M) s’identifie & ’ensemble des quotients
de M|y localement libres de rang un; voir [14, §3.1]. On notera O(1)p a4y (et méme
souvent O(1)) le O(P(M))-module localement libre de rang un tautologique (quotient
de M|paq)). Pour tout fibré vectoriel £ sur X on notera P(¢) le fibré projectif sur X
associé a &, c'est & dire P(M(£)Y). On notera Ap() (ou méme \¢) le fibré vectoriel
de rang un V(O(1)p(¢)) et on I'appellera le fibré vectoriel de rang un canonique sur

P(¢).

Groupes linéaires. — Pour tout entier n > 0, on note GL,, le schéma en groupes
linéaire de rang n. Pour tout schéma X, le groupe des morphismes de schémas de X
vers GL,, s’identifie au groupe GL,(A(X)) des matrices carrées inversibles d’ordre
n & coefficients dans I’anneau A(X). On note iy, : GL, - GL,1; le morphisme qui
& tout schéma X et tout élément M de GL,(A(X)) associe la matrice i, (X)(M) :=

( A(;I (1) ) de GL;41(A(X)). C'est une immersion fermée.

Grassmaniennes. — Soient n et r deux entiers > 0. Pour tout schéma X, ’ensemble
Grp,r(X) des OX-modules quotients de (OX)™*" et localement libres de rang n

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 1999



6 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

s’identifie naturellement & I’ensemble des morphismes de X vers un schéma noté
Gr,,,r (la grassmanienne des n-plans dans A™*7). Lorsque n = 1, Gry, s’identifie &
I’espace projectif de dimension r. On note 7, , : Gr,, = Gr,, I'isomorphisme de
schémas tel que pour tout schéma X, 7, -(X) associe & I’élément 7 : (OX)"t" — P
de Gry, (X) I’épimorphisme canonique (OX)™" = ((OX)"*")V — (Kerw)V, l'iso-
morphisme (OX)™" = ((OX)™*7)V étant celui qui inverse 'ordre des coordonnées.
On note tp r : Grpr = Grp 41 le morphisme qui & tout schéma X et tout élément
7 : (OX)™" — P de Gry,(X) associe 'élément ¢y, (X )(7) composé de la projection
(OX)ntr+l 5 (OX)™*" (qui annule la derniére coordonnée) et de 7. On note ¢y, ,
Gry,,r = Grpy1,r le morphisme qui a tout schéma X et tout élément 7(OX)"+" — P
de Gry (X)) associe I'épimorphisme Idpx &m : (OX)"*™*+! - OX & P. On véri-
fie facilement les égalités Tn 741 0 tn,r = Prn © Tnyr €6 Pnrg1 O bnr = bntir © Pnre
Par construction, le morphisme identique de Gr, , correspond & un épimorphisme de
OGry, ,-modules localement libres 7 : (OGry,)"*" — M, ., avec M, , de rang n.
On note 7y, le fibré vectoriel V(M ) sur Gry et on 'appelle le fibré vectoriel de
rang n canonique sur Gry, . Lorsque n vaut un, on note également A, le fibré vectoriel
de rang un v, , sur P".

Je dédie ce travail & la mémoire de Robert Thomason. Pour l'intérét qu’il y avait
porté, pour ses encouragements et pour un certain nombre de discussions dont une
m’a permis d’aboutir rapidement au théoréme 4.1.10.
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CHAPITRE 2

LA CATEGORIE HOMOTOPIQUE

Rappelons que k désigne un schéma noethérien, séparé et admettant une famille
ample.

2.1. k-espaces

2.1.1. Définitions, exemples. — On note Sci, la catégorie des k-schémas, Ly, celle
des k-schémas lisses, et Cj, celle des k-schémas affines lisses. Les k-schémas lisses étant
supposés de type fini les catégories Ly et Cy, sont essentiellement petites (équivalentes
A une petite catégorie).

On note & la catégorie des foncteurs (Cg)°? — Ens. Les objets (resp. les mor-
phismes) de & s’appelleront aussi k-espaces (resp. k-applications); lorsqu’aucune
confusion n’est possible sur le schéma de base k, on dira méme «application» au
lieu de k-application. Pour toute paire (X,Y) de k-espaces on notera Homy(X,Y)
I’ensemble des applications de X vers Y. On notera & 1’objet initial de & : c’est le
foncteur qui & tout k-schéma affine lisse associe ’ensemble vide.

Exemple 2.1.1. — On définit un plongement pleinement fidéle C;, — £ en associant
au k-schéma affine lisse X le foncteur ¥ — Homg,, (Y, X) que 'on note encore X.
Par la suite on identifiera fréquemment la catégorie Cy, & une sous-catégorie pleine de
& via ce plongement. Par exemple, pour tout entier n > 0, on notera A} (et méme
A™ lorsqu'il n’y a pas de confusion possible) le foncteur qui & tout k-schéma affine
lisse Y associe I'’ensemble A(Y )™, et on Pappellera le k-espace affine de dimension n.
Le k-espace affine de dimension zéro A° est I’objet final de £ que ’on notera aussi
*.

De méme, on note GL,, le k-espace en groupes associé au k-schéma en groupes
affine lisse GLy, Xgpec(z) k- Lorsque n = 1 on notera aussi Gy, le k-groupe GL;.

Exemple 2.1.2. — Soit X un k-schéma. Alors le foncteur
X : (Cr)°? — &ns,Y — Homg,, (Y, X)

s’appelle le k-espace associé & X. On obtient ainsi un foncteur Sc, — £ qui commute
aux limites finies. Ce foncteur n’est pas un plongement pleinement fidéle en général.
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En revanche il induit un plongement pleinement fidéle de la sous-catégorie £; dans
la catégorie des k-espaces (voir B.3). Nous identifierons donc souvent un k-schéma
lisse X au k-espace qu'il définit, lequel se notera donc également X . Réciproquement,
lorsqu’on notera X le k-espace associé & un k-schéma X, on sous-entendra toujours
que X est lisse. Par exemple, citons les grassmaniennes Gr, , et en particulier les
espaces projectifs P™ (on omettra le plus souvent de signaler la base k).

Exemple 2.1.3. — On note GL le k-espace en groupes qui associe au k-schéma, affine
lisse Y le groupe colim, GL,(A(Y)); GL est la colimite des GL,, dans la catégorie
des k-espaces (via les i,) et on 'appellera le k-groupe linéaire infini. De méme on
notera Gr le k-espace colimite des grassmaniennes Gry, , (via les ¢y, » et les op ) et
on 'appellera la grassmanienne infinie. Le k-espace projectif infini P> est le k-espace
colimite des P".

2.1.2. Propriétés d’exactitude, changement de base. — La catégorie & pos-
séde les propriétés suivantes, communes & toutes les catégories de foncteurs d’une
petite catégorie vers la catégorie des ensembles ([1, 1.5, 1.8]) :

— les limites et les colimites y sont représentables : elles se calculent argument par
argument. En particulier les colimites filtrantes sont exactes (i.e. commutent
aux limites finies).

— une application est un isomorphisme si et seulement si c’est & la fois un épi-
morphisme et un monomorphisme. Toute application se décompose (de fagon
«unique») en un monomorphisme suivi d’un épimorphisme.

— un foncteur (£;)°? — Ens (resp. (Ex) — Ens) est représentable si et seulement
si il commute aux limites, autrement dit envoie colimites (resp. limites) dans &
sur limites dans Ens.

— Soit X un k-espace et notons Cx la catégorie dont les objets sont les applications
Y — X, avec Y un k-schéma affine lisse, et les morphismes les diagrammes
commutatifs évidents ; cette catégorie est essentiellement petite. On note Fx :
Cx — &k le foncteur qui & Y — X associe Y. Alors 'application canonique
colim Fx — X est (tautologiquement) un isomorphisme.

— Pour tout k-espace X, le foncteur £ — &, Y = Y x X commute aux colimites
et admet donc un adjoint & droite que ’on note Homy (X, —) : & — & (en
effet, d’aprés ce qui précéde, pour tout k-espace Z le foncteur (x)°? — Ens,
Y — Homyg (Y x X, Z) est représentable).

Pour tous k-espaces X et Z, le k-espace Homy (X, Z) s’appellera le k-espace fonc-
tionnel de source X et de but Z.

Soient X un k-espace et {f, : X4 = X }qer une famille finie d’applications de but
X. Pour tout entier £ > 0 et toute famille a := (a1, ..., a;) d’éléments de I, on notera
Xay,....a, 1& k-espace produit fibré des X, au dessus de X, ¢ parcourant {1,...,¢} et
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far...ar : Xas,....,ae = X Dapplication évidente. On notera S[fa,a € I] (ou simplement
S[fa]) la colimite du diagramme :

Hb,ch,c j IIa—Xa )

dont le premier morphisme est induit par les applications X, . — X et le second
par les applications X, . — X, et on notera [fq,a € I] (ou encore [f,]) I'application
canonique S[f,] = X. Lorsque la famille { f, } est réduite & un élément f, I’application
[f] s’identifie & f. Lorsque les f, sont des monomorphismes, il en est de méme pour [f,]
qui identifie alors S[f,] & I'image de 'application S[f,] = X (c’est a dire la « réunion »
des X,) que 'on notera aussi S[X,] lorsqu’il n’y a pas de confusion possible sur les
fa-

Le résultat qui suit est un calcul facile sur les colimites qu’il suffit de vérifier dans la
catégorie des ensembles (auquel cas on peut supposer que X est réduit & un élément) :

Lemme 2.1.4. — Soient X un k-espace et {f, : Xo = X }acr une famille finie d’ap-
plications de but X. Soient i un élément de I et J le complémentaire de {i} dans I.
Alors le carré suivant :

S(fia,a€J] — S[fs,a€J]

{ {
X,' — S[fa,aEI]

est cocartésien.

Soient X — Y et X' — Y’ deux applications. On notera S(f,g) la somme amal-
gammée (Y x X') Uxxx (X xY') et (f,g) I'application évidente S(f,g) > Y xY'.

2.1.3. Structure quasi-simpliciale. — On note A} : A — & (ou simplement
A* s’il n’y a pas de confusion possible) le foncteur qui a I’ensemble {0, ...,n} associe
le sous-k-schéma fermé A} du k-espace affine de dimension n + 1, Antl) defini par
léquation Y=o, . nX;, (les X;, ¢ € {0,...,n}, désignant les fonctions coordonnées
standard de A™*!) et qui & l'application croissante ¢ : {0,...,n} — {0,...,m}
associe I’application A? — AP induite par I’application APt? — A™*! dont la 4-
éme composante, i € {0,...,m} est X;cy-1(;)X;. Le k-espace A} s’appellera le n-éme
k-simplexe standard ; il est bien sir isomorphe au k-espace affine de dimension n.

Pour toute paire (X,Y’) de k-espaces, on note homy(X,Y’) Pensemble simplicial
Homy (X xAy},Y), dont ’ensemble des n-simplexes est I’ensemble Homy (X X AR, Y) et
les applications de faces et dégénérescences sont les applications évidentes. On obtient
ainsi un foncteur (&) x & — S, (X,Y) —» homg(X,Y). On dispose également
d’applications naturelles (en X, Y et Z) hom(X,Y) x homy (Y, Z) - homy (X, Z)
induites par la composition dans &.

Remarquons que pour tout ensemble simplicial K et tout k-espace X le foncteur

& = Ens, Y — Homg(K,hom(X,Y))
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10 CHAPITRE 2. LA CATEGORIE HOMOTOPIQUE

est représentable par un k-espace noté X ® K ; en effet, il 'est pour K = A™ par
X x A} (par définition) et I’on conclut par la représentabilité des colimites dans &.
Le foncteur
|—k:S—=&, K~ |Klp:=+xK
s’appelle la réalisation géométrique sur k. Il est clair que le foncteur
Ee xS =&, (X,K)»X®K

est isomorphe au foncteur (X, K) — X X |K|;. Cependant, on n’obtient pas ainsi
une structure de catégorie simpliciale sur &£ au sens de [27, IL.1], car le foncteur de
réalisation géométrique sur k ne commute pas en général aux produits finis.(!) C’est
pourquoi pour éviter toute confusion nous parlerons dans le cas présent de structure
quasi-simpliciale (voir A.2.1).

2.1.4. Changement de base. — Soit f : k' — k un morphisme de schémas (noe-
thériens, séparés, admettant une famille ample). Le foncteur Sy — Sgr, X — X Xy k',
induit un foncteur C;, — Cj . Par composition & la source, celui-ci définit le fonc-
teur image directe par f, f. : E — &k, qui au k'-espace X associe le k-espace
(X)) : Y » X(Y xp k). Ce foncteur admet comme adjoint & gauche le foncteur
f* & — &, que on appelle image réciproque par f, qui au k-espace X associe
(avec les notations du §2.1.2) le k'-espace

COlimy_,Xecx Y Xk k,'l.

Le foncteur f, admet également un adjoint & droite f': & — & puisqu’il commute
aux colimites.
Lorsque le morphisme f : k' — k est affine et lisse, le foncteur

C'k—>(,’kf, Xl—)Xkal,

admet comme adjoint & gauche le foncteur f : Cpr — Cj, qui au k'-schéma affine lisse
X associe le k-schéma affine lisse f(X) dont le morphisme structural est le composé
de f et du morphisme X — k'. Le foncteur F : £ — &k, défini en composant &
la source par le foncteur f : Cyr — Cy, est isomorphe au foncteur image réciproque
f*. En effet, le foncteur F' commute aux colimites et prend les mémes valeurs que
f* sur les k-schémas affines lisses. Il résulte de cette identification entre F' et f* que
le foncteur f* commute également aux limites et admet donc un adjoint & gauche
fr: & — & qui au k'-espace X associe le k-espace colimy¢c,,/x f(Y). On dispose
donc, lorsque f est affine et lisse, d’un quadruplet

(Ffio £ fer )

de foncteurs tels que tout foncteur est adjoint & gauche du foncteur qui lui succéde &
droite.

(M Ce point m’a été signalé par J.F. Jardine et J.H. Smith
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2.1.5. Fibrés vectoriels et GL,-torseurs

2.1.5.1. Fibrés vectoriels sur un k-espace. — Soient B un k-espace et & /B la caté-
gorie des B-espaces c’est & dire la catégorie des applications X — B. Les limites (et
colimites) sont représentables dans cette catégorie si bien que I’on dispose des notions
de B-espace en groupes, en anneaux, etc. Par exemple le B-espace A! x B est un
B-espace en anneaux commutatifs noté aussi Ak.

Un fibré vectoriel £ sur B est un B-espace p(§) : E(£) — B muni d’une structure de
B-espace en modules sur le B-anneau A} tel que pour toute application f: X — B
avec X un k-schéma affine lisse, I'image réciproque f*(£) de £ par f est le A},-module
associé (de fagon évidente) & un fibré vectoriel sur le k-schéma X. On dit que le fibré
vectoriel £ est de rang n si pour toute application f : X — B avec X un k-schéma
affine lisse, I'image réciproque f*(&) de £ est (associé a) un fibré vectoriel de rang n.
Par exemple, la projection A™ x B — B est naturellement munie d’une structure de
fibré vectoriel sur B, de rang n, que l'on appelle le fibré trivial de rang n, et que l'on
note ©%. Pour toute application f : B’ — B on notera f*¢ le fibré vectoriel sur B’
image réciproque, au sens évident, de £ par f, et parfois £|ps lorsqu’aucune confusion
n’est possible sur f.

Pour tout k-schéma X et tout fibré vectoriel £ sur X le X-espace E(£) est muni de
fagon évidente d’une structure de fibré vectoriel sur X. Réciproquement, si X est un
k-schéma, lisse, il résulte facilement du §B.3 que la correspondance précédente définit
une équivalence de la catégorie des fibrés vectoriels sur le schéma X vers celle des
fibrés vectoriels sur le k-espace X.

Construction de fibrés vectoriels sur un k-espace
Lemme 2.1.5

1) Soient T une petite catégorie, ® : T — & un foncteur, X la colimite de ® et
Z — X une application. On note ®z le foncteur T — &, i — ®z(i) := ®(¢) xx Z.
Alors Uapplication naturelle :

colim®y; — Z

est un isomorphisme.

2) Soient X un k-espace, ® : Cx — & un foncteur, 0 : & — Fx une transformation
naturelle (voir le §2.1.2 pour la définition de Cx et de Fx ), E la colimite de ® et
E — X Uapplication induite par 6. On suppose que pour tout Cx-morphisme Y —
Z = X, le carré commutatif :

!

YY) —» @2
\
Y - Z

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 1999



12 CHAPITRE 2. LA CATEGORIE HOMOTOPIQUE

est cartésien. Alors pour tout objet Y — X de Cx le carré commutatif :

colim®y — FE

{ \J
Y -+ X
est également cartésien.
Démonstration. — Pour le point 1) on remarque qu’il suffit d’établir I’affirmation

dans la catégorie des ensembles. 2) Il suffit d’établir que pour tout k-schéma affine
lisse Z et tout carré commutatif :

Z — FE
{ 1
Y - X

il existe une et une seule application Z — colim ®y qui fait « tout commuter». Par
construction de E et des colimites dans &, il existe un objet Z' — X de Cx et un
diagramme commutatif :

Z — ®Z') - E

(D) I ! !
Z = A - X

tel que ’application horizontale composée Z — FE est 'application précédente. Puisque
®(Z) est le produit fibré de Z et ®(Z') au dessus de Z', on en déduit une section
s: Z — ®(Z) de lapplication §(Z) : ®(Z) — Z. L’application Z — ®(Y) composée
de s et de l'application ®(Z) — ®(Y) fait tout commuter d’oil la premiére partie
de l'affirmation. L’unicité résulte clairement de I’affirmation suivante : la section s
ne dépend pas du diagramme (D) ci-dessus (et ne dépend donc que de P’application
Z — E initiale). Pour le voir on remarque que si Z' — X et Z" — X sont deux
objets de Cx et Z — Z' et Z — Z" deux applications tels que les composés évidents
Z — FE sont égaux, il existe, par construction des colimites dans £, une suite finie
de Cx-morphismes

Z' 521X, 2y 721> X, ..., Zyy = Zyp_y = X, Zyy = Zppy = X, ete.

telle que Z3,, — X est égal & Z" — X pour n grand, et des applications Z — Zj,
telles que pour tout n, les composés

Z = ®(Zy,) = ®(Z3,11) et Z = ¥(Zypis) = ¥(Zop41)

sont égaux. On se raméne donc & établir le fait suivant : soient Z' - Z" — X un Cx-
morphisme et Z — ®(Z') une application, alors les deux sections Z — Fz associées
comme ci-dessus & Z — ®(Z') et Z — ®(Z") sont égales ce qui est évident. O

Soient X un k-espace, ® — Cx — & un foncteur, 6 : & — Fx une transformation
naturelle, E la colimite de F' et E — X Dapplication induite par 6. Supposons que
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pour tout Cx-morphisme Y — Z — X, le carré commutatif :
®Y) — ®(2)

{ {
Y -» Z

est cartésien. Si ’on se donne pour chaque objet Y — X de Cx une structure naturelle
de fibré vectoriel sur 8(Y) : #(Y) — Y de telle sorte que pour tout Cx-morphisme
Y — Z — X le diagramme ci-dessus est un diagramme de fibrés vectoriels, alors E
est canoniquement muni d’une structure de A% -module. Le lemme précédent permet
d’affirmer que ce A% -module est un fibré vectoriel. Cette remarque permet d’étendre
aux k-espaces les opérations usuelles sur les fibrés vectoriels : somme directe, produit
tensoriel, etc. Construisons par exemple le fibré vectoriel dual £V d’un fibré vectoriel
& sur X. On prend pour @ le foncteur Cx — & qui & chaque objet Y — X de Cx
associe le fibré vectoriel (sur Y) (£|y)Y. La colimite de ® est donc un fibré vectoriel
sur X noté £V et appelé dual de & ; sa restriction & chaque k-schéma affine lisse Y est
donc le dual de la restriction de £ 4 Y.

Remarque 2.1.6. — Plus généralement, chaque fois que I’on dispose d’une construc-
tion géométrique fonctorielle en les k-schémas affines lisses, le lemme précédent permet
d’étendre cette construction aux k-espaces.

GL,,-torseurs. — Soient n un entier > 0 et X un schéma. Rappelons qu'un GL,-
torseur sur X est la donnée d'un X-schéma T' — X et d’une action & gauche du
schéma en groupes GL,, sur le schéma T telle que tout point de X admet un voisinage
ouvert U tel que le GL,, — U-schéma T x x U est isomorphe & GL, . Soit B un k-
espace. Un GL,,-torseur £ sur B est la donnée d’un B-espace 0(§) : T(§) — B et
d’une action & gauche du k-groupe GL, sur le k-espace T'(£) tels que pour toute
application f : X — B avec X un k-schéma affine lisse, 'image réciproque de ¢ par f
est associé (au sens évident) & un GL,-torseur sur le k-schéma X . Pour tout k-schéma
X, un GL,-torseur sur X définit de fagon évidente un GL,-torseur sur le k-espace
X. Réciproquement, si X est un k-schéma lisse, il résulte facilement du §B.2 que la
correspondance précédente induit une équivalence entre la catégorie des GL,,-torseurs
sur le schéma X et celle des GL,-torseurs sur le k-espace X.

GL, -torseurs et fibrés vectoriels de rang n. — Pour tout schéma X et tout entier
n, notons Pgr,, (X) 'ensemble des classes d’isomorphismes de GLj-torseurs sur X
et ®,(X) lensemble des classes d’isomorphismes de fibrés vectoriels de rang n sur
X. Rappelons qu'’il existe une bijection naturelle entre les ensembles ®gr,, (X) et
®,,(X) que 'on construit comme suit. Soit £ un fibré vectoriel de rang n sur X. On
associe a £ le GL,-torseur TI(£¢) sur X dont ’espace total est le sous-schéma fermé du
produit fibré au dessus de X de n copies de E(£), «forméy des familles de n-vecteurs
linéairement indépendants et muni de la restriction de I’action évidente de GL,, sur
ce produit fibré. On définit ainsi une bijection naturelle ®,(X) — ®qL,(X) dont

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 1999



14 CHAPITRE 2. LA CATEGORIE HOMOTOPIQUE

Papplication réciproque associe & un GL,-torseur £ sur X le fibré vectoriel de rang n
dont I’espace total est le schéma T'(§) x gL, A™ (on laisse au lecteur le soin de préciser
le sens de cette formule).

Pour tout k-espace X et tout entier n, notons de méme ®qgy,, (X) 'ensemble des
classes d’isomorphismes de GL,,-torseurs sur X et ®,(X) I’ensemble des classes d’iso-
morphismes de fibrés vectoriels de rang n sur X.

Lemme 2.1.7. — Soit n un entier > 0. Pour tout k-espace X il existe une bijection
naturelle

Qn(X) = dcrL, (X).

Démonstration. — On démontre ce lemme en copiant la correspondance entre fibrés
vectoriels de rang n et GL,,-torseurs esquissée ci-dessus, en invoquant le lemme 2.1.5.
Par exemple, soit & un fibré vectoriel de rang n sur X. On fabrique le GL,-torseur
II(¢) associé comme suit : on sait en effet fabriquer ce GL,-torseur fonctoriellement
lorsque X est affine et lisse sur k et ’on passe & la colimite sur Cx. O

Exemple 2.1.8. — Pour chaque paire (n,r) d’entiers > 0, on note V. la variété de
Stiefel, c’est a dire le k-espace qui & un k-schéma affine lisse Y associe ’ensemble
des épimorphismes de OY-modules (OY)"*t" — (OY)". Le k-espace V. est muni
de fagon évidente d’une action & gauche du k-groupe linéaire GL,, et I’application
évidente V,, ., — Gr,, est un GLj-torseur. Le fibré vectoriel associé & ce GL,-
torseur par la correspondance du lemme 2.1.7 est le fibré vectoriel de rang n canonique
Yn,r sur Gr, , et V, . est donc le k-espace des familles de n-vecteurs linéairement
indépendants de yn,,. Il est clair que la restriction & Gry,, du GL,,-torseur V ,41 —
Grp 41 par 'immersion fermée ¢, , : Gr,, = Gr, 41 s’identifie au GL,,-torseur
Vinr = Gry,r. On note Vy, le k-espace colimite des V,, , via les applications Gl,-
équivariantes V,, ., — V,, .1 précédentes; V, est muni d’une action & gauche de
GL,, et 'application V,, = Gr, induite est également un GL,-torseur, appelé le
GL,-torseur canonique sur Gry,.

Exemple 2.1.9. — Pour tout fibré vectoriel £ sur un schéma X, on dispose d’'un G-
torseur canonique sur le fibré projectif P(£) dont ’espace total est le X-schéma E(&)*
ouvert complémentaire dans E(£) de la section nulle (c¢f. [13, §11.8]). On vérifie que
le fibré vectoriel de rang un associé a ce G,,-torseur canonique est le fibré canonique
Ap(¢)- Le lecteur pourra d’ailleurs remarquer que le G,-torseur canonique Vi , — P”
de 'exemple précédent s’identifie au G,,-torseur canonique sur P™ = P(0©"*1) et que
son espace total s’identifie bien & I'ouvert complémentaire A™1 — {0} de la section
nulle de 'espace affine A™t!. On notera aussi A* le k-espace V1 et A le G,,-torseur
canonique A* — P,
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GL-torseurs. — Soit X un k-schéma affine lisse. Un GL-torseur sur X est la donnée
d’un X-espace et d’une action & gauche du k-groupe GL sur le k-espace T telle qu’il
existe un entier n, un GL,-torseur T, sur le schéma X et une application T,, = T
équivariante par rapport au morphisme canonique GL, — GL tels que si, pour
r > n, T, désigne le GL,-torseur GL, XL, T, sur X induit par T}, et le morphisme
GL, — GL,, ’application canonique colim, T, — T est un isomorphisme.

Soit B un k-espace. Un GL-torseur ¢ sur B est la donnée d’un B-espace ¢(§) :
T(¢) — B et d’une action a gauche du k-groupe GL sur le k-espace T'(§) tels que
pour toute application f : X — B avec X un k-schéma affine lisse, I'image réciproque
de £ par f est un GL-torseur sur le k-schéma affine lisse X.

Exemple 2.1.10. — En passant & la colimite sur n, la famille de GL,-torseurs V,, —
Gr,, définit un GL-torseur I' : V — Gr sur la grassmanienne infinie.

Torseurs sous un fibré vectoriel. — Soient X un schéma et £ un fibré vectoriel sur X (£
définit en particulier un X-schéma en groupes abéliens). Un £-torseur (ou torseur sous
§) est la donnée d’un X-schéma 7" — X muni d’une action du X-schéma en groupes
¢ tel que tout point de X admet un voisinage ouvert U sur lequel le £|y-schéma
T|u est trivial, autrement dit isomorphe & |y lui-méme. Un raisonnement standard
établit une correspondance bijective entre ’ensemble des classes d’isomorphismes de
&-torseurs sur X et le premier groupe de cohomologie de Cech H'(X; M(€) de X
a coefficients dans le OX-module quasi-cohérent M(§) des germes de sections de £.
Puisque la cohomologie de Cech d’un schéma affine (sur Spec(Z)) & coefficients dans
un module quasi-cohérent est triviale on obtient :

Lemme 2.1.11. — Pour tout schéma affine (sur Spec(Z)) X et tout fibré vectoriel £
sur X, tout £-torseur est trivial (isomorphe & & lui-méme).

Soient B un k-espace et & un fibré vectoriel sur B. Soit T' — B un B-espace muni
d’une action du B-groupe £. On dit que T est un torseur sous £ si et seulement si pour
toute application f : X — B avec X un k-schéma affine lisse, I'image réciproque de T’
par f provient d’un torseur sur le schéma X sous le fibré vectoriel f*¢. Tout torseur
sous un fibré vectoriel ¢ sur un k-schéma X induit de fagon évidente un torseur sous le
fibré vectoriel £ sur le k-espace X. Réciproquement lorsque X est un k-schéma lisse et
& un fibré vectoriel sur X, la correspondance précédente définit une équivalence entre
la catégorie des &-torseurs sur le k-schéma X et celle des &-torseurs sur le k-espace X.

Exemple 2.1.12. — Soient X un schéma, £ un OX-module localement libre de rang
fini et P(€) le X-schéma projectif associé & £. On note P, (£) le X-schéma tel pour
tout X-schéma Y, ’ensemble des X-morphismes de Y vers P,(€) s’identifie & ’en-
semble des projecteurs du OY-module localement libre £|y d’image de rang un; on
voit aussitot que le morphisme canonique P,(€) = V(£Y ® £) est une immersion
fermée. En particulier, P,(£) est un X-schéma affine.
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Nous allons voir que le morphisme évident P,(£) — P(£) de X-schémas, tel que
pour tout X-schéma Y et tout projecteur M du OY-module localement libre &|y
d’image de rang un associe 1’épimorphisme w(M) : €|y — I(M), I(M) désignant
l'image de M, est muni d’une structure de torseur sous un fibré vectoriel. Notons &
le OP(€)-module localement libre noyau de I’épimorphisme de OP(€)-modules

Elpey = O(D)p(e)-
On note 6 le OP(£)-module localement libre k¥ ® O(1)p(g) et F le fibré vectoriel
E(6).
Pour munir P, (€) d’une action du P(€)-groupe abélien F, il suffit de définir pour
tout X-schéma Y, une application naturelle :

F(Y) xpe)(y) Pa(E)(Y) = P (E)(Y)

vérifiant les axiomes évidents. L’ensemble F(Y') xp(gy(y) Pa(€)(Y') s’identifie & 'en-
semble des triplets (my,x, M) formés d’un élément my : €|y — L, correspondant
4 un morphisme de X-schémas f : ¥ — P(£), d’'un morphisme de OY-modules
x : Ker(my) — L (correspondant & une section du fibré vectoriel f*£) et d’un élément
M de P,(€)(Y) tel que m(M) = m¢. On associe & un tel triplet ’endomorphisme
- M de €|y défini comme suit : M définit une décomposition en somme directe
L & Ker(r(M)) de E]y et & - M est le projecteur qui vaut I'identité sur £ et = sur
Ker(m(M)). On se convainc aisément que le morphisme P,(£) — P(£) est bien un
torseur sous cette action de £.

Exemple 2.1.13. — D’aprés le théoréme B.4.1, pour tout k-schéma X, il existe un
fibré vectoriel sur X et un torseur sous ce fibré vectoriel dont I’espace total est un
k-schéma affine.

2.2. La catégorie homotopique

2.2.1. Cofibrations et extensions anodines élémentaires

Familles transverses d’espaces linaires dans l’espace affine. — Soit n un entier > 0.
On appelle espace de coordonnées dans le k-espace affine de dimension n, A", un
sous-k-schéma fermé H vide ou bien défini par les équations X; = 0, ¢ parcourant
une partie S de Pensemble {1,...,n} (les X; désignant les fonctions coordonnées
naturelles sur A™); lorsque H est non vide on pose S(H) := S. On dit qu’une famille
finie {Hy}aer d’espaces de coordonnées du k-espace affine A™ est transverse si les
parties S(Hy) de {1,...,n}, a parcourant les éléments de I tels que H, est non vide,
sont deux & deux disjointes.

Définition 2.2.1. — Soient X un k-schéma et {to : Xq — X}aer une famille finie
d’immersions fermées. On dit que cette famille est k-transverse si pour tout élément
x de X il existe un voisinage ouvert U de z, un entier d,, une famille transverse
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2.2. LA CATEGORIE HOMOTOPIQUE 17

{Ha}aer d’espaces de coordonnées de A% et un k-morphisme étale f : U — Ad= tels
que pour tout o dans I 'immersion fermée to,u : UN X, —+ U est I'image réciproque
par f de 'immersion fermée H, — A%,

Remarque 2.2.2
1) Dire que la famille vide est k-transverse signifie précisément que le k-schéma X
est lisse ([15, 17.12.2d]).

2) Pour toute famille k-transverse d’immersions fermées {to : Xo = X }aer et toute
famille @ = (a1, . ..,ar) d’éléments de I le sous-schéma fermé X, 1= Xqo, N+ N Xq,
de X (s.e. le produit fibré des X4, ¢ parcourant I, au dessus de X) est lisse sur k (en
particulier X lui-méme est lisse sur k).

3) Soit f : k' — k un morphisme de schémas. Si X est un k-schéma et
{ta : Xo = X}aer
une famille k-transverse d’immersions fermées, alors la famille
{ta Xk k' : Xo Xp k' = X Xg k' }aer
d’immersions fermées de k’-schémas est k'-transverse.
4) Soit f: k' — k un morphisme lisse de schémas. Si X est un k’-schéma et
{ta : Xa = X}aer
une famille &'-transverse d’immersions fermées, alors la famille

{f(La) tf(Xa) = f(X)}aer

d’immersions fermées de k-schémas est k-transverse (rappelons 2.1.4 que pour tout &’-
schéma lisse Y, f(Y') désigne le k-schéma dont le morphisme structural est le composé
de f et de celui de Y).

5) Soient f : k' — k un morphisme lisse de schémas, X un k'-schéma,

{ns: Xpg = X}ges

une famille k'-transverse d’immersions fermées et
k! K
{LC! . a - }GGI

une famille k-transverse d’immersions fermées. Notons {kq : Xo = X }aer 'image
réciproque de la famille {¢o : k}, = k'}aer par le morphisme X — &'. Alors la famille
d’immersions fermées de but X réunion de la famille {ky : X0 = X}aer et de la
famille {ng : X3 = X }ges est k-transverse.

Exemple 2.2.3

1) Soit ¢ : X — Y une immersion fermée entre deux k-schémas lisses. Alors la
famille {+} est k-transverse puisque d’aprés [15, 17.12.2 d], tout point de ¥ admet un
voisinage ouvert U pour lequel il existe un morphisme étale f : U — A"t tel que le
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18 CHAPITRE 2. LA CATEGORIE HOMOTOPIQUE

sous-k-schéma fermé X NU de U s’identifie & I'image réciproque par f de ’espace de
coordonnées défini par annulation des d-émes derniéres coordonnées.

2) Soit {ta : Xo = Ya}ae{1,...,n} une famille finie d’immersions fermées entre k-
schémas lisses. Notons II le k-schéma produit des Y, et II, le sous-k-schéma fermé
de II produit fibré de X, et II au dessus de Y, . Alors la famille d’immersions fermées
{ly = M}qeqa,...,n} est k-transverse.

Le cas n = 1 vient d’étre établi & ’exemple précédent. Pour simplifier, nous traitons
le cas n = 2 (le cas général, analogue, est laissé au lecteur). Par construction du
produit fibré de schémas [13, §3], si {U;} (resp. {V;}) est un recouvrement ouvert
de Y (resp. Y3) alors la famille {U; x; V,};; est un recouvrement ouvert de II.
La question étant locale et d’aprés ’exemple 1) ci-dessus, on peut supposer qu’il
existe un morphisme étale f; : ¥V; — A™%% = 1,2, tel que X; (resp. X3) est
l'image réciproque du k-espace linéaire de A™1 19 (resp. A"2%92) défini par annulation
des d;-émes (resp. dy-émes) derniéres coordonnées. On en déduit immédiatement un
morphisme étale I[1 — Am1+n2tdi+dz of ype famille transverse {H;, Ho} d’espaces de
coordonnées dans A™+n2tditdz tels que IT; (resp. ITo) est I'image réciproque de H;
(resp. Hs), d’ou laffirmation.

3) Plus généralement que I'exemple 2), soient {Ya}qeqi,..,n} une famille de k-
schémas lisses et pour chaque «, une famille k-transverse {¢o,5 : Yo,3 = Yo} BE(L,...oma}
d’immersions fermées. Notons II le k-schéma produit des Y, et pour tout «couple»
(a, B), 1y, le sous-k-schéma fermé de IT produit fibré de Y, g et IT au dessus de Y.
Alors la famille d’immersions fermées {Il, g — II} est k-transverse (la vérification est
laissée au lecteur).

Définition 2.2.4. — Pour tout k-schéma X affine lisse et toute famille k-transverse
{ta : Xa = X }aer d’immersions fermées, ’application

[ta] : S[Xa] = X

(voir 2.1.2) s’appellera la cofibration élémentaire associée & la famille k-transverse
{ta : Xo = X }ae1. Toute application isomorphe & la cofibration élémentaire associée
& une telle famille k-transverse d’immersions fermées s’appellera aussi une cofibration
élémentaire et ’on notera S ’ensemble des cofibrations élémentaires.

Exemple 2.2.5

1) Toute immersion fermée entre deux k-schémas affines lisses est une cofibration
élémentaire d’aprés ’exemple 2.2.3 1). En particulier, le morphisme @ — Y est une
cofibration élémentaire pour tout k-schéma affine lisse Y.

2) Soient n un entier et A" le sous-ensemble simplicial du n-éme ensemble simplicial
standard A™ réunion de toutes les faces de A™. Alors le morphisme évident

AR = A", = |A"|p =: AP
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2.2. LA CATEGORIE HOMOTOPIQUE 19

est une cofibration élémentaire car la famille des faces d¢ : A}~ — AP est une famille
k-transverse d’immersions fermées.

3) Soit n > 0 un entier. On note A} le sous-k-espace de A7 réunion de toutes les
faces sauf la face d° (en d’autres termes, A} := E[d'];c(1,...,n}). Comme les faces de
A7 forment une famille k-transverse d’immersions fermées, I’application

A7 = AF

est une cofibration élémentaire que ’on appelle une extension anodine fondamentale
simpliciale.

Le lecteur pourra remarquer que 'application A} — A} est aussi isqmorphe, pour
i € {0,...,n}, a la réalisation géométrique sur k de linclusion A™* — A™ (A™*
désignant le cornet de A™ réunion de toutes les faces sauf la face dt).

4) Soient X (resp. V) un k-schéma et {¢o : Xo = X }aer (resp. {63 : Yp = Y}ges)
une famille d’immersions fermées. L’application ([ta],[kg]) (cf §2.1.2) s’identifie &
lapplication [t % Idy,Idx xkg] associée & la famille d’immersions fermées de but
X X Y réunion de la famille {¢,, x Idy }o et de la famille {Idx xxs}. Cette famille
est k-transverse dés que les familles {to} et {kg} le sont (cf. exemple 2.2.3 3)). Si
de plus X et Y sont affines sur k, Papplication S([tq], [£s]) est donc une cofibration
élémentaire.

On obtient donc :

Lemme 2.2.6. — Pour toutes cofibrations élémentaires f et g lapplication (f,g) est
une coftbration élémentaire.

5) On peut généraliser ’exemple 4) comme suit. Soient ¥ (resp. Z) un X-schéma
et {ta : Yo = Y}acr (resp. {kg : Zg = Z}gcs) une famille d’immersions fermées
X-transverse. Le procédé de ’exemple 2.2.3 3) (en utilisant X & la place de k) fournit
une famille d’immersions fermées {Il, g — II}4,3 X-transverse; lorsque X est un k-
schéma affine lisse, cette famille est k-transverse et I’on note ([to], [£8]) x 1a cofibration
élémentaire associée.

Définition 2.2.7. — Un carré fondamental dans L, est un carré cartésien (dans Ly) :
V =Y
+ 1
U - X

dans lequel le morphisme U — X est une immersion ouverte, le morphisme f : Y — X
est un morphisme étale tel que le morphisme évident :

fFUX-U)->Xx-U

est un isomorphisme de schémas.
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20 CHAPITRE 2. LA CATEGORIE HOMOTOPIQUE

Fixons un carré fondamental comme ci-dessus. Choisissons un torseur sous un fibré
vectoriel sur X (resp. Y, U), Tx — X (resp. Ty = Y, Ty — U) tel que T'x (resp.
Ty, Ty) est un k-schéma affine (et lisse); on peut par exemple choisir Tx (resp.
Ty, Ty) affine sur Spec(Z) d’aprés B.4.1. D’aprés B.2 on peut toujours trouver un
fibré vectoriel Ey (resp. Ey) sur Tx et une immersion fermée vy : Ty — Ey (resp.
w : Ty = Ey) qui reléve lapplication évidente Ty — X (resp. Ty — X).

Définition 2.2.8
1) Pour chaque carré fondamental et chaque choix de 1y et (yy comme ci-dessus,
I’application :
(LU y Ly )Tx
s’appelle une extension anodine fondamentale géométrique associée au carré fonda-
mental choisi (¢f. exemple 2.2.5.5) pour la notation (ty,ty )7y ).
2) On note S,y la plus petite partie de FI(&;) telle que :
1. si ¢ est isomorphe & un élément de Sy, alors i € S, ;
2. pour toute paire (%, j) formée d’une cofibration élémentaire i et d’un élément j
de S, 'application (i, j) appartient & Sy, ;
3. les extensions anodines fondamentales (géométriques ou simpliciales, cf. exemple
2.2.5.3)) appartiennent & Sq.

Les éléments de S,y s’appellent les extensions anodines élémentaires.

Le fait que I’ensemble des cofibrations élémentaires est stable par I'opération (—, —)
montrent que les éléments de S,, sont exactement les applications (isomorphes & une
application) de la forme (f, g) avec f une cofibration élémentaire et g une extension
anodine fondamentale. En particulier, remarquons que S contient S,,.

Exemple 2.2.9. — Soient X un k-schéma affine lisse, E un fibré vectoriel sur X et s
une section de E. Alors I'immersion fermée sg : X — E est une extension anodine
fondamentale géométrique (associée au carré fondamental avec U = Z et Y = X.

2.2.2. Algébre homotopique. — Nous supposons désormais le lecteur famillier
avec l'algébre homotopique de Quillen [27] et plus précisément avec I’appendice A.

Proposition 2.2.10. — Munie de Uensemble S des cofibrations élémentaires et de l’en-
semble S, des extensions anodines élémentaires définis en 2.2.4 et 2.2.8, la catégorie
quasi-simpliciale &y des k-espaces est une catégorie quasi-simpliciale avec cofibrations
et extensions anodines élémentaires au sens du §A.2.3.

Démonstration. — On procéde comme suit : les sources des cofibrations élémentaires
sont de présentation finie puisque ce sont des colimites finies de k-schémas affines lisses,
lesquels sont de présentation finie d’ou a). Les propriétés b), c), d) et e) résultent des
faits suivants :

- (S,5) C S (lemme 2.2.6) et (S,Szn) C Sarn (définition 2.2.8) ;
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— la réalisation géométrique sur k des applications simpliciales Ag — A7 appar-
tiennent & S d’aprés 2.2.5 3);
— la réalisation géométrique sur k des applications simpliciales Af[n] — A™ ap-
partiennent & S,y (définition 2.2.8).
O

On dispose maintenant des notions liées 4 la structure de catégorie quasi-simpliciale
avec cofibrations et extensions anodines élémentaires introduites au §A.2.3; en parti-
culier : objets cofibrants, cofibrations, objets fibrants, équivalences faibles, etc. ainsi
que des notions et résultats liés & la structure de catégorie quasi-simpliciale avec
cofibrations et équivalences faibles qui lui est associée.

Remarquons par exemple qu’un k-espace X est cofibrant si et seulement si il existe
une suite d’applications :

®:X0—>X1,X1—)Xz,...,Xn—')Xn+1,...,

chacune image directe d’'une somme de cofibrations élémentaires, et telles que X est
rétracte de la colimite des X,,. Ces k-espaces cofibrants vont jouer un role fondamental
du point de vue homotopique. On remarquera que leur méthode de construction
rappelle celle des C.W.-complexes.

Exemple 2.2.11

1) Soient X un k-schéma affine lisse et {¢o : Xo — X} une famille k-transverse
d’immersions fermées. Alors le k-espace X[in] est cofibrant. Cela résulte facilement
par récurrence sur le cardinal de I du lemme 2.1.4.

2) Le k-groupe linéaire infini GL est cofibrant puisque chacune des applications
in : GL, = GLj 4 est une cofibration élémentaire d’aprés I’exemple 2.2.5 1).

3) Le lecteur remarquera en revanche qu’'un k-schéma lisse qui n’est pas affine n’a
aucune raison d’étre cofibrant (ou fibrant) en général. Nous verrons en 2.3.3 qu’un tel
k-schéma, est toujours faiblement équivalent & un k-schéma affine lisse.

Le lemme qui suit résulte facilement du lemme A.1.4, du fait (déja signalé ci-dessus)
que (S,S) C S et (S,San) C San et du corollaire A.2.25.

Lemme 2.2.12
1) Soient i et j deux cofibrations ; alors (i,j) est une cofibration.

2) Soient i une cofibration et j une cofibration triviale ; alors (i,j) est une cofibra-
tion triviale.

Corollaire 2.2.13. — Si i et j sont des cofibrations (resp. des cofibrations triviales)
alors le morphisme i X j est une cofibration (resp. une cofibration triviale).
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Démonstration. — Soient A la source de j et Y le but de ¢. L’application ¢ x j
est composée de l'application ¢ x Id4 et de 'application Idy xj lesquelles sont des
cofibrations (resp. des cofibrations triviales) comme il résulte du lemme 2.2.12 appliqué
aux couples (@A, 1) et (& = Y, j) respectivement. a

2.2.2.1. Onnote k(&) la catégorie obtenue en inversant les extensions anodines (entre
objets cofibrants) et les fibrations triviales de la catégorie £. Pour chaque paire (X,Y)
de k-espaces, on note [X,Y]; (et méme [X,Y] lorsqu’il n’y aura aucune confusion
possible sur le schéma de base) ’ensemble Homyg,)(X,Y) et 7(X,Y); 'ensemble
des composantes connexes de ’ensemble simplicial homy(X,Y’). L'un des résultats
fondamentaux de 1’algébre homotopique de Quillen est le suivant (voir §A.2.9) :

Proposition 2.2.14. — Pour tout k-espace cofibrant X et tout k-espace fibrant Y, ’ap-
plication naturelle 7(X,Y) — [X,Y] est bijective.

Lorsque X et Y sont des k-espaces quelconques on calcule 1’ensemble [X,Y] en
choisissant une résolution cofibrante de X c’est & dire une fibration triviale X, = X
avec X, cofibrant, puis une résolution cofibrante Y’ — Y de Y et enfin une réso-
lution fibrante de Y’ c’est & dire une cofibration triviale Y’ — Y} avec Y fibrant
(et cofibrant). L’ensemble [X, Y] s’identifie alors, d’aprés la proposition, & I’ensemble
m(Xc,Y}) via les bijections évidentes. Bien stir, lorsque ’on suppose déja Y cofibrant,
il suffit de choisir une résolution cofibrante de X et une résolution fibrante de Y pour
faire ce calcul (on remarquera qu’en général on ignore si pour tout k-espace Y il existe
une équivalence faible Y — Z avec Z fibrant).

Remarque 2.2.15. — On peut montrer que la catégorie h(€y) est bien équivalente a
la catégorie H (k) introduite par Voevodsky et étudiée dans [25]. Plus précisément, en
utilisant les notations de [25], on peut montrer que le foncteur & — A°P(Sm/k)nis
qui commute aux colimites et qui envoie le k-schéma affine lisse Y sur le faisceau
simplicialement constant associé, transporte nos équivalences faibles sur des A!-weak
equivalences, et que le foncteur induit sur les catégories homotopiques est une équi-
valence de catégories.

2.2.2.2. Equivalences faibles. — Rappelons que 'on appelle équivalence faible une
application qui devient inversible dans la catégorie h(&x).

Lemme 2.2.16
1) Toute équivalence d’homotopie est une équivalence faible.

2) Une somme d’équivalences faibles est une équivalence faible.

3) Un produit de deuz équivalences faibles est une équivalence faible.

Remarque 2.2.17
1) Ce résultat est faux en général dans une catégorie quasi-simpliciale avec cofibra-
tions et équivalences faibles arbitraire.
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2) D’aprés le point 3) du lemme, le foncteur produit : (=) x (=) : & X & = &k
préserve les équivalences faibles et induit donc un foncteur

h(gk) X h(gk) — h(gk)

que I’on notera encore (—) x (=) (il n’y a pas besoin de dériver le produit!).

Démonstration

1) 1l suffit d’établir que pour tout k-espace X la projection X x A! — X est
une équivalence faible. Soit X’ — X une fibration triviale avec X' cofibrant. Alors
lapplication X’ x A! — X x A! est également une fibration triviale (donc une
équivalence faible) et 1'on conclut en remarquant que puisque X' est cofibrant, la
section nulle X’ — X' x A! est une cofibration triviale (utiliser le fait que 'application
* — Al est une cofibration triviale et le point 2) du lemme 2.2.12).

2) Une application f : X — Y est une équivalence faible si et seulement si il
existe une cofibration triviale f' : X' — Y’ et un morphisme de f' vers f dont
les composantes sont des fibrations triviales. On voit qu’il suffit donc d’établir que
toute somme de fibrations triviales est une fibration triviale. Cette affirmation résulte
aisément du fait que pour tout k-schéma affine lisse Y et toute paire (X, Z) de k-
espaces une application Y — X ]| Z se factorise ou bien par X ou bien par Z (§2.1.2).

La démonstration du 3) est analogue & celle du 2). O

Exemple 2.2.18. — Soient X un k-espace et £ un fibré vectoriel sur X ; alors I’appli-
cation 7(§) : E(§) — X sous-jacente & £ est une équivalence d’homotopie. En effet, la
section nulle est l'inverse cherché et 'application structurale A! x E(§) — E(£) du
fibré vectoriel fournit ’homotopie. D’aprés le lemme application 7(§) : E(§) - X
est donc une équivalence faible, et ainsi toute section s : X — E(£) de £ également.

Exemple 2.2.19. — Soient X un k-schéma affine lisse et 7' — X un torseur sous un
fibré vectoriel sur X avec T' affine lisse sur k ; alors ’application 7 (&) : E(§) — X est
une équivalence faible. En effet, d’aprés B.2 on peut trouver une immersion fermée
de X-schémas de T' dans un fibré vectoriel E sur X. Mais une telle immersion fermée
est une extension anodine fondamentale géométrique 2.2.8 correspondant au carré
fondamental avec U := & et Y := X, ce qui permet de conclure puisque ’application
E — X est également une équivalence faible (cf. 'exemple précédent).

Nous montrerons plus bas (Corollaire 2.3.2) que tout torseur sous un fibré vectoriel
sur un k-espace est une équivalence faible.

Exemple 2.2.20. — Appelons homotopiquement discret un k-espace X tel que pour
tout k-schéma lisse Y, Papplication Homg, (Y, X) — [V, X] est bijective. On peut
montrer assez facilement que la catégorie des k-espaces homotopiquement discrets est
canoniquement équivalente & celle des faisceaux pour la topologie Nisnevich sur Ly,
invariants par homotopie. Ce fait corrobore 2.2.15.
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2.2.2.3. La catégorie homotopique pointée. — La théorie de I’homotopie précédente
posséde une variante pointée (cf. A.2.5). Notons & . la catégorie des k-espaces pointés,
c’est & dire la catégorie dont les objets sont les couples (X, z) formés d’un k-espace
X et d’une application (le point base) x : * - X et les morphismes les diagrammes
commutatifs évidents que ’on appellera applications pointées ; pour toute paire (X,Y)
de k-espaces pointés on notera Homy(X,Y ). ’ensemble des applications pointées de
X vers Y. Le foncteur oubli du point base . — & admet pour adjoint & gauche
le foncteur (—)4+ : &€ — &k« qui au k-espace X associe la somme disjointe X, de
X et de %, que 'on pointe de la fagon évidente. La structure de catégorie quasi-
simpliciale sur & induit une structure de catégorie quasi-simpliciale sur & . ; si X
et Y sont deux k-espaces pointés, I’ensemble simplicial fonctionnel de X vers Y,
que ’on notera homy(X,Y )., est le sous-ensemble simplicial de homy (X,Y) formé
des applications qui respectent le point base. On munit alors & . de la structure
de catégorie quasi-simpliciale avec cofibrations et équivalences faibles induite par la
structure de catégorie quasi-simpliciale avec cofibrations élémentaires et extensions
anodines élémentaires (Ek «, S+, San+), OU 'on note S; (resp. Sgns) limage de S
(resp. San+) par le foncteur (—)4. On note h.(Ex) la catégorie homotopique associée
a cette structure de catégorie quasi-simpliciale avec cofibrations et équivalences faibles
et on notera [X, Y]k« (et méme [X,Y]. ¢'il n’y a pas de confusion possible sur le
schéma de base) I’ensemble des h.(Ex)-morphismes entre les k-espaces pointés X et
Y.

Si X et Y sont deux k-espaces pointés, on note X VY la somme dans la catégorie
&k« des k-espaces pointés, et on ’appelle le bouquet de X et Y ; on note X AY
le k-espace quotient (X x Y)/(X VY) et on 'appelle le smash-produit de X et Y.
Les relations (S,S) C S et (S,San) = San impliquent immédiatement les relations
(S+,5+)n C S+ et (S4,San+)a C Sant+ (avec les notations du §A.1). Le lemme qui
suit résulte alors (comme en 2.2.12) du lemme A.1.4 et du lemme A.2.25 :

Lemme 2.2.21
1) Soient i et j deux cofibrations de &k « ; alors (i,j)a est une cofibration.

2) Soient i une cofibration et j une cofibration triviale de; Ex . ; alors (i,j)A est
une cofibration triviale.

Ainsi, si i et j sont des cofibrations (resp. des cofibrations triviales) alors le mor-
phisme i A j est une cofibration (resp. une cofibration triviale).

Soient X et Y deux k-espaces pointés. On pointe alors le k-espace fonctionnel
Homy(X,Y) de la fagon évidente et 'on note Homy(X,Y ), le produit fibré de
Homy(X,Y) et * au dessus de Homy,(*,Y) 2 Y ; il est clair que la bijection naturelle
Homg (X x Y, Z) = Homy (X, Homy (Y, Z)) (cf. §2.1.2) induit une bijection naturelle :

Homy (X AY, Z), = Hom(X, Homk(Y, Z),)..

On déduit immédiatement de ce qui précéde le :
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Lemme 2.2.22. — Soient i : X — Y une cofibration et p: E — B une fibration dans
la catégorie & . Alors Uapplication pointée canonique :

Hom (Y, E). & Homy (Y, B)« XHom, (x,B), Homy(X, E).

est une fibration. Si, de plus, ou bien i ou bien p est une équivalence faible, alors cette
application est une fibration triviale. (Rappelons qu’avec les axiomes du §A.2.1, il est
sous-entendu que X est cofibrant et K fibrant.)

D’aprés le §A.2.4 et le lemme 2.2.21, on sait que 'on peut dériver & gauche le
foncteur A : . X Ek,x — &y, car sa restriction aux k-espaces pointés cofibrants
préserve les équivalences faibles. On notera AL : h(Ex ) X h(Ek ) = h(Ek,«) le dérivé
a gauche du foncteur A. Les foncteurs

Homy(—, —) et Homy(—, =)« : (Ekx)? X Ekx — Ekyx

se dérivent facilement & droite car ils préservent les équivalences faibles lorsque les
sources sont cofibrantes et les buts fibrants. En effet d’aprés le lemme 2.2.22, le fonc-
teur Homy,(—, —). envoie cofibrations triviales en source et fibrations triviales en but
sur équivalences faibles; il donc facile de voir qu’il envoie équivalences d’homotopie
en but sur équivalences faibles en remarquant que le k-espace pointé Homy (X, Al),
est contractile. Pour le foncteur Homy(—, —)« argument est analogue. On notera
RHomy,(—, —) (resp. RHomy (—, —).) le foncteur A(Ex,«)°P X h(Ek,x) = h{(Ek,x) dérivé
a droite du foncteur Homy(—, —) (resp. Homg(—, —).) et 'on résumera la situation
en disant que pour calculer (par exemple) RHomy(X,Y). on remplace X par un
k-espace pointé cofibrant X’ et Y par un k-espace pointé fibrant ¥/ et que ’on pose

RHomg(X,Y). := Homy (X', Y')..
On dispose bien str pour tous k-espaces pointés X, Y et Z d’une bijection naturelle
[X ALY, Z]. = [X, RHomy, (Y, Z).].

Exemple 2.2.23. — On notera (2 le foncteur RHomy (S*, =) : h(Ek) = h(Ekx), ST
désignant la réalisation géométrique sur k de ’ensemble simplicial pointé A' modulo
son bord A!), w le foncteur RHomy (G, —)« et € le foncteur RHomy (P!, —),.
Ces foncteurs sont adjoints & droite respectivement du foncteur ¥ := (—) AL S, du
foncteur (—) AL G, et du foncteur (—) AL PL.

2.2.2.4. Changement de base. — Soit f : k' = k un morphisme de schémas. On dis-
pose alors du foncteur image directe f. : £ — & et de son adjoint & gauche (image
réciproque) f* : & — & (cf. §2.1.4); on sait que pour X un k-schéma affine lisse
f*(X) s’identifie au k’-schéma affine lisse X xj k'. D’aprés la remarque 3) du §2.2.2,
on voit que le foncteur f* transforme cofibrations élémentaires en cofibrations élémen-
taires, on vérifie facilement qu’il transforme aussi extensions anodines élémentaires en
extensions anodines élémentaires et qu’il définit un morphisme de la catégorie quasi-
simpliciale avec cofibrations et extensions anodines élémentaires & vers la catégorie
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quasi-simpliciale avec cofibrations et extensions anodines élémentaires £ au sens de
§A.2.4). De plus le foncteur f. est un adjoint & droite quasi-simplicial de f*. On dé-
duit du §A.2.4, que le foncteur Ly(f*) dérivé a gauche de f* est adjoint & gauche
du foncteur Rp(f) dérivé a droite du foncteur f,. De plus, on sait que si X est un
k-espace cofibrant Ly (f*)(X) s’identifie & f*(X) et que si Y est un k'-espace fibrant,
Ry (f+)(Y) s’identifie & f.(Y).

Supposons maintenant que le morphisme f : k' — k est affine lisse. On a vu
au §2.1.4 que le foncteur f* est induit par composition a la source avec le foncteur
Crr — Ci qui au k'-schéma affine lisse Y associe le k-schéma affine lisse f(Y). On en
a déduit que f* admettait un adjoint & gauche fi : & — &, avec fi(Y) = f(Y) pour
tout k'-schéma affine lisse Y. Il est clair (compte tenu cette fois de la remarque 4) du
§2.2.2) que le foncteur fi envoie cofibrations élémentaires (resp. extensions anodines
élémentaires) sur cofibrations élémentaires (resp. extensions anodines élémentaires)
puisqu’il commute aux colimites. La paire de foncteurs adjoints (fi, f*) définit ainsi
une paire de foncteurs quasi-simpliciaux adjoints fi : & — &f et f* : & — £, cha-
cun de ces foncteurs préservant les équivalences faibles. On en déduit que le foncteur
induit f : h(EF ) — h(Ef) est adjoint & gauche du foncteur induit f* : h(Eg) — h(EL)
et donc que le foncteur Ly (fi) est adjoint & gauche du foncteur Ly (f*).

On généralisera ces résultat & tout morphisme lisse k&' — k au §2.3

2.2.2.5. Réalisations simpliciales et topologiques. — Le foncteur réalisation géomé-
trique sur k,

=k :S = &
envoie cofibrations élémentaires sur cofibrations élémentaire (exemple 3) du 2.2.5)

et extension anodines élémentaires sur extensions anodines élémentaires (définition
2.2.8). Comme ce foncteur admet le foncteur S := homy(x,—) : & — S comme

adjoint & droite, on voit en appliquant le §A.2.4 que le foncteur | — | induit un
foncteur | — |x : h(S) — h(&x) dont l’adjoint & droite est le foncteur dérivé & droite
de S.

Notons T'op la catégorie des espaces topologiques. Si k est le spectre du corps des
nombres complexes, le foncteur évident topologie complexe 0 : Cr,Top s’étend de fa-
¢on canonique en un foncteur 6* : & — Top commutant aux colimites (celui-admet
d’ailleurs un adjoint & droite). Il est clair que le foncteur 6* envoie cofibrations élé-
mentaires (resp. extensions anodines élémentaires) sur cofibrations (resp. cofibrations
triviales) : la premiére affirmation résulte du fait que pour toute famille Spec C-
transverse {¢o} d’immersions fermées de variétés algébriques complexes affines lisses,
Papplication continue 0([.4]) associée a la cofibration élémentaire [t,] est triangulable
(en un sens qu’on laisse au lecteur le soin de préciser) et est donc une cofibration (pour
la structure de categorie de modeles standard sur Top [27]), et la seconde affirmation
résulte de propriétés homotopiques faciles & établir.
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Remarquons enfin que pour k arbitraire, si z : Spec C — k est un point complexe
du schéma k, le composé de 6* et z* : £ — Top induit un foncteur h(Ex) — h(Top).
Le composé de ce foncteur avec ||k : A(S) — h(Ek) est naturellement isomorphe & la
réalisation géométrique (usuelle) h(S) — h(Top) qui est une équivalence de catégories.
11 résulte de tout ceci que si k admet un point complexe, le foncteur ||k : h(S) = h(Ek)
admet une inverse & droite et en particulier que la catégorie homotopique des k-espaces
« contient » la catégorie homotopique des ensembles simpliciaux.

2.2.3. Fibrés vectoriels lorsque le schéma k est affine. — On suppose au
paragraphe 2.2.3 que le schéma de base k est affine et ’on note encore k, par abus,
Panneau A(k).

Préliminaires. — Soient A un anneau (commutatif unitaire) et

{¢a A Aa}ae{l,...,n}
une famille d’épimorphismes d’anneaux. On pose A,3 := Ay ®4 A et 'on note
H[¢a,a € {1,...,n}] (ou tout simplement II[¢,] 'anneau limite, dans la catégorie

des anneaux (commutatifs unitaires), du diagramme évident :

o As =3 Ty gAags.

Lemme 2.2.24. — Soient A un anneau et {¢o : A = Aa}acqy,...,n} une famille finie
d’épimorphismes d’anneauzx. Alors I’homomorphisme évident d’anneaux :
A — 1I[®,]

est un épimorphisme.

Démonstration. — Pour tout a > 2, notons @14 : Ae — A1 ’épimorphisme évident.
Il est immédiat que le diagramme d’anneaux :

U[¢a,a €{2,...,n})] = MHpa,ac{l,...,n}]

{ 1

Al - H[¢la1a € {2,,”}}
est cartésien (comparer avec le lemme 2.1.4). En procédant par récurrence sur n, on
se raméne donc au cas n = 2, qui est un exercice élémentaire d’algébre. O

Soit X un k-espace. On note A(X) la k-algébre Homy (X, A'). On définit une
application naturelle X — Spec A(X) de la fagon suivante. Pour chaque objet Y — X
de Cx, 'homomorphisme de k-algébres A(X) — A(Y) détermine une application
Y — Spec A(X); puisque X s’identifie & la colimite du foncteur Fx : Cx — &k
(voir §2.1.2), on voit que les applications précédentes définissent une transformation
naturelle de Fx vers le foncteur constant de valeur Spec A(X) d’ou I’application
naturelle X — Spec A(X) cherchée. Pour tout k-schéma Y, on définit une application
naturelle :

Homg, (Spec A(X),Y) - Homy(X,Y)
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en associant au morphisme f : Spec A(X) — Y le composé de I’application naturelle
X — Spec A(X) et de f.

Proposition 2.2.25. — Soit {to : Xo = X }aer une famille k-transverse d’immersions
fermées de but un k-schéma affine lisse X. Alors :

1. Phomomorphisme évident de k-algébres A(S[to]) — H[A(to)] est un isomor-
phisme ;
2. pour tout k-schéma affine Y application naturelle

Homg, (Spec(A(S[ta])),Y) = Homg (S[ta],Y)

est bijective ;
3. ’homomorphisme de k-algébres A(X) — A(S[ta]) est surjectif et son noyau est
un A(X)-module de type fini.

Remarque 2.2.26. — Le point 2) de la proposition reste vrai pour tout k-schéma Y
(admettant une famille ample), comme nous le verrons en B.4.4.

Démonstration. — Le point 1) résulte facilement du fait que pour tout couple («, 3)
d’éléments de I I’homomorphisme évident de k-algébres

A(Xa) ®ax) A(Xp) = A(Xa,p)
est un isomorphisme. Le diagramme
g Xs,y E Mo Xo = Slta)

est exact & droite dans la catégorie des k-espaces par définition. On en déduit formel-
lement que le diagramme de k-algébres

A(Slta]) = MaA(Xa) = Tlg, A(X5,1)

est exact & gauche ce qui permet d’en déduire facilement le point 2). La surjectivité
de ’homomorphisme de k-algébres A(X) — A(S[tq]) résulte du point 1) et du lemme
2.2.24. Le point 3) résulte du fait que A(X) est un anneau noethérien. O

Corollaire 2.2.27. — Pour tout k-espace cofibrant X de présentation finie et pour
tout k-schéma affine Z, Uapplication naturelle

Homg, (Spec A(X), Z) — Homy (X, Z)
est bijective.
Démonstration. — D’aprés le corollaire A.3.16, il existe une suite finie d’applications
=X X1, X1 = Xoy..., Xn > Xpt1

chacune image directe d’'une somme finie de cofibrations élémentaires telle que X
est rétracte de X,,11. Il suffit donc d’établir par récurrence sur n V'affirmation pour
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chacun des X, ce qui résulte aisément du fait suivant et du point 2) de la proposition
2.2.25 : pour tout carré cocartésien de k-espaces :

X - Y

\: i,

X =Y
si 'affirmation du corollaire est vraie pour X, X' et Y elle ’est aussi pour Y. O
Proposition 2.2.28. — Pour tout k-espace B et tout fibré vectoriel £ sur B, Uapplica-

tion p(&) : E(§) — B est une fibration triviale.

Remarque 2.2.29. — Pour k arbitraire (c’est & dire pas nécessairement affine), la pro-
position n’est plus exacte en général. Observons toutefois que l'on a établi en 2.2.18
qu’un fibré vectoriel est toujours une équivalence d’homotopie et donc une équivalence
faible.

Démonstration. — 11 s’agit d’établir que pour toute cofibration élémentaire [tq] :
S[ta] — X, et tout carré commutatif :

Sla] = E()

{ 4
X —-» B

il existe une application X — E(§) qui laisse le diagramme commutatif. Quitte a
effectuer un changement de base, on peut supposer X = B, si bien que E(§) est alors
un k-schéma affine lisse et l'application S[tn] — E(£) correspond d’aprés le point
2) de la proposition 2.2.25 & un morphisme de k-algébres A(E(£)) — A(S[ta])- On
dispose donc d’un diagramme commutatif dans la catégorie des k-algébres :

A(S[ta]) «  A(E()
t )
AX) = AX)

Il s’agit de prouver l'existence d’un morphisme de k-algébres A(E(£)) — A(X) qui
laisse ce diagramme commutatif. Ceci résulte de la surjectivité du morphisme de k-
algébres A(X) — A(S[ta]) (point 3 de la proposition 2.2.25) et du fait que A(E(£))
est la A(X)-algébre symétrique sur un A(X)-module projectif de type fini. O

Corollaire 2.2.30. — Soient B un k-espace, £ un fibré vectoriel sur B et T — B un
&-torseur. Alors Uapplication T — B est une fibration triviale.

Cela résulte immédiatement du lemme 2.1.11 et de la proposition 2.2.28.
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2.2.4. Conditions de finitude homotopique. — Rappelons qu’un k-espace X
est dit de présentation finie si pour tout foncteur F' : Z — &, avec Z une petite
catégorie filtrante & droite, 'application évidente

colim;ez Homy (X, F(i)) = Hom (X, colimz F)

est bijective. Toute colimite finie de k-espaces de présentation finie est encore de
présentation finie (cela résulte de ’exactitude des colimites filtrantes d’ensembles) et
tout k-schéma affine lisse est tautologiquement de présentation finie.

On dit qu’un k-espace X est homotopiquement de présentation finie si pour tout
foncteur F' : T — &, avec Z une petite catégorie filtrante a droite, 1’application
colim;ez[X, F(i)] = [X,hocolimz F| est bijective. Le résultat suivant est établi au
§A.3.3:

Proposition 2.2.31
1) Un k-espace cofibrant est de présentation finie si et seulement s’il est rétracte
d’un k-espace X' tel qu’il existe une suite finie d’applications
G=Xo— X1, X1 = Xo,..., X, > Xp1 =X’
chacune image directe d’une somme finie de cofibrations élémentaires ;

2) Soient X un k-espace cofibrant et Cx la catégorie des k-espaces cofibrants de
présentation finie au dessus de X (cette catégorie est essentiellement petite d’aprés le
point 1). Alors la catégorie CX est filtrante & droite et le foncteur Fx : Cx — &, qui
envoie le k-espace cofibrant de présentation finie au dessus de X, F' — X, sur F' induit
un isomorphisme colimc, Fx = X et une équivalence faible hocolimc, Fx — X ;

3) Un k-espace est homotopiquement de présentation finie si et seulement si il est
rétracte dans la catégorie homotopique h(E) d’un k-espace cofibrant de présentation

finie.

2.3. Changement de base par un morphisme lisse

2.3.1. Changement de base par un torseur sous un fibré vectoriel

Lemme 2.3.1. — Soit X un k-espace cofibrant et T — X wun torseur sous un fibré

vectoriel & sur X. Alors Uapplication T — X est une équivalence faible.

Démonstration. — Si X est rétracte de X' alors T est rétracte du produit fibré T' x x

X' si bien que I'on peut supposer X strictement cofibrant (cf. A.3.3). Soient
w:Z=Xo—=> X1,y tn: Xn = Xnt1,- .-

une suite d’applications telles que X s’identifie 4 la colimite des X, et telles que pour

tout m > 0, ¢, est 'image directe d’une somme de cofibrations élémentaires. Notons

T, le produit fibré de X,, et T au dessus de X. Alors T est la colimite des T}, et il
suffit d’établir que ’application T3,y — Ty, est une cofibration et que l'application
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T, — X, est une équivalence faible pour tout entier n > 0 (utiliser A.3.3 et A.3.10).

Or si le carré suivant :
HeepAe — UeepBe
\: \:
Xn—l — Xn
dans lequel les applications A, — B, sont des cofibrations élémentaires, est cocarté-
sien, on voit facilement que le carré suivant :

HeeEA; - HeeEBelz

{ \
Zn——l - Zn

dans lequel A, (resp. B.) désigne le produit fibré de A, (resp. Be) et Z au dessus
de X, l'est tout autant. Pour conclure, il suffit de remarquer que pour chaque e
Papplication B, — B, est un torseur sous un fibré vectoriel sur B, (donc B, est un
k-schéma affine lisse), que lapplication A, — B. est la cofibration élémentaire image
réciproque par le morphisme B, — B, de la cofibration élémentaire 4, — B, (cf.
2.2.2 3) et finalement que les applications A, — A, et B, — B, sont des équivalences
faibles d’aprés ’exemple 2.2.19 (pour A, — A, on utilise aussi une récurrence et le
lemme 2.1.4). a

Observons que nous avons établi au passage que sous les hypothéses du lemme, T
est également cofibrant.

Corollaire 2.3.2. — Soit X un k-espace et T — X un torseur sous un fibré vectoriel
& sur X. Alors Uapplication T — X est une équivalence faible.

Démonstration. — Soient Y — X une fibration triviale avec Y cofibrant, et Z — T
I'image réciproque de cette fibration triviale par ’application 7' — X. Alors I'ap-
plication canonique Z — Y est un torseur sous un fibré vectoriel sur Y. Le lemme
2.3.1 montre que Z — Y est une équivalence faible, il en est donc de méme pour
I’application T' — X. O

Exemple 2.3.3. — 1l résulte du corollaire et du théoréme B.4.1 que pour tout k-
schéma lisse X il existe une équivalence faible T — X avec T un k-schéma affine
lisse (en fait pour tout k-schéma X il existe une équivalence faible ' — X avec T un
k-schéma affine). On peut méme prendre T affine sur Spec(Z).

Proposition 2.3.4. — Soit f : k' — k un torseur sous un fibré vectoriel sur k. Alors
la transformation naturelle :

Lu(fi) o Lr(f*) = Idp(ey)

(induite par ladjonction 2.2.2) est un isomorphisme. En particulier, le foncteur

Lh(f*) : h(gk) - h(gk/)

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 1999



32 CHAPITRE 2. LA CATEGORIE HOMOTOPIQUE

est un plongement pleinement fidéle et admet le foncteur Ly(fi) comme inverse a
gauche.

Démonstration. — Compte tenu du paragraphe changement de base du §2.2.2, il suffit
d’établir que pour tout k-espace cofibrant X I’application naturelle fif*(X) — X est
une équivalence faible. En fait, le k-espace fif*(X) s’identifie au produit X x; k'
(dans la catégorie des k-espaces) ce qui montre que ladite application naturelle est un
torseur sous un fibré vectoriel, d’ou 'affirmation d’aprés le lemme 2.3.1. O

Remarque 2.3.5. — En général, le foncteur Ly (f*) : h(Ex) — h(Ex) précédent n’est
pas une équivalence de catégories (en d’autres termes, la catégorie homotopique des
k-espaces n’est pas invariante par homotopie!). En effet, pour tout ouvert U de k', on
verra ci-dessous 2.3.7 que le foncteur Ly (i) : h(Ey) = h(Ex) est pleinement fidéle. Si
le foncteur Ly (f*) : h(€k) = h(Ex) était une équivalence de catégories, il en serait
de méme pour son adjoint & gauche Ly (fi) et le composé

Ly(fr) o Lp(ir) = La(f 0 i) : h(Ey) — h(&k)

serait un plongement pleinement fidéle ce qui est faux en général. On peut prendre
par exemple pour k' la droite affine sur k et pour U le groupe multiplicatif G,,. Alors
Pensemble [G,, Gp]a,. est réduit & un élément (c’est évident) alors que lorsque k&
est affine intégre, 'ensemble [G,,, G,]a,, s’identifie au produit de Z par le groupe
des unités de k d’aprés le théoréme 4.2.6 ci-aprés.

2.3.2. Changement de base par un morphisme lisse

Proposition 2.3.6. — . Soit f : k' — k un morphisme lisse de schémas. Alors le fonc-
teur fi: Ep — Ex (cf. 2.1.4) est dérivable & gauche et son dérivé & gauche Lp(fi) est
adjoint o gauche du foncteur Lp(f*). Le foncteur Ly(fi) se calcule de la fagon sui-
vante : soit T — k' un torseur sous un fibré vectoriel sur k' tel que T' est affine sur k
(on peut méme prendre T' affine sur Spec(Z) d’aprés B.4.1) ; alors pour tout k'-espace
cofibrant X, le k'-espace X x ' T est cofibrant, Uapplication X xp T — X est une équi-
valence faible, le k-espace fi(X Xy T) est cofibrant et l'on a Ly (fi)(X) := fi(X xp T).

Démonstration. — Nous avons déja établi Paffirmation lorsque f est affine et lisse
au §2.2.2. En général, on remarque que p : T — k' et f o p sont deux morphismes
affines lisses auxquels on peut donc appliquer le §2.2.2. D’aprés la proposition 2.3.4
le foncteur Ly (p*) est un plongement pleinement fidéle. Ainsi, pour tout k'-espace X
et tout k-espace Y, le foncteur Ly (p*) induit une bijection naturelle

(X, La(f*) Y]k = [La(p*)(X), La((f 0 p)")(Y)]T-

Il en résulte que le composé Ly ((f o p)1) o Lp(p*) est adjoint & gauche du foncteur
Ly(f*), ce qui implique trés facilement l’affirmation compte tenu du lemme 2.3.1. O
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2.3.3. Changement de base par une imnmersion ouverte

Proposition 2.3.7. — Soient U un ouvert de k. Alors la transformation naturelle

Idn(gy) = La(f*) o La(f1)
donnée par ladjonction de la proposition 2.3.6 est un isomorphisme. En particulier,
le foncteur Ly (f)) : h(Eu) = h(Ek) est un plongement pleinement fidéle et admet le
foncteur Ly(f*) comme rétraction.

Démonstration. — Soit T — U un torseur sous un fibré vectoriel sur U tel que T
est affine sur k. Il suffit d’établir que pour tout U-espace cofibrant X D’application
naturelle X x T — (f* o fi)(X x T') est une équivalence faible. En fait on voit méme
que c’est un isomorphisme, puisque les foncteurs (—) x T, f* et fi commutent aux
colimites et que l’affirmation est vraie pour tout U-schéma affine lisse X (utiliser le
§2.1.4 et le fait que le produit fibré de X xy T et U au dessus de k s’identifie a
X xyT). a
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CHAPITRE 3

EXCISION HOMOTOPIQUE, PURETE HOMOTOPIQUE
ET ECLATEMENTS PROJECTIFS

On suppose dans cette partie le lecteur familier avec la notion de colimite ho-
motopique de k-espaces et en particulier avec la notion de carré homotopiquement
cocartésien (cf. le §A.3).

3.1. Propriété de Mayer-Vietoris et descente & la Cech

3.1.1. Propriété de Mayer-Vietoris, excision homotopique

Théoréme 3.1.1 (Propriété de Mayer-Vietoris). — Soient X un k-schéma lisse, U et
V' deuz ouverts de X dont la réunion est égale 4 X. Alors le carré commutatif de
k-espaces :

unv -

e <

n
1
U -
est homotopiquement cocartésien.

Ce résultat est en fait un cas particulier du :

Théoréme 3.1.2 (Excision homotopique). — Soient X un k-schéma lisse et
V - Y
1 1
U - X

un carré fondamental (cf. 2.2.7). Alors le carré commutatif de k-espaces correspondant
est homotopiquement cocartésien.

11 suffit en effet de prendre pour Y un ouvert de X pour obtenir le théoréme 3.1.1.

Démonstration. — On reprend les choix et notations qui suivent la définition 2.2.7.
Comme les applications Ty — Y et Ty — U, Ey — X et Ey — X sont des
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équivalences faibles d’aprés le corollaire 2.3.2, on voit que le carré ci-dessus est homo-
topiquement cocartésien si et seulement si le carré suivant ’est :

TuxxTy — FEyxxTy

\J 1
TUxxEy — X

(Observer que le morphisme évident Ty x x Ty — V est toujours un torseur sous un
fibré vectoriel.) Si I’on note S la source de ’extension anodine fondamentale géomé-
trique (ty,ty)x (cf. 2.2.8), on voit que le carré suivant :

TUXXTY — EyxxTy
1 \:
TU Xx Ey — S
est cocartésien par définition et donc homotopiquement cocartésien car les appplica-
tions Ty xx Ty — Ey X1y Ty et Ty xx Ty — Ty X1 Ey sont des cofibrations (des
immersions fermées entre k-schémas affines lisses).
Or le morphisme S — Ey X1, Ey n’est autre que (tv,ty)x, et est donc, par
définition, une équivalence faible. Il en est donc de méme pour le morphisme S — X,
d’ou l'affirmation. O

3.1.2. Descente a la Cech. — Dans tout ce paragraphe, E désigne un ensemble
ordonné fixé dans lequel toute paire d’éléments (U, V') admet un borne inférieure notée
U NV et une borne supérieure notée U U V et tel que pour tout triplet (U,V, W)
d’éléments (UUW)NV = (UNV)U (W NV). On considére F comme une catégorie
dont les objets sont les éléments de E et pour laquelle il existe un unique morphisme
U — V exactement lorsque U < V.

Exemple 3.1.3. — Soit X un schéma. Alors ’ensemble Zar(X), des ouverts de X,
ordonné par l'inclusion vérifie les hypothéses précédentes.

Soient F' : E — & un foncteur et U = {U;}icsr une famille d’éléments de E.
Pour tout entier n > 0 et tout élément g := (g,...,i,) de I’ensemble I”, on note
U; .= U;, N...U;,. En s’inspirant de [31] on définit le k-espace simplicial de Cech
associé & F' et U, que I'on notera F.(I), comme suit :

— pour tout entier n > 0, le k-espace F, (U) est égal & Ilic» F(U;) ;

— la ¢-éme face dy : F,,(U) = F,—1(U) est induite de fagon évidente par I'applica-

tion

dt 1+
qui envoie i = (ig,...,in) sur df(i) := (io,-.-,0¢—1,%+1,---,%n) €t les mor-
phismes Uge(;y = Uy ;

— la ¢-éme dégénérescence sy : F,,(U) — Fpi1(U) est induite de fagon évidente

par ’application
§f . [(n+1) _y [(n+2)
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qui envoie i = (ig,...,in) sur s¢(3) := (io,...,%0—1,%¢,0¢,0¢41,---,%n) €t les
morphismes identiques de U; = Use(y).

On remarquera que lorsque I est fini, on dispose d’une augmentation naturelle
F.(U) - F(U), U désignant la borne supérieure des U;, ¢ parcourant I, du k-espace
simplicial F.(U) vers le k-espace simplicial constant de valeur F'(U) induite par les
applications F(U;) — F(U).

Enfin on pose H(U; F) := hocolim/y., F'.(i) (voir la remarque 1 qui suit le corollaire
A .3.3). L’application naturelle précédente induit une application naturelle H({/; F') —
F(U).

Définition 3.1.4. — . Un foncteur F : E — & posséde la propriété de Mayer-Vietoris
si pour toute paire (U, V) d’éléments de E le carré commutatif de k-espaces :
FUNV) — F(V)
1 1
F(U) - FUUY)
est homotopiquement cocartésien.

Pour tout foncteur F : E — & et tout élément V de E on notera F|y le foncteur
E = &, U — F(UNV). On remarquera que si F' posséde la propriété de Mayer-
Vietoris, il en est de méme pour F|y (c’est 14 que I'on utilise la propriété (UUW)NV =
UnvVyuwnv)).

Exemple 3.1.5. — Soient X est un k-schéma lisse. Alors le foncteur «identité»
Zar(X) > &, U—=U
posséde la propriété de Mayer-Vietoris d’aprés le théoréme 3.1.1.

Théoreme 3.1.6. — Soient F : E — & un foncteur possédant la propriété de Mayer-
Vietoris, U = {U;}ic1 une famille finie d’éléments de E et U la borne supérieure des
U;. Alors Uapplication canonique :

H(U; F) - F(U)

est une équivalence faible.

La démonstration consiste & utiliser la méthode de démonstration du théoréme 6.3
de [37] due & Thomason. Etablissons au préalable deux lemmes.

Lemme 3.1.7. — Soient F, G, H et K des foncteurs E — & ayant chacun la pro-
priété de Mayer-Vietoris, f : F - G, h: F - H,g: G —> K etl: H— K des
transformations naturelles telles que pour tout élément U de E le carré
FU) - H(U)
A {
GU) - K(U)
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est homotopiquement cocartésien. Alors pour toute famille finie U = {U;}ier d’élé-
ments de E le carré
HU;F) —» HU;H)
X 1
HU;G) — H(U;K)
est homotopiquement cocartésien.

Démonstration. — On voit facilement que pour tout entier n > 0 le carré :
Fad) — Ha(U)
1 1
Gn(U) — KnU)
est homotopiquement cocartésien. L’affirmation résulte alors du lemme A.3.8. O
Corollaire 3.1.8. — Soient F : E — &, un foncteur ayant la propriété de Mayer-

Vietoris, U et V deux éléments de E. Alors pour toute famille finie U = {U;}ier
d’éléments de E, le carré
HU; Flwnvy) —  HU;Fly)
{ 1
HU;Flv) — HU;F|lwuy))

est homotopiquement cocartésien.

Démonstration. — C’est une application immédiate du lemme précédent puisque
pour tout élément W de E le carré

FUNVAW) =  FVnW)

1 {
FUNW)) — F(UUV)NW)
est homotopiquement cocartésien. O
Lemme 3.1.9. — Soient F : E — & un foncteur, U = {U;}icr une famille finie

d’éléments de E et U la borne supérieure des U;. On suppose qu’il existe i dans
I tel que U;, est égal a U. Alors lapplication canonique H(U; F) — F(U) est une
équivalence faible.

Démonstration. — Soit X un k-espace simplicial cofibrant (au sens du §A.3.12) et
notons X. x Al le k-espace simplicial qui & n > 0 associe le k-espace X, x A}, (somme
de copies de X, indéxée par 'ensemble Al, que I'on ne confondra pas avec le k-espace
simplicial X. x Aj,n — X,, x A !). D’aprés le lemme A.3.12, les applications

hocolimaer X. = |X.| et hocolimaer (X. x AY) = |X. x A!|
sont des équivalences faibles. Or on vérifie facilement que I’application évidente

|X. x A = |X.| x |AY
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est un isomorphisme ; puisque le k-espace |A!| s’identifie & A}, on en déduit finalement
que les applications

Idx xd® et Idyx. xd': X. = X. x A!

induisent des équivalences faibles hocolimacr X. — hocolimaor (X. x Al).

Notons U’ le singleton {U}; le k-espace simplicial F.({{') s’identifie au k-espace
simplicial constant de valeur F(U). Les relations U; < U induisent un morphisme
de k-espaces simpliciaux ¢ : F.(U) — F.(U') et linclusion ' C U un morphisme
P F.(U') = F.(U), qui est inverse & droite de ¢. Nous allons exhiber une application
simpliciale H : F.({) x A — F.({) telle que

Ho (Idpqy xd®) = o¢ etH o (Idpw) xd") =Idp w) .

Quitte & remplacer F' & équivalence faible prés on peut supposer que F' prend ses
valeurs dans la catégorie des k-espaces cofibrants et le lecteur vérifiera facilement
que dans ce cas le k-espace simplicial F.(If) est cofibrant. D’aprés ce que nous avons
vu au début de la démonstration, cela implique que les applications hocolimaer ¥ et
hocolima.r ¢ sont des équivalences faibles inverses I'une de ’autre ce qui permet de
conclure puisque I'application H({/'; F) — F(U) est une équivalence faible.

Il reste & construire H. Il s’agit tout d’abord de définir pour tout entier n > 0 une
application

H,: HaeA}l (Hl‘el(n+1)F(Ui)) = F,(U) x A:l — F,(U) = Hiel(n+1)F(Ui).

Soient o un élément de Al (c’est & dire une application croissante {0, ...,n} — {0,1})
et i un élément de I(™™*1) (que I'on voit ici comme une application {0,...,n} = I);
on note i, 'élément de I(™+1) tel que i, (j) = i(j) si o(j) = 0 et i, (j) = iq si 0(j) =
1. La restriction de H, au k-espace F'(U;) indéxé par o et i est alors ’application
composée de I'application évidente F'(U;) — F(U;,) et de I'inclusion de F'(U; ) dans
;e rn+1) F(U;) correspondant & i,,. On vérifie facilement que les H, commutent aux
faces et aux dégénérescences et définissent un morphisme H satisfaisant les propriétés
voulues. O

Démonstration du théoréme 3.1.6. — On suppose que U est la borne supérieure des
Ui, i parcourant un sous-ensemble J de I et ’on procéde par récurrence sur #J (ce
qui établira le théoréme). Si J = 1 laffirmation est vraie d’aprés le lemme 3.1.9.
Supposons J > 2 et soient j un élément de J et J' le complémentaire de {j} dans J.
Soit V' la borne supérieure des U;, ¢ parcourant J'. Alors U est la borne supérieure
de Uj et V. D’apreés le corollaire 3.1.8 le carré :

HU; Flw;nvy) — HU;Fly)
{ {
HU;Fly;) - HU;Fly)
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est homotopiquement cocartésien. Or, les applications
HU; Fly;) = F(U;) et HU; Flw,nv)) = FU;NV)

sont des équivalences faibles (d’aprés le lemme 3.1.9) et H(I/; F|y') s’identifie 8 H(V; F),
v désignant la famille {V;};er, avec V; := U; NV (donc V; = U; pour i € J'). On
peut appliquer ’hypothése de récurrence a cette famille V car V, qui est la borne
supérieure des V; pour i € I, est aussi la borne supérieure des V; pour ¢ € J'. L’ap-
plication H(U; F|y) — F(V) est donc une équivalence faible. On conclut facilement
en utilisant le fait que le carré :

FU;nV) o F()
{ il
F{U;) - F(@)

est homotopiquement cocartésien. O
On en déduit immédiatement :

Corollaire 3.1.10. — Soient F' et G deux foncteurs E — & ayant tous deux la pro-
priété de Mayer-Vietoris, 0 : F — G une transformation naturelle, U = {U;}ic1 une
famille finie d’éléments de E et U la borne supérieure des U;. Si pour tout entier
n > 1 et tout i € In, Uapplication O(U;) : F(U;)G(U;) est une équivalence faible, alors
il en est de méme pour Uapplication 6(U) : F(U) — G(U).

Enfin, les théorémes 3.1.6 et 3.1.1 impliquent :

Corollaire 3.1.11. — Soient X un k-schéma lisse, U = {U;}icr une famille finie
d’ouverts et U la réunion des U;. Alors Uapplication naturelle :
HU;1d) - U

est une équivalence faible.

3.2. Pureté homotopique

3.2.1. L’espace de Thom d’une immersion fermée

Définition 3.2.1

1) Soit ¢ : X — Y une immersion fermé entre k-schémas lisses. On appelle espace
de Thom de ¢ et 'on note T(1) le k-espace Y/*(Y — ¢(X)), cofibre homotopique de
lapplication Y — ¢«(X) — Y (voir le §A.3.2 pour la notion de cofibre homotopique).

2) Soient X un k-schéma lisse et £ : E(§) — X un fibré vectoriel. On note T'(§) et
on appelle espace de Thom de £ ’espace de Thom de la section nulle so : X — E(§).

En termes «géométriques», I’espace de Thom T'(¢) d’un fibré vectoriel est le quo-
tient (homotopique) de l'espace total E(£) par l'espace E(£)* := E(£) — so(X) des
vecteurs non nuls de &.
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3.2.1.1. Espaces de Thom des fibrés vectoriels et fibrés projectifs associés. — Soient
X un k-schéma lisse et & : E(£) — X un fibré vectoriel sur X. D’apreés [14] §8.3, 8.4
et 8.6, le X-schéma projectif P(¢ @ ©O!) est canoniquement réunion de deux ouverts,
Pun U s’identifiant naturellement & E(§) et lautre V a E()¢), dont I'intersection
s’identifie canoniquement & E(£)*. De plus, 'immersion fermée canonique « & I'infini »
P(¢) - P(£ @ O) est égale au composé de la section nulle de A¢ et de linclusion
E()\¢) C P(€ ® ©1), le complémentaire de P(€) dans P (€ @ ©') s’identifie & E(¢), le
composé de la section nulle de &, s9(€) : X — E et de l'inclusion E(§) C P(60©O!) est
une immersion fermée (en fait une X-section du X-schéma P(¢ @ ©')) dont I'ouvert
complémentaire est E(\¢). Il en résulte que l'intersection dans P(¢ @ ©') de U et
V g’identifie d’'une part & E(§)* et d’autre part & E(A¢)*. On dispose donc d’un
diagramme commutatif :

EQ)"=E@()" -  E()
+ +
P¢) - E(Xe) - P o)

D’aprés le théoréme 3.1.1, le carré de droite du diagramme ci-dessus est homotopique-
ment cocartésien ; puisque la section nulle P(§) — E(\¢) est une équivalence faible,
on en déduit le résultat suivant :

Proposition 3.2.2. — Soient X un k-schéma lisse et & un fibré vectoriel sur X. Alors
Uespace de Thom T'(€) de € est naturellement isomorphe, dans la catégorie h.(Ex), &
la cofibre homotopique

P((®0")/"P(¢)
de l'immersion fermée a l'infini.
3.2.1.2. Fonctorialité. — Soit
X = Y
4 {
X - Y

un carré cartésien de k-schémas lisses dans lequel les morphismes ¢/ : X' — Y’ et ¢ :
X — Y sont des immersions fermées. On dispose alors d’un diagramme commutatif :

Y'-X' -5 Y
{ 4
Y-X > Y

qui détermine une application naturelle

T(') = T().
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3.2.1.3. Propriété de Mayer-Vietoris. — Soit ¢ : X — Y une immersion fermée entre
k-schémas lisses. Si U est un ouvert de Y on note ¢y I'immersion fermée

Xy:=XnU-—=>U.

On note T,(—) : Zar(Y) — & le foncteur U — T'(1y) (utiliser le paragraphe foncto-
rialité ci-dessus).

Lemme 3.2.3. — Avec les notations et hypothéses précédentes, le foncteur T, vérifie
la propriété de Mayer-Vietoris.

Démonstration. — Soient U et V deux ouverts de Y. Le lemme résulte facilement de
la commutation des colimites homotopiques entre elles (c¢f. la remarque du §A.3.2)
et du fait que les deux carrés suivants sont homotopiquement cocartésiens d’aprés le
théoréme 3.1.1 :

Unv)-Xunv - V-Xy unv - V
2 \: ) 2 A
U-Xu - (UUV)-Xyuv U - UuV
O
3.2.1.4. Excision étale pour l’espace de Thom
Définition 3.2.4. — Soit i : X — Y une immersion entre deux schémas. Un wvoisinage

Nisnevich de ¢ (ou bien de X dans Y') est un morphisme étale f : Z — Y tel que le
morphisme de schémas X Xy Z — X est un isomorphisme.

Proposition 3.2.5. — Soienti: X — Y une immersion fermée entre deux k-schémas
lisses et f : Z — Y wun voisinage Nisnevich de X dans Y. On note iz : X — Z
Uimmersion fermée image réciproque de i par f. Alors le morphisme canonique

T(iz) = T(i)

est un isomorphisme (dans h.(E)).

Démonstration. — La proposition résulte immédiatement du fait que le carré :
Z-fYX) —» Z
! l
Y -X - Y
est un carré fondamental de L (cf. 2.2.7) et du théoréme 3.1.2. O
3.2.2. Déformation au fibré normal. — Soit 7 : X — Y une immersion fermée

entre k-schémas lisses. On note Yy le Y-schéma obtenu en éclatant X dans Y. D’aprés
[15] corollaire 19.4.7 et proposition 19.4.8, le schéma Yx est lisse sur k. Si Zx désigne
le faisceau d’idéaux (de OY) définissant X, on sait de plus que le OX-module v; :=
Ix /T%, est localement libre de rang fini et que le k-schéma X' := X xy Yx s’identifie
a P(v;). Le faisceau v; s’appelle le faisceau normal de X dans Y.
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Remarque 3.2.6

1) La lissité du k-schéma Yx peut se voir de fagon élémentaire en utilisant le critére
jacobien appliqué aux équations explicites qui définissent, localement, Yx comme sous-
schéma fermé d’un espace projectif sur Y. En effet, localement auquel cas on peut
supposer Y affine (sur Spec(Z)), I'immersion fermée i : X — Y est définie par une
suite réguliére de fonctions z;, i € {1,...,n} sur Y et v; est alors libre de base les
images des ;. On sait alors que Yx s’identifie au sous-schéma fermé de P"~! x; Y
défini par les équations z; - y; = x; - yi, les y; désignant les sections canoniques du
O(P™ ! x; Y)-module O(1)pn-1,y-

2) Soient ¢ : X — Y une immersion fermée entre deux k-schémas lisses et f :
Z — Y un voisinage Nisnevich de X dans Y. On note iz : X — Z I'immersion
fermée induite par l'isomorphisme précédent. Remarquons tout d’abord que f induit
un isomorphisme v;, = v; de faisceaux normaux. Le carré commutatifs de schémas :

Zx — Yx
1 \
zZ =Y

est alors cartésien. On peut s’en convaincre comme suit. La question posséde un
caractére local et I'on peut donc supposer que Y est affine (sur Spec(Z)) et que
Pimmersion fermée i est définie par une suite réguliére de fonctions x;, ¢ € {1,...,n}
sur Y. Il est clair qu’alors I'immersion fermée iz est définie par ’annulation des
fonctions z; o f sur Z. Puisque f est étale, ces fonctions z; o f forment également une
suite réguliére de fonctions sur Z, et 'on conclut facilement & ’aide des équations
explicites définissant Yy et Zx données dans la remarque précédente.

On en conclut que le morphisme Zx — Yx est étale et définit un voisinage Nisne-
vich de P(v;) dans Yx.

3.2.2.1. Déformation au céne normal. — Nous rappelons ici cette construction in-
troduite dans [5, 11] et que l'on peut trouver dans [8, chapitre 5].

Soit ¢ : X — Y une immersion fermée entre deux k-schémas lisses. On note ¢/ : X —
Y x A! I'immersion fermée composée de i et de la section nulle Y — Y x A!. Soient Yx
le schéma obtenu en éclatant Y le long de X et (Y x A!) x le schéma obtenu en éclatant
Y x Al le long de X (via i'). Par fonctorialité de 1’éclatement projectif, la section nulle
Y - Y x A! induit une immersion fermée Yy — (Y x A!)x et 'immersion fermée
X x A 5 Y x A! induit une immersion fermée X x A = (Y x Al)x (compte tenu
du fait que l’éclatement projectif de X x Al le long de X s’identifie &8 X x A!). Enfin
on a rappelé ci-dessus que le sous-schéma fermé de (Y x A!)x image réciproque de
X par le morphisme (Y x Al)xy — Y x Al s'identifie & P(vy). On voit facilement
que lintersection dans (Y x Al)x de Yx et de P(v;) s’identifie & P(v;).

3.2.2.2. On note D(¢) le complémentaire dans (Y x Al')x de Yx. On dispose d'un
morphisme D(i) - Y — Al et I'on se convainc aisément des points suivants :
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- l'image réciproque de la section nulle Y — Y x A! par le morphisme D(i) —
Y x Al est le complémentaire dans P(vy) du sous-schéma fermé P(v;), qui
s’identifie donc & V (v;) (puisque vy = v; ® OX cf. 3.2.1);

— I'image réciproque de l'ouvert Y x G,, de Y x A! par le morphisme D(i) —
Y x A! g’identifie 3 Y x Gp,.

On dispose donc des diagrammes commutatifs suivants dans lesquels tous les carrés
sont cartésiens :

X - Y = Y X - V) - Y
814 { s1d et S0 4 o0
XxA!' - D@l — Y xA! XxA! — D() — Y xA!

Dans le diagramme de droite, le morphisme V (v;) est le composé de la projection
sur X et de 3.

Remarque 3.2.7

1) Supposons que Y est le spectre de ’anneau B et X le spectre de I’anneau A
quotient de B par I'idéal I. Pour chaque entier n > 0, on note I™ C B la puissance n-
éme de l'idéal I. On note S la sous-B-algébre ®,>0l™ de la B-algébre B[X]. Notons
R la B[T]-algébre image de ’homomorphisme de B[T]-algébres S[T] — B[T,T]
composé de l'inclusion S[T] C B[X,T] et de ’'homomorphisme

B[X,T] - B[T;T7Y, X—T TwT,;
on vérifie facilement que R s’identifie & la sous-B[T']-algébre
eI T'e---0l - T'oBeoB - T®---®B-T"d...
de B[T,T~'] et que D(3) s’identifie au spectre de R. Ceci montre qu’en général, D(i)
est un (Y x Al)-schéma affine.

2) 1 résulte des rappels du §3.2.6 que (Y x Al)x et donc D(i) sont lisses sur k.
Si Y est affine lisse sur k, il en est donc de méme pour D(i) d’aprés la remarque
précédente.

3) Soient f : Z — Y un voisinage Nisnevich de X dans Y et 4’ : X — Z I'immersion
fermée induite. Alors dans le diagramme commutatif de schémas :
XxA' = D@GE') = ZxA!
| { 3
XxA! = D@l - Y xAl

les carrés sont tous cartésiens. Cela résulte facilement de la remarque 3.2.6 1).

3.2.3. Le théoréme de pureté homotopique. — Soit i : X — Y une immersion
fermée entre k-schémas lisses. Notons j(i) : X x A! — D(i) l'immersion fermée
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canonique. D’aprés le paragraphe précédent, on dispose des diagrammes commutatifs
suivants dans lesquels tous les carrés sont cartésiens et tous les k-schémas sont lisses :

X - Y = Y X - V() — Y
s1d { s1d et so 4 B 4 so 4
xxA!' W Dpu) - vYxA! XxxA' @ D) - vxAl

D’aprés le §3.2.1, le carré cartésien de gauche du premier de ces diagrammes induit
une application naturelle 5(z)T'(z) — T'(j(¢)) et le carré cartésien de gauche du second
une application naturelle (z) : T'(v;) = T'(j(2)).

Théoréme 3.2.8 (Pureté homotopique). — Soit ¢ : X — Y wune immersion fermée
entre deuz k-schémas lisses. Alors les deux applications naturelles n(i)T (i) — T'(j(3))
et k(1) : T(v;) = T(j(i)) sont des équivalences faibles. On obtient donc un isomor-
phisme naturel en i (au sens évident), dans la catégorie homotopique des k-espaces
pointés, entre le foncteur i — T'(i) et le foncteur i — T'(v;).

Démonstration. — Supposons que I'immersion fermée ¢ a la propriété (P) suivante :

(P) : le k-schéma Y est affine et il existe un morphisme étale Y — A;:'"d tel que
I'image réciproque par ce morphisme du sous-espace affine A} de Ag”, défini par
Pannulation des d derniéres coordonnées, est égal & X.

Alors le théoréme dans ce cas particulier résulte facilement des lemmes 3.2.9, 3.2.10
et 3.2.11 ci-dessous.

Pour l'obtenir dans le cas général, procédons comme suit. Pour tout ouvert U
de Y, on note iy 'immersion fermée X N U — U, jy l'immersion fermée j(iy) :
(XNU)xA! = D(iy) et T(iv), T(ju) et T (vy) les k-espaces de Thom correspondants
respectivement & iy, ju et au faisceau normal de 7; on obtient ainsi des foncteurs
Ti(=), T;(—) et T, (=) : Zar(Y') — & et les applications n(iy) (resp. £(iv)) induisent
une transformation naturelle n; : T;(—) — T;(—) (resp. k; : T,(—) — T;(—)). Ces trois
foncteurs Zar(Y') — &, vérifie la propriété de Mayer-Vietoris ; cela résulte facilement
du lemme 3.2.3 et du fait que les foncteurs Zar(Y) = &, U — V(v;)|u et U — D(iy)
vérifient la propriété de Mayer-Vietoris (pour le premier de ses foncteurs c’est clair
et pour le second, on remarque que pour U et V deux ouverts de Y, le k-schéma
D(iyuv) est la réunion des ouverts D(iy) et D(iy) dont I'intersection s’identifie &
D(iynav)).

Pour établir le théoréme il nous suffit donc, d’aprés le corollaire 3.1.10 et d’aprés
ce qui précéde, de montrer qu’il existe un recouvrement ouvert fini i = {U,} de Y
par des ouverts affines sur &, tel que les immersions fermées iy, ont la propriété (P)
ci-dessus (car cette propriété est alors automatiquement vérifiée pour chacune des
immersions iy, ). Or d’aprés, [15, corollaire 17.12.2 d], Y admet un tel recouvrement.

O
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Lemme 3.2.9. — Soient Y un k-schéma affine lisse, ¢ :' Y — AZJ”’ un morphisme
étale et i : X — Y Vimmersion fermée image réciproque par ¢ de l’immersion fermée
A — A;‘+d définie par annulation des d derniéres coordonnées. Alors il existe un
morphisme étale f : Z =Y, un morphisme étale g : Z — X x Ag et une immersion
fermée j : X — Z tels que les carrés suivants soient cartésiens :

X - Z X - Z
I } et I i
X - v X - XxA?
Démonstration. — Notons Z' := YXA:“ (X xxA$),le morphisme X x, Af — ApHe

utilisé étant le produit du morphisme étale X — AP par lidentité de A¢. Notons
f':Z' =Y (resp. ¢’ : Z' = X xi Af) la premiére (resp. la seconde) projection ;
ce sont des morphismes étales. On dispose d’une immersion fermée X X o» X induite
par ¢ sur la premiére projection et par la section nulle X — X x A¢ sur la seconde,
et de plus les sous-schémas fermés de Z', f’ —I(X Yet g’ _I(X ) coincident avec le sous-
schéma X x A7 X. Le morphisme diagonal X — X X A7 X est une immersion ouverte
(cf. [15, cor. 17.4.2]) et c’est également une immersion fermée puisque X est affine
sur k donc sur Ag; il en résulte que le k-schéma X xap X est la somme (dans la
catégorie des k-schémas) de X et de l'ouvert complémentaire X'.

Soit Z Vouvert de Z' complémentaire du fermé X' de Z' (observer que X' est
également fermé dans X xar X); le morphisme f : Z — Y (induit par f') est bien
étale, le premier carré est cartésien et de méme le morphisme g : Z — X x A¢ (induit
par g') est étale et le second carré est cartésien, d’ou le lemme. O

Lemme 3.2.10. — Soienti: X — Y une immersion fermée entre k-schémas lisses et
Z —'Y un voisinage Nisnevich de X dans Y. Notons i’ l'immersion fermée induite
X — Z. Alors le théoréme 3.2.8 est vrai pour i si et seulement il I’est pour i'.

Démonstration. — 1l est clair que Papplication naturelle T'(v;) — T (v;) induite par
f est un isomorphisme donc une équivalence faible. D’aprés le théoréme 3.1.2, I’ap-
plication naturelle T'(i') — T'(i) est une équivalence faible. Soient j : X x A} — D(q)
et j' : X x A} — D(i') les immersions fermées canoniques. Le morphisme D(f) :
D(i") — D(i) est un voisinage Nisnevich de X x A} dans D(i) (cf. remarque 3.2.7 3).
11 résulte donc & nouveau du théoréme 3.1.2 que Papplication T'(j') — T'(j) est une
équivalence faible. Compte tenu de la naturalité des applications n(i) : T'(i) = T'(j),
k() : T(v;) = T(j) et de leurs homologues avec des ’, le lemme est maintenant
évident. O

Lemme 3.2.11. — Soient X un k-schéma affine lisse, n un entier > 0 et so : X —
X x A} la section nulle. Alors le théoréme 3.2.8 est vrai pour l'immersion fermée so.
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Démonstration. — Soit A une Ok-algébre quasi-cohérente dont X est le spectre.
D’aprés la remarque 1) du §3.2.7, le k-schéma D(so) est affine et la Ok-algébre quasi-
cohérente R qui le définit s’identifie & la sous-A[X7, ..., X,]-algébre :

@I T @I T '@ AXy,..., Xn]® - D AXy,..., Xp] T"® ...

de A[X1,..., X, T,T7Y, I désignant I'idéal quasi-cohérent qui définit so, c’est & dire
celui engendré par les X;. On voit facilement que ’homomorphisme de Ok-algébres

A[X!,...,X.,T)> R

qui envoie X! sur X;-T~! et T sur T est un isomorphisme et qu’ainsi le (X x A} x A1)-
schéma, D(sg) s’identifie naturellement & (X x A% x A') par le morphisme T +— T et
X; — X;-T. Un moment d’attention montre que l'immersion fermée j(so) : X x Al —
D(sp) s’identifie & I'immersion

soxIda1 : X x Al 5 X x AP x A;

ainsi 'ouvert D(Sp) — (X x Al) s’identifie & X x (A7)* x A! ce qui permet facilement
de conclure. O

3.3. Eclatements projectifs

Théoréeme 3.3.1. — Soient i : X — Y une immersion fermée entre deux k-schémas
lisses et Yx le k-schéma obtenu en éclatant X dansY (c’est un k-schéma lisse d’aprés
le §3.2.2). Alors le carré commutatif :

P(l/i) — YX
{ {
X - Y

induit une équivalence faible sur les cofibres homotopiques :
X/"P(v;) = Y/hYx

Démonstration. — La méthode de démonstration est analogue & celle employée pour
établir le théoréme de pureté homotopique. On se raméne ainsi au cas ot 'immersion
1 vérifie la propriété (P) de la démonstration du théoréme 3.2.8 (en remarquant que le
foncteur Zar(Y) — &, U — Uxny vérifie la propriété de Mayer-Vietoris). On conclut
facilement & I’aide des lemmes suivants et du lemme 3.2.9 O

Lemme 3.3.2. — Soient i : X — Y une immersion fermée entre deuzx k-schémas
lisses et f : Z — Y wun voisinage Nisnevich de X dans Y. Notons i’ I'immersion
fermée induite X — Z. Alors le théoréme 3.3.1 est vrai pour i si et seulement il l’est
pour i'.
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Démonstration. — On a déja remarqué que le morphisme de faisceaux vy — v; induit
par f est un isomorphisme (et l'on identifie donc P(vy) et P(v;). Le lemme résulte
immédiatement du fait que dans le diagramme commutatifs suivant :

P(l/i) - Zx = Yx

4 4 {
X = Z =Y

le carré de droite est homotopiquement cocartésien : en effet, on a vu au §3.2.2 que
ce carré est cartésien et que le morphisme Zx — Yx est un voisinage Nisnevich de
P(v;) dans Yx ; de plus si I'on note U 'ouvert complémentaire de X dans Y et V
I'image réciproque par f de U (c’est aussi le complémentaire de X dans Z), alors dans
le diagramme commutatif suivant :

V » Zx —» Z

{ l {
U - Yx - Y

le carré commutatif de gauche ainsi que le carré commutatif extérieur sont des carrés
fondamentaux de k-schémas lisses (cf. 2.2.7) et sont donc tous deux homotopiquement
cocartésien d’apreés le théoréme 3.1.2, ce qui implique affirmation. O

Lemme 3.3.3. — Soient X un k-schéma lisse, n > 0 un entier et so : X — X x A}
la section nulle. Alors le théoréme 3.3.1 est vrai pour 'immersion fermée sq.

Démonstration. — Notons Y := X x A™. Nous avons rappelé 4 la remarque 3.2.6 1),
que Yx est le sous-k-schéma fermé de Y x Pﬁ_l défini par des équations z; - y; =
xj - yi, ¢ et j parcourant {0,...,n — 1}. On en déduit immeédiatement que I'ouvert
(Yx)y, s'identifie au sous-k-schéma fermé de (Y x PP~1),, =Y x A"~! défini par
les équations z; - y; = z;, j € {0,...,n — 1} — {i}, y; désignant la fonction y;/y;
définie sur (Y x PP71),,. Il en résulte facilement que le morphisme de k-schémas
(Yx)y; = X x Al x A" induit par x; et les v}, j € {0,...,n — 1} — {i}, est un
isomorphisme. Un moment de réflexion montre que, plus généralement, pour chaque
ouvert U intersection dans Yx d’un nombre fini de (Yx),, le morphisme de k-schémas
U — X s’identifie 4 la projection d’un espace affine sur X et est donc une équivalence
faible. Comme c’est également le cas pour les ouverts du méme type du sous-k-schéma
fermé P(v,,) = P"~! de Yk, les corollaires 3.1.10 et 3.1.11 impliquent que 'immersion
fermée P(vs,) — Yx est une équivalence faible si bien que le carré du théoréme est
homotopiquement cocartésien, d’ou le lemme. O

Remarque 3.3.4. — L’auteur ignore si le carré du théoréme est homotopiquement co-
cartésien. Remarquons que le théoréme 3.3.1 implique qu’aprés une suspension il I’est,
et donc qu’il 'est «stablement ».
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CHAPITRE 4

CLASSIFICATION HOMOTOPIQUE
DES FIBRES VECTORIELS

Dans les paragraphes 4.1, 4.2 et 4.3 k désigne un schéma affine, noethérien et
régulier, et ’on note encore, par abus, k son anneau affine A(k). Au paragraphe 4.4
on suppose seulement le schéma k noethérien, régulier, et séparé (rappelons que cela
implique que k admet une famille ample).

4.1. Propriété d’excision pour le groupe de Picard et la K-théorie algé-
brique

4.1.1. Excision pour le groupe de Picard. — Soit X un schéma. On note
Pic(X) l'ensemble des classes d’isomorphismes de OX-modules localement libres de
rang un muni de sa structure de groupe abélien induite par le produit tensoriel des
OX-modules.

Supposons que X est un schéma régulier. Alors X est la somme (dans la catégorie
des schémas) de ses composantes irréductibles X, qui sont en nombre fini et sont des
schémas noethériens, réguliers, intégres (utiliser [13, Prop. 6.1.10] et le fait que tout
anneau local régulier est intégre [21, Th. 20.3]). On note X! l’ensemble des sous-
schémas fermés intégres de X de codimension 1, Z!(X) le groupe abélien libre sur
X1 (c’est le groupe des diviseurs de Weil sur X) et K(X) I’anneau total des fonctions
rationnelles sur X, 1.e le produit (fini) des corps K(X,) des fonctions rationnelles sur
les composantes irréductibles de X. Rappelons que 1’on note A(X) I'anneau des fonc-
tions réguliéres sur X et pour tout anneau A que I’on note A* le groupe multiplicatif
de A. La proposition qui suit résulte de [15, Prop. 21.3.4, Cor. 21.6.10] :

Proposition 4.1.1. — Pour tout schéma X régulier on dispose d’une suite exacte na-
turelle de groupes abéliens :

0— A(X)* = K(X)* = Z1(X) = Pic(X) = 0.
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Pour tout ouvert U de X on a bien sir une suite exacte analogue et ’homomor-
phisme «restriction» Z1(X) — Z'(U) est surjectif (cf. [15, §21.6.3]) et son noyau est
le groupe abélien libre sur le sous-ensemble de X! constitué des z tels que UNTE = @
ou encore tels que £ € X — U. On dispose donc d’une suite exacte naturelle :

0 @ Z-ZYX)=Z'(U)—-o.

zeX?
zeX-U

Lorsque U est dense dans X, le morphisme d’anneaux X(X) — K(U) est un isomor-
phisme, et I’on obtient facilement par une «chasse au diagramme» une suite exacte
naturelle :

0 AX)* - AU)* - @& Z - Pic(X) — Pic(U) = 0.

zeX?!

zeX-U
Corollaire 4.1.2. — Soit :

V - Y

d 4

U - X

un carré fondamental de L. Alors il existe une suite exacte naturelle :

0= AX)* = AU)Y* @ A(Y)* = A(V)*
— Pic(X) = Pic(U) @ Pic(Y) = Pic(V) = 0

Démonstration. — Comme X est somme finie de ses composantes irréductibles, on
peut se ramener au cas ou X est irréductible. De méme on peut supposer que F' =
X — U n’est pas égal & X, si bien que U est dense dans X et donc V est dense dans
Y : en effet Vouvert U’ de X image de Y contient F' si bien que U N U’ est dense
dans U’ et I’on conclut car le morphisme Y — X est ouvert. La suite exacte cherchée
s’obtient facilement & ’aide du diagramme de suites exactes suivant :

0 - AX)* - AU - ® Z — Pic(X) - Pic(U) — 0

z€XINF
I L I ' !
0 - AY)* - AWV)* - ® Z — Pic(Y) — Pic(V) — 0
yeYINF
en remarquant que I’application {x € X' N F} — {y € Y} N F} est bijective. |
4.1.2. Excision pour la K-théorie de Quillen. — Soit X un schéma. Notons

®(X) I'ensemble des classes d’isomorphismes de fibrés vectoriels sur X et, pour tout
entier n > 0, ®,(X) l'ensemble des classes d’isomorphismes de fibrés vectoriels de
rang n sur X (c’est donc un sous-ensemble de ®(X) et lorsque X est connexe, ®(X)
s’identifie & la somme des ®,(X)). Rappelons que le groupe de Grothendieck Ko(X)
des fibrés vectoriels sur X est le quotient du groupe abélien libre sur ®(X) par les rela-
tions habituelles associées & toute suite exacte de fibrés vectoriels. Le produit tensoriel
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des fibrés vectoriels induit sur Ko(X) une structure d’anneau associatif commutatif
unitaire (I'unité que I’on notera 1 étant la classe de ©).

Pour tout fibré vectoriel £ sur X on notera [£] sa classe dans Ko(X) et rg(€) : X —
Z, I'application localement constante qui & tout point de X associe le rang de £ en ce
point. Notons H°(X;Z) le groupe abélien des applications localement constantes de
X vers Z. Par définition du groupe Ko(X), 'application rg(—) : ®(X) — H%(X;Z)
qui 3 la classe du fibré vectoriel ¢ associe rg(£) induit un homomorphisme de groupes
rg(—) : Ko(X) — H°(X;Z) (qui est méme un homomorphisme d’anneaux) dont on
note Ko(X) le noyau.

Lorsque X est la somme (dans la catégorie des schémas) de schémas irréductibles
Xa, 'homomorphisme de groupes

rg(~) : Ko(X) = H*(X;Z)

admet comme section ’homomorphisme H®(X;Z) — Ko(X) qui & toute application
localement constante r : X — Z & valeurs > 0 associe la classe du fibré vectoriel
O™ dont la restriction & X, est le fibré trivial de rang r(X,). Il en résulte que le
groupe Ko(X) s’identifie canoniquement au produit du groupe H°(X; Z) par le groupe
Ko(X).

Notons ®,(X) ’ensemble colimite sur n des ®,(X), I'application

®,(X) = Ppp1(X)

étant induite par la somme par (la classe de) ©'. Les applications canoniques
&, (X) = Ko(X),

qui & [€] associe I’élément [¢] — O™, induisent une application naturelle
B0 (X) = Ko(X);

cette application est méme additive pour la structure de monoide sur ®,,(X) induite
par la somme des fibrés vectoriels.

Lorsque X est affine, le monoide ®.,(X) est un groupe abélien (comme on le vérifie
aisément par I’argument habituel) et Papplication ® o (X) — Ko(X) un isomorphisme
de groupes. En effet, Ko(X) est le sous-groupe de Ko(X) engendré par les éléments
de la forme [£] — rg(z) - 1, € parcourant les fibrés vectoriels sur X ; mais pour tout
tel £ et tout n grand, le fibré vectoriel £ ® (n — rg(x)) - ©! est de rang constant n, ce
qui montre que I’homomorphisme en question est surjectif. Pour établir I'injectivité
il suffit de remarquer que, pour tout fibré vectoriel £ de rang n, dire que 1’élément
[] —n -1 est nul dans Ko(X), c’est dire que ¢ est stablement trivial (voir [24]) donc
nul dans ®.,(X).

Si X est un k-schéma affine lisse, alors ’ensemble ®.,(X) s’identifie aussi & 1’en-
semble ®cr(X) des classes d’isomorphismes de GL-torseurs sur X au sens du §2.1.5.
En effet 'ensemble ®,(X) s’identifie naturellement (lemme 2.1.7) & P’ensemble des
classes d’isomorphismes de GL,,-torseurs sur X et puisque tout GL-torseur sur X est
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induit par un GL,-torseur sur X pour un n grand, les applications ®,(X) — ®,+1(X)
induisent avec cette identification une bijection naturelle

Do (X) =& S (X).
On obtient donc, avec ce qui précéde, une bijection naturelle
PgL(X) = Ko(X).
Pour tout schéma X on note K (X) espace des lacets du classifiant
B(QP(X))

de la catégorie QP(X) associée par Quillen [28] & la catégorie exacte des fibrés vec-
toriels sur X et pour tout entier n > 0 on note K, (X) le n-éme groupe d’homotopie
de K(X), c’est & dire le n-éme groupe de K-théorie algébrique (de Quillen) de X. Le
groupe Ko(X) s’identifie bien au groupe défini précédemment.

Lemme 4.1.3 (Excision pour la K -théorie algébrique). — Soit :
V - Y
1 \
U - X

un carré fondamental de Ly. Alors le carré commutatif suivant (d’ensembles simpli-
ciauz) est homotopiquement cartésien :

K(X) — K(U)

1 {
KY) - K(V)

et ’homomorphisme Ko(Y) — Ko(V) est surjectif. En particulier, on dispose d’une
longue suite exacte naturelle :

2 Kn(X) > Kn(Y) ® Kn(U) = Kn(V) = Kn-1(X) = -
s K1(V) = Ko(X) = Ko(Y)® Ko(U) = KO(V) — 0.

Démonstration. — Les schémas X, Y, U et V sont noethériens, séparés réguliers;
d’aprés [28, §7.1], la K-théorie de ces schémas s’identifie & la K'-théorie. Ceci im-
plique tout d’abord que I’homomorphisme Ko(Y) = Ko(V) est bien surjectif (puisque
I’homomorphisme K{(Y) — K{(V) Dest). Ensuite d’aprés 28, §7.3| 'application in-
duite par le carré sur les fibres homotopiques des applications horizontales est une
équivalence faible. Cela permet facilement de conclure compte tenu du fait que le
diagramme est un « diagramme de H-espaces». O
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4.1.3. Compléments sur la K;-régularité et la % — Pic-régularité

Définition 4.1.4. — Soit R un anneau commutatif unitaire.
1. On dit que R est x — Pic-régulier si pour tout entier n > 0 ’homomorphisme
d’anneaux R — R[X1,...,X,] induit des isomorphismes

Pic(R[X1, ..., Xn]) = Pic(R)

et R[Xl,. .. ,Xvn])< >~ pX ;
2. on dit que R est Kj-régulier, ¢ € {0,1}, si pour tout entier n > 0 I’homomor-
phisme d’anneaux R — R[Xj, ..., X,] induit un isomorphisme

Ki(R[Xb .o 7Xn]) - Kz(R)

Bien sir Pic(R) désigne le groupe Pic(Spec(R)) et K;(R) désigne K;(Spec(R)).
Rappelons que le groupe K;(R) s’identifie & I'abéliannisé du groupe linéaire infini
GL(R) ; on sait aussi [24] que le sous-groupe des commutateurs de GL(R) est égal
au sous-groupe E(R) engendré par les matrices élémentaires.

Quelques rappels

Lemme 4.1.5. — Tout anneau noethérien, régulier est K;-régulier, i € {0,1}.

Pour 7 = 0 ce résultat est du & Grothendieck et pour ¢ = 1 & Bass-Heller-Swan [4].
Pour i quelconque, il est dt & Quillen [28].

Lemme 4.1.6 ([36]). — Soient R un anneau et i € {0,1}. Les deux assertions sui-
vantes sont équivalentes :

1. pour tout idéal premier P de R, l’anneau local R(py est K;-régulier;

2. R est K;-régulier.

Lemme 4.1.7. — Tout anneau K;-régulier est Ko-régulier et x — Pic-régulier.

Démonstration. — Soit R un anneau commutatif unitaire. L’homomorphisme «dé-
terminant» GL(R) — R* et le monomorphisme R* — GL(R) déterminent le
groupe multiplicatif R* comme facteur direct naturel de K7 (R) ce qui montre que la
K;-régularité implique la x-régularité. Le fait que la K;j-régularité implique la Kjp-
régularité est établi dans [36] (c’est une conséquence immédiate du théoréme fonda-
mental de Bass 4.3.10 et du lemme 4.1.6). L’application qui & tout R-module projectif
de type fini P associe sa puissance extérieure « maximaley définit un homomorphisme
naturel Ko(X) — Pic(X) dont l’application (ensembliste) naturelle Pic(X) — Ko(X)
est une section. Ainsi, ensemble Pic(X) est naturellement facteur direct de ’en-
semble Ko(X), ce qui montre que la Ko-régularité implique la Pic-régularité, d’ou le
lemme. O

Lemme 4.1.8 ([32]). — Soient R un anneau et S une R-algébre étale. Si R est K; -
régulier alors Uanneau S est K;-régulier.
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Lemme 4.1.9 ([7]). — Soient R un anneau K;-régulier, n un entier > 0 et {S;}; une
famille finie de sous-ensembles de {1,...,n} deuzr & deux disjoints. Alors ’anneau
II[¢;] associé & la famille d’épimorphismes

¢i s R[X1,...,Xn] = R[Xa,...,Xn]/(Xi;i € S))
(cf. §2.2.3) est Ky-régulier.
Soient A une k-algébre, n un entier > 0 et {fo : A = Aa}aeq1,....n} une famille
finie d’épimorphismes de k-algébres. On dira que cette famille est k-transverse si la

famille d’immersions fermées correspondantes {Spec(dqa) : Spec(Aq) — Spec(4)}q
est k-transverse.

Théoreme 4.1.10. — Soient A une k-algébre lisse, n un entier > 0 et {¢o : A > Ag}a
une famille finie k-transverse d’épimorphismes de k-algébres. Alors Uanneau II[¢q]
(voir §2.2.3) est K1-régulier (et donc Kq-régulier et X — Pic-régulier d’aprés le lemme

4.1.7).

Démonstration. — Soient {fi1,..., fm} des éléments de A premiers entre eux dans
leurs ensemble. D’aprés le lemme 4.1.6, il suffit d’établir le théoréme pour les familles

{(Da)(5s) : Ay = (Aa) (s}

(car Panneau II[(¢)(s;)] s'identifie & I'anneau (II[¢a])(s,)). Or par définition de la
k-transversalité, il existe une telle famille {f1,..., fm} d’éléments de A telle que pour
tout i, il existe un homomorphisme étale de k-algébres

k[ X1, ..., Xa] = A

et une famille finie {S%}, de sous-ensembles de {1,...,d;} deux & deux disjoints («
parcourant les éléments de {1,...,n} tels que 'anneau (Aq4)(s,) n’est pas nul) telle
que I’épimorphisme Ay,y — (Aa)(s;) s'identifie & I'’épimorphisme

A(f,-) — A(fa) Ok[X1,..., Xa,] k[ X1,...,X4]/(Xs,s € S;).

Il en résulte facilement (puisque le k[X1,...,Xq;]-module Ay, est plat) que la k-
algebre II[(¢qa)(s,)] s’identifie & la k-algébre

Aty Oixy,oXa) TKIX1, -, Xa] = K[X1, -, X4/ (X, 8 € S3)]
et le morphisme
O[k[X1,. .., Xq;] = k[X1,. .., Xa.)/(Xs,s € SL)] = M[(¢a) (1)

est donc étale. On conclut a ’aide des lemmes 4.1.8 et 4.1.9. Od
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4.1.4. K-théorie de Karoubi-Villamayor et K-théorie de Quillen. — Soit
R un anneau commutatif. On note GL(R) le groupe simplicial qui en degré n est
égal au groupe linéaire infini de 'anneau R[Xy,..., X ]/(Xo+ X1+ -+ X, = 1)
et dont les applications de faces et dégénérescences sont définies comme au §2.1.2.
On pose KVy(R) := Ko(R) et pour tout entier n > 1, KV, (R) := m,—1GL(R) (le
(n — 1)-éme groupe d’homotopie de 1’ensemble simplicial GL(R)) ; il est clair que les
groupes KV, (R) pour n # 1 sont abéliens et nous verrons ci-dessous qu’il en est de
méme pour le groupe KV (R). Ces groupes KV, (R) forment la K-théorie de Karoubi-
Villamayor de R [9]. On remarquera que, pour tous entiers n > 1,m > 0, ’homomor-
phisme KV, (R) - KV,(R[X1,...,Xm]) est un isomorphisme puisque ’application
simpliciale GL(R) — GL(R[X},...,Xn]) est une équivalence d’homotopie (noter
que GL(R[X]) s’identifie naturellement au groupe simplicial (GL(R))2" avec les no-
tations de [22]).

Le groupe E(R) est contenu dans le noyau de ’épimorphisme GL(R) — KVi(R);
en effet pour tout matrice élémentaire E; j(A) la matrice élémentaire E; j(\ - T) de
GL(R[T]) réalise une homotopie a I'identité de E; j(A). On en déduit un épimorphisme
canonique K;(R) — KV;(R), ce qui prouve au passage que le groupe K'V;(R) est
abélien.

Lemme 4.1.11. — Si l'anneau R est Ki-régulier, alors ’épimorphisme canonique
K;1(R) —» KVi(R) est un isomorphisme.

Démonstration. — 1l suffit, par définition de K'V;(R), de montrer que si H est un
élément de GL(R[T]) tel que ’élément H(0) de GL(R) est trivial alors 1’élément
H(1) de GL(R) appartient & E(R) = [GL(R), GL(R)]. Puisque par hypothése, I'ho-
momorphisme

GL(R)/[GL(R), GL(R)] - GL(R[T])/[GL(RIT}), GL(R[T})]
est un isomorphisme les deux homomorphismes d’évaluation, en 0 et 1 :
GL(RIT)) - GL(R)/[GL(R), GL(R)]

sont égaux, et ’'affirmation en résulte aisément. O
Lemme 4.1.12 ([9]). — Soit :

D —- B

1 1

¢ - A

un carré commutatif cartésien d’anneaur (commutatifs) tel que ’homomorphisme
B — A est surjectif et tel que l'anneau A est Ki-régulier. Alors le carré commutatif
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cartésien d’ensembles simpliciaux (qui est en fait un diagramme de groupes simpli-
ciauz) :

GL(D) — GL(B)

1 1

GL(C) — GL(4)
est homotopiquement cartésien. En particulier, on dispose d’une longue suite eracte
naturelle :

<o = KV (D) - KV, (C) ® KV, (B) = KV, (A) » KVy_1(D) — - -~
o> KV3(A) - KVi(D) - KVi(C) @ KVi(B) = KV (A).

Démonstration. — Il suffit d’établir que le morphisme de groupes simpliciaux
GL(B) - GL(4)

est une fibration. Or d’aprés [27, II §3] Prop. 1 (iii), il suffit d’établir que pour tout

entier n > 0, ’homomorphisme

GL(B[Xl, ey Xn]) — GL(A[Xl, ey Xn] XKVi(A) K‘/l(B)
est surjectif (rappelons que K'V;(R) est égal, par définition, au groupe mo(GL(R))),
ce qui résulte facilement du fait que ’lhomomorphisme
E(B[X1,..., X)) & E(A[X1, ..., X4))
est surjectif (car ’homomorphisme d’anneaux B — A est surjectif) et du fait que
KV;(A) est le quotient de GL(A) par E(A) d’aprés le lemme 4.1.11. O

Remarque 4.1.13. — L’argument utilisé dans la démonstration montre aussi que pour
toute cofibration élémentaire ¢ : X — Y, I’homomorphisme de groupes simpliciaux
GL(A(Y)) - GL(A(X)) est une fibration.

Lemme 4.1.14 (Suite exacte de Milnor [24]). — Soit :

D —- B
{ {
C - A

un carré commutatif cartésien d’anneauz (commutatifs). On suppose que l’homomor-
phisme B — A est surjectif. Il existe alors des suites exactes naturelles :

et
0— D* - C* @ B* -+ A* — Pic(D) — Pic(C) @ Pic(B) — Pic(A4).

Seule la premiére affirmation est énoncée dans [24] mais les ingrédients fournis
permettent facilement de construire la seconde suite exacte.
On déduit facilement des deux lemmes précédents le :
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Corollaire 4.1.15 ([9]). — Soit :

D —- B
{ {
C - A

un carré commutatif cartésien d’anneauz (commutatifs). On suppose que I’homomor-
phisme B — A est surjectif et que l'anneau A est K;-régulier. Alors il existe une
longue suite exacte naturelle :

<o KVo (D) = KV (C) ® KV, (B) = KVyp(A) = KVy_1(D) — ...
-+ = K1(D) = K1(C) ® K1(B) - K1 (A) =
— Ko(D) = Ko(C) & Ko(B) = Ko(A).

Rappel. — Pour tout anneau commutatif R, ’homomorphisme évident de groupes
simpliciaux GL(R) — GL(R) induit une application B(GL(R)) - B(GL(R)) sur
les espaces classifiants. Cette application induit sur le 7; 1’épimorphisme GL(R) —
KV;(R). Par définition méme de la construction + de Quillen, I’application simpliciale
B(GL(R)) —» B(GL(R)) induit une classe d’homotopie d’applications simpliciales
canonique O(R) : (B(GL(R)))* — B(GL(R)). Rappelons que lorsque R est régulier,
O(R) est une équivalence faible [9], identifiant ainsi la K-théorie algébrique de R a
sa K-théorie de Karoubi-Villamayor (compte tenu de 1’équivalence faible naturelle -
pour tout anneau R- K(R) = (B(GL(R)))*, [28].

4.2. Classification homotopique des fibrés vectoriels et des GL-torseurs

Rappelons que dans ce paragraphe k est un anneau commutatif noethérien, régulier.

4.2.1. Extensions anodines, K-théorie algébrique et groupe de Picard
Lemme 4.2.1. — Soiti: X — Y une extension anodine élémentaire. Alors ’applica-
tion simpliciale :
GL(A(Y)) - GL(A(X))
est une fibration triviale (donc une équivalence faible) et les homomorphismes
Ko(A(Y)) = Ko(A(X)), A(Y)* = A(X)* etPic(A(Y)) = Pic(A(X))

des isomorphismes.

Etablissons tout d’abord des cas particuliers.

Soient X un k-schéma affine lisse, n > 0 un entier et I C {0,...,n} une partie

de {0,...,n}. On note Az’l C A7 la réunion de toute les faces de A} sauf celles
appartenant a I. Ainsi, A} := AZ’{O}‘ Soit 39 € I. Notons J C {0,...,n — 1} I'image
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réciproque de I par d : {0,...,n — 1} — {0,...,n}. Notons Iy C {0,...,n} le
complémentaire dans I de ig. Observons alors que le carré :
LV
A 1
-1 dio n,I
A" - Ay
est cocartésien.

Lemme 4.2.2. — Soient X un k-schéma affine lisse, n > 1 un entier et I C {0,...,n}
une partie distincte de {0,...,n}.

1. la cofibration élémentaire A" x X — A7 x X induit une fibration triviale
GL(A(A} x X)) = GL(A(AP" x X));
2. les homomorphismes naturels
A(A? x X)X — AAPT x X)X et Pic(A(AR x X))) = Pic(A(AP! x X)
sont des isomorphismes.

Remarque 4.2.3. — Les remarques précédentes permettent de montrer que, avec les
hypothéses du lemme, ’application AZ‘I x X — AP x X est une équivalence faible.

Démonstration
1) D’aprés la remarque 4.1.13, on sait déja que le morphisme en question est une fi-
bration. Il nous suffit donc détablir que le morphisme G_L(A(AZ'I x X)) = GL(A(X))
est une fibration triviale. On procéde alors par double récurrence sur ’entier n d’abord,
puis sur le cardinal de {0, ...,n} — I ensuite. Lorsque n est nul le résultat est trivial.
Supposons n > 1. Le cardinal de {0, ...,n} — I ne peut étre nul. S’il vaut 1, le résultat
est également trivial (la cofibration élémentaire s’identifiant & une coface).
On suppose donc que le cardinal de {0,...,n} — I est > 2. Soit ¢9p € I. Notons
J C {0,...,n — 1} l'image réciproque de I par d%* : {0,...,n — 1} — {0,...,n}.
Notons Iy C {0,...,n} le complémentaire dans I de 9. On conclut facilement par
récurrence & ’aide du carré cocartésien
ArLT 4 gt
l . \
At &G g
considéré ci-dessus, qui induit un carré cartésien d’anneaux auquel on applique le cor
4.1.15 (utiliser aussi le théoréme 4.1.10).

2) La démonstration du point 2) est tout a fait analogue & celle du point 1). O

Lemme 4.2.4. — Le lemme 4.2.1 est vrai pour toute extension anodine fondamentale
géométrique (cf. 2.2.8).
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Démonstration. — On reprend les notations et choix qui suivent la définition 2.2.7.
La source de ’extension anodine fondamentale est donc la somme amalgammeée ¥ du
diagramme :
Ty X7y Ty — Ey X7y Ty
K
TU XTx EY

et son but le produit fibré E := Ey X1, Ey, I'espace total d’un fibré vectoriel sur T'x.
Le fait que ’application simpliciale GL(A(E)) — GL(A(X)) est une une fibration
résulte de ’argument de la démonstration du lemme 4.1.12 (et du théoréme 4.1.10).

Le fait que ce soit une équivalence faible et que I’homomorphisme Ky(A(E)) —
Ky(A(X)) un isomorphisme résulte maintenant de la comparaison entre la longue
suite exacte d’excision déduite du lemme 4.1.3 et la longue suite exacte déduite du
corollaire 4.1.15 appliqué au carré cartésien qui définit A(X) (compte tenu du fait
déja signalé que A(X) est Kj-régulier), de 'identification pour A(E) et A(Tx) entre
K-théorie de Quillen et K-théorie de Karoubi-Villamayor et du fait que le morphisme
K(E) — K(X) est une équivalence faible [28].

La démonstration du second point est en tous points analogue. O

Démonstration du lemme 4.2.1. — Soient i : X — Y une extension anodine fonda-
mentale et {t; : Z; = Z}jec(1,..,n} une famille k-transverse d’immersions fermées
entre k-schémas affines lisses. Toute extension anodine élémentaire est de la forme
([Z4],% >) (voir ce qui suit la définition 2.2.8) ; on établit le lemme par récurrence sur
n. Pour n = 0, I'extension anodine ([Z;],7) s’identifie & Idz xi. Si ¢ est une extension
anodine fondamentale simpliciale, le lemme résulte dans ce cas du lemme 4.2.2. Si 3
est une extension anodine fondamentale géométrique, on voit facilement que Idz x:
est également une extension anodine fondamentale et I’on conclut & 'aide du lemme
4.24.

On dira dans ce qui suit qu’une application X — Y a la propriété K si le mor-
phisme de groupes simpliciaux GL(A(Y)) - GL(A(X)) est une fibration triviale et
si le morphisme Ko(A(Y)) — Ko(A(X)) est un isomorphisme. On observe que cette
propriété est stable par image directe de i si 'anneau A(X) est K;-régulier (utiliser
le corollaire 4.1.15).

Supposons n > 1. Notons S} j>2 la somme amalgammée

(8121,5,5 2 2] xY) (512, ;,j>29xx) (Z1 x X)
Sj>2 la somme amalgammée
(81Zj,5 > 2] x Y) g1z, j>21x x) (Z x X)
et .S; la somme amalgammée

(8[2;] x Y) U(s1z,x x) (Z x X)
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Dans le diagramme commutatif :

ZHxY = S = ZxY
) t

S1i>2 = Sj>2

le carré de gauche est cocartésien, et le morphisme vertimathcal de gauche est la co-
fibration élémentaire associée & la famille k-transverse {Z; ; = Z1}jeqo,....n}- D’aprés
le théoréme 4.1.10 'anneau

A((S[Z1,2,- -+ Z1,n] X Y) (512, 4,....21.21x ) (Z1 X X))

est K-régulier. L’hypothése de récurrence (appliquée a la famille k-transverse {Z; ; —
Z1}jeq2,...,n}) et les remarques précédentes impliquent que la cofibration

(S[Zay ..., Zn) X Y) U(s(2,,....2a)x x) (Z X X)
— (S[Zl, . ,Zn] X Y) H(S[Z;,...,Zn]xX) (Z X X)

a la propriété K.

De méme, toujours par hypothése de récurrence (appliquée cette fois a la famille
k-transverse {Z; — Z}jeqa,...,n}) On voit que I'application en diagonale dans le dia-
gramme a la propriété K.

On en déduit facilement que ([Z;],%) a la propriété K a I’aide du triangle commu-
tatif de droite du diagramme ci-dessus, de la remarque 4.1.13 (et de ce qui précede).

En utilisant I'argument de la démonstration du lemme 4.1.7 on voit que pour
toute application X — Y, le fait que les homomorphismes A(Y)* — A(X)* et
Pic(A(Y)) — Pic(A(X)) sont des isomorphismes est impliqué par le fait que ¢ a la
propriété K, ce qui achéve la démonstration du lemme. O

4.2.2. Propriétés homotopiques du GL,-torseur canonique sur Gr,

Rappelons 2.1.8 que pour tout entier n > 0, on pose V,, := colim, V, ,, que ce
k-espace est muni d’une action & gauche de GL,, qui en fait un GL,-torseur de base
la grassmanienne Gry,.

Lemme 4.2.5. — Pour tout entier n > 0, Uapplication V,, — x est une fibration
triviale.
Démonstration. — 11 s’agit d’établir que pour toute cofibration élémentaire [tq] :

S[ta] = X, {ta : Xa = X}a désignant une famille finie k-transverse d’immersions
fermées de but le k-schéma affine lisse X, et toute application f : S[to] — Vi il
existe une application g : X — V,, telle que g o [tq] = f. Soit r un entier tel que
f se factorise na lapplication V,, . — V,. L’application S[ta] — Vi, correspond &
un morphisme Spec(II[A(tq)]) = Va,r d’aprés le lemme B.4.4; puisque le morphisme
de k-algébres A(X) — II[A(tq)] est surjectif et que son noyau est un A(X)-module

ASTERISQUE 256



4.2. FIBRES VECTORIELS ET GL-TORSEURS 61

de type fini (¢f. 2.2.25), il suffit donc d’établir que pour tout épimorphisme de k-
algébres B — A dont le noyau I est un B-module de type fini et tout épimorphisme
de A-modules )\ : A™" — A" il existe un entier £ > 0 et un épimorphisme de
B-modules B¢ — B™ tel que le composé B**t"+tf — B" — A™ est égal au com-
posé de la projection B¢ — B"*+" du morphisme B™*" — A"t" et de \. Or,
il existe un homomorphisme B"*" — B"™ qui fait commuter le diagramme évident.
Le B-module I™ noyau de I’épimorphisme de B®™ — A"™ étant de type fini, engen-
dré par, disons, ¢ éléments, on peut étendre ’homomorphisme B"*" — B™ en un
épimorphisme B"*t7+¢ — B™ 3 I’aide de ces £ éléments, et I'on a gagné. O

Théoréme 4.2.6. — La grassmanienne Gr et l’espace projectif infini P> sont des k-
espaces fibrants, le GL-torseur canonique ' : V. — Gr et le G, -torseur canonique
A A* — P> sont des fibrations (en particulier le groupe linéaire GL et le groupe
multiplicatif G, sont des k-espaces fibrants).

Démonstration. — Fixons pour cette démonstration une extension anodine élémen-
taire i : X — Y «générique».

Montrons tout d’abord que le groupe linéaire GL est un k-espace fibrant, autrement
dit que toute application X — GL s’étend & Y. Par définition, pour tout k-espace
de présentation finie Z le groupe Homg, (Z, GL) s’identifie au groupe GL(A(Z)).
Il s’agit donc d’établir que I’homomorphisme de groupes GL(A(Y)) - GL(A(X))
est surjectif. Cet homomorphisme induit une surjection sur les groupes de commu-
tateurs puisque ’homomorphisme d’anneaux A(Y) — A(X) est surjectif d’aprés la
proposition 2.2.25 (on a rappelé plus haut que pour tout anneau (commutatif) R,
le sous-groupe [GL(R), GL(R)] de GL(R) est égal au sous-groupe E(R) engendré
par les matrices élémentaires et un épimorphisme d’anneaux R — S induit donc un
épimorphisme de groupes E(R) — E(S)). On obtient l'affirmation en remarquant
que, d’aprés les lemmes 4.1.11 et 4.2.1, puisque A(X) et A(Y) sont des anneaux
K -réguliers, ’'homomorphisme de groupes GL(A(Y)) — GL(A(X)) induit un iso-
morphisme aprés abéliannisation.

De méme, puisque pour tout k-espace Z le groupe Homg, (Z, G,) s’identifie natu-
rellement au groupe A(Z)*, le lemme 4.2.1 implique immédiatement que G,,, est un
k-espace fibrant.

Montrons maintenant que le GL-torseur V' — Gr est une fibration. Donnons nous
un carré commutatif

- V
1

e

-+ G

=]
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et montrons 'existence d’une application Y — V qui fait commuter le diagramme. Il
existe des entiers n et r tels que le carré est induit par le carré commutatif

X = Vi,
{ {
Y = Gry,

et il suffit d’établir ’existence d’un entier N «grand» et d’une application ¥ — Vi,
qui fait commuter le diagramme évident.
L’application Y = Grp,, correspond & un épimorphisme de A(Y)-modules

v AY)"" = P,
avec P localement libre de rang n, I’application X — V,, , correspond & un épimor-
phisme de A(X)-modules
¢ AX)™MT - A(X)™.
La commutativité du carré signifie que les deux épimorphismes ¢ et
Y RA(Y) A(X) : A(X)"-H' — P ®A(Y) A(X)
définissent les mémes quotients (d’oi un isomorphisme canonique
¢ : P®yyy A(X) = A(X)").

Puisque ’homomorphisme Ko(A(Y)) — Ko(A(X)) est un isomorphisme d’aprés le
lemme 4.2.1, le fait que le A(X)-module projectif de type fini P ®4(y) A(X) est
libre implique que le A(Y)-module P est stablement libre. Il existe donc n' > 0 et
un isomorphisme de A(Y)-modules ¥ : P @ A(Y)" = A(Y)"*"'; cet isomorphisme
induit un isomorphisme P ® 4(y) A(X) = A(X )"“'"' qui détermine (& l’aide de ¢) un
automorphisme de A(X)""', c’est a dire un élément o de GLy 1 (A(X)). Puisque
I’homomorphisme GL(A(Y)) - GL(A(X)) est surjectif (car GL est fibrant), il existe
un entier n” et un élément B de GLy4pn+n (A(Y)) qui reléve a. L’isomorphisme

Bi=pFroaAY)"): PoAY)" " = A(Y)mH "
induit ’isomorphisme
($@AX)" ) 1 (P @A) AX)) ® AX)™H = AX)mH+"
On en déduit, en posant N = n+n'+n', que le morphisme Y — Vi, correspondant
a I’épimorphisme de A(Y')-modules
AN 5 P A(Y) Y = A(Y)V,

induit par §', répond a la question.

Pour établir que le G,-torseur canonique A* — P est une fibration, on procéde
de facon tout a fait analogue, en utilisant le lemme 4.2.1 et le fait que Gy, est un
k-espace fibrant.

Montrons maintenant que la grassmanienne Gr est un k-espace fibrant. Soit f :
X — Gr une application et montrons que f s’étend & Y. Pour n et r grands, f est
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induite par une application X — Gty . D’aprés le lemme B.4.4, une telle applica-
tion correspond & un morphisme de k-schémas f' : Spec(A(X)) = Gry, et il suffit
d’établir qu’une telle application s’étend toujours & Y quitte & laisser grandir n et r.
L’application f' est déterminée par la donnée d’un épimorphisme de A(X)-modules
A(X)™" — P, avec P localement libre de rang n. Puisque 4 induit un isomorphisme
Ko(A(Y)) = Ko(A(X)) (cf 4.2.1) on voit qu'il existe un entier n' tel que le A(X)-
module P @ A(X)™ est isomorphe & la réduction d'un A(Y)-module projectif de type
fini P’ de rang n + n’ par I’épimorphisme A(Y') — A(X). Puisque I’homomorphisme
canonique de A(Y)-modules P’ — P & A(X)" est surjectif on en déduit D'existence
d’un diagramme commutatif de A(Y")-modules :

A(Y)ntn'tr P
i’ ’ l !
AX)' T 5 P AX)"

dans lequel ’'homomorphisme A : A(Y)"*"’*"‘ — P’ n’est pas forcément surjectif.
Soient yi,. ..,y des générateurs du A(Y)-module noyau de I’épimorphisme P’ —
P ® A(X)™ (ce noyau est de type fini car A(Y) est un anneau noethérien) et A’ :
A(Y)ntn'+r+r’ P! Pépimorphisme égal A h sur les n+n’ +r premiéres coordonnées
et ’homomorphisme A(Y)” — P’ induit par les y; sur les r' derniéres. Alors le
diagramme suivant de A(Y')-modules :

A(Y)n+n'+1'+r' - P
~L ! ! J’ !
A(X)"+" trtr 5 Po A(X)"™

dans lequel le morphisme A(X)*+*'+r+7" _ P& A(X)™ vaut ’épimorphisme
AX)"HHT 5 P A(X)™

sur les n+n'+r premiéres coordonnées et est nul sur les r' derniéres, est commutatif. Il
détermine donc une extension de 'application Spec(A(X)) = Grptps r4r COmposée
de f’ et de l'inclusion Grp,, = Grptn/ r+m 8 Y, d’ott Vaffirmation.

Pour établir que ’espace projectif infini est un k-espace fibrant, ’argument est tout
a fait analogue (et laissé au lecteur). O

Remarque 4.2.7

1) Le lecteur remarquera que la démonstration du lemme 4.2.1 que nous avons
donnée utilise de fagon cachée la définition de la K-théorie supérieure de Quillen et
ses propriétés, notamment le lemme 4.1.3.

On peut probablement établir le lemme 4.2.1 de fagon plus élémentaire en utilisant
le théoréme 4.1.10 et en s’inspirant de [10].
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2) Fibrés vectoriels de rang n et « probléme de Serre généralisé »

Soit n un entier > 1. L’auteur ignore si la grassmanienne Gr,, et le groupe linéaire
GL,, sont des k-espaces fibrants, et si le GL,-torseur canonique sur Gr, est une
fibration en général. Nous venons de 1’établir pour n =1 et n = oo.

La démonstration précédente met en évidence que si tel était le cas, alors pour toute
extension anodine élémentaire X — Y Papplication ®,,(Spec A(Y)) — @, (Spec A(X))
serait bijective. Observons que cet énoncé contient en particulier I’énoncé suivant :

pour toute k-algeébre lisse A lapplication ®,(A[X]) = ®,(A) est bijective.

D’aprés Quillen [29], cette affirmation est vraie lorsque A est un corps (c’est le
«probléme de Serre») et d’aprés [20] pour A lisse sur un corps k. On peut donc
s’attendre & ce que dans ce cas, le probléme ci-dessus ait une réponse affirmative.

3) Comme dans la théorie de I'homotopique classique ou ’espace projectif com-
plexe infini est le classifiant du groupe multiplicatif C* et la grassmanienne complexe
le classifiant du groupe (topologique) linéaire infini GL(C), on peut donc dire ici
compte tenu du lemme 4.2.5 et du théoréme 4.2.6 que le k-espace projectif infini est
le classifiant du k-groupe multiplicatif G,, et le G,,-torseur canonique sur P le
G ,-torseur universel, et que la grassmanienne Gr est le classifiant du groupe linéaire
GL et le GL-torseur sur Gr le GL-torseur universel, sans chercher pour l'instant a
donner un sens précis & ces affirmations. Contentons nous de dire que nous allons
montrer au prochain paragraphe comment utiliser ces objets pour classifier les fibrés
vectoriels et les GL-torseurs du point de vue de la théorie de I’homotopie.

4.2.3. Classification homotopique des fibrés vectoriels

4.2.3.1. Composantes connezes. — Soit X un k-schéma lisse. On note mo(X) 'en-
semble des composantes connexes de X : puisque X est noethérien c’est un ensemble
fini et puisque X est régulier, ce sont aussi ses composantes irréductibles.

A tout ensemble fini E on associe le k-schéma, que ’on note Ej, (ou encore E s’il n’y
a pas de confusions possibles), somme indéxée par ’ensemble E de copies du k-schéma
k (on dit aussi que c’est le k-schéma « discret » associé & E). Le k-schéma Ej, est affine
et lisse et le k-espace qu'il définit se note également Ej (ou E). Si E est un ensemble
arbitraire, on note E; (ou E) le k-espace colimite filtrante des Fj, F' parcourant
I’ensemble des parties finies de E. Pour tout k-schéma lisse X, 'application naturelle
évidente Homgys(mo(X), E) — Homg, (X, E}) est bijective (utiliser le §B.4.3).

Pour tout k-espace X, on note m(X) ’ensemble colimy _, xecy, mo(Y). Il est clair
que le foncteur mo(—) : & — Ens est 'adjoint & gauche du foncteur Ens — &, E —
Ej}, (cela résulte facilement de ce qui précéde). Il est facile d’établir (& I’aide du co-
rollaire 2.2.27) que pour tout k-espace cofibrant de présentation finie X, I’ensemble
7o(X) s’identifie & ensemble mo(Spec A(X)) (le lecteur remarquera que le schéma
Spec(A(X)) est noethérien et localement intégre, donc ses composantes connexes sont
ses composantes irréductibles).
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Pour tout groupe abélien A notons
H°(X; A) := Homg, (X, Ag) = Homgns(mo(X), A)
le groupe abélien des applications de mo(X) vers A.

Lemme 4.2.8. — Pour toute extension anodine X — Y ’application
mo(X) — mo(Y)
est bijective. En conséquence, pour tout ensemble E le k-espace Ey, est fibrant.

Démonstration. — Puisque le foncteur mo(—) commute aux colimites, il suffit d’éta-
blir le lemme lorsque X — Y est une extension anodine élémentaire. D’aprés le lemme
4.2.1, ’homomorphisme Ko(A(Y)) — Ko(A(X)) est un isomorphisme; puisque le
groupe
H°(X;Z) = Homgne(mo(Spec(A(X))), Z)

est naturellement facteur direct de Ko(A(X)) (§4.1.3) on en déduit bien que I'ap-
plication mo(X) — mo(Y") est bijective (bien str on peut donner de ce lemme des
démonstrations plus élémentaires). O

Remarque 4.2.9. — Le lecteur prendra garde de ne pas confondre Ejy avec le k-espace
somme indéxée sur E de copies de *. De fagon générale, si X et Y sont deux k-schémas
lisses, le k-espace X Ilg, Y somme de X et Y n’est pas le k-espace associé au k-schéma
X s, Y somme de X et Y. L’application X II¢, ¥ — X Ils, Y est toutefois une
équivalence faible (utiliser le théoréme 3.1.1).

4.2.3.2. Classification homotopique des fibrés vectoriels sur les k-schémas lisses

Lemme 4.2.10. — Soient X un k-schéma régulier et T — X un torseur sous un fibré
vectoriel. Alors 'application naturelle K(X) — K(T') est une équivalence faible et les
homomorphismes A(X)* — A(T)* et Pic(X) — Pic(T) des isomorphismes.

Démonstration. — Remarquons que puisque le morphisme 7' — X est affine et lisse,
T est aussi un schéma régulier.

La premiére affirmation résulte de [28, §7.1, §Prop. 4.1].

La seconde se démontre en utilisant le corollaire 4.1.2 pour se ramener au cas ou X
(et T') est affine, puis ’argument utilisé dans la démonstration du lemme 4.2.10. O

Soient n et r deux entiers > 0. Rappelons que I’on note 7y, , le fibré vectoriel de
rang n canonique sur la grassmanienne Gry, » dont le OGr, ,-module des germes de
sections s’identifie au dual du OGr,, ,-module localement libre de rang n tautologique.
L’élément Ay, := [yn,r] —n-1 de Ko(Gr,,») appartient manifestement au sous-groupe
IE'O(Grn,,). Sin' >mnetr >r, la restriction & Gry,, du fibré vectoriel v, ,» par
I'immersion fermée canonique Gry, — Gry  (que 'on obtient en combinant les
morphismes du type t,» et ¢, cf. 1.2) s’identifie & v, » @ (n' — n) - O, si bien que
I'image de 4,/ »» par ’homomorphisme K'O(Grn:,,u) — Iz'g(Grn,r) est égale & 7, ..
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De méme si n’ > n, alors la restriction & P™ du fibré vectoriel de rang un canonique
. . ’ ! . . A
An par 'immersion fermée P™ — P" s’identifie 4 \,,.

4.2.3.3. Soit X un k-schéma lisse. Les applications naturelles image réciproque de 4 r
Homg, (X, Grp ) = Ky(X) sont compatibles entre elles et induisent une application
naturelle
colim,, , Homg, (X, Grp ) = Ky(X);
I’application naturelle
colimy, , Homg, (X, Gry, ) = Homg (X, Gr)
étant bijective (corollaire B.4.3) on en déduit une application naturelle
Homg (X, Gr) — Ky(X).

Notons Z le k-espace associé & I’ensemble Z ; bien sur c’est un k-groupe abélien.
Puisque le groupe abélien H°(X;Z) défini au §4.1.3 s’identifie au groupe Homy (X, Z),
Papplication naturelle précédente induit une application naturelle

Hom(X,Z x Gr) — Ko(X).

Le lecteur notera que le k-espace Z x Gr est fibrant puisque c’est le produit du k-espace
fibrant Z (utiliser lemme 4.2.8) et du k-espace fibrant Gr (c¢f. théoréme 4.2.6).
De méme, les applications naturelles image réciproque de Ay,

Homy (X, P") — Pic(X)
induisent une application naturelle
Homy (X, P*°) — Pic X.

Proposition 4.2.11. — Soit X un k-schéma lisse.

1) L’application naturelle Hom(X,Z x Gr) — Ko(X) se factorise par la relation
d’homotopie et a pour image l’ensemble des éléments v de Ko(X) pour lesquels il
existe une fonction localement constanter : X — Z telle que y+1r-1 est la classe d’un
fibré vectoriel de rang constant dont le dual du OX -module des germes de sections est
engendré par ses sections. Lorsque X est affine, l'application naturelle m(X,Z x Gr) —
Ko(X) induite est une bijection.

2) L’application naturelle Homy(X,P*°) — Pic(X) se factorise par la relation
d’homotopie. L’application naturelle w(X,P*>°) — Pic(X) induite est une injection
dont limage est l'ensemble des classes de fibrés vectoriels de rang un dont le dual du
OX-module (inversible) des germes de sections est engendré par ses sections. Lorsque
X est affine, cette application est donc bijective.

Démonstration

1) La premiére affirmation résulte formellement du fait que X est un schéma ré-
gulier (puisque lisse sur 'anneau régulier k) et donc que ’homomorphisme Ko(X) —
Ko(X x A') est un isomorphisme (lemme 4.2.10).
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Soit X — Z x Gr une application produit de ’application localement constante
r: X — Z, et de application f: X — Gr; soient n et r deux entiers tels que f est
composée de I’application Gr, » — Gr et d’une application g : X — Gr,, , associée au
OX-module localement libre de rang n, M, engendré par ses sections 1, ..., Zntr,
et E le fibré vectoriel g * (yn,). Il est clair que 'image dans le groupe Ko(X) de
lapplication X — Z x Gr par 'application naturelle Homy (X, Z x Gr) = Ko(X) est
égal & [E] + (r —n) - 1, ce qui permet de décrire comme annoncé 'image de cette
application.

Il reste & établir que lorsque X est affine, ’application 7(X,Z x Gr) — Ko(X) est
bijective. La surjectivité résulte alors du fait que tout OX-module localement libre
de type fini est engendré par ses sections : en effet, pour tout fibré vectoriel E et tout
entier n > 0 qui majore ’application rg(E) le fibré vectoriel E @ (n —rg(E)) - 1 est de
rang constant et [E] appartient bien & 'image de lapplication 7(X,Z x Gr) — Ko(X)
d’aprés ce qui précéde.

Pour établir injectivité il suffit d’établir que l'application 7(X,Gr) — Ko(X)
est injective (puisque I'application 7(X,Z) — H°(X;Z) est bijective). Soient f et g
deux applications X — Gr ayant méme image dans Ko(X). Soient n, r des entiers
suffisament grands pour que f et g se factorisent toutes deux par Gry, ,; f (resp.
g) est donc déterminée par un épimorphisme A(X)™*" — £ (resp. A(X)"*" = &,)
de A(X)-modules avec £ (resp. &) localement libre de rang n. On sait bien (voir
par exemple [24]) que I'égalité f*([ynr]) —n -1 = g*([Ynr]) — n - 1 dans Ko(X)
signifie qu’il existe un entier NV assez grand et un isomorphisme de A(X)-modules
entre £ & A(X)N et £ ® A(X)N. Quitte a remplacer n par n+ N, £ (resp. £,) par
Er® A(X)N (resp. £, & A(X)N) on peut donc supposer qu'’il existe un isomorphisme
de A(X)-modules entre £ et &,. Il suffit maintenant d’établir ’affirmation suivante :
soient £ un A(X )-module localement libre de rang n sur X, zy, ..., 2.+, des éléments
de & tels que 23, ..., Zn4r engendrent £. Alors les deux applications f,g: X — Grp
correspondant aux épimorphismes A(X)"*" — £ induits respectivement par les n+r
éléments 0, zs, ..., 2, et les n+r éléments x;, s, . . ., z, sont homotopes. Ce résultat
implique 'injectivité et plus précisément que toutes les applications h : X — Gr,, =
colim, Gry, , telles que h*(vy,) est isomorphe & £ sont homotopes entre elles : en effet
se donner un tel h revient & se donner des sections y1, ya, - - ., Ym qui engendrent £, et
rajouter & cette liste une section ne change pas la classe d’homotopie de h.

Il nous reste & construire ’homotopie souhaitée. Notons E[T] le A(X)[T]-module
localement libre de rang n déduit de £ par ’extension des scalaires A(X) — A(X)[T],
Th,..., T, les éléments de £[T] induits respectivement par zs,...,Tpyr et o) =
T -z € E[T). 1l est clair que les éléments 25, ...,z engendrent £[T) et que le
morphisme X x A' — Gry, , déterminé par les z},z}, ..., ), . réalise une homotopie
de f ag.

La démonstration du point 2), tout & fait analogue, est laissée au lecteur. 0O
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Corollaire 4.2.12. — Soit X un k-schéma lisse. Alors les applications naturelles
m(X,Z x Gr) = Ko(X) et n(X,P*®) — Pic(X)
«induisent » respectivement des bijections naturelles :
[X,Z x Gr] =2 Ko(X) et [X,P*]=Pic(X).
Démonstration. — Lorsque X est affine, application naturelle
m(X,Z x Gr) = [X,Z x Gr1]

est bijective puisque X est cofibrant et Z x Gr fibrant d’aprés le théoréme 4.2.6 et
le lemme 4.2.8 (tout produit de k-espaces fibrants est fibrant). La proposition 4.2.11
permet donc, pour X affine, de définir une bijection naturelle [X,Z x Gr] = Ko(X).
Pour X arbitraire, il existe une unique bijection naturelle [X,Z x Gr] & Ko(X) qui
coincide avec la précédente pour X affine. En effet, d’aprés le théoréme B.4.1 il existe
un torseur sous un fibré vectoriel T — X avec T un k-schéma affine lisse. L’application
[X,Z x Gr] — [T,Z x Gr] est donc bijective puisque l'application ' — X est une
équivalence faible et I'affirmation résulte donc du lemme 4.2.10.
Le raisonnement est analogue pour définir la bijection naturelle [X, P>] = Pic(X).
a

Remarque 4.2.13. — Le méme raisonnement fournit, pour tout X lisse sur k& des bi-
jections naturelles [X, Gp,] & A(X)* et [X, GL] = K;(X) puisque les k-espaces G,
et GL sont fibrants d’apres le théoréme 4.2.6 (noter que pour toute k-algébre lisse R,
le groupe K;(R) est naturellement isomorphe au groupe K'V;(R) qui s’identifie par
définition au groupe 7 (Spec(R), GL)).

4.2.3.4. Fibrés vectoriels et GL,,-torseurs sur les k-espaces cofibrants. — Soient X
un k-espace cofibrant de présentation finie 2.2.31, n un entier > 0 et £ un fibré vectoriel
de rang n sur X. On note M (&) le A(X)-module des sections de £, autrement dit le
A(X)-module Homg, /x (X, E(£)).

Lemme 4.2.14. — Soient X un k-espace cofibrant de présentation finie, n un entier
> 0 et € un fibré vectoriel de rang n sur X. Alors le A(X)-module M (£) est localement
libre de rang n. De plus Uapplication ®,(X) — ®,(Spec(A(X))) qui envoie la classe
de & sur la classe du fibré vectoriel sur Spec(A(X)) dont le A(X)-module des sections
est M (&) est bijective.

Démonstration. — Soit {Z, — Z}aer une famille k-transverse d’immersions fermées
avec Z affine lisse sur k. On établit facilement par récurrence sur le cardinal de I, &
'aide de [24] et de la proposition 2.2.25, que pour tout fibré vectoriel § sur S[Z,] le
A(S[Z,])-module M (£) est localement libre de rang n. A I'aide du lemme A.3.16, on
se raméne par récurrence 3 l'affirmation suivante :
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sotent X — Y une image directe d’une somme finie de cofibrations élémentaires et
& un fibré vectoriel de rang n sur'Y ; si M (€|x) est un A(X)-module localement libre
de rang n, M (&) est un A(Y)-module localement libre de rang n.

Cette affirmation résulte immédiatement du point 3) de la proposition 2.2.25, de
ce qui a été vu ci-dessus et, & nouveau, des techniques de [24].

L’application ®,,(Spec(A(X))) = @,(X) qui associe & la classe du fibré vectoriel
£ sur Spec(A(X)) la classe du fibré vectoriel image réciproque du fibré vectoriel & sur
Spec(A(X)) par l'application canonique X — Spec(A(X)) est manifestement inverse
de l’application ®,(X) — ®,(Spec(A(X))) d’ou le lemme. d

On définit une application naturelle Homy (X, Z x Gr) x Ko(A(X)) comme suit. On
a déja remarqué ci-dessus que Spec(A(X)) est noethérien localement intégre et que
Pensemble 7o (X) s’identifie 4 I’ensemble mo(Spec(A(X))) si bien qu’il suffit (d’aprés la
discussion du §4.1.3) de définir une application naturelle Homy (X, Gr) — Ko(A(X));
celle-ci se définit de facon évidente en utilisant le fait (corollaire B.4.5) que pour
tous n et r application naturelle Homg, (Spec(A(X)), Grp,») = Homg(X, Gry, ) est
bijective. On définit de la méme maniére une application naturelle Hom (X, P*) —
Pic(A(X)).

Proposition 4.2.15. — Soit X un k-espace cofibrant de présentation finie.

1. L’anneauv A(X) est Ky (et donc Ky et x — Pic) régulier;
2. Vapplication naturelle Homy(X,Z xGr) — Ko(A(X)) se factorise par la relation
d’homotopie et induit une bijection naturelle

7(X,Z x Gr) = Ko(A(X))

3. Vapplication naturelle Homg (X, P>®) — Pic(A(X)) se factorise par la relation
d’homotopie et induit une bijection naturelle

7(X,P*®) = Pic(A(X))

Démonstration

1) Si {Ya = Y}aeqi,...,n} st une famille k-transverse d’immersions fermées avec
Y affine et lisse sur &, on sait, d’aprés le théoréme 4.1.10, que 'anneau A(S[Y,]) est
K -régulier, Ko-régulier et x — Pic-régulier.

D’aprés A.3.16, il existe une suite finie

10:2=Xo—> X1, 11: X1 > Xo,..., in: Xn = Xny1

d’applications chacune image directe d’une somme finie de cofibrations élémentaires,
telles que X est rétracte de X,41. Il suffit donc d’établir par récurrence sur j que
chacun des anneaux A(X;) est Ko-régulier et x — Pic-régulier, ce qui résulte aisément

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 1999



70 CHAPITRE 4. CLASSIFICATION HOMOTOPIQUE DES FIBRES VECTORIELS

du fait suivant. Pour tout carré cocartésien de k-espaces :

X - Y
{ {
XII — YII

dans lequel 'application X' — Y est une cofibration élémentaire et I’anneau A(X")
est Ko-régulier et x — Pic-régulier, alors ’anneau A(Y") est x — Pic-régulier.

Pour établir cette affirmation, on compare les suites exactes fournies par le lemme
4.1.14 appliqué aux carrés cartésiens d’anneaux suivants (compte tenu, d’aprés ce qui
précéde, du fait que 'anneau A(X') est K;-régulier) :

AY") T, ..., Tw] = AX")TL, ..., Tl
{ {
AN, Tm] = AX)[T,..., Tl

2) La premiére affirmation du point 2) résulte du fait que ’anneau A(X) est Ko-
régulier (cf. le point 1). La surjectivité de I’application m(X,Z x Gr) — Ko(A(X))
résulte facilement du fait que tout fibré vectoriel de rang constant sur Spec(A(X))
est induit par un morphisme de k-schémas Spec(A(X)) = Gryp, pour n et r grands.
Enfin I'injectivité s’établit comme dans la démonstration du point 1) de la proposition
4.2.11. La démonstration du point 3) est analogue a celle du point 2) et laissée au
lecteur. a

Remarque 4.2.16

1) L’auteur ignore si pour X un k-espace cofibrant de présentation finie, I’anneau
A(X) est K;-régulier (bien qu'il le soit dans certains cas d’aprés le théoréme 4.1.10).

2) On en déduit pour tout k-espace X cofibrant de présentation finie que I’ensemble
[X,Z x Gr] (qui s’identifie & 7(X,Z x Gr)) est naturellement isomorphe au groupe
Ky(A(X)) et de méme que ’ensemble ’ensemble [ X, P>°] s’identifie naturellement au
groupe Pic(A(X)).

3) Remarquons que ’on a établi au passage que ’ensemble [X, GL] (resp. [X, Gp,])
s’identifie naturellement au groupe K'V;(A(X)) (resp. A(X)*).

4) Rappelons que pour tout k-espace X le lemme 2.1.7 fournit une bijection na-
turelle ®gr, (X) = ®,(X) pour tout n > 0; celles-ci induisent donc une bijection
naturelle colim, ®gr, (X) = colim, ®,(X). D’aprés le lemme 4.2.14 et la discussion
du §4.1.3, si X est un k-espace cofibrant de présentation finie, on dispose d’'une bi-
jection naturelle colim, ®,(X) = Ko(A(X)). On obtient ainsi, pour un tel X, une
bijection naturelle colim, ®qr, (X) = Ko(A(X)). Lorsque X est un k-schéma affine
lisse colim,, g1, (X) s’identifie (par définition) & e (X). On peut montrer que pour
tout k-espace cofibrant de présentation finie X I’ensemble colim, ®gr, (X) s’identifie
a g (X). On dispose donc pour un tel X d’une bijection naturelle

PaL(X) = Ko(A(X))
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5) On peut également montrer que pour tout k-espace cofibrant X. L’application
naturelle Homy (X, Gr) — ®gr(X) qui & toute application f associe (la classe d’iso-
morphisme de) fx*(I") se factorise par la relation d’homotopie et induit une bijection :

[X,Gr] = ®gL(X)

4.3. K-théorie algébrique supérieure et périodicité

4.3.1. Structure de H-groupe sur Gr et P*°. — Pour tout schéma régulier X
et tout entier n > 0 ’homomorphisme évident

Pic(X) ® Z — Pic(P™ x X)

(qui envoie ’élément 1 de Z sur la classe du fibré inversible canonique E(1)) est
un isomorphisme ; voir par exemple [17, Ex. I1.7.9]. En appliquant cette propriété a
X :=P™, on voit que pour toute paire d’entiers positifs (n, m) ’homomorphisme

Pic(k) @ Z? — Pic(P" x P™)

est un isomorphisme. En particulier, pour n’ > n et m’ > m les homomorphismes
naturels

Pic(P™ x P™) - Pic(P" x P™)
sont des isomorphismes.

Remarquons ensuite que 1'application évidente hocolim;, P* — P> est une équi-
valence faible. En effet, notons P? le k-schéma P,(Ok"!) de l’exemple 2.1.12; c’est
un k-schéma affine lisse. Le morphisme évident P} — P™ est un torseur sous un fibré
vectoriel donc une fibration triviale (corollaire 2.2.30) ; il en est donc de méme pour
'application colim, P? — P*. Mais puisque les morphismes P? — P7*+! sont des
immersions fermées donc des cofibrations élémentaires, il résulte du §A.3.2 que ’ap-
plication évidente hocolim,, P? — colim, P? est une équivalence faible, ce qui permet
de conclure.

D’aprés le corollaire 4.2.12, pour tout k-schéma lisse X, I’ensemble [X, P*°] s’iden-
tifie naturellement & Pic(X) et porte donc une structure naturelle de groupe abélien.
De la suite exacte de Milnor (corollaire A.3.11), du fait que le k-espace P> est fai-
blement équivalent & la colimite homotopique des P et des calculs précédemment
rappelés on déduit de fagon standard une structure de groupe abélien sur P> dans la
catégorie h(&) (ou une structure de H-groupe). Autrement dit on dispose de h(&x)-
morphismes g : P® x P®° — P (multiplication), 5 : * — P (élément neutre) et
X : P® — P (inverse) vérifiant les axiomes habituels.

On peut faire un numéro analogue avec les grassmaniennes en utilisant cette fois,
pour X un k-schéma lisse, la structure d’anneau commutatif (sans unité) du noyau
Ko(X) = [X,Gr] de ’homomorphisme d’anneaux commutatifs unitaires

rg: Ko(X) = HY(X;Z).
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On utilise alors le fait que, pour n’ > n,r’' > r,m' > met s’ > s, les homomorphismes
K()(Gl‘nlﬂa' X Gl’ml,sl) — K()(Gl‘n,r X Gl‘m‘s)

sont surjectifs (3 ’aide du calcul explicite des groupes f(O(Grn,r X Grpm,s) que 'on
trouvera dans [3, §VI.4]). On en déduit une structure d’anneau commutatif sur la
grassmanienne Gr au sens suivant : on dispose de h(&)-morphismes o : Gr x Gr = Gr
(somme), 0 : * — Gr (élément neutre), x : Gr — Gr (inverse), p : Grx Gr = Gr
(produit) vérifiant les axiomes habituels.

Bien str de fagon analogue le k-espace Z x Gr posséde une structure naturelle
d’anneau commutatif unitaire dans h(&).

4.3.2. K-théorie algébrique supérieure. — Rappelons que l'on note h.(&x) la
catégorie homotopique des k-espaces pointés, [X,Y]. I'ensemble pointé des h.(Ex)-
morphismes entre les deux k-espaces pointés X et Y, et

Y ha(Ek) = hal(Ek), X = X AL ST,

Pour tout k-espace X et tout k-espace pointé Y il est clair que ’ensemble [X,Y]
s’identifie naturellement & l’ensemble [X,Y]. (c’est évident pour X cofibrant et Y
fibrant puis on utilise le lemme 2.2.16).

Remarque 4.3.1. — Soient X un k-espace pointé cofibrant et Y un k-espace pointé
fibrant. L’ensemble simplicial pointé homy(X,Y'), est la fibre de l’application cano-
nique (évaluation au point base) homy(X,Y) — homy (*,Y) — qui est d’ailleurs une
fibration. On en déduit une suite exacte (au sens habituel) d’ensembles pointés et de
groupes :

71 (homy(X,Y)) = m(homy(x,Y)) = [X, Y], — [X,Y] = [x,Y]

L’application canonique [X,Y]. — [X,Y] est donc surjective lorsque I’ensemble
[*,Y] est réduit & un élément et injective si Y est un groupe de la catégorie hy(Ex).
La premiére affirmation est claire et la seconde résulte du fait que la suite ci-dessus
est alors une suite exacte de groupes et que ’homomorphisme

m1(homy (X,Y)) — 7 (homy(*,Y))

admet une section (induite par I'application X — *). Par exemple le groupe [G,, Gr]
s’identifie au groupe k> x Z (utiliser le fait que Gy, est cofibrant et fibrant d’apreés le
théoréme 4.2.6) et le groupe (G, G ]« s’identifie au sous-groupe Z.

On prendra garde que ’ensemble [*,Y] ne s’identifie pas en général & 1'ensemble
7o(Y') ; par exemple, 'ensemble [*, G,,] s’identifie au groupe des unités de I’anneau k
alors que mo(Gy,) est égal  'ensemble 7o (k) (des idéaux premiers minimaux de k).

Soit X un k-schéma lisse. D’aprés le corollaire 4.2.12, ’ensemble [X, Z x Gr] s’iden-
tifie naturellement & I’ensemble Ko(X). Pointons la droite projective P! par le mor-
phisme x — P! correspondant & 1’épimorphisme de Ok-modules somme Ok & Ok —
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Ok. Les grassmanniennes deviennent ainsi toutes pointées et donc il en est de méme
pour la grassmanienne infinie. On pointe donc le k-espace fibrant Z x Gr de facon évi-
dente et d’aprés ce qui précéde, I’ensemble [X, Z x Gr] s’identifie naturellement & 1’en-
semble [ X, Z x Gr], ; on définit ainsi une bijection naturelle Ko(X) — [X+,Z x Grl,.

Définition 4.3.2. — Pour tout entier n > 0 et tout k-espace pointé X on note K, (X)
le groupe abélien :

[E™(X),Z x Gr]s
et on l'appelle le n-éme groupe de K-théorie de X. Pour tout k-espace Y, on note
K,(Y) le groupe abélien K,,(Y +) que ’on appelle alors le n-éme groupe de K-théorie
deY.

Remarque 4.3.3. — Si X est un k-espace cofibrant, le groupe abélien
[E™(X+),Z x Gr].

est le n-éme groupe d’homotopie de I’ensemble simplicial pointé
homy(X,Z x Gr).

A Taide du théoréme 4.2.6, on voit que ’application simpliciale pointée

hom(X,V) — homy(X,Z x Gr)

est une fibration principale sous le groupe simplicial homy (X, GL) ; de plus

homy(X,Z x Gr)

est fibrant et homy (X, V) contractile (d’aprés le lemme 4.2.5). Il en résulte que pour
n > 1 le groupe abélien K, (X) s’identifie naturellement au (n — 1)-éme groupe d’ho-
motopie du groupe simplicial homy (X, GL).

Lorsque X est de présentation finie, ce groupe simplicial s’identifie au groupe sim-
plicial GL(A(X)) du §4.1.4. Ainsi, pour n > 1 le groupe K,(X) s’identifie naturelle-
ment au groupe KV, (A(X)) (également pour n = 0 d’aprés la proposition 4.2.15).

Lorsque X est un k-schéma lisse, il résulte de la discussion précédente, du lemme
4.2.10 et du fait que pour tout anneau noethérien régulier la K-théorie de Karoubi-
Villamayor coincide avec celle de Quillen, que pour tout entier n > 0 le groupe K, (X)
s’identifie naturellement au n-éme groupe de K-théorie algébrique K, (X) défini par
Quillen.

Soit X un k-espace pointé cofibrant. D’aprés la remarque 4.3.1, on dispose d’une
suite exacte courte scindée naturelle

0 = Ko(X) = Ko(X) — Ko(k) — 0,

ou I’on note Koy(X) le 0-éme groupe de K-théorie du k-espace sous-jacent & X. En par-
ticulier, 'ensemble K(X) porte une structure naturelle d’anneau commutatif (sans
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unité) et il en est donc de méme pour I’objet Z x Gr de h.(&). De méme, puisque
l’ensemble pointé [X, Gr], est le noyau de ’homomorphisme

Ko(X) = [X,Z x Gr], — [X, Z].,

le k-espace pointé Gr porte une structure d’anneau commutatif dans la catégorie
hi(Ek).

On peut remarquer que le h.(&x)-morphisme produit Gr x Gr — Gr induit un
unique h, (Eg)-morphisme Gr AL Gr — Gr. En fait cette affirmation est générale : soit
X un k-espace pointé muni d’une structure d’anneau associatif (sans unité) dans la
catégorie h.(Ex). Alors le h,(&x)-morphisme produit X x X — X induit un unique
h«(&x)-morphisme X AL X — X. L’existence résulte facilement du fait que, par
bilinéarité, la restriction de ce produit au «bouquet dérivéy (le dérivé gauche du
foncteur bouquet) X VX X est triviale. Pour établir 'unicité, remarquons tout d’abord
que le h,(&)-morphisme produit X x X — X induit un unique h,(&)-morphisme
(X x X)/M*V X) = X ; existence est déja établie et ’unicité résulte facilement du
fait que la projection X x X — % x X est une rétraction du morphisme *x X — X x X
et de l'existence de la structure de H-groupe sur X. Remarquons ensuite que pour
tous k-espaces Y et Z on dispose d’une fibration

RHomy (Y, Z), - RHomy(Y,Z) —» Z
(prendre Z fibrant et Y cofibrant) pour laquelle on dispose d’une section
Z — RHomy (Y, Z)

(induite par l’application Y — ) ; lorsque Z est un groupe de la catégorie h.(€x) on
en déduit facilement que le h, (& )-morphisme

RHomy (Y, Z). x Z - RHomy (Y, Z)
produit du morphisme
RHom (Y, Z)* - RHomy (Y, Z)
et de ladite section est un isomorphisme. Remarquons finalement que le foncteur
he(Er) = ha(&r), Y = (Y x X)/P(x x X)

(qui est isomorphe au foncteur Y +— Y AL (X)) est adjoint & gauche du foncteur
RHomy (X, —). On déduit de ces remarques que le morphisme X — RHomy (X, X),
adjoint du h,(Ek)-morphisme (X x X)/"(x x X) — X précédemment construit, cor-
respond & un unique morphisme

X — RHomy (X, X). x X

dont la composante sur le facteur X est triviale (par bilinéarité). Il est clair que
l’adjoint du morphisme X — RHomy (X, X). ainsi obtenu est 1’'unique morphisme
X AL X — X ayant les propriétés voulues.
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Pour tout entier n > 0, le groupe K,(X) := [E"(X), Z x Gr], s’identifie au groupe
Ko(Z™(X)) et porte donc une structure d’anneau commutatif (sans unité). Bien sar,
pour n > 1, les produits sont nuls pour cette structure. Cela résulte du fait standard
que l’application diagonale ¥"(X) — X™(X) x ¥™(X) se factorise dans la catégorie
homotopique via le bouquet £*(X) vV E"(X).

Le groupe gradué K,(X), * > 0, posséde une structure naturelle d’anneau com-
mutatif gradué : en effet, la structure d’anneau commutatif sur I’objet Z x Gr de
h«(Ex) définit, de facon évidente, une structure d’anneau commutatif dans la caté-
gorie homotopique des ensembles simpliciaux pointés sur I’ensemble simplicial pointé
homy(X,Z x Gr) et pour un tel ensemble simplicial pointé, les groupes d’homotopie
forment un anneau commutatif au sens gradué.

4.3.3. Le théoréme de périodicité

4.3.3.1. L’application de périodicité. — Soient o : (Z X Gr) X (Zx Gr) — Z x Gr (resp.
u: (Z x Gr) x (Z x Gr) = (Z x Gr)) le h.(&)-morphisme correspondant & la somme
(resp. au produit) de 'anneau Ko (cf. §4.2.2). On introduit deux h,(€x)-morphismes
P! x (Z x Gr) = Z x Gr. Le premier est tout simplement la projection évidente pr.
Le second, p, est le composé de u et de ’application

({0} x P!) x (Z x Gr) = (Z x Gr) x (Z x Gr)
induite par 1'application (pointée) évidente {0} x P! — Z x Gr (qui classifie le fibré
vectoriel virtuel [A;] — 1).

On note
o(p xpr): P! x ((Z x Gr) x (Z x Gr)) = Z x Gr
le composé de ’application
P! x ((Z x Gr) x (Z x Gr)) = (P! x P!) x ((Z x Gr) x (Z x Gr))
induite par la diagonale de P!, de I’application
(P! x PY) x ((Z x Gr) x (Z x Gr)) = (Z x Gr) x (Z x Gr)

produit de p et pr, et de o.
Théoréme 4.3.4 (Théoréme de périodicité, premiére forme). — Le h.(&)-morphisme

(Z x Gr) x (Z x Gr) - RHomy (P!, Z x Gr)
adjoint de o(p X pr) est un isomorphisme.
Corollaire 4.3.5. — Pour tout k-espace X I’homomorphisme naturel de Ko(X)-algébres

K.(X)[u]/u? = K.(X x P!)

qui envoie u sur limage réciproque par la projection X x P — P! de l’élément [\]—1
est un isomorphisme (en particulier, pour tout k-schéma lisse X I’homomorphisme de
K.(X)-algébres K.(X)[u]/u? = K.«(X x P) est un isomorphisme).
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Démonstration. — Pour tout entier n > 0 le groupe K, (X x P!) est par définition le
groupe [E"((X x P1)4),Z x Grl. ; le k-espace pointé (X x P1), est canoniquement
isomorphe dans h.(€;) au k-espace pointé (X4) AL ((P1)4) si bien que K, (X x P1)
est naturellement isomorphe au groupe
[Z"(X4) AE (PY)4),Z x Gr] = [E"(X +), RHomy ((PY)4,Z x Gr),]s;
mais il est clair que le k-espace pointé RHomy((P!);,Z x Gr),. s'identifie (dans
h«(&k)) &
RHomy (P!, Z x Gr)

ce qui permet facilement de conclure & ’aide du théoréme 4.3.4. O

Reformulons, comme d’habitude, le théoréme 4.3.4. Le diagramme suivant :

(Z xGr) x (ZxGr) —» RHomy(P!,Z x Gr)

+ I
Z x Gr = Z x Gr

de la catégorie h,. (&) est commutatif. La section naturelle
Z x Gr - RHom (P!, Z x Gr)

et la structure de groupe abélien dans h. (£x) sur Z x Gr, donc sur RHomy (P!, Z x Gr)
et RHomy (P!, Z x Gr)., induisent un isomorphisme de h.(€)-groupes

RHomy,(P!,Z x Gr), x (Z x Gr) & RHomy (P!, Z x Gr)

(voir ce qui suit la définition 4.3.2). Pour établir le théoréme il suffit donc d’établir
que le h.(Ex)-morphisme (3 : Z x Gr - RHomy(P!,Z x Gr), induit sur les fibres
homotopiques est une équivalence faible. On se convainc aisément que (3 est ’adjoint
du morphisme P* AL (Z x Gr) = (Z x Gr) composé du produit

(Z x Gr) AL (Z x Gr) = (Z x Gr)
et du morphisme
P! AL (Z x Gr) = (Z x Gr) AL (Z x Gr)
induit par le morphisme P! — Z x Gr qui classifie le fibré vectoriel virtuel [A\;] — 1.
Le théoréme 4.3.4 est donc équivalent au :

Théoréme 4.3.6 (Théoréme de périodicité, deuxieme forme). — Le h.(&)-morphisme
B:Z x Gr - RHomy (P!, Z x Gr),
est un isomorphisme.

On peut donner du morphisme 3 : Z x Gr - RHomy(P?, Z x Gr), une description
trés concréte. Tout d’abord le k-schéma P! est réunion de deux ouverts isomorphes &
la droite affine et dont l'intersection s’identifie & G,. Le point base de P! appartient
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également & G, (et s’identifie & la section unité) si bien que le carré suivant de
k-espace pointés :

G, — Al
4 {
Al 5 P!

est homotopiquement cocartésien d’aprés le théoréme 3.1.1. On en déduit bien sar :

Lemme 4.3.7. — Le carré homotopiquement cocartésien précédent définit un h.(Ex)-

isomorphisme canonique
2(Gp) = P!

1l en résulte que le foncteur  := RHomy (P!, —), est isomorphe aux composés
Qow et wol (c¢f 2.2.23). D’apres le théoréme 4.2.6 le diagramme de k-espaces pointés :

GL—->V —5ZxGr

est une fibration et d’aprés le lemme 4.2.5 le k-espace V est contractile, si bien que
I’on obtient ainsi un isomorphisme canonique

GL = Q(Z x Gr).
On voit donc que le k-espace pointé
RHomy (P!, Z x Gr),

est canoniquement h, (€ )-isomorphe au k-espace pointé

w(GL) & Homy (G, GL).
(observer que GL est un k-espace pointé fibrant et G, un k-espace pointé cofibrant).
Remarquons que pour tout k-schéma affine lisse Y le groupe

Homy (Y, Homy (G, GL).)
s’identifie naturellement au noyau de ’homomorphisme de groupes

GL(A(Y)[T,T7']) = GL(A(Y))

d’évaluation en 1.

Cherchons maintenant un modéle cofibrant pour la grassmanienne. Pour chaque
paire (n,r) d’entiers > 0 introduisons la version affine Gra,, de la grassmanienne
Gr,, , : c’est le k-espace qui & tout k-schéma affine lisse Y associe I’ensemble Gra, ,(Y)
des matrices M de Mp1,(A(Y)) telles que M? = M et dont I'image I(M) C A(Y)™*"
est de rang n (et localement libre). On se convainc aisément que Gra, , est un k-
schéma affine lisse muni d’une action du fibré vectoriel £ := 7 .(Yr,n) ® Yn,r sur
Gry, , qui en fait un {-torseur sur Gry, (on s’inspirera de I’exemple 2.1.12. On dis-
pose d’immersions fermées (donc de cofibrations) évidentes Gra,, — Grapti,, et
Gra,, — Grapr+1 (qu'on laisse au lecteur le soin d’imaginer en termes de ma-
trices carrées). On note Gra le k-espace colim,, , Gra, ,. Ce k-espace associe & tout
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k-schéma affine lisse Y I’ensemble Gra(Y') des matrices carrés M d’ordre infini & co-
efficients dans A(Y'), de rang constant et telles que M2 = M et seuls un nombre fini
de coeflicients de M sont non nuls.

L’application évidente Gra — Gr est une fibration triviale (puisque c’est une
colimite filtrante de fibration triviales, 2.2.30) et Gra est un k-espace cofibrant (et
fibrant d’aprés ce que 'on vient de voir).

Il résulte de tout ce qui précéde que le morphisme 3 est déterminé par une classe
d’homotopie d’applications pointées

Z x Gra —» Homy (G, GL),

qui est caractérisée par le fait que son adjointe (Z x Gra) A G,, — GL représente
élement de K;((Z x Gra) A G,) = Ki((Z x Gr) AL G,,) produit (extérieur) de
I'élément canonique de K;(G,,) (correspondant a I’élément [A;] — 1 de Ko(P')) et
de I'élément canonique de Ko(Z x Gr) (représenté par I'application identique). En
analysant la définition du produit Ko ® K1 — K; donnée dans [24], on se convainc
facilement que lapplication 8' : Z x Gra — Homy(G,,, GL), que nous allons main-
tenant exhiber est un représentant de 3. Pour tout k-schéma affine lisse Y un élé-
ment z de Hom (Y, Z x Gra) est déterminé par une application localement constante
r: mo(Y) = Z et une matrice M (x) de Homg (Y, Gra) (qui correspondent a 1’élément
[I(M)] —r -1 dans Ko(Y)). Puisque Y est la somme de ses composantes irréduc-
tibles, on peut se ramener au cas ou 7 est une application constante. La matrice
M(z) :=1d+(T —1)- M a coefficients dans A(Y)[T,T~1] appartient en fait au noyau
de GL(A(Y)[T,T71]) - GL(A(Y)); notons # la matrice dont tous les coefficients
sont nuls sauf le premier élément de la diagonale qui vaut 1.0n pose alors :

B'(z) = M(z) -0 7).
Théoréme 4.3.8 (Théoreme de périodicité, troisieme forme). — L ’application pointée
B':Z x Gra - Homy(G,,, GL),

est une équivalence faible.
Remarque 4.3.9. — L’auteur ignore si cette application est une fibration (donc une
fibration triviale). Si tel était le cas, on pourrait s’attendre & ce qu’il existe une

démonstration bien plus élémentaire du théoréme de périodicité que celle que nous
allons donner.

4.3.3.2. Démonstration du théoréeme 4.3.8. — Rappelons le résultat suivant (cf. [2,
§XI1.7]) :

Théoréme 4.3.10 (Bass). — Pour tout anneau commutatif unitaire R il existe une
suite exacte naturelle :

0 = K (R) = K1(R[T]) ® K1 (R[T™]) = K:1(R[T, T~ ]) = Ko(R) — 0.
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En analysant la définition des homomorphismes de cette suite exacte, on en déduit
facilement le :

Corollaire 4.3.11. — Pour tout anneau commutatif unitaire Ki-régulier R il existe
un isomorphisme naturel K1 (R[T,T7']) = K1(R) & Ko(R).

Remarque 4.3.12. — D’aprés le lemme 4.1.6 de Vorst, si R est K;-régulier il en est de
méme pour l'anneau R[T,T71].

Corollaire 4.3.13. — Soit X un k-espace pointé isomorphe dans la catégorie homoto-
pique (non pointée) a un k-espace cofibrant de présentation finie X' tel que ’anneau
A(X'") est Ky-réqulier. Alors ’homomorphisme de groupes :

Ko(X) = [X,Z x Gra], = [X,Homy, (G, GL).]. = K1 (X AL Gp)
induit par 3’ est un isomorphisme.

Démonstration. — On peut supposer que le k-espace pointé X est cofibrant. La co-
fibration X VG,, —» X x G,, = X A G,, induit une suite exacte :

i 3 K1 (X AGp) = K1(X X Gp) = K1(XVGp) = Ko(XAGp) = -+

Mais il est clair que le groupe K, (X V G,,) est le produit de K,(G,) et de K,(X)
ce qui permet comme d’habitude d’établir que la longue suite exacte précédente se
scinde en suites exactes courtes. En particulier la suite

0= Ki(XAGp) = Ki(X xGp) » Ki(XVGR) >0

est exacte. Puisque le k-espace X est pointé, le k-espace pointé X (X ) s’identifie dans
la catégorie h.(Ex) au bouquet X V S1; il en résulte que le groupe

Ki(X) = [S(X4),Z x Gi],

s’identifie au produit K;(X) x Kj(k); de méme, le groupe K;(G,) s’identifie au
produit K1(Gn,) x K1(k) et le groupe K1 (X x G,,) au produit

Ki(X x Gp) x Ky (k).

On déduit de la suite exacte courte ci-dessus et du calcul de K; (X x G,,;) donné par le
corollaire 4.3.11 (quitte & remplacer X par X', et en utilisant le lemme 4.1.11) que le
groupe K1 (X AG,) s’identifie 3 Ko(X) et 'on conclut en vérifiant que I'isomorphisme
K1 (X AG,) = Ko(X) ainsi obtenu est inverse de I'homomorphisme du corollaire. [

Lemme 4.3.14. — Soit {fo : Xo = X }o une famille k-transverse d’immersions fer-
mées. Alors pour tout entier n > 0 le k-espace pointé cofibrant X™(S[fo]+) est iso-
morphe dans la catégorie homotopique & un k-espace cofibrant de présentation finie
X' tel que anneau A(X') est K;-régulier.
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Démonstration. — Pour n = 0 cela résulte du théoréme 4.1.10. Pour simplifier, trai-
tons le cas n = 1 (le cas général se déduit d’ailleurs par récurrence sur n 3 'aide de
l’argument que nous allons donner). Il est clair que le k-espace pointé X(S[fq]+) est
isomorphe dans la catégorie homotopique au quotient de S[f,]x Al par S[f,] x (x11x).
Choisissons une immersion fermée X — A™ et considérons la famille d’immersions
fermées de but A™ x A! contenant les composés X, x Al = X x Al — A" x Al et les
deux immersions fermées A™ x x — A™ x Al. On vérifie facilement que cette famille
est k-transverse et que X(S[fa]+) est isomorphe dans la catégorie homotopique au k-
espace cofibrant associé & cette famille k-transverse. On conclut & I’aide du théoréme
4.1.10. a

Corollaire 4.3.15. — Soit {fo : Xa — X} une famille k-transverse d’immersions
fermées. Alors Uapplication simpliciale pointée

homy (S[fa], Z x Gra), = homy(S[f,], Homy(G,,, GL).)

induite par ' est une équivalence faible.

Démonstration. — Cela résulte immédiatement du lemme 4.3.14, du corollaire 4.3.13
et du fait que cette application est une application de H-espaces. O

Démonstration du théoréme 4.3.8. — Nous allons établir que pour tout k-espace poin-
té cofibrant X ’application simpliciale pointée

homy(X,Z x Gra) - homy (X, Homy(G,, GL).)
induite par 8’ est une équivalence faible. Il existe une suite
*=X0——)X1, X1 -—)Xz,..., Xn—)Xn+1

d’applications pointées, chacune image directe d’une somme d’éléments de S, et
telles que X est rétracte de la colimite des X,,. Il est clair qu’il suffit, par récurrence
sur j, d’établir que si I’application simpliciale pointée

homy(X;,Z x Gra) - homy (X;, Homy (G, GL),)
est une équivalence faible il en est de méme pour I'application simpliciale pointée
homy(X;41,Z x Gra) - homy (X1, Hom (G, GL),)

ce qui résulte facilement du corollaire précédent. O

4.4. Théorie de ’homotopie au dessus d’un schéma régulier

Ici on suppose seulement que k est un schéma régulier. On se propose d’expli-
quer pourquoi un certain nombre des résultats précédents (obtenus en supposant k
affine) restent valables (bien sir dans un résultat tel que le théoréme 4.2.6 ’hypothése
d’affinité est essentielle).
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Soit f : T'— k un torseur sous un fibré vectoriel avec T affine sur Spec(Z). D’aprés
la proposition 2.3.4, le foncteur Ly, (f*) : h(Ex) — h(ET) est un plongement pleinement
fideéle. De plus, il est clair que le T-espace Ly(f*)(Gr|i) s’identifie dans la catégorie
h(€r) & la grasmanienne sur T', Gr|7. On déduit donc du corollaire 4.2.12 le :
Corollaire 4.4.1. — Soit X un k-schéma lisse. Alors les applications naturelles

m(X,Z x Gr) = Ko(X) et w(X,P*®) — Pic(X)
induisent respectivement des bijections naturelles
[X,Z x Gr] 2 Ko(X) et [X,P*™]=Pic(X).
Nous laissons au lecteur le soin d’expliciter le sens du corollaire précédent et d’énon-

cer les résultats des paragraphes 4.2 et 4.3 qui restent valables sans I’hypothése d’af-
finité sur k.
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APPENDICE A

RAPPELS D’ ALGEBRE HOMOTOPIQUE

A.1. Propriétés de relévement

Définition A.1.1. — Soit £ une catégorie dans laquelle les colimites sont représen-
tables. Soient p : E — B et i : X — Y deux £-morphismes. On dit que p a la
propriété de relévement a droite par rapport & i et que i a la propriété de relévement
a gauche par rapport & p si pour tout carré commutatif :

X - FE
il Ip
Y —- B

il existe un morphisme Y — E qui laisse le diagramme commutatif.

On notera D(i) (resp. G(p)) ’ensemble des morphismes ayant la propriété de relé-
vement & droite (resp. & gauche) par rapport & ¢ (resp. & p) et pour tout ensemble E
de £-morphismes on notera D(E) (resp. G(E)) ’ensemble des morphismes ayant la
propriété de relévement a droite (resp. & gauche) par rapport & chaque élément de E.

On introduit les propriétés suivantes portant sur un ensemble E de £-morphismes :

P1 : pour toute famille {f;};c; d’éléments de E, le morphisme somme II;c; f; est
un élément de E (on traduira cette propriété en disant que E est stable par
sommes) ;

P2 : soient f: X - Y et g: X — Z deux morphismes. Si g appartient & F, le
morphisme Y — Y IIx Z (appelé image directe de g par f) appartient & E (on
dira alors que F est stable par images directes) ;

P3 : pour tout diagramme Xy — X; — ... = X, — ... dans lequel chacun
des morphismes X,, - X,1 appartient & E le morphisme Xy — colim, X,
appartient & F (on dira alors que F est stable par compositions dénombrables) ;

P4 : sile morphisme f est facteur direct (dans la catégorie des £-morphismes) de
g et sig € F alors f € E (on dira alors que E est stable par rétractes).

11 est facile d’établir que ’ensemble G(FE) vérifie les propriétés P1, P2, P3 et P4.
On peut bien siir introduire les propriétés duales (stabilité par produits, par images
réciproques, par limites de tours et par rétractes) et constater qu’elles sont satisfaites
par les ensembles de la forme D(E).
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Les propriétés P1, P2, P3 et P4 sont stables par intersection. On note C(FE) la
plus petite partie de FI(£) contenant E et vérifiant P1, P2, P3 et P4 (autrement
dit l'intersection de toutes les parties ayant ces propriétés). Observons l'inclusion

C(E) C G(D(E)).

A.1.1. On note C"(FE) ’ensemble des morphismes f tels qu’il existe un diagramme
Xo— X1 — ... > X, — ... tel que f est isomorphe au morphisme X¢ — colim,, X,
et tel que pour tout n > 0, le morphisme X,, — X,.; est I'image directe d’une
somme d’éléments de E. Nous aurons également besoin pour des raisons techniques
de considérer I’ensemble C% (E) des morphismes f tels qu'’il existe un entier n > 0, un
diagramme Xo =& X; — ... = X, tel que f est isomorphe au morphisme Xy — X,
et tel que pour tout 0 < m < n — 1, le morphisme X,, = X,,41 est 'image directe
d’une somme finie d’éléments de E. Enfin on note C'(E) ’ensemble des morphismes
rétractes d’un élément de C"(E). On a bien str les inclusions

CU(E) C C"(E) C C'(E) C C(E) C G(D(E)).

Lemme A.1.2. — On suppose les colimites représentables dans £. Soit E un ensemble
de £-morphismes dont les sources sont des objets de présentation finie (voir §A.8.3).
Alors tout £-morphisme f peut s’écrire poi avec p dans D(E) et i dans C'"(E). En
fait, on peut choisir une telle écriture fonctoriellement en f.

La démonstration consiste & adapter de fagon classique ’argument du petit objet,
cf. [27, lemme 3 II §3].

Corollaire A.1.3. — Sous les mémes hypothéses que celles du lemme A.1.2, on a les
égalités C'(E) = C(E) = G(D(E)).

Démonstration. — Les inclusions C'(E) C C(E) C G(D(E)) ont étées vues ci-dessus
et il suffit donc d’établir I'inclusion G(D(E)) C C'(E). Soit f un élément de G(D(E)).
D’aprés le lemme A.1.2 on peut écrire f = poi, aveci € C'"(E) et p € D(E). Puisque
f ala propriété de relévement & gauche par rapport & p on en déduit immédiatement
que f est facteur direct de ¢ d’ou le résultat. O

A.1.2. Structures multiplicatives. — Soient £, £ et £" trois catégories et A :
E x &' — £" un foncteur. On suppose que les colimites sont représentables dans £”.

Soient f : X — Y un £-morphisme et g : X' — Y’ un £'-morphisme. On notera
S(f,9)a la somme amalgammée (Y A X') I xpx1) (X AY') et

(£,9)n: S(f,90n = Y AY!

le £-morphisme évident.

Lemme A.1.4. — On suppose que les colimites sont représentables dans £, &' et £
et que le foncteur A commute auz colimites. Soit E (resp. F, G) un ensemble de
E-morphismes (resp. de £'-morphismes, de £ -morphismes). On suppose que l'on a
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Vinclusion (E,F)n C C(G) (autrement dit pour tout i dans E et tout j dans F
le morphisme (i,j)a appartient a C(G)). Alors on a lUinclusion (C'(E),C'(F))a C
C(G), et donc également Vinclusion :

(C(E),C(F))a CC(G)

Démonstration. — Le fait que l'inclusion (C'(E),C'(F))» C C(G) implique l'inclu-
sion (C(E),C(F))a C C(G) est clair. Il ’agit donc d’établir que pour tout i : X =Y
dans C'(E) et tout j : A — B dans C'(F) le morphisme (i,j), appartient & C(G).
On se raméne facilement (en utilisant la stabilité de C(G) par rétractes) & supposer
que ¢ appartient & C"(E) et j appartient & C"(F'). Le morphisme ¢ : X — Y est
donc une composition dénombrable de morphismes Xg =+ X1 = ... > X, = ..., Y
s'identifiant & la colimite des X, chacun des morphismes X, — X, étant image
directe d’une somme d’éléments de E.

Pour chaque entier n, y compris n = oo auquel cas on pose X := Y, notons
¥, la somme amalgammeée (X A B) Il xpa) (Xn A A) et K, la somme amalgammée
(Xn A B) s, Y. Puisque Y est la colimite des ¥, (car le foncteur A commute
aux colimites) on voit que la colimite Ko, des K, s’identifie 4 Y A B : ainsi, il suffit
d’établir que chacun des morphismes K,, = K41 appartient & C'(G) car Ky s’identifie
a S(i,j)a et le morphisme évident Ko — Ko s’identifie bien au morphisme (3, j)A.

Or & l'aide du diagramme commutatif suivant :

X,AB =  (XaAB)Ig, Spy1 — Xns1AB

T cocart. T
XAB — ¥n — Ynt1
1 cocart. 1 cocart. 0
XANA — X ANA — Xnr1 NA

on voit facilement que le diagramme suivant est cocartésien :

Kn — Kn_|_1

T T
(Xn A B) H(X,,/\A) (Xn+1 A A) - Xpt1AB

11 suffit donc d’établir que le morphisme horizontal du bas du précédent diagramme
appartient & C(G) : autrement dit, on s’est ramené au cas ou ¢ est image directe d’une
somme d’éléments de E. Cette méme réduction appliquée de fagon symétrique permet
également de supposer que j est image directe d’'une somme d’éléments de F'.

A Taide du point 1) du lemme A.1.5 ci-dessous, on se raméne & supposer que ¢ est
somme d’éléments de E et j somme d’éléments de F et finalement le point 2) de ce
méme lemme permet d’achever la démonstration. O
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Lemme A.1.5
1) Soienti: X —Y un E-morphisme et
A - B
i 1
A - B

un carré cocartésien de la catégorie £'. Alors le carré :

(X AB") H(X/\A‘) YAA) - YAB

{ 1
(X/\B)H(XAA) YAnA) — YAB

est cocartésien.

2) Soit {ie : Xe = Ye}eer (resp. {js : Ay = Bjs}sey) une famille de £-morphismes
(resp. £'-morphismes). Alors le morphisme (Uecrie,lfcsjs)a s’identifie naturelle-
ment au morphisme Uecr g y(ie, jf)A-

La démonstration de ce lemme repose sur la commutation des colimites entre elles
et est laissée au lecteur.

A.2. Théorie de ’homotopie associée a une catégorie quasi-simpliciale avec
cofibrations et équivalences faibles

Ce paragraphe a pour but d’adapter les idées de [27] & notre cadre. Il est donc
évident que tous les résultats qui suivent sont dus & Quillen, méme si nous ne le rap-
pelons pas explicitement. Le lecteur prendra garde que notre terminologie ne coincide
pas exactement avec celle de Quillen. L’auteur insiste sur le fait qu’il n’est compléte-
ment satisfait de la présentation qui va suivre; il lui a été impossible de vérifier que
les définitions du §2.2.2 conduisaient & une structure de catégorie de modéles fermée
et il a donc fallu trouver des axiomes ad hoc!

A.2.1. Catégorie quasi-simpliciale avec cofibrations et équivalences faibles

Soit £ une catégorie. Une structure de catégorie quasi-simpliciale sur £ est la donnée
d’un foncteur

A* A €&
(autrement dit d’un objet cosimplicial de £) tel que A® est un objet final de €.

On suppose les produits finis représentables dans £. On peut alors définir pour
tout couple (X,Y) d’objets de £, I’ensemble simplicial fonctionnel

homa.(X,Y)

(que ’on notera parfois simplement hom(X,Y’)) par la formule Homg(X x A®,Y).
On vérifie facilement que la composition dans £ induit, pour tout triplet (X,Y, Z)
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d’objets de £, une application composition
homa«(X,Y) x homa.(Y,Z) - homa. (X, Z).

On suppose maintenant les colimites représentables dans £. Pour tout X € £ et tout
K € S le foncteur £ — Ens,Y — Homg(K,homa.(X,Y)) est alors représentable
par un objet de £ noté X ®a« K, ou encore X ® K.

En fait, si pour tout K € S on définit la réalisation sur € de K, |K|a., comme le
quotient de : II,>o(IIk, A™) par les relations standard, on voit facilement que pour
tout X € £ et tout K € S, 'objet X ®a+ K s’identifie & X X |K|a«. En particulier,
X Qas A" = X.

On observera qu’en général I’application canonique :

homa.(X x |K|a.,Z) = homa.(X,Y)¥

n’est pas un isomorphisme, ce qui montre que cette notion de catégorie quasi-simpli-
ciale ne coincide pas avec celle de catégorie simpliciale introduite dans [27, §IL.1}).

A.2.1.1. Soient f: X — Y un £-morphisme et g : K — L un S-morphisme. Rappe-
lons A.1 que ’on note S(f,g)g,. la somme amalgammée,

(Y @ae K) I xg,0k) (X ®as L) = (Y X |K|ae) L xx|K|pe) (X X |L|a)

et
(f,9)@ae : S(f,9)0ae =Y X |L|as
le morphisme évident.

A.2.1.2. Soient £ une catégorie possédant un objet initial noté & et un objet fi-
nal noté *, Cof et W deux classes de £-morphismes, dont les éléments sont appelés
respectivement cofibrations et équivalences faibles.

On appellera cofibrations triviales les cofibrations qui sont également des équiva-
lences faibles. Les £-morphismes ayant la propriété de relévement & droite par rapport
aux cofibrations s’appelleront les fibrations triviales. On notera £, la sous-catégorie
pleine de £ dont les objets sont les X € &£, que nous appellerons cofibrants, pour
lesquels le morphisme @ — X est une cofibration. On appellera fibration tout £-
morphisme qui a la propriété de relévement & droite par rapport aux cofibrations
triviales dont la source est cofibrante. On notera £; la sous catégorie pleine de £ dont
les objets sont les X € &£, que nous appellerons fibrants, pour lesquels le morphisme
X — x est une fibration.

Définition A.2.1. — Soient (£,A®) une catégorie quasi-simpliciale dans laquelle les
colimites et les produits finis sont représentables (on note * ’objet final), Cof et W
deux classes de £-morphismes, dont les éléments sont appelés respectivement cofi-
brations et équivalences faibles. On dit que le triplet (£, Cof, W) est une catégorie
quasi-simpliciale avec cofibrations et équivalences faibles si les axiomes suivants sont
vérifiés :
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1. si f et g sont des E-morphismes composables et si deux des trois morphismes
f, g et go f sont des équivalences faibles il en est de méme du troisiéme ;

2. toute fibration triviale est une équivalence faible;

3. ensemble Cof vérifie les axiomes P1 & P4 du §A.1.1; de plus le morphisme
& — * est une cofibration ;

4. tout £-morphisme de source un objet cofibrant peut s’écrire p o i avec ¢ une
cofibration et p une fibration triviale ;

5. tout £-morphisme de source un objet cofibrant et de but un objet fibrant peut
s’écrire p o i avec i une cofibration triviale et p une fibration ;

6. pour toute £-cofibration i et toute S-cofibration j le morphisme (i, j)g,. est
une cofibration ; si de plus, ou bien ¢ ou bien j est une équivalence faible, le
morphisme (i, j)g,. est une cofibration triviale.

Exemple A.2.2. — Soit £ une catégorie munie d’une structure de catégorie simpliciale
de modéles fermée sur £ (cf. [27]), autrement dit trois classes de morphismes appe-
lés respectivement cofibrations, fibrations et équivalences faibles et vérifiant certains
axiomes. On suppose que la structure simpliciale est donnée par un objet cosimplicial
A®. On note W la classe des équivalences faibles et Cof la classe des cofibrations.
Alors on vérifie facilement que le triplet (£, Cof, W) est une structure de catégorie
quasi-simpliciale avec cofibrations et équivalences faibles sur £. Le lecteur notera que
les cofibrations, cofibrations triviales et fibrations triviales pour la structure induite
de catégorie quasi-simpliciale avec cofibrations et équivalences faibles sont les cofi-
brations, cofibrations triviales et fibrations triviales pour la structure de catégorie
simpliciale de modéles fermée, et que les fibrations pour la structure de catégorie sim-
pliciale de modéles fermée sont des fibrations pour la structure induite de catégorie
quasi-simpliciale avec cofibrations et équivalences faibles ; mais en général les notions
de fibrations ne coincident pas.

Pour toute catégorie quasi-simpliciale avec cofibrations et équivalences faibles
(€, Cof, W)

on note h(£) la catégorie obtenue en inversant les équivalences faibles de la catégorie
£, et on Vappelle la catégorie homotopique associée (elle ne dépend que de W). Soient
X et Y deux objets de £; 'ensemble Homy¢)(X,Y’) sera souvent noté simplement
[X,Y].

Comme ’ont illustré Gabriel-Zisman [16] et plus généralement Quillen [27], faire
de la théorie de I’homotopie c’est essentiellement donner une méthode qui permet de
décrire la catégorie h(£). Nous allons indiquer ci-aprés les modifications (minimes) que
l’on doit apporter aux résultats de [27] pour décrire la catégorie homotopique associée
a une catégorie quasi-simpliciale avec cofibrations et équivalences faibles dans 1’esprit
de lalgébre homotopique de Quillen.

Etablissons tout d’abord quelques lemmes.
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Lemme A.2.3. — Dans une catégorie quasi-simpliciale avec cofibrations et équiva-
lences faibles une fibration est une fibration triviale si et seulement si c’est une équi-
valence faible.

Démonstration. — Soit p : E — B une fibration qui est une équivalence faible. Si E
est cofibrant, on peut écrire p = q o ¢ avec i une cofibration et ¢ une fibration triviale
(d’aprés 'axiome 4) ; d’aprés les axiomes 1) et 2) i est donc une cofibration triviale
et p (qui a la propriété de relévement & droite par rapport & ¢) est rétracte de ¢ et
est donc bien une fibration triviale. En général, on peut trouver d’aprés ’axiome 4)
une fibration triviale p' : E' — E avec E' cofibrant. Le composé E' — B qui est une
fibration et une équivalence faible est une fibration triviale d’aprés ce qui précéde.
Montrons que cela implique que p est une fibration triviale. Donnons nous un carré
commutatif :

X —- FE
4 {
Y - B

dans lequel le morphisme 7 : X — Y est une cofibration et montrons ’existence d’un
morphisme Y — E qui laisse le diagramme commutatif. Puisque X est cofibrant, il
existe un morphisme X — E’' dont le composé avec p’' est le morphisme X — E.
Puisque le composé E' — B est une fibration triviale, il existe un morphisme h' :
Y — E’ qui laisse commutatif le diagramme évident. Il est clair que le morphisme
p'oh': Y — E a les propriétés voulues. O

Lemme A.2.4. — Pour toute cofibration i : X — Y et toute fibration p : E - B
Uapplication simpliciale

hom(Y, E) = hom(Y, B) Xnhom(x,) hom(X, E)

est une fibration ; si, de plus, i est une équivalence faible alors cette application sim-
pliciale est une fibration triviale. De méme, si p est une fibration triviale l’application
simpliciale ci-dessus est une fibration triviale.

C’est une conséquence immédiate de 'axiome 6).

A.2.2. Algébre homotopique. — Pour toute paire d’objets (X,Y) d’une caté-
gorie quasi-simpliciale £, on note 7(X,Y) 'ensemble des composantes connexes de
P’ensemble simplicial hom(X,Y). On dit que deux morphismes f,g : X — Y sont ho-
motopes s’ils ont méme image dans 7(X,Y’) et qu’ils sont strictement homotopes s’il
existe un 1-simplexe H de hom(X,Y) tel que do(H) = f et d1(H) = g. On note 7 (&)
la catégorie ayant mémes objets que &, telle que Hom,(s)(X,Y) = 7(X,Y) et dont la
loi de composition est induite par celle de £. On dispose donc d’un foncteur & — #(£).
On dit qu'un E-morphisme est une équivalence d’homotopie s’il est inversible dans la
catégorie m(£).
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Fixons maintenant une structure (£, Cof, W) de catégorie quasi-simpliciale avec
cofibrations et équivalences faibles.

Lorsque X est cofibrant et Y fibrant, il résulte du lemme A.2.4 que I’ensemble
simplicial hom(X,Y") est fibrant et la relation d’homotopie sur Homg (X,Y") coincide
donc avec la relation de stricte homotopie. De plus deux morphismes f,g : X - Y
sont strictement homotopes s’il existe un morphisme H : X ®a. Al = Y tel que
Ho(Idx ®a+d®) = f et Ho (Idx ®d* = g.

Lemme A.2.5
1) Une fibration triviale f : X — Y entre objets cofibrants est une équivalence
d’homotopie.

2) Soient i : X — Y un morphisme entre objets cofibrants et f :' Y — Z une
fibration triviale telle que f oi est une fibration triviale. Alors i est une équivalence
d’homotopie.

Démonstration

1) Tout d’abord en appliquant la propriété de relévement & droite de f par rapport
a la cofibration @ — Y on voit que f admet une section s. En appliquant la propriété
de relévement & droite de f par rapport & la cofibration

(@ = X, (P Td))g: (XIIX) - X @Al

(cf. axiome 6) & f on obtient une homotopie H de Idx & s o f telle que f o H est le
composé de Idx ®s% : X ® Al = X et de f, ce qui montre en particulier que f est
une équivalence d’homotopie.

2) Traitons tout d’abord le cas ou i est une cofibration. En appliquant la propriété
de relévement a droite de f oi par rapport & i on voit qu'il existe un inverse & gauche
r de i tel que foior = f; en appliquant la propriété de relévement & droite de f par
rapport & la cofibration

(@ -Y,(dId))g: (YY) =>Y eA!

on voit qu’il existe une homotopie H de Idy & i o7 telle que f o H est le composé du
morphisme Y @ Al — Y et de f, ce qui montre que 7 est une équivalence d’homotopie.

En général, ¢ s’écrit comme composée d’une cofibration j et d’une fibration triviale
q (axiome 4); j est une équivalence d’homotopie d’aprés ce qui précéde et g est
une équivalence d’homotopie d’aprés le point 1) : ¢ est donc bien une équivalence
d’homotopie. O

Notons h(€,) la catégorie obtenue en inversant les cofibrations triviales de la catégo-
rie £.. Remarquons que le foncteur £, — h(&.) se factorise par le foncteur £ — w(&).
En effet, si X est cofibrant, les morphismes Idy ®d° et Idx ®d* : X — X ® A!
sont des cofibrations triviales d’aprés I’axiome 6) ; on en déduit aussitot que ces deux
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morphismes ont méme image dans h(&;) et qu'il en est donc de méme pour deux mor-
phismes homotopes. En particulier, toute équivalence d’homotopie devient inversible
dans la catégorie h(&.).

Remarquons ensuite que la catégorie h(€,;) coincide avec la catégorie obtenu en
inversant dans &, les morphismes qui sont des équivalences faibles dans £. En effet,
si f est un &.-morphisme qui est une équivalence faible, f s’écrit (compte tenu des
axiomes 1, 2 et 4) comme composé d’une cofibration triviale et d’une fibration triviale.
Or une fibration triviale dans &, est une équivalence d’homotopie d’aprés le lemme
A.2.5 et est inversible dans h(&,).

Une premiére approximation de 1’algébre homotopique consiste & remarquer que
les cofibrations triviales de £, permettent un calcul de fractions & gauche dans la
catégorie 7(&,) si bien que h(€.) s’obtient par calcul de fractions & partir de 7 (&)
(pour les notions relatives au mathcalcul de fractions dans les catégories, voir [16]).
Cette remarque établit I’existence de la catégorie h(E,).

11 est clair que l'inclusion & — £ induit un foncteur i : h(&.) = h(E).

Proposition A.2.6. — Le foncteur i : h(E;) = h(E) est une équivalence de catégories.

Démonstration. — Choisissons pour chaque objet X de £ une fibration triviale qx :
X. = X avec X, cofibrant (’existence est garantie par l’axiome 4); on peut méme
imposer que si X est cofibrant gx est I'identité de X. On définit un foncteur £ — h(&,)
de la fagon suivante. A tout objet X on associe X.. Pour tout morphisme f: X —» Y,
il existe un morphisme f, : X, — Y, qui fait commuter le carré évident. Ce morphisme
fc est unique & homotopie (stricte) prés puisque, d’apreés le lemme A.2.4, 'application
simpliciale hom(X,,Y.) = hom(X,,Y) est une fibration triviale. Ainsi le h(&.)-
morphisme défini par f. ne dépend que de f. On vérifie sans peine que ’on a bien défini
ainsi un foncteur £ — h(&,). Ce foncteur envoie équivalences faibles sur isomorphismes
comme il résulte des axiomes 1) et 2); il induit donc un foncteur (=), : h(E) — h(&,)
et les morphismes gx un isomorphisme naturel q : i o (—), = Idy¢). Enfin il est clair
que le foncteur (—). o ¢ est égal au foncteur identique, d’ou affirmation. O

Lemme A.2.7

1) Soient i : X — Y wune cofibration triviale et K un objet fibrant. Alors l’applica-
tion (Y, K) = n(X, K) est bijective.

2) Soient X un objet cofibrant et E — B une fibration triviale. Alors I’application
m(X,E) = n(X, B) est bijective.

Démonstration. — Ce lemme résulte immédiatement du lemme A.2.4. O

Notons &5 la sous-catégorie pleine de £ dont les objets sont & la fois fibrants
et cofibrants. Le foncteur composé £ — & — h(&:) = h(€) induit un foncteur
v : (&g — h(&) (on a vu plus haut que le foncteur £, — h(€.) se factorise par le
foncteur &, — w(&,)).
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Proposition A.2.8. — Le foncteur v : w(Ecp) — h(E:) = h(E) est une équivalence de
catégories.

Démonstration. — Choisissons pour chaque objet X cofibrant une cofibration triviale
ix : X — Xy avec Xy fibrant et cofibrant (I’existence est garantie par ’axiome 5) ; on
peut méme demander que si X est fibrant ¢ x est l'identité de X. On définit un foncteur
Ec — m(€Ecs) de la fagon suivante. A tout objet cofibrant X on associe Xy. Pour tout
morphisme g : X — Y, il existe un morphisme gy : Xy — Yy qui fait commuter le
carré évident et ce morphisme gy est unique & homotopie (stricte) prés : cela résulte
du lemme A.2.4 qui montre que I’application simpliciale hom(Xy,Y;) - hom(X,Yy)
est une fibration triviale. Ainsi le 7(€.s)-morphisme défini par gy ne dépend que de
g et 'on vérifie sans peine que 'on a bien défini ainsi un foncteur & — w(&cf). Ce
foncteur envoie cofibrations triviales sur isomorphismes : en effet, d’aprés le point 1)
du lemme A.2.7, pour toute cofibration triviale g : X — Y (entre objets cofibrants)
et tout objet fibrant K I'application w(Yy, K) — (X, K) est bijective. On en déduit
donc un foncteur (—)s : h(€:) — m(Ecz) et les cofibrations triviales i x induisent un
isomorphisme naturel 6 : Idg,) = v o (—)s. Enfin il est clair que le foncteur (=) oy
est égal au foncteur identique, d’ou ’affirmation. O

Corollaire A.2.9 (lemme fondamental de 1’algébre homotopique)
Pour tout objet cofibrant X et tout objet fibrant K, lapplication naturelle

m(X,K) = [X,K]

est bijective.

Démonstration. — La cofibration trivialeix : X — X induit une bijection [Xy, K] =
[X, K] (par définition) et une bijection 7(Xy, K) = n(X,K) (point 1) du lemme
A.2.7); on peut donc supposer X fibrant et cofibrant. De méme le point 2) du lemme
A.2.7 permet de remplacer K par ’objet fibrant et cofibrant K, et le corollaire résulte
donc de la proposition A.2.8. O

Soient X et Y deux objets quelconques de £. On calcule ’ensemble [X, Y] des h(E)-
morphismes de X vers Y en choisissant une résolution cofibrante de X c’est & dire
une fibration triviale P — X avec P cofibrant, puis une résolution cofibrante Y’ — Y
de Y et enfin une résolution fibrante de Y’ c’est & dire une cofibration triviale Y’ — I
avec I fibrant (et cofibrant). L’ensemble [X,Y] s’identifie alors d’aprés le corollaire,
via les bijections évidentes, & 'ensemble 7(P, I). L’un des inconvénients essentiels des
axiomes de catégorie quasi-simpliciale avec cofibrations et équivalences faibles, est que
I’on n’impose pas I’existence pour tout objet ¥ d’une équivalence faible Y — I avec
I fibrant (cette démarche nous est imposée par le fait que nous ignorons ce résultat
pour la catégorie des k-espaces).
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A.2.2.1. Equivalences faibles et h(E)-isomorphismes
Lemme A.2.10

1) Si un morphisme entre deuz objets cofibrants et fibrants est inversible dans h(£)
alors c’est une équivalence d’homotopie.

2) Une fibration entre objets fibrants et cofibrants est inversible dans h(E) si et
seulement si c’est une fibration triviale.

3) Un morphisme f : X — Y entre objets cofibrants est une équivalence faible si
et seulement si pour tout objet fibrant K 'application simpliciale

hom(f, K) : hom(Y, K) — hom(X, K)
est une équivalence faible.

Démonstration. — Le point 1) est contenu dans la proposition A.2.8.

2) Soit p : E — B une fibration entre objets fibrants et cofibrants inversible dans
7(Ecp) = h(E). Soient s’ : B — E un morphisme et B® A! — B une homotopie entre
Idg et pos'. En appliquant la propriété de relévement & droite pour p par rapport
a extension anodine Idg ®d° : B -+ B ® Al on en déduit ’existence d’une section
s:B— Edep.

Dans la suite de la démonstration, pour tout ensemble simplicial K, on note encore
K au lieu de |K|a. et pour toute application simpliciale f, on note encore f au
lieu de |f|as (observer que cela peut toutefois conduire & des confusion puisque en
général les objets |K Xs L|as et |K|as X |L|ae ne sont pas isomorphes. Les produits
qui apparaissent ci-aprés sont calculés dans £) . Il est clair, par hypothése, qu’il
existe une homotopie (stricte) H' de s o p & Idg. Notons j P’application simpliciale
d®11d" : A°II A% — A (c’est une cofibration) et G le morphisme E x (j,d°)x — E
dont la restriction &

E x (JA%ae II|A%|ae) x Al = (E x AY) T (E x AY)
est la somme de H' et de sopo H' et dont la restriction & E x Al x A est le composé

du morphisme évident E x A! x A° — E et de sop. On remarque alors que po G est
égal au composé de ’extension anodine

E x (Jjlas,|d®|as)x = E x A x Al

suivi du morphisme

Ex Al x Al 5 Ex A?

qui oublie le facteur du milieu et de po H'. On en déduit & Paide de la propriété de
relévement & droite pour p par rapport i I’extension anodine

E x (|jlae,|d®|ae)x = E x A! x A!

une homotopie H de sop & Idg telle que p o H est le composé de la projection
E x A' — E et de p.
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Nous pouvons maintenant établir que p est une fibration triviale. Donnons nous
une cofibration élémentaire ¢ : C — D, un morphisme f : C — E et un morphisme
g:D — B tels que po f = goi. A l'aide de ’homotopie H précédente, on obtient
une homotopie K : C x Al — E entre sopo f et f telle que po K est le composé de
la projection C x A! = C et de goi. A ’aide de la propriété de relévement & droite
pour p par rapport & la cofibration triviale (i, d®) x on obtient un morphisme k tel que
koi= f et pok =g, dou laffirmation.

3) La suffisance est claire d’aprés le corollaire A.2.9. Réciproquement, puisque
d’aprés le lemme A.2.4 les ensembles simpliciaux hom(X, K) et hom(Y, K) sont
fibrants, il suffit d’établir que pour tout ensemble simplicial L ’application

7m(L,hom(Y, K)) — n(L,hom(X, K))
induite par f est bijective. Or on dispose des bijections naturelles
7(L,hom(Y,K)) = n(Y ® L,K) et w(L,hom(X,K))=n(X ®L,K)
et il suffit donc d’établir que les morphismes (entre objets cofibrants)
fOL: X®L—-YQ®L

sont des équivalences faibles dés que f en est une. Si f est une cofibration triviale
c’est clair (axiome 6) ; ceci nous permet de remplacer X et Y par des objets cofibrants
et fibrants ; mais alors d’aprés le point 1) du lemme A.2.10, si f est une équivalence
faible c’est une équivalence d’homotopie ce qui permet de conclure. O

Corollaire A.2.11. — Un E-morphisme est inversible dans h(E) si et seulement si
c’est une équivalence faible.

Démonstration. — Soit g un £-morphisme inversible dans h(£). En reprenant les
notations de la démonstration des propositions A.2.6 et A.2.8, il est clair qu’il suffit
d’établir que (gc)s est une équivalence faible. Compte tenu de la proposition A.2.8, on
est donc ramené & établir qu’une équivalence d’homotopie entre objets cofibrants et
fibrants est une équivalence faible. Quitte a factoriser cette équivalence d’homotopie
en une fibration suivie d’une cofibration triviale (qui est une équivalence d’homotopie
d’aprés la proposition A.2.8) on se raméne donc 4 établir qu’une fibration entre objets
cofibrants et fibrants qui est une équivalence d’homotopie est une fibration triviale ce
qui est fait au point 2) du lemme A.2.10. a

Remarque A.2.12

1) La catégorie £ munie des notions d’équivalences faibles, de cofibrations et de
fibrations est essentiellement une catégorie de modeéles fermée. En effet, lorsqu’on
cherche & vérifier les axiomes des catégories de modéles fermées (voir [30]) on voit
facilement que les axiomes CM2, CM3 et CM4 sont vérifiés et que les axiomes CM1 et
CMS5 sont vérifiés en partie : par exemple on dispose de 1’objet initial &, de 'objet final
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* et pour tout morphisme X — Z et toute cofibration X — Y la somme amalgammeée
de Y et Z au dessus de X est représentable.

2) D’aprés le point 3) du lemme A.2.10, une cofibration f : X — Y (entre objets
cofibrants) est une équivalence faible si et seulement si pour tout objet fibrant K
I’application simpliciale

hom(f, K) : hom(Y, K) —» hom(X, K)

est une fibration triviale. Il en résulte facilement que la classe des cofibrations triviales
vérifie les propriétés P1 4 P4 du §A.1.

A.2.3. La catégorie quasi-simpliciale avec cofibrations et équivalences fai-
bles associée 4 une catégorie quasi-simpliciale avec cofibrations et exten-
sions anodines élémentaires. — Soit £ une catégorie quasi-simpliciale dans la-
quelle les colimites et les produits finis sont représentables. On se donne deux en-
sembles S et S,, de £-morphismes tels que :

a) les sources des éléments de S et S,, sont de présentation finie (§A.3.3);

b) San est contenu dans C(S) et pour tout f € S, si 'on note s(f) la source de f
alors @ — s(f) € C(S);

¢) pour tout élément f de S et tout entier n > 0 le £&-morphisme (f, A™ — A™)g
appartient & C(S5);

d) pour tout élément f de S et tout couple d’entiers (r,n), n > r > 0, le £-mor-
phisme (f, A™" — A™)g appartient & C(S,,), A™" désignant le cornet réunion
des faces de A™ sauf la r-éme;

e) pour tout élément f de S,, et tout entier n > 0 le £-morphisme (f, A" — A™)g
appartient & C(Sap).

f) o »>x€S.

Les éléments de S s’appelleront alors les cofibrations élémentaires et ceux de Sg,

les extensions anodines élémentaires et on dira alors que le triplet (£,.5, Ssr) est une
catégorie quasi-simpliciale avec cofibrations et extensions anodines élémentaires.

Définition A.2.13

1) Les éléments de C(S) s’appelleront les cofibrations. Un objet X sera dit cofibrant
si le morphisme @ — X appartient & C'(S). On notera &, la sous-catégorie pleine de
£ formée par les objets cofibrants;

2) Les éléments de C(S,, dont la source est un objet cofibrant s’appelleront les
extensions anodines;

3) Un objet Y sera dit fibrant si le morphisme Y — * appartient & D(S,y,).
4) Les éléments de D(S) s’appelleront les fibrations triviales.

On note h(€) la catégorie obtenue en inversant les extensions anodines (entre objets
cofibrants) et les fibrations triviales de la catégorie £. Soient X et Y deux objets

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 1999



96 APPENDICE A. RAPPELS D’ALGEBRE HOMOTOPIQUE

de £; on notera [X,Y] 'ensemble Homy¢)(X,Y). Un £-morphisme s’appellera une
équivalence faible s’il devient inversible dans h(E).

On pourrait étre tenté d’appeler les extensions anodines les cofibrations triviales,
mais comme nous le verrons plus bas (corollaire A.2.25), il semble que cette tentation
soit trop naive en général (bien qu’elle ne le soit pas dans les deux exemples qui vont
suivre).

Exemple A.2.14

1) On prend pour & la catégorie = Top des espaces topologiques munie de sa
structure quasi-simpliciale naturelle, pour S ’ensemble des inclusions S®~! C B" de
la sphére unité dans la boule unité de R™ et pour S,, la famille des inclusions par
zéro I"™1 C I™ = I x I"~! I désignant l'intervalle [0,1]. Ces données définissent
sur la catégorie quasi-simpliciale des espaces topologiques une structure de catégorie
quasi-simpliciale avec cofibrations et extensions anodines élémentaires. Les fibrations
sont alors les fibrés de Serre. La catégorie homotopique correspondante est bien la
catégorie homotopique usuelle (en d’autres termes la notion d’équivalences faibles
déduites de la structure de catégorie quasi-simpliciale avec cofibrations et extensions
anodines élémentaires coincide avec la notion usuelle [27].

2) On prend cette fois pour £ la catégorie (quasi-simpliciale) S des ensembles
simpliciaux, pour S I’ensemble des inclusions A" C A™ du bord du n-éme simplexe
standard dans lui-méme et pour S, la famille des inclusions A™" C A™. Les fibrations
correspondantes sont ici les fibrés de Kan entre ensembles simpliciaux de Kan. La
catégorie homotopique correspondante est bien la catégorie homotopique usuelle [27].

Théoréeme A.2.15. — Pour toute catégorie quasi-simpliciale avec cofibrations et exten-
sions anodines élémentaires (£,S,Sqan), les notions de cofibrations et d’équivalences
faibles munissent la catégorie quasi-simpliciale £ d’une structure de catégorie quasi-
simpliciale avec cofibrations et équivalences faibles au sens de A.2.1.

Remarque A.2.16. — L’auteur ignore en général si le quadruplet
(€,C(8),W,D(C(S)nW))

constitut une structure de catégorie de modéles fermée. La difficulté essentielle est
d’établir que tout morphisme peut s’écrire comme composé d’une équivalence faible
et d’un morphisme de D(C(S) N W).

A partir de maintenant on se fixe une catégorie quasi-simpliciale avec cofibrations
et extensions anodines élémentaires (£,.5, San)-

Lemme A.2.17. — Tout morphisme f de source un objet cofibrant peut s’écrire poi
avec p une fibration triviale et i une cofibration et qo j avec q un élément de D(S,y)
et j une extension anodine.

C’est une application immédiate du lemme A.1.2.
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Lemme A.2.18. — Pour toute cofibration f de & et toute cofibration g de S le £-
morphisme (f, g)g est une cofibration. Si de plus, ou bien f ou bien g est une extension
anodine, alors (f,g)g est une extension anodine.

C’est une conséquence immédiate du lemme A.1.4. Il en résulte formellement :

Corollaire A.2.19. — Soient i : X = Y une cofibration et p: E — B un élément de
D(S4n). Alors Uapplication simpliciale canonique

hom(Y, E) = hom(Y, B) Xnhom(x,p) hom(X, E)

est une fibration. Si, de plus, ou bien i est une extension anodine ou bien p est une
fibration triviale, alors cette fibration est une fibration triviale.

Lemme A.2.20

1) Une fibration triviale f : X — Y entre objets cofibrants est une équivalence
d’homotopie.

2) Soient i : X — Y un morphisme entre objets cofibrants et f :' Y — Z une
fibration triviale telle que f oi est une fibration triviale. Alors i est une équivalence
d’homotopie.

3) Une équivalence d’homotopie entre objets cofibrants est une équivalence faible.

Démonstration. — Les points 1) et 2) s’établissent comme pour le lemme A.2.5 en
remplagant I’axiome 6) par le lemme A.2.18 et ’axiome 4) par le lemme A.2.17. Le
point 3) résulte formellement du fait que si X est cofibrant, les morphismes Id x ®d°
et Idx ®d' : X - X ® A! sont des extensions anodines d’aprés le lemme A.2.18. O

Lemme A.2.21

1) Soienti: X — Y une extension anodine (entre objets cofibrants!) et K un objet
fibrant. Alors Uapplication w(Y, K) — w(X, K) est bijective.

2) Soient X un objet cofibrant et E — B une fibration triviale. Alors l'application
7(X, E) = w(X, B) est bijective.
Démonstration. — Comme dans la démonstration du lemme A.2.7, le lemme est une

conséquence formelle du corollaire A.2.19. O

Notons h(&.) la catégorie obtenue en inversant dans &, les extensions anodines.
Il est clair que l'inclusion & — & induit un foncteur h(£.) — h(£). A laide du
méme raisonnement que dans la démonstration de la proposition A.2.6, en remplagant
Paxiome 4) par le lemme A.2.17 et le lemme A.2.4 par le corollaire A.2.19, on obtient :

Proposition A.2.22. — Le foncteur h(E.) — h(E) est une équivalence de catégories.

On note &5 la sous-catégorie pleine de £ formée des objets qui sont a la fois
fibrants et cofibrants. Il est clair que le composé &.¢ — &£, = h(&.) induit un foncteur
v :7m(€es) = h(E:). A Paide du méme raisonnement que dans la démonstration de la

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 1999



28 APPENDICE A. RAPPELS D’ALGEBRE HOMOTOPIQUE

proposition A.2.8, en remplagant ’axiome 5) par le lemme A.2.17, le lemme A.2.4 par
le corollaire A.2.19 et le lemme A.2.7 par le lemme A.2.21, on obtient cette fois :

Proposition A.2.23. — Le foncteur vy : m(Ecf) = h(E.) est une équivalence de catégo-
ries.

Le lemme suivant se démontre alors comme le lemme A.2.10 :

Lemme A.2.24
1) Un morphisme entre deuz objets cofibrants et fibrants est une équivalence faible
st et seulement si c’est une équivalence d’homotopie.

2) Un morphisme de D(S,,) entre objets fibrants et cofibrants est une équivalence
faible si et seulement si c’est une fibration triviale.

3) Un morphisme f : X — Y entre objets cofibrants est une équivalence faible si
et seulement si pour tout objet fibrant K ’application simpliciale

hom(f, K) : hom(Y, K) — hom(X, K)
est une équivalence faible.

Corollaire A.2.25. — Une cofibration entre objets cofibrants et fibrants est une équi-
valence faible si et seulement si c’est une extension anodine. Une cofibration i entre
objets cofibrants est une équivalence faible si et seulement s’il existe une extension
anodine i’ telle que i' o1 est une extension anodine.

Démonstration. — Soit X — Y une cofibration entre objets cofibrants et fibrants qui
est une équivalence faible; cette cofibration s’écrit comme composé d’une extension
anodine suivie d’une fibration (d’apreés le lemme A.2.17) ; cette fibration entre objets
cofibrants et fibrants est une équivalence faible donc, d’aprés le point 2) du lemme
A.2.24, c’est une fibration triviale : on en déduit que la cofibration X — Y est facteur
direct d’une extension anodine et est donc une extension anodine.

Supposons maintenant que X — Y est une cofibration entre objets cofibrants
qui est une équivalence faible. Soient j : X — Xy une extension anodine avec Xy
fibrant (et cofibrant bien str), j' : Y — Y’ 'image directe de j par i et j” : Y’ —
Y; une extension anodine avec Yy fibrant. Alors la cofibration X; — Y; est une
équivalence faible et donc une extension anodine d’aprés ce qui a été vu au début de
la démonstration, ce qui démontre le corollaire. O

On déduit trés facilement du corollaire précédent le résultat suivant :

Corollaire A.2.26. — Un morphisme de but un objet fibrant appartient ¢ D(C(S)NW)
si et seulement si il appartient & D(S,y).

A.2.3.1. Démonstration du théoréme. — A.2.15 Les axiomes 1), 2), 3), 4) sont faciles
3 établir. L’axiome 5) résulte du lemme A.2.17 et du corollaire A.2.26 et I’axiome 6)
résulte facilement du lemme A.2.18 et du corollaire A.2.25.
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A.2.4. Fonctorialité des catégories homotopiques. — Soient (£, Cof, W) et
(&', Cof',W') deux catégories quasi-simpliciales avec cofibrations et équivalences fai-
bles. Un morphisme de (£, Cof, W) vers (€', Cof', W') est une paire (F,6) formée d'un
foncteur F : £ — &' et d’un isomorphisme naturel

0:FoAy = A3
tels que
F(Cof) C Cof', F(CofnW)n Cof' nW'
et tels que pour tout X € &, le morphisme canonique

F(X x A%) > F(X) x F(A™) = F(X) x AL,

est un isomorphisme.

Un tel foncteur F' induit donc par restriction un foncteur F, : £ — £’ lequel induit
clairement un foncteur h(F;) : h(€:) — h(E'). Le foncteur h(E) — h(E') composé de
l'inverse de 1’équivalence de catégories h(£.) — h(€) et du foncteur h(F;) se notera
Ly(F) : c'est le foncteur dérivé & gauche du foncteur F' par rapport au foncteur
& = h(€) au sens de [27].

A.2.4.1. Paires de foncteurs adjoints. — Soient
G : (€, Cof, W) — (&', Cof' ,\W")

un morphisme de catégories quasi-simpliciales avec cofibrations et équivalences faibles
et D : &' — &£ un foncteur adjoint & droite de G. Observons que cette adjonction
s’étend automatiquement & un isomorphisme naturel,en X € £ et Y € &', d’ensembles
simpliciaux hom(X, D(Y)) =2 hom(G(X),Y), compte tenu de la bijection naturelle,
pour tout n > 0,

Homg: (G(X) x A%, Y) = Homg/ (G(X x A2),Y) = Home(X) x AZ, D(Y)).

Il résulte immédiatement que I'image par D d’une fibration (resp. d’une fibration
triviale) est une fibration (resp. une fibration triviale) et que pour tout X dans £ et
tout Y dans &' on dispose d’une bijection naturelle 7#(X, D(Y)) & n(G(X),Y) ; ainsi
pour X cofibrant et Y fibrant on obtient une bijection naturelle :

[X, D(Y)] = [G(X),Y].

Notons Ry(D) : hE' — h(€) le foncteur composé de inverse de I’équivalence de
catégories m(€;;) — h(E') (¢f. proposition A.2.23), du foncteur 7(&;;) — h(£) induit
par D (le foncteur Ry (D) est le foncteur dérivé & droite du foncteur D par rapport
au foncteur &' — h(€'). Le raisonnement de [27] permet de déduire de la bijection
naturelle ci-dessus que le foncteur Ry (D) est adjoint & droite du foncteur L (G).
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A.2.4.2. Structures multiplicatives. — Soient
(&, Cof,W), (&', Cof' \W') et (E",Cof",W")

trois catégories quasi-simpliciale avec cofibrations et équivalences faibles et A un fonc-
teur £ X &' — £" qui commute aux colimites et tel que :

a) (Cof, Cof')a C Cof";

b) (Cof, Cof' "W')A C Cof' nW"

c) (CofnW, Cof')a C Cof" nW".
Exemple A.2.27. — Soient (£, S, San), (£',5',8,,,) et (£",S",S" ) trois catégories
quasi-simpliciales avec cofibrations et extensions anodines élémentaires et A un fonc-
teur £ x &' — £" qui commute aux colimites et tel que :

@) (S,8)A C C(S);
B) (S, San)n C C(San);
¥) (San,S)n C C(Sgn)-

Pour les structures de catégories quasi-simpliciales avec cofibrations et équivalences
faibles associées (cf. §A.2.3) les propriétés a), b) et ¢) précédentes sont satisfaites. Cela
résulte en effet du lemme A.1.4 et du corollaire A.2.25.

Ces propriétés impliquent que le foncteur (induit par restriction) A : & x EL — £
envoie paires de cofibrations triviales sur cofibrations triviales; le foncteur A. induit
donc un foncteur h(Ac) : h(E:) x h(E.) = h(E!'), et 'on en déduit comme d’habitude
le foncteur AL : h(E) x h(E') = h(E") (dérivé & gauche du foncteur A).

A.2.5. Variante pointée. — Soit £ une catégorie quasi-simpliciale avec cofibra-
tions et équivalences faibles. La théorie de ’homotopie associée & e posséde une va-
riante pointée. Notons &£, la catégorie des £-objets pointés, c’est & dire la catégorie
dont les objets sont les couples (X, z) formés d’un objet X de £ et d’'un morphisme
(le point base) x : * — X et les morphismes les £-morphismes «respectant le point
base». Notons (—)4+ : &€ = &, le foncteur qui a 'objet X associe la somme X de X
et de x (dans £) que 'on pointe de fagon évidente.

La structure de catégorie quasi-simpliciale sur £ induit une structure de catégorie
quasi-simpliciale sur &, : on prends pour objet cosimplicial (Ag)4. Si X et Y sont
deux objets pointés de £, ’ensemble simplicial hom(X,Y), correspondant est le sous-
ensemble simplicial de hom(X,Y) formé des morphismes qui «respectent le point
base ».

Notons Cof, ’ensemble des &,-morphismes X — Y dont le £-morphisme sous-
jacent X — Y est une cofibration et tel que le point base de X, * — X, est une
cofibration. Enfin notons W, ’ensemble des £,-morphismes dont le £-morphisme sous-
jacent est une équivalence faible. 11 est facile de vérifier que le triplet (&, Cof,, W)
est une catégorie quasi-simpliciale avec cofibrations et équivalences faibles. On notera
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h.(€) la catégorie homotopique correspondante et pour toute paire (X,Y’) d’objets
pointés, [X,Y]. l’ensemble des h,(€)-morphismes de X vers Y.

Remarquons que la catégorie &, s’identifie alors & la sous-catégorie pleine de &.
formés des objets pointés dont le point base est une cofibration (dans £). Le foncteur
Ry : Ex X 8 = &, correspondant A la structure quasi-simpliciale sur £, associe au
couple (X, K) le quotient (dans &) (X ® K)/(* ® K) pointé de facon évidente.

Pour tout objet X de &, et tout ensemble simplicial pointé K on note X V K la
somme dans &, de X et *x @ K = |K|asuner €t on note X A K le «smash-produit
extérieur» de X par K c’est & dire 'objet de £ quotient de X @ K par X V K et
pointé de facon évidente. Il est facile d’établir que ce foncteur

AN:EexSe =&, (X,K)»XAK
vérifie les hypothéses du paragraph précédent. On notera
(=) AL (=) : h(E)) x h(S,) = h(EL)

le foncteur qu’il induit. En particulier, on note ¥ : h(€.) — h(&) le foncteur X —
X AL S!, S! désignant le 1-simplexe standard modulo son bord.

Il est clair que le foncteur (—)4 : £ = &, est un morphisme de catégories quasi-
simpliciales avec cofibrations et équivalences faibles. Comme de plus il est adjoint a
gauche du foncteur « oubli du point base» £, — &£ on peut donc appliquer les résultats
du paragraphe ci-dessus. Ainsi, pour tout objet cofibrant X et tout objet pointé Y,
on dispose d’une bijection naturelle :

[X, Y] 2 [X+,Y].

Si la structure de catégorie quasi-simpliciale avec cofibrations et équivalences faibles
sur £ est induite par une structure de catégorie quasi-simpliciale avec cofibrations et
extensions anodines élémentaires (£, S, San), il est facile de vérifier que la structure de
catégorie quasi-simpliciale avec cofibrations et équivalences faibles sur &, construite
ci-dessus est induite par la structure de catégorie quasi-simpliciale avec cofibrations
et extensions anodines élémentaires (£x, S+, San+)-

A.3. Colimites et limites homotopiques
Dans ce paragraphe, nous supposons le lecteur famillier avec [6].

A.3.1. Soit (&, Cof, W) une catégorie quasi-simpliciale avec cofibrations et équiva-
lences faibles. Pour toute petite catégorie I, on note I€ la catégorie des foncteurs
X:I->E€.
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A3.1.1. Soit X : A°? — &£ un objet simplicial de £. On note |X| la réalisation
géométrique de X c’est & dire la cofin du foncteur

XA :APxASE,  (n,m) s Xn®A™

(¢f. [23] pour la notion de cofin). Disons simplement que c’est le quotient de I1,>0 X, ®
A" par les relations standard (voir plus bas). On définit ainsi un foncteur

| —|:APE 5 €.

Soient I une petite catégorie et X : I — £ un foncteur. On associe & X un objet sim-
plicial de &, le «remplacement simplicial de X », noté II; X (ou plus simplement I1X),
en associant & I’entier n la somme dans £ de la famille {X (40) }iq—i;—...—in €N (1)
i9g — %1 = ... — i, parcourant l’ensemble N, (I) des suites de n morphismes compo-
sables dans I (cf. [6]).

Pour tout objet i de I, notons I/i la catégorie des I-objets au dessus de i, et
X/i: I/i — & le foncteur composé de X et de 'oubli I/i - I. On note X : I — &
le foncteur qui envoie i sur la réalisation géométrique | II;/; X/i| (en laissant au
lecteur le soin d’expliciter le morphisme X (i) — X(j) associé¢ & un [-morphisme
i — j) et 0x : X — X la transformation naturelle évidente induite pour chaque
élément ig — 43 — ... = i, — ¢ de 'ensemble N,(I/i) par le morphisme évident
X (i0) @ A™ = X (i).

Le lecteur observera que la réalisation géométrique | II; X| du remplacement sim-
plicial de X s’identifie & la colimite du foncteurX.

Définition A.3.1. — Pour tout foncteur X : I — &, on note hocolim; X et on appelle
colimite homotopique de X, 'objet colim; X (qui s’identifie également & la réalisation
géométrique | IT X| du remplacement simplicial de X).

Lemme A.3.2
1) Pour tout foncteur X : I — &, lobjet hocolim; X est un objet cofibrant.

2) Pour tout foncteur X : I — &, et tout objet K de £, on dispose d’un isomor-
phisme naturel :

hom(hocolim; X, K') = holim;e; hom(X (¢), K)

3) Soient X etY deux foncteurs I — € et 0 : X — Y une transformation naturelle
telle que pour chaque objet i de I le morphisme 6(3) : X (i) = Y (i) est une équivalence
faible. Alors le morphisme hocolim; 6 : hocolim; X — hocolim; Y est une équivalence
faible.

Démonstration
2) La démonstration de ce point est facile, il suffit d’expliciter chacun des membres
de l'isomorphisme naturel (cf. [6, §XI1.4.1]).
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1) Pour démontrer qu’un objet Z est cofibrant il suffit de démontrer que le mor-
phisme Z a la propriété de relévement & gauche par rapport & toute fibration tri-
viale p : E — B (utiliser le corollaire A.1.3) ou encore que pour toute fibration
triviale p : E — B le morphisme hom(Z, F) — hom(Z, B) est une fibration tri-
viale (les deux affirmations sont équivalentes d’aprés le lemme A.2.4). Compte tenu
de la bijection naturelle du point 2), du fait que pour tout ¢ dans I ’application
hom(X (i), E) - hom(X (), B) est une fibration triviale (lemme A.2.4) le point 1)
du lemme résulte du fait que le foncteur holim; préserve les fibrations triviales (cf.
[6, §X1]).

3) Soit K un objet fibrant. Compte tenu de la bijection du point 1), du lemme
A.2.4 et du point 3) du lemme A.2.10, laffirmation résulte du fait que pour toute
transformation naturelle ¢ entre foncteurs I°? — Sy telle que pour tout objet i de I
lapplication simpliciale (i) est une équivalence faible alors I’application simpliciale
holim o1 est aussi une équivalence faible (cf. [6, §XI.5.6]). O

Appelons équivalences faibles de la catégorie I€ les transformations naturelles 0
telles que pour tout objet ¢ de I le morphisme 6(7) est une équivalence faible (de £).
Notons h(I€;) (resp. h(I€) la catégorie obtenue en inversant les équivalences faibles
de la catégorie I€, (resp. IE).

Corollaire A.3.3. — Le foncteur hocolimy : IE, — £ préserve les équivalences faibles
et le foncteur induit hocolimy : h(IE) — h(E) est le foncteur dérivé gauche du
foncteur colimy : IE, — &.

Démonstration. — La premiére affirmation est contenue dans le lemme précédent.
Pour la seconde remarquons que pour tout foncteur X : I — &, le foncteur X : I — &
est & valeurs dans £, comme cela résulte du point 1) du lemme A.3.2. De plus la
transformation naturelle fx : X — X est une équivalence faible; en effet pour tout
¢ de I, le morphisme X (i) — X (i) est une équivalence faible (s’en convaincre en
remarquant que la catégorie I/i admet un objet initial, en utilisant [6, §XI.9] et le
point 2) du lemme A.3.2 avec K fibrant). On conclut & l’aide du point 3) du lemme
A 3.2 et du fait signalé plus haut que hocolim; X s’identifie naturellement & la colimite

sur I du foncteur X. O
Remarque A.3.4

1) L’auteur ignore si en général le foncteur h(I€.) — h(IE) est une équivalence de
catégories.

C’est le cas cependant pour une catégorie quasi-simpliciale avec cofibrations et
extensions anodines élémentaires puisqu’on dispose alors de l’axiome 5) fonctoriel-
lement (autrement dit la factorisation du morphisme f dans cet axiome peut étre
choisie fonctoriellement cfA.1.2). On en déduit alors pour tout foncteur X : I — &
une équivalence faible naturelle X’ — X avec X' € I&,.
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Dans ce cas le foncteur L(colimy) : h(I€) = h(E) composé de I'inverse de 1’équiva-
lence de catégories h(I€;) — h(I£), du foncteur hocolim; : h(I€.) — h(E) est bien le
foncteur dérivé & gauche du foncteur colim; : IE — £. 1l est également utile, dans ce
cas, d’introduire le foncteur hocolim} : I€ — € (qui dépend du choix de ’équivalence
faible naturelle X' — X) qui & tout X € I€ associe hocolim; X'. Ce foncteur préserve
les équivalences faibles et induit le foncteur L(colimy).

2) Il est probable que, «souvent », le foncteur hocolimy : h(I€.) = h(&.) est adjoint
a gauche du foncteur «diagonale» h(&;) — h(IE.).

A.3.2. Exemples. — On se fixe ici une catégorie quasi-simpliciale £ avec cofibra-
tions et équivalences faibles vérifiant, pour simplifier I’exposition, ’axiome de facto-
risations fonctorielles évoqué & la remarque A.3.41) du paragraphe précédent (on fixe
donc un foncteur qui associe & tout objet X de £ une fibration triviale X' — X avec
X' cofibrant).

A.3.2.1. Carrés homotopiquement cocartésiens. — On dira que le carré commutatif
de la catégorie € :

X = Y

1 1

Z = X

est homotopiquement cocartésien si le morphisme canonique (cf. remarque A.3.41)
pour les notations) :

X - Y
hocolim [ | U B 3
zZ' -

est une équivalence faible.

On se convainc facilement du lemme suivant :

Lemme A.3.5. — Si les objets X, Y, Z et ¥ sont cofibrants, le carré ci-dessus est
homotopiquement cocartésien si et seulement si pour tout objet fibrant K le carré
d’ensembles simplicioux :

hom(¥,K) — hom(Y,K)

!
hom(Z,K) — hom(X, K)

<

est homotopiquement cartésien.

Ce lemme permet d’affirmer que certains résultats classiques concernant les carrés
homotopiquement cartésiens induisent un résultat dual pour la théorie de ’homotopie
dans £. En voici quelques exemples :
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Lemme A.3.6. — Pour tout diagramme commutatif :
A - B = C
\ 1 {

X =Y - Z

dans lequel le carré de gauche et le carré extérieur sont homotopiquement cocartésiens
le carré de droite est homotopiquement cocartésien.

Lemme A.3.7. — Tout diagramme cocartésien :
A —- B
1 1
X > Y

dans lequel X,Y, A et B sonnt cofibrants et le morphisme A — B une cofibration
est homotopiquement cocartésien.

Lemme A.3.8. — Soient F, G, H et K des foncteurs I - &, f: F -G, h: F - H,
g:G = K etk: H— K des transformations naturelles telles que pour tout objet
de I le carré

F@i) — G()
4 4
HGE) — K(i)

est homotopiquement cocartésien. Alors le carré

hocolimj} F — hocolim} G

+ {

hocolim} H — hocolim} K

est homotopiquement cocartésien.

Remarque A.3.9. — Plus généralement, les colimites homotopiques commutent entre
elles (voir [6, §§X1.4.3 et XII.3.3]). Plus généralement encore nous laissons au lecteur le
soin de comprendre le sens du principe suivant : tout résultat classique concernant les
limites homotopiques dans la catégorie des ensembles simpliciaux induit un résultat
dual pour la théorie de I’homotopie dans £.

A.3.2.2. Cofibres homotopiques. — Soit f : X — Y un &-morphisme. On appelle
cofibre homotopique ’'objet

X > Y
hocolim’ | |
*

et on le note Y/* X (on parlera parfois de quotient homotopique de Y par X).
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Si f: X =Y est un morphisme on note Y/X la colimite du diagramme :

X - Y
{

*

Lorsque f est une cofibration, le carré commutatif :

X —- Y
{ {
* Y/X

est homotopiquement cocartésien (d’aprés le lemme A.3.7) et ’on obtient ainsi une
équivalence faible :
Y/"X - Y/X.

A.3.2.3. Suite exacte de Puppe. — Supposons maintenant que f : X — Y est une
cofibration de la catégorie £, (voir §A.2.5). Pour tout objet fibrant pointé K, I’appli-
cation simpliciale hom(Y, K), — hom(X, K), est donc une fibration (pointée) et la
longue suite exacte de groupes (et d’ensembles pointés) d’homotopie associée s’appelle
la suite exacte de Puppe associée & f.

A.3.2.4. Télescopes. — Le principe énoncé a la remarque A.3.9 fournit automatique-
ment les deux résultats suivants :

Proposition A.3.10. — Pour toute suite
fo:Xo—)Xl, f1 ¢ —)Xg,..., ntXn—)Xn+1,...,
de cofibrations composables (chacun des X, est donc cofibrant) le morphisme cano-
nique
hocolim,, X,, — colim,, X,
est une équivalence faible.
Proposition A.3.11 (Suite exacte de Milnor). — Avec les mémes hypothéses que dans

la proposition précédente, pour tout groupe Y de la catégorie h(E) (ou H-groupe) il
existe une suite exacte naturelle de groupes :

0 — lim},[2((Xn)4), Y] = [colim, X,,, Y] = lim,,[X,,Y] = 0.
A.3.2.5. Colimites homotopiques d’objets simpliciaux. — Soit X. un objet simplicial

de la catégorie £. La réalisation géométrique | X.| de X. (§A.3.1) s’explicite de la fagcon
suivante : c’est le coégalisateur du diagramme évident :

_)
Hn,mZOXn ®A™ 5 I, X, ® A",

Pour tout entier s > 0, on note Fy|X.| le coégalisateur du diagramme :

I mXn ® sks(A™) : 0, X, ® sk,A™
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(sks(—) désignant le s-squelette d’un ensemble simplicial [16]). On se convainc faci-
lement de ’existence d’un carré cocartésien naturel :

(XE@A*) I xagas) (Xs @ A7) - X, @A
i)
Fe_1]X\| -  Fy|X|
ott 'on note X¢ la réunion dans X, des dégénérescences, c’est & dire

S[sii € {0,...,5 = 1}],

en adaptant les notations du §2.1.2, et en remarquant que les produits fibrés de X,,_
et X,,_1 au dessus de X,, — via des dégénérescences — est toujours représentable par
Xn_2 0u Xp_1).

On dira que X. est cofibrant si pour tout entier s > 0 le morphisme canonique
X3 — X, est une cofibration (pour s = 0 cela signifie que X est cofibrant).

Lemme A.3.12. — Pour tout objet simplicial cofibrant X., le morphisme
hocolim; X — | X|

(induit par la transformation naturelle ¥x : IX. — X.) est une équivalence faible.

Démonstration. — 1l suffit de remarquer que les hypothéses sur X. impliquent que

pour tout objet fibrant K ’ensemble simplicial cosimplicial hom(X.,Y’) est fibrant
au sens de [6, §X.4.6] et que I'application simpliciale

hom(|X|, K) = hom(hocolim; X, K)

induite s’identifie naturellement & ’aide du point 2) du lemme A.3.2 & I'application
naturelle :

Tot(hom(X., K)) — holim;caorhom(X (i), K)

laquelle est une équivalence faible d’aprés [6, §XI.4.4]. On conclut a l’aide du point
3) du lemme A.2.10. O

A.3.3. Conditions de finitude homotopiques. — Dans cette section, £ désigne
une catégorie dans laquelle les colimites et les produits sont représentables.

Définition A.3.13. — On dit qu’un objet X € & est de présentation finie si pour
tout foncteur F' : 7 — £, avec Z une petite catégorie filtrante & droite, ’application
colim;ecz Homg (X, F(i)) — Homg (X, colimz F') est bijective.

Il est clair que toute colimite finie d’objets de présentation finie est de présentation
finie : cela résulte de I’exactitude des colimites filtrantes d’ensembles. On notera EFF
la sous-catégorie pleine de £ dont les objets sont de présentation finie.
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Objets cofibrants de présentation finie. — On se fixe dorénavant une structure de
catégorie quasi-simpliciale avec cofibrations et extensions anodines élémentaires sur
&, (€,8,San) (cf. §A.2.3). On suppose que les buts des éléments de S et S,, sont de
présentation finie (par définition, on sait déja que les sources de ces morphismes le
sont).

On dira qu’un objet X est strictement cofibrant si le morphisme @ — X appartient
a C"(S) (cf. §A.1). Tout objet cofibrant est donc facteur direct d’un objet strictement
cofibrant et pour tout objet X il existe une fibration triviale X, — X avec X, un
objet strictement cofibrant.

Lemme A.3.14. — Soit X un objet strictement cofibrant. Alors il existe une petite
catégorie filtrante I, un foncteur F : I — EPF (EPF désignant la sous catégorie
pleine de £ formée des objets cofibrants et de présentation finie) et une transformation
naturelle 0 : F — X tels que :

a) le morphisme colimy; F' — X induit par 0 est un isomorphisme ;
b) le morphisme hocolim; F' — X induit par 6 est une équivalence faible.

Construction préliminaire. — Soient X un objet cofibrant, E un ensemble et pour
chaque élément e € £ une cofibration élémentaire i, : X, — Y, et un morphisme
fe: Xe > X. On note ¢ : X — Y l'image directe par la somme des f. de la somme
des i.. Supposons donnés une petite catégorie filtrante I, telle que # Hom;(Z,5) <1
pour toute paire d’objets (i,) € I%, un foncteur F : I — EFF et une transformation
naturelle 8 : F — X tels que le morphisme colim; F' — X (resp. hocolim; F — X))
induit par 6 est un isomorphisme (resp. une équivalence faible).

On note J la catégorie dont les objets sont les triplets (i, E', {ge}ecr) formés
d’un objet i € I, d’une partie finie E' C E et pour chaque e € £ un morphisme
ge : Xe — F(i) tel que 0(i) o g = fe. On impose que # Homy(i,5) < 1 et qu’il
existe un morphisme de (', E',{gL}ecr’) = (i", E",{g) }ecr) si et seulement si il
existe un morphisme i’ — 3" dans I, si E' C E" et si pour tout élément e de E’',
F(i' = i")og, = g.. On vérifie facilement que J est filtrante & droite et que le
foncteur oubli évident J — I est cofinal.

On note G le foncteur :

J— ng’ (i’E,v {ge}eGE’) = F(i) HHEGE/XB HeepYe

Le foncteur G ainsi construit est bien & valeurs dans £FF puisque I'on a supposé que
les buts des cofibrations élémentaires sont de présentation finie). On note ' : G - Y
la transformation naturelle évidente (induite par #). Par commutation des colimites
entre elles, il est clair que ¢’ induit un isomorphisme colimy G 2 Y. De méme, d’aprés
le lemme A.3.8 et puisque G(i, E', {ge }ecr’) est naturellement faiblement équivalent
a la somme amalgammeée homotopique de F'(i) et de la somme des Y, au dessus de la
somme des X, e parcourant E’ (car une somme de cofibrations est une cofibration),
on voit que #' induit une équivalence faible hocolimy G — Y.
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Démonstration du lemme A.3.14. — Soit
10:F=Xo—> X1, 11: X7 2 Xo,..., inZXn—)Xn+1,...

une suite de morphismes tels que X s’identifie & la colimite des X,, et tels que pour
tout n > 0, i,, est 'image directe d’une somme de cofibrations élémentaires. A ’aide de
la construction préliminaire ci-dessus on obtient (par récurrence) pour chaque entier
n > 0 une petite catégorie filtrante I, telle que # Homy, (4,5) < 1 pour toute paire
d’objets (i,§) € (I,)?, un foncteur F, : I, — EFF  une transformation naturelle
0, : F, =& X, un foncteur cofinal pp41 : Int1 — I, et une transformation naturelle
Yn : Fy 0 pny1 = Fuqq tels que :

1. le morphisme colimj, F,, = X,, (resp. hocolim;, F;, — X,,) induit par 8, est un

isomorphisme (resp. une équivalence faible) ;

2. le morphisme colim;, F,, = colimy, ,, (Fy © ppy1) — colimy, ., Fyi1, induit par

1, s'identifie & iy, ;

3. pour chaque objet ¢ de I,;1 le morphisme Fj, o ppy1(i) = Fny1(i) est une

cofibration.

On note alors I(X) la catégorie dont les objets sont les couples (n,7) avec n > 0 et
i € I, telle que # Homy(x)(a,b) < 1 pour toute paire (a,b) d’objets de I(X) et telle
qu’il existe un morphisme (n,7) — (m,J) si et seulement si m > n et s'il existe un
morphisme de i vers 'image (par les p,,/) de j dans I,,. On vérifie que I(X) est filtrante
& droite. On note F(X) : I(X) — EFPF le foncteur (n,i) — F,(i) et (X) : F(X) = X
la transformation naturelle évidente induite par les 6,. On note Fi,(X) : I(X) — EPF
le foncteur (m,i) — Fp, (i) si m < n et sur Fy,(image de ¢ dans I,) si m > n; les ¢,
induisent des transformations naturelles Fy,(X) — Fn11(X) et le foncteur F/(X) est
la colimite sur n des F,(X). On peut remarquer que la sous-catégorie pleine I,,(X)
de I(X) constituée des objets (m,1) tels que m > n est cofinale, et que le foncteur
évident I,(X) — I, est cofinal.

On en déduit facilement que la colimite (sur I(X)) du foncteur F,(X) s’identifie
naturellement & X,,. La premiére affirmation du lemme est alors immédiate : par
permutation des colimites entre elles, la colimite du foncteur F(X), colimite lui-méme
des F,,(X), s’identifie & la colimite en n des colimites des F,,(X), c’est & dire X.

La deuxiéme partie du lemme s’établit de fagon analogue en remarquant que pour
tout objet (m,¢) de I(X) le morphisme naturel

hocolimy, (F,(X)(m, 1)) — F(X)(m,1)

est une équivalence faible (car les v, sont des cofibrations) : par permutation des
colimites homotopiques entre elles, la colimite homotopique du foncteur F(X), co-
limite homotopique lui-méme des F,(X), s’identifie (& équivalence faible prés) a la
colimite homotopique en n des colimites homotopiques des Fn(X); or, la colimite
homotopique de F,,(X) s’identifie & celle de F,, (puisque la sous-catégorie I,,(X) de
I(X) est cofinale, et que le foncteur I,,(X) — I, est cofinal, cf. [6, §X1.9]) c’est & dire
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X, par hypothése. On conclut alors en remarquant que X est faiblement équivalent
4 la colimite homotopique des X,. O

Remarque A.3.15. — Notons &, PF la sous-catégorie pleine de £PF formée des objets
X pour lesquels le morphisme @ — X appartient & I’ensemble Cy(S) du §A.1. La
démonstration que nous avons donnée du lemme permet de dire que ’on peut choisir
le foncteur F' & valeurs dans &, PF. On en déduit facilement (cf. la démonstration de
la proposition A.3.19) le :

Corollaire A.3.16. — Un objet X cofibrant est de présentation finie si et seulement
sl est rétracte d’un objet X' tel qu’il existe une suite finie
0:@8=Xo—> X1, 11: X1 = Xoyor, in: Xpn = Xpn =X’

de morphismes tels que pour tout j, i; est limage directe d’une somme finie de cofi-
brations élémentaires.

Remarquons que cela montre que la catégorie EFF est essentiellement petite.

Corollaire A.3.17. — Soient X un objet strictement cofibrant et Cx la catégorie des
objets cofibrants de présentation finie au dessus de X (cette catégorie est essentiel-
lement petite d’aprés le corollaire précédent). Alors la catégorie Cx est filtrante a
droite et le foncteur Fx : Cx — EFF, qui envoie lobjet cofibrant de présentation
finie au dessus de X, W — X, sur W induit un isomorphisme colimc, Fx = X et
une équivalence faible hocolime, Fx — X.

Démonstration. — D’aprés le lemme A.3.14, il existe une petite catégorie filtrante a
droite I, un foncteur F : I — EPF et une transformation naturelle 6 : F' — X tels que
0 induit un isomorphisme colim; F' = X et une équivalence faible hocolim; FF — X.
Il en résulte que pour tout objet W — X de Cx, il existe un objet ¢ de I tel que le
morphisme W — X se factorise par F'(¢) ; puisque I est filtrante & droite cela implique
clairement que la catégorie Cx est filtrante et que le foncteur I — Cx défini par 0
est cofinal. Les deux derniéres affirmations en résultent de fagon standard. O

En fait on peut généraliser le corollaire précédent & tout objet cofibrant :

Corollaire A.3.18. — Soient X un objet cofibrant et Cx la catégorie des objets co-
fibrants de présentation finie au dessus de X. Alors la catégorie Cx est filtrante a
droite et le foncteur Fx : Cx — EFF, qui envoie l'objet cofibrant de présentation
finie au dessus de X, W — X, sur W induit un isomorphisme colimc, Fx = X et
une équivalence faible hocolime, FX — X.

Démonstration. — On sait que X est rétracte d’un objet strictement cofibrant Y. Il
en résulte trés facilement que la catégorie Cx est filtrante & droite. Soient ¢ : X = Y
et p: Y — X deux morphismes tels que poi = Idx. On note ¢ : Cx — Cy
(resp. m : Cy — Cx) le foncteur évident induit par i (resp.p) et 6, : Fx — Fy ot
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(resp. 6, : Fy — Fx o) la transformation naturelle évidente. A l'aide de 6, et
0, on voit que le morphisme colimc, FX — X (resp. hocolimc, Fx — X) est
rétracte de I'application colimg, Fy — Y (resp. hocolim¢g, FY — Y') et est donc un
isomorphisme (resp. une équivalence faible) d’aprés le corollaire A.3.17. O

Objets homotopiquement de présentation finie. — On dit qu’un objet X est homoto-
piquement de présentation finie si pour tout foncteur F' : I — &, avec I une petite
catégorie filtrante a droite, 'application colim;¢;[X, F(i)] = [X,hocolim; F)] est bi-
jective.

Proposition A.3.19. — Un objet est homotopiquement de présentation finie si et seule-
ment si il est rétracte dans la catégorie homotopique h(E) d’un objet cofibrant de
présentation finie.

Le lemme qui suit est essentiellement une variante relative du lemme A.3.14 et sa
démonstration est laissée au lecteur.

Lemme A.3.20. — Soit F : I — &. un foncteur, avec I une petite catégorie fil-
trante & droite. On suppose que colimp F' est un objet cofibrant et que le morphisme
hocolim; FF — X est une équivalence faible. Alors, pour tout élément f : X — Y de
C"(Sq4n) il existe une petite catégorie filtrante I', un foncteur cofinal p : I' = I, un
foncteur F' : I' — &, et des transformations naturelles  : Fop — F' et : F' —»Y
tels que :
a) le morphisme colimp F' — 'Y induit par 0 est un isomorphisme ;
b) le morphisme hocolimp F' — Y induit par 0 est une équivalence faible ;
¢) pour chaque i dans I', ¥(i) : F(p(i)) = F'(i) est un élément de Cp(San) (cf.
§A.1);
d) le morphisme composé du morphisme X = colimy F' — colimp F' induit par v
et de l’isomorphisme colimy: F! —'Y induit par 6 est égal a f.

Démonstration de la proposition. — Soient X un objet homotopiquement de présen-
tation finie. On sait que X est isomorphe dans la catégorie homotopique hA(€) & un
objet strictement cofibrant X'. D’aprés le lemme A.3.14, et puisque X' est supposé
homotopiquement de présentation finie, I'identité de X’ se factorise & homotopie prés
par un objet cofibrant de présentation finie W, ce qui prouve la nécessité de la condi-
tion.

Réciproquement. Soient F' : I — &, un foncteur, avec I une petite catégorie filtrante
a droite, et X un objet cofibrant de présentation finie. Montrons que ’application
colim;e[X, F(i)] = [X,hocolim; F] est bijective. Soit i : hocolim; F' — Y un élément
de C"(S,4n) avec Y fibrant. Alors I'ensemble [X, hocolim; F] s’identifie & 1’ensemble
m(X,Y) des classes d’homotopie de X vers Y. On a vu au §A.3.1 que hocolim; F
est cofibrant et s’identifie & la colimite du foncteur F : I — &,. Il résulte donc du
lemme A.3.20 (et du fait que X est de présentation finie) que pour tout morphisme
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X =Y il existe un ¢ dans I, un élément F'(i) = Y (i) de C%(San) et un diagramme
commutatif :

F@) — Y(@)
e
X - Y
Un moment de réflexion montre que cette affirmation permet d’établir que ’applica-
tion colim;e[X, F(i)] = 7(X,Y) est bijective, d’ou la proposition. O
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APPENDICE B

FAMILLE AMPLE DE FIBRES INVERSIBLES
SUR UN SCHEMA

B.1. Ouverts élémentaires d’un schéma

Soit X un schéma. Soient A un fibré vectoriel de rang un sur X et s une section de
L, c’est & dire un morphisme de X-schémas X — E()A). On note X; le sous-schéma
ouvert de X ol s ne s’annule pas : c’est I'image réciproque par s de 'ouvert E(\)*
de E(A\) complémentaire de la section nulle. On dira que X, est l'ouvert élémentaire
associé 4 s. La section s induit par linéarité un morphisme de fibrés vectoriels ©% — X
dont on notera sV : AV = ©% le dual. La restriction de ce morphisme & I'ouvert X,
est un isomorphisme. On notera ¢; : Xy — E(AY) le morphisme de schémas composé
de la section constante de valeur un s; : X, = X, x Al, de I’isomorphisme canonique
Xy x A = E()\V|x,) (inverse de celui induit sur X, par le morphisme sV) et de
l'immersion ouverte E(AY|x,) C E(\Y).

Le lemme suivant est standard :

Lemme B.1.1. — Soient X un schéma, A un fibré vectoriel de rang un sur X et s une
section de A. Alors 15 est une immersion fermée. En particulier l’immersion ouverte
X; =+ X, composée de deux morphismes affines est affine.

Remarque B.1.2. — Soient A (resp. \') un fibré vectoriel de rang un et s (resp. s')
une section de A (resp. A'). Notons s ® s’ la section du fibré vectoriel de rang un A® X’
obtenue par produit tensoriel de s et s’'. On vérifie (localement) que l'intersection
de X, et X! est égale & I'ouvert élémentaire X,gs ; cet ouvert sera parfois noté
simplement X 4.

B.2. Schémas admettant une famille ample

Définition B.2.1 ([3]). — On dit qu’un schéma X admet une famille ample si les
ouverts élémentaires de X, affines (sur Spec(Z)) forment une base pour la topologie
Zariski de X.

Rappelons que partout dans ce texte, sauf évidemment cette section, un schéma
est toujours noethérien, séparé et admet une famille ample.
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Exemple B.2.2
1) Tout schéma séparé noethérien régulier admet une famille ample d’aprés [3,
corollaire I1.2.2.7.1].

2) Soit X un schéma admettant une famille ample. Alors tout ouvert de X admet
une famille ample.

3) Soient X un schéma admettant une famille ample et f : Y — X un morphisme
quasi-projectif. Alors Y admet une famille ample.

Une des vertus des schémas X admettant une famille ample est que tout faisceau
cohérent de O X-modules est quotient d’une somme finie de @ X-modules localement
libres de rang un. En particulier, pour tout morphisme affine et de type fini Y —» X
il existe un fibré vectoriel £ sur X et un morphisme de X-schémas Y — E(£) qui est
une immersion fermée.

B.3. k-schémas lisses et k-espaces

Lemme B.3.1. — Le foncteur (=) : S = &, X — X induit un plongement pleine-
ment fidéle de la catégorie des k-schémas lisses Ly, dans celle des k-espaces.

Démonstration. — Soient X et Y deux k-schémas lisses (admettant une famille ample).
Soient {\;}; une famille finie de fibrés inversibles sur X et pour chaque ¢ une section
s; de A; tels que les ouverts X, sont affines et recouvrent X . Il est facile de voir que
l’application évidente

Homsg, (X,Y) = Homg (X ,Y) — II; Homg (X, ,Y) = II; Homs, (X5,,Y)

est injective ('isomorphisme de droite résulte du fait que les X, sont des k-schémas
affines lisses). On obtient ainsi l'injectivité de I’application

Homs, (X,Y) — Homy (X, Y).
De plus ’application
Homy, (X, Y) — IT; Homg (X,,Y)

égalise les deux applications évidentes
_)
H,’ HOms,e (Xs,' y Y) - H(i,j) Homgk (Xs,-.Sj ) Y).

On en déduit une application Hom(X,Y) — Homg, (X,Y) et on laisse au lecteur
le soin de vérifier (c’est facile mais pas trivial!) que c’est un inverse & droite de
Papplication Homsg, (X,Y) = Hom(X,Y), qui est donc surjective. O

Pour tout k-schéma X lisse, on notera encore, par abus, X le k-espace, X et l'on
n’hésitera pas a dire que ce k-espace est un k-schéma (en sous-entendant toujours que
le k-schéma en question est lisse).
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Remarque B.3.2. — Pour tout k-schéma lisse X, il résulte facilement du lemme B.3
que la catégorie des fibrés vectoriels sur le schéma X est équivalente & celle des fibrés
vectoriels sur le k-espace X. De méme, la catégorie des GL,-torseurs sur le schéma
X est équivalente & celle des GL,-torseurs sur le k-espace X.

B.4. Torseurs de Jouanolou-Thomason et k-espaces

B.4.1. Torseurs de Jouanolou-Thomason

Théoréme B.4.1 (Jouanolou-Thomason). — Pour tout schéma admettant une famille
ample X il existe un fibré vectoriel & sur X et un &-torseur T tels que T est un schéma

affine.

J.-P. Jouanolou a établi dans [18] ce résultat pour tout schéma quasi-projectif sur
un corps k, et R. Thomason a généralisé ce résultat a tout schéma X admettant une
famille ample (cf. [37]).

B.4.2. On suppose ici que k est un anneau commutatif.

Lemme B.4.2. — Soient X un k-schéma, T — X un torseur sous un fibré vectoriel
sur X. Alors le diagramme de k-espaces suivant est exact a droite :

TxxT T—X
- —

Démonstration. — 1l suffit d’établir, pour tout k-schéma affine lisse Y, I’exactitude &
droite du diagramme d’ensembles correspondant en appliquant Homy (Y, —). Le seul
point délicat est donc d’établir la surjectivité de ’application

Homy, (Y’ I) — Homk(Ya .&)
ce qui résulte facilement du lemme 2.1.11. O

Corollaire B.4.3. — Tout k-schéma X lisse est un k-espace de présentation finie.

Démonstration. — En effet, on peut choisir T' affine lisse sur k& dans le lemme pré-
cédent et X, qui est le coégalisateur de deux applications entre deux k-espaces de
présentation finie I’est également. O

Dans le méme ordre d’idées :

Lemme B.4.4. — Soit {iy : Xo = X}o une famille k-transverse d’immersions fer-
mées de but un k-schéma affine lisse X . Pour tout k-schéma Y Uapplication naturelle :

Homg, (Spec(A(S[ia])),Y) — Homg(S[ia],Y)

est bijective.
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Démonstration. — Soit T — Y un torseur sous un fibré vectoriel sur Y avec T un
k-schéma affine. Alors le diagramme évident :

Homy (S[ia], T xy T) : Homy (Siq], T) — Homy(S[ia], Y)

est exact & droite (dans la catégorie des ensembles). Le seul point délicat & établir est
la surjectivité de ’application de droite qui résulte du corollaire 2.2.30 et de I’exemple
2.2.11 1). De méme, le diagramme analogue en prenant les Homg, (Spec(A(S[ia])), —)
est exact & droite (la surjectivité résulte du lemme 2.1.11). On conclut facilement en
comparant ces deux diagrammes d’ensembles, en remarquant que le k-schéma T xy T
est également affine et & 1'aide du point 2) de la proposition 2.2.25. a

Corollaire B.4.5. — Pour tout k-espace cofibrant de présentation finie X et tout k-
schéma Y Uapplication naturelle :

Homg, (Spec(A(X)),Y) —» Homy (X,Y)
est bijective.

Démonstration. — Ce résultat s’obtient & partir du lemme B.4.4 de la méme fagon
que le corollaire 2.2.27 s’obtient & partir du point 2) de la proposition 2.2.25 (et en
utilisant également A.3.16). 0O
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