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Résumé. — Dans le texte principal de ce volume nous introduisons la notion d'en-
semble croisé (qui généralise celle de module croisé) et nous étudions la cohomologie
galoisienne de ces objets. Ces considérations cohomologiques sont la clef de la sta-
bilisation de tous les termes elliptiques de la formule des traces tordue. Puis nous
prouvons l'existence du transfert endoscopique stable dans le cas du changement de
base cyclique. Nous déduisons d'une stabilisation conditionnelle de la formule des
traces tordue l'existence du changement de base faible (descente et relèvement) dans
certains cas, en particulier pour les représentations automorphes, sur les groupes semi-
simples simplement connexes, qui sont de Steinberg en deux places �nies. Un appen-
dice co-signé avec L. Clozel, est consacré au cas de certains groupes unitaires. Dans
un second appendice L. Breen replace la cohomologie des ensembles croisés dans le
cadre de l'algèbre simpliciale.

Abstract (Cohomology Stabilization and Base Change). — In the main article of this
volume we introduce the concept of a �crossed set� (a generalization of crossed mod-
ules) and we study the Galois cohomology of these objects. This is the key to the
stabilization of all elliptic terms for the twisted trace formula. We then prove the
existence of the stable transfer for cyclic base change. We deduce from a conditional
stabilization of the twisted trace formula the existence of weak base change in some
cases, in particular for automorphic representations on simply connected semi-simple
groups which are Steinberg at two places. In an appendix by L. Clozel and myself,
we study the case of certain unitary groups. In a second appendix L. Breen rephrases
crossed sets in the framework of simplicial algebra.
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INTRODUCTION

Motivations
Soit G0 un groupe réductif connexe sur un corps de nombres F . Soit H la forme

intérieure de G0 quasi-déployée. Soit E une algèbre cyclique de degré � sur F . Soit G
la restriction des scalaires à la Weil de E à F de G0 :

G = ResE/FG0 .

Le résultat principal est un théorème de changement de base faible entre représen-
tations automorphes pour H et G. Nous traiterons le cas d’un groupe réductif quel-
conque avec toutefois des limitations techniques : nous serons contraints d’imposer des
hypothèses de cuspidalité et de stabilité qui simplifient suffisamment la comparaison
des formules de traces. Nous pouvons par exemple prouver l’existence de fonctorialité
par changement de base cyclique entre représentations automorphes cuspidales qui
sont de Steinberg en deux places finies pour les groupes semi-simples et simplement
connexes arbitraires.

Les restrictions que nous imposons sont, pour l’essentiel, le reflet de notre mauvaise
connaissance du transfert endoscopique en général : nous ne disposons du lemme
fondamental que pour le « changement de base stable ». La stabilisation complète de
la formule des traces pose aussi des problèmes non résolus. Mais, même dans le cadre
simplifié où nous nous plaçons, de longs préparatifs techniques sont nécessaires. Je
vais tenter d’expliquer pourquoi.

Considérations techniques
Nous utilisons une méthode désormais classique : la comparaison de deux formules

des traces. Il y a sur ce sujet une littérature abondante lorsque G0 est une forme
intérieure ou extérieure de GL(n) ; on citera, sans prétendre être exhaustif : [JL],
[Lan1], [DKV], [AC], [Rog], [Lab3], [Clo3], [Clo4].



4 INTRODUCTION

Pour un groupe réductif connexe arbitraire, on dispose déjà de nombreux résultats
techniques. Le transfert des fonctions de G à H sur les corps locaux au voisinage d’élé-
ments réguliers est facile et classique. Par ailleurs, on dispose aussi depuis longtemps
du lemme fondamental ‘stable’ pour l’élément neutre de l’algèbre de Hecke aux places
non ramifiées dû à Kottwitz [Ko3]. On dispose enfin de la stabilisation de la formule
des traces tordue pour les éléments elliptiques réguliers, due à Kottwitz et Shelstad
([KS]). Ceci fournit, pour certaines paires de fonctions (φ, f) qui se correspondent par
le transfert, et pour lesquelles les groupes endoscopiques autres que H donnent une
contribution nulle, une identité de formule des traces

IG(φ) = c IH(f) .

L’annulation des contributions des autres groupes endoscopiques peut être obtenue en
faisant appel à une technique également due à Kottwitz [Ko6] : on utilise comme fonc-
tions en certaines places finies des pseudo-coefficients de représentations de Steinberg.
Ces techniques ont, par exemple, été utilisées dans [Clo2] et [Lab1] pour la preuve
(incomplète, cf. infra) du lemme fondamental pour le changement de base.

Mais nous allons voir que, pour le théorème de changement de base que nous vou-
lons établir, les techniques évoquées ci-dessus semblent insuffisantes, principalement
parce qu’elles ne donnent pas assez d’informations sur le lieu singulier. Il a été ob-
servé dans [Lab3] que, pour des groupes autres que GL(n), une identité de formule des
traces limitée aux paires de fonctions à support régulier en certaines places, semble
insuffisante pour établir le changement de base : il manque des informations supplé-
mentaires du type rigidité ou finitude à priori (cf. [Lab3, VI.6.2]), dont on dispose
pour GL(n), mais qui sont pour l’instant hors de portée pour les autre groupes. Ces
informations supplémentaires sont utiles pour les raisons suivantes.
(a) Pour prouver l’existence de relèvements, il faut par exemple établir, qu’après
« séparation des caractères infinitésimaux », le terme spectral de la formule des traces
pour H ne s’annule pas identiquement sur la famille de fonctions f considérées. Sans
résultat de finitude a priori, des arguments de positivité, faisant usage de fonctions
de type positif, semblent indispensables.
(b) De même, pour la descente automorphe on doit prouver la non annulation de la
formule des traces tordue pour G, après séparation des caractères infinitésimaux. Ici
l’argument est l’indépendance linéaire des familles finies de caractères. Sans résultat
de finitude a priori, là encore il n’est pas clair que l’on puisse se contenter des fonctions
à support régulier.

Pour parer l’objection (a) nous travaillerons avec des fonctions de type positif
approchant la mesure de Dirac, ce qui, du côté spectral, donne des termes tous positifs
et assure la non nullité. Il conviendra donc de prouver le transfert inverse au moins
pour des fonctions à support petit au voisinage de l’origine. La difficulté (b) est

ASTÉRISQUE 257



INTRODUCTION 5

surmontée si on dispose du transfert endoscopique pour des fonctions de support
compact arbitraire, ce qui sera établi.

L’utilisation des fonctions élémentaires régulières en une place non ramifiée permet
dans une certaine mesure de se contenter de la stabilisation des éléments réguliers
dans la formule des traces. C’est le point de vue adopté dans [Lab1] et [Lab3]. Mais
cela suppose de se limiter aux groupes de type adjoint. Pour éviter cette restriction,
peu naturelle, nous avons besoin de la stabilisation de tous les termes elliptiques de
la formule des traces tordue. Comme nous l’avons déjà rappelé, on dispose, dans le
cas tordu, de la stabilisation des termes elliptiques fortement réguliers établie par
Kottwitz et Shelstad dans [KS]. Cependant, les techniques utilisées ne s’étendent pas
immédiatement au cas singulier, entre autre parce qu’elles reposent sur des propriétés
de l’hypercohomologie des complexes de tores à deux termes [T → U ]. Or, on verra
que, pour traiter le cas général, des complexes à trois termes [S → T → U ] sont
indispensables. Il était aussi utile de systématiser des considérations de cohomologie
non abélienne. Cela nous a contraint à reprendre l’ensemble de la stabilisation.

Structure de l’article
Un premier chapitre est consacré à des sorites cohomologiques. Nous espérons con-

vaincre le lecteur que le formalisme cohomologique que nous introduisons est le cadre
naturel de l’étude géométrique de l’endoscopie, c’est-à-dire de la conjugaison stable.
La notion d’abélianisation, dégagée par Borovoi dans [Bo1], était déjà présente dans
les travaux de Deligne [D] et chez Kottwitz ([Ko4] et [Ko5]), quoique sous un dégui-
sement peu transparent. Cette notion s’avère très commode pour traiter de questions
relatives à la cohomologie des groupes réductifs généraux tout en gardant le béné-
fice de théorèmes sur les groupes semi-simples et simplement connexes, comme par
exemple ceux de Kneser. La méthode de construction la plus naturelle, et la plus
générale, fait appel au module croisé

[GSC → G] .

L’utilisation de ce module croisé m’avait été suggérée par Breen dès 1990. Cette ap-
proche a d’ailleurs été choisie, sous l’influence de Breen, dans [Bo2] et reprise dans
[Bo3] et [Mi2]. Mais l’abélianisation de la cohomologie d’un groupe réductif ne suffit
pas à notre propos car, par exemple, la conjugaison stable fait intervenir des complexes
de groupes réductifs et, comme nous le verrons, les caractères endoscopiques sont les
caractères des groupes de cohomologie abélianisée de ces complexes de groupes. Pour
définir de tels objets nous avons été amenés à introduire une variante à paramètre de
la notion de module croisé que nous appellerons ensemble croisé (les ensembles croisés
sont des 2-groupöıdes d’un type particulier) et à étudier la cohomologie galoisienne
de ces objets. Cela permettra, aux paragraphes suivants, de donner des définitions
naturelles des groupes et ensembles intervenant dans la stabilisation des termes el-
liptiques de la formule des traces tordue, et des preuves simples de leurs propriétés,
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6 INTRODUCTION

en évitant presque totalement de faire appel aux dualités de Poitou-Tate et de Tate-
Nakayama (qui jouent un rôle essentiel chez Langlands dans [Lan2] et chez Kottwitz
qui définissait les abélianisés par une double dualité, alors qu’ici nous n’invoquerons
Tate-Nakayama qu’en deux occasions dont l’une sert simplement à faire la comparai-
son avec les résultats de Kottwitz !) et limitera le recours aux z-extensions.

Dans un second chapitre nous étudions la conjugaison stable et la norme pour
le changement de base. Nous rappelons tout d’abord la définition de la norme et le
théorème d’existence qui est dû à Kottwitz [Ko1]. Nous établissons ensuite la propo-
sition 2.5.2 qui, quoique pour l’essentiel connue de Kottwitz (communication orale),
est publiée pour la première fois ici. Cette proposition montre que, sur un corps local,
les éléments elliptiques sont des normes pourvu que leur image dans l’abélianisé en
soit une. Nous donnons ensuite la construction de l’obstruction qui permet de tester
si un élément adélique qui est localement partout une norme est une norme ‘globa-
le’ i.e. la norme d’un élément rationnel. Nous suivons pour cela la méthode utilisée
par Kottwitz dans [Ko5] pour l’endoscopie ordinaire, que nous généralisons au cas du
changement de base. L’utilisation des abélianisés pour des complexes de groupes se
révèle essentielle. Nous définissons enfin les intégrales κ-orbitales.

Dans un troisième chapitre nous étudions le transfert des fonctions lisses sur G(F )
où F est un corps local, vers H(F ). Le résultat principal de cette partie est la preuve
de l’existence de ce transfert (3.3.1), ainsi que du transfert réciproque pour les fonc-
tions à support assez petit au voisinage de l’origine (3.3.2). Cette preuve repose, pour
les corps non-archimédiens, sur la méthode de descente aux centralisateurs, basée sur
le fait suivant (proposition 3.1.7) : les intégrales orbitales stables pour une fonction
de support petit au voisinage d’un élément semi-simple sont celles d’une fonction sur
le centralisateur de cet élément, au voisinage de l’identité. Comme les centralisateurs
d’éléments qui se correspondent via la norme sont des formes intérieures d’un même
groupe réductif, on invoque alors l’existence du transfert entre formes intérieures dû
à Waldspurger pour les groupes p-adiques. Pour les corps archimédiens le résultat de
descente 3.1.7 est aussi valable, mais ce type de technique ne respecte pas laK-finitude
dont nous aurons besoin pour séparer les caractères infinitésimaux au moyen de multi-
plicateurs d’Arthur. Nous déduirons le transfert K-fini aux places archimédiennes des
théorèmes de Paley-Wiener scalaires dus à Clozel et Delorme, compte tenu de travaux
antérieurs de Shelstad et de Clozel. Nous montrons aussi comment contrôler les séries
principales non-ramifiées même dans le cas d’une extension ramifiée. La proposition
2.5.2 permet de vérifier que la représentation de Steinberg a pour changement de base
la représentation de Steinberg. Elle permet aussi de compléter la preuve du lemme
fondamental pour le changement de base (proposition 3.7.2).

Dans un quatrième chapitre nous étudions la stabilisation de la formule des traces
tordue. La stabilisation complète n’est pas connue en général, mais une stabilisation
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partielle des termes géométriques a été établie dans divers cas particuliers : pour les
termes elliptiques réguliers de la formule des traces ordinaire (non tordue) la stabili-
sation est due à Langlands [Lan2] et a été étendue à tous les éléments elliptiques par
Kottwitz dans [Ko5] ; pour la formule des traces tordue la stabilisation des éléments
fortement réguliers est due à Kottwitz et Shelstad [KS]. Nous effectuons la stabili-
sation de tous les termes elliptiques de la formule des traces tordue dans le cas du
changement de base. Toutefois nous n’achevons la stabilisation de la formule des traces
que sous des hypothèses impliquant que seuls les termes elliptiques contribuent, et que
seul intervienne le groupe endoscopique H qui est attaché au caractère endoscopique
trivial κ = 1. Pour cela, on impose que les fonctions annulent les intégrales orbitales
des éléments non elliptiques ainsi que toutes les intégrales κ-orbitales si κ �= 1. Nous
exploitons ensuite l’identité de formules des traces issue de la stabilisation. On obtient
une identité spectrale qui permet d’établir dans certains cas l’existence de fonctoria-
lités. Nous n’énoncerons dans cette introduction les résultats que dans un cas simple ;
nous renvoyons au corps de l’article pour des énoncés plus généraux faisant intervenir
un ensemble de places (G∗, H)-essentiel. Si G0 est semi-simple et simplement connexe,
et si nous supposons que les représentations sont de Steinberg en deux places finies,
nous obtiendrons en 4.6.1, un résultat de descente de G à H par changement de base
faible (i.e. compatible presque partout avec le changement de base local). Si de plus le
groupe G0 est quasi-déployé nous prouverons en 4.6.2 un théorème de relèvement de
H à G. Ce résultat, qui était la motivation première pour la rédaction de cet article,
permet la généralisation, à tous les groupes quasi-simples, simplement connexes et
déployés, du théorème de [BLS] sur l’existence de cohomologie cuspidale (4.7.1).

Commentaires et perspectives
De nombreuses versions préliminaires de ce texte ont circulé sous le titre : «Change-

ment de base conditionnel pour les groupes réductifs ». Le texte s’est progressivement
enrichi, et les centres d’intérêts principaux se sont déplacés au point qu’il a paru
souhaitable de changer le titre.

Nous nous sommes efforcés de traiter dans les premières sections la situation la plus
générale, et en particulier nous avons tenté d’introduire les objets cohomologiques dans
la généralité qui semble nécessaire pour la stabilisation de tous les termes elliptiques
de la formule des traces tordue par un automorphisme presque-semi-simple arbitraire.
C’est la raison pour laquelle nous avons introduit la notion de groupe réductif quasi-
connexe ; en effet, si les centralisateurs « stables » ne sont pas toujours connexes ils
sont au moins quasi-connexes. Les groupes quasi-connexes ne sont pas utiles pour le
cas du changement de base car, dans ce cas, les centralisateurs stables sont connexes.
Nous espérons revenir prochainement sur le cas général.

Nous avons progressivement abandonné cette généralité ; en particulier, la définition
de la norme n’a été donnée que pour un seul groupe endoscopique dans le cadre du
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8 INTRODUCTION

changement de base, et a fortiori dans les applications. Nous n’avons pas tenté de
faire intervenir les autres groupes endoscopiques (ni d’autres automorphismes que
ceux issus du changement de base cyclique), car cela supposerait, pour être utilisable,
de disposer pour de telles situations endoscopiques du lemme fondamental ce qui, en
général, semble pour l’instant hors de portée.

Remerciements
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CHAPITRE 1

PRÉLIMINAIRES COHOMOLOGIQUES

On peut associer aux groupes réductifs connexes, de façon fonctorielle, des groupes
de cohomologie galoisienne « abélianisée ». Les groupes de cohomologie abélianisée
d’un groupe G réductif connexe ont été introduits par divers auteurs ([D], [Bo1],
[Mi2]). Comme cela avait déjà été observé par Borovoi, on retrouve ainsi, de façon
directe, des constructions faites par Kottwitz par double dualité dans [Ko4] et [Ko5] et
qui sont essentielles dans l’étude de la conjugaison stable. La cohomologie abélianisée
peut se construire au moyen de l’hypercohomologie à valeurs dans des complexes
de longueur 1, d’un type particulier, appelés modules croisés. Le concept de module
croisé, dû à J.H.C. Whitehead, est un cas particulier d’objets étudiés notamment par
Breen (voir par exemple [Br1]) Conduché et Loday. Cela ne sera pas suffisant pour
nos besoins ; par exemple pour abélianiser la cohomologie de certains complexes de
groupes réductifs, nous sommes amenés à introduire des objets, que nous baptiserons
ensembles croisés, qui ne semblent pas avoir été décrits dans la littérature. La structure
de module croisé apparâıtra comme un cas particulier de la notion d’ensemble croisé.

Dans toute la suite, sauf mention expresse du contraire, les complexes seront placés
en degrés homologiques positifs ou nuls :

· · · → X2 → X1 → X0

Nous noterons de la même façon la cohomologie et l’hypercohomologie en considérant
les objets comme des complexes de longueur 0.

1.1. Ensembles croisés et modules croisés

Soient A un groupe et X un ensemble topologiques. On appelle action de A sur X
la donnée d’une application continue

A×X → X

(a, x) �→ λ(a) ∗ x ,
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qui définit un homomorphisme
A→ Bij(X)

du groupe A dans le groupe des bijections de X sur lui-même. On utilisera souvent le
symbole

A⇒ X

pour représenter une action de A sur X . On notera Ax le stabilisateur de x ∈ X .
Dans la suite les actions A ⇒ X seront souvent de la forme suivante : l’ensemble

X est un groupe, on dispose d’un couple d’homomorphismes (f, g) de A dans X et
on définit une action λ par

λ(a) ∗ x = f(a)x g(a)−1 .

Par exemple, lorsque A = X agit sur lui-même par conjugaison on a f = g = idX .
Lorsque l’action de A sur X est définie au moyen de la translation à gauche via un
homomorphisme f on écrira parfois A→ X au lieu de A⇒ X . C’est le cas particulier
de l’action définie au moyen d’un couple (f, g) avec pour g l’homomorphisme trivial.

Définition 1.1.1. — On appellera ensemble croisé la donnée d’un sextuple

X = (X,A,B, λ, µ, ρ)

formé d’un ensemble X (appelé base de l’ensemble croisé), d’un groupe A (appelé
groupe de l’ensemble croisé), d’un ensemble B fibré en groupes au dessus de X (dont
les fibres seront appelées fibres de l’ensemble croisé) munis de topologies et de trois
flèches continues

λ : A×X → X, µ : A×B → B et ρ : B → A×X

telles que
(i) A×X−→X définit une action (a, x) �→ λ(a) ∗ x de A sur X .
(ii) A × B → B définit une action (a, b) �→ µ(a) ∗ b de A sur B compatible avec la
structure de fibré en groupes de B, c’est-à-dire que µ(a) définit un isomorphisme de
Bx sur Bλ(a)∗x.
(iii) L’application ρ : B → A×X est un morphisme de fibrés en groupes au dessus de
X (on munit A ×X de la structure de fibré trivial) : la restriction ρx de ρ à la fibre
Bx de B au dessus de x ∈ X (appelée application fibre), est un homomorphisme de
Bx dans A. On suppose de plus que l’image de ρx est incluse dans le stabilisateur Ax

de x :
ρx(Bx) ⊂ Ax ⊂ A .

(iv) On impose enfin les compatibilités suivantes : pour b et β dans Bx on demande
que

µ(ρx(β)) ∗ b = AdBx(β) b

et pour α ∈ A
ρλ(α)x(µ(α) ∗ b) = AdA(α) ρx(b) .
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Il résulte de (iv) que ρx(Bx) est un sous-groupe normal de Ax et que ker ρx, le
noyau de ρx, est un sous-groupe du centre de Bx. On écrira souvent

X = [B → A×X → X ]

mais on prendra garde que dans cette notation l’action µ est sous-entendue. Lorsque
le fibré B est un fibré trivial :

B = D ×X

au lieu de
[D ×X → A×X → X ]

on utilisera la notation
[D−→

X
A⇒ X ]

qui se rapproche de la notation usuelle pour les complexes de longueur 2, et rappelle
que pour tout x l’image de D est dans le « noyau » de l’action de A sur X : ρx(D) agit
trivialement sur x. L’indice X sous la flèche rappelle qu’en général l’application ρx
dépend du point x dans la base. Lorsque de plus l’application fibre ρx est indépendante
de x :

ρ = ρ0 × idX
on utilisera la notation

[D → A⇒ X ] .

On appellera « ensemble croisé en groupes » un ensemble croisé à fibré trivial dont
la base X est un groupe, et tel que l’action du groupe A sur la base soit définie par
un couple d’homomorphismes (f, g) de A dans X .

Remarque. — Nous avons adopté l’expression « ensemble croisé » faute d’une meil-
leure idée. Elle ne semble pas recouvrir de terminologie déjà usitée. Il s’agit d’un
concept proche de celui, classique, de «module croisé » rappelé ci-dessous ; l’expression
« complexe croisé » que nous avions utilisée dans une version antérieure de ce texte a
été abandonnée car elle est déjà présente dans la littérature avec un contenu différent.

Soit
X = [B → A×X → X ]

un ensemble croisé. L’ensemble d’homotopie en degré 0 pour X est l’ensemble des
orbites de A dans X :

π0(X) := λ(A)\X .

Les groupes d’homotopie en degré 1 sont les groupes

π1(X, x) := ρx(Bx)\Ax .

Les groupes d’homotopie en degré 2 sont les groupes abéliens

π2(X, x) := ker(ρx) .
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12 CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES COHOMOLOGIQUES

On définit de façon évidente les morphismes d’ensembles croisés. On appelle quasi-
isomorphisme un morphisme qui induit des isomorphismes sur les ensembles et groupes
d’homotopie, pour les points de base qui se correspondent.

Par exemple, si X = A = G est un groupe, l’action de G sur lui-même étant
la conjugaison, et B étant l’union disjointe des centralisateurs Gx des x dans G,
l’ensemble croisé

[
∐
x∈G

Gx → G×G→ G]

ainsi défini, est quasi-isomorphe à l’ensemble croisé

[1→ 1→ C]

concentré en degré 0, défini par l’ensemble C des classes de conjugaison dans G.
Un module croisé (cf. [Br1], [Bo3], ou [Mi2]) est un petit complexe de groupes

[B → A]

où B est muni d’une action de A, qui donne naissance, par décalage, à un ensemble
croisé en prenant pour base l’ensemble réduit à un point :

[B→A→ {pt}] .

Dans un ensemble croisé, pour chaque x ∈ X , le petit complexe

[Bx → Ax]

est un module croisé.
Certains des modules croisés [B → A] que nous rencontrerons seront du type très

particulier suivant : l’application ρ de B dans A envoie le centre ZB de B dans le
centre ZA de A et, par passage au quotient, induit un isomorphisme ρ̇ entre groupes
d’automorphismes intérieurs

ρ̇ : Int(B)→ Int(A) ;

l’action de A sur B est définie en inversant cette flèche. On a un quasi-isomorphisme :

[ZB → ZA]→ [B → A] .

De tels modules croisés seront dits super-stables ; ils sont en particulier stables au sens
de [Co].

Les morphismes de modules croisés permettent de définir des ensembles croisés
comme suit : Soient X , Y , C et D des groupes avec des actions ξ de X sur Y , ν de
C sur D et des morphismes

pX : Y → X et pC : D → C

définissant deux modules croisés

M0 = [Y → X ] et M1 = [D → C] .
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1.1. ENSEMBLES CROISÉS ET MODULES CROISÉS 13

On suppose donné une paire de morphismes (f, f̃) donnant naissance à un diagramme
commutatif :

D
f̃−→ Y

↓ pC ↓ pX
C

f−→ X

qui entrelace les actions de C sur D et de X sur Y , c’est-à-dire que la paire (f, f̃)
définit un morphisme de modules croisés

M1 →M0 .

L’action de X sur Y composée avec f définit une action de C sur Y ; on note A le
groupe produit semi-direct :

A = C � Y

(c, y) = (c, 1)(1, y) = (1, ξ(f(c)) ∗ y)(c, 1) .
Supposons que l’on dispose d’un autre diagramme commutatif

D
g̃−→ Y

↓ pC ↓ pX
C

g−→ X

définissant aussi un morphisme (g, g̃) de modules croisés. On définit des actions de A
sur X et sur B = D ×X en posant, pour x ∈ X , y ∈ Y , c ∈ C et d ∈ D :

λ(c, y) ∗ x = f(c) pX(y)x g(c)−1 et µ((c, y)) ∗ (d, x) = (ν(c) ∗ d, λ(c, y) ∗ x)

et pour chaque x une flèche ρx de Bx dans A :

ρx(d) = (pC(d), rx(d)) avec rx(d) = f̃(d)−1 · ξ(x) ∗ g̃(d) .

On voit que
λ(ρx(d)) ∗ x = x

et comme

rx(d1d2) = f̃(d1d2)−1 · ξ(x) ∗ g̃(d1d2) = f̃(d2)−1 · rx(d1) · f̃(d2) · rx(d2)

soit encore
rx(d1d2) = ξ(f(pC(d))) ∗ rx(d1) · rx(d2)

on voit que ρx est un homomorphisme. On laissera au lecteur le soin de vérifier les
compatibilités entre µ et les actions adjointes. On a ainsi défini un ensemble croisé :

X = [D−→
X

A⇒ X ]

que nous noterons aussi
[M1 ⇒M0] .

On peut décrire l’homotopie de X au moyen de celle des deux modules croisés. L’en-
semble π0(X) est le quotient de π0(M0) sous l’action de π0(M1) définie par f et g.
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14 CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES COHOMOLOGIQUES

Considérons x ∈ X . Notons π0(M1)x le stabilisateur de l’image de x dans π0(M0),
sous l’action de π0(M1). Le groupe π1(X, x) s’insère dans une suite exacte :

1→ π1(M0, x)→ π1(X, x)→ π0(M1)x → 1

Enfin, soit
rx : π1(M1, 1)→ π1(M0, 1)

la restriction de l’application rx à π1(M1, 1) ; c’est un homomorphisme et

π2(X, x) = ker rx .

Lemme 1.1.2. — Supposons que l’on dispose de deux modules croisés M′
0 et M′

1, d’un
ensemble croisé

X
′ = [M′

1 ⇒M
′
0]

comme ci-dessus, et de morphismes de modules croisés

M1 →M
′
1, M0 →M

′
0

induisant un morphisme d’ensemble croisé :

X→ X
′ .

Si les deux morphismes de modules croisés ci-dessus sont des quasi-isomorphismes
alors les ensembles croisés X et X′ sont quasi-isomorphes.

Démonstration. — C’est une conséquence immédiate de la description de l’homotopie
de X en terme de celle des Mi.

Remarque. — On prendra garde au fait suivant : les modules croisés super-stables,
sont des ensembles croisés dont l’homotopie est abélienne, mais un morphisme de
modules croisés super-stables, définit un ensemble croisé dont l’homotopie n’est pas
nécessairement abélienne comme le montre l’exemple ci-dessous. On se place sur un
corps algébriquement clos de caractéristique zéro. Le module croisé

M0 = [SL(2)→ PGL(2)]

est super-stable : il est quasi-isomorphe à

[µ2 → 1]

où µ2 est le groupe des racines carrées de 1. Le module croisé

M1 = [1→ C] avec C = µ2 × µ2

est évidemment super-stable. On définit un homomorphisme

φ : C → PGL(2)

en posant

φ(−1, 1) ≡
(
−λ 0
0 λ

)
et φ(1,−1) ≡

(
0 −λ′
λ′ 0

)
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les congruences étant modulo le centre de GL(2). On considère l’ensemble croisé

X = [1→ C × SL(2)⇒ PGL(2)] = [M1 →M0] .

Le groupe π1(X, 1), qui est l’image réciproque de φ(C) dans SL(2), est un groupe
d’ordre 8 non abélien extension centrale de C par µ2 :

1→ µ2 → π1(X, 1)→ C → 1 .

1.2. Cohomologie à valeurs dans un ensemble croisé

On considère maintenant un ensemble croisé

X = [B→A×X → X ]

muni d’une action continue d’un groupe Γ, c’est-à-dire que l’ensemble de base X ,
le groupe A et le fibré B sont munis d’une action continue de Γ, compatible aux
structures de groupes sur A, de fibré en groupes sur B et qui commute aux diverses
flèches. Les formules que nous allons donner, définissant les cocycles en cohomologie
galoisienne pour les ensembles croisés, ne surprendront pas les spécialistes de coho-
mologie non abélienne : elles généralisent les formules utilisées pour définir ce qu’il
était convenu d’appeler leH2 non abélien (cf. par exemple [Spr]). Elles sont désormais
classiques pour les modules croisés ([Bo3] [Mi2]).

On appelle 0-cochâıne à valeurs dans cet ensemble croisé, un triplet de cochâınes
continues (x, a, b) à valeurs dans X , A et Bx, en degrés 0, 1 et 2 respectivement. On
dit qu’une 0-cochâıne (x, a, b) est un 0-cocycle si pour tout triplet σ, τ et ν ∈ Γ :

λ(aσ) ∗ σ(x) = x

ρx(bσ,τ ) = ∂aσ,τ où ∂aσ,τ := aσ · σ(aτ ) · a−1
στ

et
σµ(a)(bτ,ν) · bσ,τν = bσ,τ · bστ,ν où σµ(a)(b) := µ(aσ) ∗ σ(b) .

Considérons une cochâıne (x, a, b) et un couple (α, β) formé d’une 0-cochâıne α à
valeurs dans A et d’une 1-cochâıne β à valeurs dans Bx ; on note

ξ(α, β) ∗ (x, a, b)
la cochâıne (x′, a′, b′) définie par

x′ = λ(α) ∗ x, a′σ = α (ρx(βσ) aσ)σ(α)−1

et
b′σ,τ = µ(α) ∗ (βσ σµ(a)(βτ ) bσ,τ β−1

στ ) .

On dira que deux cochâınes (x, a, b) et (x′, a′, b′) sont cohomologues si il existe un
couple (α, β) avec

ξ(α, β) ∗ (x, a, b) = (x′, a′, b′) .

Lemme 1.2.1. — C’est une relation d’équivalence dans l’ensemble des 0-cocycles.
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16 CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES COHOMOLOGIQUES

Démonstration. — On observe tout d’abord que

ξ(α, β) = ξ(α, 1)ξ(1, β) = ξ(1, µ(α) ∗ β)ξ(α, 1) .

Il est clair que l’action des couples du type (α, 1) est une action du groupe A. Pour
x fixé, on vérifie que l’action des couples du type (1, β) est une action du groupe des
1-cochâınes à valeurs dans Bx ; en effet, si

b′σ,τ = βσ σµ(a)(βτ ) bσ,τ β−1
στ

et si

b′′σ,τ = β′
σ σµ(βa)(β

′
τ ) b

′
σ,τ β

′
στ

−1

alors

b′′σ,τ = β′
σ(βσ σµ(a)(β

′
τ )β

−1
σ )(βσ σµ(a)(βτ ) bσ,τ β−1

στ )β
′
στ

−1

et donc

b′′σ,τ = (β′
σβσ)σµ(a)(β

′
τβτ ) bσ,τ (β

′
στβστ )

−1 .

On en déduit que c’est une relation d’équivalence sur l’ensemble des 0-cochâınes. Pour
montrer qu’elle préserve les cocycles il suffit de le prouver pour l’action des couples
du type (α, 1) et (1, β). La vérification de ce fait est une suite de calculs sans surprise.
Voici, à titre d’exemple, le calcul le moins immédiat. On suppose que

b′σ,τ = βσ σµ(a)(βτ ) bσ,τ β−1
στ

et on veut vérifier que

σµ(a′)(b′τ,ν) · b′σ,τν = b′σ,τ · b′στ,ν
avec a′σ = ρx(βσ) aσ. On voit que

σµ(a′)(b′τ,ν) · b′σ,τν = βσ σµ(a)(βτ ) [σµ(a)τµ(a)(βν)] [σµ(a)(bτ,ν) bσ,τν]β−1
στν

Par ailleurs

b′σ,τ b′στ,ν = βσ σµ(a)(βτ ) bσ,τ [(στ)µ(a)(βν)] bσ,τν β−1
στν .

Comme

σµ(a)(bτ,ν) · bσ,τν = bσ,τ · bστ,ν ,

il suffit de prouver que pour tout β ∈ B

σµ(a)τµ(a)(β) = Ad(bσ,τ ) ∗ [(στ)µ(a)(β)]

ce qui revient à montrer que

Ad(bσ,τ ) = µ(∂aσ,τ )

mais ceci résulte de ce que ρx(b) = ∂a.
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On définit l’ensemble de 0-cohomologie

H0(Γ;X) = H0(Γ;B → A×X → X)

comme le quotient de l’ensemble des 0-cocycles, par cette relation d’équivalence. On
observera que l’on peut normaliser les cocycles représentant une classe de cohomologie.

Lorsque (X, e) est un Γ-ensemble pointé (c’est-à-dire que e ∈ X est Γ-invariant),
l’ensemble de 0-cohomologie est un ensemble pointé par la classe de (e, 1A, 1B). On
peut alors également définir

H−1(Γ;X) := H0(Γ, 1→ Be → Ae)

où
[1→ Be → Ae]

est l’ensemble croisé obtenu en faisant agir Be sur Ae par translation à gauche via ρe.
C’est l’ensemble des classes de couples (a, b) avec a ∈ Ae et b une 1-cochâıne à valeurs
dans Be tels que

ρe(bσ) = a σ(a)−1 et ∂bσ,τ = 1

modulo l’action de Be : on fait agir β ∈ Be par

a �→ ρe(β)a et bσ �→ βbσσ(β)−1 .

On laissera au lecteur le soin de vérifier que c’est un groupe pour la loi induite par le
produit :

(a, a′) �→ a.a′ et (bσ, b′σ) �→ bσ · µ(σ(a)) ∗ b′σ .
Si, dans la définition de l’action de Be sur Ae, on utilise la translation à droite au lieu
de la translation à gauche, on obtient le groupe opposé. On dispose enfin du groupe
abélien

H−2(Γ;X) := H0(Γ, ker ρe) .

Les espaces de cohomologie sont fonctoriels pour les morphismes d’ensembles croisés
qui entrelacent les actions de Γ. En particulier on a la proposition suivante :

Proposition 1.2.2. — Un Γ-quasi-isomorphisme induit un isomorphisme en cohomolo-
gie.

Démonstration. — Soit

[B→A×X → X ]→ [D→C × Y → Y ]

un quasi-isomorphisme d’ensembles croisés compatible aux actions de Γ. On notera fi
les applications entre les constituants en degrés i = 0, 1 et 2. Montrons l’injectivité.
Soient (x, a, b) et (x′, a′, b′) deux cochâınes représentant deux classes de 0-cohomologie
dans

H0(Γ, B→A×X → X)

et ayant même image dans

H0(Γ, D→C × Y → Y )
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18 CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES COHOMOLOGIQUES

c’est-à-dire que
(f0(x), f1(a), f2(b))

et
(f0(x′), f1(a′), f2(b′))

sont cohomologues. Par hypothèse il existe γ ∈ C tel que

γ ∗ f0(x) = f0(x′)

autrement dit f0(x) et f0(x′) sont dans la même orbite ; or f0 induit une bijection
entre les ensembles d’orbites de A dans X et C dans Y ; donc il existe α ∈ A tel
que α ∗ x = x′. Quitte à changer les représentants des classes on peut donc supposer
x = x′. Les 1-cochâınes c = f1(a) et c′ = f1(a′) ne diffèrent alors que par le cobord
d’une 0-cochâıne à valeurs dans le stabilisateur Cy de y = f0(x) et l’image d’une
1-cochâıne à valeurs dans D donc, compte tenu de l’isomorphisme des groupes de
1-homotopie et quitte à changer les représentants des classes, on peut supposer que
a = a′. Maintenant les cochâınes b et b′ on des images dans D qui ne diffèrent que
par une cochâıne à valeurs dans

ker[Dy → Cy]

qui par hypothèse est isomorphe à

ker[Ax → Bx]

et on peut donc supposer b = b′. Passons à la preuve de la surjectivité. Étant donné
une cochâıne (y, c, d) représentant une classe dans

H0(Γ, D→C × Y → Y )

il existe x tel que f0(x) soit dans l’orbite de y et modulo équivalence on peut supposer
f0(x) = y. L’orbite de y est rationnelle, c’est dire que y et σ(y) sont dans la même
orbite ; il en est de même pour x et il existe donc une cochâıne a telle que

aσ ∗ σ(x) = x ;

on voit que f1(a) ne diffère de c que par une 1-cochâıne à valeurs dans le stabilisateur
de y et on peut modifier les choix de a et c de sorte que

f1(a) = c .

Maintenant le bord de c est image d’une 2-cochâıne d et le bord de a est image d’une
2-cochâıne b ; on voit que f2(b) ne diffère de d que par une 2-cochâıne à valeurs dans

ker[Dy → Cy]

mais, par hypothèse f2 induit un isomorphisme de

ker[Bx → Ax]

sur ce noyau et on peut modifier b de sorte que l’on ait

f2(b) = d .
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Comme l’image de b dans A est le bord de a, on a

σµ(a)(bτ,ν) · bσ,τν = zσ,τ,ν · bσ,τ · bστ,ν
avec

zσ,τ,ν ∈ ker[Bx → Ax] .

Comme
f2(zσ,τ,ν) = 1

ceci implique que
zσ,τ,ν = 1 .

Les ensembles de cohomologie sont aussi fonctoriels en Γ ; on a des morphismes
d’inflation et de restriction pour des quotients ou des sous-groupes. Si Σ est un sous-
groupe de Γ et si X est un ensemble croisé muni d’une action de Σ on définit de façon
standard un ensemble croisé induit

IndΓΣX .

Les constituants de IndΓΣX sont les ensembles et groupes de fonctions f sur Γ à valeurs
dans les ensembles et groupes qui définissent X avec la condition

f(σγ) = σ(f(γ)) pour tout σ ∈ Σ

et on fait agir Γ par

(γ′f)(γ) = f(γγ′) pour γ′ ∈ Γ .

Le lemme de Shapiro est valable pour la cohomologie des ensembles croisés :

Lemme 1.2.3. — L’application naturelle

H0(Γ, IndΓΣX)→ H0(Σ,X)

induite par l’évaluation en l’unité f → f(1) et la restriction à Σ des cochâınes, est
une bijection.

Démonstration. — On construit une application réciproque de la façon suivante :
Soit (x, a, b) un cocycle pour Σ à valeurs dans X. On prolonge ces Σ-cochâınes en des
Γ-cochâınes en préservant les relations de bord suivantes faisant intervenir σ ∈ Σ :

ρx(bσ,τ ) = aσ · σ(aτ ) · a−1
στ pour σ ∈ Σ et τ ∈ Γ

et
σµ(a)(bτ,ν) · bσ,τν = bσ,τ · bστ,ν pour σ ∈ Σ, τ et ν ∈ Γ

et de façon arbitraire par ailleurs. On peut par exemple imposer aτ = 1 si τ /∈ Σ et
bτ,ν = 1 si τν /∈ Σ ; ceci détermine le prolongement des cochâınes a et b. On définit
des fonctions

γ �→ x̃(γ) γ �→ ãτ (γ) et γ �→ b̃τ,ν(γ)
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en posant

x̃(γ) = λ(a−1
γ )∗x ãτ (γ) = a−1

γ ρx(bγ,τ)aγτ et b̃τ,ν(γ) = µ(a−1
γ )∗(bγ,τbγτ,νb−1

γ,τν)

On voit que

x̃(1) = x ãτ (1) = aτ et b̃τ,ν(1) = bτ,ν pour tout τ et ν ∈ Σ .

Des vérifications fastidieuses, mais sans surprise, montrent que

x̃(σγ) = σ(x̃(γ)) ãτ (σγ) = σ(ãτ (γ)) et b̃τ,ν(σγ) = σ(b̃τ,ν(γ)) pour tout σ ∈ Σ .

On a ainsi défini une cochâıne à valeurs dans IndΓΣX dont l’image par évaluation en
γ = 1 et restriction à Σ redonne le cocycle (x, a, b). Il convient enfin de vérifier les
relations de fermeture et la compatibilité aux relations d’équivalence, ce qui comme
précédemment résulte de calculs directs.

Dans le cas d’un module croisé [B → A], on dispose du groupe abélien

H−1(Γ, B → A) ,

du groupe de H0(Γ, B → A), et d’un ensemble pointé de 1-cohomologie en posant :

Hi(Γ, B → A) = Hi−1(Γ, B → A→ {pt}) .

On a pour i = −1, 0 et 1 des suites exactes

Hi−1(Γ, coker(ρ))→ Hi+1(Γ, ker ρ)→ Hi(Γ, B → A)→ Hi(Γ, coker(ρ))

et

H0(Γ, B)→ H0(Γ, A)→ H0(Γ, B → A)→ H1(Γ, B)→ H1(Γ, A)→ H1(Γ, B → A) .

Pour un ensemble croisé dont l’application fibre est indépendante du point base

[D → A⇒ X ]

le complexe [D → A] est un module croisé, et on a une suite exacte de groupes,
d’ensembles et d’ensembles pointés

H0(Γ, D → A)⇒ H0(Γ, X)→ H0(Γ;D → A⇒ X)→ H1(Γ, D → A) .

Considérons un morphisme de modules croisés

M1 →M0 .

On sait lui associer un ensemble croisé

X = [M1 →M0]

et on a une variante des suites exactes ci-dessus :

H0(Γ,M1)→ H0(Γ,M0)→ H0(Γ;X)→ H1(Γ,M1)→ H1(Γ,M0) .

Considérons un complexe de groupes abéliens de longueur≤ 2, muni d’une action de
Γ. On lui associe un ensemble croisé en groupes et la cohomologie à valeurs dans un tel
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ensemble croisé en groupes n’est autre que l’hypercohomologie usuelle du complexe de
groupes abéliens. On dispose alors de groupes de cohomologie abéliens en tous degrés.

Pour un module croisé [B → A] super-stable on peut aussi définir des groupes de
cohomologie abéliens, en tous degrés, en posant

Hi(Γ, B → A) := Hi(Γ, ZB → ZA) .

Ils cöıncident avec les ensembles et groupes de cohomologie définis directement en
degrés −1, 0 et 1, compte tenu du quasi-isomorphisme

[ZB → ZA]→ [B → A] .

1.3. Cohomologie galoisienne

Soit F un corps parfait et F une clôture algébrique. On notera Γ le groupe de
Galois absolu :

Γ = Gal(F/F ) = lim←−Gal(K/F )

où K parcourt les extensions galoisiennes finies de F . Si X est une variété algébrique
définie sur F , on écrira souvent X pour X(F ) ; cet ensemble est muni d’une action de
Γ.

Soit X un ensemble croisé de variétés et groupes algébriques définis sur F :

X = [B → A×X → X ].

On dispose alors pour toute F -algèbre A d’un ensemble croisé

X(A) = [B(A)→ A(A)×X(A)→ X(A)].

On note, suivant l’usage, H0(K/F,X), les ensembles de cohomologie galoisienne pour
les extensions finies :

H0(K/F,X) := H0(Gal(K/F ),X(K))

et H0(F,X), la limite inductive des ensembles de cohomologie galoisienne pour les
extensions finies. C’est la cohomologie continue du groupe profini Γ à valeurs dans
X(F ) muni de la topologie discrète :

H0(F,X) := lim−→ H0(Gal(K/F ),X(K)) = H0(Γ,X(F )) .

Il résulte de 1.2.3 que la cohomologie galoisienne des ensembles croisés algébriques
est compatible à la restriction des scalaires. Un morphisme défini sur F d’ensembles
croisés induisant un isomorphisme sur les ensembles et groupes d’homotopie est ap-
pelé quasi-isomorphisme algébrique. Deux ensembles croisés algébriquement quasi-
isomorphes fournissent des ensembles de cohomologie galoisienne isomorphes.

Dans la suite les ensembles croisés algébriques que nous rencontrerons seront cons-
truits au moyen de groupes réductifs et on verra que les ensembles croisés dont les
constituants sont connexes jouent un rôle privilégié. Toutefois une catégorie voisine
peut être utile.
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Définition 1.3.1. — On dira qu’un groupe réductif G est quasi-connexe s’il est le noyau
d’un morphisme surjectif d’un groupe réductif connexe G1 dans un tore T0. Un groupe
réductif quasi-connexe commutatif est un groupe diagonalisable.

En d’autres termes le complexe [G→ 1] est quasi-isomorphe au complexe

[G1 → T0] .

Un groupe diagonalisable est le noyau d’un morphisme surjectif de tores :

C = ker[T1 → T0] .

Si on note Xi les groupes de sous-groupes à un paramètre des tores Ti, le petit
complexe de Z-modules libres de type fini [X1 → X0] a un conoyau qui est de torsion
et on a

Hi(F,C) = Hi−1(F,C → 1) = Hi−1(Γ, X1 ⊗ F
× → X0 ⊗ F

×
) .

Plus généralement, un complexe borné de groupes diagonalisable C• est quasi-iso-
morphe (cette fois sans décalage) à un complexe borné de tores T• qui est défini
par un complexe borné X• de Z-modules libres de type fini muni d’une action de Γ.
Le complexe X•, comme le complexe de tores, n’est défini qu’à quasi-isomorphisme
près par le complexe de groupes diagonalisables et seul l’objet correspondant dans la
catégories dérivée est bien défini. On a

Hi(F,C•) =Hi(Γ, X• ⊗ F
×
) .

Définition 1.3.2. — On dira qu’un ensemble croisé en groupes réductifs connexes G•
est quasi-torique si
(i) Il existe des sous-ensembles croisés T• dont les constituants Ti sont des tores
maximaux des groupes réductifs Gi.
(ii) Il existe un sous-ensemble croisé en groupes diagonalisables C• dans l’intersection
de tous les sous-ensembles croisés dont les constituants sont des tores maximaux, et
les inclusions

C• → G• et C• → T•

induisent des quasi-isomorphismes.

SiG• est quasi-torique et si T• est un sous-ensemble croisé dont les constituants sont
des tores maximaux, alors l’inclusion C• → G• se factorise par T• et donc l’inclusion
T• → G• induit un quasi-isomorphisme. On peut définir des groupes de cohomologie
abéliens en tous degrés en posant

Hi(F,G•) := Hi(F, T•) .

Cette définition de la cohomologie est indépendante du sous-ensemble croisé de tores
maximaux quasi-isomorphe choisi. En effet, on dispose par hypothèse d’un sous-
ensemble croisé C• de sous-groupes diagonalisables quasi-isomorphe. On dispose donc
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d’isomorphismes canoniques

Hi(F,C•)→ Hi(F, T•) .

Lemme 1.3.3. — Un module croisé G• = [G1 → G0] super-stable dont les constituants
sont des groupes réductifs connexes est quasi-torique.

Démonstration. — Notons f le morphisme de G1 dans G0, et Zi les centres de Gi.
Le sous-module croisé

C• = [Z1 → Z0]

est un complexe de groupes diagonalisables. Soit

T• = [T1 → T0]

un sous-complexe de tores maximaux c’est-à-dire tel que f(T1) ⊂ T0 ; on observera
que Ti contient Ci. Par hypothèse, le sous-module croisé C• est quasi-isomorphe à G•.
En particulier, le noyau de f est central et est donc égal au noyau de T1 → T0. Donc

π1(C•, 1) = π1(T•, 1) .

Comme π0(C•) = π0(G•) on a

G0 = f(G1) . Z0 et f(Z1) = Z0 ∩ f(G1) .

Donc G0 = f(G1) . T0. Par ailleurs f−1(T0) est un tore qui contient T1, qui est un
tore maximal, et lui est donc égal. On a donc

f(T1) = T0 ∩ f(G1)

d’où

π0(G•) = π0(T•) .

Pour terminer cette section nous allons évoquer une autre technique utile dans
l’étude de la cohomologie des groupes réductifs : la notion de z-extension d’un groupe
réductif connexe G. C’est la donnée d’une extension centrale

Z̃ → G̃→ G

dont le noyau Z̃ est un F -tore induit et où G̃ a un groupe dérivé simplement connexe.
On sait [Ko1] que tout groupe réductif connexe possède des z-extensions. Le petit
complexe [Z̃ → G̃] est quasi-isomorphe à [1 → G] et, comme le noyau est un tore
induit, il en est de même pour les points sur F .
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1.4. Cohomologie adélique

Dans cette section F désigne un corps de nombres. On notera AF l’anneau des
adèles de F et AF la limite inductive des AK :

AF := AF ⊗ F = lim−→AF ⊗K = lim−→AK

où K ⊂ F parcourt l’ensemble des extensions algébriques finies de F . Soit v une place
de F on note Γv le groupe de Galois de F v/Fv où F v est une clôture algébrique de
Fv.

Soit X une variété algébrique définie sur un corps global F . On dispose des en-
sembles de cohomologie locaux :

H0(Fv,X) := H0(Γv,X(F v)) .

Il résulte du lemme de Shapiro 1.2.3 que si w est une place de K qui divise v

H0(Kw/Fv,X(Kw)) =H0(K/F,X(Fv ⊗K))

et
H0(Γv,X(F v)) = H0(Γ,X(Fv ⊗ F )) .

On note Ov l’anneau des entiers de Fv. Pour presque toute place v on peut définir

H0(Fnr
v /Fv,X(Onr

v ))

où Onr
v est l’anneau des entiers de la clôture non ramifiée Fnr

v . On note H0(Ov,X)
son image dans H0(Fv ,X) :

H0(Ov,X) := Im[H0(Fnr
v /Fv,X(Onr

v ))→ H0(Fv,X)] .

L’ensemble de cohomologie adélique est, par définition, le produit restreint des
ensembles de cohomologie locaux H0(Fv,X) relativement aux sous-ensembles
H0(Ov,X) :

H0(AF ,X) :=
∏
v

′
H0(Γv,X) .

Deux ensembles croisés algébriquement quasi-isomorphes fournissent des ensembles
de cohomologie adélique isomorphes.

On dispose par ailleurs de l’ensemble de cohomologie galoisienne à valeurs dans
X(AF ) :

H0(Γ,X(AF )) = lim−→ H0(Gal(K/F ),X(AK)) .

On prendra garde que l’application naturelle

H0(Γ,X(AF ))→ H0(AF ,X)

n’est pas nécessairement un isomorphisme, et d’ailleurs l’ensembleH0(Γ,X(AF )) n’est
pas toujours invariant par quasi-isomorphisme algébrique (voir la remarque qui suit
1.6.8). Toutefois, les deux notions de cohomologie adélique cöıncident dans certains
cas.
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Soit X un ensemble croisé en groupes algébriques défini par un complexe de groupes,

[G2 → G1 → G0]

où Gi est un groupe réductif connexe pour i = 1 ou 2. On dira qu’une place v est non
ramifiée pour X, si l’ensemble croisé est défini sur Ov et si, pour i = 1 ou 2, le groupe
Gi est quasi-déployé et déployé sur une extension non ramifiée de Fv et Gi(Ov) est
un sous-groupe compact maximal hyperspécial de Gi(Fv).

Proposition 1.4.1. — Soit X un ensemble croisé en groupes algébriques défini par un
complexe de groupes,

[T2 → G1 → G0]

où G1 est un groupe réductif connexe et T2 un tore dont l’image est dans le centre de
G1. On note f l’homomorphisme de G1 dans G0. Pour toute place non ramifiée v

H0(Ov,X) = f(G1(Ov))\G0(Ov)

et l’application :
H0(Γ,X(AF ))→ H0(AF ,X)

est un isomorphisme.

Démonstration. — La preuve ci-dessous est pour l’essentiel empruntée à Kottwitz et
Shelstad ([KS, Lemma C.1.A] et [KS, Lemma C.1.B]). On observe que, par définition

H0(Γ,X(AF )) = lim
→
H0(K/F,X(AK))

et que, compte tenu de 1.2.3,

H0(K/F,X(AK))

est la limite inductive des produits∏
v∈S

H0(Kw/Fv,X(Kw))
∏
v/∈S

H0(Kw/Fv,X(Ow))

où S est un ensemble fini de places de F qui contient les places ramifiées. Soit v une
place non ramifiée ; compte tenu de la connexite des groupes G1 et T2, le théorème
de Lang montre que

H1(Kw/Fv, G1(Ow)) = 1 et H1(Kw/Fv, T2(Ow)) = 1 .

La trivialité du quotient d’Herbrand pour la cohomologie des groupes cycliques finis
à valeurs dans des modules finis montre alors que

Ĥi(Kw/Fv, T2(Ow)) = 1 pour tout i

et donc en particulier
H2(Kw/Fv, T2(Ow)) = 1 .

Donc
H1(Kw/Fv, T2(Ow)→ G1(Ow)) = 1
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et
H0(Kw/Fv,X(Ow)) = f(G1(Ov))\G0(Ov) .

Si on note f l’homomorphisme de G1 dans G0 on a donc

H0(Fnr
v /Fv,X(Onr

v )) = lim
→
H0(Kw/Fv,X(Ow)) = f(G1(Ov))\G0(Ov) .

Montrons maintenant que

H0(Fnr
v /Fv,X(Onr

v ))→ H0(Fv,X)

est injective. Notons X′ le complexe [1→ G′
1 → G0] où G′

1 est le quotient de G1 par
G′′
1 la composante neutre du noyau de f . Comme ci-dessus on voit que

H1(Kw/Fv, G
′′
1 (Ow)) = 1

et donc
G1(Ov)→ G′

1(Ov)

est surjective. On dispose d’un morphisme X→ X′ et compte tenu de ce qui précède
on voit que

H0(Fnr
v /Fv,X(Onr

v ))→ H0(Fnr
v /Fv,X

′(Onr
v ))

est un isomorphisme. Il suffit donc de prouver l’injectivité lorsque X = X′ c’est-à-dire
T2 = 1 et f est de noyau fini ; dans ce cas, deux éléments de G0(Ov) ont la même
image dansH0(Fv,X) s’ils diffèrent par l’image d’un élement de G1(Fv) ; mais, si f est
de noyau fini, f−1(G0(Ov)) est un sous-groupe compact de G1(Fv) contenant G1(Ov)
qui est hyperspécial et donc est un sous-groupe compact maximal. On en déduit que
f−1(G0(Ov)) = G1(Ov) et l’injectivité est claire. On en déduit que

H0(Ov,X) = H0(Kw/Fv,X(Ow)) = f(G1(Ov))\G0(Ov) .

On peut donc permuter les limites inductives sur K et S et la seconde assertion en
résulte.

Corollaire 1.4.2. — Soit G un groupe quasi-connexe, noyau d’un homomorphisme sur-
jectif G1 → T0 d’un groupe réductif connexe dans un tore. Pour i = 0 ou 1 on a :

Hi(AF , G) =Hi−1(Γ, G1(AF )→ T0(AF )).

Soit C• un complexe borné de groupes diagonalisables associé à un complexe borné
X• de Z-modules libres de type fini. On pose pour tout i

Hi(AF , C•) =Hi(Γ, X• ⊗ AF
×
)

et
Hi(AF /F,C•) := Hi(Γ, [X•⊗F

× → X•⊗AF
×
]) .

Ceci est compatible avec la définition directe de la cohomologie adélique au moyen du
produit restreint des groupes locaux comme il résulte de la proposition 1.4.1 et de la
trivialité des Hi(Fv, T ) pour i ≥ 3 pour tout tore T aux places non archimédiennes
[Mi1, theoreme 1.8].
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Si G• est un ensemble croisé quasi-torique et si T• est un sous-ensemble croisé de
tores maximaux, on peut définir des groupes de cohomologie abéliens en tous degrés
en posant pour ∗ = F ou ∗ = AF ou encore ∗ = AF /F

Hi(∗, G•) := Hi(∗, T•) .

Lemme 1.4.3. — Soit C• un complexe borné de groupes diagonalisables. On dispose
d’une suite exacte longue

· · · → Hi(F,C•)→ Hi(AF , C•)→ Hi(AF /F,C•)→ Hi+1(F,C•)→ · · ·
De même, si G• est un ensemble croisé quasi-torique, la suite

· · · → Hi(F,G•)→ Hi(AF , G•)→ Hi(AF /F,G•)→ Hi+1(F,G•)→ · · ·
est exacte.

Démonstration. — Il suffit d’invoquer, pour K assez grand, la suite exacte courte

1→ X• ⊗K× → X• ⊗ A×
K → X• ⊗ A×

K/K
× → 1 .

Remarque. — Si on utilise des complexes de Z-modules de type fini sans exiger qu’ils
soient libres les résultats ci-dessus se généralisent à condition d’utiliser le produit ten-
soriel au sens des catégories dérivées (et qui se calcule au moyen du produit tensoriel
ordinaire et de résolutions libres des dits complexes).

1.5. Un lemme sur les tores anisotropes

Désormais F est un corps local ou global de caractéristique zéro. Soit T un tore, on
note X le module galoisien des sous-groupes à un paramètre de T . C’est un Z-module
libre et on a

T (F ) = X ⊗ F
×
.

Le dual de Langlands T̂ de T est, par définition, le groupe des quasi-caractères de X :

T̂ = Hom(X,C×) .

Notons par un exposant D la dualité de Pontryagin. La dualité de Tate-Nakayama
montre que, si K déploie T ,

Ĥi(K/F, T ) � Ĥi−2(K/F,X) � Ĥ1−i(K/F, T̂ )D .

Lemme 1.5.1. — Si F est local et si T est un tore F -anisotrope, le groupe H2(F, T )
est trivial. Soit T• un complexe de tores F -anisotropes de longueur 1 en degrés (ho-
mologiques) 1 et 0 :

T• = [T1 → T0] .

Si F est local non archimédien

Hr(F, T•) = 1 si r ≥ 2.
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Si F est global
Hr(AF /F, T•) = 1 si r ≥ 2

et, si v est une place de F où les Ti sont anisotropes, l’application de co-localisation

H1(Fv, T•)→ H1(AF /F, T•)

est surjective.

Démonstration. — Traitons d’abord le cas d’un tore F -anisotrope. On note X le
module galoisien des sous-groupes à un paramètre de T et soit X∗ = Hom(X,Z) le
groupe des caractères. Par Tate-Nakayama on sait que si ∗ = F dans le cas local ou
∗ = AF /F dans le cas global

H2(∗, T ) = lim−→ Ĥ−1(K/F, T̂ )D .

Le tore T est F -anisotrope si H0(F,X∗) est trivial. Ceci implique que

lim−→ Ĥ0(K/F,X∗)D = lim−→ Ĥ−1(K/F, T̂ )D = H2(∗, T )
est trivial. La trivialité des Hr(∗, T ) pour r ≥ 3 est vraie pour tous les tores, sauf
peut-être si F = R [Mi1, theoreme 1.8]. Soit maintenant F un corps global ; on a

H1(AF /F, T ) = lim−→ Ĥ0(K/F, T̂ )D .

Le tore étant anisotrope le sous-espace vectoriel des points fixes sous Galois dans
l’algèbre de Lie du tore dual est de dimension nulle et donc, si K déploie T , on a un
isomorphisme

H0(K/F, T̂ )→ Ĥ0(K/F, T̂ )

et de même en v si T est Fv-anisotrope. Il suffit alors de remarquer que pour H0

l’application de restriction en cohomologie

H0(F, T̂ )→ H0(Fv, T̂ )

est injective. Le lemme est donc prouvé pour un tore anisotrope. Le cas d’un complexe
de tores anisotropes en résulte par dévissage.

1.6. Cohomologie abélianisée d’un groupe réductif

Nous allons, pour la commodité du lecteur, redonner la définition et les propriétés
principales des groupes de cohomologie abélianisée pour un groupe réductif connexe
en les généralisant au cas quasi-connexe. Les résultats sont pour l’essentiel dus à
Kottwitz ([Ko4] [Ko5]) et à Borovoi ([Bo1] [Bo2]). Les textes [Bo1] et [Bo2] ont été
refondus dans [Bo3] (voir aussi [Mi2]). Dans [Ko4] et [Ko5] Kottwitz utilise une double
dualité ; la comparaison entre ses résultats et nos formulations est donnée en (1.7.3).

Soit G un groupe réductif quasi-connexe défini sur F . On suppose que G est le
noyau d’un homomorphisme surjectif

G1 → T0 .
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On note Gder le groupe dérivé de G1, GSC le revêtement simplement connexe du
groupe dérivé. On notera Gad le groupe adjoint i.e. le groupe des automorphismes
intérieurs. Soient Z le centre de G, Zder le centre de Gder et Zsc le centre de GSC .
On appelle co-centre le groupe diagonalisable :

DG = G/Gder = Z/Zder .

On notera pG le morphisme canonique

pG : GSC → G .

Ces deux groupes ont même groupe adjoint, ce qui permet de définir une action µG
de G sur GSC et ceci munit ce complexe de longueur 1 d’une structure de module
croisé super-stable que nous noterons parfois Gab :

Gab = [GSC → G].

Dans deux cas particuliers importants le module croisé Gab est quasi-isomorphe à un
groupe diagonalisable à décalage près : si Gder = GSC le morphisme de Gab dans le co-
centre DG est un quasi-isomorphisme. Si G = Gad alors [Zsc → 1] est quasi-isomorphe
à Gab. En général, on dispose du quasi-isomorphisme canonique suivant :

[Zsc → Z]→ [GSC → G].

D’autres quasi-isomorphismes sont utiles pour étudier ce module croisé. Soit T un
tore maximal de G, et Tsc son image réciproque dans GSC (on prendra garde à ne pas
confondre Tsc avec TSC qui lui est trivial). Soit T1 un tore maximal dans G1 contenant
T .

Lemme 1.6.1. — Les morphismes d’ensembles croisés

[Zsc → Z → 1]→ [Tsc → T1 → T0]→ [GSC → G1 → T0]

sont des quasi-isomorphismes. L’ensemble croisé

[GSC → G1 → T0]

est quasi-torique.

Démonstration. — C’est une conséquence immédiate de 1.3.3 et 1.1.2.

Comme Gab est super-stable on peut définir sa cohomologie en tous degrés ; elle
peut par exemple se calculer au moyen d’un des complexes de tores quasi-isomorphes
ci-dessus :

Hi(F,Gab) =Hi−1(F, Tsc → T1 → T0) .

Les groupes de « cohomologie abélianisée » de G sont, par définition, les groupes de
cohomologie de Gab :

Hi
ab(F,G) := Hi(F,Gab) .

Lemme 1.6.2. — Si G′ est une forme intérieure de G les groupes de cohomologie abé-
lianisée Hi

ab(F,G) et H
i
ab(F,G

′) sont canoniquement isomorphes.
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Démonstration. — Ceci résulte, par exemple, de ce que [Zsc → Z] est quasi-isomorphe
à Gab mais est indépendant des torsions intérieures. On pourrait aussi invoquer le
passage aux co-centres pour des z-extensions (voir aussi [Bo3, lemma 1.8]).

Nous allons montrer que le module croisé Gab dépend fonctoriellement de G. Soit

f : I → G

un morphisme de groupes réductifs quasi-connexes. On lui associe canoniquement un
diagramme commutatif :

ISC
f̃−→ GSC

↓ pI ↓ pG
I

f−→ G

Lemme 1.6.3. — Le morphisme de complexes

[ISC → I]→ [GSC → G]

est un morphisme de modules croisés.

Démonstration. — On note µI (resp. µG) l’action naturelle de I (resp. G) sur le
groupe simplement connexe associé. Soient a ∈ I et b ∈ ISC , on doit montrer que

f̃(µI(a) ∗ b) = µG(f(a)) ∗ f̃(b) .

Commençons par un cas particulier. Soit z dans le centre de I ; alors µI(z) ∗ b = b.
Soient J l’image de I dans G et J̃ celle de ISC dans GSC . L’automorphisme µG(f(z))
est intérieur dans GSC et induit un automorphisme de l’image réciproque p−1

G (J) de
J dans GSC . Comme J̃ est la composante connexe de 1 dans cette image réciproque,
µG(f(z)) préserve J̃ et induit un automorphisme de J̃ qui devient trivial via pG ; il
est lui-même nécessairement trivial et donc

µG(f(z)) ∗ f̃(b) = f̃(b) .

Passons au cas général. Soit a ∈ I ; il existe α ∈ ISC tel que

µI(a) ∗ b = Ad(α) ∗ b

et donc

f̃(µI(a) ∗ b) = f̃(Ad(α)b) = Ad(f̃(α))f̃(b)

Par ailleurs a = pI(α)z avec z dans le centre de I et donc

µG(f(a)) ∗ f̃(b) = µG(pG(f̃(α)))µG(f(z)) ∗ f̃(b) = Ad(f̃(α)) ∗ f̃(b) = f̃(µI(a) ∗ b) .

Définition 1.6.4. — Nous dirons qu’un tore T est elliptique dans G si c’est un tore
maximal dont l’image réciproque Tsc dans GSC est anisotrope.
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Lemme 1.6.5. — Soit F un corps local. Soit T1 un tore elliptique, ou plus généralement
un tore fondamental, dans G1. L’application

H0(F, T1 → T0)→ H1
ab(F,G)

est surjective.

Démonstration. — Compte tenu du quasi-isomorphisme

[Tsc → T1 → T0]→ [GSC → G1 → T0]

on dispose d’une suite exacte

H0(F, T1 → T0)→ H1
ab(F,G)→ H2(F, Tsc) .

Supposons tout d’abord F non-archimédien et T elliptique, donc Tsc est anisotrope et
on sait d’après 1.5.1 queH2(F, Tsc) est trivial. Si F est archimédien et T1 fondamental
alors Tsc est aussi fondamental, et le lemme 10.4 de [Ko5] établit l’annulation de
H2(F, Tsc). Ce qui implique la surjectivité.

Le morphisme de modules croisés

[1→ G]→ [GSC → G]

fournit pour i = 0 et 1 des applications canoniques d’abélianisation :

abiG : Hi(F,G)→ Hi
ab(F,G)

qui s’insèrent dans une suite exacte

H0(F,GSC)→ H0(F,G)→ H0
ab(F,G)→ H1(F,GSC)→ H1(F,G)→ H1

ab(F,G) .

Cette suite exacte va permettre d’exploiter le résultat classique suivant.

Théorème 1.6.6 (Kneser). — Soit F un corps local non-archimédien et GSC un groupe
semi-simple connexe et simplement connexe ; alors

H1(F,GSC) = 1 .

Démonstration. — Ceci est dû à Kneser ([Kne1] [Kne2]).

Proposition 1.6.7. — Soit G un groupe réductif quasi-connexe. On dispose de mor-
phismes fonctoriels d’abélianisation :

abiG : Hi(F,G)→ Hi
ab(F,G)

pour 0 ≤ i ≤ 1, dont le noyau est l’image de Hi(F,GSC). L’application

ab0G : G(F )→ H0
ab(F,G)

est surjective si F est local non archimédien. L’application

ab1G : H1(F,G)→ H1
ab(F,G) ,

toujours surjective si F est local ou global, est un isomorphisme si F est local non
archimédien.
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Démonstration. — La fonctorialité a été établie en 1.6.3. Pour les groupes réductifs
connexes les autres assertions sont établies dans [Bo3] (proposition 5.1, théorèmes 5.4
et 5.7). Passons au cas général. Si F est local non archimédien, la surjectivité de
l’application ab0 résulte de la trivialité du H1(F,GSC) (cf. 1.6.6). Ceci implique en
outre l’injectivité de ab1 dans ce cas. Soit F un corps local et supposons que T1 est
un tore fondamental dans G1. L’application de H0(F, T1 → T0) dans H1

ab(F,G) qui
est surjective d’après 1.6.5, se factorise par

H1(F,G) = H0(F,G1 → T0).

L’existence de tores fondamentaux implique la surjectivité de l’application d’abéliani-
sation :

H1(F,G)→ H1
ab(F,G) .

Si F est global on se ramène au cas connexe par dévissage, et dans ce cas, la preuve
de la surjectivité de ab1 est similaire au cas local mais plus délicate (cf. [Bo3, Theo-
rem 5.7]).

Dans la suite de cette section F est un corps global. On dispose des groupes de
cohomologie adélique abélianisée définis comme produits restreints.

Proposition 1.6.8. — Soit G un groupe quasi-connexe défini comme noyau d’un homo-
morphisme surjectif d’un groupe réductif connexe G1 dans un tore T0. Soit T1 un tore
maximal de G1 et Tsc son image réciproque dans GSC . Si K est une extension assez
grande, le morphisme

[Tsc(AK)→ T1(AK)→ T0(AK)]→ [GSC(AK)→ G1(AK)→ T0(AK)]

est un quasi-isomorphisme, et pour i = 0 ou 1 on a :

Hi
ab(AF , G) =Hi−1(Γ, GSC(AF )→ G1(AF )→ T0(AF )) .

Démonstration. — Soit G̃1 une z-extension deG1 de noyau un tore T2. Soit T̃1 l’image
réciproque de T1 dans G̃1. Soit K une extension de F assez grande, de sorte que tous
ces tores soient déployés sur K. On a des morphismes d’ensembles croisés

[T2(AK)× Tsc(AK)→ T̃1(AK)→ T0(AK)]→ [Tsc(AK)→ T1(AK)→ T0(AK)]

et

[GSC(AK)× T2(AK)→ G̃1(AK)→ T0(AK)]→ [GSC(AK)→ G1(AK)→ T0(AK)]

ainsi que

[T2(AK)× Tsc(AK)→ T̃1(AK)→ T0(AK)]→ [T2(AK)→ D̃1(AK)→ T0(AK)]

où D̃1 est le co-centre de G̃1 et

[GSC(AK)× T2(AK)→ G̃1(AK)→ T0(AK)]→ [T2(AK)→ D̃1(AK)→ T0(AK)] .

Les noyaux de ces morphismes de complexes

[T2(AK)→ T2(AK)→ 1], [Tsc(AK)→ Tsc(AK)→ 1]
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et
[GSC(AK)→ GSC(AK)→ 1]

sont des complexes acycliques. Par ailleurs, si K est une extension de F assez grande,
les morphismes de passage au quotient sont surjectifs sur chaque composant : ceci
résulte de la trivialité de H1(AK , T∗) si T∗ est K-déployé et de H1(AK , GSC) si
toutes les places archimédiennes de K sont complexes comme il résulte de 1.6.6. Dans
ces conditions ces morphismes d’ensembles croisés sont des quasi-isomorphismes. Les
assertions en résultent immédiatement compte tenu de 1.4.1.

Remarque. — On observera que, par contre, il se peut que le morphisme de modules
croisés

[Zsc(AF )→ Z(AF )]→ [GSC(AF )→ G(AF )]

ne soit pas un quasi-isomorphisme. Par exemple, si G = PGL(2) on a Z = 1 alors
que SL(2,AF )→ PGL(2,AF ) n’est pas surjective.

On note F∞ le produit des complétés archimédiens de F :

F∞ =
∏
v|∞

Fv = F ⊗
Q

R .

D’après 1.6.6 le diagramme commutatif

H0
ab(F,G) → H1(F,GSC) → H1(F,G) → H1

ab(F,G)
↓ ↓ ↓ ↓

H0
ab(F∞, G) → H1(F∞, GSC) → H1(AF , G) → H1

ab(AF , G)

est à lignes exactes. Il fournit une flèche deH1(F,G) dans le produit fibré deH1
ab(F,G)

et H1(AF , G) au dessus de H1
ab(AF , G). Pour exploiter ce diagramme nous utiliserons

le principe de Hasse :

Théorème 1.6.9 (Kneser-Harder-Chernousov). — Soit F un corps global et GSC un
groupe semi-simple connexe et simplement connexe ; alors l’application

H1(F,GSC)→ H1(F∞, GSC)

est bijective.

Ce théorème est dû à Kneser [Kne3] et Harder [Har1] [Har2], sauf le cas des groupes
de type E8 qui est dû à Chernousov [Ch].

Théorème 1.6.10. — Soient F un corps global et G un F -groupe quasi-connexe.
L’application naturelle

H1(F,G)→ H1
ab(F,G) ×

H1
ab(AF ,G)

H1(AF , G)

est surjective. Elle est bijective si G est connexe.
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Démonstration. — Pour G connexe, et compte tenu de la bijectivité de ab1 pour
les corps non archimédiens, c’est le théorème 5.11 de [Bo3]. Redonnons la preuve
dans notre cadre légèrement plus général. Compte tenu du diagramme commutatif
ci-dessus, la surjectivité résulte de ce que, pour un corps global, ab1 est surjective
(1.6.7) et de ce que, d’après 1.6.9, l’application

H1(F,GSC)→ H1(F∞, GSC)

est bijective. Si G est connexe, on invoque la densité de l’image de flèche

H0
ab(F,G)→ H0

ab(F∞, G)

pour prouver l’injectivité. Cette densité s’obtient par dévissage, en remplaçant Gab

par un complexe de tores [T2 → T1] quasi-isomorphe où T1 est un tore induit, au
moyen de la densité de H0(F, T1) dans H0(F∞, T1) et de la surjectivité de H1(F, T2)
sur H1(F∞, T2) (cf. [KS, Lemma C.5.A]).

On note ker1(F,G) le noyau de la flèche

H1(F,G)→ H1(AF , G)

et on note ker1ab(F,G) son analogue abélianisé.

Corollaire 1.6.11. — Soit G′ une forme intérieure d’un groupe quasi-connexe G. La
flèche naturelle

ker1(F,G′)→ ker1ab(F,G)

est surjective ; si G est connexe c’est un isomorphisme.

Démonstration. — On peut identifier ker1ab(F,G) à un sous-ensemble du produit fibré
considéré ci-dessus et l’assertion est une conséquence immédiate de 1.6.10 compte tenu
de l’invariance de la cohomologie abélianisée par changement de forme intérieure. Au
langage près, pour un groupe connexe, ceci est dû à Kottwitz [Ko4, Remark 4.4].

D’après 1.6.1, l’ensemble croisé

[GSC → G1 → T0]

est quasi-torique. On peut donc définir des groupes

Hi
ab(AF /F,G)

et par composition des morphismes

H1(AF , G)→ H1
ab(AF , G)→ H1

ab(AF /F,G)

on obtient une flèche naturelle

H1(AF , G)→ H1
ab(AF /F,G) .
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Proposition 1.6.12. — La suite d’ensembles pointés

ker1(F,G)→ H1(F,G)→ H1(AF , G)→ H1
ab(AF /F,G)

est exacte.

Démonstration. — D’après 1.4.3 on dispose d’un diagramme commutatif à lignes
exactes :

ker1(F,G) → H1(F,G) → H1(AF , G)
↓ ↓ ↓

ker1ab(F,G) → H1
ab(F,G) → H1

ab(AF , G) → H1
ab(AF /F,G)

et on voit que le noyau de la flèche

H1(AF , G)→ H1
ab(AF /F,G)

est l’image du produit fibré

H1
ab(F,G) ×

H1
ab(AF ,G)

H1(AF , G) .

On conclut en rappelant que d’après 1.6.10, l’ensemble H1(F,G) s’envoie surjective-
ment sur ce produit fibré.

Nous allons établir une variante de cette proposition.

Proposition 1.6.13. — Soit G un groupe réductif connexe. Soit V un groupe et soit U
un groupe abélien muni d’un morphisme d’image centrale dans G × V . Si A est une
F -algèbre. on note G(A) le module croisé

[U(F )→ G(A) × V (F )] .

Il existe un morphisme canonique

H1(Γ,G(AF ))→ H1
ab(AF /F,G)

et la suite d’ensembles pointés

ker1(F,G)→ H1(Γ,G(F ))→ H1(Γ,G(AF ))→ H1
ab(AF /F,G)

est exacte.

Démonstration. — On observe tout d’abord que H1(Γ,G(A)) est le produit fibré

H1(Γ, U(F )→ G(A)) ×
H2(F,U)

H1(F,U → V ) .

Soit T un tore maximal dans G. D’après 1.6.8 le module croisé

U(F )× Tsc(AF )→ T (AF )

est quasi-isomorphe au module croisé

U(F )×GSC(AF )→ G(AF ) .
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On en déduit l’existence d’un diagramme commutatif exact :

H1(F,GSC) → H1(Γ,G(F )) → H1(Γ, GSC(F )→ G(F ))
↓ ↓ ↓

H1(AF , GSC) → H1(Γ,G(AF )) → H1(Γ, GSC(AF )→ G(AF ))
↓

H1
ab(AF /F,G)

d’où un morphisme fonctoriel

H1(Γ,G(AF ))→ H1
ab(AF /F,G) .

On définit Gad en remplaçant G par son groupe adjoint. On observe que Gad(A) se
décompose en un produit :

Gad(A) = Gad(A)× [U(F )→ V (F )] .

Ceci permet par dévissage, compte tenu de la suite exacte

H1(Γ, Z(A))→ H1(Γ,G(A))→ H1(Γ,Gad(A))→ H2(Γ, Z(A))

où Z est le centre de G, de prouver la surjectivité de

H1(Γ,G(F ))→ H1(Γ, GSC(F )→ G(F ))

et

H1(Γ,G(AF ))→ H1(Γ, GSC(AF )→ G(AF )) .

On conclut en prouvant l’analogue de 1.6.10 et en en déduisant, comme dans 1.6.12,
que le noyau de

H1(Γ,G(AF ))→ H1
ab(AF /F,G)

est l’image de H1(Γ,G(F )). Enfin, pour prouver que ker1(F,G) est le noyau de

H1(Γ,G(F ))→ H1(Γ,G(AF ))

on invoque le diagramme exact ci-dessous :

ker1(F,G)
↓

H0(F,U → V ) → H1(F,G) → H1(Γ,G(F )) → H1(F,U → V )
↓ ↓ ↓ ↓

H0(F,U → V ) → H1(AF , G) → H1(Γ,G(AF )) → H1(F,U → V )

Nous laisserons au lecteur le soin de généraliser la proposition ci-dessus au cas
quasi-connexe.
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1.7. Retour sur quelques résultats de Kottwitz

L’abélianisation en cohomologie est la clef des constructions de divers objets intro-
duits par Kottwitz.

Nous allons rappeler la définition d’un invariant construit par Kottwitz dans [Ko2].
Soit G un groupe réductif quasi-connexe. La demi-somme des racines de GSC définit
un caractère de son centre Zsc, mais la somme des racines, qui est le poids dominant
de la représentation adjointe, induit le caractère trivial sur Zsc. La demi-somme des
racines fournit donc un homomorphisme d’ordre 2 de Zsc dans le groupe multiplicatif
Gm. Compte tenu du quasi-isomorphisme

[Zsc → 1]→ [GSC → Gad]

on obtient un homomorphisme

H1
ab(∗, Gad)→ H2(∗,Gm)

dont l’image est formée d’éléments d’ordre 2. Posons ∗ = F si F est local et ∗ = AF /F

si F est global, on sait que H2(∗,Gm) s’identifie à un sous-groupe du groupe des
racines de l’unité dans C×. L’application d’abélianisation composée avec l’homomor-
phisme ci-dessus fournit un morphisme

H1(∗, Gad)→ {±1} .

Définition 1.7.1. — Soient F un corps local, G∗ un groupe quasi-déployé et quasi-
connexe et G une forme intérieure. Nous appellerons signe de Kottwitz le signe

e(G) = ±1

associé àG par composition de la bijection entre l’ensemble des classes d’isomorphisme
de formes intérieures de G∗ et H1(F,G∗

ad) et du morphisme

H1(F,G∗
ad)→ {±1} .

Le signe est trivial si G est quasi-déployé et on a une loi de réciprocité :

Lemme 1.7.2. — Soit F un corps global. Le produit des signes de Kottwitz locaux est
égal à 1 : ∏

v

e(Gv) = 1 .

Démonstration. — C’est une conséquence immédiate de la proposition 1.6.12.

Dans la suite de cette section, G est un groupe réductif connexe. On notera par un
exposant D la dualité de Pontryagin. Soit Ĝ le dual de Langlands (i.e. la composante
neutre du groupe des points complexes du L-groupe) et soit Z(Ĝ) son centre. Consi-
dérons le groupe des composantes connexes du groupe des invariants sous Galois du
centre du groupe dual :

π0(Z(Ĝ)Γ) = π0(H0(F,Z(Ĝ))) .
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Suivant [Ko5] nous noterons A(G) son dual de Pontryagin

A(G) = π0(Z(Ĝ)Γ)D .

Proposition 1.7.3. — Soit G un groupe réductif connexe. Soit F un corps local ; il
existe une application canonique injective

H1
ab(F,G)→ A(G)

qui est bijective si F est non-archimédien. Soit F un corps global ; il existe une appli-
cation canonique bijective

H1
ab(AF /F,G)→ A(G) .

De plus
ker1(F,G) = ker1ab(F,G) = ker1(F,Z(Ĝ))D .

Démonstration. — On observe que ĜSC est le groupe adjoint de Ĝ et que donc le
complexe

[Z(Ĝ)→ 1]

est quasi-isomorphe au module croisé

[Ĝ→ ĜSC ]

et donc pour les groupes de cohomologie modifiés de Tate

Ĥi+1(K/F,Z(Ĝ)) = Ĥi(K/F, Ĝ→ ĜSC) .

L’isomorphisme de Tate-Nakayama pour les complexes de tores (cf. [Ny]) montre que,
si ∗ = F lorsque F est local et ∗ = AF /F lorsque F est global, on a

Ĥi(∗, GSC → G) = lim−→ Ĥ−i(K/F, Ĝ→ ĜSC)D

et donc
H1

ab(∗, G) = lim−→ Ĥ0(K/F,Z(Ĝ))D .

Si K est assez grand, Gal(F/K) agit trivialement et on a

Ĥ0(K/F,Z(Ĝ)) = Z(Ĝ)Γ/NK/FZ(Ĝ) .

La composante connexe de l’élément neutre (Z(Ĝ)Γ)0 de Z(Ĝ)Γ est un sous-groupe
de NK/FZ(Ĝ) :

(Z(Ĝ)Γ)0 ⊂ NK/FZ(Ĝ) .

On dispose donc de morphismes surjectifs

π0(Z(Ĝ)Γ)→ Ĥ0(K/F,Z(Ĝ))

ce qui fournit un morphisme injectif

H1
ab(∗, G)→ A(G) = π0(Z(Ĝ)Γ)D .
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Supposons qu’il existe deux extensions galoisiennesK0/F etK/K0 telles que le groupe
Gal(F/K0) agisse trivialement sur Z(Ĝ) et que Gal(K/K0) soit d’ordre un multiple
du nombre de composantes connexes de Z(Ĝ)Γ. Alors

NK/FZ(Ĝ) ⊂ NK/K0Z(Ĝ)
Γ = (Z(Ĝ)Γ)0 .

Pour un tel corps on a donc un isomorphisme

π0(Z(Ĝ)Γ)→ Ĥ0(K/F,Z(Ĝ))

La bijectivité à la limite résulte de ce que de tels corps K forment un ensemble cofinal
si F est non-archimédien ou global. La dernière assertion résulte de 1.6.11.

Corollaire 1.7.4. — Soit G un groupe réductif connexe. Soit τ(G) le nombre de Ta-
magawa de G. On a :

τ(G) =
#H1

ab(AF /F,G)
#ker1ab(F,G)

.

Démonstration. — Rappelons que d’après Kottwitz ([Ko4] et [Ko6]) le nombre de
Tamagawa de G vaut

τ(G) =
#π0(Z(Ĝ)Γ)

#ker1(F,Z(Ĝ))
.

L’assertion résulte alors de 1.7.3. On pourrait aussi établir ce résultat directement,
i.e. sans bi-dualité, en utilisant la preuve de la conjecture de Weil par Kottwitz [Ko6]
et une caractérisation axiomatique des nombres de Tamagawa relatifs comme dans
[Ono] et [Ko4].

Lorsque F est local, en composant l’application d’abélianisation avec le morphisme
1.7.3 on obtient un morphisme de foncteurs

H1(F,G)→ A(G)

dont le noyau est l’image de H1(F,GSC). Lorsque F est global, en composant le
morphisme

H1(Γ, G(AF ))→ H1(AF , G)

l’application d’abélianisation et le morphisme 1.7.3 on obtient un morphisme de fonc-
teurs

H1(Γ, G(AF ))→ A(G) .

Comme G est supposé connexe on a

H1(Γ, G(AF )) = H1(AF , G)

d’après 1.4.1. Compte tenu de 1.6.12 on voit que le noyau est l’image de H1(Γ, G(F )).
On a la variante suivante : si Z est le centre de G, la proposition 1.6.13 fournit un
morphisme

H1(Γ, Z(F )\G(AF ))→ A(G)
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dont le noyau est l’image de H1(Γ, Z(F )\G(F )). Ces morphismes sont construits par
Kottwitz dans [Ko5].

1.8. Abélianisation de complexes de groupes réductifs

Soient I et G deux groupes réductifs connexes et soient f et g deux morphismes
de I dans G ; le couple de morphismes (f, g) définit une action de I sur G.

Soit U un groupe abélien muni d’une flèche ζ dans le centre de I telle que f◦ζ = g◦ζ
envoient U dans le centre de G, définissant donc un ensemble croisé :

G = [U → I ⇒ G] = [[U → I]⇒ G] .

On note µG (resp. µI) les actions naturelles de G (resp. I) sur GSC (resp. ISC).
Notons I � GSC le produit semi-direct de I et GSC où I agit sur GSC via l’action
naturelle de G composée avec f : c’est-à-dire que pour c ∈ I et y ∈ GSC , on a

(c, 1)(1, y)(c, 1)−1 = (1, µG(f(c)) ∗ y) .

On note f̃ et g̃ les morphisme de ISC dans GSC obtenus en relevant f et g. D’après
1.6.3 on dispose de deux morphismes de modules croisés entre

M1 = [U × ISC → I] et M0 = [GSC → G]

ce qui permet de définir un ensemble croisé que nous noterons Gab :

Gab = [M1 ⇒M0] .

Soient S un tore maximal dans I et T un tore maximal dans G définis sur F .
Bien que ce ne soit pas indispensable, nous supposerons pour simplifier que l’on peut
choisir ces tores de sorte que

f(S) ⊂ T et g(S) ⊂ T .

Proposition 1.8.1. — On peut définir pour tout entier i des groupes de cohomologie
abéliens

Hi
ab(F,G) := Hi(F,Gab) .

Démonstration. — On note Ssc et Tsc les images réciproques des tores T et S dans
les revêtements simplement connexes des groupes dérivés. Comme

f(S) ⊂ T et g(S) ⊂ T

on dispose d’un morphisme

s �→ h(s) = f(s) · g(s−1)

de S dans T et d’un diagramme commutatif exact défini par h et h̃

Ssc → Tsc
↓ ↓

U → S → T .
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D’après 1.6.1 et 1.1.2 les inclusions induisent un quasi-isomorphisme

[[U × Ssc → S]⇒ [Tsc → T ]]→ Gab .

Comme pour les ensembles croisés quasi-toriques, on vérifie que les groupes de coho-
mologie définis via ce quasi-isomorphisme sont indépendants des choix.

Nous dirons que l’ensemble croisé en groupes Gab est l’abélianisé de G. Le mor-
phisme d’ensembles croisés

G→ Gab

induit un morphisme d’abélianisation en cohomologie :

H0(F,G)→ H0
ab(F,G) .

On observera que si U = 1 l’ensemble croisé Gab est quasi-torique.
La remarque qui suit 1.1.2 montre que si I est quasi-connexe mais non connexe, la

construction analogue à celle de l’abélianisé ci-dessus ne fournit pas toujours un en-
semble croisé à homotopie abélienne. Ce sera le cas avec une condition supplémentaire
sur le morphisme.

Définition 1.8.2. — On appelle paire admissible la donnée d’un groupe réductif
connexe G, d’un groupe réductif quasi-connexe I noyau d’un morphisme surjectif
I1 → S0 et d’un morphisme I → G qui se factorise par I1.

Le complexe [I → G] est quasi-isomorphe au complexe de groupes connexes

[I1 → G1]

avec G1 = G × S0. On dispose pour [I1 → G1] d’un abélianisé quasi-torique. La
définition de

Hi
ab(F, I → G)

au moyen de complexes de tores quasi-isomorphes ci-dessus s’étend ainsi aux paires
admissibles, et si F est un corps global on sait définir

Hi
ab(∗, I → G)

pour ∗ = AF et AF /F . Nous laisserons au lecteur le soin de vérifier que cette définition
est indépendante du choix du groupe connexe I1.

Soit I un sous-groupe quasi-connexe d’un groupe connexe G définissant une paire
admissible. Nous écrirons

H0(F, I\G) et Hi
ab(F, I\G)

pour
H0(F, I → G) et Hi

ab(F, I → G) .

Posons
D(I,G;F ) = ker[H1(F, I)→ H1(F,G)] .
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On a une suite exacte d’ensembles pointés

1→ I(F )\G(F )→ H0(F, I\G)→ D(I,G;F )→ 1 .

Les fibres de l’application H0(F, I\G) → D(I,G;F ) sont des ensembles I ′(F )\G(F )
où I ′ est une forme intérieure de I. Si F est un corps local l’ensemble D(I,G;F ) est
fini. Un analogue de l’ensemble D(I,G;F ), est défini en utilisant les abélianisés :

E(I,G;F ) = ker[H1
ab(F, I)→ H1

ab(F,G)] .

C’est un groupe abélien et l’application d’abélianisation induit une application

D(I,G;F )→ E(I,G;F ) .

Lemme 1.8.3. — Pour que l’application

D(I,G;F )→ E(I,G;F )

soit surjective il suffit que H1(F,GSC) = 1. Elle est toujours bijective pour un corps
local non archimédien.

Démonstration. — Si H1(F,GSC) = 1 l’application

H1(F,G)→ H1
ab(F,G)

est bijective d’après 1.6.7. C’est en particulier le cas si F est local non archimédien.
Les assertions en résultent.

Soit maintenant F un corps global. Nous noterons E(I,G;AF /F ) le groupe quotient
de H0

ab(AF /F, I\G) par l’image de H0
ab(AF , G) :

E(I,G;AF /F ) = coker [H0
ab(AF , G)→ H0

ab(AF /F, I\G)] .

Proposition 1.8.4. — Le groupe E(I,G;AF /F ) s’insère dans deux suites exactes :

ker1ab(F, I)→ ker1ab(F,G)→ E(I,G;AF /F )→ H1
ab(AF /F, I)→ H1

ab(AF /F,G) ,

et
E(I,G;F )→ E(I,G;AF )→ E(I,G;AF /F )→ ker1ab(F, I\G) .

C’est un groupe fini si I est connexe.

Démonstration. — On a un diagramme commutatif exact

H0
ab(F, I) → H0

ab(AF , I) → H0
ab(AF /F, I) → · · ·

↓ ↓ ↓
H0

ab(F,G) → H0
ab(AF , G) → H0

ab(AF /F,G) → · · ·
↓ ↓ ↓

H0
ab(F, I\G) → H0

ab(AF , I\G) → H0
ab(AF /F, I\G) → · · ·

↓ ↓ ↓
H1

ab(F, I) → H1
ab(AF , I) → H1

ab(AF /F, I) → · · ·
↓ ↓ ↓

H1
ab(F,G) → H1

ab(AF , G) → H1
ab(AF /F,G) → · · ·
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1.8. ABÉLIANISATION DE COMPLEXES DE GROUPES RÉDUCTIFS 43

Par passage au quotient des deux premières lignes par

H0
ab(F, I) → H0

ab(AF , I) → Im [H0
ab(AF , I)→ H0

ab(AF /F, I)] → 1
↓ ↓ ↓

H0
ab(F,G) → H0

ab(AF , G) → Im [H0
ab(AF , G)→ H0

ab(AF /F,G)] → 1

et de la troisième ligne par l’image de la deuxième ligne de ce complexe, on obtient
un nouveau diagramme commutatif exact

1 → ker1ab(F, I) → · · ·
↓ ↓

1 → 1 → ker1ab(F,G) → · · ·
↓ ↓ ↓

E(I,G;F ) → E(I,G;AF ) → E(I,G;AF /F ) → · · ·
↓ ↓ ↓

H1
ab(F, I) → H1

ab(AF , I) → H1
ab(AF /F, I) → · · ·

↓ ↓ ↓
H1

ab(F,G) → H1
ab(AF , G) → H1

ab(AF /F,G) → · · ·

et les deux suites exactes s’en déduisent. La dernière assertion résulte de la finitude
de ker1(F,G) et de H1

ab(AF /F, I) lorsque les groupes G et I sont connexes.

Si F est local le dual de Pontryagin du groupe localement compactH0
ab(F, I\G) sera

noté K(I,G;F ). Le dual de Pontryagin du groupe E(I,G;F ) est un sous-groupe de
K(I,G;F ) qui sera noté K(I,G;F )1 et sera appelé groupe des caractères endoscopiques
locaux relatifs à I.

Si F est global le dual de Pontryagin du groupe localement compactH0
ab(AF /F, I\G)

sera noté K(I,G;F ). Le dual de Pontryagin du groupe E(I,G;AF /F ) sera noté
K(I,G;F )1 et sera appelé groupe des caractères endoscopiques globaux relatifs à I.

On dispose d’une application de localisation

K(I,G;F )1 →
∏
v

K(I,G;Fv)1

duale de l’application

E(I,G;AF )→ E(I,G;AF /F ) .

On prendra garde que cette application de localisation n’est pas toujours injective :
son noyau K(I,G;F )0 est le dual de Pontryagin du groupe ker1ab(F, I\G).

Remarque. — Lorsque θ = 1 notre groupe K(I,G;F )1 cöıncide avec le groupe K(I/F )
introduit par Kottwitz dans [Ko5]. On trouvera plus loin la comparaison avec les
groupes de caractères utilisés par Kottwitz et Shelstad dans [KS].

Lemme 1.8.5. — Soit ε ∈ D(I,G;AF ) et soit ε̃ son image dans E(I,G;AF ). Si pour
tout κ ∈ K(I,G;F )1 on a 〈ε̃, κ〉 = 1 alors ε̃ est l’image d’un ε1 ∈ D(I,G;F ).
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Démonstration. — La proposition 1.8.4 fournit la suite exacte

E(I,G;F )→ E(I,G;AF )→ E(I,G;AF /F ) .

Par hypothèse 〈ε̃, κ〉 = 1 pour tout κ ∈ K(I,G;F )1. Ceci montre que ε̃ est dans
l’image de ε̃1 ∈ E(I,G;F ). Le couple (ε, ε̃1) définit un élément dans le produit fibré
de E(I,G;F ) et D(I,G;AF ) au dessus de E(I,G;AF ). Comme G est connexe on
déduit de 1.6.10 que D(I,G;F ) se surjecte sur ce produit fibré et donc ε̃ provient
d’un ε1 ∈ D(I,G;F ).

Corollaire 1.8.6. — On a une suite exacte d’ensembles pointés

1→ ker(ker1(F, I)→ ker1(F,G))→ D(I,G;F )→ D(I,G;AF )→ E(I,G;AF /F ) .

Remarque. — On peut montrer que si I est un tore les images de D(I,G;AF ) et
E(I,G;AF ) dans E(I,G;AF /F ) sont égales. Ceci résulte de l’isomorphisme entre
D(I,G;Fv) et E(I,G;Fv) pour les places finies et de ce que, au moins si I est un
tore, l’application

E(I,G;F )→ E(I,G;F∞)

est surjective (utiliser [KS, lemma C.5.A]). J’ignore s’il en est de même en général.

1.9. Sous-groupes elliptiques

Soit F un corps local ou global. Considérons trois F -groupes réductifs connexes I,
G et H avec des injections I → H et H → G. Si F est global et si v est une place de
F , nous noterons Gv etc. les groupes obtenus par extension des scalaires de F à Fv.

Définition 1.9.1. — Nous dirons que I estH-elliptique si I contient un tore T elliptique
dans H .

Lemme 1.9.2. — Si F est un corps local et si I est H-elliptique l’application

H1
ab(F, I)→ H1

ab(F,H)

est surjective. Si F est un corps global et si I est H-elliptique

H1
ab(AF /F, I\H) = 1 .

Si de plus Iv est Hv-elliptique, l’application de co-localisation

H0
ab(Fv , I\H)→ H0

ab(AF /F, I\H)

est surjective.

Démonstration. — Soient R un tore maximal dans H et Rsc son image réciproque
dans HSC . Soient S un tore maximal dans I et Ssc son image réciproque dans ISC .
On peut supposer que S = R et comme I est H-elliptique, ces tores peuvent être
choisis de sorte que Ssc et Rsc soient anisotropes. On dispose de quasi-isomorphismes

[Ssc → S]→ Iab
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et

[Rsc → R]→ Hab .

et d’un diagramme commutatif exact

· · · → H1(F, S) → H1
ab(F, I) → H2(F, Ssc)

↓ ↓ ↓
· · · → H1(F,R) → H1

ab(F,H) → H2(F,Rsc)

Comme R = S, la surjectivité de l’homomorphisme

H1
ab(F, I)→ H1

ab(F,H)

résulte de ce que, d’après 1.5.1,

H2(F, Ssc) = H2(F,Rsc) = 1 .

Le bi-complexe :

Ssc → Rsc

↓ ↓
S → R

est quasi-isomorphe à l’ensemble croisé

[Iab → Hab] .

Mais comme S = R le bi-complexe est quasi-isomorphe au complexe de tores

[Ssc → Rsc][+1] ,

et donc

Hi
ab(∗, I\H) = Hi+1(∗, Ssc → Rsc) .

On conclut en observant que d’après 1.5.1

H2(AF /F, Ssc → Rsc) = 1

et que si I est Hv-elliptique, la flèche de co-localisation en v

H1(Fv, Ssc → Rsc)→ H1(AF /F, Ssc → Rsc)

est surjective.

Corollaire 1.9.3. — Si I est H-elliptique, l’entier

d(I,G) = # coker [H1
ab(AF /F, I)→ H1

ab(AF /F,G)]

est indépendant de I :

d(I,G) = d(H,G) .
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Démonstration. — Comme

H1
ab(AF /F, I\H) = 1

l’application
H1

ab(AF /F, I)→ H1
ab(AF /F,H)

est surjective et on a donc

coker [H1
ab(AF /F, I)→ H1

ab(AF /F,G)] = coker [H1
ab(AF /F,H)→ H1

ab(AF /F,G)] .

Lemme 1.9.4. — Soit F un corps local ou global. Si I est H-elliptique la suite

E(I,H ; ∗)→ E(I,G; ∗)→ E(H,G; ∗)→ 1

avec ∗ = F si F est local ou ∗ = AF /F si F est global, est exacte.

Démonstration. — On dispose d’un triangle distingué

· · · → [Iab → Hab]→ [Iab → Gab]→ [Hab → Gab]→ · · ·

qui fournit une suite exacte longue en cohomologie abélianisée :

· · · → H0
ab(∗, I\H)→ H0

ab(∗, I\G)→ H0
ab(∗, H\G)→ · · ·

d’où, par passage au quotient, une suite exacte

E(I,H ; ∗)→ E(I,G; ∗)→ E(H,G; ∗) .
Comme I est H-elliptique

H1
ab(AF /F, I\H) = 1

si F est global d’après 1.9.2 et donc

H0
ab(AF /F, I\G)→ H0

ab(AF /F,H\G)

est surjective. La surjectivité de

E(I,G;AF /F )→ E(H,G;AF /F )

en résulte, par passage au quotient. Lorsque F est local, on dispose d’un diagramme
commutatif exact

1 → E(I,G;F ) → H1
ab(F, I) → H1

ab(F,G)
↓ ↓ ↓

1 → E(H,G;F ) → H1
ab(F,H) → H1

ab(F,G)

et on rappelle que, d’après 1.9.2, l’application

H1
ab(F, I)→ H1

ab(F,H)

est surjective. La surjectivité de

E(I,G;F )→ E(H,G;F )

en résulte.
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Définition 1.9.5. — Soit F un corps global. On dira qu’un ensemble fini V de places
v de F est (G, I)-essentiel si l’application

E(I,G;FV)→ E(I,G;AF /F )

est surjective. En particulier on aura ker1ab(F, I\G) = 1.

On note K(I,G;F )0 le dual de Pontryagin de ker1ab(F, I\G). C’est le noyau de
l’application de localisation pour les groupes de caractères endoscopiques :

1→ K(I,G;F )0 → K(I,G;F )1 →
∏
v

K(I,G;Fv)1 .

Dire que V est un ensemble de places (G, I)-essentiel, équivaut à dire que l’application
de V-localisation

K(I,G;F )1 → K(I,G;FV)1
est injective et qu’en particulier K(I,G;F )0 = 1.

Proposition 1.9.6. — Soit V un ensemble fini, non vide, de places de F . Supposons
que Iv est Hv-elliptique pour tout v ∈ V. Pour que V soit (G, I)-essentiel, il faut et
il suffit que

E(H,G;FV)→ E(H,G;AF /F )

soit surjective, c’est-à-dire que V soit (G,H)-essentiel. En particulier, lorsque G = H

ou lorsque les groupes G et H sont semi-simples simplement connexes, V est (G, I)-
essentiel.

Démonstration. — Par hypothèse Iv est Hv-elliptique pour tout v ∈ V. On dispose
alors d’un diagramme commutatif

E(I,H ;FV) → E(I,G;FV) → E(H,G;FV) → 1
↓ ↓ ↓ ↓

E(I,H ;AF /F ) → E(I,G;AF /F ) → E(H,G;AF /F ) → 1

dont les lignes sont exactes d’après 1.9.4 et comme V est non vide il résulte alors de
1.9.2 que la première flèche verticale est surjective. On en déduit que

coker [E(I,G;FV)→ E(I,G;AF /F )] = coker [E(H,G;FV)→ E(H,G;AF /F )] .

La dernière assertion résulte de ce que tout ensemble fini non vide de places de F

est trivialement (G,H)-essentiel, lorsque G = H ou lorsque les groupes G et H sont
semi-simples simplement connexes puisque dans ce cas

E(H,G;AF /F ) = 1 .

Supposons maintenant Hder simplement connexe. On va donner ci-dessous un cri-
tère sur le co-centre, assurant qu’un ensemble réduit à une place soit (G,H)-essentiel.
C’est la condition utilisée par Clozel dans [Clo2] lemme 6.5.
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Lemme 1.9.7. — Supposons que le groupes dérivé Hder est simplement connexe, que
ker1(F,G) = 1 et qu’enfin il existe une extension K de F qui déploie le co-centre DH

de H, et telle qu’en une place v, l’algèbre Kv = Fv ⊗K soit un corps. Alors V = {v}
est (G,H)-essentiel.

Démonstration. — La trivialité de ker1(F,G) et la simple connexité des groupes dé-
rivés fournit un diagramme commutatif à verticales exactes :

1 → 1
↓ ↓

E(H,G;Fv) → E(H,G;AF /F )
↓ ↓

H1(Fv, DH) → H1(AF /F,DH)
↓ ↓

H1(Fv, DG) → H1(AF /F,DG) .

L’hypothèse sur l’existence du corps K montre que les deux dernières horizontales
sont bijectives. On en déduit la bijectivité de la seconde.
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CHAPITRE 2

CONJUGAISON STABLE, INTÉGRALES ORBITALES

ET NORME

Cette partie est consacrée à l’étude de la conjugaison stable. Cette notion a été
introduite par Langlands ; son étude a été poursuivie par Kottwitz et Shelstad. Nous
devons généraliser certains de leurs résultats. Pour cela il s’avère utile de reformuler
jusqu’aux définitions en utilisant la cohomologie abélianisée.

2.1. Groupes et automorphismes

Soit G un groupe réductif connexe défini sur F muni d’un F -automorphisme semi-
simple θ. On noteraGθ le sous-groupe des invariants sous θ et on notera Gθ l’ensemble
des classes de θ-conjugaison dans G.

Soit Θ un groupe fini d’automorphismes. Considérons le groupe algébrique réductif
G+ produit semi-direct de G et de Θ. Soient θ ∈ Θ, et L la composante connexe
contenant 1 � θ. Nous noterons � l’ordre du groupe cyclique engendré par θ. Si f est
une fonction sur G(F ) on notera fL la fonction sur L(F ) définie par

fL(x � θ) = f(x) .

L’application x �→ x� θ fait passer de la θ-conjugaison sur G (qui est le point de vue
adopté dans [Ko1] et [KS]) à la conjugaison sur L :

x′ = y−1 x θ(y)

équivaut à
x′ � θ = y−1 (x � θ) y .

On notera G∗, la forme intérieure quasi-déployée de G. On fixe un isomorphisme

G→ G∗ ,

défini sur la clôture algébrique F de F et pour simplifier les notations on identifiera, via
cet isomorphisme, G(F ) avec G∗(F ) ; toutefois les actions de Galois sont différentes.
Soit σ ∈ Gal(F/F ) ; on note σ∗ (resp. σ) son action sur G∗ (resp. G). Ces deux actions
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diffèrent par l’action adjointe d’une 1-cochâıne u dont le cobord z est à valeurs dans
le centre de G∗ :

Ad(uσ)σ∗(x) = σ(x)

avec

uσσ
∗(uτ )u−1

στ = zσ,τ .

Il sera utile de remarquer que l’on peut supposer que u est l’image par l’homomor-
phisme naturel pG d’une 1-cochâıne ũ à valeurs dans GSC dont le cobord z̃ est à
valeurs dans Zsc le centre du groupe GSC . On prendra garde qu’en général 1 � θ

ne commute pas avec l’action adjointe de u et il se peut que l’automorphisme θ ne
commute pas avec σ∗. Ce sera toutefois le cas pour le changement de base.

2.2. Restriction des scalaires et algèbres cycliques

Soit G0 un groupe et Θ un groupe cyclique d’ordre � engendré par θ. On considère
le produit, indexé par Θ, de � copies de G0 :

G = G0 × · · · ×G0 = (G0)Θ .

Le générateur θ de Θ, agit sur G par permutation cyclique des facteurs :

θ(x1, . . . , x() = (x2, . . . , x(, x1) .

L’application diagonale

∆ : x �−→ (x, . . . , x)

identifie G0 avec le groupe Gθ des points fixes sous θ. On dispose aussi d’une appli-
cation co-diagonale de G dans G0 :

∇ : (x1, . . . , x()→ x1 · · ·x(

On dispose enfin de l’application norme

Nθ : y �−→ y θ(y) · · · θ(−1(y) = (∇y,∇θ(y), . . . ,∇θ(−1(y))

de G dans lui-même.

Lemme 2.2.1. — Soit y = (y1, . . . , y() ∈ G il existe v = (v1, . . . , v() tel que

y = v−1 y′ θ(v) avec y′ = (1, . . . , 1,∇y) .

De plus

Nθ(y′) = ∆(∇(y)) et Nθ(y) = v−1∆(∇(y)) v .

Démonstration. — Une solution est v = (1, y1 , y1y2 , . . . , y1 · · · y(−1).
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Lemme 2.2.2. — Le groupe des invariants est dans l’image de la norme. La norme
est une injection de l’ensemble Gθ des classes de θ-conjugaison dans l’ensemble des
classes de conjugaison dans G : si ∇x = ∇y alors il existe v tel que y = v−1x θ(v).
En particulier

H1(Θ, G) = 1 .

Si G0 est un groupe abélien, l’application

Gθ → Gθ ,

induite par la norme, est un isomorphisme.

Démonstration. — Si x ∈ G0 alors y = (x, 1, . . . , 1) ∈ G est tel que Nθy = ∆x :
le groupe des invariants est donc dans l’image de la norme. Pour un groupe abélien
l’image de la norme est donc le groupe des invariants. Si x = (x1, . . . , x() et y =
(y1, . . . , y() avec

∇x = x1 · · ·x( = y1 · · · y( = ∇y
alors 2.2.1, ou un calcul direct montre que

(v−1
1 , . . . , v−1

( )(x1, . . . , x()(v2, . . . , v1) = (y1, . . . , y()

si v1 = 1, v2 = x−1
1 y1 et v( = x−1

(−1 · · ·x
−1
1 y1 · · · y(−1 et on a donc y = v−1x θ(v). Si

G est abélien, l’application Gθ → G est donc injective. On a déjà vu que dans ce cas
son image était Gθ.

On suppose maintenant que G0 est un groupe algébrique défini sur F . Soit E une
F -algèbre cyclique de degré �. Soit Θ le groupe de Galois de E/F ; c’est un groupe
cyclique. La donnée de E comme algèbre cyclique sur F équivaut à la donnée d’un
homomorphisme

Gal(F/F )→ Θ .

Son image est un sous-groupe d’ordre �1. L’algèbre E est un produit de �0 copies d’un
corps F1 extension cyclique de degré �1 de F avec � = �0�1. La restriction des scalaires
de E à F de G0

G = ResE/FG0

est le groupe produit, indexé par Θ, de � copies de G0 et on fait agir Gal(F/F ) sur G
via son action sur G0 et Θ, ce qui s’explicite comme suit : On choisit un générateur
θ de Θ ; si τ ∈ Gal(F/F ) a pour image θr alors

τ(x1, . . . , x() = (τ(x1+r), . . . , τ(xr)) .

L’application
(x1, . . . , x() �→ (x1, . . . , x(0)

induit un isomorphisme

G(F )→ G0(E) = G0(F1)× · · · ×G0(F1) .
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Le générateur θ de Θ, qui agit sur G par permutation cyclique des facteurs, commute
avec l’action de Galois et définit un F -automorphisme. Lorsque G0 est abélien il
résulte de 2.2.2 que la norme induit un isomorphisme

Gθ(F )→ Gθ(F ) .

Le changement de base correspond à la situation suivante : on se donne une algèbre
cyclique E/F et G0 un groupe réductif connexe, et on considère le groupe G obtenu
par restriction des scalaires :

G = ResE/FG0 .

On note G+ le produit semi-direct de G par Θ :

G+ = G � Θ

et L la composante connexe de 1 � θ dans G+.

2.3. La conjugaison stable

Soit G+ un groupe réductif algébrique sur F , admettant G comme composante
connexe de l’identité. Soit L une composante connexe de G+, définie sur F et possé-
dant un point rationnel.

Soit δ ∈ L(F ) un élément semi-simple ; on note Gδ le centralisateur de δ dans
G. On sait que c’est un groupe réductif. D’après Steinberg, il existe dans G un tore
maximal T et un sous-groupe de Borel B contenant T , stables par δ-conjugaison. On
dira que δ est régulier si la composante neutre (Gδ)0 de Gδ est un tore. On dira que δ
est fortement régulier si Gδ est abélien. Dans ce cas Gδ est égal au centralisateur T δ

de δ dans T .

Définition 2.3.1. — Soit δ ∈ L(F ) un élément semi-simple. Soit Tδ le tore maximal
du centre du centralisateur, dans G, de (Gδ)0 la composante neutre du centralisateur
de δ. On appellera centralisateur stable de δ, le sous-groupe IGδ de Gδ engendré par
(Gδ)0 et (Tδ)δ.

Un théorème de Steinberg affirme que, dans un groupe semi-simple et simple-
ment connexe, le groupe des points fixes d’un automorphisme semi-simple est toujours
connexe. Donc, si G = GSC on a Iδ = (Gδ)0. Dans le cas de l’endoscopie ordinaire, ou
plus généralement du changement de base, on montrera en 2.3.3 que le centralisateur
stable est connexe : Iδ = (Gδ)0. Mais, dans le cas général, même lorsque δ est forte-
ment régulier auquel cas Iδ = Gδ = (Tδ)δ, le centralisateur stable n’est pas toujours
connexe.

Lemme 2.3.2. — Le centralisateur stable Iδ est un sous-groupe quasi-connexe de G

définissant une paire admissible.
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Démonstration. — Soit Ĩδ le sous-groupe de G engendré par (Gδ)0 et Tδ. Si on note
Sδ le tore image de Tδ par l’application

x �→ x δ x−1δ−1 ,

alors Iδ est le noyau de
Ĩδ → Sδ .

Lemme 2.3.3. — Dans le cas du changement de base, le centralisateur stable d’un
élément semi-simple est connexe.

Démonstration. — Soit δ = y � θ ∈ L. On observe que d’après 2.2.1

y = (y1, . . . , y()

est θ-conjugué de
y′ = (1, . . . , 1,∇(y)) .

On en déduit que le centralisateur de δ c’est-à-dire le θ-centralisateur de y dans G, est
isomorphe au centralisateur de ∇(y) dans G0. Il suffit d’étudier le cas y = y′. Comme
∇(y) est un élément semi-simple, son centralisateur dans G0 contient un tore maximal
S. Mais le centralisateur de S dans G est un tore T qui contient le centralisateur de
(Gδ)0 et donc, avec les notations de 2.3.1, on a Tδ ⊂ T . Comme T δ = S on en déduit
que

(Tδ)δ ⊂ S ⊂ (Gδ)0 .

Soient δ et δ′ ∈ L(F ) semi-simples et conjugués sur la clôture algébrique, c’est-à-
dire qu’il existe x ∈ G(F ) tel que

δ′ = x−1δ x .

On a alors pour tout σ ∈ Gal(F/F )

xσ(x)−1 ∈ Gδ .

La conjugaison stable est définie en imposant que la cochâıne aσ = xσ(x)−1 prenne
ses valeurs dans le centralisateur stable :

Définition 2.3.4. — Soit δ ∈ L(F ) un élément semi-simple. Nous dirons que δ′ ∈ L(F )
est G-stablement conjugué à δ s’il existe x ∈ G tel que

δ′ = x−1δ x

et si pour tout σ ∈ Gal(F/F )

aσ = xσ(x)−1 ∈ Iδ .
On définit de même la G+-conjugaison stable, en utilisant des x ∈ G+(F ) (mais sans
modifier la notion de centralisateur stable).
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Le couple (x, a) définit une classe dans H0(F, Iδ\G) et donc une classe dans

D(Iδ, G;F ) = ker[H1(F, Iδ)→ H1(F,G)] .

La donnée d’une classe dansH0(F, Iδ\G) définit un unique δ′. L’ensemble des éléments
de L(F ) stablement conjugués à δ est l’image de la flèche

H0(F, Iδ\G)→ H0(F,L) = L(F )

induite par l’application
x �→ x−1δ x = δ′ ;

dont les fibres sont les ensembles

ker[H1(F, Iδ′ )→ H1(F,Gδ′ )] .

En effet cette flèche se factorise via l’application injective

H0(F,Gδ\G)→ H0(F,L) .

L’ensemble C(δ) des classes de conjugaison ordinaire dans la classe de conjugaison
stable de δ est paramétré par l’image de la flèche

D(Iδ , G;F )→ ker[H1(F,Gδ)→ H1(F,G)] .

Lorsque Iδ = Gδ, un couple (δ, δ′) d’éléments stablement conjugués provient d’une
unique classe dans H0(F, Iδ\G) dont l’image dans H0

ab(F, Iδ\G) est parfois notée
inv(δ, δ′).

2.4. Norme pour le changement de base

On se donne une algèbre cyclique E/F , un générateur θ de son groupe de Galois
et G0 un groupe réductif connexe. On considère le groupe G obtenu par restriction
des scalaires :

G = ResE/FG0 .

On notera H , plutôt que G∗
0, la forme intérieure quasi-déployée de G0. On fixe une

cochâıne u à valeurs dans H qui définit G0 comme forme intérieure de H et donc aussi
G comme forme intérieure de G∗. On voit que θ définit un F -automorphisme de G∗

et que
H = (G∗)θ .

Le groupe H est un groupe endoscopique pour le couple (G, θ) (cf. [KS]). Ce sera le
seul groupe endoscopique que nous considérerons. C’est par rapport à lui que nous
définirons la norme.

Soit δ = y � θ ∈ L(F ). Soient γ ∈ G∗ et x ∈ G∗ tels que

x δ( x−1 = γ .

Pour σ ∈ Gal(F/F ) posons
aσ = xuσ σ

∗(x)−1

ASTÉRISQUE 257



2.4. NORME POUR LE CHANGEMENT DE BASE 55

et
s = x y θ(x)−1 .

On a les équivalences suivantes :

σ∗(γ) = γ ⇐⇒ a−1
σ γ aσ = γ

θ(γ) = γ ⇐⇒ s−1γ s = γ

et donc, demander que γ ∈ H(F ) équivaut à demander que aσ et s commutent avec
γ.

Pour simplifier les notations nous noterons J∗ = IG
∗

γ et I∗ = IHγ les centralisateurs
stables d’un γ semi-simple dans G∗ et H respectivement, et I∗ le sous-groupe des
θ-invariants dans J∗.

Définition 2.4.1. — Soit γ ∈ H(F ) semi-simple. On dit que γ est une norme de δ ∈
L(F ) si il existe x ∈ G∗ tel que

(1) x δ( x−1 = γ et s = x y θ(x)−1 ∈ J∗

avec, pour tout σ ∈ Gal(F/F )

(2) aσ = xuσ σ
∗(x)−1 ∈ J∗ .

Compte tenu de (1), on voit que

(3) aσ σ
∗(s) θ(aσ)−1 = s .

On sait que u est un cocycle à valeur dans H dont le cobord est central ; donc

(4) ∂a = x(∂u)x−1 = ∂u = z

où z est un 2-cocycle à valeurs dans Zθ. Les relations (2), (3) et (4) reviennent à dire
que le quintuple (x, s, a, u, z) définit un 0-cocycle à valeurs dans l’ensemble croisé

Zθ → J∗ ×H ⇒ J∗ ×G∗

associé au diagramme :
Zθ → J∗ ⇒ J∗

↓ ↓
H → G∗

où l’action de J∗ sur lui-même est la θ-conjugaison. Si Gder est simplement connexe
sa classe de cohomologie ne dépend que du couple (γ, δ).

Il sera utile de reformuler les conditions qui définissent une norme. Soit Zγ le centre
de G∗γ ; on remarque que Zγ ⊂ J∗. Comme γ ∈ Zθ

γ il existe t ∈ Zγ avec Nθt = γ

d’après 2.2.2. Soit s = x y θ(x)−1 ∈ J∗ alors Nθs = Nθt = γ et donc s et t sont θ-
conjugués dans J∗ ; quitte à modifier x par un élément de J∗ nous pouvons supposer
s = t, c’est-à-dire

t = x y θ(x)−1 ∈ Zγ ⊂ J∗ .
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Comme σ∗(γ) = γ et θ(γ) = γ il existe, d’après 2.2.2, une 1-cochâıne b à valeurs dans
Zγ telle que

σ∗(t) = b−1
σ t θ(bσ) .

On observe que
σ∗(t) = a−1

σ t θ(aσ) = b−1
σ t θ(bσ) .

Comme par construction a est à valeurs dans J∗, et que t et b sont à valeurs dans le
centre de J∗, on a

θ(aσ b−1
σ ) = aσ b

−1
σ = b−1

σ aσ .

Posons
cσ = aσ b

−1
σ .

On a donc

cσ ∈ J∗ avec cσ = θ(cσ) et ∂c = ∂a ∂b−1 ,

ce qui montre que c est une cochâıne à valeurs dans I∗, le groupe des θ-invariants
dans J∗. En résumé, dire que δ = y � θ admet γ pour norme, revient à demander
que :

γ = Nθt, t = x y θ(x)−1 et σ∗(t) = b−1
σ t θ(bσ)

que t et la cochâıne b soient à valeurs dans Zγ , et enfin que

aσ = x uσ σ
∗(x)−1 = cσ bσ avec cσ ∈ I∗ .

C’est l’élément t qui est appelé ‘norme abstraite’ dans [KS].

Remarque. — On trouvera dans [KS] une définition de la norme pour tous les groupes
endoscopiques, et ce dans le cadre général où θ est un automorphisme presque semi-
simple quelconque, mais seuls les éléments fortement réguliers sont traités.

Théorème 2.4.2. — Tout δ ∈ L(F ) semi-simple possède une norme dans H(F ).

Démonstration (cf. [Ko1]). — La classe de G-conjugaison de δ( est F -rationnelle. Si
δ = y � θ on a

δ( = Nθ(y) .

Il résulte de 2.2.1 que Nθ(y) est conjugué de ∆(∇(y)) ∈ H(F ) le groupe des θ-
invariants dans G∗(F ). L’intersection de la classe de conjugaison de δ( avec le sous-
groupe H(F ) est donc une classe de H-conjugaison rationnelle. Puisque H est quasi-
déployé, une telle classe possède un point rationnel siH est à groupe dérivé simplement
connexe [Ko1, Theorem 4.4]. Un élément rationnel γ dans cette intersection est une
norme de δ. Pour un groupe général, l’existence de normes résulte de l’existence de
normes pour une z-extension.

Lemme 2.4.3 ([Ko1, Proposition 5.7]). — La norme induit une injection de l’ensemble
des classes de conjugaison stable d’éléments semi-simples dans L(F ) dans l’ensemble
des classes de conjugaison stable dans H(F )
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Démonstration. — Soit δ ∈ L(F ) semi-simple. L’existence d’une norme a été prouvée
en 2.4.2. On vérifie facilement que si γ′ est stablement conjugué de γ, et si γ est une
norme de δ, alors γ′ est aussi une norme de δ. Soient δ et δ′ admettant γ pour norme
et soient (x, a) et (x′, a′) les cochâınes correspondantes. Posons

x′ = xm

alors
a′σ = x (mσ(m)−1)x−1 aσ

et donc
mσ(m)−1 ∈ x−1 I∗ x

et
m−1 δ m = δ′

ce qui veut dire que δ et δ′ sont stablement conjugués puisque Iδ = x−1I∗ x.

Lemme 2.4.4. — Soit δ ∈ L(F ) semi-simple de norme γ ∈ H(F ). Le centralisateur
Gδ et le centralisateur stable Iδ de δ dans G sont respectivement isomorphes à des
formes intérieures de Hγ et de I∗ = IHγ , la torsion étant donnée par une cochâıne à
valeurs dans I∗. De plus, quitte à changer γ dans sa classe de conjugaison stable, on
peut supposer I∗ quasi-déployé.

Démonstration. — On observe que Gδ = x−1Hγ x. Pour g ∈ Gδ on pose

h = x g x−1 ∈ Hγ ;

on a alors
xσ(g)x−1 = aσσ

∗(h) a−1
σ

mais a = cb avec b à valeurs dans le centre Zγ de G∗γ donc

xσ(g)x−1 = cσσ
∗(h) c−1

σ = σ∗
c (h)

et donc Gδ est isomorphe à Hγ muni de l’action de Galois tordue par la cochâıne c
(voir aussi [Ko1, Lemma 5.8]). Comme H est quasi-déployé, la dernière assertion du
lemme résulte de [Ko1, Lemma 3.3].

Corollaire 2.4.5. — Les groupes quotients Gδ/Iδ et Hγ/I∗ sont des F -groupes iso-
morphes.

Définition 2.4.6. — On dira que δ ∈ L(F ) est F -elliptique si le centralisateur (stable)
de sa norme est elliptique dans H .

Dire que δ est elliptique équivaut à demander que sa norme γ soit elliptique. Nous
allons maintenant donner des critères permettant d’affirmer qu’un γ semi-simple est
une norme.
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2.5. Image de la norme, cas local

Soit J∗ un F -sous-groupe réductif connexe θ-stable de G∗ : θ(J∗) = J∗ et contenant
l’image du centre Zθ de H . On considère l’ensemble croisé

[Zθ → J∗ ⇒ J∗]

où
J∗ ⇒ J∗

symbolise l’action de J∗ sur lui-même par θ-conjugaison. Pour simplifier, son ensemble
de 0-cohomologie

H0(F,Zθ → J∗ ⇒ J∗)

sera noté
H0(F ;Zθ, θ, J∗).

Rappelons que c’est l’ensemble des classes de triplets (t, a, z) où t ∈ J∗ et a est une
1-cochâıne à valeurs dans J∗ et z un 2-cocycle à valeurs dans Zθ satisfaisant les
conditions :

(1) σ∗(t) = a−1
σ t θ(aσ) ,

et

(2) ∂a = z .

La relation d’équivalence est définie par la θ-conjugaison sur t et des changements
compatibles des cochâıne a et z. L’application (t, a, z) �→ (a, z) induit une application

H0(F ;Zθ, θ, J∗)→ H1(F,Zθ → J∗)

que nous composerons avec l’application

H1(F,Zθ → J∗)→ H1(F,Zθ → G∗)

induite par l’inclusion. Nous noteronsA(F ; J, θ,G) l’ensemble des τ ∈ H0(F ;Zθ, θ, J∗)
dont l’image dansH1(F,Zθ → G∗) est l’image de [(u, z)] ∈ H1(F,Zθ → H) le cocycle
qui définit G0 comme forme intérieure de G∗

0 = H .

Lemme 2.5.1. — Soit τ ∈ A(F ; J, θ,G) représenté par un triplet (t, a, z) ; la classe de
θ-conjugaison de t sur la clôture algébrique contient un élément rationnel y ∈ G(F ).

Démonstration. — Le cocycle (a, z) a pour image (u, z) dans H1(F,Zθ → G∗), c’est-
à-dire qu’il existe x ∈ G tel que

aσ = x uσσ
∗(x)−1

pour tout σ ∈ Gal(F/F ). Posons

y = x−1t θ(x)

La propriété (1) se récrit
y = σ(y)
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et donc y ∈ G(F ) est θ-conjugué de t (sur la clôture algébrique).

Soit T un tore maximal θ-stable dans J∗ et soit Tsc son image réciproque dans
J∗
SC . Le complexe de groupes abéliens associé au diagramme commutatif

Tsc
f̃−→ Tsc

↓ ↓
Zθ → T

f−→ T

avec pour flèche f l’application t �→ t−1θ(t), est muni d’un morphisme dans l’ensemble
croisé en groupes

[[Zθ → J∗
ab]⇒ [J∗

ab]]

qui induit un isomorphisme en cohomologie. On calcule ainsi le groupe abélien intro-
duit en 1.8.1

H0
ab(F,Z

θ → J∗ ⇒ J∗)

que, pour simplifier, nous noterons

H0
ab(F ;Z

θ, θ, J∗) .

On suppose que le groupes des points fixes sous θ dans J∗ est un groupe réductif
quasi-connexe I∗ ; on dispose alors de

Hi
ab(F,Z

θ → I∗)

qui peut se calculer au moyen du complexe de groupes abéliens

[Zθ × T θ
sc → T θ]

quasi-isomorphe au module croisé

[Zθ → I∗ab] = [Zθ × I∗SC → I∗] .

On définit enfin
H0(F, (J∗

ab)θ)

au moyen du complexe de tores

(J∗
ab)θ = [(Tsc)θ → Tθ] .

L’objet ainsi défini dans la catégorie dérivée des complexes bornés de groupes diago-
nalisables est indépendant du choix de T . Il y a une application naturelle

H0
ab(F, J

∗)→ H0(F, (J∗
ab)θ)

notée
d �→ dθ .

Supposons maintenant que T est un tore maximal θ-stable dans G∗. On notera ηab
l’application de H0(F, Tθ) dans H0(F, (G∗

ab)θ) induite par le morphisme T → G∗.
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Proposition 2.5.2. — Soit F un corps local. Soit t ∈ T et d ∈ H0
ab(F,G

∗). Supposons
que

tθ ∈ Tθ(F ) = H0(F, Tθ) et ηab(tθ) = dθ .

On suppose que (Tsc)θ est un tore F -anisotrope et que l’application

H1(F,G∗)→ H1
ab(F,G

∗)

est injective. Alors il existe y ∈ G(F ) qui est θ-conjugué de t sur la clôture algébrique.

Démonstration. — Le triangle distingué

· · · → [Zθ → I∗ab][+1]→ [Zθ → J∗
ab ⇒ J∗

ab]→ [(J∗
ab)θ]→ [Zθ → I∗ab][+2]→ · · ·

pour J∗ = T et J∗ = G∗ et la flèche ηab fournissent un diagramme commutatif à
lignes exactes :

H1(F,Zθ → T θ) → H0(F ;Zθ, θ, T ) → H0(F, Tθ) → H2(F,Zθ → T θ)
↓ ↓ ↓ ↓

H1
ab(F,Z

θ → H) → H0
ab(F ;Z

θ, θ, G∗) → H0(F, (G∗
ab)θ) → H2

ab(F,Z
θ → H)

Le triangle distingué

· · · → [1→ 1→ G∗
ab]→ [Zθ → G∗

ab ⇒ G∗
ab]→ [Zθ → G∗

ab][+1]→ · · ·

nous fournit une suite exacte

(4) H0
ab(F,G

∗)→ H0
ab(F ;Z

θ, θ, G∗)→ H1
ab(F,Z

θ → G∗) .

Soit
d ∈ H0

ab(F,G
∗) .

Son image dθ dans H0(F, (G∗
ab)θ) est obtenue en composant les applications

d �→ δ �→ dθ ;

ici δ ∈ H0
ab(F ;Z

θ, θ, G∗) est l’image de d par la première des applications de la suite
(4), et dθ est l’image de δ par la flèche évidente du bas du diagramme commutatif
ci-dessus. L’image de dθ dans

H2
ab(F,Z

θ → H)

est donc triviale. Comme (Tsc)θ est F -anisotrope H2(F, (Tsc)θ) est trivial, d’après
1.5.1 ; ceci implique que l’application

H2(F,Zθ → T θ)→ H2
ab(F,Z

θ → H)

est injective. On en déduit qu’il existe τ dans H0(F ;Zθ, θ, T ) d’image tθ et ηab(τ) est
congru à δ modulo l’image de H1

ab(F,Z
θ → H) dans H0

ab(F ;Z
θ, θ, G∗). La trivialité

de H2(F, (Tsc)θ) implique aussi que l’application

H1(F,Zθ → T θ)→ H1
ab(F,Z

θ → H)
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est surjective. On peut donc choisir τ , dans l’image réciproque de tθ, de sorte que de
plus ηab(τ) soit égal au produit de δ par l’image de (u, z). L’image de τ dans

H1
ab(F,Z

θ → G∗)

est alors produit de l’image de d, obtenue en composant les applications du complexe
(4) ci-dessus et est donc triviale, par l’image de (u, z). Maintenant, par hypothèse

H1(F,G∗)→ H1
ab(F,G

∗)

est injective ; on en déduit, par dévissage, que l’application

H1(F,Zθ → G∗)→ H1
ab(F,Z

θ → G∗)

est aussi injective, et donc τ ∈ A(F ;T, θ,G). On conclut en invoquant 2.5.1.

On dispose d’une application norme sur les abélianisés induite par la norme sur les
tores.

Proposition 2.5.3. — Soit F un corps local et E/F une algèbre cyclique de degré �. Un
γ ∈ H(F ) elliptique est une norme si (et seulement si) son image dans H0

ab(F,H) est
une norme.

Démonstration. — Le cas E/F déployé est immédiat et on est ramené à traiter le cas
où E/F est une extension de corps. Soit S un tore elliptique dans H contenant γ. On
considère le tore T ⊂ G∗ obtenu par restriction des scalaires :

T = ResE/FS .

On a T θ � S. On remarque que l’application des co-invariants dans les invariants

Tθ → T θ

induite par la norme est un isomorphisme d’après 2.2.2. Donc il existe t ∈ T tel que

γ = tθ(t) · · · θ(−1(t)

et tθ ∈ Tθ(F ). Par hypothèse il existe d ∈ H0
ab(F,G

∗) dont la norme est l’image de γ
dans H0

ab(F,H) ce qui équivaut à dθ = ηab(tθ). L’application

H1(F,G∗)→ H1
ab(F,G

∗)

est bijective si F est non archimédien. Il en est de même si E = C les groupes de
cohomologie étant alors triviaux. Les hypothèses de la proposition 2.5.2 sont donc
satisfaites. On en déduit qu’il existe y ∈ G(F ) tel que

y = x−1t θ(x)

et donc
δ = y � θ ∈ L(F )

vérifie
x δ(x−1 = γ .
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La cochâıne aσ = xuσσ
∗(x)−1 est à valeurs dans T , qui est un sous-groupe connexe

du centralisateur de γ et donc γ est une norme de δ.

2.6. Image de la norme, cas global

Soit F un corps global. Considérons γ ∈ H(F ) semi-simple et soit δ ∈ L(AF )
admettant γ pour norme localement partout. Nous allons définir une obstruction
permettant de tester si δ admet un conjugué stable rationnel. Une telle obstruction
a d’abord été construite par Langlands [Lan2] lorsque θ = 1 et γ est régulier. Cette
construction a été reprise par Kottwitz dans [Ko4] et généralisée pour des γ généraux
dans [Ko5]. Elle est donnée pour le cas tordu avec γ fortement régulier dans [KS].
Nous allons traiter le cas des éléments semi-simples quelconques dans le cas tordu
(pour le changement de base).

Considérons γ ∈ H(F ) semi-simple. Soient I∗ le centralisateur stable de γ dans H
et J∗ son centralisateur stable dans G∗. Rappelons que l’on a noté Zγ le centre de
G∗γ et que Zγ ⊂ J∗. D’après 2.2.2 il existe t ∈ Zγ(F ), dans le centre de J∗(F ), avec

Nθt = γ

et on posera δ∗ = t � θ. Il existe une 1-cochâıne b à valeurs dans Zγ(F ) telle que

(1) σ∗(t) = b−1
σ t θ(bσ) soit encore σ∗(δ∗) = b−1

σ δ∗ bσ .

Son cobord z∗I = ∂b est à valeurs dans

Z∗
I (F ) := Zγ(F ) ∩ I∗(F )

qui est central dans I∗(F ).
Si γ est localement partout une norme de δ = y � θ ∈ L(AF ) il existe x ∈ G∗(AF )

tel que
x y θ(x)−1 = t soit encore xδ x−1 = δ∗

et tel que la 1-cochâıne

aσ = xuσ σ
∗(x)−1 = xσ(x)−1 uσ

soit à valeurs dans J∗(AF ). Son cobord z, est égal à celui de u et est à valeurs dans
Zθ(F ). On a

(2) σ∗(t) = a−1
σ t θ(aσ) soit encore σ∗(δ∗) = a−1

σ δ∗ aσ .

Compte tenu de (1) et (2), on voit que la 1-cochâıne

cσ = b−1
σ aσ

est à valeurs dans I∗(AF ) et que son cobord vaut z z−1
I∗ . Rappelons que l’on peut

supposer u et z image de cochâınes ũ et z̃ à valeurs dans G∗
sc et son centre Zsc

respectivement. Pour simplifier les notations on pose Z ′ = Z∗
I × Zsc. L’ensemble
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des cochâınes (x, ũ, b× c, z∗I × z̃) définit un 0-cocycle galoisien pour l’ensemble croisé
associé au diagramme

Z ′(F ) → G∗
SC(F )

↓ ↓
Zγ(F )× I∗(AF ) → G∗(AF )

que nous noterons Obs(AF ). On prendra garde qu’il ne s’agit pas ici d’un morphisme
de modules croisés, mais simplement d’un bi-complexe qui donne naissance à un
ensemble croisé car l’image de Z ′(F ) est centrale. Soit A une F -algèbre ; on note
Obsab(A) l’ensemble croisé associé au diagramme

Z ′(F )× I∗SC(A) → G∗
SC(A)

↓ ↓
Zγ(F )× I∗(A) → G∗(A)

On dispose donc d’un morphisme

H0(Γ,Obs(A))→ H0(Γ,Obsab(A))

que nous appellerons morphisme d’abélianisation ; en effet, comme on verra ci-dessous,
l’ensemble de cohomologieH0(Γ,Obsab(A)) peut être muni d’une structure de groupe
abélien.

Lemme 2.6.1. — Il existe un morphisme

Obsab : H0(Γ,Obsab(AF ))→ H0
ab(AF /F, I

∗\G∗)

qui rend exact la suite :

H0(Γ,Obsab(F ))→ H0(Γ,Obsab(AF ))→ H0
ab(AF /F, I

∗\G∗) .

Démonstration. — Soit S un tore maximal dans I∗ et T un tore maximal dans G∗

contenant l’image de S ; on note Ssc et Tsc leurs images réciproques dans les revête-
ments simplement connexes des groupes dérivés. On notera Obs

′
ab(A) le complexe de

groupes abéliens associé au diagramme commutatif

Z ′(F )× Ssc(A) → Tsc(A)
↓ ↓

Zγ(F )× S(A) → T (A)

On voit en invoquant 1.1.2, 1.6.1 et 1.6.8 que le morphisme

Obs
′
ab(A)→ Obsab(A)

est un quasi-isomorphisme et induit donc un isomorphisme en cohomologie

H0(Γ,Obs
′
ab(A)) = H0(Γ,Obsab(A))

lorsque A = F ou AF . De plus

H0(Γ,Obs
′
ab(F )\Obs

′
ab(AF )) = H0

ab(AF /F, I
∗\G∗)
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et donc on dispose d’une suite exacte

H0(Γ,Obsab(F ))→ H0(Γ,Obsab(AF ))→ H0
ab(AF /F, I

∗\G∗) .

Par composition du morphisme d’abélianisation et de Obsab on obtient une appli-
cation

Obs : H0(Γ,Obs(AF ))→ H0
ab(AF /F, I

∗\G∗) .

On notera I le foncteur à valeurs dans les complexes de groupes

A �→ I(A) = [Z ′(F )→ I∗(A)× Zγ(F )]

où A est une F -algèbre.

Lemme 2.6.2. — L’application

H0(Γ,Obs(AF ))→ H1(Γ, I(AF ))

envoie le noyau de Obs dans l’image de H1(Γ, I(F )).

Démonstration. — La proposition 1.6.13 fournit une suite exacte

H1(Γ, I(F ))→ H1(Γ, I(AF ))→ H1
ab(AF /F, I

∗) .

Par ailleurs, on dispose d’un diagramme commutatif

H0(Γ,Obs(AF )) → H1(Γ, I(AF ))
↓ ↓

H0
ab(AF /F, I

∗\G∗) → H1
ab(AF /F, I

∗)

et le lemme en résulte.

Considérons l’ensemble des quintuples (x, u, b × c, z′) associés à δ ∈ L(AF ) ayant
partout localement pour norme γ ∈ H(F ). Chaque quintuple (x, u, b × c, z′) définit
une classe dans H0(Γ,Obs(AF )). L’image dans H0

ab(AF /F, I
∗\G∗) ne dépend que

de γ et x. L’image de cet ensemble de classes sera notée Obsγ(δ). Son image dans
E(I∗, G∗;AF /F ) sera notée obsγ(δ). On observera que si le centralisateur stable et le
centralisateur cöıncident, Obsγ(δ) contient un seul élément.

Théorème 2.6.3. — Soit γ ∈ H(F ) semi-simple et soit δ ∈ L(AF ) qui admet γ loca-
lement partout comme norme. L’obstruction obsγ(δ) contient la classe triviale si et
seulement si il existe δ1 ∈ L(F ) qui est G(AF )-conjugué à δ.

Démonstration. — Si δ est rationnel on peut choisir x ∈ G(F ) et on a 1 ∈ Obsγ(δ).
On rappelle que le groupe

E(I∗, G∗;AF /F )

est le quotient du groupe
H0

ab(AF /F, I
∗\G∗)
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par l’image de H0
ab(AF , G

∗) et donc obsγ(δ) contient la classe triviale, s’il existe
δ1 ∈ L(F ) qui est G(AF )-conjugué à δ. Réciproquement, supposons 1 ∈ obsγ(δ). Il
existe donc un x tel que δ = x−1δ∗ x qui détermine un quintuple de cochâınes repré-
sentant une classe dans H0(Γ,Obs(AF )) d’image triviale dans dans E(I∗, G∗;AF /F ).
Observons que si on modifie le choix de x par un élément y de I∗(AF ) à droite, et
corrélativement la valeur de c :

x �→ xy et cσ �→ y cσ σ
∗(y) ,

mais sans modifier les valeurs de u, b et z (ce qui est possible puisque b centralise I∗

et que z est central), on ne change pas la classe dans H0(Γ,Obs(AF )). On voit alors
que, compte tenu de 2.6.2, et quitte à modifier le choix de x, on peut supposer que la
cochâıne c est à valeurs dans I∗(F ). Avec ce choix a donc

xuσ σ
∗(x)−1 = aσ

avec
aσ = bσ cσ ∈ G∗(F ) .

On rappelle que u est l’image d’une cochâıne ũ à valeurs dans G∗
SC ; on en déduit que

le couple (a, z̃), où z̃ est le bord de ũ, définit une classe dans ker1ab(F,G∗). En faisant
varier x modulo I∗(AF ) et c comme ci-dessus mais, en supposant maintenant que de
plus y ∈ I∗(AF ) est tel que

y cσ σ
∗(y)−1 ∈ I∗(F ) ,

on modifie la cochâıne a comme suit

aσ �→ dσ aσ avec dσ = y cσ σ
∗(y)−1 c−1

σ = y σ∗
c (y)

−1 .

On peut ainsi translater la classe de (a, z̃) par l’image d’un élément quelconque de
ker1(F, I ′) où I ′ est la forme intérieure de I∗ définie par c. On rappelle que d’après
1.6.11 ker1(F, I ′) s’envoie surjectivement sur ker1ab(F, I∗) ; on en conclut qu’en modi-
fiant le choix de x, la classe de (a, z̃) parcourt une orbite sous ker1ab(F, I

∗) dans
ker1ab(F,G∗). Mais, par hypothèse, l’image de (a, z̃) dans E(I,G;AF /F ) est triviale.
La première suite exacte de 1.8.4 montre alors que cette classe dans ker1ab(F,G

∗)
provient de ker1ab(F, I

∗). Les remarques ci-dessus montrent que l’on peut choisir x de
sorte que la classe de (a, z̃) dans ker1ab(F,G∗) soit triviale. Comme le cocycle (u, z) est
celui définissant G comme forme intérieure, les équations ci-dessus peuvent se récrire

xσ(x)−1 = eσ

avec
eσ = bσ cσ u

−1
σ ∈ G(F ) .

Compte tenu de 1.6.11, et puisque G∗ est connexe, on voit que la classe de e dans
ker1(F,G) est triviale, puisque son image dans ker1ab(F,G

∗) l’est. Ceci revient à dire
qu’il existe x′ ∈ G(F ) tel que

x′ σ(x′)−1 = eσ
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et nécessairement x = x′ x1 avec x1 ∈ G(AF ). Posons

δ1 = x1δ x
−1
1

c’est un élément de L(AF ) ; par ailleurs

δ1 = x′
−1

δ∗ x′

on a donc aussi δ1 ∈ L(F ). Comme

L(AF ) ∩ L(F ) = L(F )

on en déduit que δ est G(AF )-conjugué à δ1 ∈ L(F ).

Remarque. — La construction de l’obstruction se généralise en remplaçant G∗
0 par

une autre forme intérieure G′
0, à condition d’utiliser le cocycle (u′, z′) qui définit G0

comme forme de G′
0 en lieu et place de (u, z). La définition de la norme est, à cela

près, identique. On observera que le fait que G∗
0 = H est quasi-déployé n’est pas utilisé

dans la preuve du théorème ci-dessus. On obtient ainsi une obstruction à l’existence
d’un δ0 ∈ L(F ) stablement conjugué à δ ∈ L(AF ) admettant γ′ ∈ G′

0(F ) comme
norme localement partout. Cependant, on notera que si G′

0 n’est pas quasi-déployé,
on ne dispose pas de l’analogue du théorème d’existence 2.4.2, et il n’est pas clair que
tout δ ∈ L(F ) admette une norme γ′ ∈ G′

0(F ) ; on doit tenir compte de l’obstruction
pour la norme entre G′

0 et H .

Pour conclure cette section, nous allons montrer que le groupe dans lequel l’obstruc-
tion définie ci-dessus prend ses valeurs, cöıncide avec celui que Kottwitz et Shelstad
utilisent dans [KS].

Soit δ ∈ L(AF ) qui admet localement partout γ ∈ H(F ) semi-simple et fortement
régulier comme norme. Soit T le centralisateur de γ dans G∗. Le centralisateur stable
I∗ de γ dans H n’est autre que T θ. Il existe t ∈ T tel que Nθ(t) = γ, et t définit un
point rationnel du groupe U = Tθ des θ-coinvariants de T . C’est l’image de t dans
U = Tθ qui est appelée norme abstraite dans [KS]. Kottwitz et Shelstad posent

V = f(T )

avec
f : t �→ t θ(t)−1 .

On remarque que I∗ = ker f . Ils introduisent le complexe

[Tsc → V ]

avec pour flèche la composition de l’application naturelle Tsc → T avec f . L’obstruc-
tion construite par Kottwitz et Shelstad est à valeurs dans le groupe de cohomologie

H1
KS(AF /F, Tsc → V ) .

Nous avons mis ‘KS’ en indice pour rappeler qu’ils considèrent [Tsc → V ] comme
un complexe en degrés cohomologiques 0 et 1. Avec nos conventions on placerait ce
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complexe en degrés homologiques 1 et 0 et c’est le groupe de 0-cohomologie que nous
considérerions. Le morphisme de complexes

[Tsc ⊕ ker f → T ]→ [Tsc → V ]

est un quasi-isomorphisme. Le complexe

[Tsc ⊕ I∗ → T ]

est quasi-isomorphe à l’abélianisé de I∗\G∗. Comme I∗ = ker f , et compte tenu du
décalage de degrés, dû à la différence des conventions, on dispose d’un isomorphisme

H1
KS(AF /F, Tsc → V )→ H0

ab(AF /F, I
∗\G∗) .

On en déduit que notre K(I∗, G∗;F ) n’est autre que le groupe K(T, θ, F ) de [KS]. On
dispose d’isomorphismes analogues dans le cas local. Ces isomorphismes fournissent
la traduction entre nos constructions et celles de [KS].

2.7. Intégrales orbitales et intégrales κ-orbitales

Soit F un corps local et soit δ ∈ L(F ) semi-simple. Nous noterons

e(δ) = e(Iδ)

le signe de Kottwitz pour le centralisateur stable de δ (cf. 1.7.1). Pour simplifier les
notations nous posons

I = Iδ .

Pour x ∈ G on pose
δx = x−1δ x .

La classe de conjugaison de δ sous G(F ) est paramétrée par Gδ(F )\G(F ) ; toutefois il
apparait plus commode de définir les intégrales orbitales en utilisant le centralisateur
stable : on pose pour φ ∈ C∞c (L(F ))

ΦG(F )(δ, φ) =
∫
I(F )\G(F )

φ(x−1δx) dẋ =
∫
I(F )\G(F )

φ(δx) dẋ.

Nous pouvons tordre les intégrales orbitales par des caractères : si ω est un caractère
du groupe localement compact H0

ab(F,G) trivial sur H0
ab(F, I) l’intégrale orbitale

tordue par ω est définie par

ΦG(F ),ω(δ, φ) =
∫
I(F )\G(F )

ω(x)φ(δx) dẋ.

On rappelle que si x ∈ G définit une classe ẋ dans H0(F, I\G), c’est-à-dire si
xσ(x)−1 ∈ I pour tout σ, alors δx est un élément de L(F ). En d’autres termes
l’application

x �→ δx

induit une flèche
H0(F, I\G)→ L(F ) .
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Le choix de formes différentielles de degré maximal, invariantes par translation sur les
groupes G et I, permet de définir des mesures de Haar sur G(F ) et I(F ) ainsi que sur
les formes intérieures I ′(F ), et on dispose alors d’une mesure sur H0(F, I\G). On a
noté K(I,G;F ) le dual de Pontryagin de l’abélianiséH0

ab(F, I\G). Soit κ ∈ K(I,G;F ),
on notera

〈κ, ẋ〉
la valeur du caractère κ sur l’image de ẋ ∈ H0(F, I\G) dans H0

ab(F, I\G) via la flèche
d’abélianisation. On définit alors une intégrale κ-orbitale en posant :

Φκ
G(F )(δ, φ) =

∫
H0(F,I\G)

〈κ, ẋ〉 e(δx)φ(δx) dẋ .

C’est une combinaison linéaire finie d’intégrales orbitales. Soit x définissant une classe
ẋ ∈ H0(F, I\G), on notera [x] sa classe dans D(Iδ, G;F ) ; en choisissant un ensemble
de représentants des classes dans D(Iδ, G;F ) on a

Φκ
G(F )(δ, φ) =

∑
[x]∈D(Iδ,G;F )

e(δx) 〈κ, ẋ〉ΦG(F ),ω(κ)(δx, φ)

où ω(κ) est le caractère deH0
ab(F,G) induit par κ. On appelle intégrale orbitale stable

l’intégrale κ-orbitale pour κ = 1 :

Φ1
G(F )(δ, φ) =

∫
H0(F,I\G)

e(δx)φ(δx) dẋ.

Soient F un corps global et δ un élément semi-simple dans L(F ). On suppose
désormais que le centralisateur stable I est connexe. On fixe un caractère ω de
H0

ab(AF /F,G). Ce caractère définit un caractère de G(AF ) = H0(AF , G) trivial sur
G(F ) =H0(F,G). On définit une intégrale orbitale adélique en posant

ΦG(AF ),ω(δ, φ) =
∫
I(AF )\G(AF )

ω(x)φ(δx) dẋ.

On a
ΦG(AF ),ω(δ, φ) =

∏
v

ΦG(Fv),ω(δ, φv) .

Lemme 2.7.1. — Pour presque toute place v, si δ ′ ∈ L(Ov) est stablement conjugué à
δ, il existe x ∈ G(Ov) avec

δ′ = x−1δ x .

Démonstration. — C’est une généralisation immédiate de la proposition 7.1 de [Ko5].

Soit κ ∈ K(I,G;F ) le dual de Pontryagin deH0
ab(AF /F, I\G). On note {κv} l’image

de κ par l’application de localisation. Les intégrales κ-orbitales globales sont définies
comme produit :

Φκ
G(AF )(δ, φ) =

∏
v

Φκv

G(Fv)
(δ, φv) .
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Le produit est convergent car il résulte de 2.7.1 que, pour presque toute place v,

Φκv

G(Fv)
(δ, φv) =

∫
I(Ov)\G(Ov)

e(δx) 〈κv, ẋ〉 φv(δx) dẋ = 1 .

Comme on a supposé que I est connexe, 1.4.1 montre que pour presque toute place v

H0(Ov, I\G) = (I\G)(Ov) = I(Ov)\G(Ov) .

Par définition de la cohomologie adélique comme produit restreint, et compte tenu de
la loi de réciprocité pour le signe de Kottwitz 1.7.2, on a donc :

Φκ
G(AF )(δ, φ) =

∫
H0(AF ,I\G)

〈κ, ẋ〉 φ(δx) dẋ .

Nous nous restreignons désormais au cadre du changement de base. Nous avons
déjà défini des intégrales κ-orbitales pour des éléments semi-simples δ ∈ L(F ). Nous
allons maintenant étendre cette définition de façon à prendre en compte les δ ∈ L(AF )
qui ont localement partout γ ∈ H(F ) comme norme.

Soit γ ∈ H(F ), on lui associe, dans les notations de la section précédente, δ∗ ∈ L(F )
et une cochâıne bσ à valeurs dans Zγ(F ). On notera

A(AF ; δ∗, L)

l’ensemble des classes modulo I∗(AF ) des x ∈ G(AF ) avec

x−1δ∗ x ∈ L(AF ) et xuσσ
∗(x)−1 = aσ

tel que cσ = b−1
σ aσ soit à valeurs dans I∗(AF ).

Soit ẋ ∈ A(AF ; δ∗, L) ; on lui associe δ = x−1δ∗ x ∈ L(AF ). On note Iv les centra-
lisateurs stables des δv ∈ L(Fv). Ce sont des formes intérieures de I∗ le centralisateur
stable de γ. L’application

y �→ xy

induit une bijection du produit ∏
v

H0(Fv, Iv\Gv)

sur l’ensemble A(AF ; δ∗, L). L’ensemble A(AF ; δ∗, L) est ainsi muni d’une mesure. On
dispose d’une flèche

A(AF ; δ∗, L)→ H0(Γ,Obs(AF ))

et par composition avec l’obstruction on obtient une flèche

A(AF ; δ∗, L)→ H0
ab(AF /F, I

∗\G∗) ,

ce qui définit un accouplement entre A(AF ; δ∗, L) et K(I∗, G∗;F ) :

(κ, ẋ) �→ 〈κ, ẋ〉 .

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 1999



70 CHAPITRE 2. CONJUGAISON STABLE, INTÉGRALES ORBITALES ET NORME

Lemme 2.7.2. — Soit κ ∈ K(I∗, G∗;F ). L’intégrale∫
A(AF ;δ∗,L)

〈κ, ẋ〉 e(x−1I∗ x)φ(x−1δ∗ x) dẋ

où
e(x−1I∗ x) =

∏
v

e(x−1
v I∗ xv)

ne dépend que de γ.

Démonstration. — Un choix différent de δ∗ et b conduit à un ensemble A(AF ; δ∗, L)
isomorphe, l’isomorphisme étant induit par une translation sur x par un z ∈ Zγ(F )
et l’intégrale est invariante par ce changement de variable.

On définit une intégrale κ-orbitale globale en posant

ΦG(AF )(γ, κ;φ) =
∫

A(AF ;δ∗,L)

〈κ, ẋ〉 e(x−1I∗ x)φ(x−1δ∗ x) dẋ .

On observera que
ΦG(AF )(γ, κ;φ) = 0

si γ n’est pas localement partout une norme d’un δ ∈ L(AF ), car dans ce cas l’ensemble
A(AF ; δ∗, L) est vide. Lorsque A(AF ; δ∗, L) est non vide, un tel δ existe et on peut,
modulo le choix d’un x ∈ A(AF ; δ∗, L) et compte tenu de 2.7.1, exprimer l’intégrale
κ-orbitale globale comme un produit :

ΦG(AF )(γ, κ;φ) =
∏
v

∫
H0(Fv ,Iv\Gv)

〈κv, ˙xvyv〉 e(y−1
v Iv yv)φv(y−1

v δvyv) dẏ .

Ceci peut encore s’écrire

ΦG(AF )(γ, κ;φ) = 〈κ, ẋ〉
∏
v

Φκv

G(Fv)
(δv, φv) .

Pour δ ∈ L(F ) on peut choisir x ∈ G(F ) et on a donc

ΦG(AF )(γ, κ;φ) = Φκ
G(AF )(δ, φ) .

Proposition 2.7.3. — On note K(I∗, G∗;F )1 le dual de E(I∗, G∗;AF /F ). Si γ n’est pas
la norme d’un δ rationnel, la somme sur K(I∗, G∗;F )1 des intégrales κ-orbitales est
nulle : ∑

κ1∈K(I∗,G∗;F )1

ΦG(AF )(γ, κκ1;φ) = 0 .

Démonstration. — D’après 2.6.3, si γ n’est pas la norme d’un δ rationnel, alors tout
x ∈ A(AF ; δ∗, L) a une image non triviale dans E(I∗, G∗;AF /F ) et donc∑

κ∈K(I∗,G∗;F )1

〈κ1, ẋ〉 = 0 .
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CHAPITRE 3

TRANSFERT LOCAL

Dans ce chapitre F est un corps local de caractéristique zéro. Nous nous plaçons
dans le cadre du changement de base : on considère une algèbre cyclique E/F de
groupe de Galois Θ engendré par θ et un groupe G obtenu par restriction des scalaires
de E à F à partir de G0 et on pose L = G � θ. Dans une première section nous
établissons un résultat de descente, puis nous étudions le transfert endoscopique entre
G(F ) et H(F ).

3.1. Conjugaison au voisinage d’éléments semi-simples

Soit δ0 ∈ L(F ) un élément semi-simple. Pour simplifier les notations, dans ce qui
suit nous désignerons par M la composante neutre du centralisateur de δ0 dans G et
M+ ce centralisateur (i.e. M = (Gδ0)0 et M+ = Gδ0).

Lemme 3.1.1. — Il existe une sous-variété analytique Y dans G(F ), symétrique (i.e.
y ∈ Y ⇐⇒ y−1 ∈ Y ) et un voisinage V de 1 dans M(F ) tels que :
(i) L’application

Y × V −→ L(F )
(y,m) �−→ y−1mδ0y

est un difféomorphisme de Y × V sur un voisinage W =W(Y,V) de δ0 dans L(F ).
(ii) Soit y ∈ Y , alors y−1mδ0y ∈ W avec m ∈M(F ) implique m ∈ V. En particulier

M(F )δ0 ∩W = Vδ0 .

Démonstration. — Choisissons un supplémentaire y de

m = Lie M(F )

dans g = Lie G(F ) :

g = y⊕m .
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Considérons la sous-variété analytique Y = ExpO image par l’exponentielle d’un
voisinage ouvert symétrique O de 0 dans y. La différentielle de l’application

Y ×M(F ) −→ L(F )
(y,m) �−→ y−1mδ0y

a pour jacobien au point (1, 1)

DL
M (δ0) = det(1−Ad(δ0) | g/m)

qui est non nul par définition de M(F ). L’image est donc un voisinage et l’assertion
(i) est vraie si O assez petit. Fixons Y1 et V1 assez petits de sorte que l’assertion (i)
soit vraie. Si Y ⊂ Y1 et V ⊂ V1 sont choisis assez petits (relativement compacts) et si

W =W(Y,V)

est l’image de Y × V , on peut supposer que

M(F )δ0 ∩ yWy−1 ⊂ V1δ0
pour tout y ∈ Y , puisque M(F ) est un sous-groupe fermé et que donc sa topologie est
la topologie induite par celle de G(F ). Donc y−1mδ0y ∈ W avec m ∈M(F ) implique
m ∈ V1. On déduit de (i), l’unicité de l’écriture x = y−1mδ0y, pour x ∈ W(Y1,V1)
avec y ∈ Y1 etm ∈ V1. Donc y−1mδ0y ∈ W avecm ∈ V1 et y ∈ Y impliquem ∈ V .

Lemme 3.1.2. — Soient M un groupe réductif connexe et T un tore maximal definis
sur F . Soit V un voisinage de 1 dans T (F ). Il existe un voisinage U de 1 dans M(F )
tel que si t ∈ T (F ) a un conjugué dans U , alors t ∈ V.

Démonstration. — On suppose que

m−1t m ∈ U

pour un m ∈M(F ). Soit F1 une extension finie de F qui déploie T et soit P = TN un
sous-groupe parabolique minimal de M/F1, alors la décomposition d’Iwasawa permet
d’écrire m = ank avec a ∈ T (F1), n ∈ N(F1) et k dans un sous-groupe compact K
de M(F1), et donc

t n1 ∈ UK

avec n1 ∈ N(F1) et
UK =

∐
k∈K

kU k−1 .

Comme K est compact, on voit que si U est assez petit on a

tn1 ∈ UK ∩ T (F )N(F1) ⊂ V ·N(F1) .

Les classes de conjugaison de tores maximaux sont en nombre fini dans M(F )
(puisque F est de caractéristique zéro) ; notons {Ti}i∈I un ensemble de représentants
et soient Vi des voisinages de 1 dans Ti.
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Lemme 3.1.3. — Soit W ⊂ L(F ) un voisinage relativement compact de δ0. Si les
voisinages Vi sont assez petits, il existe un compact Ω ⊂ G(F ) tel que

x−1tδ0x ∈ W

et t ∈ Vi implique x ∈M(F )Ω.

Démonstration. — Il s’agit d’un résultat classique dans le cas des groupes connexes ;
dans le cadre des groupes non connexes (ou de la conjugaison tordue) c’est le lemme
2.1 de [Ar1].

Nous choisissons désormais des voisinages Vi de sorte que la conclusion du lemme
ci-dessus soit vraie.

Lemme 3.1.4. — Soit V un voisinage ouvert de 1 dans M(F ) et soient m et m′ dans
V. Supposons que δ = mδ0 et δ′ = m′δ0 sont semi-simples. Supposons V assez petit,
et soit x ∈ G(F ) tel que

x−1δx = δ′ .

Alors x ∈M+(F ).

Démonstration. — Il résulte du lemme 3.1.2, qu’à conjugaison près sous M(F ), on
peut supposer

m = t ∈ Vi ⊂ Ti

et
m′ = t′ ∈ Vj ⊂ Tj

si V est assez petit. On suppose que

tδ0 = x−1t′δ0x ∈ W

pour un x ∈ G(F ). Il résulte du lemme de compacité 3.1.3 que x ∈M(F )Ω où Ω est
un compact indépendant de t et t′. Par ailleurs, supposons que de plus x = my ∈
M+(F )Y , on voit alors que

ytδ0y
−1 = m−1t′mδ0 = m′′δ0 .

D’après 3.1.1 (ii), ceci impose m′′ ∈ V et donc, d’après 3.1.1 (i), y = 1 et t = m′′ =
m−1t′m, ce qu’on souhaitait démontrer. Supposons l’assertion en défaut, en particulier
supposons x /∈M+(F )Y . On pourrait alors trouver des suites tn ∈ Vi et t′n ∈ Vj avec

lim tn = lim t′n = 1

et
tnδ0 = x−1

n t′nδ0xn

avec xn = mnzn où mn ∈M(F ) et zn ∈ Ω′ un compact tel que

Ω′ ∩M+(F ) = ∅ .

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 1999



74 CHAPITRE 3. TRANSFERT LOCAL

Par compacité de Ω′, quitte à extraire des sous-suites, on en déduit l’existence d’un
z ∈ Ω′ et d’un m0 ∈M(F ) tels que

δ0 = z−1m0δ0z

et
m0 = limm−1

n tnmn .

Mais lim tn = 1 et donc m0 est unipotent. L’unicité de la décomposition de Jordan
implique m0 = 1 et donc z ∈ Ω′ ∩M+(F ) ce qui est absurde.

Corollaire 3.1.5. — Sous les mêmes hypothèse,
(i) Si δ = τδ0 on a IGδ = IMτ .
(ii) Si δ et δ′ sont conjugués sous G(F ), alors m et m′ sont conjugués sous M+(F ).
(iii) Si δ et δ′ sont G-stablement conjugués, alors m et m′ sont M+-stablement conju-
gués.

Démonstration. — Le lemme 3.1.4 montre que le centralisateur de δ dans G est le
centralisateur de τ dans M+ ; leurs composantes neutres sont donc égales, ce qui
prouve (i). L’assertion (ii) résulte aussi immédiatement du même lemme. Pour établir
(iii) on remarque que deux éléments δ = mδ0 et δ′ = m′δ0 sont G-stablement conju-
gués s’ils le sont par un x ∈ G(F1) avec F1 une extension finie de F . On déduit de
(ii), que si m et m′ sont assez voisins de 1 alors x ∈ M+(F1) et donc m et m′ sont
M+(F ) conjugués ; on conclut en invoquant (i).

Corollaire 3.1.6. — Supposons Y ⊂ U où U est un voisinage ouvert de 1 dans G(F ).
Si les voisinages U et V sont assez petits, alors tout

x−1mδ0x ∈ W(Y,V)
avec x ∈ G(F ) et m ∈ V semi-simple, est tel que x ∈M+(F )U .

Démonstration. — Par hypothèse, et compte tenu de 3.1.1 on a

x−1mδ0x = y−1m′δ0y

avec y ∈ Y et m′ ∈ V ; maintenant 3.1.4 montre que nécessairement xy−1 ∈ M+(F ).

Proposition 3.1.7. — Soient V un voisinage ouvert de 1 dans M(F ) etW un voisinage
de δ0.
(i) Soit φ ∈ C∞c (L(F )) à support dans W. Si les voisinages sont assez petits, il existe
une fonction ψ ∈ C∞c (M(F )) à support dans V telle que si l’orbite de δ rencontre W
et est semi-simple régulier, alors

δ = x−1τδ0x

avec τ ∈M(F ) et x ∈ G(F ) et

ΦG(F )(δ, φ) = ΦM+(F )(τ, ψ) .
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De plus,

Φ1
G(F )(δ, φ) = Φ1

M+(F )(τ, ψ)

si τδ0 est stablement conjugué à δ.
(ii) Réciproquement, soit ψ ∈ C∞c (M(F )), à support dans un voisinage V assez petit
de 1, il existe une fonction φ ∈ C∞c (L(F )) à support dans W et vérifiant les identités
ci-dessus.

Démonstration. — Soit µ la mesure sur la variété Y image réciproque de la mesure
invariante sur M(F )\G(F ). Supposons φ donné, et posons pour τ ∈M(F ) :

ψ(τ) = (IY φ)(τ) =
∫
Y

φ(y−1τδ0 y)dµ(y).

D’après 3.1.1 (ii), c’est une fonction lisse sur M(F ) à support dans V . Étant donné
δ semi-simple assez proche de δ0 l’existence de τ ∈ V tel que δ = x−1τδ0x résulte du
lemme 3.1.1, on observe qu’alors IGδ = IMτ , et on a

ΦG(F )(δ, φ) =
∫
M+(F )\G(F )

dẋ

∫
IG

δ (F )\M+(F )

φ(x−1m−1τδ0mx)dṁ

avec τ ∈ V . Compte tenu de 3.1.6 ceci peut s’écrire

ΦG(F )(δ, φ) =
∫
Y

dµ(y)
∫
IM

τ (F )\M+(F )

φ(y−1m−1τmδ0y)dṁ

et en intervertissant les intégrales on obtient

ΦG(F )(δ, φ) = ΦM+(F )(τ, IY φ) .

L’assertion sur les intégrales stables résulte alors du lemme 3.1.5 (iii). Ceci achève la
preuve de (i). Réciproquement, étant donné ψ à support dans V , on remarque que
tout δ ∈ W s’écrit de façon unique

δ = y−1τδ0y

avec y ∈ Y et τ ∈ V et on pose

(Jβψ)(δ) = β(y)ψ(τ)

avec β ∈ C∞c (Y ) et telle que ∫
Y

β(y)dµ(y) = 1 .

Pour conclure, on remarque que

IY J
βψ = ψ .
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3.2. Définition du transfert

On dit que les fonctions φ ∈ C∞c (L(F )) et f ∈ C∞c (H(F )) sont associées si leurs
intégrales orbitales semi-simples stables sont compatibles avec la norme c’est-à-dire si
pour tout δ ∈ L(F ) avec norme γ ∈ H(F ) semi-simple on a

Φ1
H(F )(γ, f) = Φ1

G(F )(δ, φ)

et si de plus
Φ1
H(F )(γ, f) = 0

pour tout γ semi-simple qui n’est pas une norme. Ceci peut encore s’écrire

Φ1
H(F )(γ, f) =

∑
δ

∆1(γ, δ)Φ1
G(F )(δ, φ)

où la somme porte sur les classes de conjugaison stable et où ∆1(γ, δ) vaut 1 si γ est
une norme de δ et 0 sinon.

On sait [Clo2, proposition 7.2] qu’il suffit de vérifier cette égalité pour les éléments
réguliers.

Définition 3.2.1. — Nous dirons que le transfert (stable) est possible entre L(F ) et
H(F ) si pour toute φ ∈ C∞c (L(F )) il existe f ∈ C∞c (H(F )) qui lui est associée. Nous
dirons que le transfert réciproque est possible si pour toute f ∈ C∞c (H(F )) telle que

Φ1
H(F )(γ, f) = 0

pour tout γ semi-simple qui n’est pas une norme, alors il existe φ ∈ C∞c (L(F )) qui lui
est associée.

Lemme 3.2.2. — Soient φ et f associées.

〈1, φ〉 =
∫
L(F )

φ(x′) dx′ =
∫
H(F )

f(x) dx = 〈1, f〉 .

Démonstration. — Soit T un ensemble de représentants des classes de conjugaison
stable de tores maximaux dans H(F ). La formule de Weyl peut s’écrire

〈1, f〉 =
∫
H(F )

f(x) dx =
∑
T∈T

w(T, F )−1

∫
T (F )

Φ1
H(F )(t, f) |DH

T (t)|F dt

où w(T, F ) est le nombre de conjugués stables dans T (F ) d’un même élément for-
tement régulier γ : c’est l’ordre du sous-groupe W (T, F ) des w ∈ W (T ), le groupe
de Weyl absolu de T , qui commutent avec le groupe de Galois. Soit T ′ un ensemble
de représentants des classes de conjugaison stable de ‘tores maximaux’ dans L(F ).
On appelle ainsi, suivant Arthur [Ar1], les centralisateurs dans L(F ) des éléments
semi-simples fortement réguliers δ ∈ L(F ) ; ce sont des translatés de tores de G(F )
stablement conjugués de tores maximaux de H(F ). De façon similaire on a

〈1, φ〉 =
∫
L(F )

φ(x′) dx′ =
∑

T ′∈T ′

w(T ′, F )−1

∫
T ′(F )

Φ1
G(F )(t

′, φ) |DL
T ′(t′)|F dt′ .
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Considérons un couple d’éléments semi-simples fortement réguliers δ ∈ L(F ) et γ ∈
H(F ), où γ est une norme de δ. Soit T = IHγ et T ′ = δ.Iδ. Alors u = tγ est une norme
de u′ = t′.δ si ϕ(t′) = t( où ϕ est l’isomorphisme Iδ → IHγ et

dµ′(u′) = |DL
T ′(u′)|F du′ = |DL

T ′(t′.δ)|F dt′ = |DH
T (t.γ)|F dt = |DH

T (u)|F du = dµ(u)

(cf. [AC, chap. 2, lemma 1.1, p. 80]). L’élévation à la puissance � est un isomorphisme
entre voisinages de 1 bien choisis dans T (F ) et donc la norme induit, pour un voisinage
U ′ de δ dans T ′(F ) et un voisinage U de γ dans T (F ) bien choisis, un isomorphisme
entre espaces mesurés (U ′, µ′|U ′) et (U, µ|U ). On conclut que

〈1, φ〉 = 〈1, f〉

en invoquant 2.4.3.

Soit κ ∈ K(H,G∗;F ) et supposons qu’il existe un caractère κ̃ de G(F ) tel que si
κ̃L est la fonction sur L(F ) définie par translation du caractère κ̃ alors

κ̃L(δx) = κ̃L(δ)〈κ, ẋ〉 .

On pose

∆κ̃(γ, δ) = κ̃L(δ)∆1(γ, δ)

On observera que pour φ ∈ C∞c (L(F )) la fonction

δ �→ ∆κ̃(γ, δ)Φκ
G(F )(δ, φ)

est constante sur les classes de conjugaison stable.
On dira que le κ-transfert entre L(F ) et H(F ) est possible pour κ ∈ K(H,G∗;F )

si il existe un caractère κ̃ comme ci-dessus et si pour toute φ ∈ C∞c (L(F )), il existe
une fonction fκ̃ ∈ C∞c (H(F )) tels que

Φ1
H(F )(γ, fκ̃) =

∑
δ

∆κ̃(γ, δ)Φκ
G(F )(δ, φ) .

Le facteur ∆κ̃ est un facteur de transfert pour H et κ̃. Bien entendu, en général κ
ne détermine pas le facteur de transfert de façon unique.

Proposition 3.2.3. — Supposons que Gder est simplement connexe. Si le transfert
stable est possible entre L(F ) et H(F ), alors le κ-transfert est possible pour tout
κ ∈ K(H,G∗;F ).

Démonstration. — L’application

x �→ x−1 θ(x)

induit un homomorphisme

H0
ab(F,H\G∗)→ H0

ab(F,G
∗) .
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Le lecteur se convaincra que cet homomorphisme est injectif si Gder est simplement
connexe. Considérons un caractère κ ∈ K(H,G∗;F ) obtenu par composition d’un
caractère κ̃ de H0

ab(F,G
∗) avec l’homomorphisme

H0
ab(F,H\G∗)→ H0

ab(F,G
∗) .

Pour tout κ ∈ K(H,G∗;F ) un tel κ̃ existe toujours si l’homomorphisme est injectif.
Compte tenu de l’isomorphisme H0

ab(F,G) = H0
ab(F,G

∗) et du morphisme d’abélia-
nisation on obtient un caractère de G(F ) encore noté κ̃ et une fonction κ̃L sur L(F )
telle que

κ̃L(δx) = κ̃L(δ)〈κ, ẋ〉 .
Soit φ ∈ C∞c (L(F )) ; on a aussi κ̃Lφ ∈ C∞c (L(F )) et

Φ1
G(F )(δ, κ̃Lφ) = κ̃L(δ)Φκ

G(F )(δ, φ) .

Supposons que le transfert stable est possible entre L(F ) etH(F ). Soit fκ̃ une fonction
sur H(F ) associée à κ̃Lφ c’est-à-dire telle que

Φ1
H(F )(γ, fκ̃) =

∑
δ

∆1(γ, δ)Φ1
G(F )(δ, κ̃Lφ)

on aura
Φ1
H(F )(γ, fκ̃) =

∑
δ

∆κ̃(γ, δ)Φκ
G(F )(δ, φ) .

3.3. Transfert aux places non-archimédiennes

La preuve de l’existence du transfert utilise le résultat difficile suivant dû à Walds-
purger : soit F un corps non-archimédien, le transfert entre un groupe réductif connexe
G0(F ) et sa forme intérieure quasi-déployée H(F ) est possible ; c’est le corollaire 1.7
de [Walds]. En combinant ceci et notre résultat de descente, on obtient le transfert
(stable) pour le changement de base.

Théorème 3.3.1. — Soit F un corps non-archimédien. Le transfert entre L(F ) et
H(F ) est possible.

Démonstration. — On remarque que, par décomposition de Jordan, pour tout δ1 ∈
L(F ) il existe un δ0 ∈ L(F ) semi-simple tel que δ1 = uδ0 avec u unipotent dans M(F )
la composante neutre du centralisateur de δ0 ; de plus modulo conjugaison sous M(F )
on peut supposer u arbitrairement voisin de 1. Via l’usage d’une partition de l’unité,
il résulte de cette remarque qu’il suffit d’établir la proposition pour les fonctions φ
à support dans un petit voisinage W de δ0. Soit δ ∈ L(F ) semi-simple régulier. Le
lemme 3.1.7 nous fournit une fonction ψ sur M(F ) telle que pour tout δ ∈ L(F )
semi-simple régulier on ait, ou bien

Φ1
G(F )(δ, φ) = 0
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si la classe de L-conjugaison stable de δ ne rencontre pas M(F )δ0, ou bien

Φ1
G(F )(δ, φ) = Φ1

M+(F )(τ, ψ)

avec τ ∈ M(F ) tel que τδ0 = δ′ soit G-stablement conjugué à δ. Au voisinage de 1
l’élévation à la puissance � est un isomorphisme de variété compatible à la conjugaison
et, si les voisinages considérés sont assez petits, il existe donc une fonction ψ1 surM(F )
telle que, si τ1 = τ (

Φ1
M(F )(τ, ψ) = Φ1

M(F )(τ1, ψ1) .

On considère une forme intérieure quasi-déployée M∗ de M . Le transfert entre M(F )
et M∗(F ) – qui est possible grâce au théorème de Waldspurger [Walds] – nous permet
d’exhiber une fonction ψ2 sur M∗(F ), telle que

Φ1
M(F )(τ1, ψ1) = Φ1

M∗(F )(τ2, ψ2) .

si τ2 ∈M∗(F ) est une norme de τ1 (pour le transfert entre formes intérieures), et

Φ1
M(F )(τ2, ψ2) = 0

si τ2 ne provient pas de M(F ). On observe que les centralisateurs M+ et M∗+ sont
isomorphes sur la clôture algébrique et que la norme entre M et M∗ est compatible
avec la M+ conjugaison stable : deux éléments sont M+-stablement conjugués dans
M si et seulement si leurs normes (qui existent car M∗ est quasi-déployé) sont M∗+-
stablement conjuguées dans M∗. Ceci montre que

Φ1
M+(F )(τ1, ψ1) = Φ1

M∗+(F )(τ2, ψ2) .

Soit γ0 ∈ H(F ) stablement conjugué à δ(0, autrement dit γ0 est une norme pour
δ0 ; on remarque qu’alors τ2γ0 est une norme pour τδ0. On choisit γ0 de sorte que
son centralisateur Hγ0 soit une forme intérieure quasi-déployée de M (c’est possible
grace à 2.4.4) on a donc Hγ0 � M∗. Quitte, si nécessaire, à écrire ψ2 comme une
somme de fonctions à supports plus petits, le lemme 3.1.7 nous fournit une fonction
f ∈ C∞c (H(F ) telle que ou bien

Φ1
H(F )(γ, f) = 0

si la classe de H-conjugaison stable de γ ne rencontre pas M∗(F )γ0, ou bien,

Φ1
H(F )(γ, f) = Φ1

M∗+(F )(τ2, ψ2) ,

si τ2γ0 et γ sont stablement conjugués. Nous avons ainsi construit une fonction f

associée à φ.

Dans le cas particulier suivant, l’existence du transfert réciproque se déduit immé-
diatement du résultat de descente 3.1.7.

Proposition 3.3.2. — Supposons G0 quasi-déployé i.e. G0 = H. Étant donné f ∈
C∞c (H(F )) à support assez petit au voisinage de l’unité, il existe φ ∈ C∞c (L(F )) asso-
ciée.
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Démonstration. — Au voisinage de 1 ∈ H(F ) l’élévation à la puissance � est un iso-
morphisme de variété compatible à la conjugaison et donc, dans un voisinage assez
petit de 1, tous les éléments sont des normes. En particulier γ0 = 1 est la norme de
δ0 = 1 � θ et le centralisateur de δ0 dans G(F ) est H(F ). La proposition est alors
conséquence de 3.1.7 (ii).

Remarque. — L’existence du transfert réciproque entre un groupe réductif connexe
G0(F ) et sa forme intérieure quasi-déployéeH(F ) est énoncée par J. Arthur dans [Ar3]
à la fin de la section 3 (dans cet article J. Arthur raffine les résultats de Waldspur-
ger [Walds]). C’est la généralisation à toutes les fonctions du résultat de surjectivité
concernant les fonctions cuspidales [Ar3, Lemma 3.4] ; elle se déduit, par exemple,
des deux théorèmes principaux de l’article d’Arthur [Ar3, section 6]. On peut alors,
en imitant la preuve de 3.3.1, généraliser 3.3.2 en prouvant l’existence du transfert
réciproque entre L(F ) et H(F ) : étant donné f ∈ C∞c (H(F )) telle que, si γ n’est pas
une norme,

Φ1
H(F )(γ, f) = 0

il existe φ ∈ C∞c (L(F )) associée.

L’existence du transfert fournit la proposition suivante. Pour toute représentation
irréductible πG de G(F ) qui se prolonge en une représentation irréductible de G+(F )
on choisit un prolongement πL0 .

Proposition 3.3.3. — Supposons que l’on dispose d’une identité entre combinaisons
linéaires finies de traces de représentations unitaires irréductibles de H(F ) et G+(F ) :∑

πG

b(πG, πL0 ) trace π
L
0 (φ) =

∑
πH

a(πH) trace πH(f)

pour toute paire (φ, f) de fonctions associées.
(i) Supposons que b(πG, πL0 ) �= 0 pour un πG. Alors il existe πH tel que a(πH) �= 0.
(ii) Réciproquement, si G0 est quasi-déployé (G0 = H), si tous les a(πH) sont positifs
ou nuls, et s’il existe une représentation irréductible de H(F ) telle que a(πH) > 0, il
existe πG tel que b(πG, πL0 ) �= 0.

Démonstration. — Pour toute φ il existe f associée d’après 3.3.1. L’indépendance
linéaire des distributions définies par des coefficients de représentations irréductibles
inéquivalentes de G(F ), montre que le premier membre n’est pas identiquement nul,
ce qui prouve (i). Passons à la réciproque. Considérons une fonction f = g J ǧ de type
positif ; en particulier, on a pour toute représentation unitaire σ

trace σ(f) ≥ 0 .

Supposons g positive et de support assez petit au voisinage de 1 de sorte que π(g)
soit un opérateur proche de l’identité (pour la topologie forte) et donc en particulier
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de norme de Hilbert-Schmidt non nulle ; ceci implique

trace π(f) = ||π(g)||2HS > 0 .

Observons enfin que puisque G0 est quasi-déployé, les normes d’éléments de L(F ) for-
ment un voisinage ouvert de l’identité dans G0(F ) = H(F ) (cf. [Lab3, lemme III.1.6]).
Si le support de f est assez petit il est dans l’ensemble des normes et f est associée à
une fonction φ sur L(F ) d’après 3.3.2.

3.4. Transfert aux places décomposées

Soit E/F une algèbre cyclique décomposée :

E = F ⊕ F ⊕ · · · ⊕ F

et θ la permutation cyclique des facteurs. Un transfert explicite, entre G0(F ) et L(F ),
est obtenu de la façon suivante : si

φ = (f1 ⊗ f2 ⊗ · · · ⊗ f()L

et
δ = (γ1, γ2, . . . , γ() � θ

alors
ΦG(F )(δ, φ) = ΦG0(F )(γ, f)

avec
f = f1 ∗ f2 ∗ · · · ∗ f( et γ = γ1γ2 · · · γ( .

Les représentations irréductibles πL de G+(F ) telles que trace πL(φ) soit non iden-
tiquement nul pour φ ∈ C∞c (L(F )) sont les représentations dont la restriction à G(F )
est irréductible et de la forme

πL|G(F ) = π ⊗ · · · ⊗ π

où π est une représentation irréductible de G0(F ). Dans ce cas πL(θ) est la matrice de
permutation cyclique, à une racine �-ième de l’unité près. Réciproquement, la repré-
sentation

πG = π ⊗ · · · ⊗ π ,

admet un prolongement canonique πL0 à G+(F ) en choisissant pour πL0 (θ) la matrice
de permutation.

Lemme 3.4.1. — Supposons que l’on dispose d’une identité entre combinaisons liné-
aires finies de traces de représentations irréductibles de G0(F ) et G+(F ) :∑

b(πG, πL0 ) trace π
L
0 (φ) =

∑
a(π) trace π(f)

pour toute paire (φ, f) de fonctions associées. Soit π une représentation irréductible
de G0(F ) et soit

πG = π ⊗ · · · ⊗ π .
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Alors
a(π) = b(πG, πL0 ) .

Démonstration. — Soit
f = f1 ∗ f2 ∗ · · · ∗ f(

et
φ = (f1 ⊗ f2 ⊗ · · · ⊗ f()L ;

elles sont associées et

trace πL0 (φ) = trace (π(f1) · · ·π(f()) = trace π(f)

si πG = π ⊗ · · · ⊗ π. Donc, pour toute fonction f factorisable en un produit de
convolution de �-facteurs, on a∑

b(πG, πL0 ) trace π(f) =
∑

a(π) trace π(f) .

On conclut en remarquant que toute fonction lisse à support compact est une somme
finie de fonctions factorisables (théorème de Dixmier-Malliavin) et en invoquant l’indé-
pendance linéaire des caractères.

3.5. Transfert K-fini aux places archimédiennes

Pour les places archimédiennes, on dispose des résultats de Shelstad sur le transfert
pour les fonctions de l’espace de Schwartz. On va montrer que les propriétés de sup-
port compact et de K-finitude peuvent aussi être préservées. Le procédé, emprunté à
[CD1, Appendice] qui traite le cas de l’endoscopie ordinaire, sera rappelé brièvement.
L’adaptation au cas tordu est immédiate pourvu que l’on dispose du theorème de
Paley-Wiener scalaire tordu. C’est le cas pour le changement de base grâce à Delorme
[Delo].

Il suffit de traiter le cas F = R. Rappelons que nous disposons, grâce à Langlands,
de la notion de L-paquet de représentations de groupes réductifs réels et des résultats
de Shelstad [She1] [She2] et de Clozel [Clo1] et [CD1, Appendice] sur la fonctorialité
entre formes intérieures et changement de base C/R. Soient f ∈ C∞c (H(R)) et Π un
L-paquet tempéré on pose

trace Π(f) =
∑
π∈Π

trace π(f) .

Lemme 3.5.1. — Soit f ∈ S(H(R)), l’espace de Schwartz. Ses traces dans tout L-
paquet tempéré Π sont nulles :

trace Π(f) = 0

si et seulement si les intégrales orbitales stables de f sont nulles.

Démonstration. — C’est le lemme 5.3 de [She1, page 40].
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On dit qu’un L-paquet de représentations ΠL de représentations irréductibles de
G+(R) dont la restriction à G(F ) est irréductible et tempérée est un changement de
base (ou le relèvement) d’un L-paquet Π de représentations tempérées de H(F ) s’il
existe une constante c(ΠL) telle que

trace ΠL(φ) = c(ΠL) trace Π(f)

pour tout couple (φ, f) de fonctions associées.

Remarque. — Pour un groupe complexe, en particulier dans le cas du changement
de base C/R, un L-paquet ΠL a un seul composant. Mais dans ce cas on prendra
garde que la constante c(ΠL) dépend du choix du prolongement de la représentation
de G(R) = G0(C) au produit semi-direct G+(R). Clozel dans [Clo1] fait un choix
‘canonique’, mais ce n’est pas le choix utilisé par Johnson [J].

Proposition 3.5.2. — Soit KG un compact maximal de G(R). Soit φ ∈ C∞c (L(R)) et
KG-finie, il existe f ∈ C∞c (H(R)) associée et KH-finie. De plus, le transfert est
compatible aux multiplicateurs.

Démonstration. — D’après Shelstad [She2] il existe une fonction dans l’espace de
Schwartz f1 ∈ S(H(R)) associée à φ. Considérons un L-paquet ΠL de représentations
irréductibles de G+(R), dont la restriction à G(R) est irréductible et tempérée, et qui
est le changement de base d’un L-paquet Π de représentations tempérées de H(R).
Compte tenu des identités de caractère, dues à Shelstad pour les formes intérieures
[She1] et à Clozel pour le changement de base [Clo1], on a

trace ΠL(φ) = c(ΠL) trace Π(f1) .

Maintenant, il existe une fonction KH-finie f ∈ C∞c (H(R)) dont la transformée de
Fourier scalaire satisfait les conditions suivantes :

trace ΠL(φ) = c(ΠL) trace Π(f)

pour tout L-paquet Π de représentations tempérées dont un changement de base est
ΠL. On peut, pour fixer les idées, exiger de plus que la transformée de Fourier scalaire
de f soit constante sur les L-paquets tempérés :

trace π1(f) = trace π2(f)

si π1 et π2 appartiennent au même L-paquet tempéré. Ceci résulte de la comparaison
des théorèmes de Paley-Wiener scalaire pour L(R) [Delo] et H(R) [CD2]. Il suffit
maintenant d’invoquer 3.5.1 pour conclure que f et f1 ont les mêmes intégrales orbi-
tales stables et que donc f et φ sont associées. Soient α et β des multiplicateurs, au
sens d’Arthur, qui se correspondent par le changement de base :

α̂(νΠL) = β̂(νΠ)
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pour tout L-paquet Π de représentations tempérées dont un changement de base est
ΠL. Par définition des multiplicateurs on a

trace ΠL(φα) = α̂(νΠL) trace ΠL(φ)

et
trace Π(fβ) = β̂(νΠ) trace Π(f) .

On voit que φα admet pour transfert fβ.

Proposition 3.5.3. — Réciproquement, si f ∈ C∞c (H(R)) est KH-finie avec des inté-
grales orbitales stables nulles pour les γ semi-simples non-normes, il existe φ ∈
C∞c (L(R)) associée et KH-finie. Le transfert réciproque KH-fini est compatible aux
multiplicateurs.

Démonstration. — La fonction f est KH-finie avec des intégrales orbitales stables
nulles pour les γ semi-simples réguliers non-normes. Si deux L-paquets Π1 et Π2 ont
même changement de base ΠL, les identités de caractère montrent que la différence
de leur caractère s’annule sur les normes. L’application

Φ : ΠL �−→ c(ΠL) trace Π(f)

où ΠL est un changement de base du L-paquet Π, est donc bien définie. On en conclut,
grâce aux théorèmes de Paley-Wiener scalaire pour L(R) et H(R) qu’il existe une
fonction φ ∈ C∞c (L(R)) qui est KG-finie et représente Φ, c’est-à-dire est telle que

trace ΠL(φ) = c(ΠL) trace Π(f)

si ΠL est le changement de base du L-paquet Π. Par ailleurs, d’après Shelstad il existe
f1 ∈ S(H(R)) associée à φ. Comme ci-dessus, d’après 3.5.1, f et f1 ont mêmes inté-
grales orbitales stables puisque leurs traces dans les L-paquets tempérés sont égales
et donc f et φ sont associées, de façon compatible aux multiplicateurs.

Proposition 3.5.4. — On suppose que F = R ou C et soit E une F -algèbre cyclique.
Supposons que l’on dispose d’une identité entre des séries absolument convergentes de
traces de représentations unitaires irréductibles∑

b(πG, πL0 ) trace π
L
0 (φ) =

∑
a(πH) trace πH(f)

pour toutes les paires de fonctions associées. Alors, pour tout couple de caractères
infinitésimaux ν pour H et νG pour G associés par fonctorialité on a l’identité∑

δG(νG, πG)b(πG, πL0 ) trace π
L
0 (φ) =

∑
δH(ν, πH)a(πH) trace πH(f)

où δH(ν, πH) = 1 si ν est le caractère infinitésimal de πH et zéro sinon. Les résultats
de 3.3.3 s’appliquent (sous les mêmes hypothèses). Supposons maintenant G0 quasi-
déployé (G0 = H) et tous les a(πH) ≥ 0. Considérons une représentation πH avec
a(πH) �= 0 qui soit à cohomologie non triviale. Alors, il existe πG à cohomologie non
triviale avec b(πG, πL0 ) �= 0.
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Démonstration. — Compte tenu de la convergence absolue de ces expressions et de
la compatibilité du transfert K-fini aux multiplicateurs, un argument désormais clas-
sique (cf. par exemple [AC, Chap. 2, section 15]) permet de raffiner une telle identité
en séparant les caractères infinitésimaux. Ceci fournit des identités entre traces de
représentations dont les caractères infinitésimaux sont fixés et se correspondent par
fonctorialité ; en particulier les sommes sont finies. La preuve de l’analogue de 3.3.3
dans le cadre K-fini est immédiate. Montrons l’assertion sur les représentations à co-
homologie. Pour les places qui se décomposent on invoque le lemme 3.4.1. Il reste à
traiter le cas des places réelles qui deviennent complexes. On a a(πH) ≥ 0 ; si l’un des
a(πH) est non nul, le second membre n’est pas identiquement nul puisque l’on peut
supposer f de type positif. On remarque ensuite que les représentations à cohomologie
non triviale ont pour caractère infinitésimal celui de la représentation triviale et que,
au moins pour un groupe complexe, la réciproque est vraie pour les représentations
unitaires (cf. 3.5.6 ci-dessous).

Remarque. — Des résultats plus précis de relèvement peuvent sans doute être obtenus
grâce à [J], mais nous n’avons pas essayé de le faire.

La proposition 3.5.6 semble bien connue des spécialistes (voir par exemple [Sa,
p. 253]) ainsi que cela m’a été indiqué par Laurent Clozel, mais faute de référence
nous avons préféré en donner une preuve. Comme on le verra, c’est une conséquence
facile d’un résultats d’Enright [E].

Soit G un groupe réductif sur C. Nous utiliserons les notations d’Enright [E]. Soit
g0 l’algèbre de Lie de G(C). On plonge g0 dans sa complexifiée g par l’application

X �−→ (X,X)

où la conjugaison complexe X �→ X se fait relativement à une forme compacte u de
sorte que

g0 = u⊕ Ju .

Soit h0 une sous-algèbre de Cartan de g0 adaptée à cette décomposition :

h0 = m0 ⊕ a0

où m0 est une sous-algèbre de Cartan de u et a0 = Jm0. On chosit un ordre sur les
racines et on note δ la demi-somme des racines positives α ∈ ∆+

0 . La demi-somme des
racines positives pour h (le complexifié de h0) dans g est

ρ = (δ,−δ) .

On note W0 le groupe de Weyl de G et W = W0 ×W0 est le groupe de Weyl du
complexifié. Considérons s ∈W0 un élément d’ordre 2, et un sous-groupe parabolique
standard de G

Qs = MsNs

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 1999



86 CHAPITRE 3. TRANSFERT LOCAL

tels que : l’ensemble ∆s des racines de h0 dans ms,0 est l’ensemble des racines α ∈ ∆0

telles que
〈(1 + s)δ, α〉 = 0 .

En particulier s est l’élément de plus grande longueur dans Ws ⊂ W0 le groupe de
Weyl de Ms. On note δs la demi-somme des racines positives dans Ms et on pose
µs = δs − δ. On suppose que sµs = µs ce qui implique

2µs = −(1 + s)δ .

L’exponentielle, de la forme linéaire (µs, µs) restreinte à h0, se prolonge en une
représentation σs de dimension 1 de Ms(C) � Qs(C)/Ns(C). On note πs la repré-
sentation de G(C) unitairement induite par le caractère unitaire σs du sous-groupe
parabolique Qs(C).

Lemme 3.5.5. — Les représentations πs sont à cohomologie non triviale.

Démonstration. — Soit λ ∈ h∗ on note Eλ la représentation du complexifié de Ms

de poids dominant λ. Soit M1
S le noyau de la flèche naturelle de Ms(C) dans la

composante neutre As du tore réel déployé maximal du centre de Ms. Pour prouver
que πs a des groupes de cohomologie non triviaux, il suffit, d’après [BW, Chapitre III,
theorem 3.3], d’exhiber un τ = (τ1, τ2) ∈ W tel que

(J) τ−1
i (α) > 0

pour toute α ∈ ∆+
s , et tel que

σs ⊗ Eτρ−ρ

soit la représentation triviale de M1
s . Soit c ∈W0 l’élément de plus grande longueur ;

on considère τ = (1, sc) ; cet élément vérifie la condition (J) et on a

τρ− ρ = (0,−2µs) .

Donc pour tout (α, β) ∈ ∆s ×∆s

〈τρ− ρ, (α, β)〉 = 0

puisque 〈µs, β〉 = 0 par définition de ∆s. Ceci montre que la représentation Eτρ−ρ est
triviale sur le groupe dérivé et donc de dimension 1. Par ailleurs, sur m0 = h0 ∩ u, la
forme linéaire (µs, µs) induit la forme linéaire 2µs et τρ − ρ induit la forme linéaire
−2µs ; leur somme est nulle. On a donc prouvé que, si τ = (1, sc)

σs ⊗ Eτρ−ρ

est la représentation triviale de M1
s .

Remarque. — Une variante consiste à remarquer que les représentations πs sont des
représentations de type Aq au sens de Vogan-Zuckerman [VZ, theorem 2.5] ; elle sont
à cohomologie non triviale d’après [VZ, Theorem 3.3].
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Proposition 3.5.6. — Soit G(C) un groupe réductif complexe. Les représentations uni-
taires de G(C), dont le caractère infinitésimal est celui de la représentation triviale,
sont à cohomologie non triviale.

Démonstration. — Le caractère infinitésimal de la représentation unité de G(C) est
l’orbite sousW de la forme linéaire (δ, δ). D’après [E, proposition 6.8], toute représen-
tation unitaire π ayant même caractère infinitésimal que la représentation unité, est
équivalente à une des représentations πs construites ci-dessus ; elles sont à cohomologie
non triviale d’après le lemme 3.5.5.

3.6. Transfert et représentations des séries principales

Soit F un corps local non-archimédien. Soit P0 un sous-groupe parabolique minimal
dans G et M0 un sous-groupe de Levi et X∗ le réseau de ses caractères F -rationnels.
Soient P un sous-groupe parabolique standard,M le sous-groupe de Levi contenant le
sous-groupe de Levi minimalM0. Soit χ un caractère deM(F ) à valeurs dans le groupe
multiplicatif d’un corps valué k (soit k = F soit k = C) ; on définit µ(χ) ∈ X∗ ⊗ R

comme le morphisme de M0(F ) à valeurs dans le groupe additif des réels

t �−→ log |χ(t)|k .

Nous dirons que µ(χ) est positif si 〈µ(χ), α〉 ≥ 0 pour toute racine positive α. Nous
dirons que µ(χ) est strictement P -positif si µ(χ) est positif et si 〈µ(χ), α〉 = 0 si
et seulement si α est une racine de M0 dans M . Soit σ une représentation unitaire
irréductible de M(F ). On prolonge σ ⊗ χ en une représentation de P (F ) triviale sur
le radical unipotent, et on note IP,σ,χ l’induite (pour l’induction unitaire) :

IP,σ,χ = ind G(F )
P (F ) σ ⊗ χ .

Lorsque µ(χ) est strictement P -positif on peut définir le quotient de Langlands JP,σ,χ
([BW] Chap. XI).

Les représentations sphériques, relativement à un sous-groupe compact maximal
KG, sont, par définition, les représentations admissibles irréductibles admettant un
vecteur non nul fixe sous ce sous-groupe.

Lemme 3.6.1. — Les représentations sphériques, relativement à un sous-groupe com-
pact maximal spécial KG, sont des sous-quotients de représentations de la série prin-
cipale non-ramifiée.

Démonstration. — En fait, plus généralement, Casselman a montré que les repré-
sentations admettant des vecteurs non nuls invariants sous un sous-groupe d’Iwahori
sont des sous-quotients de représentations de la série principale non-ramifiée [Cas2,
Proposition 2.6].

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 1999



88 CHAPITRE 3. TRANSFERT LOCAL

Un sous-groupe compact spécial est dit ‘très spécial’ si les constantes qα/2 qui
lui sont attachées (voir, par exemple, [Cas2]) vérifient qα/2 ≥ 1. Il existe toujours
des sous-groupes compacts très spéciaux. Les sous-groupes compacts hyperspéciaux,
lorsqu’ils existent, sont très spéciaux.

Proposition 3.6.2. — Soit Σ un L-paquet de représentations unitaires irréductibles de
M(F ) obtenues en décomposant une induite par un caractère unitaire non ramifié η de
M0(F ). Soit KG un sous-groupe compact très spécial dans G(F ). Si χ est un caractère
non ramifié de M(F ) avec µ(χ) strictement P -positif, l’ensemble des quotients de
Langlands JP,σ,χ avec σ ∈ Σ contient le sous-quotient KG-sphérique.

Démonstration. — La proposition est une généralisation de la proposition 6 de [Lab1]
qui traite le cas où KG est hyperspécial et Σ est un singleton. L’ensemble des quo-
tients de Langlands JP,σ,χ avec σ ∈ Σ est un L-paquet qui s’obtient en décomposant
l’image d’un certain opérateur d’entrelacement Tw pour la série principale définie par
ηχ|M0(F ). Le sous-quotient sphérique est dans l’image de cet opérateur si Tw est non
nul sur le vecteur KG-invariant de l’espace de la série principale. On observe que les
constantes qα/2 interviennent dans les formules de Macdonald permettant de calculer
cet opérateur d’entrelacement sur le vecteur sphérique (cf. [BW, Chap XI] ou [Cas2,
p. 397]). L’hypothèse qα/2 ≥ 1 implique que la valeur de la fonction cw(χ) qui per-
met d’exprimer cet opérateur, est non nulle pour les caractères χ tels que µ(χ) est
strictement P -positif.

Supposons maintenant que le groupe G0(F ) est quasi-déployé (G0 = H), mais pas
nécessairement non-ramifié. Soit P0 un sous-groupe de Borel et soit T un tore maximal
dans P0. Soit t ∈ T (F ) fortement positif (relativement à P0) c’est-à-dire tel que P0
soit le sous-groupe parabolique associé à t à la Deligne-Casselman [Cas1]. On suppose
que t est la norme d’un δ ∈ T (E) � θ ⊂ L(F ).

Soient W et W̃ des ouverts compacts non vides de H(F ) et G(F ) respectivement.
Soient Ũ le compact maximal de T (E) et U l’image par la norme de Ũ dans T (F ).
C’est le sous-groupe des normes du compact maximal de T (F ).

Proposition 3.6.3. — On note φδ la fonction caractéristique de l’ensemble des x ∈
L(F ) de la forme x = k−1δuk avec k ∈ W̃ et u ∈ Ũ . On note ft la fonction caracté-
ristique de l’ensemble des x = k−1tuk avec k ∈W et u ∈ U .
(i) A une constante près, les fonctions φδ et ft sont associées.
(ii) Soit πH une représentation admissible irréductible de H(F ) alors

trace πH(ft) �= 0

implique que πH est un sous-quotient de la série principale induite par un caractère
χ du sous-groupe parabolique minimal P0, et χ|T (F ) est trivial sur U .
(iii) Soit πL une représentation admissible irréductible de G+(F ) alors

trace πL(φδ) �= 0
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implique que πL|G(F ) est un sous-quotient de la série principale non-ramifiée.

Démonstration. — L’assertion (i) est claire si G0 = T ; dans le cas général, elle se
prouve comme la proposition 3 de [Lab3] par descente aux centralisateurs grâce à
[Lab1, lemma 1]. L’assertion (ii) est une conséquence immédiatement du théorème de
Casselman [Cas1] : il en résulte en effet que la trace de πH(ft) est non nulle seulement
si le module de Jacquet de πH , pour le sous-groupe parabolique minimal P0, admet des
vecteurs invariants sous U (cf. [Lab1, Proposition 5]). L’assertion (iii) est empruntée
à [Lab3].

Le changement de base pour les tores, qui est simplement la composition des ca-
ractères avec la norme, fournit une notion de changement de base pour les séries
principales compatible avec les identités de caractère. Dans le cas de l’induction d’un
caractère unitaire, les diverses sous-représentations d’une même série principale for-
ment un L-paquet. On en déduit une notion de changement de base pour les L-paquets
de sous-quotients de Langlands des séries principales non-ramifiées. On prendra garde
que cette notion n’est en général pas compatible avec des identités de caractère.

Proposition 3.6.4. — Soient KH et KG des sous-groupes compacts très spéciaux dans
H(F ) et G(F ) respectivement. On suppose que G est non-ramifié (i.e. quasi-déployé
et déployé sur une extension non ramifiée) et que KG est hyperspécial. Supposons que
l’on dispose d’une identité entre sommes finies de traces de représentations irréduc-
tibles de H(F ) et G+(F ) :∑

b(πG, πL0 ) trace π
L
0 (φ) =

∑
a(πH) trace πH(f)

pour toute paire (φ, f) de fonctions associées. On suppose enfin que les coefficients
a(πH) sont positifs. Soit πH une représentation KH-sphérique de H(F ) telle que
a(πH) �= 0.
(i) Alors l’une des représentations πG du L-paquet ΠG pour G(F ) qui lui correspond
par changement de base est telle que b(πG, πL0 ) �= 0.
(ii) Supposons de plus les coefficients b(πG, πL0 ) invariants sous l’action du groupe
adjoint. Alors la représentation KG-sphérique πG de G(F ) qui lui correspond par
changement de base est telle que b(πG, πL0 ) �= 0.

Démonstration. — On applique l’identité à une paire de fonctions associées (φδ, ft).
Si

trace πH(ft) �= 0

il existe un caractère χ de T (F ) trivial sur les normes du compact maximal de T (E)
tel que

trace πH(ft) =
∑
w

c(πH , χ, w)χw(t)

où w parcourt le groupe de Weyl de T (F ) dans H(F ) et les c(πH , χ, w) sont des
constantes positives. La positivité des a(πH) assure que les contribution des πH , dont
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le module de Jacquet fait intervenir un caractère de ce type, ne se compensent pas.
Les

t �→ trace πH(ft)

avec t norme de δ séparent les restrictions des caractères apparaissant dans les modules
de Jacquet, au sous-groupe des t qui sont des normes. Comme πH0 est sphérique,
c’est un sous-quotient de Langlands de Iχ, une série principale non ramifiée, d’après
3.6.2. Par réciprocité de Frobenius (en reprenant la preuve de la proposition 8 de
[Lab1]) on voit que le semi-simplifié du module de Jacquet de πH pour P0 contient,
avec multiplicité non nulle, des caractères χw avec µ(χw) négatif. Par séparation des
caractères on obtient (i). Pour (ii) on observe de plus que, compte tenu de [Lab1,
proposition 8], les fonctions élémentaires φδ suffisent pour séparer les orbites sous le
groupe adjoint des sous-quotients KG-sphériques des séries principales non ramifiées.

3.7. Transfert non-ramifié : le lemme fondamental

Soit OF l’anneau des entiers de F , un corps local non archimédien. On dit que le
quadruple

(H,KH , G,KG)

est non ramifié si
- G0 est un schéma en groupes quasi-déployé sur OF , en particulier G0 = H , et G0

est déployé sur une extension non ramifiée de F
- KH = H(OF ) est un sous-groupe compact maximal hyperspécial
- l’extension E/F est non ramifiée
- KG = G(OF ) = H(OE) .

Pour un tel quadruple on dispose des algèbres de Hecke sphériques : ce sont les
algèbres de convolution HH (resp. HG) des fonctions sur H(F ) bi-invariantes par KH

(resp. sur G(F ) bi-invariantes par KG) et de l’homomorphisme de changement de
base

bE/F : HG → HH .

Lemme 3.7.1. — Soit h′ = bE/F (h) et soit x ∈ H(F ) tel que, pour un caractère χ du
groupe H0

ab(F,H), trivial sur les normes, on ait

χ(x) �= 1

alors h′(x) = 0.

Démonstration. — Le groupe H est non-ramifié ; choisissons comme tore TH le sous-
groupe de Levi d’un sous-groupe de Borel. Le groupe HSC est un produit de groupes
quasi-simples et non ramifiés ; le tore TH

sc est un produit de tores obtenus par res-
triction des scalaires (pour des extensions non ramifiées) de tores déployés, ce qui
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montre que H1(F, TH
sc ) est trivial et que donc T

H(F ) se surjecte sur H0
ab(F,H). No-

tons encore χ le caractère de TH(F ) induit par χ. L’extension E/F est non-ramifiée ;
or, d’après [Ko3], les normes pour une extension non ramifiée sont surjectives sur le
compact maximal de TH(F ). Le caractère χ est trivial sur les normes et donc non
ramifié. Soit πHλ une représentation sphérique définie par un caractère non ramifié λ ;
on note λ̃ le composé de λ avec la norme. On a

trace πHλ (h′χ) = trace πHλχ(h
′) = trace πL

λ̃
(h) = trace πHλ (h′)

puisque h′ = bE/F (h) et que πHλχ et πHλ ont même changement de base πL
λ̃
. Les

fonctions h′ et h′χ ayant même transformée de Fourier sont donc égales. En particulier

h′(x)(1 − χ(x)) = 0

ce qui impose h′(x) = 0 puisque χ(x) �= 1.

Proposition 3.7.2. — Soit h ∈ HG. Si γ semi-simple n’est pas une norme alors

Φ1
H(F )(γ, bE/Fh) = 0 .

Démonstration. — Compte tenu de la compatibilité aux termes constants pour les
intégrales orbitales et des traces dans les représentations sphériques, il suffit d’établir
le résultat d’annulation pour les éléments elliptiques dans H . L’assertion d’annulation
résulte de 2.5.3 et 3.7.1.

Remarque. — L’argument local-global invoqué dans [Clo2] pour établir le résultat
d’annulation est incorrect ; il est également incorrect dans [Lab1] qui cite la preuve de
[Clo2] à ce point ; en effet, l’argument local-global suppose implicitement que γ est la
composante locale d’un élément, rationnel sur un corps global, qui est une norme en
toutes les places sauf une, ce qui est impossible.

Proposition 3.7.3. — Supposons que le quadruple (H,KH , G,KG) est non ramifié. La
fonction caractéristique de KH et celle de KG � θ sont associées. Plus généralement,
soit h ∈ HG, alors hL et bE/Fh sont associées.

Démonstration. — La première assertion est due à Kottwitz [Ko3]. Pour tout h ∈ HG,
les intégrales orbitales stables sont compatibles avec la norme : si γ est une norme de
δ

Φ1
G(F )(δ, hL) = Φ1

H(F )(γ, bE/F (h)) .

Ceci est prouvé dans [Clo2] ; on en trouvera une preuve plus élémentaire dans [Lab1].
Le résultat d’annulation qui doit compléter cette assertion a été prouvé en 3.7.2.
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3.8. Fonctions cuspidales et stabilisantes

Pour pouvoir utiliser une forme simple de la formule des traces nous ferons appel
en certaines places à des fonctions cuspidales, une notion due à Arthur.

Définition 3.8.1. — On dit qu’une fonction φ ∈ C∞c (L(F )) est cuspidale si ses inté-
grales orbitales sont nulles pour les éléments semi-simples réguliers non elliptiques.
On dira qu’elle est fortement cuspidale si ses intégrales orbitales sont nulles pour tous
les éléments non elliptiques et si de plus

trace π(φ) = 0

pour toute π qui est un composant de l’induite d’une représentation unitaire pour un
sous-groupe parabolique propre.

Des exemples de fonctions cuspidales sont fournis, lorsque G est semi-simple (ou
réductif de centre anisotrope), par les coefficients de représentations super-cuspidales
et plus généralement par les pseudo-coefficients de représentations des séries discrètes
comme il résulte du principe de Selberg.

Nous aurons de plus besoin qu’en certaines places les intégrales orbitales des élé-
ments semi-simples (multipliées par le signe de Kottwitz du centralisateur) soient
constantes sur les classes de conjugaison stable. Nous introduisons pour cela la notion
de fonction stabilisante.

Définition 3.8.2. — On dira qu’une fonction φ ∈ C∞c (L(F )) est stabilisante si
(i) φ est cuspidale,
(ii) les intégrales κ-orbitales Φκ

G(F )(δ, φ) sont nulles pour tout δ semi-simple et tout
κ �= 1.

Des exemples de telles fonctions sont obtenus lorsqueG est semi-simple (ou réductif
de centre anisotrope), par des moyennes de pseudo-coefficients de L-paquets de séries
discrètes, en particulier au moyen de fontions d’Euler-Poincaré ou de Lefschetz dans
le cas tordu, en des places où

D(I,G;F )→ E(I,G;F )

est bijectif. Un cas typique est celui des pseudo-coefficients de représentations de
Steinberg aux places finies qui fait l’objet de la section suivante. Le cas des places
archimédiennes est traité dans [CL].

3.9. Transfert et représentation de Steinberg

Supposons tout d’abord que le centre de G+ est F -anisotrope ou, de façon équi-
valente, que le centre de H est F -anisotrope. Un pseudo-coefficient de représentation
de Steinberg est, au signe près, une fonction d’Euler-Poincaré et de telles fonctions ont
été construites dans [Ko6]. La construction de Kottwitz se généralise immédiatement
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au cas tordu pour fournir des fonctions de Lefschetz (cf. [Clo4] et [BLS]). Un pseudo-
coefficient de représentation de Steinberg tordu par θ est, au signe près, une fonction
de Lefschetz pour θ. Lorsque le centre de H est F -anisotrope, nous désignerons les
fonctions d’Euler-Poincaré ou de Lefschetz sous le vocable commun de fonctions de
Kottwitz.

Si le groupe H possède un tore central déployé non trivial les fonctions d’Euler-
Poincaré sont nulles. Les pseudo-coefficients de représentation de Steinberg sont, eux,
non nuls mais ne sont plus à support compact. Nous devons construire un objet
intermédiaire. Soit L′ le quotient de L par Z le tore F -déployé maximal du centre de
G+. On note X le réseau des co-caractères de Z et on pose aL = X ⊗ R. On dispose
d’une application naturelle

ν : G+(F )→ aL

en identifiant les applications
x �−→ log |χ(x)|

où χ est un caractère de G+(F ), à des formes linéaires sur aL :

〈µ(χ), ν(x)〉 = log |χ(x)| .
On observera que l’image de L(F ) dans aL est discrète ; c’est un réseau AL. La pro-
jection p : L(F )→ L′(F ) est surjective puisque Z est déployé. On appellera fonction
de Kottwitz sur L(F ) une fonction de la forme

φ(x) = αL(x)φ′(p(x))

où φ′ est une fonction de Kottwitz sur L′(F ) et αL la fonction caractéristique du
noyau L(F )1 de la projection ν restreinte à L(F ).

Proposition 3.9.1. — Les fonctions de Kottwitz sont fortement cuspidales et stabili-
santes.

Démonstration. — La preuve du theorème 2 de [Ko6] s’étend sans difficulté au cas
tordu. Donc, si δ est elliptique, et si on utilise pour calculer les intégrales orbitales la
valeur absolue de la mesure d’Euler-Poincaré sur Iδ(F )/Z(F ), on voit que le produit
des intégrales orbitales d’une fonction de Kottwitz φ par le signe de Kottwitz est égal
à αL(δ) :

e(δ)Φ(δ, φ) = αL(δ)

et zéro si δ n’est pas elliptique. Mais, pour un corps local non-archimédien, l’applica-
tion

D(I,G;F )→ E(I,G;F )

est bijective. Il en résulte que, sur un tel corps, une fonction cuspidale est stabilisante
si et seulement si le produit de l’intégrale orbitale par le signe de Kottwitz est constant
sur les classes de conjugaison stable des éléments semi-simples (pour des mesures de
Haar cohérentes sur les centralisateurs). Les fonctions de Kottwitz sont donc stabi-
lisantes. De plus, elles ont des traces nulles dans toutes les représentations unitaires
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irréductibles sauf celles qui sont des sous-quotients de la série principale admettant la
représentation triviale comme quotient de Langlands, à torsion près par des caractères
non-ramifiés. De telles représentations ne sont jamais sous-représentations d’induites
unitaires pour un sous-groupe parabolique non trivial ; c’est dire que les fonctions de
Kottwitz sont fortement cuspidales.

Comme le permet la proposition 3.9.1, nous utiliserons comme fonctions stabi-
lisantes des fonctions de Kottwitz. Ce choix est naturel pour de nombreuses applica-
tions, mais des fonctions fabriquées à partir de pseudo-coefficients d’autres représen-
tations peuvent être utilisées.

Pour la comparaison des formules de traces nous aurons de plus besoin de prouver
la compatibilité entre transfert et représentations de Steinberg. Soit

ξ =
∑

χ

la somme des caractères de H0
ab(F,H) triviaux sur les normes. Posons fξ(x) =

f(x)ξ(x). Si f est de Kottwitz, la fonction fξ sera appelée fonction de Kottwitz géné-
ralisée. Une telle fonction est encore stabilisante et fortement cuspidale.

Proposition 3.9.2. — Soient φ ∈ C∞c (L(F )) et f ∈ C∞c (H(F )) des fonctions de Kott-
witz. Il existe une constante h telle que les fonctions φ et h fξ soient associées.

Démonstration. — Soit δ elliptique de norme γ. Observons tout d’abord que

αL(δ) = αH(γ) .

On rappelle que
D(Iδ, G;F ) = ker[H1(F, Iδ)→ H1(F,G)] .

Comme F est non archimédien H1(F,G) = H1
ab(F,G). On dispose d’un carré com-

mutatif
H1

ab(F, Iγ) → H1
ab(F,H)

↓ ↓
H1

ab(F, Iδ) → H1
ab(F,G) .

La première flèche verticale est un isomorphisme car Iγ est une forme intérieure de
Iδ. La flèche horizontale

H1
ab(F, Iγ)→ H1

ab(F,H)

est surjective si γ est elliptique d’après 1.6.5. On pose

h1 = #ker(H1
ab(F,H)→ H1

ab(F,G)) .

On a montré que
#D(Iδ, G;F ) = h1 ·#D(Iγ , H ;F ) .

On en déduit que, si δ est de norme γ, on a, par définition des intégrales orbitales
stables,

Φ1(δ, φ) = h Φ1(γ, fξ)
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avec h = h1/h0 où h0 est le nombre de caractères de H0
ab(F,H) triviaux sur les

normes. Il reste à établir que Φ1(γ, fξ) est nulle si γ n’est pas une norme. Si γ,
semi-simple, n’est pas une norme, alors que son image dans H0

ab(F,H) en est une, γ
n’est pas elliptique d’après 2.5.3, et l’intégrale orbitale stable est donc nulle. Enfin, si
l’image de γ dans H0

ab(F,H) n’est pas une norme on a ξ(γ) = 0 et l’intégrale orbitale
stable Φ1(γ, fξ) est nulle car fξ est identiquement nulle sur la classe de conjugaison
stable.

Le lemme 4.8 de [Clo4] est un cas particulier de la proposition ci-dessus.

Remarque. — Supposons que le groupe dérivé est simplement connexe et que le centre
de H est F -anisotrope. Dans ce cas

Hi
ab(F,H) =Hi(F,DH) .

Par dualité de Pontryagin on voit que

h0 = #Ĥ0(E/F,DH(E)) .

La suite spectrale de Hochschild-Serre fournit une suite exacte en bas degrés

0→ H1(E/F,DH(E))→ H1(F,DH)→ H0(E/F,H1(E,DH))

et donc
h1 = #H1(E/F,DH(E)) .

Le nombre h est donc le quotient de Herbrand pour la cohomologie, modifiée de Tate,
de E/F à valeurs dans DH(E).
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CHAPITRE 4

STABILISATION DE LA FORMULE DES TRACES

ET APPLICATIONS

Dans cette partie F est un corps de nombres, G un F -groupe réductif connexe et
θ un F -automorphisme semi-simple d’ordre fini.

4.1. Partie elliptique de la formule des traces

Soit G+ le F -groupe réductif produit semi-direct de G et du groupe engendré par
θ. On note L la composante connexe de 1 � θ. On note X∗ le réseau des caractères
F -rationnels de G et on pose aG = Hom(X∗,R). On dispose d’une section naturelle
de aG dans le centre de G(F∞) nous noterons AG,∞ son image. On note aL l’espace
vectoriel des invariants sous θ dans aG. Comme θ induit un automorphisme semi-
simple le sous-espace (1− θ)aG est un supplémentaire de aL.

Soit f ∈ C∞c (G(AF )), on lui associe la fonction translatée φ ∈ C∞c (L(AF )) en
posant

φ(x � θ) = fL(x � θ) = f(x) .

On définit φ0 ∈ C∞c (AL,∞\L(AF )) et φ1 ∈ C∞c (AG,∞\L(AF )) en posant

φ0(x) =
∫
AL,∞

φ(ζ x) dζ et φ1(x) =
∫
AG,∞

φ(z x) dz .

On note JZ(θ) la valeur absolue du jacobien du changement de variable

z �→ z−1θ(z)

de AG,∞/AL,∞ dans lui-même :

JZ(θ) = | det(1− θ | aG/aL) |
et donc

φ1(x) = JZ(θ)
∫
AG,∞/AL,∞

φ0(z−1x z) dż .

On note R la représentation régulière droite de G(AF ) dans

L2(AG,∞G(F )\G(AF )) .
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Soit ω un caractère de G(AF ) trivial sur G(F ) et θ un F -automorphisme semi-simple
de G. L’opérateur

A(θ, ω) : ϕ �→ (ϕ⊗ ω) ◦ θ−1 pour ϕ ∈ L2(AG,∞G(F )\G(AF ))

est un opérateur unitaire. On notera K le noyau de l’opérateur R(f)A(θ, ω) : il est
donné par la formule suivante

K(x, y) =
∑

γ∈G(F )

ω(y) f1(x−1γ θ(y)) =
∑

δ∈L(F )

ω(y)φ1(x−1δ y) .

On note L(F )e l’ensemble des éléments elliptiques dans L(F ) et Ke la contribution
au noyau de ces éléments :

Ke(x, y) =
∑

δ∈L(F )e

ω(y)φ1(x−1δ y) .

On note TL
e la distribution définie par l’intégrale sur la diagonale du noyau Ke :

TL
e (φ) =

∫
G(F )AG,∞\G(AF )

ω(x)Ke(x, x) dẋ .

La distribution TL
e est la contribution des éléments elliptiques à la formule des traces.

Posons
aL(δ) = ι(δ)−1 vol (Iδ(F )AL,∞\Iδ(AF ))

où Iδ est la composante neutre du centralisateur Gδ de δ dans G, le nombre ι(δ) est
l’indice de Iδ(F ) dans Gδ(F ). Si Iδ(AF ) est dans le noyau de ω on pose

ΦG(AF ),ω(δ, φ0) =
∫
Iδ(AF )\G(AF )

ω(x) φ0(x−1δ x) dẋ .

L’intégrale définissant TL
e est absolument convergente et on a

TL
e (φ) = JZ(θ)

∑
aL(δ)ΦG(AF ),ω(δ, φ0)

où la somme porte sur les classes de conjugaison d’éléments elliptiques δ ∈ L(F ) tels
que Iδ(AF ) soit dans le noyau de ω.

4.2. Pré-stabilisation géométrique

La pré-stabilisation géométrique est la réécriture des termes géométriques de la
formule des traces comme combinaison linéaire d’intégrales κ-orbitales. C’est la pre-
mière étape de la stabilisation de la formule des traces. Divers cas particuliers sont
déjà traités dans la littérature : pour les termes elliptiques réguliers de la formule des
traces ordinaire (non tordue) la pré-stabilisation est due à Langlands [Lan2] et a été
étendue à tous les éléments elliptiques par Kottwitz dans [Ko5] ; pour les éléments
fortement réguliers de la formule des traces tordue cela est dû à Kottwitz et Shelstad
[KS]. Nous traiterons ici le cas de tous les éléments elliptiques de la formule des traces
tordue lorsque les centralisateurs stables sont connexes. Nous nous contenterons de
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décrire les manipulations formelles et nous renvoyons aux paragraphes 7 et 8 de [Ko5]
pour la preuve des résultats de finitude qui justifient ces manipulations.

Soit δ ∈ L(F ) elliptique et soit I son centralisateur stable supposé connexe. On
munit les groupes G, I etc, de mesures de Tamagawa. Le nombre

aL(δ) = ι(δ)−1 vol (I(F )AL,∞\I(AF ))

peut encore s’écrire

aL(δ) =
τ(I)

ι(δ) c(I, L)
où τ(I) est le nombre de Tamagawa de I et c(I, L) le rapport des mesures de Haar
sur AI,∞, héritée de la mesure de Tamagawa sur I, et sur AL,∞ :

daI = c(I, L) daL .

On fixe un caractère ω de H0
ab(AF /F,G). La restriction de κ ∈ K(I,G;F ) à l’image

de H0
ab(AF /F,G) est un caractère de H0

ab(AF /F,G) qui sera noté ω(κ). Posons

d(I,G) = # coker [H1
ab(AF /F, I)→ H1

ab(AF /F,G)] .

Proposition 4.2.1. — Soit δ ∈ L(F ). Alors∑
[x]∈D(I,G;F )

ΦG(AF ),ω(δx, φ) =
τ(G)

τ(I) d(I,G)

∑
ω(κ)=ω

Φκ
G(AF )(δ, φ) .

Démonstration. — Le centralisateur stable étant connexe, le groupe E(I,G;AF /F )
et son dual de Pontryagin K(I,G;F )1 sont finis. L’inversion de Fourier sur le groupe
fini E(I,G;AF /F ) montre que, compte tenu de 1.8.5 et 1.8.6, on a

1
#E(I,G;AF /F )

∑
ω(κ)=ω

Φκ
G(AF )(δ, φ) =

∑
[x]∈D(I,G;AF )

χ(x)e(δx)ΦG(AF ),ω(δx, φ)

où χ est la fonction caractéristique de l’image de D(I,G;F ) dans D(I,G;AF ). On
observe que, puisque I et G sont connexes

ker1(F, I) = ker1ab(F, I) et ker1(F,G) = ker1ab(F,G)

d’après 1.6.11. Les fibres de l’application

D(I,G;F )→ D(I,G;AF )

ont un cardinal constant

b(δ) = #ker(ker1(F, I)→ ker1(F,G)) = #ker(ker1ab(F, I)→ ker1ab(F,G)) ,

on en déduit que∑
[x]∈D(I,G;F )

ΦG(AF ),ω(δx, φ) =
b(δ)

#E(I,G;AF /F )

∑
ω(κ)=ω

Φκ
G(AF )(δ, φ)
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en utilisant que e(δ) = 1 pour un élément rationnel d’après 1.7.2. L’exactitude de la
première suite 1.8.4 montre alors que, compte tenu de 1.7.4,

b(δ)
#E(I,G;AF /F )

=
τ(G)

τ(I) d(I,G)
.

Lemme 4.2.2. — Les nombres τ(I) et c(I, L) sont constants lorsque δ parcourt une
classe de conjugaison stable.

Démonstration. — Le groupe I varie parmi les formes intérieures d’un même groupe.
On invoque [Ko6] pour la constance du nombre de Tamagawa par torsion intérieure.
La mesure sur AI,∞, qui est central, est également indépendante de la torsion.

On note C(δ) l’ensemble des classes de G(F )-conjugaison d’éléments δ′ stablement
conjugués à δ. On note TL

δ (φ) la somme des termes de l’expression géométrique de la
formule des traces indexés par des éléments stablement conjugués à δ :

TL
δ (φ) = JZ(θ)

∑
δ′∈C(δ)

aL(δ′)ΦG(AF ),ω(δ′, φ0) .

Posons

j(δ) = #ker(H1(F, I)→ H1(F,Gδ)) et ι̃(δ) = #(H0(F, I\Gδ)) .

On a
ι̃(δ) = ι(δ) j(δ) .

Introduisons enfin

a(G, δ) =
τ(G) JZ(θ)

ι̃(δ) d(I,G) c(I, L)
.

Proposition 4.2.3. — La partie elliptique de la formule des traces se récrit

TL
e (φ) =

∑
δ

a(G, δ)
∑

{κ∈K(I,G;F ) |ω(κ)=ω}
Φκ
G(AF )(δ, φ

0)

la somme en δ portant sur un ensemble de représentants des classes de conjugaison
stable d’éléments elliptiques rationnels dans L(F ).

Démonstration. — En remarquant que ι̃(δ) ne dépend que de la classe de conjugaison
stable, on a

TL
δ (φ) =

JZ(θ) τ(I)
ι̃(δ) c(I, L)

∑
δ′∈C(δ)

j(δ′)ΦG(AF ),ω(δ′, φ0)

soit encore,

TL
δ (φ) =

JZ(θ) τ(I)
ι̃(δ) c(I, L)

∑
[x]∈D(I,G;F )

ΦG(AF ),ω(δx, φ0)
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et donc, compte tenu de 4.2.1 :

TL
δ (φ) =

τ(G) JZ(θ)
ι̃(δ) d(I,G) c(I, L)

∑
ω(κ)=ω

Φκ
G(AF )(δ, φ

0) .

On a ainsi montré que la contribution de la classe de conjugaison stable de δ à la
formule des traces est, au coefficient a(G, δ) près, la somme des intégrales κ-orbitales
de δ :

TL
δ (φ) = a(G, δ)

∑
ω(κ)=ω

Φκ
G(AF )(δ, φ

0) .

La proposition s’ensuit.

Corollaire 4.2.4. — Supposons que ω = 1 et que

Φκ
G(δ, φ

0) = 0

pour tout κ �= 1. Alors

TL
e (φ) =

∑
δ

a(G, δ) Φ1
G(AF )(δ, φ

0)

la somme portant sur les classes de conjugaison stable dans L(F ).

C’est par exemple le cas lorsque G = L, pour les groupes unitaires considérés par
Kottwitz dans [Ko7]. En effet pour de tels groupes on a K(I,G;F )1 = 1 pour tout
I centralisateur stable d’un δ elliptique dans G(F ). Dans une situation plus générale
on peut utiliser des fonctions stabilisantes pour obtenir cette pseudo-stabilisation.

4.3. Stabilisation conditionnelle pour le changement de base

Nous supposons dans cette section que nous sommes dans la situation du change-
ment de base.

Définition 4.3.1. — On appelle partie elliptique de la formule des traces stable pour
H la distribution

STH
e (f) =

∑
γ

a(H, γ) Φ1
H(AF )(γ, f

0)

la somme portant sur les classes de conjugaison stable d’éléments elliptiques dans
H(F ).

Indiquons, de manière un peu vague, ce que l’on espère en général pour la stabili-
sation. On conjecture l’existence de constantes a(G, θ,Hκ) et de fonctions fκ̃ sur des
groupes endoscopiques Hκ (et dépendant de donnés supplémentaires) de sorte que

ΦG(AF )(γ, κ;φ) = Φ1
Hκ(AF )(γ, fκ̃)

et
TL
e (φ) =

∑
a(G, θ,Hκ) STHκ

∗ (fκ̃)
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où STHκ
∗ est une variante de STHκ

e définie en omettant certaines classes de conjugaison
singulières (voir [Ko5] pour le cas θ = 1) ; nous ne préciserons pas non plus l’ensemble
de sommation.

Nous avons établi l’existence des fonctions f = f1. Sous des conditions impliquant
que les intégrales κ-orbitales s’annulent si κ �= 1 nous allons exprimer la partie ellip-
tique de la formule des traces tordue pour (G, θ) au moyen de la partie elliptique de
la formule des traces stable pour H = H1.

Proposition 4.3.2. — Si γ est une norme de δ le nombre

a(G, θ,H) =
a(G, δ)
a(H, γ)

�− dim aL c(H,L)

est indépendant de δ et γ :

a(G, θ,H) = �− dim aL
τ(G)JZ (θ)

τ(H) d(H,G∗)
= �− dim aL

JZ(θ)
#E(H,G∗;AF /F )

.

Si le groupe dérivé de G0 est simplement connexe ce nombre ne dépend que des co-
centres :

a(G, θ,H) = a(DG, θ,DH) .

Si G0 est semi-simple simplement connexe

a(G, θ,H) = 1 .

Démonstration. — On rappelle que

a(G, δ) =
τ(G) JZ(θ)

ι̃(δ) d(I,G) c(I, L)
et on a

a(H, γ) =
τ(H)

ι̃(γ) d(I∗, H) c(I∗, H)
D’après 1.9.3 on sait que d(I,G) = d(H,G∗) et donc d(I∗, H) = 1. D’après 2.4.5, on
voit que ι̃(δ) = ι̃(γ). Il suffit maintenant d’observer que c(I, L) est indépendant des
torsions intérieures et que

c(I, L) = c(I,H) c(H,L)

pour obtenir la formule annoncée. L’expression de a(G, θ,H) ne fait intervenir que les
abélianisés, les deux dernières assertions en résultent.

Proposition 4.3.3. — La partie elliptique de la formule des traces se récrit

TL
e (φ) = �dim aL

a(G, θ,H)
c(H,L)

∑
γ

a(H, γ)
∑

{κ∈K(I∗,G∗;F ) |ω(κ)=ω}
ΦG(AF )(γ, κ;φ0)

la somme en γ portant sur un ensemble de représentants des classes de conjugaison
stable d’éléments elliptiques rationnels dans H(F ) et où I∗ est le centralisateur stable
de γ dans H.
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Démonstration. — D’après 4.2.3

TL
e (φ) =

∑
δ

a(G, δ)
∑

{κ∈K(I,G;F ) |ω(κ)=ω}
Φκ
G(AF )(δ, φ

0) .

On observera tout d’abord que si γ n’est pas la norme d’un δ ∈ L(F ) la somme∑
{κ∈K(I∗,G∗;F ) |ω(κ)=ω}

ΦG(AF )(γ, κ;φ)

est nulle d’après 2.7.3. Par contre, si γ est la norme d’un δ ∈ L(F ) on a

Φκ
G(AF )(δ, φ) = ΦG(AF )(γ, κ;φ)

La preuve est maintenant conséquence immédiate de l’injectivité de la norme entre
classes de conjugaison stable établie en 2.4.3 et de 4.3.2.

Théorème 4.3.4. — Supposons que ω = 1. Soient f et φ deux fonctions lisses et à
support compact sur H(AF ) et L(AF ) respectivement, produit de fonctions fv et φv
associées à toutes les places et φv stabilisantes pour v ∈ V, un ensemble de places
(G∗, H)-essentiel. On a

TL
e (φ) = a(G, θ,H) STH

e (f) .

Démonstration. — On rappelle que, pour que l’application de V-localisation pour les
caractères endoscopiques soit injective, il suffit, d’après 1.9.6, que cet ensemble de
places soit (G∗, H)-essentiel. On a supposé que φ est stabilisante au dessus de V,
donc

ΦG(AF )(γ, κ;φ0) = 0

si κV �= 1 et pour cela il suffit que κ �= 1 puisque V est un ensemble (G∗, H)-essentiel.
La proposition 4.3.3 montre alors que

TL
e (φ) = �dim aL

a(G, θ,H)
c(H,L)

∑
γ

a(H, γ) ΦG(AF )(γ, 1;φ0) .

Si φ et f sont associées on a

ΦG(AF )(γ, 1;φ) = Φ1
H(AF )(γ, f) .

Soit z ∈ AL,∞ ; comme zδ a pour norme z(γ on voit que

ΦG(AF )(γ, 1;φ0) = �− dim aL c(H,L)Φ1
H(AF )(γ, f

0)

et on obtient

TL
e (φ) = a(G, θ,H)

∑
γ

a(H, γ) Φ1
H(AF )(γ, f

0) .
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On peut, au moins pour les groupes dont le groupe dérivé est simplement connexe,
prendre en compte l’endoscopie liée à l’abélianisé de G en imposant des conditions sur
l’ensemble V un peu moins restrictives que celle utilisée ci-dessus, mais on utilisera
alors tous les transferts endoscopiques pour le couple (G,H) provenant de caractères
de G, suivant la construction donnée en 3.2.3. En effet, si Gder = GSC l’application

x �→ x−1θ(x)

induit un homomorphisme injectif

H0
ab(AF /F,H\G∗)→ H0

ab(AF /F,G
∗)

et pour tout κ ∈ K(H,G∗;F ) on peut choisir un caractère κ̃ de H0
ab(AF /F,G

∗) qui le
prolonge. Ceci permet de définir suivant 3.2.3 des fonctions fκ̃ vérifiant

ΦG(AF )(γ, κ;φ) = Φ1
H(AF )(γ, fκ̃) .

Proposition 4.3.5. — Supposons ω = 1 et Gder = GSC . Soit V un ensemble de places
v de F , tel que pour tout γ ∈ H(F ) qui est V-elliptique, l’image de l’application

E(I∗, G∗;FV)→ E(I∗, G∗;AF /F )

où I∗ est le centralisateur stable de γ dans H, contienne l’image de E(I∗, H ;AF /F ).
Si φ est stabilisante au dessus de V on a

TL
e (φ) =

∑
κ∈K(H,G∗;F )1

a(G, θ,H) STH
e (fκ̃) .

Démonstration. — Comme pour le théorème précédent on invoque 4.3.3 et l’annula-
tion des intégrales orbitales pour les κ non triviaux sur l’image de E(I∗, H ;AF /F ).
On conclut en invoquant 1.9.4.

4.4. Décomposition spectrale et forme simple de la formule des traces

Nous reprenons la discussion du cas général avec G, θ et ω arbitraires. On note Rd

la restriction de R au spectre discret de G(AF ) dans

L2(AG,∞G(F )\G(AF )) .

On note Π(G(AF )) (resp. Πd(G(AF ))) l’ensemble des classes d’équivalence de repré-
sentations admissibles irréductibles de G(AF ) (resp. dans le spectre discret). On note
m(πG) la multiplicité de la représentation πG ∈ Π(G(AF )) dans le spectre discret.
On a, pour f ∈ C∞c (G(AF )),

trace (Rd(f)) =
∑

πL∈Πd(G(AF ))

m(πG) trace (πG(f)) .

La sommation sur les t ≥ 0 qui apparait dans les expressions d’Arthur [Ar2] est
inutile : c’est un fait désormais connu que le spectre discret est traçable [Mü]. On
notera mcusp la multiplicité dans le spectre cuspidal.
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On dira qu’une représentation πG est θ-ω-stable si

πG ◦ θ � πG ⊗ ω .

L’opérateur

A(θ, ω,R) : ϕ �→ (ϕ⊗ ω) ◦ θ−1 pour ϕ ∈ L2(AG,∞G(F )\G(AF ))

est un opérateur unitaire qui envoie le composant isotypique de la représentation πG

sur le composant isotypique de la représentation (πG ◦θ)⊗ω−1. Si ces représentations
sont équivalentes, elles définissent un même composant isotypique dans le spectre
discret. On obtient, par restriction à ce sous-espace, un opérateur A(θ, ω, πG). Soit
f ∈ C∞c (G(AF )), la trace de l’opérateur Rd(f)A(θ, ω,R) se décompose suivant les
composants isotypiques des représentations θ-ω-stables du spectre discret :

trace (Rd(f)A(θ, ω,R)) =
∑

πG∈Πd(G(AF ))|πG◦θ�πG⊗ω

trace (πG(f)A(θ, ω, πG)) .

L’étude de l’opérateur A(θ, ω, πG) dans le cas particulier où θ = 1 et ω quelconque
est traité en détail lorsque G = GL(2) dans [LL]. Mais pour des groupes autres que
GL(n), l’endoscopie pour ω quelconque, est encore mal connue : nous ne disposons pas
du transfert. Au surplus, la formule des traces elle-même n’est pas connue, les travaux
d’Arthur ne couvrent pas ce cas. Nous nous limiterons désormais au cas ω = 1.

Proposition 4.4.1. — Supposons le théorème de Paley-Wiener scalaire valable pour le
couple (G, θ). Considérons une fonction φ ∈ C∞c (L(AF )) cuspidale en une place, for-
tement cuspidale en une autre, alors, si ω = 1

TL
e (φ) = trace (Rd(φ)) .

Démonstration. — Grâce au résultat de Paley-Wiener scalaire, il nous est loisible
d’utiliser la forme invariante de la formule des traces [Ar2]. Soit φ = ⊗φv telle qu’en
une place v la fonction φv soit fortement cuspidale ; alors [Ar2, Corollary 7.3 p. 539]
montre que la partie spectrale de la formule des traces invariante se réduit à la contri-
bution du spectre discret :

IL(φ) = trace (Rd(φ)) .

Si de plus φ = ⊗φv avec φv cuspidale en deux places distinctes, l’une des deux étant
fortement cuspidale, l’expression géométrique de la formule des traces invariante se
réduit à la contribution des éléments elliptiques d’après le Théorème 7.1 de [Ar2] :

IL(φ) = TL
e (φ) .

On a noté G+ le F -groupe réductif produit semi-direct de G et du groupe engendré
par θ supposé d’ordre fini. On noteraG(AF )+ le groupe engendré parG(AF ) et G+(F )
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dans le produit des G+(Fv) :

G(AF )+ = G(AF )G+(F ) .

On note Π(L(AF )) l’ensemble des représentations admissibles irréductibles deG(AF )+

qui restent irréductibles par restriction à G(AF ). On note m(πL) la multiplicité
de la représentation πL ∈ Π(L(AF )) dans le spectre discret. On a donc pour φ ∈
C∞c (L(AF )) :

trace (Rd(φ)) =
∑

πL∈Π(L(AF ))

m(πL) trace (πL(φ)) .

Soit πL ∈ Π(L(AF )) ; on obtient, par restriction à G(AF ), une représentation πG de
G(AF ) telle que πG ◦ θ soit équivalente à πG. Réciproquement, les représentations
telles que πG ◦ θ soit équivalente à πG admettent un prolongement à G(AF )+, mais
ce prolongement n’est pas unique ; les divers prolongements dépendent du choix de
l’opérateur d’entrelacement qui définit cette équivalence, et ces choix diffèrent par
une racine �-ième de l’unité. Soit πG une représentation du spectre discret qui se
prolonge à G(AF )+ et soit πL0 un des prolongements de πG. Les divers prolongements
sont obtenus en multipliant πL0 (θ) par une puissance r(π

L, πL0 ) d’une racine �-ième de
l’unité ζ :

πL(θ) = ζr(π
L,πL

0 )πL0 (θ) .

Soit X une indéterminée, et posons

C(πG, πL0 , X) =
∑

m(πL) Xr(πL,πL
0 )

la somme portant sur les prolongements de πG intervenant dans le spectre discret. On
a donc

m(πG) =
∑

m(πL) = C(πG, πL0 , 1) .

Le nombre complexe

m(πG, πL0 ) = C(πG, πL0 , ζ) ,

est une ‘multiplicité relative’. Soit A(θ, πG) l’opérateur défini par l’action de θ dans
le composant isotypique de πG dans le spectre discret. L’opérateur A(θ, πG) est la
somme, sur les πL ayant des restrictions à G(AF ) équivalentes à πG, des opérateurs
πL(θ) ; on a donc :

A(θ, πG) =
∑

m(πL) πL(θ) = m(πG, πL0 ) π
L
0 (θ) .

On a donc

trace (πG(f)A(θ, πG)) = m(πG, πL0 ) trace (π
G(f)πL0 (θ))

soit encore

trace (πG(f)A(θ, πG)) = m(πG, πL0 ) trace (π
L
0 (φ)) .
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On peut récrire la trace dans le spectre discret :

trace (Rd(φ)) =
∑

πG∈Π(G(AF ))

m(πG, πL0 ) trace (π
L
0 (φ)) .

Proposition 4.4.2. — Dans le cas du changement de base (avec ω = 1) et d’une fonc-
tion φ ∈ C∞c (L(AF )) cuspidale en une place et fortement cuspidale en une autre, on
a

TL
e (φ) =

∑
πG∈Π(G(AF ))

m(πG, πL0 ) trace (π
L
0 (φ)) .

Démonstration. — Grâce au résultat de Delorme [Delo] le théorème de Paley-Wiener
scalaire est valable pour le changement de base. C’est alors une conséquence immédiate
de 4.4.1.

On dira que la contribution de πG à la formule des traces pour L est non triviale si

m(πG, πL0 ) �= 0 .

Nous allons donner des critères pour qu’il en soit ainsi.

Lemme 4.4.3. — La contribution de πG à la formule des traces pour L est non triviale
si la multiplicité m(πG) vaut 1. C’est également le cas si cette multiplicité n’est pas
divisible par c( la valeur en 1 du polynôme cyclotomique pour �. Il suffit pour cela que
m(πG) soit premier à � si c( �= 1.

Démonstration. — Le polynôme à coefficients entiers C(πG, πL0 , X) s’annule pour
X = ζ si et seulement si il est divisible par le polynôme cyclotomique C((X) et
en particulier cette divisibilité implique que

m(πG) =
∑

m(πL) = C(πG, πL0 , 1)

est divisible par c( = C((1). On obtient ainsi une condition suffisante de non annu-
lation. Comme c( divise � il suffit, si c( �= 1, que m(πG) soit premier à �, pour que
m(πG, πL0 ) soit non nul.

Remarque. — Il se peut que c( = 1 ; c’est le cas pour � = 6. Par contre si � est premier
on a c( = �.

4.5. Identité spectrale pour le changement de base

Nous nous plaçons dans le cadre du changement de base.

Proposition 4.5.1. — Soit V un ensemble fini de places de F . On suppose que V est de
cardinal ≥ 2 et contient un sous-ensemble V1 qui est (G∗, H)-essentiel. Soient deux
fonctions f et φ lisses et à support compact sur H(AF ) et L(AF ) respectivement,
produit de fonctions fv et φv associées à toutes les places telles que
- φv et fv sont stabilisantes pour tout v ∈ V1
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- φv et fv sont cuspidales pour tout v ∈ V

- φv et fv sont fortement cuspidales pour un v ∈ V.
Sous ces conditions∑
πG∈Π(G(AF ))

m(πG, πL0 ) trace (π
L
0 (φ)) = a(G, θ,H)

∑
πH∈Π(H(AF ))

m(πH) trace (πH(f)).

Démonstration. — C’est une conséquence immédiate du théorème 4.3.4 et de la pro-
position 4.4.2.

Nous laisserons au lecteur le soin de formuler des généralisations de ce résultat au
moyen de 4.3.5.

Soit S un ensemble fini de places contenant les places archimédiennes, les places
ramifiées et les places v ∈ V. Soit ψS un caractère de l’algèbre de Hecke sphérique
en dehors de S. On note Π(H,ψS) l’ensemble des représentations admissibles irré-
ductibles πH ∈ Π(H(AF )) dont la composante πHv pour v en dehors de S est la
représentation attachée au caractère ψv : pour toute fonction h dans l’algèbre de
Hecke H(Fv) des fonctions sur H(Fv) bi-invariantes par KH

v = H(Ov) on a

trace πHv (h) = ψv(h) .

Le changement de base sur les caractères de Hecke s’obtient par simple composition
avec l’homomorphisme de changement de base ; on posera ψEv := ψv ◦ bEv/Fv

.

Proposition 4.5.2. — Soient deux fonctions fS et φS lisses et à support compact sur
H(FS) et L(FS) respectivement, produit de fonctions associées à toutes les places de
S, et satisfaisant les conditions (4.5.1) ci-dessus en des places v ∈ S. Soit ΨS un ca-
ractère de Hecke en dehors de S pour G. Sous ces hypothèses on a l’identité suivante∑

πG∈Π(G,ΨS))

m(πG, πL0 ) trace (π
L
0,S(φS)) =

a(G, θ,H)
∑

{ψS |ψS
E=ΨS}

∑
πH∈Π(H,ψS)

m(πH) trace (πHS (fS)) .

On peut raffiner cette identité en imposant les caractères infinitésimaux pour les repré-
sentations πHv et πLv de H(Fv) et G(Fv) aux places v archimédiennes de façon com-
patible au changement de base.

Démonstration. — On sait que, sous les hypothèses (4.5.1) on a∑
πG∈Π(G(AF ))

m(πG, πL0 ) trace (π
L
0 (φ)) = a(G, θ,H)

∑
m(πH) trace (πH(f)) .

La convergence absolue de ces expressions permet la séparation des caractères
infinitésimaux aux places archimédiennes au moyen de multiplicateurs (3.5.4). Aux
places v /∈ S on utilise des paires de fonctions hL et bEv/Fv

(h) avec h ∈ H(Ev). On
peut alors, en variant ces paires de fonctions séparer les caractères de Hecke ΨS .
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Lemme 4.5.3. — Soit π et π ′ deux représentations automorphes du spectre discret
appartenant pour v /∈ S au même caractère de Hecke ψS. On suppose qu’en une place
finie w la représentation πw est de Steinberg et que π′

w est à cohomologie non triviale
(à torsion près par des caractères unitaires). Alors π′

w est de Steinberg (à torsion près
par des caractères unitaires).

Démonstration. — Pour un groupe quasi-simple les représentations à cohomologie
non triviale sont soit la représentation triviale soit la représentation de Steinberg.
Considérons les représentations obtenues par restriction de πw à l’image du revêtement
simplement connexe du groupe dérivé. Les représentations automorphes d’un facteur
quasi-simple qui localement en w sont triviales, sont globalement, par approximation
forte, triviales. Ceci se lit sur le caractère de Hecke ψS ; il en est donc de même pour
π′.

Proposition 4.5.4. — Soit π une représentation automorphe du spectre discret. On sup-
pose qu’en une place finie w la représentation πw est de Steinberg (à torsion près par
des caractères unitaires). Alors π est cuspidale.

Démonstration. — D’après Langlands, le spectre discret non cuspidal est obtenu par
résidu de séries d’Eisenstein. Ce sont des représentations qui en chaque place sont non
tempérées, or la représentation de Steinberg est tempérée.

4.6. Changement de base automorphe

L’identité de changement de base 4.3.4 et sa contrepartie spectrale 4.5.2 ainsi que
ses généralisations reposant sur 4.3.5, se prêtent à l’étude de diverses situations (voir
par exemple [CL]). Nous n’aborderons ici que le cas particulier suivant :

Hypothèse. — On fixe un ensemble V fini, de places non archimédiennes de F , qui
contient au moins deux places et on suppose que V est (G∗, H)-essentiel.

Rappelons que d’après 1.9.6 cette hypothèse est toujours vérifiée si θ = 1 ou si G0

est semi-simple et simplement connexe. On se limitera de plus aux représentations
qui sont de Steinberg, à torsion près par des caractères, en ces places.

On dit qu’une représentation πL ∈ Π(L(AF )) est un changement de base (ou un
relèvement) faible de πH ∈ Π(H(AF )) si pour pour presque toute place v non ramifiée
on a

trace πLv (h) = trace πHv (bEv/Fv
(h)) .

Nous allons d’abord donner un théorème de transfert de G vers le groupe endoscopique
H .
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Théorème 4.6.1. — Soit πG ∈ Π(G(AF )) une représentation automorphe du spectre
discret, telle que pour v ∈ V la représentation πGv est de Steinberg. Supposons que πG

contribue non trivialement à la formule des traces pour L, c’est-à-dire que :

m(πG, πL0 ) �= 0 .

Alors, il existe une représentation πH ∈ Π(H(AF )) automorphe du spectre discret
telle que :
(a) πL est un relèvement (ou changement de base) faible de πH ;
(b) πHv est à cohomologie non triviale pour v ∈ V, à torsion près par des caractères
triviaux sur l’image des normes
(c) en chaque place v le caractère de πHv ne s’annule pas identiquement sur les normes
des éléments de L(Fv) .

Démonstration. — Pour S assez grand, soit ΨS le caractère de Hecke défini par πL

en dehors de S. Il suffit de prouver que le premier membre de l’identité 4.5.2 n’est
pas identiquement nul. Par séparation des caractères infinitésimaux aux places ar-
chimédiennes au moyen de multiplicateurs (3.5.4), on dispose, si on se limite à des
fonctions bi-invariantes sous des sous-groupes ouverts compacts fixes, d’une égalité
entre sommes finies de représentations. Aux places v ∈ V on choisit comme fonctions
sur G(Fv) des fonctions de Kottwitz et des fonctions de Kottwitz généralisées sur
H(Fv), associées. Seules les représentations de Steinberg ou triviales à torsion près
par des caractères, de G(Fv) et H(Fv), peuvent contribuer en ces places, et on a
supposé πLv de Steinberg. D’après 4.5.3 seules peuvent contribuer en cette place les
représentations de Steinberg à torsion près par des caractères χ. La contribution en
ces places, des autres représentations est donc égale à la contribution de πGv ou nulle.
Aux places dans S−V les fonctions φv sont arbitraires parmi les fonctions lisses K∞-
finies et à support compact sur L(Fv) et bi-invariantes sous les sous-groupes ouverts
compacts choisis. On achève en invoquant 3.3.3 (i).

Donnons maintenant un théorème de relèvement.

Théorème 4.6.2. — Supposons G0 quasi-déployé (i.e. G0 = H). Soit πH une représen-
tation automorphe cuspidale de H(AF ) telle qu’aux places v ∈ V la représentation πHv
est de Steinberg. Alors, il existe une représentation πG ∈ Π(G) automorphe cuspidale
qui soit un relèvement (ou changement de base) faible de πH . De plus on peut supposer
que
(α) Aux places archimédiennes, le caractères infinitésimal de πGv correspond par chan-
gement de base à celui de πHv .
(β) Soit v une place où H(Fv) est quasi-déployé muni d’un sous-groupe compact KH

v

très spécial, πHv est KH
v -sphérique, G(Fv) est non-ramifié et muni d’un sous-groupe

compact KG
v hyperspécial. Alors πGv est la représentation KG

v -sphérique qui correspond
à πHv par changement de base.
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(γ) En toute place v où πHv est une représentation à cohomologie non triviale la
représentation πGv est à cohomologie non triviale.
(δ) En toute place complètement décomposée dans E on a πGv = πHv ⊗ · · · ⊗ πHv .

Démonstration. — Nous commencerons par montrer l’existence de πG dans le cas
particulier où G0 est quasi-simple et simplement connexe. Pour S assez grand, soit
ψS le caractère de Hecke défini par πH en dehors de S et soit ΨS = ψS

E . Compte tenu
de la proposition 4.5.2 ci-dessus, il suffit, pour établir l’existence de πG, de prouver
que le second membre de l’identité 4.5.2 n’est pas identiquement nul. Comme ci-dessus
dans la preuve de 4.6.1 on utilise pour v ∈ V des fonctions de Kottwitz (généralisées
pour H). Compte tenu de 3.2.2 et de 4.3.2 on a

〈1, f〉 = 〈1, φ〉

et
a(G, θ,H) = 1 .

L’identité 4.5.2 peut donc se raffiner en une identité pour l’orthogonal de la représen-
tation triviale pour G et pour H . On peut donc supposer que ΨS n’est pas le caractère
de Hecke de la représentation triviale ce qui est a fortiori le cas pour tout ψS

1 avec ΨS

pour changement de base. Donc les πH qui peuvent contribuer sont, d’après 4.5.3 et
4.5.4, cuspidales et de Steinberg pour v ∈ V. Ceci permet de mettre la contribution
de ces places en facteur. Pour les places dans S −V on invoque 3.3.3 (ii). On a ainsi
établi l’existence d’un relèvement faible πG lorsque G0 est quasi-simple et simplement
connexe. Passons au cas général ; nous allons tout d’abord établir que l’identité 4.5.2
peut se raffiner en une identité sur les spectre cuspidaux ; pour cela on remarque que la
restriction de πH à l’image du revêtement simplement connexe de son groupe dérivé est
une somme de produits tensoriels de représentations irréductibles, sur chaque facteur
quasi-simple, qui ne sont pas la représentation triviale. Par changement de base le
caractère de Hecke ΨS obtenu n’est pas non plus, sur chaque facteur quasi-simple,
celui de la représentation triviale, compte tenu du cas particulier déjà établi. Soit πH1
une représentation qui pour v ∈ V a une trace non nulle sur une fonction de Kottwitz
généralisée, et qui correspond à un caractère de Hecke ψS

1 ayant même changement
de base ΨS que le caractère de Hecke ψS de πH . Une telle représentation πH1 est donc
nécessairement de Steinberg, à torsion près par un caractère unitaire, pour v ∈ V

d’après 4.5.3 et est donc cuspidale d’après 4.5.4. Nous pouvons maintenant supposer
les représentations cuspidales, et on procède comme dans le cas particulier déjà traité
pour établir l’existence du relèvement faible πG. Établissons les autres assertions.
On a déjà utilisé la possibilité de séparer les caractères infinitésimaux aux places
archimédiennes ; le reste de l’assertion (α) résulte de 3.5.4. L’assertion (β) résulte
de 3.6.4. L’assertion (γ) résulte, pour les places finies, de la possibilité d’utiliser les
fonctions de Kottwitz (3.9.2) et de 3.5.4 pour les places archimédiennes. L’assertion
(δ) résulte de 3.4.1.
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Remarque. — En combinant les deux théorèmes précédents on obtient un théorème
de relèvement de G0 à G∗ en faisant tout d’abord un transfert à H = G∗

0 puis un
relèvement de H à G∗.

4.7. Existence de cohomologie cuspidale

Le théorème 4.6.2 va nous permettre de généraliser le théorème 11.3 de [BLS]
comme annoncé dans [BLS, 11.4]. Nous reprenons les définitions et pour l’essentiel les
notations de cet article. Soit G un groupe semi-simple connexe, simplement connexe,
déployé. Soit F un corps totalement réel et soit

F = F0 ⊂ F1 ⊂ · · · ⊂ Fn = E

une tour d’extension de corps avec Fp+1/Fp cyclique. On appelle cohomologie cuspi-
dale, au dessus de S, pour G sur E, l’espace vectoriel gradué

H∗
cusp(GE , S) =H∗

d(G(ES);L2
cusp(G(E)\G(AE))∞)

où H∗
d est la cohomologie différentiable.

Théorème 4.7.1. — Soit S un ensemble fini de places de E contenant toutes les places
archimédiennes. La cohomologie cuspidale au dessus de S pour G sur E est non
triviale.

Démonstration. — Pour tout ensemble fini S1 de places de F , contenant les places
archimédiennes, la non trivialité de la cohomologie cuspidale pour G sur F est connue
grâce au corollaire 10.7 de [BLS]. On suppose que S1 contient au moins deux places
finies de sorte que les représentations cuspidales pour GF à cohomologie au dessus de
S1 sont nécessairement de Steinberg en deux places. On suppose de plus que toute
place w ∈ S divise une place v ∈ S1. On passe de F à E par une succession de
changements de base cycliques, et il suffit d’invoquer 4.6.2.
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(1992), p. 465-514.

[Br2] L. Breen, Ensembles croisés et algèbre simpliciale, ce volume (1999), p. 135-
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[CD2] L. Clozel, P. Delorme, Le théorème de Paley-Wiener invariant pour les
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APPENDICE A

CHANGEMENT DE BASE POUR LES

REPRÉSENTATIONS COHOMOLOGIQUES DE

CERTAINS GROUPES UNITAIRES

L. Clozel et J.-P. Labesse

Présentation

Le but de cette note est de démontrer un théorème utilisé, mais non prouvé, dans
[Clo4] (1). Nous serons aussi amenés à préciser et à prouver des énoncés dont la preuve
est incomplète dans [Clo3]. On prendra garde que les notations utilisées ici ne sont
pas nécessairement celles de l’article principal de ce volume. La bibliographie utilise
les mêmes conventions que celle de l’article principal.

Nous allons prouver, pour certains groupes unitaires, un théorème qui affirme
l’existence de relèvement par changement de base de représentations à cohomologie.
Contrairement au cas traité dans l’article principal de ce volume [Lab4], le théorème
de relèvement s’applique ici à des groupes non quasi-déployés. Mais les arguments
sont similaires et utilisent diverses techniques développées dans l’article principal :
stabilisation de tous les termes elliptiques de la formule des traces et transfert des in-
tégrales orbitales de fonctions à support compact arbitraire. La preuve de l’existence
du changement de base suppose un résultat de non nullité aux places archimédiennes ;
cette non annulation est prouvée ici en observant que les représentations qui nous in-
téressent interviennent dans la cohomologie de certaines variétés de Shimura en des
degrés de même parité ; ceci se déduit de résultats dus à Kottwitz [Ko7].

A.1. Fonctions de Lefschetz et d’Euler-Poincaré archimédiennes

Soit I un groupe réductif connexe défini sur R. On dispose sur I(R) de fonctions
d’Euler-Poincaré (cf. [CD2] ou [Lab2]). Soit

i = Lie I(R)

(1)cf. l’abusive footnote (7), p.778 de [Clo4]
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son algèbre de Lie et soit KI,∞ un sous groupe compact maximal ; une fonction
d’Euler-Poincaré est une fonction f Iep lisse et à support compact telle que

tr π(f Iep) = ep(i,KI,∞;π) :=
∑

(−1)i dimHi(i,KI,∞;π)

pour toute représentation admissible π de I(R). La fonction f Iep dépend, entre autre,
du choix d’une mesure de Haar di ; mais la mesure produit de cette mesure de Haar
par la valeur en 1 de cette fonction est une mesure invariante indépendante des choix :
c’est la mesure d’Euler-Poincaré de I(R) :

diep = f Iep(1) di .

Cette mesure est nulle si I(R) n’admet pas de séries discrètes.
Supposons que I(R) admette des séries discrètes. On dispose alors sur I(R) d’une

mesure de Haar canonique : celle pour laquelle la dimension formelle d(π) vaut 1 pour
les représentations des séries discrètes dont le caractère infinitésimal est celui de la
représentation triviale. Nous ferons ce choix désormais. Avec un tel choix

f Iep(1) = e(I(R)) d(I(R))

où
e(I(R)) = (−1)q(I)

est le signe de Kottwitz et

d(I(R)) = #D(T, I ; R) = #ker[H1(R, T )→ H1(R, I)]

où T est un tore maximal R-anisotrope. Nous disposons d’une autre expression pour
ce nombre : c’est le nombre de représentations dans un L-paquet de séries discrètes.
Si on note WC(T, I) le groupe de Weyl ‘complexe’ et WR(T, I) le groupe de Weyl réel,
on a

d(I(R)) =
#WC(T, I)
#WR(T, I)

.

Soit G un groupe réductif connexe défini sur R et soit θ un automorphisme d’ordre
fini. D’après [Lab2] (voir aussi [Clo3, section 3.2]), il existe des fonctions de Lefschetz
φG,θ
ep pour θ sur G(R). Si

g = LieG(R)

et siK∞ est un sous-groupe compact maximal θ-stable, une telle fonction vérifie, pour
toute représentation θ-stable admissible Π de G(R), munie d’un opérateur d’entrela-
cement Iθ :

trace(Π(φG,θ
ep )Iθ) = ep(θ; g,K∞; Π) :=

∑
(−1)i trace (θ |Hi(g,K∞; Π)) .

Soit T un tore de G tel que T (R) soit un tore maximal (au sens des groupes de Lie
compacts) dans K∞. On pose

d(G(R)) = #D(T,G ; R) = #ker[H1(R, T )→ H1(R, G)] .

Nous supposerons que les θ-centralisateurs stables sont connexes.
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Théorème A.1.1. — Soit φG,θ
ep une fonction de Lefschetz sur G(R). Si δ est θ-semi-

simple, de θ-centralisateur stable I, on a

Φθ,G(R)(δ, φG,θ
ep ) = f Iep(1) .

En particulier

Φθ,G(R)(δ, φG,θ
ep ) = 0

si I(R) n’admet pas de séries discrètes. Les intégrales orbitales stables, des éléments
dont le θ-centralisateur stable admet des séries discrètes, ne dépendent que de G :

Φ1
θ,G(R)(δ, φ

G,θ
ep ) = d(G(R)) .

Si de plus

H1(R, GSC) = 1 ,

la fonction φG,θ
ep est stabilisante (cf. [Lab4, 3.8.2]).

Démonstration. — Les fonctions de Lefschetz peuvent être définies au moyen de régu-
larisées, via des multiplicateurs d’Arthur, d’une mesure µ portée par un sous-groupe
compact maximal K∞ supposé θ-stable [Lab2]. La valeur des intégrales orbitales est
indépendante du choix du multiplicateur. On observe tout d’abord que les fonctions
de Lefschetz sont cuspidales : une orbite par θ-conjugaison d’élément θ-semi-simple,
dont le θ-centralisateur stable n’admet pas de séries discrètes, est un fermé qui ne
rencontre pas K∞. Dans le cas d’éléments dont le θ-centralisateur stable est un tore
R-anisotrope, l’intersection entre l’orbite par θ-conjugaison et le compact maximal
est non triviale, mais les fronts d’onde des deux distributions sont transverses et on
peut calculer l’intégrale orbitale tordue de la mesure. La mesure µ est le produit de la
mesure de Haar normalisée sur K∞ par la trace de la représentation virtuelle de K∞,
tordue par θ, définie par la somme alternée des puissances extérieures du supplémen-
taire p de l’algèbre de Lie k de K∞ dans g (proposition 12 de [Lab2]). Il résulte de la
proposition 1 de [Lab2] que cette trace peut se calculer au moyen d’un déterminant
de Weyl :

dµ(k) =
∑

(−1)i trace
(
k � θ | ∧i p

)
dk = det(1− k � θ | g/k) dk .

On observe que le changement de variable

(x, k) �→ x−1 k θ(x) ,

admet comme jacobien ce déterminant et que les conjugués tordus sous le groupe qui
appartiennent àK∞ sont des conjugués tordus sousK∞. Il en résulte que les intégrales
orbitales tordues des éléments dont le θ-centralisateur stable est un tore R-anisotrope,
valent 1, les tores compacts étant munis de la mesure de Haar normalisée :

Φθ,G(R)(δ, φG,θ
ep ) =

∫
T\G(R)

dµ̇(x−1 δ θ(x)) =
∫
T\K∞

dk̇ = vol (T \K∞) = 1 .

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 1999



122 APPENDICE A. CHANGEMENT DE BASE ET GROUPES UNITAIRES

On dispose bien entendu de résultats analogues dans le cas non tordu pour les fonctions
d’Euler-Poincaré sur un groupe I(R). Dans le cas général, où δ est θ-semi-simple, de
centralisateur tordu stable I, on veut montrer que

Φθ,G(R)(δ, φG,θ
ep ) = f Iep(1) .

Par descente au centralisateur, il suffit d’observer qu’au voisinage de δ sur G(R) et au
voisinage de 1 sur I(R) une fonction de Lefschetz sur G(R) et une fonction d’Euler-
Poincaré sur I(R) ont les mêmes intégrales orbitales pour les éléments θ-semi-simples
réguliers ; en effet on vient de voir que

Φθ,G(R)(δ t, φG,θ
ep ) = ΦI(R)(t, f Iep)

pour t ∈ I(R) semi-simple régulier voisin de 1. On a ainsi prouvé la première assertion.
Par définition, si I est le θ-centralisateur stable de δ ∈ G(R) et Ix celui de δx on a

Φκ
θ,G(R)(δ, φ

G,θ
ep ) =

∑
[x]∈D(I,G ;R)

〈κ, ẋ〉 e(Ix(R))Φθ,G(R)(δx, φG,θ
ep )

et donc, si le θ-centralisateur stable de δ admet des séries discrètes

Φκ
θ,G(R)(δ, φ

G,θ
ep ) =

∑
[x]∈D(I,G ;R)

〈κ, ẋ〉d(Ix(R)) .

Par définition, d(Ix(R)) est le nombre d’éléments dans

D(Tx, Ix ; R) = ker[H1(R, Tx)→ H1(R, Ix)]

où Tx est un tore maximal R-anisotrope dans Ix. On dispose de bijections naturelles

H1(R, I)→ H1(R, Ix)

mais on prendra garde que ces bijections ne respectent pas les points base. De fait, si
on note ϕ l’application de H1(R, T ) dans H1(R, I), on a naturellement une bijection

ϕ−1([x])→ D(Tx, Ix ; R)

où ϕ−1([x]) est l’image réciproque, dans H1(R, T ), de [x] ∈ H1(R, I). Ceci montre
que

Φκ
θ,G(R)(δ, φ

G,θ
ep ) =

∑
[x]∈D(I,G ;R)

〈κ, ẋ〉d(Ix(R)) =
∑

τ∈D(T,G ;R)

〈κ, ϕ(τ)〉 .

On en déduit que, si le θ-centralisateur stable de δ admet des séries discrètes, on a

Φ1
θ,G(R)(δ, φ

G,θ
ep ) = d(G(R)) .

Nous devons maintenant montrer que φG,θ
ep est stabilisante si H1(R, GSC) = 1. Mais,

sous cette hypothèse,
H1(R, G) = H1

ab(R, G)

est un groupe abélien et, pour un tore maximal T

D(T,G ; R) = E(T,G ; R) .
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On observe que, d’après [Lab4, 1.6.5], si T est elliptique dans I

H1(R, T )→ H1
ab(R, I)

est surjectif ; donc l’homomorphisme

E(T,G ; R)→ E(I,G ; R)

est surjectif. On en conclut que

Φκ
θ,G(R)(δ, φ

G,θ
ep ) =

∑
τ∈E(T,G ;R)

〈κ, ϕ(τ)〉 = 0

si δ est θ-semi-simple et si κ est un caractère non trivial de E(I,G ; R).

Le lecteur observera que ce théorème est l’analogue, pour les corps archimédiens,
du théorème 2 de [Ko6].

Supposons maintenant que G est obtenu par extension puis restriction des scalaires
pour C/R, à partir d’un groupe réductif connexe G0, et que θ est l’automorphisme
induit par l’élément non trivial du groupe de Galois. On dira que deux fonctions φ
et f sur G(R) et G0(R) sont associées si elles sont associées à une même fonction fH

sur H(R) où H est la forme intérieure quasi-déployée de G0.

Corollaire A.1.2. — Soit fG0
ep une fonction d’Euler-Poincaré sur G0(R). La fonction

φG,θ
ep est associée à c fG0

ep , où c est une constante positive, et φG,θ
ep est stabilisante (cf.

[Lab4, 3.8.2]).

Démonstration. — Il résulte immédiatement de A.1.1 que les fonctions sont associées.
Il reste à observer que comme G est obtenu par restriction des scalaires à partir d’un
groupe complexe H1(R, GSC) = 1 et donc φG,θ

ep est stabilisante.

Remarque. — Cette dernière assertion résulte, dans le cas particulier où G0 est un
groupe unitaire, d’un calcul élémentaire : on se ramène au cas ou la norme de δ est
l’élement neutre et dans ce cas I est un groupe unitaire à n-variables ; sa 1-cohomologie
classifie les formes hermitiennes non dégénérées et les classes d’isomorphismes de ces
formes sont indexées par leur signature (n− p, p) avec 0 ≤ p ≤ n, donc

d(Ip(R)) =
(
n

p

)
.

On suppose que (n− pI , pI) est la signature de la forme hermitienne définissant I. Si
κ est non trivial on a

〈κ, ẋ〉 = (−1)p−pI

et on conclut en invoquant l’identité du binôme.
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A.2. Sur certains groupes unitaires

Soient F un corps totalement réel de degré d, Fc une extension CM de F et D une
algèbre à division de dimension n2 sur Fc munie d’une involution de seconde espèce
notée ∗. On désignera par v, w des places de F , Fc respectivement.

On associe à D un groupe unitaire U sur F , et trois groupes G0 et G1 et G sur Q.
Nous ne donnons que les points rationnels :

G0(Q) = U(F ) = {x ∈ D× |xx∗ = 1}
(de sorte que G0 est obtenu par restriction des scalaires à partir de U/F )

G1(Q) = {x ∈ D× |xx∗ = λ ∈ Q×}
et

G(Q) = D× .

On remarquera que
G0(R) = U(F ⊗Q R) =

∏
v|∞

U(Fv)

où
U(Fv) ∼= U(pv, qv) .

Si GU(pv, qv) est le groupe de similitudes unitaires associé à U(pv, qv), alors G1(R)
est le sous-groupe de ∏

v

GU(pv, qv)

défini par l’égalité des rapports de similitude. Notons encore K0,∞ un sous-groupe
compact maximal de G0(R) ⊂ G1(R). (C’est un compact maximal dans G1(R), sauf
si n est pair et pv = qv = n/2 pour tout v, auquel cas G1(R) a deux composantes
connexes).

Soit
θ : g �→ (g∗)−1

la conjugaison galoisienne de D× = U(Fc) par rapport à U(F ). Soit δ ∈ G(Q) = D×

on note I le θ-centralisateur de δ :

I = {g ∈ D× : g δ θg−1 = δ} .
Soit Dγ le centralisateur dans D de γ = δ θδ. C’est une algèbre à division de centre
un corps Ec et Dγ est munie d’une involution de seconde espèce :

∗′ : x �→ δx∗δ−1 .

Soit E le corps des points fixes de ∗′ dans Ec ; alors I est le groupe unitaire sur E
défini par Dγ et cette involution.

On notera H la forme quasi-déployée de G0. On a introduit en [Lab4, 1.9.5] la
notion d’ensemble (G,H)-essentiel. On note A l’anneau des adèles de Q.

Lemme A.2.1. — L’ensemble {∞} est un ensemble de places (G,H)-essentiel.
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Démonstration. — On considère les groupes E introduits au chapitre I. Nous devons
vérifier que l’application

(∗) E(H,G∗;R)→ E(H,G∗;A/Q)

est surjective. On remarque tout d’abord que

H1
ab(R, G

∗) = {1}, H1
ab(A/Q, G∗) = {1} et ker1(Q, G∗) = 1

ce qui résulte par exemple de ce que G est obtenu par restriction des scalaires d’une
forme intérieure D× de GL(n). Donc

E(H,G∗;R) = H1
ab(R, H) et E(H,G∗;A/Q) ∼= H1

ab(A/Q, H) .

Par ailleurs, on sait que si le groupe dérivé est simplement connexe, la cohomologie
abélianisée n’est autre que la cohomologie du co-centre. Pour un groupe unitaire la
cohomologie abélianisée est donc celle du tore U(1) des éléments de norme 1 dans
l’extension quadratique attachée à ce groupe unitaire. Dans l’extension quadratique
Fc/F attachée à notre groupe unitaire, le corps Fc est une extension quadratique
totalement imaginaire du corps totalement réel F . Il en résulte que

E(H,G∗;R) = H1
ab(R, H) =H1(F ⊗ R, U(1)) ∼=

∏
v|∞

Z/2Z

et
E(H,G∗;A/Q) = H1

ab(A/Q, H) =H1(AF /F, U(1)) ∼= Z/2Z .

La surjectivité de
H1(F ⊗ R, U(1))→ H1(AF /F, U(1))

équivaut à la surjectivité de (*). On a ainsi prouvé que {∞} est un ensemble de places
(G,H)-essentiel.

Rappelons un résultat de Kottwitz [Ko7]

Lemme A.2.2. — Soit γ ∈ G0(Q), et soit I son centralisateur. Alors

E(I,G0;A/Q) = 1 .

Démonstration. — On observe que G0 et I sont obtenus par restriction des scalaires
à partir de groupes unitaires sur des corps F et E, les remarques ci-dessus montrent
que

H1
ab(A/Q, I)→ H1

ab(A/Q, G0)

est un isomorphisme et, comme les tores U(1) vérifient le principe de Hasse pour H1,
il résulte de [Lab4, 1.8.4] que

E(I,G0;A/Q) = 1 .

On a un résultat analogue sur un corps local Fv :
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Lemme A.2.3. — Supposons que Uv est obtenu à partir d’une algèbre à division Dv.
Soit γv ∈ U(Fv), et soit Iv son centralisateur. Alors

E(Iv, Uv;Fv) = 1 .

Démonstration. — Comme Uv est obtenu à partir d’une algèbre à division, le centra-
lisateur Iv est un groupe unitaire. Les remarques ci-dessus montrent que la flèche

H1
ab(Fv , Iv)→ H1

ab(Fv, Uv)

est un isomorphisme ; son noyau est donc trivial.

Corollaire A.2.4. — Soit γ∗ ∈ H(Q) qui est localement partout une norme de γ ∈
G0(AQ) et supposons qu’en une place finie v de F le groupe Uv soit obtenu à partir
d’une algèbre à division. Si on note I∗ le centralisateur stable de γ∗ on a

E(I∗, H ;A/Q) = 1 .

Démonstration. — Le groupe H est obtenu par restriction des scalaires à partir d’un
groupe untaire U∗, notons I∗0 le centralisateur de γ∗ vu comme élément de U∗. Comme
Iv est elliptique dans Uv

E(Iv, Uv;Fv)→ E(I∗0 , U
∗;AF /F )

est surjective d’après [Lab4, 1.9.6]. Comme

E(I∗0 , U
∗;AF /F ) = E(I∗, H ;A/Q)

l’assertion est alors une conséquence immédiate de A.2.3.

A.3. Comparaison des formules de traces

On dit qu’une fonction f lisse et à support compact sur G0(A) et φ lisse et à
support compact sur G(A) sont associées s’il existe une fonction fH lisse et à support
compact sur H(A) associée à f et φ. (On laissera au lecteur le soin de formuler une
définition directe ne faisant pas usage de fH).

Soit r la représentation régulière droite de G0(A) = U(AF ) dans l’espace des formes
automorphes sur

G0(Q)\G0(A) = U(F )\U(AF )

et soit R la représentation analogue de G(A) . On dispose d’un opérateur d’entre-
lacement naturel Iθ sur l’espace de R. Soit par ailleurs φ∞ et f∞ des fonctions sur
les groupes sur les adèles finis G(Af ) et G0(Af ), lisses et à support compact.

Théorème A.3.1. — On suppose que f = fG0
ep ⊗ f∞ et φ = φG,θ

ep ⊗ φ∞ sont associées
et que φG,θ

ep est une fonction de Lefschetz pour θ sur G(R). On suppose de plus que
l’une des deux conditions ci-dessous est satisfaite :
(a) en une place finie v de F la fonction fv est une fonction d’Euler-Poincaré sur
U(Fv)
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(b) en une place v de F le groupe Uv est obtenu à partir d’une algèbre à division.
Sous ces conditions on a une identité de formules des traces :

tr(R(φ)Iθ) = tr(r(f)) .

Démonstration. — Comme D× est une algèbre à division les formules des traces pour
G0 et G ne comportent que des termes elliptiques. On remarque ensuite que φG,θ

ep est
stabilisante (A.1.2) et on a établi en A.2.1 que {∞} est (G∗, H)-essentiel. Soit fH une
fonction sur H(A) associée à f et φ. Le théorème [Lab4, 4.3.4] montre que si on note
STH

e la partie elliptique de la formule des traces stable pour H on a

tr(R(φ)Iθ) = a(G, θ,H)STH
e (fH) .

De même, dans le cas (a), on sait qu’en une place finie une fonction d’Euler-Poincaré
est stabilisante et tout ensemble non vide de places est (H,H)-essentiel on peut donc
invoquer [Lab4, 4.3.4]. Dans le cas (b) seuls les caractères endocopiques triviaux contri-
buent d’après A.2.4 et on invoque [Lab4, 4.3.3]. Dans ces deux cas on a donc

tr(r(f)) = a(G0, 1, H)STH
e (fH) .

Comme il est observé dans [Lab4, 4.3.2], les constantes a(G, θ,H) ne dépendent que
des co-centres si les groupes dérivés sont simplement connexes. Il suffit donc de traiter
le cas D× = GL(1) et on voit alors facilement que

a(G, θ,H) = a(G0, 1, H) = 1 .

On obtient donc

tr(R(φ)Iθ) = tr(r(f)) .

Remarque. — Le théorème ci-dessus donne une preuve d’une variante du lemme 4.6
de [Clo3]. Nous ne faisons plus l’hypothèse que les fonctions sont a support régulier
en une place. Par ailleurs on observera que la constante 1/2 qui figure dans [Clo3,
Lemme 4.6] est incorrecte ; l’erreur vient de ce que le jacobien JZ(θ) en numérateur
de a(G, θ,H) a été omis : ce facteur, qui dans notre cas vaut 2, compense exactement
le nombre de Tamagawa de H en dénominateur. Dans la preuve du lemme 4.6 de
[Clo3] Clozel procéde directement sans utiliser la partie elliptique de la formule des
traces stable pour H et sans utiliser d’hypothèse en une place auxilliaire v ; toutefois
sa preuve est incomplète car il a omis de tenir compte de ce que l’on ne dispose pas
pour G0 de l’analogue du théorème de Kottwitz sur l’existence des normes. Il n’est
pas clair que l’enoncé plus général soit correct.
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A.4. Un théorème de Kottwitz

Un système de coefficients pour G0 est une représentation complexe, irréductible,
de dimension finie, de

G0(C) = U(F ⊗ C) .

Soit g0 = LieG0(R), et K0,∞ ⊂ G0(R) un compact maximal. On déduit de ξ un
système de coefficients ξc pour G [Clo4, section 2.4].

Soit π = ⊗vπv une représentation automorphe de G0(A) = U(AF ). On dit que π
a de la cohomologie à coefficients dans ξ si

H•(g0,K0,∞;π∞ ⊗ ξ) �= 0 .

Des notions analogues s’appliquent à une représentation Π de G(A) et à un système
de coefficients ξc.

Pour simplifier les notations, nous supposons dorénavant que les systèmes de coef-
ficients sont triviaux.

Commençons par rappeler un théorème de Kottwitz. Soit τ une représentation
automorphe de G1(A) et supposons τ cohomologique (pour le système de coefficients
trivial).

Soit g1 = LieG1(R). Le calcul de H•(g1,K0,∞; τ∞) se ramène facilement au cal-
cul de la cohomologie des groupes unitaires, et l’on déduit des résultats de Vogan-
Zuckerman [VZ] l’assertion suivante :

Lemme A.4.1. — Soit τ∞ une représentation unitaire irréductible de G1(R) à coho-
mologie. Les degrés i tels que

Hi(g1,K0,∞; τ∞) �= 0

ont la même parité.

On associe donc à τ∞ un élément de Z/2Z, sa parité.

Théorème A.4.2 (Kottwitz). — Soit S en ensemble fini de places de Q (contenant ∞)
et τS0 une représentation irréductible de

G1(AS) =
∏
p/∈S

′
G1(Qp) .

Il existe alors ε(τS0 ) ∈ Z/2Z tel que, si τ est une représentation automorphe cohomo-
logique de G1(A) telle que τS ∼= τS0 , la parité de τ∞ est égale à ε(τS0 ).

Ceci résulte de [Ko7, Theorem 1].

Proposition A.4.3. — L’analogue du Théorème A.4.2 est vrai pour G0.

ASTÉRISQUE 257
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Démonstration. — Soit A la composante déployée du centre de G1 (sur Q), de sorte
que A ∼= Gm/Q et que A ∩ G0

∼= µ2 (cf. [Clo3, section 5.23]). Soient π une représen-
tation automorphe irréductible de G0(A) et η : µ2(A) → {±1} la restriction de son
caractère central à (A ∩G0)(A). Si χ est un caractère de

A(A)/A(Q) ∼= A×/Q×

trivial sur R× et cöıncidant avec η sur µ2(A), il existe (loc. cit.) une représenta-
tion automorphe irréductible τ de G1(A), de caractère central χ sur A(Q), dont la
restriction à G0(A) est discrète et contient π. En particulier π∞ est contenue dans
τ∞|G0(R). Si π est cohomologique, il en résulte que τ est cohomologique, la cohomologie
apparaissant dans les mêmes degrés.

Soit alors S un ensemble fini de places et soient π1, π2 deux représentations coho-
mologiques de G0(A) cöıncidant en dehors de S. Étendons-les en des représentations
τ1, τ2 de G1(A). Soit p un nombre premier tel que toutes les données sont non rami-
fiées, et décomposé dans le corps Fc. Notons vi les places de F divisant p, {wi, w

′
i} les

places correspondantes de Fc. Alors, avec d = [F : Q] :

G1(Qp) = {(gi, g′i, z) : gitg′i = z}

où gi, g′i ∈ GL(n,Qp) et z ∈ Q×
p , le sous-groupe G0 étant donné par

G0(Qp) = {(gi, g′i, z) : z = 1} ∼= GL(n,Qp)d .

On a donc dualement, sur Qp :

Ĝ1 = GL(n,C)d × C× et Ĝ0 = GL(n,C)d .

Les représentations π1, π2 sont non ramifiées en p et définissent des matrices diagonales
t1, t2 ∈ GL(n,C)d ; de même τ1, τ2 définissent des couples

Tj = (tj , zj) pour j = 1, 2

avec zj ∈ C× et tj la matrice de Hecke de πj . Noter que le caractère central χj est
essentiellement donné par (z2j )

(2).
La démonstration du Théorème A.4.2 [Ko7, section 5] montre que la parité de τj,∞

est déterminée de la façon suivante. Soit ρ la représentation de Ĝ1 associée à une
donnée définissant une variété de Shimura pour G1 ([Ko7, section 1]). Alors

N =
∑
v|∞

pvqv

est la dimension complexe des variétés de Shimura pour G1, et

pN/2 · ρ(Tj) ,

(2)La normalisation de la correspondance de Langlands est ici la normalisation unitaire.
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est une matrice dont les valeurs propres sont des nombres de Weil (pour p) de valeurs
absolues complexes pi/2 où i est congru à ε(τj,f ) (mod 2) ; les degrés de la cohomologie
de τj,∞ sont les poids i associés aux valeurs propres.

Le caractère χj étant un caractère d’Artin, on voit que zj est une racine de l’unité.
Il en résulte que les poids ne dépendent que de tj .

A.5. Le théorème principal

Soit π une représentation cohomologique de U(AF ). Ecrivons

π = π∞ ⊗ πS ⊗ π∞,s

où S est un ensemble fini de places finies contenant toutes les places de ramification
(pour toutes les données, y compris π). Fixons un sous-groupe compact ouvert KS de
U(AF,S) tel que πKS

S �= 0. Soit fS la fonction caractéristique de KS ; f∞,S sera une
fonction dans l’algèbre de Hecke (non ramifiée en toutes les places).

Soit enfin f = fG0
ep ⊗fS⊗f∞,S, où fG0

ep est une fonction d’Euler-Poincaré. Ecrivons

tr r(f) =
∑
ρ

tr ρ(f)

où ρ décrit les représentations automorphes (avec multiplicité) de U(AF ). Si f est du
type que nous avons défini (f∞,S étant variable, mais dans l’algèbre de Hecke), cette
somme est finie. Notons

H
S = ⊗

v/∈{S∪∞}
Hv

l’algèbre de Hecke, et soit HS
c l’algèbre de Hecke (en dehors de S) pour le groupe G.

Le changement de base local aux places non ramifiées est bien défini. On dira que
Π est un changement de base faible de π si localement presque partout Πv est le
changement de base de πv. On dispose de l’homomorphisme de changement de base

b : H
S
c → H

S .

Nous aurons besoin de l’amplification suivante de la proposition A.4.3 :

Lemme A.5.1. — Soient S un ensemble fini de places de F contenant les places de ra-
mification de U , et π, π′ deux représentations automorphes cohomologiques de U(AF )
non ramifiées en dehors de S. Soient χ, χ′ : HS → C les caractères associées. Si
χ ◦ b = χ′ ◦ b, la parité de π∞ est égale à celle de π′

∞.

Démonstration. — Cela résulte immédiatement de la démonstration de la proposition
A.4.3 : si la place p est décomposée,

G0(Qp) = U(F ⊗Qp) ∼= GL(n,Qp)d

et
G(Qp) = U(Fc ⊗Qp) ∼= GL(n,Qp)2d ,
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l’application b étant donnée, pour toute place v|p (de sorte que v est divisée par deux
places w,w′) par (φw, φw′) �→ φw ∗ φw′ . L’hypothèse sur les caractères implique alors
que πp ∼= π′

p, ce qui implique l’identité des parités de π∞ et π′
∞.

Le résultat principal de cette note est le théorème suivant.

Théorème A.5.2. — Soit π une représentation automorphe de G0(A) = U(AF ), et
supposons que π a de la cohomologie à coefficients dans un système ξ. On suppose de
plus qu’une des deux conditions ci-dessous est satisfaite :
(a) en une place finie v de F la représentation πv est de Steinberg.
(b) en une place v de F le groupe Uv est obtenu à partir d’une algèbre à division.
Alors il existe une représentation automorphe Π de

G(A) = (D ⊗ A)×

telle que
(i) Π est un changement de base faible de π.
(ii) Π a de la cohomologie à coefficients dans ξc.

Remarque. — L’hypothèse (b) est faite explicitement dans [Clo3, section 3.1] et re-
prise dans [Clo4, section 3].

Démonstration. — Nous ne traiterons que le cas des coefficients constants. Décom-
posons alors la somme donnant tr r(f) de la façon suivante. Si ρ est non ramifiée dans
S, soit χρ le caractère de HS associé et χc

ρ = χρ ◦ b. Alors

tr r(f) =
∑

{ρ|χc
ρ=χc

π}
tr ρ∞,s(fG0

ep ⊗ fs)χρ(fs) +
∑

{ρ|χc
ρ �=χc

π}
tr ρ∞,s(fG0

ep ⊗ fs)χρ(fs) .

Si le compact KS est assez petit il existe une fonction φS sur G(AS) associée à fS la
fonction caractéristique de KS . En effet, en observant que le centralisateur tordu de
1 dans D× n’est autre que U , on voit (comme en [Lab4, 3.3.2]) que l’existence d’une
telle fonction est garantie par [Lab4, 3.1.7] pourvu que KS soit assez petit (l’existence
de fHS est obtenue par [Lab4, 3.3.1]). Par ailleurs, φ∞,S sera une fonction arbitraire
dans HS

c et nous posons f∞,S = b(φ∞,S). La trace s’écrit alors :

tr r(f) = χc
π(φ

∞,S)
∑

{ρ|χc
ρ=χc

π}
ep(π∞) dim ρKS

S +
∑

{ρ|χc
ρ �=χc

π}
cρ χ

c
ρ(φ

∞,S) ,

les caractères de HS
c figurant dans la seconde somme étant différents de χc

π. L’observa-
tion essentielle est que le coefficient de χc

π∑
{ρ|χc

ρ=χc
π}

ep(π∞) dim ρKS

S

est non nul d’après le Lemme A.5.1. Par ailleurs, les fonctions φ∞,S et b(φ∞,S) étant
associées d’après le Lemme fondamental ([Clo 2, Lab 1] complété en [Lab4, 3.7.2]),
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cette trace est égale d’après le Théorème A.3.1 à∑
Π

tr(Π∞(φG,θ
ep )ΠS(φS)Iθ) χΠ(φ∞,S)

où Π décrit les représentations automorphes de G(A) ; cette somme est du reste finie,
le niveau de φS étant fixé et Π∞ étant alors astreinte à avoir de la cohomologie non
triviale (cf. avant A.3.1) ce qui détermine son caractère infinitésimal. L’égalité des
traces implique alors que le caractère χc

π doit apparâıtre dans la trace tordue, ce qui
implique le Théorème A.5.2.

Noter que le résultat est plus précis : on obtient l’existence d’un relèvement Π de π
tel que

ep(θ; g,K∞; Π∞) �= 0 .

Sous l’hypothèse (R) de [Clo4, p.762], les représentations automorphes de G(A)
vérifient le théorème de multiplicité 1 fort et Π est alors unique – comme sous-espace
de l’espace des formes automorphes sur G(Q)\G(A).
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APPENDICE B

ENSEMBLES CROISÉS ET ALGÈBRE SIMPLICIALE

L. Breen

Introduction

Dans l’article principal [28] de ce volume, Jean-Pierre Labesse introduit des en-
sembles de cohomologie non-abélienne à valeurs dans des coefficients quelque peu
compliqués, qu’il appelle des ensembles croisés. Nous indiquons ici quelle est la re-
lation entre cette cohomologie et divers autres ensembles de cohomologie abélienne
et non-abélienne. L’intérêt de cette démarche est qu’elle insère des calculs cohomo-
logiques parfois compliqués dans un contexte topologique qui permet d’en étendre le
champ d’application. Si ce contexte topologique, fourni par l’algèbre simpliciale, peut
de prime abord sembler assez lourd, il se révèle en définitive très adapté à l’étude de
questions de nature cohomologique.

Le modèle sur lequel est calqué la discussion qui suit est fourni par le théorème
de Dold-Kan (on dit aussi Dold-Puppe, [23] I théorème 1.3.1). Celui-ci établit une
équivalence entre la catégorie des complexes de groupes abéliens et celle des groupes
abéliens simpliciaux. Il suit que l’(hyper)-cohomologie d’un espace, ou d’un schéma,
X à valeurs dans un complexe de groupes abéliens C peut être calculée comme limite
de groupes des classes d’homotopie d’applications du nerf d’un (hyper)-recouvrement
de X , à valeurs dans le groupe abélien simplicial associé. Il existe des versions non
abéliennes de ce théorème, notamment celle de P. Carrasco et A.M. Cegarra [17] où
est démontrée une équivalence entre la catégorie des groupes simpliciaux et celle des
complexes de groupes munies de structures additionnelles. Il en résulte une définition
de la cohomologie à valeurs dans les complexes de groupes en question qui coincide,
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dans le cas de la cohomologie à valeurs dans un module croisé, avec la définition clas-
sique. On se placera ici dans un contexte où l’on dispose d’encore moins de structure,
puisqu’il s’agit de définir un théorème de Dold-Kan ensembliste, qui fait correspondre
des ensembles simpliciaux à certains complexes d’ensembles pointés. Le cas traité ici
est celui des complexes de longueur 2, c’est-à-dire les ensembles croisés de [28].

Plutôt que de partir d’un ensemble croisé quelconque

[B −→ A×X −→ X ]

on considérera principalement le cas où le fibré en groupes B est trivial sur X , c’est-à-
dire de la forme D×X , pour un groupe donné D. Nous dirons qu’un ensemble croisé
de ce type, noté

[D −→
X

A =⇒ X ]

est un ensemble croisé à fibres constantes (e.c.f.c.). Le passage à la situation générale
ne présente pas de difficulté autre que notationelle. Dans la première partie, nous
expliquons plus en détail ce que sont les ensembles croisés et les e.c.f.c. (avec une
notation légèrement différente de celle de [28]), puis nous construisons les ensemble
simpliciaux associés, enfin nous passons en revue les différentes situations dans les-
quelles cette construction était déja connue.

La seconde section est consacrée à la traduction des constructions simpliciales men-
tionnées dans un langage catégorique (ou plutôt 2-catégorique). Ceci rend beaucoup
plus claire la signification de formules cohomologiques dont le niveau de complication
crôıt en proportion de la taille des complexes considérés. Les conventions choisies ici
ne sont pas tout à fait les mêmes que dans [11], où sont examinées des structures
catégoriques analogues, mais il nous a paru important de nous plier aux conventions
de [28] afin faciliter le passage de notre point de vue à celui qui y est développé. Dans
la troisième partie, on donne la définition des ensembles de cohomologie considérés,
dans la situation très générale d’objets d’un topos, en étendant ce qui avait été fait
dans [9] pour la cohomologie à valeurs dans un module croisé. Le cadre dans lequel
on se place est celui de la catégorie dérivée des objets simpliciaux d’un topos, tel
qu’il a été développé par L. Illusie dans [23], et indépendamment, dans le contexte de
catégories de faisceaux sur un espace topologique, par K. Brown [13]. Nous passons
rapidement au cas particulier du topos des faisceaux étales sur un schéma Spec(k)
associé à un corps k. On sait que la cohomologie correspondante n’est autre que la
cohomologie galoisienne de k, et on se trouve donc alors dans le contexte considéré
dans [28]. La traduction entre les 0ième ensembles de cohomologie de [28] et ceux
étudiés ici est le principal résultat de ce texte.

La dernière partie de ce travail est consacrée à différentes généralisations actuelles
(ou futures) de la notion d’ensemble croisé et de ses analogues catégoriques. Divers
ensembles et groupes de cohomologie plus ou moins abélienne, à valeurs dans les
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structures en question, y sont également décrits. Il s’agit là d’un sujet que nous avons
déja abordé à diverses reprises, notamment dans [9], [10] et [11], mais il nous a paru
utile d’en rassembler ici pour la commodité du lecteur divers éléments, car ceci nous
permet de replacer les notions abordées au §B.3 dans un contexte plus large.

Je remercie Jean-Pierre Labesse, et le referee, pour leurs commentaires concernant
une version préliminaire de ce texte.

B.1. Ensembles croisés et ensembles simpliciaux

Commençons par rappeler quelle est la définition d’un ensemble croisé, mais avec
des notations légèrement différentes de celles de [28] I.1.1.

Définition B.1.1. — On appelle ensemble croisé la donnée d’un ensemble X , d’un
groupe A et d’un ensemble B, munis de trois flèches

B
ρ−→ A×X A×X

λ−→ X A×B
µ−→ B

telles que

i) A×X −→ X définit une action (a, x) �→ ax de A sur X . On note Ax le stabilisteur
de x dans A.

ii) Les fibres de l’application composée

B
ρ−→ A×X −→ X

sont des groupes Bx.

iii) La flèche ρ induit dans chaque fibre au dessus de x ∈ X un homomorphisme

ρx : Bx −→ Ax ⊂ A

iv) A×B
µ−→ B définit une action

(a, b) �−→ ab

de A sur B compatible à la structure de groupe sur chaque Bx : µ(a) définit un
isomorphisme de Bx sur Bax. En particulier, la restriction de µ à Ax détermine, pour
tout x ∈ X , un homomorphisme

µx : Ax −→ Aut(Bx)

satisfaisant aux compatibilités suivantes :
v) pour tout b et β dans Bx, ρx(β)b = βbβ−1.

vi) ραx(αb) = αρx(b)α−1.
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On désigne par

(1.1) [B
ρ−→ A×X

λ−→ X ]

l’ensemble croisé en question.

Une variante plus restrictive de la notion d’ensemble croisé est obtenue en conve-
nant que les groupes Bx et les actions µx : Ax −→ Aut(Bx) de loc. cit. I.1 ne dé-
pendent pas de l’élément x ∈ X . Si l’on pose D = Bx pour tout x ∈ X , l’ensemble
croisé (1.1) prend alors la forme

D ×X
(ρx, 1)−→ A×X −→ X .

Dans ce cas on le notera alors plutôt

(1.2) [D −→
X

A⇒ X ]

et l’on dira, comme dans [28], que le diagramme (1.2) est un ensemble croisé à fibres
constantes (e.c.f.c.). Ici la double flèche de droite rappelle que A agit sur X , tandis
que la notation adoptée pour la flèche de gauche signifie qu’elle désigne une famille de
flèches de D vers A indexées par les éléments de l’ensemble X . Un élément de D sera
généralement noté b, ou β, en conformité avec [28], où c’est l’ensemble B = D ×X ,
et non le facteur D, qui est mis en avant.

Nous allons maintenant associer à un e.c.f.c. (1.2) un ensemble simplicial tronqué
en degré 3, noté X≤3, dont les composantes sont définies de la manière suivante :

(1.3) Xk =




X k = 0
X ×A k = 1
X ×D ×A2 k = 2
X ×D3 ×A3 k = 3

Ainsi, X≤3 est de la forme suivante(1)

(1.4) X ×D3 ×A3 X ×D × A2 X ×A X

(1)Les opérateurs de dégénérescence seront toujours omis dans la représentation des objets simpli-

ciaux.
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Les opérateurs face et dégénérescence issus de la composante Xk de degré k de X sont
définis par les formules suivantes :

(1.5)




k = 0 : s0(x) = (x, 1)

k = 1 : di(x, a) =
{

a−1x i = 0
x i = 1

si(x, a) =
{

(x, 1, 1, a) i = 0
(x, 1, a, 1) i = 1

k = 2 : di(x, b, a0, a1) =




(a−1
0 x, a1) i = 0

(x, ρx(b)−1a0 a1) i = 1
(x, a0) i = 2

si(x, b, a0, a1) =



(x, 1, b, b, 1, a0, a1) i = 0

(x, 1, b, 1, a0, 1, a1) i = 1

(x, b, 1, 1, a0, a1, 1) i = 2.

Enfin, les opérateurs face issus de la composante de degré 3 de X sont définis par les
formules suivantes :
(1.6)

di(x, b0, b2, b3, a0, a1, a2) =




(a−1
0 x, b3, a1, a2) i = 0

(x, b2, ρx(b0)−1a0 a1, a2) i = 1

(x, (a0b3)−1b0 b2, a0, ρa−1
0 x(b3)

−1a1a2) i = 2

(x, b0, a0, a1) i = 3 .

Ces opérateurs face et dégénérescence satisfont aux identités simpliciales ([29] défi-
nition 1.1) comme on le vérifie en faisant appel aux axiomes (i)-(vi) de la définition
B.1.1. La construction dite du cosquelette ([1] §1) associe à l’ensemble simplicial tron-
qué X≤3 un ensemble simplicial X := cosq3 (X≤3) qui satisfait à la condition de Kan
([29] définition 1.3). Dans ce cas, une formule simple ([23] I (2.1.1.1)) détermine les
groupes d’homotopie πi(X , x) relatifs à un point base x ∈ X . On vérifie que ceux-ci
coincident, pour i ≤ 2, avec les groupes d’homotopie du complexe croisé correspon-
dant ([28] I.1). Ils sont nuls pour i > 2 puisque X est identifié à son cosquelette
cosq3 (X≤3), ce qui démontre la proposition suivante :

Proposition B.1.2. — La construction précédente associe fonctoriellement à un e.c.f.c.
(1.2) un ensemble simplicial X , dont les groupes d’homotopie πi(X , x) coincident pour
i ≤ 2 avec les groupes d’homotopie correspondant de l’ensemble croisé, et sont nuls
pour i ≥ 3.
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Variantes
i) La situation la plus élémentaire est celle où A = D = 1. Dans ce cas, X est

l’objet simplicial constant, dont la composante en chaque degré est l’ensemble X , les
opérateurs di et si étant les applications identité.

ii) Si l’on suppose simplement que D = 1, alors X est le nerf de la catégorie (en
fait du groupöıde) [X,A], définie par l’action à droite du groupe A sur l’ensemble
X déduite de l’action à gauche donnée. L’ensemble des objets de cette catégorie est
l’ensemble X lui-même, une flèche

(1.7) x
(x, a)
−→ a−1x

de source x et de but a−1x étant déterminée par un élément (x, a) ∈ X × A. La
composée

(1.8) x
(x, a)

a−1x
(a−1x, a′)

a′−1a−1x

de deux telles flèches composables est notée (x, aa′) tandis que (x, 1) désigne le mor-
phisme identité de l’objet x. Pour alléger la notation, une flèche (x, a) (1.7) sera
simplement représentée par

x
a−→ a−1x .

Le nerf du groupöıde [X,A] est l’ensemble simplicial X dont la composante de degré
0 est X , tandis que celles de degré i sont définies pour tout i ≥ 1, par la formule

Xi = X ×Ai .

Un groupöıde C est de ce type dès que l’on suppose que l’ensemble Cx = FlC(x, −)
de ses flèches de source x ∈ ob C est indépendant du choix de l’objet x en question.
Dans ce cas, la composition des flèches définit sur l’ensemble A = Cx une structure de
groupe, et C s’identifie à [X,A]. Lorsque l’ensemble X est réduit à un point, et que le
groupe D est également trivial, la catégorie [∗, A] a pour nerf l’espace classifiant du
groupe A, généralement noté BA.

iii) Supposons que l’ensembleX est réduit à un point, c’est-à-dire que l’on considère
un ensemble croisé

(1.9) [D
ρ−→ A =⇒ {∗}]

déterminé par un module croisé ρ : D −→ A, placé en degrés 1 et 2. Une première
manière d’associer un objet simplicial à ce module croisé ρ est de considérer ce dernier
comme étant au contraire concentré en degrés 0 et 1. Il en résulte alors, par oubli de
structure, une action à gauche via ρ du groupe D sur l’ensemble sous-jacent à A. L’ac-
tion à droite induite détermine un ensemble simplicial(2) [A,D]. La structure oubliée

(2)On identifie désormais une catégorie à son nerf.
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de module croisé détermine sur cet ensemble une structure de groupe simplicial, notée
G.

Cette construction préliminaire étant effectuée, l’ensemble simplicial associé au
complexe croisé (1.9) peut être défini comme l’espace classifiant BG du groupe sim-
plicial G. Le foncteur « classifiant » B correspond en effet, au niveau des ensembles
simpliciaux, à l’opération souhaitée au niveau des complexes, qui translate d’un cran
vers la gauche le complexe D −→ A de longueur 1. Il s’applique terme à terme à cha-
cune des composantes Gk de G et produit donc un ensemble bisimplicial. L’ensemble
simplicial diagonal associé ∆BG ([8] appendix B), est une variante de l’ensemble
simplicial tronqué

(1.10) D3 ×A3 D ×A2 A {∗}

déduit de (1.3) en supposant que l’ensemble X est réduit à un point. Pour une autre
variante de cette construction, voir [9] 3.11.

iv) Si l’on suppose dans la situation précédente que le terme A du module croisé
considéré est trivial, alors le groupe D est automatiquement commutatif, et cette
construction associe un groupe abélien simplicial au complexe constitué par le groupe
D placé en degré 2. Celui-ci est un groupe abélien simplicial d’Eilenberg-Mac Lane
K(D, 2). Il peut s’obtenir directement par la construction de Dold-Kan ([23] I 1.3), qui
asssocie un groupe abélien simplicial à n’importe quel complexe de groupes abéliens.

v) Soit

D
ρ−→ A

σ−→ G

un module croisé généralisé de longueur 2 au sens de [18]. Celui-ci consiste en la
donnée d’un complexe de groupes de longueur 2 pour lequel les flèches ρ et σ sont
équivariantes relativement à des actions données de G sur D et A (G agissant sur
lui-même par conjugaison). On se donne également une application

(1.11)
A×A −→ D

(a0, a1) �−→ {a0, a1}
satisfaisant à des conditions appropriées [18] (2.10). Une construction de type Dold-
Kan dans un cadre non abélien fait correspondre à ce module croisé généralisé de
longueur 2 un groupe simplicialK. Le module croisé généralisé de longueur 2 détermine
par oubli de structure un e.c.f.c

[D −→
G

A =⇒ G]

dans lequel l’application (1.11) n’intervient plus, la structure de groupe de G ne ser-
vant qu’à définir l’action par translation de A sur G. Ceci est un ensemble croisé en
groupes au sens de [28] I.1, pour lequel l’action de A sur G est définie via l’homomor-
phisme de A vers G par translation à gauche. L’ensemble simplicial (1.3) associé à
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cet ensemble croisé n’est autre que l’ensemble simplicial sous-jacent au groupe simpli-
cial K. La correspondance de type Dold-Kan non abélienne entre les modules croisés
généralisés de longueur 2 et les groupes simpliciaux K pour lesquels les groupes d’ho-
motopie πk(K) sont nuls lorsque k ≥ 3 a été étendue dans [17] en une correspondance
entre les groupes simpliciaux et des complexes de groupes de longueur quelconque,
munis de structures supplémentaires analogues aux applications (1.11).

vi) Indiquons brièvement la manière dont cette construction d’un ensemble sim-
plicial à partir d’un e.c.f.c. se prolonge au cas général d’un ensemble croisé (1.1).
Les deux premières composantes de l’ensemble simplicial correspondant X (1.3) sont
inchangées, tandis que la composante X2 est maintenant définie par

X2 = B ×A2

Enfin, la composante X3 est constituée de sextuplets (b0, b2, b3, a0, a1, a2) où b0 et
b2 vivent dans la fibre Bx de la projection B −→ X × A −→ X au dessus de x ∈
X , tandis que b3 est un élément de Ba−1

0 x. Les formules définissant les opérateurs
face et dégénérescence sont essentiellement inchangées, pourvu que l’on considère
qu’une expression (x, b, a0, a1) (1.5) (resp. (x, b0, b2, b3, a0, a1, a2) (1.6)) désigne un
terme (b, a0, a1) avec b ∈ Bx (resp. un sextuplet du type mentionné plus haut). A
titre d’exemple l’opérateur face d2 (1.6) devient

d2(b0, b2, b3, a0, a1, a2) = ( (a0b3)−1b0 b2, a0, ρa−1
0 x(b3)

−1a1a2) .

La proposition B.1.2 reste valable dans cette situation. Cependant, nous n’explicite-
rons pas dans ce qui suit les groupes variables Bx dans lesquels vivent les élément bi
considérés, c’est-à-dire que nous considérerons principalement le cas des e.c.f.c.

B.2. Ensembles croisés et 2-catégories

Les formules algébriques définissant l’ensemble simplicial associé à l’e.c.f.c. (1.2)
sont peu lisibles, et le seraient encore moins si l’on s’intéressait à des complexes de
longueur supérieure. Il est donc préférable d’associer à un tel ensemble croisé un objet
de nature catégorique, qui peut donc être représenté par des objets et des flèches, et
dont le nerf sera l’objet simplicial X en question. C’est ce qui a été fait plus haut
lorsque l’on a associé à l’ensemble croisé [1 −→

X
A ⇒ X ] la catégorie [X,A] dont

les flèches sont décrites comme en (1.7), munies de la loi de composition (1.8). La
structure catégorique correspondant à un e.c.f.c. (1.2) est celle d’une 2-catégorie(3) C,
dont le nerf (au sens de [31] §2) est l’ensemble simplicial X (1.3). La 2-catégorie C
considérée ici est constituée d’un ensemble d’objets X , de 1-flèches entre les objets
définies comme en (1.7), et composées de la même manière. Enfin, tout quadruplet

(3)On renvoie à [27] pour la définition et les propriétés élémentaires des 2-catégories.
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(x, b, a0, a1), élément de la composante X2 = X × D × A2 de degré 2 de X (1.3)
détermine, comme il résulte des formules (1.5), une 2-flèche(4)

(2.1) a−1
0 x

a1

x

a0

ρx(b)−1a0a1
a−1
1 a−1

0 x .

b

On dira qu’un tel quadruplet est trivial lorsque b = 1. Si l’on convient que toute
2-flèche de C est inversible (en rajoutant formellement des inverses aux 2-flèches pré-
cédentes) et que l’on néglige les 2-flèches dégénérées de type (x, 1, 1, a), correspondant
aux 2-flèches triviales

x

a

x
a a−1x

1

on trouve qu’une 2-flèche

(2.2) x

a

a′

b a−1x

entre deux paires de 1-flèches (x, a), (x, a′) de mêmes objets source et but est décrite
par un quadruplet de type (x, b, 1, a′), sa source (x, a) étant déterminée par l’équation

(2.3) ρx(b)a = a′ .

Par l’axiome (iii) de la définition B.1.1, les deux flèches (x, a) et (x, a′) ont bien le
même but. On dira simplement dans ce cas que la 2-flèche (2.2) est décrite par le
triplet (x, b, a′).

De fait, les 2-catégories obtenues ici sont d’un type particulier, dans la mesure où
toutes les 1- et 2-flèches sont inversibles. En ce qui concerne les 2-flèches, c’est le cas
par construction. Quant à l’invertibilité des 1-flèches, elle est assurée par la paire de
quadruplets triviaux (x, 1, a, a−1) et (a−1x, 1, a−1, a), qui font respectivement de la
flèche (a−1x, a−1) un inverse à droite et à gauche de (x, a), à une 2-flèche triviale près.
Les 2-catégories possédant de telles propriétés d’invertibilité pour les 1- et 2-flèches
sont appelées des 2-groupöıdes. Si on néglige les 2-flèches décrites par les quadruplets
triviaux, alors les 1-flèches deviennent strictement inversibles (et non plus simplement
à une 2-flèche près). On est dans ce cas en présence d’un 2-groupöıde au sens le plus
usuel (voir par exemple [31]).

(4)Dans le cas plus général d’un ensemble croisé (1.1), le groupe Dx dans lequel vit l’élément b est

déterminé par l’objet source x du diagramme (2.1).
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Les axiomes [27] auxquels sont astreintes les 2-catégories sont bien satisfaits par
la 2-catégorie C ainsi construite. En particulier, les compositions dites « verticales »
et « horizontale » de 2-flèches sont aisément décrites. La composée « verticale » de la
paire de flèches verticalement composables (x, b′, a′′) et (x, b, a′)

(2.4) x

a

b

a′′
b′

a′
a−1x

est la 2-flèche

x

a

a′′

b′b a−1x

déterminée par le triplet (x, b′ b, a′′). De même, la composée « horizontale » de la paire
de flèches horizontalement composables

x

a1

a′1

b a−1
1 x

a2

a′2

b′ a−1
2 a−1

1 x

est la flèche

(2.5) x

a1a2

a′1a
′
2

(a
′
1b′)b (a1a2)−1x

décrite par (x, a′
1b′ b, a′1a

′
2). L’axiome (vi) de la définition B.1.1 est utilisé pour dé-

montrer que la formule

ρx(a
′
1b′ b) a1a2 = a′1a

′
2

est satisfaite, comme l’exige l’équation (2.3).

Remarques
i) Les 2-groupöıdes obtenus ici sont d’un type quelque peu particulier, dans la

mesure où l’ensemble des 2-flèches (x, b, a′) de but une 1-flèche donnée (x, a′) est en
bijection avec l’ensemble sous-jacent au groupeD, et ne dépend donc pas de la 1-flèche
en question. La composition verticale de 2-flèches de but la 1-flèche identité détermine
sur cet ensemble une structure de groupe, en associant à la paire de 2-flèches de but
1x
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(2.6) x

ρx(b)−1

1

b x x

ρx(b′)−1

1

b′ x

la 2-flèche suivante, obtenue par composition verticale des triplets (x, b′, 1)
et (x, b, ρx(b′)−1) :

x

ρx(b′b)−1

b

1

b′
x .

Puisque cette 2-flèche est de la forme (x, b′ ∗ b, 1), elle détermine bien une loi de
composition ∗ sur D qui ne dépend essentiellement pas du choix de l’objet x et qui
coincide avec la loi de groupe de D lorsque celle-ci a été antérieurement donnée. Les
ensembles croisés de [28] correspondent à une situation un peu plus générale, dans
laquelle l’ensemble Bx de 2-flèches (2.6) de but 1x dépend de l’objet x considéré,
tandis que l’ensemble des 1-flèches de source x en est indépendant.

ii) Dans la situation examinée ici, l’action µ du groupe A sur le groupe D peut
également être interprétée en termes catégoriques. Soit b un élément du groupe D,
auquel correspond une 2-flèche (2.6) de but l’application identité 1x. Pour tout a ∈ A,
la 2-flèche

(2.7) a−1x
a

x

ρx(b)−1

1

b x
a−1

a−1x

obtenue en composant la première 2-flèche (2.6) à gauche et à droite avec des 2-flèches
identité, a pour but l’application identité 1a−1x. Elle est donc définie par un triplet
(a−1x, ab, 1), pour un élément ab de D. Le diagramme (2.7) montre que la source
de cette 2-flèche est bien (a−1x, aρx(b)−1), comme le requiert l’axiome (vi) de la
proposition B.1.1. De la même manière, l’axiome (v) affirme que la 2-flèche composée

(2.8) x

ρx(β)

1

β−1 x

ρx(b)−1

1

b x

ρx(β)−1

1

β x

coincide avec la 2-flèche de type (2.7)

(2.9) x
ρx(β)

x

ρx(b)−1

1x

b x
ρx(β)−1

x
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Ceci se démontre de manière catégorique en composant verticalement le diagramme
(2.8) avec la 2-flèche

(2.10) x

1

ρx(β)

β x

1

1

1 x

1

ρx(β)−1

β−1 x

(cette dernière est d’ailleurs triviale puisque la composition horizontale annule la paire
de 2-cellules opposées β, β−1). On obtient alors un diagramme

(2.11) x

ρx(β)

β−1

ρx(β)

β

1
x

ρx(b)−1

b

ρx(b)−1

1
1

x

ρx(β)−1

β

ρx(β)−1

β−1

1
x

En effectuant les compositions verticales(5), on retrouve bien la 2-flèche composée
(2.9).

B.3. Cohomologie galoisienne des ensembles croisés

Soient T un topos et D(T ) la catégorie dérivée des objets simpliciaux de T ([23]
I, ch. 1, déf. 2.3.5). Dans le cas du topos ponctuel (Ens) cette catégorie dérivée est
simplement la catégorie homotopique, obtenue à partir de la catégorie des ensembles
simpliciaux, en inversant formellement les équivalences d’homotopie faibles, c’est-à-
dire les morphismes qui induisent des isomorphismes au niveau des groupes d’homo-
topie. Dans le cas des objets simpliciaux d’un topos quelconque T , la définition est
la même, à ceci près qu’elle prend en compte la définition des faisceaux d’homotopie
d’un faisceau simplicial, plus subtile dans le cas général que dans le cas ensembliste.

Une manière très générale de définir la cohomologie à valeurs dans un objet sim-
plicial X de T est de poser

(3.1) H0(e,X ) = HomD(T )(e,X )

où l’on a identifié à droite X avec l’objet qu’il détermine dans D(T ), et où e est l’objet
final de T , vu comme objet simplicial constant. On définit les groupes de cohomologie
en tout degré i négatif en posant

(3.2) H−i(e,X ) = H0(e,ΩiX )

(5)Dans un diagramme tel que (2.11) d’une 2-catégorie, l’axiome dit de l’interchange permet d’effec-

tuer les compositions horizontales de 2-flèches avant ou après les compositions verticales, sans que le

résultat final en soit affecté.
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où Ω est le foncteur « espaces de lacets ». Cette définition, qui couvre tous les cas
envisageables, se ramène notamment dans les situations mentionnées au §1 à diverses
définitions de la cohomologie abélienne ou non abélienne. Lorsque l’objet simplicial
X provient, par le procédé décrit au §1, d’un e.c.f.c.

[D −→
X

A⇒ X ]

(1.2) de T , on posera, pour tout i ≥ 0,

(3.3) H−i(e, D −→
X

A⇒ X) = H−i(e,X ) .

De même, cette expression sera notée

(3.4) H−i(e, B −→ A×X ⇒ X)

lorsque l’on part d’un ensemble croisé quelconque (1.1). Il n’est pas en général pos-
sible de définir des ensembles de cohomologie de degré positifs à valeurs dans un tel
ensemble croisé.

Le terme de droite de (3.1) s’exprime concrètement comme la limite inductive,
lorsque e′ parcourt les hyper-recouvrements de e

(3.5) H0(X ) = colim [e′,X ]

des classes d’homotopie d’applications du nerf de e′ à valeurs dans l’objet simplicial
X . Le cas qui nous intéresse dorénavant est celui où T = Spec(k)ét est le topos des
faisceaux pour la topologie étale au-dessus du schéma Spec(k) associé à un corps k
de clôture séparable ks. On sait ([30] II théorème 1.9) qu’il existe une équivalence

(3.6) Faisk � (Γ− ens)

entre la catégorie des faisceaux sur le petit site étale de Spec(k) et la catégorie (Γ−ens)
des ensembles munis de la topologie discrete, et sur lesquels le groupe de Galois profini
Γ = Gal(ks/k) agit à gauche de manière continue. Cette équivalence fait correspondre
à un faisceau F le Γ-ensemble F (ks) de ses sections sur Spec(ks). Par le biais de cette
correspondance, un e.c.f.c. (1.2) de T s’identifie à un e.c.f.c.

[ D(ks)
X(ks)

A(ks) X(ks) ]

de (Γ− ens), c’est-à-dire un ensemble croisé du type étudié dans [28].

Comme il est bien connu, l’équivalence de catégories (3.6) implique que la coho-
mologie d’un objet F de la catégorie Faisk s’identifie à la cohomologie galoisienne
du Γ-objet associé F (ks). Pour le démontrer, on commence par observer qu’il est in-
utile, dans le contexte présent, d’avoir recours aux hyper-recouvrements. Le nerf du
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recouvrement U à un seul élément(6)

(3.7) Spec(ks) −→ Spec(k)

de l’objet final e = Spec(k) de T s’identifie à l’objet simplicial EΓ de (Γ− ens)

Γ4 Γ3 Γ2 Γ

muni de l’action diagonale à gauche par translation de Γ. Les opérateurs face sont
définis par la règle

di(γ0, . . . , γr) = (γ0, . . . , γ̂i, . . . , γr)

tandis que l’opérateur de dégénérescence si(γ0, . . . , γr) répète la variable γi. La formule
(3.5) affirme que pour tout objet simplicial X de Faisk, l’ensemble H0

et(Spec(k), X )
est en bijection avec l’ensemble des classes d’homotopies d’applications simpliciales
continues Γ-équivariantes

(3.8) EΓ −→ X (ks)

Le cas usuel est celui où l’ensemble simplicial de départ X est le groupe abélien sim-
plicial d’Eilenberg-Mac Lane K(A, n) associé à un groupe abélien A de Faisk. On re-
trouve alors l’assertion bien connue [30] III §2 suivant laquelle la cohomologie étale de
Spec(k) à valeurs dans le faisceau abélien A s’identifie à celle du complexe de cochaines
équivariantes continues HomΓ(EΓ, A(ks)). Puisqu’une telle cochaine f(γ0, . . . , γr) est
déterminée par l’application associée f̃ définie par la formule

(3.9) f̃(γ1, . . . , γr) = f(1, γ1, γ1γ2, . . . , γ1 . . . γr) ,

ce complexe s’identifie au complexe des cochaines inhomogènes continues de Γ à va-
leurs dans le Γ-module A(ks) ([30] III example 2.6, [32] VII §3). On obtient ainsi
l’identification souhaitée

H0
ét(Spec(k),K(A, n)) = Hn

ét(Spec(k), A) = Hn(Γ, A(ks)).

Le cas qui nous intéresse ici est celui où X est l’ensemble simplicial de Faisk associé
à un e.c.f.c. L’ensemble H0

ét(Spec(k),X ) s’identifie alors à l’ensemble des classes d’ho-
motopie d’applications (3.8) Γ-équivariantes. La proposition suivante, énoncée pour
les e.c.f.c., demeure valable pour les ensembles croisés quelconques.

Proposition B.3.1. — Soit
[D −→

X
A⇒ X ]

un e.c.f.c. (1.2) de la catégorie Faisk des faisceaux sur un corps k pour la topologie
étale. Alors il existe une bijection

H0
ét(Spec(k), D −→

X
A⇒ X) −→ H0(Γ; D(ks)

X(ks)
A(ks) X(ks) )

(6)En fait, il convient plutôt de raisonner sur les recouvrements Spec(K) −→ Spec(k), où K/k est

une extension de corps finie, et de passer à la limite.
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le second terme désignant l’ensemble des classes de cohomologie (au sens de [28]) du
X(ks)-ensemble

[ D(ks)
X(ks)

A(ks) X(ks) ] .

Démonstration. — Pour définir cette application au niveau des 0-cocycles il convient
de partir, compte tenu de la discussion précédente, d’une application simpliciale Γ-
équivariante

(3.10) f : EΓ −→ X (ks)

à valeurs dans l’ensemble simplicial associé en (1.3) à l’ensemble croisé

[ D(ks)
X(ks)

A(ks) X(ks) ] .

La compatibilité de f aux opérateurs face implique que sa composante de degré 2 est
de la forme

f2(1, σ, στ) = (x, bσ,τ , aσ, σ(aτ ))

où (x, aσ, bσ,τ ) est un 0-cocycle, au sens de [28], à valeurs dans l’e.c.f.c.

[ D(ks)
X(ks)

A(ks) X(ks) ]

La compatibilité aux opérateurs de dégenérescence implique par ailleurs que les
termes aσ, bσ,τ qui le constituent sont normalisés, c’est-à-dire que aσ (resp. bσ,τ )
est trivial dès que σ où τ l’est.

Supposons donnée une homotopie simpliciale g � f entre une paire d’applica-
tions simpliciales (3.10) définies respectivement par les 0-cocycles (x′, a′σ, b

′
σ,τ ) et

(x, aσ, bσ,τ). Celle-ci est constituée pour tout q d’une famille d’applications équiva-
riantes hi : (EΓ)q −→ (X (ks))q+1 (0 ≤ i ≤ q) satisfaisant à des identités appropriées
[29] déf. 5.1. On définit un élément α ∈ A par l’équation

(3.11) h0(1) = (x, α−1) .

Les identités en question impliquent que les applications h0, h1 : (EΓ)1 −→ (X (ks))2
sont de la forme

h0(1, σ) = (x, βσ, α−1, a′σ)
h1(1, σ) = (x, β′

σ, aσ, σ(α)
−1) .

L’élément α ∈ A et la 1-cochaine b̃σ à valeurs dans D, où l’on a posé

β̃σ = βσ (β′
σ)

−1 ,

expriment le fait que les 0-cocycles (x, aσ, bσ,τ ) et (x′, a′σ, b′σ,τ ) sont cohomologues,
une fois démontrée la relation

b′σ,τ = α(β̃σaσσ(β̃τ ) bσ,τ β̃−1
στ )
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[28] 1.2 entre bσ,τ et b′σ,τ . Nous en omettrons la vérification, qui s’effectue en consi-
dérant les applications h0, h1, h2 : (EΓ)2 −→ (X (ks))3 et en explicitant les identités
simpliciales qui leur correspondent.

Inversément, soit (x, aσ, bσ,τ ) un 0-cocycle normalisé. Par la propriété qui définit
le cosquelette, une application simpliciale Γ-équivariante associée f : EΓ −→ X (ks)
est entièrement déterminée par la donnée de ses composantes de degré ≤ 3. On sait
que la composante fr de degré r de l’application f est caractérisée par ses valeurs sur
les éléments (1, γ1, . . . , γr) ∈ (EΓ)r. On pose

f0(1) = x

f1(1, σ) = (x, aσ)

f2(1, σ, στ) = (x, bσ,τ , aσ, σ(aτ ))

f3(1, σ, στ, στν) = (x, bσ,τ , bστ,ν , σ(bτ,ν), aσ, σ(aτ ), στ(aν ))

et l’on vérifie que l’application ainsi définie est compatible aux opérateurs face et
dégénérescence. Ceci nécessite notamment, vu la définition donnée plus haut de l’opé-
rateur d1 : X3 −→ X2, que la condition de cocycle

(3.12) aσσ(bτ,ν) bσ,τν = bσ,τ bστ,ν

de [28] 1.2 soit satisfaite.

Il reste à montrer qu’une paire d’applications simpliciales f et g déterminées par
une paires de cocycles normalisés (x, aσ, bσ,τ ) et (x′, a′σ, b

′
σ,τ) cohomologues sont ho-

motopes, par une homotopie simpliciale equivariante. On suppose que les cocycles en
question diffèrent par un cobord (α, βσ) au sens de [28]. On définit alors l’opérateur
sur la composante de degré 0 par la formule (3.11), et les opérateurs h0 et h1 sur celle
de degré 1 par

(3.13) hi(1, σ) =




(x, βσ, α−1, a′σ) i = 0

(x, 1, aσ, σ(α)−1) i = 1 .

Enfin, sur la composante de degré 2, on pose

hi(1, σ, τ) =




(x, βσ, β−1
σ (α

−1
b′σ,τ )βστ , b

′
σ,τ , α

−1, a′σ, σ(a
′
τ )) i = 0

(x, 1, aσσ(βτ )bσ,τ , σ(βτ ), aσ, σ(α)−1, σ(a′τ )) i = 1

(x, βσ,τ , 1, 1, aσ, σ(aτ ), στ(α)−1) i = 2

et l’on vérifie que ces formules satisfont aux identitées simpliciales requises [29] déf.
5.1.
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En termes plus imagés, les applications f1 et f2 peuvent être respectivement repré-
sentées par les 1-simplexes

x
aσ

σ(x)

et les 2-simplexes

(3.14) σ(x)
σ(aτ )

x

aσ

aστ
στ(x)

bσ,τ

déduits de (2.1), qui matérialisent respectivement les conditions

a−1
σ x = σ(x) ρx(bσ,τ ) = aσ σ(aτ ) a−1

στ

de [28]. Enfin la condition de cocycle (3.12) exprime la compatibilité entre elles des
quatres faces de type (3.14) du tétraèdre

στν(x)

σ(x)

σ(aτν)

σ(aτ )

x

aσ

aστν

aστ
στ(x)

στ(aν )

correspondant respectivement aux éléments bσ,τ , σ(bτ,ν), bσ,τν et (pour la face anté-
rieure) bστ,ν du groupe D.

B.4. Complexes de longueur n et n-catégories

Pour étendre ce qui a été dit jusqu’ici à des situations plus générales, il convient
de passer du contexte des 2-catégories à celui des n-catégories pour un entier n quel-
conque. La notion de n-catégorie n’est pas encore stabilisée, mais plusieurs définitions
ont récemment été proposées [3], [5], [34], dont on espère qu’elles fourniront des théo-
ries équivalentes(7) . On dispose de définitions explicites pour n = 2 [27] et n = 3
[24]. Les diagrammes 4-catégoriques de T. Trimble sont également cités, bien qu’ils
ne soient pas publiés.

Même si la définition des n-catégories n’est pas encore entièrement connue, cette no-
tion fournit un cadre conceptuel utile à la compréhension des complexes de groupes de
longueur n. On peut s’en convaincre en considérant tout d’abord le cas élémentaire des

(7)Pour une discussion informelle de ces questions, voir [4].

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 1999



152 APPENDICE B. ENSEMBLES CROISÉS ET ALGÈBRE SIMPLICIALE

complexes de longueur 0. Lorsque l’on passe de la notion d’ensemble (= 0-catégorie)
à celle de catégorie, puis à celle de 2-catégorie, on voit progressivement se dégager le
concept de groupe puis de groupe abélien. Il est en effet bien connu qu’une catégorie à
un seul objet équivaut à la donnée du monoideM de ses flèches. La donnée d’une telle
catégorie dont toutes les flèches sont inversibles, c’est-à-dire d’un groupöıde à un seul
objet, correspond donc(8) à celle d’un groupe G. De la même façon, un 2-groupöıde
qui ne possède qu’un seul objet ∗, et une seule 1-flèche 1∗, est entièrement décrit par
le groupe B de ses 2-flèches b : 1∗ −→ 1∗, pour la composition verticale (2.4). La loi
de l’interchange (voir la note de bas de page 5) impose alors à la loi de groupe de
B d’être abélienne. On peut être tenté d’examiner de la même manière pour tout n
la structure révélée par un n-groupöıde ne possédant qu’un seul objet et une seule
i-flèche pour chaque entier i < n. Dans ce cas, l’ensemble B des n-flèches est en fait à
nouveau simplement muni d’une structure de groupe abélien et on n’obtient donc rien
de nouveau. En termes topologiques, les constructions évoquées font successivement
correspondre à un ensemble X l’ensemble simplicial constant qu’il définit, puis à un
groupe G son espace classifiant BG, enfin à un groupe abélien B la famille des espaces
d’Eilenberg-Mac Lane K(B, n) pour tout entier n > 1, caractérisés comme les espaces
dont l’unique groupe d’homotopie non trivial est le groupe abélien B en degré n.

On peut également décrire ces différentes structures en termes de complexes de
groupes. A l’ensemble simplicial constant X correspond simplement l’ensemble X lui-
même, placé en degré zéro, tandis qu’à l’espace classifiant BG du groupeG correspond
le complexeG −→ 1 constitué de G placé en degré (homologique) 1, qui sera noté G[1].
Le théorème de Dold-Kan montre que K(B, n) correspond pour n > 2 au complexe
de groupes abéliens B[n], constitué de B placé en degré n. Puisque X (resp. BG) ne
sont que des ensembles simpliciaux, dépourvus de toute structure de groupe, il n’est
pas possible de leur associer un objet classifiant « BX » (resp. « BBG = K(G, 2) »).
Il n’est donc pas licite de translater l’ensemble X vers la gauche, ni d’associer à un
groupe G un complexe G[n] concentré en degré n > 1, à moins que la loi de groupe
de G ne soit abélienne.

La discussion précédente concernait les complexes concentrés en un seul degré.
Le cadre des catégories permet de l’étendre au cas des complexes de longueur 1, en
considérant les catégories munies de lois de groupe. Le cas le moins structuré est celui
d’une catégorie C dépourvue de toute loi de groupe. Son nerf NC est un ensemble
simplicial qui satisfait à la condition d’être isomorphe à son 1-cosquelette [1], ce qui
exprime en gros le fait qu’on ne dispose ici d’aucune n-flèche dès lors que n > 1.
Lorsque C est un groupöıde, son nerf satisfait en outre à la condition d’extension de
Kan [29], ce qui nous assure (par une discussion analogue à celle de la proposition
B.1.2, mais dans un cadre plus élémentaire) que ses groupes d’homotopie πn(NC) sont

(8)C’est d’ailleurs là l’origine de cette terminologie [14].
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non nuls dès que n > 1 (voir [23] VI, remarque 2.6.2). On est alors en présence, sinon
d’un « complexe d’ensembles » de longueur 1, du moins du graphe

(4.15) X1 X0

d’une relation d’équivalence sur l’ensemble X0. Un exemple simple en a été donné par
la catégorie [X,A] (1.8) déterminée par l’action d’un groupe A sur un ensemble X ,
qui peut être notée

(4.16) A =⇒ X

afin de lui donner l’aspect d’un complexe de longueur 1.

La prochaine étape consiste à examiner ce qu’est une 2-catégorie(9) à un seul objet.
On est alors, pourvu qu’on impose en outre à la 2-catégorie C en question d’être un
2-groupöıde, en présence d’un groupöıde monoidal à objets inversibles(10) G, dont les
objets (resp. les morphismes) sont les 1-flèches (resp. les 2-flèches) de C. La loi de
groupe

G × G −→ G

qui définit cette structure monoidale est déterminée par la composition des 1- et 2-
flèches dans C. Lorsque la loi de groupe de G est strictement associative, l’ensemble
des objets de G est un groupe A, et celui des flèches issues de l’élément neutre de A
en est un autre, noté D. Le complexe de groupes

D −→ A

défini par l’application but est muni d’une structure de module croisé, c’est-à-dire
d’une action de A sur D satisfaisant à des conditions appropriées [11] (1.2.3). Le nerf
de la 2-catégorie C est alors l’ensemble simplicial (1.10) ou l’une de ses variantes, et
le complexe de groupes associé D −→ A −→ 1 n’est autre que (1.9).

Si l’on veut translater ce dernier complexe vers la gauche, il convient de munir le
module croisé qui le définit de structures supplémentaires. Du point de vue catégo-
rique, on doit maintenant considérer une tricatégorie (ou plutôt un trigroupöıde) D
à un seul objet, et à une seule 1-flèche. Ceci correspond à la donnée d’une catégorie
monoidale à objets inversibles G, constituée des 2- et 3-flèches de D, mais munie d’une
structure de commutativité faible pour sa loi de groupe, appelée le tressage, et dont
la définition est due à A. Joyal et R. Street [25]. En termes de modules croisés, ce
tressage correspond à une application (1.11) satisfaisant à certaines conditions ([18]

(9)ou plutôt une bicatégorie, c’est-à-dire que l’on n’impose pas à la loi de composition des 1-flèches

d’être strictement associative, mais simplement associative à une 2-flèche près de manière cohérente.
(10)on dit également : une gr-catégorie.
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corollaire 2.9). On dit alors que le module croisé est tressé. A de tels modules tressés
correspondent donc les complexes de groupes

D −→ A −→ 1 −→ 1

concentrés en degré 2 et 3, dont la connaissance détermine celle du nerf de D. Si l’on
souhaite encore translater ce complexe d’un cran vers la gauche, on doit renforcer
la commutativité de la loi de groupe de la catégorie G qui le définit. On est alors
en présence d’une catégorie monoidale symétrique, appelée également parfois une
catégorie de Picard lorsque les objets sont comme ici inversibles(11). Le module croisé
correspondant est alors dit stable [18]. Ces structures, qui permettent donc de définir
un complexe translaté

D −→ A −→ 1 −→ 1 −→ 1

concentré en degré 3 et 4, sont discutées plus en détail dans [11] 1.2, 1.8. Un examen
des invariants qui les classifient (voir loc. cit. 8.3) met en évidence le fait que la condi-
tion monoidale symétrique est optimale, et qu’elle permet, sans qu’il soit nécessaire
de la renforcer encore, de définir des complexes D −→ A de longueur 1 concentrés en
n’importe quel paire de degrés successifs. Un exemple en est donné par le complexe
stable Gsc −→ G associé à un groupe algébrique réductif. La cohomologie à valeurs
dans ce complexe est la cohomologie abélianisée du groupe G, due à Borovoi ([7], [11]
ex. 1.9). Ce complexe est en fait un exemple de module croisé super-stable au sens
de [28]. Une notion encore plus générale que celle de module croisé stable est celle
de module croisé strict [18]. Ce sont les complexes concentrés en une paire de degrés
succesifs qui sont quasi-isomorphes à des complexes de groupes abéliens. La catégorie
de Picard qui correspond à un tel complexe est également dite stricte. La cohomologie
à valeurs dans un module croisé stable est une theorie cohomologique extraordinaire,
au sens des topologues, tandis que celle à valeurs dans un module croisé strict est l’hy-
percohomologie usuelle à valeurs dans le complexe de groupes abéliens qui correspond
au module en question.

Alors qu’une seule condition de commutativité pouvait être imposée, dans le pré-
sent contexte, à un groupe abstrait, la discussion précédente a mis en évidence le fait
que le passage d’une catégorie monoidale à une catégorie « stable », correspondant à
un complexe de longueur 1 pouvant être indéfiniment décalé vers la gauche, s’effectuait
en deux étapes. Le nombre de conditions indépendantes à imposer à une n-catégorie C
pour qu’elle devienne stable est n+1, chacune des conditions en question permettant
de la décaler d’un cran vers la gauche, c’est-à-dire de passer du nerf de la n-catégorie C
à son classifiant BC. Nous achevons cet examen des complexes de groupes en passant
en revue les résultats connus dans le cas n = 2. Les ensembles simpliciaux (satisfaisant
à la condition d’extension de Kan) dont seul les trois premiers groupes d’homotopie

(11)mais on prendra garde que cette terminologie ne coincide pas tout à fait avec celle de Deligne,

qui dans [22] appelle catégorie de Picard ce que nous désignons par gr-catégorie.
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sont non nuls correspondent aux 2-groupöıdes. Ils constituent le sujet principal de ce
texte, la notion d’ensemble croisé étant comme on l’a vu plus haut un modèle un peu
particulier du nerf d’un 2-groupöıde. Si l’on veut pouvoir décaler cet objet d’un cran
vers la gauche, il convient de le munir d’une loi de groupe. Or, la notion de n-catégorie
monoidale est en fait bien connue pour tout n, puisque les axiomes successifs par les-
quels on détermine les conditions de cohérence supérieures pour l’associativité ont été
mis en évidence depuis longtemps par J. Stasheff [33] sous le nom de structures A∞.
Le complexe de groupes de longueur 2 correspondant à un 2-groupöıde monoidal à
objets inversibles pour lequel la loi de groupe est strictement associative a été intro-
duit en [18] définition 2.2 sous le vocable de 2-module croisé. Si l’on veut translater
d’un cran vers la gauche la 2-catégorie correspondante, il convient de lui rajouter la
structure qui la ferait correspondre à une quadricatégorie à un seul objet et une seule
1-flèche. La structure supplémentaire en question a été introduite par Kapranov et
Voevodsky [26] sous le nom de 2-catégorie tressée(12). Les deux conditions de com-
mutativité encore plus restrictives pouvant successivement être imposées à de telles
2-catégories tressées sont discutées dans [11] p. 149-150 sous les noms respectifs de 2-
catégories fortement tressées et de 2-catégories de Picard. La terminologie adoptée par
J. Baez [2] (« 2-catégories monoidales faiblement et fortement involutives ») est sans
doute préférable, mais d’autres encore ont été proposées [20], [19] (voir également
[12]). Les conditions de commutativité supplémentaires de type strict, qui impose-
raient à un complexe de groupes de longueur n d’être quasi-isomorphe à un complexe
de groupes abéliens sont décrites pour n = 2 en termes catégoriques dans [11] déf.
8.5.

Il reste à exprimer en ces termes la notion de cohomologie à valeurs dans une
des structures considérées. La définition (3.1) du H0 couvre toutes les situations,
pourvu que l’on convienne de définir comme en (3.4) la cohomologie à valeurs dans un
ensemble croisé, ou un quelconque complexe de groupes, comme étant la cohomologie
à valeurs dans l’objet simplicial qui le définit. Cette définition, en termes d’objets de
la catégorie dérivée, permet d’éviter d’avoir à effectuer, comme en [28] prop. 1.2.2, la
vérification de l’indépendance relativement aux quasi-isomorphismes. On définit les
groupes de cohomologie en degrés positifs à valeurs dans une m-catégorie C par la
formule

Hn(e, C) = H0(e,BnC)
pourvu que l’ensemble classifiant n-fois itéré BnC de C existe. Ce dernier n’est pas
en général défini pour un entier n quelconque (à moins que C ne soit stable), mais
seulement pour des valeurs de n dépendant du niveau de commutativité de la loi de
groupe de C. La translation à droite correspond à l’opération inverse, qui associe à
un ensemble simplicial X l’espace des lacets ΩX , ce qui permet de définir comme

(12)Il manque un axiome chez ces auteurs, qui est rétabli dans [2] (voir également [11] p. 148).
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en (3.2) des groupes de cohomologie en degrés négatifs. Puisque l’espace ΩX est
muni d’une structure de groupe à homotopie près, définie par la composition des
lacets, l’ensemble de cohomologie correspondant H0(e,ΩX ) est muni d’une structure
de groupe. Pour i > 1, la loi de composition en question sur les espaces de lacets
itérés ΩiX est commutative à homotopie près. Les groupes H−i(e,X ) = H0(e,ΩiX )
correspondants sont donc tous abéliens.

Supposons que la m-catégorie C soit translatable à gauche de n crans au plus.
Dans ce cas, l’objet simplicial X = BnC est un ensemble simplicial sans aucune
structure de groupe, et Hn(e, C) est simplement un ensemble (pointé). Par ailleurs
Hn−1(e, C) = H0(e,ΩX ) est alors un groupe, tandis que les Hn−i(e, C) pour i > 1
sont associés aux espaces ΩiX , et sont donc des groupes abéliens. Ainsi, dans le cas
d’un complexe concentré en un seul degré, on retrouve le fait que l’ensemble H0(e,X)
est défini pour tout ensemble X , puis que l’ensemble H1(e,G) est défini pour tout
groupeG, tandis queH0(e,G) est un groupe, enfin que pour G abélien, la cohomologie
à valeurs dans G est définie en tous degrés positifs, et est toujours un groupe abélien.

De la même manière, l’ensemble de cohomologie H0(X) à valeurs dans un graphe
X (4.15), et notamment à valeurs dans un A-ensemble (4.16), est un ensemble. À un
module croisé D −→ A correspondent un ensemble pointé H1(e,D −→ A), un groupe
H0(e,D −→ A), et un groupe abélien H−1(e,D −→ A), les groupes de cohomologie
de degrés inférieurs étant par ailleurs tous nuls. Lorsque le module croisé en question
est tressé, toute la situation est décalée. L’ensemble pointé H2(e,D −→ A) est défini,
H1(e,D −→ A) est muni d’une structure de groupe, et les groupes Hi(e,D −→ A)
sont abéliens dès que i ≤ 0. Enfin, si le module croisé en question est stable, les groupes
abéliensHn(e,D −→ A) sont définis pour tout n (voir [11], [16](13) [15], et également,
dans le contexte plus restrictif des catégorie de Picard strictement commutatives, [21],
[35]).

Illustrons une dernière fois ce phénomène sur les complexes de longueur 2. À un
ensemble croisé [B −→ A × X −→ X ] (1.1) correspond l’ensemble H0(e,B −→
A×X −→ X) défini dans [28]1.2 dans le cas galoisien, et étudié au paragraphe B.3 ci-
dessus dans le cadre un peu plus restrictif des e.c.f.c. Lorsque l’e.c.f.c. [D −→

X
A⇒ X ]

considéré provient d’un 2-module croisé D −→ A −→ G, alors

Hi(e,D −→ A −→ G)

est défini comme ensemble pour i = 1, comme groupe pour i = 0, enfin comme groupe
abélien pour i négatif. Lorsque la 2-catégorie C correspondant au 2-module croisé en

(13)Ces auteurs désignent par Hn ce que nous tenons à appeler ici, pour des raisons de cohérence

interne, la cohomologie en degré n − 1.
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question est tressée, les
Hi(e, C)

sont définis, pour i ≤ 2. Ce sont des groupes dès que i ≤ 1, et des groupes abéliens
pour i ≤ 0. Dans une situation faiblement involutive, la cohomologie est définie en
degrés i ≤ 3. Le terme de degré le plus élevé est un ensemble pointé, le suivant est
un groupe, et tous les autres sont des groupes abéliens. Enfin, la situation fortement
involutive est stable : la cohomologie est alors definie en tout degré, et elle est munie
en tout degré d’une structure de groupe abélien.

Ajouté sur épreuves. — Pour un examen approfondi de la notion de catégorie tressée,
et de ses généralisations, on renvoie à l’article récent de C. Berger, Double loop spaces,
braided monoidal categories and algebraic 3-type of space, in Higher homotopy struc-
tures in topology and mathematical physics, J. McCleary éd., Contemporary Math.
227 (1999).
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[10] L. Breen, Théorie de Schreier supérieure, Ann. scient. Ec. Norm. Sup. 25, 465-
514 (1992).

[11] L. Breen, Classification of 2-gerbes and 2-stacks, Astérisque 225, Société ma-
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[22] P. Deligne, Le symbole modéré Publ. Math. IHES 73, 147-181 (1991).
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