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Raphaël Krikorian 

Résumé. — Nous étudions dans cet ouvrage le problème de la conjugaison à des 
constantes (réductibilité) des systèmes produits-croisés quasi-périodiques à valeurs 
dans des groupes compacts semi-simples, de même que celui de l'existence de solu­
tions de type Floquet pour des systèmes d'équations différentielles linéaires quasi-
périodiques à valeurs dans des algèbres compactes semi-simples. 

Le résultat principal du livre (chapitre 6) est que, pour des familles de systèmes 
quasi-périodiques à un paramètre réel à valeurs dans le groupe des rotations de l'es­
pace (de dimension 3), la réductibilité a lieu pour presque toute valeur du paramètre 
(pourvu que la famille soit suffisamment proche d'une famille de systèmes constants). 
Pour sa démonstration, qui repose sur une technique d'élimination des résonances 
due à L.H. Eliasson, nous introduisons une notion de transversalité à la Pyartli, ce 
qui nous permet de contrôler la dépendance des valeurs propres en fonction du pa­
ramètre. Nous faisons également usage d'un théorème de réductibilité pour un en­
semble de paramètres de mesure positive, montré dans le cas des groupes compacts 
semi-simples au chapitre 3. Nous montrons également au chapitre 5, toujours dans le 
cas des groupes compacts semi-simples, que modulo un revêtement qui ne dépend que 
du groupe, l'ensemble des systèmes réductibles est dense au voisinage des constantes. 
Le chapitre 4 du livre établit un théorème de forme normale qui permet de retrou­
ver le résultat en mesure positive du chapitre 3. Enfin nous donnons au chapitre 2 
une condition nécessaire et suffisante (modulo un revêtement fini) de réductibilité des 
systèmes produits-croisés et faisons l'étude du centralisateur des systèmes constants. 

Abstract (Reducibility of skew-product systems with values in compact groups) 
In this book we study the problem of reducibility (conjugacy to constants) of quasi-

periodic skew-product systems with values in compact semisimple groups, as well as 
the existence of Floquet type solutions for linear differential quasi-periodic systems 
with values in compact semisimple algebras. 

The main result (chapter 6) is that for real one parameter families of quasi-periodic 
systems with values in the group of rotations of the 3-space, reducibility holds for 
almost all value of the parameter (provided the family is close enough to some family 
of constant systems). For the proof of this result, which relies on a resonance removing 
procedure due to L.H. Eliasson, we introduce a notion of transversality à la Pyartli, 
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which enables us to keep on controlling the dépendance of the eigenvalues on the 
parameter. We also use a positive measure reducibility theorem proven, in case the 
group is compact semisimple, in chapter 3. We also prove in chapter 5, again in the 
compact semisimple group case, that modulo some finite covering which depends only 
on the group, the set of reducible systems is dense near the constants. Chapter 4 is 
devoted to a normal form type theorem which enables us to recover the result of 
chapter 3. Finally, we give in chapter 2 a necessary and sufficient condition (modulo 
a finite covering) for reducibility of skew-product systems and study the centralizer 
of constant systems. 
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I N T R O D U C T I O N 

L'étude de l'équation de Hill à coefficient quasi-périodique (cf. [23], [4] pour plus 
de détails) 

(1) -y" + q(t)y = \y, 

avec q(t) = Q(tcj/27r), où Q est Zd-périodique et LU G RD, a intéressé de nombreux 
auteurs comme en particulier Dinaburg-Sinaï [7], Moser-Pôschel [21], Herman [15], 
Eliasson [9], [10], dont la motivation était de décrire le spectre de l'opérateur de Schro-
dinger unidimensionnel à potentiel quasi-périodique, ceci en tentant de généraliser au 
cas quasi-périodique la théorie de Floquet. Bien que l'apparition de phénomènes de 
petits diviseurs, désormais classique en théorie des systèmes dynamiques, interdise une 
transcription mot à mot du théorème de Floquet et complique considérablement les 
démonstrations, cette tentative, dans laquelle les travaux des auteurs précédemment 
cités ainsi que la connaissance accumulée depuis H. Weyl sur les propriétés spectrales 
de l'opérateur de Schrôdinger ont joué un rôle important, a finalement abouti (au 
moins dans un cadre perturbât if) dans le travail de L.H. Eliasson [9]. L'énoncé de 
ce théorème est que si UJ vérifie une condition diophantienne, aux grandes énergies 
le spectre de l'équation (1) est absolument continu. L'utilisation de techniques à la 
K.A.M (Kolmogorov-Arnold-Moser), l'introduction d'un nombre de rotation associé à 
l'équation (1) ainsi que l'interprétation spectrale du problème considéré sont les in­
grédients de [9]. On peut réinterpréter (1) comme une équation différentielle linéaire 
sur (Rd/Zd) x R2 , 

X'(0) = UX(9)-X(0) 

(2) 0' = U;/2TT, 

avec 
U d = d o 1 

.0(0)-A 0 



2 INTRODUCTION 

où LU £ Hd est le vecteur des fréquences des coefficients et X(t) = 'y Ainsi U\ est 

à valeurs dans l'algèbre de Lie s/(2, R). Il s'agit alors d'obtenir des représentations de 
Floquet X(t) = B(tuo/2ir + 0O) • eUot • X0 de toutes les solutions de (2) (B étant Zd-
périodique). Quand c'est le cas le système est dit réductible. Le théorème d'Eliasson 
se traduit dans ce contexte en disant que si LU vérifie une condition diophantienne et 
si Q est suffisamment petit, alors pour presque toute valeur de À, U\ est réductible 
modulo une conjugaison B qui est 2Zd-périodique. 

Il est alors naturel de se demander si le résultat précédent admet des analogues 
quand on remplace le groupe 51/(2, R) par un autre groupe de Lie G (par exemple 
semi-simple). Une des difficultés étant que des problèmes liés aux petits diviseurs 
apparaissent déjà quand on étudie le groupe compact maximal, il est naturel de 
commencer par l'étude du cas où G lui-même est compact : ceci constitue le pro­
pos du présent ouvrage. Nous essaierons de répondre en particulier aux questions 
de « densité » (topologique ou métrique) des systèmes réductibles aux voisinages des 
constantes. Comme ce type de problèmes est lié à l'étude de systèmes produits croisés, 
nous définissons ces derniers dans la suite. 

Nous noterons Td = Hd/Zd le tore d-dimensionnel et G un groupe de Lie (réel) 
qui sera souvent un groupe de matrices. Le groupe des difféomorphismes de classe Cs 
(s G NU{w,oo} où LU signifie dans ce contexte «analytique réel») de Td x G sera 
noté DirT(Td xG). 

Si f e C°°fTd,RM nous notons 

I/I. = max maxl^/WI, 
\3\<s 0£Td 

les normes Cs. 
Si / est analytique et h > 0, nous noterons (quand ceci a un sens), 

l/U = SUp |/(2)|, 

où / est le prolongement holomorphe de / à la bande complexe Bh = Rd0\/—~ï(—/i, h]d. 
Nous serons particulièrement intéressés dans la suite par le sous-groupe 

SWs(Td,G) c DifT(Td x G) 

constitué des difféomorphismes de Td x G de la forme 

(0,y)^(O + a,A(9)-y) 

où a € Td et A G Cs(Td,G). Un tel difféomorphisme, que nous noterons (a, A), sera 
dit produit croisé (en anglais skew-product). Ce sont en fait des cocycles sur Td x G. 
Si a e Td est fixé, l'ensemble {(a, A), A e Cs(Td,G)} sera noté SW*(Td,G). 

Remarquons que si A est une constante le difféomorphisme (a, A) est simplement 
la translation à gauche sur le groupe de Lie Td x G. 
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INTRODUCTION 3 

L'itéré n-ième d'un élément (a, A) G SWs(Td,G) s'écrit : 

(a, A)n(0, y) = (0 + na, A{0 + (n - l)a) • • • • y), 

ce qui montre que la compréhension de la dynamique du difféomorphisme (a, A) est 
équivalente à celle des produits A(0 -h (n — l)a) • • • A{6) qui dans le cas où G est un 
groupe de matrices et a est minimal (i.e. x t-> x + a a toutes ses orbites denses sur 
Td) sont des produits quasi-périodiques de matrices. 

Afin d'étudier ces derniers, introduisons enfin une notion de conjugaison fibrée : 
soient a G Td et Au A2 G Cs(Td, G), on dira que B G Cs(Td, G) conjugue Ax à A2 si 
le difféomorphisme associé (0,5) G 5W*(Td,G) conjugue (a,-Ai) à (a,A2) (qui sont 
tous deux dans SW£(Td, G)), c'est-à-dire si l'on a (0, B)o(a, Ai)o(0,£)_1 = (a, A2), 
ce qui peut se récrire 

A2(0) =B(« + aJAi^JS^)"1, V# G Td. 

L'objet du présent ouvrage est l'étude des classes de conjugaisons fibrées des 
groupes 5W*(Td, G) dans le cas où G est un groupe compact semi-simple et a est mi­
nimal. Une classe de conjugaison particulièrement intéressante est celle des systèmes 
(a,Ao) où Ao est une constante; les difféomorphismes de cette classe de conjugai­
son seront dits réductibles. La dynamique d'un (a, A) réductible, donc de la forme 
(0, B) o (a, AQ) O (0, B)-1 = (a, B(- + a).Aoi?(-)_1) est alors très simple puisque dans 
ce cas les (a, A)n s'écrivent 

{a,A)n = {na,B{- + na)A%B{-)-1), 

et pour des AQ génériques les orbites sont difféomorphes au tore Td x Tmax où Tmax 
est le (puisque AQ est générique) tore maximal passant par AQ. 

Les difféomorphismes produits croisés interviennent également de façon naturelle 
dans l'étude des équations différentielles linéaires dont les coefficients sont quasi-
périodiques et à valeurs dans l'algèbre g d'un groupe de Lie G. Rappelons quelques 
définitions : une fonction / G C5(R, G) est quasi-périodique de vecteurs de fré­
quence (cji/27r,...,cjd/27r) G Rd, s'il existe F G Cs(Rd/Zd,G) telle que f(t) = 
F(tuji/27r,..., tujd/27r). Le Z-module engendré par (UJI, ..., cud) s'appelle le module 
des fréquences. 

Les équations que nous considérons sont donc de la forme 

X'{t) = u(t)X(t), 

où u s'écrit sous la forme u(t) = U(tuJi/2-K,..., £Û^/27T), avec U G C°°(Td, g) (g étant 
l'algèbre du groupe G). Il est équivalent d'étudier le flot suivant sur Td x G, 

X'(<9) = U(6)-X(0) 

(3) 0' - CC;/2TT. 

Le cas qui nous intéresse est celui où l'on peut ramener l'étude du système (3) à celui 
d'un système à coefficients constants c'est-à-dire avec U — UQ = constante, au moyen 
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4 INTRODUCTION 

d'une transformation de la forme 

Y(x) = B(x)'1 -X(x), 

avec B G Cs(Td,G). Il faut donc déterminer Uo et B qui satisfont alors à Véquation 
de réductibilité 

Uo = Lœ/2„B(x) • Bix)-1 + Ad(B(x)) • U{x), 

où Ad(jB) • U = B - U • B'1, ce que l'on notera, (UJ/2TT,U0) 1Z(B) (u;/27r, £/)• Ceci 
n'est rien d'autre qu'une généralisation de la théorie de Floquet, valide dans le cas 
périodique, au cas quasi-périodique, puisque ceci signifie que toute solution de (3) 
admet une écriture de la forme 

X(t) = B(tuxj2>K + 0O, • • .,tud/2ir + 0d) • eUotX0. 

Les deux aspects, difféomorphismes et flots, sont étroitement liés et l'on peut for­
muler pour chacun d'eux des énoncés dont les formes sont équivalentes et les démons­
trations similaires (bien que généralement moins techniques dans le cas des flots). 
Aussi avons-nous formulé les énoncés des théorèmes de notre travail en privilégiant 
souvent le point de vue le moins technique. 

Passons maintenant à la présentation du contenu du livre. 

Le chapitre 1 regroupe quelques rappels et définitions de notions de base. Nous 
y avons inclus deux propositions élémentaires qui tentent de justifier le fait que l'on 
se restreigne seulement aux conjugaisons fibrées. La première (prop. 1.2.2) montre 
que dans le cas où d = 1 et G = T1, une conjugaison homotope à l'identité de 
classe C2 entre deux éléments de ^ ^ ( T ^ T 1 ) est en général fibrée. La seconde 
(prop. 1.2.4) prouve que si deux systèmes (ai, Ai) G SW^(TdyG), i = 1,2 sont 
conjugués par un difféomorphisme de Diff(Td x G) homotope à l'identité, alors a\ et 
a2 sont rationnellement dépendants pourvu que d soit suffisamment grand, c'est-à-dire 
pourvu que les systèmes possèdent suffisamment de fréquences. 

Le chapitre 2 donne une condition (nécessaire et) suffisante de réductibilité des élé­
ments de SW£°(Td, G) en termes de compacité du groupe des itérés (théorème 2.2.3) : 
soient a minimal et (a, A) G SW£°(Td,G) dont l'adhérence des itérés (positifs et né­
gatifs) est compacte en topologie G°° ; alors il existe un entier \G > 0 ne dépendant 
que du groupe G, tel que A s'écrive sous la forme A(6) = B(0 + a)AoJ5(0)-1 avec 
A0 G G constant et I? G G°°(Rd,G) XG^^-périodique. Ainsi le système est réductible 
modulo un revêtement XG-rmi. Dans le cas particulier où G = SU(L), on peut choisir 
Xc = 1. Si en outre A0 est dans un ensemble de mesure de Haar totale dans G, alors 
la conjugaison B peut être choisie Zd-périodique (proposition 2.2.4). Ce théorème est 
à rapprocher des critères de réductibilité des difféomorphismes du cercle que donne 
M. Herman dans [14] ou encore de la condition de stabilité des germes holomorphes. 
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INTRODUCTION 5 

Nous précisons également les relations entre les deux notions de réductibilité, dans 
le cas des difféomorphismes d'une part et dans celui des flots d'autre part (théo­
rème 2.2.1) : si le temps 1 d'un flot est réductible il en est de même du flot tout entier 
(la réciproque étant triviale). 

Nous faisons par ailleurs une étude du groupe des centralisateurs des cocycles 
constants (théorème 2.5.8) ainsi que des conjugaisons possibles entre cocycles cons­
tants (proposition 2.5.9). 

Le chapitre 3 (théorème 3.1.1) donne la démonstration d'un résultat en mesure 
positive dans le cas des flots (classique dans l'esprit) : supposons que ou fixé satisfasse 
à une condition diophantienne ; il existe alors SQ,SQ > 0 tels que si F G C°°(Td,g) 
vérifie |F|So < eo, alors dans toute famille à un paramètre réel À A + F (6) (a ^ 6, 
A G [a, b] C R, A G g constant, \A\ < 1), l'ensemble des À pour lesquels le système 
(OU/2TT,\A + F) n'est pas réductible est de mesure inférieure à cte • \F\gQl où v > 0 
est une constante indépendante de F. La démonstration de ce résultat qui repose sur 
une technique K.A.M. standard, peut également se faire dans un cadre analytique. 

Nous présentons au chapitre 4 un théorème (théorème 4.1.1) de forme normale dans 
le cas des difféomorphismes, grandement inspiré de la section 7 du manuscrit [16] de 
M. Herman, qui est le suivant : soit uo G G dont les racines vérifient une condition dio­
phantienne par rapport à a G Td. Appelons V un supplémentaire de Im(Id — Ad (i/o)) 
dans g, l une projection sur ker(Id - Ad(u0)) et 8 = {B G C°°(Td,g), l(B(0)) = 0}. 
Alors il existe eo,so > 0 tels qu'à tout u G C°°(Td,G) vérifiant \u — UQ\Sq < so, on 
peut associer un unique couple (B, C) G S x Y tel que u(6) = ec • eB(6>+°!). UQ • e~B^e\ 
En outre, la dépendance de (B, C) en fonction de u est C°° au sens de Hamilton. 

Ce théorème nous permet de retrouver en suivant [25] le résultat en mesure po­
sitive du chapitre 3 (théorème 3.1.1). La démonstration, qui repose sur le théorème 
de Hamilton d'inversion locale dans des espaces de Fréchet, ne peut cependant pas 
s'adapter au cas analytique (comparer avec le chapitre 3). 

Dans le chapitre 5 nous étudions la densité (topologique) des systèmes réductibles 
aux voisinages des constantes. Le théorème (théorème 5.1.1) s'énonce ainsi dans le cas 
des flots : soient A0 G g et ou diophantien fixés. Il existe alors €O,SQ > 0 et un entier 
XG > 0 (ne dépendant que du groupe G), tels que la proposition suivante soit vraie : 
si F G C°°(Td,g) vérifie |F|So < e0, alors pour tout e > 0 et pour tout s G N, il existe 
F' G C°°(Rd/xGZd,^) tel que|(Ao+F,)-(A0+F)|* < ^ et tel que (LU/2TT, A0+F') est 
réductible sur Kd/xG^d (c'est-à-dire qu'il existe B G C°°(Rd,G), xcZd-périodique, 
tel que L^^B • B~l + Ad(B) • (A0 + F') soit une constante). En outre, dans le 
cas où G est un groupe unitaire, \G peut être choisi égal à 1 (ce qui signifie que, 
dans ce cas, les systèmes réductibles forment un ensemble dense aux voisinages des 
constantes). La démonstration utilise la méthode développée par Eliasson dans [9], 
[10], une technique d'élimination des résonances entre les racines et les résultats des 
chapitres 2 et 3. 
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6 INTRODUCTION 

Le chapitre 6 est une réponse positive à une question posée par L.H. Eliasson 
dans [10] et améliore considérablement le résultat du chapitre 5 dans le cas où G — 
50(3, R) et dans un cadre analytique. Le théorème (théorème 6.2.1) peut s'énoncer de 
la façon suivante : soient A / 0 G so(3) et a; G Td diophantien fixés. Pour tout h > 0, 
il existe So > 0 tel que, pour tout F G C£(Td, so(3)) vérifiant \F\h < £0, l'ensemble 
des À G [a, b] C R (a ^ b) pour lesquels (a;/27r, \A + F) n'est pas réductible est 
de mesure nulle. Le même résultat subsiste si F dépend de façon raisonnable du 
paramètre À. Ce théorème contraste avec le résultat d'Eliasson [10], qui affirme qu'on 
peut trouver au voisinage de 0 un G^-dense de systèmes analytiques non réductibles. 
Ceci semble indiquer (sans le prouver) que l'ensemble des systèmes non réductibles 
au voisinage de 0, bien qu'étant un G^-dense, est négligeable au sens de Kolmogorov, 
c'est-à-dire que sa trace sur des familles génériques à ^-paramètres réels (i E N), est 
de mesure de Lebesgue nulle. La démonstration du théorème qui utilise la méthode 
d'élimination des résonances d'Eliasson [9], [10], se trouve compliquée par le fait que 
dans le cas 50(3), l'on ne dispose pas d'une bonne notion de nombre de rotation fibre 
(cf. [15], [17]) ni de son interprétation spectrale. Nous introduisons donc, inspiré d'un 
article de Pyartli [22], une notion de transversalité plus fine, ceci afin de contrôler la 
dépendance des racines en fonction du paramètre. Le théorème en mesure positive du 
chapitre 3 est alors utilisé. On pourra aussi consulter [19]. 

Remerciements. — Le texte que nous présentons reprend pour une grande part ce­
lui de la Thèse de Doctorat que l'auteur a soutenue à l'École polytechnique le 17 
Janvier 1996. Nous avons cependant effectué quelques modifications par rapport au 
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CHAPITRE 1 

RAPPELS ET NOTATIONS 
DIFFÉOMORPHISMES PRODUITS-CROISÉS, 

SYSTÈMES QUASI-PÉRIODIQUES 

1.1. Notations 

1.1.a. Le tore Td. — Soit d un entier positif. On notera Td le tore d-dimensionnel 
défini comme étant le quotient de groupes additifs Hd/Zd. Nous noterons 7r̂  OU plus 
simplement n la projection canonique n : Rd —)* Td. 

On supposera Rd muni de sa métrique euclidienne classique : si x = (xi, . . . ,Xd) 
et y = (2/1,..., sont deux éléments de Rd le produit scalaire de x et de y est 

(s>2/) = 
d 

3=1 
sdddd 

La norme euclidienne sur Hd induit la métrique quotient sur le tore Td : si y 
sont deux relèvements à Rd de x,y G Td, 

\x — y\ = inf \x — y +p\. 

Si a G Td, nous noterons i?a la translation 

: Td —> Td 

x 1—> x + a, 

Nous dirons que a est minimal si i?a l'est (c'est-à-dire si toute orbite de Ra sur le 
tore Td est dense). 

1.1 .b. Groupes de Lie. — Soit G un groupe de Lie réel (resp. complexe) et g 
son algèbre réelle (resp. complexe) de Lie associée (c'est-à-dire l'espace tangent en 
l'identité à G). Si u,v sont deux éléments de G on notera comme d'habitude uv 
leur produit dans G. Si X, Y sont dans l'algèbre g, [X, Y] désigne le crochet de Lie 
de X et Y. Rappelons que l'expression [X, Y] est R (resp. C) linéaire en X et F, 
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antisymétrique et vérifie pour tout X, y, Z G g, l'identité de Jacobi 

[[X, Y], Z] + [[F, Z],X] + [[Z, X], y] = 0. 

Nous noterons Ad la représentation adjointe de G à g : si u G G, Ad(-u) est l'ap­
plication linéaire tangente en l'identité à 

Ad : G —y G 

v i—> uvu~x 

La représentation tangente notée ad est une représentation linéaire de l'algèbre g sur 
g ; ainsi pour tout X G g, ad(X) est un endomorphisme de g. En outre, pour tous 
X ,y G#, 

ad(X) Y = [X,y]. 

Rappelons que lorsque G est un sous groupe (fermé) du groupe linéaire GL(n, R) 
le produit uv de deux éléments de G est le produit matriciel et que le crochet de deux 
X, y de l'algèbre g est 

[X, Y] = XY - YX. 

Définissons l'importante forme bilinéaire de Cartan-Killing sur g : si X, Y sont dans 

K(X, Y) = tr(ad(X) o ad(y)), 

où tr(/) désigne la trace de l'endomorphisme / de g. Il est facile de voir que K est 
invariante sous l'action adjointe de G (resp. g) c'est-à-dire que, pour X, y G G et 
u € G (resp. Z G g) 

K(Ad(u) - X, Ad(u) • y) = K(X, Y) 

(resp. 
«(ad(Z) • X,ad(Z) • y) = «(X,y).) 

Les propriétés de ^ (non dégénérescence, positivité, négativité) déterminent pour une 
grande part celles de l'algèbre et du groupe. Nous reviendrons sur ce point au cha­
pitre 2. 

Enfin nous noterons exp l'application exponentielle exp : g —> G. Mentionnons la 
formule suivante : 

exp o ad = Ad o exp, 

où la notation exp du membre de gauche désigne l'exponentielle de matrice 

exp(X) = ex 
co 

k=0 

Xn 

9, 

bcd 

pour une matrice X. 
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1.1.c. Espaces fonctionnels. — Si M, N sont deux variétés différentiables ou ana­
lytiques, l'espace des fonctions r fois différentiables reNu{oo,w}(w signifiant «ana­
lytique réel») de M vers N est notée Cr(M,N). Si r = oo, c'est un espace de Fréchet 
dont les semi-normes correspondent aux sup des dérivées successives des fonctions 
évaluées dans diverses cartes locales. Dans la suite nous supposerons pour simplifier 
que le groupe de Lie G est plongé dans un Rp, ce qui est toujours le cas lorsque c'est 
un groupe compact (cf. chapitre 2) ou un sous groupe de matrices. 

Les espaces Ck(Td, G). — Pour k < oo, Ck(Td, G) sont des espaces de Banach quand 
on les munit de la norme 

\F\k = max sup |^F(^) | , 

où D*F(0) représente la dérivée de F au point 6 G Td. L'espace C°°{Td,G) est ur 
espace de Fréchet lorsqu'on le munit des normes | |&. 

L'espace Diff*(Td x G). — C'est l'ensemble des difféomorphismes de Td x G. 

L'espace C°°(Td,g). — Soit F G C°°(Td,g) et F G C°°(Rd,#) telle que F = Fond 
F étant 1-périodique, on peut lui associer son développement en série de Fourier 

F(x) = 
k£Zd 

F(k)e2ni^x\ ds; d,d; 

avec 
F(k) = 

'[o.ild 
F(x)e-2ni(-k'xUx. 

La régularité de F peut alors se lire sur la croissance de ses coefficients de Fourier. 
Pour s > 0 entier nous noterons Hs(Td,g) l'espace de Sobolev 

H*(Td,g) = {/ e L2(Td,g),daf G L2(Td,g), Va, lai < s}. 

C'est un espace de Hilbert admettant comme produit scalaire 

x)e-2ni 
xwx '[0,l]d 

daf • &*gdx. 

Nous utiliserons plutôt une norme euclidienne équivalente : 

i/i»- = I 
kezd 

(î + ifcpri/wi2)12. 

Introduisons également les troncatures et les restes de la série de Fourier à l'ordre TV 

TNF(x) = 

\k\<N 

F(k)e2ni^xK 

et 
RNF(x) = 

|fc|>iV 
F(k)e2ni^x) 
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On définira également TjyF comme la troncature à l'ordre N sans le terme constant. 
Nous énonçons maintenant une propriété qui nous sera constamment utile : 

Proposition 1.1.1. — Pour tout s E N , il existe une constante positive Cs telle que, 
pour tous f,g G Hs(Td) D L°°, 

\fg\H- <Ca(\f\o\g\H' +\f\H-\g\o). 
De même, pour /, g G C°°, 

\f9\s<c3(\f\s\g\o + \f\o\9\s), 

formule qui se déduit des inégalités de convexité : 
i(9*sl+(i-t)S2/|o<Cs|/|ti|/|i-ti 

pour 0 < t < 1, Si, S2 > 0. 

Les espaces C£(Td,g). — Nous notons comme d'habitude w le nombre complexe 
conjugué de w G C. et pour z = (zi , . . . , Zd) G Cd nous posons 

\z\ = (*izi + --- + ^ ) 1 / 2 . 

Définissons alors a : Cd —>• Cd l'involution 

cr(zi,. ..,z<t) = (zi,. . . ,Zd), 

et pour tout k G Zd la translation Rk : Cd ^ Cd, Rk(z) — z + k. 
Nous dirons qu'un sous-ensemble de Cd est un rectangle s'il est le produit de 

d pavés de la forme // + y/^ÏJi (1 < / < d) où //, J/ sont des intervalles de R. Si U 
est un ouvert de Cd, nous définirons R(U) comme étant le plus petit rectangle fermé 
qui contient U (c'est-à-dire l'intersection de tous les rectangles fermés le contenant) et 
nous noterons R(U) l'intérieur de R(U). Enfin, pour h > 0 et pour tout sous-ensemble 
V de Cd nous posons 

Wh(V) = R{{z G C, dist(*,F) < fc}), 

où dist(z, V) est la distance de z à l'adhérence de V soit 

dist(z, V) = inf_\z — u\. 
uev 

Ceci étant, nous notons pour h > 0 et A C R un intervalle, C%(A) l'ensemble des 
fonctions analytiques réelles / définies sur A et qui admettent une extension continue 
/ sur Wh(A) et holomorphe sur Wh(A). Remarquons qu'une telle extension, si elle 
existe, est nécessairement unique. Nous définissons alors la norme suivante : 

(1) \f\h= sup \f(z)\. 

zewh(A) 

Nous noterons de même C£(Td) l'ensemble des / € C%(Rd) telles que sur Wh(Rd): 

(2) foa = aof, 
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et, pour tout k G Zd, 

(3) foRk = f, 

(remarquer que Wh(R<d) est invariant par a et Rk). Pour toute fonction analytique 
réelle définie sur le tore Td (c'est-à-dire Zd-périodique) il existe alors un h > 0 pour 
lequel / G C£(Rd). Ainsi, l'ensemble des / analytiques réelles définies sur le tore Td 
coincide avec 

C"(Td) = (J C£(Td). 
h>0 

Chacun des espaces C%(Td) muni de la norme (1) est un espace de Banach. 

Nous utiliserons au chapitre 6 des familles analytiques à un paramètre réel de 
fonctions analytiques. Si A est un intervalle réel, S et h deux nombres positifs, nous 
définirons comme précédemment C%ô(Td x A) comme étant l'ensemble des /(x,À) 
admettant une extension / holomorphe sur Wfc(Rd) x Wj(A), continue sur l'adhérence 
de cet ensemble et telles que (2), (3) soient vérifiées sur TV/l(Rd) avec / = /(•, À) pour 
tout À € W«j(A). Nous noterons alors 

| / I M = SUP 1/(^^)1-
(z,w)eWH(Hd)xWs(A) 

Comme précédemment, 

Cw(TdxA)= (J Clô(TdxA). 
h>0,ô>0 

Tout ce qui précède ce généralise facilement au cas où / est à valeurs dans l'algèbre 
9-

Comme en 1.1.c, on peut définir pour / G C%(Td,g) ses coefficients de Fourier f(k) 
ainsi que la troncature et le reste à l'ordre N, T/v/, RNI- On a alors la proposition 
suivante : 

Proposition 1.1.2. — Si f G C%(Td,g) alors pour tout k G Zd, 

(4) |/(fc)| < \ f \he-^k\ \ 

et il existe une constante C > 0 telle que, pour tout 0 < h\ < h et tout N EN on ait 

(5) \RN(f)\hl < C \f\k 
(h-h,)d 

-27r(N+l)(ft-fti) 

On se reportera pour une preuve de ce résultat à [14], lemme 3.5.1 p. 206. 
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12 CHAPITRE 1. RAPPELS ET NOTATIONS 

1.2. Difféomorphismes produits-croisés 

Si X, Y désignent deux variétés lisses, pi,p2 les projections respectives de X x Y 
sur X, Y ; on notera <SW (X, F) l'ensemble des Ck-difféomorphismes fibres en Y sur 
le produit X x F, c'est-à-dire l'ensemble des Ck-difféomorphismes de X x y de la 
forme 

F :X xY —-> X x y 

(x,y) I—• (f(x),g(x,y)), 

où f e Diff^X) et g G Ck(X x y ,y) . Nous noterons F = (f,g) G ^ ( ^ F ) un 
tel difféomorphisme. 

En fait, dans la suite, nous étudierons presque exclusivement le cas particulier où 
d'une part X = Td et / = Ra est une translation, et où d'autre part Y est un groupe 
de Lie et g(x, y) — g(x) • y avec g G Ck(X, Y), & G N U {oo, LJ}. NOUS noterons encore 
(a,g) le difféomorphisme (a,g)(6,y) = (0 + a,g{0) • y). 

Lorsque Y est un espace vectoriel et que, pour tout x G X, g(x,-) est un auto-
morphisme de y , on dit que le système est linéaire et on note *S>V(X, Y) l'espace des 
difféomorphismes corespondant. 

Un des buts principaux de cet ouvrage est d'étudier les classes de conjugaisons des 
difféomorphismes fibres. Nous dirons que deux éléments, F± et F2 de <5H;(X, Y) (res­
pectivement <S>V(X, y)) sont conjugués s'il existe un difféomorphisme h G Diff (X x Y) 
tel que 

(6) F1oh = hoF2. 

Si en outre le difféomorphisme h est lui même dans <SW(X, Y) (resp. <SW(X, Y)) on 
dira que F\ et F2 sont conjugués dans les fibres (resp. linéairement conjugués dans les 
fibres). 

1.2.a. Un cas où le difféomorphisme conjugant est automatiquement fibre 

C'est le cas de <SW(T1,T1). Rappelons le résultat suivant dû à M. Herman ([15] 
Th. 5.3, p. 487) : 

Théorème 1.2.1. — Soit F : X x T1 —y X x T1 (où X est un espace topologique), 
un homéomorphisme homotope à l'identité et préservant l'orientation, de la forme 
F(x,y) — (f{x),g{x,y)) et supposons que f soit uniquement ergodique sur X (i.e. 
n'admette qu'une seule mesure de probabilité invariante). Notons en outre F(x,t) = 
(f(x),g(x,t)) un relèvement de F à X x R. Alors, pour tout (x,t) G X xR , la limite 
suivante : 

lim -(p2oFn(x,t)-t) 
71 
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1.2. DIFFÉOMORPHISMES PRODUITS-CROISÉS 13 

existe et est indépendante du choix de (x,t) (où on a noté F un relèvement de F à 
R et p2 la projection I x R - f R sur le second facteur). On V appelle le nombre de 
rotation fibre de F et on le note Pf(F). Pour toute mesure de probabilité \i invariante 
sur X x T1 par F on a 

Pf(F) = 
XxT1 

(P2 ° F(x, t) - t)dji(x, t). 

Ce nombre est un invariant de conjugaison. En outre, dans le cas où par exemple 
X = T1 et où f(x) = x + pb est une rotation, le vecteur de rotation du 
système (f(x),g(x,t)), est encore un invariant de conjugaison. 

Utilisant ce résultat nous démontrons à présent que dans le cas particulier où / = 
Rai la notion de conjugaison et celle de conjugaison fibrée définies en 1.2 coïncident. 
Soient Fi G <SW°°(T1,T1), i = 1,2, de la forme Fi{x,y) = (x + a^A^x^y)) et soit 
h G Diff2(T1 x T1) homotope à l'identité, conjugant Fx et F2 : 

ho Fi = F2 o h; 

alors d'après le théorème précédent, ai = a2 et Pf{F±) = pf(F2). Nous noterons 
a — a\ — a2 et pf = pf(Fi) = pf(F2). On a alors : 

-—•>—- 2 
Proposition 1.2.2. — Si (a,pf) est minimal sur T1 x T1, alors h G <SW (T1,!?1). 

Démonstration. — Notons T le feuilletage vertical du produit T1 x T1, c'est-à-dire 
celui dont les feuilles sont les 

F0 = {O}xT1. 

Le feuilletage image admet pour feuilles les h(To). On a alors le lemme suivant : 

Lemme 1.2.3. — Il existe 0,0' tels que h(To) — TQI . 

Démonstration. — Appelons p± : T1 x T1 —> T1 la projection sur la première coor­
donnée. Supposons par l'absurde que le lemme soit faux. Alors, pour tout 0 G T1, il 
existe (0,y) G TQ tel que la propriété (P(o,y)) suivante soit vérifiée : 

Propriété (P(0iy))* — h(J°o) et ^P\{h{e,y)) sont transverses et ont une intersection fi­
nie. 

Vu que h conjugue F\ et F2, il vient, pour tout n, 

ho FI1 = F? o h. 

Par conséquent, 

hoF?(0,y) = h(O + na,Altn(0,y)) 

= F?(h(0,y)) 

= Pi(H0,y)) +na,A2,n(h(0,y)). 
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14 CHAPITRE 1. RAPPELS ET NOTATIONS 

On a noté Aiyn(0,y) = p2((a, Ai)n(6,y)). Ainsi, 

h O F™{0,y) G 1̂(fc(tf,y))+na H /l(^+na)-

Choisissons une suite telle que n^a —>> 0 (une telle suite existe toujours). Pour 
i > ¿0 assez grand les feuilles Te et Te+nia d'une part et les feuilles TPl^(e,y)) et 
•̂ >i(M0,y))+nia d'autre part sont C1-proches. Comme on a supposé que les feuilles 
^rp1(e,y) et Te sont transverses, il découle que, pour i assez grand les feuilles Te+nia 
et TPl(h(e,y))+ma sont transverses et leur intersection est donc finie. En outre, au sens 
de la distance de Hausdorff (ici entre ensemble finis), quand n« —>> oc, 

^Pi{h{e,y))+moc H h(Te+ma) —> Fpi{h(o,y)) n h(To). 

Ceci prouve que (M^ 2/)) s'accumule sur un nombre fini de points et on devrait 
donc avoir pour un entier r > 0, 

lim P/(F2nH = 0. 
Î->OO 

Or p/(F2nir) = riirpffâ). Ainsi pour toute suite telle que n^a tend vers 0 sur 
T1, il en est de même de nirpf{F2). Ceci est en contradiction avec l'hypothèse selon 
laquelle (a,pf) est minimal. • 

Le lemme précédent démontre la proposition puisque de l'équation de conjugaison il 
vient que h(Te+not) = Te'+na, et a étant minimal, on a pour tout 77 G T1, h{Te+r)) = 
Te'+r)-, soit h^r)) = Tn+>y, où 7 = 6'—6, ce qui achève de démontrer la proposition. • 

1.2.b. Les espaces SWa(Td,G). — Soient G un groupe de Lie, a G Td. On définit 
SWa{Td,G) comme l'ensemble des F G 5W(Td,G) de la forme 

F(0,Y) = (O + A,A(O).Y). 

Nous noterons (a, A) un tel difféomorphisme F et SW(Td, G) l'union des SWa(Td, G) 
pour a ETD. 

La proposition suivante montre (imparfaitement) que les espaces SWa(Td, G) sont 
en quelque sorte stables par conjugaison, pourvu que le nombre de fréquences soit 
suffisamment grand. 

Proposition 1.2.4. — Soient G un groupe de Lie, do sa dimension, ai,a2 G Td, 
Fi G SWai(Td,G), i = 1,2. Supposons qu'il existe h G Diff°°(Td x G) homotope à 
Videntité vérifiant Fi o h = h o F2 et que d > do- Alors, ai et a2 sont linéairement 
dépendants sur Q. 

Démonstration. — Supposons par l'absurde que a\ et a2 soient indépendants sur Q. 
Fixons (60, yo) G Td x G et définissons Xi comme étant l'adhérence des F™* (0Q, yo) 

pour les suites telles que n*ai -» 0. Cet ensemble s'identifie au sous groupe fermé 
(non nécessairement abélien) des valeurs d'adhérence des produits 

A^e + (m-!)<*!)•'• A!(0) 
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où riia -> 0. Sa dimension (au moins comme groupe de Lie) est donc inférieure où 
égale à DO-

D'autre part, vu que h o F™* (#0,2/o) = Fg* ° h(60,yo), il apparaît que 

Pi(ft(^r(0o,j/o))) =p1(h(0o,yo)) +n<a2. 

Si ai et «2 étaient indépendants sur Q, on pourrait trouver pour tout rj G Td une 
suite rii telle que nia —> 0 et Ui(3 —> rj. On aurait alors, 

Pl(h(T1))=Td. 

Par le théorème de Sard, p\oh est de rang maximal en un point de T±, d'où il vient 
dimTi < do, ce qui est en contradiction avec do < d. (On peut également consulter 
[13] lemme 12.3 p. 345). • 

Remarquons que le résultat précédent est trivialement faux dans le cas où G = T1, 
d = 1 comme le montre par exemple le cas où A± (0, y) = (9+a, y), A2 (0, y) = (9, y+a) 
et h(0,y) = (y,0) (remarquer cependant qu'ici h n'est pas homotope à l'identité). 

Les propositions précédentes montrent qu'il est naturel de se restreindre au problème 
où l'on cherche à conjuguer (a, Ai), (a, A2) G SWa(Td,G) par un élément (0,5) G 
SWo(Td,G). C'est désormais dans ce cadre que nous travaillerons. 

Remarquons que, puisque (a, A)(0,y) = (0 + a,A(0)y), on a 

(a, A)n{6,y) = (0 + na, A(0 + (n - l)a) • • • A(0)y). 

On notera souvent A^n\6) le produit A{6 4- (n - l)a) • • • A{6). 

L'équation de conjuguaison (6) s'écrit avec Fi = (a, Ai), h = (0,B), 

A1(0) = B{e + a)A2(0)B(0)-1. 

On écrira souvent par la suite, 

(a,A1)7l(B)(a,A2), 

et on dira plus simplement que A2 et Ai sont conjugués. De la même façon, on dit 
que A est réductible s'il est conjugué à une application constante. 

1.3. Flots fibres 

Nous reprenons les notations de la section précédente et supposons G connexe. 
Nous dirons que {(tuj, Z£(-))}£6r, est un flot fibre de classe Ck (k G N U {oc,LU}) 

si t \-> (tu, Z*(-)) est de classe Ck de R SWk(Td,G) et si Zt vérifie l'équation de 
cocycle : 

Zt+s(d) = Z\0 + su;)-Zs(6), 

pour tout 0 G Td et tous s, £ G R. 
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Remarquons que si pour tout t G R, Zt(-) = este est constante et si t \-ï Z*(0) est 
continue, alors l'équation de cocycle entraîne que 

Z\0) =etUo, 

où UQ = este (ne dépend pas de t ni de 6) et est dans l'algèbre g de G. Nous dirons 
qu'un tel flot est constant 

Deux flots fibres {(^,Z|(-)) G SW*(Td,G)}T (i = 1,2) sont alors conjugués s'il 
existe (0,5) G 5Wfc(Td,G) tel que 

V(*,0) G R x Td, Z\{9) = 5(<9 + M ^ W ^ ( ^ ) _ 1 . 

Nous noterons alors, {(^ , (•))}* ^(£){(£^, Z|(-))}t. 
Un flot fibre est réductible s'il est conjugué à un flot constant. 
Faisons la remarque évidente suivante : 

Si deux flots {(tu, Zl- (•))}* (i = 1,2) vérifient 

{{tw,Z\{-))}tK{B){{tu,Zi{.))}t, 

alors pour tout t G R les difféomorphismes produits-croisés {tuj^Z\{-)) et (tco^Z^i')) 
vérifient 

(iu>,Z*(-))^(5)(^,^(-)). 

Nous démontrerons au chapitre 2 une réciproque partielle de ce résultat. 

1.4. Équations différentielles linéaires à coefficients quasi-périodiques 

1.4.a. Rappels : la théorie de Floquet. — Nous énonçons en guise de motiva­
tion, le classique théorème de Floquet : 

Théorème 1.4.1. — Soit u G C°°(R, #/(n, K)), (K = R, C) un champ de vecteurs 
T-périodique. Alors toute solution de V équation différentielle X'(t) = u(t) • X(t), 
X(0) = Id, s'écrit sous la forme X{t) — b(t)eUot, où UQ est une constante et b une 
fonction (i) T-périodique si K = C, (ii) 2T-périodique si K = R. 

Le but de la théorie des systèmes linéaires à coefficients quasi-périodiques, est de 
voir dans quelle mesure le théorème précédent se généralise au cas où u est quasi-
périodique. 

1.4.b. Presque-périodicité et quasi-périodicité. — Soit / : R —> R une appli­
cation. Rappelons que / est dite presque périodique si la famille des translatées de / , 
{Taf)aen = (/(* — û))oeR? est relativement compacte en topologie uniforme. Il existe 
alors une unique manière de munir H d'une structure de groupe topologique qui fait 
de a «-)• ra un homomorphisme continu de R dans H. Le groupe topologique H est 
abélien compact séparable (mais avec petits sous-groupes), et son groupe dual H (le 
groupe des caractères) est au plus dénombrable. Puisque r : R —>• iJ, par dualité 
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f : H —¥ R = R est injective ; on appelle module des fréquences de / l'image r(H) 
que l'on note M(f). D'après le théorème de Peter-Weyl, / est limite uniforme de 
combinaisons linéaires de fonctions x -> e^~^Xx, À G M(f). Il est en outre possible 
de montrer que, pour tout réel /3, la limite 

lim 
1 

o7 /0 

re x)e-2nixx 

existe et est non-nulle seulement pour un ensemble au plus dénombrable (\J)J£N de 
valeurs de /3, les fréquences de / . Le Z-module engendré par ces fréquences est en fait 
le module des fréquences M(f). 

Quand ce dernier est de rang fini égal à d, / peut toujours s'écrire sous la forme 

f{t) =F(tLj1/2ir,...,tvd/2Tr) 

où F G C°(Td,K) et où les UJ{ vérifient ZUJI + ••• + Zujd = M(f). On dit dans 
ce cas que / est quasi-périodique; on appellera souvent UJ = (CJI, ...,ujd) G Rd le 
vecteur des fréquences bien que les uji ne soient pas nécessairement les fréquences de 
f(t) = F(tcui/27r,..., t(jûd/2iï) (par contre (Z, u) = M(/)). Par définition les fonctions 
quasi-périodiques / de classe C*, * G NU{oc, u>}, (on prendra soin de ne pas confondre 
le vecteur des fréquences uo = {LUI , . . . , avec le symbole UJ qui signifie « analytique 
réel»), sont celles pour lesquelles F est de classe C*. Remarquons que si UJ est à 
coordonnées rationnelles, / est périodique. 

1.4.C Systèmes quasi-périodiques. — Soient G un groupe de Lie, g son algèbre, 
F G C*(Td,p) (* G N U {00,0;}) et f(t) = F o 7rd(ujt) avec UJ G Rd minimal. L'étude 
de l'équation différentielle à coefficients quasi-périodiques 

X(t) = f(t)X(t), 

se réduit alors à celle de l'équation différentielle sur Td x G définie par le champ de 
vecteurs (a;/27r,F(-)) G T(Td x G) : 

X = F{6)X 

(7) è = UJ/2TT. 

Les solutions de cette équation sont à valeurs dans le groupe G. Nous noterons 
(u/27r,F(-)) G sw(Td,G). 

Deux applications F±, F2 G C* (Td, #) sont dites conjuguées s'il existe B e C* (Td, G) 
telle que, pour toute solution X\ de l'équation (7) avec F\ à la place de F, la fonction 
X2(£) = B(tuj/27r)~1Xi(t), est solution de la même équation différentielle avec F2 à 
la place de F. Il est équivalent d'écrire 

F2(x) = L„/2nB(x) • ^(x)-1 + Ad(B(x)) • 

ce que l'on notera 
(ci;/27r,F2)^(J5)(a;/27r,Fi). 
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On a alors 

(u>/2ir,F1)K(B-1)(u>/2ir,F2). 

Remarquons que si F\, F2, F3 et B\, B2 satisfont à 

(u;/27r,F2)7i(Si)(a;/27r,(U;/2TT,F3)K(B2)(u/2n,F2), 

alors 

(cj/27r,F3)^(B25i)(û;/27r,Fi). 

Un système est dit réductible s'il est conjugué à une constante. 

1.4.d. Liens entre difféomorphismes fibres et flots. — Avec les notations des 
sections précédentes, notons (tcj/27r, Z\(•)) G 5W(Td,G) le flot au temps t du sys­
tème (7) avec F = Fi (i = 1,2), c'est-à-dire l'application qui à toute condition initiale 
Xt==0 = (0, y) G Td x G associe la valeur au temps t de la solution de (7), 

X(t) = (tu>/2v, Z\0)) • X(0) = (0 + tu/2ir, Z\0)y). 

Remarquons que Zl(-) vérifie l'équation de cocycle, 

Zt+S{0) = Z\0 + sw/2ir) • Zs{0), 

pour tout 0 G Td, s, t G R. 

Les deux notions de réductibilité précédentes développées en 1.2 et en 1.4.b sont 
en fait liées. 

Proposition 1.4.2. — Avec les notations du 1.4-b, {UJ/2TÏ,F2)1Z{B)(UJ/2TT,FI), au sens 
des champs de vecteurs si et seulement si, pour tout t, 

{tu/2^ Z|(-)) K(B)(tu/2ir, Zj(.)) 

au sens des flots fibres (c'est-à-dire si Z\{0 -h £ /̂2TT) = B(0 + tu/2ir)Z{(0) • B(9)~1). 

En particulier si (a;/27r,Fi) et (UÛ/2K,F2) sont conjugués il en est de même de 
leurs temps 1 respectifs. Nous donnerons au chapitre 2 une réciproque partielle à ce 
résultat. 

Démonstration. — Appelons X la solution de 

X(t) = F2(0 + tcu/27r)X(t) 

X(0) = X0, 

et posons 

Y(t) = Bf{0 + tu/2ir)-1 • X(£). 
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On a 

Y(t) = -B^L^^B • ((9 -h ^/2TT) • X(t) + B{ß + ^/2TT) • X(*) 

= [ - ß - ^ ^ J B ^ + tu/2T:) + 5(19 + tu/2K)-1 F(0 + tu/27r)B(0 + ta;/27r)] • 

• J5((9 + ^/27r)-1XW, 

= Fi(0 + fo;/27r) • Y(*). 

Ainsi, par définition du flot, 

Y(t) = zi(e).Y(o), 

et 

X(t) = B(0 + tu/2jr)Y(t) 

= B(0 + tu/27r)Zi(0)B(0)-1X(O) 

= Zt(0)X(O). 

ce qui prouve 
Z\(0) = B(0 + tu/2TI)Z\(0)B(0)~1 . 

La réciproque est immédiate (il suffit de dériver l'identité précédente par rapport 
à t). Ceci achève la preuve de la proposition 3.4.1. • 

Remarque. — Nous avons noté sw(TDYG) l'ensemble des champs de vecteurs (fibres) 
sur Td x G : c'est l'algèbre de Lie du groupe SW(TD,G). 

N.B. — Quand on travaille dans l'algèbre sw(TD,G) il est plus commode pour des 
questions de notations de remplacer u par u/2n. 
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C H A P I T R E 2 

R É D U C T I B I L I T É D E S S Y S T È M E S P R O D U I T S - C R O I S É S 

2.1. Introduction 

Dans ce chapitre nous donnons une condition nécessaire et (modulo un revête­
ment fini) suffisante de réductibilité des difféomorphismes de 5W°°(Td,G). Grossiè­
rement ce résultat montre que la réductibilité Ck, (k > 1) d'un difféomorphisme de 
SWh(Td, G) est équivalente à la compacité (en topologie Ck) des itérés de ce dernier. 
Ce type d'énoncé est à rapprocher des conditions nécessaires et suffisantes de réducti­
bilité des difféomorphismes du cercle (et dans une certaine mesure des tores), données 
par M. Herman dans [14], ainsi que des germes holomorphes dans le plan complexe 
(dans ce cas-ci la condition de compacité des itérés peut se reformuler de façon plus 
géométrique en terme de stabilité au sens de Lyapunov pour le système). 

Signalons également qu'un critère de compacité utile pour des ensembles fonction­
nels est le théorème d'Ascoli : Si G est un groupe compact, toute famille équicontinue 
de Diff/e(Td x G) est relativement compacte dans Difffc(Td x G). Ainsi, les propriétés 
suivantes sont équivalentes si A G Diff°°(Td x G) : 

(a) pour tout k la famille (DkAn)nGz est bornée. 
(b) (An)nez est relativement compacte dans DiffA;(Td x G) pour tout k > 0. 
(c) (An)nGz est relativement compacte dans Diff°°(Td x G). 

Les mêmes énoncés sont vrais avec N à la place de Z. 

2.2. Enoncés des théorèmes 

Le premier résultat que nous démontrons est une réciproque partielle à la proposi­
tion 1.4.2 du chapitre 1. 

Théorème 2.2.1. — Soit G est un groupe de Lie compact semi-simple et soient to G R, 
LU G Td tels que t0u soit minimal sur Td et (£CJ,Z'(-)) G SW(Td,G) un flot fibre. 
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Supposons qu'il existe B G C°°(Td,G) et A0 G G tels que 

MO G Td, Z*°(<9) = £(<9 + t0Lu)A0B(e)-1; 

alors, il existe X € g tel que 

V* G R, V0 G Td, Z\0) = £ ( 0 + tw je^^^ )"1 . 

Remarquons que l'on doit supposer que Zto est conjugué à une constante. 

Les résultats principaux de ce chapitre sont les théorèmes 2.2.2 et 2.2.3 qui suivent. 

Théorème 2.2.2. — Soient G un groupe de Lie compact semi-simple connexe, LU G Td 
minimal et (tLU,At(*)) G SW°°(Td,G) un flot tel que {(tu, At('))}ten soit d'adhé­
rence compacte en topologie C°° dans SW(Td,G). Alors il existe X0 G g et B G 
C™(Rd/XGZd,G) tel que 

(tLU,At(^))n(B)(tLU,eXot), 

où XG est un entier non nul ne dépendant que de G. En outre, si G = SU(w + 1), 
XG = 1. 

Dans le cas discret le résultat est un peu moins précis : 

Théorème 2.2.3. — Soient G un groupe de Lie compact semi-simple connexe, LU G Td 
minimal et (LU,A(-)) G SW°°(Td,G) tel que {(a;, A)n}nez soit d'adhérence compacte 
en topologie C°° dans SW(Td,G). Alors il existe A0 G G et B G C°°(Rd/XGZd,G) 
tels que, pour tout x G Hd, on ait 

A(x) = B(x + LU)A0B(X)~1 , 

où XG est un entier non nul ne dépendant que du groupe G. Si XG ^ 1 (où XG est 
l'entier du théorème 2.2.2) on peut en fait choisir XG = cgXg où cq est le cardinal 
du centre (discret) de G ; si XG — 1> en particulier si G = SU(w + 1), on peut choisir 
Xg = 1. 

On peut compléter ce dernier énoncé par la proposition : 

Proposition 2.2.4. — Soient A, B , A0 tels que 

A G C°°(Rd/Zd,G), B G C°°(R.D/TZD,G) (T entier non nul), A0 G G 

et vérifiant, pour tout x G Rd, 

A(x) ^ B ( x + u)AQB(x)-1. 

Alors, il existe un ensemble de mesure totale S G G tel que, si AQ £ S, (LU, A) est en 
fait réductible dans G°°(Rd/Zd,G).On dira alors que (LU, AQ) est générique. 
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Nous donnons également dans la section 2.5 deux autres résultats : le premier 
(théorème 2.5.8) donne une description des centralisateurs des cocycles constants (ou 
conjugués à des constantes) tandis que le second (proposition 2.5.9) caractérise les 
conjugaisons entre cocycles constants. 

2.3. Résultats sur les groupes compacts 

Nous rappelons en 2.3.a, 2.3.b des résultats classiques sur les groupes de Lie com­
pacts semi-simples et donnons en 2.3.C, 2.3.d des résultats qui nous serons utiles par 
la suite. 

2.3.a. La réduction à la dimension finie 

Groupes sans petits sous-groupes 
Définition 2.3.1. — Soit G un groupe topologique et e l'identité de G ; on dit que G 
est sans petits sous-groupes s'il existe un voisinage de l'identité ne contenant aucun 
sous-groupe (topologique) autre que {e}. 

Il existe des groupes qui ne jouissent pas de cette propriété, par exemple Yl^Li T1, 
ou le groupe des entiers p-adiques. En revanche, les groupes de Lie sont tous sans 
petits sous-groupes. La réciproque est vraie pour les groupes localement compacts 
comme le montre le théorème suivant dont on trouvera la démonstration dans [20] 
(chap. IV, th. 4.4, p. 169). 

Théorème 2.3.2 (Gleason, Montgomery, Zippin). — Soit G un groupe topologique lo­
calement compact sans petits sous-groupes ; alors on peut munir G d'une structure de 
groupe de Lie. 

Citons une version plus faible du résultat précédent mais plus facile à montrer (cf. 
par exemple [20], chap. II, th. 2.20, p. 99). 

Théorème 2.3.3. — Soit G un groupe compact sans petits sous-groupes ; alors G est 
homéomorphe (et isomorphe) à un sous-groupe d'un groupe orthogonal <9(n,R) (ou 
un sous groupe du groupe unitaire U(n)). 

Rappelons enfin (cf. par exemple [6]) : 

Théorème 2.3.4. — Un groupe de Lie compact abélien est isomorphe (topologique-
ment) au produit d'un tore TM par un groupe fini F. Dans le cas où le groupe est 
monothétique (i.e. est l'adhérence d'un groupe engendré par un élément), le groupe F 
est cyclique isomorphe à Z/IZ (l dans Z — {0}). 

Les groupes qui nous intéressent sont les sous-groupes des groupes de difféomor-
phismes pour lesquels on dispose du théorème connu ci-dessous. Pour la commodité 
du lecteur nous en donnons une démonstration. 
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Théorème 2.3.5. — Soit X une variété C°° différentiable, compacte, connexe. Alors 
Vensemble DifT(X), r G N, r ^ 0 (resp. r = oo) est un groupe de Lie banachique 
(resp. fréchetique) sans petits sous-groupes. 

Esquisse de la preuve de «sans petits sous-groupes ». — Remarquons que le cas gé­
néral découle du cas où r = 1, ce que nous supposons désormais. Il suffit alors de 
démontrer que si s > 0 est suffisamment petit et si, pour tout n, 

(i) I/" - Id |i <e, 

alors 

(2) / = W. 

Il suffit pour cela de démontrer que pour tout x G X il existe un voisinage Ux où (2) 
a lieu. 

Soit alors (14, </>), <f> :VX -+ Rp, une carte locale en x G X telle que x, f(x) G Vx et 
posons 

f = 4>ofo4>-\ 

L'application / est définie sur un voisinage W C Rp et est à valeurs dans Rp. Vu (1), 
quitte à prendre W plus petit, fn est définie sur W pour tout n > 1, au même titre 
que fn. Soit alors 

gn = 
I d + / + /2 + ... + /n-1 

n 
définie sur W. Remarquons que 

(3) 9n° f = 9n + 
/ n - I d 

n 
En outre, d'après (1), 

(4) \gn - Id |i < s. 

La formule des accroissements finis nous donne, 

9n(f(x)) -gn{x) = 
r1 

Jo 
Dgn((l - t)x + tf(x)) • (f(x) - x)dt, 

c'est-à-dire, d'après (3) et (1), 

f{x) - x)dt\ < -; >1 

'0 
Dgn((l - t)x + tj(x)) - Id) • {f{x) - x)dt\ < -; 

or d'après (4), si e est suffisamment petit, la norme du membre de gauche de cette 
inégalité est supérieur à \f(x) — x\/2, si bien que, pour tout n G N, 

\f(x)-x\< 2s 
n 

)n a donc, en faisant n —> oo, f(x) = x i.e. f = Id, ce qu'il fallait démontrer. 
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2.3.b. Groupes de Lie : rappels. — Considérons G un groupe de Lie réel compact 
connexe (donc plongé dans un groupe de matrices), d'algèbre de Lie g. Nous noterons 
comme d'habitude [X,y], le crochet de deux X,Y £ g, ce que l'on peut aussi écrire, 

ad(X) - y = [X,Y]. 

De la même manière on introduit la représentation Adjointe, 

Ad(u) • X, 

définie pour u £ G, X £ g, comme étant le vecteur tangent en l'identité au chemin, 

W7(í)i¿_1, 

où 7 est à valeurs dans G, 7(0) = Id et 7(0) = X. On notera, 

Ad(w) • v = uvu~x. 

Nous noterons AC la forme de Cartan-Killing, 

K(X,Y) = tr(ad(X) -ad(y)), 

qui est une forme bilinéaire symétrique définie sur g. 

L'algèbre est dite 

- semi-simple, si K est non-dégénérée ; 
- compacte si K est négative. 

Le groupe G semi-simple est compact si et seulement si l'algèbre est compacte. 

Nous supposerons désormais G compact semi-simple et noterons pour X £ g, 
ex — exp(X) £ G l'exponentielle de X ; rappelons que exp : g —> G est surjective 
quand G est compact. 

Tores maximaux. — On dit que T C G est un tore maximal de G si c'est un sous-
groupe abélien, compact, connexe, maximal pour l'inclusion de G. De tels tores sont 
effectivement isomorphes à des Rn/Zn. L'algèbre de Lie t C g d'un tore maximal 
T C G est une sous-algèbre de Lie abélienne maximale (pour l'inclusion) de g et 
réciproquement, toute sous-algèbre abélienne maximale t C g est l'algèbre de Lie 
d'un tore maximal T C G. Nous appelerons sous-algèbres toriques maximales de 
telles sous-algèbres. 

Le théorème fondamental est le suivant (on se reportera par exemple à [6] ou encore 
à [13]). 

Théorème 2.3.6. — Soient G un groupe compact semi-simple et g son algèbre de Lie. 
Alors, 

(i) par tout point u £ G (resp. X £ g) passe au moins un tore maximal (resp. une 
sous-algèbre torique maximale) ; 
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(ii) si T et T' (resp. t et t' dans g) sont deux tores maximaux de G (resp. deux 
sous-algèbres toriques maximales de g), il existe x G G qui conjugue T et T', 
(resp. t et t') c'est-à-dire : 

T* = x - T • x~x (resp. t' = Ad(x)-t); 

(iii) le centralisateur d'un tore maximal T, c'est-à-dire 

C(T) = {xeG, V^/GT, xy = yx}, 

est egal à T ; 
(iv) si N(T) est le normalisateur d'un tore maximal T, 

N(T) = {xeG, A d ( x ) . T c T } , 

alors T est distingué dans N(T) et le groupe WT = N(T)/T est de cardinal 
fini; tous ces groupes WT sont isomorphes : c'est le groupe de Weyl de G. 

Un point x G G est dit régulier s'il n'est contenu que dans un seul tore maximal. Si­
non il est dit singulier. Un point est dit générique si Adh(xn)nGz est un tore maximal. 
Un élément générique est régulier. 

Remarque. — Si u G G est tel que Ad(^) = Id, alors u est dans le centre de G et 
uCG = Id où cG = # Cent (G). 

Racines. — Soit donc T un tore maximal du groupe compact semi-simple connexe G 
et t son algèbre de Lie. Pour H £ t, l'élément ad(ff) G gl(g) est un endomorphisme 
antisymétrique de gl(g) ; en outre, t étant abélienne, tous les &d(H), H G t commutent 
et sont donc simultanément diagonalisables sur C. On peut alors énoncer, 

Proposition 2.3.7. — Dans la situation précédente, il existe un ensemble A de formes 
linéaires réelles non-nulles a sur t qui peut s'écrire A = A U (—A) (donc invariant 
par a M- —a) et des éléments Xa G g tels que 

(i) 9 = t e a e â ( M a e nx-a), 
(ii) pour tout H E t et tout a e A 

ad(ff) • Xa = ^/^ïa(H)X^a. 

On appelle les a les racines de g relatives à t. 

Il est en outre possible de démontrer que la forme de Killing définie sur g reste 
non dégénérée quand on la restreint à t ; nous pouvons donc définir ha G t le dual de 
a G t* par rapport à la forme de Killing restreinte à t, c'est-à-dire 

« № Q , -)\t DD— a-
Ceci permet de définir une forme bilinéaire symétrique sur t*, 

(a,f3) = a(h(3)=(3(ha). 
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En outre, 
(a, a) = 2. 

et les coefficients de la matrice des (a,/?), a,¡3 G A, dite matrice de Cartan, sont des 
entiers dans {—2, —1, 0,1, 2}. 

Bases de Weyl. — Les racines ne sont pas linéairement indépendantes entre elles. 
Il est toutefois possible de choisir une base S = (a i , . . . , aw) de t* parmi celles-ci 
vérifiant la propriété suivante : pour toute racine a G A, il existe des entiers maj 
tous positifs ou tous négatifs, tels que a = YlJ=i ma,j&j- Une telle base sera dite de 
Weyl. 

Signalons un résultat dont on se servira plus loin : la matrice des (a, (3) avec a,/? G S 
(S étant la base de Weyl) est inversible. Notons cependant que les (ha)aes forment 
une base qui n'est pas la duale de (a)aes pour le crochet de dualité. 

Représentation dans un groupe unitaire U(L), caractères, poids. — Reprenant les 
notations précédentes, nous notons T C G un tore maximal, t son algèbre de Lie, 
A = {ai , . . . , aq} l'ensemble des racines par rapport à t et nous supposons que S — 
{ai , . . . ,aw} est une base de Weyl. Le groupe G étant compact, il en existe d'après 
le théorème 2.3.3 une représentation fidèle p dans un groupe unitaire U(L) (L entier 
> 1). Nous notons T(L) le tore maximal constitué des matrices diagonales de U(L). 

Vu que la famille p(T) C U(L) est abélienne, il existe P G U(L) tel que pour tout 
v £T, 

p(v)=p.diag(Ci(i;) , . . . ,a(t;))-P-1, 

où les (j(v) sont sur le cercle S1. Les £;(•)? 1 < i < L sont alors des morphismes de 
G —y S1 que l'on appelle les caractères de la représentation p. 

Par monodromie, il existe des formes R-linéaires sur t, à savoir 0 i , . . . , (/>£,, telles 
que, pour tout 1 < j < L et tout i G t , 

Ci(exp(X)) = eV=ï*i№ 

Les </>{ G £* qui sont non-nuls sont par définition les poids de la représentation p. Nous 
noterons respectivement Carp et Poidsp les familles . . . , CL} et {(/>i,..., 4>L}- NOUS 
appelerons souvent dans la suite les valeurs propres de p(v), v G G, les p-caractères 
de i;. 

Nous pouvons citer le théorème de dualité suivant (cf. [6], prop. 21.14.3, p. 96). 

Théorème 2.3.8. — Les poids <f> sont dans Vensemble des formes C-linéaires sur £®C, 
telles que, pour tout a G S, (j)(ha) est entier. 

Ecrivons alors 

6 = 
d+dkj 

p,aa, 
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où les aa sont dans C. Vu que 

f dh d = 
dl:sx +dk 

dsps, d(ud) 

il vient que, pour tout /? G 5, 

ddlos 

{f{x) - x)dt\ < -; 

Or nous avons vu que la matrice des (a,f3)a,pes à coefficients dans {—2, —1,0,1,2}, 
est inversible. Nous avons ainsi prouvé 

Lemme 2.3.9. — Les poids sont combinaisons linéaires à coefficients dans e_1Z des 
racines de la base de Weyl, où e est un entier non nul ne dépendant que de Valgèbre 
9-

Nous introduirons également la représentation Ad^ = Adop de G agissant sur 
M(L,C); ses poids sont alors de la forme (f>k — 4>i, 1 < k ^ l < L et nous les 
noterons p i , . . . ,PL2-L '•> nous noterons pour simplifier les notations PL2-L+I> • • • >PL2 
les cj)j — = 0, 1 < j < L. 

Nous appellerons (3\,..., f3q les formes linéaires définies de la manière suivante : 

- fa = ai pour 1 < i < q, 
- Pi= Pi-q pour q-\-l<i<L2+q = q. 

Ainsi, pour tout i < g, il existe rriij à coefficients dans Q tels que 

ffg= 
w 

3=1 
rriijpj. 

Le cas du groupe spécial unitaire. — A titre d'exemple et puisque nous en aurons 
besoin par la suite, nous illustrons ce qui a été dit précédemment dans le cas simple 
où G = SU (w -h 1), l'ensemble des matrices unitaires de déterminant 1. Son centre est 
isomorphe à l'ensemble des racines (w H- l)-ième de l'unité et son algèbre de Lie est 
g = su(w + 1), l'ensemble des matrices anti-hermitiennes de trace nulle. Les éléments 
de G sont à valeurs propres sur le cercle unité tandis que celles des éléments de g 
sont imaginaires pures. Nous noterons diag(Ài,..., A^+i) la matrice diagonale dont 
les termes diagonaux sont Ai,. . . , A^+i. Ainsi si T C G est un tore maximal de G, 
tout A G T peut s'écrire 

A = P • diag(ev/=ÎAl,..., ev/IIÎA-+1 ) • P"1 

où Ai G R, Ai H h A^+i = 0 et où P G SU(w + 1) ne dépend que de T. De même 
si t est une algèbre torique maximale tout X G t s'écrit 

X = P • diagfv^ÏAim,..., yttXn+iiX)) • P-\ 
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où Xj(X) G R, Ai(X) + • • • + \w+i(X) = 0 et où P ne dépend que de t. Les Xj(X) 
sont alors des formes R-linéaires sur t. Les valeurs propres de ad(X) sont les 

V=ï(\k(X) - A/(X)), 1 < M < w + 1 

et les racines de t sont par conséquent les formes linéaires — À/, l<fc ,Z<w + l, 
/ / A;. Notons = Xj — Àj+i, 1 < j < w ; (a i , . . . , aw) est une base de t*, la base de 
Weyl et toute racine a = — À/, & < l s'écrit a = H ha/-i . Si nous reprenons 
les notations précédentes q = w(w + 1) et les rriij, 1 < i < q, 1 < j ' < vérifient la 
propriété (P) suivante : 

Propriété(P). — .FWrsdddz7 dsd d£ {1,-1} et 1 < i^- < j / " s d sd #^e, poz/r 
iî < j < it * mij = Si et rriij = 0 sinon. 

Lemme 2.3.10. — Si une matrice carrée M vérifie la condition (P) son déterminant 
appartient à {0, —1,1}. 

Démonstration. — Ce résultat se démontre par récurrence sur l'ordre n de la matrice 
M. que nous écrirons en lignes, 

Li 

bed 

Notons pour une ligne Z ,̂ e_(L^),e+(Li) les «extrémités» gauche et droite de Z ,̂ 
c'est-à-dire, dans la définition de la propriété P donnée plus haut, les entiers j r , jf. On 
peut alors définir une relation d'ordre lexicographique sur les lignes Li par : Li < Lj 
si e-(Li) < e-(Lj), ou si e_(L^) = e-(Lj) et e+(Li) > e+(Lj). Remarquons que si 
parmi les lignes Li deux sont égales le déterminant de M est trivialement nul, tandis 
que si ce n'est pas le cas, l'ordre défini précédemment est total et on peut, quitte à 
changer par ±1 le déterminant de M, supposer que L\ < L2 < • • • < Ln. Dans ce 
cas-ci, notons p le plus grand entier inférieur à n pour lequel e_(Li) = • • • = e_(Lp) 
et Mi la matrice 

¿1 
1/2 — Li 

Lp — Li 
bnfdd+d 

d+dm 
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qui vérifie la propriété P et det M — det M\. En outre, la première colonne de M\ est 

T 
0s 

m 

si bien qu'en développant le déterminant de M\ suivant la première colonne, on voit 
que det M\ est le déterminant de la matrice extraite de M\ en enlevant la première 
ligne et la première colonne; mais une telle matrice vérifie (P) et est d'ordre n — 1. 
La récurrence est donc établie. • 

Enfin, appelons {H\,..., Hw) C Ha base duale pour le crochet de dualité (et non 
pas pour la forme de Cartan-Killing) de la base de Weyl (ai, . . . ,aw). On a alors 

^ =Pdiag( l , . . . , l ,0 , . . . , 0 )p-1 j 
w + 1 

Id, 

où les 1 occupent les j premières places sur la diagonale ; on peut aussi écrire 

+dkd= d 
j 

*k=l 
Ekk — J 

W + 1 

w+l 

d+dj 

Eii^p-1 etAiP, 

où on a noté Eij la matrice dont les coefficients sont tous nuls sauf celui placé à la 
i-ième ligne et j-ième colonne qui vaut 1. 

2.3.c. Elimination des résonances. — Nous considérons dans cette section un 
espace vectoriel réel t de dimension w sur lequel sont définies q formes linéaires 
/3i,...,/3q. Nous supposerons que les (Pj)i<j<w constituent une base du dual t* de 
t et nous noterons (H^i^^^^y une base duale c'est-à-dire j3j(Hi) = Sij (symbole 
de Kronecker). Nous supposons en outre que les ((3j)w+i<j<q peuvent s'écrire sous la 
forme 

w + 1 < j < Q, ßj 
w 

k=l 
jrij^ßk, 

où les rrij^k sont des rationnels. 
Nous notons £Q le Q-espace vectoriel engendré par les H\,..., Hw et £Q son Q-

espace dual. On a alors £Q = VectQ(/?i,..., ßq). 

Considérons à présent LU — (a;i,... ,<x?d) G Rd un vecteur minimal c'est-à-dire tel 
que x H* x + uj soit minimal sur Hd/Zd et notons (Qd,a;) le Q-espace vectoriel 
QCJI + (- QiJd- Remarquons que le fait que LU soit minimal implique 

Q n ( Q V ) = {0}. 

Vu comme Q-espace vectoriel, R peut donc s'écrire, 

R = ( Q d , w ) 0 Q © F ' , 
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où F' est un Q-sous-espace vectoriel de R. Nous noterons : R —> (Qd,oj) la 
projection Q-linéaire de noyau F — F' 0 Q. On a alors le lemme suivant : 

Lemme 2.3.11. — Soient X Et et UJ G Hd minimal. Il existe un entier ¡1 (dépendant 
de X) et des rationnels xi dans j^Zd pour lesquels, si on pose H = Yl7=i^O^j 
alors, pour tout /3 G £q? 

nCJ(p(X))=p(H) = 7riJ(/3(H)). 

Avant de passer à la démonstration du lemme, nous donnons un corollaire et une 
définition. 

Corollaire 2.3.12. — Avec les notations précédentes, pour tout ¡3 G £q et tout k G Qd, 
on a Vimplication 

f3(X -H)- (k,u) G Q => k = 0. 

Démonstration du corollaire. — On a choisi tel que ^ ( Q ) = 0 ; si on a donc 
f3(X -H)- (k,u>) G Q avec k G Qd, f3 G ^ , alors 

0 = TTcOSpr - H) - (k,u>)) = -7rw((*,c*;)) = 

et LU étant minimal, A: = 0. • 

Définition 2.3.13. — Nous dirons alors qu'un réel (3 (resp. un élément £ G T1) est 
uj-non résonnant si, pour tout k G Qd, ¡3 — (k,oj) G Q (resp. Ç = e2™^^)) implique 
k = 0 et nous noterons ¡3 G NR(UJ) (resp. £ G NRTI(LU)). 

Passons à la démonstration du lemme. 

Démonstration du lemme 2.3.11. — Notons X* l'application Q-linéaire, 

X*:t*Q —• R=(Qd,u ; )eF , 

(3 .—• 0(X) = (X,/3). 

L'application Q-linéaire 

TT̂  o X* : t*Q —y QOJX + • • • + Qu;d 

s'écrit sous la forme 

TT^oX* = IpiOJx H h îpdUd, 

où les ^ sont dans (£q) et il existe donc des Y$, 1 < i < d dans £q tels que ipi = (Y{, •), 
c'est-à-dire tels que pour tout (3 G £q, ipi(/3) = /?(y0- On a donc, pour tout (3 G £q, 

iru(l3(X)) = /3(Y1)u>1 + ... + /3(Yd)ud 

= ^(yicJi + .-. + ydo;d), 
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puisque (3 est également dans t^. Comme les Yj, 1 < i < d sont dans £Q, il existe des 
rationnels tels que Y{ = XT=i VikHk et, si on note H = YIUJI -h h Y^d, on a 

if = ^{xk,uj)Hk, 
k=l 

où , 1 < A: < w, est le vecteur = (yik, • • • ,ydk) G Qd. Comme les 2/̂  sont 
rationnels et en nombre fini, il existe un entier \i non nul tel que xk G (^Z)D, 1 < h < 
w. On a ainsi montré, 

V/?G^ , iru{l3(X)) = 0(H), 

avec i7 de la forme désirée. Pour conclure la démonstration du lemme il suffit de 
constater que, pour tout 1 < i < q, Pi(H) G (Qd,uj) et, par conséquent, pour tout 
(3 G t*Ql 0(H) G ( Q V ) ; on a donc n(0(H)) = (3(H). • 

2.3.d. Un lemme algébrique. — Nous démontrons un lemme qui précise la struc­
ture des sous-groupes abéliens d'un groupe compact. Si K C G nous noterons, pour 
un entier m, 

Km = {xm, x G K}. 

Lemme 2.3.14. — Soit G un groupe de Lie réel compact connexe semi-simple ; il existe 
alors un entier \G > 1? Qui ne dépend que de G, tel que pour toute partie abélienne 
K de G, il existe un tore maximal T de G tel que 

KXG C T. 

Dans le cas où G = SU(N), pour N > 1, alors \G = 1. 

Rappelons tout d'abord le théorème suivant dont on trouvera une démonstration 
dans [1], p. 175, cor. 3.9.6. 

Théorème 2.3.15. — Soient Pi , . . . , Pk des polynômes dans R [Xi , . . . , Xn]. Notons d 
le plus grand des degPi, 1 < i < d. Alors, le nombre de composantes connexes de 
l'ensemble algébrique (fermé) 

V — {x e RN, P\(x) — — - — Pk(x) = 0 } , 

est borné par dk+n~l. 

Démonstration du lemme 2.3.H. — Vu que G est compact, il en existe une représen­
tation fidèle p dans un groupe unitaire U(L), L > 1. On peut donc identifier G à un 
sous-groupe de U(L) ce que nous ferons. 

Les éléments de K forment alors une famille commutative de matrices hermitiennes 
de U (L) et sont donc simultanément diagonalisables dans une même base hermitienne. 
Si T(L) est un tore maximal fixé dans U (L), cela signifie qu'il existe z G U (L) tel que 

zKz'1 C T(L), 
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ou encore 

K C z~XT(L)z. 

Ainsi, 

K <zGr\z-xT(L)z. 

Vu que G est compact, c'est un sous-groupe algébrique réel de U(L) et donc de 
M(2L,R), défini par une équation, 

G = {x G Af(2L,R), PG(x) = 0}, 

où PG € R [Xi , . . . X(2L)2]- De même le tore T(L) est défini par 

T{L) = {xe M(2L,R), PT{x) = 0}. 

Ainsi, 

Gnz"1r(L)z = {x€M(2L ,R) , Rz(x) = 0}, 

où #2 est par exemple le polynôme de R[Xl, . . . , X(2L)*], égal à 

il* (s) = PG(x)2 + P T ( ^ - 1 ) 2 . 

Notons L2 l'automorphisme linéaire de M(2L,R) 

LZ : x i—> zxz~x. 

C'est une application polynomiale de degré 1 dans R [Ai , . . . , X^L)2]- ^e ce fstit, pour 
tout z eU (L), PT o LZ est un polynôme de degré inférieur à celui de PT- Le degré de 
Rz est donc borné par un entier qui ne dépend que du groupe G et que l'on note dG-
La remarque qui suit le théorème 2.3.6 montre alors que le nombre de composantes 
connexes de 

Z = Gnz~1T(L)z, 

est inférieur à 

XG = d>G } . 

Notons Zo la composante connexe neutre de Z. Le groupe quotient Z/Zo, est fini 
de cardinal égal au nombre de composantes connexes de Z dans G. Ainsi, pour tout 
x G Z, 

x*° G Z0, 

Ceci montre que 

K*G C Z0. 

Comme Zo est un sous-groupe abélien compact connexe, c'est un tore et il est donc 
inclus dans un tore maximal T de G. Ceci achève la preuve du lemme 2.3.14 • 
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2.4. Démonstration du théorème 2.2.1 

Nous démontrons dans ce paragraphe le théorème 2.2.1 (qui est une réciproque 
partielle à la remarque faite au chapitre 1 en 1.3. Afin de simplifier les notations nous 
démontrons le théorème dans le cas to = 1. Il suffit pour cela de voir que si le temps 1 
du flot fibre induit par F G C°°(Td,g), flot que nous noterons, t M- (tu, Z£(-)) (Z£(-) 
étant dans C°°(Td,G)), est constant égal à A0 (c'est-à-dire Zx(d) = A0), alors Z*(-) 
est de la forme Zt(-) = etx (X G g ne dépend pas de 6 G Td). 

Reprenons les notations du 1.3 et notons Adh°° l'adhérence en topologie C°°. On 
note Tf C Diff°°(Td x G) le groupe abélien (par hypothèse), 

Tf = Adh°° ((ut, Z*))^. 

Lemme 2.4.1. — Tf est isomorphe à un tore Tq = Hq/Zq. 

Démonstration 
(i) Déjà Tf est compact car t \-ï (tu, Z£(-)) est uniformément continue et l'ensemble 

Aâhk((nu, Zn(-)))nez étant compact pour tout k > 0, il vient que Adhk ((ut, Z*(-)))TER 
est également compact pour tout k > 0. 

(ii) Vu que Td x G est compact, le théorème 2.3.5 et le (i) ci dessus montrent que Tf 
est un groupe abélien compact sans petits sous-groupes. En outre, il est connexe car il 
est l'adhérence de l'image de R par l'application continue t \-> (tu, Z*(-)). Appliquant 
alors le théorème 2.3.4, on peut dire que T est isomorphe à un tore Tq. • 

On notera 77 : R -> Tf le morphisme t \-> (ut,Zl(-)). Ainsi r/(l) = (a;, Z1(-)) = 
(U,AQ). Enfin TA0 désignera un tore maximal passant par A$ ; il est de la forme etxo 
où XQ G g est tel que ex° = A0 et où tx0 est une algèbre torique maximale de g 
passant par X0. 

Le sous-groupe abélien compact de Td x TA0 engendré par (u,A0) c'est-à-dire 
l'adhérence des (nu, AQ), n G Z, est le produit d'un tore par un Z/ZZ (/ G Z — {0}). 
Par conséquent, le groupe Adh(nlu, AQl)nez est un tore que l'on notera Tc (c pour 
«constante» par opposition à / pour fonction). Remarquons en outre que Tc C Tf. 

Comme Tc est un tore, il existe un morphisme 7 : R —» Tc C Td x etxo tel que 

7(0 = (Jw,4>)-
Dans Td x etxo, le groupe à un paramètre 7(R) est donc de la forme 

(5) 7(t) = (tuj,etx), 

où X G etxo (puisque les projections de Td x etxo sur Td et etxo sont des morphismes 
de groupes). 

Rappelons que nous avons noté n : R —> Tf, t \-> (tu,Zf(')) et que 7(Z) = n(l). 
Considérons alors /3 : R Tf, 11-> ^(^(t)'1. On a ainsi 

(6) /3(J) = Id . 
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En outre, (3 étant à valeurs dans X/, s'écrit sous la forme 

(7) № = (P,ut{-)), 
où Ut{-) e C°°(Td,G) vérifie pour tous t,s € R, 

(8) tft+.(.)=CW.(0-

Montrons alors le, 

Lemme2.4.2. — Les fonctions 9 \-> Ut{6) sont constantes. 

Démonstration. — Dérivons l'égalité (8) par rapport à 0 et multiplions par [/^(fl)-1 ; 
il vient, en posant 

Xt(0) = (deUt(0))Ut(0)-\ 

(Xt G C°°(Td,g)), l'égalité 

Xt+8(.)=Xt(.)+X8(.), 

ceci pour tous t, s G R. 
Par conséquent, 

(9) V*GR, Xt(-)=tX1('). 

Mais d'après (6), (7), Xt+i(-) = si bien que d'après (9), Xi(-) = 0 et donc pour 
tout 0 G Td, £ G R, Xt(0) = 0. Par conséquent Ut(9) = Ut(0) pour tous t G R, 
6 G Td. • 

Nous notons = t/t(0). 
Nous pouvons maintenant conclure la preuve du théorème 2.2.1. 
La famille à un paramètre t i-> Ut peut donc s'écrire 

(10) Ut = etjt, 

avec elx = Id, X G p. Les égalités (5), (7), (10) et la définition de /3 montrent que 

Tf(t) = (toj,etxetx). 

Mais comme rj(t)r](—t) = (0,ld), on a 

etxetxe-txe-tx = Id> 

c'est-à-dire en faisant tendre t vers 0, 

[X,X} = 0. 

On a donc 

rj(t) = (ftj,e*(x+*>), 

ce qui conclut la preuve du théorème 2.2.1. • 
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2.5. Centralisateurs des cocycles constants 

Nous étudions dans cette section le groupe des centralisateurs d'un cocycle constant 
(7, C) où G G G et 7 G Td sera supposé minimal. Si ce groupe est connu, il est clair 
que l'on peut décrire le groupe des centralisateurs de tout cocycle (non nécessairement 
constant) conjugué à (7, C). Nous noterons Zsw(l,C) le sous groupe de SVF(Td,G) 
des centralisateurs de (7, C) et ZQ{C) celui de C G G dans G, c'est-à-dire par défini­
tion : 

Zswil, C) = {(a, A) e SW(Td, G), (a, A) o (7, C) = (7, C) o (a, A)}, 

et 
ZG(C) = {UeG, UC = CU}. 

Nous définissons encore 

Zswy(C) = {Ae C~(Td,G), (7, A) G Zswil,C)}. 

Un cocycle (a, A) G 5W(Td,G) est dans Zsw(l,C) (C G G) si et seulement si, pour 
tout 0 G Td, 

A(0 + 7)C = Cj4(0), 

ou encore 

(11) A(0 + 7) = CA(0)C~1. 

Ainsi, (a, A) G Zsw(l,C) si et seulement si (7, A) G ZswK0,G). 

2.5.a. Remarques générales. — L'étude de Zswil, C) repose sur une générali­
sation des deux remarques suivantes. 

Remarque 2.5.1. — Si nous notons Tc G G un tore maximal passant par C et si 
(7, G) est minimal sur Tc x Td, l'égalité (11) montre que, pour tout n G Z, 

A(0 + ny) = CnA(0)C-n; 

comme (7, G) est minimal, on peut trouver une suite d'entiers ni G Z telle que 
(rii7, Cn0 (0? C). quand à -> 00. L'égalité (11) montre donc que, pour tout 0 G Td, 
A(#) = CA(0)C~1, c'est-à-dire (vu que G est en particulier générique cf. 2.3.b), 
A(0) G ZG(C) = ZG(Tc) = Te- Utilisant à nouveau (11), il vient que, pour tout 
0 G Td, A(0 + 7) = A(0), c'est-à-dire, 7 étant minimal, que A est constante : A(0) = 
A(0) G Tc. 

Pour l'étude du cas général, la seconde remarque qui suit est importante. 

Remarque 2.5.2. — Soit D : Hd/Zd —>• Tc un morphisme de groupe (c'est-à-dire 
D{0 + 0') = D{0)D{0')). L'égalité (11) donne, 

V0 G Td, D{0 + 27),4(<9 + y)D(0 + 7)"1 = D(0 + 2~i)C A(0)C~xD(0 + 7 )~ \ 
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et, comme D{6) est un morphisme et prend ses valeurs dans le tore Te, 

D(0 + 21)A{0 + <y)D(0 + 7)" 1 = CD(7)D(0 + j)A(0)D(0)-1 (CD(y))~\ 

ce qui se récrit 

(12) ( 7 , £ » o J R 7 . ^ . J D - 1 ) e Z s w ( 7 , - D ( 7 ) C ) ^ (7,A) e Zsw(j,C). 

La remarque 2.5.1 précédente admet une version plus générale qui dit en gros que si 
C est « non résonnant », le centralisateur de (7, C) est constitué de cocycles constants. 
Afin de rendre l'exposé plus clair et puisque nous en aurons besoin par la suite, nous 
illustrons ceci dans le cas des groupes unitaires. 

Proposition2.5.3. — Soit C G U(L) de valeurs propres les e2*^*1,... ,e2n^(t>L 

et 7 G Td minimal. Supposons que les <t>i — <t>j, 1 < i,J' < L soient j-non-résonnants 
et soit A G C°°(Td, U{L)) vérifiant, pour tout x G Td, 

A(x + 1) = CA{x)C~1. 

Alors A(-) est constante. 

Démonstration. — Comme C est toujours unitairement diagonalisable, il suffit de 
démontrer le résultat quand C est diagonale ce que nous ferons : 

C = d iag(e 2 ? r v ^ 1 0 1 , . . . , e

2*V=ï*i, ). 

Ainsi, Ad(C) est une matrice diagonale d'éléments diagonaux les e

2^y^(<t>i-<l>j)^ 1 < 
z,j < L. Nous considérons d'autre part A comme étant à valeurs dans M(L,C) et 
écrivons son développement en série de Fourier 

A(x) = 
kez 

e27rV-l(k,x)A 

avec Ak G M(L, C). Si nous notons A^J G C, 1 < i,j < L les coefficients de la matrice 
Afe, on a alors 

Dgn((l - t)x + tj(x)) - Id) • {f{x) - x)dt\ < -; 

et l'équation A(x + 7) = CA(x)C x , équivaut aux égalités 

Dgn((l - t)x- Id) • {f{x) - x)dt\ < -; 

ou encore 
Dgn((l - t)x + tj(x)) - Id) {f{x) - x)dt 

pour tout k G Z, 1 < i,j < L. Si k / 0, comme les <j>i — <pj appartiennent à NR(y), le 
facteur (1 - e27r*(0<-0i-(*/?))) e s t toujours différent de 0 et, par conséquent, A\j = 0 
pour tous les 1 < i,j < L : A est donc constante. • 

On a alors immédiatement : 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 1999 



38 CHAPITRE 2. RÉDUCTIBILITÉ DES SYSTÈMES PRODUITS-CROISÉS 

Corollaire 2.5.4. — Soit Te C G un tore maximal passant par C G G et supposons 
que les caractères Q, 1 < i < L, d'une représentation Kdp (de la section 2.3) de G 
agissant sur M(L ,C) vérifient pour tout i, Çi(C) G NRTi(j). Alors 

ZSW(l,C) = Za(C); 

(en particulier les éléments de Zsw{l,C) sont des constantes). 

Nous montrons à présent dans la section qui suit comment faire pour que les hy­
pothèses de la proposition 2.5.3 soient vérifiées. 

2.5.b. Elimination des résonances. — L'ingrédient de cette section sera la re­
marque 2.5.2 et en particulier l'équivalence (12). Fixons comme dans la section 2.3 
une représentation p de G dans un groupe unitaire U(L) et notons Adp = Ad op la re­
présentation associée de G agissant sur M(L, C) D U(L). Nous voulons donc trouver 
un morphisme D : Kd/Zd -> Te tel que 

CarAdp-(5(7)C) CNRTi(j). 

Malheureusement ceci n'est pas toujours possible si on se limite à des morphismes 
Rd/Zd —>> Te- Par contre si on autorise des morphismes D : Rd/raZd —> Te, m G 
N — {0} (c'est-à-dire que l'on autorise un revêtement fini de Td) cela devient possible. 
Nous verrons au 2.5.C comment obtenir un revêtement de degré borné par un entier 
ne dépendant que de G. 

Proposition 2.5.5. — Il existe \x G Z — {0} et D : Rd/)iZd —» Te un morphisme tel 
que 

CarAdp(5(7)C) CNRTi(j); 

(par conséquent si CarAdp(C) C exp(27rv^—ï(Qd, 7)), alors D(y)C = Id). 

Corollaire 2.5.6. — Si (7, A) G Zsw(l,C) et si D est le morphisme précédent, alors 
D o R7 • A • D-1 = U, où U est une constante dans Ze{D(y)C). 

Le corollaire 2.5.6 découle du corollaire 2.5.4 et de la proposition 2.5.5. Démontrons 
la proposition 2.5.5. 

Démonstration de la proposition 2.5.5. — Posons C = e2nX où X G g et soient res­
pectivement Te G G, tx £ 9, des tores passant par C G G,X G g tels que exp(£x) = 
Tc. D'après le corollaire 2.3.12, il existe ¡5 G N - {0} et H = - Y,7=i(xiil)Hi € TX 
où Xi G iZd, Ht G tx tel que, pour tout /3 G PoidsAd0, P(X - H) G NR(<y). m p 

Ainsi, si on note ¡1 = cefi et D : Hd//j,Zd -> Te le morphisme 
w 

D(0)=exp(-2ir'52(xi,0)Hi), 
i=l 

on a CarAd,(i5(7)C) C NRTi(j). Or, d'après (12), D oR^AD'1 G ZSWl(D{l)C), si 
bien que le corollaire 2.5.4 permet de conclure la preuve de la proposition 2.5.5 • 
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Remarquons que, pour 6 G R , 

A(0) = D(9 + 7)-1f/i5((9) = 5 ( 0 + a)~1D(a - 7)£/i5(0), 

c'est-à-dire que (a, A) est conjugué à une constante modulo un morphisme jiZd-
périodique. 

En fait on peut toujours trouver un morphisme D : Rd/^Zd —Te (Le. veZd-
périodique) qui conjugue (a, A) à une constante, où vq £ N — {0} ne dépend que du 
groupe G. C'est l'objet de la section qui suit. 

2.5.c. Diminution de la période. — La procédure est contenue dans la proposi­
tion qui suit. 

Proposition 2.5.7. — Soient D : Hd//jZd —> Te un morphisme et U un élément de 
G tels que Vapplication de Rd —> G, 0 i-> D(6)~1UD(0), soit Zd-périodique. Il existe 
alors un entier vq / 0 ne dépendant que de G et morphisme D : Hd/i/GZd Te tel 
que, pour tout 0 G Hd, 

(D(O)D(O)-1) Û = Û- (D(O)D(O)-1). 

Démonstration. — Notons te l'algèbre de Lie de Te- Par monodromie, il existe un 
morphisme X : Kd/fiZd -> te, tel que exp(27rX(<9)) = D(0). Soient . . . , f3q=q+L2 
G t* les poids (éventuellement nuls) de la représentation Adp = Ad op de G agissant 
sur M(L, C) D U(L). Il existe une décomposition en somme directe, 

L2 
M(L, C) = 0 C 4 

¿=1 

telle que, pour tout 0, 

Ad(p(5((9)-1)) • Ej = E-2*V=ï0i+j{X«») . Ej. 

~ ~ ~ A ~ ~ L2 
Comme D(0) UD(6) est Z -périodique, on en déduit que si U s'écrit U = Y^i=i *jEj, 
alors, 

- soit Xj = 0, 

- soit pour tout k G Zd, /%+J(X(&)) G Z. Nous noterons alors lj^ = fiq+j(X(k)). 

Si on note J = {j, Àj 7̂  0} on a alors, 
(13) Vj G J, V G Zd, /?5-+i(X(fe)) G Z. 

Soit j G J) une base de Vect(/3g+j, j G J) C que l'on peut compléter en une 
base de £* par des éléments de la base de Weyl (a^,..., air). Appelons (H\,..., Hw) 
une base duale de celle-ci dans te- Comme les ... ,f3q s'expriment comme combi­
naisons linéaires à coefficients entiers (ne dépendant que de G et de la représentation 
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p choisie une fois pour toutes) des éléments de la base de Weyl (a i , . . . , aw), il existe 
un entier vG / 0 ne dépendant que de G tel que, pour tout a de la base de Weyl, 

(14) a(Hk) € VçXrL. 

Posons alors, 
Х(в) = 

SD 
f3j{X{0))Hj, 

et D(0) = exp(27rX(0)). Par définition des Hk on a (3j{X{0) - X{0)) = 0 pour tout 
j G J et par conséquent, 

VjG J, /^(X(0)-X(0))=O. 

Vu que 

Ad(D(0)D(0)-1) U 
L2 

i=l 
exp(27ry/^Ï0j(X(O) - X(0))) • XjEi 

et que = 0 pour j ^ J, on en déduit que, pour tout 0, D(0)D(0)~1 commute à Ù. 
En outre, pour tout racine a de la base de Weyl et tout k G ZD, a(X(k)) G UQ1Zd, 

d'après (13) et (14). L'application D : RD —> TG est donc bien un morphisme de 
RD/^GZD —» Te, où = CG^G (CG étant le cardinal du centre de G), qui vérifie les 
conclusions de la proposition. • 

2.5.d. Conclusion. — Nous pouvons à présent énoncer le théorème suivant. 

Théorème 2.5.8. — Si 7 est minimal sur Td et si C G G alors, le cocycle (a, A) G 
SW(Td,G) est dans Zsw(l,C) si et seulement si il existe un morphisme 

D : ILd/vGZd —> Tc 

et un U G ZG(D(j)C) tels que 

(15) D(6 + a)A(0)D{0)-1 = D{a - -y)U ( = este). 

Démonstration. — Nous savons déjà d'après 2.5.a, 2.5.b qu'il existe D : Hd//jJZd —>> 
Tc et Û G ZG(D(j)C) tels que 

DiO + ̂ A^DiO)-1 = Û; 

ainsi, si nous multiplions les membres gauche et droite de l'égalité 

A{0) = b(o + ^)-1ûb(0) 

respectivement par D(0 + 7) et £>(0)_1, où D : Rd/vGZd -> TG est le morphisme 
du 2.5.C, nous obtenons les égalités 

D(0 + 1)A(0)D{6)-1 = D{6 + 7 )5 (0 + -i)-1Ûb{0)D{e)-1 

= 5(7)"1i3(7)(j?5-1)(fl)-1 • Û • ((DD-'W)-1 

= DM-'DMU, 
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où on a utilisé le fait que U commute à D(9)D(9)~1 et le fait que D, D prenant leurs 
valeurs dans le même tore Te commutent entre eux. Ainsi, D est un morphisme tel 
que 

D(9 + a)A(9)D(9)~1 = D(a - 7)JD(7)5(7)-1c7 

= D(a)D('y)-1Û. 

Montrons enfin que U = D(a)D('y)-1ÛD('y - a) est bien tel que U G ZG(D(-y)C). Si 
(15) a lieu, alors D{9 + -f)A(9)D(9)~1 = U, et comme (7, A) G ZSw(l,C), 

D{9 + ^)~1UD{9 + 7)C = CD{9 + -Ï)-1UD(9), 

c'est-à-dire U = D^CUiD^C)'1 et donc U G ZG(D(-y)C). Le calcul que nous 
venons de faire montre la réciproque, achevant la preuve du théorème 2.5.8. • 

2.5.e. Conjugaison entre cocycles constants. — Nous étudions dans cette sec­
tion le problème suivant : à quelles conditions deux cocycles constants (7, Ci), (7, C2) 
sont-ils conjugués c'est-à-dire existe-t-il B G C°°(Td,G) tel que 

(16) B(9 + 1)C1B{9)~1 =C2. 

Quitte à supposer la conjugaison B seulement raZd-périodique, nous pouvons tou­
jours faire l'hypothèse que les p-caractères de Ci sont 7-non-résonants (il suffit pour 
cela de procéder comme en 2.5.b et de multiplier B par un morphisme de Rd/mZd 
dans G). En outre, quitte à remplacer B(9) par B(0)-1B(9) et C2 par B(0)-1C2B(0), 
on peut toujours supposer que B(0) = Id, ce que nous ferons. 

Si 9 = (0i,. . . , 0d), 7 = (71,..., 7̂ ) et si nous notons 

Zi(0) = ^B(9)-1deiB(0) G C°°(B.d/mZd,g), 
Z7T 

dériver (16) par rapport à 9i donne 

V0 G Rd/mZd1 Zi(9 + 7) = dZiWCï1, 

ce qui, en utilisant le corollaire 2.5.4 et le fait que les p-caractères de Ci sont non-
résonants, montre que Zi(0) est constant et commute à Ci. Par conséquent, si on note 
Li = £?=i lidei, 

d 
B{9)-1L1B(9) = 2^Y,liZu 

i=i 
et donc, pour tout t G R, 

(17) B(7*) = e2wtsddd 

ce qui montre, 7 étant minimal, que les (B(9)), 9 G Rd/mZd, sont à valeurs sur un 
même tore contenant (e2nt^<=i7*Ziet commutent à Ci. En particulier, les Z\ — 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 1999 



42 CHAPITRE 2. RÉDUCTIBILITÉ DES SYSTÈMES PRODUITS-CROISÉS 

B{6) 1doiB(6) commutent entre eux et avec Ci, ce qui, compte tenu de l'hypothèse 
B(0) — Id, de (17) et de la définition des Zj, montre que 

V0, ddd =e2* kjsks 

Par conséquent, B est un morphisme de Rd/mZd dans G. L'équation (16) se récrit 
donc 

Bie + ̂ BiO)-1 = c 2 c 1 - 1 , 
soit 

{f{x) - x)dt\ < -;dsddd 

Ainsi, Ci et C2 commutent. D'autre part, B étant raZd-périodique, on a pour toute ra­
cine a G A, a(Zi) G m_1Z, et donc si on note C = ev/3îa, C(C2C1~1) G exp(27r^=IIZ). 

Nous avons donc prouvé : 

Proposition 2.5.9. — Si deux cocycles constants (7, Ci), (7, C2) sont conjugués par 
une conjugaison (0,1?) avec B G C°°(Rd/Zd,G) £e//e g^e B(0) = Id, alors pour toute 
racine a G A7 si on note £ = e ^ " , C(Ci)C(C2)_1 G exp(27Ti/—ï/mZ) e£ 5 es£ 
morphisme de Td dans G. 

La réciproque est trivialement vraie. 

2.6. Démonstrations des théorèmes 2.2.2 et 2.2.3 

2.6.a. Le groupe des itérés. — Supposons donc donné (LU, A) G SW°°(Rd/Zd, G) 
(LU minimal), dont la suite des itérés est compacte en topologie C°°. Le groupe abélien 
T(LU,A) = Adh°°((cj, A)n)nez est donc un groupe abélien compact sans petits sous-
groupes. On a donc, d'après les théorèmes 2.3.3 et 2.3.4 : 
Lemme 2.6.1. — T(LU,A) est homéomorphe au produit RM/ZM x Z/IZ. Ainsi, 

T((io,A)1) := Adh°°(((a;,^)')n)„ez 

est homéomorphe à un tore TM. 

Il est donc naturel d'étudier la réductibilité de (a;, A) quand T(LU, A) est connexe. 
C'est ce que nous faisons dans la section qui suit. 

2.6.b. Réductibilité de (a, A) quand T(a,A) est compact connexe. — Cette 
section 2.6.b est consacrée à la preuve de la proposition qui suit ainsi qu'à celle du 
théorème 2.2.2. 

Proposition. — Supposons que T(LU,A) soit compact (LU étant minimal). Il existe alors 
B G C°°(Rd/xGZd,C) (où XG est l'entier du lemme 2.3.14) et A0 G G tels que, pour 
tout x G Hd, 

A(x) = B(x + uj)AoB(x)-1. 

ASTÉRISQUE 259 



2.6. DÉMONSTRATIONS DES THÉORÈMES 2.2.2 ET 2.2.3 43 

et B vérifie, pour tout k € Zd, 

Bix + xekw^Blx) G T V . 

pour tout x G Td, où TA0 est un tore maximal passant par AQ. 

Corollaire. — Le théorème 2.2.2 est vrai. 

Démonstration du corollaire. — Notons T l'adhérence de {(su), ZS(-))}SGR, en topo-
logie C°° : c'est un groupe abélien compact connexe donc il est homéomorphe à un 
tore de dimension finie. Nous noterons r\ le morphisme t H» (tou, Zf (•)). Notons pour 
t G R , Tt l'adhérence de {{tu, Z*(-))n}nGz- Nous allons montrer que l'ensemble E des 
t G R tels que Tt égale T est un G s-dense de R . Considérons un recouvrement de T 
(qui est un tore de dimension finie) par des ouverts (ZYP)PGN et notons Ep l'ensemble 
des t G R tels que Ttf\Uv soit non vide. C'est évidemment un ensemble ouvert. Il 
est en outre dense dans R puisque pour tout t G R et tout e > 0 il existe un £ G R 
tel que \t — t\ < e et tel que l'ensemble des nt + mt, n, m G Z soit dense dans R . En 

~ nt ~\~ mt 
particulier, il existe n,ra G Z tels que rj(nt + mt) G Uv. Or, si on note t1 — ^ ^ , 

on a \t' — t\ < e et (n + m)ï](t') G Up c'est-à-dire que Tt< H Up est non vide. Ainsi, 
E = npEp est un G s-dense. 

De la même façon l'ensemble Eu des t G R tels que tu) soit minimal sur RD/ZRF 

est un GVdense. Choisissons alors to G E D Eœ ; l'élément (tou), Zto (•)) vérifie les 
hypothèses de la proposition précédente et est donc conjugué à une constante mo-
dulo un revêtement xa-fini. Le théorème 2.2.1 permet alors de conclure la preuve du 
corollaire. • 

Nous noterons T = T(u), A). 

Propriété de cocycle. — Tout élément r] e T est un élément de DifF° (Td x G) de la 
forme suivante : 

rj : Td x G —> Td x G 

(0, y) ^ (0 + a,V(0)y), 

où F G C°°(Td,G) et a G Td. Nous noterons a = pfr), V(0) = Vv{6). Ainsi 

ri(0,v) = (0+p(ri),Vf,(0)y). 

Il vient donc 

rfot,(e,y) = { O + P W or,),vn,on{6)y) 

= (0 + pfa) + p(i/), V,,, (6 + p(v))Vn(9)y) 

= (0 + p(v) + ptf), Vn{9 + ptf))Vi {6)y). 

Par conséquent, 
P: (T,o) ^ ( T D , + ) 
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est un morphisme continu. On a en outre la propriété de cocycle : 

(18) VV'on = Vq' o Rp(v) - Vv. 

Lemme 2.6.2. — Soitp : RM/ZM —ï Hd/Zd, un morphisme continu de groupes addi­
tifs et surjectif (M > d). Alors il existe un morphisme continu r : Hd/Zd -» RM/ZM 
et un entier m > 1 tel que 

p o r = m • Id. 

Démonstration. — Le morphisme p admet un relèvement p G Lin(RM,Rd) surjectif 
et envoyant ZM dans Zd. La matrice de p dans les bases canoniques respectives de 
RM,Rd est donc de rang maximal, à coefficients dans Z et définit une application 
Q-linéaire p : QM Qd, qui est également de rang maximal (et donc surjective). Il 
existe par conséquent r : Qd —>> QM, Q-linéaire telle que por = Id. Ceci montre qu'il 
existe un entier m > 1 pour lequel mr : Zd —> ZM. Finalement, r = mr définit une 
application Td -> TM, vérifiant p o r = m • Id. • 

Construction de la conjugaison. — Définissons K comme étant 

K = {Vr){0), 77 G T, pfa)=0}. 

K est un sous groupe abélien de G puisque la propriété de cocycle (18) peut se récrire, 
si p(rj) = p(rç') = 0, 

Vw(0) = y„(0) .^(0) . 

Ainsi, 77 —> V (̂0) est un morphisme. 

Le lemme 2.3.11 montre qu'il existe un tore maximal T contenant KXG. 

On a alors la proposition suivante : 

Proposition 2.6.3. — // existe B G C°°(Rd/mZd, G) (m étant l'entier du lemme 2.6.2) 
et AQ G G tels que, pour tout x G Hd, 

A(x) = B(x + uj)A0B(X)~1. 

En outre, il existe un tore maximal TA0 passant par AQ tel que, pour tout k G Zd, 

B(x H- kxG)-1 B(x) G TA0, 

où XG est* Ventier défini en 2.SA. 

Démonstration. — Nous montrons dans un premier temps qu'il est possible de trouver 
un B G C°(Td,G) qui vérifie les conclusions de la proposition, puis nous montrons 
que ce B est en fait C°°. 

Puisque T := Adh((cc;, A)n)nEz est un tore il existe toujours un élément a G T tel 
que 

Xgcl = (a;, A). 
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Avec les notations du lemme 2.6.2 qui définissent r, m, notons LU' G Td, un point 
satisfaisant 

(19) p o r(<jj') = mu>' = p(a) 

(p((u;, A)) = UJ) ; alors 

(20) p o r(xGu') = P{XGO) =LO = mxou 

La propriété de cocycle donne, vu p o r(0) = mO, 

Vxea+r(e)(0) = vXGa{me)-vr(em 

— VxGa-r{xGu')+r{xGu'+e){fy 

r(xGu') = P{XGO) =LO = mcdtdcxb 

Donc, 
+eúOr±Vxea(mff) • VrW(0) = Kxo(a_r(ty))(0). dxxjksksklqk,q;d;: 

ou encore 

(21) +eúOr±Vxea(mff) • VrW(0) = Kxo(a_r(ty))(0). 
Remarquons que (19) entraîne 

p(a-r(u/)) =0 , 

et donc, si 

A0 = VXG(a-r(u>'))(0), 

on a, par définition de K, 

A0 = Ke(a_P(b>0)(0) = ya-r(a-o(°)XG e tf*G с T. 
Posons, pour tout x G Rd, 

5 (a;) = Vr(nd(x/m))(0), 
où 7Td : Rd —>• Rd/Zd est la projection canonique. B est donc raZd-périodique et 
continue puisque Vr^(0) Test. 

Puisque VXGa = (^,^4), l'équation (21) se récrit, pour tout x G Rd, 

i(mx) = B{mx + raxG<^')A)#(ra#)_1, 

ou, d'après (20), 

A(x) = B(x + uj)AQB(x)~l. 

On a ainsi démontré la première partie de la proposition 2.6.3 avec une conjugaison 
seulement continue. 

Posons 6 — 7Td(x/m) et 0' = ird(x + kxG/m)- On a 

W 0 ) = ^ M ( 0 + p ( r ( e ) - r ( e O ) ) - V r ^ - r ^ ) ( 0 ) 
= ^M(0 + p(r(e)-r(eO))-Vr^-r^)(0 
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puisque 
p(r(9') - r(0)) = m(9' -6) = 7Td(XGk) = 0. 

Ainsi, 
Vrwior1 • v;w(o) = V_r(e>Hr(e)(0), 

Or, ce dernier est dans KXG car il est de la forme 

XG 'r(7rd(k/m)). 

(p o r(7Td{k/m)) = 7Td(k)). Ceci et la remarque faite plus haut montre que 

Bix + kxGr'B^eK^ cTAo, 

complétant la démonstration de la proposition 2.6.3 avec un B continu. 

Montrons à présent que B est de classe C°°. Il suffit pour cela de montrer le lemme 
suivant. 

Lemme. — Supposons que (LO,A) G SW°°(Td1 G) soit tel que T(LU,A) soit compact 
en topologie C°° et qu'il existe B G C0(Rd/raZd, G) et A0 G G tels que 

(22) VxGRrf, A(x) = Bix + ^AoBix)-1. 

Alors, B est de classe C°°. 

Démonstration. — Nous noterons An(0) — A{9 + (n — 1)LJ) • • • A{6) ; on a donc 
(u;,A(-))n = {nuj,An{-)) et 

(23) An(x) = B(x + ulj)A^B(x)-1. 

La suite An(-) est relativement compacte en topologie C°° dans C°°(Rd/Zd, G). 
Soit XQ G g tel que ex° = AQ et notons fii,..., Pq les nombres PI(XQ), . . . , PQ(X0) 

où les ^ sont les formes linéaires définies dans la section 2.3.b. Supposons par exemple 
que (LOI, •. •,LOd, Pi,.. •,/?r) soient indépendants sur Q tandis que, pour q > i > r + 1, 

Pi G Qĉ i + • • • Qud + Q/?i + • • • + Q/?r. 

Il est alors possible de trouver une suite d'entiers ni telle que 

lim ni(vi,...,u)d,Pi,...,pr) = (a;i,...,cjd,0, ... ,0) (mod Z). 

Il est alors clair que les n ^ , r+1 < j < <z convergent quand i —> oo, vers des ensembles 
/3j + iZ où les Pj sont dans le Q-module engendré seulement par LO\ , . . . , uod et où £ 

est un entier non nul. Par conséquent quand i —> oo, (coÇuiLO, AQ0^™1 ) (CG étant le 
cardinal du centre de G) converge dans Td x TA0 (OÙ T 0̂ est un tore maximal passant 
par AQ) vers un élément (ÇLO^AO) où les caractères de AQ sont dans exp(\/— l(Qd,a;)) 
et où £ = CG6 Par ailleurs, la relative compacité de la suite An(-) montre donc 
qu'en passant à la limite dans (23) (quitte à extraire une sous suite de (ra»)) il existe 
A G C°°(Td,G) tel que (u;,I(-)) G T(LO,A) et qui vérifie 

(24) Â(x) = B(x + ^ ) l o ^ ( ^ ) " 1 . 
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Nous noterons de même (ou,A)n = (nu),An). Appliquons alors la proposition 2.5.5 : 
quitte à remplacer m par un de ses multiples et à multiplier B à droite par un 
morphisme (qui est forcément C°°) de Td dans G, on peut toujours supposer que 
A0 = Id ; c'est ce que nous ferons tout en conservant les mêmes notations pour m et 
B. L'égalité (24) se récrit alors 

(25) Â(x) =B(x + &)B(x)-1. 

On a donc 
Âk(x)B(x) = B(x + k£u)), 

pour tout k G Z. 

Plongeons à présent G dans U(L) C M(L,C) via p. Pour tout s > 0, il existe 
Be G C00(Hd/mZd, M(L, C)) qui est e-proche de B en topologie C° (\B£ - B\0 < e), 
si bien que si s est suffisamment petit, 

B£(x)~1 -B(x)dx-ld 
Hd/mZd 

1 
<2« 

et l'intégrale précédente est une matrice inversible dans M(L,C). 

Il vient alors en multipliant à gauche les membres droite et gauche de (25) par 
B£(x + kÇu))-1 et en prenant la moyenne de k = 1 à k = n, 

1 n 1 n 
-(^B£(x + k&)~1 Ak-^x)) -B(x) = -J2Be(x + H^r1 B{x + kÇu). 
n k=l U k=l 

Puisque ÇLU est minimal sur Rd/mZd et que B'1 • B est continue, le membre de droite 
converge uniformément vers 

7 = f B£(x)~1 -B(x)dx 
JNd/mZd 

qui est inversible, tandis que la relative compacité de la suite (B£(. + kÇuj)^Au{-))k 
dans Coc(Rd/mZd, M(L, C)) entraîne celle de la moyenne du membre de gauche et 
la convergence de cette moyenne (pour une suite extraite) vers une fonction Z G 
C°°(Rd/mZd, M (L, C)). On a alors 

Z(x) • B(x) = 7, 

et puisque I est inversible (tout comme B(x)) il en est de même de Z(x). Au total, 
B(x) = Z(x)~x I est une fonction de classe C°°. Ceci conclut la preuve du lemme. • 

Enonçons à présent : 

Lemme2.6.4. — Supposons qu'il existe A G C°°(Rd/Zd,G), B G C°°(Rd/mZd,G), 
A0 G G, tels que 

A(x) = B(x + UJ)AOB(X)-1, 
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et que, pour tout k G Z, 
B{x + kXG)~LB{x) eTAo, 

où TAq est un tore maximal passant par AQ, et \G est Ventier défini en 2.3.d ; alors 
il existe B G C°°(TLd/xoZd,G), Â0 G G tel que 

(UJ,A)1Z(UJ,B) (UJ,AQ). 

Démonstration. — Posons pour tout k G Zd, 

(26) Ck(x) = B(x + kXG)-LB(x) G TAo; 

Utilisant le fait que A est Zd-périodique, 

A(x) = B(x + kxo + UJ)A0B(X + kxc)'1, 

et donc 
A0 =Cjfe(ic+a;)ioCfe(x)-1. 

Remarquons qu'évidemment 
A0 G 

au même titre que Ck {cf. (26)), si bien que Ck commute à Ao, et l'équation précédente 
se récrit 

Ck(x + UJ) = Ck(x\, 
comme LU est minimal, et Ck est mZd périodique, Ck est constant ; on notera cette 
constante Ck G TA0. Remarquons que, pour tout k,l G Zrf, 

Ck+i = CkC\. 

Donnons le lemme évident suivant, 

Lemme 2.6.5. — Soit k i-> Ck un homomorphisme de Zd sur un tore T. On peut alors 
le prolonger en un morphisme C de Hd à valeurs dans T (donc pour tout k G Z, 
C(k) = Ck). 

Démonstration du lemme 2.6.5. — En effet, si pi : T — Rn/Zn —> R/Z est la pro­
jection, (x~i,... ,xn) x~i, alors, pi o G est un caractère de Zn, donc de la forme 
pi(k) = (ai, k) (mod Z), où ai G Rn. Il suffît donc de prolonger C en C, 

C(x) = 
n 

i=l 
ji(ai,x), 

où ji : R/Z —)• Rn/Zn est l'injection canonique, x\ \-ï (0, . . . , 0, Xi, 0, . . . , 0). 
Ceci achève la preuve du lemme 2.6.5. 

Ecrivons 
B(x + XGk)~1B(x) = C(k) = C(x + XGk)C(x)~1, 

soit 
BC(x + xck) = BC(x), 

c'est-à-dire que BC est XGZd-périodique. 
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En outre, 

A(x) = B(X + OJ)A0B(X)-1 

= B(x + UJ)C(X + UJ)(A0C(-UJ))C(X)-1B(X)-1, 

ce qui prouve que A est réductible modulo un revêtement \G~ fini et complète la 
preuve du lemme 2.6.4. • 

Les lemmes précédents fournissent la preuve de la proposition 2.6.3. 

2.6.c. Réductibilité de A dans le cas général, preuve du théorème 2.2.3 

Les sections 2.6.a et 2.6.b montrent (en reprenant les notations du 2.6.a) que 
(uo,A)1 = (IUJ,AI) est réductible modulo un revêtement XG-fini, i.e. qu'il existe B G 
C°°(Rd/xGZd,G) et U0 G G tels que, pour tout x G Rd, 

B(X + IUJ)MX)B(X)-1 = U0. 

Ceci se récrit 

B(x + lu)A(x + (/ - IV) • • • A(x)B(x)~1 = ex°, 

soit 
Â(x + (l-l)w)--Â(x) = ex\ 

si on pose 

(27) Â{x) = B(x + OJ)A(X)B(X)~1 . 

Par conséquent, dans SW(Rd/xGZd, G) on a (UJ, A)1 = (/a;, U0) et par conséquent, 

(a;,A) G Z5iv(/o;,Uo). 

Appliquons le théorème 2.5.8 aux systèmes (u>, A), (lu, UQ) dans SW(Rd/xGZd, G) : 
il existe un morphisme D : Hd/xG^GZD G et un A0 G G tels que 

D(0 + LU)Â(0)D(0)-1 = A0; 

en vertu de l'identité (27), ceci signifie que (UJ, A) est réductible sur Rd/xc?Zd x G où 
Xg = xg^g- Ceci conclut la preuve de la première partie du théorème 2.2.3. 

Considérons à présent afin de conclure la preuve du théorème 2.2.3, le cas particulier 
où xg — 1- On a alors de la même façon que dans le lemme 2.6.4, 

Proposition2.6.6. — Supposons que \G = 1 et qu'il existe des applications A G 
C°°(Rd,G), B G C°°(Rd/mZD,G) et une constante A0 G G telles que 

A(x) = B(x + UJ)A0B(X)~1. 

Alors il existe B G C°° (Hd/Zd ,G) et Â0 G G tels que (eu, A)1I(UJ, B)(OJ, Â0). 
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Démonstration. — Déjà, quitte à remplacer m par un de ses multiples, à multiplier 
B à droite par un morphisme D de Td —> G et à remplacer A0 par A0 = D(—LU)AQ, il 
est possible de faire en sorte que les conclusions de la proposition 2.5.5 soient vérifiées 
pour AQ. En reprenant les notations du lemme 2.6.4, on a encore 

Ck(x + u) = Â0Ck(x) • AQ1, 

et, d'après le corollaire 2.5.4, Ck = este. On a alors pour tous k,l G Zd, = GkC\ 
ainsi que CkA0 — A0Ck. Comme \G vaut 1 les Ck et Ao sont dans un même tore 
maximal. Le lemme 2.6.5 s'applique et on conclut comme dans le lemme 2.6.4. • 

Ceci termine la preuve du théorème 2.2.3. • 

2.7. Démonstration de la proposition 2.2.4 

Fixons TQ un tore maximal de C Le groupe produit Td x TQ est difféomorphe à 
un tore de dimension finie. On peut donc définir l'ensemble ST des U G TQ tels que 
(CJ, U) soit minimal (sur le tore produit). Il suffit alors de poser 

S = 
veG 

Ad(V)-ST-

Lemme 2.7.1. — Le complémentaire de S dans G est de mesure nulle pour la mesure 
de Haar de G. 

Démonstration. — Il suffit d'utiliser la formule de Weyl (cf. par exemple [6], prop. 
21.15.4, p. 106). • 

Terminons la preuve : il suffit de la faire pour les difféomorphismes. Supposons 
donc que, pour A G C°°(Td,G), il existe A0 G G et B G G°°(Rd,G), TZd-périodique 
(T entier non-nul), tels que 

(28) A(x) = B(x + iv)AoB(x)-1. 

Pour tout k G Zd, posons 

Ck(x) = B(x + k)~l -B(x). 

L'hypothèse suivant laquelle B est TZd-périodique montre que 

CT(x) = Id. 

Par ailleurs l'équation (28) peut s'écrire 

AQ = B(x + k + u)~1A(x)B(x + k), 

et donc 
A0 = Ck(x + uj)A0Ck(x), 

ou encore 

(29) Ck(x + uj) = Ad(A0)-Ck(x). 
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Ainsi, pour tout entier /, 
Ck(x + lu>)=Ad(Ai>).Ck(x); 

comme AQ est dans <S, il est possible de trouver une suite l{ telle que liu) tende vers 
0 dans Td et AQ tende vers un élément régulier noté A . 

Donc, 
Ck(x)=kd(A)>Ck(x). 

et donc Ck(x) est dans le tore maximal TA0 (car A est régulier). En particulier, Ck(x) 
commute à AQ et donc, vu (29), 

Ck(x + UJ) = Ck(x), 
c'est-à-dire que CK est constante. En outre, les CK sont dans le tore TA0 et 

CK+I = CKC\. 

Donc, k i-> Ck est un morphisme de Zd sur un tore (cf. lemme 2.6.5). On peut toujours 
prolonger ce morphisme à RÂ Notons le C(x). On a 

B(x + k)~1B(x) = C(k) = C(x + /C)C0E)-\ 

et donc 
CBCX^ + ÂO-^COE) = id. 

En outre, 
A(x) = B(X + LU)AQB(X)-1 

= B(x + LO)C(X + UJ)(A0C(-UJ))C(X)-1B(X)-1 , 

ce qui prouve que A est réductible modulo B = BC. • 
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C H A P I T R E 3 

M É T H O D E K . A . M . C L A S S I Q U E , 
RÉSULTATS E N M E S U R E P O S I T I V E 

Nous donnons dans ce chapitre une démonstration du fait que, pour une famille 
de systèmes quasi-périodiques dépendant d'un paramètre réel et proche d'une famille 
de systèmes constants, la réductibilité a lieu pour un ensemble de mesure positive 
(en le paramètre). Ce résultat n'est certainement pas nouveau (dans un cadre analy­
tique et un peu différent on peut consulter [8], [18], [3]), mais nous sera utile pour 
aborder les problèmes de densité au chapitre 5. En outre, la preuve elle même est 
une introduction aux méthodes qui seront développées ultérieurement. Le théorème 
que nous montrons est essentiellement de type perturbatif et nous permet d'illustrer 
la classique mais puissante technique due à Kolmogorov, Arnold et Moser (KAM). 
On peut cependant en donner une démonstration plus rapide dans le cas C°° (mais 
inefficiente en analytique) qui repose sur un théorème de forme normale que nous 
exposons au chapitre 4 et dont la démonstration utilise le théorème d'inversion locale 
de Hamilton. 

Nous ne considérons dans ce qui suit que le cas des flots. 

3.1. Enoncé du théorème 

Dans tout ce chapitre G est un groupe de Lie réel compact semi-simple, g représente 
son algèbre de Lie, t est un tore maximal. L'ensemble des racines par rapport à t sera 
noté, comme au chapitre 2, A. Nous noterons <f, r, m respectivement, le nombre de 
racines de l'algèbre, la dimension de £, la dimension de l'algèbre g. 

Nous rappelons que nous notons | \s les normes C8 et \ \h* les normes de Sobolev 
H8. Si F G C°°(Rd/Zd), nous notons F(k) le fc-ième coefficient de Fourier de F, 
TNF la série tronquée J2\k\<N F(k)e2ny/z:ï^x\ RNF le reste F - TNF et fNF = 
TNF-F(0). 
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Nous supposons fixé w € Rd dans CD(-y, a) où 7 > 0 et a > d ce qui signifie que 
pour tout € Zd - {0}, 

(kd w:;w) T"1 
xde 

C'est un résultat classique que l'ensemble, 

7>o 
CD(7,a), 

est de mesure totale dans Rd, pourvu que a > d. Introduisons également l'ensemble 
DS^(N,K) (en abrégé DST(N,K)), où N,K,T sont des réels positifs, constitué des 
a G R vérifiant pour tout k € Zd, tel que 0 < |fc| < N, l'inégalité, 

\a-(k,u>)\ > sd 
\k\r 

On comparera cet ensemble aux ensembles DS(N, K) définis au chapitre 5 qui cor­
respondent au cas r = 0. 

Nous fixons également, 

(1) */>2d + 2. 

Ceci étant, nous pouvons définir 

(2) û2 = 4 f 6m2 max(cr, r) -f 
d 
2 

- 3qv + 1 = 4ai + 1, 

(3) 50 = 3 s+duid 
13 
2 

+ 3 

/?0 = 2(a2 + 1) + 7ÌV. 

Nous fixons aussi A = [a, 6] un intervalle de R de longueur |A| = 6 — a. 
Le théorème principal est le suivant : 

Théorème 3.1.1. — Supposons fixé tu G CD(7, Soit -Ai (A) un élément de C°°(A,£) 
(i.e. à valeurs dans le tore t) tel que, pour tout a G A, 

dx\aoA1(X)\ >//i >0, 

et 

Mi = max \dÌA\, 
¿=0,1,2 

où ni > 0 est fixé. Il existe alors SQ G Z+ défini par (3) et r]o > 0 de la forme 

rjo — (este) • Mi 
Mf2 

00 

(oti C > 0 es£ ime constante) pour lesquels le résultat suivant est vrai : si Fi(#,A) G 
C°°(Td x A,g) vérifie n = maxJ=o,i,2 \d\FiUO < ô* «fors l'ensemble des A G A 
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pour lesquels le sytème (UJ/27T,AI(\) + Fi(-,À)) n'est pas réductible est de mesure de 
Lebesgue inférieure à 

(cste^r1 V("~3d)/3/Jo, 
où la constante dépend de tous les autres paramètres du problème. D'autre part, quitte 
à enlever un ensemble de mesure nulle de l'ensemble des À pour lesquels (LÜ/2TT, A(\) + 
F(-,À)) est réductible, on peut supposer que le système (LO/2TÏ,A(X) + F(-,À)) est 
conjugué à un élément générique au sens du chapitre 2. 

Remarquons que si on choisit v grand (3^/2/30) est de l'ordre de (3/2) • (2aq + 7)_1 
(mais so devient grand également). 

Le théorème précédent est également vrai en analytique, et le résultat en classe C°° 
en découle (cf. par exemple [14] ou le chapitre 6 section 10). Nous ferons cependant 
la démonstration en classe C°°. 

Remarque. — L'hypothèse qui oblige Ai (À) à n'évoluer que sur un tore maximal, n'est 
en fait pas restrictive puisque par conjugaison on peut presque toujours se ramener à 
ce cas (cf. lemme 3.4.3). 

3.2. Méthode de démonstration 

Nous exposons celle-ci dans le cas lisse, le plan en analytique étant le même (seules 
les estimées sont différentes). 

Notons Ai(X) + Fi(-, À), le système initial, et supposons que 

1-̂ 1 |*O < £LÎ 

où E\ est un réel suffisamment petit. 
La méthode naturelle pour résoudre le problème de la réductibilité, est de chercher 

une conjugante B G C°°(Td,G) proche de l'identité, donc de la forme B = ey, 
Y G C°°(Td,p) proche de 0, qui conjugue A\ + F\ à un système A2 H- F2 avec F2 du 
«second ordre» par rapport à F\ (Fi étant supposé du «premier ordre»), 

(4) A2 + F2 = L^BIX) - B(x)-1 + Ad(B(x)) • (A1 + Fi). 

En remarquant que 

eY « / + F, 

et 

Ad(eY) = ead^ « Id + ad(y), 

et en ne retenant que les termes du 1er ordre dans (4), il vient 

A2 = LW/2„Y •(!-¥) + (Id + ad(F)) • (A1 + F1), 
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soit, en ne retenant toujours que les termes d'ordre 1, 

A2 = LŒ/2NY + Ai + F± + [Y, Ai], 

ou encore 

(5) - A , / 2 ^ + [AU Y] = F1-(A2-A1). 

Les fonctions que l'on cherche étant définies sur le tore Td, on peut regarder leurs 
composantes de Fourier (que l'on note avec des chapeaux) ; il vient 

(6) ad(Ai) • 9(0) = A(0) - (A2 - Ai), 

et pour k e Zd - {0}, 

-V^Ï(k,OJ)Y(k) + ad(Ai) • Y(k) = Fi(fc). 

Comme ad(Ai) n'est pas inversible on est conduit à poser, 

A2 = Ai+Fi(0), 

et il reste à résoudre pour tout k G Zd — {0}, 

[ad(Ai) - v/rî(A:,u;)Id] • Y(k) = Fx(k). 

Si ai , . . . ,a§R sont les racines de Ai, l'endomorphisme ad(Ai) — v7—ï(fe,a;)Id de g 
admet pour valeurs propres, — v7—ï(k,OJ) avec multiplicité dimt et v7—ï(^(Ai) — 
(k,UJ)). Son déterminant sera non nul si les AJ(A{) — (k,OJ) sont non nuls ; cependant 
ceci n'est pas suffisant car ils peuvent être très petits, auquel cas Y est grand. Pour 
éviter ce problème de petits diviseurs, on doit imposer des conditions diophantiennes 
sur les c^(Ai) c'est-à-dire qui garantissent que ces derniers sont assez loin des (k,UJ) ; 
elles sont typiquement de la forme 

(7) M ^ i ) - ( * , w ) | > ^ . 

Ceci permet d'obtenir des estimées du type, 

\Y\S<C(K)\F\S+RT, 

où T' dépend de r et de d. Pour éviter ce phénomène de perte de r' dérivées, ca­
ractéristique des problèmes de petits diviseurs, il faut modifier l'équation (5) en y 
remplaçant F\ par une troncature de sa série de Fourier à l'ordre N > 0, T^FI. Les 
estimées ainsi obtenues deviennent : 

(8) \Y\, < C{K)Nf*\F\„ 

où (3 > 0 dépend de r et de d mais pas de s. 
Résumons ce que nous avons dit. Si l'on peut imposer des conditions diophantiennes 

(7), pour tout 0 < \k\ < N, l'équation linéarisée 

(9) ~Lw/2nY + [Ai, Y] = TNF1 - A (0 ) , 
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admet une solution Y vérifiant (8). Posons alors 

42 = Ai + A ( o ) , 

F2 = L^^eY • e"y + Ad(ey) • {A1 + Fx) - A2. 

Le fait que (modulo un reste dû à l'introduction d'une troncature de Fi), F2 soit 
« quadratique » en Y et F, permet de combattre le facteur N13 dans (8) et d'obtenir 
que F2 est «beaucoup plus petit» que Fi. Ainsi si la procédure précédente peut 
être itérée, on obtient des suites, AN,Fn,Yn, avec Fn,Yn tendant très vite vers 0. Le 
produit eYn <-eYl converge vers un B et An converge vers un A. Il vient 

(u>/2tt,A1+F1(-))K(B) (u/2ir,A). 

Il n'y a cependant aucune raison pour qu'à l'ordre n les ai(An) soient diophantiens. 
Pour pallier ce problème, il suffît de remarquer que dans la construction précédente, 
les An dépendent en fait de À, et il est possible de voir que si Ai (À) a une « bonne » 
dépendance en À, il en est de même de An(X). Ainsi pour obtenir des conditions 
diophantiennes sur ^(À) il suffira d'exclure de l'ensemble des paramètres, les mauvais 
À. De même, vu que A2(X) est une petite perturbation de Ai(X) et de ce fait a une 
bonne dépendance en À, il suffit d'enlever de l'ensemble des bons paramètres obtenu à 
l'étape précédente, un nouvel ensemble de mauvais paramètres. Si l'on peut montrer 
qu'après l'itération (infinie) de cette procédure l'ensemble des bons paramètres est de 
mesure positive, le résultat sera démontré. 

Le plan du chapitre sera donc le suivant. 
Dans la section 3.3, nous écrivons un lemme concernant l'équation linéarisée (9). 
En 3.4, nous donnons un lemme de conjugaison qui fournit des estimées à la n-ième 

étape en fonction de la (n — l)-ième. 
Au 3.5 enfin, nous achevons la preuve du théorème. 

3.3. L'équation linéarisée 

Nous énonçons le lemme suivant : 

Lemme 3.3.1. — Soient M, TV > 2, A G R un intervalle, A(X) € C°°(A,£) une famille 
à un paramètre satisfaisant, pour tout a G A et tout À G A, 

(10) aoA(X) G DST(N, K), 

max \d{A{X)\ < M, 
¿=0,1,2 l A v /1 — 

et F G C°°{Td xA,g). Alors, il existe Y G C°°(Td x A, g) vérifiant 

(i) pour tout (x, À) G Rd x A, 
Lu,2«Y(x,\) + [A(\),Y(x,\)] = TNF(X, à), 
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(ii) Pour j =0,1,2, 

(11) \d{Y\s < chsK3ïïM3m2N6m2 ™ax(cr,T)+d/2( MAX \d[F\s), 
0<l<j 

(12) \d{Lu:/27rY\s < ClsK^MZm'2Nam2m&^"^+d'2 max |6^F|„ 
0<l<j 

avec (par exemple), 

(13) cM = 300 • (27r)s2d/2(2 + |cj|)3m2((m2)!)3(l + 73r). 

Démonstration. — Associons atout A e g, l'élément A®1 G g®C Alors, ad (A 01) G 
gl(g®C) est semi-simple et ses valeurs propres sont 0 avec multiplicité r = dimt et les 
v7—T-(a(A))aeA - Ainsi l'opérateur ad(A<g>l)+\/—T(&, UJ) Id, est également semi-simple 
de valeurs propres \/^ï(k,uj) avec multiplicité dim£ et (-\/~—\.a(A) + yf^ï(k,u))), 
a G A. Son déterminant vaut donc 

| det(ad(A) + V^ï(k,uj) Id)| = |(fc,a;)r • ( JJ \a(A) + (fc,w)|), 
aGA 

et, vu l'hypothèse sur les racines de A, 

| det(ad(A) -h v^ï(k, UJ) Id)| > (7-1/|fcnr • (K'1 /\k\Tf 

(14) > -y-rK-«\k\-(r<T+«Th 

Nous utiliserons désormais le même symbole pour désigner A et A <g> 1. 
Si £/ G #/(#) est un endomorphisme inversible, il existe une constante c\ — (m2)! 

(m = dimg) telle que (on prend ici la norme sup sur les coefficients de matrices), 

\U^\^Cildet^)!"1!^™2-1; 

Ceci implique, en posant Uk = \/—l(k,UJ) Id + &à{A), 

|[v/zî(fc,w)Id + ad(A)]-1| < cxW^+^YK* •\[</=î(k,uj)Id + &d(A)}\m2-1 

< ci|fc|p<r+«r7rA-» • (2\A\ + (k,w)|)m2_1 

< ci\k\r,T+^YK? • (2M + \io\N)m2~l 

(15) < ci (2+ |w|)m2-1|fer<T+«r7rK5'(Ar + M)ra2-1. 

Vu que M + N < NM (puisque M,N >2) nous avons finalement prouvé que, pour 
tout A € A, 

(16) |[v/zî(fc,w)Id + ad(^(A))]-1| <Z2\k\r<T+î>TK« • (MN)™2-1, 

avec 

c2 = (2+M)™2-1(m2)!7r. 

Posons alors, pour 0 < \k\ < N, 

(17) Z(k,\) = [v/zî(fc,w)Id + ad(yl(A))]-1 -F(k,X), 
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où F(k,\) représente le k-ième coefficient de Fourier de F(-,A), c'est-à-dire 

F(k,X) = 
[0,1]« 

F(x,X)e-2wV^ik'x)dx. 

Définissons également l'élément de C°°(Td x A, gr ® C), 

(18) Z(x,X) = 
o<|fc|<;v 

Z(k,\)e27V^^x\ 

et enfin dans C°°(Td x A,#), (en notant la partie réelle et z le complexe conjugué 
de z), 

(19) Y (A?, A) =»(Z(A?,A)) = 
1 
2 

Z(S,A) + Z(AR,A)). 

Remarquons que, du fait de l'identité 

d) {f{x) - x)dt\ < -; 

0<|Â;|<iV 
D Id) {f{x) - x)dt\ < -; 

et de la définition de Z, il vient 

Lu;/27rZ(x, A) + ad(4(À)) • A) = fNF(x, A) 

et donc également 

L«,/2*Y{x, A) + ad(A(À)) • Y{x, A) = TNF(x, A). 

Evaluons à présent maxj=0,i,2 l<^Z(-, X)\s pour A G A, en écrivant, pour tout multi-
indice a (cf. formule (18)), 

(20) \d?d{Z(;\)\o< 
0<|fc|<7V 

\k\a\d{z(k,\)\ 

et en remarquant que 
d{Z(k,\) = d{Z(k,\). 

L'équation (17) et la formule de Leibniz montrent que, pour j = 0,1, 2, 

d{Z(k,\) = 
jtd 

1=0 
J 

(dlxvk(\))(di-lF(k,\)), 

où l'on a posé 

14(A) = Uï\\) = [y/^î(k,oj)ld + a,d(A(X))]-1, 

et donc 

(21) max \diZ(k.\)\ <R - max (1. \f)iVu(\)\) . max RI. ÊYfc. Aïh 
i=o,i,2 0</<2 0</<2 

Evaluons max0</<2(|9(T4(A)|) pour j = 0,1,2 : 

dxVk = -U^dxUkUï1, 

d\vk = 2Uk-1dxukul;1dxuku-1 - u^d\uku^\ 
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et par conséquent, 

max \diVk(\)\<2' max (lAdiUk(X)\2) • maxHUEMAr1131 
¿=0,1,2 J=0,1,2N 

Vu (16) on a 

max(l,|^(A)-1|3) ^ ^ I f c l ^ + ^ ü r ^ ^ M ) 3 ^ 2 - 1 ) , 

et d'autre part, puisque, pour j = 1,2, d°xUk{\) = d{(a,d(A(\))), on a 

max (1,|0?I/Ä(A)|2) < maxÜ,(2M + UA0,2M)2 
¿=0,1,2 

< (2 + U)2(AfJ\n2. 

Au total il vient 

max lÄVfcfA)! < 2c?f2 + |u;h2^3^MAr)3m2-1|A:l3r<T-f3 .̂ 
7=0,1,2 

et donc, pour 0 < \k\ < N, 

(22) max \diVu(X)\ <^Qĵ 3gM3m2-lAr3rcr+3gr+3m2-l 
3=0,1,2 

où on a posé 
c3 = 2c3(2 + M)2. 

D'après (21) et (22) et vu que r + q < m2 on a 

max \diZ(;X)L < 8 • c*K3qM3™2-1 N6™2 • 
3=0,1,2 

• maxfcr, r) max max 
|a|<« ¿=0,1,2 )<|fc|<iV 

|*HÖJF(*,A)|. 

Or l'estimée (6) de la proposition A. 1.1 de l'annexe montre que 

0<|fc|<iV 
\k\"\a{F(k,\)\ < (27rr(7V + l)^/2|^F(.,A)|s. 

Par conséquent (TV + 1 < 2iV), 

max \diZ(:\)\. 
3=0,1,2 

^ c^JK3^ M3m2 ~^ N^m2 max(cr'T)+c^/2 max |#F(-,A)|„ 
i=o,i,: 

où 
C4 = 8(27r)s2d/2c3, 

et, d'après (19), 

(23) m*v lfl?W..ÀÏL < 7r,̂ 3gA/f3m2-lAr6m2max(a,r)+d/2 
¿=0,1,2 

max A) I., 
¿=0,1,2 

Puisque nous en aurons besoin dans la suite, nous donnons des estimées similaires 
pour L^^Y. 

Vu que 

Luj/2wY + [A,Y] = tNF, 
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il vient, pour j = 0,1, 2, 

ЬШ/2ЖУ = TN(d{F) 
3 

/=0 
'3\ 
dsd 

Э1ХШ(А)) • 9TlY, 

ce qui montre que (c/. l'annexe section A.l) 

\L„,2.d{Y\s < (N + l)*/2(27r)'|#F|. + * max lai ad(A)\ • max lôlFL. 
0</<7 

Utilisant les inégalités (23) on voit que 

max \Lœ/2„d{Y\s <c5.̂ 3(?M3m jy6m2 max(cr,r)+(i/2 max |^F(-,A)|5, 
,7=0,1,2 

avec 
Os = 2(2d/2(27r)s + 8c4). 

Le lemme 3.3.1 est démontré (puisque Ci,s > max(c4,C5)). 

3.4. Le lemme de conjugaison dans le cas diophantien 

Dans ce paragraphe nous supposerons que A C R est un intervalle, A(-) G C°°(A, t) 
une famille à un paramètre d'éléments constants sur le tore t ; soit également F G 
C°°(A xTd,g) et posons 

es = max \d{F\Sl 
7=0,1,2 

M = max (loiAI,2). 
j=0,l,2VI A 1 ' 

Nous ferons également l'hypothèse qu'il existe /x > 0 et p > 0 tel que, pour toute 
racine a, 

VA G A, \dx(a o A)\ > u > 0 et \(a o A)(A)| > p > 0. 

Nous supposerons en outre que (i/ étant défini par (1)) 

(24) K = Nu, 

si bien que les estimées (11), (12) se récrivent 

(25) max (\^X{;X)\.,\d{Lw,^Y{;X)\.) < cM(MATT 
J — 0,1 >̂  

max2KF(.,A)|S) 

avec (max(cr,r) > 1), 

(26) en — 6m2 max(cr, r) -
rex 

2 
35i/. 

Remarquons ai > 6. 
Le lemme fondamental que nous démontrons dans ce paragraphe est le suivant 

(nous renvoyons à (13) pour la notation c\,s) : 
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Lemme 3.4.1. — Supposons que eo vérifie 

(27) Cl,0(MAOai£o < 1; 

(en particulier So < 1). Il existe alors une constante CQ > 0 pour laquelle ce qui suit 
est vrai : si p vérifie 

P > 4cfT1£0, 

et 

|A| < (l/2)c6PM-\ 

et si pour tout X G A et toute racine a G A, on a 

aoA(X) G DSr(N, K), 

alors il existe B = eY G C°°(Td x A, G), A' G C°°(A, t), F' G C°°(Td x A, g) tels que 

A' + F' = L„/2wB • S"1 + Ad(£) • (A + F), 

|a o A'\ > p' > 0, |<9A(a o A')| > M' > 0, .max SSSS sSd < M', 

avec 

(28) M' = M + c8p-3M%, 

(29) 4 < p-2Ma2[c2,sATa2(^£0 + el) + c2,s,es, N^3'-s~d-% 

p' > P- c8p~3M3e0, p' > p - c8p~3M3e0l 

(30) \B -Id\s< csip'1 + cM(ATM)°2)es, 

(31) \d{A'(X) - d{A(X)\ < c8p-3M3£0, 

où cg > 0 es£ ime constante, 

\Y\S < chs(MN)^es 

(32) c2,s = csCis, 

(33) a2 = 4ai + 1, 

e£ cm on a no£é £'s = maxj=o,i,2 I ^ F ' I g . 

La démonstration du lemme précédent se fait en deux étapes : dans un premier 
temps on démontre que l'on peut conjuguer (OJ/27T, A + F(-)) à (UJ/2K, A + F(-)) avec 
F beaucoup plus petit que F. C'est ce qui est fait dans le lemme 3.4.2. Cependant 
la famille A(X) n'est pas forcément sur le tore t, bien que n'en étant pas très loin. 
Dans un second temps utilisant le lemme 3.4.3 on construit une conjugaison B(X) qui 
ramène A (À) sur le tore t. 
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Lemme 3.4.2. — Sous les hypothèses précédentes, il existe F € C°°(Td x A, g), À € 
C°°(A, q) etY e C°°(Td x A, q) tels que 

(w/2ir,Â+F(-)) K(eY) (u/2ir, A + F(-)), 

A(\) = A + F(0,\), 

es < csc\ JMN)4aHe0es+e2Cl)+cs,es,N-(s'-s-d-1\ 

\Y\. < cliS(MN)aisa. 

Démonstration. — Posons 

(34) es = max \d{F\s, 
0<7<2 

Le lemme 3.3.1 nous fournit un F G C°°(A x Td, g) tel que 

Lu/2vY + \Y,A]+tNF = 0, 

et vérifiant 

(35) max (IdiYLAdiL^^YL) < c,JNM)ai max \d{F\s. 
j=0,l,2 0<(<2 

Posons alors 

Â=A + F(0,X), 

F = Lu/2neY • e~Y + Ad(ey) • (A + F) - A, 

ainsi que 

£s = max \d{F\s. 
0<7<2 

Cîfl.LRIILNNS. 

F = L„,2„eY • e~Y + Ad(ey) • (A + F) - A 

= (D(eY) • Lw/2nY) • e~Y + [Ad(ey) - Id - ad(Y)} -(A + F) 

+ (ld + ad(Y))-(A + F)-A 

= (S(Y) + Id) • Lu/2irY + L(Y) • (A + F) + A + F + [Y, A] + [Y, F] - A. 

où l'on a posé 

L(Y) = Ad(ey) - Id - ad(y) = ead(y) - Id - ad(Y), 

et 

S(Y) • H = [(£>exp)(y) - Id] • He-y = 
ead(y) _ Id 

ad(y) 
- I d •H. 
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Remarquons qu'il a été fait usage de la formule donnant la dérivée de l'exponentielle 
(cf. [13] Th. 1.7 p. 105) : 

e-YDexv(X)H = 
Id_ead(X) 

ad(X) 
H. 

Utilisant le fait que 

Lù}/2irY + [Y,A]+fNF = 0, 

on obtient 

F = S(Y) • Lu/2nY + L(Y) • (A + F) + [Y, F] + RNF, 

et donc 

d{F = d{(S(Y) • LU/2„Y) + d{{L{Y) • (A + F)) + d{([Y,F]) + d{(RNF) 

Il s'agit d'évaluer chacun des termes précédents dans le membre de droite. 

3.4.a. Estimées. — Si l'on applique les résultats de la section A.2.a de l'annexe, il 
vient, pourvu que 

\Y\o < 1 

c'est-à-dire, si l'estimée (27) est vérifiée, les inégalités, 

\L(Y)\s<cs\Y\s\Y\0, 

\(DL)(Y)l < c.\Y\„ 

\(D2L)(Y)\S < cs(l + \Y\a); 

de façon similaire, 

\S(Y)\S <cs\Y\s, 

\(DS)(Y)\S <cs(l + \Y\s), 

|(Z)2S)(y)|s<cs(l + |YU). 

Comme 

dx(L(Y)) = (DL)(Y) • dxY, 

d2x(L(Y)) = (DL)(Y) • d\Y + (D2L)(Y) • (d\Y, d\Y), 

on a 

\dx(L(Y))\s < cs(\(DL)(Y)\s\dxY\0 + |(£>L)(y)|0|aAy|.), 

et donc 

\dx(L(Y))L < cMYUdxYL + \Y\0\dxY\,). 
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De même, 

\d2x(L(Y))\s < Ct\(DL)(Y)\.\&xY\o + \(DL)(Y)\0\d2Y\s 

+ \{D2)L{Y)\a\dxY\2 + \(D2)L(Y)\0\dxY\s\dxY\0, 

soit 

\dl(L(Y))\s < cs(\dxY\0\dxY\s + \ÔXY\1(1 + \Y\.) + \Y\$\d2xY\0 + \Y\0\d2xY\s), 

Utilisant l'inégalité (35), il vient 

max \d{L(Y)\s < csc3 8{NM)3ai (ese0 + s%(l + s.)), 
¿=0,1,2 ' 

et comme so < 1, 

(36) max \d{L(Y)\s < csc\ S(7VM)3AI (sss0 + 4). 
¿=0,1,2 ' 

De même, 

dx(S(Y)) = (DS)(Y) • dxY, 

d2x(S(Y)) = (DS)(Y) • Ô2XY + (D2S)(Y) • (dxY,ÔxY), 

et donc 

(37) \dx(S(Y))\s < ca(\dxY\o(l + \Y\S) + \dxY\a), 

ainsi que 

(38) 

\92X(S(Y))\S < cs(\dxY\0\dxY\s + \ÔXY\1(1 + \Y\.) + \d2xY\0(l + \Y\.) + \d2Y\s), 

Ainsi, (37), (38) et (35) entraînent (vu que s0 < 1) 

\dx(S(Y))\s < cscls(MN)3aHe0(l + ss) + es), 

\d2x(S(Y))\s < cscls(MN)3a>(g, + (e0 + e20)(l + e.) + ess0). 

Comme £o < 1, ceci se récrit, pour j = 0,1,2, 

(39) max \d{(S(Y))\s < cscls(MN)3^(es + e0). 
J—0,1,2 
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Nous rappelons que nous avons défini es en (34). Ce qui précède permet d'écrire 
d'après (36), (vu e0 < 1, M > 2) pour j = 0,1,2, 

\di(L(Y)-(A + F)L< 
3 

SD 

DD 
S 

\d{L{Y)-dt'(A + F)\s 

< cs 
j 

1=0 

SD 
l 

dlxL(Y)\s\dtl(A + F)\0 

+ \dlxL(Y)\0\di-l(A + F)\s 

< Vc. • cls(NM)3a> [(sss0 + el) • (M + e0) + 4 • (M + e.)] 

(40) <ccls(NM)3ai+1(eseo+e20). 

Pour S, d'après (39) 

\d{(S(Y) • {L„/27rY)\s < 
3 

1=0 

SD 

D 
\d[S(Y)-d{-lLu/2lTY\s 

SD 
j 

l=0 

SD 

Kl) 
\dxS(Y)\s\dtl(L„/2„Y)\0 

+ \dxS(Y)\0\dx-l(Lu)/2nY)\s 

< 2jcs • c4hs{NM)4ai [{ss + s0)s0 + e0es] 

(41) <csc\ s(NM)4ai(eseo+e20l 

On a aussi, 

\d{([Y,F})\s< 
3 

1=0 

D 
l 

\[dlxY,d{-lF]\s 

< 
j 

1=0 

SDD 
.h 

\tfxY\,\dtlF\0 + \&xY\0\di-lF\a 

(42) < csc1<s(MN)aiese0. 

Estimées pour le reste. — Enfin, 

d{RNF = RN(d{F); 

l'inégalité (7) de la proposition A.1.1 de l'annexe montre que, pour s' > s + d + 1, 

(43) \diRNF\s < c. \d\F\s' 

j\j s' —s—a—ï — 
Kcs.Ss.N-^'-8-^, 

Les inégalités (40), (41), (42), (43) montrent alors que (ai > 1) 

ss < csc\ JMN)4aUesso+el) + cs,ss>. y-(s'-s-d-l) 

ce qui achève la preuve du lemme 3.4.2. 
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Les A(X) que l'on obtient de cette façon ne sont cependant pas sur un tore maximal 
mais n'en sont pas trop loin. Cette observation est exploitée dans le lemme suivant 
qui nous permet de ramener par conjugaison A(X) sur le tore maximal t. 

3.4.b. Revenir sur le tore. — Notons W(AQ,5) le voisinage de dans 

W(Ao,6) = {Aeg, \A-A0\ < 5}, 

et notons dist(^4o,^) la distance de A0 à l'ensemble E. 

Lemme 3.4.3. — Soient M > 0, p > 0, t un tore maximal, A les racines par rapport 
à t et AQ G t tel que \AQ\ < M. Il existe alors des constantes CQ,C7, une fonction 
S(p) = CQP, et une application analytique IPA0 telles que, si pour tout a e A, 

\<X(AQ)\ > p, 

les assertions suivantes sont vérifiées : 

(i) IPAO G C00(W(AQ,S(P)),g), 
(ii) supAeW(AoAp)) \D^Ao(A)\ < c7p~j, ainsi que 

sup |LM'(eW^) - Id)| < c7p~j; 

A£W(A0,ô(p)) 

(iii) pour tout A G W(A0,S(p)), 

Ad(eW^)) . A = ead(̂ 0(A)) . A e t, 
(iv) pour tout A G g, Vendomorphisme DIPA0(A) restreint à t vérifie 

\D^Ao(A)]t\ < c7p-^'+1)dist(A,i), 

(v) de même, 

(44) |^'(Ad(e^o(^))) _ ldl*| < c7p- '̂+1) dist(A,¿). 

(vi) Enfin, 

(45) | e W ¿ ) - Id | < c7p_1 dist(t, A). 

Démonstration. — Notons k un supplémentaire de t dans g, 

g -k®t. 

L'application définie par 

#:kxt —> g 

(X,Y) .—• Ad(ex)-(A0 + Y), 

est analytique et sa différentielle en (0,0), 

D*(0,0) = [X,4o] + y, 
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est clairement inversible (puisque a(Ao) / 0 pour tout a G A). Le théorème d'inver­
sion locale complété par le théorème A.3.1 de l'annexe, montre que \£ est un difféo-
morphisme analytique d'un voisinage de (0,0) sur W(AQ,S(P)) avec 

<*(P) = ceP-
En outre, on a pour j = 0,1,2, 

A^\< JD^-\A)\<c7p-\ 
AGW(A0,ô(p)) 

Soit pi la projection, 
Pi : k x t —y k 

(X,Y) .—• X, 

et définissons 

*I>A0 = PI O * " 1 . 
Les conclusions (i), (ii) (iii), sont alors immédiates. Pour prouver (iv) il suffit de 
constater que, pour tout H € t, 

DtPAo(H)\t = 01 

car ipA0 s'annule sur t. Par conséquent l'inégalité des accroissements finis montre que 

\Dj^(A)\t\ < max\Dj+1^\ • dist(£, A) 

< c7p"(j+1)dist(M). 

La démonstration de (v) s'effectue de la même façon : vu que Ad(e^Ao) — Id = 0 sur 
le tore t, ona 

DJ'((Ad(e^Ao)_ld)|t) = 0, 
et l'inégalité des accroissements finis donne 

l^'tAdte^o^)) -Id)|*| < max|JDJ+1(Ad(et/'Ao) _ id) | .dist(^,A) 

< c7p-(j+V dist(t, A). 

Enfin la preuve de (vi) s'effectue de la même manière. Ce qui achève de prouver le 
lemme. • 

Fixons Ào G A. L'hypothèse que l'on fait montre que, pour tout a G A, 

\aoA\> p, 

et, pour À G A, par le théorème des accroissements finis (vu que |À-À0| < (l/2M)c6p) 

\A(X)-A(\0)\ < \csp. 

On a donc 

|i(À) - A(À0)| < ^c6p + £0, 
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et comme So < \CQP-> il vient que, pour À G A, 

1(A) € W(A(X0),6(X)). 

On peut appliquer le lemme 3.4.3 et définir, en posant = ipA(\0)i 

B(\)=exp(iP(A(\)+F(0,\)))-

Par définition il vient donc, pour tout A € A, 

Ad(B(A))-(A(A) + F(0,A))€«. 

Posons alors 

A'(X) = Ad(B(A)) • (A(X) + F(0, A)), 

F'(\) = Ad(B(A)) • F(A), 

B(X) = B(X)-eY^\ 

D'après (44), (45), 

|Ad(B(A))|2 <cp-2(M + e0), 

et donc, pour j = 0,1,2, 

\d{F'\s < cp~2(M + e0)ss < cp-2Mès, 

ce qui, du fait de l'inégalité concernant ès, donne la formule (29). 

Remarquons que le (vi) de la proposition précédente entraîne que, pour tout A, 

\B{\) - Id | < cp_1 dist(A + F(0, A), t), 

et comme A(X) G t, 

\B(X) — Id | <O7p-1e0. 
Ainsi, 

\B(X)eY-ld\s < 2(c7p'1e0 + \Y\s) 

(46) < c(c7p-1+c1,t(NM)ai)s„ 

ce qui donne l'estimée (30). 

Enfin, notons / = Ad(e^Ao) - Id. Constatons : 

(47) A'(X) - A(X) = Ad(B(X) - Id) • (A(X) + F(0, A)) + F(0, A); 

évaluons alors, \d{(Ad(B(X)) - Id)| = \d{f(A(X) + F(0, A))|. On a 

dx(Ad(B(X)) - Id) = Df(A(X) + F(0, A)) • (d\A + dxF(0, A)) 

= Df(A(X) + F(0, A)) • (dxA) + Df(A(X) 

+ F(0,A))-(ôAF(0,A)). 
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Or, d'après les inégalités (v) du lemme 3.4.3, 

\(Df)(A(\) + F(0,\))-(dxA)\ < M-c7p-2\F(0,X)\ 

(48) < c7p-2Me0, 

et 

\(Df)(A(\)+F(0,\)) • (dxF(0,\))\ < cc7p-2e0. 

Ainsi, 

\d\(kà{B(\)) - Id)| < cc7p-2Me0. 

De même, 

d2x(Ad(B(\)) - Id) = (D2f)(A(X) + F(0, A)) • (dxA + dxF(0, A), dxA + dxF(0, A)) 

+ (Df)(A(\) + F(0, A)) • {d2A(X) + d2xF(0, A)). 

Le premier terme du membre de droite se majore comme précédemment par 

M2c7p~3e0 + c7p~2(2Me0 -f si) < cc7p~3M2s0; 

le second terme quant à lui est majoré par 

c7p 2Ms0. 

Au total, 
\d2x{Ad{B{\)) - Id)| < cc7p-3M2s0. 

Par conséquent, la formule (47) montre que, pour j = 0,1, 2, 

\d{A'(\)-diA(\)\ < 
1=0 

j rd 
d 

¥x(Ad(B(X)) - ïd)d{-l(A + F(0, A)) + d{F(0, A) 

< cM2s0 
sd 

1=0 

rd 

dr p-(i+i) . ( M + eo)+eo 

< cc7Mdp 3£0. 

En choisissant c& = cc7 > 0 convenablement et en posant 

C2,s = cs • Ci s > cs(ci s H- cc7) 

avec pour tout s', C2,S' > cs', ceci achève la preuve du lemme 3.4.1. 

3.5. La récurrence 

Posons, pour v > 2d -h 2, 

(49) so > 3 d + a2 + 
13 

2 
' + 3 , 

(50) 8o = 2(o2 + 1) + 7i/, (Ä, > 2), 
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C3,s0 — 2C2,s0 + C2,s0. 

Observons que C3,s > C2,S > ci,s > 1> que chacune de ces expressions est croissante en 
s et que a-i >a\. 

Posons encore 

(51) Vo = (3c8c3,S0(2M1)û^]-1) * . 

et, pour > 0, 

(52) N(r]) = ? r 1 / / 3 0 ; 

on a alors pour 0 < rj < 770, N(77) > 1. 

Posons pour n = 0, N0(ri) = 0 et définissons Nn(n) 

(53) Dgn((l - t)x + tj 

Pour n > 0 nous définirons alors 

K — Nu 

(54) p = N~v 

[y > 0, cf. (1)). Remarquons que iVn = N^_i- En outre, comme /?o > ai + 1, (51) 
montre que, pour tout 0 < t] < Î]O, 

(55) ci,o(2Mi7Vn)^7Vn(77)-^ < 1. 

Dans la suite LO est un élément de CJ9(7,cr), t un tore maximal de g, A(X) G 
C°°(A, £), F G C°°(Td x A , ^ ) ; p / i , M > 0 satisfont pour tout a G A, 

|a o A| > p > 0, |<9A(a oA)\>p>0, 

M = max (2,19?Ah, 
¿=0,1,2 

= max IcHFL 
¿=0,1,2 

|A|< sso +j 
SM 

Mi = M. 

Ceci étant on peut énoncer la proposition suivante. 

Proposition 3.5.1. — Soient 0 < 77 < 770. Si F vérifie 

max |cKFLn < rj. 
J=0,l,2 

a/ors po?zr tout n > 1, il existe un ensemble II n de sous intervalles de K, disjoints 
deux à deux (ïln n'est cependant pas une partition de A) pour lequel les propositions 
suivantes sont vraies : 
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(i) Si Anj e Un, il existe An G C°°(AnJ,t), Fn G C°°(Td x AnJ,g) et Yn G 
C°°{Ta x Anj,g) tels que 

An(X) + Fn(-,A) = Lu/2v(eY^) > e~Y^^ + Ad(ey* '̂A)) • (An+1 (A) + Fn+1(., A)). 

(ii) Pour tout A G AnjJ-, et tout p < n, 

OL o An G DST(Np, Kp) H R\[—pn, pn ] et \AnA < 
SM 

< cePn 
2Mn' 

où pn = inf(l, |a o An|) 
(iiin) Si on note en. = max7=0,i,2 \d{Fn\s, pn — min(l,infaGA \d\(a o An)\) Mn = 

maxj=o,i,2 |#j^n|, (dort 

(56) e»,o < N~e°, 

(57) ;s +dnd N2{d+2+2v) 

(58) Mn < (2MX) 1 - 1 
2N-i 

(59) ddkjd 
1 

2 
1 

2n 
M) Pn > n , 1 

i9 O.n 
rd 

(iv) TcrnÊ An+i,j G nn_|_i es£ dans im An,i G IIn e£ 

(60) mes 
Anenn 

An -
An+ienn+i 

An+i <4cr(2$)-+17V-^-3d) 1 

(v) £z Zn = card nn, alors 

(vi) 

l„ < ( 2 5 ) " ^ . 

\Yn\s <cis(7Vn,Mn)aien. 

La démonstration du résultat précédent se fait par recurrence. 

Définition de IIn. — Posons A0 = Ai, F0 = F\ et Ao = A = [a,6], et supposons 
la proposition vraie à l'ordre n > 0. Puisque (55) est vérifiée, le lemme 3.4.1 nous 
permet de construire An+1,Fn+1 (n > 1) vérifiant pour A G UA^ jGn„An?J-, 

•̂n+l (X) = An(X) + Fn(X,-). 

Supposant définis à l'ordre n les intervalles Anj G IIn, introduisons 

Jn+l,j — An, 7 ^ 

aGA0<|ife|<7V„ + i 
Dgn((l - t dsdw 

xdej 
X sdx ^n+i 

\k\r J 
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Appelons IIn_|_i5j l'ensemble des composantes connexes de Anj — Jn+ij. On pose alors 

nn+i — Ujnn_|_ij. 

C'est un ensemble d'intervalles disjoints de A. Par définition pour tout a G A on a 
ao An+1(X) G DST{Nn+1,Kn+i) et |ao An+1{\)\ > pn+±. En outre |An+ij| < |A| < 
CQP/SM < c6pn+i/2Mn+i. 

Ceci démontre que (ii) est vrai à l'ordre n + 1. 

Appelons ln le nombre d'éléments de IIn. Vu que, pour a G A, a o An est ur 
difféomorphisme (donc strictement monotone), le nombre de composantes connexes 
de 

0<|A;|<iV„+i 
(a o An) d+d1 

7-^-1 
br 
l*|T 

x+d1d 
7-̂ -1 
Ln+1 
brtd 

n An j 

est plus petit que 2 + Wy W < 2qNni+1. Ainsi on a 

\dx{aoAn{\))\ >/in>0, xs 

soit 

\dx{aoAn{\))\ >/in>0, x\dx{aoAn{\))\ >/in>0, 

Ceci démontre donc le (v) à l'ordre n + 1. 
Puisque, pour tout a G A, ce o An est un difféomorphisme (donc monotone stricte­

ment) sur chaque An 7 G IIn, vérifiant 

\dx{aoAn{\))\ > / i n > 0 , 

et comme la mesure de chaque Jn 7- est plus petite que 

0<|fc|<Nn+i 

dd+d11 

dd1d 
<. 2cTKn+1, 

où cT = J2\k\>o 1̂1 r < 00 (T > on déduit que (y > 2d -h 2) 

mes 

\Anenn 
An -

An+i€lln+i 
dd6 +ds dx{aoAn{\))\ >/in>0, x 1 

< 4cr(25)n+1 M-(u-3d) 
iVn+l 

1 
/i 

Ceci prouve (60). 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 1999 



74 CHAPITRE 3. MÉTHODE K.A.M. CLASSIQUE, RÉSULTATS EN MESURE POSITIVE 

Estimées pour en$, en,SQ, Mn. — Choisissons donc An+i G IIn+i. Observons que 
(56) montre que 

qsks < s Yn 
et par conséquent, en tenant compte de (55), Ci^(MnNn)aienio < 1. 

Le lemme 3.4.1 s'applique et montre qu'il existe 4̂n+i € C°°(An+i,t), Fn+i € 
C°°(An+1 x Td,g), et Yn G C°°(An+1 x Td,<?) tels que 

An + Fn = L /̂27rey- • e"y" + Ad(ey") • (An+1 + Fn+1), 

satisfaisant 
max |^Fn+1| < en+i -, SDDS |yn|o < ci.s(Mn7Vn)aien.s 

¿=0,1,2 

x+dkjd w<;ssqs C2,,iVr(^n,^0,n + 4 n ) +C2,ŝ n,S'Arn(S'"S"d"1) 

Mn+1 < Mn + c8p"3M^ n,0-

ce que nous récrivons en tenant compte de la définition de pn, 

(6i) en+i,. < M^[c2,sN^+2,/(sn,seo,n + 4 « ) + c2^en. AJ — (s' — s—d— 1 — 2f)j 

(62) Mn+1 < Mn + cs. VfMznen,0. 

Si nous faisons successivement s = sf = SQ et s = 0, s' = so, il vient, en majorant 
grossièrement les inégalités (61), (62) et en posant C3?So = 2c2,o + c2,s0i 

(63) -D Id) {Df{x)SDSDSDS - x)dt\ < -;DDD a2+2i/ 
n 

(£n,0£n,s0 + n̂,o) -f RE 
D 
d+l+2IV 

D+D 

(64) x)) DDDD- Id) {f{x) SSS- x)dt\ < -; 22 + 3l/ 
' n 4 , o + («o— d—1— 2u DDF 

(65) Mn+1 <Mn + czNl'Ml 

(66) Mn+1 > Mn sks<lssSSSS Mn+1 > Mn dslmd dMXe 

On a alors, le lemme suivant qui établit que (iii)n+i est vrai. 

Lemme 3.5.2. — SoitsiySo < Vo ; si les inégalités (56)-(59) sont vraies pour 1 < n < p, 
pour tout l<n<p+l,la propriété (Pn) suivante est vraie : 

wkls>lsz n 
r2(d+2+2i/) 

£n,0 < AT —00 
Y n 

Mn < (2Mi) 1 
1 > 

2n 

Mn > Mi • 
1 1 
2̂ 2n 
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Démonstration. — Prouvons le lemme précédent par récurrence. 
La propriété est vraie pour n = 1 puisqu'on a 77 = Ni{rj)~P°. 
Les formules (63), (64),(65), (66) montrent que, pour voir que Pn implique Pn+i 

pour tout n > 1, il suffit de vérifier 

C3.S„(2M1)°= ( iya2+2vtN-Ho jy2(d+2+2i>) + jy-20o\ _J_ jyd+l _/y2(d+2+2i 

< 2̂(̂ +2+2*/) 

avec N%+2+2v) = N^d+2+2^ et 

c3,S0(2M1)fl2 '' jya2+2v jy-2(3o + jy-(so-d-l-2v) jy2{d+2+2 — iVn+l — iVn 5 

2Mi 1 -
1 

2n / 
sk s w sl 2M1 1 -d 1 3 

dv < 2M1 1 -
1 

2n+i 

Mi 
1 

,2 
+ 

1 N 
2n 

-c8N^(2M1) 1 -
1 

2n 

3 

ex+dslk 
1 
2 + 

1 
2n+i 

Pour vérifier les deux dernières inégalités, il suffit de voir que les inégalités suivantes 
sont satisfaites : 

c8(2M1)3N3u~f3° < 
2Mi 
2n+i ' 

et 
c8(2M1)3N3^0 < Mi 

2n+i ' 
c'est-à-dire 

csNlu-^2n+1{2M1)2 < 1, 

et 
csN3u-^2n+1(2M1)3^1 < 1. 

Or comme (3/2)n > n pour n > 1 et puisque /3Q > 2a2 > 6 on a 

ŷ3z/-/30 < ^y-6n < ^y-(n+l)^ 

par conséquent, pour tout n > 1, 

^-/302^+1 < (2/iV)-(^+1) < 2/W. 

Le choix (52) de Ni(p) = N(p) que l'on a fait montre que les inégalités que nous 
voulions démontrer sont satisfaites puisque 

N > max(2c8M13//-1,2c8M12). 

Les deux premières inégalités se récrivent, 

C3,S0(2M!)U2 jya2+2v-Po-(d+2+v) _|_ jya2+2 -̂2/3o-3(d+2+2i/) < 1, 

c3)S0(2M1)û2 •̂a2+2i/-(l/2)/30 _|_ ]y-s0+(d+l+2v)+2(d+2+2v) + (3/2)f30' < 1-

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 1999 



76 CHAPITRE 3. MÉTHODE K.A.M. CLASSIQUE, RÉSULTATS EN MESURE POSITIVE 

Or les choix que nous avons faits pour s0,fio (cf (49), (50)) montrent que tous les 
exposants intervenant dans les expressions précédentes sont plus petits ou égaux à 
— 1. Il suffit donc de vérifier, pour tout n > 1, 

3c3,80(2M1)^AT-1 < 1, 

ce qui est vrai vu le choix que nous avons fait pour rjo > n = N @° (cf. (51)). 
Ceci achève la récurrence. La proposition 3.5.1 est démontrée. • 

3.5.a. Estimées plus fines sur en,s et convergence 

Quelques lemmes. — Nous énonçons maintenant deux lemmes élémentaires qui nous 
évitent les répétitions. 

Lemme 3.5.3. — Soient a > 0, 7 > 1 tels que a/2 + 1/2 < 37/2 -2/3 et 0 > 0 tel 
que 

2(a+ ! ) < / ? < - ( 7 - I ) . 

Si un est une suite vérifiant 

un+1 < C(N%u2n + JV-T); 

alors, si un tend vers 0, 
Dgn((l - t)x + tj 

Démonstration 
(i) Il est facile de vérifier que, pour n suffisamment grand, n > no, 

(67) Dgn((l - t)x + tj(xdldlm m:s+9dh 

du fait de 
c(iVa-(l/2)/3 + ^¿3/2)0-7) < X 

En effet remarquons que a — (1/2)/? < —1, et (3/2)13 — 7 < —1; ainsi, si n0 est 
suffisamment grand, pour n > no, 

CNa-(l/2)0 < 1 
: 2 

et CNk3'2^-
4 

par conséquent, l'inégalité (67) est toujours satisfaite. 
Ceci montre que, pour n > no, si un < N~@, alors un+i < N~+x. 

(ii) Remarquons que fi < (2/3)7, si bien Que il fi > ^/2. Fixons alors 2 > 0 tel que 
7//3 > 9 > 3/2 et supposons no assez grand. L'alternative est maintenant la suivante : 

(a) soit pour tout n > no, 

un > {N-i)1'6, 

auquel cas (0 < un < 1) 

«n+i < C(NZu% + < ) < 2CiV>£; 
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de façon classique on voit alors que, pour tout /3' > (a + 1)(# — (3/2)) , et 
n > n0(/3'), 

ds d d sW 
et un — 0(N~°°) c'est-à-dire décroît plus vite que tout Nn ^ pour tout P > 0. 

(b) soit il existe une sous suite nk pour laquelle, 

unk<{N-^e et unk<N-^e. 

Or y/0 > ß, donc 
dkd +djd ds 

à partir d'un certain rang, nfc0. L'application du (i) montre donc que, pour 
n > nk, un < N~P. 
à partir d'un certain rang, nko. L'application du (i) montre donc que, pour 

Ceci achève la preuve du lemme 3.5.3. • 

Lemme 3.5.4. — Soit un une suite telle que un+i<C{N-^Un + N-^), 

avec 72 > 0, alors, 
(i) si 7i,72 > 0 alors, pour tout 0 < b < (2/3) min(71,72), 

un = 0{N~b). 

(ii) sinon, si 71 = 0, 

un = 0(Cn). (68) 

(iii) si 71 < 0 alors, pour tout b > 

(69) un = 0{Nbn). 

Démonstration. — Supposons C > 1 pour simplifier. On a 

un < Cn-l(Nn-i • • • i V i ) - ^ ! + Cn~2(iVn_1 •.. iV2)"^aiVr72 + • • • + ^ n - ï , 

or, 
Nn-1---Nj=N. 

x+dkd W ed <JV12«3/2)""1-<3/2),"1)=JV27V-2j 

Ainsi, 

«т. < CnN^ (N?^ + Nr2 + • • • + N?_\ N-Ъ ) + N~2ì 
< cCnN-2^ (N2^ + N2^ +... + Nnl\)+ N~2\. 

Dans le cas (i) ceci donne la majoration 

un < cCnnN-2^N2nl\+N-2l 
Dgn((l - t)x + tj(x)) - Id) { 

et donc la conclusion du lemme dans ce cas. Les autres cas se traitent de la même 
façon. • 

Proposition 3.5.5. — Avec les notations précédentes, en,s — 0(N~°°). 
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Démonstration. — Les deux résultats précédents nous permettent de prouver les 
lemmes suivants. 

Lemme 3.5.6. — Pour tout s > 0, 

£„>s = 0(N%d+1+^+l). 

Démonstration. — En effet, on a d'après (61) en faisant s' = s, 

< c3,s(2M1)û2(^2+2-40 + CsAr-s+3^+1+2^+1), < c3,s(2M1)û2(^2+2-40 

D'après la proposition 3.5.1, 

en,0 = O(N-^) 

et, puisque /3Q > a2 4- 2v, 

K*+2venfi<c et N?+2vel0<c, 

où c est une constante positive. Il suffit d'appliquer le (iii) eq. (69) du lemme 3.5.4 avec 
C = 2c.c2,s(2Mi)a2, 7i = d + 1 + 2v et 72 = 0 pour obtenir le résultat (N > 1). • 

Ceci permet de montrer : 

Lemme 3.5.7. — On asn0 = 0(N-°°). 

Démonstration. — On a pour s > 0 et pour une constante Cs, 

£n+i,o < < c3,s(2M1)û2(^2+2-40 + CsAr-s+3^+1+2^+1), 

< c 3 , s ( 2 M 1 ) û 2 ( ^ 2 + 2 - 4 0 + CsAr-s+3^+1+2^+1), 

Ainsi, si /3 > 2(a2 + l+2v) est fixé, choisissons s > 0 tel que s > (3/2)/?+3(d+l+2*/)+2 
et appliquons le lemme 3.5.3 (remarquer que l'inégalité (56) montre qu'à partir d'un 
certain rang en^ est suffisamment petit pour que l'on soit dans les hypothèses du 
lemme) : il vient aue 

e„,o = O(JV-0), 

puisque 2(a2 + 1) < /3 < f (s - (3(d + 1 + 2v) + 2)). 

Enfin, 

Lemme 3.5.8. — Pour tout s > 0 et tout (3 > 0, 

en,s = 0{N~P). 

Démonstration. — Appliquant (61) et tenant compte des lemmes 3.5.6 et 3.5.7, il 
vient, avec ¡5 > 0 (grand), 

£n+l,s < (ça,. +c2)S-)(2Mi)a2 N%>+2v{en,0£„,s + 4 , o ) + £«,«' AT— {s' —s—d— 1 — 2f) 
• * n. 

< (c2,s+c2,s0(2M1)û2 Am2+2l/- - , AT-s'+S+3(d+l + 2l/) + l , _2 A702+2̂  
iVn c,n50cn,s -|-ivn ' fcn,OiVn 
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Le lemme précédent montre que Ton a, par exemple, 
Dgn((l - t)x + tj(x)) - Id) {f{x) lm +sSDSSS 

si l'on prend s' tel que s1 - s - S(d + 1 4- 2v) + 1 = 3/3/2, 
Dgn((l - t)x + tj(xDDDDD)) - Id) {f 

et il vient, en appliquant le lemme 3.5.4, que 
Dgn((l - t)x + tj(x) 

ce qui conclut le lemme. 

La démonstration de la proposition 3.5.5 est terminée. 

3.6. Estimées sur la mesure de l'ensemble des mauvais paramètres 

D'après le iv) de la proposition 3.5.1, on peut définir, 

Aoo = 
n>iAnjeun 

Anj-

On a alors, 

Lemme 3.6.1. — Si 

max \diF(-,X)\8(ï < min(r?o, 
¿=0,1,2 

1 
ss 

3(30/2(v-3d) 

alors pour tout À G A^, (o;/27r, A(X) + F(-,À)) est réductible et on a, 

mes([a,6] - A^) < (lOOpf (6 - a)-dv 
ce 

1 
red 

2(i/-3d)/3i9o! 

Démonstration. — On a sous le hypothèses de la proposition 3.5.1, 

mes ([a, b] — A^) < 
oo 

n=0 
mes 

An,j6nn 
Anj 

Dgn((l - t)x 

x+djd 

< 2cr 
on 

n=0 

(2g)"+1iV„+1(r7)--(i/-3d) 1 
d v+de 

et comme N'1 < N~2n/S 'car (3/2)n 1 > (2/3)n pour n > 1) on obtient, pourvu 
que, 

2q< 
1 
2 

N2(u-3d)/3 

l'inégalité, 
mes([a, b] - A*,) < 2cr • 2g- N~{v~M). 

Par conséquent, si 

77< 1 
rd 

3/30/2(z/-3d) 
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on a 
mes([a,6] - aœ) < 8cr^2^-3^/3/30. 

Supposons à présent que l'on travaille sous les hypothèses du théorème 3.1.1 et rame­
nons nous à celles de la proposition 3.5.1. Pour cela remarquons que quitte à enlever 
un ensemble de À G [a, b] de mesure inférieure à (2pq/p) on a bien 

\{aoA){\)\ >p. 

Découpons à présent l'ensemble qui reste en [SM(b — a)/cep] intervalles d'égale lon­
gueur inférieure à (cqp/sm) et appliquons le résultat que nous avons obtenu précé­
demment. Il vient, 

mes([a, b] — Aoo) < 
2pq 

br 
+ 

\SM(b - a) 

cep 
•8cr^2^-3d)/3^, 

et comme on a choisi p = N v = rfl "° 

mes([a, b] — A^) < 
50qM(b - a) 

ce 
cT • 

1 

rd 
2 2(i/-3d)/3/30 

xbur 100§M(6 - a) dv 
ce 

1 

vr 
2(i/-3d)/3/30# 

Par ailleurs pour À G Àoo les produits, • • • eYn^ • • • eYl(A) convergent en topologie C°° 
vers un G oc G C°°(Td,G), Fn —> 0 et An —> G # vue l'estimée obtenue dans la 
proposition 3.5.5 pour ent8. Ceci termine la preuve du lemme 3.6.1. • 

La première partie du théorème 3.1.1 est démontrée. 

3.6.a. Généricité. — Considérons la situation suivante où A est un intervalle, et 
où l'on suppose donné, pour tout n > 1, un ensemble IIn d'intervalles Anj de A, dont 
les intérieurs sont disjoints deux à deux et sur lesquels sont définies des fonctions fn 
C1 par morceaux (c'est-à-dire dérivables sur chaque Anj G IIn). Faisons également 
l'hypothèse que, pour tout Anj G IIn et tout 1 < n' < n, il existe An>j> G IIn/ qui 
contienne Anj. Nous appellerons ln le cardinal de IIn, En l'ensemble 

En — 
A„,j€nn 

x+giu 

et K l'intersection des En. Enfin nommons (H) l'hypothèse suivante : 

Hypothèse (H) 

(i) On a Y,n>i l/n+i - /nUi ' ln < oc. 
(ii) // existe p, > 0 tel que, sur tout Anj, fn\Anj > ¡1 > 0 (où f'n est la dérivée de 

fn). 

Appelons / la limite des fn. On peut alors énoncer : 

Proposition 3.6.2. — Si l'hypothèse (H) ci-dessus est satisfaite, alors pour tout en­
semble W de mesure nulle, f~1(W) PI K est également négligeable. 
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Démonstration. — On pourrait en fait démontrer que / est Whitney et obtenir une 
minoration de la dérivée du prolongement mais nous procéderons directement. 

(i) Nous posons en = \fn+i ~ fn\c2-
Ordonnons partiellement les intervalles de A de la façon suivante : nous disons 

que A < A' si l'extrémité droite de A est plus petite que l'extrémité gauche de A'. 
On notera e+(I) (resp. e~(J)) l'extrémité droite (resp. gauche) de l'intervalle / . On 
numérote de façon que An,o < AWji < An?2 ... 

Fixons UQ > 1. On définit alors IIn pour n > no par récurrence de la manière qui 
suit. Posons An,i = An,i, nno = IIno, et supposons construits les 11 ,̂ n0 < k < n — 1. 
Soit alors 11^ l'ensemble des composantes connexes de 

Anj H 
An_litenn_i 

An-i,i 

On a #11^ < #IIn. Définissons alors Un de la façon suivante : supposons Anl < 
• • • < ^n /o et posons An,i = Anl; faisant l'hypothèse que An,p est défini, nous 
définissons An?p_|_i comme étant le premier intervalle non vide supérieur à An?p parmi 
les [e+ (An,P) + sT, oo) H A°nj. 

Remarquons, en notant Àn = #IIn, En = L)An>j (resp. En), que 

m(^-£;n)<4/2.#n0„<4/2/n. 

Calculons 

En = Enf] En-i = (En H En-\) U (En H (En-i — En-i)), 

Or, En = Enn En, et donc 

m(En - E°n) < m(En-1 - £n_i). 

En conséquence, 
m(En - En) < m(En~i - En-i) + en/2ln, 

soit 
m(K-Kno) < 

n>no 

F1!2] <=<n ln-

(ii) Construisons alors des fn\En de classe C1 et qui prolongent les fn\Enr\ En et 
vérifient 

|/n+l — fnlc1 < C^n, 
où c est une constante ne dépendant pas de n. À cet effet constatons 

Lemme 3.6.3. — Soient ao,ai deux réels et S > 0. // existe une fonction rj définie sur 
[0,6] telle que 

rj(0) = oo, r /(0) = ai> 
V ( * ) = V ( * ) = 0 . 
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et vérifiant 
MI ^caaol + M ^ - 1 . 

Démonstration. — En effet il existe #i, #2 deux fonctions C1 sur [0,1] telles que 
0i(l) = 6̂ (1) = 0, i = 1,2, et 0!(O)<92(O) - 0i(O)02(O) = 1. H existe alors toujours 
6 0 , h tels que 77(0) = ao, ?/(0) = ai où 77 = &0#i + &i#2, avec max(|^|) < max |a*|. La 
normalisation à [0, S] donne la conclusion. • 

Par construction les Anj sont distants les uns des autres d'au moins en ; par consé­
quent il suffit de prolonger f\En entre les intervalles ce qui est possible d'après le 
lemme précédent, en posant sur chacune des moitiés du trou, 

fn — fn—1 + Vni 

avec 
vn(o) = / „ (0 ) - /„_I(O), r?;(O) = / ; (O) - / ;_ ! (O) . 

Au total, 
| / n - / n - I | c i < ^n(1/2) • *n-

(iii) Ainsi /n converge C1 vers un / , /jifno = f\Kno. En outre, /'|i£n > (1/2)// > 0. 
Donc, 

m(/-1(Wr)n£7n) = 0, 
si ra(W) = 0. Ainsi m(/_1(^)n^no) = 0, et donc, en faisant n0 00, m(/_1(W) D 
iiT) = 0. • 

La dernière partie du théorème 1.1 découle de ce qui précède puisque l'hypothèse 
(H) est vérifiée pour /n(À) = a o An(X) pour tout a G A. • 
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C H A P I T R E 4 

T H É O R È M E S D E F O R M E S N O R M A L E S 
E T A P P L I C A T I O N S 

Nous démontrons dans ce chapitre un théorème de formes normales pour les sys­
tèmes (produits) fibres et nous l'appliquons à l'étude de la réductibilité de tels sys­
tèmes. Nous prouvons ainsi un résultat en mesure positive analogue à celui du cha­
pitre 3. La démonstration du théorème de forme normale repose sur le théorème 
d'inversion locale de Hamilton pour de bonnes applications entre bons espaces de 
Fréchet. La démonstration que nous proposons du résultat en mesure positive, s'ins­
pire fortement de la section 7 de [16] ainsi que de [25] où sont exposés les travaux de 
M. Herman. 

4.1. Notations et énoncé du résultat 

Dans ce qui suit G désigne un groupe de Lie réel connexe (mais non nécessairement 
compact) plongé dans un groupe de matrices, d'algèbre g. Nous notons comme d'ha­
bitude Td le tore Hd/Zd. Dans toute la suite a, h, H sont des réels positifs fixés tels 
que a>h>detujG Td est également fixé et vérifie une condition diophantienne, 

v / G z, VA?#O, \(k,ùj) + i\ > 
H-1 

\k\h 

Nous noterons, changeant ainsi de notations par rapport aux chapitres 2, 3 et 5, 
pour 7 > CDH, a) l'ensemble des a G C vérifiant pour tout k e Zd — {0}, / G Z, 

(i) 
a 

\2TT 
/^ï(k,uj) + l 

-Y"1 
x+gbj 

remarquons qu'alors pour tout k G Zd — {0}, si on pose £ = ea, 

(2) 2 . |£_E2T»(*.")| > - r 1 

brd 
(t = v=ï ) . 

Rappelons également que si u G G, on peut définir l'automorphisme Ad(u) de # défini 
comme étant l'application linéaire tangente en l'identité de G de v »-» uvu~x. 
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4.2. Le cadre du théorème de Hamilton 

Nous ferons usage dans ce qui suit du théorème d'inversion locale de Hamilton qui 
s'applique aux «bonnes» applications entre «bons» espaces de Préchet, dont nous 
rappelons la définition et quelques propriétés ci-dessous. Nous renvoyons le lecteur 
à [11], [12] pour un exposé plus complet incluant la preuve du théorème de Hamil­
ton, ainsi qu'à [2] où sont illustées d'autres utilisations de ce dernier en systèmes 
dynamiques. 

4.2.a. Bons espaces de Préchet et bonnes applications 

Espaces de FrécheL — Un espace vectoriel topologique E est dit localement convexe 
si et seulement si sa topologie provient d'une famille de semi-normes | |̂  (i G N) 
(une semi-norme vérifie les mêmes propriétés qu'une norme à l'exception de « \x\ = 0 
entraîne x = 0»), c'est-à-dire si la famille des Uij = {x G E, \x\i < i -1}, (i, j) G 
N x (N — {0}), constitue une base de voisinage pour la topologie de E. L'espace E est 
de Hausdorff si et seulement si x G E est nul dès que tous les \x\i le sont. Un espace 
de Fréchet est alors un espace vectoriel topologique localement convexe de Hausdorff 
complet pour la distance d(x,y) — X^>o ^~l\x ~ uU-

Exemple 4.2.1. — L'espace C°°(Td,Rp) des fonctions lisses de Rd ^ Kp qui sont 
Zd-périodiques, muni des normes \f\i = maxxeRd max|a|<^ \daf(x)\, est un espace de 
Fréchet. 
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Nous introduisons enfin l'ensemble CDg(j, a) (resp. CDG{I, O~)) des éléments A G g 
(resp. u G G) dont toutes les valeurs propres de ad(A) (resp. Ad(w)), sont dans 
CD(j,a) (resp. vérifient comme C> l'inégalité (2) pour tout k G Z — {0}). Nous 
noterons g = (dim#)2 la dimension de gl(g). 

Dans la suite, si u G G, Zu désignera un projecteur linéaire sur le sous espace 
ker(Id — Aà(u)) C g et Tu un supplémentaire de l'image Im(Id — Ad(u)) C g. 

Nous pouvons alors énoncer : 

Théorème 4.1.1. — Soient 7,<r > 0 et u$ G G un élément de CDodiCr). Notons 
r = TU0 et£ = {Be C°°(Td,g), lUo(B(0)) = 0}. // existe alors e0 > 0 et un entier 
So tels que, pour tout u G C°°(Td,G) vérifiant \u — u0\So < SQ, il existe un unique 
couple (B,C) G S x T tel que, pour tout 6 G Td, 

(3) u(0) = ec -eB^u0e-B^. 

En outre, on peut choisir SQ = este • où v > o et la constante ne dépendent pas 
de 7. On dira que (3) est une forme normale pour u. 
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Différentiabilité Gateaux. — Soient F, F deux espaces vectoriels topologiques, U C E 
un ouvert et / : U \-ï F une application continue. On dit que / est differentiate au 
sens Gâteaux s'il existe une application 

Df :U xE —> F 

(x,h) i—> Df(x)-h, 

continue en (x, h) et linéaire en h telle que, pour tout h) G U x E, la limite suivante 
existe et vérifie 

lim-(f(x + t-h)-f(x)) = Df(x)-h 

On peut alors définir par récurrence la différentiabilité Ck. 

Bonnes applications. — Soient (F, | (F, | \i) deux espaces de Fréchet (dont on 
note de la même façon les semi-normes respectives), U C E un ouvert et / : U -> F 
une application. On dit que / est une bonne application («tame» en anglais), si pour 
tout xo G U il existe un voisinage V C U de #o, un entier r > 0 et des consantes 
Ci > 0 tels que 

V* G V, Vz G N, |/(x)|¿ < Ci(l + |s|i+r). 

On dit que / est une bonne application de classe Ck si / ainsi que ses dérivées (au 
sens Gâteaux) sont de bonnes applications continues. 

Bons espaces de Fréchet. — Soit (F, | |¿) un bon espace de Fréchet échelonné (c'est-
à-dire que, pour tout i, \ |¿ < | |¿+i). On dit que c'est un bon espace de Fréchet s'il 
existe une famille (S(t))t>i d'applications linéaires continues de F ^ F un entier 
r > 0 ainsi que des constantes cp^q > 0 tels que, pour tout (k, n) G N x N, k < n, 

(4) 

Va; £E,Vt> 1, |5(i)a;|„ < c„,ktn-k+r\x\k 
\(Id-S(t))-x\k Dgn((l - t)x + dksks 

Les opérateurs S(t) sont appelés opérateurs de lissage. 

Exemple 4.2.2. — Dans C°°(Td,Rn) toute fonction / admet un développement en 
série de Fourier f(x) = Ylkezd f(k)e2n^h,x^ (i = v7—!)- Posons 

(TNf)(x) = 
|fc|<iV 

?,k)e2ni(k,x) (RNf)(x) -
|As|>AT 

j(kyni(k,x). 

les opérateurs S(t)f = Ttf sont des opérateurs de lissage comme le montrent en partie 
les estimées de la proposition A. 1.1 de l'annexe. 

A partir des inégalités (4) on peut prouver les inégalités d'interpolation de Hada-
mard : 

\x\i <c{k,n)\x\lk-a\x\«n, 

où a est défini par / = (1 — a)k + an (n, k,l > 0). 
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4.2.b. Propriétés. — Mentionnons enfin la proposition suivante dont on trouvera 
la preuve dans [12]. 

Proposition 4.2.3. — Soient X une variété compacte de dimension finie, E, F deux 
espaces vectoriels réels de dimensions finies. Alors 

(i) Vespace C°°(X,E) muni des normes \ \k est un bon espace de Fréchet 
(ii) Vapplication de composition 

C°° (X, E) xC°°(E,F) —> C°° (X, F) 

(f,g) 1—> g°f, 

est une bonne application C°° ; 
(iii) si g E C°°(E,F) alors l'application 

(}g:C°°(X,E) C°°(X.F) 

f —• 9 of, 

est une bonne application C°°, et sa différentielle (Gâteaux) en f est donnée 
par 

D(3g{f):C°°(X,E) —• C°°(X,F) 

A/ D(3g(f)-Af, 

où D(3g(f) • Af représente x H+ D/3g(f(x)) • Af(x) ; 
(iv) si g e C°°(E,F) alors 

¡39 : C°° (X, F) —• C°° (X, E) 

f 1—> fog, 

est une bonne application C°° et sa différentielle en f est 

D3Q(f):C°°(X,F) —• C°°(X,E) 

Af ^ (x^Af(g(x)): 

(v) si f G C°°(E,E) est inversible alors, si U est un voisinage suffisamment petit 
contenant f, 

U —+ C°°(E,E) 

9 »—• 9 \ 

est une bonne application C°°, où g 1 représente l'application réciproque de g. 

Pour les preuves des points (i)-(iv) on se reportera à [12] prop. 2.3.3, p. 147 et 
pour celle du point (i) on consultera [12] Th. 2.3.5, p. 148 ou [12] th. 1.3.6 p. 137. 
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4.3. Le théorème de Hamilton et ses généralisations 

Nous pouvons à présent énoncer le théorème d'inversion locale de Hamilton. 

Théorème 4.3.1. — Soient E,F deux bons espaces de Fréchet, U un ouvert de E, f 
une bonne application Cr (2 < r < oo) de U dans F, XQ un point de U et yo = /(#o)-
Supposons qu'il existe un voisinage ouvert VQ de Xo dans U et une bonne application 
continue et linéaire en la seconde variable : L : Vo x F —y E tels que si x G Vo, Df(x) 
soit inversible d'inverse L(x). Alors XQ, yo, possèdent des voisinages ouverts, V dans 
Vo et W dans F respectivement entre lesquels f établit un bon difféomorphisme Cr 
(i.e. f est bijective de V sur W et /_1 : W —>• V est une bonne application Cr). 

Nous aurons besoin par la suite d'une version plus fine du théorème de Hamilton 
qui précise la taille du voisinage où a lieu l'inversion locale. Ce résultat se déduira en 
fait du théorème de Hamilton appliqué à de gros espaces de Fréchet. 

4.3.a. Une version uniforme du théorème de Hamilton. — Nous considérons 
dans la suite F deux bons espaces de Fréchet (dont on note de la même façon les 
semi-normes respectives), U C E un voisinage de E contenant 0, r un entier positif 
ainsi que des constantes Cs > 0 indexées par s G N. Nous noterons alors A(r, (C8)8, U) 
l'ensemble des bonnes applications continues f : U —y F, satisfaisant /(0) = 0 ainsi 
que les inégalités 

(5) VsGN, \f(x)\s <Cs(l + \x\s+r). 

Si k G N U {oo}, nous noterons Afc(r, (Cs)s, U) l'ensemble des bonnes applications / 
de classe Ck, f : U -> F, telles que, pour tout 0 < j < k, D* f G A(r, (C8)8, U). S'il 
existe L : U x F -ï E une bonne application continue appartenant à A(r, (Cs)s, C/) 
linéaire en la seconde variable y E F, telle que, pour tout x e U, Df(x) soit inversible 
d'inverse L(x) on écrira / G A-1(r, (C8)8,U) (noter l'abus de notation). Si en outre 
(par exemple) / G A2(r, (Cs)s, U) on écrira / G A2'_1(r, (C8)8,U). 

Nous supposons dans la suite que (7 D {x G |a?|r < 1}. Nous noterons alors plus 
brièvement A2'_1(r, (C8)8) l'ensemble défini plus haut. Le lemme suivant est alors 
facile : 

Lemme4.3.2. — Si f e A(r, (C8),U), g G A(r', (C'a), f(U)), alors on a g o f e 
A(r + r', (C'J), U), avec C'J = (1 + CJ)(1 + C,+r,). 

Démonstration. — Il suffit d'écrire 

\g(f(x))U < c's(i + \f(x)\s+r.) < Cs(i + cs+r,(i + \x\s+r+r,)) 

< (l + C's)(l + Cs+r,)(l + \x\ 

Nous pouvons alors énoncer : 
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Théorème 4.3.3. — Soit f G A2'-1(r, (C8)8, U). Il existe alors r±,£i > 0 qui ne 
dépendent que de r de U et de la suite (Cs)s tels que l'inverse f"1 de f existe et est 
défini sur le voisinage V\ de 0 G T, V\ = {y G E, \y\ri < a}. En outre, pour y G V\, 
\f-\y)\s<cs(l + \dddsdsss 

Démonstration. — Introduisons l'espace des fonctions 

EA2'-1(r,(C.)0 = 

/GA2--i(r,(C,)s) 
£ X {/} = {(*/)/€Aa.-i(r,(C.).) : € 

et posons 

£ = {(XF)F G EA2' 1(^(C7-)-), VS G N , 
/GA2--i(f,(Cs)s) 

SUD |a?/|* < oc}. 

On peut ainsi munir £ des semi-normes 

\(xf)fe A2.-i(r,(c,)a)l* = 
/€A2--i(r,(Cs)s) 

sup b /L. 

On vérifie que £ muni de ces semi-normes est un espace de Fréchet. De la même 
manière on associe l'espace de Fréchet T à F. 

Nous pouvons également définir sur E,T des opérateurs de lissage (au sens de (4)) 

^(0((^/)/€A2--i(r,(Cs)s)) = (S(t) ' Xf)feA2,-i{ri{Cs)s), 

qui vérifient bien les inégalités (4). Ainsi (£, | \8,S(t)) est un bon espace de Fréchet 
(au même titre que T). 

Nous introduisons à présent une application 6 : £ —y T qui est une bonne applica­
tion continue : 

0:£ —• T 

(xf)feA*>-i(r,(cs)a) (/0r/))/eA2>-i(r,(c.)a)-

Les inégalités (5) montrent que 0 est une bonne application continue (et même Ck si les 
/ le sont), contenue dans A2'_1(r, (C8)8,U) où U = {(xf)feA2'-1(r,(cs)s,u)i xf £ 
et on notera cet ensemble-là A2?'_1(r, (Cs)s). Les hypothèses du théorème de Hamilton 
sont alors vérifiées pour 0 : £ —» J7, et il existe r\,si > 0 tels que 9~l existe et 
réalise un bon difféomorphisme Ck de {\(yf)f\ri < £1} sur un voisinage de 0 G £ . 
Réinterprété, ceci donne la conclusion du théorème. • 

Nous donnons à présent une version un peu plus générale du résultat précédent. 

Théorème 4.3.4. — Soit f G A|(r, (C8)8, U) dont la dérivée Df(x) admet un bon 
inverse continu sur U, et M > 0 un réel tel que (Df)"1 G A(r,(MCs)8,U). Alors 
il existe v > 0 (v = 2), E\ et r\ ne dépendant que de (ry(C8),U) (mais pas de 
M), tels que l'inverse /_1 de f existe et est défini sur un voisinage de la forme 
{y G F, \y\ri < M~uei} ; en outre, sur ce voisinage-là, f~x G A2(ri, Mv{c8)8). 
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Démonstration. — Posons g = £>/(0)_1 • / . Vu que (/^/(O))"1 G A(r, M(C8)8,U), et 
que / G A2(r, (Cs)s, C/), d'après le lemme 4.3.2, il apparaît que g G A2(2r, M(C'8)S, U) 
où = (1 + C*)(l + Cs+r). Posons également, pour tout e > 0, 

= -9(ex). 

On a 

&(0) - 0, Dge(0) = Id, Dg£(x) = Dg(ex), 

(6) £>V(*) =eD2g(ex). 

De (6) et de D2g G A(2r, M(C^), C/), il vient que 

D2g£e A(2r,eM{C's)s,U), 

En outre, la formule des accroissements finis montre que 

Dg£(x) - Id = 
r 1 

/o 
D2g£(tx) • (#,•)<&, 

si bien que 

J 9 ^ - I d G A(2r,2eM(Ci),,C0, 

et donc 

(7) G A(2r,l + 2eM(Ci)„£7). 

Utilisons à nouveau la formule des accroissements finis : 

ge(x)-0 = 
Jo 

Dg£(tx) - xdt, 

d'où g£ G A(2r, 2(1 + 2eM(C's)s, U). Remarquons que 

(8) (DgJx))-1 G A(2r,M(Ci).,£7), 

car (D&fc))-1 = (Dfiex))-1 • D/(0). Ecrivons alors 

( Z ^ ^ - I d = - ( D ^ ) - 1 ( ( ^ ) - I d ) 

(9) = - ( ^ ( e x ) ) - 1 . ^ - ^ . 

Ainsi, (7), (8) et (9) montrent que (Dg^-1 - Id G A(4r, 1 + 2e2M(C's')s,U)1 où 
C'J = (1 + CJ)(1 + C^+2r). Ainsi si e = M"2, & G A2'-X(4r,2(l + C'8')9,U). Il suffit 
alors d'appliquer le théorème 4.3.3 à g£ pour obtenir la conclusion du théorème 4.3.4 
avec v = 2. • 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 1999 



90 CHAPITRE 4. THÉORÈMES DE FORMES NORMALES ET APPLICATIONS 

4.3.b. Dépendance Whitney. — Soit K un fermé de Rn, E un espace de Fréchet 
et x : K —>• E une application. Soit p > 1 tel que k < p < k 4- 1 où k est un entier : 
on dit que x est dans Lipp(K, E) au sens de Whitney s'il existe des applications 
x(fi : K E associées à tout multi-indice j = (ji , . . . , jn) tel que \j\ < k et qui 
vérifient : 

V(/3,a) G K x WXDFG= 

d+dlsl dgv 

a?W+')(a), 
rd 

(f3-a)1 +Rj(f3,a), 

s +djhdddd: 

|a;(i)(a)ls < et |i?j()8,a)|a < M8\/3 - a\p~M, pour tout 0,a e K, \j\ < k. 

Le choix des \j\ > 1 n'est pas unique ; nous noterons ddsd (et plus brièvement 
par la suite qssl'infimum des Ms vérifiant les inégalités précédentes. On dira que 
x est C°°-Whitney si elle est dans Lipp(X, E) pour tout p > 1 et on notera x G 
C°°(K, E). 

Le théorème fondamental est alors le suivant : 

Théorème 4.3.5 (d'extension de Whitney). — // existe un opérateur Ext& de Lipp(K, E) 
dans Lipp(Rn,i£) tel que, pour tout x G Lipp(if,E), Extr(x)|x = x (c'est-à-dire que 
Extk(x) est une extension de x à R,n) et telle que, pour tout s G N, \Extk(x)\8jPjnn < 

*DSDDDoù n > 0 est une constante indépendante de K (elle ne dépend que de n). 

La démonstration se fait, par exemple, en adaptant au cadre Fréchet celle donnée 
par E. Stein dans [24], p. 176. 

Notons alors E,F deux espaces de Fréchet et K un fermé de Rn. Notons E^p\et 
1< p < oc (resp. p = oo) les espaces Lipp(K, E) et Lipp(K, E) (resp. C°°(K, E) 

et C°°(K,F)). En utilisant la définition précédente, il n'est pas très difficile de cons­
truire comme en 3.2 des opérateurs de lissage et de voir que E^ et sont de bons 
espaces de Fréchet si E1 et F le sont. 

La proposition qui suit est utile dans les applications. 

Proposition 4.3.6. — Supposons que pour tout a e K nous disposions d'une bonne 
application linéaire inversible La : E —>> F appartenant à *41,-1(r, (C8)8) où r et (Cs)s 
sont indépendants de a G K et supposons en outre que L définie par L((xa)a^K) = 
(La(xa))aEK soit une application de E^ dans (\ < p < oo). Alors L : E^ —> 
jrb) est une bonne application inversible et son inverse L 1 est aussi une bonne 
application. 

Nous laissons la démonstration de cette proposition en exercice ; notons qu'l s'agit 
en particulier de vérifier que si {ya)aeK est dans Lipp(K, F) (resp. dans C°°(K,F)), 
il en est de même de (L~1(̂ /a))aGK. 

ASTÉRISQUE 259 



4.4. CHOIX DES ESPACES ET DES APPLICATIONS 91 

4.4. Choix des espaces et des applications 

4.4.a. Dans la suite nous supposerons fixé un élément de G. Rappelons que nous 
avons associé à u, le projecteur linéaire l sur le sous espace de p, ker(Id — Ad(^o))> 
et que nous avons noté V un supplémentaire de l'image Im(Id — Ad(uo)) dans g. 
On notera n la projection sur T par rapport à Im(Id — Ad(^o)). On peut prolonger 
/,7r à l'algèbre complexifiée gc = g (8) C ; plus précisément, l reste un projecteur de 
g <8>C sur ker(Id — Ad(^0)) 0 C et 7r est la projection sur rc = T <g> C, par rapport à 
Im(Id-Ad(u0))®C. 

L'exponentielle exp : g —y G réalise un difféomorphisme d'un voisinage V de 0 dans 
g sur un voisinage de l'identité dans G. Quitte à choisir U C V C g un voisinage de 
0 dans g, l'application 

V :U xU xU —y g 

(X, F, Z) i—> exp-1 (exp X exp Yu0(exp Z)-1^1), 

qui est bien définie, est un difféomorphisme local C°° au voisinage de (0,0,0). 
Calculons sa différentielle en (X, F, Z) G U3. Rappelons que si / : M -y M est 

C°°, nous avons noté Df(x) : TXM —» Tf^M l'application linéaire tangente en x à 
/ . Si u G G, on définit Lu(x) = u • x et Ru(x) = x • u les translation à gauche et à 
droite. Remarquons que si X G g = Tj^G, DLu(Id) X et DRu(Id) X sont dans TUG. 
Nous noterons respectivement u • X et X • u ces éléments. On vérifie par exemple que 
X —> u - X • u-1 qui est définie de g —y g et représente l'application linéaire tangente 
à u 4 uvu~x en Id G G est Ad(ij) • X. 

Ainsi, si on note exp VF = w = exp X exp YUQ(exp Z)~lu0~l1 

DV(X, F, Z) • (Arr, AF, AZ) 

= £>exp-1(w) • [(£>exp(X) • AX) • expFu0(expZ)-1^1 

-hexpX • (L>(exp)(F) • AF) • w0(exp Z)"1^1 

-expXexpFw0 • ((exp Z)-1(£>(exp)(Z) • AZ) • (expZ)-1] -w^1. 

Notons AT(X) • AX = (expX)~1(JD(exp)(X)) • AX ; K(X) est donc un élément de 
gl(g). Ainsi, 

D#(X, F, Z) • (AX, AF, AZ) 

= D(exp"1)(iy) • {expXexpF(expF)-1 • (K(X) • AX) • expFu0(expZyxu~x 

+ expXexpF(K(F) • AF) •wo(expZ)-1^-1 

- expXexpFw0(i;r(Z) • AZ)^1i/0(exp Z)-1^1}, 
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soit 

D9(XyY,Z) • ( A l , AY, AZ) = ^ ( exp -1 )^ ) • {W • Ad(u0(expZ)"1^1)"1 

• AdCCexpy)"1) • (K(X) • AX) + X (y). AY - Ad(uQ) • K(Z) • AZ}, 

et finalement, vu que D(exp_1)(i/;) • (w • H) = K(W)~l • (expW = w), 

£>tf(X,y,Z) • (AX, AY, AZ) = K{W)-X • A d ^ ^ e x p Z)u0) 

• {[Ad(expF)-1 • K(X) . AX] + X(F) • AF - Ad(u0) • K(Z) • AZ}. 

4.4.b. Rapplelons que nous avons noté £ = {B e C°°(Td,#), l(B(0)) = 0} ; c'est 
un sous-espace fermé du bon espace de Fréchet C°°(Td,#). D'après [12] def. 1.3.1, 
lemma 1.3.3 p. 136, £ est un bon espace de Fréchet. 

Nous pouvons définir sur un voisinage W de (0,0) dans £ x V l'application 

*:-W(c£xr) —• C°°(Td,#) 

{B,C) i—• exp-1((expC)(exp B o iC)îx0(exp B)-1!^1) 
= f ( C , 5 o ^ , 5 ) , 

où on a noté B o Ru = B(- + a;). L'application $ est d'après la proposition 4.2.3 et le 
calcul du 4.4.a une bonne application C°° et sa dérivée en (B, C) G W est égale à 

D${B,C) • (AS, AC) = iT(W)-1 • Ad(w0(expJ5)-1^1) 

• {Ad(exp£ o it^) . K(c) • AC + X(£ o Rœ) . (AS o #„) - Ad(w0) • • AS}. 

Notant (B,C)H = K(expC(expj5oJRu;)Wo(expJB)-1^1)-1.Ad(wo(exp5)-1^1). 
S , on a 

£>$(S,C) • (AS,AC) = 

Xi (B, C) • {(Ad(exp 5) o R^) • if(C) • AC + (K(B)AB) o R„ - Ad(u0)K(B) • AS}. 

Nous avons ainsi prouvé : 

Proposition 4.4.1. — L'application $ est une bonne application. Sa dérivée en (B, C) G 
U vaut : 

S$(S,C) • (AS, AC) = K^B.C) 
• {(Ad(expS) o R^) • K(C) • AC -h {K(B)AB) o R„ - Ad(u0)K(B) • AS}. 

D'après le théorème de Hamilton, pour établir le théorème 4.1.1, il suffit de montrer 
la proposition suivante : 

Proposition 4.4.2. — /7 existe un voisinage U\ C W et une bonne application continue 
L \ U\ x C°°(Td,<7) -» £ x r, linéaire en la seconde variable, tels que si ((S,C),S) G 
Wi x C°°(Td,g), alors L((S,C),#) = L(B,C) • H est linéaire en H et L(S,C) est 
un inverse de 
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L'utilisation de la proposition 4.2.3 montre que les applications K, K\ définies 
en 4.4.a sont de bonnes applications continues et admettent de bons inverses continus. 
Par conséquent pour démontrer la proposition 4.4.2, il suffit de montrer : 

Proposition 4.4.3. — L'application 

$ 2 : W x ( £ x r ) —• C°°(Td,g) 

((J5, C), (AB, AC)) »—• ((Ad(exp B) o B») • K(C) • AC + (K(B)AB) o Rœ 

-Ad(u0)K(B)- AB), 

admet un bon inverse continu. 

La démonstration de cette proposition occupe la section 4.5. 

4.5. Construction de l'inverse pour l'équation linéarisée et estimations 

Fixons (B,C) G U et AA G C°°(Td,#). Rappelons que nous avons noté plus 
haut 7r la projection sur (un supplémentaire) Y (de Im(Id — Ad(izo))) parallèlement à 
Im(Id- Ad(uo)). 

4.5.a. Méthode. — Avec les notations du 4.4, on cherche à résoudre 

(10) AA = (Ad(exp^) o Ru) • K(C) • AC + (K(B)AB) o Rœ - Ad(u0)K(B). AB. 

Posons 

AC = Ad(exp£ o RU)K(C) • AC, AI? = # ( £ ) • A£. 

Nous avons à résoudre 

(11) AA = AC + AB o R^ - Ad(uo) • AB. 

A cet effet, passons en séries de Fourier. Si on note fk G g <S> C le fc-ième coefficient 
de Fourier de / G C°°(Trf,p), 

A = f e-2*«k>*)f(x)dx, 
«/[o,i]d 

on constate que l'équation (11) est équivalente aux équations 

(12) AA0 = ACo + (Id - Ad(wo)) • A#o, 

et, pour tout k G Zd - {0}, 

(13) AA* = AC* + (c2w«* )̂ Id - Ad(w0)) ' &Bk-

Projetons la relation (12) sur T, par l'action de n : 

(14) TT(AAO) = TT(ACO), 

puisque par définition de 7r, Im(Id — Ad(iio)) C ker 7r. NOUS montrerons au point 4.5.b 
qu'étant donné AA, il existe un AC G T auquel est associé un ACo, tel que (14) ait 
lieu. Ceci permettra de déterminer les AC* et, UJ étant diophantien, on pourra en 
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déduire les AI?*; et par conséquent AB et AB (cf. lemme 4.5.3). Après avoir vérifié 
que AB, AC sont dans g (et pas seulement dans # <8> C), on vérifiera l'unicité (cf. 
lemme 4.5.5). 

4.5.b. Existence. — Dans ce qui suit nous supposons donné AA G C°°(Td,g). 
Etablissons tout d'abord le 

Lemme 4.5.1. — Pourvu que (B,C) G U un voisinage suffisamment petit de (0,0) 
dans £ x T, il existe un unique AC G T pour lequel 

(15) 7T(AA0) = *(f AA(x)dx^j = n(L(B,C) • AC), 

où on a noté, L(B,C)AC = Ad(expBoR^)-K(C) • AC. Il existe alors une constante 
ci > 0 telle que 

\AC\<Cl\AA\0. 

Démonstration. — Pour (B, C) G W, n o L(B, C) envoit F dans lui même. En outre, 
l'application 

(16) {B G C°(Td,g), l(B)(0) = 0} x r —• End(r) 
(17) (B,C) .—> noL(B,C), 

est continue et vaut l'identité de End(r) en (B,C) = (0,0). Ainsi, quitte à réduire le 
voisinage U, pour tout (B, C) EU, no L(B, C) est inversible de F —y T, et son inverse 
admet une norme bornée par c\ > 0. • 

Résolvons à présent les équations (13) pour k ^ 0. 

Lemme 4.5.2. — Avec AC déterminé comme dans le lemme 4-5.1, il existe des ABk G 
g <8> C pour lesquels, pour tout k ^ 0 dans Zd, 

(18) AAk = ACk + (e2™^) Id -Ad(u0)) • ÂB*, 

et vérifiant 

(19) \ÂBk\ < cUQ^\kr(\AAk\ + \ÂCk\), 

CU0 > 0 ^t une constante ne dépendant que de UQ . Si en outre le groupe G est compact 
semi-simple, la constante cUo ne dépend pas de uo mais uniquement du groupe G. 

Démonstration. — Il suffit de résoudre 

AAk -ACk = [c2w<(*'"> Id - Ad(ii0)] • &Bk, 

ce qui est possible vu l'hypothèse (1) que l'on fait sur les valeurs propres de ^o-
Utilisons la formule classique 

l^"1! < (detU)-1^-1, 
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pour U G GL(dimg,C). D'après l'hypothèse (1), pour tout k G Z — {0}, 

I det(c2«(*,o,) Id_Ad(lio))| >C'UQ 7 ~ V 
<\k\°J 

et 

|e2W<(*,a,) Id_Ad(tl0)| < C 

en posant, c'^Q = 1 + | Ad(u0)|. Ainsi, pour tout k G Z - {0}, 

K ^ * , * ) I d - A d K ) ) " 1 ! < cuol«\kr, 

où cUo = c' V ' q 1. Par conséquent, si on pose 

ABk = (e2™**'*) Id - A d M ) - 1 • (AAjfe - AC,), 

on obtient l'inégalité (19) et l'égalité (18). Afin d'achever la preuve du lemme 4.5.2 
remarquons que si G est compact, alors, pour tout UQ G C, z G C, 

|det(*Id- Ad(u0))| < c\zlà- Ad(u0)|, 

où c > 0 est une constante ne dépendant que de G et non pas de UQ. 

Posons à présent 

AB(0) = 
kezd-{o} 

(AB)ke27ri^e\ 

La relation (19) et l'inégalité (4) de la section A.l de l'annexe montrent que AB G 
C°°(Td,g<g>C) et que 

\*B(0)\a < cUo7* 
kezd-{o} 

\kr+s(\AAk\ + \ACk\), 

Dgn((l - t)x + tj(x)) - Id) {f{x) - x)dt\ < -;dj ddsssss 

et donc 

\AB\S < cscUQyq(\AA\aq+s+{d+1)/2 + \AC\s+aq+{d+1)/2). 

Enfin comme AC = Ad(exp(£ o R^)) . K{C) • AC, on a 

\AC\s<c's\AC\s\B\s\C\, 

et donc, vu (15), 

(20) Dgn((l - t)x + tj(x)) - Id) {f{x) - x)dt\ < -;dj +µS dWDDSXDX 

Montrons à présent le lemme suivant : 

Lemme4.5.3. — Avec les notations précédentes, il existe AB G £c (c pour «comple­
xité») avec 

£c = {ABeC°°(Td,g®C): lc(AB)(0) = 0}, 
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telle que si l'on pose AB = K(B) • AB, on ait, pour tout k / 0, l'égalité suivante 
entre coefficients de Fourier : 

ABk = ABk, 
et (pour k — 0) 

(Id - Ad(wo)) • AjBo = AAo - AC0. 
En outre, pour tout s > 0, l'inégalité suivante à lieu : 

(21) \AB\S < cU0,slï(l + |AA|ri)(l + |B|,+ri + \AA\8+ri), 

où on a posé r\ = crq + (d + l)/2. Si en outre le groupe G est compact, cUo,s ne dépend 
que de s (et de G) et pas de UQ . 

Démonstration. — Posons AI?' = K(B)~1 • AB, et définissons pour tout D G £c, 
l'élément de ^/(Im/C) (Im/C = ker(Id — Ad(^o)) <8> C), par : 

(22) H(D) • Y = liKiD)-1^) • Y). 

L'application 

{D eC°°(Td,g®C), l(D)(0) = 0} —• gl(lmlc) 

D —> H(D), 

est continue et pour D = 0, H(0) = Id|im/c. Ainsi quitte à prendre un voisinage 
W" C W, pour tout B G W", H(B) est inversible dans gl(Iml (g) C) et il existe un 
unique XQ constant dans Im / 0 C pour lequel 

H(B)-XO = l(AB'(0)), 

et 
\X0\ <c3.\AB'(0)\ <c3-|A£'|o; 

la définition de B' montre que 

(23) \X0\<c4\AB\0. 

Posant alors 

AB = AB,-K(B)~1 Xo, 

(remarquer que K(B)~1 • XQ n'est pas nécessairement constant) il vient (cf. (22)) 

l(AB(0)) = HAB'ddddddm-liKiB^M-Xo), 

= 1(AB'(P))-H(B)-X0, 

= 0. 

D'autre part, 

AB = K(B) • A£ = K(B) • AS' - X0 = Â £ - X0, 

si bien que, pour tout k ^ 0, 

A5* =Â£* . 
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Enfin, comme ABo = AB0 — Xo, on déduit 

(Id - Ad(uo)) • ABQ = (Id - Ad(t*>)) • Â~B0, 

puisque l'on a choisi X0 € lmlc = ker(Id - Ad(w0)) ® C. Par conséquent, 

\AB\S < \AB'\. + \K(B)-1\.-\Xo\) 

< IK(B)-1 •A~B\. + \K(B)-1\.-\X0\ 

< cs\K(BM\ÂB\0 + \XQ\) + \K(B)\0 • (\ÂB\a + \X0\); 

les inégalités (23) puis (20) montrent que 

\AB\S < cs\K(B)\s\ÂB\0 + \K(B)\o\ÂB\s 

< cscU0^\B\s{\AA\^+{d+1)/2 + |JB|^+(d+1)/2|C||AA|0) 

+ |£|0(|AA|s+(Tç+(d_L.i)/2 + |S|5+<T?+(d+i)/2|C||AA|0). 

Comme l'on a choisi W" suffisamment petit pour que |C| < 1, \B\aq-+(d+iy2 < 1» on 
peut écrire 

(24) 

|AS|S < c6yy*(l + \AA\a7!Hd+1)/2) ( l + \B\s+aq-+{d+1)/2 + |Ai4|,+^+(d+i)/2). 

• 

Nous avons finalement montré : 

Proposition 4.5.4. — II existe un voisinage W C S xT tel que, pour tout (S, C) G W, 
et tout AA G C°°(Td,g), on peut trouver (AS, AC) G (<? 0 C) x (r ® C) vérifiant 
Véquation (10) et satisfaisant aux estimées (21). 

Pour pouvoir définir l'application inverse il nous faut également prouver l'unicité 
du couple (AS, AC). 

4.5.c. Unicité. — Prouvons le lemme suivant : 

Lemme 4.5.5. — II existe un voisinage W3 tel que si 

( S , C ) G W 3 et $(S,C)-(AS1,AC1) = $(S,C)-(AS2,AC2), 

alors AS1 = AS2, AC1 = AC2. 

Démonstration. — Posons 

AC1 = Ad(expS o Ru) • K(C) • AC*, AS* = K{B) . AS*, 

i = 1,2. Rappelons que l'on doit avoir 

AC2 + AS2 oRu- Ad(u0) • AS2 = AC1 + AS1 oi?w- Ad(u0) • A s \ 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 1999 



98 CHAPITRE 4. THÉORÈMES DE FORMES NORMALES ET APPLICATIONS 

et donc, passant en composantes de Fourier, pour tout k ^ 0, 

Âc\ - ÂCk = (e2-«^) Id - Ad(«o)) • ( K è \ - ÂB\), 

et, pour k = 0, 

Â c l - Â c l = (M - Ad(«o)) • (ÂB20 - Â ê l ) . 
1 ——2 

Donc, appliquant n il vient n(AC0) = 7r(AC0), soit 
7T o L(B, C) • AC1 = 7T o L(B, C) • AC2. 

Mais comme l'on a choisi (B, C) dans un voisinage W' de (0,0) dans £ x T, de façon 
que 7ro L(B, C) soit injective, ceci entraîne AC1 = AC2. Ceci montre au passage que 

1 2 1 2 
ACk — ACk = 0 et la formule (13) pour k ^ 0, montre que ABk = ABk pour tout k ^ 

2 ---1 
0 dans Z . En particulier AI? — AB est une fonction constante égale à sa valeur en 0, 
A^^-AB1^). En outre, (12) montre que (Id - Ad(u0)) • (Aj§2(0) - AB1 (0)) = 0, 
soit 

(Id - Ad(tio)) • (K(B) • ( A S 2 - AB1)^)) = 0. 

De ce fait, 

(K(B) • ( A S 2 - A,B1)(0)) G ker(Id - Ad(u0)), 

et donc 

(25) (AB2 - ABx)(0) G If (S)"1 • (ker(Id - Ad(u0)) fl Wc, 

où on a noté Wc un supplémentaire de ker(Id — Ad(uo)) 0 C dans # 0 C. Or, comme 
d'une part on a choisi W' suffisamment petit de façon que l'opérateur K(B)(0) soit 
proche de l'identité (= K(0)(0)), comme d'autre part, K(0)_1 • (ker(Id — Ad(^0)) et 
W sont transverses, on peut affirmer que, pour B G W, l'intersection (25) reste 
tr ans verse, réduite à 0. Par conséquent, 

A S ^ O ) = AS2(0), 

si bien que 

AB\o) = K(B)(0) . AB1^) = K(B)(0) • AS2(0) = Alf2(0), 
~ - 2 1 

Nous avons montré quelques lignes plus haut que AB — AB était constante, donc 
A S = A S et par conséquent, A S 1 = A S 2 . • 
Corollaire 4.5.6. — Les AB, et AC déterminés plus haut sont dans g et pas seulement 
dans g 0 C. 

Démonstration. — En effet AA étant dans g, si on note o~c la conjugaison complexe, 

£>$(S , C) - (AB, AC) = ac(D$(B, C) • (AS, A C ) = S $ ( S , C) • (ac(AB),ac(AC)). 
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L'unicité montrée dans le lemme précédent prouve que AB = ac(AB), AC = ac(AC), 
ce qui termine la preuve du corollaire 4.5.6. • 

Nous avons finalement prouvé que A A détermine de façon univoque (AB, AC) 
pourvu que (B,C) G W4 un voisinage suffisamment petit de (0,0) dans S x F ; nous 
pouvons donc poser L(B, C) • AA = (AB, AC). Cette application est bien un inverse 
de D$. En outre, les estimées (24) montrent que L est une bonne application continue. 

En fin de compte, nous avons montré la proposition 4.4.3, et l'utilisation du théo­
rème de Hamilton termine la preuve du théorème 4.1.1. 

4.5.d. Cas des groupes compacts. — Nous récrivons le théorème de forme nor­
male dans le cas où le groupe G est compact semi-simple (bien que l'on pourrait en 
donner une version dans le cas semi-simple seulement). 

Soit ^0 G G un élément générique de G, TUo le (puisque uo est générique) tore 
maximal passant par uç> et t = tUQ l'algèbre associée. Puisque uo est régulier on peut 
écrire 

tUo = ker(Id - Ad(uo)), 

et 

g = ker(Id - Ad(u0)) © Im(Id - Ad(ix0)). 

Il est alors possible de choisir 

5 = C00(Td,Im(Id-AdM), 

r = *tt0 =ker(Id-Ad(uo)). 

4.5.e. Estimation de la taille du voisinage où a lieu l'inversion. — Suppo­
sons donc G compact semi-simple. Le fait que la condition diophantienne CD(7, a) 
n'intervienne pas dans le calcul des normes |D2$|S, et l'inégalité (21) montrent que 
$ G A2'_1(ri, ~f(cs), U) où ri = aq + (d H- l)/2 et où cs — cUQjS ne dépend que de s 
(et de G) mais pas de ^o- On peut alors appliquer le théorème 4.3.4 et énoncer : 

Proposition 4.5.7. — Avec les notations de la section est définie sur Ven­
semble {A G C°°(Td,g) : \A\r2 < J~"e2} où e2 > 0, r2 G N et v > 0 ne dépendent 
pas de 7. 

4.6. Application à l'obtention de résultats en mesure positive 

Ce qui suit s'inspire fortement de l'article de J.-C. Yoccoz au séminaire Bour-
baki [25]. 

Nous supposerons dans la suite que G est un groupe compact semi-simple comme 
en 4.5.d. 
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Nous avons vu précédemment que si u{6) G C°°(Td,G) est C°° proche de u0, 
constante dans G dont les valeurs propres de l'adjoint satisfont des conditions dio-
phantiennes CD(7,(7), alors il existe un unique couple (v,w) G £G x T pour lequel 

V0G Td, u{0) = wv(0-h UJ)UOV(0)-\ 

la dépendance de (v,w) en u est alors bonne et C°°. Notre propos à présent est de 
faire varier î o et de voir dans quelle mesure les résultats précédents persistent d'une 
part, et d'autre part de déterminer la dépendance de (v,w) en ^o-

4.6.a. Dépendance C°° au sens de Whitney. — Dans ce qui suit nous fixons 
une algèbre torique maximale t C g. 

Nous reprenons dans cette section la notion de dépendance Whitney introduite dans 
la section 4.3.b 

Notons CDG{I,O) (resp. CDg{^,a), CDt{^^a)) l'ensemble des u0 G G (resp. 
X G C, X G t) dont les valeurs propres de l'adjoint Ad(^o) (resp. ad(wo)), satis­
font à la condition diophantienne CD(7,(7). Vu que UQ —> Ad(uo) (resp. X -» ad(X)) 
est continue et vue la dépendance continue des valeurs propres, CDG(7,<7) (resp. 
CDp(7,cr), CD^(7,cr)) est fermé puisque CD(7,cr) l'est. Posons pour 1 < p < 00 
fixé (typiquement p = 2), S = Lipp(CDG(7,cr),£), C = Lipp (CDG (7, cr), T), = 
Lip^(CDG(7,a),C00(Td,^)). 

Pour e > 0,p> 1 et r G N notons 

VV(r,p,e) = {F G Lip^(CDG(7,a),C00(Td,^)), |F|r,p < e}. 

D'après 4.3.b, les espaces £,T,1-l, sont de bons espaces de Fréchet ; par ailleurs, 
en reprenant ligne à ligne les calculs faits dans les sections 4.4 et 4.5 d'une part et en 
utilisant la proposition 4.3.6 et le théorème 4.3.4 d'autre part, il n'est pas difficile de 
voir que : 

(i) l'application 4> définie par 

$ : Sx f —> H 

((Bu)ueCDG(j,a), {Cu)uECDG(y,*)) 1 > (^u(Bu,Cu))uGCDG(j,a)^ 

où $u est l'application définie en 4.4.b, est une bon difféomorphisme C°° qui 
envoit (0,0) G / x f sur 0 G U = Lipp(CDG(7, a), C°°(Td, g)) ; 

(ii) l'application <£-1 est une bonne application C°° définie sur un voisinage 

W(r2,p,e2'Y-v*)9 

où r2 G N, £2, 2̂ > 0 ne dépendent pas de 7. 

Résumons : 
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Théorème 4.6.1. — II existe v2 > 0, r2 > 0, tels que, pour tout {Au)u£cDG{-i,a) £ 
W(r2,p,7~I'2£2), existe unique (B,C) G £ x T vérifiant 

Vu G CDG(-y,<r), Au = $u(Bu,Cu), 

et la dépendance de ((Bu)u, (Cu)u) en fonction de (Au)u est donnée par une bonne 
application C°° (entre espaces munis de la Lipp topologie au sens de Whitney). En 
outre, 

* € A2'-1(r2,7"a(c.).). 

Reformulons le théorème précédent en posant u = eA,A£getA = A + F. 

Corollaire 4.6.2. — Soit V un ouvert borné de g. Il existe B G lÀ\>p(CDg{^, <J), S), et 
C G Lipp(C£>5(7,cr),r) tels que, pour toutÂ G VnCDg^.a) et tout F e C°°(TdxV) 
vérifiant 

\F\r2,P<e2j-U2, 
on ait, pour tout 0 G Td, 
(26) eÂ+F(e,Â) = ec(F,Â)eB(e+u,F,Â)eÂe-B(0,F,Â) ̂  

On a alors, pour j = 0,1,2, D^C G A{r2,p^V2{cs)s). L'expression (26) est alors 
unique. 

4.6.b. Résultats en mesure positive. — Soit V un ouvert borné de g. Remar-
auons nue si A. Ao G t. on oeut touiours écrire 

eA+A2 =eA2eA^ 

si bien que l'unicité de l'écriture (26) montre : 

Lemme 4.6.3. — Si C = Ext^(C) est Vextension Whitney de l'application C définie 
dans le corollaire 4-6.2, alors pour tout A G CDtij^cr) nV et tout A2 G t vérifiant 
\Â2\ < e2'7~"2 on a 

C(A2,A) = A2. 

En particulier, en tout point de densité A de CD^^cr), 

d -
ÔG 

?(-G,A + G)\G=0 = -Id. 

Démonstration. — La première partie du lemme est évidente d'après ce qui précède. 
En particulier pour tout Get, \G\ < e2^~U2, tel que A + G G CD(j, a) D t on a 

C(-G,Â + G) = -G. 

Comme A est un point de densité, il n'est pas difficile de voir (utiliser une décomposi­
tion en cônes au voisinage de A) qu'il existe dim t vecteurs linéairement indépendants 
Vi G t et des suites Gn^ G t tels que A + Gn,i £ CDt(^,a) et |Gn,i|_1Gn,i Vi ; par 
conséquent, (^C(—G, A+G))\o=o'Vi = —Vi, c'est-à-dire la conclusion du lemme. • 
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Nous noterons CDt(^(,cr) l'ensemble des points de densité de CDt(^,<j)\ rappelons 
que presque tout point d'un ensemble de mesure positive est de densité (cf. par 
exemple [24]). Nous noterons en outre pour s > 0, 

W2(p,e) = {Ge Lipp(CDt(7,<7),*), \G\P < s}. 

On a alors le résultat suivant : 

Proposition 4.6.4. — II existe £3 > 0, rs G N, v3 > 0 et une application 

G : W(r3,p,£37""3) —• W2(p,£27~^) 

tels que, pour tout A G CDt(7,cr), 

C(F(Â) - G(Â,F(Â)),Â + G(Â,F(Â)) = 0. 

En outre, G G A2(r3,p,ju*(cs)s). 

Démonstration. — Définissons 

/ : VV(r2,P,£27""2) x W2(p,£2^-U2) —• W2(p,e2l-^) 

(FM')) ^ ^ ( F - G ( . ) , - + G(0). 

Le lemme 4.6.3 montre que 

I>G(.)/(0,0) = - I d . 

Remarquons d'autre part que d'après le théorème de Whitney du 4.3.b, \C\8lP < 
K\C\S,P, pour tout s G N (K > 0 étant indépendante de 7) et donc d'après le co­
rollaire 4.6.2, / G A2(r2,p, K^U2(CS)S). Par conséquent, DG^f(F,G) est inversible 
pour tout (F,G) G W(r2,p,777-"2) x W2(p,r}j~U2) pour un 77 > 0 suffisamment petit 
et indépendant de 7. On peut donc appliquer un théorème des fonctions implicites 
à la Hamilton qui découle immédiatemment du théorème 4.3.4 : il existe r3 G N, 
£3 > 0 et G : W(r3,p,£37_i/3) -» W2(p,n^~U2) une bonne application C°° telle que 
GGi2(r3,p,7^(cs)s), 

/ ( ^ G ( F , . ) ) = 0 , 

c'est-à-dire telle que pour tout A G CDg(^,a) on ait 

C(F(Â) -G(Â,F(Â)),Â + G(Â,F(3))) = 0 . 

• 

On peut alors énoncer : 

Théorème 4.6.5. — Si F e C°°(Td x V,g) vérifie |F|r3 < £47-iy3 où £4 > 0 es* 
suffisamment petit (et indépendant de 7), alors l'ensemble des A G tOV pour lesquels 
exp(A H- F) n7es£ pas réductible est de mesure inférieure à ad^l-1, °ù ad,a,v est une 
constante qui ne dépend que de d,a,V. 
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Démonstration. — Supposons donc F fixée. D'après (26), l'ensemble des A pour les­
quels exp(A + F) est réductible contient l'ensemble des A qui sont dans CDt(j,cr) 
et pour lesquels A + G(A,F) G CDt{i,a). Notons G l'extension Whitney de G. 
On a alors (en vertu du théorème de Whitney) G G v42(r3,p,7^(cs)s) et comme 
G(A,0) — 0, le théorème des accroissements finis montre que, si |F|r3 < £474T*/3 avec 
€4 > 0 suffisamment petit et indépendant de 7, 

\dzG(A,F)\ 1 
100' 

Ainsi A I-» A+G(^4, F) est un difféomorphisme proche de l'identité et, par conséquent, 
la mesure des A e V pour lesquels, A + G(A,F) £ CD 1(1,0-) est plus petite que 
2m((V Ot) — C Dt(i, <T)) (OÙ m est la mesure de Lebesgue). Or d'après (26), l'ensemble 
des A G Vnt pour lesquels ex.p(A-\-F) n'est pas réductible est contenu dans la réunion 
de (Vnt) - C A (7, a) et de l'ensemble des A G V fl t pour lesquels A + G(Â, F) £ 
CDt(i,cr). On peut donc dire que l'ensemble des A eVDt pour lesquels exp(A + F) 
n'est pas réductible est de mesure inférieure à 3m((V Ht) — CDt(i,o~)), c'est-à-dire 
est de mesure plus petite que ad,O-,v7-1> a>d,a,v > 0 étant une constante indépendante 
de 7. • 

On a également 

Corollaire 4.6.6. — Si avec les notations précédentes \F\ < €4, l'ensemble des A dans 
tf)V pour lesquels exp(A + F) n'est pas réductible est de mesure inférieure à as1/"3 
oùa = as1Ju* > 0 ne dépend que de H, a,d,g. 

Démonstration. — Il suffit de choisir s < H~U3S4 de façon que 7 = (64/e)1/"3 soit 
plus grand que H (introduit dans la section 4.1) et d'appliquer le théorème précédent 
avec ce 7. • 

On déduit également, comme dans la démonstration du théorème 4.6.5, le résultat 
en mesure positive du chapitre 3 : 

Théorème 4.6.7. — Soient A un intervalle compact de R, ¡1 > 0 et A(X) G C°°(A,t) 
vérifiant pour toute racine ¡3 G A et tout À G A7 \d\(/3oA)(X)\ > ¡1 > 0. Alors il existe 
e4 > 0 etr3 G N tels que si F G C°°(Td x A, q) vérifie 

max• |^F(-,A)|r8 < e < s4, 

l'ensemble des paramètres À G A pour lesquels exp(A(X) + F(-, À)) n'est pas réductible 
est de mesure inférieure à cte • fi~1£1^3. 

Démonstration. — De la même façon que dans la démonstration du théorème 4.6.5, 
l'ensemble des À G A pour lesquels exp(A(X) + F(-,À)) n'est pas réductible est dans 
la réunion de l'ensemble des À G A pour lesquels A(X) £ CDt(i,a) et de celui des 
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À pour lesquels g(X) = A(X) + G(A(X), F(-, À)) n'est pas dans CDt(^,cr). Or avec F 
choisi comme dans l'hypothèse du théorème 4.6.5, pour toute racine /3 G A, 

| Ô A ( / ? O S ) ( A ) | > | . 

La mesure de l'ensemble des À pour lesquels exp(A(X) + F(X)) n'est pas réductible 
est donc majorée par 3^_1#(A)ra([—M, M] — CD(y,a)) où M = max^A |/3(Â(A))|. 
On conclut alors la preuve du théorème 4.6.7 comme dans la démonstration du corol­
laire 4.6.6. • 

Remarque. — En utilisant la notion de transvers alité à la Pyartli (cf. chapitre 6) 
ou de courbe non-planaire (cf. [22], [25]) on pourrait en fait démontrer à partir du 
théorème 6.2.1 une version plus générale du théorème 4.6.7 où l'hypothèse de torsion 
sur A (À), \d\(/3 o A)(X)\ > ¡1 > 0, est remplacée par une condition plus faible (de 
non-planéarité par exemple). 
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CHAPITRE 5 

DENSITE ET QUASI-DENSITE 
DES SYSTÈMES RÉDUCTIBLES AU VOISINAGE 

DES CONSTANTES 

5.1. Introduction 
Nous abordons dans ce chapitre l'étude de la densité des systèmes réductibles aux 

voisinages des constantes dans un groupe G compact semi-simple connexe. Le résultat 
principal est que si G est le groupe 50(3), 50(4), SU(2), SU(N), alors au voisinage 
des constantes les systèmes réductibles sont denses. Dans le cas où G est un groupe 
compact semi-simple connexe général, la densité n'est plus assurée, mais on obtient 
un résultat de densité modulo un revêtement xc-fini, \G étant un entier positif ne 
dépendant que du groupe G (celui défini au chapitre 2). 

Notons comme d'habitude C°°(Td,g) l'ensemble des fonctions lisses sur le tore 
d-dimensionnel et à valeurs dans l'algèbre g du groupe. Le résultat que l'on aimerait 
démontrer est le suivant : étant donné A € g, dans l'ensemble des A + F avec F G 
C°°(r£d,g)1 et \F\8o < So pour un certain s0 et un e0 petit, les systèmes réductibles 
constituent une partie dense. Le résultat que nous montrons est seulement le suivant : 

Théorème 5.1.1. — Soient G un groupe compact semi-simple, A G g un élément de son 
algèbre g et LÜ e CDd(^y,cr) (mod 1) c'est-à-dire satisfaisant pour tout k G Zd — {0} 
et tout l G Z, 

i ( * , » ) + i | > j £ . 

// existe £o,so > 0 e£ un entier \G ne dépendant que du groupe tels que, pour tout 
F G C°°(Rd/Zd,g) vérifiant \F\8o < e0 et tous s, s > 0, il existe F' G C°°(Rd,#) 
qui est XG^d-périodique, rendant (UJ/2IT,A + F') réductible modulo une fonction \G~ 
périodique, et satisfaisant, \(A + F') — (A + F)\s < e. D'autre part, si G = 5(9(3, R), 
SU(N) (N > 1), alors on peut prendre \G = 1? c'est-à-dire que l'ensemble des 
systèmes réductibles est dense dans 

{A + F, FGC°°(Td,</), |F|S0<£0}, g = so(3,R),su(N). 
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5.2. Description de la preuve 

5.2.a. La méthode d'Eliasson dans le cas SO(3,R). — La démonstration du 
résultat précédent repose sur une méthode introduite par Eliasson dans [9] et [10], 
dans le cas où le groupe G égale SL(2, R) (qui n'est pas compact) ou 50(3). Illustrons 
cette dernière dans le cas où le groupe G = 50(3), dont l'algèbre est l'ensemble des 
matrices anti-symétriques de trace nulle. Soit alors Ai G g = R3 et ad(Ai) G End(g) 
l'opérateur adjoint associé dont les valeurs propres sont 0, y/^ïai, —\/^ïai. D'après 
ce que l'on a vu au chapitre 3, si ai est diophantien, et si F\ G C°°(Td,g) est 
suffisament petit, il existe Y\ G C°°(Td,g) tel que 

( w ^ A i + F i O ) n{ey^) (^/2TT,A2+F2(.)), 

avec i ^ O bien plus petit que JFi(-) et A2 = Ai -h-Fi(O). Si les racines ±0:2 de A2 sont 
à nouveau diophantiennes, on peut recommencer la procédure précédente et ainsi de 
suite. 

Dans le cas où ai est résonnant il semble donc que l'on soit désarmé. L'idée d'Elias-
son pour obvier à ce problème (cf. aussi [21]) est que si l'on renonce à chercher une 
conjugaison proche de l'identité, il est possible de conjuguer dans tous les cas Ai + F\ 
à un système A2 + F2 avec F2 beaucoup plus petit que F\. En fait il est toujours 
possible d'enlever une résonance. 

Fixons comme au chapitre 3, oo G CD(^,a) diophantien, c'est-à-dire vérifiant 

V&GZd-{0}, |(fc,o;)|> 
T"1 

et deux suites KN, Nn avec KN > 'y21+aNnr. Notons an la racine à la n-ième étape 
de ad(An). 

(i) Si an est diophantien jusqu'à l'ordre iVn i.e. 

Vk, 0 < \k\ < 7Vn, \an - (k,u>)\ > 
K-1 

l*lT ' 

on peut appliquer la procédure décrite au chapitre 3. 
(ii) Sinon, vu l'hypothèse que l'on a faite sur 7Vn, KN, il est possible de montrer que 

l'inégalité précédente n'est violée que pour une valeur au plus de k, disons ko. 
Remarquons alors que la fonction 

Bn(x) =e-2w(fc°'af>A»/lA»l, 

est bien dans C°°(Td,G), et commute pour toute valeur de x à An. Ainsi, 

L^^Bn • B-1 + Ad(£n) • (An + Fn) = x+buy 
\An\ 

+ An + Ad(Bn) • Fn 

x+gb A™ 
\AnY 

-(k0,Lj) + \An\)+Ad{Bn)-Fn 
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Il apparaît donc, si on pose Ân = AN — (ko,cj)AN/\AN\, et Fn = Ad(Bn) • Fn, 
que Bn(-) conjugue (U/2TT, AN + Fn(-)) à (uj/2n,ÂN + Fn(-)) avec a(AN) = 
a(AN) — (ko,tj) très proche de 0, et Fn — Ad(Bn) - Fn guère moins petit que Fn. 

La remarque fondamentale est maintenant que, UJ étant diophantien, a(AN) 
qui est très proche de 0 peut être considéré comme diophantien jusqu'à l'ordre 
Nn. La procédure du (i) peut donc s'appliquer et on trouve un Yn conjuguant 
AN + Fn à AN+\ + Fn+i avec Fn+\ beaucoup plus petit que Fn. 

Ainsi, dans tous les cas on aura construit des suites An, Fn(-), Yn(-), Bn(-) telles que 

(1) ( 6 0 / 2 7 ^ + ( • ) ) W(cf-15n_i...e?15i) (o;/27r,An + Fn(-)), 

le terme Fn décroissant très vite avec n. Cependant, les Bn(-) étant loin de l'identité, 
il n'y a aucune raison pour que le produit intervenant plus haut en (1) converge. 

La densité dans ce cas est alors particulièrement facile à démontrer puisque l'égalité 
de conjugaison se récrit 

A , + F1 - Ad(0n) • FN = Lu;/27TGn • G"1 + Ad(Gn) • (An), 

avec 

Gn = e^-1Bn_i . - .e^51; 

or Fn tend vers 0 bien plus vite que ne croît Gn, si bien que le terme Ad(Gn) • Fn 
tend vers 0. Le résultat de densité est démontré. 

5.2.b. Etude du cas général 

Le problème des racines résonnantes. — Pour pouvoir transposer les résultats pré­
cédents au cas où G est un groupe compact quelconque, il faut tout d'abord être ca­
pable d'éliminer les résonances. Ce problème est plus délicat à résoudre que dans le cas 
50(3) du fait d'éventuelles résonances entre les racines elles mêmes. Par exemple pour 
G = 50(2x4), si on note /3±, j32,p3, Pi les racines de la base de Weyl, /?i+2/?2+/?3+/?4 
est également une racine. Supposons que par hasard, f3$(A) = PA(A) = 0 et f3±(A) = 
(fc,a;), fa(A) = \{k,oo). Alors, + 2(32 + P3 +/3^)(A) = 2(k,uj) est résonnant. Il est 
facile de voir qu'il est impossible d'enlever cette résonance (sans en créer de nouvelles) 
en ajoutant des entiers X{ aux /3i(A). En d'autres termes, on ne peut pas enlever cette 
résonance par des conjugaisons de la forme e2n(k'x>)H, k étant entier et H sur un 
tore maximal passant par A, vérifiant pour tout racine /3, 0(H) G Z. Si l'on cherche 
par contre un tel B avec k G \rLd cela devient possible; la conjugaison B est alors 
seulement 2cGZd-périodique (CQ étant le cardinal du centre de G). 

Le phénomène d'augmentation de période décrit plus haut n'apparaît cependant 
pas dans le cas où le groupe G = SU(N), du fait des relations particulières entre les 
racines. La démonstration de la densité dans le cas SU(N) est donc la même que celle 
du cas 50(3), modulo une procédure d'élimination des résonances que nous donnons 
au 5.3. 
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Dans le cas général, le résultat démontré est donc qu'à la n-ième étape, il existe une 
conjugaison Gn G C°°(RD,G), coPnZd-périodique, qui conjugue A\ + F\ à i n + Fn 
avec An G g, Fn G C°°(Rd,#), PnZapériodique où Pn G Z - {0}. 

Ainsi, Ai + F1 - Ad(BN) • Fn qui est très proche de Ax + F± dans C°°(Rd,#) est 
réductible mais seulement dans C°° (Hd / PnZd, G). Ceci n'est donc pas satisfaisant. 

Comment diminuer la période. — Il est cependant possible de diminuer la période 
précédente et de trouver une conjugaison BN G C°°(Rd/xGZd, G) où \G est une 
constante ne dépendant que du groupe. 

Ce dernier point utilisera les résultats montrés au chapitre 2. Appelons le 
temps 27r du flot associé à Ai + Fi(-). D'après les résultats du 1.4, Zi est conjugué à 
Zn modulo B = Gn. Ainsi, pour x G Rd, 

B(X + UJ)Z1{X)B(X)-1 = Zn(x). 

Ecrivant une égalité similaire pour k G Zd, et utilisant la Zd-périodicité de Z\, il vient 

B(x + k + tu)Z1(x)B(x 4- k)~x = Zn(x + k), 

ce qui donne 

B(x + k + u)B(x + u)'1 Zn(x)B{x)B(x + fc)"1 = Zn(x + ik). 

Posons 

Ck{x) = B(x + k)B(x)-\ 

et remarquons que Zn(x) est pratiquement constant égal à e2nAn, puisque Fn est très 
petit. Il vient alors 

Ck(x + u)ne2*A»Ck(x)e-2*A". 

Si 2irAn était générique (au sens du chapitre 2), et si l'approximation précédente 
était exacte, la minimalité de UJ entraînerait que Ck(x) (x G Rd) est constant égal à 
Ck G G. Il est possible de montrer qu'en fait Cu{x) K, Il apparaît alors que 

Ck+i « CkCi, 

et 

CkAn « AnC,. 

Ainsi les (Ck)kezd forment une famille presque abélienne. 

Supposons dans la suite qu'elle soit effectivement abélienne. On pourrait dire, 
d'après le lemme 2.3.14 du chapitre 2, que, pour un certain \G ne dépendant que du 
groupe, les C%G sont sur un même tore (maximal) TAN • Ceci permettrait d'étendre 
les Ck en C(x) défini sur Rd, à valeurs dans le tore maximal TAU et tel que, pour tout 
k G Zd, 

C(kxo) = CkXG. 
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Ainsi, si l'on pose 

B(x) = C(x)~lB(x), 

on a 

B(x + k)B(x)~1 = C-\x + k)B(x + k)B(x)-1C(x)~l 

= C(x + k)~1CkC(x)1 

et donc pour k G XG d̂, les trois termes précédents commutent et B(x + k) = B(x), 
i.e. B est X6?Zd-périodique. 

On a également 

L^^BB-1 + kd(B)(Ai + Fx) = An + Fn, 

soit 

A i + F i = • £ + A d ( £ ~ ^ (An + Fn) 

- L„/2«B-lB + Ad(5-1C)(Ad(C"1) - (An + Fn)) 

= L^i2^B-xCC-x)CC-xB + A d ^ C ) • (An + AdiC'1) • Fn) 

= L^B-'C) • (5~1C)-1 

+Ad(JB"1C) • (An + ( A ^ C - 1 ) ^ + Ad(C-x) • Fn). 

Remarquons que (Lu/2nC x) • C = este. Soit alors if G T^n ; on utilise le résultat de 
réductibilité en mesure positive montré aux chapitres 3, 4, pour établir que 

XH + An + ( L ^ C - 1 ) • C + AcKC-1) • Fn, 

est réductible pour un |À| < este • |Fn|a. Ceci montre que Ai + Fi — Ad(5) • (XH) est 
réductible dans Rd/cGFnZd. Mais comme l'on peut choisir À de façon que la constante 
à laquelle est conjugué le système soit générique, en utilisant la proposition 2.2.4 on 
voit que Ai + Fi — Ad(B)(XH) qui est dans Coc('Rd/XG^,g) est conjugué à une 
constante modulo Rd/xc?Zd. 

La démonstration se fera donc suivant le plan suivant. 
Après avoir procédé dans les sections 5.3 et 5.4 à l'étude des résonances entre les 

racines et montré que la procédure d'Eliasson peut être mise en œuvre, pourvu que l'on 
accepte des conjugaisons qui ne sont plus 1-périodiques mais seulement Pn-périodique 
(à la n-ième étape), nous donnons les estimées sur les Fn dans les sections 5.5 et 5.6 
et décrivons la méthode utilisée pour réduire la périodicité de la conjugaison au 5.7. 
Enfin nous concluons la démonstration du théorème au 5.8. 
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5.3. Résonances 

5.3.a. Notations, définitions. — Nous noterons CD(7, a) l'ensemble des UJ G Hd 
tels que, pour tout k £ Zd — {0}, 

\(k,u)\ : 7 \ 
1*1*: 

de même CD(7,<r) (mod 1) sera l'ensemble des co G Rd tels que, pour tout k € 
Zd - {0} et tout l e Z, 

\(k,w)-l\ > T'1 
1*1"' 

Considérons des entiers positifs AT, P et un réel K > 0 tels que 

(2) if > 21+ayPNa. 

Pour de tels nombres nous définissons les ensembles DS{N,K,P) = DSiJJ{N,K,P) 
des a G R « diophantiens jusqu'à l'ordre N », c'est-à-dire satisfaisant pour tout 0 < 
\k\ < N, k G Zd, (noter que, par rapport au chapitre 3, i = 0) 

(3) |a-(fc/P,u;)| >K~1. 

Son complémentaire sera noté RS(N, K, P) = RSUJ(N1 K, P). 

Enfin si L > 1 est un entier, nous appelerons DSu(N,P) (mod L~1) l'ensemble 
des a tels que, pour tout 0 < \k\ < N et tout / G Zd, 

| a - ( fc /P ,a ; ) - l 
L 

>K~\ 

L'ensemble RS(N,K,P) (mod L x) sera défini de façon analogue. 

Nous donnons maintenant le lemme suivant inspiré d'Eliasson ([9], [10]). 

Lemme 5.3.1. — Soient CJ G CD(y,a), P, N', N des entiers positifs et K > 
tels que N' > N et 

K > 21+(TyPN,(T (> 21+(T1PN(J). 
(i) Si a G RS(N,K,P) alors 

(a) il existe un unique ko, 0 < \ko\ < N tel que 

\a-(k0/P^)\<K-\ 

(b) et dans ce cas on a, a — {ko/P,uj) G DS(N',K,P). 
(ii) Siae DS(N,K,P) alorsa-(k/P,uj) G DS(N — \k\,K,P). 

Démonstration. — Pour (i)(a) : s'il existait deux k{ G Zd, 0 < \ki\ < N (i = 1,2) 
violant l'inégalité (3), on aurait 

\((k1-k2)/P,u;)\<2K~\ 

soit 

|(&i - k2,u)\ < 2K~1P, 
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Or, vu que UJ G CD(y,a), 

\(ki - k2,uj)\ > 
7"1 

\h-k2\° > 
7-1 

(2JV)° 

D'où il viendrait 
T"1 

(27V)* 
< 2K~1P: 

ce qui contredit (2) et démontre le point (i)a. 

(i)(b) : Maintenant, soit ko tel que 0 < \ko\ < N pour lequel 

\a-(k0/P,u)\ <K~\ 

Alors pour tout 0 < \k\ < N', on a 

\a-(ko/P,co)-(k/P,uj)\ > \(k/P,v)\-\a-(ko/P,u) 
> J^N'-'P-1 -K~\ 
x+hbujr 

vu que l'on a supposé, 21+aK 1 < 7 17V/ aP 1. Ceci montre (i)b. 

La démonstration de (ii) est claire puisque si |/| < iV — |&|, 

\a-{k/P^)-{l/P^)\ = \a-((l + k)/P,uj)\ 

x+dsuidr+d 

puisque \k + l\< \k\ + |/| < N. 

Supposons K > 20PN. 

Lemme 5.3.2. — Soient u; G CDdij.o-) (mod 1), K > 20PN et posons u; = (CJ, 1) G 
Rd+1. Si (3 G R vérifie 

\p\ < (1/20P)7V, 

et s'il existe ko € Zd, ¿0 G Z vérifiant 

\ko\+'\lo\ < 
N 

20(1 + M ) ' 

pour lesquels 

0-(ko/P,u>)- lo 
P 

£DSz(N,K,P), 

alors 

f3-(k0/P,u)£DSw 
N 

.20(1 + U ) 
K,P (mod l/P) 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 1999 



112 CHAPITRE 5. DENSITÉ DES SYSTÈMES RÉDUCTIBLES 

Démonstration. — Supposons par l'absurde qu'il existe 0 < \k\ < N/20(1 + |c«;|) et 
/ G Z pour lesquels 

(4) 1/3 - (k0/P,cj) - (fc/P.w) - l/P\ < K-1, 

alors 
| ï |<p( | /? | + i O + |fco|M + |fc|M, 

et, par conséquent, 

| / - / o | < |/| + |lo| 

< Pm + K-1)-^\ko\\u\ + \k\\u\ + \lo\ 

< 1 
4 

N. 

Mais alors, (4) implique 

\/3-(ko/P,u)- In 
p 

-(k/p,u) l-lo 
p 

<K-\ 

ce qui du fait de 0 < \k\ + \l- l0\ < N, contredit 0 e DSz(N, K, P) (mod 1/P). 

5.3.b. Elimination des résonances. — La méthode d'élimination des résonances 
repose sur le constat suivant : il est toujours possible, en résolvant des systèmes 
d'équations linéaires à coefficients rationnels, de ramener à 0 les racines résonnantes. 
Cependant cette procédure perturbe les racines qui auparavant étaient diophantiennes 
et qui pourraient très bien devenir résonnantes. Pour prendre en compte cette diffi­
culté, il suffit de procéder de la façon suivante : soit toutes les racines sont déjà 
diophantiennes, auquel cas il n'y a rien à faire ; sinon certaines sont résonnantes et on 
peut enlever ces résonances. Si cette dernière procédure rend résonnantes les racines 
diophantiennes qui restent, c'est que celles-ci n'étaient pas assez diophantiennes et 
on peut en fait les considérer comme résonnantes. On réitère alors l'algorithme pré­
cédent avec un ensemble de racines résonnantes initiales élargi jusqu'à aboutir à une 
partition en racines résonnantes d'une part et en racines diophantiennes qui restent 
diophantiennes après avoir ramené à 0 les racines résonnantes d'autre part. Ceci est 
contenu dans le lemme 5.3.4. 

Nous considérons dans cette section un espace vectoriel réel t de dimension w sur 
lequel sont définies q formes linéaires . . . , /3q. Nous supposerons que les (Pj)\<j<w 
constituent une base du dual de t, t* et nous noterons (î i)iG{i,...,«;} une base duale. 
Nous supposons en outre que les (0j)w+i<j<q peuvent s'écrire sous la forme 

s+shslq +slos s wlqs 
w 

k=l 

x+dke +l 

où les rrij^k sont des rationnels de la forme Vj^/e (vj^k et e dans Z), avec \VJ^\ < b. 
Si v est une matrice inversible extraite de la matrice (ra^), son inverse v~x est à 

coefficients dans Q ; comme les v sont en nombre fini, on peut toujours supposer qu'il 
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existe 6, D entiers positifs (> 1) tels que leurs coefficients soient de la forme x/D, où 
x £ Z est de module inférieur ou égal à 6. 

Nous poserons 

D = e2D. 

Si TV, K, P sont fixés comme dans la sous-section 5.3.a, nous définissons q+1 entiers, 
(Ni)i<i<a+i vérifiant Ni = N et 

Ni+1 >a-N{ì 

où 

a = max(462(ç + 1)221+<T7D1+T, 46(1 + q)221+ae, 40(1 + M)gfêi), 

où ci = 26(l + ç)2(l + 6)2e2*. 
Posons également 

Ni = 20(1 + M) • Ni. 

Constatons que 

2 - U -
2b(l + q)2(l + b)2e 

a 
d+djd 

Nous pouvons énoncer la proposition suivante. 

Proposition 5.3.3. — Soit K > 462 (q + l)221+ajDq+1N%+1, et A G t ; alors il existe 
p < q et des entiers k{ G Zd vérifiant 

Dgn((l - t)x 

où ci = 26(1 + q)2(l + b)2e2q, et tels que, si Von pose 

A — A-
w 

i=l 

(ki,cj) 
Dgn((l - t)x + t 

Hi, 

on ait, pour tout j < q, 

h(A) € DS((1/2)NP+1,K,D"+1). 

En outre, 

\A\<c7(l + \A\). 

avec c7 = oeil + <7Ì2(1 -h 6)2 + Cq. 

Démonstration. — Dans tout ce qui suit A G g est fixé. Nous montrons tout d'abord 
le lemme suivant. 

Lemme 5.3.4. — Soit E — {Pi(A),... ,Pq(A)}. Il existe une partition de E en 

E = (E H RS(NP, K, Dp)) U (E H DS{NP+UK, Dp+1). 
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Démonstration. — Posons Ri = RS(Ni,K,Dl), Dt = DS{Ni,K,Dl). Si a G Ri, il 
existe \k\ < Ni tel que 

\a-(k/D\uj)\ < K'\ 

donc 

\a-(kD/Di+\u)\ <K~\ 

et, par conséquent, a G #¿+1 puisque DNi < Ni+1. Ainsi, 

Ri C -Ri+i et .Di+i C -Dé­

posons alors p := max{i < q, Di H E ^ £>i+i n -E}. Nous avons 

Dp+1 DE = DpnE et donc £ = (Dp+1 n E) U (Rp n 

Nous poserons désormais 

Jrf = {i | 1 < i < q,$i{A) G W ^ i , ^ , ^ 1 ) } , 

et 

Ir = {i | 1 < i < q,0i(A) G RS(Np,K,Dp)}. 

Nous passons maintenant à la preuve de la proposition 5.3.3. 

Définition de Hr. — Pour j < w tel que j G /r, il existe lj, 0 < \lj\ < Np pour 
LOONIIÛLC 

\!3AA)-(hlD»,u>)\<K-1; 

nous posons alors 

f+bhdkd 

jeirn{i,...,w} 

Dgn((l - t)x + 

Définition de H^. — Pour j >w + l, nous avons 

(5) bn+rjd 
w 

rd+d1 
m,k/3k(A). 

Si en outre j G Ir H {w + 1,. . . , g}, introduisons l'élément G £*, 

d+vjh 
f+hj +djrd+e 

ff+fkd 

(i.e. nous ne retenons dans la somme (5) que les termes pour lesquels f3k(À) G 
DSW(NP+1,K,DP+1)). 

ASTÉRISQUE 259 



5.3. RÉSONANCES 115 

A présent nous extrayons de la famille (Pj)jeirn{w+i,...q} une famille libre (Pi)tel}. 
avec Ilr C Ir H {w + 1,... q} (l pour libre). Ainsi, pour tout j G Ir H {w + 1,. . . , q}, 
on a 

(6) v+b4d dr+x 

où les sont dans Q de modules inférieurs à b (puisque les g^t sont des mineurs 
extraits de la matrice (rriij)). 

Démontrons le lemme suivant : 

Lemme 5.3.5. -— II existe Hd G t, 

br+d10 
k€ldD{l,...,w} 

(xk,u)Hk, 

avec Xk = uk/eDDp, vérifiai 

WjiA-HJlKbqil + q)^1, 

et 
\uk\<e(l + q)2(l + b)2Npi 

\(xk,u)\<e(l + q)2(l + b)2\A\. 

Démonstration. — Puisque les Pj(A), j G Ir fl {w + 1,. . . , q} sont résonnants (G 
RSu(Np,K,Dp)), il existe lj, 0 < |/^| < Np pour lequel 

\Pj(A) - (lj/Dp,Lû)\ < K~x. 

Donc, d'après (5), 

keidn{i,...w} 
mjikpk(A) + 

keirn{i,...,w} 
mjMA)-(lj/DP,Lj) <K-\ 

soit 

d+bnlr 

keirn{i,...,w} 
mj,k(pk(A)-(lk/Dp,u)) 

+ 
keirn{i,...,w} 

mjtk(lk/Dp,w)-(lj/DP,oj) KK-1 

où 
\i3k{A)-{lk/DV,ui)\<K-\ 

pour k G Ir H {1 , . . . , w}. Par conséquent, 

W M ) - d+bnjr+ d 

keirn{i,...,w} 
mj,k(lk/Dp,uj) <K~l +qK~1. 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 1999 



116 CHAPITRE 5. DENSITÉ DES SYSTÈMES RÉDUCTIBLES 

Or nous avons : 

Lemme 5.3.6. — // existe (xk)keidn{i,...,w} dans Zd de la forme Uk/eDDp avec 

\uk\ed'e(l + q)2(l + b)2Np, 

et vérifiant pour tout t G Ilr, 

fee/dn{i,. ..,w} 
mt,kXk = SR 

DP 
keirn{i,...,w} 

bre eg 
DP' 

Démonstration. — Il suffit de résoudre le système précédent pour chaque coordonnées 
dans Zd. 

D'après la définition des ($)*€/£ les formes linéaires (J2keidn{i,... w} mt,kfik)teilr 
forment un système libre et par conséquent la matrice (rn>t,k)teil ,keidn{i,...,w} est de 
rang maximal. La théorie classique des systèmes linéaires montre alors qu'en égalant 
à 0 certains des Xk, on peut résoudre le système précédent et obtenir des Xk soit nuls 
soit de la forme 

x d+d br 
DP 

keirn{i,...,w' 
mt,k 

x 
DP 

teil 
(en colonnes) ou encore 

v-1 eU 
eDP 

dd +dls +dklkd 

vt.k h 
e DP 

ten 
v étant une matrice carrée inversible de rang maximal extraite de la matrice 

(m£,fc)*e/£,fce/dn{i,...,™} 

où mtlk = vt,k/e, \vtik\ < a. 
Ainsi les coefficients de v~x étant de la forme Wt,k/D, \wt,k \ < les Xk sont de la 

forme Uk/eDDp avec 

Kl < q(eNpb + qNpb2) 

< e(l + q)2(l + b)2Np. 

De la même façon, vu que 

k£ldn{l,...,w} 
mt,k(xk,u) = 

brte 
DP 

keirn{i,...,w} 
mt,k 

redd 

DP dggreze 

il vient les estimées annoncées pour (#fc,cj). Ceci démontre le lemme 5.3.6. 

Nous avons finalement prouvé que, pour t G Ilr, 

\Pt{A-Hd)\<K~l +qK~\ 
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D'après (6) il vient, pour j G Ir H {1 , . . . , w}, 

IfyiA-HJlKbqil + qW-1, 

c'est-à-dire la conclusion du lemme 5.3.5 • 

Conclusion. — Posons H = Hr + Hd. 

- Si i G Ir H {1 , . . . , w}, alors Pi(Hd) = 0 et 

fc(A -Hr- Hd) = (3i{A) - (li/D*,w), 

si bien que 

\/3i{A-H)\<K-\ 

et d'après le (i) du lemme 5.3.1, fa(A - H) G DS(NP+1,K,DP+1). 

- Si i € Id n {1 , . . . , s}, alors 

bred+d1d 
deslk +dld 

(xk,u)/3i(Hk), 

= (3i(A) - s(xk,uj), 

avec = uk/eDDp et 

K l <e( l + <7)2(l + &)2JVp. 

Le (ii) du lemme 5.3.1 et le fait que Pi(A) e DS(Np+i,K,Dp+l) montrent que 

j3i{A) e DS(NP+1 - e(l + q)2(l + b)2Np, K, ZF+1). 

- Si i e Ir n {w + 1,... ,q}. 

Pi(A-H) = 
W 

jut 

mij/3j(A - H) 

ytg 
j6/Pn{lf...,ti;} 

nui pi (A - H) + 

Dgn((l) - x)dt\ < -; 

mij(3j(A - H) 

= f3[(A-Hd) + 
jeirn{i,...,w} 

mij/3j(A - Hr) 

) {f{x) - x 
xs) - x)dt\ < -; 

gn((l - {x) - x)dt\ < -; 

Ainsi, 

|&(j4 - # ) l < + q)^-1 + qbK'1 < (1 + q)2bK~l. 

D'après le (i) du lemme 5.3.1, il apparaît que 

Pi(A -H)€ DS(NP+1,K,DP+1). 
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- Si i e idn{w + 1,...,^}. 

Dg{x) - x)dt\ < -;sks;lKlL 

Dgn(() - x)dt\ < -; 
w 

3 = 1 

mijPj(H) 

Dgn((lx)dt\ < -; 
j£lrn{l,...,w} 

mitjl3j(Hr) -
keidn{i,...,w} 

miik(3k(Hd) 

= Pi(A)-
jeirn{i,...,w\ 

miij(lj/Dp)u;) -
fc<E/dn{l,...,W} 

miik(xk,w). 

Ainsi, Pi(H) est de la forme 

Kj€lrn{l,...,w} 

Vijlj 
eDP •f 

Dgn) - x)dt\ < -; 

Vi,kUk 
e • eDDP 

i.e. de la forme (zi I Dp+l, UJ) (puisque D = e2D) avec 

\ZÌ\ < qDbNp + 0(1 + q)2(l + b)2eNp. 

Du fait de pAA) G DS(NP+1, K, Dp+1) il vient, d'après le (i) du lemme 5.3.1, 

(3i{A -H) e DS(NP+1 - 26(1 + q)2(l + b)2eNp, K, Dp+1). 

Ainsi dans tous les cas, 

0i(A -H) e DS(NP+1 - 26(1 + q)2(l + b)2eNpj Dp+1). 

avec \kj\ < 26(1 -h q)2(l + b)2eNp, pourvu que 

K > 4b2(q + l)21+a7L>A^. 

Or 

Np+1 - 26(1 -h q)2 (1 + 6)2eATp > ss +s4sd 26(l + g)2(l + 6)2e 
a 

NP+i 

> 1 -
26(l + a)2(l + 6)2e 

a 
NP+i 

> (1/2)7VP+1, 

vu le choix que l'on a fait pour a. D'autre part, 

\ki\ < 26(1 + <?)2(l + 6)2eiV 

Enfin, d'une part, 

\(xk,u)\<e(l + q)2(l + b)2\A\, 

ce qui entraîne 

\Hd\<qe(l + q)2(l + b)2\A\; 
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d'autre part, 

\Hr\ < q(ß№) + K~') < c • 1 • (\A\ + !)• 
Au total ceci prouve 

|^| < 07(1 + 
avec C7 = qe(l + #)2(1 -f b)2 + c • q. Ceci conclut la preuve de la proposition. 

Enfin : 
Corollaire 5.3.7. — Soit K > 4(40(1 -h \uj\))ab2(l + q)221+a^Dq+1N°+1, et soit A G t 
tel que \A\ < (l/20Dq)N ; alors il existe p < q et des entiers ki G Zd, vérifiant 

\ki\ < Ci -Np, 

où Ci = S\uj\Dqci, et tels que si Von pose 

A — A-
w 

i=l 

brtd1d 
DP+1 

Hi, 

on ait pour tout j < q, 

ßj(A)eDS(Np+1,K,D^1) (mod 
1 

b+r1d 
Z) 

En outre, 

\A\<c7\A\. 

Démonstration. — Appliquons la proposition précédente avec UJ = (u;, 1) à la place 
de UJ et d + 1 à la place de d. Il existe ainsi des entiers ki = (ki,li), \ki\ < c\Np, tels 
qu'on ait 

0j(A) - fi=0 
dv+tr1 

+dkjs 
, UJ 

TW j ili 
DP+1 

£DSz{{l/2)Np+1,K,DV+1). 

Posons 

A — A-
w 

i=0 

(kuuj) 
d+b1 

Hi, 

Alors pour tout j , 

Dgn((l - t)x + tj(x)); 
re 
dv 

TTljiki 
E>P+I ,UJ 

Remarquons que 
re 

dv 
Tft/j^iki 

DP+1 
< qbcxNp 

< qbci 

a 
bred 

< 
1 

20(1 + M ) 
dx+d1 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 1999 



120 CHAPITRE 5. DENSITÉ DES SYSTÈMES RÉDUCTIBLES 

d'après le choix de a. On peut donc appliquer le lemme 5.3.2 dont les hypothèses sont 
satisfaites pour prouver que 

pj(A)eDSUJ 1 
2 20(1 + M)" 

1ce Dgn- x)dt\ < -; (mod 1/Dp+1), 

c'est-à-dire ce que l'on voulait montrer puisque iVp+i > (1/40(1 + \CÜ\)NP+I. 

5.4. Rappels d'algèbre et applications 

Nous reprenons dans cette section les notations du chapitre 2 section 2.3.b. Nous 
supposons donc dans la suite que G est un groupe compact semi-simple, g son algèbre 
de Lie associée, t une algèbre torique maximale ; nous notons A = {a i , . . . , a^} l'en­
semble des racines par rapport à t et nous supposons que S = {a i , . . . , aw} est une 
base de Weyl. G étant compact, il en existe une représentation fidèle dans un U(L) 
(L entier > 1). Nous notons T(L) le tore maximal constitué des matrices diagonales 
de U(L). Nous notons toujours pi , . . . ,PL2 les poids relatifs à la représentation Ad op. 

De façon à retrouver les notations du paragraphe précédent, nous noterons f3\,..., pq 
les formes linéaires définies de la manière suivante : 

- pour 1 < i < q, Pi = a¿, 
- pour q+l<i<L2+q = q, Pi= Pi-q. 

Pour tout j > w + 1, il existe rriij à coefficients dans Q tels que 

Pi = 
w 

dvr 
TTlijPj. 

5.4.a. Le cas G = SU(N). — Dans ce cas la situation est plus simple puisque les 
les Pj non nuls sont les racines a G A. Le lemme 2.3.10 permet ainsi de montrer, si 
l'on reprend les notations du 5.3, que e = D = 1 et donc D — 1 (cf. 2.3.10). 

5.5. Comment se rapprocher des constantes 

Nous reprenons dans ce paragraphe les notations du 5.4 et montrons comment l'on 
peut se rapprocher des constantes en s'affranchissant des conditions diophantiennes 
sur les racines. 

Soient A £ g, tA un tore maximal passant par A, F G C°°(Rd/Zd,g), 

M = max(l, |J4|), 

et posons pour tout s > 0, 

Dgn) - x)dt\ < -; 
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De la même façon que dans la section 5.3, N\ = N est un entier, auquel on associe q 
autres entiers iV~2,..., Nq+i vérifiant 

Ni > aN^; 

nous ferons l'hypothèse qu'il existe v > 0 tel que 

(7) K = N">c3(u)N^.1. 

avec 

(8) c3(u>) = 160(1 + \u\)qb2(q + 1)221+<T7^+1. 

D'après le corollaire 5.3.7, il existe un entier 1 < p < q, pour lequel il existe w éléments 
ki de Zd, 

\ki\ < ci • JVP, 

tels que 

(9) A • 

i=l 

w (ki,u) 
vr+d41 

HieDS(Np+uK,Dp+1) (mod 
1 

sx Z). 

Montrons alors : 

Lemme 5.5./. — // existe A G tA, F G C°°(Rd/i}p+1Zd,5r), £e/s gue ; 

(10) (CC;/2TT,^ + F(-) ) K(B) (LU/27T,A + F(-)), 

avec 

B(x) = exp 2TT 
tu 

¿=1 

-(&à, x) 
x dx 

dsx 

i G £>S„ (7Vp+i, IT, ) (mod 
1c 

bhg Z), 

\A\<cr(\A\ + l), 

et 

(H) 1̂ 1. <c.(iVfe0+e.); 
en outre, 

\RNP+1F\s < C8i8i 
x frd 

Dgn((l{f{x) - x)dt\ < -; 

\B\8 < CSN;. 

Démonstration. — En effet, si on note 

B(x) — exp/W 
w 

i— 

•(ki, x) 
vred 

Hi), 

il apparaît que B est bien CQ • Dp+1 Zd-périodique où CQ est le cardinal du centre de 
G, tandis que Ad(B) et F sont Dp+1Zd périodiques. 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 1999 



122 CHAPITRE 5. DENSITÉ DES SYSTÈMES RÉDUCTIBLES 

En outre, 

LU/2*B • B-1 + Ad(B) -(A + F) = 
S 

i=l 

btf+ 1 

b tf 
Hi + A + Ad(B) - F, 

car, B(-) et A commutent puisqu'ils sont sur le même tore maximal. Ainsi si on pose, 

Â= -
w 

1=1 

(ki.Lü) 
dvrd 

Hi + A, 

et 

F = Ad(J5) • F, 

la formule (10) est vérifiée. 
En outre, d'après (9), A G DS(NV+1, K, £>P+1), et 

\F\a < cs(\ Ad(B)\0\F\s + I Ad(B)\0\F\s) 

<cs(N*e0+es). 
Pour la dernière inégalité, il suffit d'utiliser le fait que 

7ri(F)=e-^k^/DP+\i(F), 

où TTJ désigne la proiection sur CH{. Ceci achève la preuve du lemme 5.5.1. 

Nous allons à présent appliquer le lemme 3.4.2 du chapitre 3 pour prouver la 
proposition qui suit ; nous attirons l'attention du lecteur sur le fait que nous changeons 
de notations par rapport au chapitre 3 (A et A deviennent respectivement A et A'). 

Rappelons que nous avions défini au chapitre 3 (cf. formules (26) et (2)), 

(12) a± = 6m max(cr, r) + d 
2 

btred 

(13) a2 = 4(6m2 max(cr, r) + d 
2 +-3gi/) + 1, 

(où m est la dimension de l'algèbre g) ainsi que des constantes ci,s,cS,C7 (cf. équa­
tion (13) du lemme 3.3.1 et les lemmes 3.4.1, 3.4.3). 

Lemme 5.5.2. — Si Von suppose 

(14) c1,0(c7M7V„+1)ai£o < 1, 

il existe Y G C°°CRd/DP+1Zd,g), A' e g, F' e C°°(Rd/Dp+1Zd,g) tels que 

(W/2TT, A'+ *"(•)) K(eY) (U/2TT,A + F(-)), 

et, si on note s' = \F'\S, on a : 

e's < cscts(^)^12r(p+1)(MiVp+1)4ai(^ +eoe.) 

+ C8i vrd 
Dgn({x) - x)dt\ < -; 

D(p+l)(8'-8)^ 
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et 

\A'\<c7(\A\ + l), 

(15) \Y\. < cschs(MNp)^(N;s0+ss). 

Démonstration. — Vu que Â € DSu}{Np+i,K,Dp+1), on a 

A £ DSU/DP+1 (TVp+i, K, 1) 

Remarquons que puisque w € CD(-y,a) on &w/Dp+l € CD(-yDp+l,<r). D'autre part, 
vu que ci 5 = c5 • (2 + M)3™2 • (1 + -y)3r, il vient 

(16) chs("/Dp+1) = c • ci,.(u) • D3r<p+1\ 

Remarquons également que si M = max(l, |̂ 4|), 

(17) M < c7M. 

Appliquons alors le lemme 3.4.2 du chapitre 3 (ce qui est possible vu (14) et (11)) 
à 

A + F0(x) := A + F{Dp+1x)-, 

(on prend les fonctions constantes en À) ; notons que F0 G C°°(Rd/Zd,g). Il existe 
donc Y0 G C°°(Rd/Zd,g), A'0 G g, et FQ G C°°(Rd/Zd,g) tels que 

UJ 

2TTI>+1 
A + Fo(-) K(eY°) UJ 

Dgn - x)dt\ < -; 
4 , + F ^ ) ) , 

avec 

gh) - x)dt\ < -; UJ 

+1fc 
(M7Vp+1)4ai (IFOMFOIO + <v|*bl2) + IFoUrN^l-*-^. 

Rappelons alors que 

(18) \F0\S <ct(N'\F0\0 + \F0\t), 

et 

\RNP+1FQ\S < CS> 
\Fo\.> 

( W p + l - W — * - ! ' 

par conséquent, tenant compte de (16-17) il vient 

|^|. < csclS^)Dl2r{p+1){MNp+1)^{{N;\F0\o 

+ \F0\s)\F0\o + \F0\l) + cs, \F0\.> 
(Np+1 - Ay-(s'-s-d-i) • 

Ainsi, vu que 

c-i . D-ip+i)s\F,\s < |F,|G < C. D-(IH-I). |^|SJ 
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il vient 

\F'\s < cscls(cü)D12r^(MNp+1) 4 a i № o + ^ o ) 

•f C8i ddrdd 
Dgn((l - t)x + tj(x) 

D(s'-s)(p+l) 

Ceci démontre l'estimée relative à e'8. 

Enfin, le lemme 3.4.2 du chapitre 3 montre que 

\Yo\s<chs(MNp+1)a*\Fo\s, 

ce qui compte tenu de (18) et (17) donne l'estimée (15). 

Au total, 

Proposition 5.5.3. — Si coC\$(MNp)aiSo < 1, alors il existe un entier 1 < p < q, et 
des A' e g, F' e C°°(Rd/D^+1Zd,^)7 B e C°°{Kd/cG • £>p+1Zd,G) tels que 

(^/2TT,,4' + F') 11(B) (u>/2n,A + F). 

e's < csctsM^12r^+1)(M^p+1)4ûl(^o +eoe8) 

vrd 
vrd+1 

(Np+1-Npy-^- idd 
D(p+l)(s'-s)^ 

\A'\ <<*№ + !), 

\B\s < cs(N£ + (MNp+1)^(N;eo +S,)). 

Démonstration. — En effet comme le groupe G est compact, 

\eYB\s < c5(|ey|5 + \B\,) < CS(N; + {MNp+1f >(N;e0 + es)). 

Nous énonçons maintenant un corollaire immédiat, 

Corollaire 5.5.4. — SiAeg,Fe C°°(ILd/TZd, g), et si 

c0cli0(MNp)a's0 < 1, 

alors il existe un entier 1 < p < q et des A' e g, F' e C°°(Rd / Dp+1TZd, g) et un 
B e C00(TLd/cGDp+1TZd,G), tels que 

(W/2TT,A, + F,( .) 11(B) (ÜJ/2TT,A + F(-)), 

e' < cscLM(T^^+1))12^M7Vp+1)4^(iV^ +e0ea) 

s+c4= 
Ss' 

[Np+l - Npy s-d-i 
Dgn((l - t) 

\B\s < CS(N; + (MNp+1rTS(N;e0 + e,)). 
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M' < c7M. 

Démonstration. — Il suffit en effet de poser A + F0(x) = A + F(T-x), et d'appliquer 
les résultats qui précèdent ; il existe ainsi A'FQ tels que 

LU 

2TTT' 
f+f0 R(flo) 27rT' 

dkd +df0 

avec 

(19) |̂ ol« < CSC4,s(u)' T12RD12R(P+1) (MNP+1 )4AI TS (ATS£2 + ese0) 

f+f=d 
sS,TS' D^'SKP+V 

(Np+1 - JV )-(.'—¿-1) • 

|^'|<c7(M| + l). 

Comme \F'\S = T S\F¿\S, on vérifie les estimées ; ceci conclut la preuve du corollaire. 

5.6. Estimations 

Nous montrons dans cette section : 

Théorème 5.6.1. — Posons M = max(l, \ A\). Il existe des réels so G N,£o > 0 et un 
entier P > 0 tels que : pour tout A e g et F e C°°(Td,g) vérifiant 

1*1.0 < SO, 
il existe des suites (n > 1) d'entiers 1 < pn < q, Pn > 1 et des suites An G g, 
Fn G C00(Kd/PnZd,g), Gn G C°°(Rd/cGPnZd,G) telles que 

A1+F1= Lu/2irGn • G-1 + Ad(Gn) • (An + Fn), 

\An\ < Mn, 

Pn = D^+1Pn_u P1 = l, 

< Fn_1 < Pn. 

et pour tout s > 0, 
\Fn\. = 0(N-°°), 

(20) Dgn((f{x) - x)dt\ < -; 

5.6.a. Notations, définitions. — Nous référant aux définitions du 5.3, nous po­

sons 
P = (4c7)MlXGDqcG, 

([ ] représente la partie entière), et nous notons an, 

an = 4b2(l + g)22i+*7p(n-i)(i+g). 
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Définition de (3o,so. — Nous posons, rj = 1/26, et choisissons 2 > /i > 1 tel que 
7a — 6aq+1 = 1/2, ce qui est toujours possible (q > 1) ; remarquons qu'alors, 

6/1 < 6fiq < 7, 

ce qui entraîne, 

(21) d+ <xw0 7 
" 6' 

soit 

w+< d fre 
re 

3 
^ 2 -

Nous définissons également (cf. (12), (13)) pour les définitions de ai,a2) 

a4 = max(4ai/i9+1,12r, (q + 1)), 

a5 = 2/z(d + 1) + 4, 

M = max(c7,Mi), 

s0 = 77max(2 + a4,a5 + /i(d + 1) + 2), 

f = 2 
"3V x+old sd= 

En particulier on a 

(22) A) > 2(a4 + 2), 

puisque 

vr+dk 2 
3 

(M - rj)so > 
2 
3 

1 -
1 

26 
•26- (a4 + 2), 

et 

(23) n-rj 
dsk ds+sdb 

> 6 
btr 

Définition de ÔQ. — Si S > 0, nous définissons 

N(S) = 6-1^°1 

et pour n > 1, 

Nn(â) = NWW1. 

Posons pour 1 < i < q + 1, 

Nnti = NZ\ iVnfi = 20(1 + M)iVnii. 
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Lemme 5.6.2. — Posons v — l + //9+1cr et Kn = ; il existe un réel 3 > So > 0 
tel que, pour tout 0 < S < So ce qui suit est vérifié pour tout n > 1 en posant 
N = N(S) : 

(24) Nn,i > max(2,an)iVn,i-i, 

(25) Kn > 21+°lnP{1+q)nNn,q, 

(26) Nn,q+i < iVn+i,i, 

(27) 7Vn,i+i - Nn,i > (l/2)Nn9i, 

(28) cS0chS0(u;)4M?*(4Pc7)na* < Nn. 

Démonstration 
Pour (24) : Si 0 < S < ¿0, on a pour tout n > 1, 

Nfr-V > 462(1 + a)22i+^7p^(i+ç) = an, 

si l'on a choisi So > 0 suffisamment petit. Ainsi, on a toujours, 

= N»' = TV^-D^-1 . Nnj-i > max(2,an) • A ^ . 

Par conséquent la relation (24) est bien vérifiée. 

Pour (25) : D'autre part, vu que Nn(S) = N(S)(^n \ on a pour tout n > 1, 

Nn > 21+<77Pn(1+<?)2, 

pourvu que So > 0 soit suffisamment petit ; de ce fait, si on pose v = 1 + 

K>21+°7nP{1+q)nNn,q+u 
alors Kn = N% satisfait bien à (25). 

Pour (26) : il suffit de constater que fiq < (3/2). 

(27-28) se démontre comme (25). • 

5.6.b. Premières estimées. — Nous prouvons à présent : 

Proposition 5.6.3. — Si \F\So < So, alors pour tout n > 1, il existe des entiers 1 < 
Pn < Q, Pn > 1> et des éléments 

An eg, FnG C°°(Rd/PnZd,g), Gn G C°°ÇRd/cG • PnZd,G), 

Ad(Gn) étant PnZd-périodique, qui vérifient, si on pose Mn = max(l,|An|)? sn,s — 

\Fn\s (s e N ; , 

A!+F!= L„/2wGn • G'1 + Ad(Gn) • (An + Fn), 

Pn=Dp^+lPn-U P1 = l, 

Pn < Pn~l, 
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(29) \Mn\ < <%MU (or > 1), 

(30) Mn\ < <%M 

(31) Mn\ < <%M 

(32) |Gn+i |s<cs(«Pn Dgn((l - t)x sssssssssss+ tj(x)) - IWDDSXDX 

Démonstration. — La démonstration de cette proposition se fait par récurrence. Po­
sons N = N(Si) où ¿1 est à déterminer et remarquons que si N(Si) est suffisam­
ment grand c'est-à-dire si Si est suffisamment petit, la proposition est vraie à l'ordre 
n — 1. Supposons la vraie jusqu'à l'ordre n = i. Remarquons que puisque a\ > ai, si 
0 < S < 50, 

(33) ci,o(MnATn,Pn+i)ai£n,0 < 1. 

Or 
С1)0(МпЛГ„)Р„+1)а1£„,о < d^M^Nf^N-esssssss*. 

Comme (3o > /jqa + 1, ceci donne le résultat (33) pourvu que l'on ait choisi N(S) = 
j-i/A) suffisamment grand c'est-à-dire S < Si suffisamment petit. 

Puisque P a été choisi de façon que Pn+i — PnDPnJtl < Pn, il est possible d'ap­
pliquer le corollaire 5.5.4, qui fournit, 

An+1 e g, Fn+1 e C°°{^d/PnD^+12fi,g), Bn € C^(KD/cGPnD^1ZD, G), 

tels que 
(oj/2n)An + Fn)sssssss n(Bn) (u;/27r,An+i+Fn+i), 

et 

(34) en+il8 < cscliS(u)4P12rn(MnNn,Pn+1) 4ûl (Nn,Pn£n,0 + £n,0£n,s) 

+ cs> 
pn(pn+l)(s'-s)F 

(-^n,pn+l Nn^pn)s s d 1 

Compte tenu de Nn „ +1 < N%9+1, de a4 > max(4ai)L/G,+1,12r) et de 

Nn,Pn+1 -Nn,Pn > (l/2)ssssNn,Pn+1 > (1/2)N£, 

on obtient les inégalités 

Mn\ < <%M DID PÉ56DBG<-É" Mn\ < <%SSSM DD S)=SKLDGD 

+ cS'(2P)na^s'-^N-^s'-$-d-1hn,sl. 

et 
Mn+i < c7M„. 
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Récrivant ces inégalités avec successivement, s = s' = SQ, et s = 0, s' = SQ, on a 

(35) en+i.,0 < c.0c1,.0(w)4Po«nAf^Wt-",+1'»4i0 

4ûl (Nn,Pn£n,0 + £n,0£n,sSSSSS 

(36) £„+i,o < coCl,o(u>)4Pa4nM^iV^4i0 + C o P ^ - J V - " ^ - - - ! ) ^ ^ 

M„+i < crMn (37) 

Lemme 5.6.4. — Si les inégalités (29-31) sont vérifiées pour tout, n < j , alors elles le 
sont aussi pour j + 1. 

Démonstration. — Supposons la proposition vraie pour n < i. Alors, vu que Mn < 
cl}Mi et que Ton a (28), il apparaît que les équations (35-37) se récrivent 

en+i,.„ < Nn(N?+",+1'°e2nt0 + N^en,0sn,So) + NnN^d+1hn,$0, 

(38) 4ûl (Nn,Pn£n,0 + £n,0£n,s dkSSSSSSskkd 

Mn+1 < c7Mn. (39) 

(a) Les inégalités (37)n, (29) montrent 

Mn+1 < c7Mn < 2c7(2c7)nMi 

ce qui établit (29)«+i. 

(b) Tenant compte de (35-36) on voit que, pour vérifier (29)*+i, (31)*+i, il suffit 
de s'assurer que, pour tout i > n > 1, 

(40) Nn(N^9+lsoN-2/3° + N^N-PoN?) + NnN%id+1)N%5 < A^3/2)û5. 

(41) NnN^N~2^ + NnN-^SQ-d-^N^ < A^-(3/2^0, 

soit 
Nl+aA-{l/2)(30sssss _|_ ^l-//(s0-d-l)+a5 + (3/2)/3o < 

l̂+a4+M9+1sdsssso-(3/2)a5-sdsdss2/3o + jyl+a4-/30-(l/2)o5 +ssssssss(d+l)-(l/2)a5 < j 

Or le choix de /3Q , so montre que 

(42) l + a4-(l/2)A> < - 1 , 

(43) 1 - («o - d - l)n + a5 + (3/2)0o < - 1 , 

(44) 1 + a4 + nq+1s0 - 2/30 - (3/2)o6 < - 1 , 

(45) l + a 4 - / 3 o - ( l / 2 ) a 5 < - l , 

(46) l + , i (d+l) - ( l /2)o5 < - 1 . 
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En effet : 
- (46) est immédiat d'après la définition de ; 
- (45) et (42) découle de (30 > 2(a4 + 2). 
- pour (44), remarquons que a4 + 2 — ( 3 / 2 ) < rjso, et par conséquent, 

-a4 - jiq+1s0 + 2ß0 + (3/2)a5 - 2 > 2ß0 - (nq+1 + rj)8^ 
Nn(N?+",+1'°e2nt0 + NDS^en,SSSDD 

> (/i - r?)s0 4 //ç+1+77v 
3 p, - r/ 

> 1 -
1 

26 s0 
4 7 
3 6 

> 0. 

- en ce qui concerne (43), constatant que //(d+l) + a5 + l < 2(<i+1) + «5 + 2 < rjso, 
on peut écrire, 

-(s0 -d-l)u + ab + (S/2)ß + 2 < tjs0 - us0 + (3/2)/? 

< (rç - ji)s0 + SSSS(3/2)/? 

< (77 - /i)s0 - (^ - r7)s0 

< 0; 

Ainsi les inégalités (41-40) sont toujours vérifiées dès que N(S) > 3, ce qui est bien le 
cas vu le choix fait pour SQ : le lemme est démontré. • 

Enfin comme le groupe est compact et que 

Gn+i — eYnBn • Gn — Bn • GN, 

on a 
|^n+lU < cs(\Bn\s + l^nls), 

et compte tenu de (19), on obtient (32) à l'ordre n + 1, ce qui termine la preuve de la 
proposition 5.6.3. • 

Simplifions un peu les notations en remarquant que d'après (28), (34) se récrit 

(47) en+M < cs(Nn+a^9 sel0 + N^en,oen,s) 

+ cs, (2P)na^s'-^N-^s'-s-d-Ven,s>. 

5.6.c. Estimées plus fines. — Introduisons la 

Propriété (Q(f3, s)). — Pour tout n > 1 et s > 0 on a 

eN,8 = 0{N£*) et en# = O(N^). 

La proposition suivante est alors vérifiée : 
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Proposition 5.6.5. — Si Q(f3,s) est vraie avec s > SQ et ¡3 = (2/3)(¡1 — rj)s (donc 
> (3Q), alors Q(/3', s') est vraie avec 

vr6= d 2 
3 

(u - tj)s', vrd 8 
7 

5. 

Démonstration. — Montrons tout d'abord, 

Lemme5.6.6. — Si Q(/3,s) est vraie avec s > so, fi = (2/3)(/J — r])s ((3 > (3o), alors 
Q(j3,s') rest également pour s' = (8/7)s. 

Démonstration. — L'inégalité (47) montre avec s' = s et en majorant (2P)a4n par 
Nn que 

dssj <kszs Ên+i,.' < cs,Nn[en,AN%id+1)+1 +4oC+1 

L'hypothèse nous permet d'affirmer, 
Ên+=C+1) +K+a^"+ls'el0], 

où C/3 > 1. On a ainsi 

Ên+i,.' < cs,Nn[en,AN%id+1)+1 + 4 o C + 1 ) +K+a^"+ls'el0], 

soit 

(48) vrd++dks Ên+i,.' < cs,Nn[en,AN%id+1)+1 +4oC+dddddd1 

Or d'après le choix fait pour (3 (/3 > (3Q), 

(49) l + a4 - / ? < - 1 ; 

prouvons que 

(50) l + a 4 + / ^ + V - 2 / 3 < - 1 ; 

en effet : 

1 + a4 + j ^ + V - 2̂ 9 + 1 = a4 + (8/7)/^+1s sssss- (DDDD4/3)S(A* - »7) + 1; 

or, 1 + a4 + 1 < ryso < 77s', d'où 

a 4 + ^ + V - 2 / ? + 2 < ,8 
v7 

d+dld 4 
3 

(fj, - rj) + 77)5 

< 8 
7 

( ^ + 7 7 ) -
4 
3 

(u - n))s 

< 
4 
3 

s(/i-rj) 24 + 77 
28 //-77 - 1 

< 4 
3 

s(/i - 77) 24 7 
28 6 

- 1 

< 0. 

Nous pouvons par conséquent écrire en place de (48), 

Ê1) +K+a^"+ls'el0], (iV£(d+l) + l + dd kdSSSS+djd 
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Le lemme 3.5.4 du chapitre 3 montre alors que 

Ên+i,.' < cs,Nn[en,A 

puisque 
a5 >2(jx(d+l) + l) + l, 

ce qui achève la preuve du lemme 5.6.6. • 

Nous pouvons maintenant terminer la preuve de la proposition 5.6.5 : la formule (47) 
montre que (s = 0), 

£„+i,o < coN*+a<£ о + ct.(2P)a*n''N-^''-d-1\ 
et on sait en outre que en$ —ï 0. Le lemme 3.5.3 du chapitre 3 montre que pour 
tout 2(a4 + 2) < /3' < §(//(«' - d - 1) - 2) on a £n,0 = 0(N^'). En particulier, 
/3* = (2/3) (¡1 — n)s' convient car pour s' > SQ, 

(fJL-vW < M*' ~d- 1) - 2 , 

vu le choix fait pour s$ (rjso > //(d + 1) + 2). • 

Au total l'application des lemmes précédents nous permet de construire des suites 
Pi, Si (i > 0), avec s0 = SQ, 

Ên+i,.' < cs,Nn[e 

s+s14/ 1 

pour lesquelles Q(Pi,Si) est toujours vérifiée, et il est évident que si,Pi —> oc. Pour 
conclure notre propos il ne nous reste plus qu'à vérifier : 

Corollaire 5.6.7. — Pour tout s > 0 et tout P > 0, on a 

sn<s = 0{N-<3). 

Démonstration. — En effet, la formule (47) nous permet d'écrire, avec s' = s», 

Sn+i,s<cs(Ni+DDDa^q+lse2nfiSSSS N^en,sen,0)+cSien,Si(2PrnSiN-^s'-s-d-^; 

ainsi, vu que Q(A>SJ) es* vérifiée, 

Ên+i,.' < cs,Nn[en,AN%id+1)+ Ên+i,.' < cs,Nn[en,AN%id+1)+1 +4oC+1)DDD 

et comme 2 + a4 < pi/2, 

Ên+i,.' < cs,Nn[en,AN%id+1)+1 +4oC+dskd+dklskDDDD 

Le lemme 3.5.4 du chapitre 3 montre que 

en,8 = 0(N^<), 
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avec 

7* = - 1 + 3 min f 2 ^ !» A ~ A*** - («5 + + d + 1)) j ; 

il est clair que ji —¥ H-oo, et la conclusion du corollaire est avérée. • 

Pour terminer la démonstration du théorème 5.6.1, remarquons que comme £n,s = 
0(iV-°°), il vient de (32) 

I G n U ^ c ^ J V ' ^ ^ + IGn-iU), 

c'est-à-dire 
ICI . < ^ ( i v ^ i . p ^ + Nsn-2,Pn^ + ••• + N;IPI), 

et comme d'après (26), 

Ns > Ns „ > • • • > TV? 

on obtient 
\Gnts\s < nCsN^^ < (2cs)nN^_hPn_l, 

ce qui est (20). 
La démonstration du théorème 5.6.1 est terminée. 

5.7. Comment diminuer la période 

5.7.a. Utilisation de la minimalité. — On a la proposition suivante : 

Proposition 5.7.1. — Soit Ao G u(L) dont les valeurs propres de Vadjoint ad(Ao) G 
gl(u(L)) (les poids) sont toutes dans DSuiN, K, P) (mod 1) et soit C G C°°(Td, U(L)), 
tel que, pour tout x G Td et tout s, 

(51) \C(x + u)- e2nAoC(x)e-27rAo\s < es. 

Alors, pour tout s' > s, 

\C(x)-C(0)\s < 2esKN + as,N-(s'-s-d-V\C\sl, 

où ast > 0 est une constante ne dépendant que de s'. 

Démonstration. — Comme Ao est toujours unitairement diagonalisable, il suffit de dé­
montrer le résultat quand Ao est diagonale d'éléments diagonaux Ï0i , • • • ? V~Ï</>L-

Ainsi, ad(^o) est une matrice diagonale d'éléments diagonaux les y/—l(<j)i — <f>j), 1 < 
i,j < L. Nous considérons d'autre part C(-) comme étant à valeurs dans M(L,C) 
et nous notons (Ci j (•)){, j 1 < i, j < L les coefficients de la matrice C(-), si bien que 
CiA') e C°°(Td, C). Comme 

e2^(Cij(x))ije-2^ = (e2^^-^CiJ(x))ij1 

l'inégalité (51) se récrit pour tout 1 < i,j < L, 

dj(x + w) - e ^ ^ - ^ i l C y W < s s, 
S 
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pour tout s G N. Si on note Cij(k) le k-ième coefficient de Fourier de Cij(-), on a en 
particulier pour tout k G Zd — {0}, 

Ên+i,.' < cs,Nn[en,AN%id+1)+1 +4oC 
\k\* 

et donc 
Cii,j(^)l|e2'rV^î((fc'a')"Wi"^)) < dxx 

\k\s' 
c'est-à-dire, vu que les valeurs propres de ad(Ao) sont dans DS(N,K,P) (mod 1), 
nniir fnnf O ^ \h\ <^ AT 

Ên+i,.' < cs,Nn[en,AN% 

Par conséquent, 

0<\k\<N 

Ên+i,.' < cs,Nn[en,AN%id+ I < 2NKes; 
\s 

d'autre part, d'après l'inégalité (43) du chapitre 3, pour s' > s > 0, 

\k\>N 
Cij(k)e2*^k>-ha ; < a*' 

1 
jys'-s-d-l 

v+dls 

On en déduit donc 

!<?•,,•(•) - ^ ( 0 ) U < 2iVKe, + a,, 
1 

jys' —s — d—1 
v+dls 

Ce qui est la conclusion de la proposition 5.7.1. 

5.7.b. Un lemme de géométrie algébrique réelle 

Proposition 5.7.2. — Soient (Ck)keZd> U des éléments de G, P G Z, tels que, pour 
tout k,l G Zd, 

Cl = Id, \Ck+i - CkCi\ < 77, \CkU - UCk\ < n. 

Alors, il existe un entier \G et des constantes positives a, a ne dépendant que du 
groupe G, un U' G G, un tore maximal T contenant JJ'XG et un morphisme de groupes, 

T : TLd/(PXG)Zd —> T 

tels que, pour tout k G Zd, 

\U-U'\ <a-d2ana, 

\CXGk-T(XGk)\ <aXGPd2ar, 

pourvu que 0 < n < este • P1/2. 
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Démonstration. — Soit E le sous ensemble semi-algébrique de Gd+1 des (<i+l)-uplets, 
(u\,..., Udi V), vérifiant pour 1 < i,j < d, 

w+sls+sj 

et 
UiV = VUÍ. 

Définissons également, 

f(uu...,ud,V) = 
i<i<j<d 

\UiUj — UjUi\ + 
l<i<d 

\UÍV - VUÍ\. 

Il est clair que f(ui,... Ud, V) — 0 si et seulement si 

àistUu!,... ,ud,V)\E) = 0, 

où dist représente la distance euclidienne à l'ensemble E (on a plongé G dans M(L, R)). 
Les deux fonctions / et dist(-,.E) étant semi-algébriques, on peut appliquer les inéga­
lités de Lojasewicz (cf. [1], prop 2.3.11 p. 63) qui assurent l'existence de deux réels 
positifs, a, a tels que 

f(ui,...,ud,V) > adist((ui,.. .ud,V);E)a. 

Posons €{ — (0,... ,0,1,0.. . ,0) G Zd (1 à la i-ème place) et ui = Cei. Il vient 
f(u±,..., ud, U) < d2n, donc 

dist(m,...,îx d, [/),£) <a-d2ar)a. 

Ceci démontre qu'il existe 1^., i = 1,. . . , d et U', tels que la famille (r^ , . . . , Y'ed, U') 
soit abélienne et vérifie 

|r;. - Cei | < arjad2a, \U' -U\< arfd2oc. 

Définissons alors, 

k €\qs Ed 

et rappelons le lemme élémentaire suivant, 

Lemme 5.7.3. — Choisissons une norme Ad-invariante sur g et soient (#¿)i<¿<n une 
famille d'éléments de G et (/i¿)i<¿<n de g. Notons h = sup \ hi\. Alors si a • nh < 1, 

\(x1e
hlx2e

h2 --xne
hn)(xi •••x n )~ 1 - Id | < a • nh. 

Démonstration. — Il suffit de remarquer que 

x^ehxxoeh'1 --x„ehn(xA --Xrù 1 = #ie^x, xx^xoeh2 • • • ehnx„1 • • • x. 

= Ad(a?i )e / l 1 • • • Ad(a?i • • • xn)e
hn 

Vu que | Ad(^) • eh — Id | < aft, il vient que le terme à estimer est de norme inférieure 
où égale à (1 + ah)n — 1. L'hypothèse anh < 1 donne la conclusion. • 
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Ainsi, vu que 

\Ck-C%.--C%\<aPdr,, 

si aPdrj < 1, on a pour tout \k\ < P, 

\Ck-T'k\ < aP(d2ana+ dn) 
< 2aPd2oLrf. 

(vu que l'on a choisi, rj < cP1^). 

Le fait que , . . . , Y'€d, U' commutent et l'utilisation du lemme 2.3.14 du chapitre 2 
montrent qu'il existe \G ne dépendant que du groupe tel que U'XG et les T'*G sont 
sur un même tore maximal T. 

Enfin, on a 

lrPxGe, -CPxGei\ <aXGPd2^, 

c'est-à-dire 

\T'e*G - W | <aXGPd2ava; 

il existe donc sur le tore T des éléments Te. vérifiant 

r£*°=Id et |r*f -V™\ <axGd2ar,a. 

Posons Fk = - • • ; on a, utilisant à nouveau le lemme 5.7.3, pour tout k G Zd, 

|rf -CkXG\<aXGPd2aVa. 

Par définition les 1^, U' forment une famille abélienne. Le lemme 2.6.5 du chapitre 2 
assure l'existence d'un morphisme comme T, ce qui conclut la démonstration de la 
proposition. • 

5.7.c. Approximation de fonctions Zd-périodiques par des fonctions p~1Zd-
périodiques. — Montrons la propriété suivante. 

Proposition 5.7.4. — Soit G G C°°(Rd/Zd,G) et p G N - {0} tels que, pour tout 
k G Zd, 

\G{x + k/p)-G{x)\s <es. 

Alors il existe Q G C°°(Rd/±Zd,G) tel que 

\Q - G\S_D/2 < csVd-p-es, 

IGQ-1 -ld\s_d/2<cs^d^2 -p>\G\s-es. 

Démonstration. — On rappelle que l'on a plongé G dans U(L) et dans M(L, C). Il est 
donc possible d'écrire la décomposition de Fourier de P à coefficients dans M(L, C), 

G(x) = G(k)e2ni^x\ 
kezd 

ASTÉRISQUE 259 



5.7. COMMENT DIMINUER LA PÉRIODE 137 

et 

\G\Hs = 
\kezd 

(1 + |*|2)'|G(*)|2 

1/2 

Calculons la norme de la différence pour l G Zd donné, 

G(x + l/p) - G{x) = 
v+dld 

fe2iri(k,l)/p _ 1 G(fc)e2wi<*'*\ 

et, si on note | \HS la s-ième norme de Sobolev, 

\G(x + l/p)-G(x)\H. = 
kez* 

(1 + |fc|2)s e2ni{k'l)/p - 1 2 \G(k)\2 
v 

Remarquons que si (k,l) ^ pZ, 

Ên+i,.' < cs,Nn[en,AN%id+1)+1 
1 

- ^ 2 * P 

Par conséquent (vu que I < I L)? nous avons démontré que, pour tout / G Zd, 

Vu que 
\k,{k,l)£pZ 

(l + |fc|2)'|G(k)|2 

1/2 
Ên+i,.' < cs,Nn[en 

{fc, ki pZ} C 
d2s 

k=l 

Ên+i,.' < cs,Nn[en, 

il vient 

kgpZd 
;i + |fc|2)'|G(fc)|2 

1/2 

< Vd-p-e8. 

Posons 

ds3+djd 

kepzd 
G{k)e2^x\ 

qui est dans C°°(Rd/\Zd, M(L, C)). D'après ce qui précède, 

\G - GI\H* <^/d'P-£s, 

d'où 
\G-G1\s„d/2<csd1/2pes. 

Néanmoins, G\ n'est pas à valeurs dans le groupe G. Pour pallier cette lacune, il 
suffit de remarquer que le groupe G étant une variété plongée de M(L, C), admet un 
voisinage tubulaire muni d'une projection lisse, (Ws(G),w), 

TT:WÔ(G) —>G, 7r|G = Id, 
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Egalement, 

IGQ-1 - Id |s_d/2 < c, • d • p • (1 + |GU) • e,. 

5.7.d. Diminution de la période. — Enonçons maintenant une conséquence im­
médiate du théorème du 5.6.a, du lemme 5.5.1 et du corollaire 5.3.7, 

Théorème. — Soit M > 0. Il existe SQ^SO^P tels que pour tout A G g, \A\ < M, et 
F G C°°(Td,g) vérifiant 

\F\so < ÊO, 

il existe, pour tout n > 1 des suites 

Àn eg, Fne C°°(Rd/Pn+1Zd,g), Gn € C°°(Rd/cGPn+iZd,G), 

(Ad(Gn) étant Pn+\Zd -périodique) telles que 

A1+F1= Lu/27rGn • G'1 + Ad(G„) • (2„ + Fn), 

An € DS(Nn,Pn+1,Kn,Pn+1) (mod Pn+i), 

\An\ <<SMU 

et pour tout s > 0, 

\Fn(Pn+1-)\s = 0(N-°°), 

\Gn(Pn+v)\s<cN^Pn. 

Le résultat que nous voulons obtenir dans ce paragraphe est le suivant : 

Théorème 5.7.5. — Sous les mêmes hypothèses qu'au théorème précédent, il existe des 
suites Anilf Fn,2 G C°°(Rd/Pn+1Zd,g) et Qn G C°°(RD/XGZ^, G) telles que 

Ai + Fi = L^Qn • Q"1 + Ad(Qn) • (A„tl + Fn,2), 

et vérifiant, pour tout s > 0, 

\FN,2\s = 0(N-°°), \Qn\s = 0(Nn,pJ. 
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Posons Q(-) = 7T o Gi(-) G C°°(RD/±ZD, M (L, C)) et remarquons que 

Q(.) - G?(.) = (TT - Id) o (G(.) + - Gi(-))) - (TT - Id) o 

l'inégalité (ii) de la proposition A.2.3 de l'annexe montre alors que 

IQ-G|a_d/2 < c,(l + |G|.)|G-Gi|,_d/2 

< cs(l + \G\s)Vd-p'es. 
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Ên+i,.' < cs,N x + UJ 

XoMn 
\Zn(x)Gn{x)-\ 

Comme 
Ên+i,.' < cs,Nn[en, 

il est facile de voir que 

(52) Ên+i,.' < cs,Nn[en, 
sszls+sls 

D'autre part, pour tout x G Rd, 

Z1(x + k)=Gn x + k + 
UJ 

+vblks 
ZnÇx + tyGntx + k)-1; 

or Zi est Zd-périodique et donc 

c+sk x + 
UJ 

XoMn 
Zn^Gnix)-1 =Gn x + k + 

UJ 

XcMn 
Zn{x + k)Gn{x + k)-1 

soit 

Zn(x + k) =Gn x + k + 
UJ 

XGM^/ 

- I _ 
Gn x + 

UJ 

XGMU 
Zn (x)Gn(x)-1Gn(x-i-k)1 

et 

Gn x + UJ 

XGM"; 

-1 
G rt (x + k + 

UJ 

XGM™ 
= Zn{x)Gn{x)-1Gn{x + k)Zn{x + k)-1. 

Posons 

(53) 

et 

Cn,k{x) = G„(x) ^Gnix + k), 

??„,s = max \C„tk(x) - C„>fe(0)|s. 

Lemme 5.7.6. — On a pour tout s > 0, 

\CnA') - Cntk(0)\s < Vn,s = 0(N-°°). 
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Démonstration. — Nous consacrons le reste de la section à la démonstration du théo­
rème 5.7.5. 

Introduisons un entier M > 1 tel que, pour tout n > 1, Mn < (l/10)Mn, de façon 
que An/Mn ait tous ses poids inférieurs à (TT/2). On peut en outre choisir M de 
manière que XGMu > Pn > Pn. 

Reprenons les notations du théorème du 5.7.d et considérons le temps 2^JXG^N 
du flot Z\ associé à Ai + F± et Zn celui associé à, An + Fn. D'après les résultats de la 
section 1.4 du chapitre 1, on a 
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Démonstration. — En effet pour x e Rd, 

Gn,k X + 
UJ 

w+slz 
= Zn(x)Cn,k(x)Zn(x + k)'1. 

L'inégalité (52) montre que 

Gn.k x + 
UJ 

XGM^J 
_ e27rAn/XGMn Cnk^e-2nAn/XGMn 

< C\Cn,k\s£n,0 + \Cn,k\o£n,s 

et comme 

(54) 

il vient 

\Cn,k\s<\Gn\s\Gn\o<cN^Pn, 

Gn,k ( x + 
UJ 

x+dld 
- e**An/XQM" Cnk^e-2nAn/XGM» Ên+i,.' < cs,Nn[en,AN%i 

ss+ 
Remarquons que du fait de An e DSUJ(NriiPn+i,Kn,Pn+i) (mod Pn+i) il vient 

+dlmd 

MN\G 
e DSuj/MnxG(NniPn^uKnMNXG,Pn+i) (mod 1). 

Il est alors possible d'appliquer la proposition 5.7.1 à Cn^{') = Cn^{Pn+i') qui est 
Zd-périodique, ce qui donne, en utilisant Kn < N% et MN\G < cNn, Pn+i < cNn, 

\CnA-) ~ Cntk(0)\s < 2Pn+1(N^Pn+1en,0 + en,s)KNMNXGNN^1 

+Pn+iaslN-^-rd-1)\CnMs' 

(55) — D c«iVn DDD DDSSSbn,s T" SSSUs'iyn,pn 

Finalement, si nn,s = \Cn,k{-) - Cn,fc(0)|«, 

n <r A/(S+1)^+1+1/+1?' SS 4-n fi\r»(s+d+i)-(»-i)s'+i 
'In,s _̂  <-siVnSDSS c-n,s n- a s f i \ n p n S S S S S , 

et donc si on choisit s' suffisamment grand (¡2 > 1), on obtient 

TM,S = 0(N-°°). 

Posons Cn,k = Cn,k(0) ; d'après (53), 

Cn,k+i(x) = Cn,fc(# + 0 • CN,/(A:)i 

par conséquent, 

|Cn+ife(0)-Cn,ib(0)-C„,jb(0)| < |Cn,,(.)-Cn,,(0)|o|Cn,/(0)| 

< Vn,0-
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En outre, d'après (53) et la coPn+i-périodicité de Gn, 

Cn,CGPn+1k(0) = Id; 

enfin, en faisant dans (54) x = 0 et en utilisant (55), 

CnA0)e2wÄn/xaMn -e2nÀn/xGMnCnAQ) <*7n,o. 

La proposition 5.7.2 établit ainsi l'existence de A'n G g et d'un morphisme YN de 
Hd/Pn^cnYnZd sur le tore maximal T passant par e2nAn^XGMn, tel que 

I 27rA'n/MnXG _ p27rAn/MnXG < CgVn^ 

et pour tout k G Zd, 

|rn(XG&) - Cn,XGk\ < C9<j0-

Vu que pour n assez grand An/xGMn est dans un voisinage fixe de 0, l'inégalité des 
accroissements finis montre que 

\A'n-An\<c10XGMnriïi0. 

De ce fait, 

I ad(rn(.)) • An - An\s < c1QMnri%. 

Posons 

(56) 

alors, 

Sn(x)=Gn(x)rn(x)-1; 

Sn(x + k) -Sn(x) = GJx + k)Tn(x + h)'1 - GJxWJx)-1 

= (Gn(x + k)- Gnix^nix^Tnix + k))Tn(x + k)'1 

= Gn(x)(Cn,k(x)-Tn(k))rn(x + k)-1; 

donc, si A; € XG^, 

Sn(x + k)- Sn(x) = Gn{x){Çn,k(x) - Cn,k(0))Tn(x + k)'1. 

Il vient donc toujours pour k S XGZd, 

\S„(-+ k) - Sn(-)\s < cs(|G„|s|C„,,(-)-C„>/fe(0)|o|r„(- + fc)-1|o 

+ \Gn\o\Cn,k(-) - Cn,k(0)\.\Tn(- + A;)_1|o 

+ \Gn\o\Cn,k(-) - C„,*(0)|o|rn(- + &)!«)> 

soit 

|5„(- + k) - S„(-)|. < c„(N'ri„,o + Vn,s)-

Ainsi, Sn est presque XGZd-périodique. En outre, Sn € C°°(Rd/cGXG^n+iZd, G) et 

\Sn\s<csNlPn. 
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Appliquons alors la proposition 5.7.4 : il existe Qn G C°° (Hd / , G) telle que 

IQ^Sn - Id I . < csdL'¿cGPn+1(l + |5„|.+<l)(JV'iPii4n,o + «M,.), 

soit 

i g - ^ n - w u < cs4-pn+1Nls+dr,n,s 
< 0(N-°°). 

Ecrivons, en utilisant (56), 

A1+F1 = L^/^Gn-G-1 + Ad(G„) • (2„ + F„) 

= Lw/2,(5„r-1)(5nr-1)-1 + Ad(5„r-1) • {An + Fn) 
Ên+i,.' < cs,Nn[en,AN%id+1)+1 

+ Ad(5„) • (Ad(rn)-1 • An + AdT"1) • Fn). 

Remarquons que — TnvLU)/2-K^N est une constante dans g, que nous noterons Tn. 
Posons alors, 

Ên+i,.' < cs,Nn[en,AN%id 

et 

Fn>1 = Ad(r-X) • {An) -An + AdÇT-1) • Fn. 

Les relations suivantes sont alors vérifiées, 

Fn,i € C°°(Rd/Pn+1Zd,g), 

\F„tl\s < ci0Mnri% + cse„,s 

\An,i \ <c\An\ <cMn, 

{UJ/2TT,A1 +F{) K(SN) (w/27r,i4n,i+F„,i). 

Enfin, écrivons 

A±+Fi = Lu/^SnS-1 + Ad(Sn) • {AnA + Fn,i) 

= L^/^IQNIQ-'SNWNIQ-'SN)}-1 

+ Ad(Q„) • (AdCQ-^n) • (¿„,1 + Fn,i)) 

= Lv/^QnQn1 + Ad(Q„) • (Lw/27r(Q-15„)(g-15n)-1 

+ Ad{Q-1Sn)-{An>1+Fn,1)) 

= Lu/iirQnQn1 + Ad(Q„) • {An,i + Fn,2), 

avec 

Fn,2 = LU,/2,(Q-15„)(Q-15„)-1 + Ad(Q-15„) • Fn,i + Ad(Q"15n - Id) • An,i-
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Vu que 

IL^^iQ-'SnKQ-'Snr'U < I Q - ^ - I d U + c a + I Q - ^ n - I d l o ) 

< cs,dNn*Pnr]n,s+d, 

on a 

|Fn,2|, < cStd(NZnVn,s+d + N2n%nTìn,s + N^Pnrìn,sMn). 

Finalement, 

(57) 

avec 

Ai + Fi Щш/2п,Qn) АпЛ + F»,, 

|Fn,2|s = 0(iVn— ), 
et 

tandis que, du fait d< 
FN,2 eC°°(Rd/Pn+1Zd,g), 

Fn,2|, < cStd(NZnVn,s+d 
il vient 
(58) \Qn\s = 0(KtPJ, 
et 

Q„eC°°(Rd/XGZd,a). 
Ceci termine la démonstration du théorème 5.7.5. 

5.8. Conclusion 

Nous sommes enfin en mesure d'achever la preuve du théorème 5.1.1. Choisissons 
H un élément du tore maximal passant par An i tel que pour À réel et toute racine 

a, 
dx(a(\H + Antl))>»>0. 

L'identité (57) se récrit, 

(59) A! + F1 + Ad(Qn) • (XH) = Lu/2„QnQ-1 + Ad(Qn) • (AnA + XH + Fn,2). 

Remarquons que Ad(Qn) * (^H) est une fonction XGZd périodique (puisque H est 
constant), alors que An?i + Fn>2 + AiJ est dans C°°(R,d/Pn+iZd, g). 

Enonçons une conséquence du théorème 3.1.1 du chapitre 3 : 

Lemme 5.8.1. — // existe un réel Xn > 0, tel que 

\\n\<cPa™n\Fn,2\i, 

pour lequel le système An,i + XnH + Fn^ est réductible et conjugué à un élément 
générique de g (au sens du chapitre 2). 
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Ceci montre donc que A1+F1+ Ad(Qn) • (\nH), qui est dans C°°(Rd/xoZd, G), 
est conjugué à un An^ générique ceci dans C°°(Rd/Pn+iZd, G). Le théorème 2.2.3 
du chapitre 2 montre alors que la réduction a en fait lieu dans G°°(Rd/xGZd, G). 

Enfin remarquons que 

|Ad(Q„).(Ànff)|, < \Qn\s\Xnl 

et que l'estimée du lemme 5.8.1 et (58) montrent que 

\Ad(Qn)-(\nH)\s=0(N-~) 

Ceci achève de prouver le théorème 5.1.1 puisque Ai + Fi + Ad(Qn) • (XnH) est 
conjugué à une constante modulo un élément de G°°(Rd/xGZd, G). 

ASTÉRISQUE 259 



C H A P I T R E 6 

R É D U C T I B I L I T É P R E S Q U E P A R T O U T 
D A N S LE C A S SO (3 ,R) 

6.1. Préliminaires 

Après avoir montré au chapitre 3 que, pour toute perturbation suffisamment petite 
d'une famille à un paramètre réel de systèmes constants dans sw(Td,g) (g étant une 
algèbre de Lie compacte semi-simple), la réductibilité avait lieu pour un ensemble de 
mesure positive de paramètres et exposé au chapitre 5 des théorèmes de densité au 
voisinage des systèmes constants, nous donnons dans ce chapitre une réponse positive 
à la question de la réductibilité pour presque toute valeur du paramètre dans le cas 
où g est l'algèbre so(3, R) du groupe 50(3, R). Ceci répond à une conjecture de L.H. 
Eliasson [10]. Pour cela, nous serons amenés, à la différence des chapitres 3 et 5, 
à travailler en classe analytique. Remarquons que le résultat que nous obtenons est 
en un certain sens optimal puisqu'Eliasson a prouvé dans [10] que si LU G Rd est 
diophantien fixé, l'ensemble des F : Td —> so(3,R) analytiques pour lesquels le flot 
associé à (UJ/2TT,F) sur Td x 50(3, R) est uniquement ergodique (donc non-réductible) 
est un G s-dense au voisinage de 0. 

Nous travaillerons donc dans la suite avec le groupe 50(3, R) dont l'algèbre so(3, R) 
est constituée des matrices 3x3 anti-symétriques réelles de trace nulle. Si nous notons 
Jii J2, J3, 

Jl = 
0 1 0 

- 1 0 0 
0 0 0 J 

J2 = 
0 0 0 
0 0 1 
0 - 1 0 . 

c+es 
0 0 1 
0 0 0 

- 1 0 0 , 

(Ji, J2, J3) est une base de so(3,R) et on a la relation de commutation suivante : 

[Ji,J2] = J3. 

ainsi que celles obtenues par permutations circulaires des indices 1,2,3. L'adjoint 
ad(-A) G g/(so(3, R)) de tout élément A G so(3,R) est semi-simple et ses valeurs 
propres sont ay/^ï, — a\/—ï, 0, où a est un réel. Par ailleurs en reprenant la termino­
logie du chapitre 2, les tores maximaux de so(3, R) sont de la forme RA (A G so(3, R) 
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non nul) et deux tores sont toujours conjugués par un élément de 50(3, R). La forme 
de Cartan-Killing K sur so(3,R) (cf. chap. 2), 

K(A,B) = tr(ad(A) ad(B)) 

définie pour A,Be so(3, R), est invariante par l'action Ad, définie négative et permet 
de définir la norme suivante sur so(3,R), 

\A\ = 
1 

V~2 
(-K(A,A))1/2, 

qui est égale à \a\ si ±v/—ÏOJ sont les valeurs propres non-nulles de ad (A) (les racines 
de A). 

Notons à présent A le produit vectoriel usuel entre deux vecteurs de R3 et p l'ap­
plication linéaire, 

p:(so(3),[ ] ) ^ ( R 3 , A ) 

qui identifie respectivement Ji, J2, J3 dans so(S) à (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1) dans R3 ; 
alors, pour tous X, Y G g, 

p([X,Y])=P(X)Ap(Y), 

et 
p o Ad(ex) o p-1 = Rot(p(X)), 

où Rot(v) est la rotation d'axe v/\v\ et d'angle \v\ (modulo 2TT) si v ^ 0 et l'identité 
sinon. La remarque précédente fournit l'interprétation géométrique suivante : tout 
point de 5o(3, R) peut être vu comme un point de R3 dont la norme est égale à \a\ et 
pour tout u = ex dans 50(3, R), p(Ad(u) • A) = Rot(p(X)) • p(A) ; le crochet de Lie 
correspond au produit vectoriel usuel de R3 et les ensembles constitués des éléments 
de 5o(3, R) pour lesquels a (A) = este correspondent à des sphères de R3. 

6.2. Le théorème fondamental 

Nous reprendrons les notations du chapitre 1. 

Théorème 6.2.1. — Pour 7 > 0, a > d, fixons uo G CD(^,a) et soient A un élément 
non-nul de 5o(3, R), h, 6 > 0 et A C R un intervalle non-trivial borné. Il existe alors 
SQ > 0 pour lequel ce qui suit est vrai : si F(x,X) G C% ô(Td x A,so(3,R)) est une 
famille à un paramètre réel analytique vérifiant 

sup 
\lmz\<h,\Im\\<5 

\F(X,\)\ <€0 

alors pour presque tout X G A, le système (OJ/27T, XA +F\(-)) est réductible c'est-à-dire 
que, pour presque tout À G A, il existe B\ G C^T^, 50(3, R)), telle que 

K/2nBx(x)B~1(x) ^- kd(Bx(x)) • (AA + F(*,A)), 

est une constante (dépendant de X). 
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6.3. Description de la preuve 

Les résultats que nous avons obtenus aux chapitres 3 (théorème en mesure positive) 
et 5 (théorèmes de densité) dans un cadre C°° admettent, comme nous le verrons dans 
la suite, une version en classe analytique : 

Si o; G C-D(7, cr), h\ = h > 0 sont fixés et si on se donne donne Ai G so(3, R) et 
F1 G C? (Td,so(3,R)) tels que 

l^iUi <£i, 
où s\ > 0 est suffisamment petit (nous notons comme d'habitude \f\h le sup d'une 
extension holomorphe de / à une bande complexe de largeur h de la forme Hd 0 
\f^\(-h,h)d), alors il existe des suites iVn = este • 22n, Kn = este • An, An G 
so(3,R), Fn, Fn,Yn G C^n(Rd/Zd,5o(3,R) telles que : 

(i) si An G DST(Nn,Kn), c'est-à-dire si 

V0< \k\ <iVn, \\An\-{k,u)\ > 
K-1 

\k\r 

alors (o;/27r, An+i + Fn+i) est conjugué à (UJ/2IT, An + Fn) par une conjugaison 
eYn proche de l'identité, Fn+i est beaucoup plus petite que Fn et 

An+i = An + Fn(0); 

(ii) sinon (élimination des résonances cf. section 5.3.b du chapitre 5), 
est proche d'un (k0,oj), 0 < \k0\ < Nn et on peut conjuguer (loin de l'identité) 
(U)/2TT, An + Fn) à (u/2n,ÂN + Fn) par £n(<9) = e-^(k0,o)An/\An\ ayec ^ du 
même ordre de grandeur que Fn et 

An = An - (k0,uj) An 
fd+dhd 

on a alors, An G DST(Nn, Kn) et 

Fn,2|, < cStd(NZnVn,s+d 

Si nous définissons hn, 

hn = 
1 

2n-i 
rd+d 

on a les estimées 

|̂ nUn, \Fn\hn < £n, 

où en « ejjt? = 0(e~(1+/3)Tl) (/? > 0). Ainsi, (OJ/2TC,A + F) est toujours conjugué à 
(oj/27r,AN -f Fn) avec Fn extrêmement petite par une conjugaison, 

(1) Gn(0) = eY-^Bn-i(0) ' • • e?lWft(9). 

Le produit précédent peut alors ne pas être convergent puisque les Bn{0) sont toujours 
loin de l'identité. 
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L.H. Eliasson a utilisé la méthode précédente pour obtenir des solutions de Floquet 
pour l'équation de Schrôdinger quasi-périodique 1-D (cf. [9]), 

-y" + g(twi/27r,.. .,tLûd/27r)y = Xy, 

pour presque toute valeur de À suffisamment grande (ce qui revient à étudier le cas 
où q est petit) pourvu que le potentiel q soit analytique et LU = (u>i,... ,ojd) soit 
diophantien. Dans le langage du chapitre 1 ceci correspond à l'étude de la réductibilité 
dans sw(Td,5L(2,R)) d'une famille (LV/2TT, (VX) J + F\,g(-)) (avec F petit et où J 
est la matrice qui correspond à la multiplication par v^-T). Sa démonstration repose 
sur les faits suivants : 

- on peut associer à tout élément de sw(Td,SL(2,R)) un nombre de rotation; 
- un élément (analytique) de la forme (u/27r, (y/X)J+F(-)) avec F(-) sufisamment 

petit est réductible si ce nombre de rotation p est dans le demi-module des 
fréquences |(Zd,u;) ou s'il est diophantien par rapport à ce demi-module, c'est-
à-dire vérifie (pour un K > 0), 

\ P -
i 
2 

k,cj)\ > 
K'1 
\k\r 

pour tout k G Zd — {0}. L. H. Eliasson démontre ceci en constatant, que sous 
cette hypothèse, le cas (ii) dans l'alternative précédente ne se présente qu'un 
nombre fini de fois. Le produit (1) est alors convergent. 

- dans le cas de l'équation de Schrôdinger, ce nombre de rotation p(X) a des liens 
très étroits avec le spectre de l'opérateur de Schrôdinger associé et on peut 
contrôler la façon dont il varie avec À (cf. [17], [4]). 

Dans le cas qui nous intéresse il n'est pas a priori possible de définir un tel nombre 
de rotation. 

Plongeons donc Ai + Fi dans une famille à un paramètre Ai(X) + i*i(-,À), auquel 
cas les An, Fn, An, Fn dépendront de À. Comme Fn est extrêmement petite, l'idée 
naturelle pour obtenir un résultat de réductibilité en mesure totale sur À est d'essayer 
d'appliquer le théorème en mesure positive du chapitre 3 au système (a?/27r, An(X) + 
Fn(', A)). Cependant ceci requiert une minoration raisonnable de |$Aa(An(À))| comme 
celle donnée dans le théorème 3.1.1. 

Décrivons la difficulté du problème. Supposons par exemple que, pour À G (—£o)> 
^4i(À) soit résonnant et qu'après élimination de la résonance Ai(X) soit de la forme 
Ai(X) = Xv avec v G so(3,R) R3 de norme 1 ; supposons également que Fi(X) soit 
une constante w G so(3, R) ~ R3 que l'on choisit par exemple orthogonale à v et de 
norme r] petite. On a donc |̂ 4i (A) | = À, c'est-à-dire que la dépendance de |Ai(À)| en 
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fonction de A est bonne. Par contre, 

|A2(A)| = |A1(A)+F1(0,A)|, 

= \Xv + w\. 

vrd VA2 + r?2 

= 77 + A2 
2*7 

• o 
'A2\ 

vr+dls 

En d'autres termes, la dérivée en A de |A2(À)| s'annule au premier ordre. De la même 
façon on voit que, si lors de la construction de An+i il faut enlever n résonances, il se 
peut que la dérivée en À de |An+i(À)| s'annule à l'ordre 2n — 1 : la dépendance en À 
peut donc devenir très mauvaise. 

Géométriquement, ceci signifie que AN+\(\) peut être tangent à l'ordre 2n — 1 
aux sphères de rayon constant dans so(3,R) = R3 (c'est-à-dire aux hypersurfaces 
a = este). 

Pour surmonter cette difficulté, nous introduisons en suivant Pyartli [22] une notion 
de tr ans ver salit é, l'idée étant que l'information que l'on perd sur les dérivées d'ordre 
j < r, peut être récupérée en regardant les dérivées jusqu'à l'ordre 2r. Plus précisé­
ment, nous dirons qu'une fonction analytique / : R D (a, b) -> R est r-transverse sur 
l'intervalle (a, b) si au moins une de ses j-ième dérivées (1 < j < r) n'est pas trop 
petite et si toutes ses dérivées jusqu'à l'ordre r + 1 sont bornées. Comme en fait nous 
travaillons avec des ordres de transversalité pouvant tendre vers l'infini, il faut aussi 
faire des hypothèse du type analyticité sur / (des estimées Gevrey feraient tout aussi 
bien l'affaire). Ainsi, le passage par une résonance multiplie l'ordre de transversalité 
par 2 : c'est ce que nous nommerons la perte de transversalité. Remarquons que si 
l'on est dans le cas (i) il n'y a en fait pas de perte de transversalité. Les estimées de 
transversalité dépendant fortement de r il faut, pour que celles-ci soient utilisables, 
pouvoir montrer que rn (l'ordre de transversalité de |An(À)| à la n-ième étape) croît 
très lentement, c'est-à-dire que l'ordre de transversalité double peu souvent. Pour ceci 
l'argument est grosso modo que si une résonance apparaît à l'étape n, la suivante n'ap­
paraîtra qu'à l'ordre n + sn où sn croît très vite avec n. L'entier sn est en fait le temps 
qu'il faut attendre lors de la procédure de récurrence pour qu'il soit judicieux de récu­
pérer des informations de transversalité. On a ainsi rn+Sn < 2rn, c'est-à-dire que rn 
croît extrêmement lentement. Pour être un peu plus précis, nous définirons à chaque 
étape de la procédure de récurrence une partition Un de l'intervalle A des paramètres 
en sous-intervalles An. Sur chacun d'entre eux, le système (LU/27T, AI (à) + F\ (À, •)) est 
conjugué à (o;/27r, AN(X) + Fn(À, •)) où FN est très petit. L'ensemble IIn se décompose 
alors en deux ensembles 11̂  (t pour transverse) et 11^. Sur les intervalles A^ • G 11 ,̂ on 
dispose d'une information exploitable sur la transversalité de la fonction À >-» an(À)-
elle sera rn-transverse- tandis que les intervalles A£ • G 11̂  sont en quelque sorte des 
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intervalles d'attente. Il est en outre possible de montrer que presque tout À G A (pour 
la mesure de Lebesgue) appartient à un A^ pour un n > 1. 

Nous pouvons ainsi à chaque étape n définir quatre bifurcations possibles 0, t —» 0, t 
suivant que A G A°'̂ . G 11°'* et À G &n+ij G nn+i- La seule bifurcation où r (l'ordre 
de transversalité) peut doubler est alors 0 —> t. Il faudra donc estimer la fréquence 
de cette dernière. Les estimées de transversalité sur chaque A^ et le fait que Fn 
soit très petit permettent d'appliquer l'analogue en classe analytique du résultat en 
mesure positive du chapitre 3 à la n-ième étape sur chaque intervalle A^ G 11^. 
Ainsi l'ensemble des À G A^ pour lesquels le système (u/2ir, Ai (À) + Fi(À, •)) n'est 
pas réductible est de mesure de Lebesgue très petite, de l'ordre d'une puissance de 
l ^ n U n - Comme par ailleurs le nombre de A^ G 11̂  est beaucoup plus petit que |Fn|^, 
et comme presque tout À appartient à un A^, on peut alors montrer que pour presque 
tout À G A le système initial (OJ/2TT, Ai (À) + Fi(À,-)) est réductible ce qui est la 
conclusion recherchée. 

Plan. — Décrivons à présent les diverses sections de ce chapitre. 
La section 6.4 est consacrée à la notion de transversalité et à ses propriétés. Nous 

rappelons dans la section 6.4 quelques résultats dus à Pyartli [22] et nous donnons 
notre définition de la transversalité (cf. définition 6.4.7). Le principal outil technique 
est le lemme 6.4.8 qui dit que si / est r-transverse alors f2 — f • / est 2r-transverse. Le 
résultat principal de cette section est la proposition 6.4.11 qui traite des perturbations 
de fonctions transverses. 

La section 6.5 est due essentiellement à Eliasson. 
La section 6.6 présente quelques estimées standards sur l'équation linéarisée (pro­

position 6.6.3) 
Dans la section 6.7 nous traitons le cas où la racine est résonnante (i.e. proche 

d'une résonance) et le lemme 6.7.3 est un lemme d'élimination des résonances qui 
permet de nous ramener au cas non-résonnant (lemme 6.7.2). 

La section la plus importante est la section 6.8 où nous décrivons la procédure 
de récurrence ainsi que les quatre bifurcations possibles 0, t -> 0, £, la pire étant la 
bifurcation 0 -» t car c'est à ce moment que r (l'ordre de transversalité) peut doubler. 
En 6.8.e nous étudions la fréquence de cette transition. 

La section 6.10 est consacrée à la preuve (rapide) d'un théorème en mesure positive 
dans le cas analytique. 

La conclusion de la démonstration du théorème 6.2.1 est finalement donnée dans 
la section 6.11. 

ASTÉRISQUE 259 



6.4. TRANSVERSALITÉ 151 

6.4. Transversalité 

Nous définissons dans cette section la notion de transversalité dont nous avons 
besoin qui est une généralisation de celle introduite par Pyartli dans [22]. Rappelons 
quelques résultats prouvés par Pyartli. 

Définition 6.4.1. — Soit / une fonction à valeurs réelles de classe Cr+1 définie sur un 
intervalle (a,b). Nous dirons que / est (C,c,r)-Pyartli si les inégalités suivantes ont 
lieu pour tout t G (a, b) : 

max \dîf(t)\<C. 
l<*<r+l 

max \dîf(t)\ > c > 0. 
l<i<r 

Les propriétés fondamentales des fonctions (C, c, r)-Pyartli sont alors données par 
les lemmes suivants dont on trouvera la preuve dans [22]. 

Lemme 6.4.2. — Soit f : (a, b) -> R une fonction (C, c, r)-Pyartli. 

(i) Le nombre de zéros de f sur un segment de longueur l < c/C, est inférieur ou 
égal à r. 

(ii) Ainsi, si I est un intervalle, le nombre de composantes connexes de f~x{V\f\\a. 61 

est plus petit que 2 + 2i vrd 
'(ò-a)CN 

c 
+ 1 j , où E représente la partie entière. 

Démonstration. — Nous donnons seulement la preuve de (ii), renvoyant à [22] pour 
celle de (i). 

Supposons pour simplifier que / soit définie sur un intervalle [a, b] et que / = [c,d\. 
Supposons également que 

/ 1(I)n[a,b] = [xi,yi]U...U[rrn,2/n], 

avec 

« < #i < Vi < %2 < V2 < • • • < %n < Un < b. 

Nous affirmons maintenant que si a < xi < 6, alors f{xi) G {c, d}. En effet, c < 
f(xi) < d, d'après la définition de x\. Ainsi, si nous avons c < f(xi) < d, d'après 
la continuité de / , c < f(xi — e) < d (e > 0), ce qui contredirait la maximalité de 
[xi,yi]. L'affirmation est donc prouvée et pour conclure la preuve de (ii) il suffit de 
remarquer que 

max(#/-1(c),#/"1(c/)) > n - 2 
2 

car sinon, # / l(c) + #/ l(d) < n — 2. Le point (i) montre alors que 

[E(l0C/c) + l]r > n-2 
2 ' 

ce qui donne la conclusion. 
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Lemme 6.4.3. — Soit f une fonction (C, c, r)-Pyartli définie sur [a, b]. Notons Ci, £o 
les nombres suivants : 

Ci = (2r"1 - 1) • 2 • (2/c)1/7, e* e0 = min((c/CCi)r, c/2). 

Alors, si a > 0 es£ p/ws fltle £o, chaque segment de longueur au moins C\Qllr 
il y a un point t pour lequel \f(t)\ > a. 

Comme corollaire des lemmes 6.4.2, 6.4.3, nous pouvons énoncer : 

Corollaire 6.4.4. — Si f est une fonction (C,c,r)-Pyartli sur (a, b), alors pour tout 
intervalle I C K de longueur l < min((c/CCi)r, c/2), où d = (2r - 1) • 2 • (l/c)1/*1, 
Vintersection /-1(/)n(a, b) a au plus 2(r+l)-([(6 — a)C/c] + l) composantes connexes, 
chacune de longueur inférieure à Ci • /1//r. Ainsi, la mesure de Lebesgue de /_1(7) fl 
(a, 6) est plus petite que 2(r + 1)([6 - a)C/c] + 1) • 2r+2(//c)1/r. 

Maintenant, si / est (C, c, r)-Pyartli sur (a, 6), sa dérivée / ' est (C, c, r — 1)-Pyartli 
sur les intervalles où |/ ' | est plus petite que c/2 (tout nombre < c conviendrait). Plus 
précisément nous pouvons prouver, 

Proposition 6.4.5. — Si f est une fonction (C,c,r)-Pyartli sur (a, 6), avec r > 2, 
alors l'ensemble (a,b) — {À, |/'(A)| = où \ < c/2, a au plus 2r([^b~^c] + 1) 
composantes connexes; si J est l'une d'entre elles, alors, soit | / | j | > X > 0? soit f'^j 
est (C,c,r — 1)-Pyartli. 

Démonstration. — La seconde conclusion de la proposition étant claire, montrons la 
première conclusion en estimant le nombre de solutions de l'équation f'(x) = ±x-
Supposons que J C [a, 6] soit un intervalle de longueur \J\ < c/C. Alors, il y a au 
plus r — 1 points de / où f'{x) = x- En effet, supposons par l'absurde qu'il y ait 
r points .. . ,#i,r où / ' égale x« Le théorème des accroissements finis (appliqué 
plusieurs fois) montre que, pour tout k > 2, il existe des points £¿,1,. . . , xk,r-k+i 
où (la dérivée fc-ième de / ) s'annule. Remarquons à présent que, pour #i?i G 
J,dddddd= X> et Que> puisque par définition maxi<fc<r \f^(x\,\)\ > c, il existe 
k > 2 pour lequel | / ^ (# i , i ) | > c. Le théorème des acroissements finis, et le fait que 
maxi<fc<r+i \f(kHx)\ < C, montre alors que 

0 < c <\f{h)(xhi) - f{k)(xk,i)\ < C\xhi - xKi\ < C • IJ|, 

ce qui contredit \J\ < c/C. 
La même démonstration permet de majorer le nombre de solutions de / ' = — x-
Enfin, [a, b] est recouvert par [̂ b~^C] + 1 intervalles de longueur < c/C ; le nombre 

de composantes connexes que l'on cherche à majorer est donc inférieur à 

2(r - 1 ; (b-a)C, 

c 
M) + 1 < 2r (b-a)C. 

c 
ddrd 

ce qui prouve la première conclusion de la proposition. 
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Nous prouvons à présent en utilisant la propositions 6.4.5 et le corollaire 6.4.4, 
minorer la valeur absolue de la dérivée d'une fonction (C, c, r)-Pyartli. 

Corollaire 6.4.6. — Si f est une fonction (C,c,r)-Pyartli sur (a,b), et si 

0 < X < mm I c/2. 
cr+l 

(2r+2CY j 

alors {A G (a, 6), |/'(A)| > x} a au plus (2r([^ + composantes connexes et la 
mesure de {À G (a, 6), |/'(A)| < x} est plus petite que (2rl ddred 

dc 
| + l))2r+1(x/c)1/r. 

Nous aurons besoin dans la suite d'une définition un peu plus forte que celle donnée 
en 6.4.1. 

Définition 6.4.7. — Soit / une fonction analytique réelle définie sur l'intervalle (a, b). 
Nous dirons que / est (M, S, c, r)-transverse si : 

(i) / admet une extension analytique sur une bande complexe de largeur S, B$ = 
(a — ô,b + S) + \/—î(—<5, S) et vérifie 

sup \f(z)\ < M, 
z£Bs 

(ii) pour tout te (a- 8/2, b + S/2) C R : 

max \dif(t)\ > c> 0. 

Remarquons que d'après les inégalités de Cauchy, une fonction (M, c, r)-transver-
se sur (a,6) est (M(J/2)"(r+1),c,r)-Pyartli sur (a - S/2,b + S/2). 

Nous prouvons à présent quelques lemmes qui permettent de contrôler la transver-
salité après certaines opérations algébriques simples comme la prise de carré (lemme 
6.4.8) ou de racines carrées (lemme 6.4.10). Ces lemmes sont importants pour la 
preuve de la proposition 6.4.11. 

Lemme 6.4.8. — Soit f : (a, b) —>> R une fonction (M, S, c, r)-transverse. Alors f2 est 
(M2,6/2,d\2r)-transverse, (ici f2 = f- f), où : 

C' = Vr • M-4r+2(54r2 + lc4r5 

avec 
-r3 Vr — V , 

v étant une constante positive. En outre, si sur (a, b) on a \f\ > rc, alors f2 est 
(M2, (5, c, r) -transverse. 

Démonstration. — La fonction / étant (M, c, r)-transverse sur (a, b) admet une 
extension analytique sur une bande complexe, B§ = (a — S, b + S) + >/—ï(—<5, et 

sup 1/(2)1 < M. 
zets8 
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Il en découle 

sup \f2(z)\ < M2. 
zGBs 

Nous voulons montrer que, pour tout to G (a — S/2, b + S/2), il existe un 1 < i < 2r 
pour lequel, 

\di(f)(t0)\ > c ' > o . 

Supposons par l'absurde que l'hypothèse (A) suivante soit vraie : 

Hypothèse (A). — Pour un t0 G (a — S¡2, b + S/2), et tout 1 < i < 2r, on a 

№2)(*o)l < c'. 

L'analyticité de f2 sur (a — S, b + S) + \J —1(—S, S) montre que, pour tout point 
to G (a — S/2,b + S/2), le développement en série suivant a lieu dans un disque 
(complexe) de centre to et de rayon plus grand que S/2 (par exemple), 

f2(t)-fa.) = 
oo 

dr 
bAt - to)'. 

Les inégalités de Cauchy montrent que, pour tout i > 0, 

N = 
i 
i!1 |07(*o)| < 

M2 
( W 

En outre, l'hypothèse (A) montre que, pour tout 1 < i < 2r, 

N < V < c'. 

Nous avons alors, pour tout [* — ¿01 < à/2, 

\f(t)2-f(to)2\ < 
2r 

vrd 
c'H-toV + 

00 

i=2r+: 

M2 
( W 

t - toi* 

(2) x+dkjd I* - *o| 
1 - I* — *o| 

+ M2 \t-to 
I ô/2 

|2r+l 1 

1 - t-t0 
S/2 

En vue de l'application du lemme 6.4.3, nous posons 

(3) C = M(S/2)-r-\ 

d = (27*"1 - 1) • 2 • 
'2 

brd 

1/r 

et 

£o = min 
sdv 

Fn,2|, < cStd(NZnVn 
d9+do 

' 2 7 -
Avec les notations précédentes nous avons le lemme suivant 

ASTÉRISQUE 259 



6.4. TRANSVERSALITÉ 155 

Lemme 6.4.9. — Pour tout 0 < a < SQ, il existe un point ta tel que \ta — £o| ^ Ci et 'r 
et pour lequel, 

\fita)2-f{t0f\>DDS-a\ 

Démonstration. — Nous poserons A(t) = f(t) - f(t0). On a 

fit? - f(to)2 = (/(*) - /(*o))(/(«) + /(*o)) 

(4) = A(t).(A(t)+2/(t0)). 

Soit 0 < a < eo ; nous avons l'alternative suivante : 
(i) soit |/(£o)| < OL/A auquel cas, 2|/(£o)| < a/2; mais nous savons d'après le 

lemme 6.4.3 qu'il existe un point ta, 

\ta-to\<C1a1/r, 

tel que 

|A(ta)| >a. 
Finalement, 

|A(*a) + 2/(t0)| > a - f = f, 

et d'après (4), 

\f{ta?-f{%?\>\a2 

(ii) soit |/(£o)| > ÛJ/4; d'après le lemme 6.4.3 nous savons qu'il existe t'a/4 avec 
l*a/4 ~~ < Cial^r <lue |A(^/4)| > et comme A(£0) = 0, ceci montre 
qu'il existe ta/4 G (¿0^' /4), tel que A(£a/4) = Ja. Remarquons à présent que 

|2/(*o) + A(*a/4)| > 2|/(*0)| - |A(*a/4)| > a/4, 

et 

l/(*a)2-/(*o)2|>Tga2. 

La conclusion du lemme est donc toujours valide. 

Posons maintenant, 

0 < a < ao = min 
min ((5,1) 

4Ci 
r \ 

nous avons alors 

\tQ — to\ < min d 1 
4 ' 2 , 

et, par conséquent, d'après la formule (2), 

(5) \f(ta)2-f(to)2\ <2c'\ta-t0\+2 
M2 

((5/2)2'-+1 
'<a-t0\2r+1 
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Le lemme 6.4.9 et la formule (5) montrent que 

1 
16 

< 2c'C1a1'r + 2M2<H2r+1)22r+1(C1a1/r)(2r+1> 

< 2c'Cia^T + 22'-+2M2(r(2r+l)(:72r+la2+l/r) 

1 
32 " 

< c'C1a1,r-2 + 22r+1M2ô-^r+^Clr+1a1/r. 

Introduisons 

A = c'C1, B = 22r+1M26^2r+1^C2r+1, 

ainsi que la fonction 

w : (0, oo) —»• R 
Fn,2|, < cStd(NZnVn,s+d + N 

Cette fonction admet un unique minimum au point x = XQ OÙ 

dxw(x0) = 0, 

c'est-à-dire 
b+d 
dv •2 \Ax^r)-3 + ^x^-1=0 

OU 

ou encore, 

brd 

\r 
- 9 I Axô2 + 

B 

r 
= 0, 

XQ = 
(2r - 1)A] 

B 

1/2 

En ce point on a 

w(x0) = A 
(2r - l)Â 

B 

(l/2r)-l 
+ B 

f (2 r - lUl1 /2 r 

B 

= 2B 
(2r - 1)A nl/2r 

B 
Nous avons donc 

si et seulement si 

0 < w(x0) < —, 

2(2r - l)l/2rBl-l/2rAl/2r < 1 

brd 1 
64(2r- l)1/2r y 

k 2r 
Fn,2|, < cSt 

Remplaçant A, B par leurs valeurs, 

(c'd) < 
64"2r 
2 r - l 

(22r+1M2J~(2r+1)C2r+1)"(2r"1), 
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c'est-à-dire 

c' < [642r(2r - l)24r2-1]-1 • M-2<2r-1>i4ra-1Cr4r2, 

et comme d - (2r~1 - l)21+1/rc-i/^ nous obtenons que 0 < w(x0) < 1/32 si et 
seulement si, 

(6) c' < vr • M-4r+2á4r2-1c4r, 

avec 

Vr = 64-2r(2r - l)-12-<4r2-1H(2r-1 - l)21+1/rl-4r2 

> v~r\ 

où v > 0 est une constante. 
De plus, 0 < XQ < si et seulement si 

(2r - 1)A~\1/2 
B < min 

,mm(S, 1) 
4Ci 

br+dk 

Afin de simplifier les calculs, nous supposerons que 0 < ( 5 < l , M > l , 0 < c < l 
auquel cas, 

evo = min S 
,V4CV lM(S/2)-r-1C1} 

c >4"r c 
M8-rCx_ 

V 

Ainsi, 0 < XQ < ao si et seulement si 

(2r - lic'Ci 
22r+lJVf2¿-(2r+l)c2r+l 

< 4-rc2rM-2r^2r2rCf2r 

i.e., 

(7) br+dls 2 
' 2r - 1 

^2-2rj2r2+2r+lc2r 

Finalement, si les deux conditions (6) et (7) sont vérifiées, ce qui est le cas quand 
par exemple 

c' < vr . M-4r+2¿4r2+1c4r 

avec 
3 

Vr — V , 
nous obtenons une contradiction. La première conclusion du lemme est alors démon­
trée. 

Pour établir la dernière conclusion du lemme, il suffit de remarquer que 

fit) = /(io) + (/(*) - /(io)), 

et 

fit)2 = /(io)2 + 2(/(t) - f(to))f(t0) + (f(t) - /(io))2-

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 1999 



158 CHAPITRE 6. RÉDUCTIBILITÉ PRESQUE PARTOUT DANS LE CAS SO(3,R) 

Soit alors j le plus petit indice pour lequel, \d(f(to)\ > c; alors d'après la formule de 
Leibniz, 

\dJtf2(to)\ < 
\k+i=j 

(d?f(to))(dltf(t0)) < c2r. 

Donc, si Ac > rc2, la conclusion est vérifiée. 

Lemme 6.4.10. — Si f est (M, S, c, r)-transverse sur (a, b) et si pour ( > 0, s G (a, b), 
f(s) > £ > 0 a/ors y/J est (y/~M ,S' ,c' ,r)-transverse sur (a, b) avec 

(8) <S' -min((5/2,C^(8M)-1) 

c' = (c/2r)1/2 

Démonstration. — La fonction / est analytique sur B$ = (a—S, &+<£)+>/—ï(—S, S) ; la 
formule de Cauchy montre alors que, pour tout z G (a — S/2, b+S/2) + y/—ï(—S/2, S/2), 

(9) \dzf(z)\<M{5DDD/2)-\ 

Soit alors z' G (a — S' ,b + S') + y/—l(—S',Sf) avec S' comme en (8) ; il existe un point 
x G (a, b) pour lequel 

(10) \z' -x\< y/28DD1 < 26', 

et l'inégalité des accroissements finis ainsi que les formules (9), (10) montrent que 
Fn,2|, < cStd(NDDDDZnVn,s+ 

Comme f(x) > C > 0, pour x G (a, b), il en découle que 

Re(jV)) > C - 2M(S/2)-1S' > C/2, 

car C > SMS^S1. Finalement, / est analytique sur (a — S', b + S') + y/^ï(—S', S') où 
elle vérifie 

Re((f(z)) > C/2. 

Ceci montre que yf] admet une extension analytique sur B$' = (a — 6',b + 6') + 
y/=ï(-5',6') et 

sup \y/f(z)\<y/M. 
zeB8, 

Supposons à présent par l'absurde que c' < \Jc/2r on (a — S'/2,6 + #'/2), pour 
n < r. Nous appliquons alors la formule de Leibniz à / = y/J • \ / 7 pour obtenir 

s+q;k =s 
n 

3=1 

hn 
n 

Fn,2|, < cStd(NZnVn,s 

et 

I W ) l < 2 V 2 < c , 

ce qui est une contradiction. Ceci termine la preuve du lemme 6.4.10 
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Nous notons u+ la partie positive de u+ = (1/2)(u + \u\). 

Proposition 6.4.11. — Soit t un tore maximal (c'est-à-dire une droite passant par 0) 
de so(3,R) et soit 7 : (a, b) —t t, une fonction (M, 5, c, r)-transverse sur (a,b) ; soit 
aussi rj(-) G C$ ([o,&],so(3,R)), (0 < Sv < S) telle que 

max \n(z)\ < m. 

Notons 

p(k) = min 1, max sup \dl,ri(w) 
0<j<kweWsv/2 

(/Lt(k) < m(6/2)~k), et introduisons 1 > Ç > 0. Nous supposons que r > 1, M > 1, 
0 < c < l , 0 < 5 < 1 . Alors : 

(i) si I est un intervalle sur lequel \^(s) + n(s)\ > £ > 0 (sel) pour un £ > 0, 
alors 17(5) +77(5)1 es£ une fonction (M1,8'\c',2r)-transverse sur I avec 

M' = M + 3m, 

S1 = 
brd+d 

16(M + 3m)2 

c' = 2~r '((vM-1S)5r3c4r - (6MS-1)2rp(2r))+ 

(ii) si m < (1/11)C, et si I est un intervalle sur lequel 7(5) > C > 0 (s G I), alors 
|7 + 771 est une fonction (M', S', c', r)-transverse sur I avec 

M' = M + 3m, 

S' = min es 

brd 
bf 

Demonstration 

c' = [c-(2M(-1(5-1)5rm]+-

(i) Nous notons (771,772,773) les coordonnées de 77 dans la base (Ji, J2, J3) et suppo­
sons, sans que cela nuise à la généralité, que celles de 7(5) dans la même base sont 
(7(5), 0,0). Nous avons alors 

|7(5)+77(5)1 = (70) +Vi(s))2 +772OO2 + 773(s)2 

brd /7(s)2 + 27(3)77! (s) + 77! (s)2 + 772(*)2 + r)3(s)2. 

Comme 7(-) est (M, 5,c,r)-transverse sur (a, 6), le lemme 6.4.8 nous dit que 72(-) 
est est (M2,£/2,ci,2r)-transverse sur (a,b) avec 

ci =i;rM-4r+2£4r2+1c4r. 
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En outre, la formule de Leibniz 

sdsk = 
k 

3=0 

nbr 
brd 

xkdkd (kd)dkls 

montre que, pour tout s G (a — Sv/2, 6 + Sv/2), 

\dî(im)(s)\<2k-M(ô/2)-k-»(k), 

puisque, si 7(«) est (M, S, c, r)-transverse sur (a, 6), les inégalités de Cauchy montrent 
que 

sup \dkzl(w)\<M{8/2)-\ 
wews/2 

et donc la même inégalité vaut sur (a — 6^/2, b + Sn/2). De la même façon, 

« I < 2V(fc)2. 

Finalement, pour tout s G (a — ôv/2, b + 6^/2), 

max |^'(7 + r})2\ > ci - 22rM(ô/2)-2rfj,(2r) - 3 • 22r>(2r)2. 
l<7<2r 

Ceci montre que (7 + rj)2(-) est ((M -h 3m)2, ̂ , c2,2r)-transverse sur (a, 6) avec 

C2 = (t;rM-4r+2(54r2+1c4r - 22rM(J/2)"2V(2r) - 22r+2/j(2r)2)+. 

Le lemme 6.4.10 établit donc que I7 -h 77J, qui est égal à ^/(7 -h rj)2, est (M', (5', c7, 2r)-
transverse avec 

M' — M + 3m, 

b= CSn/2 
8(M + 3m)2' 

br = /2-2r(vrM-4r+2(J4r2+1c4r - 22^M(^/2)"2^(2r) - 22^+2//(2r)2)+ 

r7 = 2r. 
Clairement, ceci achève la démonstration de la partie (i) du lemme puisque r > 1, 
M > 1, 0 < <J < 1, 0 < /x < 1. 

(ii) L'hypothèse 7(5) > Ç > 0 pour tout s G /, et la même preuve que celle faite 
pour établir le lemme 6.4.10, montrent que, pour tout z G W$>(a, 6), 

Re(7(*)) > C/2 > 0, 

puisque 
erd+d 

dv 

8M* 
Ecrivons maintenant que, pour s G /, 

|7(s)-hr?(s)| = 7(5)' (1 + 
brds 
7(5) 

. ,*72(*Ko . ,773(5) N<1 
F,s + N^Pnrìn,sMn). 

= 7(«) • /l + h(s). 
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Remarquons aussi que h G C$,(I) et que pour z G W«$/(J), 

Ainsi, comme 

XSD 
XV 

< 2 
-m. 

h(z) = 
V 
' -Y(Z) 

X+DLSLR 

Fn,2|, < cStd( 
nous avons pour tout z G (I), 

\h(z)\ < 4m 
C 

m2 A 
X+DL 

c'est-à-dire si m < (1/11)C, 
XX+6XMW 

Finalement, on peut définir pour z G Wj'(7) la fonction, 1 + g{z) = y/l + h(z) et 
comme, pour w G C, |w| < 1, 

\VTTw\ < i + H/2> 

nous obtenons 
sup 

DXXWDV 
i + M ^ ) - i | < 3 ^ . 

Ceci implique que 

sup |7(z) • {y/1 + - 1)1 < 3 M - . 
X+XLS 

et 

sup |Ô?(7^)WI < SMmC1(ô,/2)-k. 
«€^,/2(7) 

Comme 
|7(s) + rj(s)\ = 7(5) + 7(5) • g(s), 

il vient que, pour k < r, 

Fn,2|, < cStd(NZnVn,s+d + N2D D 

ce qui donne la conclusion du (ii) et termine la preuve de la proposition 6.4.11. • 

Remarquons que dans le (i) de la proposition précédente, seulement S intervient 
dans l'expression de c' et non pas S„ (cf. 6.8.b). 

En outre, en raisonnant comme dans la preuve de (i) et en introduisant fi(k), on 
peut dans l'expression de c' obtenue en (ii) remplacer Ô„ par S. 

La proposition précédente admet le corollaire suivant : 
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Corollaire 6.4.12. — Supposons que 7(-) >??(•) vérifient les hypothèses de la proposi­
tion 6.4-11 ; alors pour tout Q > 0, l'équation 

(n) |7(A)+77(A)| = C, 

a un nombre de solutions inférieur à 

4r • (1 + |A|) • 
fM2(^/2)-(2r+1) 

c'2 + 1 

Démonstration. — Les calculs que nous avons effectués précédemment montrent que 
la fonction (7 + n)2 est (M + 3m)2,ô^,c2,2r)-transverse avec c2 = 22r(c')2 > c'2 
(remarquer que puisque l'on n'extrait pas de racine carrée £ n'intervient pas dans la 
transversalité). Par conséquent d'après le lemme 6.4.2, le nombre de solutions de 

l(7 + ??)2(Ao)| = C2, 

sur A est inférieur à 

4r • (1 + |A|) • 
M2(<L/2)-(2r+1> 

c'2 + 1 . 

6.5. Résonances 

Nous reprenons dans cette section certains résultats de la section 5.3 du chapitre 5. 
Rappelons que si 7 > 0 et a > d — 1 nous notons CD(^,a) l'ensemble des LO G Rd 
tels que, pour tout k G Zd — {0}, 

(12) Fn,2|, < cStd(NZ 7-1 
m* 

Pour tout entier positif N et tous réels r > 0 nous définissons DST (N, K) = 
DS^(N, K) comme étant l'ensemble des réels a diophantiens jusqu'à l'ordre N c'est-
à-dire vérifiant pour tout entier 0 < \k\ < 

(13) \a-(k,oj)\ > 
K-1 

B+DMP 

Nous noterons DST (N, K) le même ensemble 0 étant exclu et RST(N1K) (R pour 
résonnant) le complémentaire de ce dernier ensemble. Nous pouvons alors reformuler 
le lemme 5.3.1 de la section 5.3 du chapitre 5. 

Lemme 6.5.1. — Soient LU G CD (7, a),NeN,K>0etT>cr>0 tels que 

(14) 

Alors 

K>21+a~rN»a. 
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(i) pour tout a G R, il existe au plus un entier ko G Zd, 0 < \ko\ < N tel que pour 
tout k G Zd, 0 < \k\ < N, k ^ k0, on ait 

\a - (k,uj)\ 2 
K - 1 

X+DM 

(ii) si ce ko existe et si on pose a = a — (ko^ui) alors a G DST(N^, K). 

Démonstration. — Elle est similaire à celle de du lemme 5.3.1 du chapitre 5 

(i) Supposons par l'absurde qu'il existe deux entiers k{ G Zd, ¿ = 1,2 tels que 

\a - (ki,v)\ 
K - 1 

X6+DO 

en soustrayant les deux inégalités précédentes pour i = 1,2 il vient 

\(ki - k2,cj)\ 
K ' 1 K - 1 

DSXLSDJK 
< 2AT-1. 

Par ailleurs, puisque co € CD(j,a) on a d'après (12) 

|(fci -fc2,w)| > 
7-1 

1*1 -*2|CT 

. 7-1 
" (2N)"' 

Finalement on obtient 

7"1 
(2N)a 

< 2K~\ 

ce qui contredit l'hypothèse (14) du lemme. 

(ii) Pour tout k G Zd, 0 < \k\ < F ona 

\a-(k,u;)\ = \a - (k,uj) - (k0,v)\ 

> |(fc,u;)| - la - (fc0,a;)| 
-Y"1 K-1 

> 
\k\" \k0\T 

> 7 - ^ - ^ - K~\ 

Mais comme 
Fn,2|, < cStd(NZn 

on a 
Fn,2|, < cStd(NZnVn,s 

c'est-à-dire 

\a- (k,u)\ > K'1 > 
K - 1 

l*lr ' 
ce qui termine la preuve du lemme. 
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6.6. Estimées 

Nous noterons M (m, K), (K = R, C) l'ensemble des matrices m x m à coefficients 
dans K et nous le munirons d'une norme multiplicative, c'est-à-dire vérifiant pour 
tous U,V G M(m,K), 

\uv\<\u\.\v\. 

Si f(z) = SA;>O akzk est une fonction entière alors pour tout U G M(m,K), on peut 
définir 

f(U) = 

fc>0 

akUk, 

et si les coefficients de / sont réels positifs, 

\f(U)\ </(|c/|). 

Nous poserons dans la suite, u(z) — z 1(ez — 1) — 1. 
Nous avons alors la proposition évidente suivante : 

Proposition 6.6.1. — Soit U G C£(Td,M(ra,K)) telle que \U\h < 1 (h > 0) ; alors 
pour tout n > 0, 

(a) \Un\h < \U\nh, 

(b) \eu-0d+U)\h<\U\l 

(c) \eu -ïd\h<2\U\h. 

(d) 1 ^ ) 1 * < \U\h. 

Nous donnons à présent quelques estimées classiques. Dans ce qui suit 0 < h\ < 1. 

Proposition 6.6.2 

Il existe une constante C > 0 telle que, pour tout F E C% (Trf, so(3, R)) et tout 
0 < h < h\ les inégalités suivantes sont vérifiées : 

(i) \TNF\h < C 
(hi - h)d l\F\h„ 

(ii) \RNF\h < C 
-2ÎT(JV+1)(/H-/I) 

(hi - h)<* 
\F\hi, 

(iii) \e**V=í(™,*)F(x)\h < e2^h\F\h, 

(iv) \RN(e2^{m'x)F(x))\h <ce-
,-27r(AT+l)(hi-fc; 

dld +dbd 
e2»l™lhi|F|fcl. 
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Démonstration 
(i) On a 

TNF(z) = 

\k\<N 

Fi^e2*^^, 

si bien que, pour tout | Im(z)| < h, 

\TNF\h < 
|ifc|<JV 

|F(A0|e27r"fc!\ 

et d'après la proposition 1.1.2 du chapitre 1, 

\F(k)\<C\F\hle-2*W» 

nous obtenons 

\TNF\h < C\F\hl 
\k\<N 

e-2n(h!-h)\k\ 

< c 
N 

V/=0 

-2nl(hi-h) 
d 
D+DL 

< C 
1 

\ _ e—2-K{h\—h) 

d 
+DMDFO 

< c 
(/ii - h)* 

— \F\u 

(ii) Ecrivons 

RNF(z) = 
\k\>N 

F(fc)e2îrvCrî(fc'2); 

on a 

\RNF\h < 

\k\>N 

\F{k)\e2^h, 

et d'après l'équation (5) de la proposition 1.1.2, 

\RNF\h < \F\hl 

\k\>N 

e-2w(h!-h)\k\ 

< BR 
e-27r(N+l)(/M-ft; 

{hi - h)" 
\F\hl. 

(iii) est évident. 

(iv) Nous avons pour x G Rd, 

F{x) = 
B+DL 

F{k)e2"^^> 
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si bien que 

F(x)e27r^T{m^ = 

kezd 
F(k)e2nV^(k+m>x) 

SD 
kezd 

F(k-m)e27r^^x\ 

Ceci implique 

RN (e2N^M^F(x)) (z) = 
|*|>iV 

e2NV=I^F(k-m), 

et 

RN (e2wV=î^m^F(x)y 
h 

< 
\k\>N 

e2*^l*l*|F(fc-m)| 

< \F\hl 
\k\>N 

e2n\k\h e-27r\k-m\h1 

< Ce2n™hl\F\hl 
\k\>N 

E-27R|A|(/n-h)? 

puisque \k — m\ > \k\ — \m\. Finalement la proposition 1.1.2 du chapitre 1 permet de 
conclure la preuve de (iv). • 

Rappelons que nous notons TjyF la troncature dans la série de Fourier de F, le 
terme constant étant exclu. 

Proposition 6.6.3. — Soient A c R un intervalle, A(-) G C^(A, so(3, R)) une famille 
à un paramètre d'éléments constants et F G C%iô(Td x A,so(3,R)). Nous supposons 
que LU G CD(~{,cr) ainsi que : 

(a) M := max(l,supti;G^(A)\A(w)\), 
(b) pour tout A G A, |A| G DST(N,K). 

Alors il existe Y G C%iô,(Td x A,so(3)), avec 

S' >c6K-2(MN)-a6S, 

où 

tel que 

aQ = 9 -h (r + 2r + d, 

(i) pour tout (x, A) G Rd x A, Y(x, A) es£ à valeurs dans l'algèbre so(3, R) et résout 

Lu/27VY(x,X) + [A(X),Y(x, A)] = fNF(x,X), 

(ii) j90̂ r ssss 0 < h < hi, 

(15) M A * < c67/í2(M7V)a6 V+DE 
(/il - /ì)d 

où ce est une constante positive. 
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Démonstration. — Adaptons la démonstration du lemme 3.3.1 du chapitre 3 au cas 
où g = so(3, R) ; nous avons montré que pour tout À G A, 

| [^(fe,o;)Id + ad(A(A))]-1| < c2\k\^2r7K2(M + N)8 

< c2\k\a+2TK2{MNf, 

où C2 = este • (2 + |u;|)8 -7. Nous prouvons à présent le lemme suivant : 

Lemme 6.6.4. — Pour tout k G Zd, 0 < \k\ < N, et tout w G WÔ'(A), Vendomor-
phisme y/^ï(k, w) Id + a,d(A(w)) G gl(so(3, R) (g) C) est inversible et la norme de son 
inverse vérifie 

Kv^î^wJId + ad^ti;))]-1! < C\k\a+2r7K2(MN)s, 

où C > 0 est une constante. 

Démonstration. — Rappelons tout d'abord le résulat élémentaire suivant : 

Lemme 6.6.5. — Soient B,H G M(ra,R) telles que B soit inversible et supposons 
que \H\ < il-E?-1!-1 ; alors B + H est inversible et la norme de son inverse vérifie 

{(B + H)-1] < 2\B~1\-1. 

Démonstration. — En effet 

(B + H) = B(I + B-1H); 

comme 
I B - ^ l ^ l s - 1 ! - ^ ! ^ - , 

il découle que B + H est inversible et 

Fn,2|, < cStd(NZnVn,s+d + N2n%n 1 
' l - ( l / 2 ) ' 

I S " 1 ! , 

ce qui est la conclusion. 

A présent, si w G W<j/2(A), nous savons d'après les formules de Cauchy que 
\dwA(w)\ <M{8/2)~\ 

Par ailleurs, si w G Ws>, il existe toujours un À G A pour lequel \w — À| < 28'. 
L'inégalité des accroissements finis montre alors que, pour 8' < 8/2, 

\A(w)-A(X)\ < M(8/2)~18\ 

c'est-à-dire 

I ad(AM) - adU(A))| < CM(8/2)-1S'. 

L'application du lemme précédent au cas où B = y/^ï(k,u) Id + ad(A(À)) et H — 
a,d(A(w)) — ad(i4(À)), montre que, si 

CM{S/2)-H' < ^ [ ^ ( f c . ^ + ad^A))]"1!-
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alors &d(A(w)) + y/— \(k,iS) Id est inversible et 

|[v/Zî(^,a;)Id + ad(A(^))]-1| < 2|[V=ï(fc,a;) Id -h ad(A(A))]"1 

< C\k\a+2TK2(MNf. 

Il suffit donc de choisir 

S' > max CM-^+^K^lMNy^M^S, 
— I 1.1S AT 1 1 v 7 

ou par exemple, 
(5' > CN-(a+2r)K-2(MN)-*M-1ô. 

Ceci termine la preuve du lemme vu le choix fait pour l'exposant a^. 

Pour terminer la preuve de la proposition, posons pour tout 0 < \k\ < N et 
w G Wfy(A), 

Z(k,w) = [(v/zî(A:,cj)Id-had(^(w;))]-1 -F(k,w), 

où F(k,w) représente le fc-ième coefficient de Fourier de 

F(k,w) = 
'[0A]d 

F(x,w)e-2nV=î^dx. 

Remarquons que F(k,w) G so(3,R) <g> C, et F(k,\) G so(3,R) quand À G A. 
Définissons également sur Wh, ô'CKd x A), 

Z(z,w) = 
0<\k\<N 

Z(k,w)e27Z^l^z\ 

qui est une fonction de C% ô, (Td x A, so(3, R)®C). Les estimées précédentes montrent 
que 

\Z(k,w)\ < C\F{k,w)\ • \k\^+2TÏK2(MNf, 

et 

\Z{k,w)e2nV^{kiZ)\h < C\F{k,w)\ • e27V^h\k\^2r^K2(MN)8 

< C\F\hle2n^h-h^\k\^2T^K2(MN)8. 

Mais la somme 

SN = ijU<H-2re-27r|A;|(/ii-/i) 

0<|fc|<iV 
vérifie 

SN < 
jyd+a+2r 

(1 _ e(h!-h)y 

< 
A/d+<r+2r 
(Ai- ft)"' 
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Finalement, 

\Z(;w)\h < CK2{MNfNd+CT+2r 
F{;w)\hl 

D+DMPD 
On posera c6 = C. Posons à présent pour (z,w) G W^^'i^ x A), 

Y{z,w) = 1, 
2 

Z(z,w) + Z(z,w))i 

c'est une fonction dans C£ 5, (Td x A, so(3, p 0 C ) qui vérifie 

\Y\hô, < CK2(MNfNd+(T+2- 1*1*1,*' 
(hi -

< CK2(MN)ae \*\hit6' 
(h!-h)d' 

Par ailleurs, pour w — A G A, Z(-,À) résout l'équation sur Td, 

L^Zfa A) + ad(A(A)) • Z(s, A) = TNF(x). 

Prenant l'équation complexe conjuguée, on voit qu'il en est de même de Z(x, A) et, 
par conséquent, 

Lu/2wY(x, A) + ad(A(A)) • Y(x, A) - fNF(x). 

Mais à présent Y(x,X) est à valeurs dans so(3, R) pour (x, A) G Rd x A (et non plus 
seulement dans so(3, R) ® C)). Ceci termine la preuve de la proposition. • 

Nous introduisons maintenant et évaluons quelques expressions qui nous seront 
utiles par la suite. 

Rappelons que la différentielle de l'exponentielle vérifie 

e~x • £>(exp)(X) H = Id_e-ad(X) 
adpQ 

H. 

Pour Y G Ca;(Td,5o(3,R)) évaluons Lu/27reye~Y. On posera B = eY. On obtient 

Lu/2irB ' B 1 = -eyLU7/27re y 

= -eY.D(e-Y).(-Luf/2KY) 

DD 
Id_e-ad(-y) 

ad(-y) • (-Lw/27ry) 

BR 
ead(y) _ M 

ad(y) 
vDDLD+DH 

Dans la suite, L(X) est l'endomorphisme de p/(so(3,R)) 

L(X) = Ad(ex) - Id - ad(X) = eadW - Id - ad(X), 

et 5(A") l'endomorphisme 

S(X) = 
ead(X) _ m 

ad(X) - Id , 
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Le quotient précédent se comprenant comme 

adk(X) 

k>0 
(fc + l)!' 

Utilisons le fait que 

|ad(X)| <2\X\, 

et remplaçons X par ad(X) dans les inégalités précédentes. Ainsi, si X est dans 
C£(Td, 5o(3, R)), on a, pourvu que \X\h soit plus petit que 1/2, 

\L(X)\h<C\X\l 

|L(X)-ZL < \L(X)\h\Z\h 

< c\x\l\z\h, 

\S(X)\h < \X\h, 

\S{X)- Z\h<C\X\h\Z\h. 

Nous supposons donnés A, F, Y comme dans la proposition 6.6.3, c'est-à-dire que 

Lu/2„Y + [A,Y] = tNF, 

et faisons l'hypothèse supplémentaire 

(16) 2c6K2(MN)a°\F\hltS < 1 

qui assure , \F\h,s < 1/2. Les inégalité précédentes montrent que 

\S(Y) • L„n„Y\h < \Y\h\Lu/2„Y\h 

< C\Y\h(\[A,Y]\h + \fNF\h) 

< CMK2{MN)ae 
(hi - h)d 

• I K2(MN)ae \F\hus 
(hi - h)d 

+ Nd \F\h,.s 

(17) < CK4(MN)2a6+d+1 \F\hl,s 
(hx - h)2d ' 

\[Y,F]\h < 2\Y\h\F\h 

(18) < CK2(MN)a6 \F\l, 
(h!-h)d 
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\L(Y).(A + F)\h < C\Y\\\A + F\h 

< C\Y\\(\ + \A\)(1 + \F\h) 

< CMK4(MN)2a \F\l 
(hi-hy 

(19) 

6.7. Lemmes de conjugaison 

Si AQ est dans so(3, R) définissons, 

Vs(A0) = {Aeg, \A-A0\ <s 

Rappelons que nous avons noté, Wh(Vs(Ao)) C so(3, R ) ® C , l'ensemble des A+y/^ÎB 
avec B G so(3, R) de norme inférieure à h > 0 et A G V8{AQ). On a alors : 

Lemme 6.7.1. — Soit p > 0, A0 G so(3,R) tel que \A0\ > p > 0 et tA0 = RA0 (l'al­
gèbre maximale passant par AQ). Il existe alors une constante positive K indépendante 
de p et une application analytique ip telles que 

(i) i>eC%K(VpK(A0),so(3,R)), 

(«) sup 
A£WPK(A0) 

Ub(A)\ < 3 
2' 

(iii) pour tout A G VpK, 

Ad(e^)-A = e*d^A» GtAo. 

(iv) Si Ai G tA0 est de norme 1, alors 

Ad(e*(A>)-A=\A\-A1. 

Démonstration. — Supposons tout d'abord que |A0| = 1 et notons k un supplémen­
taire de tA0 — R^o dans so(3,R) (par exemple le plan orthogonal à AQ), SO(3,R) = 
k 0 ^o- L'application \I> définie par 

* : k x tAo —> so(3, R ) 

{X,Y) i y Ad(ex)-(A0 + Y) 

a pour différentielle au point (0,0) : 

D9(0,0).(X,Y) = [X,Ao] + Y, 

qui est clairement inversible. Le théorème des fonctions implicites montre alors que 
# est un difféomorphisme analytique d'un voisinage de (0,0) sur V2K(AQ). Si 

pi :(X,Y)^X, 
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définissons ^ = pi o\I>-1. L'affirmation (iii) est alors claire. En outre, est analytique 
sur VK(A0) et il existe donc SQ > 0 tel que ip est dans C£O(VK(A0),so(3,R)). Par 
ailleurs, quitte à choisir K, plus petit (K, < SQ), on peut supposer que 

sup SSKS 4KL° 3 
2' AeWK(A0) 

et nous obtenons (ii) pour p — 1. La conclusion du lemme s'obtient alors par homo­
généité (sur p). • 

Nous poserons, 

(20) ÓÍA) =е^л>. 

Nous aurons besoin dans la procédure de récurrence des deux lemmes suivants de 
conjugaisons. Nous supposons toujours dans ce qui suit que UJ G CD{^,a) est fixé. 

Lemme 6.7.2. — // existe une constante Ci > 0 pour laquelle ce qui suit est vrai. 
Soient A G R un intervalle, A G C^(A, so(3, R)) une famille à un paramètre d'élé­
ments constants F%ô(Td x A,so(3,R)). Supposons 

(a) M := max 1, sup \A(w)\ 
weWs(A) 

(b) pour tout A G A, \A\ G DST(N,K), 

(c) et (cî. formule (15)) CiK2(MN)a« \F\hj 
(h - h')d 

< 1 , 

il existe alors Ô' > 0, 

Y E ^ , ( T d x A,*o(3,R)) 

et 
A' eCf,(A,so(Z,R)), 

F' eCls,(TdxA,so(Z,R)) 

tels que 

(i) S' = CxK-2{MN)-a«ô, 
(ii) (W/2TT, A' + F') K(eY) (W/2TT, A + F), 
(iii) A' = A + F(0,-), 
(iv) e£ pour tout 0 < h' < h, 

\F'\h>,5> <C!K4(MN)2ae+d+1 
\F\js 

(h - h')2d 
SKSK fgKZK W+SLOK 

(h-h')d' 

\Y\h's> < ceiK2(MN)a° 
\F\,S 

(h-h')d' 
(v) M' := max(l,\A'\S,) < M + |F|M. 
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Démonstration. — La proposition 6.6.3 nous fournit un F G C%ô,(Td x A,so(3,R)) 
tel que 

(21) 

posons 

Lu!/2„Y + [Y,A]+fNF = 0; 

A' = A + F(0, A), 

et 

F' = (Lu/2„eY) • e~Y + Ad(eY) • (A + F)- A'. 

Les points (ii), (iii) sont alors automatiquement satisfaits et il nous faut seulement 
vérifier le point (iv) ainsi que F G C%5,(Td x A,so(3,R)). Calculons : 

F' = (Lu/2neY) • e~Y + Ad(ey) .(A + F)-A1 

= (D(eY) • L^/2,r)e-y + (Ad(ey ) - Id - ad(F)) -(A + F) 

+(Id + ad(Y)) • (A + F) - A\ 

= (S(Y) + Id) • L„/2lcY + L(Y) + + A + F + + [Y, F]-A'. 

Utilisant le fait que 
Lu)/2vY + \Y,A]+tNF = 0, 

nous obtenons 

F' = S(Y) • Lu/2vY + L(Y) .(A + F) + [Y, F] + RNF, 

ce qui montre que F G C%ô, (Td x A, so(3, R)). Enfin, quitte à choisir Ci > 0 suffisam­
ment grand, les estimations (17), (18), (19) et le (ii) de la proposition 6.6.2 donnent 
l'estimée voulue sur \F'\h',ô'-

Ceci conclut la preuve du lemme. • 

Dans le cas où il y a une résonance, le lemme précédent ne s'applique pas directement 
et nous devons au préalable éliminer cette résonance. 

Lemme 6.7.3. — II existe une constante C2 pour laquelle ce qui suit est vrai. Soient 
A en un intervalle, A G C£(A, so(3, R)), F G C£5(Td x A,so(3,R)), K = Nv et 
k0 G *Ld, 0 < |&o| < N tels que 

(a) pour tout À G A, 

\A{\)\ e WS+SK 
K-1 

S+SKS 
(ko, LU) + 

SKS 

l*o|T, 

et en particulier \A(X)\ > 7-1 
N" 

W+SZK 7-1 
2№' 

(b) il existe ÀQ € A tel que, pour tout A € A, 
\A{X)-A(\o)\ <K\A{\0)\ 

K, étant la constante du lemme 6.7.1 ; 
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(c) supweWs(A) \A(w)\ <M. 
(d) C2K2(MN)»a'e2*Nh\F\hiâ(h - h')~d < 1. 
Alors il existe 8' > 0, A', A G C% (A, so(3, R ) ) , F' , F G C% 5, (Td x A, so(3, R ) ) tels 

que 
(i) po^r tout À G A, 

(U/2TT,A' + F') Il (U/2TT, A + F) 1Z (OÛ/2IT,A + F), 

(ii) ^ottr £cm£ À G A, -A(À) es£ s^r le tore maximal £A(À0) — R^4(AQ) et 

|^(A)| = |^(A)|-(*»,,w), 

c'est-à-dire \A{\)\ € (-R-1/\k\T,K'1/\k\T) C DST(N»,K); 
(iii) 

I ^ W <C2e2^'lfc°l|F|M, 

(iv) 

,4'(A)=A(A)+F(0,A), 

et 

\F'\h;s> < C2(MN)a-'ei*Nh \F\ls 
(h - h')2d 

Fn,2|, < cStd(NZn \F\h,s 
(h-h')d' 

8' = C2K-2(MN)-^a6^8, 

(H — r/a),a7 — n(2aQ + d + 1) + 4u 
(v) 

M < 3M, 
M' < 3M + C2\F\h;S,. 

Démonstration. — Soient 

8° = ^i^N-'M^S et = (27)-1Ar-a; 
8 

on a alors pour tout À G A, |A(Ào)| > po- Pour tout w G Ws<>(A) il existe Ào G A tel 
que \w — ÀQ | < 8°, et d'après les formules de Cauchy, 

\A(w) - A(\)\ < 6°M(6/2)-1 < 2Ô°MÔ-1 < -on. 

Comme 

\A(\) - A(X0)\ < K\A(\0)\, 

le lemme 6.7.1 nous dit qu'il existe ip € C^K,A,XO^({A(XQ)}), tel que 

Ao{x) = e*dWA(x))) .AiX)etAiXo). 

Ceci implique que ip o A G CK, (A, so(3, R ) ) , et 

\Ф°А\в» < -. 
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Finalement si nous définissons, 
Fo = ead(̂ (A(A))) . ^ 

nous obtenons 

(w/27r, A° + F°) Il (U/2TT, A + F) 

\A°\SO<±\A\SO et \F°\htôo<-\F\hltôo. 

Posons alors en notant H = A(Ào)/|A(Ào)|, 
B(x) = c-2*(*o,*)H 

qui est bien définie sur Td. Nous avons 

Lu/2vB • B-1 + Ad{B) • (A° + F°) = -(k0,uj)H + Ad(S) • A° + Ad(B) • 

Mais Ad(-B) • A° = A° car A° et if commutent. Par conséquent, 

Lu/2nB - B'1 + Ad(B) • (A° + F°) = A° - (tô-o^ff + Ad(fl) • F° 

Nous définissons 

A — A° - (k0,co)H G C£(A,so(3,R)), 

F = Ad(B) • F° G C%tôo(Td x A, so(3, R)) , 

M = max(l, |i4|jo). 
Remarquons que comme d'après le (a). 

Fn,2|, < cStd(NZnVn,s+d + N 

on a 
M < | M -h M + if"1 < 3M, 

(M > 1 > 1/2 > if"1). 

Par ailleurs, comme A° et i i commutent 
\A\ = \A°\-(k0,Lv) = \A\-(ko,Lv), 

car A et A° sont conjugués. Nous obtenons ainsi la conclusion (ii). A présent le 
lemme 6.5.1 montre que \Â\ G DS{N»,K,T). Comme C2 > Ci, 

Ciif2(M^)a6|F|Mo < Ciif2(3M^)a6e27rfeo/l|F|M 

< C2K2(MN)lu*e2*Nh\F\hts 

< 1, 

le lemme 6.7.2 nous fournit un Y G C%ô,(Td x A,so(3,R)) avec 

S' > CK-2{MNfx)"a9S° 
> CK-2{2>MN»)-a6N-aM-lt 

> CK-2(3MN)-^a*+or>>S, 
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tel que 

(u/2ir,A'+ F') n(eY) (u/2ic,Â+F), 

A' = A + F(Or), 

et 

(22) F' = S(Y) • L„/2irY + [Y, F] + L(Y) . ( 1 + F) + 

la somme des trois premiers termes du membre de droite de (22) a une norme | \H>Ô' 
plus petite que 

CK4(MN»)2a6+d+1- \F\lso 
{h-h')2d' 

et en utilisant l'équation ((iv)) de la proposition 6.6.2, le reste vérifie 

\RN»(F)\<C 
e-2nN»(h-ti) 

{h - h')d 
02nNh\ rpi 

Finalement, comme K = Nu (y > /x<j) et 

Fn,2|, < cStd(NZnVn,s+d + N2 

nous obtenons 

1 '̂ |v ,<5' < CiT4 (3M 7V)M2G«Î+<*+1) e47rN* l i l i* 
(/l - h')2d 

çe2nNh-27rN»(h-h') \F\HJ 
(h - h')d 

< C2(MN)a7e4nNh-
S+SQP 

h - h')2d 
_|_ -^^e2nNh-2nN^(h-h') \F\hS 

s,s +d;dr 

où on a posé, 

d7 = /i(2a6 + d + 1) + 4z/. 

Enfin, 

M' < max(l, |A|¿o) + |F(0, -)k < 3M + |F(0, .) |*. 

Ceci conclut la preuve du lemme 6.7.3 

6.8. La récurrence 

6.8.a. Définition des constantes. — Nous définissons dans cette section des 
quantités qui interviendront dans la récurrence. Celles-ci seront définies au moyen 
de constantes «universelles» introduites dans la suite dans les propositions et les 
lemmes de la section 6.8.b. Le lecteur pourra vérifier qu'il n'y a pas de cercle vicieux 
dans cette façon de procéder. 
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Définition de quelques constantes. — Posons 

ß = iD 
7' 

DDK 1 
3' 

on a alors 3 < (1 — ß)/5 et 

P< 
ß' 1-ß 
B+OR 

et les inégalités 

o < \ß'-ß 

0 < (1 - ß) - 2ß' (23) 

Notons C le maximum des constantes numériques C intervenant dans les énoncés des 
propositions et des lemmes de la section 6.8.b qui suit ; nous supposerons en outre 
C > v~x (la constante du lemme 6.4.8) et posons 

(24) o8 = 10(2i/ + 2 + o7), 

(25) pi = (22d+4(l + /?)n; 

Anticipant sur le lemme 6.8.18, notons C* > 0 une constante dépendant seulement 
de 8 = 1/7 (et dont le lecteur vérifiera facilement le caractère «universel») telle que 

(26) 20a822ft"r£ < C*n, 

et soit Cz une constante qu'on peut supposer plus grande que 10 (par exemple) telle 
que, pour tout n > 1, 

(27) P?<C3u-\ 

où nous avons posé 

(28) un = e-(l+/3)2v/nLogP1. 

Enfin définissons 

(29) 

et 
(30) 

ag = 2a»C*, 

C4 =max[u-2a9" e - A ^ ) " ] . 
Tï.>1 

Quantités dépendant de /3 . — Pour ¡3 > 0 nous introduisons les suites suivantes 
définies pour n > 1, 

hn = 
1 

2n-i 
•fti, 

Nn = Nn(ß") = 
8'(l + ß)n + ß" 

2irhn 

Kn = Kn(ß") = 
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(31) 

(32) 

on a 

(33) 

car 

T(f3") = 
CMX$\ 

2irhi 
Ï8 

Cn = Cn(/3") = (C3T(/3"))-1«„; 

Uß") < KJß'T^-^ 

K~lN-T > T(/3")-Vrn-
Nous avons alors le lemme suivant : 

Lemme 6.8.1. — 77 existe une constante positive Ce telle que, si 

S+SP C6M1 
hiâici1 

alors, 

(34) e P /2 max 
n>l 

C4i 
.2C3T(8") 
SSOS 

2agn2 
e-(i+/3)»/e 1 

~ 2C 

Démonstration. — Estimons déjà le max intervenant dans l'expression (34). Pour 
cela nous pouvons utiliser le lemme suivant : 

Lemme 6.8.2. — Si p > 1, À > 1 et a, Ci, C2 sont des constantes positives, 

m a x f a ^ V ^ < Ce2Log2a, 

où C > 0 est une constante ne dépendant pas de a. 

Démonstration. — En effet 

Fn,2|, < cStd(NZnVn,s 

et le maximum de exp(Cinp Log a — Cfn2p) est atteint pour dnp = \ Log a. 

Nous obtenons donc en développant T (/?"), 

max 
n>l 

C4 
,2C*T(3")\2a9n2 

Ô1C1 
e - ( i + / ? r / 6 < max 

n>l 

'2C±C3C3'^ 
2-ïïh\o\C\ 

2oga8Tl2 
e-(l+/3)»/6 

Fn,2|, < cStd(NZnVn,s 

où on a noté, 

A = 
S+SPSE 
2iïh\o\C\ 

(A > 1), 

et où C5 > 0 est une constante. Notons w > 0 une constante telle que, pour tout 
x > 1, 

Log2 x < w\fx\ 
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si f3" > 1, on a également f5"A > 1 et si f3" > 4w2A, 

^oz2(B"A)<wJWÂ<-(3". 

Ainsi, pourvu que 
3" > 4w2A, 

on a 
C5e-/3"/2eèL0gW) <C5e-0"/^ 

et il suffit que 

>4Log(20C5), 

pour que l'inégalité (34) soit satisfaite. Il suffit donc de choisir 

P" > C6A, 

avec 
C6 = 16w2Log(20C5), 

pour obtenir la conclusion du lemme 6.8.1. 

Nous pouvons alors énoncer le théorème suivant. 

Théorème 6.8.3. — Soient UJ G Rd dans CD(^,a), h > 0 et A ^ 0 dans so(3,R) 
alors, pour tout F(x,X) G C%(Td x A,so(3,R)) vérifiant 

I'lftiA S 
1 
HT 

-3j3" 

et tout entier n > 1, il existe une partition Hn de A en qn intervalles Anj, 1 < j < qn> 
et des nombres réels fhn, mn, Mn, Ôn, cn, rn, pour lesquels ce qui suit est vérifié : 

(i) Les intervalles (Anj)i<:j<qn définissent une partition de Hn en ensembles Hn, 
11^, (t pour «transverse» et 0 pour «attente»). 

(ii) Pour Anj G IIn, et X e Anj, 

(LO/2TT, XA + A)) U (w/27r, An(X) + Fn(-, A)), 

4 e q j A n , s o ( 3 ) ) , 

FneCH x (TdxAn,5o(3)), 

max(l, |i4n|jn) < Mn, 

\Fn\hn,sn < rrir, 

et 
C{MnNn)^e2^h-{hn - hn+1)-dmn < 1. 
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(iii) Pour tout A*nJ € n̂ , 

K , i —• R 
A —• \An(X)\ 

est (Mn, Sn, cn, rn)-transverse. 
(iv) Pour A^j G 11^, existe un entier non-négatif pnj = p(A£ •) que nous noterons 

pn, ainsi que des applications 

APneCl(A0nJ,so(3,R)), 

et 

FPneCZpn>5pn(TdxA°nJ,so(Z)), 

telles que 
(a) \FPn\hPn,sPn <mPn, 
(b) Vapplication 

A—> L4P„(A)| 

est (MPn, £Pn, cPn, rPn )-transverse sur A^j. 
(c) po?/r A G A° • on a 

An(A) = APn (A) + FPn (A, 0) + FPn+l (A, 0) + • • • + Fn-i (A, 0), 

(d) pour tout A G A^j on a 

A.„(A)|<CP„, 
(e) pcmr tout A G A° • on a 

K(A) | < i f -1 . 

(f) Si A°n n A°+1 # 0 aZors A°+1 c A° et pour A € A° n A°+1 on a 

i4„(À) = APn(A) + FPn(A,0)+Fp„+1(A,0) + --- + Fn_i(A,0 

,4n+1(A) = Ap„(A) + Fp„(A,0) + FPn+1(A,0) + --- + F„(A,0) 

i.e. 

Рп — jPn+Ъ — Apn+1. 
(v) 77 existe q > 0 tel que 

(35) SSCV /2CzT(3")\-"9n3 
OlC! 

<9n3 
-i 

(vi) Pour tout entier s > 1 il existe une constante ne dépendant que de s (mais pas 
de fi",ci,hi,Si, Mi) telle que, pour tout n > 1, 

(36) rn < (cste)sln(s)n, 

où lri(s)n représente l'itéré s-ième du ln quand il existe. 
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(vii) On a 

(37) 

(38) 

(39) 

(40) 

(41) 

(42) 

(43) 

(44) 

Mn < 4n-1M1, 

m- <e-3""e-(1+«". 

mn<e-2""e-K1+«", 

mn<mn< 
1 

u 
DD+DOIE 

oo 

k=n 
fhk < 20e-2*3"e-H1+Vn 

Sn > {C3T{P"))-2na»unna*5u 

B+RLOK 2C3T(0")< 

ÔiCi 
-OGN2 ,.09«î 

mn < cn < Sn < Cn < Kn 1 < Nn 1 < Mn x. 

Nous prouverons le résultat précédent par récurrence sur n dans les sections 6.8.b 
et 6.9. Nous supposerons donc tout au long de ces sections que les conclusions du 
théorème 6.8.3 sont vraies jusqu'à l'ordre n. 

6.8.b. Le schéma de bifurcation. — Nous poserons ¡1 = r/a = 2. 
Supposons que pour tous les entiers 1 < Z < n les conclusions du théorème 6.8.3 

soient vérifiées ; il existe alors des intervalles A*?J-, * = £, 0, pour lesquels les points (i) 
à (viii) sont vérifiés. 

La preuve de l'hypothèse de récurrence à l'étape n + 1 rend nécessaire l'étude de 
deux cas, suivant que * = t ou * = 0. Dans chacun de ces cas, nous définissons une 
partition de A* (* G {t,0}) en intervalles A*'^ ou A*'°x, et sur chacun d'eux nous 
étudions le comportement des racines. La définition de A^_l5 * G {0,£} est permise 
par les lemmes 6.8.6 et 6.8.4 et celle de A^'^, * G {0,£} par le lemme 6.8.10 Nous 
aurons donc quatre bifurcations à étudier, bifurcations que nous noterons : 
1) 1.1)* t, (proposition 6.8.7), 

1.2)* -» 0, (proposition 6.8.8), 
2) 2.1) 0 £, (proposition 6.8.11), 

2.2) 0 0, (proposition 6.8.12). 
Nous supposons qu'il existe une transformation Bn(x, À) G Cu(Td x A ,̂ 50(3, R)) 

qui conjugue A \ + F\ à AN + FN : 

(AN + FN) = Lw/27rB„ • B'1 + Ad(£n) • (Ai + FX) 
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Notons In,k et I® k, 0 < \k\ < Nn, les intervalles suivants : 

In,k = D+DMP k-1 

kr 
(k,u;) + 

+DLMD 
\k\r 

In,k = ((*,<*>) - Cn,(*,w) + Cn), 

n̂,0 ~ [0> Cn), 

(Cn < Kn1NnT). Nous noterons (7^/)z>o pour «diophantien»)) les différentes 
composantes connexes du complémentaire dans [0, oo) de 

0<|fc|<N„ 
In,k, 

ne contenant pas 0 et In$ l'unique composantes connexe contenant 0. 
Pour k / 0, nous définissons les ensembles (r pour «résonnant», 0 pour «très 

résonnant » ), 

rr r _ r0 
In,k — In,k 1n,k^ 

et pour k = 0 

rr r rO 
in,0 — in,0 — In,0' 

Les bifurcations t —> t,0. — Enonçons tout d'abord : 

Lemme 6.8.4. — Pour tout A^ G 11^, e£ l, les ensembles, 

Fn,2|, < cStd(NZn 

oit * = GL 0,r e£ 0 < 1/1 < Nn, ont au plus C • cRÎ1Mn(l + |A* |)£n (rn+1) composantes 
connexes. 

Démonstration. — En effet an = \An\ est (MN£N ^rn+1\ cn, rn)-Pyartli sur A^et il 
nous suffit d'appliquer le lemme 6.4.2 pour obtenir la conclusion du lemme 6.8.4. • 

Pour * G {0,r, <i}, divisons chaque composante connexe de an1(/n>/) fl A^ en, 

2M„(1 + |A« I) 
^Cn̂ n 

intervalles d'égale longueur et notons 11̂ +x l'ensemble des intervalles ainsi obtenus 
quand |/| varie dans {0,... , Nn}. Chacun des éléments de 1 est de longueur infé­
rieure à 

2Mn \ 
\K>(nSnJ 

L'intérêt de diviser ainsi les intervalles réside dans le lemme suivant : 
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Lemme 6.8.5. — Si A ^ G 1 1 ^ (* G {0,r,d}) est tel que o ^ A ^ ) D J°j0 = 0, 
alors pour tout X, AQ G A '̂* on a 

\An{X) - An(XQ)\ </c|An(A0)|. 

Démonstration. — En effet, comme chaque éléments de I I^^ est de longueur infé­
rieure à 

2Mn \ -1 
^Pnrìn,sMn). 

on a |À — Ào | < Sn/2 et l'inégalité des accroissements finis et les inégalités de Cauchy 
montrent aue 

\An(X) -An(X0)\ < lA-Aol sup \dwAn(w)\ 
Fn,2rìn,sMn). 

< 2Mn N 
S+S%S 

MniSn/2)-1 

SSMS 

< K\An(X0)\, 

puisque sur A ^ G 1 1 ^ , 

K(A0)| >Cn 

Ceci conclut la preuve du lemme 6.8.5. 

Nous noterons, 

AAn+l — AAn+l u AAn+l' 

On a ainsi prouvé (en majorant |An| par une constante) : 

Lemme 6.8.6. — Pour n > 1 et * G {0, t}, 

[45) V+SKIZ 
VES 

VZ+S 

2rn 
SSSGZ 

Démonstration. — En effet 

d+dkle Frìn,sMn).ssxswX ddudr 
k 2M„ 

br 
+dke 

< 
CMn 

s+soez 

r+2n 
m l 

quitte à changer la constante C. 

Nous donnons à présent deux propositions correspondant aux transitions t —» t et 
t 0. 
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Proposition 6.8.7 (t t). — Soit sddd i ^ H-n+i y al°rs M existe 

An+1eCl+l(A^+hj,so(3,R)) 

et 
Fn+i € C%n,(Td X ddEO(3,R)), 

£e/s gîte, pot̂ r tout À G An'+ljJ., 

(w/27r,i4n+i(A)+Fn+i(.,A)) Il (w/27r,An(A)+Fn(.,A)), 

e*|^4n+i||AM es* (Mn+i,()n+i,cn+i,rn+i)-transverse, avec 

Mn+i = 3(Mn + mn), 

(46) mn+1 < C • 
NnMn)a7e4nN»h» 
(hn - hn+i)2d 

dvr 

+ C 
e-2nNn(hn-hn+1) _|_ e-2nN%(hri-hn + 1)+2irNnhr 

(hn - hn+i)d 
Tim 

(47) 6n+1 = (CMnATnC-1)-û8<5n) 

(48) c„+i = [c„ - {CNnMnô-lÇ-l)a*r"mn}+, 

(49) skjs+skskle+s 

(50) mn < Ce27vN-h-mn. 

Démonstration. — Puisque A^+1 G n '̂̂ , deux cas peuvent se produire : 

(i) Si XDDD€ n^x, alors par définition pour tout À G A^'^ on a An(\) G 
DST(Nn,Kn). Les hypothèses du lemme 6.7.2 sont alors satisfaites, ce qui implique 
qu'il existe An+i G C£+i ( A ^ , so(3, R)) et Fn+1 G C^ ;+ i (Td x A ^ , so(3, R)), 
avec 

(51) ô'n+i = (CNnMn)-a'ôn, 

tels qu< 
(W/2TT, A„+1 + Fn+1) ft (W/2TT, A„ + F„), 

(52) Dgn((l - t)x + tj(x) s 

qkslf+sjkz+ekjz (MnNn)<* 
(hn - hn+i)2d \Fn\ln,Sn + 

-2nNn(hn-hn + i) 

(hn - hn+i)d 
Fn\hn,ôn 

c'est-à-dire 

(53) mn+1 < C (MnNnY7 
(hn-hn+i)2d 

m2n + 
e-2nNn(hn-hn+1) 

(hn - hn+i)d -mn. 
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Comme pour tout À € A^l5 

\AnW\ > 
T"1 
1 y n. 

d,e+d 
s3+sjs 

2N°' 

on voit en appliquant le lemme 6.7.1 et en adaptant la preuve du lemme 6.7.3 que, 
quitte à multiplier Mn,ran par un facteur 3/2 et S'n par un facteur (2^)~1N~a, on 
peut supposer que An(X) est à valeurs sur un tore maximal de so(3,R) (c'est-à-dire 
une droite passant par 0) ; la proposition 6.4.11(ii) s'applique donc à l'identité (52) et 
on obtient que |A„.+i I est (Mn+i, Jn+i, cn+i, rn+i)-transverse sur Al'l,, avec 

Mn+i = 3 , 

2 
dn + 3mn < 3(Mn + mn), 

wn +sgz 
ss+skske+s 

8(3/2)Mn 

es 7-1 
24 ' 

s+skjz+sjz 

(54) c„+i = (cn - (4MnN^-1ô-1)5r"mn)+, 

rn+i = rn. 
Finalement les choix faits en (47)-(50) conviennent puisque as > max(a7 + a + 1,5). 

(ii) Si M l , en*'! , , 

(a) Soit |>1„(A)| € In,o - ™o et nous pouvons appliquer comme précédemment le 
lemme 6.7.2 : il existe 

An+1 e C% , so(3, R)) et Fn+1 e C"hn>s, (Td x A ^ , so(3, R)) 

avec 
C , = (CMnNnra'6n, 

tels que 
(W/2TT, .4n+i + Fn+i) ft (W/27T, A„ + Fn), 

(55) Dgn((l - t)x + tj(x)) - Id) {f{x 

Fn, N^Pnrìn,sMn). (MnNn)** 
(hn - hn+i)2' 

s + N^Pnrìn,sMn). Fn,2|, < cStd(NZnVn 
(hn - hn+1)d \Fn\hnJn 

c'est-à-dire 

(56) mn+i < C 
d+dkled +djr 

(hn - hn+1)2dT1 
b+d4d -2nNn(hn-hn+i) 

(hn - hn+i)d 
d+d,d 

En outre, comme sur A^1? \An\ > Cn et mn < Cn/H> nous pouvons comme précé­
demment supposer que An est à valeurs sur une droite passant par 0 et appliquer 
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la proposition 6.4.11(ii) à (55) pour obtenir que |-An+i| est (Mn_|_i, <%+1, cn+i, rn+i)-
transverse avec 

Mn+i = 3(Mn + ran), 

0 n+1 
iCn ,3 
2 4 v2 

Fn, cStd(NZ 

(57) Cn+i > - (8MnCM-1)5r-mn]+ 

Fn,2|, < cStd(NZ 
et nous pouvons choisir 

<Wi = (CMnNnQ 1)~°8^, 

et 
cn+i = - (CMn7Vn^-1C-1)û8^)+, 

puisque ag > 2v + 1 -f 07. 

(b) Soit il existe 0 < |&o| < ATn, tel que, pour tout À G A^'^, on ait 

\An(\)\ - (k0,Lo) € DST(N%,Kn), 

et d'après le lemme 6.8.5 vérifiant 

\AN(X) - AN(X0)\ <K|A„(A0)| . 

On peut alors utiliser le lemme 6.7.3; il existe An+i,An G C$ (A^-, so(3, R ) ) et 

Fn+1 ,FneC% (Td x A^'L ,, «o(3,R)), tels que 

(o;/27T,An+1+Fn+1) ^ (a;/27r,An + Fn), 

(58) An+i = AN + Fn(0,À), 

et pour tout À G A^l5 
^n(A) G *A(Ao), 

|AN(A)| = |AN(A)|-(fco,o;), 

où ^A(AO) — R^(Ao) (l'algèbre maximale passant par A(XQ)). On peut aussi dire que 

(59) mn+i < C-
MniVn)û7e47riV^ 

{K-hn+1)™ 
sc es 

^e-2n(NZ)(hn-hn + 1)e2nNnhn 

(hn - hn+1)d b+9+dje 

D'autre part, 

Comme, sur A^'l^ 

S'n+1 = (CMnNn)-a7ôn. 

\AN(X)\ > Cn, 

et 
mn < 

1 
11 

Cn, 
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la proposition 6.4.11(H) appliqué à (58) montre que |An+i| est (Mn+i, cn+i, rn+i)-
transverse sur A '̂̂  avec 

Mn+i = Mn + 3mn < 3(Mn -h ran), 

Fn,2|, < cDDDDDStd(NZnVn,s+d + N 

Cn+l > Lcn - (8MnC1^n1)5r-mn]+, 

> [en - (CMnNnC^S^r^fhn^ 

Fn,2|, < cStd(NZnVn 
On prend finalement Sn+i = min((^+1, <%+1), c'est-à-dire une expression de la forme 

(60) <5„+1 = (CNnMnG^—S», 

puisque a« > 5(2z/ + 1 + 07). 
La preuve de la proposition 6.8.7 est complète. 

Proposition 6.8.8 (t —> 0). — Soit A^x • G n^'^ ; il existe alors An, Fn, An+\, Fn+i 
avec 

An,An+1 e C£+1(A^°W,S0(3,R)), 
d 

F„,Fn+1 e C )̂5n+1(Td x A^liiia0(3,R)). 

tels que 

(ei) ôn+1 = C{NnMn)-^6n, 

An-\-i — An + Fn(0), 

\An\ ̂  Cn? 

\An\ est (Mn, Sn, cn,rn)-transverse et sur un tore maximal. En outre, 

\An+1\ < K^i, 

mn+i < C 
(MnNn)a?e47rNnhn 

(hn-hn+1)2d 
mi 

brd 
e-2nNn(hn-hn+1) , e-27rN%(hn-hn + 1)+27rNnhn 

(hn - hn+1)d 

mn < Ce2nNnhnmn. 

Démonstration. — Si À G A^j^ alors, 

- soit 
\An(X)\ < Cn, 
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- soit il existe 0 < \ko\ < Nn (qui dépend seulement de A^'^) tel que 

\\An(X)\ - (*Ô,CJ)| <Cn-

(i) Dans le premier cas c'est-à-dire quand pour tout À G A^l5 

|^n(A)| < Cn, 

nous pouvons appliquer le lemme 6.7.2 et il existe donc An+i, Fn+i respectivement 
dans C^+i(A^1,5o(3,R)) et C%ntôn+l(Td x A ^ , so(3, R)) satisfaisant, 

5n+1 = C(MnNn)-a?Sni 

(o;/27T,An+1+Fn+1) n (CJ/2TT, An + Fn), 

An+i = An + Fn(0). 
Puisque 

|^n(A)| < Cn, 

nous obtenons (cf. (40)), 

\An+i\ < Cn + mn < AT"^. 

La proposition est donc démontrée dans ce cas en posant An = An. 
(ii) Dans le second cas c'est-à-dire quand pour tout 0 < \k\ < Nn (ko ̂  0), 

\\An(X)\-(k0,uj)\ <Cn, 

on peut faire usage de le lemme 6.7.3 et donc il existe An, An+i,Fn, Fn+1 satisfaisant 
(58) avec 

ôn+1 = C(MnNn)-a?ôn, 

et 

An+1 =Â„ + F„(0), 

\An+i\ < C« + mne2"h»N» < K-^. 

En comparant (i) et (ii) nous obtenons la conclusion de la proposition 6.8.8 • 

Les bifurcations 0 —>• t,0. — Considérons A° • G 11°. Par hypothèse il existe, 

ÂPneCln(A°n,so(3,R)), 

et 
FPn, FPn+1,..., Fn G CtnM (Td'x Kl, so(Z,R)) 

tels que 

An = ÂPn + FPn (0) f FPn+1 (0) + • • • + Fn-i(0), 

\Âpn\<(n, et \An\<K~l. 
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Ceci entraîne que |̂ 4„(A)| € DST(Nn,Kn) (Kn1 < 7 1Nn'T) et, par conséquent, 
d'après le lemme 6.7.2 nous en déduisons qu'il existe An+i G Cf, (A° j , so(S, R)) et 

Fn+1 e Ct 6, (Td x A» ,,ao(3,R)) avec 

= c(MnNn)-a*6n, 

et tels que 

An+1 = An + Fn(0), 

l,+1 w=c 
(MniVn)^e4^^ 

f:f:f+fkf f+fhj 
dd+d 

+ c 
e-27r7VTl(/iTl-/iri + 1) , e_27r(7V (̂/in-/in + i)-^/in) 

(ft„ - hn+i)d br 

En conséquence, 

An+! = Av„ + FD„ (0) + +1 (0) + • - • + F„(0) 
d+dj,e +dke (62) 

Remarquons que d'après (41), 

\Gn\ôn < 20mPri. 

Nous pouvons plus précisément affirmer que : 

Lemme 6.8.9. — La fonction Gn définie en (62) appartient à C%n s (Td x A, so(3, R)) 
et si on note 

(63) 

on a 

fjbn(k) = max sup \dJzGn\, 
Fn,2|, < cStd(NZ 

lin{k) < mPnSPnk -| 
n 

m,№/2)-fc. 
i—Pri+l 

Démonstration. — C'est une application directe des inégalités de Cauchy. • 

Nous poserons aPn — \APri |, et an+i = | An+i |. Comme aPn est (MPn, JPn, cPn, rPn )-
transverse, le corollaire 6.4.12 montre que le nombre de composantes connexes de 

« ñ l i t ó i . o o ) , et de a"*.! (0, if "M 

est majoré par 

2rn(l + \Atn\)(MPn+3mPn)2 I ' ¿ 0 
2 

-(2rPn+l) 
sks6 
+d;ld 

qui est plus petit que 

(CMPnô-y^c'^, 
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où cL vau 

c'ln = UvM^ô^rLcZ*» - (6МРп<5-1)2'--Аг(2гр„)1 . 

Nous notons 11^+1 l'ensemble des composantes connexes de aN^_1(Kn^_1^oo) nÀ^. 
et n"?'?! celle de a~}^ (0, K~\) fl A° ... Nous avons donc prouvé, 

Lemme 6.8.10. — Pour n > 1 et * G {0, t}, 
#11°^ < (сMnô-'r(circuì 

Passons au cas 0 -» t : 

Proposition 6.8.11 (0 -> t). — Sot* A ^ G 11^! et posons pn = p(An). 

(i) On a 

(64) (1 + /?)V2W>T< V(n + l)pi 

(ii) En outre, |An+i| est (Mn+i, o~n+i, cn+i, rn+i)-transverse sur An+± avec 

MN+1 = 3(Mn + raPn), 

(65) <Wi > (CMniYnC"1)-a8(5n, 

cn+1 > 2~r*r /((t>Mp-4j5r?"4?n - (6Mp„<5p„1)2r-^(2rpJ)+ 

nd+dnd ;kd3d;p 

(iii) On a 

(66) mn+1 < C{MnNn)a" 
e4wNnhn 

(fc„ - hn+i)2i 
Ô- A) 

ml 

red 
3-27rNn(hn-hn+1) _j_ e-27r[7V (̂/in-/in+i)+iVn/in] 

(/in - hn+i)d brd 

Démonstration 
(i) Rappelons que 

\AN+1\ = \APN + FPn (0) + FPn+1(0) + • • • + F„(0)|, 

et puisque (cf. (41)), 

\Fv„ (0)+FD-+i(0) + -.. + Fn(0)| < 
oo 

d+dd 

hk < 20mPn, 

on a 

ainsi, 
l^n+i| <CP. +20mPn <2CPn; 

n11 < 2c p1 
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c'est-à-dire (cf. (33)), 

T^n)-ie-(n+i)LogPl < 2(C3T(/3,,))-1e-(1+^2v/PnLogP1, 

ou encore (C3 > 2), 
(n + l)L0g/9i > (l + /̂ )2VPnLogp1; 

si dans cette dernière inégalité on passe aux racines carrées on obtient le (i). 

(ii) Comme APn est (MPn, SPn, cPn, rPn )-transverse, que |An+i| > if~+! et puisque 
que Gn satisfait (63), la proposition 6.4.11(i) nous dit que 

|An+i| est (Mn+i, Jn+i,cn+i,rn+i)-transverse 

avec 
Mn+i = 3Mn + 3mPn, 

àn+l — 
1 sFK-i, 

32 (3Mn + 3mPn)2 
> > (CMnNn)-a*5n, 

cn+1 = 2~r- ((vAf^1^)5^»^*" - (QMpJp^np(2rPn)) , 

rn+i = 2rp„. 

(iii) Enfin l'estimation (66) ne pose quant à elle aucun problème et découle du 
lemme 6.7.3. 

Ceci termine la preuve de la proposition 6.8.11 • 

Nous examinons maintenant le dernier cas. 
Proposition 6.8.12 (0 -> 0). Fn N^Pnrìn,sMn). 

p ( A 0 ^ ) ^ ( A r ) , 

et 
An+1 = APn +FPn(0) + ... + Fn(0), |An+1| < i f "^ , |APJ <CPTI; 

mn+i < C 
(M„N„)ai e4nNnhn 

(hn-hn+1)2d 
-mi 

+ C 
p-27rNn(hn-hn + 1) , p-27riV̂ (/iri-/in+1)+27riVTl/iri 

(ftn - /ln+l)d 
-mn. 

Démonstration. — Il n'y a rien à prouver. 

Nous pouvons enfin définir n̂ +1 et 

Fn,2|, < cStd(NZnVn,s 
TTO _ ni,0 1]n0,0 
AAn+l — AAn+lUAAn+l> 

et énoncer (cf. les lemmes 6.8.10 et 6.8.6) vu que as > 3, 
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Lemme 6.8.13. — Pour n > 1 et * G {0, t}, 

#n;+1 < 
CMnNn\a*r> 

ss 9+sks 
#n„. 

6.8.c. Estimées sur mn,mn,Mn. — Rappelons que nous avons posé 8 = 1/7, 
№ = 1/3. 

gzs= vers 
2«-i ' 

nv= (8'(l + P)n + 8")2n-1 
2nhi 

< 8" 
2-nhi 

[2(1 + /3)1", 

de façon que 

2iTNnhn = 8'(1 + 8)n + 8". 

Lemme 6.8.14. — Si mi < (l/10)e 3/3" alors, 

(67) Fn,2|, < cStd(NZnVn,s 

(68) Mn < 4n~lM1 

Démonstration. — La preuve se fait par récurrence sur n. Elle est déjà vraie pour n = 
1 puisque 1/10 < e~(1+1/7). Supposant (67) et (68) vérifiées, nous voulons montrer 
que 

(69) m „ + 1 < e - 3 ^ " e - W + 1 , 

(70) Mn+1 <4nM1. 

Rappelons que nous avons prouvé précédemment dans la section 6.8.b que dans tous 
les cas 

(71) mn+1 < C (MnNn)a' 
(h-n- hn+i)2c 

:e4nNnhn m2 

+ c(-
-2irNn(hn-hn + i) I p-27rN%(hn-hn+1)-\-27rNnhn 

{hn ~ hn+i)d -mny 

et 

Mn+1 < 3Mn + Cmne2nNnhn. 
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L'inégalité (70) est alors claire car, 

M„+1 < 3M„ + Ce-3""-(1+<3>V<1+'3>"+<3" 

< SMn + Ce-W'e-^'^+ey 

< 3M„ + 1 
< 4M„, 

vu le choix que l'on a fait pour ¡3". 
Prouvons à présent l'inégalité (69). Remarquons tout d'abord que 

-N%(hn-hn+1) + Nnhn = -NZ-^ + Nnhn 

Nnhn 
re+dd 

z 
SSIOS +S 

Puisque nous avons supposé fi = 2 et Ni > 4, nous avons 

-N{i(hn-hn+i) + Nnhn < Nnhn 
2 

= -Nn(DSDhn - hn+i). 

Ainsi l'équation (71) devient 

(72) v+d;le +d1 {MnNn)a7 
{hn-hn+i)2d 

Fn,2|, < cStd(NZn e-27tNn(hn-hn+1) 
{hn-hn+i)d 

Notons 
U„ =C- {MnNn)ai 

hn - hn+i)2d 
FN^Pnrìn,sMn). 

et 
crdd -2irNn(hn-hn+1) 

(hn - hn+i)d <s 

Comme (3" > 1, Mn < 4n~1Mi on a 

(73) {NnMn)ai < 
'Mif3"\a' 

2nhi 
[8(l + £ ) n n 

c'est-à-dire avec les notations introduites dans la section 6.8.a, 

(74) C (MnNn)a* 
(hn-hn+1)™ -

dslsd+ B) 

Nous avons donc 
Un < T(/3")p^e2/3'(1+/3)"+2/3"e-2(1+/3)"-6/J", 

et 
Fn,2|, < cStd(NZnVn,s+d + N2n%nTìn,s + N 

L'inégalité (69) est impliquée par 

(75) 

(76) 

TJ < l -(l+/3)n+1-3/3" 
un 2 ' 

vn < ±e-<1+«"+1-3"". 
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Il suffit donc de vérifier que 

T(ß")e-ß"(p?e^ß'-^-^1+^ 
1 

- 9' 
et 

(77\ T(fl/')p?eW^'/2)(i+«we-/3"/2 < I 

ou encore puisque min(-2/r/ + (1 - /3), \fi - ¡3) > 1/50, 

r(i8,,)e-/3"/2max(pye-(1+«n/50) < i 
n>i 2 

ce qui est bien le cas vu le choix fait pour j3" dans le lemme 6.8.1. 
Ceci termine la preuve du lemme 6.8.14. 

Remarquons à présent que 

mn < e2*N»h»mn < e-3/3"e/3'(i+/3)"-(i+/3)"j 

c'est-à-dire 

On a donc 

m- < е-з/з"е-2(1+/3)-/ 

OO 

k=n 
mk < e-2^'c-2(l+/3)»/3 

red 

fc=C 

^e-2(l+/3)n((l+/3)fc-l)/3 

< -20" -2(1+0)"/S e-2(l+p)npk/3 

k=0 
< e-2/3"e-2(l+/3)-/3 (x _ e-2/3(l+/3)/3>j 

< 20e-2^e-2(1+^n/3. 

Par ailleurs d'après le lemme 6.8.1, 

C(MnNn)a?e2*N"h"(hn - hn+1)-dmn < T(ß")p?el3'(1+Vn+>3"e-3f3"e-(1+V" 

< T((3")e-2P max 
N>1 

pne-2(l+«»/3] 

< 1, 

vu le choix que l'on a fait pour ¡3". En conclusion, 

Lemme 6.8.15. — Pour n > 1, 

mn < e-W"e-*(i+0)n/\ 

OO 

k=r. 
rhk <20e-2^"e-2^)n/3, 

et 
C(MnNnre2*N"h"(hn - hn+1)-dmn < 1. 
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6.8.d. Estimées pour o~n 

Lemme 6.8.16. — Pour tout n > 1, 

(78) 6n > (C3T(f3")ô^)-2nagulnas. 

Démonstration. — Les estimées relatives à 6n dans les propositions 6.8.7, 6.8.8, 6.8.11 
montrent que 

<Wi > (CMnNnQ^-^ôn, 
et comme 

(CMnNn) < T(/3")p?, 

on a 
Fn,2|, < cStd(NZn 

c'est-à-dire d'après la définition de Çn (cf. ( 32)), 

Sn > Cna8Si 
> (C3T(pn)ô^1)-2na8unna\ 

ce qui est la conclusion du lemme. 

6.8.e. Estimées pour rn. — Soient A G IIn ; alors pour tout 1 < k < n, il existe 
un unique Ak G II& tel que 

AcAkeUk 
Définissons pour tout A G IIn et tout 1 < k < n l'élément x&(A) de {(),£} pour 

lequel Ak G IÏ%k^AK Remarquons alors que 
(i) Si A G nj^, alors \Ak\ est o~&,cklr^)-transverse sur A et nous posons 

rk(A) = rkl 7rk(A) = k. 

(ii) Si A G II^, alors Ak est de la forme 

Ak = APk + Gk, 

et A H- \APk(\)\ est (MPk i àpk •> cPk •>rPk )-transverse sur A. Nous posons alors, 

rk(A) = rPk, nk(A) =pk. 

On peut récrire les résultats de la section 6.8.b de la façon suivante : 

Lemme 6.8.17. — Nous supposons An G IIn et k < n. 

(i) Si Xfc(An) = Xfc+i(An) = 0 alors, 

7rfe(An) = 7rfc+i(An) et rk+1(An) = rk(An). 

(ii) Si Xk(An) = 0, Xfc+i(An) = t alors, 

rk+1 = 2rk. 

(iii) Dans tous les autres cas, 

rk+1(An) = rk(An). 
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Soit An G IIn, et définissons /0 = 1, 

n = min{j, n > j > 1 et Xi(An) = 0}, 

et pour s > 1, 

/ , = min{j, n>j>iset Xj(An) = 

zs = min{./, n>j> SSSSS et Xi(An) = 0}. 

Remarquons que 1 < i\ < fi < ¿2 < /2 < * * * et que \k est constant égal à 0 pour k 
dans les intervalles de la forme [is, fs[ et constant égal à t pour k dans les intervalles 
[fs,is+l[-

De plus, A; -> rk(An) est constant sur [i8,fs[ et DDR Enfin, -» 7TA;(An) est 
constant sur [is,/s[. 

D'après le lemme précédent, si bn = /s < n}, on a rn = 2bn. 
Nous noterons, 

Fn,2|, < cStd(NZnVn,s+d + qs 

X0 = 
s+6s 

!([**,-l + / J n N ) , 

skskjs+dsj 

ce+sk 
([/a,ia+i[nN); 

on aura alors, N = Xf U X0 U X&. 
Remarquons que les expressions cn, rn, Mn, <5n dépendent de l'intervalle An G IIn 

et ne sont définies que quand n G X^UXf. Pour simplifier nous poserons pour n G XQ, 

Cn C7r(An) CPn ' 

Montrons : 

Lemme 6.8.18. — Pour tout entier l > 0 il existe une constante ne dépendant que de 
l telle que, pour tout n > 1, 

rn < (este)/ • Logw n, 

où Log^ représente Vitéré l-ième du Log quand il est défini. 

Démonstration. — Rappelons que nous avons montré dans la proposition 6.8.11, 

Fn,2|, < cStd(NZnVn,SSSSS 

ce qui prouve que 

bn := max{5, fs < n} < (este)/ • Log(/) n, 

et comme rn = 2bn, le même type d'estimée vaut pour rn. 
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6.8.f. Estimées sur /in(2rPri) 

Lemme 6.8.19. — On a 

(79) »n(2rPn)<e-e"e-(1+VP"/ 

Démonstration. — Rappelons que 

Mn(2rPn) < mPnôp2rpn 
n 

+d;d 1d 

mjSj 2rpn 

et que d'après (26) 2rPn < C*pn. Or d'après (47), (50), 

mpJPn2rpn < e - ^ ' e - ^ ^ ^ ^ ^ C s T ^ ) ^ 1 ) ^ ^ t i ^ î 

mais nous avons justement choisi ¡3" de façon que cette expression soit plus petite que 
1/2. 

On obtient de la même façon, 

n 

d+dlke21d 

rrijôj 2rpn < 
II 

j=pn+l 
mjSj 

< max le-SSSSSSS^y^e-^iCsnn^f^2 ?>i L 

oo 

d+dkd1 

e-2/3"e-2(l+/3)V3 

< 1 

20 
<>nfi-0"(,-2(1+0)Pn/3 

< e-/3"e-2(l+/3)p-/3^ 

vu le choix fait pour (3". 
On obtient au total la conclusion du lemme. • 

6.8.g. Estimées sur cn. — Résumons ce que nous avons dit dans la section 6.8.b : 

Lemme 6.8.20 

- Si n G Xh alors, 

(80) Cn+i > (en - (CiVnMn^-1C-1)a8r-mn)+ , 

- si n G Xf alors, 

cn+i > 2~r" /(vMn'Sn^Cn" - (6Mn^1)2^/i(2rn)) + , 

(rappelons que si n + 1 = fq alors Mn,Sn, cn,rn égalent Miq, Siq, ciq, J ; 
- si n G XQ, 

Cn-\-l — Cn. 

Nous prouvons à présent par récurrence le résultat suivant : 
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Proposition 6.8.21. — On a 

(81) +d:d1 
2C3T(p")\-a9n2 

di ci 
+d:;d 1 

Démonstration. — Le résultat étant vrai pour n = 1, supposons le résultat prouvé 
pour k < n et montrons qu'il est vrai pour k = n + 1. 

A cet effet nous aurons besoin du lemme suivant : 

Lemme 6.8.22 
(i) Si n e Xb, 

Cn+l > 
l 
2 b+d 

(ii) si n G Xf, 

Cn+l > Fn,2|, < cStd(NZnVn,s+d + N 

(iii) si n G XQ, 

Cn+l — Cn« 

Démonstration 
(i) Il suffit de montrer que 

Fn,2|, <+ N^PnrìnSSSS,sMn). 

c'est-à-dire, puisque 
(CMnNn) < T(/?"K < < S-1 

et que 

l'inégalité 

K1 < (CsT^)^-1)2^8^27108, 

2(C3T(f3,,)S71)6na8rne-2(3 "e-^+0)n/z 
2C3T(3") 

àici 
^a9n2 -a9n2 -2na8 < j 

ou encore, puisque ag > as, 

2C3r(/?/; 

DD+ D 

2agn2 
^ ' m a x L-2(l+/3)V3?/-2a9n2l < 

n>l L 
1, 

ce qui est la cas d après le choix tait pour p . Ceci prouve (i). 

(ii) Dans ce cas il suffit de montrer que 

(6Mn6^)2r^(2rn) < hvM-Hnf», 

c'est-à-dire, vu que 

{vM-Hn) > 61 
Fn,2|, < cStd(NZnVn,s+d + N 
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l'inaerai lté 
2£-20r>(2rn) < 1; 

comme C* a été choisi pour que 
20a8r3 < C*n, 

il suffit de vérifier que 

2fC,Tf5,,ììcv-e-/3"maxbrcv-e-(1+^nl < 1, 
n>l 

ce qui est bien le cas vu le choix fait pour /3". Le point (h) est prouvé. 

(iii) est évident. 

Le lemme 6.8.22 est donc prouvé. 

Ceci étant, si nous posons 

zn = - Log cn, 

le lemme précédent montre que l'on a toujours, 
(82) 

zn = - Logen, 

^ UnZn + Vn, 

avec 
- si n G Xb) 

un = 1 

vn = Log 2, 

- si n G Xf, 

Un — 2rn 
vn = OT^LogO^1), 

si n G XQ, 

un = 1 
vn = 0. 

On a donc 

Zn+1 < (un ' "U\)Z\ +un- — u2Vi H vn 

Mais 

< 
n 

\i=l 
dss \*1 

n 

i=l 
,vi\ • 

n 

i=l 
Ui = 2K 

s+s+s1 

rk <2bn -rb" <22b-, 

car rn = 2bn où bn est le cardinal des k E Xf avec 1 < k < n + 1 (ensemble que nous 
noterons Xfin). 
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D'autre part, 
n 

i=k 
Vk = 

+dkjd1d 
Vk + 

kexf,n 
Vk 

< nLog 2 + 
kexf,n 

GrlLogiô-1) 

< nLog2 + 6r^nLog(J-1). 

Par conséquent, 

zn < 22b* [Logic'1) + n Log 2+ 6r^n Log^"1)] 

< 226~ •n .6r^nLog(2^-1cr1) . 

Mais comme 
22b- - n.6r3nbn < C*n, 

et d'après l'estimée obtenue pour £n, il vient 

d+d:ld 2C*T(3"Y 
+dxkre2d 

-2C*a8n2 
q.2C*a8n2 
an i 

ce qui est la conclusion de la proposition 6.8.21. 

6.9. Estimées sur qn 

Nous sommes à présent en mesure de donner des estimées sur qn. 

Lemme 6.9.1. — existe une constante q > 0 telle que, pour tout n > 1, le nombre 
qn déléments de Hn vérifie 

Qn < 
'2C*T(B"X 

SlC! 

— OgTl3 
..agri a 

I -1 

Démonstration. — Il suffit d'utiliser le lemme 6.8.13 et les estimées obtenues précé­
demment. • 

6.10. Résultat en mesure positive 

Nous prouvons dans cette section un résultat de réductibilité en mesure positive 
en classe analytique dont l'énoncé est le suivant : 

Théorème 6.10.1. — Soient (a, b) G R un intervalle, /ii,<5i,ci > 0, M\ > 1, UJ G 
CD(7,cr) et A E C$ ((a, b), so(3, R)) qui soit (Mi, <5i, ci,l)-transverse sur (a, b). Alors 
il existe So — £o(Mi, ci) > 0 avec 

d+d,jd d+d,;d+dr 1 

1C 

brd 

Ali Ci 

-a8(a8 + l) 
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où C7 > 0 est une constante (indépendante de M\,c\,h\) tel que, pour tout F G 
C%iôi(Td x (a,6),so(3,R)) vérifiant 

mi = I^Ui,^ < £0, 

l'ensemble des À G (a, b) pour lesquels (UJ / 2ir, A(X) +F(-,À)) n'est pas réductible est 
de mesure de Lebesgue inférieure à 

4 

ci 
(10mi)"/<ee+1). 

On pourrait en fait montrer comme au chapitre 3 un résultat semblable en suppo­
sant seulement que la dépendance en À de A, F est de classe C2 (F étant analytique 
en 0 G Td) et que, pour tout À G (a, 0), 

0 < c i <dx\A(X)l 

max |Sli4n| < Mu 
».=N.1 .2 

.maxja iF^A)!^ < £ 

Démonstration. — La preuve de ce théorème suit les lignes de celles du théorème 6.8.3 
mais est plus simple car, en ne considérant à chaque étape que les À correspondant 
à une «situation diophantienne», on garde un bon contrôle de transversalité sur 
les racines. Aussi serons nous plus rapide dans la démonstration. Redéfinissons tout 
d'abord, 

h„ = 
1 
2 

1 
yn-l 

/il, 

NN = 
+dkd 1d+d1d+d1 

2ir(hn — hn+i) 
de façon que 

2nNn(hn - hn+1) = /?'(! + 0)n + /?", 

et posons 

K — Nu 

Supposons que nous ayons défini à la n-ième étape 

- des ensembles On de gn sous-intervalles disjoints de (a, 6), (An>/)i</<Pn, 
- des An G C7n(An,/,so(3,R)), tels que a„(-) = \An(-)\ soit (M„, 5n, cn, 1)-trans­

verse avec 
Mn < 4n~1Mi, 

S„ > (Т(в")0,)-п í,. 

d+d1d '1 1 N 
V2 2n ci, 
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et vérifie pour tout À G Anj, 

(83) \An(X)\>K-\ 

- des Fn e C£nAi(Td x AnJ,so(3,R)), tels que 

(84) \Fn\hn,Sn =mn<{8")-{a*+1)e-(1+0)n. 

Supposons en outre que, pour tout n < p, an soit (en, cn)-injective relativement à 0 
avec 

+djr dl; 2d=eoe 
c'est-à-dire que 

- pour tous Anj, Anj' G 0n distincts, 

dist(an(AnJ),an(AnJ0) > en, 
- pour tout Anj G &n et tout À G Anj, 

\dXan(X)\ > 
En particulier, an restreinte à En est injective où En est la réunion, 

En — 
AnGOn 

ssec 

Construisons les à la (n -h l)-ième étape. Pour chaque Anj G 0n, considérons les 
composantes connexes du complémentaire dans An j de 

A G An.,-, an(A) G f C i f r M u 
0<|fe|<N 

1er1 
vre 

f (A;, CL?) 
i c 1 
r't 

+dk;,d d+ 

et notons 0n+i l'ensemble de ces composantes connexes quand Anj varie dans 0n. 
Si An+ij G 0n+i, alors pour tout À G An+ij on a |An(A)| > K ' 1 . 

On peut alors appliquer le lemme 6.7.2 ou mieux la preuve de la proposition 6.8.7 
(i) pour obtenir l'existence de An+i,Fn+i,Yn, tels que 

An+1eCl(A,so(S,R)) 

Fn+i £ Chn+1,sn+i(Td x A,5o(3,R)). 

An+i = An + Fn(0), 
(cj/27r,An+1+Fn+1) n(eY") (u;/27r,An + Fn) 

mn+i = 
C(MnNn)a* 
hn - hn+i)2d 

dd1d1 
_p-27vNn(hn-hn+1) 

(hn - hn+i)d d+dje 

Mn+i < 3(Mn + mn), 

<Jn+i > C(MnNn)-a8ôn, 

Cn+i >cn- e(MnNn)a*mn, (85) 
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rn+i = rn = 1. 
Remarquons que ces estimations impliquent comme dans les sections 6.8.C, 6.8.d, 

Mn+1 <4nMl5 

et 
Sn+i > (T(^)pi)"(n+1) , 

puisque 
(CMnNn) < T(0")p?. 

Montrons à présent le lemme suivant, 

Lemme 6.10.2. — Si ¡3" vérifie l'hypothèse du lemme 6.8.1 et si m\ < JQ(/3") (û8+1), 
alors pour tout n, 

mn<(/3,,)-(a8+1)e-(1+^n. 

Démonstration. — Notons 

Pn = C 
(MnNn)^ 

(hn-hn+i)2d 
vrd 

et 

Qn — C 
-2-KNn{hn-hn+i) 

(hn - hn+i)d brd 

il suffit de vérifier que 

Pn < 
1 

2 
^//N-(a8+l)e-(l+/3r + 1 

Qn < 
1 

2 
/TF//4-(a8+l) -(l+/3)n+1 

c'est-à-dire, puisque 

vrd (MnNn)a~< 
(hn-hn+i)2d 

< T(f3")P? 

ce- -2nNn(hn-hn+1) 
(hn - hn+1)d 

< T(f3")pn, 

au'il s'aerit de voir nue 

T(^//)(^,,)~2(a8+1)e~2(1+/?r < -(f3")~{as+1)e~{1+(3)n+\ 

et 
T(f3")p7l(f3")~{as+l)e'^'{l+(3)n~(3" < -(/?//)_(a8+1)e~(1+/3)Tl+1. 

Comme 

W ) = 
CMi8"\as 

i 27r/li 
ceci revient à vérifier que 

/ CM, \as 

V 27T/1! ) 
o")-1p»e-<1-«(1+«" < -. 
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et 
ddjdv 

2TT/II 

^ as 
e-P"pne-(P'-m+P)n 1 

- 2' 
Comme pour x > 1, x < ex, il suffit donc de choisir 

+dkldrd;d 'Mi 
h! 

a8 

OÙ 

C7 = 2-
brd 

K2nJ 

a8 
max [p^e-(1+«"/6j 

Prouvons à présent : 

CN+1 > C] ri 
'Z 

1 
2n+l J 

Pour cela il suffit de montrer d'après (85) que 

C(MnNn)a*mn < -c», 

c'est-à-dire d'après l'hypothèse de récurrence, 

cr12n+1C(Mn7Vn)a8mn < 1. 

Mais on vérifie facilement que 

2n+1C(MnNn)a8 <P?T({3"), 

et il suffit donc, vue l'expression de T(/3"), que 

CM, 
V27rfti j 

a8 c-l(^")-lmax p»e-<1+«n] < h 

ce qui est le cas puisque l'on a choisi, 

0" > C7 
Mi 

vrd 

brd 
C71 

On a donc bien l'estimation sur cn+i 

Enfin an+i est (en+i, cn+i)-injective relativement à 0n+i • en effet comme pour 
X £ En 

\an+i(X) - an(A)| < ra„, 

il est clair que, pour tous Anj,Anj' G 0n, 

dist(an+i(An>i7-),an+i(Anj/)) > en - 2mn. 
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Mais (d'après le théorème des valeurs intermédiaires), 

Cn Cn-\-l — K~2 - K~2 

> 2v{Nn+1-Nn)N-i\^1) 

— 1 *n 
> 2mn, 

(car iVn+i — Nn > 1 et 2v + 1 < ag) la dernière inégalité étant vraie d'après le choix 
fait pour f3" (cf. les estimées précédentes). Par conséquent, 

dist(an+i(Anj),an+i(Anj/)) > e„+i. 

D'autre part, par définition de 0n+i, les images par an+i des éléments de 0n+i (Qui 
sont des sous-intervalles des Anj G 0n) sont distantes d'au moins N^^K^^ = K~2±^ 
nombre qui est égal à en+i. Ainsi an+i est bien (en+i,cn+i)-injective relativement à 
0n+l-
Mesure de Vensemble des bons paramètres. — Rappelons que nous notons En la 
réunion 

En = 
d+d1d;l 

An. 

D'après ce qui précède, puisque an est injective sur En et vérifie |0AQ:n(A)| > cn pour 
tout À G En, on peut écrire (d + 1 < r), 

mes(£n ~ En+i) < 1 
Cn 

K-1 + 

0<\k\<Nn 

K-1 

\k\r 

< 1 

Cn 
n 1 *• r». T n. J 

< 1 
Cn 

dx+dhe 

et donc puisque cn > ci/2 et que 

d;e+6d41d 
dd+dj,ndrd 

,27rAi/ 
on obtient 

mes((a,6) - Un>i£;n) < 4 

ci 

oo 

n=l 
I C 1 

< 4 

Cl 
0" 

2̂TT/II 

— OO 

n=l 

2~nv 

< 
4 

Cl 
p" 

dv+d1e 

— v 
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Résumons les résultats obtenus précédemment : si 

/3" = (lOrnx)"1/^1), 

est plus grand que 

C7 
1 

Cl 

M1\as 
d+d1e 

c'est-à-dire si (par exemple), 

mi < 1 

1U 

C7MX\ 

hi ci 

-a8(o8+l) 

alors l'ensemble des À G (a, b) pour lesquels (u>/27r, A(A) -f F(-, A)) n'est pas réductible 
est de mesure inférieure à 

4 , 
Cl 

3")-", 

c'est-à-dire à 
4 

Cl 
(lOmi)^8*1). 

Réductibilité. — Si A G Un>i alors pour tout n > 1 on peut définir An, Fn, Yn, 
et on a 

(o;/27r,An(A)+Fn(.,A)) lZ(eY^ • • • eYl) (U,/2TT, ^(A) + Fx(-, A)). 

Mais il n'est pas difficile de voir que le produit, 

d+d1drd1d+d1 

converge (vues les estimées obtenues pour l-Fnl/̂  et |Yn|jin) et comme Fn tend vers 0 
pour n oo, la preuve du théorème 6.10.1 est terminée. • 

6.11. Preuve du théorème 6.2.1 

Nous pouvons maintenant terminer la preuve du théorème 6.2.1 en appliquant le 
théorème 6.8.3 et le théorème 6.10.1 : Le théorème 6.8.3 nous fournit une partition 
de l'intervalle des paramètres A en au plus qn intervalles, A^j G 11^ d'une part, sur 
lesquels on contrôle la transversalité de |An|(A) et en intervalles A^j G 11^ d'autre 
part, de mesures petites. A chaque A G IIN on a associé un symbole Xn(A) = 0,t 
selon que A est dans 11̂  ou dans 11^. En outre, à chaque ATV G IIAT on peut associer 
si n > A7", l'ensemble 

H*N,U(AN) = {An G Iïn, An c Aiv}, 

(* G {0,£}.) Les U(AN)I AN G ITJV fournissent une partition de II*. Appelons 
comme précédemment, 

K = An. 
An en* 
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Lemme 6.11.1. — Le complémentaire dans (a, 6) de 

N>1 n>N 
rpt 

est constitué de paramètres A G (a, b) pour lesquels (LV/27T, A(A) + F(X, •)) est réduc­
tible. 

Démonstration. — Remarquons que le complémentaire de cet ensemble est 

Z = 
N>1 n>N 

d++d21dnrd; 

et comme 

(a,b)\Etn = E°, 

il suffit de montrer que si pour tout n > N, A G EN alors (LO/27T, A(X) + F(A, •)) est 
réductible. Mais par définition des A° ^ (cf. le point (v)(f) du théorème 6.8.3) nous 
savons que, pour tout A G A^ -, 

\An(X)\ < K-\ 

et de ce fait, AN(X) appartient à DS(Nn,Kn). Le lemme 6.7.2 s'applique directement 
(il n'y a pas de résonance à éliminer) et il existe YN G C$ H (A^ • x Td,so(3,R)) 
vérifiant 

d++dd1fhfr wK*(MNNN)**\FN\HN 

(hn - hn+i)d 
tel que eYn conjugue (o;/27r, AN(X) + FN(A, •)) à (o;/27r, AN+1 (A) + Fn+i(A, •)) ; le pro­
duit GN,N = eyn_1 • • -eYl conjugue donc (o;/27r, AJV(A) 4- F/v(A, •)) à (LU / 2TT , AN(X) + 
FN(A, •)). Mais les estimations (37)-(51) montrent d'une part que ce produit converge 
quand n —» oo vers G<X>^(X1 •) G C"'(Td, 5 0 ( 3 , R) et d'autre part que 

AN(X) + FN(X,-) = (AN + 
n-l 

k=N 

Ffc(À,0)) + Fn(À,.), 

converge vers une constante Aoo(A) G so(3,R). Par conséquent, si 

AG 
n>N 

rpO 

(CJ/27T, Ai (A) + i*i(A, •)), qui est conjugué à (CJ/27T, AJV(A) + F/v(A, •)), est réductible. 
Le lemme est établi. • 

Lemme 6.11.2. — Presque tout X dans, 

N>1 n>N 

rpt 
Uni 

est tel que (LU/2IT,A(X) -h F(-, A)) est réductible. 
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Démonstration. — Notons Rn l'ensemble des À G En pour lesquels 4̂n(A) + Fn(X) 
est réductible et considérons A^ G 11^. D'après le théorème 6.8.3, la fonction /n(À) = 
|An(A)| est (Mn,<Sn,cn,rn)-transverse sur A^, c'est-à-dire {Mn{ôn/2)~(rn+1\cn,rn)-
Pvartli. Notons 

Xn = min ( c „ / 2 , 4 " + 1 • (2r-+2Mn(6n/2)-^+1^,m^+1A ,SSSSS 

où v > 0 est comme dans le théorème 6.10.1) et 

Cn = Mn(6n/2)-^+1l 

Le corollaire 6.4.6 montre qu'en dehors d'un ensemble de mesure inférieure à 

(2r„(|A„|(C„c-1 + l))) 2r»+1 Xn 
\cnJ 

l/rn 

on a l'inégalité \fn(X)\ > Xn, et ce sur au plus 2(2rn[l nJ n] + 1)) composantes 
connexes. Sur chacune d'entre-elles |-An(-)| est donc (MN, 8n, Xn, l)-transverse. Le 
théorème 6.10.1 établit alors que, si 

d+d12dr 
1 
1C 

'C7Mn\ 
hn^n 

-a8(a8+l) 

- ce qui sera vrai pour n assez grand - alors sur chacune de ces composantes connexes, 
à l'exception de certains À dans un ensemble de mesure inférieure à 

( c s t e ) -x^1-M^+1) , 

le système (o;/27r, An(X) -h Fn(-, A)) est réductible. Ainsi, la mesure de Lebesgue de 
A^ — Rn vérifie pour n assez grand, 

(86) mes(A^ - Rn) < (este) 2rn 
(l + |An|)Mn((Jn/2)-(r-+1) 

Cn + 1 

2r» + l Xn l/rn d++d1rd 

Xn 
Les estimations (37-51), ainsi que celles relatives à gn, rn et le choix fait pour Xn 
montrent que 

n>l 
mes(££ - RI) < oc; 

on peut alors appliquer le lemme de Borel-Cantelli et voir que presque tout À appar­
tient à un nombre fini d'ensembles En — Rn. • 

Les lemmes 6.11.1 et 6.11.2 permettent clairement de conclure la preuve du théo­
rème 6.2.1. • 
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Q U E L Q U E S E S T I M É E S 

A.l. Estimées concernant la troncature et le reste 

Dans ce qui suit nous considérons / une fonction dans C°°(Rd,R) qui est Zd-
périodique. Pour tout & = (&!,..., k^) G Zd, nous définissons le fc-ième coefficient de 

/(*) = 
[o,i]d 

Fn,2|, < cStd(NZnVn,s+ 

Pour N entier positif nous notons comme d'habitude les troncature et reste de la série 
de Fourier de / à l'ordre N : 

SNI(X) = 

\k\<N 
f(k)e2vV=î^x\ 

et 
RNf(x) = 

\k\>N 
f(k)e2nV=ïik*x). 

Si / est C°° sa série de Fourier converge vers / , et on peut exprimer les coefficients 
de Fourier de daf en fonction de ceux de / puisque 

(i) N^Pnrìn,sMn).sez 

Enfin rappelons l'identité de Parseval, 

(2) 
kezd 

\f(k)\2 = 
[o,i]d 

\f\2dx. 

Combiné avec (1) ceci donne, 

(3) 
Kkezd 

\k«\2\f(k)\2 

1/2 

< 
r[o,i]d 

\daf\2dx < \daf\0. 
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De (1), (2) et (3) on déduit utilisant l'inégalité de Cauchy-Schwarz, que pour s G N, 

(4) l / | .< 
kGZd 

1*П/(*)1 < cd\f\s+(d+1)/2. 

Mentionnons également pour k G Z — {0}, 

(5) l/(*)l < 
l/U 
\k\s 

Nous pouvons alors énoncer, 

Proposition A. 1.1. — Pour N, s entiers, 

(6) \SNF\S < (27r)siV(<*+i)/2|/|s, 

et pour Sf > S 

(7) \RNf\. < ( 2 * T l/U' 
d +djrd+d 

Démonstration. — Pour montrer l'estimée (6), écrivons que, pour tout multi-indice 
\a\ < s, 

\daSNf\0 < 

\k\<N 
(27r\/=ïfc)<7(fc)e27r,/̂ :(fc,x) 

(8) < (27r)lal 
\k\<N 

\daf(k)\, 

et par Cauchy-Schwarz, 

\daSNf\0 < {2TT)SN^+1^2 

\k\<N 
\da.f(k)\2 

< (27r)sAT(d+1)/2IÖaf|,2 

(9) < (27r)s7V<d+1)/2|/|s. 

Pour l'estimée (7), 

\daRNf\0 < 
\k\>N 

(27r)W|fc|W|/(A)| 

< 
|fc|>iV 

vrevr rev 
M * ' 

< (2TT)S 
1/1,-
—s—d— 1 

(10) 
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A.2. Estimées pour la composée 

A.2.a. Cas des séries entières. — Soit (j) une série entière, </>(z) = J2n>n0 anZn-, 
avec n0 > 1. 

Proposition A.2.1. — Si |/|o < 1 alors pour tout s > 0 il existe cs > 0 indépendante 
de f, telle que 

(n) \4>of\.<c.\f\^-1\f\s. 

Démonstration. — Démontrons tout d'abord le lemme : 

Lemme A.2.2. — Pour tout s > 0 il existe bs > 0 tel que, pour tout n > 1, 

(12) i n . ^ i / i r v i . -

Démonstration. — La démonstration se fait par récurrence sur n puisque de \fn\s = 
|/n-1 -f\s on déduit en utilisant l'inégalité de convexité de la proposition 1.1.1 du 
chapitre 1, 

i n . < c . a r ^ u / i o + ir-'ioi/ i .) , 
(13) < dbr1 + i)l/lô-1l/U, 

et il suffit de choisir bs tel que bn < cs(b^ 1 H- 1). 

Ainsi, 
d+fbhjrr+dke 

n>nn 
lanlfcîl/ir1!/!. 

(14) < 
kn>no 

: \an\K\f\rn° l/lô0_1|/|S, 

ce qui donne la conclusion puisque la somme converge. • 

A.2.b. Cas C°°. — Nous montrons : 

Proposition A.2.3. — Si (j) est C°°, il existe pour tout s > 0 une constante cs > 0 telle 
que, pour tout f,u (C°°), 

(i) |0o/U<Cs|0|s(l + |/|o)S(l + |/U), 

(") \4> o (/ + «) - c/> O / 1 , < c,(l + |/|0)s(l + |/|,)|U|.. 

Démonstration. — Nous donnons la démonstration de ces résultat dans le cas où les 
fonctions vont de R dans R, ceci afin de simplifier les notations. 

Pour (i) : écrivons 

(15) d*(éof) = 

OC\Ì\-\ \-OLpÌp=S 

0(U+-+»P) o / . (dai)h . . . (<9Qp)S 
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si bien que 

(i6) Fn,2|, < cStd(NZnVn 

ot\i\-\ \-apip=i 
\(daif)ii---(da'f)i'\o. 

Or, les inégalités de convexité montrent que 

(17) \daif\o<cs\f\l-ai/s\f\T's, 

et donc 

\ds{<t>of)\0 < cMs 

aiiiH \-cxpip=s 

I /N(ai¿H \-OLpip)/s\ f\ii-\ NP-(¿iO!iH \-ipOCp)/s 

< c . + 1/1«: Fn,2|, < c^Pnrìn,sMn). 

(18) < cs|0|s(l + |/U)(l + |/|o)s. 

Ce qui démontre (i). 

Pour (ii) : Cette fois-ci, 

(19) ds(0o(/ + M ) - 0 o / ) = 

ot\i\-\ \-apip=s 

^(ii+-+ip) [(daif 

+dOL1uY1 • • • f + da*uY*> - (dai fY1 •.. (d"* fY*>] 

Ainsi, 

| oa (0o( / + u ) - 0 o / ) | o 

< c8\</>\a\ 
ot\i\-\ \-apip=s fci=l 

vrd 'il 
Kki 

Fn,2|, < cStd(^Pnrìn,sMn). 

ip 

kp=l 

(ip\ (gcxpjyp-kp (d*pu}kp\ 

< Cs\(f>\s 
ot\i\-\-Oùpip—s fci=l kp=l 

dl +dhd+d1 
(daif)h-k* •.. (dapf)ip~kp(daiu)ki • • • (da*u)k*\) 

et en utilisant à nouveau les inégalités de convexité, on voit que la somme précédente 
est inférieure à 

C8\<l>\a 
ai ii H \-ocpip=s 

l<ki<ii 

I |̂ |(ai/«)(n-Ä!i)H \-(ap/s)(ip-kp) # 

i<klp<ip 

iyri(*i-Äi)(l-öi/*)H \-(ip-kp)(l-ap/s) i ifc1ai/s+"4^ap/sy(l-tti/s)^i + >'4(l-aP/s)í;P\ 
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Or, a\ki H hcvpkp < aiii + • • • + apip = s, si bien que l'on peut majorer le membre 
de droite par c.|0|,(l + |/|0)*(1 + |/|,)M,. • 

A.3. Rappels sur le théorème d'inversion locale avec estimées 

On énonce seulement le théorème sans donner la démonstration qui peut se trouver 
dans [5] (on peut également adapter la preuve du théorème de Hamilton avec estimées 
donnée au chapitre 4). 

Nous notons 5(0, r) C Rn la boule de rayon r (pour la norme euclidienne) centrée 
en 0. 

Théorème A.3.1. — Soit f : 5(0,1) —>• Rn une application de classe C2 fixant 0, 
telle que \D2f\ < M pour M > 0, Df(0) soit inversible et vérifie |D/(0)_1| < 
cp_1 pour p > 0. Alors il existe une constante c± > 0 (indépendante de p) telle 
que f est inversible localement sur 5(0, c\p). En outre, pour tout y G /(5(0, cip)), 
\D*(f-l)(y)\ <cxp~i,j = 0,1,2. 
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