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EQUATIONS DIFFERENTIELLES
A POINTS SINGULIERS IRREGULIERS
ET PHENOMENE DE STOKES EN DIMENSION 2

Claude Sabbah

Résumé. — La théorie asymptotique des équations différentielles linéaires d’une va-
riable complexe est comprise depuis longtemps et a fait 'objet de travaux récents
autour de la multisommation. Par contre, la théorie asymptotique des systémes diffé-
rentiels holonomes de plusieurs variables est encore peu développée. Ce volume tente
de combler partiellement cette lacune en introduisant les notions fondamentales et en
montrant des conséquences d’une telle théorie.

On introduit la notion de bonne structure formelle pour un fibré méromorphe
a connexion plate sur une surface analytique complexe et on conjecture l’existence
d’une telle structure aprés une suite convenable d’éclatements ponctuels. On donne
des conséquences de cette conjecture : semi-continuité de 'irrégularité de Malgrange-
Komatsu pour une famille intégrable de connexions méromorphes sur une courbe
complexe et construction et propriétés de la fibration de Stokes. La démonstration de
cette conjecture est donnée notamment pour les fibrés de rang < 5.

On montre aussi qu’une bonne structure formelle se reléve au niveau des déve-
loppements asymptotiques sectoriels et on donne des applications a la conjugaison
complexe des D-modules holonomes.

Abstract (Differential equations with irregular singular points and Stokes phenomenon
in dimension 2)

The asymptotic theory of holomorphic linear differential equations of one variable
is well understood and has recently been renewed by the theory of multisummation.
However, the asymptotic theory of holonomic differential systems of many complex
variables is still not completely developed. This volume tries to fill the gap by intro-
ducing the fundamental notions and by showing some consequences of such a theory.

The notion of a good formal structure for a meromorphic vector bundle with a flat
connection on a complex analytic surface is introduced. The existence of such a good
formal structure on the pull-back by a suitable sequence of complex blowing-up of
a meromorphic connection is conjectured. Some consequences of this conjecture are
given: semi-continuity of the Malgrange-Komatsu irregularity index for an integrable
family of meromorphic connections on a complex curve, and the construction and
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some properties of the Stokes fibration. The proof of the conjecture is given, among
others, for bundles of rank < 5.

The existence of a lifting of a good formal structure at the level of asymptotic
expansions in bisectors is also shown. Applications are given to complex conjugation
of holonomic D-modules.
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INTRODUCTION

Une connexion méromorphe sur une variété analytique complexe X, & poles le long
d’un diviseur (réduit) Z C X est un Ox[*Z]-module cohérent M (ou Ox[*Z] est le
faisceau des fonctions méromorphes sur X a poles le long de Z) muni d’une connexion
plate V : M — Q% ® M. Cette notion généralise celle de systéme différentiel linéaire
en dimension 1 (voir [19]).

Dans la suite, nous supposerons en général que X est une surface et Z une courbe.
En effet c’est seulement dans cette situation que nous pouvons donner des informations
sur la structure formelle d’une telle connexion (apreés éclatements) au voisinage de tout
point de Z. Des résultats analogues en toute dimension semblent pour le moment hors
d’atteinte. Néanmoins on peut penser que les résultats obtenus ici en dimension 2 sont
aussi vrais en toute dimension.

En dimension 2 une telle connexion est localement libre sur O[*Z] et la donnée de V
correspond, dans des coordonnées locales (z1,x3), & la donnée de matrices A; (x1, x2)
et As(z1,x2) & poles le long de Z satisfaisant la condition d’intégrabilité

5%142 — %Al = [A;, As].
Le cas ou la connexion est réguliére (on dit aussi & singularité réguliére) est bien
compris en toute dimension (voir [19], voir aussi [43] et [52]). On dispose en particulier
d’une correspondance qui rend équivalente la catégorie de ces connexions avec celle

des représentations linéaires de dimension finie du groupe fondamental de X — Z.

Pour les sytémes différentiels linéaires en dimension 1, le cas des singularités ir-
réguliéres est maintenant bien compris, aprés les travaux de Hukuhara, Turrittin,
Sibuya, Malgrange, Ramis et bien d’autres auteurs (voir notamment le classique [64)]
et les articles d’exposition [32, 62, 63] pour des résultats plus récents). Alors que les
solutions de systémes linéaires & singularités réguliéres sont au plus & croissance mo-
dérée prés du point singulier, celles des systémes a singularités irréguliéres peuvent



2 INTRODUCTION

avoir des croissances de type exponentiel et ’analyse dans des secteurs autour du
point singulier est essentielle : on met ainsi en lumiére le phénomeéne de Stokes. Les
travaux récents sur la resommation et la multi-sommabilité (la liste est nombreuse,
voir notamment [13, 48, 7, 31] et le recueil [14]) ont permis de l’analyser trés en
détail. Enfin, Babbitt et Varadarajan [6] ont considéré le probléme des modules pour
les systémes & singularités irréguliéres.

L’objet des chapitres qui suivent est d’analyser la structure des singularités irré-
guliéres en dimension 2. Il résulte d’un théoréme de B. Malgrange [47] que la donnée
d’une connexion méromorphe sur une variété X (de dimension quelconque) & péles le
long d’un diviseur Z est déterminée par celle de la connexion sur le complémentaire
d’un ensemble de codimension 2 dans Z. La connaissance des propriétés de la con-
nexion le long d’'un ensemble de codimension 1 dans Z (qui est la situation étudiée
ici avec des paramétres supplémentaires qu’on peut supposer « génériques») apporte
donc beaucoup & la connaissance de la connexion partout.

Par ailleurs, une application des résultats obtenus ici pourrait étre I’analyse du
comportement asymptotique des solutions d’un systéme linéaire d’équations aux dif-
férences finies de deux variables, en utilisant la transformation de Mellin & deux
variables.

En dimension 1, il est facile de donner des exemples de connexions réguliéres ou
irréguliéres. Le plus simple est de considérer un opérateur différentiel holomorphe et
d’appliquer les critéres usuels (par exemple le critére de Fuchs) pour déterminer si
ses singularités sont réguliéres ou non. On peut aussi mettre ’accent sur les fonctions
solutions de ce type d’opérateurs (fonctions spéciales).

En dimension plus grande, la condition d’intégrabilité imposée a la connexion fait
qu’il est moins facile de donner des exemples explicites. De nombreux exemples de
connexions réguliéres sont donnés par des constructions de géométrie algébrique (con-
nexion de Gauss-Manin). La transformation de Fourier (totale ou partielle) fait passer
de connexions réguliéres sur C™ a des connexions éventuellement irréguliéres sur C”
(en tenant compte des singularités a l'infini).

Les connexions méromorphes sont en particulier des D x-modules holonomes. On
peut donc leur appliquer les opérations de cette théorie (I'image directe notamment)
puis localiser pour fabriquer de nouvelles connexions méromorphes.

La théorie des déformations isomonodromiques permet, & partir d’'une connexion
méromorphe sur la sphére de Riemann P! de fabriquer des connexions sur une variété
de dimension > 1. Néanmoins cette facon de faire ne donne que des exemples bien
particuliers (voir par exemple [25], [42]).

Le fil conducteur de ce travail est la compréhension du phénoméne de Stokes qui se
produit pour les solutions asymptotiques d’une telle connexion méromorphe. L’étude
du phénomeéne de Stokes ne peut se faire que lorsque la structure formelle de la
connexion est élémentaire (sinon l’analyse sous-jacente semble inextricable). Aussi
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INTRODUCTION 3

le premier chapitre développe la notion de bonne structure formelle, lorsque le lieu
des poles Z est un diviseur & croisements normaux. Le long de la partie lisse de ce
diviseur on dispose alors d’une déformation transversalement isoformelle et ’on décrit
le recollement formel aux point de croisement du diviseur.

Etant donnée une connexion méromorphe irréguliére sur une surface X a poles
le long d’un diviseur Z, il existe un ouvert de Zariski (analytique) Z° de Z le long
duquel la connexion admet une bonne structure formelle. Cependant, méme si Z
est & croisements normaux, elle n’en admet pas nécessairement partout le long de
Z (contrairement au cas d’une connexion réguliére, au moins si Z est & croisements
NOrmaux).

Le chapitre III est consacré & 1’étude de la conjecture suivante : aprés une suite
convenable d’éclatements ponctuels, la connexion image inverse admet une bonne
structure formelle le long du diviseur image inverse de Z (supposé & croisements
normaux, ce qui est loisible).

Cet énoncé est ’analogue en dimension 2 d’un théoréme de Turrittin en dimension 1
(les éclatements sont réduits & 'identité en dimension 1). Paradoxalement, alors que ce
résultat en dimension 1 n’est pas la partie la plus difficile de I’étude du phénoméne de
Stokes (il existe d’ailleurs plusieurs approches de ce théoréme), c’est sans aucun doute
la partie la plus délicate et la plus technique en dimension 2. L’analogue en dimension
plus grande est encore hors d’atteinte et c’est une des raisons (mais pas la seule) qui
restreint I’étude du phénoméne de Stokes & la dimension 2. On se reportera au §2.5
du chapitre I pour les situations ol cette conjecture est démontrée et a l'introduction

du chapitre III pour une explication plus détaillée de la méthode de démonstration.

Revenons au chapitre I. Une fois admise la conjecture de forme normale formelle
ci-dessus, nous considérons des invariants globauz d’une connexion méromorphe ad-
mettant une bonne structure formelle le long d’un diviseur & croisements normaux :
ce sont les pentes et les variétés caractéristiques associées, qui généralisent la notion
de polygone de Newton en dimension 1, ainsi que la fibration de Stokes. Nous repre-
nons essentiellement les résultats de [56] qui avaient été développés dans un cadre
plus restreint (’aspect global est important puisque ’étude locale d’une connexion
méromorphe quelconque devrait se ramener, aprés éclatements, & une étude globale
d’une connexion admettant une bonne structure formelle).

Au §1.3.2 nous montrons comment utiliser les variétés caractéristiques pour analy-
ser le comportement de ’irrégularité de la restriction & une courbe d’une connexion
méromorphe sur une surface. Ceci répond & une conjecture de B. Malgrange (voir [53,
Conjecture 4.2.1]) dans les situations ou la forme normale formelle peut étre atteinte
aprés éclatements.

Tous les résultats ci-dessus ne font intervenir que la structure formelle associée a la
connexion méromorphe de départ. Le chapitre II est consacré & I’étude du phénoméne
de Stokes pour une connexion méromorphe admettant une bonne structure formelle.
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Les résultats sont essentiellement de nature locale. Ils précisent dans ce cadre ceux de
Majima [35]. Nous avons évité de développer la théorie des développements asympto-
tiques sectoriels, telle qu’elle est faite dans loc. cit., car les notations deviennent vite
compliquées. Nous avons préféré représenter les développements asymptotiques par
des fonctions C'*° sur ’éclaté réel des composantes du diviseur. L’aspect faisceautique
n’en est que plus évident (ce qui est important pour comprendre globalement le phé-
noméne de Stokes). On retrouve les développements asymptotiques et leur relations
par des complexes du type Mayer-Vietoris.

La théorie locale se développe alors comme en dimension 1. On montre I’existence
de relévements asymptotiques d’une bonne décomposition formelle puis on donne une
classification locale des connexions méromorphes admettant une bonne décomposition
formelle donnée : c’est le phénoméne de Stokes. Il manque ici

« la propriété de multisommabilité, au sens de [60], des solutions formelles d’une
connexion méromorphe admettant une bonne structure formelle au sens du §1.2.1,
propriété dont on peut s’attendre & ce qu’elle soit satisfaite,

. une théorie globale du phénoméne de Stokes (par exemple une correspondance
de type Riemann-Hilbert & ’aide de structures de Stokes pour une connexion méro-
morphe quelconque).

Nous donnons néanmoins une application de nature globale, & savoir la démons-
tration, modulo ’existence d’une bonne structure formelle aprés éclatements, d’une
conjecture de Kashiwara sur les solutions distributions des D x-modules holonomes :
nous pouvons la faire lorsque le support d’un tel module est de dimension < 2, pour
pouvoir appliquer la théorie ci-dessus. Il s’agit alors de comprendre le comportement
des matrices de Stokes par conjugaison complexe.

Les résultats de ce travail ont été annoncés dans [58]. Ils reprennent et développent
ceux obtenus dans [56].

Remerciements. — J’ai bénéficié de nombreux conseils de B. Malgrange. Ils m’ont
permis de simplifier certaines démonstrations. Plusieurs discussions avec F. Castro ont
été stimulantes lors de 1’élaboration d’une premiére version de ce travail. Je remercie
P. Schapira pour m’avoir signalé quelques énoncés trop optimistes.
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CHAPITRE 1

STRUCTURE FORMELLE
DES CONNEXIONS MEROMORPHES

1. Préliminaires sur les connexions méromorphes

Les définitions ci-dessous s’étendent facilement en dimension quelconque, mais nous
considérerons seulement la dimension 2 (et parfois la dimension 1).

1.1. Fonctions méromorphes et fonctions méromorphes formelles. — Soit
X une surface analytique complexe et Z une courbe analytique fermée de X. Nous
désignerons par Ox[+Z] le faisceau des fonctions méromorphes sur X & poles le long
de Z.

Soit Z = U; Z; une stratification analytique de Z : chaque strate est soit un point de
Z, soit une composante connexe du complémentaire des strates ponctuelles. Les strates
ne sont pas supposées lisses. La stratification triviale ne contient que Z comme strate.
Nous définissons alors le complété formel O g comme une famille de faisceaux : sur
chaque strate Z;, c’est le faisceau O X7, complété formel de Ox le long de Z;. Nous le
verrons comme un faisceau sur la stratification Z (sans données de recollement entre
les strates). Si Z; est une strate ponctuelle, on obtient ’anneau des séries formelles
de deux variables. Lorsque la stratification est triviale, le faisceau O Xz n’est autre
que le faisceau O X7z Sur Z. Si Z' est une stratification de Z plus fine que Z, Oﬁ?
est plat sur OJ?I\Z’

Si M est un Ox[*Z]-module, son formalisé relativement & la stratification Z est

le faisceau (sur Z) M= Om 68) M.
X

Lorsque Z = D est un diviseur & croisements normaux, la stratification naturelle
de D est celle dont les strates de dimension 0 sont les points de croisement de D.

Si z° est un point de croisement de D (donc une strate de dimension 0 de la
stratification naturelle), on a O %o o, =C [z1,22] dans des coordonnées locales

z1,x2 (qu'il sera judicieux de choisir adaptées & D).
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Si Y est une strate de dimension 1 de D (donc lisse) définie localement par I’équa-
tion z; = 0, le faisceau O v est défini par

Ur— Oy (U)[z]

et le germe de ce faisceau en un point y° de Y est formé des séries formelles en 2; &
coefficients séries convergentes en z, (coordonnée sur Y') dont le rayon de convergence
est minoré par un nombre > 0.

Enfin, en un point de croisement z° de D, le germe Oflﬁzf’ s’identifie au sous-
anneau de C [z, x2] intersection de Oiﬂﬁ,mo et Om’wo, si Dy et Dy désignent les
composantes locales de D.

1.1.1. Variante algébrique. — Soit U un ouvert de Zariski de la droite affine de
coordonnée x5 et U un revétement fini étale de U, (O(U) est une extension finie non
ramifiée de O(U) = Clza, P~1] ot P est un polynéme non nul). Nous considérerons
Panneau A = O(U) [z1].

1.2. Connexions méromorphes. — Une connexion méromorphe a péles le long
de Z est un Ox[*Z]-module cohérent M muni d’une connexion V : M — Q% @ M
qui est plate. On définit de maniére analogue la notion de connexion méromorphe
formelle relativement & la stratification Z (voir [8] pour la notion de cohérence dans
cette situation). Si M est localement libre de rang d sur Ox[*Z] et si m est une base
de sections locales de M, on peut écrire dans cette base V = d — © ou O est une
matrice d x d de 1-formes & poéles le long de Z, qui satisfait la relation d’intégrabilité
usuelle d® — ® A © = 0. Si 'on change de base par une matrice P € GL(d, Ox[*Z]),
la nouvelle matrice est donnée par ®' = POP~! +dP .- P!,

Dans la variante algébrique (§1.1.1), on choisit f € A non nul. Une A[f~!]-
connexion est une A[f~!]-module de type fini M muni d’une connezion plate V :
M- QY ®a M.

B. Malgrange m’a fait remarquer que I’hypothése de liberté locale n’est pas res-
trictive :

Proposition 1.2.1. — Une Ox|[xZ]-connexion (resp. une O)?Tz [*Z]-connezion) est lo-
calement libre de type fini sur Ox[+Z] (resp. sur Ofrz[*Z]).

Remarque. — La variante algébrique dit qu'une A[f~!]-connexion est localement (sur
Spec A) libre de type fini comme A[f~!]-module.

Démonstration. — Nous allons la faire dans le cas formel et lorsque la strate de Z
est de dimension 0, les autres cas se traitant de méme. Nous noterons O I'anneau
des séries formelles de deux variables et f une équation de Z. Il s’agit ici de montrer
quune O[f~1]-connexion est libre (de type fini).

Soit donc M une O[f~1]-connexion et MV = Hom@[f_ll(M,@[f_l]). 1l suffit de
montrer que le morphisme naturel M — MVV est un isomorphisme, c¢’est-a-dire que
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1. PRELIMINAIRES SUR LES CONNEXIONS MEROMORPHES 7

M est réflexif. En effet, soit alors N C M un O-module de type fini tel que M =
O[f~']®a N (nous dirons que N est un réseau de M). Remarquons que le morphisme
naturel

Olf " e N — (Olf Y es N)

est un isomorphisme, (avec NV = Homg(N, @)) car c’est le cas lorsque N est libre.
On a donc un morphisme

N — Of 96 NV = (O M esN)

qui est injectif puisque NVV n’a pas de O-torsion. Ainsi NVV est naturellement un
réseau de M = MVV, de sorte qu’on peut supposer que N est réflexif. Alors IV est
libre puisque O est local régulier de dimension 2.

Montrons donc ’assertion. Soit p’ un idéal premier non trivial de @[ f71]. Un tel
idéal s’écrit p’ = p[f~!] ol p est un idéal premier de O ne contenant pas f et l'on a
@[f‘l]p, = O,. Par ailleurs on a (MYY),, = (My)VY. Aussi, il suffit de vérifier que
lassertion est satisfaite pour My, quelque soit I'idéal premier p' et, pour cela, il suffit
de vérifier que My est 5p-libre de type fini.

On procéde comme dans le cas analytique : soient my,...,m, € M, dont les
classes dans My /p’ M, forment une base sur O, /pO,. Si l'on a une relation non
triviale Y~ a;m; = 0 avec a; € (5,,, on aa; € p@p pour tout i. Appelons ordre d’une
telle relation ’entier max { l)a;€ pe(/’)\p Vz’} et considérons une relation non triviale
d’ordre minimal £y. Soit ig tel que a;, € pfo —pfo*! dans une telle relation. En dérivant
successivement cette relation et en utilisant la minimalité de ¢y on voit que pour tout
1 et tout multi-indice a@ = (a1, as), on a

821052 0; € .

2

En appliquant ceci & a;, pour un « convenable, on trouve une contradiction, ce qui
prouve que le morphisme surjectif défini par my,...,m,

Oy — My
est aussi injectif et donc My est @p-libre. O

Remarques 1.2.2

(1) En dimension > 3, B. Malgrange montre qu’une connexion méromorphe est
localement stablement libre (voir [45], [47]).

(2) B. Malgrange montre aussi (voir loc. cit.) que toute connexion méromorphe
admet un réseau, c’est-a-dire un sous-Ox-module cohérent qui ’engendre sur
Ox[xZ].
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8 CHAPITRE 1. STRUCTURE FORMELLE DES CONNEXIONS MEROMORPHES

1.3. Image inverse par éclatements

1.38.1. Eclatements — Soit C? le plan affine Spec C[x1, z2] (mum de coordonnées
Z1,x2) et soit e : C2 — C? I'éclatement de I’ origine. La variété C?2 est recouverte par
deux cartes Spec C[z}, z5] et Spec C[zY, z4], avec

x = xy = zfwy
(1.3.2) toH et T

To = :23"1:6'2 To = xl,
Le diviseur exceptionnel est défini, suivant la carte, par {z} = 0} ou {z{ = 0}. La
premiére carte sera appelée carte (0) : son origine est I'intersection du diviseur excep-
tionnel et de {z, = 0}, transformé strict de I’axe {zxs = 0} par e. La deuxiéme carte

est appelée carte (00). De maniére analogue, pour € C, on translate les coordonnées
de la premiére carte en (0,7) et on définit ainsi la carte (7).

Soit 7 : X — C? une suite d’éclatements ponctuels au-dessus de I’origine de C? et
E = 7~1(0) le diviseur exceptionnel d’idéal Zg. Le choix de coordonnées (x;,xs) sur
C? permet de définir un recouvrement de X par des cartes affines du type précédent.
Nous noterons m I’espace E muni du faisceau

Oxp = limOx/Zg.
n

On a un morphisme de schémas formels 7 : ﬁ — (727) (voir par exemple [24] pour
ces notions).

Soit U une carte affine Spec Cly;,y2] de X avec U = U N E = {y; = 0} et soit
V l'ouvert affine Spec Cly1,v2, Q(y1,¥2)" '] avec Q & (y1) et V = VN E. Alors, en
posant P(y2) = Q(0,y2),

Ox5(V) = lim Cly1,y2, Q(y1,92) ']/ (41"
= Clya, P(y2) "1l = Op(V) [11].

SiU = {y1y2 =0} et Q & (y1), Q@ & (y2) (sinon on a un résultat analogue au précé-
dent), alors

Ox5(V) = Clua] [y2] N Clyz] [11] € Clys, 9]

et en particulier le complété formel de (’)A lelong de y; = y2 = O est égal & C [y1, y=]-
Nous utiliserons le résultat suivant :

Proposition 1.3.3 (Résolution des courbes algébroides planes). — Soit f € O une sé-

rie formelle de deux variables. Il existe une suite d’éclatements ponctuels © au-dessus
de lorigine telle que f o définisse un diviseur a croisements normaux. O
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2. BONNE STRUCTURE FORMELLE 9

Image inverse d’une connexion méromorphe. — Soit X' une variété analytique com-
plexe (de dimension 1 ou 2) et 7 : X' — X une application analytique. Supposons que
Z' = w71(Z) soit partout de codimension 1 dans X'. On peut alors définir la conne-
xion image inverse 7T M sur X' & poles le long de Z’ : en tant que Ox/[*Z']-module,
c’est m* M ; la matrice de la connexion dans une base locale est la matrice 7*©. Dans
le cas formel, on a une notion analogue en prenant pour Z' la stratification de Z' dont
les strates sont les composantes connexes des images inverse de celles de Z, ou une
stratification plus fine que celle-ci. Nous aurons & considérer essentiellement le cas ol
m est une suite d’éclatements ou bien le cas ot 7 est la normalisation d’un germe de
courbe de X non contenu dans Z. On déduit de la proposition 1.3.3 :

Corollaire 1.3.4. — Soit M une O[f~1]-connezion. Il existe une suite d’éclatements
ponctuels © au-dessus de lorigine de C? telle que la connexion image inverse m+ M
ait pour lieu des pdles un diviseur & croisements normauz. O

2. Bonne structure formelle

Nous supposons dans cette section que Z = D est un diviseur & croisements nor-
maux.

2.1. Modéles élémentaires et bonne structure formelle

2.1.1. Connezxions réguliéeres. — Nous nous plagons ici dans une situation locale. Si
Y est une strate de la stratification naturelle de D nous choisissons des coordonnées
locales x1, x5 de sorte qu’au voisinage de 1’origine de ces coordonnées, si dimY = 1,
onait D=Y = {z; =0} et si dimY = 0 on ait D = {z122 = 0}.

Nous dirons qu’une Ox [*D]-connexion R est réguliére s’il existe un espace vectoriel
V' de dimension finie sur C, muni d’un endomorphisme d; (et d2 si dimY = 0, avec
[61,02] = 0), de sorte que R soit localement isomorphe 4 la connexion Ox[*D]®c V,
ou

20z, (f @v) =205, (f) @v+ f®4(w) i=1(eti=2sidimY =0)
Oy (f ®V) = 0gp (f)®@v s dimY =1.

Toute connexion réguliére est (localement) extension successive de connexions régu-

lieres de rang 1 et une telle connexion sera notée “r®” avec a € C? (avec az = 0 si
dimY =1).

Variante algébrique. — Soit A = O(U) [1] et M une A[z]']-connexion. Nous dirons
que M est réguliére s’il existe, au voisinage de tout point fermé de Spec A, une base
de M dans laquelle les coefficients de O relatifs & (dz1/x1,dzs) sont dans A.

Lemme 2.1.2. — Soit M une OJ?TY [¥D]-connexion (resp. M une A[zy]-connezxion)

et p une ramification cyclique de degré p; ou de bidegré py,ps autour du diviseur des
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10 CHAPITRE 1. STRUCTURE FORMELLE DES CONNEXIONS MEROMORPHES

poles de M (resp. de M ). Si p™ M (resp. pt M) est réguliére, il en est de méme de
M (resp. M ).

Démonstration. — Faisons-la dans le second cas. On vérifie d’abord que M est ré-
guliére si et seulement s’il existe, au voisinage de tout point fermé de Spec A, un
réseau N stable par z10;, et 8., (resp. £10,, et ©29;,) : en effet, le réseau NVV
(¢f. prop.1.2.1) satisfait la méme propriété et est localement libre. Par ailleurs on a
M C M' = p*M et M s’obtient a partir de M’ comme partie invariante sous ’action
du groupe de Galois du revétement. Si N’ est un réseau de M’ stable par y,9y, et 9y,
(resp. y10y, et y20y,), alors le réseau N de M’ engendré par tous les conjugués de N’
sous ’action de groupe de Galois est aussi un réseau de M, stable par y,0y, = p1£19;,
et Oy, = Oz, (resp. 1210z, et pax20,,). O

2.1.3. Modéles élémentaires locaux. — Soit ¢ une section locale de Ox[*D]. Nous
notons £¥ la Ox[*D]-connexion libre de rang 1, munie d’une base dans laquelle la
matrice de la connexion est dp. La classe d’isomorphisme de cette connexion ne dépend
que de la classe de ¢ dans Ox[*D]/Ox, que nous noterons de la méme maniére.

Un modéle élémentaire local M® est une Ox[*D]-connexion isomorphe & une
somme directe

@ (£%+ @ R%)
acA

ol (@Yo )aca est une famille finie de sections de Ox[*D]/Ox et (R¥)aca une famille
de Ox[*D]-connexions réguliéres.

Nous dirons que le modéle élémentaire est bon s’il admet une telle décomposition
pour laquelle la famille des ¢, satisfait la propriété (B) ci-dessous :

2.1.4. Condition (B)

- Si a # B, alors o # g dans Ox[*D]/Ox ; il existe donc au plus un o € A
tel que ¢, = 0 et on le note oy ;

— les diviseurs (Ya)acA—{ao} €t (Yo —¥8)azsea ont leur support dans D et sont
< 0; en particulier les diviseurs (¢q)aca sont totalement ordonnés.

Un modéle élémentaire local admet donc une décomposition en somme directe de
connexions élémentaires £¥= @ R* et, si la propriété (B) est satisfaite, on peut voir
que cette décomposition est unique. Si le modéle élémentaire n’est pas bon, il suffit
d’effectuer une suite convenable d’éclatements pour qu’il le devienne. En effet, lorsque
dimY = 1, un modéle élémentaire en z° € Y est bon sur un voisinage ouvert de z°
dans Y, privé éventuellement de z°.

Si M4 est un bon modéle élémentaire et si ¢, # 0 est un exposant intervenant
dans la bonne décomposition, la connexion £~ %= ® M® est encore un bon modéle
élémentaire.
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2. BONNE STRUCTURE FORMELLE 11

Ces notions se transposent mot pour mot pour les connexions sur O v [*D] lorsque
Y est une strate de D. Il faut noter qu’alors les @ sont des sections de O @[*D] /O v

et que si dimY = 0 la connexion £% ne provient pas nécessairement d’une Ox [*D]-
connexion.

2.1.5. Reprenons la situation globale. Soit M une Ox[*D]-connexion. Soit ¥ une
strate de D. Notons M = O v ®0x M. Nous dirons qu’une Ox [*D]-connexion M
admet une bonne décomposition formelle le long de (D,Y) en 0 € Y ¢'il existe un bon
modéle élémentaire local M¢ au voisinage de 0 et un isomorphisme

M~ Mé.

Un tel modéle est alors unique & isomorphisme prés.

Nous dirons que M admet une bonne structure formelle le long de (D,Y)en0 €Y
si aprés un revétement p ramifié cycliquement autour des composantes de D, défini
au voisinage de 0, la connexion image inverse p™ M admet une bonne décomposition
formelle le long de (D’,Y) en 0.

Enfin nous dirons que M admet une bonne structure formelle le long de D si pour
toute strate Y de la stratification naturelle de D elle admet une bonne structure
formelle le long de (D,Y’) en tout point de Y.

2.1.6. Partons maintenant d’une connexion formelle M relativement a la stratifica-
tion naturelle D de D (elle ne provient pas nécessairement d’une O x [*D]-connexion).
Nous pouvons définir la notion de bonne décomposition et de bonne structure (for-
melles bien entendu) en considérant des bons modéles élémentaires M# définis sur
o v [*D] pour toute strate de D.

Il est alors nécessaire de distinguer a priori les deux propriétés suivantes pour une

Ox[*D]-connexion : la connexion a une bonne structure formelle le long de Y d’une
part, et sa formalisée M a une bonne structure le long de Y d’autre part. Dans le
deuxiéme cas le modéle élémentaire n’est pas a prior: défini sur Ox [*D]. Nous verrons
cependant (proposition 2.4.1) que les deux propriétés sont équivalentes (c’est clair si
dimY =1).
2.1.7. Variante algébriqgue. — Plagons-nous dans la variante algébrique (§1.1.1) et
supposons que f = 1, i.e. considérons I'anneau A[f~!] = O(U) [z1] [z7!]. Par voisi-
nage d’un point de U nous entendrons voisinage €tale. On peut alors transposer sans
difficulté les définitions ci-dessus.

2.2. Trés bonne structure formelle. — Nous avons considéré dans [56] la pro-
priété plus forte de trés bonne structure formelle le long de D. Rappelons que dans
ce cas on demande qu’aprés ramification locale autour des branches de D, on ait

~ ) é
(2.2.1) Om’zo 059@0 M ~ OX|D,a:° 0)‘;’;0 M.
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12 CHAPITRE I. STRUCTURE FORMELLE DES CONNEXIONS MEROMORPHES

Ici, on ne stratifie pas D. La différence avec la notion précédente n’a lieu qu’aux
points de croisement de D : pour une bonne décomposition on impose seulement, en
ces points, I’existence d’un isomorphisme
él
(2.2.2) Of,z\o ® M=~ Oﬁ, o M
X EXd X,z°

otl, dans des coordonnées locales adaptées & D, on a Og— = C[z1, 22].

Contrairement & ce qui se passe pour la propriété de bonne structure formelle (voir
la conjecture 2.5.1 ci-dessous), il n’est pas vrai que ’on puisse obtenir une trés bonne
structure formelle aprés une suite d’éclatements : on peut montrer sur ’exemple ci-
dessous qu’apreés une suite d’éclatement au-dessus de ’origine de C?2, il existe toujours
un point ot la connexion image inverse n’admet pas de trés bonne structure formelle.
Cette notion, bien que plus naturelle apparemment, n’est donc pas suffisante pour
analyser la structure des connexions méromorphes.

Lemme 2.2.3. — Soit D = {z125 =0} C (C%0) = X et N une C{z;}[27"]-
connezion non isomorphe a son modéle élémentaire N (4 une variable). Soit p la
projection (z1,z2) v x1. Posons M = (ptN)[xD]. Alors M n’admet pas de trés
bonne structure formelle en 0 € C2.

Démonstration. — Notons D; = {z; = 0}, (+ = 1,2). L’anneau O)?TD o est l'intersec-
tion dans OX 5 = C[z1,22] des deux sous-anneaux O¢—- %Br.0 et O—— XD.0° Rappelons
que O——  est le sous-anneau de C {z3} [z1] des séries formelles en z; a coefficients

X|D1,0
dans C {a:z} dont le rayon de convergence est minoré par un nombre > 0. Si la con-
nexion M admet une décomposition de la forme (2.2.1), elle en admet aussi de la
forme

O — él
X|D1,OO§OM OX|D1,OO§>OM
él
OxBa0 o8, M = Oxi5;.0 8, M*

Dans 'exemple considéré, si ’on prend le noyau de 9,, dans la seconde décomposition,
on déduit un isomorphisme N ~ A®! ce qui est contradictoire avec ’hypothése faite.
O

Nous montrerons cependant au §I1.2.2.7 le critére suivant (on se place en un point
de croisement de D) :

Théoréeme 2.2.4. — Si le bon modéle élémentaire M est tel que pour tout couple
(p,) d’éléments distincts de Ox[*D]/Ox pour lesquels les facteurs ¥ et E¥ appa-
raissent dans la décomposition de M®, la différence p — 1 a des poles sur les deux
composantes de D, alors toute connexion M admettant M® comme bon modéle élé-
mentaire l'admet aussi comme trés bon modéle élémentaire.

On en déduit une propriété de minimalité :
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2. BONNE STRUCTURE FORMELLE 13

Corollaire 2.2.5. — Soit X = (C2%,0) e¢t D = {x1 = 0}. Soit M une Ox[*D]-
connezion et M® un bon modéle élémentaire. On suppose que pour une suite d’écla-
tements e : (X', E) — (X,0) la connexion et M admette une bonne décomposition
le long de D' = e~ 1(D) en tout point de E, avec pour bon modéle en un tel point le
germe de et M. Alors M admet une bonne décomposition le long de D en 0 avec
pour modéle M4,

Démonstration. — On vérifie d’abord par récurrence sur le nombre d’éclatements que
et M est un bon modéle élémentaire le long de D' en chaque point de E et que de
plus il satisfait en tout tel point I’hypothése du théoréme 2.2.4. Il s’agit alors de
vérifier que les isomorphismes, locaux sur E,

. + ~ + p481
(’)X,lD,®e M—)OX,lD,@)e M

permettent de définir globalement sur E un isomorphisme du méme type. En appli-
quant e, on obtient alors le résultat voulu.

Ces isomorphismes locaux définissent un 1-cocycle sur E & valeurs dans le faisceau
Autp (et M®) restreint & E. Il s’agit de voir que c’est un cobord. Comme il n’y
a pas de morphisme local non trivial de et (£¥= ® R®) dans et (£¥# ® RF) pour
B # a, ce faisceau est égal au produit des faisceaux Autpml (etR%). Le H* d’'un
tel faisceau classifie les O <D [*D']-connexions qui sont localement sur E isomorphes
a etR*. Puisque R® est réguliére, on peut remplacer O D [(«*D'] par Ox:[*D'] ci-
dessus. Comme le groupe fondamental de X' — D' est égal a celui de X — D, la seule

telle connexion est et R* 3 isomorphisme global prés, autrement dit le H' est réduit
4 l'identité. Ceci donne ’assertion cherchée. O

2.3. Existence générique d’une bonne structure formelle

Exzxistence générique locale. — Soit x° € X et choisissons des coordonnées locales
Z1,x2 centrées en z°. Posons D; = {z; = 0} et supposons que D = D; ou D = D;UDs.
Ainsi, x5 est la coordonnée sur D;.

Théoréme 2.3.1. — Soit M une Ox[+D]-connexion. Alors pour tout z° € D, il existe
un voisinage ouwvert A de x° dans D tel que M admette une bonne structure formelle
le long de A — {z°}.

Existence générique globale. — Nous considérons ici la notion de bonne structure
formelle sur des voisinages ouverts de Zariski (voir le §2.1.7).

Théoreme 2.3.2. — Soit U un owvert de Zariski non vide de Spec Clzz] et M une
O(U) [x1] [#7 *]-connexion. Il existe un ouvert de Zariski non vide V C U tel que M
admette une bonne structure formelle en tout point de V.
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14 CHAPITRE 1. STRUCTURE FORMELLE DES CONNEXIONS MEROMORPHES

Démonstration du théoréme 2.8.1. — 1l suffit de montrer le théoréme lorsque D =
D; U D5, ce que nous supposerons dans la suite. Considérons ’anneau

A% (ObDa) g5 ,. = Em O3] [o1]

ou A; est un disque centré a ’origine de D, muni de la coordonnée z». Les éléments
de cet anneau sont les séries formelles en z, & coefficients séries de Laurent en x5 de
rayon de convergence minoré par un réel > 0 mais d’ordre du pole en 0 non borné.
Notons k le corps C {22} [z3']. On a une inclusion stricte A C k [z;]. Néanmoins il
est clair que le corps des fractions K de A n’est autre que A[xl—l]. L’anneau A et le
corps K sont munis d’une dérivation 8., de corps des constantes égal & k. On peut
définir la notion de (K, d,,)-connexion et on a une description analogue & celle des
(k [x1] [ '], Oz, )-connexions (les démonstrations sont identiques, voir par exemple
[44]). On commence par définir la notion de (K, 8, )-connexion réguliére : c’est une
connexion qui admet une base dans laquelle la matrice de x19,, est & éléments dans
A. On peut alors montrer (il s’agit de voir que, dans la démonstration des proposi-
tions analogues pour les (k[z1] [z7'], Oz, )-connexions, on peut minorer le rayon de
convergence en le parameétre zo des coefficients des changements de bases si ceux de
la matrice de z10;, le sont) :

Proposition 2.3.3. — Une (K, 0,,)-connexion réguliére R admet une base dans la-
quelle la matrice de 10, est a éléments dans k et dont les valeurs propres (dans
une extension convenable de k) ne différent pas d’un entier # 0. Autrement dit, il
existe un k-espace vectoriel Vi, muni d’un endomorphisme 6, tel que R = K ®j, Vi

et 10z, (f ®@v) = (2104, f) @v + f ® 61 (v). O

Proposition 2.3.4. — Soit Mg une (K, 8y, )-connexion. Il existe v1,v2 € N tels que
si l'on pose x1 =z, xy = 4% et A' = (0[*D§])X/,|3, o K'= Az, la (K',0,,)-
19

connexion My & g QK Mk admette une décomposition
MK/ ~ & I:.EQM;a ®Rﬁ/]
BEB

ot les RS, sont des (K', Oy )-connezions réguliéres et les g sont dans K'/A' et sont
deuz a deux distincts. O

Remarque. — On a K'/A' = K'[z}7']/k'.

L’anneau A et le corps K sont munis aussi d’une seconde dérivation 9,,. On peut
donc définir la notion de (K, 8, ,8;,)-connexion (les deux dérivations doivent com-
muter).

Proposition 2.3.5. — Soit Mg une (K, 0y, , 0z, )-connezion. Alors les R?(, qui inter-
viennent dans la décomposition (2.3.4) sont des (K', 0y, ,0q;)-connexions (qui sont
Oy, -réguliéres).
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Démonstration. — Comme les E}ﬁ,‘,’ sont clairement munis d’une structure naturelle
de (K', 3y, O,y )-connexion, il suffit de vérifier que la partie 0, -réguliére de Mk (s.e.
le terme Rf{, pour 3 = 0) est une (K', 0, , 0, )-connexion. S'il n’existe pas de tel
B, on le crée en tensorisant par un E¥ convenable. Ecrivons My = M O M}g la
décomposition en partie 9, -réguliére et purement O, -irréguliére. Il suffit de montrer
la stabilité de cette décomposition par J,;,. La démonstration est alors identique a

celle faite pour le théoréme 2.3.2, voir plus loin. O

Nous pouvons analyser la structure des (K, 8, , Oz, )-connexions 9, -réguliéres :

Proposition 2.3.6. — Soit R une (K, 0Oz, ,0z,)-connexion qui est Oy, -réquliére. Il
eziste une (k, Oz, )-connexion N munie d’un endomorphisme 61 telle que
Ry =K (%Nk,

ou laction de O, est induite par celle de Oy, sur Ny et celle de Oy, par l’endomor-
phisme 6; de Ny.

Démonstration. — Ecrivons Rg = K Qi Vi, o Vi est muni d’un endomorphisme
41 comme dans la proposition 2.3.3 et supposons aussi que pour tout p € Z — {0},
ad d; — pId soit inversible sur Endg(V%). Soit m une base de V}, et A; la matrice de
x;0,, dans cette base (¢ = 1,2). Montrons que A, est & éléments dans k, i.e. que Vj
est préservé par x20,,. La relation de commutation de 8,, et 0., s’écrit

xlaﬁh (A2) - x28w2(A1) = [A1,A2].

Si on pose By = 210, (Az2), on voit que x10,, (B2) = [A1, Bs] puisque A; est une
matrice constante. Soit By ; le coefficient de z¢ dans B,. On en déduit que pour tout
tona (adA; —¢Id)By; = 0, donc By ; = 0 pour i # 0 et de méme A, ; = 0 pour
¢ # 0. Par suite Ay = Ay est & éléments dans k.

On note alors N = V;, muni de ’action induite par 9,,. C’est la (k, 8;,)-connexion
cherchée. O

Définition 2.3.7. — Nous dirons qu’une 07{731 4o [*D]-connexion est D;-élémentaire si
elle est isomorphe & une connexion £¥ ®0p, .. N ol
-1
. b€ O L [¥D)/Ogr . (= Klar 1/k):
« N est une Op, go[*(D1 N Dsy)]-connexion munie d’'un endomorphisme ;.
Un modéle D;-élémentaire est une somme directe de tels objets.

On déduit des résultats précédents :

Corollaire 2.3.8. — Soit 'M)’(TE une OJTIE 4o l*¥D]-connezion. I existe un modéle
D1 -élémentaire NX/'|\D’1 = Dgep(EYe ®0p; 40 NAB) (aprés ramification autour de D)
tel que
Y ~ ! —
KOE M)TID\I_KOE NX']D;' O
X|Dq,z° XI|D'1»’5’°
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16 CHAPITRE 1. STRUCTURE FORMELLE DES CONNEXIONS MEROMORPHES

Par définition de K et K', les objets et morphismes sont définis au voisinage de x°
sur D{, de sorte que N ) est un modéle élémentaire (au sens du §2.1.3) en tout
y'® € Dj — {z'°} assez voisin de z'°. En utilisant le méme argument pour D; & la
place de Dj, on obtient le théoréme 2.3.1. O

Démonstration du théoréme 2.3.2. — Soit k = C(z3) et k la cloture algébrique de k.
On applique la théorie 4 une variable & la (k [21] [z7], 8z, )-connexion

MF = El[xl]] ®C[z2]|[z1] M.

Plus précisément, on vérifie qu’il existe une ramification z; = y}*, un ouvert de Zariski
V C U et un revétement étale V — V tels que la connexion O(V) [y1] [y;']® M image
inverse de M admette une bonne décomposition formelle. Montrons que la proposition
est satisfaite pour ce choix de V' : posons A’ = O(‘7) [y1], ot y1 est défini ci-dessus
et montrons que M' = A'[y;'] ® Alz71] M admet une bonne décomposition formelle.

Si ’on oublie I'action de 0,,, il résulte des choix faits que M’ est somme directe
de sous-modules isomorphes & £¥ ® R, out R est Jy,-régulier (i.e. admet localement
un réseau stable par y19y,) et £¥ est la 0y, -connexion de rang 1 engendrée par exp ¢
avec p € A'ly;'].

Il suffit alors de montrer que cette décomposition est stable par 9,,. En effet, une
fois ceci montré, chaque terme £¥ ® R est muni d’une structure de A’[y; *]-connexion
et, puisque £¥ est naturellement stable par 9,,, il en est de méme pour R. On peut
alors appliquer la proposition 2.3.9 ci-dessous, qui montre que R est une A'[y;}]-
connexion réguliére.

Revenons donc & la stabilité de la décomposition par 8;,. Ecrivons M' = M ™ g
M9 15 décomposition en partie 9y, -réguliére et purement 9, -irréguliére. Il suffit de
montrer la stabilité de cette décomposition par 9, (en tensorisant par une exponen-
tielle convenable, on se raméne au cas ou M’ ) # {0} et on raisonne par récurrence
sur le rang de M"). Soient m(") et m(®) des bases de M'(™ et M’ respectivement et
soit A la matrice de 8,, dans la base m(Y. On a dans M’ :

83/1 (aalz m(i)) = aﬂﬂz (83/1 m(i)) = 8932 (A(i)) : m(i) + A(i)awzm(i)

de sorte que si on prend les images dans M’/ M’ © on voit que la sous-0y, -connexion
engendrée par 8,,m(® dans M'/M' () est I'image d’une connexion purement Oy, -
irréguliére. Puisque M'/M’ @ ~ ™ st 0y, -réguliére, cette sous-connexion est

nulle, ce qui prouve que d,,m) c M’ ) Un argument analogue montre 'inclusion
Oz, m(") C M) O

Proposition 2.3.9. — Soit R une O(U) [z1] [x7}]-connexion libre admettant une base

m dans laquelle la matrice A de x10;, est & coefficients dans o) [z1]. Alors R est
réguliére.
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Démonstration. — 1l suffit de montrer que tout point de U admet un voisinage ouvert,
(de Zariski) sur lequel R admet une base m satisfaisant le fait que ad A|;,—¢ — pId
est inversible sur My(K) pour tout p € Z — {0}, ou K est le corps des fractions de
O(U’ ). En effet, soit B la matrice de 9, dans cette base et supposons que B ait un
pole le long de z; = 0. On écrit

B=B_ 7™+ -
avec 71 > 0 et la relation de commutation s’écrit
210z, (B) — 05, (A) = [A, B]
de sorte qu’en considérant le coefficient de 7™ dans cette relation on en déduit que
(ad Ajg, =0 + 1 Id)(B_,) = 0 et par suite B_,, = 0 dans My(K), donc B_,, = 0.

L’existence d’une telle base (sur un ouvert convenable) se montre par le méme
procédé qu’en dimension 1 (voir par exemple [39], démonstration de 6.1). O

2.4. Convergence des facteurs exponentiels. — Soit 2° un point de croisement
de D et soit M une connexion méromorphe & poles le long de D. Supposons que la
formalisée .K/I\zo = @xo ® Mo admette une bonne décomposition (voir §2.1.6). Le
modéle élémentaire M® en z° n’est a priori pas défini sur O X,z Mais seulement sur
@zo, c’est-a-dire que les facteurs exponentiels qui interviennent dans la décomposition
ne sont pas a priori convergent. Nous allons montrer que tel est cependant le cas.

Proposition 2.4.1. —  Soit x° un point de croisement de D et M une Ox [*D]-conne-
zion au voisinage de x°. Supposons que M= Ogo ®0y .0 M admette une décompo-
sition

M~ @ [EA‘% ®7€°‘]

acA
ot les Pg sont dans Ogo[xD]/Ogo et sont deuz & deux distincts et les R® sont des

Ox[*D] connexions réguliéres. Alors les po sont dans Ox go[*D]/Ox go.

Ainsi il existe un modéle élémentaire local M défini sur Ox[*D] tel que
M~ Mé,

Démonstration de la proposition 2.4.1. — Elle se fait par comparaison des structures
formelles. Notons d’abord qu’il suffit de la montrer aprés une ramification autour de
D, de sorte que dans la suite on se permettra de telles ramifications si nécessaire.
2.4.2. Soit k = C[zz][z;'] et K = k[z1][z7]. On a C[z1, 2] [z7", 23] C K et
c’est le fait que cette inclusion soit stricte qui fait toute la difficulté de la conjecture
2.5.1 énoncée plus loin. Soit donc M telle que M admette une décomposition

M~ o (5"3& ® ﬁ“)

acA
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18 CHAPITRE 1. STRUCTURE FORMELLE DES CONNEXIONS MEROMORPHES

ot les P, sont deux & deux distincts dans C [z1,z2] [z, 25 ']/C [21,22]. On a donc
aussi

K ® M~ & [E%@R;‘?]

OX‘lo a€EA

avec des notations évidentes. Mais on a aussi

avec .MX/'D\1 = Om’mo ®0yx, .o M. 1l existe donc, d’aprés les propositions 2.3.4 et

2.3.5, une décomposition

E ® M~ [E'ﬁﬁ ® NP]
Ox.z0 peB | K Clza] *
oit les 15 sont dans k[z!]/k et deux & deux distincts et Nf = k®y, NP ot NP est une
(k, Oz, )-connexion munie d’un endomorphisme §;. D’aprés le théoréme de Turrittin
de décomposition des connexions formelles d’une variable, chaque Ng admet, aprés
une ramification éventuelle en x5 que nous omettrons, une décomposition stable par

o1
Nl = & |EM gV,
ko yecy [ g
ou Vg, est un C-espace vectoriel de dimension finie muni de deux endomorphismes d;
et §> qui commutent, et les A\g, sont dans C {z>} [z5']/C {z2} et sont deux & deux
distincts (I’action de J;, est définie comme dans la proposition 2.3.3). On en déduit
donc que
K ® M~ o o [Eiﬁ‘*“"* ® Vm] :
Ox ,zo BeB~eCy | K c
Unicité de la décomposition. — Soit Mg une (K, 84, , 8z, )-connexion admettant une
décomposition

g = 13 o)

ot les V; sont munis d’endomorphismes 4; et d2 et ¥; € C [z1,x2] [zfl,x; 1]. Alors la
décomposition est unique si on impose que les ¥; soient deux & deux distincts modulo
C[z1,z2] + 21C [z1,22] [25 ). En effet, par une réduction simple on se raméne a
montrer que pour un tel ¥, E}z est réguliere si et seulement si ¥ € C[zy,z2] +
21C [#1,22] [25']. Pour cela il suffit de reprendre avec K 1a démonstration sur la
structure des K-connexions : par définition El'é est (I? , Oz, )-réguliére si et seulement si
¢ € C[x1,22] [x5}]. Posons alors ¢ = 3 >0 zf4p,. On montre comme & la proposition
2.3.6 que E;é ~K ®z E%’ °. Par suite E}% est (I? , Oz, , Oz, )-réguliére si et seulement si
de plus 9o € C [z2]. O
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2. BONNE STRUCTURE FORMELLE 19

Fin de la démonstration de la proposition 2.4.1. — Par unicité de la décomposition
et du fait que les ¥ + Mgy (B € B, v € Cp) sont deux & deux distincts modulo
C{z1,22} + 21C {z1,22} [z5 "], on voit que si 'on note ~ la relation sur A définie
par

a~ad < Po— Po € Clz1,z2] + 21C[z1, 2] [25]
et si ’on pose (BC) = A/~ et (BC) = Ugep(B,C3), on a (BC)' = (BC) et si Agy
désigne ’ensemble des a € A de classe (3,7), on a
Po = s+ Agy mod C [z, 22] + 21C [21,22] [x5 '] sia€ Ag,,
(Vﬁ7751’62) = & (Va’51)52)'
a€Apy

Par suite, pour tout a € A, la partie de ,, qui s’écrit

Z aa,t(lw2)

£>1 z1

est & coefficients an ¢ dans C {z2} [z5']. En inversant les roles de z1 et z2 on en déduit
que les @, sont dans C {z1, 2} [z7,25']/C {21, 22} O

On peut résumer les résultats obtenus comme suit (en notant encore D la stratifi-
cation naturelle de D) :

Corollaire 2.4.3. — Soit M une Ox[xD]-connezion. Si M)ﬂi) admet une bonne dé-
composition (resp. structure) en z° € D alors M admet une bonne décomposition
(resp. structure) formelle (relativement & D) au voisinage de x°; de plus, dans le
premier cas, un (bon) modéle élémentaire en x° est un (bon) modéle au voisinage de

z°.
Démonstration. — L’assertion est non tautologique aux points de croisement de D.

Le premier point est exactement la proposition 2.4.1 et le second résulte de la com-
paraison des structures formelles faite dans la démonstration de celle-ci. O

2.5. Existence aprés éclatements. — Soit X une surface lisse, Z une courbe de
X et z° € Z. Soit M une Ox [*Z]-connexion au voisinage de z°.

Conjecture 2.5.1. — Il existe une suite d’éclatements ponctuels e : X' — X au-dessus
de z° telle que, au-dessus d’un voisinage de z° :
(1) D =e7Y(Z) est un diviseur a croisements normauz;
(2) la connezion formalisée Om ®0,, et M relativement a la stratification na-
turelle D de D admet une bonne structure le long de D.

La conjecture est aussi valable pour les connexions formelles du type M\zo sur
Ogo[*Z]. Aussi, en général, il n’est pas possible d’obtenir plus de précision. Néan-
moins, lorsque M est une Ox [*Z]-connexion, nous avons vu (proposition 2.4.1) que si
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20 CHAPITRE I. STRUCTURE FORMELLE DES CONNEXIONS MEROMORPHES

la conjecture est satisfaite pour .A//l\xo, alors e M admet une bonne structure formelle
le long de D (i.e. les modéles formels sont définis sur Ox).

Le chapitre III est consacré a la démonstration de cette conjecture dans un certain
nombre de situations.

Théoréeme 2.5.2. — La conjecture 2.5.1 est vraie si le rang de M est < 5.

La situation suivante a été considérée par B. Malgrange [47] : on suppose que Z
est lisse en z° et que la matrice de la connexion dans une base locale et dans des
coordonnées locales telles que Z = {z; = 0} a la forme

O=z" A(acl,a:Q)d—;ci + B(x1,x2)dzs
1

ou A, B sont & coefficients holomorphes, 1 est > 0 et Ag = A(0,0) # 0 est une matrice
réguliére (i.e. son polyndéme minimal est égal & son polynéme caractéristique). Alors
M admet une décomposition formelle qui devient bonne aprés éclatements éventuels.
Ce résultat peut étre utilisé pour montrer (voir §II1.2.4) que la conjecture est vraie
si Z est a croisement normal en z° et si dans une base locale et dans des coordonnées
locales pour lesquelles Z = {z122 = 0}, la matrice de la connexion a la forme

d
O=z" fl(ml,avz)ﬂ + B($1,$2)%
1 T2

avec (r1,72) € N2 — {0}, A, B comme ci-dessus et pour tous ni,n2 € N — {0}, la
matrice n1A(0,0) + n2B(0,0) est réguliére et non nulle (remarquer que A(0,0) et
B(0,0) commutent du fait de la condition d’intégrabilité).

Le théoréme 2.5.2 permet de voir que dans 'une des situations ci-dessus, si I'on
suppose seulement que pour chaque valeur propre, ’espace propre généralisé de A(0, 0)
(ou, dans le second cas, de B(0,0)) est de taille < 5, la conjecture est encore vraie.

Voici enfin une autre famille d’exemples pour lesquels la conjecture est vraie. Soit
U un voisinage ouvert de 0 dans C de coordonnée x2. On pourra rétrécir ce voisinage
si besoin. Soit M un Oy[z1](0s,, 0z, )-module holonome & singularités réguliéres y
compris en £; = oco. Posons & = 0,, et J;;, = —x1; ainsi les anneaux d’opérateurs
différentiels Oy [z1)(0z,, Oz,) et Oulé1]{(0¢, , O0z,) sont isomorphes. Notons FM le mo-
dule M considéré comme un O(U)[&1](0, , Oz, )-module : c’est le transformé de Fourier
de M dans la direction z; (voir [44]). C’est aussi un module holonome, qui n’est pas
nécessairement régulier. Son lieu singulier est réunion de composantes du diviseur
{& = 0,00} U {z2 = 0}. Aprés localisation de FM le long de son lieu singulier et
analytisation, on obtient une connexion méromorphe (FM)oc sur P! x U avec poles
le long de ce lieu singulier. Alors (cf. §I11.4.5)

Théoréme 2.5.3. — Sous ces hypothéses, la conjecture 2.5.1 est vraie pour (F.M)ioc.
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3. Propriétés globales

3.1. Variétés r-caractéristiques. — Nous rappelons ici, pour que I’exposé se suf-
fise & lui-méme, la notion de variété r-caractéristique d’un D-module holonome le
long d’une hypersurface lisse, introduite par Y. Laurent [28]. Ce qui suit résume es-
sentiellement le §4 de [56] auquel nous renvoyons d’une maniére générale. Nous allons
'utiliser pour donner un sens intrinséque et global aux exposants @, qui apparaissent
dans la bonne décomposition formelle locale d’une connexion méromorphe (lorsqu’elle
en admet une).

Soit X une variété analytique complexe (une surface dans cet article) et Y une hy-
persurface lisse de X. Notons Ny X le fibré normal de Y dans X. L’espace cotangent
T*(Ny X) est muni d’une action de (C*)2 : celle d’un facteur C* est l’action cotan-
gente de I'action de C* dans les fibres de Ny X — X et celle de l’autre facteur C* est
celle dans les fibres de T*(Ny X) — Ny X. Il existe de plus une fonction holomorphe,
dite fonction d’Euler

O: T*(NyX) — C

telle que, dans toute carte locale ou Y est définie par ¢ = 0, si 7 désigne la coordonnée
cotangente correspondante, on ait © = tr.

Soit r un rationnel > 0. On associe & tout Dx-module cohérent M une variété
r-caractéristique relativement & Y, notée Chy,,(M) : c’est un sous-ensemble involutif
du fibré cotangent au fibré normal Ny X de Y dans X ; il est homogéne pour une
action de C* sur T*(Ny X) définie & I’aide de r & partir de I’action de (C*)? décrite
plus haut. Y. Laurent a montré que la dimension de Chy,.(M) est au plus égale a
celle de la variété caractéristique usuelle Ch(M). En particulier, si M est holonome,
toutes les composantes de Chy,.(M) sont lagrangiennes. On peut aussi définir un
cycle r-caractéristique noté CChy,.(M) et de support égal & Chy,,.(M).

Les composantes de Chy (M) qui sont bihomogénes relativement & ’action na-
turelle de (C*)2 sur T*(Ny X) ne jouent pas un réle important dans la suite. Aussi
désignerons-nous par Ch’ la réunion des composantes non bihomogénes de Ch et par
CCh' le cycle correspondant. On a alors les propriétés suivantes :

(1) invariance par localisation le long de Y : CChy,.(M([xY]) = CChy (M) ;
(2) invariance par formalisation : CCh'y,,,(Oﬂ;, ®ox M) = CChy,,(M);
(3) bon comportement par revétement cyclique ramifi¢ le long de Y (cf. [56,

Prop.4.17]).

Propriétés des variétés r-caractéristiques d’une connexion admettant une bonne struc-
ture formelle le long de Y. — Nous supposons que M est une Ox[*D]-connexion
admettant une bonne structure formelle le long d’une strate Y de dimension 1 de
D. Alors M est en particulier un Dx-module holonome égal & son localisé le long
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22 CHAPITRE 1. STRUCTURE FORMELLE DES CONNEXIONS MEROMORPHES

de Y. La proposition qui suit précise un peu [56, Prop.4.20]. La démonstration est
identique.

Proposition 3.1.1. — Soit v > 0 tel que Chy, (M) # @. Alors

(1) Chy,,(M) est lisse et pour chaque composante conneze C de Chy (M), la
projection p: C — Ny X est un isomorphisme sur Ny X —Y ;

(2) Chy, (M) C ©"(C*) et © : Chy, (M) — C* est partout de rang 1.

(8) L’application (p,®) : Chy (M) = (Ny X —Y) x C* est un isomorphisme sur
son image Xy, O

Si on munit (Ny X — Y) x C* de l’action naturelle de (C*)?, la sous-variété Sy,
est r-homogeéne et (p, ©) est C*-équivariant.

3.2. Semi-continuité de l’irrégularité

3.2.1. Irrégularité et polygone de Newton en dimension 1 (rappels). — Soit N une
C [2] [z~*]-connexion. Tl existe alors un vecteur cyclique de N (voir par exemple [19,
40, 44]). Soit P(z,0,) lopérateur différentiel de degré minimal en 8, annulant ce
vecteur cyclique. On associe & cet opérateur un polygone de Newton : si on écrit

d
P= Zai(z)(zaz)i,
i=0

le polygone N (P) est I’enveloppe convexe des quadrants (¢, v(a;)) + (—IN, N), ou v(a;)
est la valuation de a; € C[z][z7!]. Ce polygone ne dépend pas du vecteur cyclique
choisi, & translation entiére verticale prés, et ne dépend que de la connexion N (voir
par exemple [40], [44, Chap.III], voir aussi [57, §5.1]). Il est & sommets entiers et
on peut le normaliser de sorte que le c6té horizontal soit porté par le premier axe de
coordonnée.

La hauteur de ce polygone est 1’l’irrégularité de N a Porigine, notée irg N. Si

N = C[2][z7Y) ®ce) NV, ot M est une C{z}[z~"]-connexion, on a irg N = irg N, ot
irg AV est ’indice d’irrégularité de Malgrange-Komatsu de la connexion analytique A,
4 savoir la caractéristique d’Euler du complexe des solutions de A dans le quotient
C[z] /C{=}.
3.2.2. Reprenons la situation du § 1.1 : soit X une surface analytique complexe, Z un
diviseur réduit de X et M une Ox[*Z]-connexion. Il existe un ouvert de Zariski non
vide Z° de Z (i.e. Z — Z° est un fermé analytique de Z) tel que, pour tout germe de
courbe lisse (T', 2°) transverse & Z° en z° € Z°, l'irrégularité en z° de la restriction de
M a4 T (qui est donc une connexion méromorphe d’une variable & pole a l'origine, et
l’irrégularité est celle définie dans [39], c’est un entier > 0) soit localement constante
quand z° varie sur Z° (on peut raisonner comme dans [50, §2.4]).

Soit maintenant z° un point quelconque de Z et notons (Z,z°) = Uies(Z;i,z°)
la décomposition en composantes irréductibles du germe (Z,z°). Soit v : (C,0) —
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(X, z°) un germe de courbe analytique d’image non contenue dans (Z, z°) et soit v+ M
la connexion image inverse sur (C,0) a pole en 0. Notons (v, Z;)z- la multiplicité
d’intersection en z° de v(C,0) et (Z;,x°), i.e. la valuation de 'idéal v*Jz, z-. Nous
allons montrer le résultat suivant :

Théoréme 3.2.3. — Si la conjecture 2.5.1 est vraie pour M, lirrégularité de y* M en
0 satisfait l’inégalité

irg (YT M) < D (7, Zi)ae - irz,(M)
i€l
o irz, (M) désigne Uirrégularité de la restriction de M & un germe de courbe trans-
verse a ZJ.

Remarque. — L’inégalité peut étre stricte et le terme de gauche peut étre nul (i.e.
la restriction par v peut étre réguliére) sans que le terme de droite le soit. En voici
un exemple : on considére la connexion de rang 1 égale a Clz,2~1,t] - €!/* a poles
le long de = = 0 et on prend pour v la courbe ¢t = 0. Le théoréme montre donc que
les phénoménes de confluence de singularités réguliéres en singularités irréguliéres ne
peuvent pas étre produits par une famille intégrable de connexions méromorphes.

Démonstration d’une conjecture de B. Malgrange. — Nous allons déduire de cette
inégalité un énoncé de semi-continuité de l’irrégularité en dimension quelconque, qui
avait été conjecturé par B. Malgrange (voir [53, Conjecture 4.2.1}).

Soit (Z,0) un germe de diviseur de (C™,0) et soit M une O¢» o[*Z]-connexion. Soit
p: (C",0) = (C"1,0) un germe d’application lisse, finie en restriction & (Z,0). Pour
T € Z, soit iry My, lirrégularité en = de la restriction de la connexion M 4 la fibre
p = p(z). C’est une connexion sur un ouvert de C & poéles aux points Z N p~!(p(z)).
Notons, pour s € (C"1,0)

U(s)= Y. g M,

z€ZNp—1(s)

Corollaire 3.2.4 (Semi-continuité de ’irrégularité). — Si la conjecture 2.5.1 est vraie,
la fonction U est semi-continue inférieurement sur (C"~1,0).

Démonstration. — On se raméne au cas ol n = 2 en restreignant la situation a une
droite de (C™~1,0). Le résultat est alors un cas particulier du théoréme précédent :
on prend pour « la fibre p~1(0) et on voit que pour s # 0 assez voisin de 0, la fibre
p~1(s) peut étre utilisée pour calculer irz, (M). a

Démonstration du théoréme 3.2.3. — Soit donc M une Ox[*Z]-connexion au voisi-
nage de z° € Z, e : X — X une suite d’éclatements ponctuels au-dessus de z° donnée
par la conjecture 2.5.1. Notons E = e~!(z°) = Ujes E; le diviseur exceptionnel, ou
les E; sont des P! et soit Z = U;er Z; la transformée stricte de Z, ou les Z; sont les
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normalisées des composantes Z; de Z. Notons enfin E7 l’'ouvert de E; qui est lisse
dans EU Z.

Nous allons considérer les variétés r-caractéristiques de la connexion image inverse
et M le long des courbes lisses E3, ainsi que les cycles r-caractéristiques correspon-
dants.

Soit CCh) ;(e+M) =350 CCh} ;’r(e"'M) la somme de ces cycles caractéristiques
le long de E7. C’est un cycle algébrique de T (N Eg X), fibré cotangent au fibré normal
a E3 dans X. Il existe par ailleurs une application naturelle © : T*(N. Eg X) — C, dont
la restriction & CCh/ ;(6+M) ne s’annule pas (proposition 3.1.1-(2)). Notons

- 0}° = ©71(1) (c’est un cycle, i.e. une courbe munie de multiplicités sur chaque
composante irréductible),

~ € C NpsX : image de C’f par la projection T*(NgsX) — Nps X,

— Cj : adhérence de C7 dans I’adhérence projective P (N E;fXI +1).

Nous allons montrer les propriétés suivantes :

Lemme 3.2.5. — Sous les hypothéses faites sur la suite d’éclatements e,

(1) la projection C’;° — C7 est un isomorphisme au niveau des supports et C7 —
E? est finie étale; soit n;j son degré (en tenant compte des multiplicités du
cycle) ;

(2) le nombre n; est Uirrégularité en 0 de la connexion 'y}L(M), siy; : (C,0) =
(X, x°) est un germe de courbe analytique qui se reléve dans X en une courbe
transverse a E; en un point de E7 ;

(3) C; ne coupe pas la section nulle (0) de P(Ng; X +1);

(4) Cj coupe la section (c0) au-dessus des points de E; — ES au plus et la multi-
plicité d’intersection dans P(Ng,X 4+ 1) de ces deuz diviseurs satisfait

(3.2.6) Cj - (00) < D e+ Yy, irg(M).
{k#j| BxnE;#o} {il ZinE;#o}

Nous utiliserons alors les deux lemmes ci-dessous. Soit A la matrice d’intersection
des composantes de E. On sait que c’est une matrice symétrique définie négative dont
les termes diagonaux sont les degg, Ng,X.

Lemme 3.2.7. — Soit Y wune courbe projective lisse, L — Y wun fibré en droites et
P(L+1) son adhérence projective, munie des diviseurs (0) et (00) ; Soit C C P(L+1)
une courbe projective telle que la projection p : C — Y soit finie. Nous supposerons
aussi qu’aucune composante de C n’est contenue dans (0) ou (00). Alors

C-(0)—C - (c0) =degp-degy L. O

L’inégalité (3.2.6) peut alors se réécrire —A - n < ir, ol n est le vecteur des n;
(j € J) et ir; étant la deuxiéme somme dans (3.2.6), I'inégalité des vecteurs signifiant
une inégalité entre les composantes correspondantes.
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Lemme 3.2.8. — La matrice —A™! est la matrice des multiplicités d’intersection
(Vj»Vk)zo, les v; étant comme au lemme 3.2.5.

En particulier, la matrice —A~! a tous ses éléments > 0, donc l'inégalité (3.2.6)

implique que n < (—A~1) - ir. Ainsi

n; <3 (Vs We)zo - irk.
k
On remarque que si iry # 0, les composantes Z; qui coupent Ej sont des courbes
transverses & Ej aux points de Ey — Upx Ey, de sorte que (v;,vk)z- est aussi égal a
(v, Zs)go pour toute telle composante. On en déduit donc que pour tout j € J on a
n; < (Y Zi)ae - irz,(M).

el
Si enfin v : (C,0) = (X,z°) est un germe de courbe quelconque d’image non
contenue dans Z, on choisit une suite d’éclatements e de sorte que la conjecture 2.5.1
soit, satisfait et que la relevée de « coupe le diviseur exceptionnel transversalement en
un point lisse de I'image inverse de Z. On peut alors appliquer 'inégalité précédente
pour obtenir le théoréme. O

Démonstration du lemme 3.2.5. — Considérons d’abord la situation sur E7. Quitte
a faire une ramification cyclique le long de E7 (ce qui est possible globalement sur
E3) nous pouvons nous ramener au cas oit M admet une bonne décomposition for-
melle le long de E7 (cf. |56, Prop.4.17 et cor.4.18] pour le comportement du cycle
caractéristique CCh’E;) puis au cas o M est élémentaire de rang 1. Alors CCh};; a

localement des équations du type suivant (cf. [56, Lem.4.21](M) :

27O + myu(0,z2) =0

€ + 8_u(0 x2) =0

1 81132 ’

ot 'on a posé¢ E? = {z; =0}, © = z:1&, (21,%2,&1,8) sont les coordonnées sur
T*(N. B? X) et u est une unité locale. La courbe C3 a alors pour équation locale

7" + myu(0,z2) =0
et les deux premiers points sont clairs, de méme que le fait qu’au-dessus de E; on a
C;N(0) =2 et CF N () = 2.

On se place ensuite en un point d’intersection E; N Ej ou E; N Z;. Ici encore,
on commence par effectuer une ramification bi-cyclique autour des deux branches du
diviseur exceptionnel pour se ramener au cas d’un modéle élémentaire. Il est important
de savoir que ce modéle est aussi un modéle en tout point voisin du point d’intersection

(corollaire 2.4.3). On se raméne alors au cas d’'un modéle de rang 1 de la forme
O[(z122)~ 1] - e?®)2 ™" 2% avec m = (my, mz), m1,ms > 0 et v est une unité locale.

(DL’énoncé de ce lemme comporte une coquille : il faut y remplacer m + 1 par m.
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Simy =0, c’est que C7 = @, et la contribution locale a I'intersection avec (co) est
nulle, donc < mg, qui est 'irrégularité du modéle élémentaire le long de la branche
distincte de E;.

Si m; > 0, on voit par le méme argument que plus haut que la courbe C7 a pour
équation

™ 4+ myv(0,22) =0

ce qui donne le point (3). De plus la contribution locale & ’intersection avec (0o) est
égale & mo.

En revenant & M, on voit que la contribution locale & C; - (c0) est inférieure a
lirrégularité de M le long de la deuxiéme branche. En sommant ces contributions
locales, on obtient I'inégalité (3.2.6). O

Démonstration du lemme 3.2.8. — Ce résultat est classique, nous allons en indiquer
rapidement la démonstration pour étre complet. Elle se fait par récurrence sur le
nombre d’éclatements (donc de composantes du diviseur exceptionnel). On suppose
que ces composantes sont F, ..., E;,. On note 7; un germe de courbe transverse & E;
en un point lisse. On éclate un point sur E; et on note E} les transformés stricts des
E; et E),, la composante créée. On note v; un germe de courbe transverse & E; en un
point lisse (¢ = 1,...,£+ 1). Nous noterons (E;, E;) la multiplicité d’intersection des
diviseurs F; et E; (qui vaut 0 ou 1 si i # j et degp, Ng; X si i = j) et de méme pour
(Ej, Ej). Nous noterons aussi (7v;,7;) la multiplicité d’intersection en z° des images
de 7; et v; dans X, et de méme pour (v;,7}).

Le centre d’éclatement est lisse sur E;. — On a les relations suivantes

(El,E}) = (Ei,Ej) sii,j#{+1etsaufsii=j=¢
(Eg, Ey) = (Ee, Ee) — 1
(Eg, Egyq) = 1
(Epy1, Epr) = -1
(i 75) = (virvg) sid,g £+ 1
(Vi Yerr) = (virve) sii#€+1
(’Yé+1,7tlz+1) = (ve,7e) + 1.

Le centre d’éclatement est E, N Ey_1. — On a dans ce cas les relations

(Ei,E;) = (Ei,E;) sii,j#¢+1etsaufsii,j=2¢£0-1
(Ef, Ep) = (Ee, E¢) — 1
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(Eé—l?Eé—l) = (Eg-1,Ep-1) = 1
(E:@?Ellf—l) =0
(Et, Egyq) =1

(Bp—1, Epyy) =1

(Eé+17Eé+1) =-1

et
(Visvj) = (iy i) sid, g #AL+1
YisYer1) = (virve) + (Yisve—1) sii#L+1
(Ves1>Ve+1) = (e Ye1) + (Vom1> Vo) +1
= (7e,7e) + 2(ves ve—1) + (ve-1,7e-1) + 1.
On vérifie dans les deux situations que si l’on suppose
¢
> (Ei, E;) - (75> 1) = — 6k
j=1
pour tous i,k =1,...,¢, on a aussi
£41
> (B E}) - () ) = — ik
j=1
pour tous i,k =1,..., £+ 1. O
3.3. Variétés h-caractéristiques. — Soit M une Ox[*D]-connexion admettant

une bonne structure formelle le long de D. Pour chaque composante irréductible
(supposée lisse) de D nous avons construit les variétés r-caractéristiques Cth,»,r C
T*Np, X. Pour construire la fibration de Stokes au § 3.4 nous serons amenés a recoller
les quotients de ces variétés par I'action de R% qui existe du fait de la r-homogénéité,
au-dessus d’un point d’intersection de deux composantes D; et D; de D. A cette fin,
il faut introduire des variétés caractéristiques associées & la paire (D;, D;). C’est cette
notion que nous allons rappeler dans cette section en renvoyant a [56, § 5] pour plus
de détails. La terminologie «pente» pour les rationnels r pour lesquels Chp. . # @
provient du fait qu’on peut en fait définir naturellement un polygone dont ce sont les
pentes des faces (voir [28]). De la méme maniére les droites b introduites plus bas
jouent le role de direction des faces d’un polyédre.

Dans la suite, nous identifions X & un voisinage ouvert de 0 = z° dans C2?, muni
de coordonnées z;,z2 telles que D = {z122 = 0}.

Si (z1,%2,&1,&2) sont les coordonnées sur T*C?, on dispose des fonctions d’Euler
91‘ = il?zfz (Z = 1,2).

De la méme maniére qu’au §3.1 on peut associer & tout Dx-module cohérent un
cycle r-caractéristique CChp, p,» de support la variété r-caractéristique Chp, p, » :
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c’est une variété (involutive) r-homogéne de T*C?. Les composantes non tri-homo-
génes qui ne sont pas contenues dans 'image inverse de x;z2 = 0 forment la variété
Ch’ ou le cycle CCh'.

Le cycle CChlp, p, (M) est invariant par localisation le long de D et par formali-
sation & l'origine ; il a un bon comportement par revétement bicyclique ramifié le long
de D (voir [56, §5]).

Supposons maintenant que M soit une Ox[*D]-connexion admettant une bonne
structure formelle le long de D en 0. Si 7 = (r1,7r2) € (Q%)?, nous posons r~! =
(1/r1,1/72). Nous avons (voir [56, Prop. 5.5]) :

Proposition 3.3.1. — Soit C une composante irréductible de Chlp, p, (M) (si cette
variété est non vide). Alors
(1) Il eziste une unique droite affine b de Q2 d’équation mys; + mass = mg avec
mo # 0 et m1 ou ma # 0, (mo,m1,m2) € N® premiers entre euz, telle que
r~1 € b et que C soit une orbite du sous-tore (C*)2 = H C (C*)3 défini par
A1 =70, Mot Ao = t7M1t52, via Uaction de (C*)® sur T*C? définie par

(Mo, A1, A2) - (21,22, &1, &2) = (A 21, A5 2o, Ao A &1, Aodaka);

(2) La projection C — N3 X est un isomorphisme sur un ouvert de Nypy X ~
C2. O

Dans la suite il sera plus simple d’indexer les composantes des variétés r-caractéris-
tiques par les droites h correspondantes plutdt que par r. Le cycle h-caractéristique
Chp, p,.p est la somme des composantes de @, CChlp, p, , qui sont h-homogénes et
la variété h-caractéristique Ch', 1,Ds,p 1a réunion des composantes de Uy Ch'Dl, Dy, » Qui
sont h-homogeénes.

Remarques

(1) Si b a pour équation m;s; + masy = mg, on a toujours sur Ch'Dl,DQ,,) (si M
admet une bonne structure formelle en 0) ’égalité

m2O1ichy,, o = M1O2(cn

IDl ,Da,b "
(2) La variété Chip, p, y est lisse, i.e. ses différentes composantes irréductibles ne
se coupent pas dans T*C?. En effet, Chl, p, , est une réunion d’orbites sous

Paction d’un méme tore.

3.4. Secteurs et fibration de Stokes. — Soit ¢ = z] ™ u(x1,22) ou u est une
fonction holomorphe avec u(0,0) # 0 et soit R une connexion réguliére & poles le long
de D = {z1 = 0} au voisinage de 'origine. Considérons la connexion £¥ ® R. Les
secteurs de Stokes associés a cette connexion sont les domaines, sur le fibré en cercle
associé au fibré normal & D sur lesquels e? est 4 décroissance rapide, autrement dit
oit Ré(p) < 0. Classiquement on considére les secteurs associés & chaque composante
élémentaire de la connexion End(M), si M est une connexion admettant une bonne
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décomposition (ou structure formelle) locale le long de D en 0. Il faut noter qu’une
telle construction est locale.

Dans la suite de ce paragraphe, nous allons montrer comment définir globalement
les secteurs de Stokes pour une Ox [*D]-connexion M admettant une bonne structure
formelle le long de D (nous faisons la construction pour M, mais il faudra I’appliquer
a End(M) pour faire le lien avec les résultats classiques).

Nous reprenons avec plus de détails le §6 de [56].

Soit donc M une Ox[+D]-connexion sur la surface X admettant une bonne struc-
ture formelle le long du diviseur & croisements normaux D. Nous supposerons que
chaque composante irréductible de D est lisse. Notons D° la partie lisse de D. Soit
7~1(D) l'image inverse du diviseur D par 1'éclatement réel 7 : X(D) = X des
composantes de D. Au-dessus de D°, I'espace 7~ (D) s’identifie au fibré en cercle
associé au fibré normal de D° dans X. Au voisinage d’un point de croisement de
D, Vespace X (D) est isomorphe a (R )2 x (S!)? et I’application 7 est donnée par
(p1, p2,01,02) — (p1€%t, p2e??). Cest donc une variété a coins. La fibre au-dessus
d’un point de croisement est un tore (S!)2. Dans ces coordonnées, I’espace 7~ 1(D)
est défini par p1ps = 0. C’est donc une variété (au sens PL).

Nous allons construire {’espace de Stokes St p(M). C’est un sous-ensemble semi-
analytique réel de 7=1(D) x S! C X(D) x S'. On dispose donc de deux applications
analytiques réelles

:S:ED(M) _‘S_@_)Sd

|

n~ (D)

Définition 3.4.1. — Les secteurs de Stokes sont les images des composantes connexes
—_—1 —
de SO (Jn/2,37/2[) par la projection Stp(M) — 7~1(D). La surface de Stokes est
—_—,
le sous-ensemble semi-analytique réel SO (e") de m#~1(D).

La surface de Stokes peut étre singuliére.

Nous allons aussi construire l’espace de Stokes déployé Stp(M), qui est semi-
analytique réel et muni d’une application analytique réelle et finie sur St p(M), qui
désingularise ’espace de Stokes au-dessus de D°. L’espace de Stokes déployé peut étre
singulier au-dessus des points de croisement de D au plus. Il est muni (par compo-
sition) d’une application SO sur S!, qui permet de définir une fibration topologique
localement triviale, de fibre la surface de Stokes déployée, lisse au-dessus des points
de D°.

Construction de Stp.(M) et Stpe (M). — Commencons la construction sur la partie
lisse D° de D. On peut appliquer les résultats du §3.1 et notamment la proposition
3.1.1 pour Y = D°. Pour tout r € Q}, la variété r-caractéristique Chbo’r(M) est
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r-homogeéne, donc munie d’une action de C*. Cette action est induite par une action
sur T*Npo X.

L’espace de Stokes déployé de pente r au-dessus de D°, noté Stpo (M) est par
définition le quotient Chip, .(M)/R3. 1 est isomorphe au quotient y,,./R%, donc
est muni d’une application naturelle

(Sp, 8O) : Stpo (M) — SNpo X x S*

si SNp.X désigne le fibré en cercle associé au fibré normal Np.X, qu’on identifie &
7~1(D°) C X (D). On note :S:EDO’,-(M) I’image de cette application : c’est l’espace de
Stokes de pente r au-dessus de D°.

L’espace de Stokes déployé Stpo.(M) est la réunion disjointe des Stpo (M). L’es-
pace de Stokes Stpe (M) est I'image dans 7~ (D°) x S! de I’espace de Stokes déployé :
C’est la réunion des Stpe (M) dans 7—1(D°) x S.

Proposition 3.4.2. — Supposons que M admette une bonne structure formelle le long
de D.

(1) L’espace de Stokes déployé Stp. (M) est une variété analytique réelle (lisse)
orientable et lapplication Stpe (M) — n~1(D°) x S est propre et finie sur
son image :S'VtDoYT(M) et partout de rang mazimum ;

(2) SO est partout de rang 1;

(8) Les fibres de SO sont des surfaces analytiques réelles lisses orientables et la
projection d’une fibre sur D° par composition de

Stpo,r(M) — SNp-X — D°

est un revétement fini. O

La démonstration est analogue a celle de la proposition 3.1.1. L’orientabilité est
conséquence du dernier point. Le calcul fait ci-dessous explicitera les deux premiers
points.

Lespace de Stokes Stp(M). — C’est Padhérence dans 7=1(D) x S! de Stpe(M).

Proposition 3.4.3. — Supposons que M admette une bonne structure formelle le long
de D. Alors l’espace de Stokes Stp(M) est semi-analytique réel dans X (D) x S*.

Démonstration. — Le probléme est local et seul le cas des points de croisement de
D mérite qu’on s’y arréte. On se raméne d’abord au cas ot M admet une bonne
décomposition formelle. Soit donc p : X' — X une ramification cyclique autour de
deux composantes locales Dy et Do de D et notons encore p ’application induite
X'(D') —» X(D) donnée en coordonnées locales par

1 7 ! v / V2 i
p(ry,017r5,05) = (11 7, v107,m5 " v26s).
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On a aussi un revétement

T*NDgoXl —_ [T*ND£°XI]|D{<> ¢ ~ p*T*ND;?X - [p*T*NDfX]

|D?
p

T*Npg X - [T*Np: X],,
et on sait (prop.3.1.13) que Chip,o(p* M) = p~* Chpp (M). De plus, a une constante
> 0 prés, O} et ©; o p coincident, de sorte que SO} = SO; o Sp. Ainsi

Stpseuir(pT M) = Sp~' Stpg (M)

et SO : Stpro r(pT M) = S est la composée de Sp et SO;.
On en déduit que Stp(M) = p(Stp(ptM)) et la semi-analyticité de Stp(M)
résulte de celle de Stp/(pt M) puisque que p est finie.

Supposons maintenant que M admette une bonne décomposition formelle au voi-
sinage du point de croisement z° de D. Soit M# une O[*D]-connexion somme directe
de connexions élémentaires, avec Mo ~ ,/T/t\éle. On sait alors (corollaire 2.4.3) que
pour tout y° € D voisin de z°, on a

® My ~0g% . ® M

O)—
X|D,ye Ox.yo X|D,y° Ox yo

et par suite on a Chl. (M) = Chip. ,.(M®) pour tout r > 0 (au voisinage de z°). 11
suffit donc de prouver la proposition pour M¥.

Soit M& = £ ® R, une composante élémentaire de M4 (p € Ox o[*D]/Ox o).
Considérons ’application

Sp, S
Stpe(mé) 5259,

SNDOX X Sl

oup:T*NpoX — Np.X est la projection. Il résulte du calcul fait au lemme 4.21 de
[56] que cette application est injective. Plus précisément, si ¢ = 2~ ™u(z1,z2) (m =
(m1,m2) € N? — {0} et u(0,0) # 0), soit a : NpoX — C définie par a = —z~™upo
(on note de la méme maniére les coordonnées de X avec celles de NpoX). Si m; # 0
(pour i =1 ou 2), la variété Stpe (M‘fpl) n’est pas vide et son image par ’application
ci-dessus est le graphe de

Sa:SNp.X — S*

(si par exemple i = 1, on a Sa(argz,x2) = —my argxy + arg(—z; "2u(0, z2))).
Définissons alors Sa;s : 7~ 1(2°) = (S1)%2 — S! par

5012(01,02) = arg(—u(0,0)) - m101 b m202.
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Ces fonctions se recollent en une fonction Sa lisse (au sens PL, car 7~ (D) est une
variété PL) sur 7—1(D) C X (D) & valeurs dans S si m; et ma # 0 et en une fonction
lisse sur 7~ (D;) (resp. sur 7~ 1(D2)) si my # 0 et my = 0 (resp. ma # 0 et my = 0).

Ainsi on a g‘ED(Mfo') = graphe Sa. Notons que dans les deux derniers cas, l’en-
semble St D(M‘fp') est une variété a bord et dans le premier une variété lisse (PL) et
dans tous les cas c’est une variété orientable. De plus, c’est un sous-ensemble analy-
tique fermé dans 7~!(D) x S! (qui est semi-analytique) et il est muni d’une fonction
analytique réelle SO a valeurs dans S 1 & savoir la restriction de la projection sur S!.
Enfin on a Stp(M&) =5 Stp(ME).

Finalement, puisque 'on a Stp (M%) = U,St p(M2), la proposition est démontrée
pour Mé., O

Construction de Stp(M) au-dessus des points de croisement de D. — Nous allons
décrire d’abord les fibres de Stp(M) au-dessus des points de croisement de D. Nous
effectuerons le recollement ensuite. Placons-nous en point de croisement z° de deux
composantes locales Dy et Dy. Nous noterons alors Stp,,p, (M) la fibre au-dessus de
z° de Stp(M). Soit b une droite affine de Q? telle que Chl,, p, ((M) # @. Soit H
le sous-tore (C*)? de (C*)3 associé a h (voir proposition 3.3.1) et Hg sa partie non
compacte (R )?. Nous poserons

StDlsDZ,h(M) = Chl[)],Dg,h(M)/HR'

Puisque Chl,, p, (M) est réunion d’orbites (non singuliéres) sous H agissant dans
T*N{o3X, on voit que Stp, p,,n(M) est réunion disjointe de tores réels (S*)%. Par
ailleurs, nous avons vu aussi que si 'une des applications @; ou 2 n’est pas identi-
quement nulle sur Chl,, p, (M), elle est non constante et & valeurs dans C*, donc
définit $©; ou SO, : Stp,,p,,n(M) — S'. De plus, si les deux sont définies, elles
coincident. Nous noterons S©;, cette application. Enfin nous poserons

Stp,,p; (M) = [ Stp,,p,,5(M)

Par définition, Stp, p,(M) est aussi réunion disjointe de tores réels (S')%. On
dispose de plus d’une application de Stp, p,(M) dans le tore (S')? = 71 (2°) induite
par Dapplication naturelle Ch,, p, (M) — C? (projection sur (z1,z2)).

Proposition 3.4.4

(1) La réunion disjointe Stp(M) des variétés Stpo (M) (de dimension 3) et
des surfaces toriques Stp; p, n(M) (pour r > 0, tout couple (D;, D;) et toute
droite h comme plus haut) peut étre munie naturellement d’une structure d’es-
pace semi-analytique réel rendant analytique réelle la projection Stp(M) —
7 1(D).

(2) Les fonctions S© et SO, ; se recollent en une fonction analytique réelle SO :
Stp(M) — St .

(3) L’application Stp(M) — n~1(D) x S est finie sur son image Stp(M).
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Démonstration. — Au vu de la proposition 3.4.2, la question est locale en un point
de croisement z° de D. Aussi nous reprenons la situation ci-dessus. Commencons
par le cas ou M admet une bonne décomposition formelle. De méme que dans la
démonstration de la proposition 3.4.3, on voit que l'on peut identifier Stp(M) &
Stp (Mél).

Soit C' une composante irréductible de Chlp, p,(M®#). Alors C est définie par la
donnée de m € N? — {0} et de ¢ € C* (prendre les équations du lemme 5.6 de [56]
avec u(0,0) = ¢). Notons M& la somme des connexions Mﬁ,‘ pour les o correspondant
a C. Pour toutes ces connexions, la fibre de StD(Mﬁ}) au-dessus de z° est égale &
/(R

Pour ¢ = z7™u(zy,z2) et ¥ = z”™wv(z1,z2) correspondant & C, donc telles que
u(0,0) = v(0,0), notons ¢ ~; ¥ si Stps(M&) = :S\EDg(Mf,,'), c’est-a-dire encore
si 'on a argu(0,z3) = argv(0,z2). Ceci équivaut au fait que u/v(0,z2) ne prend
que des valeurs réelles > 0, donc est constante, et comme u(0,0) = v(0,0), on a
(0, z2) = (0, x2), autrement dit Chpe (M$) = Chpe (ME).

L’espace Stp(M§) est alors obtenu ainsi : on prend la réunion disjointe indexée
par les classes [¢]; modulo ~; des StD(Mi})| p, ainsi que I’analogue pour ~; et
la restriction & D,. On identifie la fibre au-dessus de z° = D; N Dy de chacun de
ces espaces au méme espace Stp,,p,(ME). D’aprés ce qui précéde, la restriction
Stp (M‘g)mf est égale & Stpe (ME) (et de méme pour la restriction a Dg).

Alors Stp(M§E) peut étre muni d’une structure d’espace semi-analytique réel, pour
laquelle chaque inclusion Stp (.Mf;‘) — Stp(ME) est analytique réelle et Papplication
Stp(ME) — 7~1(D) x S* l’est aussi : comme 71 (D) est décrit par ’équation p; = 0
dans (R%)? x (S')2, l'espace de Stokes Stp(ME) peut étre réalisé (localement sur
X) comme sous-ensemble analytique réel de A x (S1)% x S! C X(D) x 8%, ot A est
une réunion de demi-droites de (R*)? indexée par les classes [¢]: et [p]o.

Enfin, nous posons

StD(Mél) = StD(Mél) réunion disjointe).
C
[e]

Notons que les composantes connexes des Stpe »(M®) et des Stp, p;,n(M*) forment
une stratification de Whitney de Stp(M¥) et que Stp(M¥) est singulier au plus
au-dessus des points de croisement de D. Ceci donne donc la structure de Stp(M)
lorsque M admet une bonne décomposition formelle.

Lorsque M admet une bonne structure formelle, St o/ (p™ M) est muni d’une action
(analytique réelle) du groupe Z/v1 x Z/v2 et on prend pour Stp(M) le quotient de
Stp: (pt M) par cette action. a

Fibration de Stokes. — Soit maintenant Z un diviseur réduit quelconque de X, z° €
Z et M une Ox|[*Z]-connexion. Choisissons une suite d’éclatements (complexes) e :
X' — X a centres au-dessus de z°, tels que D = e~1(Z) soit, au voisinage de I'image
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inverse de x°, un diviseur & croisements normaux et que et M admette une bonne
structure formelle le long de e~ (Z) sur ce voisinage (conjecture 2.5.1). Le résultat
principal de ce paragraphe est alors :

Théoréme 3.4.5. — Si la conjecture 2.5.1 est vraie pour M, alors pour toute boule B
assez petite centrée en x° dans X, la restriction de SO a Ste-1(znp)(et M) est une
fibration topologique sur S'. De plus, si B' C B est une autre telle boule, les deuz fibra-
tions sont topologiquement équivalentes. Enfin, si €' est une autre suite d’éclatements
telle que 't M admette une bonne structure formelle, les fibrations correspondant a
e et ' sont équivalentes.

Lorsque Stp(M) est lisse, on peut préciser le théoréme 3.4.5 :

Proposition 3.4.6. — Dans la situation du théoréme 3.4.5, supposons de plus que
Ste-1(znp) (M) soit lisse (au sens PL). Alors toutes les composantes connezes de
cette variété ont un bord non vide.

Les fibres de SO sont alors des surfaces réelles lisses (PL) orientables & bord non
vide, donc leurs composantes connexes ont le type d’homotopie d’un bouquet de
cercles. Ceci peut étre vu comme un analogue topologique du théoréme de perversité
de [53].

Exemple 3.4.7. — Soit f un germe en 0 € C? de fonction analytique avec f(0) = 0
et soit M = £Y/f la Ox[1/f]-connexion de rang 1 engendrée par e!/f. On obtient
une bonne décomposition formelle aprés éclatement en prenant une résolution des
singularités de f (et il n’y a qu'un terme dans la décomposition). Alors I’applica-
tion SO : Stp(et M) — S! est une fibration topologique, qui est topologiquement
équivalente a la fibration de Milnor de f en 0 composée avec I’application antipodale
S1 — S! : cela résulte des lemmes 4.21 et 5.6 de [56], et de [3, §2].

Analogue de la semi-continuité de lirrégularité. — Lorsque M est une connexion
méromorphe réguliére sur une variété X, i poles le long d’un diviseur Z, on sait que
si e : X' = X est une modification propre, la connexion et M est réguliére le long
de toute composante irréductible de e~1(Z). On ne crée donc pas d’irrégularité par
éclatement. La démonstration de ce fait passe par la construction, lorsque e~!(2)
est & croisements normaux, de modéles canoniques (Deligne) et par un théoréme de
prolongement des morphismes de connexions réguliéres modulo codimension 2.

L’analogue de ce résultat pour les connexions irréguliéres peut s’exprimer de la
maniére suivante en dimension 2 :

Proposition 3.4.8. — Dans la situation du théoréme 3.4.5, l’espace Stp(et M), qui
est muni d’une application naturelle dans D, n’a pas de composante connexe dont
l’image dans Z via Stp(e™ M) — D — Z soit ponctuelle.

Autrement dit, on ne crée pas de «nouvelles» lignes de Stokes par éclatement.
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Démonstration du théoréme 3.4.5. — La construction précédente montre facilement
que la stratification de Stp(M) donnée par les Stpe(M) et Stp(M) p;np, est une
stratification de Whitney (semi-analytique). De plus I'application S© est transverse
aux strates de méme qu’a e~*(Z N dB). On en déduit que SO induit une fibration
topologique sur St.-1(znp)(M). Le fait qu’elle ne dépende pas de B’ C B assez petite
se montre de méme. Pour montrer que cette fibration ne dépend pas du choix de e,
il suffit de comparer les fibrations pour e et € o e, ol € est I’éclatement d’un point de
e~ 1(0) = D. Nous allons traiter le cas de I’éclatement d’un point lisse de D, le cas
d’un point de croisement est analogue.

Supposons que ¢ soit ’éclatement d’un point lisse de D = D, et considérons d’abord
le cas ot M est élémentaire. Soit M¢ = £¥ ® R un modéle convergent. Sie : X’ — X
est 1’éclatement de l'origine et D; = {z; =0}, on pose D' = e~ 1(D) et X'(D’)
l’éclaté réel de X' le long des composantes de D’. On a une application

£: X' (D) — X(D).
Pour la décrire, considérons des coordonnées (z1,z2) sur X avec Dy = {x; = 0}. Les
coordonnées sur X(D) ~ R, x S' x Dy sont (ry,0;,z2) ou D; est un disque de
C. Alors X' est recouvert par deux cartes : la premiére est munie de coordonnées
(ry,01,75,65) de sorte que
E(r, 61,75,05) = (rirh, 6] + 65, ™)
et la seconde de coordonnées (r{,07,z4) avec
200, ) = (08, e o)

Soit E le diviseur exceptionnel de €. Dans la premiére carte, ' -1 (E) est isomorphe
a S' x 8! x R, donc est muni de coordonnées (61,65, p}), et on l'identifie & S x St x
R avec les coordonnées (0] +64, 05, p}) de sorte que la projection YD = n1 (D)
induit 7' "' (E) — 7~1(0) qui n’est autre que la premiére projection S! x §* x Ry —
St

De méme, dans la deuxiéme carte, 7r’_1(E) est isomorphe & S x C avec les coor-
données (6, zY) et Papplication 7'~ (E) — 7~1(0) est la premiére projection. On en
déduit que 7' ' (E) est diffeomorphe 4 S! x disque et que 7'~ (E) — 7=1(0) est la
projection sur le premier facteur.

Par ailleurs, soit D} le transformé strict de D; par . Alors 7'~ ' (D}) = S xS' xR
avec les coordonnées (6',6%,15), Papplication sur 7~!(D;) est donnée par

(0,65, 75) —> (8, rhet®2)

et le recollement de 7' ' (E) et 7'~'(D}) se fait le long de S! x S! : c’est D'identité
sur le premier facteur et sur le second on identifie via 6] — 6' — 65.

Enfin 'application S©' définie par et M*# est composée de SO et de la projection
N D") = n~Y(Dy) (lorsqu’on identifie les variétés de Stokes St au graphe des
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applications Sa et Sa'). Ainsi

TN (D') =[S x disque] J] [S! x (S* x Ry)]
Stx St

est diffeomorphe & 7~1(D;) et le diffeomorphisme est compatible aux applications
SO et SO’ (qui se factorisent par la projection sur le premier facteur). On en déduit
I’assertion dans ce cas.

Lorsque M est somme directe de connexions élémentaires, on raisonne de méme.
Dans le cas général, on reléve un revétement cyclique autour de D; & un revétement
cyclique autour de D', on applique le résultat précédent puis on quotiente par le
groupe Z/v; : comme cette action ne porte que sur le premier facteur S', on peut
appliquer le méme raisonnement au quotient. O

Démonstration de la proposition 3.4.6. — Soit Z' le transformé strict de Z par e et
E le diviseur exceptionnel de e, E = e~!(z°), avec les notations utilisées dans le
théoréme 3.4.5. On a donc e”*(Z) = Z' U E. Si S est une composante connexe de
Ste-1(Bnz)(M), la projection de S sur X' (éclaté de X) est un sous-arbre de ’arbre
associé naturellement 3 e~1(Z). Il résulte de la construction précédente que lorsque
S est lisse, S a un bord non vide si et seulement si 'une des conditions suivantes est
satisfaite :

(1) le sous-arbre correspondant & S a une composante dans Z' (et alors S a une
composante de bord dont 'image est une composante de BN Z) ;

(2) le sous-arbre correspondant & S a une composante E; de E et il existe une
composante D; de e~1(Z) qui n’est pas dans ce sous-arbre et qui coupe E; (S
admet alors un bord au-dessus du point d’intersection E; N Dj).

Alors, si le sous-arbre correspondant 4 S est celui associé & e 1(Z) on applique
le premier point, sinon on utilise la connexité de ce dernier et on applique le second
point. O

Remarque. — Supposons que M admette une bonne décomposition formelle au voi-
sinage de z° (et pas seulement une bonne structure formelle). Supposons de plus
que pour tous ¢ # ¥ € Ox[*D]/Ox telles que £¥ @ R, et £¥ ® Ry, soient deux
composantes de M® si (p) = (¥) # (¢ — ), cest-a-dire si p = " ™u(x1,T2),
Y = x7™v(z1,T3) et u(0,0) = v(0,0) # 0, alors ¢ — ¢ = "™ w(z1,z2) avec
w(0,0) # 0 et ny,ne > 0. Alors Stp(M) est lisse au voisinage de I'image inverse de
z°.

Démonstration de la proposition 3.4.8. — Nous ne savons pas généraliser a ce cas la
démonstration du cas régulier : bien que le théoréme de prolongement des morphismes
soit montré par Malgrange [45], la construction globale sur D de modéles de conne-
xions méromorphes étendant une connexion définie au voisinage de la transformée
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stricte de Z pose des problémes délicats (il s’agit d’avoir des énoncés globaux du type
de ceux du §2.2).

Néanmoins, on peut appliquer la méme technique que dans la démonstration du
théoréme 3.2.3. Pour cela, notons n’; le degré de la projection définie au lemme 3.2.5
lorsqu’on se restreint au composantes de C’}o dont le support est contenu dans une
composante connexe donnée de Stp(et M). On définit de méme ir}. On montre alors
que le lemme 3.2.5 et en particulier 'inégalité (3.2.6) sont valables lorsqu’on remplace
ng par njy, ir; par ir; et C; par sa partie supportée par la composante considérée
de Stp(etM). Si la composante connexe a une image ponctuelle dans Z, c’est que
le vecteur ir’ correspondant est nul. L’inégalité (3.2.6) et le fait que —A~! soit &
éléments > 0 montrent que les degrés n; sont nuls, autrement dit que la composante
est vide. O
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CHAPITRE II

STRUCTURE ANALYTIQUE
DES CONNEXIONS MEROMORPHES

1. Préliminaires

Dans cette section, X désigne une variété analytique complexe, D un diviseur
A croisements normaux de X dont toutes les composantes sont lisses. Lorsque nous
considérerons une situation locale, nous utiliserons les notations suivantes : X = VxY
ou V est un voisinage de 0 dans C™ et Y un voisinage de 0 dans CP; la variété X
est munie de coordonnées z1,...,Zn,Y1,...,Yp €t nous noterons D = {z; --- &, = 0}.
Nous identifierons Y 3 {0} x Y C X.

1.1. Faisceaux sur I’éclaté réel. — Notons 7 : X (D) = X Dapplication obtenue
en composant les éclatements réels orientés des composantes irréductibles (lisses) de
D. On a localement X(D) ~ (Ry)" x (S1)" x Y.

Quelques rappels. — Soit Z C X un sous-ensemble analytique fermé d’une variété

analytique complexe X . Soit P;Z le faisceau des fonctions C°° sur X, plates le long

de Z (i.e. dont toutes les dérivées s’annulent identiquement sur Z, voir par exemple

[38]). Considérons le complexe de Dolbeault plat (P5? g@ £%*,8) ot Ex est 'anneau
X

des fonctions C™ sur X et R le faisceau des (p,g)-formes C*. Soit par ailleurs
Oz le compléte formel de Ox le long de Z. Le résultat qui suit est montré dans [8].
Proposition 1.1.1. — Le complexe (P;Z g@ 6’?(",5) est quasi-isomorphe au com-
X
plexe
0—0Ox — 0 b — 0
ou Ox est placé en degré 0. O

1.1.2. Soit Dbx le faisceau des distributions sur X, dual du faisceau des formes
C° de degré maximum, et DbE°4Z le faisceau (sur X) des distributions sur X — Z &
croissance modérée le long de Z. C’est le dual de P5xZ ®¢, ExTP"*P. De plus (voir [38,
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chap. VII, §1]), c’est I'image de Dbx par le morphisme naturel Dby — j, Dbx_z,
ol j : X — Z — X désigne 'inclusion. On a donc une suite exacte

0— Dbxz — Dby — DHE4Z 50
ol Dbx,z désigne le faisceau des distributions & support dans Z.

Si Z est un diviseur de X, d’équation locale f, on voit que f et f agissent de
maniére inversible sur @b'}}"dz . En utilisant 'injectivité de Dbx sur Ox, on vérifie
que

D032 = Ox[+Z] ® Dbx = Ox[*Z] @ Dby .
Ox Ox

On en déduit alors le lemme de Dolbeault-Grothendieck pour D624 % .

(1.1.3) DRy (D0%°%%) = Ox[+Z]
en utilisant la structure naturelle de Dx-module a gauche sur Dby 2.

1.1.4. Soit & (D) le faisceau des fonctions C® sur X (D). Il est muni naturelle-
ment d’une action des opérateurs différentiels logarithmiques m#~1Dx (log D) et leurs
conjugués 7~ Dy(log D) (localement engendrés par les champs de vecteurs logarith-
miques). On pose

n P
A)?(D) = ﬂ Kerz;0,, N ﬂ Kergyj C EX(D)‘
=1 Jj=1
C’est un faisceau de m~!Dx-modules & gauche (voir par exemple [56, §2]). Par suite
Az (D) [(*D] ¢ Az o) ® 7~ Ox[*D] est un 71D x[*D]-module & gauche.

1.1.5. Soit @b;‘(’%? le faisceau (sur X (D)) des distributions sur X — D qui sont &
croissance modérée le long de 7~ (D). C’est (localement sur X) le dual de P;?;; (D) ,

faisceau des fonctions C* sur X (D), plates sur 7= (D). C’est aussi 'image de Db %(D)
par le morphisme DbX(D) = J«®bx_p,sij: X - D < )Z'(D) désigne l'inclusion
(voir [38, chap. VIL, §1]). On a aussi_@b’}‘(-‘(’%)[’ =17 0x[*D] ®r-104 Dbz - Clest
enfin un 7~!Dx[*D] et un 7~ Dx{*D]-module & gauche.
1.1.6. Soit aussi A2 P le faisceau (sur X (D)) des fonctions qui sont holomorphes
sur X — D et qui sont & croissance modérée le long de 7~ (D). C’est un sous-faisceau
de 7,O0x_p. Cest un 7~ Dx[*D]-module & gauche. Ici cependant, A‘;‘)dD n’est pas
égal & Ag[*D] (car par exemple pour tout o € C™ toute branche locale de z* est
modérée).

Toute section de /’Db;‘(’%{)
7~1(D) est une section de A;MD sur cet ouvert (cela résulte des formules intégrales

sur un ouvert Q de X (D) qui est holomorphe sur 2 —
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de Cauchy par un argument classique). On a

Rr, D6R00Y = m Db = DoRP et mAPP = Ox[+D].

Proposition 1.1.7 (Dolbeault-Grothendieck sur X (D)). — On a

dD\ déf 1. modD __ d D
DR; (sb;"g(’m) e QYF_%YDBX‘(’D) = AodD,

La démonstration est donnée en appendice au § B.3.1. On en déduit immédiatement
Corollaire 1.1.8. — RmA')'lde = Ox|[+D]. ]

Fonctions plates. — Si Z est un sous-espace fermé de D, nous considérerons le fais-

1 ~
)(Z) (fonctions C* sur X (D), plates sur
7~1(Z), voir [38]). Nous aurons & considérer surtout le cas ot Z est une sous-variété

lisse de D ou le cas Z = D. Considérons le cas ou Z = D. Alors P;Z’D_; (D)

<Z : _ <n~
ceau A %) intersection de A (D) et P)? (D

est un

faisceau mou et on a

<n~Y(D) _ <n~YD) _ p<D
(1.1.9) Rﬂ.*P)?(D) = ﬂ*P)?(D) =Px".
Soit z° € 7~1(z°). On peut caractériser f € PSP omme suit, en prenant les

X(D),z°
coordonnées locales ci-dessus : f est définie et C'*° sur un voisinage ouvert {2 de z°,

nulle sur 7~1(D) et
(1.1.10) V K compact C Q, VN € N”, 3Ck,n > 0 tel que

N n
”f“oo,K g CK,NPN = CK,NP1 1 pTI:J .

On voit alors que PSP estun 71 Ox [*D]-module et un 71O x [+ D]-module. Par

X(D)
ailleurs 'action des opérateurs différentiels logarithmiques le long de D sur les fonc-
. ) <r~ YD) : <r~Y(D) s 1 s —1
tions C°° préserve P o Dy - Par suite P2 (D) est muni d’une action de 71 Dx [*D]
et de 7~ 1Dx[*D].
On en déduit que

<D _. 5. p<r~ YD) <7~ YD) —1¢0,1
A)?(D) = Ker@.’Pi(D) _)p)?(p) T EY .

On peut aussi caractériser A}?D) comme suit :

Proposition 1.1.11. — Une section du faisceau A}?D) sur un ouvert ) de X (D) est

une fonction holomorphe ¢ sur Q — (D) qui, pour tout compact K de Q et tout
N € N, satisfait sur K — m~1(D) une estimation

lp(@)| < Cr [ot -+ 22
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Démonstration. — On montre d’abord que les dérivées 0,0 et 9y, (i =1,...,n,j =
1,...,p) de ¢ sur @ —7~1(D) (et donc toutes les dérivées successives par récurrence)
satisfont pour tout K des estimations du méme type : on peut supposer que

K =T[5 I,
i J
est un produit de secteurs fermés

K; ={z; | |zi| <r et argz; € o, Bi]}

et de disques fermés A; = {|y;| < p}; en posant ¢ = 2™V1) et en remplagant ¢ par
¢, il suffit de montrer que les dérivées de ¢ sont bornées sur K ; on utilise pour cela
la majoration pour ¢ sur K' C  un peu plus grand que K et la formule de Cauchy
pour obtenir

Ck' 1,
a;

102l < et [8y,0], < CE0

o'
ot a; > 0 est tel que pour tout z; € K;, le disque de rayon a; |z;| centré en x; est
contenu dans K.

Puisque les dérivées de ¢ sur 7~ (D) existent et sont nulles de maniére évidente,
ce qui précéde montre que ¢ est C* pour tout k. O
Développements aymptotiques et Borel-Ritt. — Pour f € C}("(D) on peut considé-
rer, au voisinage d'un point de 7~!(Y), différents développements de Taylor, sui-
vant que l'on considére certaines variables comme paramétres. Si Z est défini par
21 = --- =&, = 0, un développement de Taylor le long de Z aura des coefficients C*®
en (Pryis- oy Pnsbri1,..oy Onyy1,...,yp). L'application qui & f associe son dévelop-
pement de Taylor le long de Z commute aux dérivations.

Si f est une section de A (D) le développement de Taylor de f le long de Z ne

dépend des p;, 0; que via les ; = p;e®. Ainsi ce développement s’écrit

> fal&y)ze,

a€eNT
siz = (21,...,2,) et £ = (Tpq1,...,Tn). Les f, sont des sections locales de Az si Z
est ’éclaté réel de Z le long des composantes Dj41,...,Dy.

De la méme maniére, les approximations par différents types de développements
de Taylor s’expriment uniquement en fonction des z;. Par exemple, pour r = 1, le
développement le long de D; donne ’approximation

f(:l") - Z fa(g,y)w? < CK,m I5171|m+1

a=0
sur un compact K. Cette approximation est stable par dérivation (quitte & changer
les constantes).
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On peut définir des développements asymptotiques plus généraux. Pour cela, si Z
est un sous-espace analytique fermé de X, nous notons

Az :@AX/JZ’“A

le complété formel de A g le long de ('image inverse de) Z et notons Tz : Ag — A iz

I’application naturelle. Nous considérerons essentiellement le cas ou Z est obtenu par
réunion et intersection des composantes de D.

Dans la situation locale, lorsque Z est défini par 3 = --- = x, = 0, la restriction

& Z du faisceau O <z (qui est nul hors de Z) est le faisceau défini par

U Oz(U) [21, ..., 2]

(séries formelles en z1,...,z, & coefficients dans Oz(U)). De méme, soit Z Déclaté
réel de Z le long de z,41 = 0,...,z, = 0. On a une application p : 771(Z) — Z de
fibre (S')" : en coordonnées polaires, la projection 7 : X (D) — X est donnée par
z; = p;je'% pour tout j = 1,...,n, 771 (Z) est défini par p; = O pour tout j =1,...,r

et p est 'oubli des arguments 6; pour j =1,...,r. Soit Az [x1,...,z,] le faisceau sur
Z défini par

(1.1.12) U+ Az(0) [z1,. .., 2/]

(séries formelles & coefficients dans .AZ(I} )). Alors A fz = p 1Az [x1,...,2,] (ce
qu’on voit en considérant les développements de Taylor ci-dessus) et . quz O %z

On voit de méme que ’on a une suite exacte

0— A% — Ag —25 A

X|z
— a1
Lorsque Z =Y, on a A)?| OX]Y
Le faisceau A;—l\D s’analyse a l’aide du complexe de Mayer-Vietoris :
Lemme 1.1.13. — Les complexes de Mayer-Vietoris
0— Ogp *Qoxw,_’ﬁoxﬁﬁm’*”'*o)ﬂ?*o
et
n
0— A;?ﬁ) ii;lA?lD — i,jAle D, — = A;ry -0
sont exacts.
Démonstration. — Par une récurrence simple sur le nombre n de composantes de D,

on se raméne (en notant D4y = Uz {; = 0}) & montrer I’exactitude des suites

(1.1.14) 0 — Oz — Ox15; GBOXID — Oxpmp,, — 0
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et

(1.1.15) 0 —Az=—~ —"A=—0A—~ — A_ — —0
XID X|D1 X|D¢1 XlDﬂ']D#l

qui résulte du fait que pour f € Ox ou f € Ag, si f est multiple de z; et de 3 - - - z,,
alors f est multiple de z; - - - &, (voir par exemple [23, p.41]). O

On déduit alors de ce lemme que W*Aﬁ = (’)m et que la suite

0— AP — Ag LIy
X|\D

est exacte. La proposition qui suit (lemme de Borel-Ritt) compléte ces résultats. Elle
est démontrée en appendice au §B.1.

Proposition 1.1.16 (Majima [35]). — Pour Z intersection de composantes de D la
suite
0— A — Ag Tz, 4 50
X|z

est exacte, et il en est de méme de la suite

T
<D - D
0— AF” — Az =P A — 0.

Solutions «plates» et complexe de de Rham «platy sur l’éclaté réel. — Soit M un
Dx-module & gauche et DRx (M) = (2% ®o, M, d) le complexe de de Rham holo-
morphe. Nous allons considérer le complexe

<D — <D -1

sur X (D). Nous considérerons aussi les solutions sectorielles plates de M, c’est-a-dire
le complexe

RHom -1p, (w‘lM,ASD )

X (D)
Proposition 1.1.17 ([36]). — Dans D*(Dx) le compleze Rﬂ*.AE?D) est isomorphe au
complexe
0—0x —0 <D —0
ot Ox est en degré 0.
Démonstration. — Si (6’?(",5) désigne le complexe de Dolbeault sur X, considérons

le complexe de Dolbeault sur X (D)

<n~Y(D) —100,6 B

La proposition résulte du lemme ci-dessous (démontré en appendice, au §B.3.2), du
fait de (1.1.9) et de la proposition 1.1.1. O
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Lemme 1.1.18 ([36]). — Le complexe (P;:;;(D) 1(%) ﬂ“lgg(",-6_> est une résolu-
T C®x
tion de ASP

X(Dy’
Corollaire 1.1.19
(1) Rm« RHom,-1p, (W_IM’A)%?D)) = RHompy (M, {(’)x — Om}) dans

la catégorie dérivée DT (Cx).
(2) Si M est localement libre sur Ox[*D] ou si dim X = 2, Rm, DR}?D)(M) est
isomorphe (dans Dt (Cx)) au complexze simple associé au compleze double

DRx(M) — DR)Fl\D(M)'

Démonstration. — Le premier point résulte de la formule de projection ainsi que le
second sous I’hypothése de liberté locale de M. Dans ’autre cas, on utilise le résultat
suivant (cf. [56, Prop.2.8]) :

Proposition 1.1.20. — Si dim X = 2, .Aj?(DD) est un w1 Ox -module plat. O

O
Remarquons qu’en utilisant Mayer-Vietoris 1.1.13, on obtient aussi

Corollaire 1.1.21. — Si dim X = 2, A est un n~*Ox-module plat. O

1.2. Théorémes du type Malgrange-Sibuya. — Nous nous plagons dans la
situation locale indiquée au début de cette section. Soit GL4(Ag) le faisceau en
groupes de germe GLq(Ag.) en 2° € 71 (2°). Nous considérons aussi le sous-faisceau
GLq4,p(Ag) des germes qui ont une restriction égale a l'identité sur 7~(D), le sous-
faisceau GL;Y (Ag) des germes qui ont un développement asymptotique égal a I'iden-
tité le long de Y, et leur intersection GL;’,S(.A %)- Nous restreindrons ces faisceaux &
7~1(0). Un germe en #° € 7~!(0) de section de GLg,p(Ag) s’écrit Id +M avec M €
End((z1 -+ znAg)g). Ce germe est dans GLS ),(Ag) si M € End((z; - ~-mnA)<?Y)$o).

Le résultat suivant(!) est une variante d’un théoréme de Majima ([35], [34]) qui
lui-méme est une généralisation d’un théoréme de Malgrange-Sibuya. Nous renvoyons
a [20] ou a [6, pp. 110-123] pour les principales propriétés utilisées de la cohomologie
H! & coefficient dans un faisceau de groupes non abéliens.

Théoréeme 1.2.1. — L’image de
H? (ﬂ_l(O), GLd‘D(A_)‘(')) — 5 H! (71'_1(0), GLd(.AX))

est l'identité.

On en déduit, puisque GL3P(A) est un sous-faisceau de GLq,p(Ag) :

(DDans I’énoncé 2.2.2 de [58] manque ’indice D.

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2000



46 CHAPITRE II. STRUCTURE ANALYTIQUE DES CONNEXIONS MEROMORPHES

Corollaire 1.2.2
~ L’image de H' (m71(0),GLF"(Ag)) = H' (7~1(0),GLa(Ag)) est Uidentité.
— L’image de H! (W‘I(O),GL;E(AX)) — H' (771(0),GL4(Ag)) est lidentité.
O

Remarque 1.2.3. — On en déduit en particulier que les applications d’ensembles poin-
tés

H! (ﬂ_l(O),GLd(.Ag)) — H! <7T—1(0),GL¢1(A;?‘|B)> et

H' (m71(0), GLq(Az[+D])) — H* <7r‘1(0),GLd(A§lT)[*D]))
ont pour noyau l'identité (au sens des morphismes d’ensembles pointés).
Démonstration. — Elle est analogue & celle de [41, Appendice] en dimension 1.
Lemme 1.2.4. — On a H' (771(0),GL4p(£5)) = 0.
Démonstration. — La suite exacte

0 — GLg4,p(£g) — GL4(E5) — GLa(Eg /1 2nég) — 0

induit une suite exacte analogue sur les sections globales sur 771(0), en utilisant une
partition de 'unité. Ainsi I’application naturelle

H'(771(0),GLq4,p(£%)) — H'(r71(0), GLa(€%))

a pour noyau lidentité. De ce fait, on identifie H!(7~1(0), GLa,p(€5)) & 'ensemble
des germes le long de 771 (0) de £z-modules localement libres de rang d (i.e. des fibrés
C®) qui admettent une trivialisation en restriction & #—1(D). Il s’agit de montrer
qu’une telle trivialisation s’étend, au voisinage de 7—!(0), en une trivialisation du
fibré.

Pour cela, il suffit de montrer qu’une section C*® du fibré restreint & #—1(D) se
reléve en une section C* au voisinage de m~1(0). Localement c’est possible, et on
recolle & ’aide d’une partition de 'unité. O

On peut maintenant raisonner comme dans [41, Appendice]. Soit o une classe
dans H'(n~!(0), GLq,p(A)) représentée par un cocycle (a;;) sur un recouvrement
U = (U;). D’apreés le lemme précédent, on a H (U, GLq4,p(€ g)) = 0 pour tout recou-
vrement U de 7=1(0), et par suite on a a;; = 8; 1 B, ou B; est une section sur U; de
GL4,p(E5)-

On peut définir Popérateur 9 : z; exnlx — 52?’1 dont le noyau est z; - - TpAx.
Ainsi, 95; est une section bien définie de End((£5)?) ®ex Sg?’l. On pose

vi = 0B - B
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Alors v; = v; sur U; N Uj et les y; définissent une matrice v de 1-formes & coefficients
dans £x, et de type (0, 1). De plus, les 7; (donc ) satisfont
Ii+vNY=0

puisque cette égalité est satisfaite hors de 71 (D), o1 9; est bien définie. Le théoréme
1 de [87, Chap. X] permet de trouver au voisinage de 0 € X une section ¢ de GL4(Ex)
satisfaisant ¢ = —¢ - v et ¢ inversible au voisinage de 0. Alors pour tout ¢ on a
9(pBi) = 0, de sorte que pf; est une section sur U; de GLg(Ag) et a;; = (pB;)~1 -
(¢B;), autrement dit I'image de o dans H'(U, GL4(Ag)) est Didentité. O

1.3. Théoréme d’existence et d’unicité. — Nous nous plagons dans la situation
locale indiquée au début de cette section. Nous rappelons un théoréme de Majima [35]
(nous suivons ici [56, Appendice]).

1.8.1. Les données. — Notons comme plus haut 7 : X (D) — X Déclatement réel
des composantes de D. Soit §° € (S1)", tore qu’on identifie &
710) ¢ X(D) ~ (Ry)" x (S1)" x Y.

Soit d un entier (rang du systéme (X) considéré plus bas) et soit V un voisinage
ouvert de 0 dans C%. On considére dans X x V le diviseur image inverse de D par la
projection X x ¥V — X, diviseur encore noté D. On a alors

X x V(D) = X(D) x V.
Donnons-nous :
(1) pour tout i = 1,...,n des éléments F; € (Agpyxygo)? €t pour tout j =
1,...,p des éléments ®; € (Ag p)xygo)?;
(2) pourtout k =1,...,d des germes de fonctions A%) € Ag(D)‘go[*D] de la forme

AB (r,0,y) = AP (y) -2~ - UB (r,0,y)

ol

- Xk € O(Y) est soit inversible, soit identiquement nulle ;

- U® e Az (py,p- satisfait U®0,y)=1;

— on peut écrire n = n' + n'’ avec n’,n"” > 0 de sorte que si 'on pose
m® = (mgk), c,miP) e Net si AW # 0, alors pour tout i < n' on a
mgk) =0 et pour tout i € [n' +1,n] on a mgk) > 0.
Sin' # 0, nous dirons que nous sommes dans le cas régulier (cas (REG)),
et si n' = 0 dans le cas purement irrégulier (cas (PIR)).

Remarque. — Le cas (PIR) contient comme cas dégénéré le cas ou A(*¥) = 0 pour tout

k, qui est en fait régulier.

Nous noterons A la matrice d x d diagonale de k®™¢ terme diagonal A®). On voit
ainsi que A n’a de poles que le long du sous-diviseur D’ C D défini par 141 - - - T, = 0.
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Dans le cas (PIR) nous utiliserons les notations suivantes :

— K désigne l’ensemble des k € {1,...,d} pour lesquels A(¥) £ 0.
— Soit k € K. Nous noterons w®) (y) = arg A(*) (y). Pour #° € (S')™ nous noterons
K<0(6°) ensemble des k € K tels que ’on ait

n
cos ( Z m§’°>9;’ —w® (O)) < 0.

i=n'+1
1.3.2. Le systéme (¥). — Nous allons considérer le systéme d’équations (X) portant
sur les fonctions inconnues u(r, 8, y) = (v (r,8,y),...,u®(r,0,y)) pourk =1,...,d,

avec u® € Ag ) 4o :

( Ou oA
(%1) 96123?1——hé‘x—l(ﬁe,y)'U+F1(7"»9,y,u)
Ou oA
(En) xn% =$n'6x_n(r707y)'u+Fn(T707y7u)
*) < 0 oA
u
(En+1) 6_—y1 - ‘8;("79734) ~u+<I>1(r,0, yvu)
ou oA
by — = — .
L ( n+p) 8yp 8yp (r,O,y) U+ Qp(r>0,y’u)
1.3.8. Intégrabilité du systéme (X). — Nous supposerons (quitte & restreindre 1’ou-

vert Y et 'ouvert V') que les F; et les ®; sont définis sur un voisinage U x Y x V de
6° dans X (D) x V (rappelons que I’on note #° le point de

X(D)xV~(SH"x (Ry)"XY xV
dont toutes les coordonnées sauf 6° sont nulles). Nous noterons aussi
U*=UnX{D) =Un(XD)-rD)).

Considérons sur V(r°) x A(p°) x V(R°) la famille de formes différentielles holo-
morphes, pour k=1,...,d:

2 (OA®) F® NI
*) = gu k) — o a® ) g — kN ()] QORI
Ui du Z( o7, ut™ + < dzx; ;( By, u + @ ) dy;

i=1

ol Fi(k), <I>§k) sont les composantes de Fj, ®;.
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Dire que (I) est intégrable sur U x Y x V c’est dire que cette famille définit au
voisinage de tout point de U* x Y x V un feuilletage de codimension d (donc de
dimension n + p). Explicitons cette propriété : on doit avoir pour tous 41,72 = 1,...,n
ettout k=1,...,d

(k) k (k)
oA B oFy” + OFy [, oA
oz, ? oz, = 0u® * oz,

k k
=w.3_"(ﬁ. (k) m‘aﬂigkaz«;g). NG
iz 6:“2 i1 i1 61'1'1 pat Oud) i1 —3%

et des égalités analogues entre les F; et les ®; et entre les ®;.

(1.3.4) u® 4 Fi‘f)]

u® + Fi(f)]

1.8.5. Systémes partiels. — Nous considérerons aussi des systémes partiels intégra-
bles : un tel systéme (X') est un systéme du type de (X) privé de quelques équations
(nous supposerons qu’il existe toujours une équation (X;) avec ¢ < n). Nous dirons
qu’un systéme partiel est de type (REG) s’il admet une équation (3;) réguliére, avec
1 < n, c’est-a-dire pour laquelle mgk) = 0 pour tout k. Dans le cas contraire nous dirons
qu’il est de type (PIR). La condition d’intégrabilité ne porte que sur les équations
composant (X'). Notons que tout sous-systéme d’un systéme (PIR) l’est aussi, alors
qu’un sous-systéme d’un systéme (REG) peut étre (REG) ou (PIR). Nous noterons
(21,7) le systéme partiel intégrable du type de (¥) dans lequel manquent les équations
(Z:), (i € I) et (Ep+j), (4 € J). Les variables x;, ¢ € I et yj;, j € J sont «libres».
Nous avons donc I G {1,...,n} et J C {1,...,p}.

La démonstration du théoréme ci-dessous est donnée dans I’appendice de [56].

Théoréme 1.3.6 (Majima). — Supposons que dans le systéme (X) les F; et les ®;
satisfont

Fi(r> 07 Y, O)a q)j (T‘, 0$ Y, 0) € (AE?D)’oo)d‘

1l existe alors une solution u € (A;??D),oa)d de (X). De plus, si (X) est de type (REG)
ou st (X) est de type (PIR) et Ko(0°) = &, une telle solution est unique. Si (X) est de
type (PIR), si K<o # @ et si uy et us sont deuz telles solutions dont les composantes
ugk) et ugk) coincident, pour k € Ko(0°), en restriction au germe de demi-droite

réelley =0, argz; =02, 0 < |z1| = -+ = |z | < &, alors uy = us.

Remarque 1.3.7. — On dispose d’un théoréme tout & fait analogue pour un systéme
partiel (X7,7) : hypothése ne porte que sur les F; avec ¢ ¢ I et les ®; avec j € J;

pour avoir 'unicité dans le cas (PIR) et K«o(0°) # @, il faut imposer que les deux

solutions ugk) et uék) coincident sur le germe

|0, s =0} | g fargs = 093] {0 < fa =+ = | <)

si{l,...,n}—I={1,...,ig}.
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2. Bonne A-structure

Nous revenons & la situation ou X est de dimension 2.

2.1. Existence d’une bonne A-structure
Notion de bonne A-décomposition et de bonne A-structure. — Soit M une Ox[*D]-
connexion. Notons

M)‘{' = AX(D) ”—i@ox ﬂ'_lMy

qui est un Af( D) [*D]-module localement libre de type fini muni d’une action com-

patible de I’anneau D5 « -A)?(D) ®r-104 ™ 'Dx. Soit Y une strate de D (donc de
dimension 1 ou 0). Nous dirons que M admet une bonne A-décomposition le long de
(D,Y) en z° € Y §'il existe un bon modéle élémentaire local M¢ au voisinage de z°
et pour tout #° € 7~1(z°) un isomorphisme

~ Aqé

Mz g0 = M% 4o
induisant un isomorphisme formel M ~ M# indépendant de 6° € 7~ (2°) (rappelons
M= — -1 I DN

que 'on note M = OX[Y ®ox M et que sur 771(Y) on a A)?]Y =7 (’)X|Y). En
particulier M admet une bonne décomposition formelle le long de (D,Y’) en z°.

Nous dirons que M admet une bonne A-structure le long de (D,Y) en 2° € Y si
aprés une ramification convenable p autour de D laissant fixe Y, la connexion image
inverse pt M admet une bonne .A-décomposition le long de (D',Y) en z°.

Enfin nous dirons que M admet une bonne A-structure le long de D si pour toute
strate Y de D elle admet une bonne A-structure le long de (D,Y’) en tout point de
Y. En particulier M admet une bonne structure formelle le long de D.

Théoréme 2.1.1. — Si M admet une bonne décomposition formelle (resp. une bonne
structure formelle) le long de (D,Y) en z° € Y, alors M y admet une bonne A-
décomposition (resp. structure).

On déduit de ceci, du corollaire 1.2.4.3 et du théoréme 1.2.5.1 le résultat suivant :

Théoreme 2.1.2. — Soit X une surface analytique complexe, Z un diviseur de X et
M une Ox [xZ]-connezxion. Si la conjecture 1.2.5.1 est vraie pour M, il existe une suite
d’éclatements ponctuels e : X' — X telle que e™1(Z) soit un diviseur G croisements
normauzx dont toutes les composantes sont lisses et que la connexion image inverse
et M admette une bonne A-structure le long de e=(Z). O

Si dim X = 1, la modification e est l'identité et le théoréme est un résultat de
Hukuhara-Turrittin (voir par exemple [44, 64]).
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Remarque 2.1.3. — On déduit aussi du théoréme 2.1.1 que les résultats sur le faisceau
d’irrégularité montrés dans [56, § 7] en présence d’une trés bonne structure formelle
s’appliquent aussi en présence d’une bonne structure formelle.

La démonstration du théoréme 2.1.1 se fait en deux temps. Le premier point est
une conséquence des travaux de Majima [35] :

Théoreéme 2.1.4. — Soit z° € D et 6° € n~1(z°) C X(D). Soit M une Ox[*D]-
connexion au voisinage de x° et supposons donné un isomorphisme
Angyoo 059'“ M — Aiw,oo ofio M
ot M est un bon modeéle élémentaire. Alors cet isomorphisme se reléve en un iso-
morphisme
Aggo @ M3 A5, @ M
7 Ox a0 7 Ox,z0
Lorsque z° n’est pas un point de croisement de D, le théoréme ci-dessus est da &

Sibuya et implique le théoréme 2.1.1. En effet, puisque M admet une bonne décom-
position formelle, il existe M¢ élémentaire avec

~ (O— él
(2.1.5) Om,mo )({810 M ~ OX|D,:c° 0;830 M
et puisque A)ﬁf) = n—lom au voisinage de 7~ (x°), on en déduit immédiatement
pour tout #° € 77! (2°) un isomorphisme (indépendant de 6°)
— ~ — él
(2.1.6) A)?|D,eo o,?,o M =~ A)?|D,9o 0,?,0 M

et par suite un isomorphisme (dépendant éventuellement de 6°)

2.1.7 - ~ A= el
(2.1.7) Ax,ooo® M AX,(;OO@ M

X,x° X,z°

relevant (2.1.6) donc (2.1.5).

Lorsque z° est un point de croisement, ce résultat n’est plus suffisant pour montrer
le théoréme 2.1.1. Nous pouvons cependant ramener la démonstration de celui-ci au
résultat précédent a l’aide de la

Proposition 2.1.8. — Soit M une Ox[*D]-connezion au voisinage d’un point de croi-
sement x° admettant un bon modéle élémentaire M en z°, i.e. munie d’un isomor-
phisme M ~ M. Alors pour tout 6° € n—1(2°), cet isomorphisme se reléve en un
isomorphisme (dépendant éventuellement de 6°)

A— ® M~A=— ® M.
X|D,6° 0x 40 X|D,6° 0x 40

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2000



52 CHAPITRE II. STRUCTURE ANALYTIQUE DES CONNEXIONS MEROMORPHES

Nous avons posé ici M= @zo ®0,. M. Du fait du lemme 1.1.13, il est équivalent
de trouver des relévements

2.1. — ~ A él
( 9) XlD,',G" ogmoM AXthgo Oxy,,oM

pour ¢ =1, 2.

Démonstration du théoréme 2.1.4. — Pour les besoins de la récurrence nous allons

démontrer le résultat non seulement pour les connexions M mais aussi pour les
Az py[*D]-connexions : par définition, une Ag p)[*D]-connexion est un Ag p, [*D]-
module localement libre de type fini, muni d’une connexion plate
V:MA—wr‘IQ} ® Ma.
W”lox

L’énoncé §1\1 théoréme garde un sens dans ce cadre. Pour simplifier les notations nous
noterons P’opération ‘Afﬁ) DAz p,-
Structure des A-connezions réguliéres. — Nous dirons qu’une A % D)[*D]-connexion
M 4 localement libre est réguliére si sa formalisée ./\//t\A est de la forme A)?IB Qox R

oi R est une Ox[*D]-connexion réguliére.

Proposition 2.1.10. — Soit R4 une Ag( D)[*D]-connewion réguliere. Alors il existe
(localement sur D) une Ox[*D]-connexion réguliére R et un isomorphisme au voisi-
nage de tout 6° € n~1(z°) :

Démonstration. — Soit 8° € 771(z°) et soit m' une base de R 4,6, ' la base induite
de m . Il existe alors une base m dans laquelle la matrice Z de z;0,, est constante,
avec i = 1,2 si D a deux composantes et ¢ = 1 si D n’en a qu’une et dans ce
dernier cas la matrice E\z de 9, est nulle. Soit ® la matrice de changement de base
M =& - M et relevons-la en ® € GL4(A %(D).6° [*D]) en utilisant Borel-Ritt (1.1.16).
Considérons enfin la base m = ® - m/. La matrice A; de x;0;; satisfait A; = A? + C;
avec a = 0 et A? constante, et la matrice By de J,, satisfait §2 = 0. Cherchons
une matrice ¥ € GLg( A ( D),0) telle que ¥ = Id et telle qu’aprés le changement de
base m; = ¥ - m la matrice de z;0,, soit A? et celle de J,, soit nulle. La matrice ¥
cherchée est donnée par une solution du systéme

70y, ¥ = adae(¥) - ¥ - C; (i=1,2)
ou de
210, ¥ = adae (V) - ¥ - Cy
0, ¥ =V - By
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qui reléve ¥ = Id. On voit que ¥ — Id est solution d’un systéme (X) de type (REG) et
le théoréme 1.3.6 donne 'existence (et I'unicité) d’une solution ¥ € GL4(Ax p) o)

telle que ¥ =1d. O

Fin de la démonstration du théoréme 2.1.4. — Elle est analogue a celle du cas d’une
variable, aussi nous ne ferons que l’esquisser (voir par exemple [44, p.210]). Elle
se fait par récurrence sur le couple (d,r), ou d est le rang de la connexion et r
I’ordre maximum du poéle des facteurs exponentiels de la bonne décomposition de
M€, Notons celle-ci M® = Dueaf¥* ® R. Soit donc M 4 une A[xD]-connexion
telle que Mgo ~ M8, avec §° € 7=1(z°). Nous omettrons lindice #° dans la suite.

On pose, pour tout a, Yo = hg - ™™= -ﬁa(x,y) avec ﬁa(0,0) =1 et on reléve i,
en U,. Fixons ag € A tel que my, = max{m, | « € A} (rappelons que les m, sont
totalement ordonnés pour ’ordre partiel de N2, c’est une conséquence de ’hypothése
de bonne décomposition). Notons

Ago ={@ € A|mg=mq, et hg=ha,}.

Supposons d’abord que A,, # A. Nous allons relever & A %(D),0° la, décomposition

de M relative & la décomposition de A en Ago U (A — Aq,). 1l existe donc une base
de la connexion dans laquelle la matrice  s’écrit

(911 le)
Q21 N
ol 51\2 =0, 62\1 =0, QAH (resp. 52\2) est formée de blocs diagonaux du type

Id -dpq + (a1 Id +N; )dwl + (a2 Id +N2)dm2

avec a € Ay, (resp. a € A — Aq,), a1,a2 € C de partie réelle dans [0, 1[ par exemple
et N1, N2 sont des matrices nilpotentes. On est amené a résoudre les systémes portant
sur les matrices inconnues Si2 (de la taille de ©43) et Sa; (de celle de Q1) :

dS12 = —Qqa + (11512 — S12022) + S12021 512

dSa1 = —Qa1 + (Q22521 — S21Q11) + 521012521

avec de plus S12 = 0 et Sa; = 0. On vérifie que ces sytémes sont intégrables (du fait
de l'intégrabilité de ). On peut les écrire sous la forme du systéme (X) du §1.3.2.
Les A®) sont ici de la forme ¢, — s avec a € Aq, et 3 € A — A,y ; en particulier on
am®) = mg, pour tout k (en prenant les notations du §1.3.1). L’hypothése de bonne
décomposition formelle implique que I’hypothése du théoréme 1.3.6 est satisfaite car

Q12 et 257 sont & éléments dans A}?D) go’ On peut donc trouver des solutions S;2 et

S21 qui satisfont g; =0et g; =0.
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Si A = Ag,, on remplace M 4 par E~%=0 ® M 4, qui satisfait I’hypothése de bonne
décomposition formelle. Alors r diminue strictement. Si cette connexion est réguliére,
on applique la proposition 2.1.10. O

Démonstration de la proposition 2.1.8. — Nous allons montrer I’existence d’un relé-
vement (2.1.9) de I'isomorphisme

¥ M M
le long de Dy, le cas de D5 est similaire. Notons A*X/D:?l le faisceau image inverse par
lapplication 7~1(D;) — D; du faisceau sur D; défini par
Ui — Ap, (U1)[z5 "] [21] -

Une section de ce dernier faisceau est une série formelle en z; & coefficients dans
Ap, B>y 11 définis sur un ouvert fixe, mais dont 'ordre du pole en 3 n’est pas controlé.
Nous allons d’abord utiliser les résultats du §1.2.4 (dont nous reprenons les notations)
pour montrer

Lemme 2.1.11. — Si M® est un bon modéle élémentaire, lisomorphisme

E o MK © MY

OX,EO Ox'mo
se releve, pour tout 8° € 7~ 1(x°), en un isomorphisme

A2 @ M-S A2 @ MO
X|D1,0° Ox 20 X|D1,0° Ox,z0

Démonstration. — Notons ~ la relation sur A définie par
a~ad < po—po € C{r1,22}[25"]

et soit B = A/ ~. Pour § € B notons Ag I'image inverse de 8 dans A. Soit = la
relation sur Ag définie par

axad < Qo — 9o € C{z1, 22} +2:C {21, 22} [25!]

et Cg = Ag/ ~. Enfin, pour v € Cp, soit Ag, 'image inverse de v dans Ag. Si la
décomposition de M® est bonne, Ag, est réduit & un seul élément pour tous 3,v. En
effet, si o et o/ sont dans Ag,, on a @, — Yo € C{x1,x2} + 2:C {x1, 22} [v5'] et la
condition (B) implique que @, — o € C{z1,22} et donc a = ¢a'.

La décomposition formelle du §1.2.4.2 peut donc s’écrire

K © M~ @ EQVy~ & @ (E?B®Efﬁ”>®v
Ox a0 acA K ¢ peBrecs \ K Tk )¢ P

ol (Va,61,62) = (Vgy,01,02) et Y3 + 03, est la classe de ¢, modulo C {1, 22} +
21C {z1, 22} 25 ).

ASTERISQUE 263



2. BONNE A-STRUCTURE 55

D’autre part, puisque K C A*{Il)ﬁ\ . et d’aprés le corollaire 1.2.3.8, on a pour tout
X|D1,0°
00

D ~ D ¥,
AL o M g (A2 e |EY ® NP
X|D1,0° OX'IO BEB XID1,9° K Opl,zo

Enfin, d’aprés le théoréme de Hukuhara-Turrittin (voir par exemple [64] ou [44]),
il existe pour tout 83 € m;*(x°) C D; et pour tout 8 € B un isomorphisme

~ 0
As o © NP5 @ |Ap 9o ® (E‘”@V)

D163 Op,,z0 v€Cp D103 Op,,z0 k C B
relevant I'isomorphisme

On en déduit pour tout #° € 7—1(2°) un isomorphisme (puisque K C APz
P X|Dy,6°
1,

AL g (E}/}" ® Nﬁ> 5 AD2 ®[ ® (E}ﬁ"“"” %VM)].

X|D1,0° K Oy 00 X|D:,0° K |veCs
On obtient donc ’isomorphisme cherché. O
Fin de la démonstration de 2.1.8. — Commencons par remarquer qu’il suffit de mon-

trer ’existence d’un isomorphisme

~ él
2100 Oﬁia M — A):(‘IE,O" 03,0 M.

En effet, soit 3 I'isomorphisme formel induit par ®. Soit ® = Tod ! Cest un

auto/niorphisme de la connexion /\//.121. Un tel automorphisme préserve la décomposition

de M¢# et induit un automorphisme de chaque connexion formelle réguliére R. Dans

une base convenable de M¥l, © a une matrice constante et en particulier se reléve en

un automorphisme © de M¥. L’isomorphisme © o & répond alors au probléme.

Soit m’ une base de M et Q' la matrice de la connexion dans cette base. Soit
m’ la base induite dans M et Q' la matrice correspondante. Il existe une matrice
R € GL4(O[z7',25']) telle qu’aprés le changement de base de matrice R la matrice
¥ soit transformée en °Q2, oit °Q est la matrice diagonale par blocs indexés par a € A
et

dx dx
%0 = Idg @dpa + Ma1 — + Moz —2
x T2
ol My, et M, 2 sont des matrices constantes. En relevant R par une matrice R dans

-1 -1 ) i
GL4( A)?lDl oo [z77,z5"]) (d’aprés Borel-Ritt), on trouve une base m de A)?|D1 9 QM

dans laquelle la matrice € de la connexion satisfait Q="00.
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D’autre part, d’aprés le lemme 2.1.11, il existe Q € GLd(.A*fDl-'L [271]) telle
X|D,,6°
qu’aprés le changement de base de matrice Q & partir de m’ on trouve une base

m” dans laquelle la matrice de la connexion est aussi Q.
Soit P € GLd(./él’;fﬁ—;T . [7']) le changement de base faisant passer de m & m”. On
1,0°

a donc

P~'dP + P7'QP =%
et par suite P est solution de I’équation
(2.1.12) dP=P-°Q-Q.P

On sait de plus que 2 est & éléments dans Af]—D\ 0 [z7, 25 1] et que % — Q0 est & élé-
1,0°

ments dans A<{|Di [z71,251] (i.e. les éléments ont un développement asymptotique
X|D,0°

nul dans C [z1,zs] [z7 %, 25']).

Nous allons vérifier que sous ces conditions la matrice P est & éléments dans ’an-
neau A)ﬁ? oo [z7!, 23], ce qui donnera l’isomorphisme ® cherché. Décomposons P
1
en blocs (Pyy') pour a,a’ € A et posons

Paa' = Z Pég, (1’2)7};
1>10

avec P(i)

ao’

(x2) € Ap, (Un)[zs 11, ot U, est un voisinage ouvert assez petit de 6. Remar-
quons que, puisque les P(¥) ont au plus des poles en x5 et que (°Q—Q)® est a éléments
dans ABSDMDZ)(UI) (si Uy est assez petit), [(°Q — Q)P] ) est aussi & éléments dans
ABiDsz)(Ul), de sorte que (°Q — Q)P est & éléments dans A)%% (p~X(U1)) sipest
la projection 7~ 1(D;) — D,.

La composante de ’équation (2.1.12) sur xidz—xll s’écrit (pour le bloc (aa')), en
tenant compte de la forme de °§) et en posant ¢, = ™™ uy (71, T2) avec uy(0,0) # 0

ou bien uy, =0,

Ma1 =25 "% [Ma,1Ua(T) + 2105, ua(T)) Péf;tm“")(wz)

— x;ma’,z [ma’,lua’ (:1") + wla(l)lua' (.’L')] P(ifj'-ma,,l)(wz) + N(z)(l‘z)

/LPO(tzO)L' + Ma,lPé’Zl - P(z)

ao’

ott N (z,) est a éléments dans AE(DlnDz)(Ul).
1
- Sia#d,
e 8l Mg,1 # Mg ,1, SUppoOSONS par exemple que Mmq,1 > My 1. On peut
exprimer Pg;m‘“)(xz) en fonction des Pé{l), (z2), j < i+ mgq, et des
N (z4) pour j < i+ myg,, de sorte qu’on en déduit par récurrence que
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) (22) est & éléments dans ASP"PD (), puisque PY), = 0 pour
aa Dy aa

j < 0, quitte & rétrécir Uy ;
o 8l Mg,1 = Mar,1 €6 Mg,2 # My 2 On raisonne de méme;
« si mg = My, on sait par hypothése de bonne décomposition que uq () —
ua (z) est de la forme z™=e' Voo (2) avec Uqqs (0) # 0 et Mg — Naar > 0,
de sorte qu’on peut encore appliquer le méme raisonnement.
— Si a = &', ’équation s’écrit
(i 1d + ad Mo 1 ) (P{) (22)) = N (25)

et donc pour tout ¢ € Z sauf un nombre fini, on a P, Py A<(D‘nD2)(U ).

Ainsi tous les P() (z2) sauf peut-étre un nombre fini de P, é{,) sont & éléments dans

Af(DmDZ)(U ). D’autre part PY) est a éléments dans Ap, (Ur) )[z3 '] pour tout j. Par

suite P est & éléments dans A=—— ST [z7, 23] O

Remarque. — Nous avons utilisé ’hypothése que la connexion .A~ D100 @0y, 0 M
1,

provient d’une connexion MA définie sur O . (& savoir ici la connexion

X|Dy,x°

O XDr.e° ® M). Cette hypothese est importante : si ’on part d'une 4=—— z 90[*D]-

20

connexion ./\/ munie d’un isomorphisme formel A ~ M@ il nlest pas vrai en général
que cet isomorphisme se reléve en un isomorphisme de A/\ [*D] -connexions

N~ A— ® M.
X|D1,0° Ox’zo

Par exemple on peut prendre pour N la A=— [*D]-connexion &£ a(22)/71 de rang 1

X|D1,0
ol a(z2) # 0 a un développement asymptotllque nul au voisinage de la direction 63
(é.e. est dans ABS?;;DZ)). Alors N = 0;[*\D] mais N # A)?|D 0 [*D] (car NV est
irréguliére en tout point de D; — {z°} dans un secteur centré autour de la direction
03, alors que Aﬁ,oo [*D] est régulieére). L’hypothése a été utilisée sous la forme du
lemme 2.1.11, qui nous fournit une solution d’un certain type de I’équation (2.1.12)
et en particulier une solution dans un secteur de D; — {z°}. Il se peut en général
qu’une telle équation n’ait pas de solution, comme le montre ’exemple précédent.
Ceci est dt au fait que °Q2 — 2 peut aussi avoir des poles en x; (bien qu’a coefficients
asymptotiquement nuls en z3) et on ne peut pas appliquer les théorémes d’existence
du type de ceux de Majima [35] ou [56, Appendice].

Notons aussi que les arguments développés s’appliquent car le point de croisement
est de codimension 2 dans X . Il y a une difficulté ici pour étendre en toute codimension
le théoréme 2.1.1.

2.2. Classification locale des connexions méromorphes admettant une bon-
ne A-décomposition. — Nous nous plagons ici dans une situation locale et nous
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choisissons des coordonnées x;, x> sur X de sorte que
D = {1131} =0 ou D= {l‘ll'g =0}

Soit M une Ox[*D]-connexion admettant une bonne .4-décomposition le long de
(D,Y) en 0 €Y et soit M® un bon modeéle élémentaire local. On peut lui associer

— un isomorphisme formel f : M — Mél;

~ des relévements fgo : Mz 9, — M)l( g de f pour tout 6° € 7=1(0).

Nous dirons que deux couples (M ,f) et (M’ ,f’ ) sont équivalents si (au voisinage
de 0 € Y) il existe un isomorphisme de Ox [*D]-connexions M —+ M’ tel que le
composé

~

— — I —

M > M! > Mé
soit égal & f Comme en dimension 1 (voir [41]) on peut associer & un tel couple une
classe dans H! (7r‘1(0), Autp_p. D](Mékl)) dont I'image dans

H! ( —10), AutD = [*D](MXW)) (n_l(o),n‘l Autpm[*p](/a\él))
est (la classe de) ’identité.
Lemme 2.2.1. — Les applications
Autp_ [*D](Me ) — Autp~ *D](MX|Y)’

Autpx[*D](Mél) —_— AUtDX“,[*D](Mél)
sont surjectives.
Nous noterons les noyaux Au’cD (0} (M%) et AutzY («p) (M.

Démonstration. — 1l suffit de montrer la surjectivité de la deuxiéme fléche puisque
AUtD~ *D](M ) =7! Autp T [»:D](Mel)

Commencgons par montrer le resultat pour End & la place de Aut. On identifie le
faisceau Endp, [»pj(M®) & celui des sections horizontales de la connexion ¢ =
Endoy [«p) (M®) qui se décompose aussi en somme de connexions élémentaires. Il suffit
donc de montrer que pour une connexion élémentaire £¥ ® R, les sections horizontales
de la formalisée se relévent en des sections horizontales de la connexion. Notons que,
puisque le modéle M# est bon, on peut supposer que ¢ = z~™u(z,y) avec m; > 0
pour tout ¢ = 1,2 (mg = 0si D = {x; = 0}) et u est une unité si au moins un des
m; est > 0, sinon u = 0. Alors on vérifie que &% ® R n’a de section horizontale que si

= 0 et on est ramené au cas reguher/(gu est facile.

Une section locale de AutDXTY (xD](M#) se reléve alors en une section inversible de

Endp, [«p) (M4, ce qu’on voit en considérant les déterminants. O
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Il résulte de ce lemme que l'on a une suite exacte d’ensembles pointés
_ él
1d —s H! ( 1(0), AutSY [*D](Mg)) —

1 _—1 él 1 -1 él
— H (71’ (0), Autpf[*D](M)?)) — H (ﬂ' (O), Autpjﬁ}[*p] (M;ﬁ;’))
et on en déduit une application de I’ensemble des classes (M, f) (pointé par la classe
(M®,1d)) vers H! ( ~1(0), AutSY [*D](Mg.})).

Théoréme 2.2.2. — L’ensemble H 1( ~10), AutD,,[*D (M%)) classifie les couples

(M,f) & équivalence prés, autrement dit U’application ainsi définie est bijective.

L’injectivité se démontre comme en dimension 1 (voir [41]), aussi nous allons consi-
dérer ci-dessous seulement la surjectivité.

2.2.3. Donnons d’abord comme dans loc. cit. une condition nécessaire et suffisante
pour qu’une classe A dans l’ensemble H'! ( —1(0), AutD <1*D] (Mi'lf)) provienne d’un
couple (M, f) : il faut et il suffit que son image dans H' ( 1(0),AutA)~[[*D](Mékl-))
soit I'identité. En effet, si A provient d’une connexion (M, J?), c’est qu’il existe un re-
couvrement (U;) de m~1(0) et des isomorphismes de A 5[+ D]-connexions f; : Mg —
M?Z induisant ftels que A provienne du cocycle (A;;) avec Ai; = f; fj_1 sur U; N U;.
Si on fixe une base de M et une base de M, 1’égalité des matrices correspondantes
montre que (A;;) est un cobord de GLgq(Ag[*D]) = AutAY[*D](Mi%).

Inversement, si pour un recouvrement (U;) convenable le cocycle ()\;;) est un cobord
de Aut 4 («D] (MéX‘-), i.e. Aij = fi fj_l, on définit une nouvelle connexion V' sur M% en
conjuguant V par f; sur U;, et la D-linéarité de A;; montre que celle-ci est globalement
définie, donc définit une nouvelle structure de Ox[*D]-connexion sur le Ox[*D]-
module M®. De plus f; = f; sur U; N U; ie sorte que les isomorphismes formels

(M=, V) = (M, V)

se recollent en un isomorphisme f : (./\//i\él, V) = (Mé‘, V).

2.2.4. Démonstration du théoréeme 2.2.2 lorsque dimY = 1. — On aiciY = D et
AZP[¥D] = AP, donc GLFP (Ag[+D]) = GLP (Ag).

Comme l'image de A dans H* (77_1 (0), Aut 4. D](M%)) provient d’un élément de
H! ( —10), Aut () (M% )), le théoréme 1.2.1 montre que celle-ci est I'identitée. O

Avant de passer & la démonstration du théoréme pour dimY = 0, donnons quelques
résultats plus simples. On peut considérer les M qui admettent une trés bonne struc-
ture formelle le long de D (au sens du §2.2) avec M® comme modéle élémentaire.
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On cherche & classer les couples (M, fp), ot fp : O %5 © M — O)?-IB ® M est un

isomorphisme, ’équivalence étant définie comme plus haut.
Proposition 2.2.5. — L’ensemble H* ( —1(0), AutD Sl D](M‘j-})) classifie les couples

(M,fD) & équivalence prés.
Démonstration. — C’est la méme que ci-dessus pour dimY = 1. O

Un critére d’existence d’une trés bonne structure formelle. — Soit M une Ox[*D]-
connexion admettant une bonne décomposition formelle en un point de croisement
2° de D. Nous allons donner un critére pour que M admette aussi une trés bonne
décomposition (voir le §1.2.2) et en déduire le théoréme 1.2.2.4. On pose z° = 0 et on
prend pour Y la strate {0}.

Proposition 2.2.6

(1) L’application naturelle d’ensembles pointés
H' (771(0), Aut 320 5y (M) — H' (772(0), Aut ), oy (M%)

a pour noyau l’identité.
(2) Soit M wune Ox[*D]-connexion munie d’un isomorphisme formel (1.2.2.2).

Cette donnée définit une classe Ayq dans H! ( ~1(0), Auty +(+D] (Mékl)) Alors
lisomorphisme se reléve en un isomorphisme (1.2.2.1) si et seulement si la
classe Aa est dans 'image de H! ( —-1(0), AutD~[*D (M%))

Démonstration. — Le premier point est clair puisque
of -1 él _
H ( (0), AutDA[*D](M)f('lB)) AUt’DA[*D](M)qD o) = {ld}.
D’aprés la proposition ci-dessus, ’isomorphisme (1.2.2.2) se reléve en (1.2.2.1) si

et seulement si 'image de Apq dans H'! (71"1 (0), Autpﬁ[* D] (M%B)) est I'identité.

Notons par ailleurs que la fléche
H' (77(0), Aut3? éé\> H1<‘10At,\* ME~ )
(7 Aw5l_p (M) ) — (0), Ao (oo (ME)
a pour noyau l’identité car
o, -1 él o -1 4l
1 (770 Auto o (M) ) — 87 (710) Auto (M)

Autp D] (Méxw) — Autp _ xp)(M9)
est surjective (cela résulte du lemme 2.2.1). On en déduit le second point. |
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2.2.7. Démonstration du théoréeme 1.2.2.4. — Il suffit de montrer, sous I’hypothése
du théoréme, ’égalité des faisceaux sur 7~1(0) :

Elle résulte immédiatement du lemme facile ci-dessous.

Lemme 2.2.8. — Soit p € Ox[«D]/Ox de la forme @(x1,z2) = v~ ™u(z1,22) avec
m1,ma > 0 et u(0,0) # 0, ou bien p = 0, et soit R une Ox[*D]-connexion réguliére.
Alors sur m=1(0), le faisceau des sections horizontales de A}O ® (¥ ®R) est égal
celui des sections horizontales de A;?D R (EYQOR). O

Démonstration du théoréeme 2.2.2 pour dimY = 0. — Elle se fait en deux étapes.
Soit donc A une classe dans H'! (ﬂ‘l(O),Auth;[* D](Mi%,)). Soit A ’ensemble fini

indexant les facteurs exponentiels (modulo C{z1,2}) de Mé. Pour tout a € A, soit
E%« @ R* la composante de M¢ correspondant au facteur exponentiel ¢,. On écrit
R* sous la forme R® = Ox[*D] ®c V', ou V* est un espace vectoriel de dimension
finie muni d’endomorphismes §; et d; dont les valeurs propres ne différent pas d’un
entier # 0 (ceci est toujours possible), et la connexion sur Ox[*D] ®c V* est définie
comme au §1.2.1.1.

Sur un recouvrement de 7—1(0) assez fin pour que les fonctions

cos(my argxy + mg arg o — argueg (1, r2))

gardent un signe constant sur les ouverts Uy, du recouvrement, le cocycle (Ag;) repré-
sentant \ a des composantes )\zf qui sont des sections horizontales de

ALY [#D) @r-10x(xp) T (E9979% @ Homo (xp) (R*, R?)) .

Si on fixe une base des V', la matrice de Ay a donc des blocs a8 du type e?=~%8(C8,
ot C*? est une matrice constante, nulle si e#=~%# n’est pas plate le long de 7=1(0) N
Ur N U,. Enfin, si po — pg a des poles le long de Dy (resp. D2, resp. D1 U D3), il
résulte de la propriété (B) que e¥=—%# est plate le long de 7~(0) N U N Uy, si et
seulement si elle I’est le long de 7~ (D,) N U, N U (resp. m~1(Dy) N Uy N Uy, resp.
7~1(D1 U Do) N U, N Uy).

Premiére étape. — On suppose que les @, qui interviennent dans le modéle élémen-
taire M% n’ont de péle que le long de D;. Notons M% = @,caE9 ®c Ve, ot ici
E¥e = Ox[*D;)e¥= et V est muni de ’'endomorphisme &;. On voit M$ comme une
Ox[*D1]-connexion en posant 9;,(1 ® v) = 0 pour v € V.

Soit 7y : X’l — X l’éclaté réel de D, et p: XX 1 léclaté réel de 'image inverse
de D5, de sorte que m = m; o p. Alors A définit un élément de

1 -1 <Di él
H (U,p AUthl[*Dﬂ(Ml,)?l)) .
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11 suffit de montrer que 'image de X dans H* (7r“1 (0),p~t GL4(Ag, [*Dl])) est I'iden-

tité, lorsqu’on exprime A dans une base de M¢' construite 4 ’aide de C-bases des V2,
puisqu’alors I'image de A dans H' (7=1(0), GL4(A[*D])) est aussi I'identité, et on
conclut & l'aide du §2.2.3. Pour cela, on utilise la suite exacte du § B.4 de I'appen-

dice, avec G = Autf)g‘[*Dl](Mfljl). L’image de H° (Sl, Aut;g[*Dll(Mﬂff;)) dans

H° (Sl, GLa(Ag, [*Dl])) est ’identité, puisque ’application se factorise par

HY (8, GLEP: (g, [D1)) = GLy(OFR +D1) = 1d.

D’autre part on a
image [Hl <51,Aut1§§1‘[*D1](Mﬂgl)) — H? (Sl,GLd(A)?1 [*Dl]))] =1Id
d’aprés les §§2.2.3 et 2.2.4. On en déduit le résultat voulu. O

Deuziéme étape. — Indiquons d’abord le principe de la démonstration. Tout germe
M' de connexion méromorphe de modéle formel M€ définit une classe Aay dans

I'ensemble H'! (w"l(O),AutE;[* D] (M%)). Fixons-nous un tel germe. Alors la don-

née de \ est équivalente & la donnée du cocycle \' € H! (7r‘1(0), Autgj;[* D](M’)?))
obtenu en «tordant» A par Aa¢ (voir par exemple [6, Prop.1.3.2, p.115]). Nous
allons construire M’ pour que, dans une base convenable de M’', I'image de N
dans l’ensemble H! (7=1(0), GLq(Az[*D])) provienne d’une classe dans l'ensemble
H' (771(0),GL4,p(A)). Le théoréme 1.2.1 montre que 'image de X’ dans ’ensemble
H' (m=1(0), GL4(A[*D])) est l'identité. On peut alors modifier, & l'aide de X, la
connexion V sur M’ en une connexion V' comme indiqué au §2.2.3.

Construction de M’. — On décompose A en réunion disjointe finie d’ensembles A;
(¢ € I) de sorte que a, 8 € A; si et seulement si

Yo = ¢p € Clar, z2] [27'] + C [1, z2] [257].

Notons que, du fait de la condition (B), on a, pour chaque ¢ € I fixé et pour tous
a, 3 € A;, 'une et I'une seulement des propriétés

Yo —¢p € Clar,z2] [27'] ou @a —¢p € Clar, 2] [25].
Choisissons alors pour chaque 7 un élément, noté (i), dans A;. Soit
M= Y e v
aEA;

et soit A(i) le bloc de A correspondant & M¢!. Comme A, et donc A(¢), ne dépend
des ¢, via leurs différences deux & deux, on peut translater ceux-ci simultanément
par @q ;). Ainsi A(¢) est aussi un cocycle de Autg;[* D (E7%2 @ M$). On se trouve
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maintenant, d’aprés ce qui précéde, dans la situation de la premiére étape. Il existe
donc M/, de cocycle associé A(i) et de modéle formel M¢!. On pose M’ = @; M.,

Comme pour o € A; et 3 € A; avec ¢ # j la fonction ¢, — g a des poles le
long de D; et D,, on voit que e¥=~%# est plate le long de m—1(0) au voisinage de
6° si et seulement si elle est plate le long de m#—!(D) au voisinage de #°. Par suite,
la restriction de A & z1x2 = 0 est aussi égale & celle de ®;A(7). Autrement dit, le
cocycle X' obtenu en tordant A par Apy = @;A(2) a pour restriction 'identité le long
de 7~1(D). O

3. Solutions distributions

3.1. Une conjecture de M. Kashiwara. — Soit X une variété analytique com-
plexe et X la variété complexe conjuguée (i.e. X munie du faisceau O 5 x). Le
lemme de Dolbeault-Grothendieck peut s’exprimer par ’égalité

v = RHomp, (Ox,Dbx)

ol Dbx = Db est le faisceau des distributions sur la variété C*> sous-jacente & X,
muni d’actions (qui commutent) des opérateurs différentiels linéaires holomorphes Dx
et antiholomorphes Dx. Dans [26], M. Kashiwara a considéré le foncteur de dualité
hermitienne pour les Dx-modules & gauche :

Cx(M) = RHome (M,@hx).

Soit D(Dx) la catégorie dérivée de celle des Dx-modules a gauche et D%(Dx) la
sous-catégorie pleine des complexes bornés & cohomologie holonome. M. Kashiwara a
conjecturé ’énoncé suivant (voir loc. cit., remarque 3.5) :

Conjecture
(1) Cx est un foncteur de D} (Dx) dans la catégorie opposée D} (Dx)° ;
(2) CxoCx ~1d et Cx est une équivalence de catégories.

Cet énoncé est montré dans loc. cit. pour la catégorie D}, (Dx) des complexes bor-
nés & cohomologie holonome réguliére. De plus il est conséquence du résultat suivant :

Conjecture bis. — Pour tout Dx-module holonome M, on a é‘xt%X M, Dbx) =0
pour i # 0 et Cx (M) = Homp, (M, Dbx) est Dx-holonome.

On déduit aussi ’analogue de (2) : si la conjecture bis est vraie, Cx est une équi-
valence entre Modhol(Dx) et Modhol(D+)°.

Démonstration de « conjecture bis < conjecture ». — On remarque qu’un faisceau
est X-constructible si et seulement s’il est X-constructible, de sorte que les deux
sous-catégories pleines D3(Cx) et D!(C) de D(Cx) (catégorie dérivée de celle des
faisceaux de C x-espaces vectoriels), chacune formée des complexes bornés & cohomo-
logie Cx (resp. Cx)-constructibles, coincident.
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Soit PDRx le foncteur de de Rham RHomp_ (O, *) de D (Dx) vers DT (Cx) et
Solx (*) = RHompy (x,0x) de D*(Dx) vers D*(Cx). Rappelons que si DRx (M)
désigne le complexe de de Rham de M ou M est placé en degré 0, on a PDR =
DR/[dim X], de sorte que c’est Q9™ X (M) qui est placé en degré 0 dans PDR(M).

On a un isomorphisme de foncteurs (voir [26, §2])

PDRx o Cx =~ Solx
et de plus PDRy (resp. Solx) envoie D% (D) (resp. D (Dx)) dans D8(Cx).

Démonstration de <. — Elle se fait comme dans loc. cit. : il suffit de voir que le
complexe Cx (M) de D} (D) n’a de cohomologie qu’en degré 0. On utilise pour cela
le fait que PDRy(Cx (M)) = Solx (M) est pervers sur X, le fait que si PH désigne
la cohomologie perverse, on a PH¢ PDR(M) = PDR(H?M) pour un complexe borné &
cohomologie holonome M et enfin le fait que si M est un D-module holonome # 0,
PDR(M) n’est pas isomorphe & 0. O

Démonstration de =. — Il est facile d’obtenir le point (1) de la conjecture & partir de
la conjecture bis. Montrons d’abord que I’analogue du point (2) de la conjecture pour
la catégorie des modules holonome est satisfait. Si M est un Dx-module holonome,
on a un morphisme naturel

M — 'HomDT(HomDX (M,@bx),@bx) = CYO Cx(M).

Montrons d’abord que celui-ci est injectif. Remarquons que C'x anti-préserve les suites
exactes de modules holonomes, du fait de cette propriété (1). Soit u une section locale
de M et supposons que pour tout ¢ € Homp, (M,Dbx) on ait p(u) = 0. Ceci
implique que le morphisme injectif

Cx(M/DXu) — Cx(M)
est aussi surjectif. Par suite on a Cx (Dxu) = 0. On en déduit que
SOIX (Dxu) = pDR7 (CX (Dxu)) =0

et donc Dxu = 0 par un argument déja utilisé.
Montrons maintenant la surjectivité. Soit Q le quotient Cx o Cx (M)/M. C’est
aussi un Dx-module holonome. On a donc une suite exacte de faisceaux pervers

0— pDRx(M) —)pDRx(CYOCx(M)) — PDRx(Q) — 0

et il suffit de montrer que PDR x (Q) = 0. Mais on sait par ailleurs que PDRx (M) ~
PDRx (Cx o Cx(M)) (voir [26, §2]) : en effet on montre que

PDRx (CY oCx (M)) =~ SOIY (CX (M)) jad RHomcx (SO]X (M), Cx) =~ pDRX (M)
Le résultat est donc conséquence immédiate du lemme suivant :

Lemme 3.1.1. — Soit 0 — G — F — H — 0 une suite exacte de faisceaux pervers sur
X. Si G est isomorphe a F, alors H = 0 et le morphisme G — F est un isomorphisme.
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Démonstration. — Par additivité du cycle caractéristique (cf. [27, prop.9.4.5]), celui
de H est nul, donc H est nul. O

Enfin la propriété (2) de la conjecture s’obtient & partir des résultats précédents :
pour M dans D%(Dx), on a

HI (Ox 0 Cx(M)) = Cx o Cx (H)(M))
et donc le morphisme naturel M — Cx o Cx (M) est un isomorphisme. O

Théoréme 3.1.2. — Si la conjecture 1.2.5.1 est vraie, la conjecture de Kashiwara est
vraie pour les modules (ou les complexes bornés) dont le support est de dimension
< 2.

La suite de cette section est consacrée a la démonstration de ce théoréme.
3.2. Réductions préliminaires. — Nous aurons & utiliser a plusieurs reprises le
lemme suivant d’algébre homologique, qui s’adapte simplement pour les faisceaux.

Soient A et B deux anneaux commutatifs unitaires et A — B un morphisme. Soit D 4
un anneau unitaire contenant 4 comme sous-anneau et posons Dg = B® D 4. Soit M
A

un D 4-module & gauche, F' un Dpg-module & gauche, muni d’une action d’un anneau
unitaire C' qui commute a la précédente (i.e. F' est un Dg x C-module & gauche).

Lemme 3.2.1. — On a un morphisme dans DT (C)
L
RHomp, (DB L<)® M,F) — RHomp, (M, F)
A

qut est un isomorphisme si M admet une résolution par des D 4-modules libres de type
fini. Supposons que D4 soit A-libre. Si de plus M est A-libre ou B est A-plat, on a
Dpg ®5A M =B ®a M et donc un isomorphisme

RHomp, (B® M, F) — RHomp, (M, F). O

Nous utiliserons ci-dessous les notations du §1.1.2. Soit donc X une variété analy-
tique complexe, Z un diviseur de X et j : X — Z < X l’inclusion ouverte. Si M est
Dx-holonome, notons j+jT M = M[xZ] et soit j;j+ le foncteur adjoint par dualité.

Proposition 3.2.2. — On a dans D*(Dx)
RHomp, (M,@b'}}"dz) = RHomp, (j1j* M, Db%°0?)
= RHomp, (j1j* M, Dbx)
Démonstration. — On remarque d’abord que (voir par exemple le lemme 3.2.1)

RHomp, (M,@b'}}"dz) = RHomp,[+z] (/\/l[*Z],@b?d Z),

ce qui permet de voir que pour M & support dans Z, RHomp, ( M, Dpped Z) —
0. Ceci permet d’obtenir la premiére égalité de la proposition. Il reste & voir que
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RHompy (jijTM,Dbx z) = 0. Pour cela, on remarque aussi que pour un Dx-
module & droite holonome A, on a N[xZ] ®%x Dbx,z = 0 (on prend une résolu-
tion locale de N[*Z] par des Dx[*Z]-modules libres et l’on est ramené & montrer
que Dx[*Z] ®py Dbx z = 0). Alors, par bidualité pour les modules holonomes,
RHomp, (j1j*T M, Dx) est isomorphe & RHomp, (M,Dx)[*Z] et on peut appli-
quer ce qui précéde. |

Par un argument déja utilisé par Kashiwara [26], la conjecture de Kashiwara pour
les modules et les complexes bornés & support de dimension < n est conséquence de
I’énoncé suivant, :

3.2.3. — Si X est une variété analytique de dimension < n et D est un diviseur a
croisements normauz, si M est une Ox[xD]-connexion, Cx (M) est un Dg-module
holonome.

Pour la démonstration du théoréme, nous allons procéder comme suit : nous consi-
dérons le foncteur C°4P (x) = RHomp, (x, D6%°4P). Montrons d’abord par récur-
rence sur dim X que I’énoncé 3.2.3 est conséquence de I’énoncé suivant :

3.24. — Si X est une variété analytique de dimension < n et D est un diviseur a
croisements normauz, si M est une Ox [xD]-connezion, C°4 P (M) est une Ox[*D]-
connexion.

Notons d’abord que ces énoncés sont de nature locale sur X. Supposons que ’'on
ait montré I’holonomie de C¢°¢P(M). Pour montrer 3.2.3, il suffit de montrer que
Cx (M) est un complexe borné & cohomologie holonome, par un argument vu au §3.1.
Mais d’aprés la proposition 3.2.2, on a C2°4P(M) = Cx(j;j+ M). De plus I'hypo-
thése de récurrence montre que le complexe Cx (M — jij+t M) est & cohomologie

D+-holonome. Ceci implique donc qu'il en est de méme de Cx (M). O

Au vu du théoréme 2.1.2, le théoréme 3.1.2 est conséquence de la proposition ci-
dessous.

Proposition 3.2.5. — Soit D un diviseur 4 croisements normaux dans une variété
analytique X de dimension < 2 et M une Ox[*D]-connezion. Si M admet une bonne
A-structure le long de D, C2°4P (M) est une O<[*D]-connezion.

L’énoncé est local sur X. Nous allons faire les démonstrations dans le cas ou X est
une surface, le cas d’une courbe étant analogue et plus simple. Nous allons commencer
par réduire la preuve de cette proposition & celle de la proposition suivante, qui sera
montrée plus loin.

Proposition 3.2.6. — Si la Ox[*D]-connezion M admet une bonne A-décomposition
le long de D, alors

(1) Swtfpf(m[*l)] (Mg,@b')%f(’g?) =0 pouri#0;
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(2) il existe localement en 0 € X une Ox[*D]-connezion N avec

mod D -
HomD.,(D)[*D] (Mx,i)bm?d D) AXO ) ® 137,
7~ 1O(*D]

Démonstration de (3.2.6) = (3.2.5). — Nous allons d’abord remplacer I’anneau Dx
(resp. Dx) par Dx[*D] (resp. Dx[*D]). On a en effet

RHomp, (M, D6%°4P) = RHomp, [.p)(M, DR D)

comme Dx-modules et aussi comme DY[*T?_]-modules : on applique le lemme 3.2.1
en remarquant que M = Ox[*D] ®o, M et en utilisant la platitude de Ox[*D] sur
Ox.

Réduction au cas d’une bonne A-décomposition. — Soit p : X' — X une ramification
multi-cyclique autour de D : en coordonnées locales,

p(1,x2) = (27", 25%)

avec D = {z1 = 0} (et dans ce cas v, = 0) ouD = {xlwz = 0}. Alors i)bm"dD St
facteur direct, via la trace, de p. Dbm‘)dD = Rp. i)b"mdD .

Si M est une Ox[*D]-connexion, on note p* M la connexion image inverse par
p (on a ptM = p*M comme Ox:[*D']-module). Supposons la proposition 3.2.5
vraie pour p* M. Alors, puisque p est finie, p. Homp ,.p(p M, ’Dbm°dD ) est une
Ox[*D]-connexion. Mais on a (localement sur X)

(3.2.7) pu Homp ,[«p)(pt M, DOR4D") = Rp, Homp vy (p* M, DEEID)

(3.2.8) = Rp, RHomop ,(xp)(pt M, DR D)
(3.2.9) = Rp. RHom ,-1py[.p)(p~* M, DRI P
(3.2.10) = RHomp, [.p)(M, p. D64 P).

En effet, (3.2.7) provient du fait que p est finie; (3.2.8) résulte de la proposition 3.2.5
pour pt M ; (3.2.9) résulte du lemme 3.2.1 puisque Ox:[*D'] est localement libre sur
p rOx[*D]; (3.2.10) est la formule de projection.
Par conséquent, C'8°4 P (M) est facteur direct de la connexion

pa Homp ., op) (p M, DOFEL D).
La proposition 3.2.5 est donc aussi vraie pour M.

Ainsi, il suffit de prouver cette proposition dans le cas ou M admet une bonne
A-décomposition, ce que nous supposerons dans la suite. Si la proposition 3.2.6 est
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montrée, on a (localement sur X)

RHomp, (xp)(M,Db%°?P) = R, RHom -1y o p) (1™ M, DL D)

X (D)
_ mod D
(3.2.11) = R, RHomme)[*D](Mj,DbX(D) )
= R, (ﬁ}mdD ® w'N)
W_IOY[*D]
—mMo L
(3.2.12) =Rr, (A" & 1N
7= 1O0x{*D]
—m L
= (RW*A)?OdD) ® N
Ox(*D)
— L
(3.2.13) =0x[*D] © N
O<{*D]

=N.

En effet, (3.2.11) est conséquence du lemme 3.2.1 puisque M est localement libre
sur Ox[*D]; (3.2.12) résulte de la projectivité locale de N sur Ox[*D] (voir [45,
prop. (1.1)] ou proposition 1.1.2.1) et (3.2.13) n’est autre que le corollaire 1.1.8. [

3.3. Fin de la démonstration. — Il s’agit de montrer la proposition 3.2.6. Le
premier point de (3.2.6) est local sur 7~1(0) C X (D) tandis que le second est global.
Nous allons démontrer d’abord la proposition pour un modéle élémentaire M¢. Du
fait de 'isomorphisme local M R0 M% g0 1OUS obtiendrons le premier point pour
toute connexion .A-décomposable M de modéle local M®. Pour le second point nous
utiliserons le théoréme de classification 2.2.2.

Démonstration pour les modéles élémentaires. — Commencons par le cas d’une con-

nexion £¥ ® “x*” de rang 1. Une telle connexion admet une résolution explicite sur

Dx [*D] : c’est la résolution de Koszul associée aux opérateurs (qui commutent deux &

deux) P; = 2,0z, —a;—2;05,(¢), 1 = 1,281 D = {z122 = 0},0u P; et Q2 = 8, — 04, (¥)

si D = {x; = 0}. On remarque de plus que les fonctions |z|** et ¢#~® sont des multipli-
mod D

cateurs sur Db’y et Db;‘(’%gj , car & croissance lente ainsi que toutes leurs dérivées.

On peut donc conjuguer par ]x|2a €¥~% les opérateurs de bord des complexes

RHomp,[.p)(£¥ ® o, D6FP) et RHomp.p)((£¥ © o) g, DOE(TY)

sans changer la cohomologie de ces complexes. Aprés conjugaison on trouve les com-
plexes

RHomp, »p|(Ox[*D],Db%°*P) et RHomp_(.p)(Ag[*D], z)b’;‘;gf

qui n’ont de cohomologie qu’en degré 0, d’aprés Dolbeault-Grothendieck (1.1.3) ou
(1.1.7). Par ailleurs il est facile d’identifier Homp,[.p)(£¥ ® “par DpRID) 3 1a
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n s - « “aa dDy 4 “Amod D
Ox{*D]-connexion £7% ® “T*” et Homp_.«p)((£¥ ® “z* )X,DbE‘(’D) ) ala A'}}"d b.
connexion AZ°4P @ 171 (£7% @ “T%”) (cette derniére est d’ailleurs localement iso-
morphe sur 771(0) & A%"dD ® E;a, puisque toute branche locale de Z° est dans

A%"dD). Ainsi, lorsque M¢ = £¥ ® “2%”, les propriétés suivantes sont satisfaites :

- Sxt':px[*D](Mé',Db'}}"dD) =0 pour 7 # 0;

- Ewt%x_[*D](M%,Db')%?%)D) =0 pouri #0; _

— Hompy [ p) (M, DOF°IP) = Cpod D(M?) est une O[*D]-connexion ;
- Homp_{.p) (M%,Db;‘(’g? ) & C20dP (M) est une AZ°4P-connexion ;
— Le morphisme induit par 7= D242 Db;?g?

ArgodD ® CmodD Mél _)CI}_IOdD Méj_
X ”_107[*5] X ( ) X ( X)

est un isomorphisme de A;Od D_connexions.

Ces propriétés sont stables par extensions de connexions, de sorte qu’elles sont encore
satisfaites pour tout modéle élémentaire M¢. Notons pour terminer que C'g°d P (M#)
est somme directe de connexions élémentaires et que si M® est un bon modéle, il en
est de méme de C'°d D (M4). O

Démonstration du second point de la proposition 2.1.8. — Soit Y une strate de /Q
Nous nous plagons au voisinage de 0 € Y. Fixons un isomorphisme M~ Mmé
et choisissons un 1-cocycle (X;;) d’un recouvrement (U;) de 7#~1(0) & valeurs dans
Autf,;[* p)(M%) définissant M muni de cet isomorphisme formel. A la connexion

Hompf[* D] (M % Db;‘(’g? ) est alors associé un cocycle sur le recouvrement (U;) ci-
dessus & valeurs dans le faisceau Autﬁ[*E](C?"d b (./\/ii%))7 a savoir le cocycle trans-

posé de A noté t.

Lemme 3.3.1. — Dans ces conditions, le cocycle X est a valeurs dans le faisceau
<Y d D Aqél
Am@[*'ﬁl(CEO (M)?)).
Ce lemme montre donc qu’il existe une connexion N avec
dD Amod D -
CEIPMz) = AP ™' N

d’aprés le théoréme 2.2.2, puisque C2°4 P (M) est un bon modéle élémentaire. De
plus on voit aussi que N est A-décomposable avec CE°4 P (M) pour modéle élémen-
taire.

Démonstration. — Nous aurons besoin de quelques résultats simples sur les conne-
xions réguliéres. Soit S une telle connexion, S = Ox [*D]®c V ; on peut supposer que
les valeurs propres de d; (ou d; et d2) sont dans I'image d’une section o de C — C/Z
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avec 0(0) = 0. On a alors les propriétés suivantes (croissance modérée des sections
horizontales asymptotiques) :

— Les sections horizontales de 7:Ox _p®,-10, 7~ 1S sont les sections horizontales
de A;“‘D Qr-10, ™ LS.

- Si D = {z1 = 0}, les sections horizontales de Ag ,, ® So sont celles de Sp.

- Si D = {122 = 0} et si une section horizontale de (7.Ox_p ® 7 18)g. s'étend
en une section de Ay ® S au-dessus d’un secteur ouvert de Dy — {0} centré
sur la direction de 69, c’est une section horizontale de p‘lA%MY ®c V, si

1
p: 7~ Y(D1) = D; est la projection.

Lorsque D = {z1z2 = 0}, on décompose V suivant les valeurs propres de 61 et 6 et
on se rameéne au cas oil 41 et d2 sont nilpotents en tensorisant par un “z~%” convenable.
On choisit une base (vj; ;) de V, ou j parcourt ’ensemble des blocs de Jordan de 6&;
et k est un entier majoré par la taille du bloc j, satisfaisant d1v;% = —v; g+1. Une
section horizontale h = Y h; xv; 1 & coefficients dans 7.Ox_p peut s’écrire

_ (logz)*

hiw = —— tix(z2)

ou {(z2) = > ¢ kv est solution de x20;,¢ = Mal, si M, est la matrice de 2 dans
la base (vj;,x). Ainsi la premiére assertion est claire. Pour la seconde, on voit que la
section h s’é¢tend en une section horizontale locale de A ® 7718 si et seulement si
hjr = 0 pour tous j et tous k # 0. Enfin, le méme raisonnement donne le troisiéme
point. O

Nous allons maintenant considérer les propriétés des sections horizontales d’une
connexion £¥"¢®8 ot Y — p = x~™u(x,y) avec u(0,0) # 0, m; > 0si D = {z; = 0}
et mq,mo > 0 non tous deux nuls si D = {z1z2 = 0}.

Lemme 3.3.2. — Soit 8° € 7~1(0). Sous ces conditions,
(1) si D ={z1 =0} et m1 >0 ou si D = {z122 = 0} et my,ma >0,

— 8i cos(m169 + mo69 — argu(0)) > 0, les sections horizontales de la con-
nezion (3.Ox_p)eo @ (E¥Y™% ® 8)o sont dans A;?Deo R(E¥YP®8);

— 81 cos(m169 + m269 — argu(0)) < 0, les sections horizontales de la con-
nexion A;"’goD ®R (E¥Y~% ® S)o sont nulles.

(2) si D ={z122 =0} et mqy =0, may >0,

— 81 cos(m203 — argu(0)) > 0, les sections horizontales de la connezion
(3+Ox-p)oe @ (E¥~¥ ® 8)o qui se prolongent en des sections de Az ®
(E¥=%®8) au-dessus d’un secteur de Dy — {0} dans la direction 63 sont
dans A;D;o ®R(E¥Y=Y 2 8)o;

- st cos(méeg — argu(0)) < 0, les sections horizontales de la connezion

A%";OD ® (E¥=% ®@ S)o sont nulles.
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Démonstration. — Notons € la base de £¥~% pour laquelle la matrice de la connexion

est d() — ¢). Une section horizontale h de (7.0x_p)ee @ (E¥~% ® S)o peut s’écrire

sur un voisinage de 8° sous la forme e®~¥e ® ¢, ou £ est une section horizontale de

(73+Ox—-p)e> ® So, donc & croissance modérée. On en déduit facilement le premier

point de (1) puisque dans ce cas e?~¥ est exponentiellement plate le long de D.
Pour le premier point de (2), on voit que sous ’hypothése faite, la section ¢ s’étend

en une section de A ® S au-dessus d’un secteur de D; — {0}. Si S = Ox[*D]®@ V

m

comme plus haut, la section ¢ est donc dans A5°dof’ 1ND2 & V. De plus e*~¥ est une
1,09

section de A2, On en déduit Dassertion.
Pour les seconds points de (1) et (2), on se raméne, en considérant une projection
sur un quotient de rang 1 de S, & montrer que la fonction z%e#~¥ n’est pas a croissance

modérée au voisinage de 6° sous I’hypothése faite. O

Revenons maintenant & la démonstration du lemme 3.3.1. Fixons une intersection
U;NUj et notons A = \;;. Soient £¥ @ R et £ ¥ @ R' deux composantes élémentaires
de M# et soit 1 le bloc correspondant de A —Id, qui est un morphisme de connexions
sur U; NU;

Ag[«D ® 7 Y E¥Y @R) — Ag[*D ® I EY QR
xl ]r—lox[*D] ( ) xl ]ﬂ—lox[*D] ( )
c’est-a-dire une section horizontale de

Ag[*D] ® w ' Homoyup (E2 @R),(E¥Y @ R"))

7~ 1O0x[*D]
=Az[xD] © n7'(EY7Y @ Homoyp)(R,R')).
=1 OX [*D}
Par hypothése p est une section horizontale sur U; N U; de
ASY [«D ® 7 Y (EYTY @ Homo, 1.1 (R, R")) .
Fe0 e ox(+0)(R,R))

Si ¢ =1 on a p = 0 puisqu’une connexion réguliére n’a pas de section horizontale
non nulle plate le long de Y. Si ¢ # 1, I'hypothése de bonne .A-décomposition montre
que ¥ — ¢ = " ™u(z,y) satisfait les hypothéses du lemme ci-dessus. Maintenant ‘u
est une section horizontale sur U; N U; de la connexion

A3 @ at (6690 @ Homg .5 (CRU PR, CRPR))

n=10x{*D]

Notons que ¥ — ¢ et ¢ — @ ont méme partie réelle. Si D = {z1 =0} ou D =
{z122 = 0} et my,may > 0, le lemme ci-dessus montre en particulier que % est une
section horizontale sur U; N U; de

A0 e, 7t (£0P-) @ Home, (. (CR4PR!, CR4PR))
™ XL*

d’ou le résultat.
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Si D = {z122 =0} et my; = 0, my > 0, on peut appliquer le méme raisonnement

si I'on sait que i s’étend en une section horizontale de
Z}? [*_ﬁ] ® 71-—1 (g(—a)“(—a) ® Homo—[*ﬁ] (C?()d DRI, C?Od DR))
7=105(*D] X

dans un secteur de D; — {0}. Par hypothése I’assertion analogue est vraie pour pu.
D’autre part, sur un tel secteur la partie £ de la connexion est réguliére. Il s’agit donc
de vérifier que si R et R’ sont deux connexions réguliéres, si D = {z; = 0} et si v est
un morphisme des connexions

v: A)?,eo QR — ‘AX,0° @R

le transposé de v est aussi défini sur Ag ,, (et pas seulement sur AZ°4P). Mais
puisque si S est réguliére les sections horizontales de A g ® S sont celles de S, on voit
que v provient d’'un morphisme de connexions R — R' et par suite ‘v du morphisme
transposé C'R°4 D (R') — C'Bo4P(R), ce qui donne le résultat. O

3.4. Quelques applications. — Nous allons donner quelques conséquences de la
conjecture de Kashiwara, lorsque celle-ci est vraie. Nous renvoyons & [26] ainsi qu’a
[10, chap. 7] pour d’autres conséquences de celle-ci. Celles-ci sont données pour les
distributions holonomes réguliéres mais plusieurs s’appliquent aux distributions holo-
nomes si la conjecture de Kashiwara est vraie. Nous allons donner ci-dessous quelques
résultats globaux qui se déduisent de cette conjecture. Si ’on remplace dans les corol-
laires ci-dessous «holonome» par «holonome régulier » ou par «holonome & support
de dimension < 2», ceux-ci sont vrais du fait de [26] ou du théoréme 3.1.2 (modulo
la conjecture 1.2.5.1).

Le théoréme de B. Malgrange. — Si X est une variété analytique complexe et M
est un Dx-module holonome, B. Malgrange a montré (voir [45, 47] et [46]) que M
admet un réseau, i.e. un Ox-sous-module cohérent A tel que Dx - N = M. Ceci
permet d’appliquer & M certains résultats classiques sur les Ox-modules cohérents.
Nous utiliserons les conséquences suivantes :

— Si K est un compact de Stein d’une variété analytique, alors H* (K, M) = 0

pour i # 0.
— Si X est projective, le théoréme GAGA s’applique aux modules holonomes.

Nous noterons ci-dessous ¢ = (21,...,%5) €t Oz = (Ozy,---,0z,)-

Corollaire 3.4.1. — Soit U un ouvert de C™, M un Dy -module holonome et supposons
que M admette une résolution finie par des Dy-modules libres
oA i
0D =5+ 5D —5 D' 5 ... 5D - M =0
Alors, si la conjecture de Kashiwara est vraie pour M, pour tout compact de Stein
K C U, le complexe

0 — Db(K)P° A, Db(K)Pt — - — Db(K)Pm — 0

ASTERISQUE 263



3. SOLUTIONS DISTRIBUTIONS 73

n’a de cohomologie qu’en degré 0.

Corollaire 3.4.2. — Soit M un C[x](0;)-module holonome, muni d’une résolution
libre

0 — Cla](Ba)P" —> - - —> Cle](Bs)P — 2y Cle](8,)P
— -+ — C[z[(8z)P° — M — 0.

Alors, si la conjecture de Kashiwara est vraie pour le Dpn-module M = j M, le
compleze des solutions dans S'(C™) (distributions tempérées)

0 — S'(CMyPo Ay, S'(CMyPr = - 5 S'(C™)Pr -0
n’a de cohomologie qu’en degré O et le HO est un C[Z](0z)-module holonome.

Remarque. — On en déduit, modulo la conjecture de Kashiwara, que si on se donne
P, ..., P, € C[z]{8;) qui définissent un systéme holonome, il existe alors une distri-
bution tempérée v sur C" telle que les solutions tempérées de Pyu = 0,...,Pu =0
soient les distributions de la forme Q(Z, d5) - v (avec Q € C[Z](0z)).

Démonstrations. — Le complexe des solutions distributions sur K considéré dans le
corollaire n’est autre que RIT(K, RHomp, (M,Dby)) puisque H:(K,Dby) = 0 si
1 # 0. Ce complexe est donc égal & RI'(K, Cy(M)). Si la conjecture de Kashiwara est
vraie, Cyy (M) est Dy-holonome et le théoréme de Malgrange montre que le complexe
est égal a T'(K, Cy(M)).

Montrons maintenant le corollaire 3.4.2. Notons ici U = C" et j 'inclusion de U
dans P". Reprenons les notations de la proposition 3.2.2 avec X = P*, U = C”
et Z = P"™ — C™. Le module M définit un D%,lE-module holonome j M qui satisfait
J+M[+xZ] = j4 M et 'ona M = T'(X, j;+ M). Nous noterons aussi j; le foncteur adjoint
de jt par dualité. On a (j1M)2" = j;jT(j+ M)**. On a alors

RHomp, .z ((j+M)a",z)bf;;°dZ) = RHomp, ((j+M)a",©b§°dz)
= RHomn, ((jtM)™, Dbx)
= Cx ((j1M)*") = j+5 Cx ((j1M)*).
Or par GAGA il existe un unique D%lf—module holonome, qu’on notera Cx (j3 M) tel
que Cx ((jsM)**) = Cx (j4M)?". On a donc Cx (j1 M) = Cx (j+ M)[*Z] et il existe un
unique C[Z](8z)-module holonome noté Cy (M) tel que Cx (jiM) = j+Cy(M) : on
prend Cy(M) = I'(X,Cx (j1M)). La résolution donnée de M induit une résolution

libre de (j4+M)?" comme Dx[*Z]}-module et le complexe des solutions tempérées n’est
autre que

RT (X, RHomp,[uz) ((j+M)a“,z)b'§°dZ)) .
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Il est donc égal &
R (X, Cx ((jyM)*")[*Z]) = RT (X, Cx (j1M)[xZ])
= RI' (X, j+Cu(M))
= Cy(M).
O

Ezemple en dimension 1. — Dans ce cas, le théoréme 3.1.2 montre que la conjecture
de Kashiwara est vraie. Si X est un ouvert de C et P € Dx(X) est un opérateur
différentiel non nul & coefficients holomorphes, I’action de P induit un morphisme
surjectif Dbx — Dbx : on applique le théoréme 3.1.2 & M = Dx /Dx - P qui admet
la présentation

0 — Dx —P—> Dx — M —0
de sorte que RHomp, (M,Dbx) est représenté par le complexe
{0 — Dbx —Ls Doy — 0}

Si P € C[z](0;), P agit surjectivement sur S&'(C).
Un analogue réel de ce résultat est démontré dans [39].
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CHAPITRE III

BONNE STRUCTURE FORMELLE
APRES ECLATEMENTS

0. Introduction

La classification des connexions méromorphes formelles d’une variable est bien
connue et il en existe plusieurs approches (voir [61], [29], [55], [40], [4], [62]). Dans
[5] est aussi traité le cas « avec paramétres .

Nous considérons dans ce chapitre le cas de deux variables et nous allons montrer
les résultats énoncés au §1.2.5. Il se trouve que la démonstration que nous proposons
est trés technique et nettement plus compliquée que la démonstration analogue en
dimension 1. C’est essentiellement di & la présence d’un phénoméne qui n’apparait
pas en dimension 1, la résonance nilpotente. Aussi nous allons indiquer ci-dessous les
étapes de la démonstration.

Une méthode possible pour montrer la conjecture 1.2.5.1 consiste & tenter de prolon-
ger la bonne structure formelle qui existe génériquement sur le diviseur Z, comprendre
ce qui empéche le prolongement, puis éclater ce qui est nécessaire. Pour simplifier,
on commence par éclater pour rendre Z & croisements normaux. Un énoncé de ré-
duction torique (cf. §4.3) permet méme de ramener 1’étude au cas ou Z est lisse au
voisinage d’un point ou la bonne structure formelle générique ne se prolonge pas. Les
résultats de [5] permettent de préciser la cause du non prolongement : les facteurs
exponentiels et leurs différences deux & deux acquiérent des zéros ou des singularités
au point considéré (voir §2.5). Il est alors naturel d’essayer d’éclater le point singulier
pour éliminer ces singularités. La difficulté consiste en le contréle des nouveaux fac-
teurs exponentiels génériques qui apparaissent le long des différentes composantes du
diviseur exceptionnel ainsi créé. Nous ne disposons pas de technique pour prévoir a
priori leur comportement. Cette méthode peut cependant étre menée & terme dans le
cas ou la connexion irréguliére est obtenue par transformation de Fourier partielle &
partir d’une connexion réguliére (§4.5). Aussi, en général, nous suivrons la démarche
utilisée en dimension 1.
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Revenons sur les démonstrations en dimension 1. Elles sont essentiellement de
deux types : ou bien on privilégie la structure de @[w‘l]-module, i.e. de @[z‘l]-espace
vectoriel (ici @ = C [z]) et on traite la dérivation comme un opérateur dont on essaye
de simplifier la matrice dans une base convenable, ou bien on privilégie la structure de
D-module (D = O(8,)) et on essaye de simplifier la structure de 'opérateur différentiel
annulant un «vecteur cyclique» de la connexion. Cet opérateur est un analogue non
commutatif du polynéme minimal de la matrice de la connexion.

Cette deuxiéme méthode est plus rapide en ce sens qu’elle fournit immeédiatement
des informations sur la connexion (pentes du polygone de Newton,...). Elle s’étend
d’ailleurs lorsqu’on considére des connexions & paramétres et donne ’existence d’une
décomposition sur un ouvert dense de l’espace des parameétres (cependant la seule
démonstration de ce fait existant dans la littérature est celle de [5], qui utilise I’autre
méthode et est plus compliquée). Cette méthode est aussi plus simple dans la mesure
ou l'on adapte des techniques d’algébre commutative, notamment les techniques de
division. Néanmoins il semble difficile de I’étendre au cas de plusieurs variables :
elle privilégie en effet au départ un opérateur de dérivation. Lorsqu’on effectue des
éclatements, les opérateurs de dérivation se mélangent et on perd les informations sur
I’opérateur de départ.

La premiére méthode est de nature plus compliquée pour deux raisons. D’abord,
si 'on se donne la matrice de la connexion, il n’est pas possible de lire sur cette
donnée des informations sur la connexion (comme lirrégularité, etc.); il faut pour
cela effectuer certains changements de base au préalable. Ensuite, la réduction fait
intervenir ’algébre des matrices et pas seulement ’algébre des polyndémes. Il est donc
difficile d’extraire des invariants susceptibles de diminuer aprés éclatement, lorsqu’on
se trouve en dimension 2. Néanmoins, cette méthode traite la matrice de connexion
comme une matrice de formes différentielles et c’est pour cette raison qu’elle peut
s’adapter en dimension 2 (ou plus).

En dimension 1, M est une connexion sur C [z] [x~!]. C’est un module de rang d
sur cet anneau (qui est un corps). En dimension 2, on se raméne par éclatements au
cas de 'anneau C [z1,z2] [z7}] ou de C [z, 2] [z}, 25 ). Alors M est un module
libre de rang d sur cet anneau. On choisit une base de ce module libre et on dispose
de la matrice © de la connexion, qui est une matrice d x d de 1-formes méromorphes
(a poles le long de x = 0, resp. 1 = 0, resp. x1z2 = 0). Soit dét M le déterminant
de la connexion. C’est une connexion de rang 1, elle est donc élémentaire. On peut
alors trouver une connexion N de rang 1 telle que dét(M ® N) soit réguliére. De cette
maniére, on se raméne & montrer 1.2.5.1 pour les connexions & déterminant régulier.

En dimension 1, on peut écrire

0= x"A(x)d?w, A(0) #0
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et on peut supposer r > 1, sinon la connexion est réguliére. En particulier on dispose

de la partie principale logarithmique x TA(O)?.

En dimension 2, une telle partie principale n’existe pas nécessairement : il faut
la créer par éclatements. C’est ce qui est fait & la section 3. C’est un analogue du
théoréme de Seidenberg [59] sur la réduction des 1-formes différentielles holomorphes
en dimension 2. La démonstration que nous donnons est cependant plus compliquée
que nécessaire, dans le but de pouvoir s’adapter simplement & une étape ultérieure
de la preuve. Par ailleurs, nous utilisons ’existence d’une bonne structure formelle
générique le long d’un diviseur ; par conséquent les singularités du probléme sont en
nombre fini sur tout diviseur (c’est la notion de centre M-permis du §1.1). Néan-
moins, dans la pratique, la détermination de ces centres permis n’est pas immédiate.
Nous sommes ainsi ramenés & considérer un nombre fini de points sur le diviseur ex-
ceptionnel de I’éclatement, ou la matrice de la connexion a 'une des formes suivantes
dans des coordonnées adaptées au diviseur des poles :

0 =z [Adxl + dez] A0)#0, r >0

diL‘l dd,'z

O = .’I:l_rl.’r;w [A B—] , A(0)#0, r >0etry>0.
z2

T1
On dispose maintenant d’une partie principale logarithmique

xf”A(O)% ou 2 "ay [A(O)gﬂ+B(O)

dll'g

En dimension 1, puisque M est & déterminant régulier, on voit que si r > 1, A(0)
est de trace nulle. Si A(0) a deux valeurs propres distinctes, on montre que M est
somme directe de deux connexions de rang < d, de sorte que la conclusion de 1.2.5.1
est vraie pour M par récurrence sur d. Sinon, A(0) est nilpotente.

En dimension 2, le méme raisonnement vaut pour A(0) et B(0). On utilise ici une
premiére fois la condition d’intégrabilité sur © (i.e. d® = © A ©). Ceci est expliqué
au §2.3.

Décrivons maintenant la méthode de [4] en dimension 1. Puisque Ag « A(0) est
nilpotente, on peut compléter Ag en un sly-triplet 49 =Y, H, X (avec [H, Ap] =
—2Ap, [H,X] =2X et [X, Ag] = H). On dispose de la notion de poids : une matrice
P & éléments dans C est de poids w si et seulement si [H, P] = wP et on sait que les
poids sont entiers. Il s’agit alors d’effectuer un changement de base de matrice z=%H
pour § € Q convenable, de sorte qu’aprés ce changement de base, la nouvelle partie

o N . — ad
principale logarithmique soit de la forme z™" A(')—g- avec Ay = Ao + Z, ou Z est une

matrice primitive (au sens de la décomposition de Lefschetz), i.e. satisfait [X, Z] = 0.
On conclut comme suit :
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- Si 7' <0, la connexion M est réguliére;
- Sir’ > 1, Aj est de trace nulle (car dét M est réguliére) et
- ou bien Aj n’est pas nilpotente, donc a deux valeurs propres distinctes
et M se décompose : on conclut par récurrence sur le rang d de M ;
— ou bien Aj est nilpotente et dans ce cas la dimension v/ de l'orbite de Aj.
sous ’action adjointe de GL(d, C) est strictement supérieure 3 celle de
Ap, car Z est primitive ; on effectue donc une récurrence sur la dimension
de cette orbite.

Pour réaliser ce programme et trouver §, on commence par effectuer un changement
de base pour rendre la base admissible : dans une telle base la matrice de la connexion
s’écrit

dx dx
O=z37"A@)— =27 [40)+ Aja* | =
T T
k>1
avec A'(0) = A(0) et pour tout k > 1, A} est primitive. Pour cela on utilise la
décomposition de I’espace des matrices en Kerad X @& Imad Ag. On ré-écrit alors la
matrice © en décomposant suivant les poids :

O=a"" [Ao+ D> Ak C;—””

w0k>1

(les poids sont > 0 puisque les matrices sont primitives). Le degré pondéré de A;c(w)a:k
est par définition le rationnel k/(w + 2). Considérons le terme de degré pondéré
minimum §. Il s’écrit

A;(w)xk.
{(k,w)|k/(w+2)=0}
C’est la partie principale pondérée de ©. On effectue le changement de base de matrice
z~%H (en ramifiant d’abord si § n’est pas entier) et la matrice Z ci-dessus n’est autre
que Y. A;c(w) , somme des coefficients de la partie principale pondérée.

En dimension 2, cette méthode s’adapte assez simplement si, une fois la partie
principale logarithmique créée, la matrice nilpotente A(0) est réguliére (i.e. son po-
lynéme minimal est égal & son polynéme caractéristique). Cela découle d’un résultat
de B. Malgrange que nous rappelons au §2.4. Si le lieu des poles de la connexion est
lisse, il n’est pas nécessaire d’éclater plus, une fois cette partie principale obtenue.

En général cependant, un premier probléme se pose si le diviseur des poles a deux
composantes, i.e. s’écrit 122 = 0 : si la partie principale logarithmique de la conne-
xion est

I T2

xl—"‘l :1;2—7'2 (Ao_dm_l + BO%>
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alors aprés éclatement elle s’écrira, en un point générique du diviseur exceptionnel
!
dx}

!
Ty

2y "% (4o + By)

de sorte qu’on peut avoir a considérer la nouvelle matrice nilpotente Ag + Bo et
ainsi de suite dans des éclatements successifs. Il n’est donc pas possible au départ de
choisir un slp-triplet valable aprés tout éclatement. Aussi une premiére étape consiste
a faire en sorte que By soit un multiple non résonant de Ag, i.e. de la forme aAg
avec a € —IN*. Il suffit de faire en sorte qu’aprés éclatements la connexion admette
une bonne structure formelle en tous les points de croisement du diviseur des podles.
C’est ce qui est fait & la section 4 & ’aide de la proposition 4.3.1 de réduction torique.
On peut alors fixer un sls-triplet, & une constante multiplicative prés pour Ao et X.
En particulier les notions de poids et de matrice primitive sont bien définies et ne
changeront pas aprés éclatement.

Un deuxiéme probléme rend les choses compliquées : il n’est pas a priori possible
de trouver un changement de base de sorte que dans la nouvelle base les matrices

) dx dz . o . .
coefficients de .z'_l et dzy (resp. et a:_2) soient primitives. Aussi la notion de base
1 2

dx

admissible est plus faible : on impose seulement que le coefficient de = (mis & part
z1

Ap) soit formé de matrices primitives, i.e. commute & X. La conséquence est que cette

notion n’est pas stable par éclatement.

L’étape suivante consiste alors & créer une partie principale pondérée pour la ma-
trice de connexion, dans une base admissible. Pour cela, on essaye de trouver une suite
d’éclatements telle qu’en tout point singulier du probléme (centre M-permis) sur le
diviseur exceptionnel, il existe un changement de base rendant la base admissible et
dans laquelle la matrice de la connexion ait la forme

d
o [(Ao + A(z1,22)) will + (Bo + B(z1,22)) d””?]

oy — d d
resp. 7057 (4o + Aer, ) 2+ (Bo + Blon,0)) 22|
avec A(0,0) = B(0,0) = 0 et de sorte que la partie
d
oy <A(x1,:v2)% + B(:vl,:vg)d:c2>
1

(resp...) ait elle-méme une partie principale pondérée. Lorsque c’est possible, on ob-
tient en fait cette forme en composant & chaque étape éclatement et changement de
base rendant la base admissible. Il faut alors s’assurer que la méthode de la sec-
tion 3 permettant de créer une partie principale peut étre perturbée par ce type de
changement de base.
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On peut mener i terme ce programme lorsqu’il n’y a pas de résonance nilpotente.
C’est ’'objet de la section 5. C’est en particulier le cas si la matrice Ay n’a pas
deux blocs de Jordan dont les tailles différent de 1. En général, il peut cependant
apparaitre une «résonance nilpotente» au cours de la «réduction pondérées» de la
matrice de la connexion. C’est ce qui est analysé en détail au §6 ou I’on précise les
situations possibles lorsque la réduction pondérée n’aboutit pas. Ceci est da au fait
que la condition d’intégrabilité ne donne pas suffisamment d’information en ce qui
concerne la partie de la matrice ©® qui commute 3 Ag.

Plus précisément, il est important de controler les matrices sur la partie Bdzy (resp.
pioe

T2
ne donne pas de contréle convenable sur celles qui commutent & Ag ; celles-ci sont de

poids 0 ou —1. En poids 0 elles sont primitives et ne posent pas trop de probléme. En
poids —1 elles existent seulement si Ag admet deux blocs de Jordan dont les tailles
différent de 1. Elles sont de la forme [Ag, S] ou S est primitive de poids 1. On dit alors
qu’il y a résonance nilpotente si, lorsque le lieu des poles est {z; = 0}, la matrice ©
de la connexion s’écrit

d
O =z AO-—?—I- + z?* Rdzs + termes de poids < —2
1 o 1

) de © qui sont de poids > —1 (relativement & H). La condition d’intégrabilité

+ termes de poids > —1 et de degré > p;

ol R est de poids —1, commute & Ag et est telle que Ag + R est conjuguée a Ay (voir
le début du §6 pour une définition plus précise).

Lorsqu’on se trouve dans la situation de résonance nilpotente, la stratégie décrite
plus haut devient inopérante du fait de la présence du terme z{' Rdzs. Nous décri-
vons au §6.5 une méthode pour éliminer dans certains cas une telle résonance. Elle
s’applique notamment & toute connexion de rang < 5.

Pour terminer, indiquons les articles [17] et [30] qui considérent des situations ou
les éclatements sont inutiles.

1. Préliminaires
Nous reprenons les notations du §I.1. Nous allons considérer dans la suite des
anneaux A du type suivant :

-A=C |[£1,x2]] noté aussi @;
- A=0(U) [z1] (voir §1.1.1.1)

et la notion de A[f~!]-connexion, pour f € A — {0} (voir §1.1.2). On peut passer de
la seconde situation & la premiére par complétion formelle en un idéal maximal de A.
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Soit M une @[ f~1]-connexion, avec f € O et soit 7 une suite d’éclatements ponc-
tuels au-dessus de l'origine. Alors 7*M est un Ox3[(f © 7)~!]-module libre, muni
d’une connexion 7tV : si © est la matrice de V dans une base m de M, ntV ad-
met pour matrice dans la base image inverse la matrice 7*© de 1-formes sur ﬁ .
Nous noterons 7+ M la Oxgl(fo 7)~!]-connexion ainsi obtenue. Pour z° € E, nous

noterons (7t M),. la connexion formalisée en z° O _——

x°

*
®0XA,E,:¢° s Mzo.

s

Remarque. — Dans la suite de ce chapitre, nous serons amenés, a cause du corollaire
1.1.3.4, & ne considérer que des A[f~!]-connexions (libres) du type suivant :

A=C[[$1,.’L‘2]I, f=.’E1 ouf=a:1x2
(1.0.3)
A=0)[x1], f=a.

1.1. Suites d’éclatements locaux et centres permis

Eclatements locauz. — Soit @ = C {z1,22} et O=cC [z1,z2]. Un éclatement local
(resp. un éclatement local forn}gl) est une application @w* : O — O (resp. O — O)
induite par ’éclatement e : (C2,e"1(0)) — (C2,0) et la restriction OGsje-1(0)

() (resp. 06/\ - O<=—), ou z° € e~ 1(0).

63,:::° 2|e—1(0) C2,z°

Nous noterons aussi w : (&,zo) — (C2,0) (resp. w : (Ez,xo) — (@1",\0)) un
éclatement local.
La notion de suite d’éclatements locauz (formels) est alors claire.

——

Centres permis. — Donnons-nous un procédé P qui sélectionne, pour toute suite
Tp = Wno- 0w : X — C?

d’éclatements ponctuels au-dessus de 'origine, un nombre fini non nul de points dans
le diviseur exceptionnel &, qui se contracte sur un point par w,. Par exemple on peut
choisir les points de croisement de 7! ({x1z2 = 0}) qui sont sur &,. Si on se donne
une (5[ f~!)-connexion M, on peut choisir les points de £, ot la connexion image
inverse 7Y M n’admet pas une bonne structure formelle (ce qui est licite, d’aprés le
théoréme 1.2.3.2).

Les points du diviseur 7, }(0) ainsi sélectionnés (de maniére successive) sont appelés
centres permis pour P.

On peut alors définir par récurrence la notion de suite d’éclatements a centres
permis, ainsi que celle de suite d’éclatements locauz (formels) G centres permis. Dans
le premier exemple ci-dessus on dit que la suite est torique et dans le second exemple
que la suite est & centres M-permis.

Pour une propriété donnée, qui est locale ou locale formelle et stable par éclatement,
les énoncés suivants sont équivalents :
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(i) il existe une suite finie d’éclatements & centres permis 7 : X, E — CZ2,0 telle
que la propriété soit satisfaite en tout centre permis sur E;

(ii) pour toute suite infinie (w1, ..., @n,...) d’éclatements locaux (formels) & cen-
tres permis au-dessus de l'origine, ou w, : X, — X,_; est I’éclatement de
z(™=1) e X,_,, il existe ng tel que la propriété soit satisfaite en z(m0).

1.2. Eclatements toriques

1.2.1. Eventails et éclatements toriques. — Considérons le plan C2? muni de coordon-
nées (z1,x2) et par conséquent d’'un diviseur P = {z1z2 = 0}. Une suite d’éclatements
ponctuels au-dessus de l'origine est dite torique (relativement au diviseur P) si les
centres successifs sont toujours des points de croisement du diviseur image inverse de
P. 1l sera commode, dans la suite, d’utiliser le langage des éventails pour controler le
comportement d’une connexion aprés éclatements toriques. Nous allons rapidement
rappeler les principales propriétés (voir [18] pour plus de détails).

Soit m : X — C? une telle suite d’éclatements. Alors X est recouvert par un
nombre fini de cartes affines, chacune centrée en un point de croisement du diviseur
7~1(P). Pour chaque carte, on dispose de coordonnées (z},z}) et il existe des entiers
a,b,c,d > 0 avec

zyom = zPxy

xyom = ifah?

et le fait que 7 soit un isomorphisme hors de z} z}, = 0 équivaut au fait que ad — bc =
+1.

La donnée de la suite d’éclatements équivaut alors & la donnée d’un éventail ¥,
c’est-a-dire d’une subdivision du premier quadrant de R? (muni de son réseau stan-
dard N = N2) en cones rationnels de sommets 1’origine, n’ayant que des arétes en
commun. Chaque cone correspond & une carte et si 'on suppose, avec les notations
précédentes, que ad — bc = 1, la carte correspondant & (a,b,c,d) est donnée par le
cOne représenté sur la figure 1. L’éventail correspondant & 7 est régulier, c’est-a-dire

(b,d)

(a,c)

FIGURE 1

que pour chaque cone, les deux vecteurs du réseau N qui engendrent chaque aréte
engendrent aussi le réseau (le déterminant de leur composantes est égal & £1).
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Plus généralement, un éventail est une telle subdivision qui ne satisfait pas néces-
sairement la condition de régularité ci-dessus. Un tel éventail permet de définir une
variété Xs munie d’une application propre et génériquement bijective (modification)
sur C2. Cette variété est lisse si et seulement si I’éventail est régulier.

Si X' est une subdivision de ’éventail ¥ les modifications se factorisent :

X5 — Xy — C2.

Si ’éventail & est régulier, la modification Xz — C2 est une suite d’éclatements
toriques.

Tout éventail peut étre subdivisé en un éventail régulier, de sorte que toute modi-
fication Xy — C? peut étre dominée par une suite d’éclatements toriques.

Nous aurons besoin des résultats simples suivants.

Lemme 1.2.2. — Soit " un mondéme rationnel (r € Z?). Il existe une suite d’éclate-
ments toriques  telle que dans chaque carte on ait z” om = &'” avec ou bien r' € N2,
ou bien r' € —N2,

Démonstration. — Facile. O

Lemme 1.2.3. — Soit R un anneau commutatif et soit a = 3 N2 amx™ une série
formelle dans R[xy,x2]. Soit N(a) le polygone de Newton de a, bord de l’enveloppe

conveze de {meNHam;eo} [m + (R4)?]. Soient (m;)jes les sommets de N(a). Il eziste

une suite d’éclatements toriques m telle qu’au centre de chaque carte, a o ™ ait pour
polygone de Newton (dans les coordonnées naturelles de la carte) un quadrant, le

coefficient correspondant au sommet étant l'un des am; .

Démonstration. — On considére I’éventail dual du polygone de Newton : les arétes
sont formées des directions des cotés de ce polygone. On vérifie que tout éventail
régulier subdivisant celui-ci convient. O

Un argument tout a fait analogue permet de montrer aussi le lemme suivant :

Lemme 1.2.4. — Soit (a;)i=1,...,q une famille finie de séries formelles en x1,z2 a
coefficients dans R et soit k; (i = 1,...,q) un entier > 1. Il existe une suite d’écla-
tements toriques T telle que dans chaque carte naturelle, de coordonnées (y1,ys), on
puisse écrire

a;om=ai y™ - ui(y1,y2)

avec a? # 0, m; € N2, u;(0,0) = 1 et de sorte que dans chaque carte, I’ensemble
{mi/k; |t =1,...,q} admette un minimum pour ’ordre partiel naturel de Q2. O
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1.2.5. Connezions et éclatements toriques. — Soit M une (5[ f1]-connexion, avec
f = xi1xo. Soit 7 : )/(:E — 62-,\0 une suite d’éclatements toriques et z° un point
de croisement du diviseur (f o 7)~1(0). Soient z,x} les coordonnées naturelles de la
carte centrées en z° et considérons la connexion (7 M)z.. Soit m une base de M et
notons de méme la base image inverse par 7. Soit © la matrice de la connexion dans
cette base et (7*©),. la matrice dans la base image inverse. Si ’on pose

d d.
0= A(.’IZ],ZIZQ)ﬂ +B(x1>x2)ﬂ>
X1 X2

A (resp. B) est la matrice de 'opérateur D1 = 210;, (resp. D2 = x20,,) dans la base
m. On peut écrire, si la carte en x° est décrite par le cone (a,c), (b,d) :

dzt
+B =2

Ty P

avec A’ =aAon+cBormet BB =bAon+dBomet A (resp. B') est la matrice de
D} (resp. D). On peut faire agir sur (7 M) . les opérateurs D; et Ds en inversant
ces formules :

!
(1" @)go = 4/ %L

D, ¥ 4D - ¢D)

Dy ¥ 6D} + aD}
si ’on suppose par exemple que ad — bc = 1. La matrice de D; dans la base image
inverse n’est autre que A o 7 et celle de Ds est B o 7. Il est important de remarquer
que les coefficients de (D}, D5) sur (D;,D2) correspondent exactement aux vecteurs
primitifs sur les arétes du coéne correspondant & la carte considérée.

1.3. Premiére réduction. — Nous allons montrer comment ramener 1’énoncé
1.2.5.1 a celle de I’énoncé plus faible 1.3.1 ci-dessous. Il s’agit d’une part d’affaiblir
les conditions sur les exponentielles données dans la définition de bonne décomposi-
tion formelle et d’autre part de permettre des suites composées d’éclatements et de
ramifications. Introduisons d’abord quelques notions.

Eclatement local formel. — Soit X un ensemble fini. Un éclatement local formel wy,
de centre 0 et pointé en X est la donnée, pour tout z € X, d’'une application wj , :

O — O satisfaisant la propriété suivante : soit e : 82,6_1(0) — (/32,\0 I’éclatement de
l'origine. Il existe alors une inclusion X C e~!(0) de sorte que pour tout 2 € X, @} o
soit égale & 'application induite par e* en 2 € X.

Si M est une (5[ f~1]-connexion, nous dirons que ’éclatement local formel est com-
plet relativement & M si tout centre permis relativement & M sur e~!(0) est contenu
dans X.

Ramification locale formelle autour d’un diviseur. — Soit f € O. Une ramification
locale formelle autour de (f) est la donnée d’une application w* : O — O telle que :

— si f ne définit pas un diviseur & croisement normaux, w* est I'identité;
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— si f définit un diviseur & croisements normaux, tw* est une ramification (cy-
clique ou bicyclique) autour de la (ou des) composante(s) de (f).

Suite composée d’éclatements et de ramifications. — Nous allons définir par récur-
rence sur n la notion de suite de longueur n composée d’éclatements locaux formels
et de ramifications locales formelles. A une telle suite est associé un ensemble fini X,,
et pour chaque z € X,, un diviseur (f;), avec fy € 0.

— Sin =0, la donnée d’une telle suite est simplement la donnée de Xy = {0} et
de f=fo€O.
— Pour n > 1, c’est la donnée d’une suite de longueur n — 1 (donc aussi de X,,—;
et pour tout z € X1 de f; € @) et, pour tout x € X,,_1,
— soit la donnée d’un ensemble fini X, et d’un éclatement local formel
@y, » de centre z et pointé en X,
— soit la donnée d’une ramification locale formelle w} en x autour de (f,)
(dans ce cas on posera X, e {z}).

Nous définissons alors X,, = I_[:cexn_1 Xz, qui est un ensemble fini muni d’une ap-
plication surjective dans X,—; et, pour tout y € X,, d'image x dans X,_; on pose
fo = @} 4 (fa).

Siz € X,,, on note m; : O—-01a composée des applications w & partir de z. Si
M est une O[f~]-connexion, on note (77 M), la O[f;!]-connexion image inverse de
M.

Une telle suite est dite compléte si tous les éclatements locaux qui la composent le
sont.

Par exemple, si on se donne une suite d’éclatements ponctuels au-dessus de l’origine,
on peut en faire une suite d’éclatements locaux formels en prenant pour X,, & ’étape
n la famille des points de croisements du diviseur exceptionnel. Si on prend & chaque
étape la famille des centres M-permis, on obtient une suite compléte relativement &
M.

Conjecture 1.3.1. — Soit M une @[ fY]-connexion. Il existe une suite M -compléte
de longueur finie N composée d’éclatements locaux formels et de ramifications locales
formelles telle que, pour tout x € Xy, f, définisse un diviseur & croisements normauz
et que la connexion (7} M), admette une décomposition en somme directe de O| -
connexions formelles élémentaires.

1.8.2. La suite de cette section sera consacrée & la preuve (1.3.1) = (1.2.5.1). Nous
allons procéder en deux temps : d’abord trouver une suite M-compléte telle que la
décomposition soit en fait une bonne décomposition formelle; puis montrer qu’une
telle suite peut étre dominée par une suite M-compléte ot on effectue d’abord les
éclatements et, & la fin, les ramifications. On utilise alors le théoréme 1.2.3.2 pour
conclure.
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Pour le premier point, on peut supposer que M satisfait la conclusion de 1.3.1.
Soient (pq)ac.a les exposants distincts (mod O) des facteurs exponentiels d’une dé-
composition de M. Il existe une suite d’éclatements au-dessus de l’origine telle que

I'image inverse de
II #o II (ba — w0)
acA a#f

définisse un diviseur & croisements normaux (on écrit un tel produit f/g avec f et g
dans O et on applique 1.3.3).

Au-dessus de chaque point de croisement de ce diviseur, il existe une suite d’écla-
tements toriques telle que, dans chaque carte torique, la famille des exposants —my,,
des po et —ma 5 des o — g soit contenue dans N2 U (—~N2) (lemme 1.2.2) et soit
totalement ordonnée pour l’ordre partiel de Z2 (lemme 1.2.4).

Alors I'image inverse de M par cette suite d’éclatements m admet une bonne dé-
composition formelle en tout point de 7~ !(0) et en prenant la suite locale formelle
compléte qui lui est associée comme indiqué plus haut, on obtient ’assertion voulue.

O

Pour montrer le deuxiéme point, le lemme suivant sera 1’outil essentiel.

Lemme 1.3.3. — Soit p : 627) — 627) une ramification locale autour de (f) =
(z1) ou (f) = (z1x2) et soit e Uéclatement lorigine. Il existe alors un diagramme

commutatif
!

I
Y, F m
le
— p —
Ccz, 00— C2,0

ot est une suite (globale) d’éclatements ponctuels, p' est un revétement sur un ouvert
de X', E' complémentaire d’une réunion de composantes de E', ramifié cyclique autour
de (m*f) et enfin Y', F' est lisse et ' est surjective.

Démonstration. — Considérons des coordonnées (21, z2) sur (727) et des coordonnées
(y1,y2) dans une carte de 17,7*" de sorte que p soit définie par x1 = 27!, z2 = 232 et
e par z1 = y1Y2, 22 = Y2 (si (f) = (@1) on a az = 1). Notons Yo, F' cette carte de
Y. Le raisonnement est analogue pour 'autre carte de Y. L’application p o e est donc
donnée par z1 = yys?, T2 = y5>.

Soit X la variété torique affine correspondant au coéone dessiné sur la figure 2,
lorsque Q? est muni de son réseau standard Z2. La variété Y, est la variété lisse
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a2

FIGURE 2

correspondant au méme cone lorsque Q? est muni du réseau engendré par les vecteurs
(a1,0) et (a1,as). L'inclusion des réseaux définit un morphisme fini Yy — Xo. La
variété X n’est pas nécessairement lisse. Choisissons une subdivision ¥ de ’éventail
(formé de deux cones de dimension 2) de la figure 2 telle que tout cone de dimension
2 de ¥ soit régulier. Cette subdivision définit un morphisme X’ — C? qui est une
suite d’éclatements ponctuels au-dessus de l'origine.

a2

ag

FIGURE 3. L’éventail ©

Chaque aréte de ¥ correspond & un diviseur de X' et si cette aréte est de pente
> 0 et # 00, ce diviseur a pour image 0 dans C?. Le complémentaire X dans X' des
diviseurs dont les arétes correspondantes ne sont pas dans le cone {((a1,0), (a1, az)) est
muni d’une application X} — X dont la composée avec Xo — C? est la restriction
a X{ de la suite d’éclatements X' — C2.

On note de méme Y’ et Yy les espaces obtenus & partir de ¥ en utilisant le réseau de
base (a1,0) et (a1, a2) et on dispose d’un morphisme fini p’ : Yj — X{. Dans chaque
carte correspondant & un cone de dimension 2 de ¥, ce morphisme est un revétement
cyclique ou bicyclique ramifié le long du diviseur correspondant aux arétes de ce cone.
Sur chaque aréte, I’ordre de ramification est ’entier n tel que v = n - u, si u est le
plus petit vecteur du réseau Z? sur cette aréte et v celui du réseau de base (a;,0) et
(O[ 1, 012).

On fait de méme pour l'autre carte de e : on a 21 = y1, 22 = y1y2 et le cone
correspondant est
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(631

FIGURE 4

On remarque que si ag = 1, il n’est pas nécessaire d’effectuer une ramification
autour du diviseur de X' correspondant & ’aréte verticale, qui est le transformé strict
par 7 de {y2 = 0}. Autrement dit, le lieu de ramification de p est bien (7*(f)).

Terminons la preuve du second point. On remplace la suite de départ (fleches
simples dans le diagramme ci-dessous) par la suite des fléches en tirets.

Notons Yy C e~1(0) I’ensemble fini pointant 1’éclatement local e. La suite & partir de
Y’ est définie comme transformée stricte par ' de la suite & partir de Y (i.e. produit
fibré privé des composantes irréductibles non dominantes sur Y). Il reste & définir
les nouveaux ensembles finis successifs }j,... On prend 'image inverse des ensembles
correspondants sur la suite issue de Y. Si 'image inverse d’un point est un diviseur,
on la remplace par I’ensemble des centres M-permis sur ce diviseur.

Si la suite de départ est M-compléte, la nouvelle suite I’est encore.

En itérant le procédé un nombre fini de fois, on obtient une suite M-compléte ou
les éclatements sont effectués au début et les ramifications & la fin. O

2. Cas particuliers de réduction

2.1. Connexions avec D; régulier. — Nous considérons ici I’anneau

R = C[x1,z2] [:cl_l] (resp.C [z1, z2] [ml”l, x;l]).
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Nous désignerons par Mg une R-connexion que nous supposons ici R-libre de rang d.
Nous supposons enfin qu’il existe une base m de Mg dans laquelle la matrice A; de

D, & 210;, est & éléments dans C [z1,22] = 0.

Proposition 2.1.1
(1) Si R = C[x1,z2] [27"], il existe une base n de Mg dans laquelle la matrice de
D, est constante et pour laquelle on a 8, -n = 0.
(2) Si R = C[x1,2] [z7", 23], alors quitte & faire une ramification par rapport
a xo, la connexion Mg est somme directe de connezions élémentaires.

Démonstration. — Dans les deux cas, la démonstration utilise le lemme suivant (voir
par exemple [39]) :

Lemme 2.1.2. — 1l existe une base m' de Mg dans laquelle la matrice A} de D,
est & éléments dans C [z2] et ad A} — pId est inversible sur End(C [z2]%) pour tout
p € Z — {0}.

Démonstration. — On peut appliquer le méme procédé que dans le cas d’une variable
(cf. loc. cit. prop.6.1) pour trouver une base m’ dans laquelle A} = A;(0,z3) si
ad A1(0,z3) — pId est inversible sur End(C [[xz]ld) pour tout p € Z — {0}. Cette
condition est satisfaite si et seulement si elle ’est en restriction a x3 = 0, c’est-a-dire
si et seulement si les valeurs propres de A;(0,0) ne différent pas d’un entier non nul.
Si cette condition n’est pas satisfaite, on décale les valeurs propres de A;(0,0) par
un changement de base m” = B - m/, ot B est dans GL(d, C [z1] [z7]) (cf. loc. cit.
démonstration de 6.1). O

Notons A}, la matrice de 8;, (resp. de Dy af 220;,) dans la base m' donnée par le
lemme. Puisque D10,, = 0z,D1 (resp. D1D2 = D2D4), on doit avoir la relation :
azz (All) - ‘Dl(Afz) = [Allv l2]
(resp.  Da(A}) — D1(43) = [A}, 43)).
Posons B} = D;(A}). On doit alors avoir
_’DI(BQ) = [ llvBé]

On développe cette relation suivant les puissances de z; et on utilise le fait que
ad A} — pId est inversible sur End(C [2]%) pour tout p € Z — {0} pour en déduire
que B} =0 et donc A} est a éléments dans C [z2] (resp. dans C [z2] [z5]).

Dans le premier cas, posons M, = C [z2] - m’, qui est un C [z2]-module libre de
rang d avec action de J;, (de matrice A}). Cette (C [z2], 8;,)-connexion est aussi
munie d’'un endomorphisme D;. Il existe une base horizontale sur C [z2], c’est-a-dire
une base n dans laquelle la matrice de 8,, est nulle. La matrice (encore notée A; (x2))
de D; dans cette base doit satisfaire maintenant

Dz(Al) = O
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donc A; est constante. Puisque Mg = R ®cjs,] M2, on en déduit le premier point de
la proposition.

Dans le deuxiéme cas, on pose My = C [z2] [z5']-m’. C’est une (C [z2] [z5 ], Da)-
connexion munie d’'un endomorphisme D;. Distinguons encore deux cas.

Si M, est réguliére, il existe une base n dans laquelle la matrice Ay de D2 est
constante et ad A» — pId est inversible sur End(C?) pour tout p € Z — {0}. Notons
encore A; la matrice de D; dans cette base, qui est & éléments dans C [x2] [z5]
(les poles en zo provenant d’un éventuel décalage des valeurs propres de As). Si on
développe la relation de commutation

D2(A1) = [A1, A2]

relativement aux puissances de z3, on trouve que A; = A;(0) et [A1(0), A2] = 0. La
connexion Mg est alors réguliére.

Si M, n’est pas réguliére, alors, aprés une ramification convenable z, = z5*, la
connexion image inverse M} est somme directe de (C [z5] [z }], D})-connexions élé-
mentaires inéquivalentes. L’endomorphisme D; se reléve de maniére naturelle & M
et il s’agit de voir qu’il préserve la décomposition en somme directe. Ce dernier point
provient du fait qu’il n’y a pas de morphisme non trivial d’une connexion purement
irréguliére vers une connexion réguliére (d’une variable x4) ou inversement : en ef-
fet, le polygone de Newton de la connexion irréguliére élémentaire ainsi que celui de
chaque sous-quotient ont une seule pente, qui n’est pas nulle; on conclut en utili-
sant que tout morphisme «préserve les pentes» (cf. [44, chap.III, prop. (1.4)]). Soit
R' = C [z, 3] [¢7", «5"]. Alors Mg est somme directe de R'-connexions libres M),
chacune admettant une base n{/) satisfaisant les propriétés suivantes :

~ la matrice A; de D; est a éléments dans C [z5] [z5 '],

— pour tout j il existe une fraction rationnelle ¢; (z5) telle que, pour la connexion
M g) ®exp(p;), munie de la base n() ®exp(y;), lamatrice de Dj soit constante,
ses valeurs propres ne différant pas d’un entier non nul.

La relation de commutation entre D; et D} implique comme plus haut que dans la
base n¥) la matrice de D; est constante, ce qui termine la preuve de la proposition
2.1.1. O

2.2. Connexions de rang 1

Proposition 2.2.1. — Soit M une R-connexion libre de rang d = 1. Il existe ¢ € R
et une R-connexion réguliere Rg de rang 1 tels que Mg soit isomorphe a4 £¥ ® Rrg.

Démonstration. — Supposons que R = C [x1, z2] [x7 ", 25 ']. Soit m une base de Mg
et posons

Dy m=¢;-m

Dy -m= @z -m
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avec 1,2 € R. On doit avoir Da(p1) = Di(ps2). Quitte & tensoriser Mg par
E£x(@1)B(22) avec a € C 1] [z7'] et B € C[x2] [z5'] convenablement choisis, on peut
supposer que ¢1(x1,0) = 0 et p2(0,z2) = 0. Dans ces conditions ¢1, D2 (1) = D1(p2)
et o ont méme polygone de Newton. Aprés tensorisation par £7(*1:%2) avec vy € R
convenablement choisi de support ce polygone, on diminue la distance de ce poly-
gone au quadrant N2. Ainsi, par récurrence, on peut se ramener au cas oil ¢; et s
sont dans C [z1,z2] et conclure (par un argument analogue A celui utilisé dans la
preuve du cas 2 de la proposition 2.1.1). Les autres cas de la proposition se traitent
de méme. O

On a aussi une caractérisation simple de la régularité en rang 1 :

Lemme 2.2.2. — Soit M une R-connexion de rang 1. Alors M est réguliére si et
seulement si dans toute base m de M, on peut écrire Dim = p1m et Oy,m = Yom
(resp. Dom = pam) avec 1,93 € C[z1,x2]- O

2.3. Décomposition suivant les valeurs propres. — Le théoréme de réduction
des connexions méromorphes en dimension 1 repose sur la possibilité de décomposer en
somme directe non triviale une connexion méromorphe pour laquelle la matrice (dans
une base convenable) a une partie principale avec deux valeurs propres distinctes.
Nous allons adapter ’argument (sous certaines conditions) en dimension 2.

Soit M une (’)[ f~!]-connexion avec f = x; ou f = z;x2. Nous supposons ici qu’il
existe une base m de M dans laquelle la matrice A de D, & 210y, s’écrit

Z Apz™
meN?2
ol Ag est une matrice (constante) non nulle. Nous avons posé r = (r1,72) et ™" =
z] x5 ™. Lorsque f = z; nous supposons que r; > 0 et 7, = 0 et, lorsque f = z1 22,
nous supposons que 71,72 > 0 non tous deux nuls. Soit A I’ensemble des valeurs
propres de Ag.

Proposition 2.3.1. — Sous ces conditions, il existe une décomposition de M en une
somme directe ®repaMy de @[f‘l]-connezions My telle que, pour chaque A\ € A,
il existe une base my de M) pour laquelle la matrice de Dy, a la méme forme que
ci-dessus et sa partie principale a pour seule valeur propre .

Remarque. — L’argument ci-dessous sur la stabilité par 8., m’a été fourni par B.
Malgrange et simplifie un argument initial qui donnait un résultat moins précis.

Démonstration. — Nous allons reprendre un argument de [61] (cf. aussi [4, §6.2
lemme 1]). Soit P, = (Id+2"T),) avec n = (n1,n2) € N2 — {0} et T}, une matrice
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constante de taille d égal au rang de M. Considérons 'effet du changement de base
de matrice P, sur A. On a

A" = P,APY + Dy (PP
ce qui s’écrit

:L'T(A/ —A) = Z Z(—l)k$m+(k+1)n[Tn7Am]T»,’f +n1 Z(_l)er+(k+1)nTrl::
meN2 k>0 k>0

Les coefficients A;, ne différent de A,, que pour m > n (au sens de 'ordre partiel
naturel de N?) et on a

Aln = An + [TnaAO]

Considérons sur N? un ordre total < tel que m < n = m < n. Il sera commode de
supposer aussi que pour tout n, ’ensemble des m < n est fini. On peut par exemple
utiliser ’ordre suivant :

n<m <> ny+neg<mpg+me oung+ne=mg+meetn <m;.
On peut donc écrire

A=z E Al z™
meN?2

avec Al défini ci-dessus et A;, = Ay, sim < n.

Supposons que pour tout m < n on ait trouvé T,, tel que , aprés le changement
de base de matrice Py, = [[y. <, Pm la matrice A’ de D; soit telle que, pour tout
m < n, la matrice A}, préserve la décomposition spectrale de Ay = Ag. On choisit
alors T, pour qu'il en soit de méme pour la matrice A def Al + [Tn, Ao] : on utilise
le fait que I’espace M4(C) des matrices de taille d sur C admet une décomposition en
somme directe My(C) = My4(C)s @ My4(C)®, out S est la partie semi-simple de Ao,
M4(C)s est I'espace des matrices préservant la décomposition spectrale et My(C)*
est 'image de ad S; de plus, ad Ay préserve cette décomposition et est bijective sur
M4(C)S (voir par exemple [4, preuve du lemme 1, §6.2]). On peut donc écrire la
décomposition de A/, : A!, = A" +ad S(T}) et il existe T}, avec ad S(T}) = ad Ag(T%).

Finalement, aprés le changement de base formel de matrice [],.. o Pm (produit
pris dans l'ordre <), on obtient une base m’' = (mjx, A € A) et une décomposition
M = ®M, en O[f!]-modules libres stables par D1, ou la matrice de D; a la forme
voulue.

1l reste & voir que cette décomposition est stable par 9;,. Pour cela, notons B =
anno B,z"™ la matrice de §,, dans la base m'. Il s’agit de voir que chaque Bp
préserve la décomposition spectrale de Ag. Nous allons le montrer par récurrence sur
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n (pour l'ordre <). Remarquons que cette propriété est satisfaite par By, si elle ’est par
ad Ag(B,) d’aprés ce qu’on a vu plus haut. Ecrivons alors la relation d’intégrabilité

D1(B) — 0:,(4) = [ A, B].
Pour tout p > ng on trouve, en identifiant les coefficients de zP~" :
(1 —71)Bp—r — (P2 =2 + DApyo1) = Y [Am,Bul.
m+n=p

On remarque que, vu les hypothéses faites sur 7, on a p—r < p et ainsi, par récurrence,
[Ao, Bp] préserve la décomposition spectrale de Ao, d’ou le résultat. O

Remarque. — Cette proposition permet de montrer que, dans la définition de bonne
décomposition formelle pour une @[ f~!]-connexion, on aurait pu imposer seulement
le fait que M soit extension de connexions élémentaires £9= @ R?*, les ¢, satisfaisant
les propriétés données dans la définition. En effet, une telle extension se scinde si les
o sont distinctes mod. 0.

2.4. Un cas particulier. — Nous restons dans la situation du §2.3 et nous sup-
posons de plus que le lieu des poles P(M) de la connexion M est {x; =0} et que
Ap est une matrice réguliére, i.e. que son polynéme minimal est égal & son polynoéme
caractéristique.

Théoreme 2.4.1 (Malgrange [47]). — Dans ces conditions, aprés une éventuelle rami-
fication autour du diviseur P(M), la connexion M se décompose en somme directe de
connezions élémentaires formelles. O
Remarques

(1) 11 n’est pas nécessaire ici d’éclater pour obtenir la conclusion de 1.3.1.

(2) La démonstration de Malgrange est donnée dans le cas analytique, mais le cas
formel est tout a fait analogue.

(3) Cet énoncé se généralise en toute dimension.

Corollaire 2.4.2. — La conclusion de 1.3.1 est vraie si le rang de M est < 2.

Démonstration. — On peut supposer d’abord que le lieu des poles est un diviseur &
croisements normaux, d’aprés le corollaire 1.3.4. Ensuite, en appliquant la proposition
4.3.1 démontrée plus loin, on se raméne au cas ou aux centres M-permis le diviseur
des poles est lisse. Puisqu’en rang 2 une matrice est réguliére, on peut appliquer le
théoréme de Malgrange ci-dessus. O

De la méme maniére on en déduit

Corollaire 2.4.3. — Si le lieu des poles P(M) de la connexion M est {z1x2 = 0} et si
dans une base convenable la matrice © de la connexion a la forme

=2 A(acl,acQ)dﬂ + B($1,$2)%
X1 T2
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our = (r1,r2) € N> — {0}, A et B sont sans péle et pour tous ni,ns € N — {0} la
matrice n1 A(0,0) + n2B(0,0) est réguliére et non nulle, alors la conclusion de 1.3.1
est vraie. O

2.5. Singularités inexistantes. — Nous allons expliciter dans ce paragraphe les
résultats de [5] (dans le cadre que nous nous sommes fixés). Il se trouve que la notion
«well-behaved » de loc. cit. p.87 est un peu trop contraignante (elle est plus forte que
la condition (B) introduite au §1.2.1.4). Aussi nous allons reformuler certains résultats
de loc. cit. en termes de la condition (B). Les démonstrations sont obtenues par une
petite modification de la récurrence faite dans loc. cit.

Soit A = O(U)[z1] (voir §1.1.1.1) k le corps des fractions de O(U) et K =
k[z:] [z7"] celui de A.

Théoréeme 2.5.1 (Babbitt-Varadarajan [5, § 7]). — Soit M une A[z]']-connexion libre
telle que la connexion My admette une bonne décomposition. Supposons que tous
les facteurs ¢, qui interviennent dans cette décomposition sont dans le quotient
Alz7']/A = OU)[z7]/OU) et satisfont la condition (B) sur U. Alors M admet
une bonne décomposition sur un voisinage (de Zariski) de tout point de U.

On a une version locale de ce théoréme. Soit X une surface analytique complexe,
z° € X et o1,z des coordonnées locales en z°. Soit Dy = {z; = 0}.
Théoréme 2.5.2 ([5, §10]). — Soit Mm une Om,mo[*Dl]—connemon. Supposons
que tous les g du modéle élémentaire donné par 1.2.3.8 sont définis au voisinage
de xz° (i.e. sont dans Ox go[*D1]/Ox zo) et satisfont la condition (B). Alors M)TI_D\l
admet une bonne décomposition formelle le long de D1 au voisinage de x°.

Corollaire 2.5.3. — Soit D = {z122 = 0} et M une Ox[xD]-connexion telle que
M([xD] admette une bonne structure formelle en (D,0) (i.e. sur C[z1,z2] [*D]).
Alors M admet une bonne structure formelle le long de D; au voisinage de 0.

Démonstration. — Commengons par supposer que M[xD] admet une bonne décom-
position formelle en 0. Alors le modéle élémentaire est de la forme M’ = M;[xD],
ol Mj est un modéle élémentaire & poles le long de D;, autrement dit les ¢, n’ont
de pole que le long de D, et les R, sont de la forme R*[xD] avec R* & poles le long
de D;. En particulier les ¢, satisfont la condition (B) au voisinage de l'origine. De
plus, d’aprés le corollaire 1.2.4.3, M’ est un bon modéle élémentaire au voisinage de
0. Ainsi, on peut appliquer le théoréme 2.5.2 ci-dessus pour obtenir la décomposition
le long de D;.

Pour terminer, il suffit de montrer que si M admet une bonne décomposition le long
de D; aprés ramification p donnée par z2 = p(z5) = z%’, alors M admet une bonne
décomposition le long de D;. Soit M’ 'image inverse de M par cette ramification.
Alors le germe M{ de M’ en 0 est muni d’une action du groupe Z/vZ, qui échange
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les facteurs exponentiels du modéle élémentaire. Si un facteur exponentiel n’est pas
invariant par cette action, on voit que la condition (B) ne peut étre satisfaite. Par suite
les facteurs exponentiels sont de la forme ¢, (z2) o p et les ¢, satisfont la condition
(B). Les parties réguliéres R, sont alors aussi invariantes par Z/vZ et par suite le
modeéle élémentaire de M’ est image inverse par par p d’un bon modéle élémentaire ME.,
1l reste & voir que l’isomorphisme M’ ~ Meé provient d’un isomorphisme M ~
M®.. Si on se donne des bases locales de M et M9, et si © et ©¢ sont les matrices
de connexion, on dispose donc d’une matrice P'(z1,x5) € GLd(Oﬁ’O) telle que
dP' = p*@ P - P 'p*@él.
La matrice tr P’ (trace de P’) donne 'isomorphisme voulu. O

Démonstration du théoréeme 2.5.1. — C’est une petite modification de celle de [5,
th.1, p.93]. Elle se fait par récurrence sur le couple (d,r;) ordonné lexicographique-
ment, ou d est rang de la connexion et r; ’ordre maximum du poéle le long de z; =0
des facteurs exponentiels ¢o. On montre d’abord ([5, th.2, p.88]) qu’il existe une
base de M dans laquelle la matrice de z,8;, n’a pas de podle (en ;) ou bien n’est
pas nilpotente. Dans le premier cas, on peut appliquer la proposition 1.2.3.9. Dans le
second cas, soit r; l'ordre du pole et A,, le coefficient de z; ™. Les valeurs propres de
Ay, sont les go‘(,,”) (coefficient de 7™ dans @, si les @, sont les facteurs exponentiels).
Alors, par hypothéses, si a # 3, on a i) = <p(”) ou bien ¢, — @g est une unité
locale, de sorte que A,, est « well-behaved» au sens de [5, p. 76].

S’il existe a, B tels que go(“) # gogl), on peut appliquer le méme argument que
dans la proposition 2.3.1, en développant seulement par rapport & z; et en utilisant
[5, cor. A.1.2 p.129] (voir loc. cit., cor.6.7.3, p. 81) pour obtenir une décomposition de
M.

Sinon, si 1 > 0, on tensorise par £~ %= et r; diminue strictement. Si r; = 0, on se

trouve dans le cas génériquement régulier déja traité. O
Démonstration du théoréme 2.5.2. — Elle se fait en deux temps, en suivant la dé-

marche de [5]. Soit k¥ = C{z2}[z;"] et considérons la k [z;] [z *]-connexion obtenue
& partir de M. Elle admet aussi une décomposition, obtenue par tensorisation avec
celle de 1.2.3.8. L’hypothése sur les 93 permet de voir, comme dans la démonstra-
tion ci-dessus, que M admet une décomposition analogue aprés tensorisation par
C{as} [z1] [o7"]

Il s’agit ensuite de controler le rayon de convergence en xs des changements de
base effectués pour passer de la connexion formelle & son modéle élémentaire. On
peut alors adapter & la condition (B) la démonstration de [5, lem. 10.2.1, p. 117] faite
avec I’hypothése « well-behaved ». O
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3. Réduction logarithmique de 1-formes différentielles méromorphes

3.1. Formes méromorphes réduites. — Soit O une 1-forme différentielle méro-
morphe formelle & valeurs dans un espace vectoriel V' de dimension finie (dans les
sections suivantes, on prendra V = My4(C)) : si on se donne une base (v;) de V, on
peut écrire © = 3 w;v; o les w; sont des 1-formes & coefficients dans O[f 1] et (f)
est le diviseur réduit des poles de ©. Nous le noterons aussi P(0).

Remarque. — Les résultats de cette section s’appliquent aussi bien aux germes mé-
romorphes convergents et les démonstrations sont identiques. Seul le cas formel nous
sera utile.

3.1.1. Nous dirons que O est faiblement réduite (resp. fortement réduite) si P(©) = &
ou s'il existe des coordonnées (z1, z2) dans lesquelles f = x; ou f = x123 (i.e. f définit
un diviseur & croisements normaux) et si ’'une des propriétés suivantes est satisfaite :

(1) © est au plus a poles logarithmiques ;
(2) Si P(©) ={z; =0}, il existe s >0et A,B€ O®cV avec

0=z [A% + Bdwg] et (non résonance) Ag af A(0,0) # 0;

(3) siP(®) = {r1z2 = 0}, il existe s1, s2 > 0, non tous deux nuls, et A, B € OocV
avec

sy — dx dx
O =y ;™ [A—l + B—z]
X1 o
et les conditions de non résonance
— pour tous ny,ne € N — {0}, on a ny1Ag + n2By # 0,
— (pour le cas fortement réduit uniquement) s;Ag + s2Bo # 0 .

Remarque. — Ces conditions ne dépendent pas du choix des coordonnées, tant que
celles-ci sont adaptées au diviseur P(0O).

Aprés un éclatement e, on n’a pas nécessairement égalité dans l'inclusion (évidente)
P(e*®) C e~ 1(P(O)). Aussi il sera utile de ne pas imposer que le diviseur de référence
soit celui des poles de la forme méromorphe.

3.1.2. Donnons-nous donc un diviseur réduit P A croisements normaux (formel) sur
lanneau C [z, z2]. Nous supposerons que les coordonnées sont choisies de sorte que
P = {z; = 0} ouP = {z;z2 = 0}. Donnons-nous aussi un diviseur effectif D & support
dans P : nous dirons alors que le couple (P, D) est admissible. Nous noterons D = (z")
avec r = (r1,r2) € N2 — {0} et nous avons r, = 0 dans le premier cas. Si e est
l’éclatement de 'origine, e~'P désigne le diviseur réduit image inverse de P et e*D
le diviseur image inverse de D par e. Le couple (e 1P, e*D) est admissible si (P, D)
Pest et la multiplicité de e*D le long de e~1(0) est r; + 7.
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3.1.8. Soit QeV® Qla(log P) une 1-forme logarithmique le long de P & coeflicients
dans V ® O. Si l'on se donne de plus un couple admissible (P, D), on peut associer
une 1-forme méromorphe formelle (& valeurs dans V)

0=q(-D) ¥

et 'on a P(O®) C P. Inversement, & une forme méromorphe © dont le diviseur réduit
des poles P(O©) est & croisements normaux on associe un unique diviseur D(©) i

support dans P e P(O©) et une 1-forme Q € Qg(log P) comme suit :
- Si P(O®) = {z1 =0}, il existe 57 > 0et A,B € O®cV uniques avec

0=c (4% | Bdr,
1 1

et A et B non simultanément divisibles par z; ; on pose alors D(©) = (z7') et
Q=z'0.
- 8i P(©) = {z122 = 0}, il existe s1,82 > 0 et A, B € O ®c V uniques avec

0= $1—815E2_82 I:A(iﬂ + Bdl'z]
1

et A et B non simultanément divisibles par x; ou z; on pose alors D(Q) =
(z1x3?) et Q = 272320,
3.1.4. Nous dirons que  est faiblement (resp. fortement) réduite relativement au
couple (admissible) (P, D) si 'une des propriétés suivantes est satisfaite, en posant
D =(z"):
(1') z7"Q est au plus & poles logarithmiques le long de P ;
(2') si P = {x; = 0}, il existe 01(N) =01 (N, P,D) >0et A,B € ORcV avec

Q= x‘l”(n) [AC;ﬂ + Bd(l‘z] et (non résonance) Ag o« A(0,0) # 0;
1

(3") si P = {zx2 =0}, il existe 01(Q) = 01(Q, P, D), 02(2) = 02(2,P, D) avec
0<01(2)<r,0<0)<rset A,BE O RcV avec

+ BdﬂJ
ry T2

Q = o1 ® 0@ [Afiﬂ

satisfaisant les conditions de non résonance
— pour tous ny,n2 € N — {0}, on a nyAg +n2By # 0,
— (pour le cas fortement réduit uniquement) ry Ag + 2By Z 0 .

Les conditions ne dépendent pas du choix de coordonnées tant que celles-ci sont
adaptées & P. D’autre part nous omettrons la dépendance par rapport a (P, D) lorsque
ce couple est fixé. Dans le premier cas, il sera utile de poser 02(2) = 0.
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Définition 3.1.5. — Lorsque 2 est (faiblement) réduite et n’est pas a poles au plus
logarithmiques, la partie principale de  est la forme
d d d
A()ﬂ SiP={$1 =0} et Aoﬂ-l-Bo—x-z- SiP:{l'l(Ifz:O}.
x1 T T2

On vérifie facilement que si e est ’éclatement de ’origine et si ) est faiblement
(resp. fortement) réduite, il en est de méme de e*Q (relativement & (e~!P, e* D), nous
le sous-entendrons toujours) en tout point x° de e~1(0) et que la partie principale de
cette derniére est I'image inverse par e de celle de 2.

Si © est une forme méromorphe faiblement (resp. fortement) réduite au sens du
§3.1.1, on pose P = P(©) et D = D(O); alors ey ©(D) est faiblement (resp.
fortement) réduite rel. (P, D).

Si P = {x1 = 0} et Q est faiblement réduite, alors Q est aussi fortement réduite
(nous dirons simplement que Q est réduite). De plus, Q est réduite rel. (P, D) si et
seulement si ©® = Q(—D) est réduite au sens du §3.1.1. On a alors D(©) = D.

Si P = {z122 = 0} il se peut que Q soit faiblement réduite rel. (P, D) sans étre

fortement réduite rel. (P, D) ou sans que O soit faiblement ou fortement réduite :
. dz

par exemple pour le premier cas on prend r; > 0, rs = 0 et Q = x‘l"xng—z avec
T

d
By # 0 et pour le second on prend 711 =1, 7, =0 et Q = dxy = x2 [%] (02 =1).

Néanmoins on a

Lemme 3.1.6. — Soit P = {122 = 0}, (P, D) un couple admissible et Q faiblement
réduite rel. (P, D). Il existe une suite d’éclatements ponctuels 7 : )/(,-E' — C/QF) telle
que

(1) 7*Q soit fortement réduite rel. 7*(P, D) en tout 2° € 7~1(0);

(2) =*0O «r 7*(x~"Q) soit fortement réduite en tout x° € 71(0).

Démonstration. — Le probléme se pose en un point de croisement de P uniquement.
On utilise une suite d’éclatements toriques pour faire en sorte qu’en chaque point de
croisement du diviseur image inverse, les nombres ;1 — 0; et ro — 02 soient de méme
signe. Alors (I’image inverse de) © est faiblement réduite en ces points de croisement.
Un autre éclatement torique permet d’éliminer la résonance éventuelle, indésirable

dans le cas fortement réduit. O
Théoréme 3.1.7. — Soit © une 1-forme méromorphe a valeurs dans V. Pour toute
suite infinie (w1,...,@n,...) d’éclatements locaux (formels) au-dessus de l’origine,

avec wy : (Xn,x(")) = (Xp_1, 2D et 1, = wp0---0ow, il existe ng tel que 7,0
soit fortement réduite en x(™) .
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Nous utiliserons ce résultat sous la forme suivante (en reprenant la notion de centre
M-permis du §1.1) :

Corollaire 3.1.8. — Soit © une 1-forme méromorphe a valeurs dans V et soit M une
connexion méromorphe. Il existe une suite finie d’éclatements = : X,E — C2,0 4
centres M -permis telle que 7*© soit fortement réduite en tout centre M -permis sur

E.

O

Remarques

(1)

(2)

3)

Supposons que © soit définie sur un anneau O(U) [z;] [z7!]. On écrit © sous
forme logarithmique

O=z" [Aﬁ + Bdwz]

T
avec A,B € O(U) [z1] ® V. Il n’est pas vrai que O soit réduite en tout point
d’un ouvert de Zariski de U (prendre par exemple © = xl_ldmg). C’est pourquoi
on ne peut imposer la réduction qu’en un nombre fini de points du diviseur
exceptionnel. Il sera commode plus tard de choisir justement les centres permis
relatifs & la connexion définie par ©.
On peut démontrer ce théoréme en partant du théoréme de Seidenberg concer-
nant la réduction des 1-formes holomorphes ou formelles (sans pole) (cf. [59],
voir aussi [49]). Cependant, nous allons en donner une démonstration directe,
inspirée en partie de celle que donne F. Cano pour le théoréme de Seidenberg
([16]). En fait, la démonstration que nous donnons est plus compliquée que
nécessaire, le recours aux invariants apparents du § 3.2.5 étant inutile pour dé-
montrer uniquement le théoréme 3.1.7 (on peut remplacer *m par m dans la
proposition 3.3.1). Néanmoins, cette démonstration aura l’avantage de pouvoir
subir sans trop de dommages des perturbations dues aux changements de base
quand nous traiterons au § 5 du cas nilpotent.
On peut supposer, en utilisant la proposition 1.3.3, que P(0O) est a croise-
ments normaux. Soit P = P(O) (supposé non vide), D = D(O) = (z") et
Q = (D) = z"0. 1l suffit alors de montrer 'existence de 7 telle que 7*Q
soit faiblement réduite (rel. (w~1P,7*D)) en tout centre M-permis, d’aprés le
lemme 3.1.6.

Lemme 3.1.9. — Soit (P, D) un couple admissible et Q € V ® Qg(log P).

(1)

Considérons une suite infinie d’éclatements

o2t X B, — . 1, C2,0

ou wy, est l’éclatement de z» V) € E,_, et E, = w,; Y (En_1), et supposons
que pour tout n, (™ est un point lisse de ;P (ot 7, est la composée des w;
pour i < n). Il existe alors no tel que m)y Q soit réduite en x(™),
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(2) Supposons que P = {x1z2 = 0}. Il existe alors une suite finie d’éclatements
toriques T relativement a P telle que w*$ soit réduite en tout point de croise-
ment du diviseur 7~1P.

(8) Si P = {x1z2 = 0}, pour toute suite infinie (w,) d’éclatements toriques rela-
tivement a P, il existe ng tel que m;, Q soit réduite en z(no),

Démonstration. — Pour le premier point, on vérifie que, si 7;2 n’est pas réduite en
z(™ Pordre du zéro de 7% +1Qen x("+1) est strictement supérieur a celui de {2 en
z(™ alors que celui de 'image inverse de D reste fixe.

Montrons que (2) = (3). Une suite d’éclatements toriques correspond & une sub-
division du premier quadrant de R? (voir le §1.2) : si la subdivision est définie a
I’étape n — 1, le point z("~1) correspond au choix d’un céne de cette subdivision et
I’éclatement de ce point & la subdivision de ce cone obtenue en ajoutant la bissectrice
comme nouvelle aréte. Si n est assez grand, le cone correspondant & (™ est un cone
de la subdivision donnée par le point (2). Alors w0 est réduite en (™) et I’on peut
appliquer le lemme 3.1.6.

Montrons enfin le point (2). En appliquant les lemmes 1.2.2 et 1.2.4 (avec tous les
poids égaux & 1) aux éléments A;; du coefficient A de dz,/z, et B;; du coefficient B
de dz2 /x4, on peut trouver 7 telle que dans chaque carte torique (z, %), on ait

Aom =’ [Ao + Ay (z}, z})]

Bor =" [By + Bi(z}, zh)]
avec s' € N2, Ay et By non toutes deux nulles et 4;(0,0) = B;(0,0) = 0. Il existe
alors au plus un couple (n;,ns) d’entiers > 0 premiers entre eux tel que 'on ait
n1Ap + n2By = 0. Si un tel couple existe, on subdivise 1’éventail en introduisant
I’aréte portant le vecteur (n1,ns) (pour chaque carte torique) puis on subdivise encore
si besoin pour obtenir un éventail régulier. Montrons que cet éventail convient. Nous
sommes maintenant ramenés au cas o1, dans un carte comme ci-dessus, il n’y a plus de
résonance entre Ag et By. Les coefficients de 7*() s’expriment dans la carte considérée
comme combinaison & coefficients dans N de Aom et Bow (¢f. §1.2.5). On en déduit
le résultat. O

3.2. Démonstration du théoréme 3.1.7 (préliminaires)

3.2.1. Polygones. — Dans la suite, «polygone» désigne ’enveloppe convexe d’un
ensemble de quadrants m + N2 avec m € N2. On note N un tel polygone. Nous
utiliserons les notations suivantes :

01(IN) = abscisse du coté vertical de N
02(N) = ordonnée du c6té horizontal de N
m(N) = inf n; +ny (multiplicité)

neN

m(N) = m(N) — (01 (N) + 02(N)) (multiplicité réduite)
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Considérons sur N? ’ordre lexicographique lex ((ni,m2) est plus petit que (nj,n})
si ng < nj oun; = nj et ng < nj). Nous pouvons définir alors I’entier B(N) : le
sommet de N sur ’axe vertical, c’est-a-dire encore minjex IV est par définition le point
de coordonnées
(01(N),02(N)) + (0,b(N)).
Nous considérons aussi le « bord compact» ON : c’est la réunion des arétes compactes
et des sommets du bord de N. Nous noterons aussi
(1) 8aN l'aréte fermée ou le sommet d’appui de la droite ny +ne = m(N) et h(N)
la longueur horizontale (ou verticale) de o N (éventuellement h(N) = 0).
(2) 8°N la réunion des arétes fermées de ON qui sont de pente dans ] —1,0[ et du
sommet sur le c6té horizontal ;
(3) 8°°N la réunion des arétes de pente dans ] — co, —1[ et du sommet sur 'axe
vertical.

02 ¢

01 h
F1GURrE 5. Exemple de polygone N

On a les inégalités
(3.2.2) h(N) < m(N) < b(N).

Notons Lo : N2 — N2 la forme linéaire Lo(ni,n2) = (n; + n2,n2) et de méme
Loo(n1,n2) = (1 + na,m1).
Lemme 3.2.3. — On a m(Lo(N) + N?) < m(N) et de méme pour Lo.
Démonstration. — On remarque d’abord que Lo(IN) + N2 est égal a Lo(0°N) + N2.
Posons N% = 8°N + N2. On a 02(N®) = 02(N), 01(N®) > 01(N) et m(N°) = m(N),

donc m(N°) < Mm(NN), donc il suffit de montrer le résultat lorsque N = N°. Dans ce
cas, si on pose n = (n1,n2) = minex N, on any = o et

M(N) = (n1 +ng) — (01 + 03) = ng — 03 = b(N).

Comme on a de maniére évidente b(Lo(N) + N2) < b(V), on en déduit 1'assertion. Le
cas de Lo, se fait en changeant ’ordre lexicographique. O
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3.2.4. Polygone de Newton. — Soit (P, D) un couple admissible et 2 € V®Qz§(log P).
On note D = (z") et on reprend les notations du §3.1.3.

Si I'on pose, pour m € N2, Q,, = Apdx,/z1 + Bndzs (resp. +Bpdza/x2) avec
A =3 Anz™ et B = Y Bpa™, on définit le polygone de Newton N(Q) comme
I’enveloppe convexe dans N? des quadrants m + N? pour lesquels 2, # 0. Nous
noterons alors m(2) au lieu de m(N(f2)), etec.

Lorsque P = {x; = 0}, nous poserons cependant 02(2) = 0 et nous définissons m
et b avec cette valeur de 02, de sorte que b est 'ordonnée du sommet minje, N ().

Nous poserons de plus

mﬂmz{mmmmpmm+n si P = {z; =0}
m(Q) si P = {z122 = 0}

Q) = {m+<m —ou(®) i P ={z =0}
m(§) si P = {x122 =0}.

Dans le cas P = {1 =0}, 0on a

mt(Q) = m(Q) < m(4) < m(B)
<~ m(Q) = m(A)

m*T(Q) > m(Q) <= m(4) >m(B) +1
<= m() = m(B) < m(A4).

Supposons choisi un axe privilégié lorsque P = {z1z2 = 0}. Nous ferons en sorte
que ce soit I’axe {z; = 0} pour simplifier les notations. On peut alors considérer aussi
P’ordre lexicographique comme au §3.2.1 et les invariants qui lui sont attachés.

3.2.5. Polygone de Newton apparent. — Soit (P, D) un couple admissible et 2 €
Ve Q%(log P) comme ci-dessus avec D = (z"). Définissons N'(2) comme ’enveloppe
convexe de N () et du quadrant r + N2. Nous allons maintenant définir les invariants
«apparents ».

Soit &'N'(Q) la réunion des arétes fermées et des sommets de ON(Q) qui ne
contiennent pas r. S'il est non vide, cet ensemble est formé d’une ou deux com-
posantes connexes (toujours une composante lorsque P = {z; = 0}). Nous noterons
2N (Q) la réunion disjointe des C' + N2 ou C parcourt 'ensemble des composantes
connexes de &' N'(Q2). On a donc par définition

8 °N(Q) = 9'N'(%).

Supposons, lorsque P = {z1z3 = 0}, que Pon ait choisi un axe privilégié, par
exemple {z; = 0}. Nous pouvons considérer les sommets minx &' N'(2) ainsi que
maxXjex ' N'(2), comme au §3.2.1.
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Définition 3.2.6
(1) Si P = {z;1 =0}, BH(0) = b(N'(R)) est I'ordonnée du point minje, &' N'(R) si
'N'(2) # & et %B(2) = 0 sinon.
(2) SiP= {l’lwz = 0},
- a},’(Q) est la distance verticale entre minjex 8' N'(Q) et maxjex 8'N'(2) si
O'N'(Q) # @ et B(Q) = 0 sinon ;
- 9(Q) est la longueur (verticale ou horizontale) de ’aréte de pente —1
de 0'N'(Q) si elle existe, *h(2) = 0 sinon;
- %m() = maxc m(C + N?), out C parcourt ensemble des composantes
de O'N'(Q) si O'N'(Q) # @, *m () = 0 sinon.
Nous utiliserons dans la suite 'invariant apparent

() = {GZ(Q) si P = {z1 =0}
am(Q) si P = {z122 =0}
On définit
PN ()] = °N'(Q) N ' N'(Q)

et 9 [*N ()] de méme. Des exemples sont donnés dans les figures 6 et 7.

minge, & N' (1)
—
8'N'(Q)

01 T1

FIGURE 6. Exemple de polygone N'(Q) lorsque P = {z1 = 0}

&' N'(9) ' N'(92)

FIGURE 7. Exemples de polygones N'(£2)
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3.2.7. Quelques propriétés. — On a &' N'(Q) = @ si et seulement si N(2) est contenu
dans le quadrant de sommet 7, i.e. 7" est au plus & poles logarithmiques le long
de P.

Si P = {x; =0}, on a %(f2) = 0 si et seulement si N () est vide ou un quadrant
de sommet (mq,0) avec my < r1. Si °N(Q) # @, on a minjey *N(Q) = minex N(Q) et
B(Q) = b(N).

Si P = {z122 =0}, 0n a

- % (Q) < h(Q) et égalité si %h # 0, puisque les arétes de &' N'(2) sont des arétes
de ON(Q). Sim () < ri+7r2 on aaussi ®h = h:eneffet, si%h = 0et h # 0, c’est
que l'aréte de pente —1 de ON(Q) n’est pas une aréte de ' N'(Q) ; la droite
qui porte cette aréte est donc au-dessus point (r1,72); mais ceci est exclu car
on aurait alors m(Q) > r; + ra.

- Ona*m(Q) < m(92). De plus, 2m () = 0 si et seulement si chaque composante
de N (Q) est un quadrant ou si *N(f2) est vide.

~ On a %(Q) < M () < B(Q) < b(AQ).

— ) est réduite rel. (P, D) si et seulement si *N(Q2) est vide ou est un quadrant
égal & N'(Q2), dont les coefficients au sommet sont non résonants.

3.2.8. Comportement par éclatement. — Nous reprenons les notations du §1.1.3.1
pour les notations des cartes dans un éclatement. Les formules qui suivent seront
utilisées plus loin.

P = {z; =0}, D = (27*), carte (n) # co. — Supposons d’abord que P = {z; = 0}
et D = (z7'). Notons u = m(A) et v = m(B). Dans la carte (n) de I’éclaté de
coordonnées x},xh avec 1 = x}, T2 = zi(zh + 1), on a

d !
(3.2.9) e* = x'lm+(9) [A'-Zi,ll + B'dxg] et e*D = (z]")
ou z} ne divise pas simultanément A’ et B’ et
-siugv
A = A(zl, ) + M (a4 m) B, 0h)
(3.2.10)

B! = o1 B(a}, 2p)
ou A et B désignent les transformés stricts de A et B par e (;{ =z *Aoe,
B=2ga""Boe);
-sipzv+1
A=Y A (el 2h) + (b + ) B(a), 7))
(3.2.11)
B' = B(z},x}).
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Notons A, (resp. B,) la partie homogéne de degré . de A (resp. de degré v de B).
On a ainsi

!
(3.2.12) A'(o,x;)%””,l + B'(0, zb)da),
1
!
A,(1,zh + n)d—;,-l- sip<v

(4 (L2 ) + (@ + m)Bu(1, 2 + )] |+ n)dal

sipu=v+1,

I

B(l z2+n)[(x2+n) +dm2} sip>v+1.

P ={z1 =0}, D = (z7*), carte co. — Considérons maintenant la carte de coordon-
nées z,zh avec 1 = zizy et zo =Y. On a
"
er'2
x5
avec A” et B" non simultanément divisibles par z ou z4 et

(3.2.13) e*Q) = x’l’m+(9)x’2’01(9) [A" dxl + B2 ] et e*D = (wlllrl 1:/2/1‘1)

-sipgvy
A" = A4 a1
(3.2.14)
=4
—sip>v+1
A" = 2D F 4 B
(3.2.15)

B" = x’l’#—(l"*‘l) A'

11 sera utile ici de privilégier ’axe z} = 0 (diviseur exceptionnel) et de considérer
I'ordre lex introduit plus haut. Nous allons donc calculer la restriction a z}' = 0. On
a, avec les mémes notations que ci-dessus :

(3.2.16) A"(0,z )—T+B"(o,wg)dxg

Ayu(zy,1) <d.1:1 doy ) sip<y
) .T2 " II
dzy
= [A (xl2»1)+B(l2,71)] // +A/~b( l2,71) sipu=v+1
2

lI

B('z',l)-— sip>v+1

On a dans les deux cas :
(8.2.17) 01(e*Q) = m*(Q)
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et dans la carte (00)
(3.2.18) 02(€*2) = 01 ().

P = {z122 = 0}, D = (z"), carte (n) # co. — Supposons maintenant P = {z;z, = 0}
et plagons-nous dans la carte (), pour n # co. On a

() — o'm() Q) [ 4921 da
(3.2.19) e’ = 2"V ey +m) = | AT+ B
avec D = (27*1"2) sin # 0 et D = (" T™2x!2) si g = 0 et dans les deux cas
-sipu<v
(A= A+ "B
(3.2.20) 3
| B' = "B
-siu>v
(4" = x'l“_";f+ B
(3.2.21) 4
B' =B
\
et par suite
dr} dx}
9. AI A Yt ! ! 2
(3.2.22) (0, z5) ) +B (O,wQ)gE,2 e
, dr}y .
Au(1,25 +n) o SiH <wv,
1
! ] dwll ] d:l;,z H
= A+ ) + By (Lah + )] T+ By(Lah +m) 2 sin=w,
, dz’ dz), ' 2T
B,(1, ip 2 .
(1 $2+n)[x,1 +37'2+77] sip>v+1
On a donc
Q) sin=0,
(3.2.23) on(€*Q) =m(Q) et og(e*) = 2D S
0 sin #0.
P = {x122 =0}, D = (a"), carte 0. — Enfin on a une expression analogue dans la
carte (00) avec ici
(3.2.24) 01(e*Q) =m(Q) et 02(e*Q) = 01 ().

3.3. Réduction de 'invariant apparent

Proposition 3.3.1. — Soient (P, D) un couple admissible et Q2 € V®Q}5(log P). Pour
toute suite infinie (tw1,...,Wn,...) d’éclatements locaux (formels) au-dessus de l’ori-
gine, il existe ng tel que pour tout n > ng on ait l'une des deux possibilités suivantes
en ¢ (relativement & (7P, D)) :
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— Q) est réduite,
- (7 Q) =0.

Démonstration. — Nous supposerons dans la suite que N (2) # &. Nous allons consi-
dérer les propriétés suivantes pour 2, lorsque P = {z; = 0} :

(1) on a m(2) = m*(Q) et chacune de ces multiplicités est atteinte au sommet

minjex N'(Q) ;

(2) on a m(Q2) < m*(Q) et chacune de ces multiplicités est atteinte au sommet

minex N'(02);

(3) m(Q2) = m+(Q), m(N) est atteinte au sommet minjex N'(Q) mais pas m™.
Dire que m({2) est atteinte au sommet minjex N'(2) équivaut a dire que () = ().
Nous dirons que Q a un type si 'une de ces trois propriétés est satisfaite.

Commencons par montrer :

Lemme 3.3.2. — Soit (P, D) un couple admissible, Q € V @ Q%(log P) et e Véclate-
ment de Uorigine. On a, pour tout z° € e~1(0), l’inégalité

9 (e* Qo) < ().

Si P = {x; =0} et si ’I(N) > 1, il y a égalité en au plus un point y° € e~ (0);
st un tel y° existe, Q a un type : c’est le type (1) ou (2) si et seulement si y° est un
point lisse de e=1(0) ; de plus

(i) si Q est de type (1) (donc y° est un point lisse de e 1P) et si €*Q a un type
en y°, c’est le type (1) ;

(ii) si Q2 est de type (3) (donc y° est un point de croisement de e~ 1P), on a m(Q) =
1; de plus, si € est l’éclatement de y°, il existe au plus un point 2° € €71 (y°)
ot I (e*e*Q) = I (Q) ; si 2° existe, c’est un point lisse de e~ 1e 1P, et sic*e*)
a un type en z°, c’est le type (1).

La proposition résulte immédiatement de ce lemme et du lemme 3.1.9. En ef-
fet, considérons une suite infinie d’éclatements locaux pour laquelle l'invariant ¢ est
constant et non nul. D’aprés le lemme 3.1.9-(1), si la premiére conclusion de 3.3.1
n’est jamais satisfaite, c’est qu’un des centres est un point lisse et le suivant un point
de croisement du diviseur image inverse de P. Le lemme précédent montre qu’en ce
premier centre la forme Q est de type (3). De plus, le centre suivant est un point de
croisement, le suivant un point de type (1) et tous les suivants des points de type
(1). On peut donc encore appliquer 3.1.9-(1) pour conclure qu’une telle suite infinie
n’existe pas. O

Démonstration du lemme 8.3.2. — On voit d’abord que si le polygone 2N () est
vide, alors ?N(e*Q?) = @ dans toute carte. Si P = {z; = 0} cela résulte du fait
que 01(e*Q) = mT(Q) > 01(Q) > 71 et si P = {z122 =0} du fait que m(Q) >
Ol(Q) +02(Q) =>r+ra.
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Nous supposerons que ®N(2) et *N(e*Q;.) sont non vides, sinon le résultat est
clair.

Supposons que P = {z; = 0}.

« Si z° est le centre d’une carte (n) # (00), la formule (3.2.12) montre que la
restriction & 2§ = 0 de e*Q,;. a au moins une composante qui est un polynéme de
degré < m(QQ) en z}. Par ailleurs, puisque °N(Q2) # &, on a

m(Q) <B(Q) = B(Q) = ().
On a donc, puisque °N(e*Qy0) # &,
I (e*Nyo) = B(e* Vo) = b(e* Do) < M(Q) < U(N).
S’il y a égalité, c’est que, en reprenant les notations de (3.2.12),

(a) sip < v, Au(l,2h +n) = xxy', c’est-a-dire A = x(2g + nz1)* + ordre > p+ 1,

(b) sip>v+1, B,(1,z5+n) = *x¥, c’est-a-dire B = x(x2 +nx1)” +ordre > v+1.

En tout autre n’ # oo on a alors % = 0 et le calcul ci-dessous dans la carte (00)
montre qu’on ne peut avoir égalité en (0o0). Donc s’il existe y° o 'on a égalité et si
y° est lisse sur e 1P, cet y° est unique. On en déduit I’assertion d’unicité.

Dans le cas pu < v, on voit que  est de type (1).

Dans le cas u > v + 1, Q est de type (2).

Nous verrons ci-dessous que si y° existe et est un point de croisement de e™1P,
est de type (3).

Ainsi y° est lisse sur e7!P si et seulement si Q est de type (1) ou (2). De plus, si

Q est de type (1) et si €*Q2 a un type en y°, c’est qu’on est dans le cas (a) ci-dessus
et p=b(e*Nyo) = Mm(e*Nyo). On en déduit que e*Q est de type (1) en y°.

« Si x° est le centre de la carte (00), supposons d’abord que m(€2) > r;. Alors on
a aussi mT(Q) > ry, m(Q) =7 — 01(Q) et e*Qyo a un polygone du type indiqué sur
la figure 8. En particulier N (e*Q;-) n’a qu’une composante. On a

I (* o) = *(e* Vo) < B(e*Ngo) < 71 — 01(N) < M(Q) < B(Q) = B(N) = I(Q).

Il y a donc toujours inégalité stricte dans ce cas.

Supposons maintenant que m(?) < r;. On a encore, d’aprés la formule (3.2.16)

I (e*Ngo) = m(e* Vo) < Ble* Do) < be*Npe) < M(Q) < B(Q) = U(Q).

S'il y a égalité et si I(Q) > 1, cest que b(e*Qo) = Mm(Q) et la formule (3.2.16)
montre que

A=xz{ +ordre>p+1 sipgv
Zv

v+1 sipu

VvV

B = xx{ + ordre + 1.

Dans le second cas, c’est-a-dire lorsque p > v + 1, le polygone N(2) a un seul
sommet de multiplicité m(Q) = v + 01 (), & savoir le point (m(f),0), et il est porté
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B(Q) 4
T1 ¢
ﬁ:l/(ﬂ) ®ecccccecccce
Ol(Q) b *
reo 0(Q) m(Q)
FIGURE 8 FIGURE 9

par dzs. Le polygone de 2 a donc le type de celui indiqué sur la figure 9 et on a
m(Q) < b(Q). Ainsi 4 (e*Qyo) < 2I(Q) dans ce cas.
Dans le premier cas, on voit de méme que s’il y a égalité “I(e*Qzo) = “U(R) c'est
que p=v =m(N) et
A=o,z} +ordre > p+1 et B=fu(x2+ Az1)* +ordre > p+1,

avec o, B, # 0. On voit aussi que Q est de type (3) comme annoncé plus haut. Alors
les formules (3.2.16) montrent que

A"(a,2y) = Au(23,1) + 2 [Apa(23,1) + B (w’z’,l)] +o
B"(zY,23) = Au(xy,1) + 2] Ay (25,1) + -
Puisque B,(0,1) = 8, # 0,0on am(e*Qz-) < 1. Il n’y a donc égalité *I(e*Qyo.) = U ()
que si de plus g = 1. Alors la partie homogéne de degre 1 de e*Q4o s’écrit
dz dzl) i dw”
a1 xh (—,,1 + T) + .Z‘l [(az + ,31) ,,2]
xY 96‘2

Ty

avec azh = Aq1(x4,1), as = A3(0,1) et B1 = By (0, 1). Apreés ’éclatement e de z°,
on vérifie que la multiplicité réduite est nulle aux points de croisement de e ~le~1P
qui sont sur ¢~!(z°). Soit alors z° un point lisse de e~ le 1P sur e~!(x°), centre
de la carte (n) # (0),(00). Les formules (3.2.22) montrent que Z(€*€*on) # 0 siet
seulement si

2010+ 203+ =0 et as+B; =0.
Si ces conditions sont satisfaites, on a B(s*e*on) = 1 et le coefficient de *e*Q .

dzs ) (dans des
zZ2+m

coordonnées (21, z2) centrées en 2°). La forme £*e*Q a donc le type (1) en 2°.

. dz
correspondant au sommet minex N(e*e*Q,.) est ajzs (2—1 +
1

Supposons maintenant que P = {z1z2 = 0}. Plagons-nous en un point z° € e~1(0)
qui n’est pas un point de croisement de e*D.
Si m(Q) > ry +re, on a °N(e*Qy0) = & en tout tel z° et donc *(e*Qyo) = 0.
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Supposons donc m(Q) < r; 4+ 75. On a B(e*Qyo) = b(e* Qo) et %h(Q) = h(Q).
Ainsi, il suffit de vérifier que Z(e*ﬂma) < h(92). On utilise pour cela les formules 3.2.22
pour 7 # 0, co.

Plagons-nous maintenant au centre #° d’une des carte (0) ou (o0), z° = 0 par
exemple. On remarque d’abord que les formes

dx!, dx! dz)
=2 ot Aoe—L 4+ Boe—2

! ! !
Ta L1 T

ont méme polygone de Newton. On en déduit que

N(e*Qgo) = Lo(N(Q)) + N2

!
(A+B)oed7:—€l+Boe
1

et
N'(e*Qy0) = Lo(N'(R)) + N2
donc
ON'(e*Qyo) = Lo(8°N'(2))
et

O'N'(e*Qyo) = Lo(0'N'(Q)) = Lo(8'N'(Q) N °N'(2))
donc 8 [*N (e*Qy0)] = Lo(0° [2N (Q)]). Le lemme 3.2.3 montre alors que
U (e*Qgo) = *m(e*Ngo) < *Mm(Q) = U (Q). a

Corollaire 3.3.3
(1) Soit e U’éclatement de l'origine et z° € e~1(0).
(a) Si®(Q2) =0, on a aussi 4(e*Q) = 0.
(b) Si N'(Q) est un quadrant, il en est de méme de N'(e*$2).
(2) Sous les conditions de la proposition 3.3.1, il existe ng tel que pour tout n > nyg,
Q) soit réduite ou N'(m%Q) soit un quadrant en (™.

Démonstration. — La stabilité par éclatement de la condition 4 = 0 résulte immé-
diatement du lemme 3.3.2.

Lorsque P = {x1 = 0}, N'(Q) est un quadrant si et seulement si ?/(Q2) = 0. D’autre
part, ’énoncé (b) se vérifie facilement si P = {z;z, = 0}. Il reste donc & considérer
le cas ou P = {x1 = 0} et 2° est le centre de la carte (00). On peut supposer que
N () # o, sinon l'assertion est claire. Les formules (3.2.16) montrent alors que
N(e*Qyo) est le quadrant de sommet (m™*(2),01(Q)) : de plus, ici, 01(Q) = m(Q) et
mt(Q) = m() ou m(Q) + 1. Enfin N'(e*Q;.) est le polygone engendré par N(e*(2)
et le quadrant de sommet (r1,71).

Si mt(Q) < r, on a (r;,r1) € N(e*Qge) donc N'(e*Qy0) = N(e*Qyo) est un
quadrant.

Si m*(Q) > r1, c’est que m(2) > 71, donc N'(e*Q;) est le quadrant de sommet
(7‘1,7‘1).
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Pour le second point, on se raméne, d’aprés (3.3.1), au cas ou I(Q2) = 0 et on
utilise la réduction torique 3.1.9-(3) pour se ramener au cas ou de plus P = {z; = 0}.
Alors le résultat est clair. O

3.4. Fin de la démonstration du théoréme 3.1.7. — Nous pouvons supposer,
d’aprés le corollaire 3.3.3, que N'(Q) est un quadrant. Si N'(Q) a pour sommet r, la
forme Q(—D) est au plus a poles logarithmiques le long de P, donc Q est réduite.
Nous supposerons donc que N’ a pour sommet o(Q2) < 7, donc est égal & N.

Il reste & réduire les trois cas non réduits suivants :
(Ia) P ={z =0}, Q=2 [AE’;TI + dez] avec A(0) = 0, B(0) # 0, et si on

pose A = 11 A, + x2 A, alors

(non résonance) Vny,ne € N—{0}, ni1A2(0)+ n2B(0) # 0.

(I-b) Meéme situation résonante :

(résonance) Iny,ne € N— {0}, n1A2(0)+nB(0)=0.
o1 o dz, dxs
(II) P = {.’1,‘11‘2 = O}, Q= (1:111:22 AT + B.’L'_ , avec A(O) #0, B(O) #0 et
1 2
(résonance) Ing,ne € N - {0}, n1A(0)+n2B(0)=0.
8.4.1. Réduction faible dans le cas (I-a). — Soit e I’éclatement de ’origine. Dans la

carte (c0) on a

dwll dw//
e* = gl tiglo [(ngl oe+Asoe+ Boe) —L + (zhA10e+ Azoe) —2
! )

et e*() est faiblement réduite en ce point par hypothése de non résonance.
Dans la carte (n),n € C, on a

d !
e*Q = gt [(Al oe+ (z5+n)(A20e+ Boe)) -% + (Boe) dacg] .
1
Il existe au plus un point n o e*() est non réduite : c’est le point 7o tel que
A1(0) + 10(A2(0) + B(0)) = 0.
Alors Ay o e+ 1ng(A2 o e + B o e) est multiple de 2} et en ce point e*(2 est encore de

type (I-a). On réduit donc 2 aprés 71 — 01 () éclatements ponctuels (si 01 () < 71,
sinon  est déja réduite).
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3.4.2. Réduction faible dans le cas (II). — Notons (II),, ..
n1A(0) + neB(0) =0 et pged(ny,ne) = 1.

la situation (II) avec

Si (n1,n2) # (1,1), e*Q est réduite en tout point de e~1(0) qui n’est pas un point
de croisement de e”1P et aux points de croisement, le type est (II)nl_nz’n2 ou
(I1) , mp—n, - L'un des deux cas est faiblement réduit et on se raméne ainsi au cas
ou (n1,n2) = (].7 1)

Si (n1,n2) = (1,1), e*Q est réduite aux points de croisement de e~!P. Considérons
alors la carte () avecn € C — {0}. On a

dzl,
x5+
et puisque A(0) + B(0) = 0, (A + B) o e est multiple de z}, de sorte que le centre
de cette carte est de type (I-a). Il est ainsi possible, d’aprés ’étude précédente, de

réduire les points de e~1(0) qui sont des centres M-permis (on se restreint ici aux
centres M-permis pour n’avoir qu’un nombre fini de points & réduire).

dl
e*Q = giprtor (A+B)oe—ai—1+Boe
T3

3.4.8. Réduction faible dans le cas (I-b). — Elle se fait par récurrence sur l'ordre du
zéro 01 > 0. Aprés ’éclatement e, e*Q est de type I (a ou b) et d’ordre > 0; + 1 en
tout point de e~1(0) qui n’est pas un point de croisement de e~1P. Par ailleurs, e*
est faiblement réductible au point de croisement, d’aprés ce qu’on vient de voir. Ceci
termine la preuve du théoréme 3.1.7. O

4. Réduction au cas d’une partie principale nilpotente

En ce qui concerne la conjecture 1.3.1, nous pouvons supposer que M est une
O[f~1]-connexion pour laquelle P(M) = {f = 0} est un diviseur & croisements nor-
maux : il existe en effet une suite d’éclatements « : ﬁ — 6?-7) telle que fom
définisse un diviseur & croisements normaux. Grace au théoréme 1.2.3.2 il suffit de
montrer que la conclusion de 1.3.1 est satisfaite en tout centre M-permis sur E. Nous
allons réduire la démonstration de 1.3.1 & celle de I’énoncé 4.4.1 ci-dessous.

Dans la suite, nous poserons donc R = C [z1,z2] [z7] ou C [z1, z2] [27", 23] et
nous supposerons que M est une R-connexion.

Soit (1.3.1)4 Pénoncé 1.3.1 pour les connexions de rang < d. Puisque (1.3.1); est
vrai (prop.2.2.1), il suffit de montrer (1.3.1)4—; = (1.3.1)4 pour d > 2.

4.1. Réduction au cas nilpotent. — Nous allons montrer dans ce paragraphe le
résultat suivant :

Proposition 4.1.1. — Si ’énoncé (1.3.1)4—1 est vrai, il suffit de montrer (1.3.1)q pour
les R-connexions M de rang d & déterminant régulier et satisfaisant ’une des pro-
priétés ci-dessous :
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(1) Si P(M) = {z;1 = 0}, il existe une base m dans laquelle la matrice © de la
connexion s’écrit

0 = 7™ [Adﬂ + de2]
T1

avecr; >0, A= Ao + 114" et B= f(x2)A0 +z1B', A", B’ € M4(C [z1, z2]),
A ¥ A(0,0) # 0 nilpotente et f(z2) € C [z2].
(2) Si P(M) = {z1z2 = 0}, il existe une base m dans laquelle la matrice © de la
connexion s’écrit (quitte a échanger x1 et x2)
0=z [Ailivl +B%] ,
T T2

avecry > 0, 72 = 0, A,B € My(C[z1,z2]), Ao 4 A(0,0) # 0 nilpotente, By <

B(0,0) = adg avec a € C — Q.

Démonstration. — Notons d’abord que la situation de la proposition est stable par
éclatements. Aprés tensorisation par une connexion de rang 1, on peut supposer que M
est & déterminant régulier (lemme 4.2.1 ci-dessous). Ensuite, en utilisant le théoréme
de réduction 3.1.7, nous pouvons de plus supposer que la matrice © de la connexion
dans une base m est fortement réduite. On effectue une suite d’éclatements toriques
et une réduction de M aux points de croisement du diviseur exceptionnel (voir la pro-
position 4.3.1 ci-dessous). Aux seuls centres permis restant & considérer pour montrer
I’énoncé (1.3.1)4, le diviseur P(M) est lisse. Si la partie principale Ag n’est pas nilpo-
tente, elle a deux valeurs propres distinctes (lemme 4.2.2 ci-dessous) et nous pouvons
appliquer la proposition 2.3.1 pour conclure par récurrence. Si Ag est nilpotente, on
se raméne aux situations (1) et (2) aprés éclatement. O

4.2. Déterminant régulier. — Soit M une R-connexion. Son déterminant dét M
est un R-module libre de rang 1, naturellement muni d’une connexion : si © est la
matrice de V dans la base m de M, w = tr© est la matrice de V dans la base
my A--- Amg de dét M. Nous dirons que M est 4 déterminant régulier si dét M est
une connexion réguliére. Si M est & déterminant régulier, il en est de méme pour toute
image inverse de M par éclatement ou ramification locale autour du diviseur de ses
poles.

Lemme 4.2.1. — Pour toute R-connexion M il existe une connexion N de rang 1
telle que M ®r N soit a déterminant régulier.

Démonstration. — Soit N une R-connexion de rang 1. Soit m une base de M, n une
base de N, © la matrice de Vs, w celle de V. Alors la matrice de Vg~ dans la
base m @ mn est © ® 1 + Id®w et la matrice de Ve mgn est trO + d - w, ce qu’on
écrit dét(M ® N) = (dét M) @ N®4. Puisque dét M est de rang 1, on peut appliquer
la proposition 2.2.1 : il existe ¢ € R tel que £¥ ® dét M soit réguliére. Il suffit alors
de prendre N = £¥/4, O
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Lemme 4.2.2. — Soit M une R-connezxion a déterminant régulier. On suppose qu’il
exriste une base m de M dans laguelle © est réduite et n’est pas a péles au plus
logarithmiques le long de P(M) :

0=z " Aflﬂ + Bdxs| resp. © =z~ " Afj—g:—1 + Bdﬂ .
! T b2 T2

Alors tr Ag = 0 (resp. tr Ag = tr Bo = 0).

Démonstration. — La matrice de dét M dans la base mi A -+ A my est

_ dz d d
tr@ =z [tr A—L 4 ¢r dez] resp. tr©® = ™" [trAﬂ + tr B-—a—:z] .
1 Z1 T2
Si © n’est pas a poles logarithmiques, on a r; > 0 dans le premier cas, 7, ou r9 > 0
dans le second. L’hypothése dét M réguliére et le lemme 2.2.2 montrent alors que

z7 ™ tr A € Clzy,z2] (resp. 7 "tr A et 27" tr B € C[x1,x2]), d'ou le résultat. O

4.3. Réduction torique. — Nous allons montrer une version torique de la conjec-
ture 1.2.5.1. Nous supposerons dans ce §4.3 que R = C [z1,zo] [z, 25 ]

Proposition 4.3.1. — Soit M une R-connezion. Il existe une suite d’éclatements to-
riques © : X,E — C2,0 telle que la connexion 7™M admette une bonne structure
formelle en tout point de croisement du diviseur =1 ({z1z2 = 0}).

On en déduit de maniére analogue & celle du lemme 3.1.9 :

Corollaire 4.3.2. — Pour toute suite infinie (wy,) d’éclatements toriques, il existe ng
tel que m} M admette une bonne structure formelle au centre z(™) . O
Démonstration. — Notons d’abord que si ’on impose aux ramifications locales d’étre

de méme degré autour de chaque composante de P(M), éclatements toriques et ra-
mifications locales commutent. Ainsi il est plus facile ici de se ramener & montrer
Pexistence d’une suite compléte composée d’éclatements toriques locaux et de rami-
fications locales pour laquelle I'image inverse de M admet une bonne décomposition
formelle en chaque centre (ici, suite compléte signifie qu’on garde comme centres tous
les points de croisement de I'image inverse de {122 = 0}). La démonstration se fait
alors par récurrence sur le rang de M, le cas d = 1 étant satisfait.

Soit donc M de rang d > 2. On peut supposer d’apreés le lemme 4.2.1 que M est
a déterminant régulier. De plus, d’aprés ’énoncé de réduction torique 3.1.9-(2), on
peut supposer que dans une base m la matrice O est (fortement) réduite. Si M n’est
pas réguliére, c’est que la partie principale logarithmique de © a la forme suivante :

d$1 + Bodﬂ)

- dzq —
7" Ag— ou z " |Ag—
I T T2

avec r; > 0 dans le premier cas (P = {1 =0}) et 7 > 0 et r # 0 dans le second
(P = {z122 = 0}). D’aprés la proposition 2.3.1 on peut se ramener au cas ou Ag et By
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n’ont qu’une valeur propre et celle-ci est nulle puisque M est & déterminant régulier
(lemme 4.2.2). On est ainsi ramené au cas ol Ay et By sont nilpotentes. la condition
d’intégrabilité et le fait que r # 0 montrent que Ao et By commutent.

Nous allons appliquer la méthode de Turrittin revue dans [4] & l'opérateur D(A) =
D; + AD,, ou A est une nouvelle variable, et nous allons travailler sur un localisé
C[M]F de C[A] pour un ensemble fini F' C C bien choisi : on se permet d’inverser les
A — Ao pour tout A\g € F.

En général, soit F C C un ensemble fini et Ry r = C[\|F [z1,22] [}, 25 ] 'an-
neau des séries de Laurent & coefficients dans C[A]r. Nous appellerons Ry p-connexion
un Ry p-module libre de type fini muni d’une action compatible de la dérivation D(A).
Par exemple, Ry r ®r M est une R) p-connexion, munie d’'une base «constante»
1 ® m, dans laquelle la matrice de D(A) est z7"[A + AB]. Si M) r est une Ry p-
connexion, alors pour tout A\g € F', le R-module

My,.F e Myxrp/(A—Xo)MxF

est libre de méme rang que M) r et est muni d’une action compatible de la dérivation
D(Xo) = D1 + AoD2.

Lemme 4.3.3. — Soit M r une Ry p-connexion munie d’une base dans laquelle la
matrice de D(A) s’écrit =" [Ap(A) + C(A)] avec r1,72 > 0 non tous deuzx nuls, Ag(\)
nilpotente et C(\) a éléments dans (x1,z2)C[AF [z1,22]. Il existe alors une suite
compléte composée d’éclatements toriques et de ramifications locales, un ensemble fini
Fy D F et, dans chaque carte torique, une base m()) de limage inverse de My p,
dans laquelle la matrice de D(\) n’a pas de pole ou s’écrit, dans les coordonnées
toriques de la carte, sous la forme z'~" [Ah(\) + C'(N\)] avec r' comme ci-dessus,
C'"(A) a éléments dans (y1,y2)C[Nr, [y1,v2] et pour tout Ao & Fi, Ai(Xo) nest pas
nilpotente.

Montrons d’abord comme ce lemme permet d’achever la preuve de la proposition
4.3.1. Nous allons appliquer & M) g = C[\] ®c M muni de la dérivation D(\).
Nous nous sommes déja ramenés au cas ou M est munie d’une base dans laquelle la
matrice de D(A) a la forme donnée dans le lemme. Notons que la conclusion du lemme
est stable par éclatement torique. Nous pouvons donc supposer de plus que la suite
d’éclatements toriques donnée par le lemme correspond & un éventail ¥ subdivisant le
premier quadrant de (Q, )2 qui satisfait la propriété suivante : tout céone de dimension
2 de X posséde une aréte dont le vecteur primitif (a,c) est tel que ¢/a ¢ F; et pour
laquelle le diviseur correspondant est une composante du lieu polaire de D(\) si celui-
ci est non vide dans la carte correspondant a ce cone (on subdivise pour cela les cones
de I’éventail donné par le lemme lorsque les pentes de leurs deux arétes sont dans Fi).

Considérons donc une carte de coordonnées (z}, x4). Il existe alors une ramification
p d’ordre B aprés laquelle la conclusion du lemme est satisfaite. Posons z; = yf ,
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ThH = yg et supposons que xj correspond & une aréte de £ dont la pente Ao = c/a
n’est pas dans Fj. Considérons la base m()\g) de 'image inverse de M, restriction
4 A = Ag de la base m(A\) de M) r, fournie par le lemme dans cette carte. On a
D(Mo) = D1 + XDz = (1/8)Dy,, d’aprés le §1.2.5. La matrice de D,, est donc
soit sans pole, ce qui permet de conclure par récurrence sur le rang de M d’aprés
la proposition 2.1.1, soit de la forme y~%[Aj(Xo) + C'(XNo)] avec s1 > 0, s2 > 0,
C'(Mo) € (y1,92)Cly1,y2] ® M4(C) et Aj(Xo) non nilpotente. D’aprés le lemme
4.2.2, puisque M est & déterminant régulier, on a tr Ag(Ag) = 0 et par suite Aj(Xo) a
au moins deux valeurs propres distinctes. On conclut ici encore par récurrence sur le
rang de M en appliquant la proposition 2.3.1. O

Démonstration du lemme 4.3.3. — Elle suit celle de [4, § 6]. Remarquons que si Ag(\)
est dans C[\]r ® M4(C),

— Si Ag(A) est non nilpotente, il existe F' O F fini tel que Ag(M\o) soit non
nilpotente pour tout \g € F';

— Si Ao(X) est nilpotente, alors Ag()o) est nilpotente pour tout Ao & F et il
existe F' D F fini tel que la dimension de l'orbite v(Ag (X)) soit indépendante
de Ao € F'. Nous la noterons v(Ag(N\)).

Nous allons montrer que, sous les hypothéses du lemme, nous pouvons trouver une
suite compléte d’éclatements toriques et de ramifications locales aprés laquelle, si la
conclusion du lemme n’est pas satisfaite, le nombre v(Ag())) a strictement augmenté.
Nous allons construire cette suite en vue de préparer la matrice D(\) a la transfor-
mation d’élagage («shearing transformation »).

Lemme 4.3.4. — Soit My r une Ry p-connexion munie d’une base comme dans le
lemme 4.3.3. Quitte a remplacer F par un ensemble fini un peu plus gros, il existe
une base de My g dans laquelle la matrice z7"[Ag(\) + C'(A)] de D(N) satisfait de
plus le fait que toutes les composantes de C'(\) sont primitives relativement 6 Ao(N).

Démonstration. — Nous utiliserons les résultats de I’appendice, § A.1. Ecrivons
CH = Y. CnNz™
meN-{0}

Montrons par récurrence sur ’ordre < utilisé dans la preuve de la proposition 2.3.1
que l'on peut trouver une base avec C;, () € Kerad X () pour tout m. Quitte & aug-
menter F', on peut supposer que, pour tout m, Cp, (A) se décompose sur Ker ad X (\) @
Imad Ag(A) :

Cm(A) = Cra(N) + [T (X), Ao (M)]

et soit Pp,(A\) = [Id +2™ T}, (\)]. C’est une matrice dans GL(d, C[\]r [#1, z2]). Si 'on
suppose que C) ,(A) = Cp(A) pour tout m’ < m, on voit qu’aprés le changement de
base de matrice P, (\) les termes de degré m' < m n’ont pas changé, donc sont dans
Kerad X ()\) et le nouveau terme de degré m est C}, (). O
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Choisissons maintenant F’' O F pour pouvoir appliquer la théorie de Jacobson-
Morosov avec bonne restriction sur C[A]ps (voir l’appendice § A.1). Nous pouvons
alors écrire C'(A) = Y.7_, ai(A)Z;(\) sur la base des vecteurs de plus haut poids, ou
lon a a;(\) € C[A]F [x1,z2]. Nous pouvons appliquer le lemme 1.2.4 aux éléments
a;(\) munis des poids k; = 2 + w;, ot w; est le poids de Z;(A). Le lemme fournit
une suite compléte d’éclatements toriques 7 aprés laquelle on peut écrire la matrice
de D()\) comme dans le lemme précédent avec de plus le fait que dans chaque carte,
pour tout ¢ =1,...,q,0n a

ai(A) = a7 () "™ ui(N) (2], 75)

avec les ag(A) non tous nuls, u;(A)(0,0) = 1 et I’ensemble

(o5 ]im1d c @y

admet un minimum & = (d;,d,) pour 'ordre partiel de Q2.

Dans chaque carte, la matrice de D(\) est alors préparée pour la transforma-
tion d’élagage que nous allons effectuer maintenant. Fixons une telle carte, avec des
coordonnées (z},z4) et soit a € N — {0} avec a - § € N2. Considérons la ramifica-
tion p définie par x| = y¢, oh = y§ et le changement de base de pt M, r de ma-
trice y@PHN) = @@t HR) ) a®2HO) " o4 F1()) est I’élément semi-simple du sly-triplet
construit & partir de Ag(\) (pour donner un sens & cette expression, on effectue
d’abord un changement de base constant sur M pour obtenir une base dans laquelle
H () est diagonal et & valeurs propres entiéres, donc indépendantes de \). Soit m'(\)
la base obtenue aprés cette transformation d’élagage. La matrice de D(\) s’écrit alors
(cf. [4, (4.12) et §4.6]) :

y U L Ao(N) + D a?(N)Zi(A) + C" (V) | + E(N)
el

ou I C {1,...,q} est Pensemble des i tels que m;/(w; + 2) = §, C"'(\) est a éléments
dans (y1,y2)C[A]F [y1,y2] et E(X) dans C[A]g [y1,y2]-

On voit que si § = r/2, la matrice de D(A) est sans poéle. Sinon, si Ag(A) +
Y icr (M) Z;(A) est non nilpotente, il existe F; D F' fini telle que la conclusion du
lemme 4.3.3 soit satisfaite. Supposons donc que cette matrice soit nilpotente. Alors,
par construction de F', Z;(Ao) est un vecteur de plus haut poids pour Ag(Xg) si
Xo € F', de sorte que pour tout \g € F' on a

v (Ao(Ao) + Za?(/\o)Zi(/\o)) > v(Ao(Xo)) = v(Ao(N))
i€l
et donc

v (Ao()‘) + Za?(A)Zi(A)) > v(Ao(A))-

i€l
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En itérant le procédé, on se raméne au cas ou la conclusion du lemme est satisfaite,
puisque v(Ag(N)) est borné. ]

4.4. Cas d’une partie principale nilpotente. — Revenons au cas général consi-
déré au début de cette section 4. Considérons une R-connexion M de rang d a dé-
terminant régulier et munie d’une base m dans laquelle la matrice © est réduite et
satisfait suivant les cas une des propriétés (1) ou (2) de la proposition 4.1.1. Notons
v(©) = v(Ap) (= dimension de lorbite de Ag). L’implication (1.3.1)g—1 = (1.3.1)4
est conséquence de I’énoncé

Conjecture 4.4.1. — Dans ces conditions, si 'énoncé (1.3.1)4—1 est vrai, il existe
une suite M -compléte de longueur finie (wn, Xn)ngn composée d’éclatements locaux
formels et de ramifications locales formelles telle que, pour tout x € X, la connexion
(rt M), satisfait l'une des propriétés suivantes, en notant © la composée des o, :

— (7 M), admet une bonne décomposition formelle ;

— (nt M), admet une base dans laquelle la matrice '© de la connexion a une
partie principale non nilpotente ;

— (7t M), admet une base dans laquelle la matrice '© de la connezion satisfait
les mémes propriétés que O et de plus v('O) > v(O).

Nous proposons aux §§5 et 6 une démonstration de cet énoncé dans certaines
situations, notamment pour d < 5.

La démonstration consiste a effectuer un changement de base (transformation d’éla-
gage ou «shearing transformation », voir [61] ou [4]) qui perturbe la partie principale
en lui ajoutant une partie sous-principale primitive, comme plus haut pour le cas
torique. Aussi, la difficulté essentielle consiste & créer une telle partie sous-principale.

4.5. Interlude : transformation de Fourier. — Nous allons montrer ici com-
ment on peut utiliser directement la proposition 4.3.1 pour obtenir la conclusion de
I’énoncé 1.3.1 dans le cas ol la connexion irréguliére est obtenue par transformation de
Fourier partielle dans une direction & partir d’une connexion & singularités réguliéres.

Soit donc U un voisinage ouvert de 0 dans C muni de la coordonnée z,; dans
la suite nous nous permettrons de rétrécir U suivant les besoins. Soit M un module
holonome sur I'anneau Oy [z1](8;, , Oz,) (voir par exemple [9]), & singularités réguliéres
y compris & 'infini en z;. La donnée de M est équivalente & la donnée d’un module
holonome M sur P! x U, égal & son localisé le long du diviseur {oo} x U, ou P! est
I'adhérence projective de la droite affine A! de coordonnée z1, et {00} = {z1 = 0} =
{y1 = 0} C P! ou y; est la coordonnée de P! au voisinage oo, avec y; = 1/z; sur
P! — {0, 00} (voir par exemple [1, 2]).
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Posons & = O, et O, = —x1, de sorte que Oy[21](0s,,0z,) = Ovl€1]{0¢;,Ox,)-
On note® M le module M vu comme Oul&1)(0¢, , Oz,)-module. C’est le transformé
de Fourier de M dans la direction x;. C’est encore un module holonome, mais il n’est
plus nécessairement régulier. On note aussi M le module holonome sur P! x U qui
lui correspond, ou P! est la droite projective adhérence de la droite affine Al de
coordonnée &;. Par construction, le module M est localisé le long de {&{& = oo} =

{m =0}.

Lemme 4.5.1. — Si U est assez petit, le lieu singulier D' de M est contenu dans le
diviseur D & {& =0} U {& =00} U {z2 =0} et M est régulier de long de {& = 0}
sur U* ¥ U - {0}.

Démonstration. — Le résultat se voit par un calcul générique sur U*, en se ramenant
au cas de la dimension 1, ou on peut appliquer les calculs de [44] (voir par exemple
[1, 2, th.1.6]). O

Le localisé M| [*ﬁ’] du module M le long de son lieu singulier D' est une connexion
méromorphe sur Pl xUa pole le long de D'. Nous allons montrer dans la suite de
ce paragraphe que I’énoncé 1.3.1 est vrai pour cette connexion méromorphe que ’on
supposera non nulle dans la suite. On notera alors 7 son rang,.

Lemme 4.5.2. — 1l suffit de montrer I’énoncé 1.3.1 pour la connezion localisée le long
de D.
Démonstration. — C’est une conséquence du corollaire 2.5.3 appliqué aprés une suite

d’éclatements donnant une bonne structure formelle & M [*13] (le seul point ou il faut
appliquer ce corollaire est le point d’intersection du transformé strict de {z2 = 0}
avec le diviseur exceptionnel de la suite d’éclatements). O

Considérons donc la connexion /T/t\[*ﬁ] Elle correspond (via la correspondance
indiquée ci-dessus) au Oy[x1]{0z, , Oz, )-module holonome M (67t 25 Y], qui lui-méme
est le transformé de Fourier partiel du module holonome M|[8;!, z5']. Dans la suite,
nous supposerons donc que M = M[9;}, z5 1.

Le cycle caractéristique du Dp1 x y-module holonome régulier M admet ’expression
suivante :

(453) CChM =71 T, y(P' x U) +m-Tf,,_o,(P* x U)
+ Moo Ty maoy (P X U) + > my - T3, (P x U)

i€l

(UDans ce §4.5 nous n’utilisons pas de séries formelles, de sorte que la notation (traditionnelle) M
pour le transformé de Fourier n’entrera pas en conflit avec la notation du formalisé utilisée dans le
reste de cet article.
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ou I est un ensemble fini d’indices, Z; est une courbe analytique fermée irréductible
dans P! x U distincte de {z2 = 0} et {x1 = 0}, 7 > 0 est le rang générique de M,
et m, Mmoo et les m; sont des entiers > 0. Le rang générique 7 de M est alors égal &
> icr Mid;, si d; désigne le degré de la projection Z; — U.

Le résultat suivant est facile :

Lemme 4.5.4. — Aprés une ramification p : xh — x2 = 24 pour N convenable, le
degré de la projection sur U' de chaque composante irréductible de p~1(Z;) (pour tout
1 €1) est égal a 1. O

Dans la suite nous supposerons qu’une telle ramification est effectuée (ce qui est
loisible, étant donné la définition de bonne structure formelle) et nous supposerons
dés le début que tous les d; sont égaux & 1. On note alors

(4.5.5) z1 = pi(z2)

une équation de Z;, ou @;(x2) = x5 u;(22), u;(0) # 0 et v; € Z. La conclusion de 1.3.1
pour M résulte alors de la proposition 4.3.1 et du lemme ci-dessous. O

Lemme 4.5.6. — Pour toute suite e d’éclatements toriques au-dessus des points & =
0,70 = 0 et &4 = oco0,x2 = 0, la connexion image inverse et M admet une bonne
décomposition formelle le long de la partie lisse de e~1(D).

Démonstration. — Commencons par en indiquer le principe. Soit E une composante
irréductible de e~ ({£; = 0,22 = 0}) oude e~} ({£; = oo, z2 = 0}) et E° la partie de E
qui est lisse dans e‘l(ﬁ). Nous allons calculer explicitement les facteurs exponentiels
qui interviennent dans la décomposition générique de et M le long de Ee° et verifier
que les propriétés mentionnées dans le théoréme 2.5.2 sont satisfaites le long de Ee.
On peut alors appliquer les arguments de [5] via le théoréme 2.5.2 pour en conclure
que la décomposition a lieu le long de Ee° (et pas seulement sur un ouvert).

Pour vérifier qu’un facteur exponentiel ¢ intervient dans la décomposition formelle
générique de et M le long de E°, il suffit de voir que, génériquement sur E°, la
connexion et M ® € ~¥ une fois formalisée le long de E", a une partie réguliére non
triviale. Le calcul de cette partie réguliére peut se faire directement (i.e. sans passer
au formahse) en utilisant le foncteur de cycles proches modérés wm"d si g est une
équation de Ee° (nous renvoyons par exemple & [54] pour les propriétés de ce foncteur).
Alors yed (e+M ® £7%) est, génériquement sur E°, une connexion méromorphe de
rang 7, > 0.

On est str d’avoir obtenu tous les facteurs exponentiels (supposés distincts mod.
@) intervenant dans la décomposition formelle générique dés que > 0 Ty, = T (rang

générique de M ).
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Considérons donc une suite d’éclatements toriques e au-dessus du point & =
0,z2 = 0. Toute carte posséde des coordonnées £, z5 de sorte que la suite d’écla-
tement est décrite dans cette carte par les formules

E1oe=E&PlaY zo0e =&l

ou a,b,c,d € N satisfont ad — bc = +1. On peut supposer, quitte & changer les
notations, que b et d sont non nuls et que E est défini par z, = 0.

On décrit de la méme maniére une carte d’une suite d’éclatements toriques e au-
dessus de & = oo, x5 = 0. On peut écrire

1a 1—b — ¢l—c, 1d
Sioe=&"T, W x20e=§& ‘x4

avec a, b, ¢, d comme ci-dessus et on peut supposer b et d non nuls et E= {z}, = 0}.

Fixons une telle carte. Dans les deux cas on note Iz = {i € I | £b+ v;d < 0}, o2
on choisit + pour le premier cas et — pour le second. Ainsi, ¢ € I si et seulement si
(&19:) o € a un pole le long de E dans la carte considérée.

On considére la relation suivante dans Iz : on a i ~ j si
(a) vi = vj et
(b) siui(z2)—uj(z2) = T5" vij(x2) avec v;;(0) # 0 et v;; € N, alors £b+v;d+v;;d > 0.
On note [i] la classe de i € Ig. On a alors i ~ j si et seulement si (§1¢;) o e et
(&1p) o e sont égaux mod. O génériquement le long de E. On notera [(E1psi) o €] 1a
classe correspondante.
Au vu des considérations faites plus haut, le lemme 4.5.6 résulte alors de la

Proposition 4.5.7. — Génériquement sur E", on a
rgzbg’c",go‘j(e"‘f/t\) = Z m; et Vielg rgz/)2°d(e+ﬁ/t\® El&rpi)oey — Z m;.
jEI-Ig J€ld]

Cette proposition montre en effet que les facteurs exponentiels qui interviennent
dans la décomposition formelle générique de e+ M sont les —(&1¢4) o e. Cette famille
de facteurs satisfait la condition (B) sur E° puisque le coefficient de ziE0vid dans
(é1p;) o e ne s’annule qu’en £ = 0 ou & = oo au plus, et il en est de méme pour le
coefficient des différences (&1¢;) o e — (§105) o e si4,j € I ne sont pas équivalents.

Démonstration. — Il suffit de calculer z/)g‘,:d pour la restriction de e* M ou et M ®
E(&19i)oe 3 un germe de courbe & =7 avec n # 0 assez général. Si p' : P x U’ — U’
désigne la projection et p : U’ — U la ramification z — x5 = n°z%, on a alors
— a 1+
e Migg=y = 1} (p+M @£t n ")
et

(*Magtere) — =p, (prMee s E@mnE)

1€1=m
ou p!, désigne I'image directe au sens des D-modules.
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Montrons par exemple la premiére égalité dans le cas +. Soient
¢:P'xP' xUSPxU et p:P'xP'xU—P xU

les projections. Alors M = p (" M[&71] ® e~®181), autrement dit, si 'on pose
M[&] = M ®c C[&1], Papplication C{zs}[£;1]-linéaire
Oz, — &1

M[&] ——= M[&]
est injective et a pour conoyau M. Comme M est plat sur C{z2} (puisque sans
torsion par hypothése), on voit que M ;] est plat sur C{z2}[£1] et il en est de méme
de C{x2,&1} ® M[& ] sur Panneau C{z2, & }. De plus, MY C{z2, &} ® M est aussi
plat sur C{z2, &1 } puisque c’est une connexion méromorphe. L’égalité voulue s’obtient
alors par changement de base.

Puisque les nombres v} associés & p™ M ne sont autres que les v;d, on peut supposer
dés le début que d = 1 et p = Id pour simplifier les notations. On posera alors x4 = x2.
On peut maintenant reformuler la proposition sous la forme suivante :

Proposition 4.5.8. — Soit M un Oy[21](0z,, Oz, )-module holonome régulier (y com-
pris & Uinfini en x1) sur lequel la multiplication par x5 est inversible. On suppose que
le cycle caractéristique de M a la forme (4.5.3) ou les Z;, ¢ € I ont pour équation
(4.5.5). Soit A € C — {0}. On a alors

dim ¢a':;°dp+ (M ® g)\zlwzi") = z m;
{j€l|v; >¥b}
et, pour tout i tel que v; < Fb,

dim w;nzodp_‘_ (M ®g>\zg=b(m1—¢i(mz))) = E m;.
{ielli1=[}

Commencgons par vérifier le lemme lorsque M est a support dans une des courbes
Z;, que nous noterons Zj, de sorte que I = {k} et nous pouvons prendre zo comme
coordonnée sur cette courbe. Alors la restriction de M & cette courbe est une conne-
xion méromorphe d’une variable & singularité réguliére & ’origine. Par un argument
d’extension on peut supposer que celle-ci est de rang 1, donc de la forme “z$” et par
suite my = 1. Dans ce cas le lemme est satisfait puisque ’'on a

dim Qprzng()d (“xgm ® SAzzibLPk(zQ)) _ 0 sivy£b<0
1 sivgxb2>0

et, si vy £b <0, on a dimy2ed (“z§”) = 1.

Pour M quelconque, on peut, du fait de la vérification ci-dessus, localiser le long
des courbes Z;, autrement dit supposer que M est une connexion méromorphe, ce
que nous ferons dans la suite. Notons que dans ce cas on a m; = r = rg M pour tout

1 € I puisque M est réguliére.
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Nous allons utiliser les propriétés suivantes du foncteur 9™°¢ (voir par exemple
[54]) :

— soit f un germe de fonction analytique sur un ouvert X de C? et A un Dx-
module holonome régulier ; alors w}“"d(/\f ) est un Dx-module holonome & sup-
port dans f = 0 (si f est lisse, on peut aussi le définir comme un Ds—o-module
holonome) ;

— ce foncteur commute 4 ’image directe propre;

— soit 7 un générateur local de NV et considérons une équation fonctionnelle de
Bernstein b(s)nf® = P(x,0,,s)nf*t! avec b # 0 de degré minimal ; alors si b
est constant, on a YF°4(N) = 0;

— si f est non singuliére et N est régulier le long de f =0 on a PDRa“¢}“°dN =

) f”DRa"N , ot ¢ désigne le foncteur des cycles proches pour les faisceaux

(voir par exemple [27]), P e ¥[—1] désigne le méme foncteur décalé de —1,

DR?" est le complexe de de Rham & coefficients analytiques et sur une variété
X on pose PDR* % pRa» [dim X].

Par ailleurs on a

Lemme 4.5.9. — Soit N un germe en 0 de connexion méromorphe réguliére de rang
r de deuz variables, a péles le long d’une courbe d’équation réduite fg = 0. Alors

(1) PtV @£V ) =0;
@) x ("DRa"zp}“"d(/\/'))o =r- [V 2)o—1], oa (Y - Z)o désigne la multiplicité
d’intersection en 0 de Y = {f =0} et Z = {g = 0}.

Démonstration. — Le premier point résulte du fait que si m est une section locale de
N, le polynome de Bernstein de nel/f” f* est constant (voir [15]). Le second utilise
le calcul topologique de ”DRa“@b‘}“"dAf indiqué ci-dessus. O

Lemme 4.5.10. — Soit N une connexion méromorphe a péles le long de x1x2 = 0 et &
singularités réguliéres. Soient m = (m1,mz) € N2 — {0} et n = (n1,n2) € (N —{0})?
et A € C — {0}. Alors

(1) x (PDR*™yeN), =0,

(2) PPt (N @EM") =0 et

(3) x ("DR™pged (N @ Ve")) = rmany.

Démonstration. — On peut supposer que A est de rang 1 puisque N est extension
de connexions de rang 1. On notera N = “z®” avec a = (a1, a2) € [—1,0[%

Le premier point est alors immédiat puisque la fibre de Milnor de la fonction ™
dans un tore a le type d’homotopie d’une réunion de cercles S?.

Pour le second, on vérifie facilement que le polynome de Bernstein de z®e**" z™*
est égal & 1.
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Montrons le troisiéme point. On voit d’abord que ymed(“c®” @Y/ % ) est & support
dans z9 = 0, puisque le long de z; = 0 et si 2 # 0 on peut appliquer le premier point
du lemme 4.5.9. Nous allons montrer que med(“c®” @ £ @'Y est ('image directe
par l'inclusion {zo = 0} < (C2%,0) d’) une connexion méromorphe sur o = 0, &
pole le long de z; = 0, telle que £-2/*1" ® ymed(«gan @ £X/21") et réguliere. Cette
connexion est de rang générique m» puisqu'il en est de méme de T2 (“z*”) le long
de z2 = 0 pour z; # 0 (c’est ici un calcul topologique). L’assertion voulue est alors
conséquence du théoréme de I'indice pour les connexions irréguliéres (voir [39]).

Pour calculer le module ™ed(“c®” ® £3=1"), on considere le C{z}[t](Dy,8s)-
module C{z}[z~1,8] - €, avec € = “z*”e**1' §(t — ™), image directe par linclu-
sion (C2,0) — (C?,0), associée au graphe de la fonction z™, de “z®” @ £1'. On
remarque que la multiplication par ¢ est inversible sur ce module : c’est vrai sur le
gradué de la filtration par le degré en 9; puisque t§(t — ™) = x™d(t — ™) et on en
déduit que c’est vrai sur le module lui-méme.

11 suffit alors de montrer que pour une filtration U, (C{z}[z~!, 8] - €) bonne rela-
tivement & la V-filtration de C{z}[t](0;,0;) relative & t = 0, le quotient Uy /tUy est
l'image directe par l'inclusion {z2 = 0} < (C2,0) d’une connexion méromorphe du
type voulu. Il s’agit donc de calculer

U = C{2}[t](0s, t8:) - €/tC{x}[t](0a, t84) - €.

On a les relations

(4.5.11) ((Elaml - cn) €= (—2;11 - m13¢t> - €
1
et
mao—1
(4.5.12) omrayre = (—1)™ ] (matd — a2 + k) -e.

k=0

La premiére relation montre que ¢ = Q(z10,,,t0:) - z7'e, ou @ est un polyndme
a coefficients constants. On déduit alors de la deuxiéme relation que le polynéme de
Bernstein b(t8;) de ¢ relativement & t = 0 divise [],2; Y(matd; — as + k) et on voit
aussi que la multiplication par z; est inversible sur . Si [¢] désigne la classe de € dans
U, on a0 = tle] = 2™[e], donc z3*2[e] = 0 et ¥ est & support dans zo = 0. Comme tJ;
est un endomorphisme de ¥ admettant b pour polynéme minimal, la relation (4.5.11)
montre que £~/ 21" @ ¥ est une connexion méromorphe réguliére. O

Remarque 4.5.13. — Notons que si A est comme dans le lemme 4.5.9 et si f = z3,
on a aussi, pour une telle connexion, 1[);“2°d(./\/[w1_1] ® 5’\”“3)0 =0siab>0:on
se raméne, aprés éclatements rendant le diviseur ;229 = 0 & croisements normaux,
a la situation considérée au premier point du lemme 4.5.9 ou au deuxiéme point du

lemme 4.5.10.
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Revenons a la démonstration de la proposition 4.5.8 lorsque M est une connexion
méromorphe. On a

iy e (M ® 8”1””29) = ppyped (M ® 5”“”2“)
= BT (P';’DR™ g (M@ £X0158"))
b 2 .
La dimension cherchée est donc la caractéristique d’Euler de ce dernier complexe. On

peut calculer celle-ci de maniére locale puisque pDRa"dz‘z“:d (M ® EXvrey b) est un

complexe & cohomologie constructible sur P?.

Dans le cas + on écrit
X (Pl;pDRan¢;nzod (M ® glexg)) =x (A1;pDRan¢:;od (M ® g)\mlzg))
+x (pDRanw:;Odj-‘- (M ®g/\z1wg))21:°o

et puisque dans ce cas M ® & 2125 egt réguliére le long de A! x {0}, le point (2) du
lemme 4.5.9 montre que

X (Al;pDRanngzod (M ®£)\z1wg)) =¥ (Al;pDRan’L/);n;)dM) =7 (#(I _ Ioo) _ 1)
ou [, ={’i€I|V1;<0}.

Dans le cas —, le premier point du lemme 4.5.9 (pour A! — {0}) et la remarque
4.5.13 (pour #; = 0o) montrent que Pmed (M ® EAe1zy b) est & support l’origine de
Al

Ainsi, pour montrer la premiére égalité de la proposition 4.5.8, tout revient a
montrer les deux propriétés suivantes (quitte a faire un changement de coordonnées) :

Si A/ est un germe en z; = x> = 0 de connexion méromorphe réguliére & poles le
long de z2 = 0 et U; Z; ou Z; a pour équation &, = x5 u;(z2) avec u;(0) # 0 et v; > 0,
on a
(4.5.14) X (”DR"“ mod (N® gml/z‘z’)o) = #{i | v; > b).

Si NV est & poles le long de z; =0, 22 = 0 et U;Z;, on a
(4515  x ("DR™ymd (N 5”3/21)0) = (#{i | v <b}+1).

On choisit une suite d’éclatements toriques 7 : X — C? au-dessus de ’origine
de C2 donnée par un éventail qui contient la demi-droite engendré par le vecteur
(a,7) = (b,1) (nous reprenons ici les notations du §1.2.1 en y remplacant a, b, ¢, d par
a, 3,7,9). Nous supposons de plus que les transformeées strictes des courbes Z; (i € I)
par 7 coupent le diviseur 7~ ({z122 = 0}) en des points lisses de celui-ci uniquement
(Pexistence d’une telle suite se montre facilement en utilisant le lemme 1.2.2). Les
composantes du diviseur exceptionnel 7~1(0) de 7 correspondent aux arétes de cet
éventail de vecteur directeur (a,7) avec @, > 0 premiers entre eux. La transformée
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stricte de Z; par m coupe alors une unique composante E?a,v)’ a savoir celle pour
laquelle («, ) = (v;, 1), et elle la coupe transversalement.

En utilisant la commutation de ¥™°¢ avec I'image directe propre, on voit qu’il
s’agit de calculer

(4.5.16) X (ﬂ—l(o);PDRan ;';‘L‘i (7r+./\f ® 5>\(z1/zg)o"))
et
(4.5.17) X (w‘l(O);PDRa“wg‘g‘jr (7r+./\/ ® 5x(zg/z,)on))

ou, dans le second cas, on impose de plus que N' = N[z] 1. si E(q,y) est la composante
(isomorphe 4 P') de #=1(0) correspondant & (c, ), on note EY, ) la partie de E(4 )
(isomorphe & C*) qui est lisse dans 7~ ({122 = 0}). Nous allons calculer les x sur
les Ef’a’,y), puis aux points de croisement du diviseur 7! ({z1z5 = 0}).

Commencons par (4.5.16). Le lemme 4.5.9 montre que

X (Bfay DR, (n N @ £Xe/00or))

_J0 sia—by<0
ro#{i|(a,7) = (v,1)} sia—by=0
de sorte que

b
S x (Bl PDReS, (w4 A @ E3/50m) ) = e 0y > b).
(a,7)

Considérons maintenant les points de croisement. Dans la carte qui contient la
transformée stricte de 2 = 0, on a des coordonnées x},z} dans lesquelles 7 est
donnée par z; = ziz, x; = @, pour un certain 8 > b. Au voisinage de lori-
gine de cette carte, on a (7r+./\/ ®E’\(ml/’”5)°") ~ 7t N, et c’est une connexion
réguliére & poles le long de x5, = 0. De plus z2 o # = x4. On vérifie alors que

% (”DR’ln mod (7r+./\/®5c(’“'1/”g)°")0) = —r.

Considérons maintenant un point de croisement de 7= ({z1z2 = 0}) centre d’une
carte de coordonnées «}, z} ou 7 s'écrit z; = Tz, €y = 2z, avec ad — By = £1
et (puisque ce cas a été déja traité) (a,vy) # (1,0). Nous supposerons par exemple
que a/y > /4, donc ad — By = 1.

Si 3/6 > b, on peut appliquer le premier point du lemme 4.5.10 pour voir que
x = 0 au centre de cette carte. De méme, si a/y < b, on applique le second point
pour obtenir x = 0. Enfin, si a/y = bonaa =bety =1,donc b — 3 =1 et
6 =1, 8 =>b-1. On doit calculer PDRanwg‘:‘,l‘;‘is (rtN® £¢/72)y. Le x est alors égal &
r, d’aprés le dernier point du lemme 4.5.10.

La démonstration de (4.5.17) se fait de la méme maniére, ainsi que celle de la
deuxiéme égalité dans la proposition 4.5.8, et nous la laissons au lecteur. O

ASTERISQUE 263



5. LE CAS NILPOTENT : PRELIMINAIRES 127

5. Le cas nilpotent : préliminaires

Nous notons dans cette section P = P(M) le lieu des poles de la connexion M et
nous supposons que M est & déterminant régulier et que la matrice © de la connexion
dans la base m de M satisfait les conditions de la proposition 4.1.1. Elle s’écrit donc

O=2""Q=2"" [Q+ D 6 Qpna”
meN2—-{0}
our = (ry,rz) est tel que r; >0et ry >0 (oury =0si P ={x; =0}), et Qo est la
partie principale de  :

Ao dﬂ+adx2) (@ € C)si P = {z, =0}
o = o d

z x .

Ao [ =+ 04—3) (a & Qco) si P = {z122 = 0}
Iy To

et
d.
Q= Am% + B, dzo (resp.Am% + Bm—ﬂ).

T T1 T2

Notons aussi que, si P = {z; = 0}, les termes (g ,,) sont de la forme a,,Aodz;.
Nous supposons que A est nilpotente non nulle et nous fixons un slp-triplet Y = Ag,
X, H. Nous posons D = D(®) = (z") ; si e est un éclatement, on a e*D(0) = D(e*®©).

Le but de cette section est de créer une partie principale pour la 1-forme Q>—1
(rel. (P, D)) en tenant compte de la pondération par le poids relativement & Ag. Nous
voulons de plus imposer que cette partie principale soit primitive. Pour nous assurer
de ce fait, nous nous restreignons aux bases qui sont admissibles (voir le §5.2), ce qui
crée des difficultés, étant donné que cette notion n’est pas stable par éclatement. Nous
serons ainsi amenés & effectuer des éclatements suivis de changements de base. Dans la
suite, lorsqu’aucune précision n’est donnée, nous sous-entendons que les changements
de base considérés préservent les propriétés de la matrice de connexion décrites ci-
dessus et n’en modifient pas la partie principale logarithmique. De fait, sauf au §5.4,
les changements de base considérés ont pour matrice un produit de matrices de la
forme Id +2™T avec m € N? — {0}.

Nous allons montrer la conclusion de 4.4.1 au §5.4, lorsque la matrice Ag n’a pas
deux blocs de Jordan dont les tailles différent de 1 (cas favorable). Plus précisément
nous verrons comment une hypothése de réduction sur Q permet aussi d’arriver & ce
résultat.

5.1. Polygone de Newton et pondérations
5.1.1. Agze privilégié. — Nous appellerons aze privilégié
- Taxe {; = 0} si P = {z; = 0},
— et le ou les axes {x; = 0} (¢ = 1,2) pour lesquels r; # 0, si P = {123 = 0}.
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Nous supposerons que M (satisfaisant les hypothéses du début de cette section) est
munie d’un choix d’axe privilégié (s’il y a lieu de faire un choix). Nous choisirons les
coordonnées de sorte que {z; = 0} soit 'axe privilégié.

Soit e I’éclatement de ’origine. Alors en chaque point de croisement du diviseur
e~ 1P qui est sur e~1(0) nous choisirons comme axe privilégié le diviseur exceptionnel
e~ 1(0) (on vérifie que ce choix est licite, vu les hypothéses faites sur ©). L’écriture
des coordonnées au §3.2.8 est compatible avec ce choix et la convention ci-dessus.

5.1.2. Réduction relative a un triplet admissible. — Nous pouvons introduire la no-
tion de triplet admissible (P, D, {z; = 0}) en imposant que {z; = 0} soit un axe pri-
vilégié et la notion de 1-forme logarithmique = réduite relativement A un tel triplet :
au lieu de la condition forte de (3') au §3.1, on impose A(0) # 0 (ce qui implique la
condition forte puisque r; > 0). Dans la suite, nous avons un triplet admissible aprés
chaque éclatement en tout point du diviseur exceptionnel par le choix indiqué plus
haut.

Le théoréme 3.1.7 n’est pas vrai pour la réduction relativement & ce choix de
triplet admissible, mais le corollaire 3.1.8 est vrai : le seul cas & considérer est celui
d’un point de croisement de coordonnées (x1,x2), d’axe privilégié {z; = 0} et ou la
partie principale logarithmique de la forme considérée (supposée réduite rel. (P, D))

dz
est du type Bo—z. Aprés éclatement, la partie principale au centre de la carte (00)
T

2
est du méme type, mais la forme est réduite relativement au triplet admissible au
centre de toute autre carte. Le corollaire 3.1.8 pour cette notion de réduction résulte
alors de la proposition 4.3.1.

5.1.8. Structure de poids. — La donnée du slp-triplet (Ao, H, X)) permet de décompo-
ser ’espace des matrices en somme directe d’espaces propres pour ad H. Une matrice
A satisfaisant [H, A] = vA est dite pure de poids v relativement & H. Plus généra-
lement, une structure de poids H relativement & (Ag, H, X)) est un endomorphisme
semi-simple H & valeurs propres entiéres, qui commute & H et pour lequel A est pure
de poids —2. Autrement dit, si ’on pose K = ‘H — H, ’endomorphisme K commute
au sly-triplet (Ao, H, X), est semi-simple et & valeurs propres entiéres. L’espace des
matrices se décompose en somme directe d’espace propres relativement a ad H et une
matrice A satisfaisant [H, A] = wA sera dite pure de poids w (relativement & #).

Dans la suite nous fizons une structure de poids H et la notion de poids sera relative
aH.

Si A est une matrice, nous notons A(*) sa composante pure de poids w et I'on a
A=Y g A®.

Soit © = 7" la matrice de la connexion comme au début de cette section. Notons
que € est pure de poids —2. Nous écrirons aussi = Qg + Q72 + Q>"1.
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5.1.4. Partie p-négligeable. — Nous pouvons écrire

Q=0o+>. >,  0wam

w meN2—{0}

Pour w > —1 nous posons p(w) = w + 2. Nous dirons que le terme non nul QS}{’ ) est
p-négligeable dans Q) si I'une des conditions suivantes est satisfaite :

-w< -2
m r
-—w>=-1et > —.
vz p(w) ~ 2
Plus généralement, si L est une forme linéaire & coefficients > 0, nous dirons que ng{’ )
L L
est L-p-négligeable dans Qsiw < —2ouw > —1et (m) > (T).
p(w) 2
Lemme 5.1.5. — Supposons que Q"1 soit p-négligeable dans Q. Alors M est régu-
liére.
Démonstration. — On effectue le changement de base de matrice P = 2"*/2 qui

nécessite éventuellement une ramification d’ordre 2 autour des composantes de P.
Dans POP~! le terme Q) z™ est transformé en Q) gm—wr/2 (cf. [4, (4.12)]) et par
hypothése on a pour tous m et w I'inégalité m — wr/2 > r. De plus, le terme dPP~!
est & poles logarithmiques. Par suite, la transformée de © est & poles logarithmiques.
On conclut & l’aide du lemme 1.2.1.2. O

Remarques

(1) Si P = {x1 = 0}, on obtient la conclusion du lemme en supposant seulement
AZ~1 p-négligeable. En effet, aprés ramification et changement de base comme
ci-dessus, on obtient une base ot D; est régulier. On peut alors appliquer le
(1) de la proposition 2.1.1 puis le lemme 1.2.1.2.

(2) Si P = {z122 = 0} et si l'on suppose seulement AZ~! p-négligeable, le méme
argument que ci-dessus montre que, aprés ramification locale, M se décompose
en somme directe de connexions élémentaires, d’aprés le (2) de 2.1.1. Ainsi M
satisfait la conclusion de 1.3.1.

Notons ’analogue du lemme 3.1.9 :

Lemme 5.1.6. — Soit M une connexion méromorphe formelle a péles le long d'un
diviseur & croisements normauz.

(1) Considérons une suite infinie d’éclatements

w _— —
S X By — . L5820
ot @y, est Uéclatement de (") € E,_, et E, = w;(E,_1), et supposons

que pour tout n, x(™ est un point lisse de 1P (ot m, est la composée des w;
pour i < n). Il existe alors ng tel que F,TOM admette une bonne décomposition
formelle en x(™),
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(2) Supposons que P = {x1x2 = 0}. Il existe alors une suite d’éclatements tori-
ques 7 telle que nT M admette une bonne structure formelle en tout point de
croisement du diviseur 1~ P.

(8) Pour toute suite infinie (ty) d’éclatements toriques, il existe ng tel que 7}
admette une bonne structure formelle en x(™).

Démonstration. — Pour le premier point, on montre comme a la section précédente
qu’il suffit de vérifier ’énoncé lorsque © satisfait les hypothéses du début de cette
section. On vérifie que I'ordre du zéro de Q2! augmente strictement par le type
d’éclatement considéré et le lemme précédent montre que la connexion devient ré-
guliére pour un ng convenable. Le deuxiéme point n’est qu’une reformulation de la
proposition 4.3.1. Enfin, (2) = (3) se montre comme au lemme 3.1.9. |

5.1.7. Polygone de Newton pondéré et nombres associés. — Rappelons que I’on a un
triplet admissible (P, D, {z; = 0}). Nous 'omettrons dans les notations. Le polygone

m
o(w) +(Q4)?

pour les w > —1 et les m € N2 — {0} tels que i) # 0. Lorsque P = {z; = 0},
ce polygone dépend du choix de la coordonnée xz2 mais lorsque P = {ziz2 = 0} il
ne dépend pas du choix de coordonnées adaptées au diviseur P. Ce polygone est &
sommets rationnels et il existe un entier N ne dépendant que de d (= rang de la
connexion) et de la structure de poids H tel que N - N (22>~1) soit 4 sommets entiers.
Le polygone pondéré N (2>~1) ne dépend que de la filtration par le poids induite par
‘H sur ’espace des matrices : si on écrit @ = Qo + > Q,2™, le polygone pondéré

de Newton pondéré IN(Q2Z~1) est I’enveloppe convexe des quadrants

N(Q>"1) est 'enveloppe convexe des quadrants I% + (Q4)? ot m et w sont tels

que w > —1 et 2, # 0 et de poids w (si on perturbe §2,, par des termes de poids
plus petit, on ne change pas le quadrant considéré).

On peut alors définir

— lordre pondéré o1(2Z71) le long de {1 = 0} comme I’abscisse du coté vertical
de N(Q271) et de maniére analogue 02 lorsque P = {z1z2 = 0};

— la multiplicité pondérée m(Q>"1) = inf + p2;
plesep O = pen sy Pt T2

— la multiplicité pondérée réduite m(Q>"1) :

m(Q>~1) — 0,(>71) si P = {x; = 0}
m(Q> 1) =

m(Q>71) = (01(2> 1) + 02(2>7Y)) s P = {zz> = 0}

Ces nombres s’obtiennent aussi de la maniére suivante : si w > —1, soit m(Q(*))
la multiplicité de () relativement au diviseur P (introduite au §3.2.4) et o; (2(®))
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(resp. 02(Q(®))) Vordre le long de 2z, = 0 (resp. x2 = 0). Alors

>—1y _ . Ol(Q(w)) >-1y _ 02(Q(w))
ol = Ty TS T
(w)
m(Q>7') = min m(Q*)) = min m(*)
w>—1 w>-1 p(w)
Lorsque P = {1 = 0} nous poserons aussi
+(Qw)
mt(Q>71) = min m*(Q®) = min mT (@)
w>—1 w>-1  p(w)
. [ . (m(A('”)) m(B(w))+1)]
= min |min ,
B pw) =~ pw)

et si P = {122 = 0} nous poserons m* = m.
Enfin nous noterons

W@ ) = {w > 1| m(@®) = m(@>")}
wHQz 1) = {w >-1] m+(Q(w)) — m+(Q>—1)}

et w® = min W. Si P = {z122 = 0}, ces deux ensembles coincident, mais ils peuvent
étre distincts si P = {z; = 0}. L’ensemble W (Q2>~!) est I’ensemble des poids sous-
principauz de 2.

5.1.8. Polygone de Newton pondéré apparent. — Nous pouvons définir, de maniére
analogue A celle du §3.2.5 les analogues apparents du polygone pondéré. On com-
mence par définir le polygone N'(Q2>~!) comme enveloppe convexe de N (Q>~1) et
du quadrant g + (Q4)?. On définit alors °N (2271) et *m(Q>~1). Puisqu’on dis-
pose d’'un axe privilégié, on peut aussi définir 03(92’1) A partir des composantes de
2N (2271). On définit aussi *h comme longueur horizontale de l’aréte de pente —1
de ®N (2Z~1). On voit que 2N (Q22~1) = & si et seulement si Q2! est p-négligeable.
Enfin 'invariant pondéré apparent %I est défini par
a1y = | PSP ={a =0}
“ﬁ(QZ”I) siP = {Il'11132 = 0} .
5.1.9. Réduction pondérée. — Supposons que le polygone pondéré apparent soit un
quadrant de sommet m° < r/2. On peut écrire alors
0>t = Z Qsz)z)v)m" - gPW)™® | termes d’exposant pondéré > m?°
w2—1

ou zPW)™° = ( si p(w)m?® n’est pas entier. Les termes apparaissant dans la somme
forment la partie principale pondérée de z—"Q>7L.

Nous dirons que Q277! est p-réduite rel. (P, D,{z, = 0}) si le polygone pondéré
apparent N (z7"2Z71) est vide ou est un quadrant de sommet m®° < r/2 et de plus,
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dans ce dernier cas, pour tout w € W, la forme Q(*) est réduite rel. (P, D, {z;, = 0}).
Le résultat suivant est alors un des pivots de la démonstration de 4.4.1 :

Lemme 5.1.10. — Soit Q comme au début de cette section. Alors la conclusion de
4.4.1 est vraie si Q2! est p-réduite avec une partie principale logarithmique primitive.

Démonstration. — Supposons d’abord que P = {z; = 0}. Nous allons montrer que
la conclusion de 4.4.1 est satisfaite en reprenant le procédé de Turrittin.

Soit m°® = (mY?,0) le sommet de 2N(222~!) (qui est supposé non vide, sinon
la connexion est réguliére, d’aprés le lemme 5.1.5). On effectue aprés ramification

0
éventuelle autour de P le changement de base de matrice x;"‘%. Aprés ce changement
de base, on a toujours P = {x; = 0} et la matrice 'Q s’écrit

IQO + IQ$—2 + IQ}—I

ol 'NS72 et 'Q>~1 sont a coefficients dans (z1,22)C [, z2] et
d
IQO = (Ao + Z)% + xdzo
1

ou Z # 0 est une matrice primitive :

_ (w)

Z= > Ap(w) ms-
{w>—1| p(w)-m‘l’EN}

Alors, si Ag + Z est nilpotente, on a v('Q?) > v(Q) et on obtient la conclusion de 4.4.1.

Sion a P = {z1z2 = 0}, on peut se ramener au cas ou P = {z; = 0} en utilisant
la réduction torique (prop.4.3.1). O

5.1.11. Les pondérations intermédiaires. — Nous aurons besoin d’utiliser de nou-
velles pondérations p; entre la pondération p et la pondération triviale p_; définie
par p_1(w) = 1 pour tout w > —1. On pose, pour s > —1l et w > —1
. . w+2 siw<g
pi(w) = min(w +2,i+2) = N
1+2 siw>z1.
On adoncp=p; pouri>0. Onap;(0) =1sii=—1et =2si¢>0.Pour tout ¢
la fonction p; est croissante et si ¢ < j on a p; < p;. On vérifie de plus les inégalités
suivantes :

(5.1.12) pi(w + w')
(5.1.13) pi(w+w' +2)

On peut alors définir pour tout i > —1 le polygone pondéré 9;(Q2>~1) comme

ﬁ)— + Q3 tels que Q) £ 0 pour w > —1.
?

Le polygone 9,(Q2>~1) est 'enveloppe convexe de 9%;(2>71) et 7/p;(0) + Q3.

pi(w)+w siw>-letw >0
pi(w) +ps(w') siw,w > -1

NN

enveloppe convexe des quadrants

Le polygone 291;(2>~1) est alors défini de la méme maniére qu’au §3.2.5.
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Les invariants correspondants seront notés avec des lettres gothiques : multiplicité
m;, multiplicité réduite m;, multiplicité réduite apparente *m;, etc. De méme, on note
2, = {w > -1 m(@®) = m(@>")}
et on définit aussi QH;F, puis ¢ = min20;. Nous dirons que le terme Qsﬁ” ) est Pi-

m r
—_—
. pi(w) ~ pi(0) .
L-p;-négligeable. Enfin I'invariant pondéré apparent ®J; est défini par
~ o o B
ag, 21y = | BT s P ={a =0}
em;(QZ2~1) si P = {z122 = 0}.

Nous dirons que Q21! est p;-réduite rel. (P, D,{x; = 0}) si *N; est vide ou un
quadrant de sommet m¢ (< r/p;(0)) et dans ce cas si Q(*) est réduite relativement a
(P, D, {z; = 0}) pour tout w € 20;.

négligeablesiw < —2ouw > —1et On a de méme la notion de terme

5.2. Bases admissibles. — Dans ce paragraphe 5.2, nous fixons une structure de
poids ‘H quelconque. Nous désignerons par A’ la partie primitive de la matrice A et
A" la partie non primitive : la, décomposition de A sur Kerad X & Imad Ag est donc
A= A'"+A" Soit munebasede M et © = z7"Q = 27" [ + N2 + Q> 1] comme
au début de cette section la matrice de la connexion dans cette base. Nous dirons que
la base m est admissible si, outre les propriétés supposées au début de cette section,
Q satisfait de plus la propriété suivante :

Si {z1 = 0} désigne Uazxe privilégié,

(5.2.1) le coefficient de d?wl dans QS™2 + Q> est primitif (ou nul).
1

Cette propriété ne dépend pas de la structure de poids H choisie, puisqu’elle porte sur
toute la matrice Q2 et pas seulement sur la partie de H-poids > —1. Notons cependant
que lorsque ‘H = H, cette propriété implique que toute la partie de H-poids < 0 (sauf

Qo) de Q est portée par dzy (resp. %).
2
5.2.2. Changements de base élémentaires. — Considérons ’effet d’un changement de

base de matrice P, = (Id +z"T) avec n € N% — {0} et T # 0 pure de poids w(T).

La nouvelle matrice est Q) = P, (Q) et P,QP;! +2"dP,P; 1. Nous allons calculer la

perturbation z"['Q — Q]. On a
(5.2.3) [PaQP;' — Q) = (-1)*z*+)n [T, Qo]T*

k>0
+ Z Z Z(_l)kxm+(k+1)n[T’ Qﬁ,ﬁ”)]Tk~

w meN2-{0} k>0

Dans cette écriture, les termes non nuls sont purs : le terme [T, Qo]T* est de poids
(k + 1)w(T) — 2 (ou nul) et [T, QW]T* de poids (k + 1)w(T) + w (ou nul).
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D’autre part, si P = {z; =0} posons € =0siny =0et e =1sing > 1. Alors,
dans ce cas,

(5.2.4) a"dP,P;' = (Z(—l)kw;“"’k"‘x;‘"?_eT’“) (nw%% + ngdxz) .
1
k>1

SiP = {z1z2 =0} on a

d d
(5.2.5) @ dP, Pyt = (Z(—1)’°z"+k"Tk) (nlﬂ + nz_ﬂ) .
k>1 71
Mis & part le coefficient de dzs dans (5.2.4), tous les monémes intervenant dans la

perturbation sont d’exposant > n. L'unique terme de degré n dans cette perturbation
est z™[T, Qo).

Lemme 5.2.6 (poids < —2). — Soit 0 comme au début de cette section; soit T une
matrice de poids w(T) <0, n € N2 — {0}, P, = Id +a"T et 'Q = P,(Q). Alors pour
toutt > —1 on a

(a;) M(Q>71) = NL(QZ7) et pour tout m € & [*N;(V>71)] et tout w > —1 on a

rqw)  _ ow)
g (wym = D (wym-
Démonstration. — Par hypothése T' est somme de matrices pures de poids < 0. On

remarque alors que 2"dP, P, ! est de poids < 0. De plus, si P = {z; = 0}, tous les
monomes apparaissant dans ce terme ont un degré p;-pondéré > ry /p;(0) en z; et si
P = {z1z2 = 0} ils ont un degré p;-pondéré > r/p;(0). Ainsi le terme considéré est
p;-négligeable. Son adjonction n’est donc pas susceptible de modifier 9;(22~!) non
plus que la restriction de 2Z~! au bord de ce polygone.

Considérons 'autre partie (5.2.3) de la perturbation. Les termes non nuls de la
forme x(*+1)" [T, Q]T* sont de poids < —2. De plus, si une composante pure d’un
terme z™+(k+Dn (T Q%”)]Tk est de poids w+W > —1 avec W < (k+ 1)w(T) < 0, on
aw>—1et Qlw) # 0. Alors, puisque l'on a p;(w + W) < p;(w), on a aussi

m+(k+1n _ m+(k+1)n m

pilw+W) = pi(w) pi(w)
donc
m+ (k+ 1)n 1O>~1 1O>-1
—_— e NM(QTT) - (7).
Ainsi la perturbation satisfait (a;). O

Si m® # r/p;(0) est un sommet de ,(Q>"1), resp. le sommet minjex I (Q>1)
lorsque P = {z; = 0}, notons

g(m°) = min {w >-1|3

m
m, —— =m° et AW 0} et m°® =p;(qg) -m°.
— # pi(@)
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Lemme 5.2.7 (poids > —1). — Soit  comme au début de cette section; soit T pure
de poids w(T) ¥ p+2>1,n e N2—{0}, P, = Id +2"T et'Q = P,(). Soiti > —1
et faisons les hypothéses suivantes :
n
1) —— e N(Q="1),
M 5 €7@

(2) si de plus est un sommet m°® de *9;(Q>~1) (resp. est égal au sommet

n
pi(p)
m° = minjey 29 (QZ71) si P = {&; =0}), on a p > q(m°).
Alors
(6;) 88 P = {z1 =0} on a minjex M,('QZ ") Sjex Minex W(NZ") =m® et s’il y a
inégalité stricte, on a nécessairement
ni ™

_n <
pi(p) pi(p) 2

(¢;) si P = {z122 =0} on a M,(Q>"1) C N(Q>71) et si Vinclusion est stricte,
c’est qu’il existe un sommet m® # r/p;(0) de M,(NZ"1) tel que U'on ait

p= q(m") <1, =m° (i,e, n =m?°), et AI,,(.:Io(mO)) =0;

_ o : no_ o — O H(g(m?®)) _ q.
p=q(m°) <1, pi(p)—m (ie.n=m°), et Ao =0;

les autres sommets de M,(NZ~1) sont aussi des sommets de N,('Q>~1) et en
ces sommets, sauf éventuellement r/p;(0), les coefficients de 0>~ et 'Q>~1

coincident.
Démonstration. — Remarquons que si w(7T) > 1, les exposants pondérés apparaissant
dans la formule (5.2.3) satisfont les propriétés suivantes :

m+ (k+ 1)n n

> :
pi(w+ (k+Dw(T)) = pi(p)
en effet, si w + (k + 1)w(T) < ¢ on a (puisque m > 0)

m+ (k+1)n _ m+ (k+ 1)n
pi(w+ (k+Dw(T)) ~ w+ (k+ Dw(T) +2
n n
> mes (G )
_ n _n
T min(p+2,i+2)  pi(p)
et siw+ (k+ 1)w(T) > i on a aussi (k+ 1)w(T) > i + 2 puisque w + 2 < 0,
donc si de plus p > i on a

-siw< -2etw+ (k+ 1)w(T) > -1, alors

m+ (k+ 1)n _m+(k+1)n n _n
pi(w+ (k+ D)w(T)) i+2 i+2  pilp)
et sip <z,
m+ (k+1)n _m+(k+1)n m+(/<:-|~1)n> n _on
piw+ (k+Dw()  i+2 7 (k+Dw(@) " @)  pip)’
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m+ (k+ 1)n
pi(w + (k + 1w(T))
m n
quadrants de sommets —— et ——
' - pi(w) ~ pi(p)
si ces deux points sont confondus et si w,p < ¢ :
en effet, si p > ¢ (resp. si w > ¢) on a aussi w + (k + 1)w(T) > i, donc

— siw > —1, le point

est dans le polygone engendré par les

; ce n’est un sommet de ce polygone que

m+ (k+ 1)n _m+(ls:+1)n> n L).

pitw + (k+Dw(T))  i+2 pi(p) pi(w)”’
supposons donc que p,w < ¢ et ainsi p;(p) = w(T) et p;(w) = w + 2; sil’'on a
w4+ (k+1)w(T) < i, on a aussi p;(w+ (k+1)w(T)) = w+ (k+1)w(T) +2, ainsi
quew < ietp< i;npar suite le point considéré est & l’intérieur du segment
joignant

(resp. >

M et —— si ces deux points sont distincts et égal & ceux-ci s’ils
pi(w) — pi(p)
sont confondus; si w + (k+ 1)w(T) >ion ap;(w+ (k+ Dw(T)) =i+ 2 et

m+ (k+1)n _m+(k+1)n
pi(w+ (k+ Dw(T)) i+ 2
S m+ (k+1)n
w+2+ (k+1w(T)
m+ (k+1)n

— pi(w) + (k+ 1)ps(p)
de sorte que le point est & 'intérieur du polygone considéré.

On voit de méme que si ¢ = —1, les exposants apparaissant dans (5.2.4) et dans
(5.2.5) sont p;-négligeables. Si ¢ > 0 (on rappelle qu’alors p;(0) = 2) les premiers
satisfont :

DL i (2, T
pi(kw(T)) = pi(p)’ pi(0)

n1 T1

avec égalité seulement sip < i et — = ——
) ¢ ) PO

et les seconds satisfont le fait que le point est dans le polygone engendré

r+kn
, n pi(kw(T))
par —— et —— ; c’est un sommet de ce polygone seulement si p < ¢ et si ces deux
_pi(0)  pi(p)
points sont confondus.

L’assertion d’inégalité dans (b;) (resp. d’inclusion dans (c;)) est alors conséquence
immédiate de la premiére hypothése du lemme. De méme, s’il y a inégalité stricte (resp.
inclusion stricte), c’est que n/p;(p) est égal & m® (resp. & un sommet m® # r/p;(0)).
On vérifie alors sur la formule (5.2.3) que si p > g(m°), le coefficient Aﬁ,‘{&‘“")) est
inchangé par la perturbation, de sorte que minjex M:('Q>71) reste égal & m° (resp.
MNL('QZ71) = M (Q>71)). La seconde hypothése implique donc que p = g(m°). O

5.2.8. Changement de base de Turrittin. — Nous allons maintenant définir par ré-
currence le changement de base 7. Soit W la valeur propre maximum de ad H. Nous
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poserons

w
¥ JI I @+z"Tww)

neN2—{0} w=-2

ou le produit sur n est pris dans ’ordre < introduit dans la preuve de la proposition
2.3.1. Supposons avoir défini T, v pour tout n’ < n et tout w’, notons

w
Tor= II Il @d+a"Tww)

0#n' <nw'=-2

et posons (< n) = 75" () ; nous supposons que les T}, sont choisis de sorte que

k

d
le coefficient non primitif A(< n)j de Q(< n) sur z % est nul pour tout k # 0,
1

k < n. Nous allons définir par récurrence sur w les T, 4 :

— on choisit T,, _» de sorte que [Ag, Tn,—2] = A(< n)"S~2 si ce dernier terme est
non nul (on pose T, _» = 0 sinon) et on pose Q(n, —2) = (Id +2"T,,—2)(2(< n)); on
a par construction A(n,—2)% = 0 pour tout k < n et A(n, —2)1S"2 =0;

—si’on a défini T}, , pour tout p avec —2 < p < w de sorte que si I’on pose

w—1

Qn,w—1) = [ H (Id +a:"Tn,p)] (Q(=< n))

p=—2

on ait A(n,w — 1)} = 0 pour tout k¥ < n et A(n,w — 1);;(1;) = 0 pour tout p < w — 1,
on choisit T}, ,, de sorte que [Ag, Th,w] = A(n,w — I)Z(w) si ce dernier terme est non
nul (on pose T}, , = O sinon).

Par construction, on peut appliquer le lemme 5.2.6 pour Q(< n) et Q(n,—2) et le
lemme 5.2.7 pour Q(n, p) et Q(n, p+1) car les hypothéses de ce lemme sont satisfaites.
On obtient alors par application itérée de ces lemmes :

Proposition 5.2.9. — Soit 2 comme au début de cette section, Tq le changement de
base de Turrittin et 'Q = Ta(Q). Soit i > —1. Alors
def

(b;) si P = {z1 =0} on a minjex M,('NZ71) >jex minjex N> = mO et slil y
a inégalité stricte, on a nécessairement ALL™)) = 0;
(¢;) 8i P = {z122 =0} on a M('Q>"1) C M(N>"1) et si Uinclusion est stricte,
c’est qu’il existe un sommet m°® # r/p;(0) de N, (Q>71) tel que A;fl’{,('“ ) =
0. 0O

On déduit de méme

Lemme 5.2.10. — Soit 2 comme au début de cette section et firons i > —1. Soit
m° un sommet de M, (Q>71) (resp. le sommet minjex N;(Q>71)) si P = {z122 = 0}
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(resp. si P = {x; = 0}). Supposons que A:ﬁfo(mo)) # 0. Alors m° est un sommet de
N(CQZ"1), 'g° = ¢° (o0 'q° & 'q(m®) est défini comme ¢° q(m®) pour ') et

’Q'ig:) = Q’rsl‘{,o) et en particulier 'AS,ZZ) = A',ﬁﬂo)-

5.2.11. Bases admissibles et éclatements. — Supposons que m soit une base admis-
sible et soit e 1’éclatement de ’origine. Alors la base image inverse de et M n’est plus
nécessairement admissible pour la connexion image inverse (on le voit sur les formules
du §3.2.8). Nous allons d’abord contréler le comportement des situations «réduites »
par éclatement et changement de base 7. Puisque la notion de base admissible est
liée au choix d’un axe privilégié, nous utiliserons la notion de réduction relativement
a (P,D,{z; = 0}) si {1 = 0} est ’axe privilégié. Bien entendu, il n’y a de distinction
par rapport & la notion de réduction (forte ou faible) rel. (P, D) qu’en un point de
croisement de P.

Lemme 5.2.12. — Supposons que la base de M soit admissible et que Q1 soit
pi-réduite rel. (P,D,{z; =0}) pour un i > —1. Soit e l’éclatement de l'origine,
2° € e 1(0) et 'Q = Terq),. (€*Q). Alors 'Q>~1 est p;-réduite relativement au triplet
(e1P,e*D, {y, = 0}).

Démonstration. — Immédiate & partir du lemme 5.2.10 appliqué a e*Q2. O

Revenons au comportement du polygone pondéré apparent aprés éclatement et
changement de base 7 dans le cas général.

Proposition 5.2.13. — Fizons i > —1. Soit m une base admissible pour la connexion
et @ =z7"Q = 27 "[Qo + OS2 + Q> la matrice de la connexion dans cette base.
Soit e Uéclatement de l'origine et z° € e~1(0) et (y) les coordonnées centrées en
z°. Notons 'Q = Tie+q)..(e*Q), e*D = (y°*) et soit (e"'P,e*D,{y, = 0}) le triplet
admissible aprés éclatement. Alors

(1) sie P ={y; =0}, r{lin‘ﬁ;(’fP_I) = min N (e*Q>71);

ex ex

(2) sie 1P = {y1yz = 0}, N,(Q>"1) = Ni(e*Q>71).
De plus, le poids minimum des termes non nuls de e*QZ~1 et 'Q2~1 qu sommet
mingex *N; (resp. en chaque sommet de *N;) est le méme.

Corollaire 5.2.14. — Sous les hypothéses de 5.2.13, on a en z°
(1) sie™'P = {y1 =0}, %b;('Q>"1) = %b;(e*Q>71);
(2) st e_l’P = {y1y2 = O},

8 [*N(2>7)] = 0 [*M(e” (@] done *Fy('9>7) = “Ry(e"2>).
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Remarque. — L’introduction des invariants apparents est justifiée ici : en effet, ils
sont nécessités par la présence du terme z"dPP~! dans le changement de base de
matrice P. Ce terme peut ajouter des points qui ne sont pas dans le polygone de
Newton de 22~ mais restent dans le polygone N'(Q2>1), dans le cas non pondéré
(1 = —1). Il en est de méme pour le cas pondéré. Aussi les lemmes 5.2.6 et 5.2.7 ne
controlent que les polygones apparents. Ce sont donc les invariants apparents qui sont
utilisés dans 5.2.14.

Démonstration de la proposition 5.2.13. — Fixons ¢ > —1. Soit m° un sommet du
polygone 9t;(e*Q2>~1) si P a deux composantes, ou m® = minjex M;(e*Q>71) si P
n’a qu'une composante. Notons A le coefficient non primitif de (e*Q>~1),, sur
dy1/y1 de poids minimum wg > —1. Le changement de base Tc«q ne perturbe au
sommet m° que les termes de e*QZ~! qui sont de poids > wg d’apreés les lemmes 5.2.6
et 5.2.7. Si wy est strictement supérieur au poids minimum des termes de e*Q>"1 au
sommet mg, le résultat voulu est clair. Aussi, dans la suite nous supposerons que wg
est égal & ce poids minimum que nous noterons qo.

Alors, pour obtenir le résultat cherché, il suffit de vérifier que m® reste égal a
minex N, (resp. reste un sommet de M) et que le poids minimum reste égal & go, sil’on
applique le changement de base Pro g0 = Id +2™°T a e*Q, en posant m° = p;(¢°) -m°
et ot T est tel que [Ao, T] = AL,

Nous allons donc calculer I’ eﬁ'et de ce changement de base.

. Supposons d’abord que P = {z; = 0}. Ecrivons
Q=0 +0524+ 0771 avec

Q> = A% + Bdzy et

dq
Qo = Ao (—~ + Ocd.”l:z) a € C.
1
Puisque la base est admissible, A est primitive. Soit e I’éclatement de ’origine.
5.2.15. Carte (n) # (00), 1 =z}, zo = zj(zh + 7). — On a
e*N = e*Qg + e*QS72 4 e*2 1
—2) +e*Q>"1

et
NP7 = (Aoe+ o) (zh + dz, ! :
= 1(zh n)Boe)w—,+(xlBoe)dx2.
1

La partie non primitive de (e*Q2Z~1) s’écrit (puisque A est primitive)

(m B'oe [(% + n) + dx2]>
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et le coefficient correspondant au sommet m® est de la forme (avec la convention que
zt=0si g N)

!

(5.2.16) > apilwrm o) [nd—x,l + dx'z]

w?qo :1:1
pour des matrices C"(*) € Im ad Ay calculées & partir de B"(®) o e. D’aprés le lemme
5.2.10 il suffit de considérer le cas ott C""(¢°) # 0. Considérons l’effet du changement
de base de matrice P = Id +2'™°T avec [Ao,T] = nC"@"). Aprés ce changement de
base ’entier 'q° correspondant & ¢° satisfait 'q° > ¢° et le coefficient non primitif en
me est

C"(9) dgh, + poids > '¢°.

Par suite m° est encore un point de 9%;('Q>~1), donc égal & minjex M,('Q>"1) du fait
des lemmes 5.2.6 et 5.2.7.
5.2.17. Carte (). — On a

1" d 1"
e*Q = Ay (dzx,} + ?x%) + (poids < —2) + e*>"1

1 2
_ dxll dwll
e*Q”" ! = |(Aoe+a{Boe) — + Aoe —2
Ty Ty
Ainsi la partie non primitive s’écrit
dxll
(a:'l'B” oe) /1

=
Ty

On raisonne comme ci-dessus en un sommet m° # r/p;(0) de 9. (e*Q2Z~1). On choi-
sit T telle que [Ag,T] = C"'(?°) et aprés le changement de base de matrice Id +z™ T,
o d "
le terme non primitif en poids ¢° est —C"'(¢ )%.
2
. Supposons maintenant que P = {122 = 0}. On a donc

QQ = AO (dﬂ + a%) avec « ¢ Q<0.
2

T1
5.2.18. Carte (n) # (0),(c0). — On a
!
(e*Q)o = Ao [(1 + a)%l— + %dxg]

1
et

! !
e*Q>’I=(A06+BOe)£1;Tl+Boe dzy
1

Ty +n

de sorte que la partie non primitive s’écrit

dzx) dx),
BII 1 + 2 ]
(B oe) [ Ty T+

ASTERISQUE 263



5. LE CAS NILPOTENT : PRELIMINAIRES 141

Le coefficient non primitif en m® = minjex N (e*Q>~1) s'écrit

Z z/p,-(w).mocu(w) [Q;j_,l + %] .
w>q° 1 n
On raisonne comme au §5.2.15. Supposons C"'(¢°) # 0. Aprés le changement de base
de matrice Id +2'™°T avec [(1+ ) Ao, T] = C"(¢°) | le nouveau coefficient non primitif
en m? est

1
; (1 i 1) C"@")dxl, + poids > ¢°

et on conclut comme plus haut.

5.2.19. Carte (0). — On a

dx} dx}
(6*9)0 = A [(1 + a)—af + a.’l?_,;:I
et
! !
erQz 7l = (Aoe+Boe)d—:v,1— +Boed'7i2
T 2
. o . " da'l dzxh
de sorte que la partie primitive s’écrit (B" o e) + o . En un sommet m? de
1 2

N, la partie non primitive s’écrit

Z mlp;(w).mocll(w) <_‘iw_lll + (f:;'g) )
1 2

w>q°

Si C”(4°) n’est pas nul, on choisit T' tel que [(1 + a)Ao,T] = C"(4°). Le nouveau
coefficient non primitif en ce sommet est

o -] d ! !
m <C’”(‘1 ) (—x,l + @,—2) + [T, (e*Qo)]) + poids > ¢°
T Ty
=z'™ (1 - a_—i—l) o’ 4oy 2 + poids > ¢° # 0.
5
5.2.20. Carte (0). — On a

. dzy  dx
(e*N)o = [(l—l- o) ,,1 + —,T]
3 2]
et
II
ezl = (Aoe+Boe)d—+A dey

2
"

d
de sorte que la partie non primitive s’écrit (B" o e)—- ’1 On applique un argument
zy
analogue & celui employé ci-dessus. Ceci termine la preuve de la proposition 5.2.13. O
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5.3. Conséquences de la condition d’intégrabilité. — Nous supposerons dans
ce paragraphe que la structure de poids # est la structure standard H. Nous allons
donner des conséquences de la condition d’intégrabilité sur les coefficients au sommet
du polygone apparent ?9%;(2>~1) pour tout i > —1.

Proposition 5.3.1. —  Soit m° un sommet de *N(QZ71) (supposé non vide) tel que le

dxy
coefficient de w_ dans ana ! soit primitif ou nul. Si, pour w > —1, le terme B( )da:g
1

dza
(resp. B(w) . ) n’est pas nul, alors l'une des propriétés suivantes est satisfaite :

-—w=-1 etB,(nol)eKeradAo (etA —0);
-—w=0 et Bf,?l est une matrice primaitive ;

w>1et B(w) = aA( ) ot a est défini par Qo = Ag (% +a (dwg ou %))
1 2

Démonstration. — Explicitons la condition d’intégrabilité :
Si P = {x; = 0} on a, pour tout w € Z, tout m € N2 — {0} et en posant 7 = (r1,0)
et donc ry =0

(5.32) ad4o(BY —aA@)+ S [Ag,BJ™?
k640, k+t=m

= (my — 2r1)B(w D _ (my +1)A7?

(m1—7r1,m2+1)

et si P = {z122 = 0}

(53.3) adAo(BY) —ad®)+ S [Ax, B
k070, k+E=m

(ml —_ 2T1)B(w 2) (mz - 27‘2)A(w 2).

Lorsque P = {z1 = 0} et m = m° est un sommet de *N(Q>~!), on am$ —r; <0,
donc le second membre de (5.3.2) est nul. Par ailleurs, pour k,£ # 0 avec k + £ = m?°,
on a k; < m$ ou ¢; < m¢, de sorte que si un terme [Ay, B7](*~2) n’est pas nul, c’est
que Ay et By sont de poids < —2, ce qui est impossible si w > —1.

Lorsque P = {x;z2 = 0} on raisonne de maniére analogue en utilisant une forme
linéaire L & coeflicients positifs telle que L(m®) < L(r) et que la droite L = L(m?)
ne coupe *N(Q2Z~1) qu’au sommet m°.

Ainsi, pourw > -1 et m = m°, la condition (5.3.2) s’écrit ad AO(BS;‘L) —aAsffo)) =0.
Siw=-1,0ona Amo = 0 puisque les matrices Amo) sont primitives, donc de poids

> 0 et, par suite, B,(n_ ) € Kerad Ap, c’est-a-dire Bfn"o ) est quasi-primitive. Si w = 0,
on voit de méme que B( ) est primitive et enfin, si w > 1, on voit que B(w) = aA(w)

puisque ad Ap est injective sur les matrices de poids > 0. O

Proposition 5.3.4. — Soiti > 0. Supposons qu’en un sommet m® de *M;(Q>~1) (resp.
. dz

au sommet m° = minjex *N;(NZ71) si P = {z1 =0}) le coefficient de x—l dans
1
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0 ()w)m,, est primitif ou nul pour tout w. Alors si, pour w > —1, le terme Bfno)(w)dm
(resp. Bf:i)(w)-d—) n’est pas nul (avec m"(w) pz(w) me°), l'une des propriétés

sutvantes est satzsfazte

—w=-1et Br(r;,l()_l) € Kerad Ay (et Am_,,l() )= =0);

—w=0 et Bff?»(o) est une matrice primitive ;
>1et
_ B(w) v = aA

- w <4, Bfno( 1) # 0 et il existe w' < w tel que AW o(w,) #0.

m°(w) ou

Démonstration. — Nous utiliserons ’inégalité (5.1.13) sous la forme suivante :
siw >1onap;(w) <p;(0) + ps(w —2) et on a p;(0) = 2 puisque ¢ > 0.
Supposons que P = {z; = 0}. Soit m°® = minjex *N;(N>71) et m°(w) = p;(w) - m°.

Siw=—-1,onamf(—1) <r1/2 et siw =0, on amf(0) <r;, donc dans les deux cas
le second membre de (5.3.2) est nul. Siw > 1, on a
mi (w) mf (w) : (7’1 mi(w) — Tl)
> Z>min | —, ————
pi(w) = pi(0) +pi(w—2) 7 27 pi(w—-2)

avec égalité si et seulement si tous les termes sont égaux, ce qui est impossible puisque
mg(w)/pi(w) < r1/2. Ainsi on a
mg(w) — 1 _ mg(w)
pi(w —2) pi(w)
et le second membre de (5.3.2) est encore nul, par définition de minjex @9%;(Q>71).
Considérons les termes [Ay, B,](*=2). On écrit [Ay, B,](¥~=2) = ZP[A%’) , B{w=2P)],
Alors

(AP B2 L= 0<p<w—1<ietm®=

me(w)  k ¢

pi(w) ~ pip)  pi(w—p)’
En effet, choisissons une forme linéaire L & coefficients positifs telle que la droite
L = L(m°) ne coupe le polygone I,(2>~1) qu’au sommet m°. Si p > w > —1, on
a k/pi(p) < m°(w)/p;(w), donc Aff’) =0; de méme, sip< —2on a Bf;w_z—p) =0;
supposons donc que —1 £ p < w — 1; on a, puisque k + £ = m et d’aprés (5.1.13),
Pinégalité

Lm?) = pi(w) 7 pi(p) +pi(w—p—-2) 7 pi(p)’ pi(w —p—-2)

avec égalité si et seulement si tous les termes sont égaux. Ainsi on a [Afc” ) , B§w—2_” )] #

0 seulement si
(5.3.5)

L(m°) =

Linitw) Lot (L, L0

L(m°(w)) _ L(k) _ L(¢)
pi(w) pi(p)  pi(w—p-2)

On en déduit I’assertion par le choix de la forme L et puisque Afn_ol()_l) =0.

et pi(w) = pi(p) + pi(w —p - 2).
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Supposons donc que B("f,) # 0. Siw = —1 on en déduit que B(—ol)_ € Kerad Ay,
me(w) me(—1)
c’est-a-dire est une matrice quasi-primitive et siw = 0, on a ad AO(BS,?,Z ©) —aAfgz,(O)) =

0, donc BET?Z(O) est primitive ou nulle. Enfin si w > 1 et si Bg‘f,)( w) # aAS:Z,)(w), c’est

qu’un terme [Aff ),ng—z—p )] donc aussi Béw_z—p ) a une partie non primitive non
nulle, avec 0 < p < w — 1 < ¢ et (5.3.5). On en déduit I’assertion par récurrence sur
w.

Un raisonnement analogue vaut si P = {z122 = 0} en considérant une forme li-
néaire L A coefficients positifs telle que la droite L = L(m°) ne coupe le polygone
NL(QZ~1) qu’au sommet m®, pour montrer que le second membre de (5.3.2) est nul
ou pour obtenir un analogue de (5.3.5). O

Remarque. — Si, lorsque P = {z; = 0}, on suppose que la base est admissible, la
conclusion de la proposition 5.3.4 est satisfaite en chaque sommet de *9;(Q>"1) et
pas seulement au sommet minjey *9;(2271) : on considére pour cela la composante
(5.3.2)" de (5.3.2) sur Im ad Ay ; elle ne fait plus intervenir le terme AEZ;E)WW_H) qui
est primitif et on peut alors raisonner a l’aide d’une forme linéaire L pour en déduire

qu’en chaque sommet m?, le second membre de (5.3.2)"” est nul si w > —1.

Corollaire 5.3.6. — Soit i > —1. Supposons que Q=1 soit p;-réduite dans une base
admissible.

(1) Soit m° un sommet de *N(QZ~1) et wo le poids minimal des termes portés
par ce sommet. Soit m° = p(wo) - m°. Alors wg > 0, Af,lfo") #0etsiP =
{z122 = 0}, Aﬁ,‘ﬂ” et Bﬁ:.’,") ne sont pas en résonance.

(2) SiP = {x; =0} et sim(Q>"1) <7r1/2, ona WH(QZ"1) Cc W(Q=1) et pour
tout w € WH(Q>71), on a mH(Q®)) = m(Q).

Démonstration. — Si wo = —1, le point m° est & coordonnées entiéres et c’est un
sommet de ?9%;(Q2>7!). Ceci implique, vu I’hypothése de réduction, que A,,:ol ) # 0,
ce qui est impossible puisque la base est admissible, i.e. les termes A sont primitifs
donc de poids > 0. On a donc wg > 0.

Si Q>1 est p;-réduite et *N;(Q>"1) # &, le poids minimum g au sommet du qua-
drant *9;(2>~1) est donc > 0, pour la méme raison. Tous les sommets de *N (2>71)
ont alors un poids minimum > go et I’égalité n’a lieu qu’en un sommet au plus, qui
est nécessairement sommet commun de *9;(2>71) et N (22~ 1). Donc si wp = 0 en
un sommet m° de N (227!), on a go = 0 et ’hypothése de réduction montre que
Aﬁ,‘il # 0. Si wy > 1, on peut appliquer la proposition 5.3.4 (pour ¢ > 0) pour obtenir
le premier point.

Si maintenant *9%;(Q2Z~!) = & et si m° est un sommet de *N(Q>71) (resp. le
sommet mine, N (2271)), on doit avoir wo > 1sii=—1letwo =i+ 1sii>0et
on peut encore appliquer la proposition 5.3.4.
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Pour le second point, commencons par vérifier que si 'on a m(Q2~1) < r/2,
alors m(B>~!) > m(AZ~!) : 'hypothése montre que la multiplicité m est atteinte
en un sommet # (r1/2,0) de N'(2>~1), de sorte que ’assertion découle du premier
point. Ainsi on a mt(Q>"1) = m(Q>"1) = m(4>7!) : en effet, par définition,
m(Q="1) = min(m(4>71),m(B>"1)) et m*(Q>71) = min(m(AZ~1),m*(B>"1)),
et de plus on a m*(B>"1) > m(B>71).

Soit alors w € W1 (2>~1). On a

m(Q(w)) < m+(ﬂ(“’)) =mt(Q>"1) = m(Q>"1) < m(Q(“’))

d’on I’égalité entre tous les termes et donc w € W (Q>71). O

5.4. Démonstration de 1’énoncé 4.4.1 dans le cas favorable. — Nous allons
montrer dans ce paragraphe le premier résultat allant dans le sens de 1.3.1 dans le
cas nilpotent. Nous fixons dans cette section la structure de poids standard H.

Proposition 5.4.1. — Soit Q comme au début de cette section. Alors s’il existei > —1
tel que Q21 soit p;-réduite dans une base admissible, la conclusion de 4.4.1 est vraie.

Au vu du lemme 5.1.10, cette proposition est conséquence de la

Proposition 5.4.2. — Soit Q comme au début de cette section. Supposons que QZ~!
soit p;-réduite dans une base admissible pour un certain ¢ > —1. Il existe alors une
suite d’éclatements 7 : )7,\E — C/2,\0 a centres M -permis et en tout centre permis
z° € E un changement de base de matrice P € GL(d, @ma) de sorte que si (y) sont
des coordonnées locales adaptées a m—1P, l'une des propriétés suivantes soit satisfaite :

(1) la base image par P est admissible et la matrice '} = Qg +'QS72 +'Q>71 de
mt M dans cette base satisfait les mémes propriétés que Q et de plus le fait que
'02-1 s0it p-réduite rel. (n7 1P, m*D,{y; = 0});

(2) la connezion m™ M admet une bonne structure formelle au point considéré.

Démonstration. — Elle se fait suivant le méme principe que celle de la section 3.
Il suffit de montrer que pour toute suite infinie d’éclatements locaux, l’'une des pro-
priétés est atteinte en un rang fini de la suite. Nous allons composer éclatements et
changements de base 7 pour qu’a chaque étape la base reste admissible. Si I’on essaye
d’adapter directement la preuve de la proposition 3.3.1 au cas pondéré, la premiére
difficulté qui surgit concerne le comportement de 'invariant apparent I par écla-
tement. La décroissance de celui-ci n’est plus immédiate. Cela tient au fait que les
ensembles W et W introduits au §5.1.7 peuvent étre distincts. C’est pour cette rai-
son qu’est faite ’hypothése de réduction. Il s’agit d’abord de réduire & zéro 'invariant
apparent “I.
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Lemme 5.4.3. — Soit ) satisfaisant les hypothéses de 5.4.2, soit e l’éclatement de
Vorigine et z° € e 1(0). Soit 'Qgo = T(erq,0)(e* Qo). Alors on a

T('0ZY) < A>T,

Si P ={x, =0} et si A(NZ71) >0, il y a égalité en au plus un point y° € e~1(0) et
y° est un point lisse de e~ 1P.

Démonstration. — Le corollaire 5.2.14 montre que “I('Q2") = eI (e*Q271). 1l reste
a montrer I'inégalité et & considérer le cas d’égalité pour ’éclatement. Nous allons
raisonner comme au lemme 3.3.2.

Supposons d’abord que P = {z; = 0}.

Si m(Q2Z71) > r1/2, on a *N(e*QZ7!) = & en tout z° # oo et U (e*Q>"1) = 0.
Si x° = 00, le méme raisonnement que celui du lemme 3.3.2 (figure 8) montre que

U(e' 0P = W) < BT < T - 0u (T TP,

Supposons donc m(2Z~!) < r; /2. Il suffit, comme dans le lemme 3.3.2, de montrer
qu’en z° on a

B> < MO (TP

et de considérer le cas d’égalité. Mais puisque WH(Q="1) ¢ W(Q="1) (corollaire
5.3.6), on a pour tout w € W1 (2>~1), au centre d’une carte () # (c0),

b(e*Q>"1) < be*(Q™)) (définition de W)
< m(Q™)  (voir le lemme 3.3.2)
L m(@Q) - 0,(Q™)
= m(Q>Y) — 0, (™) (car w € W(Q>"1))
< m(Q77Y) -0 (7)
def ﬁ(ﬂ> 1)

S'il y a égalité AT (e* Q2. ') = I(Q>71) # 0 en y°, c’est que pour tout w € W (Q>"1)
il y a égalité

(5.4.4) be* W) = m(Q®) = m(Q>Y) et 0,(AW) = 0y (2>7).

Un tel y° (lisse sur e"1(P)) est unique d’apreés le lemme 3.3.2.
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Considérons maintenant la carte (0o) (toujours avec m(22~1) < r;/2). On a
maintenant pour tout w € Wt (Q>-1) :

iI(e* N>l < m(e*Q> )

< be*Q>Y)

< b(e* Q™)) + 0, (™) — 0,(Q>7) (carw € W)
< mOQ™) + 0, (Q®) — 0,(2>"1)  (lemme 3.3.2)

L m(@Q®) - 0,(2>7Y)

= m(QZ71) =0, (Q%7Y) (carw € W(Q="1))
Emn>1)

< (> =g (>,

Montrons qu’il ne peut y avoir égalité si I (Q2Z71) # 0. S'il y a égalité et si I (Q>"1) #
0, on en déduit que b(e*Q(®)) = m(Q™) # 0 pour tout w € W. On voit comme
au lemme 3.3.2 que pour tout tel w le sommet de N (2(*)) sur I’axe horizontal réalise
la multiplicité de Q(*). Donc le point (m(2>"1),0) est un sommet de N(Q=>"1).
Puisqu’on a aussi b(Q>~1) = m(Q>~1), le polygone N(2>~1) a la forme donnée
sur la figure 10. Le sommet minje, IV (22Z~1) réalise donc aussi la multiplicité. Soit

m(Q>"1)

01(0>71) 1;(92‘1)

FIGURE 10. On a m(QZ7!) = 0:(2>7 1) + m(Q>71)

w' tel que minjex IV (")) = minjey N(Q>71). Le coefficient de A®™") en ce sommet
doit étre nul : on aurait sinon w' € W1 (Q2~1) et aprés éclatement on aurait au
centre de la carte (co) Dinégalité b(e*Q(¥)) < 7 (Q®)) d’aprés le lemme 3.3.2, ce
qui est contradictoire avec I’hypothése d’égalité ci-dessus appliquée & w'. Ainsi le
coefficient de A" est nul en ce sommet, mais ceci est maintenant contradictoire
avec le corollaire 5.3.6, d’ou ’assertion.

Supposons maintenant que P = {z1z2 = 0}. Soit z° € e~1(0) et supposons d’abord
T+ 72

2

que z° ne soit pas un point de croisement de e~ 'P. Si m(Q>"1) > , On a
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°I(e*Q2,') = 0. Sinon, on a en z°, pour tout w € W (Q>~1)
%B(e*N>"1) = b(e*QN>1)

b(e* (™)) (car w € W(Q="1))

h(Q®)  (voir le lemme 3.3.2)

h(QZ7Y) (car w € W(Q>"1))

=h(Q>Y)  (car m(NZ"1) < (11 +72)/2)

(VR

N

N IN

Enfin, I’argument donné dans le lemme 3.3.2 lorsque z° est un point de croisement
s’adapte simplement dans le cas présent. O

Comme la propriété de réduction est stable par éclatement et changement de base
T, cf. lemme 5.2.12, on déduit du lemme 5.1.6 et du lemme précédent que ’on peut
se ramener au cas ot I(2271) = 0 dans une base admissible, en gardant ’hypothése
de réduction de 2Z~!. On peut supposer de plus que P n’a qu’une composante, sinon
on applique (5.1.6-3). Il résulte alors du premier point du corollaire 5.3.6 que 2>~!
est p-réduite. O

5.5. Obstruction a la réduction de 2>~! dans une base admissible. — Nous
supposons ici que § satisfait les hypothéses du début de la section 5. Nous voulons
trouver une suite d’éclatements et en tout centre M-permis du diviseur exceptionnel
un changement de base rendant la base admissible, de sorte qu’en chacun de ces
centres la nouvelle matrice 'Q? de la connexion satisfasse de plus I’hypothése de la
proposition 5.4.2, & savoir soit p;-réduite pour un certain ¢ > —1. Un tel résultat
permettrait ainsi d’achever la preuve de (4.4.1), donc de la conjecture 1.3.1.

Il est une situation cependant qui résiste & ce procédé pour tout 7 > —1. Nous
considérons ici le cas de la pondération triviale (¢ = —1) et nous notons (B_;) cette
situation, définie ci-dessous au §5.5.4. Nous allons montrer plus précisément la

Proposition 5.5.1. — Pour Q0 comme ci-dessus, il existe une suite d’éclatements a
centres M-permis m : X,E — C2,0 telle qu’en tout centre M -permis z° € E [’une
des propriétés suivantes soit satisfaite :

(1) la conclusion de 4.4.1 est vraie,
(2) apres le changement de base 7T, la matrice 'QZ." est de type (B_1).

Ici, le changement de base 77 en un centre M-permis aprés une suite d’éclate-
ments & centres M-permis est défini comme le composé des images inverses par 7w des
changements de base T successifs nécessaires pour que la base soit admissible aprés
chaque éclatement. La matrice 'Q;. est alors la matrice de la connexion image inverse
dans la nouvelle base.
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11 faut prendre garde que la situation (28_;) dans une base admissible n’est a priori
pas stable par éclatement et changement de base 7, contrairement & la situation
réduite dans une base admissible (lemme 5.2.12). Cependant, d’aprés le lemme 5.1.10
et la proposition 5.4.2, il suffit de montrer

Proposition 5.5.2. — Pour toute suite infinie (tw,)neNn d’éclatements locauz & centres
M -permis, il existe ng tel que l'une des possibilité suivantes soit satisfaite :

— 7T Moy admet une bonne structure formelle,

160=>—1 2 .
Qo) €St p_1-réduite,

— pour tout n > no, "7, est de type (B_1).

z(”‘)

Cette proposition est conséquence immédiate des propositions 5.5.3 et 5.5.7 mon-
trées ci-dessous. Commencgons par réduire I'invariant apparent.

Proposition 5.5.3. — Soit Q comme au début de cette section. Il existe une suite
d’éclatements  : ﬁ - (727) a centres M -permis telle qu’en tout point ©° de E on
ait l'une des deux possibilités suivantes :
(1) aprés le changement de base ©T de (ntM)gz. rendant la base admissible, le
polygone N'(’ Qfo_l) est un quadrant;
(2) (7t M)z admet une bonne structure formelle.

Démonstration. — Notons d’abord que ’on peut supposer au départ la base ad-
missible en appliquant 7q. Nous allons d’abord montrer ’analogue du lemme 3.3.2
pour 221, avec changement de base 7 aprés chaque éclatement. Soit e ’éclatement
de Dorigine. Le lemme 3.3.2 et le corollaire 5.2.14 montrent que 'on a pour tout
z° € e~1(0)

(02T = U(e Q) < TP,

S’il y a égalité en y°, on a % (e*Q2") = “[(Q>"1) et par suite un tel y° est unique
g’il existe. Dans ce cas, 227! est de 1'un des types (1), (2) ou (3), toujours d’aprés
(3.3.2).

Supposons que P n’ait qu’une composante, que y° existe et soit un point lisse de
e~ 1P. Si 2271 est de type (1), le coefficient de e*Qifl au sommet minjex N(e*Qfo_l)
dz} .

xll (en reprenant la notation de (3.2.12)). On en déduit qu’il est

est AZ71(1,2"2 +1n)

1

inchangé par le changement de base 7_.,>-1, d’aprés (5.2.10). Donc si '02-1 a3 un
yo

type en y° , c’est le type (1).
Supposons maintenant que y° soit un point de croisement de e~'P. Alors Q=1

est de type (3). Reprenons les notations de la démonstration de (3.3.2) dans ce cas.
La partie de e*Qfo_l correspondant au bord du polygone N (e*Qfo"l) s’écrit

dxy dxl

n " " "

lauzy + (aps1 + By) x7] -+ (apzy + oyt —
1 2
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ol o, et oy sont primitives (car la base est admissible au départ) et 3, ne l'est
pas nécessairement. On sait que N'(’ Qfo—l) = N' (e*Qifl) et on en déduit qu’aprés
I’éclatement € de y° et le changement de base 7, I'invariant %I est nul aux points de
€7 1(y°) qui sont des points de croisement de e "le™!P. Il reste & considérer les points
lisses.

Soit ¢° le poids minimum apparaissant dans ay,4+1 + B,. Aprés le changement de

base T, la partie de ’ 50_1 correspondant au bord du polygone s’écrit (voir (5.2.17))
o o . d.'l:"
[a“wg + (af‘q_,_i + ﬁ;fq ) + poids > q°) .7:’1’] x”l
1
" (¢°) _ an(g®) : o\ .1 dzy
+ |apzy + [CR] ﬂu + pOldS 24q Ty 2!

2
ot B, (resp. B,,) est la partie primitive (resp. non primitive) de 8,. Aprés éclatement
de y°, si on se place dans une carte (1) # (0), (c0) centrée en 2°, on voit comme en
(3.3.2) que aI(s*’Qfo_l) = “I('Qfa_l) pour au plus un 2° et, si z° existe, le coefficient

- dz
au sommet minjex N'(*'QZ7") est 2a“22z_1' Aprés le changement de base T ce
1

coefficient est inchangé puisque o, est primitive, donc si "Q2>~! a un type en z°, c’est
le type (1). Ceci montre I’analogue de (3.3.2).

De maniére analogue & (3.3.1), en utilisant le lemme 5.1.6 & la place du lemme
3.1.9, on se raméne au cas ou */ = 0. C’est une situation stable par éclatement et
changement de base 7. Si P n’a qu'une composante, N'(Q>~1) est alors un quadrant.
Sinon, on utilise la proposition 4.3.1 pour se ramener & ce cas. O

5.5.4. Lasituation ou N'(22~1) est un quadrant dans une base admissible est stable
par éclatement et changement de base T (cf. corollaire 3.3.3). Nous distinguerons
alors deux possibilités :
(A_1) : °N = & ou °N # & et si m® est le sommet de N’ (donc m° < r), la
partie primitive Q;,%o_l est non nulle.
(B_1) : °N # @ et la partie primitive de 225" est nulle.

Dans la situation (B_;), le terme 9271 est purement non primitif, donc de la

forme Rdzs (ou R%) puisque la base est admissible. De plus R est quasi-primitive,
ainsi qu’il résulte de la proposition 5.3.1.
On déduit alors immédiatement de la proposition 5.5.1 :

Corollaire 5.5.5. — Si Ay n’a pas deuz blocs de Jordan dont les tailles différent de 1,
la conclusion de 4.4.1 est vraie.

Démonstration. — En effet, dans cette situation, il n’existe pas de matrice quasi-
primitive, de sorte que seules la premiére possibilité de la proposition 5.5.1 peut se
produire. Od
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On vérifie facilement, de la méme maniére que dans la proposition 5.2.13 :

Lemme 5.5.6. — Soit Q@ comme au début dans une base admissible telle que Q=1
soit de type (B_1). Soit e I’éclatement de lorigine, z° € e~ 1(0) et 'Qyo la matrice
obtenue apres éclatement et changement de base T en x°. Si' Qfo_l est encore de type
(B_1), le coefficient principal de ’Qfo_l est un multiple non nul de R. O

Dans la situation (2_1) nous pouvons nous ramener au cas ou ’hypothése de la
proposition 5.4.2 est satisfaite :

Proposition 5.5.7. — Soit Q) comme au début de cette section dans une base admis-
sible. Supposons que N'(Q2~1) soit un quadrant et que QZ~! soit dans la situation
(UA_1). Alors il existe une suite M-compléte d’éclatements a centres M -permis telle
que la conclusion de 4.4.1 soit satisfaite en chaque centre permis.

Démonstration. — 11 suffit d’obtenir la p_;-réduction dans une base admissible, ainsi
qu’il résulte de la proposition 5.4.2. La démonstration se fait d’aprés le méme principe
que celle du § 3.4, en considérant de plus les changements de base 7. Montrons d’abord
que I'on peut réduire Q2! (sans considération de poids). Rappelons que ’on note
B = B' + B" la décomposition de B sur Kerad X & Imad Ag. On doit considérer les

trois cas suivants :
o[ d
(I-a) P = {x; =0}, m® = (mg,0), Q7 = g [A% +Bda;2] avec A(0) = 0,
1
B'(0) # 0 et, si on pose A = x1A4; + z2 A2, alors

(non résonance) Vni,ne € N—{0}, mn1A2(0)+ n2B'(0) #0.

(I-b) Meéme situation résonante :

(résonance) Ini,ne € N — {0}, n1A2(0)+ ne2B’(0) =0.
(II) P = {.’171132 = 0}’ Qz_l - xmo [Afdﬂ + Bgifg_:l , avec
i T2
(résonance)  A(0) #0, B'(0) #0 et 3ny,ne € N — {0}, n14(0) + nyB'(0) = 0.
5.5.8. Réduction dans le cas (I-a). — Soit e l’éclatement de Vorigine. Dans la carte
(o©) on a
° " "
ezl = ghlali™ gl [(7;'2'/11 oce+ Asoe+ Boe) dx% + (x4 A1 oe+ Az 0€) ‘Z?
2

et aprés le changement de base 7 la partie principale est
d.T“ dil?”
(42(0) + B'(0) 7 + (42(0) + C(0) 7
1 2

ou C(0) est un multiple de la partie non primitive B”(0) de B(0). Ainsi ‘22~ est
réduit rel. (e71P,e*D, {z{ = 0}) en ce point par hypothése de non résonance.
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Dans la carte (n), n € C, on a

erQ>—1 = gimitt [Udg”l + Vdz ]
1
avec

U= (Ajoe+n(Asoe+ B'oe)) +xh(A20e+ B'oe) + (zh +n)(B" oe)
V =Boe.

Si 7 est tel que A;(0) + n(A2(0) + B'(0)) # 0, 'Q>~1 est réduite relativement 3
(e7P,e*D, {x} = 0}). Supposons donc qu'il existe no avec A1 (0)+n0(A2(0)+B'(0)) =
0. Alors A; oe+ n(Az2 o e + B’ o €) est multiple de z}. Nous voulons voir qu’aprés le
changement de base T, 'Q>~1 est encore de type (I-a).

On a'B'(0) = B'(0) sur la forme dz. Il suffit de montrer que IAQ(O) A2(0)+B'(0).
11 s’agit de controler Veffet de I’élimination de a:'m‘+1 B" (O) sur le coefficient de

d dz}
Mg 22 On aidi (€*Q)o = Ao—— On choisit T telle que [AO,T] = nB"(0) et
43
comme dans la preuve de la proposmon 5.2.13 on se raméne & considérer le changement
de base de matrice P = Id +x 'm ity

Dans (5.2.3), le seul terme perturbatif associé au monome acl mi+

>l (e*Q)gg”)l)]. Mais si on écrit

x4 est le terme

Q=4 (x— + adwg) +Qs72 Q2!
1

avec QS72(0) = 0 et 22~1(0) = 0, on voit que le coefficient de z dans e*Q est nul.

D’autre part, il est clair que (5.2.4) ne produit pas de tel terme. Par suite on
obtient 1’assertion voulue sur ‘A2(0) et on est encore dans la situation (I-a), avec un
zéro d’ordre strictement supérieur & r;. En itérant, on trouve finalement la situation
ou °N = @.

5.5.9. Réduction dans le cas (II). — Notons (II),, . la situation (II) avec 7, 4(0) +
nyB’'(0) = 0 et pged(ny,ne) = 1. Supposons d’abord (n1,n2) # (1,1) et soit e I’écla-
tement de l’origine. En 7 # 0, 0o,

= T g ||

avec

dwl

(0)+ B"(0) +---)

[ ][m@+3@+~ “2]

Ty +n

Donc e*Q>~1 est réduite rel. (e~'P,e*D, {z} = 0}) ainsi que 'Q>"1.
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La méme formule vaut en n = 0, ou le type est maintenant (II) et de

ni,n2—ni
maniére analogue en 7 = oo le type est (II) On se raméne ainsi au cas ol
ny =ng = 1.

ni—nz,nz’
On vérifie alors de la méme maniére que 'Q>~1 est faiblement réduite aux points
de croisement (et reste dans la situation (2_;)). Aprés un éclatement suivi d’un
changement de base 7, la nouvelle matrice "2~ est réduite sauf au centre de la
carte (00). On utilise la réduction torique sous la forme du point (3) du lemme 5.1.6
pour obtenir la conclusion de la proposition.

Considérons alors la carte (n) avec n € C — {0}. En reprenant la notation ci-dessus

on a
!

dz} dx

P ! " hated § ! " 2

[ } [((A+B)oe+B oe) ) + ((B +B)oe)x,2+17

avec A(0) + B'(0) = 0, B'(0) # 0. Alors (A + B’) o e est multiple de z}. De méme,

(B - B')oe= B" oce = B"(0) + multiple de .

Nous voulons voir que le type est (I-a). Il suffit de vérifier que 1’élimination du terme
! m{+mg d-’L'I1
270

Im§’+m§ " a"l . . s 1A
z B"(0)—= ne produit pas de coefficient sur z; . On considére
T

Zy

donc le changement de base de matrice P = Id +z™ "™ T avec [Ao, T] = B"(0). Ici
encore la perturbation est provoquée par le terme (e*{2) (g, 1), dont on vérifie comme
plus haut la nullité. On trouve donc finalement la situation (I-a) avec 'A2(0) = 0 et
'B'(0) = B'(0). 1l est ainsi possible, d’aprés I'étude précédente, de réduire les points
de e71(0) qui sont des centres M-permis (on se restreint ici aux centres M-permis
pour n’avoir qu’un nombre fini de points & réduire).

5.5.10. Réduction faible dans le cas (I-b). — On raisonne comme au §3.4.3. Le seul
point supplémentaire & vérifier est que la situation (A_;) est préservée par éclatement
et changement de base 7, ce qui est facile. Ceci termine la preuve de la proposition
5.5.7.

5.5.11. p_1-réduction. — Nous avons ainsi obtenu la réduction de Q=1 Il reste a
obtenir la p_;-réduction. On peut supposer que P = {z; = 0} en utilisant la réduction
torique. Aprés un éclatement et un changement de base 7, on vérifie que 2>~ est
p_1-réduite. O

6. La résonance nilpotente

Il résulte de la proposition 5.5.1 que seul le cas (B_1) pose probléme pour démon-
trer 4.4.1. Supposons que Q> puisse s’écrire sous la forme suivante dans une base
admissible (lorsque P = {z; = 0}), en utilisant la structure de poids H,

(6.0.1) Q271 = &8 [Rdzy + 1077 + 2,07 7Y
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c’est-a-dire que 227! est de type (B_;) pour la structure de poids standard. Alors
R est quasi-primitive d’aprés la proposition 5.3.1. On ne peut pas appliquer la pro-
position 5.4.1, mais nous allons montrer dans cette section

Proposition 6.0.2. — Dans ces conditions, si de plus A9 + R n’est pas conjuguée a
Ap, la conclusion de 4.4.1 est satisfaite.

Ceci conduit & poser la définition suivante

Définition 6.0.3. — Si, pour la structure de poids standard H, la forme Q2! dans
une base admissible est de type (®B_1) avec un coefficient dominant R (quasi-primitif)
tel que Ag+ R soit conjuguée & Ay, nous dirons que Q2! est en situation de résonance
nilpotente et que le type de résonance nilpotente est R.

Si la pondération triviale p_; n’est pas suffisante pour obtenir la p-réduction de
>~ dans une base admissible, nous allons essayer d’utiliser la pondération po. Ici
encore, il y a une obstruction & obtenir la po-réduction dans une base admissible et
on trouve une situation (Bo).

Définition 6.0.4. — Supposons que 2271 soit de type (B_;) dans une base admissible.
Nous dirons que 227! est de type (Bo) si de plus
— lorsque P = {z; = 0}, le polygone 29%,(2>~!) est une quadrant non vide dont
le coefficient au sommet est purement non primitif (donc quasi-primitif et porté
par dz;) ; ce polygone est alors égal & N'(Q22~1) ainsi qu’a N (Q="1);
— lorsque P = {z122 = 0}, le polygone 29 (Q2>~!) n’est pas vide, n’a qu’une
composante et
— ou bien c’est un quadrant : on a alors

MMo(0>71) = N (@771 = N'(@>7);

— ou bien 291 (2>~!) a deux sommets (p;, p2) € N2 et (p1 —1/2, p2+1/2)
et de plus °N(Q2>71) = (p1,p2) + N? (donc les coefficients hors de ce
quadrant sont de poids > 0).

Nous allons montrer des résultats analogues a ceux du §5.5.

Proposition 6.0.5. — Pour Q comme ci-dessus, il existe une suite d’éclatements a
centres M-permis © : X,E — C2,0 telle qu’en tout centre M -permis z° € E l'une
des propriétés suivantes soit satisfaite :

(1) la conclusion de 4.4.1 est vraie,
(2) aprés le changement de base ©T, la matrice ' Q2! est de type (Bo).

D’aprés la proposition 5.5.2, il suffit de montrer
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Proposition 6.0.6. — Pour toute suite infinie (tn)nen d’éclatements locauz & centres
M -permis telle qu’en chaque centre (™ la forme 'Qf(:)l soit de type (B_1), il existe

no tel que l'une des possibilité suivantes soit satisfaite :

- 7 M, ne) admet une bonne structure formelle,
— 0271 est po-réduite,

z(no)
— pour tout n > ng, ’Qf(:)l est de type (Bo).
6.1. Nouvelle apparence. — 1l sera utile d’introduire pour tout ¢ > 0 des in-

variants de 9%;(Q2>~!) relativement & 9;_;(2>~!). Nous supposons ci-dessous que
i >0.

6.1.1. Nouveauz invariants apparents. — Soit 0Z*9,(Q>~1) la réunion des arétes fer-
mées et des sommets de 99, (2> ~1) qui ne contiennent pas r/p;(0) et qui ne portent
que des termes de poids > 4. Ainsi 0Z9,(Q>~!) est formé uniquement d’arétes et de
sommets communs & 9’9 (QZ71) et N;(2>?). C'est un ensemble qui peut étre vide
ou avoir une ou plusieurs composantes connexes. Il est vide si et seulement si tout
sommet de 8'9t,(2>~1) porte un terme de poids < — 1.

Nous noterons *9;(2> 1) la réunion disjointe des C+Q? ot C parcourt 'ensemble
des composantes de 9Z91,(2>~1), si ce dernier ensemble est non vide, sinon nous
posons 29%;(22~1) = @. On a donc par définition 8 *N;(Q>~1) = 9L (Q>1).

Les invariants apparents sont définis de la méme maniére qu’au §3.2.5 :

Si P(M) = {z; =0},

0 si o0 (Q>-1) = @

a5, Qz_l =°‘E' 92_1 =
i ) il ) ordonnée de minjex *9M;(2>~1) sinon.

Si P = {z122 =0} et si *N;(Q>"1) = &, les invariants apparents sont nuls, et
sinon
- "Ei(fP_l) : distance verticale entre minjex *9%;(2271) et maxje, @9 (Q>71),
- 2h;(2271) : hauteur de l'aréte de pente —1 de *9;(2>~1) si elle existe et 0
sinon.
- 23;(0271) = em(Q=1) ¢ maxc m;(C + Q?), ou C parcourt I’ensemble des
composantes de 8 *9;(Q>1).

On a les propriétés suivantes analogues & celles du §3.2.5 :

— Si P = {z; = 0}, ®b;(2>~1) = 0 si et seulement si *I;(2>"1) est vide ou est
un quadrant.
- Si P ={r122 =0},0na

(271 < “mi(271) < 2B (271

et on a %h;(2%71) # 0 si et seulement si I'aréte fermée de pente —1 de
O (Q>71) est de longueur non nulle et ne porte que des termes de poids
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> 4. De plus, si *h;(2271) # 0, on a *h;(Q>~") = h;(Q>") = §;(2>%). La
méme égalité est satisfaite aussi lorsque *m;(Q>~1) < (ry + r2)/pi(0).

Lemme 6.1.2. — Soiti > 0.

(1) M(Q>71) est le polygone engendré par N; (), N,_, (W>~1) et r/p;(0) + Q%
(si i > 1, le dernier terme est contenu dans le précédent).

(2) On a®b;(R>71) < %b;(2>%) < bi(2>Y).

(3) SiP = {z1 =0}, si N,_,(Q>7!) est un quadrant et si de plus *IM;(N>"1) # @,
on a ®b;(Q>71) = 2b;(Q>) = b;(Q>).

Démonstration

(1) Puisque p;—1(w) = p;(w) = w + 2 pour w < 7 — 1, la partie de poids < 7 —1
de 22-1! donne les mémes points dans 9M;_; et dans N;. De plus, si w > 4, on a
i+ 2 =p;(w) > p;—1(w) =i+ 1, donc la partie de poids > ¢ donne un polygone N;
qui contient le polygone M,_; correspondant.

(2) Le bord de @91, (2> 1) est formé uniquement de sommets et d’arétes fermées de
MN;(22%) qui ne contiennent pas /2. Ainsi ce sont des sommets et des arétes fermées
du bord de 91;(22%). On en déduit les inégalités voulues.

(8) Supposons maintenant que P = {z; = 0} et soit m{_; = (m{_, ,,0) le sommet
du quadrant 9t._, (2271). Alors *N;(22~!) n’est pas vide si et seulement si I’abscisse
de minex M;(27%) est < min(my_, ;,71/2) et, dans ce cas, on a

min 9%(Q>%) = min *9N;(Q>%) = min *9N(Q>7).
ex ex ox

On en déduit les égalités voulues. O

6.2. Réduction a 0 de P’invariant apparent J;(2”>~!). — Nous allons montrer
un analogue du lemme 3.3.2.

Lemme 6.2.1. — Soit Q comme au début de cette section dans une base admissible.
Soit i > 0; si P = {21 =0}, nous supposons que M,_,(Q>~1) est un quadrant
et que *N;(NZ"1) # @. Soit e l’éclatement de lorigine, z° € e 1(0) et Qo =
Texq 0 (€*Qgo).

(i) On a*3;('QZ71) < @3,(Q>71).

(ii) Si P = {z1 =0} et ®T;(Q>"1) # 0 (on suppose dans ce cas que M,_, (A>~1)
est un quadrant), il eziste au plus un point y° € e 1(0) ou il y a égalité
aﬂi('ﬂfo_l) = 23,(Q271) ; si un tel y° existe, Q>* a un type : c’est le type
(1) ou (2) si et seulement si y° est un point lisse de e=1(0) ; de plus

(a) si Q3% est de type (1) (y° est un point lisse de e™'P), si ‘ﬂ;_l('ﬂifl)
est un quadrant et si ’Qif a un type, c’est le type (1) ;

(b) si Q> est de type (3) (donc y° est un point de croisement de e~P) et
si € est léclatement de y°, il existe au plus un point z° € £ 1(y°) ou
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a3, ("2 = @3,(=71) ; si 2° existe, c’est un point lisse de e"le™IP
et si"QZ a un type en 2°, c’est le type (1).

Démonstration. — Montrons le premier point. On peut supposer d’abord que 'on a
a3,('Q21) # 0, sinon Dinégalité est claire.

Cas ot P = {x1 = 0} et ou z° est un point lisse de e"*(P). — On a, d’aprés 5.2.13,
minex W, ('N271) = mingex M, (e*QZ71) et, puisque @b;('Q27") = *T;('Q27") £ 0, ce
sommet ne porte que des termes ’fo ; il ne porte aussi que des termes e*ij puisque
les poids minimums de 'Q2" et e*QZ " en ce sommet sont les mémes. On en déduit
que

(€*02%) (lemme 6.1.2-(2))
Q2%) (lemme 3.3.2)

b
bi(
=*3,(Q77 ') (lemme 6.1.2-(3))

23,('Q%") = *T(e* ) <
<

et Dutilisation du lemme 6.1.2-(3) est justifiée par le fait que 9,_;(2>71) est un
quadrant et *N;(N>71) #£ 2.

Cas ou P = {x; =0} et ou x° est un point de croisement de e *(P). — On a
maintenant, d’aprés 5.2.13, M,('QZ71) = N (e*Q27). De plus, la démonstration de
loc. cit. prouve aussi que le poids minimum ¢° en chaque sommet de 9%, (e*Q2;") est
inchangé aprés 7_.>-1. On en déduit que >, _ ("2 et 821N (e*Q27Y) ont
les mémes sommets. Ainsi

*3,('027") = M (027" < b (027

= “bi(e" )

< by(€*QZ}) (lemme 6.1.2-(2))
< 5;(Q3%) (lemme 3.3.2)
=273,(927!) (lemme 6.1.2-(3)).

Cas ot P = {x122 = 0} et ou x° est un point lisse de e~ (P). — Remarquons d’abord
que si *J;('021) # 0, on doit avoir

_ . _ + 72
m; (227 !) < min (mi_ o>-1, 1L ) ;
2( ) 1( ) pz—l(o)

en effet, dans le cas contraire, le polygone 9, (e*Q2,™") est contenu dans 9;_, (e*Q21)

(donc lui est égal) et, d’aprés 5.2.13, il en est de méme de 9,('Q271) et N _, Q271
par suite *0; (') = @ et @302 = 0.
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Ainsi on a aussi *h,;(2271) = h;(2>%). Alors on montre comme ci-dessus
23,0271 = 23;(e* Q271 < bi(e*Q2Y) (lemme 6.1.2-(2))

h:(27%) (lemme 3.3.2)

*h,(Q>71)

*m; (771

*J;,(Q> 7).

Cas ou P = {z122 = 0} et ou z° est un point de croisement de e~1(P). — Le poly-

gone 9% ('021) s’obtient par Lo et Lo & partir de @9;(Q2>~1) et on conclut comme
dans le lemme 3.3.2.

VAN | BV/AN

I

Considérons maintenant le cas d’égalité lorsque P = {z; = 0}. Comme on suppose
que “J;(2>~1) #£ 0, on a aussi *J;('QZ") #£ 0 et on peut appliquer la premiére par-
tie de I'étude précédente. Alors on doit avoir b;(e*QZ%) = b;(2>%) et le lemme 3.3.2
montre qu’un tel point est unique. Supposons qu’il existe et notons-le y°. Alors, tou-
jours d’aprés 3.3.2, Q2>% est de type (1), (2) ou (3), les deux premiers cas se produisant
lorsque y° est lisse sur e 1(P).

Si Q2 est de type (1), y° est le centre d’une carte (n) # (00). Le coefficient de e*QZ’

au sommet minjex N (e*Q2') est Af’(l,xz + 77 i_l(e*Q;o 1) est

1
un quadrant, puisque 9;_, (' Q>_1) en est un, et ils sont alors égaux (5.2.13). Tou-

jours d’aprés 5.2.13 on a minjex 9’1’(6*92 1) = minjex N (' Q> 1) On sait aussi que
minjex N (' Q? 1) = minjex (' QZ’) d’apreés le lemme 6.1.2, pulsqu’on a supposé

°3,('Q2) =23(227) £0  donc *W('QY) # 2.

Alors on a aussi minjex ‘ﬁ;(e*ﬂfo_l) = minjex ‘ﬁ;(e*ﬂfoi) : dans le cas contraire, les
coefficients au sommet minjex 9 (e* >_1) seraient de poids < 7—1, donc ] (e*Qfo_l)
serait égal au quadrant 91} 1(e*Q2 1) et il en serait de méme pour ' Q> 1 ce qui
n’est pas. Il résulte maintenant du lemme 5.2.10 qu’aprés le changement de base T
le coefﬁcient de 6*92_1 au sommet minjeyx N ((—3*(2Z l) est inchangé. Autrement dit
Q est de type (1) aussi.

Supposons que 2Z¢ soit de type (3). Alors, d’aprés le lemme 3.3.2, on a
. d.
02 = a2y ﬂ + Bi (22 + Ay )dxs + ordre > 2

et, dans les coordonnées (¥, x2) au point de croisement y°

S dx¥ ) dzy
* ) " " 1

e*0? = (a1 + (a2 + B1)z] e + (17l + ax’ i
1 2

avec ay, 31 # 0 et a1, s primitives, définies comme au lemme 3.3.2. On en déduit
que le polygone 9 (e*Q2%) n’a que les deux sommets (1/(z + 2),0) et (0,1/(i +2)) et
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les termes de e*Q>~1 qui sont de poids < ¢ — 1 n’ont pas de coefficient en ces sommets

puisque, pour w < ¢ — 1,
1 1 1

pi_l(w) = w+ 2 > i+ 2
On en conclut que ces deux sommets sont aussi les sommets de 9;(e*Q>~1). Apres
le changement de base 7, en notant 3] (resp. 8) la partie primitive (resp. non
primitive) de (3; et ¢° le poids minimum apparaissant dans as + (i, la partie de
! Qfo_l correspondant au bord du polygone s’écrit (voir 5.2.17) :

o o . d:z:”
[alxlz' + (agq ) + ﬁi(q ) 4+ poids > q")x'l’] x"l
1

o o d.’l;"
+ [alx'z' + (agq ) - ﬁ;l(q )+ poids > qo)zlll] muz .
2

Aprés I’éclatement ¢ de y°, le polygone de e* (' Qfa_l) en chaque point de croisement de
e~ 1le~1P est un quadrant dont le sommet ne porte que des termes de poids > i. Il en est
de méme aprés changement de base 7, de sorte qu’on a ¢J;("Q>71) =0 < "Ji('ﬂfo_l)
en ces points.
Le méme argument vaut pour tous les points de e !(y°) sauf I'unique point 2° (s’il
existe) centre de la carte () ou
2017 + 257 + B9 — ") + (poids > ¢°) = 0
et oain+ ag""’ — ﬁi'(qc) + (poids > ¢°) = 0.
En un tel point, on voit comme en 3.3.2 que dans des coordonnées (z1, z3) centrées en
; dz d
2°, le coefficient au sommet minjex 9 (e*(’ Qfﬁ)) est g zo (22—1 + 7 i_z ) On en dé-
1 2T7N

duit comme ci-dessus que minjex N (e*(’ Qf.f)) = minjex N, ("NZ) et que le coefficient
de "2} est le méme. En un tel point, si " Q2 a un type, c’est le type (1). O

>i
zO

6.3. Obstruction a la pp-réduction de Q>~! dans une base admissible

Considérons la suite infinie d’éclatements & centres M-permis de la proposition
6.0.6. Puisqu’on suppose en particulier que N’ est un quadrant en chaque centre lisse
z(™ il résulte du lemme 6.2.1 pour i = 0 qu’il existe ng tel qu'en z(™) la forme
'Q>1 satisfait *Jo(’ Qf(zol)) = 0. Nous pouvons donc supposer que cette propriété
est satisfaite dés le début. Nous allons distinguer plusieurs situations pour montrer la
proposition 6.0.6.

Dans les §§6.3 et 6.4, nous n’utiliserons que la pondération po et nous noterons m,
0, 27, *N, etc. les objets my, 05, *J;, *N;, etc. pour i = 0.

6.3.1. Cas o2 *3I(QZ~1) = 0, situation A. — Nous allons montrer que si *J(Q>71) =
0 et si une des propriétés ci-dessous est satisfaite, il existe ng tel que 'une des deux
premiéres assertions de 6.0.6 soit satisfaite. Si P = {z; = 0}, nous notons (p;,0) le
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sommet de 2N (Q2271). On a donc par hypothése (B_;) I'inégalité p; < r;. Nous
dirons que 2271 tel que ®J(2>~1) = 0 dans une base admissible est de type A si

« si P = {z; =0}, *N(N>"1) est non vide, i.e. N (N>"1) = *N(Q>"1) est un
quadrant dont le sommet est < min(p;,71/2) et ne porte que des termes de poids
20,

. si P = {z122 = 0}, *N(Q>~1) est un quadrant non vide dont le sommet ne porte
que des termes de poids > 0.

Montrons d’abord qu’aprés éclatement et changement de base T, ‘2>~ reste de
type A. Notons déja que puisqu’on suppose que 2>~! est de type (B_;), on peut
appliquer le lemme 6.2.1 et on a *J('Q>~1) = 0.

SiP = {z; =0},onamt(Q2°) <m(Q>°) +1/2<p; +1=mT(QD) et on en
déduit qu’au centre d’une carte (1) # (o0) la situation A est conservée. On a aussi
01(22%) < p1 —1/2. Au centre de la carte (c0), DN(e*Q>0) est un quadrant de sommet
(m*(0229),0,(2%%) < (p1 + 1, p1), ce dernier point étant le sommet de 9t(e*Q(~D).
On conclut & 'aide de la proposition 5.2.13.

Dans la situation A, le terme de poids minimum au sommet du quadrant *9t(Q>"1)
est primitif, d’apreés la proposition 5.3.4. On peut alors obtenir la pg-réduction comme
pour la proposition 5.5.7. O

6.3.2. Cas ou ®I(Q>~1) = 1/2, situation A. — Lorsque ®J(2>~1) = 1/2 (et donc
*N(Q>~1) n’est pas vide) la situation A est définie par le fait que, si P = {z,z2 = 0},
le bord 8291(2%~!) ne porte que des termes de poids > 0. Il n’y a pas de restriction
lorsque P = {z; = 0}. Nous allons montrer qu’ici encore I'une des deux premiéres
assertions de la proposition 6.0.6 est satisfaite pour ng assez grand. Il suffit de vérifier
qu’aprés éclatement et changement de base 7, ou bien 'Q>~! reste du méme type (ceci
n’arrive qu’un nombre fini de fois d’aprés le lemme 6.2.1), ou bien ®J('227!) = 0 et
021 est de type A (auquel cas on applique le §6.3.1).

Si P = {x; = 0},0ona0;(2%°) < p1 —1/2 et m(2>°) < (p1 —1/2)+1/2 = p;, donc
m*t(Q22%) < m(22°%) +1/2 < p1 + 1/2. Aprés éclatement, dans une carte () # (c0),
on a encore ®J < 1/2 d’aprés 6.2.1, et si *J('Q>~1) = 0, le polygone *M(e*N>?) est
un quadrant de sommet (pg,0) avec pp = mt(2Z"1) < p; +1 = mT(e*Q(-D), et il
en est de méme aprés changement de base 7. On se trouve donc dans la situation A
du §6.3.1.

Au centre de la carte (00), le polygone N(e*Q(~1) = N(e*Q(~1)) est le quadrant de
sommet (p; + 1,p1). Le sommet minje, M(e*Q>0) est le point d’abscisse m*(220) <
p1 + 1/2 et d’ordonnée 01 (2>°) + p avec u < b(2>°) = 1/2, donc l'ordonnée est
< p1. Dans tous les cas, le point (p; + 1,p1) n'est pas sur 920M('"Q>"1). Si de plus
2J("Q>~1) = 0, on se trouve dans la situation A du §6.3.1.

Lorsque P = {z122 = 0}, il est clair que la situation A est préservée par éclatement
et changement de base 7. O
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Fin de la démonstration de la proposition 6.0.6. — Considérons donc une suite infinie
(wwn)nen d’éclatements locaux & centres z(™ M-permis, le long de laquelle Q> 1
reste de type (B_1). Nous pouvons supposer qu’il existe un centre z(°) en lequel
P n’a qu’une composante et *J(Q (no)) = 0, d’aprés les lemmes 6.2.1 et 5.1.6. Si
2N(QZ71) # @, on se trouve dans la situation A du §6.3.1 et la conclusion de 6.0.6

z(no0)

(et méme de 4.4.1) est vraie. Nous supposerons donc que "‘JI(Q%,,OI) = & et que z("0)
est le premier centre permis.
6.3.3. Cas ou “J(QZ"1) = 0, situation B. — Si les propriétés précédentes sont sa-

tisfaites et si de plus Q>~! n’est pas de type (Bo), c’est que N(Q>?) est égal au
quadrant N(QY) = N(QD) = (p;,0) + N2 avec les notations précédentes. Le
sommet (p1,0) porte donc un terme de poids > 0 et par suite

1 1
mt(QZ) <m0+ - =pi+z<pi+1 et 0,(Q20) =p.

2 2

Alors, aprés éclatement et changement de base 7, '22~! se trouve dans la situation
A du §6.3.1 en tout centre M-permis.

Pour terminer la démonstration de (6.0.6), il suffit de vérifier que si 22! est de
type (Bo) et P a une ou deux composantes, alors aprés éclatement et changement de
base T, si ’on suppose que 'QZ~! reste de type (?B_1), 'une des possibilités suivantes
est satisfaite en chaque centre M-permis :

— Q21 reste de type (Bo);
—~ 021 est de I'un des types (6.3.1), (6.3.2) ou (6.3.3), de sorte que (4.4.1) est
vraie en ce centre permis.

Supposons d’abord que P = {z; = 0}.
L’hypothése (%Bg) implique inégalité m(22°) > p;.

Si I’on a de plus m*(Q>%) > p; + 1, le polygone F(e*N>"1) est égal au quadrant
(p1 +1,0) + N2 (carte (1) # (00)) ou (p1 + 1, p1) + N2 (carte (c0)). Alors 'Q>~! e
soit de type (By), soit de type (6.3.3).

Supposons donc que m(22%) = m*(22%) = p; +1/2. On a alors

dxy
0= [xf”""lAéng’o) + 23 x2A(22(;);1 1)] + termes avec m > p; +1
et A(>2(:)1 +1,0)° A%;;l 1) sont primitifs et non tous deux nuls. Aprés éclatement et change-

ment de base 7, ‘227! est de type (6.3.1) ou (6.3.2) au centre d’une carte (1) # (c0).

Au centre de la carte (oo) le polygone N (2Z71) est le quadrant (p; + 1, p1) + N?
par hypothése (B_;). Si A(Qp 1) # 0, de sorte que 01(Q22%) = p1, 'Q>"1 est de type
(6.3.1) ou (By), puisque minjex ‘ﬁ(Q>°) est soit le point (m*(0229),0;(22°)), soit le
point (m*(0229),0,(2>°) + 1/2). Si A(2p1 3y = 0, le polygone 9(Q>°) a un sommet
en (p1 +1/2,p1 +1/2) et 'Q>~1 est de type (Bo).
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Supposons maintenant que P = {z1z2 = 0}. Si 22~ est de type (By), alors aprés
éclatement et changement de base 7, ‘02”71 est de type (Bo) ou (6.3.1) au centre des
cartes (0) et (00). Au centre d’une carte (n) # (0), (00), 'Q>~! est soit de type (Bo),
soit de type (6.3.3). O

6.4. Démonstration de la proposition 6.0.2. — Dans la suite, si P = {z; = 0},
nous supposerons que si 2! est de type (Bo) dans une base admissible, il en est
de méme en tout centre M-permis aprés éclatement et changement de base T, car la
démonstration de la proposition 6.0.5 montre que la conclusion de 4.4.1 est satisfaite
en tout centre permis ot ‘2%~ n’est pas de type (By). Alors 2>~! est en particulier
de type (B_1), donc a la forme (6.0.1).

Proposition 6.4.1. — Supposons que P = {x1 = 0} et que Q> soit de type (By). Si
de plus Ag + R n’est pas conjuguée & Ao, alors la conclusion de 4.4.1 est satisfaite.

Puisque Q2! est de type (Bo) et que la base est admissible, le terme correspondant
au sommet du quadrant *(Q>~1) s’écrit z{* Rdz, avec p; € N — {0}. On a aussi
p1 <71/2.Onamt(Q>71) =p; +1.

Notons S = [X, R]. L’hypothése signifie que [R,S] # 0. De plus, [R,S] est pri-
mitive, alors que RS + SR = [Ap, S?] est purement non primitive (voir ’appendice,
démonstration de A.2.4).

Il apparait dans cette situation une résonance qu’il sera nécessaire d’éliminer.

d
Considérons dans la partie de poids 0 de Q>~1 le coefficient A{" de w?”lwg%

1
(nous avons noté un tel terme Aggl)ol 2) précédemment) ainsi que le coefficient B%O)

de xf"‘ Todze (nOté avant B((g,))l 1)). Nous dirons que la situation considérée est de

type de résonance A € QY sil’on a

2
AP = 2(RS) et B® = RS

Nous dirons qu’il n’y a pas résonance si pour tout A € Q7 une au moins de ces égalités
n’est pas satisfaite.

Démonstration dans le cas non résonant. — Elle se fait par récurrence descendante
sur 'ordre 71 — p; du pole de z7 "*Q>~!. Considérons d’abord une carte (n) # (00)
centrée en un centre permis x° du diviseur e~!(0) de I’éclatement de l'origine. On
peut supposer qu’en ce centre, aprés changement de base 7T, la forme 'Qfo_l est
encore de type (Bp), comme indiqué plus haut. Un calcul analogue & celui fait au
§5.2.15 montre que le terme de 'Q2' au sommet de *N('Q>"1) est 2/ T Rda).
Autrement dit ’ Qfo_l se trouve dans la méme situation que 221, avec un ordre du
pole 7, — pi =1, — (p1 + 1) < r; — p1. Nous allons vérifier que 'Q22." est encore
non résonante au sens précédent. Nous pourrons alors conclure par récurrence que la
conclusion de 4.4.1 est vraie en z°.
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Nous allons travailler essentiellement avec les termes de poids 0. Puisque ’Qfo_l
est de type (Bo), on doit avoir m(Q®) > p; + 1/2 (sinon on aurait 0. (027 =
01(e*Q="1) < mt(Q®) < py +1 = 01(’9( D). Considérons les termes de Q(© de
multiplicité m*™ = p; + 1. Ce sont ceux qui contribuent & la partie de poids O sur le

coté vertical de *0M(e*Q>~1). Ils s’écrivent

d
2201 [(x;AgO) oz A +o3aP) 24

(:leéO) + 272B§0)) d.’L‘Q:I .
T

Assertion 6.4.2. — B(()O) et B§°> sont primitifs.

Démonstration. — En effet, considérons la condition d’intégrabilité (5.3.2) pour w =
0. On suppose que p; + 1 = mt(Q>1) < r;/2, sinon e*Q>~1 est po-négligeable
en z° (donc ‘27! est en particulier po-réduite et pas de type (Bo), contrairement
a ’hypothése faite). Pour m = (2p1 + 1,0) ou m = (2p1,1) le second membre de
(5.3.2) est nul. Soient k,¢ # 0 avec k + £ = m. Dans le premier cas on a alors
ki+401 =2p1+1et ky, 0y 0, ka = €2 = 0. On a alors Ay = 0 dans (5.3.2), puisque
la base est admissible. On a aussi Agzz; +1,0) = = 0 puisque m*Q© > p; 4+ 1. On déduit
de (5.3.2) que B(() ) € Kerad Ao, i.e. B( ) est primitif (car de poids 0). Dans le second
cas,on a ki + €1 = 2p; et ko + €3 = 1. Si k1 < 2p;1, on a Ay = 0 dans (5.3.2) et si
k1 = 2p1, on a alors k2 = 0 puisque £ # 0 et par suite on a aussi Ay = 0 dans (5.3.2)
puisque le seul terme au sommet de 29t(Q2>~1) est pur de poids —1. On conclut de
méme. O

Nous allons maintenant calculer les termes de poids 0 sur le c6té vertical du poly-
gone *N(e*Q>~1) puis sur celui de *N(’ Qz_l) apreés changement de base T.

Le terme de e*Q(=1) sur ce coté vertical est /"' 'R ((w + ) Ly dw2> et celui

de e*Q(® est
d
e [(Aé"’ + (@ + AL + B + (2 + Al + B]) S ””
+ (BS” + (a5 +mB) d:c;] .

Nous allons calculer les nouveaux coefficients de poids 0 sur ce coté aprés changement
de base T. Notons d’abord que e*(Q2<~2 est multiple de /. On montre comme au
lemme 5.2.6 que ’élimination des termes de poids —2 n’affecte pas le coté vertical
du quadrant *91(e*Q2>~1). On effectue alors le changement de base de matrice P =
Id +z”**' (2}, + n)S. De maniére analogue 4 la formule 5.2.3 on calcule (en utilisant

. dr
le fait que e*Qp = Ap —x—,—l—) que la perturbation en poids 0 et —1 sur le coté vertical
1
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de 291(e*22~1) (d’abscisse p; + 1) est

— " ay + RGE + [o 0 + )] RS+

2202 (5, 4 )8, B ((xz FmdE da:z)

La nouvelle base n’est peut-étre pas encore admissible en poids < 0 (en ce qui
concerne les termes du coté vertical du quadrant *N(e*Q>"1)), car le terme RS
peut avoir une partie non primitive (RS + SR)/2 non nulle. Soit alors T = S2, de
sorte que [4o,T] = (RS + SR)/2. On effectue le changement de base de matrice

=Id+ [:c"’ "H(w + n)] T. La formule (5.2.3) montre que le seul terme perturbatif
de poids —1 ou 0 sur le coté vertical, qui est d’ordonnée < 2 est le terme

dzl

_ 1 [ 1p1+1
2

(5 +n)]

La partie de poids 0 d’ordonnée < 2 sur le coté vertical d’abscisse p; + 1 n’est alors
plus modifiée par les autres changements de bases utilisés dans le changement de base
T rendant la base admissible. Aprés changement de base T cette partie est donc égale

a

1 dz}
gpert? [(Ago) + (2 + )AL + B + (2 +n)? [AQO’ +B — §[R, S]]) -—;Tl

+ (B + @ + (B - [R,5))]
et les nouvelles matrices 'Ago) et 'B§°) sont données par

AP = AP + B — 1[R, S]

(6.4.3)
/Bgo) (0) [R S]

de sorte que ’ fol est résonante de type ) si et seulement si Q2! est résonante de
type A + 1. Ainsi’ Qfo_l n’est pas résonante puisque 22! ne I’est pas.

1l reste & considérer (toujours pour la situation non résonante) le cas ou z° est le
centre de la carte (0o) et montrer directement que la proposition est vraie dans ce
cas. Il sera commode d’effectuer d’abord une ramification autour de z; = 0. On a un
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diagramme commutatif

"oy nk—1 , nk
(y17y2 ? (1'1,332 - (y17y1 » Y2

(C?,y°) —— (C?,2°)

-
(02’0) E— (02’0)

(Y1,92) —— (@1, 22) = (y{cayz)

ol e est ’éclatement de origine localisé dans la carte (0o0). Aussi il suffit de montrer
le résultat pour la forme en y°, d’aprés le lemme 1.3.3. Nous choisirons la ramification
pour que, aprés ramification, les seuls termes de poids w > 0 de multiplicité m™* égale

3 m*T(Q2"1) soient les termes portés par le coté vertical de 91 : si la ramification
(autour de z; = 0) est d’ordre k, le sommet de *9t devient kp; et un terme QS}{’ )
qui n’est pas sur le coté vertical est tel que m; > po(w)p1 + 1. Aprés ramification
d’ordre k on a kmi/po(w) = kp1 + k/po(w) > kp1 + 1 (ot kp1 + 1 est le m™ aprés
ramification) si k est assez grand. Nous omettrons désormais la ramification dans les
notations. Alors *N(e*Q) (au centre y° de la carte (00)) est un quadrant et les termes
de poids —1 et 0 en son sommet (p; + 1, p1) sont

n
w'l"“"'lw'z"""'R% (poids —1)
1
@?ﬁlwﬁ P@(@#+§?)+B@d”] (poids 0).
T ) z

Il suffit de montrer que pour toute suite d’éclatements locaux au-dessus de y°, il
existe n tel que la conclusion de 4.4.1 soit vraie au centre y(™ de la suite. Nous allons
montrer qu’on peut choisir pour y{™ le premier centre ou le lieu des poles est lisse
(s’il n’y a pas de tel centre, on applique la proposition 4.3.1 pour conclure).

La suite d’éclatements toriques est donnée en coordonnées par

o =y, ol = y7y
dz"  d dys  dz?  d d
Y gdys ey dy | cdye

"o ’ "
1 Y1 Y2 T2 N Y2

avec ad — By = £1. On considére ensuite ’éclatement de 1'origine et le centre y("
d’une carte (n) # (0), (co), avec les coordonnées locales (z1,22). On a y; = 2; et
y2 = z1(22 +n). On note

dz{  dxy dz dzo
* = 6)— ) ————
7T($/1/ xz) w1 = (a+ﬁ+7+ )21 +(ﬂ+ )(32"'77)
dw d22
o —r S we = (a+ﬁ) ﬂ—(z2+n)~
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Dans ces coordonnées, I'image inverse de g est Agw; et la partie de I'image inverse de
0271 en poids —1 et 0 sur le coté vertical de 29t (d’abscisse (a+ B+ v+ 0)p1 +a+ )
est,

z§a+ﬁ+7+5)P1+0t+ﬁ(z2 + n)(’H—&)pl Ruws (poids _1)
2
(z§a+ﬁ+7+6)p1+a+ﬁ(22 -+ n)(7+6)P1) (AgO)UJl + BgO)UJQ) (pOldS 0)
(si 'on veut tenir compte de la ramification d’ordre k effectuée plus haut, il suffit de
remplacer w; par kw,). Posons u = (a+ 8)/(a+ B+ v + 6) et soit T = puS. Aprés

le changement de base P = Id +2* A1 +de+atB L )(+9)e1T a partie de poids
dZ2

(22 +1n)

2 2
(z§a+6+7+6)p1+a+ﬁ(22 + ,’7)(’7+6)Pl) [(%RS + Ago)) w1 + (B:f_o) —_ ,U,[R, S]) w2:| .

—1 sur le coté vertical est multiple de R et la partie de poids 0 est

On raisonne comme plus haut pour éliminer la partie non primitive de RS et on
trouve finalement pour la partie de poids O :

2 2
(z§a+ﬁ+w+6)p1+a+ﬂ(z2 + n)(7+5)p1) [(%[R,S} + Ago)) wy + (B§°) — u[R, S]) w2] )

Puisque n # 0, I'hypothése de non résonance montre qu’aprés le changement de base
T, la partie primitive au sommet du quadrant *9 est non nulle, donc Q21 n’est
plus de type (Bo) et par suite la conclusion de 4.4.1 est vraie en ce point. O

Démonstration dans le cas résonant. — Elle se fait par récurrence descendante sur
la partie entiére de I’ordre de résonance A € Q7. Supposons qu’au départ on ait

2
A© = —%[R, S] et BO® = AR, ).

Apreés éclatement et localisation au centre d’une carte (n) # (00), les calculs faits plus
haut et la formule (6.4.3) montrent qu’en un centre permis z° 'ordre de résonance
est A\ — 1 et on conclut par récurrence que la conclusion de 4.4.1 est vraie en z°.

Au centre de la carte (00), on peut raisonner comme ci-dessus en effectuant d’abord
une ramification d’ordre suffisant, puis une suite d’éclatements toriques, puis un écla-
tement localisé en une carte () # (0), (00). Le calcul ci-dessus montre qu’en poids 0
la partie sur le coté vertical de I est

A2 — uZ

2
Si A # u, la partie de poids 0 au sommet de 29t('Q>~1) est non nulle, donc 'Q>1!
n’est pas de type (Byp) et la conclusion de 4.4.1 est vraie en ce point. Si A = g, la
partie de poids 0 sur le coté vertical de ce quadrant est identiquement nulle et il n’y
a donc plus de résonance. On applique alors le résultat dans le cas non résonant. [

[R, Slw1 + (A — p)[R, S]w2.
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6.4.4. Fin de la démonstration de la proposition 6.0.2. — 1l suffit de montrer que
pour tout suite d’éclatements locaux, il existe un centre z(m0) en lequel la conclusion de
4.4.1 est vraie. Fixons une telle suite. On peut supposer que le long de cette suite ' Qf(:)l
reste de type (B_1), sinon ’Qi:ol) est réduite pour un certain ng, d’apres la proposition
5.5.1, et le corollaire 5.5.5 permet alors de conclure. Le coefficient dominant est alors
toujours un multiple non nul de R. On peut alors supposer que pour n assez grand,
on trouve la situation (By), d’aprés la proposition 6.0.5. Puisque le poids de R est
—1, les quadrants *N(’ Qf(:)l) et °N(' Qf(:)l) coincident. On se trouve donc sous les
hypothéses de la proposition 6.4.1, puisque si Ag + R n’est pas conjuguée a Ao, il
en est de méme de Ay + AR pour tout A # 0 (voir la remarque aprés la proposition
A.2.4). O

6.5. Elimination de la résonance nilpotente. — Nous nous proposons dans ce
paragraphe de montrer le théoréme 1.2.5.2. On suppose que la matrice de la connexion
a la forme donnée au début de la section 5. Puisque 1’on suppose que M est de rang
< 5, les cas suivants restent & considérer pour la matrice nilpotente Ag :

— en rang 3, Ap a un bloc de Jordan de taille 2 et un bloc de taille 1.

— en rang 4, Ap a un bloc de Jordan de taille 2 et deux blocs de taille 1.

— en rang 5, Ag a un bloc de Jordan de taille 2 et trois blocs de taille 1, ou deux
blocs de taille 2 et un bloc de taille 1.

Dans les autres situations il n’apparait pas de résonance nilpotente et on peut
appliquer le corollaire 5.5.5 ou le théoréme 2.4.1.

La variété de résonance R est décrite au § A.2.5-(1,2) de ’appendice et nous repre-
nons les notations du § A.2.3.

Soit K la matrice égale & l'identité sur les blocs de taille 1 et 4 0 sur les blocs de
taille 2. On a ad K = Id sur g_; et = —Id sur g*,. On pose H* = %(H + K +Id).
Alors H* est semi-simple avec pour valeurs propres 1 et 0, et ad H* a pour valeurs
propres —1,0, 1.

Les matrices de H-poids w = 2v sont de H*-poids v. Les éléments de g, sont de
H~-poids —1 et de H*-poids 0, et c’est le contraire pour g*,. Soit Q=07 (resp. =07
la partie de Q qui est de H~-poids (resp. H*-poids) > 0. Alors 2°” (resp. Q>°)
s’obtient & partir de 227! en oubliant les termes de coefficient dans g—, (resp. g*,).
1l sera important de remarquer qu’il n’apparait pas dans 2% ou 02°" des termes
de H-poids —2 (notés 2S~2 dans les paragraphes précédents).

Comme la matrice Ay est de H*-poids —1, il faut définir la pondération p par
p(w) = w+1, et c’est la partie de poids > 0 (rel. H*) de £ qui va maintenant jouer
le role de Q>—1.

Premiére étape. — On prend la structure de poids H = H~ et on considére la partie
02% de Q qui est de H-poids > 0. On cherche & réduire 2>° dans une base
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admissible aprés éclatements et changement de base 7. Si c’est possible, on montre
comme au §5.4 que Q2% est p-réductible et la conclusion de 4.4.1 est vraie. Sinon,
on est amené & considérer une suite une suite infinie (w,) d’éclatements locaux a
centres M-permis le long de laquelle 22 est de type (®Bo) (analogue du type (B_;)
du §5.5). On montre ensuite, comme au §6.3, que ou bien pour ngy assez grand la
conclusion de 4.4.1 est satisfaite, ou bien 22° est de type (8;) (analogue du type
(*Bo) du §6.3) en tout centre (™ pour n assez grand. Le type de résonance nilpotente
est de la forme A\, R* avec A\, # 0 et R* € g*, — {0}. Nous supposerons donc dans
la suite que c’est cette derniére possibilité qui se produit.

Deuziéme étape. — On considére alors la structure de poids H = H*'. Le méme
raisonnement sur 020" le long de la suite (w,) nous améne & considérer le cas ot
pour tout n assez grand, Q>0 est de type (B1) avec un type de résonance nilpotente
unR™, pn #0 et R~ € g—; — {0}.

Troisiéme étape. — 1l existe donc un centre z(™ ou P n’a qu’une composante et ol
0>-1 est «bi-résonante», i.e. 2% est H~-résonante de type R+ et Q>0 est H+-
résonante de type R~. Notons (pi,0) (resp. (p7,0)) le sommet de N(Q22°F) (resp.
N(Q2°7)), avec p, p; > 0.

Si l'on a pf = p7, alors 227! est de type (B_;) (pour la pondération H) et le
coefficient au sommet de N(2>~!) est R~ + R*. Puisque R~ + Rt ¢ R =g~, Ug",
(¢f. Vexemple A.2.5-(1,2) de ’appendice), on peut appliquer la proposition 6.0.2 pour
conclure.

Supposons alors par exemple que p; < pi. En particulier 2>~ est aussi de type
(®B_1) pour H et le coefficient au sommet de N(22~1) est x°1 Rtdxz,. Posons § =
pf — pT et appliquons le changement de base de matrice z{H" .
Si on pose

0= 3 [0 + 00" +a®"]om

m2=0
ot les poids sont ceux relatifs & Ht, on obtient aprés changement de base la matrice

Z QDT gmts Z QOTgm 4 z QT ym=3 | partie p-négligeable.

m=0 m20 m20

Puisque Q20" est de type ($B1), on a Qﬁ}f #0=my/2 > p, doncm; —6 > pf.

Par ailleurs, pour les termes de Ht-poids —1 de coefficient dans gfl (i.e. ceux qui
sont aussi de H-poids > —1, ou encore de H ™ -poids > 0) on a m; > p; car Q2% est
de type (Bo). On a donc m; + 6 > p.

Ainsi, aprés le changement de base de matrice z°# ", la matrice 2>~ est de type
(JB_;) pour H et le coefficient au sommet de N(2*71) est R* + R~. On conclut
comme ci-dessus. O
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Justification des arguments employés. — Indiquons ici pourquoi les arguments dé-
veloppés pour la structure de poids H s’appliquent & H~ (et de maniére analogue a
HT).

Le polygone pondéré N'(Q2°7) est ici ’enveloppe convexe de N(22°7) et du
quadrant r + N? car p(0) = 1. On dit que Q2% est p-négligeable si N'(Q22°") est
le quadrant de sommet 7. Lorsque Q20 est p-négligeable, le changement de base de
matrice "7~ permet de remplacer © par une matrice a poles logarithmiques.

Par ailleurs, I’analogue de (5.3.1) est :
«Siw=0etsi B(O) # 0 en un sommet m° de aN(Q>° ), la partle primitive B, /(0
satisfait B'?) = aA(OZ et la partie non primitive B "9 est dans 9—1~

me —
.Siw:l,onaB,(,i),: Ag,lll

L’analogue de (5.3.4) est :
Si m° = minjex AN (Q2°7) (resp. m° est un sommet de 2N (22°7)) et si Bm,,(w) #0

avec w > 0, alors, en posant mo(w) = p(w) m°,

siw=0, B'(O) )= =aAl® 0(0) et B::z(‘?()ﬂ) est dans gt ;
)

— (1 _ (1)
.siw=1,onaB me(1) = aA me (1)’
De méme, I’analogue de (5.3.6) est vrai, si 'on remplace r1/2 par r; dans (5.3.6-
(2)). On peut alors réaliser la premiére étape comme aux §§5.4, 5.5 et 6.3.

Remarques
(1) Lors de la deuxiéme étape, la situation (B1)(H ™) est conservée le long de la
suite (w,) par hypothése. Bien que l'ordre utilisé pour définir le changement
de base T a chaque étape utilise le poids relativement & H ~, les arguments du
§5.2 s’appliquent pour la structure de poids H+.
(2) Trois raisons empéchent pour le moment d’étendre ce procédé d’élimination de
la résonance nilpotente par bi-résonance.
— D’abord, nous utilisons une structure de poids qui ne fait intervenir que
trois poids, & savoir —1,0, 1. Pour traiter le cas considéré a I’exemple
A .2.5-(1,2) avec k quelconque, il faudrait généraliser le §6.3 & des situa-
tions de type (B;) pour tout ¢ > 0. Ce devrait étre possible avec une
définition convenable de la situation (8;).
— Les structures H* utilisées ci-dessus ont la propriété que les matrices de
H-poids < H-poids de Ag sont aussi de H*-poids < H*-poids de Ao.
— Ce qui est plus important dans les exemples considérés est que la variété
de résonance R n’a que deux composantes. Dans l’exemple A.2.5-(3),
utilisation des structures H* ne serait plus suffisante car il existe des
situations ou R~ € g7, — {0}, Rt € g*, — {0} et R~ + Rt € R.
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APPENDICE

A. Orbites de matrices nilpotentes

Nous allons rappeler rapidement les résultats sur les matrices nilpotentes que nous
utilisons. Nous renvoyons par exemple & [4, § 2] pour plus de détails.

A.1. Jacobson-Morosov. — Soit N un endomorphisme nilpotent de k%, ou k est
un corps de caractéristique 0 (dans la suite nous utiliserons £ = C ou k = C(A), ou
A est une nouvelle variable). Il existe (théoréme de Jacobson-Morosov) un sla-triplet
Y = N, X, H induisant une représentation de sla(k) dans gl,;(k). L’espace glt;(k)
se décompose en somme directe d’espaces propres pour ad H, qui est semi-simple, et
dont les valeurs propres (les poids) sont entiéres. Les vecteurs de plus haut poids (nous
dirons aussi primitifs) sont les éléments de Kerad X et ’on a une décomposition

gly(k) = Kerad X @ ImadV.

Si A # 0 est une matrice dans gl;(k), nous dirons que A est de poids pur w si
ad H(A) = wA. Si A et A’ sont de poids pur respectifs w et w’, [A, A'] est pure de
poids w + w’ ou nulle et AA’ est pure de poids w + w' ou nulle. Les éléments primitifs
purs de poids 0 sont les éléments de Kerad X N KeradY'.

Supposons maintenant que k = C(\). Notons, pour F C C fini, C[A]r 'anneau
des fractions rationnelles de la variable A & poles contenus dans F. 1l existe un tel F'
tel que Y soit défini sur C[A]r. Il existe alors F' D F fini tel que toute la construction
précédente soit en fait définie sur C[A]r+ : on choisit pour cela une base de vecteurs
de plus haut poids (Z;);=1,.,, dans Kerad X et on pose Z;; = (adY)!(Z;). Ces
vecteurs forment une base de gl;(C())). Il sont tous définis sur un anneau C[\]p
et de plus, si F' est bien choisi, tout élément de gl;(C[A]F/) s’écrit sur la base Z; ¢
avec des coefficients dans I'anneau C[A]g+ (il suffit de le vérifier pour les éléments de
la base canonique de gl;), de sorte que les Z; ; forment une base de gl;(C[\]r), et
on en déduit une décomposition gly(C[Np/) = Kerad X @ ImadY. Enfin, quitte a
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augmenter F’, la restriction de Y, X, H & A = Ao € F' forme un sl-triplet dans
gl (C) et la construction précédente se restreint & A = A¢ convenablement. Nous
dirons alors qu’il y a bonne restriction.

A.2. Perturbation primitive et quasi-primitive. — Ici le corps est C. On fixe
un sly-triplet N =Y, H, X comme ci-dessus. Nous utilisons le résultat suivant (voir
par exemple [4, §2.2]) :

Proposition A.2.1. — Soit Z =3, ZW) une matrice dont toutes les composantes
pures sont de poids > —1. Alors si Y + Z n’est pas conjuguée ¢ Y, on a v(Y + Z) >
v(Y). O

A.2.2. Perturbation par une matrice primitive. — Soit Z une matrice primitive non
nulle. Nous avons utilisé le fait que Y + Z n’est pas conjuguée & Y et donc, d’apreés
ce qui précéde, que la dimension v de 'orbite de Y + Z satisfait (Y + Z) > v(Y).
Rappelons que la démonstration procéde comme suit : on décompose Z =%, ., Z (w)
suivant les poids (qui sont tous > 0 puisque Z est primitive); on remarque ‘ensuite
que pour tout A € C* la matrice Y + Z est conjuguée 4 Y + szo A\wt2 7(w) et pour
A assez proche de 0, on a effectué une perturbation transverse & ’orbite de Y.

Plus généralement, soit Z une matrice primitive non nulle et 7 € ImadY. Si le
poids minimum w > 0 des composantes pures de Z est inférieur ou égal a celui des
composantes pures de T', Y + Z + T n’est pas conjuguée 3 Y (et d’aprés la proposition
ci-dessus, on a v(Y + Z +T) > v(Y)) : on le montre par récurrence sur le poids
minimum p des composantes de T'; on pose TP = [Y,U] et on considére la matrice
(Id+U)(Y 4+ Z + T)Ad+U) ™' ; celle-ci s’écrit Y + Z(®) 4+ Z' + T', ou les poids des
composantes de Z' sont > w et les poids de celles de 7' sont > p + 1; on se raméne
ainsi au cas ou T est nulle.

A.2.3. Matrices quasi-primitives. — Nous avons eu besoin de considérer les matrices
de poids —1 qui commutent & Y, que nous appelons matrices quasi-primitives : ce
sont les matrices de la forme R = adY (S) avec S primitive pure de poids 1. Une
telle matrice R est alors pure de poids —1. Une matrice pure de poids —1 est quasi-
primitive si et seulement si elle satisfait ad Y (R) = 0 (cela résulte de la décomposition
de Lefschetz). Notons aussi que 'on a S = ad X (R) : en effet

[XaR] = [X’ [Y?S]] = [[X,Y],S] + [Y, [X,S]],

mais [X,S] = 0 car S est primitive, et [X,Y] = H donc [X,R] = [H,S] = S car S
est pure de poids 1. Notons enfin que I'espace des matrices de poids —1 (c’est-a-dire
Ker(ad H + Id)) se décompose en somme directe de KeradY N Ker(ad H + Id) et
Im(adY)? N Ker(ad H + 1d).

Il existe de telles matrices non nulles si et seulement si Y admet deux blocs de
Jordan dont les tailles différent de 1. A chaque paire de blocs de Jordan de Y dont
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les tailles sont 7 + 1 et n on associe deux matrices quasi-primitives R~ et Rt :

o --- 0 0lo --- o 0 --- 0 0 e 0

oo A . 0 --- 0 01 --- 0

o -~ 0 0|0 --- 0 : N .o
RR=| 0 .--- 0 0|0 --- O resp. R*¥ =1 0 --- 0 0|0 --- 1

1 --- 0 0l0 --- 0 0 --- 0 0lo

0 --- 1.0/0 --- 0 O --- 0 0lo0 --- 0

et ’espace g_; des matrices quasi-primitives admet pour base les R~, R obtenus de

cette maniére. On a ainsi une décomposition g—; = g_; EBglLl et on peut vérifier que la

forme bilinéaire antisymétrique (R, Ry) « tr(R1[X, R2]) est une forme symplectique

sur g—;. On peut identifier ainsi g_; au fibré cotangent de g_; muni de sa forme
symplectique canonique.

Le résultat qui suit concernant les perturbations contenant des matrices quasi-
primitive nous est utile :

Proposition A.2.4. — Soit R une matrice quasi-primitive et Z une matrice primitive.

(1) SiY + R+ Z est conjuguée a 'Y, alors pour toute autre matrice primitive non
nulle Z', la matrice Y + R+ Z + Z' n’est pas conjuguée 6'Y .
(2) Y + R est conjuguée a Y si et seulement si [R,[X,R]] =0.

Remarque. — Pour R pure de poids —1 les propriétés suivantes sont équivalentes :
(a) Y + R est conjuguée 4 'Y ;
(b) la droite Y + AR (XA € C) coupe l'orbite de Y pour un Ag # 0;
(c) la droite Y + AR est contenue dans 'orbite de Y.

On notera R la variété «de résonance» définie par les équations [R,[X, R]] = 0.

Démonstration. — Pour le premier point, on peut supposer R # 0 sinon I’hypothése
et le résultat rappelé plus haut montrent que Z = 0 et ’on peut appliquer encore une
fois ce méme résultat. On considére alors dans gl;(C) 'espace affine E =Y +C-R+
Kerad X. Cet espace coupe transversalement ’orbite de Y en Y donc l'intersection
est, au voisinage de Y, une courbe lisse. Pour tout A\ € C*, la matrice Y + AR +
}:w>0 A2 Z(w) et conjuguée 4 Y + R+ Z donc & Y et par suite cette matrice décrit
la courbe lisse cherchée. Si Y + R + Z + Z' est conjuguée 4 Y, on trouve de méme
dans l'intersection une autre branche au voisinage de Y ce qui est impossible du fait
de la lissité. a

Pour le deuxiéme point, on pose S = [X, R]. On a

(Id+8)(Y + R)(Id+S)"' =Y + SR(Id+5)~!
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de sorte que Y + R est conjuguée 4 Y si et seulement si Y + SR(Id +S)~! 'est aussi,
et ceci implique que la partie primitive de SR est nulle, car SR est pure de poids 0,
d’aprés ce qu’on a vu au § A.2.2. Mais SR admet la décomposition suivante

SR = %(SR _RS) + %(SR + RS)
ou le premier terme est primitif puisque
(X, [S, R]] = [[X, S], R] + [S, [X, R]] = 0

1
et le second est purement non primitif (i.e. dans Im adY’) puisqu’égal & E[Y’ S?]. Ceci

donne la nécessité de la condition [S,R] = 0 pour que Y + R soit conjuguée a Y.
Montrons la suffisance. Si cette condition est satisfaite, on a

Y + R = exp(ad —=S)(Y) = Ad(exp(—9))(Y). O
A.2.5. Exemples

(1) On suppose que Y a n blocs de taille k¥ + 1 et un bloc de taille k, et pas
d’autres blocs dont les tailles différent de 1. Soit (R ,R;"),':l,,,,,n la base de g_;
correspondante. Soit R de coordonnées (z1,...,2n,&1,...,&) dans cette base. Alors
R € R si et seulement si z;£; = 0 pour tous i,j = 1,...,n. Ainsi R = g_, Ug?,.

(2) Il en est de méme si Y a un bloc de taille k + 1 et n blocs de taille k, et pas
d’autres blocs dont les tailles différent de 1.

(3) Soit Y de taille 6 avec deux blocs de taille 2 et deux blocs de taille 1 :

0 00 0 0O

1 0 0 0 0O

000 0 00O

0 01 00O

0 00 0 OO

0 00 00O

Un élément général R de g_; est

0 0 0 0 0 O
0 0 0 0 & &
0O 0 0 0 0 O
0 0 0 0 & &
T1 0 T2 0 0 0
zz3 0 =4, 0O 0O O

et la variété R est la réunion g_; U gi’l U C ou C est Pespace conormal au cone de
g_, d’équation 24 — z273 = 0.

Remarque. — On peut conjecturer que la variété R est toujours réunion d’espaces
conormaux A certains cones définis par des équations linéaires ou quadratiques dans
g_,, donc est une variété lagrangienne bi-homogéne.
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B. Fonctions C* sur D’éclaté réel et développements asymptotiques

D’une maniére générale nous reprenons les notations introduites au §I1.1.1.

B.1. Le lemme de Borel-Ritt. — Nous allons démontrer la proposition I1.1.1.16
et nous reprenons les notations la précédant. La démonstration ci-dessous reprend
essentiellement celle de Majima [35]. Nous allons montrer un résultat au niveau des
sections sur un compact sectoriel. Soit K = [Ti~; K; x [Ij_; 4;, ot K; C Ry x S!
est un secteur compact {p; < p¢} X [a, 3] avec p? < 1 et d’ouverture < 7 et A; un
disque fermé de C centré en 0. Nous supposerons pour simplifier que sur K; —{p; = 0}
on a Réz; > 0, i.e. [a,B] C]|— m/2,7/2[. Plus généralement, si chaque K; est un
secteur strict de S, on peut modifier la démonstration qui suit en remplagant, dans
la définition de ¢, ci-dessous dqo/z; par do /x5 avec 0 < € < 1 convenablement choisi.

Soit r un entier compris entre 1 et n. Pour I C {r+1,...,n}, notons D; = U;e;D;.
. <Dp ) : s . o ) _a-di i
Soit A > le noyau de I’application Tp, : A %z - A)?A|ZnD,’ c’est-a-dire, du fait de

Mayer-Vietoris 11.1.1.13, le sous-faisceau des sections u qui satisfont Tp,u = 0 pour

tout ¢ € I. Par ailleurs, rappelons que pour un faisceau F on note F(K) = lim F ().
QoK

Lemme B.1.1. — Pour tout r = 1,...,n, si l'on pose Z, = DiN---ND, et ]
{r +1,...,n}, Uapplication

T<D1,, A<D1,. (K) — A<|D1r (K)
est surjective.

Si ce lemme est montré, on obtient d’abord par récurrence sur #(I, — I) que pour
tout [ C I, I’application

<D1 .A<D’ (K) — A<D1 (K)
est surjective : en effet, si par exemple r + 1 ¢ I, on a un diagramme commutatif

0 —— AP (K) —— AP (K)

T<D1
T<D]UD1-+1l TZ<TDIJ( me-l

ASP1ODrt1 g <D' K A<Pr_ (K
00— Az (K) —— ( ) — i|zr+1( )

et les deux fléches extrémes sont surjectives, donc celle du milieu aussi.

En particulier, pour I = &, on obtient le premier point de la proposition. Le second
point s’obtient en faisant r = n dans I’assertion suivante et en utilisant Mayer-Vietoris
I1.1.1.13. Nous allons montrer par récurrence sur 7 (1 <r < n) :
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Assertion B.1.2. — Soient Ww; € A<'D"” (K), pour i =1,...,r, tels que pour tous i,j

on ait Tp,w; = Tp,w; dans AP (K). Il existe alors w € A;D" (K) tel que

X|DinD;

Tp,w = W; pour tout i =1,...,r.

Démonstration. — En effet, le cas r = 1 découle du lemme B.1.1. Fixons r > 2
et choisissons (ce qui est possible pour la méme raison) w, € A;D" (K) tel que
Tp,w, = Wyr. On considére pour tout ¢ = 1,...,7 — 1 la famille v; = w; — Tp,w,.

. . . <D, _ . . .
C’est une famille compatible de sections de Ag =1 (K) et par récurrence il existe
D ~ .

v E .A; fr-1 (K) avec Tp,v = v;. Alors w . w, + v convient. O
Démonstration du lemme B.1.1. — Notons ¢ = (z1,...,27), £ = (&+1,...,&n) €t

y = (y1,-..,Yp). Soit
F=3 falewa® € AL (K)

aENT™
avec fo € _AgD’r (Ksr), ou K5, = H?=r+1 K; x H]. A;. 1l existe par hypothése un
ouvert  contenant K, tel que Q soit du méme type que K et que f € A;{_-IEZ" Q).

Pour a € N", posons p(a) = max; o; et £4(®) =T[r_ ., €4 | Soit

0 Sice, =0
Ca—suplfa(fa wg_ a)\ do = { “

Tor max(1,1/c,) sinon
(cq < +00 puisque f, est plate le long de Dy,) et, pouri =1,...,r,

(1) 1 siz;=00ua; =0
() =
Penili (1 —e~9=/%)  sinon

puis ¢a(2) = [Tizy Pa.i(@:). _
Puisque Réz; > 0 sur §;, on a la majoration (pour z; € Q; — {0})
da

i emtera| ¢ o
|4

Nous allons montrer que si, pour (z,&,y) € Q, on pose

F@,69) = Y fal&y)pal@)z®,

a€ENT

alors f est un élément de A;D” Q) et Tzf = f Nous le ferons par récurrence sur r.
Notons déja que ’on a sur Q 'inégalité

o |z

(B.1.3) |fa (& ¥)pa(@)2] <

I =l

{i|lai#0}

. |§u(a) \
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puisque cqd, < 1 et par suite la série définissant f converge uniformément, donc f est
continue sur 2 et holomorphe sur @ — 7~!(D). Enfin la restriction de f & 7~1(Dy,)
est identiquement nulle.

Soit T' une intersection non vide de composantes de D. Si T ne contient pas Z,
on pose fr = 0. Supposons que T contienne Z, par exemple T' = Dsy1 N ---N D,

avec s < r. On définit fr de la méme maniére que f : on note z’' = (z1,...,xs),
z" = (@s41,...,2,) et on définit de méme o’ et a”. On pose alors
o~ 1" ’
fr= > fra@ &)™ avec frar= Y fally)pw (@)’
o'’ ENT—s a’ €N

Par récurrence sur r on sait en effet, si s < r, que fro» € A;D’” (V) avec OV =
H::l Qi X Q>1" N N N

En particulier fz = f et on peut poser fg = f.

Pour m = (my,...,m,) € N” et T comme ci-dessus, on note mr la projection de m

sur NeodimT o £S™T 13 somme des termes de fr d’exposant < mr : dans I'exemple

: <m "o
ci-dessus, mr = (Ms41,...,my) =m" et fp"7 =30 .\ frona"™, ot o’ <m”

signifie a; < m; pour tout ¢ =s+1,...,7.

Assertion B.1.4. — Pour tout compact K de ) et tout m € N7, il existe une constante
Ck,m telle que Uon ait sur K linégalité

f@en+ 3 (-0 S FT@Ew)| < Crm - lol™ )]
k=1 {T|codim T=k}

Démonstration. — En effet, donnons-nous o € N” et calculons le coefficient de z*
dans le terme de gauche. Soit I [] J la partition de {1,...,r} définie par « :

Viel, oz >2m; +1 et VjGJ,0<0j<Mj.

Pour T comme plus haut (éventuellement vide), on dispose aussi d’une partition
It []1 Jr du méme ensemble : dans exemple ci-dessus, I+ = {1,...,s} et on a
codim T = #Jr. La contribution de fﬁmT au coefficient de x® est

OsiJrZJ et fo:@a,r sinon

ot Ya,17 = [l;e1, Pa,i(®i). La somme des contributions est donc

fa Y (D* 00 = (1) faar D (=1)#Apa,a

JrCJ AcCJ

= (_1)#Jfa§0a,1 H(l - gOa,j).

jeJ
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La somme sur tous les o correspondant & une partition I [] J fixée est (& (—1)#/

prés)
Z z Z Z faSoa,I H(]. — QDQJ'):L'O‘.

i€l jeJ a;<mj a; >2mi+1 jeJ
D’une part on a
do

Jal’

loa,r(xn)| < I
iel
D’autre part il existe une constante C ., . telle que I'on ait sur K

e, — 1 = |e”d°/””7‘

< ClK,m,ajdgj_mj Ilemj_aj
si aj # 0 et |pq.; — 1| = 0 sinon. Enfin on a
j J

|fa(&,9)] < ca €M < cq €M™

si I # @. On en déduit, pour I # @&, lexistence de Ck n,, telle que la somme soit
majorée en module par Ck o, |z|™ |£|“(m) puisque cods < 1.

Si I = @, la somme considérée est une somme finie et il est facile d’obtenir di-
rectement une majoration du méme type, en choisissant des majorations du type
|fa| < Ca,m |E|”(m)' O

Ainsi il existe une suite de fonctions gy € A;D“ () (k € N) telle que pour tout k

et tout compact K C Q il existe Ck x avec |f — gi| < Ck.x |2€]" sur K — n=1(D). De
plus les dérivées de f sur Q — 7—1(D) satisfont la méme propriété, ce qu’on voit en
utilisant Cauchy, comme en I1.1.1.11. On en déduit alors facilement que f € A;D' " (Q)

et que Ip, f = f O
o . e _ ko ST . .

Remarque B.1.5. Soit g}?w ll%g Ex/IHE%. Alors 8)?'[) s’identifie au faisceau des

fonctions C> au sens de Whitney sur 7=1(D) C X, noté £(r~1(D)) dans [38] : on

peut en effet utiliser Mayer-Vietoris (cf. [38, chap. 1 th.5.5] pour £) pour se ramener
a identifier £ %z et £(r~1(Z)) lorsque Z est intersection de composantes de D. Le

théoréme de Whitney [38, chap.1 th.4.1] montre que la suite

<r~Y(D) , Tp
0 — 'Pi"r 7 g/?

yE=—~ —0
X|D
est exacte.

B.2. Développements asymptotiques. — De méme que la proposition I1.1.1.11
donne une caractérisation de A}D , on peut caractériser de A en termes de dévelop-
pements asymptotiques’) comme dans [35]. Il est & noter cependant que ’assertion

(UDans [56], la proposition 2.13 est énoncée incorrectement.
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montrée ci-dessus ne donne pas exactement un développement asymptotique au sens
de Majima.
Donnons-nous, pour tout Z intersection de composantes de D, une section fz de
= (Q) (ou Q est un ouvert sectoriel comme plus haut) et supposons que la famille

des fZ soit compatlble, c’est-a-dire que pour toute composante D; de D ne contenant
pas Z on ait Tp, fZ = fZﬁD, Pour m € N™ on définit f; fS™2 comme plus haut.

Proposition B.2.1. — Une fonction holomorphe f sur @ —7~1(D) est dans Ax() si
et seulement s’il existe une famille compatible fz € A (Q) (Z intersection non vide

de composantes de D) telle que pour tout compact K C Q et tout m € N" il existe
une constante Ck m avec, sur K — n~1(D),

Fan+3 D8 Y T (@y)| < Crmlel™

k=1 codim Z=k

Si cette famille existe, elle est unique et l’on a fz =Tz f pour tout tel Z.

Démonstration. — Pour la nécessité, on choisit, pour f € A (Q), la famille des Tz f.
Pour la suffisance, on vérifie que la condition est stable par dérivation et on conclut
comme plus haut. O

B.3. Lemmes de Dolbeault-Grothendieck sur 1’éclaté réel

B.3.1. Démonstration de la proposition II.1.1.7. — Le fait que Kerd = A;"dD a
été indiquée au §1I1.1.1. La preuve de ’exactitude est analogue & celle sur une variété
analytique. Le probléme est local, donc on suppose que X = C"*? avec les coor-
données 1, ...,%n,Y1,-.-,Yp 6 D = {z1---z, = 0}. On remarque que 'opérateur
Td = 1 - 2,0 agit sur les formes C™ sur X (D). Soit SC(O’Q)()Z'(D)) Pespace des
formes C'*° & support compact sur )?(D), qui sont de type (0, q) sur )?(D) — 7~ 1(D).
Notons encore 7 : X (D) x X (D) =+ X x X la projection. On considére le noyau k
de Bochner-Martinelli de bi-type [(0,¢ — 1);(n + p,n + p — ¢)] sur X x X (voir par
exemple [22, p.383]) et on pose k = m*k. Pour ¢ € £{*9 (X (D)) on pose

Ry = /EA o € £09-1(X(DY).

Si ¢ est & support dans X(D) — 7=1(D), on a K¢ = m* K¢ si K est défini par le
noyau k sur X x X. Si l’on pose (pour z =z - - - )
= (K20 + 20K —z) - ¢
on a xzzf = 0 : en effet, pour toute forme n & support compact la distribution
(en @) [Lo An est dordre < 1 et si ¢ est & support dans X (D) — 7~ (D) on a
Lo =7*Ly =0.
On en déduit que pour tout courant T € &' (O’q)(X (D)), si Pon pose KT (p) =

T(K¢), on a légalité z>LT = 0. Soit alors  un ouvert de X (D) et u un courant
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modéré de type (0,gq) sur Q2 tel que Ju = 0 sur @ — 7—1(D). On peut relever u en
un courant S sur Q et £0S est a support dans 7~!(D), donc il existe N tel que
N (2dS) = 0. Soit Q' un ouvert relativement compact de Q et x une fonction C®
sur ) & support compact et = 1 sur . Posons T = 2V xS. On a donc 8T = 0 sur
Q' et par suite sur cet ouvert 2*(¢dKT) = #*T. Si on pose w = KTjq/_-1(p) on
a 0w = xNu sur Q' — 7~1(D) et puisque w est modérée sur ', 2~ Nw Dest aussi et
u=0(z"Nw). O
B.3.2. Démonstration du lemme I1.1.1.18. — 1l suffit de montrer que pour tout Z in-
tersection de composantes de D (éventuellement Z = &), le complexe (S(L’l'\z[*D],g
X

n’a de cohomologie qu’en degré 0, donc est une résolution de A iz [*D].

En effet, en utilisant Mayer-Vietoris on en déduit que 8%'\ [*D], 5) est une réso-

X|D

lution de AJ/?TB[*D]' En utilisant alors Borel-Ritt (proposition I1.1.1.16 et remarque

B.1.5) on obtient le lemme II.1.1.18.

Supposons donc que Z soit défini par £y = --- = z, = 0. Alors S(QILZ[*D] =
X
gZX(Sl)" [z1,...,z,] [*D] et pour j = 1,...,r, Vopérateur z_jgmj agit sur gZx(sl)r

par 20y;. En utilisant les suites exactes
iaej
00— Ez 51y = €z sy = Ezx(sryr — 0
pour j =1,...,r, on se raméne & montrer I’assertion lorsque r = 0, c’est-a-dire pour
le complexe (8%’[*D],5). On utilise pour cela 'opérateur d’homotopie K introduit
plus haut. O

B.4. Une suite exacte du type Mayer-Vietoris. — Soit 7" un espace topolo-
gique compact et G un faisceau de groupes sur 7T'. Soit p : T x S — T la projection.
On a alors une suite exacte

H%(T,G) x H (T,G) — H (T x S*,p~'G) — HY(T,G) x H'(T,G)
qui est compatible aux morphismes de faisceaux. En effet, commencgons par considérer
un recouvrement ouvert U de 7T et le recouvrement (I,J) de S par deux intervalles

ouverts dont l'intersection est réunion de deux intervalles ouverts. Montrons que ’on
a une suite exacte

H°(U,G) x H'U,G) — H'U x (I,]),p'G) — H'(U,G) x H'U,G)
qui peut encore s’écrire
HUx(INJT),p'G) — H*Ux(I,J),p~'G) — H*UxI,p~'G)xH Ux J,p~1G).

Si A€ H' (U x (I,J),p*G) on dispose de sections A\YV sur (UNV) x I, A\§Y sur
UNV)x J, AV, sur U x (INJ), AYY et AYY sur (U x V) x (INJ). Si I'image de A
dans H' (U x I,p~G) x H' (U x J,p~1G) est I'identité, c’est que les cocycles (AYV)y v

ASTERISQUE 263



B. FONCTIONS C° ET DEVELOPPEMENTS ASYMPTOTIQUES 181

et (\YV)y,v sont des cobords. Alors ) est cohomologue (et on le suppose donc égal) &
un cocycle pour lequel \YY =1Id et \Y" = Id pour tous U, V. On déduit des relations
de cocycle que les AY; (U € U) se recollent en une section globale A;; de p~1G sur
T x (INJ), ce qui est le résultat cherché.

Pour terminer la démonstration, on vérifie que pour tout recouvrement ouvert V de
T x S il existe un recouvrement ouvert I/ x 7 plus fin que V, ou J est un recouvrement
de S! par des intervalles ouverts Iy, ..., I, tels que pour tout £ = 0,...,n (en posant
I,+1 = Ip) lintersection Iy N Ijy1 soit un intervalle et Iy NI, = & si |k —£¢] > 2. On
a donc HY(T x S',p~1G) = Uy, 7H (U x J,p~'G). Enfin, on vérifie que si on pose
I=IyetJ= le Ij,ona H'U x J,p1G) = H'U x (I,J),p~1G). ]
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admissible

base, 133

couple, 96

triplet, 128
apparent

invariant, 102, 155

pondéré, 131

polygone de Newton, voir polygone

axe privilégié, 127

Borel-Ritt
lemme de, 44, 175

caractéristique
cycle bh-, 28
cycle r-, 21
cycle r-, 27
variété h-, 28
variété r-, 21
variété r-, 27
carte (0), (o), (1), 8
cas (PIR), 47
cas (REG), 47
centre permis, 81
changement de base
élémentaire, 92, 133
de Turrittin, 136
condition (B), 10
connexion
élémentaire
D;-, 15
image inverse d’une, 9
méromorphe, 6
formelle, 6
plate, 6
réguliére, 9

INDEX

A)?(D)[*D]'» 52
réguliére, 52
Ox[*Z]-, 6
O)?l;‘.,’ [*Z]-, 6
cycles
proches, 123
modérés, 120

décomposition
A-
bonne, 50
formelle
bonne, 11
trés bonne, 11
suivant les valeurs propres, 91
de Rham
complexe de, 44, 64
holomorphe, 44, 123
plat, 44
foncteur de, 64
Dolbeault
complexe de
plat, 39
Dolbeault-Grothendieck
lemme de, 40, 41, 63, 179

éclatement, 8
A centre permis, 81
local, 81
4 centre permis, 81
formel, 81, 84
formel complet, 84
réel, 39
torique, 82
Euler
fonction d’, 21, 27
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éventail, 82
régulier, 82

faisceau
C-constructible, 63
pervers, 64
fonction
méromorphe, 5
plate, 41
Fourier
transformation de, 20, 119

irrégularité

d’une connexion analytique en dimension 1,

22

d’une connexion formelle en dimension 1,

22
faisceau d’, 51
semi-continuité de, 23, 34

Jacobson-Morosov
théoréme de, 171

Kashiwara
conjecture de, 63, 65

Majima

théoréme de, 45, 49
Malgrange

conjecture de, 23

théoréme de, 72, 93
Malgrange-Sibuya

théoréme de, 45
Malgrange-Komatsu

irrégularité de, 22
Mayer-Vietoris, 43, 180
modéle élémentaire

bon, 10

local, 10
multiplicité, 100

pondérée, 130

réduite, 100

pondérée, 130

négligeable
p-, 129
pi-, 133

partie principale, 77, 98, 127
nilpotente, 112
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pondérée, 78, 131
poids, 128, 171
structure de, 128
polygone, 100
de Newton, 102
apparent, 102
d’une connexion, 22
pondéré, 130
pondéré apparent, 131
primitif, 171
quasi-, 172

ramification
locale formelle, 84
réduite (1-forme)
faiblement, 96
fortement, 96
p-, 131
pi-, 133
rel. & un couple admissible
faiblement, 97
fortement, 97

rel. & un triplet admissible, 128

résonance, 96, 97, 111, 151, 162
bi-, 169
nilpotente, 80, 154
variété de, 173

singularité inexistante, 94
Stokes
espace de, 30
déployé, 30
fibration de, 33
secteur de, 29
surface de, 29
stratification, 5
structure
A-
bonne, 50
formelle
bonne, 11
trés bonne, 11
suite d’éclatements
compléte, 85

torique
éclatement, voir éclatement
réduction, 114



