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Séminaire BOURBAKI Novembre 1998
51éme année, 1998-99, n°® 850

EXPLOSION GEOMETRIQUE
POUR CERTAINES EQUATIONS D’ONDES NON LINEAIRES

[d’aprés Serge Alinhac]

par Jean-Yves CHEMIN

1. INTRODUCTION

Le probléme de I’apparition de singularités dans les équations aux dérivées partielles non
linéaires est le probléme qui domine leur étude. Que ce soit dans I’étude des systémes d’Eu-
ler ou de Navier-Stokes (compressible ou incompressible), de I’équation de Schrédinger non
linéaire ou des équations d’ondes non linéaires, on ne peut manquer d’étre confronté a ce
probléme. La littérature consacrée a ce sujet est immense.

Dans ce texte, nous allons exposer les progres récemment effectués dans la compréhen-
sion de I’apparition de singularités dans les équations d’ondes non linéaires. Commengons
par préciser le cadre dans lequel nous allons travailler. Nous nous restreindrons au cas
modele de I’équation suivante, dans ’espace R*¢,

Ou— Au— z ¢ (Vu)diou = 0
(E) 0<jk<d
(u,0u)=0 = €(uo,u1)

ou les fonctions ug et u; sont des fonctions indéfiniment différentiables & support dans
la boule de centre 0 et de rayon M, et € est un (petit) paramétre strictement positif. On
supposera de plus que les fonctions g7* sont des fonctions linéaires de leurs arguments;
la notation Vu désignant bien sir le vecteur (Oyu, Oy ,u- - - ,d;,u). Le terme

Z gj'k(Vu)BjBku

1<j,k<d
doit étre compris comme le premier terme d’un développement limité, la pertinence de ce
point de vue est assurée par le fait que 1'on regarde de petites données initiales.
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2. METHODE D’ENERGIE ET MINORATION DU TEMPS DE VIE

Il est classique que 1'équation (E) est localement bien posée pour des données (ug, u;)
appartenant & ’espace H® x H*~! pour s strictement supérieur & d/2 + 2. En suivant par
exemple [23], on démontre, en utilisant des estimations d’énergie que, si u est solution de
I’équation (E), alors

o EIVu(Ol-1 < CIV) o V()

L’inclusion de Sobolev assure que 1’on a

d
EIVu(t)ﬁ,.,_l < C|Vu(t).-s.
Par intégration, il vient que
C

T < —————=> sup |Vu(t)|4.-: <2|Vu(0
|VU(O)H:~1 te[Og"]I ()H 1= | ()

2
Hs-1-

Ainsi donc, le temps maximal d’existence T, est minoré par Ce~!. De plus, 'inégalité (1)
implique que

IVt < OOy exp( [ 1970l i)

On en déduit alors que

Te
T. < 00 —> / IV2u(r) | dr = oo,
0

Remarque.— L’équation (E) posséde une propriété d’invariance par changement d’échel-
le, c’est-a-dire que, si u est solution de (E) sur un intervalle de temps [0, 7], alors la
fonction

ux(t, x) def %U(x\t, Az)

est solution de (F) sur intervalle [0, TA™!].

Les méthodes d’énergie exposées ci-dessus font fi des propriétés particulieres de ’équa-
tion des ondes. C’est sous 'impulsion de S. Klainermann que ces propriétés ont été utili-
sées de maniére systématique pour améliorer le temps d’existence de solutions régulieres
notamment dans les travaux de S. Klainerman (voir [20]-[22]), et aussi F. John (voir [17]-
[18]), F. John et S. Klainerman (voir [19]) et L. Hémander (voir [15]).

La propriété utilisée par S. Klainermann est I'invariance de 1’équation des ondes sous
Paction du groupe de Lorentz. Ceci I’a conduit & introduire les champs de vecteurs sui-
vants.

DEFINITION 2.1. — On désigne par Z la famille de champs de vecteurs suivants :

Zj d:ef 6]- s Z(),j d‘—gf :chL + taj et, pour 1 S ] <k S d, Zj,k dIef z,—@k - xki?j
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ainsi que du champ radial p def t0, + (z]0). De plus, si k est un entier positif, Z*u désigne
la famille formée par u et ses dérivées d’ordre au plus k par rapport aux éléments de la
famille Z.

Remarques.— Les champs de vecteurs (Z j, Z x, p) forment une famille génératrice du C*°-
module des champs de vecteurs indéfiniment différentiables et tangents au cone

r ¥ {(t,2) e R™ / £ — |z? = 0}.

De plus, ces champs de vecteurs vérifient les propriétés de commutation suivantes
() (Z03,0] = [Zj, 0] =0 et [p,0] =200

L’intérét de ces champs de vecteurs réside pour nous dans ’estimation de Sobolev &
poids suivante.

PROPOSITION 2.1. — [l existe une constante C' telle que, pour toute fonction réguliére u,
on ait, pour tout point (t,z) de R'*¢,

L+ 18]+ 21+ (1] = 2l Va(t, 2)]2 < CIZBHutt, .,
N di
oit la(t, 113, % 1Vatt, |2,

Pour simplifier la démonstration de cette proposition, nous supposerons que d = 2 et
que le support de u est inclus dans B {( z) € R® / |z| < M +t}. Pour démontrer cette
estimation, commencons par observer que, si la fonction u est a support compact en (t, x),
alors il s’agit de P’estimation de Sobolev usuelle. On peut donc supposer que |t| + |z| > 1.
11 convient alors de distinguer deux zones.

Supposons tout d’abord que le support de la fonction u est inclus dans 1’ensemble

des (t, z) tels que |z| & t|. Soit a une fonction indéfiniment différentiable & support

3
t. —
"2
dans cet ensemble. L’inégalité de Sobolev classique implique que

I(#2 = z*)a(t, 2)| < Ctl|010a((8* — |o[*)a(t, 2))l| 2.

Le fait que
b=t g0, 4 z
TR T Rl T & @ ey
implique que
810y((¢* — |z*)a =Y aZ'a;
<2

ou les fonctions «; sont indéfiniment différentiables homogenes de degré 0. Il en résulte
que

(#* = lz*)a(t, 2)| < Ctl| 2%a(t)| 2,
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et donc comme |z| ¢ [%t, gt], ona
3) |(£* = |21*)2a(t,2)| < O Z2%a(t)]] o-

. . . X 1
Considérons maintenant une fonction a & support dans {(t, z)/ |z| € {Et, gt] } On re-
dresse alors le cone T' en posant
b(t,o,w) ¢ a(t,z) ou o ety
et ol (r,w) désigne les coordonnées polaires. Un calcul des plus élémentaires montre que

pa = (t0;+00,)b et

kel
1
i
B8
XN
o
=}
|

((t + )3, — 08,)b.

Il en résulte que

(4) 00, =Y azZ

ZeZ

ou les az désignent des fonctions de (¢, o, w) bornées ainsi que toutes leurs dérivées. Soit @
une partition de I'unité dyadique sur R. L’inclusion de Sobolev classique implique que

lp(2770)b(t, 0,w)| < C25(|0gD(9(27-)b) | 2.
Vu la définition de ¢, on peut alors écrire

t325|p(2720)b(t, 0, w)|

IA

Ct22710,0,(p(277-)b) |2
Ct2]|00,0,(p(27-)b) | 2

Ct2 ([l0050(27)ubll 2 + [l9(277)00,0,b]|12)
Ct3(|0bll 2 + |lo850,b12).

ININ A

La relation (4) implique que
t2p(27P0)lo|b(t, 0,w)] < Cl|Z%alt, )2
Lorsque |o| < 1, il suffit d’observer que

9, =

t
_;p_;ata

puis d’appliquer I'inégalité de Sobolev standard. On applique alors I'inégalité ci-dessus et
I'inégalité (3) a la fonction Vu et I'on trouve que

(1 12+ [+ il = el ) Vult, @) < ClZEH T, )|2..

Comme, pour tout élément Z de la famille Z, le commutateur [Z,d;] vaut &) ou bien 0,
la proposition est démontrée.

10
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Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le théoréme suivant.

THEOREME 2.2. — On a les minorations suivantes pour le temps d’ezistence mazimal T..

Sid >4, alors T, = +o0, sid:3,T€2exp(§) etgid:Q,TEZg.

Pour démontrer ce théoréme, nous procédons par estimation d’énergie dans les espaces
de Sobolev construits & I’aide des champs de vecteurs de la famille Z. Soit s un entier
supérieur ou égal a d + 5. On pose alors

déf
12°u(t, Mz = Y IVE ut, )iz
|T|<s

La formule de Leibnitz et les propriétés de commutation (2) impliquent que
(5) 0Zu= Y ¢¥(Vu)d;002"u = F;

0<jk<d
ou F est de la forme

Fr= Y V(2'u)V*z2Fu).
J+K=I
J#0
Estimons la norme L? de F;. Comme J + K = I, ou bien |J| < s/2, ou bien |K| < s/2.
Dans le premier cas, on écrit que
IV(27u(t, ) V(5 u(t, )z < IV(27u(t, )l V(2R u(t, ) -
Comme J # 0 et que s > d + 5, il vient, en appliquant la proposition 2.1 que
C
IV(27u(t, ) V2 (ZFu(t, )l < ———= 1 2°u(t, )II%.-
(1+1¢)=

Si maintenant |K| < s/2, estimation est analogue; d’ou I'inégalité

¢ sult. 2
(6) 1 Fi(t, )z < m“z u(t, )

L’estimation d’énergie usuelle assure que

(100 e [ IVu(r, lemr) <

Considérons de maniére classique le réel T, défini par

Oz e
2

déf
L L oup{T < 1./ supllZ*u(t, ) < 4l 2°u(0, Yl }
t<
La proposition 2.1 implique alors que, pour tout 7' < T,, on a, si ¢ est assez petit,

def s 2 s 2 3 ' dr
= sup I1Z2°u(t, Mg < (el Z2°u(0, )%, + CMXT) | ——=

0 (1-1—‘r)d;_l
t
xexp(C’e”ZsU(O»‘)”f{l/ _dT—g)
o (1+7)7

M(T)

11
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Le théoreme en résulte immédiatement.

Remarques.— Cette méthode n’est pas économe en régularité sur les données initiales.
Elle est basée en grande partie sur un effet dispersif de ’équation des ondes. Une autre
facon d’utiliser cela consiste & s’appuyer sur des effets liés & I’estimation de Strichartz.
On peut démontrer, en suivant par exemple la démarche de Ginibre et Velo (voir par
exemple [14]) que les solutions de Ou = 0 vérifient

C
Vu(t, )= < o7 Vee=olls

ol B est un espace de Besov du type “d — 2 dérivées dans L!”. Malheureusement, cette
inégalité ne peut étre utilisée, car les normes de type L' ne sauraient étre propagées par
des équations de type onde.

Néammoins, en utilisant des effets de type Strichartz, on peut démontrer (voir [13]
. . . 2
et [24]) qu’en dimension deux d’espace, si (ug,u;) € H® x H*! avec s > 5 alors

C(ll(uo, ua)|

€

T > HexHs—1
€

3. UN CAS MODELE TRES SIMPLE D’APPARITION DE SINGULA-
RITES : L’EQUATION DE BURGER’S

Il s’agit maintenant d’étre capable de prédire si des singularités peuvent effectivement
apparaitre, c’est-a-dire si le théoréme 2.2 ci-dessus est optimal. Il est un cas modele trés
simple ou ’on sait prédire exactement quand la singularité apparait et quelle est la nature
de celle-ci; c’est ’équation modele dite de Burger’s

Ou+uleu=0 et wup—o=1up

dans R; x R.

Ce modeéle a le mérite d’étre tout a la fois trés simple, de fournir un modele d’explosion
qui sera transposable au cas de 1’équation des ondes quasilinéaire (FE), et d’intervenir
techniquement dans la démonstration du théoréme 4.1.

La tres classique méthode des caractéristiques nous dit que le graphe de la solution est
I’ensemble

g
tant que cet ensemble est un graphe, c’est-a-dire tant que 1 + tug(z) reste strictement
positif. Si par exemple la donnée initiale uy est de classe C? & support compact, il existe
nécessairement un tel point. Le temps maximal d’existence d’une solution réguliére est
alors donné par

{(t,z + tuo(z), uo(z)), (t,7) € RT xR},

T = min —

L
up(2)

12
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De plus, en dérivant ’équation, on trouve que
0,0,u + udlu + (0,u)? = 0,
ce qui assure que, par intégration le long des lignes de flot :

Ozup(z
Bzu(t,x + tuo(z)) = ﬁ(—x—)

Soit x¢ un point tel que

ro__ 1
ug(2o)
On voit immédiatement que
T
(7) a-,u(t, To + t'LLQ(.'IIo)) = T_—t

La solution u est constante sur les courbes caractéristiques, ce qui peut s’écrire
u(t, ¢(t,z)) = v(t,z)
ou ¢ et v vérifient les sytémes
(8) Op(t,z) = wuo(x) ot Ow(t,z) = 0
#(0,z) = =z v(0,2) = wu(x).

Les singularités de la solution correspondent aux points ot 8,¢ s’annule sans que d,ug ne
s’annule.

Supposons que zo soit I'unique minimum non dégénéré de uf (la valeur de uj en ce
point est alors strictement négative puisque u est supposée & support compact). Alors la

fonction ¢ vérifie, pour tout ¢ < T,

0:0(t,x) >0 et 0,0(t,z) =0+ (t,2) = (T, 10),

(Ho)
0:0:(T,20) <0, O2¢(T,z0) =0 et 824(T,z0) > 0.

Une telle singularité est une singularité de type cusp.

Cette vision du probléme est & la base du concept d’explosion géométrique (et de la
démonstration du théoréme d’explosion 4.1).

4. ENONCE DU THEOREME PRINCIPAL

Dans toute la suite, nous supposerons que la dimension d vaut 2. Le théoréme 4.1 ci-
dessous montre que I'ordre de grandeur du temps d’existence T, obtenu par les méthodes
d’énergie ci-dessus est le bon.

Pour simplifier, on supposera que I’équation (E) est de la forme

(B) { O — Au ~ d,udtu 0

(u, ) =0 = €(uo,u1)

13
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Avant d’énoncer le théoréme, définissons la quantité qui gouverne le temps d’existence.

DEFINITION 4.1. — On appelle premier profil associé aux données intiales (uo,uy), et
I'on désigne par R la fonction définie par

RY(0,w) def

1 1
2\/2—77: wLZa VS — U(R(s,w’ ul) - 83R(s’w’u0))ds7

ou R désigne la transformation de Radon
R(s,w,v) dzéf/ v(z)dz.
(z|w)=s

Le théoréme qui suit précise non seulement le temps d’existence, mais estime la solution
prés du point d’explosion.

THEOREME 4.1. — Supposons que la fonction 02RW it un unique minimum négatif et
non dégénéré en (o9, wp) et posons
déf 1
To =

~ 82R (59, wp)
- Le temps d’existence T, satisfait

T€:T_(2)+O(l).
€ €

- De plus, il existe une constante C' (dépendant de (ug,u1)) et une famille (T)o<ece,

telle que ||z| — Te| < C et telle que, pour 7y < 19, on ait, en posant I, i [r6e %, T2,

9) Vull o<1, xr2) < C€.
— Pour tout a strictement positif, il existe Cy tel que
(10) IVl (o xrrypey < Ce? avee D ¥ RI\B((T,, 2,), ac™?).
- Enfin, on a
(1) IVt o < = et 3Pult, e >
Tt .~

Remarques.— Les inégalités (11) nient de maniére “critique” I’appartenance de V2u &
I'espace L*([0,T.]; L*). Elles ont une analogie frappante avec l'inégalité (7).
De plus, la quantité sup (T.—t)||Vu(t,-)||L= est invariante par le changement d’échelle

te[0,Te|
de I’équation.

La démonstration de ce résultat est I’aboutissement d’une longue série d’articles de
S. Alinhac (les références [1] & [12]). La trés grande technicité de la preuve nous interdit
bien sir d’en donner le détail. Nous nous contenterons d’en expliquer les grandes lignes
et les idées fortes.

Tout d’abord, il convient de faire une analyse asymptotique par rapport au parametre €
pour dégager I’allure de la solution bien avant apparition de la singularité. Cette analyse

14
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asymptotique permet alors de ramener le probleme & la résolution d’une équation aux
dérivées partielles du second ordre (dépendant de €), la solution construite présentant une
singularité en un point. La résolution de cette équation aux dérivées partielles se fait par
une procédure d’éclatement.

5. ANALYSE ASYMPTOTIQUE ET OPTIQUE GEOMETRIQUE

L’analyse asymptotique qui sert de base & la démonstration est faite dans [3] (on pourra
aussi consulter [15]). Nous allons exposer ici de maniére heuristique les idées importantes
de la preuve.

Tout d’abord, les estimations de Sobolev & poids de la proposition 2.1 nous disent
qu’a l'intérieur du coéne de lumiére, c’est-a-dire dans la zone ol ¢ — r est assez grand, la
quantité V2u est mieux controlée, et donc que les singularités ne sauraient apparaitre dans
cette zone. Il convient donc de se concentrer sur le bord du céne de lumiere, c’est-a-dire
dans la zone ot —C' <r—-t< M.

Dans cette zone, il convient de s’intéresser particulierement & 1’allure de la solution du
probléme linéaire

Oy 0
(u,0) = e€(ug,uy).

Il est bien connu (voir par exemple [16]) qu’elle peut s’écrire sous la forme

1

uM) = i,F(r - tw, —).
r2 r

Les propriétés de I’équation des ondes en dimension 2 d’espace n’impliquent pas que F

soit & support compact, mais simplement que F vérifie des propriétés de type symbole,

c’est-a-dire que
1050007 F(0,,2)| < Cagiy(1+ o)) 734772
Une formule de Taylor en z = 0 implique que
ul) ~ :—% (R(l)(r —t,w) + %R(”(r —tw) -+ %R(k“)(r —t,w)+- )
ol les R® vérifient des propriétés de type symbole
10500R**V) (0,0)| < Crap(1+ o)) 73+,

On en déduit donc que, au bord du céne, c’est-a-dire dans la zone ot —C < r — ¢ <M,
la solution 4 du probléme linéaire est proche de

€
- R(l)(r —t,w),
ra

et ce, des que ¢ est assez grand, par exemple de 1'ordre de ¢!,

15
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Suivant alors une idée d’optique géométrique, on cherche la solution u sous la forme
d’un profil modulé, c’est-a-dire sous la forme

€ 1
ue = < G(r — t,w, et?),
r2

la variable 7 dét et? étant appelée “temps lent”.

Un calcul immédiat montre que, si u est solution exacte de (E), alors la fonction G, est
solution exacte de

(12) 050,Ge+0,G(02G) +€ Y P¥(0,w,7,G., VG)3;8G, = 0,
0<j,k<d
les P7* étant des fonctions indéfiniment différentiables de leurs arguments (uniformément
en ¢€) dans la zone ol —C' <r —t < M.
Les méthodes d’énergie utilisant la famille de champs de vecteurs Z permettent de

penser que, tant que ¢ < =274, avec 73 < 7o et prés du bord du céne d’onde, la solution u
se comporte comme

| o

GO(r —t,w, et?)

<
D=

ou G est solution, non pas de ’équation (12), mais de I’équation

8,0,GM +8,GM(82GW) = 0
%GiLy(0,w) = RO(0,w).

Remarquons que le temps de vie de cette équation de Burger’s en 9,G(V) est exacte-
1
ment ———————— C’est ainsi qu'il est démontré dans [15] que
83R(1)(0'0,(U0) q [ ] q
1
63R(1)(0'0,LU0)
Ainsi, la bonne équation pour le profil modulé G, apparait étre

050,G + 8,G(D2G.) —e Y P*o,w,7,Ge, VG);0:G.
(13)  (EP) 0<4,k<d
aaGd-r:-ré(Ua w) = G(l)(a, W, 7‘(’J) + GLE(U’ UJ).

ou L est une fonction indéfiniment différentiable (uniformément en ¢).

liminf &7, > 7 =
e—0

6. LE THEOREME D’EXPLOSION GEOMETRIQUE

Le théoreme 4.1 est un corollaire du théoréme plus précis suivant.

THEOREME 6.1. — Pour tout entier k supérieur ou égal d 3, il existe un réel stricte-
ment positif €, et un réel strictement positif Cy et un ouvert relativement compact V
de R x S' x R tels que, pour tout € €]0, e[, 'ensemble

V. ¥y (R x St x] - 00, T.])

16
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soit non vide. Il existe de plus trois familles (¢.), (ve) et (we), uniformément de classe C*
sur Ve et une famille (M) de points, avec M, = (0., w,, €2T.) € V,, vérifiant les propriétés
suivantes.

- La fonction ¢, vérifie
Ospe >0 et Osde(s,0,w) =0 <= (s,0,w) = AZ
(H) N ~ ~
050-¢e(Me) <0, 05,050(Mc) =0 et 2 ,0:hc(Mc) > 0.
- On a de plus

Oswe = (Os@)ve et 631)6(1\76) #0.

- Posons maintenant
O (s,w,T) e (Pe(s,w,T)yw, T),
Te i (0 + T)we et
w9 (|x5|—T ‘”—fl,em).

€y
|z

Il existe alors un réel strictement positif o tel que

VY(t,z) €] — 00, T] N B((T., zc), € 72), u = —Go(r — t,w, et?),

31—' ™

la fonction G étant définie sur un voisinage de M, dans R x S' x] — 00, €*T.] par
G(B) = w..

Remarque.— Les conditions (H) sont les analogues exactes des conditions (Hp); la sin-
gularité est de type cusp.

La démonstration de ce théoréme n’est, compte tenu de I’analyse asymptotique précé-
demment exposée, rien d’autre que la résolution de ’équation (EP,).

7. ECLATEMENT D’UN SYSTEME SUR UN EXEMPLE MODELE

Plutdt que de résoudre le systeme (EP.) général, nous allons exposer le cas modele
suivant :

0,0,G + 8,G(02G) + 202G = 0.

. déf é . . . P
Si I'on pose G; = 8,6 et G, dét 0.,G, on trouve que P’équation ci-dessus est équivalente
au systéme suivant

I
<)

0,G1 + G10,G1 + 6263,02

EPM,
(EPM,) { 8,G — 0,0 = 0.

17
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La procédure d’éclatement consiste & rechercher (G, G3) sous la forme
(G1,G2)(®) = (v1,v2) avec B(X,Y,T)= (0 =¢(X,Y,T),w=Y,7=T),
ce qui conduit au systéme
Or¢ —v1 — 2(Oy¢)? = 0

Orvy — €200y v + €20y v,
Oxvy — Ox POy vy + Oy pOxv1 = 0

avec les conditions aux limites

Il
o

o(X,Y,0) = X
v (X,Y,0) oxG
0(X,Y,0) = OvG et

#(0,X,Y) = 0,(0,Y,Y) = 00, Y, T) = 0.

Lorsque € = 0, le lecteur aura reconnu l'écriture “éclatée” de 1'équation de Burger’s

donnée par (8). Lorsque € est strictement positif, le systeme ci-dessus est D’éclaté du
systeme (EPM,).

THEOREME 7.1. — Sous Uhypothése que 0:G admet un unique minimum strictement
négatif et non dégénéré, alors pour tout entier pair s assez grand et pour tout . strictement
supérieur a 1, il existe, pour € assez petit, un temps i et un domaine V, de forme analogue
a celui du théoréme 6.1, tels qu’il existe trois fonctions ¢, vie et va. définies sur V,
solutions du systéme ci-dessus. La fonction ¢, vérifie :

sp Y / (T, — T)"10%0L 86X, Y, T) X dYdT < oo,
<4 2kte<s
le systéme donnant les régularités correspondantes de vy ¢ et vy .
De plus, ¢. vérifie les conditions (H).

Les principales difficultés rencontrées dans la démonstration sont les suivantes. Tout
d’abord, le linéarisé devient instable lorsque 0x ¢ devient négatif. Ceci empéche de résoudre
le systéme au-dela du moment ou Ox ¢ devient négatif. Mais ce moment est bien siir une
inconnue du probleme. Il s’agit donc d’un probléme & frontiere libre.

La premiére étape consiste a se ramener & un probléme sur un domaine fixe, ensuite
on met en place une procédure & la Nash-Moser qui nécessite une étude détaillée de
Popérateur linéarisé.

Les détails sont donnés dans [9] pour le cas modele étudié ici, dans [10] pour I’équation
(EP.) et dans [11] pour ’équivalent de I’équation (EP.) dans le cas des équations (E)
générales.
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