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EXPLOSION GÉOMÉTRIQUE
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[d’après Serge Alinhac]
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51ème année, 1998-99, n° 850
Novembre 1998

1. INTRODUCTION

Le problème de l’apparition de singularités dans les équations aux dérivées partielles non
linéaires est le problème qui domine leur étude. Que ce soit dans l’étude des systèmes d’Eu-
ler ou de Navier-Stokes (compressible ou incompressible), de l’équation de Schrôdinger non
linéaire ou des équations d’ondes non linéaires, on ne peut manquer d’être confronté à ce

problème. La littérature consacrée à ce sujet est immense.
Dans ce texte, nous allons exposer les progrès récemment effectués dans la compréhen-

sion de l’apparition de singularités dans les équations d’ondes non linéaires. Commençons
par préciser le cadre dans lequel nous allons travailler. Nous nous restreindrons au cas
modèle de l’équation suivante, dans l’espace R1+d,

où les fonctions uo et Ul sont des fonctions indéfiniment différentiables à support dans
la boule de centre 0 et de rayon M, et E est un (petit) paramètre strictement positif. On
supposera de plus que les fonctions sont des fonctions linéaires de leurs arguments ;
la notation Vu désignant bien sûr le vecteur axdu). Le terme

doit être compris comme le premier terme d’un développement limité, la pertinence de ce
point de vue est assurée par le fait que l’on regarde de petites données initiales.
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2. MÉTHODE D’ÉNERGIE ET MINORATION DU TEMPS DE VIE

Il est classique que l’équation (E) est localement bien posée pour des données (uo, ul)
appartenant à l’espace HS x Hs-1 pour s strictement supérieur à d/2 + 2. En suivant par
exemple [23], on démontre, en utilisant des estimations d’énergie que, si u est solution de
l’équation (E), alors

L’inclusion de Sobolev assure que l’on a

Par intégration, il vient que

Ainsi donc, le temps maximal d’existence T~ est minoré par CE-l. De plus, l’inégalité (1)
implique que

On en déduit alors que

Remarque.- L’équation (E) possède une propriété d’invariance par changement d’échel-
le, c’est-à-dire que, si u est solution de (E) sur un intervalle de temps [0,T], alors la
fonction

est solution de (E) sur l’intervalle [0, 

Les méthodes d’énergie exposées ci-dessus font fi des propriétés particulières de l’équa-
tion des ondes. C’est sous l’impulsion de S. Klainermann que ces propriétés ont été utili-
sées de manière systématique pour améliorer le temps d’existence de solutions régulières
notamment dans les travaux de S. Klainerman (voir [20]-[22]), et aussi F. John (voir [17]-
[18]), F. John et S. Klainerman (voir [19]) et L. Hômander (voir [15]).
La propriété utilisée par S. Klainermann est l’invariance de l’équation des ondes sous

l’action du groupe de Lorentz. Ceci l’a conduit à introduire les champs de vecteurs sui-
vants.

DÉFINITION 2.1. - On désigne par Z la famille de champs de vecteurs suivants :
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ainsi que du champ radial p iât + De plus, si k est un entier positif, Zku désigne
la famille formée par u et ses dérivées d’ordre au plus k par rapport aux éléments de la
famille 2~.

Remarques.- Les champs de vecteurs Zj,k, p) forment une famille génératrice du C°°-
module des champs de vecteurs indéfiniment différentiables et tangents au cône

De plus, ces champs de vecteurs vérifient les propriétés de commutation suivantes

L’intérêt de ces champs de vecteurs réside pour nous dans l’estimation de Sobolev à

poids suivante.

PROPOSITION 2.1. - Il existe une constante C telle que, pour toute fonction régulière u,
on ait, pour tout point (t, ~) de Rl+d,

Pour simplifier la démonstration de cette proposition, nous supposerons que d = 2 et

que le support de u est inclus dans B = {(t, x) E R3 / Ixl ~ M+t~. Pour démontrer cette
estimation, commençons par observer que, si la fonction u est à support compact en (t, ~),
alors il s’agit de l’estimation de Sobolev usuelle. On peut donc supposer que Itl + ~~~ > 1.
Il convient alors de distinguer deux zones.

Supposons tout d’abord que le support de la fonction u est inclus dans l’ensemble

des (t, x) tels que ~~~ ~ 1 2 t, 3t . 2 Soit a une fonction indéfiniment différentiable à support
dans cet ensemble. L’inégalité de Sobolev classique implique que

où les fonctions aI sont indéfiniment différentiables homogènes de degré 0. Il en résulte

que
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Considérons maintenant une fonction a à support dans (t, x) / ~j On re-
dresse alors le cône r en posant 

~ 1 2 2 ~ ~

et où (r, o) désigne les coordonnées polaires. Un calcul des plus élémentaires montre que

où les a,~ désignent des fonctions de (t, bornées ainsi que toutes leurs dérivées. Soit (/?
une partition de l’unité dyadique sur R. L’inclusion de Sobolev classique implique que

Vu la définition de ~p, on peut alors écrire

La relation (4) implique que

Lorsque 1, il suffit d’observer que

puis d’appliquer l’inégalité de Sobolev standard. On applique alors l’inégalité ci-dessus et
l’inégalité (3) à la fonction Vu et l’on trouve que

Comme, pour tout élément Z de la famille Z, le commutateur vaut ~k ou bien 0,
la proposition est démontrée.
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Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le théorème suivant.

THÉORÈME 2.2. - On a les minorations suivantes pour le temps d’existence maximal T~.

Pour démontrer ce théorème, nous procédons par estimation d’énergie dans les espaces
de Sobolev construits à l’aide des champs de vecteurs de la famille Z. Soit s un entier
supérieur ou égal à d + 5. On pose alors

La formule de Leibnitz et les propriétés de commutation (2) impliquent que

où FI est de la forme

Estimons la norme L2 de FI. Comme J + K = I, ou bien s/2, ou bien ~K~  s~2.
Dans le premier cas, on écrit que

Comme J ~ 0 et que s > d + 5, il vient, en appliquant la proposition 2.1 que

Si maintenant (K~  s/2, l’estimation est analogue; d’où l’inégalité

L’estimation d’énergie usuelle assure que

Considérons de manière classique le réel T défini par

La proposition 2.1 implique alors que, pour tout T  on a, si c est assez petit,
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Le théorème en résulte immédiatement.

Remarques.- Cette méthode n’est pas économe en régularité sur les données initiales.
Elle est basée en grande partie sur un effet dispersif de l’équation des ondes. Une autre
façon d’utiliser cela consiste à s’appuyer sur des effets liés à l’estimation de Strichartz.
On peut démontrer, en suivant par exemple la démarche de Ginibre et Velo (voir par
exemple [14]) que les solutions de Du = 0 vérifient

où B est un espace de Besov du type "d - 2 dérivées dans L1" . Malheureusement, cette
inégalité ne peut être utilisée, car les normes de type L1 ne sauraient être propagées par
des équations de type onde.

Néammoins, en utilisant des effets de type Strichartz, on peut démontrer (voir [13]
et [24]) qu’en dimension deux d’espace, si (uo, ul) E HS x avec s > 23, alors

3. UN CAS MODÈLE TRÈS SIMPLE D’APPARITION DE SINGULA-
RITÉS : L’ÉQUATION DE BURGER’S

Il s’agit maintenant d’être capable de prédire si des singularités peuvent effectivement
apparaître, c’est-à-dire si le théorème 2.2 ci-dessus est optimal. Il est un cas modèle très

simple où l’on sait prédire exactement quand la singularité apparaît et quelle est la nature
de celle-ci ; c’est l’équation modèle dite de Burger’s

ôtu + u~xu = 0 et yt=o = uo

dans R+ x R.
Ce modèle a le mérite d’être tout à la fois très simple, de fournir un modèle d’explosion

qui sera transposable au cas de l’équation des ondes quasilinéaire (E), et d’intervenir
techniquement dans la démonstration du théorème 4.1.
La très classique méthode des caractéristiques nous dit que le graphe de la solution est

l’ensemble

tant que cet ensemble est un graphe, c’est-à-dire tant que 1 + reste strictement

positif. Si par exemple la donnée initiale uo est de classe C2 à support compact, il existe
nécessairement un tel point. Le temps maximal d’existence d’une solution régulière est
alors donné par
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De plus, en dérivant l’équation, on trouve que

ce qui assure que, par intégration le long des lignes de flot :

Soit Xo un point tel que

On voit immédiatement que

La solution u est constante sur les courbes caractéristiques, ce qui peut s’écrire

où § et v vérifient les sytèmes

Les singularités de la solution correspondent aux points où s’annule sans que oxuo ne
s’annule.

Supposons que ro soit l’unique minimum non dégénéré de uô (la valeur de uô en ce
point est alors strictement négative puisque u est supposée à support compact). Alors la
fonction § vérifie, pour tout t  T,

Une telle singularité est une singularité de type cusp.
Cette vision du problème est à la base du concept d’explosion géométrique (et de la

démonstration du théorème d’explosion 4.1).

4. ÉNONCÉ DU THÉORÈME PRINCIPAL

Dans toute la suite, nous supposerons que la dimension d vaut 2. Le théorème 4.1 ci-
dessous montre que l’ordre de grandeur du temps d’existence TE obtenu par les méthodes
d’énergie ci-dessus est le bon.
Pour simplifier, on supposera que l’équation (E) est de la forme
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Avant d’énoncer le théorème, définissons la quantité qui gouverne le temps d’existence.

DÉFINITION 4.1. - On appelle premier profil associé aux données intiales (uo, u1), et
l’on désigne par la fonction définie par

où R désigne la transformation de Radon

Le théorème qui suit précise non seulement le temps d’existence, mais estime la solution
près du point d’explosion.

THÉORÈME 4.1. - Supposons que la fonction ait un unique minimum négatif et
non dégénéré en oo) et posons

- Le temps d’existence TE satisfait

- De plus, il existe une constante C (dépendant de (uo, ul)) et une famille 
telle que TE~  C et telle que, pour TQ  To, on ait, en posant IE TE~,

- Pour tout a strictement positif, il existe Ca tel que

Remarques.- Les inégalités (11) nient de manière "critique" l’appartenance de V2u à
l’espace L1(~O, LOO). Elles ont une analogie frappante avec l’inégalité (7).
De plus, la quantité sup (Tf - t) ~~~u(t, ’) est invariante par le changement d’échelle

tE[O,TE [
de l’équation.

La démonstration de ce résultat est l’aboutissement d’une longue série d’articles de
S. Alinhac (les références [1] à [12]). La très grande technicité de la preuve nous interdit
bien sûr d’en donner le détail. Nous nous contenterons d’en expliquer les grandes lignes
et les idées fortes.

Tout d’abord, il convient de faire une analyse asymptotique par rapport au paramètre E
pour dégager l’allure de la solution bien avant l’apparition de la singularité. Cette analyse
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asymptotique permet alors de ramener le problème à la résolution d’une équation aux
dérivées partielles du second ordre (dépendant de e), la solution construite présentant une
singularité en un point. La résolution de cette équation aux dérivées partielles se fait par
une procédure d’éclatement.

5. ANALYSE ASYMPTOTIQUE ET OPTIQUE GÉOMÉTRIQUE

L’analyse asymptotique qui sert de base à la démonstration est faite dans [3] (on pourra
aussi consulter [15]). Nous allons exposer ici de manière heuristique les idées importantes
de la preuve.

Tout d’abord, les estimations de Sobolev à poids de la proposition 2.1 nous disent
qu’à l’intérieur du cône de lumière, c’est-à-dire dans la zone où t - r est assez grand, la
quantité V2u est mieux contrôlée, et donc que les singularités ne sauraient apparaître dans
cette zone. Il convient donc de se concentrer sur le bord du cône de lumière, c’est-à-dire
dans la zone où -C  r - t  M.
Dans cette zone, il convient de s’intéresser particulièrement à l’allure de la solution du

problème linéaire

Il est bien connu (voir par exemple [16]) qu’elle peut s’écrire sous la forme

Les propriétés de l’équation des ondes en dimension 2 d’espace n’impliquent pas que F
soit à support compact, mais simplement que F vérifie des propriétés de type symbole,
c’est-à-dire que

Une formule de Taylor en z = 0 implique que

où les vérifient des propriétés de type symbole

On en déduit donc que, au bord du cône, c’est-à-dire dans la zone où -C  r - t  M,
la solution du problème linéaire est proche de

et ce, dès que t est assez grand, par exemple de l’ordre de 
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Suivant alors une idée d’optique géométrique, on cherche la solution u sous la forme
d’un profil modulé, c’est-à-dire sous la forme

la variable étant appelée "temps lent".
Un calcul immédiat montre que, si u est solution exacte de (E), alors la fonction G est

solution exacte de

les étant des fonctions indéfiniment différentiables de leurs arguments (uniformément
en E) dans la zone où -C  r - t  M.

Les méthodes d’énergie utilisant la famille de champs de vecteurs Z permettent de
penser que, tant que t  avec 7-0  To et près du bord du cône d’onde, la solution u
se comporte comme

où G~1~ est solution, non pas de l’équation (12), mais de l’équation

Remarquons que le temps de vie de cette équation de Burger’s en est exacte-

Ainsi, la bonne équation pour le profil modulé GE apparaît être

où L est une fonction indéfiniment différentiable (uniformément en E).

6. LE THÉORÈME D’EXPLOSION GÉOMÉTRIQUE

Le théorème 4.1 est un corollaire du théorème plus précis suivant.

THÉORÈME 6.1. - Pour tout entier k supérieur ou égal à 3, il existe un réel stricte-

ment positif Ek et un réel strictement positif Co et un ouvert relativement compact V
de R x SI x R tels que, pour tout E l’ensemble
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soit non vide. Il existe de plus trois familles (~E), (vE) et (wE), uniformément de classe Ck
sur V~ et une famille (ME) de points, avec ME = cvE, E VE, vérifiant les propriétés
suivantes.

- La fonction ~E vérifie

- Posons maintenant

Il existe alors un réel strictement positif a tel que

Remarque.- Les conditions (H) sont les analogues exactes des conditions (Ho) ; la sin-
gularité est de type cusp.

La démonstration de ce théorème n’est, compte tenu de l’analyse asymptotique précé-
demment exposée, rien d’autre que la résolution de l’équation (EPf).

7. L’ÉCLATEMENT D’UN SYSTÈME SUR UN EXEMPLE MODÈLE

Plutôt que de résoudre le système (EPf) général, nous allons exposer le cas modèle
suivant :

~03C3~G + + ~2~203C9G = o.

Si l’on pose G1 ~03C3G et G2 = on trouve que l’équation ci-dessus est équivalente
au système suivant
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La procédure d’éclatement consiste à rechercher (Gr, G2) sous la forme

(Gn G2)(~) _ (vn v2) avec ~(X, Y, T) _ (~ _ ~(X, Y, T), cv = Y, T = T),
ce qui conduit au système

avec les conditions aux limites

Lorsque E = 0, le lecteur aura reconnu l’écriture "éclatée" de l’équation de Burger’s
donnée par (8). Lorsque E est strictement positif, le système ci-dessus est l’éclaté du
système 

THÉORÈME 7.1. - Sous l’hypothèse que aQG admet un unique minimum strictement
négatif et non dégénéré, alors pour tout entier pair s assez grand et pour tout ~ strictement
supérieur à 1 , il existe, pour E assez petit, un temps TE et un domaine V~ de forme analogue
à celui du théorème 6.1, tels qu’il existe trois fonctions vl,E et définies sur V~
solutions du système ci-dessus. La fonction ~E vérifie :

le système donnant les régularités correspondantes de vl,E et v2,E.
De vérifie les conditions (H).

Les principales difficultés rencontrées dans la démonstration sont les suivantes. Tout
d’abord, le linéarisé devient instable lorsque devient négatif. Ceci empêche de résoudre
le système au-delà du moment où 8xc/J devient négatif. Mais ce moment est bien sûr une
inconnue du problème. Il s’agit donc d’un problème à frontière libre.
La première étape consiste à se ramener à un problème sur un domaine fixe, ensuite

on met en place une procédure à la Nash-Moser qui nécessite une étude détaillée de
l’opérateur linéarisé.

Les détails sont donnés dans [9] pour le cas modèle étudié ici, dans [10] pour l’équation
(EPf) et dans [11] pour l’équivalent de l’équation (EPE) dans le cas des équations (E)
générales.
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