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EXISTENCE DE CHOCS FAIBLES
POUR DES SYSTEMES
QUASI-LINEAIRES HYPERBOLIQUES
MULTIDIMENSIONNELS

Jacques Francheteau, Guy Métivier

Résumé. — L’objet de ce travail est I’é¢tude des chocs faibles pour des systémes de
lois de conservation en dimension d’espace deux ou plus. Le résultat principal est la
construction dans un domaine indépendant du paramétre e, de familles de solutions
u® ayant une discontinuité sur une hypersurface ¥¢ avec un saut d’amplitude d’ordre
de grandeur ¢. Le probléme & € fixé a été résolu par A. Majda, comme un probléme
mixte hyperbolique non linéaire & frontiére libre non caractéristique. Lorsque € tend
vers 0, le front tend & devenir caractéristique et on doit faire face & un probléme de
type perturbation singuliére avec perte de stabilité et de régularité. Ces pertes mettent
en échec les méthodes classiques d’obtention des estimations a priori par dérivation
de ’équation et de construction de solutions par des schémas itératifs de type Picard.
On est conduit & utiliser des outils plus sophistiqués, comme le calcul paradifférentiel
pour les estimations a priori et les schémas de type Nash-Moser pour la construction
des solutions. Une application importante des résultats concerne les équations d’Euler
de la dynamique des gaz. On peut ainsi construire des familles de chocs faibles aussi
bien dans le cas du systéme d’Euler complet que dans le cas du systéme isentropique.
Nos résultats permettent aussi de comparer ces deux familles de chocs faibles.
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Abstract (Existence of weak shocks for multidimensional quasi-linear hyperbolic sys-
tems)

In this work, we consider weak shocks for systems of conservation laws in any space
dimension. The main result is the construction on a space-time domain independent
of the parameter ¢, of families of weak solutions u®, discontinuous along a smooth
hypersurface X¢, with jumps of order . For a fixed ¢, the problem can be recast as
a nonlinear mixed hyperbolic problem with a free noncharacteristic boundary. It has
been solved by A. Majda. When ¢ tends to zero, the front tends to be characteristic.
This induces a loss of of stability and regularity. As a consequence, the classical
nonlinear methods based on Picard’s iterations and differentiation of the equations do
not apply. In this work, to prove the suitable a priori estimates and to construct the
solutions, we use more sophisticated methods such as the para-differential calculus
and Nash-Moser’s type iteration schemes. An important application of our results
concerns Euler’s equations of gas dynamics. They apply to the full system and to
the isentropic system. We construct and compare weak shock solutions of these two
systems.
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CHAPITRE 1

INTRODUCTION

1.1. Enoncé du probléme

Au début des années 80, A.Majda ([Ma2], voir aussi [Ma3]) a montré comment
construire des ondes de choc pour des systémes N x N de lois de conservation multi-
dimensionnelles :

(1.1.1) > 9;fi(u) =0.
3=0

Les flux f; sont des applications C'*° d'un ouvert de RN dans RV . Le systéme est
supposé hyperbolique symétrique dans la direction zg, c’est-a-dire qu’il existe une
matrice S(u) telle que les matrices S(u) f;(u) sont symétriques et S(u) fo(u) est définie
positive. Cette hypothése est satisfaite par de nombreux exemples physiques et en
particulier dés que le systéme admet une entropie strictement convexe (cf. par exemple
[Fr-Lal], [Se]). La dimension d’espace est n et xo est la variable de temps, qu’on note
aussi t.

Un choc est une solution faible de (1.1.1), discontinue & travers une hypersurface
¥, réguliére jusqu’au bord de part et d’autre de ¥. Quitte a changer de repére, on
peut supposer qu’en coordonnées locales, le front est d’équation

(112) Y= {xn = ¢(y)}’ Y= (wa .- 7wn—1)'

On s'intéresse alors 4 des fonctions u* sur Q4 := {£(z, — #(y)) > 0}, réguliéres
jusqu’au bord X. La fonction

ut(z)  sizn > ¢(y)
1.1.3 u(x) = .
(113 @={G i
est solution faible de (1.1.1), si et seulement si u* et u~ sont solutions classiques de

(1.1.1) respectivement sur Q4 et Q_ et si leurs traces sur ¥ vérifient les conditions
de Rankine-Hugoniot

n
(1.1.4) Zuj[fj(u)] =0 surX
=0
ou v = (vg,...,V,) est la normale & ¥ et [f] = f(ut) — f(u~) désigne comme

d’habitude le saut de f(u) sur ¥ (voir par exemple [La] ou [Se], [Go-Ra)).



2 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

Les équations (1.1.1) pour u¥ et les conditions de transmission (1.1.4), constituent
un probléme aux limites a frontiére libre.

Pour des sauts [u] dont 'amplitude n’est pas trop grande, P. Lax ([La]) a distingué
deux types de solutions discontinues : d’une part, les discontinuités de contact pour
lesquelles le front ¥ est une surface caractéristique & droite et & gauche, et d’autre
part les chocs qui sont des solutions du type (1.1.3), pour lesquelles ¥ est non ca-
ractéristique et qui vérifient en outre des conditions d’entropie que nous rappellerons
ci-dessous.

Dans [Ma2], A. Majda construit des ondes de chocs, en résolvant le probléme (1.1.1)
pour u avec les conditions aux limites (1.1.4) et des données de Cauchy en t = 0,
singuliéres sur une hypersurface ¥y d’équation x, = ¢o(y’') :

n_ [ ug@)  sizn > do(y')
(1.1.5) uo(a') = { uﬁ—(x') si zn < ¢z(y’)

ot 'on a noté ' = (x1,...,2,) et ¥’ = (x1,...,Zn-1). Il Sagit donc d’un probleme
mizte hyperboligue non linéaire & frontiére libre. A.Majda construit des solutions
locales en temps, c’est-a-dire sur des intervalles [0, T] ou T dépend de certaines normes
des données initiales, mais aussi de amplitude du saut initial [u]. Pour des raisons
que nous expliquerons ci-dessous, le temps T qu’il construit tend vers zéro lorsque
Pamplitude £ du saut tend vers zéro. Cela est lié & une perte effective de stabilité qui
est analysée dans [Mé2]. Néanmoins, on ne s’attend pas & ce que le temps d’existence
de la solution du probléme non linéaire tende vers zéro lorsque € tend vers zéro. En
effet, le probléme limite pour € = 0, est un probléme de construction d’ondes soniques,
c’est-a~dire de solutions continues a gradient discontinu sur le front 3. Dans le cas des
équations d’Euler, cela correspond aux ondes acoustiques qui se propagent & la vitesse
du son. Ce type d’onde a été étudié dans [Mé1] et [Sab]. Une différence importante
avec les chocs est que, pour les ondes soniques, le front ¥ est caractéristique. Le
phénoméne naturel attendu est que les chocs de faible amplitude ressemblent aux
ondes soniques lorsque la force du choc tend vers zéro.

Le but de ce travail est précisément d’élucider cette question et de construire des
chocs faibles, c’est-a-dire de construire sur domaines fires des familles d’ondes de
choc d’amplitude arbitrairement petite. Ce résultat sous-entend que la notion méme
de choc faible est consistante : si le choc est de taille ¢ & 'instant initial, il reste de
taille O(g) sur un intervalle de temps fixe. La vérification de ce point fait partie de
la. démonstration. Une fois établie I’existence de familles de chocs faibles vérifiant des
estimations uniformes, il n’est pas trés difficile de montrer leur convergence lorsque
I’amplitude du saut tend vers zéro vers une onde sonique, c’est-a-dire une discontinuité
du gradient. Le probléme se présente donc comme une étude de perturbations singu-
liéres non caractéristiques de problémes aux limites caractéristiques, avec la difficulté
supplémentaire que les frontiéres sont libres.
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1.2. LA STRATEGIE GENERALE. TECHNIQUES MISES EN JEU 3

Nos résultats s’appliquent aux équations d’Euler de la dynamique des gaz, que ce
soit le systéme isentropique, ou le systéme entropique complet. En particulier, nous
construisons des chocs faibles pour chacun de ces systémes et nous montrerons que
les chocs faibles isentropiques sont de bonnes approximations de chocs entropiques.
Cela n’est pas trés surprenant si I'on pense que le saut d’entropie est cubique par
rapport au saut de pression, mais la principale difficulté est que les fronts entropiques
et isentropiques sont différents et qu’il faut controler I’écart entre ces fronts.

Les résultats sont présentés au chapitre 2.

1.2. La stratégie générale. Techniques mises en jeu

La démarche que nous suivons reprend un certain nombre de méthodes classiques
dans ’étude des problémes aux limites hyperboliques.

1. Le probléme étant a frontiére libre, on se raméne & un domaine fixe, par
changement de variables inconnu. Ce faisant, on introduit ce changement de variables,
ou plutét son inverse, comme une nouvelle inconnue.

2. On analyse les données initiales du probléme. Elle doivent vérifier un certain
nombre de conditions de compatibilité pour que ne naisse qu’une seule onde dis-
continue de la discontinuité initiale. Lorsque ces conditions sont satisfaites, on peut
construire des solutions approchées, uqpp, qui vérifient I’équation au sens de déve-
loppements de Taylor en ¢t = 0, d’ordre grand mais fixé. On résout alors 1’équation
pour

v:{“_“aw pour t>0
0 pour t<0

3. On établit des estimations a priori pour u (ou v). C’est ’étape principale de
notre travail. La principale différence avec [Ma2] est que nous obtenons des estimations
sur un domaine indépendant de la force € du choc et avec des constantes indépendantes
de ¢.

4. On construit des solutions v, a ¢ fixé, sur un intervalle de temps dépendant de
€. Les estimations uniformes permettent d’itérer cette construction pour finalement
aboutir & une solution sur un domaine indépendant de €.

La mise en ceuvre de ce schéma général cumule un assez grand nombre de difficultés
et utilise certaines techniques lourdes. Parmi les questions et les ingrédients auxquels
touche ce travail, mentionnons I’étude des chocs plans et du probléme de Riemann, le
redressement du front, I’étude des problémes mixtes hyperboliques caractéristiques et
non caractéristiques, les questions de stabilité et la condition de Lopatinski uniforme,
la stabilité des chocs, la stabilité des chocs faibles, 1'utilisation du calcul paradifféren-
tiel, la nécessité de travailler dans des espaces anisotropes et la notion de régularité
conormale, ’obtention d’estimations L, le choix des schémas de résolution, 1'utili-
sation de méthodes de Nash-Moser. Avant de présenter les résultats au chapitre 2,
nous indiquons ici quelques points de repére et références concernant les problémes
mentionnés ci-dessus. Nous espérons qu’ils permettront au lecteur de mieux situer le
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4 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

contexte du présent travail. Cette présentation servira aussi & motiver 'introduction
des différentes techniques.

1.2.1. Chocs plans. Condition d’entropie. — L’idée de départ pour construire
des chocs multidimensionnels est de perturber une situation simple connue, celle des
chocs plans. Dans ce cas, la solution est constituée de deux états constants u~ et ut
séparés par un hyperplan v - ¢ = c. Les équations se réduisent aux conditions de saut
de Rankine-Hugoniot (1.1.4). En particulier, en dimension n = 1, la condition s’écrit

(1.2.1) olfo(w)] =[fa(w)] pour X ={z, =o0z0}.

Cette équation qui relie ut,u™ et o s’analyse aisément, au moins lorsque [u] est
assez petit (cf. [La] et aussi par exemple [Se|, [Go-Ra], [H62]). En notant A;(u) :=
fj(u), Phypothése d’hyperbolicité implique que les valeurs propres de Ay Lw) A (u)
sont réelles. Si A(u) est une valeur propre simple, alors au voisinage de (u,u, o) avec

o = —\(u), il existe une variété de solutions (u~,u*,o) paramétrée par u~ et un
paramétre s € R assez petit :
(1.2.2) ut=U(u,s), o=A",s).

La théorie de Lax ajoute aux conditions de Rankine-Hugoniot des conditions d’ad-
missibilité ou d’entropie. Ce sont des critéres d’unicité qui éliminent les solutions
physiquement inacceptables. Ces conditions apparaissent aussi comme des conditions
de stabilité (voir ci-dessous). Selon Lax, en notant A\;(u) < --- < An(u) les valeurs
propres de la matrice Ay (u)A,(u), une discontinuité de front {z, = oo} est un
k-choc si elle vérifie

(1.2.3) A1) <o < u), M) <o < Appr(ut)

En particulier, pour les chocs, au contraire de ce qui se passe pour les discontinuités
de contact, le front est non caractéristique pour chacun des deux états qu'’il sépare.
Selon Lax, on dit que la valeur propre Ay est vraiment non linéaire si

(1.2.4) rk(u) . Vu/\k(u) ?é 0

out 7 (u) désigne un vecteur propre de Ay (u)A,(u) associé a la valeur propre A (u).
Dans ce cas, on peut normaliser r de sorte que le membre de gauche de (1.2.4) soit
égal & 1. L’analyse de la courbe (1.2.2) associée & la valeur propre A; montre que
0 =0+ 1s+ 0(s?) alors que A\p(u) = Ag(u™) + s + O(s?) Les conditions de choc
(1.2.3) sont équivalentes, pour s assez petit, a

(1.2.5) s <0.

Par ailleurs, cette condition est aussi équivalente aux conditions d’entropie définies &
’aide d’entropies strictement convexes pour le systéme (cf. [Lal, [Se], [Go-Ra]).
Cette analyse s’étend par rotation des axes au cas des chocs plans multidimen-
sionnels, comme indiqué au paragraphe 2.2. Pour n = (m,...,m,) € R*, ’hypo-
thése d’hyperbolicité implique que les valeurs propres de i>1MiAg !(u)A;(u) sont
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1.2. LA STRATEGIE GENERALE. TECHNIQUES MISES EN JEU 5

réelles. Si \(u,n) est une valeur propre simple, alors au voisinage de de (u,u,v) avec
vy = —A(u,vy,...,V,), il existe une variété de solutions (uv~,u*,v) des conditions de
Rankine-Hugoniot (1.1.4), paramétrée par u ™, (v1, . ..V,) et un parameétre s € R assez
petit. La notion de valeur propre vraiment non linéaire s’étend de maniére évidente.
Les conditions de choc (1.2.3) et d’entropie (1.2.5) s’étendent immédiatement au cas
multidimensionnel.

1.2.2. Exemples de résolution du probléme a données discontinues

On sait résoudre le probléme (1.1.1) (1.1.5) dans certains cas trés particuliers. Tout
d’abord, le probléme de Riemann concerne le probléme de Cauchy pour (1.1.1) avec
des données initiales formées de deux états constants u™ et u~ séparés par un front
initial ¢ qui est un hyperplan. A une rotation prés des vecteurs de base, la donnée
initiale s’écrit donc

ut siz, >0

1.2.6 ... = . ’

(1.26) T R
Il est naturel de chercher une solution indépendante des variables (z1,...,&n—1) €t

le probléme est en fait monodimensionnel. Suivant Lax, on sait que, sous certaines
hypothéses sur les valeurs propres du systéme et si u™ —u~ n’est pas trop grand, alors
il existe une solution se présentant comme la juxtaposition de N + 1 états constants,
(uo,..-,uN), avec up = u~ et uy = u't, séparés soit par des ondes de raréfaction,
soit par des sauts qui sont ou bien des chocs ou bien des discontinuités de contact (cf.
[La] ou [Se|, [Go-Ra], [H62] par exemple). Pour 'unicité de cette solution parmi les
solutions entropiques autosimilaires, voir [He].

En dimension un, la construction locale de solutions réguliéres de problémes hy-
perboliques est grandement facilitée par les méthodes d’intégration le long ses carac-
téristiques. On renvoie par exemple & [Li] pour des exemples de mise en ceuvre de
ces méthodes. Pour le probléme (1.1.1) (1.1.5) en dimension n = 1, la solution locale
se présente encore comme la juxtaposition de solutions réguliéres (sauf en 0 pour les
raréfactions) séparées par des fronts qui en dimension un sont des courbes issues du
point initial de discontinuité.

En dimension supérieure, sous certaines hypothéses sur le systéme, E. Harabetian a
résolu le probléme (1.1.1) (1.1.5) dans un cadre de fonctions réelles analytiques ([Ha]).
Les solutions sont & nouveau formées de juxtaposition de fonctions réguliéres séparées
par des fronts. Mais, de méme que le théoréme de Cauchy-Kowalewsky ne demande
aucune hypothése d’hyperbolicité, le résultat de [Ha] laisse de coté toute analyse de
stabilité, & 'opposé du travail de A.Majda.

Rappelons aussi qu’'en dimension un, on dispose du théoréme de Glimm (¢f. [G]]
ou [Se], [H62]) qui construit des solutions du probléme de Cauchy pour des données
& variations bornées, donc permettant des discontinuités. Ce théoréme a donné lieu
4 de nombreuses variantes et extensions (cf. par exemple [BCP] et la bibliographie
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6 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

de [Se]). Par contre, en dimension supérieure, on ne dispose d’aucun analogue et
la construction de solutions locales pour des données discontinues est un probléme
essentiellement ouvert. La construction d’ondes de chocs multidimensionnelles par
A.Majda ([Ma2]) est donc une premiére avancée dans ce probléme, tout comme la
construction d’ondes de raréfaction par S. Alinhac ([Al]). Mentionnons que la question
des discontinuités de contact multidimensionnelles est un probléme encore incompris,
puisque donnant lieu & des instabilités fortes (cf. [Ar-Ma]). Les ondes soniques ou de
gradient sont étudiées dans [Mél] et [Sab].

1.2.3. Redressement du front. — Pour les problémes & frontiére libre, le domaine
de définition de la solution est inconnu. Cela crée des difficultés dans la mise en place
de schémas itératifs et dans la comparaison de solutions. Une technique standard
consiste & ramener le probléme & un domaine fixe, par un changement de variables
qu’on prend comme inconnue. Cette idée se retrouve par exemple dans I'utilisation
des transformations de I’hodographe (cf. [Co-Fr], ou [Ma-Th]).

Pour les solutions de (1.1.1) de la forme (1.1.3), on raméne le front & = {z, = ¢(y)}
a un front fixe T, = 0 par un changement de variables

(1.2.7) (Y, Zn) — (3, 2(y,Tn))

ot ®(y,0) = ¢(y). Les domaines Q4 sont transformés en Q+ := {£Z, > 0}. On
note @ [resp. u*] les fonctions déduites de u [resp. u¥] par le changement de variables
(1.2.7). Alors, u est solution faible de (1.1.1) si et seulement si u* et ® vérifient

n—1
L(T*,d®) =) A;(*)0;u* + M(T*,d®)d,u* =0, sur +F, >0,

(128) <., i=0
3 0,0lfi@)] ~ [fa@] =0, @=4, sur &, = 0.
4=0

On renvoie au § 2.3 pour une explicitation de la matrice M. On construit les solutions
dans les variables (y,Z,) et pour alléger I’écriture on oublie dorénavant les ™.

. Insistons sur le fait que dans (1.2.8), les inconnues sont u* et ®. On notera que
(1.2.8) est sous-déterminé. C’est normal, puisque la seule condition imposée au chan-
gement de variables (1.2.7) est de redresser le front . Tout changement de variables
qui préserve {Z,, = 0} transforme une solution de (1.2.8) en une autre solution. Seule
la condition au bord lie ¢ & u. Pour clore le systéme on doit donc fixer une relation
entre ® et (u, @), telle que ® = ¢ sur . Dans [Mal] et [Ma2], le choix de Majda est

(1.2.9) ®(y, zn) = Tn + B(y).

Ce choix a lavantage d’étre simple, mais sa pertinence repose sur lellipticité en ¢
des conditions de Rankine-Hugoniot alliée & 'estimation sans perte des traces due &
la condition de stabilité uniforme de [Mal] (voir §§1.2.4 et 1.2.11 ci-dessous). Dans
le cas des chocs faibles, I’ellipticité et I’estimation des traces ne sont pas uniformes
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comme on l'indique plus loin (cf. [Mé2]). L’utilisation de (1.2.9) conduirait donc & des
pertes de régularité dont le contréle ne parait pas clair.

Le cas limite ou le saut est nul correspond au cas des ondes soniques. Les conditions
au bord s’écrivent alors sous la forme

(1.2.10) [u] =0, Opp=Au,0p¢) sur z,=0.

Onanotét=ypety = (y1,...,Yn—1). L’équation eikonale ne fait que traduire le fait
que le front ¥ est une surface caractéristique. Pour ’étude des ondes soniques dans
[Mé1], ® est fixé en demandant que la deuxiéme équation de (1.2.10) soit satisfaite
partout, c’est & dire sur {z,, > 0} et sur {z,, < 0}. Pour traiter le cas ou le saut [u] est
petit, I'idée et de faire un choix de ® qui redonne le choix de [Mé1] & la limite € — 0.
Tout d’abord, en suivant I’analyse de Lax, on voit que pour les discontinuités faibles,
les conditions de Rankine-Hugoniot sont équivalentes & des équations de la forme

(1.2.11) R(ut,u™,0y¢) =0, 8¢ =Aut,u",08,¢).

ol R est un systéme de N — 1 équations et A\(u™,u,6) est une extension de la
fonction A(u,0) (voir [Se] et §2.2). L’idée est de déterminer ® en résolvant la seconde
équation de (1.2.11) partout et non plus seulement sur {z,, = 0}. Pour cela on choisit
un prolongement de u™ [resp. u~] sur {z, < 0} [resp. {z, > 0}]. De fagon précise, on
compléte le systéme (1.2.8) par

= + 4t —pt H >
(1.2.12) 08 = Xu*,ut —p*,0,8) sur 2,20,
atq) = /\(U +p,u ,ayQ) sur Iy, S 0.

ol p* [resp. p~] est déterminé par relévement de trace dans {z,, > 0} [resp. {z,, < 0}]
a partir des conditions

(1.2.13) Pl =0 = Pa,—0 = [ul-

On notera que la trace de ut — pt [resp. u~ + p~| vaut u~ [resp. u™] si bien que
les traces des équations de (1.2.12) sur le bord {z,, = 0} se réduisent & la seconde
équation de (1.2.11). Il en résulte que la condition ® = ¢ sur {z,, = 0} est compatible
aux équations et est propagée a partir des données initiales.

1.2.4. Problémes aux limites hyperboliques. Stabilité des chocs. — Le pro-
bléme (1.2.8) rentre dans la catégorie des problémes aux limites non linéaires hyper-
boliques. Les méthodes standard de construction de solutions réguliéres sont basées
sur la linéarisation des équations et la mise en place de schémas itératifs de résolution.
Le point crucial est I'obtention d’estimations a priori pour les équations linéarisées. A
la différence de la dimension n = 1, pour les problémes multidimensionnels, les seules
estimations générales sont des estimations d’énergie d’abord dans des espaces L? puis
dans des espaces de Sobolev basés sur L2.
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a) Estimations L%. Condition de Lopatinski uniforme. — Considérons pour fixer les
idées un probléme mixte hyperbolique symétrique linéaire, de la forme

Ov+ Y Aj(z)0v = f, pour z, >0, t>0,
(1.2.14) B(z)v =g, pour z, =0, t >0,
v = vg, pour z, >0, t=0.

Le cas le plus simple est celui ou les conditions aux limites sont dissipatives (cf. [Frl],
[Fr2], [Fr-La2], [La-Ph]), ce qui veut dire que la matrice SA,, est positive ou nulle
sur le noyau de B, S(z) désignant ici le symétriseur. Dans ce cas, quand g = 0,
les estimations L? s’obtiennent par de simples intégrations par parties, I’hypothése
de dissipativité signifiant que les termes de bord ont automatiquement le bon signe.
Dans le cas strictement dissipatif, c’est-a-dire quand SA,, est définie positive sur le
noyau de B, on obtient les estimations de la forme

lo@llz2®y) HIvjz.=ollL2(0,g xrm-1) <
(1.2.15)
O (Ivollza@s) + £ 120,y + llgllz2o.xrn-y )-

On notera que la condition de stricte dissipativité nécessite que la matrice A, soit
inversible, c’est-a-dire que le bord {z, = 0} soit non caractéristique.

Dans le cas non dissipatif, on dispose de la théorie de Kreiss qui concerne les pro-
blémes linéaires & coefficients C*° strictement hyperboliques et non caractéristiques.
Kreiss montre une estimation analogue & (1.2.15) (voir (1.2.17) ci-dessous), sous une
hypothése dite condition de Lopatinski uniforme ([Kr|, [Ral], [Ch-Pi]). L’analyse de
Kreiss consiste & construire un opérateur S, qui posséde des propriétés de symétrisa-
tion analogues a celles de I’'opérateur de multiplication par la matrice S(x) dans le cas
des problémes strictement dissipatifs. On commence par étudier le probléme (1.2.14)
dans le cas ou les coefficients sont constants. Par transformation de Fourier-Laplace
dans les variables y = (¢,z1,...,Zn—1), On obtient un probléme aux limites pour un
systéme différentiel ordinaire en x,,. La condition de Lopatinski uniforme est satisfaite
quand ce systéme différentiel est bien posé, uniformément par rapport aux fréquences
tangentielles. Sous cette hypothése, on construit un symétriseur S(n) qui est un mul-
tiplicateur de Fourier-Laplace dans les variables y. Dans le cas de coefficients C*°, on
fait cette construction pour chaque point z fixé, pour obtenir le symbole du symé-
triseur S(x,n). On quantifie ce symbole en opérateur de symétrisation S = S(z, Dy)
via D'utilisation du calcul pseudodifférentiel (cf. [Kr| [Ch-Pi]). Pour appliquer ces ré-
sultats aux problémes non linéaires, on doit aussi considérer des systémes (1.2.14)
dont les coefficients ont une régularité limitée. On peut alors adapter le calcul pseu-
dodifférentiel 4 des symboles & régularité limitée comme l'a fait A.Majda ([Mal]).
On peut aussi utiliser le calcul paradifférentiel de J.-M. Bony ([Bo]) ou une variante,
qui permet d’obtenir (1.2.15) pour des coefficients seulement lipschitziens (cf. [Mok],
[Mé3] [Mé4] et §1.2.8 ci-dessous).
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b) Stabilité uniforme des chocs au sens de Majda. — Pour un choc plan u* de front
ZTn = 0o, le linéarisé de (1.2.8) est

i Aj(ut) 0jut + (An(ut) — 0do(ut))Onvt = fF, z, >0,
j=0
n—1
(1216) Y Aj(w) v + (Ap(u”) —0Ao(u))Bnv” = f7, zn <0,
7=0
n—1
[(An(u) — 0 Ao(w))v] = > i [fi(w)] = g, zn =0,
\ j=0

(cf. [Ma1l]). Ce probléme aux limites n’est pas tout & fait standard & cause de la pré-
sence de I'inconnue ¢ dans la condition aux limites. On pourrait d’ailleurs éliminer
¢, pour trouver des conditions aux limites différentielles du premier ordre. Les équa-
tions linéarisées de (1.2.8) autour d’états non constants (u, ®) sont encore de la forme
(1.2.16), mais avec des coefficients variables dépendant de (u, ®).

En dimension n > 1, la présence de ¢ dans les conditions aux limites de (1.2.16)
fait qu’elles ne sont pas dissipatives. Cependant, comme ’a montré A. Majda ([Mal])
la théorie de Kreiss s’étend a ce type de problémes. Pour le probléme de transmission
(1.2.16), les conditions de choc de Lax (1.2.3) impliquent d’une part que le probléme
est non caractéristique, i.e. 0 n’est pas valeur propre de A, (u*t) — g Ag(ut), et d’autre
part que ’on a le bon nombre de conditions aux limites. La condition de stabilité uni-
forme des chocs de Majda exprime que le probléme mixte (1.2.16) vérifie la condition
de Lopatinski uniforme. Dans [Mal] il est montré que ces conditions sont satisfaites
par les équations d’Euler de la dynamique des gaz pour des lois d’état convexes, et
sous certaines hypothéses sur le nombre de Mach pour des lois générales. Les condi-
tions de stabilité sont aussi satisfaites par les systémes vraiment non linéaires, sous
des hypothéses assez générales dés que le choc est assez petit et vérifie les conditions
de Lax (1.2.3) (¢f. [Mé2], [Mé3]).

Pour le systéme (1.2.16), la condition de stabilité uniforme de [Mal] se traduit par
des estimations de la forme

(12.17) o122 + 0% 2, zollz2 + llgllm < C(I1FE N2 + lgllzz )

On a supposé que les fonctions sont nulles dans le passé. Les normes de v* et f* sont
calculées sur [0,7] x R*"~! x {£z,, > 0} et celles de ¢, g et des traces U|j;,,=0 sont
calculées sur [0,T] x R*~!. Cette estimation est 1'exacte analogue des estimations de
Kreiss ([Kr] et aussi [Ch-Pi]). On y retrouve I'estimation L? de v*, v~ et de leur trace.

L’estimation de ¢ dans H! résulte de Dellipticité en ¢ des conditions aux limites.

¢) Estimations H®. — Pour un probléme mixte non caractéristique, une fois obtenue
l’estimation L2, on estime les dérivées tangentielles en dérivant les équations. Puis
on majore les dérivées normales en revenant & 1’équation et en utilisant le fait que la
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matrice A, est inversible. On obtient ainsi des estimations dans les espaces de Sobolev
H?® (cf. [Pe], [Sar], [Ta], [Ch-Pi], [Ma-Ra| dans le cas linéaire). Pour les équations
non linéaires ou dans le cas de coefficients & régularité limitée, comme dans le cas
du probléme de Cauchy hyperbolique, on conjugue cette idée générale a I'utilisation
d’estimations non linéaires du type Gagliardo-Nirenberg et inégalité de Moser (cf.
par exemple [Ma3], [Ma-Ra]). Cette méthode s’applique aux équations linéarisées de
(1.2.8) autour de (u, ®). Sous I'hypothése de stabilité uniforme, on a des estimations
de la forme

(1218) ¥l + o auollirs + Il < CCT, 0, @) (175 +llgllae)-

ou C(T,u,®) de dépend que de T < 1 et de la norme de (u,d®) dans H®. Comme
dans (1.2.17) on a supposé que v, ¢, f et g sont nulles pour ¢ < 0 et que les normes
sont évaluées sur [0,7] x R} et [0,T] x R*~1. Ayant obtenu les bonnes estimations sur
les linéarisés, tout I’objet du travail [Ma2] est de construire localement en temps des
ondes de choc en résolvant un schéma, itératif du type Picard (voir §1.2.11 ci-dessous).

1.2.5. Problémes aux limites hyperboliques caractéristiques. — L’analyse
ci-dessus utilise fortement le fait que le bord {z,, = 0} est non caractéristique. Pour
I’étude des problémes caractéristiques dissipatifs linéaires, on renvoie par exemple
a [La-Ph] quand la matrice de bord (i.e. la matrice A, dans (1.2.14)) est de rang
constant au voisinage du bord et & [Ra] quand la matrice de bord est de rang constant
seulement sur le bord. L’analyse de [Ra] est étendue aux équations non linéaires par
0. Gués ([Gu]). Pour les systémes linéaires non dissipatifs, a coefficients C*°, I’analyse
de Kreiss a été étendue & certains problémes caractéristiques par A. Majda et S. Osher
([Ma-Os]). En particulier, ils font la méme hypothése sur la matrice de bord que [La-
Ph].

Pour les estimations L2, une premiére différence avec les problémes non caracté-
ristiques est que 1’on perd le controle L? des traces des composantes de v qui corres-
pondent au noyau de la matrice de bord. La majoration (1.2.15) n’est plus satisfaite.
Dans le meilleur des cas, on peut estimer dans le membre de gauche la norme L? de
v & lintérieur et la norme L2 de la trace de A, v sur le bord.

En partant de l'estimation L2, on peut estimer les dérivées tangentes en dérivant
les équations ([Ma-Os|, [Sar], [Ts]). Pour les problémes dissipatifs, J. Rauch ([Ra])
et 0.Gués ([Gu]) ont complété cette analyse en montrant que la bonne notion de
régularité & l'intérieur est celle de régularité conormale au bord. Concrétement, cela
signifie que les dérivées z,0,, jouent le méme role que les dérivée tangentes 9,. C’est
P’ajout des dérivations x,,0, qui permet de réduire I’hypothése sur la matrice de bord.

Une seconde différence importante avec les problémes non caractéristiques, est
qu’on ne peut plus utiliser 1’équation pour estimer les dérivées normales & partir des
dérivées tangentielles, puisque la matrice A, n’est plus inversible. On trouvera dans
[Ma-Os| un exemple montrant qu'il n’y a pas en général d’estimations H® pour les
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problémes caractéristiques. Pour estimer les dérivées normales, le principe est le sui-
vant. Pour le probléme (1.2.14), connaissant une estimation des dérivées tangentes (ou
conormales) on peut majorer A,0,v. Pour estimer les composantes de 8,v qui cor-
respondent au noyau de A,,, on écrit qu’elles vérifient une équation de transport (voir
[Ra-Re], [Ra], [Gu] et §1.2.6), dont le terme source contient deux dérivées tangentes
(ou conormales) de toutes les composantes de v. On estime donc ces composantes de
Onv par propagation. On itére ce procédé pour estimer les dérivées normales d’ordre
supérieur. On voit ainsi se dessiner la régle générale suivante : il faut deux dérivées
tangentielles pour estimer une dérivée normale (cf. [Ma-Os] et aussi [Ra-Re], [Gu],
[Mé-Ra), [Al]). Cela conduit & résoudre les équations dans des espaces anisotropes
W* de fonctions u telles que

(1.2.19) 8;8§nu €L? pour les (o, k) € N* x N tels que |a| + 2k < 2s.
ou
(xnamn)fa‘;ajgnu € L? pour les (j,a,k) € NxN" xN tels que j+|a|+2k < 2s.

L’étude des ondes de raréfaction conduit & des problémes caractéristiques ([Al]). Il
en est de méme pour les ondes soniques ([Mé1], [Sab]). Pour les chocs faibles, comme
I’équation limite est caractéristique, il est alors naturel de chercher des estimations
uniformes et des solutions dans les espaces de type (1.2.19).

Ceci étant, on doit faire face & une difficulté supplémentaire. Les problémes sont 3
frontiére libre et la perte de régularité des traces, inévitable dans le cas des problémes
caractéristiques, se répercute en une perte de régularité du front ¢, comme l'indiquent
les conditions de transmission (1.2.10). En effet, cette équation de transport implique
que ¢ a en général la méme régularité que les traces de u.

1.2.6. Transport du saut. Consistance de la notion de choc faible. — On
doit vérifier que la notion de choc faible a bien un sens, c’est-a-dire que si ’amplitude
du choc est initialement d’ordre ¢, elle reste du méme ordre de grandeur sur un
intervalle de temps [0, T] indépendant de €. Pour cela, on montre que le saut de [u]
vérifie une équation de transport. Par construction, dans (1.2.8), la matrice normale
M(u,0®) admet la valeur propre u(u,d®) := 9;® — A(u, 9, ®). Notons I(u, ®) un
vecteur propre & gauche de M(u,d®) :

(1.2.20) I(u, d®) M (u, d®) = pu(u, d®)l(u, dd).

Alors, on montre que S := [I(u, d®)u] vérifie une équation de transport de la forme
n—1
(1.2.21) > a;0;8+bS=0
§=0
ot les a; et b sont des fonctions de w = (ul‘znzo, Uy —g) Oy®) 00 & = <I’|:§:n:0‘
L’analogue de ce résultat pour les problémes caractéristiques est bien connu. Dans
ce cas, ¢ = 0 dans (1.2.20). D’autre part, les conditions de saut impliquent que
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[u] € Ker M. L’équation (1.2.21) s’obtient alors en appliquant ! aux équations. C’est
la méme méthode qui conduit aux équations de transport pour /- u et aux estimations
L de u, ou encore aux estimations des dérivées normales pour les problémes carac-
téristiques ([Gu]). C’est aussi cette méthode qu’on trouve dans Courant-Hilbert pour
obtenir les équations de transport du saut des dérivées dans le cas des singularités
faibles ([Co-Hil, voir aussi [Ra-Re], [Mé5] dans le cas semilinéaire).

Dans le cas des chocs, comme {z, = 0} n’est pas exactement caractéristique, la
méme méthode introduit des termes supplémentaires. A partir des équations (1.2.8),
on évalue le saut de I(u, d®)L(u,d®) pour trouver

(1.2.22) (10n 8]+ > [I(u, ¢)A;j (u)dju] = 0.

=0
La théorie de Lax (cf. (1.2.11)) implique que, tant que ’amplitude du saut de u est
inférieure & une valeur €g, on a

[u] = [S]U(w), “(uﬁn=0>d¢) = [S] i(w).

ou U et ji sont des fonctions réguliéres de leurs arguments. Il est alors clair que (1.2.22)
implique une équation de la forme (1.2.21). Cette équation de transport, montre que
S(t) = O(S(0)) et donc que S(t) reste de taille £ sur un intervalle de taille O(1) si
S(0) = O(g), pourvu que la solution existe et admette des traces assez réguliéres,
uniformément bornées.

1.2.7. Estimations a priori pour les chocs faibles. — Quand le saut de u tend
vers 0, ’analyse de Lax montre que pour un k-choc plan de front z,, = oz, A\ (u™)—0o
et \x(u~) —o tendent vers 0. Il en résulte que les matrices de bord A, (u%) — o Ao (ut)
dans le linéarisé (1.2.16) ont des valeurs propres \;(u*) — o qui tendent vers 0. Le
probléme mixte (1.2.16) tend & devenir caractéristique. En outre, comme le montre
l’équation limite (1.2.10), lellipticité en ¢ des conditions aux limites disparait elle
aussi. Il en résulte qu’il n’existe pas d’estimation (1.2.17) uniforme lorsque ¢ = ] [u] |
tend vers 0. Cette perte de stabilité est analysée dans [Mé2] : sous certaines hypothéses
qui seront rappelées au chapitre 2, les solutions de (1.2.16) vérifient

o llzs + VE 0% e mollze + VE llpllze + < lilan
< 0(If s + 2 lalzz)-

Ces estimations précisent comment on perd le controle des traces et du front lorsque
e tend vers 0. Ceci explique pourquoi dans les estimations a priori de Majda les
constantes explosent quand e tend vers zéro et pourquoi la solution est construite sur
un intervalle de temps qui tend vers zéro avec €.

Le point fondamental dans la construction des chocs faibles est I'obtention d’es-
timations a priori indépendantes de la force du choc, ¢. La premiére étape est 1’es-
timation L? (1.2.23) pour le systéme linéarisé. Les estimations sur les traces et ¢

(1.2.23)
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s’abiment quand ¢ tend vers zéro, mais on a des estimations uniformes pour la norme
L? 3 D'intérieur. Ceci est conforme & notre attente de trouver a la limite les estima-
tions L? du probléme d’ondes soniques ([Mél]). La partie la plus importante de ce
travail est 1’obtention d’estimations a priori pour les dérivées. Comme le probléme
limite est caractéristique, on distingue la régularité tangentielle ou conormale et la
régularité normale comme indiqué plus haut au §1.2.5 et on travaille dans des espaces
anisotropes du style (1.2.19).

Nous renvoyons au chapitre 3 pour un énoncé précis des estimations a priori que
nous obtenons. Nous nous contentons d’indiquer ici oui se trouve la principale difficulté
de la démonstration. Comme indiqué plus haut, on veut travailler dans des espaces
W du type (1.2.19), en estimant d’abord les régularités tangentielles ou conormales.
Pour obtenir des majorations des dérivées normales, on suit la méme démarche que
pour les problémes caractéristiques. Ayant estimé les dérivées tangentes, on déduit de
I’équation une majoration de M9,v. Rappelons que M n’a qu’une seule valeur propre
petite, de taille O(g). Comme en (1.2.20), on note [ un vecteur propre a gauche de M.
11 suffit donc d’estimer [ - 8,,v. Comme au §1.2.6, on établit une équation de transport
pour [ - 3,v, dont le terme source contient des dérivées secondes tangentielles de v,
comme pour les problémes caractéristiques. On procéde de fagon similaire pour les
dérivées d’ordre supérieur.

Le point central est donc d’obtenir une estimation uniforme de la régularité tan-
gentielle (ou conormale). La méthode directe consisterait & dériver tangentiellement
les équations (1.2.8) et (1.2.12), ce qui fait apparaitre le linéarisé des équations. La
nature hyperbolique du linéarisé total des équations ne se voit qu’en introduisant les
bonnes inconnues comme dans [Al]. En notant , ® etc les variations de u, P etc, la
linéarisation des équations (1.2.8) de la forme L(u,d®) = f s’écrit
(1.2.24) f:L(u,d<I>)i)+Bi)+<i>g—3£, avec © :=u~<i>%“—%.
ot L(u,d®) est hyperbolique et ou B est un opérateur de multiplication par une
matrice. La dérivation de (1.2.8) conduit donc & des équations de la forme (1.2.24)
pour les dérivées tangentes i = Jyu, $ = 0y ®. Pour estimer 2s dérivées de u, on
dérive 25 — 1 fois les équations (1.2.24) satisfaites par d,u. Mais comme les coefficients
dépendent des dérivées normales 9,u et 9,®, les commutateurs font apparaitre des
dérivées 25710 (u, ®), qui ne sont pas controlées par la norme de (u, ) dans I'espace
W#. On ne peut donc pas conclure par un argument classique de bootstrap. C’est 14
que se trouve la difficulté principale du probléme abordé dans cet article. Pour la
contourner, nous reprenons la méthode de paralinéarisation utilisée dans [Mé1] et qui
s’'inspire des idées de J.-M.Bony et Y.Meyer ([Bo], [Mey], voir aussi [H562]).

1.2.8. Utilisation du calcul paradifférentiel. — Rappelons briévement le prin-
cipe du calcul paradifférentiel et comment il permet de contourner le manque apparent
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14 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

de régularité qu’on a signalé au §1.2.7. On renvoie a [Bo|, [Mey], [H62] pour des énon-
cés et estimations précises et au chapitre 7 pour un rappel précis des résultats de
[Mé1]. D’une part, par une analyse fréquentielle, on décompose le produit au en trois
termes
au = Tou + Tya + R(a,u),

ou T,u a la régularité de u quel que soit a € L*°, T,,a a la régularité de a quel que
soit u € L et R(a,u) est plus régulier que a et u. Cette régle s’étend aux fonctions
non linéaires de u sous la forme

(1.2.25) F(u) = Ty (uyu + R(w)

ou R(u) est plus régulier que u et le paraproduit 7' est comme au dessus.
Le deuxiéme ingrédient de la méthode est un théoréme de commutation

(1.2.26) O(Tou) =T (Ou) +r

ou r a la méme régularité que u, quelque soit a lipschitzien. On en déduit que pour u
de régularité s et |a| < s+ 1, 0°Tou — T,0% est de régularité s — ||, dés que a est
lipschitzien. Ce calcul s’étend en un calcul symbolique complet.

En compilant les propriétés (1.2.25) et (1.2.26), on paralinéarise ’équation L(u,d®) =
0. On obtient alors une équation de la forme

n n
Z TAi(U»d‘I’) Oju +Tpu — Z ch(u‘d(p)aj@ =f

=0 =0
avec f au moins aussi régulier que (u, ®). En outre, le symbole

n n
D A, d®) i+ Y Cj(u, d2)g; @
3=0 §=0
est exactement le symbole du linéarisé complet de I’équation. Comme en (1.2.24), il
est donc de la forme

- . Onu ;
jz::OAj(u,dQ)gj (a- 67;@).

1l est alors naturel d’introduire une « bonne inconnue » et, grace a (1.2.26), on voit
que

n
(1.2.27) Trv = Z Ta;(uae)Ojv+Tpv=f, avec v:i=1u-— Tanu/anq,tix
j=0

avec f au moins aussi régulier que (u, ).

L’avantage de cette écriture est immédiat. Si on dérive 1’équation (1.2.27), la régle
(1.2.26) implique que

TO% = 0%f + co

ol ¢, a la méme régularité que v, dés que (u,d®) sont lipschitziens. Les équations
(1.2.12) pour @ sont de simples équations de transport et ne posent pas de probléme.
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Pour s assez grand, on controle donc la régularité d’ordre s de (u, ®) par une régularité
d’ordre inférieur. On voit alors comment conclure par un argument habituel du type
« lemme de Gronwall », ou espace & poids ou encore temps petit.

L’écriture paradifférentielle (1.2.27) découple complétement les régularités (limi-
tées) nécessaires au calcul symbolique (hyperbolicité, commutations) et la régularité
(qu’on veut grande) de u. Cette technique a été introduite par J.-M. Bony pour étu-
dier la propagation de la régularité microlocale des solutions d’équations non linéaires
([Bo], voir aussi [H62]). Pour I’étude des chocs, elle remplace avantageusement le cal-
cul pseudodifférentiel & symbole H® utilisé dans [Mal] en améliorant les estimations
et en cernant les régularités minimales (¢f. [Mok], [Mét3], [Mét4]).

Cependant, la mise en ceuvre de cette stratégie pose quelques difficultés. Comme on
est en présence d’un probléme aux limites, on pense d’abord & utiliser un calcul para-
différentiel tangentiel ou conormal par rapport au bord. Mais un tel calcul commute
mal aux dérivations normales, les restes ne régularisent pas du tout dans les variables
normales et c’est précisément dans ces variables que le fait d’avoir un bord presque
caractéristique induit le plus de pertes. On sera donc amené & combiner ce calcul
conormal & une autre quantification déja utilisée dans [Mél]. On renvoie au § 7 pour
un rappel détaillé des propriétés de ces calculs paradifférentiels. Leur role essentiel est
de régler les problémes de commutations avec les dérivées conormales au bord et, a
partir de I’estimation L? (1.2.23), ils nous permettront d’obtenir des estimations des
dérivées conormales des solutions.

1.2.9. Données initiales. Conditions de compatibilité. — On s’intéresse prin-
cipalement au probléme de Cauchy pour le probléme (1.1.1) (1.1.5). On se donne un
changement de variables initial (1.2.7) qui redresse la surface initiale. On obtient alors
des données initiales pour le probléme (1.2.8) (1.2.12)

(1.2.28) (uf, %) sur £z, >0, avec [®g] = 0.

Comme en général pour les problémes mixtes, pour des données arbitraires on ne peut
pas espérer trouver de solutions réguliéres sur les demis-plans {+z, > 0}. Rappelons
la problématique générale. Considérons un probléme mixte de la forme

Owu+ Y Aj(u)dju =0, pour z, >0, t>0,
(1.2.29) B(u) =0, pour z,=0,t>0,
U = U, pour z, >0, t=0.

Supposons que la donnée initiale ug est assez réguliére et que u est une solution elle
aussi réguliére. L’équation détermine de maniére unique le développement de Taylor
S t/u; de u en t = 0 en fonction de ug et de ses dérivées. Cela détermine donc le
développement de Taylor de u|,,—o et de B(u)(;,—o- On doit donc avoir, au sens des
développements de Taylor :

(1.2.30) bo=bi=-=0 si B() thy), ,~> '
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On laisse de coté ici toute discussion précise des ordres de régularité et des ordres des
développements de Taylor, les régles de calcul et les théorémes de trace dépendant
des espaces dans lesquels on travaille.

Réciproquement, il est connu que, pour un bon probléme mixte hyperbolique,
lorsque les conditions de compatibilité (1.2.30) sont satisfaites, on peut construire des
solutions réguliéres au probléme mixte (cf. [Ch-Pi], [Ma-Ra]). Pour clore ’analyse, il
reste & expliciter les conditions (1.2.30) et & construire des données compatibles. On
voit que b; est une expression non linéaire B; de ug et de ses dérivées d’ordre inférieur
ou égal & j. Les conditions de compatibilité s’écrivent alors

(1.2.31) B; ((8%u0) |z, =0; la| < j) =0.
Par exemple, la premiére condition de compatibilité est simplement
(1.2.32) B(ug|z,=0) = 0.

Si on note N' < N le nombre de conditions aux limites, (1.2.32) signifie que la trace
de ug sur laréte x,, = 0 prend ses valeurs dans une variété de dimension N — N'.
Plus généralement, par récurrence sur j, (1.2.31) apparait comme une condition sur
la trace (ag" Uo)|z,—=0- On détermine ainsi les développements de Taylor en z, = 0
des données initiales ug vérifiant les conditions de compatibilité (1.2.31). On construit
alors les données compatibles en relevant les traces de ces développements de Taylor
compatibles et en ajoutant une fonction suffisamment plate en z,,.

Cette démarche générale est reprise dans [Ma2] pour la construction de données
initiales pour les chocs, dans [Al] pour les ondes de raréfaction, dans [Mé1] pour les
ondes soniques. Pour le probléme (1.2.8)(1.2.12), ’analyse est menée au chapitre 6. Les
calculs sont trés voisins de ceux de Majda, & ceci prés que nos équations (1.2.12) pour
® différent du choix (1.2.9) fait dans [Ma2]. La difficulté supplémentaire est qu’il faut
construire des familles de données initiales, vérifiant des estimations uniformes. Par
exemple, pour des données initiales (1.2.28), la premiére condition de compatibilité
analogue a (1.2.32) s’explicite simplement sous la forme : il existe ¢; tel que

n—1
(1.2.33) $1[fo(uo)] + D 00 [fi(uo)] = [faluo)]  sur =z, =0,
j=1
ol ¢o = ‘I’(Jﬁzn:o = ®(|z,=0- Cela veut dire que pour tout y' = (y1,.--,Yn-1),

ug (¥',0) et uy (y',0) sont sur la méme courbe de Hugoniot associée 4 la direction 0y bo-
On retrouve 13 un résultat bien connu dans le cas du probléme de Riemann : comme
on I’a rappelé plus haut, la solution du probléme de Riemann est la juxtaposition de
N ondes. Pour qu’elle ne présente qu’un seul choc, on doit choisir les états initiaux
(u™,u™) sur une méme courbe de Hugoniot (cf. [La], [Se], [Go-Ra], [H52]).

1.2.10. Solutions approchées. Problémes de prolongement. — Pour résoudre
le probléme mixte, une méthode classique consiste & construire d’abord des solutions
approchées (cf. [Ch-Pi}, [Mal], [Al], [Mé1]). Pour un probléme (1.2.29), on construit
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le développement de Taylor > u; & partir de uo et une solution approchée u,p, €n
relevant les traces u;. L’équation est vérifiée au sens des développements de Taylor
en t = 0. Les conditions de compatibilités (1.2.30) impliquent que la condition aux
limites est satisfaite au sens des développements de Taylor en ¢ = 0.

On cherche alors la solution u sous la forme

(1.2.34) U = Ugpp + 7, Vi<o = 0.

L’équation pour v est un probléme aux limites, avec données dans le passé {t < 0}.
Il s’agit d’un probléme de prolongement. En particulier, dans le cas linéaire, on a
a résoudre un probléme sur | — 0o, T], qu’on peut étudier dans des espaces & poids
e~ avec v arbitrairement grand (cf. [Ch-Pi]). Pour les problémes non linéaires, le
principe reste le méme ([Gu|, [Mal], [Al], [Mel]). On renvoie au chapitre 6 pour la
mise en ceuvre de cette idée dans le cadre du probléme (1.2.8) (1.2.12), qui aboutit &

3 y y 5, € € €
la construction de familles de solutions approchées (u,,, ®5,,) avec € & | [ug

PP] |
1.2.11. Schémas itératifs. Méthode de Nash-Moser. — Pour résoudre les pro-
blémes non linéaires on utilise des méthodes itératives. La plus simple est celle des
itérations de Picard. C’est elle qu’on utilise pour la construction des solutions locales
réguliéres du probléme de Cauchy quasi-linéaire hyperbolique (cf. par exemple [G3],
[Ma3]). C’est elle aussi qu’utilise A. Majda [Ma2] pour la construction des chocs. L’es-
sence de la méthode est la suivante. Considérons un probléme de la forme (1.2.29)
avec des conditions aux limites linéaires pour simplifier. Ayant construit une solu-
tion approchée uqpp, on cherche la solution sous la forme u = ugpp + v. On écrit les
équations pour v sous la forme

A(v)dv = f, pour x, >0,
(1.2.35) Bv =0, pour z, =0,
v =0, pour z, >0, t<O0.

Alors le schéma de résolution est de la forme

A(v,)0v, 41 = f, pour &, >0,
(1.2.36) Bv,41 =0, pour =z, =0,
Uy+1 =0, pour z, >0, t<0.

Pour que ce schéma fonctionne, il faut que les équations (1.2.36) soient bien posées et
que 'on puisse trouver la solution v,+; dans le méme espace que celui ou vivent les
coefficients v,,.

Pour le probléme (1.2.8) (1.2.9), on voit donc que la pertinence du schéma de
Picard utilisé dans [Ma2] est intimement liée a la validité des estimations maximales
(1.2.18). En particulier, il est crucial que d¥ ait la méme régularité que v, ce qui
est assuré par le choix (1.2.9), la régularité des traces de u et Dellipticité en ¢ des
conditions de Rankine-Hugoniot.
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Pour le probléme (1.2.8) (1.2.12), ® a la méme régularité que . Il en résulte que
I’équation linéarisée (1.2.24) induit une perte de régularité des coefficients (u, ®) vers
la solution %. On rencontre le méme probléme dans 1’étude des ondes de raréfaction
([Al]). Ceci étant, la perte de régularité est fixe, et dans ce cas, on sait qu’'on peut se
tourner vers des schémas de type Nash-Moser (¢f. [Na], [Mos], [Ho1], [Al-G¢]). C’est
la méthode suivie par S. Alinhac pour la construction d’ondes de raréfaction ([Al]).
Pour construire ¢ € fizé des solutions de (1.2.8) (1.2.12), nous sommes donc amenés
& mettre en place au chapitre 10 un schéma de type Nash-Moser. Rappelons le point
de départ de la méthode. Ecrivant I’équation sous la forme £(u,®) = 0, le schéma
itératif est de la forme

(1.2.37) L'(Syuy,S,®,) - (ups1 — Uy, @py1 — @) = —L(uy, D),

ou £’ désigne le linéarisé de £ et S, des opérateurs de régularisation. Si on fait S, = Id,
on est en présence du schéma classique de Newton. L’intérét des régularisations est
d’effacer la perte de régularité du linéarisé qui ne joue donc plus dans la définition de la
suite (u,, ®,). Quant & la convergence, on doit vérifier que 1’on peut choisir S, — Id,
grace au caractére quadratique des erreurs du schéma de Newton. On renvoie 4 [H61]
ou [A]l-Gé€| pour une description détaillée de la méthode de Nash-Moser et au chapitre
10 pour sa mise en place dans notre probléme.

1.3. Exemples

1.3.1. Interaction d’une onde et d’un choc plan faible. — On considére
un choc plan u de front z, = oxy. C'est une solution (u*,v) (1.1.2) avec v =
(=0,0,...,0,1). On le suppose déterminé par la construction de Lax, associé & une

valeur propre vraiment non linéaire. On note € = |[_q]| son amplitude supposée assez
petite. Pour fixer les idées on supposera que ut = 0.

On considére dans le passé {zo < 0} une onde, i.e. une solution v de (1.1.1) dont
le support est situé dans le demi plan {z, > ozo} et on suppose que zg = 0 est
le premier instant o le support de v touche le front du choc. On peut par exemple
construire v comme solution réguliére de (1.1.1) et raisonner sur les supports par
vitesse fine de propagation. Alors

(13.1) { u=1u sur x, < 0o,

u=v sur x, > 0o,

est une solution faible de (1.1.1). Sa trace en zg = 0 vérifie de facon évidente les
conditions de compatibilités et nos résultats montrent donc que u se prolonge en une
solution sur un intervalle de temps indépendant de €. Cette solution présente un choc
faible de front =, = ®(zo,...,Zn-1)-

Pour € > 0 fixé, c’est une conséquence de [Ma2]. Notre contribution est de montrer
que le prolongement existe sur un intervalle de temps indépendant de €. Au paragraphe
2.5, on reviendra sur cet exemple dans les variables redressées.

ASTERISQUE 268



1.3. EXEMPLES 19

1.3.2. Equations d’Euler. — Les résultats de cet article s’appliquent aux équa-
tions d’Euler de la dynamique des gaz. Rappelons ’écriture du systéme :

Oru + div(pv) = 0,
(1.3.2) O(pv;) + div(pvjv) + 0;P =0  pour 1<j <3,
0:(pE) + div(pEv + Pv)) = 0.

Comme d’habitude p désigne la densité, P la pression, v = (vy,ve,v3) la vitesse et
E = e+ L|v|? est la densité d’énergie totale. Les quantités p, P et e sont reliées par
une loi d’état, vérifiant le second principe

p
(1.3.3) de = TdS + 7 dp.

On prendra comme inconnues u := (p, v, S) et alors P et e sont des fonctions données

P(p,5), e(p, ).
Pour les solutions réguliéres, (1.3.2) équivaut &

dyu + div(pv) =0,
(1.34) pOv; + pv - gradv; + 0; P =0 pour 1<j<3,
0:S + v -gradS = 0.

Le systéme isentropique s’écrit

{ O¢u + div(pv) =0,

1.3.
(13.3) Bu(pv;) +div(pu;0) + ;P =0 pour 1<j<3,

ol P est maintenant une fonction de p seul. On prend P = P(p, Sp) pour une valeur
fixée Sy de I'entropie. Il est alors clair que les solutions réguliéres de (1.3.5) sont les
solutions réguliéres de (1.3.4) d’entropie constante S = Sp. Il n’en n’est pas de méme
pour les solutions faibles. En particulier, pour les chocs, on notera que les conditions
de Rankine-Hugoniot pour (1.3.5) n’impliquent pas celles de (1.3.2). Par exemple, les
fronts différent.

Ces systémes nous servent de modéles, en particulier pour énoncer les hypothéses
de structure au paragraphe 2.1. L’hyperbolicité est satisfaite pour des lois d’état
p — P(p,S) convexes. On sait alors ([Mal]) que les chocs vérifiant les conditions de
Lax (1.1.3) sont uniformément stables et que I’on a les estimations uniformes de type
(1.1.6) ([Meé2)).

Au chapitre 12, on construira des données compatibles pour ces systémes. On peut
aussi appliquer la construction de ’exemple A) ci dessus. On en déduit ’existence de
chocs faibles pour ces systémes sur des domaines indépendant de la force du choc,
pourvu qu’elle soit assez petite.

On peut aussi comparer les chocs faibles de (1.3.2) et (1.3.5). Pour des chocs
plans de front de la forme x3 = ot et pour une valeur u~ = wug fixée, 'analyse des
conditions de Rankine-Hugoniot montre que les états u™(¢) et les vitesses de front

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2000



20 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

o(g) entropiques et isentropiques vérifient

(1.3.6) uby —uf, = 0(e®), Oent — 0ise = O(€2).

18€
Pour comparer les chocs courbes, il faut d’une part se placer dans les variables redres-
sées et d’autre part construire des données compatibles entropiques et isentropiques
proches les unes des autres. Cela sera fait au chapitre 12. On peut par exemple adap-
ter la construction de l’exemple A). En se basant sur les estimations uniformes, on
peut alors comparer les solutions entropiques et isentropiques. On montrera que

(1.3.7) Uent — Uise = O(E%?),  ®ent — Bise = O(e3/?).

On a réintroduit la notation u pour rappeler que la comparaison a lieu dans les
variables redressées. Cette approximation est moins bonne que (1.3.6). Le facteur
€3/2 n’est peut-étre pas optimal. Ce sont les variations tangentielles du front qui sont
absentes pour (1.3.6), qui sont la source de la perte d’approximation. On renvoie au
paragraphe 2.9 pour un énoncé précis.

1.4. Plan de Darticle

Au chapitre 2, on donne une définition précise de la notion de famille de chocs
faibles et on énonce les résultats principaux. Les définitions et les énoncés sont donnés
a la fois dans les coordonnées initiales et dans les coordonnées ou le front est redressé.
On donne aussi des versions locales et des versions globales.

La méthode de la preuve et les résultats intermédiaires sont présentés au chapitre
3. Les chapitres 4 et 5 contiennent quelques estimations non linéaires préliminaires
et la définition des opérateurs de relévement de traces utilisés pour définir p* dans
(1.2.12) (1.2.13).

La premiére étape du travail est la construction au chapitre 6 de familles de données
initiales compatibles, puis de familles de solutions approchées (cf. §1.2.9).

Le point central est ensuite I'obtention d’estimations a priori uniformes. On pré-
sente d’abord (§7) le calcul paradifférentiel nécessaire & notre démonstration des esti-
mations conormales (§8). On démontre ensuite les estimations L™ et les estimations
du saut, ce qui permet de conclure la démonstration des estimations uniformes (§9).

On peut alors procéder & la construction de chocs faibles. Pour ¢ fixé, & partir
d’une solution approchée, on construit au § 10 une solution sur un intervalle de temps
dépendant de €. Au §11 on montre qu’elle a la régularité voulue. Alors, ’estimation
a priori uniforme en € permet d’itérer la construction et de prolonger la solution sur
un intervalle de temps indépendant de €.

Au chapitre 12, on applique nos résultats aux équations d’Euler des fluides com-
pressibles, entropiques et isentropiques, et nous comparons les chocs faibles de ces
deux systémes.
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CHAPITRE 2

RESULTATS PRINCIPAUX

Dans ce chapitre, nous énongons d’abord les hypothéses que nous faisons sur le sys-
téme. Nous analysons les conditions de Rankine-Hugoniot et donnons une définition
précise de la notion de famille de chocs faibles. Nous introduisons le changement de va-
riables qui redresse les fronts des chocs et énongons les principaux résultats : existence
de données initiales compatibles, existence de familles de chocs faibles, convergence
des chocs faibles vers une onde sonique, application aux équation d’Euler.

2.1. Le systéme

Dans R**! on considére le systéme N x N de lois de conservation :
n
(2.1.1) > 9if(u) =0.
§=0

Les flux f; sont des fonctions C*° d’un voisinage ouvert U de u € RV, & valeurs dans
RY. On supposera que u = 0. On note = (29,1,...,&,) la variable de R*t! et
0j = 0/0z;. On note Aj(u) = fj(u) la matrice jacobienne de f; et on suppose le
systéme hyperbolique symétrique dans la direction du temps ¢ = zo (cf. [Frl]).

Hypotheése 1. — 1l existe une matrice S(u), C*® sur U, telle que toutes les matrices
SA; sont symétriques, SAg €étant en outre définie positive.

Les chocs que 'on construit sont associés & une valeur propre vraiment non li-
néaire du systéme (voir [La], [Se]). Plus précisément, pour u € U et pour 6 =
(61,02,...,0,_1) € R*1 on note

n—1
(2.1.2) G(u,8) = A7 (u) [An(u) . ZojAj(u)].
j=1

L’hypothése 1 entraine que toutes les valeurs propres de G sont réelles.

Hypotheése 2. — \(u,0) est une valeur propre simple de G(u,0) définie et C*® sur
Ux O, ot O est un voisinage de 0 dans R*™'. On suppose qu’elle est vraiment
non linéaire et on note r(u,8) le vecteur propre (4 droite) associé, normalisé par la
condition

(2.1.3) r(u,8) - VyA(u,0) = 1.

Comme dans [Mé2], nous supposerons aussi que :
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Hypothése 3. — 1) Pour tout (u,0) € U x O, la matrice hessienne Apy(u,6) est définie
(positive ou négative).

it) Ou bien X\ est une valeur propre extréme de G, c’est-a-dire la plus grande ou la
plus petite valeur propre, ou bien le systéme est strictement hyperbolique, c’est-a-dire
que toutes les valeurs propres de G sont simples.

Par exemple ces hypothéses sont vérifiées par le systéme des équations d’Euler de
la dynamique des gaz.

2.2. Chocs faibles

Nous nous intéressons aux solutions u du systéme (2.1.1) discontinues sur une
surface ¥ C U, d’équation z,, = ¢(y), ot y = (zo,...,ZTn_1). Les traces u™ et u~ de
u sur ¥ et le vecteur 0y¢ = (0p¢,019,...,0,_1¢) vérifient la condition de Rankine-
Hugoniot

n—1
(221) > 95013 (w)] = [fa(w)] =0,

i=0
ou [v] = vt — v~ désigne le saut de v le long de ¥. On analyse ces conditions de
Rankine-Hugoniot comme dans [La|, [Se]. On introduit les matrices C*° sur U x U

1
A,-(u+,u—)=/0 A (u= + t[u]) dt

et par analogie avec (2.1.2)

n—1
(2.2.2) Gut,u™,0) = Ay (ut,u") [An(u"’,u_) -3 o,-Aj(u+,u—)].
i=1
En notant d,¢ = (014, . ..,0,-1¢), (2.2.1) équivaut &
(2.2.3) (80 1d —G(u™,u™,8,¢)) [u] = 0.
On peut supposer que r(0,0) = (1,0,...,0) est le premier vecteur de base. En re-

streignant au besoin U et O, A se prolonge en une valeur propre A(u®,u~,6) de
G(ut,u™,0) et r se prolonge en un vecteur propre r(u*,u™,6) associé. De plus, on
peut définir un vecteur propre R(ut,u,6) proportionnel a r(ut,u~,60) tel que la
premiére composante de R soit égale & 1.

Soit Iy un voisinage de A(0,0) dans R. Si les voisinages U, O et I sont suffisamment
petits, toutes les solutions (ut,u=,\,0) €U x U x Iy x O de

(2.2.4) (Ad-G(ut,u™,0))[u] =0
sont de la forme suivante, si u; désigne la premiére composante de u :

{ A=At u,0)

(2.2.5) [u] = [u1] R(ut,u™,6).
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En outre, il existe € et des fonctions U~ et UT, C® sur Y x O x I, I = [—¢o, €0},
telles que la seconde équation de (2.2.5) est, localement, équivalente & ’'une ou l’autre
des relations

(2.2.6) =T 4 [n] U (v, 6, [w])),
(2.2.7) u” =ut — [u]UT(ut, 6, [u]).

On rappelle enfin que, avec la normalisation (2.1.3), la condition d’admissibilité de
choc de Lax s’écrit :

(22.8) fur] < 0.

Nous donnons maintenant la définition d’une famille de chocs faibles, solutions
locales du systéme (2.1.1) (2.2.1) que nous notons (Sr). On se donne une boule ouverte
centrée a l'origine w C R*~! et un intervalle ouvert J. On note Q = |7, T[ x w x J.

Définition 2.2.1. — Une famille de chocs faibles de classe C* est un ensemble F de
fonctions sur Q tel qu'il existe €, > 0, une constante K, des paramétres T, < 0 < T
et des compacts K3 C U et Ko C I, X O tels que tout (u, @) € F vérifie les propriétés
suivantes.

(2.2.9) ¢ est de classe C* sur |T,,T[ x w & valeurs dans J et ses dérivées d’ordre
< k sont bornées par K. De plus (0, ¢, 0,¢) prend ses valeurs dans Ks.

(2.2.10) La fonction u est définie sur 2 et est discontinue sur la surface ¥ d’équation
zn = ¢(t,z'). De plus u prend ses valeurs dans K, les restrictions u* de u & chacun
des ouverts QF = QN {xz, > ¢(t,z')} sont de classe C* jusqu’au bord et leurs
dérivées d’ordre < k sont bornées par K.

(2.2.11) 1l existe € € ]0,&,] et a € C*(JT,, T| x w), & dérivées d’ordre < k bornées
par K, tels que le saut sur ¥ de la premiére composante de u est de la forme

[u1(y, $())] = — e*®)
(2.2.12) Le saut de u vérifie
[u] = [w1] U™ (u™, Oy, [u1])

Le point crucial est que le domaine de définition 2 et les bornes K des dérivées
sont fixés, alors que la force du choc, i.e. 'amplitude du saut [u] est de lordre de ¢
qui est arbitraire dans ]0,&,)].

2.3. Changements de variables

Afin de fixer la géométrie, on procéde comme dans [Ma2]. On redresse la surface
de choc ¥ d’équation z,, = ¢(y) par le changement de variable inconnu :

(2.3.1) ®: (y,%n) — (¥, 2(y, Zn))
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ony = (t,y') = (t,21,...,2n-1) et ®(y,0) = #(y). Dans les coordonnées (y,Z,),
Péquation de ¥ est {Z, = 0}. On note @ la fonction déduite de u par le changement
de variables (2.3.1) et U™ sa restriction aux deux demi-espaces {+Z, > 0}. Alors, u
est solution de (2.1.1) avec saut sur X si et seulement si

n—1 ~4
(2.3.2) Ao(@h)du* + ) A;(@*)o;u* + M(aﬂ:,ay@)ag“q) =0, sur =%, >0,
j=1 "
n—1
(2.3.3) > 0i8lfi@) - [fa(@] =0, sur &, =0.
j=0

Dans (2.3.2) M(u,9,®) désigne la matrice :
n—1

(2.3.4) M(u,8,®) = An(u) = Y 9;®A;(u) = Ao(u)(G(u,d,®) — 8,1)
j=0

Si u prend ses valeurs dans U et si 9y¢ = (01,0, ¢) prend ses valeurs dans Ip x O

alors, d’aprés le paragraphe 2.2, la condition (2.3.3) est équivalente & :

(2.3.5) [@] = [@]R@@",a",0,¢),

(2.3.6) O = Au*,u",8,0).

Nous construirons les solutions dans les variables redressées (y,Z,), en résolvant

(2.3.2) (2.3.3) et pour alléger les notations nous oublions dorénavant les ™.
Cependant les équations (2.3.2) (2.3.3) ne sauraient déterminer ® puisque la seule

chose requise sur le changement de variable (2.3.1) est qu’il transforme ¥ en {z, = 0}.

Autrement dit, (2.3.3) ne détermine que la trace ¢ de ® sur z, = 0. Le choix de

A.Majda était de prendre ®(y,x,) = z, + ¢(y). Mais la perte de régularité sur ¢

induit un moins bon contrdle de ® et ce choix conduit & des difficultés. Le cas limite

ou le saut est nul correspond au cas ou (u, ¢) est une onde sonique et ¥ une surface

caractéristique, i.e.

(2.3.7) 019 = Mu,0y¢) sur =z, =0.

Pour 'étude des ondes soniques dans [Mél], ® est fixé en demandant que 1’équation
(2.3.7) soit satisfaite partout, c’est & dire sur {z, > 0} et sur {z, < 0}. Pour traiter
le cas ou le saut [u] est petit on suit une démarche voisine en introduisant ’extension
A(ut,u™,80) de la fonction A(u,8) et en résolvant

(2.3.8) 8@ = Aut,u™ —p*,8,®) sur z, >0,
(2.3.9) ®=Au" +p ,u",8,®) sur z, <0
On demande aux fonction p* de vérifier

(2.3.10) pl—;n:() = p|_2n:0 = [u]

de sorte que la trace de (2.3.8) et (2.3.9) sur le bord z, = 0 se réduise & (2.3.6).
D’autre part, on demande aux fonctions p* de s’annuler quand [u] = 0, c’est-a-dire,
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compte tenu de (2.2.5), lorsque [u;] = 0, de sorte qu’on retrouve alors 1’équation
eikonale utilisée pour les ondes soniques. De facon précise, on lie p* & u* et ® de la
maniére suivante : on écrit [u1] sous la forme

(2.3.11) [u1] = —ee®.
La fonction a(y) est définie sur le bord z, = 0. Le paramétre € mesure la force du

choc. Le signe moins correspond & la condition de Lax (2.2.8). Par un opérateur de
relévement de trace, on détermine une fonction A telle que

(2.3.12) TA:= Ay, = a.
On définit alors, & I’aide des fonctions U* de (2.2.6) (2.2.7),
{ pt =pt(ut,0,9,4) = —ee Ut (ut,8,®, —ce?)
p”=p (u,0,%,4) = —cef U™ (u™,0,®, —cet)
Il est clair que p* = 0 lorsque [u] = 0 i.e. ¢ = 0. D’autre part, les conditions de

Rankine-Hugoniot (2.3.5) impliquent bien la relation (2.3.10).
On cherche donc ® comme une solution des équations :

(2.3.13)

(2.3.14) [®]=0 surz,=0
(2.3.15) 8, @t = Au't,ut —pt(ut,0,9", A),0,0) sur Qf
(2.3.16) AP =AMu" +p (u,0,97,A4),u”,0,®7) sur Qp

En notant (Sg) le systéme constitué par les équations (2.3.2) (2.3.3) (2.3.14) (2.3.15)
(2.3.16), nous définissons maintenant l’'objet de notre étude.

Définition 2.3.1. — On considére T, < 0 < T et une boule ouverte {2 C R" centrée &

origine. On note w C R*~! la boule ouverte w =T'Q = {z' € R*~! / (2,0) € O}.
Une famille de solutions de classe C* sur ]T,,T[ x 2 est un ensemble de fonctions

(u, ®) qui vérifient les propriétés suivantes.

(2.3.17) wu et 9, ® prennent leurs valeurs dans des compacts fixés de U et O.

(2.3.18) En notant O = QN {£=z, > 0}, (ut,®*) [resp. (u~, ®~)] appartient & un

borné fixé de C¥(QF) [resp. CF(Q7)] et pour |a| < k les fonctions 9%u®, 9*d* se

prolongent continment jusqu’au bord QN {z, = 0}.

(2.3.19) Sur {z, = 0}, on a [® = 0] et il existe 4; > O indépendant du choix de

(u, ®) tel que 9, 8% > 6, sur Q*. De plus la fonction ¢ = ['d+ = I'd~ appartient a

un borné fixe de C¥(]T,, T[ x w).

(2.3.20) wu est discontinue sur {z,, = 0} et il existe £ € ]0,¢,] tel que la premiére

composante [u;] du saut de u vérifie

[w1] = —ee®
ol a(y) appartient & dans un borné fixé de C¥(|T,,, T x w).

(2.3.21) 1l existe une fonction A appartenant & un borné fixé de CF(IT,,T[ x Q)
telle que 'A = a.
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(2.3.22) (u, ®) est solution sur |T,, T[ x Q du systéme (Sg).

On a noté Cf(£2) ensemble des fonctions u de classe C* définies sur un ouvert
dont toute les dérivées sont bornées sur §2.

Remarque 2.3.2. — 11 résulte de (2.3.19) que 'application (y,z,) — (y, @ (y,z,))
[resp. (v, ® (y,zn))] est un diffeomorphisme de Q (resp. 7) sur son image.

Il est clair par construction, que toute solution (u,®) de (Sg) dans les variables
redressées, fournit par le changement de variables (2.3.1) une solution faible, au sens
de la définition 2.2.1, du systéme (S7) dans les coordonnées initiales. La réciproque
n’est pas aussi directe. Il faut montrer que ’on peut toujours imposer les conditions
supplémentaires (2.3.15) (2.3.16). C’est 1'objet de la proposition suivante.

Proposition 2.3.3. — Etant donnés un entier k > 1, des parameétres T, < 0 < T, une
boule ouverte w C R*~! centrée a l'origine et un intervalle I, il existe T., T' et une
boule ouverte 2 C R™ centrée a l’origine tels que

(2.3.23) T,<T'<0<T' <T w:=TQCuw,

et pour toute famille de chocs faibles F de classe C* sur Q = |T,,T[ x w x I comme
indiqué dans la définition 2.2.1, il existe une famille F de solutions locales de classg
C* du systeme (Sg) sur T, T'[ x Q, telle que pour tout (u, ) € F il existe (4, ®) € F
tel que

(2.3.24) d(y,0) = ¢(y) sur |T,,T'[ X wi,

et pour tout (y, %) € |T., T'[ x QF on a (y,d*(y,Tn)) € OF et

(2.3.25) aE(y,Tn) = v (y, ®*(y, Tn)).-

Démonstration. — On construit séparément &+ et ®~. Construisons ®*. En effec-

tuant des prolongements, on se raméne a la situation suivante : il existe une fonction
vt (y,z,) définie sur |T,, T[ x R® et appartenant & un borné fixé de C¥(]T,,T[ x R™)
telle que :

vH(y,zn) =ut(y,2,)  sur QF C QF,
ou QF = {(y,zn) € )To, T[x w1 X I; avec w; C w et Iy C I. On choisit arbitrairement
une fonction A(y,Z,) obtenue par relévement de la fonction a(y). On détermine &+
en résolvant 1’équation

(2326) 88" = Av* (5, 81), 0" (1, 87) - p* (.0 (y, 1), 8,87, 4), 8, 87),
avec la condition initiale :
(2.3.27) <I>|J;=0 =Zn + ¢(0,2").
Dans (2.3.26) p* désigne la fonction définie par :

A A
(2.3.28) pT(e, vt (y,"),0,9", A) = —ee* Ut (v (y, @), 0, ®, —ce?).
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On notera que par le changement de variables (2.3.1), (2.3.26) est exactement ’équa-
tion (2.3.15). On se donne ensuite 0 < §; < 1. Il existe alors T, < T, <0< T' < T et
une boule ouverte ! C R* centrée & l'origine tels que (y, ®*(y,Z,)) € QF pour tout
(y,%n) € T, T'[ x Q. 11 en résulte que la fonction &+ définie sur T2, T'[ x R"
par ut(y,z,) = v (y,®*(y,7,)) vérifie ut(y,%,) = ut(y,®*(y,Z,)) pour tout
(y,%n) €T, T'[ x Qf . De plus @ vérifie Péquation (2.3.2).

On construit de méme les fonctions @~ et & ™. Les conditions de sauts (2.3.5) (2.3.6)
résultent directement de (2.2.11), (2.2.12). O

2.4. Données de Cauchy

Le but de ce travail est de construire des familles (uc, ¢.) de chocs, ou le paramétre
€ €10, &,) mesure 'amplitude du choc. Cette construction sera d’abord effectuée dans
les variables redressées par la résolution du probléme de Cauchy pour le systéme (Sg).

Bien que l'on s’intéresse & un probléme local, il est techniquement plus agréable
de travailler globalement en espace. Nous précisons dans ce paragraphe les données
de Cauchy pour le probléme local et pour le probléme global. Nous montrerons en
particulier que les données de Cauchy locales se prolongent en données de Cauchy
globales, de sorte que nous obtiendrons les solutions du probléme local par restriction
des solutions du probléme global.

Nous construisons des solutions qui & I'infini sont voisines d’un choc plan. Pour
simplifier, nous choisissons ’état de base & gauche u_ de ce choc plan égal & 0. Quitte
a changer les axes, on suppose que les hyperplans de sauts ont leur normales dans
le plan engendré par dt = dxg et dz,. Cela conduit & considérer la famille suivante
(uF, ®,) indexée par € € ]0,¢,] :

Hey L
u: =0,
(2.4.1) uf = —-eU—(0,0,—¢),

®.(x) =z, +0ot avec o, = Aul,0,0).
On désigne ici par 2 un ensemble ouvert qui sera soit une boule ouverte de R"
centrée & l'origine, soit R”. On note Q% et w les ensembles ouverts :

Qf =Qn{xz, >0}, w=T2={z'ecR"!/(2',0)€eq}.

On désigne par p — H*(f2) l'espace des fonctions dont la restriction & Q% est dans
I'espace de Sobolev usuel H*(Q%*). Dans tout ce qui suit, s est un entier assez grand.

Au chapitre 6, on donnera la définition précise de famille de données initiales
compatibles de régularité s. Elle fait intervenir les conditions de compatibilité qui
garantissent que la discontinuité initiale n’engendre qu’un seul choc, et non pas tout
I’éventail des singularités qui sont attendues dans la résolution générale d’un probléme
de Riemann. On rappelle que les conditions de compatibilité s’obtiennent simplement
en analysant le développement de Taylor en ¢ = 0 des équations et des conditions aux
limites (cf. [Ch-Pi], [Ma-Ra] dans le cas linéaire et [Ma2], [Al], [Mé1] dans le cas des
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ondes de choc, ondes de raréfaction et ondes soniques). On renvoie au §1.2.9 pour
une introduction & cette discussion. A une famille F°(s,Q) de données compatibles
sont associés un réel ¢, > 0, des ensembles B;, B2 et B3z bornées respectivement
dans p — H*(Q), p — H*TY(Q) et H*1(JT), T}[ x w) et a des compacts K; C U et
de K2 C O. En notant u¥ et ®F leurs restrictions & QF, les fonctions (u,, ®,) de
F2(2s,Q) vérifient :

(2.4.2) u, et 8’y¢'o prennent leurs valeurs dans K; et K.
(2.4.3) Il existe € € ]0,&0] tel que u, — u, € By et &, — x5 € Bo.
(2.4.4) On a[®,] =0 et il existe § > 0, indépendant de (u,, ®,) tel que 8, %, > 4.

(2.4.5) 1l existe a € B; tel que la premiére composante [uy;] du saut de u, vérifie
[uot] = —e€® 0t ap = ajeco.

(2.4.6) (o] = [ua] U™ (uy, 00, [uo1])  avec  @o(y') = ®o(y',0)

La condition (2.4.6) est la premiére condition de compatibilité pour que les don-
nées initiales correspondent & celles d’un choc faible associé & la valeur propre \. Les
fonctions de F° doivent vérifier un certain nombre (dépendant de s) de conditions
de compatibilités supplémentaires qui sont nécessaires pour que la solution du pro-
bléme de Cauchy ne présente qu’une seule onde dans un espace de régularité s (cf.
[Ma2] ou [Mé1]). Nous renvoyons au chapitre 6 pour I'explicitation de ces conditions
supplémentaires et la construction d’une classe trés large de données compatibles.

Par rapport a [Ma2], la difficulté supplémentaire que nous aurons & résoudre, est
de montrer que les conditions de compatibilité permettent de construire des solu-
tions approchées sous forme de chocs faibles. En particulier il faut prolonger pour les
solutions approchées l'information (2.4.4) a des temps ultérieurs.

Etant donnée une famille de données compatibles F(2s,2), on note F2(2s,2) l'en-
semble des données initiales (u,, ®,) € F°(2s,Q) qui vérifient les conditions ci-dessus
pour la valeur donnée de €.

Enfin, comme nous ’avons mentionné plus haut, les données compatibles locales
(cas ot  est une boule ouverte) se prolongent en données compatibles globales (cas
ou = R"). Lorsque = R", Pensemble F2(2s, Q) sera simplement noté F2(2s). La
proposition suivante sera démontrée au chapitre 6.

Proposition 2.4.1. — Pour toute famille de données initiales compatibles F°(2s+1,)
sur la boule ouverte Q, il existe une boule ouverte Oy C Q centrée a lorigine et une
famille de données initiales compatibles sur R™, F°(2s,R"), telles que pour toute
donnée compatible locale (uo, ®,) € F2(2s + 1,Q), il existe une donnée compatible

globale (,,®,) € F2(2s,R™) telle que (Uo, Bo) = (U0, o) sur Q1.
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2.5. Un exemple

L’exemple suivant (u$, ®5) de données initiales compatibles globales décrit I'inter-
action d’une perturbation et du choc plan faible (u,,®,) défini en (2.4.1).

Notons ici £ = (x1,...,Zy) les variables d’espace. On se donne une fonction v,(x)
C™ et & support compact dans ’ensemble {z, < —1} C R™.

On désigne alors par v(t, ) la solution réguliére du probléme de Cauchy :
n—1
25.1) S 4;(0)050 + M(v,0,2.)9,0 = 0,
7=0
Vjt=0 = Vo(Z).

1l existe un temps T > 0 tel que v(¢,z) soit bien définie sur [-T,7T] x R™. De plus,
par vitesse finie de propagation et en diminuant 7' au besoin, on peut faire en sorte

que :
(2.5.2) Suppv C [-T,T] x {x € R* / z, < 0}.
Le couple (u, ®) défini sur [-T,T] x R™ par :

ut(t,z) = utf sur z, >0
(2.5.3) u (t,z) =v(t,z) sur z,<0

o(t,z) =z, + ot

est alors une solution exacte des équations (2.3.2) et des conditions de saut (2.3.5)

(2.3.6), puisque que sur {z, = 0} on a u*(t,2',0) = uZ.

On considére le probléme de Cauchy avec données initiales & I'instant T :

ust(z) = utf sur z, >0
(2.5.4) us™(z) =v(T,z) sur z, <0
2;(z) = Tn.

On peut vérifier que les données initiales ainsi définies sont compatibles au sens de la
définition 6.2.1. Le cas le plus intéressant, est bien sir celui ou le support de v touche
la frontiére {x, = 0} & 'instant 7.

Plus généralement, si les perturbations v;t sont plates sur {z, = 0}, les données
initiales
(2.5.5) { “E’i(ﬁ) =uf+v sur £z, >0
QO(LB) =Zn

sont compatibles

2.6. Le résultat principal

Comme indiqué au § 1.2.5, le caractére presque caractéristique des équations améne
a travailler dans des espaces anisotropes du type (1.2.19). Pour une utilisation de ces
espaces dans le cas de problémes caractéristiques, on renvoie par exemple & [Ma-Os],
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[Ra], [Gu], [Al], [Mé1]. Nous introduisons d’abord une définition précise des espaces
utilisés. Pour T > 0, Q% désigne la bande :

(2.6.1) Qf ={z=(y,2n) ER"™ JO<t<T et £z, >0}

et on note Qr = Q; U Q7. On introduit d’autre part les dérivations do,d1,...,6n
conormales au bord {z, = 0} définies par :

(2.6.2) 0;=0; pour 0<j<nm-—1, On = p(Zn)0n

ol p est une fonction C'* strictement croissante telle que
1
p(xn) =xp, si |zn| < 3 et p(xy)==+1 si +z,>1
Pour a € N™"*1, on note §* = §§°85* - - - §2».

Définition 2.6.1. — Pour s entier, H%*(Q7) désigne I’espace des fonctions u € L?(Q7)
telles que 6%u € L%(Qr) pour |a| < s. On note llull? 7 1a norme de cet espace.

Pour s entier, W2%(Qr) désigne l'espace des fonctions u € L%(Qd7) telles que
§20ku € L2(Qr) pour |a| + 2k < 2s. On note ||ul|2s,7 la norme de cet espace.

L’espace H%? est un espace de distributions conormales par rapport au bord {z,, = 0}
(cf. par exemple [Ra], [Mé5] [Gu] pour 'utilisation de ces espaces dans le contexte des
problémes aux limites non linéaires).

En désignant par s un entier tel que 2s > n/2 + 40, nous énongons un théo-
réme d’existence pour les solutions du probléme de Cauchy (2.3.2) (2.3.3) avec des
conditions initiales globales (u,, ®,) appartenant & F2(2s + 3). Les étapes de la dé-
monstration de ce théoréme seront données au chapitre 3.

Théoréme 2.6.2. — Soit F°(2s + 3) une famille de données initiales compatibles au
sens de la définition 6.2.1. Alors, il existe 1 > 0 (avec €1 < €,), T > 0 et un
sous-ensemble borné B de W?2%(Qr), tels que pour tout ¢ € ]0,e1] et tout couple de
données initiales (uy, Do) € F2(2s+ 3), il existe un couple (u, ®) solution du systéme
(2.3.2)(2.3.3) sur Qr et vérifiant

i) (u-u,®-9.)€B

i1) U= = Uo €t R|t=0 = P,.

Remarque 2.6.3. — Comme on ’a noté dans [Mé2], pour ¢ € ]0,e1], les hypothéses
1 &4 4 (chapitre 1) impliquent que les chocs plans d’amplitude ¢ définis par (2.4.1)
sont uniformément stables au sens de A.Majda ([Mal]). Suivant [Ma2], pour chaque
donnée initiale (u,,®,) on sait qu’il existe un T'(¢) > 0 et une solution (u,®) avec
u—u, €Ep— H2$(QT(5)), et ® — ®_ € H**!(Qy)). Le point important du théoréme
2.6.1 est que la durée de vie T des solutions est minorée indépendamment de €.

Remarque 2.6.4. — On ne peut pas espérer des estimations uniformes pour u dans
p — H? car cela impliquerait des estimations dans p — H® pour les ondes soniques,
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et on sait que cela est faux en général. Les estimations uniformes dans W2*(Qr)
montrent qu’il y a seulement perte de contréle des dérivées normales.

Remarque 2.6.5. — Le théoréme 2.6.2 est un théoréme d’existence, mais il ne garantit
pas l'unicité de la solution (u, ®). La démonstration du théoréme inclut le choix d’un
opérateur de relévement de trace pour déterminer les fonctions p* vérifiant (2.3.10).
Dés que cet opérateur aura été fixé, on assurera l'unicité des solutions du systéme
(2.3.2) (2.3.3) (2.3.8) (2.3.9).

Nous terminons ce paragraphe en énongant une version locale du théoréme 2.6.2.
Si Q est un ouvert de R**!  on définit de maniére analogue les espaces H%*(2) et
W2¢(Q). La proposition 2.4.1 permet alors de déduire du théoréme 2.6.2 le corollaire
suivant.

Corollaire 2.6.6. — Etant donné une famille de données initiales compatibles F°(2s +
4,Q) sur une boule ouverte & C R", il existe T > 0, 1 > 0 avec €1 < €, et une
boule ouverte Q1 C Q tels que pour tout € € ]0,e1] et tout couple de données initiales
(uo, ®o) € F2(25+4,Q), il existe un couple (u, ®) solution du systéme (2.3.2) (2.3.3)
sur]0,T[ x Qy vérifiant

) (u-w,®—2.) € W(0,T] x )

i)  Up=o = Uo €t Ppy—g =B, sur

En outre ces solutions restent bornées dans W2*(Qr).

Remarque 2.6.7. — Avec la proposition 2.3.3, le corollaire 2.6.5 implique un théoréme
d’existence locale de chocs faibles dans les coordonnées initiales.

2.7. Prolongement d’une solution locale dans les variables initiales

Dans ce paragraphe nous énoncons un théoréme de prolongement pour les chocs
faibles (cf. définition 2.2.1). Nous I’énoncons dans les variables initiales. Etant donné
un choc faible (u,, ¢,) défini dans le passé, c’est & dire sur un intervalle de temps
1T,,0[ avec T, < 0, nous montrons qu'’il existe un choc faible (u1, ¢1) défini sur |T,,T'[
avec T > 0 qui prolonge (u,, o). La preuve de ce théoréme sera donnée au chapitre 3.

Théoréme 2.7.1. — Etant donnés un entier k tel que 2k > n/2 + 44 et une famille de
chocs faibles au sens de la définition 2.2.1, F,, de classe C** sur un owvert Q, de la
forme Qo =1T5,0[ X wo X Jo, il existe T > 0, une boule ouverte wy C w,, un intervalle
J1 C J, et une famille de chocs faibles F; de classe C¥ sur 1To,T[ X wy X J1 avec
K <k—3-—(n+1)/2, tels que pour tout choc faible (u,,d,) € F, il existe un choc
faible (uy,¢1) € Fi tel que :

Uy = Up sur |T,,0[ X wy X Jp,

(271) ¢1 — ¢o sur ]Toa 0[ X Wwi.
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2.8. Convergence des solutions vers ’onde sonique

Le théoréme 2.6.2 construit des solutions sur un domaine 27 indépendant de €. On
peut donc maintenant se demander quel est le comportement des solutions lorsque &
tend vers zéro. Comme on I’a indiqué au paragraphe 2.3, le systéme (2.3.2) (2.3.3)
ne suffit pas pour déterminer (u,®). Nous construisons les solutions en complétant le
systéme par les équations (2.3.8) (2.3.9). Le probléme limite est alors naturellement
celui des ondes soniques étudiées dans [Mé1].

Théoréme 2.8.1. — Soit (uS, ®S) une famille de données initiales compatibles dans
F°(2s + 3), indexée par € € 10,e1], telle que (uS,®) converge dans L*(R™) vers
(ug, ®9) lorsque € tend vers 0. Alors il existe T > 0 et une famille de solutions
(uf, ®°), telles que (u® — u,,®* — 8,) € W25(Qr), et (u,®°) converge dans W?2°
sur tout compact pour tout o < s, vers l'onde sonique (u°, ®°) qui est la solution de
(2.3.2)(2.3.8)(2.3.9) avec p* =0 et [u°] = 0, avec conditions initiales :

Ufmg = Ug et ft=0 = ®o.
Démonstration. — Le théoréme 2.6.2 fournit une famille de solutions (u®, ®¢), bornée
dans W24([0,T] x R*). On peut donc extraire une sous suite qui converge dans W27
sur tout compact et pour tout ¢ < s. En outre, comme on le verra au §3, ®° est
donné par les équations (2.3.15) (2.3.16), avec p donné par (2.3.13) et A° vérifiant

Ay, =0 = a° =In (- [uf]/e).
Dans la démonstration du théoréme 2.6.2, on construit les solutions de sorte que a° et
A¢ sont bornées respectivement dans H2+1([0, 7] x R*~1) et dans W24([0,T] x R™).
Par conséquent, (2.3.13) implique que p*¢ converge fortement vers 0. On peut donc

passer & la limite dans les équations pour trouver que la limite (u, ®) € W?2%([0, T] x
R™) vérifie

n—1 +

(2.8.1) Z Aj(ut)9ut + ./\/[(u:':,63,<I>:t)§":;>i =0 sur =z, >0.
=0 "

(2.8.2) 8 ®* = AuF,0,9%)  sur +z, >0

(2.8.3) [®] =0, [u]=0 sur z,=0,

(28.4) U|t=0 = U,g, ¢|t=0 - QZ

C’est exactement le probléme des ondes soniques étudié dans [Mél]. En particulier,
il y a unicité de la solution, ce qui montre que la suite entiére (uf®°) converge vers
(u, ®).

Remarque 2.8.2. — On peut montrer directement que la limite (u9, ®9) des données
initiales (uf, ®¢) compatibles pour le probléme des chocs faibles, vérifie les conditions
de compatibilité pour le probléme limite des ondes soniques, telles qu’elles sont écrites
dans [Mé1]. On sait alors qu'il existe une solution (u®, ®°). Notons cependant que dans
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[Mé1], les solution sont construites dans un espace plus gros que W2, mais il n’est
pas difficile d’en montrer la régularité W2¢ et le théoréme 2.8.1 redonne exactement
les solutions de [Mé1].

2.9. Application au systéme d’Euler de la dynamique des gaz

Nous rappelons tout d’abord ’écriture de ce systéme, noté (S.I), de taille 5, sous
la forme conservative et en dimension 3 d’espace

Op + div(pv) =0,
(2.9.1) O (pv;) + divg(pviv) + ;P =0 pour 1<1i<3,
Oi(pE) + div,(pEv + Pv) = 0.

Dans (2.9.1) z = (z1,22,23) € R3, p désigne la densité, P la pression, v = (v1,v2,v3)
la vitesse et E = e + |v|?/2 est ’énergie totale par unité de volume et par unité de
masse.

En désignant par S I'entropie, la fonction inconnue est u = (p,v,S) € R°. La
pression P, I’énergie interne spécifique e ainsi que la température 7" sont des fonctions
données du couple (p, S), liées par la deuxiéme loi de la thermodynamique :

P
(2.9.2) de = TdS + de.

Cette relation définit la loi d’état du gaz qui permet d’exprimer P comme une fonction
P(p,S). Le systéme (2.9.1) est donc bien un systéme de cinq équations & cinq incon-
nues. Nous considérons également le systéme d’Euler isentropique, noté (S.II), consti-
tué des quatre premiéres équations de (2.9.1) complétées de la loi d’état P = P(p, S,),
ou S, est une valeur fixée de l'entropie. Il est alors bien connu que si (p,v) est une
solution réguliére de (S.II), alors (p,v,S,) est solution de (S.I). Ce n’est plus le cas
pour les solutions faibles, car les conditions de Rankine-Hugoniot pour (S.II) n’im-
pliquent pas celles de (S.I). En particulier, on sait que les conditions de choc pour
(S.I) impliquent que le saut de S est non nul, mais cependant cubique par rapport &
la force du choc. On peut donc penser que les chocs faibles de (S.II) sont voisins de
chocs faibles de (S.I).

En notant c la vitesse locale du son définie par ¢ = OP/0p, les premiéres valeurs
propres de chaque systéme sont vraiment non linéaires. En posant £ = (—6;, —65,1)
elles s’écrivent :

(293) )‘l (u7 9) =0 € - C(p, S)|€| pour (SI)’
(2.9.4) Ao (u,0) =v-&—c(p,So)|¢| pour (S.II),

avec u = (p,v,S5) pour (S.I) et u = (p,v) pour (S.II). Nous considérons des chocs
faibles associés & A1 et Ag, en redressant les surfaces de choc comme indiqué au
paragraphe 2.3.
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On note £L(u, V®)u l'opérateur défini au premier membre de (2.3.2) et g(T'u™,Tu™, 9, ¢)
la fonction définie au premier membre de (2.3.3). Aprés redressement, le systéme (S.I)
s’écrit sous la forme :

(2.95) { L(u,V®)u =0 dans Qr,

gTut,Tu=,8,¢) =0  sur wr.

En notant u = (@, S,) la fonction inconnue du systéme (S.II), on obtient pour u les
mémes équations & l'intérieur, comme on I’a dit plus haut. Par contre, les conditions
de saut différent. On montre au chapitre 12, qu’aprés redressement, (S.II) s’écrit

{ L(u,V®u=0  dans Qr,

(2:96) gTu*t,Tu=,8,¢0) =G  sur wr.

ol G est une fonction de la forme G = [u1]*h(Tu*,Tu™, 8,¢) avec u; désignant la
premiére composante de u.
Considérons d’abord le cas des chocs plans. On prend les mémes états gauches

uy () = uy () = uo

ol Up = (Po, Vo, So) est fixé. Les états droits sont définis par les conditions de Rankine-
Hugoniot de chaque systéme. Ils dépendent du paramétre €, qu’on peut prendre égal
au saut de densité [p]. On démontre alors (voir chapitre 12) que

(2.9.7) luf (€) —u3 (&)l = O(®)  10:2,(e) — 0 B(e)| = O(e?)

En désignant par s un entier fixé tel que 2s > n/2 + 40, on se donne maintenant
deux familles de valeurs initiales compatibles globales au sens de la définition 6.2.1,
(u$o, ®5p) € F10(2s + 3) pour le systéme (S.I) et (u§y, P59) € F2°(2s + 3) pour le
systeme (S.II). Le théoréme 2.6.2 montre qu’il existe des solutions (u§, ®5) de (S.I) et
(u§, ®5) de (S.II) définies sur un intervalle de temps [0, 7] indépendant de ¢.

Pour comparer ces solutions, nous devons nous placer dans un domaine fixe, c’est-
a-dire dans les variables redressées. Nous devons partir de données initiales proches,
sachant que les conditions de compatibilité ne sont pas les mémes pour les deux sys-
témes. On verra au chapitre 6 que ceci est réalisable. On verra aussi que les conditions
de compatibilité font intervenir des choix largement arbitraire de fonctions Af et A5
dans un borné fixé de H2+3(] — T}, T{[ x R?). En désignant par (u$,)’ = ug, — y;(¢),
avec 1 = 1,2, nous supposons que ces valeurs initiales sont trés réguliéres sur chaque
demi-espace {£z, > 0} et proches 'une de l’autre au sens suivant : il existe une
constante K telle que :

(2.98) 1(u50)’ = (550) g 203) + 1850 = B0 ll 204 +€ 145 = 45 s,y < K2,

Dans (2.9.8) ||ul|(p,s) désigne la norme de I'espace p — H*(R™) et ||uls,) celle de
l'espace H*(] — T, T[ x R3).
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Nous donnerons au chapitre 12 un exemple de données compatibles vérifiant (2.9.8).

En notant pour: =1,2:
(uf)" = ui — uy(e), (27)" = ®f — 2,(e),
o = () - (), = (85) — (85).
Le théoréme de comparaison suivant est démontré au chapitre 12.

Théoréme 2.9.1. — Sous Uhypothése (2.9.8), il existe T > 0 et une constante C > 0
tels que :
(2.9.10) [[0° lla,7 + 1% |la,r < C 32,
Remarque 2.9.2. — 11 n’est pas clair que la puissance €3/2 soit optimale. Pour les
chocs plans, on a vu que u; . —u, . = O(¢®) (¢f. (2.9.7). Cependant, en général on ne
peut pas espérer mieux qu'une erreur en £ puisque dans les variables redressées, la
différence us — w1 s’écrit

U2(y,Tn) — U1 (Y, Tn) = u2(y, P2(y, Zn)) — u1(y, 21(y, Z»))

et que la différence ®; — ®; est au mieux d’ordre €2 comme indiqué dans (2.9.7).
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CHAPITRE 3

LES ETAPES DES PREUVES

Dans ce chapitre, on détaille le plan de la démonstration du théoréme princi-
pal. Dans un premier temps, partant de familles de données initiales compatibles,
on construit des familles de solutions approchées. On reformule alors le probléme de
Cauchy en un probléme de prolongement de solutions données dans le passé {t < 0}.
Ensuite, I’étape essentielle est 'obtention d’estimations a priori uniformes pour les so-
lutions du probléme non linéaire. Elles permettent de définir un « temps d’existence
a priori » T* : on contréle uniformément les solutions sur [0,7*] par leurs données
dans le passé. Enfin, on énonce un théoréme de prolongement des solutions & ¢ fixé.
Les estimations uniformes, permettent de réutiliser ce théoréme tant que t < T™ et
ainsi de prolonger la solution jusqu’au temps T™.

3.1. Solutions approchées

Dans ce paragraphe nous introduisons des ensembles de solutions approchées qui
serviront de point de départ pour la construction des solutions exactes du systémes
(Sgr). Au chapitre 6 nous montrerons que pour chaque famille de données initiales
compatibles F° il existe une famille de solutions approchées au sens des développe-
ments de Taylor en t = 0, telle que pour chaque ¢ € ]0,,), fg}t:o =F2.

On désigne par Q2 un ensemble ouvert qui sera, soit une boule ouverte de R™ centrée
a Porigine, soit R”. On note 0% et w les ensembles ouverts :

Qf =Qn{£z, >0}, w=T0={z'€eR" /(2',0) € Q}.

Enfin, on désigne par I' 'opérateur de trace sur le bord {z, = 0}.
On définit d’abord la notion de solution approchée, qui s’obtient en résolvant les
équations au sens des développements de Taylor en ¢ autour de ¢t = 0.

Définition 3.1.1. — Soient T,, T; et 6; des paramétres tels que T, < 0 < T; et §; > 0.
Une famille 7(2s+1,]T,, T1[ x Q) de solutions approchées de régularité 2s + 1 est un
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ensemble de fonctions de p— H2+1(|T,, T1[ x Q) tel qu’il existe des compacts K1 C U
et Ko C O, un réel §; > 0 et des ensembles bornés By C p—H*T1(|T,, Ti[ x ),
By ¢ H¥*HT, Ti[ x w), By C H*Y1(T,, T1[ x Q), By C p—H**(|T,, Ty[ x Q) et
Bs C H**71(JT,, T1[xw), tels que pour tout couple (u,, ®,) de la famille les conditions
suivantes sont vérifiées.

(3.1.1) uq et 9,®, prennent leurs valeurs dans K; et Ks.

(3.1.2) 1l existe € € ]0,&,) tel que (ug —u,, ®o — @,) € By C p—H*T(|T,, T1[ x Q).
(3.1.3) [®4] =0 et 8,P, > 61.

(3.1.4) 1l existe w, € By C H?**1(|T,, T1[ x w) tel que la premiére composante du
saut de [ug] vérifie [ug1] = —ee=.

(3.1.5) 1l existe une fonction W, € Bs C H?*1(|T,, T1[ x Q) telle que TW, = w,.
(3.1.6) Les fonctions ®} et & sont solutions des équations

0 ®F = Muf,uf —p*(uf,0,®F,W,),0,8F)  sur |T,, [ x QF,
0®, = MNu, +p (u;,0,®, ,Wy),u,,0,®,) sur|T,Ti[x Q~,

yrar a’'Yy*a
ou p* et p~ désignent les fonctions définies en (2.3.13).
(3.1.7) Le saut [u,] est de la forme :

[ua] = [ua,l] U™ (ug, 6;(1)0’ [ta1])-

(3.1.8) La fonction
n—1
fa = AO(ua)atua + Z Aj(ua)ajua + M(Ua, 8;yq:'a)(an'ua/anq>a)
Jj=1
est dans By C p—H?*(|T,, T1[ x Q) et vérifie 8f fajr=0 = 0si k € {0,...,2s —1}.
(3.1.9) Le saut de f, est tel que e~ ![f,] € Bs C H2*71(|T,, T1[ x w).

Lorsque Q@ = R™ nous notons simplement F%(2s + 1) une famille de solutions
approchées de régularité 2s + 1. On précisera l'intervalle de temps quand cela est
nécessaire. On note F(2s+1) 'ensemble des (uq, ®,) € F* qui vérifient les conditions
ci-dessus pour le réel . On commettra souvent ’abus de langage qui consiste & parler
de (uq, ®,) comme d’une solution approchée locale ou globale sans faire de référence
explicite & 'ensemble F*(2s + 1,]T,, T1[ x ) considéré.

A partir d’un couple de données initiales compatibles globales (u,, ®,) il est possible
de construire une solution approchée globale (uq,®,) telle que (uq|¢=0, Rajt=0) =
(to, ®p). Le théoréme suivant sera démontré au chapitre 6.

Théoréme 3.1.2. — Pour toute famille F°(2s + 3) de données initiales compatibles
globales, il existe T, < 0 < Ty et une famille de solutions approchées F*(2s + 1) sur
1To, T1[ X R™ tels que pour tout € € ]0,&,] et pour tout couple de données initiales
compatibles globales (uo, ®,) € F2(2s + 3) il existe une solution approchée globale
(ta, o) € F2(25 + 1) telle que (uqjt=0, Pajt=0) = (U0, Po)-
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Réciproguement, étant donnée une famille F*(2s+2) de solutions approchées, l’en-
semble des valeurs initiales (Uq|i—0, Pajt=0) lorsque (uq,Ps) € F*(2s + 2) est une
famille de données initiales compatibles de régularité 2s.

Etant donné que les données compatibles locales se prolongent en données compa-
tibles globales, la proposition 2.4.1 permet de déduire du théoréme 3.1.2 le corollaire
suivant.

Corollaire 3.1.3. — Soit F°(2s+4,Q) une famille de données initiales compatibles sur
la boule ouverte Q C R™. Il existe T, < 0 < Ty, une famille de solutions approchées
globales F%(2s + 1) et une boule ouverte Qy C §Q tels que pour tout € € ]0,¢,) et
pour tout couple de données initiales compatibles locales (uo, ®,) € F2(2s + 4,9Q) il
eziste une solution approchée globale (uq, ®o) € F2(25+1) telle que (uqjt—0, Pajt=0) =
(o, Bp) sur Q.

Au chapitre 6, nous montrerons également qu’il est possible de construire des so-
lutions approchées globales qui prolongent des solutions approchées locales données.

Proposition 3.1.4. — Soit F(2s + 4,]T,, T1[ X Q) une famille de solutions approchées
sur |To, T1[ x Q. Il existe To > 0, une boule ouverte Qy C Q et une famille de solutions
approchées globales F%(2s + 1,] — Ta, To[ x R™) tels que pour tout € € 10,¢,] et pour
toute solution approchée locale (uq, ®,) € F2(25+4,]T,, T1[x Q1) il existe une solution

approchée globale (g, ®,) € F2(25+ 1,] — Ty, To[ X R™) vérifiant
Ug = Uy et By =D sur | —To,To[ x Q.
Dans la démonstration du théoréme du théoréme 2.7.1, nous utiliserons le fait que
toute solution locale de classe C?* (cf. définition 2.3.1) définie dans le passé, c’est-

a-dire sur un ouvert de la forme |T,, 0] X €2, se prolonge en une solution approchée
locale. La proposition suivante sera établie au chapitre 6.

Proposition 3.1.5. — Soit F~ une famille de solutions de classe C** sur |T,,0[ x Q,
pour le probléme (Sgr) au sens de la définition 2.3.1. Il existe T1 > 0, une boule ouverts
Q1 C Q et une famille de solutions approchées globales F*(2k — 2,] — T, Th[ x R™)
tels que pour tout € € ]0,&,] et tout (uy, ®1) € F—, il existe une solution approchée
locale (uq, ®4) € F2(2k — 2,]T,, T1[ x 1) telle que

Uy =u; et P®,= sur 17T,,0[ x Q4.

3.2. Les équations pour le probléme non-linéaire
Soient T, et T} tels que T, < 0 < T3. Pour tout T € [0,7}], nous notons désormais
(3.2.1) Qr =17,,T[ x R*, wr =]T,, T[x R*71,

Au chapitre 5 nous construirons des opérateurs de relévement de trace, dépendant du
paramétres T > 0, notés Rt et qui vérifient les propriétés suivantes.
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Proposition 3.2.1. — Pour T > 0 il existe des opérateurs linéaires de relévement
de trace Rt qui opérent de H?>*~!(wr) dans W25(Qr) et tels que pour tout u €
H?*7Y(wr), on a TRr(u) = u. En outre, si 0 < T < T', on a pour tout u €
H2s_1(wT’);

RT(U) =R (u) sur Qr

3.2.2
( ) Rri(u) =0 surQr siu=0 surwr

La propriété (3.2.2), montre que Ry est essentiellement indépendant de T'. Pour
t < T, Rru(t,.) ne dépend que de la restriction de u & w;. Il n’est cependant pas
local, et dépend de T par son domaine de définition H*(wr).

On se donne une famille de solutions approchées globales F%(2s + 1,1, ) définies
sur Q. Pour (uq, ®,) € F2(2s+ 1,Qr,), on note f, la fonction définie en (3.1.8) et
on désigne par f la fonction égale & f, pour ¢t < 0 et nulle pour ¢ > 0. D’aprés (3.1.8),
f reste dans un borné fixé de I'espace p— H?*(Q, ).

On considére alors le probléme :

n—1
(3.2.3) Aj(u)dju + /\/t(u,ayfb)g”:f> =f surQp,
J=0 n
n—1
(3.2.4) > 0;0lfi(w)] — [faw)] =0 surz, =0,
Jj=0
(3.2.5) [®]=0 sur &, =0,
(3.2.6) 0, @t = Aut,ut —pT(ut,8,®,4),0,8%)  sur Qf,
(3.2.7) 8 = Mu~ +p‘(u_,6;‘1>‘,A),u”,8;<I>_) sur 7,
ou A désigne la fonction définie sur 2 par
(3.2.8) A=W, +Rr(a—w,)

et a la fonction définie sur wy par
(3.2.9) a= 1n(—L“L]).
€
Rappelons que les fonctions p* (u, 8, A) = —eeAU*(u, §, —ee?) sont définies en (2.3.13).
On remarque que la fonction A vérifie bien I'A = a. On demande en outre & u et ®

de vérifier les conditions dans le passé (t < 0) :

3.2.10 ut=ul sur QF, v =wu, surQy, &=2&, sur .
a 0 a 0
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En notant ¢ la trace de @ sur {z,, = 0}, compte tenu de (3.1.10) (2.3.12) (2.3.13)
ona

(3.2.11) Ipt =pl _o = [w]UT(Tu*, 0,9, [w]) = [u],
(1) Ip~ =p, o= W] U™ (Tu™, 0,6, [w]) = [u].
(2) tag * (3.2.12)

1l en résulte que les équations (3.2.6) et (3.2.7) se traduisent sur le bord {z, = 0} par
la condition aux limites :

(3.2.13) O = Aut,u™,08,9)
Compte tenu de (3.1.5) et (3.2.8) on a de plus a = w, et A =W, pour ¢t < 0.

Remarque 3.2.2. — Soit (u,, ®,) € F2(2s + 3) des données initiales compatibles glo-
bales. D’aprés le théoréme 3.1.2, il existe une solution approchée globale (uq, ®,) €
F2(2s + 1) vérifiant :

Ug|t=0 = Uo, Qa|t=0 =,
11 est alors clair que si (u, ) est solution de (3.2.3). .. (3.2.10), alors (u, ®) est solution
de (2.3.2) (2.3.3) avec les données de Cauchy (u,, ®,).

3.3. Les estimations a priori pour le probléme non-linéaire

Un des objectifs majeurs de ce travail est d’obtenir des estimations a priori uni-
formes en € pour les solutions du probléme (3.2.3)... (3.2.10). Le théoréme 2.6.1 en
résultera par 1'utilisation d’un principe de prolongement. Plusieurs étapes seront né-
cessaires pour obtenir ces estimations. La partie la plus délicate, que nous traiterons
en premier, consiste & obtenir des inégalités d’énergie pour la régularité conormale. Le
point de départ pour ces estimations, est 'inégalité L?> de [Mé2]. Malheureusement,
comme on I’a indiqué au paragraphe 1.2.7, les estimations des dérivées conormales ne
s’obtiennent pas par un simple argument de commutation, essentiellement parce que
l’équation (3.2.3) est complétement non linéaire en (u, ®?) et que les commutateurs
font apparaitre des termes non controlables en norme W#. Comme dans [Mé1], nous
contournerons cette difficulté en paralinéarisant I’équation, manceuvre qui met & jour
les régularités nécessaires et fait apparaitre la « bonne inconnue » comme dans [Al].

La seconde étape consiste & estimer les dérivées normales de u & partir des dérivées
conormales en utilisant seulement ’équation (3.2.3) et en oubliant les conditions aux
limites. Pour un probléme non-caractéristique cette opération est élémentaire. Si u
a k dérivées tangentes dans L? alors u a aussi k dérivées normales dans L?. Par
contre, pour un probléme caractéristique ceci n’est plus vrai en général, et les espaces
p—H? ne sont pas adaptés en général aux problémes caractéristiques, voir [Ma-Os|
pour un contre-exemple. La régle en vigueur est une régle de « 2 pour 1» : il faut
deux dérivées tangentes pour estimer une dérivée normale. En particulier, (voir par
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exemple [Ma-Os], [Ra-Re], dans le cas linéaire et [Gu], [Al], [Mé-Ra] [Me5] dans le cas
non linéaire). Pour avoir des estimations uniformes en €, nous sommes donc amenés &
nous placer dans un cadre qui englobe le probléme limite caractéristique pour € = 0,
et donc & travailler dans des espaces ot la régularité normale est moitié de la régularité
tangente. Ceci motive I'introduction des espaces W?2%.

En troisiéme lieu nous devrons estimer le saut de u. Pour cela nous montrerons
que [u] est solution d’une équation de transport, analogue & ’équation habituelle pour
les singularités faibles. On notera 'importance primordiale de ce point qui justifie la
pertinence de la notion de choc faible : si [u] est d’ordre € & un instant 0, il reste du
méme ordre de grandeur sur un intervalle de temps fixe, indépendant de ¢.

La quatriéme étape consistera & estimer la fonction ® & partir des équations (3.2.6)
(3.2.7).

On munit les espaces H%*(Qr) et W2%(Qr) définis au paragraphe 2.6, des normes
4 poids

(3.3.1) lullyr =Y. @A+y)Hle " ullr2@r)  si ue H**(Qr),
p+|al=k
(3.3.2)  N|ull2s,y,r = Z 1+ fy)“||e_"t5°‘8,’§u||Lz(QT) si u€ W?*(Qr).
ptlo|+2k=2s

De méme, on munit ’espace de Sobolev H¥(wr) des normes

(3.3.3) lulkyr =Y, (L+7)*le”"0%u|r2(0y)-
bt|al=k
Lorsque v = 0, on omettra ce parameétre dans les notations ci-dessus.

Nous utiliserons constamment ’abus suivant : lorsque u et ® sont de la forme
u=u+u, =2+ ou (u,®,) est le choc plan défini en (2.4.1), nous noterons
llwlly .75 llull2s,y, 75 112ll% , 7» €tc. les normes correspondantes de u', ®'. On écrira
alors (u, ®) € W?2%(Q7) au lieu de (u',®') € W24(Qr). On procédera de méme pour
les traces de u et ® sur wr.

Nous utiliserons en outre les espaces de Sobolev W#*°(Qr) et W** (w7) qui seront
munis des normes usuelles :

(3.3.4) lullir = 10%ullL>@n),
|l <k

(3.3.5) lulir = D 10%ull oo (ur)-
jal<k

Définition 3.3.1. — Etant donnés une famille de solutions approchées F2(2s + 1) et
des compacts K1 C U et Ko C O, pour € € ]0,&,] et pour T > 0 on dit que le couple
(u, ®) appartient & F.(s,T) lorsque les conditions suivantes sont satisfaites.

(3.3.6) 1l existe une solution approchée globale (uq, ®,) € F2(2s+1) telle que u = u,
et & =&, pourt <0.
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(3.3.7) wu et 0, prennent leurs valeurs respectivement dans K et K.

(3.3.8) (u,®) € W2(Qr), Tu € H**(wr), I'® € H?*1(wr) et (u, ®) est solution du
probléme non-linéaire (3.2.3) .. .(3.2.10).

On introduit d’autre part ’expression :
* * 1 * *
(339 M®w,eT) = llu-ullir +12 -2 lir + 575 — o +lalir
n

Cette quantité dépend de £, mais on omet d’indiquer cette dépendance dans la nota-
tion. On notera que la définition 3.1.1 des familles de solutions approchées implique
qu’il existe M, > 0 tel que pour tout ¢ € ]0,¢&,] et pour tout (uq, ®,) € F2 on a

(3.3.10) M™(ug, ®4,0) < M,.

L’estimation de la régularité conormale de u s’exprime a l'aide de la quantité
suivante qui étend & s > 0 la quantité estimée pour s = 0 dans le théoréme principal
de [Mé2] :

Nl (U, Qa Y, T) = ’)/”ullgs,'y,T + 71/261/2|Fu|237%T

(3.3.11)
+ 92 T®2511,,1 + 72" ?|DB 25,1

Théoréme 3.3.2. — Il existe des fonctions ,(-), Yo(:), C(-) telles que pour tout T > 0,
tout € € ]0,e,(M)[, tout couple (u,®) € F.(s,T) vérifiant M*°(u,®,T) < M, alors
on a pour tout y > Yo(M)

gaiy enBT) SO0 {108, 7,0) + 1l 7 + tllzesy
+ Y1®ll28,7,7 + ’71/251/2”“]/5 l2s—3mT}'

Ce théoréme sera démontré au chapitre 8 en utilisant, comme mentionné plus haut,
une paralinéarisation de I’équation qui sera menée au chapitre 7. Au chapitre 9, nous
estimerons les dérivées normales de u, puis le saut de u et enfin la fonction ®. Pour
énoncer le résultat, nous introduisons les expressions suivantes :

Na(u, ®,7,T) = llull2s,y, 1 + Yl®ll2s,~, T + 71/251/2|F“|2smT

(3.3.13) + 9% [D®2041,9,7 + 7 22085 4,7
+9I[ul/€ 253,47 + 7€ ”anq’Hgs—l,w,T,
(3314) N3(Wa7’7) = “Wa”28,"y,T1 + HanWa”2s—1,'7,T1 + Iwa|2s,7,T1-

Théoréme 3.3.3. — Il existe des fonctions ,(-), Yo(-), C(:) telles que pour tout T > 0,
tout € € ]0,&,(M)[, tout couple (u,®) € F.(s,T) vérifiant M*(u,®,T) < M, alors
on a pour tout y > v,(M)

Na(u,®,7,T) < C(M) { Na(s, 8,7,0) + & N3 (Wa, )

(3.3.15)
+ | fll2s,y,7 + |[f]/€ 125—3,7,T}-
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3.4. Théoréme de prolongement a ¢ fixé

Compte tenu des estimations a priori uniformes, pour construire des solutions, il
suffit de montrer un théoréme d’existence a ¢ fixé, sur un intervalle de temps pouvant
dépendre de €. En effet, comme on le verra au §3.5, les estimations uniformes per-
mettent d’itérer ’application du théoréme d’existence et de pousser la solution sur
un intervalle indépendant de €.

On désigne par s un entier tel que 2s > n/2 + 40. Nous énoncons maintenant le
théoréme de prolongement. Rappelons que M, est défini en (3.3.10). Par ailleurs, on
se donne un réel H > 0.

Théoreme 3.4.1. — Soit (u1,®1) € Fc(s,T2) une solution exacte du probléme non-
linéaire (3.2.3)...(3.2.10) avec T» € [0,T1] telle que M (uy,¢1,T2) < M, + H/2.
Alors il existe un temps Ts € T2, T1[ (qui dépend de €) et une solution exacte (u,®)
appartenant o Fe(s,T3) et prolongeant (uy,®1), c’est a dire :

(3.4.1) U= Uy P =9, sur Qr,

De plus (u, @) vérifie la condition M*°(u, ¢, T3) < M, + H

Comme indiqué au §1.2.11, les solutions des équations linéarisées en (u,®) sont
moins réguliéres que (u, ?). On ne peut donc pas construire la solution par un schéma
itératif de Picard. Comme S. Alinhac dans ’étude des ondes de raréfaction, nous
construisons les solutions & l’aide d’un schéma itératif de type Nash-Moser. Nous
suivrons la présentation de cette technique qui est faite dans [Al], [Al-Gé], [Ho1].

La preuve de ce théoréme comporte deux étapes. Au chapitre 10, on montre que
si (u1,®1) € Fe(s,T2),il existe une solution exacte (u,®) € F.(s — k,T3), définie sur
Qr, avec T3 > T» et qui prolonge (u1,®;). Ensuite, au chapitre 11, on établit un
théoréme de propagation de la régularité et on montre qu’en fait la solution (u, ®) est
dans F.(s,T3).

3.5. Temps d’existence a priori et preuve du théoréme 2.6.2

L’estimation a priori principale (3.3.15) permet de définir un temps d’existence a
priori pour la solution du probléme non-linéaire, indépendant de . On note N (u, ®,T')
I’expression

N(u,®,T) = ||ull2s,7 + |®]l2s,7 + £/*|Ttl2s,7 + € [T ®|2011,7

(3.5.1)
+&2|T 826,17 + |[ul/€ |25-3,7 + € [|0n®l5s_1 7

Théoréme 3.5.1. — 1l existe une constante C; et un temps Ty € ]0,T1] tels que
pour tout T € [0,T}], tout € € ]0,&,) et tout couple (u,®) € Fc(s,T) vérifiant
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M>®(u,®,T) < My,+ H, on a les estimations suivantes :

(3.5.2) N(u,®,T) < (4,
(3.5.3) M*®(u,®,T)< M, + H/2.
Démonstration. — On applique le théoréme 3.3.3 avec

M=M,+H et v =v(M,+H).
Par construction, f =0sit > 0et f = f, si t <0. L’inégalité (3.3.15) implique que
Na(u,®,m,T) < Cz{N2(Ua, ®4,71,0) + & N3s(Wa,m1)
+ fallzsirso + 1ol /€ bas-s.1s.0 }-

Compte tenu des propriétés des solutions approchées décrites au paragraphe 3.1, existe
une constante M; telle que :

(355) NZ(ua q)a 717T) S Ml-

(3.5.4)

L’estimation (3.5.2) en résulte. Pour la suite, on note aussi qu'’il existe une constante
Cs telle que

(3.5.6) lal2s—3,7 < C3 |[u1]/€ |2s—3,T-

Pour démontrer (3.5.3) on utilise le lemme suivant, démontré au chapitre 4.

Lemme 3.5.2. — Soit k un entier positif.
i) Pour tout entier o > n/2+ k+1, il existe une constante C telle que pour tout
T > 0 et pour tout u € H° (wr) on a

(3.5.7) lulp ¢ < |uljo + CT luls,T

it) Pour tout entier s tel que 2s > n/2 + 2k + 2 il existe une constante C telle
que pour tout T > 0 et pour tout u € W2*(Qr) on a :

(3.5.8) llullk,r < llullko + CT llull2s,7-
D’aprés ce lemme, il existe une constante Cy telle que
(3.5.9) ||On® — On®allo,r < CuT.

D’aprés (3.1.3) on a 9,8, > 61 et en posant T{ = inf{T7, 4, /2C4} on déduit de (3.5.7)
I’estimation

1 1 * 2C4T .
(3510) ”-an_Q_an—‘I);”O’TS —-(—s—%— S1 OSTST{
I en résulte qu'il existe une constante C5 telle que

1 * 1 * .
(3.5.11) ”671) ~1fjgr < ”ﬁ ~1go+CsT i 0ST LT
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En utilisant (3.5.2) (3.5.6) (3.5.11) et le lemme 3.5.2, on montre qu’il existe une
constante Cg telle que

(3.5.12) M>®(u,®,T)< M, +C¢T si 0<T<Ty.

On définit alors le temps d’existence a priori T} par :

(3.5.13) Ty = inf{T}, H/(2Cs)}

et on a bien M*°(u,®,T) < M, + H/2 ce qui prouve (3.5.3) et le théoréme 3.5.1. O

On déduit des théorémes 3.4.1 et 3.5.1 I’existence des solutions sur un intervalle de
temps uniforme.

Théoreme 3.5.3. — Soit T} le temps d’existence a priori défini par (3.5.13). Pour tout
€ € ]0,&,) et toute solution approchée (uq,®,) € F2(2s + 1), il existe une solution
exacte (u, ®) € F.(s,T7) telle que u = u, et ® = &, pourt < 0.

Démonstration. — On se donne une solution approchée (uq, ®,) € F2(2s + 1) et on
désigne par 7 I’ensemble des T € [0, T}] tels qu’il existe une solution (u, ®) apparte-
nant & F.(s,T) et vérifiant :

U=1u,, P=&, pour t<O0,

3.5.14
( ) M>™(u,®,T) < M, + H.

On remarque que Z est non vide puisque (uq, ®,) € F(s,0). On note T* = SupZ.
Le théoréme 3.5.1 entraine que T* € Z. Supposons que l'on ait T* < Ty. Dans ce
cas le théoréme de prolongement 3.4.1 s’applique. Il existe T > T, et une solution
(u2, ®2) € Fc(s,T2) qui prolonge (u, ®) et vérifie (3.5.14), ce qui contredit la définition
de T*. On a donc T™* =T} et le théoréme 3.5.3 en résulte. a

Démonstration du théoréme 2.6.2. — Considérons un couple de données initiales
(uo, ®o) € F2(25 + 3). D’aprés le théoréme 3.2.1 il existe une solution approchée
(Ua, ®a) € F2(25 + 1) telle que (Ug|t=0, Pajt=0) = (o, Po). Il résulte du théoreme
3.5.3 et de la remarque 3.2.2 que la solution (u,®) € F.(s,T;) est aussi solution du
probléme de Cauchy (2.3.2) (2.3.3) ce qui prouve le théoréme 2.6.2. O

3.6. Prolongement d’un choc faible. Preuve du théoréme 2.7.1

Soit 0, un ouvert de la forme Q, = ]T,,0[ X w, X J, (cf. définition 2.2.1). Soit
(o, ®p) un élément d’une classe de chocs faibles de classe C?F définis sur Q,. Par
changement de variables, la proposition 2.3.3 fournit une solution locale (u;, ®;) dans
une famille de solutions de classe C?* pour le systéme (Sg), au sens de la définition
2.3.1. Ces solutions locales sont définies sur un ouvert |T,,0[ x Q; avec T, < T, < 0
et ' = w; C wo.

Puisque §2; est un ensemble borné, on a CZ*(IT%,0[ x Q) C HZ*(T.,0[ x QF)
et d’aprés la proposition 3.1.5, il existe T > 0, Q3 C €3, une famille de solutions
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approchées F*(2k — 2,]1T,, To[ x §22) et un élément (uq2, Pa2) dans cette famille tel
que (ug2, Pa2) = (u1, ®1) sur |T,,0[ x Qo.

En posant s = k—3, la proposition 3.1.4 fournit une famille de solutions approchées
globales F%(2s+1,]—T3,T5[xR") et un élément (uq3, Po3) de cette famille qui coincide
avec (ug2, Pg2) sur un ouvert | — T3, T3] x Q3 avec 23 C Q.

Le théoréme 3.5.3 implique qu’il existe T' > 0, un ensemble F(s,T') de solutions et
(u, ®) € Fo(s,T) tel que (u,®) = (a3, Pa3) = (u1,P1) sur | — T3,0[ x Q3. Alors, la
restriction (%, ®) de (u, ®) a ] — T3, T[ x Q3 est une solution locale exacte du systéme
(Sr) qui prolonge (u1, ®1).

Etant donné que (u,®) € W?(] — T3,T[ x R*) c H*(] — T3,T[ x R*) et que
H® C CF pour k' < s — (n + 1)/2, on voit que (%, ®) est une solution locale de
classe C*¥ avec k' < k — 3 — (n + 1)/2. En revenant par changement de variable (cf.
remarque 2.3.2) on a donc construit une famille de chocs faibles qui prolongent ceux
de la famille donnée dans le passé, démontrant ainsi le théoréme 2.7.1.

Remarque 3.6.1. — 11 est possible de déterminer une solution exacte pour le systéme
(Sr) et prolongeant (u;,®;) en procédant de maniére un peu différente. Puisque
(u1,®1) est solution locale (cf. définition 2.3.1), il existe une fonction p; = —e e
définie sur |T,,0[ x 2y, telle que ' A; = a; = In(—[u11]/€), ou [u11] désigne la premiére
composante du saut de u;.

En prolongeant A, et en prenant les traces (u10, ®10) = (u1jt=0, ®1j¢=0), on obtient
des données initiales compatibles locales associées & cette fonction p;. En appliquant
le théoréme 3.1.2, on construit alors une solution approchée globale que nous no-
tons (uq4, Paq) et qui peut étre différente de celle déja construite en appliquant les
propositions 3.1.5-3.1.4 que nous avons notée (uq3, Pa3).

Cependant, si on prend la méme fonction p; pour construire les deux solutions
approchées, le théoréme 3.5.3 donne deux solutions (u4, P4) et (ug, P3) qui sont iden-
tiques localement, grace a la vitesse finie de propagation, c’est-a-dire sur un ouvert
de la forme ]0, T'[ x Q3 ot Q3 est une boule ouverte centrée & ’origine.
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CHAPITRE 4

ESTIMATIONS PRELIMINAIRES

On regroupe dans ce chapitre quelques inégalités utiles. Ce sont des variantes des
inégalités de Gagliardo-Nirenberg et de Sobolev associées aux espaces W?2* et H%*
(voir par exemple [Ma3] ou [Mél]).

4.1. Inégalités non linéaires

Rappelons que T, < 0 est fixé et que Q7 est défini en (3.2.1). En désignant par Lf
’espace LP associé 4 la mesure e =27 dz, nous commencons par rappeler les estimations
de type Gagliardo-Nirenberg valables dans les espaces H%*(Qr) et W2¢(Qr).

Lemme 4.1.1. — Soit s un entier positif.
i) Il existe une constante C telle que pour tout T > 0, tout v > 0, tout u €
L®(Qr) N H%*(Qr) et tout multi-indice (u, ) vérifiant (u+ |a|)/s < 2/p <1, on a

- 2/p
(41.1) Y18 ull iz ory < C a2l [ty r]
it) Il existe une constante C telle que pour tout T > 0, tout v > 0, tout tout
u € L®°(Qr) N W25(Qr) et tout multi-indice (u,, k) vérifiant (u + |a| + 2k)/2s <
2/p<1,ona

1-2 2
(41.2) ¥ 18°08ull Lz (r) < Cllull oo ull3e?, 1
Démonstration. — Par prolongement (cf. [Mé1]) on se raméne & démontrer ces in-

égalités pour des fonctions définies sur R"*!. En intégrant 6;{e=2"*u - §;u - |6;u|P~2}
on obtient ’estimation :
(413)  Gullly < Cllullzg{ Y > *l6ullis } ave 1/q+1/r=2/p.
o] <2
On montre de méme en introduisant les normes :

(4.1.4) lullgrry = > v 118%| s
la|<k
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I'inégalité :
e 1-2/p t 2/p
(415) 9 10%ullpy < Cllulz2 [llully,] " pour (u+lal)/k=2/p<1.

Par ailleurs 'estimation (4.1.1) est évidente pour p = 2. On l'obtient alors grace a
l'inégalité de Holder dans le cas général (u + |a|)/s < 2/p < 1.
Pour établir (4.1.2), on démontre d’abord que

(4.1.6) 10nvllzz < Cllollpgllqull;  pour 1/¢+1/r=2/p.

La démonstration est identique & celle de (4.1.3). On en déduit, en procédant comme
pour établir (4.1.5) :

(4.1.7) 18%elly < CllzP85077  pour 2/p = k/s.
D’autre part, & partir de (4.1.3), on obtient 1’estimation :

K
(41.8) v ll6%ullg < C llullyz™[luls,,]

ot o > 0 est un entier donné, k = (u+|a|)/o, 0 < p+|a| < 0, ¢ =2(c + ko) /ko avec
ko entier > 0 et p est défini par 2/p = 2(1 — k)/q + . On applique ensuite (4.1.7)
a OFu avec ¢ défini par 2/q = k/s. En posant v = 0Fu, et en appliquant (4.1.8), on
obtient :

K
(4.1.9) (15°0%ullzy < C lI9kullyz*[I0kulls o]

On estime ensuite ||0%ul| 12 par (4.1.7) et on obtient l'inégalité (4.1.2) dans le cas
limite 2/p = (u + |a| + 2k)/2s.

Le cas p = 2 est trivial et le cas général (u + |a| + 2k)/2s < 2/p < 1, s’obtient
grace a 'inégalité de Holder. O

On déduit du lemme 4.1.1 les trois lemmes suivants.

Lemme 4.1.2. — Soit F une fonction C* de ses arguments telle que F(0) = 0. Pour
tout entier s > 0, il existe une fonction C(-) telle que pour tout T > 0 et pour tout
y>0ona:

i) pour tout u € L®(Qr) N H%*(Qr) vérifiant ||ul| gy < M,

(4.1.10) IF @),z < CO) ulls 7

i) pour tout u € L™ (Qr) N W2 (Qr) vérifiant ||ul|pe(0m) < M,

(4.1.11) IF (w)ll2s,7,7 < C(M) |[ull2s,y,7-
Lemme 4.1.3. — Pour tout s, il existe une fonction C(-) et une constante C; telles
que :
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i) pour tout uy,us,...,u, € L%®(Qr) N H®*(Q7), le produit uy - uz - - - up est dans
L®(Qr) N H%*(Q7). De plus, pour tout (i, 1, s, ... ,ap) tel que p+ >0 || =s,
on a

P
(4.1.12) YH|6% U x §%2u X -+ - X §% |, < C(M) {z Ilui“ﬁmT}’
=1
et, en posant |a| = Y0 _, |al,
P
(41.13) 182w x 672w x -+ x 6P ulls_ gy . < COM) { Y ualls 2 -
i=1

ot M est tel que )0 |lull’ , 7+ < M
i) Pour tout a et tout u dans L®(Qr) N W24(Qr) le produit a.u est dans
L>®(Q7) N W?2(Qr). De plus, pour p+ || + |B] +2(k+1) =2s, on a :

(4114)  7*6%0%a x 6°Fullo,r < Cl{IIGIIZ,TIIUIlzs,w,T + ”u”;,T”a”%mT}

Lemme 4.1.4. — 1l existe une constante C telle que pour a € L (Qr) N H*?¥(Qr),
u € L®(Qr) NW?2(Qr) et p+ |a| + |8 +2k =25 on a

(A114) 6% x 0kullon,r < C{llalls rllullzem,r + lull3 rllally -

4.2. Estimations L

On utilisera différentes variantes des injections de Sobolev.

Lemme 4.2.1. — Soit k > 0 un entier. Il existe une constante C telle que pour tout
T >0 et tout v > 0 on a les injections et les inégalités suivantes.
i) Pour tout entier o > n/2+k et pour tout u € H° (wr) on a u € Wk (wr) et

(4.2.1) lult.r < CeT |ulgny,r

i) Pour tout s tel que 2s > n/2 + 2k + 1 et pour tout u € W2*(Qr) on a
u € Wk’oo(QT)

(4.2.2) lullz.r < C e [ullzsy,7-

Démonstration. — 1l existe un opérateur de prolongement par réflexions, Er, de
H?(wr) dans H?(R"™) tel que

(4.2.3) |Er(u)ls < Clulo,r,

(4.2.4) lulo,r < €™ Julo,y,T,

ot C est une constante indépendante de T'. D’autre part, si 0 > 3 + &,
(4.2.5) |E(w)llx < ClET(u)lo-
L’inégalité (4.2.1) en résulte.
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Pour établir (4.2.2), on consideére (cf. [Mé1]) Pespace E*!(R"*1) muni de la norme :
(4.2.6) lollsa =Y 11058kvllL2

|la|+2k<s
k<i

Par transformation de Fourier, on obtient une norme équivalente & (4.2.6)

(42.7) lloll? 2 = /[(1 +IE') + 1€al?1(1 + 1€'1%)° 2 (a(€) | dé.
Pour 2s > n/2 + 2k + 1, on en déduit I'inégalité :
(4.2.8) vl < Cllvll2s.

Comme précédemment, on conclut en utilisant un opérateur de prolongement, Er de
W2(Qr) dans W25 (R"*1) ainsi que l'inégalité :

(4.2.9) llellzs,r < €77 [[ull2s,0,7-

On en déduit immédiatement le lemme suivant.

Lemme 4.2.2. — Soit k un entier tel que k > 0.
i) Pour tout entier o > n/2+k+1, il existe une constante C telle que pour tout
T >0, tout Ty € [0,T], tout v > 0 et tout u € H? (wr), on a

(4.2.10) luli.r < luliz, + C(T = T1) @7 Julor-

i) Pour tout entier s tel que 2s > n/2 + 2k + 2, il existe une constante C telle
que pour tout T > 0, tout Ty € [0, T, tout v > 0 et tout u € W2(Qr), on a

(4.211) lulli,r < llulli,z, + C(T = T1) 7 |fullzs,q,7-
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CHAPITRE 5

OPERATEURS DE TRACES
ET DE RELEVEMENT DE TRACES

Dans ce chapitre on introduit et on étudie les opérateurs de relévement de traces
qui sont utilisés pour définir les fonctions p* qui interviennent dans les équations de
®. On montre qu’ils vérifient la propriété (3.2.2) de la proposition 3.2.1.

5.1. Un lemme de trace

On se donne T, < 0 et pour T > 0, Qr est défini par (3.2.1). Pour u définie sur
Q7 on note u¥ la restriction de u & Q% et Tu® la trace de u* sur wr (lorsqu’elle est
définie). On convient de noter I'u le couple de traces (T'u™,T'u™).

Lemme 5.1.1. — Pour v € W?*(Qr) avec s > 1, les traces Tu* sont bien définies
dans H?>*71(wr) et on a

(5.1.1) ITul2s—1,y,7 < Cllull2s,y,T

ot C est une constante indépendante de vy et de T'.

Démonstration. — 11 suffit de faire la démonstration sur R**! et d’étudier la trace
de v = e " u (voir la proposition 7.2.1 de [Mél]). On considére d’abord l’espace
E2'(R™*!) muni de la norme :

(5.1.2) lullasya = (1+7)"1020kv]|z2.
|a|+2k<s
k<1

En notant ||u||2s,y la norme de W2¢(R™"*!), on a clairement :
(5.1.3) llull2s,y1 < Cllull2s,y

ou C est une constante indépendante de ~.
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D’autre part, la norme ||ul|2,,4,1 est équivalente, avec des constantes indépendantes
de 7, & la norme

28—2
(5.1.4) llul, , 2 = /R g ] Ak g+ e o) de.
De méme, dans H2°~'(R") la norme de T'u s’écrit
(5.1.5) Pulzs—1y= Y, (L+7)"|e”"0%u]2.
pt|o|=2s—1

Cette norme est équivalente, avec des constantes indépendantes de v, & la norme
|Pu|23_1,%1 définie par

2s—1 _
(5.16) Fulsecra = [ [+ +1eP] " IF€) '
On remarque ensuite que :
— 1 [
(5.1.7) To() = 57 [ 9(€' &) dén
T JR
En posant g(¢',&,,7) = (1 4+ )% +|€'|? + (1 + 7)2£2, on obtient la majoration :
(5.1.8) ITu(€")* < C/R[y(ﬁ',ﬁn,w]'ldﬁn X Ag(flvgna7)|6(51)|2 dén.
En reportant cette estimation dans (5.1.6), on voit que le second membre est majoré
par (5.1.4), ce qui prouve le lemme. O

5.2. Construction d’un opérateur de relévement de trace
On se donne un entier m > 2s. On choisit une fonction x(y) € S(R™) vérifiant
(5.2.1) Supp x C {t = yo > 0},
(5.2.2) la fonction 8(y) = x(y) — 27 "x(y/2) peut s’écrire sous la forme :
0y)= D °faly) avec fo€S(R),
lee|=m

(5.2.3) il existe une constante C > 0 telle que la transformée de Fourier-Laplace

0(n—iy) = 3(770 —i7,n') de 6 vérifie
6(n—iN| < Cln—in|™ si Ip—uy[ <1
Un exemple de fonction x ayant ces propriétés, s’obtient de la maniére suivante. On
considére d’abord une fonction g; € C®°(R"~!) telle que g;(n') = 1 sur un voisinage
de 0. On définit ensuite dans le demi-plan D := {Im 7 < 1} la fonction de la variable
complexe 7

(5.2.4) ga(7) = exp(—% In(1 + ir)).
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Les fonctions g2 et 1/go sont holomorphes dans D et il existe un polynéme P, de
degré m, ainsi qu’une fonction g3 holomorphe dans {|7| < 1}, tels que :

(5.2.5) 92(7) = P (1) + 7™+ ga(7).

Pour 7 € D, on définit la fonction

(5.2.6) h(7) = g2(7) P (7).
On définit x au moyen de sa transformée de Fourier
(5.2.7) X(r,n') = k(1) g1(n’)
et on vérifie en utilisant (5.2.5) et (5.2.6) que x vérifie les propriétés (5.2.1) (5.2.2) et
(5.2.3). |

On se donne d’autre part une fonction ¢(z,) € C*°(R) & support dans {|z,| < 2}
et qui vaut 1 pour |z,| < 1. On note xx(y) la fonction xx(y) = 2"* x(2*y) et pour
k > 1, on note 0x(y) = xx(y) — xk—1(y). On désigne alors par R;(y,zy) la fonction

i
(52.8)  Rj(y,zn) = p(zn) x(®¥) + Y_¢(2%2,) 0(y)  pour (y,zn) € R
k=1

et on note R; 'opérateur de convolution :

(5.29) Rou(wan) = [ Byly—y'\an)ute')dy'
Lorsque u € S(R™), on définit Ru  par la formule :
(5.2.10) Ru = jl}gloo Rju.

On a alors Ru(y,0) = limj_, 1 o Rju(y,0) = u(y)

Dans les paragraphes suivants, nous montrons qu’il est possible d’étendre la défini-
tion de R aux espaces W (wr) et H*(wr). Pour cela nous utiliserons des opérateurs
de prolongement dont les propriétés font I’objet du lemme suivant.

Lemme 5.2.1. — Etant donnés s et p, il existe des une constante C et des opéra-
teurs de prolongement Er de W (wr) dans WH>®(R x R*~1) et de H*(wr) dans
HE(R x R*1) tels que pour tout T > 0 et tout v > 0,

(5.2.11) |E7(u)ly < Clul}, 7,
(5:2.12) |Er(Wlsyy < C{e™ ™ Juloyo + ulom,r }-
De plus, si0<T < T, alors,

(5.2.13) Er(u) = E7/ (u) sur ] —o00,T] x R* .
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Démonstration. — On désigne par x(¢) une fonction C*°, nulle pour ¢ < T, et valant
1 pour ¢ > 0. On prolonge u; = x u par 0 pour t < T,, puis par réflexion pour ¢t > T :
K
(5.2.14) U = ch w(T —k(t-T),z") pour t>T,
k=1
ou les ¢, sont les coefficients usuels vérifiant
K
(5.2.15) ch (k)Y =0 pour 0<j<K-1
k=1
De méme us = (1 — x) u se prolonge par 0 pour ¢t > 0, puis par
K
(5.2.16) Uy = Z crua(To — k(t —T,), ') pour t<T,
k=1
Alors, si K > s et K > u, 'opérateur
(5.2.17) Er(u) =uy + U
vérifie les propriétés annoncées. O

5.3. Action de R dans les espaces W *
Proposition 5.3.1. — i) L’opérateur R = R o ET opére de L>°(wr) dans L*>(Qr) et
(5:3.1) IRr(@)I5,r < Clulg 7
i) Siu € Wk (wr) on a %Ry (u) € L® () pour |a| < k et
(5.3.2) I16°Rr (W)ll5,r < Clul,7-
iii) Pour 2k < m, OFRr opére de W2¥:°(wr) dans L°°(Q7) et
(5.3.3) 15 R (W)ll5,r < Clulsy 7-
i) Si0<T <T', on a pour tout u € L™ (wrr)

{ Rr(ujwy) = R (u) sur Qr,

3.4
(5:34) Ry (u) =0 sur Qr siu=0 sur wr.

Dans (5.3.1)(5.3.2) et (5.3.3), C désigne une constante indépendante de T > 0.

Démonstration. — Grace au lemme 5.2.1, il suffit de montrer des estimations ana-
logues pour Ru, lorsque u est définie sur R”. En posant ¢(z,) = ¢(zn) — ¢(4,), on
a d’aprés (5.2.8) :

j—1
(5.3.5) Ri(y,zn) = Y ¥(2%%20) Xk (v) + 027 2n) x; (v)-
k=0
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Puisque ¢ est & support dans la couronne {1/4 < |z,| < 2}, on a ¥(2%*z,,) # 0 pour
au plus trois entiers k de la somme. D’ou :
(5.3.6) IRjullLe < 3l[YllLeellullzee x|z + @l Loe ||ullLeelix]l L2

ce qui prouve (5.3.1).
Pour établir (5.3.2), on remarque d’abord que R; commute aux dérivations tan-
gentielles 9. Pour les dérivées conormales, on a

(5.3.7) SR u(y, xn) = R} (Y, 2a) * u(y)

ou R}(y, ) ala méme forme que Rju(y,z,). L'estimation (5.3.2) en découle.
En notant ¢; = 8%y, on obtient

J
(5.3.8) Ok R;(y,zn) = @1(Tn)Xo(y) + Y 2°P%01(2%P2,)0, (1)

p=1
Si 2k < m, on peut alors écrire en tenant compte de (5.2.2) :
(5.3.9) Oy) = > 0%a(y) avec O, € S(R").
|a|=2k
On en déduit que
(5.3.10) 2Pk, (y) = D 2"P0%{0a(27y)},
|a|=2k

et en posant u,(y) = 22P%0,(y) * u(y), il vient

J
(5.3.11) OXRu(y, Tn) = 1 (n)Xo(¥) * u(y) + Y 1(2% 2 )up(y).
p=1

Avec Cy = 37, 1ok [19all L1, (5.3.10) implique que
(5.3.12) llupllzee < C1 |ul3y-

Comme les supports des fonctions ¢; (22Px,,) sont deux & deux disjoints, on en déduit
que

(5.3.13) 18aRjullze < ll@allze=llulleellXollLt + Cillon llLee|lull3y

et 'estimation (5.3.3) en résulte.
Enfin, (5.3.4) découle du fait que R est un opérateur de convolution par un noyau
a support dans {t > 0}. a

On déduit immeédiatement de la proposition (5.3.1) le corollaire suivant.

Corollaire 5.3.2. — L’opérateur Rt opére de W**>®(wr) dans W5 (Qr) et on a
lestimation

(5.3.14) IRT(wlk,r < Clula,r

ot C désigne une constante indépendante de T > 0.
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5.4. Action de R dans les espaces H®

Proposition 5.4.1. — 1) Pour tout entier s > 0, Rt opére de H®(wr) dans H%*+1(Qr)
et

(5.4.1) ”RT(U)”§+1,7,T < C{e_hT" |uls,y.0 + |“|8,%T}‘
i) Pour 2k < s, OFRr opére de H®(wr) dans H®*+t1-2k(Qr) et
(5~4'2) ||6£RT(U)||§+1—2k,'y,T < C{e_hTo |u|s,%0 + |“|smT}

i) Si0<T <T' on a pour tout u € H®(wr)

Rr(Ujwy) = R (u sur Qr,
(54.3) { R:n((ui)Tz) 0 sZr(Q)T siu=0 7sﬂur wr.
iv) Pour tout u € H**~(wr),
(5.4.4) I'Rr(u) = u.
Dans (5.4.1) et (5.4.2), C désigne une constante indépendante de v et T

Démonstration. — En utilisant le lemme 5.2.1, on se raméne au cas ou u est défi-
nie sur R”. En posant R](y,zn) = e " R;(y, ), on définit d’abord I'opérateur de
convolution

(5.4.5) Riu(y,zn) = R} (y,2n) * u(y).

On a alors

(5.4.6) Rju = e"*R)(e™"u).

La transformée de Fourier en y de R;.Y(y, Zn) s’écrit
j—1 )

(5.4.7) Y (n,zn) = Y ¥(2%2)RQ27F (0 — i) + 0(2%2,)X(27 (0 — i7))
k=0

ou l’on a noté n —iy = (o —iv,7n') et X(n —i7) la transformée de Fourier-Laplace en
y de x. On désigne par &} ;(1,2,) expression :

Jj—1

8] (n,20) = Y $(2%*2,)R(Q2 (0 — 7))
k=0

et (5.4.7) s’écrit sous la forme :
(548) ‘I’;(%xn) = Q’ly,j(n’xn) + ‘I’;',j(ﬂ»fﬂn)

La condition de support sur ¢ implique que :

J
(5.4.9) / 187 (1,20 dzm < C' 3 27HR27H( — i),
R k=0
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On utilise ensuite ’estimation
(5.4.10) X =N <Cln—in|?  si |n—in|>1
pour majorer |X(27*(n —iv))| par :
C, si 27 p—in| < 1,
C2%|n—iy|2, si27%p—iy|> 1L

On en déduit qu’il existe une constante C' telle que :

(5.411) [ 18700 o < Ol + o]
En posant v = e~ ", il en résulte que

(5.4.12) (1+ IR ollz2 + 18,R]vllza < C Jola.
Compte tenu de (5.4.6) on obtient :

(5.4.13) L+ DIR;ullo,y + 10y Rjullo,y < C lulo,y-

Comme 6}, R} (y, z,) a la méme forme que R;Y(y, Zp), on a de méme :
(5-4.14) (L +DNenR;ullo,y + [18y0nRjullo,y < C luloyy-

Par ailleurs, R; commute aux dérivations d,. On en déduit ’estimation :
(5.4.15) ||Rju||ts+1,7 < Cluls,y

ou C désigne une constante indépendante de «y et j.
On définit ensuite

(5.4.16) (0, xn) = Z¢ (2% z,)X(27*(n - i7))

et, en désignant par R (y,z,) la transformee de Fourier inverse en de ®7(n, z,), on
définit I'opérateur

(5.4.17) R™v(y,zn) = R"(y,2n) * v(y).

Avec (5.4.15), on vérifie que si u € H3(R") alors Rju converge dans H)*+!(R"+1)

vers Ru que l'inégalité (5.4.15) est encore vérifiée pour Ru avec la méme constante
C'. L’estimation (5.4.1) découle alors de (5.4.15) et (5.2.12).

Pour établir (5.4.2), on introduit (-, z,), la transformée de Fourier 85 R"(-, z,,).
On a

(5.4.18) ®"(1,20) = ¢1(xa)X(n — 1Y) +Z22’”’so (2%2,)8(277(n — iv))
p=1

oit 1 = 9%y est a support dans la couronne {1 < |z,| < 2}. On a

(6:419) [ 18700 da < o{jktn - + 3 20— i)

p=1
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~

En utilisant (5.2.3) on majore les termes |6(27P(n — i7))| par
C27PMn —iy|™ st 27PIn—in| <1,

C si 27P|p —iy| > 1.
On déduit alors de (5.4.19) 'estimation :
(5.4.20) / |87 (0, 20)|? dz < C[(1+7)? + ]
R

Il en résulte que

(5.4.21) L+ 05 R || g2 + |0k, R v|| 2 < C Z (1+7)*|0yv| Lz
la|+u=2k

Compte tenu de (5.4.6) on obtient, en notant v = e~

(5.4.22) (1 + N0 Rullo,y + 110,05 Rulloy < C lulak,y-

En commutant ensuite R avec les dérivées 0, et en remarquant que l'opérateur
0205 R est de la méme forme que R, on obtient

(5.4.23) 10RRT (W) 154124,y < C luls,y-
L’estimation (5.4.2) découle alors de (5.4.23) et (5.2.12). a

u,

On déduit de la proposition 5.4.1 le corollaire suivant.

Corollaire 5.4.2. — Pour tout entier s > 0, Ry opére de H**71(wr) dans W?2*(Qr)

et

(5.4.24) IRT(w)l2s,7,7 < 0{6_27T° [ul25—1,7,0 + |“|2s—1mT}

En outre, pour toute dérivée conormale §, SRT opére de H?*(wr) dans W25 (Qr) et
(5.4.25) SR (W)llz03. < C{e™™ Julasy0 + ulz.1 }

Au chapitre 6, nous utiliserons le lemme suivant.

Lemme 5.4.3. — Soit s > 1 et soit k tel que 1 < k < s — 1. Pour tout u € H**~}(wr),
la trace de 05Rr(u) est bien définie dans H**~2*~(wr) et on a :

(5.4.26) TOFRr(u) = 0.
Démonstration. — Si u € S(R™), on vérifie que :
(5.4.27) TOER;(u) = 0.
1l en résulte que TOER(u) = 0 pour u € HZ~1(R™). O
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CHAPITRE 6

COMPATIBILITES.
CONSTRUCTIONS DE SOLUTIONS APPROCHEES

Dans ce chapitre, on analyse les conditions de compatibilités que doivent vérifier
les données initiales pour que la solution du probléme mixte soit réguliére de chaque
coté {+z, > 0}. La problématique a été présentée au §1.2.9. L’idée générale est
simple : le développement de Taylor en ¢ = 0 de la solution (u,®) est déterminée
de maniére unique par la donné initiale (ug, ®o) et ce développement de Taylor doit
satisfaire les conditions aux limites au sens des développements de Taylor (voir par
exemple [Ch-Pi], [Ma-Ral]). L’analyse est semblable & celle de [Ma2], & ceci prés que nos
équations pour ® sont différentes. On peut aussi voir les calculs comme une extension
aux chocs faibles de I’analyse des conditions de compatibilités pour les ondes soniques
faite dans [Mé1]. On renvoie aussi & [Al] pour une I’étude analogue des conditions de
compatibiltés pour les ondes de raréfaction.

Au §6.1 on explicite la forme du développement de Taylor des solutions. Les condi-
tions de compatibilités sont énoncées au §6.2. Elles sont analysées au §6.3, ou 1’on
construit des familles de données initiales compatibles (proposition 6.3.1). Au §6.4,
on démontre le théoréme 3.1.2 qui construit des familles de solutions approchées a
partir de données initiales compatibles. La version locale de ce résultat (proposition
2.4.1) est démontrée au §6.5. Enfin, on montre au §6.6 que ’on peut prolonger des
solutions approchées locales en des solutions approchées globales et au §6.7 que 1’on
peut prolonger des données initiales locales compatibles en données initiales globales
compatibles. Ceci démontre les propositions 3.1.4 et 3.1.5.

6.1. Développement de Taylor des solutions

Soit (u, ®) une solution exacte du probléme (2.3.2) (2.3.3) (2.3.8) (2.3.9) sur [T, T x
R™. On définit z = J,u/0r¢. En notant a = In(—[u1]/e) et A une fonction telle que
T'A = a comme en 2.3.11) (2.3.12)), on définit p = — 4. Les équations (2.3.2) (2.3.3)
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(2.3.8) (2.3.9) s’écrivent

n—1
(6.1.1) Bu=—>_ Ay (w)A;(u)du— Ay (WM(u,8,8)z  sur Qr,
j=1
(6.1.2) 8@t = Ft(ut,0,9",p)  sur QF,
(6.1.3) %@ =F (u,0,9,p)  sur Q,
(6.1.4) [®]=0, ®),,—0=0¢ et 8o =\u",u",09,9) sur wr,
(6.1.5) [u] = pU~ (u™,,9,p) sur wr.

En définissant Uy (u™, 0,9, p) := pUU~ (u™, ¢, p), (2.2.6) implique alors que
[wil=p et Fr(u™ +Uo(u™,8,9,p),0,8%,p) =F (u=,0,8,p) suruwr,
ou [u1] désigne la premlere composante de [u].
On désigne par u;, ®;, ¢;, zj, p; les traces sur {t = 0} des dérivées en temps 8] u,

i®, 8], 8z 8/p. En dérivant par rapport & t les équations (6.1.1) & (6.1.5), o
obtient les relations de récurrence suivantes :

(6.1.6) Ujp1 = ZC’ Aj_1z1 + Bj sur {£z, > 0} pour j > 0,
1=0
Onlo 8nu, .

1. = i Z; +z, > >1
(6.1.7) 20 3, et zj = 3, + sur {*x, > 0} pour j > 1,
(6.1.8)

]+1—.7:+(u0, .. f,@;@"’... 9,® J,po, . Pj) sur {zn > 0} pour j >0,
(6 1.9)

., =F; (ug,...,u;,(?;@g, ..,0 @550, -5 Pj) sur {z,, < 0} pour j >0,
(6.1.10)
[uo] = Uo(ug ,9,Po, po), [uj] = pjOlho + U; sur {t = z, = 0} pour j > 1,
ou
A;j(uo, ... u;,0'yPo,... 0, ®;, ®jt1),
Bj(uo,- .., uj,8 yuo, ..., 0 yu;),
Z;(Onug, - - ., Ontj—1,0,P0,...,0,®;),
f;’(u{,",..., j',@' @g,...,a'ytﬁj,po,...,pj),
Fi(ug - Suy, 0y ®g .,6'y<1>;,p0,...,pj),
Uo(ug ,0'y®o, po),
Uj(ug - u5,0'yPg s+, 0'yd7 s poy -, pj—1)  pour j > 1,
sont des fonctions C*° de leurs arguments.
On note que Uy = 0 quand pg = 0 et que pour j > 1,0n a

(6.1.11) Uj=0 si po=---=pj_1=0.
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La condition (6.1.4) entraine aussi que <I)j+ = &, = ¢; sur {t = z,, = 0}. Les fonctions
]-'j+ et F; vérifient en outre sur {t = z,, = 0} la propriété suivante :
(6.1.12)

.7:;—(’11,3-7. uf 8’(1) . 6@1 P05 apj):

Uj 0y
Fi(ug,---yu; 50,9, .,8;<I>j_,p0,...,pj)

lorsque les u;r, u; sont liées par (6.1.10). On a alors [®;] = 0 pour 0 < j < 2s — 1.

J

6.2. Conditions de compatibilités

On reprend dans ce paragraphe les notations introduites au paragraphe 2.4. On se
donne des paramétres réels T, < 0 < T et on désigne par 2 un ensemble ouvert qui
sera soit une boule ouverte de R™ centrée & l'origine, soit R*. En désignant par Q*
et w les ensembles ouverts définis au paragraphe 2.4, on se donne des ensembles B,
B2, B3 bornés respectivement dans p— H2*+3(Q), p— H2*+4(Q) et H2*+3(|T., T{[ x Q).
Pour ¢ donné dans ]0,¢,], on considére ensuite des fonctions (ug, ®o, p) vérifiant les
conditions suivantes :

(6.2.1) pest de la forme p = —ce?, A € Bs,
(622) (ug —uf, ug) € By,

(6.2.3) (®F — zn, By — zn) € Bo,

(6.2.4) [®o] =0.

Les relations de récurrences (6.1.6), . .., (6.1.9) permettent alors de construire pour
1 < j <2s—1 des fonctions u;t, <I>;':, z;- , définies sur R} et R”.

Définition 6.2.1. — Les données initiales (ug, ®¢) sont compatibles & I'ordre 2s — 1 g’il
existe une fonction p de la forme (6.2.1) telle que les conditions (6.1.10) sont vérifiées
sur laréte {t = z, = 0} pour tout j € {0,...,2s — 1}.

Lorsqu’il en est ainsi, nous dirons que les données initiales (ug, ®o) appartiennent
a l’ensemble F2(2s+ 3,1) (noté simplement F2(2s+ 3) lorsque @ = R™). Nous dirons
que la fonction p est associée a (ug, ®g) et, par abus, on écrira encore (ug, ®g,p) €
F2(2s5+ 3,9). D’aprés (2.2.6) et (6.1.12), on a dans ce cas :

(6.2.5) po = [uo,1]
ol ugp,; désigne la premiére composante de ug. De plus,
(6.2.6) [(I)jll{tzwn=0} =0, j€ {0, .o, 28 =1}

Nous explicitons maintenant les conditions (6.1.10), afin de construire de larges
classes de données compatibles. On vérifie par récurrence les formules suivantes.
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Proposition 6.2.2. — Soient (ug, Po, p) des fonctions vérifiant les conditions (6.2.1)
... (6.24). Pour j € {1,...,2s — 1}, il existe des fonctions C* de leurs arguments
Bj, Qj, Fj+ et F;, telles que

(6.2.7) uj = (8,80) I AL up + Bj (0% ug, 0%2®, 0% pi) sur QT et Q7
ot B est une somme de termes
C(ug, 0%o) 0% ug 02 ®o 0 py,
avec la1]| < j, 0% #0801, |aa| <j+1et|az|+k<j—1.
(6.2.8) 2zj_1 = (0,B0) I A) " Buo + Qj_1 (8% ug, 32 By, 8% py) sur O et O,

ol Qj_1 est une expression de la méme forme que B;.

(6.2.9) { ®F = FF(0™1ug, 0287, 8°3py)  sur QF,

®; = F; (0"ug, 0%2®5, 0% py) sur 27,

ou Fj+, Fj_ sont des sommes de termes C(ug, 0%0) aalua‘: 9%2dy %3 py, avec |ay| < J,
0% #£ 01, |aa| < j, 0% £ 0 et|ag|+k<j—1.

Par abus on a noté ici 8®u un produit de dérivés de u, la somme des ordres étant
|a|. On notera que sous les hypothéses (6.2.1) & (6.2.4) avec 2s+3 > n/2, les formules
ci-dessus définissent bien u; € p—H?*t379(Q), z; € p—H**+273(Q) et ; € H?* 43,

On rappelle que Ag(uo, 0y ®o, ®1) = @11 — G(uo, 9 ®Po). Sur {t = z, = 0} on
introduit la matrice :

(6.2.10) Af = Al (ud, 8, @0, ¢1) = $11 — G(ug , 8, Po)

En notant go = ¢1 — )\(uaL,éé,(I)o) et M = /\(ug,(?;d)g)I — G(ug,8;®0), on réécrit
cette matrice sous la forme :

(6.2.11) At = gol + M.

Par hypothése, la matrice /\/t(',F a un noyau de dimension un dont un vecteur de base
a été noté R(ug, ,®o) au chapitre 2. Elle est conjuguée a une matrice symétrique.
On désigne par p; = p;(ug, 9,%o) le projecteur sur le noyau de M parallélement
a I'image de Mg. On note ps = p2(ug, 0,®0) = Id —p1 le projecteur sur I'image de

M.

Proposition 6.2.3. — 1l existe des fonctions C*® de leurs arguments po, Fi et pour
j >0, Ej, R}" et Zj, telles que si € est assez petit et si (uo, ®o, p) vérifient les
conditions (6.2.1) a (6.2.4), les propriétés suivantes sont équivalentes.

i) Les données (ug, ®o, p) appartiennent a la famille F2(2s + 3,Q)
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i) La condition [ug] = Uo(ug , 8,Po, po) est satisfaite, et pour j € {0,...,2s—2}
il existe des fonctions (; appartenant ¢ H*T173(w) telles que :

(6.2.12)  pj4a(e’,0) = (a")po(2’, 0) o (ug , 8y Po, po) + Fi(ug , 8y ®o, po) - Ej,
j
(6.2.13) (2] =>_ Cia(a") RS, + Z;.
1=0

Les fonctions Ej, R;-L et Z; vérifient les propriétés suivantes.
a) E; prend ses valeurs dans RN et est une somme de termes de la forme
C(Ug,aq’o,/’o) aalul:la aa2¢k27 6aapk3vz];;» (ks

avec )
la| + k1 <j+1 |l <1,

|| + k2 <5 +2, loy <2, ky <j+1,
los| + ks < j+1, ks < j,
ks < j, ks <j-—1.
En outre, E; =0 quand pg =p1 =--- = p; =0.
b) R}' est la fonction de (ug, ... ,uj,@éq&o, -+, 0y0;) telle que
Rf(uf,...,u},0)¢0,...,0,6;) = 8 R(u*,0,6) =0
¢) Z; désigne une fonction prenant ses valeurs dans RN de la forme :
Zj = po(x',0)¢; (") Fa(ug , 8,0, po) + Ma(ug , 9,0, po) E;
ou Fy désigne une fonction prenant ses valeurs dans RV et M, une matrice de taille
N. De plus les fonctions Z; vérifient p1(Z;) = 0.

Démonstration. — a) On suppose que [uo] = Uo(ug , 8, Po, po), et on montre que la
condition de compatibilité (6.1.10) pour j = 1 est équivalente & (6.2.12) (6.2.13) pour
j=0.

La relation (6.1.6) pour j = 0 implique que [u;] = AF[20] + [4o]25 + [Bo]. Donc
(6.1.10) pour j =1 a lieu, si et seulement si

(6214) \Ilo = .A(-)’-[Zo] — p1H0 — Eo =0

oti 'on a posé¢ Ho = 9,Uo(ug , 0, %o, po) et Eo = Uy — [Ao]zg — [Bo]. Compte tenu de
(6.2.11),0n a :

(6.2.15) Ty = M [z0] + go[20] — p1Ho — Eo.
En projetant sur le noyau de Mg, il vient
(6.2.16) 1Yo = gop1[20] — prp1Ho — p1Eop.

Comme R(‘)F est une base de 'image de p;, il existe une unique fonction scalaire
Co(z') € H?*11(w) telle que

(6.2.17) pi[z0] = Co(a') Ry -
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Pour ¢o assez petit le produit scalaire g := (p1Ho) - Ry est non nul et I’équation
p1¥o = 0 équivaut &
|RBL|2 (p1Eo) - Ry

6.2.18 =
( ) = goo(z o

On a remarqué apres (6.1.12) que [®1] = 0 quand po = 0 et [ug] = Uo(uq ,d;®o, po)-
On en déduit que go/ao = popo(ug 9, Po, po) et la relation (6.2.12) pour j = 0 en
découle. En outre, définition de Ep, la condition [ug] = Uo(ug , 9y Po, po) et (6.1.11)
impliquent que Fy = 0 quand po = 0.

Pour établir (6.2.13) on applique & (6.2.14) le projecteur ps qui commute avec Ag .
On obtient

(6.2.19) p2¥o = A{ pa[20] — p1p2Ho — p2 Eo.

Si €¢ est suffisamment petit, (6.2.1) implique que A reste un isomorphisme de I'image
de M[)" sur elle méme. En désignant alors par (Ag)~! Iisomorphisme réciproque et
en définissant Zo = p2Zo = (AF) " (p1p2(Ho) + p2(Ep)), on a

(6.2.20) (AT)~'p2%o = paf20] —
Avec (6.2.17), on en déduit que si ¥y = 0 alors
(6.2.21) [20] = o(z")RY + Zo,

ce qui est ’expression de (6.2.13) pour j = 0.

Réciproquement, compte tenu de la définition de Zy, si (6.2.21) a lieu, en projetant
par p2 on voit que po ¥ = 0. De plus, comme p; Zo = 0 on a nécessairement (6.2.17)
et, compte tenu des définitions de pg et Ep, (3.2.12) implique que p; ¥p = 0.

b) Pour les compatibilités d’ordre supérieur la démonstration se fait par récurrence
sur j. Par (6.1.6), on a

J
(6.2.21) [wjsr] = Y CHAj_121] + [B;]
1=0
alors que la 7 + 1-éme condition de compatibilité (6.1.10) s’écrit.

(6.2.22) [wj+1] = pj+1Ho + Ujta

A

En utilisant I’hypothése de récurrence, on voit que (6.2.22) est équivalente & une
équation de la forme

(6.2.23) Afw — pjy1Ho = E;

oun w = [z] — Z C”c (k _i et ou Ej est une fonction de la forme annoncée. On
raisonne comme dans a) en prOJetant par p; et ps. O
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6.3. Construction d’une famille de données initiales compatibles globales

On se propose de construire des fonctions (ug,®9) € F2(2s + 3) pour chaque
€ €]0,¢0).

Proposition 6.3.1. — On se donne des ensembles By, By et By bornés respectivement
dans H2H4(RM), H2t5(RL) et H2+3(R1). Alors il existe €9 > 0 et une famille
de données initiales compatibles F°(2s + 3) telle que pour tout ¢ € ]0,&0] et tout
(uy, ®F, 5, bo) vérifiant
(6.3.1) uy € By,
(6.3.2) % -z, € BF,
(6.3.3) [®o = 0],
(6.3.4) bo(z') € Bs,
il eziste une fonction p(t,a',z,) de la forme (6.2.1) vérifiant p(0,z',0) = —¢ ebo(@")
et une fonction ug telles que (uo, ®o, p) € F2(2s + 3). De plus, on peut choisir p de
sorte que :
(6.3.5) k0! p(0,2',0) =0 pourk>1 et k+j<2s—2.

Pour établir cette proposition, on définit

po(z',0) = —eebo@), ug (2',0) = ug (2',0) + Uo(ug , 0y o, po)

et on démontre d’abord le lemme suivant.

Lemme 6.3.2. — 1l existe des fonctions
¢j(xl)7 Z;_I(CII',O), uj—(ml70)a Cj—l(wl)v Pj(-TI,O), u;-(xl70)7 [zj—1]> aﬁzu(-)‘-(wl70)
définies sur laréte {t = x, = 0} pour j € {1,...,2s — 1}, vérifiant les relations

(6.1.10) (6.2.7) (6.2.8) (6.2.9) (6.2.12) (6.2.13). De plus, les ¢; restent bornées dans
H23+4_j(R"_1)' et les fonctions z;_y, uj, i1, uf, [zj-1], Bhug sont dans un borné
fizé de H?*+3=3(R"~1). La fonction p;(z',0) est de la forme

(6.3.6) pj (z',0) = é_eao(w',O)gj(x/)
ot g; appartient & un borné fizé de H?$+3-3(R"~1).

La notation &Zug (z',0) ne désigne pas ici une dérivée normale de ug, mais une
fonction définie sur I’aréte, qu’on substitue & ’endroit voulu dans les formules (6.2.7)
et suivantes.

Démonstration. — La construction se fait par récurrence sur j.
a) Pour j = 1, on définit, en utilisant les relations (6.1.6) & (6.1.9)
$1 = F, (ug,0'y®o,p0) € H*T(R*)
25 = Opug /0, %y € H*T2(R™1)
uy =Ag 2, + By

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2000



68 CHAPITRE 6. COMPATIBILITES. CONSTRUCTIONS DE SOLUTIONS APPROCHEES

On se donne arbitrairement (5 dans un ensemble borné de H2*+2(R"~1) et on utilise
(6.2.12) pour définir

p1(z',0) = Co(a")po (', 0) o (ug , 8, P0, po) + Fi(ug , 8, B0, po) - Eo.

On note que p; est bien de la forme (6.3.6) puisque Ey = 0 quand po = 0.
On détermine u; (z',0) de sorte que (6.1.10) soit vérifié

uf (2',0) = u (z',0) + p1 Ho + Us.
Enfin, [29] est défini par (6.2.13)
[Zo] = CORS- + 20
et on pose
Onug (2',0) = 0,87 (z',0)[20) + 0P (', 0)2; .
b) Supposons que l'on a construit sur {¢ = z, = 0} les fonctions :
¢ka Zk—1, u;v Ck—_lv Pk U;:, [zk—l]? 82”3-’
avec les régularités indiquées dans le lemme 6.3.2, pour tout k tel que 1 < k < j. On
pose wi (') = (8,®7) 8%ug (2',0). On construit alors dans cet ordre les fonctions
¢j+17 zj_v uj_+17 Cj? Pj+1) u;“-—‘.p [Zj], [wj-f-l]» 8;7;_'_1'[1/6’-.
Suivant (6.1.8), on définit
Qjy1 = }'j(ug,...,u;,ag%,.. .,5;(}53',[)0,... ,pj).
Les fonctions uj; et z;,, sont définies par (6.2.7) et (6.2.8). Suivant (6.2.8), on pose
{u-j +1=A " wi, + By,
z; = (.,éla)ijjr1 +Q; avec wj, = (Bn@g)—j—laflﬂug.
On détermine maintenant (; de sorte que les projections par p; des équations

(6.2.8) et (6.2.13) soient satisfaites. On choisit arbitrairement une fonction scalaire a;
dans un borné de H2*+2-3(R"~!) et on définit

(6.3.7) piwj] = oj(z") Ry .

En utilisant les relations 8 ud = (0,@3 ) wjt1 = (8,®¢ )+ ((wjs1] + wj4), on
voit que 1’équation (6.2.8) & satisfaire s’écrit

[25] = (AT Y [wjs1] + [AfJwiy, + Q5]
Comme A{ et p; commutent, sa projection par p; donne
(6.3.8) pilz]) = (A pr[wjn] + H; = &Ry + H;,

ou H; = pl([.Af;]wj_Jrl + [@;]) est déterminé grace aux étapes précédentes et &; s’ex-
prime & ’aide de a;.
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Par ailleurs, la projection de (6.2.13) par p; s’écrit
j—1
(6.3.9) plz]=¢RE+ Y Cla(a')RY,.
=0

Les Rf_ , sont déterminés par les étapes précédentes. Comme p; projette sur RR{, on
voit qu'’il existe un unique ¢;(z’) tel que (6.3.8) et (6.3.9) soient satisfaites. En outre,
¢; reste dans un borné de H2+2-J3(R"1).

Connaissant (j, on détermine ensuite pji; par (6.2.12). En utilisant I’hypothése
de récurrence, on remarque que p;+1 est bien de la forme (6.3.6) car E; = 0 quand
po = p1 = -+ = pj = 0. En projetant (6.2.13) par ps, on détermine ps[z;]. Avec
(6.3.9), on en déduit que I’équation (6.2.13) est satisfaite.

On définit alors “}:1 (z',0) de sorte que la relation (6.1.10) soit satisfaite
ulyy = ujyy + piviHo + Ui

Il reste & déterminer 99+'uf = (0,@F)7 ! ([wjt1] + wj,,) pour que la relation
(6.2.8) soit satisfaite. Par (6.3.8), on sait déja que sa projection sur p; I’est. Comme
A('," est un isomorphisme de l'image de M{ sur elle méme, la projection par p, de
(6.2.8)

(6.3.11) palzi] = (.A(T)jpz[wjﬂ] + p2 ([Aﬁle_ﬂ + [Q]])

détermine po[w;41]. Avec (6.3.7) on connait donc [wj41], et donc 9 ud .
On a construit ;1 = ®;, par (6.1.8). La propriété (6.1.12) montre que ®;41 =
&}, vérifie aussi (6.1.9). O

Pour construire p(t,z’, z,,), on utilise le résultat suivant.

Lemme 6.3.3. — Pour j € {0,...,2s — 1}, considérons p; vérifiant (6.2.6). Il existe
une fonction p(t,z') de la forme

(6.3.12) A(t,a') = —eealta)
ot a(t,x') appartient a un borné firé de H**+3(R"), telle que :
8{/3'”:0 = p;(z',0) pour 0<j<2s—1.
Démonstration. — Si h < 0 et si a = In(—h/e), il existe des fonctions C* de leurs

arguments, f;, telles que :

8ga|t:0 = fj(ho/é‘,hl/{:‘,. . .,hj/E).

Connaissant les p;, on définit les fonctions a;(z') = f;(po/e,p1/e,...,pj/€), pour
0 <j <2s—1. Alors, a; € H*T37J(R*!) et il existe a(t,z’) tel que 8/ap—o = a;.
La fonction p(t,z') = —ee®(2") vérifie les propriétés annonceées. |
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Démonstration de la proposition 6.3.1. —  Une fois que 'on connait les fonctions
hj(z') = 8ud (2',0) € H?+3-3(R"~!) on définit ug (z',z,) sur R? en relevant de
maniére classique les traces h;(z'). On obtient ainsi une fonction ug (z', z,) apparte-
nant & un borné fixé de H>*+3(R? ).

Pour construire p, on détermine a comme au lemme 6.3.3 et on détermine A €
H2sH3(R*+1) vérifiant

(6.3.13) Ajg.—o=a et 0fA, _o=0 pourk>1.
On définit
(6.3.14) pt, ' ) = oAt @)

Il en résulte que pour k > 1let j+ &k < 25— 2,
(6.3.15) okpi(z',0) = 0.

On construit ensuite les fonctions uji, <I>;.t, z;-t_l sur R? et R™ a partir de uf, ®F et
p au moyen des formules (6.2.7) (6.2.8) et (6.2.9). La construction et la proposition
6.2.3 impliquent que (ug, Po) € F2(2s + 3). O

6.4. Construction d’une famille de solutions approchées

Le but de ce paragraphe est de démontrer le théoréme 3.1.2. Pour cela, on se donne
une famille de données initiales compatibles F°(2s + 3) et on considére (ug, ®o) €
F2(2s + 3). On désigne par p = —¢ e la fonction associée comme indiqué en (6.2.1).
On construit alors dans cet ordre les fonctions :

u_(t’:l:I?xn)’ Q—(t?wl7xn)7 Z_(t?xl,xn)’ u+(t7xl’0)? Q_(t’xl70)7

2t (t,2',0), 0,87 (¢,2,0), 0put (¢, 2',0), ut(t,2',2,), T (t,2', ).

a) Construction deu™ (t,z',z,). — On détermine uji (', 2n), (IJJ.i (', zp), z;-':_l(:c', Tn)

sur R} et R? & partir de (uo, ®o, p) en appliquant les formules (6.2.7) (6.2.8) (6.2.9).
Puisque uy € H?**3, &5 € H*** et p= —ce” avec A € H?*%3(Qru1r), les formules
(6.2.7) (6.2.8) (6.2.9) montrent que :

(6.4.2) uj est dans un borné fixé de H***3~J(R2) pour 1 < j < 25— 1,
(6.4.3) u] est dans un borné fixé de H**+3~J(R}) pour 1 < j < 2s — 1,
(6.4.4) @ — 0. est dans un borné fixé de H2**2(R"),

®} — 0. est dans un borné fixé de H***2(R7} ),

®; est dans un borné fixé de H?**3~/(R*) pour 2 < j < 25— 1,

®; est dans un borné fixé de H?>**3~7(R%) pour 2 < j < 25— 1,
(6.4.5) z;_, est dans un borné fixé de H***3~7/(R") pour 1 < j <25 -1,

z;.'_l est dans un borné fixé de H2**3~J(R?) pour 1 < j <2s—1.
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On définit u~(t,2',,) en relevant de maniére classique les traces u; € H>**3~J(R™)
pour 0 < j < 2s — 1. La fonction u™ (¢, z'z,) ainsi obtenue est dans un borné fixé de
H23+3(]R7_t+1 )

b) Construction de ® (t,2',x,). — Lorsque u™ est connue, on détermine ®~ (¢, z’, z,,)
sur Qp 7, = 1To, T1[ X R avec T, et T3 tels que T, < T, < 0 < Ty < T} en résolvant
I’équation du premier ordre

(6.4.6) @™ = ANu~ +Uo(u™,8,97,p),u”,9,®”) sur Qp 1,

avec la condition initiale :

(6.4.7) ®,_0 =% (@', zy).

Pour T, et T; assez petits, on obtient une solution @~ (¢,z', z,,) telle que

(6.4.8) ®~ — &, appartient & un borné de H****(Q7 1.).

¢) Construction de z~(t,z',x,). — u™ et &~ étant construites, on définit
_ Opu”

(6.4.9) 27 = 3.5-

qui appartient & un borné de H**+2(Q7, 1. ).

d) Construction de ut(t,2',0). — On définit u™ (¢, 2’,0) par la formule :
(6.4.10)

ut(t,2',0) = u”(t,2',0) + Up(u™, 9,0, p) = u™(t,2",0) + pU~ (u™, 8,97, p).
D’aprés (6.1.5) on a [u1] = p(t,2',0) et, d’aprés (6.4.8), 9,¢~ (t,2',0) € H**!(wy, 1, ).
Il en résulte que

(6.4.11) u*(t,2',0) —uf  appartient & un borné de H***'(wy 1.).
e) Construction de ®*(¢t,z',0). — On définit ®*(¢,z',0) par la formule :
(6.4.12) ot (t,z',0) = ®(t,2',0) = (¢, ).

On remarque que sur {z, = 0}, ¢ est solution de :
0 = Mu",u™,8,9)
avec la condition initiale ¢.—o = ®F (¢',0) = ®; (2',0).

f) Construction de 2% (t,x',0). — On utilise les notations de la proposition 6.2.3. Sur
{t = z, = 0}, les fonctions [z;] vérifient (6.2.13) pour 0 < j < 2s — 2. On construit
par relévement des traces, une fonction ((t,z') telle que :

(6.4.13) 8 ¢jt=0 = (j(2') pour 0<j<2s5—2.

On peut choisir cette fonction de sorte qu’elle reste dans un borné de H2*+1(R").
On construit de méme une fonction ws(t, z') telle que :

(6.4.14) & wsyi=o = Zj(a') pour 0<j<2s—2.

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2000



72 CHAPITRE 6. COMPATIBILITES. CONSTRUCTIONS DE SOLUTIONS APPROCHEES

D’aprés la proposition 6.2.3, les fonctions Z; sont de la forme Z; = € g; avec g; dans
un borné de H2*+1(R"1!). Avec le lemme 6.3.3, on peut choisir wo de la forme :

(6.4.15) wa(t,z') =eg(t,x)

ol g appartient & un borné de H2**1(R"). On définit ensuite la fonction :

(6.4.16) w(t,z') = ((t,z")R(ut (t,2',0),8,0(t,2")) + wa(t, z').

Il est clair que :

(6.4.17) Hwj=o = [25]-

Finalement, on définit

(6.4.18) 2t (t,2',0) = 27 (t,2',0) + w(t, z').

g) Construction de 8,®%(t,2',0). — La fonction ®*(¢,z’,z,) doit étre solution de

(6.4.19) 8@t = Aut,ut — pUt(ut,8,@%,p),0,%") = FF(u't,8,%",p)
sur {, > 0}. En dérivant cette équation par rapport & z,,, on obtient pour ¢, (¢,z') =
0, ®% (¢,2',0) une équation de la forme :
n—1
OF*
Onn =D _ 15 (u*,0,6%, p)Bjbn + 5 — (ut, 0,6, p)Opu*
(6.4.20) i=1

oFt +
+ 6_p(u , 0y ", p)Onp.
On exprime d,ut(¢,2’,0) en fonction de 8,®* (¢,2’,0) en posant
(6.4.21) Oput = 219,8T =2t¢,  sur {z, =0}.

Etant donné que zt+(t,2',0) a été déterminé en f) et que O,p(¢,z',0) = 0, on obtient
pour ¢, (t,z') une équation linéaire du premier ordre

n—1
OF*
(6422) 6t¢n = Z /Lj(u—*_a a;¢+7p)aj¢n + _6u—(u+’ a;¢+a P) FAR ®n
j=1
et la condition initiale :
(6.4.23) Pnjt=0 = 8n<1)3'(x’,0).

On résout cette équation sur [T}, T1] et on utilise la notation 9,8 (¢, z',0) = ¢n(t,z').
Alors

(6.4.24) 8,8 (t,2',0) — 8,®, appartient & un borné de H2**'(JT,, T1[ x R*™1).
h) Construction de Opu™t(t,z',0). — On définit d,ut(¢,2',0) par la formule :
(6.4.25) Oput(t,z',0) = 2z (t,2',0)0, 8" (t,2',0),

et Oput(t,2',0) appartient & un borné H2+1(|T,, T [ x R*~1).
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i) Construction de u*(t,z',z,). — On construit u*(¢,2',z,) en procédant comme
dans [Mé1]. On désigne par go et g; les fonctions définies par :
(6.4.26) go(t,z') = ut(t,z',0) € H>*TH(R"),
(6.4.27) gi1(t,2') = gn(t,2")zT (¢, 2',0) € H*T(|T,, Ty [ x R* ).
On utilise ensuite le ensuite le lemme suivant.
Lemme 6.4.1. — Les fonctions go et g1 vérifient sur laréte {t = z,, = 0} les conditions
de compatibilités suivantes :
(6.4.28) 9] gojt=0 = U jz,=0 Ppour 0<j <251,
(6.4.29) 8 g1jt=0 = Ontu})jz,=0 pour 0<j<2s—1.
Démonstration. — Puisque les données (ug, Po) sont dans F2, la condition (6.4.28)
découle de (6.1.10). Pour établir (6.4.29), on remarque d’abord que :
J
(6.4.30) Onul = Cliz 0,97,
1=0
En dérivant (6.4.27) par rapport a ¢, il vient
J
(6.4.31) & gri=0 = »_ Cla (',0)8 "' pn(0,").
1=0
La relation (6.4.29) résulte alors de ’égalité :
(6.4.32) 8] $n(0,2') = 0,®} (¢',0) pour 0 < j < 2s—1.

|

Par relévement de traces (voir par exemple [Li-Ma], chapitre.4), le lemme 6.4.1
montre qu’il existe une fonction u't (¢, 2',x,) € H?T1(|T,, T1[ x R%) telle que :

Tn(Oput) = gi(t,2') sur |T,, Ti[ x R*71,
(6.4.33) Lp(ut) = go(t,2’) sur [T, Tn[ x R,
0t]u|t=0 = u?’(x’,xn) sur R} pour 0 < j <2s—1.

j) Construction de ®*(t,2',x,). — La fonction u* étant déterminée sur QF, . =
1To, T1[ x R, on détermine ®* en résolvant I'équation :

(6.4.34) 0@t = Aut,ut — Uy (ut,8,8%,p),0,9T)
avec la condition initiale :
(6.4.35) =0 = B¢ (2', 20).

Quitte & diminuer T, et T}, mais uniformément par rapport aux données, on obtient
alors une solution sur Q;OTI telle que :

(6.4.36) ®* — &_ appartient & un borné de H***'(Qf 1.).

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2000



74 CHAPITRE 6. COMPATIBILITES. CONSTRUCTIONS DE SOLUTIONS APPROCHEES

Les fonctions u, ® et p que nous venons de construire, vérifient bien les conditions
(3.1.1) 4 (3.1.8) du paragraphe 3.1. Pour terminer la preuve du théoréme 3.1.2, il reste
& démontrer (3.1.9) ce qui est ’objet du lemme suivant.

Lemme 6.4.2. — Le saut de F = Z;:()l Aj(u)0iu + M(u,0y®)(0,u/0n®) est de la
forme :

(6.4.37) [Fl=eH

ot H reste dans un borné fizé de H**~Y(wr,1,).

Démonstration. — D’aprés (6.4.10), [u] = pU~(u, 0, ®,p) et p = —ce®. Les termes
[4;(u)dju] sont donc bien de la forme (6.4.37). Comme [Mz] = M*[z] + [M]z7, il
suffit de prouver que M™[z] est aussi de la forme (6.4.37). Compte tenu de (6.4.16)
ona:

(6.4.38) Mt 2] = (MTRY + MY,

avec MF = Ao(ut)(G(ut,dy¢) — 01¢I) et Rt = R(u*,d,¢). Le lemme découle alors
de (6.4.15) et de 'identité

(6.4.39) MTRY = (Mut,8,9) — A(ut,u™,0,¢))Ao(u™)RT

6.5. Données initiales compatibles locales. Prolongement

Dans ce paragraphe, on se propose de construire des données initiales compa-
tibles globales qui prolongent des données initiales compatibles locales données ce
qui établira la proposition 2.4.1. Soit 2 une boule ouverte de R™ centrée & l'origine
et F°(2s + 3,(2), une famille de données initiales compatibles sur .

Proposition 6.5.1. — Il existe une boule ouverte Oy C Q centrée a lorigine, T, < 0,
T{ > 0 et une famille de données initiales globales F°(2s + 3), tels que pour tout
€ €]0,&,] et tout (uo, o, p) € F2(2s + 3,1Q), il existe (Uo, o, p) € F2(2s + 2) tel que

g = ug, §3' =of sur QFf,
ﬂa =ug, <I>5 = @(—)— sur Ql_,
p=p sur |Tg, T{[ x Q,
et pour 0 <j3<2s—-1
~+ _ FE — T >+ _ * +
Uy =uj, ¢ = @5, Zii1 =2 sur QF.
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Démonstration

a) Construction de p, u; , ®;,
x(x',z,) € C§°(R™) telle que :

Z, ®f. — On se donne une fonction de troncature

x(@, z,) =1 si (¢, zy) € N,
x(@,zn) =0 si (x',zp) ¢ Q.
On définit p = —eeA sur 172, T{[ x R™ avec

At 2! zy) = x(@', zn) A(t, 2, 20).

On définit ensuite g, ‘55 , :I;?,' sur R” , par troncature et prolongement en posant
g (@', 2n) = x(2', 2n) ug (2", Tn),

(6.5.1) &5 (¢, zn) = x(2', 20) B (2", 20),
O (¢, xn) = x(&', 2n) BT (', 21).

Par construction, on a bien iy = ugy, ®F = ®F sur QF. Les relations (6.2.7) (6.2.8)
et (6.2.9) permettent de construire pour 1 < j < 2s — 1 des fonctions u; , ®; et z;_,
sur R” telles que

(6.5.2) iy =u; ¥ =%; F_,=z_, sur Q
b) Construction des fonctions ﬂ;r(x' ,0) et 8iud (z',0). — On construit d’abord les
traces sur {z, = 0} des fonctions dJul et zﬁ;", ou l'on utilise la notation w; =
(8n®0) 703 uo. En notant p; = p;(ug,d;,®o) le projecteur sur Ker M{ = RR{ =
R(ug, 8, ®o) parallélement & Im M{, il existe une fonction a;(z') € H2+17I (w) telle

que :

(6.5.3) pi[wjp1] = a;(=')RE.
On définit alors
(6.5.4) a;(2') = x(2',0) a;(z")

On pose Z:o(l‘l) = @, (') et on construit ug (z',0), [Zo(z',0)], Onug (z',0) en utilisant
les formules (6.1.10) et (6.2.13). On construit ensuite dans cet ordre, par récurrence
sur j et en procédant comme au paragraphe 6.3 les fonctions :

Cj—l(xl)> ’Ej(-’lf,,()), [zj—l(zlvo)]v 81217;—('77/’0) pour 1 < .7 S 2s -1
L4 ot x = 1, on retrouve évidemment les fonctions associées a (ug, ®o, p)-
¢) Construction de g (z',z,). — A partir des h;(z') = &g («',0) € H2+2=3(Rr—1),
sachant que h; = dJug sur O N {z,, = 0}, on détermine G sur R? en construisant,
par relévement des traces hj, une fonction qui coincide avec la fonction ug (2/, z,,) sur
une demi-boule QF . Cette construction est possible grace au lemme suivant que 1'on
démontre en utilisant une partition de 'unité de ’ensemble compact ﬁf CR}.
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Lemme 6.5.2. — 1l existe une boule ouverte centrée a l’origine Qs C Q; et une fonction
v(a',x,) € H2FT2(RD) telle que
i) v(@',zy) = ud (2',2,)  sur QF

i) 83v(a',0) = hj(z') surR"! pour0<j<2s—1

On définit alors g (z',zn) € H2+t2(R7) en posant @ (¢',z,) = v(z',zn) et la
proposition 6.5.1 est démontrée. O

6.6. Solutions approchées locales. Prolongement

Le but de ce paragraphe est de construire des solutions approchées globales qui
prolongent des solutions approchées locales données ce qui établira la proposition
3.1.4. On se donne donc une famille F%(2s + 4,]T,, T1[ x Q) de solutions approchées
locales au sens de la définition 3.1.1.

Proposition 6.6.1. — Etant donnés T, < 0 < Ty, et une boule ouverte Q; C R™ centrée
a lorigine, il existe Ty > 0, une boule ouverte Q0o C R™ centrée a l'origine et une
famille de solutions approchées globales, F*(2s + 1,] — Ta, To[ x R™) tels que
)T, < —To <0< Ty <T ety C Q.
ii) Pour tout € € ]0,&,] et tout (uq,®q) € F2(2s + 4,|To, Th[ x Q1) il existe
(U, Bo) € Fo(25 + 1) telle que
Uy = Uy €t <I>a=<’f>a sur | =Ty, To[ X Q.

Démonstration. — Pour simplifier, nous noterons (u, ®) au lieu de (u,, ®,). Le couple
(uo, ®0) = (¥js=0, ®|t=0) est un couple de données compatibles locales et en appliquant
la proposition 6.5.1, on peut construire des fonctions ug, ®¢ et g telles que

(6.6.1) (o, ®o) sont des données compatibles globales appartenant a F°(2s + 3).
De plus, il existe une boule ouverte Qo C Q; telle que

(6.6.2) Uo=up, Po=® surQy, p=p sur|To,Ti[x Q.

Nous construisons maintenant les solutions approchées u* et 3% en procédant par
étapes.

a) Construction de ™ (t,z',z,). — On construit tout d’abord les fonctions ﬁ;.t (', zp),
Cff (', zp), E;t_l (¢',2y) sur R} et R? & partir de (o, ®o, p) en appliquant les formules
(6.2.7) (6.2.8) (6.2.9). En utilisant une partition de l'unité de ’ensemble compact
Q, C R™, on démontre le résultat suivant.

Lemme 6.6.2. — 1l existe T > 0 vérifiant T, < —T» < 0 < Ty < T et une fonction
= (t,x',xn) € H?T3(] — T,, Ty[ x R™) tels que

i) u =u" osur]|—Tp,To[ x Q5,

i) pour0<j<2s—1, 8{17|_t=0 =1u; (z',zn) sur RZ).
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b) Construction de 3~ (t, ', xn). —Lorsque 4~ est connue, on détermine &~ (t,z',zy,)
en résolvant 1’équation du premier ordre

(6.6.3) 0™ = AT~ +Uo(@,8,2",7),a,0,"),
avec la condition initiale
(6.6.4) 3,_, = &; (', 2n).

Il existe T} > 0, avec T, < —T| < 0 < T < T, tel que la solution de (6.6.3) (6.6.4)
existe sur | — T}, Tj[ x R™ et vérifie

(6.6.5) &~ — &, appartient 4 un borné de H2**t3(] — T/, T![ x R").
De plus, par vitesse finie de propagation, quitte & diminuer 75 et Qs, on a & =&

sur | — To, To[ x Q5 .

¢) Construction de 3~ (t,a',xn). — U~ et ®~ étant construites, on définit
(6.6.5) 3= Z:g:

qui reste dans un borné de H2%2(] — Ty, To[ x R™).

d) Construction de u*(t,z',0). — On définit ™ (¢,z',0) par la formule :
(6.6.6) at(t,2',0) = U (t,2',0) + pU (@™, 8,6, 7).

D’aprés (6.1.5), on a donc [u;] = p(¢, z',0). De plus
(6.6.7) @' (t,2',0) —ul appartient & un borné de H?**'(] — Tp, To[ x R*1).

e) Construction de &*(t,a',0). — On définit &+ (t,a',0) sur ] — T, To[ x R"~! par
la formule :

(6.6.8) &t (t,2',0) = 3 (t,2',0) = ¢(t,2').
D’aprés (6.6.3) et (6.6.6), ¢ vérifie sur {z, = 0}

0é = A@*,a,9,9)
avec la condition initiale $|t:0 = :I;OJF (',0) = 65 (z',0).
f) Construction de z*(t,2',0). — On considére la matrice M| = Aut,0,¢) —
G(u*,d,¢) dont la restriction & t = 0 est la matrice M{ de (6.2.11). On note encore
p1 le projecteur sur Ker M} parallélement & Im Mt Sur 'ouvert 1T5, T1[ X w1, le saut
[2(t,2',0)] est défini et appartient & H2+1(JT,, T1[ x w;). On décompose [z(t, ', 0)]
en
(6.6.9) (2] = pilz] + (I — p1)[2] = w1 + we.
Etant donné que F; est engendré par Rt = R(u™, 0,9), il existe une fonction {(t,z') €
H25HY(JT,, Th[ X wy) telle que

(6.6.10) wy = pl[z] = C(t,w')R(u+,3;¢) sur ]ToaTl[ X wi.
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Puisque les fonctions ug et 50 sont des données compatibles, il existe, d’aprés la
proposition 6.2.3, des fonctions (j, Z; € H2*+1=3(R"~!) telles que

J
(6.6.11) Z]=>_ CLGR_,+Z; pour 0<j<2s~2.
=0
En comparant avec (6.6.10), on montre que

(6.6.12) ZJ = 8{(“:0 et Zj = 8tjw2|t:0 pour z’ € wy C wi.

Quitte & diminuer ws, on construit alors des fonctions ¢ (t,x') et wa(t,z') définies sur
R™ et telles que

(6.6.13) C(t, 2"y =((t,2") et wa(t,z') = we(t,z') sur | — Ty, To[ X we,
(6.6.14) 8]Cimo=C; et &Way—o=2; sur RPL.

D’autre part, comme (u, ®) est une solution approchée locale, ws est de la forme
ws = € g, avec g dans un borné de H2*t1(|T,, Ti[ x w;). On peut alors construire s
tel que

(6.6.15) wa(t,z') = eg(t,z')

avec § appartenant & un borné de H25t1(] — Ty, To[ x R*~1). On définit alors
(6.6.16) 7 (t,2',0) = 77 (t,2',0) + ( R(@*+, 8, 0) + Wa(t, a').

Sur | — T», To[ X we, on a bien 27 (t,2',0) = z*(¢,2',0).

g) Construction de O ®+ (t,z',0). — Lafonction o+ (t,2', x5,) que ’on veut construire
doit étre solution de :

(6.6.17) 88+ =A@t at - Uy (ut,0,8%,p),0,8").

En dérivant cette équation par rapport & zn, on obtient pour ¢, (t,z') = O ®*(t,z',0)
une équation de la forme (6.4.20). On détermine ainsi 8,9 (¢,z’,0) en résolvant les
analogues de (6.4.22) (6.4.23) sur | — Ty, To[ x R*~1.

h) Construction de 8,u*(t,z',0). — On définit
(6.6.18) dput(t,a',0) =z1(t,2',0) 8,8 (t,2',0)
i) Construction de ut(t,z',2,). — On définit alors a*(¢,z',2,) comme la solution

v(t,z',z,) du probléme de relévement de traces suivant.

Lemme 6.6.5. — Il existe 0 < T3 < Ty et une fonction v € H?*T1(] — T, To[ x R})
tels que :

i) v=ut sur]-T3,T3[x QF,

i) 8{v/t=0 = ﬁ;’(x',xn) sur R} pour 0 <j <2s-1,

ii) v(t,z',0) =ut(t,z',0) sur]— T3, T3] x R*71,

w)  Opu(t,z',0) = 8,ut(t,z',0) sur ] — T3, T3[ x R*1.
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Jj) Construction de 5+(t, &', z,). — ut étant connue sur | —T5, To[x R}, on détermine
&t sur | — T4, T4 X R?, avec 0 < Ty < T en résolvant I’équation (6.6.17) avec la
condition initiale

(6.6.19) E)r;:o =& (2!, zn).
Quitte & diminuer T3, on obtient une solution 3+ telle que
(6.6.20) & — &_ appartient & un borné de H*+1(] — Ty, To[ x RT)

En comparant les équations (6.6.3) et (§.6.17), on vérifie que la trace de ®* sur
{z,, = 0} coincide bien avec la fonction ¢ de (6.6.8). En particulier le saut de ® est
nul.

On vérifie que les fonctions , d et p que nous venons de construire sont bien des
solutions approchées globales prolongeant u, ® et p, ce qui termine la preuve de la
proposition 6.6.1. O

6.7. Solutions locales exactes dans le passé. Prolongement

Dans ce paragraphe nous montrons que toute solution locale du systéme (Sg)
définie dans le passé se prolonge en une solution approchée locale, ce qui établira la
proposition 3.1.5. Pour cela, on se donne une solution locale (u;,®;) de classe C2*
du systéme (Sg) définie sur l'ouvert ]T,,0[ x €;) et on construit un prolongement
(g, Dy).

a) Construction de u; et p,. — On prolonge u; en une fonction u; appartenant a

H?*(1T,, Ty[ x Q5 ) avec Ty > 0 et Qa C Oy, telle que ug = uj sur |T,,0[ x Q). En

prolongeant A on obtient de méme un prolongement p, de p; = —ce?.

b) Construction de ®, et z,. — On détermine ®, en résolvant ’équation (2.3.16)

a
(671) atq) = )\(ua_ + an_(u;,agllq)’ Pa),U;v 6;;(1)), (I)t<0 =&.

La solution obtenue ®, est définie sur un ouvert inclus dans ]T,,Ti[ x 5 mais
que nous noterons encore |T,,T1[ x Q5. On construit ensuite z, en posant z, =
Onuy [0n®, .

¢) Construction de u} (t,2',0), ®F(¢,2',0) et 2} (¢,2',0). — On définit

(6.7.2) ut (t,2',0) = ug (t,2',0) + paU~ (ug,8,®,, pa),
(6.7.3) ®F(t,2',0) = &, (t,z',0) = ¢a(t,z').

Ces fonctions sont bien définies sur un ouvert de la forme |T,,71[ X wy ou T; > 0 et
ws est une boule ouverte de R*~! centrée a l'origine. Afin de construire z;} (¢, z',0)
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nous introduisons les notations suivantes

(6.7.4) A(u, 8y¢) = —Ag" (u)M(u, 8y 9),
n—1

(6.7.5) Bu,dyu) = — Y Ay (u)A;(u)dju,
j=1

(6.7.6) M (u,8y¢) = \u, 8,¢)I — G(u,d,9).

On note A%, B¥, M les matrices :
A = AWz, 0y0a), BF =Bug,0,u7), My = Mi(uz,0,9).

Ces matrices sont bien définies sur |Tp,T1[ X wa. On considére (cf. paragraphe 6.2)
le projecteur p; sur Ker M{ parallélement & Im M. On note p, le projecteur py =
I—- P1-

On définit ensuite la fonction E(t,z') sur |T,, T1[ X wa en posant :

(6.7.7) E(t,2') = [Oua] - [Alz7 — [B]

Puisque u, est solution exacte dans le passé, on a

(6.7.8) At[z] = E sur |T,,0[ x ws.

Par ailleurs, il existe une fonction ((¢, ') définie sur ]T,,0[ X w, telle que
p1z = ((t, 2" )R(uf, 9,¢1),

ol z = Opuy /8, ®1. Soit (,(t,2') une fonction définie sur |T,,Ti[ X w2 qui prolonge
¢(t,z"). On définit un prolongement v; de pi[z] en posant
(6.7.9) vy = Ca(t, ') R(uf, 8 ¢a).

En notant g = 9ida — A, 0a) = \ui,uz,8)a) = Nuf,06), on a

(6.7.10) At =gl + M.

Comme g est d’ordre €, At est un isomorphisme de Im M7 sur lui méme et en notant
A*)~1 lisomorphisme réciproque, on définit un prolongement v, de p2[z] en posant
p g

(6.7.11) vy = (AY)"IpyE.
La fonction
(6.7.12) zF(t,2',0) = 27 (t,2',0) + v1(¢,2') + v2(t, 2")

est définie sur |T,, T1 [ X w2 et prolonge & des temps positifs la fonction donnée z(t, 2, 0)
donnée dans le passé.
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d) Construction de 0,®7(t,z',0), uf (t,2',z,), ®F(t,2',2,). — On construit ces
trois fonctions en procédant exactement comme au paragraphe 6.4. On définit tout
d’abord 8,®7 (¢,z',0) comme solution de ’équation linéaire du premier ordre (6.4.22)
avec la condition dans le passé 0, ®7 (t,’,0) = 8,®7 (¢,2',0).
On désigne ensuite par go(t,z') et g1(t,z') les fonctions définies par
go(t,z') =ut(t,2',0)  gi(t,2") = 8,9} (¢,2',0)2F(¢,2',0)
et on construit u} (t,z’,z,) de sorte que :
uf (t,2',0) = go(t, ')
(6.7.13) Oput(t,2',0) = g1 (¢, 2") pour ¢ < 0.
ub(t,2',x,) = uf (t,2', 2,)
Enfin, on construit ®7 (¢, 2, z,,) en résolvant I’équation eikonale (6.4.34) avec la condi-
tion dans le passé ®F (¢, 2',z,) = ®F (t,2',2p).
Le couple (uq, ®,) ainsi construit est défini sur un ouvert de la forme |T,, T1[ x Q2,
avec T1 > 0 et Q2 C Oy, et il est clair que (uq, ®s) = (w1, P1) sur |Tp, 0] x Q.
De plus (uq,®,) € p—H?**~2(]T,, Ti[ x Q2). Nous terminons ce paragraphe en
montrant que (uq,®,) est bien une solution approchée. Il est facile de voir que les

conditions (3.1.1) & (3.1.8) du paragraphe 3.1 sont réalisées et il reste a établir (3.1.9).
Pour cela, on définit :

n—1
(6.7.14) fa= ]ZOA Uq)0jtia + M(uaq, 0y ® )g :IL,“

et on doit montrer que [f,] est de la forme
(6.7.15) [fal=c¢H

avec H appartenant a un borné de H2¥~2(]|T,, Ti[ X ws). Le dernier terme de la somme
[fa] s'6crit [M(uq,0y®q)za] = MF[z4] + [M]z, et d’aprés (6.7.2) les termes [M]z,
et [A;(uq)0ju,] sont bien de la forme (6.7.15).

Enfin Mt[z,] = —Ao(uf)At[2,] et on a AT[2,] = ATv; + AT wve ot vy et vy sont
donnés par (6.7.9) et (6.7.11). Etant donné que g = A\(u}, u, 10y da) —ANuf, 0, ¢q) et E
donné par (6.7.7) sont de la forme (6.7.15), il en est de méme des termes AT v; = gv; et
Atvy = py(E). La condition (3.1.9) est vérifiée et la proposition 3.1.5 est démontrée.

|
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CHAPITRE 7

PARALINEARISATION

Le but de ce chapitre est de préparer la démonstration du théoréme 3.3.2 en pa-
ralinéarisant I’équation (3.3.2). Le besoin du recours au calcul paradifférentiel a été
expliqué au § 1.2.7. Comme indiqué au § 1.2.8, la paralinéarisation permet de découpler
les régularités limitées nécessaires au calcul de commutateurs et la régularité effec-
tive, beaucoup plus grande, des solutions. Les principes du calcul ont été posés par
J.-M.Bony [Bo] (voir aussi [Mey], [H62]). Nous utiliserons un calcul paradifférentiel
conormal & paramétre et localisé en temps introduit dans [Mé1]

Dans un premier temps (§7.1) nous rappelons les définitions et résultats tirés de
[Mé1]. Puis dans la suite du chapitre, nous paralinéariserons les équations et les condi-
tions aux limites, dans Iesprit esquissé au §1.2.8.

7.1. Le paraproduit

On se donne deux réels T, < T3 < 0 et un entier m (trés grand devant 2s).
Les ouverts Q1 = Q; U Q7 sont définis en (2.6.1). On note aussi wr = |T,,Ti[ x
R"~1. Pour u entier > 0, on note A*§dr) 'espace des fonctions a € L (Qr) dont
les dérivées conormales §%a sont dans L (2r) pour |a| < u. Ces espaces sont munis
de la norme évidente que l'on note ||ul|}'7. Parallélement, on notera aussi A*(wr)
'espace W (wr) et sa norme est notée |u[j, 1 (voir 3.3.5).

Les espaces H%? ont été définis au paragraphe 3.3 pour o entier > 0. La définition
s’étend de facon habituelle aux o < 0 (voir [Mé1]).

Dans [Mé1] sont construits des opérateurs de paraproduits « conormaux, & para-
métre 7 et localisés dans les bandes T, < t < T ». Is sont notés P/1:»T dans [Mél],
et nous les noterons plus simplement P"T ci-dessous.

Ce sont des applications bilinéaires de A°(Qr) x H®~™(Qr) dans H>™(Q7)
définies pour T > 0 et v > 0 dont nous rappelons briévement la construction.

Onnote z = (o, ...,Z,) = (y,T,) la variable de R**! et on fixe une décomposition
dyadique en se donnant une fonction ¢ € C§°(R**1), positive ou nulle, 4 support dans
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la boule de rayon 2, et valant 1 sur la boule de rayon 1. Pour j > 0, on note :

(7.11) 0i(€) =(2776),  Sj=¢j(Dz),  Aju1 =811 -5
Pour j > 3, on définit le paraproduit
(7.1.2) Ul =U’(a,u) = Sj_sa-Sju+»_ Sk-sa.Agu

k>j

On définit maintenant un paraproduit noté U”(a,u) qui dépend du paramétre v > 1.
Afin de rendre la dépendance en v réguliére, on se donne une fonction { € C{° € R,
a support dans ]1/4,1[, et telle que Z?io ¢(277v) = 1. On définit alors :

(7.1.3) U(a,u) = i(@‘j"'s'y)Uj(a, u).

=0

On introduit ensuite le conjugué de U” par le poids €2, :

(7.1.4) ZV(a,u) = e"U"(a, e ).

D’aprés le lemme 6.3.1 de [Mé1], il existe des opérateurs de prolongement notés wr
et m, 7 opérant de WH#(Qdy) dans WH(R"*!) et de H*(Qr) dans H*(R"*!). Pour s
et u entiers > 0, on a noté H*(Qdr) et WH(Qr) = WH(Qr) les espaces de Sobolev

usuels. Ces opérateurs de prolongement permettent de définir pour (a,u) € WH(Qr) x
H?(Q7) le paraproduit localisé

(7.1.5) z27T(a,u) = {Z"’(ﬁTa, 7r7,Tu)} lor

On se donne d’autre part une partition C* de 'unité :

o0

(7.1.6) 1=0o(zn) + Y _0(2zy)
j=1

ou 8, est une fonction a support dans |z,| > 2/3 valant 1 pour |z,| > 1 et § est &
support dans 1 < |z,| < 2. Pour j > 1, on note 0;(z,) = 6(2/z,,).

Par ailleurs, on se donne des fonctions 1y et ¥. ¢ vaut 1 pour |z,| > 1/2 et est
a support dans |z,| > 1/3. ¥ est & support dans 1/2 < |z,| < 4 et vaut 1 pour
2/3 < |zn| < 3. Pour j > 1, on note ¥;(z,) = ¢(27z,).

En outre, pour j € Z, on introduit les dilatations M; définies par

Mju(y, zn) = u(y, 277 ,,).
On définit alors le paraproduit
(7.1.7) P (a,u) =Y 0 M {277 (Myipra, Mipyu).}
k=0

On notera aussi P'T(a,u) = Py Tu.
Les propriétés suivantes sont démontrées dans [Mél].
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Action. — PY'T opére de H%*(Q27) dans lui-méme pour s € [—m,m] et il existe une
constante indépendante de T+, s et de (a, u) telle que :

(7.1.8) 1P (@, w5, r < Cllallgrllully,,r

De fagon générale, on désigne ci-dessous par C' des constantes indépendantes de
T > 0,7 > 0 et des fonctions a,u,... qui interviennent. Nous remarquons d’autre
part que WH°(Qr) C A#(Qr) de sorte que toutes les propriétés énoncées ci-dessous
restent valables en remplagant partout les normes ||a||}*r par |||}, 7
Localisation. — Pour 0 < u < m, 0< s <m,a€ A*(Qr) et u € H>*~#(Qr) tel que
u = 0 pour t < T, la restriction de P""T(a,u) & Qr, appartient & H%*(Qr,) et

(7.1.9) 1P (a, w)lls 1y < Cllallzllulli—yq,r

Calcul symbolique. — Pour a et b dans A*(Q7), avec 0 < u <m, PrTo P;"T - PJ,;T
opére de H%*~#(Q7 dans H%*(Q27) pour 0 < s < m et

”(P’YT PPYT Pc;yb’ )u”s'yT._

{llallzzllbllssr + lalls ol Hlull -, -

Commutation aux dérivations conormales. — Pour a € A'(7), 0 < s < m et

al < s+ 1, le commutateur [6%, PY°T] opére de H%*(Qr) dans H®*~l¢I+1(Qr) et :
a

(7.1.11) 116%, PY T ulls 0 < Cllallzllully 7

Paralinéarisation 1. — Pour a € A (Q7) N H**(Qr) et u € A°(Q7) N H*=#(Qr)
avec > 0 et 0 < s < m, la difference r = au — P"'T(a,u) est dans H**(Qr) et :
(7.112) Il < C{allrllulls iz + el -

Paralinéarisation 2. — Pour a € A*(Q7)NH®*~V(Q7) et u € A¥(Qr) N H**~#(Qr)
avec p > 0, v >0, u+v < s <m, et u =0 pour t < Ty, la différence r =
au— P»T(a,u) — P"T(u,a) est dans H®*(Q7) et :

(7.1.13) Irlls . < C{ Nl ey + el llalle -y}

Paralinéarisation 8. — Pour a € A1(Qr), u € L*(Qr) et 0 < j <n — 1, la différence
r = alju — PYT;u est dans L?(Q7) et :

(7.1.10)

(7.1.14) 7116,,7 < Cllallzllullg,q,7-

Paralinéarisation 4. — Si F' est une fonction C™ de ses arguments, telle que F(0) =
0, si u € A¥(Q7) N H®*~#(Qr) et si x(t) est une fonction C* nulle pour ¢t < T}
et valant 1 pour ¢t > 0, alors la différence r = x F(u) — PVT(F'(u), xu) est dans
H%%(Qr). En outre

(7.1.15) ey, < CUlullp)llullé—pqr
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Paralinéarisation 5. — Si a est une fonction C*, alors pour u € H% ™(Qr) la
différence r = au — P)"Tu est dans H>™(Qr) et
(7.1.16) Il .z < Cllallzm rllull 7

La quantification P a l'inconvénient majeur de mal commuter & la dérivation 9,.
Pour contourner cette difficulté, on a construit dans [Mé1] une autre quantification
7T, Pour lintroduire, nous devons d’abord rappeler la définition du paraproduit
tangentiel, noté P1"T dans [Mé1]. On commence par fixer une décomposition dya-
dique tangentielle en se donnant une fonction ¢’ € C§°(R™), positive ou nulle, a
support dans la boule de rayon 2, et valant 1 sur la boule de rayon 1. En notant
7= (Mo, -..,Mn—1) les variables duales dans R™, on définit pour j > 0,

(7.1.17) i) =¢'(277n),  Sj=¢j(Dy), 41 = Sip — Sj-
Comme précédemment, on définit ensuite les paraproduits :
(7.1.18) T} =T (a,u) = Sj_sa.Sju+»_ Sp_sa.Aku,
E>j

o . .
(7.1.19) TY(a,u) = Y ¢(279+39)T(a,u),

Jj=0
(7.1.20) PL7Y(a,u) = T (e ).

Pour s entier, on note E%*(Q27) ’espace des fonctions u telles que

(7.1.21) e Mogu e L*(r) pour |a| <s.
ou 6;/" désigne un produit de dérivées tangentielles 0o, 01, .. .,0,—1. D’aprés le lemme

6.3.1 de [Mé1], les opérateurs de prolongement notés mr et m., r, opérent aussi de
A#(Qr) dans A#(R*t1) et de E%*(Qr) dans E®*(R"*!), ce qui permet de définir un
paraproduit localisé sur A#(Q2r) x E®*(Qr),

(7.1.22) PIT(a,u) = { P! (rra,my,7u)}
[
Ce paraproduit jouit de propriétés analogues & celles listées plus haut, pour le calcul
tangentiel, dans la chaine des espaces H®®.
On définit ensuite les espaces A»1(Q7) [resp. E*!(Qr)] des u € A#(Qr) [resp. u €
H%3(Q7)] tels que d,u € A*~2(Qr) [resp. Opu € H**~2(Qr)]. Pour a € A*1(Qr),
avec p > 2, on note

aO(y’ Tp) = {

ou a(y,0+) désignent les traces de a sur {z, = 0}, & droite et & gauche.
Pour u € E*'(Q7) on note T'u les traces (& droite et & gauche) de u et p""Tu =
RYTTu, ou R"'T est opérateur de relévement de trace défini 4 la proposition 7.2.2 de

a(y,0+) siz, >0
a(y,0—-) siz, <0

et aa:a—ao,
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[Mé1]. En posant 6" Tu = u — p"Tu, on peut maintenant définir pour a € A%!(Qr)
et u e E2’1(QT)

(7.1.23) "7 (a,u) = P"T(a,07Tu) + P"T(0a, p”Tu) + PLYT(a%, p*Tu).

Ce paraproduit jouit des propriétés suivantes (cf. [Mé1}).

Comparaison de Il et P. — Pour 2 < p<m,2<s<m, T >0,a € A*Qr) et
u € E>}(Qr), la fonction f = 1T (a,u) — P"T(a,u) est dans H>*#(Qr) et

(7.1.24) 1My, < Cllallzz { s 7+ 10nulls—a r }-

Commutation de Il a 8,. — Si a € A>(Qr) et u € E>1(Q7) avec s > 0, alors la
différence r = 8,117 (a,u) — P"'T(a,d,u) est dans H%*(Qr) et

(@125) el e < C{llalls + 10nalls' F{lulls oz + 9nulle s 1 }-
La régle suivante se déduit aisément de (7.1.8), (7.1.10) et (7.1.16)

Commautation avec une fonction lisse. — Si p est une fonction C* et bornée ainsi que
toute ses dérivées, sia € A*¥(Qr) ou 0 < u<metsiuec H** #(Qr)ou0<s<m,
la différence r = P77 (ap,u) — P"'T(a, pu) est dans H®*(Q7) et

(7.1.26) Irlls. 2 < Cllallrllulli— 1

ot C est une constante qui ne dépend que de p.
On déduit également de (7.1.8) et (7.1.24) l'action de II"°T dans E*!(Qr).

Action. — Pour 0 < s <m, T >0, a € A¥(Qr) et u € E>(Q7), I}'T opére de
E*1(Qr) dans H**(Q7) et

(7.1.27) I Tulls, 7 < Clallste { Il + 19ntllt_o 7}

Notons que la construction de P et II est faite séparément sur Q; et Q7. Par
conséquent, tous les résultats rappelés ci-dessus sont vrais sur Q; et ()} séparément.

On introduit de fagon similaire sur les ouverts wr des paraproduits tangentiels,
encore notés P”'T. Ils sont définis comme en (7.1.22) et agissent sur les fonctions de
y. Ils opérent dans les espaces W (wr) et H*(wr). Ils possédent des propriétés
analogues & celles décrites ci-dessus. Les estimations (7.1.8) & (7.1.16) sont valables
pour ce paraproduit en remplacant toutefois dans (7.1.11) les dérivations conormales
0% par les dérivations tangentielles 0;'.

Enfin, en notant comme ci-dessus I'u les traces sur {z, = 0} de la fonction u, on
a:

Traces. — Sia € A>'(QF) et u € E5'(Q%) on a

(7.1.28) " T(a,u) = P"T(Ta,Tu).
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7.2. Généralités sur I’équation (3.2.3)

Dans ce paragraphe nous nous intéressons & ’opérateur linéaire associé 3 ’équation
(3.2.3). Il est défini par

n—1
Opv
(7.2.1) Lo = ];0 Aj(w)dv + M(u, ayQ)ﬁ.
Puisque A(u, 9, ®) est valeur propre de G(u,d,®) et que
M(u,8,®) = Ao (u) [G(u,a;q») - 8t<I>Id],

il existe des matrices W (u, 8) et V(u,8), C*® sur U x O, inversibles et vérifiant :

(7.2.2) W (u, & S)M(u, 8,8V (w,da) = | * O |,
Y ] 0 In_1
ou h est la fonction
(7.2.3) h = \u,d,®) — 6;®.
On se donne une famille de solutions (3.2.3)... (3.2.10) notée F(s,T), comme
indiqué au paragraphe 3.3. Lorsque (u, ®) € F.(s,T), on a, d’aprés (2.3.13),

(7.2.4) { ht = Aut,0,®) — AMut,ut - p+,8'y<I>+) sur QF,
W™ =Au™,0,®7) = A(u~ +p~,u”,0,®7) sur Qr,
avec p* = —ceA U (ut,9,8, —cet) et p~ = —ceAU~(u™,0,@", —ce?).

En effectuant un développement de Taylor on obtient :

1 a
K= opt - dud@t 08 + Y (07) gk (upt, 98",
(7.2.5) 1 "
h™ = —517— . du/\(u_,agqu:'-'-) + ||Z (p_)ag;(u_vp_7alllq)—)’
a|=2

ot les g sont des fonctions C* de leurs arguments.
En considérant d’autre part le choc plan (u.,®,) associé & (u,®), on définit les
constantes

I_’j :1_’6_ = [1-‘-517
(7.2.6) bt = AMuf,0) — A(ud,0,0), ho = X(0,0) — A(uf,0,0),
bF =In(-hf /e), b, =In(h, /e).

Lemme 7.2.1. — Si (u,®) € F.(s,T), il existe des fonctions b+, b=, g, 91, g4 et
g5 telles que :

Rt = —ce” sur Q7F,
(7.2.7) h~=ece®  sur Qr,
b* = A+1n(gE/2 +cet gf).
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Dans (7.2.7) a = In(—[ui1]/e) et A = Rr(a), ot Rr est Uopérateur de relévement
de traces défini au paragraphe 5.3. De plus, git et g;: sont des fonctions de la forme
g;t (ui,BLCIﬂ:) et il existe une constante &, > 0 telle que gt > 8, > 0.

En outre, il existe une fonction C(-) telle que b’ = (b'*,b'~) = b — b, vérifie

(7.2.8) 16'l13,7 < C(M)
ot M = M®(u,®,T) est défini en (3.3.9).
Démonstration. — On écrit p* sous la forme :
(7.2.9) pt = —eed Ut (u™, 9,8%,0) + g2 gs(ut, 9, @, —eed).
En vertu de I’hypothése 2 (¢f. chapitre 2), il existe 6; > 0 tel que :
(7.2.10) Ut(ut,8,8%,0) - dul(ut,8,8%) > 4.
En reportant (7.2.9) dans (7.2.5), il vient
1

(7.2.11) ht = -3¢ etgi(ut,0)@%) + e A gy (uT, 88T, —ce?)
ou g vérifie g (u™,9,®*) > ;. On en déduit (7.2.7).

D’aprés le corollaire 5.3.2, on a
(7.2.12) 14157 < Clal; 1
L’estimation (7.2.8) en résulte. O

Nous utiliserons en outre les estimations suivantes de p' = p — P, h' = h-h,,
b = b — b, qui résulte directement de 'hypothése (u, ®) € F(e,T).

Lemme 7.2.2. — Sous les hypothéses du lemme 7.2.1 et pour o entier dans {1,...,2s},
on a les estimations

(7213) Pl < e COD {llwl/elomrair + lulls 2+ 1@1 i1 01}
(7214) Wl r <eOM) {Ilwi)/elo-rar + llullsy r + 1@l 7}
(7.2.15) 18115,z < C(M) {I[U1]/€ lo—1,,7 + lull,y, 7 + |I¢|Ii+1,7,q~},
(7.2.16) I8l 7 < C(M) {[[1]/€ Lo, 7 + [Pl 7+ [DBlo-41,7,7 .

Si (u, ®) € W24(Qr) n’est pas solution du probléme non-linéaire, nous supposerons
que h s’écrit encore sous la forme (7.2.7). En introduisant la matrice :

e~ 0
2. =
(7.2.17) Wi [ 0 Iv. ] w,
la formule (7.2.2) implique que
(7.2.18) Wi (u,b,0,®)M(u,0,®)V (u,0,®) = J
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ou J désigne la matrice :

=J+=[_0€ 11\?_1] sur QF, J:J‘:[g INO_l] sur Q7.

Pour 0 < j < n — 1, nous définissons les matrices B;
(7.2.19) Bj = (0,2)W1 A,V.

On introduit 'opérateur paradifférentiel :
(7.2.20) LTy = Z P7T(Bj,8;v) + Jonv.

Comme dans [Mé1] et [Al], nous deﬁmssons maintenant la bonne inconnue
(7.2.21) v =T (VL xo) -7 (¢, x @),

ot ( = V1(0,v/0,®), ® = ® — &, et la fonction x(t) est comme indiqué au para-
graphe paralinéarisation 4.

Dans les formules (7.2.20) (7.2.21), P"T(B;,.) et II"T(V~1,.) sont des matrices
N x N d’opérateurs agissant sur des fonctions vectorielles & N composantes, alors que
7T (¢,.) est un vecteur colonne d’opérateurs agissant sur des fonctions scalaires.

7.3. Paralinéarisation de I’équation pour le probléme linéaire

On se donne une famille de solutions approchées et des fonctions (u, ®, F) telles
qu’il existe € € ]0,¢&,) et des fonctions (uq, ®,) € F2 vérifiant

(7.3.1) U=Uy, P=®, sit<O,

(7.3.2) (u, ®) € W2*(Qr),

(7.3.3) F e W*(Qr).

On considére alors une fonction v € W2¢(Qr) solution de I’équation
(7.3.4) Lv=F

Le but de ce paragraphe est de démontrer le théoréme de paralinéarisation suivant.

Théoréme 7.3.1. — Il existe une fonction C(-) telle que si T > 0 et si (v,u,®,F)
vérifient (7.3.1)...(7.3.3) et I’équation (7.3.4), alors la bonne inconnue v, définie en
(7.2.21) wvérifie pour tout v > 1, LV Tv; € HO?%(Q7) et

ILYT (W1)ll30,y,r <

(7.3.5) , ,
) {lollasr,r + IF sy 7+ Kolllullhayz + 1@ll2s,r.7}

ol M est tel que :
(7.3.6) 115,z + 1915, + 1115, < M
et ot Ko = ||F|l3 7 + [|v]l3 7
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Pour alléger les notations, nous omettons d’écrire les paramétres v et T dans les
paraproduits. D’autre part, on dira qu'une expression e est un reste si e € H%2%(Qr) et
si |lell5,., 7 est majoré par le membre de droite de (7.3.5) pour une certaine constante
C(M).

La démonstration comprend plusieurs étapes. On écrit la bonne inconnue sous la
forme v; =7 — ® ou ¥ = II(V~1, xv) et & = II(¢, x ®').

Proposition 7.3.2. — v =II(V 1, xv) vérifie

n—1
(7.3.7) LY@ =) Pw, © Po,.4,0;(x) + Pw, © Pradn(xv) +r
j=0
ou T est un reste.
Démonstration. — LT (v) est donné par la formule (7.2.20). On étudie chaque terme.
Notons ¥ = P(V ™!, xv). La régle de commutation (7.1.11), implique que
(7.3.8) 180 = P(V™1,8;(x 0))l3s,7,7 < C ll(w, 8, @)1 7llvll3s 5,7

Ensuite (7.1.10) implique que
(7.3.9) 185(x v) = Py (8;0)llss 5,7 < Cll(w, 3, @15 7llvllbs -, -

Puisque 8, ®, W1, A; et B; sont bornés dans W1*°(Qr), on voit que 8;(x v) — Py (9;7)
est un reste et en appliquant l'opérateur P(8,® W1 A;,.) et le calcul symbolique il en
résulte que

(7.3.10) Py, 0 Py, 9.4 0i(xv) — P(Bj,0;v) est un reste.
On compare ensuite P(B;,0;0) a P(Bj,0;0). On a d’aprés (7.1.24)
15 = Bl3as1,,0 < CNVTHE 2{ll0ll3s 5,7 + 10001135257}

ce qui prouve que 9;(V—70) est un reste. Il en est de méme de P(B;, 0;0) — P(Bj, 0;9).
Avec (7.3.10), cela implique que

(7.3.11) P(Bj,0;v) — Pw, o Py, ¢.4;0;(xv) est un reste.

On étudie ensuite la différence 8,0 — P(V~1,8,(xv)). En commutant II et 8, on
obtient d’aprés (7.1.25)

1027 = PV, 8n(x 0))35,7,7 < CNVTHIS 2012 1,7 + 100011552, 7}
On en déduit que
(7.3.12) J8,7 — JP(V™1,8,(xv)) est un reste.

Puisque J est une matrice constante,on a JP(V=1,.) = P(JV~!,.) et d’aprés (7.2.25)
JV~1 = Wi M. 1l en résulte que

(7.3.13) JO,U — Py, o PpqOs(xv) est un reste.

ce qui, compte tenu de (7.3.11) achéve la démonstration de la proposition 7.3.2. [
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On évalue ensuite L”"T(a) en commengcant par le terme J8,®. On note que x v
vérifie ’équation
(7.3.14) L(xv) = f' = xF + (8ex)Ao(u)v.
En désignant par w la fonction

n—1

(7.3.15) w=f' =Y Aj(w)d;(xv)

=0
et en tenant compte de (7.3.14), on obtient :

(7.3.16) w = (0n®) "  M(u, 8,®)0n (x v).

1l en résulte immeédiatement que

(7.3.17) Wiw = Wy MV (x ¢) = J(x ).

Lemme 7.3.3. — Avec les notations précédentes, ® = II(¢, x ®') vérifie lestimation
(7.3.18) J8,® — Pw, o P,, 0,8 est un reste.

Démonstration. — Puisque W et w sont bornés dans W2 (Qr), on a par le calcul
symbolique :

(7.3.19) |Pw; © Pu0n®' — Pw,w0n®' (15, 7 < C(M) Kol|0n®'l|55—2,4,7-
D’aprés (7.3.17), on a d’autre part :

(7.3.20) P(Wyw,8,8') = P(Jx(,0,8") = JP(x C,0,®").

En utilisant (7.1.26) et I'estimation ||(||3 7 < C(M)Ko, on obtient

(7.3.21) P(x¢,0,9") — P(¢,0,(x®')) est un reste.

La régle de commutation (7.1.25) implique que

(7.3.22) P((,0n(x®")) — 0,I1(¢,x ®') est un reste.

11 résulte alors de (7.3.20) (7.3.21) et (7.3.22) que

(7.3.23) Pw,w0n® — JO,II(,x ®') est un reste,

ce qui prouve le lemme 7.3.3. O

Lemme 7.3.4. — Pour 0 < j <n—1 la différence P(B;, 8]6) — Pw, 0 Py, (xv)0;®
est un reste.

Démonstration. — D’aprés (7.1.24), 6]6 —9;P(¢,x ®') est un reste. En commutant
0; et P on obtient que

(7.3.24) 8;® — P(¢,0;(x®')) est un reste.
En appliquant l'opérateur P(Bj,.) on en déduit que
(7.3.25) P(B;,8;®) — P(B;(,0;(x ®')) est un reste.
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Comme B;({ = W1 A;0,v on a

(7.3.26) P(B;j(,0;(x ®')) — Pw, 0 Pa,5,,0;(x ®') est un reste.

En commutant x et 9; et en appliquant la régle (7.1.26), il vient

(7.3.27) Pa;0,0X 0;®" — P40, (xv)0;®' est un reste.

11 résulte alors de (7.3.25) (7.3.26) et (7.3.27) que

(7.3.28) P(B,-,Oj:f)) — Py, 0 Py,0,(xv)0;®" est un reste,

ce qui prouve le lemme 7.3.4. O

En rassemblant les résultats de la proposition 7.3.2 et des lemmes 7.3.3 et 7.3.4,
on obtient que

(7.3.29) LT (v) = P(Wa,9) +7

ou r est un reste et

n—1

(7.3.30) g—ZPa 8.4;0j(xv) + PmOn (xv) — {ZPAJ%(X”)Bé + P,0n (I)’}
j=0
Le théoréme 7.3.1 sera donc entiérement démontré si on prouve que g est un reste.
Pour cela, nous reprenons les termes Py, ¢.4;0;(x v) et PaOn(x v) figurant dans g et
nous comparons le produit et le paraproduit.
On utilisera le résultat suivant qui découle directement de la régle (7.1.13).

Lemme 7.3.5. — Soit A(u) une matrice N x N, C* en u. On note A(u) = A(u) —
A(0) et tA la matrice transposée. Pour u € A*(Qr) N H®*=*(Qr) et v € AY(Qr) N
H%=#(Q7) la différence :

r=A(u) xv — P"T(A(u), xv) = *P"T(*(xv),  A(u))

est dans H%*(Qr) et on a l’estimation

(7.3.31) (1.0 < {HA@IE Il e+ 0N AGNE -y 7 -
Lemme 7.3.6. — On a
(7.3.32) Po,8.4,;(u)0j(x V) = 0n®.4;(w)0; (X v) — Pa;(u)0; (xv)0n® + 7

ou r est un reste.
Démonstration. — En appliquant la régle (7.1.13) on obtient tout d’abord :
(7.3.33) On®'.0j(xv) = P(0,%',0;(xv)) + P(8;(xv),0,%') + 71

ot 7, est un reste. On applique ensuite & (7.3.33) Popérateur P(A;(u),.) et on obtient
en vertu du calcul symbolique (7.1.10) et du fait que §,% =1+ 9,9’

(7.3.34) Po,0.4;(w)0i(X V) = Pa;(u)0n®.0;(X V) = Pa;(u)o;(xv)0n® + 12
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ou 72 est un reste. En utilisant le lemme 7.3.5, on obtient que
(7.3.35) P, (u)0n®.0;(x v) = 0, 8.4;(w); (x v) — Py, a5, (x v) ' Aj (1) + 73
ol A}-(u) = Aj(u) — A;(0) et r3 est un reste. En utilisant (7.1.8), on en déduit

que Py gt9;(xv) Aj(u) est aussi un reste et le lemme résulte alors de (7.3.34) et

(7.3.35). |
Lemme 7.3.7. — On a
n—1
(7.3.36) Pamn(xv) = M8u(x0) + ) Pa(u)on(x0) 05 +7
=0
ot r est un reste.
Démonstration. — On part de l'identité
n—1
(7.3.37) Prda(xv) = Pa,8n(x) = {3 Pojanswdn(xv) }.
j=0

Le lemme 7.3.5 implique que
(7.3.38) Py, (0)On(xv) = An(u)0n(x v) + 11

ot 7; est un reste. Etant donné que ® = &' + ot + x, et que, d’aprés (7.1.16),
00n(xv) — P(0I,0,(xv)) est un reste, on obtient en appliquant (7.1.13)

(7.3.39) ;@0 (x v) = P(0;®,0n(xv)) + P(On(xv),0;®") + T2

ol 72 est un reste. On applique ensuite & (7.3.39) l'opérateur P(A;,.) et on obtient
par le calcul symbolique :

(7.3.40) P(8;84;(u), 9(xv)) = P(4;(u), ;89 (x v)) — P(4;(w)da(xv), 8;8) +13
avec un reste r3. D’aprés le lemme 7.3.5, on a de plus :
(7.3.41) P(A;j(u),8;80,(xv)) = ;8 A;(u)8n(xv) — P(8;®8,' (x v),  Aj(u)) + 74

avec un reste r4. En utilisant (7.1.8) on voit que le terme * P(8;®8, (x v),*A;(u)) est
aussi un reste. En revenant a (7.3.37) et en tenant compte de (7.3.38)... (7.3.41), on
obtient (7.3.36) et le lemme est démontré. |

En reprenant maintenant (7.3.30) et en appliquant les lemmes 7.3.6 et 7.3.7, on
obtient aprés simplification :

(7.3.42) g=0,9.L(xv) — P(f,0,9) + 7

ol f' est donné par (7.3.14) et r1 est un reste. On en déduit que
(7.3.44) g=f +0,@f — P(f,0,®")+ 1.

En appliquant (7.1.13), on montre que

(7.3.45) O0n® f' — P(f',0,®") = P(0,®', f') + 12
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avec un reste ro. Enfin, en remarquant que f' = x f + 9y x.Ao(u)v est aussi un reste,
il résulte de (7.3.44) et (7.3.45) que g est un reste, ce qui achéve la démonstration du
théoréme 7.3.1.

7.4. Paralinéarisation de I’équation pour le probléme non-linéaire

On se donne maintenant un couple de fonctions (u, ®) € F.(s,T'). Alors, d’aprés
(3.2.3), v = u' = u—u, est solution de (7.3.4) avec F' = f, le prolongement par 0 pour
t > 0 de la fonction f, de (3.1.8). On désigne ici par v; la bonne inconnue associée &
v=u =u-—u,

(7.4.1) v =TV xu) -7 (¢, x @)
avec
(7.4.2) ¢ =V (0nu/0n%)

En appliquant le théoréme 7.3.1 nous obtenons alors directement le corollaire sui-
vant.

Corollaire 7.4.1. — 1l existe une fonction C(-) telle que si T > 0 et si (u,®) €
Fo(s,T), alors pour tout v > 1 on a LT (v1) € W2¥(Qr) et

(743) LT @)z < CON {lullzo,t + [1@l20,0,7 + 1 l2s7 ),

ot M = M®(u,®,T) est défini en (3.3.9).

Démonstration. — On sait que f est nulle pour ¢ > 0 et que sur Qg, f ne dépend que
de (uq, ®,). Comme M (u®, ®%,0) est uniformément borné, ceci implique que
(7.4.4) IflI3,r < C.

Ceci entraine que Ko < C + ||v||3 7 < C(M) et I'estimation (7.3.5) donne le résultat.
O

7.5. Paralinéarisation des conditions aux limites pour le probléme linéaire

On reprend les notations du paragraphe 7.3. On se donne & nouveau des fonctions
(v,u, ®, F) vérifiant les conditions (7.3.1) & (7.3.4) et on suppose en outre que

v € H*(wr), I'® € H* Y (wr), TV € H?®(wr)

On se donne de plus deux autres fonctions g et 1) appartenant & H?*(wr) et on
suppose que (T'v, 1)) vérifie sur wr I’équation :

(7.5.1) (M(Tu, 9yp)Iv] — Xu(¥) = ¢
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ou X, désigne l'opérateur du premier ordre :

(75.2) Xu($) = 3 05901f5 ()]

=0
L’opérateur linéaire en (I'v,v) qui apparait au premier membre de (7.5.1) est le
linéarisé de I'opérateur

(Cuy8) = [fa@)] = 3 056055 ()]

§=0
que l'on trouve au premier membre de (3.2.4) (conditions de Rankine-Hugoniot).
On désigne par v; la bonne inconnue (7.2.21). D’apreés (7.1.28), on a

(7.5.3) vy = PYT(TV™, xTw) = PYT(0¢ x ¢).
En multipliant (7.5.1) par x W;" on obtient 1’équation équivalente
(7.5.4) [Jv2] + Evy, — X1(x%) =G,

ou 'on a posé :

(7.5.5) vy =V 1xT,

(7.5.6) X1(x¥) = Wit Xu(x ),

(7.5.7) E=J -WM V- ={I-W}(W)'}J",
(7.5.8) G = x Wi g+ Wi (8:x)9[folw)).

Nous introduisons d’autre part 'opérateur paradifférentiel X"° associé a X,

n—1

(7.5.9) XPTw) =>_ P T (b;,0;¢)

§=0
ot bj = Wy [£;(u)].
Enfin, on note QT I'opérateur paradifférentiel associé a ’'opérateur figurant au
premier membre de (7.5.4),

(7.5.10) Q" (v, ) = [Jv] + PPT(E,v7) — X7 ().

Proposition 7.5.1. — 1l existe une fonction C(-) telle que si T > 0 et si (I'v, ¥, Ty, ¢, g)
vérifient (7.5.1) et les hypothéses ci-dessus, alors on a QT (Tvy, x¢) € H?*(wr) pour
tout y> 1 et

Q7T (o1, X ¥) 2oy, SCM) {T0l2-1,.7 + [Plasir,7 + Iglas,r,r

(7.5.11)
+ K1 {[Tblas 2,7 + [Ttlas 1,0 + |8laet1,,7} }

ot M est tel que
(7.5.12) ' l15,7 + 121157 + [1b']l5,7 < M
et o Kl = |¢|I,T + |FUH,T + |g|Z,T'
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Démonstration. — Dans la preuve, et afin d’alléger les notations, nous écrirons v
au lieu de I'v. D’autre part, nous dirons ici qu’une expression e est un reste si e €
H?%(wr) et si |e|2s,4, 7 est majoré par le membre de droite de (7.5.11) pour une certaine
constante C'(M).

D’aprés (7.1.12), PYT(b;,8;(x %)) — b; 8;(x ¥) est un reste. Cela implique que

(7.5.13) XPT(xy) — X1(x®) est un reste.
Par ailleurs,
v — vy = PYT(V7 x0) = V7 (xv) = PYT(¢ x 9.

D’aprés (7.1.12), PYT(V~1 xv) — V~I(xv) est un reste et il en est de méme de
PrT(¢,x¢'). On en déduit que

(7.5.14) [Jui] — [Jvz] est un reste.

On remarque que PYT((,x ¢') est lui méme un reste. En outre, (7.1.10) et (7.1.12)
impliquent que,

PgoPy-1(xv) — EV71(xv) est un reste.

On en déduit que

(7.5.15) PYT(E,v7) — Evy; est un reste.
On déduit alors de (7.5.13), (7.5.14) et (7.5.15) que :
(7.5.16) Q" (v, x¥) =G +r

ou r est un reste.
On vérifie directement d’aprés la définition (7.5.8) que G est aussi un reste. La
proposition 7.5.1 en résulte. O

7.6. Paralinéarisation des conditions aux limites pour le probléme non-
linéaire
Dans ce paragraphe, nous paralinéarisons les conditions aux limites (3.2.4). Comme
au paragraphe 7.4, on se donne un couple de fonctions (u,®) € F.(s,T) et nous
désignons par v; la bonne inconnue (7.4.1). D’aprés (7.1.28), on a

(7.6.1) Iy = PYT(TV~ xTw') — PYT(0¢, x ¢')

avec I'( = TV~1(8,u/8,®). On rappelle que QT est I'opérateur paradifférentiel
défini par (7.5.10).

Proposition 7.6.1. — 11 existe une fonction C(-) telle que si T > 0 et si (u,®) €
F(s,T), alors pour tout v > 1 on a QT (Tvy,x ¢') € H**(wr) et

(7:62) QT (L1, X )lasir,r < & COM) {[Pulso1,,7 + 9la0,,1 + I[u]/¢ 20-5,7,7 }
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ot M est tel que
(7.6.3) M*®u,®,T)< M

Nous dirons ici qu’une expression r est un reste, si 7 € H2*(wr) et si |r|asy,T
est majoré par le membre de droite de (7.6.2) pour une certaine constante C(M).
Dans les calculs qui suivent, on notera 7y, ro,... différents restes. Pour alléger les

notations, nous écrirons u au lieu de u, et ¢ au lieu de ¢_. Nous omettrons aussi
d’écrire ’opérateur de traces I'.

Lemme 7.6.2. — Soit F' une fonction C* de ses arguments. Alors l’expression
(7.6.4) r=x[F(u) = F(u.)] = [P7T(F'(u), x u')]
est un reste.

Démonstration. — On a [F(u)] = G(ut,u")[u] ot G est une fonction C™ de ses
arguments. Soit G1(u't,u' ) = G(ut,u”) — G(u*,u”). Alors, en notant u' = u — u,
(7.6.5) X [F(u) = F(w)] = x Gu™,u™)[u] + x Gi (o', u' ") [u).

Les propriétés de paralinéarisation des produits, impliquent que

(7.6.6) xGut, u )] =PI ('), x tGy) + PYT (G, x [u']) + 1

avec un reste rj.
En remplacant [u'] par [u] — [u] et en remarquant que !P"T(*[u], x!G1) — x G1[u]
est un reste, (7.6.6) implique que

(76.7)  xGt,u7)W]="PPT(u],x'G1) + P (G, x [u']) = x Gi[u] + 2.
On note Gi; le terme d’indices (7, ) de la matrice G(ut,u™). Si v est une fonction

a valeurs dans RV, on désigne par P77 (8G /ouT, v) la matrice N x N dont le terme

d’indices (%, j) est donné par :
N
8G.:
Z P’Y’T =4 Vg |-
+ )
Pt ( oup )

On procéde de fagon analogue pour P’Y’T(fit—ci, v). En utilisant (7.1.15) on obtient,

oG G, -
168  x'Gr =PI (G ) + P (FR )

En écrivant ensuite la formule explicite :

(7.6.9) Glut,u™) = /1 F'(u™ + t[u]) dt

o
on voit que pour tout triplet (z,j,k) on a :
3Gij _ 0G ik, ¢ 6Gij _ Gk

ouf ~ our  © Bu; 0wy
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En posant B; = 8'G1/0ut et By = 8'G1/0u~ et en utilisant le calcul symbolique,
on obtient les formules :

(7.6.10) (P:f; o PYT (x u )) — p7T (ZGLX“ ) + 74,
(7.6.11) (P[E;‘] oPg;T(xu'_)) =prT (gG_l,xu ) + r5.

En appliquant ’opérateur tP:E { 4 (7.6.11), on obtient ainsi

(7.6.12) tPYT(tu), xtGy) = P T(aGl xu'+) + P’V’T(aG_l,xu ) + 7.

Qut’ ou
En dérivant sous le signe somme dans (7.6.9) on obtient d’autre part :
oG
(7.6.13) Gut,u”) + a—j u] = F'(ut),
8G
(7.6.14) Glut,u™) — — o=l = F'(u”).
En reportant ces relations dans (7.6.12), on obtient
(7.6.15) 'PYT(Mu], x tGr) = [PYT(F'(u), xu')] = PYT(G, x [w]) + 7.
Enfin, en revenant & (7.6.7) et en tenant compte de (7.6.15), il vient
(7.6.16) x Gut,u™)[w] = [PVT(F'(u), xu')] — x Gi[u] + 7.
Compte tenu de (7.6.15), le lemme en résulte. O

Lemme 7.6.3. — Soient a« = I'F(u,0,®) et § = I'G(u,0,®) ou F et G sont des
fonctions C* de leurs arguments. Alors

[P2T o P} T (xu)] - [PY5 (x )]
est un reste

Démonstration. — En notant £ = 'y u’, on a

(7.6.17) [PYT o ByTe) = P o PITet + P o P + P17 o PRI,

(7.6.18) (P15 €l = Pui,et + PYT et + PYY [e].

On remarque que «, 3 et [a]/e sont bornés dans W1 *°(wr) par C(M). En appliquant
(7.1.10), on en déduit que

(7.6.19) [a] o PLTET = awﬁ + 71,
b T — 1T
(7.6.20) Py o Py &t = Plrip&t +ra.
D’aprés (7.1.10), et en remarquant que |a~ |3 7 + |[37]3 7 < C(M), on en déduit que
(7.6.21) P2 o PYTIE] = PY5 [Ellas, < C(M) e |[u]/e las-3,,7
et le lemme suit. O
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Lemme 7.6.4. — Pour0 < j < n—1on posed; = [f;(u)], d; = [f;j(w)] et d; = d; —d;.
Alors

X 0;¢6d; — x 8;9d; — P"T(9;¢,x dj) — P77 (d;,0;(x ¢'))
est un reste

Démonstration. — En utilisant (7.1.13), et l'estimation :
(7.6.22) X djlzo-s.0.7 < € C(M) {I[ul/e l2s-s.7,1 + ITulz0-13.7 },
on vérifie que
(7.6.23) x9;¢' d; = PrT(8;¢', xdj) + P"T(x dj,8;¢') + r1.
D’autre part, on a
(7.6.24) x0jpd; — Xajgc_ij = X3j¢l d;- + Xajéd;' + X8j¢l dj-
D’aprés (7.1.26), et en remarquant que P’Y’T(dg, (0jx)¢') est un reste, on obtient
(7.6.25) PrT(xd;, 0;¢') = PYT(d},05(x ¢)) + ra.
Puisque d; est un vecteur fixe et que P'Y’T(dj, (0;x)¢') est un reste, on a :
(7.6.26) x0;¢' d; = P””T(c_ij, 9i(x¢'")) +rs.

En reportant dans (7.6.24) et en tenant compte de (7.6.23) (7.6.25) et (7.6.26), on
montre que
X 0;pd; — x9;6d; = PT(8;¢',x d;) + P"T(d},8;(x ¢'))-

+P"T(d;,0;(x ¢") + x 0;¢ dj + 4.

(7.6.27)

Par ailleurs,

(7.6.28) X 0i¢d; = P"T(8;¢,x dj) +7s.

En reportant dans (7.6.27) on obtient

(7.6.29) X 0;¢d; — x0;0d; = P"T(8;¢,x dj) + P (d},0;(x ¢')) + e,

ce qui prouve le lemme. O

Lemme 7.6.5. — L’expression

n—1

r=[PYT(M(u,8,9),x )] = Y P"T(d;,8;(x ¢")

j=0
est un reste.

Démonstration. — On part des conditions de Rankine-Hugoniot (2.3.3) que nous mul-
tiplions par x(t)

n—1
(7.6.30) > x98lfi(w)] = x[fa(w)] = 0

j=0
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nous appliquons le lemme 7.6.4 & chaque terme x 9;¢[f;(u)] et au terme x [fn(u)]. I

vient
n—1 n—1

(7.631) > P"T(@;0,xdy) + > P (d;,05(x ) — [P (An(w), xw')] = 1.

=0 =0
D’aprés le lemme 7.6.2,
(7.6.32) xd; = [PYT(A;(u), xu')] + ra.
On en déduit que
(7.6.33) PYT(@;¢,xd;) = [Pgrg o Py {yx ] +s.
En appliquant le lemme 7.6.3, cela implique que
(7.6.34) PT(8;¢,x ) = [P"T(8;0 Aj(u), x u')] + 4.

Enfin, en revenant & (7.6.31) on obtient :
n—1

(7.6.35) > PrT(d;,8;(x ¢') — [PV (M(u, 8y9), x u')] = 75,

7=0
ce qui prouve le lemme. O
En notant % = PT(V~! x '), la bonne inconnue v; s’écrit sous la forme :
v = - PV (¢, x¢)
En posant Z = (W)~ 1.
Lemme 7.6.6. — L’expression
r=[Ju) - ng’lf o PY (7]
est un reste.

Démonstration. — Sur {z, = 0} la fonction b est de la forme

(7.6.36) b= f([wi]/e,u,d,9)
ou f est une fonction C™ de ses arguments. En utilisant (7.1.10), et la majoration
b]3,7 < C(M), on obtient

(7.6.37) ngvlf o PRI Ja] = [Ja] + 1,
oul r; vérifie 'estimation :
(7.6.38) Ir1l2s,y,r < C(M) |[Jt]l2s-3,9,7,
Par ailleurs,
(7.6.39) Jal=J u] + (JT - J7)a".
En tenant compte de la forme de la matrice J* — J~, on obtient :
(7.6.40) [(J* = J7)0 |2s—3,9,7 < eC(M) |TW|25-3,4,7-
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D’autre part :

(7.6.41) [@] = PPT((V™HF, [xu]) + PPV, xu).
En remarquant que [V ~1] peut s’écrire sous la forme :

(7.6.42) V™1 = [u] g(u+,u—,8g'/¢),

on en déduit que

(7.6.43) ([@llas—s,77 < COM) {I[t 20877 + & I 2637}

En revenant & (7.6.38) et en tenant compte de (7.6.40) et (7.6.43) on en déduit que
r1 est bien un reste, ce qui prouve le lemme. O

Lemme 7.6.7. — On a l’estimation
[Z]l3,r <eC(M).

Démonstration. — Sur {z, = 0} on a p* =p~ = [u] = [w]R(u*,u",0,¢), d’aprés
(1.2.6). Avec (2.3.13) et (7.2.6) (7.2.7), on peut alors écrire

(7.6.44) T'ht = %[ul]gl (ut,8,9) + [w)g5 (ut, 8,0, [u1]),
(7.6.45) 'k = —%[Ul}gl (U—aa;¢) + [ul]zgz_ (u_,6;¢, [ul])v
ou :

(7.6.46) 91(u,9,9) = R(u,0,9) - du\(u,0,¢) > 41 >0

et go est une fonction réguliére de ses arguments. Puisque I'd* = In(—Tht/e) et
T'b~ =In(T’h~ /e), on en déduit I'estimation

(7.6.47) ITbT — b~} 7 < e C(M).
On écrit ensuite
(7.6.48) (2] = Z(u™,b",0,¢) — Z(u™,b™,0,9)
et le lemme résulte alors de (7.6.47) et de la majoration |[u]|] 7 < e C(M). O
Lemme 7.6.8. — L’expression
r= PJV’;:C o PYI(J7u") - PrT @)
est un reste.
Démonstration. — L’identité E = W;"[Z]J~ implique que
(7.6.49) PYT@@ ) = P;V’}"[Z](J-a—).
Le lemme 7.6.7 et le calcul symbolique donnent ensuite I’estimation

(7650) |T|2s,'y,T <e C(M) |J—’1I—123_1,7,T-
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Lemme 7.6.9. — L’expression
r=[Ja+ Pyt @En) - X7 (x¢)
est un reste.
Démonstration. — L’égalité P'ZY;T[JE]+P['E]T (J=a~) = [PPT(Ju)] et les lemmes 7.6.6
et 7.6.8, impliquent que
(7.6.51) Ja + Py @) = ngvlf o [PYT(Ju)] +m

ol 71 est un reste. Comme J = Wy MV, PP (Ja) — PYi, (@) est un reste, avec le
lemme 7.6.3 on obtient

(7.6.52) [Py (Ja)] = [PT (xu')] + 12
avec un reste 2. Le lemme 7.6.5 implique alors
n—1
(7.6.53) [Jal+ P @)=Y PJV’II o PYT0;(x ¢') + 3
Jj=0
D’autre part, on a
n—1
(7.6.54) X)) =D PrT(Wid;,05(x ¢'))-
3=0

Puisque d; = [fj(u)], on a la majoration |d;|} r < e C(M) et en utilisant le calcul
symbolique on obtient

n—1

T T ,T
(7.6.55) Z; P o PYT0;(x¢') = X (x ¢') + 4
]:
Le lemme découle alors de (7.6.53) et (7.6.55). O

Lemme 7.6.10. — L’expression

[P (¢, x )]

est un reste.

Démonstration. — On remarque d’abord que
(7.6.56) [JPYT(¢ x 8] = P ([T ¢ x '),
et
n—1
(7.6.57) JC=Wif - WiA;(u)dju.
§=0

En utilisant ’estimation (7.6.47), on obtient :

(7.6.58) Wille.r < eCM).
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Comme [W; f] = W;F[f] + [W1]f~, Destimation (3.1.9) sur le saut de f implique que

(7.6.50) W1 flls.z < e C(M).

On montre de méme que

(7.6.60) [W1A;(u)dju]lyr < e C(M).

Il en résulte que |[J(]|3 7 < eC(M) et, avec (7.1.8), que P*T([J(],x¢') est un
reste. O

Démonstration de la proposition 7.6.1. — On part de ’égalité
(7661) QYT (Tui,x¢') = QT (@ x¢) - [TPT((xd)] - PET o PLT(x ¢).
D’aprés les lemmes 7.6.9 et 7.6.10, les deux premiers termes du membre de droite sont

des restes.
En utilisant (7.1.8), on obtient les deux estimations :

(7.6.62) |PLT(x ¢') |2y, < C(M)|@|26,,75

(7.6.63) |P" o PXT (x ¢")|2,7,1 < C|E5 716 26,2,7-

Etant donné que E = Wit[Z]J~, on a |E[§ ; < eC(M). 1l en résulte que PE’T o

prT X ¢') est un reste, ce qui termine la preuve de la proposition 7.6.1. O
¢
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CHAPITRE 8

ESTIMATIONS D’ENERGIE CONORMALES

L’essentiel de ce chapitre est consacré & la démonstration du théoréme 3.3.2 qui
donne une estimation a priori des dérivées conormales de la solution (u,®). Comme
indiqué au §1.2.8, 'avantage crucial de la forme paradifférentielle des équations ob-
tenues au chapitre 7, est qu’elle résiste bien aux dérivations tangentielles et conor-
males, ce que ne fait pas la forme initiale. En effet, dans la forme paradifférentielle,
les commutateurs sont uniformément bornés dés que l'on controle un nombre fini,
indépendant de s, de dérivées des coefficients. On obtient donc assez facilement les
estimations conormales & partir des estimations L? de [Mé2].

8.1. La stabilité L2

Dans ce paragraphe, nous commencons par rappeler I’estimation L? qui constitue
I'inégalité de base et qui est aussi le prototype des estimations d’énergie que nous
voulons établir.

Nous considérons le probléme linéaire suivant, qui est une linéarisation de (3.2.3)
(3.2.4) :

(8.1.1) { Lo=f

[M(u, 8y<I>)v] -Xu(¥) =g
oi Lv est donné par (7.2.1) et X, (v) par (7.5.2).
On se donne T, < T} < 0, et on utilise les notations des chapitres précédents.

Théoréeme 8.1.1. — Sous les hypothéses 1 4 4 du paragraphe 1.1, il existe un voisinage
compact U de 0 dans RN, un voisinage compact O de 0 dans R*™, un voisinage
compact I de A(0,0) dans R, et des fonctions €,(), Yo(), C(-) telles que pour tout
T >0, toute € ]0,6,(M)], u € W22 (Qr) prenant ses valeurs dansU, ® € W2 (Q7)
tel que (0;®,0,®) prend ses valeurs dans I x O, vérifiant

(8.1.2) lfulls,7 + IVeI5 7 + [1(0:@) 7 157 < M
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et
[®] =0,
.19 [ = —¢* Rlu", 08) +£%ay
e Tht = Mu*, 8, ¢) — 64,
Th™ = Mu™,0,¢) — 09,
avec
(8.1.4) lali,r +laals,r + 05137 < M,

alors, pour toute solution (v,v, f,g) de (8.1.1) nulle pour t < T), on a pour tout
¥ > Yo(M) Uestimation suivante

7|IU||6,7,T + 71/251/2|FU|0,%T +92%e [¥]1,4,7 + ’73/251/2|"/’|0,7,T

(&1 <con{i 127112

o+ |910,7,T}-

Ce théoréme est démontré dans [Mé2] pour T' = oo avec des coefficients donnés sur
R™*! et des solutions dans les espaces & poids e”*L?. Suivant la procédure habituelle,
on montre que v et ¢ sont nulles pour ¢t < T si f et g le sont. Cela implique aussi que
I’estimation se localise en temps sous la forme (8.1.5) (¢f. [Ch-Pi}).

Pour ¢ fixé, on retrouve I'estimation L? donnée par A.Majda ([Mal]). Ce théoréme
précise le comportement des constantes lorsque € tend vers 0. Il analyse ainsi la perte
de stabilité des traces I'v et du front ¥ lorsque la force du choc tend vers zéro.

8.2. Estimations pour le probléme paradifférentiel

Pour toute la suite du chapitre 8, on suppose donnée une famille 7*(2s + 3) de so-
lutions approchées au sens de la définition 3.1.1. Avec les notations du paragraphe 3.3,
on se donne une solution exacte (u, ®) € F.(s,T) du probléme non-linéaire (3.2.3). ..
(3.2.10) et on se propose d’obtenir des estimations d’énergie pour la solution (v, %))
du probléme paradifférentiel

{ LTy =F,

(8.2.1) [Jo] + PYT(@o) - X7 T () = G,

ou LT, X7 et E ont été définis respectivement en (7.2.27) (7.5.9) et (7.5.7).
Nous comparerons aussi (8.2.1) au systéme différentiel :
Lv=F
2.2 ’
(8.2.2) { [Jv] + ETo~ — X,(4) = G,
ol L et X; sont les opérateurs :

n—1
(8.2.3) Lv="" B;djv+ Jonv,

j=0
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n—1
(8:2.4) X1(4) =Y b0
j=0

L agit sur des fonctions vectorielles, alors que X; agit sur des fonctions scalaires.
Nous considérons maintenant des fonctions v, ¥, F' et G telles que

(8.2.5) veEW?(Qr), TI've H*wr), e H*(wr),

(8.2.6) Few?»Qr), GeH»wr).

Théoreme 8.2.1. — 1| existe des fonctions €,(-), Yo(-), C(-) telles que si T > 0 et si
(v, %, F,G) vérifient (8.2.5)(8.2.6) et (8.2.1), alors, pour tout v > v,(M), on a

(8:27)  M@,$,7%,T) < CON {Mi(0,%,7,0) + |1 Fllss . r + 722 |Glasir,r }
ot M est tel que
(8.2.8) M*®u,®,T)< M
et ou l'on a posé
Ni(v,,v,T) = 7”””53,7,T + 71/251/2|FU|23,%T
+ 72 [@l2as1,y,1 + 722|925y, 7

Nous commencons par établir le lemme suivant.

(8.2.9)

Lemme 8.2.2. — Si (v,%, f,g) sont solutions du systéme (8.1.1), alors
(8:210)  Na(v,9,7,T) < C(M) {Na(v,1,7,0) + Ifllb 5.0 +7*/% /2 lglos,7 },
ot No(v,,,T) désigne l’expression définie par (8.2.9) pour s = 0.

Démonstration. — Soit x(t) une fonction C*°, nulle pour ¢ < T, et valant 1 pour
¢t > 0. En posant f = x f + Ao(u)(Oex)v et § = x g — [fo(u)](Dex)¥, on voit que
(x v, X, f, g) sont solutions de (8.1.1). Ces fonctions sont nulles pour ¢ < T,. De
plus les conditions portant sur u et ® impliquent (8.1.2) (8.1.3) (8.1.4). D’aprés le
théoréme 8.1.1, (x v, x ¥, f,§) vérifient (8.1.5) et (8.2.10) en résulte. O

Lemme 8.2.3. — Si (v,9, F,G) sont solutions du systéme (8.2.1), alors l’estimation
(8.2.10) est satisfaite.

Démonstration. — Soit (v,%) une solution du systéme différentiel (8.2.2). Puisque
Bj = (0,®)W1A;V et J =W MV, o0n a
(8.2.11) L(Vv) =F := (8,%)"'(W1)"'F + Dv

ou D est une matrice dont les coefficients sont des fonctions de u, b, 8%u, 8% avec
|l <1et|B] <2.On adonc

(8.2.12) 1Dl » < C(M).
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On a d’autre part
(8.2.13) [Jv]+ ETv™ — X1 () = Wi {{M(u,8,@)v] — Xu ()}
On en déduit que (Vv,) est solution du systéme différentiel :

L(Vv) =F,

(8.2.14) { [M(u,ayq,)v] — Xu(qj)) = é = (W1+)_1G.

Le lemme 8.2.2, implique que (v, ) vérifie 'estimation (8.2.10).
On considére maintenant une solution (v,?) du systéme paradifférentiel (8.2.1).
Alors

L’U = Fl,
2.1
(8.2.15) { [Jv] + ETv~ — X, (¢) = G,
ou ’on a posé :
(8.2.16) Fy,=F+Lv— LTy,
(8.2.17) G1 =G+ {ETw™ - PP Tv™} - {X1(¢) - X7"T()}.

La premiére partie de la preuve implique que
(8:2.18)  Na(v,9,7,T) < C(M) {Na(v,%,7,0) + |Flls 7 +7*/% /2 |Glos,7 }.

En utilisant le résultat de paralinéarisation (7.1.14) et I'estimation || B;||} » < C(M),
on obtient

(8.2.19) WFLG, 7 < I1F 16,7 + C(M) (101l -

Comme E = W [Z]J~, on a par le lemme 7.6.7, |E|} r < eC(M). En appliquant
(7.1.14), on obtient

1
(8.2.20) |ETv™ — P Tv o7 < € C(M) {|Tv " Joy0 + ;lF'U_lo,'y,T]N

On remarque ensuite que b; = Wit[f;(u)] factorise par [u], et donc que |b;} r <
€ C(M). En appliquant & nouveau (7.1.14) on obtient :

(8.2.21) 1X1(¥) — XPT@)o,y,7 < € C(M) [9]o,y,7-

Finalement, en reportant dans(8.2.18) les estimations (8.2.19) (8.2.20) et (8.2.21) et
en prenant 7 assez grand pour absorber les termes [[v]l§ , 7, Y™V/%€!/2|[Tv o4, et
71/2¢1/2|3p|o .7 du second membre, on obtient que (v,%) vérifie (8.2.10). O

On commute maintenant les dérivations conormales au systéme paradifférentiel
(8.2.1).
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Lemme 8.2.4. — Si (v,%) est solution de (8.2.1), pour tout o tel que |a| < 2s, on a
(8.2.22) yrleige, L Tllh . < C(M) {llvllss 1z + 1F I35 .7

y2o=lel|[ae, P TIT0™ |o 0,7 + 7212108, X7 T Wlo,T
<eC(M){|Tv™ |2s—1,,T + [¥l2s,7,7}

Démonstration. — En appliquant (7.1.11), on obtient que

(8.2.23)

(8224) 72s—|a|“[5a’ Pg;T]ajU”f),'y,T S C(M) “’U”;s,'y,T‘
On commute ensuite 6% &

n—1
(8.2.25) Jow=F =Y PPTov.

=0

On obtient ’estimation
n—1
(8226) NG, Joole,r s D TN F ~ 3 P PET Ol
1BI<|e] -1 j=0
Avec (7.1.8), il vient :
(8.2.27) v lel||[6%, JnJullb o < C(M) {lIollss 7 + 1 Fllbs 7}

L’estimation (8.2.22) découle alors directement de (8.2.24) et (8.2.27).
La seconde partie du lemme résulte immédiatement de I’estimation

(8.2.28) |ElLr + 6|17 < e C(M)
et de la régle (7.1.11) pour le paraproduit sur le bord. ]

On considére maintenant une solution w du systéme paradifférentiel :

LrTw = F*,
(8.2.29) { ot —

Lemme 8.2.5. — Soit w € L%*(Q7) une solution de (8.2.29) nulle pour t < T!. On a
Uestimation d’énergie suivante

(8.2.30) YNwllo,y,z < C(M) ||Fllo,, -
Démonstration. — Comme pour le lemme 8.2.2, il suffit d’établir (8.2.30) lorsque w
est solution du systéme différentiel :
Lw* = F*,
(8.2.31) { ot — 0.

Le systéme initial étant supposé symétrique, 'opérateur L est symétrisable et une
intégration par parties standard conduit & (8.2.30). O
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Démonstration du théoréme 8.2.1. — Soit (v,1) une solution de (8.2.1). Pour |a| <
25, on note wg = Y2°~191§% et 1h, = 25~ lelgay.

Supposons d’abord que §* ne contient pas de dérivée d,,. Alors on peut commuter
d% = 9y aI'équation et aux conditions aux limites. On a

{ L7 Tw, = Fy,

(8.2.32) [Jwa] + PET(Cwy) — X7 (Ya) = Ga,

avec
F, = 42~ lel {5°‘F — [8°, L7‘T]v},
Go =777 1ol{6°G — 52, PRTIT0™ + (5%, X "]y }.
En utilisant le lemme 8.2.4, il vient :
(8.2.33) 1Falloy,r < CM) {lvll3e, 1 + 1 Fllg 7}
En utilisant I’estimation (8.2.23) du lemme 8.2.4, on obtient
(8.2.34) |Galoy,r < |Glas,y,r + € C(M) {|Tv7 |25-1,4,7 + [¥l25,4,7}-

Le lemme 8.2.3 implique alors que
(8.2.35)

N2(wa,waa’7,T) S C(M) {N2(wa,wa»7’0) + |Ivl|t23,7,T + ”F”és,'y,T
+ 7 2e7V21G g5 1 + 72V A0 251, + 7 2N 2|¢Izs,~,T}~

Supposons maintenant que 6% comporte une dérivée 6,. Dans ce cas on a 'w, = 0
sur {z, = 0} et w, vérifie
Tot — £
{ LtwE = FF,

TwE =0.
F, vérifie encore ’estimation (8.2.33) et le lemme 8.2.5 implique que
(8.2.36) MNwallo,y,r < CM) {I[vlls,y,7 + | Fll2s,,7}-

En sommant les estimations (8.2.35) (8.2.36) pour tous les a tels que |a| < 2s, et
en choisissant v > v,(M) assez grand pour absorber les termes

Ilvllis,ﬂw 71/251/2|F'U—|23~1,%T et 71/251/2|'¢’|2s,7,T

du membre de droite par le membre de gauche, on obtient ’estimation (8.2.7) et le
théoréme est démontré. a

8.3. Estimation d’énergie pour le probléme non-linéaire

Nous démontrons ici le théoréme 3.3.2. On considére une solution (u, ®) € F(s,T)
du probléme non-linéaire (3.2.3). .. (3.2.10). On introduit la bonne inconnue v; comme
en (7.4.1) et on pose F = LT (v;) et G = QT (Twy,x ¢').
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a) Estimation d’énergie pour (v1,x ¢'). — D’aprés le corollaire 7.4.1 et la proposition
7.6.1, F € H®?*(Qr) et G € H?*(wr) avec

©31)  Flyz < COD) {Ilullson, + I1Bll2sr,r + 1 fllzsr }

(83.2) |Gl2s,y,7 < €C(M) {IFulzs_m,T + [Bl2s,y,1 + |[u]/e |2s—-3mT}~

D’aprés le théoréme 8.2.1, on a alors

gy EXODT)ECON{N0nXG10) F s + [ Blascn
+lI fll2s,v,7 + 71/251/2{|Fu|23_1,7,1~ + |pl2s,y,7 + |[ul/e |2s—3mT}}'

b) Estimation de y||x v'|l%, , 7+7'/%€*/?|x Tulgs»,r- — Onnote & = T (V=1 xu')
et & =TT (¢, x ®'). Alors, v; = U — &. En appliquant (7.1.8) et (7.1.24), on obtient

(8.3.4) 18115, 7 < C(M) | ®l|26 4,1,

(8.3.5) l[llgs,r, 7 < C(M) {llullzs,, 7 + 10null3s—2,,7}-

Comme yu' —PYT(V,a) = xu' = PYT(I,xu')+ PV T(I,xu')— P»T(V,u), on obtient
en utilisant (7.1.16),

(8.3.6) Ylixw' — PPT(I xw)|lss e < C(M) [ullb, 1
et d’aprés (7.1.10) et (7.1.24) :
(8.3.7) WPYTI, xu') = PYT(V, )b 1 < C(M) |lull2s,y,7-

On en déduit que

(8.3.8) Yixu' =PIV, 035,70 < C(M) [lull2s,q,7-
D’autre part, puisque u = v; + ®, on tire de (8.3.4) que 'on a

(8.3.9) NPT (V@) fos 7 < v O(M) {l|@ll25,3,7 + 01154 5,7}
Compte tenu de (8.3.8), il vient

(8310) X lhyz < COO) {ullzsir.r + Nllzer + W llhary 7 }-
On obtient des estimations similaires de la trace x I'u’. On a successivement

(8.3.11) XTu' = PP (V,T0)|2s,y,7 < C(M) [X Tt |25-1,9,7,

(8.3.12) |PYT(V,T)|2s,y,7 < C(M){|T% — Tv1|2s,,7 + |T0125,3,7, }

(8.3.13)

P22 Y Tl 1 < /22 OOM) {IXTW 2417, + PRl 7 + [T01fasy7 -
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On déduit alors de (8.3.3) (8.3.10) et (8.3.13) que
Nl (X ul7 X ¢Ia v T) S C(M) {Nl (Uh X ¢Ia s 0) + ”u”25,%T + ’YH(I)HZ&%T

HIf 2o + 722 {[Culasms 7 + |Blas.0,7 + [0/ os—s 7} }

¢) Estimation de Ny(vi,x¢',7,0). — Onau =TV xu)—-PrT(V-1 xu')+
PYT(V—1 xu') et par suite

(8.3.14)

(8.3.15) Yz ,,0 < COD) {NX W 35,y,0 + l1ull2s,7,7}-

Puisque v; = & — ®, on a d’aprés (8.3.4) et (8.3.15)

(8.3.16) Movillze o0 < COM) {YlIx u'llzg .0 + llull2s,y,7 + 1 @ll25,0,7}-
On obtient de méme

(8.3.17) Y22 Tot]as 1,0 < /262 C(M) {IXTW |26,7,0 + |¢'|26,7.7}-

On déduit alors de (8.3.14) (8.3.16) et (8.3.17) ’estimation
Ni(xu',x¢',7,T) < C(M) {Nl(x u',x ¢',7,0) + |lullzs,y, 1 + VI @ll2s,y,7

+ fll2s,7,7 + ’71/251/2{1FU|23—1,%T + |l2s,y,7 + [[ul/e |2s—3mT}}'

d) Estimation de Ny(u',¢',7,T). — Onau' = xu'+(1—x)u' et ¢' = x¢'+(1—x)¢'.
Comme 1 — x(t) =0 pour ¢t > 0, on a donc

(8.3.18)

(8.3.19) Ni(u',¢',7,T) < Ni(xu',x¢',7,T) + C Ni (v, ¢',7,0).
on déduit alors de (8.3.18) :
(8.3.20)

Nl(U’7 ¢’7’Y, T)<C(M) {NI(U’7 ¢I7’770) + “UHZS,%T + '7||‘1)||28,7,T + “f“ZsmT

22 (| Dulag o 1+ Glasr,r + )/ 2ams 1)}
En prenant v > v,(M) assez grand, les termes
/2612 ITul2s—1,9,7 et v %612 |pl2s,v,T

s’absorbent de droite & gauche et la démonstration du théoréme 3.3.2 est achevée.

8.4. Estimation d’énergie pour le probléme linéaire

Dans ce paragraphe, on donne une variante des estimations ci-dessus, qui nous sera
utile dans la démonstration du théoréme 3.4.1 de prolongement des solutions.

On se donne Ty et Ty tels que 0 < Ty < Tj et, avec les notations du para-
graphe 3.3, on considére une solution exacte (u1, ®1) € Fc(s,T2) sur Qr, du probléme
non-linéaire. Nous supposerons de plus :

(8.4.1) M (u1, @1,T2) < M, + H/2
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ot M, est défini en (3.3.10) et H > 0 est fixé.

On considére (i1, ®1) € W25(Q,) un prolongement de (uy,®;) & Q. On consi-
dére un couple (u, ®) défini sur Qr pour un T € ]|T»,T1] et vérifiant les hypothéses
suivantes :

(8.4.2) (u,®) e W2(Qr) Tue H®(wr) T®e H* Y wr)

(8.4.3) U=u; = d=9, = 2131 pour t < Ty

La proposition suivante est une version & ¢ fixé du théoréme 8.2.1. Elle nous permet-
tra d’obtenir, au paragraphe 8.5, une estimation d’énergie pour le probléme linéaire
a ¢ fixeé.

Proposition 8.4.1. — 11 existe des constantes positives Co, Yo, M1 et T{ € |15, T1]
telles que :

i) pour tout couple (u,®) vérifiant (8.4.2)(8.4.3) avec T € ]T»,T]] ainsi que la
condition

(8.4.4) llu— @l + |18 — &1lli 7 < My,
on a
(8.4.5) M>®(u,®,T) < M, + H.

i4) pour tout couple (u, ®) vérifiant (8.4.2)(8.4.3)(8.4.4) avec T € |T»,T}], pour tout
couple (v,v) solution du probléme (8.2.1), on a pour tout vy > v, l'estimation :

(846) Nl ('U»Q/)v’y,T) S Co{Nl (D,’l/), 7»0) + ”Fllés,'y,T + ’71/2 |G|2s,'y,T}
ot Ny(v,¢,~,T) est défini ici par
(847) N ('Uv ¥, Y, T) = 7”/””;3,7,T + ’71/2|P’U|23,%T + 71/2|¢'28+1,%T

Nous reprenons dans ce paragraphe les hypothéses du paragraphe 8.3. Pour ¢ €
10,€,] et T2 € [0, Ty[ fixés, on considére un couple (u, ®) vérifiant (8.3.2) (8.3.3) et on
se donne des fonctions F' et G telles que

(8.4.8) FeW*Qr) Ge H*wr).

Afin de préparer la démonstration du théoréme 3.4.1, nous établissons des estimations
d’énergie pour les solutions (v,%) du systéme différentiel linéaire :

Lv=
(8.4.9) { [M(u, a y®)v] — Xu(¥) =

Théoréme 8.4.2. — 1l existe des constantes positives Cy, Yo, M1 et T| € |T5, T1] telles
que pour tout couple (u, ®) vérifiant (8.4.2)(8.4.3)(8.4.4) avec T € |T>,T]] et pour tout
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couple (v,1) solution du systéme (8.4.9), on a pour tout v > ~, l’estimation

N, 1,7 T) < Co{ N, $,7,0) + llollzs,y,r + 1Fllse .7

(8.4.10)
+ 92 |Glaog,r + Ko(T)K1(T) },

ot l’on a posé

(8.4.11) N, $,7,T) = yllvllss y 1 + V2002071 + 72| 2041,4,T,
(84.12) Ko(T) = IFllz,r + llvllz,r + ¥, +1Glo,7
(8.4.13)

K\(T) = IIUIIQM,T + "/1/2|F“|2s,7,T + Y[®ll25,4,7 + 71/2|¢|28+1,7,T + ’71/2|Fb|2-9mT-
Démonstration. — On désigne par v; la bonne inconnue, définie ici par
(8.4.14) vy = M7V xo) =T T(¢, x @)

avec ( = V~1(8,u/0,®). La démonstration suit les mémes étapes que celles du
théoréme 3.3.2. La premiére étape consiste & établir une estimation d’énergie pour
(v1,x ). La proposition 8.4.1 s’applique et fournit les constantes M; et T;. Pour
T € ]T2,Ty], on a alors M*°(u,®,T) < M, + H. Le lemme 7.2.1 s’applique et, avec
les notations de ce lemme, on en déduit ’estimation

(8.4.15) o'l15.7 < C(M, + H).

D’aprés le théoréme 7.3.1, il existe une constante C; qui ne dépend que de M, et H,
telle que :

(84.16) IL™T @)y 3,0 < Ca{ ellas, 7+ IF Ny 2+ Kol lullhsy 7+ 1@ll26.7} },

oit K, = ||F||3,7 + ||v]l3 r- De méme, en appliquant la proposition 7.5.1, on voit qu’il
existe une constante C, telle que :

IQ%T(F'Ul»Xw)hsmT < C2{|Fv|2s—lmT + [Yl2s,y,17 + |Gl2s,y,T

+ Ko{|Tbl2s 5,7 + [Tul2s 5,7 + |¢|2s+1,7,T}}~

ou K, = ||} r + || 7 + |G[§ r- La proposition 8.4.1 donne alors 'estimation
(8.4.18)

N(vla X’p”YvT) < C3{N(Ul’ X¢a770) + ||v||2s,'y,T + ||F”23,’Y,T
+ 71/2 |P'U|2s—l,'y,T + 71/2 !¢|2s,'y,T + KO(T)KI (T)}}

ott N(v1,x%,7,T), Ko(T) et K1(T) sont définis par (8.4.11) (8.4.12) et (8.4.13). La
suite de la preuve est en tout point identique & celle du théoréme 3.3.2. O

(8.4.17)
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CHAPITRE 9

ESTIMATIONS A PRIORI
POUR LE PROBLEME NON-LINEAIRE

Dans ce chapitre, on démontre le théoréme 3.3.3. Comme indiqué au chapitre 3,
on commence par estimer les dérivées normales de u. On majore ensuite le saut de u,
puis les fonctions p, h et b définies au paragraphe 7.2 et enfin la fonction ®.

Toutes ces estimations, ainsi que 'estimation d’énergie donnée par le théoréme
3.3.2 seront alors utilisées pour établir I’estimation a priori principale constituant le
théoréme 3.3.3. Dans tout le chapitre 9, nous supposons que (u,®) € F.(s,T) est
solution du probléme non-linéaire.

9.1. Estimation de 0,u

Pour un probléme non caractéristique, il est clair qu’une régularité tangentielle
d’ordre 2s se traduit par une régularité du méme ordre dans les dérivées normales. Par
contre, pour un probléme caractéristique, on sait qu’en général il faut deux dérivées
tangentes pour estimer une dérivée normale (cf. par exemple [Ma-Os|, [Ra-Re], [Al]
ou [Mé-Ra] pour une illustration de cette régle).

Pour chaque ¢ > 0, le probléme (3.2.3) est non caractéristique, et les solutions
H%2% de (3.2.1) sont automatiquement H?°. Néanmoins, pour avoir des estimations
uniformes en ¢ > 0, nous devons travailler dans les espaces W24, Dans ce paragraphe,
nous nous intéressons a la premiére dérivée J,u, les dérivées normales d’ordre supé-
rieur seront estimées au paragraphe suivant.

Proposition 9.1.1. — I existe des fonctions £(-) > 0, C() et v,(-) telles que si T > 0
et si (u,®) € Fe(s,T), on a pour tout v > v,(M) et tout € < (M), Vestimation
suivante

MOntllssa v, < COM) {Hlullzs 0 + el 7 + M @ll207,7

(9.1.1)
e [10n®' N1 .7+ oMz 7+ 1l }

ot M est tel que :
(9.1.2) M*(u,®,T) < M.
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Au paragraphe 7.2, on a vu qu’il existe des matrices W (u, 9, ®) et V(u, 0, ®) telles
que

A0
(9.1.3) WMV = [ 0 Ins ]

ou h = A(u, 8’y<I>) —0;®. En outre, le premier vecteur colonne de V est le vecteur propre
r(u, 0, ®) associé & la valeur propre A(u,d,®) de la matrice G(u,d,®) introduite en
(2.1.2) et normalisé par (2.1.3). On a donc :

(9.1.4) M(u, 8, ®)r(u,d,®) = h Ao(u)r(u,d, ).
De plus, le premier vecteur ligne de W (u,d,®), noté l(u, 0, ®) est choisi tel que :
(915) le’I‘ =1 et IM= hle

Comme au paragraphe 7.2, nous notons z = 9,u/0,® et { = V=12 = ((1,(') €
R x RVN-1,

a) Estimation de ¢'. — En multipliant 'équation (3.2.3) par W (u, 9, ®), on obtient :

n—1
(9.1.6) WMV = W( -3 4 (u)aju),
Jj=0
d’otl en tenant compte de (9.1.3) :
n—1
(9.1.7) ¢ =W'(f =) Aj(w)d;u);
3j=0
Comme || f||} 7 < C(M,), on déduit de (9.1.7) les estimations
(9.1.8) 'l 7 < C(M),
(9.1.9) 1 som1z < OO {Iltllhy .+ @1 7+ 1l 7 -

b) Equation de transport pour ;. — En appliquant (8,®)~10, & I’équation, on voit
que z vérifie

n—1
(9.1.10) > A;j(w)d;z + M(u,d,®)

=0

On

5.9 + E(u, Oyu, 0y ®,2)z = ——

ol E désigne une fonction C*® de ses arguments.

Remarque 9.1.2. — Le systéme (3.2.3) a été obtenu a partir de (2.1.1) par le change-
ment de variable (2.3.1). On remarque que z est la fonction qui correspond & la déri-
vée normale 8, de 'inconnue dans les variables initiales, et qu’appliquer (8,®)~18,
a (3.2.3) revient simplement & appliquer 9,, au systéme initial (2.1.1). Ceci explique
pourquoi dans (9.1.10) n’apparaissent pas de dérivée d’ordre 2 de ®.
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En multipliant (9.1.10) par W (u, 0, ®) et en y remplagant z par V', il vient

n—1
(9.1.11) jZO(WA V)9 ¢ + (WMV) = WE1C+W8 3
avec
n—1
OV
(9.1.12) E,=-EV - ]ZOABV Maq).

La premiére composante du systéme (9.1.11), s’écrit

(9.1.13) hdn(1 + Z X;0;¢1 =F = ZFk,
J=0
ou
(9.1.14) X; = 0,®1(u,0,®) A;(u) r(u,d,®),
et ou les F}, sont des fonctions de la forme :
F, =9,% gl(u,ﬁz’lfb) BjC', F,=0,% gg(u,az',@) X By(u,ag’jtb) X C,
F3 = 0,9 g3(u,0,®) x ¢ x (, Fy = 0n® hga(u,0,®) x ( x ¢,
Fy = hgs(u,a?',,‘I)) X 8n6;<1> x (, Fg = hgﬁ(u,(?;q)) X On f.
¢) Estimation de (; dans H%°(Q7). — On note X = X* l'opérateur du premier
ordre défini par :
n—1
(9.1.15) X =hon+ Y X;0
=0

Lemme 9.1.3. — En notant v = (u,0,®,0,9,b), la fonction (, vérifie Uestimation

(9.1.16) NGl < €O {AGIE 0+ IXGIE 2+ 0l )

Démonstration. — Les coefficients de X sont bornés dans W >°(Q7) et d’aprés (9.1.5)
le coefficient X de 8; est 8,® > & > 0. En intégrant par parties e=27*(X )y on en
déduit que :

(9.1.17) Melloz < CM) {Alell§ .0 + 1 Xolls ., 7}

On commute ensuite le champ e~?X aux dérivations conormales 6%. En posant
X¢GG=Fona
(9.1.18) X(6%¢1) = €%6%(e7°F) — eb[6%, e X](1.
D’ou en appliquant (9.1.17),
ortg NGl S CONGIFGI o+ 1€ Pl 7
+[1e°[0%, e X]GullG,, 7}
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D’aprés le lemme 4.1.3, on obtient :
(9.1.20) vl (e F)\[6 e < COD) {IIFIG 0 + 1115 7}

On écrit ensuite :

n—1
(9.1.21) e’[6%, €70 X1(1 = —e €’[6%,0n]C1 + D _ €°[6%, €70 X;8;]G:.-

j=0

On évalue d’abord
(9.1.22) A=y lel|e (6%, e X;051ullb .
Il est majoré par une somme de termes de la forme :
vl 61 (e X;) 8°20;Cullh pr avee |a| = |au| +|aa| et a1 #0

et le lemme 4.1.3 donne alors ’estimation :

(9.1.23) A<Ml +10lE L 7}
On évalue ensuite le terme
(9.1.24) B =y~1ele ||€8[6%, 0] Gullh ., 1

La définition &, = p(x,)0n, montre que € [§%, 8,]¢1 peut s’écrire comme une somme
de termes de la forme m = ep' 6% 9,(; ou p'(x,) désigne une dérivée de p et ot
|8] < |a| — 1. En revenant & I'équation, on a

n—1

(9.1.25) €0l =—eF+ Y e "X;0;(
=0

et on en déduit que B < B; + Bs avec

By = C(Myy 168 F)f . r avec |6] < la| — 1,

9.1.26
OL26) B, = C(M)yy1l68(e X;0,0) 15,7 avec |6 < |a] 1.

En utilisant le lemme 4.1.3 et 'estimation || || » < C(M), on montre que

By < CM{IFIE .0+ 0N 1}
By < M) {4 + 0l 1)

En revenant a l'inégalité (9.1.19) que 'on multiplie par 77 ~1¢! et en tenant compte
de (9.1.23) et (9.1.27) on obtient I'estimation

YNl 8l 5z < OO {0+ IF NG

ol + G 7 -

En sommant sur « et en prenant v assez grand on obtient (9.1.16). O

(9.1.27)

(9.1.28)
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d) Estimation de F dans H*° (Qr)

Lemme 9.1.4. — On a la majoration suivante :

1FNE .0 < COD) {IC 1,7+ G + Tl 7+ IR0 2,7
10n®lE 1+ e Onlls 1 7+ 180 Il 7+ 1N 7 -

Démonstration. — Puisque M*°(u, ®,T) < M, on voit que ’on controle la norme L*°

de 8, P, u, 8;@, ¢ et 9y(’. L’estimation (9.1.29) est donc claire pour les termes Fj, avec

1 <k < 4. Pour le terme Fg on utilise le lemme 4.1.3 et le fait que || f||] 7 < C(M,).
Dans Fy, on note que h0,0,% est borné dans L*(Qr) par C(M) et on a

I1F5ll5,y.0 < C(M) {|h 020, ®llg,1 + IIC 95 (v, 8, @)l . 7}
Le second terme & droite est majoré par (9.1.29). Par ailleurs, h* = Fe ebi, d’ot
17 0,0, @l 7 < € C(M) {|Ib'll5,7.7 + 102 2lG 11,7}

et le lemme suit. O

(9.1.29)

Démonstration de la proposition 9.1.1. — En remarquant que

’Y“C'”gs—z,y,T < ”41”53—1,71

et en sommant les estimations (9.1.9) et (9.1.16), on obtient
7"(”;8—2,7,7‘ S C(M) {’7”(1”33—2,7,0 + ”F“és—Q,'y,T + ”vHés—Z’y,T
llulla sz + 115, 7+ 1 a1,

Avec le lemme 9.1.4, en prenant v assez grand pour absorber ||C1|[5,_, ., 7, on obtient

Mgz < COD) LGNy —s7,0 + llley .7
(9.1.31) @I, + 100 8llos—2,1,7 + ll€ On®ll56_1 .7
10,7+ 19 F s+ W W7 }-
En écrivant que dpu = 9,® V (u, 0, ®)(, il vient

MOnullss—2,7 < CO) {MICs a2 + VOn@lss .

+ullss—1,q,7 + “‘I’”gsmT}’

(9.1.30)

(9.1.32)

On majore ensuite
Millhems 0 < 7 COM) {10ntlls-2.,0 + 10n@l, 2.7

o+ [ullgas g+ 1 Bll5ams 1 }-

On majore enfin 7]|0,®||,_, , 7 par v[|®[[5, , 7 et Pestimation (9.1.3) résulte alors
de (9.1.31) (9.1.32) et (9.1.33). O

(9.1.33
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Pour terminer nous donnons une estimation du terme £0,u.
Proposition 9.1.5. — Sous les hypothéses de la proposition 9.1.1 on a l’estimation
orgy 1Pl 00D {11l 7+ 10ntlas 7 + 11150,
h 100l 2,7, + € 100l + Il }

Démonstration. — a) Avec (9.1.6) et (9.1.3), on voit que
(9.1.35) h¢ = Fi(u,8,®)f + Fa(u, 0, ®).0yu
avec des fonctions réguliéres F; et Fy. Il en est de méme de hz et il en résulte que :
0136)  [hllbeosnir < OO {lullsy iz + 1200z + 1707}
En remarquant que hé®z = §%(hz) + [h, 0]z, on obtient ensuite
yettelneez )t | < CO) {llullhy .z + 1115, 7

(9.1.37) t
1 Wamr iz + (llsam o + 12l }-

On a d’autre part

(9138) ”h”gs—l,'y,T S C(M) {“u“gs—l,'y,T + ”q)Hés,'y,T}’
Avec (9.1.37), on en déduit que

Pl h 622l 7 < COM){lullhe 0+ [1@1150 .
+ ”f“gs—l,'y,T + “thZs—Q,'y,T}'

b) On a |h| = ee€® et ||bll§ 7 < C(M). On en déduit que y28=1=lel)|g 6°z|l§ ., 1 est

(9.1.39)

majoré par le membre de droite de (9.1.39). En sommant ces estimations sur «, on

obtient que ¢ ||z]|4,_; - 7 est lui aussi majoré par le membre de droite de (9.1.39).

¢) On écrit O,u = 20, ® et on obtient avec le lemme 4.1.3

(9140) € “aﬂungs——l,'y,T S C(M) {8 “zngs—l,'y,T +é€ Ilanq)“gs—l,'y,T}’

(9.1.41) 20155 —2,9,7 < C(M) {[10null3s_z,y,1 + 100 ®ll35 3,57}

En reportant (9.1.40) dans I'estimation obtenue en b) pour ¢ ||z||5,_, , 7 et en tenant
compte de (9.1.41) on obtient finalement :

10 tllsems . < COM) {Ilullsy 7+ 1@l 7 + 115010,

(9.1.42) t
H10ntllsg o7 + 190l 7+ & 10a@las 7

et la proposition 9.1.5 est démontrée.
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9.2. Estimations des dérivées normales

Proposition 9.2.1. — 1l existe des fonctions €(-) > 0, C(-) et vo(:) telles que pour
T>0,ec<e(M) et (u,®) € Fc(s,T) vérifiant (9.1.2), on a pour tout y > v,(M) et
tout k < s,

YNOrullzs -2k, < C(M) {’Y”U||2s,'r,o + llull2s .7 + YllOntll3s—s,,7

(9.2.

9@ ll2s.0,1 + € 1029 1,7 + 0021 + 1 llz07 -
Démonstration. — Comme d,u = 2 8, P, on obtient grace au lemme 4.1.3
(9.2.2) 0k ullbs—ak,y 7 < C(M) {l|zll2s—2,7,7 + [|®ll2s,5,7}-

Il suffit donc de prouver que 7||z||25—2,4,7 €st majoré par le membre de droite de
(9.2.1). Compte tenu de la définition (3.3.2) de la norme, il suffit de majorer, pour
k < s, 710kz2[5, ok _o 7 Par le membre de droite de (9.2.1).

Pour k = 0, 'estimation résulte de I'inégalité

(9:2.3) Malss—z,y,7 < CM) {YN|ntllzs—z,y,7 + V| Bll2s,7,7}-
Pour k > 1, on commute 8% & I’équation (9.1.10). On voit alors que 2k = Ok 2 vérifie
Onz
2.4 Aj( (k) 0,8) 2% (k)
(9.2.4) Z u)9;2® + M(u, d,®) an =f
avec

9.2.5) f® = Z[a,’:, )]0,z + [0F, (8,8) "' M),z + OF(Ez) + 0% ((8,8) 1 f).

On introduit () = V~=!(u,8;®)0kz = (ka),(’(k)) € R x R¥~1. Avec des notations
évidentes, on a alors

(9.2.6) 0kz = (MVi(u,8,@) + Va(u, 8., 8)¢' Y
On multiplie par W (u, 9,®) '’équation (9.2.4) & 'ordre k — 1. Les N — 1 derniéres

lignes donnent

(9.2.7) ¢ = 0,8W'(u,,9) { FE=D ZA )92k 1>}
ot f(*=1) est donné par (9.2.5).

D’autre part, on multiplie (9.2.4) par W (u, 8, ®). La premiére ligne donne I'¢qua-
tion

n—1 4
(9.2.8) hou( + 3 X0, =F =Y Fy
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oit les X; sont les mémes qu’en (9.1.14) et ou les F}, sont maintenant de la forme :
Fy = 0,8 g1(u,0,9) 9,¢' ", F; = 0,8 3(u,8,9) f®,
F3 = 0,% g3(u, 0, ®) x (8yu,0,0,®) x (¥, Fy = hga(u,8,®) x (91, 8,9,®) x ¢*.

a) Estimation de ¢'™. — On majore la norme H%25-2¥=1 dy second membre de
(9.2.7) en utilisant les lemmes 4.1.3 et 4.1.4. On obtient

k
(9.2.9) g —ah—207 < CO) {Ilull2ar.r + 1ll20,7 + [ Fll203,7}

b) Estimation de Cl(k). — Pouro =2s-2k-2et v = (u,0,9,0,9,b), le lemme 9.1.3
fournit ’estimation :

k k
(9.2.10) WEENE . < COO NN 0 + IFIE 7+ [0 1)

En utilisant les lemmes 4.1.3 et 4.1.4, on obtient ensuite

IFllgy,r < C(M) {”u”%mT +lI®ll2sy,1 +€ 1002 [135-1,4,7

(9.2.11)
1 llz0.7,1 + 1Bllss—,7,7

On déduit alors de (9.2.10) et (9.2.11)
k k
M Mozt < COD) (A N a—2—2,0 + Nl 20,7
H1@z0.7 + € 1002 W17 + 1 Fllz003,7 + 1Bllss 2.}

¢) Estimation de 'y||8flz||§s_2k_2mT. — Avec (9.2.6) et les estimations (9.2.9) (9.2.12),
on obtient

(9.2.12)

k
(9.213) MO a—2k—2,7,7 < COD) {15,220 + iz,
H1@lz0s7.7 + € 1002 Was .7 + 1 llz0c3,7 + 1Blloamz 7}

Comme ¢*) = V—1(u, 9, ®)0fz, on en déduit que dans le passé

k
9214) AP -2k-20 < COD {Hlulze,0 + llzs.s,r + V1@lze0,7 }-

En revenant a (9.2.12), on en déduit que ’Y”ar’iz||§s_2k-2,7,7* est majoré par le membre
de droite de (9.2.1) et la proposition suit. a

9.3. Estimation du saut de u

Dans ’énoncé du théoréme 3.3.2, on voit apparaitre le terme |[u]/€|25—3,4,7 au
second membre de l'inégalité d’énergie (3.3.12). Le but de ce paragraphe est de donner
une estimation de ce terme afin de préparer la démonstration du théoréme 3.3.3. L’idée
est de montrer que [u] est solution d’une équation de transport le long de la surface
de choc {z, = 0}, similaire & I’équation de transport habituelle pour les singularités
faibles.
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Proposition 9.3.1. — 1l existe des fonctions €(-) > 0, C(-) et v,(-) telles que pour
T>0,e<e(M) et (u,®) € Fe(s,T) vérifiant (9.1.2), on a pour tout v > vy,(M)

YI[ul/e |2s-3,,7 < C(M) {'yI[u]/e 2s-3,7,0 + |[f1/€ |25-3,7,1 + [lull2s,7,7
1@lf20,7,7 + 1 12627 }-

On multiplie (3.2.3) par l(u, 9, ®), premier vecteur ligne de W (u, 8;<I>), Avec (9.1.5),
il vient

(9.3.2) 2[1 - Aj(w)dju] + [hl - Aoz] = [I- f]
Lemme 9.3.2. — [ui] vérz;ie une équation de transport de la forme :
(9.3.3) ni Fj(v)8;[u1] + G(w) [u1] = H(v) [f]

ol ”

v= (I‘u'+71"u’_,6;¢), w = (v,0,v,[z", T2, Tt Tf7),
et Fj, G et H sont des fonctions C*° de leurs arguments vérifiant G(0) = 0 et Fp >
61 > 0 sur le domaine considéré.
Démonstration. — D’aprés (2.2.6) on a [u] = [u1]R(u*,u™,8;¢), d'ou
(9.3.4) [0 A;j(u)0ju] = Fj(v)0;[u1] + [w1]G;(v)dyv
avec Fj(v) = l(ut,d,¢) Aj(u) R(ut,u™,0,¢). En reportant dans (9.3.2), on obtient :

n—1
(9.3.5) > Fi(v)0i[u] + G(v, 8yv) [ua] + [l - Agz] =1 - f]

=0

Si [u] est suffisamment petit, il résulte alors de (9.1.5) que

(9.3.6) Fo(v) = l(u',0,¢) Ao(ut) R(u™,u™,8,¢) > 6 > 0.

D’autre part, sur {z, = 0}, on a I'pt = 'p~ = [u] et on déduit de (7.2.6) (7.2.7) que
(9.3.7) Tht = [u1]g1(v), I'h™ = [u1]g2(v),

avec des fonctions lisses g; et go. Il en résulte que 1’on a aussi

(9.3.8) [hl- Apz] = [u1]G1(w).

Enfin le terme [l - f] au second membre de (9.3.5) s’écrit sous la forme :

9.3.9) - £] = [mlga(v) - £+ +1(u*, ) - 7]

En reportant dans (9.3.5), on obtient (9.3.3) et le lemme est démontré. O
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En divisant (9.3.3) par Fyp(v), on voit que

n—1
(9.3.10) X[w] := & [wm] + Y X;(v)d;[ua] = F,
Jj=1
ou
_ Fj(v) _ H(v) G(w)
(9311) Xj(’U) - F;(’U) F= Fo(’l)) [f] - Fo(’l)) [UI]'

Le résultat suivant ([Mé1], proposition 3.2.1) fournit une estimation de [u1].

Lemme 9.3.3. — I existe une fonction C(-) telle que pour (¢,v,F) € WhH*(wr) N
He(wr) vérifiant X ¢ = F, on a pour tout v > 1, lestimation suivante

93.12) 29lor < COM{Mlorr0 + [Flo,r + 0l 7 18los1,1 + 915 1 Iolosrr
ot My est tel que |v|g r < M;.

Démonstration de la proposition 9.3.1. — On déduit du lemme 9.3.3 I’estimation :
(9.3.13)

YNua]l2s-3,5,7 < C(M) {’7|[u1]|23—3,7,o + |Fl2s-3,9,1 + |[u1]|2s-3,4,7 + Ivlzs—s,v,T}-

Par (3.1.9), on sait que [f]/e est uniformément borné dans L (wr), ce qui permet de
majorer F, v et w dans H2*~3. On obtient
(9.3.14)

YNw1l/e l2s—3,~1 < C(M) {’Y|[U1]/5 l2s—3,,0 + |[u1]/€ |2s—3,4,7 + |[f1/€ |25-3,7,T
+Tul2s—2,,1 + |Bl2s—1,4,1 + |T2|25-3,,7 + |Ff|23—3,7,T}-
D’aprés le lemme 5.1.1, on a
[Tul2s—2,9,7 < C ||ull2s,y,1s
(9.3.15) |¢l2s—1,7,7 < Cl|®ll25,5,T,
ITz|2s-3,y,7 < C(M){||ull2s,y,7 + [|®ll2s,7,7}-

En revenant a (9.3.14), on en déduit :

( ) VI[u1l/€ |2s-3,5,7 < C(M) {7|[“1]/€ |25-3,7,0 + |[u1]/€ |2s—3,9,7
9.3.16
{1/ 037 + ltllzsy, + [1@llz03,7 + 1 fll2s-2.0.7 }-

Pour v assez grand, on peut absorber le terme |[u1]/€ |25—3,1,7 du membre de droite
par le membre de gauche. Enfin, puisque [u] = [u;] R(u™,u™,9,¢) on a

(9.317)  |[ul/e |2s-3,y,7 < C(M) {I[ul]/E |2s—3,7,7 + [Tul2s-3,9,7 + |¢l2s—2mT}'

Avec (9.3.15), on voit que 7|[u]/€ |25—3,y,T €st encore majoré par le second membre de
(9.3.1) et la proposition 9.3.1 est démontrée. O
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9.4. Estimation de ¢

Le terme ||®||2s,y,r apparait au second membre de l'inégalité d’énergie (3.3.12),
tandis que le le terme ¢ (|9, ®||%,_; , 7 apparait au second membre de (9.1.1). I est
donc nécessaire d’estimer ces deux termes.

On rappelle que tout (u, ®) € F.(s,T) prolonge une solution approchée (u,, ®,) €
F2(2s + 3) (cf. définition 3.3.1). En outre, ® est solution des équations (3.2.6) et
(3.2.7), avec pt = —cef Ui(u+,61'1<1>+,—ee'4) donnés par (2.3.13) et A = W, +
Rr(a—w,) comme en (2.3.8). De plus a = In(—[u1]/e) et W, est associé & la solution
approchée (ug, ®,) comme indiqué en (3.1.4) (3.1.5) (3.1.6).

Proposition 9.4.1. — 1l existe des fonctions €(-), C(-) et v,(-) telles que si T > 0 et si
(u, ®) € F.(s,T) vérifie (9.1.2), alors, pour tout v > vo(M) et tout € < (M), on a

(9'4'1) '7“(1)”23,7,T < C(M) {7“(1>||23,7,0 +é ”Wa“2s,7,T1 + |IU|I23,’7,T}'
Démonstration. — Nous faisons la démonstration pour ®+. L’équation (3.2.6) est de
la forme
(9.4.2) 0®' = p(e,v,0,®") avec v= (u',e(e? — 1))
ou p est une fonction C* de ses arguments telle que p(e,0,0) = 0.
a) Estimation de ||®||; . 7. — Nous écrivons d’abord 1'équation (9.4.2) sous la forme
n—1
(9.4.3) 0% = > pj(e,v,0,8)8;®" = p(e,v,0).
j=1

Puisque |[u1]/e|5 7 < M, on a |a|; 7 < C(M) et on déduit du corollaire 5.3.2
(9.4.4) Al 7 < C(M).

Le lemme 9.3.3 donne alors I’estimation

(945) NIz < COD (@I, 0+ llulls 7+ 121, 7+ € 1Al 7 }-
La proposition 5.4.1 et le lemme 5.1.1 donnent ensuite le majoration

(9.4.6) el Al 0 < C(M) {e Wallzs,r13 + llull2s,y,7}-

En multipliant (9.4.5) par 7% et en tenant compte de (9.4.6) on obtient
V@I, o < CO) {1l 0 + € Wallzs. .1,

(9.4.7)
+ “u”2s,“y,T + ”Q”gs,v,T}‘
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b) Estimation de 7||0®||5,_, , 7~ — En appliquant & I’équation (9.4.3) une dérivée
conormale §, on voit que 1 = 6®’ vérifie

n—1

(9.4.8) Oy = pj(v, 8,801 = F(v, 8, ")6v

i=1

En appliquant le lemme 9.3.3 avec ¢ = 2s — 1, on obtient
MYWsr .7 < COD) {1 0 + N0l 7

+ 119l 0 + 1Wr 7}
car [|v]|} 1 + [|®'||3,7 < C(M). D’aprés (9.4.6), on obtient ensuite

(9.4.10) [0]135,5,7 < C(M) {e [Wall2s,3,13 + llull2s,7,7}-
Compte tenu de (9.4.9) (9.4.10), il vient :

NE@N—1 . < CO) {1211, 0 + & [Wallaor,

+ ||u”2s,'y,T + ||(I>||gs,'y,T}'

(9.4.9)

(9.4.11)

On déduit alors de (9.4.7) et (9.4.11) I'estimation :

(9.4.12) Y@llhery.r < CON {HNBI4 5 0+ & IWallzsir, 11 + tllzscrir + 11150 0.1 }-

¢) Estimation de 7||8n(I>||§s_2mT. — En dérivant I’équation (9.4.3) par rapport a zp,
on voit que Y = 9, P’ vérifie une équation de la forme

n—1
(9.4.13) Xop=08p— Y pj(v,0,8)9;¢ = F(v,8,®")0nv.

j=1

En posant w = (v,8,®') On utilise le lemme suivant.

Lemme 9.4.2. — 11 existe une fonction C(-) telle que pour (¢, F) € Wh*(Qr) N
W2 (Qr) et w € W2°(Q7) N W2 (Qr), vérifiant X¢p = F, on a pour tout y > 1,

Mtllaor < CO{ MW la0.0 + I Flzo0,

+||w

(9.4.14)

15 219 lao.m,1 + 011 020 0,7

ot My est tel que ||lw||g 7 < M.
Démonstration. — On part de I'inégalité classique :
©0415)  Ybllosr < COM{Allo0 + I1Fllos + 0l rl1dlo..r

On commute ensuite 29X au champ X

(9.4.16) X (6%0ky) = §°0FF + [X,5°0%).
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Avec (9.4.15), on voit que l'inégalité (9.4.14) sera établie si on prouve que pour p +
la| + 2k < 20, Y*||[X, %0k]%lo,4,7 est majoré par le membre de droite de (9.4.14).
Or, ce commutateur est une somme de termes de la forme :

(9.4.17) m = #6908 (i (w)) x 320 (9;u)

ot |a|+ k1 # 0 et p+ |oa| + |az| +2(k1 + k2) = 20. Les estimations non linéaires du
lemme 4.1.3 donnent les majorations

(9.4.18) Imllo e < O {Iwll rllllzozr + W81 o7 )

et le lemme en résulte. O

Revenons a la démonstration de la proposition 9.4.1. Le lemme 9.4.2 appliqué avec
o = s — 1 implique que

V10,9 ||25-2,9,7 < C(M) {’Y”‘I’”?smo + |F (v, 0, ®")0nvll25-2,,T
(9.4.19)
llwll3 21 @ll2s.r,1 + lollzs-20,7 }-
On déduit du corollaire 5.3.2 que ||A[|5 » < C(M), d’ot ||w||5 < C(M). On a alors,

[wllzs~2,,7 < [[vllzs-2,,7 + [ Bll25,7,7,
(9.4.20) |F(v,0,®")0nv||25—2,y,7 < C(M) {l|v]l25,7,7 + | ®ll25,7,7}
[vllzs,7,7 < llull2s,y,7 + € C(M) [[All2s,,7-

Comme a—w, = 0 pour ¢t < 0, le corollaire 5.4.2 et le lemme 5.1.1 donnent I’estimation

(9.4.21) e l|All2s,y,7 < C(M) {e [|Wall2s,7,71 + lull2s,4,7}-

En reportant les estimations (9.4.20) & (9.4.23) dans (9.4.19), on obtient finalement
7I|8nq)l||2s—2,'y,T S C(M) {7”¢”2377y0 +eé ||Wa”2877le

(9.4.22)

+ lellzs,,7 + [Bll26,2,7 -

Avec (9.4.12), (9.4.22) et Dégalité ||®||2s,y,7 = ||®ll%, ., 7 + 1029’ |l25—2,7,T, On VOit que
7||®||2s,,7 €st majoré par le second membre de (9.4.22). En prenant v > 7,(M) assez
grand, la proposition 9.4.1 en résulte. O

En introduisant la notation

(9.4.23) N3(Wa,7) = e {Wall2s,y, 10 + ||5nWa||$s_1,7,T1 + |Wal2s,,1: }

. . . ! t
on prouve maintenant une estimation de € (|0, ®'|[5,_; ., -
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Proposition 9.4.3. — Il eziste une fonction C(-) telle que si T > 0 et si (u,®) €
Fe(s,T) vérifie (9.1.2), alors pour tout v > 1, on a
(9.4.24)

110 @ 1531 7,7 < & CM) {A10a@ 151 1,0 + & No(Wa, )

+ ”u”és—l,'y,T + ”q)”gs,'y,T + IFU|2877»T + “anu”és—l,'y,T + ”anq)lllgs—l,'y,T}‘

Démonstration. — 0, %' vérifie ’équation (9.4.13) et le lemme 9.3.3, que 1’on applique
avec 0 = 2s — 1, donne l’estimation :

YEe ||anq"“§s—1 T S EC(M) {7”8"(1),”53—1,7,0 + ”F(U?a;q),)anv“és—l,'y,T

s

(9.4.25

Hwll3 21002 ll35 1,57 + ”wllés—l,'y,T}

D’aprés le corollaire 5.3.2, on a ||w||} 7 < C(M). Ensuite, on a les majorations

(9.4.26) ol -z < Mollsos iz + 1207
(9.4.27)

1F (0,8 2)8n0ll5, -1 .7 < COD) lellsy17 + 10ntll5y -7 + 12154 )
ollo1,7 + 100N < Wil + 1Ol 7

(9.4.28)
+€ C(M) {“A“t23—1,'y,T + HaﬂA“gs—l,'y,T}

La proposition 5.4.1 donne la majoration

(9429) e {llAll3s—1 4,7+ 100 All5s1,5,7} < C(M) {e Ns(Wa,7) + [Tul2s .1}

En reportant ces estimations dans (9.4.25), on obtient finalement (9.4.24). O

9.5. Estimation a priori principale. Preuve du théoréme 3.3.3

Nous reprenons les notations Ni(u,®,v,T) et Na(u,®,7,T) définies respective-
ment en (3.3.11) et (3.3.13). On a

N2 (U, (I)a 7’ T) = Nl (U, Qa v, T) + 7”@”23,"/,T + ’Yllanu||2s—2,’y,T

(9.5.1)
+7 |[U]/€ |23“3»’YyT +ey IIOHQIHgs—-l,‘y,T’

L’estimation de N (u, ®,~,T) fait 'objet du théoréme 3.3.2. Pour vy > v,(M), on a
(9.5.2)

Ni(u,®,7,T) < C(M) {N1 (u, ®,7,0) + ||ull2s,y,7 + V|| ®||25,7,7

£ s+ 722 |[0) /€ 237}
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Le termes 7||®||25,1,7 €t € [|0n®|[5,_, , r sont estimés dans les propositions 9.4.1 et
9.4.3. Avec les propositions 9.1.1 et 9.2.1, on obtient :

NOntllzs—2.2,0 < CM) {Ylullzsiro + e,z + VI @llzsir,

€ 10 15—, + W5z, + 1 fllz0, )

Le terme 7 |[u]/€ |25—3,y,T €st & la proposition 9.3.1. En sommant les différentes ma-
jorations, on voit que
(9.5.4)

N (u, ®,7,T) < C(M) { Na(u, @,7,0) + & Ng(Wa, ) + llullze,7

+|ll2s,3,7 + € 1Onullzs—1 1,7 + € 100l —1 5,7 + € [Tul2g

+71/2e1/2 |[u] /e |2s—3,7,7- + ||bl“t23—2,'y,T + | fll2s,v,r + |[f]/€ |2s—3,7,T}‘

On majore ensuite les termes € ||8,ull5,_; ., 7 et [|b']l5,_, , 7 au second membre de

(9.5.4), en utilisant la proposition 9.1.5 et le lemme 7.2.2. On en déduit
(9.5.5)
Na(u, ®,7,T) < C(M) { Na(u, ©,7,0) + & Ns(Wa, 7) + Ifullz0,7

+|®ll2s,3,7 + € [10n®'l|2,

(9.5.3)

T +e€ |I‘U|23‘%T

+ 92 [/ a3 0,7 + 1 llz0, 7 + 11F1/€ bass,1 }-

Enfin, en prenant v suffisamment grand, on voit que les termes ||ull2s,7, ||®]l2s,7, T,
e110n®'lls—1 7> € ITUl2s7, 7, ¥/ |[U]/€ |25-3,4,T situés & droite, sont absorbés par le
membre de gauche et le théoréme 3.3.3 est démontré. O
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CHAPITRE 10

LE THEOREME DE PROLONGEMENT A ¢ FIXE

Comme indiqué au chapitre 3, une fois obtenue l’estimation d’énergie uniforme,
pour terminer la démonstration du théoréme principal d’existence, il nous suffit de
construire pour chaque ¢ une solution exacte du probléme non linéaire, sur un inter-
valle de temps dépendant de e (théoréme 3.4.1). Dans ce chapitre, on construit une
solution moins réguliére dans ’avenir que dans le passé. La régularité sera regagnée
par propagation au chapitre suivant.

10.1. Enoncé du résultat

On se donne une famille de solutions approchées F4(s) avec 2s > n/2 + 40. On se
donne M, vérifiant (3.3.10) et H > 0. Soit T le temps d’existence & priori défini par
(3.5.9). Dans toute la suite de ce paragraphe, € > 0 est fixé et, & la grande différence
des paragraphes précédents, les différentes « constantes » peuvent dépendre de €.

Théoréeme 10.1.1. — Soit Ty € [0,T1[ et (u1,®1) € Fe(s, T) vérifiant
M (u1,®1,T2) < Mo+ HJ/2.

Alors il existe T3 > Ty et une solution exacte (u,®) € F.(s — 12,T3), prolongeant
(u1,®1) et vérifiant

(10.1.1) M (u,®,Ts) < M, + H.

Comme on ’a indiqué au §1.2.11, les équations linéarisées donnent lieu & une
perte de régularité et 'utilisation d’un schéma de Picard comme dans [Ma2] semble
impossible. La preuve du théoréme 10.1.1 repose sur la mise en ceuvre d’un schéma
itératif de type Nash-Moser que nous construirons en nous effor¢ant de suivre I’esprit
et les notations de [HG61], [Al] et [Al-Gé].

Pour des raisons pratiques, on note s; = s — 3 et sg = s — 19, de sorte que

289 > n/2 +2

10.1.2 ’
( ) { 81 = 8o + 16.

Ces choix sont justifiés aux remarques 10.5.4 et 10.7.2. Le schéma itératif sera présenté
au paragraphe 10.3. Pour le moment nous introduisons quelques notations utiles et
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faisons quelques remarques sur la forme des équations. On note

n—1
L(u, V®)v =Y A;(u)d;v + M(u,d,®)

=0

n—1
g(l"u"',l"u_,@y(ﬁ) = Z[f](“)]aj¢ - [fn(u)]7
j=0

Onv
On®’
(10.1.3)

de sorte que les équations (3.2.3)(3.2.4) s’écrivent
L(u,V®)u=0 et gTu",Tu",8,4)=0

avec ¢ =Tt =TP~.

Cependant, les équations pour ®* donnent lieu & la difficulté suivante. Pour les
solutions exactes, il est crucial que les restrictions a {z, = 0} des équations (3.2.6)
(3.2.7) pour ®* donnent toutes les deux 1’équation (3.2.13) qui résulte des conditions
de Rankine-Hugoniot. Autrement dit, les conditions de Rankine-Hugoniot (3.2.4) et
les équations (3.2.6) et (3.2.7) sont compatibles avec les conditions '@+ = T'd~ = ¢.
Dans le schéma itératif, les approximations (u,,@,) ne vérifient pas exactement les
conditions de Rankine-Hugoniot. Il en résulte qu’une linéarisation brutale des équa-
tions (3.2.4) (3.2.6) (3.2.7) conduit & des équations incompatibles avec les conditions
I'd}r =T'®, = ¢,. Cest pourquoi on modifie les équations (3.2.6) (3.2.7) en introdui-
sant des termes de correction, C*, nuls lorsque les conditions de Rankine-Hugoniot
sont satisfaites et qui garantissent dans tous les cas que [®] = 0. L’idée est de rajou-
ter aux fonctions p* qui interviennent dans les équations (3.2.6) (3.2.7), des fonctions
C#, telles que T'(ut —pt —C*T) =Tu" et '(u™ +p~ + C~) = Tut. Rappelons que
le choix (2.3.13) des fonctions p* a été fait pour que ces conditions soient satisfaites
avec C* = 0 lorsque les conditions de Rankine-Hugoniot sont vérifiées. Les conditions
ci-dessus déterminent les traces ¢t = I'C* et on en déduit C* en appliquant un opé-
rateur de relévement de traces. Suivant ces idées, on introduit les notations suivantes.
En posant § = (0,,0') € R x R*~!, on introduit les fonctions

(10.1.4) h(ut,u,0) =0, — A(ut,u",0"),

(10 1 5) f;(u+’0”A) = _seA U+(U+,0’, —€ eA))
- fp_(u_vel,A)=_€eAU_(U—,0I,—EeA),

(10.1.6) FE it w0 = [u] =~ ] U (a0, 1)),

fo @t um,0) = [u] = [w] U™ (u”, 8", [u)).
On introduit aussi les fonctions

Rf(wt) =0, — A(wt,ut - f,f (uT,6', A) - ct,9),
(10.17) hy (w™) =0, —Au™ + f, (u™,0',A) + C~,u",¢')
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des variables w* = (u*, 4,C*,6). On introduit aussi la fonction

(10.1.8) fa(ut,u™) = In(=[w]/e).
Avec ces notations, I’équation (3.2.6) s’écrit
(10.1.9) hf(u*,A,0,8,8%) =0,

avec A = W, + Rr(a — w,) définie en (3.2.8) et a = fo(Tu™,Tu™). Comme les
conditions de Rankine-Hugoniot g(ut,u~,6) = 0 impliquent que fF(u*,u~,8') =0,
pour les solutions de (3.2.4), ’équation (10.1.9) est équivalente &
(10.1.10) hf(ut,A,C1,8,8%) =0,
avec Ct = Rr(ct) et ¢t = fH(Tut,Tu~, 0, ¢). Par ailleurs, la trace de (10.1.10) sur
le bord {z,, = 0} est I’équation (3.2.13)
(10.1.11) h(Tut,Tu™,8,¢) =0,
sous les seules conditions que I'®+ = ¢, a = f,(Tut,Tu").

Pour démontrer le théoréme 10.1.1 on se donne (u;, ®1) € Fc(s1 + 3,72). On note
(uo, ®o) un prolongement de (uy, ®1) sur Q7 tel que [®g] =0 et
(10.1.12) uy =up —u,, PH= -, 8,P sontdans W>**(Qr,).
Pour des fonctions u* et ®* vérifiant [®+ = I'd~ = ¢, on note
(101.13) a= f,(Tut,Tu™), A=W,+Rr(a—w,),

o ¢t = fETut,Tu™,0y¢), C* =Rr(cF), w*=(u* 4,C% 05,8%).

En particulier, on note ag, Ag, ¢o, co, Co €t wéz les quantités associées & (ug, Pp). On
introduit

(10.1.14) F = f — L(uo, V®0)ug, G = —g(Tud,Tuy,0,80),, H* = —hE(wd).

Puisque (ug, ®o) est solution exacte du probléme non-linéaire sur Q7,, ¢o et donc Cy
d’aprés la proposition 5.3.1, sont nuls pour t < T». Il en résulte que

(10.1.15) F=0, G=0, H*=0 pourt<Ts.

Soit T tel que T € [T»,71]. L’analyse ci dessus montre que équations (3.2.3)...
(3.2.10) s’écrivent

(10.1.16) L(u, V®)u — L(ug, V®o)up = F sur Qr,
(10.1.17) g(Tut,Tu™,0,¢) — g(Tug , Tug ,8,%0) = G sur wr,
(10.1.18) et =ré-=¢  sur wr,

et, avec les notations (10.1.13),

)=H" sur Qf,

(
(10.1.19) (w;)=H~ sur Q7.
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On demande en outre & u et ® de vérifier les conditions dans le passé (t < T3) :
(10.1.20) uwt=uE, @t =9F pourt<Tp.

La suite du chapitre 10 est consacré a la résolution des équations (10.1.16) a
(10.1.20), en utilisant un schéma itératif de type Nash-Moser décrit au paragraphe
10.3.

10.2. Opérateurs de régularisation

Nous définissons maintenant les opérateurs de régularisation qui interviennent dans
le schéma itératif. Pour T' € [T, T1], W2%(27) désigne le sous-espace de W22(Q27) des
fonctions nulles pour ¢t < Ts. Ce sous—espace sera, muni de la norme habituelle de
W2 (Qr).

Proposition 10.2.1 (S. Alinhac [Al]). — Il existe des opérateurs S, définis pour tout
réel @ > 1 et vérifiant pour tout a et b entiers pairs dans [0,2s; + 6], pour tout
T € [Ty, Ti] et pour tout u € W(Qr) les estimations suivantes

(10.2.1) 156 @)lla,r < Cllulls,r  pour a <b,

(10.2.2) 1153 (W)la,r < C 6°~°||ulls, 7 pour a > b,

(10.2.3) ||S§( ) = ulla,7 < C O |ullp,r pour a <b,

(10.2.4) || d9 @|lpr £CO*Hullor  Va, Vb dans [0,2s, + 6],

(10.2.5) Sy(u) =0 si t <Ty,
ou C désigne une constante indépendante de a, b et T'.

Les opérateurs dépendent de T', par 'intermédiaire d’opérateurs de prolongement.
On omet de I'indiquer dans la notation. L’important est que les constantes sont indé-
pendantes de T'.

L’inconvénient de la régularisation Sj est qu’elle ne respecte pas les traces, ni la
condition de continuité sur {z, = 0}. Pour s > 0, notons Wy*(Qr) l'espace des
® € W2%(Qr) tel que [®] =

Proposition 10.2.2.. — Il eziste des opérateurs S} de Wi (Qr) dans Wf’1+6(QT), PoSs-
sédant les propriétés (10.2.1) & (10.2.5) pour a et b dans {2,...,2s, + 6}.

Démonstration. — D’aprés le lemme 5.1.1, le corollaire 5.4.2 et la localisation (5.4.3),
lopérateur

(10.2.6) J:®+— (JO)E =0 %RT[Q]

est uniformément borné de W2*(Qr) dans W2%(Qr), pour tout s > 1. L'opérateur
S§ = JS§ posséde donc les propriétés (10.2.1) (10.2.2) et (10.2.4). De plus, [J®] = 0,
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et 'image de J est contenue dans W”281+6(QT). En outre, si [#] =0,ona J® =@
et donc & — S}® = J(® — S}®) et (10.2.3) en résulte lorsque & € Wi (Qr). O

On utilisera aussi des régularisations tangentielles. En désignant par H§(wr) le
sous-espace des fonctions u € H®(wr) telles que u = 0 pour ¢t < T3, on construit
des opérateurs S opérant de H{(wr) dans H¢(wr), pour tous a et b entiers dans
[0,2s; + 6], et vérifiant les propriétés analogues & (10.2.1)... (10.2.5).

D’autre part, on note E*(Qr) Pespace des fonctions u € L?(Qr) telles que dgu €
L?(Qr) pour |a| < s, ou 9 désigne une dérivée tangentielle. Cet espace est muni de
la norme
(10-2.7) lullr = > 195 ulla@r)

laf<s
On note E§(Qr) C E*(Qr) le sous-espace des fonctions u € E*(27) nulles pour
t < Ty. Alors les opérateurs de régularisation tangentielle S3 = S2 ® Id,,,, opérent de
EY(Qr) dans E$(Qr), pour a, b dans [0,2s; + 6], vérifiant les propriétés analogues a
(10.2.1)... (10.2.5) pour les normes || - ||*9. On a de plus

(10.2.8) ['S3(u) = Sz(Tw),
(10.2.9) 5,55 (u) = Sp(6nu),
(10.2.10) On S (u) = S3(Opu).

Enfin, on note W34(Qr) le sous-espace des fonctions u € WZ%(Qr) telles que d,u €
WZ4(Qr). On note

(10.2.11) llullzs,r = llull2s,r + [18yull2s,
la norme de cet espace.

Lemme 10.2.3. — 1) 1l existe une constante C telle que pour tout entier s € [0, 81 + 3]
et pour tout T € [T»,T1], S§ opére de WZ*(Qr) dans W2*(Qr) et

(10.2.12) 1155 @)ll2s,7 < C Ollullzs,z-

i) Il existe une constante C telle que pour tout entier s € [0,s1] et pour tout
u € W21 (Qr) on a lestimation

(10.2.13) 155 (w) = ull2s,r < C 6772 |lullzs,,7-

Démonstration. — Si u € W25(Qr), 18,53 (u)||2s,r est majoré par une somme de
termes de la forme

A= ||8y8§‘6£8253(u)||0,qv avec |a| +p+ 2k < 2s.

En commutant 620F & lopérateur S et en utilisant (10.2.2) pour S% et les normes
|| - ]!, on obtient

A< (ISHERBEWY, 7 < OO, 1 < COlullas.r
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et (10.2.12) en résulte. De méme, pour p + 2k < s < s7,
t t
”‘Sgaﬁ (53(U) - u) ”2?9—;7—215 = |53 (5261';“) - ‘sgaﬁ“)uzi—p—%
— t —_
< CO* 72188 0rullay, _ oo, < COZ 72 |lullas, —p—2k-

L’estimation (10.2.13) en découle, en sommant sur p et k. a

10.3. Description du schéma itératif

Nous définissons tout d’abord les linéarisés des expressions introduites au para-
graphe 10.1. Le linéarisé en (u, V®) de L(u, V®)u, agissant sur (v,), est noté

L%(u, V&) (v,).

De méme, les linéarisés en (T'u®,T'u™,8y¢) de g(Tut,Tu~,8y¢) et h(Tut,Tu~,dy¢)
sont notés respectivement

g1(Tut, Tu™,8,8)(vT,v™,0y%), hi1(Tut,Tu™,8,¢)(vt,v™,0,9).

Les linéarisés en wt = (ut, A,C*,60) de ht(wt) et de hy (w™), sont notés respecti-
vement

by (wh)(0*,3,8,6), hy (wT)(v™,@,2,0).
On rappelle la structure des linéarisés de £ et g

Proposition 10.3.1. — i) Le linéarisé L2(u, V®) est de la forme suivante :
(10.3.1)
L2(u, V&) (v,9) = L(u, VB)V + B(u, Vu, V)V + 1 (9,8) " 9y, (.c(u, v<1>)u)

ot B(u,Vu,V®) est l'opérateur de multiplication par une matrice B dont les coeffi-
cients sont des fonctions de (u, Vu,V®) et ot V désigne la bonne inconnue définie
par

Opu
i) Le linéarisé en (Tu™,T'u™,0y¢) de g(Tut,Tu™,8,¢) est lopérateur
(103.3) o1 (Tt Tum, 3,8) (™0™, 8y) = Xu() — [M(u, 0y8)1]

0t X, () est donné par (7.5.2).
Nous désignons par L!(u, V®)V P'opérateur
(10.3.4) L (u, V®)V = L(u, V®)V + B(u, Vu, VO)V.

Nous allons maintenant définir le schéma de résolution. On reprend les notations
de [H51], [Al] [Al-Gé]. On se donne 6y > 1 et pour k > 1, on définit 6y, = (62 + k)'/2.
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On note Ay = 6y1 — 0. Alors,

(10.3.5) Or < 6Ory1 et lim 6 = +oo,
k—o0
(10.3.6) Ap > Agt1,
et il existe des constante C7 et C; telles que
(10.3.7) 0<C < 0_0_— <C,  pourtout k>0
k+1
Le schéma itératif est initialisé par (ug, ®o). On suppose que (ug, ®g), ..., (uy, ®,)
sont connus et vérifient
(10.3.8) [8:]=0, 0<k<w
On peut alors définir ¢y = F<I>Z =TI'®,. Pour 0 <k <v -1, on note
o Ukgl — Uk e Pry1 — B Pkt — Pk -
3. = Py = ——, =To;.
(10.3.9) 4y A k AL P = A k
Notant pour simplifier, S; au lieu de Sg, , on introduit ensuite les régularisés
(10.3.10) Uk = Up + Si(uk — u), —lfk = ¢y + §,§(<I>k — ®).

Sur le bord, comme [®;,—®¢] = 0, la proposition 10.2.2 implique que [§,§(<I>k—<1>o)] =0,
ce qui permet de définir

(10.3.11) 6, =T%, =TF,.
On construit (uy4+1,®y+1) sous la forme
(10.3.12) Uppr = Uy + Dytty, Bpp1 =, +A,8,.

On procéde en deux temps. La linéarisation de (10.1.16) (10.1.17) conduit & un pro-
bléme aux limites qui permet de déterminer la bonne inconnue V, et ng,,, la trace
supposée de ®,. Ensuite, la linéarisation de (10.1.19) conduit & des équations pour
&+, dont on doit vérifier la compatibilité avec les conditions au bord

(10.3.13) ré =Té; = ¢,.

On définit alors

(10.3.14) ity =V, + b, Jeale
3. y T

a) Détermination de V,, et ¢,. — Suivant [H61], [Al], [Al-Gé], et compte tenu de la
proposition 10.3.1, la linéarisation de 1’équation (10.1.16)(10.1.17) conduit & chercher
(V4, ¢u) comme solution du probléme mixte hyperbolique linéaire :

(10.3.15) £ (@,,ve,)(V,) = F,,

. Onlly |
(10.3.16) Xz, () — [MLV,] — ¢ [MV aﬁy] =G,
(10.3.17) V,=0 $,=0 pourt<Ty,
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ou M, désigne la matrice M(I‘E,,,ayfg,,). Les termes de sources F, et G, s'ob-
tiennent & partir des termes d’erreur ¢}, et 2 définis pour 0 < k¥ < v — 1 par

(10.3.18) Sk = E(Uk—f-l, V@k+1)uk+1 - L(uk, V@k)uk — Akﬁl (ﬂk, V@k)(Vk),
Ei = g(Fua_l, F’U,;_H, 6stlc-i—l) - g(l"u;:, F'U']:a 6y¢k)

(10.3.19) PR .
- Ag g1 (Fﬂk y Fﬂk s 6y¢k)(ru;:a Fu;7 ay¢k)
En notant
k—1 k—1
(10.3.20) Ey=) ¢, Ef=) &
j=0 j=0
on définit alors par récurrence, les termes Fj, et Gy, pour &k < v,
(10.3.21) Foy= Sé(F), Go = SE(G),
k—1
(10.3.22)  Fy = Si(F) — SH(E}) Z Fj,  Gy=S5i@) - SiED) - G;.
=0

On pose alors
(10.3.23) E,=F,/A,, G,=G,/A,.

Ayant determme V, et ¢,, on peut définir sur {z, = 0} les fonctions v, traces
supposées de u}, par les formules

= 7+ ] anﬂxjf
(10.3.24) vE=TVE + 4, r( i )
On®,
Les fonctions 4 que nous construirons vérifieront I'ut = oF.
b) Détermination de ®,. — Par linéarisation de la fonction hE, on détermine &=
comme la solution d’une équation linéaire du premier ordre de la forme
(10.3.25) XE@F) =HF sur Qf, &f=0 pourt< Ty,

ol th sont des champs de vecteurs tangentiels. En outre, nous voulons que sur
{z, = 0}, (10.3.13) soit vérifié, qui implique en particulier que ’on a bien I't, = v,.

Le reste du paragraphe 10.3 est consacré & la définition des champs X;t et des
seconds membres HE. Pour rendre compatible les équations (10.3.25) et la condition
au bord (10.3.13), il suffit que les champs X3 aient la méme restriction I X" = I' X,
au bord et que

(10.3.26) X} (¢,) =TX;(¢,) = h, =THf =TH.

L’idée est que la trace de 'équation (10.1.10) pour ®* est I’équation (10.1.11) pour
¢, et que 'on doit conserver cette propriété par linéarisation. Il est alors naturel, de
définir & partir des fonctions 0, et ¢, déterminées a l’étape a),

(10.3.27) h, = b (YT}, TG, 8,9,) (07, 0, , 0yd),

ou h; est le linéarisé de h.
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On poursuit la construction du coté {z,, > 0}, la construction du cété {x, < 0}
étant similaire. La mise en place d’un schéma de Nash-Moser pour les équations
(10.1.19) conduit a introduire, avec les notations du paragraphe 10.1, pour 0 < k < v,
(10.3.28)
ar = fa(l"uZ,I‘u;) A = Wy + Rr(ar — w,g), p}c" = f"’(uk ,3' <I>Jr Ak),
ck - fc (Fuk ’F“k 7al¢k) wl-:— - (“k ?Ak’RT( +) 0, <I)+)

Avec (10.3.10) (10.3.11), on définit les expressions régularisées

(10.3.29)
ag =fa(Pﬂz_,Fﬂ;) Zk =Wa+RT(ﬁk —wa) pk —fp (uk,an)k,Zk),
_C-;: :f:(rukvruk7 ak)’ ’LUZ_ —(ukaAk’RT(ck) 0, Qk)

Pour 0 < k < v — 1, on introduit ensuite les accroissements

(10.3.30)
{ak = ACw) (i), B = f @), 0,8, Aw)(uf,0,8F, Re (@),

C';: = fcl(l“ﬂk,é)ﬁk)(l‘uk,agm), w,j' = (uk ,Rr(ag), RT(Ck) 0 ‘I>+)
Suivant [H61], [Al], [Al-Gé], le schéma itératif fait intervenir le linéarisé de h} en W,
agissant sur v = (a}, A,,C},8,87). Compte tenu de (10.3.14), on a u} =1,($),
ou

. onu,
10.3.31 L() = VF + 0 v
(10:3:31) (¥) 2

n*v

D’autre part, la premiére étape a déterminé ¢>j et v} candidats pour les traces de
&} et 4. Nous pouvons donc étendre les définitions (10.3.30)

(10.3.32) a = fA06)(T0,), & = 205, 8,8,) (b, 0),)
et poser
(10.3.33) A, =R(a), CF=R(&)

On voit alors que la seule inconnue dans w; est ®;. Cela conduit & définir sur Q.
I'opérateur

(10.3.34) XF(®) = hE (@) (1 (), Ay, CF ,0,9),

L'opérateur X, est de la forme :

n~—1
(10.3.35) X5 () =0¥ + > Aj(@,)0; ¥ + Ap(@,) T + Anpa (@)
=1
ou les A; sont des fonctions C* de leurs arguments et ot ’on a posé :
(10.3.36) @, = (m*,ay?}?j,zy,m(#) 0T, 08, Vi, A,,,C’+)
Lemme 10.3.2. — En notant TXJ la restriction de XJ a {z, =0}, on a
(10.3.37) X} (4,) = hy.
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Démonstration. — Les définitions (10.1.4) a (10.1.7) montrent que
(10.3.38)
hi(ut,A,CT,0) = h(ut,u™,0) siA=f,(uT,u")et CT = ff(ut,u",0).
Il en résulte que les linéarisés h] de h} et hy de h vérifient la relation
(10.3.39) h (wh) (0, a,é%,0) = by (ut,u™,0)(0F, 07, 0)
lorsque
wt = (ut, £ (ut,u™), £ (ut,u™,6'),6),
a= fyut,uT)(@h,67), & = fi(wt,um,8)(0",07,6").
La définition (10.3.29) implique que I'A, = @,. Avec la condition de trace (10.3.11),

on a aussi I'w;} = (I'%},a,,c},0,9,). Avec (10.3.29) et (10.3.32), on voit que @,/ et
(ay,¢&F) vérifient (10.3.40) avec vF = oF et 6 = 6,,(;5,, 1l en résulte que

(10.3.40)

(10.3.41) hy (CwE) (0F , aw, &, 8y b)) = ha(Tus, 8y 00) (0, Bydy).
Compte tenu des définitions (10.3.27) de h,, et (10.3.24) de o], ceci n’est rien d’autre
que (10.3.37). d

Nous allons maintenant définir le second membre H, de (10.3.25). Nous adaptons
les formules du type (10.3.22) pour les seconds membres, afin de tenir compte de la
contrainte TH; = h,. On cherche H; sous la forme

(10.3.42) Hf =Ry(hy) + B,

avec '3, = 0. L’idée est encore de comparer les linéarisations de (10.1.10) et (10.1.11).
Pour k£ < v — 1, on définit

(10.3.43) hi, = b1 (Tuk, 0, @) (Titk, By b

et on introduit les termes d’erreur &3 et ¢}

€3 = h(Tuptr, ydri1) — h(Tuk, ydr) — A, ha (Tuk, 8y dr) (Titg, Oy i)
ek = hi (wiyy) = B (wy) = Aw b (@) ()

Avec les équations (10.3.25) pour k¥ < v — 1, on a donc

R(Cups1,OyBrt1) — h(Tug, Oyor) = €3 + hy,

hi(wi,) — k(W) = ek + Br + R (i)

(10.3.44) {

(10.3.45)

ou l’on note

(10.3.46) hi = Axhk, B = Axbh.
Pour k£ < v, on introduit les erreurs cumulées
k—1 k—1
(10.3.47) Ei=Y"¢}, Ei=) ¢
j=0 Jj=0
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Par sommation, on déduit de (10.3.45) les égalités :

v—1
W(Tuy, 8,%,) — h(Tuo, 8yd0) = B + Y b,
(10.3.48) =

[uy

N

v—1 —
WY (i) = B i) = BE+ 3 B+ Re (D h).
k=0 k=0

Il en résulte que

v—1

(10.3.49) 3" Bk = hif (w}) - Rr(h(Tuy, 8,8,)) + (H — B + Rr(E2))
k=0

ou

(10.3.50) H = —hf@w]) + Rr(h(Tud, Tug , 8,%)).

Afin d’assurer la convergence du schéma itératif vers la solution du probléme (3.2.3). ..
(3.2.10), on doit avoir :

bt () — . _
Vll)n;o hy(wf)=0 et Vll)ngo h(T'u,,0,®,) = 0.

On retrouve la démarche usuelle pour les schémas de Nash-Moser, en choisissant 3,
de sorte que
14

> Bx = S3(H - E} + Rr(EY)).

k=0
Nous pouvons maintenant procéder & la définition des seconds membres H,. Avec
les notations (10.3.44) (10.3.47) et (10.3.50), on définit la suite Bj par récurrence en
posant :

ﬂO = 07
10.3.51) ~ k1
( B = S}(H) - SHEL - Re(ED) - Y 8;  pour 1<k <w.
=

Enfin, en posant 3, = By /A, on définit H, par (10.3.42).

Lemme 10.3.3.. — i) H=0 pourt < Ty et TH =0 sur wry -
it) Pour tout entier k tel que 0 <k <v on a

(10.3.52) Be=0, Hy=0 pour t<Tp
(10.3.53) I'(Bx) =0 sur wr
Démonstration. — Comme (ug, ®g) est solution exacte du probléme sur Qp, on a

ki (wg) = 0 sur 9;2 et h(T'uo, Oy¢o) = 0 sur wr,. La proposition 5.3.1 implique alors
que H = 0 sur Q;z. D’autre part, (10.3.28) et (10.3.38) impliquent que pour k < v,

(10.3.54) RE(Twy) = h(Tuk, Oy o).
Pour k = 0, cela implique que TH =0.
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Comme (u,,®,) = (ug, Po) est solution exacte du probléme, on a aussi
(10.3.55) =0, e=0 pour 0<k<v-—1 etpourt<Ty,
k k

dou E} = Ef =0 pourt < T> et k < v. on a de méme, hy = 0 sur wr,. Avec les
propositions 5.3.1. et 10.2.1, on en déduit (10.3.52).
D’autre part, (10.3.29), (10.3.30) et (10.3.39) impliquent que pour k£ < v — 1,

(10.3.56) h$ (0w} ) (T ) = ha (Tug, 8y ) (Titk, By i )-
On en déduit que
(10.3.57) Tef =¢¥ pourk<v—-1 et TE}=E; pourk<uv.

Avec (10.2.8), il en résulte que T'(Ef — Rr(E3)) = 0. Comme T'H = 0, on voit alors
que

k-1
T8 =—Y TB;.
j=0
Comme By = 0, il en résulte que I'G; = 0 pour tout k. O

Avec H, défini par (10.3.42), on détermine &7 en résolvant I’équation
(10.3.58) X;ér=H,, &t =0 pourt < Ty.

Compte tenu des lemmes 10.3.2 et 10.3.3, la trace F@j et ¢, vérifient la méme équa-
tion de transport (T X, )¢ = h, et sont nulles pour t < T3. On en déduit donc que
F@j_ = qu'

On procéde de la méme fagon pour construire <i>,j sur {17 et on définit v, par
(10.3.14) puis (uy41,P,+1) par les formules (10.3.12).

10.4. Estimations douces

Le but de ce paragraphe est d’obtenir des estimations pour u, et ®,. La premiére
étape consiste a obtenir des estimations pour (V,,, ®,). Le systéme linéaire (10.3.15). ..
(10.3.17) est de la forme

(10.4.1) LY(u,VO)YV =F

O
(10.4.2) Xu() - M(,8,6)V] - ¥ [M(u,8,9)5°5] =G
(10.4.3) V=F=0, vy=G=0 pourt<Tp

En rappelant que (ug, ®9) € W251+t¢(Qr, ), on suppose que pour un s € [sg,s1] et

pour un T € |T5,T1],

u—ug, ® — ®g) € W2+ (Q7), et =I'd™ = ¢,

(10.4.4) ( 0 0) (Qr)
u=1ug, =Py pourt<Ts.
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La seconde étape consiste & obtenir des estimations pour &, en résolvant ’équation
(10.3.25). En introduisant les notations

a = fo(Tut,Tu"), A=W, +Rr(a—w,),
c= fC(Fu+,Fu—aay¢)a w= (U»AaRT(C)aay‘I))7

v=TV + ¢ T(Opu/0,®), a = f1(Tu)(v),
¢c= fcl (Fu,ayd))(rvvayrw)v

on voit que 1’équation (10.3.25) est de la forme :

(10.4.5)

(10.4.6)

n—1
(10.4.7) oY + Z Aj(w)o; ¥ + An(w)g'%\ll = H =Ry(H,) + Hs + H3
j=1 "
ot Hy = B, Hy = hi(Tu, 8y¢) (v, 0y) et ou le terme H; est de la forme
(10.4.8) Hy = 61 (w)V + b(w)Rr(a) + €3(w)Rr(é),

les ¢; étant des fonction réguliéres de leurs-arguments. On note que H dépend de la
solution (V,) de (10.4.1)... (10.4.3) par l'intermédiaire des fonctions (v, a,¢) défi-
nies en (10.4.6). On suppose que ¥ est solution de ’équation obtenue en prenant la
restriction de (10.4.7) & {z, = 0}. On a donc

(10.4.9) [t =TT =1,
Proposition 10.4.1. — 1l existe des constantes positives Co, Yo, M1 et T{ € |T2,T1]
telles que pour tout (u,®) vérifiant (10.4.4) avec T € |T>,T]] ainsi que la condition
(10.4.10) llu = uollzr + 12 — Pollz,r < M,
la solution (V,v) de (10.4.1)...(10.4.3) vérifie pour tout v > ~y, l’estimation

MV llzan,r + 772 [TV l2s .7 + 772 [$last1,9,7

(10.4.11)
< Co{IIFll2s.1,m + 772 Glaosy,1 + Ko(T) K (T) }

ot l'on a posé :

Ko(T) = I1Fl57 + VI3 + ¥1,r + G617

Ki(T) = |lull2s+a,9,7 + [ Rll2s+4,7,7-

Démonstration. — En posant F' = F — BV et G' = G + ¢Y[M(u, dy¢)(Onu/0n®)],
on voit que (V,9, F',G") vérifie le systéme différentiel (8.4.9) et le théoréme 8.4.2

fournit les estimations conormales. Il existe donc des constantes positives Cy,, Yo, M1
et T € |T»,T1] telles que pour T' € |T5,TY] et v > 7, on ait :

(10.4.12)

(10413) N(V,,7,T) < Co{ IF Wssy 1V Il 2+7M G/ 20,7+ Ko (T) KL(T)}

ou N(V,9,v,T), Ko(T) et K{(T) sont donnés respectivement par (8.4.11), (8.4.11)
ou (10.4.12) et par (8.4.13). D’aprés le lemme 7.2.2, et sa définition (7.2.7), le terme
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T'b qui entre dans K (T') s’estime par
ITbl2s,7,7 < C1{|Tul2s,1 + [T ®|2541,4,7}
et avec le lemme 5.1.1 on voit alors que
(10.4.14) KI(T) < CoK1(T).
D’autre part, on a

”F,”és,'y,T S ||FHt23,'y,T + C{”V”';s,'y,T + ”V|3,T Kl(T)}’

lGI|2smT < |G|2s,'~/,T + C{|¢|2smT + W[S,T K, (T)}
En reportant ces estimations dans (10.4.13), il vient
N(V,1,%,T) < C{lIF 50,7+ [VI|26,,7
(10.4.15)
+ 921G lao 1 + 72 [Ylasy,r + Ko(T) Ki(T) .

On estime ensuite les dérivées normales en revenant 3 ’équation (10.4.1). On rappelle
que dans ce paragraphe, ¢ > 0 est fixé et que les constantes peuvent dépendre de ¢.
Le bord étant non caractéristique, on a

(10416) A6V llze-20.7 < C{IF a0z + [V llasir,r + Ko(T) K{(D) }
ou ’on a posé :
K@) = 1Pl + Vi s
(10.4.17) ;
KY(T) = 7{lullas-2.7,7 + 1 @ll2sr.7 + bll20-2,7}

En utilisant I’expression de b donnée par (7.2.7) on voit que
1bllzs—2.,7 < C{ITulz0-1,5.7 + lullz0r,7 + 118} @ll20.,7 |-
On en déduit que
(10.4.18) Ky(T) < Ko(T)  KI(T) < Ky(T).
D’autre part, on a
(10.4.19) 1F'l2s,7,7 < | Fll2s,r,7 + C{lIVl2sv.r + V15,7 K1 (T)}
En reportant ces estimations dans (10.4.16), on obtient :
(10420) Y10V llzs-2.9,7 < C{IFllzon7 + IV ll2s.0,7 + Ko(T) Ka(T) }

En sommant les deux estimations (10.4.15) et (10.4.20) et en prenant <y assez grand,
les termes ||V'||25,4,7 €t Y/2|T'¥|25 1 situés & droite, sont absorbés par le membre de
gauche, et la proposition 10.4.1 en résulte. O
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Les constantes M; et T} étant fixées comme indiqué dans I’énoncé de la proposition
10.4.1, nous allons maintenant établir une estimation de ¥ dans I’espace W3¢ (Q2r) dé-
fini au paragraphe 10.2. On utilise le lemme suivant qui est une conséquence immeédiate
du lemme 9.4.2.

Lemme 10.4.2. — 11 existe une fonction C(-) telle que pour (¥,F) € WH*°(Qr) N
W2 (Qr) et w € WHe(Qr) N W?2(Qr) vérifiant

(10.4.21) 8t‘Il+ZA ;U + Ap(w)¥ =F, T=F=0 pour t<Tp

on a pour vy > 1 Pestimation :

(10.4.22)  7([¥[l25,5,7 < C(M) {IIF|I2s,~y,T + [[wll3, 71 ¥ll2s,5,7 + ”\I’“;,T”w“%,%T}

ot M est tel que |lwl|lg r < M.

Proposition 10.4.3. — Il existe des constantes positives Cy et v telles que pour (u, ®)
vérifiant (10.4.4) avec T € [T, T]] ainsi que la condition (10.4.10), alors pour tout
v > 1 et pour toute solution U solution de (10.4.7), on a l’estimation suivante :

Ny 7 < Cr{ M Halb 7+ IVII2st2,7,1

+ [Vl2541,9,7 + [Pl2s+2,9,7 + Ko (T) K1(T)}
ot ot K1 (T) est défini en (10.4.12) et
(10.4.24) Ko(T) = 121} 2 + IVIIs.2 + 19152 + 01,7

(10.4.23)

Démonstration. — Etant donné que w = (u, A, Rr(c), ,®) et A = Wo+Rr(a—w,),
’hypothése (10.4.10) entraine que ||w||§ 7 est majoré par une constante qui ne dépend
que de M;. En appliquant le lemme 10.4.2 & ’équation (10.4.7), on obtient tout

d’abord :

N lzer < CO){IRT(H) 207 + 1Hsllz0037 + IV ll2s7,7
(10.4.25)

1€ llzs 3,1 + olas—1,0,7 + blzecy.7 + K5 () Ki(T) }.

En dérivant ensuite ’équation (10.4.7), on voit que 6 := 9, ¥ vérifie I'’équation

n—1
Onu
(10.4.26) 6t0+;A(w60+A( )a ¢9 F

avec

Onu

(10.427)  F = 8,Rr(Hy) + 8y Hz + O, Hy + 8, (£(w))3., ¥ + ( n(w) ¢)\p
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ou £ désigne une fonction réguliére de w. Le lemme 10.4.2 implique que

( ) Y10y ¥ll2s,7,7 < C(Ml){”ayRT(Hl)HZsmT + 10y Hsll2s,7,7 + [V ||2s4+2,7,7
10.4.28
e 7+ [olzsis,1 + [Blastan, + Ko(T) Ki(T)}.

Comme H; = 0 pour t < T5, le corollaire 5.4.2 implique que
10y R (H)l|2s,y,7 < C|Hil2s,7-
On en déduit :
(10429)  [Re(HDIepr < C{Iolzont + Wlzssr.r + KH(T) Ki(T) }.

En sommant les inégalités (10.4.25) (10.4.28) et en tenant compte de (10.4.29), on
obtient I’estimation (10.4.23). O

On introduit maintenant

(10.4.30) T=V+¥

de sorte que I'v = v.

Proposition 10.4.4. — 1l existe des constantes positives C,, v,, My et T| € |T»,T}]
telles que pour tout (u,®) vérifiant (10.4.4) avec T € |T2,T]] ainsi que la condition
(10.4.10), pour tout (V,%) solution de (10.4.1)...(10.4.3), pour tout ¥ solution de
(10.4.7) vérifiant (10.4.9), on a pour tout v > 7,
(10.4.31)

7”5”23,’va + ’YH\I’H%S,%T +7

< Co{IFllass2. + 7% 1Glassanr + | Hallsy .0 + Ko(T) Ka(T) },

V20825129, + 7 T 2043,9,7

ot l’on a posé :
Ko(T) = ||F 5,7 + |Glo,r + 01157 + 1115, r + IT¥[T r + [TU]g, 7,

(10.4.32)
Ki(T) = ||ull2s+6,7,1 + || ®ll25+6,4,7-

Démonstration. — On écrit P'inégalité (10.4.11) avec s remplacé par s + 1, puis on
ajoute l'estimation (10.4.23). Pour + assez grand, on obtient alors :
(10.4.33)

NV ll2st2,7,7 + Wy + V2TV 2otz + V2 D20 13,7 <

C{||F||2s+2,7,T +9"%|Glas42,9,7 + | Hsllzs,y,7 + IT0l2641,9,7 + Ko (T) Ki (T)}
oit K;(T) est donné par (10.4.32) et
(10.4.34)  Ko(T) =|IFll3,r + |Glo.r + IVI5 7 + %1, + TL] 7 + |T05,7-
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Par ailleurs, on a
(10.4.35)

20, < Vllasi37 + C{1llz0ryr + Ko tllzos20r + [18lass207}
[T9|2s+2,,7 < [TV |2542,9,7 + C{|F‘I’|2s+2,'y,T
+ Ky(TH{IT(0nt) 204207 + ID(0n®) 2042,7} .
On voit alors que le membre de gauche de (10.4.31) est majoré par
C{||F||2s+2,7,T + 92 |Glasr2,,1 + |1 Hsll3s .1 + T0|2s41,9,7 + Ko(T) Kl(T)}‘
Dans K;(T) on majore le terme ||V||3 1 par :
VI3 < 11oll3,r + ClI¥Il3,7-

Alors, en prenant y assez grand, le terme |I'0|541 4,7 Situé & droite est absorbé par
le membre de gauche et la proposition 10.4.4 en résulte. O

(10.4.36)

Nous appliquons les estimations ci-dessus aux fonctions données par le schéma
itératif décrit au paragraphe 10.3. On note U, = (i,,®,,T'4,,¢,) et
(10-4-37) ||UV”28,T = ||QVI|28,T + ”‘i)V”%s,T + |FuV|23+2,T + |¢V|2s+3,T

Proposition 10.4.5. — Il existe des constantes positives C,, My et T}' € 1T, T]] telles

que si, pour un T € |T5,T{'], (., ®,) vérifie la condition :

(10.4.38) i = wollir + 19, - Sollir < My

on a alors l’estimation :

(10439)  [0ullan.r < Cof 1Eullzara,r + [Gulassar + 1Bullber + Ko(T) Ka()},

avec

1040y { KD =B+ 1Glsr 4 il + 18005 + [Pl +160
K(T) = ||@ll2s+6,7,7 + [|®ul26+6,7,7-

Démonstration. — La proposition 10.4.4 implique que pour v > 7,, on a

(10.4.41)

N(’d,,, (i)ua F’d,,, (i)l/» Y T) S CO{”FV“2S+2,’Y,T + '71/2 IGV|28+2,’7,T

1B .7+ Ko(T) Ka(T) },

ou Ko(T) et K;(T) sont donnés par (10.4.40). On fixe maintenant v = =, et T}’ =
inf(7},1/7,). La proposition résulte alors de (10.4.41) et des estimations suivantes : il
existe des constantes positives C; et Cs, indépendantes de vy et T telles quesiyT < 1,
on a pour tout u € W*(Q27) et tout v € H§(wr),
Cillullzs,r < llull2sy, T < Collull2s,T,
Cr|vls,r < [vlsy,7 < Caluls,r. u
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10.5. Hypothése de récurrence

On se donne maintenant un entier pair, noté a, tel que 2sy < a < 2s; et un para-
métre § > 0. Pour un entier » > 1 nous noterons (H,,T) ’hypothése de récurrence
suivante

(10.5.1) VE€{0,...,v =1}, Vs € {s0,...,51}, [Ukllos,r < 86;°7%7,
(10.5.2)
Vk € {0,...,v —1}, Vs € {s0,...,81 — 1}, ||L(uk, V®k)ur, — fll2s,7 < 8257 H1.
Rappelons que 0 = (62 + k)'/2. L’hypothése de récurrence fait intervenir quatre
parameétres : d, 0p, « et T. Le paramétre § sera fixé en premier et les trois autres

seront fixés au paragraphe 10.7.
Dans ce paragraphe, on compare les suites ug, P, & leurs régularisées iy, P.-

Lemme 10.5.1. — Pour o entier pair tel que 259 < a < 231 et sous U’hypothése de
récurrence (H,,T), on a pour 0 < k < v les estimations suivantes :
(10.5.3) Uk — uoll2s,7 <6 pour $so < s < (a—2)/2,
(10.5.4) Uk = tollate.r < 363,
(10.5.5) Uk — uoll2s,T < 50;623_0‘”"'1 pour sg < s < s,
(10.5.6) Uk — woll2s,r < & 835~ pour (a+2)/2<s<s;.
Démonstration. — (cf. [Al]). On décompose Uy — ug sous la forme :
k-1 k-1
(10.5.7) Uk —uo =Y Upp1 —Up =Y AU,
p=0 p=0
Avec (10.5.1), on obtient :
k—1
(10.5.8) Uk = tollzs,r <8 (Bp41 — 0p) 65271
p=0
et le lemme en résulte. O

Corollaire 10.5.2. — Pour o entier pair tel que 259 < o < 23y et sous l’hypothése de
récurrence (H,,T), on a pour 0 < k < v les estimations suivantes :

(10.5.9) llug — Gxll2s T < CEO25~* Vs € {sg,...,81},

9 k
(10.5.10) || ®x — <i>k||23,T < 06023"' Vs € {s0,...,51},
(10.5.11) 1k — Bill3sr < CE62°T27*  Vse {s,...,51},
(10.5.12) [Tug — Tugles,r < C 3625727 Vs € {so,...,s1 +1},
(10.5.13) |ok — Prl2s < C 02T~ Vs e {s0,...,81 + 1},

b k
(10.5.14) Oydr — OyPrlosr < CIO>T2™*  Vse {so,...,81 +1}.
Yy Y ) k
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Démonstration. — On écrit uy, — Gy, sous la forme : ug — @ = ug — uo — Sj (ur — uo).
La proposition 10.2.1 et (10.5.6), donnent alors I’estimation

lluk — @xll2s,r < C 57> |luk — uoll2sy, 7 < C 67,

ce qui prouve (10.5.9). Les autres estimations se démontrent de facon analogue. O

Le paramétre § est maintenant fixé par le résultat suivant, ol les constantes M; et
Ty’ sont données par la proposition 10.4.5.

Lemme 10.5.3. — Il existe 6 > 0 tel que si 2sp + 10 < o < 281 — 2 et si (H,,T)

est vérifiée pour un T € |T», T{'], alors (G,,®,) vérifie la condition (10.4.38), c’est-a-
dire :
@ — uolli r + 1@y — Bolli r < M.

Démonstration. — En remarquant que 2s9 +8 > n/2 + 10, on déduit du lemme 4.2.2
appliqué avec y =1 et k = 4 que

(10.5.15) ||@, —uoll5 7+ 18, — Rolli r < C1 T {||@y — uoll2se+8,7 + | By — Boll2so 48,7}
Ensuite, d’aprés (10.2.3) et (10.3.10), on a

(10.5.16) |@, — uoll2so+8,7 < Clluy — uoll2s0+8,T

Par hypothése, on a 25 + 8 < a — 2 et il résulte de (10.5.3) que

(10.5.17) luy — uoll2so+8,7 < 6.

On procéde de méme pour ®, et on voit qu'il existe une constante Cs telle que :

(10.5.18) lay - uolly 7 + 18, — Boll3 7 < CoT6.

On choisit alors ¢ tel que :

(10.5.19) CoTy' 6 = M,y

et le lemme suit. O

Dans toute la suite, le paramétre § est fixé par (10.5.19). Au paragraphe suivant
nous donnons des estimations pour les termes d’erreur et pour les termes F’u, Gu et
B,. On déduit alors de la proposition 10.4.5 une nouvelle estimation de U, ll2s. -
Enfin, au paragraphe 10.7 nous fixerons les autres parameétres 6y, a et T de sorte que
(H,,T) implique (H,41,T) et que (Hy,T) soit vraie.

Remarque 10.5.4. — Pour démontrer (H,41,T) on utilise estimation (10.4.39) pour
tout les entiers s € {so,...,s1}. Cette estimation fait intervenir I’expression K;(T') =
lgy||25+6,7 + ||®0||2s+6,7 située dans le membre de droite. Il est donc nécessaire que
les termes régularisés ,, ®, définis par (10.3.10) soient de régularité 2s; + 6. C'est
pourquoi nous avons supposé au paragraphe 10.1 que uf, et ®;, sont dans W2s1+6(Q, ).
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10.6. Estimations de F,, G, et 3,

Dans ce paragraphe, nous supposerons que T' € 1T, T}'] et que (H,,T) est vraie.

a) Estimation de ||F,||zs427. — On déduit de (10.3.21) et (10.3.22) les formules
suivantes

(10.6.1) Fy=55(F), Fi=S51(F)—S5i(e;) = S5(F)

et pour k > 2

106.2) Fj = 2kt Sl—gl Si— gl 1 G
(1062) Fe = =[5 —(8k = SL)(F) = (5t = Sk (Bh-) - She ).

Le terme ¢}, est défini par (10.3.18).
En faisant intervenir le linéarisé complet £2(u, V®)(v,%), nous écrivons, comme
dans [Al], e} = (e})" + (¢})", avec

(Ellc)/ = E(uk+1,V‘I)k+1)uk+1 - E(uk,V@k)uk - £2(l-bk, V(i)k)(Akdk,Aké)k),
(€})" = (Ak®k) (0n®k) ™" On(L(Tk, VL) Tk).

En outre, (e})' = €}, + ;5 O €} ; est Ierreur de substitution et e , Perreur qua-
dratique habituelle du schéma de Newton :

ek = [£2(ur, VBR) - L2k, VE1)] (Aviin, Axbr),
eh1 = Lupy1, VEpi1) k1 — L(uk, VEx)uk — L2 (ug, VEL) (Axtin, Axdr).

En procédant exactement comme dans [Al], c’est & dire en estimant successivement

el ., el,, (eL)" a l'aide de la proposition 10.2.1, du lemme 10.5.1 et du corollaire
k1> €k,20 & p

10.5.2, on obtient I’estimation suivante.

Proposition 10.6.1. — Pour o entier pair tel que 2sp + 10 < a < 287 — 2, on a, pour
tout k € {0,...,v — 1} et pour tout s € {so,...,s1 — 1},

(10.6.3) llekllze,r < C 8 Ay g0t 204572,
Nous allons maintenant démontrer :

Proposition 10.6.2. — Pour o entier pair tel que

250 + 10 < @ < min{2s; — 2,80 + 81 + 1},

on a pour tout s € {so,...,81},

(10.6.4) ”FV”2S+2,T < 0{933+1-231 Fll2sy.7 + 50,2,s°+2s+7_2°‘}.
Démonstration. — Pour s € {so,...,s1 — 1}, (10.6.3) et la proposition 10.2.1 im-
pliquent que

(10.6.5) ISL()||2s42,7 < C 6 A, 20 F25+T—2a
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En prenant o tel que a < sg + 81 + 1, on obtient ensuite

(10.6.7) IE)_1ll2s1~2,7 < C §@5r0t2et4—20,
En utilisant la proposition 10.2.1, on en déduit que pour tout s € {sg,...,s1}
1
(10.6.8) ”E:(Si — Si—l)( ”2 sior S < 059280+28+7 20
Pour s € {so,...,51}, on obtient de méme :
(1069) “H(Si - Si ||23+2 TS < C ”F”281’ 02s+1 281
L’estimation (10.6.4) résulte alors de (10.6.2) et des estimations ci-dessus. |
b) Estimation de |G, |2s42,7. — On procéde exactement comme ci dessus et on abou-

tit aux estimations suivantes.

Proposition 10.6.3. — i) Pour a entier pair tel que 2so + 10 < o < 281 — 2, on a pour
ke{0,...,v—1} et s € {so,...,51},

(10.6.10) lsihs,T < CHA 0zso+23+2—2a

i) Pour a entier pair tel que 259 + 10 < o < min{2s; — 2,89 + s1 + 1}, on a pour
s € {soy..-,81},

(10.6.11) |le2s+2,T < C{egs+1—231|GlzshT + 50380"‘284—4—2&}.

¢) Estimation de ||8,|]%, ». — On estime d’abord les erreurs 3 et 4.
2s,T k k

Lemme 10.6.4. — Pour o entier pair tel que 2so+10 < o < 281 -2, k € {0,...,v—1}
et s € {s0,...,81}, on a les estimations

(10.6.12) lletllzar < C 6 Ay 2002042
(10.6.13) |€2|28,T < C(sAk 0280-’-28-’_2_20.
Démonstration. — Le terme e} est défini par (10.3.44) et s’écrit sous la forme et =

€k +Eh o aVEC
€1 = (ha(wk) — ha(x)) (Artig),
{5?@,2 = hu(wi+1) — hu(wg) — ho(wg) (Apg).
Nous remarquons ensuite que 5%,1 est une somme de termes de la forme :
(10.6.14) A = Ay l(wg, wp — W) - (W — W)Wy,

ou
Wg = (uk,Ak,RT(Ck) 0, <I>k) avec A=W, +RT(ak — wa)

Wy, = (T Ak,'RT(ck) 0, <I>k) avec Ak =Wa + Rr(ar — w,)
g = (g, Rr(ar), Rr(ér), Oy ®)
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Le terme €} , est une somme de termes de la forme :
(10.6.15) B = Ay l(wg, wg, — W) - (Akwk).wk

On obtient (10.6.12) en majorant les termes A et B ci-dessus en utilisant pour s €
{so0,- .., 81}, les majorations suivantes qui résultent de la proposition 10.2.1, du lemme
10.5.1 et du corollaire 10.5.2 :

llwk — Wk l2s,r < C 56257372
bk ll2s,r < C 5657,
llwillas,r < C1 + Co 667° 7+,
Le terme &} défini par :
€% = h(Tuk+1, Oybrt1) — h(Tug, 8y dx) — h1 (TTk, By br) (Ax ik, Agdy i)

est de la méme forme que £% et (10.6.13) s’obtient de facon similaire. g
Nous estimons maintenant les 3, = 3, /A, donnés par (10.3.51).

Proposition 10.6.5. — Pour a entier pair tel que

250+ 10 < o < min{2s; — 2,80 + 51 + 1},

pour tout s € {sg,...,81} et pour tout v, on a l'estimation

(10.6.16) 1Ble - < C{O247 24| Hllag, v + 6925020452}
Démonstration. — On déduit de (10.3.51), les formules suivantes
(10.6.17) Bo=0, pi=S}H) - S}E} - Rr(E})),

et pour k > 2

(10.6.18)

B = (S} = SE-)(H) = (5% = SE)(Bi_y = Re(B{ 1)) = Si(ekr — Rr(ed-1))-
On déduit des inégalités (10.6.12) (10.6.13) et du lemme 10.2.3 que
158 (k=) llzs,7 < C 8 Ay, gyoot2eo72
(10619 { [SE(Rr(ed ), < O3 Ay gir0+2r+-22,
ce qui permet d’estimer le dernier terme de (10.6.18). On a de méme
IER_1ll2s,, 7 < O 8G2F24072,
(10.6.20) |E}_ |26, —1,7 < C 8 63°0 211372
IRT(E}_1)ll2sy, 7 < C 86522 +372

Pour estimer (S§ — S3_,)(Ei_, — Rr(E3_,)) nous utilisons le lemme suivant :
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Lemme 10.6.6. — Pour tout u € Wgsl (Qr) et pour tout s € {so,...,81}, on a Uesti-
mation

(10.6.21) (5% = SE_1)ullzar < C Bkm1 65" |lullas,,
Avec (10.6.20), ce lemme implique que

(8% = SE_)(Bi_y = Re(B}_1)) ||y p < COGF0FH572

lx—

Le lemme 10.6.6 implique aussi que
1 252
| 5 (% = S E g r < COZ 1Hllzsu
En reportant ces estimations dans la formule (10.6.18) on obtient ’estimation
(10.6.16). O
Démonstration du lemme 10.6.2. — On estime d’abord le terme

I=10,(S} = Si-1)ullas,r
qui est la somme des termes
J = 18,05 8805(S} — Si_1)ullo,r  avec a+p+2g < 2s.
On a alors
J < |I(S2 - S3_,)0%0%ul|t?
= ”( k k—l) n nu”|a|+17T'
D’aprés la proposition 10.2.1,0n a

H 590 (010%u Miopsz < €O flullas, 1

|a|4+1,T =

En intégrant sur lintervalle [f;_1, 6] on obtient :
J<CAr_; 023_231 llull2s,,T-

En procédant de méme on voit que le terme ||(S; — S3_,)ull2s,z vérifie la méme
estimation, et le lemme suit. O

10.7. Preuve du théoréme 10.1.1

Nous combinons d’abord les estimations des paragraphes 10.5 et 10.6. On note
(10.7.1) A(T) = ||Fllz0, 7+ Glaay 7 + 1 H l2s, 7-
On rappelle le choix s; = sg + 16 fait en (10.1.2) et on choisit maintenant

(10.7.2) a=28y+ 16 = sg + s1.
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Proposition 10.7.1. — 11 existe des constantes positives C, et T3 € |Ta,T]'] telles que,
sous ’hypothése de récurrence (H,,T) avec T € 1T2,Ts], on a les estimations :

(10.7.3) NUull2s,r < Co bt {A(Ts) 1362771 s5€ {so,...,51},
(10.7.4)

l|£(u,,,V(I>,,)u,, - f”23,T < Co 00_1 {2 + ”FIl?suTs} 012/8_0-’-1’ s € {30» s 81t 1}'
Démonstration. — a) On note
(10.7.5) ||¢V||2S,T = ||FV”28+2,T + |GV|28+2,T + ”Blf”%s,Tv
quantité qui, d’aprés les estimations précédentes, est bien définie pour tout s €
{s0,...,81}. D’aprés le lemme 10.5.3, la condition (10.4.38) est réalisée et il est donc
possible d’appliquer la proposition 10.4.5. Pour tout s € {so,...,s1}, on a donc
(10.7.6) W0llzs.r < Cr{lFllae,r + Ko(T) Ka(T)},
ou Ko(T') est donné par (10.4.40) et
(10.7.7) Ki(T) = llavll2s+6,7 + |80 ]l2646,7-
Le lemme 4.2.2 donne ensuite
(10.7.8) KoT) < C.T {”ﬁun2so+2,T + ||UV”280+6,T}'

On évalue le terme ||U, ||2s,+6,7 en utilisant & nouveau (10.7.6) :

(10.7.9) U llzso+6,7 < C1{||73u||230+e,r + Ko(T) K; (T)},

ott 'on a posé : K} (T) = ||@y]|2sg+12.7 + || ®v||250+12,7- Comme 259 +14 < a < 251 —2,
le lemme 10.5.1 implique que K{(T) < C3 + C4 6 < C3 + C4. On en déduit que

(10.7.10) 1Uullasoo,7 < O3 {1 laso+o.7 + Ko(T) }-
En reportant ensuite ’estimation (10.7.8) dans (10.7.10), on obtient
U ll2s0-+6,7 < Ci {||7v||2so+6,T + CoT || Follaso+s,T + C2T||Uu||2so+6,T.}
On choisit maintenant T3 € |15, T{'] tel que :
(10.7.11) ClCyTs < 1/2.
On voit qu'il existe une constante Cjs telle que si T € |T», T3], on a
1T )2s0+6.7 < CsllFoll2se+6,7-
En revenant & (10.7.8), on obtient :
Ko(T) < Cs T\|Foll2s046,7

et en reportant cette estimation dans (10.7.10), on obtient

(10.7.12) 100lza,r < Co{IFullaa,r + T K (T) | Eollasu o1}
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b) Les propositions 10.6.2, 10.6.3 et 10.6.5 donnent I’estimation :
(10.7.13) ||.7';V||23,T < C{A(T) g2st1=2s1 4 50380+23+7—2a}‘

On majore ensuite K;(T") donné par (10.7.7) en utilisant la proposition 10.2.1 et le
lemme 10.5.1. 11 vient

(10.7.14) Ki(T) < C{1+6025+6-2)++1}  pour g5 < s < 5.
En reportant les estimations (10.7.13) (10.7.14) dans (10.7.12) on obtient
(10.7.15) 1T, |l2s.r < C{A(T) ge+8—2e1 | 5933°+28+14—2a}.

Puis en remarquant que g < 6,, on a :

(10.7.16) 1Uullas,r < €657 {A(T) 62+0-201 4 s g2eo+2s+10-20 ],

Le choix de «a fait en (10.7.2), implique que

(10.7.17) 25+9—-2s1<2s—a—1 et 25+2s+15-2a<2s—a—1,

et (10.7.3) en résulte.

¢) En sommant les égalités (10.3.18) pour 0 < k < v — 1 et en tenant compte des
équations (10.3.15), on obtient :

v—1
L(uy, V&, )y = L(uo, VB0)uo + Y _ Fy + E}.
k=0
Avec (10.3.22), on en déduit que
(10.7.18) L(u1,V®)u; — f = S3(F) — F + €},

et pour v > 2,

(10.7.19)  L(uy, V& )uy — f = (Sy_1(F) = F) + (Ej_y = Sp_1(Ey_y)) + 65y

On majore chaque terme du second membre de (10.7.19). Pour s € {s¢,...,$1},0n a

1Ss_1(F) = Fllas,r < C 02572 || Fl2s,7.

D’aprés la proposition 10.6.1 et I’estimation (10.6.7), on a pour s € {sg,...,s1 — 1},
lleb_1ll2s,r < C 8 A,_y §270F25F572
IEs—1 = Sp_1(By_1)llas,m < CE G20 204072

On en déduit que pour s € {sg,...,s1 — 1},

1£(uy, VO, )uy = fll2s,7 < Co 0(—)-1 {0:2/3—31_231 ||F||281,T+012/?1+2s+6—2a+912/s—01+23+7_2a}~

La condition (10.7.2) sur « implique que les trois exposants 2s+1—2s1, 2s9+2s+6—2a
et 259 + 25 + 7 — 2a sont tous majorés par 2s — a + 1 et estimation (10.7.4) en
résulte. O
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Le paramétre § ayant été choisi au paragraphe 10.5, o étant donné par (10.7.2),
C, et T3 étant donnés par la proposition 10.7.1, on choisit 8y tel que

(10.7.20) b0 > max {1, 67 Co(A(T5) + 1), Co@ + | Fllzss.1:) }.

Pour ces choix, la proposition 10.7.1 dit que pour T € [T, T3], I’hypothése de récur-
rence (H,,T) implique (H,41,T). Il reste & initialiser la récurrence. Etant donné que
U et F = L(ug, V®o)ug — f sont nuls pour t < T, on a :

lim_{||Usllz2s, 7 + |IFll2s,-2,7} = 0.
T—T,

On choisit alors T' € T3, T5s] tel que :
(10.721)  [Collaor < 63%7" et ||Fllayyazy < 3%

On voit alors que (Hy,T) est réalisée et donc (H,,T) est vraie pour tout v > 1. Dans
la suite de ce paragraphe, les paramétres sont fixés comme indiqué ci-dessus.

Remarque 10.7.2. — Ce sont les conditions (10.7.17) qui conduisent & la condition
(10.1.2) et au choix (10.7.2) de a. On doit en effet d’abord fixer s; suffisamment
grand pour avoir :

250 +16<2s; —10 et 259+ 16 <sgp+s;+1.
Cela revient & supposer s; > so + 15 et alors on a
250+ 16 < sp+s1+1< 25 —10.

On peut donc choisir @ = sg + s1 + 1 si so + s1 + 1 est pair et @ = sg + 83 si so + 81
est pair. La condition o > 2s¢ + 16 est réalisée si s; > sg + 16. Ceci explique le choix
81 = 8¢ + 16 fait initialement, ainsi que le choix de a.

Fin de la démonstration du théoréme 10.1.1. — Avec sy = (a — 2)/2, la condition
(Hy,T) implique que
NUvs1 — Unll2sy,r < 8A, 6,72
et la série de terme général U,,1 — U, est normalement convergente au sens de la
norme :
1Ullz2s5,7 = llull2ss, 7 + |@ll25,, + Tul2sar2,T + |Bl2sa+3,7-

On en déduit que les suites u,, ®,, 'u,, @, convergent respectivement vers u, ®,
Tu, ¢ dans les espaces W2%2(Qr), W22 (Qr), H?*2t%(wr) et H22+3(wr). 1l reste &
démontrer que (u, ®) est bien solution du probléme (10.1.16)... (10.1.20).

Tout d’abord, il est clair que (u, ®) prolonge (u1, ®1). D’autre part, pour tout v > 1
et s<(a—2)/2,0ona

”L(UV’ VQV)UV - f”?s—Z,T S 0'2,s—a+1_
Il en résulte immeédiatement :

(10.7.22) L(u,V®)u = f sur Q.
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On a ensuite sur {z, = 0} :

9(Cuyy1,8y¢u11) = 9(Tuo, 8yo) + S5 (G) + (EZ - SH(EY)) + 5.
Comme g(T'ug, Oy¢o) + G = 0, on obtient en passant & la limite
(10.7.23) 9(T'u,0y¢) =0 sur wr.

Le point délicat consiste & prouver que (u, ®) vérifie les équations (3.2.6) (3.2.7). Nous
remarquons d’abord que d’aprés le lemme 10.5.3, on a pour tout v

@, — uollir + 18y — @olli r < M,
d’ou
(10.7.24) llu — uollz,7 + ||® — Pollz,r < M.

Par hypothése, on a M (u, ®,To) = M (ug, P9, T2) < M, + H/2. Il résulte alors de
la proposition 8.4.1 que

(10.7.25) M>®(u,®,Ts) < M, + H.

D’aprés le choix de M, et H fait au paragraphe 3.4, la condition de Rankine-Hugoniot
(10.7.23) implique que

(10.7.26) h(Tu,8y¢) = 8¢ — A(Tut,Tu™,8,¢) =0  sur wr.

Les équations (10.3.25) pour ®, et (10.3.42) impliquent que

(10.7.27) ho (@, )(Ayw,) = H, = Rr(h,) + B,

ot h, = A h, est donné par (10.3.27). D’aprés (10.3.44) on a d’autre part :
ha(Wii1) — ho(wy) = €4 + Hy.

En sommant ces égalités, on obtient, comme en (10.3.40),

(10.7.28) ha(Wy1) = hu(wo) + > Rr(hi) + Epyy + D Br.
k=0 k=0

Le choix (10.3.51) des 8, implique que :
Y Br = Si(H) - S}E}) + S} (Rr(E3)).
k=1
En tenant compte de (10.3.43) et (10.3.44), on a d’autre part
> i = h(Cuys1,8y$v41) — h(Tuo, Bydo) — ES, ;.
k=0

En reportant dans (10.7.28), on obtient que
(10.7.29) hy(wy41) = ho(wo) + S3(H) + A, + B, + C,
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avec
Ay = Rr(MTuy41, Oyput1) — h(T'uo, Oy o)),
(10.7.30) B, = Eyy, - SH(E)),
Cv = S}(Rr(E})) — Rr(E]) = Rr(e})-
En utilisant le lemme 10.2.3, on obtient pour s < (a — 2)/2,
|E} — S3(Ep)ll2s,m < C 02572 || Ep |26, 7-
Avec (10.6.26), on en déduit l'estimation
(10.7.31) IES — SH(E)llas,r < O g0F2e¥572e,
L’exposant 2s¢ + 2s + 5 — 2a étant négatif, ceci prouve que B, converge vers 0 dans
W?2%(Q7). On montre de méme que €% et C, convergent vers 0 dans W24(Qr). D’autre

part, avec (10.7.26), on voit que A, converge vers —Ry(h(Tug, 8y¢0)) dans W2%(Qr).
En passant & la limite dans (10.7.29), on obtient donc

he(w) = ha(wo) + H — Ry (h(Tug, 8y o))

Compte tenu de la définition de (10.3.50) de H, on a donc h,(w) = 0. Ainsi (u, ®) est
bien solution des équations (10.1.16). .. (10.1.19) sur Q.

Avec les notations (10.1.2), la régularité de (u;, ®1) est s; + 3 alors que la solution
(u, ®) est de régularité so = (o — 2)/2 = s1 — 9. La perte de régularité est donc égale
a 81 + 3 — s2 = 12. Le théoréme 10.1.1 est maintenant complétement démontré. [
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CHAPITRE 11

PROLONGEMENT DE LA REGULARITE

Dans ce chapitre, nous démontrons que la solution (u, ®) donnée par le théoréme
10.1.1 est en fait aussi réguliére que (u1,®;), ce qui termine la démonstration du
théoréme 3.4.1. Il s’agit donc de propager du passé vers 'avenir, la régularité d’une
solution donnée du probléme non linéaire. La méthode est classique (voir par exemple
[Ch-Pi], [Tal, [Sa] dans le cas linéaire). On régularise (u, ®), tangentiellement ici puis-
qu’il s’agit d’un probléme aux limites, et on montre des estimations uniformes pour
des régularisées. Pour éviter les pertes de régularité intempestives, on utilise & nouveau
une technique de paralinéarisation, qui permet d’estimer assez facilement les termes
de commutation entre ’équation et les opérateurs de régularisation. Cette approche
n’est rien d’autre qu’une variante du « lemme de Friedrichs ».

11.1. Enoncé du résultat

Comme au chapitre 10, € > 0 est fixé, so est un entier fixé strictement plus grand
que 2 + n/2. On se donne s = sg + 19 et une solution (uy, ®;) € F.(s,T2). On note
ici k = 12 la perte de régularité dans le théoréme 10.1.1.

Théoréme 11.1.1. — S’il existe une solution exacte (u,®) € F.(s —k,T) qui prolonge
(u1,®1), alors (u,®) € Fe(s,T).

Pour des raisons techniques, il sera commode de prolonger (u;,®;) pour ¢t < Ty,
On note Q7+ et Q) les demi-espaces

(11.1.1) QM =]-00,T] x RE.

On note Q% = Q%" U QF et wh = | — 00,T] x R*1. On rappelle que (u;,®;)
coincide dans la bande [T}, 0] avec une solution approchée (u,,®,). On prolonge les
fonctions ug, ®4, W, et w, (c¢f. définition 3.1.1) pour ¢t < T,. On note Uy, 3, Wa,
W, les prolongements ainsi obtenus. Avec (3.1.2), on voit que I’on peut construire les
fonctions prolongées de sorte que

(11.1.2) Uo=1u, =20

= —E

pour t < 27,.
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On définit un prolongement de (uy, ®;), noté (y, ®;) par
(51,51)=(U1,‘I’1) pour 0 <t < Ty
(@1, ®1) = (Uq, ®,) pour t<0

Nous sommes ainsi ramenés & la situation suivante : en omettant les ~, on dispose
d’une fonction (u, ®) qui prolonge (u;, ®1) sur QL. et qui vérifie

~ f pour T,<t<T,
11.1.3 Plu=f= - =
( ) L(u, VO)u = f { L(u1,V®1)uy pour t < Ty,
(11.1.4)
0 pour T, <t <T,

n—1

n—1
]’:ZO[fj (W)]0j¢ — [falu)] = g = S U5 @)oo = Ua(w)]  pour t < Ty,

(11.1.5) [®] =0 sur wi.

On a de méme

(11.1.6) 9, ®% — Mu*,ut —p*,9,8%) = H"

ou
Ht=0 pour T, <t <T,
H* = 8,9 — Auf,uf —pf,0,8) pourt< T,

ol p et p; sont associés & (u, ®) et & (uy, Py) par les formules (2.3.13) jointes & (3.2.8)
(3.2.9). En outre, &~ vérifie une équation analogue.

Par hypothése, (c¢f. (3.3.6) et définition 3.1.1), le couple (uq — u,,®, — B,) est
dans l’espace p—H?*t1(Q). En outre, (11.1.2) implique que les seconds membres des

équations ci-dessus sont nuls pour ¢t < 2T,. On en déduit que pour tout v > 1
(11.17)  feW2(Q}), g€ H¥(wr), HT e W2X(Qrf), H™ e WX?(Qp).
ou les espaces W2° et H2® sont les espaces de Sobolev & poids, correspondant aux
normes (3.3.2) (3.3.3).

Nous dirons que le couple (u, ®) € F1(o,T) pour ¢ € {so,...,5} et T > 0si (u, ®)
est solution des équations (11.1.3)... (11.1.6),
(11.1.8) U= U] = Uq et *=9, =9, pour t <0
et si pour tout Yy > 1on a:
(u',®') € Wf"(ﬂ}), ' € H,%"(wlT), re' e H,%"“(w,}),
Opu' € HEY’*?"_l(Q%,’), On®' € Hg’z"“l(ﬂ%,n).
Comme au chapitre 3, on anoté v’ =u—u, et =& - ..

Le théoréme 11.1.1 est une conséquence immédiate du résultat suivant.

(11.1.9)

Théoréme 11.1.2. — Soit s un entier tel que s > s, + 19. Si (u,®) € Fl(s — k,T)
alors (u,®) € F1(s,T).
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11.2. Opérateurs de régularisation

Pour s entier, on note Eg*s (L) Pespace des fonctions u telles que e‘”tag‘u €
L%(Q}) pour |a| < s. Cet espace est muni de la norme a poids notée

(11.2.1) lullyr = D L+ e 0 ulli2y)-
bt|al=s

On définit de méme Pespace HS(w}) que 'on munit de la norme :

(11.2.2) [ulspr = Y (L+7)* e 0 ulrz (-
pt|al=s

Les espaces E9*(RxR% ), ES*(RxR™ ), HS(Rx R™"!) sont définis de fagon analogue.

Dans ce paragraphe, nous définissons des opérateurs de régularisation, notés Rs 1
[resp. Rs,], et qui agissent dans les espaces ES*(Q}) [resp. ED*(Rx R%)] et HS (wy)
[resp. HS(R x R*™1)].

On utilise les opérateurs paradifférentiels tangentiels & paramétre P!*Y dont la
définition a été rappelée en (7.1.20). Comme en (7.1.22), on les localise dans les demi-
espaces (2}, en posant :

(11.2.3) PaI"”T(u) = Pal"y(nT(a),ﬂ'%T(u))

ou 7y et m, 1 sont des opérateurs de prolongement. Dans la suite de ce paragraphe,
nous n'utilisons pas les autres opérateurs paradifférentiels introduits au chapitre 7, et
sans craindre de confusion, nous notons maintenant P)>T au lieu de /7. Nous rap-
pelons briévement les propriétés de ces opérateurs, dont la démonstration se trouve
dans [Mé1]. Les propriétés (7.1.8) & (7.1.16), ainsi que (7.1.26), restent vraies & condi-
tion de remplacer partout H%*(Qr) par E%*(Q}). En outre, P;°T commute aux
dérivations normales : si a € W»*°(Q}) et si (u,d,u) € E$*(Q7), alors

(11.2.4) O PT(a,u) = PT(Ona,u) + PV (a,0pu).

Nous notons aussi P*'T le paraproduit sur wr. Alors, pour a € W2>®(QL) et
u € W2(QF), on a

(11.2.5) rP"T(a,u) = P"T(Ta,Tu).
A) Construction de Rs . — On note 75 (R x R*™!) I'espace des fonctions u telles
que e”*u € H(R x R*~!). Une norme équivalente a la norme |e" ul, - est
R 1/2
(11.2.6) |u|§sw = (/(RX]R,,_I)(72 + 2 + |§I|2)3 |u(7', €')|2 dr dé'l)

ou ¥ désigne la transformée de Fourier de u. On introduit aussi Pespace £3°(R x R%)
des fonctions u telles que e?*u € EJ*(R x R? ). Une norme équivalente a la norme

t
He’ytu”fs,v est

o0 1/2
(12,7 gty = ([ QuCoznlbe) dea) ™
o
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On définit les opérateurs Ry sur £9*(R x R%) par
(11.2.8)  R}(u)(t,z) = (2m)~" / T E) oo (7,8 (T, € ) dT dE day,
R xR?
ou

(11.2.9) ron(r,€) = [1+0(y+b(€) +ir)] ™,

avec b(¢') = /1 + [€']2.

On définit de maniére analogue R} sur H5(R x R*~!) en posant
(11.2.10) R)(u)(t,2") = (2m)™" / T+ E) s (7, &) U(r, €) dr dE'.
R xR

On notera que b(£') n’est pas un symbole pseudo-différentiel classique en (7,&'). Notre
choix est fait pour qu’on ait la propriété suivante, qui résulte immédiatement du fait
que le noyau de convolution associé & R} est supporté dans {t > 0}.

Lemme 11.2.1. — Siu =0 sur Q) alors Rs(u) = 0 sur Q5.
Les propriétés suivantes sont immédiates.

Lemme 11.2.2. — 1l existe une constante C telle que pour tout v > 1, tout u €
EX(R x R}) et tout 6 €]0,1] on a

i) IR ()l < C||zél|§971,

y tgl

”) ”R’Y( )”sﬂ-l,’y = F”u“tsg;;

iii)  limg v [|RY(w) — ult22 = 0.

On a des estimations similaires sur le bord {z, = 0}. On définit ensuite les opéra-
teurs R; . par conjugaison

(11.2.11) Rs~(u) = e"R)(e™"u).
On déduit immédiatement des lemmes 11.2.1 et 11.2.2, le corollaire suivant

Corollaire 11.2.3. — 1l existe une constante C telle que pour tout v > 1, tout u €
E0 (R x R}) et tout et tout § € ]0,1] on a les estimations suivantes :

i) |IRs» @)l < Cllullss,,

i) [|Roq (W)l < 5 llullsy,
45) limg_, o+ || Rsy (u )*Ullt“,’ =0.

De plus, siu =0 sur Q.+ alors Rs(u) =0 sur Q5

On a des estimations similaire pour v € H5(R x R*~1).
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B) Opérateurs As, et commutation. — Nous désignons par A] I'opérateur de sym-
bole
(11.2.12) asy(1,€) =1+ 8(y+b(&') +i7).

Cet opérateur est défini par une formule analogue 4 (11.2.8) et il opére de £3*(RxR7 )
dans £9°71(R x R}). De plus R} = (A])~'. On définit les opérateurs As, par
conjugaison :

(11.2.13) Asy(u) = e A (e u).

Proposition 11.2.4. — Il existe une constante C telle que pour tout v > 1, tout u €
EY*(R x R} ), tout a € WLe(R x R?) et tout § €]0,1], on a l’estimation suivante

(11.2.14) 114, Plulle, < C 8 llallflulls?,

8,y —

Démonstration. — Selon (7.1.20), P est défini par conjugaison & partir du parapro-
duit T7. 1 suffit donc de démontrer une estimation de la forme

I [A3, T (1% < C 6 lallllvlli%

6'"a

De plus, en désignant par B” 'opérateur de symbole b(¢'), on a
Al = (1+6v)Id+6B" + 60,

et il suffit de montrer que

(11.2.15) I [BY, v 5%y < CllallfllvlIE-

17 -
Comme b n’est pas un symbole en (7,¢’), cette estimation demande une vérification.
D’aprés la définition (7.1.19), on a

TIv = ZC —i3 iy avec  Tiv = S;_3a.S;v+ Z Sk_3a.Agv.
k>i
11 suffit donc de demontrer (11.2.15) avec T} remplacé par T} et pour v = 2°. On note
= [B7, S;-3a.S;]v et, pour k > i, wy = [B", Sk_za]Agv. Alors,
[H", T = Zwk
k>i
Comme B est un multiplicateur de Fourier, on voit que spectre de w; est contenu
dans une boule |n| < R.2¢ et celui de wy, dans une couronne R~1.2¥|p| < R.2F. D’autre
part, on a
lwillzz < C'l|Si-sallil|SivllL2,
lwillL: < C'l|Sk—sallil|Akvllz  pour k >4+ 1.
On voit alors que
o0
_ 2 2
> 272 lwy|F2 < C(lally)” (10129
k=i
et donc que [B”,T;]v est dans £9*(R x R ) et vérifie (11.2.15) (cf. lemme 6.1.2 de
[Mé1]). d
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C) Opérateurs localisés Rs~ 1. — Pour u € E)*(QF), on définit Rs, r(u) comme
étant la restriction a Q% de Rs (7,1 (u)).

Proposition 11.2.5. — 11 existe une constante C telle que pour tout v > 1, tout u €
E%5(Q7F), tout a € W™ (Q7) et tout § € ]0,1], on a

(11.216)  [[[Rsn,7, PP Tull, 7 < Cllall o {l| R (g 1 + lullily 7}
Nous utiliserons I'estimation suivante démontrée dans [Mél].

Lemme 11.2.6. — 11 existe une constante C telle que pour T >0, a € W (Rx R} ),
v>1etue EQ*(Rx RY) vérifiant u =0 sur Q5" on a

(11.2.17) 1PYTulld, .z < Cllallyllullé,

s+p,y,T
Démonstration de la proposition 11.2.5. — On note

A1 =Rs7oP?Tu  Ay=PYToRs,7u  v=m,10Rs,1(u).
En posant a; = mr(a) on définit ensuite :

r1 = P} omy1(u) — P 0 As4(v).

ai

Comme A; ., est différentiel en ¢, il respecte le support en t. Avec le lemme 11.2.6, on
en déduit que

(11.2.18) P11, < Cllalls {IRs 2 (@), + llulliy 7}

D’apres le corollaire 11.2.3, on a Rs(r1) = Rsq(my,rr}) sur QF, ou r| désigne la
restriction de de r1 & Q.. On déduit alors de (11.2.18) et de ce corollaire les estimations

(11.2.19) IRs oy (r)llE .7 < Cllall3 r {1 R (@I, 7 + ulli s )

En outre,

A1 = Ry 0 P} (my,7(u) = Rsy 0 P (A55(v) + Rs(r1)  sur Qp.
En remarquant que A; = PJI (v) sur QL. on en déduit que
(11.2.20). = Rsy0[P),AsyJv+ Rsy(r1)  sur Qp
Le corollaire 11.2.3 et la proposition 11.2.4 impliquent que
(11.2.21) IRs,y 0 [Py, As ol 5 < Cllaallilvllee,
En remarquant enfin que

vl < CllRs, @I, 7

lestimation (11.2.16) découle de (11.2.20) (11.2.21) et (11.2.19). d

Avec (7.1.26), on en déduit le corollaire suivant.
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Corollaire 11.2.7. — Soit p une fonction C* et bornée ainsi que toutes ses dérivées
sur R x R?. Il existe une constante C, telle que pour tout v > 1, 6 € 0,1], et
u € ES*(Q}), la différence r = p Rs1(u) — Rsq,(pu) est dans E*T1(QF) et

(11.2.22) 71241 5,7 < CUIRs v 2@y + Nulley 2}

De plus, pour tout a € W2 (QL), la différence r = PYT(p Rsq,17(u)) — Rsqy1 ©
PYT(pu) est dans EQ*T1(Q7) et

t t ¢
(11.2.23) P10, < Cllalls r{1Rsy,m (@)l 7+ llullly 7}

Remarque 11.2.8. — Les opérateurs R; , r commutent & toutes les dérivations Op,
01y, 0n.

Remarque 11.2.9. — On définit de maniére analogue les opérateurs de régularisation

sur wi en partant de la définition (11.2.10). Ces opérateurs sont encore notés Rs - .
Ils bénéficient des propriétés énoncées dans la proposition 11.2.5 et le lemme 11.2.1.
Ils commutent aux dérivations tangentielles 9y, 01, ...,0,—1. Enfin, pour tout u €
W2(Qf), on a

(11.2.24) TRs,1(u) = Rsq,7(Tw).

11.3. Régularité tangentielle

Dans la preuve du théoréme 11.1.2, on établit d’abord la régularité tangentielle de
la solution.

Théoréme 11.3.1. — Soit s un entier tel que s > s, + 19. Si (u,®) € Fl(s — k,T),
alors :
(W, @) € E02(Q)), Tu'€ H¥(wh),  I¥ € H2(wh),

11.3.1
L3 5w e Ba-1QL)) 0,8’ € EV21(Qk),

Nous procédons par récurrence. Pour o entier tel que 2s — 2k < 0 < 2s — 1,
I’hypothése de récurrence H (o) est que

(u',®) € E}°(Q}), Tw' € HJ(w}), e’ € HI (wy),

(11.3.2) dpu' € EOOL(QL), 0. @' € EQ7~1(Qh).

Par hypothése, elle est satisfaite pour o = 2(s — k). Nous montrons que H(o) entraine
‘H(o + 1). Pour cela, on montre que les régularisées R; . r(u, ®) sont uniformément
bornées dans l'espace de régularité o + 1. On note

us = RJ,%T(U,)’ @ = RJ,%T(‘I’l)~
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A) Estimation de uj et T'®}

Proposition 11.3.2. — Il eziste C, et v, telle que pour tout & € 10,1] et tout v > 7o,

on a
(11.33) 'Y”“6”0+1,-,,T + 71/2|P“:5|a+1,7,T + "/1/2|F¢3|0+2,%T
- < Co{M(u1, 81, f,9,7) + K1 (6) + Kz},

avec
(11.3.4)
M(uy, @1, f,9,7) = ”f“2s,7,0 +7%1g126,,0 + V! ll28,7,0
+ YN ll26,7.0 + YN0 @L NIy 0 + 72Tl |26,7,0 + 72T @] 254170,
(11.3.5) K1(8) = M5y .1 + 1Rs 4 (0t 1 + 1Ry (80 @)1, 1
Ky = [l 7 + 19112, 7 + 10nu' 12, , 7

(11.3.6) 1/2 ,
+ 1|00 ®' ”a 17t {IT'|o7,7 + [T’ |o41,7,7}

On suit une démarche identique & celle employée pour démontrer le théoréme 3.3.2.
On introduit la « bonne inconnue »

v=P TV xu) - PrT((,x®)
ou x et ¢ sont définis au paragraphe 7.2, et ses régularisées
(11.3.7) vs = PYT(VL xul) — PYT(¢, x Bf).

Comme au paragraphe 7.2, on introduit 'opérateur paradifférentiel

n—1
(11.3.8) LYT(v) = > PYT(B;,0;0) + Jonv.

=0

Lemme 11.3.3. — Pour tout 6 € ]0,1] et tout v > 1 on a lestimation :
(11.3.9)

LT @) 124 < C{IFUE 1+ 512 + 15
+ 1 Rsy (Ont M, 1+ 1 Rsr (0n®@) L, o+ NI, 7+ 1012, 7
10w 12y g+ 1On N2y 0w 1 7+ 1901 7 -

7,7,

Démonstration. — On note R;. au lieu de Rs, 1 et on dit que r est un reste si
r € EQ7TH(QF) et si ||r||0+1 . est majoré par le second membre de (11.3.9).

On suit la démonstration et les notations du théoréme 7.3.1. En utilisant les régles
(7.1.8) a (7.1.16), (11.2.4) et les propriétés des opérateurs R; ., on obtient que

L"’T(vg) = P'Y’T(Wl,.A) +7r
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ou r; est un reste et ou :

n—1
A= PPT(9,8.45,0i(x Roqy (') + PPT(M, 8 (x Rey ()
j=0
n—1
— {3 PrT(4;00(x ), 0 Rs (@) + P77 (w, 0 Fs (@) }.
7=0

En suivant exactement les étapes de la preuve du théoréme 7.3.1, on montre que A4
est un reste. Pour cela, en reprend chaque terme et on commute R, avec les dérivées
et les opérateurs P)°T grace a la proposition 11.2.5 et au corollaire 11.2.7. O

Avec les notations du paragraphe 7.5, on note

(11.3.10) Gs = [JTvs] + PHT (Tuy) — X7 (x T ®5).

Lemme 11.3.4. — 1l existe C tel que pour tout 6 € ]0,1] et tout v > 1 on

(11.3.11) Gslo+10.0 < C{ITW o1 + D' lo 10,7 + glo 41,77 }-
Démonstration. — Nous dirons ici que r est un reste quand r € HIt (w) et |r|oq1,4,7

est majoré par le second membre de (11.3.11). En commutant Rs ., dans ’expression
(11.3.10), on obtient :

Gs = Rs(G) +r1 avec G =[JTv]+ PLT(0v™) — X7 T (xT®"),

et 71 est un reste. En reprenant la démonstration de la proposition 7.6.1, on montre

G est aussi un reste, ce qui prouve le lemme 11.3.4. O
Démonstration de la proposition 11.3.2. — En procédant comme au théoréme 8.2.1,
on obtient l’estimation

(11.3.12)

Ni(v5, T®5,7,T) < C{ N1 (05, 75,7, 0) + 1L (@)1}, 7+ 7/*IGslos10.7 }
ou
(11.3.13) N1 (vs, 95,7, T) = Yosll1 .1 + V2 T0slos1,7.7 + 72 TR |52, 7

En utilisant les propriétés des opérateurs Rs -, et le calcul paratangentiel, on vérifie
que Ni(vs,['®5,v,0) est majoré par le second membre de (11.3.3). Avec les lemmes
11.3.3 et 11.3.4, on voit que les autres termes de (11.3.12) sont aussi majorés par le
second membre de (11.3.3) et on a donc

(11.3.14) Ni (v, I'®5,7,T) < C{M(Uh 1, f,9,7) + K1(6) + Kz}-
On décompose uj et I'u sous la forme :
us = x (1) us + (1 = x(8))us,

avec 1 — x supporté dans ¢ < 0. En commutant 1 — x et Rs T, on voit que les normes
de (1 — x)u' sont alors controlées par les données dans le passé et des termes de
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commutation. Elles sont donc majorées par le membre de droite de (11.3.3). D’autre
part, en notant ¥ = PYT(V~1 x,u}), on a

x uy = xus — PYT(V,%) + PYT(V,vs) + Py o Pc(x ®5)
et on obtient les deux estimations :
MU < 7 CLIGI, 7+ WoslE oy + 185 1 b
’71/2|X Luglot1,y,1 < 71/2 C{|FU3|0,7,T + [Pslo41,9,7 + [T Pslo+1,4,7 }
Avec (11.3.14), on aboutit & ’estimation :

Ny (us, D®5,7,T) < C{ M (ur, 81, f,9,7) + K1 (6) + Ko + v|[us||22 1 +.
Yy

En prenant v assez grand, le terme ~y||uj ||f£ 1 Situé a droite est absorbé par le membre
de gauche, et la proposition 11.3.2 est démontrée O

B) Estimation de ||R5,%T(6nu’)||ﬁ,‘f%T
Lemme 11.3.5. — Il existe C tel que pour tout § € 10,1] et tout vy > 1, on a

||R5,%T(anul)”i_‘?%7» S C{M(ulv cpla fv 977) + ”ugllfrg-{—l,'y,T

(11.3.15) t t
!
1951417 + 1R (@, 1 + Ko .
Démonstration. — Ici, on dit que r est controlé, si r € E97(Q}) et si ||r||2;‘f%T est

majoré par le second membre de (11.3.15). Dans les calculs qui suivent 71,73, ..
désignent différents termes controlés. On note w = (u',9,®',0,®"'). Avec I’équation
(11.1.3), on écrit

n—1
(11.3.16) O’ = A(w)f + > Aj(w)dju’.
j=0

D’aprés le lemme 7.3.5, et en posant A(w) = A(w) — A(0), on a

A(w)f = PPT(A@w), f) + PP ('F, " Aw)) + 1.
On écrit ensuite A(w) = x A(w) + (1 — x)A(w). On remarque que PYT(A(w), f) et
tprT(tf (1 — x)tA(w) sont controlés, au sens indiqué plus haut. On a donc

R, r(Aw)f) = Rsy (CPTT(f, X PA(W))) + 12

En utilisant la régle (7.1.15) et en commutant Rs, 7 on montre que Rj ., 1(A(w)f)
est controlé.
Il reste & montrer que Rj 1(A;(w)0;u’) est controlé. Pour cela, on écrit

Aj(w)d;u' = PYT(A;(w),0u') + tP'Y’T(tau',tZ/j(w)) +7r3.
j j j j j

ASTERISQUE 268



11.3. REGULARITE TANGENTIELLE 169

On montre comme précédemment que Rs~ (!PT (:9;u',t A;(w))) est controlé. On
a ensuite

Rs1 0 PYT(Aj(w),0;u') = P"'T(.Aj (w), Rs 7 (0ju’)) + r4.

Le terme PYT(A;(w), Rsq,7(dju')) étant controlé, il en est de méme du terme
Rs17(Aj(w)d;u’) et le lemme suit. O

C) Estimations de Rs~ 7(®') et Rs . 1(0n®'). — Pour simplifier I'énoncé de ces es-
timations, nous introduisons l’expression

(11.3.17) K3 = | HII5 5 o HIOnH 1551 0+ Wallzsy, 0 +10n Wall3h_1 o p+ |tal2s,,7-

Proposition 11.3.6. — 11 existe une constante C, telle que pour tout 6 € ]0,1] et tout
y>1lona

WK, 1. < Co{ MRS 0 + Ko + Ka

(11.3.18)
!
IR 1+ I iz + 1L, 1}

(11.3.19)
MR On@NE, 1 < Cof VI Ron(Bn@DIIE 1 0 + Kz + K + || Rs, (829" 1€

oy, T

RN 1,7+ 1R (Bwt I, 7+ | R (U)o 41,7,7 .
ot les expressions Ko et K3 sont définies respectivement par (11.3.6) et (11.3.17).

Démonstration. — a) Les équations (11.1.6) peuvent s’écrire sous la forme :
(11.3.20) 39" — p(v,8,®') = H,

ou ’on a posé v = (u', W, + Rr(a—w,)) et a = In(—[u1]/¢) et ot u est une fonction
C® de ses arguments telle que p(0,0) = 0. En multipliant (11.3.20) par x(¢) on
obtient :

(11.3.21) A (x ®') — x u(v,0,9') = x H + (8;x)®".
En utilisant (7.1.15), on écrit ensuite
(11.3.22)  x p(v,8,8") = P"T(u1(v,8,9'), x 8,@") + PV (2(v,8,@"), x v) + r1,

ou ry vérifie 'estimation

(11.3.23) i1 iz < CURI 1+ 1R, 1},

Nous pouvons alors réécrire (11.3.21) sous la forme d’une équation paradifférentielle :
(11.3.24) O(x ®') — P71 (1 (v,0,9'),x 0,@") = Hy,

avec

(11.3.25) Hy = xH+ (8:X)® + 11+ P77 (12(v,8,9"), x v).
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En appliquant ensuite & (11.3.24) I’'opérateur R; . 1 et en utilisant le corollaire 11.2.7,
on obtient

(11.3.26) O (x ®5) — PV (11 (v, 8,®"), x 9, ®}) = Rs(H1) + 12,
ou ro vérifie I’estimation :
(11.3.27) 2l .z < CUIRSNE g 7 + 191112, 7).

Pour obtenir une estimation de x ®}, on utilise le lemme suivant qui estime la solution
d’une équation de transport paradifférentielle. La preuve est laissée au lecteur.

Lemme 11.3.7. — Il existe C tel que pour touty > 1 et tout ¥ € EQ7+1(Q}) vérifiant

(11.3.28) 8(x ¥) — P"T (11 (v,0,9"),x 8, %) = H € ES"+(0}),
on a l’estimation :
(11.3.29) VX NGy yr < CUENE 7 + X N, 1}

En appliquant ce lemme & ’équation (11.3.26) et en tenant compte de (11.3.27) et
des propriétés de Rs T, on obtient que

M B, 10 < CIHIES 0+ @511

(11.3.30)
HIBNL, 2+ IR O,z + 1011 2
La proposition 5.4.1 implique que

(11.3.31) IR Oyt + 0l 7 < C{K2 + K + gl 1)

En écrivant ®} = x ®5 + (1 — x) P54, estimation (11.3.18) résulte alors de (11.3.30)
4 4
(11.3.31) et du corollaire 11.2.7.

b) Pour prouver (11.3.19), on dérive ’équation (11.3.21) par rapport & z,. Alors,
6, = 0,9 veérifie

(11.3.32) Z“k v,0,,8")0k (x 6n) = Ha

ou H est de la forme :

(11.3.33) Hy = (01x)0n + x F(v,0,®")0nv + x OnH.

On écrit ensuite chaque terme puy (v, 9, ®')0x(x 0r) sous la forme

(11.3.34) PYT(uk(v,0,®"), 0k (x ) + P (Ok(x On), 1 (v,8,8")) + 73

ou uj, est une fonction telle que y},(0,0) = 0 et ou r3 vérifie I’estimation :

(11.3.35) sl < C{IBRIE iz + 1R, o+ IO -

En utilisant (7.1.15), on voit que
(11.3.36)
PYT (8 (x On), i (v, 0, 8")) = PVT (Okn pii, x v) + PT (00 1, x 8y ®") + 74
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ou ry4 vérifie I’estimation :

(11.3.37) lIralleZ,r < CUIR N, + 10151 7}
En reportant ensuite (11.3.34) dans (11.3.32), on voit que x 6,, vérifie
n—1
(11.3.38) 0e(x6n) = > P (u(v,8,®"),0(x 6n)) = Hy + H + Hy + 15,
k=1
avec
n—1 n—1
(11.3.39) Hy =Y P"7 (846 i} (v,0,9'),x 8, %),  Hs=Y  P"T(0kbnps},x)
k=1 k=1

et ol r5 vérifie une estimation identique & (11.3.35). En appliquant, puis en commutant
Rs 1 & ’équation (11.3.38), on voit que 6, = x Rs,7(0n) vérifie I'’équation :

n—1

(11.3.40) 86 — > P (ux(v,8,®"),040n) = Rsr(Hs + Hs + Hy +75) + 76,
k=1

ol rg vérifie

(11.3.14) lIr6llesy,r < CLIRs A Bn)ll 7 + 16nlles - 7}

Avec le lemme 11.3.7, on en déduit que
YIX Roy (0)ll, 1 < C{IIRM( e + 125121 7 + 1 Ron (O, 7

¢
| Rsir (0n0) 1, 7+ ol 7+ 10wV -
En utilisant la proposition 5.4.1 pour estimer les relévements de traces, on voit que

(11.3.43) Rsin N 7+ W01, 1+ 19n0ll, < C{K + K}

(11.3.42

Comme les opérateurs Rs 7 et les opérateurs de relévement Rz commutent, on a
aussi

15,7 (0n0)llg%y, < CUIRs 2 (Ont )y,

(11.3.44) tg
+ |Rsy(a — wa)|o+1,9,7 + ||6nWa||23—1,7,T1}'

En remarquant ensuite que a —w, = x (a — w,) et en appliquant (7.1.15), on obtient :
|Rs,v(@ — wa)|o+1,9,7 < C{|RJ,7(FUI)|0+1,7,T + T |0y, + |wal2s,7,13 }

Avec (11.3.44), on en déduit que

(11.345) [[RsyOn0)lI%, 7 < C{I1Ron(0nt) 1, 1+ | Ry (T o s1,0,7 + Kz + K ).

Enfin, en écrivant Rs.(6n) = X Rs~(0n) + (1 — x)Rs,4(0r), D'estimation (11.3.19)
résulte alors de (11.3.42) (11.3.43) (11.3.45) et du corollaire 11.2.7. O
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D) Démonstration du théoréme 11.3.1. — En rappelant que M (ul,q)l,f,g,'y) est
défini par (11.3.5), on introduit les expressions :

(11346) M](U],q)l,f,g,H, A/) = M(ul»q)l)f’g,v)+7“(I)l1”;i,"/,0+7“6nq)ll“;i—l,'y,O’

N(’U/s, :SaR&’Y(anq)’)"y»T) = 7||u3||fyg+l,'y,T + 7||(I)Ié||f7g+1,'y,T
+ ’YHR&V(an‘I")”tg Tt 71/2|PU:5|0+1,7,T + 71/2|F¢:5|a+2mT'

Ty

On déduit alors des propositions 11.3.2, 11.3.6 et du lemme 11.3.5, I'inégalité
N(U:s, @3, RJ,’Y(an@l)a’y»T) S C{M](Ul, Qla f?g’ H»’Y) + K2 + K3 + ”u(IS”fyg-{-l,'y,T

(11.3.47)

t t
15, + 1R (On @, 1+ [Tl 1 }-

Pour « assez grand, les termes ||u3|[ffmT, ||<I’3||f,“f%T, ||R5,,(6n<1>’)|lf,"f%T et [Tuf|ot1,y,7

situés & droite sont absorbés par le membre de gauche et on a l’estimation :
(11348) N(U:;, 16? Ré»’Y(anQ,)a 77T) S C{Ml(uh ¢17 fagv Ha 7) + K2 + K3}

Le membre de gauche est donc borné indépendamment de § € ]0,1] et le théoréme
11.3.1 en résulte. |

11.4. Régularité conormale

Rappelons que H,?’”(Q»}) désigne ’espace des fonctions u telles que : e~7t6%u €
L%(Q%) pour |a| < 0. Cet espace est muni de la norme
(11.4.1) lullgpr =Y (A+1)*lle ™8 ullr2(ay)
btl|al=k
Proposition 11.4.1. — Soit s un entier tel que s > s, +19. Si (u',®) € F(s —k,T),
alors u' et ®' sont dans HY?*(Qf).

On procéde par récurrence. Pour o entier tel que 0 < o < 2s, 'hypothése de
récurrence (o) est que

(11.4.2) (00!, 05@") € HY? (07), pour |a| <25 —o.
L’hypothése #H(0) est satisfaite d’aprés le théoréme 11.3.1. D’autre part, on sait par
hypothése que (u',®') € W2(=%) On suppose maintenant que H (o) est satisfaite

pour un ¢ < 25 — 1 et on montre que H(o + 1) est vérifiee. Pour cela on utilise la
remarque suivante : v € H37+? si et seulement si v € E°*! et §,v € H)?. En outre

(11.4.3)) ol 41,7 = 1012 2 + 16n01l5 1
Compte tenu du théoréme 11.3.1, il nous suffit donc de montrer que
(11.4.4) By on(u',®") € H,?’”(Qéw), pour |a| <2s—0 — 1.

On montre d’abord la régularité de ®, puis celle de u.
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A) Régularité de 6,9’
Lemme 11.4.2. — 6,®' € H)°(Q}).

Démonstration. — Dans I’équation (11.1.3), le bord est non caractéristique, et on
peut écrire

n—1
(11.4.5) St = 5nq>{gn(u,ayq>)f+ 3 gj(u,ayé)aju},
7j=0

avec des fonctions g; réguliéres. En appliquant 6, & I’équation (11.3.20) vérifiée par
&' et en tenant compte de (11.4.5), on obtient que 8, = §,®’ vérifie
n—1
(11.4.6) 84bn — > 11k (v, 0, ®)Ok, — E by = Hi,
k=1
ouv = (u', Wy, Rr(a—w,)), a =In(—[ui1]/e), E et Hy sont des fonctions de la forme :
E = E(v,8,u,9,9, f).
Hy = p(an) Fi (v, 8yu,8,®, f) + F(v,0,8){6,Wa + 6nRr(a — wa)} + 6, H.
En tenant compte de ’hypothése de récurrence, on voit que H; ainsi que les arguments
des fonctions p et E sont dans HY?(Q}) N W1°°(Q}). On conclut en utilisant le

résultat suivant (cf. proposition 3.2.1 de [Mél]). O
Lemme 11.4.3. — Si v est solution d’une équation scalaire de la forme :

n—1
(11.4.7) O+ Y Pr(a)Okv + Bn(a)v =g

k=1

ot les @y, sont des fonctions C* de leur argument, (a,g) € HY () N\W1>°(Q}) et
Vi{e<oy € HP?(QF) N W (), alors v € HY? (QF) n W °°(ﬂ ). De plus, il existe
une fonction C(-), telle que, si ||allg r < M, on a pour tout y > 1

Mollgyr < C(M) {7”””;,7,0 +19ll5,7.z + llallf zllvll5. 7 + ”v“;,T“a”fr,'y,T}‘

B) Régularité de 05 0,9’
Lemme 11.4.4. — Pour tout o tel que || < 25 — o0 — 1, 36,9’ € HY"(Q}).

Démonstration. — Par récurrence sur |a| = p. La propriété est vraie pour p = 0
d’apreés le lemme 11.4.2. On suppose que pour un entier p € {0,...,2s—0c—2} on a
(11.4.10) 936n,®' € HY? (O7), pour |a| < p.

Pour o de longueur |a| = p+ 1, on applique J; & 'équation (11.4.6). On obtient alors
que © = {650n}[ Bl=p+1 est solution d’un systéme de la forme :

(11.4.11) 8,0 — Zﬂk (v,0,8)0:0 — E® — BO = H,.

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2000



174 CHAPITRE 11. PROLONGEMENT DE LA REGULARITE

Les coefficients ui et E sont ceux de 1’équation (11.4.6), B est une matrice dont les
coefficients sont de la forme

By = ba,g(v,ayé,ayv,(?:@),
et Hy est un vecteur dont les composantes sont des fonctions de la forme
H o = 0y H1 + [0y, E]fn + H3 o
ou H3 o désigne une somme de termes de la forme :
hs = 8] (h(v,0,®)) 850,  avec |B|<p et |y|+|B|=p+2.

En tenant compte des hypothéses de récurrence (11.4.2) et (11.4.10), on montre que
H, ainsi que les arguments des fonctions g, E et B sont dans H7 () n\W1°°(QL).
Le lemme 11.4.3, ou plut6t son extension aux systémes de la forme (11.4.11), implique
alors que © € HJ? (Q7) ce qui prouve (11.4.10) pour |a| = p + 1. O

C) Régularité de Oy 6nu’
Lemme 11.4.5. — Pour tout « tel que |a| < 2s — 0 — 1, 8%6,u € H) (Q7).

Démonstration. — Compte tenu de (11.4.5), on voit que Bg‘dnu est une somme de
termes de la forme :

A =02 (g1(u,0,%",6,8")) - 022 f avec |oa| + |az| = |a],

B = 05 (g2(u, 0, ®',6,®")) - 052 6;u avec |ai| + |az| = |af.

D’apres le lemme 11.4.4, 976, %' € H,?*"(QIT) car 1| < 2s—o—1. D’aprés I’hypothése
de récurrence (11.4.2), les termes 89 u, 8920;u, 03*9,®" sont dans HS7 () car
loa| +1 < 25— 0 et |az| +1 < 25 — 0. Il en résulte que A et B sont dans HY7 (Q7),
ce qui prouve le lemme et achéve la preuve de la proposition 11.4.1. O

11.5. Preuve du théoréme 11.1.2

Compte tenu du théoréme 11.3.1 le théoréme 11.1.2 résulte de la proposition sui-
vante.

Proposition 11.5.1. — Soit s un entier tel que s > s, +19. Si (u,®) € Fl(s — k,T),
alors u' et ®' sont dans W25 (Qf).

Démonstration. — Comme précédemment, nous procéderons par récurrence. Pour
o € {0,...,s}, 'hypothése de récurrence est que
(11.5.1) 5%(u',®") €e W2°(Qr)  pour |a] < 2(s - 0).

Cette propriété est vérifiée pour ¢ = 0 d’apreés la proposition 11.4.1. De plus, on sait
que (u',®') € W2~k On note que v € W2°+2 s et seulement si v € H)?*2 et
Onv € W27 et que

(11.5.2)) [vllzo+2,9.7 = [0ll30 12,5, + 100050, 1-

ASTERISQUE 268



11.5. PREUVE DU THEOREME 11.1.2 175

Il nous suffit donc de montrer que, sous ’hypothése (11.5.1) avec o < s, on a

(11.5.3) 92 on(u', @) € W (Q7), pour |a| < 2s — 20 — 2.
On procéde comme au paragraphe 11.4.
a) Ona
. n—1
(11.5.4) B = 3n<1>{gn(u,3y<1>) F+3° iy, ayé)aju},
=0
et 0, = 0,9’ vérifie
n—1
(11.5.5) 040n — Y (v, 0, ®)0kb, — E6, = H],
k=1

ol v et F sont comme en (11.4.6) et H{ est de la forme
H} = Fi(v,0,u,8,®, f) + F(v,8,8){0,Wa + 0. Rr(a — wa)} + 0 H.

L’hypothése de récurrence implique que Hj et les argument des fonctions py et E
sont dans W27 (Q%) N WH°(QL). On utilise alors le résultat suivant, dont la preuve
est similaire & celle de la proposition 3.2.1 de [Mé1], pour conclure que

(11.5.6) O, ® € W27 (7).
Lemme 11.5.2. — Si v est solution d’une équation scalaire de la forme (11.4.7) avec
(a,9) € W27 (Q%) N W (Q}) et si vcop € W27 (Q) N WH(Qg), alors v €
W27 (QF) N W2 (QF) et on a les estimations

ollaosr,r < COD) {100l + gl + llall plollzosr + ol rllalzv.r

ot M est tel que |lallg + < M.

b) On montre par récurrence sur p € {0,...,2s — 20 — 2} que
(11.5.7) 030,9' € W (Q7), pour |a| < p.
D’apres (11.5.6), cette propriété est vraie pour p = 0. Supposons la vérifiée pour un
p < 2s—20—2. Alors, © = {658n<1>’}|ﬁ|=p+1 est solution d'un systéme de la forme :

n—1
(11.5.8) 80— > uk(v,0,2)0,0 -~ E© - BO = Hj.

k=1
Les coefficients ug, E et B sont ceux de I’équation (11.4.11) et les composantes de H}
sont de la forme

H,, = 8§‘H{ + [0y, Elfn + H3 0

ou Hj , désigne une somme de termes de la forme :

0 (h(v,0,8)) 006, avec |6 <p et i+ |8 =p+2.
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En tenant compte des hypothéses de récurrence (11.5.3) et (11.5.7), on montre que
H} ainsi que les arguments des fonctions p, E et B sont dans W27 (QL)NnW1°(QL).
Le lemme 11.5.2, montre que (11.5.7) est vérifiée a ’ordre p + 1.
c) On utilise (11.5.4) et (11.5.7) pour montrer que Jy'6,u € W2° () quand |a] <
25 — 20 — 2.

Cela termine la démonstration de la proposition 11.5.1. Le théoréme 11.1.1 est
maintenant entiérement démontré. O

ASTERISQUE 268



CHAPITRE 12

APPLICATION AU SYSTEME D’EULER.
COMPARAISON DES SOLUTIONS

12.1. Le systéme d’Euler de la dynamique des gaz

En dimension trois d’espace, le systéme s’écrit

Op + div(pv) =0,
(12.1.1) O (pv;) + divg(pvv) + P =0  pour 1<3<3,

Ot (pE) + divy(pEv + Pv) = 0.

Dans (12.1.1), = (z1,T2,z3) € R®, p désigne la densité, P la pression, v = (v1,va,v3)
la vitesse et E = e + |v|?/2 est I’énergie totale par unité de volume et par unité de
masse.

En désignant par S l'entropie, on peut choisir comme fonction inconnue u =
(p,v,S) € R5. La pression P, I’énergie interne spécifique e ainsi que la tempéra-
ture T sont des fonctions P, £ et T du couple (p, S), reliées par la deuxiéme loi de la
thermodynamique

(12.1.2) dé = TdS + :izdp.

En posant £ = (&1, €2,&3) = (=61, —62,1), la matrice G(u, §) introduite en (2.1.2) est

v-§&  p& pla pés 0
(@/p& v-€ 0 0 (1/p)dsP&
(12.1.3) Gi(u,0)=1| (/p)la 0 w-& 0 (1/p)3sPé&
(/P& 0 0 wv-& (1/p)0sPé&s

0 0 0 0 v-€

ol ¢ désigne la vitesse locale du son définie par

2_(9P

(12.1.4) <=5
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L’hypothése 1 d’hyperbolicité (cf. §2.1), est satisfaite dés que OP/dp > 0. Les valeurs
propres de G (u, ) sont

A(u,0) =v-&—cl¢]
(12.1.5) A2(u,0) =v-§
A3(u,8) =v- £+ clé]

Les hypothéses 2 et 3 sont satisfaites pour les valeurs propres extrémes \; et A3, qui
sont simples et vraiment non linéaires. Les vecteurs propres associés sont

—plé] plé]
c& cé1
(12.1.6) ri(u,0) =1 c& |, r3(u,0) = | c&
€3 €3
0 0

La valeur propre A\, est de multiplicité 3 et le sous-espace propre associé est de di-
mension 3. Dans toute la suite, nous étudions les 1-chocs faibles, associés & la valeur
propre A1, qu’on notera simplement A. L’étude des chocs faibles associés & A3 se ra-
meéne 3 celle des 1-chocs, en changeant z3 en —x3 et uz en —ug, ce qui laisse I’équation
invariante.

Aprés le changement de variables du §2.3, on considére comme en (2.4.1) la famille
de chocs plan (u, (€), 2, (¢))

uy (&) = Uo = (Po, Vo0, S0),
(12.1.7) Hi’- (Po — 5’7):,1(5)7‘5’;_(5)) = uo — eUy (uo,0,—¢),
+

®,(e) =z, + 01(e)8 avec o1(e) = A(u] (€), uo,0).

ou ’état de gauche u, = (po, Vo, S,) est fixé. On parameétre ici le saut de u par le saut
de p et U; reprend la notation (2.4.6).

On sait que A(u, #) se prolonge en la valeur propre A(ut,u~,0) de G1(u*,u™,6) et
on note R; (u™,u~, ) le vecteur propre associé dont la premiére composante est égale &
1. Nous désignons par £(u, V®)v Popérateur défini par (10.1.7) et par g(T'ut,T'u™, 8,y ¢)
la fonction

(12.1.8) g(Cut, Tu™,8,¢) = Y _[f;(w)]0;6 — [fs(w)].
=0

Comme au chapitre 3, on considére une famille de données de Cauchy compatibles
F°(2s + 3). On note F1(2s + 1) une famille de solutions approchées construites par
le théoréme 3.1.2. Pour un couple (u1,,®14) € F1%(2s + 1), le probléme (3.2.3)...
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(3.2.10) s’écrit

( L(uy,V®)u = Fy dans Qr,
g(Fuf',Ful_,aqul) =0 sur wr,
SI) J [#1]=0  sur wr,
' 0, ®f =M (uf,uf —pf,0,®f)  dans QF,
0:®7 = M(uy +pr,uy,0,®7)  dans Qp,
[ U1 = Ula P = Py, pour t <0
ou

+ — A1yt S o Ay
(12.19) pl_ seAl ul_(u:l_ﬁaglj(plv EeA )7
Dy = —¢e u2 (ulaay@h_ae l),

et Al = Wl,a, + RT(al — wl,a)a a; = ln(—[pl]/e)‘

D’aprés le théoréme 3.5.3, il existe T' > 0 indépendant de € et une unique solution
(u1,®1) € F1(s,T) du probléme (S.I).

12.2. Le systéme d’Euler isentropique

Le systéme (12.1.1) admet des solutions réguliéres & entropie constante S,. On
vérifie classiquement, que u = (p,v,S,) est solution de classe C' de (12.1.1) si et
seulement si % = (p,v) € R* vérifie

{ O¢p + divy(pv) =0,

2.1
(12.2.1) B¢ (pvi) + divg(pvv) + ;P =0 pour 1<i<3.

Ce systéme est complété de la loi d’état P = P(p, S,). La matrice (2.1.2) qui corres-
pond & ce systéme vaut

v-§& p&1  p&2  pE3
N R
(c
s

2/p)és 0 0 v-¢&

Les valeurs propres de G2((p,v), 0) sont celles de Gy ((p,v,S,),0). La plus petite, notée
A, vérifie donc

(12.2.3) A1, 0) = A(u,0) lorsque u = (@, S,).

On sait que X se prolonge en valeur propre A (@+,%~,6) de Go(u*, @™, 8) et on note
Ry(ut,u™,0) le vecteur propre associé de premiére composante égale 4 1. On a

(12.2.4) Ry (u,0) = (Rz(g, 0)> lorsque u = (p, v, S,).
On note

2
(12.2.5) go(@H,T,0) = Y _[f(@)6; - (@),

=0
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Les fonctions f,—(fi) a valeur dans R* sont obtenues en supprimant la derniére com-
posante de f;((@,S,)) € R°. On rappelle (§2.2) que si g2(ut,u=,6) = 0, on a des
relations de la forme

at =a + [p)Us (@6, [p)),
u~ =ut - [p]Uy (@, 6,[p]).

Pour comparer ces formules & (12.1.7), on introduit les notations
(12.2.7)

U{((p,U,S),O,a) — (gz_((/),v),ﬁ,s)) : L{;((p,v,S),G,a) — (ﬁ;’((p, ’U),G,E)) .

(12.2.6)

0 0

Comme précédemment, nous définissons une famille de chocs plans du systéme
(12.2.1). IIs sont associés au méme état gauche constant, mais I'état de droite est
différent de (12.2.7).

u;(s) =Uo = (pOaUO»SO)v
(12.2.8) ug (€) = (po — €, v2(¢), So) = o — 5U2_(u/o¢0v —£),
B,(c) = zn +02(e)t  avec oa(e) = A(uF (€), o, 0).

On désigne par Lqo(u, V®)u l'opérateur qui se déduit de (12.2.1) par le chan-
gement de variable (2.3.1). On considére une famille F2% de solutions approchées
construites a partir d’une famille de données de Cauchy compatibles F2° pour le sys-
téme (12.2.1). Pour (ugqe, ®2,) € F2? avec uzq = (U2q,S,) on considére le probléme

(3.2.3)... (3.2.10), ot les inconnues sont % € R* et ¢

( Lo(lla, V®s)iy = F»  dans Qr,
92(Fa;_7r172_7 ay¢2) =0 sur wr,

) [®2] =0 surwr,

0,25 = \af,uf - pf,0,®+)  dans Qf
8:®; = MUy + Py ,uz,0,®;)  dans QF,
\ U2 = Uz, D =D5, pour t < 0.

(S'.11)

Dans (S'.II), py et p, désignent les fonctions :
2 2

~t —_ Ao ~+ ~+ ! _ Ao
(1229) P = e’ Uy (s, 02 e '),
Dy = —ee’2Uy (uy,0,Ps, —ce”2),
ol Ay = Woa + RT(a2 - w2a) et ag = ln(_[p2]/€)‘
D’aprés le théoréme 3.5.3, il existe T > 0 indépendant de e et une solution
(u2, ®2) € F2(s,T). On définit uy = (U2, S,) qui vérifie

L(uz, V®2)uz = F» = (Foz) ,
(S.1)

0
g(Tud ,Tuy,8y¢2) = G = (hs) .
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Que F; soit de la forme indiquée, traduit le fait que les solutions réguliéres du systéme
isentropique sont solutions & entropie constante du systéme complet. Par contre, la
cinquiéme composante hs n’est pas nulle, traduisant le fait que le résultat ci-dessus
n’est pas vrai pour les solutions faibles. De maniére équivalente, si (@, 0y¢) vérifie les
conditions de Rankine-Hugoniot g» = 0, cela n’implique pas que ((@, S,), 0y¢) vérifie
la condition de Rankine-Hugoniot g = 0. De fagon précise, on a le résultat suivant.

Proposition 12.2.1. — Si (tiz,0,®,) vérifient §o(T'ug ,I'u;,8,®2) = 0, la fonction hs
est de la forme

(12210) hs = [p2]3g3(ra;—7 Fa2_7 8y¢2),

ou g3 est une fonction C* de ses arguments.

Démonstration. — Ce résultat est classique. On en rappelle briévement la preuve.
Par rotation, on peut supposer que la normale au choc est (—a,0,0,1). Oubliant les

indices 2, on écrit us = (p,v,S,) € R® et v = (v1,v2,v3) € R3. Les conditions de
Rankine-Hugoniot s’écrivent

[v1] = [v2] = 0,
(12.2.11) [p(vs —0)] =0,
p(vs — o)[vs] = —[P].

On pose alors m = p* (v —0) =p~(v; —0). Ona

(12212) h5 = O'[pE] - [pEU3 + P'U?,]

et tous calculs faits, en utilisant (12.2.11), on obtient
Pt + P~

(12.2.13) hs = —m[e] + [r]—?;—)

avec 7 = 1/p et e = E(p,S,), P = P(p,So). D’apres (12.1.2), on a 9,€ = P/p” et
0E /0T = —P. La formule de Taylor implique alors que

Pt + P~ _
(122.14) el + [ —5— =[P ga(p*,p7, S0)
et la proposition suit. On notera que gs(p, p, So) # 0 quand 8?P /%7 # 0. O

Corollaire 12.2.2. — Si (s, 0,®2) € F2(s,T), la fonction

(12.2.15) Gy = g(Tuf ,Tuy,8y¢2) — g(uf (), uz (€),02(¢))
s’écrit
(12.2.16) Gy =¢€%g(e,T(uy), T(uz)', 8yp)

0l uhy = uy — uy(€), B = ®' — B, (¢) et g est une fonction C® de ses arguments telle
que g(£,0,0,0) = 0.
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12.3. Le théoréme de comparaison

Dans ce paragraphe, nous comparons les solutions de (S.I) et de (S.II). La premiére
étape est de comparer les chocs plans (12.1.7) et (12.2.8).

Lemme 12.3.1. — Le vecteur u, = (po, Vo, So) étant fizé, il existe une constante C > 0
telle que pour tout € €]0,¢,] on a :

ul (e) —ud (e)| < Ced,
(12.3.1) luy (e) —uz (e)] < ;

lo1(e) — o2(e)| < Ce°.
Démonstration. — On a uj (¢) = u, — e Ry (LGL (€), uo, 0) et

2
(1232)  uf(€) = uo — € Ry (uo,0) + % duRi (o, 0) - Ry (o, 0) + €2 g1 (o, €).

On a de méme :
2
(12.3.3) Uy (€) = Up — € Ra (s, 0) + % duRa (o, 0) - Ra(To,0) + €° ga(To, €).
Comme R; (u,6) = (R2(u,0),0), on en déduit que u, (€) — uy(e) = O(e3).
On a de méme,

(12.3.4) 71(8) = M (o, 0) — % dui (o, 0). Ry (o, 0) + €2 g1 (to, €),

(12.3.5) 73(€) = Ao (T, 0) — % du)a (T, 0). Ra Ty, 0) + €2 g2 (To, €).

11 en résulte que |01 (e) — a2(e)| < C &2 a
Remarque 12.3.2. — Pour S, fixé, les fonctions

@, a7 ) — Aut,u™,0) et @h,a")— M@, ,0)

sont différentes et ne coincident que si ut = u~. Il en résulte que 0, — 2 est seulement

en £2.

Comme au paragraphe 2.6, on se donne un entier 2s > 3/2 + 40. On se donne
deux familles de valeurs initiales compatibles globales au sens de la définition 6.2.1,
respectivement pour les systémes (S.I) et (S.II). On les note F1°(2s+3) et F20(25+3).
On note alors F2°(2s + 3) 'ensemble des ((@o, So), ®o) avec (o, , Bo) € F2°(2s + 3).
Pour i = 1,2 et (u; 0, ®io) € F»°(2s + 3), on note AS la fonction associée comme
indiqué en (6.2.1). On suppose que les données initiales des deux systémes sont proches
au sens suivant.

Hypothése 12.3.3. — 11 existe Ty > 0, €, et une constante K > 0 tels que pour tout
€ €]0,e,] et tout (uz,0,P2,0) € F2°(25 + 3), il existe (u1,0,P1,0) € F2°(25 + 3) tel
que

(12'3'6) “ull,o - uIZ,o”(p,23+3) + ||¢i,o - q);,o ”(p,23+4) t+e ”Ai - A; ”(2s+3,Tl’) < Ké.
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Dans (12.3.6), on a noté || -||(,,s) la norme de I’espace p-H*(R?) et ||-||(s,7) la norme
de H*(] — T,T[ x R®). En outre, uj , = u;, — u;(€).

Nous donnerons ci-dessous un exemple de données compatibles vérifiant (12.3.6).
Le théoréme 3.1.2 fournit alors deux familles de solutions approchées globales, que
nous notons F1¢(2s+1) et F%2(2s+1). Le théoréme 2.6.1 fournit un temps 7' > 0 et
€1 > 0 tels que pour tout € € ]0, 1], tout (u1,0,®1,0) € F1° [resp. (u1,0, P1,0) € F2°),
le probléme (S.I) [resp. (S.II)] admet une unique solution (u1, ®;) [resp. (uz, ®2)]. En
outre, ces solutions sont uniformément bornées dans W?2¢(Qr), donc dans W (Qr).
11 existe donc une constante M telle que

2
(12.3.7) Dl —wi(e)lls o + 112 = 2i()ll3 7 + llallsr < M
=1

Comme auparavant, a; est lié au saut de la premiére composante de u. Ici, on peut
prendre a; = In(—[p;]/e).
Pour comparer les solutions, on introduit les notations

uj = u; —u(e), % =9 -2,
(12.3.8) vl — U= -,

N@,9,T) = |[vlls7 + | ¥llar + /?Tvls,r + /20|y 7

(12.3.9)
+£ ]F‘Pls,T + 61/2”11]/6 !o,T

Théoréme 12.3.4. — Il existe une constante C telle que pour e € 10,e1] et (ui 0, i) €
Fho(2s + 3) vérifiant (12.3.6), on a Uestimation :

(12.3.10) N(v,®,T) < C(M,K) %2,

La premiére étape de la preuve consiste & montrer que les solutions approchées
vérifient une estimation analogue 4 (12.3.6). On montre ensuite que la bonne inconnue
V = v — U(8,u1/0nd1) est solution d’un probléme mixte linéaire. On en déduit une
estimation d’énergie pour (V,I'¥) et ensuite pour (v, I'¥). Cette estimation (théoréme
12.6.1) fait apparaitre au second membre les termes || ¥||s,,,7 et v*/2€'/2 |[v]/€ |0,
qu’on majore aux paragraphes 12.7 et 12.8. La preuve du théoréme 12.3.4 est faite au
paragraphe 12.9.

Exemple 12.3.5.. — Nous terminons ce paragraphe en donnant un exemple de deux
familles de données initiales compatibles vérifiant I’hypothése 12.3.3. On se donne
un vecteur fixe u, = (po,vo,S,) et on considére les deux chocs plans (u, (¢), ®, (¢)),
(ug(g), ®4(g)) définis par (12.1.7) et (12.2.8). D’autre part, on considére des fonctions
U, et h, définies sur R® & valeurs respectivement dans R* et R®, C'* et & support

compact dans {z, > 0}. On pose

Uzo(z) = (ﬁfg(ox)) , u1,0(T) = ugo(x) + £2ho().
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Comme au paragraphe 2.5, on définit les deux familles de données initiales

w5 (2) = uo, u55(2) = uo,
(12.3.11) uih(@) = uf (@) tuo(@),  { ush(@) = w (6) + uzo(a),
 o(@) = 2, (@) = on.

Comme au paragraphe 2.5, la platitude de v, et ve sur {z, = 0} implique que ces
familles sont compatibles pour le systéme d’Euler (S.I) et (S.II) respectivement. De
plus ces deux familles vérifient bien la condition (12.3.6).

12.4. Comparaison des solutions approchées

Nous considérons les deux familles F1:¢ et F2¢ de solutions approchées données
par le théoréme 3.1.2 (voir §6.4). On peut supposer qu’elles sont définies sur le méme
ensemble Qp, =17, Ty[ x R" avec T, < 0 < T3.

Proposition 12.4.1. — 1 existe €, et C > 0 tels que pour tout € € ]0,¢,] et tout
(u2,0, B2,0) € F2(2s + 3), il existe (u1,4,P1,0) € F2(2s + 3) tel que

(12.4.1) llu1,0 = Uaallp2st1,11) + 1810 — Booll(p2s11,1) < C€2
Pour i = 1,2, on a noté
u;,a = Uj,a — ui(s)’ cb;,a = q)i»a - Qz(é‘)

En outre, ||ul|(p,s,7) désigne la norme de p-H*(Qr).

Démonstration. — On suit les étapes du paragraphe 6.4. On construit par récur-
rence sur j € {1,...,2s — 1} des fonctions uj ],<I>’1i],zl j—1 et uzj,ég:],ngj 1 4 laide

des fonctions .Aj,BJ,ZJ,}'], i (voir les formules (6.1.6) & (6.1.10)). Les fonctions
A;,Bj, Z; sont identiques pour les deux systémes, mais les fonctions F;,l; sont dif-
férentes. En effet, les fonctions Fi,; et F, ; sont obtenues en dérivant par rapport a ¢
et & 'ordre j les équations :

0,2 = AMut, ut —pt,8,8%) = F (ut,8,9T, p),
8, ®+ = A(ut,ut — pt, 8’ ! 9F) = Ff (ut, 8,97, p),

avec pt donné par (12.3.13) et p = —ce”. Cependant, en comparant les développe-
ments de Taylor de X et A et en utilisant les relations (12.2.3) (12.2.4), on voit qu’il
existe une fonction g, C*® de ses arguments telle que

(12.4.2) Fi(ut,0,®%,p) = F5f (u,8,@%,p) + e’g(e,u't, 98T, A).

On a un résultat analogue pour les fonctions F; et F, . De méme, les fonctions U; ;
sont construites en dérivant les relations de saut

] = Us(u™, 8,6, p) = pU™ (u™, B}, )
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et on a

(12.4.3) U (u™, 80, p) = Ua(u™, 8,0, p) + €2q1(e,u™, 8, 6T, A).

Les formules (6.1.6) & (6.1.9) et la propriété (6.2.1) montrent alors que

(12.4.4) lurj — w2 ill(p2s+3-5) + 1815 = B2jll(p,20+3-5) 2
+ll21,5-1 = 22,41 ll(p2sts_j) < C 2.

On construit uj , et u, , sur Q7, par relévement des fonctions uy ;, uy ;. Il en résulte
que

(1245) “ula U’2a”H2=+3( < C(:'

En reprenant ensuite toute les étapes du paragraphe 6.4, on construit successivement

les fonctions &7, &5, 27, 25, uf (t,2',0), uj (¢,2',0), etc. A chaque étape, on obtient

alors pour les différences ®; — ®,, 2y — 25, uf - u; ,... des estimations de la forme

(12.4.4) et la proposition 12.4.1 en résulte. |

12.5. Le probléme linéaire pour (V,I'V)

Comme dans les paragraphes précédent, on introduit, avec les notations (12.3.8),

8nu1
8n¢1
On désigne par £ 'opérateur (10.1.7) et par B la matrice qui apparait dans (10.3.1).

(12.5.1) V=v-¥

Proposition 12.5.1. — V et T'V = 1) vérifient

(12.5.2) E(ul,VQI)V + B(ul,Vul,Vd)l)V =F= (F2 —F)+ri+ry+rs,
wanul

(12.5.3) Xuy () = [MV] = 861

‘—“G=G:G’2+’I‘4+T5,
ot GY est défini par (12.2.15), et
a) r1 est une somme de termes de la forme
g(uy,us, V&1, V®y) v* (V)2 (V)3 avec |ai| + |as| + |asg| = 2,
b) ry = -V F1/3n¢1,

¢) r3 = €% g1(e,w1) ot wy = {(8%uj, 0°®}, 0nF1)}ie(1,2} lal <2, 81<2}»
d) r4 est une fonction de la forme

4 = [u1] by (u1,u2)T'v X 0,9 + [u1] ho(u1, u2,8,¢1)T'v x Tv
+ [v] ha(u1,u2) 8y + [v] ha(u1, uz, 8, ¢1) Tv,
e) rs = &3 ga(e,w2) ot wy = (Tul, Tul, 0,1,0,5).

Les fonctions g1 et ga sont des fonctions réguliéres de leurs arguments telles que
91(57 0) = g2(€a 0) =0.
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Démonstration. — En notant v; = us —uy, ¥1 = &5 — ®; et £2 le linéarisé de £, on
a
(12.5.4) ,C(’Ltz, V‘l’z)Uz = E(Ul, V‘hl)lh + £2(U1, V@l)(vl, ‘111) + 7'/1

ol 7} est un reste quadratique s’exprimant comme une somme de termes de la forme :
(12.5.5) 7} = g(u1,uz, V81, V®3) v (Vv1)*? (V) avec |a| + |as| + |as| = 2.

Ensuite, d’aprés le lemme 10.3.1,
6nu1
Vi=v -0 —
! v ! 8n¢1
et ¢; = 'V, vérifient
{ E(ul, V@])Vi + B(Ul, Vul, V<I>1)V1 = F',
Xuy (Y1) = [MV1] = 91 (Onu1/0n®1) = G,
ou F' = (F; — F1) + 1} — ¥ (0nF1/0p,®1), G' = G2 + 1}y ou 7 est un reste de la
forme :
ry = [u1] ha(u1, ug)Tor X Q31 + [wa] ho(u, uz,8,¢1)Tv1 x Ty
+ [v1] hs(u1,us) 6yz/;1 + [v1] ha(u1, us, 6y¢1) T'v;.
En substituant v; = v + uy(e) — u;(€) et ¥4 = ¥ + P,(e) — @,(¢) et en tenant
compte du lemme 12.3.1, on voit que (V, ) vérifie le systéme (12.5.2) (12.5.3) avec,
aux membres de droite, les fonctions F' et G de la forme indiquée. O

(12.5.5)

12.6. Inégalités d’énergie pour (v,I'T)
Avec les notations précédentes, on note
N, ¥,s,7,T) = v||v|l2s,y,7 + 71/251/2 ITvl2s,7,7
+ 722 [Ylas . + 72 [Yl2641,9,7

Proposition 12.6.1. — Sous les hypothéses (12.3.6) (12.3.7), il existe des constantes C
et et vy, telles que pour tout v > v, on a

N(,1,2,%,T) < C{N(©,%,2,7,0) + 1¥llas,r

1P a1+ 7122 G e a7 |-

(12.6.1)

(12.6.2)

Démonstration. — On montre d’abord l'estimation (12.6.2) pour N(V,%,2,v,T) &
partir de I’estimation L? du paragraphe 8.1.

a) Comme au chapitre 8, il est commode de changer de variable et de rendre constant
le coefficient de O, dans les équations. On rappelle (voir (7.2.5)) qu’il existe des
matrices Wl(ul,b1,6;<1>1) et Iﬁ(ul,a;q)l) telles que WiMV; = J et on définit V
par :

(12.6.3) V= Vi(u1,8,8,)V.
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Alors (V,w) vérifie

n—1 - ~

> Bj;V+J 0.V =F
(12.6.4) =0

Xu, (%) — [le f/] e
ou B; = (8n<I>1)W1AjV1 et 1 =0, W1 F+BYV.

L’estimation L? du théoréme 8.1.1 implique que qu'il existe C et 7,(-) tels que
pour tout v > 7y, on a

(1265) N(v)wvov 77T) S {N(’U, d)vo’ 770) + ”F,”O,%T + 71/251/2 |Gl/5 |0»%T}'

En commutant (12.6.4) aux dérivations conormales §“ de longueur |a| < 4, on voit
que (6°V,6*®) est solution d’un probléme (12.6.4) avec des second membres F,,
G,. Lestimation (12.6.5) appliquée aux dérivées conormales implique alors que pour
v > 71 (M) assez grand, on a une estimation

(126.6) Nu(V,9,2,7%,7) < {M(V,,2,%,0) + IF'lls 1+ 722 |G [e o7 |
ol
Nl (’U, Qﬂ, $,7, T) = 7I|v”gs,7,T + 71/261/2 |F’U|23,7’T

(12.6.7)
+ 73261/ [Yl2s,y,7 + Y2 |l2511,,7-

b) La seconde étape consiste & estimer 8n1~/ dans W2(Qr) en procédant comme au
paragraphe 9.1. On pose 9,V = ((1,¢’). D’apreés (12.6.4), on a
n—1
(12.6.8) Jo,V =F - " B;o;V.
=0
On note ¢ = ({1,¢’) et on tire de (12.6.8) que

(12.6.9) 18,¢ l2,7,7 + YN N2, < WEF' N4y, + C [V ||y, 7-

D’autre part, on tire de la premiére équation de (12.6.8) que (; est solution d’une
équation de transport de la forme
n—1
(12.6.10) hd,G+ Y X;0;¢1 = H,
7=0
ou

n—1
(126.11) H= W(Wl)‘l{BnF’ -3 anBjajf/} + g(u1,0,81,0,81)d, - ¢’
=0

On utilise P’estimation d’énergie (9.1.23) pour l’équation (12.6.10) et & ses dérivées
520% avec |a| + 2k < 2. On obtient

(126.12) éillz.r < C{MG N0 + IGillzg, + 1H 127 .
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D’autre part, on a

(12.6.13) 1H 27,7 < C{IF gyt + 18,V a7 + 18,¢ a7}

En regroupant ces estimations, on obtient finalement

(12.6.14) MN0uV Izt < C{0uFlloiyo + 1F Nl + [Pl }-

Par suite, pour +y assez grand, on a
(12.6.15) N(V,%,,2,7,T) < C{N(V,1,2,7,0) + |Flla,1 + 722 |G'Je ls 0,1 }.

Par ailleurs,
IVllaq,7 < CLllV a7 < CollV||a9,7-
En tenant compte des expressions de F' et de G', on obtient, & partir de (12.6.15) et
pour v assez grand, ’estimation
(12.6.16)
N(V7 Y,,2,7, T) < C(M) {N(Vv Y, 277»0) + ”F”‘L%T + ’71/281/2 |G/6 |4,'7,T}‘

L’estimation (12.6.2) résulte de (12.6.16) et de 'égalité v =V + ¥(Opu1/0ng1). O

Remarque 12.6.3. — G contient le terme 7y = [v] hg(u1,u2) Oyt de rq (cf. (12.5.3)
et la proposition 12.5.1). La présence de ce terme rend nécessaire l'estimation de
|[v]/€ lo,y,7- Pour s < 2, on dispose des deux estimations pour

(12.6.17) V22 r e |2o 1 < COMMN 2! [Pl2gra o1,
(12618) 422 |1 e g1 < C(M)Y 22 {| [0/ loyyr + [$l20,3,7 ).

La premiére estimation, qui a I’avantage de ne pas faire apparaitre le saut de v, est
inutilisable car le terme y'/2¢1/2 [1)|2541 4,7 D’est pas absorbable par N (v,,2s,7,T)
au premier membre. Pour cette raison nous devons utiliser (12.6.18) dans laquelle
figure le terme |[v]/¢ |o,,T-

Au paragraphe (12.8) nous donnerons une estimation de ce terme et nous ver-
rons apparaitre au second membre les termes ||v||4,4,7 €t ||¥||4,y,7. C’est pourquoi
Pestimation du théoréme 12.3.3 controle les normes ||v||4,,7 €t |¥|4,4,7-

12.7. Estimation de ¥

Le but de ce paragraphe est d’obtenir une estimation pour le terme 7||¥||4,,7 qui
figure au second membre de (12.6.2). Pour ¢ = 1,2, nous notons dans ce paragraphe
Pia = —€ e les fonctions associées aux deux solutions approchées (u;q,®;4). On
rappelle que les fonctions ®; sont solutions des équations (3.2.6) (3.2.7) et on note A;
les fonctions définies par (3.2.8)

A=W, +RT((I¢ - wi).
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Proposition 12.7.1. — Sous les hypothéses (12.3.6) (12.3.7), il existe des constantes C
et v, telles que pour tout vy > 7v,, on a

- Ml 7,r < CM) {10+ € IW2 = Walla, 1 + [lolla,7

+e%llgs e, ws) ),

ot w3 = (uy,us, 9, ®1,0, Lye(eA1 —1),e(e2 — 1)) et ou gs(e,w3) est une fonction
telle que g3(e,0) = 0.
Démonstration. — Nous écrivons la démonstration pour ¥+ en omettant le signe +.
a) &, vérifie

0:®1 = Mux, ur — p1,0,P1).
Par développement de Taylor, en posant w = (uy,up,d,®1,0,®2,ce,ee42), on
obtient,
(12.7.2) 0@ = (ur — up)g1 (w) + (8, &1 — 9, B2)ga(w) + e(et — e2)g3(w)
- +A1 (ug, ug — p2, 9, B2).

On évalue ensuite le terme A = A (ug, ug — p2,9,®2). On a
(12.7.3)
€
A=) (u2,8;<1>2) + 5 eAZRl(u2,6;<I>2) . du/\l(u2,8;<1>2) +¢? g4(£,u2,0 <I>2,€e )

En partant de 1’équation pour ®2, on obtient de méme

(12.7.4) 0t®2 = A2 (U2, 0, ®2) + %€A2R2(52,33',‘1’2)‘du/\2(172,3' o)
. + €% gs(e, ug, 9y, By, eh2).

Comme us = (U2,.5,), avec (12.2.3) (12.2.4), on obtient par soustraction des égalités
(12.7.4) et (12.7.2) que ¥; = ®; — P, vérifie
n—1
(12.7.5) Oy + Y pi(w)d; ¥y = Hy,
j=1
ou
(12.7.6)  Hy = (uz — u1)ha(w) + (e — e?)ha(w) + € h(e, uz, 0} B, c €4?).

On en déduit immédiatement que ¥ = &), — ®] vérifie

n—1
(12.7.7) 0¥+ Y pi(w)d; ¥ = H
Jj=1
ol
(12.7.8) H = (u} — ul)hy (w) + 5(6’41 — e hy(w) + €2 hy(e, D).

Dans (12.7.8) on a posé w = (uy,us, 9,91, 0, Py, ¢ (e —1),e (e42 — 1)) et hy désigne
une fonction telle que hy(e,0) = 0.

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2000



190 CHAPITRE 12. APPLICATION AU SYSTEME D’EULER

b) Le lemme 9.4.2 appliqué & 1’équation (12.7.7) implique que

(12.7.9) Wla,r < Lo+ 1€l + | Hlla,r }-
Par ailleurs, le corollaire 5.4.2 et le lemme 5.1.1 impliquent que
(12.7.10)
1141 = Asllay,r < & CM) {IIW1 = Wallagyz, + w1 = wals .1, + a1 — azls 1},
(12.7.11) elar — a3y, v < C(M)|Tolsy,r < C(M) ||0]la,T,
(12.7.12) w1 — walz,y1 < C||W1 —Wallayqy,1-
On en déduit que
(12.7.13) o s (@)l < COM) llolla 7,

(127.14)  [le(e* = Ay (w)llap,r < COD) { Wy = Wallay 1, + lollar )
et donc
(127.15)  [|Hllar < COD) {e W1 = Wallay,m + el + € hale, @)l

En reportant dans (12.7.9) et en prenant 7y assez grand, on obtient ’estimation
(12.7.1). O

12.8. Estimation du saut de v
Comme nous ’avons indiqué au paragraphe 12.6 nous devons majorer v |[v]/€ | 0,5, 7

Proposition 12.8.1. — Sous les hypothéses (12.3.6) (12.3.7), il existe des constantes C
et v, telles que pour tout v > v,, on a
(12.8.1)

Mwl/eloq.r < C{A0)/e om0 + IWllam.r + 1€llaq.
+ (B = Fy)/e ll2,7 + 7 l9a(E, w08)losr,1 ).

ot wy = (Tuy,Tup, [u]/e, [up)/e, 8, ¢),0,¢5) et ou gy est une fonction telle que
94((5’ 0) =0.
Démonstration. — a) On rappelle (voir (9.3.10) (9.3.11) et (9.3.12)) que les pre-

miéres composantes de [u}] et [u5], notées [u};] et [uy,], vérifient

n—1
(12.8.2) Ouluin] + Y X (wi)d;lujy] = H(wi)[F] + G(@;)[uarl,

j=1
ot G(w) désigne une fonction telle que G(0) = 0 et o 'on a posé :
w; = (F(Ug)-'-, F(u;)—v a;(é;,)a

12.8.3
( ) w; = (wi,8yw,~,I‘z;f,I‘zi‘,I‘Fi+,I‘IQ+).
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En écrivant [ub;] = [u}, +v1] on obtient que la premiére composante de [v] vérifie une
équation de transport de la forme :

(12.8.4) 6t[vl]+n§:1Xj(w1)8j[v1] =H =H, + Hy+ H;

avec : .

(12.8.5) Hy = H(wy)[F2] — H(w1)[F1], H2 = G(Ws)[u21] — G(w1)[u11]
et H3 désigne une somme de termes de la forme

(12.8.6) g1 (w1, w2) (wa — w1)d, [uy;] + g2 (w1, w2) (w2 — w1)0y[v1].
On déduit alors du lemme 9.3.3 I’estimation

(12.8.7) Y[v1]lo,, 7 < C(M) {'Yl['Ul]lO,'y,O + [Hlo,y,1 + lwllf,Tl[vl]lo,v,T}
On a

(12.8.8) lwili 7 < [Puilir + 11057 < C.

En écrivant H; et Hy sous la forme
Hy = (H(w2) — H(w1))[F2] + H(wi)([F2] - [F),
Hy = (G(W2) — G(@1))[uz21] + G(@1)([u21] = [un]),
et en remarquant que ug; — U113 = uH; — Uy, on obtient
(1289)  |Hilon.r <COM) {[Tolon,r + Wlior + (2 = Fi)/ellar

(12.8.10)
|Halo.y,r < C(M)e {IT0l10,7 + Wl27 + [0lla 7 + 1 €llar, + [01)/e o7

lmT}'

En reportant ces estimations dans (12.8.7), on obtient pour 7y assez grand, ’estimation

(12.8.11) |Hsoy,7 < C(M)e {|FU|0mT +y

Ywvil/eloqy,r < C{’y|[v1]/a lo,v,0 + [|Vlla,y, 7 + [[¥|la,y,7

(12.8.12)
+ (> = Fi)/ella.r }-

b) On rappelle maintenant les égalités

[u1] = [ua1] Uy (uy s Oy, [unn]),

[uz] = [u21]Uy (ug , Oz, [ua1])-

En outre, d’aprés (12.2.7), on a Uy (uy , 9y ¢, [u21]) = (LT;(zE,a;@, [u21]),0). On en
déduit que

(12.8.14) [ug — 1] = [uor —un Uy + [uaa]Uy —U;).

(12.8.13)

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2000



192 CHAPITRE 12. APPLICATION AU SYSTEME D’EULER

En effectuant un développement de Taylor et en utilisant (12.2.4), on obtient
Uy (u1, 91, [u11]) = Ra(uy,9y¢1) + [ui1] g1 (uy, By, [uan)),
Uy (us 0y, [ua1]) = Ri(uy,0y¢2) + [uz1] g2(us , 9y @2, [ua1]).

En posant w = (Tuy, T'uy, [ug]/e, [uy]/e, 9,91, 0, ¢5) et en reportant dans (12.8.14),

on en déduit qu'il existe une fonction g3(e,w) vérifiant gs(e,0) = 0, telle que 'on ait
[v] = [uy — ui] =[vi]Uy (ur, 8y¢é1, [ua1])
+ [u21)(Ry (u3 , 8y $2) — Ra(u,8,61)) + € ga(e, w)
En remarquant que u; —u; = (u; )’ — (u7 ), on obtient alors ’estimation
(12.8.17) |[v)/e oy, < COM) {I[v1)/e losy,r +IT0losy 7+ Yl . +22 g3, w1 }-

En multipliant (12.8.17) par v et en majorant v |[v1]/€ |0, 7 grace & (12.8.12), on
obtient (12.8.1) et la proposition est démontrée. O

(12.8.15)

(12.8.16)

12.9. Preuve du théoréme 12.3.4
On désigne par N; (v, ¥,~,T) 'expression :
(129.1) N, %,7T) = N©,$,2,7,T) + WEllay,r + 72 |[v)/¢ lo,T-
En sommant les estimations (12.6.2) (12.7.1) et (12.8.1), on obtient :
Ni(v,8,3,T) € O{ N (v, ,%,0) + € [Wh = Wallay 1, + Ilellar
(12.9.2) 1€z + 1 Flla gz + 772 21G e Lyt + €7 21| Fy = Fillagyr
+€2lg3(&,ws)lla,r,7 + 7% 2194(, wa) o, -

La forme de F' et G donnée 4 la proposition 12.5.1, conduit aux majorations
IFllag,7 < 1F2 = Fillag,r +€2llg1 (e, w1)lla,7

(12.9.3)
+ C{I1¥lla.z + ollan,r },

G/ |4y, 7 < |Go/€ a1 + €%|g2(8, w2) 4,7
+ CM) {[$layir + I0lsr + [0}/ logrir }-

En reportant ces estimations dans (12.9.2) et en prenant <y assez grand, les termes

Wollaqrrs  N€layr, Y22 Wlanr, ¥/2eY2Tvlsnr, /2 e?|0]/€ 0T

sont absorbés par le membre de gauche. On déduit alors de (12.9.2) I’estimation :
Nl(va ‘I}a 'YvT) S C{Nl(vy ‘1,7’770) +e€ HWI - W2”4,’Y,Tl + HF2 - F1”4,7,T

(12.9.5) +e 2|\ By = Fillz, + €%llg1 (6, wi)llapy,r +7'/2 €/?|Gy /e lay,r

(12.9.4)

+71/2 572\ go (e, wa) |4, + €2Ml93 (8, w3) 40,7 + ¥ €%/ %1ga(e, w4)lo,7,T}-
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En tenant compte des inégalités :

llull2s,r < €77 l[ullasy,r < (1+7)%° €T fullzs,7

[uls,yr < €7 ulsyr < (147 Ty,
et en fixant v dans (12.9.5), on en déduit qu'il existe une constante C telle que :

N(v,¥,T) < C’{N(v, T,0) +¢ Wy — Wallagz, + 1P — Fillar
(12.9.6) +e7 2| By = Filla,r +€%llg1 (e, wi)lla + €'/2|Gy /e a7
+e52|ga (e, wa) o, + €293 (e, ws)lla,7 + €%/2|ga e, w4)|o,T}~
D’aprés ’hypothése (12.3.6) on a

(12.9.7) e|Wi — Walla1, < K €.

Avec la proposition 12.4.1, on obtient

(12.9.8) 2 |[v]/€ |00 < Ce™Y2||0||2,0 < Ce¥/2,

(12.9.9) N(v,¥,0) < Ce%/?,

(12.9.10) [|Fo — Filla,r < Ce?.

Enfin, d’aprés le corollaire 12.2.2 on a :

(12.9.11) IG5 /e |a,r < C3(M)e?.

L’estimation (12.3.10) découle alors des inégalités (12.9.6) 4 (12.9.11) et le théoréme
12.3.4 est démontré. O
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