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E X I S T E N C E D E C H O C S FAIBLE S 
P O U R DE S S Y S T È M E S 

QUASI-LINÉAIRES H Y P E R B O L I Q U E S 
M U L T I D I M E N S I O N N E L S 

Jacques Francheteau , Gu y Métivie r 

Résumé. — L'objet d e ce travail es t l'étude de s choc s faible s pou r de s système s de 
lois de conservation e n dimensio n d'espac e deu x o u plus . L e résultat principa l es t la 
construction dan s un domaine indépendan t d u paramètre e , de familles d e solutions 
u£ ayan t un e discontinuit é su r un e hypersurfac e E £ avec u n sau t d'amplitud e d'ordr e 
de grandeu r s. Le problème à  s fixé  a été résol u pa r A . Majda, comm e u n problème 
mixte hyperboliqu e no n linéair e à  frontière libr e no n caractéristique . Lorsqu e s tend 
vers 0 , le front ten d à  devenir caractéristiqu e e t on doit fair e fac e à un problème de 
type perturbation singulièr e avec perte d e stabilité e t de régularité. Ce s pertes metten t 
en éche c le s méthode s classique s d'obtentio n de s estimation s a priori pa r dérivation 
de l'équation e t de construction d e solutions pa r de s schémas itératif s d e type Picard . 
On es t condui t à  utiliser de s outils plu s sophistiqués , comm e le calcul paradifférentie l 
pour le s estimations a priori e t les schémas d e typ e Nash-Mose r pou r l a construction 
des solutions. Un e applicatio n important e de s résultats concern e les équations d'Eule r 
de la dynamique de s gaz . O n peu t ains i construir e de s famille s d e chocs faible s auss i 
bien dan s le cas du systèm e d'Eule r comple t qu e dan s le cas du systèm e isentropique . 
Nos résultat s permetten t auss i d e compare r ce s deux famille s d e choc s faibles . 
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Abstract (Existenc e o f wea k shock s fo r multidimensiona l quasi-linea r hyperboli c sys -
tems) 

In thi s work , w e consider wea k shock s for system s of conservation law s in an y space 
dimension. Th e mai n resul t i s the constructio n o n a  space-time domai n independen t 
of th e paramete r £ , of families o f weak solution s u e , discontinuou s alon g a  smoot h 
hypersurface E e , with jump s o f order e. For a fixed  e, the proble m ca n be recast as 
a nonlinea r mixe d hyperboli c proble m wit h a  free noncharacteristi c boundary . I t ha s 
been solve d by A. Majda. Whe n e tends to zero, th e fron t tend s to be characteristic. 
This induce s a  los s o f of stabilit y an d regularity. A s a consequence , th e classica l 
nonlinear method s base d on Picard's iteration s an d differentiation o f the equation s d o 
not apply . In this work , to prove th e suitabl e a priori estimate s an d to construct th e 
solutions, w e use mor e sophisticate d method s suc h a s the para-differential calculu s 
and Nash-Moser' s typ e iteratio n schemes . A n important applicatio n o f our result s 
concerns Euler' s equation s o f gas dynamics . The y appl y t o the full syste m an d to 
the isentropi c system . We construct an d compar e wea k shoc k solution s o f these tw o 
systems. 
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C H A P I T R E 1 

I N T R O D U C T I O N 

1.1. Énonc é d u problème 

Au débu t de s année s 80 , A . M a j da ([Ma2] , voi r auss i [Ma3] ) a  montré commen t 
construire de s ondes d e cho c pou r de s système s N x N d e loi s d e conservatio n multi -
dimensionnelles : 

1.1.1 
n 

3=0 
d4Uu) = 0. 

Les flux  fj son t de s application s C°° d'u n ouver t d e RN dan s RN. Le système est 
supposé hyperboliqu e symétriqu e dan s l a direction xo, c'est-à-dire qu'i l exist e une 
matrice S(u) tell e qu e les matrices S(u)fj(u) son t symétrique s e t S(u)fQ(u) es t défini e 
positive. Cett e hypothès e es t satisfaite pa r de nombreux exemple s physique s e t e n 
particulier dè s que le système admet un e entropie strictemen t convex e (cf. par exempl e 
[Pr-Lal], [Se]) . L a dimensio n d'espac e es t n et xq est la variable d e temps, qu'o n not e 
aussi t. 

Un cho c es t un e solutio n faibl e d e (1.1.1), discontinu e à  travers un e hypersurfac e 
E , régulièr e jusqu'a u bor d d e part e t d'autre d e E. Quitte à  changer d e repère, o n 
peut suppose r qu'e n coordonnée s locales , le front es t d'équatio n 

(1.1.2) E : = > n = <f>(y)} y • Xç), . . . ,2?n-l). 

On s'intéress e alor s à  des fonction s u± sur fl± := {± (#n —  <t>(y)) > 0} > régulières 
jusqu'au bor d E . La fonction 

1.1.3 u(x) = 
u+(x) s i xn > <j)(y) 

u (x) s i xn < (f)(y) 

est solutio n faibl e d e (1.1.1), s i et seulement s i u+ et u~ sont solution s classique s de 
(1.1.1) respectivemen t su r fi+ et e t si leurs trace s su r E vérifient le s conditions 
de Rankine-Hugoniot 

;i.i.4 
n 

j=0 
,Vj[fj(Uï. = 0 su r E 

où v — (Ï/0, ... ,z/n) es t la normale à  E et [/] = f(u+) - f(u ) désign e comm e 
d'habitude l e saut d e f(u) su r E (voir pa r exempl e [La ] ou [Se], [Go-Ra]) . 



2 CHAPITRE 1. INTRODUCTION 

Les équations (1.1.1 ) pou r u-+ et le s conditions d e transmission (1.1.4) , constituen t 
un problème aux limites à frontière libre. 

Pour de s sauts [u] don t l'amplitud e n'es t pa s trop grande , P. La x ([La] ) a  distingué 
deux type s d e solution s discontinue s :  d'une part , le s discontinuités de contact pou r 
lesquelles le front E  es t un e surfac e caractéristiqu e à  droite e t à gauche, et d'autre 
part le s chocs qu i son t de s solution s d u typ e (1.1.3) , pou r lesquelle s E  es t no n ca -
ractéristique e t qu i vérifien t e n outre de s conditions d'entropie qu e nous rappelleron s 
ci-dessous. 

Dans [Ma2] , A. Majda construi t de s ondes de chocs, en résolvant l e problème (1.1.1 ) 
pour u± ave c le s condition s au x limite s (1.1.4 ) e t des données de Cauchy e n t =  0, 
singulières su r un e hypersurfac e E q d'équatio n xn = <f>o(y') : 

(1.1.5 Uq(x') = 
u$(x') s i xn > <p0(y') 
u0 (x') s i xn < </>o(y') 

où l'o n a  noté x' = ( # i , . . . ,xn) e t y' = ( # i , . . . ,  # n _ i ). I l s'agit don c d'u n problème 
mixte hyperbolique non linéaire à frontière libre. A . Majda construi t de s solution s 
locales en temps, c'est-à-dire su r des intervalles [0 , T] où T dépend de certaines norme s 
des donnée s initiales , mai s auss i d e l'amplitud e d u sau t initia l [u]. Pour de s raison s 
que nou s expliqueron s ci-dessous , le temps T qu'i l construi t ten d ver s zér o lorsqu e 
l'amplitude e d u sau t ten d ver s zéro . Cel a es t li é à une pert e effectiv e d e stabilit é qu i 
est analysé e dan s [Mé2] . Néanmoins , on ne s'atten d pa s à ce que l e temps d'existenc e 
de l a solutio n d u problèm e no n linéair e tend e ver s zér o lorsqu e e tend ver s zéro . E n 
effet, le problème limite pour e — 0, est un problème de construction d'ondes soniques, 
c'est-à-dire d e solutions continues à gradient discontin u sur le front E . Dans l e cas des 
équations d'Euler , cel a correspond aux onde s acoustiques qui se propagent à  la vitess e 
du son . C e typ e d'ond e a  été étudi é dan s [Mél ] e t [Sab]. Un e différenc e important e 
avec le s choc s es t que , pou r le s onde s soniques , l e front E  es t caractéristique . Le 
phénomène nature l attend u es t qu e le s choc s d e faibl e amplitud e ressemblen t au x 
ondes sonique s lorsqu e l a forc e d u cho c ten d ver s zéro . 

Le bu t d e c e travai l es t précisémen t d'élucide r cett e questio n e t d e construir e de s 
chocs faibles, c'est-à-dir e d e construir e su r domaines fixes de s famille s d'onde s de 
choc d'amplitud e arbitrairemen t petite . C e résulta t sous-enten d qu e l a notio n mêm e 
de cho c faibl e es t consistante : si l e cho c es t d e taill e s à l'instant initial , i l reste d e 
taille 0(e) su r u n intervall e d e temp s fixe.  L a vérificatio n d e c e poin t fai t parti e d e 
la démonstration . Un e foi s établie l'existenc e d e familles d e chocs faibles vérifian t de s 
estimations uniformes , i l n'est pa s trè s difficil e d e montre r leu r convergenc e lorsqu e 
l'amplitude d u saut tend vers zéro vers une onde sonique, c'est-à-dire une discontinuit é 
du gradient . L e problèm e s e présente don c comm e un e étud e d e perturbation s singu -
lières non caractéristique s d e problèmes au x limite s caractéristiques , avec la difficult é 
supplémentaire qu e le s frontières son t libres . 
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1.2. L A STRATÉGIE GÉNÉRALE. TECHNIQUES MISES E N JEU 3 

Nos résultat s s'appliquen t au x équation s d'Eule r d e la dynamique de s gaz , qu e ce 
soit l e système isentropique , o u le système entropiqu e complet . E n particulier, nou s 
construisons de s choc s faible s pou r chacu n d e ces système s e t nous montreron s qu e 
les choc s faible s isentropique s son t d e bonnes approximation s d e chocs entropiques . 
Cela n'es t pa s trè s surprenan t s i l'on pense qu e l e saut d'entropi e es t cubique par 
rapport a u sau t d e pression, mais la principale difficult é es t qu e les fronts entropique s 
et isentropique s son t différent s e t qu'il fau t contrôle r l'écar t entr e ce s fronts . 

Les résultat s son t présenté s a u chapitr e 2. 

1.2. L a stratégi e générale . Technique s mise s e n je u 

La démarch e qu e nou s suivon s repren d u n certain nombr e d e méthode s classique s 
dans l'étud e de s problème s au x limite s hyperboliques . 

1. L e problème étan t à  frontièr e libre , o n se ramène à  u n domaine fixe , par 
changement d e variables inconnu . C e faisant, o n introduit c e changement d e variables , 
ou plutô t so n inverse , comm e un e nouvell e inconnue . 

2. O n analyse le s donnée s initiale s d u problème. Ell e doiven t vérifie r u n certai n 
nombre d e conditions d e compatibilité pou r qu e ne naisse qu'un e seul e ond e dis -
continue d e la discontinuité initiale . Lorsqu e ce s condition s son t satisfaites , o n peut 
construire de s solution s approchées , uapp, qu i vérifient l'équatio n a u sens d e déve-
loppements d e Taylor e n t =  0 , d'ordre gran d mai s fixé . O n résout alor s l'équatio n 
pour 

v = ^ ^app 
0 

pour t > 0 
pour t < 0 

3. O n établit de s estimation s a  priori pou r u (o u v). C'es t l'étap e principal e de 
notre travail . La principale différence avec [Ma2] es t que nous obtenons des estimations 
sur un domaine indépendant d e la force e du choc et avec des constantes indépendante s 
de e. 

4. O n construi t de s solutions v, à e fixé,  su r u n intervall e d e temps dépendan t de 
e. Le s estimation s uniforme s permetten t d'itére r cett e constructio n pou r finalement 
aboutir à  une solutio n su r u n domain e indépendan t d e e. 

La mise en œuvre de ce schéma général cumule un assez grand nombre d e difficulté s 
et utilis e certaine s technique s lourdes . Parm i le s question s et les ingrédients auxquel s 
touche c e travail, mentionnon s l'étud e de s chocs plans et du problèm e d e Riemann, le 
redressement d u front , l'étud e de s problèmes mixte s hyperbolique s caractéristique s et 
non caractéristiques , le s questions d e stabilit é et la condition d e Lopatinsk i uniforme , 
la stabilit é de s chocs, la stabilité de s chocs faibles, l'utilisation d u calcu l paradifféren -
tiel, l a nécessité d e travailler dan s de s espace s anisotrope s e t la notion d e régularité 
conormale, l'obtentio n d'estimation s L°° , le choix de s schéma s d e résolution, l'utili -
sation d e méthodes d e Nash-Moser. Avan t d e présenter le s résultats a u chapitre 2 , 
nous indiquon s ic i quelques point s d e repère e t références concernan t le s problème s 
mentionnés ci-dessus . Nou s espéron s qu'il s permettron t a u lecteu r d e mieu x situe r le 
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4 CHAPITRE 1. INTRODUCTION 

contexte d u présen t travail . Cett e présentatio n servir a auss i à motiver l'introductio n 
des différente s techniques . 

1.2.1. Choc s plans . Conditio n d'entropie . —  L'idé e d e dépar t pou r construir e 
des choc s multidimensionnel s es t d e perturbe r un e situatio n simpl e connue , cell e de s 
chocs plans. Dan s c e cas , la solution es t constitué e d e deu x état s constant s u~ et u+ 
séparés pa r u n hyperpla n v • x — c. Les équation s s e réduisent au x condition s d e sau t 
de Rankine-Hugonio t (1.1.4) . En particulier, e n dimensio n n = 1 , la condition s'écri t 

1.2.1 *[/o(ti)] 'Mu)} pour E = \xn = ax0) 

Cette équatio n qu i reli e u+,u~ e t a s'analys e aisément , a u moins lorsqu e [u] es t 
assez peti t (cf. [La] e t aussi par exemple [Se] , [Go-Ra] , [Hô2]) . E n notant Aj(u) := 
f'j(u), l'hypothès e d'hyperbolicit é impliqu e qu e le s valeur s propre s d e AQ1(U)AH(U) 

sont réelles . Si X(u) es t un e valeu r propr e simple , alor s au voisinage d e (u,u,a) ave c 
G = —X(u), i l existe un e variét é d e solutions (u~,u+,a) paramétré e pa r u~ et u n 
paramètre s G M assez peti t : 

'1.2.2Ì cc,;ù ùù u ,s) G A. U ,s). 

La théori e d e Lax ajoute au x conditions d e Rankine-Hugoniot de s condition s d'ad­
missibilité ou d'entropie. C e sont de s critères d'unicit é qu i éliminent le s solutions 
physiquement inacceptables . Ce s condition s apparaissen t auss i comm e de s condition s 
de stabilit é (voi r ci-dessous) . Selo n Lax, en notant X\(u) < <  XN(U) les valeurs 
propres d e la matrice A^1(w)An(w) , un e discontinuit é d e front {xn = GXQ) es t u n 
k-choc s i elle vérifi e 

(1.2.3; Xk-i < a < Xddk(u ) , Xk (u+) D< G < Àfc+i(w+ ) 
En particulier , pou r le s chocs , au contraire d e c e qu i s e passe pou r le s discontinuité s 
de contact , l e front es t non caractéristiqu e pou r chacu n de s deu x état s qu'i l sépare . 
Selon Lax , o n dit que la valeur propr e yk est vraiment non linéaire s i 

EfEJ rk(u) d• V„Afdc # 0 
où Tk(u) désigne u n vecteu r propr e d e AQl(u)An(u) associ é à la valeur propr e Xk(u), 
Dans c e cas , o n peu t normalise r ru de sorte qu e le membre d e gauch e d e (1.2.4) soi t 
égal à  1. L'analyse d e la courbe (1.2.2 ) associé e à  la valeur propr e montr e qu e 
G — q_+ \s 4 - 0(s2) alor s qu e Xk(u+) — Xu(u~) - h s + 0(s2) Le s condition s d e choc 
(1.2.3) son t équivalentes , pou r s assez petit , à 

1.2.5) s < 0. 
Par ailleurs , cett e conditio n es t auss i équivalente au x condition s d'entropi e définie s à 
l'aide d'entropie s strictemen t convexe s pou r l e système (cf. [La], [Se] , [Go-Ra]) . 

Cette analys e s'éten d pa r rotation de s axe s a u cas de s choc s plan s multidimen -
sionnels, comm e indiqu é a u paragraphe 2.2 . Pou r 77 = (771,... ,rjn) G  Mn, l'hypo-
thèse d'hyperbolicit é impliqu e qu e le s valeur s propre s d e ^ 7 >i r}jA0~1(u)Aj(u) son t 
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réelles. S i \ ( u , n ) es t un e valeu r propr e simple , alor s a u voisinag e d e d e ( u , u , v ) ave c 
LU) = ~ • •  • iKn)i i l existe un e variét é d e solution s ( u ~ , v ) de s conditions d e 
Rankine-Hugoniot (1.1.4) , paramétrée pa r u~ , ( y \ , . . . z/n ) et un paramètre s  £ M assez 
petit. L a notion d e valeu r propr e vraimen t no n linéair e s'éten d d e manièr e évidente . 
Les condition s d e cho c (1.2.3 ) e t d'entropie (1.2.5 ) s'étenden t immédiatemen t a u cas 
multidimensionnel. 

1.2.2. Exemple s d e résolutio n d u problèm e à  donnée s discontinue s 

On sai t résoudr e le problème (1.1.1 ) (1.1.5 ) dan s certains ca s très particuliers . Tou t 
d'abord, l e problème de Riemann concern e le problème d e Cauch y pou r (1.1.1 ) ave c 
des donnée s initiale s formée s d e deux état s constant s u+ et u~ séparés pa r u n fron t 
initial £ o Qui es t u n hyperplan. À  un e rotatio n prè s de s vecteur s d e base, la donnée 
initiale s'écri t don c 

(1.2.6) u0 X\ , . . . , xn x 
xx si xn > 0, 
u si xn < 0. 

I l es t naturel d e chercher un e solutio n indépendant e de s variable s ( x i , . . . ,#n-i ) e t 
le problèm e es t en fait monodimensionnel . Suivan t Lax , o n sait que , sou s certaine s 
hypothèses su r le s valeurs propres d u système e t s i u+ — u~ n'es t pa s trop grand , alor s 
il exist e un e solutio n s e présentant comm e l a juxtaposition d e N +  1  états constants , 
(UQ, . . . , U N ) , ave c uo = u~ et U N = u + , séparé s soi t pa r des onde s d e raréfaction, 
soit pa r de s sauts qu i son t o u bien de s chocs ou bien de s discontinuités d e contac t (cf. 
[La] o u [Se], [Go-Ra] , [Hô2 ] pa r exemple). Pou r l'unicit é d e cette solutio n parm i les 
solutions entropique s autosimilaires , voi r [He] . 

En dimensio n un , l a construction local e d e solutions régulière s d e problèmes hy-
perboliques es t grandemen t facilité e pa r le s méthode s d'intégratio n l e long se s carac -
téristiques. O n renvoie pa r exemple à  [Li ] pour de s exemple s d e mise e n œuvre de 
ces méthodes. Pou r l e problème (1.1.1 ) (1.1.5 ) e n dimensio n n = 1 , la solution local e 
se présente encor e comm e l a juxtaposition d e solution s régulière s (sau f e n 0  pour le s 
raréfactions) séparée s pa r de s front s qu i e n dimensio n u n sont de s courbe s issue s du 
point initia l d e discontinuité . 

En dimensio n supérieure , sou s certaines hypothèse s su r l e système, E. Harabetian a 
résolu le problème (1.1.1 ) (1.1.5 ) dan s un cadre de fonctions réelles analytiques ([Ha]) . 
Les solutions son t à nouveau formées d e juxtaposition d e fonctions régulière s séparée s 
par de s fronts . Mais , d e même qu e le théorème d e Cauchy-Kowalewsky n e demand e 
aucune hypothès e d'hyperbolicité , l e résultat d e [Ha] laiss e de côté tout e analys e de 
stabilité, à  l'opposé d u travai l d e A . Majda . 

Rappelons auss i qu'e n dimensio n un , on dispose d u théorème d e Glimm (cf. [Gl ] 
ou [Se] , [Hô2] ) qu i construi t de s solution s d u problème d e Cauchy pou r de s donnée s 
à variation s bornées , don c permettan t de s discontinuités . C e théorème a  donné lie u 
à d e nombreuses variante s e t extensions (cf. par exemple [BCP ] e t la bibliographi e 
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de [Se]) . Pa r contre, e n dimension supérieure , o n ne dispose d'aucu n analogu e et 
la constructio n d e solutions locale s pou r de s donnée s discontinue s es t un problème 
essentiellement ouvert . L a construction d'onde s d e chocs multidimensionnelle s par 
A. Majda ([Ma2] ) es t donc un e premièr e avancé e dan s c e problème, tou t comm e la 
construction d'onde s d e raréfaction par S . Alinhac ([Al]) . Mentionnon s qu e la questio n 
des discontinuité s d e contac t multidimensionnelle s es t u n problèm e encor e incompris , 
puisque donnan t lie u à des instabilité s forte s (cf. [Ar-Ma]). Le s onde s sonique s o u de 
gradient son t étudiée s dan s [Mél ] e t [Sab]. 

1.2.3. Redressemen t du front. —  Pou r le s problèmes à  frontière libre , le domain e 
de définitio n d e la solution es t inconnu . Cel a cré e de s difficultés dan s la mise e n plac e 
de schéma s itératif s e t dans l a comparaison d e solutions. Un e techniqu e standar d 
consiste à  ramener l e problème à  un domaine fixe,  pa r un changement d e variables 
qu'on pren d comm e inconnue . Cett e idé e s e retrouve pa r exemple dan s l'utilisatio n 
des transformation s d e l'hodograph e (cf. [Co-Fr], o u [Ma-Th]) . 

Pour le s solutions de (1.1.1 ) d e la forme (1.1.3) , on ramène le front E = {xn = (f)(y)} 
à u n fron t fixe  xn = 0 par u n changemen t d e variable s 

(1.2.71 y,xn) cx:ù {y,*(y,xn)) 

où 3>(2/,0 ) =  (/>(?/) . Le s domaine s Cl± sont transformé s e n Ù± : = {±#n > 0} . O n 
note u [resp. u^} les fonctions déduite s d e u [resp. 1 ^ ] par l e changement d e variable s 
(1.2.7). Alors , u est solutio n faibl e d e (1.1.1 ) s i et seulement s i u-+ et $ vérifien t 

1.2.8) 

^^;,^^$w< <x 
n- l 

j = 0 
¿<3 <cc^$;;;!! + M ( ï ï ± , ^ ) 9 N 2 ± =  0, sur ±  xn > 0 . 

n - l 

3=0 

n<<^$ !!w<bn h Un)] 0$, $ $n, sur xn = 0. 

On renvoi e a u §  2.3 pou r un e explicitatio n d e la matrice M . On construi t le s solution s 
dans le s variable s (y,xn) e t pour allége r l'écritur e o n oubli e dorénavan t le s ~. 

Insistons su r le fait qu e dan s (1.2.8) , le s inconnue s son t u± et O n notera qu e 
(1.2.8) es t sous-déterminé . C'es t normal , puisqu e la seule conditio n imposé e a u chan -
gement d e variable s (1.2.7 ) es t d e redresse r l e front E . Tout changemen t d e variable s 
qui préserv e {xn = 0} transforme un e solutio n d e (1.2.8 ) e n une autr e solution . Seul e 
la conditio n a u bord li e </> à Pou r clor e l e système o n doi t don c fixer  un e relatio n 
entre $ et (u, è), tell e qu e $ = 6 sur E . Dans [Mai l e t [Ma2], le choix d e Majd a es t 

1.2.9) *(2/,a?n) = xn + <thkk>(y). 

Ce choi x a  l'avantage d'êtr e simple , mai s s a pertinence repos e su r l'ellipticité e n <j> 
des condition s d e Rankine-Hugoniot allié e à l'estimation san s pert e de s trace s du e à 
la conditio n d e stabilité uniform e d e [Mal] (voi r §§1.2. 4 e t 1.2.1 1 ci-dessous) . Dan s 
le ca s de s choc s faibles , l'ellipticit é e t l'estimation de s trace s n e sont pa s uniforme s 
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comme on l'indique plu s loin (cf. [Mé2]) . L'utilisation d e (1.2.9 ) conduirai t don c à des 
pertes d e régularit é don t l e contrôle n e paraî t pa s clair . 

Le cas limite o ù le saut es t nul correspond au cas des ondes soniques. Les conditions 
au bor d s'écriven t alor s sou s la forme 

(1 .2 .10) [и] = 0 , dt(ß = X(u,dy>(j)) sur xn — 0. 

On a noté t — yo et y' = (2 /1, . . . , yn-i)> L'équatio n eikonal e ne fait qu e traduire l e fai t 
que l e front E  est une surfac e caractéristique . Pou r l'étud e de s onde s sonique s dan s 
[Mél] , $  es t fixé  en demandant qu e l a deuxième équatio n d e (1.2.10) soi t satisfait e 
partout, c'es t à  dire sur {xn > 0 } et sur {xn < 0} . Pou r traite r l e cas où le saut [u] es t 
petit, l'idé e et de faire u n choi x d e $ qu i redonn e le choix d e [Mél ] à  la limite e —> 0. 
Tout d'abord , e n suivant l'analys e d e Lax , o n voi t qu e pou r le s discontinuités faibles , 
les condition s de Rankine-Hugoniot son t équivalente s à  des équation s d e la forme 

1.2.11 R 'u+, u ,dy> (/>] ) = 0 , dt<l> = = X(u+,u ,d'y<t>). 

où 71 est un système d e N — 1 équation s e t X(u+ ,u~, 0 ) es t une extension d e la 
fonction X(u,0) (voi r [Se ] et §2.2). L'idé e es t d e déterminer $  e n résolvant la seconde 
équation d e (1.2.11 ) partou t e t non plus seulemen t su r {xn =  0} . Pou r cel a on choisi t 
un prolongemen t d e u+ [resp . u~] su r {xn < 0 } [resp. {xn > 0}] . De faço n précise, on 
complète le système (1.2.8 ) par 

(1.2.12) A * = A( xxcvu -hp ,u ggj sur xn > 0, 
dt$ = X {u -hp ,11hfvvnn sur xn < 0. 

où p+ [resp . p ] est détermin é pa r relèvemen t d e trace dans {xn > 0 } [resp. {xn < 0}] 
à parti r de s condition s 

(1.2.13 p£n=o=P|*n=o = M -

On noter a qu e l a trace d e u+ — p+ [resp . u~ +  p~] vau t u~ [resp . w+] s i bien que 
les trace s de s équation s d e (1.2.12) su r le bord {xn =  0 } se réduisent à  la seconde 
équation d e (1.2.11) . Il en résulte qu e la condition $ =  <fi sur {xn = 0 } est compatibl e 
aux équation s et est propagé e à partir de s donnée s initiales . 

1.2.4. Problème s au x limite s hyperboliques . Stabilit é de s chocs . —  L e pro -
blème (1.2.8 ) rentr e dan s la catégorie de s problème s au x limite s no n linéaire s hyper -
boliques. Le s méthode s standar d d e construction d e solutions régulière s son t basée s 
sur la linéarisation des équations et la mise en place de schémas itératifs d e résolution. 
Le poin t crucia l est l'obtention d'estimation s a  priori pour le s équations linéarisées. À 
la différenc e d e la dimension n = 1 , pour le s problèmes multidimensionnels , le s seules 
estimations générale s sont de s estimations d'énergi e d'abor d dan s des espaces L2 pui s 
dans de s espaces de Sobolev basé s su r L2. 
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8 CHAPITRE 1. INTRODUCTION 

a) Estimations 1?. Condition de Lopatinski uniforme. —  Considéron s pou r fixe r le s 
idées un problème mixt e hyperboliqu e symétriqu e linéaire , d e la forme 

(1.2.14) 
<<lL2([0,tM]xSR"-XS1))-

B(x)v =  g, 

V = V0, 

pour xn > 0 , t > 0, 
pour xn = 0 , t > 0, 
pour # n > 0 , £  = 0. 

Le ca s le plus simpl e es t celu i o ù les conditions au x limite s son t dissipatives (cf. [Frl] , 
[Fr2], [Fr-La2] , [La-Ph]) , c e qui veut dir e qu e l a matrice SAn est positive o u nulle 
sur l e noyau d e B, S(x) désignan t ic i le symétriseur. Dan s c e cas, quan d g = 0 , 
les estimation s L 2 s'obtiennent pa r de simples intégration s pa r parties, l'hypothès e 
de dissipativit é signifian t qu e le s terme s d e bord on t automatiquemen t l e bon signe . 
Dans l e cas strictement dissipatif c'est-à-dir e quan d SAn est définie positiv e su r le 
novau d e B< o n obtien t le s estimation s d e la forme 

lk(OllL2(Ry + ||^|iCn=o||L2([0,t]xR--1) < 
(1.2.15) 

C( | |VO| |L2(R») +  ||/IU 2([0,t]xR-) + IlL2([0,tM]xR"-1))-

On noter a qu e l a condition d e stricte dissipativit é nécessit e qu e la matrice An soi t 
inversible, c'est-à-dir e qu e le bord {xn = 0} soit no n caractéristique . 

Dans l e cas non dissipatif , o n dispos e d e la théorie d e Kreis s qu i concern e le s pro -
blèmes linéaire s à  coefficients C°° strictement hyperbolique s e t non caractéristiques . 
Kreiss montr e un e estimatio n analogu e à  (1.2.15) (voi r (1.2.17 ) ci-dessous) , sou s un e 
hypothèse dit e condition de Lopatinski uniforme ([Kr] , [Ral] , [Ch-Pi]) . L'analys e de 
Kreiss consist e à construire u n opérateu r S , qui possèd e de s propriété s d e symétrisa -
tion analogue s à celles de l'opérateur d e multiplication pa r l a matrice S(x) dans le cas 
des problème s strictemen t dissipatifs . O n commenc e pa r étudie r l e problème (1.2.14 ) 
dans le cas où les coefficient s son t constants . Pa r transformation d e Fourier-Laplace 
dans le s variable s y — (t,xi,... , # n _ i ) , o n obtien t u n problème au x limite s pou r un 
système différentie l ordinair e e n xn. La conditio n d e Lopatinski uniform e es t satisfait e 
quand c e système différentie l es t bie n posé , uniformément pa r rappor t au x fréquence s 
tangentielles. Sou s cett e hypothèse , o n construi t u n symétriseu r S(rj) qui es t u n mul -
tiplicateur d e Fourier-Laplace dans le s variables y. Dans le cas de coefficient s C°° , on 
fait cett e constructio n pou r chaqu e poin t x fixé,  pou r obteni r l e symbole d u symé-
triseur S(x,rj). O n quantifie c e symbol e e n opérateu r d e symétrisation S = S(x,Dy) 
via l'utilisatio n d u calcul pseudodifférentie l (cf. [Kr] [Ch-Pi]) . Pou r applique r ce s ré -
sultats au x problèmes no n linéaires , o n doit auss i considére r de s système s (1.2.14 ) 
dont le s coefficient s on t un e régularit é limitée . O n peut alor s adapte r l e calcul pseu -
dodifférentiel à  des symbole s à  régularité limité e comm e l' a fait A . M a j d a ( [Mal ] ) . 
On peu t auss i utilise r l e calcul paradifférentie l d e J.-M.Bon y ([Bo] ) o u un e variante , 
qui perme t d'obteni r (1.2.15 ) pou r de s coefficient s seulemen t lipschitzien s (cf. [Mok], 
[Mé3] [Mé4 ] e t §1.2.8 ci-dessous) . 
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b) Stabilité uniforme des chocs au sens de Majda. —  Pou r u n cho c pla n u± d e fron t 
xn = axo, l e linéaris é d e (1.2.8 ) es t 

1.2.16) 

( n - l 
WX???<<¨¨¨//§ [An(u+) -<TA0( [u+))dnv

+ = /+, xn>0, 
j=o 
n- l 

Aj(u )djv + {An(u ) -aA0(u ))dnv ghh=jj f , xn <0. 
j=o 

[(An(u) - o~A0(u))v] µµ 
n-l 

]dj(p[fj(u)] = g, 
j=o 

XXVN?.<< 

(cf. [Mal ] ) . C e problèm e au x limite s n'es t pa s tou t à  fait standar d à  cause d e l a pré -
sence d e l'inconnu e (p dans la condition au x limites . O n pourrai t d'ailleur s élimine r 
(p, pour trouve r de s condition s au x limite s différentielle s d u premie r ordre . Le s équa -
tions linéarisée s d e (1.2.8 ) autou r d'état s no n constant s (u , $) son t encor e d e la form e 
(1.2.16), mai s ave c de s coefficient s variable s dépendan t d e (w ,$ ) . 

En dimensio n n > 1 , la présence d e (p dans le s condition s au x limite s d e (1.2.16 ) 
fait qu'elle s n e son t pa s dissipatives . Cependant , comm e l' a montr é A . Majda ( [Mal] ) 
la théori e d e Kreis s s'éten d à ce type d e problèmes. Pou r l e problème d e transmissio n 
(1.2.16), le s condition s d e cho c d e La x (1.2.3 ) impliquen t d'un e par t qu e l e problèm e 
est no n caractéristique , i.e . 0  n'est pas valeur propr e d e A n ( w ± ) -  c r A 0 ( u ± ) , e t d'autr e 
part qu e l'on a  le bon nombr e d e conditions au x limites . L a conditio n d e stabilité uni­
forme des chocs d e Majda exprim e qu e le problème mixt e (1.2.16 ) vérifi e l a conditio n 
de Lopatinsk i uniforme . Dan s [Mal ] i l est montr é qu e ce s condition s son t satisfaite s 
par le s équation s d'Eule r d e la dynamique de s ga z pou r de s loi s d'éta t convexes , et 
sous certaine s hypothèse s su r l e nombr e d e Mac h pou r de s loi s générales . Le s condi -
tions d e stabilit é son t auss i satisfaite s pa r le s système s vraimen t no n linéaires , sou s 
des hypothèse s asse z générale s dè s qu e l e cho c es t asse z peti t e t vérifie le s condition s 
de La x (1.2.3 ) (cf. [Mé2], [Mé3]) . 

Pour l e systèm e (1.2.16) , l a conditio n d e stabilit é uniform e d e [Mal ] s e traduit pa r 
des estimation s d e l a form e 

(1.2.17; XX?¨¨ |L2 + 1^1 xn=o\\ 
¨¨¨V?.<Z Z<^^$ 

<c( 'W^WL' + WQWL* 

On a supposé qu e le s fonctions son t nulle s dan s l e passé. Les normes d e v± e t f ± son t 
calculées su r [0,T ] x  I R N _ 1 x {±xn > 0 } et celles d e (p, g et des trace s v^x _ 0 son t 
calculées su r [0,T ] x  En _ 1 . Cett e estimatio n es t l'exact e analogu e de s estimations d e 
Kreiss ([Kr ] e t auss i [Ch-Pi]) . O n y retrouve l'estimatio n L2 d e v+, v~ et d e leur trace . 
L'estimation d e ip dan s H1 résult e d e l'ellipticit é e n <p de s condition s au x limites . 

c) Estimations Hs. —  Pou r u n problèm e mixt e no n caractéristique , un e foi s obtenu e 
l'estimation L 2 , on estim e le s dérivée s tangentielle s e n dérivan t le s équations . Pui s 
on major e le s dérivée s normale s e n revenan t à  l'équation e t e n utilisan t l e fai t qu e la 
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matrice An es t inversible . O n obtien t ains i des estimations dan s les espaces de Sobole v 
Hs (cf. [Pe] , [Sar] , [Ta] , [Ch-Pi] , [Ma-Ra ] dan s l e cas linéaire) . Pou r le s équations 
non linéaire s o u dans l e cas d e coefficients à  régularité limitée , comm e dan s l e ca s 
du problèm e d e Cauchy hyperbolique , o n conjugu e cett e idé e général e à  l'utilisatio n 
d'estimations no n linéaire s d u type Gagliardo-Nirenber g e t inégalité d e Moser (cf. 
par exempl e [Ma3] , [Ma-Ra]) . Cett e méthod e s'appliqu e au x équation s linéarisée s de 
(1.2.8) autou r d e (u , $ ). Sou s l'hypothès e d e stabilit é uniforme , o n a des estimation s 
de la forme 

(1.2.18) 1 ^ \H* + Il v± |x„=ol 
-xn=o| |y| 

\H>+1 < C{ 
(T,u,Q) 

[Wf* \\H.+ \\9\\H.] 

où C ( T , ta , $) d e dépend qu e d e T < 1  et de la norme d e (u,d$) dan s Hs. Comm e 
dans (1.2.17 ) o n a supposé qu e v, <p, f e t g sont nulle s pou r t < 0 et que le s norme s 
sont évaluée s su r [0 , T] x W±. e t [0, T] x E n _ 1 . Ayan t obten u les bonnes estimation s su r 
les linéarisés , tou t l'obje t d u travail [Ma2 ] es t d e construir e localemen t e n temp s de s 
ondes de choc en résolvant u n schéma itératif d u type Picar d (voi r §  1.2.11 ci-dessous). 

1.2.5. Problème s au x limite s hyperbolique s caractéristiques . —  L'analys e 
ci-dessus utilis e fortemen t l e fait qu e le bord {xn = 0 } est non caractéristique . Pou r 
l'étude de s problèmes caractéristique s dissipatif s linéaires , o n renvoie pa r exempl e 
à [La-Ph ] quan d l a matrice d e bord (i.e . l a matrice An dan s (1.2.14) ) es t de rang 
constant a u voisinage du bord et à [Ra] quan d la matrice d e bord es t d e rang constan t 
seulement su r l e bord. L'analys e d e [Ra ] es t étendu e au x équation s no n linéaire s pa r 
O. Guès ([Gu]) . Pou r le s systèmes linéaires non dissipatifs , à coefficients C°° , l'analys e 
de Kreiss a été étendue à certains problèmes caractéristiques pa r A . Ma jda e t S . Oshe r 
([Ma-Os]). En particulier , il s font l a même hypothès e su r la matrice d e bor d qu e [La -
Ph]. 

Pour le s estimation s L 2 , une premièr e différenc e ave c le s problème s no n caracté -
ristiques es t qu e l'o n per d le contrôle L 2 des trace s de s composante s d e v qui corres -
pondent a u noya u d e la matrice d e bord . La majoration (1.2.15 ) n'es t plu s satisfaite . 
Dans l e meilleur de s cas , o n peu t estime r dan s le membre d e gauch e la norme L2 d e 
v à  l'intérieur e t la norme L2 d e la trace d e Anv su r le bord. 

En partan t d e l'estimation L 2 , on peu t estime r le s dérivée s tangente s e n dérivant 
les équation s ([Ma-Os] , [Sar] , [Ts]) . Pou r le s problèmes dissipatifs , J.Rauc h ([Ra] ) 
et O.Guè s ([Gu] ) on t complété cett e analys e e n montrant qu e l a bonne notio n de 
régularité à  l'intérieur es t cell e d e régularité conormale a u bord . Concrètement , cel a 
signifie qu e le s dérivées xndXn jouen t l e même rôl e qu e les dérivée tangente s dy. C'es t 
l'ajout de s dérivations xndn qu i permet d e réduire l'hypothès e su r la matrice d e bord. 

Une second e différenc e important e ave c le s problèmes no n caractéristiques, est 
qu'on n e peu t plu s utilise r l'équatio n pou r estime r le s dérivée s normale s à  partir de s 
dérivées tangentielles , puisqu e l a matrice An n'es t plu s inversible . O n trouvera dan s 
[Ma-Os] u n exemple montran t qu'i l n' y a pas e n général d'estimation s H8 pou r les 
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problèmes caractéristiques . Pou r estime r le s dérivée s normales , le principe es t l e sui-
vant. Pou r l e problème (1.2.14) , connaissant un e estimation de s dérivées tangentes (o u 
conormales) o n peut majore r Andnv. Pou r estime r le s composante s d e dnv qu i cor-
respondent a u noya u de A n , o n écri t qu'elle s vérifien t un e équatio n d e transpor t (voi r 
[Ra-Re], [Ra] , [Gu ] e t §1.2.6), don t l e terme sourc e contien t deu x dérivée s tangente s 
(ou conormales ) d e toute s le s composante s d e v. On estim e don c ce s composantes de 
dnv pa r propagation . O n itèr e c e procéd é pou r estime r le s dérivée s normale s d'ordr e 
supérieur. O n voit ains i s e dessiner  l a règle général e suivant e :  il faut deu x dérivée s 
tangentielles pou r estime r un e dérivé e normal e (cf. [Ma-Os] e t aussi [Ra-Re] , [Gu] , 
[Mé-Ra], [Al]) . Cel a condui t à  résoudre le s équations dan s de s espace s anisotrope s 
Ws d e fonction s u telles qu e 
(1.2.19) dy*d k

X n uenL 2 n pour le s a, k) e K1 x  N tels qu e a\ + 2k < 2s. 

ou 
e dNxddNn xNe dNxdNn xN pour le s {h a , k) e N x N n x N tels au e 3 + H +  2& < 2s. 

L'étude de s ondes d e raréfaction condui t à  des problèmes caractéristique s ([Al]) . Il 
en es t d e mêm e pou r le s ondes sonique s ( [Mél] , [Sab]) . Pou r le s chocs faibles , comm e 
l'équation limit e es t caractéristique, i l est alors nature l d e chercher de s estimation s 
uniformes e t des solution s dan s le s espace s d e typ e (1.2.19) . 

Ceci étant , o n doi t fair e fac e à une difficult é supplémentaire . Le s problème s son t à 
frontière libr e et la perte d e régularité de s traces, inévitable dan s le cas des problème s 
caractéristiques, s e répercute e n une perte d e régularité d u front Q, comme l'indiquen t 
les conditions d e transmission (1.2.10) . E n effet , cett e équatio n d e transport impliqu e 
que 6 a en généra l la même régularit é qu e le s traces d e u. 

1.2.6. Transpor t d u saut . Consistanc e d e l a notio n d e cho c faible . —  O n 
doit vérifie r qu e la notion d e cho c faible a bien u n sens , c'est-à-dire qu e s i l'amplitud e 
du cho c es t initialement d'ordr e e, ell e rest e d u même ordr e d e grandeur su r u n 
intervalle d e temps [0 , T] indépendan t d e e. Pour cela , on montre qu e le saut d e [u] 
vérifie un e équatio n de  transport . Pa r construction , dan s (1.2.8) , la matrice normal e 
M(u,d$) adme t l a valeur propr e /j,(u,d$) := dt$ — À(-u,c^<l>). Noton s l(u,d$) u n 
vecteur propr e à  gauche d e M(u, d$) : 

(1.2.20) l <<w^^$ ,,n u,d$) 9 (ti,d*) $<<vn, 

Alors, o n montr e qu e S ,, , ï ( u , d $ ) u , | vérifie un e équatio n d e transpor t d e la forme 

1.2.21) 
n - l 

ajdjS + bS " = 0 
j=0 

où le s a,j et b sont de s fonctions d e w = (u^x = 0 , ^ =0,dy(f)) o ù (j) — = 0 . 
L'analogue d e c e résultat pou r le s problèmes caractéristique s es t bie n connu . Dan s 

ce cas , fi = 0  dan s (1.2.20) . D'autr e part , le s conditions d e saut impliquen t que 
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12 CHAPITRE 1. INTRODUCTION 

[u] G  K e rM . L'équatio n (1.2.21 ) s'obtien t alor s e n appliquan t /  au x équations . C'es t 
la mêm e méthod e qu i condui t au x équation s d e transport pou r l-u et aux estimation s 
L°° d e u, ou encor e au x estimation s de s dérivée s normale s pou r le s problème s carac -
téristiques ([Gu]) . C'es t auss i cett e méthod e qu'o n trouv e dan s Courant-Hilber t pou r 
obtenir le s équations d e transport d u saut de s dérivée s dan s l e cas de s singularité s 
faibles ([Co-Hi] , voi r auss i [Ra-Re] , [Mé5 ] dan s le cas semilinéaire) . 

Dans l e cas de s chocs , comm e {xn =  0 } n'est pa s exactemen t caractéristique , la 
même méthod e introdui t de s terme s supplémentaires . À  partir de s équation s (1.2.8) , 
on évalu e le saut d e l(u, d$)£(u, d$ ) pou r trouve r 

1.2.22; MdnS] + ' 
3=0 

[l(u,(j))Aj(u)dju] = 0 . 

La théori e d e Lax (cf. (1.2.11)) impliqu e que , tan t qu e l'amplitud e d u saut d e u es t 
inférieure à  une valeu r en , on a 

bbn [S]U(w), ^:! ̂^ 
=m0,d4>) = [S] m-

où U et ft sont de s fonctions régulière s de leurs arguments . Il est alors clair qu e (1.2.22 ) 
implique un e équatio n d e la forme (1.2.21) . Cett e équatio n d e transport , montr e qu e 
S(t) = O(S(0)) et donc qu e S(t) rest e d e taille e sur un intervalle d e taille 0 ( 1 ) s i 
5(0) =  0(e), pourvu qu e l a solution exist e e t admette de s trace s asse z régulières , 
uniformément bornées . 

1.2.7. Estimation s a  priori pou r le s chocs faibles . —  Quan d l e sau t d e u tend 
vers 0, l'analyse d e Lax montr e qu e pour u n fc-choc plan de front xn = CJXQ, \k(u+) — a 
et \k(u~) — a tendent ver s 0 . Il en résulte qu e les matrices d e bord A ^ u ^ ) — (TAQ(U±) 

dans l e linéarisé (1.2.16 ) on t des valeur s propre s Xk(u±) — a qu i tenden t ver s 0 . L e 
problème mixt e (1.2.16 ) ten d à  devenir caractéristique . E n outre, comm e l e montr e 
l'équation limit e (1.2.10) , l'ellipticit é e n </? des condition s au x limites disparaî t ell e 
aussi. Il en résult e qu'i l n'exist e pa s d'estimatio n (1.2.17 ) uniform e lorsqu e e = |  [u] | 
tend vers 0. Cett e pert e d e stabilité es t analysée dans [Mé2 ] :  sous certaines hypothèse s 
qui seron t rappelée s a u chapitr e 2 , les solution s d e (1.2.16) vérifien t 

(1.2.23; 
11**1 xxvn V i l |u-+| \xn=01 II» + <<w$ <p\ ¿2 + s $^^cv 

< Ci II^IU» + I 
VE y u » ; 

Ces estimation s précisen t commen t o n per d le contrôle de s trace s e t du fron t lorsqu e 
e ten d ver s 0 . Cec i expliqu e pourquo i dan s le s estimations a  prior i d e Majda les 
constantes explosen t quan d s tend ver s zér o et pourquoi la solution es t construit e su r 
un intervall e d e temp s qu i ten d ver s zér o ave c e. 

Le poin t fondamenta l dan s l a construction de s choc s faible s es t l'obtention d'es -
timations a  priori indépendante s d e la force d u choc, e. La première étap e es t l'es-
timation L2 (1.2.23 ) pou r l e système linéarisé . Le s estimations su r les traces e t <p 

ASTÉRISQUE 26 8 
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s'abîment quan d e tend ver s zéro, mais o n a des estimations uniforme s pou r l a norme 
L2 à  l'intérieur . Cec i es t conform e à  notre attent e d e trouver à  la limite le s estima -
tions L 2 du problème d'onde s sonique s ( [Mél] ) . L a partie l a plus important e d e c e 
travail es t l'obtention d'estimation s a  prior i pou r le s dérivées. Comm e l e problèm e 
limite es t caractéristique, o n distingue l a régularité tangentiell e o u conormale e t la 
régularité normal e comm e indiqu é plu s haut a u §  1.2.5 e t on travaille dan s des espaces 
anisotropes d u styl e (1.2.19) . 

Nous renvoyon s a u chapitre 3  pour u n énoncé préci s de s estimation s a  priori qu e 
nous obtenons. Nous nous contentons d'indique r ic i où se trouve la principale difficult é 
de l a démonstration. Comm e indiqu é plu s haut , o n veut travaille r dan s de s espace s 
Ws d u typ e (1.2.19) , e n estimant d'abor d le s régularités tangentielle s o u conormales . 
Pour obteni r de s majoration s de s dérivée s normales , on suit l a même démarch e qu e 
pour le s problèmes caractéristiques . Ayan t estim é le s dérivées tangentes , on dédui t de 
l'équation un e majoration d e Mdnv. Rappelon s qu e M  n' a qu'un e seul e valeur propr e 
petite, d e taille 0(e). Comm e e n (1.2.20) , on note / un vecteur propr e à gauche de A i . 
I l suffi t don c d'estime r l • dnv. Comm e a u §  1.2.6, on établi t un e équatio n d e transpor t 
pour /  •  dnv, don t l e terme sourc e contien t de s dérivée s seconde s tangentielle s d e v, 
comme pou r le s problèmes caractéristiques . O n procède d e façon similair e pou r les 
dérivées d'ordr e supérieur . 

Le poin t centra l es t don c d'obteni r un e estimatio n uniform e d e la régularité tan -
gentielle (o u conormale) . L a méthode direct e consisterai t à  dériver tangentiellemen t 
les équation s (1.2.8 ) e t (1.2.12) , c e qui fai t apparaîtr e l e linéarisé de s équations . La 
nature hyperboliqu e d u linéaris é total de s équation s n e s e voit qu'e n introduisan t le s 
bonnes inconnues comm e dan s [Al] . En notant ù, $  et c le s variation s d e u, $ etc , la 
linéarisation de s éauation s (1.2.8) d e la forme C(u.d$) — f s'écri t 

(1.2.24) / = (u,d$)v + Bv + dnf 
vvbn 

avec v := ù -
jk dnu 

,,bnj 

où L(u,d$) es t hyperbolique e t où B es t un opérateur d e multiplication pa r un e 
matrice. L a dérivation d e (1.2.8) condui t don c à  de s équation s d e la forme (1.2.24 ) 
pour le s dérivées tangente s ù = dyu, <I > = dy$. Pou r estime r 2s dérivées d e u, on 
dérive 2 5 — 1 fois les équations (1.2.24 ) satisfaite s pa r dyu. Mais comm e le s coefficient s 
dépendent de s dérivée s normale s dnu et <9n$, les commutateurs fon t apparaîtr e de s 
dérivées <92s_1<9n(̂ , $ ), qu i ne sont pa s contrôlées pa r l a norme d e (u, $) dans l'espace 
Ws. O n n e peu t don c pa s conclur e pa r u n argumen t classiqu e d e bootstrap . C'es t là 
que s e trouve l a difficult é principal e d u problème abord é dan s ce t article. Pou r l a 
contourner, nou s reprenons la méthode d e paralinéarisation utilisé e dan s [Mél ] e t qui 
s'inspire de s idée s d e J.-M.Bon y e t Y.Meyer ([Bo] , [Mey] , voi r auss i [Hô2]) . 

1.2.8. Utilisatio n d u calcu l paradifférentiel . —  Rappelon s brièvemen t l e prin-
cipe du calcul paradifférentiel e t commen t i l permet d e contourner l e manque apparen t 
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de régularité qu'o n a signalé a u §  1.2.7. O n renvoi e à [Bo], [Mey] , [Hô2 ] pou r de s énon-
cés et estimations précise s e t au chapitr e 7  pour u n rappe l préci s de s résultat s de 
[Mél] . D'un e part , pa r un e analys e fréquen t ielle, on décompos e l e produi t au en troi s 
termes 

au = Tau + Tua + R(a,u), 

où Tau a  la régularit é d e u que l qu e soi t a G Loo, Tua a  la régularité d e a quel qu e 
soit u G L°° et R(a, u) es t plu s régulie r qu e a et u. Cette règl e s'éten d au x fonction s 
non linéaire s d e u sous la form e 
1.2.25 /(«) = ww<;;:^$$$ 

où R(u) est plu s régulie r qu e u et l e paraprodui t T es t comm e a u dessus . 
Le deuxièm e ingrédien t d e l a méthod e es t u n théorèm e d e commutatio n 
(1.2.26) d(Tau) = Ta(du)+r 
ou r a  la mêm e régularit é qu e u, quelque soi t a hpschitzien. O n e n dédui t qu e pou r u 
de régularit é s et |a | <  s + 1 , daTau — Tad

au es t d e régularit é s — |a|, dè s qu e a est 
hpschitzien. C e calcu l s'éten d e n u n calcu l symboliqu e complet . 
En compilan t le s propriétés (1.2.25 ) e t (1.2.26) , on paralinéarise l'équatio n £(u, d$) = 
0. O n obtien t alor s un e équatio n d e l a form e 

n 

L / 
j=0 

TAj{u,d® djU + TBu-
n 

j=Q 
Tcj\ 

vvw<^$^^^:: 

avec / a u moin s auss i régulie r qu e ( î/, $ ). E n outre , l e symbol e 
n 

j=0 

hj u,d$) Çjù + n 

3=0 

C3l !!;^^$ffhh 

est exactemen t l e symbol e d u linéaris é comple t d e l'équation . Comm e e n (1.2.24) , il 
est don c d e l a form e 

n 

L / 
3=0 

^ AAu,d$) Ej ù — dnu 
oj n, 4 1 

I l es t alor s nature l d'introduir e un e «  bonne inconnu e »  et , grâc e à  (1.2.26) , o n voi t 
que 

(1.2.27; TLv := 
n 

3=0 

,jjj (u,d̂ ) fyv + TB v = /, avec v := ù — Tenu/dn*&-

avec /  a u moin s auss i régulie r qu e (u, <È>). 
L'avantage d e cett e écritur e es t immédiat . S i on dériv e l'équatio n (1.2.27) , l a règl e 

(1.2.26) impliqu e qu e 
TLd

av = daf + ca 

où ca a  la même régularit é qu e v, dè s qu e (u,d$) son t lipschitziens . Le s équation s 
(1.2.12) pou r $  son t d e simple s équation s d e transpor t e t n e posen t pa s d e problème . 
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Pour s assez grand, on contrôle donc la régularité d'ordre s de (u, $) par une régularit é 
d'ordre inférieur . O n voi t alor s commen t conclur e pa r u n argumen t habitue l d u typ e 
« lemme d e Gronwall » , o u espace  à poids o u encor e temp s petit . 

L'écriture paradifférentiell e (1.2.27 ) découpl e complètemen t le s régularités (limi -
tées) nécessaire s au calcul symboliqu e (hyperbolicité , commutations ) e t la régularité 
(qu'on veu t grande ) d e u. Cette techniqu e a  été introduit e pa r J.-M.Bon y pou r étu -
dier l a propagation de la régularité microlocale des solutions d'équations no n linéaire s 
([Bo], voi r auss i [Hô2]) . Pou r l'étud e de s chocs, elle remplace avantageusemen t l e cal-
cul pseudodifférentie l à  symbole H8 utilisé dan s [Mal ] e n améliorant le s estimation s 
et e n cernan t le s régularités minimale s (cf. [Mok], [Mét3] , [Mét4]) . 

Cependant, l a mise en œuvre de cette stratégie pose quelques difficultés. Comme o n 
est en présence d'un problèm e au x limites , on pense d'abord à utiliser u n calcu l para -
différentiel tangentie l o u conorma l pa r rappor t a u bord. Mai s u n te l calcu l commut e 
mal au x dérivation s normales , les restes ne régularisent pa s du tout dan s les variable s 
normales e t c'est précisémen t dan s ce s variable s qu e le fait d'avoi r u n bord presqu e 
caractéristique indui t l e plus d e pertes. O n sera don c amen é à  combine r c e calcul 
conormal à une autr e quantificatio n déj à utilisé e dan s [Mél] . O n renvoie a u § 7 pour 
un rappel détaill é de s propriétés d e ces calculs paradifférentiels . Leu r rôl e essentiel est 
de régle r le s problème s d e commutations ave c le s dérivée s conormale s a u bord et , à 
partir d e l'estimatio n L2 (1.2.23) , ils nous permettron t d'obteni r de s estimations de s 
dérivées conormale s de s solutions . 

1.2.9. Donnée s initiales . Condition s d e compatibilité . —  O n s'intéress e prin -
cipalement a u problèm e d e Cauchy pou r l e problème (1.1.1 ) (1.1.5) . On se donne un 
changement d e variables initia l (1.2.7 ) qu i redresse la surface initiale. O n obtien t alor s 
des données initiale s pou r l e problème (1.2.8 ) (1.2.12 ) 

(1.2.28) ( u o S * * ) su r ±xn > 0, avec [*o] =  0. 
Comme e n général pour le s problèmes mixtes, pour de s données arbitraires on ne peu t 
pas espére r trouve r d e solution s régulière s su r le s demis-plans {±xn > 0} . Rappelon s 
la problématiqu e générale . Considéron s u n problèm e mixt e d e la forme 

(1.2.29) 
dtu +  Y] Ai (u)djU = 0, 
B(u) =  0, 
u — u0l 

pour xn > 0, t > 0, 
pour xn = 0 , t > 0, 
pour xn > 0, t = 0. 

Supposons qu e la donnée initial e uo est asse z régulièr e et que u est un e solutio n ell e 
aussi régulière . L'équatio n détermin e d e manière uniqu e l e développement d e Taylor 
^ V U J d e u en t =  0  en fonction d e UQ e t de ses dérivées . Cel a détermin e don c le 
développement d e Taylor de u\Xn=Q e t de B(u)\Xn=0. O n doi t don c avoir , a u sen s des 
développements d e Taylor : 

(1.2.30) 6o = 6i = • • • = 0 si <X W<?. 
\xn=0 

<P¨£ 
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On laiss e de côt é ic i toute discussio n précise des ordres de régularité et des ordres des 
développements d e Taylor, le s règles d e calcul e t les théorème s d e trace dépendan t 
des espaces dan s lesquel s o n travaille . 

Réciproquement, i l est connu que , pou r u n bon problème mixt e hyperbolique , 
lorsque les conditions de compatibilité (1.2.30 ) son t satisfaites , on peut construir e des 
solutions régulière s a u problèm e mixt e (cf. [Ch-Pi] , [Ma-Ra]) . Pou r clor e l'analyse , il 
reste à expliciter le s condition s (1.2.30 ) e t à construire des données compatibles. O n 
voit qu e bj es t une expression non linéaire Bj de UQ et de ses dérivées d'ordre inférieu r 
ou éga l à  j . Les condition s d e compatibilit é s'écriven t alor s 
1.2.31 vn, {dau0)\Xn=o; M <j) =0. 

Par exemple , la première conditio n d e compatibilit é es t simplemen t 
(1.2.32 B(uo\Xn=o) = 0. 
Si o n not e N' < N le nombre d e condition s au x limites , (1.2.32 ) signifi e qu e la trace 
de UQ su r l'arête xn — 0 prend se s valeur s dan s un e variét é d e dimension N — N'. 
Plus généralement , pa r récurrence su r j , (1.2.31 ) apparaî t comm e un e conditio n su r 
la trac e (dinUo)\Xn=0. O n détermine ains i le s développements d e Taylor e n xn — 0 
des données initiales UQ vérifiant le s conditions d e compatibilité (1.2.31) . O n construi t 
alors le s donnée s compatible s e n relevan t le s traces de ces développements d e Taylor 
compatibles e t en ajoutan t un e fonctio n suffisammen t plat e e n xn. 

Cette démarch e général e es t reprise dan s [Ma2 ] pou r l a construction d e données 
initiales pou r le s chocs , dan s [Al ] pou r le s onde s de raréfaction, dan s [Mél ] pou r les 
ondes soniques. Pour l e problème (1.2.8)(1.2.12) , l'analyse es t menée au chapitre 6. Les 
calculs sont très voisins de ceux d e Majda , à  ceci près que nos équations (1.2.12 ) pou r 
$ diffèren t d u choi x (1.2.9 ) fai t dan s [Ma2] . La difficult é supplémentair e es t qu'i l fau t 
construire de s familles d e données initiales , vérifian t de s estimation s uniformes . Par 
exemple, pou r de s donnée s initiale s (1.2.28) , l a première conditio n d e compatibilité 
analogue à (1.2.32) s'explicit e simplemen t sou s la forme :  il existe 6\ tel que 

(1.2.33) 0i I 
,<<*$ 

+ 
n- l 

^^* 
dj<fo [fj(uo)\ ^^n* [ / n W ] sur xn = 0, 

où 0 o =  $o"|*n= o =  \xn=o- Cel a veu t dir e qu e pour tou t y' = (yu..., yn-i), 
uo(y'i 0) e ^ ̂ ô(y'10) sont sur la même courbe de Hugoniot associé e à la direction d'y4>Q. 
On retrouv e là un résulta t bie n conn u dan s le cas du problèm e d e Rieman n :  comme 
on l'a rappelé plu s haut , l a solution d u problèm e d e Rieman n es t l a juxtaposition de 
N ondes . Pou r qu'ell e n e présente qu'u n seu l choc , on doit choisi r le s état s initiau x 
(u~,u+) sur un e mêm e courb e d e Hugonio t (cf. [La] , [Se] , [Go-Ra] , [Hô2]) . 

1 .2 .10. Solution s approchées . Problème s d e prolongement. —  Pou r résoudr e 
le problèm e mixte , un e méthod e classiqu e consist e à construire d'abor d de s solution s 
approchées (cf. [Ch-Pi] , [Ma l ] , [Al] , [Mél] ) . Pou r u n problème (1.2.29) , on construit 
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le développemen t d e Taylor ^ P U J à  partir d e uo et une solutio n approché e uapp en 
relevant le s trace s Uj. L'équatio n es t vérifiée a u sens de s développement s d e Taylor 
en t = 0 . Les condition s d e compatibilités (1.2.30 ) impliquen t qu e l a condition aux 
limites es t satisfait e a u sen s de s développement s d e Taylor en t = 0. 

On cherch e alor s la solution u sou s la forme 

(1.2.34) u = Uapp "T " ^ 5 vt<o = 0. 

L'équation pou r v est un problème au x limites , ave c donnée s dan s l e passé { t < 0}. 
I l s'agi t d'u n problèm e d e prolongement. E n particulier, dan s l e cas linéaire , o n a 
à résoudr e u n problème su r ]  — oo,T], qu'o n peu t étudie r dan s de s espace s à  poid s 
e~j t ave c 7  arbitrairemen t gran d (cf. [Ch-Pi]) . Pou r le s problème s no n linéaires , le 
principe rest e l e même ([Gu] , [Mal ] , [Al] , [Mel] ) . O n renvoie a u chapitre 6  pour la 
mise e n œuvr e d e cett e idé e dan s le cadre d u problèm e (1.2.8 ) (1.2.12) , qu i abouti t à 
la constructio n d e famil les de solutions approchées (u£app,$£app) ave c e « |  [u£app] |. 

1 . 2 . 1 1 . Schéma s itératifs . Méthod e d e Nash-Moser . —  Pou r résoudr e les pro-
blèmes no n linéaire s o n utilise de s méthode s itératives . L a plus simpl e es t celle de s 
itérations d e Picard . C'es t ell e qu'o n utilis e pou r l a construction de s solutions locale s 
régulières d u problème d e Cauchy quasi-linéair e hyperboliqu e (cf. par exempl e [Gâ] , 
[Ma3]). C'es t ell e aussi qu'utilise A . M a j d a [Ma2 ] pou r la construction de s chocs. L'es -
sence d e la méthode es t la suivante. Considéron s u n problème d e la forme (1.2.29 ) 
avec de s condition s au x limites linéaire s pou r simplifier . Ayan t construi t un e solu-
tion approché e uapp, on cherche la solution sou s la forme u = uapp + v. On écrit les 
équations pou r v sou s la forme 

(1.2.35 
A ( v ) d v = / , 
B v = 0, 
v = 0, 

pour xn > 0, 
pour xn = 0, 
pour xn > 0 , t < 0. 

Alors le schéma d e résolutio n es t d e la forme 

1 o 
A(vv)dvv+1 = / , 
Bvu+1 =  0, 
Vv+l = 0, 

pour xn > 0, 
pour xn = 0, 
pour xn > 0 , t < 0. 

Pour qu e c e schéma fonctionne, i l faut qu e les équations (1.2.36 ) soien t bie n posée s et 
que l'o n puiss e trouve r l a solution v^+ i dan s l e même espac e qu e celu i où viven t les 
coefficients vv. 

Pour l e problèm e (1.2.8 ) (1.2.9) , o n voit don c qu e la pertinenc e d u schéma de 
Picard utilis é dan s [Ma2 ] es t intimemen t lié e à la validité de s estimation s maximale s 
(1.2.18). E n particulier, i l est crucial qu e d& ai t la même régularit é qu e v,  c e qu i 
est assur é pa r le choix (1.2.9) , l a régularité de s trace s d e u e t l'ellipticité e n y des 
conditions d e Rankine-Hugoniot. 
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Pour l e problème (1.2.8 ) (1.2.12) , $  a  la même régularit é qu e u. Il en résulte qu e 
l'équation linéarisé e (1.2.24 ) indui t un e pert e d e régularité de s coefficient s (u, $) ver s 
la solutio n ù. On rencontre l e même problèm e dan s l'étud e de s onde s d e raréfaction 
([Al]). Cec i étant , l a perte d e régularit é es t fixe , et dans c e cas , on sai t qu'o n peu t se 
tourner ver s de s schéma s de typ e Nash-Mose r (cf. [Na], [Mos] , [Hôl] , [Al-Gé]) . C'es t 
la méthod e suivi e pa r S. Alinhac pou r l a construction d'onde s d e raréfaction ([Al]) . 
Pour construir e à e fixé de s solution s d e (1.2.8) (1.2.12) , nou s somme s don c amené s 
à mettr e e n plac e a u chapitr e 1 0 u n schém a d e typ e Nash-Moser . Rappelon s l e point 
de dépar t d e la méthode. Écrivan t l'équatio n sou s la forme C(u, $) =  0 , le schéma 
itératif es t d e la forme 

1.2.37; xv Suuu,Sv$v) xx;:^^$wwbn,,:jgg ztyuu = -C(uv,$v) 

où C désign e le linéarisé de C et Su des opérateurs de régularisation. S i on fait Su = Id , 
on es t en présence d u schéma classiqu e d e Newton. L'intérê t de s régularisation s est 
d'effacer l a perte d e régularité du linéarisé qui ne joue donc plus dans la définition de la 
suite (vu,Qv) Quan t à  la convergence, o n doi t vérifie r qu e l'o n peu t choisi r Sv —v Id , 
grâce a u caractèr e quadratiqu e de s erreurs d u schém a d e Newton . O n renvoi e à [Hôl] 
ou [Al-Gé ] pou r un e descriptio n détaillé e d e la méthode d e Nash-Moser e t au chapitr e 
10 pou r s a mise e n plac e dan s notr e problème . 

1.3. Exemple s 

1.3.1. Interactio n d'un e ond e e t d'u n cho c pla n faible . —  O n considère 
un cho c pla n u d e front xn = axo. C'es t un e solution (u^.v) (1.1.2 ) ave c y_ — 
(—cr,0,... , 0 , 1 ) . O n le suppose détermin é pa r la construction d e Lax, associé à  une 
valeur propr e vraimen t no n linéaire . O n not e e — |  [u\ | son amplitud e supposé e asse z 
petite. Pou r fixe r le s idée s o n supposer a qu e m+ = 0. 

On considèr e dan s le passé {xo < 0} une onde , i.e. une solutio n v de (1.1.1) don t 
le suppor t es t situé dan s l e demi pla n {xn > axo} et on suppose qu e xo = 0 es t 
le premie r instan t o ù le support d e v touch e l e front d u choc. O n peut pa r exemple 
construire v comm e solutio n régulièr e d e (1.1.1 ) e t raisonner su r les supports par 
vitesse fin e d e propagation . Alor s 

1.3.1) u — u su r xn < axo, 
u = v su r xn > axo, 

est un e solution faibl e d e (1.1.1) . S a trace e n x0 = 0  vérifie d e façon évident e les 
conditions d e compatibilité s e t nos résultats montren t don c qu e u se prolonge e n un e 
solution su r u n intervall e d e temps indépendant de e. Cette solutio n présent e u n cho c 
faible d e fron t xn — 3>(#o, • • •  > #n-i)« 

Pour e > 0 fixé, c'est un e conséquenc e d e [Ma2] . Notr e contributio n es t d e montre r 
que le prolongement exist e sur un intervalle de temps indépendant d e e. Au paragraph e 
2.5, o n reviendr a su r ce t exempl e dan s le s variable s redressées . 
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1.3.2. Équation s d'Euler . —  Le s résultat s d e cet article s'appliquen t au x équa -
tions d'Eule r d e la dynamique de s gaz . Rappelon s l'écritur e d u systèm e : 

1.3.2) 
dtu +  div(pi; ) =  0, 
dt(pvj) + div(pvjv) +  djP =  0 pour 1  < j < 3, 
dt(pE) +  div( pEv + Pv))= 0 . 

Comme d'habitud e p désign e l a densité, P l a pression, v = (v1, , t;2, i> 3 ) l a vitesse et 
E = e + \\v\2 es t l a densité d'énergi e totale . Le s quantité s p, P et e sont reliée s par 
une lo i d'état , vérifian t l e second princip e 

1.3.3: de = TdS + 
P 

dp. 
p2 

On prendr a comm e inconnue s u := (p, v, S) et alors P e t e sont de s fonctions donnée s 
P(p,S),e(p,S). 

Pour le s solution s régulières, (1.3.2 ) équivau t à 

1.3.4) 
dtu + div(pv) = 0 , 
pdtVj + pv •  gradi^ +  djP <w,;:: pour 1 <  j < 3, 
dtS + v- grad S =  0. 

Le systèm e isentropiqu e s'écri t 

1.3.5) dtu +  div(pv) =  0, 
dt(pvj) -h div(pVjv) H- djP — 0 pour 1  < j < 3, 

où P es t maintenan t un e fonctio n d e p seul. O n pren d P = P(p, So) pou r un e valeu r 
fixée So de l'entropie. I l est alor s clai r qu e le s solution s régulières de (1.3.5) son t les 
solutions régulière s d e (1.3.4 ) d'entropi e constant e S = So. I l n'en n'es t pa s d e mêm e 
pour le s solutions faibles . En particulier, pou r le s chocs , o n noter a qu e le s condition s 
de Rankine-Hugonio t pou r (1.3.5 ) n'impliquen t pa s celles d e (1.3.2) . Pa r exemple , le s 
fronts diffèrent . 

Ces système s nou s serven t d e modèles, e n particulie r pou r énonce r le s hypothèse s 
de structur e a u paragraphe 2.1 . L'hyperbolicit é es t satisfaite pou r de s lois d'éta t 
p i-> P (p, S) convexes . O n sait alor s ( [Mal] ) qu e le s choc s vérifian t le s condition s de 
Lax (1.1.3 ) son t uniformémen t stable s et que l'o n a  les estimations uniforme s d e typ e 
(1.1.6) ([Mé2]) . 

Au chapitr e 12 , on construira de s données compatible s pou r ce s systèmes. O n peu t 
aussi appliquer l a construction d e l'exemple A ) ci dessus. O n e n dédui t l'existenc e de 
chocs faible s pou r ce s système s su r des domaine s indépendan t d e la force d u choc, 
pourvu qu'ell e soi t asse z petite . 

On peu t auss i compare r le s chocs faible s d e (1.3.2 ) e t (1.3.5) . Pou r de s chocs 
plans d e front d e la forme #3 = ot et pou r un e valeu r u~ — uo fixée,  l'analys e de s 
conditions d e Rankine-Hugoniot montr e qu e le s états u+{s) et les vitesses d e front 
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20 CHAPITRE 1. INTRODUCTION 

a (e) entropiques e t isentropique s vérifien t 
[1.3.6) uent utse ~ 0(e3), °~ent &ise — Oie2). 

Pour compare r le s chocs courbes, il faut d'un e par t s e placer dan s les variables redres-
sées e t d'autr e par t construir e de s donnée s compatible s entropique s e t isentropique s 
proches les unes de s autres. Cel a ser a fait a u chapitr e 12 . O n peu t pa r exempl e adap -
ter l a construction d e l'exempl e A) . E n s e basan t su r le s estimation s uniformes , o n 
peut alor s compare r le s solution s entropique s e t isentropiques . O n montrer a qu e 
1.3.7) Uent U>ise — 0(£3/2), *&ent — d) . — ^ise — 0(e^2). 

On a  réintrodui t l a notation u pou r rappele r qu e l a comparaison a  lie u dan s le s 
variables redressées . Cett e approximatio n es t moin s bonn e qu e (1.3.6) . L e facteur 
£3/2 n'es t peut-êtr e pa s optimal . C e son t le s variations tangentielle s d u fron t qu i son t 
absentes pou r (1.3.6) , qu i son t l a sourc e d e l a pert e d'approximation . O n renvoi e a u 
paragraphe 2. 9 pou r u n énonc é précis . 

1.4. Pla n d e l'articl e 

Au chapitr e 2 , on donn e un e définitio n précis e d e l a notion d e famill e d e choc s 
faibles et o n énonce les résultats principaux. Le s définitions e t le s énoncés sont donné s 
à l a fois dans les coordonnées initiales e t dan s les coordonnées ou le front es t redressé . 
On donn e auss i des versions locale s e t de s versions globales . 

La méthod e d e l a preuv e e t le s résultats intermédiaire s son t présenté s a u chapitr e 
3. Le s chapitre s 4  et 5 contiennent quelque s estimation s no n linéaire s préliminaire s 
et l a définition de s opérateur s d e relèvemen t d e trace s utilisé s pou r défini r p± dan s 
fl.2.12) (1.2.13). 

La première étape du travail est la construction au chapitre 6 de familles de données 
initiales compatibles , pui s d e famille s d e solution s approchée s (cf. § 1.2.9). 

Le poin t centra l es t ensuit e l'obtentio n d'estimation s a  priori uniformes . O n pré -
sente d'abord ( § 7) l e calcul paradifférentie l nécessair e à notre démonstratio n de s esti -
mations conormale s (§8) . O n démontr e ensuit e le s estimations L° ° e t le s estimation s 
du saut , c e qu i perme t d e conclur e l a démonstratio n de s estimations uniforme s (§9) . 

On peu t alor s procéde r à  la construction d e choc s faibles . Pou r e fixé, à  parti r 
d'une solutio n approchée , on construi t a u §  10 une solutio n sur u n intervall e d e temp s 
dépendant d e e. A u §  11 o n montr e qu'ell e a la régularit é voulue . Alors , l'estimatio n 
a prior i uniform e e n e permet d'itére r l a constructio n e t d e prolonge r l a solutio n su r 
un intervall e d e temp s indépendan t d e e. 

Au chapitr e 12 , o n appliqu e no s résultat s au x équation s d'Eule r de s fluide s com -
pressibles, entropique s e t isentropiques, e t nous comparon s le s choc s faible s d e ce s 
deux systèmes . 

ASTÉRISQUE 26 8 



CHAPITRE 2 

RÉSULTATS PRINCIPAU X 

Dans c e chapitre, nou s énonçons d'abor d le s hypothèses qu e nous faisons sur le sys-
tème. Nou s analyson s le s condition s d e Rankine-Hugoniot e t donnons un e définitio n 
précise de la notion de famille d e chocs faibles. Nous introduisons l e changement d e va-
riables qu i redresse les fronts de s chocs et énonçons les principaux résultat s :  existence 
de donnée s initiale s compatibles , existenc e d e familles d e chocs faibles , convergenc e 
des choc s faible s ver s un e ond e sonique , applicatio n au x équatio n d'Euler . 

2.1. L e systèm e 

Dans I n+l on considèr e le système N x N de loi s d e conservatio n : 

(2.1.V 
n 

3=0 
fli/i(tO =  o . 

Les flux  fj son t de s fonctions C°° d'un voisinag e ouver t U de u G RN, à valeurs dan s 
RN. O n supposera qu e u = 0 . On note x = (xo,xi,... ,xn) l a variable d e En+1 et 
dj = d/dXj. O n note Aj(u) — f'j(u) l a matrice jacobienn e d e fj e t on suppose le 
système hyperboliqu e symétriqu e dan s la direction d u temp s t = x0 (cf. [Prl]). 

Hypothèse 1. —  / / existe une matrice S(u), C°° surU, telle que toutes les matrices 
SAj sont symétriques, SAQ étant en outre définie positive. 

Les choc s qu e l'o n construit son t associé s à  une valeu r propr e vraimen t no n li-
néaire d u système (voi r [La] , [Se]) . Plu s précisément , pou r u e U et pou r 0 = 

# 1 , 0 2 , . . .  î#n-l G M n - 1, on not e 

(2.1.2) G u,e) = A~l(u) An(u) -
n- l 

ejAj(u)\ 
3=1 

L'hypothèse 1  entraîne qu e toute s le s valeur s propre s d e G sont réelles . 

Hypothèse 2. —  \(u,6) est une valeur propre simple de G(u,0) définie et C°° sur 
U x  O, où O est un voisinage de 0 dans Mn_1 . On suppose qu'elle est vraiment 
non linéaire et on note r(u,6) le vecteur propre (à droite) associé, normalisé par la 
condition 

'2.1.3' ri [u,0)-Vu\(u,O) = 1 . 

Comme dan s [Mé2] , nou s supposeron s auss i qu e : 
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Hypothèse 3. —  i ) Pour tout (u ,6) G W X O , la matrice hessienne \ Q Q ( U , 9 ) est définie 
(positive où négative). 

i i ) Ou bien À  est une valeur propre extrême de G, c'est-à-dire la plus grande ou la 
plus petite valeur propre, ou bien le système est str ictement hyperbolique, c'est-à-dire 
que toutes les valeurs propres de G sont simples. 

Par exempl e ce s hypothèses son t vérifiée s pa r l e système de s équation s d'Eule r de 
la dynamiqu e de s gaz . 

2.2. Choc s faible s 

Nous nou s intéresson s au x solutions u d u système (2.1.1 ) discontinue s su r un e 
surface S c W , d'équatio n xn — (j)(y), o ù y — ( x o , . . . ,#n_i). Le s trace s u+ et u ~ d e 
u su r E et le vecteur dy4> = (<9o0, d \ ( j ) , . . . , dn-\( j)) vérifient l a conditio n d e Rankine-
Hugoniot 

(2.2.1) 
n - l 

3=0 
dMfj(u)} jj /»(")] - 0 , 

où [v] = v+ — v désign e l e saut d e v le long d e E. On analyse ce s condition s de 
Rankine-Hugoniot comm e dan s [La] , [Se] . O n introdui t le s matrice s C°° sur U x U 

A j ( u + , u ) ̂ ^ f1 

lo 
A j ( [ u ~ + t [ u ] ) )d t 

et pa r analogi e ave c (2.1.2 ) 

2.2.2) G 
waajl^$$ ^^$ ;;gjg ̂ :!;<<vn 

A n ( u + , u ) n 
n- l 

ccv 
b;:^^ u + , u ) | . 

En notan t dy4> = (<9i</>,... ,<9n_i0), (2.2.1) équivau t à 

;2.2.3) (d t ( i> là-G(u+,u- ,d 'y( t>) ) [u] = 0 . 

On peu t suppose r qu e r (0 ,0 ) =  (1,0 , . . . , 0) es t le premier vecteu r d e base. E n re -
streignant a u besoin U e t 0, À se prolonge e n une valeur propr e \ ( u + , u ~ , 6 ) d e 
G ( u + , u ~ , 6 ) e t r s e prolong e e n un vecteur propr e r ( u + , u ~ , 0 ) associé . D e plus, o n 
peut défini r u n vecteur propr e R ( u + , u ~ , 6 ) proportionne l à  r ( u + , u ~ , 6 ) te l que la 
première composant e d e R soit égal e à 1 . 

Soit I0 un voisinage de À(0,0) dan s R. S i les voisinages U , O et I0 sont suffisammen t 
petits, toute s le s solution s (u+,u~, A,0 ) e U x U x I 0 x O d e 

(2.2.4) [ÀId -G( ix+,u - ,0 ) ) [u 1 = 0 
sont de la forme suivante , s i u \ désigne la première composant e d e u : 

'2.2.5) 
A = Ai 
F«l = 

( u + , u - , 0 ) 

uil R ( u + , u , 6 ) . 
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En outre , il existe So et des fonctions U~ et U+, C°° sur U x O x /1, /1 = [—£0 , £o]> 
telles qu e la seconde équation d e (2.2.5 ) est , localement , équivalent e à l'une ou l'autr e 
des relation s 

(2.2.6) 

(2.2.7) 

u+ - u + [ui]U (u , 0 , [m]), 

w = vr - iwij(y^(wT,e/,[txijj. 

On rappell e enfi n que , ave c l a normalisation (2.1.3) , l a condition d'admissibilit é de 
choc de La x s'écri t : 

(2.2.8) [tii] <  0. 

Nous donnon s maintenan t l a définition d  une famille de chocs faibles, solution s 
locales du système (2.1.1 ) (2.2.1 ) qu e nous notons (Si). O n s e donne une boule ouvert e 
centrée à  l'origine u C W1"1 e t un intervall e ouver t J . On not e fi = ]TG, T[x UJ x J . 

Définition 2.2.1. — Une famill e d e chocs faible s d e classe Ck est un ensemble T de 
fonctions su r fi tel qu'il exist e eQ > 0, une constant e K, de s paramètre s TQ < 0 < T 
et de s compact s /Ci C U et /C2 C  I0 x 0 tel s qu e tou t (w , 0) G  ̂ * vérifie le s propriété s 
suivantes. 
(2.2.9) (j> es t d e classe Ck su r ]TG,T [ x  UJ à valeurs dan s J  et ses dérivée s d'ordr e 
< k sont bornée s pa r K. De plus (<9*, 0, <9̂ 0) pren d se s valeurs dan s /C2 . 
(2.2.10) L a fonction u est défini e su r fi et est discontinu e su r l a surface S d'équatio n 
xn=Q(t,x').De plu s I J prend se s valeurs dan s /Ci, les restriction s u± de w  à chacun 
des ouvert s fi±  =  fi n  {±xn > <j)(t,x')} son t d e classe Ck jusqu'au bor d e t leurs 
dérivées d'ordr e <  k sont bornée s pa r K. 

(2.2.11) I l existe e G ]0,eo ] e t a G Ck(]T0,T[ x  u), à dérivées d'ordr e <  k bornée s 
par K, tel s qu e le saut su r E de la première composant e d e u est d e la forme 

[«i(l / ,0(tf))] =  -eco(y ) 

(2.2.12) L e saut d e u vérifie 

[u] = [ u i ] t f - ( u - , ö ^ , [ u i ] ) 

Le poin t crucia l es t que l e domaine d e définition fi  e t les bornes K de s dérivée s 
sont fixés,  alor s qu e la force d u choc, i.e. l'amplitude d u saut [u] est de l'ordre d e s 
qui es t arbitrair e dan s ]0,£o] . 

2.3. Changement s d e variables 

Afin d e fixer  la géométrie, o n procède comm e dan s [Ma2] . O n redresse la surface 
de cho c E d'équation xn = (j>(y) pa r l e changement d e variabl e inconn u : 

(2.3.1) $ : (y,xn) 1—• (y,$(y,xn)) 
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où y = (t,y') = (t,xi,... ,xn-i) e t $ ( y , 0 ) =  4>(y). Dan s le s coordonnées (y,xn), 
l 'équation d e S es t {xn = 0 } . On note w  la fonct ion déduit e d e u pa r le changemen t 
de variable s (2.3.1 ) e t s a restr ict ion au x deux demi-espace s {±xn > 0 } . Alors, u 
est solutio n d e (2.1.1 ) ave c sau t su r S s i et seulement s i 

(2 .3 .2) A0 
xvb ^xxv,;: 

n-l 

¿-1 
3=1 

Aj 
bb 

)djù± +. 
ccvn xxvn,; :<art 

txv 
= o , sur ±xn > 0, 

(2 .3.3) 
n- l 

,xxv 

bwc bb 
- [ / » ( S ) ] 

<p^l, sur Xn =  0 . 

Dans (2.3.2 ) A4( i i ,c?v$) désigne l a matr ice : 

(2.3.4) M( u,dy$ vv An(u) v 
n-l 

v<< 
^^^ccn, ,,,xvn 

A0( ti)i 
nj< 

MA*) - dt$I) 

Si u p ren d se s valeur s dan s U e t s i dy<f> = (dt<f>,&y<j>) pren d se s valeur s dan s IQ X O 
alors, d'aprè s l e paragraphe 2 .2 , l a condit ion (2 .3 .3 ) es t équivalente à  : 

[ 2 . 3 . 5 ) [u\ <c Ui] R u+,u ,<9'</>) , 

2.3.6: << = A ( ï ï+ ,u , < 9 » . 

Nous construiron s le s solution s dan s le s variable s redressée s (y ,a;n) , e n résolvan t 
(2 .3.2) (2 .3.3 ) e t pour allége r le s notat ion s nou s oublion s dorénavan t les"' . 

Cependant le s équation s (2 .3 .2 ) (2 .3.3 ) n e sauraient détermine r $  puisqu e l a seul e 
chose requis e su r l e changement d e variabl e (2.3.1 ) es t qu' i l t ransform e E e n {xn =  0 } . 
A u t r e m e n t d i t , (2.3.3 ) n e détermin e qu e la trac e 0 d e $  su r xn = 0 . L e choi x d e 
A . M a j d a éta i t d e prendre $(y,xn) =  xn +  <j>(y). M a i s l a per t e d e régular i té su r (j> 
indui t u n moins bo n contrôl e d e $ e t ce choix condui t à  de s difficultés . L e cas l imi t e 
où l e saut es t nul correspond a u cas o ù (u, <j>) es t une ond e soniqu e e t E un e surface 
caractérist ique, i.e . 

[ 2 . 3 . 7 ] dt<t) = A ! V, d'J>) sur xn =  0 . 

Pour l 'étud e de s onde s sonique s dan s [ M é l ] , $  es t fixé  e n demandant qu e l 'équatio n 
(2 .3 .7) soi t satisfait e par tou t , c'es t à  dir e su r {xn > 0 } et sur {xn < 0 } . Pour t ra i te r 
le ca s o ù le saut [u] es t pet it o n suit un e démarch e voisin e e n introduisan t l 'extensio n 
A ( u + , i i ~ , 0 ) d e la fonction X(u,0) e t en résolvan t 

(2.3.8) dt$ =  A ( u + , i x + - p + , ^ * ) sur xn > 0 , 

2.3.9) = A l {u + p ,u+,d'y$) sur xn < 0 . 

O n demand e au x fonctio n v d e vérifie r 

2.3.10) PÎxn=0 = p 
-
\xn=0 

= u] 

de sort e qu e la trac e d e (2.3.8 ) e t (2 .3.9 ) su r le bor d xn = 0  s e réduise à  (2 .3 .6 ) . 
D ' a u t r e p a r t , o n demande au x fonctions p± d e s'annuler quan d [u] = 0 , c'est-à-dire , 
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2.3. CHANGEMENT S D E VARIABLES 25 

compte ten u d e (2.2.5) , lorsqu e [ui] = 0 , de sorte qu'o n retrouv e alor s l'équatio n 
eikonale utilisé e pou r le s onde s soniques . De façon précise , o n li e p± à  u± e t $ d e la 
manière suivant e :  on écri t [ui] sou s la forme 
(2.3.11) ccc = -eea. 

La fonctio n a(y) es t définie su r le bord xn = 0 . Le paramètre s mesur e l a force du 
choc. L e signe moin s correspon d à  la condition d e Lax (2.2.8). Pa r un opérateur de 
relèvement d e trace , o n détermin e un e fonctio n A tell e qu e 
2.3.12) TA = A\Xn=0 = a. 

On défini t alors , à l'aide de s fonctions U± de '2.2.6) (2.2.7) 

(2.3.13; 
vn vv [u+M,A) = -eeA [/+ xwnn;^^$$$$^m 

P = P {u-,d'y$,A) = -eeA U- [u ,dy$,-eeA) 

I l es t clair qu e = 0  lorsqu e [u] = 0  i.e. s = 0 . D'autre part , le s conditions de 
Rankine-Hugoniot (2.3.5 ) impliquen t bie n la relation (2.3.10) . 

On cherch e don c $  comm e un e solutio n de s équation s : 
(2.3.14) [*] = 0 sur xn = 0 

2.3.15 dt$+ = A (i/+, u*~ — p+{ (u+,dy*+,A),d'*+) sur Çlj, 

(2.3.16) dt$ = Ai [u~ +p-(u-Jffy9-,A) ,u-,d'y$-) sur VtT 

En notan t (SR) le système constitu é pa r le s équations (2.3.2 ) (2.3.3 ) (2.3.14 ) (2.3.15 } 
(2.3.16), nou s définisson s maintenan t l'obje t d e notr e étude . 

Définition 2.3.1. —  O n considèr e TQ < 0  < T e t une boul e ouvert e l î c l n centré e à 
l'origine. O n not e u C  En_1 l a boule ouvert e u = Tft = {x' G  W1'1 / (z ' ,0 ) G  f}} . 

Une famill e d e solution s d e class e Ck su r ]T0, T[ x  ft es t u n ensembl e d e fonction s 
(u, $ ) qu i vérifien t le s propriétés suivantes . 
(2.3.17) u et d'y$ prennent leur s valeur s dan s de s compact s fixé s d e U et O. 

(2.3.18) E n notant iï± =  f î fl {±xn > 0} , * + ) [resp . (u~, $ " )] appartien t à  un 
borné fix é d e C£(fl+) [resp . C£(fl~)] e t pour \a\ < k le s fonction s dau±, d**^ s e 
prolongent continûmen t jusqu'a u bor d O  fl {xn = 0}. 
(2.3.19) Su r {xn — 0 }, on a [$ =  0 ] et il exist e ¿1 >  0  indépendan t d u choix de 
(u,$) te l que 9n$ ± >  Si sur f ^ . D e plus la fonction <j> — T$+ = T$~ appartien t à 
un born é fix é d e Cfi(]T0,T[ x  u). 

(2.3.20) u es t discontinue su r {xn — 0 } et il exist e e G ]0,£o] te l que l a premièr e 
composante \u\] d u sau t d e u vérifi e 

[MI ] =  -evevvvav 

où a(y) appartien t à  dans un born é fix é d e Cjj(]T0,T[ x  uo). 

(2.3.21) I l exist e un e fonctio n A appartenan t à  un borné fix é d e C*( ]T0,T[ x  Çl) 
telle qu e TA =  a. 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE D E FRANCE 2000 



26 CHAPITRE 2. RÉSULTATS PRINCIPAUX 

(2.3.22) (u !; est solutio n su r 1T0,T [ x  ft du système (SR) 

On a  noté C* ( f i ) l'ensembl e de s fonction s ^ de classe Cf e définie s su r un ouver t O 
dont tout e le s dérivée s son t bornée s su r fi. 

Remarque 2.3.2. —  Il résulte d e (2.3.19 ) qu e l'applicatio n (y,xn) H- > (y, $+(y, xn)) 
[resp. (y,$~(y,xn))] es t un difféomorphisme d e fi+ (resp . fi~)  su r so n image . 

I l es t clair pa r construction, qu e tout e solutio n (5 , $) d e (SR) dan s le s variables 
redressées, fourni t pa r l e changement d e variable s (2.3.1 ) un e solutio n faible , au sens 
de la définition 2.2.1 , d u système (Si) dan s le s coordonnée s initiales . L a réciproque 
n'est pa s auss i directe . I l faut montre r qu e l'o n peu t toujour s impose r le s condition s 
supplémentaires (2.3.15 ) (2.3.16) . C'es t l'obje t d e la proposition suivante . 

Proposition 2.3.3. —  Étant donnés un entier k > 1, des paramètres TQ < 0 < T, une 
boule ouverte u C Mn-1 centrée à l'origine et un intervalle I, il existe T'Q, T' et une 
boule ouverte fi C  W1 centrée à l'origine tels que 

(2.3.23) To < T' < 0 < T' < T Lui := m C  w, 

et pour toute famille de chocs faibles T de classe Ck sur fi = ]TQ,T[ x u> x I comme 
indiqué dans la définition 2.2.1, il existe une famille T de solutions locales de classe 
Ck du système (SR) sur]T'0,T'[ x fi, telle que pour tout (u, </>) G  T il existe (ïï , 4> ) G  T 
tel aue 

(2.3.241 $(y,0) = 6(y) sur 
ca;^^=g m C w, 

et vour tout xx,;; ;j jx^^a x n ± on a (y^±(y,xn) )) G  fi± <<gget 

f2.3.25 y^^< [y,Xn) ^^hh :(yMt y,%n))-

Démonstration. —  O n construit séparémen t $ + et <È> .  Construison s $ + . En effec-
tuant de s prolongements , o n s e ramène à la situation suivant e :  il existe un e fonctio n 
v+(y,xn) défini e su r ]TG,T [ x  W1 et appartenant à  un born é fix é d e C£(]T0,T [ x  W1) 
telle qu e : 

<wx y,Xn) = ur\ y^n) sur iîf C  fddi*, 
où fif  — {(y, xn) G  ]T0, T j x ^x Ii ave c UJ± C io et l\ C  /. O n choisi t arbitrairemen t 
une fonctio n A(y,xn) obtenu e pa r relèvemen t d e la fonction a(y). O n détermine <J>+ 
en résolvan t l'équatio n 

(2.3.26) ;:wt^$$;,! >+(?/, $+) , v + ( Î / , $ + ) • <x,;a ^ùù:!!qqxyy dy$+,Ad),d'$ddb<+ 

avec la condition initial e : 

(2.3.27) K=o = xn + <f>(0, ;:x':).:l 

Dans (2.3.26 ) p+ désigne la fonction défini e pa r : 

(2.3.28) xcjk ^^ù<w ̂ù;;!:))lmùùaz A) = -seA U+ (v+(y,*+),dy$,-eelA)l<<^$$<<. 
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2.4. DONNÉES D E CAUCH Y 27 

On noter a qu e pa r l e changement d e variable s (2.3.1) , (2.3.26 ) es t exactemen t l'équa -
tion (2.3.15) . O n s e donne ensuit e 0 < ¿1 < 1 . Il existe alor s TQ < T'Q < 0  < T' < T et 
une boul e ouvert e i î c l n centré e à l'origin e tel s qu e (yy $

+(y,xn)) G ftf pou r tou t 
(y,xn) e }T'0,T'[ x  I l e n résulte qu e la fonctio n ïï+ défini e su r ]T'0,T'[ x  Rn 

par û+(y,xn) = v+(y,$+(y,xn)) vérifi e ïï +(2/,£n) = u+(y, $+(2/, xn)) pou r tou t 
(y,xn) G ]T'0,T'[ x  Î Î + . D e plus u vérifi e l'équatio n (2.3.2) . 

On construi t d e même les fonctions $ - e t u~. Le s conditions d e sauts (2.3.5 ) (2.3.6 ) 
résultent directemen t d e (2.2.11), (2.2.12) . • 

2.4. Donnée s d e Cauch y 

Le bu t d e ce travail es t d e construire de s familles (u£, 4>£) de chocs, où le paramètr e 
e G ]0, e0] mesur e l'amplitud e d u choc . Cett e constructio n ser a d'abord effectué e dan s 
les variables redressées par l a résolution du problème de  Cauchy pou r l e système (SR). 

Bien qu e l'o n s'intéresse à  un problème local , i l est techniquement plu s agréabl e 
de travaille r globalemen t e n espace. Nou s précison s dan s c e paragraphe le s donnée s 
de Cauch y pou r l e problème loca l e t pour l e problème global . Nou s montreron s en 
particulier qu e le s données d e Cauchy locale s s e prolongent e n données d e Cauch y 
globales, de sort e qu e nous obtiendrons le s solutions d u problèm e loca l pa r restrictio n 
des solution s d u problèm e global . 

Nous construison s de s solution s qu i à l'infin i son t voisine s d'u n cho c plan . Pou r 
simplifier, nou s choisisson s l'état d e base à gauche uj d e ce choc plan éga l à 0. Quitt e 
à change r le s axes , o n suppose qu e le s hyperplans d e sauts on t leur normale s dan s 
le pla n engendr é pa r dt = dxo et dxn. Cel a condui t à  considérer l a famille suivant e 
;;!!^wa indexée pa r e G ]0,£o ] : 

(2.4.1) 
M7 = 0, 
uT = -eU~ fo, 0 , -s) 

ccn; (x) = xn + a€t avec (Je — A w+,0 ,0 ) . 
On désign e ic i par fl u n ensemble ouver t qu i sera soi t un e boul e ouvert e d e W1 

centrée à  l'origine, soi t W1. O n not e e t UJ les ensemble s ouvert s : 
;;ft aasn,; ±xn > 0} LU = m = (x' G E n _ 1 

/ (a?',0) G  n} 

On désign e pa r p — Hs(fl) l'espac e de s fonction s don t l a restriction à  fî^ es t dans 
l'espace de Sobole v usue l Hs(M±). Dan s tou t c e qui suit , s est u n entie r asse z grand . 

Au chapitr e 6 , on donnera l a définitio n précis e d e famille de données initiales 
compatibles d e régularité s. Ell e fai t interveni r le s conditions d e compatibilité qui 
garantissent qu e la discontinuité initial e n'engendr e qu'u n seu l choc , et non pa s tou t 
l'éventail des singularités qu i sont attendues dan s la résolution générale d'un problèm e 
de Riemann . O n rappell e qu e les conditions d e compatibilit é s'obtiennen t simplemen t 
en analysant l e développement d e Taylor e n t =  0  des équations et des conditions au x 
limites (cf. [Ch-Pi] , [Ma-Ra ] dan s le cas linéair e e t [Ma2] , [Al] , [Mél ] dan s le cas de s 
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28 CHAPITRE 2. RÉSULTATS PRINCIPAUX 

ondes d e choc, onde s d e raréfaction e t ondes soniques) . O n renvoie a u §1.2.9 pou r 
une introductio n à  cette discussion . À  un e famill e F°(s,Q) d e données compatible s 
sont associé s u n réel eQ > 0 , des ensembles B±, B2 et B3 bornées respectivemen t 
dans p - Hs(il), p - H8+1(Q) e t Hs-l(]T'0,T{[ x  w) et a des compact s /Ci C  U e t 
de IC2 C  O. En notant u-+o et $J leurs restriction s à  fi^  le s fonctions (u0,$0) d e 
JF?(2s,fi) vérifien t : 

(2.4.2) u0 et d'$0 prennent leur s valeur s dan s /Ci et /C2. 

(2.4.3) I l exist e e G 0, €Q] te l qu e uQ — Uç G Bi e t $0 — xn G # 2 

(2.4.4) On a  [*0] = 0 e t il existe ô > 0, indépendant d e (uQ, $0) te l qu e dn$0 > S. 

(2.4.5) I l exist e a  G 83 tel que la première composant e [w Gi] du saut d e uQ vérifi e 
K i = -eea° o ù aQ = O|T=0 . 

2.4.6) cv cc K l ] ^ K , ^ 0 , K i ] ) avec ^(î,') =  *o(y ' ,0) 

La conditio n (2.4.6 ) es t la première conditio n d e compatibilité pou r qu e le s don -
nées initiale s corresponden t à  celles d'u n cho c faibl e associ é à la valeur propr e À . Le s 
fonctions d e T° doiven t vérifie r u n certain nombr e (dépendan t d e s) de conditions 
de compatibilité s supplémentaire s qu i son t nécessaire s pou r qu e la solution d u pro-
blème d e Cauchy n e présente qu'un e seul e ond e dan s u n espace d e régularité s (cf. 
[Ma2] o u [Mél] ). Nou s renvoyon s a u chapitr e 6  pour l'explicitatio n d e ces condition s 
supplémentaires e t la construction d'un e class e trè s larg e d e donnée s compatibles . 

Par rappor t à  [Ma2], la difficult é supplémentair e qu e nou s auron s à  résoudre, est 
de montre r qu e les conditions d e compatibilité permetten t d e construire de s solu-
tions approchée s sou s forme d e choc s faibles. En particulier i l fau t prolonge r pou r le s 
solutions approchée s l'informatio n (2.4.4 ) à  des temps ultérieurs . 

Étant donné e un e famille d e données compatible s F(2s, f î ) , o n note T°(2s, il) l'en -
semble de s données initiale s (uQ, $0) G T°(2s, il) qu i vérifien t le s conditions ci-dessus 
pour l a valeur donné e d e e. 

Enfin, comm e nou s l'avon s mentionn é plu s haut , le s données compatible s locale s 
(cas o ù il es t un e boul e ouverte ) s e prolongent e n donnée s compatible s globale s (ca s 
où il =  W1). Lorsqu e il = En, l'ensembl e «7^(2$,fi ) ser a simplemen t not é T°(2s). L a 
proposition suivant e ser a démontré e a u chapitre 6. 

Proposition 2.4.1. —  Pour toute famille de données initiales compatibles F°(2s + 1, fi) 
sur la boule ouverte il, il existe une boule ouverte il\ C  fi  centrée à Vorigine et une 

famille de données initiales compatibles sur W1, Jro(2s,Wl), telles que pour toute 

donnée compatible locale K , $ 0 ) G  F°(2s - h 1, fi), il existe une donnée compatible 

globale ( 2 0 , * 0 ) £  ^(2s,Rn) telle que (2OJ*o) =  (w 0,*o) surili. 
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2.6. LE RÉSULTAT PRINCIPAL 29 

2.5. U n exempl e 

L'exemple suivan t (u£0,$£0) de donnée s initiale s compatible s globale s décri t l'inter -
action d'un e perturbatio n e t du choc pla n faibl e ( t ^ , ^ ) défin i e n (2.4.1) . 

Notons ic i x = ( # i , . . . ,xn) le s variable s d'espace . O n s e donne un e fonctio n v0(x) 
C°° e t à support compac t dan s l'ensembl e {xn <  —  1} C  Mn. 

On désign e alor s pa r v(t,x) l a solution régulièr e d u problèm e d e Cauch y : 

(2.5.1) 

n - l 

j=0 
Aj(v)d3v + M{v,dy±£)dnv = 0, 

v\t=o • = v0ix). 

I l exist e u n temps T > 0  tel que v(t,x) soi t bie n défini e su r [—T, T] x f . D e plus, 
par vitess e finie  d e propagation e t en diminuant T  a u besoin, on peu t fair e e n sort e 
que : 

(2.5.2) Supp v C \ - T , T] x x e Rn I xn < 0] 

Le coupl e n,; défini su r [ - T , T) x  W1 pa r : 

(2.5.3) 
cx,; ,;,^^ ^^bn sur xn > 0 

u (t,x) = v(t,x) sur xn < 0 
pp! ̂ ^p = Xn + crt 

est alor s un e solutio n exact e de s équation s (2.3.2 ) e t des condition s d e saut (2.3.5 ) 
(2.3.6), puisqu e qu e su r {xn — 0} on a  ^ ( ¿ , £ ' , 0) =  u*1. 

On considèr e le problème d e Cauch y ave c donnée s initiale s à  l'instant T : 

(2.5.4) 
m! (x) ^^:mm sur xn > 0 
« r i ̂ ^ù = v(T,x) sur £n <  0 
toi ù^p p^*! 

On peu t vérifie r qu e le s données initiale s ains i définie s son t compatible s a u sen s de la 
définition 6.2.1 . L e ca s le plus intéressant , es t bie n sû r celu i où le support d e v touch e 
la frontièr e {xn = 0 } à l'instant T. 

Plus généralement , s i les perturbation s son t plate s su r {xn =  0} , les donnée s 
initiales 

(2.5.5) 
vvn xw: = u£ -h sur ±xn > 0 
to(#) =  Xn 

sont compatible s 

2.6. L e résulta t principa l 

Comme indiqu é a u §  1.2.5, le caractère presque caractéristique de s équations amèn e 
à travaille r dan s de s espaces anisotrope s d u typ e (1.2.19) . Pou r un e utilisatio n d e ces 
espaces dan s le cas d e problème s caractéristiques , o n renvoi e pa r exempl e à  [Ma-Os] , 
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[Ra], [Gu] , [Al] , [Mél] . Nou s introduison s d'abor d un e définitio n précis e de s espace s 
utilisés. Pou r T > 0, f )^ désign e la bande : 

[2.6.1 n;; ,; \x = ( y , x n ) e R n + 1 I 0 < t < T et ±  xn >  0} 

et o n note H T =  M+T^  ^ T - ^n introdui t d'autr e par t le s dérivations ¿0, ¿ 1 , . . . , Sn 
conormales au bord { x n = 0} définies par : 

(2.6.2) n;n = 9 j pou r 0 < i < n - l , (Jn = p(xn)dn 

où p es t un e fonctio n C°° strictement croissant e tell e qu e 

;:kkl — Xn S I |^n| < 1 
2 

et p{xn) = ± 1 s i ± Xn > 1. 

Pour a  G iVn+1, on not e £a m^$w<<$^^$^^ 

Définition 2.6.1. — Pou r s entier, H0,s(ftT) désign e l'espace de s fonctions u G L 2 ( Ç I T ) 

telles qu e ôau G L 2 ( Ç \ T ) pou r |a | <  s. On not e ||u||ts, T la norme d e ce t espace . 
Pour s entier , W 2 s ( f t r ) désign e l'espac e de s fonctions u G L 2 ( H T ) telle s que 

ôadku G L 2 ( Ç I T ) pou r \a\ + 2k < 2s. O n not e | M | 2 S , T la norme d e ce t espace . 

L'espace H°>s es t un espace de distributions conormales pa r rappor t a u bord { x n — 0} 
(cf. pa r exempl e [Ra] , [Mé5 ] [Gu ] pou r l'utilisatio n d e ces espaces dans le contexte de s 
problèmes au x limite s no n linéaires) . 

En désignan t pa r s un entier te l que 2s > n / 2 + 40 , nou s énonçon s u n théo-
rème d'existenc e pou r le s solution s d u problème d e Cauchy (2.3.2 ) (2.3.3 ) ave c de s 
conditions initiale s globale s (u0,<&0) appartenan t à  .7^(2s + 3) . Le s étape s d e la dé-
monstration d e c e théorème seron t donnée s au chapitre 3. 

Théorème 2.6.2. — Soi t T° (2 s +  3) un e famill e d e données initiale s compatible s au 
sens d e la définition 6.2.1 . Alors , i l exist e e \ >  0  (ave c S \ < eQ) , T  >  0  et u n 
sous-ensemble born é B de W 2 S ( H T ), tel s qu e pou r tou t e  G ]0,£i] e t tout coupl e de 
données initiale s (u0,$0 ) G  ^ ( 25 +  3), i l existe un couple ( u , $ ) solutio n d u systèm e 
(2.3.2 (2.3.3 sur R F I T et véri f iant 

i) [u - iLç, ® - G B 
i ï ) % = o = uo et $it=0 = $o-

Remarque 2.6.3. — Comm e o n l'a noté dan s [Mé2] , pou r s G ]0 ,£ i ], le s hypothèses 
1 à  4 (chapitr e 1 ) impliquent qu e le s chocs plan s d'amplitud e e définis pa r (2.4.1 ) 
sont uniformémen t stable s a u sens de A . M a j d a ( [Mal ] ) . Suivan t [Ma2] , pou r chaqu e 
donnée initial e (it0,$0 ) o n sait qu'i l exist e u n T (e ) >  0  et une solutio n ( i * ,$ ) ave c 
u - u £ G p - H2s(f tT(£)) , e t $ - $£ G H2s+1 (ÙT£)). Le point importan t d u théorèm e 
2.6.1 es t qu e la durée d e vi e T de s solution s es t minoré e indépendammen t d e e. 

Remarque 2.6.4. — O n ne peut pa s espére r de s estimation s uniforme s pou r u dan s 
p — H s car cela impliquerai t de s estimation s dan s p — H s pou r le s ondes soniques , 
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et o n sait qu e cela es t faux e n général. Le s estimations uniforme s dan s W 2 S ( Q , t ) 
montrent qu'i l y  a seulement pert e d e contrôl e de s dérivée s normales . 

Remarque 2.6.5. —  L e théorème 2.6. 2 es t un théorème d'existence , mai s il ne garanti t 
pas l'unicit é d e la solution (u, L a démonstration d u théorèm e inclu t l e choix d'u n 
opérateur d e relèvemen t d e trace pou r détermine r le s fonction s p± vérifian t (2.3.10) . 
Dès qu e ce t opérateur aur a ét é fixé,  o n assurera l'unicit é de s solution s d u système 
2.3.2] ;2.3.3) 2.3.8 2.3.9 

Nous terminon s c e paragraph e e n énonçan t un e versio n local e d u théorème 2.6.2 . 
Si f l es t un ouvert d e En+1, o n définit d e manière analogu e le s espace s H0,s( f t ) e t 
W2s( f l ) . L a proposition 2.4. 1 perme t alor s d e déduir e d u théorèm e 2.6. 2 l e corollaire 
suivant. 

Corollaire 2.6.6. —  E tan t donné une fami l le de données init iales compatibles Jro(2s + 
4, Cl) sur une boule ouverte CL C W1, i l existe T > 0, e± >  0  avec e\ < sQ et une 
boule ouverte Q,± C  H tels que pour tout e G ]0,6\] et tout couple de données init iales 
(u0 ,$0) G  ^ ( 2s +  4, ft), i l existe un couple ( u , $ ) solution du système (2.3.2) (2.3.3) 
sur 10 , Tf x fl i véri f iant 

i ) U —  Ur,® — §> G W 2 * ( ] 0 , T [ x f t i ) 
i i ) ll t=o = u 0 e t $ t=o = $ o sur Q i 
E n outre ces solutions restent bornées dans W 2 S ( £ I t ) -

Remarque 2.6.7. —  Ave c la proposition 2.3.3 , le corollaire 2.6. 5 impliqu e u n théorèm e 
d'existence local e d e choc s faibles dan s le s coordonnée s initiales . 

2.7. Prolongemen t d'un e solutio n local e dan s le s variable s initiale s 

Dans c e paragraphe nou s énonçon s u n théorème d e prolongement pou r le s choc s 
faibles (cf. définition 2.2.1) . Nou s l'énonçon s dan s le s variables initiales . Étan t donn é 
un cho c faibl e (u0,(/)0) défin i dan s l e passé, c'es t à  dir e su r un intervalle d e temps 
]T0,0[ ave c TQ < 0 , nous montrons qu'i l exist e u n cho c faible ( îzi, ^ i ) défin i su r ]T0 , T [ 
avec T > 0  qui prolonge (uQ, (j)0). La preuv e d e ce théorème ser a donnée a u chapitre 3. 

Théorème 2.7.1. —  E tan t donnés un entier k tel que 2k > n / 2 + 4 4 et une fami l le de 
chocs faibles au sens de la déf ini t ion 2.2.1, TQ, de classe C2k sur un ouvert i}0 de la 
forme 0,o =  ]T0,0 [ x  uo0 x JQ, i l existe T > 0, une boule ouverte uo\ C  uo0, un intervalle 
J \ C  J0 et une fami l le de chocs faibles T \ de classe Ck sur ]T0,T [ x  u \ x  J \ avec 
k' < k — 3 — (n - h l ) / 2 , tels que pour tout choc faible (uQ, (f)Q) G  TQ i l existe un choc 
faible (^i ,0i) G  T \ tel que : 

(2.7.1) 
Ui = u0 sur |To,0[ x  cji x  J u 

0i = 0o sur | r o ,0 [xu ; i . 
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2.8. Convergenc e de s solution s ver s l'ond e soniqu e 

Le théorème 2.6.2 construi t de s solutions sur un domain e QT indépendant d e e. On 
peut don c maintenan t s e demander que l es t le comportement de s solution s lorsqu e e 
tend ver s zéro . Comm e o n Ta indiqué a u paragraphe 2.3 , l e système (2.3.2 ) (2.3.3 ) 
ne suffi t pa s pour détermine r (u, $ ). Nou s construison s les solutions e n complétan t le 
système pa r le s équation s (2.3.8 ) (2.3.9) . Le problème limit e es t alor s naturellemen t 
celui de s ondes sonique s étudiée s dan s [Mél l . 

Théorème2.8.1. —  Soit (u£0,$£0) une famille de données initiales compatibles dans 
T°(2s +  3 ) , indexée par e G  ] 0 , £ i ] , telle que (ue0,$e0) converge dans L 2(IRN) vers 
(u°, $£) lorsque e tend vers 0 . Alors il existe T > 0  et une famille de solutions 
(u£,$£), telles que (u£ - y^,®6 -  $ J G  W 2 S ( Q T ) , et (u£,$£) converge dans W2A 
sur tout compact pour tout a < s, vers l'onde sonique (Î/°,<I>0 ) qui est la solution de 
(2 .3 .2 ) (2 .3 .8 ) (2 .3 .9 ) avec p± = 0  et [u°] =  0 , avec conditions initiales : 

vnnv = < et *lt=o o ' 

Démonstration. —  L e théorème 2.6. 2 fourni t un e famil l e d e solutions (u£, $ £ ) , borné e 
dans J¥2s([0,T] x  En) . O n peu t don c extrair e un e sou s suite qu i converg e dan s W2A 
sur tou t compac t e t pou r tou t a < s. En outre, comm e o n le verra a u §3, $£ est 
donné pa r le s équations (2.3.15 ) (2.3.16) , ave c p donn é pa r (2.3.13 ) e t A£ vérifiant 

4f = a£ = ln ( - M I A ) 

Dans la démonstration du théorème 2.6.2 , on construit le s solutions de sorte que a£ et 
A£ son t bornée s respectivemen t dan s 1Ï2*+1([0,T] x  W1'1) e t dans W2s([Q,T] xW1). 
Par conséquent , (2.3.13 ) impliqu e qu e p±,£ converg e fortement ver s 0. O n peut don c 
passer à la limite dan s le s équations pou r trouve r qu e la limite (w , $) G  VT2s([0, T] x 
W1) vérifi e 

(2.8.1) 
n-l 

7=0 

vv vvfg;^$$^ll^$^<w (u-+,GyQ-+) dnvï 
— 0 su r ± xn > 0. 

^^$^ù 

[2.8.2) dt^ = Ai ww:!^$$^^ sur ±xn > 0 
(2.8.3Ì ^^ = 0 , ppp^ = 0 sur xn —  0, 
'2.8.4) u\t=o = u°, 

$^^ ̂̂ bb,:^gj 

C'est exactemen t l e problème de s onde s sonique s étudi é dan s [Mél] . E n particulier , 
il y  a unicité d e la solution, ce qui montr e qu e la suite entièr e (u£$£) converg e ver s 
^vvn;p 

Remarque 2.8.2. —  O n peut montre r directemen t qu e la limite (n£,$£ ) de s donnée s 
initiales (ueQ, §£0) compatibles pou r le problème de s chocs faibles, vérifie les condition s 
de compatibilité pour l e problème limite de s ondes soniques, telles qu'elles sont écrite s 
dans [Mél ] . On sai t alors qu'il existe une solution (u°, $ ° ) . Noton s cependant qu e dans 
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[ M é l ] , le s solution son t construite s dan s u n espace plu s gro s qu e W2S', mai s i l n'es t 
pas difficil e d'e n montre r l a régulari té W2S e t le théorème 2.8. 1 redonn e exactemen t 
les solution s d e [ M é l ]. 

2 .9 . Applicatio n a u système d'Eule r d e la dynamique de s gaz 

Nous rappelon s tou t d 'abor d l 'écritur e d e ce système, not é (S . I ) , d e tai l l e 5 , sous 
la forme  conservâtiv e e t en dimension 3  d'espac e 

(2.9.1) 
dtp + divx(pv) - 0 , 
dt(pvi) +  àivx(pViv) +  diP = 0 pour 1  < i < 3, 
dt(pE) + div x(pEv + Pv) = 0. 

Dans (2.9.1 ) x = (xi,x2lxs) G E 3 , p désigne l a densité, P l a pression, v = ( ^ 1 , ^ 2 , ^ 3 ) 

la vitess e e t E = e+ \v\2/2 es t l'énergie tota l e pa r unité d e volume e t par uni té de 
masse. 

E n désignan t pa r 5 l 'entropie , l a fonction  inconnu e es t u = (p,v,S) G M 5. La 
pression P, l'énergie intern e spécifiqu e e  ainsi qu e l a tempéra ture T son t de s fonction s 
données d u couple (p , S ), liée s pa r la deuxième lo i de la thermodynamique : 

(2.9.2) de TdS + 
P 

dp 
P2 

Cet te re lat io n défini t l a loi d 'éta t d u gaz qu i perme t d 'exprime r P comm e un e fonctio n 
V(p, S). L e système (2.9.1 ) es t donc bie n u n système d e cinq équation s à  cinq incon -
nues. Nou s considéron s égalemen t l e système d'Eule r isentropique , not é ( S . I I ) , consti -
tué de s quatr e première s équation s d e (2.9.1) complétée s d e la loi d 'éta t P = V(p, 5 0 ) , 
où S0 es t un e valeur fixé e d e l 'entropie. I l est alors bie n conn u qu e si (p, v) es t un e 
solution régulière d e ( S . I I ), alor s (p , v,S0) es t solutio n d e (S . I ). C e n'est plu s l e ca s 
pour le s solutions faibles , ca r les conditions d e Rankine-Hugoniot pou r (S . I I ) n ' im -
pliquent pa s celles d e (S . I ). E n part icul ier, o n sait qu e les conditions d e choc pou r 
(S. I ) impl iquen t qu e le saut d e S est non nul , mai s cependan t cubiqu e pa r rapport à 
la forc e d u choc. O n peu t don c pense r qu e les chocs faible s d e (S . I I) son t voisin s de 
chocs faible s d e (S . I ). 

E n notan t c la vitesse local e d u son défini e pa r c2 =  dP/dp, le s premières valeur s 
propres d e chaque systèm e son t vra imen t no n linéaires . E n posant £  = ( — # 1 , — #2> 1) 
elles s'écriven t : 

(2.9.3) Ai ' M = v - i — c {p,sw pour ( S . I ) , 

(2 .9 .4) A2 (M, 9): = v • £ — c :p,So)\e\ pour ( S . I I ) , 

avec u =  (p,v,S) pou r (S. I ) et u =  ( p , v ) pour ( S . I I ) . Nou s considéron s de s chocs 
faibles associé s à  Ai e t A2, en redressant le s surfaces d e choc comm e indiqu é a u 
paragraphe 2.3. 
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O n not e C(u, V $ ) ^ l 'opérateu r défin i a u premie r membr e d e (2.3.2 ) e t g(Tu+, Yu~ ,dy(j)) 

la fonctio n défini e a u premier membr e d e (2 .3 .3 ). Aprè s redressement , l e système (S. I ) 
s'écrit sou s l a forme : 

(2.9.5) 
^^^<<kh <<<hft = 0 dans ÜT 

9( wdhr,,,,gcwdyui cvdf = 0 sur (JT 

E n notan t u = (u,S0) l a fonctio n inconnu e d u système ( S . I I ) , o n obtient pou r u les 
mêmes équation s à  l ' intérieur , comm e o n l'a dit plus haut . Pa r contre, le s conditions 
de sau t diffèrent . O n montre a u chapitre 12 , qu'après redressement , (S . I I ) s'écri t 

(2.9.6 
vdf ̂^ykbqgk::yu: u =  0 dans D x , 
9 r u + , r U ,Dy(f) I =G sur UT. 

où G es t une fonction d e la form e G = [ui]3h(Tu+, Tu~, dy(j)) ave c u\ désignan t l a 
première composant e d e u. 

Considérons d 'abor d l e cas de s choc s plans . O n prend le s mêmes état s gauche s 

Mi ô^^$ = u2 (s) = u0 

où u0 = (p0, v0,S0) es t fixé. Le s états droits sont définis par les conditions de Rankine-
Hugoniot d e chaqu e système . Ils dépendent d u paramètr e £, qu'on peu t prendr e éga l 
au saut d e densité \o\. On démontre alor s (voi r chaDitre 12 ) au e 

(2.9.7: 1 ^ E) -UT( ß)\ = Oie3) ^crtn: lqxw -DT§L2 
mv = 0(s2 

E n désignan t pa r s un entier fix é te l que 2s > n/2 +  40 , o n se donne main tenan t 
deux famille s d e valeurs init iale s compatible s globale s a u sens d e la déf ini t io n 6 . 2 . 1 , 
K 0 , $ î o ) £  ^°(2s +  3 ) pou r l e systèm e (S. I ) et ( i x | 0 , * | 0 ) €  Jr20(2s +  3 ) pou r l e 
système ( S . I I ) . L e théorème 2.6. 2 mont r e qu' i l exist e de s solution s (u\, $ f ) d e (S. I) e t 
(z / | , $ !) ^ e (S . I I ) définie s su r un interval le d e temps [0 , T] indépendan t d e e. 

Pour compare r ce s solutions , nou s devon s nou s place r dan s u n domaine fixe , c'est -
à-dire dans les variables redressées. Nou s devon s par t i r d e données init iale s proches , 
sachant qu e le s conditions d e compat ib i l i té n e sont pa s le s mêmes pou r le s deux sys -
tèmes. O n verra a u chapitr e 6  que cec i es t réalisable . O n verra auss i qu e le s condition s 
de compat ib i l i t é fon t interveni r de s choi x largemen t arb i t ra i r e d e fonctions A\ e t A\ 

dans u n borné fix é d e #2 s + 3 ( ] -  T[,T[[ x  E 3 ) . En désignant pa r (u£

io)' = u£

io - u^e), 

avec i = 1 ,2 , nous supposon s qu e ces valeur s initiale s son t trè s régulière s su r chaqu e 
demi-espace { ± x n >  0 } e t proche s l'un e d e l 'autr e a u sen s suivan t :  i l exist e une 
constante K tel l e qu e : 

(2.9.8] Ko) Ko) ' (p,2s+3) + 1 l * ï o - - * 2 0 l (p,2s+4] + E\\AL -AIW f2a+3,T') <Ke2 

Dans 2.9.8) Ml [p,s) désigne l a norm e d e l'espac e v — Hs(Rn) etg,;nfp IHI( (s,T) celle d e 
l'espace Hs(] - T , T [ x E 3 ) . ^ ^ h n 
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Nous donnerons au chapitre 12 un exemple de données compatibles vérifian t , (2.9.8). 
En notan t pou r i = 1 , 2 : 

vh^^ = «? -̂ ^<xn,; 

Ve («S) ;^< K ) 

<^p ^$<w ^$w cv::!<< 
^^wqa< <<^$ <<^$ 

Le théorèm e d e comparaison suivan t es t démontré a u chapitre 12. 

Théorème 2.9.1. —  SVm s l'hypothèse (2 .9 .8 ) , il existe T > 0  et une constante C > 0 
wx<ù$ 

$^ùwz; !:ù* 4,T + x<a IU,T < C £ 3 / 2 . 

Remarque 2.9.2. —  I l n'es t pa s clair qu e la puissanc e £ 3 ' 2 soi t optimale . Pou r les 
chocs plans, on a vu que ul£ —u2,e ~ 0(e3) (cf. (2.9.7) . Cependant , e n général on ne 
peut pa s espérer mieu x qu'un e erreu r e n s2 puisqu e dan s le s variables redressées , la 
différence u2 — u\ s'écri t 

u2\ w$$^^ i^^$ ;:!<<<^^ :!o u2m (y,$2(y!,!lmxn) bn,; u1(y,$1(y,;:!!xn 

et qu e la différence $2 —  $i es t au mieux d'ordr e e2 comm e indiqu é dan s (2.9.7) . 
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C H A P I T R E 3 

LES ÉTAPE S DE S P R E U V E S 

Dans c e chapitre , o n détaille l e plan d e la démonstration d u théorème princi -
pal. Dan s u n premier temps , partan t d e familles d e données initiale s compatibles , 
on construi t de s famille s d e solutions approchées . O n reformul e alor s le problème de 
Cauchy e n u n problèm e d e prolongemen t d e solution s donnée s dan s le passé {t < 0} . 
Ensuite, l'étap e essentielle es t l'obtention d'estimation s a  priori uniformes pou r le s so-
lutions d u problème no n linéaire . Elle s permetten t d e définir u n « temps d'existenc e 
a prior i »  T* : on contrôle uniformémen t le s solutions su r [0,T*] pa r leurs donnée s 
dans l e passé. Enfin , o n énonc e un théorème d e prolongement de s solution s à  s fixé. 
Les estimation s uniformes , permetten t d e réutiliser c e théorème tan t qu e t < T* e t 
ainsi de prolonge r l a solution jusqu'au temp s T *. 

3.1. Solution s approchée s 

Dans c e paragraphe nou s introduison s de s ensemble s d e solutions approchée s qui 
serviront d e point d e départ pou r l a construction de s solution s exacte s d u systèmes 
(SR). A u chapitre 6  nous montreron s qu e pou r chaqu e famill e d e données initiale s 
compatibles T° i l existe un e famill e d e solutions approchée s a u sens de s développe -
ments de Taylor e n t = 0, telle qu e pou r chaqu e s G ]0,£o], ^?|t= 0 =  T°. 

On désign e par il u n ensemble ouver t qu i sera, soit un e boule ouverte de W1 centré e 
à l'origine , soi t W1. O n not e fl± e t UJ les ensemble s ouvert s : 

fi* =  il n {±xn >  0} , u) = m = • fx' G En_1 / (x',0) e il] 

Enfin, o n désign e pa r T  l'opérateur d e trac e su r le bord {xn = 0}. 
On défini t d'abor d l a notion d e solution approchée , qu i s'obtien t e n résolvant les 

équations a u sens de s développement s d e Taylor e n t autou r d e t = 0. 

Définition 3.1.1. —  Soien t TG , ï\ e t ¿1 des paramètres tel s qu e TQ < 0 < T\ et ¿1 >  0. 
Une famill e Jra(2s +1 , ]TG, T\ [ x  il) d e solutions approchée s d e régularité 2s +1 es t un 
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ensemble d e fonctions d e p - H2s+1 (]TG , Ti [ x fi) tel qu'i l existe de s compacts /C i C U 
et /C 2 C 0 , u n réel ¿ 1 >  0  et des ensemble s borné s Bx C p-H2s+1(]T0,2i[ x fi), 
B2 C tf2*+1]T0,Ti[  x u;), B3 C ^2s+1(]^o,T1 [ x fi), B4 C p-H2s(]T0,Ti[ x fi) et 
#5 C i72s_1(]T0,Ti[xa;), tel s que pour tou t coupl e (u0,$0) de la famille les conditions 
suivantes son t vérifiées . 
(3.1.1) ua e t d'$a prennen t leur s valeur s dan s /C i e t /C2. 

(3.1.2) I l existe e G 10, £0] te l qu e (ua -u.^a -% G B\ Cp-H2^1 ] T 0 , T i [ x f i ; 
3.1.3 ;!! = 0etôn*a>!vn,^$$«i . 

(3.1.4) I l exist e w a G 62 C #2s+1l xiù<^^â^^ll tel qu e la première composant e du 
saut d e \ua] vérifie \u>al\ = -eew«. 

(3.1.5) I l existe une fonction Wa G B3 C i/2*+1! T G , T i [ x f i ) telle qu e TWa = wa . 
(3.1.6) Les fonction s ^ n et v,,;l sont solution s de s équation s 

W = A. lwxuuoùù^** *<<<^$c:!!w<aa x^^$ùù sur Ì T0,Ti[xfì+ 
vbn,;::$^^ (ua +P ( (ua,d'y^a,Wa),ua,d'y^a) sur ]! T0,T i [x î î - , 

où p+ e t p désignen t le s fonctions définie s e n (2.3.13) . 
3.1.7 Le sau t \ua] es t d e la forme : 

K ] m, [ua,l] U~(t ̂̂ a !ù^^xcv<<1 

(3.1.8) La fonctio n 

fa = A0i \dtUa + ] 
n- l 

3=1 

lmù [ua)djUa + Al (̂ •a 5 [dnUa/dn^a] 

est dan s #4 C p-#2s(]T0,7\[ x fi) et vérifie dffa\t=o = 0 si fc G { 0 , . . ., 2s - 1} . 
(3.1.9) L e sau t d e /0 est te l qu e e^lfa] G S5 C if^-^QTo,TU x cA 

Lorsque fi  = En nou s noton s simplemen t Ta(2s +  1 ) une famill e d e solutions 
approchées d e régularité 2s + 1 . O n précisera l'intervall e d e temps quan d cel a est 
nécessaire. On note Tç(2s+T) l'ensembl e de s (w0, $a) G Ta qui vérifient les conditions 
ci-dessus pour le réel e. O n commettr a souven t l'abu s d e langage qu i consist e à parler 
de (ua, $a) comm e d'un e solutio n approché e local e o u global e san s faire d e référenc e 
explicite à  l'ensemble Fa(2s +  l , ]T0 ,Xi [ x  fi) considéré . 

A parti r d'u n couple de données initiales compatibles globales (u0, $G ) il est possible 
de construir e un e solution approché e global e (ua,$a) tell e qu e (ua\t=0,$a\t=o) — 
(u0, $0) . L e théorème suivan t ser a démontré a u chapitre 6. 

Théorème 3.1.2. —  Pour toute famille F°(2s +  3 ) de données initiales compatibles 

globales, il existe TQ < 0  < T\ et une famille de solutions approchées Jra(2s +  1 ) sur 

]TG,T i [ x W1 tels que pour tout e G ]0,£o ] et pour tout couple de données initiales 

compatibles globales (u0,$0) G .F, ? (2s +  3 ) il existe une solution approchée globale 

(ua,$a) G Jr2(2s + 1 ) telle que (ifca|t=o,*a|t=o) =  K , $ o ) « 
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Réciproquement, étant donnée une famille Jra(2s + 2) de solutions approchées, Ven­
semble des valeurs initiales (ua\t=o,$a\t=o) lorsque (ua,$a) G Fa(2s + 2) est une 
famille de données initiales compatibles de régularité 2s. 

Étant donn é qu e le s données compatible s locale s s e prolongent e n donnée s compa -
tibles globales , la proposition 2.4. 1 perme t d e déduire d u théorème 3.1. 2 l e corollaire 
suivant. 

Corollaire 3.1.3. —  Soit . F ° ( 2 s + 4 , fi)  une famille de données initiales compatibles sur 

la boule ouverte ( l c l n . / / existe TQ < 0  < T\, une famille de solutions approchées 

globales Ta(2s +  1 ) et une boule ouverte fii C fi tels que pour tout e G ] 0 , £ o ] et 

pour tout couple de données initiales compatibles locales (u0l$0) G T°(2s + A,ÇÏ) il 

existe une solution approchée globale (uai $ G ) G J7g(2s-\-l) telle que (ua\t=0, $a\t=o) — 

(u0,$o) sur fii. 

Au chapitr e 6 , nous montreron s égalemen t qu'i l es t possible d e construire de s so -
lutions approchée s globale s qu i prolongen t de s solution s approchée s locale s données . 

Proposition 3.1.4. —  Soit . 7 г о (2s + 4 , ] T 0 , X i [ x  fi)  une famille de solutions approchées 
sur ] T 0 , T i[ x fi. // existe T2 > 0, une boule ouverte fii  С fi et une famille de solutions 
approchées globales Ta(2s +  1, ] —  T2,T2[ x  Шп) tels que pour tout e G ] 0 , £o ] et pour 
toute solution approchée locale ( г г а , Ф а ) G .Ff ( 2 s + 4 , ] T0 , T i [ x f i i ) il existe une solution 
approchée globale ( й а , Ф а ) G T"(2s +  1, 1 - T 2 , T 2 [ x  W1) vérifiant 

ua = ua et Ф а = Ф а sur - Г 2 , Г 2 [ х fii. 

Dans la démonstration d u théorèm e d u théorème 2.7.1 , nou s utiliseron s le fait que 
toute solutio n local e d e classe C2k (cf. définition 2.3.1 ) défini e dan s le passé, c'est -
à-dire su r un ouvert d e la forme ]T D , 0[ x fi, se prolonge e n une solution approché e 
locale. La proposition suivant e ser a établi e a u chapitre 6. 

Proposition 3.1.5. — Soit T~ une famille de solutions de classe C2k sur]To,0[ x fi,' 

pour le problème ( S R ) au sens de la définition 2 . 3 . 1 . / / existe T\ > 0, une boule ouverts 
fii C fi et une famille de solutions approchées globales Ta(2k —  2,] — T0 , T i [ x W1) 
tels que pour tout e G ] 0 , £o ] et tout (^i,<I>i) G T~, il existe une solution approchée 
locale (ua,$a) G ̂ (2k - 2 , ] T 0 , 7 i [ x fii) telle que 

ua = ui et Фа = *i sur | T o , 0 [ x f i i . 

3.2. Le s équations pou r l e problème non-linéair e 

Soient T0 e t Ti tel s qu e TQ < 0 < Ti. Pour tou t T G [O.Til, nous noton s désormai s 

(3.2.Г ПТ = ] | T 0 , T [ x l n , LOT — T0,T[ x  M n _ 1 . 

Au chapitr e 5  nous construirons de s opérateurs d e relèvement d e trace, dépendant du 
paramètres T > 0, notés TZT et qui vérifien t le s propriété s suivantes . 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2000 



40 CHAPITRE 3. LES ÉTAPES DES PREUVE S 

Proposition 3.2.1. —  Pour T > 0  il existe des opérateurs linéaires de relèvement 
de trace TZT qui opèrent de # 2 S - 1 ( I < ; T ) dans V F 2 S ( ^ T ) et tels que pour tout u e 
i7 2 s _ 1 (o ;T) , on a TTZT(U) =  u. En outre, si 0 <  T < V, on a pour tout u G 
H2'-1 (UT-), 

(3.2.2) 
m::! [u) = IZT' (U) sur UT 

KT>M = 0 sur UT si u = 0  sur LOT 

La propriét é (3.2.2) , montr e qu e IZT est essentiellement indépendan t d e T. Pou r 
t < T , %Tu(t,.) n e dépend qu e d e la restriction d e u à  L0T. I l n'es t cependan t pas 
local, et dépend d e T pa r so n domain e d e définitio n HS(LOT). 

On s e donne un e famill e d e solution s approchée s globale s Fa(2s +  1 , fi^)  définie s 
sur fi^.  Pou r (ua ,$0 ) G  (2s + 1 , 0 ^ ) , o n not e fa l a fonction défini e e n (3.1.8 ) et 
on désign e pa r /  l a fonction égal e à fa pou r t < 0  et nulle pou r t > 0 . D'après (3.1.8) , 
/ rest e dan s u n born é fix é d e l'espac e p—iï "2*(fiTi)-

On considèr e alor s le problème : 

;3.2.3) 
n-l 

7=0 
b,:! u)djU -h M u,dy$) dnu 

;c^b,; 
= / sur UT, 

(3.2.4) 
n-l 

3=0 

dM(u)}-\ / » ] =  ::!!^=0 sur xn = 0, 

(3.2.5) !ww: = 0 sur Xn =  0, 

(3.2.6) <9t$+ = A xwqaa;:i^^^^ ^^bv<<c::pp^^^^jjm sur fi^, 
(3.2.7)W+nT(a-wa)Wa+n ='А( ;^^ùaza ,^^$W,,a+nT(a$$^^-wa)!bnn sur fiT, 

où A désign e la fonction défini e su r UT pa r 

(3.2.8) A = Wa+ùnT(ùopwxa-wa) 

et a la fonction défini e su r LOT pa r 

(3.2.9) a = ln . H ' 
mnb 

Rappelons qu e les fonctions p^(u, 0 , A) =  -eeALr±(^ , 0 , - eeA) son t définies en (2.3.13 ) 
On remarqu e qu e l a fonction A vérifi e bie n TA — a. On demande e n outre à  u et $ 
de vérifie r le s condition s dan s le passé (t < 0 ) : 

3.2.10) u+ = u + sur fit, u = ua sur fi0 , ^jjkm = $ a SU r fi0. 
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En notan t (f) la trace de $ su r {xn — 0 }, compt e ten u de 
on a 

(3.1.10 (2.3.12) (2.3.13Ì 

(3.2.11) r p + = P + 0 =  | [vn,u^u-çru-M, [MI,<WWÙÙ** n,;::: 

(1) I> =Pb»= o = [u^u-çru-M, [MI] ; :aazn, 

(2) ^ * (3.2.12 ) 
I l e n résulte qu e les équations (3.2.6 ) e t (3.2.7) s e traduisent su r le bord {xn — 0} par 
la conditio n au x limite s : 

(3.2.13) dt</> = A <wxa ,;^$$$< 

Compte ten u de (3.1.5) e t (3.2.8) o n a de plu s a = wa e t A — Wa pou r t < 0. 

Remarque 3.2.2. —  Soi t (u01$0) G F°{2s +  3 ) de s donnée s initiale s compatible s glo -
bales. D'aprè s l e théorème 3.1.2 , i l existe un e solutio n approché e global e (ua,$a) G 
^ ( 2 $ +  !) vérifiant : 

ua\t=o = uo, $a\t=0 = $o 

I l es t alors clair qu e si (u, $) est solution de (3 .2 .3) . . . (3.2.10) , alors (u, $) est solutio n 
de (2.3.2 ) (2.3.3 ) ave c le s donnée s de Cauchy (u0i$0). 

3.3. Le s estimations a  prior i pou r l e problème non-linéair e 

Un de s objectif s majeur s d e ce travail es t d'obteni r de s estimation s a  priori uni -
formes e n £ pour le s solution s d u problème (3.2 .3) . . . (3.2.10) . Le théorème 2.6. 1 en 
résultera pa r l'utilisatio n d'u n princip e d e prolongement . Plusieur s étape s seron t né -
cessaires pour obteni r ce s estimations. La partie l a plus délicate , qu e nou s traiteron s 
en premier, consist e à obtenir de s inégalités d'énergie pou r l a régularité conormale . Le 
point d e départ pou r ce s estimations , es t l'inégalité L2 d e [Mé2]. Malheureusement , 
comme on l'a indiqué a u paragraph e 1.2.7 , le s estimations de s dérivées conormales n e 
s'obtiennent pa s pa r u n simpl e argumen t d e commutation , essentiellemen t parc e qu e 
l'équation (3.2.3 ) es t complètement no n linéair e e n (u, $) e t que le s commutateurs 
font apparaîtr e de s termes no n contrôlable s e n norm e Ws. Comm e dan s [Mél] , nou s 
contournerons cett e difficult é e n paralinéarisant l'équation , manœuvr e qu i met à  jour 
les régularités nécessaire s et fait apparaîtr e l a « bonne inconnu e » comme dan s [Al] . 

La second e étape consist e à estimer le s dérivées normales d e u à partir de s dérivées 
conormales e n utilisant seulemen t l'équatio n (3.2.3 ) e t en oubliant le s conditions au x 
limites. Pou r u n problème non-caractéristiqu e cett e opératio n es t élémentaire. S i u 
a k dérivée s tangente s dan s L2 alor s u a  auss i k dérivée s normale s dan s L2. Pa r 
contre, pour u n problèm e caractéristiqu e cec i n'est plu s vra i e n général, et les espaces 
p-Hs n e sont pa s adapté s e n général au x problème s caractéristiques , voi r [Ma-Os ] 
pour u n contre-exemple. L a règle e n vigueur es t une règl e d e « 2 pour 1  » : il faut 
deux dérivée s tangente s pou r estime r un e dérivé e normale . E n particulier, (voi r par 
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exemple [Ma-Os] , [Ra-Re] , dans le cas linéaire e t [Gu] , [Al] , [Mé-Ra ] [Me5 ] dan s le cas 
non linéaire) . Pou r avoi r de s estimations uniforme s en £, nous sommes don c amené s à 
nous place r dan s u n cadr e qu i englob e le problème limit e caractéristiqu e pou r e = 0, 
et don c à travailler dan s des espaces où la régularité normale est moitié d e la régularit é 
tangente. Cec i motiv e l'introductio n de s espaces W2s. 

En troisièm e lie u nou s devron s estime r l e saut d e u. Pour cel a nou s montreron s 
que [u] est solution d'une équatio n de transport, analogue à l'équation habituell e pou r 
les singularité s faibles . O n noter a l'importanc e primordial e d e c e poin t qu i justifie la 
pertinence d e la notion d e cho c faibl e :  si [u] est d'ordr e e à un instan t 0 , il reste du 
même ordr e d e grandeu r su r u n intervall e d e temp s fixe , indépendan t d e e. 

La quatrièm e étape consister a à estimer l a fonction $ à partir de s équations (3.2.6 ) 
(3.2.7 

On muni t le s espaces H0,K(QT) e t W2S(Q,T) défini s a u paragraph e 2.6 , de s norme s 
à poid s 

(3.3 .r l < 7 , T = (l +  7 ) M l | e - ^ | L 2 ( Q T ) si ueH°*(ÇlT), 
H+\a\=k 

(3.3.2) IM|2*,7,T = (l +  7 ) M l | e - 7 ^ ^ u | | L 2 ( O T ) si ueW2s(nT) 
H+\a\+2k=2s 

De même , o n muni t l'espac e d e Sobole v Hk(uT) de s norme s 

(3.3.3) ù^*$::<<m ( l + 7 ) " | e - * a ? « | L a ( ( ( , T ) . 
fi-\-\a\=k 

Lorsque 7 = 0 , o n omettr a c e paramètre dan s le s notation s ci-dessus . 
Nous utiliseron s constammen t l'abu s suivan t :  lorsque u et $ son t d e la forme 

u = u' + Uç, $  = +  o ù (Ue,§L£) es t le choc pla n défin i e n (2.4.1) , nou s noteron s 
IMIfc,7,T> IM|2S,7,Tî 11̂ 11̂ ,7,T' e t c - l e s normes correspondante s d e u', O n écrira 
alors (u , $) G  W2s(ftr) a u lie u d e (u',&) G  W2S(QT)- O n procéder a d e mêm e pou r 
les traces d e u et $ su r LUT-

Nous utiliserons en outre les espaces de Sobolev Wk,oc(rtT) e t Wk,oc(ujT) qu i seront 
munis de s norme s usuelle s : 

(3.3.4) IMIÎ .T = \\dau\\Loo{QTh 

\a\<k 

3.3.5) M Î L T = \\dau\\Loo{u;T). 

\a\<k 

Définition 3.3.1. —  Étan t donné s un e famill e d e solutions approchée s Jra(2s +  1) e t 
des compact s /Ci C U et JC2 C  (9, pou r s G ]0,«so] e t pour T  > 0 on di t que le couple 
(ti, $) appartien t à  Te(s,T) lorsqu e le s condition s suivante s son t satisfaites . 
(3.3.6) I l existe une solution approchée globale ( u a , $a ) G  .7^(25+1) tell e que u — ua 

et $  = $ a pour t < 0. 
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(3 .3 .7 ) u  e t  d y $  p ren n en t leurs valeurs resp ectivem en t dan s /Ci et /C2.
(3 .3 .8 ) (u , $ )  G W 2s(Q t ), T u  G H 28{ujt ), G 2s+1( ^ r )  e t (u , $ )  est so lu tio n  du  
p rob lèm e n on -lin éa ire  ( 3 .2 .3 ) . . .  (3 .2 .1 0 ).

O n in tro d u it d ’au tre  part l ’ex p ression  :

(3 .3 .9 ) $ , T )  = 11« -  Me IIÎ.T + II* -  113,r + 11^ -  l|IS,r + l< r

C e tte  q u a n tité  d ép en d  de e , m ais on  om et d ’ind iqu er c e tte  d ép en d a n ce d an s la  n o ta ­
tio n . O n n o tera  que la  d éfin ition  3 .1 .1  des fam illes  de so lu tio n s ap p roch ées im p liq u e  
q u ’il ex is te  M 0 >  0 te l que p our to u t  s  G ]0 ,£ o] e t pou r to u t  (u a , $ a ) G T *  on  a
(3 .3 .1 0 ) M ° ° K , $ a ,0 )  < M 0.

L ’e stim a tio n  de la  régu lar ité  con orm ale de u  s ’ex p rim e à  l ’a id e de la  q u a n tité  
su iv an te  qui é ten d  à s  >  0 la  q u a n tité  es tim ée  p our 5 =  0 d an s le th éo rèm e p rin cip al 
de [Mé2] :

11) =  7 N I S . , , t  +  7 1 /V / 2 |r « |2. ,7lT
3'3'n  + 71/2£ |r^|2s+i,7)T + 73/2£1/2|r$|2S)7,T

T h é o rèm e  3 .3 .2 . — II e x is te  des fo n c t io n s  £0(*)> 70(-)> C (-)  te lle s  que p o u r  t o u t T  > 0 , 
to u t  e G ]0 ,eo(M)[, to u t  couple ( u , $ )  G F e ( s , T )  v é r if ia n t M ° ° ( u , $ , T )  < M ,  a lors  
o n  a p o u r  to u t 7 > 70(M)

7,T) < C(M) {^(«,*,7,0) + ||/||L)7t + ll«||a.,7,r
(3 3 12)

+  7 l l* l l2 .,7 ,r  +  7 1/2e 1 /2 |[« ] /e  | 2 . - 3)7,r } -
C e th éorèm e sera d ém on tré au  ch ap itre 8 en  u tilisa n t, com m e m en tion n é  p lu s h a u t, 

u n e p ara lin éa risa tio n  de l ’éq u a tion  qui sera m en ée au ch ap itre 7. A u  ch ap itre  9, n ou s  
estim eron s les d érivées n orm ales de u , pu is le  sau t de u  e t enfin  la  fo n ctio n  $ .  P ou r  
én on cer le r é su lta t, n ou s in tro d u iso n s les ex p ression s su ivan tes :

N2(u, $,7,T) = 7|M|2s,7,T + 7ll$ll2s,7,T + ¡Tu^s^.T
(3 -3 .13) +  71/ 2£ | r $ | 2s+1>7,T +  73/ 2e 1/ 2 | r $ | 2Sl7,T

+  l M / e  |2* -3 ,7it  +  I e  l |5 „ $ ||2 S- i >7)r»
(3 .3 .1 4 ) N z (W a , 7) =  ||W0||2.>7lTl +  P „ W 0 ||2s- i , 7iTl +  K k ^ .
T h éorèm e 3 .3 .3 . — II ex iste  des fo n c tio n s  £<>(•)> 7o(0> C(0 te lle s  que p o u r  to u t T  > 0, 
to u t e € ]0,e0(AÎ)[, to u t couple (u , $) € !Fe { s ,T )  vé r if ia n t $,T) < M, a/ors
on a p o u r  to u t 7 > 7o(M)

iV2(u, 7, T) < C(M) { M,(u, 7,0) + £ N3(Wa, 7) 
(3 .3 .1 5 ) 1

+ ||/||2*,7,T + |[/]/e |2*-3,7,T j-
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3.4. Théorèm e d e prolongemen t à  e fix é 

Compte ten u de s estimation s a  priori uniformes , pou r construir e de s solutions , il 
suffit d e montrer u n théorèm e d'existenc e à  e fixé, su r u n intervall e d e temps pouvan t 
dépendre d e e. En effet , comm e o n le verra a u §3.5, les estimation s uniforme s per -
mettent d'itére r l'applicatio n d u théorème d'existenc e e t de pousser l a solution sur 
un intervall e indépendan t d e e. 

On désign e pa r s un entier te l que 2s > n/2 + 40. Nou s énonçon s maintenan t le 
théorème d e prolongement. Rappelon s qu e MQ es t défin i e n (3.3.10). Par ailleurs, on 
se donne u n rée l H > 0. 

Théorème3.4.1. —  Soit (ui,$i) G  . ^ ( s , ! ^) une solution exacte du problème non-
linéaire (3.2.3)... (3.2.10) avec T 2 G [0,Ti] telle que M°°(uu фи T2) <  MQ +  H/2. 
Alors il existe un temps T3 G ]T2,Ti[ (qui dépend de e) et une solution exacte (u , Ф) 
appartenant à ^(s^Ts) et prolongeant (ui,$i), c'est à dire : 

(3.4.1 и = U\ ф = Ф1 S^^<<ur 

De plus (и, Ф) vérifie la condition M00(г ¿, ф, T3) <  vvnnM0 + H 

Comme indiqu é a u §1.2.11, les solutions de s équation s linéarisée s e n (w,<È>) son t 
moins régulière s qu e (u , $ ). O n n e peut don c pa s construire la solution pa r u n schém a 
itératif d e Picard. Comm e S . Alinhac dan s l'étud e de s ondes d e raréfaction, nou s 
construisons le s solutions à  l'aid e d'u n schéma itérati f d e type Nash-Moser . Nou s 
suivrons l a présentation d e cett e techniqu e qu i es t fait e dan s [Al] , [Al-Gé] , [Hôl] . 

La preuv e d e ce théorèm e comport e deu x étapes . A u chapitre 10, on montre qu e 
si (u1, Q1) G Jre(s,T2),il exist e un e solutio n exact e (1/,$) G  T£(s — k,Ts), défini e su r 
flT3 ave c T 3 > T 2 et qui prolonge (ui,$i). Ensuite , a u chapitre 11, on établit un 
théorème d e propagation d e la régularité e t o n montr e qu'e n fai t l a solution (u, $) es t 
dans TJs,T3). 

3.5. Temp s d'existenc e a  prior i e t preuv e d u théorèm e 2.6. 2 

L'estimation a  priori principal e (3.3.15) perme t d e définir u n temps d'existenc e a 
priori pour l a solution du problème non-linéaire , indépendant d e s. On note N(u, T) 
l'expression 

(3.5.1) 
N (иЛ,Т <<$ NI: <<ù* 1|Ф||28;т + е1/2 |Г«|2«,т +г|ГФ|2*+1,т 

+ e1/2 ГФ| 2s,T +  I \[u]/e 2s-3,T + S I |0»Ф||*2.-1,Т 

Théorème 3.5.1. — 77 existe une constante Ci et un temps T* G  ]0,Ti] tels que 
pour tout T G  [OjTi*], tout e G  10, e0] et tout couple (1/ ,$) G  F£(s,T) vérifiant 
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M°°(u, $ , T ) <  M0 + H, on a les estimations suivantes : 

(3.5.2) 

(3.5.3) 
N(u,*,T)<Ci, 

M°°(u,$,T) < M0 + H/2. 

Démonstration. —  O n appliqu e le théorème 3.3. 3 ave c 

M = M0 + H e t 7 1 =-f0(M0 + H). 

Par construction , /  =  0  si t >  0  et / =  fa s i t < 0 . L'inégalité (3.3.15 ) impliqu e qu e 

JV2(u,$,7x,T) < C2 N2{ua,$a,li,0) + e NsiWa,^) 
(3.5.4) 

2s,7i,0 + \[fa]le |2s-3,7i, 0 

Compte tenu des propriétés des solutions approchées décrites au paragraphe 3.1 , exist e 
une constant e M\ tell e qu e : 

(3.5.5) JV2(u ,* ,7 i ,T)<Mi . 

L'estimation (3.5.2 ) e n résulte . Pou r l a suite, o n not e auss i qu'i l exist e un e constant e 
C3 tell e qu e 

(3.5.6) M2«-3,T <  C3 |[wi]/e |2«-3,T. 

Pour démontre r (3.5.3 ) o n utilis e le lemme suivant , démontr é a u chapitr e 4. 

Lemme 3.5.2. — Soit k un entier positif. 
i) Pour tout entier a > n / 2 +  fe + 1 , il existe une constante C telle que pour tout 

T > 0  et pour tout u G HŒ(UJT) on a 

(3.5.7) \u\l,T<\u\l0 + CT\u\^T. 

ii) Pour tout entier s tel que 2s > n/2 + 2k + 2  il existe une constante C telle 
que pour tout T > 0  et pour tout u €  W2S(ÛT) on a : 

(3.5.8) \Hl,T<\\u\\Ìo + CT\\u\\2s,T. 

D'après c e lemme, i l existe un e constant e C4 tell e qu e 

(3.5.9) l ian$-a„$a | |S iT<c4T. 

D'après (3.1.3 ) o n a dn$a > ¿ 1 et en posant T[ = i n f { T i , £ i / 2 C 4 } on déduit d e (3.5.7 ) 
l'estimation 

(3.5.10) 1 
110„* 

1 
xc<<ù 

r < 
I0,T -

2C4T 

Si 
gfsi 0 <  T < T[. 

I l e n résult e qu'i l exist e un e constant e C5 tell e qu e 

(3.5.11) 
1 

"On* - I I I ; , T < 
1 

dn$a 
ù^$$ 
ppp<< 

+ C 5 T si 0 <  T < T[. 
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En utilisan t (3.5.2 ) (3.5.6 ) (3.5.11 ) e t l e lemm e 3.5.2 , o n montre qu'i l exist e une 
constante Ce telle que 
(3.5.12) M ° ° ( u , $ , T ) < M 0 + C 6T si 0 <  T < T[. 

On défini t alor s le temps d'existenc e a  priori 7\ * Par : 

(3.5.13) TÌ=mf{T{,H/(2C6)<<^$$} 

et o n a bien M°°(ix , $, T) <  MQ + H/2 c e qui prouve (3.5.3 ) e t le théorème 3.5.1 . • 

On dédui t de s théorèmes 3.4. 1 et 3.5.1 l'existenc e de s solutions su r un intervalle de 
temps uniforme . 

Théorème 3.5.3. —  Soit T£ le temps d'existence a priori défini par (3.5.13) . Pour tout 
s G  ]0,£o] et toute solution approchée (ua,$a) £  FaE(2s+  1),  il existe une solution 
exacte (u , $) G  . ^ ( s, T*) telle que u = ua et $ =  <Ê a pow £ < 0. 

Démonstration. —  O n se donne un e solution approché e (uai$a) G  F* (2s +  1 ) et o n 
désigne pa r X l'ensemble de s T G  [0, T f] tel s qu'i l exist e un e solution (u , $) apparte -
nant à  .Fe(s,T) e t vérifiant : 

(3.5.14) 
U = Ua, $  =  $a , pou r *  < 0, 
M ° ° ( u , $ , T ) < M0 + H. 

On remarqu e qu e X es t non vide puisqu e (ua,$a) G  .Fe(s,0). O n note T * =  SupZ . 
Le théorèm e 3.5. 1 entraîne qu e T* G  X. Supposon s qu e l'on ait T* <  7\* . Dans ce 
cas le théorème d e prolongement 3.4. 1 s'applique. I l existe T 2 > T * , et une solution 
( ^ 2 , $2) £  (s , Ï2) qu i prolonge (u, $) et vérifie (3.5.14) , ce qui contredi t l a définition 
de T *. On a donc T* = T*1 et le théorème 3.5. 3 en résulte. • 

Démonstration du théorème 2.6.2. —  Considéron s u n coupl e d e donnée s initiale s 
(M0,$0) G  T°(2S +  3) . D'aprè s l e théorèm e 3.2. 1 il exist e un e solution approché e 
(ua,$a) G  F%(2s + 1 ) tell e qu e (ua\t=o, &a\t=o) = (M 0,$0)- H  résult e d u théorème 
3.5.3 e t de la remarque 3.2. 2 que la solution (u,$) G  F£(s,Ti) es t aussi solutio n du 
problème d e Cauchy (2.3.2 ) (2.3.3 ) c e qui prouve le théorème 2.6.2 . • 

3.6. Prolongemen t d'u n cho c faible . Preuv e d u théorèm e 2.7. 1 

Soit Q0 un ouvert d e la forme QQ = ]To,0 [ x  uoQ x  JQ (cf. définitio n 2.2.1) . Soi t 
(u0,$o) u n élément d'un e class e d e chocs faible s d e classe C2k défini s su r flQ. Pa r 
changement d e variables, la proposition 2.3. 3 fourni t un e solution local e (ui, $1 ) dan s 
une famill e d e solutions d e classe C2h pou r l e système (SR), au sens de la définition 
2.3.1. Ce s solutions locale s son t définie s su r un ouvert ]T£,0 [ x  fli ave c TQ < T'Q <  0 
et TÇt\ — uo\ C u0. 

Puisque î ï i es t un ensemble borné , o n a C?*(]T,J,0 [ x  Çîf ) C  H2k(]T^0[ x  î î f ) 
et d'aprè s l a proposition 3.1.5 , i l exist e T 2 > 0 , ÎÎ2 C  fii,  un e famille d e solutions 
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approchées Fa(2k - 2 , \T'T2\xil2) et u n élément >a2,$a2Ï dans cett e famill e tel 
que (ua2,$a2) m ,;:^$<< sur K , 0 [ x f i 2 

En posan t s = <^$ la proposition 3.1.4 fournit un e famille de solutions approchée s 
globales Ta > + l , l T3,T3 $^^j et un élément o^$n,;<<: i de cette famille qui coïncid e 
avec (Ua2,$a2, sur u n ouver t | - T 3 , T 3 x fi3 avec fis C H2 . 

Le théorèm e 3.5. 3 imuliaue au'i l exist e T > 0, un ensemble T SX, de solution s et 
!$$*__kl ^^^lù ù^^! tel que bww<;:! 'Wa3,*ù*o3) !xqs snjlùù^^ sur - r 3 , o x ft3< Alors, la 
restriction ù,;lmù de ùlmù à - T 3 , T [ x f i 3 est un e solution local e exact e d u système 
'SR) qui prolong e ̂ $<ww 

Etant donn é que vnmù^^ G W2s(l -- T 3 , T | [ x En ) C * HS( ] - T*.T\ x W1) et que 
# s C  Ct' pou r fc' < 5  - (n + l)/2, on voi t que b,;ù* est un e solution local e de 
classe ^hjk avec <K-*<w - ( n +  l ) / 2 , En revenant pa r changement d e variable (cf. 

remarque 2.3.2 ) o n a donc construi t un e famille d e choc s faible s qu i prolongent ceu x 
de la famille donné e dan s le passé, démontrant ains i le théorème 2.7.1 . 
Remarque 3.6.1. —  I l est possible de détermine r un e solution exact e pou r l e système 
(SR) e t prolongeant ( M I , $ I ) e n procédant d e manière u n peu différente. Puisqu e 
(t / i ,$i) es t solution local e (cf. définition 2.3.1) , i l existe un e fonction pi — —seAl 
définie sur ]TG, 0[ x f ,̂ telle que F Ai = ai =  ln(—[wn]/e) , où [un] désign e la première 
comnosante d u saut d e t/i. 

En prolongean t Ai e t en prenant le s traces (^io, $ io) = (ui\t=o, ^i\t~o)i o n obtient 
des données initiale s compatible s locale s associée s à cette fonctio n pi. E n appliquant 
le théorèm e 3.1.2 , o n construit alor s un e solution approché e global e qu e nous no-
tons (u a4>$a4) et qui peut êtr e différent e d e celle déj à construit e e n appliquant les 
propositions 3.1.5-3.1. 4 qu e nous avon s noté e (^o3 , $a3). 

Cependant, s i on prend l a même fonctio n pi pou r construir e le s deux solution s 
approchées, le théorème 3.5. 3 donne deu x solution s (u^, $4) et (w3, $3) qui sont iden -
tiques localement , grâc e à  la vitesse finie  d e propagation, c'est-à-dir e su r un ouvert 
de la forme 10 , T[ x fi3 où fi3 est une boule ouvert e centré e à l'origine. 
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CHAPITRE 4 

ESTIMATIONS PRÉLIMINAIRE S 

On regroup e dan s c e chapitr e quelque s inégalité s utiles . C e son t de s variante s de s 
inégalités d e Gagliardo-Nirenberg e t de Sobolev associée s au x espace s W2S e t H°>S 

(voir pa r exempl e [Ma3 l o u [Mél] ). 

4.1. Inégalité s no n linéaire s 

Rappelons qu e TQ < 0 est fixé  et que fir  es t défin i e n (3.2.1) . En désignant pa r Lpy 
l'espace Lp associ é à la mesure e~2jt dx, nous commençons par rappeler le s estimations 
de typ e Gagliardo-Nirenber g valable s dan s le s espace s H0,S(QT) e t W2s(f&T)-

Lemme 4.1.1. — Soit s un entier positif. 
i) Il existe une constante C telle que pour tout T > 0, tout 7  >  0 , tout u G 

L°°(fiT) H  H0,S(ÇIT) et tout multi-indice (/i , a) vérifiant (¡1 + |a | ) / s <  2/p < 1, on a 

(4.1.1] 
^ù 

\6°u\ ù*x< <C lu 1.1-2/p f I M ls,7,T 
|2/p 

U) Il existe une constante C telle que pour tout T > 0, tout 7  >  0 , tout tout 
u e L°°(Q,T) H  W2S(^T) et tout multi-indice (fi,a,k) vérifiant (¡1 + \a\ + 2k)/2s < 
2110 < 1 . on a 

(4.1.2) 7M \6«DKNU\ llLÇ(nT) < C | |u| 1-2/p I ,;::xxsqaa 

Démonstration. —  Pa r prolongement (cf. [Mél] ) o n se ramène à  démontrer ce s in -
égalités pou r de s fonctions définie s su r E n + 1 . E n intégrant 8 j { E ~ 2 L T U • ÔJU • | ^ u | p ~ 2 } 
on obtien t l'estimatio n : 

(4.1.3) <n,;; H<C\ Util ,;:x< ^ 2- a\\ôau\\L: \ ave c 1/a +  l /r = 2/p. 
>|<2 

On montr e de  mêm e e n introduisan t le s norme s : 
(4.1.4: IMI(*,7,r) = 7*" | a | l l* aw||L-

\a\<k 
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l'inégalité 

(4.1.5) 7 " l l ^ « | L*<C\\ x^^ù<kk ù^$:: pour (/i + |a|)/f e =  2 / p < l . 

Par ailleur s l'estimatio n (4.1.1 ) es t évidente pou r p =  2 . On l'obtient alor s grâc e à 
l'inégalité d e Hôlder dan s le cas général (p, + |cc|)/ s <  2/p < 1. 

Pour établi r (4.1.2) , on démontre d'abor d que 

4.1.6" \\dnV\ \L><C\ 12: I L Ï I ll^n«lk; pour 1/q + 1 / r = 2/p . 

La démonstratio n es t identique à  celle de (4.1.3). On en déduit, en procédant comm e 
pour établi r (4.1.5 ) : 

(4.1.7) \\dknv\ L*<C\ wll1_2/pll Il anV\\L% pour 2 p=k s. 

D'autre part , à  partir d e (4.1.3), on obtient l'estimatio n : 

(4.1.8) r ¥au\\L, < c C I M I 1-« 
L? M l t f 7 

n;: 

où a > 0  est un entier donné , k = (/ x + |a | ) /<7 , 0  < / i + \a\ < cr, q = 2(a + k0)/k0 ave c 
kQ entier >  0  et p es t défini pa r 2/p =  2( 1 — n)/q +  tt.  On applique ensuit e (4.1.7 ) 
à dku ave c #  défini pa r 2/q = k/s. E n posant v =  <9̂ w , et en appliquant (4.1.8) , on 
obtient : 

(4.1.9) wxv L*<C\ù < C | l l ^ l l i f [ l l # « l l t , 7 

On estim e ensuit e ||a^ii ||L9 pa r (4.1.7 ) e t on obtient l'inégalit é (4.1.2 ) dan s l e ca s 
limite 2 / p = (/ i +  \a\ + 2k)/2s. 

Le ca s p =  2  est trivial e t le cas général (¡1 + |a | + 2k)/2s < 2/p < 1 , s'obtient 
grâce à  l'inégalité d e Hôlder . • 

On dédui t d u lemme 4.1.1 les trois lemme s suivants . 

Lemme 4.1.2. —  Soit F une fonction C°° de ses arguments telle que F(0) =  0 . Pour 
tout entier s > 0 , il existe une fonction C(-) telle aue vour tout T > 0  et pour tout 
7 >  0  on a : 

ù: pour tout u G  L°°(ÇIT) H  H°>s(ÇlT) vérifiant \\u\\Loo^T) < M 

(4.1.10) l № ) l l wx<<^ù* (M) \\u\\*T. 

ii) pour tout u G  L°°(nT) H  W2s(ftT) vérifiant |M|LOO (QT) <  M, 

4.1.11) №)ll: 2s,7,T < C{ ; ( M ) ||ti||2,F7,T . 

Lemme 4.1.3. 
que : 

Pour tout s, il existe une fonction C(- ) et une constante Ci telles 
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i) pour tout ui,U2,... ,up G  L°°(QT) n  H°>S(ÇIT), le produit u± • u2 • • • uv est dans 
L°°(ÇIT) C\H°>S(QT)' De plus, pour tout (//,ai , a 2 , . . . , a p ) £eZ gwe // + ^ f= i \ai\ = 5> 

on a 

( 4 . 1 . 1 2 ) 7A ill<J a iu x <P 2 u x  ... x  6a*u\\0 ~ T < C(M) 
p 

i=l 
I N I ' T 

et, en posant la i = cv 
\<*i\, 

( 4 . 1 . 1 3 ) | |* a iîi x  8a*u x  ... x ( S ° H | £ _ W I 7 I T <  C(M) 
i=l 

P 

I N I U T 

où M est tel pue ^p hi\\*T < M 
U) Pour tout a et tout u dans L ° ° ( Î Î T ) H  W 2 S ( £ I T ) le produit a.u est dans 

L°°(nT) H  W2s(tiT)- De plus, pour / / + |a | + \f3\ + 2(k + l) =  2 « , o n a : 

( 4 . 1 . 1 4 ) 7 M | | ^ a x  ^ ^ | |0 ï 7 , r <  Ci I M I O , T I M | 2 « , 7 , T +  I M I O , T I M | 2 * , 7 , T 

Lemme 4.1.4. —  II existe une constante C telle que pour a G  L ° ° ( Î Î T) H  H°^S(ÇIT), 

u G  L ^ f f M n W2s(nT) et u+ la l + \B\ + 2k = 2s on a 

( 4 . 1 . 1 4 ) ^\\ôaaxSpd^<<p^$$$u\\0^T<C II«IIO,TII^II2S,7,T+IGI^II:<<<X^^$,TII«IIL,7,T 

4.2. Estimation s L ° ° 

On utiliser a différente s variante s de s injection s d e Sobolev. 

Lemme 4.2.1. —  Soit k > 0  un entier. Il existe une constante C telle que pour tout 
T > 0 et tout 7 > 0 on a les injections et les inégalités suivantes. 

i) Pour tout entier a > n/2 + k et pour tout u G Ha(ujT) on a u e Wk>°°(u)T) et 

( 4 . 2 . 1 ) Mk,T < CejTMa,<^^<y,T-

ii) Pour tout s tel que 2s > n/2 + 2k + 1  et pour tout u G  W (HT) on a 
u G  Wk>°°(nT) 

( 4 . 2 . 2 ) \\u\\lT<Ce*T\\^<<xu\\2^^s„,T. 

Démonstration. —  I l exist e u n opérateur d e prolongement pa r réflexions, £ r , d e 
Ha(uT) dan s H A ( R N ) te l que 

( 4 . 2 . 3 ) \ET(u)\a<<<xccC\u\a,T, 

( 4 . 2 . 4 ) w<llù$$<<aerggb:!! 

où C est une constant e indépendant e d e T. D'autr e part , s i a > n 
2 <<* 

( 4 . 2 . 5 ) | | f î r ( i i ) | | î < C | S r ( t i ) U . 

L'inégalité ( 4 . 2 . 1 ) e n résulte . 
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Pour établi r (4.2.2) , on considère (cf. [Mél] ) l'espac e Es>1(Wl+1 )  muni de la norme : 

xxv,: I M k i = Kdknv\\L, 
|a|+2fc<s 

fc<l 
Par transformatio n d e Fourier, o n obtient un e norme équivalent e à  (4.2.6 ) 

(4.2.7) \\v\\l2 = , [ [ ( l +  KT ) + Kni2]( i +  in2 ; )-'m)Vdt. 

Pour 2 s > n /2 + 2k + 1 , on en déduit l'inégalit é 

4.2.8) *$|T < \u\*ktTl + C(T -

Comme précédemment , o n conclut e n utilisant u n opérateur d e prolongement, ET de 
W2s(ïïT) dan s W2s(Rn+1) ains i que l'inégalité : 
(4.2.9) IM|2«,T <  e7lùùT||uùù*$<<̂ $̂$km||2S,7,T. 

• 

On e n déduit immédiatemen t l e lemme suivant . 

Lemme 4.2.2. — Soit k un entier tel que k>0. 
i) Pour tout entier a > n / 2 + fe+ 1, il existe une constante C telle que pour tout 

T > 0 , tout Ti G [0,T], tout 7 > 0 e t tout u G HG(UJt), on a 

(4.2.10) M ï | T < \u\*ktTl + C(T - Tx) e^T \U\„„9T. 

ii) Pour tout entier s tel que 2s > n / 2 + 2k + 2, il existe une constante C telle 
que pour tout T > 0 , tout Tx £ [0,T], tout 7  > 0  et tout u € W2s(nT), on a 

(4.2.11) M I Î . T <  I M I U + C(T - TO e^T ||u||2.,7,r . 
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CHAPITRE 5 

OPÉRATEURS D E TRACE S 
ET D E RELÈVEMEN T D E TRACE S 

Dans c e chapitre o n introdui t e t on étudi e le s opérateur s d e relèvement d e traces 
qui son t utilisé s pou r défini r le s fonction s p± qu i interviennen t dan s le s équation s de 

kù On montr e qu'il s vérifien t l a propriété (3.2.2 ) d e la proposition 3.2.1 . 

5.1. U n lemm e d e trac e 

On s e donne TQ < 0  et pour T > 0 , Q,T est défini pa r (3.2.1). Pou r u défini e sur 
fÎT o n not e u± la restriction d e u à fi^ et T u* l a trace d e u± su r U>T (lorsqu'ell e es t 
définie). O n convien t d e note r Tu le couple d e trace s ( I V ^ P u - ) . 

Lemme 5.1.1. —  Pour u G  W2S(Qt) avec s > 1 , les traces Tu1^ sont bien définies 
dans H2s~1(ujt) et on a 

'5.1.1) \Tu\ 2s-l,7,T < C cv,;:!ùù 

où C est une constante indépendante de 7 et de T. 

Démonstration. —  I l suffi t d e faire la démonstration su r Rn+1 e t d'étudier l a trace 
de v = e~l1 u (voi r l a proposition 7.2. 1 d e [Mél] ). O n considère d'abor d l'espac e 
E2s^(Rn+1) mun i d e la norm e : 

5.1.2) \u\ 2s,7,l — n,;p^$$ <<wxù^^ 

loi-+2k<s 

En notan t ||w ||2s 1 la norme d e W%S(RN+1 ) , o n a clairement 

' 5 . 1 .3 ' I M 2s,7,l < c|M|2*, 7 

où C est un e constant e indépendant e d e 7. 



54 CHAPITRE 5. OPÉRATEURS DE TRACES ET DE RELÈVEMENT D E TRACES 

D'autre part , l a norme ||t¿||25,7,i est équivalente, ave c des constantes indépendante s 
de 7, à la norme 

(5.1.4) IN |2 
2s,7,2 j;: 

,;ùùj 
( 1 + 7 ) 1 + ici2 

-i 9ft — 9 xwvnn; + ^ 4 + 1 + 7 )2£2 №)\2jldt-

De même , dan s H2s 1  (W1 ) l a norme d e Tu s'écrit 

'5.1.5 |r«| 2*-l,7 b,; 
//+|a|=2s-l 

(1 + 7) \e-^d«u\Ljll2. 

Cette norm e es t équivalente, ave c de s constantes indépendante s d e 7, à la norme 
|rix|2*-i 7 1 définie par 

(5.1.6) |r«| |2«-1,7,1 : ;n,:: 
(1 + 7)2 + a2 

28-1 
warldlljll?w. 

On remarqu e ensuit e que 

'5.1.7) r « ( f ) = 
1 

2tt.. v( bn,;:^ùùù 
R 

En posan t </(£' , £n> 7) = (1 + 7)2 + ICI2 + ( 1 + 7)2£n> on obtient l a majoration 

(5.1.8) \Tv(0 2 C 
vn,; 

;jklmùùa<< -î^^ ^:,ù^^ 
^w<cf 

a(e,tn^)\m')\2jd$n. 

En reportan t cett e estimatio n dan s (5.1.6) , on voit qu e le second membr e es t major é 
par (5.1.4) , c e qui prouve le lemme. • 

5.2. Constructio n d'u n opérateur d e relèvement d e trace 

On s e donne u n entier m > 2s. On choisit un e fonction x(y) G <S(Mn) vérifian t 

(5.2.1) Supp x C {t = y0> 0} 

(5.2.2) la fonctio n fv,: = x{y) - 2-nX (V/2) peut s'écrir e sou s la forme : 

:^^<ww wcc Uv) avec fa eS(RN), 

\a\=m 

(5.2.3) il exist e un e constante C >  0 telle qu e la transformée d e Fourier-Laplace 
0(f, - il) = 6(^0-^,7]') de 6 vérifie 

Mr,- -il) I <c \V - il\m si \rj-ij\ < 1 
Un exempl e de fonction x ayant ce s propriétés, s'obtient d e la manière suivante . On 

considère d'abor d un e fonction gi G C°°(Mri_1 ) tell e qu e g\(r)') — 1 sur un voisinage 
de 0 . On défini t ensuit e dan s le demi-plan V :— { I mr < 1} la fonction de la variable 
complexe r 

(5.2.4) 92 ( r) cw exp| 1 
2 

ln(l +  ir) 
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Les fonction s g2 e t l/g2 son t holomorphes dans V e t il existe u n polynôme Pm d e 
degré m , ains i qu'un e fonctio n g$ holomorphe dans {|r | < 1} , tel s qu e : 

(5.2.5) 02 (r) = p 
1 m 

ir) + rm+l 9s (r) 

Pour r  G P, o n dehni t l a fonction 

(5.2.6) h(r) = g2 (r)Pm(r) 

On défini t x a u moye n d e s a transformée d e Fourier 

(5.2.7) cvn,;ùù*** *< <cv)^jk== 

et o n vérifi e e n utilisan t (5.2.5 ) e t (5.2.6) qu e x vérifi e le s propriétés (5.2.1 ) (5.2.2 ) et 
(5.2.3 • 

On s e donne d'autr e par t un e fonctio n tp(xn) G C°°(1R) à suppor t dan s {\xn\ < 2} 
et qu i vau t 1  pour \xn\ < 1 . On note Xk(y) la fonctio n Xk(y) = 2nk x(^ky) e t pour 
k > 1 , on not e 9k(y) = Xk(y) — Xk-i(y)- O n désign e alor s pa r Rj(y,xn) l a fonction 

(5.2.8) Rj(y,xn) = klmù x(y) + 
ùp^$$ 

k=l 

$mù 2™xn] ïOk(y) pour (y,Xn G 
R n + 1 

et o n not e 7c 7- 1  opérateur d e convolution : 

(5.2.9) ù^$ ](y,Xn) ) = 
$: 

!*ùl [y-y'^n u (y')dy'. 

Lorsque u G S(RN ), o n défini t TZu pa r l a formule 

(5.2.10) TZu = lim TZjU. 

On a  alors TZu(y, 0 ) =  l in i j _> + 0 0 7Zju(y, 0 ) =  u(y) 
Dans le s paragraphes suivants , nou s montrons qu'i l es t possibl e d'étendr e l a défini-

tion de TZ aux espaces Wki°°(ujT) e t HS(LOT). Pou r cel a nous utiliserons de s opérateur s 
de prolongemen t don t le s propriétés fon t l'obje t d u lemm e suivant . 

Lemme 5.2.1. —  Etant donnés s et a, il existe des une constante C et des opéra­

teurs de prolongement ET de W^°°(UJT) dans W^°°(R x  R n _ 1 ) et de HS(UJt) dans 

H * ( R x  M n _ 1 )  tels que pour tout T >  0  et tout 7  > 0, 

5.2.11) \ET(U)\*<C\UFF<<WW<X\*T, 

(5.2.12) \ET(U)\8~<C ff 
27T0 

H*,7,0 + lWU,<<7T f 

De plus, siO<T <T' alors, 

(5.2.13) ET(u) = ET> (U sur - o o , T ] xf<x<" 1. 
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Démonstration. —  O n désign e par %(£ ) un e fonction C°°, nulle pou r t < TQ et valant 
1 pou r t > 0 . On prolong e u\ =  x u Par 0  Pour t <  ̂ o ? puis pa r réflexio n pour t > T : 

(5.2.14) Ui = 
K 

k=l 
cb;;; T -k t-T),x') pour t > T. 

où le s Ck son t le s coefficient s usuel s vérifian t 

[5.2.15) 
K 

k=l 
Ck ;n:! J -= 0 pour 0 <J<Kjjj^<<~1j 

De mêm e u2 — (1 — x )u s e prolonge pa r 0  pour t > 0 , puis par 

(5.2.16) u2 = 
K 

k=i 

ck u2 [To-k it-T0) !bnz^^z pour t <T0 

Alors, s i K > s et K > // , l'opérateu r 

(5.2.17) ^** ^* ^* Ui + u2 

verme les propriétés annoncées . • 

5.3. Actio n d e 1Z dans le s espace s W  kjO G 

Proposition 5.3.1. - i) L'opérateur TZr = 7Zo Et opère de L°°(ujt) dans L°°(Qt) et 

(5.3.1) l|ftr(t*)IIS,T <  C\u\*T 

ii) Si u G  Wk>°°(ujT) on a SalZT(u) G  L ° ° ( « T) pour \a\ < k et 

(5.3.2) \\SANT(u)\\<w^$$<qzeezzlT<C\u\l 

iii) Pour 2k < m, dklZT opère de W2^°°(u;t) dans L°° ( f ìT) et 

(5.3.3) \DHNNT(u)\\lT < C\u\*2kiT. 

iv) Si 0 < T < T', on a pour tout u G  L°°(ujt') 

5.3.4 
^vbn, u\ljt ,h Zt> (u) sur ÎZ T, 
RT, (u) = 0 sur tir si u = 0  sur ujt-

Dans (5.3.1)(5.3.2 ) et (5.3.3) , C désigne une constante indépendante de T > 0. 

Démonstration. —  Grâc e a u lemme 5.2.1 , i l suffi t d e montrer de s estimation s ana -
logues pou r 7lu, lorsqu e u es t défini e su r En. E n posant tp(xn) = ip(xn) - (p(4xn), o n 
a d'aprè s (5.2.8 ) : 

5.3.5) Rj(y,xn) = 
.7-1 

k=0 

4>(22kxn) Xk(y) + w^^wazXsk(y) + 
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Puisque xj) es t à support dan s la couronne { 1 / 4 < \xn\ < 2} , on a ijj(22kxn) ^  0  pour 
au plu s troi s entier s k d e la somme. D'o ù : 

(5.3.6) \RJU\\L<~ < 3 | | V | | L ~ I M U ~ I I X I I L I +  I M U ~ N I L ~ I M I L I 

ce qui prouve (5.3.1) . 
Pour établi r (5.3.2) , o n remarque d'abor d qu e TZj commut e au x dérivation s tan -

gentielles dy. Pou r le s dérivées conormales , on a 

(5.3.7) Xs<<^^ks(y) +g =g Rg<<j(y,xn)*u(y) 

où Rj(y,xn) a  la même form e qu e Rju(y,xn). L'estimatio n (5.3.2 ) e n découle. 
En notan t ipi = dk(p, o n obtien t 

5.3.8 d^Rj{y,xn) = <Pi(xn)Xo(y) + 
3 

p=l 
2 2 * V (22pxn)0p(y). 

Si 2k < m , on peut alor s écrir e e n tenant compt e d e (5.2.2 ) : 

(5.3.9) % ) = 
\a\=2k 

daea(y) avec 6a €S(Rn) 

On e n déduit qu e 

(5.3.10) 2^%{y) = 

\a\=2k 

2npga 0a(2Py)} 

et e n posant up(y) = 22pk6p(y) * u(y), i l vient 

;5.3.11) dÌKjUiy^Xn) = (f! {xn)Xo(y) * u(y) + 
3 

p=l 
^* [22pxn} u>p(y)-

Avec Ci = Yl\a\=2k I I ^ I U 1 ' (5.3.10 ) impliqu e que 
(5.3.12) \\up\\Loo < Ci \u\lk. 

Comme le s supports de s fonctions (fi(22pxn) son t deu x à deux disjoints , on en dédui t 
que 

(5.3.13Ì \\dknnóu\\L~> < l lv^i lu- HuiUoo h ^ i u ! +  C i I I ^ I l u - Hun;* 

et l'estimatio n (5.3.3 ) e n résulte. 
Enfin, (5.3.4 ) découl e d u fait qu e TZ est un opérateur d e convolution par un noya u 

à suppor t dan s {t > 0} . • 

On dédui t immédiatemen t d e la proposition (5.3.1 ) l e corollaire suivant . 

Corollaire5.3.2. — L'opérateur TZT opère de W2k>°°(L0T) dans Wkt°°(ilT) et on a 
l'estimation 

(5.3.14) \\nT(u)\\lT<C\u\*2kiT, 

où C désigne une constante indépendante de T >  0 
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5.4. Actio n d e 1Z dans le s espaces Hs 

Proposition 5.4.1. —  i) Pour tout entier s > 0, HT opère de Hs(uoT) dans H°>S+1(QT) 

et 

(5.4.1) \\W^)\\UCB<<XXI979T<C e 2 l T o | u | s , 7 j 0 +  M S , 7 , T 

ii) Pour 2k < s, dklZT opère de H S ( U J t ) dans H°>s+1-2k(ÇlT) et 

(5.4.2) l l № ( t O I I Í + i - 2 * , 7 , T <C e 2 l T o \u\8„fl + \u\8tliT 

iii) SiO<T <T' on a pour tout u G H8<<(OJT'<X) 

(5.4.3) 
'̂ T(WIO,<XT) =KT>(U) sur <w 

UT> (u) = 0 sur ÜT si u = 0 sur UJT> 

iv) Pour tout u e H2s 1(UJ<X<T), 

(5.4.4) MT(u<xc<) = u. 

Dans (5.4.1 ) et (5.4.2), C désigne une constante indépendante de 7 et T. 

Démonstration. —  E n utilisant l e lemme 5.2.1 , o n se ramène a u cas où u est défi-
nie su r W1. En posant R?-(y^sfxn) = e~jtRj(y,xn), o n définit d'abor d l'opérateu r d e 
convolution 

(5.4.5) ft]u(y, xn) = R](y, xn) * u(y^^^wxvb,). 

On a  alors 

(5.4.6) njU = e^n](e-hj<<^^^u). 

La transformé e d e Fourier en y de R7(y,xn) s'écri t 

(5.4.7) <wmmù^$$ 
¿-1 

k=0 
iP(22kxn)x(2-k(rt - il)) + <p(221xnj)x(2-*jj(r, - ¿7)) 

où l'on a noté TJ — i'j —  (TJ0 —S ¿7,77s') set x(v ~ h) l a transformé e d e Fourier-Laplace en 
y d e x- On désigne par $Jj(rj,xn) l'expressio n : 

cxx<=w<<<^^ 
gd 

k=0 

' é (2 2 k x n )x (2 - k (v i lù -h) )< 

et (5.4.7 ) s'écri t sou s la forme : 

(5.4.8) $J(77,xn) = *7 > j(^,a:n) +  *2 ,j(^a?<<n). 

La conditio n d e support su r ip implique qu e : 

(5.4.9) 
IR 

W(rj,xn)\
2dxgxvvbxn<C 

k=C 

3 
2- 2 k\x{2- k{r i-i 1)<<c)\^< 
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On utilis e ensuit e l'estimatio n 

(5.4.10) \x(v-h)\ < c\rj-i-f\ 2 si <<xtqn,;m^^ 

pour majore r \\(2 k(r} — pa r : 

<7. 
C22k\n-ij\-2, 

si 2~k \rj - ¿71 < 1, 
si 2~K \rj -  H | >  1. 

On e n déduit qu'i l exist e une constante C telle qu e : 

(5.4.11) 
xv< 

^^^fq<<xvcvxxqkmù^$$$<<aw<<z<za 

En posan t v = e ytu, i l en résulte que 

(5.4.12) (1 + 7)HftJ«IU» +  \\dvK]v\\L, < C \v\L2 

Compte ten u de (5.4.6) o n obtient : 
(5.4.13) (1 + 7) l l^ j^ l lo ,7 +  Wdyfcji^^^o^ < C M o , 7 . 

Comme S^Kj(y,xn) a  la même form e qu e i?J(?/,£n), on a de même : 

(5.4.14) (l +  7)|l№^^^xfhhtt̂ ||o,7tt +tt^^ | |<xx<^ t^ | |o , 7 < fC^^Hfof,7. 

Par ailleurs , IZj commut e au x dérivations dy. O n en déduit l'estimatio n : 

(5.4.15) \M\Ui^<wxx:ù^^^^<C\u\Si7 

où C désigne une constante indépendant e d e 7 et j . 
On défini t ensuit e 

(5.4.16) <xx<mù^** 
00 

k=C 
^<wapxbb,<<qq^^$$<<< 

et, e n désignant pa r R7(y,xn) l a transformée d e Fourier invers e en de $7 ( r y , x n ) , on 
définit l'opérateu r 

(5.4.17) 1Vv(y,xn) = Ww<<,;:::(y,xn) * v(y). 

Avec (5.4.15) , o n vérifie qu e si u G  H*(Rn) alor s IZjU converg e dan s # ° ' s + 1 ( R n + 1 ) 
vers TZu que l'inégalité (5.4.15 ) es t encore vérifié e pou r IZu avec la même constant e 
C. L'estimatio n (5.4.1 ) découl e alor s de (5.4.15) e t (5.2.12). 

Pour établi r (5.4.2) , on introduit $ 7 ( - , # n ) , l a transformée d e Fourier dk<<wR7(w-,xn). 
On a 

(5.4.18) $7(r),xn) = (fi{xn)x(v - h) + 
00 

P=i 

2 2 k^ l(2^x n)6(^^2<<:!$$<-^r i-i 1))<< 

où f\ = d^if es t à support dan s la couronne {̂̂ ^̂ 1 < \x̂^̂ n̂̂̂ < 2} . ^^On a 

(5.4.19) 
/ R 

\*](r!,xn)\
2dxn<c{\x(riww<xx^^ù-il)\2 + 

OO 

P=l 

2^k-2)p\E{2^^-p{ri-<<xc:^^$i1))\
2ww).< 
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En utilisan t (5.2.3 ) o n major e le s termes |0( 2 p(rj — i^))\ par 
C2-pm\r] -ry|m si 

si 
2 - p | r ? _ i 7 | < l , 

2~P\rj-i7\ >  1. C 

On dédui t alor s d e (5.4.19 ) l'estimatio n 

(5.4.20) 
g 

l*7fo,*n)|2. dxn < C\ ;i + 7)2 + r^^sv\L> 

I l e n résulte qu e 
(5.4.21) ( l+7 )HÔ * ^ t ; | | L a + | | a * d v ^ i ; | | £ a < C 

\a\+a=2k 

(\ + ir\œv\L> 

Compte ten u de (5.4.6) o n obtient , e n notan t v — e llu, 

(5.4.22) (1 + 7 ) l l № l k7 +  \\dydZR,u\\0„ < C \u\2k„. 
En commutan t ensuit e dk1Z ave c le s dérivées d% et en remarquant qu e l'opérateur 
ôpdkTl es t de la même form e qu e dklZ, o n obtien t 
(5.4.23) (\wqq + ir\œ^^v\L>(\ +n<o\^\L> 
L'estimation (5.4.2 ) découl e alor s d e (5.4.23 ) e t (5.2.12) • 

On dédui t d e la proposition 5.4. 1 le corollaire suivant . 

Corollaire 5.4.2. — Pour tout entier s > 0, HT opère de H2S 1(U>T) dans W2S(QT) 
pt 

(5.4.24) |ftr(t*)||2,,7,T < C e-27T0 |̂2s-l,7,0 + |w|2«-i,7,T 

En outre, pour toute dérivée conormale ô, SIZT opère de H2S(UJT) dans W2S(ÙT) et 

(5.4.25) \\6KT(u)\ 2s,7,T < C œv^^L> №s,7,0 + |̂ |2s,7,Tj 

Au chapitr e 6 , nous utiliseron s le lemme suivant . 

Lemme 5.4.3. —  Soit s > 1 et soit k tel que 1  < k < s - 1 . Pour tout u G H2s 1(WT), 
la trace de dkTZT(u) est bien définie dans H28-^"1 (UJT) et on a : 

(5.4.26 Tdfariv) = 0. 

Démonstration. — Si u G <S(Rn) , o n vérifi e qu e : 
(5.4.27) r a * ^ ( u ) =  o. 

I l e n résult e qu e Td*n(u) = 0 pour u G H^fW1). • 

ASTÉRISQUE 26 8 



CHAPITRE 6 

COMPATIBILITÉS. 
CONSTRUCTIONS D E SOLUTION S APPROCHÉE S 

Dans c e chapitre, o n analyse le s condition s d e compatibilités qu e doiven t vérifie r 
les donnée s initiale s pou r qu e la solution d u problèm e mixt e soi t régulièr e d e chaqu e 
côté {±xn > 0} . La problématique a  été présentée a u §1.2.9. L'idé e général e est 
simple :  le développement d e Taylor e n t = 0  de la solution (u, $) es t déterminée 
de manièr e uniqu e pa r l a donné initial e (t£o,$o ) e t ce développement d e Taylor doi t 
satisfaire le s condition s au x limite s a u sens de s développement s d e Taylor (voi r par 
exemple [Ch-Pi] , [Ma-Ra]) . L'analyse es t semblable à celle de [Ma2], à ceci près que nos 
équations pou r $  son t différentes . O n peu t auss i voir le s calculs comm e un e extensio n 
aux choc s faibles d e l'analyse de s conditions d e compatibilités pou r le s ondes sonique s 
faite dan s [Mél] . O n renvoi e auss i à [Al] pou r un e l'étud e analogu e de s conditions de 
compatibiltés pou r le s onde s d e raréfaction . 

Au §  6.1 on explicite l a forme d u développement d e Taylor de s solutions. Le s condi-
tions d e compatibilités son t énoncée s a u §6.2. Elle s son t analysée s a u §6.3, o ù l'o n 
construit de s famille s d e données initiale s compatible s (propositio n 6.3.1) . A u §6.4, 
on démontr e l e théorème 3.1. 2 qu i construit de s famille s d e solutions approchée s à 
partir d e données initiale s compatibles . L a version local e d e ce résulta t (propositio n 
2.4.1) es t démontrée a u §6.5. Enfin , o n montre a u §6.6 qu e l'o n peu t prolonge r de s 
solutions approchée s locale s e n de s solution s approchée s globale s e t au §6.7 qu e l'on 
peut prolonge r de s donnée s initiale s locale s compatible s e n donnée s initiale s globale s 
compatibles. Cec i démontr e le s proposition s 3.1. 4 e t 3.1.5 . 

6.1. Développemen t d e Taylo r de s solution s 

Soit (u, $) une solution exacte du problème (2.3.2 ) (2.3.3 ) (2.3.8 ) (2.3.9 ) su r [T0, T] x 
W1. O n définit z = dnu/dn(j). E n notant a = ln(—[ui]/e) e t A un e fonctio n tell e qu e 
TA = a comme en 2.3.11) (2.3.12)) , on définit p = -eeA. Le s équations (2.3.2 ) (2.3.3 ) 
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(2.3.8) 2.3.9) s'écrivent 

(6.1.1) d+u = — 
n-l 

3 = 1 
A'1 (u)Aj (u)dju - A0 1 (u)M(u,dy$)z sur I Î T, 

(6.1.2) (\ + ir\\L> ,d'<f>,p)u ,d'<f>, sur fîj, 
(6.1.3) a * - = j 7 - <wu ,d'<f>,p) sur fiT, 
(6.1.4) № =  o, m xN=0 = <t> et dt(f) = A (u+,u ,&y(t>) SUr LUT Y 

(6.1.5) M = pU~ {u ,d'<f>,p) sur U>T-

En définissan t Wo( w ,d'<j>,p) : = /rfY ( u ,d'<f>,p), (2.2.6 ) implique alor s que 

[«i] = p e t ^w< (u~ +U0 u ,d'y4>,p), , № , p ) df^^ (u ,p ) sur CJT , 

où [^i] désigne la première composant e de [u\. 
On désign e par Uj, <f>j, Zj, pj les traces su r {t = 0} des dérivées en temps #¿11 

<9j?<I>, 9/0, ¿^2, âfp. En dérivant pa r rapport à  t le s équations (6.1.1 ) à  (6.1.5), 0 1 
obtient le s relations de récurrence suivante s : 

(6.1.6) uj+i = 

3 

1=0 
C'jAj-izt + Bj sur {±xn >  0} pour j > 0, 

(6.1.7) ^^^l w<<^^ 
0»*o 

et ^  = dnUj 

m^^< 
• + su r {±xn > 0} pour j > 1, 

(6.1.8) 
* + 1 ~ ~ • F ? • •.u ,d'<kj>,p)u ,d'<f>, • • •, W , P o , •  • •  ,Pj) sur {CC N > 0} pour j > 0, 

(6.1.9) 
= ^ K , • • •, u>j , dyQ0 , . . ., ,  p0, •  • •, Pj) sur {̂ n < 0} pour j > 0, 

(6.1.10) 

[u0] = Uo(u0 , d'y$o, po ), k / ] = pj<9P% + sur { £ = xn = 0} pour j > 1, 

où 
jcb u ,d'<xxf>,p)u ,d'<f^w)u ,d'<^^f>,p) 

hn$ (wo,.. .,Uj,d'yU0,.. .,d'vUj). 

$^^ u ,dc'<f>,p)u ,cd'<fcw<>,p)uc ,d'<f>,p) 

u ,d<'<ff>,p)u ,d'<<f>,p)u ,d'<<<f>,p<)u< ,d'<f>,p) 

l^^ (U0u ,d'<f>,p) ,<9'<,$0 , . . . , < 9 ' $7 - ,p0,...,pj 

W0( u0 ,a t/$o,Po) 
^^j >0 >--->W 7 >9V^0 T-id'y&j 5 P o , . . - , P j - i ) pour j >  1, 

sont de s fonctions (7° ° de leurs arguments . 
On not e qu e Un = 0 quand p o = 0 et que pour j >  1, on a 

6.1.11 ^$ = 0 si p o = • = Pj-i = 0. 
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La conditio n (6.1.4 ) entraîn e auss i que $j =Q-j = (fij sur {t = xn = 0} . Les fonction s 
Ff e t F-j vérifien t e n outre su r {t = xn — 0} la propriét é suivant e : 
(6.1.12) 

^ ( u + , . . . , t i t , ^ + , . . . , ô ^ + , p o , . . . , P i ) =wxx<<^ù$**** 
Tù (u0,...,Uj , д ' У Ф 0 , . . . , < 9 ^ . ,A ) , - - -»P i ) 

lorsque le s<<x^^$$wxx sont liée s par (6.1.10) . O n a alors [4>̂ ] = 0  pour 0  < j <  2s — 1 . 

6.2. Condition s d e compatibilité s 

On repren d dan s ce paragraphe le s notations introduite s a u paragraphe 2.4 . O n se 
donne de s paramètres réel s T'Q < 0 < T[ e t on désigne pa r H un ensemble ouver t qui 
sera soi t un e boule ouvert e d e W1 centré e à  l'origine, soi t E n . En désignan t pa r Q± 

et u) les ensembles ouvert s défini s a u paragraphe 2.4 , on se donne de s ensembles S i, 
B 2 , # 3 bornés respectivemen t dan s p-H2s+3(Çl), p-H2s+4(Q) e t H2s+3(]T0, T[[ x fi). 
Pour e donné dan s ]0 ,£ o ] , o n considère ensuit e de s fonction s (uo, $o> p) vérifiant les 
conditions suivante s : 
(6.2.1) p es t de la forme p — —ee ,  A G S 3 , 
(6.2.2) (ut - ut, un )  G  Si, 

(6.2.3) ($t ~xn, $0 ~xn) ^  # 2 , 

(6.2.4) [Фо] - 0 . 
Les relations de récurrences ( 6 . 1 . 6 ) , . . . , (6.1.9) permetten t alor s de construire pou r 

1 <  3 < 2 s - 1  des fonctions uf, zf_x définie s su r i g. et W . 

Définition 6.2.1. — Le s données initiale s (^0 , $0) son t compatible s à  l'ordre 2s — 1 s'il 
existe un e fonctio n p de la forme (6.2.1 ) tell e qu e les conditions (6.1.10 ) son t vérifiée s 
sur l'arêt e {t = xn = 0} pour tou t j G  { 0 , . . ., 2 s — 1} . 

Lorsqu'il e n est ainsi, nou s diron s qu e les données initiale s (wo,$o ) appartiennen t 
à l'ensemble JF°(2 s + 3, fi) (not é simplemen t J^°(2 s + 3) lorsqu e fi =  W1). Nou s diron s 
que la fonction p est associée à  (Î/ O,$O) et , par abus, o n écrira encor e (uo,<&o,p) G 
T°(2s +  3 , f i ) . D'aprè s (2.2.6 ) e t (6.1.12), on a dans c e cas : 

(6.2.5) Po = [MO,I ] 

où UQ, I désign e la premièr e composant e d e щ. De plus, 

(6.2.6) [Ф,-]| {*=* я=о}=0, j G { 0 , . . . , 2 s - l } 

Nous expliciton s maintenan t le s conditions (6.1.10) , afi n d e construire d e larges 
classes de données compatibles . O n vérifie pa r récurrence le s formule s suivantes . 
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Proposition 6.2.2. —  Soient (uo,$Oip) des fonctions vérifiant les conditions (6 .2.1 ) 
. . . (6 .2 .4 ) . Pour j G { 1 , . . . , 2 s — 1 }, il existe des fonctions C°° de leurs arguments 
Bj, Qj, Fj~ et Fj~, telles que 

(6.2.7) Uj = (dn$o)-jAÌdÌu0 + Bj{daiu0, da2$o, da*pk) sur fi+  et Î T, 

où Bj est une somme de termes 

C(u0,d$o)daiuoda*$oda*pk 

avec |ai| < j , ± d{, \a2\ < j + 1 et \a3\ + k <j — 1. 

(6.2.8) Zj-i = ( 9 n $ o ) " J 4 ^ o +  Qj-i(daiu0, da2$0 , da*pk) sur et fi~" , 

où Qj-i est une expression de la même forme que Bj. 

(6.2.9) 
9+ = F f ^ u t , ff*^, d°*pk) 
$7 = u ,d'<f>,p)u , d°*9ï, d^pk) 

sur ffc+, 
sur Q , 

où Fj~, Fj sont des sommes de termes C(UQ, <9$ o) daiu^ da2$o da3pk avec \ a \ \ < j , 
ô01 ï dl \a2\ < j , d°* ï di et |a3| + k < j - l . 

Par abu s o n a  noté ic i dau un produit d e dérivé s d e u, la somme de s ordre s étan t 
\a\. O n noter a qu e sous les hypothèses (6.2.1 ) à  (6.2.4) ave c 2s+ 3 > n /2 , le s formule s 
ci-dessus définissen t bie n Uj G p-H28+3^(0), Zj G p-H2s+2~i (SI) e t G H2s+4~K 

On rappell e qu e *4o(^o,<9y$o, * i) =Q1I  -  G ( Î / 0 , ^ $ 0 ) . Su r {t - xn = 0 } on 
introduit l a matrice : 

(6.2.10) At = ^ « , ô ; * o , 0 i ) =  0 i J - G ( t x + , ^ * o ) 

En notan t gQ — èx - Xiut ,d'$o) e t .M^f =  A ( u t , <9'$0U -  G ( u t , 9 ' $ o ) , o n réécrit 
cette matric e sou s la forme : 

(6.2.11) ^^^cu ,dwc'<fc>,p) 

Par hypothèse , la matrice MQ a  un noya u d e dimensio n un dont u n vecteur d e bas e 
a ét é not é R(ut,d'y$o) a u chapitre 2 . Elle es t conjuguée à  une matric e symétrique . 
On désign e pa r pi = pi(ut,dy$o) l e projecteur su r le noyau d e MQ parallèlemen t 
à l'imag e d e MQ. O n note p2 = p2(ut, <9'$o ) =  I d - p i l e projecteur su r l'imag e de 

M-o+ 

Proposition 6.2.3. —  / / existe des fonctions C°° de leurs arguments JIQ, F\ et pour 
j > 0, Ej, Rj et Zj, telles que si e est assez petit et si (UQ, $Q, p) vérifient les 
conditions (6.2.1 ) à  (6.2.4) , les propriétés suivantes sont équivalentes, 

i) Les données (UQ,$Q,P) appartiennent à la famille F°(2s +  3 , 0 ) 
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ii) La condition [uo] =  UQ(UQ ,  c^<ï>o5Po) est satisfaite, et pour j G 
il existe des fonctions ù appartenant à H 2 S + 1 ~ 3 (LU) telles que : 

{ 0 , . . . , 2 * - 2 } 

(6.2.12) w;;ù^$ V , 0 ) 0 ( z')Po (a: , 0 ) / / o K ,0 „$o ,A>) b,;::< w 0 ,<^,$0,Po)vdd ^^ 

(6.2.13) cvn :; 
n 

v,; 
u ,ddù'<dùùf>,pù) 

Les fonctions Ej, i? + e£ vérifient les propriétés suivantes. 
a) Ej prend ses valeurs dans R N et est une somme de termes de la forme 

C u0 ,<9$0,Po) u ,d'<f>,p)qsdd<<;:!!hkllwazz 
avec 

K l u ,ds'<f>,p)s K l <  î , 

K l I + fc2 < j + 2 , l«l < 2 , *2 <  J + 1 , 
K | - I- *3 <  j + 1 , < j , 

fc3 <  J : fc5 <  j ~ 1.s 
i?n OMire , .E,- = 0 quand po = /» i = •  • • = Pj = 0 . 

6j ttt es * /a fonction de {UQ, ..., uj, dy<f>o,..., dy(j>j) telle que 
xu ,d'<f>,p)uh< ,d'<f>,p)u <<,xxxad'<f>,svfp)<<u<<dyyf>,p) 

=0 
c) Zj désigne une fonction prenant ses valeurs dans R N de la forme 

Zj = p0(x
f,0)(j(x,)F2(u0 , ô ^ 0 , P o ) +  M 2 ( w 0 ,^0o ,po)£7j 

oti F2 désigne une fonction prenant ses valeurs dans R N et M2 une matrice de taille 

N. De plus les fonctions Zj vérifient pAZj) — 0. 

Démonstration. — a) O n suppos e qu e [uo] = Uo(u0 ,d'y$o,po), e t on montr e qu e la 
condition d e compatibilit é (6.1.10 ) pou r j =  1  est équivalent e à (6.2.12) (6.2.13 ) pou r 
j = o. 

La relatio n (6.1.6 ) pou r 7 = 0 implique qu e [ui] =  AÌ \z0] + \A0]zn + [Bol . . Don c 
(6.1.10) pour <<nm a lieu , s i e t seulemen t si 
(6.2.14) <u ,d'<f>, A+[zo]-piHo-Eo=0 
où l'o n a  posé Hn = = dpU0(u0 ,d'$0,po) e t E0=Ui-№ o ~ - [ £ o ] . I. Compt e ten u d e 
(6.2.11). on a 
(6.2.15) vw<mù Mt[z0] + go[zo] - piH0- E0 

En projetan t su r l e noya u d e MQ ,  il vient 

(6.2.16Ì ,l^$$<< 9oPi[zo] ~ P I P I H Q -piE0. 

Comme Rt es t un e bas e d e l'imag e d e p i , i l existe un e uniqu e fonctio n scalair e 
Co(x') £ # 2 s + 1 M tell e qu e 
(6.2.17) Pil \z0] = Cn(x')RÏ. 
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Pour £ o assez peti t l e produit scalair e ao := (piHo) •  RQ es t non nu l et l'équatio n 
Pi \I>o = 0 équivaut à 

6.2.18) Pi =  #oCo (xf) 
ww<:: 

a0 

(PlE0) • fl+ 

a0 

On a  remarqué aprè s (6.1.12 ) qu e [$ i ] = 0 quand p o = 0 et [uo] — UQ(UQ , dy$o, Po)-
On e n déduit qu e go/ao = PQPO(UQ~ ,dy$o,po) e t la relation (6.2.12 ) pou r j = 0  e n 
découle. E n outre, définitio n d e Eo, l a condition [UQ] = UQ(UQ ,d'y$o,po) e t (6.1.11 ) 
impliquent qu e Eo = 0 quand po = 0. 

Pour établi r (6.2.13 ) o n applique à (6.2.14) l e projecteur p2 qu i commut e ave c AQ . 
On obtien t 

[6.2.19; P2^0 = AoPi 
;n,$ P1P2H0 -P2E0-

Si £0 est suffisamment petit , (6.2.1 ) impliqu e qu e AQ rest e un isomorphisme d e l'image 
de MQ su r ell e même . E n désignant alor s par (AQ)-1 l'isomorphism e réciproqu e et 
en définissan t ZQ = VOZQ = (At)-1^ipiPiiHo) +  V2(EQ)), o n a 

'6.2.20) $:! ;mù P2®0 =P2 ZQ] - ZQ. 

Avec (6.2.17) , on en déduit qu e s i \£n = 0 alors 

6.2.21 mù* = Ço(x')R+ +  Z 0 , 

ce qu i es t l'expressio n d e (6.2.13) pou r j = 0. 
Réciproquement, compt e ten u d e la définition d e Zo , si (6.2.21) a  lieu, e n projetan t 

par P2 on voit qu e p2^o = 0 - De plus, comm e piZo = 0 on a nécessairement (6.2.17 ) 
et, compt e ten u de s définition s d e po et EQ, (3.2.12 ) impliqu e qu e pi^o =  0. 
b) Pou r le s compatibilité s d'ordr e supérieu r l a démonstration s e fai t pa r récurrence 
sur j . Par (6.1.6), on a 

(6.2.21) u ,,;;,d'<f>,p) 
;bb,; 

1=0 
<<u ,xd'<f>,p)<:! 

alors qu e la j +  1-èm e conditio n d e compatibilité (6.1.10 ) s  écrit. 

6.2.22) v,;u ,d'< - PJ+IHQ +UJ+I 

En utilisan t l'hypothès e d e récurrence, o n voit qu e (6.2.22) es t équivalente à  un e 
équation d e la forme 

(6.2.23) A^w- pj+1H0 = Ej 
où w = [ZJ] - Y^i=o CjCkRj~-k e t o u Ej es t une fonctio n d e la forme annoncée . O n 
raisonne comm e dan s a) , en projetan t pa r pi e t p2. • 
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6.3. Constructio n d'un e famill e d e donnée s initiale s compatible s globale s 

On s e propose d e construire de s fonctions > o , $ o ) G ;F°(2 s +  3 ) pour chaqu e 
ee]0,eo]-

Proposition 6.3.1. —  On se donne des ensembles Bx , B^ et B3 bornés respectivement 
dans #2s+4 ( l T ) , H2s+b(Wl) et H28*3(Rn-1). Alors il existe e0 > 0  et une famille 
de données initiales compatibles T°(2s 4 - 3) telle aue pour tout e G  10,£nl et tout 
(u0 , *+, $0 , b0 vérifiant 

(6.3.1) u0 e ß j 

(6.3.2) h hh  Ф±-хпеВ?, 
[6.3.3) [*o =  0] 
(6.3.41 bo(x') 6  B3 
il existe une fonction p(t,x',x„) de la forme (6.2.1 ) vérifiant p(0,x',0) = —eeb°(x 1 
et une fonction UQ telles que (uo,$o,p) €  F°{2s +  3) . De plus, on peut choisir p de 
sorte que : 

(6.3.5 dknd{p( 0,x',0) = 0 pour k > 1 et k + j < 2s - 2 . 

Pour établi r cett e proposition , on définit 

Po' ccn;<<< -se"»^, td(x', o) = wf t (x ' ,0 ) + U0(u0 ,ô ' *0 ,Po ) 

et o n démontre d  abord l e lemme suivant . 

Lemme 6.3.2. — / / existe des fonctions 

4>j V) , <vtt x',0), « 7 ( x',0) O-i ( w<$$ (*',o), ^^ 
^ 

« ' ,0 ) , fo-l] #«2" (s ' , o ) 
définies sur Varête {t — xn = 0 } pour j G  { l , . . . , 2 s —  1}, vérifiant les relations 
(6.1.10) (6.2.7 ) (6.2 .8) (6.2.9 ) (6.2.12 ) (6.2.13) . De plus, les (pj restent bornées dans 
iI2s+4_-?(Rn_1 ) et les fonctions zj_x, uj, Çj-i, , [ZJ-I], d^u^ sont dans un borné 
fixé de iJ2s+3~-?(Rn_1) . La fonction pj(x',0) est de la forme 

(6.3.6) Pj (x'0) = eea°Wgi(x') 

où Qj appartient à un borné fixé de H2s+3 J (W1 1 ) . 

La notatio n d^u^x^O) n e désigne pa s ici une dérivée normal e d e UQ, mais une 
fonction défini e su r l'arête, qu'o n substitu e à  l'endroit voul u dan s le s formules (6.2.7 ) 
et suivantes . 

Démonstration. —  L a construction s e fait pa r récurrence su r j . 

a) Pou r j = 1 , on définit, e n utilisant le s relations 6.1.6 à (6.1.9Ì 

0i J o [u0 ,d'y$Q,po) G H2s+3( ,^^xw 

z0 -— dniiQ j <nn,; 6 H2S+2 
^^:!! 

;,:!w< = A0 z0 + B0 
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On s e donn e arbitrairemen t Cô dans un ensemble born é de H2S+2(RN 1  ) et on utilise 
(6.2.12) pou r défini r 

Pi ( * ' ,0 ) = (o(x')t ,wd'<f>,p) Mo1 wa ,d'<f>,p)a u ,d'^^ (un ,af*0,Po) -Et) 

On not e qu e p\ est bien de la forme (6.3.6 ) puisqu e EQ — 0 quand po = 0. 
On détermin e ut (x',0) d e sorte que (6.1.10) soi t vérifi é 

ut (x',0) = ui [x',0) + P<<wH0+U,. 

Enfin, [z0] est défini par (6.2.13 ) 

et o n pose 

[*o] ̂^u ,d'<f>war 

dnut (x',0) <<vbnk (x'M*o] + dn*+(x',0)z-. 

b) Supposon s qu e l'on a construit su r {t = xn = 0} les fonctions 

<t>k, zk-u uk, Oui, pk, ut, [Zk-l]<xccqf, d*ut, 

avec le s régulantes indiquée s dan s le lemme 6.3.2 , pou r tou t k tel que 1 < k < j. On 
pose wt(x') = (dntâ)-^dîu^ix'< 0) . O n construit alor s dan s ce t ordre le s fonction s 

<A?+i> zj > Cj, pj+l, uj+1, [Zj], [wj+1], ô<t>j,pQkklmù 

Suivant (6.1.8) , on définit 
ù*^<ww w^^ (ÎX0 ,  ,a$0,...,ô <t>j,pQ,fh..ffff.,pj) 

Les fonctions + 1 et son t définie s par (6.2.7) et (6.2.8). Suivan t (6.2.8) , on pose 

u j  +  1  = u ,d'<f>,p)^^<z yh 

^ =  ( A +  Qj ave c ^ju ,d'<f>,p)u ,d+i ^^$u ,d'<gjb f<x>,hp<<) 

On détermin e maintenan t Q d e sorte qu e le s projections pa r pi de s équations 
(6.2.8) et (6.2.13) soien t satisfaites . On choisit arbitrairemen t un e fonction scalaire aj 
dans un borné de if2s+2-^'(M"-1) e t on définit 

(6.3.7) Pi i h + i ] = a>j( (x')R+. 

En utilisan t le s relations u ,d'<fg>,p) ô<t>j,pQf,,,;.,pj) ô<<tqq>j,qpQ,..dd.,pj) on 
voit qu e l'équatio n (6.2.8 ) à  satisfaire s'écri t 

dn,; :) )^^^;h ^^$<q •f 
mù*^^ 

wj+i + [SFSQJ. 

Comme At e t p\ commutent , s a projection par p\ donn e 

(6.3.8Î Pi 
^^mkl 

(A^YPI K + i ] 
lùù*$ — OLjRt H-

où T-Lj — Pi([A30]w-+1 +  [Qj ] ) est déterminé grâc e au x étapes précédente s e t OLJ s'ex -
pr ime à  l 'aide d e a.- . 
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Par ailleurs , la projection d e (6.2.13 ) pa r pi s'écri t 

(6.3.9) Pi[ ^< ,n CjRo + 

m$ù 

/=o 
<wù x')R+_v 

Les Rj_i son t déterminé s pa r le s étapes précédentes . Comm e p\ projett e su r RRQ , on 
voit qu'i l exist e u n uniqu e Q(xf) te l qu e (6.3.8 ) e t (6.3.9) soien t satisfaites . E n outre , 
Q rest e dan s un born é d e H2s+2~j(W1'1). 

Connaissant Lj,  o n détermine ensuit e p j+ i pa r (6.2.12). E n utilisant l'hypothès e 
de récurrence , o n remarque qu e pj+i es t bie n d e la forme (6.3.6 ) ca r Ej = 0  quan d 
p0 =  px — .. • = pj — 0. En projetant (6.2.13 ) pa r p2, on détermine p2[zj]. Ave c 
(6.3.9), o n en dédui t qu e l'équatio n (6.2.13 ) es t satisfaite . 

On défini t alor s it+j_1(x',0 ) d e sorte qu e la relation (6.1.10 ) soi t satisfait e 

^^<xwc uj+1 + ù<<w$$^^:!!!k 

I l rest e à  détermine r Ô ^ U Q — (9n$o")-7'+1([^+i] +  wj+i) pou r qu e l a relatio n 
(6.2.8) soi t satisfaite . Par (6.3.8), o n sai t déj à qu e s a projection su r p\ l'est . Comm e 
AQ es t un isomorphisme d e l'image d e MQ su r ell e même , l a projection pa r p2 de 
(6.2.8) 

6.3.11 P2 Zj] xv ̂ ,;^$ P2I K + i l + P 2 xv,::<<^$$^<<wv 

détermine p2[wj+i]. Ave c (6.3.7 ) o n connaî t don c [w^+i] , et donc d^u^ . 
On a  construit Qj+1  =Q-j+1  pa r (6.1.8) . La propriété (6.1.12 ) montr e qu e $¿+1 = 

$ t + i vérifi e auss i (6.1.9) . • 

Pour construir e p(t,x',xn), o n utilise le résultat suivant . 

Lemme 6.3.3. — Pour j G { 0 , . . . , 2 s — 1} , considérons pj vérifiant (6.2.6) . Il existe 
une fonction p(t,x') de la forme 

(6.3.12) x<; ùn, :< -eehka^x>) 

où a(t,x') appartient à un borné fixé de H2s+3(Rn), telle que : 

dÎPl \t=o = Pj' (x',0) pour 0 <j < 2s- 1 . 

Démonstration. —  S i h < 0  et si a — ln(—h/e), i l existe de s fonction s C°° de  leurs 
arguments, fj, telle s qu e : 

dJta\t=o = fj( h0/e,h1/e,...,hj/s). 
Connaissant le s pj, o n définit le s fonctions Oj x') <wj fj {po/e,ph 'e,...,pj/£), pour 
0 <  j < 2s — 1. Alors , cij G H2s+s-j x^$< et i l existe a bn,;:< ) te l que crçai t=o — CLj 
La fonctio n p(tx') — -£ea(t,x ) vérifie le s propriété s annoncées . 
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Démonstration de la proposition 6.3.1. —  Un e foi s qu e l'o n connaît le s fonctions 
hj(x') = d3nu+(x',0) G  H^^-^W1-1) o n définit u£(x',xn) su r Rn+ en relevant de 
manière classiqu e le s traces hj(x'). O n obtien t ains i un e fonctio n UQ(X',xn) apparte -
nant à  un born é fixé  d e #2s+3(M!* ). 

Pour construir e p, on détermine a comm e a u lemme 6.3. 3 e t on détermine A G 
/ 7 2 5 + 3 / ùù^<< vérifiant 

6.3.13) kl xn=0 n^==— a et dknA xn=o - 0 pour k > 1. 

On défini t 

(6.3.14) =<w t, X , Xfi) — —se A(t.x'x„) 

I l e n résult e qu e pou r k > 1  et 7  + k < 2s — 2, 

(6.3.15) dknPj( x',0) = 0 

On construi t ensuit e le s fonctions uf,^j,Zj_x su r Rn+ et Rn-à  parti r d e UQ,3>Q E T 
p a u moyen de s formule s (6.2.7 ) (6.2.8 ) e t (6.2.9) . L a construction e t la proposition 
6.2.3 impliquen t qu e (u0 , $0) G  T°A2s +  3) . • 

6 .4. Constructio n d'un e famill e d e solution s approchée s 

Le but d e ce paragraphe est d e démontrer l e théorème 3.1.2 . Pou r cela , on se donne 
une famill e d e données initiale s compatible s Jro(2s +  3 ) et on considère (wo,$o ) G 
T°(2s +  3) . On désign e pa r p = — eeA l a fonction associé e comm e indiqu é e n (6.2.1) . 
On construi t alor s dan s ce t ordr e le s fonctions : 

u t, X , Xn) , ̂^w [t, X , Xn). ù$ (t, X , Xn) :ù wvv,:: ^^ù* (t,x',0), 

z+ %x',0) <w^$ t,x',0), dnu+( t,x',0) $v, t. X , Xn^i *,;:l (t, X , Xn) 

a) Construction de u (t,x',xn). —  O n détermine uf(x', xn), $f(x', xn) , zfL_1(xt, xn) 
sur JÇ * e t W à  partir d e (u0,$0,p) e n appliquan t le s formules (6.2.7 ) (6.2.8 ) (6.2.9) . 
Puisque UQ G  H2s+3, % G  H2s+A e t p = -eeA ave c A G  H2s+3 ( î l T ^ ) , le s formule s 
(6.2.7) (6.2.8 ) (6.2.9 ) montren t nu e : 

(6.4.2) u. • est dan s u n born é fixé  d e H2s+3 3 $<w I pou r 1  < j < 2s — 1 , 
(6.4.3) b,;^$ est dan s u n born é fixé  d e H2s+3 3 <wù pour 1  < j < 2s — 1 , 
(6.4.4) $ 1 -  oP est dan s u n born é fixé  d e H2s~ +2(W) 

^<wxv, est dan s un born é fixé  d e H2s+2\ <vn, 

* 7 est dan s un born é fixé  d e H2s+3 3 ùw< pour 2  < j < 2s - 1 , 
:<^$ est dan s u n born é fix é de H2s+3 3 ^^,; pour 2  < j < 2s - 1 , 

6.4.5 $<qal est dan s u n born é fixé  d e H2s+3 3 ;:!ù pour 1  < j < 2s — 1 , 
zi-l est dan s u n born é fixé  d e H2s+3 3 ^^vh pour 1  < j < 2s — 1 
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On défini t u (£, x', xn) e n relevant d e manière classiqu e les traces Uj G H 2 S + S 3;(R™ ) 
pour 0  < j < 2s — 1 . La fonction u~{t,x'xn) ains i obtenu e es t dans un born é fix é de 
H2a+3(WL+1) 

b) Construction de $ (t, x1, xn). —  Lorsque u es t connue, on détermine $ (t, x',xn) 
sur f Ç o T i =  ] T 0 , T i [ x  W ave c T 0 et T\ tel s qu e VQ < TQ < 0  < Tx < T[ e n résolvant 
l'équation d u premier ordr e 

(6.4.6) dt$- = A (u +U0\ 
<wxn,;:!=$^^ qa<<;:ù^^v sur Qirp rp , 

avec la condition initial e : 

(6A.T w<ù^$*, ,;:a< \X , #n)* 

Pour T G et Ti asse z petits , o n obtient un e solution t-, X , Xn ) tell e que 

(6.4.8) ,<<*^^k, appartient à  un borné d e i J 2 s + 3 ( (n T o T i ) . 

c) Construction de z J'i x , Xfi) — u e t $ étant construites , on défini t 

(6.4.9) z — 
dnu 

klmxxc 

qui appartien t à  un borné d e H 2 S + 2 ^ïrri rp ) . 

dì Construction de u+(Lx'0) — O n défini t u^~(t,x ,  0) pa r la formule 
(6.4.10 

;:x< t,x',0) xxvn * ,a? , , 0 )+W o (u ,d'y(j) ,p ) ) = u~i %x',0)+pU-( u .dLè .p) 

D'après (6.1.5 ) o n a 
I l e n résulte que 

t [m] = p(t,x',0) et, d'aprè s (6.4.8), <9;<r ( * , * ' ,0) G # 2 s + 1 (uToTl). 

(6.4.11) wxi 'Lx'tt ll,;:^$ appartient à  un borné d e H 2 S + 1 wx<ùpp 

e) Construction de $ + ( * , * ' , 0). n;< On défini t ,;<^$$:;azz par l a formule : 
(6.4.12) <w,: Lx\0) <w;,:^ù Lx\0) = ó(t,xf). 

On remarqu e qu e sur {xn =  0} , (j) est solution d e : 
dté — À vnbw<*$^ùù 

avec la condition initial e 4>\t=o = * o ( ^ , 0 ) =  *ô < ,;bxml 

f) Construction de z+(t, x', 0) . —  O n utilise les notations de la proposition 6.2.3. Sur 
{t = xn = 0 } , les fonctions [ZJ] vérifient (6.2.13 ) pou r 0  < j < 2s - 2 . On construit 
par relèvemen t de s traces, une fonction Ç(t,x') tell e qu e : 

6.4.13) dî(\t=o = Ç.i(x) pour 0 <  j < 2s - 2. 

On peu t choisi r cett e fonctio n d e sorte qu'ell e rest e dan s un borné d e H2s+1(Rn), 
On construi t d e même un e fonction woit.x1) tell e au e : 

(6.4.14) dtW2\t=o = Zj 
n,vx pour 0 <  j < 2 s - 2 . 
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D'après la proposition 6.2.3, les fonctions Zj son t de la forme Zj — e Qj ave c g$ dans 
un borné de H2s+1(Rn~1 ). Ave c le lemme 6.3.3 , on peut choisi r w2 de la forme : 

6.4.15; w2{ T,X') = eg\ %x') 

où q appartient à  un borné de H2s+1(M.n). O n définit ensuit e la fonction : 

(6.4.16Ì w( T,X') = C( t,X') m [u+( (t,X',0) lw<$ t,X')) + U>2 (t,X'). 

I l es t clair que 
(6.4.17) dfw\ t=o — gh 

Finalement, on définit 
(6.4.18 z+ [t,x',0 ) = z- (t,x',0) + W(T,X') 

g) Construction de dn$+( t,X',0). — L a fonction $+ (t, X , XN) doit êtr e solution de 

(6.4.19) = A 'u+,u+ -pU+( u+,d'^+,P) a ' $ + ) = ^ + (u+,d'$+,p) 

sur {xn > 0}. En dérivant cette équation par rapport à xni on obtient pour <j>n(t,x') — 
dn$+(t,x',0) un e équation de la forme : 

(6.4.20) 
dt4>n = 

n-l 

:<<$ 
$: (u+,a^+,p)< dj<l>n + 

^v^^$ 

du ^^^<sslm!!:: dnu+ 

+ 
$^$v 

dp n,<ww^$^m )dnp. 

On exprime dnu+(t,x',0) e n fonction de <9n<ï>+(£,#', 0) en posant 

(6.4.21) dnu+ wx$$ù*<<i mù^bn sur \xn = 0} 
Étant donn é que z+(t,x',0) a  été déterminé en f) et que dnp(t,xf,0) = 0 , on obtient 
pour <f)n(t,x') un e équation linéaire du premier ordr e 

6.4.22Ì dtàn = 
n-l 

L / 
3=1 

vgt ̂ $<ww*ùùm )dj(j)n + 
dT+ 

du 
(u+,d'y<t>+,p) • Z+ -4>n 

et la condition initiale 
(6.4.23) <Pn\t=0 = ,;<$^^ (x',0). 

On résout cette équation sur [Ta, Ti] et on utilise la notation dn 
Alors 

$+1 IT, X',0) = 4>n( (t,X'). 

(6.4.24Ì <<:ku t,x',0) m:;,ttm appartient à un borné de H2s+1 (]T0,Ti[ x K"-1) 

h) Construction de <9„u+ (t.X'.O) :;: On défini t dnu+ (t,X',0' par la formule 

(6.4.25) dnu+ t,x',0) = 2+1 (t,X',o)dn$+( t,X',0), 

et dnu+ (t,x',0) appartient à un borné H2s+: ]T0,Ti[ x Mn_1) 
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i) Construction de w+ ( £ , x ' , x n ) . —  O n construit u+(t,x',xn) e n procédant comm e 
dans [Mél l . O n désigne pa r an et gi les fonctions définie s pa r : 

(6.4.26) go(t,x') = u+(tyx',0) G H2S<1(R<<<X$$*N),<< 

6.4.27) g:nn(t,x') = u+(tyx',0nx<<w) G H2S+1(^^on(tn,x$<<xx') =wxaaz<< uyx',0) 

On utilis e ensuit e le ensuite l e lemme suivant . 

Lemme 6.4.1. —  Les fonctions go et g\ vérifient sur Varête {t = xn =  0 } les conditions 
de compatibilités suivantes : 

(6.4.28) dJt9o\t=o = ut\xn=o pour 0  <<xcxc j < 2s - 1 , 
(6.4.29) dJ

t9i\t=o = (dnUp\Xn=0 Pour < 0<j<<2s-l 

Démonstration. —  Puisqu e le s donnée s (uo,$o ) son t dan s FoE, la condition (6.4.28 ) 
découle d e (6.1.10) . Pou r établi r (6.4.29) , o n remarqu e d'abor d qu e : 

(6.4.30) xw<w: 
j 

1=0 

<wn,;^$$$<w 

En dérivan t (6.4.27 ) pa r rappor t à  t, i l vient 

(6.4.31) dJ

t9i\t=o 
j 

1=0 
;cjz+(^,o)ar<xxchVn(o,^) 

La relatio n (6.4.29 ) résult e alor s d e l'égalit é 

[6.4.32) dÌ4>n(0,x') = dn$î(x',0) pou r 0  < j < 2s - 1 . 

Par relèvemen t d e traces (voi r pa r exemple [Li-Ma] , chapitre.4) , l e lemme 6.4.1 
montre qu'i l exist e un e fonctio n u+(t,x',xn) G  H2s+1(]T0,Ti[ x  E™ ) tell e qu e : 

6.4.33) 
r„ (d„u+) =  giddtd,x') su r ]T0,Tdd<<xi[ x  E " - 1 , 
r„(u+) =  go(t,dd') su r ] T0 , T i < < x E<<x<""1 

dfu~^_0 = u^ix'ww,wn) su r E™< pou<x<xr 0 < j < 2s — 1 . 

j) Construction de $+(t,x',xn). —  L a fonction u+ étan t déterminé e su r î î ^y = 
] T 0 , T i [ x  E™ , on détermin e <1> + en résolvan t l'équatio n : 

6.4.34) dt$+ = X(u+,u+ - U+(u+,d'y$qq+<<<mmù**q,p),dy$
+) 

avec la condition initial e : 

wvn,:!!!^^ $+\t=o = ^(x',<<aelmùxn). 

Quitte à  diminuer TQ e t 7 \, mais uniformémen t pa r rappor t au x données , o n obtien t 
alors un e solutio n su r £ïirp rp tell e qu e : 

'6.4.36' $+ - $e appartien t à  un born é d e H2s+1^^^ùù(ùcazzt, T ) . 
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Les fonctions u, $ et p que nous venons de construire, vérifient bie n les conditions 
(3.1.1) à (3.1.8) d u paragraphe 3.1. Pour terminer la preuve du théorème 3.1.2, il reste 
à démontrer (3.1.9 ) c e qui est l'objet d u lemme suivant . 

Lemme 6.4.2. — Le saut de F =go(t,x') = u+(tyx',0) Aj{u)djU + M(u,dyQ)kky$)(dnu/dn$) est de la 
forme : 

(6.4.37) [F]=sH 

où H reste dans un borné fixé de H2s 1(OJT0KT1)-

Démonstration. —  D'aprè s (6.4.10) , [u] = pU~(u,d'y$,p) e t p = —eea. Les terme s 
[Aj(u)dju] son t don c bie n d e la forme (6.4.37) . Comm e [Mz] = M+[z] +  [A1]^~ , il 
suffit d e prouver qu e M+[z]  es t auss i de la forme (6.4.37) . Compt e ten u d e (6.4.16 ) 
on a : 

(6.4.38) M+[z] = ÇM+R+ + M+w2 

avec À4+ =  A0(u+)(G(u+, d'y<l>) - dt</>I) et R+ = R(u+,d'y<l>). L e lemme découle alors 
de (6.4.15 ) e t de l'identité 

(6.4.39) M+R+ =  (A(u+,f l^) - \{u+,u~kvcx,dy(kkt)k))AQ{u+)R+. 

6.5. Donnée s initiale s compatible s locales . Prolongemen t 

Dans c e paragraphe, o n se propose d e construire de s donnée s initiale s compa -
tibles globale s qu i prolongen t de s donnée s initiale s compatible s locale s donnée s ce 
qui établir a la proposition 2.4.1 . Soi t O  une boul e ouvert e d e En centré e à l'origine 
et Jro(2s + 3, fi), une famille d e données initiales compatible s su r fî. 

Proposition 6.5.1. — / / existe une boule ouverte ft\ C  fi  centrée à Vorigine, T'0 < 0, 
T[ >  0  et une famille de données initiales globales Jro(2s +  3) , tels que pour tout 
e e ]0,e0] et tout (u0 , $o, p) G  T°Qs +  3, fi), il existe (20 , $o, ¡5) € ^e(2s + 2) tel Que 

zùùo(t,,kx') = *u+*(tyx',0) 
lmùùo(t,x') =lmù*u+(tyx' 

P — P 

sur fi^, 
sur fij~, 
sur ] 7 2 , 7 ï [ x î î i , 

et pour 0  < j < 2s — 1 

uf = uf, $zfzz = if, zf_x = zf_x sz<m**if. 
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Démonstration 

a) Construction de p, Uj , $j ,  ,  $q • — ^ n se donne un e fonctio n d e troncatur e 
y(x'xn) G  CZ°(Rn) tell e qu e : 

x(x',xn) = 1 s i {x',xn) G  i î i , 
x(x',Xn) =0 s i (x',xn) i iî. 

On défini t p = -eeA sur }T'0,T[[ x  En avec 

A(t, x , #n) —  x(% »^n) -̂ .(̂ îx , xn). 

On défini t ensuit e ïï0 , $0 , $ J su r ,  par troncatur e e t prolongement e n posan t 

(6.5.1) 

UQ {X , xn) —  jx{x , #n)go(t,x') m ' 

$¿~(z',zn) = kllx(x',xn)&ô(x',xn), 

$£(x',xn) j= jjx(x'iXn)$o(x\xn). 

Par construction , o n a bien ÏÏQ = UQ , = su r Çlf. Les relation s (6.2.7 ) (6.2.8 ) 
et (6.2.9 ) permetten t d e construir e pou r 1  < j < 2s — 1  des fonctions uj, éj e t 
sur E ™ telle s qu e 

(6.5.2) uj =  UJ *j = *i zJ-i =)&ô(x',xn),cw sur ni 

b) Construction des fonctions uj(x ,  0) e £ UUUQ (X , 0). — O n construit d'abor d les 
traces su r {xn = 0 } des fonctions dNUQ e t 5^", où l'on utilise l a notation Wj = 
(dn$o)~3d3nuo. E n notant p± — pi(uQ,dy$o) l e projecteur su r KerM^ = MRQ = 
R(uQ,d'y$o) parallèlemen t à  Im MQ, i l existe un e fonction OLJ(X') G  H2S+1~3 (tu) tell e 
que : 
(6.5.3) P i K + i ] = <*j(x')R£. 

On défini t alor s 

(6.5.4) <*j(x') =  x ( ^ ° ) OLJ{X') 

On pos e Co(#' ) =  OL0(X') e t on construi t 2^~(#',0) , [So(#',0)] , dnUQ{x', 0) e n utilisan t 
les formule s (6.1.10 ) e t (6.2.13) . O n construit ensuit e dan s ce t ordre, par récurrence 
sur j e t en procédan t comm e a u paragraph e 6. 3 le s fonctions : 

0 - i ( A 2 + ( a ^ O ) ^ g o ( t ' ) = u(tyx',0) << H2S+1(RN)^^, P°ur l < J < 2 s - l . 
Là o ù x —  1? on retrouv e évidemmen t le s fonctions associée s à  (UQ,$Q,P). 

c) Construction de ïï£(x',xn). — À parti r de s hj{x') = d3nu^{x',{)) G  H2S+2~3:(En_1), 
sachant qu e hj — d3niiQ su r Qi fl {xn = 0} , o n détermin e ÏÏQ sur EJ en construisant , 
par relèvemen t de s traces hj, une fonction qu i coïncide ave c la fonction UQ{X' , xn) su r 
une demi-boul e f î j . Cette constructio n es t possibl e grâc e a u lemm e suivan t qu e l'on 
démontre e n utilisan t un e partitio n d e l'unit é d e l'ensembl e compac t ftf C  E J. 
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Lemme 6.5.2. —  / / existe une boule ouverte centrée à Vorigine fi2  C fii et une fonction 

v(x',xn) G Hzs+Â(Wl) telle que 
i) v(xf ,xn) = UQ(X'\xn) sur Q~2 

ii) dJnv(x', 0 ) =  hj(x') sur W1'1 pour 0  < j  <  2 s - 1 

On défini t alor s U~Q(X',xn) G H2s+2(E™ ) e n posant UQ{X',xn) = v(x'1xn) e t la 
proposition 6.5. 1 es t démontrée . • 

6.6. Solution s approchée s locales . Prolongemen t 

Le bu t de ce paragraphe es t de construire de s solution s approchée s globale s qui 
prolongent de s solutions approchée s locale s donnée s c e qui établira l a propositio n 
3.1.4. O n se donne don c un e famill e J7a(2s +  4 ,]T0,Xi[ x fi)  d e solutions approchée s 
locales au sens de la définition 3.1.1 . 

Proposition 6.6.1. —  Etant donnés TQ < 0  <  T\, et une boule ouverte fii C Rn centrée 

à l'origine, il existe T2 > 0, une boule ouverte Q2 C W1 centrée à Vorigine et une 

famille de solutions approchées globales, Ta(2s +  1, ] —  T2, T2[ x R n ) tels que 

i) To<-T2<0<T2< Ti et fi2 C fii. 

ii) Pour tout e G 1 0 , e t tout (u„,$„) G T*{2s +  4 , lT 0 ,Ti[ x fii)  il existe 

{ûa,$a) e f?{2s +  1 ) telle que 

ua = ua et $a = $a sur l - T 2 , T 2 [ x f i 2 . 

Démonstration. —  Pou r simplifier , nous noterons (u, <È>) a u lieu de (ua, <Êa) . Le couple 
(uo, $o ) =  (^|t=o > $|t=o) es t un couple de données compatibles locales et en appliquant 
la propositio n 6.5.1 , o n peu t construir e de s fonctions ïïo, $o et p telles qu e 

(6.6.1) (ïïo , Î Q ) son t de s données compatible s globale s appartenan t à  F°(2s +  3) . 

De plus , il existe un e boul e ouvert e fi2  C fii tell e qu e 

(6.6.2) u0=uo, $o = $o su r fi2,  p = p su r ]T0,Ti[ x fi2. 

Nous construison s maintenan t le s solutions approchée s u^ e t Q-+ en procédant par 
étapes. 

a) Construction de u~(t, x'x„). — O n construi t tout d'abor d les fonctions ûf(xf, xn), 

$f(x',xn), zf^x',xn) su r R£ e t W à  partir d e (ïï0 , $o, p) en appliquant les formules 
(6.2.7) (6.2.8 ) (6.2.9) . E n utilisant un e partition d e l'unité d e l'ensemble compac t 
fi2 C l ! , o n démontr e le résultat suivant . 

Lemme 6.6.2. —  / / existe T2 >  0  vérifiant TQ < -T2 < 0  <  T2 < Ti et une fonction 
û-{t,x',xn) G H2s+3(] -T0,Ti[ x E!) tels que 

i) u~ = u~ sur ] — T2,T2[ x fi^~, 
ii) pour 0  <  j < 2s - 1, d{u7.~ =  uj(x'\xn) sur Wl). 
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b) Construction deé (t, x', xn). —Lorsqu e u es t connue, on détermine $  (t, x', xn) 
en résolvan t l'équatio n d u premie r ordr e 

(6.6.3) GtQ-= \(u- + % ( s - , a ; $ - , p ) , ï ï - , a ; $ - ) , 

avec la condition initial e 
(6.6.4) jjo(t,x;;') =; u+(tyx',0) G H2S+1(,; 

I l exist e T[ > 0 , avec TQ < -T{ < 0  < T[ < Tu te l que la solution d e (6.6.3) (6.6.4 ) 
existe su r 1  -  TLTll x  En et vérifie 

(6.6.5) * - - - ^ appartien t à  un born é d e H2s+3(] - T[,T[[ x  W ) 

De plus , pa r vitess e fini e d e propagation , quitt e à  diminuer T2 e t fi2, on a $ =  $ 
s u r ] - T 2 , T 2 [ x f t - . 

c) Construction de z (t,xl\xn). — u e t $ étan t construites , o n défini t 

(6.6.5) hkx<^^$:!!**g* 
<<azll^ùù**,,* 

qui rest e dan s un born é d e Hls+Z(\ - T2,T2[ x  IT ). 

d) Construction de u+{t,x', 0) . —  O n défini t ïï+(£,#',0)  pa r l a formule : 

(6.6.6) ïï+  (t, x', 0 ) =  ïï~ (t, x', 0 ) +  pU~ (u~, d'y<j>-, p). 

D'après (6.1.5) , o n a donc [Gi ] =  /?(£,#' , 0). De plus 

(6.6.7) û+(t, x',0)-y+ appartien t à  un born é d e #2s+1( ] -  T2 , T2[ x  En_1) . 
e; Construction de $+ (¿ ,# ' , 0 ). —  O n définit $+ (¿ ,£ ' , 0 ) su r ]  - T2,T2 [ x  En_ 1 par 
la formul e : 

[6.6.8) $+(¿ ,# ' , 0 ) =  $~ (£ ,x ' , 0 ) =  </>(t,x'). 

D'après (6.6.3 ) e t (6.6.6) , 0 vérifi e su r {xn = 0} 

dt(/) = \(u+,u ,d'y4>) 

avec la condition initial e ó\t=o = ^t(x'O) = $ n (x',0). 

f) Construction de z+(t,x , 0 ) . —  O n considère l a matric e M± = À(^+,<9^</> ) — 
G{u+ ,dy<j)) don t l a restriction à  t = 0  est la matrice MQ d e (6.2.11). O n not e encor e 
Pi l e projecteur su r Ke r M\ parallèlemen t à  Im Mf. Su r l'ouver t ]TG , T\ [ x w\, l e sau t 
[z(t,x',Q)] es t défini e t appartient à  iJ2s+1(]T0,Ti [ x  u^) . O n décompose [z(t,x',0)] 
en 

(6.6.9) [z] = pi[z] + (I - px)[z] = w i + w2 . 

Étant donn é que .7^ est engendré par R+ — R(u+, dy(j)), i l existe une fonction ((£ , x') G 
fir2a+1(lT0,Ti[xaw1) tell e qu e 
(6.6.10) wi = P i M =  C ( * ^ , № + , ^ ) S U T ] T 0 , T I [ X Ü ; I . 
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Puisque le s fonctions uo et <ï>o sont de s donnée s compatibles , i l existe, d'aprè s la 
proposition 6.2.3, de s fonctions Zj G  H2s+1~^ (W1'1) telle s que 

(6.6.11) vvc, j 

,n 
Cl

j(lR+_l + Zj pour 0  < j < 2s - 2 . 

En comparan t ave c (6.6.10) , on montre que 
(6.6.12) 0 =  d}ùt=0 e t Zj =  dJ

tw2\t=o pour x G  (J02 C  Ui. 

Quitte à diminuer u; 2, on construit alor s des fonctions C(^#' ) e t w 2 (t,x')  définie s sur 
En e t telles que 
(6.6.131 Ç(t,xf) = Ç(t,x') e t w2(t,x') =  w 2 (* ,z ' ) sur ] - T 2 , T 2 [ x  cj 2, 
(6.6.14) dJ

tÇ\t=o =  Ci e t dJ

tw2\t=o = Zj sur E n _ 1 . 

D'autre part , comm e (w , $) es t un e solutio n approché e locale , w2 es t d e la forme 
w2 = £ g, ave c g dans un borné de H2s+1(]T0,Ti[ x ui). O n peut alor s construire w2 

tel que 
(6.6.15) w2(t,x ) = eq(t,x ) 

avec g appartenant à  un borné de H2s+1(] — T2,T2[ x  lRn 1 ) . On défini t alor s 
(6.6.16) (*, x',0) = z~ (t, x',0) + C # ( S+ , <9>) + fiy2(*, s')-
Sur ]  - T 2 , T 2 [ x  cj2, on a bien z+(t,x',0) =  2 +(£,x',0). 
g) Construction de dn$

+(t, x', 0). — La fonction 3>+(£, x' ,xn) qu e l'on veut construire 
doit êtr e solutio n de : 
(6.6.171 dt$+ = À(ïï +,ïï+ - Z Y n

+ ( ï ï + , a > + , 2 ) , a > + ) , 
En dérivant cette équation par rapport à xn, o n obtient pour 0n(£, #') =  d n<î>+(£, x', 0) 
une équation d e la forme (6.4.20) . O n détermin e ains i <9 n$ +(£,x', 0) e n résolvant les 
analogues de (6.4.22 ) (6.4.23 ) su r ] - T 2 , T 2 [ x  E n _ 1 . 

h) Construction de dnïï+(t,x', 0) . — O n défini t 
(6.6.18) dnû

+(t,x',0) = z+(t, x',0) dn$+(t, x',0 ) 
i) Construction de ïï +(£,x',xn). —  O n défini t alor s û+(t,x',xn) comm e la solution 
v(t,x',xn) d u problème de relèvement d e traces suivant . 

Lemme6.6.5. — Il existe 0 < T3 < T2 et une fonction v G  H2s+1(] - T2,T2[ x  R£) 
tels aue : 

i) v = u+ sur] - T3 , T 3 [ x  fî+, 
ii) dlv/t=Q — ïïf(x',xn) sur E™ pour 0 < j < 2s — 1, 
iii) v{t,x',G) = û+{t,x',G) sur] - T3 , T 3 [ x  En~S 
iv) dnv(t,x',0) = <9 nïï+(£,x',0) sur]-T3,T3[x E n _ 1 . 
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j) Construction de $+(£,#', xn). —  u+ étant connue sur ] -T2 ,T2[xRJ, on détermine 
$+ su r ] - T2',T^ [ x  K», avec 0 < T 2 < T 2 en résolvant l'équatio n (6.6.17 ) ave c la 
condition initial e 

(6.6.19) w<<^$dt$ = X(ua +paU^$ 

Quitte à diminuer T2 , on obtient un e solution $+ telle que 

(6.6.20) $+ -  5 ^ appartien t à  un borné de #2s+1(] -  T2,T2 [ x R™ ) 

En comparan t le s équations (6.6.3 ) e t (6.6.17) , o n vérifie qu e la trace d e <ï>+ su r 
{xn = 0 } coïncide bie n ave c la fonction <j> de (6.6.8). En particulier l e saut d e 4> es t 
nul. 

On vérifi e qu e les fonctions S, $ et p que nous venons de construire son t bie n des 
solutions approchée s globale s prolongean t u,Q et p, ce qui termine l a preuve d e l a 
proposition 6.6.1 . • 

6.7. Solution s locale s exacte s dan s l e passé . Prolongemen t 
Dans c e paragraphe nou s montron s qu e toute solutio n local e d u système (SR) 

définie dan s le passé se prolonge en une solution approché e locale , ce qui établira la 
proposition 3.1.5 . Pou r cela , on se donne un e solution local e ( i * i ,$ i ) d e classe C2k 
du systèm e (SR) définie su r l'ouvert ]To,0 [ x  fii)  e t on construit u n prolongement 
K , $ f l ) . 
a) Construction de u~ et pa. —  O n prolonge e n une fonction u~ appartenant à 
i/2A;(]T0,Ti[ x  fi^) ave c TY > 0 et fi2 C fii,  tell e que u~ = u~ sur ]To,0[ x fi2). En 
prolongeant A on obtient d e même un prolongement pa de p\ = —seA. 

b) Construction de $0 et za . — O n détermine $a e n résolvant l'équatio n (2.3.16 ) 

(6.7.1) dt$ = X(ua +paU (ua,o¿*,po),u0,0¿$), xcvb,m^^$q 

La solutio n obtenu e $ a es t définie su r un ouvert inclu s dan s ]T0,Xi [ x  fi2  mai s 
que nou s noteron s encor e ]TG,Ti [ x  fi^". On construit ensuit e z~ en posant z~ — 
dnua /dn$a. 

c) Construction de u+(t,x',0), <!>+(£ , x',0) et z+(t, x', 0). — O n définit 

(6.7.2) U+(¿, x',0) = Ua (t, X', 0) + paU (Ua , d'$a ,  Pa), 

(6.7.3) ù^^U+(¿, x',0) = ^*ù<<Ua (t, X', 0)<b,, + <<paU 

Ces fonctions son t bie n définie s sur un ouvert d e la forme ]T0,Ti [ x  uo2 o ù Ti > 0 et 
u2 es t une boule ouvert e d e Rn_1 centré e à  l'origine. Afi n d e construire z+a(t,x',0) 
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nous introduisons le s notations suivante s 

(6.7.4) A{u,dy<j>) = -A0l(u)M{u,dy(f>) 

(6.7.5) 
n-l 

B(u,d'yu)^$^^<<wlù***n,;p^$n;$m 
¿=1 

(6.7.6) Mi{u,dy4>) = \(u,d'4>)I - G(u,d'(j>). 

On note A±, B^, Mf le s matrices : 

A± = A(u±,dy<j>a), B± = B(u±,d'yut), Mf = M1(ut,dy<f>). 

Ces matrice s son t bie n définie s su r ]T0,Ti [ x  LO2. On considèr e (cf. paragraphe 6.2 ) 
le projecteur pi su r KerMf parallèlemen t à  Im Mf. O n not e p2 le projecteur p2 — 
I -pi. 

On défini t ensuit e l a fonction E(t.x') su r lXLTi [  x uo e n posant : 

(6.7.7) E(t,x') = [dtua]-[A]z- -[B] 

Puisque ua es t solutio n exacte dans le passé, on a 

(6.7.8) A+\z\ = E su r lTo,0[xu ;2. 

Par ailleurs , il existe une fonction Ç(t,x') défini e su r ]To,0[ x  uo2 tell e qu e 

p1z = at,x')R(ut,dy<f>1), 

où z = dnui/dn$i. Soi t Ça(t,%') un e fonctio n défini e su r ]T0,Ti [ x  UJ2 qu i prolong e 
Ç(t,x'). O n défini t u n prolongement v\ d e pi[z] e n posant 

6.7.9) v1=Ça(t,x,)R(u+,d'y<l>a). 

En notan t g = dt<t)a - A (u+,<^,0a) = A(u+, ua , d'y<l>a) - A (u+, <̂ ,</>a), on a 

[6.7.10) <wo(t,x') = u+(tyxw^$',0 

Comme # est d'ordre £, es t un isomorphisme de Im MÎ su r lui même et en notant 
(^4+)_1 l'isomorphisme réciproque , on définit u n prolongement v2 de p2[z] e n posant 

(6.7.11Ì v2 = (̂ $+)-1$$p2$S . 

La fonctio n 

(6.7.12) z+(t,x',Q) = z-(t,x',0) + v1(tix') $$l+$ v2(*,a;') 

est définie sur ]TG, Xi [ x UJ2 e t prolonge à des temps positifs la fonction donnée z(t, x', 0) 
donnée dans le passé. 
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d) Construction de <9n$+(£,x',0), u+(t,x' ,xn), $+(£,#',xn). —  O n construit ces 
trois fonction s e n procédant exactemen t comm e a u paragraph e 6.4. O n défini t tou t 
d'abord dn$+(t, x ' , 0 ) comm e solution de l'équation linéaire du premier ordre (6.4.22) 
avec la condition dans le passé dn$+(t,x', 0 ) = dn$i(t,x',Q). 

On désigne ensuite par go(t,x') e t gi(t,x') le s fonctions définies par 

go(t,x')=uï(t,x',0) 9i(t,x) = dn9t(t,x',0)z+(t,x',0) 

et o n construit u+(t,x',xn) d e sorte que : 

(6.7.13) 
' ui(t,x',0)=go(t,x') 

dnu+{t,x',0) =  gi{t,x') 
ww<U+(¿, x',0) = Ua (t,h<^^$X 

pour t < 0. 

Enfin, on construit (t, x' ,xn) e n résolvant l'équation eikonale (6.4.34) avec la condi-
tion dans le passé G+a(t,x',#n ) = tâ(t,x\xn). 

Le couple (ua, $a) ains i construit es t défini sur un ouvert de la forme ]T0,Ti[ x fi2, 
avec Ti > 0 et fi2 C fii, et il est clai r qu e (ua, $a) = (^î, $i) sur ]T0,0[ x fi2. 

De plu s (ua,$a) € P-̂ 2fc_2(]îo5î1i[ x 02)- Nou s terminon s c e paragraphe en 
montrant qu e (ua,$a) es t bien un e solutio n approchée . Il est facil e de voi r qu e le s 
conditions (3.1.1) à (3.1.8) du paragraphe 3.1 sont réalisées et il reste à établir (3.1.9). 
Pour cela, on definit 

(6.7.14) fa — 
rr-1 

j=0 
Aj(ua)djUa + M(ua,dy$a) 

vv<ù^^ 

dn$a 

et o n doit montrer  qu e [/a] est de la forme 
(6.7.15) [fa]=eH 

avec H appartenant à  un borné de H2k~2(]TQ, T\ [ x UJ2). Le dernier terme de la somme 
[fa] s'écri t [M(ua,dy$a)za] =  X+[2:a] + [M]z~ e t d'après (6.7.2 ) les termes [M]z~ 
et \AAua)djUa\ son t bien de la forme (6.7.15). 

Enfin .M+[za ] =  -Ao(u+ )AJt[za] e t on a *4+[za] = A+v\ + AJrv2 o ù vi et v2 sont 
donnés par (6.7.9) et (6.7.11). Étant donné que g = \(u+,u~,dy<j)a) — \(u+,dy<f>a) e t E 
donné par (6.7.7) sont de la forme (6.7.15), il en est de même des termes A+v\ — gv\ et 
A+v2 = p2(E). L a condition (3.1.9) est vérifiée et l a proposition 3.1.5 est démontrée. 





C H A P I T R E 7 

P A R A L I N É A R I S A T I O N 

Le bu t de ce chapitre es t d e préparer l a démonstration d u théorème 3.3. 2 e n pa-
ralinéarisant l'équatio n (3.3.2) . L e besoin d u recours a u calcul paradifférentie l a  été 
expliqué au §  1.2.7. Comme indiqué a u §  1.2.8, la paralinéarisation permet d e découple r 
les régularité s limitée s nécessaire s a u calcul d e commutateurs e t la régularité effec -
tive, beaucou p plu s grande , de s solutions . Le s principe s d u calcul on t été posés pa r 
J.-M.Bony [Bo ] (voi r auss i [Mey] , [Hô2]) . Nou s utiliseron s u n calcul paradifférentie l 
conormal à paramètre e t localisé e n temp s introdui t dan s [Mél ] 

Dans u n premier temp s (§7.1 ) nou s rappelon s le s définition s e t résultats tiré s de 
[Mél] . Pui s dan s la suite du chapitre , nous paralinéariserons le s équations e t le s condi-
tions au x limites , dan s l'espri t esquiss é a u §  1.2.8. 

7.1. L e paraprodui t 

On s e donne deu x réel s TQ < T \ <  0  et un entier m (trè s gran d devan t 2s). 
Les ouvert s CIT = ttj> U  son t défini s e n (2.6.1). O n note auss i UT = ] T 0 , T i [ x 
M n _ 1 . Pou r ¡1 entier >  0 , on note A^ÇL?) l'espac e de s fonction s a e L °°(fiT) don t 
les dérivée s conormale s 8aa son t dan s L°°(Ç}T) pou r |a | <  ¡1. Ces espace s son t muni s 
de l a norme évident e qu e l'o n note | M | * * T . Parallèlement , o n notera auss i A^(UJT) 

l'espace W^^^T) e t sa norme es t noté e \u\* T (voi r 3.3.5) . 
Les espaces H0,a on t ét é défini s a u paragraph e 3. 3 pou r a entier >  0. La définition 

s'étend d e faço n habituell e au x a < 0 (voir [Mél] ) . 
Dans [Mél ] son t construit s de s opérateur s d e paraproduits «  conormaux, à  para-

mètre 7 et localisés dan s le s bande s TQ < t < T ». Ils sont noté s pn^,T ( j a n s [Mél] , 
et nou s le s noteron s plu s simplemen t P 7 ' T ci-dessous. 

Ce son t de s applications bilinéaire s d e A 0 ( Q T ) X  H0~m{ÇtT) dan s H°>~m(QT) 
définies pou r T > 0 et 7 > 0 dont nou s rappelon s brièvemen t l a construction. 

On note x — (#o, • • • > xn) =  (y, xn) l a variable de E n + 1 e t on fixe une décompositio n 
dyadique en se donnant un e fonction <p G  C o ° ( M n + 1 ) , positive ou nulle, à support dan s 



84 CHAPITRE 7. PARALINÉARISATION 

la boul e d e rayo n 2, et valan t 1 sur la boule d e rayo n 1. Pour j > 0, on not e : 

(7.1.1) xwbb,;m^$$*<< Sj = <f^^j(Dx), Aj+i —^^ Sj+i - Sj. 

Pour j > 3, on défini t l e paraproduit 

7.1.2) U3

a = U3\a,u) = Sj-3a • SjU^^ù^ù + ]Sk-3Q"ù&kU 
k>j 

On défini t maintenan t u n paraprodui t not é U1{a,u) qu i dépen d d u paramètr e 7 > 1. 
Afin d e rendre l a dépendance e n 7 régulière , on s e donne un e fonctio n Ç  £ Co° £ ^ 
à suppor t dan s ] l /4 ,1[ , e t telle qu e YlljLo C(2 _ , 77) = 1. On défini t alor s : 

(7.1.3) $**<<wcm^^ no 

¿=0 

C ( 2 ^ + 3 7 ) ^ ( a , ^ ) . 

On introdui t ensuit e le conjugué d e U1 pa r l e poids sjt, 

(7.1.4) Z 7 ( a , u ) = e 7 * [ / 7 ( a , e - 7 S i ) 

D'après le lemm e 6.3.1 de [Mél ], i l existe de s opérateur s d e prolongement noté s TÏT 
et 7T 7,T opéran t d e W^SIT) dan s W ^ ( M n + 1 ) e t de Hs(ÇlT) dan s # * ( R n + 1 ) . Pou r s 
et / / entiers >  0, on a noté HS(ÙT) e t W ( Î ÎT ) =  W M ' ° ° (n T ) le s espace s de Sobolev 
usuels. Ces opérateurs de prolongement permetten t d e définir pou r (a , M) G  W^fàr) x 

HS(Q,T) l e paraprodui t localis é 

(7.1.5) Z7,T(a,u) — l Z7(7T̂ ^̂ <xa, 7T7JT^) ] 
^ù 

On s e donne d'autr e par t un e partitio n C°° de l'unit é : 

(7.1.6) 1 = Oo(xn) 4-
OO 

1 = 1 
0(2 'x„) 

où 0O es t une fonctio n à  support dan s \xn\ > 2/3 valant 1 pour | x n | > 1 et 0 est à 
support dan s 1 < \xn\ < 2. Pour j > 1, on not e 0j(xn) =  6{23xn). 

Par ailleurs , on se donn e de s fonction s ifio e t ip. ipo vau t 1 pour \xn\ > 1/2 et es t 
à suppor t dan s \xn\ > 1/3. i\) est à suppor t dan s 1/2 < \xn\ < 4 et vaut 1 pou r 
2/3 < \xn\ < 3. Pour j > 1, on not e tpj(xn) = il>(23xn). 

En outre , pou r 7  G  Z, on introdui t le s dilatation s Mi définie s pa r 

Mju{y,xn) = u(y$*<<w2 3xn). 

On défini t alor s le paraprodui t 

(7.1.7) p-*>T{a,u) = 
OO 

whjl 
&kM-kiZ '"<ww$*Mkipka, MrtkU).} 

On noter a auss i P7,T(a,u) = P^'Tu. 
Les propriété s suivante s son t démontrée s dan s [Mél] . 
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Action. —  P2,T opèr e de H°'S(QT) dan s lui-mêm e pou r s G [—m, m] e t il existe un e 
constante indépendant e d e T, 7, s et de (a, u) tell e qu e : 

(7.1.8) II^7'T(«^)IIUT<^II«IIW<KLMPPAAZQ<<<CTS:TII^IIUT 

De faço n générale , o n désigne ci-dessou s pa r C de s constantes indépendante s de 
T > 0 , 7 >  0  et des fonctions a , .. . qu i interviennent. Nou s remarquon s d'autr e 
part qu e W^'°°(flT) C A ^ H T ) d e sorte qu e toute s le s propriétés énoncée s ci-dessou s 
restent valable s e n remplaçant partou t le s norme s | |a| | ** T pa r <wx<bbn,;p^^ 

Localisation. —  Pou r 0  < / / <  ra, 0  < s  < m , a e A / I ( 1 2 T ) e t u G i iu , s M ( £ 2 T ) te l que 
u =  0  pour £  < T i , l a restriction d e P7 ' T ( a , u ) à  appartien t à  i ï 0 ' * ^ ^ ) e t 

( 7 . 1 . 9 ) I I ^ M I I U T I <  C I N I ; : T I N I U , 7 , T - < W C V B N , , ; : Q S A Z ^ 

Calcul symbolique. —  Pou r a  et 6 dans A M ( D T ) , ave c 0 < \i < m, P J , T o  Pb

7 ' T -  P^'^ 
opère de ff°' s-^(ftT dan s H0>s(ilT) pou r 0  < s  < m  et 

7 . 1 . 1 0 ) 

||(P7,T0p7,<<W^$$*XGGCCCT_PJ,T^^^^H^Ù|T<<WW 

C INI;VII6|IS,T+IHIS:GTII<AZXCBYIII6|I^ •lluljjgggi-M r̂<<<-

Commutation aux dérivations conormales. —  Pou r a €  A 1 ^ ^ ) , 0  <  s < m e t 
\a\<s+ 1 , le commutateur \ôa, PJ'T] opèr e de H°>s(nT) dan s # 0 > s - H + 1 ( f t r ) e t : 

( 7 . 1 . 1 1 ) \\[Sa,P2'T}u\\i,,T<C\wwxc<<:ù^^ww<ùù\a\\^\\u\\lltT. 

Paralinéarisation 1. — Pou r a €  A ^ T ) f~ l H°'s(CtT) et u e A ° ( f t T ) n  tf 0'8"^^) 
avec u  > 0  et 0 < s < m , la différence r = au — P 7 ' T ( a , u ) es t dans i f 0 ' s ( n r ) et : 

( 7 . 1 . 1 2 ) I M I U T <  C\\\a\\;:T\\uw<xxjjklaù**<<\\I_^T+i<<i«fggn::riiaiii)7)T 

Paralinéarisation 2. — Pou r a € A ^ f i r J n H 0 ' 8 - " ^ ) e t u € A " ( f i r ) n H ° ' S ~ , 1 ( Û T ) 
avec / i > 0 , ^ >  0 , /J, + u < s < m, et u = 0 pou r f  <  I \ , l a différenc e r  = 
au- P^'T(a,u) - Pi>T(u,a) es t dans H ^ S ( Q . T ) e t : 

( 7 . 1 . 1 3 ) I<<WXX<NI;VII6|IS,T+IHIS:TII<AZXCBYI<XC;;:!ÙÙAAZAIAD<<WW$$XI6|I^ 

Paralinéarisation 3. —  Pou r a  G A1 ( H T ), M  G L2 ( S 1 T ) e t 0 < j < n — 1 , la différence 
r =  ad 7"M - P2,TdjU es t dans Z / 2 ( Q T ) e t : 

( 7 . 1 . 1 4 ) iMis,7,r<ciHiî<xx<:rixdfgqis,7,r. 

Paralinéarisation 4- — S i F es t un e fonction C°° d e ses arguments, tell e qu e F(0) = 
0 , s i M €  A ^ Î Î T ) n  H0's-»(nT) e t s i \{t) es t une fonction C°° null e pou r t < Tx 

et valan t 1  pour t > 0 , alors l a différenc e r = xF(u ) —  P7 , T (F ' (u ) , x« ) es t dan s 
tf°'s(ÛT). E n outr e 

( 7 . 1 . 1 5 ) I M I U T <  c(||«|i;»qdx<<<mù$$ii«iii_ Mi7)T. 
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Paralinéarisation 5. —q  Si qa est une fonction C°° , alor s pou r u G  H°> m(f&T ) l a 
différence r — au — P2'Tu es t dan s HQ'm{ÇtT) e t 

(7.1.16) IMI^T^CIIallS<<<<^$$$^llu^<wawqaall^T. 

La quantificatio n P a  l'inconvénient majeu r d e mal commute r à  la dérivation dn. 
Pour contourne r cett e difficulté , o n a construi t dan s [Mél ] un e autr e quantificatio n 
I I7 'T. Pou r l'introduire , nou s devon s d'abor d rappele r l a définition d u paraprodui t 
tangentiel, not é P7^> T dan s [Mél] . O n commence pa r fixer  un e décompositio n dya -
dique tangentiell e e n se donnant un e fonction <pr G Co°(Rn) , positiv e o ù nulle, à 
support dan s l a boule d e rayon 2 , e t valan t 1  sur la boule d e rayon 1 . E n notan t 
r] = (770,. . •, rjn-i) le s variable s duale s dan s En, o n défini t pou r j > 0 , 

(7.1.17) 4(f?) =  ¥/(2-'"f,) , INI;VII6|IS,T+IHISXC< A ' —  Q' — Q' 

Comme précédemment , o n défini t ensuit e le s paraproduits : 

(7.1.18) INI;VII6|IS,T+IHIS:TII<AZXCBYIII6|I^<QQ 

<xx 

wxrtt<<< 

(7.1.19) T7 (a ,u ) = 
OO 

3=0 

C{2-^i)T<<aerr\a,u) 

(7.1.20) P7'7(a,u) = e^T^{z<<xvbbe-^u). 

Pour s entier, o n not e E/I8(QT) l'espac e de s fonctions u telles qu e 

(7.1.21) e-^d^u G  L (Q<WRT<T) pour \<<a\ < s. 

où dy désign e u n produi t d e dérivée s tangentielle s <9o,<9i,...,dn-i. D'aprè s le lemme 
6.3.1 d e [Mél ] , le s opérateurs d e prolongement noté s TTT et 7T7?T , opèren t auss i de 
A»(nT) dan s A"(Rn+1 ) et de E°'s(nT) dan s E°^(Rn+1) , c e qui perme t d e défini r un 
paraproduit localis é su r A ^ ( Î Î T ) X  ^ 0 , S ( ^ T ) , 

(7.1.22 P7'7'T(a,u) =  {p7'7(7rTa,7r<<ŵ $$$xc7,Tu ) 
cw 

Ce paraprodui t joui t d e propriété s analogue s à  celles listée s plu s haut , pou r l e calcul 
tangentiel, dan s la chaîne de s espace s H°'s. 

On défini t ensuit e le s espaces A M , 1 ( Î Î T ) [resp . E8I1(QT)] de s u G A M ( î î r ) [resp . u G 
H°>s(nT)] tel s qu e dnu G A^"2(nT) [resp . dnu G H°^-2(ftT)l Pou r a G A ^ ^ T ) , 
avec ¡1 > 2 , on not e 

a°(y,xn) 
a(y,0+) s i xn > 0 

a(y,0-) s i xn < 0 
et a a — a — a0, 

où a(?/,0±) désignen t le s traces de a sur {x n =  0} , à droite e t à gauche. 
Pour u G  ES,1(ÇIT) o n not e T u les trace s ( à droite e t à gauche) d e u e t p7,Tu = 

i?7,TPu, où i?7'T es t l'opérateur d e relèvement d e trace défin i à la proposition 7.2.2 d e 
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[Mél ] . E n posant ay'Tu =<xcu w—ccp^,Tu, on peut maintenan t défini r pou r a € A 2 ' 1 ^ ^ ) 
e t t i Ê É 2 ' 1 ^ ) 

(7.1.23) W'T(a,u) = P'r'T(adg,a'r'Tu) + P't'T(aa,<p'''Tu) PI«'T{a°,p'>sfTus). 

Ce paraprodui t joui t de s propriété s suivante s {cf. [Mél ] ) . 

Comparaison de II et P. —  Pou r 2 < fj, < m, 2 < s < m, T > 0, a £ A ^ C Î T ) e t 
u €  E$'1(HT), l a fonction /  =  W'T{dga,u) - P"'T(a,u) es t dan s ^'s+µ^(Qr) e t 

(7.1.24) l l / l l i +M,7,Tgd<C7 |Hi;V 'll«ll*.,7,T + l l d » U l l i - 2 ,7 ,T 

Commutation de II à  <9„. — S i a e A 2 ' 1 ( f ix) et u €  ES,1(QT) ave c s > 0 , alors la 
différence r = dnIP<T(a,u) - d g P i ' T ( a , d n u ) est dan s H°<s(nT) e t 

(7.1.25) INI;VII6|IS,T+IHIS: 
IW I2 :T +  I I M I 3 : T ll«llt,7,T +  l|ôn«||*._2 >7,T 

La règl e suivant e s e déduit aisémen t d e (7.1.8), (7.1.10 ) e t (7.1.16 ) 

Commutation avec une fonction lisse. —  S i p est une fonction C°° et bornée ainsi que 
toute se s dérivées, si a G A ^ Î Î T ) O Ù 0 < p < m et si u G  H0,s~fJ,(Ç}T) o ù 0 < s < m, 
la différenc e r =  P 7 , T ( a p , u ) d g — P1,T(a,pu) es t dan s H°>S(QT) e t 

(7.1.26) l|r|lUdgT<C'I<wxctyyyy,lùùp̂ ^̂ âaNÎ INlU,7,T, 

où C est un e constant e qu i ne dépend qu e de p. 
On dédui t égalemen t d e (7.1.8) e t (7.1.24) l'actio n de I FT dans Es^(nT). 

Action. — Pou r 0  < s  < m , T d>dd 0, o G A»(iïT) et u e Es^(ftT), U^T opèr e de 
Ea^(ilT) dan s # ° ' S ( Q T ) et 

(7.1.27) l № T t i | | « r <  C|aaejkp|a||rT- I N I Î l 7 , r +  l|flantiir.-2,7fT 

Notons qu e la construction d e P e t II es t faite séparémen t su r e t Çlrp. Pa r 
conséquent, tou s le s résultats rappelgdé s ci-dessus son t vrai s su r f j j et f î̂  séparément. 

On introdui t d e façon similair e su r les ouverts UT des paraproduits tangentiels , 
encore noté s P 7 ' T . Ils sont défini s comm e e n (7.1.22) e t agissent su r les fonctions de 
y. Il s opèrent dan s le s espaces W^,00(UJT) e t H8{UÛT)- Il s possèdent de s propriété s 
analogues à  celles décrite s ci-dessus . Le s estimation s (7.1.8 ) à  (7.1.16 ) son t valable s 
pour c e paraproduit e n remplaçant toutefoi s dan s (7.1.11 ) le s dérivations conormale s 
ôa pa r les dérivation s tangentielle s cÇ . 

Enfin, e n notant comm e ci-dessu s Tu les trace s sur {xn =  0 } de la fonctio n tx , on 
a : 

Traces. —  S i a G A 2 ' 1 ( f t * ) et u G  Es^(ft^) o n a 

(7.1.28) r i T ' T ( a , u ) = P^T(Ta,T^pp<wu). 
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7.2. Généralité s su r l'équatio n (3.2.3 ) 

Dans ce paragraphe nous nous intéressons à l'opérateur linéair e associé à l'équation 
(3.2.3). I l est défin i pa r 

(7.2.1) xcn,; 
n-l 

i=0 

Aj(u)djV +  M(u,dy$) 
dnv 

j;wd<x 

Puisque \(u,d'y$) es t valeu r propr e d e G (u, d'y$) et que 

M(u,dv9)=Ao(u) G (u , a ' , $ ) - < 9 *$ Id 

il exist e de s matrices W(u,8) e t V(u,0), C°° su r U x 0, inversible s et vérifiant : 

(7.2.2) W(u,ffy*)M{u,dy*)V(u,&Y9) = 
h 

0 
0 

¿N-1 

où h est la fonction 

(7.2.3) h = A(UXXVDD M(u,dv9)=A 

On s e donne un e famille d e solution s (3 .2 .3) . . . (3.2.10 ) noté e T{s,T), comm e 
indiqué a u paragraphe 3.3 . Lorsqu e (w,$ ) G  J:£{s,T), o n a, d'après (2.3.13) , 

(7.2.4) 
h+ =  À ( U + , # , $ + ) -  W W < À ( U + , U+ -p+,wcx&*+) sur Q j, 

M(ud<wv9)=dAM(u,dddv9)=AMv9)=A sur flT 

avec p+ = - s e A U+(u+,d' $ + , - e e A ) e t » =  - e e A { 7 ( u , 3 '$ , - £ e A ) . 
En effectuan t u n développement d e Taylor o n obtien t : 

(7.2.5) 

<<xn, 1 
2 

p+ •du\(u+,d'$+) + 

a = 2 
(p+)aP+(«+,P+,^*+) , 

h~ = - 1 
2 
;P- - d „ A ( u - , ô ; $ + ) + 

|a|=2 
( p - № ( « - , p - , a i * - ) , 

où le s g a son t de s fonctions C° ° d e leur s arguments . 
En considéran t d'autr e par t l e choc pla n ( t ^ , ^ ) associ é à (i /, $ ), o n définit les 

constantes 

(7.2.6) 
n+ =p_ = \u], 
h+ = A(u +,0)-A(u+,0,0), 
£ =  l n ( - è T / e ) , 

¿7 =  A ( 0 , 0 ) - A ( u + , 0 , 0 ) , 
£7 = l n ( f t 7 / e ) . 

Lemme 7.2.1. — 5« (u , $) €  .F£(s,T) , t / existe de s fonctions b+, b , gf, g1 , g£ et 
g2 telles que : 

(7.2.7) 

h+ = -seb^ sur fij, 

Jr =eeb sur fiT, 
6± = J 4 + l n(5 f / 2 +  ee>lp|:). 
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Dans (7.2.7 ) a — ln(—[ui]/e) et A — 1ZT(O), OÙ IZT est l'opérateur de relèvement 
de traces défini au paragraphe 5.3 . De plus, g^ et g^ sont des fonctions de la forme 
gjz(u±,dy$

±) et il existe une constante ôi > 0  telle que g^ > Si > 0. 
En outre, il existe une fonction C(-) telle que b' — ( 6 / + , 6 / _ ) = b — 6^ vérifie 

(7.2.8) I|6/||2,T < C(M) 

où M = M°°(u,$,T) est défini en (3.3.9). 

Démonstration. —  O n écri t p + sou s la forme : 

(7.2.9) p+ =  -eeA U+(u+,d'$+,0) +  s2 e2Ag3{u+,d'$+fhf<<xx$*, -eeA) 

En vert u de l'hypothès e 2  (cf. chapitre 2) , il existe Si > 0 tel qu e : 

(7.2.10) / 7 + ( u + , a ; $ + , 0 ) -du\{<<<;!u+,<<d'y<x<$+) > SL 

En reportan t (7.2.9 ) dan s (7.2.5) , il vient 

(7.2.11) h+ = 1 
2 

ee Ag 1(u+,d' y$+)+e 2e 2 Ag 2(uss<<<+ 1 ; < < w z r t y i id' y*+,-ee A)w<zt 

où ai vérifie #i (u+,<9;$+) >  ¿1 . On e n dédui t (7.2.7) . 
D'après l e corollaire 5.3.2 , on a 

(7.2.12) W M I T < < < C\a\lT. 

L'estimation (7.2.8 ) e n résulte . 

Nous utiliseron s e n outre le s estimation s suivante s de p = p — p , h — h — h^, 
b' = b — K qu i résult e directemen t d e l'hypothèse ( « , $ ) €  T(e,T). 

Lemme 7.2.2. — Sous les hypothèses du lemme 7.2. 1 etpoura entier dans { 1 , . . . ,2s } 
on a les estimations 

(7.2.13) \\p't^T<<<d<<xxsC(M) \[ui]/eqq U _ I , 7 , T + ||«||t , 7 ,T + ll*llt+i,7,T 

(7.2.14) \\h't^T<e<<wx<C<<(M) |[«l]/e U- 1 ) 7 , T +qq | |«| | t , 7 , r + ll*lla+l,7,T 

(7.2.15) ||6'||* , T < <C(M] | [«l] /£ U -1.7.T + l|«<<|lt,7,T + l l*l£+l ,7.T 

(7.2.16) | r6 'U , 7 ) T < qC { M ) |[wi]/e |<T,7, T + |rw|CT,7,T + | r $ | C T + i , 7 , T 

Si (u, $) G  W 2 s ( f i r ) n'es t pas solution du problèm e non-linéaire, nous supposeron s 
que h s'écrit encor e sou s la forme (7.2.7) . En introduisant l a matrice : 

(7.2.17) w,::!lù s-» 
0 

0 
IN-I J 

w, 

la formul e (7.2.2 ) impliqu e qu e 

(7.2.18) Wi(u,&,a¿$).M(u,0 9$)v(u,^s) = J 
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où J désigne la matrice : 

J=J+ = —e 
0 

0 
x<<n,:m 

sur f î£ , J — J — e 
0 

0 
IN-I 

sur 0 T. 

Pour 0  < j < n — 1 , nous définisson s le s matrice s Bj 

(7.2.19) w<er<<x$ù**xvb 

On introdui t l'opérateu r paradifférentie l 

(7.2.20 L^Tv = 
n-l 

j=0 

p^T{Bj,djv) + Jdnv. 

Comme dan s [Mél ] e t [Al], nou s définisson s maintenan t la bonne inconnue 

(7.2.21) v1=W>T(V-\xv)-sffIP>T(Cx*,)> 

où C  = V~~1(dnv/dn^), =  $  —  e t la fonction %(£ ) es t comm e indiqu é a u para-
graphe paralinéarisatio n 4. 

Dans le s formule s (7.2.20 ) (7.2.21) , P 7 ' T ( ^ - , . ) e t I F ' 7 ^ " 1 , .) son t de s matrice s 
N xN d'opérateur s agissan t su r de s fonctions vectorielle s à N composantes , alor s qu e 
n 7 ' T ( C • ) es t u n vecteu r colonn e d'opérateur s agissan t su r de s fonction s scalaires . 

7.3. Paralinéarisatio n d e l'équation pou r l e problème linéair e 

On s e donne un e famill e d e solutions approchée s e t des fonction s (u , telle s 
qu'il exist e e G ]0,£o] e t des fonctions (ua, $a) £ F? vérifian t 
(7.3.1) U = Ua, $ = $a S i t < 0 , 
(7.3.2) ( t i , * ) G  W2bbs(ftT), 
(7.3.3) F G  W2s(ftbT) . 

On considèr e alor s un e fonctio n v G  W2S(CIT) solutio n d e l'équatio n 
(7.3.4) Cv = F 

Le bu t d e c e paragraphe es t d e démontre r l e théorème d e paralinéarisatio n suivant . 

Théorème 7.3.1. —  existe une fonction C(- ) telle que si T > 0  et si (v,u,$,F) 
vérifient ( 7 . 3 .1 ) . . . (7.3.3) et l'équation (7.3.4) , alors la bonne inconnue V\ définie en 
(7.2.21) vérifie pour tout 7  > 1 , L7'Tu i €  H°'2s{Q,T) et 

I | £ 7 , T ( « I ) I I L 7 , T < 
(7.3.5) 

C(M) { | M | 2 S , 7 , T +  | | F | | * , I 7 I T + K0{\\u\\i,„tT + ||#||2.l7,r} 

où M est tel que : 

(7.3.6) H«'IIS.TB + l l* 'H5.T +  l |6'll2.T<M 

et où K0 = \\F\\lT + \\v\\liT. 
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Pour allége r le s notations , nou s ometton s d'écrir e le s paramètre s 7  et T dan s les 
paraproduits. D'autr e part , on dira qu'une expression e est un reste si e G  H0,2*(ÇIT) e t 
si \\e\\28 7 T e s t m a j o r é pa r l e membre d e droite d e (7.3.5 ) pou r un e certain e constant e 
C(M). 

La démonstratio n comnren d nlusieur s étaoes . O n écrit l a bonne inconnu e sou s la 
forme v\ — v- $ oùv = ÏL(V-1,xv) e t $ = I I ( C , x * ' ) -

Proposition 7.3.2. — v = U(V 1,xv) vérifie 

(7.3.7) 
n-l 

L 7 ' T ( ï ï ) =  ] j r P W I 0 PdnQ.AjdjUv) +  Pw1 O PjudnUv) + R 
3=0 

où r est un reste. 

Démonstration. —  L1,T(v) es t donné par l a formule (7.2.20) . On étudie chaqu e terme . 
Notons v = P ( y _ 1 , x t ; ) . L a règle d e commutatio n (7.1.11) , impliqu e qu e 

(7.3.8) ïïdjv-PiV-'^jBiVBxvMl^r < C\\(U,d'Y$)\\HT\MlN<T-

Ensuite (7.1.10 ) impliqu e qu e 

(7.3.9) \\dj(xv) - PviOMWs^T < C | | ( « , ^ # ) | | î , r | | t > | | L , 7 l r -
Puisque <9 n<I>, Wi, Aj e t Bj son t bornés dan s W1,00(flr), o n voit qu e <9j(x v) - P y ( d j î ; ) 
est u n rest e et en appliquan t l'opérateu r P(dn$ W\Aj,.) e t le calcul symboliqu e i l en 
résulte qu e 

(7.3.10) Pwx

 0  Pdn^.AJDJIX v) - P(Bj,djv) es t un reste . 

On compar e ensuit e P(Bj,djv) à  P(Bj,djV). O n a  d'après (7.1.24 ) 
Pdn^.AJDJIX v) §/- P(Bj,djv)Pwx

 0 Pdn^.AJDJI/??§§§X v) - P(Bj,djv) 

ce qui prouve qu e dj(v — v) es t u n reste . Il en est d e même d e P(Bj,djv) — P(Bj,djv). 
Avec (7.3.10) , cel a impliqu e qu e 

(7.3.11 P(Bj,djv) — Pwx

 0 Pdn&.Ajdj(xv) es t u n reste . 

On étudi e ensuit e l a différence dnv — P(V \dn(xv)). E n commutant I I et dn on 
obtient d'aprè s (7.1.25 ) 

µ<P(Bj,djv) — Pµµwx

 0 Pdn&.Ajdj<<<(xvP(Bj,djv) — Pwx

 0 PdXX<<n&.Ajdj(xv 

On e n dédui t qu e 

(7.3.12) Jdnv — JP(V 1,dn(xv)) es t un reste 

Puisque J est une matrice constante , on a JP(V 1,.) = P(JV 1 , . ) e t d'après (7.2.25 ) 
J V _ 1 =  W\M. I l en résult e qu e 

(7.3.13) Jdnv — Pwx

 0
 PM^U(XV) es t u n reste . 

ce qui , compt e ten u d e (7.3.11 ) achèv e la démonstration d e la proposition 7.3.2 . • 
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On évalu e ensuit e L7,T(<I> ) e n commençan t pa r l e terme Jdn$. O n not e qu e \  v 
vérifie l'équatio n 
(7.3.14; C(XV)=F = xF+(dtX)Ao(u)v. 

En désignan t pa r W la fonctio n 

(7.3.15) W = F 

n-l 

j=0 
<<$=)))kklmù 

et e n tenant compt e d e (7.3.14) , on obtient : 
7.3.16) w = 52(dN9)-1M(u, f fY9)dn(Xv) . 

Il e n résulte immédiatemen t qu e 

(7.3.17) WIW = WIMV(XC) = JixC). 

Lemme 7.3.3. —  Avec les notations précédentes, $ = II (C, X * ' ) vérifie l'estimation 

(7.3.18) Jdn$ — Pw1 0 Pw dn& est un reste. 

Démonstration. —  Puisqu e W\ et w sont borné s dan s WZ,00(\IT), o n a par l e calcu l 
symbolique : 
(7.3.19) \\PWl o Pwdn& - Pwrwdn&WL^T < C{M) K0\\dn*%a_2„T. 

D'après (7.3.17) , on a d'autre par t 
(7.3.20) PiWwdn*') = P(jx(,dn&) = jp(xç,dn&). 

En utilisan t (7.1.26 ) e t l'estimation HCII 2 T <  C(M)K0, o n obtien t 
(7.3.211 P(x(,dn&) - P(C,0n(x* ' ) ) es t un reste. 
La règl e de commutation (7.1.25 ) impliqu e qu e 
(7.3.22) P(C, dn(x * ' ) ) "  dnU(C X * ') es t un reste. 
Il résult e alor s de (7.3.20 ) (7.3.21 ) e t (7.3.22) qu e 
7.3.23) Pw-i wdn& - JdnR(Ç, X es t un reste, 
ce qui prouve le lemme 7.3.3 . • 

Lemme 7.3.4. —  Pour 0  < j <  n — 1  la différence P(Bj,dj$) — Pwi 0  PAjdn(xv) 
est un reste. 

Démonstration. —  D'aprè s (7.1.24) , dj$ - djP(Ç,x&) es t u n reste. En commutan t 
dj e t P o n obtient qu e 
(7.3.24) dj$ - P (C, dj(x $') ) es t un reste. 

En appliquan t 1  operateur P(B3,.) o n en déduit qu e 
(7.3.25) P(Bj,dj$) - P(B3(,d3(x&)) es t un reste. 
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Comme Bj( = W\Ajdnv o n aù$$ 

(7.3.26) PfBiÇAix*')) ~pWr oPAidnVdi(x&) es t un reste.^* $ 
En commutan t x et dj et en appliquan t l a règle (7.1.26) , il vient 

(7.3.27) PAJdnvX dj*' -  PAJdn(xv)dj*' wwxv est u n reste . 

I l résult e alor s de (7.3.25) (7.3.26 ) e t (7.3.27) qu e 

(7.3.28) P(Bj, dj$) - Pwx ° PAJdn (x v)djest u n restekt^ ^ 

ce qu i prouv e le lemme 7.3.4 . • 

En rassemblan t le s résultat s d e la proposition 7.3. 2 e t des lemme s 7.3. 3 e t 7.3.4 , 
on obtien t qu e 

(7.3.29) L^T(v1)=Pxdd(Wug) + r 

où r es t un rest e et 

(7.3.30) 9 = 
n-l 

j=0 
Pd^.Ajdjixv) + PMdn(xv) -

n-l 

3=0 
, PAjdn(xv)dj^ + Pwdn$'j 

Le théorèm e 7.3. 1 ser a don c entièremen t démontr é s i on prouve qu e g est un reste. 
Pour cela , nou s reprenon s le s termes Pan*.Ajdj(xv) et PMdn(xv) figurant  dan s g et 
nous comparon s le produit e t le paraproduit . 

On utiliser a l e résultat suivan t qu i découl e directemen t d e la règl e (7.1.13) . 

Lemme 7.3.5. — Soit A(u) une matrice N x N, C°° en u. On note A(u) = A(u) — 
A(0) et lA la matrice transposée. Pour u G A»(ttT) H  H0^-u(ÇtT) et v e A"(f îT ) fl 
H0^-^(nT) la différence : 

r = A(u)Xv - P^T{A{u),Xv) - *i ™T(*(xv),*i4(tO) 
est dans H0,S(Q,T) et on a l'estimation 

(7.3.31) I M I U T <  { P ( t i ) i i ; v i i t ; i i u > 7 > T + I I ^ I I : : T I I ^ H I I U 7 , T } . 

Lemme 7.3.6. — On a 

(7.3.32) PdnQ.AjWdjixv) = dn$.Aj(u)dj(xv) - PAj(u)dj(xv)dn^'+r 

ou r est un reste 

Démonstration. —  En appliquant l a règle (7.1.13 ) o n obtien t tou t d'abor d : 

(7.3.33) dnV.dj{Xv) = p{dnV,dj{Xv)) + P(dj(Xv),dn&) + ri 

où ri est u n reste . O n appliqu e ensuit e à (7.3.33) l'opérateu r P(Aj(u),.) et on obtien t 
en vert u d u calcu l symboliqu e (7.1.10 ) e t du fai t qu e dn$ = 1  -h dn$' 

(7.3.34) PdnQ.AjMÔjixv) = PAjWdnQ.djixv) - PAj(u)dj(Xv)dn& + r2 
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ou r2 est un reste. En utilisant l e lemme 7.3.5 , on obtient que 
(7.3.35) PAjwdnQ-djixv) = dnQ.Aj^djixv) -tPd^diUv^Ajiu) +r3 

où Aj(u) = Aj(u) - Aj(0) e t r3 est un reste . E n utilisan t (7.1.8) , o n en dédui t 
que tPdri^td.^xv^tAj{u) es t auss i u n reste et le lemme résult e alor s d e (7.3.34 ) et 
(7.3.35). • 

Lemme 7.3.7. — On a 

(7.3.36) PMdn(xv) = Mdn{xv) + 
n-l 

3=0 

PMdn(xv) = Mdn{km 

où r est un reste. 

Démonstration. —  On part d e l'identité 

(7.3.37) PMdnixv) = PAn(u)dn{xv) -
n-l 

3=0 
PdjQAjWdnixv)} 

Le lemme 7.3.5 implique que 
(7.3.38) PAn(u)dn(xv) = A^^n(u)dn(xv) + n 

où ri es t un reste . Étan t donn é qu e $ =  +  at 4- xn e t que, d'après (7.1.16) , 
adn(xv) — P(<jl,dn(xv)) es * un reste, on obtient en appliquant (7.1.13 ) 
(7.3.39) dj$dn(Xv) = P{di*,dn(xv)) + P(dn(xv),dj*') + r2 
où r2 est un reste. On applique ensuit e à (7.3.39) l'opérateu r P(Aj,.) e t on obtient 
par le calcul symbolique : 
(7.3.40) PidjQAjlu^dnixv)) =P(Aj(u),dj$dnww(Xv))-Pw<<(Aj(u)dn(Xv),dj&) + r3 

avec un reste r$. D'aprè s l e lemme 7.3.5, on a de plus : 
(7.3.41) P(Aj(u),dj9dnnnbm$^^<<(xv))=dj*<<;;$^^^^^xc,,<<::;ssAj(u)dn(Xv)-tP(dj^ 

avec un reste r±. En utilisant (7.1.8 ) o n voit qu e le terme tP(dj$dnt(Xv)ww,tAj(u)) es t 
aussi un reste. En revenant à  (7.3.37) e t en tenant compt e de (7.3.38)... (7.3.41) , on 
obtient (7.3.36 ) e t le lemme est démontré. • 

En reprenan t maintenan t (7.3.30 ) e t en appliquant le s lemmes 7.3. 6 et 7.3.7 , on 
obtient aprè s simplification : 
(7.3.42) g = dn*X(Xv)-P(f,dn$') + r1 

où /' es t donné par (7.3.14) e t r± est un reste. On en déduit que 
(7.3.44) 0 = /' + 0n*/'-P(/',3n*')+ri. 

En appliquan t (7.1.13) , on montre que 
(7.3.45) d„$ /' - p(f, a„*' ) =  P(0„*', / ') + r2 
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avec u n rest e r2 . Enfin , e n remarquan t qu e / ' =  xf +  dtX-Ao(u)v es t auss i un reste , 
il résult e d e (7.3.44 ) e t (7.3.45) qu e g est u n reste , ce qui achèv e la démonstration du 
théorème 7.3.1 . 

7.4. Paralinéarisatio n d e l'équatio n pou r l e problème non-linéair e 

On s e donn e maintenan t u n couple d e fonctions (u,$) G Jr£{s1T). Alors , d'aprè s 
(3.2.3), v = u' — u — Uç es t solution de (7.3.4 ) ave c F = / , l e prolongement pa r 0  pour 
t > 0 de la fonction f„ d e (3.1.8). O n désign e ic i pa r v\ la bonne inconnu e associé e à 
v — u: — u — Me 
(7.4.1) wdn(xv) = ùùdn{PMdn(xv) = Mdn{ 

avec 

(7.4.2) Ç = V-1(dnu/dn*) 

En appliquan t l e théorème 7.3. 1 nou s obtenon s alor s directemen t l e corollaire sui -
vant. 

Corollaire 7.4.1. — / / existe une fonction C(- ) telle que si T > 0  et si (u , 4>) G 
JTe(s,T), a/or s pou r tout 7  > 1 on a L7'T(^i) G W2s(ftT) et 

(7.4.3) I|£7'TMIIL,7,T <  C(M ) | |U||2S,7, T +  ||*||2., 7fT + l l / l k 7 , T , 

où M = M°°(u,$,T) est défini en (3.3.9). 

Démonstration. —  O n sai t qu e / es t null e pou r t > 0 et que sur f&o ? / ri e dépend qu e 
de (ua,$a)' Comm e M(w° , 3>a , 0) es t uniformémen t borné , cec i implique qu e 

(7.4.4) I I / I I 5 . T <  c. 

Ceci entraîn e qu e K0 < C + IMI 3 T < C(M) e t l'estimation (7.3.5 ) donn e le résultat. 
• 

7.5. Paralinéarisatio n de s conditions au x limites pou r l e problème linéair e 

On repren d le s notations d u paragraph e 7.3 . O n s e donne à nouveau de s fonction s 
ù*;<<$$ô vérifiant le s conditions (7.3.1 ) à  (7.3.4) e t on suppos e e n outr e qu e 

Tu' G H2s{uT), TS' G # 2 S + V T ), Tb1 G H2s(uT) 

On s e donn e d e plus deu x autre s fonction s g et if) appartenant à  H2S(UJT) e t o n 
suppose qu e (Tv,ip) vérifi e su r UOT l'équation : 

(7.5.1) [:ùùM{Yu,dy<t>)Yv]-Xu{rP)=kjgù 
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où Xu désign e l'opérateu r d u premier ordr e : 

(7.5.2) <<^kklm 
n-l 

Z / 
3=0 

dMfj(u)]. 

L'opérateur linéair e e n (Tv,^) qu i apparaî t a u premier membr e d e (7.5.1) es t l e 
linéarisé d e l'opérateu r 

n-l 
{Tu^)^[fn{u))-Y,dAfM<<)^^^m<:^,] 

3=0 

que l'on trouve a u premier membr e d e (3.2.4) (condition s d e Rankine-Hugoniot) . 
On désign e par v-i la bonn e inconnu e (7.2.21) . D'aprè s (7.1.28) , on a 

(7.5.3) rVl = p ^ T ( r v - \ x i V ) -  p ^ T ( r c , x </>') . 

En multiplian t (7.5.1 ) pa r x ^i o n obtient l'équatio n équivalent e 

(7.5.4) [Jv2] + Ev2 -Xl(Xtl>) = G, 

où l'on a posé : 

(7.5.5) v2 = V~lxTv, 

(7.5.6) ^^<<,b;ùl<<<c;,!!!ù$***<< 

(7.5.7) E = J~- WfM~V- = {I- W+iWr)'1}^, 

(7.5.8) G = XW+g + W+(dtxMfo(u)]. 

Nous introduison s d'autr e par t l'opérateu r paradifférentie l X^T associ é à X±, 

(7.5.9) <<^$$ll<< 
n-l 

3=0 

xx^^^<^<<::mnb 

oùbj = W+[fj(u)]. 
Enfin, o n note Q7'T l'opérateur paradifférentie l associ é à  l'opérateur figuran t au 

premier membr e d e (7.5.4), 

(7.5.10 <57'T(u,ip) = [Jv] + P^T(E,v~) - X7'T(</>) . 

Proposition 7.5.1. — / / existe une fonction C(-) telle que si T > 0  et si (Tv, ^, Tu, <j>, g) 
vérifient (7.5.1) et les hypothèses ci-dessus, alors on a <27,T(r^i, x rf) £ H2S(LOT) pour 
tout 7  > 1  et 

(7.5.11) 
|Q7'T(rvi,X .^) |2 . ,7,T <C{M) {|Tt;|2,-i,7,r +  M2 *)7,x + |p |2.,7,r 

+ iCi {|r6|2s>7>T + |ru |2S)7,T + №|2 «+l,7,r} 

où M est tel que 

(7.5.12) l|ti,|l2,r + ll * ' l l2 ,T + l|fc 'll2,T<^ 
et où Kx = |V|Î)T + |r«|î>x + | < T . 
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Démonstration. —  Dan s l a preuve, e t afin d'allége r le s notations, nou s écriron s v 
au lie u d e Tv. D'autre part , nou s diron s ic i qu'une expressio n e est un reste s i e G 
H2S(UÛT) e t si |e|2s,7,T est majoré par l e membre d e droite de (7.5.11) pour une certain e 
constante C(M). 

D'après (7.1.12) , P 7 ' T ( O J , dj(x^)) — bj dj(xip) es t un reste. Cel a impliqu e que 

(7.5.13) Xi'T(xip) — Xi(x^) es t un reste. 

Par ailleurs , 

Vl - v2 = P^iV-1, x v) - V'1 (x v) - P7'T(C , X </>')-

D'après (7.1.12) , P7,T(V 1,xv) ~ V 1(xv) es t un reste e t il en est de même de 
P7,T(£,X<t>')- O n en déduit que 

(7.5.14) Jvi] — [Jv2] es t un reste. 

On remarqu e qu e P7,T(£, x </>') es t lui même u n reste. En outre, (7.1.10 ) e t (7.1.12) 
impliquent que, 

PE 0 Py-1 (xv) ~ EV (xv) es t un reste. 
On e n déduit que 

;7.5.15) Pnf,T(E1v1 ) - Ev2 es t un reste. 

On dédui t alor s d e (7.5.13), (7.5.14 ) et (7.5.15) que 

(7.5.16) Q^T(vux*P)=G + r 

où r es t un reste. 
On vérifi e directemen t d'aprè s l a définition (7.5.8 ) qu e G es t aussi u n reste. La 

proposition 7.5. 1 en résulte. • 

7.6. Paralinéarisatio n de s condition s au x limite s pou r l e problèm e non -
linéaire 

Dans ce paragraphe, nous paralinéarisons le s conditions au x limites (3.2.4) . Comm e 
au paragraph e 7.4 , on s e donn e u n couple d e fonction s (u,$) G ^ ( s , T) e t nous 
désignons pa r v\ l a bonne inconnu e (7.4.1) . D'aprè s (7.1.28) , on a 

(7.6.1 TVl = P ^ T ( r V - \ X r V ) - P 7 ' T ( r C , X 0 ' ) 

avec T( — TV 1(dnu/dn$). O n rappelle qu e Q7'T est l'opérateur paradifférentie l 
défini pa r (7.5.10). 

Proposition 7.6.1. — 7 2 existe une fonction C(- ) telle que si T > 0  et si (u,$) G 
Te^s^T), alors pour tout 7  > 1  on a Q1,T(Tvi,xfi) G H2S{UJT) et 

(7.6.2) \Q^T(TVUX^%S^T <eC{M) {|rt*|2.-i ,7LT +  № k 7 , r + \[u]/e|2*-3,7,T} 
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où M est tel que 

( 7 . 6 . 3 ) M°°(u,$ ,T) < M 

Nous diron s ic i qu'une expressio n r  es t un reste, s i r G  H2S(UJT) e t si |r|2S,7,T 
est major é pa r le membre d e droite d e ( 7 . 6 . 2 ) pou r un e certain e constant e C{M). 
Dans le s calculs qu i suivent, o n notera r i , r2,... différent s restes . Pou r allége r les 
notations, nou s écriron s u au lieu d e  ̂e t 0 a u lieu d e <j> .  Nou s omettron s auss i 
d'écrire l'opérateu r d e trace s T. 

Lemme 7.6.2. — Soit F une fonction C°° de ses arguments. Alors l'expression 

( 7 . 6 . 4 ) C ; : Ù $ $ $ < < < < r  = X [F(u) - F(ue)] ~ [PJ'T(F'(u), Xu')} 

est un reste. 

Démonstration. —  O n a [F(u)] = G(u+,u )[u] où G est une fonction C° ° de se s 
arguments. Soi t Gi(u'+,u'~) = G(u+,u~) — G ( M + , M ~ )« Alors , e n notan t u' — u — u, 

( 7 . 6 . 5 ) X[F(u) - F(u)} =XG(u+,u-)[u'} + xG1(u'+,u,-)[u}. 

Les propriété s d e paralinéarisatio n de s produits , impliquen t qu e 

( 7 . 6 . 6 ) XG(u+,u-)[u'} = *I»>T(t[u,],xtGi) + Pri'T(G,x[u']) + r1 

avec u n rest e r\. 
En remplaçan t [u1] par [u] — [u] et en remarquan t qu e tP1'T(t[u],xtGi) — xGi[u\ 

est u n reste , ( 7 . 6 . 6 ) impliqu e qu e 

( 7 . 6 . 7 ) X G ( . + , « - ) M =  F P ^ T f ,; ::ù^^))=<<w + P 7 ' T ( G , x M ) -  X G I [ M ] +  r2 . 

On not e Gij l e terme d'indice s ( i , j) d e la matrice G(u+ ,u~). S i v est un e fonctio n 
à valeur s dan s R N , on désign e pa r P7' T (dG/du+ l a matrice N x N don t le terme 
d'indices ( i , j) es t donn é pa r : 

N 

k=l 

am^<< dGij 
dut 

^ùù$^^ 

On procèd e d e faço n analogu e pou r P7'T[-$j=,v). E n utilisan t ( 7 . 1 . 1 5 ) o n obtient , 

7.6.8) 
ùù^bnnjkk 

m^vxww 

<<wxcvn,;: 

lm^^opiv î^^^p<aa (dtGl 
du~ ' 

I +r3. 

En écrivan t ensuit e la formule explicit e : 

( 7 . 6 . 9 ) 
^^$ 

u+,u )= 
/•i 

lo 
F'(u~ + t[u])dt 

on voi t qu e pou r tou t triplet k) o n a : 
dGij _ 

mm^^ 

dGik 
==^k,n 

et 
;ùùaw 

**ù,,< 

. dGu 

dUj 
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En posan t Bi = dtG\jdur e t B2 =  dtG\/du e t en utilisant l e calcul symbolique , 
on obtien t le s formules : 

(7.6.10) t <<x^==vvn;;*$ ^ww<n; ÔGi 
du+ 

^^ù f r4 

(7.6.11) t (<<u'] = [P^T(F'{u ;;;<xcc dGi 
du~ 

c<< ^^^* 

En appliquan t l'opérateu r tPZ', à  (7.6.11) , on obtient ains i 

(7.6.12) tP^T(t\u},XtG1) = P^T 
dGi 

^^^nk 
Xu'+ !ù^^* fdGi 

du~ 
,\u' + r6. 

En dérivan t sou s le signe somme dan s (7.6.9 ) o n obtient d'autr e par t : 

(7.6.13) G(u+,«-) + dGi 
x<xx fol = F'(u+), 

(7.6.14) G(u+,u~)• xxxx 

au~ 
[u] = F'(u-). 

En reportan t ce s relations dan s (7.6.12) , o n obtien t 

(7.6.15) <<(u+,u-)[u'] = [P^T(F'{uG(u+,u-)[u'] = [P^T(F'{uG(u+,^^ 

Enfin, e n revenant à  (7.6.7 ) e t en tenant compt e d e (7.6.15), i l vient 

(7.6.16; XG(u+,u-)[u'] = [P^T(F'{u),Xu')] -xGM+r*-

Compte ten u d e (7.6.15) , le lemme en résulte. 

Lemme 7.6.3. — Soient a = TF(u,dy$) et /3 = YG(u,dy$) où F et G sont des 
fonctions C°° de leurs arguments. Alors 

P 2 ' t ° P £ T { X U ' ) ] - [ P $ { X G G C S D C U ' ) ] G 

est un resti 

Démonstration. —  E n notant £  = T\u', o n a 
(7.6.17) [PS-T o  n-TQ = P?J o F»?? + Pl'J o  Fxxfâ? + PZ'J o P^[$, 

(7.6.18) Wit] = Ptä+P + P2-U+ +ccc P2cq-1- K l -

On remarqu e que a, /3 et [a]/e son t bornés dans W1,OC(LOT) pa r C(M). E n appliquan t 
(7.1.10), o n en déduit qu e 

(7.6.19) p7,T p7 ,7V+ _  pxx7, T p+ 

(7.6.20) p7,T p1,Tç+ _  cccp7,T f+ 

D'après (7.1.10) , et en remarquant qu e \a \lT + \(3 | £ T < C ( M ) , on en déduit qu e 

(7.6.21) |P j iT o  pyLT[$ ss-wwq [d]\2s^T < C(M) s \[u']/e |2a_3>7,Td 

et l e lemme suit . 
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Lemme 7.6.4. —  PourO < j < n — 1 on pose dj = [fj(u)], dj = [/¿(2/)] etdj = dj—dj. 
Alors 

xdrfdj -xdjHj - pi>T{dj4>,xd'j) - P^T(dj,dj(x<f>')) 

est un reste 

Démonstration. —  E n utilisant (7.1.13) , et l'estimatio n 

(7.6.22) |xd*|2.-3,7,T <  eC{M) {\[u]/e |2s-3,7, r + |r«|2— i.^.r' 

on vérifi e que 

(7.6.23) Xdrf d\ = P^T{d^\Xd\) + P^ixd'M) + n 

D'autre part , o n a 

(7.6.24) Xdj<pdj -xdjïdj = xdj4>' d) + xdj<pd'j + xdj4>' dj-

D'après (7.1.26) , et en remarquant qu e PJ'T(d'j, {djx)<t>') es t un reste, on obtient 

(7.6.25Ï P^T(X JjW) = P^id^djix 4>')) + r2 

Puisque dj es t un vecteu r fixe  e t qu e P7'T(dj> (djX)<P') est un reste, on a : 

(7.6.26) xdrf dj = p^T(dj, dj(x </>')) + r3. 

E n reportan t dan s (7.6.24 ) e t en tenant compt e d e (7.6.23) (7.6.25 ) e t (7.6.26), on 
montre que 

(7.6.27) 
XdjHi -xdjHj = P^T{dj4>',xd'j) + P^T{d'j,dj{x4>')). 

+ P^T(dj, dj(X <t>')) + X dj±d!j + r4. 
Par ailleurs , 

(7.6.28) xdJ±<rj = I">T{di±,x<ti) + r6. 

En reportan t dan s (7.6.27 ) o n obtient 
(7.6.29) XÔrfdj - Xdj±dj = P^T(dj4>,xd'j) + P^T(dj,dj(x<f>')) +r6, 

ce qui prouve le lemme. • 

Lemme 7.6.5. — L'expression 

r = [P^T(M(u,dy4>),Xul)}-J2P^T(dj,dj(x<(>')) 
1=0 

est un reste. 

Démonstration. —  O n part de s conditions de Rankine-Hugoniot (2.3.3 ) qu e nous mul -
tiplions pa r y(t) 

№№«11« 
n-l 

3=0 
]xdjct>[fj(u)]-X[fn(u)} = 0 
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nous appliquon s le lemme 7.6. 4 à  chaque term e xdj<j)[fj(u)] e t au terme \ [fn(u)]- H 
vient 

(7.6.31) 
n-l 

3=0 

n-l 

j=0 

P^id^dM')) - [P^T(An(u)lXu')} = n . 

D'après l e lemme 7.6.2 , 

(7.6.32) Xd'j = [P^T(Aj(u),Xu')]+r2. 

On e n déduit que 

(7.6.33) P^idj^xd'j) = [P$oPZf(u)Xu') + r3. 

En appliquan t l e lemme 7.6.3 , cel a implique que 
(7.6.34) P^idj^xd'j) = [P^id rfAjiulxu'ïï+n. 

Enfin, e n revenant à  (7.6.31 ) o n obtient 

(7.6.35) 
n-l 

j=0 
^<<id<<^^j^^^xd'j) = [P^^^idrfAjiulxu'ïï+<n.xx 

ce qui prouve le lemme. • 

En notan t u =  P7,T(V 1,xu'), l a bonne inconnu e Vi s'écrit sou s la forme : 

V I = 5 - J ™ T ( C , X 0 ' ) 
En posan t Z = {Wi)-1. 

Lemme 7.6.6. — L'expression 

r = [Ju\-P¿>T+oP¡?[JZ¡ 

est un reste. 

Démonstration. —  Su r {xn =  0 ) la fonction b est de la forme 
(7.6.36) b = Í{[ui\le,u,dy(¡)) 

où /  es t une fonction C°° d e ses arguments. E n utilisant (7.1.10) , e t la majoratio n 
I&I3 T <  G (M), o n obtient 

(7.6.37) P$oI»?[Ju\ = [jq+rli 
où ri vérifi e l'estimatio n 

(7.6.38) M2 . .7 .T <  C(M) |[Jw ]|28-3,7,T. 

Par ailleurs , 
(7.6.39) [ J 5 ] =  J+[S ] + ( J + - J-)u~. 

En tenan t compt e de la forme de la matrice J+ — J ,  on obtient : 
(7.6.40) (J+ -  J - ) Ï Ï - | 2S_ 3 > 7 ,T <sC(M) |IV |2s_3,7,T. 
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D'autre par t 

(7.6.41) [u\ = P 7 ' T ( ( y - 1 ) + , [x u1}) + P^T([V-% X u'). 

En remarquan t qu e [V-1] peut s'écrir e sou s la forme : 

(7.6.42) [V-1] = [u]g{u+,u-,d'y(j>), 

on en déduit que 

(7.6.43) |[ÏÏ ]|2.-3,7,T <  C(M) {|K]|2s-3,7,T + e | ï V |2s-3,7, T}. 
En revenan t à  (7.6.38) e t e n tenant compt e d e (7.6.40) e t (7.6.43) o n en déduit que 
v\ es t bien un reste, ce qui prouve le lemme. • 

Lemme 7.6.7. — On a Vestimation 

| [ Z ] | ï i T < e C ( M ) . 

Démonstration. —  Su r {xn = 0 } on a p+ = p = [u] = [ui]R(u+,u ,d'y(f>), d'aprè s 
(1.2.6). Ave c (2.3.13 ) et (7.2.6) (7.2.7) , on peut alor s écrir e 

(7.6.44) ™+ = 1Ы91(и+,д'уф) + Ы2д+(и+,дуф, [щ]), 

(7.6.45) Th = - ^ M f f i ( « ,д'уф) + [ui]2g2 (и ,<9^, [u i ] ) , 

où : 
(7.6.46) 9х{и,д'уф) = 11(и,дуф) • аи\(и,д'уф) > ¿ 1 >  О 

et 0 2 est une fonction régulièr e d e ses arguments. Puisqu e Tb+ = ln(—Th+/e) e t 
Tb~ = ln (r / i~ /e) , o n en déduit l'estimatio n 
(7.6.47) |П>+ - T b - \ l t T j j k <eC(M). 

On écri t ensuit e 

(7.6.48) [z]= г(и+,ь+,д'уф) - г(и-,ь~,д'уф) 

et l e lemme résult e alor s de (7.6.47) et de la majoration |[uJ|*) T <  s С (M). • 

Lemme 7.6.8. — L'expression 

r = Pgcxx<<^oP^{J-ù-)-Pl'T{ù-) 
est un reste. 

Démonstration. —  L'identit é E — W^\Z\J impliqu e que 

(7.6.49)oP^{J-ù-)-Plkkkù* P^T{ù-) = P^wT+m{J-ù-). 

Le lemm e 7.6. 7 et le calcul symboliqu e donnen t ensuit e l'estimatio n 

(7.6.50)^idj^xd'j) = [P^ |г|2.,7,г <eC(M) |  J~ Ï Ï - | 2 S - I , 7 ; T -
• 
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Lemme 7.6.9. — L'expression 

r = [Ju\ + P^T(ù-)-XrTù(x<t>') 

est un reste 

Démonstration. —  L'égalit é PZ^[Jïï\+P&F(J u )  =  [ P ^ ' T ( J ï ï ) ] e t les lemme s 7.6.6 
et 7.6.8 , impliquen t que 

(7.6.51) [Jù] + P%T{Ü-) = P^l o  [PÏT{Ju)\ + n 

où n  es t un reste. Comm e J — WiMV, PZ'T(Ju) — PlE/(ïï) es t un reste, ave c le 
lemme 7.6.3 o n obtient 

(7.6.52) [PÏT(JÙ)] = [PUr(xu')} + r2 

avec un reste 7*2 . Le lemme 7.6.5 impliqu e alor s 

(7.6.53) [Ju\ + P2T(û-) = 
n-l 

3=0 

xx;;:!*<<^ffhjh<mmù*aa 

D'autre part , on a 

(7.6.54) X7'T(x4>') = 
n-l 

3=0 

a^^dw<f^^<ù^^*$aa 

Puisque djP^{J--)-Pl o n a la majoration ^^^^T <^  ̂eC(M^^) e t en utilisant l e calcu l 
symbolique on obtient 

(7.6.55) 
n-l 

3=0 
P$ o  Pjfdj(x </>') = X?>T(x <t>') +  r4 

Le lemme découle alor s de (7.6.53) e t (7.6.55) . 

Lemme 7.6.10. — L'expression 

[JPt'T(Ç,X<i>')l 

est un reste. 

Démonstration. —  O n remarque d'abor d qu e 

(7.6.56) [JP*>T(ç,x<l>')] = P«'T([J&xn 

et 

(7.6.57) J( = W1f-
n-l 

3=0 

WoxAj^djU. 

En utilisan t l'estimatio n (7.6.47) , on obtient : 

(7.6.58) \\Wi]\lT<eC{Mo)o. 
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Comme [Wif] = W*[f] + [Wi]f ,  l'estimation (3.1.9 ) su r le saut d e / impliqu e qu e 

(7.6.59) | [ W i / ] l o , T < e C ( M ) . 
On montr e d e mêm e qu e 

(7.6.60) \\WiMU)93u]\lTT <eC{M). 

I l e n résulte qu e | [JC] IO,T <  eC(M) et , avec (7.1.8) , qu e P 7 ' T ( [ J C] , X 0 ' ) es t u n 
reste. • 

Démonstration de la proposition 7.6.1. —  O n par t d e l'égalit é 

(7.6.61) Q^iT^x*') = Q 7 ' T ( « , x f )  - [JP7-T(C,x</>') ] -Pl'ToP^T(X<t>')• 

D'après le s lemmes 7.6. 9 e t 7.6.10 , les deux premiers termes d u membre d e droite son t 
des restes . 

En utilisan t (7.1.8) , o n obtien t le s deu x estimation s : 

(7.6.62) W ^ M ^ ^ T <C{M)\<t>'\2s^T 

(7.6.63) \P£ToP^T(Xcf>%s^T <C\E\*09T\4>'\2.„9T. 

Étant donn é qu e E = W^[Z]J~, o n a \E\QT < eC(M). I l en résulte qu e P ^ T o 
-P^-T(X0') es t u n reste , c e qu i termin e l a preuve d e la proposition 7.6.1 . • 
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C H A P I T R E 8 

E S T I M A T I O N S D'ÉNERGI E C O N O R M A L E S 

L'essentiel d e ce chapitre es t consacré à  la démonstration d u théorème 3.3. 2 qui 
donne un e estimatio n a  priori de s dérivée s conormale s d e la solution (u, <È>). Comm e 
indiqué a u §1.2.8, l'avantag e crucia l d e la forme paradifférentiell e de s équation s ob -
tenues a u chapitre 7 , est qu'elle résist e bie n au x dérivations tangentielle s e t conor-
males, c e que n e fait pa s l a forme initiale . E n effet, dan s l a forme paradifférentielle , 
les commutateur s son t uniformémen t borné s dè s que l'on contrôle u n nombre fini , 
indépendant d e s, de dérivées de s coefficients . O n obtient don c asse z facilemen t les 
estimations conormale s à  partir de s estimation s L2 de [Mé2]. 

8.1. L a stabi l i té L2 

Dans c e paragraphe , nou s commençon s pa r rappele r l'estimatio n L2 qui constitu e 
l'inégalité d e base e t qui est aussi le prototype de s estimation s d'énergi e qu e nous 
voulons établir . 

Nous considéron s l e problème linéair e suivant , qu i es t un e linéarisatio n d e (3.2.3 ) 
(3.2.4) : 

(8.1.1) f Cv = f 
1 [M(ccv**^<<u,dy*)v]-Xuy,)=g 

où Cv es t donn é pa r (7.2.1 ) e t Xu(ip) pa r (7.5.2). 
On s e donne TQ <T'Q< 0 , et on utilis e le s notation s de s chapitre s précédents . 

Théorème 8.1.1. —  Sous les hypothèses 1  à 4 du paragraphe 1.1 , il existe un voisinage 
compact U de 0 dans RN, un voisinage compact O de 0 dans W1'1, un voisinage 
compact I de À(0,0) dans R, et des fonctions e0(-), 7o(*) > C( ' ) telles que pour tout 
T >0, toute G ]0,eo(M)], u G Vr2'°°(nT) prenant ses valeurs dansU, $ G W3,00(ÎÎT) 
tel que (dt$,d'y$) prend ses valeurs dans I x O, vérifiant 

(8.1.2) |M|* j T +  ||V$||2*, T + i K ô n * ) - 1 ! ^ <  M 
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et 

(8.1.3) 

[*] =  0, 
[u] = -sea Riu+^'^+e2^ 
Th+ = X(u+,d'y4>)-dt(¡>, 
rh- = \(u-,d'y<p)-dt<i>, 

avec 

(8.1.4) HÎ,r +  |ailS,T +  |6±l î ,T<M. 

alors, pour toute solution ( v , ^ , / , ( / ) de (8.1.1) nulle pour t < T'Q, on a pour tout 
7 >  lo(M) Vestimation suivante 

(8.1.5) 
7lMlS ,7 ,T +  71/2£1/2|r W|o,7,T + ll,2e |V|1>7) T +  7 3 / V/2 |V> |O,7 ,T 

<C(M){||/||á)7,T + 71/2£-1/2 M o , 7 , r } . 

Ce théorème es t démontré dan s [Mé2 ] pour T = o o avec des coefficients donné s sur 
Mn+1 e t des solutions dan s les espaces à poids e7iL2 . Suivan t l a procédure habituelle , 
on montre qu e v et son t nulle s pou r t < T s i / e t g le sont. Cel a impliqu e auss i que 
l'estimation s e localise en temps sou s la forme (8.1.5 ) (cf. [Ch-Pi]). 

Pour s fixé,  on retrouve l'estimation L 2 donnée par A. Majda ( [Mal ] ) . C e théorème 
précise le comportement de s constantes lorsqu e e tend ver s 0. Il analyse ains i la perte 
de stabilit é de s traces Tv et du front i¡) lorsque la force d u choc ten d ver s zéro . 

8.2. Estimation s pou r l e problèm e paradifférentie l 

Pour tout e la suite d u chapitre 8 , on suppose donné e une famille fa(2s +  3) de so-
lutions approchée s au sens de la définition 3.1.1 . Ave c les notations du paragraphe 3.3, 
on se donne un e solution exact e (u, $) G ̂ (s^T) d u problème non-linéair e (3 .2 .3) . . . 
(3.2.10) e t on se propose d'obteni r de s estimations d'énergi e pou r l a solution (v,ip) 
du problèm e paradifférentie l 

(8.2 .r 
LliTv = F, 
[Jv]+P£T(rv-)-XÏTgWg^^=GGH, 

où L7'T , X 7 'T et E on t été définis respectivemen t e n (7.2.27 ) (7.5.9 ) e t (7.5.7). 
Nous compareron s auss i (8.2.1 ) a u système différentie l : 

(8.2.2) Lv = R 
[Jv] + ETv- -x^^1m = G, 

où L et X \ sont le s opérateurs : 

(8.2.3) Lv = 
3=0 

n-l 
BjdjV + Jdnv 
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(8.2.4) mù^^bxx* 
n-l 

3=0 

bjdjtl>. 

L agi t su r de s fonctions vectorielles , alor s qu e X\ agi t su r de s fonctions scalaires . 
Nous considéron s maintenan t de s fonctions V> , F e t G telles qu e 

(8.2.5) v e w2s(nT), Tv e H2S(U>t), *!> e H2a+1(uT), 

(8.2.6) FtW2s{VLT), GeH2s(ujT)-

Théorème 8.2.1. — // existe des fonctions e0(-), 7o(*) > C(-) telles que si T > 0  et si 
(v,ip,F,G) vérifient (8.2.5)(8.2.6 ) et (8.2.1), alors, pour tout 7  > 7« , ( M ), on a 

(8.2.7) Nx{v^T) < C(M) { M M , 7 , 0 ) +  | | F | | L , 7 , T +  71/2^-1/ 2 \VXXQQA^^$$G\2.„9T 

où M est tel que 

(8.2.8) M ° ° ( u , $ , T ) <  M 

et où l'on a posé 

(8.2.9) 
m(v, V , 7 , T ) = 7lbllL,7l T +  7 l 7 V / 2 | r t ; | 2 S > 7 , T 

+ 71/2£ |^|2.+i,7,r + 73/2£1/2|V'|2S,7,T . 

Nous commençon s pa r établi r l e lemme suivant . 

Lemme8.2.2. —  Si (v,ip,f,g) sont solutions du système (8.1.1) , alors 

(8.2.10) N2(v,4>,j,T)<C(M) N2(v, V , 7 , 0 ) +  I I / I IO ,7 , T +  71/2£~1/ 2 M O , 7 , T 

où N2(v, 7 , T) désigne l'expression définie par (8.2.9) pour 5  = 0. 

Démonstration. —  Soi t $$  un e fonctio n C°° , nulle pou r t < T'0 et valant 1  pour 
t > 0 . Exposant f = xf + A0(u)(dtx)v e t g = xg ~ [fo(u)](dtx)il>, on voit que 
(xviXi;i f,g) son t solution s d e (8.1.1) . Ce s fonction s son t nulle s pou r t < T'Q. D e 
plus le s conditions portan t su r u et $ impliquen t (8.1.2 ) (8.1.3 ) (8.1.4) . D'aprè s le 
théorème 8.1.1 , ( x^ , X ^ , / , <? ) vérifient (8.1.5 ) e t (8.2.10) e n résulte . • 

Lemme 8.2.3. —  Si (v,il),F,G) sont solutions du système (8.2.1) , alors l'estimation 
(8.2.10) est satisfaite. 

Démonstration. —  Soi t vvvwù$ vune solution d u système différentie l (8.2.2) . Puisqu e 
Bj = (dnfyWxAjV e t J = WxMV, o n a 

(8.2.11) C(Vv) = F:= (dnty-^W^F + Dv 

où D est une matric e don t le s coefficient s son t de s fonction s d e u, 6, <9au, ave c 
M <  1  et \(3\ < 2. On a donc 

(8.2.12) H^llo/r <  C(M). 
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On a  d'autre par t 

( 8 . 2 . 1 3 ) [Jv] + ETv- - XiW) = W+{[M(u,dy$)v] - Xu(iP)}. 

On e n déduit qu e (Vv, ip) es t solution du système différentie l : 

( 8 . 2 . 1 4 ) 
C(Vv) = F, 
[M(u,Ôv9)v] -^^ Xu{x¡)) = yG <<:= (W+^G. 

Le lemm e 8 . 2 . 2 , impliqu e qu e (v,tp) vérifi e l'estimatio n ( 8 . 2 . 1 0 ) . 
On considèr e maintenan t un e solution {v,ip) d u système paradifférentie l ( 8 . 2 . 1 ) . 

Alors 

( 8 . 2 . 1 5 ) 
' Lv = Fu 
k [Jv] + EFv- -X^^1(^) = G1, 

où l'on a posé : 

( 8 . 2 . 1 6 ) Fi = F + Lv - Lt>Tv, 

(8.2.17)oP^{J-ù-)- G i = G h+ {ETv~ - P^Tv} - { X ^ ) ^ ^ X7'T (</>)}. 

La premièr e parti e d e la preuve impliqu e que 

( 8 . 2 . 1 8 ) N2(v,^,7,T) D<  D C ( M ) {N2(V,VD>D,7,0)D +  ||FD||0)7,T + 7 1 / 2 ¿ _ 1 / 2 | G | O , 7 , T } . 

En utilisan t l e résultat d e paralinéarisation (7.1.14 ) e t l'estimation s dd T  < C ( M ) , 
on obtien t 

( 8 . 2 . 1 9 ) l ^ i | l o , 7 , r < l l ^ l l o , 7 , T +  C* (M) | |V | |^ ,T . 

Comme E — W+[Z]J~, o n a par le lemme 7.6.7 , \E\lT < eC(M). E n appliquant 
(7.1.14), on obtient 

(8.2.20) \ETv- - P£TTv-\0^T <eC(M) {|rtT |of7,o + - | r * ~ l o , 7 , r } . 

On remarqu e ensuit e qu e bj = W^[fj(u)] factoris e pa r [u], et don c qu e \bj\lT < 
eC(M). E n appliquant à  nouveau (7.1.14 ) o n obtient : 

(8.2.21) |Xx (V0 -  X 7 ' T W O | 0 , 7 , T <  eC(M) M O , 7 , T . 

Finalement, e n reportant dans(8.2.18 ) le s estimations (8.2.19 ) (8.2.20 ) e t (8.2.21) e1 

en prenan t 7 asse z gran d pou r absorbe r le s termes | M I 0 , 7 , T > 7~1//2£;1//2|^~|O,7,T e1 

71/2e1/2|^|o,7,T du second membre , on obtient qu e (v,ip) vérifi e (8.2.10) . C 

On commut e maintenan t le s dérivations conormale s a u système paradifférenti e 
( 8 . 2 . 1 ) . 
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Lemme 8.2.4. — Si (v,tf>) est solution de (8.2.1), pour tout a tel que \a\ < 2s, on a 

(8.2.22) 7 2 S - W | | r ,Li>T]v\\tT < C(M) {\\v\\*T +  ||F||L,7)T} . 

(8.2.23) 
72s-|a||[^,P^T]rW-|o,7)T +  72sHo||[^,X7'T]^|o ,7,T 

< sC(M) { | r «- |2 . - i ,7 ,T +  |^|2.,7,T} 

Démonstration. —  E n appliquant (7.1.11) , on obtient que 

(8.2.24) 72s-|a|||[<5a,^f ]^||o,7>T <  C{M) ||V|||.i7tT. 

On commut e ensuit e Sa à 

(8.2.25) Jdnv = F -
n-l 

j=0 

ffk^$$ùù*< 
<<^^)ljh@ 

On obtien t l'estimatio n 

(8.2.26) l2s-^\W,Jdn]v\\l,.T< 
l/3|<M-i 

72S- |a |p /3F_ 
n - l 

j = 0 
; ^ ^ ; T ^ « | | 0 ) 7 , T -

Avec C7 .1.8), il vient : 

(8.2.27) 7 2 s - w | | r , JdnHl^r < C ( M ) { | H | L , 7 , r +  \\F\L^T}-

L'estimation (8.2.22 ) découl e alor s directement d e (8.2.24) e t (8.2.27) . 
La second e partie d u lemme résult e immédiatemen t d e l'estimatio n 

(8.2.28) \E\l,T + \bj\ÌT<eC{M) 

et d e la règle (7.1.11 ) pou r l e paraproduit su r le bord. 

On considèr e maintenan t un e solutio n w du systèm e paradifférentie l : 

(8.2.29) 
<<@ù*$,,;xw^^^nk 

Ги>± = 0 . 

Lemme 8.2.5. —  Soit w e L2(Q,T) une solution de (8.2.29) nulle pour t < T'0. On a 
Vestimation d'énergie suivante 

(8.2.30) 7lMlo ,7,T < C(M) ||F||o,7|T . 

Démonstration. —  Comm e pou r l e lemme 8.2.2 , i l suffit d'établi r (8.2.30 ) lorsqu e w 
est solutio n du système différentie l : 

(8.2.31) f Lw± = F±, 
{ Tw± = 0. 

Le systèm e initia l étan t suppos é symétrique , l'opérateu r L es t symétrisable e t un e 
intégration par parties standar d condui t à  (8.2.30) . • 
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Démonstration du théorème 8.2.1. —  Soi t (v,ip) un e solution d e (8.2.1). Pou r |a | < 
2s, o n note wa = -y2s~\a\ôav e t ipa = 7 2s-H<Sa^. 

Supposons d'abor d qu e Sa ne contient pa s de dérivée ôn. Alor s o n peut commute r 
ôa = dy à  l'équation e t aux conditions au x limites. O n a 

(8.2.32) L-*>Twa=Fa, 

[Jwa] + P%T(Tw¿) - X?'TU>a) = Ga, 

avec 
Fa =  72s-'a l {ôaF - [ôa, L^T]v) 

Ga = 72s-H{á"G - [ôa,P£T]Tv- +  [Sa,X?>T]A. 

En utilisan t l e lemme 8.2.4, i l vien t 

(8.2.33) ll^a||o,7,T <  C(M) {||^||2 S>7)T + I I ^ I I L , 7 , T } ' 

En utilisan t l'estimatio n (8.2.23 ) d u lemme 8.2.4, o n obtien t 

(8.2.34) \Ga\o,7,T< \G\2sn,T + eC{M){\Tv | 2 S - I , 7 ) T +  M 2 S , 7 , T } -

Le lemme 8.2.3 implique alor s que 
Í8.2.351 

N2(wa,il>a,f,T) < C(M) [N2(wa,^a,j,0) +  | | V | | L ) 7 ) T +  I I ^ I I L , 7 , T 

+ 71/2£-1/2|G |2S,7,T + 71/2e 1/2|r«-|2s-i ,7,T +  71/2£1/2|^|2s,7)T 

Supposons maintenan t qu e 0e* comport e un e dérivée Sn. Dans c e cas on a Twa — 0 
sur {xn = 0 } et wa vérifi e 

w<!!ù$$^^^^wsf 

Tw£ = o . 
Fa vérifi e encor e l'estimatio n (8.2.33 ) e t le lemme 8.2.5 implique que 

(8.2.36' 7 l K l l à L 7 , T <  C(M) { | M | * . I 7 ) X +  ||F||«.i7>T} . 

En somman t le s estimations (8.2.35 ) (8.2.36 ) pou r tou s le s a tel s qu e |a| < 2s , e t 
en choisissan t 7  > 7o (M ) assez gran d pou r absorbe r le s termes 

I M I L ) 7 , T , 71/2e 1/2|rt;-|2S-i;7)T e t V ^ M ^ T 

du membr e d e droite pa r le membre d e gauche, on obtient l'estimatio n (8.2.7 ) e t l e 
théorème es t démontré. • 

8.3. Estimatio n d'énergi e pou r l e problèm e non-linéair e 

Nous démontron s ic i le théorème 3.3.2 . O n considère une solution (u, $) G ^ ( s, T) 
du problème non-linéaire (3 .2 .3) . . . (3.2.10) . On introduit l a bonne inconnue v\ comm e 
en (7.4.1 ) e t on pose F =  L7'T(^i ) e t G = Q^fTvux </>')• 
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a) Estimation d'énergie pour (vi,x<t>')- —  D'aprè s le corollaire 7.4. 1 et la proposition 
7.6.1, F e H°'2s{9.T) e t G €  H2s(uT) ave c 

(8.3.1) Wnl.-y.T < C(M) | M | 2 . , 7 L T +  | |* | |2 . ,7 ,T +  I I / I | 2S ,7 , T , 

(8.3.2) |G|2SJ7,T <eC(M) | | r u | 2 s - i , 7 , T +  |</>|2S,7) T +  \[u]/e | 2 S - 3 , 7 , T } -

D'après le théorème 8.2.1 , o n a alors 

(8.3.3) 
J V i ( » i , x ^ , 7 , T ) <  C(M) { j V i ( « i , X ^ ' , 7 , 0 ) +  N | 2 . , 7 , T + ||*||2.,7,T 

+l l / l | 2 . ,7 , r + 71/2£1/2{|r«|2s-i,7,r + | <Ak7 ,T +  | [«]/e | 2 . - S , 7 , T } ) . 

b) Estimation de 7||x w'll2S,7,T+71/2£1/2|xrw|2Sj7,T - —  O n note ù = W^ÇV'1 ,xu') 

et $  =  IF 'T(C ,X$') - Alors , vi = û - * . E n appliquant (7.1.8 ) e t (7.1.24) , o n obtien t 

(8.3.4) l l*HL l7 ,T<C(M ) | |* | |2 . ,7 ,T, 

(8.3.5) N l L , 7 , r < C{M) {||u||2,i7i T + ||ô„«|||,_2i7,r} . 

Comme x «' - Py'T(V, 2 ) =  X  u' - P 7 ' T ( / , X «') + P 7 ' T ( /, x w') - P7'T(V , u), on obtien t 
en utilisan t (7.1.16) , 

(8.3.6) 7 | | x « ' -  P 7 ' T ( / , x O l l L , 7 , T <  C(M) | | U | | L I 7 , T , 

et d'aprè s (7.1.10 ) e t (7.1.24 ) 

(8.3.7) 7\\P^T(I,Xu') -P:^^^T(V,ù)\^^\l^T < C(M) ||u||2.l7,T . 

On e n dédui t qu e 

(8.3.8) 7 | |X« ' -  P^T(V,û)\\l^T < C(M) ||«||2.,7,r . 

D'autre part , puisqu e w  = w i + $ , on tir e de (8.3.4) qu e l'o n a 

(8.3.9) 7 | |P^T(V, 5)||2.,7, r <  7  C ( M) { | | * | |2S>7) T +  ||« i |||,i7iT}. 

Compte ten u de (8.3.8), il vien t 

(8.3.10 7llx«,||2.,7,r <  C(M ) {ll «ll2.,7,r + 7ll*l|2.,7,T + 7ll«i||2.,7,r} 

On obtien t de s estimation s similaire s de la trace x^u'• O n a successivemen t 

(8.3.11) \XTu' - P^T(V,TÙ)\2s^T < C(M) |xrU'|2s_1)7)T , 

(8.3.12) \P^j (v,Tù)\2St7,T < c(M) { | r a -  r ^ l a . ^ . r + | r«i |2. ,7,T, } 

(8.3.13) 
71/2e1/2 |xra'|2S)7iT <  71/2£1/ 2 C(M) { |xr «' |2._i ,7,r +  |r*|2s,7) T +  | rVl |2 . i7 , r } 
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On dédui t alor s d e (8.3.3 ) (8.3.10 ) e t (8.3.13) qu e 

Ni(xu',x<f>',7,T) < C(M) {  M( t> ! ,x 4> \7 , ° ) +  ||u||2.,7, r +  7 l l * l k 7 , T 
(8.3.14) 

+ l l /Ha.,7, r +  7 1 / V / 2 { | r w | 2 « - l , 7 , T + |0 |2 . ,7,T +  \M/s | 2 S - 3 , 7 > T } } 

c) Estimation de Ni(vu x4>',l,0). — O n a  ù = I P ' T ( V - \ x « ' ) -  P 7 ' 7 ^ - 1 , x «') + 
Py'T(V~1,Yu') e t par suit e 

(8.3.15) 7 l N L , 7 ) 0 <  c(M) {7llx «'lll.,7,o +  I I « I I 2 . ,7 ,T} . 

Puisque «i = ù — $, on a d'après (8.3.4 ) e t (8.3.15 ) 

(8.3.16) 7lM |2 . ,7 ,o <  C(M) {7llx«'ll2.,7, o + Il«ll2.,7,r +  7 l l * l |2 . ,7 , r } . 
On obtien t d e mêm e 

(8.3.17) 7 X / V / 2 |rVl|2.l7> 0 <  71/2£1/ 2 C{M) { |xlV|2S)7, 0 +  |0'|2.,7lr} . 
On dédui t alor s d e (8.3.14 ) (8.3.16 ) e t (8.3.17) l'estimatio n 

tfi(x«',X0',7,T) <  C ( M ) { iVi (x«' ,X</> ' ,7 ,0 ) +  ||u||2.,7> r + 7 l l * l l2 . ,7 , T 

+l l / l |2 . ,7 ,r +  71/2£1/2{|ru|2s_1,7> T +  |^|2.,7, T + |[«]/ e | 2 S - 3 , 7 , T } j -
(8.3.18) 

d) Es t imat ion de Ni(u',<f>',i,T). — O n a u ' =  x « ' + ( l - x ) «' e t <j>' = x<t>'+ (~L-x)<P' 
Comme 1  — x(£) =  0  pour t >  0 , on a donc 

(8.3.19) Ni(u',<j>',j,T) < Ni(xu',x4>',l,T) + CNi(u',<f>',j,0). 

on dédui t alor s d e (8.3.18 ) 
(8.3.20) 

iV1 (u , ,0 ' , 7 ,T ) <  C(M) { ^ ( ^ , ^ , 7 , 0 ) +  |H|2.f7, r +  7ll *ll2.,7FT + Wfhs^T 

+71/2£1/2{ |r t / |2S_1,7,T +  |0 |2aL7LT + I M A | 2 , - 3 , 7 ,T}} . 

En prenan t 7  > 7o(M ) asse z grand , le s terme s 

y / V ^ i r ^ - i ^ T e t 7 1 / V / 2 | ^ | 2 . , 7 , r 

s'absorbent d e droit e à  gauche et la démonstration d u théorèm e 3.3. 2 es t achevée . 

8.4. Estimatio n d'énergi e pou r l e problèm e linéair e 

Dans c e paragraphe, on donne une variante de s estimations ci-dessus , qui nous ser a 
utile dan s la démonstration d u théorèm e 3.4. 1 d e prolongemen t de s solutions . 

On s e donne T i et T 2 tel s qu e 0 <  T 2 <  Ti et, ave c le s notations d u para -
graphe 3.3 , on considère une solution exacte (^1 , $1) G  T£(s, T2 ) su r QT2 du problèm e 
non-linéaire. Nou s supposeron s d e plu s : 

(8.4.1) M 0 0 ( u 1 ) $ 1 , T 2 ) < M 0 +  fl'/2 
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où M0 est défin i e n (3.3.10 ) e t H > 0  est fixé. 
On considèr e ( ï ï i , $ i ) G  W2S(Q,T1) u n prolongemen t dùù* (u*\*,i à O n consifd -

dère un couple ( t / ,$ ) défin i su r HT pour u n T G  ]T2,Ti] e t vérifiant le s hypothèse s 
suivantes : 

(8.4.2) ( M , * ) G  W 2 S ( Î Î T) T U G H2S(LÜT) T $ G  # 2 S + 1 ( U ; T ) 

(8.4.3) u = m — Ui $  =  $ 1 =  $ 1 pou r t <T2 

La proposition suivante est une version à e fixé du théorème 8.2.1 . Ell e nous permet-
tra d'obtenir , a u paragraphe 8.5 , une estimation d'énergi e pou r l e problème linéair e 
à e fixé. 

Proposition 8.4.1. —  / / existe des constantes positives CQ, ^o. Mi et T[ G  ]T2,Ti ] 
telles que : 

i) pour tout couple ( i / , $) vérifiant (8.4.2)(8.4.3 ) avec T G  ]T2,T{] ainsi que la 
condition 

(8.4.4) lh-Sl | l4 ,T + H * - * l l l 4 , T < ^ l . 

on a 

(8.4.5) M°°(«,$,T) <M0 + H. 

i i ) pour tout couple (u , $ ) véri f iant (8.4.2)(8.4.3)(8.4.4 ) avec T e ]T2 ,T{ ] , pour tout 
couple (v, ip) solut ion du problème (8.2.1) , on a pour tout 7  >  j a l 'est imation : 

(8.4.6) N1 (v, 4>, 7, T) < C0 fa (v, i¡,, 7 ,0) +  \\F\\l^T + 71/2 |G|2.,7,r ] 

où Ni(v,i¡j,^,T) est défini ici par 

(8.4.7) Nx(v, 7 , T) = 7IMIL ...T + 7 1/2|rt; |2^,T +  1 1 / 2 M 2 S + I ^ T 

Nous reprenon s dan s c e paragraphe le s hypothèses d u paragraphe 8.3 . Pou r s G 
]0,£o] e t T2 G [0,Ti[ fixés,  o n considère un couple (u, $) vérifian t (8.3.2 ) (8.3.3 ) e t on 
se donne de s fonctions F et G telles que 

(8.4.8' F G  W2s(üT) GeH2s(ujT)-

Afin de préparer la démonstration du théorème 3.4.1 , nou s établissons des estimations 
d'énergie pou r le s solutions (vyip) d u système différentie l linéair e : 

'8.4.9) £v = F, 
[M(u,dy$)v]-Xu(i}) = G. 

Théorème 8.4.2. —  / / existe des constantes positives CQ, J0, M\ etT[ G  ] T 2 , T i] telles 
que pour tout couple ( u , $) vérifiant (8 .4 .2 ) (8 .4 .3 ) (8 .4 .4 ) avec T G  ]T2, T{] et pour tout 
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couple (v,xp) solution du système (8.4.9) , on a pour tout 7  > jQ Vestimation 

N(v,tP,7,T) < Co[N(v,rpn,0) +  ||V ||2.,7,T + l|J ?ll2.,7,T 

+ 71/ 2 I G h ^ T G G+ g K o W K ^ T ) } , 
(8.4.10) 

où l'on a posé 

(8.4.11) N(v, ip, 7, T) = 7 lMlL , 7 ,T +  7 1/2|rt>|2S)7,T + 7 1/2|V'|2S+i,7,r, 

Ko(T) = \\F\\lr + \\vKT + M î T + \G\lT, (8.4.12) 

(8.4.13) 
Ki(T) = | | « | | L , 7 , T +  71 /2 | r« |2S ,7 ) T + 7 l l * l |2 . ,7 , T +  71/2|</»|2s+I)7) T +  71/2 | r6 |2 , ,7 )T . 

Démonstration. —  O n désign e pa r vi l a bonne inconnue , défini e ic i pa r 
(8.4.14) Vl = wv>ggkT(v-\Xv)-w>T(<;,x*') 

avec £  —  V~1(dnu/dn^). L a démonstratio n sui t le s mêmes étape s qu e celles du 
théorème 3.3.2 . L a première étap e consist e à  établi r un e estimatio n d'énergi e pou r 
(vi^x^)- L a proposition 8.4. 1 s'appliqu e e t fourni t le s constantes M\ e t T[. Pou r 
T e ]T2,T{], o n a alors M ° ° ( u , $ , T ) < MQ + H. L e lemme 7.2. 1 s'appliqu e et , ave c 
les notation s d e c e lemme, o n e n dédui t l'estimatio n 
(8.4.15) \\b'\\n,lT<C{M0 + H). 

D'après le théorème 7.3.1 , i l existe un e constant e C\ qu i n e dépen d qu e d e MQ e t H, 
telle qu e : 

(8.4.16) ||L7'T(«l )||L,7lT <  Cl {|k||2s,7)T + ||F |lL>7)T + ^o{ | |w | |L ,7 ,T +  l l*l l2S>7,T}}, 

où K0 =  H-FII 2 T + \\v\\s T - D e même , e n appliquan t l a proposition 7.5.1 , o n voi t qu'i l 
existe un e constant e C 2 telle qu e : 

(8.4.17) 
\QT'gT{TvUX^)\2.,y,T < C2{|ru |2s-1,7,T + M 2 , , 7 , r +  |G |2.,7,r 

+ K'0{\Tb\2S,7,T + |ru |2S>7,T +  M 2 S + I , 7 , T } ) 

où K'Q = gT g+ \Tgv\l T + \G\QT. L a propositio n 8.4. 1 donn e alor s l'estimatio n 
(8.4.18) 

N {vux^P, l , fT)g g<g C A N { V U X ^ 1 ^ ^ ^ ) ̂ ^+^^ I I«II2. ,7,T +  \\Fh.„,T 

+ 71/ 2 |rt;|2s_li7)T + 71/ 2 W 2 S , 7 ) T + K0(T)Kx(T)} \ 

où N{vi,x^,y,T)g<, gK0(T ) e t Ki(T) son t défini s pa r (8.4.11 ) (8.4.12 ) e t (8.4.13) . La 
suite d e la preuve es t e n tout poin t identiqu e à  celle d u théorèm e 3.3.2 . • 
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C H A P I T R E 9 

E S T I M A T I O N S A  PRIOR I 
P O U R L E P R O B L È M E N O N - L I N É A I R E 

Dans c e chapitre, o n démontre l e théorème 3.3.3 . Comm e indiqu é a u chapitre 3, 
on commenc e pa r estime r le s dérivées normale s d e u. On major e ensuit e le saut de u, 
puis le s fonctions p, h et b définies au paragraphe 7. 2 et enfin la fonction 

Toutes ce s estimations, ains i qu e l'estimation d'énergi e donné e pa r le théorème 
3.3.2 seron t alor s utilisée s pou r établi r l'estimatio n a  priori principal e constituan t le 
théorème 3.3.3 . Dan s tou t l e chapitre 9 , nous supposon s qu e (w,$) G Te(s,T) es t 
solution du problème non-linéaire . 

9.1. Estimatio n d e dnu 

Pour u n problème no n caractéristique, i l est clair qu'un e régularit é tangentiell e 
d'ordre 2 s se traduit pa r un e régularité du même ordre dans les dérivées normales. Pa r 
contre, pou r u n problème caractéristique , o n sait qu'e n généra l il faut deu x dérivée s 
tangentes pou r estime r un e dérivé e normal e (cf. par exemple [Ma-Os] , [Ra-Re] , [Al ] 
ou [Mé-Ra ] pou r un e illustratio n d e cette règle) . 

Pour chaqu e e > 0 , le problème (3.2.3 ) es t non caractéristique, e t les solutions 
H°>2s de (3.2.1) son t automatiquemen t H2s. Néanmoins, pou r avoi r de s estimation s 
uniformes e n e > 0, nous devon s travailler dan s le s espaces W2s. Dans c e paragraphe , 
nous nou s intéresson s à la première dérivé e dnu, les dérivée s normale s d'ordr e supé -
rieur seron t estimée s au paragraphe suivant . 

Proposition 9.1.1. —  / / existe des fonctions e(-) > 0, C(-) et 70(«) telles que si T > 0 
et si (u,$) G  T£(s,T), on a pour tout 7  >  7 o ( M ) et tout e < e(M), Vestimation 

suivante 

(9.1.1) 
7l|ôn«||2.-2,7,T <  C ( M ) {7lM|2s>7, o + | |U | |2 . ,7 , T +  7ll*l|2.,7lT 

+e l |0n*'||2._i,7l r +  I|6||2.-2,7i T + II/ I I 2.,7iT}, 

où M est tel que : 

(9.1.2) M°° (u ,$ ,r ) <  M. 
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Au paragraph e 7.2 , o n a vu qu'i l exist e de s matrices W(u,d'y$) e t V(u,d'y$) telle s 
que 

(9.1.3) WMV = 
h 
0 

0 
lmù 

où h = À(w , dy$) — dt$. E n outre , le premier vecteu r colonn e de V est le vecteur propr e 
r(u,d'y$) associ é à la valeur propr e \(u,d'y$) d e la matrice G(u,d'y$) introduit e en 
(2.1.2) e t normalisé pa r (2.1.3) . O n a  donc : 
(9.1.4) М(и,д'уФ)г(и,д'уФ) = пА0(и)г(и,дуФ). 

De plus , le premier vecteu r lign e d e W(u,d'$), not é l(u,d'$) es t chois i te l qu e : 

(9.1.5) lA0r = 1 e t IM = hlA0. 

Comme a u paragraphe 7.2 , nou s noton s z = dnu/dn$ e t £ =  V xz — (Ci?C') € 
R x R * - 1 . 

a) Estimation de —  E n multiplian t l'équatio n (3.2.3 ) pa r W(u,d'$), o n obtient : 

(9.1.6) WMVÇ, = w( [f-

n-l 

3=0 
Aji^djuY 

d'où e n tenan t compt e d e (9.1.3 ) 

(9.1.7) С - W'U -
n-l 

j=0 
\Aj(u)dju); 

Comme Th < jC(MQ), on dédui t d e (9.1.7 ) le s estimation s 

(9.1.8)jj IK'HÎ. T <  C(M), 

(9.1.9) I I C ' l l l . - i , 7 , T <  с(м) { | H i L ) 7 , r +  Цф||*2.,7,г + I I / I I 2 . - I , 7 , T } -

b) Équation de transport pour Ci - —  E n appliquan t (дпФ) ldn à  l'équation, o n voi t 
nnp z vérifie 

(9.1.10) 
n-l 

3=0 
^ Aj(u)djZ + М(и, дуФ) 

dnz 
,,;: 

+ E{u,dyU,dy$,z)z -
vxxù^$$ 
ùàà@w<x 

où E désign e un e fonctio n C°° d e se s arguments . 

Remarque 9.1.2. —  L e systèm e (3.2.3 ) a  été obten u à partir d e (2.1.1 ) pa r l e change-
ment d e variabl e (2.3.1) . O n remarqu e qu e z est la fonction qu i correspon d à la déri-
vée normal e dn d e l'inconnu e dan s le s variable s initiales , et qu'appliquer (9n$)_1<9 n 
à (3.2.3 ) revien t simplemen t à  appliquer dn a u systèm e initia l (2.1.1) . Cec i expliqu e 
pourquoi dan s (9.1.10 ) n'apparaissen t pa s d e dérivé e d'ordr e 2  de hr 
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En multiplian t (9.1.10 ) pa r W(u,d'y$) e t en y remplaçant z par V(, i l vient 

(9.1.11) 
n-l 

3=0 

$$an$52(u,ô;$) x ^^<<v^^(u,dy*)<<x 
!^^P2 = an$52(u,ô;$) x D^$^^v,dy*) x 

P2 = a,; 
x Dv(u 

avec 

(9.1.12) Pu,ô;$) xbn,; 
n-l 

j=0 

P2 = aghmù2(u,gô;$ 
) x Dv(u,dy*gg) x 

La premièr e composant e d u système (9.1.11) , s'écri t 

(9.1.13) hdnÇi + 
n-l 

j=o 
^xjdjç1 = f = à 

6 

fc=i 

ùù 
12 

où 

(9.1.14) xj =m* dn*l{u,9y*)ai(u)r{u,dy*), 

et o ù les Fk son t de s fonction s de la forme : 

f1=dn$g1(u,dv*)hh<<d^^jç', 
dX((5%) = ebôX((5%) tt= et<<bô 

F 5 ^= :^^<<ft55(«,^$)x9„ô^^;$xc 

P 2 =  a n $ 5 2 ( u , ô ; $ ) x  Dv(u,dy*) x  c , 
F 4 =  a n $ f t f f 4 ( w , 5 ; $ ) x ( x ( , 
F6 = hgefadLQ) x  0 „ /. 

c) Estimation de Ci dans H°><7(ÇIT). —  O n note X = X± l 'opérateu r d u premier 
ordre défin i pa r : 

(9.1.15) X = hdn + 
À 

n-l 

3=0 

2;;@ù 
wxv,,;m 

Lemme 9.1.3. —  En notant v = (u,d'y$,dn$,b), la fonction C i vérifie Vestimation 

(9.1.16)t((o5o%o) = ebô 7l lCiHt,7 > r <  c(m) {7llCillt, 7 ,o +  l l * < i l l t l 7 , r +  I M £ , 7 , T } -

Démonstration. —  Les coefficients de X son t bornés dans W1ICO(QT) e t d'après (9.1. 5 
le coefficien t X 0 d e dt es t <9n$ >  ô > 0 . En intégrant pa r partie s e~2lft(X(f)(p o n e i 
déduit qu e : 

(9.1.17)P 2 =ô;$) x Dv(u,dy*) x 7 l M l S ,7 , T <  c(m) { T I M I ^ O + \\x<p\ti>„,T} 

On commut e ensuit e l e champ e~bX au x dérivations conormale s ôa. E n posan 
XCi = F o n a 

(9.1.18) Xxa ((5%) = ebô X ( ( 5 %) =  ebôa(e-bF) - eb[ôa, e~bx]Ci. 

D'où e n appliquant (9.1.17) , 

(9.1.19) 
7 i r C i l l S > 7 , T <  c(m) { 7 P^^ a Ci l l^ 7 ,o +  \gg\ebsa^^(e-bf)\\^it 

+ \\EB[^^6a,e^^-bx]ç1\\'}. 
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D'après le lemme 4.1.3 , on obtient 

'9.1.20 7ff-'a'||e^(c-6F)||*f7ir <  C(M) {\\Ft„tT +  ||&'||t,7fT ] 

On écri t ensuit e : 

(9.1.21) eb[ôa,e-bX]CI = -eeb[ôa,dN]CI + ' 
n-l 

;;:^^ 
e6r , e -bX j a i ] C i . 

On évalu e d'abor d 

(9.1.22) A = 1"-lai\\eb[Sa,e-bXjdJ}CI\\T0N,T. 

I l es t majoré par une somme de termes d e la forme : 

7<r-\<*\\\ebô"i(e-bXj)ôa2dj(1\\t0yT ave c |o | = | a i | + |a2 | e t a x # 0 

et l e lemme 4.1. 3 donne alor s l'estimatio n : 

(9.1.23) A<C(M){| |Ci| | ' T  + lhCv , T >-

On évalu e ensuit e le terme 

(9.1.24) B = R-iale\\eb{6",dn]Ç1\\t0t7tT. 

La définitio n ôn = p(xn)dn, montr e qu e £[5a,ôn]Çi peu t s'écrir e comm e un e somme 
de terme s d e la form e m = e p' S@ dn(i o ù p'(xn) désign e un e dérivée d e p et o ù 
\0\ <  \A\ ~ 1- En revenant à  l'équation, o n a 

(9.1.25) ednd = -e~bF + 
n-l 

j=0 

e-'XjdjCi 

et o n en déduit qu e B < Bi + B2 avec 

(9.1.26) B1=C(M)7-N||^(e-('F)||*)7>T 
B2 = C(M)R-ìaì\\S<3(e-bXjdj<:1)\\'T 

avec |/? | < \a\ — 1, 
avec \f3\ < \a\ - 1 . 

En utilisan t l e lemme 4.1. 3 et l'estimation <<^$$<$t$ < C(M), on montre que 

(9.1.27) 
Bi<C(M){ | |F | | t i7 , r + | H l t , 7 , r } , 

S2<C(M){||Ci||t,7,r +  I H I t , 7 L T } . 

En revenan t à  l'inégalité (9.1.19 ) qu e l'o n multiplie pa r 7cr 'a l et en tenant compt e 
de (9.1.23 ) e t (9.1.27) o n obtient l'estimatio n 

(9.1.28; 
yCT-|a| .7 irc i i ià ,7,T <  C(M) { 7 i r c i i i à , 7 , 0 + l l * 1 l t , 7 L T 

+ l l« l l t , 7 ,T+HCl l l t , 7 ,T} -

En somman t su r a et en prenant 7 assez gran d on obtient (9.1.16 ) • 
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d) Estimation de F dans H0^(Q,T) 

Lemme 9.1.4. $— On a la majoration suivante : 

(9.1.29) 
\ F t ^ T $ $ < C(M) {||C'|£+i,7fT + IICi|fcf7,r + IMfc+i/r/r + ll*llt+2,7,r 

+X((;:5%) = eB 7 ,T + \\edn*\\Ui.<r,T +  \\dnf\\*T + ||6'||* 7fr 

Démonstration. —  Puisque M°°(u, $T) < M, on voit qu e Ton contrôle la norme L°° 
de <9n<I>, u, d'y$, Çg et dgy('. gL'estimation (9.1.29) es t donc claire pour le s termes Fk avec 
1 < k < 4. Pour l e terme vFQ on utilise le lemme 4.1.v 3 et le fait qu e v  T < C(M0). 

Dans F5 , on note qu e h < <h d n d h e s t borné dan s L°°(flT) par C(M) et on a 

||*i||t,7lT C ( M ) r r < < ^ $ r{\\hdnrd'ynUT + r \ \ < 9 ^ W \ U T ) -

Le secon d term e à  droite es t majoré pa r (9.1.29). Par ailleurs, h± = ^eeh±, d'o ù 

\\hdn&v*t„,T <eC{M) {||6'||^, T + ||0„*|&+ll7,T } 

et l e lemme suit . • 

Démonstration de la proposition 9.1.1. —  En remarquant que 

7llC'lll.-2,7,r <  I ICI l2 . - l ,7 ,T 
et e n sommant le s estimations (9.1.9 ) e t (9.1.16), on obtient 

(9.1.30) 
7llCll2.-2,7,T < C(M) {7llCl|||.-2,7,o +  Il*1l2.-2,7,T + IMlL-2,7,T 

+ INl2.>7,T+ll*ll2.,7,r+ll/ll2.-l,7,T}-

Avec le lemme 9.1.4 , en prenant 7 assez grand pou r absorbe r HC1IIL-2 - Y T> on obtient 

7 | I C I I L - 2 , 7 , T <  с(м; 7llCl|||e-2,7,o+ll"ll2.,7,r 

(9.1.31) +ЦФ||2.,7,г + \\дпП1~2л,т + I M » * I I 2 . - I , 7 , T 

+ ll&'llL-2,7,T +  l | ô » / H L - 2 , 7 , T + I I / I I 2 . - 1 , 7 , T ) . 

En écrivan t qu e dnu = dn$ V(u, d'$)£, i l vient 

(9.1.32) 
7l|ôn«||2 .- 2 L 7 ,T <  C{M) 7llCllL-2,7,T + 7 l | 3 „ # | | L - 2 ) 7 > r 

On major e ensuit e 
+ INl2 . - l l7 ,T+l l* l l2 . ,7 ,r} 

7llCiH2.-2,7,o < fC(M) ||a„«||*2._2i7> 0 + ||ô„*||2._2)7)T 
(9.1.33) 

+ IHll.-2,7,T + ll *ll2.-l,7,r}-

On major e enfi n 7||9n$|||s_ 2 7)T par 7||$||2Sj7,T e t l'estimation (9.1.3 ) résult e alor s 
de (9.1.31 ) (9.1.32 ) e t (9.1.33).' ' ' • 
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Pour termine r nou s donnon s une estimatio n d u terme ednu. 

Proposition 9.1.5. —  Sous les hypothèses de la proposition 9 .1 . 1 on a Vestimation 

[9.1.34) 
e I I M L - I , 7 , T <  C(M) | | M | L , 7 , T +  I I M L - 2 , 7 , T +  I I * I I L , 7 , T 

+l | 0»* l lL -2 f7>r + e l l 5 n * l l L - i , 7 , T +  I I / I I L - I , 7 , T } 

Démonstration. —  a) Avec (9.1.6 ) e t (9.1.3), on voit que 

(9.1.35) hÇ = Fi(u,&y*)f +  F2{u,d'v$).dyu 

avec des fonctions régulière s F\ et F2. Il en est de même d e hz et il en résulte qu e : 

(9.1.36) I I M | 2 . - i l 7 , r <  C{M) {||u||2.,7i T +  | | * | | 2 . , 7 , T +  | | / | | 2 . _ I , 7 , T } -

En remarquan t qu e hôaz = ôa(hz) + [h, 5a]z, o n obtient ensuit e 

(9.1.37) 

J. \  /  L  ' J  ' 

^ - ' - ^ W h ô ^ f z W ^ r f f < C(Mf) { N I L , 7 >T +  I I * I I 2 . , 7 , T 

+ H/ l l L - l , 7 , T F F + IWI2.- l ,7LT + I M I L - 2 , 7 , T } 

On a d'autre par t 

(9.1.38 I W l L - i , 7 , r <  c{M) { |M|2._1)7,T + | | * | |2 . i7 iT} . 

Avec (9.1.37) , on en déduit que 

;9.1.39) 
12-1-M\\hSaz\\l„tT < C (M){||u||2,i7>T + ||*||2.i7i T 

+ I I / I I L - 1 , 7 , T + I N L - 2 , 7 , T ] 

b) O n a \h\ = eeb et \\b\\*0%T < C(M). O n en déduit qu e 72 s ~ l H a | I N a ^ l l o , 7 ) T es t 
majoré pa r le membre d e droite d e (9.1.39) . En sommant ce s estimations su r a, o n 
obtient qu e s \\z\\2s_1/rT es t lui aussi majoré pa r le membre d e droite d e (9.1.39). 
c) O n écrit dnu = zdn$ e t on obtient ave c le lemme 4.1.3 

(9.1.40) s | | M | 2 . _ 1 > 7 IT <  C(M) {e ||*||2,_li7>T + s | | Ô „ * | | 2 . _ 1 I 7 I T }, 

(9.1.41) I M I 2 . _ 2 , 7 I T <  C(M) {||ô„u||2._2>7,r +  ||ô„$||2._2f7,r} . 

En reportan t (9.1.40 ) dan s l'estimation obtenu e en b) pour s IÎ H^s—i 7 e t en tenant 
compte d e (9.1.41) o n obtient finalemen t : 

e||ô„«|||._li7,r <  C(M) {||«|||,)7> r + ||*||2,,7,T + l l / l l L - i , 7 , r 
(9.1.42) k  . 

+ \\dnU\\2s_2^T + ||0„*||2._2,7,T + £ l|0n*||2.-l>7,T j 

et la proposition 9.1. 5 est démontrée. • 
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9.2. Estimation s de s dérivées normale s 

Proposition 9.2.1. —  I I existe des fonctions e(-) > 0, C ( -) et j0(') telles que pour 
T >0, e < e(M) et ( u, $) G  Fe(s,T) vérifiant (9 .1 .2 ) , on a pour tout 7  > 70(M) et 
tout k < s, 

(9.2.1) 
7 l | 0*u | | 2 ._ 2 / k j 7 ,T <  C(M) 

Démonstration. —  Comm e dnu = zdn<&, o n obtient grâc e au lemme 4.1.3 

(9.2.2)x<<^^ù*^,; ||^||L_2fe>7)T <  C(M) { | M | 2 . _ 2 , 7 , T +  ||*||2.,7,r} . 

I l suffi t don c d e prouve r qu e 7||Z||2s-2,7,T es t majoré pa r le membre d e droite de 
(9.2.1). Compt e ten u d e la définition (3.3.2 ) d e la norme, i l suffit d e majorer, pou r 
k < s, 7||<9n l̂lL-2fc-2,7,T Pa r ̂ e membre d e droite d e (9.2.1). 

Pour ffgk = 0, l'estimation résult e d e l'inégalit é 

(9.2.3)X(%) = ebô 7lMlL-2,7>r < C(M) {7P«f«IIL-2)7,T + 7ll*l|2s,7,r}. 

Pour k frr>e dd<<^^eexw1^^e, ron commute cw<<à l'équation (9.1.10) . On voit alor s que r rr r = d„rz vérifie 

+7 | | Ф | | 2 . л , г + e P „ # ' | | L - 1 ) 7 , T + ЦЬ|| 2.- 2, 7,г + Il/ll2 . ,7,r 

(9.2.4) 
n-l X—v 

j=0 
]Aj{u)djZ^ +M(u,dy$) 

,dnzW 
ccvnù) 

)<<xn@ 

avec 

(9.2.5) /<* > = 
n-l 

3=0 
;[o*,i4i(ti)]ô^ + [a*,( (dn^r1M]dnz + dkn(Ez)-+ a*((ö„*)-1/) . 

On introdui t C(k) = V-ifad'ytydZz = (Ci*\C,(*° ) G  M x R^"1. Ave c de s notations 
évidentes, on a alors 

(9.2.6) 6*z = C}*^X ( (5%) = ebô + V2(u,dy*)C(k) 

On multipli e pa r W(u,dy$) l'équatio n (9.2.4 ) à  l'ordre k — 1 . Les N — 1 dernières 
lignes donnen t 

n-l 
(9.2.7)2f< C(M) { C(k) =dn^W'{u,d'y^)[f^ -J2^j^)djz{k-1)} 

j=0 

où2fe>7)T <$ C(M) { est donn é par (9.2.5) . 
D'autre part , o n multiplie (9.2.4 ) pa r W(u,dy$). L a première lign e donn e l'équa -

tion 

(9.2.8) ]à@wwcvn; 
n-l 

3=0 
]XjdJc[k)=F = 

4 T—r 

k=l 
:<<az 
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où les Xj son t le s mêmes qu'e n (9.1.14 ) e t où les Fk son t maintenan t d e la forme : 

Fi = 0 „ * 0 i ( u , # t f * ) 0 „ C , ( * \ F2 = ô „*02(u,a£#)/<*\ 

F3 = dn*g3(u,d'y$) x (dyu,dyd'y$) x C(fc), Fi = hgi(u,d'y$) x (dnu,dnd'y$) x Cw. 

a) Estimation de Çl(-k\ —  O n majore l a norme H°'2s~2k~1 d u second membr e de 
(9.2.7) e n utilisant le s lemme s 4.1. 3 e t 4.1.4. O n obtient 

(9.2.9) 7llC,WllL -2ik-2,7lr <  C ( M ) {||ti||2.,7lT +  ||*lb,7, T +  ||/||2.,7,r } 

b) Estimation de ç[k). — Pou r a = 2s - 2k- 2  et v = (u ,^$,0n*,6), l e lemme 9.1.3 
fournit l'estimatio n : 

(9.2.10) 7llCi (fc)llt,7,r < C(M) {7||Cifc)llt ,7,o + I I * 1 £ > 7 , T + I M £ , 7 , r } . 
En utilisan t le s lemme s 4.1. 3 e t 4.1.4, on obtient ensuit e 

(9.2.11) 
IlFllt,7>г < C(M) ||«||2.,7,Т + ||Ф||2.,7,Т + е I|ôn*'|l2.-1,7,T 

+ ||/||2.,7,Г +  1 |Ь||2.-2,7,т' 

On dédui t alor s de (9.2.10) e t (9.2.11 ) 

(9.2.12) 
7llCl(/!)|||s-2fc-2,7,T <  C{M) {7lKl (fc)HL-2fc-2,7,0 + l l« | |2 . ,7 ,T 

+ I I * I | 2 . , 7 > T +  e | |^'| |2,_1,7iT +  ||/||2.,7, r +  IHlL-2,7,r } 

c) Estimation de 7||5*2||2j_2fe_2 7 T- — Ave c (9-2.6 ) et les estimations (9.2.9 ) (9.2.12) , 
on obtien t 

7 l |0ML -2* -2 ,7 ,T <  C{M) {7 ||Cl*)HL-2*-2,7l0 +  ll «l|2.,7,T 
(9.2.13) 1 

+ I I * I | 2 . ,7 ,T +  £  ||ft,*'||2.-l,7,T +  H /ll2.,7,T + I I&I |L -2 ,7 ,T}-

Comme C W = V^^d'^d^z, o n en déduit qu e dans le passé 

(9.2.14) 7llCi (fc)|lL-2*-2,7,o <  C(M) {7lM|2.,7lo + I M k 7 , r +  7 | | * I I2 . , 7 ,T} . 

En revenan t à  (9.2.12), on en déduit qu e 7||<9n l̂lL-2fc-2,7,T est majoré par le membre 
de droit e d e (9.2.1) e t la proposition suit . • 

9.3. Estimatio n d u sau t d e u 

Dans l'énonc é d u théorème 3.3.2 , o n voit apparaîtr e l e terme \[u]/e |2s-3 ,7,r a u 
second membre d e l'inégalité d'énergi e (3.3.12) . Le but d e ce paragraphe est de donner 
une estimation de ce terme afin de préparer la démonstration du théorème 3.3.3. L'idée 
est d e montrer qu e [u] est solution d'un e équatio n de transport l e long de la surface 
de cho c {xn = 0} , similaire à  l'équation d e transport habituell e pou r le s singularités 
faibles. 
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Proposition 9.3.1. —  7 7 existe des fonctions s(-) > 0, C(- ) et 70(-) telles que pour 
T >0, e < e(M) et (u,$) G F£{s,T) vérifiant (9.1.2) , on a pour tout 7  > 7G(M) 

(9.3.1) 
7lMA |2s-3 ,7,T < C ( M) l\[u]le bs -3,7,0 + \[f]/e |2s -3,7,T + ||w||2*,7,T 

+ ||*lk 7,T+||/||2.-2f7,T 

On multiplie (3.2.3 ) par l(u, dfy$), premie r vecteur ligne de W(u, d'y§). Ave c (9.1.5) , 
il vien t 

(9.3.2) 
n-l 

j=0 
[l-Aj(u)dju] + [hl-Àçiz] = [/•/] 

Lemme 9.3.2. — [ui] vérifie une équation de transport de la forme : 

(9.3.3) 
n-l 

j=0 
^ ' W ' H +  G W [u1] = H(v) [f] 

où 

v = (Tu,+ ,Tu '2fe>7)T < ti; = ( t ; ,ô l , t ; ,r^+,r^- ,r /+,r / - ) , 

et Fj, G et H sont des fonctions C°° de leurs arguments vérifiant G(0) — 0 et F0 > 
Si >  0 sur le domaine considéré. 

Démonstration. —  D'aprè s (2.2.6 ) o n a [u] = [ui]R(u+,u ,dy</>), d'o ù 

(9.3.4) [/ • Aj{u)dju] = Fj^djim] + [ui}Gj{v)dyv 

avec Fj(v) = l(u+,d'(f>) Aj(u+) R(u+,u ,  d'<j>). En reportant dan s (9.3.2) , on obtient : 

(9.3.5) 
n-l 

3=0 

Fj^djim] + G(v, dyv) [Ul] + [hl- A0z] = [/•/] 

Si [u] est suffisamment petit , i l résulte alor s de (9.1.5 ) que 

(9.3.6) F0(v) = l(u+,dy<f>)A0{u+)R(u+,u-,d'J>) >Ô!>0. 

D'autre part , su r {xn = 0} , on a Fp+ =Tp = [u] et on déduit d e (7.2.6) (7.2.7 ) que 

(9.3.7) rh+ = [u1]g1(v), Th = [ui]g2(v), 

avec des fonctions lisse s oi et g2. Il en résulte qu e l'on a aussi 

(9.3.8) [hl-A0z] = [u1]G1(w) 

Enfin le terme [ / • /] au second membre d e (9.3.5 ) s'écri t sou s la forme : 

(9.3.9) [*•/] = №(«)• f+ + l(u+, d'y<f>)-[f}. 

En reportan t dan s (9.3.5) , on obtient (9.3.3 ) e t le lemme es t démontré. 
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En divisan t (9.3.3 ) pa r FQ(V), o n voit que 

(9.3.10) X[ui\ wwn,;; + 
n-l 

^mù 

Xj(v)dj[u1] = F, 

où 

(9.3.11) Xdv) = 
cww;;;; 

FoM 
F = 

H(v) 

F0(v) 
If] 

G(w) 

FoM 
^^^;n 

Le résulta t suivan t ( [Mél ] , propositio n 3.2.1 ) fourni t un e estimation de [ui\. 

Lemme9.3.3. —  II existe une fonction C(-) telle que pour (</),v,F) G  W1>°°(UJT) f l 
Ha{u)T) vérifiant X <f> — F, on a pour tout 7  > 1 , Vestimation suivante 

(9.3.12) 7l0k7,T <  C ( M i) 7l</>k7,0 + l^k 7,T + Mî ,T I0U,7,T + M Ï , T l^k7,T 

où Mi est tel que \v\X T < M\. 

Démonstration de la proposition 9.3.1. —  O n dédui t d u lemm e 9.3. 3 l'estimation : 
( 9 . 3 . 1 3 ) 
7 l M | 2 s - 3 , 7 , T < C ( M ) 7lfal]|2«-3,7,0 +  |^|2s-3,7, T + |[wi]|2s-3,7, T +  e M2«-3,7,T 

Par (3.1.9) , on sait qu e [f]/e es t uniformémen t born é dan s L°°(UT), c e qu i perme t de 
maiorer F , v et w dans H2s~3. O n obtient 
(9.3.14) 

7 l M / £ | 2 s - 3 , 7 , T < C ( M ) 7\[ui]/e |2*-3,7 ,o + I M / £ |2«-3,7,T + \[f]/e |2S-3,7, T 

•f|r^|2s_2,7,T + |0 |2a-l,7,T + |rz |2s-3,7,T + |r /|2s_3,7,T 

D'après le lemm e 5.1.1 , o n a 

(9.3.15) 
|r^|2s-2,7,T <  C|M |2s,7,T, 

№|2a-l,7,T <  C||*||2«,7,T, 
|r^|2s_3,7,T <  C(M){\\u\\2s^T + ||*||2.,7,T } 

En revenan t à  (9.3.14) , on en déduit 

7 | [ u i ] / e | 2 . - 3 , 7 , T < C ( M ) ! l\[Ui]/e | 2 « - 3 , 7 , 0 +  \[ui]/e | 2 « - 3 , 7 , T 
(9.3.16) 

+ \[f]/£ |2*-3,7, T + IM |2*,7,T + ||*||28,7, T + ||/||2s-2,7, T 

Pour 7  asse z grand , on peut absorbe r l e terme |[^i]/ £ |2 S-3,7,T d u membre d e droite 
par l e membr e d e gauche. Enfin , puisqu e [u] = [ui] R(u+,u~,d'y(j)) o n a 

(9.3.17) \[u]/e |2s-3,7, T <  C(M)Fj^d<<ù |2s-3,7,T + \TU\2s-3^,T + |0 |2s-2,7,T}. 

Avec (9.3.15) , on voit qu e 7|[tt]/e |2S-3,7,T es t encore majoré pa r le second membre de 
(9.3.1) e t la proposition 9.3. 1 es t démontrée. • 
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9.4. Estimatio n d e $ 

Le term e | |$||2 S,7,T apparaî t a u second membr e d e l'inégalité d'énergi e (3.3.12) , 
tandis qu e le le terme e ||dn$HL-i,7,T apparaî t a u second membr e d e (9.1.1). I l es t 
donc nécessair e d'estime r ce s deux termes . 

On rappell e qu e tout (u, $) G  •?>($, T) prolong e une solution approché e (ua, $a) G 
Fa(2s +  3 ) (cf. définition 3.3.1) . E n outre, $  es t solution de s équations (3.2.6 ) et 
(3.2.7), ave c p± = -eeA U±(u+, d'y<$>+, -eeA) donné s pa r (2.3.13 ) e t A = Wa + 
H T ^ — WO) comm e en (2.3.8). De plus a = \n(—[ui]/s) e t WA est associé à la solution 
approchée (ua,$a) comm e indiqu é e n (3.1.4 ) (3.1.5 ) (3.1.6) . 

Proposition 9.4.1. —  // existe des fonctions e(-), C(-) et 70(«) telles que siT >  0 et si 
(u,$) G  T£(s,T) vérifie (9.1.2), alors, pour tout 7  > 7o(M) et toute < e(M), on a 

(9.4.1) 7ll*ll2,Ï7,T < C(M) {7||*||2.l7,0 + e WWaha^Ti +  IM |2.i7iT}. 

Démonstration. —  Nou s faison s la démonstration pou r $ + . L'équatio n (3.2.6 ) es t de 
la form e 

(9.4.2) dt& = n{e,v,&y&) ave c v =n, (u',e(eA-l)) 

où ¡1 est une fonction C°° de se s arguments tell e qu e fi(s, 0,0) = 0. 

a) Estimation de | |$ | |O,7 ,T- —  Nou s écrivon s d'abor d l'équatio n (9.4.2 ) sou s la forme 

(9.4.3) ww,;:à 
n-l 

.7 = 1 
^ ( e . v . d y ^ d j ^ ' < ^ ^ =  ̂v(e,v,0). 

Puisque l ^ i ] / ^ I 2 T < M, on a \a\% T < C(M) e t on déduit d u corollaire 5.3.2 

(9.4.4) \\A\\lT < C(M). 

Le lemm e 9.3. 3 donne alor s l'estimatio n 

(9.4.5) 7ll*HS,7, r <  C(M) {7ll*HS ,7,o + IMIo,7,r +  I I * I I O , 7 , T + e  IWIo,7,r}-

La propositio n 5.4. 1 et le lemme 5.1. 1 donnent ensuit e le majoration 

(9.4.6) e P | | L , 7 ,T <  C(M) {e\\Wa\\2s^Tl + I M k - y . r } . 

En multiplian t (9.4.5 ) pa r 72s et en tenant compt e d e (9.4.6) o n obtient 

(9.4.7) 
72s+1||$I I^7)T <  C(M) {7||*||2S)7, 0 + e||Wa||2.l7>r. 

+ IM |2 . ,7 ,T +  | | * | | 2 . , 7 , T } -
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b) Estimation de 7 | |<S$|| |S_1Ï7IT- —  E n appl iquant à  l 'équatio n ( 9 . 4 . 3 ) un e dérivée 
conormale ô, on voit qu e tb = ô$' vérifi e 

( 9 . 4 . 8 ) dttl>-\ 
n-l 

J'=l 
tJ-j(v,d'y$')djip = F{v,d'y$')6v 

E n appl iquan t l e lemme 9 . 3 . 3 avec a = 2s — 1, on obt ien t 

( 9 . 4 . 9 ) 
7 l M | 2 . - i l 7 > r <  C{M) lH\\ìs-l,j,0 + IMl2 .,7,T 

^ll* l l2 . ,7 ,T +  l l ^ l l 2 . - l l 7 , r } ' 

car \\v\\l T + ||$'|| 2 T ^ C(M). D'aprè s ( 9 . 4 . 6 ) , o n obt ient ensuit e 

( 9 . 4 . 1 0 ) I M | 2 . , 7 , T <  C(M) {e ||W0||2.,7,T l +  ||u||2,,7,T} . 

C o m p t e ten u d e ( 9 . 4 . 9 ) ( 9 . 4 . 1 0 ) , i l vient : 

7 P * I I 2 . - I I 7 I T <  C{M) { 7 l l * l l l . l 7 , o + £ 1 1 ^ - 1 1 2 . , ^ 
( 9 . 4 . 1 1 ) . 

+ I H | 2 . , 7 , T + | | * | | 2 . , 7 , r } -

O n dédui t alor s d e ( 9 . 4 . 7 ) e t ( 9 . 4 . 1 1 ) l 'est imatio n : 

( 9 . 4 . 1 2 ) 7 l l * l l l . , 7 , T <  C(M) { 7 l l * l l 2 . l 7 , o +  * H W - l k ^ +  I M k 7 , r +  | | * | | 2 . , 7 , T } -

c) Estimation de 7||<9n$|l2S-2,7,T- —  E n dérivant l 'équatio n ( 9 . 4 . 3 ) pa r rapport à  xn 
on voi t qu e ib^y = 9y « yy y vérifie un e équat ion d e la forme 

( 9 . 4 . 1 3 ) Хф = дгф 
n-l 

^w<;; 
uJ№*')djfl> = F(v,ffv*')dnv. 

E n posan t w = (v,dy$ ) O n util ise l e lemme suivant . 

Lemme 9.4.2. — I I existe une fonction C(-) telle que pour (îp,F) G W1I00(CIT) H 

W2a(nT) h < < e t w h e W2>°°(nT) H W2a(SlT), vérifiant Xip = F, on a pour tout 7  > 1, 

7lMl2„l7lT < C(M1){7 | |^ l l2 . ,7 ,o + ||F||2 FF>7|T 
( 9 . 4 . 1 4 ) L 

+ lkll2,Tll^||2a,7,T + I M I Ï / r l M k a / y / r j , 

où Mi est tel que \\W\\Q t < M\. 

Démonstration. —  O n part d e l ' inégalité classiqu e : 

( 9 . 4 . 1 5 ) F j ^ d j i m ] 7 l M l o , 7 , r <  C ( M 1 ) { 7 | | ^ | | 0 ) 7 ) o +  | | F | | 0 , 7 I T +  I M I Î , T I M I O , 7 I T } . 

O n commut e ensuit e Sadk a u champ X 

( 9 . 4 . 1 6 ) X{8aSbl>) = 6adknF + < < [ X , 6 a d ^ . 
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Avec (9.4.15) , on voit qu e l'inégalité (9.4.14 ) ser a établi e s i on prouve qu e pour \x + 
\a\ +  2k < 2cr , 7^||[X, Ja^]^||o,7,T es t majoré pa r le membre d e droite d e (9.4.14). 
Or, c e commutateur es t une somme de termes d e la forme : 

( 9 . 4 . 1 7 ) m = rSaidkn*(»j(w))xô(*idkni(dju) 

où \ai | + k\ ^ 0  et (j, + \ai| + \ct2\ + 2(fci + k2) = 2<r . Les estimations no n linéaires du 
lemme 4.1. 3 donnen t le s majorations 

9.4.18) IM |o ,7 ,r <  C(M1){||«;||;iT||^||2<r>7,r + ll^ll î ,TlH |2 . ,7>rj 

et l e lemme e n résulte. • 

Revenons à la démonstration de la proposition 9.4.1 . L e lemme 9.4. 2 appliqu é ave c 
a = s — 1  implique que 

'9.4.19) 
7l|0»*'ll2.-2l7,T <  C(M) { 7 l l * l k 7 fo +  \\F(v,dfy^)dnv\\2s-2n,T 

+ lkll2 ,Tll*ll2«,7,T +  lkl|2S-2,7,T 

On dédui t d u corollaire 5.3. 2 qu e \\A\\% T < C ( M ) , d'o ù \\w\\^T < C(M). On a alors, 

(9.4.20) 
HH|2«-2,7,T ^  Ilvll2a-2,7,T + ||*||2 «,7,T, 
\\F(v, ffy9')dnv\\2s-2„,T < C(M) {\\v\\2s^T +  ||*| |2.,7fr} , 
IM|2»,7,T <  \\u\\28,<y,T + eC(M)\\A\\28,>y,T. 

Comme a—wa = 0 pour t < 0, le corollaire 5.4.2 et le lemme 5.1.1 donnent l'estimatio n 

9.4.21 e M | | 2 . , 7 , r <  C(M) {s\\Wa\\2s^Tl +  I M | 2 , , 7 , T } . 

En reportan t le s estimations (9.4.20 ) à  (9.4.23) dan s (9.4.19) , on obtien t finalement 

(9.4.22) 
7l|ôn*/||2a-2,7,T <  C(M) {7||*||2S,7,0 + 6\\Wa||2s/y,Tl 

+ IN|2a,7,T + ||*||2 .,7,T}. 

Avec (9.4.12) , (9.4.22 ) e t l'égalité | | * | | 2 . , 7 I T =  ll*ll2aL7L T + llôn*,||2«-2ï7lr, on voit que 
7||*||2«,7,T es t majoré par le second membre de (9.4.22). En prenan t 7 > 7o(M) asse z 
grand, la proposition 9.4. 1 en résulte . • 

En introduisan t l a notation 

(9.4.23 N3{Wa,j) =e {| | VTa||2s,7,Tl + ||ônW0||2,_lj7|Tl + K k 7 , T i } 

on prouv e maintenan t un e estimatio n d e e ||<9n$'||2s-i,7,T-
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Proposition 9.4.3. —  Il existe une fonction C(- ) telle que si T > 0  et si (u, $) G 
Te{s,T) vérifie (9.1.2) , alors pour tout 7  > 1, on a 
(9.4.24) 

ie\\dn*%s-in,T<<<<eC{M) { T I ^ ^ I ^ ' H L - I ^ O +  eN3(Wan) 

+ I M I L - I , 7 , T +  1 I * I IL ,7 ,T + |rti|2.,7,T + I I « L - I , 7 , T +  | |Ôn * , | |L - i ,7>T} . 

Démonstration. — d„$' vérifie l'équation (9.4.13 ) et le lemme 9.3.3, que l'on appliqu e 
avec a = 2s — 1 , donne l'estimatio n : 

(9.4.25) 
7 £ | | 0 „ * ' | | 2 . _ 1 > 7 , T <  eC{M) {7 l |d „* ' l lL - i ,7 ,0 + ^ w \ \ F ( v , ^ $ ' ) Ô » « I I 2 . - I , 7 , T 

+lkllî,rl|ôn*'ll2.-i,7lT + lk l l2 . - i ,7 , r} 

D'après l e corollaire 5.3.2 , o n a ||w||ï T < C(M). Ensuite , on a les majoration s 

(9.4.26) IM|2._1 ,7,T ^  IM lL - l , 7 ,T + H*ll2.,7,T 
(9.4.27) 

\\F(v,ffy*')dnv\\i._ltytT < C(M) {||«||2._1>7, r +  | | M L - i , 7 ,r +  ||*||2.,7>r } 

(9.4.28) IM | 2 . -1 ,7 ,T +  l | ô n V | | 2 . - l , 7 , T < 1Н12.-1.7 .Г+ l lôn« | | 2 s - l , 7 , T 

f e C ( M ) {|H||*,_li7i T +  ||o„¿||2._li7iT} 

La propositio n 5.4. 1 donn e la majoration 

(9.4.29) £ { P | | L - I , 7 , T +  I I ^ I I L - I , 7 , T } <  C(M){eN3(Wa,7) + |ru|2s,7,T}. 

En reDortant ces estimations dans (9.4.25). on obtient finalement (9.4.24) . • 

9.5. Estimatio n a  priori principale . Preuv e d u théorème 3.3. 3 

Nous reprenon s le s notations Ni(u,$,j,T) e t N2(u,$,j,T) définie s respective -
ment e n (3.3.11 ) e t (3.3.13). On a 

N2(U, $, 7 , T) =  Ni(u, $ , 7, T) + 7ll*l|2.,7,T + 7l|9n«||2.-2,7,T 

(9'5'1) +  7 ll2,Tll^||2a,|2.-3,7,T £7 I | Ô „ * ' | | 2 , _ I , 7 , T -

L'estimation d e Ni(u, $ , 7 , T ) fai t l'obje t d u théorèm e 3.3.2 . Pou r 7 > 7 o ( M ), o n a 
(9.5.2) 

Wi(u, 7 , T) < C(M) { iV i ( u , 7 ,0 ) +  ||U||2 . ,7,T +  7ll*ll2.,7, r 

+ ll/llk7) T + 71/V/2|M/£|2s_3>7>T}. 
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Le terme s 7 | | $ | | 2 * , 7 , T e t £7 ||dn$|l2S-i,7,T son ^ estimés dan s les propositions 9.4. 1 et 
9.4.3. Ave c le s propositions 9.1. 1 et 9.2.1, o n obtient : 

(9.5.3) 
7\\dnU\\28-2,<y,T < C ( M ) {7lMl2al7,0 + IM|2*>7,T + 7ll *l|2aL7,T 

+ e l |9n^| |L - i ,7 ,T +  l |6 | lL-2f7fr + I l / l l2 .>7,r ) 

Le term e 7 \ [u] /e |2s-3,7, T est à la proposition 9.3.1 . E n sommant le s différentes ma-
jorations, on voit que 
(9.5.4) 

N2(u, $,7,T) < C ( M ) [N2(u, $ , 7 , 0 ) +  sN3(Wa,7) +  | |U | | 2 . , 7 I T 

+ | | * | | 2 . , 7 , T +  £ ||ôn«||2.-i,7,T +  e l l ^ ' H L - i . T . T +  e |rw|2S,7,T 

+ l1/2e1/2\[u]/e |2S_3 ,7,r- + I I & ' I I L - 2 , 7 ) T +  l l / l k 7 , T +  \[f]/e | 2 . _ 3 , 7 , T 

On major e ensuit e le s termes s ||9„w||2s_1 yT et ||&'||2S_2I7) T a u second membr e de 
(9.5.4), e n utilisant l a proposition 9.1. 5 et le lemme 7.2.2 . O n en déduit 
(9.5.5) 

N 2 ( u , 7 , T ) < < < C ( M ) { N 2 ( U , 7 , 0 w < + eN3^(Wa,j) + ||^^«||2,, 

+ 11*11ll2,Tll̂ ||2 ^^+ £ I I < W| | L - 1 , 7 , T + S lr |̂2S,7,T 

+ 7V 2 Mie xw|2,-3,7LT + ||/||2a L7,T + \[f]/e | 2 * - 3 , 7 , T } 

Enfin, e n prenant 7  suffisammen t grand , on voit qu e les termes ||U ||2S,7,T, ||$||2 S,7,T, 
e H ^ n ^ ' H L - i ^ T ' 6 |rw|2«,7,Tî 71//2 \[u\le |2«-3,7,T situé s à droite, son t absorbé s par le 
membre d e gauche et le théorème 3.3. 3 est démontré. • 
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CHAPITRE 1 0 

LE THÉORÈM E D E PROLONGEMEN T À  e FIXÉ 

Comme indiqu é a u chapitre 3 , une foi s obtenu e l'estimatio n d'énergi e uniforme , 
pour termine r l a démonstration d u théorème principa l d'existence , i l nous suffi t de 
construire pou r chaqu e e une solutio n exact e d u problèm e no n linéaire , su r u n inter -
valle d e temps dépendan t d e e (théorèm e 3.4.1) . Dan s c e chapitre, o n construit une 
solution moin s régulièr e dan s l'aveni r qu e dan s l e passé. La régularité ser a regagné e 
par propagatio n a u chapitr e suivant . 

10.1. Énonc é d u résulta t 

On s e donne un e famill e d e solution s approchée s Ta(s) avec 2s > n/2 + 40. O n se 
donne M0 vérifiant (3.3.10 ) e t H >  0. Soit 7 \ le temps d'existenc e à  priori défin i pa r 
(3.5.9). Dan s tout e l a suite d e c e paragraphe , e > 0 est fixé  et , à la grande différenc e 
des paragraphes précédents , le s différente s «  constantes » peuvent dépendr e d e e. 

Théorème 10.1.1. Soit T2 G  [0,Ti[ et (u1,Q1) G  F£{s,T2) vérifiant 

M°° ( t / i , $ i , T 2 ) <  M0 + H/2. 

Alors il existe T3 > T2 et une solution exacte (u , $) G  Fe(s — 12, T3 ) , prolongeant 
( i / i , $ i ) et vérifiant 

(10.1.1) M°°(u,$,T3) <M0 + H. 

Comme o n l'a indiqué a u §1.2.11, le s équations linéarisée s donnen t lie u à  un e 
perte d e régularité e t l'utilisation d'u n schém a d e Picar d comm e dan s [Ma2 ] sembl e 
impossible. L a preuve d u théorème 10.1. 1 repos e su r la mise e n œuvre d'u n schém a 
itératif d e type Nash-Mose r qu e nou s construiron s e n nou s efforçan t d e suivr e l'espri t 
et le s notation s d e [Hôl], [Al ] e t [Al-Gé]. 

Pour de s raison s pratiques , o n not e s\ = s — 3 e t so =  s  — 19, de sort e qu e 

(10.1.2; J 25 0 >  n/2 + 2 , 
i s i = s0 + 16 . 

Ces choix sont justifiés au x remarques 10.5. 4 et 10.7.2 . Le schéma itératif sera présenté 
au paragraph e 10.3 . Pou r l e moment nou s introduison s quelque s notation s utile s et 
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faisons quelque s remarque s su r la forme de s équations . O n not e 

(10.1.3) 

ww@<xv^^ 
n-l 

3=0 
Aj(u)djV + M( u,dy$) 

dnv 
^^;lm 

n-l 
g{Tu+,Tu-,dyct>) = J2\fÁu)]W-[fn(u)], 

3=0 

de sort e qu e le s équations (3.2.3)(3.2.4) s'écriven t 

£(u,V$)u = 0 e t qiTu+Su-^dM = 0 

avec <j> = r$+ = r $ 

Cependant, le s équation s pou r $ ± donnen t lie u à  la difficulté suivante . Pou r les 
solutions exactes , i l est crucial qu e le s restriction s à  { x n — 0} des équation s (3.2.6) 
(3.2.7) pour $± donnen t toute s le s deux l'équatio n (3.2.13) qu i résulte de s condition s 
de Rankine-Hugoniot . Autremen t dit , le s condition s d e Rankine-Hugoniot (3.2.4) et 
les équations (3.2.6) et (3.2.7) son t compatible s ave c le s condition s r$+ = Y $ ~ = </>. 
Dans l e schéma itératif , le s approximation s {uv,(¡)u) ne vérifient pa s exactemen t les 
conditions d e Rankine-Hugoniot. I l en résulte qu'un e linéarisatio n brutal e de s équa -
tions (3.2.4) (3.2.6) (3.2.7) condui t à  des équations incompatible s ave c le s condition s 
r$+ = r$~ = <j)v. C'est pourquo i on modifie le s équations (3.2.6) (3.2.7) en introdui -
sant de s terme s d e correction, C ± , nuls lorsqu e le s condition s d e Rankine-Hugonio t 
sont satisfaite s et qui garantissen t dan s tou s le s ca s qu e [$ ] = 0. L'idé e es t d e rajou -
ter au x fonction s p± qu i interviennen t dan s les équations (3.2.6) (3.2.7), des fonction s 
C± , telle s qu e T (u+ - p+ - C + ) = T u ~ e t T ( u ~ + p~ + C ~ ) = T u + . Rappelon s qu e 
le choi x (2.3.13) de s fonction s p± a été fai t pou r qu e ce s conditions soien t satisfaite s 
avec C± = 0 lorsque les conditions d e Rankine-Hugoniot son t vérifiées . Les condition s 
ci-dessus déterminen t le s traces c1 ^ = TC± et on en dédui t C± en appliquan t u n opé -
rateur d e relèvement d e traces. Suivan t ce s idées, on introdui t le s notations suivantes . 
En posan t 0 — (0O,0') G  M x E n _ 1, on introdui t le s fonction s 

(10.1.4) h(u+,u-,0) =0O- \(u+,u-,0'), 

(10.1.5) 
f+(u+,0',A) = -eeAU+(u+,0,,-eeA), 

f~(u-, 0', A) = -e eA ET(u~, 0', -e eA) , 

10.1.6; 
/+(u+,u - ,0 ' ) = [u] - K ] i / + ( ^ + , 0 , , M ) , 

/ - (u+,^ - ,0 / ) = [u] - [ u i ] I / - ( u - , e , , [ î i i ] ) . 

On introdui t auss i les fonction s 

(10.1.7) 
h+(w+) =60- X(u+,u+ - f¿(u+,9',A) - C+,6'), 

h~ ( « T ) = $ 0 - X ( u - + f~ (u~ ,0',A) + C-,u-,6') 
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des variables w± = ( M , A , C , 0 ). O n introdui t auss i la fonctio n 

(10.1.8) fa(u+,u-) =  l n ( - [ u i ] / e ) . 

Avec ce s notations, l'équatio n (3.2.6 ) s'écri t 

(10.1.9) ht(u+iA,0,dy9+)=0, 

avec A = WA +  1ZT(O> - wa) défini e e n (3.2.8 ) e t a = fa(Tu+,Tu~). Comm e le s 
conditions d e Rankine-Hugonio t g(u+,u~,6) =  0  impliquen t qu e /¿t(l¿+,l ¿_,0,) =  0 , 
pour le s solution s d e (3.2.4) , l'équatio n (10.1.9 ) es t équivalent e à 

(10.1.10) h+(u+, A,C+,dy$+) = 0 , 

avec C + =  1 I T { C + ) e t c + =  f+(Tu+, Tu~, d'y(j)). Par ailleurs , l a trace d e (10.1.10 ) su r 
le bor d {xn =  0 } es t l'équatio n (3.2.13 ) 

(10.1.11) h{Tur,Tu~,dy(j)) = 0 , 

sous les seule s condition s qu e ll2,Twl^||2a,= 0, a = fa(Tu+^Tu ) . 

Pour démontre r l e théorèm e 10.1. 1 on s e donne (wi , $ i) G  . ^ ( si +  3,T2) . O n not e 
(tio, $o) u n prolongemen t d e (u\, $ i ) su r îî ^i te l qu e [$0 ] =  0  e t 

(10.1.12) <  =  ti o -  Me , $ o =  $ o -  JU,l<<l2,bl |̂|2 son t dan s W2si+6(ftTl) . 

Pour de s fonctions ^  e t ^  vérifian t <<^ùkl=  T ^ - =  6, o n not e 

(10.1.13) 
a = fa(Tu+,Tu-), A = Wa+nT(a-wa), 

c ± - / c ± ( r u + , r W - , ^ ) , w<@ll2,Tll^||2a,vbaa w@ll2,Tlwal^||2a, 

En particulier , o n note ao,c A b Ço, Ccoc et w0 le s quantités associée s a  (uo, $o) - O n 
introduit 

(10.1.14) F  =  / - £ ( i i 0 , V * o H , 0  =  -( /(rî i+,rtio,fl»*o), ,l l2,cxal^| |2a = ~ ^ K ± ) -

Puisque (i/o,$o ) es t solutio n exact e d u problèm e non-linéair e su r Î ÎT2 , e t don c Co 
d'après l a propositio n 5.3.1 , son t nul s pou r t < To. I l e n résult e au e 

(10.1.15Ì F =  0 , G  =  << 0, ff=<0 p o u r £ < T 2 . 

Soit T  te l qu e T  G  [T2,Ti] . L'analys e c i dessu s montr e qu e équation s (3.2.3) . 
(3.2.10) s'écriven t 

(10.1.16) C(u, V $ ) u -  C(u0, V$o)^ o —  F ll2,Tll̂ sur f îy , 

(10.1.17) p ( r ^ + , Tu ,  5 ^) -  0(1X5" , r^0 ,  dy$o) - G <<<^msur CJT, 

(10.1.18) r $ + =  T$ll2,Tll^||2  su r UT, 

et, ave c le s notations (10.1.13 ) 

(10.1.19) 
' h+(w+) - h+(w+) = H+ <<surkk 

h~(w~) - h~{w~) — H~ su r i l ^ . 
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On demand e en outre à u et $ de vérifie r le s conditions dan s le passé (t <T2) : 

( 1 0 . 1 . 2 0 ) u± = u^J * ± = *J p o u r f < r 2 . 

La suit e d u chapitr e 1 0 est consacré à  la résolution de s équations ( 1 0 . 1 . 1 6 ) à 
( 1 0 . 1 . 2 0 ) , e n utilisant u n schéma itérati f d e type Nash-Mose r décri t a u paragraphe 
1 0 . 3 . 

10.2. Opérateur s d e régularisatio n 

Nous définissons maintenant les opérateurs de régularisation qui interviennent dan s 
le schéma itératif. Pou r T G  [T2,Ti] , WQ8(SIT) désign e le sous-espace de W2s(ftT) de s 
fonctions nulle s pou r t < T2 . Ce sous-espace ser a mun i d e la norme habituell e de 
w2s(nT)-

Proposition 10.2.1 (S . Alinhac [Al]) . —  / / existe des opérateurs SQ définis pour tout 

réel 6 > 1  et vérifiant pour tout a et b entiers pairs dans [0 , 2s± +  6 ] , pour tout 

T G  [ T 2 , T i] et pour tout u G  WA ( ^ T ) tes  estimations suivantes 

1 0 . 2 . 1 ) \\Sl(u)\\atT<C\\u\\b,T pou r a < 6 , 
1 0 . 2 . 2 ) IISjMlkr < C0a-b\\u\\b,T pou r a > 6, 

( 1 0 . 2 . 3 ) \\Sî(u) - u\\a,T < C6a-b\\u\\b,T pou r a < 6, 

( 1 0 . 2 . 4 } l l ^ 5 â ( M ) I L , r ^ C ' e o " 6 " 1 I N I ^ Va ' V6 dan s [ 0 , 2 « i + 6 ] , 
( 1 0 . 2 . 5 ) Sl(u)=0 s i £ < T 2 , 

C désigne une constante indépendante de a, b et T. 

Les opérateurs dépenden t d e T, par l'intermédiaire d'opérateur s d e prolongement. 
On ome t d e l'indiquer dan s la notation. L'importan t es t que les constantes son t indé -
pendantes de T. 

L'inconvénient d e la régularisation SQ est qu'elle n e respecte pa s les traces, n i la 
condition d e continuité su r {xn = 0 } . Pou r s > 0 , notons W^8(QT) l'espac e des 
$ G ^ ( ( 1 T ) te l que [*] = 0. 

Proposition 10.2.2.. — // existe des opérateurs S# de W^(Q,T) dans WJJ2*1+6( Î ÎT) > pos­
sédant les propriétés ( 1 0 . 2 . 1 ) à ( 1 0 . 2 . 5 ) pour a et b dans { 2 , . . . , 2si +  6 }. 

Démonstration. —  D'aprè s le lemme 5 . 1 . 1 , l e corollaire 5 . 4 . 2 et la localisation ( 5 . 4 . 3 ) , 
l'opérateur 

( 1 0 . 2 . 6 ) J :$\—> ( J $ ) ± = * ± T  \nT[$] 

est uniformémen t born é d e WQ*(SIT) dan s WQ8(ÙT), pou r tou t s > 1 . L'opérateu r 
Si = JS\ possèd e donc les propriétés ( 1 0 . 2 . 1 ) ( 1 0 . 2 . 2 ) e t ( 1 0 . 2 . 4 ) . D e plus, [J9\ =  0, 
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et l'imag e d e J es t contenu e dan s W^8I+6(QT)- E n outre , s i [* ] =  0 , o n a  J$ = $ 

et don c $  -  5 £ * =  J ( $ -  S £ * ) e t (10.2.3 ) e n résult e lorsqu e $  G Wf(ilT)> • 

On utiliser a auss i de s régularisation s tangentielles . E n désignan t pa r HQ(U>T) l e 
sous-espace de s fonction s u G HS(UJT) telle s qu e w =  0  pou r t < T2, o n construi t 
des opérateur s £ | opéran t d e HQ{UJT) dan s HQ{UT), pou r tou s a  e t 6  entier s dan s 
[0,2si +  6] , e t vérifian t le s propriétés analogue s à  (10.2.1) . . . (10.2.5) . 

D'autre part , o n not e ES(Q,T) l'espac e de s fonction s u G L2{Çtr) telle s qu e dyU G 
L2(HT) pou r \a\ < s , o ù dy désign e un e dérivé e tangentielle . Ce t espac e es t mun i d e 
la norm e 

(10.2.7) Hull** -
\\u\\s,T — \a\<s 

\\dyU\\L2(QT) 

On not e EQ(SIT) C E8(QT) l e sous-espac e de s fonction s u G ES(Q,T) nulle s pou r 
t <  T2 . Alor s le s opérateurs d e régularisatio n tangentiell e S$ — S2 0 ldXn , opèren t d e 
EQ(CIT) dan s EQ(QT), pou r a , 6  dans [0, 2si - f 6] , vérifiant le s propriété s analogue s à 
(10.2.1) . . . (10.2.5 ) pou r le s norme s | | •  \\t9. O n a  d e plu s 

(10.2.8) TS3e(u) = S2e{Tu), 

(10.2.9) ônS3e{u) = Sï(ônu), 

(10.2.10) dnSl(u) = Sl(dnu) 

Enfin, o n note W - ^ Î Î T ) l e sous-espace des fonctions u G W O * ( Î Î T ) telle s qu e dyu G 
VT02s(nT). O n not e 

(10.2.11) \W\\ls,T = \\u\\2s,T +  \\dyU\\2s,T 

la norm e d e ce t espace . 

Lemme 10.2.3. — i) Il existe une constante C telle que pour tout entier s G [0 , Si +  3 ] 
et pour tout T G [T2,Ti], 5 | opèr e d e W02s(ftT) dan s W ^ Î Î T ) 

(10.2.12) l | 5 | ( u ) | | L l r < C t f | N | 2 . , T . 

u,) 7 7 e#zs£ e i /ne constante C telle que pour tout entier s G [0 , Si] et pour tout 
u G W2SI(ÇÎT) on a Vestimation 

(10.2.13) ||Sf (u) - u | | 2 . , r < Cd2s-2si\\u\\2si,T. 

Démonstration. —  S i u G VF2s(fJT) , | \dySl{U)\\2S,T es t major é pa r un e somm e d e 
termes d e l a form e 

A=\\dyd«8ldknSl(u)\\Q,T ave c \a\+p + 2k<2s. 

En commutan t 0^0% à  l'opérateu r 5 | e t e n utilisan t (10.2.2 ) pou r S3 e t le s norme s 
|| •  \\tg, on obtien t 

A < | | 5 ? ( ^ * u ) | | g | + l i T < Ce\\ô^\\\GA\,T <  C 6»||U||2.,T 
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et (10.2.12 ) e n résulte. De même, pou r p + 2k < s < si, 

| | ^ ( 5 | ( u ) - « ) | | * » _ p _ 2 f c = \SU6*d*u)-ô№*u)\\Z_p_2k 

h(Tu+,rvwwùu << hATùùu+^Tu ,dvèù)(v+,v ,dvtb) 
L'estimation (10.2.13 ) e n découle, en sommant su r n et k 

10.3. Descriptio n d u schém a itérati f 

Nous définisson s tou t d'abor d le s linéarisés de s expressions introduite s a u para-
graphe 10.1 . Le linéarisé en (u, V $) d e C(u, V $ ) u, agissan t su r (v,ip), es t noté 

Û{u,V$){v,il)). 

De même , les linéarisés en (Tu+^Tu ,dy(/)) d e g(Tu+,Tu ,dy<t>) et h(Tu+^Tu ,9 ^0) 
sont noté s respectivemen t 

h(Tu+,ru ,<%(/> ) (v+\ v ,9«^) , hATu+^Tu ,dvè)(v+,v ,dvtb). 

Les linéarisé s e n xw w± w= w A , C ± , ^ ) de h+(w+) e t de h* (w ) , sont noté s respecti -
vement 

/ i2f(^+)(v+,a,c,6>), h2(w )(v , a , c ,0 ) . 
On rappell e la structure de s linéarisés de C et g 

Proposition 10.3.1. — i) Le linéarisé £2(u,V<£) est de la forme suivante : 
(10.3.1) 

C2(u, V*) (v ,^) = C(u, V $ )F - h B{u, Vu, V $ )F +  ̂(du®)'1 dn(C(u, V$)u 
où B(u, V u , V $) est Vopérateur de multiplication par une matrice B dont les coeffi­
cients sont des fonctions de (u, V u, V $) et où V désigne la bonne inconnue définie 

par 

(10.3.2) V = v — ip • 
cxw 

^^^v 

ii) Le linéarisé en ( r u + , Tu ,dy(f)) de g(Tu+,Tu ,dy<j)) est Vopérateur 

(10.3.3) gi(ru+ ,Tu~,dy<f))(v+ ,v~,dytf>) = X U { ^ ) - [M(u,dy<i>)v] 

où XU(I/J) est donné par (7.5.2) . 

Nous désignon s par / ^ ( u, V$)V l'opérateu r 

(10.3.4) C1 (u, V$)V =  £ ( u , V$)V +  B(u, V u , V $ )K 

Nous allon s maintenan t défini r l e schéma de résolution. O n reprend le s notations 
de [Hôl] , [Al ] [Al-Gé]. O n se donne 0O >  1  et pour k > 1 , on définit 0k = (0 § + fc)1/2. 
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On note Ak =  Ok+1 - <<Alors, 
(10.3.5) вк < вк+1 et li m вк = +оо, 

k—>00 
(10.3.6) Afc > Afc+i , 
et il existe des constante Ci et C2 telle s que 

(10.3.7) 0 < Ci < 9k 
xwb 

bwa pour tou t k > 0. 

Le schéma itératif est initialise par (u0 , $o)« O n suppose que (i/o , $o), • • • > (^> $v) 
sont connus et vérifient 
(10.3.8) [**] =  0 , 0  < k < v. 

On peut alor s définir 4>k — = T$k .  Pour 0 < fc < i/ — 1 , on note 

(10.3.9) llwa 
^fc+i - Uk 

wwvl 
zdqw $fc+i -  $k 

A, 
0fc = 4>k+l - (f>k 

A, 
wxv;; 

Notant pou r simplifier , 5^ au lieu de 5 ^, on introduit ensuit e les régularisés 
(10.3.10) Uk=UQ + SUuk - UQ), $fc = * o + Sjfe (**-*o). 
Sur le bord, comme [$k~*o] =  0 > la proposition 10.2.2 implique que [Sl($k —$o)] =  0, 
ce qui permet d e définir 
(10.3.11) vxxaaw<@@ùù:;, 

On construi t (uvsss+i, sou s la forme 
(10.3.12) u^+i =11, / + A ^ , h ( T u + , < < ^ ^ r u < % ( / > ) ( = <<<+ A„*„. 
On procède en deux temps. La linéarisation de (10.1.16 ) (10.1.17 ) condui t à  un pro-
blème au x limite s qu i perme t d e déterminer l a bonne inconnue< Vv etw< <\>v, la trace 
supposée dex<<  Ensuite , la linéarisation d e (10.1.19 ) condui t à  des équations pou r 
4 ^ , don t o n doit vérifie r la compatibilité ave c les conditions au bord 
(10.3.13) r<i>+ = r è ; = ^ . 

On défini t alor s 
(10.3.14) h(Tu+,ru ,<% 

@^ùù 

ww<^]@ 
a) Détermination de Vv et <\>v. —  Suivan t [Hôl] , [Al] , [Al-Gé] , et compte tenu de la 
proposition 10.3.1 , la linéarisation de l'équation (10.1.16)(10.1.17) condui t à chercher 
{Vv,<l>v) comm e solution du problème mixte hyperboliqu e linéaire : 

(10.3.15) h(Tu+,ru ,<%(/>) (v+wwa^^ 

(10.3.16) ^^^^w<wc,,,iàà!@@)^ùùk k 
dnuv 

kxart 
— G v. 

(10.3.17) Vv = 0  (pu =0 pour t < T2, 
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où Mv désign e l a matrice M(Tuu,dyT$u). Le s terme s d e sources Fv et Gv s'ob-
tiennent à  partir de s termes d'erreu r e\ e t e\ défini s pou r 0 < k < v — 1 pa r 
(10.3.18) 4 =  A^fc+i, v*jfe+i)tifc+i - C(ukiV*k)uk - AkC^ûk, V ^ ) ( T 4 ) , 

(10.3.19) 
<<n;^Tu+, IX , dy(j)k){TÙ+, -flf(rw2",rnufc,ôy0ib) 

- Af c gi(Tu+,n IX ,  dy(j)k){T, rûf c ,dy<t>k). 

En notan t 

(10.3.20) <x 
k-i 

3=0 

xnk lwa 
k-1 

7=0 
4 

on défini t alor s par récurrence, les termes Fk et Gk pour k < u, 

(10.3.21) F0 = S10(F)Tu+, IX , d G0 = SÌ(G) 

(10.3.22) Fk = Sl(F) - Sl(El) 
fe-i 

^^cf 
Fi Gkf = = S l ( G ) - S l ( E l ) -

k-1 

3=0 
f<q 

On pos e alor s 

(10.3.23) Fu=FJAVi f GU = GJAU. 

Ayant détermin é Vv et Qv on peut défini r su r {xn = 0} les fonctions v^, traces p 
supposées de t i j, par les formules 

(10.3.24) i>t = rv± + j>„r 
fdnut 
^wcvn 

Les fonction s ww< que nous construiron s vérifieron t Tù^ = v^. 

b) Détermination de <!>„. — P a r l inéarisat io n d e la fonction hf, o n détermin e bzoo 
comme l a solution d'un e équat io n l inéair e d u premier ordr e d e la form e 

(10.3.25) X ± ( * ± ) = J T ± surft± , * J = - 0 pour£<T2 , 

où X} son t de s champs d e vecteurs tangentiels . E n outre , nou s voulon s qu e su r 
{xn =  0} , (10.3.13) soi t vérifié , qui implique e n particulier qu e l'on a bien Tùv = vu. 

Le rest e d u paragraphe 10. 3 est consacré à  la définition de s champs X} e t de s 
seconds membre s H*1. Pour rendr e compatibl e le s équations (10.3.25 ) e t la condition 
au bor d (10.3.13) , il suffit qu e les champs Xf aien t la même restrictio n TX2 — TX2 
au bor d et qu e 

(10.3.26) TX} (M = rx2(<j>„) = hu = TH+ = TH-

L'idée es t que la trace d e l'équation (10.1.10 ) pou r Q+ est l'équatio n (10.1.11 ) pou r 
</>, et que l'on doit conserve r cett e propriét é pa r linéarisation. Il est alors naturel , de 
définir à  partir de s fonctions vv et <pv déterminée s à l'étape a), 

(10.3.27) hv = hi(Yv},Yuudy(j)v){v},vu ,dy(j)v), 

où h\ es t le linéarisé d e h. 
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On poursui t l a construction d u côté {xn > 0} , la construction d u côté {xn < 0 } 
étant similaire . L a mis e e n place d'u n schéma d e Nash-Moser pou r le s équation s 
(10.1.19) condui t à  introduire, ave c les notations d u paragraphe 10.1 , pour 0  < k < v, 
(10.3.28) 

(ak = /а(Ги+,ГиЛ), Ak =  Wa +KT(ak - wa), p + = f+p (u+k,д'уФ+, Ak), 
\ 4 =  / + ( г < , г ^ , а ; ^ ) , w+ = « ,А , , т г т ( с + ) , ^ Ф + ) . 

Avec (10.3.10 ) (10.3.11) , o n définit le s expressions régularisée s 
(10.3.29) 

f 3 * = /а(ГЙ+, ТЩ), Âk = Wa + lZT(âk - wa), pl = / + ( û + , d'yW^, Âk), 

\ c + = /+(Гй+,Гщ,д'уфк), Ш + = (й+,Ак,Пт(с1),дуФ+к). 
Pour 0 < к < v — 1 , on introduit ensuit e le s accroissements 
(10.3.30) 

(àk = fl(Tûk)(Tùk), Pt = fl;fà,%*î,AM)(ù+,ffy*i,Kr(àk)), 
{ c+ = tiiTûbdfibKTùbtd'jk), w+ = (й+,Пт(ак),Пт(с+),дуФ+). 

Suivant [Hôl] , [Al] , [Al-Gé] , le schéma itérati f fai t interveni r l e linéarisé d e ht e n wt 
agissant su r w+ — (ù+, Av, C +, dy<&+). Compt e ten u d e (10.3.14), on a Ù+ = /*,($+) 
où 

(10.3.31) Tu+, IX , dy(j)k , dnuv 
xvbb 

D'autre part , l a première étap e a  détermin é <\>t et vj candidat s pou r le s traces de 
<!>+ et ut. Nou s pouvon s don c étendr e le s définitions (10.3.30 ) 
(10.3.32) àv = fl{Tu-u)(Tvv), et = iï(rû-u,dy0u)(vu,dy<j>„) 

et pose r 
(10.3.33) K = K(à„), et =  Tl(ct) 

On voi t alor s qu e la seule inconnu e dan s wt es t 4>+. Cela condui t à  défini r su r fx 
l'opérateur 

(10.3.34) X+(?) = h+(WÏ)(lv(*),Àv,C+,dy9). 

L'opérateur X+2 es t de la forme : 

[10.3.35) Х+(Ф) = $ Ф + 
n-l 

3=1 
] AjiwJdjV + А „ К ) Ф + An+1(£v ) 

où les A,- sont de s fonctions C° ° de leurs argument s e t où l'on a posé : 

(10.3.36) wxl^ùù «+, dy$t, A„, 1ZT(ct), 0„û+, дпФ+, V+, Àv, C+ ) 

Lemme 10.3.2. —  En notant TX% la restriction de X% à {xn =  0} , on < 

(10.3.37) тхЦфи) = hv. 
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Démonstration. —  Le s définitions (10.1.4 ) à  (10.1.7 ) montren t que 
(10.3.38) 

hî(u+,A,C+,e) = h(u+,u-,9) si A = fa(u+,u-) e t C+ =  / + ( « + , u _ , в ' ) . 

I l e n résulte qu e les linéarisés Щ de ht e t h\ d e h vérifien t l a relation 

(10.3.39) ht(w+)(v+,à,è+,è) = hi(u+,u~ ,9)(v+ ,v~ ,в) 

lorsque 

(10.3.40) 
w+ = (u+,ff(Ucc+,u-)c,f+(u+,u-,0'),e). 

à = f1a(u+,u-)(v+,v-), c+ = fç(u+ ,u~ ,6'))(v+ ,v~ ,6'). 

La définitio n (10.3.29 ) impliqu e qu e TAV = ~âv. Ave c la condition d e trace (10.3.11) , 
on a  aussi Tw+ = ( r û ^ â ^ c j , ^ ^ ) . Ave c (10.3.29 ) e t (10.3.32) , on voi t qu e e t 
(à i / ,c j ) vérifien t (10.3.40 ) ave c v± = e t 8 = dy(f)u. I l en résulte que 

(10.3.41) h£(rwt)(v+,àu,c+,dcy<})„) = / i i ( r ^ , S ^ ) ^ , dy<j>v). 

Compte ten u des définitions (10.3.27 ) d e hv et (10.3.24) d e v+, cec i n'est rie n d'autr e 
que (10.3.37) . • 

Nous allon s maintenan t défini r l e second membr e Hv d e (10.3.25). Nou s adapton s 
les formule s d u type (10.3.22 ) pou r le s seconds membres , afi n d e tenir compt e d e l a 
contrainte TH+ = hv. On cherche i ï+ sou s la forme 

(10.3.42) Ht ^Krih^ + Pv. 

avec TJ3V = 0 . L'idée est encore de comparer le s linéarisations de (10.1.10) e t (10.1.11). 
Pour k < v — 1 , on définit 

(10.3.43) hk — Н1(Гии,дуфи)(Хик,дуфи) 

et o n introduit le s termes d'erreu r ek et ek 

(10.3.44) 
' e\ = И(Тик+1,дуфк+1) - к{Гик,дуфк) - Afe h-t{Tuk,dy<i>k){Tùk,dy4>k). 

et = КЫ+i) - hvvtH)Pt = f l ;hi{wi){w+). 

Avec le s équations (10.3.25 ) pou r к < v — 1 , on a donc 

(10.3.45) 
ЫТик+1,дуфк+1) - h(Tuk,dy<i>k) =sî + hk 

hÌ(w++1) - h+(w+) = e\ +ßk + nT(hk) 

où 1  on note 

(10.3.46) hk - Akhk, pk = Д * А . 

Pour к < v, on introduit le s erreurs cumulée s 

(10.3.47) El = 

k-1 

j=0 
4 

vb^ù 
k-1 

j=0 
4 
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Par sommation , on déduit d e (10.3.45) le s égalités : 

(10.3.48) 
h(Yuv,dy$v) - Н{Тио,дуфо) =El + 

wxbb 

k=0 
bwze 

hUw+)-hi(w+) = Ei + 
e<w 

k=0 
дк+Пт{ 

fv-\ 

k=0 
hk). 

I l e n résulte que 

(10.3.49) 
v-l 

k=0 

^w<^ù ùxaa ZT(h{Tuv,dy$v)) + (H-./<EÎ+Kr{ED) 

où 
(10.3.50) H = --ht{w+) +Пт(НГи+,Гий,дуФо))-
Afin d'assurer la convergence du schéma itératif vers la solution du problème (3.2.3) . 
(3.2.10), o n doit avoi r : 

lim ht 
V—ÏOQ 

(wt) = 0 et lim h(Yuv,dv$u) =  0. 

On retrouv e la démarche usuell e pou r le s schémas de Nash-Moser, e n choisissant /?„ 
de sort e que 

aaww]] 
@@MV = Sl{H-EÎ + 1lT{El)). 

Nous pouvon s maintenan t procéde r à  la définition de s second s membre s Hu. Ave c 
les notation s (10.3.44 ) (10.3.47 ) e t (10.3.50) , on définit l a suite f3k par récurrence en 
posant : 

(10.3.51) 

f A) = o , 

(3k = SUH)-SW<<3k(Ei-nT(El))-
k-l 

3=0 

VW< pour 1  < к < v. 

Enfin, e n posant $u = /3U/'Av o n définit Hu par (10.3.42). 

Lemme 10.3.3.. —  i) H =  0  pour t <  T 2 et Y H = 0  sur UÛTX • 

ii) Pour tout entier k tel que 0 < k < v on a 

(10.3.52) i3k = 0 , Hk = 0  pou r t < T2 

(10.3.53) T(0k) = Q su r uT 

Démonstration. —  Comm e (uo,$o ) es t solution exact e d u problème su r ÇIT2 ON A 

ht(wo) —  0 sur ^ T2 E T h(Tuo^dy(l)o) = 0  sur UJT2. L a proposition 5.3. 1 impliqu e alor s 
que H =  0  sur f ^. D'autr e part , (10.3.28 ) e t (10.3.38 ) impliquen t qu e pour k < v, 

(10.3.54) ht(rwi) = h(ruk,dy<l>k). 

Pour k = 0 , cela implique qu e Y H =  0. 
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Comme (uv, $M) =  (г ¿o, $o) es t solutio n exact e d u problème , o n a aussi 

(10.3.55) 4  =  0 , e\ = 0  pou r 0<k<v-l e t pour t < T2 , 

d'où El = E% = 0  pour t < T 2 et k < o n a de même, hk =  0  sur U;T2- Ave c les 
propositions 5.3.1 . e t 10.2.1 , o n e n dédui t (10.3.52) . 

D'autre part , (10.3.29) , (10.3.30 ) e t (10.3.39 ) impliquen t qu e pou r k < v -  1 , 

(10.3.56) 4 ( n ï J + ) ( r t ô + ) =  M ^ A ^ X ™ * , ^ * ) -

On e n dédui t qu e 

(10.3.57) Tel =  4  P°u r k<v-l e t TEk =  £ f pou r fe < i/. 

Avec (10.2.8) , i l en résulte qu e T(E% - KT(El)) = 0 . Comme YH =  0 , on voi t alor s 
que 

r/îfc =  -
/e-l 

J=0 
WXVN 

Comme /? 0 = 0 , il en résult e qu e Tfik =  0  pour tou t k. • 

Avec iJ ^ défin i par (10.3.42), o n détermin e <ï> + en résolvan t l'équatio n 

(10.3.58) x£Qt=Hu, $t = 0 p o u r £ < T 2 . 

Compte ten u de s lemmes 10.3. 2 et 10.3.3, la trace r $+ et (j)v vérifient l a même équa -
tion d e transport (TX^)^ = hv et sont nulle s pou r i  <  T2 . O n en déduit don c que 
r è + =  4>v. 

On procèd e d e la même faço n pou r construir e <I> ~ su r Q,^ et on définit ùv par 
(10.3.14) pui s ( i^+i^^+i ) pa r le s formules (10.3.12) . 

10.4. Estimation s douce s 

Le bu t d e ce paragraphe es t d'obteni r de s estimation s pou r CùCv et Qv La première 
étape consiste à obtenir de s estimations pou r C {CVv, L e système linéaire (10.3.15). . . 
(10.3.17) es t de la forme 

(10.4.1) C1{u,V*)V = F 

(10.4.2) хи(ф)-[м(и,дуф)У]-FF@<<<<ф М(и,дуф) 
WX@ 

@< 
= G 

(10.4.3) V - F - 0, ^  =  G  = 0  pou r t < T2 

En rappelan t qu e (uo,*o ) €  W28I+6(ÌÌT1)Ì on suppose qu e pou r u n s G  [SQ,SI] e t 
pour u n T G  lTo,T i l, 

(10.4.4) 
f ( t i - i i 0 , * - * o) €  W 2'+4(fiT), 
^u = u0, $  =  $ 0 pou r t < T2 . 

@W<§%Pt = fl;fà,%*î 
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La second e étape consiste à obtenir de s estimations pou r $ u en résolvant l'équatio n 
10.3.25). En introduisant le s notations 

(10.4.5) 
Pt = fl;fà,%*îddds A = Wa+hnT(a-wa)1 

c = /c(ru+ ,Tu ,dv<t>), w = {u,A,KT{c),dy§), 

(10.4.6) 
v = TV + *pr(dnu/dn$), 

c = fí(ru,dyt)(rv,dyr*) 
à = f1a(Tu)(v), 

on voi t qu e l'équatio n (10.3.25 ) es t de la forme 

(10.4.7) sw<@à 
n-l 

¿=1 
Aj(w)dj^ -\- An(w) 

dnu 
dn(t> 

$ = H = 11T(H1) + H2 + H3 

où if3 = Hi = hi(Tu,dy(j))(v,dyip) e t où le terme H2 est d e la forme 

(10.4.8) H2 = l1[w)V + l2{w)KT(à) +  < 3 ( « ) ) K T ( C ) , 

les £j étant de s fonctio n régulière s de leurs-arguments. O n note qu e H dépen d d e la 
solution (V,ÎJJ) d e (10.4.1) . .. (10.4.3 ) pa r l'intermédiaire de s fonction s (v,à,c) défi -
nies en (10.4.6). O n suppose qu e I/J est solution de l'équation obtenu e e n prenant la 
restriction d e (10.4.7) à  {xn — 0}. On a donc 

(10.4.9) w<<@Pt = fl;fà,%*î 

Proposition 10.4.1. —  II existe des constantes positives CQ, Jo, M\ et T[ G  ]T2,Ti] 
telles que pour tout (u, 3>) vérifiant (10.4.4 ) avec T G  }T2,T[] ainsi que la condition 

Ü0.4.10) 11̂  - ^o ||î,r +  I I * - *o |l4,r <  Af i, 
la solution (V,ip) de (10 .4 .1 ) . .. (10.4.3) vérifie pour tout 7  > 7o l'estimation 

(10.4.11) 
7ll^||2s,7,T +  71/ 2 \FV\2S^T +  71/ 2 I V W i / y . T 

< C0{\\F\\2s^T +  71/ 2 |G|2S,7 , T +  K0(T) KiÇT)} 

où l'on a posé 

(10.4.12) 
Ko{T) =  ||F ||2fT + ||v||;> T + M Î î T +  |G|;>T , 

Kl(T) = |M |2s+4,7,T + ||*||2a+4l7,T . 

Démonstration. —  E n posant F' = F - BV e t G' — G + tp[M(u1dy(f))(driu/dn^)], 
on voi t qu e (V, ^ , F ' , G ') vérifi e l e système différentie l (8.4.9 ) e t le théorème 8.4.2 
fournit le s estimations conormales . Il existe don c de s constante s positive s C0 , 7G , M\ 
et T[ G  ]T2,Ti] telle s qu e pou r T G  ]T2,T{] e t 7 > 70 on ait : 

(10.4.13) A W , 7 , T ) e < C J | | F P̂ t = f<<<kPt = fl;fà,%<<w^^ù*$vceettx<<^^<< 

où N ( V , ^ , 7 , T ) , K0(T) e t X { ( T) sont donné s respectivemen t pa r (8.4.11), (8.4.11 ) 
ou (10.4.12 ) e t par (8.4.13). D'aprè s le lemme 7.2.2 , et sa définition (7.2.7) , le terme 
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Tb qu i entr e dan s K[(T) s'estim e pa r 

|r&|2,F7,T <  Ci{|ru|2s,7,T + |r*|2,+il7,T} . 

et ave c l e lemm e 5 . 1 . 1 on voi t alor s qu e 

( 1 0 . 4 . 1 4 ) K[(T)<C2K1(T). 

D'ANTRE NART. ON A 

l i n k e r < \ \ F \ \ \ S , , , t + C{||V||*,i7iT + ||V |3>rKi(T)}, 

\G'\2s,y,T < |G|2.l7,r + C{ | V |2S)7 ,T +  MS.T Ki(T)}. 

En reportan t ce s estimations dan s ( 1 0 . 4 . 1 3 ) , i l vien t 

( 1 0 . 4 . 1 5 ) 
N(V,1>,<Y,T) < Cl ||F ||L,7)T + \\Vh.„,T 

+ 71/ 2 |G|2S)7 , T +  71/ 2 |^|2.,7,r +  K0(T) Jf i (T) | 

On estim e ensuite les dérivées normales en revenant à  l'équation ( 1 0 . 4 . 1 ) . O n rappell e 
que dan s c e paragraphe , e > 0 est fixé  e t que le s constante s peuven t dépendr e d e e. 
Le bor d étan t no n caractéristique , o n a 

( 1 0 . 4 . 1 6 ) l\\dnV\\2s-2n,T < c{||F'||2,i7,r +  \\V\\2.,J,t + K{T) K'{{T)) 

où l'o n a  posé : 

( 1 0 . 4 . 1 7 ) 
K(T) = ||F '||S,r + ||V||îtT, 

K'{(T) =  7{||«||2.-2,7,r + ||*||2.,7,r + ||6||2.-2,7,r} 

En utilisan t l'expressio n d e b donnée pa r ( 7 . 2 . 7 ) o n voi t qu e 

iiî>ii2S-2,7,T <  c{ i r« |2 ,_ i ,7 ,T +  imi2.,7,T + p ; * i i 2 S , 7 , T ) 

On e n dédui t qu e 

( 1 0 . 4 . 1 8 ) K'0(T) < K0(T) K'¡{T) < Kî(T). 

D'autre part , o n a 

(10.4.19) HH2.,7>T <  ll ^ll2.,7,T + C{\\V\\i8„,T + \WWlr K^T)} 

En reportan t ce s estimations dan s ( 1 0 . 4 . 1 6 ) , o n obtien t : 

( 1 0 . 4 . 2 0 ) l\\dnVha-2„,T < C{\\F\\28„,T +  | |V | |2S ,7 , T +  K0(T) KX(T)} 

En somman t le s deu x estimation s ( 1 0 . 4 . 1 5 ) e t ( 1 0 . 4 . 2 0 ) e t e n prenan t 7  assez grand , 
les termes ||V||2SJ7J T e t 7 1/'2|r^R|2S,7,T situé s à droite , sont absorbé s par l e membre d e 
gauche, e t l a propositio n 1 0 . 4 . 1 e n résulte . • 
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Les constantes M\ e t T[ étan t fixées  comme indiqué dans l'énoncé d e la proposition 
10.4.1, nou s allons maintenant établi r un e estimation de  ^ dan s l'espace WI8(QT) dé -
fini a u paragraphe 10.2 . On utilise le lemme suivant qu i est une conséquence immédiat e 
du lemm e 9.4.2 . 

Lemme 10.4.2. —  i l existe une fonction C(- ) telle que pour G  W1,oc(riT) H 
W2s(nT) etwe W^iilr) H  W2s(nT) vérifiant 

(10.4.21) ^ww@ 
n- l 

^^à 
Ai(ii;)ôi* + An(ti;)* = F, ^ =  F =  0 pour  t <  T2 

on a  vour y > 1 Vestimation : 

(10.4.22) 7 l l * l k 7 , T <  C (M) {||F||2Sï7fT +  lkH2,Tll*ll2.,7, T +  I M I S / T I N ^ T } 

où M est tel que \\W\\Q t < M. 

Proposition 10.4.3. —  / / existe des constantes positives sCci et 71 telles que pour (u, $ ) 
vérifiant (10.4.4 ) avec T G  J T ^ T /] ainsi que la condition (10 .4 .10 ) , alors pour tout 
7 >  7 1 et pour toute solution \I> solution de (10 .4 .7 ), on a Vestimation suivante : 

10.4.23) 
7 l l * l l L , 7 , T <  Ci ||ff3||L,7,T + l|V||2.+2f7.T 

+ | V | 2 . + 1 , 7 | T +  M2S+2,7, T +  K{T) Ki (T ) \ 

où où Ki(T) est défini en (10.4.12 ) et 

(10.4.24) K(T) =  | | * | | Ï , T +  l |V||3tT 4- W*hT + \v\XT. 

Démonstration. —  Étan t donn é que w = (u , A, T^T(C), dy$) et A = Wa-\-7lT(a — wa), 
l'hypothèse (10.4.10 ) entraîn e qu e \\w\\$ T est majoré par un e constante qu i ne dépen d 
que d e M\. E n appliquant l e lemme 10.4. 2 à  l'équatio n (10.4.7) , o n obtient tou t 
d'abord : 

IO.4.25; 
7 l l * l k 7 , r <  C(Mi){\\KT(Hi)\\2s^T +  | | # 3 | k 7 , T +  Whs^T 

+ | | * l k 7 , T +  M 2 , - 1 , 7 , T + |</>k7, T +  K'Q{T) Ki(T)} 

En dérivan t ensuit e l'équatio n (10.4.7) , o n voi t qu e 0 := dy^ vérifi e l'équatio n 

(10.4.26) dt0 + 
n- l 

3=1 

L 

А3{уо)д3в + А 
xw 

дпф 
•9 = F 

avec 

(10.4.27) F = дуПтШ + дуН2 + дуЩ + dy(£(w))ffy* +  ôy (лп (w ) 
à]@ 
дпф' 

Ф 
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où t désign e un e fonctio n régulièr e de w. Le lemme 10.4. 2 impliqu e qu e 

7l|dy*||2s,7,x <  C(M1){\\dynT(H1)\\2sn<T + \\dyH3\\2s^T + \\V\\2s+2^T 
(10.4.28) 1 

+ ll*llL,7,T + M2.+L,7,R +  M2.+2,7,T +  K(T) Ki(T)\. 

Comme Hi = 0  pour t < T2 , le corollaire 5.4. 2 impliqu e qu e 

\\dy1lT(Hi)\\2s,j,T < C |ifl |2s,7,T-

On e n déduit : 

(10.4.29) I I ^ T № ) | | L , 7 , T <  c{\v\y2s^T + vww|̂ y|2.+<<̂ Î,7,T + K<<№F),;;K1(T)}. 

En somman t le s inégalités (10.4.25 ) (10.4.28 ) e t en tenant compt e d e (10.4.29) , on 
obtient l'estimatio n (10.4.23) . • 

On introdui t maintenan t 

(10.4.30) v = V + * 
dnu 
vvb] 

de sort e qu e Tv = v. 

Proposition 10.4.4. —  / / existe des constantes positives CQ, 70 , M\ et T[ G  ]T2,Ti ] 
telles que pour tout {u,$) vérifiant (10.4.4 ) avec T G  ]T2^T[] ainsi que la condition 
(10.4.10), pour tout (V,i/>) solution de (10 .4 .1 ) . . . (10.4.3), pour tout \I > solution de 
(10.4.7) vérifiant (10.4.9) , on a pour tout 7  > 7o 
(10.4.31) 

7 l N 2 * , 7 , T +  7ll *llLF7,T +  71/ 2 |rïï|2S+2,7,T +  71/ 2 | r * | 2 S + 3 , 7 , T 

< C 0 { | | F | | 2 S + 2 , 7 , T +  7 1 / 2 |G |2S+2 ,7 , T +  I№HL,7,T +  K0(T) i ^ i ( T ) } , 

où Von a posé : 

K0(T) = \\F\\y + \G\lT + \\v\\lT + Wntr + | r * l î l T +  « . R , 
(10 4 32) 

^l(T) =  | | « | | 2 . + 6 , 7 , T +  | |* | |2 .+6 ,7 ,T. 

Démonstration. —  O n écrit l'inégalit é (10.4.11 ) ave c s remplac é pa r s + 1 , puis on 
ajoute l'estimatio n (10.4.23) . Pou r 7  asse z grand , on obtien t alor s : 
(10.4.33) 

7lM|2s+2,7,T + 7ll *llL,7,T + 7V 2 \rV\2s+2n,T + 71/ 2 | r * | 2 S + 3 > 7 , T < 

c{\\F\\2s+2,y,T + 7 1 / 2 |G|2S+2>7, T +  l№llL,7,T + | r t W i , 7 > T +  K(T) K^T)} 

où Ki{T) es t donné par (10.4.32) et 

(10.4.34) K'0{T) = ||F ||3>r + |G |5>X + ||V||S, r +  | | * | | Î , T +  | r * | ï > T +  |r«|S,r . 

ASTÉRISQUE 268 



10.4. E S T I M A T I O N S DOUCES 147 

Par ailleurs , on a 
(10.4.35) 

Wvhs^T < \\V\\2,„,T +  C { | | * | | 2 . , 7 , T +  K(T){\\u\\2s+2^T +  | |$| |2S+2,7,T}} , 

10.4.36) 
\TV\2S+2^T < |IV|2,+ 2 ~ T + Ci |r*|2i+2l7l r 

+ K'0(T){\r(dnu)\2a+2„tT +  |r (<9n$)|2s+2,7,T}} 

On voi t alor s que le membre d e gauche de (10.4.31) es t majoré par 

C { | | F | | 2 S + 2 , 7 ) T +  7 1 / 2 |G |2S+2 ,7 , T + II#3||L,7,T + M 2 S + I , 7 , T +  K{T) K^T)). 

Dans KQ(T) on majore l e terme ||V||£) T pa r : 

I | V | I 3 , T < « , T +  C | I * I I S , T . 

Alors, en prenan t 7 asse z grand , le terme |rî;|2s+i,7, T situ é à droite es t absorbé par 
le membr e d e gauche et la proposition 10.4. 4 e n résulte. • 

Nous appliquon s le s estimations ci-dessu s au x fonctions donnée s pa r le schéma 
itératif décri t a u paragraphe 10.3 . O n note Uv = (ii v, Ô> v,Y ii „,<!>,,) e t 

(10.4.37) | |¿MkT = IKI|2s,T + HML .T +  |rú„|2*+2,T + |<M2s +3,T 

Proposition 10.4.5. — // existe des constantes positives CQ, M\ et T" G ]T2,T{] telles 
que si, pour unT G ]T2,T"], (üu,$u) vérifie la condition : 

(10.4.38) \\UV - U0\\IT +  II* " ~ *O | |4> <  Mi 
on a alors Vestimation : 

(10.4.39) \\ÙU\\2S,T<C0[\\FU ||2s+2, T +  \GU\2S+2,T + HÂ/HÎLT 
+ K0(T)K1(T)}, 

avec 
/ m A Ans Í K ° ( T ) =Pt = fl;fà,%* + \GV\l,T + IMIs .T + l l * ,H5 ,T +  |r¿^IS,T + I ^ I Î . T . 
(10.4.40) <  _ 

( K^T) = | |Ü„ | |2H-6 ,7 ,T + | | * „ | |2S+6>7 ,T -
Démonstration. —  La proposition 10.4. 4 impliqu e qu e pour 7  > j0, on a 
(10.4.41) 

N(ÙV, * „ , TÙV, * „, 7, T) < C0 { H H2H-2.7 .T + 71/2 \GV\2s+2,i,T 

+ \\M\.„,T + KO{T)K1(T)\, 

où KQ(T) et Ki(T) son t donné s pa r (10.4.40). O n fixe  maintenan t 7 = jQ et T" = 
inf (T /, I /70). La proposition résult e alor s de (10.4.41) e t des estimations suivante s :  il 
existe des constantes positives Ci et C2, indépendantes d e 7 et T telles que si <  1, 
on a pour tou t u G WQS(QT) e t tout v G HQ(U>T), 

c f i | H | 2 a , T < I H k 7 T < C 2 l H k T , 

Cl\v\8,T < M « , 7 , T <  í?2|w|a,T. • 
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10.5. Hypothès e d e récurrenc e 

On s e donne maintenan t u n entie r pair , not é a , tel que 2so < a < 2si e t un para-
mètre S > 0 . Pour u n entier v > 1  nous noteron s {HV,T) l'hypothès e d e récurrence 
suivante 

(10.5.1) Vf c € {0,..., i/ - 1} , Va G {s0, • • •, * i}, 11*7*11 2 , ,T <  S02ks~a-\ 

(10.5.2) 
Vfc G  { 0 , . . . , v - 1} , y s G  { s 0 , . . . , « i -  1},Pt = fl;fà,%*î V * * ) "* -  / | | 2 , , T <  ^ S ~ A + 1 • 

Rappelons qu e =  (# o + ^)1^2 . L'hypothès e d e récurrence fai t interveni r quatr e 
paramètres :  <5, Oo, a et T. Le paramètre ô sera fix é e n premier e t les trois autre s 
seront fixés  au paragraphe 10.7 . 

Dans c e paragraphe, on compare le s suites uk, à  leurs régularisée s ûk, 

Lemme 10.5.1. —  Pour a entier pair tel que 2so < a < 2s\ et sous l'hypothèse de 
récurrence {Hu, T), on a pour 0  < k < v les estimations suivantes : 

(10.5.3) 
(10.5.4) 
(10.5.5) 
(10.5.6) 

\\Uk - UO\\2S,T < S pour s0 < s < (a - 2 ) / 2 , 

\\Uk-Uo\\a+2,T<Ö6l 

\\Uk-uo\\2s,T <ö6^s~a>)++1 pour S0<S<Si, 

\\Uk - U0\\2S,T < S 02ks~a pour (a + 2 ) /2 <  s < Sl. 

Démonstration. — (cf. [Al]) . O n décompose Uk — UQ SOUS  la forme : 

10.5.7) Uk-u0 = 
k-1 

p=0 
Up+i — Up — 

k-1 

p=0 
APÙP. 

Avec (10.5.1) , on obtient : 

(10.5.8) ww<@]==vvn,lmm 
ww<^$$^@@:!ùù 

k-1 

p=0 

(û Û \ cfis—oc — 1 
\Pp+l - Vp)Vp 

et l e lemme e n résulte. • 

Corollaire 10.5.2. —  Pour a entier pair tel que 2s 0 < a < 2si et sous l'hypothèse de 
récurrence (HV,T), on a pour 0  < k < v les estimations suivantes : 

(10.5.9) 
(10.5.10) 
(10.5.11) 
(10.5.12) 
(10.5.13) 
(10.5.14) 

\\uk - ûk\\2s,T < CSe2ks-a ^s G {s0,..., A I } , 

I I * * -  * * I | 2 . , T <  cse2ks-a v * G {s0,..., 

I I * * - * * I I L , T <  CS02ks+2-a \/s G {so,..., *i} > 
\Tuk - r^|2s, T <  CÔ02ks+2-a y s G {so,..., 5 l + 1}, 

\(j>k - fa\2s,T < C662ks+2-a V s G {so,. . . , Si + 1}, 
\dy(t>k - dy4*k \28tT < C S 02ks+2~a V s G {so,..., 5 i + 1} 
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Démonstrat ion . —  O n écri t uk — uk sou s la forme :  uk — uk = uk — u0 - Sl(uk — u0). 
La propositio n 10.2. 1 et (10.5.6) , donnen t alor s l'estimatio n 

I N -  *k\\2s,T < co2k8-2s' IK -  wol |2AI,T <  ce2^-*, 

ce qui prouv e (10.5.9) . Le s autre s estimation s s e démontrent d e façon analogue . • 

Le paramètr e ô est maintenan t fix é pa r le résultat suivant , o ù les constantes M\ e t 
T" son t donnée s pa r l a proposition 10.4.5 . 

Lemme 10.5.3. —  Il existe 5 > 0  tel que si 2SQ +  1 0 < a < 2s± — 2 et si {HV,T) 
est vérifiée pour unT G  ]T2,T"], alorsb,bb$ vérifie la condition (10.4.38) , c'est-à-
dire : 

||Û„ "  U0\\IT +  ||* „ -  *o||4 ,T <  M l ' 

Démonstration. —  E n remarquan t qu e 2so 4- 8 >  n/2 +  10 , on dédui t d u lemm e 4.2. 2 
appliqué ave c 7 = 1  et k — 4 que 

(10.5.15) \\ûv -  Wo||4 ,T + I I * " "  *0||4 ,T <  C l T {llû" " W0||2S0+8,T + I I * " -  *O ||2so+8,T} 

Ensuite, d'aprè s (10.2.3 ) e t (10.3.10) , o n a 

(10.5.16; \\UV ~ ̂ o||2so4-8, T <  C\\uv ~ ̂ o||2So+8,T 

Par hypothèse , o n a  2s0 + 8  < a — 2 et il résulte de (10.5.3) que 

(10.5.17) ll̂ i, - W0||2s0+8, T <  S. 

On procèd e d e mêm e pou r $ u et on voi t qu'i l exist e un e constant e C2 tell e qu e : 

(10.5.18) \ K - UQWIT +  I I * " " *oli:, T <  C2TÔ. 

On choisi t alor s ô tel qu e : 

(10.5.19) C2T{' S = M1 

et l e lemme suit . • 

Dans tout e l a suite, le paramètre S est fixé pa r (10.5.19). A u paragraphe suivan t 
nous donnon s de s estimation s pou r le s terme s d'erreu r e t pour le s terme s F^, Gv et 
$„. O n déduit alor s d e la proposition 10.4. 5 un e nouvelle estimatio n d e ||Ï /z,||2S,T-
Enfin, a u paragraph e 10. 7 nous fixerons le s autres paramètre s #o , ot et T d e sort e qu e 
(HV,T) impliqu e (Huj+i,T) e t que (Hi,T) soi t vraie . 

Remarque 10.5.4. —  Pou r démontre r (Hu+i,T) o n utilis e l'estimatio n (10.4.39 ) pou r 
tout le s entiers s G {so,..., s i } . Cett e estimatio n fai t interveni r l'expressio n K\(T) = 
| |^I / | |2*+6,T +  | | * I / | |2 *+6 ,T situé e dan s le membre d e droite. I l est don c nécessair e qu e 
les terme s régularisé s ûv, défini s pa r (10.3.10) soien t d e régularité 2s\ + 6 . C'es t 
pourquoi nous avons supposé au paragraphe 10. 1 que u'0 et $'0 sont dans W2si+6(fiTi )• 
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10 .6 . E s t i m a t i o n s d e Fv, Gv e t fiv 

Dans c e paragraphe, nou s supposeron s qu e T G ]T2,T"] e t que {HU,T) es t vraie . 

a) Estimation de ||i^||2s+2 ,T. —  O n déduit d e (10.3.21 ) e t (10.3.22 ) le s formules 
suivantes 

10.6.1) F0 =  Sl{F), F, = Sl(F) - SKsl) - S*(F) 

et pou r k > 2 

10.6.2 Fk = 
Afc-i r 

A , 
1 

ww@ 
{$1 ~ Sl-i) (F)-

1 
Afc_i 

: ^ - 5 j _ i ) ( ^ _ i ) - 5 i ( é l - i ) ] -

Le term e e\ es t défin i pa r (10.3.18) . 
En faisan t interveni r l e linéarisé comple t £2(u , V $ ) ( v, -0), nou s écrivons , comm e 

dans [Al] , 4 -  ( 4 ) ' +  (4)" , ave c 

f ( 4 ) ' =  Awfc +i,V*fc+i)wife+i -£(tifc ,V*jb)Mfc -£2(ûife,V*fc)(Aifciiifc,Afc*fc) , 

\ ( 4 ) " -  ( A Â ) ( 3 Â ) " 1 dn (Aû*, v*fc)ûfc) . 

En outre , ( 4 ) ' =  4 , i +  4, 2 o u 4 , i es t l'erreur d e substitution e t e\ 2  l'erreu r qua -
dratique habituell e d u schém a d e Newto n : 

4 , i =  [ £ 2 ( ^ , V ^ ) - £ 2 ( ^ , V $ f c ) ] ( A ^ , A ^ f c ) , 

4 , i = C(uk+i,V$k+i)uk+\ ~ C{uk,V<bk)uk - £2(uk,\7$k){Akùk,Ak$k) 

En procédan t exactemen t comm e dan s [Al] , c'es t à  dire e n estimant successivemen t 
4 i ' 4  2 ' ( 4 ) " à  l'aid e d e la proposition 10.2.1 , d u lemme 10.5. 1 e t du corollaire 
10.5.2, o n obtien t l'estimatio n suivante . 

Proposition 10.6.1. —  Pour a entier pair tel que 2so + 1 0 <  a < 2s± — 2, on a, pour 
tout k G { 0 , . . ., v — 1} et pour tout s G {so, ..., s\ — 1}, 

(10.6.3) \e\\\2s,T<C8Ake2ks«+2s^-2«. 

Nous allon s maintenan t démontre r : 

Proposition 10.6.2. — Pour a entier pair tel que 

2s0 + 1 0 < a < min{2s ! -  2 , s0 + « i + 1} . 

on a pour tout s G {SQ, . . ., s\} 

(10.6.4) I I^I |2.+2,T <  C{el8^-2^\\F\\2SUT + 88ls°+2s+7-2«\. 

Démonstration. —  Pou r s G { s o , . . . , s i -  1} , (10.6.3 ) e t la proposition 10.2. 1 im -
pliquent qu e 

(io.6.5) \\sl(£Ï)h.+2,T < csa„ els°+2s+7-2a. 

ASTÉRISQUE 26 8 



10.6. ESTIMATIONS D E Fv, Gv ET 0V 151 

En prenan t a te l que a < SQ + si +  1 , on obtient ensuit e 

(10.6.7) n^-iii2S1-2,T<C(5eo+2si+4"2a. 

En utilisan t l a proposition 10.2.1 , o n en déduit qu e pour tou t s € {so,..., s i } 

(10.6.8) 1 
<^^,,k 

{si - s i . M . j w ^ r < c<je°+2s+7-2a-

Pour s 6 {SQ, •. •, s i }, o n obtient d e même : 

(10.6.9) 1 
ww@m ( 5 i - # - i ) ( F ) | L + 2 T <  C||F||2si,Te+1-28 1 

L'estimation (10.6.4 ) résult e alor s de (10.6.2) e t des estimation s ci-dessus . 

b) Estimation de \GU\2S+2,T- —  O n procède exactement comm e ci dessus et on abou-
tit au x estimations suivantes . 

Proposition 10.6.3. —  i) Pour a entier pair tel que 2s$ + 10 < a < 2s\ — 2, on a pour 
k G  {0,. . .x, xxxxv - 1 } et s G {s0 ffjxx<<, 

(10.6.10) \el\2.,T<CSAk ^o+2.+2-2 a 

ii) Pour a entier pair tel que 2SQ + 10 < a < min{2s i —  2, SQ + si + 1}, on a pour 
s 6  {s0,... ,8i}, 

(10.6.11) \Guhs+2,T < c\6ls+1-2*i\G\2si,T + seîs°+2°+4-2a 

c) Estimation de \\$V\\28T- —  ®N es^inie d'abor d le s erreurs e\ et e\. 

Lemme 10.6.4. —  Pour a entier pair tel que 2s0 + 10 < a < 2« i — 2, k G {0 , 
et s G {so, • • •  5  si}> on a 1>es estimations 

(10.6.12) \\si\\2ST<CÔAk ^o+2.+4-2 a 

(10.6.13) \el\2SiT<CÔAk ^o+2s+2-2 a 

Démonstration. —  Le terme e\ est défini par (10.3.44) e t s'écrit sou s la forme e\ = 

4,i +  4,2avec 

f 4, 1 = (h2(wk) - h2(wk))(Akwk), 

[ £k,2 = h*(wk+1) - K(wk) - h2(wk)(Akwk). 

Nous remarquon s ensuit e qu e e\ x est une somme de termes de la forme : 

(10.6.14) A = Ak £{wklwk - wk) • (wk -wk).wk 

où 
wk = {uk,Ak,KT(ck),dy$k) 

wk = (ûk,Âk,KT(ck)idy$k) 

wk = (ùk,KT(àk),nT(ck),dy$k 

avec Ak = Wa + UT(ak - wa) 

avec Ak = Wa+ Tlr(ak - wa) 
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Le term e e\ 2 est une somme d e termes d e la forme : 

(10.6.15) B = Ak£(wk,wk -wk) • (Akwk).wk 

On obtien t (10.6.12 ) e n majorant le s termes A et B ci-dessu s e n utilisant pou r s G 
{ s o , . . . , s i } , le s majorations suivante s qu i résultent d e la proposition 10.2.1 , du lemme 
10.5.1 et du corollaire 10.5. 2 : 

\\wk-wk\\2s,T<C602k8+3-a, 

\\wkhs,T<côels-«, 

I K I k r < C i + C 2 i S ^ 2 - a ) + + 1 . 

Le term e e\ défin i pa r : 

4 =h(ruk+1,dy<j>k+i) -h{Tuk,dy(f)k) - hi{Tûk,dy<j)k)(AkTùk, Akdy<j)k) 

est de la même form e qu e e\ et (10.6.13) s'obtien t d e façon similaire . • 

Nous estimon s maintenan t le s $u = f3u/Av donné s pa r (10.3.51) . 

Proposition 10.6.5. —  Pour a entier pair tel que 

2s0 + 10 < a < min{2s i -  2 , s0 + «i + 1}, 

pour tout s G {so, • • •>$!} et pour tout u, on a l'estimation 

(10.6.16) Wu\\\s,T < c{e~2SlH^I |2Sl,T + ô$lS°+2s+5-2a}. 

Démonstration. —  O n déduit d e (10.3.51), les formules suivante s 

(10.6.17) A , = 0, 0!= Sf(H) - Sf(Et - TlT{El)), 

et pou r k > 2 
(10.6.18) 

& = (Si - 5 2 _ i ) W -  (Si - 5fe3_i)(^4- i -  TIT(EU)) -  S £ ( 4 - i -  fcrtà-i))-

On dédui t de s inégalité s (10.6.12 ) (10.6.13 ) e t du lemm e 10.2. 3 que 

(10.6.19) 
f \\Sl(sU)\\\s,T < CÔAk ^o+2S+5-2a ; 

l l|S2(ftr(eLl))ll2., T < CSAk ^•o+2-+3-2a ) 

ce qui permet d'estime r l e dernier term e d e (10.6.18). On a de même 

(10.6.20) 

l|^4-1||2si,r<C^2!!'1+2si+5-2«, 

|^3_1|2si-i,T<C^2i»1+2si+3-2a 

,2s0 + 1f0 < a < wtn{2si - 2, s0 +jv 

Pour estime r (S f — S'|_1)(£?|_1 —  7?/r (^f_ i )) nou s utilison s l e lemme suivan t : 

ASTÉRISQUE 26 8 



10.7. PREUV E DU THÉORÈME 10.1.1 153 

Lemme 10.6.6. —  Pour tout u G  WQSI (SÌT) & pour tout s G {s0,..., S\}, on a l'esti­
mation 

(10.6.21) | | ( 5 | -  5 , 3 _ I H L , T <  C A M 6ls-2s> \\u\\2auT 

Avec (10.6.20) , ce lemme implique que 
1 

oocb,< 
(SÌ - H N @ ^ ^ S I ^ E t , - « r ( ^ _ i ) ) i i ; . , r <  c¿^o+2s+5_2a-

Le lemme 10.6.6 impliqu e auss i que 

1 
xw@ 

(SI - SLJWWIT WXC< P P C E F - 2 ^ \ \H\\2TLTTKÙÙ 

En reportan t ce s estimations dan s l a formul e (10.6.18 ) o n obtient l'estimatio n 
(10.6.16). 

Démonstration du lemme 10.6.2. — O n estime d'abor d l e terme 

/ = l |0„(s2-s2_i)«ll2.,r 

qui es t la somme de s termes 

J = \\dyd^S^n(S¡ - Sfc3_>||o ,T xx<@avec a + p + 2q < 2s. 

On a  alors 
^ < 1 1 ( 5 2 - 5 2 _ 1 ) № | | g | + l i 7 , . 

D'après la proposition 10.2.1 , o n a 

. d 
'de 

^ i K d > ) C V V B N N P < c e 2 ^ j |H|251,r . 

En intégran t su r l'intervalle \6k-i,0k \ on obtient : 
2 + 10 < wqa <mibnn - 2, s0 + 

En procédan t d e même o n voit qu e le term e ||(S f — 5f_i)w||2s,T vérifi e l a mêm e 
estimation, et le lemme suit. • 

10.7. Preuv e d u théorèm e 10.1. 1 

Nous combinon s d'abor d le s estimations de s paragraphes 10. 5 et 10.6. On not e 

(10.7.1) A(T) = \\F\\2suT +h hh\G\2suT + \\H\\2suT. 

On rappell e l e choix s i = SQ + 1 6 fait e n (10.1.2 ) e t on choisit maintenan t 

(10.7.2) a =  2s0 + 1 6 = SQ +  Si . 
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Proposition 10.7.1. —  7 7 existe des constantes positives CQ et T3 G  ]T2,T"\ telles que, 
sous l'hypothèse de récurrence (HU,T) avec T €  ]T2,T3] , on a les estimations : 

(10.7.3) \\Ù„\\2S,T < C0 {A(T3) + 1 } 6%-a-\ s e {s0,..., s i } , 
(10.7.4) 

\\C{uv^$v)uv - / | | 2 S , T <C06? { 2 + | |F | | 2 . l , r , } 9l-a+1, * G { * o , . . . , * i + l } . 

Démonstration. —  a ) O n note 

(10.7.5) l l ^ l b í . T = ||-ííi/||2í+2,T + \GI/\2s+2,T + \\$v\\2s,Ti 

quantité qui , d'après le s estimations précédentes , es t bien défini e pou r tou t s € 
{ s o , . . . , s i } . D'aprè s le lemme 10.5.3 , la condition (10.4.38 ) es t réalisée et il est don c 
possible d'applique r l a proposition 10.4.5 . Pou r tou t s  € {SQ , . . ., S I }, on a donc 

(10.7.6) \\Ù„\\2.,T < Ci ñ¡2s,T + K0(T) K^T)} 

où K0(T) es t donné par (10.4.40) et 

(10.7.7) # l (T) =  ||û,||2k::@.+6, T + I I M b b ; ^ < 
Le lemm e 4.2. 2 donn e ensuit e 

;i0.7.8) K0(T) < C 2 T { | | ^ | | 2 S O + 2 , T +  ||Î7,||2so+6,T } 

On évalu e l e terme ||Uv||2s0-f -6 T en utilisant à  nouveau (10.7.6 ) 

(IO.7.9; ll^ll2.o+6,T<Ci{||^||2.0+flfT +  ^ o ( r ) l f i ( r ) ) 

où l'on a  posé :  K[(T) — ||^||2So+i2,T +||$^||2s0+i2,T. Comm e 2s0 + 14 <  a < 2 s i - 2 , 
le lemm e 10.5. 1 impliqu e qu e K[(T) < C3 + C46 < C3 + C 4 . On en déduit que 

(10.7.10) ||#i/||2«o+6,T < C[ ||^||2.o+6,T +  ^o(T) 

En reportan t ensuit e l'estimatio n (10.7.8 ) dan s (10.7.10) , on obtient 

||!7i/||2«o+6,T < C'A ||.Fi/||2so+6,T + C r2T||.FI/||2tf0+6,T + C2T\\UI/\\2s0+6,T' 

On choisi t maintenan t T 3 G ]T2,T1/,1 tel que : 

(10.7.11) C[C2T3 < 1/2. 

On voi t qu'i l exist e un e constant e C 5 telle qu e s i T G  ]T2,T3], on a 

||tfi/||2*o+6,T <<@qsattùù*$== 

En revenan t à  (10.7.8) , on obtient 

Ko(T) < xv<<^^@@jhh 

et e n reportant cett e estimatio n dan s (10.7.10) , on obtient 

(10.7.12) l l ^ l k T <  C0\ \\£„\\28,T + TK1(T) ||^||2so+6 ,T 
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b) Le s proposition s 10.6.2 , 10.6. 3 et 10.6.5 donnen t l'estimatio n : 

(10.7.13) \\fvhs,T < C{A(T)61s+1-2s' +S6ls°+2s+7-2a}. 

On major e ensuit e Ki(T) donné pa r (10.7.7 ) e n utilisan t l a proposition 10.2. 1 et le 
lemme 10.5.1 . Il vient 

(10.7.14) KX{T) < C {l + ^^2s+6-a)++1} pou r s0 < s¨¨ <£ si. 

En reportan t le s estimations (10.7.13 ) (10.7.14 ) dan s (10.7.12 ) o n obtien t 

(10.7.15) \\Ù„\\28,T < C{A(T)01S+S-2si +<J02ao+2«+14-2aJ > 

Puis e n remarquan t qu e 6Q < 6U, on & : 

(10.7.16) \\Ù„\\28,T < CE^[A{T)E2VS^-2S' +Ô¨¨ELso+2s+£15-2ay 

Le choi x d e a fait e n (10.7.2) , impliqu e qu e 

(10.7.17) 2 s + 9 - 2 si <  2s-a- 1  e t 2s 0 -I - 2s + 15 - L 2a < 2£s - a - 1, 

et (10.7.3 ) e n résulte . 
c) E n sommant le s égalité s (10.3.18 ) pou r 0 < k < v — l e t en tenan t compt e de s 
équations (10.3.15) , o n obtien t : 

Ds0 + 10 < a < midDAn{2si - 2, s0 + 
dd, 

k=0 
F k + E l J 

Avec (10.3.22) , o n e n dédui t qu e 

(10.7.18) C(m, V* i ) « i -  /  =  SQ(F) - F + si 

et pou r v > 2 , 

(10.7.19) £(«„ , V * „ )u„ - /  =  (5 ;_X(F) -  F ) + ( F^ -  S ; L i ( i ^ - i ) ) +<<¨%^ 

On major e chaqu e term e d u secon d membre d e (10.7.19) . Pou r s  G {s0,. . . , s i }, o n a 

\\Sl-i(F) - F\\2s,T < Cel'S^ \\F\\2.,T. 

D'après la proposition 10.6. 1 et l'estimation (10.6.7) , o n a pour s  G {SQ , . . ., s± — 1}, 

11^-1 Ib .T <  CS A„_! ̂ •_o+2.F+5-2a ) 

2s0 + 10 < a < FBin{2Fsi -

On e n dédui t qu e pou r s  G {SQ , . . ., s± — 1 ), 

\\C(UV, V $ „ ) u „ - / | | 2 e , T < С о в ^ 1 {^V " 2 S Ml^l l2 S b T+C_° 1

+ 2 S + 6 ~ 2 a +^- l + 2 8 + 7 " 2 a } -

La condition (10.7.2 ) su r a implique que les trois exposants 2 s + l - 2 s i , 2so+2s+6— 2a 
et 2s 0 + 2s + 7 — 2a son t tou s majoré s pa r 2s - a + 1 et l'estimation (10.7.4 ) en 
résulte. • 
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Le paramètr e ô ayant ét é chois i au paragraphe 10.5 , a étan t donn é pa r (10.7.2) , 
C0 e t T3 étan t donné s pa r l a proposition 10.7.1 , o n choisi t 6Q te l qu e 

(10.7.20) 0 o > max { l , ^ C ^ T s ) +  1) , C0(2 +  ||F||2si,T3)} . 

Pour ce s choix , la proposition 10.7. 1 dit que pou r T G  [T2,T3] , l'hypothès e d e récur -
rence (H„,T) impliqu e (Hu+i,T). I l reste à initialiser la récurrence. Étan t donn é qu e 
Uo e t F = £(uo, V$o)^o —  / son t nul s pou r t < T2 , o n a : 

l im JWÙohsuT + | № 1 - 2 , T } = 0. 

On choisi t alor s T G  ]T2,T3] te l qu e : 
(10.7.21) l l t f o K / r < ^02S0"a_ 1 e t \\F\\2si_2,T> <  02os^\ 

On voi t alor s qu e (Hi,T) es t réalisé e et don c (HU,T) es t vrai e pou r tou t v > 1 . Dan s 
la suit e d e c e paragraphe, le s paramètres son t fixé s comm e indiqu é ci-dessus . 

Remarque 10.7.2. — C e sont le s conditions (10.7.17 ) qu i conduisent à  la condition 
(10.1.2) e t au choix (10.7.2 ) d e a. O n doit e n effet d'abor d fixe r s i suffisammen t 
grand pou r avoi r : 

2s0 + 1 6 < 2sx - 1 0 e t 2s 0 + 1 6 < s 0 + sx + 1. 

Cela revien t à  supposer s\ > SQ + 1 5 et alors o n a 

2s0 + 1 6 < s 0 + si + 1  < 2s i -  10 . 

On peu t don c choisi r a = so + si + 1  si so + s i + 1  est pai r e t a = s0 4- si s i s0 4- «i 
est pair . L a conditio n a > 2so -h 16 es t réalisé e s i si > SQ + 16 . Cec i expliqu e le choix 
si =  so + 1 6 fai t initialement , ains i qu e le choix d e a. 

Fin de la démonstration du théorème 10.1.1. —  Ave c s 2 = (a — 2 ) / 2, l a condition 
(HU,T) impliqu e qu e 

\\uv+1-uv\\2s2tT<SAvo-2 

et l a série d e terme généra l L^+ i —  Uv est normalement convergent e a u sens d e l a 
norme : 

1 1 ^ | |2 ,2,T =  I M | 2 , A , T +  | | $ | | L 2 , T +  |RU |2s2+2,T +  №|2 ,A+3 ,T . 

On e n déduit qu e le s suite s uv, §V1 YuUl <j)u convergen t respectivemen t ver s u, 
Tu, 4> dan s le s espace s W2s2(ftT) , W?82(SlT), H2s*+2(uT) e t H2S*+3(LJT). I l reste à 
démontrer qu e (n,3> ) es t bie n solutio n d u problèm e (10.1.16). . . (10.1.20) . 

Tout d'abord , il est clai r qu e ( U , $) prolonge ( n i , $ i ). D'autr e part , pour tou t v > 1 
et s  < (a - 2 ) / 2 , o n a 

H£K, v * „ K - / | | 2 . - 2 , T <  e2vs-«+l. 

I l e n résult e immédiatemen t : 

(10.7.22) £(t* , V * ) t i =  / su r nT. 
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On a ensuite su r {xn = 0} : 

g(ruv+udy<l>v+1) = g(Tu0ldy(f>o) + S2V{G) +  (E2„ - S2v(El)) + e2v. 

Comme g(Tuo,dy(j)o) + G = 0, on obtient e n passant à la limite 

(10.7.23) g(Tu,dy(f)) =0 su r wT. 

Le point délica t consist e à prouver qu e (u, $) vérifie les équations (3.2.6) (3.2.7). Nous 
remarquons d'abor d qu e d'après le lemme 10.5.3 , on a pour tou t v 

\\ûv - UQWIT +  H * " - * O | I Ï , T <  Mu 

d'où 

(10.7.24) \\u - UOWIT +  I I * - *o|l4, r < Mi-

Par hypothèse , on a M°°(u, T2) = M°°(w0 , * o, T2) <MQ + H/2. I l résulte alor s de 
la propositio n 8.4.1 que 

(10.7.25) M°°(u ,$,T3) <M0 + H. 

D'après l e choix de MQ et H fait a u paragraphe 3.4, la condition de Rankine-Hugoniot 
(10.7.23) impliqu e que 

(10.7.26) h(Tu,dy<l>) =dt</>-A(ru+,ru",^0) -  0  su r uT. 

Les équation s (10.3.25 ) pou r e t (10.3.42) impliquen t que 

(10.7.27) h2(wv){Auwv) = HU = nT(K) + /?„. 

où hv = Avhv est donné pa r (10.3.27). D'après (10.3.44 ) on a d'autre par t : 

K{wk+i) - K{wk) =  4 +  nk. 

En somman t ce s égalités, on obtient, comm e e n (10.3.40), 

(10.7.28) K(wv+{) = h*(w0) + 
V 

k=0 
nT(hk)-rE* + 

k=0 

v 
B? 

Le choi x (10.3.51 ) de s (3U impliqu e qu e : 
V 

k=l 
f3k = SUH)-Sl(EÎ) + Sl(KT(El)). 

En tenan t compt e d e (10.3.43) et (10.3.44), on a d'autre par t 
V 

k=0 
hk = h(ruu+1,dy<t>u+i) - h(Tuo,dy<l>o) -

En reportan t dan s (10.7.28) , on obtient que 

(10.7.29) h . K + i ) = K(w0) + Sl(H) + Au + Bu + Cv 
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avec 

(10.7.30) 

Av = 1lT(h(Tuv+i,dy<})u+i) - h(ru0,dy<j)o)), 

Bv = E*+1 - Sl(El), 

CV = Sl(TLT{El)) - KT{El) - nT{el). 

En utilisan t l e lemme 10.2.3 , o n obtien t pou r s < (a — 2 ) / 2 , 
\\Et,-sl{Et)\\2s,T<cels-^ \\E%SltT. 

Avec (10.6.26) , o n e n dédui t l'estimatio n 

(10.7.31) \\EÎ - Sl(Et)\\2S,T < C02so+2s+5-2a -
L'exposant 2so + 2s + 5 — 2a étant négatif , cec i prouv e qu e Bv converge ver s 0 dans 
W2S(Q,T)- O n montr e d e même qu e e\ e t CV convergent ver s 0 dans W2S(QT)- D'autr e 
part, ave c (10.7.26) , on voit qu e AV converg e vers —1ZT(h(Tuo, dy(f)o)) dan s W2S(Ç}T)> 

En passan t à  la limite dan s (10.7.29) , o n obtien t don c 

K(w) = h*(w0) + H - UT(h{Tuo,dy(i)o)). 

Compte ten u d e la définition d e (10.3.50 ) d e i J , o n a donc h*(w) = 0 . Ainsi (u, $) es t 
bien solutio n de s équation s (10.1.16). . . (10.1.19 ) su r flr-

Avec le s notations (10.1.2) , la régularité d e {u\, $ i) es t s\ -h3 alors qu e la solution 
(u, $ ) es t d e régularit é s 2 = ( a - 2 ) / 2 =  s± — 9 . La perte d e régularit é es t don c égal e 
à s i -h 3 — S2 = 12 . Le théorème 10.1. 1 es t maintenan t complètemen t démontré . • 
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P R O L O N G E M E N T D E L A R É G U L A R I T É 

Dans c e chapitre, nou s démontron s qu e la solution (u, $) donné e pa r le théorème 
10.1.1 es t en fait auss i régulièr e qu e ( i i i , $ i ) , c e qui termine l a démonstration du 
théorème 3.4.1 . I l s'agit don c d e propager d u passé ver s l'avenir , l a régularité d'un e 
solution donné e d u problèm e no n linéaire . L a méthod e es t classiqu e (voi r pa r exempl e 
[Ch-Pi], [Ta] , [Sa ] dan s le cas linéaire). O n régularis e (u, $ ), tangentiellemen t ic i puis -
qu'il s'agi t d'u n problèm e au x limites , et on montre de s estimation s uniforme s pou r 
des régularisées. Pour évite r le s pertes de régularité intempestives, on utilise à  nouveau 
une techniqu e d e paralinéarisation, qu i perme t d'estime r asse z facilemen t le s terme s 
de commutatio n entr e l'équatio n e t les opérateur s d e régularisation. Cett e approch e 
n'est rie n d'autr e qu'un e variant e d u «  lemme d e Friedrichs ». 

1 1 . 1 . Énonc é d u résulta t 

Comme a u chapitr e 10 , e > 0 est fixé , so est un entier fixé  strictemen t plu s gran d 
que 2  + n /2 . O n se donn e s — so 4- 19 et une solutio n ( MI,$I) G  •7re(s,T2) . O n note 
ici k = 1 2 la perte d e régularit é dan s le théorème 10.1.1 . 

Théorème 11.1.1. — S'il existe une solution exacte (u, $) G T£(s — k,T) qui prolonge 
DDN alors (u,$) G T£(s,T). 

Pour de s raison s techniques , i l sera commod e d e prolonger ( w i , $ i ) pou r t < TQ. 
On not e WW¨%et Q}f le s demi-espace s 

(11.1.1) WXP¨@ - o c , T ] x K J . 

On not e =§§ §U  ... VÙf e t u\ = ] - oo,T ] x  W1'1. O n rappelle qu e K , $ i ) 
coïncide dan s l a bande [To,0 ] ave c un e solutio n approché e (ua ,$a) . O n prolonge le s 
fonctions ua, ̈ ¨ ¨ /§$0, Wa et wa (cf. définition 3.1.1 ) pou r t < TQ. On note ua, VFa , 
wa le s prolongement s ains i obtenus . Ave c (3.1.2) , o n voi t qu e l'o n peu t construir e le s 
fonctions prolongée s d e sort e qu e 

11.1.2) Ua=Ue, $ a = 5 ! U POU r t < 2TQ. 
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On défini t u n prolongemen t d e ( w i , $ i ) , not é (ïïi,$i) pa r 

( £ i , * i ) =  (u1,Q1)  pou r 0<t<T2 
( ï ï i , * i ) =  (ïïo,*o ) pou r t<0 

Nous somme s ains i ramenés à la situation suivant e :  en omettant le s ~, on dispos e 
d'une fonctio n (u , $) qu i prolong e ( t / i , $ i ) su r ÇÙn et qui vérifi e 

(11.1.3 2s0 + 10 < a < << / 
£ ( w i , V * i ) w i 

pour TQ<t<T, 
pour £  < T0 , 

(11.1.4) 

n-l 
[ / i («)]^-[ /n(«)] =  0 =<<<@¨%K// 

r o 
n-l 

j=0 
I / j f a l ) ] ^ ! -  [fn(ui)] 

pour TQ<t<T, 

pour £  < T0, j=o 

11.1.5) [$] =  0 su r CJ^ . 

On a  de mêm e 

(11.1.6) WQS@KKM2s0 + 10 < a < mWT{2si -

où 
# + =  0 pour TQ<t<T, 

WW0 + 10 < a < min{2si - 2, s0 + pour £  < T0 , 
où p et pi sont associé s à (u, $) et à ( n i, $ i) pa r le s formules (2.3.13 ) jointe s à (3.2.8) 
(3.2.9). E n outre, $~ vérifie un e équatio n analogue . 

Par hypothèse , (cf. (3.3.6 ) e t définition 3.1.1) , l e couple (ua — u^.^a — ̂ _£) es t 
dans l'espac e p-H2s+1(Çto). E n outre, (11.1.2 ) impliqu e qu e le s second s membre s de s 
équations ci-dessus  son t nul s pou r t < 2TQ. On e n dédui t qu e pou r tou t 7  > 1 
(11.1.7) feW?{fïT), geH^^), H+eW^in1/), H~ eW*s(n}f). 
où le s espaces W2s et H2s son t le s espaces d e Sobolev à  poids, correspondan t aux 
normes (3.3.2 ) (3.3.3) . 

Nous diron s qu e le couple (u, $) G T\ (<r , T) pou r a G {sQ,..., s} et T > 0 si (u, $) 
est solutio n de s équation s (11.1.3) . . . (11.1.6) , 

11.1.8) U = U\ @= Ua et $  =  $ 1 = $a pour t < 0 

et s i pour tou t 7  > 1  on a : 
(« ' ,* ' )€ W72' (fli,), Tu ' €  #3<7(u4), 2¨¨£s0 + 10 < a < ¨¨ 

'11.1.9' 
0 „ u ' € J ï * ' 2 " - 1 ^ ) , ?KM+ 10 < a < in{MM2sMi - 2, s0 + 

Comme a u chapitr e 3 , on a noté u' = u — e t =  $ — $£. 
Le théorèm e 11.1. 1 es t un e conséquenc e immédiat e d u résulta t suivant . 

Théorème 11.1.2. —  Soit s un entier tel que s > s0 + 19 . Si (u, $) G !F^(s — k,T) 
alors ( u , $ ) G Fl{s,T). 
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11.2. Opérateur s de régularisation 

Pour s entier , o n note E**i8(Qj>) l'espac e de s fonctions u telle s qu e e~lldyU G 
L 2 ( f ^ ) pou r \a\ < s. Cet espace es t mun i de la norme à poid s noté e 

(11.2.1) l h C r , T = 
H+\a\=8 

( l + ^ l l e - ^ t i H ^ n i . ) 

On défini t d e même l'espac e H8(ujj) qu e l'o n muni t d e la norme 

(11.2.2) bb;;:ù$^^^xx 

H+\a\=s 

(l + 7r\e-^u\L2{ufiT). 

Les espaces E%>8(RxR^), .E°'*(Rx E7!), H8(Rx W1-1 )  son t définis de façon analogue. 
Dans c e paragraphe, nous définissons des opérateurs de régularisation, notés P<S,7, T 

[resp. P<5,7] , et qui agissen t dan s le s espaces E%>8(Qîp) [resp . ^ ' s ( E x RJ ) ] e t H8{u\) 
[resp. H8(R x M""1)] . 

On utilis e le s opérateurs paradifférentiel s tangentiel s à  paramètre P/ ' 7 dont la 
définition a été rappelée en (7.1.20) . Comm e e n (7.1.22) , on les localise dans les demi-
espaces flji e n posant : 
11.2.3 PIa^T{u) = PIa^{KT(a)^T{u)) 

où 7 TT et 7T7,T son t de s opérateurs d e prolongement. Dan s la suite d e ce paragraphe, 
nous n'utilisons pa s les autres opérateurs paradifférentiel s introduit s a u chapitr e 7 , et 
sans craindre de confusion, nous notons maintenant P7' T a u lieu de Pj '7 'T . Nou s rap -
pelons brièvemen t le s propriétés d e ces opérateurs , don t l a démonstration s e trouv e 
dans [Mél] . Le s propriétés (7.1.8 ) à (7.1.16), ains i que (7.1.26) , restent vraie s à condi-
tion d e remplacer partou t H°'s(CIT) pa r E^fàj,). E n outre, P7' T commute aux 
dérivations normale s :  si a G W2,oc(fl^) e t si (u,dnii) G E^s(fl^)1 alor s 

(11.2.4 <9nP7'T(a, u) = P7'T(<9na , u) 4- P7'T(a, dnu). 

Nous noton s auss i P1,T le paraproduit su r LUT- Alors , pou r a G W2iQO(Çïj) e t 
u G W2(Q\i), o n a 

(11.2.5) TP7'T(a,u) =  P7'T(ra,ru) . 

A) Construction de P<5,7. — O n not e x  ln 1) l'espace de s fonction s u telle s 
que ejtu G H8(R x M71-1). Un e norm e équivalent e à la norme \ejtu\2S,j es t 

11.2.6 M L , 7 — 
(RXRN_1) 

(72+T2 + \e\2y\û(T,o\2dTde 
v 1/2 

ou u désigne la transformée d e Fourie r d e u. On introdui t auss i l'espace ^ ' s ( l x R ™ ) 
des fonction s u telles qu e e7tu G E®,8(R x E " ) . Un e norm e équivalent e à la norme 
| | e * u | | * es t 

(11.2.7) ;;; :!ùù<<x 

lo 

roc wwc,,;::,ùùùù;ww 1/2 
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On défini t le s opérateurs R] su r £^S(R x  Wf_) pa r 

(11.2.8) R](u)(t,x) = (27r)-n f e*t-r+x,-t,hs„(T,OtyT,Ç',xn)dTdÇl dxn 
./RxR™ 

OÙ 

(11.2.9) r,,7(T,^) = [l + ô(j + b(a+ir)] \ 
avec b(£') = A W@@CB 

On défini t d e manière analogu e R] su r 7-^ (M x  Mn x ) en posant 

11.2.10) iÇ ( t i ) (* ,x/ ) =  (27r)- w / 
<<@¨¨¨^ 

ei(t.T+x'.£') rs„(T,Ç')u{T,Ç')dTd£'. 

On noter a que &(£' ) n'es t pas un symbole pseudo-différentie l classiqu e en (T, £'). Notr e 
choix es t fait pou r qu'o n ai t la propriété suivante , qu i résulte immédiatemen t d u fai t 
que le noyau de convolution associé à Rj es t supporté dan s {t > 0}. 

Lemme 11.2.1. —  Si u = 0  sur ft^~ alors R§n(u) =  0  sur M1+T . 

Les propriété s suivante s son t immédiates . 

Lemme 11.2.2. —  II existe une constante C telle que pour tout 7  >  1 , tout u G 
£°»*(R x  M™ ) et tout S G ]0,1 ] on a 

i) cxxv<< bЦbД?(«)Н# < C\\u№, 

On a  des estimations similaire s su r le bord {xn = 0} . On définit ensuit e le s opéra-
teurs Rs,-y par conjugaiso n 

(11.2.11) RôiJ(u) = e^R](e-^u). 

On dédui t immédiatemen t de s lemmes 11.2. 1 et 11.2.2 , le corollaire suivan t 

Corollaire 11.2.3. —  / / existe une constante C telle que pour tout 7  >  1 , tout u G 
E®,8(R x E ") et tout et tout S G ]0,1 ] on a les estimations suivantes : 

i) g k \ \ Ъ л Ш & < С \ \ и \ \ У > „ , 
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и) | | Д , , 7 Н 1 е + 1 , 7 < 7 1 Н 1 ^ 
Hi) l i m ^ 0 + \\Rô,y(u) - и\\% = 0. 

De plus, si и — 0 sur Пт+ alors Rsì7(u) = 0  sur il^ 

On a des estimations similair e pou r и G Я * (R x  W1 1 

n) надпив < т н « н # , 

in) ìim5^0+ \\R](u) - u | | $ = 0 . 
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B) Opérateurs A$,7 et commutation. —  Nou s désignon s pa r Ay8 l'opérateur d e sym -
bole 

(11.2.12) a,,7(r , O = 1  + ¿( 7 + H?) +  i r ) . 
Cet opérateu r es t défin i par un e formule analogue à (11.2.8) e t il opère de £fy8(Rx R7^ ) 
dans £^8"1(R x R^). D e plus R] = (A])-1. O n définit le s opérateurs Aôn par 
conjugaison : 

(11.2.13) Aô^(u) = e^A](e-^u). 
Proposition 11.2.4. —  Il existe une constante C telle que pour tout 7  >  1 , tout u G 

E^S(R x ! £ ) , ¿011* a G W l j ° ° (R x l ^ ) et ¿ 0 ^ 5  G ] 0 , 1 ] , on a l'estimation suivante 

(H.2.14) Il [As„ P G > \\% <  C S\\a\\l\\u\\%. 

Démonstration. —  Selo n (7.1.20) , P2 es t défin i pa r conjugaiso n à partir d u parapro -
duit T 7 . I l suffit don c d e démontre r un e estimatio n d e la forme 

\\[AlT2]v\\^<C8\\a\\l\\hhh<<ùv\\^. 
De plus , e n désignan t pa r B1 l'opérateu r d e symbol e &(£') , o n a 

A} = (l + tyld+âW + Sdt 

et i l sufht de montre r qu e 
(11.2.15: L L [ ^ , R > | | ^ < C | H i r i H | ^ . 

Comme b n'est pa s u n symbol e e n (r , £ ), cette estimatio n demand e un e vérification . 
D'après la définition (7.1.19) , o n a 

xxw@ 
00 

¿=3 
C ( 2 - i + 3 ) 2 > avec Tlav = Sisa.SiV + ^ 

k>i 

]Sk-3(i.Akv. 

I l suffi t don c d e démontrer (11.2.15 ) ave c T7 remplac é pa r Tla et pour 7 « 2* . On not e 
Wi = [B1, Sisa.Si]v et , pou r k > i, Wk = [P7 , Skso]AkV. Alors , 

[JT\ !> =  ] [ > * 
k>i 

Comme B1 es t u n multiplicateur d e Fourier, o n voi t qu e spectr e d e wi es t contenu 
dans une boule \n\ < R.21 et celu i de Wk dan s une couronne P_1.2fe|n| <  R.2k. D'autre 
part, o n a 

\\wi\\L2 <C\\Si-3a\\l\\Siv\\L2, 

\\wk\\L2 < C ||Sfc_3a||îl|Ajfei;||L2 pou r k>i + l. 

On voi t alor s qu e 
00 

E 2 - 2 f c s i K i i ^ < c ( N i î ) 2 ( i H i ^ ) 2 
k=i 

et don c qu e [B^,T*\v es t dan s £ys(R x K") e t vérifie (11.2.15 ) (cf. lemme 6.1. 2 de 
[Mél] ) . • 
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C) Opérateurs localisés Rs,>y,T- — Pou r u G  E^S(Q^), o n définit Rs^^{u) comm e 
étant l a restriction à fii  d e Rs 7(7r7 T(U)). 

Proposition 11.2.5. —  Il existe une constante C telle aue vour tout T  > 1 , tout u G 
cw@^$ tout a G W2>°°(n\,) et tout S G ]0,1], on a 

(11.2.16) II [Rsa,T,P2'T]u\\%,T < С| |а| | ;1Т{| |Д , ,7,т(«)| |^,г + INI Ìe_l i7 iT} . 

Nous utiliseron s l'estimatio n suivant e démontré e dan s [Mél] . 

Lemme 11.2.6. —  Il existe une constante C telle que pour T > 0, a G I f ^ f lx M.7}) 

(11.2.17) I I ^ I I ^ , 7 , T < C | H | ; I H ^ . 

Démonstration de la proposition 11.2.5. —  O n note 

M = Rs,>y,T 0 P2'Tu A2 = PJ' T o  R5nTu v = 7 T7?T 0 -R(J,7,T(W) . 

En posan t ai = 7r T(a) on définit ensuit e : 

n = pa7x 0  ^ T ( U ) - P^ o AôyJ(v). 

Comme Asl7 es ^ différentiel e n £, il respecte le support e n t. Avec le lemme 11.2.6 , on 
en dédui t que 

(11.2.18) l|ri||?+li7) T <  C\\a\\lT {\\R6„,t(U)\\%,t + I I«I I?-I ,7IT} -

D'après le corollaire 11.2.3 , o n a i?«$,7(ri) =  #5,7(717,7̂ 1 ) su r M1t ou ri désign e la 
restriction de de r± à fl^. O n déduit alor s de (11.2.18) et de ce corollaire les estimations 

(11.2.19) ||iMri)H(/+1,7,T < C\\a\\lT{\\Rs,J,T^)\\%,T + INl',i1>7,T}-
En outre , 

A1 = Rstl o  P2x (7r7|T(w)) =  Rô* o P2, (As„(v)) +  fltfl7(ri)  su r î l ^ . 

En remarquan t qu e A2 = P2X{V) su r o n en déduit que 

(11.2.20). Ax-A2 = Rs„ o [PZ^As^v + i fcl7(ri ) su r fi^ 

Le corollair e 11.2. 3 e t la proposition 11.2. 4 impliquen t que 

(11.2.21) ||Jfc, 7 o  [P^As^Hl9^ <  <?ffll«illïHI^-
En remarquan t enfi n que 

\M%<C\\Rt„rt«)\\%ffff<<,T, 

l'estimation (11.2.16 ) découl e de (11.2.20) (11.2.21 ) e t (11.2.19 ) 

Avec (7.1.26) , on en déduit l e corollaire suivant . 

• 

ASTÉRISQUE 268 

7 >  1  et u £ Eys(R x  E J) vérifiant u = 0 sur ilif, on a 



11.3. RÉGULARITÉ TANGENTIELLE 165 

Corollaire 11.2.7. —  Soit p une fonction C°° et bornée ainsi que toutes ses dérivées 
sur R  x  E " . Il existe une constante C, telle que pour tout 7  >  1 , ô G  ]0,1] , et 
u G  E^S(Q\,), la différence r = pR6^^T(u) - Rs^ripv) est dans 25°'*+1(fi^ ) et 

(11.2.22) \\r\\%h7,T < C {l№,7,T(ti)ll^,T + N I * I , 7 , T } -

De plus, pour tout a €  W2'°°(ÇIT), la différence r =  P2'T(pRs,f,T(u)) — Rs,*y,T 0 
P2>T{pu) est dans E^S+1(Q1T) et 

(11.2.23) I M I ? + I , 7 , T <  C l|o|i;,r{llkk^,7,T(«)||^,r-+ ||«||*lli7>T} . 

Remarque 11.2.8. —  Le s opérateur s RÔ,J,T commuten t à  toute s le s dérivations do, 
d1,...,dn. 

Remarque 11.2.9. —  O n défini t de  manière analogu e le s opérateurs d e régularisatio n 
sur OÛJ, en partant d e la définition (11.2.10) . Ce s opérateurs son t encor e noté s RÔ^,T-

Ils bénéficien t de s propriétés énoncée s dan s la proposition 11.2. 5 e t le lemme 11.2.1 . 
Ils commuten t au x dérivations tangentielle s < 9 o , d \ , . . . , d n - \ . Enfin , pou r tou t u G 
W2y(M1WT), o n a 

(11.2.24) ^ww<jù@^^$ùbbazz@@vxgg 

11.3. Régularit é tangentiell e 

Dans la preuve d u théorème 11.1.2 , on établit d'abor d l a régularité tangentiell e de 
la solution . 

Théorème 11.3.1. —  Soit s un entier tel que s > sQ + 19 . Si (u,$) G  Fl(s — k,T), 
alors : 

m < n ï («',*' ) e i5 ° -2 ' (n i0 , i V e i ï ^ K ) , r* ' e  # 2 s + 1 K ) , 
(iL-ô-l> dnu' eE*'2-1^), ô „ * ' e J E » - 2 - 1 ^ ! - ) -

Nous procédon s pa r récurrence. Pou r a entie r te l que 2s — 2k < a < 2s — 1 , 
l'hypothèse d e récurrence rl(a) es t que 

m h 9 Ï («',*' ) e£°>ff (^) , r « ' e f r ç K ) , r * ' e f f * + 1 K ) , 
[LLÔ ' dnu' e E0^-1^), dnV e E y - l { i ï T ) . 

Par hypothèse , elle est satisfaite pou r a =  2(s — k). Nou s montron s qu e Ti(a) entraîn e 
H(o~ + 1) . Pour cela , o n montre qu e les régularisées RS^^T(U,^) son t uniformémen t 
bornées dan s l'espac e de régularité a -h 1. On not e 

gg0 + 10 < a < wytrl{2si - 2, s0 +vn,<!! 
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A) Estimation de u'ô et T$'ô 

Proposition 11.3.2. —  / / existe CQ et 7G telle que pour tout S G ]0 ,1] et tout 7  >  j 0 ) 
on a 

7ll«ill!?+i,7lr + 71/2|r^U+1)7,T + 71/2|r^|CT+2,7,T 
(11.3.3) f „ ï 

< C0{M(«i, $1 , /, g, 7) + Ki (S) + K2 } , 

avec 

(11.3.4) 

M(ui, Фь / ,0 ,7 ) = ||/||2e.,7, o + 71/2|P |2S>7,0 + 7ll«ìll 2s,7,0 

+ 7ll*ill2 .,7,o +  7l |0»*ill2'.-i,7,o +  71/2|r«i|2s,7,o + 71/2|ГФ!|28+1л,о, 
(11.3.5) Ki(S) = 7K t+i,7,T +  \\Rs,,(dnu')t^T + \\R6„(dn*')\\%7íT 

Ъ = | |«'| |*7>т + wn^T + 11оп«'Н2!_1>7,г 
(11.3.6) 

+ l |ôn*'llî?-i)7lr + 71/ 2 {|Г«г,7,т + |ГФ'и+1)7,т} 

On sui t un e démarch e identiqu e à celle employée pou r démontre r l e théorème 3.3.2 . 
On introdui t l a « bonne inconnu e » 

v = P^T(V-1,xu')-P^T(Cx^) 

où x  e t C sont défini s au paragraphe 7.2 , et ses régularisée s 

(11-3.7) vs = P"-T(V-\x u's) ~ I"'T(C, X 

Comme a u paragraphe 7.2 , o n introduit l'opérateu r paradifférentie l 

(11.3.8) w<n@)^$ 
n-l 

j=0 
P^^iBj.djV) + JdnV. 

Lemme 11.3.3. —  Four tout à G JO, 1J et tout 7  > 1  on a l estimation : 
(11.3.9) 

l|£7>T(t*)C+1 ,7 ,T < c{ | |7 j | *+1,7,r +  ||«J||*+1,7, r +  II*JII !?+I,7,T 

+ \\RsAdnu')\\%tT + \\RsAdn*')l9,tT +  | | « ' | | * 7 , T +  \\n%,T 

+ IM£9_1)7, T +  P«*'ii^1)7) T +  iiôn«'ii!?-li7, r +  p » * ' i i ! ? - I , 7 , T } 

Démonstration. —  O n note Rsn au lieu d e i?<5,7,T et on dit que r es t un reste si 
r G  E^a^1(Ql]n) e t si IMI0H-1 7 T est maJoré pa r le second membr e d e (11.3.9). 

On sui t l a démonstration e t les notations d u théorème 7.3.1 . E n utilisant le s règles 
(7.1.8) à  (7.1.16), (11.2.4 ) e t les propriétés de s opérateur s Rs,7, on obtient que 

L^T(^)=P^'T(WiM) +  ri 
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où v\ es t un reste et où : 

л = 
n-1 

3=0 
р^т{дпФЛ3,д3(х RÖ^U'))) + р^т(м, дп(х Rö,<y(u'))) 

--
n-l 

j=0 
^(AjdnU^djRshh)h) 0o 10 n{2si < <̂ T o o ( n R ô i ^ ' ) ) 

En suivan t exactemen t le s étapes d e la preuve d u théorème 7 . 3 . 1 , o n montre qu e A 
est un reste. Pour cela , en reprend chaque terme et on commute R8,y avec les dérivées 
et le s opérateurs PJ'T , grâc e à la proposition 1 1 . 2 . 5 e t au corollaire 1 1 . 2 . 7 . • 

Avec les notations d u paragraphe 7 . 5 , on note 

( 1 1 . 3 . 1 0 ) Gs = [JTvô] + Pl'T{TvJ) - XlT{XTVô). 

Lemme 11.3.4. —  Il existe С tel que pour tout ô G ] 0 , 1] et tout 7  > 1  on 

( 1 1 . 3 . 1 1 ) | G * U + I , 7 , T <  с{\Ги'\а,ъТ + |ГФ,|(7+1,7,т + I < ? U I , 7 , T } . 

Démonstration. —  Nou s dirons ici que r es t un reste quand r G  Щ+1 (UJ\) e t I r ^ + i ^ T 
est major é pa r le second membre de  ( 1 1 . 3 . 1 1 ) . E n commutan t R§^ dan s l'expressio n 
( 1 1 . 3 . 1 0 ) , o n obtient : 

GÔ = Rs„{G) + n ave c G = [JTv] +  Р£Т(ГУ~) - Х^Т(ХТФ'), 

et r i es t un reste. En reprenan t l a démonstration d e la proposition 7 . 6 . 1 , o n montre 
G es t aussi un reste, ce qui prouv e l e lemme 1 1 . 3 . 4 . • 

Démonstration de la proposition 11.3.2. —  E n procédant comm e a u théorème 8 . 2 . 1 , 
on obtien t l'estimatio n 
( 1 1 . 3 . 1 2 ) 

JVi(t*,r*J,7,T)<c{^^22, u'ôm= X(t)uii<<^$ô + {l-x(t))u'6,iii 
où 

(11.3.13) Ar 1(t,,)r$^7,T) =  7lN ||t9+1,7iT + 71/2|rt;5Ui,7)T + 71/2|r^U+2,7)T 

En utilisan t le s propriétés de s opérateurs Rs,-y,T et le calcul paratangentiel , on vérifie 
que N 1 ( 1 ^ , 1 ^ , 7 , 0 ) es t majoré pa r le second membr e d e ( 1 1 . 3 . 3 ) . Ave c le s lemmes 
1 1 . 3 . 3 e t 1 1 . 3 . 4 , o n voit qu e le s autres terme s d e ( 1 1 . 3 . 1 2) son t auss i majoré s pa r le 
second membre de  ( 1 1 . 3 . 3 ) e t on a donc 

( 1 1 . 3 . 1 4 ) J V i ( ^ , r * J , 7 , T ) <C{M(u1,9ULG,>y) + K1(6) + K2}. 

On décompos e u'ô et Tu'ô sou s la forme : 

u'ô = X(t)u'ô + {l-x(t))u'6, 

avec 1  - x support é dan s t < 0 . En commutant 1  - x e t i?5,7,T, on voit qu e les normes 
de ( 1 — x)u' son t al°r s contrôlée s pa r les données dan s l e passé e t des termes de 
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commutation. Elle s son t don c majorée s pa r l e membre d e droit e d e ( 1 1 . 3 . 3 ) . D'autr e 
part, e n notan t v = P 7 ' T ( y _ 1 , x , u'ô), o n a 

X u's = x «i -  P^'T(V, v) + P^T(V, vs) + PV o Pc(x *i ) 

et o n obtien t le s deu x estimation s : 

7 | | X « J | | * + I , 7 , T <  7 C { | K | | ^ , T +  |M|*+1,7, X +  ||*illîf+1>7,T} . 

71/2lxrX|CT+1)7;T <  y/2c{|rti i | ff ,7, r +  |r«,|ff+i,7, T +  |r$iu+1,7> T } . 

Avec ( 1 1 . 3 . 1 4 ) , o n abouti t à  l'estimation : 

Ni(u's,r*'s,7,T) <e C { M ( U l , * ! , / e e , g , 7 ) s s +  K±(ôs) + K2 +  7 | K \ \ % , T } • 

En prenan t 7 assez grand, le terme 7||i^||£?7 ? situ é à droite est absorbé par l e membr e 
de gauche , et la proposition 1 1 . 3 . 2 es t démontré e • 

B) Estimation de ||#(5,7,T(dn^')llo^7,T 
Lemme 11.3.5. —  / / existe C tel que pour tout S G ] 0 , 1] et tout 7  > 1 , on a 

\\R6„,T(dnu')ta„,T < C { M ( U i , * ! J . S . T H I I U X W T 
( 1 1 . 3 . 1 5 ) 1 

+ ll*illîf+i,7,T + №s,y,T(dn*')t9^T + K2}. 

Démonstration. —  Ici , on dit que r  es t contrôlé, s i r G  E^fà?) e t si | M | ^ 7 , T ES T 
majoré pa r le secon d membr e d e ( 1 1 . 3 . 1 5 ) . Dan s le s calculs qu i suivent 7*1,r2,.. . 
désignent différent s terme s contrôlés . O n note w — (u', dy$', dn$'). Ave c l'équatio n 
( 1 1 . 1 . 3 ) , o n écri t 

( 1 1 . 3 . 1 6 1 dnu' =  A(w)f + 
n-l 

3=0 
Aj(w)dju'. 

D'après le lemm e 7 . 3 . 5 , e t en posan t Â(w) =  A(w) — . 4 ( 0 ) , o n a 

A ( w ) f n < ù = ̂ ^ P ^ T ( A ( w ) J ) + tP^T(tlt^^Â(w))+r1. 

On écri t ensuit e A(w) = x<A(w) +  ( 1 — x ) 4 ( w ) . O n remarque qu e P 7 ' T ( 4 ( w ) , /) et 
* P 7 ' T ( * / , ( 1 —  x ) * 4 ( w ) son t contrôlés , au sens indiqué plu s haut . O n a donc 

RS^XT{<XA{WVD<J)SDJ^F =  RÔ,1WW<^^,T(tPT(tlxtA(w)))+r2 

En utilisan t l a règle ( 7 . 1 . 1 5 ) e t en commutant RÔ^,Ton montr e qu e Rs,7,T(A(w)f) 
est contrôlé . 

I l rest e à  montrer qu e RsL7LTF(Afj(w)dju') es t contrôlé . Pou r cela , o n écri t 

A3(w)d3u'^^ =w<^^ P^^T(Aj{w),ffdju,)+tP^^T(tdju,Mj(w))+rs. 
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On montr e comm e précédemmen t que i W ( ^ 7 , T ( ^ < % M ) ) est contrôlé . On 
a ensuit e 

Rs^TO^T(Ai(w)M) = PV'TfAiiwYRs-Tidiu'ïï+n. 
Le term e Pnf,T(Aj(w)1 Rs^,T(dju')) étan t contrôlé , i l en est de même d u term e 

Rô,<y,T(Aj(w)dju') e t le lemme suit . • 

C) Estimations de Rs^^i^') et i?<5,7,T(<9n$')- — Pou r simplifie r l'énonc é d e ces es-
timations, nou s introduison s l'expressio n 

(11.3.17) *3 f= | | f f | | & l̂ l * i l l ! ? + i , 7 l T < Co{7ll*ill29s,7,o + K2 + K3ffff<<^^^<w 

Proposition 113.6. — Il existe une constante CQ telle que pour tout Ô G ]0,1] et tout 

7 > 1 on a 

7ll*ill!?+i,7lT <  Co{7ll*ill29s,7,o + K2 + K3 
(11.3.18) 

+ ll*ill!?+l,7,r + IKIlt+l,7,r + ll*'ll̂ ,T 
(11.3.19) 

7||^,7(an*')llt97lT<Co ww^^ll*ill!?+i,7lT < Co{7wwn:ll*ill29s,7,o + K2 + K3 

+ l l ^ l l ^ l , 7 , T + l l ^ , 7 ( W l l t ! 7 , T + fl<lm)|cr+i)7)T 

où les expressions K2 et K$ sont définies respectivement par (11.3.6 ) et (11.3.17). 

Démonstration. —  a) Les équation s (11.1.6 ) peuven t s'écrir e sou s la forme : 

(11.3.20) ft*'-/i(t>,№) =  tf, 

où l'o n a  posé v = (u1, WAT(CL — wa)) e t a — ln(— [ui]/s) e t où ¡1 est un e fonctio n 
C ° ° d e ses arguments tell e qu e ¿¿(0,0) =  0 . En multiplian t (11.3.20 ) pa r x(t) on 
obtient : 

(11.3.21) lfwwl*ill!?g+i,7lT < Co{7ll*ill29s,7,o + K2 + K3 

En utilisan t (7.1.15) , on écrit ensuit e 

(11.3.22) ll *ill!?+i,7W =  P7'T(»i (», d'V), X + P^T(M2 (V,ll*ill!?+i,7lT < x w) + n , 

où r*i vérifi e l'estimatio n 

(11.3.23) lk i e+1 ,7 , r<C { IH l t ' - i l 7 , r +  ll*'llSî7,r} -

Nous pouvon s alor s réécrire (11.3.21 ) sou s la forme d'un e équatio n paradifférentiell e : 

(11.3.24) at(x*')-Prï'T(m(v,d'v*'),xdy*') = HU 

avec 

(11.3.25) H1 = XH + {dtxW + ri + Pj't(»2(V, d'y$'),Xv). 
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En appliquan t ensuit e à (11.3.24) l'opérateu r RÔ,7,T e t en utilisant l e corollaire 11.2.7 , 
on obtien t 

(11.3.26) dt(x*'s) - P^T(^(v,d'y^),Xd'y^s) = Rs^(H1) + r2, 
où r2 vérifie l'estimatio n : 

(11.3.27) I N ! * + i , 7 , r <  C{||^||t9+1,7) T +  | | * ' | | * 7 , r } . 
Pour obteni r un e estimation d e \ 4>^ , on utilise le lemme suivan t qu i estime la solution 
d'une équatio n d e transpor t paradifférentielle . L a preuve es t laissé e au lecteur. 

Lemme 113 J. —  / / existe C tel que pour tout 7 > 1  et tout \P G  E^a+1 ( f i^) vérifiant 

(11.3.28) dt(x*) ~ P^T(m(v,dy*'),xdy*) = H G EY+\tfT), 
on a Vestimation : 

(11.3.29) 7llx *llt9+i,7, r <  C{| |# | |^+l i7 j T +  || x * e + l i 7 , T } . 

En appliquan t c e lemme à l'équation (11.3.26 ) e t en tenan t compt e d e (11.3.27 ) et 
des propriété s d e R S ^ T , on obtient qu e 

(11.3.30) 
ll*ill!?+i,7lT < Co{7ll*ill29s,7,<<<<<^^^ll!?ww;::: 

(xw(»,a;$,jkl,ât(xO„) + P^T(DK(XEn),»'v, 
La propositio n 5.4. 1 impliqu e qu e 

(11.3.31) I I ^ > ) I I ' A I , 7 , T +  Ni í?_l f7fT < с{к2 + к3 + к е + 1 , 7 , т } . 
En écrivan t =  \Ц + ( 1 - x ) l'estimatio n (11.3.18 ) résult e alor s d e (11.3.30 ) 
(11.3.31) e t du corollaire 11.2.7 . 
b) Pou r prouve r (11.3.19) , o n dérive l'équatio n (11.3.21 ) pa r rapport à  xn. Alors , 
0n = дпФ' vérifie 

(11.3.32) dt(xOn)~ 
n-l 

k=l 
ик(у,дуФ')дк(Хвпg)=Н2 

où Ho est de la forme 

(11.3.33) H2 = (dtx)6n + X F(v, d'yV)dnv + X dnH. 

On écri t ensuit e chaqu e term e Hk(v,d'$')dk(x9n) sou s la forme 

(11.3.34) p T ( w ( » , a ; $ ' ) , â t ( x O „ ) + P^T(DK(XEn),»'k(v,DY$')) + r3 

où fi'k est un e fonctio n tell e qu e fi'k (0,0) =  0  et où r3 vérifi e l'estimatio n : 

(11.3.35) IMI*7LT <  C{\\ONL9_H7TT + \\ni9„,T + IMI.- I ,7,T ) 
En utilisan t (7.1.15) , o n voi t qu e 
(11.3.36) 

P^T{dk{xdn),ii'k{v,d'v^)) = P^T(dKOntilXv) + P^ (Mnulx&yW + u 

ASTÉRISQUE 26 8 



11.3. RÉGULARITÉ TANGENTIELLE 171 

où r4 vérifie l'estimatio n : 

(11.3.37) ||r4||ts7i T <  C{||#' | |*7>T +  I M I * - I , 7 , T } -

En reportan t ensuit e (11.3.34 ) dan s (11.3.32) , on voit qu e \ dn vérifi e 
n-l 

(n .3.38) dt(xen) -Y,P^T^k{v,d'y^),dk{X6n)) = H2 + H3 + Hi + rs, 
k=l 

avec 
n—1 n— 1 

(11.3.39) F 3 = I > 7 , T ( d f c 0 « M * ( M ; $ ' ) , x d ; < ï > ' ) > H ^ Y . ^ ^ ^ l x v ) 
k=l k=l 

et où r$ vérifie une estimation identique à (11.3.35). En appliquant , pui s en commuta n 
RÔ,^,T à  l'équation (11.3.38) , o n voi t qu e 6n = XRÔ,J,T(0TI) vérifi e l'équatio n : 

n-l 
(11.3.40) dA - P^T{»k(v,&y*'),dkën) = Rs,7(H2 + H3 + H4 + r5) + r6, 

k=l 

où r6 vérifie 

(11.3.14) ||r6||*7j T < C{\\RsA0n)l9^T + ll^||t9-1)7)T}. 
Avec le lemme 11.3.7 , o n en dédui t que 

(11.3.42) 
l\\xR^{0n)\\t,>T < C { | | i M 6 > „ ) | | 2 7 , R +  ll^ll !?+l,7,T + llfl*»ll£r, r 

+ I I ^ , 7 ( ^ ) | | ^ T + |MI*_l ,7 ,T +  | | ^ | | ^ _ l i 7 i T 

En utilisan t l a proposition 5.4. 1 pou r estime r le s relèvement s d e traces, on voit que 

(11.3.43) l^^<<<\\xR^{0n)\\t,>T < C{||iM6>„)||27,R + ll^ll!?+l,7,T<<<llùù 

Comme le s opérateurs RÔ^T et les opérateurs d e relèvement IZT commutent, o n a 
aussi 

(11.3.44) 
\\RsA9nv)t9^T < C{\\Rô,,(dnu')l^T 

+ \Rô^(a - Wa)\a+l9ytT + l|5nWa||2^_i,7,Tl} -

En remarquan t ensuit e qu e a — wa — x (a — wa) e t en appliquant (7.1.15) , on obtient : 

\RsAa - wA)\A+1^T < CURÔ^(TU')L+1^T +  |IVL~ T + ka|2s,7,Ti 
Avec (11.3.44) , on en déduit que 

(11.3.45) \\R6„(dnv)t8„tT < i WRsAdnu'W* T  + |JWIV)L+, 7. T + K2 + K3 

Enfin, e n écrivant R$,y(6n) = xRs,-y(0n) + ( 1 - x)Rs,-y(On), l'estimatio n (11.3.19 ) 
résulte alor s de (11.3.42) (11.3.43 ) (11.3.45 ) e t du corollaire 11.2.7 . • 
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D) Démonstration du théorème 11.3.1. —  E n rappelant qu e M(ui,<È>i,/,#,7) es t 
défini pa r (11.3.5) , o n introdui t le s expression s : 

(11.3.46) M x ( « ! , * ! , / , 5 , H , 7 ) =  M ( « i , * i , 7 , 5 , 7 ) + 7ll*ill29.,7,o + 7l|5n*ill29.-i,7,o. 

(11 3 47) N{U'6' *'"R*«(d»*'^>T> =  ^u'st9+i,,,T + 7ll*ill!?+i,7>T 
+ 7№,7(an* , ) l l^7,r +  71/2|ruJ|(r+1,7lT + 71/2|r*iU+2,7lT. 

On dédui t alor s de s proposition s 11.3.2 , 11.3. 6 e t du lemm e 11.3.5 , l'inégalit é 

iVK,*J,Rê„(dn*'),7,T) < C{M1 (tu,$1,/,<7,i/, 7) + K2 + /T3 + ||tiillîf +if7fr 

+ II*JII2VI>7> T +  H ^ , 7 ( 5 n ^ ) l l * 7 , T + | r^U+i ,7 ,T} . 

Pour 7  assez grand, les termes I K H ^ 7 , T > l l * i l l ^ 7 , T > № / y ( # n * O I I ^ 7 , T E T l r< lo -+ i ,7 , T 
situés à  droite son t absorbé s pa r l e membre d e gauch e et on a  l'estimation : 

(11.3.48) N(ul^,Rôi7(dn^)^,T) < c{M1(uu^ulg,Hn) + K2 + K3}. 
Le membr e d e gauche es t donc born é indépendammen t d e S G ]0,1] e t le théorème 
11.3.1 e n résulte . • 

11.4. Régularit é conormal e 

Rappelons qu e H^a(ilj,) désign e l'espac e de s fonction s u telle s qu e :  e~Jtôau G 
L2(ftj^) pou r \a\ < o. Ce t espac e es t mun i d e la norme 

(11.4.1) I M £ , 7 , T = E  ( l + ^ l l e - ^ u l l ^ n i . ) 
H+\a\=k 

Proposition 11.4.1. —  Soit s un entier tel que s > sQ + 19 . Si M, $ ) G  T\(s — k.T), 
alors u' et Ф ' sont dans H^2s(ft^). 

On procèd e pa r récurrence. Pou r a entie r te l que 0 <  о < 2s , l'hypothèse d e 
récurrence H(o)  es t que 

(11.4.2) (д°и',д«Ф') G Я ^ ( П ^ ) , pour | a \ | < 2 s - a . 

L'hypothèse 7^(0 ) es t satisfaite d'aprè s l e théorème 11.3.1 . D'autr e part , o n sait par 
hypothèse qu e (гг ' ,Ф') G W2(s~hK On suppose maintenan t qu e H(o~) es t satisfaite 
pour u n a < 2s — 1 et on montre qu e H(a +  1 ) est vérifiée. Pou r cel a o n utilise la 
remarque suivant e :  v G  H^a+1 s i et seulement s i г; G E^a+1 e t ônv G  H^a. E n outr e 

(ПАЗ)) I M £ + i , 7 > T =  IMl!?+if7>T +  I I M I U T -

Compte ten u d u théorèm e 11.3.1 , i l nous suffi t don c d e montre r qu e 
(11.4.4)w<<,,lm$ l\\xRд%6п(иj', gФ'J JGj Я^$$ Pou r |Q | < 2s - о - 1 . 

On montr e d'abor d l a régularité d e Ф , puis cell e d e u. 
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A) Régularité de ôn$' 

Lemme 11.4.2. — ôn*' G  H°*°(fl\.). 

Démonstration. —  Dan s l'équatio n (11.1.3) , l e bord es t non caractéristique , e t o n 
peut écrir e 

n-l 
(11.4.5) ô nu — on ${gn(u,dy$)f + ^2gj(u,dy$)djuy 

avec de s fonction s g3- régulières . En appliquant ôn à l'équation (11.3.20 ) vérifié e par 
kh et e n tenant compt e d e (11.4.5) , on obtien t qu e 9n = ôn$' vérifie 

(11.4.6) dt0n-
n-l 

k=l 
lik(v,ffy*)dk0n-E0n = Hu 

où v = (u' , Wa,TZT((i — Wa))^ a = ln(—[ui]/e), E et H\ son t des fonctions de la forme : 

E = E(v,dyu,dy*J). 

Hx = p(xn)F1 (v, dyu, dy$, f) + F(v, d'y$){SnWa + ônnT(a - wa)} + ônH. 

En tenant compt e de 1 hypothèse de récurrence, on voit que H\ ains i que les arguments 
des fonction s ak et E son t dan s H^a(Qj>) fl WllCO(iî^). O n conclut e n utilisant le 
résultat suivan t (cf. proposition 3.2. 1 de [Mél] ). • 
Lemme 11.4.3. — Si v est solution dyune équation scalaire de la forme : 

n-l 
(11.4.7) dtv + 53 *k(a)dkv + $n(a)v = g 

k=i 

où les $k sont des fonctions C°° de leur argument, (a, g) G  H^a{Çl\) f l W1,00(fîy) et 
v\{t<o} e H^a(nl) n  W^°°{Ul), alors v G  H^a{Q\) f l W^°°(Q^). De plus, il existe 
une fonction C(-), telle que, si ||a||J)T <  M, on a pour tout 7  > 1 

I\\V\\UT < C{M) {7 |M£,7 ,o + \\gt^T + ||a||î>T||t;||t,7,r + |MIÎ ,r||a||ti7,r}. 

B) Régularité de dyôn$' 

Lemme 11.4.4. — Pour tout a tel que \a\ < 2s - a - 1 , d$6n& G  H%°{Çl\). 

Démonstration. —  Par récurrence su r |a| = p. La propriét é es t vraie pou r p — 0 
d'après le lemme 11.4.2 . O n suppos e qu e pou r u n entie r p G { 0 , . . . , 2s — a — 2} on a 
(11.4.10) d$8n*' G  #°><T (^) , Pou r \a\ < p. 

Pour a d e longueur |a | = p+ 1, on applique dy à l'équation (11.4.6) . O n obtien t alor s 
que 0 =  {9y0n}\p\=p+1 es t solutio n d'u n systèm e d e la forme : 

n-l 
(11.4.11) dtQ - 5 3 uk(v, d ' y $ ) d k @ - E p Q - B G k k=k H2. 

k=l 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2000 



174 CHAPITRE 11. PROLONGEMENT D E LA RÉGULARIT É 

Les coefficient s uk, et E son t ceu x d e l'équation (11.4.6) , B es t une matrice don t les 
coefficients son t d e la forme 

Ba,p = ba^{v,dy^,dyV,d2y^), 

et H2 est un vecteu r don t le s composantes son t de s fonctions d e la forme 

H2,a — dyHi + [dy, E]0n + HsiCX 

où Hs^a désigne une somme d e termes d e la forme : 

h3 = d](h(v, d'y*)) d^6N ave c |ß|<  p e t |7 | + \p\ = p + 2. 

En tenan t compt e de s hypothèses de récurrence (11.4.2 ) e t (11.4.10), on montre que 
H2 ains i que les arguments des fonctions uk, E et B sont dans iJ°'°'(Q ^)nVF1,oo(0^). 
Le lemme 11.4.3 , ou plutôt so n extension aux systèmes de la forme (11.4.11) , implique 
alors que 0 G H^a(ft^) c e qui prouve (11.4.10 ) pou r |a | = p + 1 . • 

C) Régularité de dyônu' 

Lemme 11.4.5. — Pour tout a tel que \a\ < 2s — a — 1, dyônu G H^a{Çtj). 

Démonstration. —  Compt e ten u d e (11.4.5) , o n voit qu e dyônu es t une somm e de 
termes d e la forme : 

A = d^(gi(u,dy&,ôn<ï>')) •  Ô^f ave c \a,\ + \a2\ = |a|, 
B = d^(g2(u,dy&'A*')) • dy2ô3u avec M + K l = N -

D'après l e lemme 11.4.4 , 0£(J„*' G H^Wr) ca r | a i| < 2s-a-l. D'aprè s l'hypothès e 
de récurrenc e (11.4.2) , le s termes d^u, d%*djU, d^dyV son t dan s H%>°'(îî^) car 
| a i | +  1 < 2s - a et \a2 \ + 1 < 25 - a. Il en résulte qu e A et B son t dan s H^fftj,), 
ce qui prouve le lemme e t achève la preuve d e la proposition 11.4.1 . • 

11.5. Preuv e d u théorème 11.1. 2 

Compte ten u d u théorème 11.3. 1 le théorème 11.1. 2 résult e d e la proposition sui -
vante. 

Proposition 11.5.1. —  Soit s un entier tel que s > sQ + 19 . Si (u,$) G Fl{s — k,T), 
alors u' et $' sont dans W*8{Çl\). 

Démonstration. —  Comm e précédemment , nou s procéderon s pa r récurrence. Pou r 
a G { 0 , . . ., 5} , l'hypothèse d e récurrence es t qu e 

(11.5.1) Sa(u', $') G W*°(ïl\) pou r |a | < 2 (5 - a). 

Cette propriét é es t vérifiée pou r a — 0 d'après l a proposition 11.4.1 . D e plus, on sait 
que ( M ' , * ' ) G W2^s~k\ O n note qu e v G W2a+2 s i et seulement si v G H^2(T+2 e t 
dnv G W2a et qu e 

(H .5 .2 ) ) IM |2«r+2,7,T - IMl2<r+2,7, T + I I M L , 7 , T ' 
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I l nou s suffi t don c de montre r que , sou s l'hypothès e (11.5.1 ) ave c a < s , on a 

(11.5.3) d$dn(u\ * ' ) G W2a(ttlT), pou r \a\ < 2s - 2a - 2. 

On procèd e comm e a u paragraph e 11.4 . 
a) O n a 

n-l 
(11.5.4) dnu = dn${gn(u,dy<ï>)f' +^g3(u,dy$)d3u}, 

j=o 

et 6n = dn$f vérifi e 
n-l 

(11.5.5) dt0n - nk(v,ffy9)dk0n -E6n = H[, 
k=l 

où v et E son t comm e e n (11.4.6 ) e t H[ es t de la forme 

H[ = F1 (v, dyu, dy*9 f) + F(v, &y*){dnWa + dnKT(a - wa)} + dnH. 

L'hypothèse d e récurrence impliqu e qu e H[ e t les argument de s fonction s ak e t E 
sont dan s W2a(Clji) fi W1'00(n^) . O n utilise alor s le résultat suivant , don t l a preuve 
est similair e à  celle d e la proposition 3.2. 1 de [Mél], pou r conclur e qu e 

(11.5.6) dn$ G W2°{tfT) 

Lemme 11.5.2. —  Si v est solution d'une équation scalaire de la forme (11.4.7 ) avec 
(a,g) G W*a(fl\.) H W 1 ' 0 0 ^) et si vi{t<0} G W ^ ( f i J ) fi W1'00^), alors v G 
W2(T{Q}T) fi Wl'°°(Q}T) et on a les estimations 

7lM|2*,7,T < C(M) {711^112^7,0 + hha^T + IMIÎ,TlMl2<rf7,T + 11 ̂  11 ï 11 « 112̂ ,̂  } 

où M est tel que \\a\\^ T < M. 

b) O n montr e pa r récurrenc e su r p G { 0 , . . . , 2s — 2a — 2} qu e 

(11.5.7) d%dn& e W2a{9}T), pou r H < p. 

D'après (11.5.6) , cett e propriét é es t vrai e pou r p = 0 . Supposons l a vérifiée pou r un 
p < 2s — 2a — 2 . Alors , 0  =  {d^dn^'}^^=p+1 es t solutio n d'u n systèm e d e la forme : 

(11.5.8) dtQ-
n-l 

k=l 
fik(v,dy$)dke-E9-BQ = H!>. 

Les coefficients uk, E e t B son t ceu x d e l'équation (11.4.11 ) e t les composantes d e H'2 
sont d e la forme 

H^a = d^H[ + [d^E]dn + H3<a 

où H'z a désign e un e somm e d e terme s d e la forme : 

0?(/»(«, ffy*)) dftn avec \0\ < p e t |7 | + \0\ = p + 2. 
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En tenan t compt e de s hypothèse s d e récurrenc e (11.5.3 ) e t (11.5.7), o n montr e qu e 
H'2 ains i que les arguments de s fonctions uk, E et B son t dan s W2a (£1?)nW1,oc(Q.j,). 
Le lemm e 11.5.2 , montr e qu e (11.5.7 ) es t vérifié e à l'ordre p+ 1 . 
c) O n utilis e (11.5.4 ) e t (11.5,7) pou r montre r qu e dyônu G  W2a(ft^) quan d |a | < 
2s-2a- 2 . 

Cela termin e l a démonstration d e l a proposition 11.5.1 . L e théorèm e 11.1. 1 es t 
maintenant entièremen t démontré . • 
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CHAPITRE 1 2 

APPLICATION A U SYSTÈM E D'EULER . 
COMPARAISON DE S SOLUTION S 

12.1. L e système d'Eule r d e l a dynamique de s gaz 

En dimensio n troi s d'espace , l e système s'écri t 

(12.1.1) 
dtp + àxvx{pv) =  0, 
dt(pvi) +  divx{pViv) +  diP = 0 pou r 1  < i < 3, 
dt(pE) +  divx(pEv +  Pv) = 0. 

Dans (12.1.1) , x — (xi,X2,x%) G  1: , p désigne la densité, P la pression, v = (^1,^2,^3 ) 
la vitess e et E = e + M 2 / 2 est l'énergie total e pa r unité d e volume e t par unité de 
masse. 

En désignan t pa r S l'entropie , o n peut choisi r comm e fonctio n inconnu e u = 
(p,v,S) G  M5. La pression P, l'énergi e intern e spécifiqu e e ains i qu e la tempéra -
ture T son t de s fonctions V, S et T d u couple (p , 5 ), reliées par la deuxième lo i de la 
thermodynamique 

(12.1.2) d£ = TdS + ^dp. 
P2 

En posan t £  = (^1,^2,^3 ) =  (—#1 , —#2,1), l a matrice G(u,6) introduit e e n (2.1.2) est 

(12.1.3) G i ( M ) = 

V'Ç pf i P 6 P 6 O 
(c2/p)fi v-t 0 0  {l/p)dsPÇi 
(c2/p)6 0  t ; . £ 0  (l/p)dsP& 
(c2/p)& 0  0  (l/p)dàP& 

0 0  0 0  ,n:<nn<<<^$ 

où c désigne la vitesse local e d u son définie par 

(12.1.4) c2 = 
dP 
dp' 
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L'hypothèse 1  d'hyperbolicité (cf. § 2 . 1 ) , es t satisfait e dè s que dP/dp > 0 . Les valeur s 
propres de Gi(u,O) son t 

1 2 . 1 . 5 ) 
\i(u,0)=v.Ç-c\Çll\ 
A2(M) =  t;- Ê 
A 3 ( M ) = t ; . £ + cK| 

Les hypothèse s 2 et 3 sont satisfaite s pou r le s valeurs propre s extrême s A i et À3, qu i 
sont simple s et vraiment no n linéaires . Le s vecteur s propre s associé s son t 

( 1 2 . 1 . 6 ) r i ( M ) = 

-p|E| 

^^v 

^$ 
$$ 

0 

r 3 ( M ) = 

^^ 

^^ 
xx 
$w 

0 

La valeu r propr e À 2 est de multiplicité 3  et le sous-espace propr e associ é es t de di -
mension 3 . Dans tout e l a suite, nou s étudion s le s 1-chocs faibles, associé s à la valeur 
propre Ai , qu'on noter a simplemen t A . L'étude de s chocs faible s associé s à A3 se ra -
mène à celle des 1-chocs , en changeant #3 en —#3 et u% en —U3, ce qui laisse l'équatio n 
invariante. 

Après le changement d e variables d u §  2 . 3 , o n considère comme e n ( 2 . 4 . 1 ) l a famille 
de choc s plan (u1(s)1^.1(s)) 

( 1 2 . 1 . 7 ) 
Mi (e) =u0 = (po,v0,S0), 
MÍ"(e) = (Pô ^̂ ^ -е,у+л^^(е),3+(е))=wo-eWf(wo,0,-e), 
*i(*) = Vn + vi{¿)t avec cri (e) = A(MÍ~ (e),uo,0). 

où l'état d e gauche uQ = (pG , vQ, SQ) es t fixé. On paramètre ic i le saut d e u par le saut 
de p et Uï repren d la notation ( 2 . 4 . 6 ) . 

On sai t qu e \ { u , 9 ) s e prolonge en la valeur propr e A(w + , u ~ , 6 ) d e G\(u+ , u ~ , 6 ) et 
on note Ri (u+, u~, 6) le vecteur propre associé dont la première composante est égale à 
1 . Nou s désignons par C(u, V$)v l'opérateu r défin i par ( 1 0 . 1 . 7 ) e t par g(Tu+, Tu~ ,dy(f)) 
la fonctio n 

( 1 2 . 1 . 8 ) g(Tu+,Tu-,dy<i)) = 
2 

3=0 
/i(u)]0i*-[/3(ti)]. 

Comme a u chapitre 3 , on considère un e famille d e données d e Cauchy compatible s 
Jro(2s + 3 ) . On note Jr£a(2s + 1 ) une famill e d e solutions approchée s construite s par 
le théorèm e 3 . 1 . 2 . Pou r u n couple (iiia,*ia ) G  ^a(2s +  1 ) , le problème ( 3 . 2 . 3 ) . . . 
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(3.2.10) s'écri t 

(S.I) 

£(izi,V*ilui =  Fi dans O T, 
g(rut,Tuï,dy<l>1) = Q sur UJT, 

r$ i l =  0 su r UT, 
dt$t = \i(ut,ut -pt,d'M) dans f î j, 
xxw,,t,ut -p,,<<<t,,:mp dans fi™, 
xxw;^ùùù *1 = * lo pour t  <0 

où 

(12.1.9) f p+ = -ee^UtiutiffyQu-ee^). 
d<<^^t$t = \i(ut,ut -pt,d'mù* 

et A i = Wi, a +  7 J T ( ÛI -  u>i,a) , ai = l n ( - [ p i ] / e ) . 
D'après le théorème 3.5.3 , i l existe T > 0 indépendant d e e et une uniqu e solutio n 

( w i , * i ) G  ^ ( s . T) d u problème (S.I) . 

12.2. L e système d'Eule r isentropiqu e 

Le systèm e (12.1.1 ) adme t de s solutions régulières à  entropie constant e SQ. O n 
vérifie classiquement , qu e u = (p,v,S0) es t solution d e classe C1 de (12.1.1) s i e t 
seulement s i u = (p, v) G  M 4 vérifi e 

(12.2.1) f dtp + divx(pv) =  0, 
dt(pVi) + àivx(pViV) + diP = 0 pour 1  < i < 3. 

Ce systèm e es t complété d e la loi d'état P = V(p,S0). L a matrice (2.1.2 ) qu i corres-
pond à  ce système vau t 

(12.2.2) G2(5,0) = 

^^;:! 
ù^^ùù 

(c2/p)6 
(c2/p)6 

P 6 
u.E 

0 
0 

ùù^^ 

0 
u.E 

0 

m^ù 
!!0 
!0 

V f 
Les valeurs propres de ( ^ ( ( p, v),0) son t celle s de Gi((p,v,So),0). L a plus petite, noté e 
A, vérifi e don c 

(12.2.3) \(u, 6) = \(u, 6) lorsqu e u = (S , 50). 

On sai t qu e A se prolonge e n valeur propr e A2 (u+, u ,  6) d e G2 (S+, ^ ,  0) e t on note 
i î2(u+ ,u - ,0 ) l e vecteur propr e associ é de première composant e égal e à 1. On a 

(12.2.4) ccvn,;:: <<<<p^ù 

0 
lorsque u — (p,v,S0). 

On not e 

(12.2.5 g2(u+,u ,0 ) = 
2 

ùù* 
[ / i(S)]«i-[ /3(S)]-
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Les fonction s fj(u) à  valeur dan s E 4 sont obtenue s e n supprimant l a dernière com -
posante d e fj((u,S0)) G  M 5. On rappelle (§2.2 ) qu e si g2(u+ ,u~ ,0) =  0 , on a des 
relations d e la forme 

[12.2.6) 
û+=u- + [p]U+(û-y0, [p]), 

iï~ =ïï+ - [p]U2(u+ ,6, [p]). 

Pour compare r ce s formules à  (12.1.7) , on introduit le s notations 
(12.2.7) 

U2((p,v,S),0,e) = ^ ^ f e ^ , U}«p,v,S)Ae) = ^ + « ^ ^ ' ^ . 

Comme précédemment , nou s définisson s un e famille d e chocs plan s d u système 
(12.2.1). Il s sont associé s a u même éta t gauch e constant , mai s l'éta t d e droite est 
différent d e (12.2.7). 

u2(e) =uQ = (p0,v0,S0), 
(12.2.8) <  Uzie) = (po -e,v2(e),SQ) =  uQ -eU^iu^O, -s), 

<k2(e) = xn +  o~2(s)t ave c cr2(e) = X(uf(s),uQ,0). 
On désign e pa r C2(u,V$)ïï l'opérateu r qu i se déduit d e (12.2.1 ) pa r le chan -

gement d e variable (2.3.1) . O n considère un e famille T2a d e solutions approchée s 
construites à  partir d'un e famill e d e données de Cauchy compatible s T2° pou r l e sys -
tème (12.2.1) . Pou r (u2a,$2a) €  ave c w2o = (ïï2a,S0) o n considère l e problème 
(3 .2 .3) . . . (3.2.10) , où les inconnues son t u G  M4 et (f) 

S ' i l ) 

C2(u2, V $ 2 ) 2 2 = F2 dan s I Ì T , 
g2(Tu2 ,Tu2 ,dy(f)2) = 0  su r OJT, 
[$2] =  0  su r LOT, 

dt$£ — X(u2,u2 -p2,dy§+) dan s fî j 
dt$2 =\(u2 +P2,u2,dy$2) dans Q^, 
U2 - U2,a $2 = $2,a POU r t < 0. 

Dans (S* .II), $2 e t p2 désignen t le s fonctions : 

,12 2 9x ( î$ = -eeA>Û+fà,ffy*2,-eeA*), 
{ ' ' } \p2=-eeA-U2-(u2,dfy^-ee^), 
où A2 = W2A + KT{O>2 - w2a) e t a2 = \n(-[p2]/e). 

D'après l e théorèm e 3.5.3 , i l exist e T >  0  indépendan t d e s e t un e solution 
(^2, $2) G  J^(s,T). O n définit u2 = (u2,S0) qu i vérifie 

(s.ii) 
C(U2, V$2)«2 = ^2 = 

F, 
0 

dggt$t = \iut -pt,d'<;;;<=G2= 
k 

kk 
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Que F2 soit d e la forme indiquée , tradui t l e fait qu e les solutions régulière s d u systèm e 
isentropique son t solution s à  entropie constant e d u système complet . Pa r contre, la 
cinquième composant e /1 5 n'est pa s nulle , traduisan t l e fait qu e l e résultat ci-dessu s 
n'est pa s vra i pou r le s solutions faibles . D e manièr e équivalente , s i (u,dy(j)) vérifi e le s 
conditions d e Rankine-Hugoniot g2 = 0, cela n'impliqu e pa s qu e ((S , SG), £^0) vérifi e 
la conditio n d e Rankine-Hugonio t g = 0. De façon précise , o n a le résultat suivant . 

Proposition 12.2.1. — Si (ïï2,dy$2) vérifient g2(Tu2 ,Fu2 ,dy§2) = 0, la fonction 

est de la forme 

(12.2 .10) h = [p 2]3^3(ra2f,ra2-,(92/02), 

où g3 est une fonction C°° de ses arguments. 

Démonstration. — Ce résultat est classique. On en rappelle brièvement la preuve. 
Par rotation, on peut supposer que la normale au choc est (—cr, 0 ,0 ,1 ). Oubliant les 
indices 2 , on écrit u2 = (p ,v ,50) G  M5 et v =  (^1,^2,^3 ) G  E3. Les conditions de 
Rankine-Hugoniot s'écrivent 

12.2.11) 
' [Vl] = [v2] = 0, 

[p(v3 - a)] = 0, 
Kp(v3-<r)[vz] = -[P] 

On pos e alor s m — p+(v3 — a) = p (v3 - a). O n a 

(12.2.12) h6 = a[pE] - [pEv3 +Pv3] 

et tou s calcul s faits , e n utilisan t (12.2.11) , o n obtien t 

(12.2.13) /i5 —  —m [e] + [r] 
P++P-

2 
avec T = 1/ p et e = £(p,Sa), P = V(p,Sa). D'aprè s (12.1.2) , o n a dpS = V/p2 e t 
dS/dr = —V- L a formule d e Taylor implique alor s qu e 

(12.2.14) [e] + [r] P+ +P-
2 = [T]39Z(P+,P~,S0) 

et l a proposition suit . O n noter a qu e g3(p,p, S0) ^ 0  quand d2V/d2r ^ 0 . 

Corollaire 12.2.2. — Si (u2,<9y$2) £ F2(s,T), la fonction 

(12.2.15) G'2 = g(Tu^Tu2,dy(t)2) -g{u£{e),u2 (e),a2(e)) 

s'écrit 

(12.2.16) ^^dt$t = ww\i(ut,^kut -pt,kd'M 

où u2 = u2— u2(e), $ 2 — — Èzi6) et 9 est une fonction C°° de ses arguments telle 
que g(e, 0 ,0,0 ) =  0. 
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12.3. L e théorème d e comparaiso n 

Dans c e paragraphe, nous comparons le s solutions d e (S.I ) e t de (S. I I ) . L a premièr e 
étape es t de comparer le s choc s plan s (12.1.7 ) e t (12.2.8) . 

Lemme 12.3.1. —  Le vecteur uQ = (p0,i>0,50 ) étant fixé, il existe une constante C > 0 
telle que pour tout e E]0,£o] on a : 

(12.3.1) 
\\ut(e)-ut(e)\ <Ce\ 

\a1(e)-a2(e)\<Ce2. 
Démonstration. —  O n a  uf(e) = uQ — e Ri(ui(e)ìuo,0) et 

(12.3.2) uî(e) = u0 - eRi(u0,$) -\ e2 
2 

duR1(uo,0) -R1(uo,0)+e3gi(u0,e). 

On a de mêm e 

(12.3.3) u2 (s) - u0 -sR2(uo,0) + 
F2 
2 duR2(uo,0) •  RZIÏÏQA 

xxw]$$$w<< 

Comme RAu,0) =  ( i22(2,#) ,0) , o n e n dédui t qu e uAe) — u2(e) = 0(e3). 
On a de même , 

(12.3.4) o~i(s) = Ai(ix0,0) - e 

z 
du^i (w0, 0).Ri (u0,0) +  e2 gì (u0, e), 

(12.3.5) (72(e) = A2(uo,0 ) - e 

2 
4A2 (u0,0) .R2(u0 ,0 ) - h s2 g2(uQ, s). 

I l e n résult e qu e 101(e) — 02 (s) | < Ce1 

Remarque 12.3.2. —  Pou r SQ fixé,  le s fonction s 

(u+,u )i— > \(u+,u ,0 ) e t (u+,u )i—»Â (ïï+,ïï ,0 ) 

sont différentes et ne coïncident qu e si u+ = u .1 1 en résulte qu e o\ — <72 es t seulemen t 
en e2. 

Comme a u paragraphe 2.6 , o n se donne u n entier 2s > 3 / 2 + 40 . O n se donne 
deux famille s d e valeurs initiale s compatible s globale s a u sens de la définition 6.2.1 , 
respectivement pou r le s systèmes (S.I ) e t (S. I I ). O n les note J7li°(2s-\-3) e t J^2,°(25+3). 
On not e alor s F2'°(2s +  3) l'ensembl e de s ((ïïG , 50), * 0) ave c (20, , *0) E T2^°(2s +  3). 
Pour i =  1, 2 et (uii0,$ii0) E Jpl,°(2s +  3) , o n note A \ l a fonction associé e comm e 
indiqué en (6.2.1) . On suppose que les données initiales des deux système s sont proche s 
au sen s suivant . 

Hypothèse 12.3.3. —  / / existe T \ >  0 , e0 et une constante K >  0  tels que pour tout 

e E ]0,eo] et tout (u 2,o,*2,o) E T^°{2s +  3) , il existe (u i ,0 , * i ,0 ) E ^'0(25 + 3) tel 
que 

(12.3.6) Nu i „ -u'oJ\(v,s+3) +  ||<M „ - * ! . „ ||fp,.+4 ) +  e IWÏ -  ¿ 5 ||f2.+3,™ <  # £ 2 . 
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Dans (12.3.6) , on a notéxxvv v l a norme d e l'espace p-HS(R3) e t ||-||(S,T ) l a norm e 
de Hs(] - T , T [ x  R3). En outre, u'io = uit0 - u^s). 

Nous donneron s ci-dessou s u n exemple d e données compatible s vérifian t (12.3.6) . 
Le théorèm e 3.1. 2 fourni t alor s deu x famille s d e solutions approchée s globales , que 
nous notons T1'a(2s + 1 ) e t :F2'a(2s + 1 ). L e théorème 2.6. 1 fournit u n temps T > 0 et 
£i > 0 tels qu e pour tou t e G  ]0 ,£i ], tout (ui,G , $i ,0) G  T\'° [resp . (ui>0 , $i,o) G  J7^0], 
le problèm e (S . I ) [resp. (S . I I ) ] adme t un e uniqu e solutio n ( t z i , $ i ) [resp . (Î /2,$2)]. En 
outre, ce s solutions son t uniformémen t bornée s dans lVllF2s(fiT), donc dans W5,00(MT)-

I l exist e don c un e constant e M tell e qu e 

(12.3.7) 
2 

i=l 
IN - —«OOIIEL T + ll*< - U^WIT +  INl5,T < M 

Comme auparavant , es t lié au saut d e la première composant e d e u. Ici, on peut 
prendre ai = ln(— [pi]/s). 

Pour compare r le s solutions , o n introdui t le s notation s 

(12.3.8) u'. = Ui-uAs), 

v = u2 -
ww<@^^$ 
$$$waz@@llmù 

(12.3.9) 
N(v, * , T) =  | M | 4 | T +  | | * | | 4 , T +  ^1/2|r ^|4,T +  ^1/2 |r * |4,T 

+e\r*\siT + e1/2\[v]/e\0,T 

Théorème 12.3.4. —  / / existe une constante C telle que pour e G  ]0,£i] et (i^,0, $i,0) G 
Jr*,°(2s + 3 ) vérifiant ( 12 .3 .6 ) , on a l'estimation : 

(12.3.10) N(v,9,T) < C(M,K)e3/2. 

La premièr e étap e d e la preuve consist e à  montrer qu e le s solutions approchée s 
vérifient un e estimation analogu e à (12.3.6). O n montr e ensuite que la bonne inconnu e 
V =  y — ̂ (dnu\Idn(j)i) es t solution d'u n problèm e mixt e linéaire . O n en déduit une 
estimation d'énergi e pou r (V , T^f) et ensuite pour (v, T^f). Cett e estimatio n (théorèm e 
12.6.1) fai t apparaîtr e a u second membre le s termes 7||^||4,7, T e t 71/2 e1!2 \[v]/s |0,7, T 
qu'on major e au x paragraphe s 12. 7 et 12.8. La preuv e d u théorèm e 12.3. 4 es t fait e au 
paragraphe 12.9 . 

Exemple 12.3.5.. — Nou s terminon s c e paragraphe e n donnant u n exemple d e deux 
familles d e données initiale s compatible s vérifian t l'hypothès e 12.3.3 . O n se donne 
un vecteu r fixe  uQ = (p0,Vo,S0) et on considère le s deu x choc s plan s (u1(e)y^_1(e)), 
(u.2(£)^2(£)) défini s pa r (12.1.7 ) e t (12.2.8). D'autr e part , o n considère de s fonction s 
u0 e t hQ définies su r E3 à valeurs respectivemen t dan s R4 et R5, C°° et à suppor t 
compact dan s {xn > 0} . O n pose 

U2,o(x) = 
ru0(x 

Sa 
u>il0(x) = v>2,o(x) +£2h0(x). 
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184 CHAPITRE 12. APPLICATION AU SYSTÈME D'EULE R 

Comme a u paragraphe 2.5 , on définit le s deux famille s d e données initiale s 

(12.3.11) 
f uelt0(x) = u0i 

ccv,(t)2) -g{u£{e),u2 (e),a 

b,;:ù^^@@ppm 

f Ue2,o(x) =  wo , 
^ 0 * 0 =^2~(£)+^2,o(#) , 

. $ 2 , <» =  ^n-
Comme a u paragraphe 2.5 , la platitude d e v\ e t t>2 sur {xn = 0 } impliqu e qu e ce s 
familles son t compatible s pou r l e système d'Eule r ( S I ) et (S.II ) respectivement . De 
plus ce s deu x famille s vérifien t bie n la condition (12.3.6) . 

12.4. Comparaiso n de s solution s approchée s 

Nous considéron s le s deux famille s TY'a et T2'a d e solutions approchée s donnée s 
par le théorème 3.1. 2 (voi r §6.4) . O n peut suppose r qu'elle s son t définie s sur le même 
ensemble fïT l =  ]T0 , T i[ x Rn ave c TQ < 0  < T±. 

Proposition 12.4.1. —  / / existe eQ et C > 0  tels que pour tout s G  ]0,£o ] et tout 

(W2,Û, * 2 , a ) e T^a{2s +  3) , il existe (uha, * i , a ) G  J^ ' A ( 2 5 +  3 ) tel que 

(12.4.1) l K , a - ^alkp^+l.Tx) +  | | * ì a ~ $2 a 11(^+1,^) <  Ce2. 

Pour i  = 1,2 , on a noté 

uita = Ui,a - Ui(e), $ia =  *i, a -  J > ^ ) . 
En outre , || W||(P)SJT) désign e la norme d e P-HS(QT)-

Démonstration. —  O n suit le s étapes d u paragraphe 6.4 . On construit pa r récur -
rence sur j G  { 1 , . . ., 2s — 1} des fonctions ufj, ^^j^ztj-i e t ufj^tji zt,j-i à  l'aid e 
des fonction s A^B^Z^T^Mo (voi r le s formules (6.1.6 ) à  (6.1.10)) . Le s fonctions 
Aj,Bj,Zj son t identique s pou r le s deux systèmes , mai s le s fonctions T^Mj son ^ dif -
férentes. En effet, les fonctions T\,$ e t T^j son t obtenue s en dérivant pa r rapport à  t 
et à  l'ordre i le s équations : 

bb,;:(t)2) -g{u!!<<£{e),^^u2^^ (e)^^xb;:!ùù 

(t)<<;2) -g<{u£{ww<<e),uww2 (e),ù^^<<a2(;;;e)) 

avec p+ donn é pa r (12.3.13) e t p = —eeA. Cependant , e n comparant le s développe-
ments d e Taylor de A et À et en utilisant le s relations (12.2.3 ) (12.2.4) , on voit qu'i l 
existe une fonction a , C°° d e ses arguments tell e que 

(12.4.2) ^ ( u + , ^ + , p ) = ^ ( M + , ^ * + , p ) + e 2 ^ , f i + , ^ + , ^ ) 

On a  un résultat analogu e pou r le s fonctions Tx e t T2 .  De même, le s fonctions Uij 
sont construite s e n dérivant le s relations d e saut 

[ui]=Ui(u ,dy(/),p)=pU {u ,d'y(t),p) 
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12.5. LE PROBLÈME LINÉAIRE POUR (V,T^) 185 

et o n a 

(12.4.3) Wi (u~, d'ct>, p) = U2 (u-, p ) + £ V (e , u+, a>+, A 
Les formule s (6.1.6 ) à  (6.1.9) e t la propriété (6.2.1 ) montren t alor s qu e 

(12.4.4) \\U!,j - U2,j\\(Pl28+3-j) +||Q1j- $2j\\(Pl2s+3-j) 
+ccvn<<^$ - Z2j-i\\(p,2s+3-j) < Ce2. 

On construi t ula e t u2a su r ftTi pa r relèvemen t de s fonctions u1,j, u2j. I l en résult e 
que 
(12.4.5) I K a -  w2alltf2'+3(îî - )  < 

En reprenan t ensuit e toute le s étapes d u paragraph e 6.4 , o n construit successivemen t 
les fonctions $<<<<<<  ,  z2 , u~i{t,x' u2(t,x',0), etc . À chaque étape, on obtien t 
alors pour le s différences <Ê f —  z± — z2 , uf — u2 .. de s estimations d e la forme 
(12.4.4) e t la proposition 12.4. 1 en résulte . • 

12.5. L e problèm e linéair e pou r (V, 

Comme dan s le s paragraphes précédent , o n introduit , ave c le s notations (12.3.8 ) 

(12.5.1) V = v-9-
dnui 

dn(pi 
On désign e pa r C l'opérateur (10.1.7 ) e t par B l a matrice qu i apparaî t dan s (10.3.1 ) 

Proposition 12.5.1. - V et T9 = i\) vérifient 

(12.5.2) C(u!, V * i )  V + B(m, V w i , V *i )V 

(12.5.3) 

- F = (Fn - F,) 4- r, +ro +fQ. 

xxvn;; -[M V] 
dnui 

;;!!ù* 
= G = G = G'2+r4+r5, 

où G2 est défini par (12.2.15) , et 

a) r± est une somme de termes de la forme 

g(uuu2iV9uV92)vai (Vv)<*2 (Vt f )" 3 avec \ai\ + \a2\ + |a3 | = 2, 

b) r2 = -WnFi/dnéu 
c) r3 = e2g1(e,w1) où wx = { ( 5 a ^ , < 9 ^, 3 „Fi)}{i€{1)2},\a\<2m<2\, 
d) T 4 est une fonction de la forme 

r4 =  [ni] hi(ui,u2)Tv x  dvil) + [ui] h2(ui,U2,dv(j)i)Tv x  Tv 

(t)2)f -g{u£{e),u2 (wxe),a2(e))(tx)2) -g{u£{e), 

e) r 5 = e3g2(e,w2) c^^^où w2 =mù (Tu'^Tu'^d^d^). 
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Démonstration. — E n notan t v\ = u2 — u\, # 1 = $2 — $1 e t C2 le linéarisé d e £, on 
a 

(12.5.4) C(u2,V$2)u2 =  £ ( u i , V * i ) t ii +£2(iii , V * i ) ( v i , * i ) + r i 
où r'1 est u n reste quadratique s'expriman t comm e une somme de termes d e la forme : 

(12.5.5) r[ = ^ ( t i i , M 2 , V * i , V $ 2 ) t ; r (Vui)° a ( V * i ) Q 3 ave c | a i | + \a2\ + |q3| =  2. 
Ensuite, d'aprè s l e lemme 10.3.1 , 

V1-v1- # 1 dnUx 

112x 
et ^ 1 = r ^ i vérifien t 

(12.5.5) f x x w < V * i ) V ^ ^ $ w w w b , V w i , V * i ) Fi = F ', 
1 X f 4 l ( ^ i ) - [ ^ i y i ] - ^ 1 ( ô n t i i / ô n * i ) = G ' , 

où F ' = (F 2 - F i ) + r[ - * i (dnF1/dn$1), G ' = G 2 + r^ o ù r̂  est un reste d e la 
forme : 

r'4 = [u1]hi(ui1u2)Tv1 x dyil>i + M f t 2 ( w i , w 2 , ô y 0 i ) r î ; i x Fvx 

-h [vi]hs(uuu2)dyil;1 + [v1]h4{ullu2,dy(l)i)Tvi. 

En substituan t i? i = v + M2(^ ) —  Mi( )̂ e t \Pi = \ P + $2(£ ) ~ ~ ^ i ( £) e t en tenant 
compte d u lemm e 12.3.1 , o n voi t qu e ( V , ^ ) vérifi e le système (12.5.2 ) (12.5.3 ) avec , 
aux membre s d e droite , le s fonctions F et G de la forme indiquée . • 

12.6. Inégalité s d'énergi e pou r (v,T^) 

Avec le s notation s précédentes , on not e 

12.6.1) 
N(v, i/>, s ,7, T) = 7lMl2,,7,T + 7V V /2 |r^|2s,7, T 

+ 7 3 / V / 2 M2..7 .T +  ll/2e | V W I , 7 , T 

Proposition 12.6.1. —  Sous les hypothèses (12.3.6 ) (12.3.7) , il existe des constantes C 
et et 7o telles que pour tout 7  > jQ on a 

N(v, V> , 2 ,7, T) <  CÍN(v, 2 ,7 ,0 ) +  7 | | * l k 7 , T 
(12.6.2) 1 

+ H F I U ^ T +  71/2£1/ 2 <<^ù|4)T,r}• 

Démonstration. —  On montre d'abor d l'estimatio n (12.6.2 ) pou r N(V, ip, 2 ,7 , T) à 
partir d e l'estimatio n L2 du paragraph e 8.1. 
a) Comm e a u chapitre 8 , il est commode de changer d e variable et d e rendre constan t 
le coefficien t d e dn dan s le s équations. O n rappelle (voi r (7.2.5) ) qu'i l exist e des 
matrices Wi(ui,bi,d'y$i) e t Vi(ui,dy$i) telle s qu e W\MV\ — J e t on définit V 
par : 

(12.6.3) v = v1(uud'y$1)v 
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Alors (V,I/J) vérifi e 

(12.6.4) 

n - l 

j=0 
BjdjV + JdnV = F1 

ww<,;::::!ù MVx v] • - G' 

où B3 = { d n ^ W x A j V 1 e t Fi -  0n* x Wx F + B V. 
L'estimation L 2 du théorème 8.1. 1 impliqu e qu e qu'il exist e C e t 7G(-) tel s que 

pour tou t 7 > 70 o n a 

(12.6.5) N(v, i/>, 0,7, T) < {N(V, 0, 7,0) +  | | F ' | | 0 , 7 , T +  7V V / 2 \G'/e |0|7|T}. 

En commutan t (12.6.4 ) au x dérivations conormale s J a de longueur |a | < 4 , on voit 
que (ôaV,Sai&) es t solution d'u n problème (12.6.4 ) ave c de s second membre s Fa, 
G L'estimatio n (12.6.5 ) appliqué e au x dérivée s conormales impliqu e alor s qu e pou r 
7 > 7 i (M ) asse z grand , on a une estimatio n 

(12.6.6) TVi (V, r/>, 2,7, T) < ÏNi(V, ^ , 2,7,0) +  ||F'|| < +  71/V/2 \G'/e |0|7,T) 

où 

( 1 2 . 6 . 7 ) 
JViK tf, s, 7, T) =  7lMlL ,7,T +  71/2£1/2 |r«|2Si7)T 

+ 7 3 / V / 2 IV>k7 , r + 71/2£ M 2 . + I , 7 ,T . 

b) L a seconde étap e consist e à  estimer dnV dan s W2(Q,T) e n procédan t comm e au 
paragraphe 9.1 . On pos e dnV =  (Ci?C') - D'aprè s (12.6.4) , on a 

n - l 
(12.6.8) JdnV = F' -Y,Bjd3v. 

3=0 

On not e C  = (Ci , C') e t on tir e d e (12.6.8) que 

( 1 2 . 6 . 9 ) HC'lk7,r + 7llC 'lk7,x <  ||F '||4,7)T +  C ||V ||4,7,T. 

D'autre part , o n tire d e la première équatio n d e (12.6.8 ) qu e Ci est solution d'un e 
équation d e transpor t d e la forme 

n - l 
( 1 2 . 6 . 1 0 ) hdnÇx + Y,Xidi^=H> 

3=0 
où 

( 1 2 . 6 . 1 1 ) H = \ W(W1)-1{dnF'-
n- l 

3=0 
dnBjdjV] + g(u1,dy$1,dn$1)dy-£ 

On utilis e l'estimatio n d'énergi e (9.1.23 ) pou r l'équatio n (12.6.10 ) e t à se s dérivée s 
6°id^ ave c |a| + 2k < 2 . On obtient 

12.6.12) 7llCilk7,T<C< 7llCllk7,0 + ||Cl ||2,7,T + ||^||2,7, T • 
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D'autre part , o n a 

(12.6.13) Uffl|2,7,T <  C { | | F ' | | 4 , 7 , T +  \\dyV\\2„,T +  WdyC'lk^r} 

En regroupan t ce s estimations, on obtient finalement 

( 1 2 . 6 . 1 4 ) l\\dnV\\2n,T < C{7||9ny||2)7)0 + | | F ' | | 4 , 7 ) T +  IMk7,r } 

Par suite , pou r 7 asse z grand , on a 

( 1 2 . 6 . 1 5 ) N(V, ip,, 2 , 7 , T) < C{N(V, I/>, 2 ,7 , 0 ) +  | | F ' | | 4 , 7 , T +  7 1/2e1/2 \G'/e |4)7, T 

Par ailleurs , 
w(t)2) -g{u£{e),u2 (),a2(e))(t)2) -g{u£{e) 

En tenan t compt e de s expressions de F' e t d e G', on obtient , à  partir d e (12.6.15) et 
pour 7  assez grand , l'estimatio n 
(12.6.16) 

N(V, ,  2 , 7, T ) <  C(M) { N(V, t/>, 2 , 7 , 0) +  | | F | | 4 , 7 , T +  7 V V /2 \G/e |4,7Ï T 

L'estimation (12.6.2 ) résult e d e (12.6.16) e t de l'égalité v = V + 9 (dnU! / dnfa). 

Remarque 12.6.3. —  G contien t l e terme r'4 = [v] hs(ui,u2) dyi\) d e r4 (cf. (12.5.3 ) 
et l a proposition 12.5.1) . L a présence d e ce terme ren d nécessair e l'estimatio n de 
\[v]/e |O,7, T- Pou r s < 2, o n dispose de s deux estimation s pou r 

(12.6.17) 7VV/2 Kl e |2. ,7>T <  C(M )71/2e1/2 |^|2.+ I>7>T, 

(12.6.18) 71/2s1/2 \r'Je |2S,7,T <  C(M )71/V/2{|[t;]/e |O,7,T + |V>| 2S,7,T} 

La premièr e estimation , qu i a l'avantage d e ne pas fair e apparaîtr e l e saut d e v, es t 
inutilisable car le terme 71/2e1/2 |^ |2 S+I ,7 ,T n'es t pa s absorbabl e par N(v,ij),2s,^,T) 
au premie r membre . Pou r cett e raiso n nou s devon s utilise r (12.6.18 ) dan s laquell e 
figure l e term e \[v]/s |O,7 ,T-

Au paragraph e (12.8 ) nou s donneron s un e estimation d e ce terme e t nous ver -
rons apparaîtr e a u second membr e le s termes |M |4?7?T e t ||^|| 4,7,T- C'es t pourquo i 
l'estimation d u théorème 12.3. 3 contrôl e le s normes |M |4?75T et |\I >|4,7,T. 

12.7. Estimatio n d e 9 

Le but de ce paragraphe es t d'obteni r un e estimatio n pou r l e terme 7||^||4,7, T qu i 
figure a u secon d membr e d e (12.6.2). Pou r i = 1,2 , nous noton s dan s ce paragraphe 
pia — —eeWi le s fonctions associée s au x deux solution s approchée s (i^0 , $^0). On 
rappelle qu e le s fonctions $i son t solution s de s équations (3.2.6 ) (3.2.7 ) e t on note Ai 
les fonctions définie s par (3.2.8 ) 

Ai = Wi + 1ZT(ai - Wi). 
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Proposition 12.7.1. —  Sous les hypothèses (12.3.6 ) (12.3.7) , il existe des constantes C 
et 7 o telles que pour tout 7  > j0, on a 

7 l l * l k7 ,T <  C(M) {7ll *lk7,o + e\\Wi - W2\U^Tl + I M k 7 , T 
(12.7.1) 1 

+£ ||^3(^,^3)||4,7, T], 

où w3 = (u,1,u2,dy$,1,d,y$2,e (eAl ~ l ) ,£(eA 2 -  1) ) et où g3(e,w3) est une fonction 
telle que g3(s,0) = 0. 

Démonstration. —  Nou s écrivon s la démonstration pou r 9+ e n omettan t l e signe +. 
a) $ 1 vérifie 

xxn,;m(t)2) -g{uù£{e),u2 ))<<^$ 

Par développemen t de  Taylor , e n posant w = (ui,u2,dy$i,dy$2,£eAl,£eA2), o n 
obtient 

(12.7.2 
dt$i = (txi - u2)9l(w) + {ffy*! - d'y$2)g2(w) + e{eM - eM)g3(w) 

+\i(u2,u2 -p2,dy$2). 

On évalue ensuite le terme A = \i(u2,u2 - p2,dy$2). On a 
(12.7.3) 

A = \i(u2,d'y$2) +  | e ^ i ( u 2 , < 9 ; * 2 ) •  duAi(îx2,ai*2) + s2g±{e,u2,dy$2leeM). 

En partant de l'équation pour $2, on obtient de même 

dt$2 = \2(u2,d'y$2) +  5 6 ^ ^ 2 ( 5 2 , ^ * 2 ) ^ 2 ( 2 2 , ^ * 2 ) 
(12.7.4) y  2  y 

+ e2 gh(e,u2,d'y$2,eeM). 

Comme u2 — (ïï2,S0), avec (12.2.3 ) (12.2.4) , on obtient par soustraction des égalités 
(12.7.4) et (12.7.2 ) que *i =  $ 1 - $2 vérifie 

(12.7.5) dtVi + 
n-l v—r 

*p,j(w)dj9i = Hi, 

OÙ 

(12.7.6) Hx = (ix 2 - u i ) / i iH +e(eA l -  eA2)/i2 H +e2/i3(e,w 2,9;$2,^eA2). 

On e n dédui t immédiatemen t qu e \I> = *2 - *' i vérifi e 

(12.7.7) vv,^^@@ 
n-l 

¿=1 
w(ti;)0i* =  ff 

OÙ 

(12.7.8) #  =  (u 2 - tx,i)/ii(n; ) +e(eAl - eA2)h2(w) + e2 h4(e,w). 

Dans (12.7.8 ) o n a posé w = « , ^ , ^ * i , ^ * 2 , 6 (eAl - l ),^(eA2 - 1) ) e t ¿4 désigne 
une fonctio n tell e qu e h±(e,0) =  0. 
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b) L e lemme 9.4. 2 appliqu é à  l'équation (12.7.7 ) impliqu e qu e 

(12.7.9) 7ll*ll4)7, T < c{7||*||4,7,o + ||*lk7, T + I k - r . r } . 

Par ailleurs , le corollaire 5.4. 2 e t le lemme 5.1. 1 impliquen t qu e 
(12.7.10) 

e Pi -  A 2 | k 7 , T <  e C ( A f) { l l^ i ~  W^lk^Ti +  K  -  ^Is /y.Tx +  K  - ^ I S ^ T } , 
(12.7.11) e K -  a2|3,7, T <  C(M) \Tv\3„,T < C(M) | M | 4 Ï 7 , T , 
(12.7.12) \w1-w2\3„,T1<C\\W1-W2\U„tT1. 
On e n dédui t qu e 

(12.7.13) l|t>M*>)lk 7FT <  C(M) |M| 4,7IT, 

(12.7.14) \\e(eA* -  eA2 ) / i 2H | | 4 ,7 , T <  C( M ) ( t ) 2 ) -g{u£ - Wblk^T x +  I M k y . r } , 

et don c 

(12.7.15) | | # | | 4 , 7 , T <  C(M) {e\\W! - W2|k7|T l +  |M|4,7,r +  e2\\h4{e,w)\\^^T) 

En reportan t dan s (12.7.9 ) e t en prenant 7  asse z grand , o n obtient l'estimatio n 
(12.7.1). • 

12.8. Estimatio n d u saut d e v 

Comme nou s l'avons indiqué a u paragraphe 12. 6 nous devons majorer 7  \ [v]/e |O ,7,T-

Proposition 12.8.1. —  Sous les hypothèses (12.3.6) (12.3.7) , il existe des constantes C 
et 7 o telles que pour tout 7 > 7o? on a 
(12.8.1) 

7 l M / e IO,7, T <  C{y\[v]/e |o,7, o + I M k 7 , T +  [ | * l k 7 F T 

+ | | (F 2 - F I ) / £ | | 2 , 7 , T +  7 ^ I P 4 ^ , ^ 4 ) | O , 7 , T } . 

où W4 = (Tu[,Tu2,[u[]/£,[u2]/s,dy(l)[,dy(j)2) et où g± est une fonction telle que 

0 4 M ) =  O. 

Démonstration. —  a) O n rappel le (voi r (9 .3 .10 ) (9 .3 .11 ) e t (9 .3 .12)) qu e le s pre -
mières composante s d e [w' J et [u'2], notée s [ u ' n ] et [u'2i\, vérif ien t 

(12.8 .2) <<@^^ 
n - 1 

^^^n 
X j M d j l u ^ ] = H ( w i ) [ F i ] + Giwiftun], 

où G(w) désign e un e fonction tell e qu e G(0) = 0 et où l 'on a posé : 

(12.8.3) 
^ =  ( r « ) + , r K ) - , ^ ) , 

m* = (wi,dyWi,rzt,rzr,rF?,rF+). 
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En écrivan t [u'21] = [u'xl +vi] o n obtient qu e la première composant e de [v] vérifie un e 
équation de transport d e la forme : 

(12.8.4) dt[vi] 4 
n-1 

ww; 

]ù*@<<w(t)2) -g{u£{e),u2 (e),a2(!n 

avec : 

(12.8.5) Hx = H(w2)[F2] -  JÎ(t i ; i ) [Fi] , H2 = G(w2)[u21] - G^uu] 

et Hs désign e un e somm e d e termes de la forme 

(12.8.6) 9i(wuw2)(w2 -w1)dy[u[1]+g2(w1,w2)(w2 - wi)d'y[vi\. 

On dédui t alor s du lemme 9.3. 3 l'estimatio n 

(12.8.7) 7 l N l o , 7 , T <  C(M) {7|h ]|o,7,o +  | # | O , 7 , T +  M i V I M k 7 , r } 

On a 

(12.8.8) K | ï > <  | r t i i | î | T +  №i|S, T <  C. 

En écrivan t Hi e t H2 sou s la forme 

ffi = (H(w2) -  K ) ) [F2 ] + H(Wl)([F2] - [Fi]), 

H2 = (G(W2) - G ( W ! ) ) [ U 2 1 ] + G?(«Ji)([li2l] - [tin]), 
et e n remarquant qu e «2 1 —  « 11 =  u'2l — u'n, o n obtient 

(12.8.9) | f f i |o,7, T <eC{M) {|rVl|0,7, T +  M i , 7 , r +  ||(F 2 -  Ft)/e | | 2 ) 7 , T } , 

(12.8.10) 
№|o>7,T <  C(M)S {|rv|i>7; T +  M 2 . 7 . T +  | |« | |4 ,7 , T +  l l * l k 7 , T +  I M / e | O , 7 , T } , 

(12.8.11) \H3\O^,T < C(M)e {\Tv\0^T + M i , 7 , r } . 

En reportant ce s estimations dans (12.8.7) , on obtient pour 7 assez grand, l'estimatio n 

[12.8.12) 
7l["i]A k-Y ,r <  c ( 7 l b i ] / £ |o,7, o + | |V||4)7, T +  l l * l k 7 , T 

+ | | (F2-F1) /e | |2 ,7 ,T} 

b) O n rappelle maintenan t le s égalité s 

(12.8.13) 
M =  [un]^ (ux , 9 ^ i , [ w n ] ) , 
[u2] = [u21]U2(u2,d'y(/)2,[u21]). 

En outre , d'aprè s (12.2.7) , on a U2 (u2 ,d'y(f)2, [u2\]) — (U2 (u2 ,d'y(j)2, [m2i]),0) . O n en 
déduit que 

(12.8.14) [u2 - m] =  [ii2 i -  mu ] Ur +  [^2i](W2 " - W f ) . 
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En effectuan t u n développemen t d e Taylo r e t en utilisan t (12.2.4) , o n obtien t 

(12.8.15) 
Ux K , d ' 0 i , [u i i ] )= R 1 ( u - 1 , , 9 > i ) 4 - , < 9 ' < / > i , [ u n ] ) , 

^2 (U2 ,dy<t>2, [^2l]) = Rl(u2,d'y(j)2) + [î/2l]#2(u2 ,&y<fa, [w2l]). 
En posan t w  = (ru[,ru2,[u[]/e,[u2]/e,dy(/)[,dy(f)2) et en reportant dan s (12.8.14) , 
on e n dédui t qu'i l exist e un e fonctio n gz(e,w) vérifian t #3(£ ,0 ) =  0, telle qu e l'o n ait 

[v] = [U2 - U[] = [l7i] W x (UX , 9^ 1 , [Wn]) 
(12.8.16) 

+ Kl]№(w 2 ,^02) -  # l K ,^0i) ) +£ 2 tfjfow) 

En remarquan t qu e u2 — u1 = (u2 )' — (ux ) ', on obtien t alor s l'estimatio n 

(12.8.17) \[v]/e |O,7, T <  C{M) {\[vi]/e |o,7, T + |rt ;|0,7,T + | ^ | i , 7 , T + £ 2 M ^ , W ) | O , 7 , T } . 

En multiplian t (12.8.17 ) pa r 7 et en majorant 7  |[^i]/£ |O,7, T grâc e à  (12.8.12) , on 
obtient (12.8.1 ) e t la proposition es t démontrée . • 

12.9. Preuv e d u théorème 12.3. 4 

On désign e pa r Ni(v, \ £ , 7 , T ) l'expressio n 

(12.9.1) JV i ( t ; , * , 7 , r ) =  JV( t ; ,^ ,2 ,7 ,T ) + 7 l l * l k7 ,T + 7^1 /2 |M/^k7,T . 
En somman t le s estimations (12.6.2 ) (12.7.1 ) e t (12.8.1), o n obtien t : 

JV!(i;,*,7,T) < C { N I ( V , ¥ , 7 , 0 ) + £ | | W I -W2\U„,Tl + H k 7 , r 

(12.9.2) +||Ф||4л,г + ||F ||4,7,T +  71/2 £1/2\G/s |4,7,т + е~1/2№ - ^ | |2)7,т 

fe2||Sf3(e,w3)||4,7,T +  7£3/2|g4(£,i«4)|o,7,T ] 

La form e d e F e t G donnée à la proposition 12.5.1 , condui t au x majoration s 

(12.9.3) 
l|F||4,7,T <  11* 2 - F I | | 4 I 7 , T + e2\\g1{e,w1)\U,7>T 

+ C{||*| |4,7,r+ | |« | |4 ,7 , T 

| < ? / £ | 4 , 7 , T <  |G 2/e|4)7)T+ £2|52(£,W2)|4;7,T 
(12.9.4) 

+ C(M) {|^|4,7> T + |rV|3>7, T + \[v)/s |0,7;T 

En reportan t ce s estimations dan s (12.9.2 ) e t e n prenan t 7  assez grand , le s terme s 

IMk7,T, ||*lk7,r, 7 1/2£1/2|^k7lr, 71/2£1/2|r«|3)7)T, 71/2£1/2|H/^|o,7,T 
sont absorbé s pa r l e membre d e gauche . O n dédui t alor s d e (12.9.2 ) l'estimatio n : 

JVj(t;,*,7,T) <  c l j V x ^ ^ ^ . O + f f l I W i -  W2||4,7,T l +||F2-F1||4)7) T 

(12.9.5) +£-1/2||F2 -  Fxlla ^T + £2||<h(e, wi)|k7)r +  71/2 e^2\G'2/s |4,7, r 

+71/2 £5/2\92(s, t«2)k7,T + £2|Me,u>3)lk7,T + 7£3/2Me, i04)|o,7,:r] 
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En tenan t compt e de s inégalité s : 
NI2 . .T <  e^T\\u\\2s^T <  ( 1 + 7 ) 2 S e^T-T°ï ||u||2., T 

|u|.,7,r <  e7 T |u |,,7,r <  ( 1 + 7) s e^T-T°)|u|S)7, T 
et e n fixant 7  dan s (12 .9 . 5 ) , o n e n dédui t qu'i l exist e un e constant e C tell e qu e : 

N(v,9,T) < C{N(V,V,0) + e\\Wi - W2\\4„,TL + \\F2 -  FI||4, T 

( 1 2 . 9 . 6 ) + £ - 1 / 2 | | F 2 - F 1 | | 2 ) T +  £ 2 | | 9 I ( £ , W I ) | | 4 , T + £1/2|G 2/£ |4 ,T 

+eh/2\g2{s,w2)\^T + e2\\gz{e,wz)\\^T + ezl2\gi{e,Wi)\o,Ty 

D'après l'hypothès e ( 1 2 . 3 . 6 ) o n a 

( 1 2 . 9 . 7 ) e\\Wi - W2\U,Tl <Ks2. 

Avec l a propositio n 1 2 . 4 . 1 , o n obtien t 

( 1 2 . 9 . 8 ) e1'2 \[v]/e |0, 0 <  Ce -1/2|M|2,o < Ce3'2, 

( 1 2 . 9 . 9 ) N(v,9,0) < Ce3'2, 

( 1 2 . 9 . 1 0 ) | |F 2 - F I | | 4 , T <  Ce2. 

Enfin, d'aprè s l e corollair e 1 2 . 2 . 2 o n a  : 

( 1 2 . 9 . 1 1 ) |G'2/e\4,T<C3(M)s2. 
L'estimation ( 1 2 . 3 . 1 0 ) découle alor s de s inégalités ( 1 2 . 9 . 6 ) à  ( 1 2 . 9 . 1 1 ) e t l e théorèm e 
1 2 . 3 . 4 es t démontré . • 
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