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I N T R O D U C T I O N A L A T H E O R I E A R I T H M E T I Q U E 
D E S ^ - M O D U L E S 

par 

Pierre Berthelot 

Résumé, — Dans ce texte, qui est un résumé du cours fait au Centre Emile Borel 
au printemps 1997, nous expliquons comment étendre un certain nombre de résultats 
classiques de la théorie algébrique des modules sur les anneaux d'opérateurs différen­
tiels, lorsque le schéma de base n'est pas nécessairement de caractéristique 0. Nous 
montrons en particulier comment se généralisent les résultats basés sur la cohérence, 
aussi bien dans le cas algébrique que pour les différents complétés que l'on est amené 
à introduire sur un schéma formel p-adique. Nous donnons enfin quelques résultats 
et conjectures sur la notion d'holonomie, pour les -̂modules munis d'une action de 
Probenius. 

Introduction 

Ce texte est un résumé du cours fait au Centre Emile Borel durant le semestre 
« Cohomologies p-adiques et applications arithmétiques », au printemps 1997. Son 
but est d'expliquer comment s'étendent les résultats de base de la théorie des Dx 
modules, i.e. des modules sur les anneaux d'opérateurs différentiels, lorsqu'on se place 
sur un schéma X lisse sur un schéma de base S qui n'est pas nécessairement de 
caractéristique 0. Nous nous limiterons ici aux grandes lignes de la théorie, en donnant 
les principaux énoncés, mais peu d'indications sur les démonstrations. Pour celles-ci, 
le lecteur se reportera notamment à la série d'articles [5], [8], [10], [11], auxquels ce 
résumé vise aussi à servir d'introduction générale. 

Classification mathématique par sujets (2000). — 13N10, 14F10, 14F30, 14F40, 14G22, 16S32, 32C38. 
Mots clefs, — Puissances divisées, opérateur différentiel, -̂module, isocristal, sur convergence, com­
plexe parfait, opération cohomologique, cohomologie de de Rham, cohomologie cristalline, cohomo-
logie rigide, Frobenius, variété caractéristique, module holonome. 

Pendant la préparation de cet article, l'auteur a bénéficié du soutien du programme TMR de 
la Communauté Européenne, dans le cadre du réseau Arithmetic Algebraic Geometry (Contrat 
n° ERBFMRXCT 960006). 
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2 P. BERTHELOT 

L'objectif de cette théorie « arithmétique » des ^-modules est de développer les 
outils nécessaires pour étudier au-delà de la caractéristique 0 la cohomologie de de 
Rham, et les cohomologies qui en dérivent : cohomologies cristalline, syntomique, 
rigide... et notamment pour traiter les « problèmes de coefficients » concernant ces 
cohomologies. Dans cette perspective, le cas où le schéma de base est un corps de 
caractéristique p, ou un quotient d'anneau de valuation discrète d'inégale caracté­
ristique, présente évidemment un intérêt particulier. Il s'agit alors de cohomologies 
dites « p-adiques », par opposition à la cohomologie étale ^-adique pour £ ^ p, et, 
comme le soulignait Grothendieck dès le début [26], l'aspect le plus important de ces 
cohomologies est de rendre compte des phénomènes de p-torsion. Cette importance 
est aujourd'hui renforcée par le développement des théorèmes de comparaison avec la 
cohomologie étale p-adique, pour les schémas sur les corps locaux, dans la mesure où 
cette dernière est elle-même par construction une limite de cohomologies de p-torsion. 
C'est pourquoi nous nous intéresserons d'abord aux résultats valables lorsque S est un 
Z/p nZ-schéma, puis ensuite à ceux qu'on peut en déduire concernant les modules sur 
certains faisceaux d'opérateurs différentiels sur un schéma formel p-adique lisse 3£. 
Précisons néanmoins que nous nous limiterons dans le présent résumé à la théorie des 
^-modules proprement dite, les applications cohomologiques elles-mêmes devant faire 
l'objet d'un article ultérieur. 

La première étape, à laquelle est consacrée le chapitre 1, est donc de construire les 
faisceaux d'opérateurs différentiels qui apparaissent dans l'étude de la cohomologie de 
de Rham et de la cohomologie cristalline lorsque la base S n'est pas de caractéristique 
0, faisceaux qui diffèrent alors du faisceau @x C £nd@s(Ûx) des opérateurs différen­
tiels (relativement à S) au sens classique. En effet, bien que, sans aucune hypothèse 
sur 5, le faisceau $>x soit défini pour tout morphisme lisse f : X —> S (cf. [EGA, 
IV, 16.8]), la donnée d'une connexion intégrable sur un ^x-module S est en général 
plus faible que celle d'une structure de ^x-niodule à gauche, lorsque S n'est pas de 
caractéristique 0. De plus, un exemple classique dû à Grothendieck [26] montre que la 
connexion de Gauss-Manin sur la cohomologie de de Rham relative n'est pas induite 
en général par une structure de @x-module à gauche. 

La théorie des enveloppes à puissances divisées permet par contre de modifier la 
construction de [EGA, IV, 16.8] et fournit, sur une base S quelconque, un autre 
faisceau d'opérateurs différentiels sur X, engendré librement par les dérivations, 
et tel que la donnée d'une connexion intégrable sur un ^x-module soit équivalente à 
celle d'une structure de â^ -modu le à gauche. Pour les â^-modules , on peut définir 
en toute généralité les opérations de base de la théorie des ^-modules : image inverse 
exceptionnelle / ! , produit tensoriel externe E3, image directe /+ , dual D (précisons que 
nos notations sont celles de Bernstein et Borel [17]). De plus, en remplaçant la notion 
de complexe borné à cohomologie cohérente par celle de complexe parfait [SGA6], 
qui en est la généralisation naturelle lorsque S n'est pas régulier, nous montrons que 
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ceux des théorèmes de stabilité de la théorie complexe qui ne font appel qu'à la notion 
de cohérence restent valables en toute généralité pour les -modules : la perfection 
est stable par / ! pour / lisse, El, /+ pour / propre, D. 

Par contre, hors de la caractéristique 0, il n'existe pas au niveau des -modules 
de notion analogue à l'holonomie dans le cas complexe, qui permette d'assurer la 
stabilité par f pour / quelconque. Cette situation est liée au fait que, hors de la 
caractéristique 0, la cohomologie de de Rham et la cohomologie cristalline diffèrent de 
la cohomologie étale ou de la cohomologie transcendante sur un point fondamental : 
ce ne sont pas des théories de nature topologique. En particulier, si S est de caracté­
ristique p, et si F : X —» X' est le morphisme de Probenius relatif, l'homomorphisme 
F* n'est pas un isomorphisme en cohomologie de de Rham ou cristalline - ce qui 
est du reste à l'origine de nombre d'applications parmi les plus importantes de ces 
cohomologies ! De même, l'image inverse par F d'un f^?-module cohérent S1 n'est 
pas un 5^-module cohérent, sauf si S" est cohérent sur ûxf, ce qui est par ailleurs 
trop restrictif pour assurer la stabilité par image directe. 

Par contre, on s'aperçoit qu'il existe un nouveau faisceau d'opérateurs différentiels 
$x agissant naturellement sur F*&, et on montre de plus que F* est alors une équi­
valence de catégories entre -modules et -modules [8] : ce théorème de descente 
apparaît comme une généralisation du théorème classique de Cartier établissant une 
équivalence entre la catégorie des ûxr-modules et celle des ^x-modules munis d'une 
connexion integrable à p-courbure nulle [34]. Ce procédé s'itère, et amène à introduire, 
pour tout schéma lisse sur une base où les entiers premiers à p sont inversibles, un 
système inductif de faisceaux d'opérateurs différentiels (^x^)m^o indexé par N, dont 
la limite est le faisceau usuel ^x> et à étudier plus généralement les f^T^-modules [5]. 

Après quelques rappels sur les enveloppes à puissances divisées, généralisées par 
l'introduction de la notion de structure partielle d'idéal à puissances divisées de ni­
veau ra, pour un entier m > 0 quelconque, le chapitre 1 présente la construction et 
les premières propriétés de base de ces faisceaux d'opérateurs différentiels . Le 
faisceau est obtenu en dualisant les enveloppes à puissances divisées partielles 
nilpotentes de l'idéal diagonal de X dans X xs X, à la manière de [EGA, IV], et 
est appelé faisceau des opérateurs différentiels de niveau ra. Ce chapitre s'achève avec 
l'interprétation de la structure de D(m)x-module à gauche (resp. à droite) en termes 
de stratifications (resp. co-stratifications) au sens de Grothendieck. Celle-ci est es­
sentielle pour la théorie des â^^-modules, non seulement pour mettre en évidence 
la nature cristalline des constructions (ce que nous ne discuterons pas ici, cf. [8] et 
[10]), mais aussi dans bien des cas pour munir un module donné d'une structure de 

-module. En effet, les faisceaux pour m > l ne sont pas engendrés par les 
seules dérivations, mais par les opérateurs d'ordre <pm, et on ne dispose pas toujours 
de formules explicites donnant l'action de ces opérateurs. 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2002 



4 P. BERTHELOT 

Le chapitre 2, consacré aux opérations cohomologiques dans le cadre algébrique (et 
tout particulièrement modulo pn), commence avec le théorème de descente par Frobe-
nius mentionné plus haut. Ge théorème s'énonce en fait sur n'importe quel schéma S 
annulé par une puissance de p, muni d'un idéal quasi-cohérent a contenant p et pos­
sédant une structure d'idéal à puissances divisées partielles de niveau m. Il est alors 
valable pour tout morphisme de 5-schémas lisses F : X —> X' dont la réduction 
modulo a est une puissance FXQJSQ du morphisme de Probenius relatif de la réduc­
tion de X, et il fournit une équivalence entre la catégorie des 0^-modules et celle 
des f^ 7 1 - 1"^-modules [8]. Le reste du chapitre est consacré aux propriétés de base des 
quatre opérations fondamentales, et notamment au théorème de finitude pour les mor-
phismes propres [10], et au théorème de dualité relative de Virrion ([49], [51]). Parmi 
ces résultats, il convient de souligner tout particulièrement la complète compatibilité 
du foncteur F* à toutes les opérations (ce qui, dans les cas de /+ et D, repose sur le 
théorème de descente). Nous en verrons plus loin les conséquences. 

Certaines propriétés sont par contre en défaut tant que l'on reste sur une base 
annulée par une puissance pn fixée. On constate deux types de problèmes : 

a) Certains énoncés ne sont vrais qu'à isogénie près. Par exemple, pour m ^ 1, le 
complexe de de Rham Çtx (g) @x

rL^ n'est pas une résolution de ux, mais les faisceaux 
de cohomologie du cône sont annulés par une puissance fixe de p, indépendante de n. 

b) Certains énoncés nécessitent en plus de changer de niveau dans le système in-
ductif des faisceaux ^ x

l \ C'est le cas par exemple de l'isomorphisme Id uu+ 
lorsque u est une immersion fermée. 

On est ainsi conduit à étudier les théories obtenues par passage à la limite à partir de 
la théorie algébrique du chapitre 2. Soient y un anneau de valuation discrète complet 
d'inégale caractéristique, de corps résiduel k. Le chapitre 3 est consacré au passage à la 
limite projective sur un ^-schéma formel lisse SC, de fibre spéciale X. On obtient ainsi 
pour tout m un faisceau d'opérateurs différentiels d'ordre infini @^?\ p-adiquement 
complet, qui reste un faisceau d'anneaux cohérent à sections noethériennes. Lorsqu'on 
veut étendre les opérations cohomologiques aux complexes de -modules, il appa­
raît alors des difficultés techniques liées aux complétions. Pour obtenir les formules 
voulues lorsqu'on compose plusieurs foncteurs qui ne préservent pas nécessairement 
la cohérence (notamment la transitivité des images inverses et directes), on est amené 
à intégrer la complet ion à la définition de ces foncteurs, et donc aussi à imposer 
une condition de complet ion aux complexes avec lesquels on travaille. Nous appelons 

quasi-cohérents les complexes S de D~(@$?^) tels que le complexe ffx ® S soit à 

cohomologie quasi-cohérente, et que S —• Rlim^(Z/p n Z 0 S). Ces conditions sont 
vérifiées par les complexes bornés à cohomologie cohérente. On peut alors étendre à 
ces complexes les opérations cohomologiques étudiées précédemment, et en déduire 

ASTÉRISQUE 279 



THÉORIE ARITHMÉTIQUE DES ^-MODULES 5 

par passage a la limite les propriétés voulues, en s appuyant sur les méthodes de lAp-
pendice B de [12] sur la finitude de Rlim. On notera que, pour traiter les propriétés 
qui nécessitent de tensoriser par Q, nous ne travaillons pas directement dans la catégo­
rie dérivée des D(m)xQ-modules, où la condition de quasi-cohérence précédente n'aurait 

plus de sens, mais dans la catégorie triangulée des complexes quasi-cohérents de 
modules à isogénie près. Celle-ci contient une sous-catégorie pleine équivalente à la 

catégorie DI*(S№>) [9]. 
Le second passage à la limite, qui fait l'objet du chapitre 4, consiste à passer à la 

limite inductive sur le niveau ra. On obtient ainsi un faisceau 5^- , qui est un sous-
faisceau du complété p-adique Çftgç du faisceau des opérateurs différentiels usuels, 
formé des opérateurs dont les coefficients vérifient une condition de décroissance de 
style Monsky-Washnitzer [44]. Ce faisceau n'a pas d'aussi bonnes propriétés de fini­
tude que les faisceaux &¡¡¡?\ mais le faisceau Q, bien que n'étant pas noethérien, 

est cohérent, grâce à un théorème de platitude des homomorphismes —• @$rQ 
pour m' ^ ra [5]. Il est également de dimension homologique finie [8]. Comme précé­

demment, il y a lieu de tenir compte de la topologie naturelle de Q dans la défini­

tion des opérations cohomologiques sur les Q-modules. Pour cela, nous partons de 

la catégorie dérivée des systèmes inductifs de Slg- -modules. Par une localisation ap­

propriée, nous construisons à partir de celle-ci une catégorie LD dans laquelle 

on peut définir une sous-catégorie pleine formée de complexes « quasi-cohérents ». Sur 

cette sous-catégorie, qui contient une sous-catégorie pleine équivalente à Dç0h(@%- Q) 

[9], on peut alors étendre les opérations cohomologiques précédentes et montrer que 

leurs propriétés sont préservées. On obtient ainsi entre autres la préservation de la 

cohérence par /+ lorsque / est propre [10], et le théorème de dualité relative [49]. 
C'est au niveau de la théorie des ^-modules que s'effectue le lien avec la coho­

mologie rigide [3]. Si Z est un diviseur de X, et j : ¿2/ 3£ l'inclusion de l'ouvert 
complémentaire de Z, on introduit le faisceau ûgç <$Z) des fonctions à singularités 
surconvergentes le long de Z : c'est le sous-faisceau de J * ^ V , Q dont les sections sur 
un ouvert affine où Z est défini par la réduction d'une section t de s'écrivent 
sous la forme A¿A% OU Les ai sont des sections de ô gç Q vérifiant la condition de 
décroissance de Monsky-Washnitzer. Ce faisceau possède une structure naturelle de 

Q-module. Lorsque 3£ est propre, la cohomologie rigide de °t/ est par construction 
la cohomologie de de Rham de 3£ à coefficients dans Ggc$$Z). On voit donc que, 
grâce au théorème de finitude pour /+ dans le cas propre, la cohérence de ff&^Z) 
en tant que â^- ^-module entraîne la finitude de cette cohomologie. Ce théorème 
de cohérence, prouvé dans [6], était l'un des objectifs principaux de la théorie des 

Q-modules. Nous indiquons ici les principales idées de sa démonstration, basée 
sur les théorèmes précédents sur les opérations cohomologiques, et sur le théorème de 
de Jong [33]. 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2002 



6 P. BERTHELOT 

Enfin, nous achevons ce chapitre consacré à la cohérence sur Qr^ Q par une ra­

pide présentation des travaux de Huyghe sur la transformation de Fourier ([28], [29], 
[30]), qui fournissent une interprétation de la transformation de Fourier naïve sur la 

« complétée faible » de l'algèbre de Weyl au moyen des opérations cohomologiques défi­

nies ici. Cette interprétation est entièrement parallèle à celles que donnent Malgrange 

pour les ^ - m o d u l e s en caractéristique 0 [41] et Katz-Laumon pour les faisceaux 

Sadiques. C'est aussi une illustration de la façon dont, sur un schéma formel propre, 

on peut utiliser les algèbres de la forme Û&^QQZ), et les faisceaux d'opérateurs à sin­

gularités surconvergentes Q(}Z) qui leur sont associés, pour traiter les opérations 

cohomologiques sur les variétés ouvertes. 

Pour obtenir un théorème de finitude pour f lorsque / est une immersion fermée 

(ce qui entraînerait le cas général), il faut néanmoins disposer d'une condition de 

finitude plus forte que la cohérence. En caractéristique 0, c'est la condition d'holono-

mie [37]. Au chapitre 5, nous dégageons une condition analogue pour les F-&%- Q-

modules cohérents, c'est-à-dire les Q-modules cohérents ê munis d'un isomor-

phisme $ : S F*S. Les résultats des chapitres précédents entraînent que la 

structure de F-2)^ Q-module est stable par toutes les opérations cohomologiques, de 

sorte que tout Q-module d'origine géométrique peut être muni d'une structure de 

F-S>^ Q-module. Une propriété essentielle des F-&X Q-modules cohérents, qui résulte 

de la descente par Frobenius, est l'existence pour un tel module ê d'un 3^Q-module 

cohérent <?(°) canonique tel que S ~ ^L- 0 0^(o) é?(°\ dépendant fonctoriellement 

de ê [8]. Nous expliquons comment, en passant par un modèle entier de celui-ci et 

en réduisant modulo p, on peut construire une variété caractéristique Car(^) dans le 

fibre cotangent T*X de la fibre spéciale X, et même un cycle caractéristique ZCar(^). 

Grâce à un analogue du théorème de Kashiwara pour les F-Sf^ Q-modules cohérents 

à support dans un sous-schéma fermé lisse, on montre que cette variété caractéris­

tique vérifie l'inégalité de Bernstein dim (Car(<f )) ^ dim(X) [11]. Cela justifie que 

l'on définisse comme en caractéristique 0 la notion de F-Q)^ Q-module holonome par 

la condition dim (Car(S)) = dim(X). Beaucoup de questions sont encore ouvertes 

concernant cette notion d'holonomie, et nous en discutons quelques unes en 5.3.6. 

Néanmoins, un théorème de Virrion [52] montre que cette condition géométrique équi­

vaut à la caractérisation homologique habituelle par la nullité des Jif?l(p(S>)) pour 

i ^ 0, et que l'on dispose ainsi d'une bonne notion de module dual pour les F-@%-^Q-

modules holonomes. De plus, nous montrons pour finir que le cycle caractéristique 

que nous construisons donne naissance dans le cas projectif à une formule pour la 

caractéristique d'Euler-Poincaré analogue à celle de Dubson-Kashiwara ([19], [39]). 

Remerciements. — C'est un plaisir de remercier pour leur participation les auditeurs 
du cours fait au Centre Emile Borel, et plus particulièrement O. Gabber, dont les 
nombreuses remarques et suggestions m'ont permis d'améliorer certains des résultats 
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présentés ici. Je remercie aussi le personnel du Centre Emile Borel, et notamment son 
directeur J. Œsterlé, pour les excellentes conditions de travail qui ont permis le succès 
de ce semestre. 

Notations et conventions générales 

1) Ce texte étant de nature introductive, nous ferons ici de manière systématique 
quelques hypothèses mineures qui permettront de simplifier l'exposé, en renvoyant le 
lecteur intéressé par certains énoncés dans une situation plus générale aux articles [5], 
[8], [9], [10], [11] : 

(i) Nous supposerons que tous les schémas et schémas formels considérés sont 
quasi-compacts et quasi-séparés (de sorte qu'il en sera de même des morphismes 
entre schémas, d'après [EGA, IV 1.2]). Grâce à [SGA4, VI 5], cela assure que la 
cohomologie et les images directes commutent aux limites inductives filtrantes. 

(ii) Lorsque nous considérerons un morphisme lisse entre deux schémas ou 
schémas formels, nous supposerons qu'il est de dimension relative constante. 
Cela permet d'appliquer dans les catégories dérivées l'opérateur de translation 
par la dimension relative. 

2) Soit un faisceau d'anneaux. Sauf mention explicite du contraire, les 
modules considérés seront des ^-modules à gauche. 

3) Soit 2 un faisceau d'anneaux sur un schéma ou un schéma formel. Nous n'utili­
serons ici les catégories D~oh[S>) et D^oh(2) que lorsque @ est un faisceau d'anneaux 
cohérent. Dans ce cas, il s'agit des sous-catégories pleines de D~(@) et Dh(2i) dont 
les objets sont les complexes à cohomologie ^-cohérente. 

Nous aurons aussi à utiliser les sous-catégories Dt<^(&) et Dparf(@). Rappelons 
que Dtdf(^) est la sous-catégorie pleine de D(@) dont les objets sont les complexes 
de Tor-dimension finie (voir [27, II 4] ou [SGA6,1 5.2]), c'est-à-dire quasi-isomorphes 
à un complexe à termes plats, nuls hors d'un intervalle borné ; en particulier, Dtài{@) 
est une sous-catégorie pleine de Dh(@). Quant à la catégorie DpaTf(@), c'est la sous-
catégorie pleine de D(@) dont les objets sont les complexes parfaits [SGA6, I 4.7], 
c'est-à-dire localement isomorphes à un complexe à termes localement projectifs de 
type fini, nuls hors d'un intervalle borné. Lorsque 2) est cohérent, il revient au même, 
d'après [SGA6, I, 3.5 et 5.8.1], de demander qu'un tel complexe soit localement de 
Tor-dimension finie et à cohomologie cohérente. Compte tenu de l'hypothèse de quasi-
compacité faite plus haut, nous aurons donc ici Dparf(@) = D^oh(2) fi Adf (^)-

4) Pour tout faisceau abélien E, nous noterons En := E 0 Q. 

1. Calcul différentiel modulo pn 

Nous rappellerons d'abord quelques notions plus ou moins classiques qui servent 
de point de départ au calcul différentiel sur un schéma de base quelconque : puis­
sances divisées, algèbres d'opérateurs différentiels, stratifications. Lorsque le schéma 
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8 P. BERTHELOT 

de base est annulé par une puissance d'un nombre premier p, ces notions admettent 
des variantes dites « de niveau supérieur », qui sont à la base de la théorie présentée 
ici : comme nous le verrons plus loin, celles-ci sont directement liées à l'action de 
l'endomorphisme de Frobenius de la réduction modulo p. 

1.1. Enveloppes à puissances divisées. — Hors de la caractéristique nulle, le 
calcul différentiel repose de manière essentielle sur la notion d'idéal à puissances di­
visées, qui permet de donner un sens à la formule de Taylor pour une connexion 
integrable. 

1.1.1. Soient A un anneau commutatif, I C A un idéal. Rappelons (cf. [2] ou [12]) 
qu'une structure d'idéal à puissances divisées (ou PD-structure) sur I est une famille 
7 = (7n)n^o d'applications de I dans A qui vérifient les conditions suivantes : 

(i) Vx G / , 7o(x) = 1, 7i(x) — x, 7n(x) G I pour n ^ 1 ; 
(ii) Vx,2/ G / , Vn ^ 0, 7n(x + y) = Ei+j=n7¿(^)7j(y); 
(iii) Vx G / , Va G A, Vn ^ 0, ^n(ax) = an7n(x) ; 

(iv) Vx G / , Vm,n G N, 7m(z)7n(z) = (^"bm+nfr) ; 
(v) Vx G / , Vm,n G N, 7n(7m(*)) = rM^lnm(x). 

On dit que (/, 7) est un PD-idéal de A. Lorsqu'il n'y a pas d'ambiguité sur 7, on adopte 
en général la notation x ^ pour ^yn(x). La condition (iv) entraîne que nÎ7n(x) = xn. 
S'il existe un entier n ^ 2 tel que A soit une Z/nZ-algèbre, I est donc un nilidéal. 

Si (A, J, 7) et (Af, 7') sont des anneaux munis de PD-idéaux, un PD-morphisme 
<fi : (A, / , 7) —> (Af, V', 7') est un homomorphisme d'anneaux (fi : A —• Ar tel que (fi(I) C 
i7, et que, pour tout x G / et tout n G N, (fi(^n(x)) = j'n((fi(x)). Si (R, a, a) est un 
anneau muni d'un PD-idéal, et (fi : R —• A un homomorphisme d'anneaux, on dit que 
la PD-structure a s'étend à A s'il existe sur cu4 une PD-structure â (nécessairement 
unique) telle que (i?, a, a) —> (A, CL4, â ) soit un PD-morphisme. Si (R, a, a) et (A, i", 7) 
sont des anneaux munis de PD-idéaux, et (fi : R —> A un homomorphisme d'anneaux, 
on dit que la PD-structure 7 est compatible à a si a s'étend à A, et s'il existe sur 
a A + / une PD-structure prolongeant â et 7. 

Soient p un nombre premier, vp la valuation p-adique sur Q (normalisée par 
vp(p) — 1)? ^(p) ê localisé de Z par rapport à l'idéal premier (p). Pour tout n ^ 1, 
vp(pn/n\) ^ 1, de sorte qu'il existe sur l'idéal pZ(p) une PD-structure naturelle. Cette 
structure s'étend à toute Z(p)-algèbre. Par contre, une PD-structure sur un idéal 
d'une Z(p)-algèbre n'est pas automatiquement compatible à celle de (p). 

Soient (i?, a, a) un anneau muni d'un PD-idéal, A une it!-algèbre, I C A un idéal. 
Il existe une .R-algèbre Pa(I), munie d'un PD-idéal / dont la PD-structure (généra­
lement notée x t—> x ^ ) est compatible à a, et un i2-homomorphisme (fi : A —» Pa(I) 
tel que (fi(I) C / , qui soient universels pour les iî-homomorphismes (A, I) —> (B, J, 5) 
envoyant I dans un PD-idéal (J, (5) dont la PD-structure est compatible à a (c/. [2, 
I 2.4.2] ou [12, 3.19]). La .A-algèbre Pa(I), munie de son PD-idéal canonique, est 
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appelée enveloppe à puissances divisées (compatibles à a), ou PD-enveloppe, de 7; 
lorsqu'aucune confusion n'en résulte, nous la noterons simplement P(7). 

7.1.2. Si l'on fixe un nombre premier p, l'étude de l'action de Frobenius amène à 
généraliser la notion d'idéal à puissances divisées. Nous supposons ici que les anneaux 
considérés sont des Z(p)-algèbres, et que toutes les PD-structures sont compatibles 
à la PD-structure canonique de (p). Pour tout entier m ^ 0, et tout idéal 7 d'un 
anneau A, nous noterons / ( p T n ) l'idéal engendré par les puissances xpTn pour x G 7. 

Soient alors m G N un entier positif fixé, A une Z(p)-algèbre, 7 c A un idéal. 
Une PD-structure partielle de niveau m (ou m-PD-structure) sur 7 est la donnée d'un 
PD-idéal ( J, 7) C 7 tel que 

i<*m)+picJ. 

Nous dirons que (7, J, 7) est un m-PD-idéal. La donnée d'une m-PD-structure permet 
de définir sur 7 des opérations de puissances divisées partielles vérifiant des propriétés 
analogues aux relations (i) à (v) de 1.1.1 (cf. [5, 1.3.6]) : si n G N, on écrit n = pmq+r, 
avec 0 < r < p m , et on pose 

i<*m)+picJ.i<*m)+picJ. 

En particulier, ces opérations vérifient les relations qlx^w = xn. Si aucune confu­
sion n'en résulte, nous noterons simplement x^ pour x ^ n ^ m ) . 

Si (A, / , 7 ) et ( A / , / , , 7 / ) sont deux anneaux munis de m-PD-idéaux, un m-PD-
morphisme 0 : (^4,7, J, 7) —> (A', 7', J ' , 7') est un PD-morphisme 0 : (A,J,j) —• 
(A\ J ' ,7 ' ) tel que </>(I) C V. Si J est un idéal quelconque d'une Z(p)-algèbre A, il existe 
une ^4-algèbre P( m )(7), et un m-PD-idéal (7,7, ~̂̂ ) C P(m)(7) tel que 7P(m)(7) C 7, 
qui soient universels pour les homomorphismes de A dans un anneau Af envoyant 7 
dans un m-PD-idéal (7', J ' ,7 ' ) de A'. L'algèbre P( m)(7), munie de son m-PD-idéal 
canonique (7,7, H), est appelée enveloppe à puissances divisées partielles de niveau 
m (ou m-PD-enveloppe) de (A,I). Pour la construire, on procède de la manière sui­
vante (voir [5, 1.4.1], où la construction est faite avec une condition de compatibilité 
plus générale) : on définit d'abord P(m)(7) comme étant l'enveloppe à puissances di­
visées usuelle P(7^ p m^) (compatible aux puissances divisées canoniques de (p)) ; on 
prend alors pour 7 le PD-idéal de P(7(p™)) engendré par I^™) +p7, et pour 7 l'idéal 
7P(7^ m ) ) + 7. 

Pour m = 0, les définitions et constructions faites ici redonnent celles de 1.1.1. 
D'autre part, il résulte immédiatement de la définition qu'une m-PD-structure sur 
un idéal 7 peut aussi être vue comme une m'-PD-structure pour tout m' ^ m. La 
propriété universelle des enveloppes à puissances divisées entraîne donc que, pour m 
variable, celles-ci forment un système projectif 

• • • ^ - p ( m + 1 ) ( j ) — p ( m ) ( j ) p(0){i) = p(i). 
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1.13. Soit 7 un idéal d'un anneau A muni d'une m-PD-structure (J, 7). Cette struc­
ture permet de définir sur A une filtration d'anneau décroissante (/^n^)n^0) moins fine 
que la filtration 7-adique et appelée filtration m-PD-adique : elle peut être caractérisée 
comme étant la filtration d'anneau la plus fine vérifiant les conditions suivantes : 

(i) / t ° } = A , J < 1 > = / ; 
(ii) Quels que soient n ^ 1, x G I{n} et k ^ 0, x{k} G I{kn} ; 
(iii) Quel que soit n ^ 0, ( J + pA) il 7 ^ est un sous-PD-idéal de J + pA. 

Nous renvoyons à l'appendice de [8] pour les détails de sa construction dans le cas 
général; lorsque m = 0, on note habituellement 7 M au lieu de 1^, et 7 ^ est alors 
l'idéal de A engendré par les produits 7m (#1) • • mJnk(xk)^ où les x\ sont dans 7, et 

J2i ni ^ n. 
La condition (iii) entraîne que J fi 7 ^ est un sous-PD-idéal de J, de sorte qu'il 

munit 1^ d'une m-PD-structure. De même, la PD-structure de J+pA passe au quo­
tient modulo 7<n> ; le PD-idéal J / ( Jn7<n>) munit alors l'idéal 7/7*n> C A/I^ d'une 
m-PD-structure, telle que l'homomorphisme A —• A/I^ soit un m-PD-morphisme. 

On dit que 7 est m-PD-nilpotent s'il existe un entier n tel que 7<n> = 0. Si 7 c A 
est un idéal quelconque, et P(m) (-0 son enveloppe à puissances divisées de niveau m, 
on pose, pour tout entier n ^ 0, 

P^)(I)=P{m)(I)/l 
{n+l} 

L'image de 7 dans P^(I) est alors munie d'une m-PD-structure canonique, définie 

par l'image de 7, et la filtration m-PD-adique correspondante est l'image de celle 
de P ^ ( 7 ) . En particulier, 7 est m-PD-nilpotent dans P ^ ( 7 ) . Munies de leurs ra-
PD-idéaux canoniques, ces enveloppes à puissances divisées nilpotentes possèdent une 
propriété universelle évidente. 

Par fonctorialité, la construction des enveloppes à puissances divisées s'entend aux 
idéaux d'un faisceau d'anneaux sur un espace topologique; nous noterons ^ ( J ^ ) , 
<^(m)(^)> ^(m)(^) (l) les enveloppes à puissances divisées d'un idéal y. Si X = 
Spec(^4) est un schéma affine, et J C ffx l'idéal quasi-cohérent défini par un idéal 
7 C A, alors ces faisceaux sont les faisceaux quasi-cohérents définis respectivement 
parP(/),P(m)(/),P(»m)(/). 

1.1.4. En général, on ne sait pas donner de description simple de la structure al­
gébrique des enveloppes à puissances divisées. On peut néanmoins expliciter cette 
structure si l'on fait des hypothèses de régularité convenables sur les anneaux A et 
A/I [5, 1.5.3]. 

Supposons d'abord que A soit un anneau de polynômes R[t i , . . . , td] , et 7 l'idéal 
d'augmentation (¿1, . . . , td). Nous noterons alors R(t\,..., td)(m) l'enveloppe P(m)(7), 
et nous l'appellerons algèbre de polynômes à puissances divisées de niveau m. C'est 
un 7?-module libre de base les monômes à puissances divisées 

t{k} =tiki} ...t{kd\ 
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pour k = {ki,..., kd} € N r f. Le m-PD-idéal canonique / est l'idéal engendré par les 
pour |fc| := J2{ ki ^ 1, et le sous-PD-idéal / C / est l'idéal engendré par les 

éléments t^-} tels que l'un des ki soit ^ p m , et par les éléments pt^ pour \k\ ^ 1. 
Les idéaux / définissant la filtration ra-PD-adique sont les idéaux engendrés par 
les pour |fc| > n. Par suite, les P^ (I) sont des P-modules libres de type fini, 
ayant pour base les pour |fc| < n. 

Ces résultats peuvent notamment s'étendre lorsqu'on suppose plus généralement 
que A est une P-algèbre lisse, et t\,..., td une suite d'éléments de A engendrant un 
idéal / tel que A/I soit lisse sur R : 

(i) pour tout n, le choix d'une section A/I —> A/In fait de P^(I) une (A/I)-
algèbre libre de type fini, ayant pour base les pour |fc| ^ n, dont la m-PD-structure 
canonique est décrite comme plus haut ; 

(ii) s'il existe un entier N tel que pN = 0 dans R, alors l'image de / dans P( m )(J) 
est un idéal nilpotent, et le choix d'une section A/I —> A/In pour n assez grand 
fournit un m-PD-isomorphisme entre l'algèbre de polynômes à puissances divisées 
(A//)<ti,...,td>(m) et P(m)(J). 

1.2. Faisceaux d'opérateurs différentiels. — Soient S un schéma, X un S-
schéma lisse de dimension relative d. Comme nous l'avons vu dans l'introduction, le 
faisceau des opérateurs différentiels &x/s C Sndes(Ûx) n'opère pas en général sur 
la cohomologie de de Rham relative d'un morphisme lisse de 5-schémas lisses. Pour 
appliquer les méthodes de la théorie des ^-modules à la cohomologie de de Rham 
et à la cohomologie cristalline, on est donc amené à introduire un autre faisceau 
d'opérateurs différentiels @xjs sur X, tel que la donnée d'une connexion intégrable 

sur un ^x-module soit équivalente à celle d'une structure de ^^j5-module à gauche. 
Plus généralement, si S est un Z(p)-schéma, la théorie des enveloppes à puissances 

divisées partielles va nous permettre de construire un système inductif de faisceaux 
d'opérateurs différentiels @^ys indexé par N, de limite @x/s, dont le rôle apparaîtra 
plus loin en liaison d'une part avec l'étude de l'action de Frobenius, d'autre part avec 
l'introduction sur un schéma formel lisse 3£ du faisceau d'opérateurs différentiels 
^ r , Q correspondant aux conditions de convergence pour les isocristaux. 

Nous explicitons ici la construction de ces faisceaux d'opérateurs différentiels, et 
certaines de leurs propriétés algébriques de base. 

1.2.1. Rappelons d'abord la construction du faisceau des opérateurs différentiels 
usuels 2x¡s donnée par Grothendieck dans [EGA, IV, 16.8]. Si L est l'idéal de 
l'immersion diagonale X c—• X x# X, le faisceau des parties principales d'ordre n sur 
X relativement à S est le faisceau quotient ¿Px/s ~ ^ x i / ^ n + 1 - H est muni de 
deux structures de ^x-algèbre, définies par les homomorphismes do, d\ : ûx —• &x/s 
tels que do(f) = f ® l , d i ( / ) = 1 0 / , correspondant aux deux projections p0 et pi 
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de X xs X sur X. Ces structures sont appelées respectivement structure gauche et 
structure droite. 

Considérant &x/s comme &x-module par la structure gauche, on définit le faisceau 
des opérateurs différentiels par dualité en posant 

®x/s,n := Ji?omûx(&%/s, ffx\ ®x/s,n := Ji?omûx(&%/s, ffx\ 

Pour n, n' ^ 0, on dispose d'autre part d'un homomorphisme d'anneaux 

gn,n' : P \n-\-n' 
X/S &X/S ®<?x ^X/Si 

tel que Sn,n' (a 0 6) — (a 0 1) 0 (1 0 b). Le composé de deux opérateurs différentiels 
p : &ils - ex et ®x/= Ji?omûx(&%/s, ffx\ est alors défini comme l'homomorphisme 

PQ : S^Yli 
(q n,n' s,n := Ji?omûx(&%/s, ffx\ Id<g)Q Px / s p ÜX-

On fait opérer P : &x/s ~~^x sur ^x en ê composant avec le morphisme d\ : ûx —> 
é?x/s> ce ^ fournit un homomorphisme d'anneaux injectif @x/s c—¥ $rtdes(Ûx)-

Sur un ouvert U C X possédant un système de coordonnées locales t i , . . . t d (i.e. 
un S-morphisme étale U —> Ag sur l'espace affine relatif au-dessus de S), la structure 
de @x/s s'explicite comme suit. Si l'on note Ti= 1 0 ^ — ^ 0 1 € tfxxx, les forment 
une suite régulière de générateurs de J. Pour tout n, et chacune des deux structures 
de Ûx-algèbre, ^x/s est al°rs un ^x-module libre de base les r - = r^1 • • • rjd pour 
|fc| ^ n. On note (â^)|fc|<^n la base duale de @x/s,m de sorte que, sur C/, i^x/s est 
un ^/-module libre de base les opérateurs ç№. La structure d'anneau de @x/s es^ 
déterminée par les relations 

(1.2.1.1) d{h'}d[k"] = 
k' + k" 

kl 
d\k'+h") 

(1.2.1.2) d[k](f) = 

k' + k" = k 

Ji?omûx(&%/s, ffx\ 

pour tous k, k , k G Nd et tout / G r(E7, ^ t / ) . En particulier, en notant (c^)i<^d la 
base de dérivations duale de la base (dU) de &>x/Si on obtient la relation k\ç№ =8^-:= 

:= Ji?omûx(&%/s, ffx\ de sorte que les jouent le rôle de puissances divisées des dérivations. 

7.2.2. Fixons maintenant un entier m G N. Si m ^ 1, nous supposerons que S est un 
Z(p)-schéma. On modifie les constructions précédentes en introduisant les enveloppes 

à puissances divisées nilpotentes PnX/SÂm) := Ji?omûx(&%/s, ffx\ que nous appellerons fais­

ceaux de parties principales de niveau m et d ordre n. Comme précédemment, ces fais­
ceaux sont munis de deux structures de ^x-algèbre. En utilisant la structure gauche, 
nous définirons le faisceau des opérateurs différentiels de niveau m et d'ordre n en 
posant 

D(M)A / b.n ®x/s,n := Ji?omûx(&%/s, ffx\ 
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le faisceau des opérateurs différentiels de niveau m est alors le faisceau •^x/s = 

Un>oD /y>Km) En appliquant la fonctorialité des enveloppes à puissances divisées aux 

morphismes 5n,n' construits en 1.2.1, on obtient des homomorphismes d'anneaux 

Ô(m) * ̂  X/S,(m)ffx\ ^X/S,(rn)ffx\ /s,n := Ji?omûx(&%/s, ffx\ 

grâce auxquels on définit comme plus haut la structure d'anneau (filtré) de ®{™>s. On 

définit de même l'opération de D(m)X/s sur âx ; on prendra garde que cette opération 

n'est pas fidèle en général (cf. 1.2.5 plus bas). 
Par la suite, le schéma de base S sera le plus souvent fixé, et nous omettrons 

alors l'indice S dans les notations : nous noterons donc &x , s, 2^,... au lieu de 

^X/S^mYffx\ffx\ 

1.2.3. Sur un ouvert U C X possédant des coordonnées locales ¿ 1 , . . . , td, la structure 
des faisceaux £?x ^ est fournie par 1.1.4. En posant encore ti= 1 0 U — U 0 1, 
P&x ̂  est un ^x-module libre de rang fini, ayant pour base les puissances divisées 

partielles T{k} pour |fc| ^ n. On munit alors ^x\ â Dase duale, que l'on note 

(d^)\k\^n> et ^x^ â ^ase f°rmée par les 0<*> pour keNd; s'il est nécessaire de 

préciser le niveau m, on l'indiquera par les notations r^-^m), d^(rn). Pour expliciter la 

structure multiplicative de D(m)x , on est amené à introduire des coefficients binômiaux 

modifiés (qui interviennent déjà dans les relations analogues à celles de 1.1.1 pour les 

puissances divisées partielles) : pour k' k" G N, k = k' + k'' on écrit k = prnq + r, 

kf = p™qf + r', k" = p^q1' + r", avec 0 ^ r , r ' , r " <pm, et on pose 

k 
k' 

(m) 
= 

q! 
q'\q"\' 

k 
k' (m) 

= 
k' 

k' 
k 

k' 

- 1 

(m) 

Nous omettrons de préciser le niveau m si aucune confusion n'en résulte. Les coef­
ficients {k k'} sont dans N, et les coefficients (k k' ) dans Z(p) [5, 1.1.3]. A partir des 
relations analogues à celles de 1.1.1 pour les puissances divisées partielles, on obtient 
alors 

(1.2.3.1) g(k')Q(k") = 
k 

,k' 
2<*'+*"> 

(1.2.3.2) d{k)(f) = 
k'+k"=k 

k 
k' 

g(k') (f)g(k') 

En particulier, on déduit de (1.2.3.1) la relation (M/fyçr-' = gk Lorsque m = 0, on 

a donc simplement g(k) = gk 

L'étude des propriétés de divisibilité de ces coefficients binômiaux modifiés [5] 
montre que, si k € Nd s'écrit fc = pmq + r, avec 0 ^ n < pm, et ri = S j I ' q1 ai,jP* 1 
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avec 0 < aitj < p, alors 

(1.2.3.3) g (k) = uk 
d 

i=l 

m—1 

3=0 

(d\p3))ai^ (gi(pn) qi, 

où Uk est un élément inversible de Zrp\. 
Rappelons qu'un faisceau d'anneaux srf sur un espace topologique 3C est dit cohé­

rent si, pour tout ouvert 9/ C <5T, tout idéal de type fini C srf\<% de la restriction 
de srf à 9/ est de présentation finie [48]. Grâce aux relations (1.2.3.3), un argument 
classique ramenant au gradué associé à la filtration par l'ordre (voir [15], [17], [36], 
[40], [42],...) montre que D(m)X a de bien meilleures propriétés de finitude que @x 
(dont les anneaux de sections ne sont pas noethériens en général) : 

1.2.4. Proposition ([5, 2.2.5 et 3.1.2]). — Supposons S localement noethérien. 
(i) Si X est affine, Vanneau T(X, D(m)X) est noethérien à gauche et à droite. 

(ii) Le faisceau D(m)X) est un faisceau d'anneaux cohérent. 

1.2.5. Pour m variable, et n fixé, les faisceaux PnX,(m) forment un système projectif, et 

les morphismes de transition sont compatibles aux homomorphismes gn ,n'(m) . De plus, 

&x s'envoie dans chacun des &x (m,y °-e manière compatible aux morphismes de 

transition, et aux homomorphismes 5n'n'. Il en résulte que les faisceaux D(m)X forment 

un système inductif de faisceaux d'anneaux, muni d'un homomorphisme d'anneaux 

dans @x : 
D(o)X D(o)X D(m)X DX 

Supposons que X soit muni d'un système de coordonnées locales t \ , . . . , td . Pour 
k e N, et tout entier m, posons k = prnqrn + rm, avec 0 ^ rm < pm. L'homo-
morphisme canonique D(m)X —> D(m+1)X (resp. 9^ -> 3>x) envoie alors ô(k)(m) sur 
(âm!/2m+r)â(-)(m+1) (resp* sur lm -[~])* En Particulier> l'image de <9(-)(m) dans S>x 
est égale à G[k] lorsque chacun des ki est tel que ki ^ p171. Dans ce cas, nous commet­
trons parfois l'abus de notation consistant à noter ç№ l'élément â<iE>(m) de ^ m ) . Il 
en résulte d'autre part que l'homomorphisme canonique 

lim 
m 

D(m)X 
®x 

est un isomorphisme. 
On remarquera que, pour d ^ 1, les homomorphismes D(m)X—> D(m+1)X et D(m)X 

@x sont injectifs si et seulement si S est plat sur Spec(Z). Par contre, si S est de ca­

ractéristique p, on vérifie sans difficulté que ces homomorphismes ont le même noyau, 

engendré en coordonnées locales par les opérateurs 5i (m) ; d'autre part, l'image de 

gfcp dans ®x C êndes(Ûx) est le sous-anneau des applications OX(m+i)-linéaires 

de Gx dans lui-même, en notant X(m+1) le schéma déduit de X par changement 

de base par le (m + l)-ième itéré de l'endomorphisme de Frobenius de S [5, 2.2.7]. 
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En se ramenant à la caractéristique p, un dévissage permet d'en déduire la propriété 

suivante : 

1.2.6. Proposition ([9]). — Supposons quep soit localement nilpotent sur S. Alors, pour 
tout m, ^x^ est de Tor-dimension d à droite et à gauche sur D(m) X. 

1.3. Stratifications et costratifications. — Les relations (1.2.3.3) montrent que, 

dans un système de coordonnées locales, la donnée d'une structure de ^ ^ - m o d u l e 

sur un ^x-module est déterminée par l'action des opérateurs d\p ^ pour 0 ^ j ^ m. 

Si m ^ 1, il n'est pas toujours possible de décrire explicitement cette action, et il n'est 

pas toujours commode de vérifier directement que la structure qu'elle définit est in­

dépendante du choix des coordonnées. C'est pourquoi on est souvent amené à utiliser 

l'interprétation cristalline (due à Grothendieck [26] dans le cas classique) d'une struc­

ture de @x-module en termes de données de descente infinitésimales, encore appelées 

stratifications. Comme ce formalisme s'applique aussi bien aux ^ - m o d u l e s qu'aux 

i^l7^-modules, nous engloberons dans notre présentation le cas des ^ - m o d u l e s en 

posant N = NU{oo}, ^X,(oo) = Pn,X ,D(00)X = DX . 

1.3.1. Rappelons d'abord que, si X est un schéma lisse sur une base S quelconque, 
la donnée d'une connexion intégrable V sur un ^x-module S est équivalente à celle 
d'une structure de i^^-module à gauche prolongeant sa structure de ^x-module (cf. 
[2, 4.1.3 et 4.2.12] ou [12, th. 4.8]). Sur un ouvert U C X muni de coordonnées locales 
¿1, . . . , td, définissant des dérivations di,..., dd, la connexion V : ê —» <f 0 Qx d'un 
D(o)X -module § est caractérisée par 

V(s) = 
d 

1=1 
dix 0 du 

pour toute section x de S. Inversement, si on se donne une connexion intégrable V, 
cette formule détermine l'action des <9¿, et ces actions commutent grâce à la condition 
d'intégrabilité ; on vérifie qu'elles s'étendent en une structure de &x -module à gauche 
en utilisant le fait que les puissances usuelles d- des di forment une base de 9$ sur 
ûx, grâce à 1.2.3. 

1.3.2. Soit m G N. On suppose dans ce qui suit que, si 0 < m < oo, S est un Z(p)-

schéma. Pour tous v, n G N et tout m G N, nous noterons Xv+l = X^Jv l'idéal de 

l'immersion diagonale de X dans Xu+l, £?x,{m)(v) l'enveloppe à puissances divisées 

de niveau m de Jv, J'v son m-PD-idéal canonique, £?x ^{y) = £?x,{m)(v)/J^n+1*, 

Ax,(m)(") = SPec № ( „ , ) ( " ) ) > * • Ax,(m)(») - X, 'qi,j : A»i(m)(2) - A»j(m)(l) 
les morphismes induits par les projections (pour 0 ^ i < j ^ v). Pour v = 1, on 
notera simplement A ^ ^ au lieu de A ^ (m)(l). 
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Soit ê un ûx-module. Une ra-PD-stratification sur S est la donnée d'une famille 
d'isomorphismes Pn X, (m) -linéaires 

en ipié —>p0é 

sur les AnX, (m) vérifiant les conditions suivantes : 

(i) Pour n' ^ n, en' est l'isomorphisme induit par En par restriction à An' 
A-,(m)' 

et 
E0 = Id. 

(ii) Pour tout n, </o 2(en) = Qo i(en) ° Qi 2(£n) (condition de cocycle). 

La donnée d'une structure de (Pn'X,(m), -module à gauche sur S prolongeant sa struc­
ture de ^x-module est alors équivalente à celle d'une m-PD-stratification sur S\ La 
correspondance s'effectue ainsi : 

a) Si l'on suppose donnée une structure de i^^-module à gauche sur S, la m-
PD-stratification correspondante est donnée en coordonnées locales par la formule de 
Taylor 

(1.3.2.1) En(l (g) X) = 

\kKri 

d{k)x®T^. 

b) Si l'on suppose donnée une m-PD-stratification (en) sur g, la structure de @x 
module à gauche correspondante est caractérisée par l'action des G(k) : pour toute 
section x de on définit les <№x comme étant les composantes de en(l ® #) dans la 
décomposition de p$é> comme somme directe de copies de S fournie par la base 

de Pn X, (m) 

1.3.3. On peut donner des Pn X,(m) -modules à droite une description analogue à celle 
des Sf^1 -modules à gauche en termes de stratifications. Pour tout morphisme fini 
localement libre / : X —• Y, et tout ^y-module F,nous noterons f & le ^x-module 
défini par f& = f Jï?orri0Y (f* ûx,F), où / désigne le morphisme d'espaces annelés 
(X, ûx) —• (Y, f*ûx)- Une m-PD-costratification sur un ^x-module jfé est alors la 
donnée d'une famille d'isomorphismes Pn X, (m) -linéaires 

En :poJ? -^-> p\jK M 

sur les Pn X, (m) , vérifiant les conditions suivantes : 
(i) Pour n' ^ n, En' est induit par En via les isomorphismes de foncteurs 

Hom pnX,(m) (Pn'X,(m),(Pn'X,(m), (Pn'X,(m), (Pn'X,(m),M)), Jfomûx{&xAm)^), 

et En = Id. 
(ii) Pour tout n, qbQ 2{en) = q\ 2(en) o q^Aen). 

Comme précédemment, la donnée d'une structure de D(m)X, -module à droite sur 
M prolongeant sa structure de ûx-module est équivalente à celle d'une m-PD-
costratification [8, 1.1.4] : 
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a) Les faisceaux p^Jiï et p\jK s'identifient respectivement à M (g) @x et 

« ^ m ^ ( P i * ^ x ( m ) ' ^ ) ® ^ ^ est muni d'une structure de D(m)x-module à 

droite, et si l'on munit J^om^x(pi^^x ûx) de la base (d ~ ) duale de la base 

(r*-}) de (Pn'X,(m), (pour la structure droite), la costratification de J( est définie par 

£71 x®d{-' = 
h< k 

k 

h 
d 

(k) xQ(k-h) 

pour toute section x de J( et tout fcGN . 
b) Inversement, cette relation entraîne en particulier que en(x®d^)(l)=xd{ä\ 

de sorte que la donnée de la costratification détermine l'action des 9 sur M et on 

vérifie que celle-ci se prolonge en une structure de 0^-module à droite. 

1.3.4. En caractéristique 0, on sait classiquement définir une action à droite de @x 
sur le faisceau uox = ^x ^es différentielles de degré maximum, donnée en coordonnées 
locales par l'action par l'opérateur adjoint. L'interprétation d'une structure de ®x-
module à droite en termes de costratifications permet d'utiliser la théorie de la dualité 
de Grothendieck pour les faisceaux cohérents [27] pour étendre cette construction sans 
hypothèse de caractéristique. 

Nous supposerons ici pour simplifier que S est localement noethérien, le cas général 
en résultant par un argument classique de passage à la limite (voir [8, 1.2.6]). Repre­
nant les notations de [27], nous noterons f le foncteur image inverse extraordinaire 
pour les complexes de modules quasi-cohérents : lorsque / : X —> Y est un morphisme 
fini, f est le foncteur dérivé du foncteur fb défini plus haut, qu'on note encore /b ; 
lorsque / est un morphisme lisse de dimension relative r, f'(^) — f*<^ ®^X/Y[T]' 

Soient / : X —• S le morphisme donné, pi : A ^ ^ —• X les morphismes induits 
par les projections de X2 sur X. L'égalité / o p0 = f op1 fournit des isomorphismes 
canoniques 

(1.3.4.1) En : pboW = PQUX ^ Pof m-d}) 

= p1 f! (Os[-d]) -V\ux =P\ujx, 

qui munissent uox d'une costratification. On en tire donc une structure de ^x-module 
à droite sur CJX, d'où une structure de i^T^-module à droite pour tout m. En explici­
tant en coordonnées locales les isomorphismes définissant (1.3.4.1), on peut interpréter 
cette structure au moyen de la notion d'opérateur adjoint : 

1.3.5. Théorème ([8, th. 1.2.3]). — Soient U C X un ouvert possédant un système de 
coordonnées locales £ i , . . . , td, etae T(U, 0x)- Alors, pour la structure de @x-module 
à droite suruix définie en 1.3.4, on a 

(1.3.5.1) (a dt\ A • • • A dtd) •P = (tP-a)dt1A--Adtd, 
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où, pour tout opérateur P — Y^k % 2 £ 9>x), on définit /'opérateur adjoint *P 
de P par 

(1.3.5.2) P= 

K 

(-1)|k| G|k| ak 

1.3.6. Soient m e N , E , F deux D(m)X -modules à gauche, M,N deux -modules 

à droite. Les méthodes de 1.3.2 et 1.3.3 permettent de définir des structures de D(m)X 

module sur les produits tensoriels et les faisceaux d'homomorphismes selon les règles 

habituelles : 

(i) Les faisceaux EGOxF,Homox(E,F) et Homox(N,M) possèdent une 
structure naturelle de i^T^-module à gauche. 

(ii) Les faisceaux J( ®ex & et ^ o m ^ x ( ^ , ^ ) possèdent une structure naturelle 
de D(m)X-module à droite. 

Grâce à 1.3.4, on en déduit qu'on dispose toujours pour les ^T^-modules de la 
méthode standard pour transformer un module à droite en module à gauche, et réci­
proquement : 

(iii) Si S est un ^ j^ -module à gauche, alors UJX ®ûx $ a une structure naturelle 
de D(m)X -module à droite ; 

(iv) Si J( est un ^T^-module à droite, alors J(Ç§ex 00 x1 a une structure naturelle 
de D(m)X-module à gauche. 

Si l'on trivialise ux grâce au choix de la base dt\ A • • • Adtd associée à un système de 
coordonnnées locales, ce passage de gauche à droite (resp. de droite à gauche) consiste 
à faire agir un opérateur différentiel par l'intermédiaire de son adjoint. 

2. Opérations cohomologiques modulo pn 

Nous présentons dans ce chapitre un certain nombre de résultats de finitude pour 
les opérations cohomologiques de base de la théorie des ^-modules, dans le cas des an­
neaux d'opérateurs D(m)X introduits au chapitre précédent. Précisons d'abord quelques 
points : 

a) Sur un corps de caractéristique 0, la première condition de finitude importante 
pour un @x-module est la cohérence sur @x- Sur une base S localement noethérienne 
plus générale, il ne suffît plus d'imposer aux complexes d'être bornés et à cohomologie 
cohérente, car les anneaux considérés ne sont plus de dimension homologique finie 
en général : il est facile de voir que &x est de dimension homologique finie si et 
seulement si S est régulier, hypothèse qui ne sera pas satisfaite dans le cas - essentiel 
ici - où S est plat sur Z/pnZ, avec n ^ 2. La généralisation adéquate de la catégorie 
Dçoh(@x) est alors la catégorie Z}parf(^x^) des complexes parfaits (voir le point 3) 
des conventions générales). 
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b) Dans la définition des opérations cohomologiques sur les ^-modules, les nota­
tions et les conventions de décalage que nous suivrons ici sont celles de Bernstein 
et Borel [17]. Rappelons qu'elles sont normalisées de telle sorte que, lorsque X est 
une variété complexe, la correspondance de Riemann-Hilbert covariante, définie par 
le foncteur de de Rham DR, ait les propriétés suivantes : 

(i) Elle associe à un complexe réduit à un $>x-module holonome placé en 
degré 0 un faisceau pervers (défini topologiquement, voir [1], ou [38]) ; 

(ii) Sur la catégorie D\x{Sfx) des complexes bornés à cohomologie holo­
nome régulière, les opérations cohomologiques correspondent aux opérations de 
même nom sur la catégorie Dbc(Xan,ÇXan) des complexes bornés à cohomologie 
constructible. 

c) Pour simplifier l'exposé, nous nous limiterons dans ce qui suit au cas où m G N, 
bien que certains des résultats énoncés restent valables sur le faisceau @x • Rappelons 
que, lorsque m > 0, on suppose que S est un Z(p)-schéma. 

d) Signalons que les résultats des sections 2.1, 2.2 et 2.4 sont « de nature cristal­
line » : si a C G s est un m-PD-idéal quasi-cohérent, et m-PD-nilpotent, il suffit de se 
donner des morphismes de schémas entre les réductions modulo a, ou de supposer que 
les diagrammes considérés sont commutatifs modulo a. Nous ne développerons pas ce 
point ici, renvoyant le lecteur à [8] et [10] pour des énoncés précis. 

2.1. Descente par Frobenius. — Outre les homomorphismes de transition définis 
en 1.2.5, les faisceaux d'opérateurs différentiels D(m)X sont reliés entre eux de manière 
essentielle par l'action du morphisme de Frobenius. Plus précisément, nous verrons ici 
que, si X est de caractéristique p, et F : X —> X' le morphisme de Frobenius relatif (ou 
plus généralement pour tout relèvement de cette situation), le foncteur image inverse 
F* induit une équivalence entre la catégorie des D(m)X -modules à gauche et celle des 
^jm+i)_moc|ujes à gaucrie Qe résultat est d'un usage constant, notamment parce qu'il 
permet de déduire certaines propriétés des D(m)X-modules du cas des D(o)X-modules. 

2.1.1. A l'origine du théorème de descente par Frobenius exposé ici se trouve le théo­
rème de descente de Cartier, pour les modules munis d'une connexion integrable à 
p-courbure nulle ([20], [21], [34]). Soient S un schéma de caractéristique p, X un S-
schéma lisse. Rappelons que, si § est un D(m)X-module muni d'une connexion integrable 
V, si U C X est un ouvert muni de coordonnées locales ¿ i , . . . , et si d\,..., dd est 
la base de dérivations duale de la base (dU) de iî^o ^ est & 2>courbure nulle (sur U) 
si et seulement si, pour toute section x de ê au-dessus d'un ouvert de t/, et tout i, 
dfx = 0. Soient X' = X(p/S^ l'image inverse de X par le morphisme de Frobenius 
absolu de 5, F : X —» X' le morphisme de Frobenius relatif. Pour tout Ûx1 -module 
ê, F*S est muni d'une connexion integrable canonique à p-courbure nulle, et le théo­
rème de Cartier affirme alors que F* induit une équivalence de catégories entre la 
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catégorie des Ux>-modules et celle des #x-modules munis d'une connexion integrable 
à p-courbure nulle [34, th. 5.1]. 

Du point de vue des faisceaux d'opérateurs différentiels considérés ici, ce résultat 
s'interprète de la manière suivante. La donnée d'une connexion integrable V sur un 
ûx-module S équivaut à celle d'une structure de D(m)X -module à gauche. Soient K 

1 ideal bilatere noyau de lhomomorphisme canonique D(o)X —>DX et D(o)x = D(o)x/ K 

Comme on l'a vu en 1.2.5, <%f est engendré localement par les opérateurs d\ ( 0 ) — <9f, 
de sorte que V est à p-courbure nulle si et seulement si J^S = 0. D'autre part, l'homo-
morphisme canonique ûxxsx —• &x s e factorise par ûxxx,x pour tout n, puisque 
dans un anneau de caractéristique p tout élément d'un PD-idéal est de puissance 
p-ième nulle. On obtient alors l'équivalence des conditions suivantes [8, 2.6.2] : 

(i) La connexion V est à p-courbure nulle ; 

(ii) La structure de 9$ -module à gauche de é? est induite par une structure de 

Sf^x -module à gauche; 
(iii) La PD-stratification de S provient par extension des scalaires d'une donnée 

de descente de X à X'. 
Comme F est un morphisme fini localement libre, toute donnée de descente de X 

à X' sur un ^x-module est effective, d'où le théorème de Cartier. 

2.1.2. Alors que la connexion image inverse par F d'une connexion integrable V 7 sur 
un ûxf-module S' est simplement la connexion standard dont est munie canonique-
ment l'image inverse par F d'un ^x'-module quelconque, et en particulier ne contient 
aucune information sur V', l'introduction de la famille de faisceaux d'opérateurs dif­
férentiels D(m)X va permettre de reconstruire la structure différentielle de S1 à partir 
de celle de F*£'. 

Ce principe s'appliquera plus généralement à tout relèvement d'une puissance du 
morphisme de Probenius. Nous supposerons dans ce qui suit que S est un schéma 
annulé par pN pour N assez grand, muni d'un m-PD-idéal quasi-cohérent (a, b, a) tel 
que p G a. Soient So C S le sous-schéma fermé défini par a, X un 5-schéma lisse de 
réduction X0 sur SQ, S un entier positif, X^ le 5o-schéma déduit de Xç> par image 
inverse par le s-ième itéré du morphisme de Frobenius absolu de So, F : X —> X' un 
morphisme de 5-schémas lisses relevant le morphisme de Probenius relatif FXQ^SQ : 

Y y(s) 

Gardons les notations de 1.3.2. Pour tout entier v ^ 1, le morphisme Fv : Xv^~l —> 
X'v+l induit par F fournit un homomorphisme de faisceaux d'anneaux 

K : ^>X^+1 ÛX^ 3*X,(m+s){v)' 

Supposons donné un système de coordonnées locales t\,..., ta sur un ouvert de X, et 
soient t[,..., t'd des coordonnées locales sur l'ouvert correspondant de X' relevant les 
coordonnées 1 <S)U G ûv(a). Comme F est un relèvement du morphisme de Probenius 
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relatif, il existe des sections ai G aux telles que F*(t'i) = tpsi + ai.= t\ -ha*. On en déduit 
[8, 2.2.2] que F* envoie l'idéal g'(pn)v de 0x,u+i (où J'v est l'idéal de l'immersion 
diagonale de X' dans X'u+1) dans le PD-idéal Jv + bJv de ^x,(m+s)- En factorisant 
F*v grâce à la propriété universelle des enveloppes à puissances divisées, on obtient 
alors un homomorphisme canonique §u : ^x ' , (m )M ^x,(m+s)(z/)- On vérifie de 

plus que, pour tout n, Q envoie J '{n}(m)v dans g'{n}v (m+s) , d'où un système projectif 
d'homomorphismes 

Qnv:Pnx',(m)(v) Pnx',(m+s)(v) 

Si S1 est un D(m)X -module à gauche, les homomorphismes 3>™ permettent de mu­
nir S = F* g' d'une (m + s)-PD-stratification, déduite par extension des scalaires 
de la m-PD-stratification de S". On obtient donc ainsi une structure canonique de 
^m+s)-module sur S\ De même, si M1 est un f^^-module à droite, M = Fb M' est 
muni d'une structure canonique de ^^n+s^-module à droite, définie par la (m -h s)-
costratification déduite de la m-costratification de j^' en appliquant les foncteurs 

1 iy • 

2.1.3. Théorème ([8, 2.3.6 et 2.4.6]). — Sous les hypothèses précédentes, le foncteur F* 
(resp. Fb) est une équivalence entre la catégorie des D(m)X -modules à gauche (resp. à 
droite) et la catégorie des ^^^^ -modules à gauche (resp. à droite). 

Généralisant la méthode décrite en 2.1.1, le principe de la démonstration pour les 
modules à gauche consiste à se ramener au théorème de descente fidèlement plate 
pour F et pour les morphismes induits par les <&y au-dessus des Ax, (mj(^). On 
redescend ainsi non seulement le ^x-module S en un ûx>-module £", en observant 
que la (m + s)-stratification de S induit une donnée de descente de I à I ' , mais 
aussi les isomorphismes en formant la (m + s)-stratification de S ; on vérifie de plus 
que les isomorphismes e'n ainsi obtenus munissent bien S1 d'une m-PD-stratification. 

Le cas des modules à droite se déduit de celui des modules à gauche en montrant 
que les foncteurs F* et Fb sont échangés par le passage de gauche à droite décrit en 
1.3.6. 

Exemple. — Un cas particulièrement important de descente par Frobenius est celui 

de ^m+s) vu comme bimodule sur lui-même. Soit Û\ = Jfom^x, (ûx, ûx'Y II existe 

alors un isomorphisme canonique de ^^n+s^-bimodules 

(2.1.3.1) D(m+s)X —> F*(D(m)X' Qox,Ovx) ~F*Fb@{™\ 

où, dans la dernière expression, F* est appliqué à la structure gauche de D(m)X , et Fb 
à la structure droite, les deux opérations commutant entre elles. 
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2.1.4. Il est possible d'expliciter des foncteurs quasi-inverses de F* et Fb. Appliquant 

F* à la structure gauche de Px'(m) et Fb à la structure droite, on observe que F*®^ 

possède une structure canonique de (^^7l+s\ ^^ ) -b imodu le , et F^Qf^ une struc­

ture canonique de ( f ^ ? \ â^+^)-bimodule . Les foncteurs 

<?^(Fb®{™>) Px'(m+s) E, jfé I • M D(m+s) F*@{™\ 

allant de la catégorie des ^n+^-modules à gauche vers celle des l&ffi-modules à 

gauche, et de la catégorie des ^n+s^-modules à droite vers celle des ^j^-modules à 

droite, sont alors respectivement quasi-inverses de F* et Fb [8, 2.5.6]. Le cas clé est 

fourni par l'isomorphisme de i^^-bimodules 

(2.1.4.1) (F^P) Px'(m+s) F*Px'(m) Px'(m) 

qu'on déduit du théorème 2.1.3 et de (2.1.3.1). 

On en déduit qu'un f^j^-module à gauche S1 est plat si et seulement si F* E' 

est plat sur ^ n + s \ D'autre part, l'isomorphisme (2.1.3.1) montre aussi que S' est 

localement projectif sur 0 ^ si et seulement si F*é>' l'est sur 9xm+s\ Le corollaire 

suivant en résulte : 

2.1.5. Corollaire. — Le fondeur F* induit une équivalence entre les catégories 
D parf (Px'(m) et A>arf(^r+S)) (resp. A;df> resp. D^oh si X est localement noethé-
rien). 

Une première application du théorème de descente est fournie par l'étude de la 
dimension homologique des anneaux 9 ^ : 

2.1.6. Corollaire ([8, 4.4.3]). — Soient S un schéma affine régulier de caractéristique p, 
f : X —• S un morphisme affine et lisse, dont les fibres sont de dimension relative d, 
et posons r = supxeX dim &sj(x)• Alors, pour tout m ^ 0, Vanneau T(X, @x^) est 
de dimension homologique 2d + r. 

Lorsque m = 0, on peut comme en caractéristique 0 (voir par exemple [15], [36] 
ou [40]) utiliser la filtration par l'ordre pour majorer la dimension homologique de 
r ( X , @x^) par celle du gradué associé, qui est un anneau commutatif régulier de 
dimension 2d+r. Un exemple classique montre que cette borne supérieure est atteinte. 
Lorsque m ^ 1, le gradué associé à la filtration par l'ordre n'est pas régulier, mais 
le foncteur Fx*s associé au morphisme de Probenius relatif fournit une équivalence 

entre la catégorie des Px'(m)-modules à gauche et celle des 9X)-modules à gauche (en 
posant ici X' = X(m)). Le cas général résulte ainsi du cas m = 0. 

L'énoncé suivant assure la commutation du foncteur F* aux extensions de l'anneau 
d'opérateurs différentiels, et joue un rôle important dans les passages à la limite sur 
le niveau m : 
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2.1.7. Proposition ([8, 3.1.3]). — Soit m' ^ m. Pour tout -module à gauche ê', il 

existe un isomorphisme canonique de f^T1 -modules 

(2.1.7.1) D(m)X/Y 
D(m)X/Y F* S' F* D(m)X/Y 

D(m)X/Y S' 

La flèche est définie par extension des scalaires. Pour prouver que c'est un isomor-
phisme, on se ramène au cas où E'— ®X' •> Pms au cas où 5 = 5o- Celui-ci se déduit 
de la description locale de l'homomorphisme canonique ^ T 1 - ^ —> F*^^ (défini 
par l'image inverse de la section unité) lorsque 5 est de caractéristique p : il envoie 
Q(K)(M+S) sur i (g) G'(k/ps) (m) si chacun des KI est divisible par ps, et sur 0 sinon. 

Comme F* préserve la platitude, on obtient aussi la variante dérivée de (2.1.7.1). 

2.2. Image inverse extraordinaire. — La fonctorialité par image inverse (au sens 
des ûx-modules) de la structure de D(m)X/Y -module donne naissance à deux opérations 
importantes : l'image inverse extraordinaire f et le changement de base. Bien que ce 
dernier ne joue guère de rôle en caractéristique 0, c'est un ingrédient indispensable de 
la théorie arithmétique, où il permet notamment de passer du cas algébrique au cas 
des schémas formels. 

2.2.1. Considérons un diagramme commutatif de la forme 

X F y 9 Z 

s T U 

dans lequel X, Y et Z sont respectivement lisses sur S, T et U. Soit m G N. Par fonc­
torialité, / induit pour tout n et tout v des morphismes A£/5)(m)(i/) —• A^/T (m) (v) 

commutant aux projections. Si & est un i ^^ -modu le à gauche, il s'ensuit que f*& 
est muni d'une m-PD-stratification relativement à 5, image inverse de la m-PD-
stratification de & relativement à T. On obtient ainsi sur f*F une structure cano­
nique de i^T^-module. Il est clair que cette construction est transitive : si £f est un 

-*z/u -module, l'isomorphisme canonique (g o f)*& ~ f*(g*&) commute aux m-PD-

stratifications, donc est i^^- l inéaire . 

Il est commode d'expliciter la structure de i^j^-module de f*^ au moyen d'un 
bimodule canoniquement associé à / : reprenant une notation classique, nous poserons 

AI™) 
-"X-+Y 

= f*D(m)X/Y 

D(mm)X>Y est donc muni d'une structure de D(m)X/Y,f-1D(m)X/T -bimodule. L'isomorphisme 
d'associativité 

(2.2.1.1) D(m)X/Y 
f-i^(m) 
J -*Y/T 

f-1—> f* F 

est alors -*x/s -linéaire. 
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Le foncteur /* possède un dérivé gauche L/* : D-(D(m)Y/T D-(D(m)Y/S calculable 

en prenant des resolutions par des D-(D(m) 
Y/T 

-modules plats, ou plus généralement par des 

•*Y/T -modules qui sont plats en tant que ^y-modules. 

2.2.2. Supposons d'abord que X = S xT F , de sorte que la situation est celle d'un 

changement de base. Le morphisme de fonctorialité D-(D(m)Y/T—> f*@Yn/T est alors un 

isomorphisme, et on dispose d'un morphisme canonique f~19^J^ —> @xjg, qui est un 

homomorphisme d'anneaux. Le foncteur L/* est alors simplement le composé de / - 1 

et du foncteur standard d'extension des scalaires par l'homomorphisme /_1i^J?^ —» 

•"x/s . Par suite, ce foncteur préserve les conditions de finitude telles que la cohérence, 

la Tor-dimension finie ou la perfection. 

Nous commettrons souvent l'abus de notation consistant à noter G s ®eT & pour 
L/*^*, notamment lorsque le morphisme S —> T est une immersion fermée. 

2.2.3. Dans le cas général, on peut factoriser / par Ys = S xT Y, ce qui ramène par 
transitivité au cas où S = T. Nous omettrons donc désormais de noter le schéma de 
base S. Du point de vue des six opérations cohomologiques de Grothendieck (nor­
malisées de manière à assurer la correspondance de Riemann-Hilbert comme on l'a 
indiqué plus haut), le foncteur L/* apparaît en général non pas comme le foncteur 
image inverse pour les D(m)X-modules, mais simplement comme un intermédiaire dans 
la construction du foncteur image inverse extraordinaire f\ Ce dernier est défini en 
posant, pour tout & G D~(^m^) , 

f& := Lr^[dx/Y] ~ ^(m) 
/JX->Y 

L 
f=-D(m)X/Y f-1 F[dx/Y] 

en notant dx,dy les dimensions relatives de X et Y sur S, et dX/Y = dx — dy. 
On déduit facilement de cette définition les propriétés suivantes : 
(i) Si g : Y —• Z est un second morphisme entre 5-schémas lisses, il existe pour 

tout ê? G D~(^^) un isomorphisme canonique de £>-(f4m)) 

(2.2.3.1) (og f)' G—> !g!G! . 

(ii) Pour tout morphisme S' —» 5, il existe dans D (@x? ) un isomorphisme ca­
nonique 

(2.2.3.2) 0s* ®ûs 
L f-1 F—> f' (0S> ®ûs &h 

L 

en notant / ' : X' —> Y' le morphisme déduit de / par changement de base. 
(iii) Supposons que p soit nilpotent sur S, et que S soit muni d'un m-PD-idéal 

quasi-cohérent (a, b, a) tel que p G a. Soient /o : X0 —» Y0 la réduction de / modulo a, 
Fx : X —» Xf, Fy : Y —> F7 des morphismes de 5-schémas lisses relevant les s-ièmes 
itérés des morphismes de Frobenius relatifs de X$ et Yo, / ' : X ' —> Y' un relèvement 
de f(s)o tel que f'oFx = FYof. Pour tout G £>-(^T}) , il existe dans Z)-(^m+s)) 
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un isomorphisme canonique 

(2.2.3.3) /!(m+s)i^' Fxf 
/!(тп) F' , 

les notations /!(m+s)i^' et /!(m+s)i^' indiquant que les foncteurs image inverse extraordinaire 
sont appliqués respectivement aux niveaux m et m + s. 

L'énoncé suivant résume les propriétés de finitude du foncteur f pour les D(m)x-
modules : 

2.2.4. Théorème ([10]). — Soit f : X —>Y un morphisme de S-schémas lisses. 
(i) Si & G Dh(^]), alors f& G Dh(^). 
(ii) Si f est lisse, S localement noethérien, et & G D^^&y^), alors G 

Dbcoh (D(m)Y) 
Supposons maintenant que, sim^ 1, p est localement nilpotent sur S. On a de plus : 

(iii) Si G A d f ( ^ m ) ) , alors f& G A d f ( ^ m ) ) . 

(iv) Si f est lisse, et si & G Dpari(^m)), alors f& G D p a r f ( ^ m ) ) . 

La démonstration de (i) et (ii) s'effectue comme en caractéristique 0. Par contre, 
celle de (iii) et (iv) fait appel à la descente par Frobenius pour se ramener au cas 
ra = 0. 

2.2.5. Remarques 
(i) Comme en caractéristique 0, le foncteur f ne préserve pas en général la cohé­

rence lorsque / est une immersion fermée. 
(ii) Pour m fixé, il n'existe pas pour les D(m)Y-modules de condition de finitude non 

triviale qui soit préservée à la fois par image directe et par image inverse extraordinaire 
par un morphisme, même propre, de 5-schémas lisses. Supposons en effet que S soit 
un schéma de caractéristique p, et soit F : X —> X' le morphisme de Frobenius 
relatif d'un 5-schéma lisse X. Si & est un 0^-module, nous avons vu en 2.1.2 que 
F-^ = F*^ est muni d'une structure naturelle de D(m)Y-module. Soient Jfm = 
Ker(^m) -> ^m+1))> et =D(m)Y/Km. L'anneau 1 $ ° est alors un ^x-module 
localement libre de rang fini, de sorte que F]^ est de type fini sur D(m)x si et seulement 
s'il est de type fini sur ûx, c'est-à-dire si et seulement si & est de type fini sur Ûx>* 
Mais d'autre part, si i : Z X' est une immersion fermée de codimension > 1, 
l'image directe & = i+S d'un ^m^-module S n'est pas de type fini sur ûx> si S ^ 0. 
Ce n'est donc qu'après des passages à la limite tels que ceux que nous effectuerons 
aux chapitres suivants que l'on peut espérer obtenir un formalisme complet du type 
des six opérations de Grothendieck. 

(iii) Même si / est lisse, le foncteur f ne commute pas en général aux extensions 
des scalaires par les homomorphismes tyy^ —> ^y71 ^ et D(m)X —• D(m)Y pour m' > m. 
Par exemple, si Y = S, et si & = ÛY, alors f^Ûy = ûx[dx] pour tout m. Or 
l'homomorphisme Q)^ —> ûx défini par la section unité a pour noyau l'idéal à gauche 
engendré localement par les dérivations di par rapport aux coordonnées, tandis que 
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le noyau de D(m)Y—> OX est engendré par les d\p ' pour 0 < j m , et pas par les 
seuls opérateurs di si m ^ 1. Par suite, l'homomorphisme 

D(m)X *ir0) OX—> OX 

n'est pas un isomorphisme en général. Il s'agit ici d'un problème de torsion (voir 3.4.6 
plus bas). 

2.3. Produit tensoriel externe. — Soient X, Y deux 5-schémas lisses, 
Z = X Xs Y, et / : Z —> X, g : Z —> Y les deux projections. 

2.3.7. Si <? est un ^ ^ - m o d u l e , & un i^-^-module, on voit en appliquant 2.2.1 et 
1.3.6 que le produit tensoriel externe de g et Ĵ ", défini par 

R X OS F:=f*EX Ozg* F, 

possède une structure naturelle de D(m)z-module. 
Lorsque la base n'est pas le spectre d'un corps, le produit tensoriel externe 

n'est pas en général un bifoncteur exact en l'un ou l'autre de ses arguments. Pour 
g G D~($^),& G ^ " ( ^ y 7 ^ ) , on peut définir le produit tensoriel externe dérivé 

g Xos & en remplaçant E (resp.F) par une résolution plate sur D(m)X (resp. î y71 )̂, 

ou plus généralement par une résolution par des D(m)X-modules plats sur ûx (resp. 
D(m)X, OY 

De ces définitions résultent aisément les propriétés suivantes : 
(i) Pour tout morphisme S' —• 5, il existe dans D~{@^) un isomorphisme de 

changement de base 

(2.3.1.1) ûs> ®ûs 
L 

E X os F 
L 

ûs> ®es g 
L L 

os' ÛS' ®tf, & 
8 

(ii) Sous les hypothèses de 2.1.2, soient Fx : X —> X' , Fy : Y —» Yf des relèvements 

de Fx0/So'FYo/So> et Fz : Z -> Z' := X' xs Y' le morphisme produit. Pour g' G 
D-(D(m)X( ,F' E d-(D(m)X), il existe un isomorphisme canonique de D-(®{™+s)) 

(2.3.1.2) Fx* Kûa 
L 

Fy&' Fz g' ®ûs ¿T 
L 

En utilisant les propriétés des faisceaux de parties principales à puissances divisées, 
et en dualisant, on voit d'autre part qu'il existe un isomorphisme canonique QtS^-
linéaire 

D(m)X—> f*D(m)X Qoz g*D(m)X. 

On en déduit en particulier des homomorphismes de faisceaux d'anneaux f-1 D(m)X 

D(m)z, g-1D(m)Y —>D(m)z On obtient alors les propriétés suivantes : 
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2.3.2. Théorème (flOl). — Soient X, Y deux S-schémas lisses, Z = X x$Y. 

(i) SiSEDuu&P) et & e Adf(4m)) (resp. Z W ^ T ' ) ' Dpati(®r)), alors 
L 

E X os F C D tdf (4m) ) (resp. Duparí( D(m)z))- 
(ii) Ä 5 es£ localement noethérien, et si E C D-coh(D(m)X), F CD-coh(D(m)X) a/ors 

E X os 
L 

F C D-coh (D(m)z) 

2.4. Image directe. — Nous supposons ici que 5 est noethérien, de dimension de 
Krull finie. Rappelons que les morphismes de S'-schémas lisses considérés sont quasi-
compacts et quasi-séparés. Ces hypothèses permettent notamment d'assurer que le 
foncteur R/* soit de dimension cohomologique finie. 

2.4.1. Comme en caractéristique 0, on peut associer à / un second bimodule, défini 

par 
^(m) := f*a(D(m)X Xoy wy-1) X oxWx 

où l'indice d indique que le foncteur /* est ici appliqué pour la structure droite de 

^y-module de ^y1^ (g) ujy1. Grâce à 1.3.6 et 2.2.1, on voit que ^y^-x est muni 

d'une structure naturelle de (/_1^ym\ f^^)-bimodule. On vérifie qu'il est canoni-

quement isomorphe au bimodule ux ®ôx / g C ^ y ^ Q o y w Y 1 ) obtenu en appliquant 

f* à D(m)X O oy w-1y pour sa structure gauche de ^y-module [8, 3.4.1]. 

Si E C D-(D(m)X), on définit le foncteur image directe /+ en posant 

F+£ : = R / . 
(D(m)Y-X L 

QD(m)X E) 

Le complexe f+E appartient alors à D (9y"'J). Si m = 0, ou si p est nilpotent sur 5, 

@Y^x est Tor-dimension finie sur 0^, et le foncteur /+ envoie alors Db(^m)) 

dans Db(^m)) . 
On voit comme en caractéristique 0 (cf. [16], [17], [42]...) que le foncteur /+ vérifie 

la formule de transitivité : si g : Y —> Z est un second 5-morphisme vérifiant les 
mêmes hypothèses, il existe pour tout <? G D'^^) un isomorphisme canonique de 
D-(D(m)X) 

(2.4.1.1) (go f) +f —> g+f+eE 

On dispose d'autre part d'un théorème de changement de base pour le foncteur /+ : 

2.4.2. Proposition. — Soient S'—>S un morphisme de schémas, f':X' —>Y' le 

morphisme déduit de f par changement de base. Pour tout complexe à cohomologie 

quasi-cohérente § € D~C(@^), le complexe f+£ appartient à D~C{@Y"^), et il existt 

dans D~(@Y?^) un isomorphisme canonique 

(2.4.2.1) âs> 
m 
O OS F+* —>/; (0S>R OS E 

L 
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La formation des bimodules @yj_x commutant aux changements de base, il est 
facile de définir la flèche par adjonction. On peut alors utiliser l'existence de résolu­
tions par des i^^-modules induits au sens de M. Saito (c'est-à-dire de la forme 
D(m)X ®ex %\ où -Sf est un ^x-module, cf. [45] ou [46]) pour prouver la quasi-
cohérence de /+<?, et montrer que la flèche est un isomorphisme en se ramenant grâce 
à la platitude de X sur 5 à un énoncé classique pour la cohomologie des faisceaux 
quasi-cohérents. 

En utilisant encore les résolutions par des D(m)X-modules induits, on obtient aussi 
la compatibilité de /+ aux extensions du faisceau d'opérateurs différentiels, et, lorsque 
/ est propre, la préservation de la cohérence (en reprenant ici un argument classique, 
voir par exemple [16], [39] ou [46]) : 

2.4.3. Proposition ([10]). — Soit m' > m. Pour tout E C D-qcD(m)X il existe un iso­

morphisme canonique de £q-c(4m)) 

(2.4.3.1) 9T) 
ty 
D(m)X /+(">> S /+(«»') D(m)X L 

D(m)X 
E) 

en notant / .(m) et /. (m') les foncteurs image directe correspondant aux niveaux m et 
m'. 

2.4.4. Proposition. — Supposons que f soit propre. Pour tout S G DCOYX®X )> f+& 

appartient à D'^^y1^). Si p est nilpotent sur S, et si é> G ̂ coh(^.x^)> alors f+é? G 
^cboh(^m))-

Enfin, en prouvant que /+ préserve la finitude de la Tor-dimension, on obtient le 
théorème de finitude pour les images directes par un morphisme propre : 

2.4.5. Théorème ([10]). — Soit f : X —> F un morphisme de S-schémas lisses. 

(i) Pour tOUt g G Dqc,tdf(^iT)), US É ^qc,tdf(^m)) 
(ii) Si f est propre, et si S G jDparf(^m)), alors f+g G £>parf(^ym)). 

Grâce à la formule de transitivité, il suffit de prouver séparément l'assertion (i) 
dans le cas où / est lisse et dans celui où / est une immersion fermée. En utilisant 
la formule de projection, on se ramène dans les deux cas aux propriétés locales de 
^Y^-X- L'assertion (ii) est conséquence de (i) et de 2.4.4. 

Remarque. — Lorsque S est un schéma de p-torsion, on ne peut pas espérer de théo­

rème de finitude sur D(m)X pour les images directes par un morphisme non propre, 

même lorsque S est le faisceau ûx- En effet, supposons que S soit un schéma de 

caractéristique p, et soit j:X = Y \ Dc-+Y l'inclusion du complémentaire X d'un 

diviseur D de Y. Alors j+ûx = j*&x- Or j*ûx possède une structure canonique 

de f^y-module qui induit sa structure de f^ym^-module. Par suite, j*ûx est annulé 

par Xm = Ker(^ym^ —> ^ y ) , et, observant comme en 2.2.5 que tyy^jXjn est un 

^y-module de type fini, on voit qu'en général j*0x ne peut pas être de type fini 
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sur Sty^. Les procédures de passage à la limite développées dans les chapitres sui­
vants nous permettront par contre d'obtenir un énoncé qui constitue un substitut 
« asymptotique » au défaut de cohérence de j+Gx (voir 4.4.7). 

Une autre propriété essentielle des images directes est leur compatibilité à l'image 
inverse par Probenius, qu'on prouve grâce au théorème de descente par Probenius et 
à la construction du foncteur quasi-inverse donnée en 2.1.4 : 

2.4.6. Théorème ([8, 3.4.4]). — Sous les hypothèses de 2.1.2, soient X,Y deux S-
schémas lisses de réductions Xo,Yo sur SQ, FX • X —> X', Fy : Y —> Y' deux 
morphismes de S-schémas lisses relevant FXq^Sq et FyQ^So, f : X —+ Y un S-

morphisme, f : X' —> Y' un S-morphisme relevant f^s\ Si f oFx = Fy o f, il existe 

pour tout S' e D~(@P) un isomorphisme canonique de D~ (^ym+s^) 

(2.4.6.1) f+(m+s)FX£>' • Fyf+(m)£' 

Remarque. — Ce résultat peut être utilisé pour l'étude du fonteur /+ dans le cas 

où / est lisse. Soit UX/Y = ^x ®f~lûY f~1(Jy. On construit d'abord un morphisme 

canonique de &x^-modules à droite 

VX/Y <®Ôx -^X * -̂ Y<_x> 

qui donne naissance à un morphisme de complexes 

(2.4.6.2) Mx/yQoxD(m)X[dx/Y] JJY^Xï 

où le terme de gauche est le complexe de de Rham de 9>x } décalé. Lorsque m = 0, 
c'est un quasi-isomorphisme, et on en déduit un isomorphisme canonique 

(2.4.6.3) M/*(^x/y ®ex «)\dxiy\ f+(o)é?. 

Lorsque m ^ 1, il n'est plus vrai en général que le complexe de de Rham de @x soit 
une résolution de ^y^_x- ^e théorème 2.4.6 montre que l'isomorphisme (2.4.6.3) est 
remplacé par une variante décalée par l'action de Probenius. Supposons en effet que 
l'on dispose de relèvements Fx, Fy et / ' comme dans l'énoncé. Il existe d'après le 
théorème de descente un @x)-module S' tel que S ~ F*S", de sorte que l'on obtient 
un isomorphisme canonique 

(2.4.6.4) f\{m)S Fy^f+ifix'/Y' ox, E') [dx/Y] 

Rappelons que, comme on l'a signalé au point d) de l'introduction de ce chapitre, les 
conditions d'existence globale de Fx et Fy (et a fortiori la condition de commutation 
/' ° Fx = Fy o / ) ne sont en fait pas nécessaires dans l'énoncé du théorème lorsque 
a est m-PD-nilpotent (resp. PD-nilpotent pour obtenir la formule (2.4.6.4)). 

2.5. Dualité. — Nous expliquons ici comment les théorèmes de dualité locale et 
globale s'étendent hors de la caractéristique nulle. Les résultats de cette section sont 
dûs à Virrion (voir [49], [50], [51], [52]). 
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2.5.1. Soient X un 5-schéma lisse de dimension relative d, et ê G D~(^^71^) un 

complexe de f^^-modules à gauche. On définit comme en caractéristique 0 le dual 
de S en posant 

B(<f) :=RJffom d(m)x 
B(<f) :=RJffom oGox wx-1[d]). 

Le foncteur Jtfom est pris ici pour la structure naturelle de D(m)x-module à gauche 

de D(m)x Qoxw-1x[d], tandis que B(<?) est vu comme un complexe de ^j^-modules 

à gauche grâce à l'action sur la droite tordue par 1.3.6. Ces deux structures de Q)^-

module à gauche sur D(m)x<g)̂>xw-1x sont d'ailleurs échangées par une involution 

naturelle (3X du bimodule à gauche (g>&x uoxl [8, 1.3.4]. 

En général, 0(<?) n'est pas borné supérieurement, même si S G ^cohC^x^)- Le 
cadre qui permet d'obtenir une théorie de la dualité sur une base quelconque est celui 
des complexes parfaits (voir [SGA6, 17]). On obtient ainsi : 

2.5.2. Proposition ([52,14]). — Soit S G Dp&l{[9^}). 

(i) Le complexe dualTï)(£) appartient à i^parf^x^)-

(ii) Pour m' ^ m, il existe dans ^parf^x™ )̂ un isomorphisme canonique 

(2.5.2.1) D(m')x L D(m)x D(m)x (E) D(m/)(^m#) ®^m) <f), 

en notant Wrn) et W™ } les duaux aux niveaux m et m . 
(iii) Pour tout changement de base S' —• S, il existe dans Dpari(^^) un isomor­

phisme canonique 

(2.5.2.2) 0s* ®ûs Dx(<?) Dx'(Os' LOos R) , 

en notant Dx et Dx' les duaux sur X et sur Xf — S' x$ X. 

2.5.3. Soit g G L>Parf(^x )• On dispose du morphisme d'évaluation 

F RJtfom ^m),d (RHom D(m)x,g (E,D(m)x) , D(m)x 

les indices d et g précisant s'il s'agit de modules à droite ou à gauche. En transformant 
les modules à droite en modules à gauche par 1.3.6, et en utilisant l'involution /3x, on 
en déduit le morphisme de bidualité 

(2.5.3.1) S —->D(B(<?)). 

En se ramenant au cas où E = D(m)x on obtient alors le théorème de bidualité locale : 

2.5.4. Proposition ([52,1 (3.6)]). — Pour tout ê G -DParf(^Y^)> le morphisme de bi­
dualité (2.5.3.1) est un isomorphisme. 
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2.5.5. Sous les hypothèses de 2.1.2, soient X un 5-schéma lisse de réduction X0 
modulo a, et F : X —• X' un morphisme de 5-schémas lisses relevant FXQ^SQ. On 

vérifie [8, 2.4.4] que, pour tout i^j^-module à droite J(*, il existe un isomorphisme 

canonique de â^71-^-modules à gauche 

F*(M'O ox , W-1x' F*(M'O ox , W-1x' 

En utilisant celui-ci, et le théorème de descente, on obtient alors la commutation du 
dual à l'image inverse par Probenius : 

2.5.6. Proposition ([52, II 3]). — Sous les hypothèses précédentes, soit S' G Dparf(D(m)x) 

(i) Il existe dans £parÄm+S;) un isomorphisme canonique 

(2.5.6.1) F*Wx,\g') D(m+s)x (F* E') 

(ii) L'isomorphisme de bidualité (2.5.3.1) est compatible à l'isomorphisme de com­
mutation à l'image inverse par Frobenius (2.5.6.1). 

2.5.7. Voyons maintenant comment le théorème de dualité relative pour un mor­
phisme propre s'étend hors de la caractéristique 0. Nous supposerons ici que S est un 
schéma noethérien régulier, ou lisse sur le spectre d'un quotient d'anneau de valuation 
discrète, de sorte que G s est un complexe dualisant sur S au sens de [27]. Soit m G N ; 
si m ^ 1, nous supposerons comme d'habitude que S est un Z(p)-schéma. 

Soient / : X —> Y un morphisme propre de 5-schémas lisses, dx,dy les dimensions 
relatives de X et Y sur S. La théorie de la dualité de Grothendieck-Hartshorne fournit 
alors un morphisme trace Tr/ : R/*(cJx)[dx] —• wy [dy] dans D^oh(Gy). D'autre part, 
on dispose sur la catégorie dérivée D~(&xm'^d) du foncteur image directe pour les 

complexes de D(m)x -modules à droite, défini par / + ( ^ ) = R / * ( ^ 0^(m> ^ x - i y ) . 

La première étape consiste à construire dans Dparf(@yn^d) un morphisme trace sur 
f+(ux), relié au précédent par l'intermédiaire du morphisme 

Tf:-Rf*(u;x)[dx] f+(vx)[dx] 

obtenu en appliquant R/* au morphisme u>x —> WX O D(m)x 
L ^(m) déduit du morphisme 

canonique ®{x] - ®XÌY et en décalant : 

2.5.8. Théorème ([49, 5.1], [51]). — Sous les hypothèses précédentes, il existe dans 
Dparf^y1^0) un morphisme canonique Tr+j : f+(ux)[dx] —* uy[dy], s'insérant 
dans un triangle commutati/ de D^c(Gy) 

(2.5.8.1) 
Tf 

f+(u>x)[dx] 
Tr+, f 

Rf*(ux)[dx] 
Trf 

Lüy[dy], 

et vérifiant la condition de transitivité pour le composé de deux S-morphismes propres. 
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En caractéristique 0, la construction de ce morphisme trace fait appel à la résolu­
tion gauche de ux en tant que @x-module à droite par le complexe de de Rham de 
^Xj puis, dans le cas analytique, à la résolution de Dolbeault pour calculer le foncteur 
/+ (voir par exemple [16], [46] ou [47]). Sur une base plus générale, on ne dispose 
de la résolution de de Rham que pour m = 0. La méthode de Virrion est basée sur 
la construction, pour tout f^^-module à droite M, d'une résolution gauche cano­
nique de M par des f^^-modules à droite induits, la résolution de Cech-Alexander 
CK*(JK). Cette résolution, de type simplicial, est construite par dualité à partir de 
la résolution de ûx par le complexe de Cech-Alexander CA(L(^x)) qui intervient 
dans le calcul de la cohomologie cristalline de X relativement à S (cf. [2], [12], [26], 
[32]). Son terme de degré -u est de la forme C A * ( ^ ) = Ji <ffîx,v &ex @x*\ 

avec •yrx,v = lim Homox F*(M'O ox , W-1x' 
On observe alors que le complexe de Cousin de ux est une résolution de ux 

par des i^j^-modules à droite injectifs sur ÛX- En lui appliquant la construction 

précédente, on en déduit que le morphisme X/ est représenté dans D(@y^d) par le 

morphisme de complexes 

/*P*x ®<?x Jfx,. ®<?x ®{x])[dx] MJTx ®#x <#x,. ®ex ^TivWxi 

D'autre part, u;y[dy] est représenté par le complexe Xy §§eY ^y,« ®ûY ®Y • En 
remarquant que chacun des complexes §§ex <fflx,v (resp. Xy <№Y,V) est li­
mite de complexes résiduels sur les voisinages infinitésimaux à puissances divisées 

^x(m)(zy) (resP- ^y(m)(l/))' on Peut al°rs utiliser la théorie du morphisme trace 
pour les complexes résiduels pour construire un morphisme de complexes 

f*(Xx Jfx,. ®ûx F*(M'O ox , W-1x' %y ®0Y Xy,. 2>eY 9rWY] 
dont la classe dans D(f4m)d) fournit le morphisme Tr f + voulu. 

Cette construction permet alors d'établir le théorème de dualité relative : 

2.5.9. Théorème ([49, 5.4], [51]). — Sous les hypothèses de 2.5.7, soit § G Dparf(^x )• 

Il existe dans £>Parf(̂ ym )̂ un isomorphisme canonique 

(2.5.9.1) X : / + ( B x ( ^ ) ) D y ( / + W ) , 

vérifiant la condition de transitivité pour le composé de deux S-morphismes propres. 

Via 1.3.6, on se ramène à l'énoncé analogue pour les complexes de modules à 
droite. La construction de x se déduit de l'existence du morphisme trace. Pour prouver 
que c'est un isomorphisme, on ramène d'abord le cas où S est lisse sur un quotient 
d'anneau de valuation discrète y au cas où S est régulier, en utilisant pour la réduction 
modulo l'idéal maximal de Y la compatibilité du morphisme trace au changement de 
base. Dans ce cas, les catégories Dvavt(@^d) et ^c0h(^x^d) coïncident, et on peut 
utiliser l'existence de résolutions par des modules induits de la forme LOox D(m)x, où 
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J£ est ^x-cohérent, pour déduire l'énoncé du théorème de dualité de Grothendieck 
pour les ^x-niodules cohérents, grâce à (2.5.8.1). 

3. Passage aux schémas formels 

Soient V un anneau de valuation discrète complet d'inégale caractéristique, p sa 
caractéristique résiduelle, m son idéal maximal, k son corps résiduel, K son corps des 
fractions. Nous noterons y = S p f ( y ) , ^ = Spec(r/W+1). Si 3£ est un ^-schéma 
formel, nous noterons Xi = Si x y 3£ sa réduction modulo m*"1"1. 

Nous expliquons ici comment, par passage à la limite projective pour i variable, 
les résultats du chapitre précédent sur les D(m)X-modules peuvent s'étendre à certains 
complexes de modules sur les complétés p-adiques des faisceaux d'opérateurs diffé­
rentiels correspondants sur 3C. Du point de vue cristallin, cela revient à passer de la 
cohomologie cristalline relativement à Z/pnZ à la cohomologie cristalline relativement 

a Zp. 

3.1. Complétion des faisceaux d'opérateurs différentiels. — Donnons 
d'abord quelques propriétés algébriques des complétés p-adiques de ces faisceaux 
d'opérateurs différentiels. 

3.1.1. Soient m e N, et 3£ un ^-schéma formel lisse. Les constructions faites en 1.2 
gardent un sens sur SC, et fournissent un faisceau d'opérateurs différentiels D(m)X dont 
la structure locale est décrite comme en 1.2.3. Nous noterons 

D(m)X : = l i m # £ l ) / m i + 1 0 £ ° D ( m ) X 
i 

~ l i m ^ m ) 
1 

son complète p-adique, et nous rappellerons faisceau des operateurs différentiels 
(d'ordre infini) de niveau m sur 3£. Si 9/ C 3£ est un ouvert possédant un système 
de coordonnées locales t i , . . . , td, et si d±,..., da sont les dérivations correspondantes, 
les sections de sur fy sont donc données par 

(3.1.1.1) r ( ^ , ^ } ) D ( m ) X = Zk akG(k)(m) D(m)XD(m)X pour D(m)X 

et a,k —* 0 pour \k\ —• oo 

Si est un ouvert affine quelconque, T(fy,@^) est un anneau noethérien. 

Comme p est un élément du centre de Y(<&, @^), on en déduit que le complété 

p-adique r ( ^ , ^ f ~ T{^,ê{^]) est un anneau noethérien, et que les proprié­

tés usuelles du passage au complété dans le cas commutatif noethérien sont encore 

valables [5, 3.2]. Il s'ensuit que le faisceau D(m)X est un faisceau d'anneaux cohérents. 

Un i^^-module ê est donc cohérent si et seulement s'il est localement de pré­
sentation finie. Lorsque 3C est affine, les techniques habituelles de passage à la limite 
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projective permettent de montrer facilement les théorèmes A et B pour les f^ij^-
modules cohérents [5, 3.3] : 

A) Tout D(m)X-module cohérent est engendré par ses sections globales, et le foncteur 

r(c^T, — ) induit une équivalence entre la catégorie des D(m)X-modules cohérents et celle 

des T( JT, i^^)-modules de type fini. 

B) Si g est un D(m)x-module cohérent, # n ( J f , g) = 0 pour tout n ^ 1. 

3.1.2. Lorsque 9/ est quasi-compact, on a T(^,Eq) = T(W,E)Q pour tout faisceau 
abélien E sur 9/. Par suite, la description donnée en (3.1.1.1) reste valable pour 
r («T, §{£Q), avec ak G r («T, ûx)* 

Le faisceau D(m)X est encore un faisceau d'anneaux cohérent. D'autre part, 3£ 

étant de type fini sur la catégorie C o h ^ ^ q ) des ^^Q-modules cohérents est 

équivalente à la catégorie Coh(fFÏ^)Q des i^^-modules cohérents à isogénie près [5, 

3.4.51. Il en résulte que les théorèmes A et B restent valables pour les D(m)X,Q-modules 
cohérents. 

3.1.3. Proposition ([8,4.4.4]). — Soit 3C un schéma formel affine et lisse sur y, de 
dimension relative d. 

(i) L'anneau T(3£,@^) est de dimension homologique 2d + 1. 

(ii) L'anneau , ̂ J^^L) est de dimension homologique finie, comprise entre d 
et 2d. 

Par un argument classique, on majore la dimension homologique de T(3£,D(m)X 
par celle de son gradué associé pour la filtration p-adique, égale à 2d -f 1 grâce à 
2.1.6. Que cette borne soit atteinte résulte encore d'un exemple explicite. Il s'ensuit 
que la dimension homologique de r(<5T, ^ ? Q ) est majorée par 2d+ 1. On obtient la 
majoration par 2d en montrant que tout r(«5T, i^^)-module de type fini sans torsion 
possède une résolution projective de longueur 2d. La minoration par d provient de ce 
que ûstr,Q est de dimension projective d sur ^J^q. 

Remarques 
(i) Il semble raisonable de conjecturer que, comme dans le cas de T(X, @x) lorsque 

X est un schéma affine et lisse sur C, la dimension homologique de r(<3T, ^ ^ Q ) est 
en fait égale à d. 

(ii) Les catégories A>arf(^r) et Dbcoh(D(m)X) (resp. DparfC^q) et Dbcoh (D(m)X) 

sont donc égales. 

3.1.4. Soit e l'indice de ramification absolu de У. Pour qu'il existe une m-PD-
structure sur m (nécessairement définie par les puissances divisées naturelles de 
mk pour un entier к convenable), il faut et suffit que pm ^ e/(p - 1) [5, 1.3.1]. 
Supposons m fixé de manière que cette condition soit remplie, et soient s ^ 1 
un entier, F : Ж —> 3C1 un morphisme de ^-schémas formels lisses relevant le 
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morphisme de Probenius relatif FXQ/SO> Le morphisme F est alors fini localement 

libre. En appliquant 2.1.2 aux morphismes Xi —+ X[ définis par F , on en déduit 

par passage à la limite projective que F*@£?) possède une structure canonique de 

( i § ^ + s \ i ^ ) - b i m o d u l e , et FB§{™) une structure canonique de D(m)XD(m)X 

bimodule. Si S (resp. F) est un D(m)X-module à gauche (resp. à droite), il en résulte 

grâce aux isomorphismes canoniques 

F*D(m)X,oD(m)X E—>F*E, F Ox (̂m) 
9C1 

Fb§{™) F' F 

que F*ê (resp. F^&) possède une structure naturelle de D(m)X-module à gauche 
(resp. à droite). 

D'autre part, en passant à la limite projective sur i dans les isomorphismes (2.1.3.1) 
et (2.1.4.1), on en déduit qu'il existe comme en 2.1.3 et 2.1.4 des isomorphismes 
canoniques de bimodules 

(3.1.4.1) D(m+s)X F * F B 3 P , D ( m ) X ( F ^ P ) D ( m ) X O D(m+s)X 
F*D(m)X' <S(m) 

Par suite, les foncteurs S11—y F*gf et E —>(Fb D(m)x' OD(m+s)X S sont des équivalences 

de catégories quasi-inverses entre la catégorie des D(m)X' -modules à gauche et celle des 
D(m+s)X -modules à gauche [8, 4.1.3]. 

Comme dans le cas algébrique, les propriétés de cohérence, de platitude, de Tor-
dimension finie et de perfection sont conservées dans cette équivalence. 

Ces résultats restent évidemment valables pour les ^^Q-modules . 

3.2. Complexes quasi-cohérents. — Dans le cas des 3n£ -modules, la méthode 
classique de définition des foncteurs f et /+ au moyen de produits tensoriels avec 
des bimodules canoniques tels que @X->Y et @Y+-X ne conduit pas en général aux 
propriétés voulues, à cause de problèmes liés à la complétion (voir à cet égard la 
remarque de 3.4.3 sur la formule de transitivité). Nous introduisons ici une sous-
catégorie D~C(@P) de la catégorie D~(@P), formée de complexes vérifiant une 
condition de complétion au sens des catégories dérivées, qui contient la sous-catégorie 
DpaTf(@P). Sur D~C(@P), la construction et les propriétés de ces foncteurs se 
ramèneront aux résultats obtenus précédemment modulo p1. 

On note d la dimension relative de 3£ sur S? \ rappelons qu'elle est supposée 
constante. 

3.2.1. Soit X. le topos des systèmes projectifs de faisceaux E. = (Ei)ie^ sur 3C'. Il 
est muni d'un morphisme de topos l_x : Xm —> 3£, défini en posant 

<—X* (E) := l i m ^ , 
i 

<—-1x(E) = (Ei)iCN, 
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où (£?i)i€N est le système projectif constant de valeur E. On notera que le foncteur 
<LX^ est de dimension cohomologique finie sur la catégorie des faisceaux abéliens, de 
sorte que son dérivé droit ^J_Xï)t est défini sur la catégorie dérivée toute entière. 

Nous considérerons X. comme un topos annelé en le munissant du faisceau d'an­
neaux ûx. = (ÛXi)ieN, ce qui fait de un morphisme de topos annelés. Si g est 
un û%-module, J_*x<£ est donc le système projectif 

> g/mi+1g g/xv?g —• g/xng. 

Pour tout g G D-(Û^), nous noterons Si := 0x< 
L 

O ox g. Nous dirons que g est 
quasi-cohérent s'il vérifie les conditions suivantes [9] : 

(i) Le complexe go appartient à D~c(ûx0) ; 
(ii) Le morphisme canonique 

g—>Rl LZ * g 
<— x* <—x 

est un isomorphisme. 
Pour tout m, nous munirons également X, du système projectif d'anneaux 

(^m))ieN. On peut alors considérer l : ( X . , ^ m ) ) -» ,9$*) comme un 
morphisme de topos annelés, et définir la notion de complexe quasi-cohérent de 
D~(@^) par les conditions analogues à (i) et (ii) obtenues en remplaçant 6 , Gx.-> 
par @^\@x^- Comme le foncteur Ll*X au sens des f^^-modules induit par 
restriction des scalaires le foncteur Ll*X au sens des ^r-modules, il est clair qu'un 

complexe de D~(@^) est quasi-cohérent si et seulement s'il est quasi-cohérent en 
tant que complexe de D~(Û%;). 

Nous noterons D~c(@g?') (resp. D~c{û^)) la sous-catégorie pleine (triangulée) 

de D~{@^) (resp. D~(û%;)) dont les objets sont les complexes quasi-cohérents, et 

DqC(@sP^) la sous-catégorie pleine de D~c(@^) dont les objets sont à cohomologie 

nulle en dehors d'un intervalle borné. On vérifie les propriétés suivantes [9] : 

a) Si E CD-qc(Ox) alors Ox 
L 
®0X geD~c(ûXi) pour tout i. 

b) S'il existe un entier k tel que g soit dans l'image de D~(ûXk), alors g est 
quasi-cohérent si et seulement si g est à cohomologie quasi-cohérente sur ûxk • 

c) La sous-catégorie D~oh(^^) des complexes à cohomologie D(m)-cohérente est 

une sous-catégorie de D~c(@^). 

Remarque. — Un contre-exemple de Gabber montre que, si g G D-qc(ox), ses fais­
ceaux de cohomologie J4?n(g) n'appartiennent pas nécessairement à D~c(û%;). 

L'intérêt de cette notion de complexe quasi-cohérent vient de ce que les propriétés 

d'un complexe quasi-cohérent sur 3£ se ramènent à celles du complexe VX. ®0X 
L 

g 
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dans la catégorie dérivée des complexes de systèmes projectifs. Tout d'abord, en uti­
lisant les résultats de l'appendice B de [12] sur la finitude du foncteur Elim sur un 
anneau noethérien, on obtient la propriété suivante : 

3.2.2. Proposition. — Soit S. E Db(D(m)x) un complexe vérifiant les conditions sui­

vantes : 
a) eo E Dbqc (D(m)xo 
b) Pour tout i, le morphisme canonique 

9 ^ 
L 

(D(m)xoxi+l 
&i+l • &i 

est un isomorphisme. 
Alors le morphisme canonique 

LTRl x E . —> E 

est un isomorphisme, et le complexe g = Rl S. 
<— x* 

appartient à Dbqc (D(m)x 

D'autre part, si S est un complexe de ,Dqc(^^i;), la plupart de ses propriétés 

de finitude se ramènent à celles de é>$ := ûx0 ®ex $ : pour que E CDtdf((D(m)xo) 

(resp. ^ c b o h ( ^ ) ) , ^ P a r f ( ^ ) ) ) , il faut et suffit que <f0 € A d f ( ^ ) (resp. 

ĉoh(̂ xT )̂'̂ parf(̂ x01̂ )) [9]. On obtient alors la caractérisation suivante de ces 

sous-catégories de D~C(@P) : 

3.2.3. Théorème ([9]). — Les foncteurs ^Jl*X E^ ^Jl.x* son^ des équivalences de caté­

gories quasi-inverses entre la catégorie DqCitdf(@p) (resp. Dçoh(@P), DpaTf(@P)) 

et la sous-catégorie pleine de la catégorie Dh(@x^) formée des complexes de systèmes 

projectifs £m vérifiant les conditions suivantes : 

a) Le complexe <?0 appartient à JDqc,tdf(^^)) (resp. ^ c o h ^ x ô ^ ^ W ( ® x ? ) ) >' 
b) Pour tout i, le morphisme canonique 

®x? 
L 

xi+i 
£i+i —• Si 

est un isomorphisme. 

Grâce à cette description des catégories -Dqc,tdf (D(m)xo ̂coh 
(D(m)xo -̂ parf ((D(m)xo) , 

nous pourrons utiliser les résultats établis au chapitre précédent sur un schéma de 

p-torsion pour obtenir des résultats analogues pour les complexes de (D(m)xo-modules. 

3.3. Complexes à isogénie près. — Comme certaines des propriétés qu'on sou­
haite obtenir dans le cadre d'une théorie arithmétique des ^-modules ne sont vérifiées 
qu'après tensorisation par Q, on est amené à étudier les opérations cohomologiques 
de base sur les ^^Q-modules . Comme précédemment, la nécessité de tenir compte 
des propriétés de complétion ne permet pas de travailler avec la catégorie dérivée 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2002 



38 P. BERTHELOT 

D((D(m)x,Q toute entière. De fait, la catégorie que nous utiliserons n est même pas une 

sous-catégorie de (D(m)x,o : ce sera la catégorie quotient de la catégorie D-qc((D(m)xo) 

obtenue en inversant les isogénies. Lorsque 3£ est quasi-compact et quasi-séparé, nous 

verrons en effet qu'elle contient une sous-catégorie pleine équivalente à la catégorie 

Dcohi^^q)) de sorte que, par l'intermédiaire des techniques de la section précédente, 

cette méthode nous permettra d'étendre aux complexes bornés de ^^Q-modules co­

hérents les résultats établis modulo p\ 

3.3.1. Si L est une catégorie additive, nous désignerons par ^ Q , et nous appellerons 
catégorie des objets de ^ à isogénie près, la catégorie ayant mêmes objets que ^ , et 
telle que l'ensemble des flèches entre deux objets soit donné par 

Hom^Q(£, F) := Hom^(£, F) ® Q. 

Lorsque L est une sous-catégorie D*(g/) d'une catégorie dérivée D(srf), nous em­
ploierons la notation DQ(J^) plutôt que D*(#/)Q. 

La catégorie tfq n'est autre que la catégorie localisée de L par rapport au système 
multiplicatif des isogénies de fé7 : un morphisme / : E —> F est appelé isogénie s'il 
existe un entier n 7̂  0 et un morphisme g : F —» E tels que gof = n ld# , fog = nid/?. 
Lorsque L est une catégorie triangulée, les isogénies forment un système multiplicatif 
compatible à la structure triangulée, de sorte que possède une structure naturelle 
de catégorie triangulée pour laquelle le foncteur de localisation L —•LQ est exact. 

Si F : ^ —> c€' est une foncteur additif (resp. exact) entre catégories additives 
(resp. triangulées), il s'étend de manière unique en un foncteur additif (resp. exact) 

lQ—»L'Q compatible aux foncteurs de localisation. 

3.3.2. Soit SC un V-schéma formel lisse. Pour tout m, nous noterons Dq^c{3>^ ) 

(resp. ^Q5Coh(^^^)) la sous-catégorie pleine de DQ(@^) obtenue en localisant 

D~c(@^) (resp..Dbcoh(^r^)) Par rapport aux isogénies. La tensorisation par Q 

définit un foncteur naturel 

(3.3.2.1) DQ(m)xo) D((D(m)x,o) . 
On prendra garde qu'en général l'homomorphisme 

Hom DQ(§£") (E, F) Hom 
D((D(m)x,o) 

(EQ, FQ) 

n'est ni injectif, ni surjectif, même si ê et & sont dans D~c(@^). Par la suite, c'est 

avec la catégorie DQ (0^) que nous travaillerons. Néanmoins, le résultat suivant 

permet d'identifier la sous-catégorie pleine Dq h(&^) de DQ,qc((D(m)x) a la catégorie 

Dcohi^sr]}) (raP Pel°ns que est toujours supposé quasi-compact et quasi-séparé) : 

3.3.3. Proposition ([9]). — Le foncteur (3.3.2.1) induit une équivalence de catégories 

(3.3.3.1) DbQ,coh ((D(m)x) ĉoh(̂ ro)(D(m)x,Q' 
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3.4. Produit tensoriel et image inverse extraordinaire. — Les résultats des 
sections précédentes permettent de définir les opérations cohomologiques de base pour 
les complexes quasi-cohérents de ^ ^ - m o d u l e s (voir [10]). Commençons par discuter 
les cas du produit tensoriel et de l'image inverse extraordinaire. 

3.4.1. Soient g e D-c(«§#), J( e D-C(2>{£)d) deux complexes de ^ ^ - m o d u l e s , 
respectivement à gauche et à droite, supposés quasi-cohérents au sens de 3.2.1. On 
définit leur produit tensoriel complété sur @P en posant 

D(m'+s)xo :=Rl 
<— x* 

(Ll* 
—>x 

M O 
L 

D(m'+s) Ll* g). <-x } 

Il existe un morphisme canonique 

M 
L 
D(m'+s)xo g MO L 

D(m)x E, 

et c'est un isomorphisme lorsque lun des deux complexes appartient a D̂ c"oh (*JZ°)-
Si M est un D(m'+s)xo -bimodule, pour un certain entier m', alors MO L 

D(m)x g 
est de manière naturelle un complexe de D-5D(m'+s)xo). Si g et Ji sont bornés, et si 

Jt G D\c{§(™\ alors J(®\(^ê e D^iê^). 

On définit de la même manière le produit tensoriel complété sur 6%. 
Grâce à la propriété universelle des catégories de fractions, ces produits tensoriels 

complétés s'étendent aux catégories localisées par rapport aux isogénies définies en 
3.3.2. Pour m' ^ m, et g e Dqqc(@P), nous commettrons parfois l'abus de notation 
consistant à désigner par 

D(m'+s)xo 
D(m'+s)xo 

l'image dans ^Q,qc(^r )D(m'+s)xo de &£ws™g. 

Exemple. — Plaçons-nous sous les hypothèses de 3.1.4, et soit m! ^ m. Si g' G 

D~c(2i{™)), on obtient par passage à la limite projective à partir des isomorphismes 

(2.1.7.1) un isomorphisme de D~{S>^ +s^) 

(3.4.1.1) ^(m'+s)^ 
9>X ®^+s) F*g' F\¥™w§irn}g') 

qui s'écrit simplement 

(3.4.1.2) D(m'+s)xo L 
D(m'+s)xo F* g' F*(¥™? 

L 

^ 3C> 
E') 

lorsque S" e D^h(@(p). On dispose aussi des isomorphismes analogues dans 

W Ï Q + S ) ) ( ^ P . JD-H(̂ SQ+S))). 
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3.4.2. Soient %' deux V-schémas formels lisses de dimensions relatives dx et 
d&,dx/& = d^ - d&J : 3£ -* & un W-morphisme. Pour tout & G ^ c ( ^ } ) , 
nous définirons l'image inverse extraordinaire en posant 

(3.4.2.1) D(m'+s)xoD(m'+s)xo))) 
où / . : X. —> Y, est le morphisme de topos tel que /.* (resp. /._1) associe à un 

système projectif de faisceaux sur 3£ (resp. sur y) le système projectif de ses images 

directes sur & (resp. inverses sur 3£) ; si @ _̂_>Y. est ê système projectif des i ^ ^ y . , 

le foncteur / ; est alors défini en posant, pour tout complexe &m G D~(@^), 

D(m'+s)xofdsg L 
<8> D(m'+s)xo D(m'+s)xo 

Soit D(m'+s)xo = linv ®Xi-+Yi- Alors ^^L^qy est muni d'une structure naturelle de 

(@$?\ / _ 1 ^ ^ ) - b i m o d u l e . Il existe dans Z}( i^^ ) un morphisme canonique 

(3.4.2.2) ¿3(m) 
L 

D(m'+s)xo D(m'+s)xo f! F 

qui est un isomorphisme si Dcboh (^m))-

Comme dans le cas algébrique, le foncteur /• vérifie la formule de transitivité : 

3.4.3. Proposition ([10]). — Soient f : 3£ — • y , g : y — > L deux morphismes de 
y-schémas formels lisses. 

(i) Pour fou* ^ G ^ c ( ^ } ) , / ! ^ appartient à D^ê^). 

(ii) Pour £ou£ <S G ^qC(^r^)> ^ existe dans D^C(S>^) un isomorphisme cano­

nique 

(3.4.3.1) f\gy) (g o № . 

Ces propriétés résultent de la relation (2.2.3.2) assurant la compatibilité de f au 
changement de base modulo p*, de 3.2.2, et de la formule de transitivité dans le cas 
algébrique. 

Remarque. — Si l'on avait pris pour définition de f le terme de gauche de (3.4.2.2), la 

formule de transitivité ne serait pas valable en général, même pour = ŒgP. En ef­

fet, si l'on prend X = & = Spf r {t}, & = Spf r, et si / : 3£ ^ est la projection, 

# : ^ <—• la section nulle, alors r(¿£T, @$_+2>) est l'anneau de séries formelles (com-

mutatives) convergentes en 2 variables y{t,d}, tandis que r(^T,^^_^^ ®y-i<p(™) 

f-1D(0) est le produit tensoriel non complété y{t} <g>r y{d}. L'homomorphisme 
canonique 

¿SO) 11 
D(m'+s)xo D(m'+s)xo D(m'+s)xo 

n'est donc pas un isomorphisme en général. 
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Si l'on suppose par contre que Y EDbq(m'+s)xo et que de plus G!g E DcboÄm)), 

alors tous les morphismes du carré 

EDbqcD(m'+s L 
EDbqcD(m'+s)xo EDbqcD(m'+s)xo L 

EDbqcD(m'+s)xo g-ly)[dx/x] ED(m'+s)xo 

EDbqcD(m'+s)xo L 
EDbqcD(m'+s)xo EDbqcD(m'+s)xo ED(m'+s)xo 

sont des isomorphismes. 

3.4.4. Plaçons-nous ici sous les hypothèses de 3.1.4, et supposons donnés des mor­

phismes de ^-schémas formels lisses : 3£ —> 9£', Fgr : & &f relevant FXo/So 

et FyQjSQ, ainsi qu'un ^-morphisme / ' : 3C' —> W relevant JQS\ Supposons de plus 

que / ' o Fgç = F<& o f. Comme les morphismes F% et F<& sont finis localement libres, 

on déduit facilement de (2.2.3.3) qu'il existe dans DqC(@g?~*~8^) un isomorphisme ca­

nonique 

(3.4.4.1) EDbqcD(m'+s)xo EDbqcD(m'+s)xo 

pour tout EDbqcD(m'+s)xo 

3.4.5. Le foncteur /• se factorise de manière naturelle en un foncteur 

EDbqcD(m'+s)xo EDbqcD(m'+s)xo 

qui vérifie la formule de transitivité pour le composé de deux morphismes. Le foncteur 
composé 

^coh(^^,©) £*Q,coh(^V ) EDbqcD(m'+s)xo p EDbqcD(m'+s)xo EDbq(m'+s)xo 

s'identifie canoniquement au foncteur qui associe à un complexe * e Dbcoh EDb(m'+s)xo le 
complexe 

ai™) L 
,Q ®f-i<§(m) EDbqcD(m'+s)xo 

3.4.6. Proposition ([10]) 
(i) Le foncteur f envoie £>qc,tdf(^^) dans D^àî{®p)-

(ii) Si f est lisse, le foncteur f envoie D^oh(9^) dans DçQh(@P) 
(iii) 5i / est lisse, le morphisme canonique 

EDbqcD( 
+s)xo 

/!(m)^ EDbqcD(m'+s)xo 

est un isomorphisme pour tout * 6 ^Q.qc (^m)) . 
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Les assertions (i) et (ii) résultent des propriétés analogues sur les Si. Pour prouver 
l'assertion (iii), on introduit sur X le complexe de Spencer relatif (g) A * ^ - / ^ , 
et on montre que le morphisme naturel 

EDbqcD(m'+s)xo qcD(m'+s)xo 

est une isogenie de £cboh(^T)-

3.4J. Soient <3T, & deux ^-schémas formels lisses, 2f = 3£ x 9 le ^-schéma formel 
produit. On étend par la même méthode le produit tensoriel externe en un bifoncteur 

X Lof EDbqcD(m'+s)xo EDbqcD(m'+s)xo EDbqcD(m'+s)xo 

qui envoie £ ^ ( ^ 0 ) x D^c(^]) dans ^ ( J ^ T 0 ) (resp. D*oh). On procède de même 
pour étendre sa construction en un bifoncteur entre les catégories Dqqc, et entre les 
catégories D^coh. 

Lorsqu'on dispose de relèvements F& : 3£ —• SF', Fy W —•y' de Fx0/So et 
FyoySo, et que l'on définit Fx : L —» J^' comme étant le produit Fx x F y , on obtient 

pour S' G -Dqc(^r^) et G DqC(^^) (resp. ^Q?QC) un isomorphisme canonique 

de £ b c ( J ^ + s ) ) (resp. ^ q j 

(3.4.7.1) F^-^f IE1̂  F^^ EDbqcD(m'+s)xo 

3.5. Image directe et dualité. — Indiquons maintenant comment s'appliquent 
les méthodes de 3.2 et 3.3 pour l'étude des images directes, et pour étendre le théorème 
de dualité relative. 

3.5.1. Soit / : 3£ —• <3/ un morphisme de ^-schémas formels lisses. Pour tout S G 
D-£9(£\ on définit 1 'image directe de S en posant 

(3.5.1.1) f+f :=Rl (/.+ ( L T <f)), 

où / . est défini comme en 3.4.2, et, pour S.eD-(9g>), f.+E. est le complexe 

EDbqcD(m'+s)xo ( « s u 
L 

EDbqcD(m'+s)xo 

Nous poserons encore ^ ^ 1 ^ - = lim. @Y^_XÌ - ®N dispose sur D(m)y<—X d'une struc­

ture de ( Z - 1 ^ ^ , i^^)-bimodule, et il existe dans D(@^) un morphisme cano­

nique 

(3.5.1.2) EDbqcD(m'+s)xo L 
EDbqcD(m'+s)xo EDbqcD(m'+s)xo 

On vérifie que c'est un isomorphisme lorsque <f G ^ ^ h ( ^ r ^ ) -
Grâce au théorème de changement de base 2.4.2, les propriétés établies modulo p% 

s'étendent sur X. Donnons d'abord un énoncé ne nécessitant que la quasi-cohérence : 
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3.5.2. Proposition. — Soient f:3£—><3f, g:& —>2? deux morphismes de V-
schémas formels lisses. 

(i) Pour tout S G D\c(@{p), US appartient à D\c{Sf{p). 

(ii) Pour tout S G Dqc(@P), il existe dans Dqc(^P) un isomorphisme cano­
nique 

(3.5.2.1) »+(/+*) EDbqcD(m'+s)xo 

Lorsque S G D^oh(@$? ), on obtient de même le théorème de finitude pour les 
images directes par un morphisme propre : 

3.5.3. Théorème. — Supposons que f : 3£ —* & soit un morphisme propre. 
(i) Pour tout S G D*oh{2){p), f+S appartient à Dhcoh{^]). 

(ii) Pour tout S G ^coh(^r^)> e^ tout m' ^ m, il existe un isomorphisme cano­
nique 

(3.5.3.1) D(m'+)y L 
EDbq f+(m)S f+(rnf) EDbqc L 

EDbqcD S). 

3.5.4. Par passage à la limite, on obtient également la commutation de /+ aux images 
inverses par Probenius définies en 3.1.4. Supposons en effet qu'on soit sous les hypo­
thèses de 3.4.4. En utilisant la finitude de F% et F<& et la quasi-cohérence des images 
directes, on voit que la commutation de /+ aux images inverses par Probenius dans 
le cas algébrique, vue en 2.4.6, entraîne qu'il existe pour tout S G Dqc(@P) un 
isomorphisme canonique 

(3.5.4.1) f+{rn+a)(Fgr&') EDbqcD(m'+s)xo 

dans EDbqcD(m'+s)xo 

3.5.5. Le foncteur /+ se factorise en un foncteur encore noté 

EDbqcD(m'+s)xo EDbqcD(m'+s)xo 

qui vérifie les mêmes propriétés que sur Dqc(@P). Compte tenu de ce que le foncteur 
M/* commute à la tensorisation par Q, on voit que le foncteur composé 

^coh(^r ,Q) EDbqcD(m'+s)xo^,coh№) EDbqcD(m'+s)xo /+ EDbqcD(m'+s)xo EDbqcD 
(m'+s 

s'identifie canoniquement au foncteur qui associe à EDbqcD(m'+s)xo le complexe 

EDbqcD(m'+s)xo 
EDb 

L 
EDbq S). 

Lorsque / est lisse, on dispose par passage à la limite à partir de (2.4.6.2) d'ur 
morphisme de complexes 

(3.5.5.1) EDbqcD(m'+s)xo EDbqcD(m'+s)xo <§(m) 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2002 



44 P. BERTHELOT 

C'est un isomorphisme pour m = 0, et une isogénie pour tout m. Pour tout S G 

^Q,qc(^?^)> 011 obtient donc dans DQ^C(&^) un isomorphisme canonique 

(3.5.5.2) EDbqcD(m'+s)xoEDbqcD(m'+s)xo F+ E 

3.5.6. Soit S G ̂ coh(^r^) — ^ p a r f ( ^ ^ ) un complexe parfait. Comme dans le cas 
algébrique, on définit le complexe dual en posant [52] 

D(E):=RJ?om EDbq 
ED(m)x EDbqcD(m'+s)xo 

Le complexe B(<f ) appartient à Dparf (D(m)x) donc est quasi-cohérent, et on en déduit 

des isomorphismes canoniques 

EDbqcD(m'+s)xoEDbqcD(m'+s)xo K / R / o m 9 ( . ) EDbqcD(m'(L^_^,^7 EDbqcD(m'+s)xo 

Supposons maintenant que / soit un morphisme propre. La construction du mor­

phisme trace esquissée en 2.5.8 est suffisamment fonctorielle pour fournir, dans la caté­

gorie dérivée des systèmes project ifs, un morphisme Tr/#>+ : f.,+wx. [dx] —> WYm[d&]. 
En appliquant RJ^x#i on obtient donc dans DpgLTf(@^) un morphisme trace 

EDbqcD(m'+s)xo Wy[dy] . 

La construction du morphisme de dualité relative s'effectue alors comme dans le cas 
algébrique, et le théorème de dualité relative s'obtient par passage à la limite à partir 
de 2.5.9 : 

3.5.7. Théorème ([49, 5.5.3]). — Soient f : X —> <3( un morphisme propre de V-

schémas formels lisses, S G Dpar{(&^) (resp. Dparf(^X^Q))- H existe alors dans 

Dparfi^^) (resp. Dparf(^^Q)) un isomorphisme canonique 

(3.5.7.1) EDbqcD(m'+s)xo EDbqcD(m'+s)xo 

vérifiant la condition de transitivité pour le composé de deux morphismes propres. 

4. Passage à la limite sur le niveau 

Nous restons ici sous les hypothèses du chapitre précédent. Si X est un 5-schéma 

lisse au-dessus de Z(p), nous avons vu en 1.2.5 que le passage à la limite inductive 

pour m variable dans le système inductif des faisceaux 0 ^ redonne le faisceau usuel 

@>x, qui ne joue guère de rôle dans l'étude de la cohomologie de de Rham et de la 

cohomologie cristalline hors de la caractéristique nulle. Par contre, si X est un V-
schéma formel lisse, un passage à la limite similaire sur les complétés D(m)X Permet 

d'introduire un nouveau faisceau, noté f^-, qui est directement lié à l'étude de la 

cohomologie rigide de la réduction de «5T sur k (voir [3]). 
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4 .1 . Le faisceau d'opérateurs différentiels Sr^ Dx,Q— Nous commençons donc ici 
l'étude des faisceaux d'opérateurs différentiels obtenus en passant à la limite inductive 
pour m variable dans les systèmes de faisceaux (9p)meN et (@pQ)meN-

4.1.1. Soit 3£ un V-schéma formel lisse. On définit un nouveau faisceau d'opérateurs 
différentiels sur 3C en posant 

D+X \— lim 
m 

D(m)x 

Il sera appelé faisceau des opérateurs différentiels (d'ordre infini) de niveau fini sur 
3£'. Si Dx est le complété p-adique du faisceau usuel des opérateurs différentiels sur 

3C, la description des sections des faisceaux @P donnée en (3.1.1.1) montre que les 

morphismes naturels D(m)x—> Sfgc sont injectifs. Par suite, D+x est un sous-faisceau 

d'anneaux de Dx Soient fy C 9£ un ouvert affine muni de coordonnées locales 

£i,.. . ,£d, et ||-|| une norme de Banach sur l'algèbre affinoïde Y{fy,ou)Q [18]. En 

utilisant la base ((№) de T(fy, @&), on peut alors décrire le sous-anneau T(fy, &%~) C 
T(fy, Dx) sous la forme suivante [5, 2.4.4] : 

(4.1.1.1) T ( U , m , ® x ) = {£*«*£ u l EDbqcD(m'+s)xo 
et 3 c , ) ) e K , r ) < 1, tels que \\a,k\\ < cqm). 

Nous reviendrons plus loin (voir 4.4.1) sur les relations entre les conditions de décrois­
sance qui apparaissent ici et celles, complètement analogues, de Monsky-Washnitzer 
[44]. 

Pour tout la réduction de D+x modulo m 2 + 1 est égale à f̂ x»- Par suite, 9% n'est 
pas un faisceau d'anneaux noethérien. De plus, ff % n'est pas de présentation finie sur 
f^-, puisque ÛXi ne l'est pas sur f̂ x*- Nous nous intéresserons donc essentiellement 
dans ce qui suit au faisceau f^r Q-

En utilisant l'existence d'un morphisme canonique surjectif D+x—• F*@g-,, où 
F : 3£ —• 3£' est un relèvement local du Probenius de Xo, on voit que D+x,Q n'est 
pas non plus un faisceau d'anneaux noethériens [8, 4.2.3]. Mais on peut néanmoins 
montrer : 

4.1.2. Théorème ([5, 3.6.1 (i)]). — Le faisceau Srx Q est cohérent (à gauche et à 
droite). 

C'est une conséquence formelle du théorème de platitude suivant : 

4.1.3. Théorème ([5, 3.5.3]). — Pour tout m' ^ m, les homomorphismes <§(m) 

D(m')x,q sont plats à gauche et à droite. 

Il suffit de prouver que, pour tout ouvert affine fy C 3£ sur lequel il existe un 
système de coordonnées locales, l'homomorphisme induit entre les sections est plat. 
La méthode de la démonstration consiste à introduire un anneau Df tel que 

T{fy^P) CD' EDbqcD(m'+s)xo 
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et qui possède les propriétés suivantes : 
(i) r ( « r , ^ Q ) = ^ ; 

(ii) D'^TIV,®m'x^)-, 
(iii) D' est un anneau noethérien. 

La condition (iii) entraîne que D' est plat sur Df, de sorte que l'énoncé résulte alors 
des conditions (i) et (ii). 

4.1.4. Par passage à la limite inductive, on peut montrer que, lorsque X est un 
schéma formel affine, les théorèmes A et B sont vrais pour les D+x,Q-modules cohérents 
[5, 3.6.4]. Plus précisément : 

A) Tout Oftg- Q-module cohérent est engendré par ses sections globales, et le fonc­

teur r ( JT, — ) induit une équivalence de catégories entre la catégorie des f^- Q-

modules cohérents, et celle des T(X,D+x,Q)-modules de présentation finie. 

B) Si S est un D+x,q-module cohérent, Hn(X, <?) = 0 pour tout n > 1. 

A partir de 3.1.3, les résultats précédents fournissent une estimation de la dimension 

homologique des anneaux T(I?F, D+X, Q) lorsque X est affine : 

4.1.5. Corollaire. — Supposons que X soit affine, de dimension relative d sur y . 
Alors : 

(i) Tout r(IBT, D+X,Q-module de présentation finie possède une résolution projec­
tive de type fini de longueur 2d. 

(ii) L'anneau T(X, Q) est de dimension homologique finie, comprise entre d 
et2d+\. 

Comme en 3.1.3, on conjecture que r(«5BT, Q) est en fait de dimension homolo­
gique d. 

4.1.6. Exemples 
Mentionnons ici quelques exemples de D+x,Q-modules cohérents provenant de la 

cohomologie rigide (voir [3]). Nous noterons 9£K la fibre générique de áT, qui est un 
espace analytique rigide sur K et sp : 3£K —> <5T le morphisme de spécialisation. 

(i) Un isocristal convergent sur Xo s'interprète comme la donnée d'un G gçK-module 
localement libre de rang fini E, muni d'une connexion integrable dont la série de 
Taylor converge sur le tube de la diagonale de Xo dans XK X XK- Le ^f 5 Q-module 
ê = sp* E est alors localement projectif de rang fini, et la condition de convergence 
permet de le munir d'une structure canonique de D+x,Q-module, pour laquelle il est 
cohérent [3, 3.1.4]. Le foncteur sp* définit ainsi une équivalence entre la catégorie 
des isocristaux convergents sur Xo et celle des D+x,Q-modules cohérents qui sont 
^r ,Q-cohérents [5, 4.1.4]. Rappelons qu'en particulier tout F-isocristal sur Xo est 
convergent (voir [4, 2.4.1]). 

(ii) Soient Z C X 0 un fermé, j : U <—> Xo l'inclusion du complémentaire de Z, 
9/ C X le sous-schéma formel ouvert d'espace sous-jacent U. Pour tout faisceau 
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F sur XK, on pose j^F = \\my jv*jylF, où V parcourt l'ensemble des voisinages 
stricts du tube ]U[ x = Uk de U dans 3£K- Un isocristal sur U surconvergent le long 
de Z s'interprète comme la donnée d'un fi6%K-module localement libre de rang fini 
E, muni d'une connexion integrable dont la série de Taylor est convergente sur un 
voisinage strict du tube de U dans 3£K X ^K, dans celui de XQ dans 9CK X 

Le complexe S = R sp* E (qui est réduit au seul terme sp* E lorsque Z est un 
diviseur) peut alors être muni d'une structure naturelle de complexe de ^-modules 
{cf. [3, 4.1.5], en supposant X séparé). Il y a lieu d'observer qu'en général ses faisceaux 
de cohomologie ne sont pas nécessairement cohérents sur Q, à cause de difficultés 
provenant des nombres de Liouville p-adiques (voir 5.3.6 plus bas pour une discussion 
de ce problème). 

(iii) Du point de vue de la théorie développée ici, le complexe Msp* G%;K consti­
tue le substitut naturel du complexe MJ*^^}Q, qui n'a pas de propriétés de finitude 
satisfaisantes (même si 9C est propre, sa cohomologie de de Rham n'est pas de di­
mension finie en général). De même, si l'on pose pour tout faisceau abélien F sur 

XK 

r U F ) = K e r ( F - j t F ) > 

le complexe Msp* Tjz^(G^rK) constitue le substitut naturel du complexe MTz(â>x',Q)-

Nous verrons en 4.4.9 que ces deux complexes sont à cohomologie Q-cohérente. 

4.2. Passage à la limite inductive et localisation dans les catégories déri­

vées. — Comme pour les -modules et les ^^Q-modules , on ne peut pas définir 

des opérations cohomologiques pour les ^-modules avec une généralité suffisante 

sans tenir compte de la topologie de Q. La méthode que nous emploierons est une 

extension de celle que nous avons utilisée en 3.3 dans le cas des complexes de ^ ^ Q -

modules : nous ne travaillerons pas directement dans la catégorie dérivée D{2^ Q), 

mais dans une catégorie triangulée convenable, munie d'un foncteur exact à valeurs 

dans Dfâg- Q) qui induise une équivalence entre une sous-catégorie pleine et la ca­

tégorie Dçoh(@%- Q). Pour construire cette catégorie, nous partirons de la catégorie 

des systèmes inductifs de 2^-modules pour m variable, puis nous la localiserons en 
deux étapes : nous inverserons d'abord les ind-isogénies entre systèmes inductifs, puis 
nous effectuerons une localisation qui constituera une certaine forme de passage à la 
limite préservant la structure triangulée. 

Nous nous limiterons ici aux systèmes inductifs de f^^-modules, renvoyant le 
lecteur à [9] pour une étude plus générale. 

4.2.1. Nous travaillerons dans le topos X^ des systèmes inductifs de faisceaux 
(£(m))mGN sur <%% On peut le considérer comme annelé par le système inductif de 
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faisceaux d'anneaux @ £ = ( ^ % e N . Un D(0)x-module E(o) est simplement la don­
née d'un système inductif de f^i^-modules <f(m), tel que les applications de transi­
tion a^171 'm) : <f(m) —> é>(Vfl ) soient semi-linéaires par rapport aux homomorphismes 
D(m)x —>D(m')x nen résulte pas de confusion, nous noterons simplement é> un tel 
système, au lieu de E(o) 

Sur la catégorie des systèmes inductifs, la notion d'isogénie considérée en 3.3 n'est 
plus suffisante, car on souhaite pouvoir considérer des morphismes / pour lesquels 
l'entier n tel qu'il existe g vérifiant gof = n, fog = n, puisse varier avec m sans 
être nécessairement borné. On est ainsi conduit à remplacer cette notion par la notion 
plus souple de ind-isogénie introduite plus bas. Nous nous limiterons ici au cas des 
p-isogénies, i.e. telles que n soit une puissance de p, en renvoyant à [9] pour le cas 
général. 

Soit M l'ensemble des applications croissantes x : N —• N, qui est lui même un 
ensemble ordonné filtrant. On peut associer à tout % E M un foncteur exact x* 
de la catégorie des D(0)x-modules dans elle-même en associant à un système inductif 
(<?(m), oXm''m)) le système inductif obtenu en posant (x*^)(m) = ^(m), et en prenant 
pour morphismes de transition les morphismes px^m )~*(m)a(m 'm) : S(m) —» S(m ) , 
m ^ m''. On dispose alors d'un morphisme naturel de systèmes inductifs 6#,x : S —» 
X*<£\ défini par la multiplication par p*(m) sur <?(m). 

Les foncteurs x* passent à la catégorie dérivée D(@g)). Nous dirons qu'un mor­

phisme / : S —> & de D(@$r) est une ind-isogénie s'il existe x € M, et un morphisme 

g : & —> x*<? de D(9^), tels que go f = Q#x et X*(/) ° <? = #^,x- Les ind-isogénies 

forment un système multiplicatif E compatible avec la structure triangulée de D(@g)), 
qui contient les morphismes #<f,x. Pour * G {0, +, — ,b}, nous noterons D*Q(D(o)x) la 

catégorie triangulée obtenue en localisant D*(9^) par rapport à S n D*(@g)). Si 
é>, ^* sont deux systèmes inductifs, on a donc 

Horn —>D+x,Q ( E ( < ^ ) = lim Horn 
x E M 

D(0)+x,Q 
(E, X *P) 

La catégorie D^(@gr) est une sous-catégorie pleine de . D ^ ( â ^ ) , car les foncteurs 

X* commutent à la troncation. 

Il existe un foncteur exact naturel ^ ^ ( â ^ ) —> -D(^^Q) factorisant le foncteur 

de tensorisation par Q. 

Exemple. — Soit / : 3£ —> <3f un morphisme lisse. Pour m variable, les morphismes 
(3.5.5.1) définissent un morphisme D(0)x -linéaire à droite 

(4.2.1.1) Mx/y Oox Mx/y Oo Mx/y 
De morphisme est une ind-isogénie [9]. En particulier, le morphisme canonique 

Mx/y O Mx/y Mx/y 
où üü%-(.) est le système inductif constant de valeur CĴ T, est une ind-isogénie. 
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4.2.2. L'étape suivante consiste à remplacer le passage à la limite inductive par une 

autre localisation. Soit L l'ensemble des applications À : N —> N qui sont croissantes, 

et telles que À (m) ^ m pour tout m. C'est de manière naturelle un ensemble ordonné 

filtrant. Pour tout À € L, et tout D(o)x-module S, nous noterons À*<? le D(o)x-module tel 

que (À*<?)(m) = gW™)), et que, pour m! ^ m, le morphisme de transition (À*<?)(m) -+ 

(À*<T)(™') soit le morphisme donné g(x(m» -* E(D(m')). On dispose d'un morphisme 

canonique pg,\ : S —> \*g. Le foncteur À* est exact, et s'étend donc en un foncteur 

exact sur D{@^)). Il est facile de voir que À* transforme une ind-isogénie en ind-

isogénie, de sorte qu'il s'étend également à la catégorie localisée D (^^) par rapport 

à S. 
Soit A l'ensemble des morphismes / : g —• & de D^(^^)) tels qu'il existe À G L, 

et un morphisme g : & —> À*<?, tels que p o / = p^jA, et X*(f)og = p&,\. L'ensemble A 

est encore un système multiplicatif, compatible à la structure triangulée de D Q(D(o)x) 

Pour * G {0, +, —, b}, on note LD^(@$)) la catégorie triangulée déduite de D*^(@$) 

par localisation par rapport à A D D^{S>^). La catégorie LD^(^^) est encore une 

sous-catégorie pleine de LD(D(o)x) Si g, & sont deux complexes de -modules, 

on a par construction 

Hom 
E CLD-Q(D(o)x) 

= lim lim Hom 
\eL v€M 

E CLD-Q(D 
E CLD-Q(D(o)x) 

Le foncteur lim, allant de la catégorie des D(o)x-modules vers celle des Srx-modules, 

est un foncteur exact. Il s'étend en un foncteur exact D{@^)) —• D Par compo­

sition avec le foncteur de tensorisation par Q, une ind-isogénie est transformée en iso­

morphisme, ce qui fournit une extension de lim en un foncteur D^(@^)) —> D(Qfix Q). 
Celui-ci transforme tout morphisme de A en un isomorphisme, d'où finalement un 

foncteur 

lim : LD{®%) d № , q ) -

Pour * G {+, —, b j , ce foncteur envoie LD*Q(D(o)x dans D*(D+x,Q) 

4.2.5. On peut introduire des conditions de finitude sur les objets de E CLD-Q(D(o)x) 

(i) Soit E CLD-Q(D(o)x) (resp. E CLD-Q(D(o)x) Nous dirons que g est quasi-cohérent 

s'il est isomorphe dans LD (@$r) à un complexe S1 tel que, pour tout m, le com­

plexe g'^ soit dans D~c(@^) (resp. #qC(i^#^)). Pour * G {-, b}, la sous-catégorie 

pleine de LD^(@gr) dont les objets sont les complexes quasi-cohérents sera no­

tée E CLD-Q(D(o)x) (^r )• H est facile de vérifier que c'est une sous-catégorie triangulée de 

E CLD-Q(D(o)x) 
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(ii) Notons d'abord que, si À G L, tout À*9$-module & peut être considéré 

comme un D(o)x -module par l'intermédiaire du morphisme p^{.) x : D(o)x —> \*@gr. 

Pour * G {—,b}, soit S G LD^(@$r). Nous dirons que S est cohérent s'il existe 

A G L, <T G L D ^ ( A * ^ } ) , et un isomorphisme S S1 dans LJTQ(§$), tels que <?' 

vérifie les conditions suivantes : 
a) Pour tout m, S,{m) G D*oh{®{^m))) ; 
b) Pour tous m ^ m', le morphisme canonique 

D(y(m')))x L 
QD((y(m)) 
x 

E'(m) E'(m') 

est un isomorphisme. 
Bien que ce soit moins évident sur la définition, la sous-catégorie pleine de 

LD^(@$)) dont les objets sont les complexes cohérents est aussi une sous-catégorie 

triangulée de LD (9$)). Nous la noterons LD* h(9^). C'est une sous-catégorie 

de LD* Q,qc (d(o) 
x 

Exemple. — Le système constant de valeur 6% est cohérent dans LDQ(D(o)x) car 

le complexe 3 ? 
L 
QD(o)x Ox vérifie les conditions a) et b) ci-dessus, et le morphisme 

canonique 

D(o) L 
D(o)x Ox—> Ox 

est une ind-isogénie. 

L'intérêt de cette notion de cohérence provient du théorème suivant : 

4.2.4. Théorème ([9]). — Le joncteur lim induit une équivalence de catégories 

lim : LD m 
Q,coh 

(D(o)x) Dcboh(^,Q). 

4.3. Opérations cohomologiques sur Qr^ Q. — La méthode générale que 
nous suivrons consiste à définir des opérations cohomologiques entre les catégories 
L£)k (@gr) (pour 3£ variable), en factorisant grâce à la propriété universelle 

des catégories localisées les opérations dont on dispose sur Dqc(@$) au moyen 

des constructions antérieures. Ces opérations vérifieront alors automatiquement les 

mêmes relations que sur les catégories Dqc(@^). D'autre part, on s'assure que, lors­

qu'on compose avec le foncteur lim, et qu'on identifie la sous-catégorie LZ)^ h ( ^ r ) 

a ^coh(^]r Q) PAR 4-2.4, on retrouve les définitions classiques de ces opérations. 

ASTÉRISQUE 279 



THÉORIE ARITHMÉTIQUE DES ^-MODULES 51 

4.3.1. Considérons d'abord la descente par Probenius. On reprend ici les hypothèses 

de 3.1.4. Pour m assez grand, l'idéal maximal de Y possède une m-PD-structure, de 

sorte que F*9(£l) possède une structure canonique de (9$?+s\ ^^ ) -b imodu le , et 

Fb9(%1) une structure canonique de (9g?), ^^l+s^)-bimodule. Par passage à la limite 

inductive sur m, il en résulte que F*'9%-^Q et Fb9^,^ possèdent respectivement une 

structure canonique de (9^x Q, 9%-, Q)-bimodule et de (9%-,^, 9%-^Q)-bimodule. 
En passant à la limite inductive dans les isomorphismes (3.1.4.1), on en déduit des 

isomorphismes de 9 \ Q-bimodules et de 9^, Q-bimodules 

D+x,Q F*FbD+X,Q' F*D+X',q QD+x,q F*d+x',Q D+x',Q' 

Il en résulte que les foncteurs g1 h-> F* S" et E—> fb D+x,Q 
QD+X & 

S sont des équi­

valences de catégories quasi-inverses entre la catégorie des 9\, Q-modules à gauche 

et celle des 9\ç Q-modules à gauche, préservant les conditions de finitude usuelles, et 

induisant une équivalence entre D(D+x,Q) et D£>№,q)-
De même, les foncteurs g' p* S' et E—> D(o)x' OD(o)x é> se factorisent par les ca­

tégories localisées construites en 4.2, et induisent des équivalences de catégories quasi-
inverses entre les catégories LD^(9$,) et LD^(9^), préservant les sous-catégories 

LDh >Q,qc et LDh>Q,coh . Le foncteur lim commute à ces équivalences. 

4.3.2. Soit / : 3£ —> & un morphisme de ^-schémas formels lisses. En appliquant 

les foncteurs ^>Jl_*x ê  sur â catégorie des système inductifs, on définit comme 

en 3.4.2 un foncteur f : D~(9#)) —> D~(9$). Sa factorisation par les catégories 

localisées construites en 4.2 fournit un foncteur LD^(9^)) —• LD^(9$), qui induit 

un foncteur 

(4.3.2.1) f1 = m l j ^ ) LR* (9{-]). 
^qc ^ 

Si a : <3f —* 3? est un second morphisme de ^-schémas formels lisses, et si <S G 
LD^ (9t]), on dispose alors dans LDh (9%) 

»Q,qcv J 
de la formule de transitivité 

f'eg!g) (gof)!g 

En effet, celle-ci résulte par construction de (3.4.3.1). 

Soit d'autre part D+x —> y, q = lim 
>m 

D(o)x^ 015—>(m) c'est un (D+x,Q,f-1D+y,Q)o)-x 

bimodule. Le foncteur composé 

^coh(^^,Q) LD 
>Q,coh 

( ^ ) 
= 

*-Q,qc 
(D(o)x lim 

Db(D+x,Q) 

est alors canoniquement isomorphe au foncteur 

(4.3.2.2) F—> D+x—> y,Q L 
®f-i0t rx*\àxi9\ 
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Lorsque /• envoie LDbQ cohiW) dans LDhQ œ h № ) , nous pourrons ainsi identifier 
grâce à 4.2.4 le foncteur f au foncteur défini par (4.3.2.2), et le considérer comme 

un foncteur que nous noterons encore généralement f : D^oh(^^ q) ~* ^ œ h ( ^ r Q)-

Cette situation se produit notamment lorsque / est lisse, grâce à 3.4.6 : 

4.3.3. Théorème ([10]). — Soit f : X —• <3f un morphisme lisse de y -schémas for­
mels. 

(i) Pour tout & G LD^coh(^])7 le complexe appartient à LD^ ^ / ^ y ) -

(ii) Soit f(M)G D*oh(§^Q). Si Von considère f comme un foncteur de 

D^oh(^q) dans ^coh (^r ,Q) 9r^ce à (i) et 4.2.4, H existe dans D^oh{2^^) un 

isomorphisme canonique 

(4.3.3.1) D+x,Q QD(m)x,q Mm) jf(m) f!(D+y,q QD(m)y,Q J^(m)). 

À partir de 3.4.4, on obtient par ailleurs : 

4.3.4. Proposition. — Sous les hypothèses de 3.4-4, M existe pour tout F4 G 

LD^ (@$) un isomorphisme canonique de LZ)^ ( ^ r ) 

(4.3.4.1) F§ f*yF 4 F§ f*yF 4 

Lorsque f est lisse et G ^coh(^^/ Q)> ce^ isomorphisme peut être vu comme un 

isomorphisme de L>^oh(2^- Q) via 4-2-4-

4.3.5. Soient X, & deux W-schémas formels lisses, ^ = X x &. Le produit tensoriel 
externe construit en 3.4.7 s'étend en un bifoncteur 

LT 

H L : LDQ,qc (D(0)y) x LD 
Q,qc 

(D(o)y) LD 
m 

(D(o)x). 

On vérifie qu'il induit un bifoncteur 

LDh Q,,coh (D(o)) XLDbQ,coh E'ELDbq,qc 
(D(o)x' 

de sorte qu'on peut utiliser 4.2.4 et le considérer comme un bifoncteur 

Dcoh(@%-,q) X ^coh(^V,Q) -^cohC^ko)' 

Lorsqu'on dispose de relèvements de Frobenius comme en 3.4.7, on obtient, pour 
E' E LDbq,qc(D(o)x' P'eLD* W ) , un isomorphisme canonique 

(4.3.5.1) E' E LDbq,qc(D(o)x' 
L 

f*Yf' E' E LDbq,qc(D(o)x' 
L 

Lorsque S1 G ^cohC^T 'o) ' J^' G ^coh(^V',Q)' on peut encore le considérer comme 

un isomorphisme de ^coh(^\(Q))-
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4.3.6. Considérons à nouveau un morphisme / : X —• W de ^-schémas formels 
lisses. Appliquant la méthode de 3.5.1 au niveau de la catégorie dérivée des systèmes 
inductifs, on obtient un foncteur /+ : D~(@x) —» D~(D(o)y), En le factorisant par 
les catégories LD^ et en utilisant la préservation de la quasi-cohérence vue en 3.5.2, 
on obtient un foncteur 

(4.3.6.1) f+:LDbQ,qc(D(o)) 
E'ELDbq,qc(D(o)x' 

Si g : W —» 2f est un second morphisme de l^-schémas formels lisses, et si S G 
LDhQ,qc (D(o)x) on déduit encore de 3.5.2 l'isomorphisme de transitivité 

(4.3.6.2) $+(/+<?) (gof) +E 

dans E' E LDbq,qc(D(o)x' 

Supposons que / soit un morphisme lisse. Comme le morphisme (4.2.1.1) est 
une ind-isogénie, on en déduit pour tout S € LDb (@%-) un isomorphisme de 

LD* (Û9) 

(4.3.6.3) E' E LDbq,qc(D(o)x'E' E LDbq,qc(D( US-

4.3.7. On introduit d'autre part le ( / 1^^Q, Q)-bimodule D+y <— x,Q = 

lim^ D(m) y-x q. Le foncteur composé 

^coh(^!r,Q) U1Ì J % ' ) 
>0,cohv y 

E' E LDbq,qc(D(o)x' E' E LDbq,qc(D(o)x' 

est alors canoniquement isomorphe au foncteur 

(4.3.7.1) « E' E LDbq,qc(D(o)x' 
L 

E' E LDbq,qc(D(o)x' 

lorsque f-L envoie LDh >Q,cohv dans L£>b MQ,cohv nous utiliserons à nouveau 4.2.4 

pour considérer /+ comme un foncteur encore noté /+ : D^oh(2x Q) —• D^oh(2^ Q). 
Grâce au théorème de finitude suivant, dont la démonstration repose sur 3.5.3, 

cette situation se produit notamment lorsque / est propre : 

4.3.8. Théorème ([101). — Soit f : X —* & un morphisme propre de y-schémas for­
mels. 

(i) Pour tout S G LD^coh(^), le complexe /+<? appartient à LDbQ,coh (D(o)y) 

(ii) Soit E(m) G ^ c o h ( ^ S ) ' Von considère /+ comme un foncteur de 

Dcoh(^,q) rfan5 ^coh(^,Q) #R^CE À (I) ET 4.2.4, il existe d(XnS ^ c o J ^ q ) wn 
isomorphisme canonique 

(4.3.8.1) /+M(^(m)) /+M(^(m)) /+M(^(m))/+M(^(m)) /+M(^(m)) 

Enfin, on déduit de 3.5.4 la commutation du foncteur /+ aux images inverses par 
Frobenius : 

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2002 



54 P. BERTHELOT 

4.3.9. Proposition. —Sous les hypothèses de 3.4-4, il existe pour tout gfGLDh 
•Q,qc 

(D(o)x') 

un isomorphisme canonique de LD 
»©,qc 

(Dy(o)) 

(4.3.9.1) f+(F*xE') I?* ff /pi 

Lorsque f est propre et g' G D^oh(9J^, Q), cet isomorphisme peut être considéré 

comme un isomorphisme de D*oh(9^- Q) via 4-2-4-

4.3.10. Si E C Dbcoh (D+parf(D+x,Q) — £>parf (ßsC ,Q) on définit son dual en posant 

B(g) := EJFOM 
D+x,Q 

(<f, Q Q W-x[dx]), 

qui est lui aussi un complexe de Dparf (ß % Q) On dispose encore de l'isomorphisme 
de dualité locale 

g D(B(<?)). 

Soit F : «T -> X1 un relèvement de ^XQ/SQ En procédant comme dans le cas 

algébrique, on obtient pour g' G DVQXi[9\, Q) l'isomorphisme de commutation du 
dual à l'image inverse par Frobenius [52] 

(4.3.10.1) F* Dx'(E') Dx(F*E'). 

4.3.11. S'il existe un entier m, un complexe E(m) E Dparf(D(m)x) et un isomorphisme 

D+x;Q QD(m)x E (m)—> E 

on en déduit un isomorphisme 

d+x,Q O D(m)x P ( M ) ^ ( M ) J BW). 

De même, si l'on se limite aux systèmes inductifs indexés par les entiers m' > m et 
que l'on pose 

<?(•> : = 0 £ > 
L 

XD(m)x E(m) 

on peut définir dans D(9%)) un système inductif B(<?(*))W, tel que, pour tout m' ^ 

m, on ait D(^^))(m/) ~ p(m')(<f (m')). En appliquant le foncteur lim : D(@$) 

D(9%-) —> D(9%- Q), on obtient alors l'isomorphisme 

limD(<?(#>)<#) A D ( ^ ) . 

4.3.12. Supposons que f: X—> y soit un morphisme propre de ^-schémas 

formels lisses. Pour tout m, on dispose d'après 3.5.6 d'un morphisme trace 

^/ + : f^\uJstr)[dstr] —• cj&[d&] dans Dpavf(9^d). En utilisant le foncteur 

/|#) : Dh(@£d) - Dh(9$d) défini pour les modules à droite de manière analogue 

à 4.3.6, on montre que ces morphismes proviennent d'un morphisme 

Trf(o)+(wx)[dx] —> wy[dy] 
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dans la catégorie dérivée Dh(^^} ). En appliquant le foncteur lim, on en déduit un 

morphisme trace 

Tt},+ : /+("*-ïQ)[dar] w<3f,q[d<&] 

dans Dparf(^^0), où l'on peut prendre f+ (Wx,Q) =Rf*(wx,Q 
L 

QD+x ss 
D+x —>y,Q) 

grâce au théorème de finitude symétrique de 4.3.8 pour les modules à droite. 

Comme précédemment, le morphisme trace permet de définir pour tout complexe 

$ £ -Dparf (^^r Q) un morphisme de dualité relative. Par un passage à la limite basé 

sur 4.3.11, on obtient alors à partir du cas des complexes parfaits de D(m)x-modules 

le théorème de dualité relative pour les complexes parfaits de ^-modules : 

4.3.13. Théorème ([49, 5.7.2]). — Soit f : 3£ —> <3f un morphisme propre de Y-
schémas formels lisses. Pour tout complexe S G DpaTf(@x Q), il existe un isomor­
phisme canonique 

(4.3.13.1) 

dans D parf(D+y,Q) 

X:f+(Dx(E)) X:f+(Dx(E)) 

4.4. Cohérence des faisceaux de fonctions à singularités surconvergentes 

Soient 3£ un ^-schéma formel propre et lisse, de réduction X = Xo sur Z C X 
un diviseur, j : U ^ X l'inclusion de l'ouvert complémentaire, 9/ C 3> le sous-
schéma formel ouvert dont l'espace sous-jacent est U. Avec les notations de 4.1.6, le 
faisceau Û&,Q^Z) := sp*j^&&K possède une structure naturelle de Q-module. 
D'autre part, la cohomologie rigide de U est, essentiellement par construction [7], 
la cohomologie de de Rham de S£ à coefficients dans ff se JQ$Z). Il résulte alors de 
l'isomorphisme de comparaison (4.3.6.3) et du théorème de finitude 4.3.8 que, si l'on 
peut montrer que ÛX,Q(^Z) est cohérent en tant que @X Q-module, les espaces de 
cohomologie rigide H£ (U/K) sont des if-espaces vectoriels de dimension finie. Bien 
qu'il existe par ailleurs des démonstrations directes de la finitude de la cohomologie 
rigide (voir [7], [25], [43]), la cohérence de Û%-,Q(^Z) sur Q est un résultat essentiel 
pour l'étude de celle-ci, ne serait-ce que parce qu'il permet d'obtenir des théorèmes 
de finitude plus généraux, utilisant par exemple la cohérence des images directes par 
un morphisme propre. 

Nous expliquons ici, en suivant la méthode présentée dans [6], comment les résultats 

qui précèdent permettent de prouver la cohérence sur @Xq de Û&^Z), et, plus 

généralement, des Q-modules associés à une sous-variété localement fermée de la 

fibre spéciale de 9C. 

4.4.1. On commence par construire (cf. [5, 4.2]) un système inductif de ^r-algèbres 

(Z), p-adiquement séparées et complètes, munies d'une action de \ qui soient 

des modèles entiers des algèbres affinoïdes de certains voisinages stricts du tube %K 
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de U dans XK, et telles que l'on ait un isomorphisme ^se Q-linéaire 

lim 
m 

B(m)x(Z) ^Q—>^sp ,* f+Oxk. 

Pour cela, on part d'une situation algébrique « universelle ». Fixons un entier m E 
N, et soient A = SpecZ(p)[£], r G N un entier tel que p m + 1 | r , T une indéterminée. On 

pose 
3!(t,r) = ÛA[TÏ/(trT-p). 

L'algèbre â$(t,r) est une sous-algèbre de ÛA[l/t] (g) Q, et on vérifie qu'elle est stable 
par l'action de 9{™] C 9A ® Q [5, 4.2.1]. 

Soient S un Z(p)-schéma, X un 5-schéma lisse, / G r (X , 6x)- La donnée de / 
définit un unique morphisme (/> : X —> A tel que (t>*(t) = / . On a alors 

Qß(f,r) = Ox[T]/(fT-p), 

et, d'après 2.2.1, l'algèbre ^ ( / , r) := </>*â§(t,r) est munie d'une structure canonique 
de 9^-module. On vérifie que cette structure est compatible à la multiplication sur 
^ ( / , r), i.e. donne naissance à des formules du type de la formule de Leibnitz pour 
décrire l'action des opérateurs Q(k)(m) sur un produit de deux éléments (voir [5, 2.3.4]). 

Supposons que S soit muni d'un m-PD-idéal quasi-cohérent (a, b,a), m-PD-
nilpotent. Soient S$ C S le sous-schéma fermé défini par a, XQ la réduction de 
X modulo a, Z C X0 un diviseur. Grâce à l'action de 9^ sur â§(f, r), on peut 
identifier canoniquement les algèbres ^ ( / , r) et &(g, r) associées à des sections de ûx 
relevant deux équations locales de Z dans X0 [5, 4.2.2]. Par recollement, on associe 
ainsi canoniquement au diviseur Z une ^x-algèbre â§x(Z,r) munie d'une action 
de 9^ compatible avec sa structure d'algèbre. Nous noterons S S ^ { Z ) l'algèbre 
^ x ( ^ , P m + 1 ) . H résulte de cette construction que, si g : X' —• X est un morphisme 
de 5-schémas lisses, tel que l'image inverse Z' de Z dans X'Q soit un diviseur, il existe 
un isomorphisme canonique de ^x'-algèbres g*&x(Z,r) 3§x'{Z',r), compatible 
à l'action de D(m)x' 

Soient maintenant 3C un ^-schéma formel lisse, Xi sa réduction modulo m* + 1 . La 
donnée du diviseur Z C Xo permet de construire, pour tout m assez grand pour que 
m soit muni d'une m-PD-structure m-PD-nilpotente, et tout r tel que p m + 1 | r , une 
ÛXi-algèbre &Xi(Z,r) munie d'une action de 9^. En passant à la limite projective 
pour i variable, on obtient donc une 6%-algèbre 

& Mr) := iimâSxÀZ, r) 
i 

munie d'une action de 9^. Si X est affine, posons A = T(x,Ox), B = 
Y(3> ,â$sç(Z,r)), et supposons que f E A relève une équation de Z dans X0. On a 
alors 

B = A{T}/(rT-p), 
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et B<S>Q est l'algèbre de l'ouvert affinoïde de 3£K défini par la condition |f(x)|>|p|1/r^ |p , 
qui est un voisinage strict de Uk, lui-même défini par la condition \f{x)\ = 1. 

Pour tout m assez grand, nous poserons 

ß(m)x(Z) :=ßx(Z,pm+1) B(m)x,Q(Z) :=B(m)x(z) Q, ox,Q(+Z) := lim 
m 

:=B(m)x(z) 

D'après sa construction, le faisceau Û&^Z) est muni d'une action naturelle de 
^ j r Qj et il s'identifie canoniquement à sp* fiû&K. Il sera appelé faisceau des fonctions 
à singularités surconvergentes le long de Z. Il ne dépend que du support du diviseur Z. 
Lorsque 3£ est affine, et / comme plus haut, ses sections sur 9£ s'interprètent aussi 
comme le complété faible de Г(3£, Û&)[1/f] au sens de Monsky-Washnitzer [44], 
tensorisé par Q. 

Pour prouver la cohérence de ce faisceau sur @x Q, on traite d'abord le cas d'un 
diviseur à croisements normaux stricts : 

4.4.2. Lemme ([3, 4.3.2]). — Si Z est un diviseur à croisements normaux stricts, le 
faisceau Û&^Z) est cohérent sur Dx, Q. 

Pour le voir, on peut supposer que 3£ possède un système de coordonnées locales 
... ,td tel que Z soit défini modulo m par l'équation t\ • • • tr, 1 ^ r ^ d, et on 

îontre alors par un calcul explicite que 6se <$Z) possède la présentation 

(D+x,Q)a Y D+x,Q YФ Oo,Q(Z+) o, 

avec ф{Р) = P- (!/*!•. .*r), et 

MP1,...,Pd) = 
Г 

i=l 
Fiditi + 

d 
i=r+l 

Pidi. 

4.4.3. Nous aurons à travailler avec une généralisation des faisceaux d'opérateurs 
différentiels considérés jusqu'ici, obtenue en considérant non seulement des opérateurs 
à coefficients dans le faisceau structural ûx (ou ûstr), mais plus généralement dans 
un faisceau d'algèbres muni d'une opération des faisceaux précédents. 

Soient m un entier, S un schéma (au-dessus de Z(p) si m ^ 1), I un 5-schéma 

lisse, Hê une ûx-algèbre munie d'une action de D(m)x compatible à sa structure 

d'algèbre. On peut alors munir le faisceau Sê §§@x D(m)X d'une structure naturelle 

de faisceau d'anneaux, telle que les homomorphismes naturels B —• B (g) D(m)X 

et D(m)X —* ^ ® @x^ soient des homomorphismes d'anneaux, et que les produits 

(1 Q g(k))(b0 1) soient donnés par la formule de Leibnitz [5, 2.3.5]. Lorsque 3£ est 

un ^-schéma formel lisse, on obtient ainsi pour tout diviseur Z C XQ des faisceaux 
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d'anneaux 

B(m)x (Z) ox D(m)x := lim 
i 

:=B(m)x(z :=B(m)x(z) 

D+x,Q(Z+Z) := lim 
m 

( # ™ ( Z ) W ox D(m)x)Q 

Le faisceau D+xQ('Z) sera appelé faisceau des opérateurs différentiels de niveau fini 
(et d'ordre infini), à singularités surconvergentes le long de Z. 

Les résultats des chapitres précédents s'étendent directement aux complexes sur 
des faisceaux d'anneaux de la forme 0S®ÛX ®{™\ â)^ (Z)® 0 xD(m)x ou 9^Q(^Z). 
Pour ne pas alourdir ce texte, nous ne les détaillerons pas ici, et nous les utiliserons 
librement dans la suite quand cela sera nécessaire (pour des énoncés en forme, le 
lecteur pourra consulter [5], [8], [10], [49], [52]...). Il convient seulement de prendre 
garde que ces anneaux ne sont plus nécessairement de dimension homologique finie, 
de sorte qu'il y a lieu de travailler systématiquement avec les catégories dérivées de 
complexes parfaits Dparf, plutôt qu'avec les catégories dérivées de complexes bornés 
à cohomologie cohérente D*oh. Signalons également que le faisceau D+xQ,qi}Z) est plat 
sur 0* [5, 4.3.1.1]. 

4.4.4. Un autre outil de la démonstration est la cohomologie locale à support strict 
dans un sous-schéma fermé de la fibre spéciale. 

Soient m un entier, S un schéma sur lequel p est nilpotent, muni d'un m-PD-
idéal quasi-cohérent (a, b,a) , supposé m-PD-nilpotent, Sç> le sous-schéma fermé de 
S défini par a, X un .S-schéma lisse, Z un sous-schéma fermé de X, défini par un 
idéal J1 C ûx- On note Pn(m),a(j) a ( ^ ) l'enveloppe à puissances divisées de niveau m 
et d'ordre n de J^, compatible à a (au sens de [5, 1.4.2]). L'enveloppe «^(m),a(^) 
possède une structure canonique de ^T^-module, telle que, pour tous n ,n ' G N, tout 

P G 9^x\ et tout x e ^U 011 ait Px e ^U 11 en ^sulte que, pour tout 

9^-module ^ , le faisceau 

rlmV) := lim 

n 

Jifom^x (Pn(m),a(p),(E) 

possède une structure canonique de 9 ^ -module. 
Les conditions de compatibilité à la m-PD-structure de a et de nilpotence entraînent 

que r^(<^) ne dépend que de la réduction de Z modulo a. Le foncteur dérivé RT(m)z 
joue dans une certaine mesure le rôle de cohomologie locale à support dans Z, et nous 
noterons son n-ième faisceau de cohomologie J^^m^n(g). Bien que le foncteur RT(m)z 
ne vérifie pas en général les propriétés topologiques de la cohomologie à supports dans 
un fermé (il faut pour cela passer au niveau des f^r ^-modules comme nous le ferons 
plus loin), il se comporte à certains égards de manière analogue lorsque Z est lisse 
sur So (ou sur 5), et nous l'appellerons cohomologie locale à support strict dans Z 
(de niveau m). Ainsi, si r est la codimension de Z dans X, la description locale de la 
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structure des ^ m ^ { ^ ) donnée en 1.1.4 entraîne alors que, pour tout $IKX -module 

les ^m)'n(<T) sont nuls pour n g [0,r], et que le foncteur RI^m) est défini sur 

D~(2'xl>)), et commute aux changements de base S' —• 5. Si S est un -module 

plat, les J^m^'n(<f ) sont nuls pour n ^ r, et leur formation commute donc aussi aux 

changements de base. Enfin, le foncteur RT(m)Z est alors relié comme en caractéristique 

nulle [17, VI 7.13] au composé de l'image inverse extraordinaire et de l'image directe : 

4.4.5. Proposition ([6, 1.4]). — Soit u : Z ^ X une immersion fermée entre deux S-
schémas lisses. Pour tout ê G D~(&^), il existe un isomorphisme canonique 

(4.4.5.1) U_i_(m)U 
,(m) S —>MT (m) 

Z (E) 

Supposons maintenant que 3£ soit un ^-schéma formel lisse, Z un sous-schéma 
fermé de X0, et reprenons les notations des sections précédentes. Soit m assez grand 
pour que m possède une m-PD-structure m-PD-nilpotente. On peut définir le foncteur 
RT(m)z sur la catégorie D^c(@^) en posant 

RE^mV) :=Rl <— x RE^m)(LJ_^) , 

où, dans le terme de droite, RT(m)Z est pris dans la catégorie des systèmes projectifs. 
On étend ensuite ce foncteur aux systèmes inductifs pour m variable, et on obtient 
par passage aux catégories localisées un foncteur 

m - . >-Q,qc 
(D(o)) LDbQ,qc(D(o)), 

que nous appellerons cohomologie locale à support strict dans Z (surconvergente). 
L'énoncé précédent s'étend alors aux catégories D^c(^^) (resp. LZ)^ ( â ^ ) ) . 

En particulier, lorsque S e LD b 
Q>,coh 

(D(o)x) est tel que w S appartienne à 

•Q.coh 
(D(o)x) , on obtient ainsi dans Dbcoh(D+x,Q) un isomorphisme 

(4.4.5.2) u+uS - ^ R E ^ ( ^ ) 

analogue à (4.4.5.1). 
On peut alors utiliser ce résultat pour ê — 6,Q, afin de définir sur J^z^^M) := 

J^r (MT}Z(Ûx ,q)) un isomorphisme d'autodualité : 

4.4.6. Lemme ([6,2.1]). — Soient 3£ un Y-schéma formel lisse, Z c Xo un sous-
schéma fermé lisse sur k de sa fibre spéciale, de codimension r dans Xo. Il existe 
alors un isomorphisme canonique 

(4.4.6.1) D(J*2,r(**,Q)) H+z,r(Ox,Q) 

Indiquons maintenant les grandes lignes de la démonstration du théorème de co­
hérence : 
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4.4.7. Théorème ([6], [10]). — Soient X un "V-schéma formel lisse de fibre spéciale 
X$, Z C XO un diviseur. Le faisceau Û&^Z) des fonctions sur X à singularités 
surconvergentes le long de Z est cohérent sur 9%- Q. 

On peut supposer X affine et connexe. Grâce au théorème de de Jong sur les 
altérations de variétés algébriques [33], il existe un fc-schéma lisse X' et un morphisme 
/ : X' —> X projectif, génériquement fini et étale, tel que Z' = f~x(Z) soit un 
diviseur à croisements normaux stricts dans X'. On choisit une immersion fermée 
u : X' Y = ¥x de X' dans un espace projectif de base X, et on note <3f l'espace 
projectif formel P^- de base 9C, g : & —> X la projection, T = g~1(Z) l'image inverse 
de Z dans Y. 

On pose E= H+xr,(Oy,Q) H=D+y01 Q(tT) Q D+y,c F qui peut être vu comme 

un complexe de -Dparf ( ^ V , Q ( ^ ) ) - On vérifie d'abord que Jtf est cohérent sur 9^ Q. 
C'est une question locale sur ce qui permet de supposer u relevé en l'immersion 
d'un sous-schéma formel lisse u : X' ^ &. On construit alors un isomorphisme Jf7 ~ 
u+(6%;i5Q, (tZ7)), de sorte que l'affirmation résulte du lemme 4.4.2 et du théorème de 
finitude 4.3.8 dans le cas d'une immersion fermée. 

Le théorème de finitude 4.3.8 entraîne alors que g+(<%?) appartient à D^oh(9^ Q). 
Pour prouver l'énoncé, il suffit donc de montrer que ^ T , Q , (t2T) est isomorphe 
à un facteur direct de g+(Jtff). Pour cela, on observe que, pour tout i et tout 
m, on a par construction g*âê^(Z) ~ Û&Y^(T). Il en résulte que les résul­
tats des sections précédentes s'appliquent aussi au morphisme 7j : ( ^ , Û&^T)) —• 
(JT, Û&^Z)). Le foncteur image directe g+ correspondant envoie Dparf (9$, Q ( ^ ) ) 
dans Dparf (0Jr Q ( ^ ) ) ' et on dispose d'un morphisme canonique g+0<8r<Q^T)[r\ —> 
ffsc^Z), déduit du morphisme trace par passage de droite à gauche. Par construc­
tion, les foncteurs RT^ sont munis d'un morphisme canonique RT^ —• Id, qui 
définit par passage à la limite un morphisme g —» ^ V , Q H - En tensorisant par 

Q^T) et en appliquant #+, on en déduit un morphisme 

r :g+Jt? Ox,Q(+Z) 

dans Dparf Q(^))- En prenant le dual sur &x q(^Z), et en utilisant le lemme 
4.4.6, on obtient un morphisme en sens inverse 

r' : ÛX,QCZ) g+H. 

On montre alors que le composé r' o r est égal à la multiplication par le degré 
générique de X' sur X, et on achève la démonstration en vérifiant que, par restriction 
des scalaires de 9^ QQZ) à 9^ Q, le complexe g+Jf s'identifie à g+<ffl. 

4.4.8. Soient maintenant Z C X0 une sous-variété localement fermée quelconque, 
Z son adhérence, T = Z \ Z, U = Xo \ T, j l'inclusion de U dans Xo. Sur la fibre 
générique %K de S", on dispose du foncteur des germes de sections surconvergentes 
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au voisinage du tube UK de U, et du foncteur £j— des sections à support strictement 

contenu dans le tube de Z. Soit i£ = j^-.û^K. Lorsque est propre sur ^ , 

la cohomologie de de Rham de 3£K à coefficients dans E est par construction la 
cohomologie rigide de U à supports dans Z, de sorte que, pour la cohomologie rigide, 
le faisceau E joue le rôle du complexe Mj*Kr z (Ç [ / ) dans le cas complexe (en notant 
Çu le faisceau constant de valeur C sur U). Cette cohomologie de de Rham s'identifie 
d'autre part à la cohomologie de de Rham de 3£ à coefficients dans le complexe 

^Rsp^-E. 
Le complexe S possède une structure naturelle de complexe de D+x,Q-modules 

(définie par la méthode de [3, 4.1]). Par un dévissage basé sur les suites exactes de 
Cech de [7, 1.2], on voit que le théorème précédent implique : 

4.4.9. Corollaire. — Avec les notations précédentes, le complexe Rsp^ fiTj—fûxK ap-

partient à D^OH(^X Q) pour toute sous-variété localement fermée Z C XQ. 

4.5. Transformation de Fourier. — Les faisceaux Û&^Z) construits en 4.4.1 
jouent un rôle important dans l'étude des variétés ouvertes. En effet, comme on l'a vu 
dans la remarque de 2.4.5, le foncteur image directe usuel j+ associé à une immersion 
ouverte ne se comporte pas de manière satisfaisante modulo p n , et il en est de même 
sur les schémas formels. Pour cette raison, nous procéderons comme en cohomologie 
rigide, et nous étudierons les &X Q-modules associés à une variété quelconque au 
moyen de compactifications de celle-ci. Le cas le plus simple est celui où 3£ est un 
schéma formel propre et lisse sur et Z est comme précédemment un diviseur de sa 
fibre spéciale. En notant encore j : 3£ l'inclusion de l'ouvert complémentaire, 
le faisceau Û%;,Q(}Z) joue le rôle d'une « image directe surconvergente » de ^ V , Q . En 
ayant à l'esprit le cas algébrique, où j* induit une équivalence entre la catégorie des 
^y-modules quasi-cohérents et celle des j * ^ -modu le s quasi-cohérents, on est amené 
à remplacer la catégorie des Q-modules cohérents par celle des Q(t£)-modules 
cohérents, et le foncteur j * (resp. j* ) par la restriction des scalaires de QC%) à 
^Lr,Q ( r e s P- l'extension des scalaires de Q à ^^Q^Z)). 

Nous expliquons ici comment cette philosophie peut être mise en œuvre pour dé­
velopper la transformation de Fourier pour les @X Q-modules cohérents, grâce aux 
résultats de Huyghe (voir [28], [29], [30], [31]). Énonçons d'abord un théorème gé­
néral de Huyghe, qui montre que, lorsque Z est un diviseur ample dans un schéma 
projectif, les @ x ^(tZ^-modules cohérents se comportent bien du point de vue co-
homologique comme des faisceaux cohérents sur un schéma affine; on peut voir ce 
théorème comme un analogue des théorèmes A et B, avec surconvergence à l'infini : 

4.5.1. Théorème ([31, 5.3.3]). — Soient 3£ un y-schéma formel projectif et lisse, Z C 
X un diviseur ample de sa fibre spéciale, et posons D ^ - QQZ) = R(^T, @X Q(^Z)) . 

Alors : 
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(i) L'anneau qi}Z) est cohérent, et le foncteur r(JT,—) induit une équiva­

lence de catégories entre la catégorie des 9%- Q(^Z)-modules cohérents et celle des 

qi^Z)-modules cohérents. 

(ii) Pour tout n ^ 1, et tout 9^ Q^Z)-module cohérent S, on a Hn(X, ê) = 0. 

Huyghe établit en outre un théorème d'invariance qui montre que la catégorie des 
9^ ^(t^-modules cohérents ne dépend pas de la compactification lisse X de 9/ : 

4.5.2. Théorème ([31, 7.3.3]). — Soient f : X' —> X un morphisme propre de V-
schémas formels lisses, Z C X, Z' C X' deux diviseurs des fibres spéciales de X 
et X', % = X \ Z, W = X' \ Z'. On suppose que f induit un isomorphisme 
W = /_1(^) ^+ Alors les foncteurs f et f+ induisent des équivalences de 
catégories quasi-inverses entre la catégorie des 9^ qi}Z)-modules cohérents, et celle 
des Q^Z')-modules cohérents. 

Soient maintenant N un entier, X l'espace projectif formel de dimension N 
sur y , Z l'hyperplan à l'infini de X, et 9/ = X \ Z l'espace affine formel de 

dimension N sur f. Nous noterons simplement ^T5Q(OO), 9^ Q(OO) les faisceaux 

Û & ^ Q Z ) , D + X , Q QOZ)- Soient t i , . . . ,£JV les coordonnées canoniques sur l'espace affine, 

di,...,<9jv les dérivations correspondantes. La K-algèbre des sections globales de 

^ j r Q(°°) s'identifie alors à la « complétée faible » de l'algèbre de Weyl : 

4.5.3. Proposition ([28], [29]). — // existe un isomorphisme canonique de K-algebres 

(4.5.3.1) r(«",»3r|Q(oo)) AN(K)\ 

où AN(K)Ï est la K-algèbre d'opérateurs différentiels définie par 

AN{K)ï := {Zi,k ai,ktiq[k] ahk e K l 3 c, r? < 1 tels que Vi,k, |ai,k|<<cn|i|+|k} 

4.5.4. Supposons maintenant que K contienne un élément 7r tel que 

TT̂ "1 = - p , 

et fixons un tel élément. On vérifie aisément qu'il existe un unique automorphisme (j) 
de la K-algèbre AN(K)^ telle que 

M di) = nu, (f)(ti) = -di/ir. 

Pour tout AN(K)*-module E, on obtient donc en faisant agir AN(K)* sur E par 
l'intermédiaire de 4> un nouvel AN(K)^-module, que nous noterons TT étant ici 
fixé une fois pour toutes. Le foncteur qui à E associe (j)*E est la transformation de 
Fourier naïve (définie par n). 

Soient S un Q(oo)-module cohérent, et E = T(5£,é>). D'après 4.5.3, E est 
muni d'une structure canonique de AN{K)'''-module, pour laquelle il est cohérent 
d'après 4.5.1. Comme le A/v(if )t-module (f)*E est encore cohérent, il existe, grâce au 
théorème 4.5.1, un unique ®x Q(oo)-module cohérent g* tel que T{%,ê*) = <t>*E. 
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Le problème de la transformation de Fourier géométrique est de donner une interpré­
tation du foncteur S \-> é>$ au moyen des opérations cohomologiques de la théorie 
des &x Q-modules, de manière analogue à la transformation de Fourier géométrique 
de Malgrange en caractéristique 0 [41], ou à la transformation de Fourier Sadique de 
Deligne-Katz-Laumon [35]. 

4.5.5. Précisons d'abord comment la donnée de 7r détermine le noyau jfÇ de la trans­
formation de Fourier géométrique. Soit &*x (resp. srf1) l'espace projectif (resp. affine) 
formel de dimension 1 sur y. On note jSf̂  = sp* Ln le 5 ^ Q(oo)-module cohérent 
défini par le F-isocristal de Dwork Ln associé à TT : rappelons que le ¿^1^(00)-
module sous-jacent à jSf̂  est ^> i ,q(oo ) , et qu'il est muni de l'unique structure de 
^sc Q(oo)-module compatible à celle de G&\<q(o6) pour laquelle d • 1 = — n (cf. [3]). 

Soit 3£' (resp. W) l'espace projectif (resp. affine) dual, et soit /i : % x W —> srf1 c 
&x l'accouplement de dualité. D'après [28, 4.1], il existe un schéma formel lisse et 
un morphisme projectif / : & -» X x %', tels que, si l'on note W = /_1(^ x U'), 
le morphisme W —• % x W soit un isomorphisme, et que le morphisme composé 
fi o f se prolonge en un morphisme À : <3f —• S?1. Soit T = /-1(oo) C Y. Suivant 
Katz-Laumon [35], on convient de considérer Jfn comme un complexe réduit à un 
seul module, placé en degré 1. Si l'on applique le foncteur 

X': D-coh(D+iq,Q(00)) X': D-coh(D+iq,Q(00)) 

à ^ [ — 1 ] , on vérifie, grâce au fait que Jêf̂  est défini par un isocristal sur convergent, que 

^•(Jfirl— 1]) se réduit à un seul Q(^T)-module cohérent, placé en degré 2 — 2N. 
Utilisant l'équivalence du théorème 4.5.2, on l'identifie via /+ à un @XxXf Q(OC)~ 

module cohérent, placé en degré 2 — 2N \ nous poserons := /+À! (.Sf^—1]). 

Soient pi,p2 les projections de X x S£* sur S£ et 3£'. La transformation de Fourier 

géométrique associe alors à un complexe S G ̂ c0h(-^]r q(°°)) ê complexe 

0*<^ :=P2+Mîr X': D-coh(D+iq,Q(00)) p\£[-2N\). 

En explicitant le calcul de ces foncteurs, Huyghe prouve qu'on obtient ainsi une trans­
formation associant à tout ^(oc^-module cohérent un 3^x, Q(oo)-module cohérent 
(au décalage près), et établit la relation avec la transformation de Fourier naïve sur 
les sections globales : 

4.5.6. Théorème ([28], [30]). — Avec les notations précédentes, soit S un @x q(oo)-

module cohérent. Alors : 

(i) Le complexe est réduit à un seul @X,Q(OO)-module, cohérent et placé en 
degré N — 2. 

(ii) 77 existe un isomorphisme canonique de D(o)X,q(00)-modules 

T(3£'^ê\2-N\) X': D-coh(D+iq,Q(00)) 

Le transformé EY construit en 4.5.4 s'identifie donc au module 0*<?[2 — N]. 
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4.5.7. Il existe aussi une transformation de Fourier à supports compacts. Pour la 
définir, on munit 3C x X' du diviseur Z' = p^ 1(oc)> e^ on no^e P* Ie foncteur de 
restriction des scalaires de ^j^x#-/ Q(OO) à x<r, Q^Z'). Huyghe montre alors [28] 
que, pour tout Q(oo)-module cohérent le complexe p*№(*Mx®e XYkX, ^(00)^1^)5 
où le dual P est pris par rapport à &%;x%> Q(°°)> est à cohomologie cohérente sur 

^ItrxStr' QC^O- ^ n Peu^ al°rs prendre son dual par rapport à @%-x%-f Q ( ^ ' ) - Le 
foncteur Wpjù joue ici le rôle d'image directe à supports compacts pour l'immersion 
ouverte ^ x ^ ' ^ f x ^ ' . On définit donc la transformation de Fourier à supports 
compacts en posant, pour S G D^oh(^l^ Q(OO)) 

X': D-coh(D+iq,Q(00)) X': D-coh(D+iq,Q(00)) p[*[-2N]) 

0ÙP2+ est le foncteur image directe relatif aux faisceaux S>^x^> QOZ') et f^-, Q(OO). 
En utilisant le théorème de dualité relative 4.3.13, on peut alors montrer, comme en 
caractéristique 0 ou en cohomologie Sadique, l'égalité des transformations de Fourier 
avec ou sans conditions de supports : 

4.5.8. Théorème ([28]). — existe sur £ c b o h № , O M ) un isomorphisme jonctoriel 

X': D-coh(D+iq,Q(00)) 

5. Variété caractéristique et holonomie 

Comme en caractéristique nulle, la cohérence sur l'un quelconque des anneaux 
d'opérateurs différentiels étudiés ici n'est pas préservée en général par image in­
verse par une immersion fermée. Dans ce chapitre, nous introduisons, pour les & x Q-
modules cohérents munis d'une action de Frobenius, une condition d'holonomie pour 
laquelle il paraît raisonnable de conjecturer la stabilité par image inverse par un 
morphisme quelconque. Cette condition, qui est de nature géométrique, repose sur 
la construction d'une variété caractéristique dans l'espace cotangent à la réduction 
de X modulo m. Nous montrons que cette variété caractéristique vérifie l'inégalité 
de Bernstein, et nous expliquons les résultats de Virrion [52] montrant que cette 
caractérisât ion géométrique de l'holonomie est équivalente à la caractérisât ion ho­
mologique usuelle au moyen du dual. Enfin, suivant la méthode de Laumon [39], 
nous montrons que la formule de Dubson-Kashiwara [19] exprimant la caractéristique 
d'Euler-Poincaré d'un 0x-module holonome au moyen du cycle caractéristique reste 
valable pour les F-D+x,Q-modules holonomes. 

5.1. F-3rx Q-modules cohérents. — La notion de F-Srx Q-module introduite 
ici, i.e. de Q-module muni d'une action de Frobenius, généralise la notion de 
F-isocristal comme la notion usuelle de @x-module en caractéristique 0 généralise 
celle de FIBRE à connexion intégrable. La donnée d'une action de Frobenius impose des 
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conditions de finitude plus fortes que celles que vérifient les D+x,Q-modules cohérents 

quelconques : nous verrons en particulier qu'un F-@x Q-module cohérent provient de 

manière canonique d'un D(o)x,Q-module cohérent par extension des scalaires de @£~q à 

@ X Q. Mais ce qui rend la structure de F-@x Q-module essentielle pour la géométrie 

algébrique est surtout sa complète stabilité par toutes les opérations cohomologiques. 

Il en résulte que tout D+x,Q-module « d'origine géométrique » peut être muni d'une 

structure de F-D+x,Q-module. 
On suppose ici que k est un corps parfait de caractéristique p, et on se limite pour 

simplifier au cas où V est l'anneau W — W(k) des vecteurs de Witt à coefficients 
dans k (voir [8, 4.5.1] pour une définition plus générale). On note a l'automorphisme 
de Frobenius de W, et X = XQ la réduction de 9£ modulo p. 

5.1.1. Définition. — Soient S" un V-schéma formel, F : —> 9£ un relèvement o-

linéaire de l'endomorphisme de Frobenius absolu de X. Un F-Q-module sur 3£ est 

la donnée d'un Q-module S et d'un isomorphisme Q-linéaire <Ë> : S F*£. 

Les morphismes de F-@x Q-modules sont les morphismes Q-linéaires commutant 

à l'action de Frobenius. De même, nous appellerons F-@%-q-complexe la donnée d'un 

complexe g G J9(^>Q) (resp. U}q (®sr)) et d'un isomorphisme $ : S F*<? 

dans D(@\ç Q) (resp. LD^ (&^)). Les faisceaux de cohomologie d'un F-Q)^ Q-

complexe sont naturellement des F-2)^ Q-modules. 

Nous dirons qu'un F-&x Q-module (<?, $) est cohérent si S est cohérent en tant 

que D(o)x,Q-module. 

On peut définir plus généralement une notion analogue en remplaçant l'endomor­
phisme de Frobenius par sa puissance s-ième, pour un entier s fixé ; nous nous limi­
terons ici au cas 5 = 1. 

Comme pour les isocristaux, le choix du relèvement F ne joue aucun rôle dans cette 
définition, et, par les arguments de recollement usuels (pour lesquels le lecteur pourra 
se reporter à [8]), il n'est en fait même pas nécessaire de supposer qu'il existe un tel 
relèvement globalement sur 3£ pour donner un sens aux notions de F-Sf^ Q-module 
et de F-Sfigç Q-complexe. 

Exemples 
(i) Le faisceau Û^,Q, muni de l'inverse de l'isomorphisme tautologique F*Ô>^ÎQ 

^«r,Q> est un F-&X ^-module cohérent. En appliquant 5.1.2, on dispose de procédés 

systématiques de construction de F-Sfig Q-modules (éventuellement cohérents). 
(ii) Soit sp : 3£K —* le morphisme de spécialisation. Alors sp* établit une 

équivalence entre la catégorie des F-isocristaux convergents sur la fibre spéciale X de 
X, et la catégorie des F-@fc Q-modules cohérents qui sont Dx,Q -cohérents [8, 4.6.3]. 
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(iii) Si Z C X est un diviseur, si U = X \ et si E est un F-isocristal sur U sur­

convergent le long de Z, alors = sp* E a une structure naturelle de F-&% Q-module 

[8, 4.6.7]. On conjecture que S est alors cohérent sur D(o)x,Q (et même holonome, voir 

5.3.6 plus bas). 

(iv) En particulier, les faisceaux Û&^Z) étudiés en 4.4.7 sont de manière na­

turelle des F-f^- Q-modules cohérents. De même, les complexes Rsp*(j^T^^Û&K) 

étudiés en 4.4.9 sont de manière naturelle des F-@g- Q-complexes bornés à cohomo-
logie cohérente. 

5.1.2. D'après 4.3.4, 4.3.5, 4.3.9 et 4.3.10, les foncteurs F* commutent aux quatre 
opérations de base de la théorie des ^-modules : /! , ISI, /+ et D (auxquelles on pourrait 
du reste ajouter les foncteurs RT^ définis en 4.4.4). Il en résulte que ces foncteurs 
transforment F-^-complexes en F-D+,Q-complexes. Plus précisément, si / : 3£ —> W 
est un morphisme de W-schémas formels lisses, on obtient : 

(i) Si & est un F - ^ Q-complexe de LDbQ,qc (D(o)y) (resp. ^ o h ( ^ ) Q ) ) , alors f& 

est un F-D+x,Q-complexe de LD^ (^^) (resp. ^c0h(^Lr,Q) si / est lisse). 

(ii) Soit JT = % x ^ . Si g est un F - ^ ^ - c o m p l e x e de LD^ ( ^ ) , et & un 

F - f ^ Q-complexe de LDHQJ®$) (resp. Dcboh(d+n,Q), D c b o h ( ^ , Q ) ) , alors ^ 1 ^ ^ 

est un F-^?Q-complexe de Ig^jêg) (resp. £cboh(^,Q)). 

(iii) Si S est un F-D+x,Q-complexe de LD^ (®&) (resp. D^oh(^ Q)), alors /+<? 

est un F-i^j^Q-complexe de LZ)^ (@$) (resp. D^oh(&^^) si / est propre). 

(iv) Si ê est un F-D+x,Q-complexe de £>coh(̂ Jr,Q)> alors B(<?) est un F - ^ ? Q -

complexe de £boh(^r)Q). 

La première propriété fondamentale des F - f^r Q-modules cohérents est l'existence 

d'un procédé de descente canonique d'un tel module sur le faisceau @JPQ • 

5.1.3. Théorème ([8,4.5.4]). — Avec les hypothèses précédentes, la catégorie des 

F-9fig Q-modules cohérents (<?, $) est équivalente à la catégorie des couples 

(<f(°)?$(1)) où est un }Q-module cohérent, et $W un isomorphisme @$rq-

linéaire 
Q(1): D(1)x,Q 

G D(o)x,Q 
F(o) —> F*E(o) 

Décrivons le foncteur qui associe un F-ffi^- Q-module cohérent (ê, $) à la donnée 

de (<?(°\$W). On pose 
^ : = ^ , Q ® S £ ) ^ ( 0 ) -

et on définit $ comme étant l'isomorphisme composé 

E=D=x,Q oD(o)x,Q E=D=x,Q oD(o)x,Q F*e(o) E=D=x,Q oD(o)x,QE=D 
=x,Q oD(o)x,Q 

= F*E, 
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où le premier isomorphisme est déduit de Q(1) par extension des scalaires de Q 

à D+XQ, et le second provient des isomorphismes (3.4.1.2) par passage à la limite 

inductive. 

Inversement, le raisonnement standard pour les modules de présentation finie per­

met de redescendre § en un i^^Q-module cohérent pour m assez grand, et de même 

pour 3>. Pour passer de 5 ^ Q à ^ ^ Q , on utilise alors le théorème de descente par 

Probenius de 3.1.4 et les isomorphismes (3.4.1.2). 

Remarques 
(i) Pour p = 2, l'idéal pW n'est pas PD-nilpotent, et on ne dispose pas des tech­

niques de recollement permettant de définir globalement le foncteur F* sur la catégorie 

des ^-modules. Dans ce cas, il faut donc supposer F donné sur SC pour pouvoir 

conclure comme dans l'énoncé, ou se contenter de redescendre sur un anneau ^ ^ Q 

pour m ^ 1. 

(ii) Il résulte du théorème que la catégorie des F-Sfi^ Q-modules cohérents est 

noethérienne (bien que D+X,Q ne soit pas noethérien). 

5.2. Variété caractéristique. — Soient X un W-schéma formel lisse, X sa réduc­
tion modulo p. Nous expliquons ici comment associer à tout F-@%- Q-module cohérent 
ê une sous-variété réduite de l'espace cotangent T*X, analogue à la variété caracté­
ristique d'un DX-module cohérent lorsque X est une variété lisse sur C. 

Comme en caractéristique 0 (voir [13], [36]), cette construction repose sur la no­
tion de bonne filtration (pour la filtration par l'ordre des opérateurs différentiels). 
Toutefois, cette notion n'est pas disponible directement pour les modules sur des fais­
ceaux tels que D(m)Xi OU ^ ^ Q , qui sont des faisceaux d'opérateurs d'ordre infini et 
n'ont donc pas de filtration par l'ordre. C'est pourquoi nous procéderons en plusieurs 
étapes : descente de ^ J ^ Q à ^ ^ Q , passage par un modèle entier sur â^r \ réduction 
au cas des D(o)Xi-modules cohérents, pour lesquels on dispose de la notion de bonne 
filtration. 

5.2.1. Pour tout m, nous noterons le fc-schéma déduit de X par changement de 
base par la puissance m-ième de l'automorphisme de Frobenius de fc, et Fm : X —> 
X^m) le morphisme de Frobenius relatif correspondant. 

Dour tout m, le faisceau D(m)x est muni de la filtration par l'ordre des opérateurs 

différentiels, et le gradué associé gr 9{p est une ^x-algèbre commutative, quasi-
cohérente. Nous noterons T^m^*X, et nous appellerons espace cotangent de niveau m 
de X, le schéma réduit 

T^*X := (Specgr^m))red. 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2002 



68 P. BERTHELOT 

Soit S^x le faisceau des dérivations sur X. Lorsque m = 0, l'isomorphisme !?x —> 
gr2 D(o)x s'étend comme en caractéristique 0 en un isomorphisme 

§ № ) ^ g r ^ 0 ) , 

de sorte que T^*X est le fibre cotangent usuel T*X. Le lemme suivant donne une 
interprétation analogue pour m ^ 1 : 

5.2.2. Lemme ([11]). — Pour tout m, il existe un isomorphisme canonique 

T{m)*x—>x x(m)T*X(m) 

Comme T*X^ est lui -même déduit de T*X par changement de base par le mor­
phisme de projection X^ —» X, on peut aussi identifier T^*X à l'image inverse 
de T*X par l'endomorphisme de Frobenius absolu de X. En particulier, on dispose 
ainsi d'un homéomorphisme 

(5.2.2.1) \TM*X\ \T*X\ 

qui nous permettra d'identifier les parties fermées de T^m^*X et T*X. 

5.2.3. Soient m G N, S un schéma noethérien (au-dessus de Z(p) si m ^ 1), et X un 

5-schéma lisse. Si S est un D(m)x-module cohérent, une bonne filtration sur S est une 

filtration croissante par des sous-^x-modules en vérifiant les conditions suivantes : 

a) S = U n 4 , et il existe no tel que Sn = 0 pour n < no ; 
b) Quels que soient n, fc, ^x\&ri C n̂+fc ; 
c) Il existe un entier n\ tel que, pour tout n ^ ni , on ait 

(5.2.3.1) En= 
om-l 

i=o 

D(m)x,n1+jEn1-j! 

d) Chacun des <?n est cohérent sur ûx-
On remarquera que la condition c) est la condition usuelle lorsque m = 0. Lorsque 
m > 1, grâ^7^ n'est pas engendré par ses éléments de degré 1, et on est amené à 
modifier celle-ci comme en (5.2.3.1) pour assurer que la filtration par l'ordre sur D(m)x 
ait les propriétés voulues. 

Comme gr D(m)x est un anneau gradué noethérien, les propriétés usuelles des bonnes 
filtrations restent valables (voir [16], [17], [36], [40], [42]...). En particulier : 

(i) Si (<?n)î (&n) sont deux bonnes filtrations sur il existe des entiers k\ et ki 
tels que 

En-k1 CE'n CEn+k2 

pour tout n. 
(ii) Une filtration vérifiant a) et b) est bonne si et seulement si gr S est un gr D(m)x-

module cohérent. 
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(iii) Si S est un @x -module cohérent, (Sn) une bonne filtration sur S\ et S' C S 

un sous-D(m)x-module cohérent, la filtration induite (S' D Sn) sur S e t la filtration 

image (Sn/(Sf H Sn)) sur SIS', sont des bonnes filtrations. 

(iv) Tout ^ j^-module cohérent S possède une bonne filtration, car S peut s'écrire 

globalement sur X comme quotient d'un D(m)x,Q-module induit <g>#x «if, où est 

un ^x-module cohérent. 

5.2.4. Soient i un entier fixé, Si = Spec Wi(k), Xi un Si-schéma lisse de réduction 

X sur fc, S un D(m)x,Q-module cohérent, (Sn) une bonne filtration sur S. Si J est 

l'annulateur du gr D(m)x,Q-module grS, et J? l'idéal racine de J^, on voit comme en 

caractéristique 0 que est indépendant de la bonne filtration choisie (cf. [13], [36], 
[40]...). On appellera variété caractéristique de S, et on notera Car^m^(<f), le fermé 

de T(m)*X défini par l'idéal ^ . On vérifie facilement les propriétés suivantes : 

(i) Pour toute suite exacte 0 —» S' —> S —• S" —• 0 de ^j^-modules cohérents, 

on a 
Car(m)(<f) - C a r ( m ) ( ^ ) UCar(m) (<?")• 

(ii) Pour tout i' ^ i, on a 

Car(m)(<f/^ +1<T) = Car(m)(<T>-

(iii) Soit Fm :Xi —> Xi un crm-morphisme relevant sur S* la puissance m-ième 

de l'endomorphisme de Frobenius absolu de X, S^> un D(m)x,Q-module cohérent, et 

S = Fm*^(°)5 qui est un D(m)x,Q-module cohérent. Alors l'identification (5.2.2.1) donne 

Car(m)(<f) = Car(0)(<^°)). 

5.2.5. Soient 3£ un W-schéma formel lisse, Xi sa réduction modulo Si S est un 
-module cohérent, on définit sa variété caractéristique Car^m^(^) comme étant 

la variété caractéristique Car^mV<f/p<f ) de sa réduction modulo p. 

Soit maintenant S un ^^^ -modu le cohérent. Il existe alors un -module co­

hérent S1 sans torsion tel que S ~ £Q. On peut définir Car^m^(^) comme étant égale 

à C a r ^ (<?'), grâce au lemme suivant : 

5.2.6. Lemme ([11]). — Soient S', S" deux -modules cohérents sans p-torsion, 

tels qu'il existe une isogénie (j) : S' -> S"'. Alors Car(m)(<?') = Car(m)(<?"). 

5.2.7. Sous les hypothèses de 5.2.5, soit S un F-St^ D(m)x,Q-module cohérent. D'après 5.1.3, 

il existe un unique couple fcW : §{£\Q ®§w E—>F*E) F*S), où S est un ^ \ Q -

module cohérent, et $ W un isomorphisme D(m)x,Q-linéaire, tel que (S, $) provienne de 

(^>(o)5$(1)) par extension de l'anneau d'opérateurs de @$;Q à &x Q. On peut donc 

sans ambiguïté définir la variété caractéristique de S en posant 

Car(<?) := Car(0)(<?(°)). 
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Il convient seulement d'observer que, grâce à 5.2.4 (iii), il est équivalent de redescendre 
(<?,$) en (^(m),$(m+1)) pour un entier m arbitrairement choisi, ce qui permet de 
donner un sens à cette définition y compris pour p = 2. 

Exemple. — On montre [11] que la variété caractéristique d'un F-Oft^- Q-module co­
hérent S est égale à la section nulle de T*X si et seulement si S est un F-isocristal 
convergent (voir 4.1.6 (ii)). 

5.3. Inégalité de Bernstein. — En caractéristique 0, la variété caractéristique 
d'un @x-module cohérent non nul S vérifie l'inégalité de Bernstein : dim (Car(<f)) ^ 
dim(X) (cf. [16], [36], [40], [42]...). Si S est un Z/pn-schéma, la variété caractéristique 
construite plus haut ne vérifie pas nécessairement cette inégalité, même lorsque S est le 
spectre d'un corps. Par exemple, si X est la droite affine sur un corps de caractéristique 
p, et si x G X est l'origine, S = @x,xlv&vx possède une structure naturelle de D(m)x,Q 
module, et sa variété caractéristique est réduite au point x de la section nulle de 
T*X, donc est de dimension 0 < dim(X). Si 9C est la droite affine formelle sur W, 
le même exemple, vu comme D(m)x,Q-module, montre que cette inégalité n'est pas non 
plus vérifiée pour les D(m)x,Q-modules. 

L'inégalité de Bernstein est par contre vérifiée pour les F-@^ Q-modules cohérents. 
La méthode de la démonstration est classique : elle consiste à établir cette propriété 
par récurrence sur la dimension de 3£, en montrant que, si u : 3f c—• 3£ est l'inclusion 
d'un sous-schéma formel fermé, lisse sur W, le foncteur u+ induit une équivalence 
entre la catégorie des D(m)x,Q-modules cohérents à support dans ^ et celle des dé­
modules cohérents (énoncé analogue d'un théorème classique de Kashiwara, cf. [16], 
[17], [36], [40], [42]...). On notera que cette équivalence est fausse pour les D(m)x,Q 
modules lorsque m est fixé (voir l'exemple donné en 5.3.1). 

L'inégalité de Bernstein permet alors de définir les FS^ Q-modules holonomes 
comme étant ceux dont la variété caractéristique est de dimension égale à dim(X). 
Le théorème 5.3.10 plus bas, dû à Virrion (cf. [49], [52]), montre que, comme en 
caractéristique 0, cette définition est équivalente à la caractérisât ion homologique 
usuelle au moyen du dual. 

5.3.1. Soient S£ un W-schéma formel lisse, et u : ^ ^ 3£ l'immersion d'un sous-
schéma formel fermé lisse, défini par un idéal cohérent C 6%. Précisons d'abord 
la structure de l'image directe d'un f^^Q-module cohérent &. L'hypothèse de 
cohérence, et le fait que u soit un morphisme fini, entraînent que u+F est défini par 

u+F=u*(D(m)x <— x,Q Q(m)z,qF) 

et uu+S par 

ùu+S = hu* (u*(D(m)x<—z,Q Q D(m)z,Q E))[ddz/x]. 
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En utilisant au voisinage d'un point de 3£ un système de coordonnées locales 

¿1,..., td tel que = (£1,..., tr), avec r ^ d, on voit qu'il existe un isomorphisme 

naturel de f^^Q-modules 

(5.3.1.1) F—> Hou!u+F = 
r 

i=l 

Kev(ti :u+F—>. u+F), 

et que u+F est engendré comme D(m)x,Q-module par l'image de F, donc possède un 
système de générateurs annulés par J. 

Par contre, si S est un D(m)x,Q-module cohérent à support dans «2?, il n'est pas 
toujours vrai que S soit engendré par ses sections annulées par J. Par exemple, si 
l'on prend pour 9£ la droite affine formelle, et pour H£ la section nulle, définie par 
t = 0, le D(m)x,Q-module 

E=D(m)x,Q/D(m)x,QD(m)x,Q(tp-p) 

est nul sur 3C \ «2?, mais ne possède aucune section non nulle annulée par t. Par suite, 
n'est pas de la forme ', et le foncteur u+, allant de la catégorie des ^ ^ Q -

modules cohérents vers celle des ^^Q-modules cohérents à support dans JT, n'est 
pas essentiellement surjectif. 

La première étape consiste à prouver que cette surjectivité essentielle est vraie 
asymptotiquement : 

5.3.2. Théorème ([11]). — Soient m G N, u : f —> x l'inclusion d'un sous-W-schéma 
formel fermé lisse, S un ^^Q-module cohérent à support dans %'. Il existe un entier 

m' > m, un D(m)x,Q-module cohérent ^(m') et un isomorphisme D(m)x,Q ̂ -linéaire 

(5.3.2.1) D(m)x,Q D(m)x,Q E—>u(m')+ F(m') 

On remarquera que, si m' est fixé, ^*(m ) est déterminé de manière unique d'après 

(5.3.1.1). D'autre part, les foncteurs u^1 ^ commutent aux extensions du faisceau 

d'opérateurs différentiels d'après (3.5.3.1), de sorte que, pour tout m" ^ ra', on dispose 

sur @3?Q d'un isomorphisme analogue à (5.3.2.1), dans lequel ^(m') est remplacé 

par ^"(m") := D(m)x,Q 0 (̂mO ^'^RN'\ Compte tenu des énoncés de commutation de 

u+ et г¿! à l'image inverse par Frobenius, on obtient ainsi pour les D(m)x,Q-modules et 

F-^-modules cohérents l'analogue du théorème de Kashiwara : 

5.3.3. Théorème ([11]). — Soient u : H£ ^ 3£ l'inclusion d'un sous-schéma formel 

fermé lisse. Alors les foncteurs u+ et u' sont des équivalences de catégories quasi-

inverses entre la catégorie des D(m)x,Q-modules (resp. FQ-modules) cohérents, et 

celle des D(m)x,Q-modules (resp. F-&% Q-modules) cohérents à support dans 3?. 
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On observe alors que l'équivalence de 5.1.3 commute aux foncteurs ÎX+ et ce 
qui entraîne que la variété caractéristique de l'image directe g = u+<^ se déduit 
de celle de & par la même description qu'en caractéristique 0 (voir [16], ou [40]) : 
si Z X est la réduction de u modulo p, on dispose des applications entre fibres 
cotangents 

T*Z ^- Zxx T*X T*X, 

et la variété caractéristique de g est donnée par 

Car(<?)=v(q-1(Car(&))). 

L'argument habituel (voir [36], [40], [42]) permet alors de montrer l'inégalité de 
Bernstein par récurrence sur la dimension de X : 

5.3.4. Théorème ([11]). — Soit g un F-Q)^ ^-module cohérent. Pour tout point x du 
support de g, on a 

(5.3.4.1) dim^ Car(<f ) > d\mx X. 

5.3.5. Soient d la dimension de X, et g un F-<2fix Q-module cohérent. Nous appelle­
rons dimension de g en un point x du support de g la dimension en x de Car(<f), 
et nous poserons dim<? = sup^. (dimx Car(<?)), codim g = 2d — dimg. Si X est de 
dimension d, l'inégalité de Bernstein assure que, si g ^ 0, alors dimg ^ d. Nous 
dirons que g est holonome si g = 0, ou si dimg = d. 

Si g E D(@%-}Q) est muni d'une structure de F-S)^ Q-complexe, nous dirons que 

g est holonome si ses faisceaux de cohomologie sont des F-*2ftg- Q-modules holonomes. 

Nous noterons F-D\oX(3i^ Q) la catégorie des F-&%> Q-complexes holonomes à coho­

mologie bornée. 

Exemples 
(i) Tout F-isocristal convergent est un F-^%- Q-module holonome, dont la variété 

caractéristique est réduite à la section nulle de T*X. Réciproquement, si g est un 
F-Sftgç Q-module holonome, il existe un ouvert non vide % C 9£ tel que la restriction 
de g à % soit un F-isocristal convergent. Si 3£ est une courbe, et g un F-&% Q-
module cohérent, g est holonome si et seulement si la condition précédente est vérifiée. 

(h) Si 0 —» S" —• g —• g" —> 0 est une suite exacte de F-Qi^ ^-modules cohérents, 
g est holonome si et seulement si g' été?" le sont. 

(iii) Si u : 3C W est une immersion fermée entre VF-schémas formels lisses, et 
si g appartient à F-D^ol(^l^ alors u+g appartient à F-D^O1(^Q) [11]. 

(iv) Si / : S£ —> W est un morphisme lisse de W-schémas formels lisses, et si & 
appartient à F-D^^^ Q), alors f& appartient à F-D\OL(^^ Q) [11]. 

(v) Si 3£ sont deux W-schémas formels lisses, si S£ — S£ x et si g (resp. 
appartient à F-D\ol{3f^^) (resp. F-D\ol{Sf^ Q ) ) , alors g & appartient à 

F-Dbhol (D+z,Q) [11] 
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(vi) Si g appartient à F-D\oX{9\^), alors D(<f ) appartient à F-D^ol(^Q) [52]. 

(vii) J'ignore s'il existe des F-@\ç Q-modules cohérents non holonomes. 

5.3.6. On peut conjecturer que les F-$\ Q-complexes holonomes bornés possèdent 
en un sens convenable toutes les propriétés de stabilité des complexes bornés de 
modules à cohomologie holonome sur les variétés lisses sur un corps de caractéris­
tique 0. En particulier, on s'attend à ce que les propriétés suivantes soient vraies, 
pour un morphisme / : 3C —» <3f de VF-schémas formels lisses : 

A) Si S appartient à F-D\oX(@\ç ^ et est à support propre sur Y alors /+<? 

appartient à F-D\ol(@]y Q). Grâce à 5.3.5 (iii) et à la formule de transitivité, il suffirait 

de le prouver lorsque / est lisse. 
B) Si & appartient à F-D\oX{Q}]^ Q), alors appartient à F-D^ol(^l^ Q). Grâce 

à 5.3.5 (iv) et à la formule de transitivité, il suffirait de le prouver lorsque / est une 
immersion fermée. 

C) Si Z est un fermé de X, et si S appartient à F-D\oX{9^ alors W}z{i) 
appartient à F-D^ol(^Q). 

On peut montrer que les conjectures B et C sont équivalentes [11]. 
On remarquera que la conjecture C joue le rôle de la stabilité des modules holo­

nomes par image directe par une immersion ouverte lorsque la base est un corps de 
caractéristique 0. En effet, si j : U c—> X est une immersion ouverte, et Z = X \ £/, 
on dispose dans ce cas du triangle de localisation 

W.z(£) —• & rj*j*F REZ (<?)[!]. 

Il en résulte que, si S appartient à D^ol(^x), №j*j*é? appartient à D\ol(@x) si et 
seulement si MTZ(S') appartient à D^ol(@x)' De plus, les foncteurs Rj* et j * sont 
alors des équivalences de catégories quasi-inverses entre la catégorie D^ol(@u) et la 
sous-catégorie pleine de D^ol(@x) formée des complexes ê tels que Rrz(<?) = 0. Dans 
le cas des Wi-schémas lisses, ou des VF-schémas formels lisses, nous avons vu plus haut 
que la topologie de Zariski est trop grossière pour fournir une bonne notion d'image 
directe par une immersion ouverte. On peut par contre conjecturer que l'on obtient 
un formalisme du type des opérations de Grothendieck en considérant les schémas 
formels S£ propres et lisses sur W, et en associant à un ouvert ^/ d'un tel schéma, de 
complémentaire Z, la sous-catégorie pleine de F-D^ol(^l^ Q) formée des complexes 
ê tels que RT}Z(S>) = 0. Le foncteur Rj* est alors remplacé par l'inclusion de cette 
sous-catégorie, qui respecte l'holonomie par définition, et le foncteur j * par le cône du 
morphisme canonique MF}Z —> Id, ou plus exactement, pour définir effectivement un 
foncteur, par le foncteur construit comme en 4.4.4 et 4.4.5 en dérivant sur la catégorie 
des complexes de D(m)x,Q-modules les foncteurs 

lim M>om*@x 
n 

(Oxi —>Pn(m)(Ji),-), 

où J^i est l'idéal de Z dans Xi. La préservation de l'holonomie par le foncteur ainsi 
obtenu est alors équivalente à la conjecture C. 
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On notera que, lorsque Z est un diviseur de X, il existe a priori un autre sub­

stitut au foncteur Rj*j*, à savoir le composé de l'extension des scalaires de Q à 

^ T , Q ( ^ ) ' et de â restriction des scalaires de D+x,Q(Z) à D+x,Q, déjà considéré en 

4.5. En fait, il existe un isomorphisme canonique entre ces deux foncteurs [10]. Une 

variante de la conjecture C est alors la suivante : 

D) Si g est un F-Sftg- Q(tZ)-module cohérent dont la restriction à U est holonome, 

alors g est un F-S>^ Q-module holonome. 

Cette conjecture entraînerait en particulier que l'algèbre Û&^Z) construite en 
4.4.1 est un F-D+x,Q-module holonome. Plus généralement, on peut montrer que la 
conjecture D entraîne la conjecture C [11]. 

On remarquera que, même si l'on suppose de plus que g est de la forme sp* E1, où E 
est un F-isocristal surconvergent le long de Z, cette assertion n'est plus nécessairement 
vraie si l'on ne dispose pas de l'action de Frobenius. Par exemple, si 3£ est la droite 
projective, si Z = {0, oo}, et si c G Zp est un nombre de Liouville p-adique, le 

^Z)-mod\ûe &X^Z)/D+X,Q(+Z)(td— c) correspond à un isocristal sur Gm, 
surconvergent en 0 et oo, mais n'est pas cohérent sur &x Q. Par contre, l'existence 
d'une structure de F-isocristal entraîne que les exposants de Christol-Mebkhout sont 
rationnels [22], ce qui exclut toute diffculté liée aux nombres de Liouville. 

5.3.7. Précisons pour finir les résultats reliant la condition géométrique d'holonomie 
introduite en 5.3.5 et la condition homologique usuelle, d'après [49], [50], [52]. On 
note d la dimension de X. 

Si g est un F-Sftgç Q-module cohérent, le complexe dual 3(g) est un F-3f^ Q-
complexe, de sorte que ses faisceaux de cohomologie 

JT-d(D(<?)) = gxt i D+x,Q 
(g,d+x;QOwx-1) 

sont eux-même des F-i^-^-modules cohérents, d'après (4.3.10.1). Si g^ est le @jPq-
module cohérent asocié à S par l'équivalence 5.1.3, les théorèmes de commutation du 
dual aux extensions de l'anneau d'opérateurs différentiels et à l'image inverse par 
Frobenius permettent de se ramener à l'étude des faisceaux analogues pour S(°) sur 
5 ^ Q . En prenant un modèle entier g' de g(°\ et en utilisant la suite exacte des 

coefficients universels pour D(<f'), on peut relier les gxf^o) (g(°\ @jPq ® u~^) aux 
X & 

£xtiS)W{é"/p£",@{x) Ow^1). Comme 1 'anneau D(o)x a un gradué régulier, on peut 

appliquer à l'étude du dual d'un D(o)x-module cohérent les méthodes de Malgrange 

[40]. On obtient ainsi : 

5.3.8. Théorème ([52]). — Soit g un FQ-module cohérent. 

(i) Pour tout i, gxtfgt (g,d+x;QOwx-1 est de codimension ^ i ; 

(ii) gxtfgi ((g,d+x;QOwx-1) = 0 pour tout i < codim (g). 
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L'inégalité de Bernstein pour les F-Sr^- Q-modules permet alors d'en déduire pour 
ceux-ci un résultat plus précis que celui que fournit la majoration de 4.1.5 sur la 
dimension homologique de d+x-Q • 

5.3.9. Corollaire. — Tout F-^x Q-module cohérent est de dimension projective locale 
au plus d. 

Le théorème 5.3.8 entraîne de plus que, si S est holonome, les Sxtl(£, Q®W~^) 

sont nuls pour i ^ d, et ëxtd(ê\ Q (g) oo~^) est lui-même holonome. D'autre part, 

le théorème de bidualité locale pour les F- Q-modules cohérents donne naissance 

à une suite spectrale dont tous les termes sont eux-mêmes des FD(o)Xi- Q-modules co­

hérents. En étudiant cette suite spectrale par les méthodes de [40], on obtient en 

particulier la réciproque de cette propriété, d'où la caractérisation homologique de 

l'holonomie : 

5.3.10, Théorème ([52]). — Pour qu'un F-Qr^ Q-module cohérent soit holonome, il 

faut et suffit que gxt i 
^ X SX 

(e,d+x,Q G w-x) = 0 pour i d. 

Comme en caractéristique nulle, le théorème de bidualité locale donne alors un 
foncteur de dualité interne à la catégorie des F-^^ 0-modules holonomes, en posant 

<T := jr°(D(<?)) = êxi d 
D'x,Q 

(E,d+x;q Gw-1X 

5.4. Multiplicités et formule de l'indice. — La méthode utilisée en 5.3 pour 
construire la variété caractéristique Car(<f ) d'un F-@%- Q-module cohérent S permet 
également de définir une multiplicité pour chacune des composantes irréductibles de 
Car(<?), donc un cycle caractéristique à support dans Car(^). Nous exposons ici cette 
construction, puis nous montrons que, lorsque X est projectif sur k, on peut appliquer 
la méthode développée par Laumon dans [39], et en déduire pour les F-d+x,Q-modules 
holonomes une formule de l'indice global analogue à celle de Dubson-Kashiwara [19]. 

5.4.1. Soit i ^ 0 un entier, et plaçons nous d'abord, comme en 5.2.4, sur un schéma Xi 
lisse sur Si = Spec Wi(k). Supposons donné un D(o)Xi-module cohérent E, muni d'une 
bonne filtration (<?n), et soit 6 la dimension de ê. Soit £ G T*X le point générique d'un 
fermé irréductible de dimension ô. On définit la multiplicité de S en £ comme étant la 
longueur du OT*X,E-module (gr*?)^. Un argument classique basé sur la comparaison 
des bonnes filtrations (voir [14], [15], [36], [40]...) montre que cet entier ne dépend 
pas de la bonne filtration choisie; nous le noterons m^(S). On définit alors le cycle 
caractéristique de S par 

ZCar(<?) := 
dim 

mE(E){E] 

Ce cycle est positif par construction. 
Les propriétés qui suivent sont classiques : 
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(i) Si la suite 0 -> g' -> g -> S" 0 est exacte, et si dim^gr^ ' = dirri£gr<? = 
iim^gr^", alors m^g) = m^g') + mç(g"). 

(ii) Si g est plat sur Wi, alors rac(<f) = im^gjpg). 
Grâce à celles-ci, on montre le lemme suivant : 

5.4.2. Lemme ([11]). — Soient gf, g" deux -modules cohérents sans p-torsion, tels 
qu'il existe une isogénie (j) : g' —> g"', et soit 5 la dimension de g1 et g". Pour tout 
point f e T*X de dimension S, on a m^(g'jpg') = m^g" jpg"). 

Soit g un D(o)x-module cohérent, que l'on suppose sans p-torsion. On définit son 
cycle caractéristique en posant 

ZCar(<?) := ZCzx(g/pg). 

Sous les hypothèses du lemme, on voit donc que si g1 et g" sont isogènes, alors 
ZCar(<?') :— ZCar(<f"). Par suite, si l'on suppose maintenant que g est un 9%;Q-

module cohérent, on peut définir son cycle caractéristique en choisissant un 

module cohérent sans torsion g1 tel que gq ~ get en posant ZCar(<^) := ZCar (<£"). 

Enfin, si g est un F-@g- Q-module cohérent, il lui correspond par l'équivalence de 

5.1.3 un unique couple (g(0\$W). Comme gW est un 9$)Q-module cohérent, on 

sait définir son cycle caractéristique d'après ce qui précède, et on pose ZCar(<f ) := 

ZCax(<f(°>). 

Remarque. — Pour tout m, on peut aussi définir un cycle caractéristique pour les 
f^^Q-modules cohérents, ce qui permet de donner un sens à la définition précédente 
lorsque p = 2. Nous renvoyons le lecteur à [11] pour le détail de cette construction et 
de ses propriétés. 

À partir de l'existence du cycle caractéristique, on obtient classiquement : 

5.4.3. Proposition ([11]). — Soit 9£ un W-schéma formel lisse. 
(i) Pour tout suite exacte de F-9\ Q-modules holonomes 0 g' _> g g" 0, 

on a 
ZCar(<f ) = ZCar(<f ) + ZCar(<?")-

(ii) La catégorie des F+D+x,Q -modules holonomes est artinienne. 

Une autre application importante de la construction du cycle caractéristique est le 

théorème de l'indice : 

5.4.4. Théorème ([11]). — Soit 3£ un W-schéma formel lisse de dimension relative d, 
dont la réduction X sur k est projective, et g un F-9%- Q-module holonome. On note 
DR&(g) le complexe de de Rham de 3£ à coefficients dans g, placé entre les degrés 
—d et 0, et 

XDR(E):= 
d 

i=—d 

dimK / P ( . r , DR <r(<?)) 
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sa caractéristique d'Euler-Poincaré. On a alors 

(5.4.4.1) XDR(<T) = (X.ZCar(<T)), 

où le terme de droite est le degré du cycle d'intersection dans T*X de la section nulle 
de T*X et du cycle caractéristique de S. 

Soient ( ^ ° \ ^ ^ ) le couple correspondant à S dans l'équivalence de 5.1.3, S1 un 
-module cohérent sans torsion tel que <£Q ~ <?(°). On montre successivement les 

relations suivantes, qui entraînent le théorème : 

(i) X D R ( ^ ) = X D R ( ^ 0 ) ) ; 

(ii) X D R ( ^ ( 0 ) ) = X D R ( ^ 7 P ^ ) ; 
(iii) XDR(£'/P#') = (X.ZC^(S'/pS')). 

Cette dernière relation n'est que l'application directe de la méthode de Laumon 
pour prouver [39, 6.6.4] : on vérifie en effet que l'hypothèse de caractéristique 0 faite 
dans [39] n'intervient réellement que pour assurer que @x soit de dimension homolo­
gique finie, et que, lorsque / : X —> Spec k est le morphisme structural d'un fc-schéma 
lisse, il existe pour tout f^x-module S un isomorphisme f+£ ~ RR(X, DR #•(<?)). Or 
ces deux propriétés sont vraies pour 0^ sur un corps de caractéristique p. Comme 
l'ensemble des outils utilisés par Laumon est disponible tel quel pour les i^?^-modules, 
on peut conclure. 

Remarque. — Comme le montre Garnier (cf. [23], [24]), cette formule fait apparaître 
le lien existant, lorsque 3C est une courbe, entre les multiplicités du cycle caractéris­
tique d'un F-^x Q-module holonome, et la théorie de l'irrégularité. 
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