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Résumé. — Comme les précédents volumes de ce séminaire, celui-ci contient qua-
torze exposés de synthèse sur des sujets d'actualité : quatre exposés de géométrie
algébrique, deux de probabilités, classiques ou libres, un de géométrie riemannienne,
un de géométrie non commutative, un sur la (non) intégrabilité des systèmes hamil-
toniens, un sur les fonctions L et les matrices aléatoires, un sur la fonctorialité de
Langlands, un sur les fonctions polylogarithmes, un sur la quanti�cation géométrique
et un sur les équations hydrodynamiques.

Abstract (Séminaire Bourbaki, volume 2000/2001, exposés 880-893)
As in the preceding volumes of this seminar, one �nds here fourteen survey lectures

on topics of current interest: four lectures on algebraic geometry, two on probability,
classical or free, one on Riemannian geometry, one on non-commutative geometry,
one on (non-)integrability of Hamiltonian systems, one on L-functions and random
matrices, one on Langlands fonctoriality, one on polylogarithms, one on geometric
quantization and one on hydrodynamical equations.
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RÉSUMÉS DES EXPOSÉS vii

Laurent BONAVERO – Factorisation faible des applications birationnelles [d’après Abramo-
vich, Karu, Matsuki, W�lodarczyk et Morelli ]

Dans cet exposé, nous expliquerons le résultat suivant démontré récemment par Abra-
movich, Karu, Matsuki et W'lodarczyk : toute application birationnelle entre deux variétés
algébriques complètes et lisses sur un corps algébriquement clos de caractéristique nulle se
factorise en une suite finie d’éclatements et de contractions de centres lisses. Ce résultat
n’aurait sans doute pas vu le jour sans la démonstration de son analogue dans le cadre de
la géométrie torique par Morelli et W'lodarczyk au milieu des années 90. La démonstration
donnée par Abramovich, Karu, Matsuki et W'lodarczyk est une réduction au cas torique,
nous en donnerons les grandes étapes.

Marco BRUNELLA – Courbes entières dans les surfaces algébriques complexes [d’après Mc-
Quillan, Demailly–El Goul,...]

Une courbe entière dans une variété complexe X est une application holomorphe non
constante de la droite complexe C à valeurs dans X. Autour de 1970, Kobayashi conjectura
qu’une hypersurface générique dans CP n, de degré assez grand, ne contient aucune courbe
entière. Autour de 1980, Green et Griffiths conjecturèrent qu’aucune courbe entière dans
une variété projective complexe de type général (e.g., une hypersurface dans CP n de degré
> n+2) n’est Zariski-dense. On exposera les résultats récents de McQuillan et de Demailly-
El Goul sur ces deux conjectures, dans le cas bidimensionnel. Ces travaux passent à travers
la construction et l’étude de certains feuilletages holomorphes.

Michel ÉMERY – Espaces probabilisés filtrés : de la théorie de Vershik au mouvement brow-
nien, via des idées de Tsirelson

ll y a une trentaine d’années, Vershik a exhibé des espaces probabilisés filtrés aux pro-
priétés paradoxales, et donné un critère nécessaire et suffisant pour que de telles propriétés
se manifestent. Longtemps inconnus des probabilistes occidentaux, ces travaux, prolongés
depuis quelques années par les idées de Tsirelson, permettent de progresser dans la compré-
hension du mouvement brownien.

Marc HERZLICH – L’inégalité de Penrose [d’après H. Bray, G. Huisken et T. Ilmanen,...]
R. Penrose a conjecturé en 1973 que la masse d’un trou noir isolé devait être minorée par

une fonction explicite de son aire. Cet énoncé de nature physique possède une interprétation
élégante en des termes purement géométriques. Cette traduction mathématique a résisté
pendant près de 25 ans à toutes les tentatives de démonstration et ce n’est qu’en 1997 que
G. Huisken et T. Ilmanen ont pu apporter une preuve complète et rigoureuse de l’inégalité
de Penrose. Depuis, une autre démonstration a vu le jour sous la plume de H. Bray. L’intérêt
et les grandes lignes des deux approches seront décrites dans l’exposé.
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viii RÉSUMÉS DES EXPOSÉS

Michèle AUDIN – Intégrabilité et non-intégrabilité de systèmes hamiltoniens [d’après S. Zi-
glin, J. Morales-Ruiz, J.-P. Ramis,...]

Les systèmes différentiels hamiltoniens décrivent les systèmes mécaniques dont l’énergie
est conservée. Un système hamiltonien est dit « intégrable » s’il a « assez » d’autres quantités
conservées. Il y a des systèmes hamiltoniens dont on soupçonne qu’ils ne sont pas intégrables.
Mais comment le démontrer ? Dans cet exposé, je présenterai des réponses à cette question,
résultats de non-intégrabilité basés sur les propriétés du groupe de monodromie (Ziglin,
1982) ou du groupe de Galois différentiel (Morales & Ramis, 1998) du système linéarisé le
long d’une solution particulière.

Pierre CARTIER – Fonctions polylogarithmes, nombres polyzêtas et groupes pro-unipotents

Les séries L de Dirichlet se généralisent en les sommes Li
�

z1...zr
s1...sr

�
=
P

(n)

z
n1
1 ···znrr

n
s1
1 ...n

sr
r

(som-

mation sur les systèmes d’entiers n1 > · · · > nr > 0). Le problème arithmétique central est

la nature des nombres Li
�

σ1···σr
s1...sr

�
où les σi sont des racines de l’unité et les si des entiers

positifs. On énoncera les principales conjectures actuelles (Drinfeld, Deligne, Ihara,...) et les

résultats positifs déjà obtenus (Goncharov, Racinet, Écalle, Rivoal,...). On montrera le rôle
important joué par des torseurs sous des groupes pro-unipotents.

Antoine CHAMBERT-LOIR – Théorèmes d’algébricité en géométrie diophantienne [d’après
J.-B. Bost, Y. André, D. & G. Chudnovsky ]

Dans un article récent, J.-B. Bost établit un critère assurant que certaines « sous-variétés
formelles » de variétés algébriques sont en fait algébriques. Son théorème unifie et généralise
des résultats des frères Chudnovsky et de Y. André motivés par une conjecture arithmétique
de Grothendieck prédisant que les solutions de certaines équations différentielles sont des
fonctions algébriques.

La démonstration reprend les techniques d’approximation diophantienne utilisées par ces
auteurs avec toutefois un point de vue systématiquement géométrique, via notamment la
géométrie d’Arakelov et le formalisme des pentes.

Philippe MICHEL – Répartition des zéros des fonctions L et matrices aléatoires
Récemment, Katz et Sarnak (inspirés par des travaux antérieurs de Montgomery) ont

proposé de modéliser les zéros des fonctions L par les valeurs propres de matrices aléatoires
de grand rang. Dans cet exposé, nous passons en revue les différentes statistiques qui ont
été utilisées pour éprouver la validité de ce modèle (sans obtenir de contraction jusqu’ici !),
et notamment la distribution, étudiée en détail par Iwaniec, Luo et Sarnak, des « petits »
zéros dans les familles de fonctions L. Nous discuterons également d’applications importantes
suggérées par ce modèle.

Michèle VERGNE – Quantification géométrique et réduction symplectique
Soit M une variété symplectique, et f une fonction réelle sur M , engendrant une action

circulaire. On espère (credo de la mécanique quantique) qu’il existe un espace de Hilbert
Q(M) et un opérateur Q(f) dont les valeurs propres sont les valeurs entières de f . La
conjecture de Guillemin-Sternberg exprime la multiplicité des valeurs propres en fonction de
la fibre réduite de f . Elle a été prouvée pour une action d’un groupe compact sur une variété
compacte préquantifiable par Meinrenken-Sjamaar et par Tian-Zhang.
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RÉSUMÉS DES EXPOSÉS ix

Philippe BIANE – Entropie libre et algèbres d’opérateurs
Voiculescu a introduit une notion d’entropie pour un n-uplet d’opérateurs auto-adjoints

dans une algèbre de von Neumann finie, définie, à la Boltzmann, comme le logarithme du
volume d’un ensemble de micro-états matriciels. En utilisant cette entropie libre, Voiculescu
montre que les facteurs de groupes libres n’ont pas de sous-algèbre de Cartan, tandis que
Liming Ge montre qu’ils sont premiers. Il s’agit des premiers exemples de tels facteurs. On
décrira ces résultats, ainsi que d’autres applications dues, notamment, à Dykema, Ge et
Stefan.

Guy HENNIART – Progrès récents en fonctorialité de Langlands
Soit f =

P
anqn une forme modulaire classique, vecteur propre des opérateurs de Hecke.

On sait lui associer une représentation �-adique ρ : Gal(Q/Q) → GL2(Q �) telle que L(ρ, s)

soit à peu près L(f, s) =
P

n>1 ann−s. Si Symk : GL2(Q �) → GLk+1(Q �) est la représentation

donnée par le produit symétrique k-ième, on espère que L(Symk ◦ρ, s) est la fonction L d’un
objet analytique comme la forme f , une représentation automorphe pour GLk+1 sur Q. C’est
un cas particulier des conjectures de fonctorialité de Langlands. Nous exposerons les résultats
récents sur ces conjectures, et notamment les travaux de Kim et Shahidi pour Sym3 et Sym4.

Emmanuel PEYRE – Points de hauteur bornée et géométrie des variétés [d’après Y. Manin
et al.]

Si V est une variété algébrique ayant une infinité de points rationnels sur un corps de
nombres, il est naturel de munir V d’une hauteur et d’étudier de manière asymptotique
les points rationnels de hauteur bornée sur V . Les conjectures énoncées par Manin vers
1989 proposent une interprétation géométrique de ce comportement asymptotique où le fibré
canonique et le cône engendré par les diviseurs effectifs dans le groupe de Néron-Severi jouent
un rôle crucial. Le but de cet exposé est un survol des travaux suscités par ces conjectures.

Georges SKANDALIS – Géométrie non commutative, opérateur de signature transverse et
algèbres de Hopf [d’après A. Connes et H. Moscovici ]

Dans cet exposé, nous présentons une série de travaux de Connes-Moscovici, qui
construisent un opérateur de signature (presque) invariant par le groupe de tous les difféo-
morphismes d’une variété, donnent une formule de l’indice « locale » pour cet opérateur,
puis introduisent une algèbre de Hopf naturelle. Celle-ci joue le rôle de « groupe quantique »
de « symétries quantiques » de ce système ; elle permet de simplifier les calculs dans cette
formule d’indice. En particulier, la cohomologie cyclique de cette algèbre de Hopf est égale
à la cohomologie de Gelfand-Fuchs.

Cédric VILLANI – Limites hydrodynamiques de l’équation de Boltzmann [d’après C. Bardos,
F. Golse, C.D. Levermore, P.-L. Lions, N. Masmoudi, L. Saint-Raymond ]

Considérons un gaz de particules obéissant aux lois de la mécanique classique. Selon les
échelles physiques considérées, on peut en faire une description microscopique (équations
de Newton), cinétique (équation de Boltzmann...) ou hydrodynamique (équations d’Euler,
Navier-Stokes...). Le sixième problème de Hilbert concerne la cohérence mathématique de ces
différentes modélisations. On exposera certains des progrès importants réalisés très récem-
ment par Bardos, Golse, Levermore, Lions, Masmoudi, Saint-Raymond, quant au passage de
l’équation de Boltzmann à diverses équations hydrodynamiques.
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Séminaire BOURBAKI Novembre 2000
53e année, 2000-2001, no 880, p. 1 à 37

FACTORISATION FAIBLE
DES APPLICATIONS BIRATIONNELLES

[d’après Abramovich, Karu, Matsuki, W&lodarczyk et Morelli]

par Laurent BONAVERO

1. INTRODUCTION

Dans tout ce texte,K désigne un corps algébriquement clos de caractéristique nulle
(la nullité de la caractéristique est essentielle dans les parties 2 et 5, les constructions
des parties 3 et 4 sont cependant valables en caractéristique arbitraire).

1.1. Rappels sur les éclatements

Si n � 2 et si V est un K-espace vectoriel de dimension n, on note PK(V ) l’espace
projectif des droites vectorielles de V . Si V = Kn, on note simplement Pn−1 =
PK(V ). Considérons

B0(Kn) = {(v, d) ∈ Kn ×Pn−1 | v ∈ d}.

Si (x1, . . . , xn) sont les coordonnées surKn et [y1 : . . . : yn] les coordonnées homogènes
associées sur Pn−1, alors

B0(Kn) = {(x, y) ∈ Kn ×Pn−1 | ∀i, j , xiyj = xjyi}.

Il en découle que B0(Kn) est une sous-variété algébrique fermée lisse de Kn ×Pn−1.
La première projection π : B0(Kn) → Kn est une application régulière birationnelle
qui se restreint en un isomorphisme π : B0(Kn) \ π−1(0)→ Kn \ {0} avec π−1(0) =
{0} × Pn−1. L’application birationnelle π : B0(Kn) → Kn s’appelle l’éclatement de
Kn en 0 ; 0 est le centre de π et π−1(0) est le diviseur exceptionnel de π.

Plus généralement (voir par exemple [Har77]), si Y est une sous-variété fermée lisse
d’une variété algébrique lisse X , il y a une variété algébrique lisse BY (X) et une ap-
plication régulière birationnelle π : BY (X)→ X qui se restreint en un isomorphisme
π : BY (X)\π−1(Y )→ X \Y et π−1(Y ) 	 P(NY/X) où NY/X désigne le fibré normal
de Y dans X . L’application birationnelle π : BY (X) → X s’appelle l’éclatement de
X le long de Y , ou de centre Y et E := π−1(Y ) est le diviseur exceptionnel de π.
Moralement, on remplace chaque point y de Y par l’espace projectif des directions
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2 L. BONAVERO

normales à Y dans X passant par y. Si la donnée initiale est BY (X), on dit encore
que π : BY (X) → X est une contraction de centre Y (éclatement et contraction
désignent donc dans ce texte la même application birationnelle, ils sont utilisés res-
pectivement suivant que la donnée initiale est X (resp. BY (X)) et la donnée finale
BY (X) (resp. X)). Enfin, si Z est une sous-variété de X , on appelle transformée
stricte de Z l’adhérence dans BY (X) de π−1(Z) \ E.

1.2. Énoncé du théorème principal

C’est un problème classique depuis une trentaine d’années de savoir s’il est possible
de décomposer une application birationnelle entre deux variétés algébriques complètes
lisses en une suite d’éclatements et contractions de centres lisses. En dimension 1,
la question est vide : toute application birationnelle entre deux courbes algébriques
complètes lisses est un isomorphisme. Dans le cas des surfaces, on sait depuis un
siècle que toute application birationnelle entre surfaces complètes lisses est une suite
d’éclatements et contractions de centre des points (voir par exemple [BPV84]) : un
exemple classique est la transformation de Cremona [x : y : z]→ [1/x : 1/y : 1/z] de
P2 dans P2 qui se décompose en l’éclatement des trois points [0 : 0 : 1], [0 : 1 : 0] et
[1 : 0 : 0] suivie de la contraction des transformées strictes des trois droites joignant
deux à deux les points précédents. Le problème était ouvert dès la dimension trois.

Nous donnons dans cet exposé les grandes lignes de la démonstration du théorème
suivant, dû à Abramovich, Karu, Matsuki, WIlodarczyk [AKMW99] et WIlodarczyk
[Wlod99].

Théorème 1.1. — Soit ϕ : X1 ��� X2 une application birationnelle entre deux va-
riétés algébriques complètes et lisses X1 et X2 sur K. Alors, ϕ se factorise en une
suite d’éclatements et de contractions de centres lisses. Autrement dit, il y a une suite
d’applications birationnelles entre variétés algébriques complètes et lisses

X1 = V0
ϕ0��� V1

ϕ1��� · · ·
ϕi−1��� Vi

ϕi��� Vi+1
ϕi+1��� · · ·

ϕl−2��� Vl−1
ϕl−1��� Vl = X2

de sorte que ϕ = ϕl−1 ◦ ϕl−2 ◦ · · ·ϕ1 ◦ ϕ0 et pour tout i, ϕi : Vi ��� Vi+1 ou
ϕ−1i : Vi+1 ��� Vi est une application régulière obtenue en éclatant une sous-variété
irréductible lisse.

Ce texte est pour l’essentiel une reprise de [AKMW99] et [Mat99], dans lesquels
on trouvera beaucoup plus de précisions, une liste de références très complète ainsi
qu’une discussion détaillée des extensions ou généralisations du théorème 1.1.

Mentionnons aussi que le théorème de factorisation admet les raffinements fonda-
mentaux suivants :

• si ϕ est un isomorphisme sur un ouvert U , le centre de chaque ϕi ou ϕ−1i peut
être choisi disjoint de U ,
• si X1 et X2 sont des variétés projectives, chaque Vi peut être choisie projective,
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(880) FACTORISATION FAIBLE DES APPLICATIONS BIRATIONNELLES 3

• si X1 et X2 ne sont pas supposées complètes, toute application birationnelle
propre (voir [Har77] pour cette notion) entre X1 et X2 se factorise en une suite
d’éclatements et de contractions de centres lisses,
• si X1 et X2 sont deux variétés analytiques complexes compactes lisses, toute ap-

plication biméromorphe propre entre X1 et X2 se factorise en une suite d’éclatements
et de contractions de centres analytiques lisses,
• le théorème 1.1 est vrai même si K n’est pas supposé algébriquement clos.

Pour simplifier l’exposition, nous nous contenterons de renvoyer à [AKMW99] et
[Mat99] pour une démonstration de ces points.

Faisons aussi les remarques suivantes :

• la factorisation n’est évidemment pas unique (même si l’on impose que pour tout
i, ϕi ne soit pas l’inverse de ϕi−1),
• dans le cas des surfaces, si ϕ est régulière, alors toutes les ϕi peuvent être choisies

régulières. Ceci est faux en dimension supérieure ou égale à trois,
• la factorisation décrite dans le théorème 1.1 est une solution positive au problème

de factorisation faible ; le problème de factorisation forte (au sens où il existe un entier
i0 tel que pour tout i � i0, ϕ−1i est régulière et pour tout i � i0 + 1, ϕi est régulière)
est un problème ouvert à ce jour en dimension supérieure ou égale à trois.

1.3. Quelques mots sur la démonstration du théorème 1.1

La démonstration du théorème 1.1 est en un certain sens une victoire de la géo-
métrie torique. En effet, la ligne directrice est une réduction (en plusieurs étapes,
certaines utilisant fondamentalement des techniques toriques) au cas d’une applica-
tion birationnelle équivariante entre variétés toriques, cas résolu par Morelli [Mor96]
et WIlodarczyk [Wlo97], puis étendu au cadre toröıdal par Abramovich, Matsuki et
Rashid [AMR99]. Il est bien connu depuis quelques années que la géométrie des varié-
tés toriques (ou des plongements toröıdaux), gouvernée par des objets combinatoires
simples issus de la géométrie convexe, donne une bonne vision locale de certaines
propriétés des variétés algébriques (voir par exemple l’existence d’altérations due à
De Jong). L’exposé qui suit donnera, je l’espère, envie au lecteur de mieux connâıtre
ou de découvrir ces techniques ; ce texte ne remplaçant certainement pas l’énorme
effort pédagogique que constitue le texte [Mat99] de K. Matsuki.

Remerciements. — Merci aux collègues qui m’écoutent parler d’éclatements depuis
plusieurs années, ils sont trop nombreux pour être tous mentionnés. Merci à Michel
Brion, Laurent Manivel, Kenji Matsuki et Emmanuel Peyre pour m’avoir aidé à pré-
parer ce texte, et plus particulièrement à Stéphane Guillermou, infatigable relecteur
de multiples versions préliminaires, ainsi qu’à Cinzia Casagrande pour m’avoir signalé
les trop nombreuses coquilles de la version distribuée le jour de l’exposé.

Je dédie ce travail à mes enfants Alex et Zoé, et à Marguerite leur maman.
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2. COBORDISME BIRATIONNEL ET ACTION DE K∗

La notion de cobordisme birationnel a été dégagée par WIlodarczyk [Wlo97], suite
au travail fondamental de Morelli [Mor96] dans le cadre des variétés toriques. L’idée
essentielle est la suivante : la théorie de Morse sur les variétés (différentiables réelles)
permet de reconstruire topologiquement une variété donnée X à partir d’une fonction
de Morse f sur X . Le passage des points critiques de f (qui sont aussi les points fixes
du champ de vecteurs grad(f) lorsque X est munie d’une métrique riemannienne)
correspond aux changements de topologie par ajout d’une cellule. A un morphisme
birationnel entre X1 et X2 de dimension n, on associe une variété algébrique de di-
mension n+1 munie d’une action de K∗, avec un ordre sur les composantes connexes
de points fixes. L’action de K∗ joue le rôle du champ de vecteurs grad(f) et à chaque
composante connexe de K∗-points fixes, on associe une application birationnelle élé-
mentaire, dont on montre qu’elle est « localement torique ».

2.1. Rappels sur les K∗-actions

Lorsque le groupe multiplicatif K∗ agit algébriquement sur une variété algébrique
X , pour t ∈ K∗ et x ∈ X , le résultat de l’action de t sur x sera noté t · x. On note
X/K∗ l’ensemble des orbites de l’action et XK∗

l’ensemble des K∗-points fixes de X .

Définition. — Un bon quotient ou quotient catégorique Y = X//K∗ est la donnée
d’une variété algébrique Y et d’une application régulière π : X → Y constante sur les
K∗-orbites de sorte que pour tout ouvert affine U de Y , π−1(U) est un ouvert affine de
X et l’application induite π∗ : OY (U)→ (OX(π−1(U)))K

∗
est un isomorphisme (ici,

(OX(π−1(U)))K
∗

désigne les éléments K∗-invariants de OX(π−1(U))). Si de plus les
fibres de π sont exactement les orbites, alors Y est appelé quotient géométrique.

Rappelons (voir par exemple [MFK94]) que K∗ étant un groupe réductif, pour
toute variété affine X munie d’une action algébrique de K∗, le quotient catégorique
X//K∗ existe et ses points correspondent aux K∗-orbites fermées. De plus X//K∗ est
normale si X l’est.

Notations. — Soit X une variété algébrique sur laquelle K∗ agit algébriquement.
Introduisons les deux sous-ensembles localement fermés de X suivants :

X+ = {x ∈ X | lim
t→∞

t · x n’existe pas dans X}

et
X− = {x ∈ X | lim

t→0
t · x n’existe pas dans X}.

Précisons ici que « limt→0 t · x existe dans X » signifie que l’application régulière de
K∗ dans X qui à t associe t ·x s’étend en une application régulière de K dans X ayant
limt→0 t · x pour valeur en 0.
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Premier exemple fondamental. — Considérons l’action algébrique de K∗ sur X =
Kn+1 définie par t · (x1, . . . , xn+1) = (ta1x1, . . . , tan+1xn+1) où les ai sont des entiers
premiers entre eux tels que ai < 0 pour 1 � i � α et ai > 0 pour α + 1 � i �
n + 1 pour un entier α tel que 2 � α � n. Alors X+ = X \ (Kα × {0}) et X− =
X \ ({0} ×Kn+1−α). Les quotients géométriques X+/K∗ et X−/K∗ existent, ainsi
que le quotient catégorique X//K∗ et on a un diagramme commutatif :

X−/K∗

ϕ−

ϕ
X+/K∗

ϕ+

X//K∗

Si 0 ∈ X//K∗ désigne l’uniqueK∗-orbite fermée deX , la fibre ϕ−1+ (0) (resp. ϕ−1− (0))
est isomorphe à l’espace projectif à poids P(aα+1, . . . , an+1) (resp. P(a1, . . . , aα)) De
plus, ϕ+ et ϕ− se restreignent en des isomorphismes sur l’ouvert (X−∩X+)/K∗, ainsi
ϕ = ϕ−1+ ◦ ϕ− : X−/K∗ ��� X+/K∗ est une application birationnelle.

2.2. Cobordisme birationnel

La définition suivante sera l’outil fondamental dans toute la suite.

Définition. — Soit ϕ : X1 ��� X2 une application birationnelle entre deux variétés
algébriques normales X1 et X2 surK. Un cobordisme birationnel pour ϕ est la donnée
d’une variété algébrique normale B telle que :

(i) le groupe multiplicatif K∗ agit de façon effective sur B (i.e.
⋂

x∈B Stab(x) = 1),
(ii) les ensembles B− et B+ sont des ouverts (de Zariski) non vides,
(iii) les quotients géométriques B−/K∗ et B+/K∗ existent et sont respectivement

isomorphes à X1 et X2,
(iv) si ψ : B− ��� B+ est l’application birationnelle induite par les inclusions

B− ∩B+ ⊂ B− et B− ∩B+ ⊂ B+, le diagramme suivant est commutatif :

B−
ψ

B+

X1

ϕ
X2

Dans le premier exemple fondamental, X = Kn+1 est un cobordisme birationnel
pour ϕ : X−/K∗ ��� X+/K∗.
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X2 × {∞}

p
X2 × {0}

•E

X1•

• •p p

X2 × {∞}

Figure 1. Cobordisme birationnel : éclatement d’un point

Deuxième exemple fondamental (voir aussi [Ful84]).— Soient X une variété algé-
brique complète et lisse, Y une sous-variété irréductible lisse de X et ϕ : X1 → X2 =
X l’éclatement de X de centre Y . Construisons un cobordisme birationnel pour ϕ.
Soit W la variété algébrique X2 ×P1 sur laquelle le groupe K∗ agit algébriquement
par multiplication sur le second facteur. Notons Y = Y × {0} ⊂ W et soit B la
variété algébrique complète et lisse obtenue en éclatant W le long de Y . Comme Y
est inclus dans l’ensemble des K∗-points fixes de W , l’action de K∗ sur W se relève
en une action sur B. La transformée stricte D1 de X2 × {0} est isomorphe à X1 si
bien que B possède deux diviseurs constitués de K∗-points fixes, l’un, D1, isomorphe
à X1 et l’autre, noté D2 et égal à l’image inverse dans B de X2 × {∞}, isomorphe à
X2. Posons alors B = B \ (D1 ∪D2). Soit E le diviseur exceptionnel de l’éclatement
B →W . Ce diviseur est isomorphe à P(NY /W ) = P(NY/X2 ⊕ 0) et est K∗-invariant
(0 désigne le fibré en droites trivial). Remarquons que l’ensemble des K∗-points fixes
de B correspond à l’image de P(NX2×{0}/W |Y ) dans l’identification précédente et est
donc naturellement isomorphe à Y . C’est ensuite un exercice facile de voir que B est
un cobordisme birationnel pour ϕ. La figure 1 représente le cas de l’éclatement d’un
point dans une surface et devrait éclairer le lecteur.

2.3. Construction de cobordisme birationnel

On démontre ici le résultat suivant, dû à WIlodarczyk [Wlo00] :

Théorème 2.1. — Soit ϕ : X1 → X2 une application régulière birationnelle entre
deux variétés projectives lisses. Alors, il existe une variété projective lisse B munie
d’une action algébrique effective de K∗ vérifiant :

(i) il existe deux plongements ι1 : X1 → B
K∗

et ι2 : X2 → B
K∗

d’images disjointes,
(ii) la variété B = B \ (ι1(X1) ∪ ι2(X2)) est un cobordisme birationnel pour ϕ.

Démonstration. — Elle suit de près la construction du deuxième exemple fondamen-
tal. Comme ϕ : X1 → X2 est une application régulière birationnelle entre deux variétés
projectives, il existe un faisceau d’idéaux I ⊂ OX2 cohérent tel que ϕ soit l’éclatement
de I (voir par exemple [Har77] page 166). Soit W la variété algébrique X2 ×P1 sur
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laquelle le groupe K∗ agit algébriquement par multiplication sur le second facteur.
Soit J = (p−11 I + p−12 I0)OW où I0 est l’idéal du point 0 de P1 et soit π : W̃ → W

l’éclatement de J . Comme J estK∗-invariant, l’action deK∗ surW se relève à W̃ . La
variété W̃ est projective et en général singulière. La transformée stricteD1 de X2×{0}
est isomorphe à X1 et, étant lisse, de Cartier et d’équation locale d’ordre 1, est incluse
dans le lieu régulier de W̃ . Soit alors B une désingularisation canonique de W̃ (une
telle désingularisation est obtenue par une suite d’éclatements le long de centres lisses
disjoints du lieu régulier de W̃ et est naturellement munie d’une action algébrique de
K∗ relevant l’action de K∗ sur W ; de telles désingularisations existent, voir la partie
5 pour plus de détails). Alors, la pré-image D′1 de D1 dans B est isomorphe à X1, la
pré-image D′2 de X2 × {∞} dans B est isomorphe à X2 et B = B \ (D′1 ∪D′2) est un
cobordisme birationnel pour ϕ.

2.4. Filtrabilité

La notion de cobordisme filtrable est due à Morelli [Mor96] et WIlodarczyk [Wlo97],
son origine se situe dans les travaux de Bialynicki-Birula.

Définition. — Soit B une variété algébrique munie d’une action algébrique de K∗.
Si F1 et F2 sont deux composantes connexes de BK∗

, on dit que F1 précède F2, que
l’on note F1 ≺ F2, s’il existe x ∈ B \BK∗

tel que limt→0 t ·x ∈ F1 et limt→∞ t ·x ∈ F2.

La relation ≺ n’est en général pas transitive.

Définition. — Soit B une variété algébrique munie d’une action algébrique de K∗.
On dit que B est filtrable s’il n’y a pas de ≺-cycle de composantes connexes de BK∗

F1 ≺ F2 ≺ · · · ≺ Fm ≺ F1.

En particulier, il n’y a pas de composante connexe F de BK∗
telle que F ≺ F .

Le lemme suivant est élémentaire mais essentiel :

Lemme 2.2. — Soit B une variété algébrique lisse munie d’une action algébrique de
K∗. Si B est quasi-projective, alors B est filtrable.

Démonstration. — Par un résultat de Sumihiro [Sum74] [Sum75], il existe une im-
mersion localement fermée et équivariante de B dans un espace projectif P(V ) où
V est un espace vectoriel sur lequel K∗ agit linéairement et algébriquement. Comme
l’action deK∗ est algébrique, V se décompose en espaces propres V =

⊕m
k=0 V (ak) où

les ak sont des entiers relatifs ordonnés a0 < · · · < am et K∗ agit sur xk ∈ V (ak) par
t ·xk = takxk (les ak sont les poids de la représentation V ). L’observation suivante est
élémentaire mais cruciale : soit x ∈ P(V ) que l’on relève en x = x0⊕· · ·⊕xm dans V .
Soit min(x) (resp. max(x)) le plus petit (resp. grand) indice i dans {0, . . . ,m} tel que
xi �= 0. Alors limt→0 t · x (resp. limt→∞ t · x) est l’image dans P(V ) de xmin(x) (resp.
xmax(x)).
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Les composantes connexes de (P(V ))K
∗
sont les Cak = P(V (ak)) et le lemme repose

sur le fait suivant : s’il existe x dans P(V ) \ (P(V ))K
∗
tel que limt→0 t · x ∈ Cai et

limt→∞ t · x ∈ Caj , alors, d’après l’observation précédente, ai < aj. De là, si F est
une composante connexe de BK∗

et si a(F ) est l’unique entier tel que F ⊂ Ca(F ), on
déduit que F ≺ F ′ implique a(F ) < a(F ′). Il s’ensuit que B est filtrable.

2.5. Décomposition d’un cobordisme birationnel et théorie géométrique
des invariants

Soit ϕ : X1 → X2 une application régulière birationnelle entre deux variétés pro-
jectives lisses et soit B un cobordisme birationnel quasi-projectif (et donc filtrable
d’après ce qui précède) pour ϕ donné par le théorème 2.1. Dans le paragraphe pré-
cédent, on a associé à B une suite de poids entiers ordonnés (ai)i=0,...,m, et quitte à
remplacer V par Sym2(V ), on peut supposer de plus que tous les poids ai sont pairs,
en particulier ai < ai + 1 < ai+1. Rappelons aussi qu’à toute composante connexe F
de BK∗

correspond l’un de ces poids a(F ). Si x appartient à BK∗
, x appartient à une

unique composante connexe F de BK∗
et on note a(x) le poids a(F ) correspondant.

Notations. — Soit ai l’un des poids précédents. On note Bai le complémentaire
dans B de

{x | x∞ = lim
t→∞

t · x existe dans B et a(x∞) < ai}

∪ {x | x0 = lim
t→0

t · x existe dans B et a(x0) > ai}.

Remarquons que chaque Bai contient l’ouvert B−∩B+ et que si x est un point fixe
dans Bai , alors a(x) = ai. En particulier, d’après le paragraphe 2.4, il n’existe pas de
point x dans Bai \ BK∗

ai tel que limt→0 t · x et limt→∞ t · x existent dans Bai . Cette
dernière observation joue un rôle crucial dans la construction de « l’atlas torique » de
la partie 2.6.

Le lemme suivant est immédiat :

Lemme 2.3. — Avec les notations précédentes, (Bai)+ = (Bai+1)− pour tout 0 � i �
m− 1. De plus, B− = (Ba0)− et B+ = (Bam)+.

Exemple. — Considérons P(V ) où V est un espace vectoriel sur lequel K∗ agit linéai-
rement et algébriquement. Comme précédemment, V se décompose en espaces propres
V =

⊕m
k=0 V (ak) où les ak sont les poids de V supposés tels que ak < ak + 1 < ak+1

pour tout k. Considérons B = P(V ) \ (P(V (a0) ∪P(V (am))). Alors, il est très facile
de voir que

Bai = {x ∈ B | min(x) � i � max(x)},
(Bai)+ = {x ∈ B | min(x) � i � i+ 1 � max(x)}
(Bai)− = {x ∈ B | min(x) � i− 1 � i � max(x)}.et
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Le résultat suivant est dû à WIlodarczyk [Wlo00], il voit son origine dans les travaux
de Guillemin-Sternberg [GuS89] et Brion-Procesi [BrP90] :

Proposition 2.4. — Le quotient catégorique Bai//K
∗ et les quotients géométriques

(Bai)−/K∗ et (Bai)+/K∗ existent. De plus, Bai est un cobordisme birationnel pour

ϕi : (Bai)−/K
∗ ��� (Bai)+/K

∗.

Démonstration. — Les notations étant celles de la démonstration du lemme 2.2, soit
ρ0 l’action de K∗ sur V =

⊕m
k=0 V (ak) et pour un entier r ∈ Z, soit ρr l’action de

K∗ obtenue en « tordant » ρ0 par t−r. Autrement dit, si xk ∈ V (ak), on a ρr(t) ·xk =
tak−rxk. Evidemment, l’action de ρr sur P(V ) est égale à l’action initiale ρ0, mais
ρr induit un changement de linéarisation sur le K∗-fibré en droites ample OP(V )(1).
Sous l’hypothèse que les poids de l’action vérifient ai + 1 < ai+1, on observe que
Bai (resp. (Bai)−, resp. (Bai)+) est le lieu des points semi-stables de B pour le fibré
en droites OP(V )(1) linéarisé par ρai (resp. ρai−1, resp. ρai+1) - rappelons que x
est un point semi-stable d’une variété algébrique munie d’une action de K∗ et d’un
fibré en droites L ample et linéarisé par ρr si et seulement si il existe une section
invariante de L⊗n non nulle en x pour un certain entier n. La théorie géométrique des
invariants [MFK94] assure alors que les quotients catégoriques Bai//K

∗, (Bai)−//K∗

et (Bai)+//K
∗ existent, et comme de plus chaque orbite de (Bai)− (resp. (Bai)+) est

fermée dans (Bai)− (resp. (Bai)+), les quotients (Bai)−//K∗ et (Bai)+//K∗ sont des
quotients géométriques. De plus, le quotient catégorique πi : Bai → Bai//K

∗ est un
morphisme affine : ceci découle du fait déjà observé qu’il n’existe pas de point x dans
Bai \ BK∗

ai tel que limt→0 t · x et limt→∞ t · x existent dans Bai . Notons enfin qu’il y
a un diagramme commutatif :

(Bai)−/K∗

(ϕi)−

ϕi
(Bai)+/K∗

(ϕi)+
Bai//K

∗

si bien que le cobordisme birationnel ϕi : (Bai)−/K∗ ��� (Bai)+/K∗ s’interprète
comme un changement de linéarisation pour la restriction à Bai duK∗-fibré en droites
ample OP(V )(1).

Faisons le point. — Si ϕ : X1 → X2 est une application régulière birationnelle entre
deux variétés projectives lisses, ce qui précède montre que ϕ se factorise en une suite
d’applications birationnelles

X1 = V0
ϕ0��� V1

ϕ1��� · · ·
ϕi−1��� Vi

ϕi��� Vi+1
ϕi+1��� · · ·

ϕm−1��� Vm
ϕm��� Vm+1 = X2

où chaque ϕi : Vi ��� Vi+1 est un cobordisme birationnel ϕi : (Bai)−/K∗ ���
(Bai)+/K∗, la variété Bai étant une K∗-variété quasi-projective pour laquelle le quo-
tient catégorique Bai//K

∗ existe. La figure suivante illustre cette décomposition.

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2002



10 L. BONAVERO

B

iBa //K∗

Bai+1//K
∗

i i(Ba )+/K∗ = (Ba +1)−/K∗

ai+1 +(B ) /K∗

(Bai)−/K∗

Figure 2. Décomposition d’un cobordisme birationnel

2.6. Structures localement toriques

Nous allons expliquer dans ce paragraphe, en montrant que l’on peut munir les va-
riétés Bai construites précédemment d’un atlas de « cartes étales fortement toriques »,
que la décomposition obtenue précédemment est une décomposition en applications
« localement toriques ». Ceci est un point essentiel pour la suite où toutes les construc-
tions élaborées (en particulier dans la partie 4) et la vérification de leurs propriétés
se feront à l’aide de cet atlas.

Rappelons qu’une application régulière f : Z → X entre variétés algébriques est
étale si elle est lisse de dimension relative 0. De façon équivalente, f est étale si pour
tout z ∈ Z, f induit un isomorphisme f∗ : ÔX,f(z) → ÔZ,z entre les complétés des
anneaux locaux. Sur le corps des nombres complexes, f est étale si et seulement si f
est un biholomorphisme local.

Définition. — Soit f : Z → X un morphisme étale, K∗-équivariant entre deux
variétés algébriques affines munies d’une action de K∗. On dit que f est fortement
étale si et seulement si f//K∗ : Z//K∗ → X//K∗ est étale et l’application naturelle
Z → Z//K∗ ×X//K∗ X est un isomorphisme.

Soit V une variété algébrique lisse munie d’une action algébrique de K∗ et soit
x ∈ V un K∗-point fixe. Par un résultat de Sumihiro [Sum74] [Sum75], il existe un
voisinageK∗-invariant et affineWx de x dans V . Comme x est un point fixe, le lemme
fondamental de Luna [Lun73] [MFK94] assure qu’il existe un voisinageK∗-invariant et
affine Vx ⊂Wx de x, saturé pour la projection πx : Wx →Wx//K∗, et un morphisme
K∗-équivariant et fortement étale ηx : Vx → Xx := TxV (où TxV est l’espace tangent
de V en x). Comme l’action de K∗ sur TxV se diagonalise, il existe une base de
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vecteurs propres de TxV , faisant de TxV une variété torique affine lisse où K∗ agit
comme sous-groupe à un paramètre du tore (nous renvoyons au paragraphe suivant
pour les notions de géométrie torique).

En adaptant un peu cette construction, on obtient la proposition suivante, où l’on
a repris les notations des paragraphes précédents :

Proposition 2.5. — Soit Bai comme dans le paragraphe 2.5 et soit πi : Bai →
Bai//K

∗ le quotient catégorique. Alors, pour tout x ∈ Bai , il y a un voisinage K∗-
invariant et affine Vx de x, saturé pour πi, une variété torique affine lisse Xx et un
morphisme K∗-équivariant et fortement étale ηx : Vx → Xx.

Mentionnons ici que l’on peut choisir les Vx saturés pour πi car πi est un morphisme
affine d’après la démonstration de la proposition 2.4. Mentionnons aussi que la version
en caractéristique non nulle du résultat de Luna donnée par Bardsley et Richardson
[BaR85] peut s’appliquer ici si on ne suppose plus K de caractéristique nulle.

Définition. — Dans la proposition 2.5, pour x ∈ Bai , on appelle carte torique for-
tement étale en x la donnée de ηx : Vx → Xx.

Ces cartes toriques fortement étales ont des propriétés très fortes, en particulier :

• (Bai)− ∩ Vx = (Vx)− et (Bai)+ ∩ Vx = (Vx)+,
• le morphisme ηx se restreint en des morphismes (ηx)− := (ηx)|(Vx)− : (Vx)− →

(Xx)− et (ηx)+ := (ηx)|(Vx)+ : (Vx)+ → (Xx)+ fortement étales et il y a un diagramme
commutatif :

(Vx)−/K∗

(ηx)−/K∗

(Vx)+/K∗

(ηx)+/K∗

(Xx)−/K∗ Vx//K∗ (Xx)+/K∗

Xx//K∗

La proposition 2.5 signifie donc que le cobordisme birationnel ϕi : (Bai)−/K∗ ���
(Bai)+/K∗ est localement torique au sens où, au voisinage de tout point, et à mor-
phisme étale près, l’application birationnelle ϕi est torique. Il est essentiel de remar-
quer que nous sommes encore loin d’avoir démontré le théorème de factorisation :
d’une part les (Bai)−/K

∗ et (Bai)+/K
∗ sont des variétés singulières en général, et

d’autre part la structure torique dépend du point x choisi dans Bai .
Le but de la partie 4 est de décomposer un cobordisme birationnel donné en une

suite de cobordismes birationnels (en général singuliers) « toröıdaux », ce qui signifie
en un certain sens que la « structure torique » ne dépendra plus du point x choisi.

En attendant, dans la partie 3 suivante, nous nous intéressons au cadre torique.
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3. LE THÉORÈME DE MORELLI ET W&LODARCZYK

Nous montrons ici le théorème de factorisation faible des applications birationnelles
toriques.

3.1. Rappels de géométrie torique et énoncé du théorème

Des références usuelles de géométrie torique sont [Ewa96], [Ful93] et [Oda88].

Définition. — Une variété torique (de dimension n) est une variété algébrique nor-
male, contenant le tore T := (K∗)n comme ouvert (de Zariski), munie d’une action
algébrique de T prolongeant l’action de T sur lui-même.

SiM est un réseau (i.e. un groupe abélien libre) de rang n, une variété torique XΣ

de dimension n munie d’une action du tore T = Hom(M,K∗) est définie par la donnée
d’un éventail Σ, subdivision de l’espace vectoriel dual NQ := Hom(M,Z) ⊗Z Q par
des cônes rationnels polyédraux.

Si XΣ est une variété torique d’éventail Σ, à chaque cône σ de Σ correspond na-
turellement un ouvert affine T -invariant Uσ de XΣ de sorte que XΣ =

⋃
σ∈Σ Uσ. De

plus, si σ ⊂ τ (i.e. σ est une face de τ), alors Uσ ⊂ Uτ . Rappelons aussi qu’il y a une
correspondance bijective entre les orbites de T de codimension r dans XΣ et les cônes
de dimension r de Σ. Pour σ ∈ Σ, on note V (σ) l’adhérence de l’orbite correspondant
à σ ; si σ ⊂ τ , alors V (τ) ⊂ V (σ). Rappelons enfin qu’une variété torique est lisse si et
seulement si tous les cônes de Σ sont non-singuliers (i.e. engendrés par une famille de
N := Hom(M,Z) pouvant se compléter en une base de N) et complète si et seulement
si le support de Σ est NQ.

Le théorème de factorisation faible dans le cadre torique est dû à Morelli [Mor96]
et WIlodarczyk [Wlo97], voir aussi [AMR99] et [Mat00] :

Théorème 3.1. — Soit ϕ : X1 ��� X2 une application birationnelle équivariante
entre deux variétés toriques complètes et lisses X1 et X2 sur K. Alors, ϕ se factorise
en une suite d’éclatements et de contractions de centres lisses invariants. Autrement
dit, il y a une suite d’applications birationnelles équivariantes entre variétés toriques
complètes et lisses

X1 = V0
ϕ0��� V1

ϕ1��� · · ·
ϕi−1��� Vi

ϕi��� Vi+1
ϕi+1��� · · ·

ϕl−2��� Vl−1
ϕl−1��� Vl = X2

de sorte que ϕ = ϕl−1 ◦ ϕl−2 ◦ · · ·ϕ1 ◦ ϕ0 et pour tout i, ϕi : Vi ��� Vi+1 ou ϕ−1i :
Vi+1 ��� Vi est une application régulière obtenue en éclatant une adhérence d’orbite
du tore.

Dans la suite, nous donnons les grandes lignes de la preuve du théorème 3.1. Men-
tionnons ici que malgré les travaux [Mor96] et [AMR99], le problème de factorisation
forte torique est toujours ouvert, même en dimension trois (voir [Mat00] pour une
discussion des lacunes de [Mor96] et [AMR99]).
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3.2. Cobordisme torique en termes d’éventails, d’après Morelli

SoientM un réseau de rang n et N le réseau dual Hom(M,Z). Soient N+ le réseau
(n + 1)-dimensionnel N ⊕ Z, NQ := N ⊗Z Q, N+

Q := N+ ⊗Z Q et π la projection
N+

Q → NQ.
Dans toute la suite et sauf mention explicite du contraire, tous les cônes ration-

nels σ de N+
Q que nous considérerons seront supposés simpliciaux (i.e. engendrés par

une famille libre d’éléments de N+) et π-strictement convexes (i.e. π(σ) est un cône
strictement convexe de NQ).

Définition. — Soit σ un cône rationnel de N+
Q . On dit que σ est π-indépendant

si π|σ est injective (ceci signifie que Vect(σ) ne contient pas la direction verticale
{0} ⊕Q). On dit que σ est π-dépendant s’il n’est pas π-indépendant. Soit σ un cône
rationnel π-indépendant de N+

Q . On dit que σ est π-non-singulier si π(σ) est un cône
non-singulier de NQ. On dit que σ est π-singulier s’il n’est pas π-non-singulier. On
dit qu’un éventail de N+

Q est π-non-singulier si tous ses cônes π-indépendants sont
π-non-singuliers.

Nous noterons ν = (0, 1) ∈ N ⊕ Z = N+, ce vecteur correspond à un sous-groupe
à un paramètre λν du tore N+ ⊗ZK∗ = T ×K∗.

Soit Σ un éventail simplicial de N+
Q . Définissons les faces supérieure et inférieure

de Σ
∂+(Σ) = {x ∈ Σ | x+ εν /∈ Σ pour ε > 0 petit}

et
∂−(Σ) = {x ∈ Σ | x− εν /∈ Σ pour ε > 0 petit}.

Définition. — Soit σ un cône rationnel simplicial de N+
Q . Nous dirons que σ est un

circuit si σ est π-dépendant et si toutes les faces strictes de σ sont π-indépendantes.

Remarquons que tout cône rationnel simplicial π-dépendant de N+
Q contient (i.e.

comme face) un unique circuit.
Soit τ un cône rationnel simplicial π-dépendant de N+

Q et soit σ l’unique circuit
inclus dans τ . Dans ce qui suit, nous allons montrer que la variété affine Xτ munie
de l’action du sous-groupe à un paramètre λν est un cobordisme birationnel, que V (σ)
est l’unique composante connexe de λν-points fixes de Xτ et relier ∂−(τ) et ∂+(τ) à
(Xτ )− et (Xτ )+.

Supposons pour simplifier que τ est non-singulier et écrivons τ = 〈ρ1, . . . , ρk, . . . , ρm〉
où les ρi sont les générateurs dans N+ des faces de dimension 1 de τ numérotés
de sorte que σ = 〈ρ1, . . . , ρk〉. Comme τ est non-singulier, on peut compléter la
famille (ρ1, . . . , ρk, . . . , ρm) en une base (ρ1, . . . , ρm, . . . , ρn+1) de N+. La variété
torique Xτ est isomorphe à Km × (K∗)n+1−m et contient l’ouvert affine invariant
Uσ = Kk × (K∗)n+1−k. Soit (u1, . . . , un+1) la base duale de (ρ1, . . . , ρn+1). Comme
ν ∈ Vect(σ), on a 〈ui, ν〉 = 0 pour i � k + 1 et quitte à renuméroter les ρj , on peut
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supposer que 〈ui, ν〉 > 0 pour 1 � i � l et 〈ui, ν〉 < 0 pour l + 1 � i � k où l est un
certain entier vérifiant 1 � l � k− 1 (un tel l existe car σ est π-strictement convexe).

Le groupe K∗ agit comme sous-groupe à un paramètre λν sur x ∈ Xτ par

t · x = λν(t)(x1, . . . , xn+1) = (t〈u1,ν〉x1, . . . , t
〈uk,ν〉xk, xk+1, . . . , xn+1).

Pour j vérifiant 1 � j � k, notons γj = 〈ρ1, . . . , ρ̌j , . . . , ρm〉 où la notation ρ̌j signifie
que ρj ne figure pas parmi les arêtes de γi. C’est une face maximale de τ et les formules
précédentes montrent que :

(Xτ )K
∗
= {(0, . . . , 0, xk+1, . . . , xn+1)} = V (σ),

(Xτ )+ =
⋃
1�j�l Uγj

(Xτ )− =
⋃

l+1�j�k Uγj .

Par ailleurs, c’est un exercice facile de montrer que

∂+(τ) =
⋃
1�j�l γj et ∂−(τ) =

⋃
l+1�j�k γj .

Ainsi, la variété torique Xπ(∂+(τ)) (resp. Xπ(∂−(τ))) d’éventail π(∂+(τ)) (resp.
π(∂−(τ))) est la variété torique (Xτ )+/K∗ (resp. (Xτ )−/K∗)) et Xτ est un cobor-
disme torique birationnel pour ϕ : Xπ(∂−(τ)) ��� Xπ(∂+(τ)). Tout ceci est illustré par
la figure 3.

π(ρ2)

π(ρ1)

π(ρ4)

π(ρ2)
π(ρ4)

π(ρ3)

v

ψ+

ϕ+

ψ−

ϕ

ϕ−

Xv

Xτ//K∗

X(π(∂+(σ))) = (Xτ )+/K∗X(π(∂−(σ))) = (Xτ )−/K∗
π(ρ3)

π(ρ1)

π(ρ2)
π(ρ4)

π(ρ1)
π(ρ3)

π(ρ2)

π(ρ4)

π(ρ1)
π(ρ3)

ρ1

ρ2

ρ3

ρ4

π

σ = τ ⊂ N+

Figure 3. Cobordisme torique

Étudions maintenant l’application birationnelle ϕ : Xπ(∂−(τ)) ��� Xπ(∂+(τ)). Pour
chaque ρj , soit vj le générateur dansN de l’arête engendrée par π(ρj) et wj le rationnel
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tel que ρj soit proportionnel à (vj , wj) : on écrit ρj = cj(vj , wj) où cj est un entier
strictement positif. Projetant l’égalité

ν = (0, 1) =
k∑

j=1

〈uj , ν〉ρj

sur le facteur NQ de N+
Q, il vient :

k∑
j=1

〈uj , ν〉cjvj = 0.

Posons

v =
l∑

j=1

〈uj , ν〉cjvj = −
k∑

j=l+1

〈uj, ν〉cjvj ∈ N.

Ce vecteur v est dans l’intérieur relatif des cônes

〈v1, . . . , vl〉 =
k⋂

j=l+1

π(γj) et 〈vl+1, . . . , vk〉 =
l⋂

j=1

π(γj).

Par conséquent, les éventails obtenus par subdivision étoilée de π(∂+(τ)) et de
π(∂−(τ)) par rapport à v sont égaux, si bien qu’il existe une variété torique Xv et un
diagramme commutatif :

Xv

ψ− ψ+

(Xτ )−/K∗

ϕ−

ϕ
(Xτ )+/K∗

ϕ+

Xτ//K∗

Si de plus le cône initial τ est π-non singulier, alors (Xτ )−/K∗ et (Xτ )+/K∗ sont
lisses et

v =
l∑

j=1

vj =
k∑

j=l+1

vj ∈ N,

de sorte que Xv est lisse, ψ+ : Xv → (Xτ )+/K∗ et ψ− : Xv → (Xτ )−/K∗ sont des
éclatements le long de sous-variétés lisses invariantes (voir la figure 3).

Insistons ici sur le fait que seule la π-non singularité du cône initial τ est importante
(pour obtenir des variétés (Xτ )−/K∗ et (Xτ )+/K∗ lisses et des éclatements ψ+ et ψ−
le long de sous-variétés lisses invariantes) mais il n’est pas nécessaire de supposer que
τ soit non-singulier, le fait qu’il soit simplicial est suffisant.
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16 L. BONAVERO

3.3. Cobordisme torique

Soit ϕ : X∆′ → X∆ une application régulière birationnelle équivariante entre deux
variétés toriques projectives lisses de dimension n et d’éventails respectifs ∆′ et ∆
dans NQ. La construction expliquée au paragraphe 2.3 s’adapte sans difficulté au cas
torique (historiquement, rappelons que c’est la construction torique qui a inspiré le cas
général), si bien qu’il existe un cobordisme birationnel B torique (au sens où l’action
de K∗ sur B est celle d’un sous-groupe à un paramètre du tore de B) quasi-projectif
pour ϕ.

D’après ce qui précède, l’existence d’un tel B en termes d’éventails se traduit de
la façon suivante. Il existe un éventail Σ non-singulier (et donc simplicial) dans N+

Q

tel que π(∂−(Σ)) = ∆′, π(∂+(Σ)) = ∆, B est la variété torique d’éventail Σ et ϕ est
le cobordisme birationnel ϕ : B−/K∗ = X∆′ → B+/K∗ = X∆. Comme B est quasi-
projectif, il y a un ordre sur les circuits de Σ (qui correspondent aux composantes
connexes des points fixes pour l’action du sous-groupe à un paramètre ν = (0, 1)).
Choisissons un circuit σ1 minimal pour cet ordre. Soient

Star(σ1) = {τ ∈ Σ | σ1 ⊂ τ}

et
Star(σ1) = {τ ′ ∈ Σ | τ ′ ⊂ τ pour un τ dans Star(σ1)}.

Alors comme σ1 est minimal, ∂−(Star(σ1)) ⊂ ∂−(Σ). Posons alors Σ1 = (Σ \
∂−(Star(σ1))) ∪ ∂+(Star(σ1)). D’après le paragraphe précédent, si B1 est la variété
d’éventail Σ1 et si X1 est la variété torique d’éventail ∆1 := π(∂−(Σ1)), alors ϕ se
décompose en

ϕ : B−/K∗ = X∆′
ψ−← Xv

ψ+→ X∆1 = (B1)−/K∗
ϕ1��� X∆ = (B1)+/K∗ = B+/K∗,

et on peut recommencer avec le cobordisme B1. Si de plus Σ est π-non singulier, alors
X∆1 et Xv sont lisses, ψ− et ψ+ sont des éclatements le long de sous-variétés lisses
invariantes et Σ1 est encore π-non singulier.

Faisons le point. — Le théorème 3.1 est démontré pour une application régulière ϕ :
X∆′ → X∆ birationnelle équivariante entre deux variétés toriques projectives lisses de
dimension n si on peut contruire un cobordisme birationnel B̃ quasi-projectif d’éven-
tail Σ̃ simplicial et π-non singulier dans N+

Q tel que π(∂−(Σ̃)) = ∆′ et π(∂+(Σ̃)) = ∆.

Un tel éventail Σ̃ va être obtenu en π-désingularisant l’éventail Σ, son existence est
garantie par le théorème de π-désingularisation de Morelli, dont l’énoncé fait l’objet
du paragraphe suivant et dont la démonstration est repoussée à la fin de ce texte §6.

3.4. Le théorème de π-désingularisation de Morelli

Les notations sont celles du paragraphe précédent. Le théorème suivant est dû à
Morelli [Mor96] avec une démonstration incomplète ; la démonstration a été complétée
par Abramovich, Matsuki et Rashid [AMR99] [Mat00].
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Théorème 3.2. — Soit Σ un éventail de N+
Q . Alors il existe un éventail π-non-

singulier de N+
Q obtenu par une suite finie de subdivisions étoilées de Σ. De plus, la

procédure de π-désingularisation n’affecte pas les cônes π-non-singuliers de Σ.

Il apparâıtra clairement lors de la démonstration de ce résultat §6 que l’éventail
obtenu n’est en général pas non-singulier.

3.5. Démonstration du théorème de factorisation faible torique

On termine la démonstration du théorème de factorisation, qui repose sur le lemme
de Chow torique (voir par exemple [Oda88]) et la levée des indéterminations torique
due à De Concini-Procesi [DCP85].

Théorème 3.3. — Soit X une variété torique complète. Alors il existe une variété
torique projective lisse X̃ et une application régulière birationnelle équivariante ϕ :
X̃ → X.

Théorème 3.4. — Soit ϕ : X ��� X ′ une application birationnelle équivariante
entre deux variétés toriques complètes lisses. Alors il existe une suite d’éclatements
le long de sous-variétés invariantes de codimension deux ψ : X → X telle que ϕ ◦ ψ :
X → X ′ soit une application régulière birationnelle équivariante.

De ces deux résultats, déduisons une version précise du théorème de Moishezon
torique :

Théorème 3.5. — Soit X une variété torique lisse et complète. Alors il existe une
variété torique projective lisse X̃ obtenue à partir de X par suite d’éclatements le long
de sous-variétés invariantes de codimension deux ψ : X̃ → X.

Démonstration. — Soit ϕ : X̃ → X donnée par le théorème 3.3, où X̃ est projective
lisse. Appliquons le théorème 3.4 à ϕ−1 : il y a une suite d’éclatements le long de sous-
variétés invariantes de codimension deux ψ : X → X de sorte que h = ϕ−1 ◦ψ : X →
X̃ soit une application régulière birationnelle. Comme ψ est un morphisme projectif
et puisque ϕ ◦ h = ψ, h est aussi un morphisme projectif, et comme X̃ est projective,
on en déduit que X est projective.

Application. — Soit ϕ : X1 ��� X2 une application birationnelle entre deux variétés
toriques complètes et lisses. Par le théorème 3.5, il y a des variétés toriques projectives
lisses X̃1 et X̃2 et deux suites d’éclatements le long de sous-variétés invariantes de
codimension deux ψ1 : X̃1 → X1 et ψ2 : X̃2 → X2. Soit ϕ̃ = ψ−12 ◦ ϕ ◦ ψ1 : X̃1 ���
X̃2. Par le théorème 3.4, il existe une suite d’éclatements le long de sous-variétés
invariantes de codimension deux ψ : X1 → X̃1 telle que ϕ̃ ◦ ψ : X1 → X̃2 soit une
application régulière birationnelle équivariante. Comme X1 et X̃2 sont projectives
lisses, il y a d’après les paragraphes précédents une factorisation faible pour ϕ̃◦ψ et par
suite une factorisation faible pour ϕ. Ceci achève la démonstration du théorème 3.1.
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3.6. Extension au cas toröıdal

Il y a une classe de variétés algébriques possédant essentiellement les mêmes pro-
priétés que les variétés toriques.

Définition. — Soit V une variété algébrique et U un ouvert de V . Le plongement
U ⊂ V est un plongement toröıdal si pour tout x ∈ V , il y a un voisinage Vx de
x dans V , une variété torique Xx et une application étale ηx : Vx → Xx telle que
η−1x (Tx) = Vx ∩ U .

Comme dans le cas torique, il y a une notion naturelle de morphismes toröıdaux
et d’applications birationnelles toröıdales entre plongements toröıdaux. De plus, il y
a une stratification naturelle de V et les adhérences des strates correspondent for-
mellement aux adhérences d’orbites dans les variétés toriques. Enfin, un plongement
toröıdal est décrit par un complexe polyédral conique rationnel qui joue exactement
le rôle de l’éventail d’une variété torique (à ceci près que ce complexe est défini abs-
traitement et qu’il ne se plonge en général pas linéairement dans un espace vectoriel
NQ). Les résultats de la géométrie birationnelle des variétés toriques (existence de
désingularisation, levée des indéterminations par éclatements de centres lisses, etc.)
s’étendent sans trop de difficultés au cas des plongements toröıdaux (voir [KKMS73]
ou [AbO97] p. 69-73). Il en est de même pour le théorème de factorisation comme
l’ont remarqué Abramovich, Matsuki et Rashid [AMR99].

Théorème 3.6. — Soit ϕ : (U1 ⊂ X1) ��� (U2 ⊂ X2) une application birationnelle
toröıdale entre deux plongements toröıdaux lisses sur K, X1 et X2 complètes. Alors,
ϕ se factorise en une suite d’éclatements et de contractions de centres lisses égaux à
des adhérences de strates.

4. STRUCTURES TOROÏDALES ET COBORDISME BIRATIONNEL

Le but de cette partie est de décomposer un cobordisme birationnel donné en
une suite de cobordismes birationnels (en général singuliers) toröıdaux. L’idée est la
suivante : si on éclate un faisceau d’idéaux I sur une variété algébrique, on obtient une
nouvelle variété algébrique avec un diviseur bien déterminé puisque I devient principal
après éclatement. Le complémentaire de son support est alors un candidat pour être
un plongement toröıdal. Lorsque de plus la variété algébrique est munie d’une action
de K∗, on peut essayer de construire I de sorte que le plongement toröıdal obtenu
soit compatible avec l’action de K∗.
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4.1. Idéal α-toröıdal

Soit V une variété algébrique munie d’une action algébrique effective de K∗. Pour
v ∈ V , on note Stab(v) le stabilisateur de v (Stab(v) est isomorphe soit à K∗, soit à
un groupe cyclique Z/nZ).

Notation. — Si α est un entier, on note Jα,v l’idéal de OV,v engendré par les fonctions
f ∈ OV,v Stab(v)-semi-invariantes de Stab(v)-poids α, i.e. pour tout t ∈ Stab(v),
t∗(f) = tαf .

Il n’est pas difficile de voir que si z1, . . . , zn sont des générateurs Stab(v)-semi-
invariants de l’idéal maximal MV,v dont l’existence est assurée par le théorème de
Sumihiro [Sum74] [Sum75], alors Jα,v est engendré par les monômes zm1

1 · · · zmn
n de

Stab(v)-poids α. Ceci implique en particulier que si η : V → X est un morphisme
K∗-équivariant fortement étale entre deux variétés algébriques munies d’une action
de K∗, alors l’image inverse de Jα,η(v) engendre Jα,v pour tous v ∈ V et α ∈ Z.

La collection des Jα,v lorsque v décrit V ne définit pas un faisceau d’idéaux cohérent
en général. Cependant, on a la proposition suivante :

Proposition 4.1. — Soient α ∈ Z et B un cobordisme birationnel lisse quasi-
projectif de la forme Bai (les notations sont celles des parties 2.5 et 2.6). Alors, il
existe un unique faisceau d’idéaux cohérent K∗-équivariant Iα non nul tel que pour
tout v ∈ (B+ ∩B−) ∪BK∗

, on a (Iα)v = Jα,v.

L’idéal Iα s’appelle le faisceau α-toröıdal associé à l’action de K∗ sur B. Rappelons
que (B+ ∩B−) est un ouvert non vide de B et que (B+ ∩B−) ∪BK∗

est l’union des
K∗-orbites fermées de B.

Démonstration de la proposition 4.1. — Commençons par l’unicité de Iα. Elle est
claire sur (B+∩B−)∪BK∗

. Soit donc v dans le complémentaire de (B+∩B−)∪BK∗
.

L’adhérence de l’orbite de v contient un point fixe. Comme Iα est uniquement dé-
terminé en ce point fixe, il l’est aussi au voisinage puisque Iα est cohérent. Par K∗-
équivariance, Iα est alors uniquement déterminé en v.

Pour l’existence, la proposition 2.5 permet de recouvrir B par des cartes toriques
ηx : Vx → Xx fortement étales. Comme ((B+ ∩ B−) ∪ BK∗

) ∩ Vx est l’image inverse
par ηx de ((Xx)+ ∩ (Xx)−) ∪ (Xx)K

∗
, il suffit de construire un faisceau α-toröıdal

sur Xx. Par image inverse, ceci définit un faisceau α-toröıdal sur Vx et l’unicité déjà
prouvée entrâıne que ces faisceaux ainsi construits se recollent en un faisceau sur B.
Le lemme suivant [AKMW99] achève donc la preuve.

Lemme 4.2. — Soit X une variété torique affine lisse définie par un cône régulier σ
d’un réseau N et soit a ∈ N un élément primitif correspondant à une action effective
de K∗ d’un sous-groupe à un paramètre de T . On suppose de plus que a n’appartient
pas à σ ∪ −σ (ceci correspond au fait que B+ ∩ B− est non vide). Alors, pour tout
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α ∈ Z, le faisceau Iα existe, est non nul et engendré par les monômes zm où m ∈ σ̌
avec 〈m, a〉 = α.

Remarquons qu’il n’est pas utile d’après ce lemme de calculer explicitement les
stabilisateurs Stab(v). Donnons un exemple concret, que nous utiliserons aussi dans
la suite :

Exemple « (2, 1,−1) ». — Soit X =K3 munie de l’action du sous-groupe à un para-
mètre a = (2, 1,−1) (i.e. λa(t)(z1, z2, z3) = (t2z1, tz2, t−1z3)), alors I2 (resp. I1, resp.
I−1) est le faisceau d’idéaux engendré par z1 et z22 (resp. z1z3 et z2, resp. z3).

4.2. Plongements toröıdaux avec action toröıdale de K∗

Soit V une variété algébrique munie d’une action algébrique deK∗. On suppose que
l’action de K∗ est localement torique au sens où on peut recouvrir V par des cartes
toriques fortement étales. Soit D un diviseur effectif de V et U l’ouvert V \ Supp(D).

Définition. — On dit que U est un plongement toröıdal avec action toröıdale de
K∗ si pour tout x ∈ V , il y a un voisinage K∗-invariant et affine Vx de x, une
variété torique affine Xx avec une action de K∗ d’un sous-groupe à un paramètre et
un morphisme K∗-équivariant étale ηx : Vx → Xx tel que η−1x (Tx) = Vx ∩ U (où Tx
désigne le tore dense de Xx). On appelle carte toröıdale étale en x la donnée d’une
telle ηx : Vx → Xx. D’après le lemme fondamental de Luna, si une telle carte existe,
en restreignant l’ouvert Vx, on peut la supposer de plus fortement étale.

Exemples. — Soit X la variété torique K2 définie par un cône régulier σ = 〈v1, v2〉
d’un réseau N et soit a = (a1, a2) ∈ N un élément primitif correspondant à une action
effective de K∗ d’un sous-groupe à un paramètre de T . Soient Dv1 = {(z1, z2) ∈ K2 |
z1 = 0} et Dv2 = {(z1, z2) ∈ K2 | z2 = 0}. Alors, U = K2 \ (Dv1 ∪ Dv2) est un
plongement toröıdal avec action toröıdale de K∗ quel que soit le choix du sous-groupe
à un paramètre a. En revanche, U = K2 \Dv1 est un plongement toröıdal avec action
toröıdale deK∗ si et seulement si a = ±v1. Géométriquement, ceci signifie que l’action
de K∗ sur K2 est produit de l’action triviale sur {0} ×K et d’une action d’un sous-
groupe à un paramètre de la variété torique K×{0} et que le diviseur Dv2 est égal à
K× {0}.

Cet exemple se généralise en le lemme suivant [AKMW99] :

Lemme 4.3. — Soit X une variété torique définie par un éventail Σ d’un réseau
N et soit a ∈ N un élément primitif correspondant à une action effective de K∗

d’un sous-groupe à un paramètre de T , soient D un diviseur torique effectif de X et
U = X \ Supp(D). Les assertions suivantes sont équivalentes :
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(i) pour tout cône σ de Σ et tout diviseur torique E de l’ouvert torique affine
Uσ ⊂ X, si E n’est pas dans Supp(D), alors il existe une variété torique affine Xσ′

telle que :
Uσ 	 Xσ′ ×K et E 	 Xσ′ × {0}

de sorte que l’action de K∗ sur Uσ soit le produit de l’action d’un sous-groupe à un
paramètre sur Xσ′ et de l’action triviale sur K,

(ii) U est un plongement toröıdal avec action toröıdale de K∗.

Remarquons que l’implication (i) implique (ii) est aisée, c’est la seule utilisée dans
la suite.

4.3. Faisceaux toröıdaux et plongements toröıdaux

Soit B un cobordisme birationnel lisse et quasi-projectif de dimension n+ 1 de la
forme Bai (les notations sont celles des parties 2.5 et 2.6). Fixons-nous une famille finie
de cartes toriques fortement étales ηx : Vx → Xx recouvrant B. Dans Xx, l’action
de K∗ correspond à celle d’un sous-groupe à un paramètre : concrètement Xx est
isomorphe à Km × (K∗)n+1−m et l’action de K∗ est de la forme t · (x1, . . . , xn+1) =
(tα1x1, . . . , t

αn+1xn+1) pour certains poids entiers α1, . . . , αn+1.

Notation. — On note A une famille finie d’entiers telle que pour toute carte torique
fortement étale ηx : Vx → Xx, tous les poids α1, . . . , αn+1 de l’action de K∗ appar-
tiennent à A. Une telle famille d’entiers sera dite admissible.

Définition. — Si A est une famille admissible d’entiers, on note IA le faisceau
d’idéaux sur B défini par IA =

∏
α∈A Iα. Un tel faisceau d’idéaux sur B est appelé

faisceau toröıdal.

Notation. — Si IA est un faisceau toröıdal, on note πA : Btor
IA
→ B la normalisation

de l’éclatement de B de centre le faisceau d’idéaux IA. Comme IA est K∗-équivariant,
la variété Btor

IA
est naturellement munie d’une action algébrique de K∗ faisant de πA

un morphisme équivariant. On note Dtor
IA

le diviseur défini par le faisceau inversible
π−1A (IA)OBtor

IA
et U tor

IA
le complémentaire de son support dans Btor

IA
.

La proposition suivante est le cœur de cette partie :

Proposition 4.4. — La variété algébrique Btor
IA

est un cobordisme birationnel quasi-
projectif. L’ouvert U tor

IA
est un plongement toröıdal avec action toröıdale de K∗. Enfin,

(Btor
IA

)+ = π−1A (B+) et (Btor
IA

)− = π−1A (B−).

Démonstration. — Montrons que l’ouvert U tor
IA

est un plongement toröıdal avec action
toröıdale deK∗. A nouveau, il suffit de traiter le cas torique, autrement dit de montrer
ce résultat dans chacune des cartes toriques fortement étales considérées au début de
la construction. Le lemme suivant donne donc le résultat.
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Lemme 4.5. — Soit X la variété torique affine lisseKm×(K∗)n+1−m avec une action
de K∗ de la forme t · (x1, . . . , xn+1) = (tα1x1, . . . , t

αn+1xn+1) pour certains poids
entiers α1, . . . , αn+1. Soient A une famille d’entiers contenant α1, . . . , αn+1 et IA le
faisceau toröıdal associé. Soient πA : Xtor

IA
→ X la normalisée de l’éclatement de

centre IA, Dtor
IA

le diviseur défini par le faisceau inversible π−1A (IA)OBtor
IA

et U tor
IA

le
complémentaire de son support dans Btor

IA
. Alors U tor

IA
est un plongement toröıdal avec

action toröıdale de K∗.

Démonstration. — Les diviseurs toriques de Xtor
IA

non inclus dans Supp(Dtor
IA

) (les
seuls à considérer d’après le lemme 4.3) sont des transformées strictes de diviseurDi :=
{x ∈ X | xi = 0}. Soit donc i dans {1, . . . , n + 1}. Evidemment, le monôme xi
appartient au faisceau αi-toröıdal Iαi . Si ce dernier est principal engendré par xi,
alors Di est dans Supp(Dtor

IA
). Sinon, soit Xi la normalisée de l’éclatement du faisceau

αi-toröıdal Iαi . Il est aisé de vérifier que Di satisfait l’assertion (i) du lemme 4.3. La
suite de la démonstration consiste à remarquer que Xtor

IA
est obtenu en normalisant

l’éclatement de centre Iα1 , puis en normalisant l’éclatement de centre l’image inverse
de Iα2 , etc.

Reprenons l’exemple « (2, 1,−1) » : X =K3 munie de l’action du sous-groupe à un
paramètre (2, 1,−1). On prend ici A = {−1, 1, 2}. Si X est définie par un cône régulier
σ = 〈v1, v2, v3〉, alors Xtor

IA
est la variété torique d’éventail Σ obtenu en subdivisant

σ en les trois cônes : σ1 = 〈v1, 2v1 + v2, v3〉, σ2 = 〈v1 + v2, v3, 2v1 + v2, v2 + v3〉 et
σ3 = 〈v1 + v2, v2 + v3, v2〉. Le diviseur Dtor

IA
est le diviseur Dv3 ∪Dv1+v2 ∪D2v1+v2 ∪

Dv2+v3 . Seul les cônes σ1 et σ3 sont à considérer pour vérifier l’assertion (i) du lemme
4.3, avec E = Dv1 pour σ1 et E = Dv2 pour σ3. L’assertion (i) est satisfaite car
a = (2, 1,−1) appartient au réseau engendré par v1 + v2 et v2 + v3 et au réseau
engendré par 2v1 + v2 et v3.

Corollaire 4.6. — Soit Bai un cobordisme birationnel lisse et quasi-projectif ob-
tenu dans le paragraphe 2.5. Choisissons un faisceau toröıdal IAi et notons πAi :
Btor
ai → Bai la normalisée de l’éclatement de centre IAi . Alors, il y a un diagramme

commutatif :

(Btor
ai )−/K∗

(πAi)−

ϕtori (Btor
ai )+/K∗

(πAi)+

Vi = (Bai)−/K∗
ϕi

(Bai)+/K∗ = Vi+1

Faisons le point. — La variétéBtor
ai contient l’ouvert U tor

IAi
comme plongement toröıdal

avec action de K∗ si bien que ϕtori est une application birationnelle toröıdale au sens
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où pour tout x ∈ Btor
ai il y a une carte en x toröıdale fortement étale ηx : V tor

x → Xx

(donc vérifiant η−1x (Tx) = V tor
x ∩ U tor

IAi
) induisant un diagramme commutatif :

(V tor
x )−/K∗

(ηx)−/K∗

ϕtori (V tor
x )+/K∗

(ηx)+/K∗

(Xx)−/K∗ (Xx)+/K∗

où (Xx)−/K∗ ��� (Xx)+/K∗ est une application birationnelle entre variétés toriques.
Dans la partie suivante, on explique comment on peut obtenir un résultat analogue
en restant dans le cadre des variétés non singulières.

5. DÉSINGULARISATION CANONIQUE ET DÉMONSTRATION
DU THÉORÈME DE FACTORISATION

5.1. Désingularisation canonique

Sur un corps algébriquement clos de caractéristique nulle, on sait depuis Hironaka
[Hir64] que toute variété algébrique peut être désingularisée par une suite d’éclate-
ments le long de centres lisses. A partir de la dimension trois, il n’y a pas de désingu-
larisation minimale et il n’y a pas de choix naturel d’un modèle non singulier pour une
variété algébrique donnée. Cependant, avec les travaux de Bierstone-Milman [BiM97],
Encinas-Villamayor [EnV97] et Villamayor [Vil89], on peut parler de désingularisation
« canonique ».

Définition. — Une résolution canonique des singularités est un algorithme qui à
toute variété algébrique X associe une suite uniquement déterminée d’éclatements le
long de centres lisses r : Xres → X satisfaisant : pour tout morphisme lisse Y → X,
la variété Y res est égale au produit fibré Y ×X X

res.

Une résolution canonique des singularités a les propriétés suivantes découlant de
la définition :

• les centres des éclatements sont au-dessus du lieu singulier de X ,
• toute famille d’automorphismes (θg)g∈G d’une variété X paramétrée par une

variété non singulière G se relève en une famille d’automorphismes de Xres. Ceci
s’applique en particulier au cas de l’action d’un groupe algébrique.

De telles résolutions canoniques des singularités existent d’après Bierstone-Milman,
Encinas-Villamayor, Hironaka ou Villamayor.

Les algorithmes connus de résolutions canoniques des singularités ont la propriété
supplémentaire suivante : pour tout faisceau d’idéaux cohérent I ⊂ OX sur une variété
non singulière X, il existe une suite uniquement déterminée d’éclatements le long de
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centres lisses p : Xcan → X de sorte que p−1(I)OXcan soit principal et pour tout
morphisme lisse f : Y → X, la suite correspondante d’éclatements p′ : Y can → Y de
sorte que (p′)−1(f∗I)OY can soit principal est égale au produit fibré Y ×X X

can → Y .
(Attention, p : Xcan → X dépend de I mais nous n’avons pas inclus I dans la notation
pour ne pas alourdir la suite.)

Dorénavant, on se fixe une résolution canonique des singularités.

La proposition suivante est le cœur de cette partie :

Proposition 5.1. — Avec les notations du corollaire 4.6, il y a un diagramme com-
mutatif de variétés algébriques :

V can
i−

pi−
hi−

ϕcani V can
i+

pi+
hi+

V res
i

ri

(Btor
ai )−/K∗

(πAi)−

ϕtori (Btor
ai )+/K∗

(πAi)+
V res
i+1

ri+1

Vi = (Bai)−/K∗
ϕi

(Bai)+/K∗ = Vi+1

où

(i) pi− et pi+ sont deux suites d’éclatements le long de centres lisses,
(ii) si U can

i− = h−1i− ((U tor
IAi

)−/K∗) et U can
i+ = h−1i+ ((U tor

IAi
)+/K∗), alors (U can

i− ⊂ V can
i− )

et (U can
i+ ⊂ V can

i+ ) sont des plongements toröıdaux et ϕcani est birationnelle toröıdale.

Expliquons la construction de ce diagramme. Il s’agit de montrer dans un premier
temps que (πAi)− est l’éclatement d’un faisceau d’idéaux (Ii)− sur Vi. C’est plus facile
si l’on suppose que la famille admissible Ai est choisie vérifiant∑

α∈Ai

α = 0,

ce qu’il est toujours possible de faire en rajoutant un entier à la famille admissible
initialement choisie. Alors, le faisceau toröıdal IAi sur Bai est engendré par des
fonctions invariantes d’après le lemme 4.2, donc provient d’un faisceau d’idéaux Ii
sur Bai//K

∗. Le faisceau d’idéaux (Ii)− sur Vi est alors obtenu par image inverse
Vi = (Bai)−/K∗ → Bai//K

∗. Le morphisme pi− : V can
i− → V res

i est la suite d’éclate-
ments uniquement déterminée rendant r−1i ((Ii)−)OV res

i
principal et hi− est l’unique

morphisme induit par la propriété universelle de l’éclatement d’un faisceau d’idéaux.
La vérification du point (ii) se fait à nouveau dans les cartes toriques fortement étales
utilisées pour construire le faisceau toröıdal IAi , on renvoie à [AKMW99] pour les
détails.
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Corollaire 5.2. — Soit ϕ : X1 → X2 une application régulière birationnelle entre
deux variétés projectives lisses. Alors, ϕ se factorise en une suite d’éclatements et de
contractions de centres lisses.

Démonstration. — C’est une conséquence immédiate de tout ce qui précède : il suffit
d’appliquer le théorème 3.6 à chaque ϕcani et de remarquer que puisque X1 et X2 sont
lisses, alors X1 = V0 = V res

0 et X2 = Vm+1 = V res
m+1.

5.2. Fin de la démonstration du théorème de factorisation

Elle se termine exactement comme dans le cas torique, à l’aide du théorème de
Moishezon [Moi67]. La levée des indéterminations, due à Hironaka [Hir75] dans le
cadre général se formule ainsi :

Théorème 5.3. — Soit ϕ : X ��� X ′ une application birationnelle entre deux va-
riétés complètes lisses. Alors il existe une suite d’éclatements le long de sous-variétés
lisses ψ : X → X telle que ϕ◦ψ : X → X ′ soit une application régulière birationnelle.

Le lemme de Chow (voir [Har77] p. 107) est lui aussi valable en général :

Théorème 5.4. — Soit X une variété algébrique complète. Alors il existe une variété
projective lisse X̃ et une application régulière birationnelle ϕ : X̃ → X.

On déduit de ces résultats le théorème de Moishezon [Moi67] (dont la preuve ini-
tiale, antérieure à la levée des indéterminations est évidemment beaucoup plus diffi-
cile) comme dans le cas torique :

Théorème 5.5. — Soit X une variété algébrique lisse et complète. Alors il existe
une variété projective lisse X̃ obtenue à partir de X par suite d’éclatements le long
de sous-variétés lisses ψ : X̃ → X.

Ceci permet enfin de ramener le théorème de factorisation au corollaire 5.2.

6. APPENDICE : DÉMONSTRATION DU THÉORÈME DE
π-DÉSINGULARISATION

6.1. Outils et résultats intermédiaires principaux.

Les notes qui suivent sont une reprise de [AMR99], avec une simplification de la
démonstration de la proposition 6.5. Merci à Adam Parusinski pour sa lecture attentive
de cet appendice.
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6.1.1. Relation de π-dépendance, π-multiplicité et π-profil de multiplicité.— Soit

η = 〈ρ1, . . . , ρk〉

un cône simplicial de N+ et pour 1 � i � k, soit vi le générateur dans N de l’arête
engendrée par π(ρi). Il existe alors un unique wi dans Q tel que ρi soit proportionnel
à (vi, wi).

Définition. — Si η est π-indépendant, on définit la π-multiplicité de η, notée
π-mult(η) comme étant la multiplicité du cône π(η) (égale à l’indice dans le réseau
engendré par π(η) du sous-groupe Zv1 ⊕ · · · ⊕ Zvk). Remarquons que η est π-non-
singulier si et seulement si π-mult(η) = 1. On définit le π-profil de multiplicité de η,
noté π-mp(η), comme étant le quadruplet π-mp(η) := (π-mult(η), 0, 0, 0).

Si η est π-dépendant, comme le noyau de π est de dimension 1, il existe une unique
relation de π-dépendance

k∑
i=1

rivi = 0 avec max{|ri| ; 1 � i � k} = 1 et
k∑

i=1

riwi > 0.

Pour 1 � i � k, on note ηi la face de codimension 1 de η suivante :

ηi = 〈ρ1, . . . , ρ̌i, . . . , ρk〉.

Le lemme suivant est élémentaire et essentiel :

Lemme 6.1. — (i) La face ηi est π-indépendante si et seulement si ri �= 0.
(ii) Si ηi et ηj sont toutes deux π-indépendantes, alors

|rj |π-mult(ηi) = |ri|π-mult(ηj).

Notation. — Introduisons les ensembles : I1(η) = {i ; ri = 1} , I+(η) = {i ; ri > 0} ,
I−1(η) = {i ; ri = −1} , I−(η) = {i ; ri < 0} et i1(η), i+(η), i−1(η) et i−(η) leur
cardinal respectif.

Définition. — Si η est π-dépendant, on définit la π-multiplicité de η comme étant
le maximum des π-multiplicités des faces ηi pour i ∈ I+(η) ∪ I−(η). Autrement dit,
π-mult(η) est le maximum des π-multiplicités des faces π-indépendantes de η. On
définit le π-profil de multiplicité de η, noté π-mp(η), comme étant le quadruplet

π-mp(η) := (π-mult(η), 0, 0, 0) si i1(η) + i−1(η) = 1,

et

π-mp(η) := (π-mult(η), 1, i+(η) + i−(η), i1(η) + i−1(η)) si i1(η) + i−1(η) � 2.

Remarquons que la quantité kη = i+(η)+ i−(η) est la dimension de l’unique circuit
contenu dans η.
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Notation. — Soit Σ un éventail de N+
Q . On note gΣ le maximum (pour l’ordre lexico-

graphique) des π-mp(η) lorsque η décrit tous les cônes maximaux de Σ (i.e. non
contenus strictement dans un cône de Σ) et sΣ le nombre de cônes maximaux attei-
gnant ce maximum. Alors le π-profil de multiplicité de Σ est le quintuplet :

π-mp(Σ) := (gΣ, sΣ).

6.1.2. Faces codéfinies.— Soient η = 〈ρ1, . . . , ρk〉 un cône π-dépendant de N+
Q et τ

une face π-indépendante de η. Si
k∑

i=1

rivi = 0

est la relation de π-dépendance de η, on dit que τ est codéfinie par rapport à η si ses
générateurs sont inclus dans {ρi , ri � 0} ou dans {ρi , ri � 0}. Evidemment, si τ est
une face de τ ′ où τ ′ est codéfinie par rapport à η, alors τ est codéfinie par rapport
à η.

Si τ = 〈ρ1, . . . , ρl〉 est un cône π-indépendant de N+
Q , et si vi est le générateur

dans N de l’arête engendrée par π(ρi), on note :

par(π(τ)) = {v ∈ N ; v =
l∑

i=1

aivi , 0 < ai < 1}.

Remarquons que si η est un cône π-singulier de N+
Q, et si τ est une face π-indépendante

et π-singulière de η de dimension minimale, alors par(π(τ)) �= ∅.
La proposition suivante est le résultat central de ce paragraphe. Elle illustre par-

faitement l’utilité des faces codéfinies.

Proposition 6.2. — Soient η un cône π-dépendant de N+ et τ une face π-
indépendante de η. Soient v ∈ par(π(τ)) et ρ ∈ N+

Q dans l’intérieur relatif de τ
tel que π(ρ) = v. Soit η′ l’éventail obtenu par subdivision étoilée de η par rapport
à ρ. Si τ est codéfinie par rapport à η, alors π-mp(η′) � π-mp(η) et si de plus τ est
contenue dans une face γ de codimension 1 de η de π-multiplicité maximale, alors
π-mp(η′) < π-mp(η).

Démonstration. — Notons τ = 〈ρ1, . . . , ρm〉 et η = 〈ρ1, . . . , ρn〉 avec n > m. On note
ρ =
∑m

i=1 aiρi et soit
∑n

i=1 rivi = 0 la relation de π-dépendance de η.
Les cônes maximaux de η′ sont les ηα = 〈ρ, ρ1, . . . , ρ̌α, . . . , ρm, . . . , ρn〉 pour 1 �

α � m. Nous allons estimer π-mp(ηα).
Les faces nouvelles de ηα (i.e. les faces de ηα qui ne sont pas faces de η) sont les

γαβ = 〈ρ, ρ1, . . . , ρ̌α, . . . , ρ̌β, . . . , ρn〉

pour β �= α. Supposons que γαβ est π-indépendante et remarquons que cela implique
que rα �= 0 ou rβ �= 0.
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• si β � m+ 1, alors

π-mult(γαβ) = | det(v, v1, . . . , v̌α, . . . , v̌β , . . . , vn)|
= aα| det(v1, . . . , v̌β , . . . , vn)|
� aα π-mult(η) < π-mult(η).

• si β � m, alors

π-mult(γαβ) = |aα det(vα, v1, . . . , v̌α, . . . , v̌β, . . . , vn)

+ aβ det(vβ , v1, . . . , v̌α, . . . , v̌β , . . . , vn)|.

Pour λ = α ou β, posons mλ = det(vλ, v1, . . . , v̌α, . . . , v̌β , . . . , vn). De
∑n

i=1 rivi = 0,
on en déduit que rαmα + rβmβ = 0, et τ étant codéfinie par rapport à η, rα et rβ
sont de même signe donc mα et mβ sont de signes opposés. De là

π-mult(γαβ) = |aαmα + aβmβ |
� max(aα|mα|, aβ|mβ |)
� max(aα, aβ)π-mult(η) < π-mult(η).

Ainsi, pour toute nouvelle face γαβ , on a π-mult(γαβ) < π-mult(η).

Enfin, chaque ηα possède une unique ancienne face de codimension un :

γα = 〈ρ1, . . . , ρ̌α, . . . , ρn〉
et cette face satisfait évidemment π-mult(γα) � π-mult(η).

Le bilan est le suivant :

si π-mult(γα) = π-mult(η), alors π-mp(ηα) = (π-mult(η), 0, 0, 0)

et si π-mult(γα) < π-mult(η), alors π-mp(ηα) < (π-mult(η), 0, 0, 0).

Notons s′ le nombre de faces de codimension 1 de η ne contenant pas τ et de
π-multiplicité maximale et rη le nombre de faces de codimension 1 de η de π-
multiplicité maximale.

Alors,

• si s′ = 0, ce qui précède montre que π-mp(ηα) < (π-mult(η), 0, 0, 0) pour tout α,
1 � α � m, et donc π-mp(η′) < π-mp(η).
• si s′ = 1, on a

π-mp(η′) = ((π-mult(η), 0, 0, 0), 1) � π-mp(η).

De plus, cette inégalité est une égalité si et seulement si rη = s′ = 1, ce qui ne se
produit pas dans le cas où τ est contenue dans une face de codimension 1 de η de
π-multiplicité maximale.
• si s′ � 2, on a

π-mp(η′) = ((π-mult(η), 0, 0, 0), s′) < π-mp(η) = ((π-mult(η), 1, kη, rη), 1).

La proposition 6.2 nous encourage à fabriquer des faces codéfinies. Ce sera l’objet
du paragraphe suivant. Enonçons dès maintenant le lemme immédiat suivant :
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Lemme 6.3. — Soient η un cône π-dépendant de N+, τ une face π-indépendante de
η et σ l’unique circuit contenu dans η. Si dim(σ) � 2, alors τ est codéfinie par rapport
à η.

6.1.3. Subdivision étoilée positive et négative.— Soient Σ un éventail de N+
Q et σ =

〈ρ1, . . . , ρk〉 un circuit de Σ. Si
k∑

i=1

rivi = 0

est la relation de π-dépendance de σ, on pose

v+ =
∑

i∈I+(σ)
vi et v− =

∑
i∈I−(σ)

vi.

(Attention, v+ et v− ne sont pas nécessairement primitifs.) Remarquons que comme
σ est un circuit, on a I+(σ) ∪ I−(σ) = {1, . . . , k}, autrement dit, tous les ri de la
relation de π-dépendance de σ sont non nuls.

Comme
v+ =

∑
i∈I+(σ)

vi =
∑

i∈I+(σ)
(1− εri)vi +

∑
i∈I−(σ)

(−εri)vi,

pour ε petit, v+ est de la forme
∑k

i=1 civi où tous les ci sont strictement positifs. Il
existe donc ρ+ dans l’intérieur relatif de σ tel que π(ρ+) = v+. Soit Σ+ l’éventail
obtenu par subdivision étoilée de Σ par rapport à ρ+. On l’appelle subdivision étoilée
positive de Σ par rapport à σ. (Cette construction dépend du choix de ρ+ mais les
propriétés que nous énoncerons n’en dépendent pas.) La même construction à partir
de v− donne lieu à la subdivision étoilée négative Σ− de Σ par rapport à σ.

Malheureusement, le π-profil de multiplicité de Σ+ (resp. Σ−) n’est en général pas
inférieur ou égal à celui de Σ. Le lemme facile suivant illustre néanmoins l’intérêt des
subdivisions étoilées positive et négative :

Lemme 6.4. — Soient η un cône π-dépendant de N+
Q, γ une face de codimension 1

de η de π-multiplicité maximale. Soit η+ (resp. η−) l’éventail obtenu par subdivision
étoilée positive (resp. négative) de η par rapport à l’unique circuit σ contenu dans η.
Alors γ est codéfinie par rapport au cône maximal de η+ (resp. η−) contenant γ.

La proposition suivante joue un rôle crucial dans la démonstration du théorème de
π-désingularisation.

Proposition 6.5. — Soit σ un circuit de N+
Q de dimension strictement supérieure

à 2. Alors soit l’éventail σ+ obtenu par subdivision étoilée positive de σ, soit l’éven-
tail σ− obtenu par subdivision étoilée négative de σ satisfait l’une des deux propriétés
suivantes (nous notons σ′ l’éventail σ+ ou l’éventail σ− qui convient) :

A) pour tout cône maximal δ′ de σ′, on a π-mp(δ′) < π-mp(σ) ; en particulier

π-mp(σ′) < π-mp(σ).
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B) il existe un cône maximal κ′ de σ′ vérifiant π-mp(κ′) = π-mp(σ) et tel que tout
cône maximal δ′ �= κ′ de σ′ vérifie π-mp(δ′) < π-mp(σ) ; en particulier

π-mp(σ′) = π-mp(σ).

De plus, l’unique ancienne face γ′ de codimension 1 de κ′ est π-indépendante, et vérifie
π-mult(γ′) = π-mult(κ′) = π-mult(σ). En particulier, γ′ est codéfinie par rapport à
κ′ d’après le lemme 6.4.

Avant de commencer la démonstration proprement dite, commençons par un calcul
intermédiaire : notons σ = 〈ρ1, . . . , ρn〉,

∑n
i=1 rivi = 0 la relation de π-dépendance

de σ et v+ =
∑

i∈I+(σ) vi = ev+ avec v+ primitif. Soit enfin ρ+ dans l’intérieur
relatif de σ tel que π(ρ+) = v+. Les cônes maximaux de σ+ sont de la forme σα =
〈ρ+, ρ1, . . . , ρ̌α, . . . , ρn〉 et nous devons estimer leur π-profil de multiplicité ; chacun
d’eux a une face ancienne de codimension un γα = 〈ρ1, . . . , ρ̌α, . . . , ρn〉 et de nouvelles
faces

γαβ = 〈ρ+, ρ1, . . . , ρ̌α, . . . , ρ̌β, . . . , ρn〉.
Les calculs de π-multiplicité des faces de σα sont faciles :

• si rα > 0 alors

π-mult(γαβ) =


1
e |π-mult(γα)− π-mult(γβ)| si rβ > 0

1
e π-mult(γβ) si rβ < 0,

• si rα < 0 alors

π-mult(γαβ) =


1
e π-mult(γα) si rβ > 0

0 si rβ < 0.

Démonstration de la proposition 6.5

• supposons qu’une seule face de codimension 1 de σ est de π-multiplicité maxi-
male, autrement dit π-mp(σ) = (π-mult(σ), 0, 0, 0). Ceci signifie que i1(σ)+i−1(σ) = 1
et on peut supposer que i−1(σ) = 0 et i1(σ) = 1, on note alors α0 le seul indice tel
que rα0 = 1. Montrons que σ+ satisfait la propriété B).

En effet, les formules précédentes montrent que π-mult(σα) < π-mult(σ) pour α �=
α0 (et donc π-mp(σα) < π-mp(σ) pour α �= α0) et que π-mult(σα0) = π-mult(σ), la
seule face de codimension 1 de σα0 de π-multiplicité maximale étant γα0 . On en déduit
que π-mp(σα0 ) = π-mp(σ), et γα0 , étant de π-multiplicité maximale, est codéfinie par
rapport à σα0 d’après le lemme 6.4.
• supposons que π-mp(σ) = (π-mult(σ), 1, i+(σ) + i−(σ), i1(σ) + i−1(σ)). Dans ce

cas, i1(σ) + i−1(σ) � 2 et on peut supposer que i1(σ) � 1. Montrons que σ+ satisfait
l’une des propriétés A) ou B) sauf si i−1(σ) = i−(σ) = 1.
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(i) si e > 1, les formules précédentes montrent que π-mult(σα) � π-mult(σ)
pour tout α, et que si π-mult(σα) = π-mult(σ), la seule face de codimension
1 de σα de π-multiplicité maximale est γα. On en déduit que π-mp(σα) �
(π-mult(σ), 0, 0, 0) < π-mp(σ) pour tout α et donc que σ+ satisfait la propriété
A).

(ii) si e = 1, évaluons séparément π-mp(σα) suivant que rα = −1, −1 < rα <
0, rα = 1 ou 1 > rα > 0.

a) si −1 < rα < 0, les formules précédentes montrent que
π-mult(σα) < π-mult(σ) et donc que π-mp(σα) < π-mp(σ).

b) si 1 > rα > 0, les formules précédentes montrent que

π-mp(σα)


� (π-mult(σ), 0, 0, 0) < π-mp(σ) si i−1(σ) � 1,

= (π-mult(σ), 1, kσα , i−1(σ)) si i−1(σ) � 2.

Dans le deuxième cas, kσα � kσ = dim(σ) et i−1(σ) < i1(σ)+ i−1(σ)
donc π-mp(σα) < π-mp(σ).

c) si rα = 1, les formules précédentes montrent que

π-mp(σα) =
{

(π-mult(σ), 1, kσα , 1 + i−1(σ)) si i−1(σ) �= 0,
(π-mult(σ), 0, 0, 0) < π-mp(σ) si i−1(σ) = 0.

Dans le premier cas, si i1(σ) � 2, σα possède une face de codimension
1 π-dépendante (car de π-multiplicité nulle) donc kσα < kσ et par
suite π-mp(σα) < π-mp(σ) ; sinon i1(σ) = 1, par suite π-mp(σα) =
π-mp(σ) et γα, étant de π-multiplicité maximale, est codéfinie par
rapport à σα d’après le lemme 6.4.

d) si rα = −1, les formules précédentes montrent que

π-mp(σα) = (π-mult(σ), 1, kσα , 1 + i+(σ)).

(Remarquons que i+(σ) � i1(σ) � 1). Si i−(σ) � 2, σα possède
une face de codimension 1 π-dépendante (car de π-multiplicité nulle)
donc kσα < kσ et par suite π-mp(σα) < π-mp(σ) ; si i−(σ) = 1, alors

1 + i+(σ) � i1(σ) + i−1(σ) = i1(σ) + 1

et on ne peut conclure à ce stade de la démonstration.

Le bilan est cependant le suivant : si i1(σ) + i−1(σ) � 2 et i1(σ) � 1 alors
σ+ satisfait l’une des propriétés A) ou B) sauf si i−1(σ) = i−(σ) = 1. De façon
symétrique, si i1(σ) + i−1(σ) � 2 et i−1(σ) � 1 alors σ− satisfait l’une des
propriétés A) ou B) sauf si i1(σ) = i+(σ) = 1.

Le seul cas restant est donc celui où

i−1(σ) = i−(σ) = i1(σ) = i+(σ) = 1,

mais alors dim(σ) = 2 ce qui est exclu par l’hypothèse.
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Nous aurons besoin du lemme suivant qui précise la proposition 6.5 :

Lemme 6.6. — Soient Σ un éventail de N+, σ un circuit de Σ de dimension stric-
tement supérieure à 2. Si Star(σ)

′
désigne l’éventail obtenu par la subdivision étoilée

positive ou négative de Star(σ) donnée par la proposition précédente, alors

π-mp(Star(σ)
′
) < π-mp(Star(σ)) dans le cas A)

et
π-mp(Star(σ)

′
) = π-mp(Star(σ)) dans le cas B) .

Indication de démonstration. — On montre que si

π-mp(σ) = (π-mult(σ), bσ, kσ, rσ, 1) et π-mp(σ′) = (π-mult(σ′), bσ′ , kσ′ , rσ′ , s′),

alors il existe des entiers e et s supérieurs ou égaux à 1 tels que

π-mp(Star(σ)) = (π-mult(σ)e, bσ, kσ, rσ, s)

et
π-mp(Star(σ)

′
) = (π-mult(σ′)e, bσ′ , kσ′ , rσ′ , s′s).

6.2. Démonstration du théorème de π-désingularisation.

Soit Σ un éventail de N+. La stratégie est claire : si Σ est π-non-singulier, il n’y a
rien à faire. Sinon, il suffit de construire un éventail Σ1 obtenu par une suite finie de
subdivisions étoilées de Σ n’affectant pas les cônes π-non-singuliers de Σ et vérifiant
π-mp(Σ1) < π-mp(Σ). Si Σ1 est π-non-singulier, c’est fini, sinon on recommence. Ce
procédé doit s’arrêter après un nombre fini d’étapes et l’éventail obtenu est π-non-
singulier. La construction de Σ1 se fait en trois étapes, illustrées par la figure 4.

Étape 1. — Posons π-mp(Σ) = (gΣ, sΣ) et choisissons η un cône maximal de Σ de
π-profil de multiplicité maximal (i.e. égal à gΣ) et soit σ l’unique circuit contenu
dans η.

(i) Supposons que dim(σ) > 2 et appliquons alors la proposition 6.5 ; on note Σ′

l’éventail ainsi obtenu et η′ le sous-éventail de Σ′ obtenu en subdivisant η.

• Dans le cas A), le lemme 6.6 assure que π-mp(Σ′) < π-mp(Σ). On pose
alors Σ1 := Σ.
• Dans le cas B), le lemme 6.6 assure que π-mp(Σ′) = π-mp(Σ). Soit γ

l’unique face de codimension 1 de η telle que γ ∩ σ = γ′ (γ′ donnée par la
proposition 6.5). Alors γ est codéfinie par rapport à l’unique cône maximal ν de
η′ dont elle est face, elle est de plus de π-multiplicité maximale.

(ii) Supposons que dim(σ) � 2 et choisissons une face γ de codimension 1 de η, de
π-multiplicité maximale. Comme dim(σ) � 2, γ est codéfinie par rapport à η.

Le bilan de l’Étape 1 est le suivant : nous avons construit un éventail Σ′, subdivision
étoilée de Σ, vérifiant π-mp(Σ′) � π-mp(Σ) avec
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(i) un cône maximal ν de π-profil de multiplicité maximal,
(ii) une face γ de codimension 1 de ν, de π-multiplicité maximale, codéfinie par

rapport à ν.

Choisissons alors τ une face de γ (donc codéfinie par rapport à ν), π-singulière de
dimension minimale, v ∈ par(π(τ)) et ρ ∈ N+

Q dans l’intérieur relatif de τ tel que
π(ρ) = v.

Le problème à ce stade est que τ , qui est codéfinie par rapport à ν, ne l’est en
général pas par rapport aux autres cônes maximaux qui la contiennent.

Étape 2. — Enonçons la proposition suivante, dont la démonstration sera donnée à
la fin de ce paragraphe :

Proposition 6.7. — Soit Σ un éventail de N+, σ un circuit de Σ. Soit τ dans
Star(σ), π-indépendante. Alors il y a une subdivision de Star(σ), notée Star(σ)

′
, ob-

tenue par une suite finie de subdivisions étoilées positives ou négatives par rapport à
des circuits successifs contenus dans σ telle que :

(i) π-mp(Star(σ)
′
) � π-mp(Star(σ)),

(ii) τ est une face de Star(σ)
′
(i.e. τ n’est pas affectée par les subdivisions) et τ est

codéfinie par rapport à tous les cônes maximaux de Star(σ)
′

qui la contiennent.

Appliquons cette proposition de la façon suivante à notre situation : on considère
l’ensemble des circuits σ′ différents de celui contenu dans ν tels que τ est contenu dans
Star(σ′) et on applique la proposition précédente à chacun d’eux (le résultat obtenu
ne dépend pas de l’ordre dans lequel on a considéré les différents σ′).

Le bilan de l’Étape 2 est alors le suivant : nous avons construit un éventail Σ′′,
obtenu par une suite de subdivisions étoilées de Σ vérifiant π-mp(Σ′′) � π-mp(Σ),
avec

(i) un cône maximal ν de π-profil de multiplicité maximal,
(ii) une face γ de codimension 1 de ν, de π-multiplicité maximale, codéfinie par

rapport à ν,
(iii) une face τ de γ (donc codéfinie par rapport à ν), π-singulière de dimension

minimale, v ∈ par(π(τ)) et ρ ∈ N+
Q dans l’intérieur relatif de τ tel que π(ρ) = v. De

plus, τ est codéfinie par rapport à tous les cônes maximaux de Σ′′ qui la contiennent.

Étape 3. — On note Σ1 l’éventail obtenu par subdivision étoilée de Σ′′ par rapport
à ρ. Comme τ est codéfinie par rapport à tous les cônes maximaux de Σ′′ qui la
contiennent, on a π-mp(Σ1) � π-mp(Σ′′) d’après la proposition 6.2, et puisque τ
est contenue dans une face γ de π-multiplicité maximale, on a en fait π-mp(Σ1) <
π-mp(Σ′′), ce qui termine la démonstration du théorème de π-désingularisation.
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•Étape 1

ρ

ρ±

τν

π

Σ Σ′

π-mp(η) est maximal

Étape 2

σ′

Σ′′

π-mp(ν) est maximal et τ est
codéfinie par rapport à ν

π-mp(ν) est maximal et τ est
codéfinie par rapport à tout cône
maximal contenant τ

Σ1

π-mp(Σ1) < π-mp(Σ)

•
ρ± η

ρ •

ρ

ν τ

Étape 3

Figure 4. Le théorème de π-désingularisation

Démonstration de la proposition 6.7. — Si dim(σ) � 2, il n’y a rien à faire :
τ est codéfinie par rapport à tous les cônes maximaux de Star(σ) qui la contiennent.
On suppose dorénavant que dim(σ) > 2.

Si π-mult(σ) = 1, remarquons que si η est un cône maximal contenant σ, alors
toutes les faces de codimension un π-indépendantes de η ont même π-multiplicité.
Soit Star(σ)

+
la subdivision étoilée positive de Star(σ) par rapport à σ. Alors

π-mp(Star(σ)
+
) � π-mp(Star(σ)) par le lemme 6.6 et la face τ est codéfinie par

rapport à tous les cônes maximaux de Star(σ)
+

qui la contiennent d’après le
lemme 6.4.

La démonstration de la proposition 6.7 se fait alors par récurrence sur π-mult(σ) :
subdivisons une première fois Star(σ) à l’aide de la proposition 6.5. On a

π-mp(Star(σ)
′
) � π-mp(Star(σ))

par le lemme 6.6.
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Si le cas A) de la proposition 6.5 se produit, les circuits contenus dans Star(σ)
′
sont

tous de π-multiplicité strictement inférieure à celle de σ et on conclut par l’hypothèse
de récurrence.

Si le cas B) de la proposition 6.5 se produit, seul le circuit σ contenu dans κ′ pose
un problème a priori car on ne peut pas lui appliquer l’hypothèse de récurrence. Mais
si τ est face d’un cône maximal contenant κ′, alors τ ∩ σ est incluse dans γ′. En
effet : écrivons σ = 〈ρ1, . . . , ρk〉 et quitte à renuméroter les ρi, on peut supposer que
τ = 〈ρl, . . . , ρk, . . . , ρm〉 pour certains indices l et m tels que 2 � l � k et m � k (si
τ ∩σ = ∅, alors τ est codéfinie par rapport à tous les cônes maximaux de Star(σ) qui
la contiennent). Le cône κ′ est de la forme 〈ρ, ρ1, . . . , ρ̌i, . . . , ρk〉 pour un certain i tel
que 1 � i � k et alors γ′ = 〈ρ1, . . . , ρ̌i, . . . , ρk〉. Comme τ est face d’un cône maximal
contenant κ′, on a i � l − 1, c’est-à-dire γ′ = 〈ρ1, . . . , ρ̌i, . . . , ρl, . . . , ρk〉 donc

τ ∩ σ = 〈ρl, . . . , ρk〉 ⊂ γ′ = 〈ρ1, . . . , ρ̌i, . . . , ρl, . . . , ρk〉.

Finalement, comme γ′ est codéfinie par rapport à κ′, τ est codéfinie par rapport à
tout cône maximal contenant σ.
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COURBES ENTIÈRES
DANS LES SURFACES ALGÉBRIQUES COMPLEXES

[d’après McQuillan, Demailly–El Goul,...]

par Marco BRUNELLA

1. QUELQUES CONJECTURES ET QUELQUES THÉORÈMES SUR
LES COURBES ENTIÈRES

Soit X une variété complexe. Une courbe entière dans X est une application ho-
lomorphe non constante de la droite complexe C à valeurs dans X . La variété X est
hyperbolique (au sens de Brody [Kob]) si elle ne contient aucune courbe entière. Les
variétés complexes compactes qui possèdent une métrique kählérienne à courbure sec-
tionnelle holomorphe négative sont des exemples classiques de variétés hyperboliques
[Kob].

Rappelons qu’une variété projective complexe X est de type général si son fibré
canonique KX = det(Ω1

X) est gros, c’est-à-dire s’il existe m ∈ N tel que K⊗mX pos-
sède n+1 (n = dimX) sections holomorphes globales algébriquement indépendantes
s0, . . . , sn (i.e., les fonctions méromorphes s1

s0
, . . . , sns0 sont algébriquement indépen-

dantes). La propriété « KX gros » est très proche (mais un peu plus faible) de « KX

ample », ce qui équivaut d’ailleurs, du point de vue métrique, à « KX possède une
métrique hermitienne à courbure positive » et donc à « X possède une métrique käh-
lérienne à courbure de Ricci négative » (Aubin, Yau). Il est donc naturel de s’attendre
à des contraintes sur les courbes entières dans les variétés de type général. Autour de
1980, Green et Griffiths proposaient dans [GGr] la conjecture suivante.

Conjecture 1.1 (Green–Griffiths). — Soit X une variété projective complexe de
type général, et soit f : C → X une courbe entière dans X. Alors l’image de f
n’est pas Zariski-dense dans X : il existe une hypersurface algébrique Y ⊂ X telle que
f(C) ⊂ Y .

Ici l’hypersurface Y dépend, a priori, de la courbe f . On trouve dans les travaux de
Lang (par exemple [Lan]) la conjecture un peu plus forte selon laquelle, étant donnéX
comme ci-dessus, il existe une sous-variété propre Z ⊂ X telle que toute courbe entière
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dans X est contenue dans Z. En plus, selon cette même conjecture, Z cöıncide avec
l’adhérence de Zariski de l’union de toutes les sous-variétés de X qui sont images de
variétés abéliennes par des applications rationnelles non constantes. Ces conjectures
de Lang sont intimement liées à certaines conjectures de nature arithmétique, dont
nous ne parlerons pas et pour lesquelles nous renvoyons à [Lan].

Si dimX = 1, la conjecture 1.1 ne présente aucune difficulté : « type général »
signifie dans ce cas que le genre de X est au moins 2, et donc toute application
holomorphe de C dans X est constante (Liouville).

Si dimX = n � 2, la situation est par contre beaucoup plus compliquée, et même
pour n = 2 la conjecture 1.1 n’a pas encore été entièrement démontrée. Avant d’énon-
cer le théorème de McQuillan, qui constitue l’objet central de cet exposé, nous allons
expliquer une approche de la conjecture 1.1 (et d’autres conjectures sur les courbes
entières) qui s’est révélée fructueuse.

Le point de départ est le résultat suivant, qui se trouve dans [GGr] (avec une lacune
dans la preuve) et dans [Dm1] et [SY2]. Voir aussi [Dm2] pour un exposé très agréable
de ces idées. Soit X une variété projective complexe et soit f : C → X une courbe
entière. Soit P un opérateur différentiel algébrique sur X à valeurs dans le dual A∗

d’un fibré linéaire ample A ∈ Pic(X) (nous renvoyons aux articles mentionnés pour la
définition exacte de ces opérateurs différentiels, mais le lecteur peut bien s’imaginer
ce que cela signifie). Alors f satisfait l’équation différentielle associée à P :

P (f ′, f ′′, . . . , f (k)) ≡ 0.

La preuve de ce théorème est basée sur des arguments de courbure négative (lemme
d’Ahlfors–Schwarz), ou bien sur des estimations de la théorie de Nevanlinna (lemme
de la dérivée logarithmique).

Supposons, pour fixer les idées, qu’on veut démontrer qu’une variété X est hyper-
bolique. D’après le résultat ci-dessus, il suffit de construire sur X un nombre assez
grand d’opérateurs différentiels algébriques « indépendants » (et à valeurs dans les
duaux de fibrés amples) : chacun de ces opérateurs donne une équation différentielle
satisfaite par toute application holomorphe f : C→ X , et si l’on dispose d’un nombre
assez grand d’équations différentielles « indépendantes », on en déduit la constance
de f . Nous expliquerons plus loin, dans des cas concrets, la notion d’indépendance
requise.

La difficulté dans cette approche est qu’il n’est pas du tout facile de construire
des opérateurs différentiels algébriques « indépendants ». Construire des opérateurs
différentiels algébriques revient à construire des sections holomorphes globales de cer-
tains fibrés, ce qu’on peut faire à l’aide de la formule de Riemann–Roch (à condition
de savoir calculer certaines classes de Chern, de savoir démontrer certains théorèmes
d’annulation de cohomologie,...). Par exemple, dans [GGr] on montre que, si X est
une surface de type général, alors de tels opérateurs différentiels existent toujours.
Mais la condition d’« indépendance » est souvent difficile, sinon impossible, à vérifier :
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la formule de Riemann–Roch permet (parfois) de montrer qu’un fibré a des sections
non triviales, voire beaucoup de telles sections, mais ne permet pas de contrôler les
lieux d’annulation de ces sections, et c’est justement ces lieux d’annulation qui inter-
viennent dans cette condition d’« indépendance ».

Il y a toutefois des cas où la stratégie qu’on vient de décrire marche assez bien.
C’est par exemple le cas du théorème de Bloch (1926) qui affirme que la conjecture 1.1
est vraie si dimH0(X,Ω1

X) > dimX et qu’on redémontre dans [GGr] et [Dm1] (entre
autres). Ici, grosso modo, ce sont les 1-formes holomorphes sur X qui fournissent les
opérateurs différentiels recherchés. Un autre exemple remarquable, sur lequel nous
reviendrons, est le théorème de Lu et Yau [LuY] qui prouve la conjecture 1.1 dans
le cas des surfaces de type général avec signature strictement positive (c21 > 2c2).
Enfin, Siu et Yeung montrent dans [SY1], par ces mêmes techniques, l’hyperbolicité
du complémentaire dans le plan projectif d’une courbe générique de degré assez grand.

Voici maintenant le théorème de McQuillan, qui prouve la conjecture de Green–
Griffiths dans le cas des surfaces dont la classe de Segre c21−c2 est strictement positive.

Théorème 1.2 ([MQ1]). — Soit X une surface projective complexe de type général
dont les nombres de Chern satisfont l’inégalité c21(X) > c2(X). Alors aucune courbe
entière dans X n’est Zariski-dense.

C’est-à-dire, une courbe entière dans une telle surface a son image contenue dans
une courbe algébrique, courbe qui doit être, évidemment, rationnelle ou elliptique.
D’autre part, dans les années ’70 Bogomolov avait démontré que, sous les mêmes hy-
pothèses (et nous verrons que ce n’est pas par hasard), X contient un nombre fini
de courbes rationnelles ou elliptiques [Bog] (voir aussi [Des] pour un exposé dans ce
séminaire). On obtient ainsi (McQuillan + Bogomolov) une confirmation partielle de
la conjecture de Lang : une surface X de type général avec c21(X) > c2(X) contient
une courbe algébrique C (dont les composantes irréductibles sont rationnelles ou el-
liptiques) telle que toute courbe entière dans X est en fait contenue dans C.

Il nous conviendra de découper le théorème 1.2 en deux morceaux :

Théorème 1.3 ([MQ1] ; voir aussi [LuY], [GGr], [Dm1]). — Soit X une surface pro-
jective complexe de type général avec c21(X) > c2(X) et soit f : C → X une courbe
entière. Il existe alors une surface projective complexe Z, une application holomorphe
surjective π : Z → X et un feuilletage holomorphe (singulier) F sur Z tels que :

i) f se relève sur Z en une courbe entière g (i.e., il existe une courbe entière
g : C→ Z telle que π ◦ g = f) ;

ii) g est tangente à F (i.e., si ω est une 1-forme holomorphe locale qui définit F ,
on a alors g∗(ω) ≡ 0).

Théorème 1.4 ([MQ1]). — Soit Z une surface projective complexe de type général,
soit F un feuilletage holomorphe sur Z et soit g : C→ Z une courbe entière tangente
à F . Alors g(C) n’est pas Zariski-dense dans Z.
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Le théorème 1.2 est corollaire des théorèmes 1.3 et 1.4. Remarquons que la surface
Z qui apparâıt dans le théorème 1.3 est forcément de type général (car X l’est), même
si sa classe de Segre c21(Z)− c2(Z) n’est plus nécessairement positive. Heureusement,
dans le théorème 1.4 il n’y a aucune hypothèse sur les nombres de Chern de Z.

Le théorème 1.3 n’est pas, à vrai dire, entièrement nouveau. En effet, c’est un cas
spécial du résultat de [GGr], [Dm1] et [SY2] rappelé ci-dessus, via des arguments de
Bogomolov [Bog] (voir aussi [LuY]). Plus exactement, ces arguments de Bogomolov
(qu’on expliquera en détail dans la suite) permettent de montrer l’existence sur X
d’opérateurs différentiels algébriques du premier ordre (i.e., sections holomorphes glo-
bales non triviales de (Symm Ω1

X) ⊗ A∗, pour m entier assez grand et A ample), et
dire qu’une courbe entière est solution de l’équation différentielle associée à un tel
opérateur revient à dire que, modulo un revêtement Z → X (de degré m), la courbe
entière est tangente à un feuilletage holomorphe. D’ailleurs, c’est en développant ces
arguments que Lu et Yau démontrent le théorème 1.2 dans le cas c21(X) > 2c2(X) :
en utilisant un résultat de Miyaoka [Miy], ils montrent (grosso modo) que X possède
deux opérateurs différentiels algébriques du premier ordre et « indépendants », donc
la courbe entière est tangente à deux feuilletages holomorphes, ce qui entrâıne bien
sûr qu’elle n’est pas Zariski-dense.

La preuve de McQuillan du théorème 1.3 est toutefois indépendante de [GGr],
[Dm1], [SY2] : les arguments de Bogomolov sont combinés avec une inégalité tau-
tologique pour les courbes entières, démontrée au début de [MQ1] et qui est, d’une
certaine façon, la contrepartie globale (ou cohomologique) des arguments infinitési-
maux (lemme d’Ahlfors–Schwarz) de [GGr], [Dm1], [SY2]. Cette inégalité joue un rôle
fondamental aussi dans la preuve du théorème 1.4.

À côté de la conjecture de Green–Griffiths, une autre conjecture sur les courbes
entières qui a été beaucoup étudiée est celle de Kobayashi, formulée autour de 1970.

Conjecture 1.5 (Kobayashi). — i) Pour tout n � 1, il existe un entier d(n) tel que
toute hypersurface générique dans CPn+1 de degré d � d(n) est hyperbolique.

ii) Pour tout n � 1 il existe un entier e(n) tel que, pour toute hypersurface générique
D dans CPn de degré e � e(n), le complémentaire CPn \D est hyperbolique.

Ici générique signifie qu’il faut exclure, dans l’espace des hypersurfaces de degré
donné, celles qui appartiennent à une union dénombrable de sous-ensembles algé-
briques.

Pour n = 1 la conjecture 1.5 est facile, avec d(1) = 4 et e(1) = 3. Pour n � 2 le
résultat optimal devrait être avec d(n) = e(n) = 2n+1 [Zai]. Moralement, la partie ii)
devrait être réduisible à la partie i) (avec e(n) = d(n)), en considérant dans CPn+1

l’hypersurface donnée comme revêtement cyclique de CPn, de degré e et ramifié le
long de D, et en relevant sur cette hypersurface les courbes entières dans CPn \D.
Il y a toutefois une lacune dans ce raisonnement, car les hypersurfaces dans CPn+1
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obtenues par cette construction ne sont pas génériques par rapport à la totalité des
hypersurfaces. Remarquons cependant que ces revêtements cycliques forment un sous-
ensemble algébrique dans l’ensemble des hypersurfaces. Pour réparer la lacune, il suffit
alors de montrer que ce sous-ensemble algébrique n’est pas entièrement contenu dans
un des sous-ensembles algébriques exclus par la partie i) de la conjecture (voir [DEG]
pour un exemple de cette démarche).

Dans le cas n = 2, la conjecture de Kobayashi est conséquence de la conjecture
de Green–Griffiths, avec d(2) = e(2) = 5. En effet, une (hyper)surface lisse X dans
CP 3 de degré d � 5 est de type général, donc (si la conjecture 1.1 est vraie) toute
courbe entière dans X est contenue dans une courbe rationnelle ou elliptique. Mais
un théorème de Clemens [Cle] (de Xu [XuG] si d = 5) affirme que, si de plus X est
générique, alors X ne contient aucune courbe rationnelle ou elliptique, d’où son hy-
perbolicité. Un raisonnement similaire s’applique au cas du complémentaire CP 2 \D,
via le revêtement cyclique mentionné ci-dessus. Le théorème de Clemens est dans ce
cas remplacé par la constatation facile suivante : une courbe générique D ⊂ CP 2

de degré e � 5 coupe toute courbe elliptique en au moins 1 point et toute courbe
rationnelle en au moins 3 points.

Cette réduction de la conjecture de Kobayashi à celle de Green–Griffiths semble
envisageable aussi dans le cas n � 3.

On a déjà mentionné le théorème de Siu et Yeung [SY1], qui prouve la conjecture
1.5.ii) pour n = 2 (avec e(2) de l’ordre de 1013). Suite à [MQ1], Demailly et El Goul ont
prouvé la conjecture 1.5.i), toujours pour n = 2, tout en améliorant considérablement
le résultat de [SY1]. Le même théorème se trouve aussi dans [MQ2], mais avec des
estimations sur le degré un peu moins fines.

Théorème 1.6 ([DEG] ; voir aussi [MQ2]). — Pour n = 2, la conjecture de Kobaya-
shi 1.5 est vraie, avec d(2) = e(2) = 21.

La partie ii) de la conjecture est analysée dans [DEG] par la construction de re-
vêtements ramifiés le long de D (idem pour [SY1]). On peut toutefois étudier cette
partie sans cette construction mais en utilisant des techniques « logarithmiques », à
pôles sur D. Par cette voie, dans un travail plus récent El Goul a prouvé la conjecture
1.5.ii) (n = 2) avec e(2) = 15 [ElG].

Comme le théorème 1.2, le théorème 1.6 se démontre en deux étapes. D’abord, on
montre que sur un revêtement de la surface X toute courbe entière devient tangente
à un feuilletage holomorphe. Ensuite on applique le théorème 1.4 et on conclut avec
[Cle]. La différence importante avec le théorème 1.2 est que la première partie de
cette preuve (la construction du feuilletage) est bien plus compliquée. La raison est
qu’une hypersurface X dans CP 3 (de degré au moins 3) ne satisfait jamais l’inégalité
c21(X) > c2(X), ainsi les arguments de Bogomolov utilisés dans le théorème 1.3 ne
sont plus suffisants. Plus précisément, ces arguments montrent, cette fois, qu’il existe
sur X un opérateur différentiel algébrique du second ordre (et non plus du premier
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ordre). Un tel opérateur n’engendre pas un feuilletage sur un revêtement Z de X ,
mais il engendre plutôt un feuilletage (par courbes) sur une 3-variété W au-dessus
de X ; la courbe entière se relève sur W et devient tangente à ce feuilletage. Il faut
ensuite des arguments additionnels et assez délicats pour « réduire » la dimension de
W de 3 à 2.

2. L’INÉGALITÉ TAUTOLOGIQUE

Soit X une variété complexe compacte et soit f : C → X une courbe entière
dans X . On va d’abord rappeler comment on peut associer à f un courant positif
fermé Φ ∈ A1,1(X)′, de bidegré (1, 1). Grosso modo, Φ sera le « courant d’intégration
sur f(C) », quitte à surmonter le problème de la non compacité de C. C’est une
construction très classique, qui dans son essence remonte à Ahlfors [Ahl] et qui se
résume dans l’affirmation suivante : le bord à l’infini de C est négligeable.

Fixons une métrique hermitienne (i.e., une (1, 1)-forme positive) ω sur X . Pour
tout r ∈ R+ définissons le courant positif (non fermé) Φr ∈ A1,1(X)′ par la formule

Φr(η) =

∫ r
0

dt
t

∫
D(t) f

∗(η)∫ r
0

dt
t

∫
D(t)

f∗(ω)
∀η ∈ A1,1(X)

où D(t) ⊂ C est le disque de rayon t (le lecteur pourrait se demander la raison de la
double intégration

∫ r
0

dt
t

∫
D(t)

, à la place de
∫
D(r)

; cette raison est technique, et sera
expliquée plus loin).

Un argument de compacité dans l’espace des courants montre qu’on peut choi-
sir une suite divergente rn, n ∈ N, telle que Φrn converge, pour n → +∞, vers
un courant positif Φ. Nous voulons toutefois que cette limite soit aussi fermée. En
appliquant le théorème de Stokes, on voit facilement que cette dernière propriété
est satisfaite dès que la condition suivante est remplie : si a(t) = aire(D(t)) (par
rapport à la (pseudo-)métrique f∗(ω)), l(t) = longueur(∂D(t)), A(r) =

∫ r
0 a(t)

dt
t ,

L(r) =
∫ r
0 l(t)

dt
t , alors

lim
n→+∞

L(rn)
A(rn)

= 0.

Or, c’est justement le « lemme d’Ahlfors » (ou, plus précisément, une variation sur
ce lemme, voir e.g. [Br1] lemme 0) qui garantit l’existence de suites divergentes {rn}
remplissant cette condition. En fait, « presque toute » suite divergente convient : pour
tout ε > 0 la mesure de Lebesgue logarithmique de {r ∈ R+ | L(r) > εA(r)} est finie.

Dorénavant Φ désignera un courant positif fermé associé à f par la construction
précédente. Remarquons que Φ ne peut pas être trivial, car Φ(ω) = 1. Un tel courant
n’est pas forcément unique, car il peut dépendre de la suite {rn} (le choix de ω
n’est par contre pas essentiel, à constante multiplicative près). On peut toutefois
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s’arranger pour que certaines propriétés fonctorielles soient satisfaites : par exemple,
si π : X1 → X2 est un morphisme surjectif entre variétés de même dimension et si f1
et f2 sont deux courbes entières dans X1 et X2 telles que f2 = π ◦ f1 et f1 n’est pas
entièrement contenue dans le lieu critique de π, on peut alors construire Φ1 et Φ2 tels
que π∗(Φ1) = Φ2.

Soit Y une hypersurface complexe compacte dans X , et soit [Y ] sa classe de co-
homologie dans H2(X,R). Le courant fermé Φ détermine lui aussi une classe de
cohomologie [Φ], dans H2n−2(X,R) (où n = dimX). On peut donc faire le produit
d’intersection [Φ] · [Y ] ∈ R ; concrètement, il s’agit de prendre une 2-forme fermée
lisse η qui représente [Y ] et d’évaluer Φ sur η. La propriété suivante sera essentielle
dans la suite :

si f(C) �⊂ Y alors [Φ] · [Y ] � 0.

La preuve (voir, e.g., [Br1] lemme 1 ou [Dm2]) est une simple application des formules
de Poincaré–Lelong et de Jensen, et c’est exactement ici que la « double intégration »
ci-dessus montre ses qualités. Observons que l’hypothèse « f(C) n’est pas contenue
dans Y » n’exclut pas que le support de Φ, SuppΦ, soit entièrement contenu dans Y :
on a évidemment SuppΦ ⊂ f(C), mais cette inclusion peut bien être stricte. Par
exemple, il peut arriver que Φ soit le courant d’intégration sur une courbe compacte
C ⊂ Y , et dans ce cas l’inégalité ci-dessus dit quelque chose de non trivial (tandis que
si C �⊂ Y la même inégalité est triviale).

Après ces préliminaires, nous pouvons maintenant passer à l’inégalité tautologique
de [MQ1].

Soit PTX le fibré tangent projectivisé de X , π : PTX → X la projection cano-
nique, et OPTX(−1) le fibré tautologique sur PTX (qui a degré −1 sur chaque fibre
de π). On peut relever la courbe entière f sur PTX , à travers sa dérivée projectivisée
f ′ : C→ PTX . À f ′ on peut associer un courant positif fermé Φ′ ∈ A1,1(PTX)′ par la
construction ci-dessus. On supposera en plus que la suite divergente {rn} satisfait les
deux propriétés suivantes : si A(r) et L(r) sont les aires et les longueurs associées à f
(pas à f ′) alors (i) limn→+∞ L(rn)

/
A(rn) = 0 et (ii) limn→+∞

dL
dr (rn)

/
A(rn) = 0. La

première condition dit simplement que f est associée, elle aussi, à un courant positif
fermé Φ ∈ A1,1(X)′. La deuxième condition sera éclaircie plus en bas. Les arguments
du lemme d’Ahlfors montrent que « presque toute » suite divergente satisfait ces deux
conditions additionnelles.

On peut maintenant considérer le produit d’intersection entre [Φ′] et la classe de
Chern de OPTX(−1), c1(OPTX(−1)) ∈ H2(PTX,R).

Proposition 2.1 ([MQ1], theorem A). — c1(OPTX(−1)) · [Φ′] � 0.

On peut comprendre cette inégalité de la manière suivante. Soit C une courbe
compacte lisse dans X , et soit C′ son relevé dans PTX . Alors OPTX(−1)|C′ n’est rien
d’autre que le fibré tangent de C (par tautologie), et donc c1(OPTX(−1))·[C′] = χ(C).
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Le produit qui apparâıt dans la proposition 2.1 pourrait alors, à raison, être appelé
« caractéristique d’Euler de Φ », et la proposition 2.1 dirait que cette caractéristique
est positive ou nulle ; ce qui n’est pas inattendu, car Φ est « uniformisé » par C.

La preuve de McQuillan de la proposition 2.1 est inspirée des travaux de Faltings
et Vojta sur les conjectures (arithmétiques) de Mordell–Lang [Lan] (on a d’ailleurs
déjà noté que ces conjectures arithmétiques sont, conjecturellement, liées aux courbes
entières). Nous allons reproduire ici une version quelque peu simplifiée de cette preuve,
version qui nous a été communiquée par Mihai Paun. Voir aussi l’appendice de [Vo1]
pour une preuve basée sur le « lemme de la dérivée logarithmique ».

La métrique ω sur X induit une métrique hermitienne tautologique sur le fibré
linéaire OPTX(−1), dont la courbure Θ ∈ A1,1(PTX) représente c1(OPTX(−1)).
Cette courbure est négative sur les fibres de π, et donc ω̃ = π∗ω − εΘ est partout
positive pour ε > 0 assez petit ; on l’utilisera comme métrique de référence sur PTX .
Si

T (r) =
∫ r

0

dt

t

∫
D(t)

(f ′)∗(Θ)

et A(r) =
∫ r
0

dt
t

∫
D(t)

f∗(ω), Ã(r) =
∫ r
0

dt
t

∫
D(t)

(f ′)∗(ω̃), on a alors Ã(r) = A(r) −
εT (r). Pour démontrer l’inégalité tautologique, i.e. limn→+∞

T (rn)
eA(rn)

� 0, il suffit donc
de prouver que −T (rn) crôıt plus lentement que A(rn). On prouvera que −T (rn) �
log(A(rn)) + const. La dérivée df

dz : C −→ TX définit une section tautologique
s ∈ H0(C, (f ′)∗(OPTX(−1))), ce qui permet d’écrire

(f ′)∗(Θ) = δ{s=0} − ddc log ‖s‖

(formule de Poincaré–Lelong). Observons que, par tautologie, la norme ‖s(z)‖ est
égale à ‖ dfdz (z)‖ω = norme de df

dz (z) par rapport à ω. On supposera df
dz (0) �= 0, sans

perte de généralité. La formule de Jensen et la concavité du logarithme donnent alors

−T (r) �
∫ r

0

dt

t

∫
D(t)

ddc log
∥∥∥df
dz

∥∥∥
ω

� const + log
∫ 2π

0

∥∥∥ df
dz

(reiθ)
∥∥∥
ω
dθ.

Mais
∫ 2π
0
‖ dfdz (reiθ)‖ωdθ = 1

r l(r) = dL
dr (r), et pour n assez grand on a dL

dr (rn) � A(rn),
par le choix de {rn}. On obtient ainsi

−T (rn) � const + log(A(rn))

ce qui achève la preuve.
Remarquons que ces mêmes calculs montrent aussi que l’image directe π∗(Φ′) est

proportionnelle à Φ, plus exactement π∗(Φ′) = cΦ où c = 1+εc1(OPTX(−1))·[Φ′] � 1.
Quitte à renormaliser ω̃ on pourra donc supposer que π∗(Φ′) = Φ.

Dans la suite on aura besoin aussi de la version logarithmique de la proposition
2.1, version qu’on trouve explicitement dans [Vo1] et déguisée sous forme d’inégalité
tautologique raffinée dans [MQ1]. Supposons que X contient une hypersurface D
à croisements normaux, telle que f(C) ∩ D = ∅. Soit TX(logD) le fibré tangent
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logarithmique de X à pôles sur D (i.e., le dual de Ω1
X(logD) ; il est donc engendré

localement par les champs de vecteurs holomorphes tangents à D). Soit PTX(logD)
son projectivisé et OPTX(logD)(−1) son fibré tautologique. Comme auparavant, on
peut encore relever f sur PTX(logD) et associer à ce relevé f ′ un courant positif
fermé Φ′. On a alors (quitte à bien choisir la suite divergente {rn}...)

Proposition 2.2 ([Vo1] proposition 5.1, [MQ1] theorem II.3.3.2.bis)

c1(OPTX(logD)(−1)) · [Φ′] � 0.

La preuve suit les mêmes arguments que ceux de la preuve de la proposition 2.1.
La seule différence est que la métrique tautologique sur OPTX(logD)(−1) est main-
tenant induite par une métrique ωlog sur X \ D à singularités logarithmiques le
long de D. Observons que la dérivée df

dz définit encore une section holomorphe de
(f ′)∗(OPTX(logD)(−1)), car f ne coupe pas D. On est ainsi amené à montrer que∫ 2π
0

log ‖ dfdz (reiθ)‖ωlog dθ crôıt plus lentement que A(r) =
∫ r
0

dt
t

∫
D(t)

f∗(ω), et pour
cela on utilise le lemme de la dérivée logarithmique (voir, e.g., [Dm2] : grosso modo,
c’est la version logarithmique du lemme d’Ahlfors).

Pour terminer cette section, signalons que dans [MQ1] et [Vo1] on trouve en réalité
des inégalités plus générales que celles ci-dessus. Par exemple, McQuillan ne se limite
pas aux courbes entières, mais il considère aussi des courbes « ramifiées sur C », et
Vojta ne demande pas f(C)∩D = ∅, mais seulement f(C) �⊂ D. Par conséquent dans
leurs estimations apparaissent des termes correctifs, qui sont toutefois identiquement
nuls dans les cas que nous avons traités.

3. CONSTRUCTION DE FEUILLETAGES

Dans cette section nous expliquerons d’abord la preuve de McQuillan du théorème
1.3, basée sur des idées de Bogomolov [Bog] [Des] et l’inégalité tautologique de la
section précédente. Voir aussi [DEG] section 2 pour une preuve légèremente différente,
qui utilise le lemme de Ahlfors–Schwarz de [Dm1] ou [SY2] à la place de l’inégalité
tautologique.

SoitX une surface projective complexe lisse de type général. Comme dans la section
précédente, soit OPTX(−1) le fibré tautologique sur PTX (qui est une 3-variété), soit
OPTX(1) son dual, et soit OPTX(m) = OPTX(1)⊗m. Rappelons le fait suivant : pour
tout fibré linéaire L sur X , la cohomologie de X à coefficients dans (Symm Ω1

X) ⊗ L
est isomorphe à celle de PTX à coefficients dans OPTX(m)⊗ π∗(L).

L’hypothèse du théorème 1.3 sur les nombres de Chern de X est utilisée exclusive-
ment à travers le lemme suivant.

Lemme 3.1 (Bogomolov). — Si c21(X) > c2(X), alors le fibré OPTX(1) est gros.
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Démonstration. — Un calcul standard donne c31(OPTX(1)) = c21(X)− c2(X) > 0, et
ainsi d’après la formule de Riemann–Roch appliquée à OPTX(m) on a

dimH0(PTX,OPTX(m)) + dimH2(PTX,OPTX(m)) > cm3

pour un certain c > 0 et pour tout m # 0. D’autre part, par dualité de Serre et
l’isomorphisme KX ⊗ TX 	 Ω1

X , on a

H2(PTX,OPTX(m)) 	 H2(X, Symm Ω1
X) 	 H0(X,K⊗(1−m)

X ⊗ Symm Ω1
X).

Mais X est de type général, donc K⊗(m−1)X a des sections holomorphes globales non
triviales pour m# 0, et par conséquent pour m# 0

dimH0(X,K⊗(1−m)
X ⊗ Symm Ω1

X) � dimH0(X, Symm Ω1
X)

= dimH0(PTX,OPTX(m)).

Donc dimH0(PTX,OPTX(m)) � dimH2(PTX,OPTX(m)) pour m # 0, d’où la
conclusion cherchée : dimH0(PTX,OPTX(m)) a une croissance cubique en m, ce qui
équivaut à dire que OPTX(1) est gros.

On pourrait remarquer que la preuve ci-dessus n’a pas réellement besoin que X
soit de type général : il suffit que K⊗mX soit effectif pour m# 0, ce qui est bien plus
faible que KX gros. Mais, d’après la classification des surfaces, toute surface X avec
K⊗mX effectif pour m# 0 et c21(X) > c2(X) est en fait de type général.

Fixons sur X un fibré ample A. Puisque OPTX(1) est gros, le fibré OPTX(m) ⊗
π∗(A∗) est aussi gros pour m# 0 (la propriété « gros » est ouverte), et en particulier
il possède des sections holomorphes globales non triviales (en fait, pour tout fibré
linéaire L il y a équivalence entre « L est gros » et « pour tout fibré linéaire B le fibré
L⊗m⊗B est effectif pourm# 0 »). Soit s une telle section et soitD = (s = 0) ⊂ PTX
son diviseur des zéros, ainsi OPTX(D) est isomorphe à OPTX(m)⊗ π∗(A∗).

Soient f : C→ X une courbe entière, f ′ : C→ PTX son relevé, Φ′ ∈ A1,1(PTX)′

un courant positif fermé associé à f ′. Notons que Φ = π∗(Φ′) est un courant positif
fermé non trivial et donc c1(π∗(A)) · [Φ′] = c1(A) · [Φ] > 0 car A est ample. On a alors

[Φ′] · [D] = c1(OPTX(m)) · [Φ′]− c1(π∗(A)) · [Φ′] < 0

car c1(OPTX(m)) · [Φ′] � 0 d’après la proposition 2.1. De cette inégalité et du fait
que D est un diviseur positif on déduit qu’il existe une composante irréductible Z de
SuppD qui contient toute la courbe entière f ′ :

f ′(C) ⊂ Z.

Distinguons alors deux situations possibles :
1) Z est verticale, i.e. π(Z) est une courbe algébrique C dans X : on a évidemment

f(C) ⊂ C et le théorème 1.3 (ainsi que le théorème 1.2) est démontré.
2) Z est horizontale, i.e. π(Z) = X . Une telle surface est munie naturellement d’un

feuilletage tautologique F : si z ∈ Z est un point générique, où Z est transverse à la
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fibration π, alors un voisinage U de z dans Z induit un feuilletage sur un voisinage
V de x = π(z) dans X (U est une section de PTX au-dessus de V ), et ce feuilletage
se relève sur U à travers l’isomorphisme U π→ V (les feuilles dans U sont donc les
dérivées des feuilles dans V ) ; ensuite, ce feuilletage (non singulier) sur un ouvert de
Zariski de Z s’étend à un feuilletage (singulier) sur toute la surface Z. Bien sûr, Z
peut être singulière, et dans ce cas il vaut mieux la remplacer par sa désingularisation,
qu’on notera encore par Z ; le feuilletage F et la courbe f ′ se relèvent, évidemment,
sur cette désingularisation. Or, le fait que f ′ soit à valeurs dans Z et que f ′ soit la
dérivée d’une courbe dans X impliquent, tautologiquement, que f ′ est tangente à F .
Voici donc démontré le théorème 1.3 (avec g = f ′).

En principe, ces arguments pourraient être considérablement améliorés. Plutôt que
de prendre une seule section s de OPTX(m) ⊗ π∗(A∗) et son diviseur D = (s = 0),
il convient d’introduire le lieu base Bm ⊂ PTX de ce même fibré, défini comme
l’intersection des lieux d’annulation de toutes les sections du fibré. Les arguments
qui précèdent montrent alors que f ′(C) ⊂ Bm. Si on a la chance de démontrer que
dimBm � 1 pourm assez grand, on aura alors une preuve directe du théorème 1.2 qui
ne nécessitera pas l’usage des feuilletages. Et si, sous certaines hypothèses, on arrive
à montrer que dimBm � 0, on aura alors démontré l’hyperbolicité de X (c’est le cas,
par exemple, d’une variété kählérienne à courbure sectionnelle holomorphe négative,
car OPTX(1) est alors ample et donc Bm = ∅ pour m assez grand). Mais, malheu-
reusement, le contrôle de ce lieu base Bm est très difficile : le lemme 3.1 garantit que
OPTX(m)⊗π∗(A∗) a beaucoup de sections, mais ne dit rien sur les lieux d’annulation
de ces sections.

Il y a toutefois un cas particulier où cette approche est effective, grâce à un théorème
de Miyaoka [Miy] [LuY] (voir aussi [MQ1] theorem II.0.2.2 et [DEG] theorem 2.3).

Lemme 3.2 (Miyaoka). — Soit X une surface projective complexe de type général
avec c21(X) > 2c2(X). Soit Z ⊂ PTX une surface irréductible horizontale. Alors le
fibré OPTX(1)|Z est gros.

Démonstration. — L’argument est proche de celui du lemme 3.1, mais en plus il faut
utiliser la semi-stabilité de Ω1

X et les inégalités qui en découlent [Bog]. Sans perdre
de généralité, on peut supposer X minimale, c’est-à-dire KX numériquement effectif
(rappelons qu’un fibré est numériquement effectif s’il est de degré positif ou nul sur
toute courbe).

Calculons c21(OPTX(1)|Z). Le fibré OPTX(Z) est isomorphe à OPTX(m) ⊗ π∗(L)
pour un certain m ∈ N (le degré de Z → X) et un certain L ∈ Pic(X). Ce fibré
étant effectif, on en déduit que (Symm Ω1

X)⊗L a une section globale non triviale, i.e.
L∗ a un morphisme non trivial vers Symm Ω1

X . La semi-stabilité de Ω1
X , et donc de

Symm Ω1
X , donne alors l’inégalité

c1(L) · c1(X) � m

2
c21(X).
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On obtient ainsi

c21(OPTX(1)|Z) = c21(OPTX(1)) · [c1(OPTX(m)) + c1(π∗(L))]

= m(c21(X)− c2(X))− c1(X) · c1(L) � m

2
(c21(X)− 2c2(X)) > 0.

La formule de Riemann–Roch et la dualité de Serre impliquent que OPTX(1)|Z ou
bien son dual OPTX(−1)|Z est gros. Mais la deuxième possibilité est exclue, car on
obtient aussi

c1(OPTX(−1)|Z) · c1(π∗(KX)|Z) = c1(X) · c1(L)−mc21(X) � −m
2
c21(X) < 0

et le produit d’intersection entre un fibré gros et un fibré numériquement effectif, tel
que KX et donc π∗(KX)|Z , ne peut pas être strictement négatif.

Ce lemme ne dit pas que le lieu base de OPTX(m)⊗π∗(A∗) est de dimension 1 (au
plus), car les sections de ce fibré sur Z ne s’étendent pas nécessairement à toute la va-
riété PTX . Mais les arguments précédents s’appliquent encore sans aucun problème :
si f : C→ X est telle que f ′ : C→ PTX est à valeurs dans une surface horizontale Z,
et si s est une section non triviale de [OPTX(m)⊗ π∗(A∗)]|Z , alors l’image f ′(C) est
en fait contenue dans la courbe C = (s = 0). En effet, on peut considérer Φ′ comme
courant sur Z, et évidemment c1(OPTX(m)|Z) · [Φ′] = c1(OPTX(m)) · [Φ′] � 0, d’où
[Φ′] · [C] < 0. Cela prouve, d’après Lu et Yau [LuY], la conjecture de Green–Griffiths
dans le cas c21 > 2c2.

Pour terminer cette discussion autour du théorème 1.3, rappelons deux résultats
de Bogomolov et Vojta qui avaient exploité précédemment les mêmes techniques.

Dans [Bog] (voir aussi [Des]) on montre qu’une surface X de type général avec
c21(X) > c2(X) contient un nombre fini de courbes rationnelles ou elliptiques. D’après
ce qui précède, ces courbes (qui sont entières...) sont tangentes à un feuilletage, quitte
à passer sur un revêtement Z de X . Leur finitude provient alors d’un théorème de
Jouanolou [Jou] qui affirme qu’un feuilletage sur une surface possède un nombre fini
de feuilles algébriques, sauf dans le cas où le feuilletage est donné par les niveaux
d’une fonction rationnelle. Mais dans ce dernier cas on déduit encore la finitude des
courbes rationnelles ou elliptiques sur X , car une surface de type général ne possède
aucune fibration rationnelle ou elliptique.

Dans [Vo2] on montre qu’une fibration X F→ C, où X est une surface algébrique,
C est une courbe algébrique, la fibre générique de F est de genre � 2, et F n’est pas
isotriviale, possède un nombre fini de sections (« conjecture de Mordell géométrique »,
prouvée originairement par Manin et ensuite par beaucoup de monde, voir [Lan] pour
une discussion approfondie ; le résultat de Vojta fournit des estimations différentes
de celles des résultats antérieurs). La preuve consiste à construire un feuilletage (sur
un revêtement...) qui contient ces sections comme feuilles, et ensuite on applique à
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nouveau le théorème de Jouanolou. La construction du feuilletage est similaire à celle
de Bogomolov.

Passons maintenant aux constructions de [DEG] et [MQ2], visant à la conjecture
de Kobayashi.

Si X est une hypersurface lisse dans CP 3, de degré d � 5 afin qu’elle soit de
type général, le lemme 3.1 ne s’applique pas, car c21(X) < c2(X) (et, en fait, on peut
même montrer que OPTX(1) n’est jamais gros dans ce cas). On a toutefois l’inégalité
c21(X) > 9

13c2(X) dès que d � 15, ce qui sera utile dans la suite.
Pour obtenir des équations différentielles satisfaites par les courbes entières dans X

il faut prendre en considération les dérivées secondes de ces courbes. Soit donc J2 → X

le fibré des 2-jets des courbes holomorphes dans X , et soit E2 → X le quotient de J2
par l’action du groupe des 2-jets de difféomorphismes de (C, 0) (voir [Dm1] ou [DEG]
pour plus de détails sur ces fibrés). Il faut penser à E2 comme étant le fibré des 2-jets
des courbes holomorphes « non paramétrées ». On a une CP 1-fibration E2

bπ→ PTX ,
induite par 2-jet $→ 1-jet, et un fibré tautologique OE2(−1) ∈ Pic(E2). On a aussi une
fibration π̃ = π ◦ π̂ : E2 → X . Remarquons que dimE2 = 4.

Lemme 3.3 ([Dm1] ; voir aussi [DEG] et [MQ2]). — Soit X une surface de type gé-
néral avec c21(X) > 9

13 c2(X). Alors le fibré OE2(1) est gros.

La preuve imite celle du lemme 3.1 : on calcule c41(OE2(1)), qui est positivement
proportionnel à 13c21(X)− 9c2(X), ensuite on applique la formule de Riemann–Roch,
et la dualité de Serre pour contrôler la cohomologie en degré positif. À noter que la
cohomologie de E2 à coefficients dans OE2(m) (y comprise celle en degré 0) s’exprime
en termes de celle de X à coefficients dans certains fibrés vectoriels, les fibrés des
opérateurs différentiels algébriques du second ordre.

En particulier, sous les hypothèses du lemme 3.3 (satisfaites par les hypersurfaces
de degré � 15) le fibré linéaire OE2(m) ⊗ π̃∗(A∗), où A ∈ Pic(X) est ample, a des
sections holomorphes globales non triviales pour m# 0. Si f : C→ X est une courbe
entière et f ′′ : C→ E2 son relevé, on en déduit que l’image f ′′(C) est contenue dans
une hypersurfaceW ⊂ E2, composante irréductible du lieu d’annulation d’une section
de OE2(m)⊗ π̃∗(A∗) :

f ′′(C) ⊂W.
Cette dernière affirmation est démontrée dans [DEG] comme conséquence du lemme
de Ahlfors–Schwarz de [GGr], [Dm1] et [SY2], et dans [MQ2] à l’aide d’une inégalité
tautologique pour les dérivées d’ordre supérieur.

Comme dans le cas c21 > c2, on a donc deux situations possibles. Si W est verticale,
i.e. π̂(W ) ⊂ PTX est une surface Z, on en déduit que f ′(C) ⊂ Z et donc soit f(C) est
dans une courbe C ⊂ X (si Z est verticale) soit f ′ est tangente au feuilletage tautolo-
gique de Z (si Z est horizontale). Si, par contre,W est horizontale, i.e. π̂(W ) = PTX ,
on en déduit seulement que f ′′ est tangente au feuilletage tautologique (par courbes)
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deW . Puisque dimW = 3 et puisqu’on ne connâıt pas grand chose sur les feuilletages
en dimension � 3, dans ce deuxième cas il faut des arguments supplémentaires pour
se ramener à la dimension 2.

Une démarche naturelle est alors la suivante, inspirée du résultat de [LuY] expliqué
ci-dessus : essayer de démontrer que, si W ⊂ E2 est horizontale, le fibré OE2(1)|W
est encore gros. Cela donnera une surface Ẑ ⊂ W telle que f ′′(C) ⊂ Ẑ, et donc une
surface Z = π̂(Ẑ) ⊂ PTX telle que f ′(C) ⊂ Z. Si l’on cherche un résultat « général »
dans cette direction, avec des hypothèses concernant seulement les nombres de Chern
de X , il faudra alors imposer sur c21(X) et c2(X) une inégalité plus forte que celle
qui apparâıt dans le lemme 3.3. Dans [DEG] on fait un tel calcul, qui est encore
une fois basé sur la semi-stabilité de Ω1

X , et on trouve que l’inégalité à imposer est
c21(X) > 9

7c2(X). Ce résultat « général » n’est pas très utile à ce point, car nous
savons déjà construire des feuilletages sur des surfaces sous l’hypothèse plus faible
c21(X) > c2(X)...

Toutefois, les hypersurfaces génériques dans CP 3 ont une propriété remarquable :
leur groupe de Picard est isomorphe à Z (théorème de Noether–Lefschetz). En uti-
lisant cette propriété, Demailly et El Goul parviennent à démontrer que, pour avoir
OE2(1)|W gros, il suffit d’une inégalité du type

c21(X) >
9

13 + 12θ2
c2(X),

où θ2 = θ2(X) est l’infimum des nombres rationnels l
m (avec m ∈ N, l ∈ Z) tels

que le fibré OE2(m) ⊗ π̃∗(K⊗lX ) a des sections holomorphes globales non triviales.
On a θ2 < 0 car OE2(1) est gros, et θ2 > −∞ car KX est gros. Bien sûr, cette
inégalité est plus forte que c21(X) > 9

13c2(X). Mais Demailly et El Goul arrivent aussi
à donner des estimations sur θ2 et, enfin, ils montrent par cette voie que l’inégalité
c21(X) > 9

13+12θ2
c2(X) est satisfaite par les hypersurfaces génériques de CP 3 dès que

leur degré est � 21.
Tous ces calculs sont assez compliqués, et nous ne pouvons que renvoyer à [DEG]

pour les détails. Observons toutefois l’aspect suivant. Prouver une estimation du type
« θ2 > ... » signifie prouver que certains fibrés n’ont aucune section non triviale. Or, si
on a une famille (connexe) de surfaces (e.g., la famille des hypersurfaces lisses de CP 3

de degré fixé) il suffit de faire cela dans le cas d’une seule surface pour en déduire la
même propriété pour toutes les surfaces génériques de la famille (théorème de semi-
continuité). C’est donc ici que le fait de travailler avec des hypersurfaces de CP 3,
et pas avec des surfaces abstraites, se révèle très utile : on choisit une hypersurface
spéciale dans CP 3 et on fait les calculs sur elle.

En conclusion, donc, Demailly et El Goul montrent que si X ⊂ CP 3 est générique
de degré d � 21 et si f : C→ X est une courbe entière, il existe une surface Z → X ,
un feuilletage F sur Z, un relevé g : C → Z de f sur Z tangent à F . Le théorème
1.4 et le théorème de Clemens [Cle] conduisent alors à la preuve du théorème 1.6 :
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X est hyperbolique. Cela se trouve aussi dans [MQ2], suivant le même schéma mais
avec des détails qui semblent un peu plus compliqués (d’ailleurs, McQuillan étudie
une situation plus générale que celle de la conjecture de Kobayashi).

Terminons cette section avec quelques remarques sur le cas logarithmique.
Soit X une surface projective complexe et soit D ⊂ X une courbe à croisements

normaux. Pour étudier les courbes entières dans X \D il est alors naturel de travailler
avec des objets à singularités logarithmiques le long de D. Soit donc PTX(logD)
le fibré tangent logarithmique projectivisé, et soit OPTX(logD)(−1) son fibré tautolo-
gique.

Comme dans le lemme 3.1, on obtient que si (X,D) est de type log-général (i.e.,
KX ⊗ OX(D) est gros) et si c21(TX(logD)) > c2(TX(logD)), alors OPTX(logD)(1)
est gros. Cela fournit donc un feuilletage sur un revêtement Z de X , et les courbes
entières dans X \ D se relèvent en feuilles de ce feuilletage. Bien sûr, la proposition
2.1 est ici remplacée par sa version logarithmique 2.2.

Sans surprise, cela ne marche jamais si X = CP 2 et D est une courbe lisse :
l’inégalité ci-dessus entre nombres de Chern logarithmiques n’est jamais satisfaite.
Il faut à nouveau prendre en compte les dérivées secondes, etc. On trouve tout cela
dans [ElG], où l’auteur prouve la deuxième partie de la conjecture de Kobayashi avec
e(2) = 15. Bien sûr, le théorème 1.4 est, dans ce contexte, remplacé lui aussi par sa
version logarithmique.

4. FEUILLES ENTIÈRES

Dans cette section nous expliquerons les idées qui apparaissent dans la preuve du
théorème 1.4.

SoitX une surface projective complexe lisse et F un feuilletage surX , à singularités
isolées. La donnée d’un tel feuilletage équivaut à la donnée d’une suite exacte

0→ N∗F → Ω1
X → IS ·KF → 0

où N∗F et KF sont des fibrés linéaires sur X (le fibré conormal et le fibré canonique
de F), S est un sous-schéma de X de codimension 2 (le schéma singulier de F), et IS
est son idéal. Plus exactement, N∗F (resp. TF = K∗F) est le fibré linéaire engendré par
les 1-formes holomorphes locales (resp. les champs de vecteurs holomorphes locaux)
qui définissent F . En prenant le déterminant de la suite exacte ci-dessus, on obtient

KX = KF ⊗N∗F .

On peut associer à F son graphe F ⊂ PTX : c’est une surface irréductible, qui
coupe chaque fibre de π : PTX → X au-dessus d’un point non singulier x en un seul
point vx (= la droite tangente à F en x) et qui contient chaque fibre de π au-dessus
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d’un point singulier. En général, F peut avoir des singularités, au-dessus de certains
points singuliers de F .

Remarquons que l’énoncé du théorème 1.4 est invariant par transformations bira-
tionnelles : on peut donc faire tous les éclatements qu’on veut. Cela permet, grâce à
un théorème classique de Seidenberg [Sei], de supposer que toutes les singularités de
F sont réduites. Nous ne voulons pas rentrer ici dans les détails de cette théorie (voir,
e.g., [Br2] pour un exposé plus complet), et pour simplifier l’exposition nous allons
dans la suite faire les hypothèses suivantes :

i) F a une seule singularité, p (ce qui évitera l’introduction de trop d’indices) ;
ii) p est une singularité réduite et non dégénérée, i.e. F est engendré au voisinage

de p par un champ de vecteurs holomorphe dont la partie linéaire en p a valeurs
propres λ1, λ2 avec λ1 · λ2 �= 0 et λ1

λ2
�∈ Q+ (ce qui exclura les singularités de type

« nœud-col », qui donnent quelque difficulté technique en plus).
Bien sûr, les deux propositions ci-dessous restent vraies dans le cas général des feuille-
tages à singularités réduites, voir [MQ1] et [Br1].

Le graphe F ⊂ PTX contient la fibre E = π−1(p), et l’hypothèse ii) implique que F
est lisse au voisinage de E (et donc partout). En fait, la projection π : F → X s’iden-
tifie à l’éclatement de X en p et E ⊂ F est son diviseur exceptionnel. La restriction
du fibré tautologique OPTX(−1) à F cöıncide avec π∗(TF ) hors de E (par tautolo-
gie) et avec OF (E) le long de E (car deg(OPTX(−1)|E) = −1 = deg(OF (E)|E)).
C’est-à-dire :

OPTX(−1)|F = π∗(TF)⊗OF (E).

Soit f : C → X une feuille entière de F , i.e. une courbe entière tangente à F . La
dérivée f ′ : C→ PTX est donc à valeurs dans F . Si Φ′ ∈ A1,1(PTX)′ est un courant
positif fermé associé à f ′ (qu’on peut aussi identifier à un courant sur F ), l’inégalité
tautologique (proposition 2.1) donne alors l’inégalité

c1(π∗(TF)) · [Φ′] + [Φ′] · [E] � 0

i.e.
c1(TF ) · [Φ] � −[Φ′] · [E]

où Φ = π∗(Φ′) est un courant positif fermé associé à f . Notons que [Φ′] · [E] � 0, car
f ′(C) �⊂ E. Le résultat suivant de McQuillan est alors une amélioration significative
de l’inégalité ci-dessus.

Proposition 4.1 ([MQ1], theorem II.3.3.2). — Si f(C) est Zariski-dense dans X,
on a

c1(TF) · [Φ] � 0.

Démonstration. — Supposons d’abord que f ne passe pas par p : f(C) ∩ {p} = ∅
(mais, bien sûr, p peut être dans SuppΦ, sinon tout est trivial).
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Soit alors X(1) π(1)

→ X l’éclaté de X en p, E(1) ⊂ X(1) le diviseur exceptionnel,
f (1) : C → X(1) le relevé de f . Le feuilletage F se relève en un feuilletage F (1)

sur X(1), tangent à E(1). On peut donc considérer son graphe logarithmique F (1) ⊂
PTX(1)(logE(1)). Or, F (1) a deux singularités p(1), q(1) sur E(1), qui sont encore
réduites et non dégénérées. Mais du point de vue logarithmique, ces deux points p(1)

et q(1) ne sont pas singuliers : si v est un champ de vecteurs holomorphe local qui
engendre F (1) au voisinage de p(1), alors v s’annule en p(1) en tant que section de
TX(1), mais il ne s’annule pas en tant que section de TX(1)(logE(1)). Cela signifie
que le graphe F (1) est une section de PTX(1)(logE(1)) même au-dessus de p(1) et
q(1), et donc partout. On obtient alors la formule tautologique

OPTX(1)(logE(1))(−1)|F (1) = π∗(TF(1)).

Notons, à ce propos, que le « fibré tangent logarithmique » du feuilletage F (1) cöıncide
avec son fibré tangent ordinaire TF(1) , puisqu’un champ de vecteurs local qui engendre
le feuilletage est forcément logarithmique, i.e. tangent à E(1). Par contre, le « fibré
conormal logarithmique » de F (1) est égal à N∗F(1) ⊗ OX(1)(E(1)) et diffère donc du
fibré conormal ordinaire.

La feuille entière f (1) : C → X(1) a son image disjointe de E(1), on peut donc lui
appliquer l’inégalité tautologique logarithmique (proposition 2.2), ce qui donne

c1(TF(1)) · [Φ(1)] � 0

où Φ(1) est un courant positif fermé associé à f (1). On peut supposer que Φ(1) se
projette sur Φ par π(1), et d’autre part TF(1) cöıncide avec (π(1))∗(TF) car p est
réduite. On obtient ainsi l’inégalité cherchée :

c1(TF) · [Φ] � 0.

Le cas général, où f passe par p, nécessite une « suite infinie » d’éclatements.
On peut faire à nouveau la construction précédente, mais alors f (1)(C) n’est plus
disjointe de E(1) car elle peut contenir p(1) et/ou q(1). Il faut donc éclater p(1) et q(1),

en obtenant une surface X(2), une projection X(2) π(2)

→ X avec E(2) = (π(2))−1(p) =
châıne de trois courbes rationnelles, un feuilletage F (2) tangent à E(2) et une feuille
entière f (2) : C → X(2). Le feuilletage F (2) est singulier aux points de croisement
de E(2) et, en plus, en deux points p(2) et q(2), qui se trouvent aux extrémités de
E(2) et qui sont susceptibles d’être dans l’image de f (2). On éclate p(2) et q(2), on

itère la construction, et pour tout n ∈ N on obtient ainsi une surface X(n) π(n)

→ X ,
une châıne de (2n − 1) courbes rationnelles E(n) = (π(n))−1(p), un feuilletage F (n)

tangent à E(n), une feuille entière f (n) : C → X(n), et deux singularités p(n) et q(n)

aux extrémités de E(n).
Soit alors D(n) ⊂ X(n) la châıne de (2n − 3) courbes rationnelles qui s’obtient

de E(n) en ôtant les deux courbes rationnelles extrémales. On a f (n)(C) ∩ D(n) =
∅, et on peut maintenant appliquer l’inégalité tautologique logarithmique à
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f (n) : C→ X(n) \D(n). Du point de vue logarithmique (à pôles sur D(n)) F (n)

est singulier seulement en p(n) et q(n). On obtient ainsi l’inégalité

c1(TF(n)) · [Φ(n)] � −[(Φ(n))′] · ([Ep(n) ] + [Eq(n) ])

où Ep(n) et Eq(n) sont les fibres de PTX(n)(logD(n)) au-dessus de p(n) et q(n), fibres
contenues dans le graphe logarithmique de F (n). Puisque TF(n) = (π(n))∗(TF) et
π
(n)
∗ (Φ(n)) = Φ, on a

c1(TF ) · [Φ] � −[(Φ(n))′] · ([Ep(n) ] + [Eq(n) ]).

D’autre part, un calcul simple (voir [Br1] page 206) montre que

[Φ(n)]2 = [Φ]2 − ([Φ′] · [E])2 −
n−1∑
j=1

{([(Φ(j))′] · [Ep(j) ])
2 + ([(Φ(j))′] · [Eq(j) ])

2}.

C’est à ce point que l’hypothèse de Zariski-densité de f (et donc de f (n) pour tout n)
intervient : cette hypothèse implique que les classes des courants Φ(n) sont numérique-
ment effectives, et par conséquent [Φ(n)]2 � 0. La somme

∑n−1
j=1 {...} ci-dessus est donc

majorée, pour tout n, par [Φ]2. Cela implique que [(Φ(n))′] · [Ep(n) ] et [(Φ(n))′] · [Eq(n) ]
(qui sont positifs ou nuls) tendent vers 0 pour n→ +∞. L’inégalité

c1(TF ) · [Φ] � 0

s’obtient alors par passage à la limite.

Remarque. — Comme les propositions 2.1 et 2.2, la proposition 4.1 est vraie à condi-
tion de considérer, dans la construction du courant Φ, une « bonne » suite divergente
{rn}, c’est-à-dire une suite qui produit des courants positifs fermés Φ(k), (Φ(k))′,
k ∈ N, satisfaisant les inégalités tautologiques correspondantes. Même si on a fait
une « suite infinie » d’éclatements, il n’y a aucun problème pour l’existence de telles
suites.

À côté de la proposition 4.1, qui estime c1(TF ) · [Φ], on a la proposition suivante,
qui estime c1(NF) · [Φ]. Nous suivrons ici [Br1], qui donne un résultat un peu meilleur
que celui de [MQ1] et qui permettra donc d’abréger la conclusion de la preuve du
théorème 1.4.

Proposition 4.2 ([Br1], théorème 2). — Si f(C) est Zariski-dense dans X, on a

c1(NF) · [Φ] � 0.

Démonstration. — On a déjà observé dans la section 2 que, bien que f soit Zariski-
dense, le courant Φ peut contenir le courant d’intégration sur une courbe algébrique.
Dans la suite, pour simplifier, on va supposer que Φ ne contient pas de telle compo-
sante (voir [Br1] pour le cas général, qui demande simplement des arguments loga-
rithmiques). Cela revient à dire que les nombres de Lelong de Φ hors des singularités
de F sont nuls.
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Le produit c1(NF ) · [Φ] est égal à Φ(Ω), où Ω est une 2-forme fermée qui représente
c1(NF ). On va donc construire une telle 2-forme, en suivant les idées de Baum et
Bott [BBo]. Remarquons que le fibré NF est, hors de la singularité p, plat le long des
feuilles de F . Cela permet de construire une 2-forme fermée Ω telle que [Ω] = c1(NF)
et Ω|F ≡ 0 hors d’un voisinage U de p. Un calcul standard (voir, e.g., [Br1] ou [Br2]
chapter 3) donne aussi la recette suivante pour Ω|F dans U . Soit ω une 1-forme
holomorphe locale qui engendre F dans U et soit β une (1, 0)-forme C∞ sur U telle
que dω = β∧ω dans U \V , où V ⊂⊂ U est un autre voisinage de p. Une telle β existe
toujours (voir ci-dessous) ; en général, on ne peut pas la choisir holomorphe. On peut
alors supposer que

Ω|F =
1

2iπ
dβ|F

dans U . Remarquons que dβ|F ≡ 0 dans U \ V , car dω = β ∧ ω =⇒ dβ ∧ ω ≡ 0,
et donc Supp(Ω|F) ⊂ V ⊂⊂ U . Remarquons aussi que, une fois fixé ω, la restriction
β|F est uniquement définie dans U \ V ; et si on remplace ω par F · ω, F ∈ O∗(U),
la restriction β|F est remplacée par (β + dF

F )|F . On peut donc dire que la « classe de
cohomologie relative » de β|F dans U \ V est intrinsèquement définie par F .

La valeur de Φ sur une 2-forme η dépend seulement de η|F , car Φ(η) se calcule en
intégrant η sur la feuille f : C → X . Puisque Ω|F ≡ 0 hors de U , on a ainsi localisé
le calcul : Φ(Ω) est égal à ΦU ( 1

2iπdβ), où ΦU est la restriction de Φ à U (ou, si l’on
préfère, ΦU = χU ·Φ). On peut toujours supposer que U est une boule autour de p et
β est définie au voisinage de U . On a alors

Φ(Ω) = ΦU ( 1
2iπ dβ) = Ψ( 1

2iπβ)

où Ψ ∈ A1(∂U)′ est le courant bord de ΦU (ou, si l’on préfère, Ψ = dχU ∧ Φ).
Dorénavant on supposera que p ∈ SuppΦ, sinon on a trivialement Φ(Ω) = 0.

Pour fixer les idées, supposons que F soit linéarisable au voisinage de p, i.e. engen-
dré par la 1-forme

ω = zdw − λwdz
avec λ �= 0, λ �∈ Q+ (car p est réduite et non dégénérée). Supposons aussi que λ �∈ R−
(voir [Br1] pour le cas λ ∈ R−, qui est en effet un peu plus délicat). Alors, quitte à
restreindre U , la 3-sphère ∂U est transverse à F et donc F induit sur ∂U un feuilletage
non singulier réel L de dimension 1, orienté par F|U :

L = ∂(F|U ).

Le courant Φ est associé à une mesure transverse à F , invariante par holonomie
[Sul] : la valeur de Φ sur η se calcule en intégrant η le long des feuilles et ensuite en
intégrant la fonction ainsi obtenue (sur l’espace des feuilles) par rapport à la mesure
transverse. Cette mesure transverse à F induit une mesure transverse à L, invariante
par holonomie. Et, réciproquement, cette dernière est associée à un courant Ψ̂ sur ∂U ,
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de degré 1 (= dimL), positif (i.e. Ψ̂(γ) > 0 si γ|L > 0), fermé. Bien sûr, ce courant Ψ̂
cöıncide avec le bord Ψ de ΦU introduit ci-dessus : Ψ̂ = Ψ.

L’hypothèse d’annulation des nombres de Lelong de Φ hors de p se traduit dans
l’absence d’atomes pour les mesures transverses en jeu. Cela permet d’exclure le cas
λ �∈ R. En effet, dans ce cas le flot L a deux orbites périodiques ({z = 0} ∩ ∂U et
{w = 0} ∩ ∂U) et toute autre orbite a ces deux orbites comme ensemble limite, ce
qui force toute mesure transverse invariante à être concentrée sur ces deux orbites et
donc à être atomique. On a donc λ ∈ R+ \Q+.

Pour ce qui concerne la (1, 0)-forme β, on peut choisir

β = h · 1 + λ
|z|2 + |λw|2 (zdz + λwdw)

où h ∈ C∞(U), h ≡ 0 au voisinage de p, h ≡ 1 sur U \ V . On a alors

1
2iπ
β|L =

(1 + λ)
2πi

dz

z
|L > 0

et par conséquent Ψ( 1
2iπβ) > 0.

Le cas λ ∈ R− conduit par contre à Ψ( 1
2iπβ) = 0, voir [Br1]. En tout cas on a donc

Ψ( 1
2iπβ) � 0, c’est-à-dire

c1(NF ) · [Φ] = Ψ(
1

2iπ
β) � 0.

Grâce aux propositions 4.1 et 4.2, la preuve du théorème 1.4 est maintenant im-
médiate. En effet, d’après KX = T ∗F ⊗N∗F on obtient

c1(KX) · [Φ] � 0

pour tout courant Φ associé à une feuille entière Zariski-dense d’un feuilletage à sin-
gularités réduites. Mais la classe [Φ] est numériquement effective et non triviale, et
donc

c1(L) · [Φ] > 0

pour tout fibré gros L ∈ Pic(X) (c’est une conséquence du théorème de l’indice de
Hodge). Ainsi KX n’est pas gros, i.e. X n’est pas de type général.

Dans [MQ1] la conclusion de la preuve est un peu plus élaborée, car on dispose
seulement d’une version « faible » de la proposition 4.2. Grosso modo, cette version
faible permet de conclure qu’on a l’inégalité de la proposition 4.2 si [Φ]2 = 0. Si par
contre [Φ]2 > 0, McQuillan fait appel à un théorème de Miyaoka [ShB] qui affirme
que le fibré canonique d’un feuilletage non réglé est pseudo-effectif (sa classe dans
Pic(X)⊗R est dans la clôture du cône effectif). Dans notre situation, cela donne en
particulier l’inégalité c1(TF) · [Φ] � 0, car [Φ] est numériquement effective, et donc

c1(TF) · [Φ] = 0.
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Ensuite, des techniques standard en géométrie des surfaces (théorème de l’indice de
Hodge, décomposition de Zariski des diviseurs,...) montrent (grâce à : [Φ] numérique-
ment effective, [Φ]2 > 0, KF pseudo-effectif, c1(KF) · [Φ] = 0) que TF est « presque »
trivial, i.e. F est « presque » engendré par un champ de vecteurs holomorphe global.
Cela implique à nouveau queX n’est pas de type général, essentiellement parce qu’une
surface de type général ne possède aucun champ de vecteurs holomorphe global.

D’ailleurs, tout cela a été le point de départ d’un travail postérieur de McQuillan
[MQ3] (voir aussi [Br2]) dans lequel on classifie les feuilletages F des surfaces pro-
jectives tels que KF n’est pas gros, ce qui en particulier contient la classification des
feuilletages ayant une feuille entière Zariski-dense, grâce à la proposition 4.1. À vrai
dire, à l’heure actuelle cette classification des feuilletages avec fibré canonique non
gros présente encore une lacune (le cas « dimension de Kodaira −∞ »), mais cette
lacune est remplissable dans le cas spécial des feuilletages avec une feuille entière
Zariski-dense (en utilisant la proposition 4.2, ou sa version faible dans [MQ1]).

Il serait évidemment de grand intérêt de généraliser ces résultats, même partielle-
ment, en dimension supérieure. Dans l’étude de la conjecture de Green–Griffiths pour
les surfaces X de type général, on rencontre la situation suivante : une n-variété pro-
jective Y , une projection surjective π : Y → X , un feuilletage par courbes F sur Y ,
et une feuille entière f : C→ Y . On voudrait démontrer que π ◦ f : C→ X n’est pas
Zariski-dense. Si, par contradiction, elle l’était, on aurait alors c1(π∗(KX)) · [Φ] > 0.
D’autre part, π∗(KX) se décompose comme KF ⊗L∗F ,π, où LF ,π est, grosso modo, le
quotient du fibré normal à F par le fibré tangent à Kerπ. Il semble encore possible
de démontrer une inégalité du type c1(TF) · [Φ] � 0, à éclatements près, à partir de
l’inégalité tautologique. Par contre, une inégalité du type c1(LF ,π) · [Φ] � 0 semble
plus difficile à prouver. Un obstacle dans tout ça est dû à l’absence d’un théorème
de résolution des singularités des feuilletages en dimension � 3. Notons toutefois que,
dans le cas bidimensionnel, la proposition 4.2 reste vraie sans aucune hypothèse sur
les singularités de F , moyennant une faible hypothèse sur les singularités de [Φ] (voir
[Br2] chapter 3).
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SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2002



60 M. BRUNELLA

[Cle] H. Clemens – Curves on generic hypersurfaces, Ann. Sci. ENS 19 (1986),
629-636.

[Dm1] J.-P. Demailly – Algebraic criteria for Kobayashi hyperbolic projective va-
rieties and jet differentials, Proc. Symp. Pure Math. 62 (1997), 285-360.

[Dm2] J.-P. Demailly – Variétés hyperboliques et équations différentielles algé-
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tique, Math. Ann. 332 (1978), 239-248.

[Kob] S. Kobayashi – Hyperbolic complex spaces, Springer Verlag (1998).
[Lan] S. Lang – Survey of diophantine geometry (Number Theory III), EMS vol.

60, Springer Verlag (1991).
[LuY] S.S.Y. Lu, S.T. Yau – Holomorphic curves in surfaces of general type, Proc.

Nat. Acad. Sci. USA 87 (1990), 80-82.
[MQ1] M. McQuillan – Diophantine approximations and foliations, Publ. IHES 87

(1998), 121-174.
[MQ2] M. McQuillan – Holomorphic curves on hyperplane sections of 3-folds,

Geom. funct. anal. 9 (1999), 370-392.
[MQ3] M. McQuillan – Noncommutative Mori theory, prépubl. IHES M/00/15
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[Vo1] P. Vojta – On the ABC conjecture and diophantine approximations by ra-
tional points, Amer. J. Math. 122 (2000), 843-872.

[Vo2] P. Vojta – On algebraic points on curves, Comp. Math. 78 (1991), 29-36.
[XuG] G. Xu – Subvarieties of general hypersurfaces in projective space, J. Diff.

Geom. 39 (1994), 139-172.
[Zai] M. Zaidenberg – The complement of a generic hypersurface of degree 2n in

CPn is not hyperbolic, Siberian Math. J. 28 (1987), 425-432.

Marco BRUNELLA
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ESPACES PROBABILISÉS FILTRÉS :
DE LA THÉORIE DE VERSHIK AU MOUVEMENT BROWNIEN,

VIA DES IDÉES DE TSIRELSON

parMichel ÉMERY

D’infinis tirages ne nécessitent pas, comme

les ignorants le supposent, un temps infini ;

il suffit en réalité que le temps soit infiniment

subdivisible.

J. L. Borges, La loterie à Babylone

La cinématique étudie géométriquement tous les mouvements possibles, dans le
cadre d’un espace-temps donné. De même, la théorie des martingales, véritable ci-
nématique des probabilités, s’intéresse à toutes les évolutions possibles, au cours du
temps, des probabilités d’événements futurs ; et l’on sait, depuis sa fondation par
J. L. Doob il y a soixante ans, que le cadre naturel pour cette théorie est un es-
pace probabilisé filtré. Il s’agit d’un espace probabilisé muni d’une famille croissante
F = (Fn)n∈T de tribus, appelée filtration. Le symbole T désigne un ensemble ordonné
qui joue le rôle d’axe des temps ; la filtration formalise l’acquisition d’information, les
événements de Fn s’interprétant comme ceux dont, à l’instant n, on sait avec certitude
s’ils sont ou non réalisés.

En théorie des martingales à temps discret, on prend habituellement pour axe des
temps T l’ensemble N des entiers naturels. Une autre situation est le cas, dit des
martingales inverses, où l’on prend T = −N ; Doob a montré que le comportement
des martingales inverses est plus simple que celui des martingales, mais A. M. Vershik
a découvert, il y a une trentaine d’années, que, au contraire du cas où T = N, la
description des filtrations lorsque T = −N fait apparâıtre, au voisinage de −∞, des
phénomènes tout à fait inattendus et qui heurtent l’intuition.

Prenons pour fixer les idées une filtration F = (Fn)n�0 telle que la tribu
⋂

n Fn

soit grossière (tous ses événements ont probabilité zéro ou un), et telle que, pour
chaque n, Fn soit engendrée par Fn−1 et par un événement indépendant de Fn−1 et
de probabilité 1

2 (en d’autres termes, aucun événement non trivial n’est connu depuis
toujours, et l’univers des événements connus s’enrichit, à chaque instant entier, du
résultat d’un coup de pile ou face indépendant du passé). Sous ces hypothèses, on
s’attendrait à l’existence d’un jeu de pile ou face joué à chaque instant entier depuis
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un temps infini, et tel que Fn décrive les résultats observés jusqu’à l’instant n. Mais
Vershik a, entre autres,

• exhibé des contre-exemples (les espaces probabilisés filtrés qu’il a appelés non
standard) ;
• donné un critère nécessaire et suffisant pour reconnâıtre si un espace probabilisé

filtré est standard ;
• démontré le théorème d’isomorphisme lacunaire : tout espace probabilisé filtré

du type ci-dessus mais non standard peut être rendu standard par changement de
temps, c’est-à-dire en regroupant en paquets les apports successifs d’information : il
existe une sous-suite ν : −N→ −N strictement croissante, et des variables aléatoires
indépendantes (Un)n�0 telles que, pour chaque n, Fν(n) soit engendrée par la famille
{Um, m�n}.

Ces idées de Vershik sont restées inconnues des probabilistes occidentaux jusqu’aux
années 90, quand B. Tsirelson et d’autres les ont utilisées pour construire, à la stu-
péfaction générale, une probabilité équivalente à la mesure de Wiener, mais telle que
le nouvel espace probabilisé filtré ne soit pas isomorphe à l’espace de Wiener. Ceci
a relancé l’intérêt pour des questions sur les filtrations browniennes, soulevées par
M. Yor voici vingt ans ; et a aussi poussé Vershik à rédiger la synthèse [24] de ses
anciens travaux sur ce thème, dans laquelle nous avons largement puisé.

Tsirelson a ensuite introduit dans [20] un nouvel invariant, le confort, qui lui a
permis de montrer que l’espace probabilisé filtré associé à un processus de Walsh
(sorte de mouvement brownien à valeurs dans une étoile formée d’au moins trois
demi-droites issues d’une même origine) n’est pas non plus isomorphe à l’espace de
Wiener. Ces idées diffusent maintenant dans les milieux probabilistes, et commencent
à donner lieu à une floraison de travaux dont nous parlerons un peu en fin d’exposé.

1. NOTATIONS ET DÉFINITIONS

Un espace probabilisé filtré est la donnée d’un ensemble Ω, d’une famille croissante
F = (Fn)n∈−N de tribus de parties de Ω, appelée filtration, et d’une probabilité P
sur la tribu F0 (et donc aussi, par restriction, sur chaque Fn).(1) Nous supposerons
toujours que F0 (et donc aussi chaque Fn) est essentiellement séparable, c’est-à-dire
engendrée, aux événements négligeables près, par une famille dénombrable, ou encore
par une v.a. (D’une façon générale, lorsque nous dirons qu’une tribu ou une filtration
est engendrée par quelque chose, ce sera toujours modulo les événements négligeables.)

(1)Les probabilistes définissent traditionnellement P sur une tribu, dite « ambiante », pouvant être

plus grosse que F0 ; la définition simplifiée nous suffira ici.
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L’ensemble −N joue le rôle d’axe des temps ; sa structure discrète mais non bien
ordonnée est la plus simple qui puisse donner lieu aux phénomènes découverts par
Vershik. En théorie du mouvement brownien, le temps serait R+ au lieu de −N.

Intuitivement, un espace probabilisé filtré décrit l’évolution chronologique des pro-
babilités au fur et à mesure de l’acquisition des connaissances. Cette évolution étant
elle-même aléatoire, la probabilité à un instant n d’un événement E est une variable
aléatoire, égale à la probabilité conditionnelle(2) P[E|Fn] ; les événements de Fn sont
ceux dont la probabilité à l’instant n ne peut prendre que les valeurs extrêmes 0 et 1,
à l’exclusion des valeurs intermédiaires ; et la probabilité « brute » P, non aléatoire,
représente l’état de nos connaissances — ou de notre ignorance — avant le début de
l’évolution.

Si (Ω,F,P) est un espace probabilisé filtré, l’ensemble F0/P, formé des classes
d’équivalences d’événements de F0 pour l’égalité presque sûre, est une tribu (abs-
traite) probabilisée ; un isomorphisme entre deux espaces probabilisés filtrés (Ω,F,P)
et (Ω,F,P) est une bijection Ψ entre F0/P et F0/P, qui préserve les structures de tribus
probabilisées, et telle que pour tous n ∈ −N et E ∈ F0 on ait, aux négligeables près,
E ∈ Fn ⇔ Ψ(E) ∈ Fn. Cet isomorphisme s’étend alors aux espaces L0(Ω,F0,P) et
L0(Ω,F0,P), formés des classes d’équivalences de variables aléatoires pour l’égalité p.s.

Pour simplifier, restreignons-nous à la plus élémentaire des situations auxquelles
s’intéresse Vershik, en considérant un espace probabilisé filtré (Ω,F,P) satisfaisant
aux deux hypothèses suivantes(3) :

Grossièreté asymptotique : la « tribu initiale » F−∞ =
⋂

n Fn est grossière (elle ne
contient que les événements négligeables et les événements presque certains ; ou encore,
pour tout événement E, P[E|F−∞] = P[E]) ;

Dyadicité : il existe pour chaque n � 0 une v.a. Xn, prenant chacune des deux valeurs
−1 et 1 avec probabilité 1

2 , indépendante de Fn−1, et telle que Fn soit la plus petite
tribu contenant Fn−1 et les événements {Xn= − 1} et {Xn=1}.

La question que s’est posée Vershik est : Ces deux hypothèses suffisent-elles à ca-
ractériser l’espace probabilisé filtré (Ω,F,P) à isomorphisme près ? L’exemple évident
vérifiant ces conditions est l’espace naturel du jeu de pile ou face ; mais y en a-t-il
d’autres ?

En remplaçant l’axe des temps −N par {0, 1, ..., N} ou par N, on obtiendrait un
problème analogue, et beaucoup plus facile, auquel la réponse serait positive, simple-
ment parce que la filtration F serait alors engendrée par le processus X . Mais lorsque

(2)Techniquement, la probabilité conditionnelle P[E|Fn] peut être définie comme la densité de Radon-

Nikodym de la mesure F �→ P(E∩F ) sur Fn, par rapport à la mesure P restreinte à Fn.
(3)Prises ensemble, elles disent que F possède la propriété de représentation prévisible par rapport à

un jeu de pile ou face.
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le temps est −N, cet argument est en défaut. Prendre par exemple un jeu de pile ou
face Y = (Yn)n�0 (c’est-à-dire des v.a. Yn indépendantes et valant ±1 avec probabi-
lité 1

2 ), appeler F la filtration engendrée par Y , et poser Xn = Yn−1Yn. Le processus
X est aussi un jeu de pile ou face, les deux hypothèses ci-dessus sont satisfaites par
F et X , et cependant X n’engendre pas F, puisque la v.a. Y0, qui est mesurable pour
F0, est indépendante du processus X et ne peut donc être une fonctionnelle des Xn.

Dans cet exemple, bien que X n’engendre pas F, l’espace probabilisé filtré (Ω,F,P)
engendré par Y est néanmoins isomorphe à celui engendré parX , puisque les processus
X et Y ont la même loi (ce sont tous deux des jeux de pile ou face). Voici maintenant un
exemple, beaucoup plus surprenant, emprunté à Vershik [24], d’un espace probabilisé
filtré (Ω,F,P) qui satisfait aux deux hypothèses ci-dessus, sans être engendré par
aucun jeu de pile ou face.

Exemple. — Considérer une suite (Mn)n�0 de v.a. qui suivent chacune la loi uniforme
sur [0, 1], et qui se déduisent les unes des autres de la façon suivante : Ayant observé
toutes les Mm pour m � n, on obtient Mn+1 en jetant une pièce de monnaie et en ne
conservant, dans le développement décimal de Mn, que les décimales de rang pair ou
impair selon que l’on a obtenu pile ou face. En termes plus savants,M est un processus
de Markov stationnaire, de loi uniforme sur [0, 1] et de probabilités de transition

0, d1d3d5 ... avec probabilité 1
2↗

0, d1d2d3d4d5d6 ...↘ 0, d2d4d6 ... avec probabilité 1
2 .

Si l’on se donne m � n � 0 et si l’on pose r = 2n−m et Mm = 0, e1e2e3e4..., la
loi conditionnelle de Mn à l’instant m consiste en le choix au hasard de l’un parmi
les r nombres 0,e1er+1e2r+1..., 0,e2er+2e2r+2..., et ainsi de suite jusqu’à 0,ere2re3r...,
chacun avec probabilité 1/r ; puisque ces r nombres sont des v.a. indépendantes et
de même loi uniforme, la loi faible des grands nombres entrâıne que cette loi condi-
tionnelle est proche de la loi uniforme quand r est grand, c’est-à-dire quand m tend
vers −∞, et la grossièreté asymptotique résulte alors de la propriété de Markov. Le
caractère dyadique est évident ; il est clair également que le jeu de pile ou face qui
a servi à construire M n’engendre pas tout l’espace probabilisé filtré : la première
décimale de M0, par exemple, est indépendante de ce jeu de pile ou face. Mais il est
bien plus délicat de montrer qu’aucun jeu de pile ou face ne peut engendrer cet espace
probabilisé filtré ; Vershik le déduit de son « critère de standardité » (et d’estimations
de nature combinatoire sur M). Pour pouvoir énoncer ce critère, nous aurons besoin
de quelques définitions.

Définition 1. — On appelle sous-filtration d’une filtration F une filtration E telle
que En ⊂ Fn pour tout instant n ∈ −N.
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On dit qu’une filtration E est immergée dans un espace probabilisé filtré (Ω,F,P)
si E est une sous-filtration de F telle que, pour tout événement E ∈ E0 et tout temps
n ∈ −N, les probabilités conditionnelles P[E|En] et P[E|Fn] sont (p.s.) égales.

Définition 2. — Soient (Ω,E,P) et (Ω,F,P) deux espaces probabilisés filtrés. On
dit que (Ω,E,P) est immersible dans (Ω,F,P) s’il existe une filtration E immergée
dans (Ω,F,P) telle que les espaces probabilisés filtrés (Ω,E,P) et (Ω,E,P) soient
isomorphes.

L’immersibilité formalise rigoureusement l’idée très simple souvent ainsi informel-
lement exprimée : « Quitte à enrichir l’espace, on peut supposer que... ».

Définition 3. — Un espace probabilisé filtré (Ω,F,P) est dit standard diffus s’il
existe une suite (Un)n�0 de v.a. indépendantes et de lois diffuses (4) telle que, pour
chaque n ∈ −N, la tribu Fn soit engendrée par la famille (Um)m�n.

Un espace probabilisé filtré est dit standard s’il est immersible dans un espace
probabilisé filtré standard diffus.

On vérifie sans peine que deux espaces probabilisés filtrés standard diffus sont
toujours isomorphes (car on peut choisir les Un de loi uniforme sur [0, 1]) ; il est
trivial qu’un espace probabilisé filtré isomorphe à un espace probabilisé filtré standard
est lui-même standard, et facile de vérifier qu’un espace probabilisé filtré immersible
dans un espace probabilisé filtré standard est lui aussi standard (car l’immersibilité
est transitive).

Si (Un)n�0 est une suite indépendante de v.a. (de lois non nécessairement diffuses)
et si Fn est la tribu engendrée par les Um pour m � n, l’espace probabilisé filtré
(Ω,F,P) est standard. Pour établir que l’espace probabilisé filtré de l’exemple vu plus
haut n’est pas engendré par un jeu de pile ou face, il suffira donc à Vershik de montrer
qu’il n’est pas standard ; nous verrons plus loin comment.

Proposition 1. — Soient (Ω,F,P) un espace probabilisé filtré standard, ν : −N→
−N une application croissante non bornée, et E la filtration définie par En = Fν(n).
L’espace probabilisé filtré (Ω,E,P) est standard.

Démonstration. — Pour n tel que d = ν(n)− ν(n−1) � 2, utiliser une bijection
bimesurable et préservant la mesure de Lebesgue entre [0, 1] et [0, 1]d.

Le théorème d’isomorphisme lacunaire (théorème 3 plus bas) montrera combien la
réciproque à la proposition 1 est loin d’être vraie.

La proposition suivante exprime que le fait d’être standard est une propriété asymp-
totique au voisinage de n = −∞.

(4)C’est-à-dire P[Un = a] = 0 pour tout réel a.
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Proposition 2. — Soient (Ω,F,P) un espace probabilisé filtré et m un instant fixé
dans −N ; on pose F

m]
n = Fm∧n. Si l’espace probabilisé filtré (Ω,Fm],P) est standard,

(Ω,F,P) l’est aussi.

Démonstration. — Sans restreindre la généralité, on peut supposer l’existence d’un
vecteur aléatoire (Um+1, ..., U0) indépendant de Fm et de loi uniforme sur [0, 1]|m| ;
il suffit alors de poser Gn = Fn pour n � m et Gn = σ(Fm, Um+1, ..., Un) pour
m < n � 0, et d’observer que (Ω,F,P) est immersible dans (Ω,G,P), qui est lui-
même standard.

Remarque. — La proposition 2 reste vraie si l’on y remplace l’instant fixe m par un
temps d’arrêt, c’est-à-dire une variable aléatoire N à valeurs dans −N (la valeur −∞
est interdite !) telle que, pour chaque n ∈ −N, l’événement {N =n} soit dans Fn.

2. LE CRITÈRE DE VERSHIK

Avant de pouvoir énoncer la condition nécessaire et suffisante donnée par Vershik
pour qu’un espace probabilisé filtré soit standard, il nous faut introduire quelques
no(ta)tions.

Si (K, ρ) est un espace métrique compact, l’ensemble K ′ de toutes les mesures de
probabilités sur K est métrisable et compact pour la topologie faible (K ′ est inclus
dans le dual de C(K)) ; cette topologie peut être définie à l’aide de la distance ρ′

donnée par

ρ′(µ, ν) = inf
λ de marges

µ et ν

∫
K×K

ρ(k1, k2)λ(dk1, dk2) = sup
f contraction

[∫
f dµ−

∫
f dν
]
,

où l’infimum porte sur toutes les probabilités λ sur le produit K×K ayant µ et ν
comme marges, et le supremum sur toutes les fonctions f : K → R telles que
|f(k1)−f(k2)| � ρ(k1, k2) pour tous k1 et k2 dans K.

Si (Ω,A,P) est un espace probabilisé et (K, ρ) un espace métrique compact, nous
noterons L(A,K) l’ensemble de toutes les classes d’équivalence pour P de v.a. sur
(Ω,A) à valeurs dans K. Si B est une sous-tribu de A, la loi conditionnelle sachant B

d’une v.a. R ∈ L(A,K) est définie comme la v.a. R′ ∈ L(B,K ′) telle que, pour chaque
borélien G de K, on ait [R′(ω)](G) = P[R∈G|B](ω) pour presque tout ω ; nous la
noterons L[R|B].

Si maintenant (Ω,F,P) est un espace probabilisé filtré et (K, ρ) un espace métrique
compact, pour tout R ∈ L(F0,K) on peut définir de proche en proche

π0R = R ∈ L(F0,K) ,

π−1R = L[π0R|F−1] ∈ L(F−1,K
′) ,

π−2R = L[π−1R|F−2] ∈ L(F−2,K
′′) , etc.
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En appelant (Kn, ρn) le |n|-ième itéré de l’espace (K, ρ) par la transformation qui en
fait (K ′, ρ′), on a ainsi, pour chaque n � 0, une variable aléatoire πnR ∈ L(Fn,Kn),
que l’on peut appeler la prédiction itérée de R à l’instant n.

Pour n < −1, cette prédiction itérée πnR recèle en général bien plus d’information
que la simple loi conditionnelle L[R|Fn] : cette dernière indique seulement l’état à
l’instant n des prévisions concernant la valeur prise par R, alors que πnR décrit
aussi les prédictions quant à la façon dont ces prévisions elles-mêmes vont pouvoir
évoluer au cours du temps, et ainsi de suite jusqu’au |n|-ième degré. Pour illustrer ceci,
prenons par exemple trois v.a. indépendantes (non constantes) N , X−1 et X0, telles
que N prenne les valeurs −1 et 0, et que X−1 et X0 aient la même loi ; supposons
que F−2 = σ(N), F−1 = σ(N,X−1) et F0 = σ(N,X−1, X0), et considérons la v.a.
R = XN . La v.a. L[R|F−2], qui est constante, dit seulement que R est indépendante
de F−2 et a même loi que X−1 et X0 ; alors que la v.a. π−2R, plus informative, dit
que si N = −1, R sera entièrement dévoilée à l’instant −1, et que si N = 0, R sera
encore complètement indéterminée à l’instant −1.

Théorème 1 (Critère de Vershik). — Pour qu’un espace probabilisé filtré (Ω,F,P)
soit standard, il faut et il suffit que soit satisfait le critère suivant, où (K, ρ) est le
compact [0, 1] muni de la distance usuelle : Pour toute v.a. R ∈ L(F0,K), il existe
une suite (µn)n�0 telle que µn soit dans Kn pour chaque n, et que E[ρn(πnR,µn)]
tende vers zéro quand n→ −∞.

Une condition nécessaire et suffisante pour que F−∞ soit grossière est que les lois
conditionnelles L[R|Fn] deviennent déterministes quand n→ −∞ ; le critère de Ver-
shik, condition bien plus forte, demande que les prédictions itérées πnR deviennent
déterministes quand n→ −∞.

Remarques. — 1) Le critère peut s’énoncer sans faire intervenir explicitement la suite
déterministe des µn. En effet, si X est une v.a. à valeurs dans (K, ρ), appelant ξ la
loi de X , φ la fonction k $→ E[ρ(X, k)] sur K, et dispersion de X le nombre

dispX = E[φ ◦X ] =
∫∫

K×K
ρ(k1, k2) ξ(dk1) ξ(dk2) ,

on a l’encadrement

inf
k∈K

E[ρ(X, k)] � dispX � 2 inf
k∈K

E[ρ(X, k)] ;

un énoncé équivalent au critère de Vershik est donc : pour toute v.a. R ∈ L(F0,K),
dispπnR→ 0 quand n→ −∞.

2) Le critère reste vrai si l’on y remplace [0, 1] par n’importe quel espace métrique
compact infini, ou encore si l’on y remplace « pour toute R à valeurs dans [0, 1] »
par « pour tout (K, ρ), où K est un ensemble fini muni de la distance ρ(k1, k2) =
1{k1 �=k2}, et toute R à valeurs dans K ». Mais j’ignore si l’on obtient encore une
condition équivalente en se restreignant auxK n’ayant que deux points, c’est-à-dire en
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remplaçant les variables aléatoires R par les événements de F0. (C’est bien équivalent
lorsqu’il existe un temps d’arrêtN > −∞ et une v.a. mesurable pour F0, indépendante
de FN et de loi diffuse ; mais le cas dyadique, par exemple, échappe à cette condition.)

La nécessité du critère de Vershik (utilisée pour montrer que l’exemple vu plus haut
n’est pas standard) se vérifie sans peine, au moyen des trois arguments suivants :

a) Stabilité par immersions. — Si F est immergée dans (Ω,G,P) et si ce dernier sa-
tisfait au critère de Vershik, il en va de même de (Ω,F,P). Cela résulte immédiatement
de ce que, par immersion, les prédictions itérées πnR d’une v.a. R mesurable pour F0
sont les mêmes, qu’elles soient calculées dans la filtration F ou dans la filtration G.
Pour établir que tout espace standard satisfait au critère, il suffit donc de montrer que
tout espace engendré par un processus (Un)n�0 fait de v.a. indépendantes y satisfait.
On est ainsi ramené au cas où Fn = σ(Um , m�n).

b) Robustesse de la prédiction. — Si R et S sont deux v.a. mesurables pour F0
et à valeurs dans K = [0, 1], on vérifie facilement, à l’aide de la définition de ρ′,
l’inégalité E[ρn(πnR, πnS)] � E[ρ(R,S)] (plus précisément, mais nous n’en aurons
pas besoin, le processus

(
ρn(πnR, πnS)

)
n�0

est une sous-martingale). Pour montrer
que πnR est proche d’une constante lorsque n est assez petit, cette inégalité permet
de se restreindre à des R pris dans une partie dense de L(F0,K).

c) Prédiction d’une fonctionnelle des innovations. — Comme partie dense de
L(F0,K), nous prendrons l’ensemble des v.a. de la forme f(Un+1, ..., U0) pour un
n � 0 et une fonction borélienne f : R|n| → K ; la densité est assurée par le clas-
sique théorème de Doob sur les martingales directes (T = N). Lorsque R est de cette
forme, il est immédiat, par récurrence descendante, que, pour chaquem ∈ {n, ..., 0}, la
prédiction itérée πmR est de la forme gm(Un+1, ..., Um) pour une fonction borélienne
gm : Rm−n → Km (c’est ici qu’intervient l’indépendance des U<). En particulier, pour
m = n, on voit que la v.a. πnR est constante ; ceci reste vrai a fortiori lorsque l’on
remplace n par un instant antérieur. La nécessité du critère est établie.

Il est plus ardu de montrer que le critère est suffisant ; nous allons seulement esquis-
ser ci-dessous les grandes lignes de l’argument. Pour plus de détails, voir Vershik [24],
ou [11] pour un langage plus probabiliste, ou encore Feldman-Smorodinsky [13] pour
une méthode légèrement différente.

Étant données, dans un espace probabilisé (Ω,A,P), deux sous-tribus B et C telles
que C ⊂ B, rappelons que, pour qu’il existe une v.a. X mesurable pour B, de loi
diffuse, indépendante de C et telle que C∨σ(X) = B (une telle X sera appelée un
complément à C dans B), il faut et il suffit que toute v.a. V vérifiant C∨σ(V ) = B

ait une loi diffuse. Nous dirons en ce cas que B est conditionnellement diffuse par
rapport à C ; et un espace probabilisé filtré tel que chaque Fn soit conditionnellement
diffuse par rapport à Fn−1 sera dit de type diffus. Pour ce type d’espaces, on a une
sorte de réciproque à l’inégalité du b) précédent :
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Lemme 1. — L’espace probabilisé filtré étant de type diffus, soient R ∈ L(Fn,K)
et L ∈ L(Fn−1,K ′) deux v.a. étagées, et telles que les valeurs (dans K ′) prises par
L soient des probabilités (sur K) à supports finis. Il existe une v.a. S ∈ L(Fn,K)
vérifiant les deux égalités L[S|Fn−1] = L et E[ρ(R,S)] = E

[
ρ′
(
L[R|Fn−1], L

)]
.

Démonstration. — Remarquer d’abord que, par compacité faible de l’ensemble des
probabilités sur K×K, l’infimum dans la définition de ρ′(µ, ν) est atteint pour un
certain λ ; si de plus K est fini, ce λ optimal peut être choisi fonction mesurable du
couple (µ, ν).

Par hypothèse, il existe un ensemble fini H ⊂ K tel que les valeurs prises par
R soient des points de H et que les valeurs (en nombre fini) prises par L soient des
probabilités à supports dansH . Choisissant µ = L[R|Fn−1](ω) et ν = L(ω), on obtient
pour presque tout ω l’existence d’une probabilité λ(ω) sur H×H , dont la dépendance
en ω est mesurable pour Fn−1, et qui vérifie∑

k∈H
λ(ω, . , k) = L[R|Fn−1](ω)

∑
h∈H

λ(ω, h, . ) = L(ω)

∑
(h,k)∈H×H

ρ(h, k)λ(ω, h, k) = ρ′
(
L[R|Fn−1](ω), L(ω)

)
.et

Posons Σ(ω) =
∑
k∈H

λ
(
ω,R(ω), k

)
=
∑
h∈H

1{R=h} P[R=h|Fn−1]. De

P[Σ=0 et R= h|Fn−1] = P[R=h|Fn−1] 1{P[R= h|Fn−1]=0} = 0 ,

on déduit P[Σ=0] = 0 et Σ > 0 p.s. Appelons k1, . . . , kp les points de H et pour
0 � j � p posons

Qj(ω) =
λ
(
ω,R(ω), k1

)
+ · · ·+ λ

(
ω,R(ω), kj

)
Σ(ω)

;

ces v.a. sont mesurables pour Fn−1∨σ(R) et vérifient 0 = Q0 � Q1 � · · · � Qp = 1.
Mais, R étant étagée, Fn est conditionnellement diffuse par rapport à Fn−1∨σ(R) ; il
existe donc un complément X à Fn−1∨σ(R) dans Fn, de loi uniforme sur [0, 1]. Ceci
permet de définir une v.a. S, mesurable pour Fn et à valeurs dans H , par la formule

S(ω) = kj ⇐⇒ Qj−1(ω) < X(ω) � Qj(ω) ,

et l’on a

P[S= k|Fn−1∨σ(R)] =
λ
(
ω,R(ω), k

)
Σ(ω)

;

P[R= h et S= k|Fn−1∨σ(R)] = 1{R=h}
λ(ω, h, k)

P[R=h|Fn−1]
;

P[R= h et S= k|Fn−1] = P[R=h|Fn−1]
λ(ω, h, k)

P[R=h|Fn−1]
= λ(ω, h, k)
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(où tout s’annule quand le dénominateur est nul). En conséquence, la loi conditionnelle
de (R,S) par rapport à Fn−1 vaut λ. Ceci implique d’une part L[S|Fn−1] = L et d’autre
part

P[ρ(R,S)|Fn−1] =
∑

(h,k)∈H×H
ρ(h, k)λ(h, k) = ρ′

(
L[R|Fn−1], L

)
,

d’où P[ρ(R,S)] = P
[
ρ′
(
L[R|Fn−1], L

)]
.

Posons K◦0 = K et, pour tout n < 0, appelons K◦n l’ensemble, inclus dans Kn, de
toutes les probabilités portées par un nombre fini de points de K◦n+1. Il est facile de
vérifier que, étant donné un R ∈ L(F0,K), toutes les |n|+1 v.a. πnR, πn+1R,...,π0R
sont étagées si et seulement si πnR est étagée et à valeurs dans K◦n. Les v.a. R ayant
cette propriété seront dites étagées jusqu’à n. Avec ces notations, en itérant |n| fois
le lemme 1, on obtient sans peine :

Lemme 2. — Toujours en supposant que l’espace est de type diffus, soient n ∈ −N,
R ∈ L(F0,K) et L ∈ L(Fn,K◦n) ; on suppose en outre L étagée. Il existe une v.a.
S ∈ L(F0,K), étagée jusqu’à n, telle que πnS = L et que E[ρ(R,S)] = E[ρn(πnR,L)].

Ceci a lieu dans tout espace probabilisé filtré de type diffus. Pour montrer que
le critère de Vershik est suffisant, supposons-le satisfait, et cherchons à établir que
l’espace est standard. Quitte à immerger (Ω,F,P) dans un espace plus gros, nous
devons construire un processus engendrant la filtration et formé de v.a. indépendantes.
En faisant un produit, c’est-à-dire un grossissement indépendant, par « l’ » espace
probabilisé filtré standard diffus, et en vérifiant que le critère est stable par de tels
produits, on se ramène au cas où (Ω,F,P) est de type diffus.

Pour R ∈ L(F0,K) et ε > 0, nous savons par hypothèse qu’il existe un n � 0 et
un µ ∈ Kn tels que E[ρn(πnR,µ)] < ε. Il est immédiat de vérifier que K◦n est dense
dans Kn ; on peut donc choisir µ dans K◦n. En prenant la v.a. constante L = µ dans le
lemme 2, on obtient une S ∈ L(F0,K) telle que πnS soit déterministe, que πn+1S, ...,
π0S soient étagées, et que E

[
|S−R|

]
< ε. Puisque chaque π<S est étagée, il existe pour

tout P ∈ {n+1, ..., 0} un complément X< à F<−1∨σ(π<S) dans F<. On peut définir une
filtration E en prenant E< grossière pour P � n, et

E< = σ
(
πn+1S,Xn+1, πn+2S,Xn+2, ..., π<S,X<

)
pour P > n ;

on montre que Fn∨E< = F< pour tout P � n, que E0 et Fn sont indépendantes, et donc
que E est immergée dans (Ω,F,P). Pour P ∈ {n+1, ..., 0} il existe un complément U<
à E<−1 dans E< ; nécessairement, U< est aussi un complément à F<−1 dans F<. Puisque
S est mesurable pour E0, elle est fonction borélienne de Un+1, ..., U0 ; il est donc
établi que les v.a. de la forme f(Un+1, ..., U0), où f est borélienne, n dans −N, et
chaque U< un complément à F<−1 dans F<, sont denses dans L1.

Si en outre R est étagée, à valeurs dans une partie finie F de K, en remplaçant
f par g ◦ f , où g : K → F est l’identité sur F et est continue en tout point de F ,
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on obtient l’existence d’une S de la forme ci-dessus, et proche de R au sens fort où
P[S �=R] < ε.

Supposons maintenant donnés n ∈ −N, ε > 0, des compléments Un+1, ..., U0
comme ci-dessus, et une v.a. R ∈ L1(F0). En raison de la séparabilité essentielle, il
existe une suite croissante (Fk

n )k�0 de sous-tribus essentiellement finies de Fn telle que∨
k Fk

n = Fn ; par un théorème de Doob, R est donc approchable dans L1 par des v.a.
de la forme φ(T, Un+1, ..., U0) où T est étagée et mesurable pour Fn. En appliquant
la remarque précédente à T au lieu de R et à la filtration décalée (Fm)m�n, on obtient
l’existence de T ′, mesurable pour Fn, telle que P[T ′ �=T ] < ε et qui soit de la forme
T ′ = ψ(Vm+1, ..., Vn), où m < n et où les V< sont respectivement des compléments à
F<−1 dans F<. Il s’ensuit que R est approchable par φ

(
ψ(Vm+1, ..., Vn), Un+1, ..., U0

)
.

Résumons : Un+1, ..., U0 étant donnés, on obtient une partie dense de L1(F0) en
considérant les v.a. de L1 qui sont de la forme h(Vm+1, ..., Vn, Un+1, ..., U0), où h
est borélienne, m < n et, où V< est un complément à F<−1 dans F< pour m < P � n.

Pour terminer la démonstration, considérons une v.a. intégrable R qui engendre la
tribu F0. En partant par exemple de n0 = −1 et d’un complément U0 à F−1 dans F0,
l’étape précédente permet de construire de proche en proche une suite strictement
décroissante (nk)k�0 et des compléments U< à F<−1 dans F< tels que, pour chaque k,
R soit à distance au plus 1/k d’un élément de L1

(
σ(U< , nk < P � 0)

)
. Il en résulte

que R est mesurable pour la tribu limite σ(U< , P ∈ −N) ; et F0, engendrée par R,
l’est aussi par les U<. Enfin, la filtration F′ engendrée par les U< est immergée dans
(Ω,F,P) et vérifie F0

′ = F0 ; ces deux propriétés suffisent à entrâıner que F′ = F, et
(Ω,F,P) est donc standard.

Comme nous l’avons dit plus haut, ce critère est utilisable en pratique, puisqu’il
permet de vérifier que l’exemple donné dans la section 1 n’est pas standard. Une
autre situation, non fabriquée ad hoc, où le critère fait la preuve de son efficacité,
est le problème « T , T−1 », résolu par D. Heicklen et C. Hoffman [15] : Si T est un
automorphisme d’un espace probabilisé (E,E, µ), et si l’entropie de T n’est pas nulle,
le processus de Markov à valeurs dans E, de loi stationnaire µ et de probabilités de
transition p(x, . ) = 1

2 (δTx+δT−1x) engendre un espace probabilisé filtré qui n’est pas
standard.

Dans la même veine que le critère, voici un autre résultat également emprunté à
Vershik [24] :

Théorème 2. — Soit (Ω,F,P) un espace probabilisé filtré ; pour chaque n � 0, sup-
posons Fn engendrée par Fn−1 et par une v.a. indépendante de Fn−1, de loi soit
diffuse, soit uniforme sur un ensemble fini. Alors (Ω,F,P) est standard (si et) seule-
ment s’il est engendré par un processus formé de v.a. indépendantes.

Pour la démonstration, nous renvoyons à Vershik [24]. Il ne la donne complètement
que dans le cas où aucune des lois n’est diffuse ; mais dans le cas général les instants n
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pour lesquels Fn admet une v.a. diffuse indépendante de Fn−1 se traitent facilement
par les mêmes arguments que plus haut. Une variante de sa méthode est proposée par
J. Feldman et M. Smorodinsky ([13], théorème 3.2).

Dans le theorème 2, on ne peut se passer de l’hypothèse d’uniformité des lois.
Un contre-exemple très simple est fourni par un processus de Markov stationnaire
(Xn)n�0 ne prenant que deux valeurs, tel que P[Xn=Xn−1] = p, où p ∈ ]0, 1[ est
fixé et différent de 1

2 . Par un argument de couplage, le critère de confort-I, dont nous
parlerons en fin d’exposé, entrâıne facilement que l’espace probabilisé filtré engendré
par X est standard. Mais cet espace ne peut pas être engendré par un processus formé
de v.a. indépendantes, car les deux seuls événements de Fn non dégénérés et indépen-
dants de Fn−1 sont {Xn=Xn−1} et {Xn=Xn−1} (c’est ici qu’intervient la restriction
p �= 1

2 ), et la tribu engendrée par tous les événements de ce type est indépendante
de la v.a. X0 (échanger les deux points de l’espace d’états), donc strictement incluse
dans F0.

Au premier abord, la théorie de Vershik est surprenante, et l’existence d’espaces
filtrés non standard inattendue. Une fois habitué, et quelques exemples assimilés,
on fait face à un deuxième choc, le théorème d’isomorphisme lacunaire, selon lequel
un espace probabilisé filtré non standard peut toujours être rendu standard par un
changement de temps adéquat.

Théorème 3 (d’isomorphisme lacunaire). — Soit (Ω,F,P) un espace probabilisé fil-
tré tel que la tribu initiale F−∞ soit grossière. Il existe une application strictement
croissante ν : −N → −N telle que, si l’on pose Gn = Fν(n), l’espace probabilisé filtré
(Ω,G,P) soit standard.

La démonstration de cet étonnant résultat est assez semblable à celle du théorème 1
plus haut ; on ne dispose plus de la puissante hypothèse qu’est le critère, mais l’on
sait que toutes les martingales convergent à −∞, et l’on peut à volonté accélérer
cette convergence en regroupant l’innovation par paquets, qui correspondront à des
intervalles ]ν(n−1), ν(n)]. Pour les détails, voyez Vershik [24] ou [11].

3. CHANGEMENTS NON STANDARD DE PROBABILITÉS

À partir d’ici, nous abandonnons la convention selon laquelle l’axe des temps T

est toujours −N : nous rencontrerons aussi le cas où T = R+ ; nous préciserons donc
explicitement, lorsque le contexte sera ambigu, l’axe des temps utilisé, en parlant de
temps continu quand T = R+ et de temps discret quand T = −N ; les instants seront
notés m ou n en temps discret et s ou t en temps continu.

Nous appellerons espace de Wiener l’espace probabilisé filtré (à temps continu)
engendré par un mouvement brownien.
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En 1995, L. Dubins, Feldman, Smorodinsky et Tsirelson [8] et [14] ont utilisé le cri-
tère de Vershik pour construire, sur l’espace de Wiener, des probabilités aux propriétés
étranges. Leur construction commence avec un jeu de pile ou face infini (Xn)n�0 et
l’espace probabilisé filtré (Ω,F,P) qu’il engendre. Au moyen d’une martingale de den-
sités (Dn)n�0 markovienne par blocs (avec des blocs de plus en plus gros au voisinage
de −∞), ils parviennent à définir une probabilité Q équivalente à P, vérifiant même
1−ε < dQ/dP = D0 < 1+ε, et cependant telle que l’espace probabilisé filtré (Ω,F,Q)
ne soit pas standard ! Très compliquée, leur construction n’est pas explicite (« tel en-
semble ayant une mesure non nulle, on peut y choisir un point... ») ; malgré deux
tentatives [18] et [4] pour la simplifier un peu, l’argument reste assez indigeste. Par
contre, transférer le résultat du jeu de pile ou face vers le mouvement brownien ne
pose pas de difficultés : Étant donné un mouvement brownien (Bt)t∈R+

pour une pro-
babilité P, on choisit dans R+ une suite strictement croissante (tn)n�0, et il suffit de
définir la densité dQ/dP comme φ

(
sgn(Btn−Btn−1) , n� 0

)
, où la fonction φ est celle

qui définit dQ/dP à partir des Xn pour le jeu de pile ou face : D0 = φ(Xn , n� 0).

Historiquement, cette construction de Dubins, Feldman, Smorodinsky et Tsirel-
son a été le premier exemple fournissant la réponse (négative) à une question posée
par M. Yor [27] en 1979 : Appelons faiblement brownien un espace probabilisé filtré
(Ω,F,P) tel que la filtration F possède la propriété de représentation prévisible par
rapport à un mouvement brownien ; ceci signifie que F0 est grossière et que toutes
les martingales sont des intégrales stochastiques par rapport à ce mouvement brow-
nien ; c’est l’analogue en temps continu d’un espace probabilisé filtré à temps dis-
cret dyadique et asymptotiquement grossier. Tout espace probabilisé filtré faiblement
brownien est-il engendré par un mouvement brownien ?

En fait, une fois que l’on a à sa disposition la théorie de Vershik, et si l’on ne
s’intéresse pas aux changements de probabilités mais seulement à la question de Yor,
l’argument de transfert du jeu de pile ou face vers le mouvement brownien fournit
très facilement des exemples bien plus simples, de la façon suivante.

On se donne, sur un espace probabilisé (Ω,A,P), deux objets indépendants : un
mouvement brownien (Bt)t�0, et une filtration à temps discret F = (Fn)n�0 telle que
(Ω,F,P) soit non standard, mais dyadique et asymptotiquement grossier (l’exemple
de Vershik donné plus haut, avant la définition des espaces standard, fait parfaitement
l’affaire). Il existe des v.a. (Xn)n�0 telles que Xn soit indépendante de Fn−1, prenne
les valeurs 1 et −1 avec même probabilité 1

2 , et que Fn = Fn−1∨σ(Xn). On se donne
aussi, dans R+, une suite strictement croissante (tn)n�0 qui tend vers 0 quand n
tend vers −∞ ; en remarquant que l’ensemble des v.a. X ′n = Xn sgn(Btn−Btn−1) est
indépendant de B, on définit un nouveau mouvement brownien (B′t)t�0 par

B′t = B
′
tn−1

+X ′n(Bt−Btn−1)
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si t est dans l’intervalle In = ]tn−1, tn] pour un n � 0, et par B′t = B′t0 + (Bt−Bt0)
si t ∈ ]t0,+∞[ ; remarquer que le signe de l’accroissement B′tn−B′tn−1

est Xn. Soient
B et B′ les filtrations (à temps continu) engendrées par B et B′. On peut définir une
filtration à temps continu G par Gt = Fn(t)∨B′t, où n(t) est le plus grand n tel que
tn � t ; observer que l’on a aussi Gt = Fn∨B′t pour chaque n tel que tn � t. Comme
les accroissements de B′ dans l’intervalle In sont fonction de Xn et des accroissements
de B dans In, ils sont indépendants de Fn−1∨Btn−1 et a fortiori de Gtn−1 . Comme,
par définition de G, on a

Gt = Gtn−1 ∨ σ
(
B′s−B′tn−1

, s ∈ ]tn−1, t]
)

pour t ∈ ]tn−1, tn],

B′ est un mouvement brownien pour G ; comme en outre G−∞ ⊂ F−∞∨B0 est gros-
sière, (Ω,G,P) jouit de la propriété de représentation prévisible par rapport à B′, et est
donc faiblement brownien. Et cependant G ne saurait être engendrée par aucun mou-
vement brownien (ni même aucun processus dont les accroissements sur les In sont
mutuellement indépendants), puisque la filtration à temps discret F, qui n’est pas stan-
dard, est immergée dans l’espace probabilisé filtré à temps discret

(
Ω, (Gtn)n�0,P

)
,

qui n’est donc pas standard non plus.

Avant de quitter cette section, signalons encore un autre contre-exemple, qui touche
à une question voisine : Partant de l’espace de Wiener (Ω,F,P) et effectuant des
changements de temps suffisamment réguliers, obtient-on un espace isomorphe à l’es-
pace initial ? Inspirée des idées de Dubins, Feldman, Smorodinsky et Tsirelson, mais
beaucoup plus simple que leur changement de probabilité, une construction faite
dans [9] donne une famille (Tt)t�0 de temps d’arrêt de (Ω,F,P), vérifiant les pro-
priétés suivantes : chaque fonction t $→ Tt(ω) est C∞ et de dérivée dTt/dt vérifiant
1− ε < dTt/dt < 1+ ε ; et cependant la filtration changée de temps (FTt)t�0 n’est en-
gendrée par aucun mouvement brownien. Ici encore, la construction s’effectue d’abord
en temps discret, et est seulement ensuite transférée au cadre brownien.

4. CONFORT ET POINTS TRIPLES

Revenons à la question de Yor mentionnée dans la section précédente. Depuis 1988,
M. Barlow, J. Pitman et Yor [3] soupçonnaient que les processus de Walsh y four-
nissent un contre-exemple. Ce sont des processus dont la filtration est faiblement
brownienne, et ces auteurs conjecturaient qu’elle n’est pas engendrée par un mouve-
ment brownien.

Le processus de Walsh le plus simple est une sorte de mouvement brownien à valeurs
dans une (é)toile à trois rayons T = {z ∈ C : z3∈ R+} ; sa distance à l’origine est
(en loi) la même que pour un mouvement brownien usuel, mais les excursions hors
de l’origine, au lieu d’être affectées comme d’habitude de signes ±1 indépendants,
choisissent leur direction indépendamment, et uniformément, parmi les trois rayons
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de la toile. L’idée de Barlow, Pitman et Yor était que le choix entre trois possibilités
(les trois rayons), effectué par le processus aux instants aléatoires où il quitte l’origine,
est impossible dans une filtration brownienne. Plus précisément, on sait définir une
classe d’instants aléatoires, les temps honnêtes(5), tels que les débuts d’excursions
aient lieu à de tels instants ; et si L est un temps honnête, il y a deux tribus, FL

et FL+, qui représentent respectivement les événements connus à l’instant L et ceux
connus juste après L, et qui vérifient toujours FL ⊂ FL+. Dans le cas où la filtration
F abriterait un processus de Walsh W , en notant L le temps honnête égal au dernier
instant avant 2001 oùW passe à l’origine, FL+ devrait contenir une v.a. à trois valeurs
(le rayon choisi pour quitter l’origine, c’est-à-dire celui où se trouve le point W2001)
indépendante de FL. La stratégie que proposaient Barlow, Pitman et Yor consiste à
montrer que si L est n’importe quel temps honnête dans une filtration F engendrée
par un mouvement brownien, FL+ est engendrée par FL et par une v.a. ne prenant que
deux valeurs ; cette propriété, appelée « conjecture de Barlow » par Yor [28], rendrait
impossible l’existence dans FL+ d’une v.a. trivaluée indépendante de FL, et, par là
même, d’un processus de Walsh dans F.

Une bonne partie de ce programme a été menée à bien par Tsirelson en 1996 :
en introduisant une idée radicalement nouvelle, le confort, il a démontré dans [20]
que les processus de Walsh ne peuvent être immergés dans la filtration engendrée
par un mouvement brownien, fût-il de dimension plus grande que 1, ou même infinie.
Une des nouveautés essentielles de son approche est qu’il ne travaille pas sur un
processus de Walsh supposé vivre dans une filtration brownienne, mais qu’il considère
simultanément deux copies de cette situation, qui soient très proches (condition (iv)
de la définition 6 ci-dessous), mais en même temps un tout petit peu indépendantes
(condition (iii)).

Définition 4. — En temps discret ou continu, on dit que deux filtrations F et G,
définies sur un même espace probabilisé (Ω,A,P), sont co-immergées si elles sont
toutes deux immergées dans une même troisième.

Il est facile de voir qu’en ce cas, F et G sont toutes deux immergées dans la plus
petite filtration qui les contient toutes deux.

Définition 5. — En temps continu, on dit que deux filtrations F et G, définies sur
un même espace probabilisé (Ω,A,P) et co-immergées, sont séparées s’il existe une
constante c < 1 telle que, pour toute martingale M pour F et toute martingale N
pour G, on ait

[M,N ]2 � c [M,M ] [N,N ] .

(5)Ce sont exactement les fins des ensembles optionnels.
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Sans la constante c, ce serait l’inégalité de Kunita-Watanabe usuelle ; la constante
vient renforcer l’inégalité, de façon uniforme pour toutes les martingales de F et G.
Noter que la condition de co-immersion donne un sens à la formule : le calcul de la
covariation [M,N ] se fait dans une filtration commune, qui est celle dans laquelle
F et G sont immergées. Nous n’utiliserons cette définition que dans le cas où toutes
les martingales de F et G sont continues — c’est la situation que considérait Tsirelson
lorsqu’il a inventé cette notion — ; elle s’interprète alors comme une sorte d’indépen-
dance partielle, l’indépendance étant obtenue pour c = 0.

Définition 6. — En temps continu, on dit qu’un espace probabilisé filtré (Ω,F,P)
est confortable si, pour toute v.a. R ∈ L∞(Ω,F∞,P) et tout ε > 0, il existe un espace
probabilisé (Ω,A,P) pourvu de deux filtrations F′ et F′′ telles que

(i) les trois espaces probabilisés filtrés (Ω,F,P), (Ω,F′,P) et (Ω,F′′,P) sont iso-
morphes ;

(ii) les deux filtrations F′ et F′′ sont co-immergées ;
(iii) les deux filtrations F′ et F′′ sont séparées (la constante de séparation c pou-

vant bien entendu dépendre de R et ε) ;
(iv) les deux v.a. R′ ∈ L∞(F′∞) et R′′ ∈ L∞(F′′∞), respectivement obtenues à partir

de R par les isomorphismes de la condition (i), vérifient E
[
|R′−R′′|

]
< ε.

Ceci signifie que l’on peut faire vivre ensemble (ii) deux copies (i) de l’espace,
tout à la fois proches (iv) et un peu indépendantes (iii). La démarche de Tsirelson
consiste à établir que les espaces probabilisés filtrés engendrés par des mouvements
browniens (pouvant être multidimensionnels) sont toujours confortables, alors que
l’espace probabilisé filtré engendré par un processus de Walsh n’est jamais confortable.
Il en résultera qu’un processus de Walsh ne peut engendrer le même espace qu’un
mouvement brownien. Plus précisément, comme tout espace probabilisé filtré immergé
dans un espace probabilisé filtré confortable l’est aussi (cela résulte facilement de la
définition 6), l’espace engendré par un processus de Walsh n’est immersible dans aucun
espace engendré par un mouvement brownien.

La première étape de Tsirelson est donc celle-ci :

Théorème 4. — Un espace probabilisé filtré engendré par un mouvement brownien
est toujours confortable.

Démonstration. — Prendre deux copies indépendantes B0 et Bπ/2 du brownien
générateur, et considérer l’espace probabilisé filtré (Ω,F,P) engendré par le couple
(B0, Bπ/2). Pour tout réel α, le processus Bα = B0 cosα + Bπ/2 sinα est un mouve-
ment brownien dans (Ω,F,P) ; la filtration Fα qu’il engendre est donc immergée dans
cet espace. Si α − β n’est pas multiple de π, Fα et Fβ sont séparées, avec constante
c = cos2(α−β) < 1, car l’inégalité de Kunita-Watanabe renforcée, vraie pour les
mouvements browniens Bα et Bβ , s’étend aux autres martingales par représentation
prévisible.
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Pour conclure, il ne reste qu’à établir que, étant donnée une fonctionnelle bornée
R0 de B0, la copie Rα de R0 dans la filtration Fα vérifie E

[
|Rα−R0|

]
< ε pour un

α assez voisin de 0 (mais non nul, pour que Fα et F0 soient séparées). Cela résulte
facilement du joli théorème suivant, qui semble classique chez les probabilistes russes
sous le nom de « lemme de Slutsky » :

Si une suite (Zp)p∈N
de v.a. ayant même loi converge en probabilité vers une li-

mite Z∞, et si h est une fonction borélienne, la suite (h ◦ Zp)p∈N
converge en proba-

bilité vers h ◦ Z∞.
En effet, si l’on n’exige pas que les Zp aient la même loi, c’est vrai pour toute h

continue ; et lorsque les Zp ont même loi, l’ensemble des h pour lesquelles c’est vrai
est stable par limites simples de suites.

La deuxième étape est tout aussi simple à énoncer que la première ; mais sa réali-
sation demandera bien plus d’efforts :

Théorème 5. — Si, dans un espace probabilisé filtré (Ω,F,P), il existe un processus
de Walsh (pour la filtration F), cet espace n’est pas confortable.

Éléments de démonstration. — Considérant deux copies de F co-immergées et sépa-
rées, on a deux processus de Walsh W ′ et W ′′ dans une même filtration. Tsirelson
montre tout d’abord que les instants où W ′ et W ′′ sont tous deux à l’origine sont
rares : mesuré en termes du temps local de l’un, le temps passé par l’autre à l’origine
est nul. Ceci est établi par une méthode de comparaison de solutions d’inéquations
aux dérivées partielles ; pour une autre démonstration (par le calcul stochastique),
voir [12]. C’est ici qu’est utilisée l’hypothèse de séparation.

Tsirelson s’intéresse ensuite à la distance Dt = d(W ′t ,W ′′t ), mesurée sur la toile T .
Le processus D est une sous-martingale, dont le compensateur ne crôıt que lorsque
W ′ et W ′′ sont égaux, ou que l’un au moins d’entre eux est à l’origine. Le résultat du
paragraphe précédent permet de minorer ce compensateur par une somme de termes
de temps locaux de W ′ et W ′′ à l’origine, qui se calculent séparément ; on obtient
ainsi E[Dt] � 1

3

√
2t/π (si l’on remplaçait T par une toile à r rayons au lieu de 3, le

coefficient 1
3 deviendrait r−2

r , et le théorème subsisterait pourvu que r > 2).
Enfin, la minoration ci-dessus, universelle et indépendante en particulier de la

constante de séparation c, montre que les v.a. complexes W ′t et W ′′t ne sont pas
proches, et empêche que ne soit satisfaite la condition (iv) de la définition 6 : l’espace
ne peut être confortable.

En appliquant les mêmes méthodes à des processus à valeurs dans T un peu plus
généraux (les « semimartingales-araignées », qui sont les semimartingales continues,
de compensateur porté par l’ensemble des instants où le processus est à l’origine),
Tsirelson établit, sous l’hypothèse de confort, la formule dL1∧dL2∧dL3 = 0, où Li est
le temps local à l’origine du processus projeté sur le i-ième rayon. Soient maintenant
U1, U2 et U3 trois ouverts bornés de Rd, deux-à-deux disjoints. En choisissant comme
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semimartingale-araignée le processus (G1 ◦B,G2 ◦B,G3 ◦B), où Gi est une fonction
de Green dans Ui et B un mouvement brownien dans Rd, il obtient µ1∧µ2∧µ3 = 0, où
µi est « la » mesure harmonique sur la frontière de Ui (seule la classe d’équivalence de
µi est intrinsèquement définie). Ce résultat selon lequel, en dimension d quelconque,
les frontières harmoniques ont fort peu de points triples, avait été conjecturé par
C. Bishop [5] en 1991 (en dimension d = 3 on savait seulement que la multiplicité est
� 4, et, en grandes dimensions, � 10). En donner une démonstration non probabiliste
est, selon Tsirelson [21], « a challenge for classical analysis ! ».

En utilisant les outils introduits par Tsirelson, mais avec une définition du confort
légèrement modifiée, la conjecture de Barlow a été complètement établie dans [2] (voir
aussi [6] pour une simplification). L’idée est ici, partant d’un temps honnête L tel que
FL+ ne soit pas engendrée par FL et par une v.a. à deux valeurs, de construire une
martingale à valeurs dans T (une « martingale-araignée ») quittant l’origine à l’instant
L, et de lui faire ensuite subir les traitements infligés par Tsirelson aux processus de
Walsh, pour montrer que l’espace ne peut être confortable.

Le confort, ou plutôt son absence, a également été utilisé par S. Watanabe [26]
pour montrer qu’une certaine diffusion dans le plan, symétrique pour la mesure de
Lebesgue et de probabilités de transition continues, introduite par Ikeda et lui-même
en 1971, ne peut pas non plus s’immerger dans un espace de Wiener. Ce processus
se déplace de façon brownienne dans le plan ; lorsqu’il rencontre les rayons de la toile
T , il s’agite aussi de façon brownienne le long du rayon, à une vitesse beaucoup plus
rapide (réglée par le temps local de la composante normale au rayon) ; lorsqu’il est
à l’origine, ce qui se produit de façon récurrente, son comportement est régi par une
loi d’excursions explicite. Watanabe montre qu’aux instants où le processus quitte
l’origine, la conjecture de Barlow est violée ; d’où le résultat.

Dans le même article, il en déduit que le « mouvement brownien gluant » (mouve-
ment brownien réel ralenti lorsqu’il passe en 0 de façon à faire cöıncider son temps
local avec le temps ordinaire passé en 0) n’est pas confortable non plus. L’argument
consiste simplement à remarquer qu’à changement de temps près, deux mouvements
browniens gluants indépendants forment une diffusion du type vu précédemment, la
toile (à quatre rayons) étant formée des deux axes.

Ce dernier résultat est aussi obtenu, indépendamment, par Warren [25], en étudiant
directement deux copies co-immergées de ce processus. (Mais ma fille soutient que
sans étudier les mathématiques, tout le monde sait que rien de gluant ne peut être
confortable.)

Nous avons vu que, pour prouver la conjecture de Barlow, la définition du confort a
dû être modifiée ; voici, pour terminer, une autre variation sur cette notion, qui fournit
un lien entre critère de Vershik et confort. Revenons en temps discret, les filtrations
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étant indexées par −N, et reprenons la définition 6, en y remplaçant bien sûr F∞ par
F0, mais aussi la condition (iii) par

(iii′) il existe un n ∈ −N tel que les tribus F′n et F′′n soient indépendantes sous P.

La propriété obtenue est appelée confort-I (le I signifie indépendance) ; elle a été
utilisée, sans être explicitement définie, par Smorodinsky [19], comme condition né-
cessaire pour que l’espace probabilisé filtré soit standard ; et cette condition nécessaire
se trouve être aussi suffisante [11]. Elle fournit ainsi un substitut au critère de Vershik
(qui est d’ailleurs mis à contribution pour montrer qu’elle est suffisante).

Un intérêt du confort-I est d’être parfois plus simple à mettre en œuvre que le
critère de Vershik, parce que l’on n’a pas à calculer dans un espace métrique dépen-
dant de n ; l’exemple donné juste après le théorème 2 en est une illustration. Mais le
confort-I donne aussi un nouvel éclairage au concept d’espace standard, par le lien
qu’il établit avec la notion de couplage. Le couplage consiste à faire évoluer simul-
tanément deux versions d’un même processus, de conditions initiales différentes, en
cherchant à maximiser leur probabilité de rencontre ; c’est une méthode familière aux
probabilistes pour obtenir des estimations en loi (voir le traité de Lindvall [16] ou l’ex-
posé de Diaconis [7]). L’analogie avec le confort-I saute aux yeux : si la filtration F est
engendrée par un processus X , la condition (iii′) dit que jusqu’à un instant passé n on
disposait de deux copies indépendantes X ′ et X ′′ de X , la condition (ii) dit qu’après n
les deux processus évoluent conjointement, et (iv), qu’à la fin, les deux copies donnent
à une certaine fonctionnelle de X des valeurs proches. Pour un exemple éclairant sur
ce que le couplage peut apporter à l’étude des filtrations, voir la démonstration par
Arnaudon [1] du fait que le mouvement brownien sur une variété compacte à d di-
mensions en temps éternel (l’axe des temps est R) a une filtration brownienne à d
dimensions, ou [10] pour le cas, plus simple, où la variété est une sphère.

Une question stimulante pour les travaux à venir me parâıt être la recherche d’un
analogue, en temps continu, de la théorie de Vershik : comprendre ce qui fait qu’un
espace probabilisé filtré est, ou n’est pas, isomorphe à l’espace de Wiener (qui devrait
être un analogue, en temps continu, de l’espace probabilisé filtré standard dyadique).

Les progrès actuels à cet égard sont de deux types : d’une part, de plus en plus de
bruits stochastiques continus, autres que les bruits blancs, sont définis et explorés par
Tsirelson [22] et [23]. D’autre part, les démonstrations du fait qu’une filtration donnée
est engendrée par un mouvement brownien sont de moins en moins explicitement
constructives (voyez M. Malric [17]).

Mais, pour impressionnantes que soient les avancées de ces dernières années, bien du
chemin reste à parcourir. La question posée par Yor il y a vingt ans reste d’actualité,
une fois précisée et reformulée à la lumière des connaissances actuelles :

Si un espace probabilisé filtré faiblement brownien est immersible dans l’espace de
Wiener, est-il nécessairement isomorphe à l’espace de Wiener (c’est-à-dire engendré
par un mouvement brownien) ?
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Springer Lecture Notes in Math. 1709, 277–290, 1999.

[27] M. Yor – Sur l’étude des martingales continues extrémales. Stochastics 2, 191–
196, 1979.

[28] M. Yor – Some Aspects of Brownian Motion. Part II : Some Recent Martingale
Problems. Birkhäuser, 1997.

Michel ÉMERY
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Séminaire BOURBAKI Novembre 2000
53e année, 2000-2001, no 883, p. 85 à 111

L’INÉGALITÉ DE PENROSE
[d’après H. Bray, G. Huisken et T. Ilmanen,...]

par Marc HERZLICH

L’inégalité de Penrose est un énoncé purement géométrique. Les objets qui y in-
terviennent trouvent cependant leur source et une grande part de leurs motivations
dans la théorie de la relativité générale. Il apparâıt donc opportun (et c’est le choix
fait par l’auteur de ces lignes) de consacrer une première partie de cet exposé à une
description rapide du contexte physique, avant d’entrer plus avant dans les détails
proprement mathématiques.

1. UN RAPIDE SURVOL DE RELATIVITÉ GÉNÉRALE

La théorie physique de la relativité générale entretient des liens étroits et féconds
avec la géométrie [8, 22, 30, 33]. Elle modélise l’espace-temps comme une variété dif-
férentielle (lisse) N de dimension 4 munie d’une métrique lorentzienne γ, de signature
(− + ++), représentant le champ de gravitation. Les équations d’Einstein relient le
champ de gravitation aux autres interactions en présence. La métrique y apparâıt par
l’intermédiaire de l’un des avatars de sa courbure, le tenseur d’Einstein, combinai-
son de la courbure de Ricci Ricγ et de sa trace la courbure scalaire Scalγ ; les autres
champs sont combinés pour former le tenseur d’énergie-impulsionT, dont l’expression
varie suivant la nature des interactions en présence. Les équations s’écrivent alors :

(1.1) Ricγ − 1
2
Scalγ γ = 8πT.

Le tenseur d’Einstein est à divergence nulle, ce qui fournit les lois de conservation
usuelles de la théorie des champs (divT = 0).

La situation à laquelle nous allons particulièrement nous intéresser est celle des sys-
tèmes isolés dans laquelle, de manière très schématique, on impose à l’ensemble des
interactions de décrôıtre au fur et à mesure que l’on s’éloigne de leur source et même
de s’annuler à l’infini. Cette exigence est difficile à formuler géométriquement dans un
cadre lorentzien, mais on peut donner une famille d’exemples archétypiques d’un tel
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comportement : les métriques de Schwarzschild ont été introduites par K. Schwarz-
schild dès 1916 [47] pour modéliser l’extérieur d’une étoile fixe et statique de masse
m, représenté par la variété N = R× (R3 \B0(m2 )) munie de la métrique :

(1.2) γschw. = −
(
1− m

2r

)2(
1 + m

2r

)2 dτ2 +
(
1 +

m

2r

)4
eucl

où eucl désigne la métrique euclidienne de R3 (cette écriture, qui n’est pas la plus com-
mune pour une métrique de Schwarzschild, se révèlera la plus commode pour la suite).
Cette famille de métriques est à symétrie sphérique et elles sont toutes « asymptotes »
à l’infini à la métrique de Minkowski −dτ2 + dx2 + dy2 + dz2 sur R4 (la situation
où les interactions gravitationnelles sont absentes). La métrique semble devenir sin-
gulière lorsque l’on approche l’hypersurface {r = m

2 }. Il ne s’agit en réalité que de
singularités du système de coordonnées. Un changement de coordonnées, découvert
par M. Kruskal [31], permet un prolongement lisse des métriques de Schwarzschild
au-delà de l’hypersurface. Une fois les espaces de Schwarzschild ainsi « complétés »,
ils peuvent alors être interprétés comme le champ de gravitation d’un trou noir de
masse m dont l’ouvert difféomorphe à N = R× (R3 \B0(m2 )) constitue la région « ex-
térieure ». L’hypersurface de séparation est l’horizon du trou noir : aucune courbe de
type temps ou lumière (aucune particule) ne peut s’échapper de la région intérieure.
Les sphères {τ = τ0 r = m

2 } contenues dans l’horizon sont des surfaces minimales
(et même totalement géodésiques) et elles entourent une (vraie) singularité de la mé-
trique au centre du trou noir. La relation entre rayon de l’horizon et masse n’est pas
fortuite ; elle est même au cœur de cet exposé.

1.1. Variétés asymptotiquement plates

Instruits par les exemples de Schwarzschild, nous imaginons désormais que toutes
nos variétés sont le produit d’un intervalle (de type temps) par une variété rieman-
nienne M de dimension 3. Via les équations de Gauss et Codazzi, tous les objets géo-
métriques « de dimension 4 » peuvent s’écrire en fonction des métriques et secondes
formes fondamentales des différentes tranches d’espace {τ} ×M . Cette traduction a
l’avantage de transformer de très nombreuses interrogations sur la géométrie lorent-
zienne de l’espace-temps en des questions de pure géométrie riemannienne. Dans le
cas qui nous préoccupe, se donner un système isolé revient à imposer à chaque tranche
d’être asymptotiquement plate (d’autres conditions géométriques, analogues mais non
nécessairement équivalentes, sont parfois utilisées, voir [23, 42, 51]) :

Définition 1.1. — Une variété riemannienne (Mn, g) non compacte, à un seul bout,
est dite asymptotiquement plate d’ordre ρ > 0 s’il existe un compact K ⊂ M et un
difféomorphisme (dit carte à l’infini) z :M \K → Rn \B0(r) (où r > 0) tels que les
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coefficients de la métrique vérifient dans cette carte {z1, . . . , zn}

(1.3) gij − δij = O(|z|−ρ), ∂
∂zk

gij = O(|z|−ρ−1), ∂2

∂zk∂z<
gij = O(|z|−ρ−2).

Cette définition reposant sur des cartes particulières et des expressions en coor-
données peut parâıtre surprenante. Elle définit cependant un bon objet géométrique ;
nous avons néanmoins préféré l’exposer en premier lieu dans la mesure où elle fournit
une vision très concrète des variétés asymptotiquement plates. Elle est justifiée par
le travail dû à S. Bando, A. Kasue et H. Nakajima [2] qui montre l’équivalence entre
platitude asymptotique et des conditions bien précises de décroissance de la courbure
et de comportement du volume des grandes sphères géodésiques à l’infini.

1.2. La masse

Dans l’expression (1.2) des métriques de Schwarzschild, le paramètre m est la
masse de l’étoile. Cette identification se trouve confortée par l’étude de l’équation
différentielle régissant la trajectoire d’une géodésique radiale qui est de la forme
r′′ = −mr−2 + O(r−3). Contrairement à l’intuition, la théorie des systèmes isolés ne
dispose pourtant pas d’une notion universelle (et locale) de masse et estimer la quan-
tité de matière présente dans une région bornée de l’espace(-temps) reste à l’heure
actuelle une question mal comprise (voir la fin de ce texte).

La manière dont a été réalisée l’identification entre le paramètrem et la masse dans
la métrique de Schwarzschild amène alors à l’idée que la masse totale d’un système
isolé doit être calculée de façon globale, à l’aide d’un procédé de passage à la limite.
La définition la plus couramment utilisée aujourd’hui est celle donnée en 1962 par
R. Arnowitt, S. Deser et C. Misner [1], qui attribue une masse à toute hypersurface
asymptotiquement plate d’un espace-temps. Cette définition, comme la précédente,
est purement riemannienne et s’étend à toutes les dimensions.

Définition 1.2. — Soient (Mn, g) une variété riemannienne asymptotiquement
plate, Sr une sphère de rayon r dans une carte à l’infini et ν sa normale sortante.
La masse est

(1.4) m(M, g) =
1

16π
lim
r→∞

∫
Sr

(∂igij − ∂jgii)νj dvolSr

si cette intégrale existe.

Le coefficient 16π est choisi ici pour que le calcul de la masse de toute tranche
d’espace {τ} ×M de la métrique de Schwarzschild (1.2) soit exactement m.

Cet objet, calculé d’une manière apparemment non-tensorielle –et à partir des déri-
vées premières de la métrique de surcrôıt !–, est pourtant bien défini. La confirmation
de ce fait, connu de manière heuristique par les physiciens dès les années 60, se fera
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attendre jusqu’en 1985, année où est démontré le théorème crucial qui permet d’attri-
buer une signification non ambiguë à la masse, dû à R. Bartnik [4] et indépendamment
à P. Chruściel [14].

Théorème 1.3. — Si la variété riemannienne (M, g) de dimension n est asymp-
totiquement plate d’ordre ρ > n−2

2 et si sa courbure scalaire est dans l’espace de
Lebesgue L1, alors sa masse est bien définie. C’est un invariant riemannien, indépen-
dant du choix de la carte.

V. Denisov et O. Solovev ont construit dans [16] un contre-exemple en dimension 3,
d’ordre de décroissance à l’infini exactement égal à 1/2 et dont deux cartes à l’infini
fournissent deux masses différentes.

Si les équations d’Einstein du vide (T = 0) sont vérifiées dans un espace-temps
asymptotiquement plat N = R×M , la masse est indépendante de la tranche choisie
pour le calcul [15] et on peut donc parler de la masse de l’espace-temps. Dans le
cas général, il est naturel d’espérer que la masse soit positive si les interactions en
présence sont physiquement réalistes et qu’elle ne puisse être nulle que pour l’espace-
temps trivial de Minkowski. Les critères utilisés par les physiciens pour décider du
caractère raisonnable des interactions sont des inégalités sur leur tenseur d’énergie-
impulsion T, dites conditions d’énergie [22], qui se traduisent donc, via les équations
d’Einstein, en inégalités sur la courbure.

Un cas particulier très important (et très étudié) est celui où l’hypersurface asymp-
totiquement plate (M, g) dont on calcule la masse est de courbure moyenne nulle (par
exemple si elle est totalement géodésique, i.e. si sa seconde forme est nulle). Les condi-
tions d’énergie impliquent alors que la courbure scalaire de (M, g) est positive. Tout ce
qui précède apporte donc une motivation profonde au résultat fondamental suivant,
dû à R. Schoen et S.T. Yau [44] en 1978. Une preuve alternative a été donnée en 1981
par E. Witten [52] (voir aussi [4, 13, 30, 32]). Cet énoncé est purement riemannien et
ne fait plus référence à la relativité.

Théorème 1.4 (Théorème de la masse positive). — Si (M, g) est une variété rie-
mannienne asymptotiquement plate de dimension 3, complète, sans bord et à courbure
scalaire positive, alors sa masse est positive, et elle est nulle si et seulement si (M, g)
est isométrique à l’espace euclidien (R3, eucl).

Cette inégalité et la rigidité associée au cas d’égalité constituent donc un remar-
quable énoncé de géométrie riemannienne globale, dont certains corollaires sont frap-
pants. On peut citer par exemple celui choisi par R. Geroch dans un exposé de 1974
au cours d’un symposium de l’A.M.S. pour tenter d’attirer l’attention des mathéma-
ticiens sur les problèmes issus de la relativité [19] : la seule métrique riemannienne
à courbure scalaire positive et plate en dehors d’un compact de R3 est la métrique
euclidienne.
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Ce théorème fait partie du paysage depuis 20 ans. Outre son importance en re-
lativité, il joue un rôle crucial en géométrie conforme en relation avec la courbure
scalaire, comme en témoigne le célèbre problème de Yamabe [32]. Mais on ne connâıt
pas encore ses conditions de validité les plus générales : à l’heure actuelle, il est vérifié
en toutes dimensions si la variété est spinorielle (E. Witten) ou si la dimension est
inférieure ou égale à 7 dans le cas général (preuve due à R. Schoen et S.-T. Yau, qui
utilise des surfaces minimales, d’où la restriction ; ils ont affirmé à plusieurs reprises
posséder une preuve valable en toutes dimensions, mais, à la connaissance de l’auteur,
elle semble ne jamais avoir été publiée).

1.3. Trous noirs et inégalité de Penrose

En 1973, R. Penrose a conjecturé une inégalité frappante pour la masse d’un espace-
temps asymptotiquement plat contenant un trou noir [43].

Qu’est-ce qu’un trou noir ? En étant volontairement flou, un espace-temps asymp-
totiquement plat (défini comme précédemment, c’est-à-dire feuilleté par des hypersur-
faces riemanniennes {τ}×M asymptotiquement plates) en contient un s’il existe une
région (« bornée » en espace) dont aucune courbe de type temps ou lumière ne peut
s’échapper et où toutes les géodésiques de ce type sont incomplètes. Si l’on se limite
au cas où les tranches d’espace {τ} × M sont totalement géodésiques, la présence
d’une surface minimale dans {τ} ×M est un bon indice de l’existence d’un trou noir
[22, chap. 9]. Il existe alors toujours une collection de sphères minimales, dites « les
plus extérieures », c’est-à-dire délimitant une région extérieure qui ne contient aucune
autre sphère minimale que les composantes de son bord (ce fait est non trivial, voir
la section 3.6 pour plus de détails). Ces surfaces forment l’horizon du trou noir [22,
chap. 9] : l’intérieur est caché aux yeux de tout observateur extérieur.

Dans ce cadre désormais riemannien, la conjecture de Penrose s’énonce : si (M, g)
est une variété riemannienne asymptotiquement plate de dimension 3 qui contient une
surface minimale compacte et qui satisfait aux hypothèses du théorème de la masse
positive, alors

(1.5) m(M, g) � 1
4

√
Aire (S)
π

où S est l’ensemble des sphères minimales « les plus extérieures » contenues dans M .
L’inégalité (1.5) est inspirée à la fois de la thermodynamique des trous noirs (qui im-

pose des relations entre masse et entropie, c’est-à-dire aire) et d’une autre conjecture
fameuse de relativité, la censure cosmique. Celle-ci prédit que la situation rencontrée
dans les métriques de Schwarzschild (une singularité centrale entourée par un hori-
zon) est en fait générique : tout espace-temps singulier admet une perturbation dans
laquelle la singularité doit être entourée d’un horizon. Cet énoncé est probablement
le problème ouvert le plus important pour les spécialistes de relativité ; sa vérification
aurait des conséquences concrètes en astrophysique. Or R. Penrose présente dans [43]
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un argument, heuristique mais convaincant, qui va à l’encontre de la censure cosmique
si l’inégalité (1.5) est violée !

On comprend donc aisément l’importance de la conjecture de Penrose et son attrait.
Pris du côté de la physique, son énoncé est très naturel : la masse d’un espace-temps
statique qui contient un trou noir est minorée par la masse de la métrique de Schwarz-
schild dont le trou noir a un horizon de même aire (c’est-à-dire, en termes physiques,
de même entropie). De plus, il n’est pas surprenant que l’énoncé ne concerne que
la surface minimale la plus extérieure : la masse étant calculée à l’infini, ne peut y
contribuer que la partie de l’espace-temps située au-delà de l’horizon puisque celui-
ci masque le contenu intérieur aux yeux de l’infini... Mathématiquement parlant, il
s’agit d’un résultat d’isolation qui impose à toute variété à courbure scalaire positive
suffisamment différente de l’espace euclidien (qui ne contient pas de surface minimale
compacte) d’avoir une masse non seulement strictement positive mais aussi notable-
ment éloignée de zéro. Et les deux points de vue se rejoignent pour prédire que le
cas d’égalité est caractéristique d’une tranche de la métrique de Schwarzschild (1.2),
c’est-à-dire de la situation la plus symétrique.

La conjecture a résisté pendant près de 25 ans aux différentes tentatives de démons-
trations (voir cependant [6, 39] pour des cas particuliers). Ce n’est que récemment
(1997) que G. Huisken et T. Ilmanen [26, 27] ont pu apporter la preuve de sa véracité
lorsque l’horizon est connexe. En 1999, H. Bray [9, 11] en a fourni une autre preuve.

Théorème 1.5 (Bray, Huisken–Ilmanen). — Soit (M, g) une variété asymptotique-
ment plate de dimension 3 à courbure scalaire positive ou nulle, ayant pour bord
(intérieur) une sphère minimale S et ne contenant pas d’autres surfaces minimales.
Alors

(1.6) m(M, g) � 1
4

√
Aire (S)
π

.

Le cas d’égalité n’est vérifié que si M est isométrique à (R3 \B0(m2 ), (1 + m
2r )

4 eucl).

2. APPROCHES POSSIBLES

Il existe plusieurs stratégies possibles pour étudier la masse, inventées au cours des
années 70 pour démontrer le théorème de la masse positive. L’approche qui a conduit
pour la première fois au succès, c’est-à-dire celle de R. Schoen et S.T. Yau, était une
démonstration par l’absurde. Il était donc difficile de l’utiliser pour en déduire des
estimations effectives sur la masse. En revanche, la simplicité de la méthode mise à
profit par E. Witten dans sa propre preuve de la masse positive faisait d’elle une
candidate naturelle pour l’attaque de l’inégalité de Penrose.
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2.1. L’approche spinorielle

L’argument de E. Witten se fonde sur la géométrie spinorielle : sur toute variété
riemannienne spinorielle, la formule de Lichnerowicz [34] relie l’opérateur de Dirac D
au laplacien brut D∗D de la connexion de Levi-Civita :

(2.1) D∗D = D∗D +
1
4
Scalg.

E. Witten a alors remarqué que, lorsque cette formule, évaluée sur un champ de
spineurs ψ asymptotiquement constant (cette notion étant définie avec précision), est
intégrée sur des domaines de plus en plus grands, le terme de bord tend vers un
multiple de la masse à l’infini, i.e.

(2.2)
(
4π lim
∞
|ψ|2
)
m(M, g) =

∫
M

|Dψ|2 +
1
4

∫
M

Scalg |ψ|2 −
∫
M

|Dψ|2.

La positivité de la masse est alors immédiate si l’on sait exhiber un spineur harmo-
nique (c’est-à-dire annulé par D) asymptotiquement constant et de dérivée de carré
intégrable.

L’existence d’un spineur solution est obtenue grâce à la théorie des espaces de
Sobolev ou de Hölder à poids développée pour les variétés asymptotiquement plates
[4, 36, 37]. Le cas d’égalité s’obtient aisément en remarquant que la nullité de la masse
entrâıne que le spineur est parallèle, donc la courbure de Ricci est nulle. Le cas limite
de l’estimation classique du volume due à Bishop [7] et le caractère asymptotiquement
plat font le reste.

Le principal intérêt de cette stratégie est la simplicité avec laquelle elle peut être
mise en œuvre. Malheureusement, elle ne conduit pas à une preuve de l’inégalité de
Penrose. La principale difficulté est d’interpréter dans ce contexte spinoriel l’exigence
de ne considérer que la surface minimale la plus extérieure. Faire abstraction de cette
restriction conduit néanmoins à un résultat, moins fort mais valable pour toute surface
minimale. La borne inférieure obtenue fait intervenir la constante géométrique

(2.3) σ(S) =

√
Aire (S)
π

(
inf

f∈C∞
c

∫
MS
|df |2∫

S f
2

)
.

À normalisation près, il s’agit de l’inverse de la norme de l’application trace qui envoie
le complété (pour la norme de type Sobolev ||df ||L2(MS)) de l’espace C∞c des fonctions
lisses à support compact sur l’extérieur MS de la surface minimale S dans l’espace
L2(S) des fonctions de carré intégrable sur S. Elle est donc strictement positive par
nature et invariante par changement d’échelle, la valeur précise de l’aire de S n’y
apparaissant qu’à des fins de normalisation. Le résultat, obtenu dans [24] à une époque
où aucune preuve de l’inégalité de Penrose n’était disponible, peut alors s’énoncer :
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Théorème 2.1. — Si (M, g) est une variété asymptotiquement plate de dimension 3
à courbure scalaire positive, ayant pour bord une sphère minimale S, alors

(2.4) m(M, g) � σ(S)
2 + 2σ(S)

√
Aire (S)
π

.

Le cas d’égalité n’est vérifié que si M = (R3 \B0(m2 ), (1 + m
2r )

4 eucl).

La preuve repose avant tout sur une étude précise du cas d’égalité : celui-ci fait
ressortir le rôle joué par la métrique euclidienne, dont la masse est nulle, qui est la
seule métrique conforme à la (tranche spatiale de la) métrique de Schwarschild de
courbure scalaire nulle et dans laquelle la sphère S est à courbure moyenne constante
égale à 4

√
π

Aire(S) . La preuve suit alors le cours suivant : on déforme notre métrique

d’origine en une métrique conforme ḡ = ϕ4 g qui est à courbure scalaire nulle et dont
la courbure moyenne de S vérifie exactement (dans la métrique ḡ) l’égalité précédente.
Un calcul direct livre alors que la différence entre la masse de g et celle de ḡ est minorée
par la constante annoncée. Il reste à exhiber pour ḡ un théorème de masse positive,
obtenu par la méthode de Witten, pour la partie non bornéeMS . La subtilité provient
de l’apparition, lors de l’intégration de la formule de Lichnerowicz (2.2), de termes de
bord sur S contenant l’opérateur de Dirac de celle-ci. Il est alors possible de contrôler
leur signe en faisant appel aux travaux de C. Bär et O. Hijazi sur la première valeur
propre de l’opérateur de Dirac [3, 25].

2.2. Le flot de la courbure moyenne inverse

De nombreuses tentatives ont été faites pour donner une expression plus intrinsèque
de la masse. L’idée la plus intéressante est due à S.W. Hawking [21] : sur une variété
asymptotiquement plate de dimension 3,

(2.5) m(M, g) = lim
t→∞

√
Aire (St)
64π3/2

(
16π −

∫
St

H2
t

)
,

si les surfaces St (de courbure moyenne Ht) convergent très vite (en un sens précis)
vers des sphères euclidiennes à l’infini. L’expression à l’intérieur de la limite dans (2.5)
est appelée masse de Hawking mH(St) d’une surface St et vaut zéro pour toute sphère
ronde dans l’espace euclidien (c’est le théorème de Gauss-Bonnet !)

Cette remarque conduit à une nouvelle approche de la masse positive, fondée sur
une formule de monotonie. R. Geroch [18] et P. S. Jang et R. Wald [29] ont en effet
imaginé que toute variété asymptotiquement plate (de dimension 3) « raisonnable »
puisse être recouverte par des sphères (topologiques) évoluant sous le flot de la cour-
bure moyenne inverse. Plus précisément, ils espèrent disposer d’une application lisse
et régulière (sans points critiques) F : R × S2 −→ M , (t, x) $−→ Ft(x), obéissant à
l’équation

(2.6)
∂Ft
∂t

(x) =
1

Ht(x)
νt(x)
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où νt est le champ des normales unitaires sortantes et Ht la courbure moyenne de
St = Ft(S2). Par exemple, si S0 est une sphère ronde de rayon r0 dans l’espace
euclidien R3, la solution du flot (2.6) est fournie par les sphères concentriques St de
rayons r(t) = et/2 r0.

Lemme 2.2. — Si Scalg � 0, et sous les hypothèses précédentes, la masse de Hawking
mH(St) est une fonction croissante.

Preuve. – Tout d’abord on a, pour tout t, Aire (St) = et Aire (S0) puisque la courbure
moyenne est précisément la dérivée du volume infinitésimal. Notons Kt la courbure
de Gauss et A0t la partie à trace nulle de la seconde forme fondamentale At de St ;
on peut calculer la dérivée de Ht par rapport à t à partir de la formule (2.6). Cela
conduit à :

(2.7)
d

dt

∫
St

H2
t = −

∫
St

2H−2t |dHt|2 + 2 |A0t |2 + 2Ric(νt, νt).

L’équation de Gauss fournit par ailleurs

(2.8) −2Ric(νt, νt) + Scalg = 2Kt + |A0t |2 −
1
2
H2

t

(une remarque déjà utilisée par R. Schoen et S.T. Yau dans le contexte de la courbure
scalaire [45]), d’où
(2.9)
d

dt

(
16π −

∫
St

H2
t

)
�
∫
St

−2Kt + Scalg + |A0t |2 +
1
2
H2

t � −1
2

(
16π −

∫
St

H2
t

)
(en utilisant Gauss-Bonnet). Compte tenu du comportement de l’aire décrit plus haut,
on obtient finalement

(2.10)
d

dt
mH(St) =

√
Aire (S0)
64π3/2

d

dt

(
e
t
2

(
16π −

∫
St

H2
t

))
� 0,

ce qui conclut la preuve.

Si l’on fait l’hypothèse que le flot peut évoluer de cette façon régulière à partir
d’une très petite sphère géodésique à t = ε (dont la masse de Hawking est très proche
de zéro puisque la géométrie riemannienne est asymptote à l’ordre 2 à la géométrie
euclidienne au voisinage d’un point) et se comporte lorsque t tend vers l’infini comme
les grandes sphères géodésiques, ce procédé fournit donc une nouvelle preuve de la
masse positive.

C’est cette méthode que mettent en œuvre G. Huisken et T. Ilmanen dans leur
preuve de l’inégalité de Penrose, au prix de formidables difficultés techniques. Même
dans les cas les plus simples, il est en effet inévitable de voir se créer en temps fini
des singularités du flot. Les contrôler de manière efficace et développer les outils
permettant d’y faire face constitue l’essentiel de leur travail.
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2.3. Trous noirs et inégalité isopérimétrique

L’idée de H. Bray pour démontrer l’inégalité est de considérer le quotient de la
masse par la racine carrée de l’aire de l’horizon P(g) = Aire (S(g))−

1
2 m(g), qu’il

dénomme quotient de Penrose de la variété et qu’il interprète comme une constante
isopérimétrique pour l’horizon S(g), ou encore comme une fonctionnelle sur l’espace
des métriques asymptotiquement plates qui possèdent un horizon.

Plutôt que de tenter de rechercher directement un minimum de cette fonctionnelle,
il définit un flot de métriques (et d’horizons associés) qui fait décrôıtre le quotient de
Penrose. Pour ce faire, il construit une famille de métriques conformes gt = ϕ4t g sur
M , de quotient décroissant en t et munies d’horizons S(gt) qui, lorsque t tend vers
l’infini, ont progressivement tendance à « enfler » (lorsqu’on les étudie avec la métrique
d’origine) et donc à tendre vers l’infini. Le point crucial est le suivant : la restriction
d’une métrique asymptotiquement plate arbitraire à l’extérieur d’un compact de plus
en plus grand approxime de mieux en mieux une métrique de Schwarzschild qui est en
quelque sorte sa meilleure approximation à l’ordre 1 à l’infini. Puisque S(gt) « tend
vers l’infini », il est donc permis d’espérer que la métrique gt tende vers une métrique
de Schwarzschild de quotient de Penrose (16π)−1/2. Cette approche est entièrement
nouvelle et originale dans l’étude de la masse et des variétés asymptotiquement plates.
Contrairement à celle de G. Huisken et T. Ilmanen, elle débouche sur une inégalité
de Penrose générale où l’horizon n’est plus nécessairement connexe (voir le Théorème
4.7).

3. ESQUISSE DE LA PREUVE DE G. HUISKEN ET T. ILMANEN

Comme dit précédemment, leur preuve consiste à rendre rigoureuse l’approche du
flot de la courbure moyenne inverse introduite par R. Geroch, P.S. Jang et R. Wald.
Leur travail se décompose en deux parties distinctes : une étude générale du flot,
valable en toute généralité et en toutes dimensions (ou au moins en dimension n < 8
en ce qui concerne les résultats de régularité), et une application au cas particulier
de l’inégalité de Penrose sur une variété asymptotiquement plate à courbure scalaire
positive.

3.1. Difficultés

Lorsque l’on examine du point de vue des mathématiques la stratégie des physi-
ciens, on se heurte immédiatement à un obstacle de taille : il est a priori impossible
d’exclure l’apparition de singularités lors du flot. Un exemple simple (sur lequel nous
reviendrons plus tard) permet déjà de s’en convaincre : le flot de la courbure moyenne
inverse appliqué à une sphère ronde S0 dans R3 produit une famille de sphères rondes
concentriques St, paramétrées de telle sorte que Aire (St) = etAire (S0). Prenons
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maintenant comme donnée initiale deux sphères disjointes : chacune évolue indépen-
damment tant qu’elles restent disjointes et une singularité apparâıt au premier point
de contact !

L’accident qui survient ici montre qu’il est crucial de ne pas restreindre le type
topologique des surfaces qui apparaissent. Dès lors, la formulation lisse du flot (2.6)
de la section 2.2 doit être remplacée par une formulation faible, exprimée dans le
langage de la théorie géométrique de la mesure. G. Huisken et T. Ilmanen procèdent
alors en trois étapes :

(a) La récriture du flot lisse comme une équation aux dérivées partielles portant sur
une fonction u dont les surfaces St sont les surfaces de niveau. Cette idée, inspirée
par les travaux de L.C. Evans et J. Spruck [17], conduit ici à l’équation équivalente

(3.1) div
(
∇u
|∇u|

)
= |∇u|.

(b) Il serait alors agréable de voir l’EDP (3.1) précédente comme l’équation d’Euler-
Lagrange d’une fonctionnelle portant sur u et sur ∇u. Malheureusement, ce n’est
pas le cas. Pour contourner cette difficulté, G. Huisken et T. Ilmanen s’inspirent de
travaux de R. Hardt et X. Zhou [20], S. Luckhaus [38], A. Lichnewsky et R. Temam
[35] et A. Visintin [50]. Si Ω est un ouvert deM , K un compact de Ω et u une fonction
lipschitzienne fixée de Ω, ils introduisent la fonctionnelle

(3.2) JKu (v) =
∫
K

|∇v|+ v |∇u|

portant sur toutes les fonctions v de C0,1
loc (Ω) qui diffèrent de u sur K. Une fonction u

lisse et sans points critiques vérifie l’équation (3.1) dans Ω si et seulement si JKu (u) �
JKu (v) pour toutK et tout v. L’introduction des compactsK est destinée à compenser
le manque de compacité des niveaux de u, une difficulté inhérente à la théorie.

(c) On peut alors remplacer la formulation variationnelle (3.2) par une nouvelle fonc-
tionnelle portant sur les parties de Rn. Pour une partie F et un compact K de Rn,

(3.3) J̃Ku (F ) = Aire (∂F ∩K)−
∫
F∩K

|∇u|,

où le bord ∂F doit être pris ici au sens de la théorie géométrique de la mesure (on
prendra donc F parmi les courants de périmètre fini, voir par exemple [48, sections 14,
26, 27]). On dit alors qu’une partie E minimise J̃u si et seulement si J̃Ku (E) � J̃Ku (F )
pour toute partie F deM telle que la différence symétrique de E et F soit relativement
compacte et pour tout choix de compact K qui contienne cette différence symétrique.
Suivant le contexte, il sera commode d’utiliser l’une ou l’autre des fonctionnelles Ju
ou J̃u. Ces allers-retours (incessants dans [26]) sont justifiés par le résultat suivant :

Proposition 3.1. — Soit Ω un ouvert de M et u ∈ C0,1
loc (Ω). Alors u minimise la

fonctionnelle Ju sur Ω si et seulement si, pour tout t, l’ensemble de niveau Et(u) =
{u < t} minimise J̃u sur Ω.
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Esquisse de preuve. — Un sens est immédiat en remarquant que, pour tout v différant
de u sur un compact K, la formule de la coaire [48, §12.6] fournit, si l’on note Et(v) =
{v < t} :

JKu (v) =
∫ sup v

inf v

Aire(∂Et(v)) −
∫
K

∫ sup v

inf v

χ{v(x)<t}|∇u| dt dvolg + (sup v)
∫
K

|∇u|

=
∫ sup v

inf v

J̃Ku (Et(v)) + (sup v)
∫
K

|∇u|.

(3.4)

L’autre sens se démontre par l’absurde. Soit F , qu’on suppose d’abord inclus dans un
Et0 , tel que J̃Ku (F ) < J̃Ku (Et0) (les théorèmes généraux de théorie géométrique de la
mesure permettent de le choisir minimal pour cette propriété). On définit alors v telle
que Et(v) = {v < t} = Et ∩ F et on compare JKu (u) à JKu (v) à l’aide de la formule
précédente (3.4) et de l’inégalité très générale

(3.5) J̃u(A ∩B) + J̃u(A ∪B) � J̃u(A) + J̃u(B).

Il s’ensuit que J̃Ku (Et) = J̃Ku (Et∩F ) pour presque tout t et finalement, pour une suite
{ti} croissante vers t0, J̃Ku (Et0) � lim J̃Ku (Eti∪F ) � J̃Ku (F ), en utilisant une deuxième
fois l’inégalité (3.5). On procède alors de manière analogue pour un F contenant Et0

et le cas général (F quelconque) est alors une conséquence de (3.5).

Nous dénotons maintenant par E0 la condition initiale, qui est un ouvert arbitraire
de M (dans le cas de l’inégalité de Penrose, il s’agit de la partie compacte de M
délimitée par la surface minimale la plus extérieure). Le problème de minimisation
(avec obstacle) de G. Huisken et T. Ilmanen peut donc être récrit de la manière
suivante :

Problème 3.2. — Trouver une famille (Et)t>0 de parties de R3, croissante pour
l’inclusion, telle que

1) E0 est contenu dans tous les Et ;

2) si l’on définit une fonction u, qui est lipschitzienne, par Et = {u < t}, alors Et

minimise la fonctionnelle J̃u dans M − E0, pour tout t > 0.

Il n’y a aucune raison pour que l’équation soit a priori satisfaite en t = 0 : E0 est
choisi de manière arbitraire et n’a donc aucune raison de minimiser la fonctionnelle
J̃u. En effet, les conditions précédentes impliquent au mieux que F0 = {u � 0}
minimise J̃u dansM−E0, mais rien n’empêche {u = 0} de contribuer à la fonctionnelle
(Figure 1). De manière générale, il faut donc imposer des conditions supplémentaires
pour relier la condition initiale à l’évolution future du flot.
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E0

u = 0

u > 0

Figure 1. Une mauvaise condition initiale.

3.2. Régularité

La régularité des solutions éventuelles au flot reformulé est la conséquence de théo-
rèmes classiques de théorie géométrique de la mesure, issus des travaux de W. Allard,
F. Almgren et H. Federer. Leur application à la situation étudiée ici se trouve essen-
tiellement contenue dans les travaux de U. Massari et M. Miranda [40] et P. Sternberg,
G. Williams et W. Ziemer [49].

Théorème 3.3. — On suppose que la dimension est inférieure ou égale à 7. Soit f
une fonction de L∞(M) et U une partie de M de bord de classe C1 (resp. C1,α pour
0 < α < 1, resp. C2 et f = 0). Si E minimise la fonctionnelle Aire (∂E) +

∫
E f

(parmi toutes les parties de M qui contiennent l’obstacle U), alors ∂E est une sous-
variété de classe C1 (resp. C1,α, resp. C1,1 et C∞ en dehors des points de contact
avec l’obstacle).

3.3. Comportement lors des sauts

Le principal intérêt de la fonctionnelle J̃u introduite au paragraphe précédent est
de gérer au mieux le comportement des surfaces de niveau lorsque se produit un
changement de topologie ou saut (ce qui est inévitable, comme nous l’avons déjà vu,
si l’on souhaite que le flot soit défini pour tout temps).

Soit u une solution du Problème 3.2. Les ensembles de niveau Et = {u < t} mi-
nimisent donc la fonctionnelle J̃u. Comme le second terme dans la définition (3.2)
de J̃u est toujours négatif et décroissant pour l’inclusion, leur bord est de périmètre
minimum parmi toutes les parties de M qui les contiennent. Les parties Ft = {u � s}
sont la limite des Es pour s → t+ et il est aisé de montrer qu’ils vérifient la même
propriété de minimisation. On a ainsi Aire (∂Et) = Aire (∂Ft) dès qu’ils sont com-
pacts. Nous dirons alors qu’une partie de M est une enveloppe minimisante (stricte)
si elle est de périmètre minimum (strict) parmi toutes les parties qui la contiennent.
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Comme Ft minimise non seulement le périmètre (du bord) mais aussi J̃u et que
∇u doit être non nul au moins quelque part sur toute partie contenant strictement
Ft (et qui en diffère d’un ensemble de mesure non-nulle), on en déduit que les Ft sont
toujours des enveloppes minimisantes strictes. Le comportement d’une solution don-
née du flot faible est maintenant intuitivement clair : tant que Et reste une enveloppe
minimisante stricte, le flot évolue de manière classique ; dès que Et n’est plus stric-
tement minimisant, le flot saute à Ft, qui est la plus petite envelopppe minimisante
stricte contenant Et.

u > t

u = t

u < t

u < t

Figure 2. Il est temps de sauter...

La figure 2 donne une idée du phénomène pour l’évolution de deux sphères dis-
jointes évoquée dans la section 3.1. Les sphères en pointillés représentent l’évolution
ultérieure du flot classique, qui aboutit à une singularité au premier point de contact.
Le flot faible « saute » à la région formée des deux sphères reliées par un collier caté-
nöıdal dès que la réunion des deux sphères peut être entourée par une autre partie de
même périmètre. Cette situation est réminiscente d’un autre phénomène, bien connu,
concernant les surfaces minimales : la solution du problème de Plateau (c’est-à-dire
de la recherche de la surface d’aire minimale de bord prescrit dans R3) pour deux
cercles parallèles est un tronc de caténöıde si la distance des deux cercles est faible et
deux disques sinon.

Une propriété étrange de ce comportement est qu’il est impossible d’exclure la
possibilité d’un saut jusqu’à l’infini. En effet, si u est une solution du problème, alors
ut = min(u, t) est également une solution, et ce pour tout t ! On voit ici que, prises
sans précautions, les solutions du flot faible souffrent d’une forme particulièrement
brutale de non unicité (Figure 3).

Il peut même arriver que le saut jusqu’à l’infini soit le seul comportement possible.
Si M est par exemple formée d’un bout cylindrique recollé à une demi-sphère et si
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l’on prend l’équateur comme condition initiale, la seule solution du flot faible est
la fonction nulle sur la partie cylindrique puisqu’il est impossible de trouver une
enveloppe minimisante stricte qui contienne l’équateur !

u = t′ < t

u = t

u = t′′ > t

u = t′ < t

u = t

Figure 3. Un saut jusqu’à l’infini...

L’étude du comportement lors des sauts permet néanmoins de répondre à une
question laissée auparavant en suspens : celle du comportement à t = 0. Puisque la
fonctionnelle J̃u sur M − E0 se réduit ici au périmètre du bord, on obtient

Proposition 3.4. — Soit (Et)t>0 une solution du Problème 3.2 de donnée initiale
E0. Alors E0 vérifie l’équation à t = 0 si et seulement si E0 est une enveloppe mini-
misante.

Rappelons que tous les Et minimisent J̃u, qui doit donc être constante en t. Dès
lors, la formule de la coaire et les considérations précédentes assurent :

Proposition 3.5. — Soit (Et)t>0 une solution du Problème 3.2. Si tous les Et sont
relativement compacts, alors e−t Aire (∂Et) est une fonction constante en t, égale à
Aire (∂F0). Si E0 est une enveloppe minimisante, alors Aire (∂E0) = Aire (∂F0).

3.4. Propriétés d’unicité

Comme on vient de le voir, elles sont nécessairement subtiles. L’énoncé suivant, où
aucune hypothèse n’est innocente, donne une idée de ce que l’on peut quand même
obtenir.

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2002



100 M. HERZLICH

Proposition 3.6. — Soit Ω un ouvert de M dont aucune composante connexe n’est
compacte. Alors :

(i) si u et v minimisent les fonctionnelles associées Ju et Jv dans Ω et si {v > u}
est relativement compact dans Ω, alors u � v dans l’ouvert ;

(ii) si (Et)t>0 et (Ft)t>0 sont deux solutions du Problème 3.2 dans Ω de données
initiales E0 ⊂ F0 et si Et est relativement compact dans Ω pour tout t, alors Et ⊂ Ft
pour tout t.

Compte tenu de ce qui précède et de l’équivalence entre le flot classique (2.6) de la
section 2.2 et sa formulation faible (étapes a)–c) de la section 3.1), on a alors

Proposition 3.7. — Soit (Et)t>0 une solution du Problème 3.2. Si à t0 donné ∂Et0

est une sous-variété lisse, compacte, à courbure moyenne strictement positive et est
une enveloppe minimisante, alors le flot faible et le flot classique cöıncident sur un
petit intervalle de temps après t0.

Toutes les hypothèses sont nécessaires. La non annulation de la courbure moyenne
donne un sens à l’équation classique, son signe assure son caractère parabolique, il
existe donc une solution au flot classique sur un voisinage tubulaire de la donnée
initiale. On utilise ensuite le résultat de comparaison 3.6(ii) dans ce voisinage, à la
condition expresse que l’intersection de chaque ensemble de niveau Et = {u < t} du
flot faible avec ce voisinage y soit relativement compacte (l’exemple des deux sphères
montre la nécessité de cette hypothèse). D’après la discussion sur les sauts de la
section précédente, la condition d’enveloppe assure que Et0 = {u < t0} est l’intérieur
de Ft0 = {u � t0}, qui est la limite pour t → t+0 (pour la distance de Hausdorff) des
Et (t > t0).

3.5. Existence de solutions convenables

G. Huisken et T. Ilmanen obtiennent une solution u, lipschitzienne et surtout
propre, du flot faible formulé à l’aide de la fonctionnelle Ju, par un procédé de régu-
larisation elliptique (voir [17, 28]), c’est-à-dire comme limite d’une suite de fonctions
lisses solutions d’équations régularisées.

Il est illusoire de prétendre donner une idée précise des arguments tout en conser-
vant une taille raisonnable à ce rapport. Nous nous contenterons donc de décrire
rapidement la méthode. Pour tout ε > 0, G. Huisken et T. Ilmanen montrent d’abord
l’existence de solutions particulières uε aux équations régularisées

(3.6) div

(
∇uε√

|∇uε|2 + ε2

)
=
√
|∇uε|2 + ε2
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sur des domaines Ωε, compris entre la donnée initiale E0 et des hypersurfaces Aε qui
s’enfuient à l’infini si ε tend vers 0. Cette procédure peut être interprétée géométri-
quement si l’on remarque que la fonction (z, x) $−→ uε(x) − ε z fournit une solution
au flot classique dans R× Ωε.

Les solutions souhaitées des équations régularisées sont obtenues par application
répétée de la méthode de continuité. Il reste alors un long travail pour mettre à jour
les estimées vérifiées par la suite des solutions et qui assurent sa convergence dans
C0,1
loc , modulo extraction d’une sous-suite, vers la solution du flot faible souhaitée.
La mise en œuvre de ce schéma de preuve requiert un contrôle fin de la géométrie

à l’infini. C’est en effet celle-ci qui assure qu’il existe des solutions propres, qui donc
résistent à la tentation de « sauter jusqu’à l’infini » comme dans la figure 3. Plutôt
que d’imposer des contraintes particulières au comportement asymptotique de la va-
riété, G. Huisken et T. Ilmanen préfèrent faire une hypothèse équivalente mais de
nature analytique : l’existence d’une fonction, lipschitzienne et propre, sous-solution
(en un sens qui est précisé dans [26]) au flot faible en dehors d’un compact (arbitraire,
éventuellement très grand). L’existence de cette sous-solution est l’ingrédient essentiel
de toutes les estimées portant sur la suite des solutions des équations régularisées :
elles sont toutes obtenues par comparaison avec la sous-solution et application de
formes variées et parfois raffinées du principe du maximum. Le résultat de ces efforts
est le

Théorème 3.8 (Existence de solutions). — Soit M une variété connexe, complète
et E0 une condition initiale au sens du Problème 3.2. S’il existe une sous-solution v
dans C0,1

loc du flot faible à l’extérieur d’un compact et qui est propre, alors il existe
une unique solution u propre dans C0,1

loc (M − E0), de donnée initiale E0.

3.6. Région extérieure, formule de monotonie et inégalité de Penrose

Plaçons-nous dans la situation de la conjecture de Penrose : une variété asympto-
tiquement plate de dimension 3 contenant une surface minimale. Nous commençons,
comme promis, par quelques préliminaires sur les régions extérieures de M , c’est-à-
dire les composantes de ce qui reste lorsque l’on ôte deM toutes les surfaces minimales
compactes plongées ainsi que toutes les parties compactes de M délimitées par ces
mêmes surfaces. Des arguments relativement élémentaires de géométrie et topologie
de dimension 3 montrent alors [26] :

Lemme 3.9. — Chaque région extérieure Me a la topologie de R3 privé d’un nombre
fini de sphères, minimales et stables. Le bout unique de Me est asymptotiquement plat
et ∂Me est un nombre fini de surfaces minimales stables.

Nous supposerons désormais que Me est difféomorphe à R3−B0. L’unique compo-
sante du bord, notée S0, est donc la sphère minimale la plus extérieure de l’inégalité
de Penrose, telle qu’énoncée au Théorème 1.5. On procède alors comme suit.
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(a) la géométrie à l’infini étant bien mâıtrisée, le Théorème 3.8 fournit une fonction
propre et lipschitzienne u dont les ensembles de niveau Et = {u < t} sont solution du
Problème 3.2 avec comme condition initiale la partie de M délimitée par S0, qui est
une sphère minimale et stable. Selon le principe exposé à la Proposition 3.4, l’équation
est vérifiée en t = 0.

(b) monotonie de la masse de Hawking : Comme les solutions uε des équations ré-
gularisées de la section 3.5 sont des solutions du flot classique sur le cylindre R×M
(associées aux Nε

t = {(uε(x) − εz) = t}), la preuve de la monotonie (Lemme 2.2)
fournit, pour r � s,

(3.7)
∫
Nε
s

ϕH2−
∫
Nε
r

ϕH2 �
∫ s

r

∫
Nε
t

ϕ
(
H2 − 2|A|2 − 2Ric(ν, ν)

)
+〈dϕ,Hν−2

dH

H
〉,

où ϕ est une fonction plateau en la variable z (son introduction est nécessaire car les
Nε

t convergent vers les cylindres R× ∂Et qui ne sont pas compacts !) Faire converger
les inégalités 3.7 lorsque ε tend vers 0 est une des parties les plus techniques du
travail. Les termes les plus délicats sont ceux en la courbure moyenne H2 (le lemme
de Fatou est insuffisant car incompatible avec l’inégalité voulue) et en la seconde
forme |A|2. Une version faible de ces deux notions doit être utilisée (voir [48, §16])
et leur comportement lors des convergences bien contrôlé (au passage, G. Huisken
et T. Ilmanen montrent et utilisent un théorème de Gauss-Bonnet pour ces notions
faibles). On conclut que la masse de Hawking (faible) des niveaux de la solution fournie
par la section 3.5 est croissante.

(c) comportement asymptotique de Et = {u < t} : il est gouverné par les propriétés
d’unicité du flot faible. Considérons la solution précédente du flot de la courbure
moyenne inverse restreinte au complémentaire d’une grande boule B fixée de R3,
munie de la famille des métriques rééchelonnées gR = R−2g. Elles convergent vers la
métrique euclidienne sur R3 − {0} lorsque R tend vers l’infini ; de plus, il est possible
d’exhiber une suite de solutions qui converge vers une solution du flot dans R3−{0}.
Il reste à s’assurer que la seule solution du flot sur R3 − {0} dont tous les ensembles
de niveau sont relativement compacts est donnée par les sphères concentriques en
l’origine. Ce point est vraisemblable si l’on relit la Proposition 3.6 mais nécessite
une preuve ad hoc. Les bords ∂Et sont donc, asymptotiquement, de plus en plus
sphériques.

Nous avons alors en main tous les instruments nécessaires : l’existence globale du
flot faible à partir de l’horizon et la monotonie de la masse de Hawking. Sa valeur à
l’origine est la racine carrée de l’aire de l’horizon (convenablement renormalisée) et
elle tend à l’infini vers la masse. L’inégalité de Penrose est donc démontrée.

Remarque 3.10. — L’étape (b), en particulier par l’usage du théorème de Gauss-
Bonnet, ne vaut que si les surfaces ∂Et, et donc l’horizon, sont connexes. La preuve
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s’étend au cas général en démarrant le flot sur la composante d’aire maximale de l’ho-
rizon, l’interrompant dès que les surfaces de niveau approchent de trop près d’autres
composantes ; on construit alors « à la main » un saut qui englobe les nouvelles com-
posantes et qui préserve la monotonie de la masse de Hawking, avant de reprendre
l’évolution normale du flot. On minore ainsi la masse en fonction de l’aire de la com-
posante la plus grande, ce qui est moins précis que la conjecture initiale de Penrose,
qui est le résultat de H. Bray décrit dans les paragraphes suivants.

4. LA PREUVE DE H. BRAY

La démonstration de H. Bray est complètement originale et emploie une stratégie
inédite dans l’étude de la masse. Son point de départ s’inspire néanmoins des premiers
travaux de R. Schoen et S.T. Yau [44].

Lemme 4.1. — Pour toute variété asymptotiquement plate (M, g) avec un horizon Σ,
il existe une suite de métriques gσ à courbure scalaire nulle, asymptotiquement plates
et globalement conformes à la métrique euclidienne en dehors de la boule B(σ), qui
tend (uniformément) vers g lorsque σ tend vers l’infini. De plus m(gσ)−m(g) � C σ−1
(où C > 0) et chaque métrique gσ possède un horizon Σσ extérieur à Σ et dont l’aire
tend vers Aireg(Σ) lorsque σ tend vers l’infini.

4.1. Le flot conforme

Le lemme 4.1 montre qu’il suffit de démontrer l’inégalité de Penrose dans la classe
des métriques asymptotiquement plates et harmoniquement plates, c’est-à-dire à cour-
bure scalaire nulle et globalement conformes à l’espace euclidien en dehors d’un com-
pact.

Nous nous plaçons désormais dans ce cadre et, pour fixer les notations, nous notons
g(x) = U4(x) eucl pour tout x de Me − K, où Me est toujours la région extérieure
au sens de la section 3.6, de bord Σ (non nécessairement connexe) et où la fonction
U est harmonique (Scalg = 0) et tend vers 1 à l’infini. On se trouve donc ramené
à une situation semblable aux métriques de Schwarzschild (qui peuvent donc guider
l’intuition plus efficacement que dans le cas général) et où l’essentiel de l’information
(au moins au voisinage de l’infini) est contenu dans une fonction. Partant d’une mé-
trique harmoniquement plate, il est alors naturel de chercher à diminuer le quotient
de Penrose en restant à l’intérieur de cette classe de métriques.

Proposition 4.2. — Il existe une fonction (t, x) $−→ vt(x) sur R×Me et des hyper-
surfaces lisses (non nécessairement connexes) Σ(t) telles que

(4.1) ∆gvt = 0 à l’extérieur de Σ(t), vt = 0 à l’intérieur de Σ(t), lim
∞
vt = −e−t
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et de plus Σ(t) est la surface minimale la plus extérieure pour

(4.2) gt = u4t g =
(
1 +
∫ t

0

vtdt

)4
g.

La fonction v est lipschitzienne en t et lisse en x sauf sur Σ(t) où elle est C1.

Le cas d’égalité est assez éclairant et mérite donc d’être détaillé. Partant de la
métrique de Schwarzschild gS = (1+ m

2r )
4 eucl de masse m, le flot conforme défini par

H. Bray produit la famille gSt = U4t eucl avec

(4.3) Ut(x) =

e−t + me2t

2r si r > me2t

2 ,√
2m
r si r � me2t

2 .

Il s’agit donc d’une famille de métriques de Schwarzschild de masse constante m,
donc toutes isométriques, mais définies à l’extérieur d’horizons S(gt) = {r = me2t

2 }
qui « filent à l’infini ». La formulation générale du flot est obtenue en recherchant des
facteurs conformes qui vérifient dans la métrique initiale g les mêmes équations que
celles vérifiées par les fonctions (4.3) dans le modèle de Schwarschild gS.

Les conditions portant sur gt doivent être comprises comme analogues à une équa-
tion différentielle : la fonction vt est la dérivée de ut (le facteur conforme apparaissant
dans la définition de gt) et est déterminée par les équations (4.1). L’existence du flot
et ses propriétés de régularité sont d’ailleurs obtenues par un procédé de discrétisation
fort semblable à la méthode d’Euler pour les équations différentielles ordinaires.

Lemme 4.3. — L’aire (totale) de Σ(t) est constante, égale à Aire (Σ).

Esquisse (très rapide) de preuve. — L’horizon initial Σ est de courbure moyenne
strictement négative pour la normale extérieure dans gt dès que t > 0. Dès
lors, Σ(t), surface minimale la plus extérieure pour gt, est à l’extérieur de Σ et
Aire (Σ(t)) � Aire (Σ).

L’inégalité dans l’autre sens est nettement plus délicate et repose sur une étude
fine du comportement des approximations qui sont utilisées dans la méthode d’Euler.
Pour un pas ε > 0 petit, les approximations gεt sont en effet suffisamment explicites
pour que l’on puisse contrôler l’aire de leurs surfaces minimales les plus extérieures
et surtout leur taux de variation. On en déduit alors que la surface minimale la plus
extérieure pour gεt est d’aire égale à Aire(Σ) + o(1) lorsque le pas ε tend vers 0.

4.2. Masse et fonctions de Green

La partie la plus originale du travail de H. Bray est celle consacrée au comportement
de la masse lors de l’évolution. Elle fait intervenir, de manière assez inattendue, le
théorème de la masse positive.
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Il met en évidence une relation (très générale) entre la masse de la variété et un
objet classique de théorie du potentiel, la capacité de l’horizon, définie par

(4.4) E(Σ, g) = 1
2π

inf
D

∫
Me

|dψ|2 où D = {ψ ∈ C∞c (M), ψ = 1 sur Σ}.

La borne inférieure est bien sûre atteinte pour une fonction ψ0 harmonique hors de
Σ, nulle à l’infini et valant 1 sur l’horizon. Si la métrique est asymptotiquement plate,
une telle fonction s’écrit toujours ψ0 = c

2|x| + O
(
|x|−2

)
(voir [4]) et la formule de

Green assure que E(Σ, g) = c.

Théorème 4.4. — Dans les conditions précédentes, m(g) � 1
2 E(Σ, g).

Esquisse de preuve. — Soit ψ0 une fonction minimisante pour la capacité. On consi-
dère alors le double M̄ = Me ∪ (−Me) (obtenu par réflexion le long de Σ) muni
de la fonction harmonique ϕ0 définie par ϕ0(x) = 1 − ψ0(x)

2 si x est dans Me et
ϕ0(x) = ψ0(−x)

2 si x est dans (−Me), et de la métrique ḡ = ϕ40 g. La variété M̄ semble
avoir deux bouts mais, en réalité, il n’en est rien : compte tenu du comportement
asymptotique de la fonction ψ0, l’infini de (−Me) se comporte comme un voisinage
épointé de l’origine dans R3 ; la métrique s’y étend de manière C∞ car ḡ est de la
forme V4 eucl avec V harmonique (théorème d’élimination des singularités). Un cal-
cul direct montre de plus que la masse de (M̄, ḡ) (en l’infini de Me, qui est le seul
vrai bout de M̄) vaut m(g)− 1

2E(Σ, g). Si ḡ était lisse sur Σ, elle serait redevable du
théorème de la masse positive puisqu’elle est à courbure scalaire positive. Dans le cas
présent, il faut régulariser astucieusement la métrique au voisinage de Σ et appliquer
une version faible de la masse positive démontrée par H. Bray et F. Finster [10].

Lemme 4.5. — La masse m(gt) est une fonction décroissante en t.

Preuve. — Le calcul de la masse est effectué à l’infini : l’hypothèse de platitude har-
monique assure donc qu’à l’extérieur d’un compact gt = u4t g0 = (ut U)4 eucl. De plus
la fonction ut = 1 +

∫ t
0
vtdt est dérivable presque partout car monotone.

Imaginons (pour simplifier) que ce soit le cas à t = 0. Comme 1 + et vt est harmo-
nique, tend vers 0 à l’infini et vaut 1 sur l’horizon Σ(t), vt = e−t

(
−1 + E(Σ(t),gt)2|x|

)
+

O
(
|x|−2

)
et, de manière analogue, U(x) =

(
1 + m(g)

2|x|

)
+ O

(
|x|−2

)
. La masse m(t)

se déduit directement du produit ut U et on calcule m′(0) = E(Σ, g)− 2m(0), qui est
négatif d’après le Théorème 4.4. La situation à t > 0 se traite exactement de la même
façon.

La relation entre masse et capacité n’est pas réellement nouvelle mais elle n’appa-
raissait jusque-là qu’en filigrane dans plusieurs travaux antérieurs [12]. En l’isolant du
contexte, le travail de H. Bray souligne le rôle central du Théorème 4.4 et fournit par
là des preuves beaucoup plus conceptuelles à des résultats plus anciens.
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4.3. Comportement asymptotique du flot et conclusion

Il reste à comprendre le comportement des métriques gt lorsque t devient grand.
Pris un à un, les arguments employés par H. Bray ne sont pas tous difficiles, mais
impliquent des estimées souvent longues, techniques, calculatoires, et l’ensemble de-
mande une grande virtuosité. Tout le travail est néanmoins facilité par l’hypothèse de
platitude harmonique : à partir d’un certain moment, tout se passe à l’extérieur d’une
boule de R3 et l’étude des métriques gt s’y résume à l’étude des fonctions harmoniques
Ut = ut U . Nous nous contentons de décrire succinctement les différentes étapes.

(a) les surfaces Σ(t) sont comprises entre les deux sphères S(ae2t) et S(be2t). Ce point
est la partie la plus difficile du travail de H. Bray. Très schématiquement, il est acquis
en montrant que toute autre situation conduirait à ce que l’aire de Σ(t) ne soit pas
égale à celle de Σ, en contradiction avec le Lemme 4.3. Interviennent dans la preuve
de longues estimations explicites de l’aire de surfaces dans l’espace euclidien, en fonc-
tion de l’intégrale de Willmore

∫
Σ(t)

H2. Tout ceci utilise profondément l’invariance
conforme de l’intégrale de Willmore et donc l’hypothèse de platitude harmonique. En
procédant avec un peu de soin, on obtient un contrôle explicite des constantes a et b.

(b) contraction des coordonnées : compte tenu de (a), il est commode de rééchelonner
toute la situation d’un facteur e2t. On dispose donc de deux familles de métriques :

Gt =
(
et Ut(xe2t)

)4
eucl = U4

t eucl sur R3 −B(e−2t)

G̃t =W 4
t eucl = (ϕ0 Ut)

4 eucl sur R3,
(4.5)

où ϕ0 est définie comme dans la preuve du Théorème 4.4. Elles sont asymptotique-
ment plates, et la première est bien sûr isométrique au bout harmoniquement plat de
(Me, gt).

D’après le Lemme 4.5, leurs masses (avec des notations évidentes) sont donc reliées
par m′(t) = −2m̃(t). Compte tenu du théorème de la masse positive et de sa décrois-
sance, m(t) converge, lorsque t tend vers l’infini, vers un m � 0 et

∫∞
m̃(t) <∞.

(c) La fin de la preuve repose sur une étude précise de l’espace H des métriques
harmoniquement plates en dehors d’une boule fixée de R3. Cette étude a un intérêt
qui dépasse largement le cadre strict de l’inégalité de Penrose. Il n’est pas impos-
sible qu’elle permette de préciser la structure de l’espace des modules des métriques
asymptotiquement plates. Une clef de la démonstration est fournie par la

Proposition 4.6. — La masse est continue sur H. De plus, pour tout ε > 0, il existe
δ > 0 tel que, si m(U4 eucl) � δ, alors |U − 1| est uniformément bornée par ε.

On en déduit (presque) immédiatement que G̃ tend uniformément vers la métrique
euclidienne. Les fonctions Ut et Wt n’étant pas indépendantes (leurs valeurs sont
gouvernées, à l’origine, par le choix du flot conforme), la suite de métriques {Gt} tend
vers une métrique de Schwarzschild : la suite de fonctions Ut tend uniformément vers
1 + m

2r .
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(d) La preuve est achevée si l’on sait montrer que les surfaces Σ(t) convergent vers
l’horizon de Schwarzschild (au sens, bien sûr, de la théorie géométrique de la mesure).
Ce point découle en fait du (c), car une connaissance suffisamment fine des fonctions
Ut suffit, avec un peu de travail, à contrôler le comportement des horizons Σ(t).

Contrairement à la preuve de G. Huisken et T. Ilmanen, celle de H. Bray ne suppose
à aucun moment que l’horizon d’origine Σ est connexe. L’énoncé vaut donc pour
toutes les régions extérieures décrites à la section 3.6, ce qui constitue la version la
plus générale connue à ce jour de l’inégalité de Penrose :

Théorème 4.7. — Soit (M, g) une variété asymptotiquement plate de dimension 3
à courbure scalaire positive, ayant pour bord (intérieur) une famille finie Σ de sphères
minimales et ne contenant pas d’autres surfaces minimales. Alors

(4.6) m(M, g) � 1
4

√
Aire (Σ)
π

.

En cas d’égalité, Σ est connexe et M = (R3 \B0(m2 ), (1 + m
2r )

4 eucl).

5. QUELQUES IDÉES POUR ALLER PLUS LOIN...

Pour les spécialistes des aspects mathématiques de la relativité générale, la preuve
de l’inégalité de Penrose ne constitue qu’une première étape dans un programme
beaucoup plus vaste. Il reste en effet à comprendre le cas où la variété M est une
hypersurface asymptotiquement plate arbitraire (non nécessairement totalement géo-
désique) d’un espace-temps lorentzien. Tel est en effet le cadre originel du travail de
R. Penrose, passage obligé lorsque l’on s’intéresse à la conjecture de la censure cos-
mique déjà évoquée. La masse doit alors être complétée par trois autres quantités
{p1, p2, p3} dépendant de la géométrie extrinsèque de l’hypersurface et l’horizon n’est
plus une collection de surfaces minimales mais de surfaces piégées [41, page 435]. Sous
les conditions d’énergie les plus générales, l’ensemble (m, p1, p2, p3), qui est habituel-
lement vu comme un vecteur de R4 muni de la métrique de Minkowski et porte le nom
de vecteur de moment-énergie, vérifie une généralisation de la masse positive [46, 52] :

m2 − (p1)2 − (p2)2 − (p3)2 � 0.

Il est difficile de citer ici une conjecture précise et la forme mathématique exacte de
ce que devrait être l’inégalité de Penrose dans ce cadre général est encore un sujet de
débat. Avant de passer à la situation lorentzienne, une étape intermédiaire possible
est d’étudier la situation asymptotiquement hyperbolique où l’espace euclidien modèle
est remplacé par l’espace hyperbolique de dimension 3, qui est une autre hypersurface
naturelle de l’espace de Minkowski. Cet objectif ne parâıt pas déraisonnable à l’heure
actuelle et pourrait être atteint avec les techniques de G. Huisken et T. Ilmanen.
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Les résultats et les techniques de H. Bray, G. Huisken et T. Ilmanen permettent
aussi d’ouvrir quelques perspectives pour un autre problème de grande ampleur, tant
en relativité qu’en géométrie des variétés asymptotiquement plates. Comme nous
l’avons signalé, il n’existe pas de notion locale de masse en relativité. Une question
majeure de la recherche actuelle est donc de définir une quantité « quasi-locale » de
masse. La proposition la plus géométrique est celle de R. Bartnik [5] qui suggère de
définir la masse d’un ouvert Ω deM comme l’infimum des masses des variétés asymp-
totiquement plates à courbure scalaire positive qui contiennent Ω isométriquement.
Cette définition séduisante manquait jusqu’à présent de bases solides : ainsi, il n’était
nullement assuré qu’un ouvert non localement isométrique à R3 avait une masse de
Bartnik strictement positive. Les outils développés par G. Huisken et T. Ilmanen per-
mettent de répondre affirmativement à cette question. Ils précisent également que les
masses de Bartnik d’une exhaustion Ωi d’une variété M asymptotiquement plate à
courbure scalaire positive convergent vers la masse (usuelle) de M [26]. De leur côté,
les techniques de H. Bray laissent entrevoir des liens intéressants entre la masse de
Bartnik (ou d’autres masses quasi-locales) et la théorie du potentiel [9], dans l’esprit
du Théorème 4.4.

Tous ces résultats permettent d’envisager maintenant une étude plus approfondie
de la masse de Bartnik, ou d’autres masses quasi-locales, qui pourraient être des outils
puissants pour une meilleure compréhension de la géométrie des variétés asymptoti-
quement plates.
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Yamabe », C. R. Acad. Sci. Paris 313 (1991), p. 865–868.

[26] G. Huisken & T. Ilmanen – « The inverse mean curvature flow and the Rie-
mannian Penrose inequality », J. Diff. Geom., 59 (2001), p. 353–437.

[27] , « Proof of the Penrose inequality », Int. Math. Res. Not. 20 (1997),
p. 1045–1058, annonce.

[28] T. Ilmanen – Elliptic regularization and partial regularity for motion by mean
curvature, Memoirs Amer. Math. Soc., vol. 520, Amer. Math. Soc., Providence,
RI, 1994.

[29] P. S. Jang & R. Wald – « The positive energy conjecture and the cosmic censor
hypothesis », J. Math. Phys. 18 (1977), p. 41–44.

[30] J. Kazdan – « Positive energy in General Relativity », Sém. Bourbaki no 593,
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INTÉGRABILITÉ ET NON-INTÉGRABILITÉ
DE SYSTÈMES HAMILTONIENS

[d’après S. Ziglin, J. Morales-Ruiz, J.-P. Ramis,...]

par Michèle AUDIN

Les systèmes hamiltoniens sont les équations différentielles qui décrivent le mouve-
ment des systèmes mécaniques dont l’énergie est conservée : ce sont les équations de
Hamilton

(1) q̇1 =
∂H

∂p1
, . . . , q̇n =

∂H

∂pn
, ṗ1 = −∂H

∂q1
, . . . , ṗn = − ∂H

∂qn
.

Un système hamiltonien est dit « intégrable » s’il a beaucoup de quantités conservées,
d’intégrales premières ; c’est le cas par exemple des toupies, des particules libres sur
une surface de révolution ou sur une quadrique. Les systèmes intégrables ont des
propriétés très spécifiques : le mouvement a lieu sur des sous-variétés invariantes,
souvent des tores, les équations sont intégrables par quadratures (c’est le théorème
d’Arnold-Liouville [1]).

Il y a aussi beaucoup de systèmes hamiltoniens qui ne sont pas intégrables : le
problème de la Lune (problème de trois corps en interaction gravitationnelle), par
exemple. Il y a des systèmes hamiltoniens dont on soupçonne qu’ils ne sont pas in-
tégrables, parce qu’on n’a pas été capable de trouver assez d’intégrales premières, et
surtout parce que des expériences ou simulations numériques montrent un comporte-
ment chaotique incompatible avec le théorème d’Arnold-Liouville.

Comment démontrer qu’ils ne sont pas intégrables ? C’est la question à laquelle est
consacré cet exposé.

Les résultats présentés ici reposent sur une approche due à Poincaré [29] : on
linéarise le système le long d’une solution particulière. Si les données sont analytiques,
on peut complexifier l’espace de phases et le système, obtenant (donc) un système
différentiel linéaire le long d’une surface de Riemann. Dans une première étude [37, 38],
Ziglin a donné, au début des années 80, un critère de non-intégrabilité basé sur la non-
commutation de certains éléments du groupe de monodromie de cette équation. Plus
récemment, Morales et Ramis ont considéré le groupe de Galois différentiel de celle-ci
et montré que, si le système est intégrable, l’algèbre de Lie de ce groupe est abélienne
[26, 24]. Leur démonstration repose sur un lemme de géométrie symplectique, qui
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s’applique au groupe de Galois parce que celui-ci est un groupe de Lie(1). Comme
le groupe de Galois différentiel contient le groupe de monodromie(2), le théorème de
Morales et Ramis permet de retrouver les applications du théorème de Ziglin, mais il
va au-delà, puisqu’il s’applique dans des cas où la monodromie est triviale.

Ces résultats ont d’assez nombreuses applications. Pour ne pas allonger démesuré-
ment ce texte, j’ai choisi de ne présenter qu’une famille d’exemples. On en trouvera
de nombreux autres dans les articles originaux de Ziglin, Morales & Ramis, etc. (voir
les références au §3.3)(3).

Jean-Pierre Ramis a répondu avec beaucoup de gentillesse à toutes mes questions
en accompagnant ses réponses de commentaires toujours éclairants. Claude Sabbah
m’a suggéré d’innombrables améliorations. Pierre Baumann et Claudine Mitschi ont
lu et critiqué une version préliminaire de ce texte. Que tous soient remerciés.

1. PRÉLIMINAIRES EN GÉOMÉTRIE SYMPLECTIQUE

1.1. Systèmes hamiltoniens

Les coordonnées(4) (q1, . . . , qn, p1, . . . , pn) de l’espace de phases Rn × Rn qui in-
terviennent dans les équations (1) de Hamilton se globalisent : l’espace de phase sera
une variété W munie d’une forme symplectique(5) ω. À toute fonction H : W → R
est associé un champ de vecteurs XH , son champ hamiltonien, par la règle

(2) (dH)x(Y ) = ωx(Y,XH(x)) ∀x ∈W, ∀Y ∈ TxW.

Le système hamiltonien associé à H est simplement le système différentiel défini
par XH , c’est-à-dire

(3) ẋ(t) = XH(x(t)).

Le système (1) n’est autre que le système (3) quand W = Rn×Rn, ω =
∑
dpi ∧ dqi,

cas où

XH =
n∑
i=1

(
∂H

∂pi

∂

∂qi
− ∂H
∂qi

∂

∂pi

)
.

(1)C’est même un groupe algébrique, comme l’affirme un théorème de Kolchin [16] ; voir, dans ce

séminaire, [7].
(2)Toujours dans ce séminaire, voir l’exposé [5] où des résultats plus récents de méthodes de calculs

de groupes de Galois sont présentés.
(3)Il existe d’autres approches à la non-intǵrabilité, notamment dynamiques (voir [18, 19]) ou para-

métriques (voir [14] et la remarque 2.4) mais je ne les aborderai pas ici.
(4)On peut remplacer R par C dans cette partie. Il faudra le faire pour les applications (voir les

§§ 3.1 et 3.4).
(5)c’est-à-dire d’une 2-forme fermée non dégénérée
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Les mouvements des systèmes mécaniques dont l’énergie est conservée — par
exemple tous les flots géodésiques — sont susceptibles d’une telle description. Je
donne ici les familles d’exemples que j’utiliserai pour les applications, on en trouvera
de nombreux autres dans [28, 3].

Exemple (Système de Hénon-Heiles — à suivre). — C’est le système sur la variété
symplectique R2 ×R2 défini par le hamiltonien(6)

(4) H =
1
2
(p21 + p

2
2) +

1
2
(Aq21 +Bq22)− q21q2 −

λ

3
q32

où A, B et λ sont des paramètres à préciser (on considérera particulièrement le cas
où A = B �= 0 et celui où B = 0).

Le système différentiel (1) est

(5) q̇1 = p1, q̇2 = p2, ṗ1 = −Aq1 + 2q1q2, ṗ2 = −Bq2 + q21 + λq22 .

Exemple (Le solide pesant — à suivre). — On considère un solide avec un point fixe
dans un champ de pesanteur constant. Dans un repère lié au solide, l’énergie totale
s’écrit :

H(γ,M) =
1
2
M · Ω− γ · L

où γ désigne la pesanteur, M est le moment angulaire, lié à la rotation instantanée
Ω par la relation M = J(Ω) pour un endomorphisme symétrique J, l’inertie et enfin
L désigne le vecteur

−−→
OG liant le point fixe O au centre de gravité G. Le système

différentiel est, lui,

(6)
{
γ̇ = γ ∧ Ω
Ṁ =M ∧ Ω + γ ∧ L.

On considère comme espace de phases la variété (difféomorphe au fibré tangent de la
sphère S2) :

Wa =
{
(γ,M) ∈ R3 ×R3 | ‖γ‖2 = 1 et γ ·M = a

}
,

qui peut être munie d’une structure symplectique(7) telle que le système (6) soit le
système hamiltonien associé à H .

(6)Ce hamiltonien sert notamment à modéliser le mouvement d’une étoile dans une galaxie cylin-

drique.
(7)Voir, dans ce séminaire, [32].
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1.2. Systèmes intégrables

La règle (2) a pour première vertu d’obliger H à être constante sur les solutions
du système hamiltonien :

XH ·H = dH(XH) = ω(XH , XH) = 0,

comme on l’a déjà dit, l’énergie est conservée. Toute fonction f satisfaisant à la pro-
priété XH · f = 0 est une intégrale première. On dit que le système hamiltonien
associé à la fonction H sur la variété W de dimension 2n est intégrable s’il possède n
intégrales premières fonctionnellement indépendantes en involution.

Rappelons que deux fonctions f et g sont dites « en involution » quand leur crochet

de Poisson {f, g} = Xg ·f est nul, c’est-à-dire quand chacune est constante sur les so-
lutions du système hamiltonien associé à l’autre. Comme {f, g} = Xg ·f = ω(Xg, Xf),
le sous-espace de l’espace tangent TxW engendré par les champs hamiltoniens en x
de fonctions en involution est isotrope et donc de dimension au plus égale à n. L’hy-
pothèse d’indépendance fonctionnelle dit que, pour x dans un ouvert dense de W ,
ces vecteurs sont indépendants. L’espace qu’ils engendrent est donc de dimension
maximale n et on a « autant d’intégrales premières en involution que possible ».

La physique peut fournir des intégrales premières, comme le moment par rapport
à un axe de révolution (toupie, pendule sphérique, particule libre sur une surface de
révolution,...).

Exemple (Le solide pesant — suite). — Si le point fixe du solide est son centre de
gravité (cas d’Euler-Poinsot), le moment K = ‖M‖2 est une intégrale première. Si−−→
OG est un axe de révolution (cas de Lagrange, dit « toupie »), le moment K =M ·L
par rapport à cet axe est une intégrale première.

Il y a parfois aussi des intégrales premières « évidentes ».

Exemple (Hénon-Heiles — suite). — Quand A = B et λ = 1, le hamiltonien (4)
s’écrit

H =
1
2
(y21 + y22) +Ax

2
1 −

4
3
x31 +Ax22 +

4
3
x32

(où x1 + x2 = q1, x1 − x2 = q2 et les yi sont les moments correspondants) de sorte
que la fonction

K =
1
2
y21 +Ax21 −

4
3
x31

est une intégrale première.
Plus mystérieusement, la fonction K définie sur R2 ×R2, dans [10] et par

K = q41 + 4q21q
2
2 + 4p1(p1q2 − p2q1)− 4Aq21q2 + (4A−B)(p21 +Aq21)

est une intégrale première pour le hamiltonien (4) de Hénon-Heiles quand λ = 6.
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Dans ces deux familles d’exemples, la variété symplectique étant de dimension 4,
l’existence d’une « deuxième » (c’est-à-dire autre que l’énergie) intégrale première
suffit pour que le système soit intégrable.

Les champs hamiltoniens des intégrales commutent et définissent donc une action
(locale) de Rn sur l’ouvert où les intégrales premières sont indépendantes. Si les
champs sont complets, on voit que cet ouvert est feuilleté par des espaces homogènes
de Rn, souvent des tores, sur lesquels le mouvement a lieu. On peut montrer que le
système hamiltonien se linéarise sur ces tores, c’est le théorème d’Arnold-Liouville,
qui montre un comportement très régulier (« non chaotique ») des solutions.

1.3. Un lemme de géométrie symplectique

Le lemme suivant est le cœur de la démonstration du théorème de Morales & Ramis.

Lemme 1.1 ([26]). — Soit (E,ω) un espace vectoriel symplectique de dimension 2n
et soient F1, . . . , Fn des fonctions de classe C1 sur un ouvert de E, fonctionnellement
indépendantes et en involution. Soit g une sous-algèbre de Lie de sp(E) qui préserve
les Fi. Alors g est abélienne.

Démonstration. — Rappelons que l’algèbre de Lie sp(E) s’identifie à celle des formes
quadratiques sur E (avec le crochet de Poisson). Un élément Z de sp(E) peut être
considéré comme un endomorphisme de E ou comme un champ de vecteurs linéaire
sur E. Dire que Z préserve la forme symplectique (LZω = diZω = 0), c’est dire que
Z est un champ hamiltonien, ici celui d’une forme quadratique g sur E.

Dire que Z préserve les Fi, c’est dire que Z · Fi = 0, c’est-à-dire que la forme
quadratique g commute avec les Fi puisque Z ·Fi = {Fi, g}, donc qu’elle est constante
sur les composantes connexes des niveaux communs des Fi.

Si x est un point de l’ouvert U de E sur lequel les Fi sont indépendantes, on a

Z(x) ∈
n⋂
i=1

ker(dFi)x =
n⋂

i=1

Xi(x)◦ = 〈X1(x), . . . , Xn(x)〉◦ = 〈X1(x), . . . , Xn(x)〉

(en appelant Xi le champ hamiltonien XFi et en notant ◦ l’orthogonalité pour ω).
Ainsi Z s’écrit Z =

∑
λjXj pour certaines fonctions λ1, . . . , λn localement constantes

sur les niveaux communs des Fi.
Si Z et Z ′ sont deux éléments de g, écrits

Z =
∑
λjXj , Z ′ =

∑
λ′jXj ,

on a, toujours pour x dans U ,

[Z,Z ′](x) =
[
Xg,
∑
λ′jXj

]
(x) =

∑(
Xg(x) · λ′j(V )

)
Xj(x) +

∑
λ′j(x)[Z,Xj ](x).

Le champ [Z,Xj ] est le champ hamiltonien de {g, Fj}, il est donc nul. On a de plus,
Xg(x) · λ′j = 0 puisque λ′j est constante sur le niveau de x, auquel Xg est tangent.
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On en déduit que le crochet [Z,Z ′] est nul sur U , donc aussi sur E. Le crochet des
endomorphismes Z et Z ′ est donc nul lui aussi.

2. PRÉLIMINAIRES EN THÉORIE DES ÉQUATIONS
DIFFÉRENTIELLES

Dans ce paragraphe on considère le cas général du système différentiel associé à
un champ de vecteurs X sur une variété W . On suppose ici que tout est analytique
complexe. La dimension de W est m.

2.1. Équation aux variations

Pour tout point x0 de W , il existe un ouvert U de C et un voisinage V de x0 tels
que le flot de X soit défini sur U × V :

U × V −−−−→ W

(t, x) $−−−−→ ϕt(x).

On munit (provisoirement)W de la topologie dont une base est formée des ensembles
{ϕt(x)}t∈U et on définit la trajectoire Γ passant par x0 comme la composante connexe
de x0 pour cette topologie. Si X ne s’annule pas en x0, la courbe Γ est une surface
de Riemann et le temps t est une coordonnée locale au voisinage de chacun de ses
points. L’injection naturelle i de Γ dans W (munie de sa topologie naturelle) est une
immersion injective.

Selon une tradition remontant à Poincaré [29], on considère l’équation aux varia-
tions, décrivant les solutions « infinitésimalement proches » d’une solution donnée. Si
x(t) et y(t) sont des solutions proches, écrivons y(t) = x(t)+Y (t) dans une carte. On
a alors, à l’ordre 1,

dY

dt
=
dy

dt
− dx
dt

= X(y(t))−X(x(t)) = (dX)x(t)(Y (t)).

Cette équation différentielle linéaire en Y est l’équation aux variations, que je vais
décrire maintenant de façon plus intrinsèque. Le vecteur Y (t) est un champ de vecteurs
tangents à W le long de Γ, c’est-à-dire une section du fibré vectoriel iETW → Γ.

La dérivée de Lie LX définit un opérateur D sur les sections locales de iETW : on
définit DY en prolongeant Y en Ỹ sur un voisinage de Γ, calculant LX Ỹ (= [X, Ỹ ])
et restreignant ce champ de vecteurs à Γ. Le résultat ne dépend pas du choix de Ỹ .
L’opérateur D ainsi défini satisfait, pour toute fonction f sur Γ, à la relation

D(fY ) = ḟY + fDY.

Remarque 2.1. — En d’autres termes, ∇ = D ⊗ dt est une connexion sur le fibré
iETW .
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On appelle équation aux variations l’équation linéaire

DY = 0 ou ∇Y = 0.

On aura remarqué que X lui-même en est une solution. Écrivons cette équation en
coordonnées. Si (e1(t), . . . , em(t)) est une base de sections locales du fibré iETW → Γ,
une section Y de iETW s’écrit Y (t) =

∑
yi(t)ei(t) et

DY =
m∑
i=1

(ẏiei + yiDei) =
m∑
i=1

(
ẏi +

m∑
k=1

ak,iyk

)
ei,

ce qui donne, en appelant y le vecteur colonne des yi et A(t) la matrice des A(t)i,j =
aj,i(t) :

ẏ +A(t)y = 0.

Dans le cas où W est un ouvert de Cm et où on utilise la base
(
∂

∂x1
, . . . ,

∂

∂xm

)
de Cm restreinte à la trajectoire, on a[

X,
∂

∂xi

]
= −∂X

∂xi
de sorte que A(t) = −(dX)x(t).

L’équation aux variations est la linéarisée ẏ = (dX)x(t)y de l’équation différentielle
originelle. On retrouve l’équation aux variations « à la Poincaré » évoquée ci-dessus.

L’exemple le plus classique est celui de l’équation des champs de Jacobi le long
d’une géodésique d’une variété riemannienne, équation aux variations pour le flot
géodésique.

Exemple (Hénon-Heiles — suite). — Considérons à nouveau l’exemple du système de
Hénon-Heiles. Les solutions contenues dans le plan q1 = p1 = 0 ont pour supports les
courbes Γh d’équations

p22 =
2λ
3
q32 −Bq22 + 2h.

Si λ �= 0, la courbe Γh est le complémentaire d’un point dans une courbe elliptique
lisse pour h �= 0 (et |h| assez petit). Un paramétrage d’une solution par le temps t est
donné par la fonction ℘ associée à la courbe elliptique correspondante équivalente

(7) y2 = 4x3 − g2x− g3 avec g2 =
B2

12
et g3 =

B3

216
− hλ

2

18
par

(8) q2(t) =
1
2λ

(12℘(t) +B) , p2(t) =
6
λ
℘′(t).

Si B = 0 et λ �= 0, on utilisera aussi les courbes rationnelles (cubiques cuspidales)

(9) p22 =
2λ
3
q32
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correspondant à h = 0 et paramétrées par

q2 =
6
λt2
, p2 = − 12

λt3
.

Si B = 0 et λ = 0, on utilisera tout simplement les droites paramétrées par

(10) q2(t) = at− b, p2(t) = a avec a2 = 2h.

L’équation aux variations le long d’une de ces solutions est le système différentiel
linéaire 

Q̇1 = P1
Q̇2 = P2
Ṗ1 = −AQ1 + 2q2(t)Q1

Ṗ2 = −BQ2 + 2λq2(t)Q2

obtenu en linéarisant le système hamiltonien (5).

2.2. Formes initiales et intégrales premières

On considère maintenant une fonction holomorphe f sur W . Appelons f◦x(Y ) le
terme homogène de plus bas degré dans la série de Taylor de f au point x, calculé sur
le vecteur Y . Rappelons que si les k − 1 premières dérivées de f en x sont nulles, la
k-ième (dkf)x est bien définie et est un polynôme homogène de degré k sur TxW .

Supposons que la fonction f soit une intégrale première holomorphe du champ X .
On vérifie sans mal qu’alors la valuation de f en x est constante sur la trajectoire Γ
de x. On définit donc bien une fonction

f◦ : iETW −−−−→ C

en posant, pour x ∈ Γ et Y ∈ TxW ,

f◦(Y ) =
1
k!

(dkf)x(Y ) pour k = vx(f).

Cette fonction est appelée forme initiale de f . Si la fonction f est seulement méro-
morphe, on l’écrit comme quotient de deux fonctions holomorphes et on définit sa
forme initiale comme quotient des formes initiales, c’est une fraction rationnelle en Y
à coefficients méromorphes en x.

Lemme 2.2 ([29, 37]). — Si f est une intégrale première du champ X, alors f◦ est
une intégrale première de l’équation aux variations.

Démonstration. — Utilisons au voisinage de x ∈ Γ des coordonnées (t, y) sur W dans
lesquelles X = ∂/∂t et Γ est l’axe des t. La fonction holomorphe f est alors une
fonction de y seul et f◦ est son terme homogène de plus bas degré. L’équation aux
variations a pour solutions les vecteurs Y constants, sur lesquels f◦ est constante. Le
cas où f est méromorphe est laissé en exercice.
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Rien ne garantit que les formes initiales de k fonctions indépendantes soient encore
indépendantes, mais dans l’algèbre que ces fonctions engendrent, il y a effectivement
k fonctions dont les formes initiales en x sont indépendantes. C’est ce qu’affirme le
théorème suivant, pour une démonstration duquel je renvoie à [37, 4, 3] :

Théorème 2.3 (Lemme de Ziglin [37]). — Soient f1, . . . , fk des (germes de) fonc-
tions méromorphes fonctionnellement indépendantes sur un voisinage de l’origine
dans Cm. Alors il existe des polynômes P1, . . . , Pk, où Pi ∈ C[z1, . . . , zi], tels que
les formes initiales à l’origine des k fonctions gi = Pi(f1, . . . , fi) soient des fractions
rationnelles algébriquement indépendantes dans C(x1, . . . , xm).

Remarque 2.4. — En adaptant la démonstration de ce lemme, E. Juliard Tosel a
pu démontrer un très original théorème « paramétrique » de non-intégrabilité méro-
morphe [14].

2.3. Groupe de Galois, groupe de monodromie

Dans une trivialisation méromorphe du fibré iETW → Γ, l’équation aux variations
est un système différentiel linéaire dont les coefficients sont des fonctions méromorphes
sur la courbe Γ. Avec la dérivation par rapport à la variable temporelle t, le corps des
fonctions méromorphes M(Γ) est un corps différentiel dont le corps des constantes est
le corps C des nombres complexes. On peut aussi en considérer des versions locale
(le corps des fractions de l’anneau des germes de fonctions analytiques en un point)
ou formelle. La théorie de Galois différentielle (existence et unicité de l’extension de
Picard-Vessiot, plus petite extension « qui contient toutes les solutions » de l’équation
différentielle) s’applique à l’équation différentielle linéaire, qui est donc munie d’un
groupe de Galois(8), lequel peut se représenter comme un sous-groupe algébrique de
GL(m;C). Le point de vue des « fibrés avec connexion » évoqué dans la remarque 2.1
mène à la construction tannakienne du groupe de Galois (voir [22]).

Les intégrales premières du champ X sont, par définition, constantes le long de Γ.
On vérifie sans mal :

Lemme 2.5 ([26]). — Le groupe de Galois de l’équation aux variations laisse inva-
riante la forme initiale f◦ de l’intégrale première méromorphe f .

Le groupe de Galois contient notamment le groupe de monodromie de l’équation
différentielle, représentation du groupe fondamental π1(Γ, x) dans GL(TxW ) — iden-
tifié à GL(m;C) — obtenue en prolongeant analytiquement une base des solutions
en x le long des lacets basés en x.

Supposons que les points singuliers de l’équation différentielle linéaire (pôles des
coefficients) soient réguliers, c’est-à-dire que les solutions soient à croissance modérée

(8)Pour les bases de la théorie de Galois différentielle, dont le premier paragraphe de [5] est un résumé

impressionnant d’efficacité (voir aussi [6]), je renvoie à [15, 22, 21, 30].
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au voisinage de ces points. Le groupe de Galois est alors l’adhérence de Zariski du
groupe de monodromie.

Si au contraire le point a ∈ Γ est un point singulier irrégulier, le groupe de Galois
prend en compte le phénomène de Stokes au voisinage de a et contient le groupe de
Stokes, obtenu en comparant les développements asymptotiques des solutions dans les
différents secteurs au voisinage de a (voir [22]).

Un remarquable théorème de Ramis ([23, théorème 6], voir aussi [5]) affirme que le
groupe de Galois analytique local en a est topologiquement engendré par le groupe de
Galois formel en a (qui contient aussi la monodromie formelle et le tore exponentiel,
dont nous n’aurons pas besoin ici) et le groupe de Stokes.

Cette richesse locale du groupe de Galois contribue à faire sa force dans les appli-
cations, comme on le verra aux §§3.3.2 et 3.4.

2.4. Points singuliers de l’équation aux variations

Pour que l’équation aux variations le long de la trajectoire Γ ait des points singu-
liers, on aura besoin

– de « points à l’infini » sur Γ et donc aussi sur W . On supposera que le champ de
vecteurs X , de même que les intégrales premières, est méromorphe,

– et plus généralement, de points singuliers sur la trajectoire. On s’autorisera donc
à appeler « trajectoire » de X la réunion d’une authentique trajectoire et de certains
de ses points d’accumulation, et Γ la surface de Riemann normalisée.

Par exemple, on pourra considérer la courbe cuspidale (9) avec son point singulier
(q2 = p2 = 0, t = ∞) — la surface de Riemann Γ est P1(C) − {0} — ou la droite
(10) avec son point à l’infini — la surface de Riemann est P1(C).

2.5. Cas d’un système hamiltonien

Pour appliquer, au §3, les constructions précédentes au cas d’un système hamil-
tonien, on supposera que la variété W est analytique complexe, que la forme sym-
plectique ω est une forme (symplectique complexe) méromorphe sur W et que le
hamiltonien H , tout comme les autres intégrales premières, est une fonction méro-
morphe.

Remarquons que, dans le cas d’un système hamiltonien, le groupe de Galois (et
donc aussi le groupe de monodromie) est symplectique :

Lemme 2.6. — Si X est un champ de vecteurs hamiltonien sur une variété symplec-
tique W , le groupe de Galois de l’équation aux variations le long d’une trajectoire Γ,
vu comme sous-groupe du groupe linéaire GL(TxW ), est un sous-groupe du groupe
symplectique Sp(TxW ).
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C’est facile, aussi bien du point de vue tannakien, qui est particulièrement bien
adapté à ce type de propriété qu’à partir d’une construction directe de l’extension de
Picard-Vessiot.

3. THÉORÈMES DE NON-INTÉGRABILITÉ

La toute première approche à la non-intégrabilité est due à S. Kowalevskaya [17] :
pour étudier l’intégrabilité du système décrivant le mouvement d’un solide avec un
point fixe dans un champ de pesanteur constant, elle s’est demandé à quelle condition
les solutions du système hamiltonien sont des fonctions méromorphes(9), c’est-à-dire
sans ramifications, logarithmes, singularités mobiles autres que des pôles. Elle a dé-
montré que cette propriété n’est satisfaite que dans trois cas (ce sont les cas où l’on
sait maintenant que le système est intégrable au sens utilisé dans ce texte), mettant
ainsi notamment en évidence le cas qui porte son nom et dans lequel elle a exhibé
l’intégrale première manquante. La relation entre l’intégrabilité au sens (dit « de Liou-
ville ») considéré ici et la douceur des singularités des solutions n’est pas complètement
élucidée (voir par exemple [36]). Les méthodes d’algèbre différentielle exposées ici s’en
approchent — à l’ordre 1.

3.1. Deux théorèmes

Dans le cas d’une trajectoire générique d’un système intégrable, on vérifie facile-
ment [3] que le groupe de Galois est « très petit » (pour un groupe algébrique !), il
est notamment connexe et abélien. Dans le cas d’une trajectoire quelconque, on a
toujours :

Théorème 3.1 ([26]). — Soit Γ une trajectoire non stationnaire du champ hamilto-
nien méromorphe X sur la variété symplectique analytique W de dimension 2n. Si
X possède n intégrales premières méromorphes indépendantes en involution, alors le
groupe de Galois de l’équation aux variations le long de Γ est virtuellement(10) abélien.

Démonstration. — Fixons un point x sur Γ. Sur l’espace vectoriel TxW muni de la
forme symplectique (constante) ωx, le lemme de Ziglin (théorème 2.3) fournit n fonc-
tions indépendantes : les formes initiales en x de n intégrales premières indépendantes
du champ X . Appelons-les F1, . . . , Fn. On a bien sûr :

(9)C’est ce qu’on appelle aujourd’hui la « propriété de Painlevé » ou le « test » de Painlevé (sans

doute un plagiat par anticipation [20] de la part de Kowalevskaya).
(10)Un groupe algébrique est dit virtuellement truc si sa composante neutre est truque.
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Lemme 3.2. — Si f et g sont des fonctions méromorphes sur W qui commutent
pour le crochet de Poisson défini par ω, leurs formes initiales en x sont des fonctions
sur TxW qui commutent pour le crochet de Poisson défini sur cet espace vectoriel
par ωx.

Les fonctions F1, . . . , Fn sont donc en involution et invariantes par le groupe de Ga-
lois (lemme 2.5), lequel groupe de Galois est un sous-groupe du groupe symplectique
(lemme 2.6). Le théorème est alors conséquence du lemme de géométrie symplec-
tique 1.1.

La même démonstration donne :

Théorème 3.3. — Soit Γ une trajectoire non stationnaire du champ hamiltonien mé-
romorphe X sur la variété symplectique analytique W de dimension 2n. Si X possède
n intégrales premières méromorphes indépendantes en involution, alors l’adhérence
de Zariski du groupe de monodromie de l’équation aux variations le long de Γ est un
groupe algébrique virtuellement abélien.

Corollaire 3.4 ([37]). — Soit Γ une trajectoire non stationnaire du champ hamil-
tonien méromorphe X sur la variété symplectique analytique W de dimension 2n.
Supposons que X possède n intégrales premières méromorphes indépendantes en in-
volution. Si g et g′ sont deux éléments non résonants du groupe de monodromie le
long de Γ, ils commutent.

Démonstration. — Appelons H l’adhérence de Zariski du sous-groupe de Sp(E) en-
gendré par g. Dire que g n’est pas résonant, c’est dire que H est un tore maximal.
En particulier, ce groupe est connexe. De même pour l’adhérence de Zariski du sous-
groupe engendré par g′. Les deux éléments g et g′ sont donc dans la composante neutre
de l’adhérence de Zariski du groupe de monodromie, qui est commutative grâce au
théorème 3.3.

Remarque 3.5. — Si la démonstration proposée ici est beaucoup plus simple que la
démonstration de Ziglin, le théorème de Ziglin est en fait un peu plus fort que l’énoncé
présenté ici, il s’applique à des intégrales premières qui ne commutent pas nécessai-
rement entre elles. Dans le cas de deux degrés de liberté (2n = 4), une deuxième
intégrale première est toujours en involution avec le hamiltonien et il n’y a pas de
différence entre l’énoncé originel de Ziglin et le corollaire 3.4.

3.2. Vers les applications

Le groupe de Galois est souvent difficile à calculer. Pour les applications, il est
parfois pratique de le « réduire ». Précisément, la géométrie symplectique dispose
d’un procédé, la réduction symplectique, qui peut être utilisé ici pour abaisser l’ordre
de l’équation linéarisée DY = 0.
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Considérons un sous-fibré isotrope E ⊂ iETW et son orthogonal (pour ω) E◦, de
sorte que E ⊂ E◦. On vérifie sans difficulté :

Lemme 3.6. — Le fibré E est invariant par l’opérateur D si et seulement si le fibré
E◦ l’est.

Ainsi D définit-il un opérateur, noté DN , sur le fibré symplectique E◦/E. Comme
la trajectoire Γ n’est pas stationnaire, le fibré iETW contient toujours un sous-fibré
isotrope, le fibré tangent TΓ, engendré par X . Appelons Q le niveau de la fonction H
dans lequel se trouve la trajectoire Γ. L’orthogonal du fibré tangent TΓ n’est autre
que iETQ : comme ω(X,Y ) = −dH(Y ), l’orthogonal de X est le noyau de dH . Il est
bien clair que le sous-fibré TΓ de iETW est invariant par D : si X et Y sont tangents
à Γ, alors LXY = [X,Y ] est tangent à Γ. Donc le lemme s’applique à

TΓ ⊂ iETQ ⊂ iETW.

Le fibré réduit iETQ/TΓ est noté N (pour « normal » : c’est le fibré symplectique
normal à Γ). Il est muni de l’opérateur DN . L’équation DNZ = 0 est dite équation
aux variations normales. Comme pour l’équation aux variations, il est parfois agréable
de considérer la connexion ∇N = DN ⊗ dt.

Dans le cas d’un flot géodésique, l’équation aux variations normales est simplement
celle des champs de Jacobi orthogonaux à la géodésique considérée.

Exemple (Hénon-Heiles — suite). — Revenons au système linéaire obtenu en linéa-
risant le système de Hénon-Heiles le long d’une solution Γ contenue dans le plan
q1 = p1 = 0. Le fibré symplectique normal à Γ s’identifie au fibré trivial de fibre le
plan des (Q1, P1). L’équation aux variations normales est

Q̇1 = P1, Ṗ1 = (−A+ 2q2(t))Q1

système équivalent à l’équation linéaire du second ordre

(11) Q̈+ (A− 2q2(t))Q = 0

(où Q = Q1).

C’est la proposition suivante qui va permettre les applications.

Proposition 3.7. — Le groupe de Galois de DN est un quotient du groupe de Galois
de D (par un sous-groupe abélien).

Ici aussi le point de vue tannakien est sans doute le mieux adapté. Du point de vue
de la théorie de Picard-Vessiot, la proposition n’est pas très difficile à démontrer, on
vérifie qu’on peut construire les solutions de D à partir de celles de DN , de sorte que
l’extension de Picard-Vessiot de D est une extension de celle de DN (voir les articles
originaux [26, 24] ou par exemple [3]).
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Corollaire 3.8. — Pour qu’un système soit intégrable, il est nécessaire que le
groupe de Galois de l’équation aux variations normales le long d’une trajectoire non
stationnaire soit virtuellement abélien.

3.3. Application aux hamiltoniens de Hénon-Heiles

Les résultats de Ziglin et de Morales & Ramis ont trouvé des applications à la
non-intégrabilité de systèmes hamiltoniens variés :

– solide pesant [38],
– champ de Yang-Mills avec groupe de jauge SU(2) [38],
– différents cas de systèmes à n corps dans divers potentiels,

– en 1/r2 [13]
– ou newtoniens,

– par le groupe de Galois [8](11)

– ou par le groupe de monodromie [31],

– système de Hénon-Heiles [12],
– toute une classe de potentiels homogènes [35, 25],
– modèle cosmologique dit « Bianchi IX » [27, 24],
– pendule à ressort [27, 24].

Ziglin applique notamment son théorème dans [38] pour démontrer que le mouve-
ment d’un solide avec un point fixe dans un champ de pesanteur constant n’est pas
intégrable avec des intégrales premières méromorphes, sauf dans les cas où précisé-
ment, on sait qu’il est intégrable(12). Suite à l’indication donnée par la méthode de
Kowalevskaya évoquée ci-dessus, un résultat plus faible (pas d’intégrale supplémen-
taire holomorphe) avait été démontré par Husson [11]. La méthode qu’utilise Ziglin
pour le solide est semblable à celle qu’il utilise pour le système de Hénon-Heiles et que
je vais expliquer ici (courbes elliptiques), mais un peu plus lourde (il y a plus de pa-
ramètres), c’est pourquoi je ne présente ici que des applications à la non-intégrabilité
du système de Hénon-Heiles pour certaines valeurs des paramètres.

Dans la première série, essentiellement due à Ziglin, la surface de Riemann Γ est
le complémentaire d’un point dans une courbe elliptique, l’équation aux variations
normales a une singularité régulière, le groupe de Galois est simplement l’adhérence
de Zariski du groupe de monodromie, une représentation linéaire d’un groupe libre à
deux générateurs, qui a une forte tendance à la non-commutativité.

(11)Le fait que le groupe de Galois soit algébrique permet parfois de l’évaluer par des méthodes

algébriques, en particulier à l’aide du calcul formel.
(12)les trois cas déjà mentionnés : le point fixe est le centre de gravité, le solide a un axe de révolution,

le cas de Kowalevskaya, voir par exemple [2] ou [32]
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Dans la deuxième série, la surface de Riemann est rationnelle, la monodromie ne
donne aucun résultat mais l’équation a une singularité irrégulière et le groupe de
Galois contient, grâce au phénomène de Stokes(13), assez de non-commutativité.

Ici le système a deux degrés de liberté, l’équation aux variations normales est
d’ordre 2 — c’est l’équation (11) — et son groupe de Galois est un sous-groupe du
groupe symplectique (lemme 2.6), ici de SL(2;C).

3.3.1. Le cas elliptique, preuve par la monodromie. — L’équation aux variations nor-
males (11) le long de la solution (8) est(14)

Q̈−
(
B

λ
−A+

12
λ
℘(t)
)
Q = 0.

Étudions les solutions au voisinage de t = 0. La fonction ℘ a un pôle double en 0,
qui correspond au point q2 = p2 =∞ sur Γh. Les solutions de l’équation aux variations
normales s’obtiennent, au voisinage de 0, par la méthode de Frobenius, en écrivant
cette équation t2Q̈+ f(t)Q = 0 et en cherchant les solutions de la forme

Q(t) =
∞∑
k=0

ckt
ρ+k, c0 �= 0.

Le nombre ρ doit être solution de l’équation indicielle

ρ(ρ− 1) + f(0) = 0, avec ici f(0) = −12
λ
,

qui a deux racines distinctes ρ1 et ρ2 pour λ �= −48. Si la différence ρ1 − ρ2 n’est pas
un entier, l’équation a alors deux solutions indépendantes de la forme

tρ1α1(t), tρ2α2(t)

où α1 et α2 sont analytiques(15) au voisinage de 0. Le prolongement analytique d’une
détermination de tρi le long d’un petit lacet γ faisant le tour de 0 donne la mono-
dromie γ̃ de ce lacet. Elle est diagonale dans la base considérée et ses valeurs propres
sont exp(2iπρ1) et exp(2iπρ2) (elle est bien dans SL(2;C), puisque ρ1 + ρ2 = 1).

Étudions maintenant le groupe de Galois de l’équation aux variations normales.
Comme celle-ci est à singularité régulière, ce groupe est l’adhérence de Zariski du
groupe de monodromie, sous-groupe de SL(2;C) engendré par la monodromie le long
de deux générateurs α et β du groupe fondamental de Γh, que je vais choisir ici comme
venant d’une base d’un parallélogramme de périodes. Par exemple, le lacet γ dont je
viens d’évaluer la monodromie est le commutateur αβα−1β−1. Si ρ1 et ρ2 ne sont

(13)Rappelons que le groupe de Stokes est engendré par des matrices unipotentes, ce qui explique sa

forte tendance à la non-commutativité.
(14)C’est une « équation de Lamé » (voir [34])... mais j’ai essayé de ne pas trop utiliser la botanique

des équations différentielles.
(15)ce qui montre en particulier que la singularité en 0 est régulière
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pas rationnels, γ̃ n’est pas d’ordre fini et le groupe de Galois contient un sous-groupe
conjugué au groupe des matrices diagonales.

Proposition 3.9 ([38]). — Si A �= (2k+1)2π2/4, B �= 0 et si ρ2−ρ− 12
λ

n’a pas de
racine rationnelle, le système de Hénon-Heiles n’a pas de deuxième intégrale première
méromorphe sur C4.

Démonstration. — Supposons au contraire le système intégrable. Alors la composante
neutre du groupe de Galois doit être un sous-groupe abélien. Comme nous venons de
remarquer que ce groupe n’est pas fini, les seules possibilités(16) sont

– que tous ses éléments soient triangulaires dans la même base ; ici, comme γ̃ est un
commutateur, ses valeurs propres devraient être égales à 1, ce que nous avons exclu,

– qu’il contienne un sous-groupe d’indice 2 dont tous les éléments sont diagonali-
sables dans la base de vecteurs propres de γ̃ et un élément qui échange les directions
propres de γ̃, ce que je vais exclure maintenant.

En effet, dans ce cas, la matrice de cet élément dans une base de vecteurs propres
de γ̃ est (

0 −a
a−1 0

)
, et ses valeurs propres sont ± i.

On regarde ce qui se passe quand h tend vers 0. La courbe elliptique (7), qui a pour
équation

(12) y2 = 4
(
x+

B

12

)2(
x− B

6

)
+
hλ2

18

tend vers une cubique à point double (il est important ici que B ne soit pas nul) :

0

0

1

e1 e1e2

e2

e3

e3

La courbe elliptique et sa fonction ℘

(16)Voir par exemple [15] pour les propriétés des sous-groupes algébriques de SL(2; C) utilisées ici.
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e1 et e2 tendent vers −B/12 (notation de la figure(17)). On peut choisir pour α un
cycle paramétré par [0, 1] qui est contracté à la limite (cycle évanescent), l’ovale réel de
la figure, par exemple, de sorte que la fonction ℘ tend vers une constante (ici −B/12)
le long de α (voir la figure). Pour h proche de 0, l’équation aux variations normales
le long de α est proche de

Q̈+AQ = 0

où la fonction constante A est considérée comme périodique de période 1. Pour A ≤ 0,
les valeurs propres de la monodromie de cette équation sont réelles. Pour A > 0, ce
sont e±i

√
A, qui ne peuvent être égales à ±i que si A est de la forme exclue. Quand h

est assez proche de 0, elles ne peuvent donc être égales à ±i.

Pour montrer que les valeurs propres de α̃ ne sont pas égales à ±i pour tout h, il
suffit de montrer qu’elles dépendent effectivement de h. Si c’est le cas, il est clair que α̃
n’est pas résonant pour les valeurs générales de h et il n’est pas nécessaire de supposer
que γ̃ est d’ordre infini, autrement dit, on peut remplacer « rationnelle » par « entière »
dans l’énoncé de la proposition 3.9. Dans [12], Ito montre que les valeurs propres sont
des fonctions analytiques non constantes de h. En plus, il exhibe une autre solution
particulière, encore une courbe elliptique, qui donne des résultats analogues, mais avec
une autre valeur de λ, de quoi il peut déduire :

Proposition 3.10 ([12, 38]). — Supposons A = B �= 0. Pour λ différent de 1, 2 et 6,
le hamiltonien de Hénon-Heiles n’a pas de deuxième intégrale méromorphe surC4.

Pour λ = 1 ou 6, nous avons vu au §1.2 que le système est intégrable. Le cas λ = 2
reste ouvert (voir le §4).

3.3.2. Le cas rationnel, preuve par le groupe de Galois. — On considère maintenant
le cas où B = 0. L’exemple le plus simple d’application du théorème 3.1 est celui où
λ = 0.

Proposition 3.11 ([3]). — Pour λ = B = 0, le hamiltonien de Hénon-Heiles n’a
pas de deuxième intégrale rationnelle sur C4.

Démonstration. — Le hamiltonien (4) est ici

H =
1
2
(
p21 + p

2
2

)
+
(
A

2
− q2
)
q21 .

On choisit une solution particulière

q1 = p1 = 0 q2 = −1
2
(t−A), p2 = −1

2
.

L’équation aux variations normales (11) est tout simplement Q̈ + tQ = 0. C’est un
bel exemple (académique !) menant à une équation d’Airy, équation dont toutes les

(17)Cette figure a été dessinée par Raymond Seroul.
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solutions sont des fonctions entières (c’est clair) mais aucune n’est algébrique sur
C(t) (c’est presque aussi clair). On se débrouille donc pour que C(t) soit le corps des
fonctions de Γ, il suffit pour cela d’ajouter un point à l’infini à la droite (jusque-là)
affine Γ en ajoutant un hyperplan à l’infini à C4. On se restreint ainsi à des intégrales
premières rationnelles en les coordonnées qi, pi. Il est classique (mais pas trivial, voir
une démonstration algébrique dans [15] ou par le phénomène de Stokes dans [22])
que le groupe de Galois de l’équation d’Airy sur C(t) est le groupe SL(2;C) tout
entier.

Remarque 3.12. — La courbe Γ complétée reste simplement connexe, le groupe de
Galois obtenu ne contient donc pas de monodromie (dit autrement, les solutions sont
entières). Cet exemple, tout académique qu’il soit, n’est pas justiciable des méthodes
de [37].

Avec B = 0 mais λ �= 0, on utilise toujours une courbe singulière, la cubique
cuspidale correspondant à la valeur 0 du hamiltonien

p22 =
2λ
3
q32 , paramétrée par q2 =

6
λt2
, p2 = − 12

λt3
.

L’équation aux variations normales (11) est maintenant

Q̈+
(
A− 12

λt2

)
Q = 0.

Depuis que B est nul, la singularité de la courbe elliptique considérée au §3.3.1 (ici
pour t = ∞) a acquis de l’épaisseur, c’est une singularité irrégulière, elle va porter
toute l’information que portait la monodromie dans l’exemple étudié au §3.3.1. Quand
A n’est pas nul, l’équation est une équation « de Whittaker », dont le groupe de Galois
n’est virtuellement abélien que si λ = 12/k(k+ 1) avec k ∈ Z. Si λ n’est pas de cette
forme, on montre, comme dans le cas de l’équation d’Airy, que le groupe de Galois
est SL(2;C) — toujours le phénomène de Stokes [22](18).

Proposition 3.13 ([26]). — Supposons B = 0 et A �= 0. Si λ n’est pas de la forme
12/k(k + 1) pour un k entier, le hamiltonien de Hénon-Heiles n’a pas de deuxième
intégrale première méromorphe sur C4.

(18)On peut aussi démontrer que le groupe de Galois n’est pas virtuellement abélien en étudiant la

factorisation de l’opérateur
�

d
dt

�2
+
�
A − 12

λt2

�
, ce que fait D. Boucher dans [9] — une illustration

de la remarque exprimée dans la note 11.
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3.4. Non-intégrabilité réelle

Les systèmes de la mécanique hamiltonienne sont des systèmes différentiels réels
sur des variétés symplectiques réelles. Les théorèmes de non-intégrabilité dont il est
question ici s’appliquent à une situation analytique complexe. Par exemple, les résul-
tats du §3.3 interdisent au système de Hénon-Heiles d’avoir une intégrale première
méromorphe complexe sur C4 mais pas d’avoir une intégrale première méromorphe
réelle sur R4 (avec des singularités essentielles non réelles).

Considérons donc un hamiltonien analytique réel H sur une variété symplectique
analytique réelle W . On peut bien sûr complexifier W et H . Rappelons toutefois que,
si la complexification existe, elle n’est pas unique. Seul le germe de la complexifiéeW E

le long de W est uniquement défini (voir par exemple [33] pour une démonstration de
l’existence et de l’unicité de ce germe).

La stratégie pour appliquer les théorèmes du §3.1 est la suivante : choisir une
trajectoire (réelle) ΓR du champ hamiltonien et considérer l’équation aux variations
le long de la trajectoire complexe ΓE ⊂W E.

Ici aussi, le théorème de Morales et Ramis s’applique beaucoup plus facilement
que celui de Ziglin à cause de sa nature locale. Si l’équation aux variations a un point
singulier irrégulier, le groupe de Galois local en ce point peut déjà être assez gros, puis-
qu’il contient en particulier tout le groupe de Stokes (voir le §2.3). Par exemple, les
résultats du §3.3.2 sont obtenus en considérant un groupe de Galois qui est identique
au groupe de Galois local en t =∞. Ils s’appliquent donc dans un voisinage arbitrai-
rement petit de R4 dans C4, c’est-à-dire au germe de la complexification de R4. Ils
donnent directement les énoncés analogues en remplaçant C4 par R4.

Avec le théorème de Ziglin, c’est un peu plus délicat : le groupe fondamental d’une
trajectoire réelle est incapable de produire des éléments du groupe de monodromie
qui ne commutent pas ! Pour obtenir des énoncés réels de non-intégrabilité en utili-
sant la monodromie, il faut être capable de trouver, pour toute complexification W E

de W , une trajectoire réelle ΓR du champ hamiltonien telle que la trajectoire com-
plexe correspondante ΓE ait un groupe fondamental non abélien... et des éléments non
résonants qui ne commutent pas dans le groupe de monodromie.

Dans [39], Ziglin revient sur les aspects réels des exemples étudiés dans [38]. Consi-
dérons à nouveau l’exemple de Hénon-Heiles comme au §3.3.1. Fixons un voisinage
W E

ε

|Im qi| < ε, |Im pi| < ε
de R4 dans C4. On vérifie qu’il existe une courbe elliptique (12) avec deux cycles
qui engendrent le groupe fondamental et sont contenus dans W E

ε . Par exemple, pour
B et h strictement positifs, la partie réelle de la courbe (12) a deux composantes
connexes. Choisissons pour ΓR la composante compacte (« ovale ») et appelons ΓE

ε

l’intersection de la courbe complexe avec l’ouvert W E
ε . Le groupe fondamental de

la courbe complexe Γ est engendré par l’ovale ΓR et le cycle de support y ∈ iR,
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x ∈ [e2, e3] (notations de la figure page 128) dont on vérifie sans mal qu’il est contenu

dans W E
ε pour hλ2 ∈

]
B3

6
− 18ε,

B3

6

[
. Grâce à l’argument d’Ito sur la variation

des valeurs propres, on en déduit qu’il existe des valeurs de h dans cet intervalle
pour lesquelles le groupe de monodromie contient deux éléments non résonants qui ne
commutent pas. C’est ainsi que Ziglin peut conclure à la non-existence d’une deuxième
intégrale première méromorphe sur R4.

Remarque 3.14. — La théorie de Picard-Vessiot et la monodromie utilisent de façon
essentielle le caractère analytique du hamiltonien. Le lemme de Ziglin, lui, utilise l’ana-
lyticité des éventuelles intégrales premières. Ces méthodes ne permettent donc pas,
ou pas encore, de montrer la non-intégrabilité au sens C∞ d’un système hamiltonien
(même analytique).

4. VARIATIONS SUPÉRIEURES

Après le grand déballage de l’équation de Hénon-Heiles rapporté au §3.3.1, le cas
où A = B �= 0 et λ = 2 reste en suspens. Dans ce cas, les simulations numériques
comme le « test de Painlevé » indiquent que le système ne devrait pas être intégrable
[10](19). L’équation aux variations normales (11) est

Q̈+
(
1
2
− 6℘

)
Q = 0

dont Q = ℘+
1
12

est solution, mais celle-là est conservée par le groupe de Galois, de

sorte que celui-ci est un sous-groupe du groupe (abélien !) des matrices
(
1 0
a 1

)
(a ∈ C).

Dans un travail en préparation, Morales, Ramis et Simó proposent de mieux ap-
procher le système hamiltonien par des équations différentielles linéaires en utilisant
des équations aux variations d’ordre supérieur. L’équation aux variations (ordinaire, à
l’ordre 1) porte sur une variation à l’ordre 1, un champ de vecteurs Y tangent à W le
long de la trajectoire Γ. Morales, Ramis et Simó définissent l’équation aux variations
d’ordre k comme une équation différentielle linéaire portant sur le jet d’ordre k du
flot. En tant qu’équation différentielle linéaire, elle arrive accompagnée d’un groupe
de Galois Gk. La troncature des jets induit des morphismes surjectifs Gk → Gk−1.
L’application du lemme 1.1 dans cette situation donne la commutativité virtuelle de
tous les groupes Gk quand le système est intégrable.

Évidemment, ce nouveau théorème serait plus fort que le théorème 3.1, mais aussi
plus difficile à appliquer : l’ordre de l’équation aux variations devient rapidement très

(19)Dans cet article, il est montré que toutes les solutions du système de Hénon-Heiles ne sont

méromorphes que si λ = 1 ou 6.
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grand, ce qui rend le groupe de Galois difficile à calculer. Notons toutefois qu’on n’a pas
vraiment besoin de calculer ce groupe, mais seulement d’exclure la commutativité de
sa composante neutre. Nos auteurs pensent ainsi pouvoir régler le cas de Hénon-Heiles
en suspens en utilisant le groupe de Galois de la troisième équation aux variations.
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Séminaire Bourbaki, 1991-92, Astérisque 206 (1992), p. 183–204.

[6] , « Lectures on differential Galois theory, by Andy R. Magid (review) »,
Bull. Amer. Math. Soc. 33 (1996), p. 289–294.
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the Painlevé property », Phys. Rev. A (3) 25 (1982), p. 1257–1264.
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Ramsay, Paris, 1987, p. vii–xi.

[21] A. Magid – Lectures on differential Galois theory, University lecture series, 7,
American Mathematical Society, 1994.
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Berlin, 1981, p. 85–94.

[33] H. Whitney & F. Bruhat – « Quelques propriétés fondamentales des ensembles
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[34] E. T. Whittaker & G. N. Watson – A course of modern analysis, Cambridge
University Press, Cambridge, 1996, An introduction to the general theory of
infinite processes and of analytic functions ; with an account of the principal
transcendental functions, Reprint of the fourth (1927) edition.

[35] H. Yoshida – « A criterion for the nonexistence of first integrals in Hamiltonian
systems with a homogeneous potential », Physica D 29 (1987), p. 128–142.

[36] V. E. Zakharov (éd.) – What is integrability ?, Springer, Berlin, 1991.
[37] S. L. Ziglin – « Branching of solutions and non existence of first integrals in

Hamiltonian mechanics I », Funct. Anal. Appl. 16 (1982), p. 181–189.
[38] , « Branching of solutions and non existence of first integrals in Hamilto-

nian mechanics II », Funct. Anal. Appl. 17 (1983), p. 6–17.
[39] , « The absence of an additional real-analytic first integral in some pro-

blems of dynamics », Funct. Anal. Appl. 31 (1997), p. 3–9.
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FONCTIONS POLYLOGARITHMES,
NOMBRES POLYZÊTAS ET GROUPES PRO-UNIPOTENTS

par Pierre CARTIER

INTRODUCTION

La fonction zêta de Riemann est une vieille connaissance. Ce n’est que très ré-
cemment qu’on s’est intéressé à une généralisation à r variables ζ(s1, . . . , sr) et aux
fonctions polylogarithmiques Lik1,...,kr (z) à plusieurs indices. Il y a de profondes re-
lations, non toutes explorées, avec la théorie des nombres, la géométrie algébrique, la
théorie des nœuds, et même la physique mathématique. C’est aussi un domaine où
l’expérience numérique à grande échelle est possible et a été faite. Il y en a pour tous
les goûts.

Dans la première partie, nous donnerons un exposé semi-historique de tout ce qui
tourne autour de la fonction ζ(s). La deuxième partie est élémentaire au sens de
Nielsen et de son « Traité élémentaire des nombres de Bernoulli » ; nous avons autant
que possible calqué les méthodes de la première partie, mais beaucoup reste à faire. La
troisième partie introduit les puissantes méthodes combinatoires de séries formelles
non commutatives, et donne les théorèmes de structure sur les algèbres de fonctions
polylogarithmes et des nombres « polyzêtas formels ». Enfin, dans la conclusion, on
décrit rapidement quelques-unes des voies plus profondes, où se développera la théorie.

Remerciements. — Ils vont à tous les participants du groupe de travail de l’I.H.P.
(lundi matin) sur les polylogarithmes, qu’ils viennent de Paris, d’Orsay ou de Lille,
et particulièrement G. Racinet, M. Waldschmidt, L. Boutet de Monvel, M. Petitot,
G. Jacob et Hoang Ngoc Minh. Je remercie également D. Broadhurst, J. Écalle et
D. Kreimer pour toutes les discussions et la documentation fournie. Merci aussi à
J. Oesterlé et G. Vigeral pour une relecture très soignée.

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2002



138 P. CARTIER

1. PRÉLUDE : « THROUGH THE LOOKING-GLASS AND WHAT
EULER FOUND THERE »

1.1. C’est à visiter le jardin des merveilles mathématiques qu’Euler nous convie dans
son ouvrage « Introductio in Analysin Infinitorum », publié à Lausanne en 1748. À la
page 134 (de l’édition française [A5]), on trouve une table dont voici le début(1)

π

4
= 1− 1

3
+

1
5
− 1

7
+

1
9
− etc(A)

ππ

8
= 1 +

1
32

+
1
52

+
1
72

+
1
92

+ etc(B)

π3

32
= 1− 1

33
+

1
53
− 1

73
+

1
93
− etc(C)

π4

96
= 1 +

1
34

+
1
54

+
1
74

+
1
94

+ etc.(D)

La première formule est due à Leibniz (1680), et constitue ce qu’il appelait la
« quadrature arithmétique du cercle » et dont il tirait une gloire légitime. Dans la
même veine, on trouve la formule d’Euler

(1) log 2 = 1− 1
2
+

1
3
− 1

4
+ etc

pour le logarithme népérien (qu’il appelle « hyperbolique ») de 2 (ibid. p. 90).
Depuis 1680 environ, le calcul des séries est d’actualité. Introduit par Leibniz,

Johann Bernoulli et Newton, il intervient surtout par les développements en séries
de puissances, mais c’est Euler qui en fera un instrument performant pour le calcul
numérique. Il donne la formule fondamentale

(2) log (1 + s) = s− s
2

2
+
s3

3
− · · · ,

dont la formule (1) est le cas particulier s = 1. Pour nous, le moyen le plus simple
d’obtenir (2) est de partir de la formule intégrale

(3) log (1 + s) =
∫ s

0

dt

1 + t
,

d’utiliser la série géométrique

(4)
1

1 + t
= 1− t+ t2 − t3 + · · · ,

et d’intégrer terme à terme. La formule (A) pour π s’obtient de manière analogue,
avec les deux étapes

(5)
π

4
=
∫ 1

0

dt

1 + t2
,

1
1 + t2

= 1− t2 + t4 − t6 + · · · .

(1)Noter ππ écrit pour π2 ; c’est un usage courant, de Descartes à Gauß.
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Jusque là , nous sommes dans le domaine « algorithmique » de l’Analyse. J’entends par
là (cf. [A4]) que les fonctions fondamentales (logarithme, exponentielle, ...) sont don-
nées par des formules utilisant séries, intégrales,... et que l’on utilise les règles de calcul
standard (intégration par parties, échange des opérations de sommation, d’intégration,
dérivation, etc.) auxquelles il faudrait ajouter (après Riemann) la caractérisation des
fonctions comme solutions d’équations différentielles, et (après Cauchy) les règles du
calcul des résidus et de l’intégration complexe. Tout ceci sans le moindre ε.

Du point de vue algorithmique, voici une démonstration de la (première) formule
(5). Définissons(2) géométriquement le nombre π comme l’aire d’un disque de rayon 1.
Utilisant les propriétés de symétrie du cercle, π

4 est l’aire du domaine D défini par
les inéquations x � 0, y � 0, x2 + y2 � 1 (fig. 1). On obtient une représentation
paramétrique de D par

(6) x = r
1 − t2
1 + t2

, y = r
2t

1 + t2
(0 � r � 1 , 0 � t � 1)

et le calcul du déterminant jacobien (algorithmique !) donne dx dy = 2r
1+t2 dr dt, d’où

π

4
=
∫ 1

0

∫ 1

0

dr dt
2r

1 + t2
=
∫ 1

0

2r dr
∫ 1

0

dt

1 + t2
=
∫ 1

0

dt

1 + t2

(utiliser Fubini et 2rdr = dr2). La formule (3) s’interprète aussi en termes d’aire,
justifiant le terme « hyperbolique » (fig. 2).

x

y

1

1

0

C

Figure 1. Le cercle C d’équation x2 + y2 = 1

x

y

1 1 + s0

1
H

Figure 2. L’hyperbole H d’équa-

tion xy = 1

1.2. Les formules (B), (C), (D) d’Euler sont autrement difficiles à établir. En notation
moderne, la série (B) s’écrit

∑∞
n=0

1
(2n+1)2 ; par séparation des termes avec n pair ou

(2)C’est dans l’ouvrage cité qu’Euler introduit les notations classiques pour les nombres e et π, ainsi

que le facteur de conversion k = log 10 = 2, 30258... entre logarithmes décimaux et naturels.
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impair dans la série
∑∞

n=1
1
n2 , on obtient l’identité

(7)
∞∑
n=0

1
(2n+ 1)2

=
3
4

∞∑
n=1

1
n2
,

de sorte que la formule (B) est équivalente à la formule

(8)
∞∑
n=1

1
n2

=
π2

6
,

une des plus belles trouvailles d’Euler. Une série très voisine (connue de Leibniz et
Johann Bernoulli) est

∑∞
n=1

1
n(n+1) ; comme on a 1

n(n+1) = 1
n −

1
n+1 , c’est une « série

télescopique », de la forme(
1− 1

2

)
+
(1
2
− 1

3

)
+
(1
3
− 1

4

)
+ · · ·

dont la somme vaut 1, par compensation des termes adjacents − 1
2 + 1

2 , −
1
3 + 1

3 ,...
Pour la sommation de la série

∑∞
n=1

1
n2 (que je désignerai désormais par la notation

moderne ζ(2)), Daniel Bernoulli donne en 1728 l’approximation numérique 8/5 suivi,
la même année, de Goldbach qui indique 1, 6445± 0, 0008. En 1731, Euler obtient 6
décimales exactes ζ(2) = 1, 644934... par la méthode suivante : considérons l’intégrale
double

(9) I =
∫∫

T

dx dy

xy

étendue au triangle T défini par x � 1, y � 1, x+ y � 1. Elle se réécrit

(10) I =
∫ 1

0

dy

y

∫ 1

1−y

dx

x
=
∫ 1

0

dy

y
(− log(1− y)) ,

puis, par utilisation de la formule (2) et intégration terme à terme

(11) I =
∞∑
n=1

∫ 1

0

dy

y
· yn/n =

∞∑
n=1

1
n

∫ 1

0

yn−1dy =
∞∑
n=1

1
n2

;

finalement, on a I = ζ(2). Euler utilise alors un argument d’intégration par parties,
dont je donne une version géométrique : décomposer le triangle T en deux triangles
T ′, T ′′ et un carré C (voir figure 3).

Les deux triangles donnent la même contribution (par raison de symétrie), que l’on
peut évaluer comme plus haut

(12)
∫ 1

2

0

dy

y
(− log(1− y)) =

∞∑
n=1

1
n2.2n

;

le carré contribue
∫ 1

1
2

dx
x ·
∫ 1

1
2

dy
y = (log 2)2, d’où

(13) I = 2
∞∑
n=1

1
n2.2n

+ (log 2)2.
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Tronquant la série à
∑14

n=1
1

n2.2n , et utilisant le logarithme népérien de 2 (donné avec
25 décimales par Euler à la page 90 de [A5]), Euler obtient la valeur annoncée(3).

La démonstration précédente est la première apparition connue du dilogarithme,
donné pour 0 � z � 1 par les trois expressions équivalentes

(14) Li2(z) =
∫∫

D

dx dy

xy
=
∫ z

0

dy

y
(− log(1− y)) =

∞∑
n=1

zn

n2

(cf. calcul précédent), où le domaine D est défini par les inégalités (fig. 4)

x � 1 , y � z , x+ y � 1.

L’argument géométrique précédent fournit l’équation fonctionnelle

(15) Li2(z) + Li2(1 − z) = Li2(1)− (log z) log(1− z) ,
dont Euler utilise le cas particulier z = 1

2 . Évidemment, on a Li2(1) = ζ(2).

x

y

1

1

1/2

1/2

0

C
T ′′

T ′

Figure 3

x

y

1

1

1− z

z

0

D

Figure 4

La formule (B) admet une démonstration directe, avec une intégrale double ana-
logue à celle de (9) ; Euler connaissait une telle méthode, mais nous donnons la variante
de Calabi. Posons

(16) J =
∫ 1

0

∫ 1

0

dx dy

1− x2y2 .

Comme on a 1
1−x2y2 =

∑∞
n=0 x

2ny2n, l’intégration terme à terme donne immédiate-
ment J =

∑∞
n=0

1
(2n+1)2 . Par ailleurs, le changement de variables(4)

(17) x =
sin u
cos v

, y =
sin v
cos u

transforme dx dy
1−x2y2 en du dv, et le domaine 0 � x � 1, 0 � y � 1 en le domaine

0 � u � π
2 , 0 � v � π

2 , u + v � π
2 , d’où J = 1

2

(
π
2

)2
= π2

8 par un argument
géométrique.

(3)Euler a-t-il reconnu la valeur numérique de π2/6 ?
(4)Si l’on tient à se limiter aux fonctions algébriques, poser ξ = tg u, η = tg v, comme le font

Kontsevich et Zagier.
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1.3. Les arguments fondés sur les représentations intégrales seront développés au
no 2.6 en utilisant la théorie des intégrales itérées [A12]. Pour calculer ζ(2), Euler
utilise la théorie des fonctions symétriques. Considérons une suite infinie de variables
t1, t2, . . . , les fonctions symétriques élémentaires

(18) λr =
∑

n1>···>nr>0

tn1 . . . tnr

(avec la convention λ0 = 1) et les sommes de puissances

(19) ψr =
∑
n>0

trn (r � 1).

La substitution tn ← 1/n2 donne respectivement la série(5)

(20) ζ(2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸
r

) =
∑
(n)

1
n21 . . . n

2
r

pour λr et

(21) ζ(2r) =
∑
n>0

1
n2r

pour ψr. On dispose des relations bien connues de Newton

(22) ψr = λ1ψr−1 − λ2ψr−2 + · · ·+ (−1)rλr−1ψ1 + (−1)r+1rλr ,

permettant le calcul par récurrence des ψr en fonction des λr, et donc de ζ(2r) en
fonction de ζ(2), ζ(2, 2), . . . , ζ(2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸

r

). Par exemple

(23) ζ(4) = ζ(2)2 − 2ζ(2, 2) , ζ(6) = ζ(2)3 − 3ζ(2)ζ(2, 2) + 3ζ(2, 2, 2).

Il reste à calculer les nombres ζ(2, . . . , 2) ; mais l’identité classique

(24)
∑
r�0

(−1)rλrtr =
∏
n>0

(1− ttn)

se spécialise en la série génératrice

(25)
∑
r�0

(−1)rζ(2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸
r

)tr =
∏
n>0

(
1− t

n2

)
.

Un polynôme P (t), qui satisfait à P (0) = 1 et dont les racines sont z1, . . . , zm, s’écrit
sous la forme

(26) P (t) =
m∏
n=1

(
1− t

zn

)
.

(5)On désigne désormais par
P

(n) une sommation sur toutes les suites d’entiers n1 > · · · > nr > 0,

où r est fixé (et implicite dans la notation).
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Dans un premier temps, Euler admet que ceci reste valable dans le cas m = ∞ et
l’applique à la fonction P (t) = sinπ

√
t

π
√
t

qui satisfait à P (0) = 1, s’annulant pour
t = 12, 22, . . . mais pour nulle autre valeur de t. Après la substitution t = z2/π2, on
obtient la formule-clé suivante

(27) sin z = z
∞∏
n=1

(
1− z2

n2π2

)
;

par comparaison avec (25), on obtient l’évaluation

(28) ζ(2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸
r

) =
π2r

(2r + 1)!
.

Utilisant les formules (23), on trouve de suite

(29) ζ(2) =
π2

6
, ζ(4) =

π4

90
, ζ(6) =

π6

945
,

d’où en particulier les formules (B) et (D) d’Euler. Des formules (22) et (28), il résulte
immédiatement que ζ(2r)/π2r est un nombre rationnel.

Les contemporains d’Euler ne manquèrent pas de signaler que la formule de produit
(27) ne va pas de soi. Dans son « Introductio » (voir [A5] à la page 117), Euler
revient sur ce point, et donne une démonstration conforme aux standards de rigueur
de l’époque, et reprise, avec les ε nécessaires, dans les ouvrages plus récents. J’ai
proposé, dans mon « Mathémagique » [A10], une démonstration pratiquement sans
calcul et s’appuyant sur le théorème de Liouville, selon lequel toute fonction entière
et bornée est constante.

Nous revenons plus loin sur le calcul des nombres rationnels ζ(2r)/π2r (formule
(38)).

1.4.On doit aussi à Euler le calcul des sommes divergentes Sr = 1r−2r+3r−4r+· · · . A
peu de choses près, il utilise la sommation d’Abel, en introduisant les séries Φr(z) =∑∞

n=1 n
rzn (pour r = 0, 1, 2, . . . ) et en régularisant Sr par Sr = − limz→−1Φr(z).

Les séries Φr(z) ont un rayon de convergence égal à 1, et représentent des fonctions
rationnelles

(30) Φr(z) =
(
z
d

dz

)r z

1− z .

Le calcul peut se faire de manière combinatoire au moyen des nombres de Stirling ; il
est plus simple de poser z = −e−t, de sorte que la limite z → −1, |z| < 1, soit réalisée
par t→ 0, 0 < t. On trouve alors

(31) Sr = (−1)r
( d
dt

)r 1
1 + et

∣∣∣
t=0

;

la relation

(32)
1

1 + et
= −1

t

[ 2t
e2t − 1

− t

et − 1

]
,
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jointe à la définition des nombres de Bernoulli

(33)
t

et − 1
=
∞∑
r=0

Brt
r/r!

donne le résultat

(34) Sr = (−1)r+1(2r+1 − 1)
Br+1

r + 1
.

Par ailleurs, une manipulation formelle, connue d’Euler, donne

(35) 1r − 2r + 3r − 4r + · · · = (1− 2r+1)(1r + 2r + 3r + 4r + · · · ),

d’où notre auteur conclut (pour r = 1, 2, 3,...)

(36) 1r + 2r + 3r + 4r + · · · = −Br+1

r + 1

(car Br+1 est nul si r � 2 est pair, d’où la disparition du signe (−1)r+1).

1.5. Si l’on introduit (enfin !) la fonction de Riemann ζ(s) =
∑∞

n=1
1
ns en toute géné-

ralité, la formule précédente s’écrit

(37) ζ(−r) = −Br+1

r + 1
(pour r = 1, 2, . . . ),

alors que la formule (29) se généralise en

(38) ζ(2r) = (−1)r+1
22r−1B2r

(2r)!
π2r (pour r = 1, 2, . . . ).

Pour pouvoir définir correctement ζ(−r), il faut faire le prolongement analytique
de ζ(s), que la série ne définit que pour Re s > 1. La méthode standard part de la
représentation intégrale de la fonction Γ ; lorsque Re s > 0, on a

(39) Γ(s) =
∫ ∞
0

ts−1e−tdt,

et le prolongement analytique de Γ se fait par la formule

(40) Γ(s) =
N−1∑
n=0

(−1)n

n!(s+ n)
+
∫ ∞
0

ts+N−1RN (t)dt

dans le demi-plan Re s > −N ; on a défini la fonction RN (t), continue sur [0,+∞[
sauf un saut en t = 1, par

(41) RN (t) =

{
[e−t −

∑N−1
n=0 (−1)ntn/n!].t−N pour 0 � t � 1

e−tt−N pour 1 < t.

La représentation intégrale

(42) Γ(s) ζ(s) =
∫ ∞
0

ts−1

et − 1
dt
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est valable dans le demi-plan Re s > 1. Le prolongement analytique se fait par

(43) Γ(s) ζ(s) =
N−1∑
n=−1

Bn+1

(n+ 1)!(s+ n)
+
∫ ∞
0

ts+N−1SN (t)dt

dans le demi-plan Re s > −N ; on a défini la fonction SN (t), continue sur [0,+∞[,
sauf un saut en t = 1, par

(44) SN (t) =

{
[(et − 1)−1 −

∑N−1
n=−1Bn+1t

n/(n+ 1)!].t−N pour 0 � t � 1

(et − 1)−1t−N pour 1 < t.

D’après ce qui précède, Γ(s) est méromorphe sur C, avec des pôles simples pour s =
0,−1,−2, . . . et Γ(s) ζ(s) a, lui, au plus des pôles simples pour s = 1, 0,−1,−2, . . . .
Par division, ζ(s) n’a plus qu’un pôle pour s = 1, et l’on retrouve la valeur ζ(−r) =
−Br+1/(r + 1), pour r � 1, à partir de (40) et (43), ainsi que ζ(0) = − 1

2 . La formule
(35) suggère l’introduction de la fonction η(s) = (1 − 21−s)ζ(s), égale à 1−s − 2−s +
3−s− . . . pour Re s > 1, qui n’a plus de pôle en s = 1. C’est donc une fonction entière.

Voici une autre méthode pour faire le prolongement analytique de η(s), donc de
ζ(s) = η(s)/(1− 21−s). Tout d’abord, le dilogarithme (14) se généralise en un polylo-
garithme

(45) Lis(z) =
∞∑
n=1

zn

ns
;

cette série converge absolument pour tout s complexe, et tout z avec |z| < 1. On
réalise le prolongement analytique de Lis(z) pour (s, z) dans C × (C \ [1,+∞[) en
deux étapes :

a) Lorsque Re s > 0, on utilise la formule intégrale

Γ(s)Lis(z) =
∫ ∞
0

z ts−1

et − z dt.

b) Lorsque Re s > −N , avec N � 1 entier, on utilise la formule de dérivation

Lis(z) =
(
z
d

dz

)N Lis+N (z).

On a alors

(46) η(s) = −Lis(−1) = − lim
z→1
|z|<1

Lis(−z)

pour tout s complexe. Autrement dit, la série 1−s−2−s+3−s− . . . converge, au sens
d’Abel, pour tout s, vers la somme η(s). Le calcul de η(−r) = 1r − 2r + 3r − . . . , fait
dans 1.4 selon la méthode d’Euler, est donc justifié.

1.6. Jusqu’ici, nous n’avons pas commenté la formule (C) d’Euler. En fait, les for-
mules (A) à (D) ont une même source ; les séries s’écrivent toutes sous la forme
L(r) =

∑∞
n=0

(−1)nr
(2n+1)r , et le résultat s’exprime par le fait que les nombres L(r)/πr
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sont rationnels (et calculables). C’est la première apparition du phénomène du poids :
le poids de la série L(r) est l’exposant r avec lequel n apparâıt au dénominateur du
ne terme ; on sait que π = 4L(1) est de poids 1, donc en admettant que le poids d’un
produit est la somme des poids, le nombre L(r)/πr est de poids 0. La philosophie de
base est que les nombres de poids 0 ont une chance d’être rationnels (ou algébriques),
mais non ceux de poids non nul.

Une manipulation simple donne

(47) L(r) =
∑
m∈Z

1
(4m+ 1)r

,

et cette série est donc le prototype de séries de la forme

(48) La,b(r) =
∑
m∈Z

1
(ma+ b)r

(a �= 0 , b/a �∈ Z) ,

sommées par Euler. Voici une démonstration simple, qui n’est pas celle d’Euler. La
factorisation (27) du sinus s’écrit

(49) sin πv = πv
∏
m �=0

(
1− v

m

)
(m parcourant Z, et m �= 0). La dérivée logarithmique donne

(50) π cotgπv =
1
v
+
∑
m �=0

1
v −m =

∑
m∈Z

1
m+ v

,

où la sommation est effectuée symétriquement :∑
m∈Z

= lim
M→∞

∑
|m|�M

.

En dérivant r − 1 fois par rapport à v, on obtient

(51)
∑
m∈Z

1
(m+ v)r

= πrFr(cotg πv)/(r − 1)! ,

où Fr est un polynôme à coefficients entiers, d’où immédiatement

(52) La,b(r) =
πr

ar
Fr

(
cotgπ

b

a

)
/(r − 1)!.

Supposons a et b entiers et b non multiple de a ; alors cotgπ b
a est un nombre algébrique,

et il en est donc de même de La,b(r)/πr (qui est de poids 0 !). Comme conséquence, on
peut sommer les séries de Dirichlet L(f, s) =

∑
m �=0 f(m)m−s, pourvu que f(0) = 0

et que f soit périodique(6) ; si f(m+ a) = f(m) pour tout m, avec a > 0 entier, on a

(53) L(f, r) =
a−1∑
b=1

f(b)La,b(r) ,

(6)Dans le cas particulier où f(0) = 0 et f(−m) = (−1)rf(m), la série L(f, r) peut s’écrire

2
P∞

n=1
f(n)
nr

.
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donc L(f, r)/πr est un nombre algébrique si f prend des valeurs algébriques. La sub-
stance de tout ceci est dans Euler, un siècle avant Dirichlet.

La formule (50) fournit une série génératrice pour les valeurs ζ(2), ζ(4), . . . , à savoir

(54)
π

tg πv
=

1
v
− 2

∞∑
r=1

ζ(2r) v2r−1 ;

on a par ailleurs

(55)
π

tg πv
= πi
[ 2
e2πiv − 1

+ 1
]
= πi+

∞∑
r=0

(2πi)rBr

r!
vr−1

d’après la série génératrice (33). La formule (38) pour ζ(2r) découle immédiatement
de là, ainsi que le fait que B1 = − 1

2 et Br = 0 pour r � 3, r impair.

1.7. Les calculs précédents suggèrent d’introduire la série

(56) ζ(s; v) =
∞∑
n=0

(n+ v)−s ,

connue sous le nom de fonction zêta d’Hurwitz. Naturellement, pour v = 1, on retrouve
la fonction zêta de Riemann.

La série (56) converge pourvu que l’on ait Re s > 1, et que v appartienne au plan
complexe C+, coupé le long de ]−∞, 0]. Pour faire le prolongement analytique en s,
on se ramène au cas où Re v > 0 en supprimant un nombre fini de termes de (56),
puis on utilise la formule intégrale

(57) Γ(s)ζ(s; v) =
∫ ∞
0

ts−1e−t(v−1)

et − 1
dt

(valable pour Re s > 0, Re v > 0) et le développement limité de e−t(v−1)

et−1 comme au
no 1.5. Le résultat est que ζ(s; v) est holomorphe pourvu que s �= 1 et que v ne soit
pas réel négatif. De plus on a deux équations fonctionnelles(7)

(58) ζ(s; v + 1) = ζ(s; v) − v−s

(59) ζ(s+ 1; v) = −∂vζ(s; v)/s.

Au no 1.5, on a introduit le polylogarithme Lis(z) pour s dans C et z dans le plan C
coupé le long de [1,+∞[. La formule suivante est due à Jonquière et donne une autre
méthode pour définir le prolongement analytique(8) de ζ(s; v) lorsque 0 < Re v � 1 :

(60) ζ(s; v) = i(2π)s−1Γ(1− s)
[
e−πis/2Li1−s(e−2πiv)− eπis/2Lis(e2πiv)

]
.

(7)Sous forme intégrale, l’équation (59) s’écrit

ζ(s; v) = s

Z ∞

0
ζ(s + 1; v + p)dp ;

le prolongement analytique de ζ(s; v) pour Re v > 0, s ∈ C peut se faire au moyen de cette formule.
(8)La formule (58) permet de se débarrasser de la restriction 0 < Re v < 1.
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L’équation fonctionnelle de ζ(s) et des séries de Dirichlet L(f, s) (avec f périodique)
peut se déduire de là. Signalons que la fonction de Lerch

(61) Φ(z, s, v) =
∞∑
n=0

zn

(n+ v)s

englobe la fonction de Hurwitz ζ(s; v) = Φ(1, s, v) et les polylogarithmes Lis(z) =
zΦ(z, s, 1). La fonction de Lerch satisfait à une relation de symétrie ([A3], page 29,
formule (7)) qui généralise la relation (60).

1.8. Par généralisation de la formule (37), on obtient

(62) ζ(−r; v) = −Br+1(v)
r + 1

(pour r = 0, 1, 2, . . . ) ,

où les polynômes de Bernoulli sont définis par la série génératrice usuelle

(63)
tevt

et − 1
=
∞∑
n=0

Bn(v)
tn

n!
.

En particulier, on a ζ(0; v) = 1
2 − v et plus précisément

(64) ζ(s; v) =
1
2
− v + s log

Γ(v)√
2π

+O(s2)

pour s voisin de 0. Par dérivation en v, et compte tenu de la relation ζ(s; v) =
−∂vζ(s− 1; v)/(s− 1) (formule (59)), on obtient

(65) ζ(s; v) =
1

s− 1
− ψ(v) +O(s − 1)

pour s voisin de 1. On a posé

(66) ψ(v) =
Γ′(v)
Γ(v)

.

La formule (64) s’écrit aussi

(67) ∂sζ(s; v)
∣∣∣
s=0

= log
Γ(v)√
2π

et se relie à la théorie des produits infinis régularisés. Soit (λn)n�0 une suite de
nombres complexes non nuls telle que

∑∞
n=0 |λn|−N < +∞ pour N > 0 assez grand ;

on considère la série de Dirichlet Z(s) =
∑∞

n=0 λ
−s
n , convergente pour Re s assez

grand(9). Si elle admet un prolongement analytique jusqu’au voisinage de 0, on pose

(68)
∏
n�0

regλn := exp−Z ′(0).

(9)En supposant, pour simplifier, qu’aucun des nombres λn n’est réel négatif, on a défini

λ−s
n := exp−s Log λn,

avec la branche principale du logarithme.
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Avec ces notations, la formule (67) s’écrit

(69)
√
2π

Γ(v)
=
∏
n�0

reg(v + n).

On peut fonder la théorie de la fonction gamma sur la base des formules (67) et
(69). En particulier, comme le suggère la formule (69), la fonction 1/Γ(v) est entière et
s’annule aux points v = 0,−1,−2, . . . à l’ordre 1. On peut comparer (69) à la formule
de Weierstrass(10)

(70) 1/Γ(v) = veγv
∞∏
n=1

(
1 +

v

n

)
e−v/n ,

qui donne par dérivation

(71) ψ(v) = −γ − 1
v
+
∞∑
n=1

[ 1
n
− 1
n+ v

]
.

Continuant à dériver, on obtient les fonctions polygammas

(72) ψ(r)(v) = ∂r+1v log Γ(v),

d’où

(73) ζ(r; v) =
(−1)r

(r − 1)!
ψ(r−1)(v) pour r = 2, 3, . . . .

La fonction ψ satisfait à l’équation fonctionnelle

(74) ψ(v + 1) = ψ(v) +
1
v

(reflet de Γ(v + 1) = vΓ(v)), mais aussi

(75) ψ(1− v)− ψ(v) =
π

tgπv
,

reflet de la formule des compléments

(76) Γ(v)Γ(1 − v) = π

sinπv
.

En fait, la fonction ψ(v) sert de série génératrice aux nombres ζ(2), ζ(3), . . . ; de la
formule (73), on déduit en effet(11)

(77) −ψ(1− v) = γ +
∞∑
r=2

ζ(r)vr−1.

Sous forme exponentielle, on a

(78) Γ(v + 1) = exp
[
−γv + ζ(2)

2
v2 − ζ(3)

3
v3 + · · ·

]
.

(10)On note γ la constante d’Euler, égale à la limite de
�

1 + 1
2

+ · · · + 1
N

�
− log N pour N → ∞. En

un certain sens, c’est la valeur régularisée de la série divergente
P∞

n=1
1
n

= ζ(1).
(11)Noter qu’ici aussi γ joue le rôle de ζ(1).
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Exercice. — Retrouver la formule (54) à partir de (74), (75) et (77).

En conclusion, un exposé complet et détaillé pourrait partir des fonctions polyloga-
rithmes Lis(z), puis en déduire la fonction d’Hurwitz par la formule (60), la fonction
gamma Γ(v) par (67), et enfin les fonctions polygammas ψ(r)(v) par (73).

2. THÉORIE ÉLÉMENTAIRE DES NOMBRES POLYZÊTAS

2.1. L’histoire racontée jusqu’à présent est ancienne, puisque nous avons voulu mon-
trer qu’elle était essentiellement connue d’Euler. Ce que nous décrivons maintenant a à
peine dix ans d’âge. Les séries polylogarithmiques les plus générales, et les constantes
associées, étaient connues de Jean Écalle [B1] vers 1980, dans sa théorie des « moules »,
bien avant que les spécialistes de théorie des nombres ne s’intéressent activement au
dilogarithme, puis aux polylogarithmes Lik(z) (voir [B9]). Les constantes ζ(k1, . . . , kr)
remontent sans aucun doute à Euler dans le cas r = 2, mais sont mentionnées explici-
tement par Hoffman [B6] et Zagier [B4] vers 1990. Pour les contacts avec la physique
mathématique, voir la conclusion. Je citerai les autres contributions au cours du dé-
veloppement.

Une remarque sur la terminologie. Les nombres ζ(k1, . . . , kr) sont appelés diverse-
ment : « nombres multizêtas » (Écalle), « multiple zeta values » (en abrégé MZV) par
Zagier, « nombres d’Euler-Zagier » par les frères Borwein, « multiple harmonic sums »
par Hoffman. À la suggestion de Christophe Soulé, et pour satisfaire aux principes
d’André Weil(12), nous les appelons « polyzêtas » (pour ajouter à la confusion !).

2.2. Voici leur définition. Pour une suite k = (k1, . . . , kr) d’entiers, on pose

(79) ζ(k) = ζ(k1, . . . , kr) =
∑
(n)

1
nk11 . . . n

kr
r

,

où la sommation est étendue aux systèmes (n) d’entiers satisfaisant à n1 > · · · > nr > 0
(convention d’Hoffman, opposée à celle de Zagier). Les entiers k1, . . . , kr satisfont à

k1 � 2 , k2 � 1, . . . , kr � 1 ,

la restriction sur k1 étant nécessaire pour la convergence de la série. Le nombre r � 1
est la longueur (ou profondeur) et le poids est l’entier |k| = k1+ · · ·+kr. En combina-
toire, une suite k = (k1, . . . , kr) d’entiers strictement positifs s’appelle une « composi-
tion » de |k|, le mot « partition » étant réservé aux suites telles que k1 � k2 � · · · � kr.

(12)André Weil, à la suite de Dumézil, refusait les mélanges abusifs de racines grecques et latines, et

fit appliquer strictement ce principe par Bourbaki.
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On peut chercher à interpoler au moyen d’une fonction polyzêta

(80) ζ(s1, . . . , sr) =
∑
(n)

n−s11 . . . n−srr ,

la série étant absolument convergente si et seulement si l’on a

Re(s1 + · · ·+ si) > i pour 1 � i � r.

Pour étendre le domaine d’analyticité, un calcul analogue à celui qui donne Γ(s)ζ(s)
(cf. (42)) conduit à

(81) Γ(s1) . . .Γ(sr)ζ(s1, . . . , sr) =
∫ ∞
0

. . .

∫ ∞
0

ts1−11 . . . tsr−1r F (t1, . . . , tr) dt1 . . . dtr ;

la fonction F (t1, . . . , tr) vaut
∑

(n) u
n1
1 . . . u

nr
r avec ui = e−ti , d’où

(82) F (t1, . . . , tr) =
r∏

i=1

1
et1+···+ti − 1

.

Par la méthode de développement limité utilisée au no 1.5, on peut montrer que
ζ(s1, . . . , sr) est une fonction méromorphe des variables s1, . . . , sr et trouver ses
pôles(13).

De manière précise, soit K un entier positif ; la fonction

(83) HK(s1, . . . , sr) =

ζ(s1, . . . , sr)−
K∑
k=0

Bk

k!
Γ(s1 + k + 1)

Γ(s1)
ζ(s1 + s2 + k − 1, s3, . . . , sr)

est holomorphe là où l’on a Re(s1+ · · ·+ si) > i−K − 1 pour 2 � i � r. Les pôles de
ζ(s1, . . . , sr) sont donc situés le long des hyperplans s1 = 1 et s1 + · · · + si = i− n,
avec 2 � i � r et n � 0.

On peut se demander ce qu’ont de spécial les sommes définissant ζ(k1, . . . , kr).
Reformulons leur définition en

(84) ζ(k1, . . . , kr) =
∑
m

r∏
i=1

1
(mi + · · ·+mr)ki

,

la sommation étant étendue aux suites d’entiers strictement positifs m = (m1, . . . ,mr).
Le type le plus général serait une série

(85) S =
∑
m

1
P (m1, . . . ,mr)

,

où le polynôme P (x1, . . . , xr) est le produit de polynômes de degré 1 à coefficients
rationnels, et où la sommation porte sur les entiersm1 > 0, . . . ,mr > 0 n’annulant pas
P (m1, . . . ,mr). Dans certains cas, des propriétés de symétrie permettent de remplacer

(13)Résultat dû à Jean Écalle (non publié). Pour une preuve détaillée, voir Goncharov [C17], th. 2.25.
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dans S la sommation par une sommation sur Zr ; c’est le cas des séries (A) à (D)
d’Euler données au no 1.1, qui s’écrivent sous la forme∑

m∈Z

1
(4m+ 1)k

pour k = 1, 2, 3, 4 respectivement. Dans ce cas, Zagier [B4] suggère d’introduire la
série de Fourier multiple ∑

m∈Zr

P (m) �=0

e2πi(m1x1+···+mrxr)

P (m1, . . . ,mr)
,

qui est une fonction sur Rr/Zr rationnelle par morceaux(14) et d’y faire x1 = · · · =
xr = 0. Le résultat est que π−k

∑
m∈Zr P (m)−1 est un nombre rationnel si P est de

degré k > r (voir aussi les exemples donnés par Zagier [B4], page 507).

2.3. On a déjà défini les fonctions polylogarithmes d’exposant complexe s par la série

(86) Lis(z) =
∑
n�1

zn

ns
,

de rayon de convergence 1. Une manipulation simple donne la formule

(87) Lis(z) =
z

Γ(s)

∫ ∞
1

(log u)s−1du
u(u− z) ,

qui est la forme standard d’une fonction holomorphe dans le plan complexe P coupé
le long de [1,+∞[. On récupère ensuite la fonction ζ par ζ(s) = Lis(1), en passant à
la limite z ∈ P , z → 1.

Pour les sommes multiples, on pose par analogie

(88) Lis1,...,sr (z1, . . . , zr) =
∑
m

r∏
i=1

zmi

i

(mi + · · ·+mr)si

avec la représentation intégrale

(89) Lis1,...,sr (z1, . . . , zr)

= Γ(s1)−1 . . .Γ(sr)−1
∫ ∞
0

. . .

∫ ∞
0

ts1−11 . . . tsr−1r Φ(t1, . . . , tr)dt1 . . . dtr,

la fonction Φ étant donnée par

(90) Φ(t1, . . . , tr) =
r∏

i=1

zi
et1+···+ti − zi

.

(14)Exemple classique : les polynômes de Bernoulli (k > 1)

Bk(x) = −(2πi)−kk!
X
m∈Z

m�=0

e2πimx

mk
pour 0 < x < 1.
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Le prolongement analytique en les variables s1, . . . , sr se fait par la méthode classique
(M. Riesz, J. Hadamard) d’intégration par parties dans l’intégrale (89). On en déduit
que Lis1,...,sr(z1, . . . , zr) est définie pour toutes les valeurs complexes des si, et les zi
dans le plan P coupé le long de [1,+∞[. Bien entendu, on a formellement

(91) ζ(s1, . . . , sr) = Lis1,...,sr(1, . . . , 1) ;

le point z1 = · · · = zr = 1 n’est pas dans le domaine d’holomorphie, mais dans son
adhérence. Dans la suite, nous considérerons le cas particulier z1 = · · · = zr = z, d’où

(92) Lis1,...,sr (z) =
∑
(n)

zn1

ns11 . . . n
sr
r

et donc ζ(s1, . . . , sr) = Lis1,...,sr (1) (avec le passage à la limite usuel).

2.4. Faisons le lien avec les fonctions symétriques. Rappelons que celles-ci sont inter-
prétées comme des séries formelles(15) en une infinité de variables t1, t2, . . . , et qu’une
base est formée des fonctions monomiales M(a1, . . . , ar) (pour toutes les partitions
a1 � a2 � · · · � ar > 0). Cette dernière est la somme de tous les monômes dis-
tincts qui sont de la forme ta1n1

. . . tarnr , avec n1, . . . , nr distincts ; en particulier, on a
λr =M(1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸

r

) et ψr =M(r) avec les notations du no 1.3.

Soit maintenant (k1, . . . , kr) = k une composition, et posons

(93) QM(k) =
∑

n1>···>nr>0

tk1n1
. . . tkrnr .

Alors M(a1, . . . , ar) est la somme de tous les QM(k1, . . . , kr) correspondant à toutes
les compositions k1, . . . , kr distinctes obtenues par permutation de a1, . . . , ar. Les
QM(k) forment une base d’une algèbre QSym, plus large que l’algèbre Sym des fonc-
tions symétriques(16).

Pour exprimer de manière commode la multiplication dans QSym, nous introdui-
sons l’algèbre unifère associative libre A〈y1, y2, . . .〉 des polynômes non commutatifs
en une autre série de variables y1, y2, . . . . Selon Hoffman, on note h1 le module cor-
respondant, ayant pour base les « mots » w = yk1 . . . ykr . Par récurrence, on définit la
multiplication ∗ dans h1 par le fait que 1 est élément unité et que

(94) ykw ∗ yk′w′ = yk+k′ (w ∗ w′) + yk(w ∗ yk′w′) + yk′(ykw ∗w′).

Elle est associative et commutative, et l’on note h1har l’algèbre correspondante. La
correspondance

yk1 . . . ykr ←→ QM(k1, . . . , kr)

sur les bases se prolonge en un isomorphisme d’algèbres de h1har sur QSym.

(15)Voir Bourbaki, Algèbre, chapitre 4, § 6, pour un exposé « moderne » (en 1981 !) de cette théorie.
(16)Nous prenons les coefficients dans un anneau commutatif A contenant le corps Q des nombres

rationnels comme sous-anneau. Le plus souvent, on prendra A égal à Q ou R.
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Les mots 1 et yk1 . . . ykr avec k1 � 2 forment une base d’une sous-algèbre h0har

de h1har. Le nombre polyzêta ζ(k1, . . . , kr) résulte alors de la substitution tn ←− 1
n

dans la fonction quasi-symétrique QM(k1, . . . , kr). On en déduit (pour A = R) un
homomorphisme de R-algèbres

ζ̂ : h
0
har −→ R

défini par
ζ̂(yk1 . . . ykr ) = ζ(k1, . . . , kr).

On veut prolonger ζ̂ à tout h1har. Pour cela, on définit une dérivation D de h1har par
D(1) = 0 et

(95) D(yk1 . . . ykr ) =

{
yk2 . . . ykr si k1 = 1

0 si k1 � 2.

Alors, h0har est le noyau de D, on a D(y1) = 1 et tout élément de h1har est annulé par
une puissance de D. On en déduit un homomorphisme reg∗ de h1har sur h0har par

(96) reg∗(u) =
∑
i�0

(−1)i

i!
y∗i1 ∗Di(u)

pour u ∈ h1har. On a reg∗(u) = u pour u dans h0har, reg∗(y1) = 0 et la formule de
Taylor

(97) u =
∑
i�0

1
i!
y∗i1 ∗ reg∗(Diu)

pour tout u dans h1har. On prolonge ζ̂ en l’homomorphisme ζ̂∗ = ζ̂ ◦ reg∗ de h1har dans
R, et l’on pose

(98) ζ∗(k1, . . . , kr) = ζ̂∗(yk1 . . . ykr ).

Il revient au même de dire que h1har s’identifie à l’algèbre de polynômes h0har[y1], et
que ζ̂∗ est l’unique homomorphisme d’algèbres prolongeant ζ̂ qui s’annule sur y1.

Concrètement, le fait que ζ̂ soit un homomorphisme d’algèbres se traduit par des
identités telles que

(99) ζ(a)ζ(b) = ζ(a+ b) + ζ(a, b) + ζ(b, a)

(100) ζ(a)ζ(b, c) = ζ(a+ b, c) + ζ(b, a+ c) + ζ(a, b, c) + ζ(b, a, c) + ζ(b, c, a).

On doit exclure les cas où l’on a a = 1 ou b = 1 dans ces formules. Les polyzêtas
régularisés ζ∗(a), ζ∗(a, b),... satisfont sans restriction aux relations précédentes avec
la convention ζ∗(1) = 0. Par exemple de (99), on déduit pour a = b = 1

(101) 0 = ζ∗(1)2 = ζ∗(2) + 2ζ∗(1, 1)

et comme ζ∗(2) = ζ(2), on a

(102) ζ∗(1, 1) = −
1
2
ζ(2) = −π

2

12
.
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Utilisant la relation (22) de Newton sous la forme

(103)
∑
r�0

λrt
r = exp

(∑
r�1

(−1)r−1ψr tr/r
)
,

on obtient la série génératrice

(104)
∑
r�0

ζ∗(1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
r

)tr = exp
(∑
r�2

(−1)r−1ζ(r) tr/r
)
= e−γt/Γ(1 + t).

Par un calcul analogue, on obtient, pour k � 2, la relation

(105)
∑
r�0

ζ(k, . . . , k︸ ︷︷ ︸
r

)tr = exp
(∑
r�1

(−1)r−1ζ(kr) tr/r
)
;

le cas particulier k = 2 était substantiellement connu d’Euler (voir le no 1.3). Donnons
aussi une série génératrice due à Zagier, et démontrée par d’autres méthodes

(106)
∑
r�0

ζ(3, 1, 3, 1, . . . , 3, 1︸ ︷︷ ︸
r

)t4r =
∣∣∣2F1( t

1 + i
,
−t

1 + i
; 1; 1
)∣∣∣2 =

ch(πt)− cosπt
π2t2

,

avec la fonction hypergéométrique 2F1de Gauß. On en déduit la formule

(107) ζ(3, 1, . . . , 3, 1︸ ︷︷ ︸
r

) =
2π4r

(4r + 2)!
,

découverte expérimentalement par Zagier [B4] et prouvée par Broadhurst en 1996.

2.5. Pour tout entier k � 0, notons Zk le sous-espace Q-vectoriel de R engendré par
les polyzêtas de poids k. Les formules de multiplication décrites au no 2.4 entrâınent
Zk .Zk′ ⊂ Zk+k′ . En particulier, on a Z0 = Q, Z1 = 0, Z2 = Qπ2. On introduit une
algèbre graduée

Z =
⊕
k�0

Zk.

Zagier a fait les deux conjectures suivantes :

(C1) La somme des sous-espaces Zk de R est directe, c’est-à-dire que Z se plonge
dans R.

Noter que ceci entrâıne que les nombres ζ(2), ζ(3), . . . sont linéairement indépendants
sur Q, que ζ(3) est irrationnel, que π est transcendant,...

(C2) Soit dk la dimension du Q-espace vectoriel Zk. On a la relation de récurrence

(108) dk = dk−2 + dk−3

pour k � 3.
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Vu les conditions initiales d0 = 1, d1 = 0, d2 = 1, ceci se traduit par la série
génératrice

(109)
∑
k�0

dkt
k =

1
1− t2 − t3 .

Soit c l’unique nombre réel tel que c3 = c + 1, d’où c = 1, 32... Sous l’hypothèse
précédente, on aurait dk ∼ 0, 41 × (1, 32)k, alors que le nombre de compositions
admissibles de poids k est 2k−2. Voici une table :

k 0 1 2 3 4 5 6 7 8
dk 1 0 1 1 1 2 2 3 4.

On peut préciser la formule (109). L’algèbre Z est graduée par le poids, mais filtrée
par la longueur, F <Zk désignant le sous-espace engendré sur Q par les polyzêtas de
poids k et longueur � P. Notons dk,< la dimension de l’espace F <Zk/F

<−1Zk ; selon
Broadhurst, on conjecture

(110)
(∑

dk,<t
ku<
)−1

= (1 − t2u)
(
1− t3u

1− t2 +
t12u2(1− u2)
(1− t4)(1 − t6)

)
,

formule dont Écalle a donné une interprétation dans [B3]. Toutes ces conjectures sont
fondées sur une vaste exploration numérique. On calcule les valeurs des polyzêtas
avec plusieurs centaines de décimales, puis on teste les possibles relations linéaires à
coefficients entiers par l’algorithme LLL [B22] ou ses variantes plus modernes.

2.6. Un autre type de relations s’obtient au moyen d’une représentation intégrale des
polyzêtas. À partir de la définition (92) des fonctions polylogarithmes, on obtient les
formules de différentiation

(111) dLik1,...,kr =

{
ω0 Lik1−1,k2,...,kr si k1 � 2

ω1 Lik2,...,kr si k1 = 1

avec les formes différentielles

(112) ω0 = dz/z ω1 = dz/(1− z).

Pour simplifier l’écriture, nous évaluerons les fonctions polylogarithmes sur l’inter-
valle réel [0, 1[. Rappelons la définition des intégrales itérées de Chen [A12]. Si α et
β sont deux formes différentielles sur un intervalle ouvert J de R, et x0 un point de
J , on pose α ◦ β = α . f , où f est la primitive de β, i.e. df = β, telle que f(x0) = 0.
Les intégrales de Chen sont de la forme

∫ x1

x0
α1 ◦ α2 ◦ · · · ◦ αr (produit associé de

droite à gauche α1 ◦ (α2 ◦ (α3 ◦ · · · ◦ (αr−1 ◦ αr) . . . ))) et s’évaluent par l’intégrale de
α1(t1) . . . αr(tr) sur le simplexe ∆r défini dans Rr par

x1 > t1 > · · · > tr > x0
(au moins si x0 < x1).
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La formule (111) s’interprète alors sous la forme

(113) Lik1,...,kr (x) =
∫ x

0

α1 ◦ · · · ◦ αk (k = k1 + · · ·+ kr),

avec la règle suivante : si i est l’une des sommes partielles k1, k1+k2, . . . , k1+ · · ·+kr,
on pose αi = ω1 et sinon on pose αi = ω0. Interprétation combinatoire : notons h

l’espace des polynômes non commutatifs en deux variables x0 et x1 ; on peut alors
plonger h1 dans h en remplaçant yk par xk−10 x1, c’est-à-dire

(114) yk1 . . . ykr = xk1−10 x1 . . . x
kr−1
0 x1.

Si l’on écrit ce mot sous la forme xi1 . . . xik on aura

(115) Lik1,...,kr(x) =
∫ x

0

ωi1 ◦ · · · ◦ ωik .

Mais on dispose d’une formule de multiplication des intégrales itérées sous la forme

(116)
(∫ x

0

α1 ◦ · · · ◦αk
)(∫ x

0

αk+1 ◦ · · · ◦αk+<

)
=
∑

ω∈Sk,�

∫ x

0

αω−1(1) ◦ · · · ◦αω−1(k+<),

en notant Sk,< l’ensemble de toutes les permutations de l’ensemble 1, 2, . . . , k + P qui
sont strictement croissantes sur les sous-intervalles 1, 2, . . . , k et k + 1, k + 2, . . . , k + P.
Cela suggère l’introduction d’un produit de mélange (appelé aussi « shuffle » en an-
glais) sur h par

(117) xi1 . . . xik ��xik+1 . . . xik+� =
∑

ω∈Sk,�

xiω−1(1)
. . . xiω−1(k+�)

.

On obtient ainsi une algèbre associative et commutative, notée hsh, dont h0 et h1 sont
des sous-algèbres notées h0sh et h1sh respectivement. On peut résumer la discussion
comme suit : il existe un homomorphisme d’algèbres(17) Li : h1sh → H, où H désigne
l’ensemble des fonctions holomorphes sur le plan C coupé le long de ] − ∞, 0] et
[1,+∞[, qui transforme yk1 . . . ykr en Lik1,...,kr .

Par un argument analogue à celui du no 2.4, on montre que hsh est l’algèbre de
polynômes h1sh[x0] et l’on étend Li en un homomorphisme de hsh dans H qui applique
x0 sur la primitive log z de ω0 = dz/z. Noter que Li applique x1 sur∫ z

0

ω1 = − log(1− z) = Li1(z).

Or il se trouve que l’opérateur D défini par (95) est une dérivation pour le produit ��,
d’où une projection reg�� de h1sh sur h0sh. Comme on a ζ̂(u) = Li(u)(1) pour u ∈ h0,
on peut prolonger ζ̂ en un homomorphisme ζ̂�� = ζ̂ ◦ reg�� de h1sh dans R, d’où une

(17)On peut prendre Q, R ou C pour anneau des scalaires.

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2002



158 P. CARTIER

régularisation ζ��(k1, . . . , kr) des polyzêtas divergents (i.e. avec k1 = 1). La projection
reg�� annule y1 = x1, d’où ζ��(1) = 0 ; mais on a x1 �� . . . ��x1 = r!xr1, d’où

(118) ζ��(1, . . . , 1) = 0,

et en particulier ζ��(1, 1) = 0, alors qu’on a ζ∗(1, 1) = −π2/12.

2.7. Résumons la situation. Sur l’espace h1, nous avons défini deux produits ∗ et ��,
et h0 est stable pour chacun d’eux. De plus, l’application linéaire ζ̂ de h0 dans R
définie par ζ̂(yk1 . . . ykr ) = ζ(k1, . . . , kr) (prendre R pour anneau des scalaires) est un
homomorphisme pour les deux produits ∗ et �� sur h0, d’où deux familles de relations
quadratiques satisfaites par les polyzêtas ζ(k1, . . . , kr). On étend ensuite ζ̂ en deux
homomorphismes

(119) ζ̂∗ : h
1
har −→ R , ζ̂�� : h

1
sh −→ R

caractérisés par ζ̂∗(y1) = ζ̂��(y1) = 0, c’est-à-dire ζ∗(1) = ζ��(1) = 0.
On a vu que ζ��(1, 1) et ζ∗(1, 1) sont différents, et il s’agit de déterminer la relation

exacte entre ζ̂�� et ζ̂∗. Par définition, on a

(120) ζ̂�� = ε ◦ Z�� , ζ̂∗ = ε ◦ Z∗,

où ε : R[T ] → R est l’homomorphisme ε(P ) = P (0), et où Z�� : h1sh → R[T ] et
Z∗ : h1har → R[T ] sont les homomorphismes d’algèbres prolongeant ζ̂ et appliquant
y1 sur T . Le résultat principal(18) est le suivant : il existe une application R-linéaire
bijective ρ de R[T ] dans lui-même telle que Z�� = ρ ◦ Z∗. Il revient au même de dire
que le noyau I de ζ̂, qui est un idéal à la fois dans h0sh et h0har, engendre le même idéal
dans les algèbres h1sh et h1har.

Pour la démonstration, on utilisera l’homomorphisme Li : h1sh → H, qui transforme
u en la fonction Li(u|z). Identifiant h1har à QSym, soit ζ̂N l’homomorphisme

u $−→ u
(
1,

1
2
, . . . ,

1
N
, 0, 0, 0 . . .

)
de QSym dans R. Si Li(u|z) =

∑
n�0 an(u)z

n, on a ζ̂N (u) =
∑N

n=0 an(u). Par la
formule d’Euler-MacLaurin, on établit un développement asymptotique

(121) ζ̂N (u) ∼
∑
i�0

Pi,u(log N)N−i

avec des polynômes P0,u, P1,u,... On a ζ̂N (y1) = 1 + 1
2 + · · · + 1

N ∼ γ + log N (γ est
la constante d’Euler), et l’on en déduit

(122) Z∗(u) = P0,u(T − γ).

(18)Dû à Zagier et Boutet de Monvel. On en trouvera une démonstration détaillée dans l’article

d’Ihara et Kaneko [B20] et dans la thèse de Racinet [C8].

ASTÉRISQUE 282



(885) POLYLOGARITHMES, POLYZÊTAS ET GROUPES PRO-UNIPOTENTS 159

On calcule de même Z�� par la formule

(123) Z��(u) = Q0,u(T ) ,

où Q0,u(T ) apparâıt dans le développement asymptotique

(124) Li(u|1− ε) ∼
∑
i�0

Qi,u(− log ε)εi

pour ε > 0 tendant vers 0. Par suite, le noyau de Z∗ se compose des u tels que la série
Li(u|z) =

∑
n�0 an(u)z

n satisfasse à limN→∞(a0(u) + · · · + aN (u)) = 0 et le noyau
de Z�� est caractérisé par limz→1 Li(u|z) = 0. Par le lemme d’Abel, le noyau de Z∗
est contenu dans celui de Z��, et l’on peut factoriser Z�� en ρ ◦ Z∗.

Explicitons ρ. On a

(125) exp��(ay1) =
∑
r�0

ar yr1 ,

où l’exponentielle exp�� est calculée pour le produit ��. Appliquant Z��, on obtient

(126) exp (aT ) = Z��

(∑
r�0

ar yr1

)
.

Interprétons maintenant les éléments de h1har en termes de fonctions quasi-
symétriques ; alors yr1 correspond à λr et yr à ψr. D’après la formule de Newton
(103), on a

(127)
∑
r�0

ar yr1 = exp∗(ay1) ∗ exp∗
(∑
r�2

(−1)r−1 aryr/r
)

(exp∗ calculée pour le produit ∗). Appliquant Z∗ qui transforme y1 en T et yr en ζ(r)
pour r � 2, on trouve

(128) Z∗

(∑
r�0

ar yr1

)
= exp (aT ) . exp

(∑
r�2

(−1)r−1ζ(r)ar/r
)
.

Comparant les formules (126) et (128), on conclut

(129) ρ(exp (aT )) = exp (aT ) . exp
(∑
r�2

(−1)rζ(r)ar/r
)
,

ou, ce qui revient au même, ρ est l’opérateur différentiel d’ordre infini

exp
(∑
r�2

(−1)rζ(r)∂rT /r
)
.

En particulier, ρ est inversible, ce qu’il fallait prouver.

2.8. La comparaison des deux régularisations conduit à de nouvelles relations entre
les polyzêtas. Par exemple, pour tout u dans h0, l’élément u− ζ̂(u) . 1 de h0 appartient
au noyau I de ζ̂. Comme I engendre le même idéal J dans les algèbres h1har et h1sh, les
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éléments y1 ∗ u− ζ̂(u)y1 et y1 ��u− ζ̂(u)y1 de h1 appartiennent tous deux à J . Leur
différence appartient donc à J ∩ h0 = I, d’où

(130) ζ̂(y1 ∗ u− y1 ��u) = 0 (pour u ∈ h
0).

En explicitant, on trouve la relation d’Hoffman [B6]

(131)
r∑

i=1

ζ(k1, . . . , ki−1, ki + 1, ki+1, . . . , kr) =

r∑
i=1

ki∑
j=2

ζ(k1, . . . , ki−1, j, ki + 1− j, ki+1, . . . , kr) ,

où une somme de polyzêtas de longueur r est égale à une somme de polyzêtas de
longueur r + 1.

Cette formule est le cas particulier n = 1 d’une formule générale qui s’écrit sous
forme compacte ζ̂(∂n(u)) = 0 pour tout u dans h0 ; l’opérateur ∂n est défini (pour
n � 1) par

(132) ∂n(x0) =
∑
|w|=n−1

x0 w x1 = −∂n(x1)

(somme étendue à tous les mots w de poids n− 1), et

(133) ∂n(xi1 . . . xir ) =
r∑

j=1

xi1 . . . xij−1∂n

(
xij

)
xij+1 . . . xir .

Kaneko, Ohno, Ihara et Hoffman ont prouvé récemment de nombreuses relations
linéaires entre polyzêtas. La plus générale est celle d’Ohno [B21]. Pour une composition
k = (k1, . . . , kr), la composition duale k′ = (k′1, . . . , k′r′) est décrite ainsi : si

k =
(
a1 + 1, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸

b1−1

, a2 + 1, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
b2−1

, . . .
)

avec a1, b1, a2, b2, . . . , as, bs strictement positifs, on obtient k′ en remplaçant
a1, b1, . . . , as, bs par bs, as, bs−1, as−1, . . . , b1, a1. On a

(134) ζ(k) =∫
∆2s

s∏
i=1

1
(ai − 1)!

logai−1
(
t2i−2
t2i−1

)
1

(bi − 1)!
logbi−1

(
1− t2i

1− t2i−1

)
dt2i−1
t2i−1

dt2i
1− t2i

,

où le domaine d’intégration∆2s est défini par les inégalités 1 = t0 > t1 > · · · > t2s > 0 ;
c’est le cas particulier x = 1 de la formule (115). La formule de dualité ζ(k) = ζ(k′)
se déduit de (134) par le changement de variables

t′1 = 1− t2s , t′2 = 1− t2s−1 , . . . t′2s = 1− t1.
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La formule d’Ohno s’écrit

(135)
∑

e1+···+er=<

ζ(k1 + e1, . . . , kr + er) =
∑

e′1+···+e′
r′=<

ζ(k′1 + e′1, . . . , k
′
r′ + er′)

pour P � 0. La formule de dualité est le cas particulier P = 0 et la formule d’Hoffman
(131) résulte des cas P = 0 et P = 1. On déduit aussi de (135) que pour k et r fixés,
avec 2 � r < k, la somme des polyzêtas ζ(k), avec k de poids k et de longueur r, est
égale à ζ(k) ; par exemple

ζ(3) = ζ(2, 1) , ζ(4) = ζ(3, 1) + ζ(2, 2) = ζ(2, 1, 1).

Il est généralement postulé, sur la base d’expériences numériques, que nous connais-
sons déjà toutes les relations à coefficients entiers entre polyzêtas de même poids, mais
l’analyse des implications logiques entre les identités connues n’est pas achevée. Nous
reviendrons là-dessus au no 3.6.

3. SÉRIES GÉNÉRATRICES NON COMMUTATIVES

3.1. Nous voulons maintenant étudier plus en profondeur les relations entre les po-
lyzêtas qui sont polynomiales sur Q. L’outil utilisé est celui des séries formelles non
commutatives et des algèbres de Hopf.

Soit H = ⊕n�0Hn une algèbre (associative et unifère) graduée sur le corps Q.
On suppose qu’on a H0 = Q et que chaque espace Hn est de dimension finie(19).
Un coproduit est un homomorphisme d’algèbres graduées ∆ de H dans H ⊗H ; on le
suppose coassociatif, c’est-à-dire que les homomorphismes (H⊗∆) ◦∆ et (∆⊗H) ◦∆
de H dans H ⊗H ⊗H sont égaux. On note ε la projection de H sur Q = H0 et l’on
suppose que c’est une counité pour ∆. Alors (H,∆, ε) est une algèbre de Hopf graduée.

Soit A une Q-algèbre. Sur l’ensemble L = HomQ(H,A) des applications
Q-linéaires de H dans A, on définit classiquement le produit de convolution
f ∗ f ′ = mA ◦ (f ⊗ f ′) ◦∆, où mA : A ⊗ A → A est la multiplication de A. Ce
produit est bilinéaire et associatif et admet ε pour unité. Supposons désormais les
algèbres H et A commutatives. Dans L, l’ensemble des homomorphismes (unifères)
d’algèbres de H dans A est un groupe G(A) pour le produit ∗. De même, l’ensemble
G(A) des ξ ∈ L satisfaisant à ξ(xy) = ε(x)ξ(y) + ξ(x)ε(y) est une algèbre de Lie pour
le crochet

(136) [ξ, η] = ξ ∗ η − η ∗ ξ.

(19)On peut remplacer Q par un corps de caractéristique 0, disons R ou C .
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Notons H+ = ⊕n�1Hn le noyau de ε ; c’est un idéal gradué de H . Notons aussi Q(H)
l’espace vectoriel gradué H+/H+ . H+, d’où un isomorphisme d’espaces Q-vectoriels
de G(A) sur HomQ(Q(H), A). L’exponentielle exp∗ définie par

(137) exp∗(ξ) =
∑
r�0

ξ ∗ · · · ∗ ξ︸ ︷︷ ︸
r

/r!

est une bijection de G(A) = HomQ(Q(H), A) sur G(A) = HomQ−alg(H,A). Comme
elle est fonctorielle par rapport à A, on en déduit un isomorphisme d’algèbres com-
mutatives graduées de Sym(Q(H)) sur H . En d’autres termes, H est isomorphe à une
algèbre de polynômes (« théorème de Milnor-Moore »).

3.2. Faisons de l’algèbre de mélange hsh une algèbre de Hopf graduée. Comme espace
vectoriel sur Q, elle admet pour base les mots xi1 . . . xik en deux lettres x0 et x1. On
introduit deux autres variables non commutatives X0 et X1 et l’on suppose qu’on a
xiXj = Xjxi. On fait la convention que, pour w = xi1 . . . xik , on a W = Xi1 . . . Xik

(« passage en majuscules »). On introduit la « série double »

(138) Φ =
∑
w

wW =
∑
k�0

∑
i1,...,ik

xi1 . . . xikXi1 . . . Xik .

Soit alors f : h→ A une application Q-linéaire, où A est une Q-algèbre commutative ;
on lui associe la série génératrice Df

�� =
∑

w f(w)W dans A〈〈X0, X1〉〉.
Considérons maintenant le produit �� dans h ; on peut définir un coproduit ∆ :

h→ h⊗ h par

(139) ∆
(
xi1 . . . xik

)
=

k−1∑
<=1

xi1 . . . xi� ⊗ xi�+1 . . . xik + 1⊗ xi1 . . . xik + xi1 . . . xik ⊗ 1.

Il est compatible avec le produit ��, d’où une algèbre de Hopf commutative graduée (20)

hsh. L’algèbre Q〈X0, X1〉 des polynômes non commutatifs en X0 et X1 est graduée,
X0 et X1 étant de degré 1. On considère Q〈X0, X1〉 comme le dual gradué de h,
les bases {w} et {W} étant en dualité. Le coproduit dans hsh est dual du produit
usuel (concaténation) dans Q〈X0, X1〉 et le produit �� se dualise en un coproduit
∆��. Le coproduit ∆�� est l’unique homomorphisme d’algèbres de Q〈X0, X1〉 dans
Q〈X0, X1〉 ⊗ Q〈X0, X1〉 qui envoie Xi sur Xi ⊗ 1 + 1 ⊗Xi pour i = 1, 2 ; on l’étend
par linéarité à A〈〈X0, X1〉〉. Appliquons les constructions du no 3.1 à l’algèbre de Hopf
graduée commutative H = hsh. Pour toute Q-algèbre commutative A, le groupe G(A)
se compose des séries formelles non commutatives g dans A〈〈X0, X1〉〉 qui satisfont à
∆��(g) = g ⊗ g ; l’algèbre de Lie G(A) est la complétée de l’algèbre de Lie libre sur A
engendrée par X0 et X1, et l’exponentielle définie par (137) est l’exponentielle usuelle
des séries formelles. On écrit G�� et G�� pour G et G respectivement.

(20)Le mot xi1 . . . xik est homogène de degré k.
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3.3. Nous reformulons la définition des fonctions polylogarithmes donnée au no 2.6.
On note P le plan C coupé le long de ] − ∞, 0] et de [1,+∞[. Comme c’est un
ouvert simplement connexe de C, l’intégrale de Cauchy

∫ z1
z0
α d’une forme différentielle

α = F (z)dz est bien définie, et l’on peut reprendre la définition des intégrales itérées∫ z1
z0
α1 ◦ · · · ◦αk (voir [A12]). À chaque mot w en x0, x1, on associe de manière unique

la fonction polylogarithme Li(w|z) par

(140) Li(xm0 |z) =
1
m!

logm z

(141) Li(xiw|z) =
∫ z

0

ωi Li(w|.)

pour tout mot xiw qui n’est pas une puissance de x0 ; voir (112) pour la définition de
ω0 et ω1.

On introduit maintenant les séries génératrices

(142) Li(z) =
∑
w

Li(w|z)W
et

(143) Γ = ω0X0 + ω1X1.

La série Li(z) est caractérisée par les propriétés suivantes :
a) Li est une application holomorphe (coefficient par coefficient) de P dans

C〈〈X0, X1〉〉 ;
b) on a l’équation différentielle dLi = Γ .Li ;
c) l’application z $→ Li(z) . e−X0 log z a un prolongement holomorphe au voisinage

de z = 0, avec la valeur 1 en ce point.
Le lien avec les intégrales itérées s’écrit sous la forme

(144) Li(z1) .Li(z0)−1 =
∑
k�0

∫ z1

z0

Γ ◦ · · · ◦ Γ︸ ︷︷ ︸
k

,

avec l’interprétation évidente

Γ ◦ Γ =
∑
i,j

ωi ◦ ωjXiXj

Γ ◦ Γ ◦ Γ =
∑
i,j,k

ωi ◦ ωj ◦ ωkXiXjXk, etc.

(voir la thèse de Gonzales-Lorca [C2]). On définit les évaluations αz1z0 : h → C par

(145) αz1z0(xi1 . . . xik) =
∫ z1

z0

ωi1 ◦ · · · ◦ ωik

et le second membre de (144) s’écrit sous la forme
∑

w α
z1
z0(w)W . Les formes linéaires

αz1z0 sont des homomorphismes d’algèbres de hsh dans C, qui permettent souvent de
ramener un calcul analytique à un calcul dans l’algèbre hsh avec le produit de mélange.
Ceci est d’autant plus important que Minh et Petitot ont démontré dans [C7] que
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l’application Li de hsh dans l’ensemble des fonctions holomorphes sur P est injective,
c’est-à-dire que les fonctions Li(w|z) sont linéairement indépendantes sur le corps C
des constantes.

3.4. Il existe un unique homomorphisme d’algèbres reg�� de hsh sur h0sh qui induit
l’identité sur h0sh et annule x0 et x1. Il prolonge l’homomorphisme reg�� de h1sh sur h0sh

défini au no 2.6. On pose aussi ζ̂�� = ζ̂ ◦ reg��. On peut construire explicitement reg��

par la formule

(146)
∑
w

reg��(w) .W = e−x1X1 .
∑
w

wW . e−x0X0

dans l’algèbre hsh〈〈X0, X1〉〉. On définit la série génératrice des polyzêtas par

(147) ΦKZ =
∑
w

ζ̂��(w) .W ;

elle appartient à R〈〈X0, X1〉〉 et elle est obtenue en appliquant l’homomorphisme ζ̂��
aux coefficients de la série double Φ =

∑
w wW appartenant à hsh〈〈X0, X1〉〉. Comme

on a ∆��(Φ) = Φ⊗ Φ, on a donc

(148) ∆��(ΦKZ) = ΦKZ ⊗ ΦKZ ,

c’est-à-dire que log ΦKZ appartient à l’algèbre de Lie libre complétée sur X0 et
X1 (notée Lie(X0, X1)̂ ). La série ΦKZ n’est autre que l’associateur de Knizhnik-
Zamolodchikov défini par Drinfeld dans [C4] (voir aussi [A13]). On a

(149) lim
z→0

Li(z) . e−X0 log z = lim
z→0

e−X0 log zLi(z) = 1.

Il résulte aussi de la formule (146) que l’on a

(150) lim
z→1

eX1 log (1−z) .Li(z) = ΦKZ .

L’application z $→ 1 − z de P dans P est holomorphe et involutive et transforme
ω0 en −ω1 et ω1 en −ω0. Vu la caractérisation de Li par l’équation différentielle
dLi = Γ .Li , on obtient

(151) Li(1− z,X0, X1) = Li(z,−X1,−X0)ΦKZ(X0, X1)

en indiquant explicitement la dépendance des séries formelles non commutatives en
X0 et X1. Vu les propriétés élémentaires du logarithme

(152) log(x + i0) = log(x− i0) + 2πi

pour x réel strictement négatif, on obtient les formules de monodromie pour les poly-
logarithmes

(153) Li(x+ i0) = Li(x− i0)e2πiX0 (x < 0)

(154) Li(x+ i0) = Li(x− i0)e2πim (x > 1)
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avec

(155) m = ΦKZ(X0, X1)−1X1ΦKZ(X0, X1).

On retrouve en particulier les résultats classiques sur la monodromie des polyloga-
rithmes Lik(z) (voir [B9]).

3.5. On peut répéter pour l’algèbre h1har ce qui a été dit au no 3.2 pour hsh. On
introduit donc la série double

(156) D∗ =
∑
r�0

∑
k1,...,kr

yk1 . . . ykr Yk1 . . . Ykr

avec les définitions yk = xk−10 x1, Yk = Xk−1
0 X1 pour k � 1. La régularisation reg∗ :

h1har → h0har est donnée par la formule

(157)
∑

reg∗(yk1 . . . ykr ) Yk1 . . . Ykr = e−y1Y1D∗

dans l’algèbre hhar〈〈Y1, Y2. . .〉〉. Appliquant aux coefficients de D∗ l’homomorphisme
ζ̂∗ de h1har dans R, on trouve la série génératrice

(158) Φ∗ =
∑
ζ∗(k1, . . . , kr) Yk1 . . . Ykr

dans R〈〈Y1, Y2,. . .〉〉. Il existe un coproduit ∆ dans h compatible avec le produit ∗. On
a donc une algèbre de Hopf commutative graduée h1har. On identifie son dual gradué
à Q〈Y〉 = Q〈Y1, Y2, . . .〉 comme algèbre, avec le coproduit ∆∗ caractérisé par

(159) ∆∗(Yk) = Yk ⊗ 1 + 1⊗ Yk +
k−1∑
j=1

Yj ⊗ Yk−j pour k � 1.

Comme ζ̂∗ est un homomorphisme d’algèbres, on a

(160) ∆∗(Φ∗) = Φ∗ ⊗ Φ∗.

Si l’on définit les éléments U1, U2, . . . de Q〈Y〉 comme les composantes homogènes de

(161) U = log(1 + Y1 + Y2 + · · · ),

la relation (160) signifie que log Φ∗ appartient à la sous-algèbre de Lie libre complétée
construite sur les Uk (avec R pour anneau de coefficients).

Enfin, la comparaison des deux régularisations se traduit par la formule

(162) Φ∗ = exp

∑
n�2

(−1)n−1ζ(n)Y n
1 /n

 .ΠY (ΦKZ) ,

où la projection ΠY de R〈〈X0, X1〉〉 sur R〈〈Y〉〉 annule tous les mots en X0 et X1 se
terminant par X0.

3.6. La conjecture la plus forte dans le sujet s’exprime en disant que toutes les re-
lations polynomiales sur Q entre les polyzêtas sont conséquence des relations établies
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précédemment (148), (160) et (162), et le fait que la série ΦKZ − 1 ne contient que
des termes de degré � 2 en X0, X1.

De manière plus précise, pour toute Q-algèbre commutative A, on note DM(A)
l’ensemble des séries formelles Φ ∈ A〈〈X0, X1〉〉, de terme constant 1 et sans termes
linéaires en X0, X1, satisfaisant aux relations

(163) ∆��(Φ) = Φ⊗ Φ , ∆∗(Φ∗) = Φ∗ ⊗ Φ∗ ,

où Φ∗ est donnée par(21)

(164) Φ∗ = exp

∑
n�2

(−1)n−1(Φ|Yn)Y n
1 /n

 .ΠY (Φ).

Alors ΦKZ appartient àDM(R) et même plus précisément peut être considérée comme
un élément de DM(Z) (voir le no 2.5 pour la définition de Z). La conjecture équivaut
à la conjonction de (C1), énoncée au no 2.5, et de ce qui suit :

(C3) Pour toute Q-algèbre commutative A, et pour toute série Φ dans DM(A), il
existe un homomorphisme d’algèbres ϕ : Z → A et un seul tel que Φ se déduise de
ΦKZ en appliquant ϕ à chaque coefficient.

3.7. Racinet vient de décrire en détail les ensembles DM(A) dans sa thèse [C8]. Sa
méthode est la suivante. On note MT (A) le groupe formé des séries dans A〈〈X0, X1〉〉
dont le terme constant vaut 1, avec la multiplication

(165) F1 � F2 = F1(F2(X0, X1)X0 F2(X0, X1)−1, X1)F2(X0, X1).

L’algèbre de Lie mt(A) correspondante se compose des séries ψ sans terme constant
dans A〈〈X0, X1〉〉, avec le crochet défini par Ihara

(166) 〈ψ1, ψ2〉 = dψ1(ψ2)− dψ2(ψ1)− [ψ1, ψ2]

(on a noté dψ la dérivation continue de l’algèbre A〈〈X0, X1〉〉 qui applique X0 sur 0 et
X1 sur [ψ,X1]). Introduisons aussi l’application linéaire sψ dans A〈〈X0, X1〉〉 par
(167) sψ(u) = ψu− dψ(u).
On a alors les relations

(168) 〈ψ1, ψ2〉 = sψ2(ψ1)− sψ1(ψ2)

(169) s〈ψ1,ψ2〉 =
[
sψ2 , sψ1

]
.

Ces propriétés traduisent une situation bien connue en géométrie différentielle, celle
des algèbres de Vinberg. L’application exponentielle de mt(A) dans MT (A) est la
bijection donnée par

(170) exp∗ ψ = (exp sψ)(1).

(21)On note (Φ|Yn) le coefficient de Yn = Xn−1
0 X1 dans la série Φ(X0, X1).
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Bien entendu, on pourrait décrire une algèbre de Hopf commutative graduée définis-
sant, comme au no 3.1, la famille des groupesMT (A) et des algèbres de Lie mt(A)(22).

Notons DM0(A) l’ensemble des éléments de DM(A) sans terme en Y2 = X0X1

(de toute façon, un élément de DM(A) n’a pas de termes linéaires en X0, X1). Le
théorème principal de Racinet est le suivant :

a) L’ensemble DM0(A) est un sous-groupe de MT (A).
b) Pour Φ dans DM(A) et H dans DM0(A), on a Φ �H ∈ DM(A).
On prouve ensuite qu’il existe un élément Φ dans DM(Q) qui est pair, c’est-à-dire

de la forme

(171) Φ = 1 + Φ2 +Φ4 + · · ·

où Φ2r est un polynôme non commutatif de degré pair 2r en X0 et X1. Posons

(172) Φ(t) = 1 + tΦ2 + t2Φ4 + · · · .

Par ailleurs, soit dm0(A) l’algèbre de Lie correspondant à DM0(A). On peut la carac-
tériser comme l’ensemble des séries formelles ψ appartenant à l’algèbre de Lie libre
complétée LieA(X0, X1)̂ et telles que ΠY (ψ) soit somme d’une série ψcorr(Y1) en Y1,
et d’un élément de l’algèbre de Lie libre complétée LieA(U1, U2, . . . )̂ ; on impose enfin
que le coefficient de Y2 dans ψ soit nul. Le point technique le plus important de la
démonstration consiste à prouver que dm0(A) décrit comme ci-dessus est stable par
le crochet 〈ψ1, ψ2〉 d’Ihara. Voici la dernière assertion du théorème de Racinet :

c) L’application (t, ψ) $→ (exp sψ)(Φ(t)) de A× dm0(A) dans DM(A) est bijective.

3.8. Nous terminons par une série de problèmes ouverts. Tout d’abord, le foncteur
DM0 qui à une Q-algèbre commutative A associe le groupe DM0(A) est un schéma
en groupes pro-unipotent sur Q. Cela signifie qu’il existe une algèbre de Hopf com-
mutative graduée H sur le corps Q, comme au no 3.1, telle que DM0(A) s’identifie à
l’ensemble des homomorphismes de Q-algèbres de H dans A. D’après le théorème de
Milnor-Moore, l’algèbre H est isomorphe à Sym(Q(H)), le dual gradué de Q(H) est
une algèbre de Lie graduée d0 et l’algèbre de Hopf graduée duale de H est l’algèbre
enveloppante U(d0). La série ΦKZ permet de définir un homomorphisme d’algèbres
τ : H → Z/π2Z (voir au no 2.5 la définition de Z) et la conjecture (C1)+(C3) équi-
vaut à l’affirmation(23) que τ est un isomorphisme et qu’il existe une dérivation D
de degré −2 dans l’anneau gradué Z, telle que D(ζ(2)) = 1. La démonstration de
Racinet permet en principe de construire D à partir d’un élément pair Φ de DM(Q).
La construction explicite d’un tel Φ est un problème important.

(22)Le groupe MT (A) est, à peu de choses près, le même que le groupe GARI d’Écalle, et l’algèbre

de Lie mt(A) s’identifie à l’algèbre ARI d’Écalle.
(23)De manière plus vague, il s’agit de prouver que Z est isomorphe à une algèbre de polynômes sur

le corps Q.

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2002



168 P. CARTIER

La conjecture de Zagier sur la dimension dk de Zk est conséquence d’une conjecture,
due à Ihara et Deligne, qui affirme que l’algèbre de Lie d0 est libre avec un générateur
ψ2r+1 pour chacun des degrés impairs 2r+1 = 3, 5, 7, . . . . La construction explicite de
tels éléments ψ3, ψ5, . . . est un premier problème, avant de prouver qu’ils engendrent
librement d0.

On dispose d’une filtration par la longueur sur l’algèbre de Lie d0. Le gradué associé
gr d0 est une algèbre de Lie bigraduée. Les travaux d’Écalle et Goncharov suggèrent
que la composante de poids k et de longueur r de gr d0 s’identifie à l’espace des
polynômes bialternaux : il s’agit des polynômes P (v1, . . . , vr) homogènes de degré
k − r qui satisfont à l’identité d’alternalité

(173)
∑

ω∈Sj,r−j

P (vω(1), . . . , vω(r)) = 0

pour 1 � j � r − 1, ainsi que l’identité analogue pour le polynôme P (v1 − v2, v2 −
v3, . . . , vr−1 − vr, vr). La conjecture de Broadhurst (voir no 2.5) prévoit la dimension
Dk,r de l’espace de ces polynômes bialternaux. La mise au point de tout ceci permettra
d’expliciter Z comme une algèbre de polynômes sur Q (la « décomposition canonico-
explicite des multizêtas » selon Écalle).

Enfin, Drinfeld a introduit le groupe de Grothendieck-Teichmüller GRT1 avec son
algèbre de Lie grt1. Les algèbres de Lie d0 et grt1 sont des sous-algèbres de Lie de
l’algèbre mt avec le crochet 〈ψ1, ψ2〉 d’Ihara. Il y a toutes les raisons de postuler
l’égalité d0 = grt1, d’autant que Racinet exhibe une suite d’éléments appartenant aux
deux algèbres de Lie, et qui sont de bons candidats pour les générateurs demandés
ψ3, ψ5, . . . .

CONCLUSION

Nous n’avons considéré ici que les polyzêtas ordinaires. On peut aussi considérer
les polyzêtas colorés de la forme

ζ

(
ω1 . . . ωr
k1 . . . kr

)
= Lik1,...,kr (ω1, . . . , ωr),

où ω1, . . . , ωr sont des racines de l’unité. Racinet a étendu la plupart de ses résultats
à ce cadre, ainsi qu’Écalle, et Goncharov et Wojtkowiak ont étudié à fond ce cas.
Mentionnons aussi les résultats de Bigotte [D2].

Si les conjectures énoncées dans cet exposé sont correctes, les nombres π, ζ(3), ζ(5),...
sont algébriquement indépendants sur Q. Que π soit transcendant est classique (Lin-
demann vers 1890), et R. Apéry a démontré en 1979 que ζ(3) est irrationnel. Très
récemment, Rivoal [D1] a fait progresser énormément la question en prouvant que
le rang sur Q de l’ensemble des nombres ζ(3), ζ(5), . . . , ζ(2N + 1) est au moins égal
à 1

3 log N , pour tout entier N � 1. En combinant ses méthodes avec la machine
algébrique décrite ici, on doit pouvoir beaucoup avancer.
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Les polyzêtas sont donnés par un type d’intégrales que Kontsevich [D5] appelle
« périodes ». Il donne aussi une définition élémentaire des « motifs mixtes » et de leurs
matrices de périodes. À ma connaissance, personne n’a explicité une telle matrice de
périodes contenant les polyzêtas. Il y a une algèbre de Hopf associée aux périodes,
et il serait bon d’en élucider le lien avec les constructions de Racinet, qui exhibe le
schéma DM comme un fibré principal de base A1.

Enfin, il faudrait éclaircir la signification des polyzêtas en physique mathématique.
Dans le calcul explicite des intégrales associées aux diagrammes de Feynman, les
constantes rencontrées sont presque toujours des polyzêtas (colorés) [D3]. De plus,
on dispose d’un modèle-jouet de théorie quantique des champs dont les intégrales
associées aux diagrammes de Feynman sont les polyzêtas [D6]. Enfin, comme je l’ai
mentionné dans un article précédent [D4], les ressemblances entre les algèbres de Lie
telles que dm0 et grt et celles que Connes et Kreimer ont introduites dans la théorie
de la renormalisation sont trop frappantes pour être fortuites.
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explicite en irréductibles (automne 1999).
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prépublication, avril 2000.
[Plus divers documents, incomplets, qu’il a fait circuler depuis un an et demi ;
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Thèse, École Normale Supérieure, 1998, Rapport du LMENS no 98-31.

[C3] T.T.Q. Le & J. Murakami – Kontsevich’s integral for the Kauffman poly-
nomial, Nagoya Math. J. 142 (1996), 30-65.

et pour l’introduction originale de cette série
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THÉORÈMES D’ALGÉBRICITÉ
EN GÉOMÉTRIE DIOPHANTIENNE

[d’après J.-B. Bost, Y. André, D. & G. Chudnovsky]

par Antoine CHAMBERT-LOIR

1. INTRODUCTION

1.1. Certains problèmes géométriques ou arithmétiques se ramènent parfois à décider
si une fonction analytique, voire une série formelle, est en fait une fonction algébrique,
voire même une fraction rationnelle. On peut notamment penser à deux exemples :

1o) le problème de Schwarz (cf. [41]) consistant à déterminer les équations diffé-
rentielles hypergéométriques de Gauß ayant une base de solutions formée de fonctions
algébriques ;

2o) le théorème de É. Borel [15] affirmant qu’une série entière f ∈ Z[[x]] est le
développement en série d’une fraction rationnelle si et seulement si c’est le dévelop-
pement de Taylor en l’origine d’une fonction méromorphe sur un disque de centre 0
et rayon strictement supérieur à 1. Une généralisation de ce critère a été utilisée par
Dwork [21] dans sa démonstration de la rationalité de la fonction zêta d’une variété
algébrique sur un corps fini.

Les travaux de D.V. et G.V. Chudnovsky [18] ont montré que les méthodes de
transcendance fournissent une approche à ce genre de questions, en même temps qu’à
d’autres problèmes a priori plus éloignés telle la conjecture d’isogénie. C’est là le su-
jet de notre exposé. Nous en donnerons de nombreuses applications, dont certaines
remontent d’ailleurs à ces auteurs. Cette technique a toutefois été perfectionnée, no-
tamment par Y. André ([3] et [4]) et, plus récemment, par un article de J.-B. Bost [17]
qui fournit un critère permettant d’affirmer que certaines sous-variétés formelles d’une
variété algébrique (c’est-à-dire « définies » par des séries formelles plutôt que des po-
lynômes) sont en fait des sous-variétés algébriques. Celui-ci est écrit dans le langage
de la géométrie d’Arakelov et j’espère convaincre le lecteur qu’elle fournit un cadre
géométrique efficace pour les démonstrations d’approximation diophantienne.

Les théorèmes antérieurs des Chudnovsky et André (voir notamment [18, 3, 4])
établissaient l’algébricité d’une série formelle et les conséquences géométriques étaient
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alors obtenues après dévissage. Les résultats de Bost généralisent aussi un théorème de
Graftieaux (voir [27, 28]) concernant les sous-groupes formels d’une variété abélienne,
tout en en simplifiant notablement la démonstration.

1.2. Quel que soit le langage utilisé (approximation diophantienne classique, géomé-
trie d’Arakelov,. . .), la « méthode de Chudnovsky » repose sur des techniques utilisées
en théorie des nombres transcendants ; elle combine en effet des hypothèses de type
arithmétique (contrôle des dénominateurs) et des hypothèses de type analytique (uni-
formisation).

L’irruption de l’arithmétique dans ces questions n’est pas nouvelle mais remonte
— au moins — à la communication [23] d’Eisenstein où ce dernier établit le théorème
suivant : soit y =

∑∞
n=0 anx

n ∈ Q[[x]] le développement en série de Taylor en l’origine
d’une fonction algébrique. Alors, il existe un entier A � 1 tel que, pour tout entier
n � 0, anAn+1 est entier. En particulier, les nombres premiers qui divisent les déno-
minateurs des rationnels an sont en nombre fini. Une conséquence immédiate de ce
résultat, citée d’ailleurs par Eisenstein, est la transcendence des fonctions logarithme
ou exponentielle, « mais aussi de beaucoup d’autres. »

1.3. Comme il m’est impossible de donner un aperçu des méthodes et des résultats en
théorie des nombres transcendants, je me vois obligé de renvoyer le lecteur à l’immense
littérature sur le sujet, à laquelle le petit ouvrage collectif [8] peut être une bonne
introduction, quoiqu’un peu ancienne. Rappelons simplement que, classiquement, une
« démonstration de transcendance » met successivement en jeu quatre ingrédients :
on raisonne par l’absurde, puis

1o) on construit une fonction auxiliaire à l’aide du lemme de Siegel : celui-ci fournit
à un système sous-déterminé d’équations linéaires à coefficients entiers une solution
entière de petite taille, mais non nulle. L’évaluation de cette fonction auxiliaire fournit
un entier ξ sur lequel va porter la contradiction ;

2o) un certain nombre d’estimations de nature analytique, telles que le lemme de
Schwarz et l’inégalité d’Hadamard majorent |ξ| ;

3o) le fait (trivial) qu’un entier non nul est de valeur absolue supérieure ou égale
à 1 implique, si la majoration précédente est assez bonne, que ξ = 0. Dans les corps
de nombres, ce principe est remplacé par la formule du produit ;

4o) un lemme de zéros, de nature généralement algébro-géométrique, montre
qu’alors la fonction auxiliaire initiale est nulle, d’où la contradiction.

Cependant, la méthode des déterminants d’interpolation introduite par M. Laurent,
cf. [36], ne fait pas intervenir le lemme de Siegel. En fait, plutôt que sur une solution
du système linéaire, on peut raisonner directement sur les mineurs de sa matrice.
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1.4. La méthode des pentes, introduite par Bost à propos d’un théorème de Masser et
Wüstholz (voir l’exposé [16] à ce séminaire) est une version géométrique « intrinsèque »
des déterminants d’interpolation. Sa formulation nécessite le langage de la géométrie
d’Arakelov.

Plaçons-nous pour l’instant dans le cas le plus simple où les objets sont des réseaux
euclidiens E = (E, qE), où E est un Z-module libre de rang fini et qE une forme
quadratique définie positive sur ER = E ⊗Z R. À un tel objet, on peut associer un
nombre réel d̂egE, son degré arithmétique, qui n’est autre que l’opposé du logarithme
du covolume de E dans ER. En d’autres termes, (e1, . . . , ed) est une Z-base de E,

(1.4.1) d̂egE = −1
2
log det

(
qE(ei, ej)

)
1�i,j�d

.

On définit ensuite sa pente qui est tout simplement son degré divisé par son rang :

µ(E) = d̂egE/ rangE.

Dans ce contexte, on a aussi une notion de polygone de Harder-Narasimhan (cf. [46,
29, 16]) mais ne nous intéressera ici que sa plus grande pente, µmax(E) : c’est le
maximum des pentes des sous-réseaux de E, c’est-à-dire des réseaux F = (F, qE |F )
où F est un sous-Z-module non nul de E.

Étant donnés deux tels réseaux euclidiens E et F , un homomorphisme ϕ : E → F

possède une hauteur, le logarithme de la norme de l’homomorphisme d’espaces eucli-
diens induit :

h(ϕ) = log ‖ϕ‖ =
1
2
log sup

e∈ER\{0}

qF (ϕ(e))
qE(e)

.

Si ϕ est injectif, on a alors une inégalité, dite inégalité de pentes :

(1.4.2) µ(E) � µmax(F ) + h(ϕ).

C’est essentiellement une reformulation de l’inégalité d’Hadamard. Le mérite de cette
inégalité est de synthétiser les différentes étapes d’une preuve de transcendance : si
le lemme de Siegel disparâıt (en apparence seulement, voir plus bas), les estimées
analytiques interviennent dans la majoration de h(ϕ). Quand l’inégalité obtenue est
absurde, le morphisme ϕ ne peut pas être injectif, et là intervient éventuellement le
lemme de zéros.

1.5. Expliquons maintenant pourquoi, joint au théorème de Minkowski, le lemme de
Siegel est, à des facteurs numériques près, un corollaire de l’inégalité de pentes (1.4.2).
Soit donc Φ = (aij) une matrice à coefficients entiers à r lignes et n colonnes, avec
n > r. Si A = max |ai,j |, le lemme de Siegel classique affirme qu’il existe un élément
non nul x = t(x1, . . . , xn) ∈ Zn tel que Φ · x = 0 et |xi| � (nA)r/(n−r) pour tout
i ∈ {1; . . . ;n}.

Soit alors E le réseau Zn muni de la forme quadratique qE(x1, . . . , xn) =
∑n

i=1 x
2
i ,

soit F le réseau analogue de rang r, et soit ϕ : E → F l’homomorphisme défini par
la matrice Φ. Comme n > r, il n’est pas injectif et son noyau, muni de la norme
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euclidienne induite, est un sous-réseau saturéE1. On définit alorsE2 = E/E1 le réseau
quotient, muni de la norme euclidienne quotient. Alors, ϕ induit un homomorphisme
injectif ϕ2 : E2 → F , si bien que l’inégalité de pentes (1.4.2) s’écrit

(1.5.1) µ(E2) � µmax(F ) + h(ϕ2).

Par construction,

(1.5.2) h(ϕ2) = h(ϕ) =
1
2
log sup

x∈ER\{0}

qF (ϕ(x))
qE(x)

� log(
√
rA).

De plus, les covolumes de réseaux sont multiplicatifs dans les suites exactes, donc les
degrés arithmétiques sont additifs et
(1.5.3)

µ(E2) = rang(E2)−1 d̂egE2 = rang(E2)−1(d̂egE − d̂egE1) = − rang(E1)
rang(E2)

µ(E1)

car d̂egE = r d̂eg(Z, ‖·‖) = 0. De même, d̂egF = 0 et, plus généralement, le degré
de tout sous-réseau de F est négatif ou nul : d’après la formule de Gram (cf. la
formule (1.4.1)), le carré du covolume d’un tel sous-réseau de Zn est en effet un entier
non nul, si bien que µmax(F ) = 0. Ainsi, utilisant que d = rangE1 � n− r, on a

(1.5.4) µ(E1) � − r

n− r log(A
√
r)

Écrivons maintenant le théorème de Minkowski : il affirme que si le volume (dans
E1,R) de la boule Bt de rayon t est supérieur ou égal à 2d fois le covolume de E1, alors
Bt contient au moins un point non nul de E1. Notons βd = πd/2/Γ(d/2) le volume de
la boule unité euclidienne en dimension d. Retranscrit en termes de pentes, le théorème
de Minkowski affirme l’existence d’un point non nul x ∈ E1 tel que qE(x) � t2 dès
que

(1.5.5) µ(E1) � − log t+ log(2β−1/dd ).

Ainsi, il existe une solution non nulle x = t(x1, . . . , xn) ∈ Zn au système Φ · x = 0
vérifiant

(1.5.6) ‖x‖ =
( n∑
i=1

x2i
)1/2 �

(
A
√
r
)r/(n−r)2β−1/dd .

De plus, la formule de Stirling montre que lorsque d tend vers +∞,

2β−1/dd 	
√

2d/e.

ASTÉRISQUE 282
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1.6. Dans le même volume que celui où est publié [18], les Chudnovsky utilisent
des techniques similaires pour débuter la théorie arithmétique des G-fonctions de
Siegel, introduites dans [43]. Faute de place, nous ne dirons rien de cette théorie
qui pourtant a vu récemment quelques développement majeurs, suite notamment
aux travaux de Bombieri [13] et André. Citons ainsi une théorie géométrique des
opérateurs différentiels de type G (André, Baldassarri [7]) ainsi que la généralisation
en dimension supérieure, due à L. Di Vizio [20], du théorème des Chudnovsky affirmant
qu’un opérateur différentiel minimal annulant une G-fonction est un G-opérateur.
Enfin, signalons deux articles récents d’André [5, 6] consacrés à une « théorie Gevrey
arithmétique » dont le théorème de Chudnovsky évoqué est un outil essentiel. Il en
déduit de remarquables applications, par exemple une nouvelle preuve du théorème de
Siegel-Shidlovsky et, inspiré par la preuve de Bézivin-Robba [10], deux (!) du théorème
de Lindemann-Weierstraß.

Je remercie Y. André, D. Bertrand, J.-B. Bost et Y. Laszlo pour l’aide qu’ils m’ont
apportée pendant la préparation de cet exposé. Je remercie aussi C. Gasbarri et
A. Thuillier pour leur lecture attentive.

2. QUATRE THÉORÈMES

2.1. Les énoncés que nous présentons maintenant font intervenir des objets algébro-
géométriques définis sur un corps de nombres (nombres, variétés algébriques, équations
différentielles, sous-algèbres de Lie, etc.) vérifiant une propriété modulo p pour presque
tout nombre premier p. Le sens de ce genre d’hypothèses est le suivant. Soit K un
corps de nombres et soit oK son anneau d’entiers. Un objet algébro-géométrique sur
K « de type fini » est défini par une famille finie d’éléments de K (par exemple,
dans le cas d’une variété algébrique, les coefficients des équations polynomiales qui
la définissent) ; ces éléments ont un dénominateur commun D ∈ Z, si bien qu’en fait
l’objet initial « vit » naturellement sur l’anneau oK [1/D]. Il y a bien sûr des choix
mais étant données deux structures entières sur oK [1/D] et oK [1/D′], il existera un
multiple commun à D et D′, soit D′′, tel que les structures entières cöıncident, une
fois regardées sur oK [1/D′′]. C’est bien sûr dans le langage des schémas que de telles
considérations trouvent leur place naturelle.

Les idéaux maximaux d’un tel anneau oK [1/D] s’identifient naturellement à une
partie de complémentaire fini de l’ensemble des idéaux maximaux de oK (ceux qui ne
contiennent pasD). Réduire modulo p pour presque tout p signifie que, pour tout idéal
maximal p de oK [1/D] (sauf peut-être un nombre fini d’entre eux), on considère la
structure entière modulo l’idéal p. On obtient ainsi une structure algébrique analogue
à celle de départ, mais sur un corps fini. C’est sur ces structures « modulo p » que
portent les hypothèses des théorèmes.
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Nous donnerons volontairement les énoncés dans ce style informel, en en indiquant
juste après la signification précise.

2.2. Théorème. — Soit α un nombre algébrique tel que pour presque tout nombre
premier p, la réduction modulo p de α est dans le sous-corps premier Fp. Alors, α est
un nombre rationnel.

Autrement dit, α est un élément d’un corps de nombres K. Écrivons le β/D où
D est un entier � 1 et β un entier algébrique. L’hypothèse signifie que pour presque
tout idéal maximal p de oK , il existe un élément np ∈ Z tel que β ≡ npD (mod p).
La conclusion est alors que β ∈ Z.

Ce résultat apparâıt dans l’article [35] de Kronecker qui le dérive du comportement
du logarithme de la fonction zêta de Dedekind du corpsQ(α) en s = 1.(1) Aujourd’hui,
il apparâıt souvent comme une conséquence du théorème de densité de Čebotarev. En
lien avec le théorème 2.6 ci-dessous, les Chudnovsky en fournissent une démonstration
« diophantienne » dans [18], c’est-à-dire fondée sur les méthodes introduites par la
théorie des nombres transcendants.

2.3. Théorème. — Soit E et E′ deux courbes elliptiques sur Q. Alors, E et E′ sont
isogènes sur Q si et seulement si, pour presque tout nombre premier p, E et E′ ont
le même nombre de points sur Fp.

Donnons là encore une interprétation näıve : partant de deux courbes elliptiques
E et E′ sur Q on peut en trouver des équations (affines, sous forme de Weierstraß)
y2 = 4x3 + ax + b et y2 = 4x3 + a′x + b′, avec a, b, a′, b′ dans Z. Pour tout nombre
premier p sauf 2, 3 et ceux qui divisent le produit des discriminants 4a3 + 27b2 et
4a′3+27b′2, ces équations définissent des courbes elliptiques Ep et E′p sur le corps fini
Fp.

Une Q-isogénie entre E et E′, c’est-à-dire en l’occurrence un morphisme non
constant défini sur Q fournira pour tous ces nombres premiers (sauf quelques-uns,
peut-être) une isogénie entre les courbes elliptiques Ep et E′p. Il est alors connu que
Ep et E′p ont même nombre de points sur Fp. La réciproque est le point difficile.

Démontré par Serre [42] si l’un des invariants j(E) et j(E′) n’est pas entier, c’est un
cas particulier du « théorème d’isogénie de Faltings », cf. [25], lequel fournit un énoncé
analogue pour deux variétés abéliennes définies sur un corps de nombres. Dans [18],
les Chudnovsky avaient donné une démonstration diophantienne du théorème 2.3. Ce-
pendant, leur démonstration nécessitait en outre le théorème de Cartier et Honda [30]
reliant la fonction zêta de Hasse-Weil d’une Q-courbe elliptique et le groupe formel
de son modèle de Néron sur Z. Dans [27], Graftieaux a donné une démonstration

(1)L’argument de Kronecker semble cependant incomplet. L’existence d’une densité de certains en-

sembles de nombres premiers, aujourd’hui conséquence du théorème de Čebotarev, est en effet utilisée

sans justification.
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analogue du théorème d’isogénie pour les variétés abéliennes à multiplication réelle
définies sur Q. Cette preuve nécessite une généralisation du théorème de Cartier et
Honda, démontrée par Deninger et Nart dans [19], qui fournit un isomorphisme entre
les groupes formels des variétés abéliennes en question. Graftieaux démontre ensuite
l’algébricité de cet isomorphisme, autrement dit l’algébricité du graphe, lequel est
un sous-groupe formel du produit des deux variétés abéliennes. Graftieaux a ensuite
établi dans [28] un critère général d’algébricité de sous-groupes formels d’une variété
abélienne définie sur un corps de nombres. Ses résultats sont de plus effectifs : les
hypothèses ne font intervenir qu’un nombre fini explicite de nombres premiers.

Plus généralement, on a le théorème suivant, dû à Bost.

2.4. Théorème. — Soit G un groupe algébrique défini sur un corps de nombres K,
soit g son algèbre de Lie. Soit h une sous-K-algèbre de Lie de g vérifiant la propriété
suivante : pour presque tout nombre premier p, la réduction de h modulo p est une
p-algèbre de Lie. Alors, il existe un sous-groupe algébrique H de G, défini sur K, dont
h est l’algèbre de Lie.

L’ingrédient nouveau est la notion de p-algèbre de Lie. SiG est un groupe algébrique
lisse sur un corps k, son algèbre de Lie g est par définition le k-espace vectoriel des
dérivations invariantes par translations sur G, muni du crochet [D1, D2] = D1D2 −
D2D1. En effet, si D1 et D2 sont deux dérivations invariantes, leur commutateur en
est encore une. De plus, si k est de caractéristique p > 0 et si D est une dérivation
invariante, la formule du binôme montre que, pour tous germes de fonctions f et g,
on a

Dp(fg) =
p∑

i=0

(
p

i

)
Di(f)Dp−i(g) = gDp(f) + fDp(g),

si bien que Dp est encore une dérivation. Cette opération de puissance p-ième donne
naissance à la notion de p-algèbre de Lie, cf. [31], 5.7, [14], 1.3 ainsi que l’exposé [37]
à ce séminaire. Étant donnée une telle p-algèbre de Lie g, une sous-p-algèbre de Lie
est alors une sous-algèbre de Lie h telle que pour tout D ∈ h, Dp ∈ h.

L’explicitation du « modulo p » se fait alors comme précédemment. Si oK est l’an-
neau des entiers de K, il existe un entier N � 1 et un schéma en groupes lisse G
sur Spec oK [1/N ] dont la fibre générique G ⊗K est G. Son algèbre de Lie Lie(G ) est
une oK [1/N ]-algèbre de Lie telle que Lie(G )⊗K = g. Pour tout idéal maximal p de
oK ne contenant pas N , on dispose alors d’un groupe algébrique lisse sur le corps
fini Fp = oK/p dont l’algèbre de Lie n’est autre que Lie(G ) ⊗ Fp. Si l’on note p la
caractéristique du corps Fp, c’est en particulier une p-algèbre de Lie.

Quitte à remplacer l’entier N par un multiple, une sous-algèbre de Lie h de g

définit de même une sous-algèbre de Lie de Lie(G ), et par conséquent, par réduction
modulo p, des sous-algèbres de Lie de Lie(G ) ⊗ Fp. L’hypothèse est donc que pour
presque tout idéal maximal p, ces sous-algèbres de Lie sont des sous-p-algèbres de Lie.
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2.5. Le théorème 2.4 est démontré par Bost dans [17]. Il avait été indépendamment
conjecturé par Ekedahl et Shepherd-Barron dans leur article [24]. Il n’est peut-être pas
inutile d’expliquer en quoi les deux théorèmes 2.2 et 2.3 en sont des cas particuliers.

2.5.1. Théorème de Kronecker. — Considérons le groupe algébrique Gk = Gm×Gm

sur un corps k. On note x et y les coordonnées sur les deux produits, l’élément neutre
étant (1, 1). Alors, une base de l’algèbre de Lie gk de Gk est constituée des champs
de vecteurs x ∂

∂x et y ∂
∂y . et gk est la k-algèbre de Lie commutative k2.

Si k est de caractéristique positive p, déterminons l’opération de puissance p-ième
sur gk. Il suffit de la calculer dans le cas de Gm, auquel cas on a

(2.5.2)
(
x
∂

∂x

)p = x
∂

∂x
.

En effet, x ∂
∂x est l’unique dérivation invariante sur Gm qui envoie sur elle-même la

fonction régulière x. Ainsi, utilisant le fait que l’algèbre de Lie de (Gm)2 est commu-
tative, (

ax
∂

∂x
+ by

∂

∂y

)p = apx
∂

∂x
+ bpy

∂

∂y
.

Pour établir le théorème 2.2, considérons un élément α d’un corps de nombres K
et soit G le groupe Gm ×Gm sur K, d’algèbre de Lie g = K2. La droite h = (1, α)K
est une sous-algèbre de Lie. Soit p un idéal maximal de oK tel que α soit p-entier. La
réduction modulo p de h est la sous-algèbre de Lie de hp engendrée par (1, α mod p)
dans (oK/p)2. C’est une sous-p-algèbre de Lie si et seulement si (1p, (α mod p)p) est
colinéaire à (1, α mod p), c’est-à-dire si et seulement si αp = α (mod p), ou encore
si α mod p est dans le corps premier Fp. Par suite, sous l’hypothèse du théorème de
Kronecker, l’algèbre de Lie h est l’algèbre de Lie d’un K-sous-groupe algébrique H de
Gm ×Gm. Or, ceux-ci sont définis par une équation de la forme xm = yn pour deux
entiers m et n. L’algèbre de Lie d’un tel H est la droite d’équation mξ = nη dans le
plan K2 de coordonnées (ξ, η), donc est engendrée par le vecteur (n,m). On a ainsi
α = m/n.

2.5.3. Théorème d’isogénie. — Pour commencer, soit E une courbe elliptique sur un
corps k. Son algèbre de Lie est une k-algèbre de Lie de dimension 1, bien entendu
commutative. De plus, on a une identification canonique Lie(E) = H1(E,OE). Si k
est de caractéristique positive p, l’opération de puissance p-ième sur Lie(E) se confond
alors avec l’action du morphisme dit « Frobenius absolu » F : E → E. Supposons de
plus que k est le corps premier Fp. Alors, F induit un endomorphisme p-linéaire,
donc linéaire, de H1(E,OE) ; c’est ainsi une homothétie dont nous noterons A ∈ Fp
le rapport (invariant de Hasse). On sait d’autre part depuis Hasse qu’il existe deux
entiers algébriques α et β tels que #E(Fp) = p + 1 − (α + β) et αβ = p. De plus,
modulo p, l’un des deux, disons α, s’interprète comme l’action de l’endomorphisme F
sur LieE, tandis que β correspond à l’action du Verschiebung (défini par FV = p),
c’est-à-dire A. Par suite #E(Fp) ≡ 1−A modulo p.
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Plaçons-nous maintenant sous les hypothèses du théorème 2.3 et considérons le
groupe algébrique G = E×E′ surQ, d’algèbre de Lie g = Lie(E)⊕Lie(E′). Soit h ⊂ g

une droite arbitraire se projetant surjectivement sur les deux facteurs. L’hypothèse que
E et E′ ont, pour presque tout nombre premier p, même nombre de points modulo p
implique que, modulo p pour presque tout p, h définit une sous-p-algèbre de Lie de
la réduction modulo p de g. C’est ainsi l’algèbre de Lie d’un sous-groupe algébrique
H ⊂ E×E′ défini surQ. Or, un tel sous-groupe fournit automatiquement une isogénie
entre E et E′ (considérer par exemple H comme une correspondance).

2.6. Théorème. — Soit X une variété algébrique lisse définie sur un corps de
nombres et soit ω une forme différentielle sur X. On suppose que pour presque tout
nombre premier p, ω est modulo p une forme différentielle exacte (ω = df). Alors, ω
est une forme différentielle exacte.

On a un résultat similaire dans le cas logarithmique : si pour presque tout nombre
premier p, ω est modulo p une forme logarithmique exacte (ω = d log f = df/f), alors,
il existe un entier n � 1 tel que nω est une forme différentielle logarithmiquement
exacte.

Ce théorème est démontré par André [3] dans le premier cas et par les Chudnovsky
dans [18] dans le cas logarithmique. Il était conjecturé dans le premier cas par Ogus
dans [39, §2] et, en liaison avec la conjecture de Grothendieck, par Katz dans [33, p. 2]
pour le cas logarithmique.

Comme exemple d’application, montrons comment en déduire le théorème 2.2.
Considérons la courbe X = Gm = SpecK[x, x−1] sur un corps de nombres K, et,
si α ∈ K, posons ω = αx−1dx. Si p est un idéal maximal de oK et np ∈ Z un
entier tel que α − np ∈ p, ω modulo p est égale à npx

−1dx, donc est la différentielle
logarithmique de xnp . D’après le théorème 2.6, il existe n � 1 tel que nαx−1dx est
une forme différentielle logarithmiquement exacte, c’est-à-dire nα ∈ Z, d’où α ∈ Q.

Sur la droite projective, le théorème 2.6 admet le corollaire suivant : soit y ∈ Z[[x]]
une série formelle à coefficients entiers dont la dérivée est une fonction algébrique,
alors y est une fonction algébrique. La variante de cet énoncé où algébrique est rem-
placé par rationnelle a été démontrée par Pólya ; c’est une application classique du
théorème de Borel [15]. Signalons d’ailleurs que ce critère a été généralisé par Bé-
zivin et Robba dans [11] au cas d’opérateurs différentiels d’ordre supérieur. Cette
généralisation leur a permis d’en déduire une nouvelle démonstration du théorème de
Lindemann-Weierstrass.

F. Caligari en a donné une application aux courbes modulaires : joint au théorème
de Manin-Drinfel’d, il implique en effet qu’une forme modulaire (non nécessairement
cuspidale) de poids 2 qui pour presque tout nombre premier p est fixée par l’opéra-
teur Tp modulo p est une combinaison linéaire de séries d’Eisenstein.
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3. LA CONJECTURE DE GROTHENDIECK

3.1. La conjecture de Grothendieck est un critère arithmétique qui prédit qu’un sys-
tème différentiel linéaire, disons de la forme

(3.1.1)
d
dz
Y = A(z)Y, A(z) ∈Md(Q(z))

possède une base de solutions algébriques, c’est-à-dire dont les solutions holomorphes
au voisinage d’un point z0 ∈ Q qui n’est pas un pôle de A sont algébriques sur Q(z).
La condition, conjecturalement suffisante, est que pour presque tout nombre premier
p, le système différentiel obtenu par réduction modulo p ait une base de solutions
algébriques sur Fp(z).

Le point fondamental, dû à Cartier et Honda, est que cette dernière condition
est, pour p un nombre premier fixé, effectivement vérifiable. Pour rester élémentaire,
définissons une suite (An) de matrices n× n à coefficients dans Q(z) par

(3.1.2) A0(z) = Id, A1(z) = A(z), An+1(z) =
d
dz
An(z) +An(z)A(z).

Si l’on peut réduire A modulo p, alors on a l’équivalence des propositions suivantes :

– le système différentiel (3.1.1) modulo p admet une base de solutions algébriques
sur Fp(z) ;

– il admet une base de solutions dans Fp(z) ;
– il admet une base de solutions dans Fp((z)) ;
– la matrice de « p-courbure » Ap est nulle modulo p.

Sous cette forme, cet énoncé est assez élémentaire. Si Y (z) est une solution du sys-
tème (3.1.1), on vérifie par récurrence que pour tout n, dn

dznY (z) = An(z)Y (z). Si Y
est une solution de ce système, par exemple dans Fp((z)), on a (dp/dzp)Y (z) = 0.
L’existence d’une base de solutions dans Fp((z)) implique alors que Ap(z) = 0 modulo
p. Dans l’autre sens, supposant pour simplifier que 0 n’est pas une singularité de A,
on constate que la formule (de Taylor !)

(3.1.3) Y (z) =
( p−1∑
i=0

(−z)i
i!
Ai(z)

)−1
fournit une matrice fondamentale de solutions dans Fp(z).

3.2. Ces considérations s’étendent à un contexte plus général que nous présentons
maintenant. Soit X une variété algébrique lisse sur un corps de nombres K et soit E
un OX -module localement libre de rang fini. Une connexion sur E est une application
K-linéaire

(3.2.1) ∇ : E → E ⊗OX Ω1
X
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vérifiant ∇(fe) = f∇(e) + e⊗ df pour toutes sections locales f de OX et e de E. Il
sera pratique de considérer l’homomorphisme dual

(3.2.2) TX → End(E), ∂ $→ ∇(∂),

TX désignant le fibré tangent de X . On notera aussi E∇ le faisceau des sections ho-
rizontales de E, c’est-à-dire des germes de sections locales e de E telles que ∇(e) = 0.
Par définition, E est trivial s’il est engendré par E∇ comme OX -module. On dit aussi
que la connexion ∇ est intégrable si l’homomorphisme (3.2.2) est un homomorphisme
d’algèbres de Lie, c’est-à-dire si pour tous champs de vecteurs locaux ∂1 et ∂2,

(3.2.3) [∇(∂1),∇(∂2)] = ∇([∂1, ∂2]).

C’est bien sûr équivalent au fait que la courbure ψ(E,∇) = ∇2 ∈ End(E) ⊗ Ω2
X soit

nulle.
Supposons ∇ intégrable. Si K est un corps de caractéristique positive p, TX et

End(E) sont des p-algèbres de Lie et on définit une p-courbure qui mesure le défaut
pour l’homomorphisme (3.2.2) d’être un homomorphisme de p-algèbres de Lie :

(3.2.4) ψp : TX → End(E), ∂ $→ ∇(∂)p −∇(∂p).

C’est une application additive, p-linéaire :

ψp(f1∂1 + f2∂2) = f
p
1ψp(∂1) + f

p
2ψp(∂2).

Le théorème de Cartier affirme alors l’équivalence des propriétés suivantes (cf. [32],
théorème 5.1) :

– pour toute section locale ∂ de TX , ψp(∂) = 0 ;
– l’homomorphisme (3.2.2) est un homomorphisme de p-algèbres de Lie ;
– le faisceau E est trivial.

3.3. Conjecture (Grothendieck). — Soit X une variété lisse sur un corps de
nombres K et (E,∇) un module à connexion intégrable sur X. On suppose que pour
presque tout nombre premier p, la réduction modulo p de (E,∇) est à p-courbure
nulle. Alors, il existe un revêtement étale f : Y → X tel que f∗E soit trivial.

La condition pour un module à connexion intégrable (E,∇) d’avoir (presque toutes)
ses p-courbures nulles a été étudiée de manière approfondie par Katz. En particulier,
il est établi dans [32] qu’alors, (E,∇) est à singularités régulières et ses exposants sont
des nombres rationnels, ce qui n’est d’ailleurs pas sans rapport avec le théorème 2.2
(voir aussi [22], III.6.1).

Il y a eu essentiellement deux approches de cette conjecture, l’une géométrique,
l’autre arithmétique. Rappelons que les périodes d’une famille de variétés algébriques
lisses sont gouvernées par une équation différentielle, dite de Picard-Fuchs. Pour celles-
ci, et plus généralement, pour leurs facteurs, Katz [33] puis André [4] relient les p-
courbures à la réduction modulo p de l’application de Kodaira-Spencer. C’est ainsi
qu’est établie la conjecture de Grothendieck pour les équations hypergéométriques de
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Gauß (on retrouve la liste de Schwarz) ou les facteurs des connexions de Knizhnik-
Zamolodchikov. L’approche arithmétique est au cœur de cet exposé. Elle a permis
d’établir la conjecture pour les fibrés de rang 1 sur une courbe (Chudnovsky [18], le
cas où E est trivial a été vu plus haut), lorsque (E,∇) est extension de deux modules
à connexion isotriviaux (André, [4]), et plus généralement, lorsque le groupe de Galois
différentiel de (E,∇) a une composante neutre résoluble (André, voir plus bas).

Le groupe de Galois différentiel « générique » d’un module à connexion (E,∇)
est défini par Katz dans [34] (voir aussi l’exposé [9] de Bertrand à ce séminaire).
Sa définition la plus élégante est tannakienne et fournit un groupe algébrique sur le
corps K(X) des fonctions de X : c’est le sous-groupe de GL(E ⊗K(X)) qui stabilise
tout sous-module horizontal de toute construction tensorielle sur (E,∇). Dans le
cas singulier régulier, qui est en fin de compte celui qui nous importe le plus pour la
conjecture de Grothendieck, on peut décrire peut-être plus concrètement une C-forme
de ce groupe. Étant donné un plongement de K dans C, on peut considérer (E,∇)
comme un module à connexion intégrable sur la variété analytique X(C). Le groupe
de Galois différentiel « est » alors l’adhérence de Zariski du groupe de monodromie
usuel de (E,∇) ([34], Prop. 5.2). Dans tous les cas ([34], Prop. 4.5), la finitude du
groupe de Galois différentiel de (E,∇) équivaut à l’isotrivialité de (E,∇), soit encore
à l’existence d’une base de solutions algébriques.

Katz a proposé ([34], Conj. 9.2) une généralisation de la conjecture de Grothendieck
et prédit que l’algèbre de Lie du groupe de groupe de Galois différentiel de (E,∇) est
la plus petite sous-algèbre de Lie algébrique de gl(E) qui « contient », pour presque
tout p, les p-courbures ψp(∂). En fait, et c’est là l’objet principal de l’article [34], cette
généralisation et la conjecture de Grothendieck sont équivalentes : la véracité de la
conjecture de Grothendieck pour tout fibré à connexion intégrable implique celle de
Katz.

Enfin, signalons qu’un « q-analogue » de la conjecture de Grothendieck-Katz (pour
les équations aux q-différences) a été démontré par L. Di Vizio dans sa thèse (décembre
2000). La démonstration utilise le théorème 6.2 ci-dessous, l’un des Rv étant infini.

3.4. Exemples. — Revenons maintenant sur le théorème 2.6 concernant l’exacti-
tude de formes différentielles. Soit X une courbe algébrique lisse sur un corps de
nombres K et soit ω ∈ Γ(X,Ω1

X) une forme différentielle régulière sur X . On peut
considérer deux modules à connexion (nécessairement intégrables puisque X est une
courbe) :

E1 = OX , ∇f = df − fω(3.4.1)

E2 = O
2
X , ∇(f, g) = (df − ωg, dg).(3.4.2)

L’existence d’une section horizontale non nulle de E1 signifie ainsi exactement que ω
est une différentielle logarithmiquement exacte. Si E2 est engendré par ses sections
horizontales, il existe une telle section (f, g) avec g �= 0, donc g constante que l’on
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peut supposer égale à 1, et alors df = ω, ce qui signifie que ω est une différentielle
exacte. Dans les deux cas, l’hypothèse du théorème 2.6 sur la réduction modulo p de
ω pour presque tout nombre premier p est, d’après le théorème de Cartier, équivalente
à la nullité des p-courbures.

D’autre part, la définition même du groupe de Galois différentiel montre que c’est
un sous-groupe de Gm dans le cas de (E1,∇), tandis que (E2,∇) ayant un sous-fibré
horizontal (défini par q = 0), son groupe de Galois différentiel est un sous-groupe du
groupe de Borel ( ∗ ∗0 ∗ ). Ces deux groupes algébriques sont en particulier résolubles
et résoudre la conjecture de Grothendieck pour les modules à connexion intégrable
dont le groupe de Galois est résoluble démontre le théorème 2.6. Réciproquement, si
le groupe de Galois différentiel est résoluble, des dévissages ramènent la conjecture
de Grothendieck au cas du théorème 2.6, d’où le théorème ([4], §3, voir aussi [17],
théorème 2.9) :

3.5. Théorème (André). — Soit X une variété algébrique lisse sur un corps de
nombre et (E,∇) un fibré vectoriel à connexion intégrable sur X. Si la composante
neutre du groupe de Galois différentiel de (E,∇) est résoluble, alors (E,∇) vérifie la
conjecture de Grothendieck-Katz.

4. FEUILLETAGES

4.1. Soit X une variété algébrique lisse sur un corps K et soit F ⊂ TX un sous-fibré
vectoriel de son fibré tangent qui est involutif, c’est-à-dire stable par le crochet de
Lie sur TX . Si K ⊂ C, un tel fibré involutif définit un feuilletage holomorphe sur la
variété analytique X(C) : il existe dans un voisinage Ux de tout point x ∈ X(C) une
sous-variété analytique Y ⊂ Ux telle que pour tout y ∈ Y , l’espace tangent TyY à Y
en y soit égal à Fy ⊂ TyX (théorème de Frobenius). Cependant, une telle feuille n’est
en général pas un germe de sous-variété algébrique.

Si K est de caractéristique 0 et x ∈ X(K) un point rationnel, la variante formelle
du théorème de Frobenius fournit cependant une sous-variété formelle lisse de X
complété le long de x, la feuille formelle de F en x.

Si K est de caractéristique p, on dira que F est p-intégrable si c’est un sous-fibré
de TX stable par puissance p-ième.

Pour motiver cette définition, supposons maintenant que K soit un corps de
nombres et que la feuille formelle Ŷ passant par un point rationnel x ∈ X(K) soit
le germe d’une sous-variété algébrique Y . Pour presque tout nombre premier p, on
obtient par réduction modulo p une situation analogue (X,F, Y ) sur un corps fini de
caractéristique p. Comme les opérations de puissance p-ième sur TY et sur TX sont
compatibles, il en résulte que F est clos par puissance p-ième aux points de Y .
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Réciproquement, la généralisation de la conjecture de Grothendieck aux feuilletages
(formulée par Ekedahl et Shepherd-Barron dans [24], conjecture F) prédit que les
feuilles formelles d’un tel sous-fibré involutif F ⊂ TX qui pour presque tout nombre
premier p est p-intégrable sont des sous-variétés algébriques.

Avant d’énoncer le théorème de Bost, quelques rappels d’analyse complexe s’im-
posent.

4.2. Il est bien connu que toute fonction holomorphe bornée sur l’espace affine Cn

est constante : c’est le théorème de Liouville. Plus généralement, toute fonction pluri-
sousharmonique majorée sur Cn est constante. Rappelons qu’une fonction ψ sur une
variété analytique complexe M à valeurs dans R ∪ {−∞} est dite plurisousharmo-
nique si :

– elle est semicontinue supérieurement ;
– elle n’est identiquement −∞ sur aucune composante connexe de M ;
– pour toute fonction holomorphe f : D(0, 1) → M du disque unité fermé de C

dans M , on a l’inégalité

(4.2.1) ψ(f(0)) � 1
2π

∫ 2π

0

ψ(f(eiθ)) dθ.

Par exemple, pour toute fonction holomorphe ϕ non nulle, log |ϕ| est une fonction
plurisousharmonique.

Suivant la terminologie de [17], nous dirons ainsi qu’une variété analytique com-
plexe connexe M vérifie la propriété de Liouville si toute fonction plurisousharmo-
nique majorée surM est constante. Si X est une variété algébrique complexe connexe
lisse, on peut démontrer que X(C) satisfait la propriété de Liouville. Dans le cas
compact, cela résulte du principe du maximum ; dans le cas général, on peut par
exemple remarquer que le complémentaire d’un fermé analytique (strict) dans une
variété qui satisfait la propriété de Liouville le satisfait aussi. Tout groupe de Lie
complexe connexe vérifie la propriété de Liouville.

4.3. Théorème (Bost). — Soit X une variété algébrique lisse sur un corps de
nombres K contenu dans C, soit F un sous-fibré involutif de TX et soit x ∈ X(K)
un point rationnel. Supposons que les deux conditions suivantes sont satisfaites :

– pour presque tout nombre premier p, la réduction modulo p de F est un sous-fibré
p-intégrable ;

– il existe une variété analytique complexe M satisfaisant la propriété de Liouville,
un point O ∈M , une application holomorphe ψ deM vers la feuille en x du feuilletage
holomorphe induit par F sur X(C) telle que ψ(O) = x et telle que ψ soit biholomorphe
d’un voisinage de O vers un voisinage de x dans cette feuille.

Alors, la feuille formelle de F passant par x est algébrique.
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4.4. Les équations différentielles issues de fibrés vectoriels à connexion fournissent
naturellement des feuilletages. Plus généralement, si G est un groupe algébrique sur
un corps de nombresK, un G-fibré principal à connexion sur uneK-variété algébrique
lisse B est un G-fibré principal X → B (c’est-à-dire un G-torseur sur B) muni d’un
scindage G-équivariant de la suite exacte de G-fibrés vectoriels sur X ,

(4.4.1) 0→ TX/B → TX → TB → 0.

Dans ce cas, l’image de TB par la section fournit un feuilletage G-équivariant sur X .
À l’aide du théorème 4.3, on peut alors démontrer certains cas de la conjecture

de Grothendieck, par exemple le théorème 2.6 ou le théorème 3.5, si l’on établit
que la condition d’uniformisation est automatiquement remplie. Après dévissages, le
théorème 3.5 se ramène au cas où la base B est une courbe et le groupe G connexe
commutatif. Utilisant le morphisme d’addition Gd → G, on peut alors étendre le
G-fibré à connexion (X,∇) sur B, en un autre (Xd,∇) sur la puissance symétrique
d-ième de B (qui contient B une fois fixé un point base). Le point est que pour d assez
grand, le revêtement universel d’une telle puissance symétrique vérifie la propriété de
Liouville.

4.5. Proposition. — Soit C une courbe algébrique complexe lisse connexe. Pour
tout entier d assez grand, le revêtement universel du produit symétrique SymdC sa-
tisfait la propriété de Liouville.

Soit C la complétion projective lisse de C, g son genre et s le cardinal de S = C \C.
Il est démontré dans [17] qu’il suffit de prendre d � max(2, g, g + s− 1). Cependant,
si d > 2g − 2 + s, Symd C est un fibré en espaces affines (projectifs si s = 0) au-
dessus de la jacobienne généralisée JacS C définie par le module S. Son revêtement
universel est l’image réciproque par l’application exponentielle Lie JacS C → JacS C
de ce fibré affine (resp. projectif). Il vérifie la condition de Liouville. Si S �= ∅, c’est
même l’espace affine de dimension d.

4.6. Dans [38], Miyaoka démontre un théorème d’algébricité pour les feuilles de cer-
tains feuilletages algébriques. Il procède essentiellement en construisant des courbes
rationnelles tangentes au feuilletage. Le point de départ de la démonstration est ainsi
l’existence d’une famille dense de courbes le long desquelles le fibré involutif définis-
sant le feuilletage a un degré strictement positif. Les feuilles obtenues sont faiblement
rationnellement connexes : deux points quelconques peuvent être reliés par une suite
de courbes rationnelles.

Le théorème 4.3 admet un analogue géométrique, découvert très récemment de
manière indépendante par Bogomolov et McQuillan [12] d’une part, en liaison avec
les travaux de Miyaoka, et par Bost, d’autre part. L’énoncé en est le suivant.

4.7. Théorème. — Soit k un corps, disons algébriquement clos et soit V0 une sous-
variété connexe projective lisse d’une variété quasi-projective X définie sur k. On
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suppose que V0 n’est pas réduite à un point. Soit V̂ une sous-variété formelle lisse du
complété formel de X le long de V0 et contenant V0.(2) On suppose que le fibré normal
de V0 dans V̂ , NV0 V̂ est ample. Alors, V̂ est algébrique : l’adhérence de Zariski de V̂
dans X a même dimension que V̂ .

Autrement dit, il existe une sous-variété algébrique Y de X contenant V0 dont V̂
est l’une des « branches » le long de V0.

La démonstration est étonnamment simple et, après tout, l’idée n’est pas si diffé-
rente de celle qui conduira à la démonstration du théorème 4.3. Précisons un peu les
analogies entre ces deux théorèmes. Dans le théorème 4.3, il faut interpréter la variété
X sur le corps de nombres K comme un germe de variété X au-dessus de la « courbe
arithmétique » Spec oK . Le point rationnel x fournit alors une section, c’est-à-dire
quelque chose comme une courbe tracée sur X qui est l’analogue arithmétique de la
sous-variété V0 du théorème 4.7. Dans le théorème 4.3, l’algébricité de la feuille est
plus simple à concevoir : dans ce cas, il existe effectivement une variété algébrique
dont le complété formel en x s’identifie à la feuille formelle passant par x.

Remplaçons X par l’adhérence de Zariski de V̂ , c’est-à-dire la plus petite sous-
variété algébrique contenant V0 et dont le complété formel le long de V0 contient
V̂ . Notons N = NV0 V̂ , v0 = dimV0 et v = dim V̂ = v0 + rangN , de sorte que la
conclusion du théorème est que v = dimX . Soit L la restriction à X du fibré en
droites O(1) sur l’espace projectif. L’hypothèse que X est l’adhérence de Zariski de
V̂ signifie que pour tout entier D � 0, l’opération de restriction des sections de LD

de X à V̂ définit une injection de k-espaces vectoriels

(4.7.1) Γ(X,LD) ↪→ Γ(V̂ , LD).

Nous allons filtrer l’espace vectoriel ED = Γ(V̂ , LD) par l’ordre d’annulation le long
de V0. Si n est un entier � 1, notons Vn le voisinage infinitésimal d’ordre n de V0 dans
V̂ . Notons ED

0 = ED et, si n � 1, soit ED
n l’ensemble des sections de ED

0 dont la
restriction à Vn−1 est nulle. Une section s de ED

n possède un jet d’ordre n le long de
V0 ; c’est une section sur V0 de LDV0

⊗SymnN∨, nulle si et seulement si s appartient à
ED
n+1. Par passage aux sous-quotients, on déduit de l’injection (4.7.1) des injections,

pour tous n et D,

(4.7.2) ED
n /E

D
n+1 ↪→ Γ(V0, L|DV0

⊗ SymnN∨) = Γ(P(N∨), π∗L|DV0
⊗ OP(N∨)(n)),

où l’on a noté π : P(N∨)→ V0 le fibré projectif associé à N∨ au-dessus de V0. Comme
P(N∨) est une variété projective sur k de dimension v − 1, il existe une constante c
telle que pour tous D et n, on ait la majoration

(4.7.3) dimk Γ(P(N∨), π∗LD ⊗ OP(N∨)(n)) � c(1 + n+D)v−1.

(2)Lorsque k = C est le corps des nombres complexes, une sous-variété analytique V d’un voisinage

ouvert U de V0(C) dans X(C) contenant V0(C) ∩ U en fournit un excellent exemple.
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D’autre part, l’hypothèse d’amplitude sur N et le théorème d’annulation de Serre
impliquent qu’il existe un entier λ � 1 tel que si n � λD et D � λ,

(4.7.4) Γ(V0, L|DV0
⊗ SymnN∨) = 0.

Il en résulte que pour tout entier D � λ, on a l’inégalité
(4.7.5)

dimk Γ(X,LD) =
∞∑
n=0

dimnE
D
n /E

D
n+1 �

λD−1∑
n=0

c1(1 + n+D)v−1 � cλ(1 + λ)v−1Dv.

Par suite, dimk Γ(X,LD) = O(Dv). D’après le théorème de Hilbert, on a dimX = v,
ainsi qu’il fallait démontrer.

5. FRAGMENTS DE THÉORIE D’ARAKELOV

Nous résumons maintenant les quelques définitions et résultats de théorie d’Arake-
lov dont nous aurons besoin. Le lecteur intéressé trouvera des compléments importants
dans les références [47, 45, 16, 44].

5.1. Soit K un corps de nombres ; notons oK son anneau d’entiers. Les valeurs ab-
solues sur K sont de deux types. Celles qui sont non-archimédiennes (on dit aussi
finies) sont associées à un idéal premier p de oK ; on note vp : K× → Z, la valuation
associée et |·|

p
la valeur absolue correspondante, normalisées de sorte que, si π est

une uniformisante, vp(π) = 1 et log |π|
p
= − log#(oK/p). Si Kp désigne le complété

p-adique de K et p la caractéristique du corps résiduel oK/p, on a ainsi

(5.1.1) log |p|
p
= −[Kp : Qp] log p.

Les valeurs absolues archimédiennes (ou infinies) sont associées à un plongement
σ : K ↪→ C, mais deux plongements conjugués fournissent la même valeur absolue. Si
σ : K ↪→ C est un tel plongement, on définit εσ = 1 si σ est réel et 2 sinon, et on a,
si x ∈ K,

(5.1.2) log |x|σ = εσ log |σ(x)| .

On notera aussi Kσ = R ou C suivant que σ est réel ou complexe. On a ainsi εσ =
[Kσ : R].

Notons ΣK l’ensemble des valuations sur K ainsi définies ; on notera aussi ΣK,f et
ΣK,∞ les ensembles de valuations non-archimédiennes et archimédiennes respective-
ment. Avec ces normalisations, on a la formule du produit :

(5.1.3) si x ∈ K \ {0},
∏

v∈ΣK

|x|v = 1.
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Définition 5.1. — Un oK-fibré vectoriel hermitien E = (E, ‖σ‖) est la donnée d’un
oK-module projectif de rang fini E, ainsi que pour tout σ ∈ ΣK,∞, d’une norme
hermitienne sur l’espace vectoriel Eσ = C ⊗oK,σ E, invariante par la conjugaison
complexe si σ est réelle.

Il revient au même de considérer une norme hermitienne invariante par conjugaison
sur l’espace vectoriel complexe C⊗Z E.

Soit E un oK-fibré vectoriel hermitien. Si p est un idéal premier de oK , on peut
aussi définir une norme p-adique sur l’espace vectoriel Ep = Kp⊗oK E : par définition,
si e ∈ Ep,

(5.1.4) ‖e‖
p
= inf{|a|

p
; a ∈ K×p , ae ∈ op ⊗oK E}.

5.2. Plus généralement, si X est un Z-schéma de type fini et plat, un fibré vecto-
riel hermitien E = (E, ‖‖) sur X est la donnée d’un fibré vectoriel E sur X ainsi
que d’une métrique hermitienne sur le fibré vectoriel holomorphe EC sur l’espace
analytique complexe X (C), supposée invariante par conjugaison complexe.

On peut effectuer, sur ces fibrés vectoriels hermitiens, un certain nombre de
constructions standard : image réciproque par un morphisme X ′ → X ; somme
directe, munie de la norme somme directe orthogonale ; sous-fibré, muni de la norme
induite ; fibré quotient, muni de la norme quotient ; modules d’homomorphismes, en
particulier duaux ; produit tensoriel, puissances symétriques et extérieures (toutes
deux quotients du produit tensoriel).

5.3. Soit X un oK-schéma de type fini et plat. Si σ est un plongement de K dans C,
notons Xσ(C) = X ⊗oK ,σC, de sorte que X (C) est la réunion disjointe des Xσ(C).
Si E est un fibré vectoriel hermitien sur X et si X est propre, Γ(X , E) est un oK-
module projectif de rang fini. On peut le munir d’une structure de oK-fibré vectoriel
hermitien comme suit. Fixons µ une mesure « de Lebesgue » surX (C) (voir [17] pour
la définition précise ; quandX (C) est lisse de dimension complexe d c’est une mesure
qui, en coordonnées locales zj = xj + iyj, s’écrit ω(x)dx1dy1 . . . dxddyd où ω est une
fonction C∞ strictement positive). Alors, on définit pour tout e ∈ Γ(X , E) et tout
plongement complexe σ : K ↪→ C,

(5.3.1) ‖e‖σ =

(∫
Xσ(C)

‖e(x)‖2σ dµ(x)

)1/2

.

On définit aussi une norme sup. :

(5.3.2) ‖e‖∞,σ = sup
x∈Xσ(C)

‖e(x)‖σ .

Un lemme élémentaire relie ces deux normes.
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5.4. Lemme. — Si de plus E est un fibré en droites hermitien sur X , il existe une
constante C telle que pour tout σ : K ↪→ C, tout entier D � 1 et tout e ∈ Γ(X , ED),
on ait l’encadrement

(5.4.1) ‖e‖σ � C ‖e‖∞,σ � CD ‖e‖σ .

5.5. Un oK-fibré vectoriel hermitien E de rang 1 possède un degré, défini par

(5.5.1) d̂egE = log#(E/oKe)−
∑

σ : K↪→C

log ‖e‖σ ,

e étant un élément non nul quelconque de E ; le fait que la formule n’en dépende
pas résulte de la formule du produit. Plus généralement, pour tout élément non nul
e ∈ EK , on a

(5.5.2) d̂egE = −
∑
v∈ΣK

log ‖e‖v .

On définit plus généralement le degré d’un oK-fibré vectoriel hermitien E de rang
d � 1 comme celui de sa puissance extérieure maximale

∧d
E. On définit aussi la

pente de E, notée µ̂(E), comme le quotient de son degré par son rang.

Si E, E′ et F sont trois oK-fibrés vectoriels hermitiens, F étant un sous-fibré de
E, on a les formules

d̂egE∨ = − d̂egE,(5.5.3)

d̂egE = d̂egF + d̂eg(E/F ),(5.5.4)

µ̂(E ⊗ E′) = µ̂(E) + µ̂(E′).(5.5.5)

D’après le théorème des facteurs invariants et la théorie des déterminants de Gram,
si (e1, . . . , ed) est une famille linéairement indépendante d’éléments de E, on a

(5.5.6) d̂egE = log#(E/(oKe1 + · · ·+ oKed))−
1
2

∑
σ : K↪→C

log det
(
〈ej , ek〉σ

)
.

En utilisant l’inégalité d’Hadamard, on en déduit que pour toute famille génératrice
(e1, . . . , er) de K ⊗ E,

(5.5.7) µ̂(E) � −
∑
v∈ΣK

log max
1�j�r

‖ej‖v .

5.6. Proposition. — Soit X un oK-schéma propre et plat et soit L un fibré en
droites hermitien sur X . Si D est un entier � 0, notons ED le oK-fibré vectoriel
hermitien défini par Γ(X , LD). Si L est ample, il existe une constante c ∈ R telle
que pour tout entier D � 0, on ait

(5.6.1) µ̂(ED) � −cD.
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Pour la démonstration, combiner l’inégalité (5.5.7), le lemme 5.4 et le fait que la
K-algèbre graduée

⊕
D Γ(XK , L

D) est de type fini.

En appliquant l’inégalité (5.5.7) au fibré dual E∨, on démontre que lorsque F
parcourt les sous-fibrés vectoriels hermitiens de E, l’ensemble des pentes µ̂(F ) est
majoré. La borne supérieure (en fait, un maximum) est la plus grande pente de E et
est notée µ̂max(E). Le comportement précis de µ̂max par produit tensoriel est délicat.
Si E et L sont deux oK-fibrés vectoriels hermitiens, L étant de rang 1, on a

(5.6.2) µ̂max(E ⊗ L) = µ̂max(E) + d̂egL

Pour des puissances symétriques, on établit le comportement asymptotique :

5.7. Lemme. — Soit E un oK-fibré vectoriel hermitien. Il existe une constante c ∈ R
telle que pour tout entier k � 0,

(5.7.1) µ̂max(Symk E) � ck.

Soit F un sous-fibré de Symk E. Il correspond par dualité à un quotient G du
fibré hermitien (Symk E)∨, lequel s’identifie au sous-fibré hermitien ΓkE∨ de (E∨)⊗k

fixé par l’action du groupe symétrique Sk. Soit (e1, . . . , er) une base de E∨K . Si n =
(n1, . . . , nr) ∈ Nr avec

∑r
i=1 ni = k, soit fn l’orbite du tenseur en1

1 ⊗ · · · ⊗ enrr sous
l’action de Sk. Pour toute place finie v de K, on a ainsi

‖fn‖v � max(‖e1‖v , . . . , ‖er‖v)k

tandis que pour toute place archimédienne v,

‖fn‖v � k!
n1! . . . nr!

max(‖e1‖v , . . . , ‖er‖v)k � rk max(‖e1‖v , . . . , ‖er‖v)k.

Les fn forment une base de ΓkE∨K . L’inégalité (5.5.7) appliquée à leurs images dans
G jointe à l’égalité µ̂(G) = − µ̂(F ) implique ainsi que

µ̂(F ) � k
(
[K : Q] log r +

∑
v∈ΣK

logmax(‖e1‖v , . . . , ‖er‖v)
)
,

comme il fallait démontrer.

5.8. Remarque. — En utilisant les résultats de Zhang [48] qui fournissent une
« presque-base orthonormée » de E, Bost a donné une version explicite du lemme 5.7,
cf. [27]. Par ailleurs, dans la situation de la proposition 5.6, l’existence et le calcul
de la limite de µ̂(ED)/D, lorsque D → +∞, est le théorème de Hilbert-Samuel
arithmétique, cf. [26, 1, 40].
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5.9. Soit E et F deux oK-fibrés vectoriels hermitiens et soit ϕ : EK → FK une
application K-linéaire injective. Pour toute valuation v ∈ ΣK , définissons la hauteur
de ϕ en v par

(5.9.1) hv(ϕ) = log ‖ϕ‖v = log sup
e∈Ev\{0}

‖ϕ(e)‖v
‖e‖v

.

Pour tout v sauf pour un nombre fini, hv(ϕ) = 0, si bien qu’on peut définir la hauteur
(globale) de ϕ par la formule

(5.9.2) h(ϕ) =
∑
v∈ΣK

hv(ϕ).

En combinant les définitions et l’inégalité de Hadamard, on établit alors l’inégalité de
pentes sur laquelle toute l’histoire qui va suivre est fondée :

(5.9.3) µ̂(E) � µ̂max(F ) + h(ϕ).

Plus précisément, nous aurons besoin de la variante « filtrée » de cette inégalité de
pentes, dont la démonstration est immédiate à partir de l’inégalité précédente et de
la formule (5.5.4).

5.10. Proposition. — Soit E et (G(n))n�0 des oK-fibrés vectoriels hermitiens. Soit
FK un K-espace vectoriel muni d’une filtration décroissante séparée (F (n)

K )n�0 et,
pour tout entier n � 0, un isomorphisme F (n)

K /F
(n+1)
K 	 G(n)

K .

Soit ϕ : EK → FK une application linéaire injective. Pour tout n � 0, soit E(n) le
oK-fibré vectoriel hermitien défini par E(n) = ϕ−1(F (n)

K ), muni des normes induites
par E et soit ϕ(n)K l’application linéaire induite E(n)

K → G
(n)
K .

Alors, on a l’inégalité

(5.10.1) d̂egE �
∞∑
n=0

rang(E(n)/E(n+1))
(
µ̂max(G(n)) + h(ϕ(n))

)
.

(C’est une somme finie si l’on convient que l’expression entre parenthèses est nulle
lorsque que E(n) = E(n+1).)

6. UN PREMIER THÉORÈME D’ALGÉBRICITÉ

L’article d’André [4] (voir aussi [3]) repose sur un théorème d’algébricité d’une série
formelle, sorte d’analogue du théorème de Borel-Dwork. Nous donnons ici une démons-
tration de ce théorème qui utilise le formalisme introduit au chapitre précédent. Pour
alléger les notations, nous nous contentons d’une variable quoique la généralisation
du critère de Pólya cité à la fin du chapitre 2 en nécessite plusieurs.
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6.1. Soit K un corps de nombres et soit y =
∑∞

n=0 anx
n une série formelle à coeffi-

cients dans K. On définit trois invariants, ρ, σ et τ :

ρ(y) =
∑
v∈ΣK

lim
n→∞

1
n

sup
m�n

log+ |am|v ,(6.1.1)

σ(y) = lim
n→∞

∑
v∈ΣK

1
n

sup
m�n

log+ |am|v ,(6.1.2)

τ(y) = inf
S⊂ΣK
S finie

lim
n→∞

∑
v∈ΣK\S

1
n

sup
m�n

log+ |am|v .(6.1.3)

(Si x ∈ R, log+(x) = logmax(1, x).) Si S est une partie de ΣK , ρS(y) et σS(y)
désigneront les quantités analogues à ρ(y) et σ(y) où seules les places de S sont prises
en compte. Par exemple, il vient ainsi τ(y) = infS σS(y). Notons de plus Rv(y) le
rayon de convergence v-adique de la série y ; on a pour toute ensemble S de places
l’égalité ρS(y) =

∑
v∈S log+Rv(y)−1.

S’il existe un ensemble fini de places S ⊂ ΣK telles que les coefficients de y soient
S-entiers, on a τ(y) = 0. Dans ce cas, ρ(y) < ∞ si et seulement si pour toute place
v ∈ S, le rayon de convergence v-adique de la série y n’est pas nul.

Soit v une place de K. Une uniformisation v-adique simultanée de x et y dans
le disque « ouvert » D(0, Rv) ⊂ Kv est la donnée de deux fonctions méromorphes
v-adiques ϕ et ψ vérifiant

– ϕ(0) = 0 et ϕ′(0) = 1 ;
– y(ϕ(z)) est le germe en l’origine de la fonction méromorphe ψ(z).

C’est ainsi, en quelque sorte, une uniformisation (méromorphe) du graphe de y par le
disqueD(0, Rv). (Par définition, une fonction méromorphe surD(0, Rv) est le quotient
de deux fonctions analytiques sur ce disque.)

On parle d’uniformisation triviale si de plus ϕ est l’identité.

La première partie du théorème suivant est due à André ([4], théorème 2.3.1), la
seconde est essentiellement le critère de Borel-Dwork.

6.2. Théorème. — Soit y ∈ K[[x]] telle que τ(y) = 0 et ρ(y) <∞. On suppose que
pour toute place v de K, il existe une uniformisation v-adique simultanée de x et y
dans un disque D(0, Rv). Si

∏
Rv > 1, alors y est une fonction algébrique.

Si de plus les uniformisations sont triviales pour tout v, alors y est une fonction
rationnelle.

La fin de ce chapitre est consacrée à la démonstration du théorème 6.2.
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6.3. Soit d et D deux entiers � 1 et soit Ed,D ⊂ oK [X,Y ] le oK-module libre des
polynômes de degrés � d en X et � D en Y . On le munit des normes hermitiennes
induites par la base standard aux places archimédiennes, d’où un oK-fibré vectoriel
hermitien Ed,D de rang (d+ 1)(D + 1) et de degré arithmétique nul.

Soit FK = K[[x]] et soit ϕ : Ed,D;K → FK l’application linéaire définie par
P $→ P (x, y(x)). En filtrant K[[x]] par l’ordre d’annulation en l’origine, soit
F
(k)
K = xkK[[x]], on est dans la situation de la proposition 5.10, où pour

tout k � 0, G(k) = oK muni de la norme triviale ‖1‖σ = 1 ; en particulier,
d̂egG(k) = µ̂max(G(k)) = 0.

On raisonne par l’absurde. Supposons que y n’est pas une fonction algébrique.
Alors, pour tous d et D, l’application linéaire ϕ est injective. Si y n’est pas une
fonction rationnelle, l’application ϕ est injective pour D = 1 et tout entier d � 1.
L’inégalité de pentes de la proposition 5.10 s’écrit ainsi

(6.3.1) 0 �
∞∑
n=0

rang(E(n)
d,D/E

(n+1)
d,D )h(ϕ(n)).

Le reste de la démonstration consiste à majorer convenablement h(ϕ(n)) de sorte
à contredire l’inégalité précédente. Pour cela, on utilise deux types d’estimations :
1o) pour presque toute place, une majoration « triviale » (lemme 6.7) qui repose sur
les hypothèses τ(y) = 0 et ρ(y) < ∞, et 2o) pour un nombre fini de places, une
majoration fondée sur le lemme de Schwarz, sous la forme :

6.4. Lemme. — Soit v une place de K et soit f une fonction analytique bornée sur
le disque D(0, Rv) ⊂ Kv. Si f s’annule à l’ordre n en 0, on a∣∣∣∣ 1n!f (n)(0)

∣∣∣∣
v

� R−nv ‖f‖Rv
.

6.5. Plaçons-nous dans le cas d’une uniformisation triviale en une place v de K et
supposons qu’il existe une fonction méromorphe ϕ sur le disque D(0, Rv) dont y soit
le développement de Taylor en l’origine. Si R′v < Rv, il existe alors des fonctions
analytiques bornées sur le disque D(0, R′v) telles que ϕ = f/g et g(0) = 1. Soit n � 0
et soit P ∈ E(n)

d,D. Si P =
∑D

i=0 Pi(X)Y i, où pour tout i, degPi � d, définissons une
fonction analytique bornée h sur D(0, R′v) par

h(x) = g(x)DP (x, y(x)) =
D∑
i=0

Pi(x)f(x)ig(x)D−i.

Comme g(0) = 1 et comme P (x, y(x)) est supposé être d’ordre au moins n en l’origine,
on a

ϕ(n)(P ) =
1
n!
∂n

∂xn
P (x, y(x))|x=0 =

1
n!
∂n

∂xn
h(x)|x=0.
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D’après le lemme de Schwarz, on a alors∣∣∣ϕ(n)(P )
∣∣∣
v

� R′−nv R′dv max(‖f‖R′
v
, ‖g‖R′

v
)D ‖P‖v

multiplié par rangEd,D si v est une place archimédienne. On en déduit qu’il existe
une constante Cv telle que l’on ait pour tous n, d, D, l’inégalité

(6.5.1) hv(ϕ(n)) � (d− n) logR′v +DCv

auquel il faut ajouter log rangEd,D si v est archimédienne.

6.6. Dans le cas d’une uniformisation simultanée générale, le même raisonnement
fournit l’existence pour tout réel R′v < Rv d’une constante Cv telle que l’on ait pour
tous n, d, D, l’inégalité

(6.6.1) hv(ϕ(n)) � −n logR′v + (d+D)Cv

auquel il faut encore ajouter log rangEd,D si v est archimédienne.

6.7. Lemme. — Pour tout ensemble de places T ⊂ ΣK , et pour tout ε > 0, il existe
une constante CT (ε) telle que l’on ait la majoration∑

v∈T
hv(ϕ(n)) � n

(
ρT (y) + ε(1 + logD)

)
+ CT (ε)

+ [K : Q] log rangEd,D + [K : Q](D + 1) logn.

(On peut omettre les deux derniers termes si T ne contient pas de places archimé-
diennes.)

Si j � 0, introduisons le développement en série de yj, y =
∑∞

m=0 a
(j)
m xm, où les

a
(j)
m sont dansK. Constatons que l’application ϕ(n) associe à un polynôme P ∈ Ed,D;K

tel que P (x, y(x)) ∈ xnK[[x]] le coefficient de xn dans P (x, y(x)). Ainsi, si v est une
place finie, on a l’estimée évidente :

(6.7.1) hv(ϕ(n)) � sup
m�n
j�D

log+
∣∣∣a(j)m

∣∣∣
v
.

Lorsque v est une place archimédienne, il faut rajouter log rangEd,D + (D + 1) logn.
Par suite, pour toute place v de K,

lim
1
n
hv(ϕ(n)) � sup

j�D
lim
n

sup
m�n

1
n

log+
∣∣∣a(j)m

∣∣∣
v

� sup
j�D

log+Rv(yj)−1,

Rv(yj) désignant le rayon de convergence v-adique de la série yj . Mais ce rayon n’est
autre que celui de y, si bien que

lim
1
n
hv(ϕ(n)) � log+Rv(y)−1.

D’autre part, si v est une place finie de K et si j � D, a(j)m est majoré par le
maximum des produits am1 . . . amj , pour m1 + · · · + mj = j. Si ce maximum est

ASTÉRISQUE 282
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atteint en (m1, . . . ,mj), on peut supposer m1 � m2 � · · · � mj , si bien que pour
tout i � j, mi � j/i. On en déduit la majoration

sup
m�n
j�D

log+
∣∣∣a(j)m

∣∣∣
v

�
D∑
j=1

sup
r�n/j

log+ |ar|v .

d’où finalement

(6.7.2)
1
n
hv(ϕ(n) �

D∑
j=1

1
n

sup
m�n/j

log+ |am|v .

Soit T1 une partie finie de T contenant les places archimédiennes. En décomposant
la somme sur les places v ∈ T suivant T1 et son complémentaire, on obtient

lim
1
n

∑
v∈T

hv(ϕ(n)) �
∑
v∈T1

log+Rv(y)−1 +
D∑
j=1

1
j
lim

1
n

∑
v∈T\T1

sup
m�n

log+ |am|v ,

c’est-à-dire

lim
1
n

∑
v∈T

hv(ϕ(n)) � ρT1(y) +

 D∑
j=1

1
j

 σT\T1(y).

Prenant T1 arbitrairement grand et utilisant le fait que τ(y) = infS σS(y) = 0, on
obtient la majoration voulue.

6.8. Démontrons maintenant le théorème d’algébricité. Soit S ⊂ ΣK un ensemble
fini de places contenant les places archimédiennes. Par souci d’allègement, on note
E = Ed,D. On note aussi C′v = log rangE pour v archimédienne et C′v = 0 pour v
finie.

Compte tenu du lemme 6.7 et de la majoration (6.6.1) pour toute place v ∈ S,
l’inégalité de pentes (6.3.1) entrâıne

0 �
∑
v∈S

∞∑
n=0

rang(E(n)/E(n+1)) (−n logR′v + (d+D)Cv + C′v)

+ CS(ε) rangE +
∞∑
n=0

n rang(E(n)/E(n+1))(ρS(y) + ε(1 + logD)),
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d’où, utilisant que
∑

n rang(E(n)/E(n+1)) = rangE,

(6.8.1)
∞∑
n=0

n rang(E(n)/E(n+1)) log
∏
v∈S

R′v

�
(
(d+D)

∑
v∈S

Cv + CS(ε) + [K : Q] log rangE

)
rangE

+
∞∑
n=0

n rang(E(n)/E(n+1))(ρS(y) + ε(1 + logD)).

Nous pouvons minorer ∆ =
∑
n rang(E(n)/E(n+1)) de la façon suivante. Par

construction, rang(E(n)/E(n+1)) � rangG(n) = 1. Il en résulte que rangE(n) �
rangE − n et par suite,

∞∑
n=0

n rang(E(n)/E(n+1)) =
∞∑
n=1

rangE(n)

�
rangE∑
n=1

(rangE − n) = 1
2
rangE(rangE − 1).(6.8.2)

Faisons maintenant tendre d vers +∞, D restant fixe. On a ainsi ∆ # d2D2, si
bien que rangE log rangE = o(∆) et

lim
(d+D) rangE

∆
� 2
D + 1

.

En divisant les deux membres de l’inégalité (6.8.1) par
∑
n rang(E(n)/E(n+1)), on

obtient l’inégalité

log
∏
v∈S

R′v � ρS(y) + ε(1 + logD) +
1
D

∑
v∈S

Cv.

On peut alors faire tendre ε vers 0, puis D vers l’infini, et enfin R′v vers Rv dans cette
inégalité et l’on obtient

(6.8.3) log
∏
v∈S

Rv � ρS(y).

Comme ρ(y) <∞, le membre de droite peut être rendu arbitrairement petit quitte à
augmenter S, mais ceci contredit alors l’hypothèse que

∏
v∈ΣK Rv > 1.

6.9. Pour démontrer la seconde partie du théorème, on fixe encore un ensemble fini
S ⊂ ΣK contenant les places archimédiennes. On raisonne par l’absurde en supposant
que y n’est pas rationnelle. Si D = 1, l’application linéaire ϕ est donc injective pour
tout entier d � 1. On introduit un nouveau paramètre N et on utilise la majoration
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de hv(ϕ(n)) fournie par le lemme 6.7 si v �∈ S ou si n < N et par l’estimée (6.5.1)
sinon. On obtient ainsi l’inégalité

0 � C�S(ε) rangE + (ρ�S(y) + ε)
∞∑
n=0

n rang(E(n)/E(n+1))

+
∑
v∈S

∑
n�N

((d− n) logR′v +DCv + C′v) rang(E
(n)/E(n+1))(6.9.1)

+
∑
n<N

rang(E(n)/E(n+1))(CS(ε) + [K : Q] log rangE + 2[K : Q] logn)

+ (ρS(y) + ε)
∑
n<N

n rangE(n)/E(n+ 1).

Compte tenu de la majoration rang(E(n)/E(n+1)) � 1, on a la majoration

∆N =
∑
n<N

n rang(E(n)/E(n+1)) �
∑
n<N

n = N(N − 1)/2.

On fixe un paramètre λ et on pose N = :2λd;. Lorsque d tend vers l’infini, mais bien
sûr, D = 1, de sorte que rangE = 2(d+ 1) et N ∼ λ rangE. Puisque

∆ =
∞∑
n=0

n rang(E(n)/E(n+1)) � 1
2
rangE(rangE − 1),

on a lim (∆N/∆) � λ2. De plus, si λ � 1/2, on aN � d et on constate que rangE(N) =
rangE −N , si bien que

lim
d→+∞

d rangE(N)

∆
� 1− λ.

Après division des deux membres par ∆ et passage à la limite, l’inégalité (6.9.1)
devient

0 � (ρ�S(y) + ε) + λ
2(ρS(y) + ε) + (λ2 − λ) log

∏
v∈S
R′v,

d’où, si ε tend vers 0 et R′v vers Rv,

λ(1− λ) log
∏
v∈S

Rv � ρ�S(y) + λ
2ρS(y).

Comme ρS(y) � ρ(y), cette inégalité contredit l’hypothèse
∏

v∈ΣK Rv > 1, lorsque S
est assez grand.

(Il n’est pas certain que cette démonstration du théorème de Borel-Dwork soit plus
simple que la démonstration originelle, cf. [15], [21] ou [2].)
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7. ALGÉBRICITÉ DE SOUS-VARIÉTÉS FORMELLES

7.1. Nous voulons maintenant indiquer la démonstration du théorème 4.3. Rappelons
la situation : X est une variété algébrique lisse sur un corps de nombres K, P est un
point de X(K) et F est un sous-fibré involutif de TX qui, modulo p pour presque tout
nombre premier p, est stable par puissance p-ième. On suppose de plus qu’il existe un
plongement σ0 : K ↪→ C tel que la feuille passant par P du feuilletage holomorphe de
Xσ0(C) induit par F est « uniformisée par l’espace affine ». C’est une hypothèse plus
contraignante que celle du théorème 4.3 mais suffisante pour établir le théorème 2.4.

On veut alors en déduire que ladite feuille est une sous-variété algébrique de X ,
ou encore, si V̂ désigne la feuille formelle de F en P , qu’il existe une sous-variété
algébrique V de X dont V̂ est le complété en P .

Soit Y l’adhérence de Zariski de V̂ dans X , c’est-à-dire la plus petite sous-variété
algébrique de X dont le complété en P contient V̂ . Il suffit de démontrer que dimY =
dim V̂ car cette hypothèse implique que Y est automatiquement lisse et une feuille
du flot F . On peut aussi supposer que X est projective (mais X n’est alors lisse que
dans un voisinage de P ) ; Y est alors projective. Soit L un fibré inversible ample
sur X . L’hypothèse que Y est l’adhérence de V̂ signifie que pour tout entier D � 0,
l’homomorphisme de restriction à V̂ ,

(7.1.1) ϕD : Γ(Y, LD)→ Γ(V̂ , LD)

est injectif.

Sous l’hypothèse que V̂ n’est pas algébrique, c’est-à-dire que dimY > dim V̂ , nous
voulons contredire cette injectivité. Nous allons pour cela utiliser l’inégalité de pentes
(prop. 5.10). Plaçons-nous ainsi dans le contexte du chapitre 5. Choisissons des mo-
dèles entiers de toute la situation :

– un oK-schéma propre et plat X tel que X ⊗K = X ;
– une section εP : Spec oK →X prolongeant P ∈ X(K) ;
– l’adhérence schématique Y de V̂ (ou de Y ) dans X ;
– un fibré inversible L sur X dont la restriction à X est égale à L.

On note t∨ l’image de ε∗PΩ1
Y /oK

dans Ω1
Y/K,P ; c’est un oK-module projectif de

rang dimY . Choisissons aussi

– une métrique hermitienne sur le fibré holomorphe induit par L sur X(C) ;
– une mesure de Lebesgue positive sur Y (C) ;
– une métrique hermitienne sur l’espace tangent en P à V̂ , ou par dualité, sur t∨ ;

toutes invariantes par la conjugaison complexe.
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7.2. Pour tout entier D � 1, on notera ED = Γ(Y , LD), muni de sa structure
naturelle de oK-fibré vectoriel hermitien définie comme au paragraphe 5.3. Le K-
espace vectoriel Γ(V̂ , LD) est filtré par l’ordre d’annulation en P , les sous-quotients
successifs s’identifient aux fibres génériques des oK-fibrés vectoriels hermitiens

(7.2.1) Symn t∨ ⊗oK ε
∗
PL

D.

Si E(n)
D désigne l’image inverse de cette filtration par l’homomorphisme d’évaluation

ϕD, l’application

(7.2.2) ϕ
(n)
D : E(n)

D /E
(n+1)
D → Symn t∨K ⊗ LDP

s’identifie à l’application « jet d’ordre n en P ». L’homomorphisme ED → Γ(V̂ , LD)
est injectif par construction. L’inégalité de pentes de la proposition 5.10 s’écrit alors

(7.2.3) d̂egED �
∑
n�0

rang(E(n)
D /E

(n+1)
D )

(
µ̂max(Symn t∨ ⊗oK ε

∗
PL

D) + h(ϕ(n)D )
)
.

Dans [17], h(ϕ(n)D ) est majorée par la proposition suivante.

7.3. Proposition. — Rappelons l’hypothèse :

– pour presque tout nombre premier p, la réduction de F modulo p est stable par
puissance p-ième ;

– il existe une variété complexe M vérifiant la propriété de Liouville, un point
O ∈ M , un plongement complexe σ0 : K ↪→ C et une application holomorphe ψ de
M vers la feuille en P du feuilletage holomorphe induit par F sur Xσ0(C) telle que
ψ(O) = P et telle que ψ soit biholomorphe d’un voisinage de O vers un voisinage de
P dans cette feuille.

Alors, pour tout ρ > 0, il existe un réel C(ρ) tel que pour tous les entiers D et n � 1,
on ait

(7.3.1) h(ϕ(n)D ) � −nρ+DC(ρ).

Pour démontrer le théorème 2.4, il suffit de traiter le cas où M = Cd dans le-
quel l’analyse aux places archimédiennes peut être présentée de façon relativement
élémentaire (voir le paragraphe 7.5).

7.4. Tirons maintenant la contradiction de ces estimations. En insérant dans l’inéga-
lité (7.2.3) la majoration (7.3.1), les conclusions de la proposition 5.6 et du lemme 5.7
ainsi que la formule (5.6.2), on obtient l’inégalité, valable pour tout ρ > 0,

(7.4.1) −c1D rangED �
∑
n�0

rang(E(n)
D /E

(n+1)
D ) (nc2 +Dc3 +DC(ρ)− nρ) ,

soit encore

(7.4.2) (ρ− c2)
∑
n rang(E(n)

D /E
(n+1)
D ) � (c3 + c1 + C(ρ))D rangED.
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Or, d’après l’algèbre linéaire, si d = dim V̂ ,

rang(E(n)
D /E

(n+1)
D ) � rang Symn t∨ =

(
n+ d− 1
d− 1

)
(7.4.3)

rangE(n)
D � rangED −

n−1∑
k=0

(
k + d− 1
d− 1

)
= rangED −

(
n+ d− 1

d

)
(7.4.4)

tandis que le théorème de Hilbert garantit que

(7.4.5) rangED 	 c4DdimY .

Il en résulte que, si N est un entier � 1 arbitraire,
∞∑
n=0

n rang(E(n)
D /E

(n+1)
D ) =

∞∑
n=1

rangE(n)
D �

N∑
n=1

rangE(n)
D

� N rangED −
(
N + d
d+ 1

)
.

Supposons par l’absurde que dim Y > d et choisissons N = :Dα; pour un réel α
tel que 1 < α < dimY/d. Il en résulte que D = o(N) et Nd = o(DdimY ). Par suite,(
N+d
d+1

)
= o(N rangED). En passant à la limite dans l’inégalité (7.4.2), on obtient alors

(7.4.6) ρ− c2 � 0.

Comme ρ est arbitraire, on a une contradiction.

7.5. Il reste à établir l’inégalité (7.3.1), et pour cela, nous allons majorer hv(ϕ
(n)
D )

pour toute place v de ΣK . Lorsque v est une place finie, il s’agit essentiellement de
« contrôler les dénominateurs » qui apparaissent dans le théorème de Frobenius.

Notons s la dimension de X et fixons des coordonnées locales (pour la topologie
étale) x1, . . . , xs sur X au point P , de sorte qu’autour de P , TX est libre de base
∂

∂x1
, . . ., ∂

∂xs
. Les xi définissent aussi un isomorphisme formel α̂0 : X̂P 	 Âs. Quitte

à renuméroter les xi, il est possible de trouver une base D1, . . . , Dd des sections de F
dans un voisinage de P de la forme

(7.5.1) Di =
∂

∂xi
+

s∑
j=d+1

ai,j
∂

∂xj
,

où les ai,j sont des séries formelles. Soit α̂ : X̂P → Âd le morphisme déduit de α̂0 par
projection sur les d premières coordonnées. On a ainsi α̂∗(Di) = ∂

∂xi
et

α̂∗([Di, Dj]) = [α̂∗(Di), α̂∗(Dj)] = [
∂

∂xi
,
∂

∂xj
] = 0

si bien que [Di, Dj] est une combinaison linéaire des ∂
∂xk

pour k > d. Comme F
est involutif, [Di, Dj] ∈ F . Il en résulte que [Di, Dj ] = 0 : les champs de vecteurs
D1, . . . , Dd commutent.
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Ainsi, V̂ est la feuille passant par P = (0, . . . , 0) du « flot formel », Φ: Âd × Âs →
Âs,

(7.5.2) ((t1, . . . , td), (x1, . . . , xs)) $→ exp
( d∑
i=1

tiei
)
· (x1, . . . , xs)

=
∑

n1,...,nd�0

t1
n1

n1!
· · · t

nd
d

nd!
e1

n1 · · · endd · (x1, . . . , xs).

Pour tout multi-indice n = (n1; . . . ;nd) et tout entier i ∈ {1; . . . ; s}, notons Pn,i la
série formelle 1

n1!...nd!
en1
1 · · · endd (xi), de sorte que V̂ admet la paramétrisation formelle

(t1, . . . , td) $→
∑
n∈Nd

tn1
1 · · · tndd (Pn,1(0), . . . , Pn,s(0)).

7.6. Lemme. — Pour toute place finie v de K, de caractéristique résiduelle p, il existe
un réel Cv � 0 tel que pour tous n ∈ Nd et tout i ∈ {1; . . . ; s},

− log |Pn,i(0)|v � (n1 + · · ·+ nd)Cv.

De plus, pour presque tout v, on peut choisir

Cv = [K : Q]
log p
p(p− 1)

.

L’existence d’un tel Cv équivaut à la convergence v-adique du flot formel dans un
polydisque.

De plus, pour presque toute place finie v, les coordonnées locales xi s’étendent
en des coordonnées locales sur X ⊗ ov, ainsi que les champs de vecteurs locaux
D1, . . . , Dd. Si de plus la réduction modulo l’idéal premier pv est stable par puis-
sance p-ième, on constate que pour tout i, en réduction modulo pv,

α̂∗(D
p
i ) = α̂∗(Di)p =

∂p

∂xpi
= 0.

Comme la réduction modulo pv de F est supposée stable par puissance p-ième, il en
résulte que Dp

i = 0 modulo pv. Si de plus p ne divise pas le discriminant de K, on a
alors v(p) = 1 et

v(en1
1 . . . e

nd
d · xi) � :n1/p;+ · · ·+ :nd/p;

et

v(Pn,i(0)) � −
d∑

j=1

(v(nj !)− :nj/p;) � −n1 + · · ·+ nd
p(p− 1)

d’où l’on déduit le lemme.
De ces estimées découle facilement (lemme de Schwarz v-adique) une majoration,

valable pour toute place v finie,

hv(ϕ
(n)
D ) � nCv(7.6.1)

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2002



206 A. CHAMBERT-LOIR

et de plus, ∑
v∈ΣK,f

Cv < +∞.(7.6.2)

Pour tout plongement complexe σ : K ↪→ C, soit Mσ = B(0, Rσ)d le polydisque
ouvert de centre O et de rayon Rσ ∈ R∗+ ∪ {+∞} et soit ψσ : Mσ → Yσ(C) une
application holomorphe induisant un isomorphisme d’un voisinage de O dans Mσ

avec un voisinage de P dans la feuille holomorphe passant par P du feuilletage défini
par F . Par hypothèse, de telles applications existent pour tout σ, et pour la place σ0,
on a Rσ0 = +∞.

Fixons une section globale sans zéro εσ de ψ∗σL. Si s ∈ En
D, on écrit ψ∗σs = fεDσ

où f est une fonction holomorphe sur Mσ s’annulant à l’ordre n en l’origine.

Soit pour tout σ un réel R′σ tel que 0 < R′σ < Rσ. Soit jnf le jet d’ordre n de f
en l’origine : c’est l’application polynomiale homogène de degré n :

Cd → C, (a1, . . . , ad) $→
∑

n1+···+nd=n

an1
1

n1!
. . .
andd
nd!

∂n1

∂zn1
1

. . .
∂nd

∂zndd
f(0).

D’après le lemme de Schwarz usuel, on a pour tout (a1, . . . , ad) ∈ Cd l’inégalité

|jnf(a1, . . . , ad)| � max(|ai|)n ‖f‖R′
σ
(R′σ)

−n,

‖f‖R′
σ
désignant le sup de |f | sur le polydisque B(0, R′σ)

d et la norme du jet de s est
majorée par

‖jns‖ �
∥∥dψ−1σ

∥∥n (R′σ)
−n ‖ψ∗s‖R′

σ

∥∥ε−1σ

∥∥D
R′
σ
.

Finalement, compte tenu de l’inégalité (5.4), il existe deux constantes A et B(R′σ)
telles que

‖jns‖ � (R′σ/A)
−nB(R′σ)

D

et

(7.6.3) hσ(ϕ
(n)
D ) � D logB(R′σ)− n log(R′σ/A).

L’inégalité (7.3.1) découle alors immédiatement des inégalités (7.6.1), (7.6.2) et (7.6.3)
et du fait que R′σ0

puisse être pris arbitrairement grand.

7.7. Remarque. — La majoration (7.6.2) est un analogue de la condition τ = 0 du
chapitre 6. Ce n’est d’ailleurs pas surprenant : dans le contexte de la conjecture de
Grothendieck, la condition τ = 0 provient justement de l’hypothèse d’annulation des
p-courbures, de même que l’inégalité (7.6.2) a été établie en utilisant la p-intégrabilité
du feuilletage.
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SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2002
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RÉPARTITION DES ZÉROS DES FONCTIONS L
ET MATRICES ALÉATOIRES

par Philippe MICHEL

INTRODUCTION

La fonction ζ de Riemann est la série ζ(s) =
∑

n�1 n
−s =

∏
p(1 − p−s)−1 pour

<es > 1. Elle admet un prolongement méromorphe à C et vérifie une équation fonc-
tionnelle de la forme ξ(1−s) = ξ(s) où ξ(s) = s(s−1)π−s/2Γ(s/2)ζ(s) est holomorphe
sur C et a tous ses zéros dans la bande critique 0 < <es < 1. Depuis 1995, le pro-
blème le plus fameux des mathématiques est sans doute de montrer l’hypothèse de
Riemann qui prédit que tous les zéros de ξ sont sur la droite critique <es = 1/2. Pour
aborder cette question, une idée qui remonte à Polya et Hilbert consiste à donner
une réalisation non-tautologique de l’ensemble des zéros de ξ comme spectre d’un
opérateur de Hilbert possédant certaines symétries dont on déduirait l’hypothèse de
Riemann (notons que cette approche fonctionne pour les fonctions L de courbes sur
les corps finis et que A. Connes a donné une telle réalisation pour les zéros critiques(1)

et plus généralement une condition équivalente à la validité de l’Hypothèse de Rie-
mann Généralisée aux fonctions L de caractères de Hecke [Co]). Dans les années
1970, Montgomery [Mo] montre une cöıncidence troublante entre les valeurs propres
de matrices aléatoires de grand rang et les zéros de ξ, ce qui semble confirmer leur
nature spectrale. Pour énoncer son résultat, on note {ρn := 1/2 + iγn}n∈Z−{0} la
suite des zéros de ξ comptés avec leur multiplicité : ceux-ci sont indexés de sorte que
ρ−n = ρn et que la suite {=mρn}n∈Z−{0} soit une suite croissante. Pour T > 0, on
note N(T ) = |{ρi, 0 < |γi| � T }| le nombre de zéros de hauteur inférieure à T . On
a N(T ) = T

2π logT (1 + o(1)) (pour T → +∞), de sorte que si l’on normalise γi en
posant γ̂i = γi log |γi|

2π , l’espacement moyen δ̂i := <e(γ̂i+1 − γ̂i) vaut 1. Montgomery
montre alors le

(1)Ceux situés sur l’axe critique �es = 1/2.
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Théorème 0.1 (Montgomery). — Sous l’hypothèse de Riemann (γi ∈ R), pour toute
fonction φ lisse sur R dont la transformée de Fourier est à support compact dans
]− 1, 1[ on a

(1) lim
N→+∞

1
N

∑
1�i�=j�N

φ(γ̂i − γ̂j) =
∫

R

φ(x)r2(GUE)(x)dx

avec r2(GUE, x) = 1− ( sin πxπx )2.

Dyson a remarqué que la densité r2(GUE)(x) cöıncide avec la densité limite de
la distribution de corrélation normalisée des paires de valeurs propres de matrices
aléatoires hermitiennes de rang N (relativement à une certaine mesure gaussienne)
pour N → +∞ : la famille de ces espaces ainsi probabilisés est appelée l’ensemble
« GUE »(2) (voir ci-dessous pour des définitions plus précises). Montgomery a aussi
conjecturé que l’égalité (1) est valable sans restriction sur le support de φ̂ ; cette
conjecture a des conséquence mirifiques sur des questions fines concernant la réparti-
tion des nombres premiers (ce qui n’est guère surprenant), mais aussi sur des fonctions
L autres que ζ (ainsi elle implique qu’il n’y a pas de zéro de Siegel pour les fonctions L
de caractères de Dirichlet quadratiques : c’est cette impliquation qui est à l’origine des
investigations de Montgomery). En 1995, Rudnick et Sarnak [RS] ont montré que cette
cöıncidence n’est pas fortuite en généralisant l’énoncé précédent aux zéros de fonc-
tions L de formes automorphes cuspidales sur GLd(Q) (cette fois sous l’Hypothèse de
Riemann Généralisée et avec le même type de restrictions sur la fonction test φ). Plus
généralement, ils montrent que la distribution de corrélation des k-uples de ces zéros
cöıncide avec celle des k-uples de valeurs propres de matrices aléatoires de l’ensemble
GUE (au moins pour une certaine classe de fonctions tests). Ainsi conjecturent-ils que
la répartition locale des écarts entre les zéros de toute fonction L de forme automorphe
cuspidale est régie par une loi universelle provenant des matrices aléatoires (ce que
nous appellerons la Conjecture GUE). Il va sans dire qu’on est extrêmement loin de
prouver cette conjecture qui déborde largement du cadre de l’hypothèse de Riemann ;
mais au moins elle est confortée par des résultats expérimentaux, fruits des calculs
numériques intensifs sur les zéros de ζ ou d’autres fonctions L [Od, Ru].

La question de la répartition locale des zéros eux-mêmes se pose alors naturel-
lement. Des travaux ultérieurs de Katz et Sarnak [KSa] montrent que la situation
est encore plus riche ; en étudiant la répartition des zéros de familles de fonctions
L sur les corps finis (pour ces fonctions on dispose de l’analogue de l’Hypothèse de
Riemann [De2]), ils montrent d’une part que la conjecture GUE est vraie dans ce
contexte, mais aussi en testant des statistiques liées à la répartition des zéros (et non
à leurs écarts), que des lois différentes (de celle provenant de GUE) apparaissent. Ces
lois qui correspondent à celles des valeurs propres de matrices aléatoires appartenant

(2)Pour « Gaussian Unitary Ensemble ».
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à des groupes compacts classiques (unitaires, symplectiques, ou orthogonaux), s’ex-
pliquent naturellement en terme du groupe de monodromie géométrique attaché à
chaque famille.

Reste le cas beaucoup plus mystérieux des familles de fonctions L sur les corps
de nombres. Dans l’article [ILS], Iwaniec, Luo et Sarnak étudient la répartition des
zéros au voisinage du point critique pour des familles de fonctions L liées aux formes
modulaires holomorphes paramétrées par leur poids ou leur niveau, et montrent que
celles-ci sont distribués suivant une loi qui dépend de chaque famille mais qui pro-
vient encore d’un des groupes compacts de matrices aléatoires rencontrées pour les
corps finis. Cette fois, on ne dispose pas encore d’une interprétation permettant de
d’expliquer a priori pourquoi telle loi est associée à telle famille et on se borne plutôt
à des constatations. À leur suite d’autres familles de fonctions L ont été explorées et
l’on n’a toujours pas pu exhiber de loi de répartition différente des quatre rencontrées
précédemment.

C’est l’ensemble de ces constatations que nous allons exposer. Il peut sembler éton-
nant de consacrer un exposé à un domaine encore très expérimental, où beaucoup des
résultats obtenus dépendent de conjectures inaccessibles (les Hypothèses de Riemann
Généralisées, voire plus). Mais il faut dire que les matrices aléatoires fournissent un
modèle probabiliste remarquablement cohérent pour décrire des fonctions L et leurs
zéros : de nombreux phénomènes nouveaux et anciens rencontrés en théorie analytique
des fonctions L, ainsi que de nombreuses conjectures faites dans le passé, trouvent une
explication simple dans ce modèle (par exemple les résultats de Selberg sur la réparti-
tiontion gaussienne des valeurs de log |ζ(1/2 + it)|/

√
log log t, cf. [Ti, KSn1]) ; d’autre

part, on n’a pas encore trouvé de fait qui le remette en cause (la question de trouver
les limites du modèle motive une grande partie du travail effectué dans ce domaine).
Sur le plan méthodologique le modèle met au premier plan l’étude analytique des
fonctions L en familles plutôt qu’individuellement (rappelons que la preuve par De-
ligne des conjectures de Weil, il y a trente ans, utilisait déjà de façon cruciale la notion
de famille de fonctions L [De1]) ; enfin il fournit, pour le futur, des conjectures très
fines sur les fonctions L, par exemple sur la question de leur annulation aux points
critiques.

Le modèle des matrices aléatoires a suscité un certain nombre d’applications frap-
pantes et nous terminons cette introduction par trois exemples : le premier exemple
est dans l’esprit du Théorème 0.1 et est dû à Conrey et Iwaniec [CI2].

Théorème 0.2 (Conrey-Iwaniec). — Soient 0 < a,∆. On considère l’hypothèse
H(a,∆) ci-dessous :

Il existe T0 (dépendant explicitement de a et ∆) tel que, pour tout T � T0, au
moins T/(logT )a paires de zéros distincts (ρ, ρ′) sont telles que

|=m(ρ)| � T et 0 < |=m(ρ− ρ′)| � ∆
2π

log |ρ| .
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Si l’hypothèse H(a,∆) est vérifiée pour 0 < a < 5 et 0 < ∆ < 1/2, on a l’énoncé
suivant :

pour tout caractère quadratique χ de conducteur D, la fonction L(s, χ) ne s’annule
pas sur le segment [1−1/(logD)b, 1] avec une constante b qui ne dépend (explicitement)
que de a.

Ce théorème dit que s’il existe suffisamment de paires de zéros de ξ distincts et
dont l’écart est strictement inférieur à la moitié de l’écart moyen, alors les carac-
tères quadratiques n’ont (essentiellement) pas de zéro de Siegel. Il va sans dire que
la conjecture de Montgomery sur la corrélation des paires implique que l’hypothèse
principale de cet énoncé est vraie (et de loin). Notons que ce critère est analogue à
un autre critère dû à Iwaniec et Sarnak [IS1] :

Théorème 0.3 (Iwaniec-Sarnak). — Supposons qu’il existe ∆ > 1/4 et A � 0 tels
que pour tout q assez grand (dépendant explicitement de ∆ et de A), la proportion des
formes modulaires primitives de poids 2 et de niveau q vérifiant L(f, 1/2) � (log q)−A

est supérieure à ∆.
Alors, pour tout caractère primitif χ de conducteur D assez grand (dépen-

dant explicitement de A,∆) la fonction L(s, χ) ne s’annule pas sur le segment
[1− 1/(logD)A+2, 1].

Le deuxième exemple peut-être plus frappant encore (parce qu’il touche à l’Hypo-
thèse de Riemann Généralisée) est le suivant : on considère l’hypothèse

Hypothèse S. — Il existe des constantes A � 0 et 1/2 � α < 3/4 telles que, pour
tous x, c � 1, et a entier premier avec c, on a la majoration∑

p�x

p≡a(modc)

e(
2
√
p

c
)> cAxα,

où la somme porte sur les nombres premiers et la constante impliquée est absolue.

Théorème 0.4 (Iwaniec-Luo-Sarnak, [ILS]). — Supposons l’hypothèse S vérifiée
pour un certain A et une constante 1/2 � α < 3/4. Il existe alors k0 qui dépend
explicitement de α,A tel que

– si les zéros de toutes les fonctions L(f, s) des formes modulaires holomorphes
de niveau 1 et de poids k � k0 sont situés sur l’axe réel ou sur la droite critique
<es = 1/2,

alors ces zéros sont tous de partie réelle inférieure à

1− 3− 4α
11 + 4A

(< 1).
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Ces trois énoncés relient entre elles des propriétés de zéros de fonction L qui sont
de nature différentes : les deux premiers connectent l’existence d’un zéro de Landau-
Siegel pour les fonctions des caractères quadratiques à la répartition des zéros de ζ
ou à la non-annulation de fonctions L de formes modulaires au point critique. Pour
le troisième énoncé, on peut montrer que l’hypothèse S peut être convertie en une
conjecture sur la bonne répartition modulo 1 des parties imaginaires des zéros des
fonctions L de caractères de Dirichlet (il faut noter que malheureusement l’hypothèse
de Riemann pour ces fonctions L n’implique l’hypothèse S que pour α = 3/4) ; or
cette hypothèse implique une quasi-hypothèse de Riemann pour des fonctions L de
degré 2. La condition demandée sur localisation des zéros des fonctions L(f, s) des
formes modulaires peut parâıtre très (trop ?) forte, mais les auteurs ont annoncé que
cette condition peut être supprimée en remplaçant l’hypothèse S par une autre plus
élaborée mais qui ne dépend encore que des fonctions L de caractères de Dirichlet.

Notre troisième exemple est dû à Conrey et Soundararajan [CS], et est complète-
ment inconditionnel.

Théorème 0.5 (Conrey-Soundararajan). — Il existe une infinité de caractères de
Dirichlet quadratiques primitifs χ dont la fonction L, L(χ, s) =

∑
n χ(n)n

−s ne s’an-
nule pas sur le segment critique [0, 1]. Plus précisément, si on désigne par FD l’en-
semble des caractères de Dirichlet primitifs réels de conducteur � D, et F∗D ceux dont
la fonction L ne s’annule pas sur [0, 1], on a

lim inf
D→+∞

|F∗D|
|FD|

� 0.20.

Il semble que ce soit la première fois qu’on montre l’existence d’une infinité de fonc-
tions L n’ayant aucun zéro réel (en dehors des zéros triviaux). Un point remarquable
de ce résultat est qu’il est inspiré directement par le modèle des matrices aléatoires : le
modèle explique pourquoi la méthode utilisée avait des chances de fonctionner pour la
famille des caractères quadratiques, pourquoi elle ne fonctionnera pas pour certaines
familles (par exemple pour la famille des caractères complexes) et prédit à quelles
autres familles leur méthode est susceptible de s’appliquer.

Remerciements. — Au cours de la rédaction de cet exposé, j’ai bénéficié de discussions
et d’explications de la part de B. Conrey, K. Soundararajan et surtout de P. Sarnak qui
m’a prodigué de nombreuses références et commentaires, notamment sur ses travaux
en cours. Je remercie bien amicalement toutes ces personnes, ainsi que Régis du Moulin
de la Bretèche pour sa relecture attentive et critique du manuscrit.
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1. CERTAINS ENSEMBLES DE MATRICES ALÉATOIRES

La théorie des matrices aléatoires remonte aux travaux de Wigner en physique
nucléaire : il suggérait de modéliser les lignes de résonance d’un noyau lourd par les
valeurs propres d’une matrice aléatoire hermitienne (ou réelle symétrique) de grand
rang. C’est un domaine extrêmement développé de la physique mathématique dont
une référence classique est le livre de Mehta [Me]. Rappelons les principes de base de
la théorie : on se donne une suite d’espaces de matrices G(N) ⊂ GLN (C), N � 1, cha-
cun étant muni d’une mesure de probabilité dA, et on considère une suite A→ VN (A)
de variables aléatoires (qui peuvent prendre leurs valeurs dans un espace de distri-
butions). La question principale de la théorie est l’étude du comportement limite
quand N → +∞ de l’espérance E(VN ) =

∫
G(N) VN (A)dA. La motivation principale

de l’introduction de ces matrices est de fournir des modèles probabilistes pour des es-
paces vectoriels de dimension infinie possédant certaines symétries (et en particulier
des systèmes physiques complexes). Les ensembles de matrices aléatoires considérés
originellement par Wigner sont les ensembles dits GUE (resp. GOE) formés par les es-
paces des matrices inversibles, N ×N , hermitiennes (resp. symétriques réelles) munis
de la mesure de probabilité gaussienne dA = cNe

−βNtr(A2)dx(A), où dx(A) désigne
la mesure de Lebesgue sur l’espace vectoriel réel des matrices hermitiennes (resp. sy-
métriques) et β = 1 (resp. 2). Incidemment on peut noter que ces espaces sont les
réalisations matricielles des espaces symétriques non-compacts GLN (C)/U(N) (resp.
GLN (R)/O(N)) via les identifications B → A := BB

t
. D’autres espaces compacts de

matrices ont ensuite été introduits pour modéliser d’autres problèmes de la physique
mathématique [Zi]. Ces espaces sont les réalisations matricielles des onze espaces sy-
métriques classiques, compacts et irréductibles dans la classification de Cartan [He].
Parmi ceux-ci, les seuls espaces qui apparaissent (jusqu’à présent) dans la répartition
des zéros des fonctions L sont les quatre types d’espaces compacts de type II ([He]
Chap. X) :

– le type unitaire G = U , G(N) = U(N) le groupe des matrices unitaires ;
– le type symplectique G = Sp, G(N) = USp(2N) le groupe des matrices sym-

plectiques unitaires ;
– le type (non-irréductible) orthogonal G = O, G(N) = O(N) formé des matrices

orthogonales qui se scinde en deux sous-types correspondant aux deux composantes
irréductibles de O(N)

– le type orthogonal pair G = SO+, G(N) = SO(2N), le groupe des matrices
orthogonales de rang pair.

– le type orthogonal impair G = SO−, G(N) = SO(2N + 1), le groupe des
matrices orthogonales de rang impair (en particulier 1 est valeur propre triviale).

Chacun de ces groupes est équipé de sa mesure de Haar.
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1.1. Distributions associées aux valeurs propres

PourG(N) l’un des groupes précédents, on associe à A ∈ G(N) diverses statistiques
portant sur ses valeurs propres. On note {e(θ1), . . . , e(θN )} l’ensemble des valeurs
propres de A à symétries évidentes près : pour G = Sp, SO+, SO−, l’ensemble des
valeurs propres est de la forme

{e(θ1), . . . , e(θN ), e(θ1 + 1/2), . . . , e(θN + 1/2)}

et

{1, e(θ1), . . . , e(θN ), e(θ1 + 1/2), . . . , e(θN + 1/2)},

et on ordonne ces valeurs propres par leur argument :

0 � θ1 � · · · � θN � 1 (ou � 1/2 si G(N) = USp(2N) ou SO(N)).

On souhaite étudier la répartition des valeurs propres des matrices deG(N) localement
dans des intervalles de longueur≈ 1/N , aussi on renormalise les θi en posant θ̂i := N

σ θi
avec σ = 1 (resp. σ = 1/2) si G(N) = U(N), O(N) (resp. G = USp(N), SO(2N),
SO(2N + 1)) (de sorte que l’écart θ̂i+1 − θ̂i vaut 1 en moyenne). On associe alors à
chaque matrice A diverses statistiques construites à partir des θ̂i, et on forme leurs
espérances en faisant la moyenne sur le groupe tout entier, on construit ainsi :

– La distribution de répartition d’ordre k définie pour toute fonction φ sur Rk

symétrique et à décroissance rapide :

(2) Wk(A, φ) :=
∑

(i1,...,ik),
ij�N, ij �=ij′

φ(θ̂i1 , . . . , θ̂ik), et Wk(G(N), φ) :=
∫
G(N)

Wk(A, φ)dA

– Pour k = 1, une variante plus symétrique de cette distribution nous sera utile :
pour A ∈ U(N ′) on note {e(θ′1), . . . , e(θ′N ′)} l’ensemble des valeurs propres de A avec
θ′i ∈ ]− 1, 1] et on pose pour A ∈ G(N) ⊂ U(N ′) et φ symétrique :

(3) W (A, φ) :=
∑

1�i�N ′

φ(θ̂′i), et W (G(N), φ) :=
∫
G(N)

W (A, φ)dA

Quand N est grand, Wk(A) et W (A) décrivent la répartition des valeurs propres de
A dans un 1/N -voisinage du point 1.

– La mesure de répartition de la k-ième valeur propre définie pour toute fonction
sur R�0 à décroissance rapide :

(4) νk(A, φ) := φ(θ̂k), et νk(G(N), φ) :=
∫
G(N)

φ(θ̂k(A))dA.

Quand N est grand, νk(A) décrit la répartition de la k-ième valeur propre dans un
1/N -voisinage du point 1.
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– La distribution de corrélation d’ordre k définie pour toute fonction φ sur
Rk, symétrique en toutes les variables, invariante par la translation de vecteurs
u(1, . . . , 1), u ∈ R (φ ne dépend que des différences entre les variables) et à
décroissance rapide modulo R(1, . . . , 1) par

(5) Rk(A, φ) :=
k!
N

∑
1�i1<···<ik�N

φ(θ̂i1 , . . . , θ̂ik), et Rk(G(N), φ) :=
∫
G(N)

Rk(A, φ)dA.

Quand N est grand Rk(A) « compte » le nombre de « paquets » de k valeurs propres
concentrées dans des petits intervalles de longueur ≈ 1/N du cercle.

– la mesure d’espacement d’indice k définie pour toute fonction φ continue sur R+

à décroissance rapide :

(6) µk(A, φ) :=
1

N − k

N−k∑
i=1

φ(θ̂i+k − θ̂i), et µk(G(N), φ) :=
∫
G(N)

µk(A, φ)dA.

Quand N est grand µk(A) « compte » le nombre de suites de k valeurs propres consé-
cutives concentrées dans des petits intervalles de longueur ≈ 1/N du cercle.

Dans [KSa], Katz et Sarnak étudient le comportement de ces distributions lorsque
G(N) décrit l’une des familles de groupes compacts précédentes et N → +∞ :

Théorème 1.1. — Pour G = U, Sp,O, SO+, SO− l’une des familles de groupes com-
pacts ci-dessus, quand N → +∞, les distributions W (G(N)), Wk(G(N)), νk(G(N)),
Rk(G(N)), µk(G(N)) convergent faiblement vers des distributions limites W (G),
Wk(G), νk(G), Rk(G), µk(G), et les quatre dernières ont des densités continues par
rapport à la mesure de Lebesgue (de plus µk(G) et νk(G) sont encore des mesures de
probabilité) : pour toute fonction test φ de l’espace approprié on a

lim
N→+∞

W (G(N), φ) = W (G,φ) =
∫

R

φ(x)W (G)(x)dx

lim
N→+∞

Wk(G(N), φ) = Wk(G,φ) =
∫

Rk�0

φ(x)Wk(G)(x)dx

lim
N→+∞

νk(G(N), φ) = νk(G,φ) =
∫

R�0

φ(x)νk(G)(x)dx

lim
N→+∞

Rk(G(N), φ) =
∫

Rk−1
φ(x,−

k−1∑
i=1

xi)Rk(G,x)dx

lim
N→+∞

µk(G(N), φ) = µk(G,φ) =
∫

R�0

φ(x)µk(G)(x)dx.

De plus on a une « loi des grands nombres » avec une estimation explicite de la vitesse
de convergence : pour tout ε > 0

(7)
∫
G(N)

sup
f, |f |�1

|D(A, φ)−D(G,φ)|dA>ε N
ε−1/6, D = µk, νk,

où le supremum est pris sur les fonctions continues à décroissance rapide et bornées
par 1.
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On peut calculer assez explicitement les densités de ces distributions. En particulier
on trouve que les distributions d’espacement µk(G) et Rk(G) sont égales entre elles
et à celles trouvées pour les ensembles GUE et GOE ([KSa], Theorem 1.2.1) ; ainsi la
densité de Rk(G) en x ∈ Rk−1 vaut (voir (10))

Rk(G)(x) = Rk(U)(x) =Wk(U)((x,−
∑
i

xi)) et R2(G)(x) = 1− (
sin(2πx)

2πx
)2.

En revanche, les distributions décrivant la répartition des valeurs propres au voisinage
de 1, νk(G), Wk(G), W (G) ne sont pas universelles et dépendent de G : pour νk(G)
et Wk(G), on trouve trois limites possibles :

– le cas unitaire : νk(U) =: νk, Wk(U) =:Wk,
– le cas orthogonal pair : νk(SO+) =: νk,+, Wk(SO+) =:Wk,+,
– le cas symplectique et le cas orthogonal impair donnent les mêmes distributions

νk(Sp) = νk(SO−) =: νk,−, Wk(Sp) =Wk(SO−) =: νk,−.

Cette dernière égalité signifie que les valeurs propres d’une matrice unitaire symplec-
tique générique et de grand rang et les valeurs propres non-triviales d’une matrice
orthogonale de déterminant 1, générique et de grand rang impair ont la même répar-
tition au voisinage de 1.

Enfin les distributions W (G) sont distinctes pour tous les G et on a

W (U, φ) =
1
2
(W1(φ) +W1(φ(−x)),

W (SO+, φ) =
1
2
(W1,+(φ) +W1,+(φ(−x)),

W (Sp, φ) =
1
2
(W1,−(φ) +W1,−(φ(−x)),

W (SO−, φ) = φ(0) +
1
2
(W1,−(φ) +W1,−(φ(−x)),

W (O, φ) =
1
2
(W (SO+, φ) +W (SO−, φ)).

(8)

1.2. Formules pour les densités

Les densités limites des distributions précédentes sont calculées dans [KSa] en géné-
ralisant aux autres groupes compacts la méthode des polynômes orthogonaux de Gau-
din et les méthodes de Mehta. Le point de départ est la formule d’intégration de Weyl
qui exprime l’intégrale d’une fonction centrale de G(N) comme une intégrale explicite
sur le tore maximal de G(N).

On décrit ici certains de ces calculs pour les groupes unitaires, les autres sont assez
similaires. Soit φ(A) = φ(θ1, . . . , θN ). La formule d’intégration de Weyl fournit

(9)
∫
U(N)

φ(A)dA =
1
N !

∫
[0,1[N

φ(θ1, . . . , θN )
∏
i<j

|e(θi)− e(θj)|2dθ1 · · · dθN .
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On reconnâıt dans le produit
∏

i<j |e(θi)−e(θj)|2 le carré du module d’un déterminant
de Vandermonde ; c’est aussi le déterminant detN×N KN (θi−θj) oùKN (θ) est le noyau

KN(θ) =
N−1∑
j=0

e(jθ) = e((N − 1)θ/2)
sinπNθ
sinπθ

.

Pour T une indéterminée et s � 0, on prend pour fonction φ(A) le polynôme
Ps(A, T ) =

∏N
i=1(1 + Tχ[0,s](Nθi)) où χ[0,s] est la fonction caractéristique de

l’intervalle [0, s]. D’une part, on a

Ps(U(N), T ) =
∫
U(N)

φ(A)dA =
∑
k�0

Wk(U(N), χ[0,s])T k =
∑
k�0

(1+T )kE(k, U(N), s),

où E(k, U(N), s) =
∫
U(N)

χ[0,s](Nθk(A))dA = νk(U(N), χ[0,s]) est la mesure de l’en-
semble des matrices tel que l’angle de la k-ième valeur propre est dans [0, s/N ]. D’autre
part, la formule d’intégration de Weyl (9) et la méthode des polynômes orthogonaux
de Gaudin ([KSa], Key Lemma 5.1.3, et Theorems 6.3.5, 6.3.6) permettent de mon-
trer que Ps(U(N), T ) est le déterminant de Fredholm de l’opérateur intégral (de rang
fini égal à N) de noyau KN(θ, θ′) sur L2([0, s/N ], dθ). C’est aussi par le changement
de variable x = Nθ, le déterminant de Fredholm de l’opérateur intégral de noyau
1
NKN(x/N, y/N)χ[0,s](y) sur L2([0, s], dx). Quand N → +∞, on a

lim
N→+∞

1
N
KN (x/N, y/N)χ[0,s](y) = Ks(x, y) := e((x − y)/2)sin(π(x − y))

π(x − y) χ[0,s](y)

uniformément et les coefficients de Ps(U(N), T ) convergent vers ceux du déterminant
de Fredholm Ps(U, T ) = det(1 + TKs|L2([0, s], dx)). On en déduit la convergence des
distributions Wk(U(N)) et νk(U(N)) vers des limites Wk(U) et νk(U). On voit ainsi
que la densité de Wk(U) en x ∈ Rk vaut

(10) Wk(U)(x) =
1
k!

det
k×k

(K(xi − xj))1�i,j�k, K(x− y) = sin(π(x − y))
π(x − y) .

Enfin, notant 1 � λ0(s) � λ1(s) � · · · les valeurs propres de Ks, on a

λj(s)f(y) =
∫ s

0

f(x)Ks(x, y)dx.

L’égalité

det(1 + TKs|L2([0, s], dx)) =
∏
j�0

(1 + Tλj(s))

permet de calculer les densités νk(U)(x) et de tracer leur graphe, par exemple

ν1(U)(x) = − d
dx

∏
j�0

(1 − λj(x)).

Des calculs similaires sont faits pour les autres groupes dans [KSa].
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On obtient par exemple, pour k = 1 et φ bornée mesurable à décroissance rapide
sur R (cf. (8))

W (U, φ) =
∫

R

φ(x)dx =
∫

R

φ̂(x)δ0(x)dx,

(11) W (SO+, φ)) =
∫

R

φ(x)(1 +
sin(2πx)

2πx
)dx =

∫
R

φ̂(x)(δ0(x) + χ[−1,1](x))dx,

W (Sp, φ) =
∫

R

φ(x)(1 − sin(2πx)
2πx

)dx =
∫

R

φ̂(x)(δ0(x) − χ[−1,1](x))dx,

W (SO−, φ) = φ(0) +
∫

R

φ(x)(1 − sin(2πx)
2πx

)dx =
∫

R

φ̂(x)(1 + δ0(x) − χ[−1,1](x))dx.

W (O, φ) =
φ(0)
2

+
∫

R

φ(x)dx =
∫

R

φ̂(x)(
1
2
+ δ0(x))dx.

D’autre part les développements de Taylor en 0 des densités ν1 sont

(12) ν1(x) = 1−π
2

9
s3+O(s5), ν1,+(x) = 2−2π2

3
s2+O(s4), ν1,−(x) =

2π2

3
s2+O(s4).

Remarque 1.2. — L’annulation à l’ordre 2 du dernier développement montre que le
point « critique » 1 tend à « repousser » (quadratiquement) les valeurs propres (non
triviales) des matrices orthogonales impaires ou symplectiques. Comme on le verra,
c’est ce phénomène de répulsion dans le cas symplectique qui est à la base du théorème
de Conrey–Soundararajan. Dans le cas unitaire ou orthogonal pair, un tel phénomène
n’existe pas et les matrices de ce type peuvent avoir des valeurs propres très proches
de 1 ; de plus les matrices orthogonales paires tendent à avoir (deux fois) « plus » de
zéros au voisinage de 1 que les matrices unitaires.

1.3. Les moments du polynôme caractéristique d’une matrice aléatoire

Motivés par les conjectures de Conrey et Ghosh ([CG]) sur les moments de la
fonction ζ de Riemann (voir ci-dessous), Keating et Snaith [KSn1, KSn2] ont étudié
le comportement quand N → +∞ d’une autre variable aléatoire de G(N) : la valeur
au point critique 1 de son polynôme caractéristique ; plus précisément ils ont calculé
les « moments », pour k ∈ C

M(G(N), s) :=
∫
G(N)

| det(I −A)|kdA

(parallèlement, Brezin et Hikami [BH] ont étudié ces moments pour d’autres ensembles
(non-compacts) dont les ensembles GUE et GOE), le résultat de leur calcul est donné
dans le

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2002



222 P. MICHEL

Théorème 1.3. — Soit k ∈ C fixé. Lorsque N → +∞, on a les identités

M(U(N), k) =
N∏
j=1

Γ(j)Γ(j + k)
Γ(j + k)2

= gU (k)N (k/2)2(1 + ok(1)),

M(USp(2N), k) = 22Nk
N∏
j=1

Γ(N + j + 1)Γ(j + k + 1/2)
Γ(j + 1/2)Γ(N + j + k + 1)

= gSp(k)Nk(k+1)/2(1 + ok(1)),

M(SO(2N), k) = 22Nk
N∏
j=1

Γ(N + j − 1)Γ(j + k − 1/2)
Γ(j − 1/2)Γ(N + j + k − 1)

= gSO+(k)Nk(k−1)/2(1 + ok(1)),

avec

(13) γU (k) = (k/2)2, γSp(k) = k(k + 1)/2, γSO+(k) = k(k − 1)/2

gU (k) =
G(1 + k/2)2

G(1 + k)
,

gSp(k) = 2k
2/2 G(1 + k)

√
Γ(1 + k)√

G(1 + 2k)Γ(1 + 2k)
,

gSO+(k) = 2k
2/2G(1 + k)

√
Γ(1 + 2k)√

G(1 + 2k)Γ(1 + k)
,

où G( . ) est la fonction G de Barnes [EMOT] définie par

G(1 + z) = (2π)z/2e−[(1+γ)z2+z]/2
∞∏
n=1

[(1 + z/n)ne−z+z2/(2n)];

elle vérifie G(1) = 1 et G(z + 1) = G(z)Γ(z). En particulier si k � 1 est un entier,
gU (2k), gSp(k), gSO+(k) sont des rationnels positifs,

gU (2k) =
k∏

j=0

j!
(k + j)!

, gSp(k) =
( k∏
j=1

(2j − 1)!!
)−1
, gSO+(k) = 2k

(k−1∏
j=1

(2j − 1)!!
)−1
.

Remarque 1.4. — On a évidemmentM(SO(2N+1), k) = 0. Dans ce cas, il est naturel
de calculer les moments de la dérivée en 1 du polynôme caractéristique, on trouve

M ′(SO(2N + 1), k) =
∫
SO(2N+1)

| d
dT

det(T −A)|T=1|kdA =
1
2
M(SO(2N), k + 1).

De même, on trouve que

M(O−(2N + 1), k) =
∫
SO(2N+1)

| det(I +A)|kdA = 2kM(USp(2N), k − 1).
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On pourra se reporter à [KSn1, KSn2] pour la preuve de ces énoncés. Disons sim-
plement que le calcul utilise à nouveau la forme explicite des formules d’intégration
de Weyl et l’évaluation exacte des intégrales de Selberg dont une version est l’identité∫ 1

−1
· · ·
∫ 1

−1

∏
1�i<j�N

|xi − xj |2γ
∏
j

(1− xj)α−1(1 + xj)β−1dx1 · · ·dxN

= 2γN(N−1)+N(α+β−1)
N−1∏
j=0

Γ(1 + γ + jγ)Γ(α+ jγ)Γ(β + jγ)
Γ(1 + γ)Γ(α+ β + γ(N + j − 1))

pour

<eα > 0, <eβ > 0, <eγ > −min
( 1
N
,
<eα
N − 1

,
<eβ
N − 1

)
.

2. FAMILLES DE FONCTIONS L SUR LES CORPS FINIS

Le cas où le lien entre les zéros des matrices aléatoires et ceux des fonctions L est
particulièrement transparent est celui des familles de fonctions L sur un corps fini Fq.
L’exemple le plus simple est celui des courbes : soit C/Fq une courbe projective lisse
définie sur Fq, sa fonction L est la série formelle en q−s définie par

L(C, s) = exp
(∑

n

|C(Fqn)|
n

q−ns
)
= P (C, s)/(1− q−s)(1− q1−s)

et l’on sait que P (C, s) est un polynôme unitaire en q−s de degré 2g à coefficients
entiers qui vérifie l’équation fonctionnelle qg(1−s)P (C, 1 − s) = qgsP (C, s). D’après
Weil (l’hypothèse de Riemann pour L(C, s)), les zéros de P (C, s) sont sur la droite
<es = 1/2 (et sont répartis symétriquement sur cette droite). On note 0 � 2πθ1

log q �
· · · � 2πθg

log q � π
log q les parties imaginaires des g « premiers » zéros de P (C, s). En

posant θ̂i = 2gθi, on définit de manière analogue aux équations (2), . . . , (6) et après
des distributions µk(C, φ), Rk(C, φ), νk(C, φ), Wk(C, φ). On note alors Mg(Fq) l’en-
semble des classes de Fq isomorphismes de courbes de genre g définies sur Fq ; c’est
un ensemble fini de cardinal q3g−3(1 + Og(q−1/2)) ([KSa], 10.6.9–26). Katz et Sar-
nak considèrent alors la famille {L(C, s)}C∈Mg(Fq), et les distributions obtenues par
moyenne sur Mg(Fq) (pour D = µk, Rk, νk,Wk) :

D(Mg(Fq), φ) =
1

|Mg(Fq)|
∑

C∈Mg(Fq)

D(C, φ)

Théorème 2.1 ([KSa], 12.2). — Pour D = µk, Rk, νk,Wk on a

lim
g→+∞

lim
q→+∞

D(Mg(Fq), φ) = D(Sp, φ),
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où q décrit l’ensemble de toutes les puissances des nombres premiers. De plus, pour
D = µk, νk, on a une loi des grands nombres : pour tout ε > 0

lim
q→+∞

1
|Mg(Fq)|

∑
C∈Mg(Fq)

sup
|f |�1

|D(C, φ) −D(Sp, φ)| >ε g
ε−1/6.

Remarque 2.2. — Ce théorème dit donc que les zéros de la fonction L d’une courbe
« générique » (au sens de la mesure) de grand genre se répartissent au voisinage de 1
comme les zéros d’une matrice unitaire symplectique de grand rang. On peut égale-
ment remarquer que la caractéristique des corps finis n’est pas fixée.

2.1. Familles de fonctions L sur les corps finis et Q<-faisceaux

Ce résultat est un cas particulier d’un principe beaucoup plus général qui combine
le Théorème 1.1, avec le théorème d’équirépartition de Deligne pour les classes de
conjugaisons de Frobenius des Q-faisceaux (Théorème 2.3). Soient k un corps fini et
S un schéma sur k lisse et géométriquement connexe ; soient η le point géométrique
générique et π := π1(S, η) le groupe fondamental de S. On note également πgeom =
π1(S ⊗k k, η) le groupe fondamental géométrique. On rappelle également que tout
point fermé x ∈ S(k′) (k′ une extension finie de k) définit dans π, une classe de
conjugaison de Frobenius qu’on note Frobx.

Reste à définir la notion de famille de fonctions L dans ce contexte : elle provient de
celle des Q<-faisceaux. Soient P �= car(k) un premier, et Q< ⊂ C une clôture algébrique
de Q< plongée contenue dans C. Un Q<-faisceau F de rang N ′ � 1 est par définition
une représentation continue ρ de π dans un Q<-vectoriel de dimension N ′ noté Fη.
On note Garith (resp. Ggeom) la clôture de Zariski de l’image ρ(π) (resp. ρ(πgeom))
dans GL(Fη) ⊗Q�

C 	 GLN ′(C), c’est le groupe de monodromie arithmétique (resp.
géométrique). F est dit pur de poids 0 si pour tout point fermé x, les valeurs propres
de ρ(Frobx) sont de module 1. Un résultat fondamental de [De2] est que si F est
pur de poids zéro (ce que nous supposerons dans toute la suite), le groupe Ggeom est
semi-simple. La famille des fonctions L que nous considérons est celle des polynômes
caractéristiques des Frobenius ρ(Frobx) quand x parcourt l’ensemble des points fermés
de S et plus précisément on considère les familles indexées par les extensions finies
de k

{L(x, s) := det(I − |k′|−sFrobx|Fη)}x∈S(k′).

À ce stade on fait deux hypothèses supplémentaires :

– On a égalité des groupes de monodromie géométrique et arithmétique Garith =
Ggeom. Cette hypothèse (et le fait que F est pur de poids 0) implique que pour
tout point fermé x, ρ(Frobx) définit une unique K-classe de conjugaison dans K.
Le théorème d’équirépartition de Deligne est que ses classes de conjugaisons sont
équiréparties relativement à la mesure de Sato-Tate :

ASTÉRISQUE 282
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Théorème 2.3 (Deligne, [De2]). — Pour toute fonction Φ sur K, centrale et conti-
nue, on a

lim
[k′:k]→+∞

1
|S(k′)|

∑
x∈S(k′)

Φ(ρ(Frobx)) =
∫
K

Φ(A)dA.

– Un compact maximal K de Ggeom(C) est isomorphe à l’un des groupes U(N),
USp(2N) ou O(N). Pour tout point fermé x, on peut alors considérer les parties
imaginaires des r premiers zéros

0 � 2πθ1(x)
log q

� · · · � 2πθr(x)
log q

� 2π
log q

,

et former les distributions µk(x, φ), Rk(x, φ), νk(x, φ),Wk(x, φ).

Puisque les distributions D(x, φ) proviennent de fonctions centrales sur K, on déduit
de l’énoncé précédent la limite

lim
[k′:k]→+∞

1
|S(k′)|

∑
x∈S(k′)

D(x, φ) = D(G(N), φ),

et pour D = µk, νk, en utilisant (7) on obtient la majoration : pour tout ε > 0

(14) lim
[k′:k]→+∞

1
|S(k′)|

∑
x∈S(k′)

|D(x, φ) −D(G,φ)| >ε N
ε−1/6.

Finalement si on dispose d’une suite FN de faisceaux lisses sur S purs de poids
zéro et vérifiant les hypothèses précédentes, on déduit du Théorème 1.1

(15) lim
N→+∞

lim
[k′:k]→+∞

1
|S(k′)|

∑
x∈S(k′)

D(x, φ) = D(G,φ).

Preuve (du Théorème 2.1). — Pour obtenir le théorème 2.1, on ne peut utiliser di-
rectement le formalisme précédent car Mg(k) ne correspond pas à l’ensemble des
points fermés d’un schéma (le foncteur correspondant n’est pas représentable) et pour
contourner ce problème, Katz et Sarnak utilisent plutôt l’ensembleMg,3K(k) qui pa-
ramétrise les paires (C,α) de classes de k-isomorphismes de courbes munies d’un plon-
gement tricanonique qui correspond à un foncteur représentable. En faitMg,3K(k) est
l’ensemble des k-points d’un schéma lisse défini sur Spec(Z) et à fibres géométrique-
ment connexes ; on peut alors former à partir de la courbe universelle (C, α)→Mg,3K

un Q<-faisceau Fg de rang 2g, pur de poids 0, tel que pour tout point x = (C,α) on
ait

L(x, s) = L(C, s+ 1/2).

De plus pour ce faisceau on a Ggeom = Garith = Sp(C) et on en déduit (14) et (15).
Enfin pour passer de Mg,3K(k) à Mg(k) on note que la flèche ensembliste d’oubli
des structures (C,α) → C est à fibres de cardinal constant GL5g−5(k) en dehors du
sous-ensemble constitué des courbes C ayant des automorphismes non-triviaux. On
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achève la preuve en constatant que ce sous-ensemble est négligeable quand |k| devient
grand.

D’autre part l’uniformité suivant la caractéristique dans l’énoncé du Théorème 2.1
provient du fait queMg,3K et Fg sont définis sur Z[1/P] et qu’on dispose d’une version
uniforme du Théorème d’équirépartition de Deligne.

On renvoie à [KSa], Chap. 9 et 10, pour plus de détails et d’autres exemples de
faisceaux qui réalisent les autres lois, par exemple le faisceau de Kloosterman Klr
associé aux sommes de Kloosterman en r variables vérifie les hypothèses H.1 et H.2 :
si la caractéristique du corps n’est pas 2, Ggeom(Klr) vaut Spr ou SLr suivant que r
est pair ou non et les lois obtenues sont celles de Sp ou de U ; en caractéristique 2,
Ggeom(Klr) vaut SOr et les lois rencontrées sont celles de SO+ ou SO− suivant la
parité de r (voir [Ka] pour une étude détaillée des faisceaux de Kloosterman).

Le point important à retenir de cette section est que la répartition des zéros des fa-
milles algébriques de fonctions L sur les corps finis a une interprétation très simple : les
lois de répartition sont données par la nature du groupe de monodromie géométrique.

3. FAMILLES DE FONCTIONS L SUR LES CORPS DE NOMBRES

Dans cette section nous introduisons diverses familles (notées F) de fonctions L
attachées aux formes automorphes cuspidales de GLd(AQ). On rappelle que pour
une normalisation convenable ( si le caractère central est unitaire) une telle fonction
L(f, s) est une série de Dirichlet qui admet une factorisation en produit eulérien de
facteurs locaux en chaque premier p

L(f, s) =
∑
n�1

λf (n)
ns

=
∏
p

Lp(f, s).

Pour chaque premier p, Lp(f, s)−1 est un polynôme en p−s de degré � d (et de degré
= d à un nombre fini de p près) ; ce polynôme est de la forme

Lp(f, s)−1 =
d∏

i=1

(1− αf,i(p)p−s)

où les αf,i(p) sont des complexes qu’on appelle les paramètres locaux de f en p. Pour
la place à l’infini, on a également un facteur local de la forme

L∞(f, s) =
d∏

i=1

ΓR(s+ µf,i), avec ΓR(s) = π−s/2Γ(s/2) et <eµf,i > −1/2.

On sait alors [GoJ] que la fonction L complète Λ(f, s) = L∞(f, s)L(f, s) admet un
prolongement holomorphe à C (sauf si L(f, s) est la fonction ζ) et qu’elle vérifie une
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équation fonctionnelle de la forme

(16) q
s/2
f Λ(f, s) = εfq

(1−s)/2
f Λ(f, 1− s)(= εfq(1−s)/2f Λ(f, 1− s))

où qf est un entier (appelé le conducteur de f), f désigne la contragrédiente de f et
εf est un nombre complexe de module 1 (le « signe » de l’équation fonctionnelle). Par
la théorie de Rankin-Selberg [JS, JPPS], on sait également que le produit eulérien
L(f, s) converge absolument pour <es > 1 et donc que Λ(f, s) a tous ces zéros dans
la bande critique 0 � <es � 1 (on sait même que ces inégalités sont strictes). Comme
Λ(f, s) est une fonction d’ordre 1, on a la factorisation en produit de Hadamard

(17) Λ(f, s) = Λ(f, 0) exp(
Λ′(f, 0)
Λ(f, 0)

s)
∏
ρ

(1 − s
ρ
)es/ρ,

où ρ que l’on note ρ = 1/2+iγ parcours l’ensemble des zéros de Λ(f, s) (|=mγ| < 1/2).
On suppose là aussi l’ Hypothèse de Riemann Généralisée.

Hypothèse de Riemann Généralisée (HRG). — Pour tout ρ, on a =mγ = 0.

Un outil fondamental pour l’étude des zéros de Λ(f, s) est la formule explicite de
Riemann-Weil. On la donne sous la forme « localisée » suivante [ILS] (4.11), (4.13)
(dans la formule (4.13) de [ILS], le 2πix devrait être πix) :

Proposition 3.1. — Soient Q > 1 et φ une fonction lisse sur R à décroissance
rapide dont la transformée de Fourier φ̂(y) = 1

2π

∫
R
φ(x)eixydy est à support compact

(en particulier φ se prolonge en une fonction lisse sur C) ; on a, si L(f, s) �= ζ(s)
(18)∑
ρ

φ(
γ

2π
logQ) =

Af

logQ
−
∑
p

∑
ν�1

1
pν/2 logQ

(
Λf (pν)φ̂(

ν log p
logQ

)+Λf(pν)φ̂(−
ν log p
logQ

)
)
.

avec

Af = φ̂(0) log qf +Af (∞),(19)

Af (∞) =
∫

R

φ(x)
d∑

i=1

(Γ′R
ΓR

(µf,i +
1
2
+

2πix
logQ

) +
Γ′R
ΓR

(µf,i +
1
2
− 2πix

logQ
)dx,

et

Λf(pν) = log p
d∑

i=1

ανf,i(p)

qui est le pν-ième coefficient de la série de Dirichlet −L′(f,s)
L(f,s) = −

∑
p

L′
p(f,s)

Lp(f,s)
.

Si L(f, s) = ζ(s) on doit ajouter au membre de gauche le terme φ( 1
4πi logQ) +

φ(− 1
4πi logQ).
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Preuve. — On pose G(s) = φ((s− 1
2 )

logQ
2πi ) et on considère l’intégrale

1
2πi

∫
(2)

G(s)
Λ′(f, s)
Λ(f, s)

ds

où l’intégration est le long de la droite verticale <es = 2 ; on décale le contour d’inté-
gration à <es = −1 en passant des pôles en s = ρ de résidu G(ρ) (et éventuellement
en s = 0, 1 de résidu −G(0), −G(1)), on fait le changement de variable s→ 1− s et
on utilise l’équation fonctionnelle

−Λ′(f, 1− s)
Λ(f, 1− s)

= log qf +
Λ′(f, s)
Λ(f, s)

.

3.1. Répartition des zéros de grande hauteur

À propos de la répartition des zéros des fonctions L(f, s), on peut considérer deux
types de problèmes.

Le premier consiste à fixer f et à étudier la répartition des zéros non triviaux
ρ = 1/2 + iγ de L(f, s) de grande hauteur, par exemple tels que |γ| ≈ T pour
T → +∞. Dans ce cadre, étendant le résultat de Montgomery aux fonctions L(f, s),
Rudnick et Sarnak [RS] ont établi un résultat très général sur la répartition des écarts
entre ces zéros : tout d’abord si on note N(T, f) le nombre de zéros non triviaux de
f de hauteur � T , on a quand T → +∞

N(f, T ) = |{ρ, L(f, ρ) = 0, |<ρ− 1/2| < 1/2, 0 � =ρ � T }| = d

2π
T logT (1 + o(1)),

de sorte que l’écart moyen entre les parties imaginaires de deux zéros consécutifs de cet
ensemble est ∼ 2π/d logT . On peut former, à l’aide des γ, des répartitions analogues
à celles construites dans les sections précédentes. Par exemple, fixons h une fonction
sur R lisse et à décroissance rapide, on définit Rh

2,f (T, φ) la distribution de corrélation
des paires normalisées

φ→ Rh
2,f (T, φ) =

2π
dT log T

∑
i�=j

h(
γi
T

)h(
γj
T

)φ(
m

2π
logT (γi − γj))

pour toute fonction lisse φ et à décroissance rapide sur R.

Remarque 3.2. — On remarque que, même si les γi ne sont pas réels, cette somme est
bien définie par les prolongements à C de h et φ obtenus par transformée de Fourier
inverse. L’introduction du facteur h(γiT )h(γjT ) est une manière lisse de localiser la
sommation sur les zéros de hauteur ≈ T . On peut définir de manière analogue des
distributions Rh

k,f (T, φ), µ
h
k,f (T, φ),W

h
k,f (T, φ), ν

h
2,f (T, φ)

Le résultat suivant est un analogue « lisse » du Théorème 0.1. Pour L(f, s), on
remarque que la première partie de l’énoncé n’utilise pas d’Hypothèse de Riemann :
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Théorème 3.3 (Rudnick-Sarnak [RS]). — Soit f une forme automorphe cuspidale
sur GLd(AQ) satisfaisant la condition technique

∀ ν � 2,
∑
ν�2

∑
p

|Λf (pν)|2
pν

< +∞

(cette condition est vérifiée pour d � 3 et est une conséquence faible de la conjecture
de Ramanujan-Petersson en général). Soit h la transformée de Fourier d’une fonc-
tion lisse à support compact sur R. Alors pour toute fonction φ lisse sur R dont la
transformée de Fourier φ̂ est à support compact dans ]− 1/d, 1/d[, on a l’égalité

(20) lim
T→+∞

Rh
2,f (T, φ) = ĥ2(0)

∫
Rr

φ(x)r2(GUE)(x)dx

avec r2(GUE)(x) = 1 − ( sinπxπx )2. De plus si l’on admet HRG pour L(f, s) on peut
remplacer h par la fonction caractéristique de l’intervalle [0, 1].

En fait leur résultat est valable pour les distributions de corrélation supérieures
Rh
k,f (T, φ) avec une condition similaire sur le support de la transformée de Fourier

de φ. Grossièrement la méthode comporte une première étape combinatoire qui dans
le cas k = 2 revient simplement à évaluer le membre de gauche sans la contrainte
i �= j, puis à soustraire la diagonale qui vaut essentiellement φ(0)ĥ2(0). Dans la double
somme, on sépare les variables dans le facteur φ( d

2π logT (γi − γj)) par transformée
de Fourier, et on applique aux deux sommes résultantes la formule explicite pour
se ramener à une double somme sur les nombres premiers p, p′. On montre ensuite
que sous la contrainte supp(f̂) ⊂] − 1, 1[ seule la diagonale p = p′ fournit un terme
principal provenant du pôle en 1 de la dérivée logarithmique L′(f × f, s)/L(f × f, s),
de la convolution de Rankin-Selberg de f avec elle même.

3.2. Répartition des « petits » zéros dans les familles

Le problème dual du précédent consiste à étudier les zéros de L(f, s) au voisinage
des points critiques(3) quand on fait varier certains des paramètres qf ou µf,i. Ici on
se restreint au cas où les µf,i sont réels et � 0 ; il n’y a alors qu’un seul point critique
1/2 (voir [P] pour l’étude des zéros des fonctions L de formes de Maass et de leur
convolution de Rankin-Selberg pour le cas de points critiques non-réels). Dans ce cas
on peut montrer sous HRG que le nombre de zéros de L(f, s) à distance � 1 de 1/2
est

N(f, 1) =
log(qf

∏
i(1 + µf,i))
π

(1 + o(1)),

quand Qf := qf
∏

i(1 + µf,i) → +∞ (on appellera Qf le conducteur analytique de
L(f, s)) ; ainsi l’espacement moyen entre deux zéros est de l’ordre de 2π/ log(Qf ). On

(3)Dans cet exposé, on appellera point critique l’intersection de �es = 1/2 avec les droites

horizontales portant les pôles de L∞(f, s) =
Qd

i=1 ΓR(s + µf,i) ; autrement dit les droites

ms = −mµf,i (i = 1, . . . , d).
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souhaite étudier la répartition locale des zéros dans un 1/ logQf voisinage du point
critique 1/2 et pour cela on peut former des distributions Rk,f ,Wk,f analogues à
celles construites précédemment. La plus simple est la distribution de répartition W
que nous considérerons dorénavant

W (f, φ) :=
∑
γf

φ(
logQf

2π
γf )

pour φ lisse et dont la transformée de Fourier est à support compact. Notons que
pour φ fixée la somme précédente n’a essentiellement qu’un nombre borné de termes
quand Qf → +∞ ; on est donc conduit à faire la moyenne de cette distribution sur
une famille F . Plus précisément, on considérera des familles F =

⋃
Q>0 FQ qui sont

réunions de sous-familles FQ indexées par des Q > 0 telles que, pour f ∈ FQ, on a
Qf ≈ Q. Un paramètre important des familles F considérées est

κ := κ(F) = lim
Q→+∞

log |FQ|
logQ

,

il mesure la taille de FQ relativement au conducteur, et plus ce paramètre est grand
plus le problème est facile.

On définit alors

W (FQ, φ) =
1
|FQ|

∑
f∈FQ

WQ(f, φ)

où WQ(f, φ) est défini comme W (f, φ) en remplaçant Qf par Q. On étudie alors le
comportement de W (FQ, φ) quand Q→ +∞.

On donnera ci-dessous quelques exemples de familles considérées, les résultats que
l’on obtient sont tous de la forme :

Énoncé de Densité. — Il existe une constante v > 0 telle que, pour toute fonction
φ lisse à décroissance rapide et dont la transformée de Fourier est à support compact
dans l’intervalle ]− v, v[, on a

(21) lim
Q→+∞

W (FQ, φ) =W (G,φ) =
∫

R

W (G)(x)φ(x)dx

où G représente l’une des cinq familles U, Sp,O, SO+ ou SO−.

Un fait remarquable, qui montre la nécessité de considérer le point critique, est
que si l’on considère la même question en un point non critique, on ne trouve que la
distribution limite des groupes unitaire W (U).

Enfin on fait des conjectures de la forme

Hypothèse de Densité. — Le paramètre v peut être pris arbitrairement grand.
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Remarque 3.4. — Notons que pour l’énoncé de densité précédent la valeur v = 1
est critique. Pour le voir, on note que (par Parseval)

∫
R
W (G)(x)φ(x)dx =∫

R
̂W (G)(x)φ̂(x)dx, et pour G = Sp,O, SO+, SO−, ̂W (G)(x) admet une singu-

larité en x = ±1 (voir (11)). Dans la pratique cette singularité se traduira par
l’apparition d’un autre terme principal qui n’était pas présent avant de franchir ce
cap. D’autre part, on voit que pour G = O,SO+, SO−, les distributions W (G,φ)
cöıncident pour les fonctions test φ dont la transformée de Fourier a son support
contenu dans l’intervalle ] − 1, 1[ ; ainsi pour pouvoir faire la distinction parmi
l’un des types orthogonaux, on doit utiliser les transformées de Fourier de support
dépassant 1. Ainsi quand on parvient à obtenir l’énoncé type pour v > 1, on dira
alors que le type de symétrie de F est U, Sp,O, SO+ ou SO− suivant le cas.

Bien entendu plus la valeur de v obtenue dans un énoncé de densité ci-dessus est
grande, meilleur est le résultat ; mais en pratique la meilleure manière d’évaluer la
qualité d’un tel énoncé est de considérer plutôt le quotient v/κ.

Parmi les familles qui ont été étudiées on trouve
• F±q la famille des caractères de Dirichlet primitifs de module q pairs (resp. impairs).
Pour χ un caractère, la fonction L(χ, s) =

∏
p(1−χ(p)p−s)−1 est de degré 1. De plus,

on a µχ = 0 ou 1 suivant la parité de χ. On prend Q = q et κ = 1. Sous HRG, on
obtient la formule (21) pour tout v < 2 avec G = U .

Les autres exemples qui suivent sont associés à des formes autoduales :
• F±D est l’ensemble des caractères primitifs quadratiques de module � D pairs (resp.
impairs) : le signe de l’équation fonctionnelle est toujours 1 et on prend Q = D, et on
a κ = 1. Sous HGR, on obtient la formule (21) avec G = Sp pour tout v < 2 [OS].

L’exemple suivant est l’un de ceux traités par Iwaniec, Luo et Sarnak dans [ILS].
Il réalise les autres types de symétrie (O,SO+, SO−) considérés dans cet exposé.
• Pour k � 2 pair et q � 1, on note Spk(q) l’ensemble des formes modulaires holo-
morphes primitives pour le groupe Γ0(q) ⊂ SL2(Z). La fonction L d’une telle forme
est définie à partir de son développement de Fourier à l’infini :

f(z) =
∑
n�1

λf (n)n
k−1
2 e(nz), tel que L(f, s) =

∑
n�1

λf (n)
ns

=
∏
p

(1− λf (p)
ps

+
εq(p)
p2s

)−1,

εq désignant le caractère trivial modulo q. Les paramètres à l’infini sont µ1 =
(k − 1)/2, µ2 = (k + 1)/2 et qf = q, ainsi Qf ≈ qk2. Le signe de l’équation fonc-
tionnelle vaut εf = ikwf où wf est la valeur propre de l’involution d’Atkin–Lehner
Wq =

(
0 −1
q 0

)
. Pour tout q sans facteur carré et K � 2, on note S±(K, q) l’ensemble

des formes primitives f de poids k ∈ [K, 2K[ et de niveau q telles que εf = ±1.
Pour cette famille Q ≈ qK2 et on note Sp(K, q) la réunion des deux familles. On a
|S±(K, q)| ≈ K2ϕ(q) de sorte que κ ∼ 1

Théorème 3.5 ([ILS]). — On suppose l’hypothèse HRG vraie pour les fonctions
L(χ, s) des caractères de Dirichlet, les fonctions L(f, s) et les fonctions L des carrés
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symétriques L(sym2f, s) ; alors quand qK → +∞, q parcourant les entiers sans
facteur carré, on a l’égalité (21) avec v < 2 pour les familles Sp(K, q), S+(K, q) et
S−(K, q) avec G = O, SO+, SO− respectivement.

Remarque 3.6. — Certaines hypothèses de Riemann sont moins importantes que
d’autres : en utilisant la technique décrite par exemple dans [KM1] Sect. 3., on peut
supprimer les HGR pour les L(f, s) et les L(sym2f, s) au prix d’une légère hypothèse
supplémentaire sur q : il existe ε > 0 tel que q n’a pas de facteur premier � qε.
Comme le remarquent les auteurs de [ILS], l’HRG pour les fonctions L de caractères
de Dirichlet est apparemment nécessaire « pour briser la parité », ie. pour établir le
résultat pour les sous-familles S+(K, q) et S−(K, q) avec v > 1 et ainsi séparer les
deux types de symétrie. En revanche si l’on ne considère que l’ensemble S∗(K, q)
cette HGR peut être supprimée au moins si q est fixé. Enfin pour v < 1 l’énoncé
précédent est complètement inconditionnel : il permet au moins de distinguer les
types orthogonaux des types unitaires et symplectiques.

E. Royer a établi une variante du Théorème 3.5 : il considère pour k fixé et q
sans facteur carré, n’ayant pas de petits facteurs premiers, la même distribution
W (F , φ) restreinte aux sous-familles de Spk(q) dont on a imposé préalablement les
valeurs propres des involutions d’Atkin–Lehner Wp pour tout p premier divisant q.
Son résultat est que sous les HRG faites dans le Théorème 3.5, l’énoncé de densité
est vérifié pour v = 2 avec les types de symétrie SO+ et SO− suivant le signe de
l’équation fonctionnelle ikwf qui est fixe dans chacune de ces sous-familles.

On peut aussi considérer des familles telles que κ < 1.

• De telles familles sont obtenues en prenant l’ensemble des formes modulaires pri-
mitives Spk(q) avec k fixé et en associant à f , L(sym2f, s), la fonction L de son carré
symétrique de f , ou bien L(f⊗g, s), la fonction L de la convolution de Rankin-Selberg
de f avec une forme primitive autoduale fixée g de niveau premier à q. Pour ces fa-
milles on a κ = 1/2. On obtient dans le premier cas le type de symétrie Sp (cf [ILS],
Thm. 1.4 et Remarks B et C) dans le second, soit Sp, soit SO− suivant le signe de
l’équation fonctionnelle (qui ne dépend que de q et de g).

• Un autre exemple de ce type a été considéré récemment par Fouvry et Iwaniec [FI] :
soit K un corps quadratique imaginaire de discriminant −D, et soit FD = {ψ} la
famille des caractères du groupe des classes d’idéaux de OK , les fonctions L définies
par L(ψ, s) =

∑
a⊂OK

ψ(a) sont de degré 2 avec µ1 = 0, µ2 = 1 et qψ = D. Sous
HRG, pour les caractères de Dirichlet, les auteurs montrent l’égalité (21) pour v = 1
et G = Sp ; ils montrent également qu’elle est vraie pour presque tout D, pourvu que
v < 4/3. Pour cette famille log |FD| = log hK ∼ 1/2 logD et donc κ = 1/2.

Il n’est pas raisonnable d’essayer de décrire avec précision la preuve des résultats
de [ILS]. Ceci dit, elle suit le schéma général suivant :
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– La première étape consiste à transformer les sommes sur les zérosW (f, φ) en somme
sur les nombres premiers grâce aux formules explicites (18) ; intervertissant les som-
mations, on est ramené à des moyennes de la forme

(22)
1
|FQ|

∑
f∈FQ

Λf (pν), pν � Qv.

– On analyse les moyennes (22) à l’aide d’une formule de « traces », propre à chaque
famille(4), qui en général donne une expression plus « accessible » de la moyenne

1
|FQ|

∑
f∈FQ

λf (n),

(d’autant plus « accessible » que n est petit) : pour les caractères de Dirichlet les
relations d’orthogonalités jouent ce rôle ; pour les familles des formes modulaires on
utilise la formule des traces de Selberg ou la formule de Petersson (qui est en pratique
plus efficace) :

Proposition 3.7 (Formule de Petersson). — Soit Bk(q) une base orthonormée de
Sk(q), on a

Γ(k − 1)
(4π)k−1

∑
f∈B

λf (m)λf (n) = δm,n − 2πik
∑
c�1

S(m,n; cq)
cq

Jk−1(
4π
√
mn

cq
)

où δm,n est le symbole de Kronecker et,

S(m,n; c) =
∑

a mod c

(a,c)=1

e
(ma+ na

c

)
est la somme de Kloosterman, et Jk−1(x) est la fonction de Bessel d’ordre k − 1.

Quelques contorsions sont nécessaires pour passer d’une base orthonormée Bk(q)
à l’ensemble des formes primitives Spk(q) (il s’agit d’éliminer les formes anciennes ce
qui est fait dans [ILS] par des arguments de crible qui sont simplifiés par le fait que
q est sans facteur carré) ; appliquant la formule de Petersson, on trouve d’abord des
termes principaux faciles à estimer (les termes dits diagonaux) qui fournissent une
contribution principale. Les termes non-diagonaux se ramènent essentiellement à des
sommes de la forme

T1 =
∑

k∈[K,2K[

∑
c

1
cq

∑
p

log p
p1/2 logR

φ̂(
log p
logR

)S(p, 1; cq)ikJk−1(
4π
√
p

cq
)

et

T±2 = ±
∑

k∈[K,2K[

∑
c

1
cq

∑
p

log p
p1/2 logR

φ̂(
log p
logR

)
√
qS(pq, 1; cq)Jk−1(

4π
√
pq

cq
)

(4)Pour les fonctions L sur les corps finis, ce rôle est joué par la formule des traces de Lefschetz qui

est implicite dans le Théorème d’équirépartition 2.3.
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(quand q vaut 1 ou est premier on obtient exactement ces termes à des quantités
négligeables près ; le cas plus général où q est sans facteur carré est traité dans [ILS]
au prix de grandes difficultés techniques et conduit à des sommes de ce type). On
note que le second terme T±2 n’est présent que si l’on désire étudier les sous-familles
S±(K, q). La majoration de Weil pour les sommes de Kloosterman montre que T1, T±2
sont négligeables devant les termes diagonaux tant que v < 1. Quand v > 1 une
analyse plus fine est nécessaire. On trouve que T1 reste négligeable dans la zone
1 � v < 2 ; le second terme T±2 en revanche n’est plus négligeable dans cette zone et
fournit un nouveau terme principal (un terme hors-diagonal) qui est responsable de la
discontinuité en 1 des densités ̂W (SO+)(x) et ̂W (SO−)(x) (en revanche ̂W (O)(x) n’a
pas de discontinuité en 1). Heuristiquement, il n’est pas difficile de voir la différence
de comportement de ces deux termes :

– Si K est fixé et q varie (rappelons qu’alors Q ≈ q), le comportement de la
fonction de Bessel Jk−1(

4π
√
p

cq ) et la condition p < Qv < q2 imposent à c de valoir
essentiellement 1, le premier terme vaut donc essentiellement

T1 ≈
∑
p

log p
p1/2 logR

φ̂(
log p
logR

)Jk−1(
4π
√
p

cq
)S(p, 1; q).

On montre que les sommes de Kloosterman S(p, 1; q) sommées sur les p « oscillent »
et donc que T1 est négligeable (pour le voir, il suffit de sommer les nombres pre-
miers p sur les classes de congruences modulo q, ce qui requiert HRG pour les carac-
tères de Dirichlet). Dans T2, la somme de Kloosterman S(p, 1; q) est remplacée par√
qS(pq, 1; q) =

√
qS(0, 1; q) =

√
qµ(q) qui est constante ; il n’y a ici pas d’oscillation

possible et on trouve un nouveau terme principal.
– Quand q est fixé (disons q = 1) et que l’on somme sur les poids k ∈ [K, 2K[

pairs (Q ≈ K2), la différence de comportement entre T1 et T±2 est expliquée par la
différence entre les deux formules sommatoires suivantes pour les séries de Neumann :

Lemme 3.8 ([ILS] Cor. 8.2). — Soit h lisse à support compact dans R>0, on a

(23) 2
∑

k≡0(2)
ikh(

k − 1
K

)Jk−1(x) = − K√
x
=m(ζ8eixh̃(

K2

2x
)) +O(x/K4),

2
∑

k≡0(2)
h(
k − 1
K

)Jk−1(x) = h(
x

K
) +O(

x

K3
),

avec

h̃(x) =
∫

R>0

h(
√
u)√

2πu
eiuxdu

La première formule sommatoire correspond essentiellement à T1 : puisque h est
lisse et à support compact, le terme oscillant principal

(24) − K√
x
=m(ζ8eixh̃(

K2

2x
))
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est très petit tant que x > K2, et dans notre cas cela se traduit par la condition√
p < K2 : v < 2 (incidemment cela indique que v = 2 est une autre barrière naturelle

au-delà de laquelle un nouveau phénomène devrait apparâıtre.)
La deuxième formule sommatoire correspond à T±2 : on a cette fois-ci un terme

principal h(x/K) qui fait que T±2 s’écrit comme somme d’un terme principal et d’un
terme d’erreur qui est bien contrôlé dès que v < 3.

3.3. Au-delà de 2κ, l’Hypothèse de Riemann

La preuve du Théorème 0.4 vient du fait remarqué par Iwaniec, Luo et Sarnak que
la valeur v = 2κ est une valeur critique : supposons donnée une famille F = ∪Q>0FQ

et supposons que, pour tout f ∈ F , les zéros de L(f, s) sont tous réels ou situés sur
la droite <es = 1/2. On considère (une version lisse de) la fonction test φv(x) =
( sinπvxπvx )2 ; sa transformée de Fourier φ̂v(x) = max(0, 1v (1 −

|x|
v )) est à support dans

[−v, v]. Alors l’égalité (21) donne

1
|FQ|

∑
f∈FQ

∑
γf

(
sin(v logQγf/2)
(v logQγf/2)

)2 =W (G,φv)(1 + o(1)).

Sous l’hypothèse que γf est réel ou imaginaire pur, chaque terme du membre de gauche
est positif ou nul. On a donc pour chaque f ∈ FQ la majoration

(
sin(v logQγf/2)
(v logQγf/2)

)2 > |FQ| >ε Q
(κ+ε)v

pour tout ε > 0. Si ρf = 1/2 + iγf est réel cela implique que

ρf � 1/2 + κ/v + ε

pour tout ε > 0, d’ou l’intérêt de pouvoir prendre v > 2κ.
Nous pouvons passer à la preuve du Théorème 0.4. Quand q est fixé (q = 1) et

K → +∞, on peut montrer que (21) est valide sans aucune hypothèse supplémentaire
pour la famille Sp(K, 1) pour G = O et pour tout v < 2 = 2κ. Motivés par le
franchissement de cette barrière, les auteurs de [ILS] ont montré que l’hypothèse S
avec α < 3/4 suffit pour pouvoir prendre v > 2. Le sel de leur preuve se trouve dans
le terme principal (24) de (23) : ce terme est non-nul dès que v > 2 mais puisque
Ŵ (G)(x) n’a pas de singularité en 2, le terme T1 doit rester négligeable, c’est-à-
dire que le terme provenant de (24) devrait osciller. C’est précisément ce qu’assure
l’hypothèse S pour α < 3/4. L’appendice C de [ILS] contient une discussion critique
et détaillée sur la validité de l’Hypothèse S (rappelons que HRG pour les caractères
de Dirichlet ne fournit apparemment cette hypothèse que pour α = 3/4). Il y est
notamment expliqué de quelle manière elle découle d’une Hypothèse (notée A) très
naturelle (et certainement très difficile à démontrer) sur le caractère aléatoire des
oscillations de la fonction de Möbius µ. Ils montrent également qu’une variante très
proche de l’hypothèse S devient fausse si on croit à la variante de l’hypothèse A
correspondante.
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3.4. Application au rang analytique

Pour f ∈ F , on note rf = ords=1/2L(f, s) le rang analytique de f (cette terminolo-
gie est motivée par la conjecture de Birch–Swinnerton-Dyer) et on souhaite analyser
le rang analytique moyen

r(FQ) =
1
|FQ|

∑
f∈FQ

rf =
+∞∑
r=0

rp(FQ, r),

avec

(25) p(FQ, r) =
|f ∈ FQ, rf = r|

|FQ|
est la proportion des fonctions L de FQ de rang analytique égal à r. Par l’analogie entre
les fonctions L et les polynômes de matrices aléatoires, on est amené à conjecturer

Hypothèse du rang. — On a limQ→+∞ r(FQ) = 1/2, 1 ou 0 suivant que F a pour
type de symétrie O, SO− ou U, Sp, SO+. Plus précisément limQ→+∞ p(FQ, r) = 0
pour tout r � 2 ; limQ→+∞ p(FQ, 0) = 1 − limQ→+∞ p(FQ, 1) = 1/2, 0 ou 1 suivant
que F a pour type de symétrie O, SO− ou U, Sp, SO+.

Cette conjecture très naturelle regroupe toute les conjectures connues sur le rang
moyen des fonctions L, notamment celles de Brumer [Br], Goldfeld et Murty [Mu].
D’autre part il n’est pas difficile de voir que l’Hypothèse de Densité l’implique, si l’on
admet HRG pour les fonctions L(f, s) de F (il suffit de choisir la fonction φ = φv ci-
dessus). D’autre part tout énoncé de densité de type (21) fournit des résultats partiels
en direction de l’hypothèse du rang : une majoration de r(FQ) et des minorations
de p(FQ, 0) et (ou éventuellement de p(FQ, 1) si G = SO−). Ainsi dans [ILS], les
résultats (avec v = 2) du Théorème 3.5 fournissent pour la famille Sp2 (q), la majoration
r(Sp2 (q)) � 1 + o(1) ; d’autre part les auteurs montrent qu’en exploitant la différence
de répartition entre S+2 (q) et S−2 (q) on peut améliorer cette borne et passer sous la
barrière 1 (toujours avec v = 2) :

(26) r(Sp2 (q)) � 99/100 + o(1).

Cette majoration jointe à la conjecture de Birch–Swinnerton-Dyer donne une ma-
joration du rang de la partie nouvelle de la jacobienne de la courbe modulaire X0(q).

3.5. Les moments des fonctions L

Le modèle des matrices aléatoires jette un nouvel éclairage sur un thème classique
de la théorie analytique des nombres : l’évaluation des moments des fonctions L au
point critique. Les moments sont définis (pour 1/2 point critique) par

Mk(FQ) =
1
|FQ|

∑
f

L(f, 1/2)k
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si tous les éléments de F sont autoduaux, sinon on remplaceL(f, 1/2)k par |L(f, 1/2)|k
dans l’expression précédente. Si F a pour type de symétrie G, on modélise L(f, s) par
une matrice alétoire de rang N = [ logQ2π ], les calculs de la section1.3, ont conduit
Conrey–Farmer [CF] et Keating–Snaith [KSn1, KSn2] à la conjecture

Hypothèse des moments. — Si F a pour type de symétrie G, on a

lim
Q→+∞

Mk(FQ) = ak(F)gG(k)(
logQ
2π

)γG(k)

où gG(k) est la constante explicitée au théorème 1.3, γG(k) est l’exposant de N corres-
pondant

γU (k) = (k/2)2, γSp(k) = k(k + 1)/2,

γO(k) = γSO+(k) = k(k − 1)/2, γSO−(k) = k(k + 1)/2,

et ak(FQ) est une constante non-nulle de nature arithmétique (donnée par un produit
Eulérien) dépendant de la famille et que l’on peut calculer explicitement pour chaque
cas.

Remarque 3.9. — Pour cette hypothèse, la seule quantité qui n’est pas explicitement
définie est la constante ak(F). Elle peut être calculée explicitement pour chaque fa-
mille étudiée et pour chaque k et on trouve à chaque fois un produit eulérien abso-
luement convergent, mais on ne dispose pas pour l’instant d’une définition intrisèque
de cette quantité. Il est possible qu’elle soit liée aux moments de la variable aléatoire
(cf. (17))

f → Λ(f, 0) exp(
Λ′(f, 0)
Λ(f, 0)

1
2
) = εfΛ(f, 1) exp(−Λ′(f, 1)

Λ(f, 1)
1
2
)

qui peuvent tous être évalués par des techniques liées au grand crible.

Il est assez remarquable que cette conjecture n’a toujours pas encore été prise en
défaut. Cependant très peu de moments d’ordre élevé sont connus à ce jour et aucun
d’ordre > 4κ : on peut citer les moments de

{ζ(1/2 + it)}t�T , k = 2, 4, G = U (Ingham),

{L(χ, 1/2)}χ(q), χ primitif complexe, k = 2, 4, G = U [HB],

{L(χ, 1/2)}χ(D), χ primitif réel k = 1, 2, 3, G = Sp, [So]

{L(f, 1/2)}f∈Spk(q), q premier, k = 1, 2, 3, 4, G = SO+, [KMV3],

{L(f ⊗ χ, 1/2)}f∈Spk(q), q premier, χ un caractère complexe fixé, k = 2, 4 G = U [MV],

{L(ψ, 1/2)}
ψ∈chK , K = Q(

√
−D), k = 1, 2 G = Sp, [DFI3].

L’évaluation des moments est assez similaire à l’évaluation des distributions de densité
W (FQ, φ).
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– L’analogue de la formule explicite (Prop. 3.1) est donné par une formule repré-
sentant L(f, 1/2) sous la forme d’une série rapidement convergente : par exemple pour
f autoduale, on a

L(f, 1/2) = (1 + εf)
∑
n�1

λf (n)
n1/2

V (n)

avec

V (y) =
1

2πi

∫
(2)

L∞(f, s+ 1/2)
L∞(f, 1/2)

(y/q1/2f )−s
ds

s
.

Cette fonction est à décroissance rapide dès que y # Q
1/2
f ≈ Q1/2. Plus généralement

on voit que L(f, 1/2)k peut se représenter comme une série rapidement convergente
de la forme

(1 + εf )
∑
n�1

λf k(n)
n1/2

Vk(n)

où

V (y) =
1

2πi

∫
(2)

(L∞(f, s+ 1/2)
L∞(f, 1/2)

)k
(y/qk/2f )−s

ds

s

est à décroissance rapide pour y # Q
k/2
f ≈ Qk/2 et

λf k(n) =
∑

n1···nk=n

λf (n1) · · ·λf (nk)

est la convolution de λf avec elle-même k fois (dans la pratique cette fonction arith-
métique multiplicative vaut « essentiellement » λf (n)τk(n) où τk(n) =

∑
n1···nk=n 1

compte le nombre de représentations de n en produit de k entiers).
– Ensuite les moyennes

1
|FQ|

∑
f

λf k(n), n> Qk/2+ε

analogues aux moyennes (22) sont évaluées l’aide d’une formule de traces (après des
arguments combinatoires qui peuvent être compliqués si d > 1) ainsi le paramètre v
dans section précédente correspond au paramètre k/2. Comme dans la section précé-
dente des termes non-diagonaux apparaissent quand k augmente, ainsi les premiers
termes non-diagonaux apparaissent pour k/2 = κ et le moment d’ordre k = 4κ voit ap-
parâıtre des termes hors diagonaux supplémentaires fort délicats à estimer (cf [DFI3],
[KMV2] par exemple). La grande différence avec la section précédente est que l’éva-
luation des termes non-diagonaux supplémentaires est possible inconditionnellement
(sans avoir recours à HGR), la raison étant que la fonction arithmétique τk(n) se
contrôle bien mieux que la fonction caractéristique des nombres premiers.

L’Hypothèse des moments est un outil très puissant pour prédire le comportement
en moyenne des fonctions L. En effet le Théorème de la section 1.3 permet d’étudier
le comportement des variables aléatoires A → log | det(1−A)|

logN , A → det(1 − A) quand
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N → +∞ (notons que la deuxième variable n’admet pas de distribution limite).
De là, on peut extrapoler aux valeurs critiques de fonctions L avec l’identification
N = logQ/2π et faire des conjectures très fines sur ces valeurs critiques. Par exemple
utilisant ce modèle Conrey, Keating, Rubinstein et Snaith font des conjectures très
précises sur la fréquence d’annulation en 1/2 des twists quadratiques de la fonction
L d’une courbe elliptique. Si E est une courbe elliptique, pour tout p premier on
note E ⊗ χp le twist de E par p, alors la famille {L(E ⊗ χp, s)}p�X est de type O
et se scinde en deux sous-classes de type SO+ et SO+ indexées par les p tels que
εE⊗χp = 1, l’hypothèse du rang donne ici que

|{p � X, εE⊗χp = 1, L(E ⊗ χp, 1/2) �= 0}| =
1
2
|{p � X εE⊗χp = 1}|(1 + o(1)) 	 1

2
|{p � X}, X → +∞.

La conjecture suivante raffine l’hypothèse en prédisant la taille de l’ensemble excep-
tionnel complémentaire

Conjecture 3.10 (CKRS). — Soit E/Q une courbe elliptique ; il existe une
constante cE > 0 telle que

|{p � X, εE⊗χp = 1, L(E ⊗ χp, 1/2) = 0}| 	 cEX3/4(logX)−5/8.

Leur heuristique consiste à combiner le modèle des matrices aléatoires et la formule
de Waldspurger sur la correspondance de Shimura : cette formule implique que p →√
pL(E ⊗ χp, 1/2) prend des valeurs entières (à une constante multiplicative fixée

près).

4. ÉPILOGUE : MÉTHODES INCONDITIONNELLES

Au cours de cet exposé nous avons évoqué un grand nombre de conjectures et autres
hypothèses toutes certainement très difficiles. Dans cette dernière section nous vou-
lons rappeler que des méthodes existent pour montrer inconditionellement certaines
conséquences de ces hypothèses.

Ainsi, le problème d’évaluer les moments des fonctions L (qui est très antérieur à
l’arrivée des matrices aléatoires en théorie des nombres) est lié à tout un ensemble de
techniques permettant de trouver des substituts efficaces aux hypothèses de Riemann.

Ces méthodes sont liées à l’évaluation des moments « partiels »

M(F ,x, s) := 1
|F|
∑
f

L(f, s)M(f, s)

ou

(27) Mk(F ,x, s) :=
1
|F|
∑
f

|L(f, s)|k|M(f, s)|2
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où s est dans la bande critique, x = (xl)l�L ∈ CL et M(f, s) est le polynôme de
Dirichlet

(28) M(f, s) =
∑
<�L

x<
λf (P)
Ps

, x< ∈ C.

En pratique on choisira les coefficients xl de manière appropriée suivant le type d’ap-
plication qu’on a en vue. Un paramètre important du polynôme est sa longueur L
et on la mesure en général à travers le coefficient ∆ = logL/ logQ (la qualité des
résultats obtenus en est une fonction croissante).

Il y a essentiellement deux types d’utilisation de ce polynôme que nous allons
évoquer à travers des exemples : la mollification et l’amplification

4.1. La mollification : Sur les zéros réels des fonctions L

La mollification est une technique inventée par Bohr et Landau au début du siècle
dernier. Ils l’utilisèrent pour étudier la répartition des zéros de la fonction ζ sur la
droite critique. On pourra se reporter à l’exposé de Bombieri [B] de ce séminaire pour
une description détaillée des techniques de mollification dans le contexte de ζ.

Une première application de la méthode de mollification est l’obtention de minora-
tions non triviales pour la proportion p(FQ, 0) des fonctions L de FQ qui ne s’annulent
pas au point critique 1/2 (cf (25)).

Le principe général est le suivant : on part de la minoration (pour x ∈ CL non
nul) et Q assez grand p(FQ, 0) � |M(F ,x, 1/2)|2/M2(F ,x, 1/2). On utilise les for-
mules de traces permettent d’obtenir des formules asymptotiques pour les quantités
M(F ,x, 1/2) et M2(F ,x, 1/2). On montre alors que le vecteur x peut être choisi de
manière « optimale » (afin de minimiser la forme quadratique M2(F ,x, 1/2) sous la
contrainte linéaire M(F ,x, 1/2) = 1) ; avec de choix, on obtient

(29) p(FQ, 0) � FG(∆)(1 + o(1)), Q→ +∞

où FG(∆) est une fraction à coefficients rationnels nulle pour ∆ = 0, strictement
croissante et qui ne dépend que du type de symétrie G de la famille (on pourra
consulter [IS1, So, KMV1] pour une application de ce principe pour diverses familles).

Notons que si l’on choisit le mollifieur « trivial » M(f, s) = 1, on obtient une mino-
ration plus faible de la forme (cf. l’Hypothèse des Moments) p(FQ, 0) # 1/ logQ →
0, Q→ +∞ (cf. [Du]).

Remarque 4.1. — Les familles de fonctions L que nous avons rencontrées jusquà pré-
sent sont toutes relativement classiques. Pourtant on pourrait imaginer étudier le
même type de problème pour d’autre familles plus « exotiques » de fonctions L de
formes automorphes (par exemple sur les corps de nombres autres que Q). La prin-
cipale limitation à l’extension de ces résultats tient au fait que les formules de traces
dont on dispose (formules d’Arthur-Selberg) sont beaucoup moins maniables du point
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de vue analytique. Récemment Vanderkam [Va] a montré que l’on peut étendre la for-
mule des traces de Selberg (sous la forme explicite qu’a donnée Shimizu) (29) (et (30)
(31) ci-dessous) aux familles de formes modulaires de Hilbert sur un corps totalement
réel, quand le poids est fixé et le niveau varie.

Une deuxième application possible concerne l’étude des zéros non triviaux réels
dans des fonctions L d’une famille F . Pour f appartenant à une famille F , on note
N(f, [0, 1]) le nombre de zéros réels contenus dans la bande critique de la fonction
L(f, s) comptés avec multiplicité et N(FQ, [0, 1]) la valeur moyenne de cette variable.
Pour connâıtre le comportement de N(FQ, [0, 1]), on note que la majoration triviale
N(FQ, [0, 1]) � r(FQ) qui est une égalité sous HRG ; d’autre part l’hypothèse du rang
prédit la limite limQ→+∞ r(FQ) en fonction du type de symétrie de F ; on peut noter
que pour la famille {χ} des caractères de Dirichlet (qui est de type unitaire), Chowla
avait déjà fait la conjecture plus forte N(F , [0, 1]) = 0 !

Les méthodes de mollification permettent d’obtenir de résultats non triviaux et in-
conditionnels sur les quantités N(F , [0, 1]) et r(F). Ainsi dans [KM1], il était montré,
dans les formules explicites combinées avec une ancienne technique de mollification
due à Selberg [Se], que pour q premier

(30) N(Sp2 (q), [0, 1]) � C

où C est une constante absolue (dans [KM1], la majoration était donnée pour le rang
analytique r(Sp2 (q)), mais la méthode utilisée fournit en fait la majoration plus forte).
Il s’agissait alors du premier résultat inconditionnel de ce type.

Cette méthode qui fonctionne mutatis mutandis pour une grande classe de familles
de fonction L, a été raffinée pour fournir la majoration beaucoup plus forte

(31)
1
|FQ|

∑
f

exp(AN(f, [0, 1])) � C

où A > 0 et C sont des constantes absolues ([HM], là encore l’inégalité n’est donnée
que pour le rang analytique mais elle est vraie en général) : cette majoration dit
que la proportion des éléments L(f, s) de la famille ayant au moins r zéros sur [0, 1]
décrôıt exponentiellement vite avec r. Cette majoration combinée avec la première
application de la mollification décrite ci-dessus conduit à une version inconditionnelle
de l’inégalité (26) ([KMV1]) : pour q premier

r(S2(q)) � (1.2 + o(1)).

Dans [CS], cette technique a été considérablement simplifiée, améliorée et optimisée
par Conrey et Soundararajan afin d’obtenir des formes précises de (30) : leur Théorème
0.5 est conséquence de l’inégalité

(32) N(FD, [0, 1]) � 0.79 + o(1) (D → +∞).
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Pour obtenir (30), (31), ou (32), la méthode consiste à majorer le nombre de zéros
positifs ou nuls par le nombre de ceux contenus dans un 1/ logQ-voisinage du demi-axe
[0,+∞[. D’après l’équation fonctionnelle, on peut se limiter à un 1/ logQ-voisinage
du demi-axe [1/2,+∞[. Pour compter les zéros dans ce voisinage, on utilise le lemme
suivant dû à Selberg qui permet de compter les zéros dans des bandes étroites [Se]
(Lemma 14)

Lemme 4.2 (Selberg). — Soit h une fonction holomorphe dans le domaine

{s ∈ C | <es � α, t1 � =ms � t2}

telle que

(33) h(s) = 1 + o
(
exp(− π

t2 − t1
<es)

)
uniformément dans ce domaine quand <es → +∞. Soient ρ = β + iγ les zéros de h
dans l’intérieur de ce domaine. On a l’égalité

2(t2 − t1)
∑
ρ

sin
(
π
γ − t1
t2 − t1

)
sinh
(
π
β − α
t2 − t1

)
=
∫ t2

t1

sin
(
π
t− t1
t2 − t1

)
log |h(α+ it)|dt

+
∫ +∞

α

sinh
(
π
σ − α
t2 − t1

)
(log |h(σ + it1)|+ log |h(σ + it2)|)dσ

Dans leur preuve, Conrey et Soundararajan choisissent α = 1/2 − a/ logD, t1 =
−b/ logD, t2 = b/ logD où a, b sont des paramètres à optimiser. Ainsi dans la somme
de gauche ci-dessus, les zéros du demi-axe [1/2,+∞[ sont comptés avec le poids

4b
logD

sinh
(
π
(β − 1/2) logD

2

)
� 4b

logD
sinh
(
π
a

2b

)
.

On voudrait appliquer le lemme 4.2 à h(s) =
∏

χ∈FD L(χ, s), mais l’hypothèse de
décroissance rapide à l’infini (33) n’est pas valable pour cette fonction. La méthode
de mollification intervient à ce niveau : on considère plutôt une fonction de la forme
h(s) =

∏
χ∈FD L(χ, s)M(χ, s) (ce qui ne fait qu’augmenter le nombre de zéros). On

prend pour M(χ, s) une version tronquée de L(χ, s)−1 (un mollifieur) de la forme
(28), avec

xl = µ(l), 1 � l � L1−δ, xl = µ(l)P (log(L/l)/ logL), L1−δ � l � L

où 0 < δ < 1 et P est un certain polynôme tel que P (0) = P ′(0) = 0, P (δ) = 1,
P ′(δ) = 0. Par construction on a pour <es > 2

h(s) =
∏

χ∈FD

(1 +
∑

n�L1−δ

aχ(n)
ns

),
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ainsi si le produit (1−δ)∆ est suffisamment grand par rapport à b, l’hypothèse (33) est
vérifiée. Appliquant le Lemme 4.2, on est ramené au problème de majorer log |h(s)|
le long du contour

[α+ it1,+∞+ it1[∪[α+ it2,+∞+ it2[∪[α+ it1, α+ it2[.

On se ramène au moment partielM2(FD,x, s) par l’inégalité arithmético-géométrique

1
|FD)| log |h(s)| �

1
2
log(M2(FD,x, s)).

Le point technique de la preuve est l’évaluation de M2(FD,x, s). Pour cette famille,
elle est faite à l’aide de techniques développées dans [So] et fournit la formule asymp-
totique suivante qui est uniforme (au moins) pour 1/ logD > |s| > log logD/ logD

M2(FD,x, 1/2 + s) ∼ 1 +
(1−D−2"es

2<es logL +
D−s −D−s
2=ms logL

)
+
∫ δ

0

L−2"es(1−y)
(
P ′(y) +

P ′′(y)
2s logL

)(
P ′(y) +

P ′′(y)
2s logL

)
dy,

ce qui permet d’évaluer l’intégrale. Pour conclure la preuve, il reste à optimiser les
valeurs des paramètres a, b, δ, P et ∆. Les auteurs choisissent a = 6.8 b = π/(2(1−δ)),
δ = 0.64, P (y) = 3(y/δ)2−2(y/δ)3 et on peut prendre ∆ arbitrairement proche de 1/2.

Remarque 4.3. — Le point crucial de la majoration (32) est le fait que 0.79 < 1.
Or du point de vue du comptage des zéros, la méthode suivie n’est pas op-
timale en apparence : premièrement on compte les zéros éventuels des molli-
fieurs M(χ, s) ; deuxièmement, on compte les zéros contenus dans un 1/ logD
voisinage de [1/2,+∞[ : ainsi même si on croit à l’Hypothèse de Riemann
Généralisée, on n’évitera jamais, en suivant cette méthode, le comptage des
zéros des fonctions L(χ, s) qui se trouvent sur le segment [1/2 − ib/ logD,
1/2 + ib/ logD]. Le modèle des matrices aléatoire intervient sur ce dernier point :
d’après ce modèle, la famille FD est de type symplectique, aussi les fonctions L de
cette famille ne doivent pas « en général » avoir beaucoup de zéros proches de 1/2
(cf. la Remarque 1.2) ; ainsi, par la technique utilisée, on ne devrait pas compter trop
de zéros supplémentaires. Pour la même raison il est raisonnable d’espérer que les
fonctions L(f, s) pour f ∈ S−k (q) n’ont pas de zéros proches de 1/2 autres que le zéro
trivial 1/2 puisque le type de symétrie de cette famille est SO− et que les distributions
locales au voisinage de 1 des valeurs propres de matrices symplectiques et des valeurs
propres non triviales de matrices orthogonales de rang impair cöıncident. Il est donc
raisonnable d’espérer montrer qu’il y a une proportion positive des formes modulaires
impaires qui ont exactement 1 zéro sur l’axe réel. En revanche pour les caractères
complexes (ayant une symétrie de type unitaire) ou pour les formes modulaires paires
(ayant symétrie de type orthogonal pair) il peut y avoir des zéros très proches de
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1/2, et il est vraisemblable qu’on ne pourra pas obtenir une proportion positive de
fonctions L ne s’annulant pas sur [0, 1].

4.2. Briser la convexité

Une autre application de l’évaluation des moments est le problème de majorer
|L(f, 1/2)| en fonction de Qf . Rappelons que l’ Hypothèse HRG implique l’

Hypothèse de Lindelöf Généralisée (HLG). — Pour tout ε > 0,

(34) |L(f, 1/2)| >ε,d Q
ε
f ,

la constante impliquée ne dépendant que de ε et de d.

D’autre part l’équation fonctionnelle (16) et le principe de convexité de Phragmen-
Lindelöf permettent de montrer la majoration (34) avec l’exposant ε remplacé par
1/4 + ε (qu’on appelle exposant de convexité).

Un premier pas vers HGL consisterait à obtenir la majoration (34) avec un exposant
< 1/4 (problème qu’on appellera quasi-HLG). Il est remarquable que la résolution
de quasi-HGL est suffisante pour résoudre complètement des problèmes profonds :
pour des applications frappantes, on pourra se reporter à l’excellent survol [IS2].

Pour améliorer l’exposant de convexité, la méthode des moments est assez bien
adaptée : si f fait partie d’une famille FQ et qu’on dispose de l’hypothèse des moments
pour le k-ième moment, on a trivialement

|L(f, 1/2)| � (|FQ|Mk(FQ))1/k >ε Q
κ/k+ε.

Ainsi l’Hypothèse des Moments implique trivialement HLG. Pour ce qui est de quasi-
HLG, on voit que le moment d’ordre k = 4κ est critique, puisqu’il fournit l’exposant de
convexité (tout comme v = 2κ était critique pour quasi-HRG). Notons qu’en pratique
on n’utilise la méthode des moments que pour les moments d’ordre pair sauf si l’on
sait a priori que les L(f, 1/2) sont positifs ou nuls (c’est un résultat profond qui a
été montré pour certaines fonctions L de formes autoduales [GZ, Wa]). Souvent, on
obtient une majoration correcte du moment d’ordre k = 4κ assez naturellement (par
une inégalité de grand crible) et pour le dépasser on a plusieurs possibilités :
• la première consiste à réduire la taille de la famille (plus précisément réduire κ) tout
en conservant la même qualité d’estimation pour le moment d’ordre k, par exemple
cette méthode a été utilisée par Sarnak [Sa] pour les fonctions L de convolutions de
Rankin-Selberg :

|L(f ⊗ g, 1/2)| >ε,q k
1−1/28+ε

pour g une forme primitive fixée et f ∈ Spk(q) une forme primitive de poids k.
•Une deuxième possibilité est d’obtenir une bonne majoration pour le moment d’ordre
k + 2 si k est pair (ou éventuellement k + 1 si l’on sait que les L(f, 1/2) sont tous
positifs ou nuls, c’est cette dernière approche qui a été utilisée avec succès par Conrey
et Iwaniec dans [CI1]).
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• Une troisième possibilité est la méthode d’amplification inventée par Iwaniec et
developpée avec Duke et Friedlander [DFI1, DFI2, DFI4]. Cette dernière méthode est
en quelque sorte un cas intermédiaire de la deuxième ; elle consiste à obtenir pour le
moment partiel (27) (« d’ordre » k + 2∆) une majoration de la forme

(35) Mk(FQ,x, 1/2)>ε Q
ε
∑
l�L

|xl|2,

pour tout ε > 0, puis à choisir les coefficients (xl)l�L des polynômesM(f, 1/2) de sorte
que la contribution d’un f0 ∈ FQ donné soit amplifiée (ainsi on appellera M(f0, 1/2)
un amplificateur) : on demande que l’on ait

(36) |M(f0, 1/2)| # Lδ−ε et
∑
l�L

|xl|2 >ε L
δ+ε

pour un certain δ > 0 et tout ε > 0. On déduit de (35) et de (36) la majoration

|L(f0, 1/2)| >ε Q
κ/k+εL−δ/k >ε Q

1/4+εL−δ/k,

qui suffit à obtenir quasi-HLG pour f0 dès que logL # logQf . Ainsi, pour f0 = χ0
un caractère de Dirichlet on choisit xl = χ0(l) ; on obtient alors (36) avec δ = 1. Pour
f ∈ Sk(q) on choisit l’amplificateur de Iwaniec basé sur l’identité λf (p)2−λf (p2) = 1
valable dès que (p, q) = 1 : on prend xp2 = −1 si p2 � L, xp = λf0(p) si p2 � L, et
xl = 0 sinon ; avec ce choix on obtient (36) pour δ = 1/2.

Cette technique a été utilisée avec succès dans un certain nombre de cas comme
par exemple [DFI1, DFI2, DFI4, KMV3]. La principale difficulté pour obtenir (35)
réside dans le contrôle de la contribution des termes non-diagonaux (qui apparaissent
car k = 4κ). Par exemple Duke, Friedlander et Iwaniec ont obtenu les majorations
[DFI2, DFI4] pour les fonctions L de formes modulaires

|L(f, 1/2)| >ε q
1/4−1/160+ε

et pour le cas (beaucoup plus difficile) de ψ un caractère du groupe des classes d’idéaux
d’un corps quadratique imaginaire de discriminant −D,

|L(ψ, 1/2)| >ε q
1/4−1/23 041+ε.

RÉFÉRENCES

[B] E. Bombieri – A lower bound for the zeros of Riemann’s zeta function on
the critical line (following N. Levinson). Séminaire Bourbaki, Exp. n◦ 465,
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QUANTIFICATION GÉOMÉTRIQUE
ET RÉDUCTION SYMPLECTIQUE

parMichèle VERGNE

INTRODUCTION

SoitM une variété différentiable munie d’une 2-forme symplectique Ω. On se donne
de plus un fibré en droites complexes L (appelé fibré de Kostant-Souriau) muni d’une
connexion ∇ dont la courbure est −iΩ. On dira que M est une variété symplectique
préquantifiée, et on sous-entendra souvent le fibré L (dont la première classe de Chern
est fixée). Par exemple, siM est l’espace projectif, le fibré L est le fibré O(1). Peut-on
construire canoniquement un espace de Hilbert Q(M) associé à la variété préquanti-
fiée M ? De plus, si φ est une fonction réelle sur M , peut-on lui associer un opérateur
auto-adjoint Q(φ) opérant sur Q(M) tel que toute valeur λ du spectre de l’opérateur
Q(φ) appartienne à l’intervalle φ(M) ⊂ R ? Notons G le flot hamiltonien engendré
par φ et notons redλ(M) l’espace des orbites de G dans l’hypersurface φ = λ. C’est

φ

λ

φ−1(λ)

Figure 1. Espace réduit : φ−1(λ)/S1 = •

(dans les bons cas) une variété symplectique de dimension dimM−2, appelée l’espace
réduit de M au niveau λ.
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Si φ est propre, les espaces réduits sont compacts. On désire alors que le spectre de
Q(φ) soit un sous-ensemble discret de φ(M) et que les multiplicités de toute valeur
propre λ soient finies et en rapport étroit avec le volume symplectique de la fibre
réduite en λ. Des procédés pour construire Q(M) et Q(φ) n’existent que sous cer-
taines conditions. Mais certains cas sont bien cernés, notamment celui des variétés
symplectiques compactes. On sait alors associer à une variété symplectique compacte
préquantifiée M un espace vectoriel canonique Q(M). Si φ engendre un flot hamilto-
nien circulaireG = {eit, 0 � t � 2π}, ce flot G opère sur Q(M) et on pose Q(φ) = −iL
où L est le générateur infinitésimal de l’action du flot sur Q(M). Le but de cet exposé
est de décrire la multiplicité de la valeur propre λ de Q(φ) grâce à la variété réduite
en λ.

Donnons dès à présent la description de cette relation dans le cadre d’une variété
kählérienne compacte, et pour la valeur propre 0 dont l’espace propre est le sous-espace
Q(M)G des éléments G-invariants de Q(M). L’espace quotient symplectique naturel
de M par G est l’espace réduit red0(M) = Φ−1(0)/G. En effet, cet espace – du moins
s’il est lisse – est encore une variété kählérienne compacte (de dimension complexe
dimCM − 1) et c’est « grosso modo » le quotient de M par l’action complexifiée de
GC = C∗ sur M .

Figure 2. Action de C ∗ : M/C ∗ = •

Si L est un fibré de Kostant-Souriau holomorphe sur M , alors Q(M) est – dans
les bons cas – l’espace des sections holomorphes du fibré L. Guillemin-Sternberg [16]
ont démontré qu’alors l’espace des invariants Q(M)G s’identifie à l’espace des sections
holomorphes du fibré de Kostant-Souriau sur la variété réduite (tout au moins lorsque
celle-ci est lisse), comme dans le cas projectif, où Q(M) est l’anneau des coordonnées
homogènes sur M et Q(M)G l’anneau des coordonnées homogènes sur le quotient
géométrique «M/GC ». LorsqueM est seulement symplectique, on peut, grâce à une
structure presque complexe, définir un espace Q(M) analogue. Guillemin et Sternberg
[16] ont alors formulé une conjecture qui généralise au cas symplectique la construction
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de Mumford [32] en géométrie algébrique, construction clef de la théorie géométrique
des invariants.

Il est utile de replacer ces thèmes de réflexion dans le contexte de la méthode des
orbites, où ils sont naturels. Si G est un groupe de Lie connexe, on note g son algèbre
de Lie et g∗ l’espace vectoriel dual de g. Une orbite O de G dans g∗ est appelée orbite
coadjointe ; c’est une variété symplectique. Si cette orbite O est préquantifiable, on
espère lui associer une représentation unitaire irréductible Q(O) de G. En particu-
lier, soient N un groupe nilpotent simplement connexe et G un sous-groupe connexe
de N . Soit Φ : n∗ → g∗ la projection canonique. Grâce aux résultats de Kirillov (voir
[20]), toute orbite coadjointe O ⊂ n∗ est quantifiable en une représentation unitaire
irréductible Q(O) de N . On sait étudier (voir [10]) la décomposition de la restriction
de la représentation irréductible Q(O) au sous-groupe G de N , à l’aide de l’ensemble
des G-orbites contenues dans Φ(O).

Dans cet exposé, on traite un problème similaire pour le cas où G est compact
connexe. En fait, on traite la situation suivante. Soit G un groupe de Lie compact,
agissant de manière hamiltonienne sur une variété symplectique compacte M pré-
quantifiée. Soit Φ :M → g∗ l’application moment. On peut construire canoniquement
(voir section 3) un espace Q(M) sur lequel opère G ; c’est l’espace des solutions d’un
opérateur de Dirac tordu sur M . Si XM est le champ hamiltonien associé à X ∈ g,
la fonction 〈Φ, X〉 a pour opérateur associé Q(〈Φ, X〉) = −iLQ(X) , où LQ(X) est le
générateur infinitésimal pour l’action unitaire de G dans Q(M). On montrera dans cet
exposé que l’on peut « voir » la décomposition de Q(M) en représentations irréduc-
tibles de G en regardant la décomposition de l’image de Φ(M) en orbites coadjointes
de G. Le cas primordial est le suivant. Considérons une orbite coadjointe préquan-
tifiable Oλ = G · λ de G. D’après le théorème de Borel-Weil-Bott, la représentation
τG(λ) = Q(Oλ) est irréductible, c’est la représentation dite de plus haut poids Λ = iλ.
L’application Φ étant l’injection canonique, c’est ce qui est attendu. Si M est une
variété préquantifiée obtenue par produit direct d’une orbite préquantifiée Oλ par
une variété symplectique compacte N préquantifiée avec action triviale de G, alors
Q(M) = Q(N) ⊗ Q(Oλ) et G agit trivialement sur Q(N). Ici, l’application Φ est
la projection de M = N × Oλ sur le deuxième facteur, et seule la représentation
τG(Λ) = Q(Oλ) intervient dans la décomposition de Q(M), mais cette fois avec mul-
tiplicité dimQ(N).

V. Guillemin et S. Sternberg ont formulé une conjecture précise qui permet de
décrire entièrement l’espace de représentation Q(M) du groupe G grâce à l’applica-
tion Φ, pour toute action hamiltonienne de G sur M . On introduit l’espace réduit de
Marsden-Weinstein red0(M) = Φ−1(0)/G. C’est dans les bons cas une variété sym-
plectique lisse compacte préquantifiable (avec action triviale de G). La conjecture de
Guillemin-Sternberg s’énonce

Q(M)G = Q(red0(M)).
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Leur conjecture est connue sous la forme du slogan : « La quantification commute à la
réduction ! » ou du sigle [Q,R] = 0. Ce slogan a aussi influencé les recherches de rela-
tions précises entre représentations d’un groupe G opérant de manière hamiltonienne
sur M et la géométrie de l’application moment également pour beaucoup de situa-
tions non compactes. Ces thèmes de recherches étaient présents depuis longtemps, en
particulier depuis les résultats de Duistermaat-Heckman [12] sur le comportement lo-
calement polynomial des volumes des fibres réduites. De nombreux résultats qualitatifs
ou asymptotiques pour les multiplicités découlent des formules de caractères établies
pour ces représentationsQ(M) quantifiées d’une variété symplectiqueM , mais rien de
nickel comme la conjecture de Guillemin-Sternberg n’était démontré. La formule de
localisation dite non abélienne de Witten [46], et les démonstrations de Jeffrey-Kirwan
[17] de cette formule, ont aiguillonné une nouvelle recherche plus insistante dans ce do-
maine. Ainsi, vers 1994, au moins cinq démonstrations différentes de la conjecture de
Guillemin-Sternberg étaient simultanément proposées pour le cas du groupe G = S1,
par Duistermaat-Guillemin-Meinrenken-Wu, Guillemin, Jeffrey-Kirwan, Meinrenken,
et Vergne [11, 14, 18, 28, 45]. Puis, E. Meinrenken et E. Meinrenken-R. Sjamaar
l’ont démontré dans le cas général beaucoup plus difficile d’un groupe de Lie compact
connexe quelconque [29],[30]. L’article de Sjamaar [36] est une excellente introduc-
tion à ces résultats. Enfin, Y. Tian-W. Zhang, W. Zhang, puis P.-E. Paradan ont
produit d’autres démonstrations plus directes du cas général, s’adaptant à certaines
situations nouvelles : variétés à bord, variétés non compactes, application moment
abstraite, familles, indices de fibrés positifs [39, 40, 41, 42, 43, 49, 50, 33, 34].

Avant d’entreprendre une description (un peu technique) du procédé de quantifica-
tion utilisé dans la conjecture de Guillemin-Sternberg, puis des résultats, expliquons
la signification de cette conjecture dans l’exemple fondamental de la quantification
d’un espace vectoriel symplectique.

Soit M = R2n, muni des coordonnées symplectiques q1, q2, . . . , qn, p1, p2, . . . , pn.
On considère le fibré de Kostant-Souriau ; c’est le fibré trivial, mais avec connexion

∇ = d− i
2

n∑
k=1

(pkdqk − qkdpk).

Alors Q(M) est l’espace de la représentation unitaire irréductible du groupe de
Heisenberg. Cet espace Q(M) est muni d’opérateurs auto-adjoints Pk, Q< vérifiant
PkQ< − Q<Pk = iδ<k pour 1 � k � n et 1 � P � n. Voici la réalisation « concrète »
de Q(M) : considérons M comme un espace vectoriel complexe avec coordonnées
complexes zk = pk + iqk. On construit Q(M) comme l’espace des solutions L2 de
l’opérateur elliptique D, qui est par construction l’opérateur ∂ tordu par ∇ :

D =
∑
k

( ∂
∂zk

+ zk
)
dzk.
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On obtient la réalisation de Fock de Q(M) :

Q(M) = {F (z) = e−|z|
2
f(z) ; f holomorphe ;

∫
M

|F |2dpdq <∞},

muni des opérateurs

Pk =
i√
2

( ∂
∂zk

− zk
)

et Q< =
1√
2

( ∂
∂z<

+ z<
)
.

Considérons la fonction φ(z) = |z|2/2. L’image de M par φ est l’intervalle [0,∞[.
La fibre au point λ � 0 de φ est la sphère S = {z, |z|2/2 = λ} de dimension 2n− 1 et
de rayon

√
2λ.

Soit Xφ le champ de vecteurs hamiltonien de φ ; alors

Xφ =
n∑

k=1

(
qk
∂

∂pk
− pk

∂

∂qk

)
.

Le flot engendré par Xφ est le groupe à un paramètre de rotations g(t) = e−it Id.
Il laisse stable la surface de niveau φ = λ, et l’espace réduit (si λ > 0) est l’espace
projectif Pn−1(C) qui hérite d’une structure symplectique Ωλ dépendant linéairement
de λ. Le volume de Pn−1(C) pour la mesure de Liouville correspondante est λn−1

(n−1)! .
Cette structure symplectique est préquantifiable si et seulement si λ est un entier k
positif ou nul auquel cas le fibré de Kostant-Souriau pour la structure symplectique
induite est le fibré O(k). L’opérateur de Kostant Q(φ) canoniquement associé à φ et
∇ est l’opérateur différentiel

Q(φ) = φ− i∇Xφ
= −iXφ.

Les valeurs propres de l’action sur l’espace Q(M) de cet opérateur, générateur
infinitésimal de la rotation complexe, sont obtenues pour λ = 0, 1, 2, . . . , k, . . . . L’es-
pace vectoriel Q(M)k formé des vecteurs propres pour Q(φ) de valeur propre k est
isomorphe à l’espace des polynômes homogènes de degré k en n variables, par l’appli-
cation

f(z) $→ F (z) = e−|z|
2
f(z).

Par restriction à la surface de niveau k, nous obtenons un isomorphisme de Q(M)k
avec l’espace H0(Pn−1(C),O(k)) des sections holomorphes du fibré O(k). La formule
pour la dimension de Q(M)k est remarquable ; en effet, nous avons

dimQ(M)k =
(k + 1)(k + 2) · · · (k + (n− 1))

(n− 1)!
.

Cette formule polynomiale en k est un analogue « entier » de la formule kn−1

(n−1)!
pour le volume de la fibre réduite. Pour k = 0, on obtient dimQ(M)0 = 1, ce qui
correspond bien au fait que la fibre de φ devient un point pour k = 0.
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Remarquons que l’exemple que nous venons de traiter est le cas d’une variété non
compacte : R2n. Pour cet exemple, le modèle de quantification géométrique par l’es-
pace de Fock Q(M) est clair. Cependant la conjecture de Guillemin-Sternberg n’est
démontrée de manière générale que dans le cas de variétés hamiltoniennes compactes.
Son énoncé demande d’ailleurs à être précisé dans le cas des variétés hamiltoniennes
non compactes lorsque le modèle de quantification n’est pas clair. Nous donnerons ce-
pendant l’exemple des séries discrètes, où dans une situation non compacte, le slogan :
« la quantification commute à la réduction » est encore vrai.

1. NOTATIONS

La notation x ou t désigne une variable réelle, z une variable complexe. La notation
M désigne une variété différentiable. Les points deM sont notés m. La notation U est
aussi employée pour une variété différentiable, mais M sera le plus souvent compacte
tandis que U sera généralement non compacte. Si V → M est un fibré vectoriel (de
rang fini) sur M , on note Γ(M,V) l’espace vectoriel des sections différentiables du
fibré V . Soit A(M) l’algèbre des formes extérieures sur M . La contraction par un
champ de vecteurs V est notée i(V ) : A•(M) → A•−1(M) ; ainsi si Ω est une 2-
forme, la 1-forme i(V )Ω est donnée par (i(V )Ω)(ξ) := Ω(V ∧ ξ), pour tout champ de
vecteurs ξ.

Notons S1 le groupe {eit, 0 � t � 2π}. Un tore est un groupe de Lie compact
connexe abélien, c’est-à-dire un produit de groupes S1. On notera T un tore, t son
algèbre de Lie et t∗ l’espace vectoriel dual de t. Les symboles µ, . . . , λ désignent des
éléments de t∗.

Dans tout le reste de cet exposé, G désigne un groupe de Lie compact connexe,
d’algèbre de Lie g. Un élément de g est noté en général X . La notation a désigne des
éléments de g∗. L’orbite coadjointe G · a est souvent notée Oa.

Soit G agissant à gauche sur M . Si X ∈ g, on note XM (ou simplement X) le
champ de vecteurs surM donné au point m ∈M par Xm = d

dε exp(−εX) ·m|ε=0. On
note gm ⊂ TmM le sous-espace vectoriel de TmM formé des vecteurs tangents Xm.
Désignons par MG l’ensemble des points fixes de l’action ; c’est une sous-variété de
M . On note G(m) le stabilisateur du point m ∈ M dans G, et g(m) son algèbre de
Lie. Si V est un fibré G-équivariant sur M , on note LV(X) l’action infinitésimale de
X ∈ g sur Γ(M,V).

Rappelons la description de l’espace des orbites coadjointes de G dans g∗. Choisis-
sons un tore maximal T de G. Soit WG = NG(T )/T le groupe de Weyl. On identifie
l’espace vectoriel t∗ au sous-espace vectoriel de g∗ fixe par l’action coadjointe de T .
Fixons un système de racines positif ∆+. On note ρ la demi-somme des racines posi-
tives. On peut paramétrer l’ensemble t∗/WG par la chambre de Weyl positive (fermée)
cG ⊂ t∗. Si M est une orbite coadjointe de G dans g∗, elle rencontre le cône cG en un
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point et un seul. Ceci établit une bijection entre cG et l’ensemble des orbites coad-
jointes g∗/G. Lorsque G est fixé, on écrit W , c, etc., au lieu de WG, cG, etc. Si G = T
est un tore, alors c = g∗.

On note Ĝ l’ensemble des classes de représentations irréductibles de dimension finie
de G. Une représentation R de dimension finie de G se décompose en somme directe
de représentations irréductibles : R = ⊕τ∈bGnττ. On dit que nτ est la multiplicité de
la représentation τ dans R. L’ensemble des τ pour lesquels nτ est non nul est appelé
le support de R. On identifiera souvent une représentation R de G avec son caractère
TrR(g) sur G. Ce caractère est déterminé par sa restriction à T . On note Poids ⊂ it∗
le réseau des différentielles des caractères de T . Un poids est en général noté Λ, et on
écrit Λ = iλ avec λ ∈ t∗. On note eΛ ∈ T̂ le caractère de T associé à Λ. On note R(G)
le Z-module libre engendré par Ĝ. Un élément R de R(G) est appelé représentation
virtuelle de G ; il s’écrit comme différence de deux représentations de dimension finie
de G.

Si Λ ∈ Poids∩ic, on dit que Λ est un poids dominant. On associe à tout poids
dominant Λ la représentation irréductible τG(Λ) de G de plus haut poids Λ. On
identifiera donc T̂ au réseau des poids et Ĝ au cône des poids dominants.

2. DÉFINITIONS GÉOMÉTRIQUES

2.1. Fibrés positifs

La définition suivante est due à P.-E. Paradan ; elle s’inspire des critères de positi-
vité de Y. Tian-W. Zhang. Soit E un fibré vectoriel hermitien G-équivariant sur M .
Si X ∈ g et si m ∈ M est un zéro du champ XM , alors le groupe à un paramètre
exp tX opère dans la fibre Em du fibré E au point m. On note LEm(X) l’application
infinitésimale de X dans Em. Alors iLEm(X) est un endomorphisme hermitien de Em.

Définition 2.1. — Soit E un fibré hermitien G-équivariant sur M et Φ une appli-
cation G-invariante de M dans g∗.

– On dit que E est Φ-positif si, pour tout X ∈ g et tout zéro m du champ XM ,
l’opérateur −i〈Φ(m), X〉LEm(X) a toutes ses valeurs propres positives ou nulles.

– On dit que E est strictement Φ-positif si, pour tout X ∈ g et tout zérom du champ
XM tel que 〈Φ(m), X〉 �= 0, l’opérateur −i〈Φ(m), X〉LEm(X) a toutes ses valeurs
propres strictement positives.

Noter que cette définition ne dépend pas de la structure hermitienne G-invariante
sur E . Un exemple simple mais important est le cas du fibré trivialM×V (avec action
triviale de G sur V ) qui est Φ-positif pour toute application Φ.
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Si L est un fibré linéaire G-équivariant, on peut construire une application Φ :
M → g∗ telle que 〈Φ(m), X〉 = −iLLm(X) pour tout X ∈ g(m). En effet, on choisit
une connexion G-invariante ∇ sur L, et on définit

〈Φ, X〉 = −iLL(X) + i∇X .

On dit ([7], ch.7) que Φ est le moment de la connexion ∇ (c’est une application
moment abstraite au sens de Karshon [13]).

2.2. Action hamiltonienne d’un groupe et réduction

Soit (M,Ω) une variété symplectique : Ω est une 2-forme fermée sur M et Ωm est
en tout point m de M une forme alternée non dégénérée sur l’espace tangent TmM .
Si φ est une fonction réelle sur M , alors il existe un champ de vecteurs Hφ sur M
tel que Ω(Hφ, ξ) = ξ · φ pour tout champ de vecteurs ξ sur M ; ce champ Hφ est
appelé champ hamiltonien de φ. Le groupe de transformations locales engendré par
Hφ est appelé flot hamiltonien. Il conserve les lignes de niveau φ = cste. Le flot est
dit circulaire s’il s’intègre en une action de S1.

Si (M,Ω) est une variété symplectique, notons M− la variété M munie de la
forme −Ω.

Voici la définition d’espace G-hamiltonien (G,M,Ω,ΦG) : La variété (M,Ω) est
une variété symplectique munie d’une action symplectique de G. Notre convention de
signes est la suivante : l’application ΦG : M → g∗ est une application commutant à
l’action de G et vérifiant l’équation de Hamilton

d〈ΦG, X〉+ ι(XM )Ω = 0

pour tout X ∈ g. Autrement dit, le champ −XM est le champ hamiltonien de la
fonction 〈ΦG, X〉. L’application ΦG est appelée l’application moment. Il est facile de
voir que l’application ΦG est localement constante sur MG. En particulier, l’image
d’une composante connexe de MG est un point de g∗.

Si K est un sous-groupe de G, alors l’action de K sur M est hamiltonienne, et
l’application moment ΦK est la composée de ΦG avec la projection naturelle de g∗

dans k∗. Si G est fixé, on dénote ΦG simplement par Φ.

Voici la définition d’espace G-hamiltonien préquantifié : La variété hamiltonienne
(G,M,Ω,Φ) est préquantifiée, si elle est pourvue d’un fibré en droites G-équivariant
L sur M muni d’une connexion G-invariante ∇ dont la courbure soit −iΩ. On veut
de plus la condition de Kostant ([25])

LL(X) = ∇X + i〈Φ, X〉.(1)

On appelle L un fibré de Kostant-Souriau. Sa première classe de Chern est la classe
de Ω

2π . D’après l’équation (1), si m est un zéro de Xm, l’action LLm(X) de X dans Lm
est simplement la multiplication par i〈Φ(m), X〉 .
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Un cas très important de fibré Φ-positif sur une variété hamiltonienne (M,Φ)
est le fibré de Kostant-Souriau L → M , car en un zéro de Xm, l’action de
−i〈Φ(m), X〉LLm(X) est la multiplication par |〈Φ(m), X〉|2. Ainsi le fibré de Kostant-
Souriau est strictement Φ-positif.

On notera souvent seulement (M,Φ) une variété G-hamiltonienne, en sous-
entendant Ω et G, et (M,L) une variétéG-hamiltonienne préquantifiée, ou simplement
M , et toutes ces données sont sous-entendues.

Soit M une variété G-hamiltonienne ayant une application moment Φ propre.
Considérons la fibre en 0 de Φ ; c’est un G-espace. On peut donc former l’espace
topologique quotient red0(M) = Φ−1(0)/G, appelé espace réduit de M en 0. Plaçons-
nous dans la situation idéale, lorsque G agit librement dans Φ−1(0). Alors 0 est une
valeur régulière de Φ et Φ−1(0) est une variété. De plus, l’espace topologique red0(M)
hérite d’une structure de variété symplectique compacte. Si (M,L) est préquantifiée,
le fibré L|Φ−1(0)/G est un fibré de Kostant-Souriau sur red0(M) noté red0(L). Réci-
proquement, si 0 est une valeur régulière de Φ, alors Φ−1(0) est une variété, et on
voit grâce à l’équation de Hamilton que toutes les orbites de G dans Φ−1(0) sont de
dimension dimG. Alors red0(M) = Φ−1(0)/G est une variété qui n’est pas nécessai-
rement lisse, mais dont les singularités sont de type quotient par un groupe fini (une
V -variété) et red0(L) = L|Φ−1(0)/G est un V -fibré sur red0(M).

2.3. Un exemple fondamental : les orbites coadjointes

Une orbite coadjointe Oa = G · a est munie d’une unique structure d’espace
G-hamiltonien pour laquelle l’application moment est l’injection canonique de Oa

dans g∗. L’orbite G · (−a) est isomorphe à l’espace opposé O−a .
On dit qu’une forme a ∈ g∗ est entière s’il existe un caractère χ de G(a) de différen-

tielle ia sur son algèbre de Lie g(a). Comme G(a) est connexe, ce caractère – s’il existe
– est unique. On note Cχ la représentation de G(a) dans C par multiplication par χ.
On fait agir u ∈ G(a) à droite sur (g, z) ∈ G × Cχ par (g, z) · u = (gu, χ(u−1)z) et
G×G(a)Cχ = (G×Cχ)/G(a) est l’unique fibré de Kostant-Souriau sur G/G(a) = Oa.
Si λ ∈ t∗, l’orbite coadjointe Oλ ⊂ g∗ de λ par le groupeG est entière si et seulement si
Λ = iλ est un poids. Désignons par Lλ son fibré de Kostant-Souriau. Les orbites pré-
quantifiables (ou entières) paramétrisent donc les représentations irréductibles de G.

Soit (M,Φ) une variété hamiltonienne d’application moment propre et soit Oa

l’orbite coadjointe de a ∈ g∗. L’image réciproque Φ−1(Oa) est stable par G. On peut
donc former l’espace topologique quotient reda(M) = Φ−1(Oa)/G = Φ−1(a)/G(a).
L’espace M ×O−a est une variété symplectique avec moment Φa(m, f) = Φ(m)− f si
m ∈M et f ∈ O−a . On a red0(M ×O−a ) = reda(M). On dit que reda(M) est l’espace
réduit de M au point a.

En suivant Meinrenken-Sjamaar, on dit que a ∈ g∗ est une valeur quasi régulière, si
les orbites de G(a) dans Φ−1(a) sont toutes de même dimension. L’équation de Hamil-
ton implique que Φ−1(a) est une sous-variété de M et que reda(M) = Φ−1(a)/G(a)
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est une V -variété. Si Oλ est entière et (M,L) préquantifiée, alorsM×O−λ est préquan-
tifiée par L⊗L−λ. On obtient alors un fibré de Kostant-Souriau sur red0(M ×O−λ ) =
redλ(M).

2.4. Le polytope de Kirwan

Soit (M,ΦG) une variété G-hamiltonienne compacte et connexe. D’après le théo-
rème de Kirwan [22] (qui généralise le théorème de Atiyah-Guillemin-Sternberg) l’en-
semble KirG(M) := ΦG(M) ∩ c est un polytope convexe. Il est appelé le polytope
de Kirwan. Le polytope KirG(M) ⊂ c est contenu dans le polytope KirT (M) ⊂ t∗

pour l’action de T , et KirT (M) est l’enveloppe convexe de l’union des transformées
de KirG(M) par WG .

On note Kir(M) le polytope de Kirwan de M , si le groupe G est fixé.
Considérons le cas où G = T est un tore. Écrivons MT =

⋃
P∈F P où F est

l’ensemble fini des composantes connexes de MT . Alors le polytope Kir(M) = Φ(M)
est l’enveloppe convexe de l’ensemble fini {Φ(P ), P ∈ F}. C’est le théorème d’Atiyah-
Guillemin-Sternberg [2], [15]. De plus, si s est un sommet de Kir(M), alors Φ−1(s)
est une composante connexe de MT . Dans ce cas, l’espace réduit de M au point s est
simplement cette composante connexe.

Il est difficile de décrire le polytope Kir(M) = Φ(M) ∩ c lorsque G n’est pas un
tore (et encore plus difficile de décrire les espaces réduits). Par exemple, ce n’est
que récemment que Klyachko [23] a montré que les inégalités de Horn décrivaient
effectivement le polytope de Kirwan d’un produit de deux orbites coadjointes de U(r).
Voici un exemple pour G = U(3). On identifie g∗ à l’espace des matrices hermitiennes.
L’action de G est par conjugaison. Soient

α =

α1 0 0
0 α2 0
0 0 α3

 , β =

β1 0 0
0 β2 0
0 0 β3

 , avec α1 � α2 � α3 et β1 � β2 � β3.

Par définition, le polytope de Kirwan de Oα×Oβ est l’ensemble de tous les éléments

γ =

γ1 0 0
0 γ2 0
0 0 γ3

 , avec γ1 � γ2 � γ3,

tels qu’ il existe deux matrices hermitiennes A,B conjuguées respectivement à α et β
avec γ = A+B. Naturellement, on a

γ1 + γ2 + γ3 = α1 + α2 + α3 + β1 + β2 + β3.

Le polytope de Kirwan est l’intersection de la chambre de Weyl γ1 � γ2 � γ3 avec
le polytope défini par les 6 inégalités :

γ1 � α1 + β1,

γ2 � min (α2 + β1, α1 + β2),

ASTÉRISQUE 282
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γ3 � min (α2 + β2, α3 + β1, α1 + β3),

γ1 + γ2 � α1 + α2 + β1 + β2,

γ1 + γ3 � min(α1 + α3 + β1 + β2, α1 + α2 + β1 + β3),

γ2 + γ3 � min (α2 + α3 + β1 + β2, α1 + α2 + β2 + β3, α1 + α3 + β1 + β3),

et l’égalité
γ1 + γ2 + γ3 = α1 + α2 + α3 + β1 + β2 + β3.

Voici le dessin de ce polytope, dans le plan γ1+ γ2+ γ3 = 0 pour α = (4, 2,−6), et
β = (5,−1,−4) :

Figure 3. Les deux polytopes de Kirwan pour T et pour G

3. QUANTIFICATION

3.1. Indice d’opérateurs elliptiques

Soient U une variété (non nécessairement compacte) et S un fibré vectoriel com-
plexe gradué S := S+ ⊕ S− sur U . Notons p la projection de l’espace cotangent T ∗U
sur U . Soit σ un homomorphisme C∞ entre les fibrés vectoriels p∗S+ et p∗S−. En
d’autres termes, c’est la donnée pour tous m ∈ U et ξ ∈ T ∗mU d’une application li-
néaire σ(m, ξ) : S+m → S−m (variant différentiablement en (m, ξ)). On dit brièvement
que σ est un symbole sur U . On note Char(σ) l’ensemble constitué des (m, ξ) tels que
σ(m, ξ) ne soit pas inversible. On dit que σ est un symbole elliptique si l’ensemble
Char(σ) est compact ; par exemple U est compacte et σ inversible en dehors de la
section nulle de T ∗U . L’indice IndiceU (σ) d’un symbole elliptique σ est défini par
Atiyah-Singer [6]. C’est un entier relatif qui ne dépend que de la classe d’homotopie
stable de σ, autrement dit de la classe de σ dans le Z-module K(T ∗U).

Soit G un groupe compact opérant sur U . Notons T ∗GU le sous-ensemble de T ∗U
formé des éléments (m, ξ) tels que 〈ξ, gm〉 = 0. On dit qu’un symbole σ est G-
transversalement elliptique, si σ est G-invariant et si Char(σ) ∩ T ∗GU est compact.
L’indice IndiceGU (σ) d’un symbole transversalement elliptique σ est alors défini par
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Atiyah [1] ; c’est une représentation à trace de G qui ne dépend que de la classe
d’homotopie stable de σ, autrement dit de la classe de σ dans K(T ∗GU).

Voici la définition de l’indice pour les symboles polynomiaux homogènes et pour une
variété compacte M : si σ(m, ξ) est un polynôme homogène en ξ et inversible en dehors
de la section nulle, on peut trouver un opérateur différentiel D(σ) : Γ(M,S+) →
Γ(M,S−) dont le symbole principal est σ. D’après la théorie des opérateurs elliptiques,
la dimension du noyau de D(σ) est finie, ainsi que la codimension dans Γ(M,S−) de
l’image de Γ(M,S+) par D(σ). L’indice de σ est alors défini par

IndiceM (σ) = dimKer(D(σ)) − dimCoker(D(σ)).

Si G est un groupe compact agissant sur M et σ un symbole transversalement ellip-
tique G-invariant, alors l’indice de σ est la représentation virtuelle

IndiceM,G(σ) = Ker(D(σ)) − Coker(D(σ))

du groupe G. Plus précisément, considérons, pour chaque τ ∈ Ĝ, l’espace vectoriel
Γ(M,S±)τ des sections de S± engendrant une représentation de type τ . Considérons
l’opérateur D(σ)τ : Γ(M,S+)τ → Γ(M,S−)τ . Alors Ker(D(σ)τ ) et Coker(D(σ)τ )
sont des espaces de dimension finie. Ainsi, Ker(D(σ)τ ) = n+τ τ et Coker(D(σ)τ ) =
n−τ τ , avec n

+
τ et n−τ finis. On définit

IndiceM,G(σ) := ⊕τ∈bG(n+τ − n−τ )τ.

C’est une représentation (virtuelle) à trace de G. (Dans le cas elliptique, seul un
nombre fini de représentations τ peuvent apparâıtre avec multiplicités non nulles n+τ
et n−τ dans la somme ci-dessus.)

Si G est fixé, on écrit IndiceM (σ) au lieu de IndiceM,G(σ). Chaque représenta-
tion irréductible de G intervient avec une multiplicité finie dans IndiceM,G(σ). En
particulier, [IndiceM (σ)]G est la multiplicité de la représentation triviale. C’est donc
un nombre entier, positif ou négatif. Si un groupe compact H commute avec G, et
laisse invariant tout ce qui est nécessaire, alors [IndiceM (σ)]G est une représentation
virtuelle (de dimension finie) de H .

Si E est un fibré vectoriel complexe G-équivariant surM et σ un symbole elliptique
G-invariant sur M , alors σE(m, ξ) ⊗ Id : S+m ⊗ Em → S−m ⊗ Em est aussi un symbole
elliptique G-invariant. On dit que σ⊗IdE est le symbole σ tordu par E . Supposons pour
simplifier que M admette une structure SpinC. Il existe alors un symbole elliptique
c ∈ KG(T ∗M) tel que tout autre symbole elliptique σ soit équivalent à c ⊗ IdE .
En d’autres termes, c est un générateur de KG(T ∗M) sur KG(M). Un générateur
n’est défini qu’à tensorisation par un fibré linéaire près. Considérons un instant le cas
d’une variété compacte complexe M et notons J l’endomorphisme de TM donné par
la multiplication par i. On définit S = ΛT ∗M , que l’on considère comme un fibré
vectoriel complexe gradué en formes paires et impaires. Choisissons une structure
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hermitienne G-invariante sur T ∗M . Pour ξ ∈ T ∗M , notons ε(ξ) la multiplication
par ξ. Finalement

cJ,M (m, ξ) =
1√
2
(εm(ξ) + εm(ξ)∗) : ΛpairT ∗mM → ΛimpairT ∗mM(2)

définit un symbole générateur cJ,M de KG(T ∗M) sur KG(M) (le facteur 1√
2

ici est
inutile, mais il est traditionnellement là pour que le carré de cJ,M soit égal à −‖ξ‖2).
On note cJ := cJ,M si M est fixée. L’opérateur ∂ + ∂

∗
(considéré comme opérateur

de Γ(M,ΛpairT ∗M) dans Γ(M,ΛimpairT ∗M)) est un opérateur de symbole cJ,M . Si E
est un fibré holomorphe G-équivariant sur M , alors l’espace virtuel IndiceM (cJ ⊗ IE)
cöıncide avec la représentation virtuelle

∑dimC M
k=0 (−1)kHk(M,O(E)) dont la dimen-

sion virtuelle est donnée par le théorème de Riemann-Roch. Pour cette raison nous
notons

RRJ(M, E) = IndiceM (cJ ⊗ IE ).

Soit M une G-variété compacte de dimension paire, pourvue d’une structure
presque-complexe G-invariante. Ceci veut dire qu’il existe J ∈ Γ(M,End(TM))
tel que J2 = −1, et G-invariant, mais J n’est pas forcément associée à des cartes
complexes de M (qui peut-être n’a aucune structure complexe). On peut quand
même définir cJ par la formule (2). On note encore

RRJ(M, E) = IndiceM (cJ ⊗ IE ).

C’est une représentation virtuelle de dimension finie de G.

3.2. Quantification d’une variété symplectique compacte

Soit (M,Ω,Φ) une variété symplectique compacte munie d’une action hamilto-
nienne de G. Si E1, . . . , EN est une base de g, les flots hamiltoniens des fonctions
φk = 〈Φ, Ek〉 engendrent l’action de G sur M . On peut choisir une structure J
presque complexe et G-invariante. Grâce à un choix de J , nous obtenons un géné-
rateur cJ de KG(TM) et une application RRJ(M, .) : KG(TM) → R(G) associant
à tout fibré vectoriel G-équivariant E sur M la représentation RRJ(M, E). Cette ap-
plication ne dépend que de la classe d’homotopie de J . Un choix particulièrement
heureux par la suite sera celui d’une structure J adaptée à Ω, c’est-à-dire vérifiant
Ω(Jv, Jw) = Ω(v, w) et Ω(v, Jv) � 0 pour tous v, w ∈ TmM . Nous écrivons Jh pour
la structure adaptée, h comme heureux. Elle est bien définie à homotopie près.

Définition 3.1. — Soit (G,M,Ω,Φ) une variété hamiltonienne compacte munie
d’un fibré de Kostant-Souriau L. Soient φ1 = 〈Φ, E1〉, . . . , φN = 〈Φ, EN 〉 les fonc-
tions dont les flots hamiltoniens engendrent l’action de G. Soit Jh une structure
presque-complexe G-invariante et adaptée. Posons

Q(M) := RRJh(M,L).
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Le groupe G agit sur Q(M). Notons LQ(X) l’action infinitésimale de X ∈ g dans
Q(M). On définit :

Q(φk) := −iLQ(Xk).

Comprendre les valeurs propres des opérateurs Q(φk) et leurs multiplicités revient
donc à décomposer Q(M) en représentations irréductibles de G, puis à étudier le
même problème pour une représentation de G.

Remarque 3.2. — Nous sous-entendons le fibré L dans la notation. En effet, comme la
classe de Chern (équivariante) de L est fixée, le résultat Q(M) ne dépend que de M .

Remarque 3.3. — Ici, nous prenons pour la quantification une convention « ho-
lomorphe », en suivant Guillemin-Sternberg, en choisissant une structure presque-
complexe adaptée. Mes propres préférences pour la quantification vont à la convention
Spin. Les orbites quantifiables sont alors les formes admissibles au sens de Duflo.
Cependant, bien que le formalisme Spin soit plus intrinsèque, il est aussi plus lourd,
et les résultats sont, pour le moment, moins plaisants. On donnera cependant un
résultat dans ce cadre dans la section 7.

Voyons ce que donne la quantification pour une orbite coadjointe. Soit Λ = iλ un
poids dominant. Alors pour la structure complexe Jλ adaptée à la structure symplec-
tique de Oλ, et pour le fibré de Kostant-Souriau canonique Lλ sur Oλ, nous avons

Q(Oλ) = RRJλ(Oλ, Lλ) = τG(Λ)(3)

et

Q(O−λ ) = τG(Λ)∗.(4)

Notre travail consiste à comprendre la décomposition de Q(M) = RRJh(M,L) en
représentations irréductibles de G en fonction de l’application moment Φ. On note m
la fonction sur le support de RRJh(M,L) telle que Q(M) = ⊕τ∈bGm(τ)τ. Pour analy-
ser géométriquement toutes les multiplicités, il suffit de comprendre géométriquement
la fonction dimQ(M)G pour toute variété préquantifiée M . En effet, on a m(τ) =
dim(RRJh(M,L)⊗ τ∗)G. En utilisant le modèle donné en (4), on voit que

m(τG(Λ)) = Q(M ×O−λ )G.

3.3. Comportement des multiplicités et conjecture de Guillemin-Sternberg

Soient (G,M,Ω,Φ) une variété hamiltonienne compacte préquantifiable et L un
fibré de Kostant-Souriau sur M . Alors, pour tout n > 0, la variété (M,nΩ, nΦ) est
hamiltonienne, avec fibré de Kostant-Souriau Ln et polytope de Kirwan nKirG(M).

Une fonction c sur Z est dite périodique, s’il existe un entier N tel que c(n+N) =
c(n) pour tout n ∈ Z. Une fonction f sur Z est appelée un polynôme de degré d à
coefficients périodiques, si f(n) =

∑d
j=0 cj(n)n

j , les fonctions cj(n) étant des fonctions
périodiques sur Z. Meinrenken et Sjamaar ont établi le beau théorème suivant, qui
est une profonde généralisation du théorème d’Ehrhart pour les polytopes à sommets
entiers.
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Théorème 3.4 (Meinrenken-Sjamaar). — La fonction n $→ dimRRJh(M,Ln)G sur
l’ensemble N = {0, 1, 2, . . .} est la restriction à N d’ un polynôme sur Z à coefficients
périodiques. Le degré de ce polynôme est égal à dimM/2− dimG.

Ce résultat s’obtiendra non pas directement mais comme conséquence d’une réali-
sation géométrique de RRJh(M,L)G en tant qu’espace de fonctions sur l’espace réduit
red0(M) = Φ−1(0)/G. Autrement dit, Meinrenken-Sjamar démontrent la

Conjecture de Guillemin-Sternberg. — Q(M)G = Q(red0(M)).

Nous expliquerons en détail la signification du deuxième membre de cette éga-
lité dans la sous-section 5.1, car en général l’espace topologique red0(M) n’est pas
lisse. Par cette voie géométrique, on identifiera RRJh(M,Ln)G à l’espace vectoriel
RRJh(MG, L

n
G) où MG est une V -variété et LG un V -fibré. La formule de Riemann-

Roch-Kawasaki nous assurera alors le comportement « polynôme à coefficients pério-
diques » de la fonction n $→ dimRRJh(M,Ln)G.

4. PREMIÈRES TENTATIVES DANS LE CAS D’UN TORE T

Soit T un tore agissant de manière hamiltonienne sur une variété symplectique com-
pacte M . On suppose M préquantifiée. Écrivons Q(M) = ⊕Λ∈bTm(λ)eΛ. Ici Λ = iλ
est dans le réseau des poids. La conjecture de Guillemin-Sternberg dans le cas d’un
tore affirme que m(λ) = Q(Φ−1(λ)/T ). La première idée qui vienne à l’esprit de tout
un chacun pour calculer les multiplicités m(λ) est d’utiliser la formule d’Atiyah-Bott-
Segal-Singer [3],[4],[5] pour l’indice équivariant. On verra que, en dehors de situations
très particulières, cette formule n’entrâıne pas immédiatement un calcul des multi-
plicités m(λ) en fonction de la fibre Φ−1(λ). On peut cependant obtenir rapidement
quelques résultats qualitatifs sur le support de la représentation Q(M).

Considérons plus généralement la représentation RRJ(M, E), où E est un fibré vec-
toriel T -équivariant et J une structure presque complexe T -invariante quelconque.
Décomposons RRJ(M, E) = ⊕Λ∈bTn(λ)e

Λ. Notons F l’ensemble des composantes
connexes P deMT . Chacune d’entre elles est une sous-variété symplectique connexe de
M . Les poids de T sur E|p ne varient pas lorsque p parcourt P ; notons Poids(P, E) ⊂
it∗ leur ensemble. On note Poids(E) =

⋃
P∈F Poids(P, E). On note Poids(P, J) les

poids de T dans l’espace complexe normal (TMp, J)/(TPp, J) pour un p ∈ P ( i.e.
les poids non nuls dans l’espace complexe (TMp, J)). La formule de l’indice d’Atiyah-
Bott-Segal-Singer s’écrit sous la forme

TrRRJ (M,E) =
∑
P∈F

χP

d’une somme de fonctions rationnelles χP sur T , attachées à chaque composante
irréductible P de la variété fixeMT . Le dénominateur de χP est un produit d’éléments
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(1− eα) avec α ∈ Poids(P, J). Le numérateur est une combinaison linéaire de eνk où
les νk sont des poids appartenant à Poids(P, E). La fonction χP ne dépend que de P ,
du fibré normal à P dans M et de E|P . Par exemple, si P est un point {p}, on a

χP (expX) =
TrEp(expX)∏

α∈Poids(p,J)(1− e〈α,X〉)
.

Pour tirer des informations de cette formule, il est nécessaire de prendre des déve-
loppements compatibles de chaque fonction rationnelle

1∏
α∈Poids(p,J)(1 − e〈α,X〉)

en une série infinie de caractères. Ce n’est qu’après addition des contributions de tous
les points fixes que l’on obtient une somme finie de caractères. Le seul cas où il est
facile d’utiliser ce développement en séries de la formule de l’indice pour calculer n(λ)
est celui où Λ est un élément extrémal.

Définition 4.1. — Un poids Λ ∈ Poids(E) est dit extrémal s’il existe ξ ∈ t∗ tel que
i〈ξ, µ− Λ〉 > 0 pour tout µ poids de E différent de Λ.

En particulier, si Poids(E) = {Λ}, alors le point Λ est extrémal. Notons Kir(E) ⊂ it∗
l’enveloppe convexe des poids de E .

Proposition 4.2. — Soient E un fibré vectoriel T -équivariant sur M et J une struc-
ture presque-complexe G-invariante sur M . Alors le support de la représentation
RRJ(M, E) est contenu dans Kir(E).

Preuve (esquisse). — Démontrons par exemple que si Poids(E) = {0}, et si les points
fixes sont isolés, alors notre représentation RRJ(M, E) est un multiple de la représen-
tation triviale. L’espace RRJ(M, E) s’écrit comme une somme finie de poids :

RRJ(M, E) = ⊕Λ∈bTn(λ)e
Λ.

La fonction TrRRJ (M,E) s’étend à exp tC. Nous calculons TrRRJ (M,E)(exp itX) par
la formule des points fixes, pour un X ∈ t tel que 〈α,X〉 �= 0 pour tout α ∈⋃

P Poids(P, J). La fonction 1/(1 − e−x) est bornée par 1 si x tend vers +∞, tan-
dis que 1/(1− ex) tend vers 0 si x tend vers +∞. Si Poids(E) = {0}, on voit donc que
la fonction t $→ TrRRJ (M,E)(exp itX), avec X générique, reste bornée lorsque t tend
vers ±∞. Ceci n’est possible que si RRJ(M, E) est un multiple de la représentation
triviale.

En particulier, si [C] est le fibré trivial, la représentation RRJ(M, [C]) est un mul-
tiple de la représentation triviale.

Définition 4.3. — Notons

ToddJ (M) = dimRRJ(M, [C]).

C’est un entier positif ou négatif, qu’on appellera le J-genre de Todd.
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Revenons à la décomposition de RRJ(M,L) = ⊕Λ∈bTm(λ)eΛ dans le cas d’un tore
et du fibré de Kostant-Souriau. On voit d’après la proposition 4.2 que si L est un
fibré de Kostant-Souriau sur une variété symplectique compacte (M,Ω) et si 0 n’est
pas dans Kir(M), alors m(0) = 0, quelle que soit la structure presque complexe J . Par
contre, cette proposition est beaucoup plus délicate dans le cas d’un groupe compact
non abélien, et elle n’est d’ailleurs vraie que si J est adaptée. Par exemple, soient
G = SU(2) et O−iα l’orbite coadjointe de −iα où α est la racine. Dans ce cas, le
polytope de Kirwan Kir(O−iα) est égal à {−iα}. Soit L le fibré de Kostant-Souriau
sur O−iα. Il y a deux structures presque-complexes G-invariantes sur O−iα, à savoir
Jh qui est adaptée et −Jh qui ne l’est pas. On a

TrRR−Jh (O−iα,L)

(
eiθ 0
0 e−iθ

)
=

e2iθ

1− e2iθ +
e−2iθ

1− e−2iθ = −1

et donc la multiplicité de la représentation triviale dans RR−Jh(O−iα, L) est −1. Par
contre, comme nous l’avons déjà fait remarquer, RRJh(O−iα, L) est irréductible (c’est
la représentation adjointe) et, comme il se doit, la multiplicité de la représentation
triviale dans RRJh(O−iα, L) est égale à 0.

Résumons ce qui découle de ces premières observations de la formule des points
fixes.

Proposition 4.4. — Soit (M,Φ) une variété symplectique compacte, munie d’une
action hamiltonienne d’un tore T .

– Si E est un fibré sur M tel que Poids(E) = {0}, alors RRJ(M, E) est un multiple
de la représentation triviale, quel que soit J .

– Si L est un fibré de Kostant-Souriau sur M , alors les poids dans le support de la
représentation Q(M) = RRJ(M,L) appartiennent tous au polytope iΦ(M), quel que
soit J . Si Jh est adaptée et si λ est un sommet de Φ(M), alors m(λ) = Q(Φ−1(λ)).

– Si Jh est adaptée, les poids dans le support de la représentation RR−Jh(M,L)
appartiennent tous à l’intérieur du polytope iΦ(M).

5. LA QUANTIFICATION COMMUTE À LA RÉDUCTION !

5.1. Définition de RRJh(redaM, reda E), pour a quasi-régulière
Soient (M,Φ) une G-variété hamiltonienne compacte et E un fibré G-équivariant

sur M . Soit Jh la structure presque-complexe adaptée et G-équivariante.
Plaçons-nous dans la situation idéale où G agit librement sur Φ−1(0). Restreignons

le fibré E à Φ−1(0). Alors le groupe G agit librement sur E|Φ−1(0) et E|Φ−1(0)/G est un
fibré vectoriel sur red0(M), noté red0 E . De plus red0(M) hérite naturellement d’une
forme symplectique provenant de Ω|Φ−1(0), elle a donc sa structure presque-complexe
adaptée que l’on note encore Jh ; on peut alors définir RRJh(red0(M), red0(E)). En
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particulier, si L est un fibré de Kostant-Souriau surM , l’espace Q(red0M) est défini :
c’est l’espace RRJh(red0(M), red0 L).

Dans le cadre algébrique, l’espace Φ−1(0)/G a toujours une structure de variété
algébrique éventuellement singulière et on peut donc définir RRJh(red0(M), red0(E))
grâce au théorème de Riemann-Roch. Dans ce cas, R. Sjamaar [35] avait étendu le
théorème de Guillemin-Sternberg [16] aux fibres singulières. Dans le cas général d’une
variété hamiltonienne compacte, comme montré par Sjamaar-Lerman [37], l’espace
Φ−1(0)/G est toujours un espace symplectique stratifié, on peut donc définir sa dimen-
sion comme la dimension de sa plus grande strate. On peut aussi définir son volume
symplectique vol(red0M). Mais il est plus difficile de définir le nombre Q(red0M).
Nous allons le faire par déformation.

Donnons tout d’abord une construction d’un espace virtuel RRJh(red0M, red0 E)
dans le cas où 0 est valeur quasi-régulière et le fibré E est un fibré G-équivariant
quelconque sur M .

Comme Jh est adaptée, nous avons gm ∩ Jh(gm) = {0}. Notons red0(T ∗mM)
l’orthogonal de gm ⊕ Jhgm dans T ∗mM . C’est un sous-espace vectoriel complexe de
(T ∗mM,Jh) de rang constant. On forme le fibré complexe red0(T ∗M) sur Φ−1(0)
de fibre red0(T ∗mM). On note P0 une projection G-équivariante de ΛT ∗M sur
Λ(red0(T ∗M)). Alors

red0(cJh)(m, ξ) : Λpair(red0(T ∗M))⊗ Em → Λimpair(red0(T ∗M))⊗ Em,

défini par

red0(cJh)(m, ξ) := (P0 ⊗ IdEm)cJh(m, ξ),

est un symbole transversalement elliptique sur la variété Φ−1(0). La propriété suivante
résulte presque immédiatement des définitions.

Proposition 5.1. — Si 0 est une valeur régulière et si G opère librement dans
Φ−1(0), on a

RRJh(red0(M), red0(E)) = [IndiceΦ−1(0)(red0(cJh))]G.

Remarquons maintenant que l’on peut toujours définir IndiceΦ−1(0)(red0(cJh)) du
moment que 0 est une valeur quasi-régulière de Φ. Dans ce cas Φ−1(0) est une va-
riété compacte et le symbole red0(cJh) est un symbole transversalement elliptique
sur Φ−1(0), ce qui assure que IndiceΦ−1(0)(red0(cJh)) est une représentation virtuelle
de G, avec multiplicité finie de chaque représentation de G. En fait, l’espace des or-
bites red0(M) = Φ−1(0)/G est « presque » une variété symplectique compacte (une
variété à singularités quotients) et on pourrait définir intrinsèquement l’entier relatif
RRJh(red0(M), red0(E)). Toutefois, nous éludons ici cette question délicate et nous
posons la
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Définition 5.2. — Si 0 est une valeur quasi-régulière de Φ, on définit

RRJh(red0(M), red0(E)) = [IndiceΦ−1(0)(red0(cJh))]G.

Soit a ∈ g∗ une valeur quasi-régulière. Considérons sur M × O−a le fibré vectoriel
E ⊗ [C] produit extérieur du fibré E → M et du fibré trivial [C] → O−a . Alors 0 est
une valeur quasi-régulière pour l’application moment de M ×O−a .

Définition 5.3. — Soit a une valeur quasi-régulière de Φ. On définit

RRJh(reda(M), reda(E)) = RRJh(red0(M ×O−a ), red0(E ⊗ [C])).

5.2. Les théorèmes

Nous avons maintenant introduit les notations nécessaires aux énoncés des théo-
rèmes.

Théorème 5.4 (Meinrenken-Sjamaar). — Soit (M,Φ) une variété G-hamiltonienne
compacte. Supposons que le fibré E soit le fibré de Kostant-Souriau ou le fibré tri-
vial. Alors, pour toute valeur a ∈ Φ(M), quasi-régulière et proche de 0, le nombre
dimRRJh(reda(M), reda(E)) est indépendant de a.

Ceci permet de donner la

Définition 5.5. — Soit L un fibré de Kostant-Souriau. On pose

Q(red0M) = dimRRJh(reda(M), reda(L))

pour a ∈ Φ(M) quasi-régulière et suffisamment proche de 0.

On pose

Todd(red0(M)) = dimRRJh(reda(M),C)

pour a ∈ Φ(M) quasi-régulière et suffisamment proche de 0.

La conjecture de Guillemin-Sternberg est précisée et démontrée :

Théorème 5.6 (Meinrenken-Sjamaar). — Soit (M,Φ) une variété G-hamiltonienne
compacte. Alors

Q(M)G = Q(red0M).

De plus, le genre de Todd est invariant par réduction :

ToddJh(M) = ToddJh(red0M).
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Si l’on est effectivement dans le cas d’une variété compacte complexe, alors

Q(M) =
dimM/2∑

k=0

(−1)kHk(M,O(L)).

Braverman [8], Zhang [49], Wu [48] (dans le cas kählérien) et Teleman [38] (dans le cas
algébrique) obtiennent l’égalité Hk(M,O(L))G = Hk(red0(M),O(red0 L)) en chaque
degré.

On peut aussi démontrer une réalisation des solutions invariantes d’indices d’opéra-
teurs de Dirac tordus, dans le cas de fibrés Φ-positifs comme solution sur le « quotient »
red0(M), ou bien prouver la non existence de solutions invariantes.

Théorème 5.7 (Tian-Zhang, Paradan). — Soit (M,Φ) une variété G-hamiltonienne
compacte.

– Soit E un fibré strictement Φ-positif . Si 0 /∈ Φ(M), nous avons

[RRJh(M, E)]G = 0.

– Supposons que 0 soit une valeur régulière de Φ et soit E un fibré Φ-positif. Alors

[RRJh(M, E)]G = RRJh(red0M, red0 E).

Remarque 5.8. — Si J n’est pas adaptée à Ω, nous avons vu que le théorème 5.7
est faux. Il est cependant encore vrai dans le cas de structures SpinC quelconques
invariantes par un tore T , comme le montrent Canas-Karshon-Tolman [9] et Paradan
[33], dans le cadre d’une application moment abstraite au sens de Karshon [13].

5.3. La fonction multiplicité et les fibres de l’application moment

Soit M une variété compacte préquantifiée. Donnons maintenant une signification
géométrique à la fonction m(τ) telle que Q(M) = RRJh(M,L) = ⊕τ∈bGm(τ)τ. On
obtient tout d’abord le

Théorème 5.9. — Soit G un groupe compact connexe. Le support de Q(M) est
contenu dans iKir(M) ∩ Poids.

On paramètre Ĝ par les représentations Q(Oλ) associées aux orbites entières, c’est-
à-dire par les représentations de plus haut poids Λ. La variété M ×O−λ est préquan-
tifiée ; on pose Q(redλ(M)) = Q(red0(M ×O−λ )).

Théorème 5.10 (Meinrenken-Sjamaar). — Soit (G,M,Ω,Φ) une variété G-hamil-
tonienne compacte préquantifiable munie d’un fibré de Kostant-Souriau L. Alors

Q(M) = ⊕λ∈Kir(M),Λ∈PoidsQ(redλM)Q(Oλ).
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Dans cette expression, Q(redλM) est un nombre (positif ou négatif) tandis que
Q(Oλ) est une représentation irréductible de G.

Remarquons que cette expression ne détermine pas le support de Q(M), car les
entiers Q(redλM) peuvent être nuls.

Il est utile de rajouter un paramètre pour comparer multiplicités et volumes. On
note Mn la variété M munie de la forme symplectique nΩ ; l’application moment est
nΦ. Elle est préquantifiée et de polytope nKir(M). On a

Q(Mn) =
⊕

λ∈nKir(M)
Λ∈Poids

q(n, λ)Q(Oλ)

avec q(n, λ) = Q(redλ(Mn)). Considérons la fonction q(n, nλ). Remarquons que
rednλ(Mn) est toujours le même espace topologique stratifié Φ−1(λ)/G(λ) ; cepen-
dant la structure symplectique sur la plus grande strate est multipliée par n. La
formule de Kawasaki [19], [44] montre que q(n, nλ) est un quasi-polynôme en n. De
plus le terme de degré maximal de ce quasi-polynôme est vol(redλM)ndim redλM/2.

Le polytope Kir(M) est l’adhérence de ses points rationnels. Les points rationnels
dans Kir(M) sont caractérisés comme dans le cas algébrique [31] : un point rationnel
λ est dans Kir(M) si et seulement si il existe un entier N tel que τG(nΛ) soit dans
le support de Q(Mn), pour tout n � N . Par contre, il n’est pas en général vrai que
le support de Q(M) consiste exactement en iKir(M) ∩Poids. Un cas où ceci est vrai
est le cas où M est le produit de deux orbites coadjointes avec action diagonale de
U(r) (dans ce cas Q(M) est le produit tensoriel de deux représentations irréductibles
de U(r)). C’est le théorème de saturation prouvé récemment par Knutson et Tao [24].
La formule théorique donnée ici n’est d’aucune utilité pour la démonstration de ce
résultat ! Le théorème 5.10 est tout de même très beau philosophiquement. On « voit »
la décomposition de Q(M) comme une somme de représentations associées aux images
réciproques des orbites entières de G dans g∗.

Exemple. La compactification de De Concini-Procesi. — Considérons d’abord le cas
de PGL(2,C). On considère l’espace M(2,C) des matrices 2 × 2 complexes. Soit
M = Proj(M(2,C)) = (M(2,C)\{0})/C∗ l’espace projectif. C’est la compactification
de PGL(2,C) : on a rajouté à PGL(2,C) l’hypersurface det = 0. La variété M est
munie d’une action à droite et à gauche de SU(2)×SU(2). Le fibré O(1) sur l’espace
projectif de M(2,C) est le fibré de Kostant-Souriau. Nous calculons le caractère Rk

de la représentation RRJh(M,O(k)) comme une fonction sur T × T . Il y a 4 points
fixes par l’action de T ×T , de représentants dans M(2,C) les 4 matrices avec un seul
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coefficient non nul. Il est facile de calculer la formule d’Atiyah-Bott :

Rk

((a 0
0 a−1

)
×
(
b 0
0 b−1

))
=

a2kb2k

(1− a−2)(1− b−2)(1 − a−2b−2) +
a−2kb2k

(1− a2)(1− b−2)(1− a2b−2)

+
a2kb−2k

(1 − a−2)(1− b2)(1 − a−2b2) +
a−2kb−2k

(1− a2)(1− b2)(1 − a2b2) .

On calcule sans difficulté que comme représentation de G×G = SU(2)×SU(2), on a

RRJh(M,Lk) = ⊕k
m=0τG(mα)⊗ τG(mα)

comme l’indique le polytope de Kirwan pour l’action de G×G. On indique ci-dessous
le polytope de Kirwan pour l’action de T ×T , celui pour G×G, et les représentations
apparaissant dans RRk.

–10

–5

5

10

–10 –5 5 10

–10

–5

5

10

–10 –5 5 10

Figure 4

Plus généralement, considérons la compactification « magnifique » d’un groupe
semi-simple adjoint quelconque.

Soit g une algèbre de Lie compacte semi-simple de groupe adjoint G, et soit GC

la complexification de G. La compactification C(G) de De Concini-Procesi de GC

est une variété algébrique projective lisse, dans laquelle GC est un ouvert de Zariski.
De plus, l’action de GC par multiplication à droite et à gauche se prolonge en une
action à droite et à gauche sur C(G). Soit Λ = iλ un poids régulier dominant. Il
existe alors une forme symplectique Ωλ sur C(G) pour laquelle l’action de G×G est
hamiltonienne. Considérons le cône C(Π) engendré par la base de racines simples Π
et le cône affine λ+ iC(Π) dans t∗ de sommet λ. L’ensemble K(λ) := c∩ (λ+ iC(Π))
est un polytope ; c’est un prisme : Soit w0 l’élément le plus long du groupe de Weyl.
Alors le polytope de Kirwan pour l’action hamiltonienne de G × G sur la variété
symplectique (C(G),Ωλ) est le polytope (f,−w0(f)) avec f ∈ K(λ). De plus, il existe
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K(λ)

λ

Figure 5

un fibré de Kostant-Souriau Lλ pour cette structure G×G-hamiltonienne. La formule
d’Atiyah-Bott donne

RRJh(C(G), Lλ)(expH1, expH2) =
∑

w1,w2∈W×W
(w1, w2) ·

·
[ e〈Λ,H1〉∏

α∈∆+(1− e−〈α,H1〉)
e−〈Λ,H2〉∏

α∈∆+(1− e〈α,H2〉)
1∏

γ∈Π(1− e−〈γ,(H1−H2)〉)

]
.

On vérifie en utilisant des propriétés d’antisymétrie que

RRJh(C(G), Lλ) = ⊕ν∈iK(λ)∩PoidsτG(ν)⊗ τG(ν)∗.

6. ESQUISSES DE DÉMONSTRATIONS

6.1. Démonstration par coupure symplectique

Le théorème 5.6 dans le cas d’un tore T = {u ∈ C, |u| = 1} à une dimension n’est
déjà pas immédiat ; on peut le démontrer en forçant la valeur 0 à être un sommet de
Φ(M) (cas où la conjecture est résolue grâce à la Proposition 4.4) à l’aide des coupures
symplectiques, introduites par E. Lerman [26].

Considérons la variété M̃ = M × C munie de l’action diagonale de H : ici H est
un autre exemplaire de T et agit par h · (m, z) = (h ·m,hz), (h ∈ H,m ∈M, z ∈ C).

Soit Z une base de t∗. Munissons C de la structure symplectique pour laquelle
le moment de l’action z $→ hz soit −|z|2Z. Si on remplace Z par −Z, la structure
symplectique est changée en son opposée. L’application moment Φ̃ : M̃ → RZ est
donnée par Φ̃(m, z) = Φ(m) − |z|2Z. On suppose pour simplifier que 0 ∈ Φ(M) est
une valeur régulière. Alors Φ̃−1(0) = {(m, z),Φ(m) − |z|2Z = 0} est une variété et
MZ = Φ̃−1(0)/H est une V -variété. Analysons cette V -variété. Elle est encore munie
d’une action de T , en écrivant g · [m, z] = [m, g−1z] = [gm, z], (g ∈ T,m ∈M, z ∈ C).
On note M>0 = Φ−1(]0,∞[Z) ; c’est un ouvert de M . En regardant z �= 0 ou z = 0,
on voit sans difficulté que MZ est réunion de l’ouvert M>0 et de l’ensemble compact
red0(M) = Φ−1(0)/T , qui devient variété de points fixes pour l’action résiduelle de T .
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Soit E un fibré T -équivariant surM . Notons EZ le fibré surMZ déduit par quotient
de E ⊗ C sur M̃ . On démontre alors à partir de la formule de l’indice équivariant
(prolongé au cas de V -variétés dans [19], [44]) la formule de recollement suivante :

Théorème 6.1 (Duistermaat-Guillemin-Meinrenken-Wu). — Pour tout fibré T -
équivariant E sur M , et toute structure presque-complexe J , on a l’égalité

RRJ(M, E) = RRJ(MZ , EZ) +RRJ(M−Z , E−Z)−RRJ(red0(M), red0(E))

dans R(T ).

M M < 0 ∪ M > 0 M−Z ∪ red0(M) ∪ MZ

Figure 6

Preuve (esquisse). — Supposons, pour simplifier, que red0(M) soit une variété lisse.
On applique tout d’abord la formule de l’indice d’Atiyah-Segal-Singer [6] : il existe
une forme caractéristique κ sur red0(M) telle que le nombre RRJ(red0(M), red0(E))
soit égal à

∫
red0(M) κ.

Soit g ∈ T . On a rajouté une composante connexe de points fixes pour l’action
de T isomorphe à red0(M) simultanément à MZ et à M−Z . La formule de l’indice
équivariant d’Atiyah-Segal-Singer [5] pour TrRRJ (MZ ,EZ)(g) a une contribution de la
composante red0(M) du type

∫
red0(M)

κ
1−geC , où C est la courbure du fibré normal à

red0(M) dansMZ . L’autre contribution simultanée est de la forme
∫
red0(M)

κ
1−g−1e−C .

L’identité du théorème découle alors de l’identité 1
1−z + 1

1−z−1 = 1.

Comme on s’y attend, la démonstration est beaucoup plus délicate dans le cas d’un
groupe non abélien. Cependant, la même belle idée de découper le polytope Kir(M) en
morceaux et de fabrication de variétés reliées à chaque morceau peut être réalisée, en
utilisant les idées de Woodward [47]. Il faut des découpages spéciaux (dits admissibles)
lorsqu’une face du polytope intersecte un mur de la chambre de Weyl.
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6.2. Démonstration par déformation du symbole

La démonstration de Paradan par déformation du symbole est plus directe, mais
utilise le gros outil des opérateurs transversalement elliptiques. Cette démonstration
peut être considérée comme une version en K-théorie de la démonstration analy-
tique de Tian-Zhang [39]. Au lieu de s’appuyer sur la méthode de localisation de
Bismut-Lebeau, elle s’appuie sur l’excision en K-théorie. Ces deux démonstrations
développent une idée de déformation due à Witten [46], pour la localisation non abé-
lienne.

Soit (M,Φ) une G-variété hamiltonienne compacte et E un fibré G-équivariant. On
identifie g et g∗ grâce à un produit scalaire G-invariant. L’application Φ nous permet
alors de fabriquer un champ de vecteurs G-invariant canonique sur M : le champ de
vecteurs V Φ égal en m ∈ M à 2Φ(m)m. On le note V si (M,Φ) est fixée. Ce champ
va nous permettre de déformer le symbole donné par la formule (2) en un symbole
transversalement elliptique.

La variétéM est munie d’une structure riemannienne par g(v, w) = Ω(v, Jhw). On
identifie TM et T ∗M en utilisant cette forme, et on considère le symbole sur T ∗M
donné pour tous m ∈M, ξ ∈ TmM par

cJh,MV (m, ξ) = cJh,M (m, ξ − V m).

On note ce symbole cJhV si la variétéM est fixée. L’indice ne change pas par déforma-
tion, d’où IndiceM (cJhV ⊗ IdE) = RRJh(M, E) grâce à la déformation cJh(m, ξ− tV m),
0 � t � 1.

L’ensemble Char(cJhV ) est l’ensemble constitué des (m, ξ),m ∈ M, ξ ∈ TmM tels
que ξ = −V m. Cherchons son intersection avec T ∗GM . Dans cette même équation, le
vecteur ξ est de plus orthogonal à gm , il est donc nécessaire que le champ de vecteurs
V s’annule en m, puisque V m est dans gm. On obtient donc par cette méthode de
« pousser un symbole en dehors de la section nulle » un ensemble beaucoup plus petit
que la section nulle : l’ensemble C des zéros du champ V . Cet ensemble de zéros
contient évidemment Φ−1(0). Il contient aussi G ·MT , car si m ∈MT , alors Φ(m) ∈ t

et Φ(m)m s’annule en m. L’équation de Hamilton implique que C est l’ensemble des
points critiques de la fonction ‖Φ(m)‖2. La propriété suivante s’ensuit.

Proposition 6.2. — L’ensemble Φ(C) est une réunion finie d’orbites de G dans g.

Notons Φ(C) =
⋃

β∈BG
Oβ , où BG est un ensemble fini de points de c. Soit⋃

β∈BG
Uβ une collection disjointe de voisinages ouverts Uβ des fermés Φ−1(Oβ). Par

excision, on obtient

RRJh(M, E) =
∑
β∈BG

IndiceUβ (c
Jh,Uβ
V ⊗ IE ).
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On est donc ramené à étudier les symboles (cJh,UβV ⊗IE) sur chaque ouvert Uβ . Le théo-
rème 5.7 résultera donc des deux propositions suivantes qui illustrent la dichotomie
entre les cas β = 0 et β �= 0.

Proposition 6.3. — Si 0 est une valeur régulière, alors pour tout fibré G-équivariant
E sur M , on a

[IndiceU0(c
Jh,U0
V ⊗ IE)]G = RRJh(red0M, red0 E).

Preuve (esquisse). — Si 0 est une valeur régulière, un voisinage U0 de Φ−1(0) est
isomorphe à Φ−1(0) × g∗. Le symbole cJh,U0V se déforme en le produit du symbole
elliptique de Bott d’indice 1 sur g∗ et du symbole transversalement elliptique red0(cJh)
sur Φ−1(0), qui nous a servi à obtenir une définition de RRJh(red0M, red0 E).

Proposition 6.4. — Soit β ∈ BG non nul. Si E est un fibré strictement Φ-positif,
alors on a

[IndiceUβ (c
Jh,Uβ
V ⊗ IE)]G = 0.

Preuve (esquisse). — Fixons β �= 0. Considérons un voisinage G(β)-invariant N de
β dans g(β) tel que l’ouvert G · N soit fibré sur G · β. Posons U = Φ−1(G · N) et
U = Φ−1(N). Alors U est une sous-variété fermée de l’ouvert U et l’on a

U = G×G(β) U.

La variété U est une variété symplectique et G(β)-invariante. On obtient donc un
espace G(β)-hamiltonien (U,Φ|U ). Le champ V Φ|U cöıncide sur U avec le champ V Φ.
On le notera donc encore V . Remarquons qu’alors cJh,UV (m, ξ) = cJh,U (m, ξ − V m)
définit un symbole G(β)-transversalement elliptique sur la variété (non compacte) U .
La représentation [IndiceU (cJh,UV ⊗ IE )] est une représentation à trace de G(β). Le
procédé d’induction holomorphe de G(β) à G transforme toute représentation à trace
de G(β) en une représentation à trace de G. On montre alors que [IndiceU(c

Jh,U
V ⊗IE)]

est obtenue par induction holomorphe de la représentation [IndiceU (cJh,UV ⊗ IE )] de
G(β) à G. Le champ V sur U est proche du champ de vecteurs produit par β sur
U . En localisant en deux étapes, on peut se ramener à un calcul d’un indice d’un
symbole du type cJhV pour un voisinage de Φ−1(β) dans la variété {βM = 0} des zéros
du champ de vecteurs βM . Le fait que E soit strictement positif assure une inégalité
pour l’action de β sur les fibres de E en un zéro de βM . Ceci implique la proposition.

7. DÉCOMPOSITION DE LA SÉRIE DISCRÈTE

7.1. Quantisation de variétés non compactes

Si U est une variété symplectique non nécessairement compacte, munie d’une action
hamiltonienne d’un groupe de Lie S et si L est un fibré de Kostant-Souriau, on ne sait
pas en général construire un espace canonique Q(U) où opère le groupe S, ni a fortiori
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si la quantification commute à la réduction. Toutefois cette construction existe lorsque
U est une orbite coadjointe quantifiable générique d’un groupe de Lie de type I. Ainsi
pour les orbites U régulières et elliptiques d’un groupe de Lie semi-simple réel S, P.
Paradan a démontré le théorème [Q,R] = 0. Dans le cadre de la méthode des orbites,
on utilisera le formalisme Spin qui diffère légèrement du formalisme presque-complexe
que nous avons employé jusqu’ici.

7.2. Formalisme Spin

Soit K un groupe compact connexe. Nous suivrons le formalisme de Harish-
Chandra pour paramétriser K̂. Notons HK l’ensemble des points µ ∈ cK tels que
µ soit régulière et iµ − ρ un poids de T . Les orbites Oµ correspondantes sont alors
admissibles au sens de Duflo. L’ensemble K̂ est paramétrisé par HK comme suit.
Pour simplifier, nous supposons que ρ est un poids. Si µ ∈ HK , l’orbite Oµ est aussi
entière. Elle a de plus une structure Spin canonique. L’opérateur de Dirac sur Oµ

tordu par Lµ a un indice Θ(K · µ) qui est la représentation de plus haut poids iµ− ρ
de K. Ceci paramètre K̂ grâce aux orbites admissibles régulières.

Si M est une K-variété compacte de dimension paire avec structure Spin, et si E
est un fibré K-équivariant sur M , on note Θ(M, E) l’indice de l’opérateur de Dirac
tordu par E . SiM est symplectique et munie d’un fibré L de Kostant-Souriau, posons

Θ(M) := Θ(M,L).

On a Θ(M) = RRJh(M,L ⊗ κ) où κ2 est le fibré canonique associé à la structure
presque-complexe Jh.

Si U est une variété riemannienne non nécessairement compacte de dimension paire
avec structure Spin, et si E est un fibréK-équivariant hermitien surM , on note Θ(U, E)
l’indice L2 de l’opérateur de Dirac tordu par E . Si U est de plus symplectique et munie
d’un fibré L de Kostant-Souriau, on pose encore Θ(U) = Θ(U,L). Il n’est pas vrai que
Θ(U,L) ne dépend que de la structure symplectique de U et dans cette notation, on
sous-entend cette fois toutes les données supplémentaires (structures riemannienne et
hermitienne).

7.3. K-types de la série discrète et application moment

Soit S un groupe réel semi-simple connexe de centre fini, admettant une série
discrète. Soient K un sous-groupe compact maximal de S et T un tore maximal
de K. Alors T est aussi un sous-groupe de Cartan de S. D’après Harish-Chandra, la
série discrète de S est paramétrée par l’ensemble des orbites régulières admissibles et
elliptiques, ensemble qu’on paramètre par un sous-ensemble Ŝd du dual t∗ de l’algèbre
de Lie de T . Pour chaque λ ∈ Ŝd, notons Θ(S · λ) la représentation de S associée
à S · λ : elle est réalisée comme l’espace des solutions L2 de l’opérateur de Dirac
tordu par le fibré de Kostant-Souriau. Notons ΘS(S · λ) la trace de la représentation
Θ(S ·λ). C’est une fonction généralisée sur S, invariante par conjugaison, et qui admet
une restriction à K notée ΘS(S · λ)|K .
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Fixons λ ∈ Ŝd et considérons l’orbite coadjointe U := S · λ munie de sa 2-forme
canonique Ω. C’est une orbite de dimension maximale. L’action de K sur U est hamil-
tonienne. La variété U = S · λ n’est pas compacte, mais l’application moment corres-
pondante Φ :M → k∗ est propre. Elle est induite par la projection : ainsi les espaces
réduits redµM = Φ−1(K · µ)/K sont compacts pour tout µ ∈ k∗. On peut définir
l’entier relatif Θ(Φ−1(K ·µ)/K) directement dans le cas d’une valeur régulière et par
déformation dans le cas général.

Théorème 7.1 (Paradan, [34]). — Soit Φ la projection de S · Λ sur k∗. On a la
décomposition

ΘS(S · λ)|K = (−1)
dim(S/K)

2 ⊕µ∈HK Θ(Φ−1(K · µ)/K)ΘK(K · µ) .

Dans cette formule, Θ(Φ−1(K · µ)/K) est un nombre entier et ΘK(K · µ) est la
représentation irréductible de K de plus haut poids iµ−ρ. La démonstration de cette
formule utilise la formule de Blattner pour ΘS(S · λ)|K .

Autrement dit, bien que la variété S · λ soit non compacte, le slogan : « la quanti-
fication commute à la réduction » est encore vrai.
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ASTÉRISQUE 282
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ENTROPIE LIBRE ET ALGÈBRES D’OPÉRATEURS

par Philippe BIANE

La théorie des probabilités libres est née dans les années 80 quand D. Voiculescu
a commencé à utiliser des idées probabilistes pour étudier les facteurs de type II1
associés aux groupes libres. Des progrès importants ont été faits grâce à l’introduction
de la notion d’entropie libre. Ainsi les facteurs de groupes libres sont les premiers
exemples de facteurs de type II1 (à prédual séparable) dont on sait démontrer qu’ils
n’ont pas de sous-algèbre de Cartan. De plus ces facteurs sont « premiers », ce qui
signifie qu’ils ne sont pas isomorphes à un produit tensorielM1⊗M2 oùM1 etM2 sont
deux facteurs de type II1, et ils ne possèdent pas de sous-algèbre abélienne maximale
simple.

On expliquera ces notions, ainsi que d’autres applications aux numéros 6 et sui-
vants, mais auparavant on commence par introduire les éléments de théorie des al-
gèbres de von Neumann et de probabilités libres nécessaires.

Je remercie Liming Ge, Gilles Pisier, Sorin Popa et Dan Voiculescu pour leurs
explications et leurs commentaires lors de la préparation de cet exposé.

1. ALGÈBRES DE VON NEUMANN ET FACTEURS

SoitH un espace de Hilbert complexe, que l’on supposera séparable dans la suite de
l’exposé, l’algèbreB(H) des opérateurs bornés surH est un espace de Banach, dual de
l’espace L1(H), formé des opérateurs à trace et muni de la norme ‖T ‖1 = Tr(|T |). Une
sous-algèbre de B(H), contenant l’unité, stable par passage à l’adjoint, et fermée pour
la topologie faible correspondant à cette dualité, est appelée algèbre de von Neumann.
Une telle algèbre est stable par le calcul fonctionnel borélien ; si x ∈ B(H) est un
élément auto-adjoint de l’algèbre, alors pour toute fonction f , borélienne bornée, f(x)
est encore dans l’algèbre. Ainsi les éléments de L∞(S,m) où (S,m) est un espace
mesuré, agissant par multiplication sur L2(S,m), forment une sous-algèbre de von
Neumann de B(L2(S,m)), et le théorème spectral pour les opérateurs autoadjoints
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entrâıne que toute algèbre de von Neumann abélienne est isomorphe à une algèbre de
ce type.

Ces deux propriétés font de la théorie des algèbres de von Neumann un candidat
naturel au titre de théorie non commutative de la mesure. La théorie de la réduction
[vN2], [Di] permet de ramener le problème de la classification des algèbres de von
Neumann à celui de la classification des facteurs, c’est-à-dire des algèbres de von Neu-
mann dont le centre est de dimension 1. Parmi ces facteurs, Murray et von Neumann
dans leurs articles fondateurs, distinguaient une classe particulièrement intéressante,
les facteurs de type II1, auxquels finalement on peut se ramener, grâce aux travaux de
Tomita, Takesaki et Connes [C3]. Un facteur de type II1 est un facteur de dimension
infinie sur lequel est définie une trace τ qui est une forme linéaire, continue pour la
topologie σ(B(H), L1(H)), telle que, pour tous x, y dans l’algèbre, on ait

τ(1) = 1 ; τ(x∗) = τ(x) ; τ(x∗x) � 0 ; τ(xy) = τ(yx).

Appliquée à un projecteur orthogonal, la trace donne un nombre compris entre 0 et
1 que l’on interprète comme la « dimension continue » de l’image du projecteur. Il
existe une seule trace sur un facteur de type II1, et la dimension continue y prend
toutes les valeurs réelles comprises entre 0 et 1. Pour Murray et von Neumann les
facteurs de type II1 devaient fournir un cadre naturel pour développer la théorie des
probabilités utilisées en mécanique quantique. Ils mettaient particulièrement l’accent
sur la structure de treillis des projections, et sur la dimension continue, alors que le
point de vue moderne met au premier plan la trace τ qui tient le rôle de l’espérance
en probabilités classiques.

Les articles [vN1] et [MvN] donnent deux constructions de facteurs de type II1.
La première [vN1] utilise une action libre, ergodique, d’un groupe dénombrable G
sur un espace mesuré (S,m). L’algèbre de von Neumann agit sur L2(S,m), elle est
engendrée par les opérateurs de multiplication par les fonctions de L∞(S,m) et par
des opérateurs unitaires déduits de l’action de G sur S. La seconde construction
associe à un groupe dénombrable G l’algèbre de von Neumann L(G), engendrée par
la représentation régulière gauche, c’est-à-dire les opérateurs unitaires λg : l2(G) →
l2(G) définis par λgf(h) = f(g−1h). Elle fournit un facteur de type II1 si et seulement
si toutes les classes de conjugaison non triviales de G sont infinies, condition que l’on
désigne en général par CCI. La trace est donnée par la formule

τ(x) = 〈xδe, δe〉l2(G),

où δe est la fonction qui vaut 1 sur l’identité de G et 0 ailleurs.
Dans [MvN] Murray et von Neumann montrent que tous les groupes CCI qui

sont limite inductive de sous-groupes finis donnent le même facteur, appelé facteur
hyperfini (de type II1). En fait tout facteur de type II1 dans lequel il existe une
suite croissante de sous-algèbres de dimension finie, dont la réunion est faiblement
dense, est isomorphe à ce facteur, d’où le nom hyperfini. De plus ils démontrent que

ASTÉRISQUE 282



(889) ENTROPIE LIBRE ET ALGÈBRES D’OPÉRATEURS 281

le facteur hyperfini n’est pas isomorphe au facteur engendré par un groupe libre à
deux générateurs.

En 1969, Dusa Mac Duff [McD] a exhibé une infinité non dénombrable de facteurs
de type II1 deux à deux non isomorphes. Il semble peu probable que l’on parvienne
un jour à classifier tous les facteurs de type II1 à isomorphisme près, mais on peut
espérer dégager des familles intéressantes de tels facteurs, en particulier parmi ceux ob-
tenus par les constructions évoquées plus haut. Ainsi un résultat fondamental d’Alain
Connes [C1] entrâıne que, pour un groupe CCI, le facteur L(G) est isomorphe au
facteur hyperfini si et seulement si ce groupe est moyennable. En ce qui concerne
les facteurs associés aux groupes non moyennables, on connâıt ([C2], [GN]) quelques
propriétés des facteurs associés aux groupes ayant la propriété T , mais c’est surtout
sur les facteurs associés aux groupes libres que des résultats substantiels ont été ob-
tenus. En particulier, si on note L(Fn) le facteur engendré par un groupe libre à n
générateurs (n � 2, et n = ∞ est permis), Rădulescu ([R], voir aussi [Sk]) a montré
que l’un des termes de l’alternative suivante est vrai : soit les facteurs L(Fn) sont
deux à deux non isomorphes, soit ils sont tous isomorphes.

2. PROBABILITÉS NON COMMUTATIVES ET LIBERTÉ

2.1. Espace de probabilités non commutatif

Comme on l’a vu plus haut, il est naturel d’utiliser un langage probabiliste pour
étudier les algèbres de von Neumann. Dans la suite de l’exposé on appellera espace de
probabilités non commutatif un couple (A,ϕ) formé d’une algèbre de von Neumann
A et d’une trace fidèle ϕ. La trace ϕ vérifie donc les propriétés énoncées au numéro 1,
et le qualificatif de fidèle signifie que pour tout x ∈ A, l’égalité ϕ(x∗x) = 0 entrâıne
que x = 0.

Bien sûr si A = L∞(Ω, P ) et ϕ(f) =
∫
Ω
f(ω)P (dω) où (Ω, P ) est un espace de

probabilités, on retrouve la situation classique. L’exemple réellement non commutatif
le plus simple est celui où A = MN (C) et ϕ = 1

NTr est la trace normalisée, et celui
qui nous intéressera principalement est le cas où A est un facteur de type II1 et ϕ = τ
est sa trace.

La trace permet de définir des normes Lp non commutatives

|x|p = τ((x∗x)p/2)1/p

et par complétion des espaces Lp qui sont des analogues non commutatifs des espaces
Lp ordinaires.

Soit X un élément auto-adjoint dans A ; il existe une unique mesure µ sur R telle
que ϕ(Xn) =

∫
R
xnµ(dx) pour tout n � 0. De plus on a ϕ(f(X)) =

∫
R
f(x)µ(dx)

pour toute fonction borélienne bornée sur R, et l’algèbre de von Neumann (abélienne)
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engendrée par X est isométriquement isomorphe à L∞(R, µ). Comme dans la théorie
des probabilités, on appelle variable aléatoire un élément auto-adjoint de A et la
mesure µ est appelée la distribution, ou la loi, de X . Plus généralement, il existe
une version non commutative de la méthode des moments. Soient (X1, . . . , Xd) des
variables aléatoires dans A, engendrant une sous-algèbre de von Neumann B. On
appelle moments non commutatifs de (X1, . . . , Xd) les nombres complexes

ϕ(Xi1 . . . Xip)

où l’on parcourt l’ensemble des monômes non commutatifs en les Xi. La donnée de
ces moments détermine complètement la forme linéaire

P $→ ϕ(P (X1, . . . , Xd))

définie sur l’espace C〈x1, . . . , xn〉 des polynômes non commutatifs en n variables. La
construction GNS (pour Gelfand, Naimark et Segal) permet, à partir de la donnée
de cette forme linéaire, de reconstruire une algèbre de von Neumann isomorphe à B.
Pour cela on sépare et complète l’espace C〈x1, . . . , xd〉 pour le produit hermitien

〈P,Q〉 = ϕ(Q(X1, . . . , Xd)∗ P (X1, . . . , Xd))

ce qui donne un espace de Hilbert H . Les opérateurs de multiplication à gauche par
les xi définis sur C〈x1, . . . , xn〉 passent au quotient et induisent des opérateurs bornés
sur H , qui engendrent une algèbre de von Neumann isomorphe à B. La trace sur B
est la restriction de la forme linéaire X $→ 〈X1, 1〉 sur B(H). On voit donc que la
donnée d’un espace de probabilités non commutatif engendré par un nombre fini de
variables aléatoires se ramène à celle de la famille des moments associés.

3. LIBERTÉ

3.1. Définition de la liberté

Soit G un groupe qui peut se décomposer comme le produit libre de sous-groupes
G = ∗i∈IGi. L’idée initiale de Voiculescu a été d’utiliser la trace τ pour caractériser
les positions relatives des sous-algèbres L(Gi) dans L(G), d’une manière qui rappelle
la notion d’indépendance en théorie des probabilités.

Définition 3.1 (Voiculescu [V1]). — Soient A une algèbre unifère, ϕ une forme li-
néaire sur A, normalisée (i.e. ϕ(1) = 1), et Bi; i ∈ I des sous-algèbres de A, contenant
l’unité, on dit que les Bi sont libres dans (A,ϕ) si pour tout choix de b1, . . . , bn ∈ A
tels que ϕ(bk) = 0 et bk ∈ Bik avec i1 �= i2 �= · · · �= in on a

ϕ(b1 . . . bn) = 0.

Ainsi dans l’exemple du produit libre les L(Gi) sont libres dans (L(G), τ).
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Remarque 3.2. — La définition donnée ci-dessus est purement algébrique et se prête
à un traitement combinatoire. R. Speicher a découvert que l’on pouvait fonder cette
combinatoire sur la notion de partition non croisée, ce qui a donné lieu à des dévelop-
pements algébriques intéressants, que l’on trouvera exposés par exemple dans [Sp1],
[Sp2].

On dira qu’une famille de variables aléatoires (Xi)i∈I dans (A,ϕ) est libre, si les
sous-algèbres de von Neumann engendrées par les Xi sont libres. Il existe beaucoup
d’exemples de familles libres, la situation de ce point de vue est même optimale puisque
si on se donne des espaces de probabilités non commutatifs (Bi, ϕi), alors il existe un
espace de probabilités non commutatif (A,ϕ), unique à isomorphisme près, et des
injections fortement continues ιi : Bi → A, préservant l’unité, telles que ϕi = ϕ ◦ ιi,
les algèbres ιi(Bi) engendrent A comme algèbre de von Neumann, et elles sont libres
dans (A,ϕ). L’espace de probabilités non commutatif (A,ϕ) est appelé produit libre
réduit des (Bi, ϕi)i∈I .

Soient (X1, . . . , Xn) des variables aléatoires libres, de distributions non atomiques ;
alors elles engendrent une algèbre de von Neumann isomorphe au facteur L(Fn). En
effet pour chaque i on peut trouver une fonction mesurable fi : supp(µi) → U(1),
inversible hors d’un ensemble négligeable sur U(1) et telle que fi(µi) soit la mesure
de Haar. Les opérateurs fi(Xi) sont unitaires, et ils engendrent la même algèbre de
von Neumann que les Xi. Soit G un groupe libre de générateurs gi; i = 1, . . . , n, la
propriété de liberté entrâıne que l’application G→ A : gi $→ fi(Xi) se prolonge en un
isomorphisme d’algèbres de von Neumann de L(G) sur A.

3.2. Modèles matriciels pour la liberté

L’ingrédient essentiel dans la compréhension de la notion de liberté a été la dé-
couverte que les variables libres pouvaient être modélisées par des matrices aléatoires
de grande taille. Ainsi le résultat suivant permet de relier la notion de liberté à celle
d’indépendance en probabilités.

Proposition 3.3. — Soient n et k deux entiers, ε et δ deux réels > 0 ; il existe N0

tel que pour tout N � N0 on ait la propriété suivante :
pour tout n-uplet (A1, . . . , An) de matrices N ×N , hermitiennes, de normes infé-

rieures à 1, on a

P
[ ∣∣ 1

NTr(Bi1 . . . Bim)− ϕ(Yi1 . . . Yim)
∣∣ < ε; ∀m � k et (i1, . . . , im) ∈ [1, n]m

]
� 1−δ,

où Bi = UiAiU
∗
i , les Ui étant des matrices aléatoires unitaires, indépendantes, choi-

sies avec la mesure de Haar sur U(N), et les Yi ∈ (A,ϕ) sont des variables libres
telles que, pour tout entier l � k,

ϕ(Y l
i ) =

1
N

Tr(Al
i).
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Remarque 3.4. — Le choix de la borne ‖Ai‖ < 1 n’a évidemment rien de fondamental,
on aurait pu prendre une autre valeur, mais une restriction de ce type est nécessaire,
sinon on peut infirmer l’énoncé en multipliant les Ai par une constante assez grande.

Ce résultat, dont il existe de nombreuses variantes, est dû à Voiculescu [V2], [V7],
et une démonstration simple peut se trouver dans [PV].

La proposition 3.3 montre que des matrices de grande taille choisies au hasard vont
se comporter, avec une grande probabilité, comme des variables libres. On peut donc
s’attendre à ce que des variables aléatoires non commutatives qui sont très éloignées
d’être des variables libres ne puissent être approchées, en distribution, que par des
n-uplets de matrices de mesure petite. C’est ce que la notion d’entropie libre que nous
verrons au numéro 5 permet de quantifier. Mais d’abord on va faire quelques rappels
sur l’entropie en mécanique statistique.

4. ENTROPIE DE BOLTZMANN ET THÉORÈME DE SANOV

En mécanique statistique l’état d’un système est caractérisé par les valeurs de plu-
sieurs quantités macroscopiques, par exemple le volume, la température et la pression
pour un gaz. Un tel système est constitué d’un grand nombre de petites particules, et
à chaque état macroscopique correspondent de nombreux états microscopiques qui le
réalisent. On a donc une fonction

États microscopiques→ États macroscopiques.

Boltzmann définit l’entropie du système par la formule

S = k logΩ,

où S est l’entropie de l’état macroscopique et Ω le nombre d’états microscopiques cor-
respondant, k étant une constante de proportionnalité (la constante de Boltzmann).
Cette définition suppose que l’on a discrétisé l’espace des phases, c’est-à-dire l’en-
semble des états microscopiques. Pour des systèmes continus on remplace le nombre
Ω par un volume.

Considérons un système constitué de N points X1, . . . , XN dans Rd. Ici d est fixé
et N est très grand. Convenons que les états macroscopiques sont déterminés par les
valeurs des moments de cette distribution de points, c’est-à-dire les nombres∫

Rd
xk11 . . . x

kd
d µ̂X(dx),

où

µ̂X =
1
N

N∑
j=1

δXj
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est la distribution empirique des Xj ; j = 1, . . . , N . Soit µ une mesure sur Rd à support
compact. Notons Γµ,N,ε,k l’ensemble des états microscopiques qui réalisent l’état µ à
k, ε près i.e. les N -uplets de points tels que∣∣∣∣∫

Rd
xk11 . . . x

kd
d µ̂X(dx) −

∫
Rd
xk11 . . . x

kd
d µ(dx)

∣∣∣∣ < ε
pour tout monôme de degré inférieur à k. Utilisons la formule de Boltzmann pour
définir l’entropie par particule

S(µ,N, ε, k) =
1
N

log |Γµ,N,ε,k|

où |.| désigne la mesure de Lebesgue.
On peut alors montrer que la quantité S(µ,N, ε, k) admet une limite quand

N →∞. Cette limite est une fonction décroissante de k et croissante de ε, on peut
donc à nouveau en prendre la limite quand k → ∞ et ε → 0. On obtient ainsi la
quantité

E(µ) = −
∫
Rd

f(t) log f(t)dt

si µ = f(t)dt est absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue, et

E(µ) = −∞

sinon. C’est cette quantité que l’on désigne habituellement sous le nom d’entropie de
la mesure µ.

Les énoncés qui précèdent peuvent se déduire du théorème de Sanov, un résultat
classique de la théorie des grandes déviations ; voir par exemple [DS], [DZ].

5. ENTROPIE LIBRE

5.1. Définition

Pour définir l’entropie libre, nous allons reprendre l’idée précédente, en utilisant
cette fois-ci des moments non commutatifs, et en prenant pour états microscopiques
des états matriciels. On considère donc (X1, . . . , Xd) des opérateurs auto-adjoints dans
un espace de probabilités non commutatif (A,ϕ). On note ΓX1,...,Xd,N,ε,k l’ensemble
de tous les d-uplets (M1, . . .Md) de matrices hermitiennes de tailleN×N qui satisfont∣∣∣∣ 1N Tr(Mi1 . . .Mim)− ϕ(Xi1 . . . Xim)

∣∣∣∣ � ε
pour tout m � k et tout choix d’indices 1 � i1, . . . , im � d. Munissons l’espace
HN des matrices hermitiennes de taille N × N de la structure euclidienne associée
à la forme quadratique Tr(M2). L’inégalité 1

NTr(M2
i ) � ϕ(X2

i ) + ε entrâıne que
l’ensemble ΓX1,...,Xd,N,ε,k est inclus dans un produit de d boules euclidiennes de rayons√

(ϕ(X2
i ) + ε)N . Lorsque N → ∞, le logarithme du volume de ce produit de boules
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est de l’ordre de − dN2

2 logN . Cela nous amène à renormaliser la formule de Boltzmann
en posant

S(X1, . . . , Xd, N, ε, k) =
1
N2

log |ΓX1,...,Xd,N,ε,k|+
d

2
logN.

Contrairement au cas classique traité dans le numéro précédent, on ne sait pas montrer
en général que S(X1, . . . , Xd, N, ε, k) admet une limite quand N →∞, on se contente
de prendre la limite sup, puis on fait tendre k vers ∞ et ε vers 0. On obtient ainsi la
quantité

χ(X1, . . . , Xd) = inf
ε>0

inf
k�0

lim supN→∞S(X1, . . . , Xd, N, ε, k).

Définition 5.1. — L’entropie libre du d-uplet (X1, . . . , Xd) est la quantité

χ(X1, . . . , Xd).

Remarquons qu’elle ne dépend que des moments de (X1, . . . , Xd).

La définition ci-dessus n’est pas tout à fait celle de Voiculescu [V3] ; il effectue une
troncature supplémentaire qui disparâıt à la fin du calcul. J’ai ignoré ce raffinement
pour simplifier l’exposé, mais il faudrait le rétablir pour être entièrement correct.

L’entropie libre est une quantité intéressante en elle-même, j’y reviendrai à la fin
de l’exposé, mais d’abord je voudrais expliquer comment on l’utilise pour étudier les
facteurs associés aux groupes libres. Pour cela on commence par montrer que cette
quantité n’est pas triviale.

5.2. Entropie d’une variable

SoitX un élément auto-adjoint de A, son entropie ne dépend que de sa distribution.
Soit µ une mesure à support compact sur R, on va donner une formule explicite pour
l’entropie d’une variable aléatoire non commutative de loi µ. On cherche à estimer la
mesure de l’ensemble des matrices N ×N dont la mesure spectrale approche µ. Toute
matrice hermitienne peut se diagonaliser dans une base orthonormale ; on a donc une
application surjective

D(N)× U(N)→ HN ; (Λ, U) $→ UΛU∗,

où HN est l’espace des matrices hermitiennes N × N et D(N) celui des matrices
diagonales réelles. On vérifie (cf. [Me]) que la mesure de Lebesgue sur HN est l’image
de la mesure

1
ZN

∏
1�i<j�N

(λi − λj)2dΛ dU

par cette application. On a noté Λ = diag(λi)1�i�N l’élément générique de D, et dΛ
est la mesure de Lebesgue sur D tandis que dU est la mesure de Haar sur U(N) et
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ZN une constante de normalisation. En faisant intervenir la distribution de Λ,

µΛ =
1
N

N∑
i=1

δλi

cette mesure se met sous la forme

1
ZN

exp

(
N2

∫ ∫
R×R\∆

log |x− y|µΛ(dx)µΛ(dy)
)
dΛ dU,

où ∆ est la diagonale de R2. On peut en déduire, en traitant soigneusement la diago-
nale et en évaluant ZN , une expression explicite de l’entropie libre de X en fonction
de sa distribution,

χ(X) =
∫

R

∫
R

log |x− y|µ(dx)µ(dy) +
3
4
+

1
2
log(2π).

À une constante additive près, c’est l’énergie logarithmique de la mesure µ, une quan-
tité qui intervient dans la théorie du potentiel dans le plan complexe. En particulier,
on voit que cette expression n’est pas triviale, et qu’elle peut prendre toutes les valeurs
de l’intervalle [−∞,+∞[, ce qui justifie a posteriori la renormalisation effectuée dans
la définition de l’entropie libre.

Ce calcul peut également s’interpréter comme un résultat de grandes déviations
pour le théorème de Wigner sur la distribution limite du spectre de grandes matrices
gaussiennes [BG].

5.3. Entropie libre et liberté

Il est clair d’après leur définition que les ensembles ΓX1,...,Xd,N,ε,k vérifient

ΓX1,...,Xd,N,ε,k ⊂ ΓX1,...,Xr ,N,ε,k × ΓXr+1,...,Xd,N,ε,k.

On en déduit les inégalités

χ(X1, . . . , Xd) � χ(X1, . . . , Xr) + χ(Xr+1, . . . , Xd)

pour tout r, et donc

χ(X1, . . . , Xd) � χ(X1) + · · ·+ χ(Xd).

D’autre part en utilisant la proposition 3.3, on voit que la plupart (au sens de la mesure
de Lebesgue) des d-uplets dans ΓX1,N,ε,k × · · · × ΓXd,N,ε,k sont « presque libres », on
en déduit que si (X1, . . . , Xd) est une famille libre alors

χ(X1, . . . , Xd) = χ(X1) + · · ·+ χ(Xd).

Réciproquement, Voiculescu [V5] a montré que si l’on a

−∞ < χ(X1, . . . , Xd) = χ(X1) + · · ·+ χ(Xd),

alors (X1, . . . , Xd) est une famille libre.
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Ces calculs montrent que le facteur L(Fn) admet un système de générateurs
(X1, . . . , Xn) dont l’entropie est > −∞. En effet on a vu au numéro 3.1 qu’une
famille libre de n variables de distributions non atomiques engendre L(Fn). D’après
le numéro 5.2, on peut choisir ces distributions de telle sorte que leur entropie libre
soit finie, et alors leur somme le sera également.

6. APPLICATIONS AUX FACTEURS DE GROUPES LIBRES

Le principe général des applications de l’entropie libre à la théorie des facteurs est
le suivant. On considère une propriété P, vérifiée par un espace de probabilités non
commutatif (A,ϕ). Soit X1, . . . , Xd un système de générateurs auto-adjoints de A, on
utilise P pour obtenir des contraintes sur les ensembles ΓX1,...,Xd,N,ε,k qui permettent
de majorer leur mesure de Lebesgue. Puis on fait tendre N vers l’infini et on déduit
de ces majorations que l’entropie libre de X1, . . . , Xd vaut −∞. Donc tout système de
d générateurs de l’algèbre doit avoir une entropie −∞, or le facteur L(Fd) possède un
sytème de d générateurs d’entropie libre finie, par conséquent il ne peut pas satisfaire
la propriété P. Le point délicat dans la démonstration est évidemment d’obtenir une
estimation convenable de la mesure de l’ensemble en question.

6.1. La propriété Γ

Je vais expliquer comment cela fonctionne dans un cas relativement simple, celui
de la propriété Γ.

Définition 6.1. — Soit (A,ϕ) un espace de probabilités non commutatif ; une suite
centrale dans (A,ϕ) est une suite (tk)k�0, bornée dans A, telle que |[tk, x]|2 →k→∞ 0
pour tout x ∈ A. Une suite centrale est dite triviale si |tk − ϕ(tk).1|2 →k→∞ 0. On
dit que (A,ϕ) a la propriété Γ s’il existe une suite centrale non triviale dans A.

Ici [x, y] = xy − yx désigne comme d’habitude le commutateur.

La propriété Γ a été introduite par Murray et von Neumann dans [MvN] pour dis-
tinguer le facteur hyperfini du facteur engendré par le groupe libre à deux éléments :
en effet il est facile de construire une suite centrale non triviale dans le facteur hyper-
fini, mais le facteur du groupe libre à deux générateurs ne vérifie pas la propriété Γ
(ni, par le même argument, n’importe quel facteur L(Fn)).

Théorème 6.2 ([V4]). — Soit (X1, . . . , Xd) un d-uplet vérifiant

χ(X1, . . . , Xd) > −∞,

alors l’algèbre de von Neumann engendrée par X1, . . . , Xd n’a pas la propriété Γ.

ASTÉRISQUE 282



(889) ENTROPIE LIBRE ET ALGÈBRES D’OPÉRATEURS 289

En particulier, cette algèbre de von Neumann est un facteur de type II1, non
hyperfini.

Appliqué aux facteurs de groupes libres, ce résultat ne nous apporte rien de nouveau
par rapport à l’article de Murray et von Neumann, mais la démonstration constitue un
bon prototype pour les démonstrations des autres propriétés des facteurs de groupes
libres. D’autre part, il suggère le problème suivant, toujours ouvert : soit (X1, . . . , Xn)
un n-uplet d’entropie libre finie, le facteur qu’ils engendrent est-il isomorphe à L(Fn) ?

Passons à la démonstration du théorème. Une application du calcul fonctionnel
borélien à une suite centrale non triviale permet de montrer que la propriété Γ entrâıne
l’existence de θ ∈ ]0, 1/2[ et d’une suite de projections orthogonales (Pn)n�0 dans A,
telles que θ < τ(Pn) < 1− θ et |[x, Pn]|2 → 0 quand n→∞ pour tout x ∈ A.

Lemme 6.3. — Soit (A,ϕ) un espace de probabilités non commutatif engendré par un
d-uplet (X1, . . . , Xd), vérifiant τ(X2

i ) � 1, soient θ ∈ ]0, 1/2[ et P ∈ A une projection
orthogonale telle que θ < τ(P ) < 1− θ et |[P,Xi]|2 < ω pour i = 1, . . . , d. Alors on a

χ(X1 . . . , Xd) � C1 + C2 logω

où C1 et C2 sont des constantes > 0 dépendant seulement de d et de θ.

Sous les hypothèses du lemme, pour tout η > 0 on peut trouver un polynôme Q tel
que |P−Q(X1, . . . , Xd)|2 < η. En choisissant η assez petit, puis k assez grand et ε assez
petit, on voit que pour tout N assez grand, et tout (M1, . . . ,Md) ∈ ΓX1,...,Xd,N,ε,k

on peut trouver une projection orthogonale Π dans MN (C), sur un sous-espace de
dimension q = [Nτ(P )], telle que

|[Mi,Π]|2 < 2ω

(ici la norme est prise dans l’espace de probabilités non commutatif (MN (C), 1NTr)).
La matrice Π s’écrit sous la forme

U

(
Iqq 0N−q,q

0q,N−q 0N−q,N−q,

)
U∗

où la matrice U est déterminée à un facteur dans U(q)×U(N−q) près (le commutant
de la matrice par blocs ci-dessus) ; on peut la considérer comme un élément de la
grassmanienne U(N)/U(q)× U(N − q).

Écrivons la matrice U∗MiU sous la forme

(1) U∗MiU =
(
Bi C

∗
i

Ci Di

)
,

avec Bi ∈ Hq, Di ∈ HN−q, Ci ∈Mq,N−q(C). La condition

|[Mi,Π]|2 < 2ω

signifie que
2
N

Tr[CiC
∗
i ] � 4ω2 ;
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d’autre part comme τ(X2
i ) � 1 on a

1
N

Tr(M2
i ) � 1 + ε

donc (en supposant ε < 1)

1
N

Tr(B2
i ) � 2 et

1
N

Tr(D2
i ) � 2.

La décomposition (1) permet d’identifier HN au produit Hq ×Mq,N−q ×HN−q, et en
notant Bp(R) la boule euclidienne de rayon R dans chacun de ces espaces, on a donc

ΓX1,...,Xd,N,k,ε ⊂

∪U∈U(N)/U(q)×U(N−q)

(
U∗(Bq2(

√
4N)×B2q(N−q)(ω

√
2N)×B(N−q)2(

√
4N))U

)d
.

Le volume du membre de droite n’est pas facile à estimer directement car on prend
la réunion d’une famille continue de produits de boules. Pour faire le calcul on dis-
crétise l’ensemble des matrices unitaires. Munissons la grassmanienne U(N)/U(q) ×
U(N − q) de la distance obtenue par quotient de la distance associée à la norme uni-
forme sur U(N). Grâce à un résultat de Szarek [Sz], on sait que pour tout δ > 0,
on peut recouvrir U(N)/U(q) × U(N − q) par une famille de boules de rayon δ, de
cardinal inférieur à (Cδ−1)N

2−q2−(N−q)2 , où C est une constante universelle. Notons
(Us)s∈S les centres d’une telle famille de boules. En prenant (M1, . . . ,Md), Π, et U
comme ci-dessus, il existe un s ∈ S tel que ‖U − Us‖ � δ et on a

|[U∗sMiUs, U
∗ΠU ]|2 � |[U∗sMiUs, U

∗
sΠUs]|2 + |[U∗sMiUs, U

∗
sΠUs − U∗ΠU ]|2

� 2ω + 2‖U∗sΠUs − U∗ΠU‖|Mi|2
� 2ω + 8δ

donc

ΓX1,...,Xd,N,k,ε ⊂ ∪s∈S
(
U∗s (B(

√
4N)×B((2ω + 8δ)

√
N)×B(

√
4N))Us

)d
.

Rappelons que le volume de la boule euclidienne dans un espace de dimension p est

|Bp(R)| = Rpπp/2

Γ(1 + p
2 )
.

Nous pouvons maintenant estimer le volume de ΓX1,...,Xd,N,k,ε

|ΓX1,...,Xd,N,k,ε| �

(Cδ−1)N
2−q2−(N−q)2

(
(4πN)q

2/2(2ω + 8δ)2q(N−q)(πN)q(N−q)(4πN)(N−q)
2/2

Γ(1 + q2

2 )Γ(1 + q(N − q))Γ(1 + (N−q)2
2 )

)d

.

En prenant δ = ω, on obtient après quelques calculs la majoration du lemme, le point
étant que d � 2.
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Soit maintenant (X1, . . . , Xd) engendrant une algèbre de von Neumann avec la
propriété Γ, alors pour tout ω > 0 on a

χ(X1, . . . , Xd) < C1 + C2 logω

et donc
χ(X1, . . . , Xd) = −∞,

ce qui démontre le théorème.

6.2. Sous-algèbres de Cartan

Soit B une sous-algèbre de von Neumann de A ; son normalisateur est le groupe
des unitaires u de A tels que uBu∗ = B. Ainsi dans MN (C) le normalisateur de la
sous-algèbre des matrices diagonales est engendré par les matrices de permutations et
les matrices unitaires diagonales. La sous-algèbre engendrée par ce normalisateur est
MN(C) tout entier. On appelle sous-algèbre de Cartan d’un facteur de type II1, une
sous-algèbre abélienne maximale dont le normalisateur engendre le facteur tout entier.
On montre que le facteur hyperfini possède des sous-algèbres de Cartan. De même,
dans la première construction de facteurs évoquée au numéro 2, l’algèbre L∞(S,m)
est une sous-algèbre de Cartan. Dans [FM], Feldman et Moore montrent que les
facteurs de type II1 ayant une sous-algèbre de Cartan sont exactement ceux qui sont
obtenus par une généralisation appropriée de cette construction, utilisant une relation
d’équivalence mesurée. Voiculescu démontre dans [V4] que les facteurs associés aux
groupes libres n’ont pas de sous-algèbre de Cartan, ce qui fournit le premier exemple
de tels facteurs (dans le cas non séparable, que l’on ne considère pas ici, un argument
de cardinal dû à Popa [P] fournit un contre-exemple). Le résultat de Voiculescu est
en fait plus fort. Pour l’énoncer, introduisons la terminologie suivante. Une algèbre de
von Neumann est dite diffuse si, pour tout projecteur orthogonal non nul P ∈ A, il
existe deux projecteurs orthogonaux non nuls P1 et P2 tels que P = P1+P2. Dans un
facteur de type II1, une sous-algèbre de von Neumann diffuse et hyperfinie (SADH en
bref) est appelée régulière si son normalisateur engendre le facteur tout entier. Ainsi,
une sous-algèbre de Cartan est une SADH régulière.

Théorème 6.4 ([V4]). — Les facteurs L(Fn) n’ont pas de sous-algèbre diffuse hy-
perfinie régulière.

La démonstration suit le même principe que dans le cas de la propriété Γ. Soient
(X1, . . . , Xd) des variables engendrant un facteur A, de type II1, contenant une SADH
régulière B. Voiculescu montre que, pour tout ε > 0, il existe une sous-algèbre de
dimension finie B0 ⊂ B, des entiers p(j) pour 1 � j � d, des éléments Xij ∈ A et des
projecteurs orthogonaux Pij et Qij dans B0, pour 1 � j � d, 1 � i � p(j), tels que∣∣∣Xj −

∑
1�i�p(j)

(Xij +X∗ij)
∣∣∣
2
< ε, Xij = PijXijQij

∑
i,j

τ(Pij)τ(Qij) < ε.(2)
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Ainsi les variables Xj peuvent être reconstruites, à ε près, en recollant des « petits
bouts » de matrices, la petitesse de ces bouts étant mesurée par (2). À ε fixé, ces
conditions sont suffisamment fortes pour permettre de majorer le volume des états
matriciels qui approximent (X1, . . . , Xd), et obtenir une estimation de l’entropie de
la forme

χ(X1, . . . , Xd) � C1 + C2 log ε

cf. [V4], Theorem 3.2.
On en déduit que l’existence d’une SADH régulière dans le facteur engendré par

(X1, . . . , Xd) entrâıne que χ(X1, . . . , Xd) = −∞, et donc que les facteurs de groupes
libres n’ont pas de SADH régulière.

6.3. Sous-algèbres abéliennes maximales simples et facteurs premiers

Soient (A,ϕ) et (A′, ϕ′) deux espaces de probabilités non commutatifs, la forme
linéaire ϕ⊗ϕ′ définie sur le produit tensoriel algébrique de A et A′ est positive. En lui
appliquant la construction GNS on obtient un espace de probabilités non commutatif
(A⊗A′, ϕ⊗ ϕ′). Si A et A′ sont des facteurs de type II1, alors leur produit tensoriel
est encore un facteur de type II1. Un facteur M , de type II1, est dit premier s’il
n’existe pas d’isomorphisme M ∼ M1 ⊗M2 où M1 et M2 sont des facteurs de type
II1. Le facteur hyperfini R est isomorphe à R⊗R, il n’est pas premier. Le problème
de trouver des facteurs premiers remonte à Popa [P], qui avait donné un exemple dans
le cas non séparable.

Liming Ge démontre dans [G2], en utilisant les techniques d’entropie libre, que les
facteurs de groupes libres sont premiers. Le point crucial de la démonstration consiste
à prouver que si un facteur A, de type II1, est engendré par (X1, . . . , Xd) et n’est
pas premier, alors pour tout ω > 0 on peut trouver deux sous-facteurs hyperfinis R1
et R2 de A qui commutent, des projections orthogonales P1, . . . , Pp de trace 1/2, qui
commutent avec R1, d’autres projections orthogonales Q1, . . . , Qq également de trace
1/2, qui commutent avec R2, et des polynômes non commutatifs (Vj)j=1,...,d tels que

|Xj − Vj(P1, . . . , Pp, Q1, . . . , Qq)|2 < ω.

Cette propriété permet de majorer l’entropie libre des Xi par

χ(X1, . . . , Xd) � (d− 1) logω + C2.

Le résultat de Liming Ge a été généralisé par Ştefan [St1], qui montre que tout sous-
facteur d’indice fini d’un facteur de groupe libre est premier.

Les techniques d’entropie libre ne permettent toutefois pas de répondre à la ques-
tion suivante : L(F2)⊗ L(F2) est-il isomorphe à L(F2)⊗ L(F2)⊗ L(F2) ?

Soit (A,ϕ) un espace de probabilités non commutatif, l’algèbre A agit à droite
et à gauche sur l’espace L2(A,ϕ) et ces deux actions commutent. Une sous-algèbre
abélienne maximale B dans A est dite simple (ou de multiplicité 1) s’il existe un vec-
teur ξ ∈ L2(A,ϕ) tel que BξB est dense dans L2(A,ϕ). Liming Ge montre dans [G1]
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que les facteurs de groupes libres ne possèdent pas de sous-algèbre maximale simple.
Pour cela il montre d’abord que si l’espace de probabilités non commutatif (A,ϕ)
est engendré par les d variables (X1, . . . , Xd) et contient une sous-algèbre abélienne
maximale simple, alors il existe, pour tout ω, un opérateur autoadjoint H dans A,
des projections orthogonales P1, . . . , Pk de trace τ(Pi) = 1/k vérifiant

∑k
i=1 Pi = 1,

et des nombres complexes λ(j)r,s tels que

|Xj −
∑
r,s

λ(j)r,sPrHPs|2 < ω.

Autrement dit, les Xj peuvent être reconstruits, à ω près, à partir d’un seul opérateur
H , et d’une algèbre Mk(C) (engendrée par les Pi). Cette condition peut se traduire
sur les états matriciels appartenant à ΓX1,...,Xd,N,k,ε et entrâıne que leur entropie libre
est majorée par C + (d − 2) logω. Si d � 3 on voit donc que χ(X1, . . . , Xd) = −∞,
ce qui règle le cas des facteurs L(Fn) pour n � 3. Pour le cas de L(F2) on utilise
l’isomorphisme L(F2) ∼ L(F5)⊗M2(C) pour conclure.

Une sous-algèbre abélienne maximale est dite de multiplicté finie s’il existe un
nombre fini de vecteurs ξ1, . . . , ξl ∈ L2(A,ϕ) tels que Bξ1B + · · · + BξlB soit dense
dans L2(A,ϕ). En utilisant des arguments semblables à ceux de Ge, Dykema [Dy2] a
montré que les facteurs de groupes libres n’ont pas de sous-algèbre abélienne maximale
de multiplicité finie. Il a d’autre part établi qu’ils ne satisfont pas la propriété C de
Popa.

Finalement un résultat très général dans cette direction est celui de Ştefan [St2]
qui montre que, dans un facteur de groupe libre L(Fn), on ne peut pas trouver un
sous-ensemble fini Z formé de p éléments auto-adjoints, et des facteurs non premiers
N1, . . . , Nf tels que

∑
t

∑
j1,...,jt+1

Nj1ZNj2Z . . .NjtZNjt+1 soit dense dans L2(A,ϕ),
dès que n � p+2f +2. Le même énoncé reste valable en remplaçant les facteurs non
premiers Nj par des sous-algèbres abéliennes.

Signalons aussi que Shlyakhtenko [Sh2] a utilisé les résultats des numéros 6.2 et 6.3
pour montrer que les analogues libres des facteurs d’Araki-Woods (qui sont de type
IIIλ, 0 < λ < 1) sont premiers et n’ont pas de sous-algèbre de Cartan.

7. QUELQUES PROPRIÉTÉS DE L’ENTROPIE LIBRE

L’entropie libre jouit de nombreuses propriétés qu’il sera sans doute nécessaire
d’approfondir pour obtenir de nouvelles applications aux algèbres d’opérateurs. Jus-
qu’à présent, nous avons rencontré la propriété de sous-additivité au numéro 5.3, qui
devient l’additivité dans le cas de variables libres. Les propriétés suivantes sont des
analogues de propriétés bien connues de l’entropie classique.
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7.1. Semi-continuité

Si une suite de d-uplets (X(k)
1 , . . . , X

(k)
d ) converge en distribution vers (X1, . . . , Xd)

(ce qui signifie que les moments de (X(k)
1 , . . . , X

(k)
d ) convergent simplement vers ceux

de (X1, . . . , Xd)), alors

lim supk→∞χ(X
(k)
1 , . . . , X

(k)
d ) � χ(X1, . . . , Xd).

7.2. Changement de variable

Soient
Fj =

∑
k

∑
i1,...,ik

ci1,...,ik ti1ti2 . . . tik

d séries entières en d indéterminées non commutatives t1, . . . , td. On a une formule de
changement de variables

χ(F1(X1), . . . , Fd(Xd)) = χ(X1, . . . , Xd) + log |det|DF (X1, . . . , Xd),

où DF est un jacobien non commutatif et |det| est son déterminant de Kadison-
Fuglede, cf. [V3]. Dans le cas où F = (F1, . . . , Fd) est une application linéaire, on
a simplement |det|DF = |det(F )|. En particulier, si les Xi sont linéairement dépen-
dants, leur entropie libre vaut −∞.

7.3. Maximisation de l’entropie

Le rôle des variables gaussiennes est tenu, en probabilités libres, par les systèmes
semi-circulaires. Un système semi-circulaire est une famille de variables libres, chacune
ayant la loi du demi-cercle de densité 1

4π

√
4− x2 dx sur l’intervalle [−2,+2]. Comme

pour les variables gaussiennes, les systèmes semi-circulaires maximisent l’entropie, à
variance fixée. Plus précisément, soient (X1, . . . , Xd) des variables centrées telles que
ϕ(X2

i ) = 1, et (S1, . . . , Sd) un système semi-circulaire alors

χ(X1, . . . , Xd) � χ(S1, . . . , Sd).
Il y a égalité si et seulement si (X1, . . . , Xd) est un système semi-circulaire [V5]. La
formule de changement de variable vue au numéro précédent, dans le cas linéaire,
permet de traiter le cas où la matrice de covariance des Xi est arbitraire.

Finalement certaines inégalités valables pour l’entropie classique ont des analogues
libres [BV], [V6].

8. LA DIMENSION LIBRE

8.1. Définition

On a vu au numéro 6 que l’on utilise l’entropie libre en montrant que certains d-
uplets de variables ont une entropie infinie. On peut introduire une quantité, appelée
dimension libre par Voiculescu, qui permet de distinguer entre eux certains d-uplets
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ayant une entropie infinie. Pour cela on effectue une régularisation des variables par
un système semi-circulaire, puis on évalue la croissance de l’entropie en fonction de la
variance du système semi-circulaire. Plus précisément, soient (X1, . . . , Xd) un d-uplet
de variables non commutatives et (S1, . . . , Sd) un système semi-circulaire, libre avec
(X1, . . . , Xd) ; on définit

δ(X1, . . . , Xd) = d+ lim supε→0

χ(X1 + εS1, . . . , Xd + εSd)
log ε−1

.

Les principales propriétés de cette dimension libre sont les suivantes.
1) δ(X1, . . . , Xd) � d.
2) Si χ(X1, . . . , Xd) > −∞ alors δ(X1, . . . , Xd) = d.
3) Si X est une variable de loi µ, alors δ(X) =

∑
t µ({t})2.

4) δ(X1, . . . , Xd) � δ(X1, . . . , Xr) + δ(Xr+1, . . . , Xd) et si X1, . . . , Xd forment une
famille libre, alors

δ(X1, . . . , Xd) = δ(X1) + · · ·+ δ(Xd)

Les propriétés 3) et 4) assurent que la notion est non triviale, et la propriété 2)
montre que L(Fn) possède un système de n générateurs de dimension libre n.

8.2. Le problème de l’isomorphisme

On ne sait pas si les facteurs de groupes libres sont isomorphes ou non. J’ai men-
tionné dans l’introduction l’alternative de Rădulescu : soit ces facteurs sont deux à
deux non isomorphes, soit ils sont tous isomorphes. Si ces facteurs sont isomorphes
alors, étant données (X1, . . . , Xn) des variables libres d’entropie finie qui engendrent
donc un facteur isomorphe à L(Fn), pour tout m > n, il existe (Y1, . . . , Ym), des va-
riables libres d’entropie finie, qui engendrent le même facteur. Par exemple, on peut
prendre des systèmes semi-circulaires pour les Xi et les Yi. Les Yi sont des « fonc-
tions mesurables non commutatives » des Xi. La notion de dimension libre permet
de montrer que ces fonctions mesurables non commutatives ne peuvent pas être trop
régulières.

Théorème 8.1 ([V3]). — Soient (X1, . . . , Xn) et (Y1, . . . , Ym) deux familles de va-
riables aléatoires, chacune engendrant l’espace de probabilités non commutatif (A,ϕ).
Supposons qu’il existe des séries entières non commutatives F1, . . . , Fm en n variables,
telles que Yj = Fj(X1, . . . , Xn), et que les Yi forment une famille libre d’entropie finie
alors

δ(X1, . . . , Xn) � m.
En particulier on a n � m.

En fait la notion de dimension libre permettrait de résoudre le problème de l’isomor-
phisme des facteurs de groupes libres (en montrant qu’ils ne sont pas isomorphes
entre eux), si l’on parvenait à établir la propriété de semi-continuité suivante : pour
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toute suite (X(k)
1 , . . . , X

(k)
d )k�0 telle que X(k)

j →k→∞ Xj pour la topologie forte des
opérateurs, alors

lim infk→∞δ(X
(k)
1 , . . . , X

(k)
d ) � δ(X1, . . . , Xd).

Il est facile en utilisant la propriété 3) du numéro précédent de vérifier cette semi-
continuité dans le cas d’une variable, i.e.

lim infk→∞δ(X(k)) � δ(X).

Dans le cas de plusieurs variables, on se heurte à la difficulté suivante : la dimension
libre ne dépend que des moments des Xi, mais si, dans la propriété de semi-continuité,
on remplace la convergence forte par la convergence des moments, alors il est facile
de trouver des contre-exemples (prendre par exemple pour (X1, . . . , Xn) un système
semi-circulaire, et des approximations par des matrices de taille finie).

Une légère modification de la notion de dimension libre (qui, dans tous les exemples
où on sait la calculer, cöıncide avec la notion ci-dessus), a permis à Voiculescu [V4]
de donner une version renforcée de certains résultats du numéro 6. Ainsi en notant δ0
cette dimension libre modifiée, il montre que si l’algèbre de von Neumann engendrée
par (X1, . . . , Xd) admet une SAHD régulière, ou bien si elle a la propriété Γ, alors on
a δ0(X1, . . . , Xd) � 1.

La notion de dimension libre possède des traits communs, encore loin d’être éluci-
dés, avec une autre notion de dimension, introduite par Dykema [Dy1], ainsi qu’avec
la notion de coût d’une relation d’équivalence, due à Gaboriau [Ga], voir également
[Sh1].

8.3. Groupes ayant la propriété T de Kazhdan

Les groupes ayant la propriété T de Kazhdan ont des propriétés de rigidité qui
suggèrent que les facteurs associés sont très éloignés des facteurs de groupes libres.
Une tentative de quantifier cet éloignement au moyen de la dimension libre a été faite
par Voiculescu [V8], qui a montré que certains systèmes de générateurs de SL(n,Z)
ont une dimension libre � 1. Ce résultat a été généralisé par Liming Ge et Junhao
Shen [GS] qui ont montré que dans une grande classe d’algèbres de von Neumann,
qui inclut à la fois les facteurs non premiers (au sens du numéro 6.3) et beaucoup de
facteurs associés à des groupes ayant la propriété T , tout système fini de générateurs
a une dimension libre � 1.

Théorème 8.2 ([GS]). — Soit (A,ϕ) un espace de probabilités non commutatif, en-
gendré par r sous-algèbres B1, . . . , Br, tel que, pour tout 1 � j � r, il existe une
sous-algèbre diffuse de Bj qui commute avec Bj+1 (en identifiant Br+1 et B1). Pour
tout système fini de générateurs auto-adjoints de A on a

δ0(X1, . . . , Xn) � 1.
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Si A = A1 ⊗A2, alors A1 commute avec A2 dans A et le théorème s’applique. On
retrouve ainsi le résultat du numéro 6.3.

Le groupe SL(n,Z) est engendré par les éléments I + eij , i �= j. Il est possible,
pour n � 3, de ranger ces générateurs dans une suite dont les éléments consécutifs
commutent. En prenant pour Bj les algèbres de von Neumann engendrées par ces
générateurs, le théorème s’applique encore (lorsque n est impair L(SL(n,Z)) est un
facteur). Rappelons que le groupe PSL(2,Z) ne vérifie pas la propriété de Kazhdan,
et que le facteur qu’il engendre est isomorphe à un facteur de groupe libre à « 7/6
générateurs » (cf. [Sk]).

9. CONCLUSION

La définition à la Boltzmann de l’entropie libre présente des difficultés, dues à la
complexité des ensembles de micro-états matriciels, dont il n’est pas aisé d’estimer le
volume. Cela a conduit Voiculescu [V6] à introduire une autre notion d’entropie libre,
plus intrinsèque, qui passe par la définition d’une information de Fisher libre. Cette
nouvelle entropie libre possède de nombreuses propriétés en commun avec la première,
mais se comporte mieux sous certains aspects (cf. [NSS1], [NSS2], [Sh3]). Il serait donc
important d’arriver à relier les deux notions. On a des raisons probabilistes de penser
qu’une telle relation existe mais on ne dispose pas encore de résultats définitifs ([BS],
[CDG]).
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PROGRÈS RÉCENTS
EN FONCTORIALITÉ DE LANGLANDS

par Guy HENNIART

1. INTRODUCTION

Les résultats que je vais exposer concernent les représentations automorphes : de
nouveaux cas spectaculaires de la fonctorialité de Langlands viennent d’être établis.
Pour comprendre cela, il faut introduire le langage adélique et la théorie des repré-
sentations. Mais les progrès récents ont aussi des conséquences importantes en termes
plus classiques, et c’est par elles que je veux commencer.

Pour leurs conseils amicaux et leurs remarques éclairées, je remercie L. Clozel,
G. Laumon, P. Sarnak, J.-P. Serre et, particulièrement, F. Shahidi.

1.1. Valeurs propres du laplacien

Le groupe SL2(Z) agit (par z $→ (az + b)/(cz + d)) sur le demi-plan de Poincaré
H formé des nombres complexes à partie imaginaire strictement positive. Si Γ est
un sous-groupe de congruence de SL2(Z) – par exemple le sous-groupe Γ0(N) formé

des matrices
(a b

c d

)
où c est un multiple de N – la surface de Riemann Γ\H a

un volume fini pour la mesure hyperbolique dx dy/y2. L’opérateur de Laplace D =
−y2
(

∂
∂x2 + ∂

∂y2

)
définit un opérateur autoadjoint positif sur L2(Γ\H). On note λ1(Γ)

sa plus petite valeur propre non nulle.
Pour Γ = SL2(Z), on a λ1(Γ) � 3π2/2 (Roelcke, 1956) et en fait λ1(Γ) 	 91, 14

(Hejhal [Hj]). Connâıtre l’inégalité λ1(SL2(Z)) � 2/9 	 0, 222 permet déjà d’aborder
le « problème du cercle hyperbolique » : pour X � 0 estimer le nombre P (X) de
matrices dans SL2(Z) dont la somme des carrés des coefficients vaut au plus X ; on
obtient P (X) = 6X +O(X2/3) quand X → +∞(1).

(1)Dans [I], les membres de droite des formules suivantes doivent être multipliés par 2 : 12.6, 12.7,

12.12, 12.14, 12.15, 12.17, 12.19. En outre, le signe − de 12.3 doit être remplacé par un signe +.
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Pour un sous-groupe de congruence quelconque Γ, A. Selberg, en 1965, a établi
λ1(Γ) � 3/16 = 0, 1875, et conjecturé λ1(Γ) � 1/4 = 0, 25. Cette dernière inégalité
permet en particulier de compter les géodésiques fermées de H/Γ selon leur longueur
avec un bon terme d’erreur [I, § 11]. Mais elle n’est connue que pour peu de groupes,
par exemple pour les groupes Γ0(N) où N est petit, N � 18.

On verra en 3.6 que chaque progrès en fonctorialité de Langlands peut permettre
de mieux approcher la conjecture de Selberg. C’est une approche due à Langlands lui-
même [La1]. H. Kim et P. Sarnak ont ainsi récemment obtenu λ1(Γ) � 975/4096 	
0, 238. L’inégalité λ1(Γ) � 2/9 suffit à généraliser l’estimation du problème du cercle
hyperbolique de la façon suivante [KS1, § 8]. Pour z, w fixés dans H, notons ρ(z, w) la
distance hyperbolique entre z et w, et pour X � 0, notons P (X) le nombre d’éléments
γ de Γ tels que 2ch ρ(γz, w) � X (on a 2chρ(z, w) = 2 + |z−w|2

Im z Imw ). On a alors
l’estimation P (X) = vol(Γ\H)−1πX + O(X2/3) pour X → +∞ [I, § 12]. Pour Γ =
SL2(Z), z = w = i, c’est le résultat cité plus haut.

1.2. Formes modulaires

Partons d’une forme modulaire classique. Plus précisément, considérons une forme
modulaire parabolique f pour le groupe Γ0(N), de poids k � 1 et de caractère
ε : (Z/NZ)× → C×. Supposons que f soit nouvelle, normalisée et vecteur propre
de tous les opérateurs de Hecke. Ainsi f est une fonction holomorphe sur H qui vérifie

f
(
az+b
cz+d

)
= ε(d)(cz+d)k f(z) pour z ∈ H et

(a b

c d

)
∈ Γ0(N). Elle a un développement

de Fourier en la pointe i∞ qui s’écrit f(z) =
∑

n�1 anq
n, où on a posé q = exp (2πiz)

pour z ∈ H. Ce développement commence par a1 = 1 et, au moins pour les nombres
premiers p ne divisant pas N , l’action de l’opérateur de Hecke Tp est donnée par
Tpf = apf . La transformée de Mellin de f est sa fonction L

L(f, s) =
∑
n�1

an n
−s.

Cette série de Dirichlet est donnée par un produit eulérien L(f, s) =
∏

p Lp(f, s), où
pour p premier ne divisant pas N , on a Lp(f, s) = (1− ap p−s + ε(p) pk−1−2s)−1.

La série de Dirichlet L(f, s) converge si la partie réelle du paramètre complexe s
est assez grande, et la fonction ainsi obtenue possède un prolongement holomorphe
à tout le plan complexe, borné dans les bandes verticales. Si on ajoute un facteur à
l’infini L∞(s) = (2π)−sΓ(s) et que l’on pose Λ(f, s) = L∞(s)L(f, s), on a l’équation
fonctionnelle

Λ(f, s) = αN−s Λ(f̃ , k − s),
où α ∈ C× et où Λ(f̃ , s) est la fonction analogue attachée à la forme modulaire
f̃(z) =

∑
n�1 anq

n.
Par ailleurs, les coefficients de f engendrent une extension finie E de Q et on

sait que si P est un nombre premier et j un plongement de E dans Q<, il existe une
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représentation ρ< : Gal(Q/Q)→ GL2(Q<), qui est continue, irréductible, non ramifiée
hors de NP, et caractérisée à isomorphisme près par le fait que, pour p premier ne
divisant pas NP, on a, en appliquant j aux coefficients de Lp(f, s),

j Lp(f, s) = det (1− ρ<(Frobp)p−s)−1 ,

Frobp désignant ici une substitution de Frobenius géométrique en p.

Si maintenant r : GL2 → GLn est une représentation algébrique, on peut former
la représentation r ◦ ρ< : Gal(Q/Q)→ GLn(Q<) et, au moins pour p  NP, le facteur

Lp(r ◦ ρ<, s) = det (1− r ◦ ρ<(Frobp)p−s)−1.

On espère bien que cela définit des fonctions L ayant les mêmes propriétés que
L(f, s). Par exemple, on voudrait définir, pour tout nombre premier p, un facteur
eulérien Lp(f, r, s), à coefficients dans E, et également un facteur à l’infini L∞(f, r, s)
de sorte que, pour p ne divisant pas NP, on ait j Lp(f, r, s) = Lp(r ◦ ρ<, s) et que
la fonction Λ(f, r, s) = L∞(f, r, s)

∏
p Lp(f, r, s) (qui, elle aussi, converge pour s de

partie réelle assez grande) se prolonge à tout le plan complexe en une fonction sinon
entière, du moins avec un nombre fini de pôles contrôlables, et qui en outre vérifie une
équation fonctionnelle comme plus haut.

Bien sûr, on peut se limiter au cas où r est irréductible. Si r : GL2 → GL1 est donné
par le déterminant, le résultat est connu : on trouve, à un décalage de la variable près,
la fonction L du caractère de Dirichlet ε. Les représentations algébriques irréductibles
de GL2 de degré supérieur sont, à torsion près par une puissance du déterminant, les
représentations Symk : GL2 → GLk+1, k � 1, données par les produits symétriques.
Pour k = 1, on retrouve L(f, s). Jusqu’à récemment, on connaissait le prolongement
méromorphe et l’équation fonctionnelle (conformément à l’espoir énoncé plus haut)
pour k � 5. Grâce aux travaux récents de F. Shahidi et H. Kim, on peut aller jusqu’à
k = 9, avec un contrôle précis des pôles pour k = 2, 3, 4 [KS0, KS1, K3, KS2].

Mais, à vrai dire, l’espoir est bien plus profond que celui évoqué plus haut : ces pro-
priétés analytiques devraient découler du fait que les facteurs Lp(f, r, s) sont attachés
à des objets généralisant les formes modulaires, les représentations automorphes : les
formes modulaires correspondent à des représentations automorphes de GL2 (sur Q),
tandis que Lp(f, Symk, s) doit provenir d’une représentation automorphe de GLk+1

(sur Q). Ce passage, de GL2 à GLk+1, est un cas particulier des conjectures de fonc-
torialité de Langlands [La1, B]. Pour k = 2, il est dû à Gelbart et Jacquet [GJ]. Kim
et Shahidi ont établi tout récemment [KS0, KS1, K3, KS2] les cas k = 3 et 4, pour les
représentations automorphes de GL2 sur tout corps de nombres F . C’est ce que nous
tenterons d’expliquer dans la suite de l’exposé.
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2. REPRÉSENTATIONS AUTOMORPHES ET FONCTORIALITÉ

2.1. Formes automorphes [BJ]

Soit F une extension finie de Q. On note AF l’anneau des adèles de F et P = P(F )
l’ensemble des places de F . Pour v ∈ P , on note Fv le complété de F en v et, si v est
finie, Ov est l’anneau des entiers de Fv.

Le groupe GLn(AF ) est l’union de ses sous-groupes
∏

v∈S GLn(Fv)
∏

v/∈S GLn(Ov),
où S parcourt les parties finies de P contenant les places à l’infini. Chacun de ces sous-
groupes est muni de la topologie produit, et GLn(AF ) de la topologie limite inductive.
Plus généralement, si G est un groupe linéaire algébrique sur F , on définit de manière
analogue un groupe topologique G(AF ). C’est un groupe localement compact. Pour
G = GL1, on obtient le groupe A×F des idèles de F . Pour v ∈ P , on a un plongement à
image dense de G(F ) dans G(Fv), d’où un plongement diagonal de G(F ) dans G(AF ),
qui fait de G(F ) un sous-groupe discret de G(AF ).

Désormais, nous prendrons G réductif, déployé, le plus souvent G = GLn.
Les formes automorphes sur G(AF ) sont des fonctions à valeurs complexes sur
G(F )\G(AF ) qui possèdent diverses propriétés de finitude, de lissité et de croissance.
Elles forment un espace vectoriel A sur lequel le groupe G(Fv) pour v ∈ P finie agit
par translation à droite. Pour v ∈ P infinie, c’est l’algèbre de Lie Gv de G(Fv) et un
sous-groupe compact maximal Kv qui agissent, de façon compatible.

2.2. Représentations automorphes [BJ]

Une représentation automorphe de G(AF ) s’obtient en prenant deux sous-espaces
de A stables par ces actions, inclus l’un dans l’autre, de sorte que l’action sur le quo-
tient soit irréductible. Une telle représentation Π se décompose en produit tensoriel
Π = ⊗v∈PΠv, où Πv est un (Gv,Kv)-module admissible irréductible si v est infinie, et
une représentation lisse irréductible de G(Fv) si v est finie : lisse signifie que tout vec-
teur de l’espace de Πv est fixé par un sous-groupe ouvert de G(Fv). Les composantes
Πv sont déterminées par Π, à isomorphisme près.

Étant irréductible, une représentation automorphe Π vérifie une version du lemme
de Schur. Si Z est le centre de G, Z(AF ) agit sur l’espace de Π par un quasi-caractère,
i.e. un homomorphisme continu à valeurs dans C×, appelé quasi-caractère central de
π, et noté ωΠ.

Pour toute place v finie sauf un nombre fini d’entre elles (on dit « pour presque
tout v »), la représentation πv est non ramifiée : elle possède un vecteur non nul fixé par
un sous-groupe compact maximal convenable Kv, dit hyperspécial ; pour G = GLn,
on prend Kv = GLn(Ov).

Les représentations lisses irréductibles non ramifiées de G(Fv) ont été classifiées :
il y en a une, à isomorphisme près, par classe de conjugaison semi-simple dans un
certain groupe complexe attaché à G. Pour G déployé comme ici, on peut se contenter
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de prendre le groupe dual Ĝ de G. C’est le groupe réductif complexe dont les racines
sont les coracines de G, et les coracines les racines de G. Pour G = GLn, on a donc
Ĝ = GLn(C) ; pour G = Sp2n, on a Ĝ = SO2n+1(C) et dualement Ĝ = Sp2n(C) pour
G = SO2n+1, tandis que Ĝ = SO2n(C) pour G = SO2n. Pour G = GLn, se donner
une représentation lisse irréductible non ramifiée de GLn(Fv) revient donc à se donner
une matrice diagonalisable de taille n, à conjugaison près, ou encore n valeurs propres
complexes, à l’ordre près.

Exemple 1. — Prenons F = Q et partons d’une forme modulaire f comme en 1.2. En
utilisant l’application g $→ g(i) de GL2(R) dans H ∪ −H, et en voyant GL2(R) comme
quotient de GL2(AF ), on associe à f une forme automorphe sur GL2(AQ), qui apparâıt
comme un vecteur caractéristique, dit « nouveau vecteur », dans une représentation
automorphe Π = Π(f) de GL2(AQ) [Ge]. Le composant à l’infini de Π(f) reflète le
poids de f ; c’est la « série discrète » de poids k si k � 2. Pour p premier ne divisant
pas le niveau N de f , πp est non ramifiée et la classe de conjugaison correspondante
dans GL2(C) a deux valeurs propres αp et βp vérifiant

ap = p(k−1)/2(αp + βp), αp βp = ε(p).

Remarque. — Si G est un produit G1 ×G2, le groupe dual Ĝ s’identifie à Ĝ1 × Ĝ2,
et une représentation automorphe de G(AF ) apparâıt comme un produit tensoriel
Π1 ⊗Π2 d’une représentation automorphe de G1(AF ) par une représentation auto-
morphe de G2(AF ). On a des considérations analogues pour les composants locaux,
et les produits de plus de deux facteurs.

2.3. Conjecture de Ramanujan-Petersson

Pour une forme automorphe f surG(AF ), on a une notion de cuspidalité qui, dans le
cadre de l’exemple 1, traduit le fait que la forme modulaire est parabolique. On dit que
f est cuspidale si, quel que soit le sous-groupe parabolique maximal P de G, de radical
unipotent N , l’intégrale

∫
f(ng)dn, où dn désigne une mesure N(AF )-invariante sur

N(F )\N(AF ), est nulle pour tout g ∈ G(AF ).

Il faut voir cette condition comme exprimant que certains coefficients de Fourier
sont nuls ; dans ce contexte, on parle de terme constant le long de N .

La théorie des séries d’Eisenstein de Selberg et Langlands permet dans une certaine
mesure d’analyser les représentations automorphes non cuspidales de G(AF ) en termes
des représentations automorphes de ses sous-groupes de Levi propres – des produits
de groupes GLr avec r < n si G = GLn –, de même que dans le cas classique les
formes modulaires orthogonales aux formes paraboliques sont combinaisons linéaires
de séries d’Eisenstein.

Une représentation automorphe est dite unitaire si elle possède un produit sca-
laire hermitien invariant, cuspidale si on peut la réaliser dans un espace de formes
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cuspidales. La conjecture de Ramanujan-Petersson dit que si π est une représenta-
tion automorphe cuspidale unitaire de GLn(AF ), alors pour chaque place v de F , le
composant πv est tempéré, ce qui signifie que ses coefficients matriciels(2) ne croissent
pas trop vite à l’infini. Si v est fini et πv non ramifiée, cela équivaut à dire que les
valeurs propres de la matrice correspondante de GLn(C) sont toutes de module 1.
Pour f comme dans l’exemple 1, c’est un résultat connu (Eichler, Shimura, Ihara,
Deligne, Deligne-Serre,...). Quand f est la fonction de Ramanujan ∆ =

∑
n�1 τ(n)q

n,
de poids 12, cela donne précisément la conjecture de Ramanujan : |τ(p)| � 2p11/2

pour p premier.

Exemple 2. — Si Γ est un sous-groupe de congruence de SL2(Z), une fonction L2 sur
Γ\H, valeur propre du laplacien, peut aussi s’interpréter comme forme automorphe
sur GL2(AQ) ; on donne ainsi naissance à des représentations automorphes Π. Mais le
composant à l’infini Π∞ n’est plus alors une « série discrète » mais une « série princi-
pale » dépendant de paramètres complexes s1 et s2. La valeur propre correspondante
du laplacien est λ = 1

4 − s2 si s = Re(s1) = −Re(s2) n’est pas nul ; dire que Π∞
est tempérée pour Π cuspidale implique précisément λ1(Γ) � 1/4. Les progrès récents
vers la conjecture de Selberg proviennent de bornes sur s = |Re(s1)| (voir 3.6).

2.4. Fonctorialité [La1, B, La3]

Plus profondes que la conjecture de Ramanujan-Petersson sont les conjectures de
fonctorialité de Langlands. Sous une première forme, dite faible, on peut les énoncer
ainsi. Partons d’une représentation automorphe Π de G(AF ), et donnons-nous une
représentation (algébrique) irréductible r de Ĝ dans GLn(C). Pour presque toute place
finie v de F , le composant Πv est non ramifié et définit une classe de conjugaison semi-
simple Av dans Ĝ, d’où une matrice diagonalisable r(Av) dans GLn(C), bien définie
à conjugaison près. L’espoir est qu’il existe une représentation automorphe r(Π) de
GLn(AF ) paramétrée par r(Av) en toute place finie v où Πv est non ramifiée ; on aura
reconnu, dans un contexte élargi, des considérations analogues à 1.2.

Notons le phénomène de rigidité suivant : si r(Π) est cuspidale, ou plus générale-
ment si r(Π) est isobare au sens de Langlands [La5], la donnée des r(Av) (presque
partout) détermine r(Π) [JS]. Si G est un produit de groupes linéaires GLni et que
Π est cuspidale, on espère que r(Π) est isobare, et même cuspidale sauf dans des cas
précis (cf. 3.7).

Cette propriété de rigidité laisse espérer, si l’on est optimiste, que pour toute place v
de F , le composant r(Π)v ne dépende que de Πv et donne une application locale
Πv $→ r(Πv). De telles applications locales sont connues pour les places infinies, et
pour les places finies si G est un produit de groupes linéaires GLni . Expliquons cela.

(2)Voir plus loin 3.1.
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Quand v est une place infinie de F , Langlands [La3] a montré comment répartir
les classes d’isomorphisme de (Gv,Kv)-modules admissibles irréductibles en paquets
finis appelés L-paquets, lesquels paquets sont paramétrés par les homomorphismes
continus semi-simples du groupe de Weil Wv dans Ĝ, à conjugaison près. On peut
même analyser la structure des paquets, cf. [ABV] ; pour G = GLn, un L-paquet n’a
qu’un élément.

Le groupe de Weil Wv est une variante du groupe de Galois Gal(Fv/Fv), où Fv
est une clôture algébrique de Fv, variante qui existe aussi pour v finie. Pour v finie,
on conjecture que les classes d’isomorphisme de représentations lisses irréductibles
de G(Fv) se répartissent elles aussi en L-paquets finis, paramétrés cette fois par les
homomorphismes continus semi-simples de Wv × SL2(C) dans Ĝ, à conjugaison près
– on demande bien sûr une compatibilité avec la classification dans le cas non ramifié.
PourG = GLn, ces conjectures ont été prouvées récemment par M. Harris et R. Taylor
[HT, He, Ca], et les L-paquets sont des singletons.

On définit les applications locales Πv $→ r(Πv) de la façon évidente : si le L-paquet
de Πv a pour paramètre l’homomorphisme σv, à valeurs dans Ĝ, alors r(Πv) a pour
paramètre l’homomorphisme r ◦ σv à valeurs dans GLn(C). On peut alors énoncer la
forme forte des conjectures de fonctorialité de Langlands, au moins si G est un produit
de groupes GLni : pour une représentation automorphe Π de G(AF ), on demande que
r(Π) = ⊗ r(Πv) soit automorphe. En pratique, on démontre souvent d’abord la forme
faible ; si la représentation r(Π) ainsi construite est isobare, alors, par rigidité, les
composants r(Π)v aux places infinies ou finies ramifiées sont déterminés, et il s’agit
pour conclure de prouver qu’on a r(Π)v = r(Πv) en ces places.

Remarquons qu’il existe un groupe de Weil pour F lui-même, noté WF , et qu’il est
muni de plongements continus Wv → WF pour v ∈ P . Si Σ est un homomorphisme
continu de WF dans GLn(C), on obtient pour chaque v ∈ P un homomorphisme
Wv → GLn(C) paramétrant un composant local Rv, et on espère que R = ⊗Rv est
une représentation automorphe de GLn(AF ) ; on pense même que R est cuspidale si
et seulement si Σ est irréductible.

En fait, le résultat de Harris et Taylor mentionné plus haut est obtenu en utilisant
le phénomène de rigidité : pour Σ dans une certaine collection d’homomorphismes
continus irréductibles WF → GLn(C), ils prouvent qu’il existe une représentation au-
tomorphe cuspidale R de GLn(AF ) telle que Rv soit paramétrée par Σv pour presque
tout v ; ils montrent ensuite que Rv en toute place ne dépend que de Σv et que cela
donne bien la paramétrisation attendue.

Cependant, sauf pour n = 1 où le résultat est donné par la construction même du
groupe de Weil, on ne peut espérer obtenir toutes les représentations automorphes de
GLn(AF ) à partir d’homomorphismes Σ :WF → GLn(C) ; il faut postuler l’existence
d’un groupe plus gros LF dont WF serait un quotient. L’existence de ce groupe est
encore très hypothétique, mais l’heuristique est puissante : au moins pourG produit de
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groupes GLni , tout se passe comme si les représentations automorphes isobares Π de
G(AF ) étaient paramétrées par les représentations Σ : LF → Ĝ, Σ étant irréductible
exactement quand Π est cuspidale. Le composé r ◦ Σ : LF → GLn(C) paramètre alors
la représentation automorphe r(Π). On peut de cette façon comprendre les critères
pour que r(Π) soit cuspidale, cf. 3.7.

Remarque. — Toutes ces conjectures de Langlands ont des analogues quand on rem-
place le corps de nombres F par un corps de fonctions en une variable sur un corps
fini. Mais dans ce cadre la situation est bien plus satisfaisante. Laumon, Rapoport et
Stuhler ont établi en 1993 que les représentations lisses irréductibles de GLn(Fv) sont
paramétrées par les homomorphismes Wv × SL2(C)→ GLn(C), et Laurent Lafforgue
a prouvé en 2000 que les représentations automorphes cuspidales sont paramétrées
par les représentations irréductibles de degré n du groupe de Weil WF et ce de façon
compatible à la paramétrisation locale(3) (voir [Ln] pour les détails). Ainsi, il n’y a
pas besoin du groupe plus gros LF . Pour un corps de fonctions F , les résultats de 2.5
ci-dessous sont donc automatiques.

2.5. Les principaux résultats récents

Les progrès récents portent surtout sur les groupes GL2 et GL3. Pour G = GL2, les
représentations à considérer sont de la forme r = Symk⊗ det<, k ∈ N, P ∈ Z. Certains
cas sont évidents : pour k = 1 et P = 0, on trouve r(Π) = Π ; pour k = P = 0, r(Π)
est le caractère trivial de GL1(AF ). Plus généralement, si Π est une représentation
automorphe de GL2(AF ), r(Π), pour r = Symk ⊗det<, s’obtient à partir de Symk(Π)
par torsion par (ωΠ ◦ det)<, où ωΠ : A×F → C× est le quasi-caractère central de Π. Il
suffit donc de traiter le cas r = Symk, k � 2.

Pour une représentation automorphe Π de GL2(AF ), on se demande si Symk(Π)
est automorphe. On supposera Π cuspidale : c’est le cas difficile.

Pour k = 2, le résultat est dû à Gelbart et Jacquet [GJ] en 1978. Le cas k = 3
n’a cédé que l’an dernier aux efforts de Shahidi et Kim [KS0, KS1] ; ce dernier a peu
après résolu le cas k = 4 [K3].

En fait, les résultats de Kim et Shahidi sont conséquences d’autres résultats de
fonctorialité, qu’ils démontrent aussi. Pour k = 3, ils utilisent G = GL2 × GL3 et
r : GL2(C)×GL3(C)→ GL6(C) donné par le produit tensoriel ; le cas similaire pour
G = GL2×GL2 avait été traité peu auparavant par Ramakrishnan [Ra2] ; la méthode
de Kim et Shahidi redonne d’ailleurs ce résultat [K3]. Pour k = 4, Kim utiliseG = GL4
et r = ∧2 : GL4(C) → GL6(C) donné par le carré extérieur. Mais en ce dernier cas,
le résultat n’est pas tout à fait complet : si Π est une représentation automorphe
cuspidale de GL4(AF ), on a une représentation automorphe de GL6(AF ) dont le

(3)Il faut cependant considérer les représentations '-adiques de WF plutôt que les représentations

complexes.

ASTÉRISQUE 282
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composant en toute place v est ∧2(Πv) sauf peut-être, dans certains cas exceptionnels,
pour des places au-dessus de 2 ou 3. Pour Sym4 par contre, le résultat est complet.

Pour k = 3 ou 4, Kim et Shahidi [KS2] (Gelbart et Jacquet [GJ], déjà, pour k = 2)
disent quand Symk(Π) est cuspidale et analysent les cas où elle ne l’est pas. Voir
ci-dessous, 3.7.

Dans la suite, nous expliquons le rôle omniprésent que jouent les fonctions L dans
les démonstrations.

3. LE RÔLE DES FONCTIONS L

3.1. Fonctions L pour GLn [J]

Une représentation automorphe de GL1(AF ) n’est autre qu’un quasicaractère de
F×\A×F . Dans sa thèse, en 1955, Tate a montré comment définir la fonction L(χ, s)
d’un tel quasicaractère comme produit de facteurs locaux L(χv, s) de sorte que l’équa-
tion fonctionnelle de L(χ, s) soit conséquence d’équations fonctionnelles locales – et
d’un argument du style formule de Poisson ; en outre, la constante dans l’équation
fonctionnelle se trouve décomposée en produit de constantes locales. En 1970, Go-
dement et Jacquet [GoJ] ont généralisé la thèse de Tate au cas des représentations
automorphes de GLn(AF ), n � 2. À titre d’illustration, précisons leurs résultats pour
une place finie v de F . On fixe un caractère additif non trivial ψ de Fv et une re-
présentation lisse irréductible π de GLn(Fv). On considère des intégrales Z(f,Φ, s)
dépendant d’un paramètre complexe s, d’un coefficient matriciel f de π et d’une fonc-
tion auxiliaire Φ surMn(F ), localement constante et à support compact. Un coefficient
matriciel est une fonction sur GLn(Fv) de la forme g $→ λ(π(g)v) où v est un vecteur
de l’espace de π et λ une forme linéaire sur cet espace qui est lisse, i.e. invariante
par un sous-groupe ouvert de GLn(Fv) ; ces formes linéaires forment l’espace d’une
représentation lisse irréductible de GLn(Fv), la représentation contragédiente π∨ de
π. L’intégrale est définie par Z(f,Φ, s) =

∫
f(g)Φ(g) |detg|s+(n−1)/2dg, où dg est une

mesure de Haar sur GLn(Fv).
Une telle intégrale converge pour s de partie réelle assez grande, vers une fonction

rationnelle de q−sv où qv est le cardinal du corps résiduel de Fv, et quand f et Φ
varient ces fonctions rationnelles engendrent un idéal fractionnaire de C[q−sv , q

s
v] qui

possède un unique générateur de la forme P (q−sv )−1, où P est un polynôme complexe
de terme constant égal à 1. Ce générateur est la fonction L(π, s).

L’équation fonctionnelle locale apparâıt quand on remplace f par le coefficient
f∨ : g $→ f(g−1) de π∨ et Φ par sa transformée de Fourier Φ̂ : y $→

∫
Φ(x)ψ ◦ tr(xy)dx,

où dx est une mesure de Haar autoduale sur Mn(F ). Elle s’écrit

Z(f,Φ, s)
L(π, s)

= ε(π, s, ψ)
Z(f∨, Φ̂, 1− s)
L(π∨, 1− s) ,
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où la constante locale ε(π, s, ψ) est un monôme en q−sv ne dépendant ni de f ni de Φ.
Si π est non ramifiée, correspondant à une matrice diagonalisable A de GLn(C),

on a L(π, s) = det(1n − Aq−sv )−1. On peut alors aussi calculer facilement ε(π, s, ψ) :
si par exemple ψ est non ramifié, i.e. trivial sur Ov, mais non trivial sur l’inverse de
son idéal maximal, ε(π, s, ψ) = 1.

Si Π est une représentation automorphe de GLn(AF ), sa fonction L définie par
L(Π, s) = ΠL(Πv, s) (le produit porte sur v ∈ P ; il faut établir une théorie analogue
pour les places infinies) converge pour s de partie réelle assez grande et se prolonge
en une fonction méromorphe à tout le plan complexe – holomorphe si Π est cuspidale
et n � 2 – bornée, à distance des pôles, dans les bandes verticales. La contragrédiente
Π∨ = ⊗Π∨v est encore automorphe et si Ψ est un caractère additif non trivial de
AF trivial sur F , de composants locaux Ψv, on a l’équation fonctionnelle L(Π, s) =
ε(Π, s)L(Π∨, 1−s), où ε(Π, s) = Πv ε(Πv, s,Ψv) : ces facteurs ε valent 1 pour presque
toute place v et le produit ne dépend pas de Ψ.

3.2. L’idée des démonstrations

On suppose que G est un produit de groupes linéaires GLn et on se donne une
représentation irréductible r : Ĝ → GLn(C). On part d’une représentation auto-
morphe Π de G(AF ), et on veut prouver que r(Π) = ⊗ r(Πv), où les composants
locaux r(Πv) sont donnés par les applications locales de 3.4, est une représentation
automorphe de GLn(AF ). Si tel est le cas, certainement la fonction L(r(Π), s) définie
par le produit sur toutes les places des facteurs locaux L(r(Πv), s), a toutes les proprié-
tés citées plus haut. Mais inversement, si l’on montre ces propriétés pour L(r(Π), s),
on a fait un pas vers la preuve que r(Π) est automorphe. En fait, pour assurer que
r(Π) soit automorphe, il suffit de prouver les propriétés analogues pour un ensemble
de fonctions L incluant L(r(Π), s). Il s’agit des fonctions L(Π⊗Σ, r⊗ Id, s) attachées
à Π et à une représentation automorphe cuspidale quelconque Σ de GLm(AF ), pour
m un entier quelconque entre 1 et n − 1 : on voit Π ⊗ Σ comme une représentation
automorphe de (G×GLm)(AF ) = G(AF )×GLm(AF ), et r⊗ Id comme une représen-
tation du groupe dual ̂G×GLm = Ĝ×GLm(C)→ GLnm(C). Ce genre de conditions
suffisantes est donné par des théorèmes dits « réciproques », dus à Hecke, Weil et Jac-
quet & Langlands pour n = 2, à Jacquet, Piatetski-Shapiro & Shalika [JPSS1] pour
n = 3, et à Cogdell & Piatetski-Shapiro en général [CPS1,2]. Voir 3.4 pour la version
des théorèmes réciproques effectivement utilisée.

Le problème est de prouver l’existence et les propriétés de ces fonctions L, ce qui
n’est pas une mince affaire. Deux grands types de méthodes existent. La première
utilise des intégrales comme plus haut, la seconde la théorie des séries d’Eisenstein
de Langlands. On utilise en fait les deux approches simultanément, mais les succès
récents sont dus à des progrès importants (Gelbart, Kim, Shahidi) dans la seconde
approche, développée par Shahidi.
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3.3. Fonctions L de paires

La méthode des intégrales consiste à définir des intégrales locales comme en 3.1,
dépendant éventuellement de données auxiliaires comme Φ, dont le facteur L est un
« dénominateur commun ». Mais il faut deviner quelles intégrales choisir ! La première
contrainte est qu’au moins pour des représentations non ramifiées on trouve bien le
facteur L local det(1− r(Av)q−sv )−1 donné par le paramètre Av dans LG ; une autre
contrainte est qu’on sache prouver les équations fonctionnelles locales et globales. Pour
fixer les idées, prenons une place v finie. La plupart des procédés actuels demandent
qu’on prenne un modèle de la représentation lisse irréductible de G(Fv) dans un
espace de fonctions sur G(Fv), fonctions qui interviennent dans les intégrales. On
utilise surtout le « modèle de Whittaker ». Pour le définir, on fixe un sous-groupe de
Borel B de G et, grâce à un caractère non trivial ψ de Fv, un caractère θψ du radical
unipotent U(Fv) de B(Fv) qui est non dégénéré au sens où son stabilisateur dans
G(Fv) est réduit à Z(Fv)U(Fv). Une représentation lisse irréductible π de G(Fv)
est dite θψ-générique s’il existe une forme linéaire non nulle λ sur l’espace V de π
telle que λ(π(u)v) = θψ(u)λ(v) pour v ∈ V et u ∈ U(Fv). Une telle forme linéaire
est unique à scalaire près et donne une réalisation de π dans un espace de fonctions
W(π, ψ) sur G(Fv), le modèle de Whittaker attendu : à v ∈ V on associe la fonction
Wv : g $→ λ(π(g)v). On peut voir cette fonction comme un « coefficient de Fourier
générique » de π.

Pour G = GLn, on prend pour B le groupe des matrices triangulaires supé-
rieures ; alors U = Un est formé des matrices unipotentes dans B, et θψ est défini
par θψ(u) = ψ

(∑n−1
i=1 ui,i+1

)
pour u ∈ U(Fv). On connâıt toutes les représentations

lisses irréductibles génériques (cela ne dépend pas en fait du choix de ψ), et on sait
qu’un composant local de représentation automorphe cuspidale de GLn(AF ) est tou-
jours générique.

Si π est une représentation lisse irréductible générique de GLm(Fv), Jacquet,
Piatetski-Shapiro & Shalika [JPSS1] ont d’abord obtenu une définition de L(π, s)
par la méthode des intégrales, mais utilisant les modèles de Whittaker – le cas de
GL2 était dû à Jacquet & Langlands [JL]. Puis ils ont généralisé à des fonctions
L(π×π′, s) [JPSS2], où π et π′ sont des représentations lisses irréductibles génériques
de GLn(Fv), GLn′(Fv) respectivement. Ces fonctions correspondent à la représenta-
tion GLn(C)×GLn′(C)→ GLnn′(C) donnée par le produit tensoriel. Pour n = n′ = 2,
la formule de base apparâıt dans un cadre classique, dans les travaux de Rankin
et Selberg à la fin des années 1930. Par cette méthode dite « de Rankin-Selberg »,
on obtient des facteurs locaux L(π × π′, s) et ε(π × π′, s, ψ) caractérisés de manière
analogue à 3.1. Pour donner un exemple, pour n′ = n − 1, L(π × π′, s) est obtenu,

comme en 3.1, à partir des intégrales Z(W,W ′, s) =
∫
W
(g 0
0 1

)
W ′(g) |det g|s dg,

où dg est une mesure GLn′(Fv)-invariante sur Un′(Fv)\GLn′(Fv) et où W parcourt
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W(π, ψ), W ′ parcourant W(π′, ψ). Si Π, Π′ sont des représentations automorphes
de GLn(AF ), GLn′(AF ), on obtient par produit sur toutes les places une fonction
L(Π × Π′, s) méromorphe, mais dont on contrôle les pôles, qui sont en nombre fini ;
il n’y en a pas, par exemple, si Π, Π′ sont cuspidales et n �= n′. La fonction L
globale est bornée, à distance des pôles, dans les bandes verticales et vérifie l’équation
fonctionnelle

(1) L(Π×Π′, s) = ε(Π×Π′, s)L(Π∨ ×Π′∨, 1− s) ,

où le facteur ε est produit des facteurs ε locaux.

Remarque. — 1) Des facteurs L et ε analogues s’obtiennent par la méthode de Shahidi
(3.5), qui a le premier obtenu l’équation fonctionnelle globale [Sh1] et montré qu’en
fait ses facteurs sont les mêmes que les précédents [Sh2].

2) Les paramétrisations, mentionnées en 2.4, par des représentations deWv ouWv×
SL2(C), s’expriment en termes de ces facteurs L et ε de paires ; par la paramétrisation,
ils doivent correspondre exactement à des facteurs L et ε, de nature galoisienne, définis
par Artin et Langlands. En particulier, si v est une place finie où Πv et Π′v sont non
ramifiées, correspondant à des matrices Av, A′v, on a L(πv × π′v, s) = det(1 − Av ⊗
A′vq
−s
v )−1, et ε(πv × π′v, s, ψ) = 1 si ψ est non ramifié.

3.4. Utilisation des théorèmes réciproques

Donnons la version utilisée par Kim et Shahidi, qui est due à Cogdell et Piatetski-
Shapiro [CPS2].

On fixe un entier n � 3, et on va énoncer des conditions suffisantes pour qu’une
représentation R de GLn(AF ) donnée par ses composants irréductibles locaux Rv soit
automorphe.

On fixe un ensemble fini S de places finies de F et, pour tout entier m � 1, on
note τS(m) l’ensemble des représentations automorphes cuspidales de GLm(AF ) non
ramifiées en toute place finie de S. On fait les hypothèses suivantes :

1) Il existe un quasicaractère ω de F×\A×F tel que ωRv = ωv pour tout v ∈ P .
2) Pour m entier, 1 � m � n − 2, et Σ ∈ τS(m), la fonction L(R × Σ, s) =

Πv L(Rv×Σv, s) converge pour s de partie réelle assez grande et se prolonge à C en une
fonction entière, bornée dans les bandes verticales et vérifiant l’équation fonctionnelle
(1) plus haut.

Alors il existe une représentation automorphe R∗ de GLn(AF ) telle que R∗v et Rv

soient isomorphes pour v �∈ S.
On utilise les théorèmes réciproques de la manière esquissée en 3.2. Prenons

l’exemple où G = GL2 × GL3 et où r : GL2(C) × GL3(C) → GL6(C) est donné
par le produit tensoriel. On part d’une représentation automorphe cuspidale Π de
GL2(AF ) et d’une représentation automorphe cuspidale Π′ de GL3(AF ). Pour chaque
place v de F , on dispose du composant Rv = r(Πv ⊗ Π′v), une représentation lisse
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irréductible de GL6(Fv) si v est finie, et on applique le critère plus haut pour prouver
que R = ⊗v Rv est une représentation automorphe de GL6(AF ).

On prend pour S l’ensemble des places finies où Πv ou Π′ sont ramifiées. Pourquoi
introduire un tel ensemble S, puisqu’avec S vide on saurait directement que ⊗Rv

est automorphe et non « presque » automorphe ? La raison est la condition 2) plus
haut : on veut que pour chaque représentation automorphe cuspidale Σ dans τS(m),
1 � m � 4, la fonction L(R × Σ, s) soit entière ; non seulement il est plus facile de
prouver l’holomorphie quand on restreint Σ à τS(m) avec S comme plus haut, mais
pour S vide, il arrive vraiment que L(R×Σ, s) ait des pôles, de sorte qu’on ne saurait
appliquer alors les théorèmes réciproques.

En retour, on ne sait pas directement que R est automorphe, mais seulement qu’il
existe une représentation automorphe R∗ ayant les mêmes composants que R hors de
S. Il faut utiliser alors divers artifices subtils pour savoir que Rv et R∗v sont isomorphes
pour v ∈ S. On doit par exemple utiliser la théorie du changement de base cyclique
de Langlands pour GL2 [La4] – élargie à GLn par Arthur & Clozel [AC] – et aussi la
théorie du changement de base cubique non cyclique de Jacquet, Piatetski-Shapiro et
Shalika pour GL(2) [JPSS3]. Pour les places de S au-dessus de 2 et 3, il faut même
utiliser une connaissance fine des représentations lisses irréductibles de GL2(Fv) et
GL3(Fv) ; des arguments de Bushnell et Henniart [BH] complètent la preuve à cet
endroit.

Remarque 1. — Pour éviter les cas mentionnés plus haut où L(R×Σ, s) aurait effecti-
vement un pôle, on applique les théorèmes réciproques non pas à Rmais à R⊗(χ ◦ det)
où χ est un caractère de F×\A×F très ramifié aux places de S.

Remarque 2. — Dans des cas plus généraux où le groupe G de départ n’est pas un
produit de groupes linéaires, il y a une autre raison pour introduire un ensemble S
comme plus haut : on ne connâıt pas l’application locale π $→ r(π) en les places finies
ramifiées. Au contraire, on espère l’obtenir a posteriori, en utilisant le résultat global
(voir 3.8).

3.5. Méthode de Shahidi et applications

Les fonctions L à contrôler pour établir la fonctorialité GL2×GL3 → GL6 ne sont
pas toutes accessibles, pour l’instant, à une méthode d’intégrales. On doit utiliser la
méthode de Shahidi, qui a son origine dans les travaux de Langlands sur les séries
d’Eisenstein automorphes.

Le cadre [GS1, Sh1, Sh4, Sh5] est le suivant : on considère un groupe réductif
déployé H sur F (quasi-déployé suffirait) et un sous-groupe parabolique maximal
P défini sur F , de radical unipotent N et de quotient de Levi M . Le groupe dual
a une variante pour le groupe non réductif N , et M̂ agit sur le dual de l’algèbre
de Lie de N̂ . Cette représentation est somme de représentations irréductibles ri,
qui ont une indexation naturelle par des entiers i = 1, . . . , a. On ne considère
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que des représentations automorphes cuspidales génériques de M(AF ), mais ce
n’est pas une restriction si M est un produit de groupes GLr. Générique signi-
fie ici qu’un coefficient de Fourier le long d’un sous-groupe unipotent maximal
n’est pas nul. Il s’agit du coefficient relatif à un caractère « non dégénéré » θΨ
défini grâce à un caractère non trivial Ψ de F\AF , et les composants locaux sont
θΨv -génériques au sens de 3.3. Si Π est une représentation automorphe cuspidale gé-
nérique deM(AF ), la théorie fournit des facteurs locaux L(Πv, ri, s) et ε(Πv, ri, s,Ψv)
et la fonction L globale L(Π, ri, s) =

∏
v L(Πv, ri, s) vérifie l’équation fonctionnelle

L(Π, ri, s) = ε(Π, ri, s)L(Π∨, ri, 1− s)

où ε(Π, ri, s) =
∏

v ε(Πv, ri, s,Ψv) : la représentation contragédiente Π∨ est aussi
générique.

Un point primordial est qu’en une place finie v où Πv est non ramifiée, les facteurs
L et ε sont bien les facteurs donnés par le paramètre Av ∈ Ĝ : on a L(Πv, ri, s) =
det(1 − ri(Av)q−s0 )−1. Un autre point primordial dû à Shahidi [Sh3] est qu’en une
place infinie également les facteurs locaux sont ceux attendus par la paramétrisation
de Langlands mentionnée en 3.4. Par exemple, ce résultat est utilisé dans 3.4 pour
contrôler la situation en les places de S.

Indiquons très brièvement le principe de la construction. À partir de fonctions dans
l’espace de Π, on construit des séries d’Eisenstein, formes automorphes sur H(AF )
dépendant d’un paramètre complexe s. Elles convergent pour s de partie réelle assez
grande et Langlands [La2] a obtenu un prolongement analytique à tout le plan com-
plexe, avec une équation fonctionnelle en s $→ −s. En fait, les propriétés analytiques
des séries d’Eisenstein dépendent de ceux du terme constant le long de N , lequel
fait intervenir le produit

∏a
i=1

LS(Π,ri,is)
LS(Π,ri,1+is)

; ici LS désigne le produit sur les places
finies où Πv est non ramifiée. Comme Langlands l’a montré, le terme constant n’a
qu’un nombre fini de pôles pour s de partie réelle positive. Cependant, à cause de la
présence de quotients de fonctions LS, on ne peut en tirer le même résultat pour les
fonctions LS individuelles, même si cela en donne le prolongement méromorphe (par
décalages successifs, comme classiquement pour la fonction Γ). Shahidi analyse plutôt
le coefficient de Fourier des séries d’Eisenstein relatif au choix de Ψ, ce qui exige que
Π soit générique pour ce choix – alors que les arguments de Langlands ne l’exigent pas
–, mais permet le contrôle et le prolongement analytique de

∏a
i=1 L

S(Π, ri, 1+ is)−1.
Il faut encore compléter la théorie locale en les places infinies ou ramifiées, prouver
les équations fonctionnelles et surtout extraire des produits précédents les fonctions L
individuelles L(Π, ri, s), ce qui se fait en considérant toutes les situations (H,M) où ri
peut intervenir. À cause du produit sur i encore, il n’est pas évident que les fonctions
L ainsi obtenues aient un nombre fini de pôles et soient bornées, à distance des pôles,
dans les bandes verticales. Ce point, résolu récemment par Gelbart et Shahidi [GS2],
utilise de délicates estimées analytiques. Il leur faut en outre une hypothèse d’analyse
harmonique locale pour établir le résultat en général (voir [K1, K2, K4]). Mais les cas
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particuliers nécessaires pour les applications récentes sont maintenant connus grâce
aux travaux d’Asgari, Casselman & Shahidi, Kim, Moeglin & Waldspurger, Muic̆,
Zampera, Zhang (voir les références dans [KS1]).

Terminons ce paragraphe en indiquant quels couples (H,M) on utilise pour les
fonctions L donnant les résultats de 3.4.

1) PourH = GL(n+n′),M = GL(n)×GL(n′), on obtient les fonctions L de paires
de 3.3.

2) Pour G = GL2×GL3×GLk et r : Ĝ→ GL6k donné par le produit tensoriel, on
obtient la fonction L en considérant un groupe H de type D5, E6, E7 respectivement
pour k = 2, 3, 4, et un sous-groupe de Levi M ayant même groupe dérivé que G.

3) Pour G = GL4×GLk, k = 1, 2, 3, 4, et r donné par ∧2⊗ Id, on utilise H de type
Dk+3.

Remarque. — Une fois que l’on sait que Symk(Π) est automorphe pour k � 4, on
obtient les propriétés analytiques d’autres fonctions L : par exemple, pour k � 9, la
fonction L(Symk(Π), s) se prolonge à tout le plan complexe en une fonction méro-
morphe, avec équation fonctionnelle, et un certain contrôle des pôles, au moins pour
les fonctions L incomplètes LS obtenues en faisant le produit des facteurs locaux sur
les places finies non ramifiées [KS2]. Noter que pour L(Sym9(Π), s), on utilise un
groupe H de type E8 !(4)

3.6. Les conjectures de Ramanujan-Petersson et Selberg

Soit Π une représentation automorphe cuspidale unitaire de GLn(AF ). Ses com-
posants sont génériques et unitaires. Notons S l’ensemble des places finies où Πv est
ramifiée. Pour v finie hors de S, dire que Πv est générique et unitaire implique que
la matrice Av ∈ GLn(C) qui paramètre Πv a ses valeurs propres α(1)v , . . . , α

(n)
v qui

vérifient ∣∣∣Pnv |α(i)v |∣∣∣ < 1/2 ;

ici on a posé Pnv(x) = Pn(x)/Pn(qv) pour x ∈ R×∗ . Si v est une place infinie, on dit
parfois que Πv est non ramifiée si Πv est une « série principale » paramétrée par n
caractères x $→ |x|s

(i)
v
v avec s(i)v ∈ C ; on a alors, toujours parce que Πv est générique

et unitaire, |Re s(i)v | � 1/2. En fait des arguments de Luo, Rudnick et Sarnak [LRS](5)

permettent de faire mieux. Si L(Π, Sym2, s) converge pour Re(s) > 1, alors pour v
finie hors de S, on a

∣∣∣Pnv |α(i)v |∣∣∣ � 1
2 −

1
n2+1 tandis que, pour v infinie où Πv est non

ramifiée, on a |Re s(i)v | � 1
2 −

1
n2+1 . Pour F = Q, Kim et Sarnak [KSk] ont montré

qu’on peut remplacer n2 + 1 par n(n+ 1)/2 + 1.

(4)On manque de groupes exceptionnels plus gros et il semble bien qu’on ait atteint maintenant les

limites de cette méthode.
(5)Voir aussi [Se2].
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La stratégie de Langlands [La1](6) pour prouver la conjecture de Ramanujan-
Petersson est maintenant claire : si l’on sait prouver que Symk(Π) est automorphe, cus-
pidale et unitaire pour un entier k � 2, on applique le résultat précédent à Symk(Π) :
pour v finie hors de S, les valeurs propres paramétrant Symk(Πv) sont produits de k
valeurs propres paramétrant Πv, et on obtient la borne 1/2k ; si on a le résultat pour
tout k, la conjecture de Ramanujan-Petersson est vraie.

Pour n = 2, on sait maintenant que Sym4Π est automorphe ; si elle est cuspidale,
elle est unitaire. On peut appliquer le résultat de Luo, Rudnick et Sarnak à Sym4Π
et on obtient

∣∣∣Pnv |α(i)v |∣∣∣ � 3/26 ; mais en fait le contrôle analytique de L(Sym9Π, s)

[KS2] donne mieux :
∣∣∣Pnv |α(i)v |∣∣∣ < 1/9 (le précédent record était dû à Shahidi [Sh4]

qui obtenait(7) 1/5 au lieu de 1/9). Pour F = Q par contre, la borne de Kim & Sarnak
[KSk] est pour l’instant la meilleure

∣∣∣Pnp |α(i)p |∣∣∣ � 7/64. En une place infinie v où Πv

est « non ramifiée », on obtient |Re s(i)v | < 1/9 sur un corps de nombres quelconque
et, pour F = Q, |Re s(i)v | � 7/64, ce qui implique la borne λ1(Γ) � 975/4096 de 1.1.

Remarque 1. — Si Symk(Π) n’est pas cuspidale pour k = 2, 3 ou 4, alors Π vérifie la
conjecture de Ramanujan-Petersson et celle de Selberg (cf. 3.7).

Remarque 2. — Ramakrishnan [Ra1] a été le premier à obtenir la conjecture de
Ramanujan-Petersson pour un grand nombre de places finies non ramifiées. Suivant
sa méthode, Kim et Shahidi [KS2] obtiennent que l’ensemble des places finies non
ramifiées où Πv est tempérée a une densité � 34/35.

3.7. Critères de cuspidalité et applications

Comme signalé plus haut, Kim et Shahidi [KS2] déterminent dans quels cas
Symk(Π) est cuspidale pour k = 3, 4 et donnent aussi les propriétés analytiques de
L(Symk(Π), s), k � 9.

Pour comprendre leurs résultats, il vaut mieux repartir de l’heuristique de 1.4. La
représentation automorphe Π de GL2(AF ) devrait correspondre à un homomorphisme
Σ : LF → GL2(C) et Symk(Π) à l’homomorphisme Symk ◦ Σ : LF → GLk+1(C). Si
Π est cuspidale, ce que nous supposons, Σ est irréductible, et il s’agit de savoir quand
Symk ◦ Σ est irréductible. Cela ne dépend vraiment que de l’adhérence de Zariski I
de l’image de Σ. Si elle contient SL2(C), Symk ◦ Σ doit être irréductible pour tout
k � 0 . Sinon, la composante connexe I0 de I, d’indice finie dans I, est abélienne ;
pour cette raison on espère que Σ provient en fait d’une représentation du groupe de
Weil WF , conjecturalement quotient de LF . Il existe alors un entier naturel minimal

(6)Une variante de l’idée de Langlands joue un rôle dans la preuve par Deligne des conjectures de

Weil.
(7)Voir [Se1] pour le cas des formes modulaires classiques.

ASTÉRISQUE 282
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k0 tel que Symk0 ◦ Σ soit réductible, et k0 s’obtient à partir de Σ : WF → GL2(C)
de la façon suivante :

1) (cas imprimitif) Si Σ est induite, k0 = 2.
2) (cas tétraédral) Si l’image I de Σ dans PGL2(C) est isomorphe à A4, k0 = 3.
3) (cas octaédral) Si I est isomorphe à S4, k0 = 4.
4) (cas icosaédral) Si I est isomorphe à A5, k0 = 6.

Noter que si l’on part d’une représentation irréductible Σ :WF → GL2(C), alors on
sait, dans les trois premiers cas (Weil [We], Jacquet et Langlands [JL], Langlands [La4],
Tunnell [Tu]) lui associer une représentation automorphe cuspidale Π de GL2(AF ) telle
que Πv soit paramétrée par Σv pour tout v ∈ P . Voir [BDST, Ty] pour les progrès
récents dans le cas icosaédral.

Grâce à [GJ] et [LL], on sait :
1) Si Sym2(Π) n’est pas cuspidale, Π correspond à une représentation irréductible

imprimitive de WF .
Kim et Shahidi [KS2] établissent les résultats complémentaires suivants :
2) Si Sym2(Π) est cuspidale, mais pas Sym3(Π), Π correspond à une représentation

irréductible tétraédrale de WF .
3) Si Sym2(Π) et Sym3(Π) sont cuspidales, mais pas Sym4(Π), Π correspond à une

représentation irréductible octaédrale de WF .
Les réciproques sont également vraies(8).

Pour établir les résultats précédents, il s’agit, à nouveau, de contrôler des fonc-
tions L. Si Symk(Π) n’est pas cuspidale, elle correspond à une collection de représenta-
tions automorphes cuspidales Π1, . . . ,Πr de GLn1(AF ), . . . ,GLnr (AF ), avec r � 2
et n1 + · · · + nr = k + 1. On détecte les représentations Πi par le critère que
L(Symk(Π)×Π∨i , s) ait un pôle en s = 1. Les pôles de ces fonctions L sont contrôlés
surtout par la méthode de Shahidi, mais il faut parfois faire appel à la méthode des
intégrales(9). Par ces méthodes, on établit aussi que L(Symk(Π), s) a un prolonge-
ment analytique avec équation fonctionnelle pour k � 9. Pour Π unitaire, la fonction

(8)Pour traiter le cas de Sym4 Π, il faut aussi utiliser un résultat non publié de Jacquet, Piatetski-

Shapiro et Shalika sur le lien entre représentations automorphes de GSp4(AF ) et GL4(AF ) (cf. 3.8).
(9)Les critères 1) à 3) impliquent que si l’on connâıt l’ordre du pôle en s = 1 de L(Π, Symk, s) pour

k = 1, . . . , 8, alors on peut déterminer, non pas l’homomorphisme Σ : LF → GL2(C ) censé corres-

pondre à Π, mais, à isomorphisme près du moins, l’adhérence de Zariski I de son image. On n’est pas

obligé d’admettre l’existence de LF et Σ : pour une représentation irréductible cuspidale unitaire Π

de GLn(A F ), Serre conjecture l’existence d’un sous-groupe de Lie H = H(Π) de Un(C ) tel que, pour

toute représentation algébrique r de GLn(C ), la dimension de l’espace des points fixés par r(H) soit

l’ordre du pôle en s = 1 de la fonction L(Π, r, s) ou, du moins, du produit des facteurs locaux sur

les places non ramifiées. Cependant ces données ne déterminent pas toujours H à isomorphisme près

[LP]. On peut remplacer GLn par un groupe réductif quelconque G sur F , et Langlands propose une

variante où H est un sous-groupe algébrique réductif de G.
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L partielle LS(Symk(Π), s), sauf dans certains cas particuliers expliqués, n’a ni zéro,
ni pôle pour Re(s) � 1.

Dans [KS2], ces résultats sont appliqués à la preuve des remarques 1 et 2 de 3.6.
Une seconde application, assez inattendue, est due à P. Sarnak [Sa2]. On prend F = Q
et on part d’une représentation automorphe cuspidale Π attachée à une fonction f de
L2(Γ\H), fonction propre du laplacien, comme en 1.1. Si la fonction L(f, s) a ses coef-
ficients entiers, alors Π est attachée à une représentation irréductible imprimitive ou
tétraédrale de WF . En particulier, la valeur propre du laplacien associée à f vaut 1/4.

3.8. Groupes classiques

Prenons pour G le groupe (déployé) SO2n+1. Son groupe dual est Ĝ = Sp2n(C),
de sorte qu’on a une représentation évidente r : Ĝ → GL2n(C). Si Π est une repré-
sentation automorphe cuspidale générique de SO2n+1(AF ) et que Π′ est une repré-
sentation automorphe cuspidale de GLr(AF ), la fonction L(Π ⊗ Π′, r, s) attachée à
r : LG × GLr(C) → GL2nr(C), r(g, h) = r(g) ⊗ h, existe. Ses propriétés locales et
globales ont été établies tant par la méthode des intégrales (Ginzburg, Rallis, Sou-
dry) que par celle des séries d’Eisenstein (Shahidi) : on utilise le sous-groupe de Levi
M = GLr × SO2n+1 du groupe H = SO2n+2r+1 ; les deux méthodes donnent les
mêmes résultats (Soudry). Grâce aux deux méthodes jointes, on a assez de rensei-
gnements pour appliquer les théorèmes réciproques (Cogdell, Kim, Piatetski-Shapiro,
Shahidi [CKPSS]). On obtient un transfert des représentations automorphes cuspi-
dales de SO2n+1(AF ) vers les représentations automorphes de GL2n(AF ) et même
en retour un résultat local (cf. 3.4, remarque 2) ; pour v finie, c’est un transfert des
représentations lisses irréductibles génériques de SO2n+1(Fv) vers les représentations
lisses irréductibles de GL2n(Fv). Mais en ce cas on dispose aussi d’un transfert en sens
inverse (Ginzburg, Rallis, Soudry [GRS]) qui consiste à prendre des résidus en certains
pôles de séries d’Eisenstein. Ce transfert inverse ne s’applique qu’aux représentations
automorphes Σ de GL2n(AF ) pour lesquelles ces pôles existent ; si Σ est cuspidale,
sa fonction L(Σ,Λ2, s) (qu’on sait étudier) doit avoir un pôle en s = 1. Utilisant ces
applications dans les deux sens, Jiang et Soudry [JiS1] ont montré que le transfert
de SO2n+1 à GLn, tant globalement que localement, est injectif, et ont caractérisé
son image. Pour v finie, ils obtiennent aussi, entre autres, une paramétrisation des
représentations lisses irréductibles génériques et tempérées par des homomorphismes
de Wv × SL2(C) dans Sp2n(C) [JiS2].

Les arguments utilisés s’appliquent aux autres groupes classiques SO2n et Sp2n ;
seule une petite étape manque. Par contre, pour traiter les représentations non gé-
nériques, il faut imaginer d’autres procédés de construction, ou de contrôle des fonc-
tions L, ou bien utiliser la formule des traces. Des travaux récents d’Arthur sur la
formule des traces donnent une analyse presque complète des transferts de SO2n et
SO2n+1 vers GL2n, Sp2n vers GL2n+1, pourvu que l’on admette le « lemme fonda-
mental », conjecture d’analyse harmonique locale qui résiste encore. Tout récemment,
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Langlands [La6] a proposé d’aller au-delà de cette analyse et d’utiliser la formule des
traces pour comprendre les représentations automorphes selon l’image des représen-
tations du groupe LF censées leur correspondre. Pour G = GL2, il propose d’utiliser
les pôles des fonctions L(Symk, s) et la formule des traces de Selberg. Sarnak [Sa1]
suggère d’utiliser une autre formule des traces, due à Kusnetzov. À suivre donc.
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Shimura varieties, Prépub. Institut de Math. Jussieu (1999), à parâıtre dans
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POINTS DE HAUTEUR BORNÉE
ET GÉOMÉTRIE DES VARIÉTÉS

[d’après Y. Manin et al.]

par Emmanuel PEYRE

Si V est une variété algébrique projective sur Q et φ : V → PN
Q un plongement,

on dispose d’une hauteur exponentielle H : V (Q) → R définie comme la composée
HPN

Q
◦ φ où HPN

Q
est la hauteur usuelle sur PN

Q, donnée par

HPN
Q
((x0 : . . . : xN )) = sup

0�i�N
(|xi|)

si les xi sont des entiers et pgcd0�i�N (xi) = 1. Il est alors naturel de vouloir étudier
de manière asymptotique les points rationnels de V dont la hauteur est bornée. De
manière plus générale, si V est une variété algébrique sur un corps de nombres K,
tout morphisme φ : V → PN

K induit une hauteur H : V (K)→ R et, pour tout ouvert
de Zariski U de V et tout nombre réel strictement positif B, on pose

NU,H(B) = #{ x ∈ U(K) | H(x) � B }.

On souhaite alors étudier le comportement asymptotique de NU,H(B) lorsque B tend
vers +∞. Dans tous les cas connus de l’orateur où il a été déterminé, si U(K) �= ∅,
et si NU,H(B) est fini pour tout B, ce comportement est de la forme

NU,H(B) ∼ CBa(logB)b−1

avec C ∈ R*
+, a ∈ R+, b ∈ 1

2Z et b � 1.
L’objet des conjectures énoncées par Manin et ses coauteurs vers 1989 est de pro-

poser une interprétation géométrique pour a et b, où n’interviennent que la classe du
fibré en droites L = φ∗(OPN

K
(1)) dans le groupe de Néron-Severi NS(V ) de V , la classe

du faisceau canonique dans ce groupe et le cône des classes de diviseurs effectifs. Le
but de cet exposé est de présenter ces conjectures en faisant un survol des résultats
connus et des perspectives ouvertes.

Après des rappels sur les hauteurs et quelques exemples simples, nous donnerons
une description plus détaillée des conjectures de Manin avant de présenter au para-
graphe 4 une liste d’indices en leur faveur. Nous décrirons ensuite le contre-exemple
de Batyrev et Tschinkel [BT3], avant de terminer par une brève évocation d’autres
aspects de la théorie que nous avons choisi de ne pas traiter en détail dans cet exposé.
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1. POINT DE VUE SUR LES HAUTEURS

Parmi les nombreuses variantes de la notion de hauteur introduite par Weil [We]
(cf. par exemple [Né1], [Ar], [Se], [BGS]), nous avons choisi d’utiliser, comme Baty-
rev et Manin dans [BM], les hauteurs exponentielles définies en termes de métriques
adéliques sur un fibré en droites. Nous allons maintenant fixer les notations corres-
pondantes.

Notations 1.1. — Dans la suite de cet exposé K désigne un corps de nombres, MK

l’ensemble des places de K. Si w est une place de K, on note Kw le complété de K
pour la topologie définie par w. Si w est une place non archimédienne, on note Ow

l’anneau des entiers de Kw. Soit v la place de Q obtenue par restriction de w, on note
| · |w la valeur absolue sur K définie par la relation

∀x ∈ Kw, |x|w = |NKw/Qv
(x)|v ,

où | · |v est la valeur absolue archimédienne ou p-adique usuelle sur Q. Ces valeurs
absolues ont l’avantage de satisfaire la formule du produit :

∀x ∈ K∗,
∏

w∈MK

|x|w = 1.

SiX est un schéma sur le spectre d’un anneau A et B une A-algèbre commutative,
on noteX (B) l’ensemble HomSpecA(SpecB,X ) etX B le produitX ×SpecASpecB.
En particulier, si X est une variété sur un corps F , de clôture algébrique F , X(F ) est
l’ensemble des points rationnels de X et on note X la variété XF .

Nous dirons qu’une variété algébrique V sur K est bonne si elle est projective, lisse
et géométriquement intègre. Si V est une bonne variété, et L un faisceau inversible
sur V , alors pour toute extension K ′ de K et tout point x de V (K ′), on note

L(x) = Lx ⊗OV,x K ′,

où Lx désigne la fibre de L en x au sens des faisceaux ; L(x) est un espace vectoriel de
dimension un sur K ′ et peut être vu comme la fibre du fibré en droites associé à L.

Si v est une place de K, une métrique v-adique sur L est une application qui à tout
point x de V (Kv) associe une fonction

‖ · ‖v : L(x)→ R+

de sorte que

M1 ∀x ∈ V (Kv), ∀ y ∈ L(x), ‖y‖v = 0⇔ y = 0,
M2 ∀x ∈ V (Kv), ∀ y ∈ L(x), ∀λ ∈ Kv, ‖λy‖v = |λ|v‖y‖v,
M3 pour tout ouvert U de V , pour toute section s de L sur U , l’application de

U(Kv) dans R+ qui à x associe ‖s(x)‖v est continue pour la topologie v-adique.
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Donnons deux exemples importants de telles métriques.

Exemple 1.2. — Si B = (s1, . . . , sN ) est une famille de sections globales de L, de
sorte que le système linéaire engendré soit sans point base, on peut définir pour toute
place v une métrique par la formule :

∀x ∈ V (Kv), ∀ y ∈ L(x), ‖y‖v = inf
0�i�N
si(x) �=0

∣∣∣∣ ysi(x)
∣∣∣∣
v

.

On dit que ‖ · ‖v est la métrique associée à B.

Exemple 1.3. — Si S ⊂ MK est un ensemble fini de places non archimédiennes, on
note OS l’anneau des S-entiers. Soient V un modèle projectif et lisse de V sur OS et
L un modèle de L sur V . Pour toute place finie v de K en dehors de S, on définit une
métrique v-adique de la façon suivante : si x ∈ V (Kv), comme V est projective, il se
relève en un unique élément x̃ ∈ V (Ov). Le faisceau inversible x̃∗(L ) sur Spec(Ov)
correspond à un Ov-module libre de rang un dans L(x), dont on note y0 un générateur.
La métrique cherchée est alors définie par

∀ y ∈ L(x), ‖y‖v =
∣∣∣∣ yy0
∣∣∣∣
v

.

On dit que ‖ · ‖v est la métrique définie par le modèle L .

Définition 1.4. — Une famille de métriques (‖ · ‖v)v∈MK où ‖ ·‖v est une métrique
v-adique sur un faisceau inversible L est dite adélique si et seulement s’il existe un
ensemble fini S de places non archimédiennes, un modèle V de V sur OS et un modèle
L de L sur V tels que pour toute place finie de K en dehors de S, la métrique ‖ · ‖v
soit la métrique définie par L .

Par abus de langage, nous appellerons dans cet exposé hauteur d’Arakelov sur une
bonne variété V une paire H = (L, (‖ · ‖v)v∈MK ) où L est un faisceau inversible sur
V et (‖ · ‖v)v∈MK une métrique adélique sur L. Si x est un point rationnel de V , sa
hauteur relativement à H est donnée par la formule

∀ y ∈ L(x)− {0}, H(x) =
∏

y∈MK

‖y‖−1v .

Remarques 1.5. — (i) Si x ∈ V (K) et y ∈ L(x) − {0}, on a ‖y‖v = 1 sauf pour un
nombre fini de places, ce qui donne un sens au produit ci-dessus qui, par la formule
du produit, est indépendant du choix de y.

(ii) Pout tout faisceau inversible L sur une bonne variété V , il est possible de
construire une métrique adélique sur L.

(iii) Si H = (L, (‖ · ‖v)v∈MK ) et H ′ = (L, (‖ · ‖′v)v∈MK ) sont des hauteurs relatives
au même faisceau L, alors les métriques ‖ · ‖v et ‖ · ‖′v cöıncident sauf pour un nombre
fini de places. En outre, pour toute place v de K, l’application qui à tout x de V (Kv)
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associe ‖y‖v/‖y‖′v où y ∈ L(x)−{0} est continue et donc bornée sur l’espace compact
V (Kv). En conséquence, il existe des constantes C et C′ telles que

∀x ∈ V (K), 0 < C <
H(x)
H ′(x)

< C′.

Cela reste vrai si la différence entre les classes des fibrés est un élément de torsion
dans le groupe de Picard [Se, §2.9].

(iv) Il y a une notion évidente de produit tensoriel pour les hauteurs d’Arakelov et
on a la formule

∀x ∈ V (K), (H1 ⊗H2)(x) = H1(x)H2(x).

Exemple 1.6. — Si B = (s0, . . . , sN ) est une famille de sections d’un faisceau in-
versible L engendrant un système linéaire sans point base, la famille de métriques
(‖ · ‖v)v∈MK définie par B est une métrique adélique sur L. En outre, si φ : V → PN

K

est le morphisme défini par B, on a

∀x ∈ V (K), H(x) =
∏

v∈MK

sup
0�i�N

|yi|v,

où (y0 : · · · : yN) désigne un système de coordonnées homogènes pour φ(x) ; autrement
dit H = HPN

K
◦ φ où HPN

K
est la hauteur usuelle sur l’espace projectif. En particulier,

si K = Q et si V ⊂ PN
Q , on retrouve la hauteur classique

H((x0 : . . . : xN )) = sup
0�i�N

|xi| si

{
xi ∈ Z pour 0 � i � N,
pgcd0�i�N (xi) = 1.

Notations 1.7. — Si H est une hauteur d’Arakelov sur une bonne variété et F un
sous-ensemble de V (K), on note pour tout nombre réel strictement positif B

NF,H(B) = #{ x ∈ F | H(x) � B }.

Si W est un sous-ensemble localement fermé de V , on notera NW,H(B) pour
NW (K),H(B). On considérera également la fonction zêta associée définie pour s ∈ C
par la série

ζF,H(s) =
∑
x∈F

1
H(x)s

lorsque celle-ci converge. Le comportement asymptotique de NF,H(B) est lié par des
théorèmes taubériens au domaine de convergence et aux propriétés de méromorphie
de la fonction ζF,H(s).
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2. PREMIERS EXEMPLES ET PHÉNOMÈNES D’ACCUMULATION

L’exemple le plus simple que l’on puisse étudier est celui de l’espace projectif. Le
résultat est dû à Schanuel.

Théorème 2.1 (Schanuel [Sc]). — Soit H la hauteur usuelle sur l’espace projectif
Pn
K . Il existe alors une constante explicite CH telle que

NPn
K ,H(B) = CHB

n+1 +

{
O(B logB) si n = 1,

O(Bn) si n > 1.

En outre le comportement asymptotique reste le même si on remplace Pn par
un ouvert non vide de cet espace, la contribution de tout fermé strict de Pn étant
négligeable. On peut même obtenir un résultat plus général en utilisant la notion
d’ensemble mince.

Définition 2.2. — Un sous-ensemble F de Pn(K) est dit mince si et seulement s’il
existe un morphisme de variétés algébriques sur K

π : X → Pn
K

tel que F ⊂ π(X(K)), la fibre de π au point générique est finie et π n’a pas de section
rationnelle définie sur K.

Un exemple typique de sous-ensemble mince est l’ensemble des cubes dans P1(Q),
image de P1(Q) par l’application envoyant (x : y) sur (x3 : y3).

Théorème 2.3 (Serre [Se, §13.1.3]). — Si F est un sous-ensemble mince de l’en-
semble Pn(K), alors

NF,H(B) = O(Bn+ 1
2 (logB)γ)

avec γ < 1.

Le deuxième cas classique est celui des variétés abéliennes :

Théorème 2.4 (Néron [Né2]). — Soit A une variété abélienne sur un corps de
nombres K, soit H une hauteur exponentielle sur A relative à un faisceau inversible
ample sur A, alors il existe une constante explicite CH telle que

NA,H(B) = CH(logB)ρ/2 +O((logB)
ρ−1
2 ),

où ρ désigne le rang du groupe A(K).

Remarques 2.5. — (i) Les remarques faites pour l’espace projectif ne s’appliquent plus
pour les variétés abéliennes. D’une part, les points rationnels ne sont pas nécessaire-
ment denses pour la topologie de Zariski, auquel cas le comportement asymptotique
dépend de l’ouvert choisi. D’autre part, le groupe A(K)/2 étant fini, A(K) est la
réunion d’un nombre fini de translatés de 2A(K). En ce sens, les points rationnels de
A forment un sous-ensemble mince.
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(ii) Le cas des variétés abéliennes est, à la connaissance de l’orateur, le seul cas où
on ait démontré un comportement asymptotique avec une puissance demi-entière du
logarithme.

Nous allons terminer cette partie avec un exemple qui illustre différents types de
phénomènes d’accumulation dont la compréhension est cruciale pour l’interprétation
du comportement asymptotique.

Notations 2.6. — Soit V la variété obtenue en éclatant le plan projectif en le point
P0 = (0 : 0 : 1). Les points rationnels de V peuvent être décrits par

V (Q) = { ((y0 : y1 : y2), (z0 : z1)) ∈ P2(Q)×P1(Q) | z1y0 = z0y1 }.

On note pr1 (resp. pr2) la projection sur le premier (resp. le deuxième) facteur. Soient
E = pr−11 (P0) le diviseur exceptionnel et U son complémentaire ; soit Λ l’image inverse
par pr1 d’une droite évitant P0. Le groupe de Picard de V est donné par

Pic(V ) = ZΛ ⊕ ZE.

Si r et s sont deux entiers, on considère la hauteur sur V (Q) donnée par la formule

Hr,s((y0 : y1 : y2), (z0 : z1)) =
√
y20 + y21 + y22

r+s√
z20 + z21

−s

si y0, y1, y2, z0, z1 sont des entiers tels que

pgcd(y0, y1, y2) = pgcd(z0, z1) = 1.

Cette hauteur correspond à une métrique adélique sur rΛ + sE.

On obtient alors le résultat suivant :

Proposition 2.7 (Batyrev-Manin [BM, §1.6]). — On suppose que r > 0 et r+s > 0.
Il existe des constantes Cr,s telles que le comportement asymptotique de NU,Hr,s(B)
lorsque B tend vers +∞ soit donné par les formules :

NU,Hr,s(B) ∼


Cr,sB

3/r si
3
r
>

2
r + s

,

C3,−1B
3/r log(B3/r) si

3
r

=
2

r + s
,

Cr,sB
2/(r+s) si

3
r
<

2
r + s

.

Par ailleurs,

NE,Hr,s(B) ∼ C′sB−2/s si s < 0

et ce dernier cardinal est infini si s > 0 et B > 0.
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Remarques 2.8. — (i) On obtient donc que NU,Hr,s(B) = o(NE,Hr,s(B)) si r+2s > 0,
comme cela apparâıt dans [Se, §2.12]. Le nombre de points de l’ouvert est négligeable
devant celui du fermé E. Du point de vue de l’interprétation, le nombre de points
sur la variété V tout entière est, sous la condition précédente, équivalent à celui sur
E et donc s’interprète en termes de la restriction de H à E. Tout phénomène global
est occulté. Une des idées cruciales des conjectures de Manin est de suggérer que la
géométrie globale de la variété réapparaisse dans le comportement asymptotique si
on considère le complémentaire U de E.

(ii) La symétrie apparente entre les cas 3
r >

2
r+s et 2

r+s >
3
r disparâıt si on étudie

de manière plus fine la contribution des fermés de Zariski dans le comportement
asymptotique : si 3

r � 2
r+s , le comportement asymptotique n’est pas modifié si on

remplace U par un ouvert non vide contenu dans U , la contribution des fermés étant
négligeable. En particulier, si (r, s) = (1, 0) on est ramené au cas du plan projectif pour
lequel tout sous-ensemble mince apporte une contribution négligeable. Par contre, si
2

r+s >
3
r , le comportement asymptotique du nombre de points sur chaque fibre de pr2

est donné par une formule de la forme

∀x ∈ P1(Q), Npr−1
2 (x),Hr,s

(B) ∼ Cr,s(x)B2/(r+s)

et la constante Cr,s globale est obtenue dans ce cas comme somme des constantes
Cr,s(x). Chaque fibre de pr2 est donc faiblement accumulatrice en un sens que nous
préciserons plus loin.

(iii) Pour illustrer ce résultat, nous avons représenté sur la figure 1 les ensembles

{ x = ((y0 : y1 : 1), (1 : z1)) ∈ V (Q)
∣∣ |y0| < 1, |z1| < 1, Hr,s(x) � 4000 },

pour (r, s) = (3, 0), (3,−1) et (4,−2), avec y0 en abscisse et z1 en ordonnée. Dans
cette figure, le diviseur exceptionnel apparâıt donc comme la droite verticale centrale
et les fibres de pr2 sont les droites horizontales.

r = 3, s = 0 r = 3, s = −1 r = 4, s = −2

Figure 1. Le plan projectif éclaté en un point
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3. LES CONJECTURES DE MANIN

Dans une série d’articles [FMT], [BM], [Ma] publiés entre 1989 et 1993, Manin a
présenté, avec Batyrev, Franke et Tschinkel, une série de conjectures qui donnent une
interprétation du terme dominant dans le comportement asymptotique du nombre de
points de hauteur bornée. Nous allons donner un échantillon de ces conjectures qui
ont servi de fil directeur dans l’étude récente de ces phénomènes asymptotiques.

Dans [BM, §3], Batyrev et Manin précisent que les conjectures énoncées sont à
considérer plutôt comme des questions. Une remarque similaire vaut pour les conjec-
tures de cet exposé.

3.1. Premier niveau : la puissance de B

Le premier objectif est d’interpréter la puissance de B intervenant dans le compor-
tement asymptotique. Nous utiliserons pour cela la notation suivante :

Notation 3.1. — Soit H une hauteur d’Arakelov sur une bonne variété V et F un
sous-ensemble constructible de V . On pose

aF (H) = inf{ σ ∈ R | ζF,H(s) converge pour Re(s) = σ }.

Remarques 3.2. — (i) Si aF (H) > 0 sa valeur peut être également décrite comme

aF (H) = lim
B→+∞

log(NF,H(B))/ logB

et donne donc la puissance de B dans le comportement asymptotique.
(ii) La valeur de aF (H) ne dépend en fait que de la classe [L] du faisceau inversible

considéré dans le groupe de Néron-Severi NS(V ) (cf. [BM, §1.4]). Nous noterons donc
aussi aF ([L]) ou aF (L) pour aF (H).

(iii) On a en outre la relation aF (d[L]) = 1
daF ([L]).

3.1.1. Conjectures concernant une variété projective arbitraire. — La première
conjecture lie l’existence d’une courbe rationnelle au fait d’avoir « beaucoup » de
points rationnels :

Conjecture 3.3 (Manin [Ma]). — Si aU (L) > 0 pour un ouvert U de V et un fais-
ceau ample L, alors U contient une courbe isomorphe à un ouvert de P1

K .

Passons à l’interprétation géométrique de aU (L) :

Définition 3.4. — Si V est une bonne variété, on note C1
eff(V ) le cône fermé engen-

dré par les classes de diviseurs effectifs dans le groupe NS(V )⊗ZR et ωV le faisceau
canonique de V , puissance extérieure maximale du fibré cotangent Ω1

V . On pose alors

agV (L) = inf{ γ ∈ R | γ[L] ∈ ω−1V + C1
eff(V ) }.

Remarques 3.5. — (i) On a également la relation agV (d[L]) = 1
da

g
V ([L]).

(ii) Si ωV n’appartient pas à C1
eff(V ), agV (ω−1V ) = 1.
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Conjecture 3.6 (Batyrev, Manin). — Si L est ample, pour tout nombre réel ε > 0,
il existe un ouvert de Zariski dense U de V tel que

aU (L) � agV (L) + ε.

Remarques 3.7. — (i) Notons que cette conjecture est vraie pour une courbe C : en
effet les valeurs de aU (L) et de agV (L), pour U un ouvert dense de V , sont données
par le tableau :

genre g aU (L) agV (L)

0 2
deg(L) ou −∞ 2

deg(L)

1 0 ou −∞ 0

> 1 −∞ < 0

où le fait que aU (L) = −∞ si g > 1 résulte de la conjecture de Mordell montrée par
Faltings [Fa].

(ii) Si V est de type général, c’est-à-dire si ωV est pseudo-ample, alors la conjecture
est équivalente à dire que V (K) n’est pas dense pour la topologie de Zariski, c’est-à-
dire à une des conjectures de Lang [La, Chap. I, §3].

Il est essentiel dans cette conjecture de se restreindre à des ouverts, comme cela ap-
parâıt déjà dans le cas du plan projectif éclaté en un point. Cela amène aux définitions
suivantes :

Définition 3.8. — Soit F � V un fermé irréductible de V . On dit que F est stric-
tement accumulateur pour L si et seulement si pour tout ouvert non vide W de F , il
existe un ouvert non vide U de V tel que

aW (L) > aU (L).

On dit que F est faiblement accumulateur pour L si et seulement si, pour tout ouvert
non vide W de F , il existe un ouvert non vide U de V tel que

lim
B→+∞

NW,H(B)
NU,H(B)

> 0

pour toute hauteur d’Arakelov H relative à L.

Exemple 3.9. — Dans le cas du plan projectif éclaté en un point rationnel, le diviseur
exceptionnel est strictement accumulateur si r + 2s > 0 et toute fibre de pr2 est
faiblement accumulatrice si 2

r+s >
3
r . L’ensemble des points rationnels est donc, dans

ce dernier cas, réunion d’ensembles faiblement accumulateurs.

Exemple 3.10. — Soit V une surface K3 ou une surface d’Enriques telle que le groupe
d’automorphismes de V sur K soit infini. On suppose que V contient une courbe
K-rationnelle, c’est-à-dire birationnelle à P1

K . Des exemples de telles surfaces K3
données sous la forme d’hypersurfaces de P1 × P1 × P1 définies par une section de
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O(2, 2, 2) sont étudiées par Billard dans [Bil]. Une telle surface contient une infinité
de courbes rationnelles. Soit L un faisceau inversible ample sur V . Si on indexe les
courbes rationnelles de V en une famille (Ci)i∈N de sorte que les degrés d’intersection
avec L soient croissants, on peut poser Ui = V −

⋃
j�i Cj . On obtient une suite

décroissante d’ouverts tels que, conjecturalement, on ait que aUi(L) > 0 tende vers 0
quand i tend vers +∞. La stratification arithmétique définie par aU (L) serait donc,
dans ce cas, infinie (cf. [BM, §3.5]).

Peu de choses ont été effectivement montrées pour ces surfaces. Billard [Bil] avait
obtenu des majorations pour certaines des surfaces mentionnées ci-dessus ; plus ré-
cemment McKinnon a montré dans [Mc] que les courbes K-rationnelles de plus bas
degré relativement à L sont effectivement L-accumulatrices pour certaines surfaces K3
hyperelliptiques, identifiant ainsi le premier cran de la filtration.

Une question qui reste, semble-t-il, complètement ouverte est celle des points sur
le complémentaire de la réunion des droites K-rationnelles que celles-ci soient en
nombre fini ou pas. Est-il possible qu’il y ait un nombre infini de tels points ? Quel
est le comportement asymptotique de ces points relativement aux hauteurs ?

Pour conclure ce paragraphe, il convient de pouvoir décrire géométriquement ces
variétés strictement accumulatrices. Une méthode consiste à restreindre L à une sous-
variété, puis à donner un analogue de la conjecture pour celle-ci. Il faut donc étendre
la définition de agV (L) à des sous-variétés éventuellement singulières F de V : soit F
un fermé irréductible de V , soient F̃ une normalisation de F , ϕ : F̃ → V le morphisme
induit et F0 ⊂ F̃ le lieu des points lisses de F̃ . On pose alors

agF (L) = inf{ p
q
∈ Q | h0(F0, ϕ∗(L)p ⊗ ωqF0

) > 0 }.

Les candidats géométriques pour les variétés strictement accumulatrices sont alors les
fermés pour lesquels

agF (L) > agV (L).

3.1.2. Le cas des variétés presque de Fano. — Comme nous l’avons vu au paragraphe
précédent, si V est de type général, on peut avoir, pour toute extension finie K ′ de K,
aU (L) < agVK′ (L) pour U un ouvert dense de VK′ . Ce phénomène peut encore se
produire si V n’est pas de type général, il suffit pour cela que les points rationnels
ne soient pas potentiellement Zariski denses, c’est-à-dire qu’il n’existe pas d’extension
finie K ′ telle que V (K ′) soit Zariski dense. En particulier, on peut considérer le
produit P1

K × C où C est une courbe de genre plus grand que deux (cf. également
[CTSSD] pour un autre exemple). Il convient donc de restreindre la classe des variétés
considérées.

Dans ce cadre, il est assez naturel de considérer une classe un peu plus large que
celle des variétés de Fano :
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Définition 3.11. — Nous dirons qu’une bonne variété V sur le corps de nombres K
est presque de Fano si elle vérifie les conditions suivantes :

PF1 le groupe de cohomologie Hi(V,OV ) est nul pour i = 1 et i = 2,
PF2 la torsion dans le groupe de Picard géométrique Pic(V ) est réduite à {0},
PF3 l’opposé du faisceau canonique ω−1V appartient à l’intérieur du cône C1

eff(V ).

Le théorème d’annulation de Kodaira assure qu’une variété de Fano est presque de
Fano. Par ailleurs, toutes les variétés toriques sont presque de Fano.

Conjecture 3.12. — Si V est presque de Fano, et si L est un faisceau à l’intérieur
du cône des diviseurs effectifs, alors il existe une extension finie K0 de K et un ouvert
dense O de VK0 tels que pour tout corps de nombres K ′ contenant K0 et tout ouvert
dense U contenu dans OK′ , on ait

aU (L) = agV (L).

Remarque 3.13. — Cette conjecture est intermédiaire entre la conjecture B, qui se
limite aux variétés de Fano, et la conjecture C de [BM].

3.2. Deuxième niveau : la puissance de logB

Dans ce paragraphe nous allons faire une hypothèse supplémentaire :

Hypothèse 3.14. — On suppose que V est une variété presque de Fano telle qu’il
existe une famille finie (ni)1�i�r de classes de diviseurs effectifs dans NS(V ) telle que

C1
eff(V ) =

r∑
i=1

R+ni.

Très peu de choses semblent connues sur la structure du cône C1
eff(V ) en général.

Si V est une surface de Del Pezzo, l’hypothèse résulte de la théorie de Mori. Cela reste
vrai si V est une variété de Fano de dimension trois [Ba]. Cette hypothèse est égale-
ment vérifiée dans divers cas particuliers (variétés de drapeaux, variétés toriques,...).

Définition 3.15. — Si V vérifie les hypothèses précédentes et si L ∈ NS(V ) est tel
que agV (L) > 0 , alors agV (L)[L]− [ω−1V ] ∈ ∂C1

eff(V ), et on peut définir bgV (L) comme
la codimension de la face minimale de ∂C1

eff(V ) contenant agV (L)[L]− [ω−1V ].

L’interprétation de la puissance du logarithme est l’objet de l’énoncé suivant, qui,
comme nous le verrons, est vérifié par de nombreuses familles de variétés. Batyrev et
Tschinkel en ont toutefois donné un contre-exemple qui sera décrit au paragraphe 6.
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Principe 3.16. — Si V vérifie l’hypothèse 3.14 et H est une hauteur relative à un
fibré en droites L tel que agV ([L]) > 0, il existe une extension finie K0 de K et un
ouvert dense O tels que pour tout corps de nombres K ′ contenant K0 et tout ouvert
dense U contenu dans OK′ , il existe une constante CH > 0 vérifiant

(F)
NU,H(B) ∼ CHB

ag
V ′(L)(logB)b

g

V ′(L)−1

B → +∞

où V ′ = VK′ .

Remarques 3.17. — (i) Cet énoncé est une version affaiblie de la conjecture C′ de
[BM].

(ii) Notons que agV (L) est stable par extension de corps, mais que cela n’est plus le
cas pour bgV (L). D’autre part, l’exemple du plan projectif éclaté en un point montre
que la constante C peut dépendre de l’ouvert U choisi.

Là encore, il est possible de suggérer une piste pour la détermination des variétés
faiblement accumulatrices pour un faisceau L dont la classe appartient à l’intérieur
du cône C1

eff(V ). Soit H une hauteur relative à L. Considérons tout d’abord la famille
(n1, . . . , nr) des générateurs des arêtes de C1

eff(V ) et (L1, . . . , Lr) une famille de repré-
sentants de cette famille. Soit B la réunion des points bases des systèmes Γ(V, Li) ; on
note U son complémentaire. Cet ouvert U apparâıt naturellement lorsqu’on s’intéresse
à la finitude de NU,H(B) : pour toute hauteur H comme ci-dessus, on a

∀B ∈ R*
+, NU,H(B) < +∞.

Considérons σ la face fermée minimale de C1
eff(V ) contenant ag(L)[L] − [ω−1V ]. Pour

tout L′ de σ, quitte à remplacer L′ par L′⊗n, on dispose d’un morphisme φL′ : U →
P(Γ(V, L′)∨). Soit L0 ∈ σ de sorte que la fibre générique soit de dimension minimale.
Pour plusieurs exemples, les variétés faiblement accumulatrices relativement à L sont
alors les fibres de φL0 si le morphisme associé n’est pas constant. Toutefois cette pre-
mière approche se révèle insuffisante. Ainsi, pour L = ω−1V le complémentaire des
variétés faiblement accumulatrices devrait être un ouvert. Nous verrons que, vraisem-
blablement, ce n’est pas toujours le cas. Une analyse plus fine et plus approfondie des
fibrations intervenant dans le comportement asymptotique se trouve dans [BT5].

4. UNE LISTE DE RÉSULTATS

Il est maintenant temps de donner une liste de cas pour lesquels la formule (F) a
été démontrée.
• La formule (F) est compatible avec le produit de variétés au sens suivant : si H1

et H2 sont deux hauteurs d’Arakelov relatives à des fibrés L1 et L2 sur de bonnes
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variétés V1 et V2 vérifiant les hypothèses 3.14 et s’il existe des ouverts Ui de Vi tels
que

NUi,Hi(B) = CiB
agVi

(Li)(logB)b
g
Vi
(Li)−1 +O(BagVi

(Li)(logB)b
g
Vi
(Li)−2),

alors une formule analogue vaut pour le produit U1 ×U2 et la hauteur H donnée par
H(x, y) = H1(x)H2(y) (Franke, Manin et Tschinkel [FMT, §1]).
• (F) est compatible avec les résultats de la méthode du cercle pour les intersections

complètes lisses dansPN
Q. En particulier, si V est une intersection complète lisse définie

par m équations de même degré d en N + 1 variables de sorte que

N > 2d−1m(m+ 1)(d− 1)

et si V (Qv) �= ∅ pour toute place v de Q, alors (F) est vérifiée pour tout ouvert U
de V (Birch [Bir], cf. également [Va] pour la méthode du cercle ; Franke, Manin et
Tschinkel [FMT, §1]).
• (F) est vérifiée pour les variétés de drapeaux généralisés, c’est-à-dire pour les

quotients G/P où G est un groupe algébrique linéaire et P un K-sous-groupe para-
bolique de G (Franke, Manin et Tschinkel [FMT, §2]). Dans ce cas, tout ouvert dense
U convient également.
• (F) a été démontrée pour les variétés toriques projectives et lisses, c’est-à-dire

pour les compactifications équivariantes lisses de tores, en prenant comme ouvert U
l’orbite ouverte dans V (Batyrev et Tschinkel [BT1], [BT4] et [BT2]).
• (F) est vraie pour certaines fibrations en variétés toriques au-dessus de variétés

de drapeaux généralisés (Strauch et Tschinkel [ST1] et [ST2]). L’ouvert U est obtenu
dans ce cas en considérant l’orbite ouverte dans chaque fibre.
• (F) est valide pour les compactifications équivariantes lisses d’espaces affines,

l’ouvert U étant l’orbite ouverte dans V (Chambert-Loir et Tschinkel [CLT1], [CLT2]
et [CLT3]).
• (F) est vérifiée par la surface obtenue en éclatant quatre points rationnels en

position générale sur P2
Q, U étant donné comme complémentaire des diviseurs excep-

tionnels (Salberger, la Bretèche [Bre1]).

5. QUELQUES OUTILS DE DÉMONSTRATION

Il est difficile dans le cadre de cet exposé de décrire en détail la panoplie des mé-
thodes très variées qui ont été utilisées pour montrer les résultats précédents. Nous
nous contenterons de donner quelques idées de preuves illustrant deux types d’ap-
proches : la première est basée sur des techniques d’analyse harmonique et s’avère
fructueuse pour des compactifications d’espaces homogènes ou des variétés apparen-
tées ; la seconde, que nous évoquerons sans la détailler, utilise les torseurs universels
introduits par Colliot-Thélène et Sansuc [CTS].
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5.1. Les séries d’Eisenstein

Soit V une variété de drapeaux généralisés de la forme V = G/P , avec G semi-
simple simplement connexe et P sous-groupe parabolique de G. Le groupe de Picard
de V est alors isomorphe au groupe X∗(P )K des caractères de P sur K c’est-à-dire au
groupe des K-morphismes de P dans Gm,K . Soit P0 un K-sous-groupe parabolique
minimal de G contenu dans P et A0 un tore déployé maximal de G contenu dans
P0. On a une injection de X∗(P )K dans X∗(A0)K . Par l’isomorphisme ci-dessus ω−1V

correspond à la somme des racines de A0 comptées avec des multiplicités égales à la
dimension de leur espace propre dans l’algèbre de Lie du radical de P .

Pour certaines hauteurs H , la série zêta des hauteurs

ζV,H(s) =
∑

x∈V (K)

1
H(x)s

est une série d’Eisenstein relative à P à laquelle on peut appliquer les travaux de
Langlands ([Lan], [Go] et [MW]).

De manière plus précise, donnons-nous une base du groupe de Picard de V et pour
chaque élément de cette base donnons-nous une hauteur d’Arakelov relative à cet
élément qui soit du type ci-dessus. Cela nous fournit un accouplement

Pic(V )⊗Z C× V (K) → C
(L, x) $→ H(L, x),

qui est l’exponentielle d’une fonction linéaire en la première variable et redonne,
pour les éléments de la base, les hauteurs choisies. On considère alors pour tout s
de PicV ⊗Z C la série ζV,H(s) =

∑
x∈V (K) H(−s, x). La conjecture 3.12 est donc

équivalente à l’assertion que cette série converge sur l’intérieur du domaine ω−1V +
C1
eff(V ) + iPic(V )⊗R.
Les résultats de Langlands impliquent cette convergence et montrent en outre que

les séries d’Eisenstein s’étendent en des fonctions méromorphes (cf. [Lan, Lemme
4.1] et [MW, § II.1.5, § IV.1.8]). Il reste donc essentiellement à déterminer la nature
des pôles au voisinage de ω−1V + iPic(V ) ⊗ R. On utilise pour cela les équations
fonctionnelles satisfaites par les séries d’Eisenstein relatives à P0 qui font intervenir
des fonctions

c(w, ·) : X∗(A0)⊗Z C→ C,
où w appartient au groupe de Weyl relatif WK (cf., par exemple, [MW, § IV.1.10]).
Ces fonctions c(w, ·), qui sont définies à l’aide d’intégrales, ont des prolongements
méromorphes [Lan, §4] et vérifient

c(wv, λ) = c(w, vλ)c(v, λ).

La nature des pôles des séries d’Eisenstein relatives à P0 est déterminée par les pôles
de c(w, ·). En décomposant w de manière minimale en les générateurs sα donnés par
la base du système de racines correspondant à P0, les pôles de c(w, ·) se déduisent des
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pôles de c(sα, ·), ce qui permet de se ramener au cas d’un groupe de rang relatif 1,
pour lequel la méthode utilisée pour SL2 s’applique (cf. [Lan, §7]) : c(sα, ·) a au plus
un pôle le long d’un hyperplan au voisinage du point qui nous intéresse. Cela donne la
nature des pôles des séries d’Eisenstein relatives à P0. Pour terminer la démonstration,
on exprime les séries relatives à P comme résidus de celles relatives à P0.

Le cas où G = GLn,Q avait été considéré par Schmidt [Sch], et son résultat a été
par la suite étendu au cas de G = GLn,K par Thunder [Th].

5.2. Formule de Poisson et compactifications équivariantes

Passons au cas des variétés toriques projectives et lisses. Là encore, il nous faut
d’abord décrire le groupe de Picard. Soit V une variété torique, compactification
équivariante lisse d’un tore algébrique T . Soit D(V ) le Z-module libre sur les diviseurs
irréductibles équivariants de V . On notera (Di)1�i�r ces diviseurs. On a alors une suite
exacte

0→ X∗(T )→ D(V ) π−→ Pic(V )→ 0,

le cône effectif dans Pic(V ) est engendré par les images des Di et ω−1V cöıncide avec
π(
∑r

i=1Di). La description de Pic(V ) et C1
eff(V ) s’obtient en considérant les invariants

sous l’action du groupe de Galois.

Le groupe de Galois agit sur la famille des diviseurs Di et on note O1, . . . , Om les
orbites de cette action. Pour chaque orbite, on se donne une métrique adélique sur le
faisceau correspondant à

∑
D∈Oi

D et on obtient un accouplement

D(V )⊗Z C× V (K) → C
(L, x) $→ H(L, x),

où D(V ) désigne les invariants de D(V ) sous l’action de Galois.

Soit s = (s1, . . . , sm) ∈ D(V ). Dans un premier temps Batyrev et Tschinkel
montrent que la série ζT,H(s) =

∑
x∈T (K) H(−s, x) converge lorsque Re(si) > 1.

Il reste donc à déterminer la nature des pôles de la série.

On utilise pour cela la formule de Poisson suivante : on fixe temporairement s =
(s1, . . . , sm) ∈ D(V ) avec Re(si) > 1 et on pose H = H(s, ·). Soit T (AK) le groupe
des adèles de T , produit restreint des T (Kv). En écrivant H sous la forme

∀x ∈ T (K), H(x) =
∏

v∈MK

Hv(x),

où Hv : T (Kv) → R, on peut étendre H à T (AK). Soit dx une mesure de Haar sur
T (AK). D’un point de vue formel, on souhaite écrire

ζT,H(s) =
∑

x∈T (K)

H(x)−s =
∫
χ∈(T (AK)/T (K))∨

Ĥ(χ)dχ ,
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où (T (AK)/T (K))∨ désigne le groupe des caractères topologiques de T (AK) triviaux
sur T (K), dχ la mesure duale de la mesure dx et Ĥ la transformée de Fourier de H
donnée par la formule

Ĥ(χ) =
∫
T (AK)

Hv(x)χ(x)dx .

Cette formule de Poisson a un sens à condition que les fonctions H et Ĥ soient
L1. Pour H cela résulte de ce qui précède. D’un autre côté Ĥ s’exprime comme
produit de termes locaux qui, en dehors de quelques mauvaises places, peuvent s’écrire
explicitement. Il suffit alors de majorer ces termes locaux en les mauvaises places et
en les places archimédiennes.

La dernière partie de la preuve consiste à décrire le terme principal de ζT,H en
utilisant notamment l’expression explicite des transformées de Fourier locales. On
utilise également à ce niveau des majorations uniformes de fonctions L de Hecke.
Pour terminer, un calcul de résidu itéré permet de passer au quotient dans la suite
exacte

0→ X∗(T )K ⊗Z C→ D(V )⊗Z C→ Pic(V )⊗Z C→ 0

au niveau duquel cette partie principale s’obtient en multipliant un produit eulérien
convergent par la fonction caractéristique du cône C1

eff(V ) définie par

∀ s ∈ PicV ⊗Z C, χC1
eff (V )

(s) =
∫
C1

eff (V )
∨
exp(−〈s, t〉)dt ,

où C1
eff(V )∨ est le cône dual de C1

eff(V ) :

C1
eff(V )∨ = { x ∈ (PicV ⊗Z R)∨ | ∀ y ∈ C1

eff(V ), 〈x, y〉 � 0 }.

Ceci donne la nature des pôles de la fonction zêta des hauteurs et un argument
taubérien permet de conclure.

Les méthodes employées par Chambert-Loir et Tschinkel pour les compactifications
d’espaces affines reposent également sur des formules de Poisson, mais de nature
additive, et des calculs explicites de transformée de Fourier locale.

Le résultat de Strauch et Tschinkel sur les fibrations en variétés toriques au-dessus
de variétés de drapeaux repose sur une combinaison des méthodes employées dans
chacun des deux cas. Les arguments de descente utilisés dans ce cas ont été généralisés
par Chambert-Loir et Tschinkel à des fibrations en variétés toriques plus générales
[CLT4], [CLT5].

Les résultats de Batyrev et Tschinkel ont été redémontrés dans le cas des variétés
toriques déployées sur Q par Salberger [Sa] avec une méthode totalement différente
basée sur le fait que le torseur universel sur V considéré par Colliot-Thélène et Sansuc
dans [CTS] est un ouvert d’un espace affine (cf. également [Del], [Co] et [MP]) et par
la Bretèche, avec un contrôle affiné du terme d’erreur [Bre2] (cf. également [CLT5]).
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5.3. Le cas de la surface de Del Pezzo de degré 5

Dans ce cas, Salberger avait obtenu une majoration de NU,H(B) du type souhaité.
La démonstration de la Bretèche, comme celle de Salberger, utilise la description du
torseur universel comme un ouvert du cône de Λ2K5 au-dessus de la grassmannienne
Gr(2, 5) (cf. également [Sk]). Ce cône peut être décrit par les équations de Plücker.
En utilisant ce fait, la Bretèche ramène la question initiale à un dénombrement de
décuplets (zi,j)1�i<j�5 vérifiant les équations de Plücker ainsi que des conditions de
primalité

pgcd(zi,j , zi,k) = 1 si j �= k.
Après une réduction supplémentaire utilisant le groupe d’automorphismes de la va-
riété, la Bretèche montre l’estimation souhaitée grâce à des techniques fines de théorie
analytique des nombres.

6. LE CONTRE-EXEMPLE DE BATYREV ET TSCHINKEL

Notation 6.1. — Soient n un entier strictement positif et l0, l1, l2, l3 ∈ Q[X0, . . . , Xn]
quatre formes linéaires linéairement indépendantes. On considère l’hypersurface V
dans le produit Pn ×P3 définie par l’équation

3∑
i=0

li(x)y3i = 0.

Théorème 6.2 (Batyrev et Tschinkel [BT3]). — La variété de Fano V est un
contre-exemple au principe 3.16.

L’idée de la démonstration est la suivante : par le théorème de Lefschetz, on a des
isomorphismes

Z⊕ Z −̃→ Pic(Pn ×P3) −̃→ Pic(V )

et donc, si H est une hauteur relative au fibré anticanonique sur V , on devrait obtenir
l’existence d’une extension finie K0 de K et d’un ouvert dense O tels que pour tout
K ′ ⊃ K0 on ait

NOK′ ,H(B) ∼ CK′B(logB).

Mais le faisceau anticanonique de V est donné par ω−1V = OV (n, 1). Autrement dit,
on peut prendre comme hauteur

H((x0 : . . . : xn), (y0 : y1 : y2 : y3)) = HPn((x0 : . . . : xn))nHP3((y0 : y1 : y2 : y3)).

D’un autre côté les fibres Vx de la projection pr1 sur la première composante sont des
surfaces cubiques lisses si

3∏
i=0

li(x0, . . . , xn) �= 0
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et la restriction de H à une telle fibre est, à une constante près, la restriction de la
hauteur HP3 . Or, pour tout x vérifiant la condition précédente

ω−1Vx
= OVx(1).

Le comportement espéré pour un ouvert d’une telle fibre est donc

CxB(logB)rg Pic(Vx)−1.

Mais tout ouvert dense de V rencontre une infinité de fibres pour lesquelles
rg Pic(Vx) > 2.

On peut en fait être plus précis : si K contient les racines cubiques de l’unité et si
li(x0 : . . . : xn) est un cube pour i = 0, 1, 2, 3, alors la fibre est une surface cubique
déployée contenant 27 droites rationnelles et peut être obtenue comme éclatement de
P2 en 6 points rationnels. Soit X l’éclaté de P2 en trois de ces points, on a donc une
factorisation

Vx
π−→X → P2

et en étendant une base de Γ(Vx, ω−1Vx
) en une base de Γ(X,ω−1X ), on obtient une

hauteur HX sur X relative à ω−1X telle que

∀ y ∈ Ux(K), HVx(y) � HX(π(y))

où Ux désigne le complémentaire des 27 droites dans Vx. Donc comme la conjecture
est montrée pour X , pour tout ouvert dense U de Vx, on a

NU,H(B) � Nπ(U),HX
(B) � CB(logB)3.

L’ensemble des points (x0 : . . . : xn) tels que les li(x0, . . . , xn) soient des cubes est
Zariski dense dans Pn. Donc pour tout ouvert U de V , on a

NU,H(B) � CB(logB)3

en contradiction avec la formule attendue.
Plusieurs directions s’offrent pour modifier les conjectures de Manin afin de prendre

en compte ce contre-exemple. Tout d’abord il est raisonnable d’espérer que chacune
des fibres de pr1 dont le rang du groupe de Picard est maximal soit faiblement ac-
cumulatrice. Une première solution consiste donc à rajouter l’hypothèse arithmétique
peu pratique que pour toute hauteur relative au faisceau anticanonique, le complé-
mentaire des sous-variétés faiblement accumulatrices forme un ouvert de Zariski de la
variété. Les exemples du §4 vérifient une telle propriété.

Une deuxième direction est de noter que pr1 est une des fibrations associées aux
arêtes de C1

eff(V ). Une idée est donc de raisonner par récurrence sur la dimension en
utilisant des fibrations successives. Une telle démarche est notamment explorée dans
[BT5].

Une troisième direction serait de noter que les points rationnels des fibres ayant un
groupe de Picard non réduit à Z constituent un ensemble mince en un sens analogue
à celui du §2. Le terme dominant du comportement asymptotique reflèterait donc la
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géométrie du revêtement X . Cet ensemble ne contenant pas tous les points rationnels,
une question naturelle, qui s’inscrit dans la démarche des conjectures de Manin, serait
de se demander quel est le nombre de points de hauteur bornée sur le complémentaire
de cet ensemble. Si celui-ci se révélait être du type attendu, il faudrait déterminer de
manière systématique comment décrire ces ensembles minces accumulateurs.

Seule l’étude de nouveaux exemples permettra de dire laquelle de ces directions est
la plus fructueuse.

7. AUTRES DÉVELOPPEMENTS

D’autres exemples sont actuellement étudiés : notamment Shalika, Takloo-Bighash
et Tschinkel se penchent sur des compactifications lisses de formes intérieures de
groupes semi-simples de type adjoint.

D’importants progrès ont été réalisés pour les surfaces cubiques pour lesquelles dif-
férentes majorations ont été obtenues (cf. Heath-Brown [HB] et Broberg [Bro]) ainsi
que des minorations (Slater et Swinnerton-Dyer [SS-D]).

Plusieurs auteurs, dont l’orateur [Pe], ont proposé une formule empirique pour
décrire la constante C intervenant dans le comportement asymptotique. Cette formule,
dans le cas d’une hauteur relative au faisceau anticanonique, s’exprime en termes
d’une mesure de Tamagawa sur l’espace des adèles faisant intervenir les métriques
locales. Cette formule est vérifiée pour au moins un choix des métriques sur le faisceau
anticanonique dans les cas décrits au paragraphe 4. Nous renvoyons à [BT5] pour une
description de cette interprétation dans le cas général.

Il est également possible de considérer un analogue géométrique de ces conjectures
pour les variétés sur un corps global de caractéristique finie (cf. [BM, §3.13]). Quelques
résultats ont été obtenus dans cette direction notamment pour les variétés de drapeaux
et certaines variétés toriques [Bo]. Cet analogue pourrait permettre de mieux cerner
les conditions géométriques exactes pour lesquelles la formule (F) peut être valide.

En conclusion, ce sujet est encore en pleine éclosion, riche en questions ouvertes à
la fois arithmétiques et géométriques, où les conjectures de Manin se sont révélées un
fil conducteur très efficace.

Remerciements. — Je remercie chaleureusement tous ceux qui ont accepté de relire
ce texte dans un délai très bref et, en particulier, L. Bonavero, R. de la Bretèche,
A. Chambert-Loir, J.-L. Colliot-Thélène, D. Harari, G. Rémond et Y. Tschinkel.

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2002



342 E. PEYRE
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(2001), 315–331.

[Bro] N. Broberg – Rational points on cubic surfaces, Rational points on alge-
braic varieties, Progress in Math., vol. 199, Birkhäuser, Basel, 2001, 13–35.
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ASTÉRISQUE 282



(891) POINTS DE HAUTEUR BORNÉE ET GÉOMÉTRIE DES VARIÉTÉS 343
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Société Mathématique de France, 1995, p. 115–144.

[HB] D.R. Heath-Brown – Counting rational points on cubic surfaces, Nombre
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khäuser, Basel, 1994.
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[Né2] , Quasi-fonctions et hauteurs sur les variétés abéliennes, Ann. of
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surfaces, I, Nombre et répartition de points de hauteur bornée, Astérisque,
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GÉOMÉTRIE NON COMMUTATIVE, OPÉRATEUR
DE SIGNATURE TRANSVERSE ET ALGÈBRES DE HOPF

[d’après A. Connes et H. Moscovici]

par Georges SKANDALIS

L’un des thèmes de la géométrie non commutative (cf. [13, 27]) est de transposer
les outils de la géométrie à des algèbres non commutatives naturelles, qui peuvent
être considérées comme algèbres de fonctions sur des « variétés non commutatives ».
L’exemple de base, qui guide les travaux dans le domaine depuis une vingtaine d’an-
nées, est celui de la « variété non commutative » V/F , espace des feuilles d’un feuille-
tage F sur une variété V . En se plaçant sur une transversale (ouverte) M , on est
amené à considérer le produit croisé de l’algèbre C∞c (M) des fonctions de classe C∞

à support compact sur M par un (pseudo-)groupe de difféomorphismes.
Plaçons-nous donc dans le cas d’un groupe dénombrable Γ de difféomorphismes

d’une variétéM de dimension n de classe C∞. Le but du travail de Connes-Moscovici
dont il est question dans ce rapport est d’établir un théorème de l’indice dans ce
cadre. Le premier problème que l’on rencontre est que, dans le cas général, il n’y
a pas de métrique sur M invariante par Γ, de sorte qu’il n’existe aucun opérateur
différentiel elliptique dont le symbole principal soit invariant par Γ. Pour cela, les
auteurs se placent dans l’espace P des métriques sur M , c’est-à-dire l’ensemble des
repères du fibré tangent, quotienté par l’action de O(n). Ils arrivent alors à construire
un opérateur pseudodifférentiel D hypoelliptique qui est « presque invariant » par tous
les difféomorphismes de M .

La formule d’indice de ces opérateurs est un cocycle cyclique ϕ sur le produit croisé
C∞c (P ) � Γ. On peut donner une formule de l’indice construite à l’aide de la trace
d’opérateurs. Cependant, celle-ci ne dépendra pas seulement du symbole (total) de D
et sera donc peu calculable car non locale. Pour remédier à cela, les auteurs démontrent
une formule de l’indice locale, qui est basée sur des résidus de Wodzicki (généralisés).
Cette formule s’écrit en termes de résidus de prolongements méromorphes de fonctions
de la forme z $→ Tr(b|D|−z) ; elle se généralise dans un cadre abstrait, donnant une
formule « locale » utile dans de nombreux cadres.

À ce stade, on n’est pas encore au bout de nos peines... La formule de l’indice
ainsi obtenue comporte un nombre énorme de termes : même dans le cas où M est
de dimension 1 (pour les feuilletages de codimension 1), cette formule donne lieu
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à un millier de termes — dont la plupart ont une contribution nulle et qu’il faut
absolument savoir supprimer pour pouvoir passer en dimension n arbitraire. Pour cela,
Connes et Moscovici introduisent une algèbre de Hopf Hn non commutative et non
cocommutative de « champs de vecteurs transverses » surRn qui joue le rôle de groupe
(quantique) de symétries de la situation. Cela permet de simplifier a priori les calculs.
Mieux : ils construisent une cohomologie cyclique HC∗Hopf(Hn) d’algèbre de Hopf de
Hn et un cocycle universel Φ ∈ HC∗Hopf(Hn) ; ils montrent que la formule d’indice (le
cocycle cyclique ϕ) provient du cocycle Φ à l’aide d’une application « classifiante »

HC∗Hopf(Hn)→ HC∗(C∞c (P )� Γ).

De plus, ils montrent que la cohomologie cyclique HC∗Hopf(Hn) est canoniquement
isomorphe à la cohomologie de Gel’fand-Fuchs H∗(WO(n)) (1). Enfin, ils calculent la
classe de Φ dans la cohomologie de Gel’fand-Fuchs.

Pour faire agir l’algèbre de Hopf Hn, on doit d’abord choisir un recouvrement de
notre transversale M par des ouverts de Rn. On peut en fait court-circuiter cette
étape en construisant une nouvelle algèbre de Hopf HM , qui est plutôt un objet genre
« groupöıde quantique » permettant de définir l’application classifiante en termes d’une
connexion affine (sans torsion) quelconque.

Nous commençons cet exposé par quelques rappels, notamment sur la cohomologie
cyclique, la K-homologie et le résidu de Wodzicki. Nous expliquons ensuite la for-
mule d’indice locale abstraite. Puis, nous discutons la construction de l’opérateur de
signature transverse, et plus généralement d’un calcul pseudodifférentiel « invariant
par difféomorphismes ». Dans la dernière section, nous donnons la construction de
l’algèbre de Hopf Hn et expliquons comment on peut en déduire le calcul du cocycle
cyclique donné par la formule d’indice locale appliquée à l’opérateur de signature
transverse.

Je remercie Alain Connes et Henri Moscovici ainsi que Saad Baaj pour leur aide et
leurs conseils durant la préparation de ce rapport et pour leur lecture attentive d’une
version préliminaire du manuscrit.

1. PRÉLIMINAIRES

1.1. Puissances complexes des opérateurs pseudodifférentiels. Résidu de
Wodzicki (cf. [39], [44], [32])

Soit M une variété compacte de classe C∞ de dimension n. Soit P un opérateur
(pseudo)différentiel elliptique « classique » d’ordre m > 0. On suppose que P est
injectif et positif (en tant qu’opérateur non borné dans L2). L’opérateur P s pour

(1)Plus précisément, elle est égale à une variante H∗(WSO(n)).
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s ∈ C est le prototype d’un opérateur pseudodifférentiel d’ordre complexe ms. Si
Q est un autre opérateur pseudodifférentiel « classique » d’ordre k, la fonction s $→
m−1Tr(QP−s), définie si la partie réelle de s est assez grande (si mRe(s) > k + n),
admet un prolongement méromorphe sur C avec des pôles au plus simples aux points
k+n−P/m, où P ∈ N. Le résidu resQ en s = 0 de cette fonction ne dépend pas du choix
de P . C’est le résidu de Wodzicki de Q. Celui-ci peut être donné par une « formule
locale » resQ =

∫
M sQ où sQ est une densité sur M qui se calcule à l’aide du symbole

(total) de Q : pour x ∈M , sQ(x) est l’intégrale sur la sphère de l’espace cotangent en
x du symbole d’ordre −n de Q (dans n’importe quelle carte deM). De plus, ce résidu
est une trace : si P,Q sont des opérateurs pseudodifférentiels, on a resPQ = resQP .
C’est d’ailleurs l’unique trace sur l’algèbre des opérateurs pseudodifférentiels sur M .

1.2. Cohomologie cyclique (cf. [10], [42], [13], [7])

Soit A une algèbre sur C (associative et unifère). Considérons l’espace des formes
multilinéaires An+1 → C comme l’espace Cn(A,A∗) des n-cochâınes sur le (A,A)-
bimodule A∗. Le bord b de Hochschild s’écrit donc

(bϕ)(a0, a1, . . . , an, an+1) =
n∑

k=0

(−1)kϕ(a0, . . . , akak+1, . . . , an+1)

+ (−1)n+1ϕ(an+1a0, a1, . . . , an).

Pour ϕ ∈ Cn(A,A∗), on note ϕλ = λ(ϕ) ∈ Cn(A,A∗) la forme donnée par

ϕλ(a0, a1, . . . , an) = (−1)nϕ(a1, . . . , an, a0).

On note Cn
λ (A) le sous-espace de Cn(A,A∗) formé par les formes cycliques, i.e. telles

que ϕλ = ϕ. On vérifie facilement que b
(
Cn
λ (A)

)
⊂ Cn+1

λ (A). La cohomologie cyclique
de A est la cohomologie du complexe

· · · b−→Cn
λ (A) b−→Cn+1

λ (A) b−→· · ·

Soient ϕ ∈ C2n(A,A∗) un cocycle cyclique et e ∈ A un idempotent. On peut vérifier
que la quantité ϕ(e, e, . . . , e) ne dépend que de la classe de ϕ dans la cohomologie
cyclique HC2n(A) de A et de celle de e dans la K-théorie de A. On obtient ainsi un
accouplement entre la cohomologie cyclique de A et sa K-théorie.

La cohomologie cyclique de A est aussi la cohomologie du bicomplexe sui-
vant : (Cp,q , b, B)p,q∈N; q�p où l’on pose Cp,q = Cp−q(A,A∗) et B : Cn(A,A∗) →
Cn−1(A,A∗) est l’application A ◦ t ◦D où

D = id− λ : Cn(A,A∗)→ Cn(A,A∗), A =
n−1∑
k=0

λk : Cn−1(A,A∗)→ Cn−1(A,A∗)

et (tϕ)(a0, a1, . . . , an−1) = ϕ(1, a0, a1, . . . , an−1).

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2002



348 G. SKANDALIS

Un n-cocycle C dans ce bicomplexe est donc une suite ϕn−2j pour 0 � j � [n/2],
où pour tout j, Bϕn−2j = −bϕn−2j−2. Si n est pair, l’accouplement de C avec un
idempotent e est

〈C|e〉 =
n/2∑
j=0

(−1)j
(2j)!
j!

ϕ2j
(
e− 1

2 , e, . . . , e
)
.

La cohomologie cyclique périodique HC∗per(A) de A est la cohomologie du bicom-
plexe (Cp,q, b, B)p,q∈Z; q�p qui est évidemment périodique de période 2. L’accouple-
ment de HC∗(A) avec la K-théorie de A se factorise par l’homomorphisme naturel
HC∗(A)→ HC∗per(A).

1.3. K-homologie ; cycles p-sommables (cf. [1, 6, 31, 10])

Le point de départ de la géométrie non commutative est la K-homologie décrite en
termes d’opérateurs pseudodifférentiels abstraits par Atiyah [1] et développée ensuite
par Brown-Douglas-Fillmore en termes d’extensions de C∗-algèbres ([6]) et surtout
par Kasparov ([31]).

Rappelons que les cycles de la K-homologie d’une C∗-algèbre A sont donnés par
un couple (π+, π−) de représentations de A dans des espaces de Hilbert (H+, H−) et
un opérateur de Fredholm T : H+ → H− qui entrelace les représentations π± aux
opérateurs compacts près, i.e. tel que, pour tout a ∈ A, on ait π−(a)T − Tπ+(a) ∈
K(H+, H−). Ce cycle (H±, π±, T ) définit un homomorphisme ψ de K0(A) dans Z
de la façon suivante : si e ∈ A est un idempotent, l’opérateur Te = π−(e)Tπ+(e)
de π+(e)H dans π−(e)H est de Fredholm ; on pose ψ([e]) = ind(Te). Si e est un
idempotent de Mn(A), on se ramène au cas précédent en remplaçant H± par Hn

±
muni de la représentation naturelle de Mn(A).

On a souvent besoin de supposer que T est lui-même inversible, ce qui est possible
quitte à changer H± par des espaces de dimension finie (et à renoncer à la condition
π±(1) = 1). À l’aide du calcul fonctionnel, on peut aussi se ramener au cas où T est
unitaire (i.e. satisfait T−1 = T ∗).

Il est commode d’adopter des notations Z/2Z-graduées : on considère l’espace
H = H+ ⊕H−, la représentation π : a $→

(
π+(a) 0
0 π−(a)

)
et l’opérateur F =

(
0 T

T−1 0

)
.

Dans ces notations, les cycles sont donc des triplets (H,π, F ), où H est un espace
hilbertien Z/2Z-gradué, π : A → L(H) est une représentation telle que, pour tout
a ∈ A, l’opérateur π(a) est de degré 0 pour la graduation (i.e. préserve la graduation),
F ∈ L(H) est de degré 1 pour la graduation, F 2 = 1 et, pour tout a ∈ A, on a
[π(a), F ] ∈ K(H). On identifie en général A avec son image par l’homomorphisme π.

Une première observation faite par Connes au début des années 1980 est que, pour
un idempotent e ∈ A, si on suppose que [F, e] soit dans une classe de Schatten Lp(H)
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(i.e. que l’opérateur |[F, e]|p soit à trace), on peut écrire l’indice de Te comme une
trace

(1) ind(Te) = Tr(γe[F, e]2k),

où γ est l’opérateur de graduation γ =
(
1 0
0 −1
)

et k ∈ N satisfait 2k � p. Cette
formule s’écrit aussi ind(Te) = ϕ(e, e, e, . . . , e), où ϕ est la forme 2k + 1 linéaire sur
la sous-algèbre A = {a ∈ A; [F, a] ∈ Lp(H)} de A donnée par ϕ(a0, a1, . . . , a2k) =
Tr(γa0[F, a1] · · · [F, a2k]). Il est facile de voir que ϕ est un cocycle cyclique. C’est en
analysant les propriétés de ϕ qui permettent de lui associer un homomorphisme de la
K-théorie de A vers C que Connes a été conduit à construire la cohomologie cyclique.

En général, la sous-algèbre A est distincte de A. On dit que le cycle (H,F ) est
p-sommable si A est dense dans A. Dans ce cas, la K-théorie de A est égale à celle
de A.

L’exemple commutatif de base d’un cycle p-sommable est le suivant :

– A = C(M) est l’ensemble des fonctions continues sur une variété M compacte
de classe C∞.

– H est l’espace de Hilbert des sections L2 d’un fibré et F est un opérateur pseudo-
différentiel « classique » elliptique d’ordre 0.

Dans ce cas, pour f ∈ C(M) de classe C∞, le commutateur [f, F ] est pseudo-
différentiel, d’ordre 0 et son symbole principal est nul : il est donc d’ordre −1. Or tout
opérateur d’ordre < −n (où n est la dimension de M) est à trace ; on en déduit que
[f, F ] ∈ Lp(H) pour tout p > n. Le cycle (H,F ) est donc p-sommable.

Il n’est pas vrai que toute classe de K-homologie peut être représentée par un cycle
p-sommable. La cohomologie cyclique entière de [12] permet de donner une formule de
l’indice sous forme d’une série convergente pour des cycles plus généraux (voir aussi
[29]).

2. FORMULE DE L’INDICE LOCALE (cf. [19])

Il peut être utile de donner une autre formule de l’indice que la formule (1) ci-
dessus. Dans l’exemple d’un opérateur pseudodifférentiel, celle-ci comporte plusieurs
inconvénients :

(1) Les opérateurs que l’on rencontre le plus naturellement en relation avec les pro-
blèmes d’indice (opérateur de signature, opérateur de Dirac, opérateur ∂,...) sont des
opérateurs différentiels d’ordre 1. On peut évidemment les rendre d’ordre 0 par calcul
fonctionnel, mais ce passage ajoute des difficultés de calcul. De plus, si l’opérateur
pseudodifférentiel obtenu est d’ordre 0, donc borné, il a l’inconvénient de ne plus être
différentiel - et cela rend plusieurs calculs plus difficiles.
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(2) Cette formule invoque la trace des opérateurs : le cocycle cyclique ϕ est donc
sensible à un changement de F en F ′ avec F − F ′ régularisant — alors que sa classe
dans la cohomologie cyclique ne l’est pas. En d’autres termes, cette formule ne dépend
pas que du symbole total de F : elle n’est pas locale.

C’est pour ces raisons que Connes et Moscovici ont donné une formule pour ce
cocycle qui, bien que plus compliquée a priori, est locale. Celle-ci se place dans un
cadre abstrait, modelé sur les opérateurs différentiels ou pseudodifférentiels sur une
variété.

Définition 1 (cf. [14]). — Un triplet spectral est un triplet (H,A, D) où

– H est un espace hilbertien Z/2Z-gradué,
– A est une sous-algèbre involutive de l’algèbre L(H)(0) des opérateurs continus de

H dans H préservant la graduation,
– D est un opérateur auto-adjoint (non borné) injectif de degré 1 pour la gradua-

tion, tels que :

(1) l’algèbre A est contenue dans le domaine de la dérivation non bornée
x $→ [D,x] (définie sur une sous-algèbre de L(H)), ainsi que de tous les itérés
de la dérivation non bornée x $→ [|D|, x] ;

(2) l’opérateur |D|−1 appartient à une classe de Schatten ;
(3) pour tout P dans la plus petite sous-algèbre de L(H) contenant A, les

éléments de la forme [D, a] avec a ∈ A, l’opérateur de graduation γ, et stable
par commutateur avec |D|, la fonction z $→ Tr(P |D|−z) admet un prolongement
holomorphe en dehors d’un sous-ensemble S de C appelé spectre de dimension
du triplet spectral (en général S est une partie discrète de C).

On dit de plus que le spectre de dimension est simple si tous les pôles apparaissant
dans ces formules sont simples.

La condition 1 ci-dessus dit que :

– tout a ∈ A laisse le domaine de D invariant et l’application x $→ Dax − aDx,
définie pour x ∈ H dans le domaine de D, se prolonge par continuité sur tout H ;

– pour tout a ∈ A, l’application t $→ eit|D|ae−it|D| est de classe C∞ (en norme) de
R dans L(H).

Si A n’est pas unifère, on remplace la condition (2) par la condition :

(2′) il existe p ∈ R∗+ tel que, pour tout a ∈ A, l’opérateur a|D|−p soit à trace.

Les conditions ci-dessus sont exactement modelées sur celles satisfaites par un
opérateur (pseudo) différentiel elliptique d’ordre 1 sur une variété compacte. Elles
sont aussi satisfaites dans des cadres plus singuliers, comme les opérateurs de Fuchs
sur les variétés avec singularités coniques (cf. [5, 35, 36]).

Soit (H,A, D) un triplet spectral. On peut définir les espaces de Sobolev pour D
(pour s � 0, Hs est le domaine de |D|s ; pour s � 0, Hs est le complété de H pour la
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norme x $→ ‖x‖s = ‖(|D|sx)‖). Notons H∞ le domaine C∞ de D, c’est-à-dire l’inter-
section de tous les espaces de Sobolev et H−∞ la réunion de tous les Hs. Remarquons
que, par la condition 1, tout élément de A préserve chaque Hs. Enfin, notons P l’al-
gèbre des « opérateurs pseudodifférentiels », c’est-à-dire l’algèbre engendrée par A, D

et |D|−1. Elle opère naturellement sur H−∞ et laisse H∞ invariant.
Pour a ∈ P on pose δ(a) = [D2, a] et, pour i ∈ N, on note a(i) = δi(a).

Pour P ∈ P, notons
∫
−P le résidu en 0 de la fonction méromorphe qui, pour Re s

assez grand, vaut Tr(γP |D|−s).

Théorème 1. — Soit (H,A, D) un triplet spectral. On suppose que le spectre de di-
mension est discret et simple.

a) Pour a ∈ A, notons ϕ0(a) le résidu en 0 de la fonction z $→ z−1Tr(γa|D|−z).
Pour n ∈ N non nul, posons

ϕn(a0, a1, . . . , an) =
∑
k∈Nn

cn,k

∫
− a0[D, a1](k1) · · · [D, an](kn)|D|−n−2|k|

où on a posé |k| =
∑

j kj et

cn,k =
(−1)|k| 2 Γ

(
|k|+ n

2

)
k! (k1 + 1)(k1 + k2 + 2) · · · (k1 + · · ·+ kn + n)

·

La famille ϕ = (ϕ2p)p∈N est un cocycle dans le bicomplexe (b, B).

Notons F = D|D|−1 la phase de D.
b) La classe de ϕ dans le bicomplexe (b, B) cöıncide avec celle du cocycle cyclique

(a0, a1, . . . , an) $→ Tr(γa0[F, a1] · · · [F, an]).

Quelques commentaires sur cette formule :

– Pour tout n ∈ N et tout k ∈ Nn, l’opérateur a0[D, a1](k1) · · · [D, an](kn)|D|−|k|
est borné. Donc si n+ |k| � p, l’opérateur a0[D, a1](k1) · · · [D, an](kn)|D|−n−2|k| est à

trace, donc le résidu
∫
− a0[D, a1](k1) · · · [D, an](kn)|D|−n−2|k| est nul. La formule d’in-

dice comporte donc un nombre fini de termes.
– On a supposé que D est exactement inversible. Dans la pratique, il arrive que

l’opérateur dont on part ne soit pas exactement inversible, mais possède un noyau de
dimension finie. Dans ce cas, on interprète |D|−s comme étant nul sur le noyau de D.
Avec cette convention, tous les termes de la formule restent inchangés - il faut juste
ajouter à la forme ϕ0 un terme a $→ Tr(γap) où p est le projecteur sur kerD.

– Dans tous les exemples naturels construits jusqu’ici, le spectre de dimension est
simple. On peut généraliser cette formule au cas où le spectre de dimension n’est pas
simple : on doit juste réinterpréter les termes en changeant

Γ
(
|k|+ n

2

) ∫
− a0[D, a1](k1) · · · [D, an](kn)|D|−n−2|k|
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en le résidu en s = |k|+ n
2 de la fonction

z $→ Γ(z) Tr
(
γa0[D, a1](k1) · · · [D, an](kn)|D|−2z

)
ce qui donne une somme de termes faisant apparâıtre des dérivées de la fonction Γ,
donc des valeurs de la fonction ζ. On aurait pu espérer utiliser ces formules et l’intégra-
lité de l’indice pour obtenir des équations algébriques invoquant ζ(2k+1). Cependant
on peut utiliser un procédé de « renormalisation » et remplacer, sans changer la classe
de cohomologie, tous ces termes par des termes rationnels (cf. [19]).

3. L’OPÉRATEUR DE SIGNATURE DIFF-INVARIANT (cf. [19])

Soit (V, F ) une variété feuilletée. Le fibré transverse n’a pas toujours de structure
hermitienne invariante par holonomie : en général il n’existe donc pas d’opérateur
pseudodifférentiel transversalement elliptique d’ordre �= 0 dont le symbole principal
soit invariant par holonomie. Une façon équivalente de poser le problème, en se plaçant
sur une transversale M du feuilletage, est de construire un opérateur elliptique inva-
riant par un (pseudo-)groupe de difféomorphismes Γ de M . Un tel opérateur n’existe
pas en général : le groupe des difféomorphismes qui fixent le symbole principal d’un
tel opérateur doit fixer une métrique.

La solution de ce problème s’obtient par l’introduction du fibré des métriques sur le
fibré tangent àM . Cette idée qui vient de [11] où elle a servi à construire des cocycles
cycliques « prolongeables à la C∗-algèbre du feuilletage », a été utilisée aussi dans [28]
pour construire des opérateurs pseudodifférentiels d’ordre 0 presque invariants.

Soit M une variété compacte orientée de dimension n. Notons R l’espace total du
fibré des repères positifs de M . Le groupe GL+(n) opère naturellement sur R et l’on
a M = R/GL+(n). Notons P = R/SO(n) l’espace des métriques sur M .

Soit Γ un groupe de difféomorphismes de M , préservant l’orientation ; il opère
naturellement sur R et sur P . Cette action préserve la fibration p : P → M ; le fibré
tangent TP de P contient donc un sous-fibré « vertical » L invariant par Γ. De plus,
le fibré L et le quotient TP/L possèdent tous deux des métriques Γ-invariantes : la
métrique de L provient d’une métrique GL+(n)-invariante sur GL+(n)/SO(n) ; le
fibré TP/L est isomorphe à p∗(TM) ; un point de P est une métrique sur ce fibré.

3.1. L’espace de Hilbert H et l’algèbre A

Dans l’opérateur de signature sur P que nous allons construire, nous distinguerons
les directions verticale (le long des fibres de la fibration P → M) et horizontale
(transverse à cette fibration). Cet opérateur ne va pas agir sur le fibré Λ(T ∗P ) des
formes sur P , mais plutôt sur le produit tensoriel p∗(Λ(T ∗M))⊗ΛL∗ de l’espace des
formes sur M avec l’algèbre extérieure sur le fibré dual de L. Notons que ce fibré est
hermitien, contrairement au fibré Λ(T ∗P ).
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Les fibrés p∗(Λ(T ∗M)) et ΛL∗ admettent des opérateurs de graduation γH et γV
donnés, comme pour l’opérateur de signature classique, par une opération ∗ définie
(à une phase près) par l’égalité 〈∗ω, ω′〉v = ω ∧ ω′ pour des formes réelles ω, ω′ où v
est la forme volume de norme 1 positive (on utilise l’orientation de ces fibrés).

L’espace de Hilbert H est l’espace des sections L2 de ce fibré, relativement à la
mesure Γ-invariante sur P donnée par la forme volume vV ⊗ vH . L’opérateur de
graduation de notre fibré, et donc de H, est γ = γH ⊗ γV .

L’algèbre A est le produit croisé C∞c (P )�Γ : elle est engendrée par les opérateurs
de la forme fUg, où

– f ∈ C∞c (P ) est une fonction C∞ à support compact sur l’espace total P vue
comme opérateur de multiplication sur H ;

– g ∈ Γ et g $→ Ug est la représentation unitaire naturelle de Γ dans H donnée par
une formule

(Ugω)(x) = g · ω(g−1x) (x ∈ P ).

La principale formule algébrique que satisfont ces opérateurs est Ugf = (g · f)Ug, où
g.f : x $→ f(g−1(x)).

3.2. Partie verticale de l’opérateur de signature

En un point x de M on considère l’opérateur de signature dV + d∗V sur la variété
Px = p−1(x), à coefficients dans le fibré trivial E = Λ(T ∗xM). L’opérateur ainsi obtenu
est différentiel, d’ordre 1 et Γ-invariant.

Notons que le fibré E est trivial mais que sa structure hermitienne n’est pas
constante ; donc l’opérateur d∗V + γdV γ n’est pas nul, mais est d’ordre 0. En ce sens,
l’opérateur dV + d∗V anticommute avec γ et est donc de degré 1 pour la graduation.

Pour une raison qui va apparâıtre ci-dessous, on a aussi besoin de considérer un
opérateur de signature vertical d’ordre 2 : on prend QV = d∗V dV −dV d∗V , qui anticom-
mute aussi avec γ et dont le symbole principal définit la même classe de K-théorie
que celui de dV + d∗V .

3.3. Partie horizontale de l’opérateur de signature

Cet opérateur s’écrit QH = dH +d∗H . Cependant, pour le construire, on doit choisir
une connexion, c’est-à-dire une section s : TP/L→ TP . À l’aide de celle-ci, on a un
isomorphisme T ∗P 	 L∗ ⊕ p∗(T ∗M), donc un isomorphisme

Λ(T ∗P ) 	 p∗(Λ(T ∗M))⊗ ΛL∗

dont on se sert pour construire dH . Notons que l’action de Γ ne laisse pas la section s
invariante. On en déduit que dH n’est pas Γ-invariant. Cependant, le symbole hori-
zontal de dH , c’est-à-dire la restriction de son symbole principal à p∗(Λ(T ∗M)) ⊂
T ∗P est invariant. En effet, le symbole principal de dH en un point (y, ξ) ∈ T ∗P
(y ∈ P, ξ ∈ T ∗yP ) est

ω1 ⊗ ω2 $→ (t(s ◦ p)(ξ) ∧ ω1)⊗ ω2
pour ω1 ∈ Λ(T ∗p(y)M) et ω2 ∈ Λ(L∗y).
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3.4. Le triplet spectral

On pose Q = QV + QH = (d∗V dV − dV d∗V ) + γV (dH + d∗H). On démontre que cet
opérateur est autoadjoint (ceci n’est pas si facile car Q n’est pas ellipique et P n’est
pas compacte).

Pour f ∈ C∞c (P ), l’opérateur [f,QH ] est différentiel d’ordre 0 : il est donc borné.
L’opérateur [f,QV ] est différentiel d’ordre 1 mais son symbole horizontal est nul. C’est
donc un opérateur « longitudinal » le long de la fibration P →M .

L’opérateur QV est Γ-invariant, donc, pour g ∈ Γ, on a [Ug, QV ] = 0. L’opérateur
[Ug, QH ]U−1g est différentiel d’ordre 1 et son symbole horizontal est nul.

Comme QV est longitudinalement elliptique d’ordre 2, les opérateurs différentiels
longitudinaux d’ordre 1 (à support compact) sont dominés par |QV |1/2, donc par
|Q|1/2.

À l’aide du calcul fonctionnel, on définit un opérateurD tel que Q = D|D|. D’après
les considérations qui précèdent, et en utilisant l’égalité

D =
√
2

2π

∫ +∞

0

Q(Q2 + µ)−1µ−1/4dµ

on vérifie que, pour tout h ∈ A, le commutateur [h,D] est borné.

Théorème 2 (cf. [19]). — Le triplet (A,H, D) est un triplet spectral.

Pour démontrer ce théorème, on utilise de façon cruciale le calcul pseudodifféren-
tiel des variétés de Heisenberg (qui sont des variétés munies d’un sous-fibré du fibré
tangent, cf. [5]). Le sous-fibré qui nous intéresse ici est le fibré (intégrable) tangent
aux fibres de la fibration p. Notons que l’on rencontre ici plusieurs difficultés liées à
la non compacité de P .

Signalons que l’on peut démontrer (à l’aide de [5]) que les opérateurs hypoel-
liptiques « naturels » sur une variété de Heisenberg non nécessairement intégrable
donnent aussi des triplets spectraux (cf. [38]).

4. L’ALGÈBRE DE HOPF « TRANSVERSE » (cf. [20, 21])

Soient M une variété et Γ un groupe de difféomorphismes de M . Nous avons à
présent à notre disposition un opérateur de signature D agissant sur l’espace total du
fibré P des métriques de M . On en déduit une formule de l’indice locale. Le problème
est que cette formule comporte un nombre colossal de termes : dans le cas oùM est de
dimension 1, l’espace P est de dimension 2 et l’ordre de sommabilité de D est 3 (i.e.
f |D|−z est à trace pour f ∈ C∞c (P ) si Re z > 3) ; cette formule donne lieu à un calcul
gigantesque, où il faut traiter un millier de termes. Si le traitement de chacun d’entre
eux est relativement aisé, il est absolument impossible d’écrire une démonstration
acceptable à l’aide de ces formules pour n � 2 !
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Pour cela, Connes et Moscovici construisent une algèbre de Hopf Hn, ne dépendant
que de la dimension n de M , qui va tenir le rôle du groupe de symétries en permet-
tant d’éliminer dès le début plusieurs termes inutiles. Comme de plus l’opérateur de
signature transverse provient en un sens de l’action de Hn, le cocycle cyclique donné
par la formule d’indice locale associée à cet opérateur provient d’un cocycle d’une co-
homologie cyclique d’algèbre de Hopf de Hn à l’aide d’une application « classifiante »

HC∗Hopf(Hn)→ HC∗(A)

associée à l’action de Hn sur A.
La cohomologie cyclique de Hn se calcule à l’aide d’un théorème de type van Est :

c’est la cohomologie de Gel’fand-Fuchs H∗(WO(n)).
Une algèbre de Hopf exactement du même type que l’algèbre H1 de Connes-

Moscovici a été construite par Kreimer ([33]) puis améliorée par Connes-Kreimer
([16, 17, 18]).

La construction de cette algèbre de Hopf est analogue à une construction d’algèbres
de Hopf qui remonte aux travaux de G.I. Kac : celle de « couple assorti » (matched
pair) de groupes que nous rappelons maintenant.

4.1. Couples assortis de groupes (cf. [30])

Soit G un groupe (fini) et G1, G2 deux sous-groupes tels que l’application (x, y) $→
xy soit une bijection de G1×G2 sur G. On peut alors construire une algèbre de Hopf
H de la façon suivante.

– En identifiant G2 à G1\G et G1 à G/G2, on a des actions naturelles de G sur
G2 (à droite) et sur G1 (à gauche).

– En tant qu’algèbre, H est isomorphe au produit croisé C(G1) �G2 de l’algèbre
(pour le produit ponctuel) des fonctions sur G1 par l’action de G2.

– L’algèbre duale de la structure de cogèbre sur H est le produit croisé Ĥ =
C(G2)�G1. La dualité entre ces deux algèbres s’écrit

〈ϕUs|Ugf〉 = f(s)ϕ(g)

pour s ∈ G1, g ∈ G2, f ∈ C(G1) et ϕ ∈ C(G2).
– Le coproduit ∆ : H → H ⊗ H de H s’écrit de la manière suivante : pour f ∈

C(G1), ∆(f) ∈ C(G1×G1) = C(G1)⊗C(G1) ⊂ H⊗H est la fonction (s, t) $→ f(st) ;
la formule de ∆(Ug), pour g ∈ G2, est un peu plus compliquée : elle s’écrit

∆(Ug) =
∑
s∈G1

Ugδs ⊗ Up(gs),

où δs ∈ C(G1) est la fonction caractéristique de s et pour x ∈ G, on a noté p(x) ∈ G2

l’unique élément tel que xp(x)−1 ∈ G1.
– L’antipode S : H → H est l’antihomomorphisme donné pour s ∈ G1 et g ∈ G2

par S(δsUg) = Up(gs)δs−1 .
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Remarques. — (1) On peut aussi tordre l’exemple de « groupe quantique » ainsi
construit ci-dessus par un cocycle.

(2) Cet exemple a été étudié par plusieurs auteurs, et généralisé au cas où G
est un groupe localement compact et G1, G2 sont des sous-groupes fermés tels que
l’application (s, g) $→ sg soit un homéomorphisme de G1 × G2 sur G, voire sur une
partie ouverte et dense de G (cf. [41], [37], [2], [3], [43]).

Remarquons que la formule du coproduit de H s’étend à l’algèbre R = C(G1)�G ⊃
H : on définit ∆R : R→ R⊗H en posant, pour f ∈ C(G1), ∆R(f) = ∆(f) ∈ H⊗H ⊂
R⊗H et, pour g ∈ G,

∆R(Ug) =
∑
s∈G1

Ugδs ⊗ Up(gs).

L’application ainsi étendue est encore un homomorphisme d’algèbres et vérifie encore
la propriété d’associativité (∆R ⊗ id) ◦∆R = (id ⊗ ∆) ◦∆R : c’est une coaction de
l’algèbre de Hopf H sur l’algèbre R. Remarquons que l’on peut ici remplacer R par
l’algèbre C(G1)� Γ pour tout sous-groupe Γ de G.

Une façon équivalente de voir la coaction de H dans R est au travers de l’algèbre de
Hopf duale Ĥ = C(G2)�G1 : pour α ∈ Ĥ et x ∈ R on pose α·x = (id⊗α)∆R(x)(∈ R).
Puisque le produit de H′ est dual au coproduit de H, la propriété de co-associativité
de ∆R donne la propriété d’action (αβ) · x = α · (β · x) (pour α, β ∈ Ĥ et x ∈ R).
Puisque le coproduit ∆′ de H′ est dual au produit de H, le fait que ∆R est un
homomorphisme se traduit par la formule

(2) m
(
∆′(α) · (x ⊗ y)

)
= α · (xy)

(pour α ∈ Ĥ et x, y ∈ R - on a noté m : R⊗ R→ R la multiplication de R).
Sur les générateurs de Ĥ on obtient les formules suivantes :

(3) (Usϕ) · (Ugf) = Ugϕ
(
p(gs)

)
fs

pour s ∈ G1, g ∈ G, f ∈ C(G1) et ϕ ∈ C(G2), où l’on a noté fs l’application
t $→ f(ts).

4.2. L’algèbre de Hopf Hn (cf. [20])

L’exemple des couples assortis va surtout servir de guide pour tout ce qui concerne
l’algèbre de Hopf Hn. Ici, le groupe G est le groupe de tous les difféomorphismes
de Rn préservant l’orientation ; le sous-groupe G1 sera le groupe Rn � GL+(n) des
difféomorphismes affines ; le sous-groupe G2 sera le groupe des difféomorphismes f
de Rn tels que f(0) = 0 et df0 = id. Remarquons que G/G2 est l’espace des repères
sur Rn.

L’algèbre de Hopf Hn peut être considérée comme une sorte de produit croisé de
l’algèbre des fonctions sur G2, polynomiales en les jets d’ordre fini d’un difféomor-
phisme, par l’algèbre enveloppante de l’algèbre de Lie de G1. On va en fait la voir par
son action sur l’algèbre R = C∞c (G1) � G, en s’aidant des formules (2) et (3) pour
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comprendre l’action et définir le coproduit de Hn. Notons que l’algèbre de Hopf avait
dans un premier temps été construite « à la main » au moyen de son action sur R. Le
lien avec les couples assortis de groupes clarifie plusieurs calculs.

L’action de GL+(n) commute avec celle de G : on en déduit que, si Y est un élément
de l’algèbre de Lie de GL+(n), on a ∆(Y ) = Y ⊗ 1 + 1 ⊗ Y . Soit Xi un générateur
de l’algèbre de Lie de Rn. Faisant agir Xi sur un produit fUg, on trouve Xi(fUg) =
Xi(Ug(fg)) = Ug(Xi(fg)) = (Xi(fg))g

−1
Ug. En comparant avec Xi(f)Ug, on voit que

le coproduit de Xi va s’écrire sous la forme ∆(Xi) = Xi ⊗ 1+ 1⊗Xi +
∑
Yj,k ⊗ δi,j,k

où δi,j,k est une fonction sur G2. Le coproduit de ces éléments donne ∆(δi,j,k) =
δi,j,k ⊗ 1 + 1⊗ δi,j,k.

À partir des Xi, des Yi,j et des δi,j,k on peut engendrer toute l’algèbre de Hopf Hn.
En particulier, on construit de nouveaux éléments

δI,α =
[
Xi1 ,
[
Xi2 , . . . [Xik , δα] . . .

]]
, I = (k, i1, . . . , ik), α ∈ {1, . . . , n}3.

Ces éléments agissent par multiplication sur R et forment l’algèbre commutative des
fonctions sur G2.

L’algèbre Hn est l’espace vectoriel engendré par les produits xy où x est un élément
de l’algèbre enveloppante de l’algèbre de Lie de G1 et y est un élément de l’algèbre
des polynômes en les variables δI,α. Le coproduit de Hn se définit inductivement
sur les générateurs. La co-unité ε est l’unique caractère nul sur les Xi, les Yi,j et
les δα. L’antipode est l’unique antiautomorphisme S de Hn tel que S(Yi,j) = −Yi,j ,
S(δα) = −δα et S(Xi) = −Xi +

∑
j,k δi,j,kYj,k.

4.3. Cohomologie cyclique d’algèbre de Hopf (cf. [21, 22])

Soit H une algèbre de Hopf (au sens de [40]). Notons ∆ son coproduit, ε : H → C
sa co-unité et S : H → H son antipode. En général, on n’a pas S2 = id. On est donc
amené à se donner une paire modulaire (F, F̂ ), où F ∈ H est un élément de type
« group like », i.e. tel que ∆(F ) = F ⊗ F et F̂ : H → C est un caractère, i.e. un
homomorphisme d’algèbres. On pose S̃ = (F̂ ⊗ S) ◦∆ : H → H. On suppose de plus
que F̂ (F ) = 1 et, pour tout h ∈ H,

(4) S̃2(h) = FhF−1.

On a alors les formules

∆ ◦ S̃ = (S ⊗ S̃) ◦ σ ◦∆,

où σ : H ⊗H → H ⊗H est l’application x⊗ y $→ y ⊗ x,

ε ◦ S̃ = F̂ et F̂ ◦ S̃ = ε.
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Remarque. — Une telle paire modulaire est naturellement construite dans le contexte
des groupes quantiques localement compacts de [34] : dans ce cadre F et F̂ repré-
sentent respectivement la dérivée de Radon-Nykodym de la mesure de Haar à droite
par rapport à la mesure de Haar à gauche pour H et son dual Ĥ. Il arrive cependant
dans ce cadre que F̂ (F ) �= 1. Quelques modifications mineures sont alors nécessaires
dans ce qui suit. On peut en fait toujours se ramener au cas F̂ (F ) = 1 à l’aide d’une
construction de « carré modulaire ». Cependant, la paire modulaire de tout couple
assorti de groupes satisfait la propriété F̂ (F ) = 1 (cf. [3, 43]).

Soit H une algèbre de Hopf munie de la paire modulaire (F, F̂ ). On peut naturel-
lement lui associer une cohomologie cyclique donnée par un bicomplexe (Cp,q, b, B)
défini comme suit.

– Pour p � q � 0, on pose Cp,q = H⊗p−q.
– On définit, pour k ∈ N et 0 � j � k+ 1, des applications bj : H⊗k → H⊗k+1 en

posant b0(h) = 1⊗h, bk+1(h) = h⊗F et, pour 1 � j � k, bj = idH⊗j−1⊗∆⊗ idH⊗k−j .

On pose enfin b =
k+1∑
j=0

(−1)jbj.

– On utilise aussi l’application ∆j : H → H⊗j+1 définie par ∆1 = ∆, ∆2 =
(∆ ⊗ idH) ◦ ∆ = (idH ◦ ∆) ◦ ∆ (par coassociativité) et ∆j+1 = (∆j ⊗ idH) ◦ ∆ =
(idH ◦∆j) ◦∆.

– L’opération de permutation cyclique λ : H⊗k → H⊗k est définie par

λ(h1 ⊗ · · · ⊗ hk) = (−1)k
(
∆k−1 ◦ S̃(h1)

)(
h2 ⊗ · · · ⊗ hk ⊗ F

)
.

À l’aide de la formule (4), on démontre que λk+1 est l’identité.
– L’application B : H⊗k+1 → H⊗k est l’application A ◦ u ◦D où

D = id− λ : H⊗k+1 → H⊗k+1, A =
k∑

j=0

λj : H⊗k → H⊗k

et u(h1 ⊗ · · · ⊗ hk+1) =
(
∆k−1 ◦ S̃(h1)

)(
h2 ⊗ · · · ⊗ hk+1

)
.

Définition 2 (cf. [21, 22] – cf. aussi [24]). — La cohomologie cyclique d’algèbre de
Hopf de H est la cohomologie HC∗Hopf(H) du bicomplexe (b, B) défini ci-dessus.

4.4. L’application classifiante

Les formules de b et B pour la cohomologie d’algèbre de Hopf sont exactement
construites pour pouvoir définir une application classifiante. Soit donc R une algèbre
munie d’une action de H. On suppose donnée une F -trace sur R, c’est-à-dire une
application τ : R → C satisfaisant τ(xy) = τ

(
y(F · x)

)
pour x, y ∈ R. On dira de

plus que τ est F̂ -invariante si on a τ(h · x) = F̂ (h)τ(x) pour x ∈ R et h ∈ H.
Une formulation équivalente de la F̂ -invariance est τ

(
(h · x)y

)
= τ
(
x(S̃(h) · y)

)
pour

x, y ∈ R et h ∈ H.
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Soit τ une F -trace, F̂ -invariante. Par construction, l’application qui à H =
h1 ⊗ · · · ⊗ hk ∈ H⊗k associe la forme ϕH : (a0, . . . , ak) $→ τ

(
a0(h1 · a1) · · · (hk · ak)

)
est un morphisme de bicomplexes. On en déduit donc un homomorphisme

HC∗Hopf(H)→ HC∗(R)

appelé application classifiante.

4.5. Cohomologie cyclique de l’algèbre de Hopf Hn (cf. [20])

Dans le cas d’un biproduit croisé (de groupes localement compacts), la paire mo-
dulaire (F, F̂ ) est décrite en termes des modules δ1, δ2 et δ des groupes G1, G2 et
G (cf. [3, 43]). Ce sont des éléments respectivement de C(G1) ⊂ H et C(G2) ⊂ Ĥ

donnés par F (s) = δ1(s)δ(s)−1/2 et F̂ (g) = δ2(g)δ(g)−1/2.
Dans le cas de l’algèbre de Hopf Hn (qui est l’algèbre Ĥ du couple assorti G1, G2

décrit ci-dessus), le groupe G2 est « nilpotent » et le groupe G est simple, et donc les
fonctions δ2 et δ sont égales à 1. Il s’ensuit que F = 1 et F̂ est donné par le module
de G1. On trouve donc F̂ (Xi) = F̂ (δα) = 0 et F̂ (Yi,j) = Tr(Yi,j) = δ

j
i .

Un théorème de type Van Est permet de calculer la cohomologie cyclique périodique
HC∗per,Hopf (Hn) d’algèbre de Hopf de Hn : c’est la cohomologie de Gel’fand-Fuchs de
l’algèbre de Lie de dimension infinie g de G.

Théorème 3 (cf. [20]). — Pour j = 0, 1, on a un morphisme de complexes qui induit
un isomorphisme ⊕

i∈N
Hj+2i(g)→ HCj

per,Hopf(Hn).

Dans le cas de l’action de l’algèbre Hn sur R = C∞c (G1) � G, la forme linéaire
définie par f $→

∫
G1
f(s) ds et fUg $→ 0 si g �= id est une trace F̂ -invariante. On en

déduit des homomorphismes

HC∗Hopf(Hn)→ HC∗(R) et
⊕
i∈N

Hj+2i(g) 	 HCj
per,Hopf (Hn)→ HCj

per(R).

Cependant, l’algèbre qui nous intéresse n’est pas R mais plutôt An = C∞c (Pn) � G
où Pn = G1/SO(n) est l’espace des métriques. L’algèbre An est l’algèbre des points
fixes de R sous l’action du groupe SO(n). On utilise ici une application classifiante
relative ⊕

i∈N
Hj+2i(g;SO(n)) 	 HCj

per,Hopf(Hn;SO(n))→ HCj
per(An).

La cohomologie Hk(g;SO(n)) est la cohomologie de Gel’fand-Fuchs H∗(WSO(n))
(cf. [25, 26]). Elle est engendrée par des classes de Pontrjagyn et des classes secon-
daires.

Revenons enfin à la situation qui nous intéressait au départ : soit M une variété
et Γ un pseudogroupe de difféomorphismes de M préservant une orientation. Notons
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P = PM l’espace total du fibré des métriques de M . On peut remplacer M par
un recouvrement ouvert (Ui)i∈I de M et le pseudogroupe Γ par un pseudogroupe
Γ′ de difféomorphismes locaux de Ω =

∐
i∈I Ui. L’algèbre obtenue C∞c (PΩ) � Γ′ est

équivalente à C∞c (PM )�Γ au sens de Morita, de sorte que ces deux algèbres ont même
cohomologie cyclique. Puisque Ω est un ouvert de Rn, on obtient l’homomorphisme
classifiant voulu : ⊕

i∈N
Hj+2i(g;SO(n))→ HCj

per(C
∞
c (PM )� Γ).

4.6. Le cocycle cyclique Φ (cf. [20])

Nous allons maintenant montrer qu’il existe un cocycle cyclique Φ dans la cohomo-
logie HC∗Hopf(Hn;SO(n)) dont l’image par l’application classifiante sera la cocycle cy-
clique ϕ de la formule d’indice locale associée à l’opérateur de signature transverse D.
Pour cela on utilise les observations suivantes :

(1) On peut remplacer dans cette formule l’opérateurD (qui est un opérateur pseu-
dodifférentiel d’ordre 1 dans le calcul pseudodifférentiel des variétés de Heisenberg)
par l’opérateur différentiel Q = D|D| d’ordre 2. La classe de cohomologie cyclique ne
changera pas.

(2) L’opérateur Q provient de l’algèbre enveloppante U(g1) de l’algèbre de Lie de
G1 = Rn�GL+(n), qui est incluse dans Hn. C’est d’ailleurs grâce à cette observation
que l’on démontre aisément que Q est autoadjoint. Le cocycle ϕ s’écrit donc comme
combinaison de termes

(a0, . . . , ak) $→
∫
− a0R1a1 · · ·RkakT,

oùRj ∈ U(g1) et T est un opérateur pseudodifférentiel dans le calcul pseudodifférentiel
de Heisenberg.

(3) En faisant commuter successivement les champs de vecteurs apparaissant dans
les Rj avec des éléments de A, on se ramène à des termes de la forme

(a0, . . . , ak) $→
∫
− a0(h1 · a1) · · · (hk · ak)T,

où T est un opérateur pseudodifférentiel dans le calcul de Heisenberg.
(4) On suppose que le (pseudo-)groupe Γ agit librement dans les repères de Rn.

On en déduit l’annulation de tous les termes
∫
−(fkUg0)

(
h1 · (f1Ug1) · · · (hk · (fkUgk))T

tels que g0g1 · · · gk �= 1.

(5) Si f ∈ C∞c (P ), le résidu de Wodzicki généralisé
∫
− fT s’écrit

∫
P fα où α est

une forme volume sur P obtenue en intégrant le symbole d’ordre −n(n + 3)/2 de T
(dans le calcul de Heisenberg ; n(n+3)/2 est la dimension critique) sur la « sphère ».
De plus, l’opérateur Q étant invariant par l’action de G1, l’opérateur T dans l’étape 3
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est aussi invariant par l’action de G1, donc α est la forme volume. Cela montre que
ϕ peut s’exprimer comme somme de termes

(a0, . . . , ak) $→ τ(a0, . . . , ak) $→ τ
(
a0(h1 · a1) · · · (hk · ak)

)
.

(6) Ce qui précède montre que ϕ est l’image d’un élément Φ par l’homomorphisme
classifiant de bicomplexes

χ :
⊕
k

H⊗kn →
⊕
k

Ck(R,R∗).

Comme le morphisme χ est injectif, Φ est un cocycle cyclique.

4.7. Calcul de Φ (2)

Il est assez facile de calculer l’accouplement du cocycle cyclique ϕ avec des éléments
de K-théorie de l’algèbre C∞c (P ) � Γ provenant de l’application de Baum-Connes.
On peut en déduire assez facilement les classes de Pontrjagyn qui apparaissent. Par
ailleurs, Connes et Moscovici montrent que les classes secondaires ne peuvent pas
intervenir dans cette formule.

4.8. Une variante de l’algèbre de Hopf (cf. [23])

Pour construire l’application classifiante H∗(WSO(n))→ HC∗per(A), on a d’abord
dû remplacer M par un ouvert de Rn. Il est possible de modifier un peu cette étape
de la manière suivante.

Pour construire l’algèbre de Hopf Hn, on a utilisé le sous-groupe G1 du groupe des
difféomorphismes de Rn qui opère librement et transitivement sur les repères. Un tel
groupe n’existe pas pour une variété M quelconque. On peut par contre considérer
le groupöıde R × R, où R est l’espace des repères sur M . Cela donne lieu à une
algèbre de Hopf qui est plutôt un groupöıde quantique HM . On peut alors construire
une cohomologie d’algèbre de Hopf HC∗Hopf(HM ), ainsi qu’une application classifiante
HC∗Hopf(HM )→ HC∗(A) et un cocycle ΦM ∈ HC∗Hopf(HM ) dont l’image est ϕ.

On montre enfin que le morphisme canonique HC∗Hopf(Hn) → HC∗Hopf(HM ) est un
isomorphisme.

Remarque (cf. [4]). — Il n’est en fait pas difficile de construire ainsi un « groupöıde
quantique » associé à une action transitive d’un groupe G sur un espace X , dans la
ligne exposée en 4.1.

(2)Cette partie n’est pas encore écrite. Elle est présentée ici d’après des explications orales des auteurs.
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LIMITES HYDRODYNAMIQUES
DE L’ÉQUATION DE BOLTZMANN

[d’après C. Bardos, F. Golse, C.D. Levermore, P.-L. Lions,
N. Masmoudi, L. Saint-Raymond]

par Cédric VILLANI

« Il y aurait bien des objections à faire [au raisonnement mathématique
précédent], mais on ne saurait exiger en Mécanique la même rigueur

qu’en Analyse pure pour ce qui concerne l’infini. »
H. Poincaré,

in « Sur l’équilibre d’une masse fluide animée d’un mouvement de

rotation », Acta Mathematica 7 (1885), pp. 259–380.

« Le livre de M. Boltzmann sur les Principes de la Mécanique nous
incite à établir et à discuter du point de vue mathématique d’une ma-

nière complète et rigoureuse les méthodes basées sur l’idée de passage

à la limite, et qui de la conception atomique nous conduisent aux lois

du mouvement des continua. »

D. Hilbert (1900),

Sur les problèmes futurs des mathématiques (trad. L. Laugel),

Comptes rendus du 2ème congrès international des mathématiciens,

Gauthier-Villars, Paris 1902.

Le but de cet exposé est de faire le point sur des avancées récentes dans la compré-
hension mathématique des liens entre équation cinétique de Boltzmann et équations
hydrodynamiques. Bien sûr, la citation de Poincaré ci-dessus est à prendre au second
degré : l’une des difficultés essentielles du sujet est précisément de rendre parfaitement
rigoureux des raisonnements dont la validité formelle semble facile à vérifier. Quant
à la citation de Hilbert, malgré le contraste apparent, elle illustre tout aussi bien
que celle de Poincaré l’évolution des exigences mathématiques dans ce domaine : en
effet, les contributions de Hilbert sur le sujet sont aujourd’hui considérées comme
parfaitement non rigoureuses.

Les travaux présentés ci-après sont dus à Bardos, Golse, Levermore, Lions, Mas-
moudi, Saint-Raymond [BGL2, BGL3, BGL4, BGL5, Go, GL, GLSR, GSR, LeMa,
LM3, LM4, SR]. Des recherches intenses continuent à être menées sur le sujet, et les
résultats décrits dans cet exposé risquent d’être nettement améliorés dans les mois qui
viennent. Pour cette raison aussi bien que par souci de pédagogie, nous avons surtout
cherché à dégager les méthodes et idées importantes, plutôt que le détail des preuves.
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Après avoir rappelé, dans le premier paragraphe, l’origine physique, les motivations
mathématiques et l’historique du problème de limite hydrodynamique, on exposera
au paragraphe 2 deux programmes de recherche conçus pour mener à bien une partie
de son étude. Le premier est dû à Bardos, Golse et Levermore, tandis que le second est
l’adaptation par Golse d’une méthode développée par Yau dans un contexte voisin.
Dans les paragraphes 3 à 5, on présentera ensuite les outils et idées qui ont per-
mis de résoudre les principales difficultés associées à ces programmes. Enfin, dans le
paragraphe 6, on fera le point sur quelques problèmes qui restent ouverts.

L’auteur remercie vivement Y. Brenier, E. Grenier, C.D. Levermore, N. Masmoudi,
L. Saint-Raymond, et tout particulièrement F. Golse pour leur aide durant la prépa-
ration de cet exposé.

1. LE PROBLÈME ET SES MOTIVATIONS

1.1. Équations cinétiques

Considérons la modélisation mathématique d’un gaz formé d’une assemblée de n
particules identiques en interaction (où n est très grand, disons 106 � n � 1023),
évoluant dans l’espace euclidien(1) RN (N = 3 étant bien sûr le cadre le plus natu-
rel). Si l’on suppose pour simplifier que la position et la vitesse suffisent à décrire
l’état d’une particule, alors l’état du gaz est défini par un point représentatif dans
l’espace des phases (RN

x × RN
v )n — ou plus généralement par une densité de proba-

bilité fn(x1, v1, . . . , xn, vn) sur cet espace des phases. Une telle description est dite
microscopique.

On peut alors écrire les lois de Newton sous la forme d’un immense système de 2n
équations différentielles du premier ordre, faisant intervenir les positions et les vitesses
de toutes les particules, ainsi que les forces d’interactions. Un exemple typique est
le modèle des sphères dures, dans lequel les particules rebondissent les unes sur les
autres comme des boules de billard ; le flot associé aux équations de Newton est alors
bien défini pour presque toute condition initiale (voir [CIP, chapitre 4]) et détermine
l’évolution de la densité de probabilité fn.

Dans presque toutes les applications, on remplace ce modèle, qui contient beau-
coup trop d’informations, par un modèle macroscopique avec un espace des phases
restreint. Ainsi, dans une description cinétique, l’état du système à un instant donné
est représenté par une densité de probabilité f(x, v), densité de présence de l’ensemble

(1)Pour être un peu plus réaliste, on aimerait considérer des domaines à bord ; pour des raisons pé-

dagogiques aussi bien que techniques, nous n’en parlerons pas, et mentionnons juste que les résultats

ci-après ne couvrent pas ces domaines. En revanche, nous remplacerons parfois RN par le tore plat.
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des particules dans l’espace des phases RN
x ×RN

v . Selon les forces d’interaction consi-
dérées, on aboutit à des équations cinétiques très variées, les plus connues étant celles
de Vlasov et de Boltzmann. C’est cette dernière qui nous intéressera dans la suite.

1.2. L’équation de Boltzmann

Cette équation modélise un gaz suffisamment (mais pas trop !) raréfié, dans le-
quel les particules interagissent par des collisions élastiques, réversibles, localisées et
instantanées(2). L’hypothèse de raréfaction permet de négliger les collisions faisant in-
tervenir plus de deux particules. On trouvera dans [C2] et les références incluses de très
nombreuses applications de cette équation (ou de ses variantes) à des problèmes théo-
riques ou concrets. L’un des fondements conceptuels de l’équation de Boltzmann est
la très subtile hypothèse du chaos moléculaire (voir Kac [K], Cercignani et al. [CIP],
Spohn [S]).

Après adimensionnement des constantes, l’équation de Boltzmann s’écrit

(1)
∂f

∂t
+ v · ∇xf =

1
Kn
Q(f, f), t � 0, x ∈ RN , v ∈ RN ,

où l’inconnue f = f(t, x, v) est une fonction positive, et ∇x est l’opérateur de gradient
par rapport à la variable x. L’opérateur de transport, v · ∇x, traduit la tendance des
particules à se déplacer en ligne droite. Le paramètre Kn est le nombre de Knudsen,
défini de manière heuristique comme l’inverse du nombre moyen de collisions subies
par une même particule en une unité de temps macroscopique. Quant aux interactions,
elles sont modélisées par l’opérateur quadratique Q, qui n’agit que sur la dépendance
de f en la variable v : pour une fonction f(v) donnée,

(2) Q(f, f)(v) =
∫

RN
dv∗

∫
SN−1

dωB(v − v∗, ω)
[
f(v′)f(v′∗)− f(v)f(v∗)

]
,

(3) v′ = v − 〈v − v∗, ω〉ω, v′∗ = v∗ + 〈v − v∗, ω〉ω (ω ∈ SN−1).

On peut voir (v′, v′∗) et (v, v∗) comme les vitesses avant et après le choc, respective-
ment, de deux particules qui subissent une collision. Bien sûr, v′ + v′∗ = v + v∗, et
|v′|2+ |v′∗|2 = |v|2+ |v∗|2, ce qui traduit la conservation de la quantité de mouvement
et de l’énergie cinétique au cours des collisions (hypothèse de chocs élastiques).

Pour finir d’expliciter l’équation (1), il reste à définir la fonction B(v − v∗, ω) qui
apparâıt dans (2) : c’est la section efficace, qui dépend de l’interaction microscopique.
Dans le cas où cette interaction découle d’un potentiel radial, des formules dues à
Maxwell prédisent la forme de B (voir [C1, p. 67–71]). Il existe toute une zoologie de
sections efficaces : potentiels durs ou mous, sections intégrables ou singulières... qui
influent de manière importante sur les propriétés qualitatives des solutions, voir [Vi].

(2)C’est-à-dire se déroulant sur des échelles de temps et d’espace très inférieures aux échelles ma-

croscopiques.
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Ici nous nous contenterons de mentionner le cas où l’interaction est de type « sphères
dures » : alors,

(4) B(v − v∗, ω) = K|〈v − v∗, ω〉|, K > 0.

Cet exemple n’est pas choisi au hasard : pour diverses raisons techniques importantes,
parmi toutes les sections efficaces proposées par Maxwell, c’est la seule pour laquelle
on sache démontrer des résultats de limite hydrodynamique rigoureux.

Abréviations. — Pour alléger les notations, on écrira, selon l’usage, φ = φ(v), φ∗ =
φ(v∗), φ′ = φ(v′), φ′∗ = φ(v

′
∗). Si on se donne une fonction Φ(v, v∗, v′, v′∗), on notera

aussi Φ′ = Φ(v′, v′∗, v, v∗), et Φ∗ = Φ(v∗, v, v′∗, v
′). On abrègera également B(v−v∗, ω)

en B.

Énonçons maintenant les deux propriétés formelles fondamentales de l’opéra-
teur (2) ; toutes deux découlent de ce que le changement de variables (v, v∗)→ (v′, v′∗)
est involutif et unitaire. La première est la traduction macroscopique des lois de
conservation microscopiques de masse, quantité de mouvement, et énergie : si f est
une fonction de v ∈ RN , vérifiant des conditions d’intégrabilité adéquates, alors pour
ξ = 1, vj (1 � j � N) ou |v|2, on a

(5)
∫

RN
Q(f, f)ξ(v) dv = 0;

de là découlent les lois de conservation locales

(6)
∂

∂t

(∫
fξ dv

)
+∇x ·

(∫
fξv dv

)
= 0.

Les quantités
∫
fξv dv sont appelées flux de masse (ξ = 1), de quantité de mouvement

(ξ = v) ou d’énergie cinétique (ξ = |v|2/2). La version globale de (6) est

d

dt

∫
RN×RN

fξ dv dx = 0.

La deuxième propriété importante est l’identité

(7)
∫

RN
Q(f, f) log f dv = −D(f),

où D(f) est la fonctionnelle de « dissipation d’entropie » ,

(8) D(f) =
1
4

∫
RN×RN×SN−1

(
f ′f ′∗ − ff∗

)
log
f ′f ′∗
ff∗

B dv dv∗ dω � 0.

De (7) découle formellement

(9)
∂

∂t

(∫
f log f dv

)
+∇x ·

(∫
(f log f)v dv

)
= −D(f) � 0.
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Si l’on note H(f) =
∫
f log f dx dv (H est l’opposé de l’« entropie » physique), on en

déduit

(10)
d

dt
H(f(t, ·, ·)) = −

∫
RN
D(f(t, x, ·)) dx � 0.

Il s’agit là du célèbre « Théorème H » de Boltzmann.

1.3. Équations hydrodynamiques

Dans une description macroscopique hydrodynamique, le gaz est représenté par quel-
ques fonctions sur l’espace physique RN

x : R, U et T , qui représentent respectivement la
densité de particules, leur vitesse moyenne et leur température. En termes cinétiques,

R(x) =
∫
f(x, v) dv,

U(x) =

∫
f(x, v)v dv

R(x)
,

T (x) =
1
N

∫
f(x, v)|v − U(x)|2 dv

R(x)
.

(11)

Dans les applications, on rencontre une infinité de modèles différents, cha-
cun ayant son domaine de validité. Nous ne considérerons ici que les plus
simples et les plus fondamentaux(3), obtenus en combinant les lois de Newton
et certaines hypothèses phénoménologiques (voir une présentation physique dans
[Ba, LL] ; mathématique dans [CM, Li3]).

Un paramètre essentiel d’un fluide est sa viscosité ν, que nous considérerons comme
constante même si elle dépend souvent de la température ; elle mesure l’intensité des
forces de « friction » microscopiques s’exerçant au sein du fluide. Il ne fait guère de
sens de parler de viscosité « grande » ou « petite » car ses effets se font sentir plus
ou moins fortement selon les conditions physiques. On introduit donc le nombre de
Reynolds,

Re =
UL
ν
,

où U et L désignent respectivement des échelles de vitesse et de distance typiques de
l’écoulement fluide. On utilise traditionnellement les équations de

– Euler quand le nombre de Reynolds est si grand que l’on néglige les effets vis-
queux ;

– Stokes quand le nombre de Reynolds est si petit que l’on néglige les effets convec-
tifs ;

– Navier-Stokes pour des nombres de Reynolds intermédiaires.

(3)En outre nous éviterons encore le problème important des conditions aux limites.
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Par exemple, après adimensionnement, le système d’Euler pour un gaz parfait
monoatomique s’écrit

(12)



∂R

∂t
+∇x · (RU) = 0

∂(RU)
∂t

+∇x · (RU ⊗ U) +∇x(RT ) = 0

∂

∂t

(
R|U |2 +NRT

)
+∇x ·

(
R|U |2U + (N + 2)RTU

)
= 0,

où l’on définit la divergence d’un champ matricielM(x) par (∇·M)j =
∑

i ∂iMij . Ici
la pression prend la forme p = RT , loi d’état des gaz parfaits(4). Dans le contexte de
cet exposé, le choix de cette loi d’état se justifie aisément car c’est la seule compatible
avec l’équation de Boltzmann ; mais il en existe quantité d’autres (voir [Li3]).

À l’équation (12) est associée une vitesse caractéristique de propagation des ondes,
dite vitesse du son. Pour comprendre ce phénomène, effectuons une linéarisation
des équations (12) près de l’état stationnaire (R = 1, U = 0, T = 1). Appelant
ρ, u, θ les variations respectives de R, U , T au premier ordre, on trouve le système
de l’acoustique,

(13)
∂ρ

∂t
+∇x · u = 0,

∂u

∂t
+∇x(ρ+ θ) = 0,

∂θ

∂t
+

2
N
∇x · u = 0,

de sorte que la fluctuation de pression, ρ + θ, et celle de flux de matière, ∇x · u,
satisfont à une équation des ondes,

(14)
∂2

∂t2
(ρ+ θ) =

N + 2
N

∆x(ρ+ θ),
∂2

∂t2
(∇x · u) =

N + 2
N

∆x(∇x · u),

et que leurs variations se propagent à travers l’espace avec une vitesse (adimensionnée)
égale à c =

√
(N + 2)/N . C’est un phénomène qui nous est bien sûr très familier !

Dans la suite de l’exposé, on s’intéressera au régime particulier des écoulements
incompressibles. Sans s’embarrasser ici de définitions rigoureuses, rappelons qu’un
fluide est dit incompressible si le volume occupé par un ensemble de particules est
invariant au cours du temps, ce qui se traduit par la condition mathématique de di-
vergence nulle pour le champ de vitesses. Quant à un écoulement incompressible, il
s’agit d’un fluide compressible considéré dans des conditions physiques telles qu’il se
comporte comme un fluide incompressible. Le degré d’incompressibilité d’un écoule-
ment est mesuré par son nombre de Mach : Ma = U/c. Plus ce nombre est petit, plus
le comportement du fluide est proche de celui d’un fluide parfaitement incompres-
sible. En particulier, on s’attend à ce que les fluctuations d’un état d’équilibre global
constituent des écoulements de faible nombre de Mach, avec la relation d’incompres-
sibilité associée, ∇x · u = 0. Dans la suite nous considérerons uniquement de telles
fluctuations.

(4)Que le lecteur risque de ne pas reconnâıtre instantanément, car R désigne d’ordinaire la constante

des gaz parfaits ! ! Comme d’habitude, la cohérence des notations est un casse-tête insoluble.
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En régime incompressible, une simplification majeure apparâıt : l’équation du
champ de vitesses se découple des autres. En fonction de l’ordre de grandeur du
nombre de Reynolds, on choisit traditionnellement pour cette équation entre

– Euler incompressible :
∂u

∂t
+ u · ∇xu = −∇xp.(15)

– Stokes incompressible :
∂u

∂t
= ν∆xu−∇xp,(16)

– Navier-Stokes incompressible :
∂u

∂t
+ u · ∇xu = ν∆xu−∇xp.(17)

On a utilisé ici les notations suivantes : u · ∇xu désigne le vecteur dont la compo-
sante j est u ·∇xuj , et le champ de vecteurs ∆xu est défini naturellement par l’action
du Laplacien composante par composante. Du fait de l’équation ∇x · u = 0, on a
u · ∇xu = ∇x · (u ⊗ u). La fonction p = p(t, x) est la pression ; il est inutile de lui
associer une équation, on peut en fait la voir comme un multiplicateur de Lagrange
associé à la contrainte d’incompressibilité.

À chacune de ces équations on doit associer une équation sur la température, qui
est, dans les situations les plus simples,

– advectée dans le cas d’Euler :

(18)
∂θ

∂t
+ u · ∇xθ = 0;

– dissipée dans le cas de Stokes :

(19)
∂θ

∂t
= κ∆xθ;

– advectée et dissipée simultanément dans le cas de Navier-Stokes :

(20)
∂θ

∂t
+ u · ∇xθ = κ∆xθ.

Ici κ est un coefficient de diffusion thermique, a priori distinct de ν.
Enfin, l’évolution de la densité est déterminée par la relation de Boussinesq :

(21) ∇x(ρ+ θ) = 0,

qui implique en fait, par conservation de l’énergie totale, la relation plus forte ρ+θ = 0.
Bien sûr, nous nous sommes limités aux lois les plus simples.

1.4. Approximation hydrodynamique

Une description cinétique est beaucoup plus complexe qu’une description hydrody-
namique, ne serait-ce que parce que l’espace des phases est beaucoup plus grand. Dans
les applications pratiques, les équations cinétiques nécessitent des calculs extrêmement
coûteux — et l’équation de Boltzmann plus que tout autre, à cause de l’intégrale de
collision de multiplicité élevée. On a donc intérêt, quand cela est possible, à rem-
placer un modèle cinétique par un modèle hydrodynamique. La base théorique de
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cette simplification est l’hypothèse d’équilibre thermodynamique local, que nous allons
préciser.

Par définition, une distribution f(x, v) est appelée équilibre local pour l’équation
de Boltzmann si elle est invariante par l’action de l’opérateur de collision :

(22) Q(f, f) = 0.

Au vu des formules (7) et (8), on voit facilement que (22) équivaut à

(23) f ′f ′∗ = ff∗ pour presque tous x, v, v∗, ω.

Par un résultat classique, dont l’histoire remonte à Boltzmann, l’équation (23) im-
plique

(24) f(x, v) =MR,U,T (x, v) ≡ R(x)
e−|v−U(x)|

2/2T (x)

(2πT (x))N/2
.

À champs hydrodynamiques R,U et T fixés, la distribution MR,U,T , appelée maxwel-
lienne locale, maximise l’entropie −H(f), (lemme de Gibbs) ; c’est pourquoi on parle
d’équilibre thermodynamique.

En vertu du Théorème H et du lemme de Gibbs, il est naturel de penser que la
distribution f est proche d’un équilibre local dans un régime physique où les collisions
sont très fréquentes, i.e. de faible nombre de Knudsen. L’étude des limites hydrody-
namiques de l’équation de Boltzmann consiste précisément à

(1) prouver une forme d’équilibre thermodynamique local dans l’asymptotique
Kn→ 0,

(2) en déduire des équations limites pour les champs hydrodynamiques associées
à f .

Les notes de cours [Go], rédigées pour des lecteurs mathématiciens, constituent une
introduction très accessible à ces problèmes.

Remarque 1.1. — Une limite formelle qui semble naturelle aboutit parfois à des équa-
tions hydrodynamiques inappropriées, comme en témoignent les subtils « ghost ef-
fects » mis à jour par Sone et ses collaborateurs (voir [SATSB] ou [Go, p. 34]).

Remarque 1.2. — Bien sûr, cela n’a guère de sens physique d’introduire une famille de
solutions dépendant d’un paramètre (Kn) qui tend vers 0 ; c’est une façon qualitative
de formaliser mathématiquement la petitesse deKn. Il serait plus satisfaisant d’établir
une estimation quantitative de l’erreur commise en remplaçant l’équation cinétique par
l’équation hydrodynamique.
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1.5. Le sixième problème de Hilbert

Le sixième problème de Hilbert est une motivation théorique de l’étude de limite
hydrodynamique : peut-on axiomatiser la mécanique, et en particulier (voir la citation
en exergue) peut-on établir rigoureusement les équations fondamentales de la méca-
nique des fluides à partir d’un modèle microscopique gouverné par les lois de Newton ?
Ce célèbre problème de physique statistique a été étudié de façon intensive, comme
en témoigne l’abondance des travaux cités dans les ouvrages de synthèse [S] et [KL] ;
sa solution n’est connue, à l’heure actuelle, que pour certains modèles simplifiés non
réalistes.

Dans cette optique, Hilbert proposait de passer des équations de Newton à l’équa-
tion de Boltzmann, puis de l’équation de Boltzmann aux diverses équations de l’hydro-
dynamique. On perd ainsi de la généralité, car l’équation de Boltzmann ne peut abou-
tir qu’à une classe restreinte d’équations hydrodynamiques, i.e. avec loi d’état des gaz
parfaits. Pour autant, chacune des deux étapes demeure extrêmement délicate.

1.6. Statut mathématique de ces équations

Pour éclairer la difficulté du problème de limite hydrodynamique, faisons le point
sur l’état de la théorie mathématique des principales équations de mécanique des
fluides. On se limite ici au problème de Cauchy : étant donnée une condition initiale,
sous quelles hypothèses peut-on affirmer que l’équation admet une unique solution,
physiquement réaliste(5) ? En outre, que dire de sa régularité, de son intégrabilité... ?

Il n’existe toujours pas de théorie satisfaisante du problème de Cauchy pour l’équa-
tion de Boltzmann, malgré les efforts soutenus de nombreux mathématiciens, à com-
mencer par Carleman [Cr] dans les années 30. L’alternative actuelle est entre

– des solutions fortes sous des hypothèses très restrictives (solution définie en temps
petit, ou bien donnée initiale petite, ou proche d’un état d’équilibre global, ou encore
indépendante de la variable x) ;

– les solutions « renormalisées » construites par la théorie de DiPerna et
Lions [DPL1, DPL2, Li2] sous des hypothèses extrêmement générales. On ignore si ces
solutions satisfont un théorème d’unicité(6), ou les lois de conservation élémentaires.
En outre, on ignore tout de la formation éventuelle de singularités.

On pourra consulter [Vi, chap. 2] pour de nombreuses références sur tous ces résul-
tats. Dans le contexte des limites hydrodynamiques, la théorie la plus étudiée a été
celle des perturbations d’un état d’équilibre global, développée par Grad, Caflisch,
Maslova, Ukai,... qui s’appuie sur la théorie spectrale des opérateurs linéaires.

En ce qui concerne les équations hydrodynamiques, on trouvera un état de l’art
assez complet sur le problème de Cauchy, incluant des avancées très récentes, dans [Li3,

(5)Au sens où elle suit les principales lois physiques attendues : conservations, etc.
(6)On sait cependant que s’il existe une solution forte, alors c’est l’unique solution renormalisée.
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Li4]. On se limitera ici à des considérations simples. Contrairement à leurs homologues
cinétiques, les théories hydrodynamiques actuelles sont très sensibles à la dimension
d’espace, N .

Parlons d’abord des modèles incompressibles. Si les équations de Stokes ou de
l’acoustique ne posent guère de problème, il n’en va pas de même de celles d’Euler
ou de Navier-Stokes, dont le terme quadratique mène à d’immenses difficultés. En
dimension 2, on peut surmonter ces difficultés, et même étudier des questions très
fines (dans le cas d’Euler, la régularité de « poches de tourbillon », la stabilité de
solutions singulières... pour des références et explications détaillées, voir l’exposé de
Gérard [Ge2]).

Pour Navier-Stokes incompressible en dimension 3, l’alternative est la même que
pour Boltzmann. D’une part, on sait construire des solutions régulières en temps pe-
tit [Ld, T] ou pour une donnée initiale petite (voir par exemple [Cn]). D’autre part, la
théorie de Leray [Le1, Le2, Le3] assure, sous des hypothèses très générales, l’existence
de solutions faibles, dont l’unicité n’est pas garantie ; quant à leur régularité, il s’agit
d’un célèbre problème ouvert (voir [CKNS]), récemment mis à prix pour une forte
récompense !

Pour Euler incompressible en dimension 3, la situation est pire : on sait qu’il existe
des solutions régulières en temps petit, mais on ne dispose d’aucun théorème d’exis-
tence globale, à l’exception des « solutions dissipatives » introduites par Lions [Li3].
Si Arnold a donné une interprétation séduisante de cette équation en termes de géo-
désiques d’un groupe de Lie de dimension infinie (voir [AK]), il semble que cette
information soit insuffisante pour résoudre le problème de Cauchy (voir [EM]...).

Quant aux modèles compressibles, ils sont encore plus mal compris. Grâce au cé-
lèbre théorème de Glimm [Gl], on peut montrer l’existence de solutions faibles en
temps grand pour le système d’Euler compressible, si l’état initial est une perturba-
tion d’un état d’équilibre... en dimension 1 seulement ! Par ailleurs, la théorie générale
des systèmes de lois de conservation hyperboliques assure l’existence d’une solution
classique en temps petit pour des données initiales suffisamment régulières. En ce qui
concerne Navier-Stokes compressible, un cas particulier important, dit isentropique,
a été l’objet de nombreuses études récentes : voir [Li4].

Pour conclure, un résultat important doit être mentionné ici : Sideris [Si] a prouvé
que le système d’Euler compressible peut mener à l’apparition spontanée de singula-
rités en temps fini. Ce phénomène n’est pas encore pleinement compris ; voir cepen-
dant [Al] pour une revue synthétique et de nombreux résultats sur l’apparition de
singularités.

Remarque 1.3. — Le théorème de Sideris suggère une autre motivation pour l’étude
des limites hydrodynamiques (motivation qui relève encore de l’utopie très lointaine !)
On pourrait imaginer que l’équation de Boltzmann, dans la limite de faible nombre
de Knudsen, puisse constituer une approximation commode de l’équation d’Euler
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compressible. À l’appui de cette idée, on notera que pour certains modèles hydrody-
namiques simples, d’importants progrès mathématiques ont été réalisés récemment
grâce à leur réinterprétation comme limites hydrodynamiques d’équations cinétiques
ad hoc (non physiques), les premiers travaux du genre étant [LPT1, LPT2, LPS]
(voir aussi [GM]). Comme il est évoqué dans Cercignani et al. [CIP, p. 318], on
pourrait aussi imaginer que le Théorème H de Boltzmann suggère des critères phy-
siquement réalistes d’unicité des solutions faibles de l’équation d’Euler compressible
en présence de chocs, à la manière des critères d’entropie de Lax ou de Dafermos [D,
paragraphes 8.5 et 9.4].

1.7. Bref historique du problème de limite hydrodynamique

Les premières études mathématiques des limites hydrodynamiques de l’équation de
Boltzmann sont dues à Hilbert [H] d’une part, Chapman et Enskog [E] d’autre part.
Il s’agit dans les deux cas de travaux purement formels (ce qui n’empêcha pas Hilbert
d’annoncer une solution complète du problème ! Voir les notes historiques, citations et
commentaires dans [TM]). La méthode de Hilbert consiste à rechercher une solution
formelle de la famille d’équations de Boltzmann (1), à Kn variable, sous la forme

(25) f(t, x, v; ε) =
∞∑
n=0

εnfn(t, x, v), ε = Kn.

En identifiant les coefficients des différentes puissances de ε, on obtient alors des
systèmes d’équations pour f0, f0+εf1, f0+εf1+ε2f2, etc. La méthode de Chapman-
Enskog est une variante où les fn sont des fonctions des champs hydrodynamiques
R(t, x; ε), U(t, x; ε), T (t, x; ε) associés à fε, et de v : pour ces deux approches consul-
ter [Gr2, C1].

Les deux méthodes permettent de retrouver formellement les équations d’Euler
et Navier-Stokes (compressibles ou non). Cependant, il faut remarquer que si l’on
pousse le développement au-delà de l’ordre 2, on obtient des équations (Burnett,
« super-Burnett »...) dont la validité physique est très douteuse [TM], et qui en tout
état de cause se sont montrées parfaitement inutiles. En outre, ces développements
asymptotiques ne sont pas convergents en général pour ε fixé (voir les discussions
dans [Gr2, TM]), et ne peuvent représenter qu’une classe de solutions très particu-
lières. En dépit de ces remarques, les méthodes de Hilbert et Chapman-Enskog sont
aujourd’hui encore très utilisées en modélisation, leur succès tenant certainement à
leur caractère systématique.

Grad [Gr1, Gr2] proposa une autre méthode, conceptuellement plus simple et plus
sûre, dite méthode des moments : on commence par écrire, à nombre de Knudsen fixé,
les équations satisfaites par les quantités

∫
RN
f(t, x, v)vα1

1 . . . vαNN dv, parmi lesquelles
se trouvent bien sûr les quantités R, RU , R(|U |2 + NT ) qui vérifient les lois de
conservation locales (6). Tout le problème consiste alors à fermer ces équations à la
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limite par une règle basée sur l’hypothèse d’équilibre thermodynamique local (qu’il
faut justifier !).

Que ce soit par un développement de Hilbert modifié(7), ou bien par la méthode des
moments, parfois avec l’aide d’un théorème de Cauchy-Kowalevskaya, de nombreux
résultats rigoureux de limites hydrodynamiques furent obtenus par divers auteurs dans
un cadre perturbatif [As, AU, BU, Ca2, Ca3, DMEL, EP, ELM1, ELM2, MR, N, UA] :
par exemple, notons la justification par Caflisch [Ca2] de la limite vers le système
d’Euler compressible en temps petit, ou bien celle par Bardos et Ukai [BU] de la limite
vers Navier-Stokes incompressible. Ces méthodes présentent plusieurs avantages : elles
sont systématiques, et fournissent des solutions régulières de l’équation de Boltzmann,
aussi longtemps que les équations hydrodynamiques limites sont régulières.

En contrepartie, ces démonstrations ne s’appliquent que sur un intervalle de temps
où l’on est assuré de la régularité des solutions hydrodynamiques. C’est cette restric-
tion que Bardos, Golse et Levermore [BGL1, BGL2, BGL3] proposèrent de lever au
début des années 90, tout en augmentant considérablement la généralité des données
autorisées, grâce à la théorie de DiPerna et Lions, combinée à une adaptation astu-
cieuse de la méthode des moments. Le but final était donc l’obtention d’un théorème
de limite hydrodynamique qui ne nécessiterait que des estimations a priori données
par la physique : masse, énergie, entropie. Malgré les difficultés considérables liées à
notre peu de connaissance des solutions renormalisées, ce programme vient de rem-
porter des succès importants, le plus spectaculaire — mais pas le seul ! —, annoncé
très récemment, étant le passage des solutions faibles de DiPerna-Lions aux solutions
faibles de Leray.

Avant de présenter ce programme plus précisément, parlons brièvement des autres
asymptotiques liées au sixième problème de Hilbert. Pour ce qui est de la limite [équa-
tions microscopiques −→ équation de Boltzmann], le résultat qui fait autorité est le
(presque trentenaire) théorème de Lanford [La], étendu par Illner et Pulvirenti [IP],
dont les hypothèses restent très restrictives : donnée initiale petite, gaz de sphères
dures (voir [CIP, chapitre 4] pour une excellente revue). Quant à la limite [équations
microscopiques −→ équations hydrodynamiques], elle a progressé spectaculairement
avec les travaux de Varadhan et ses collaborateurs (voir [GPV], et l’exposé de Co-
mets [Co]), sans pour autant parvenir à couvrir des situations réalistes. Parmi les
résultats marquants de ces dernières années, mentionnons (1) la preuve partielle par
Olla, Varadhan et Yau [OVY] de la limite de systèmes microscopiques Hamiltoniens
assez généraux vers un système d’Euler compressible, tant que sa solution reste régu-
lière ; (2) le travail récent de Quastel et Yau [QY] qui réalise le passage d’une certaine

(7)Tronqué, de façon fort peu satisfaisante, car à un ordre beaucoup plus élevé qu’il n’est formellement

nécessaire... En outre la positivité des solutions ainsi construites n’est pas toujours garantie ! De

nombreuses applications de cette méthode sont passées en revue dans [ELM3].
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dynamique microscopique stochastique sur un réseau, vers les solutions faibles de Le-
ray. Quantité de résultats liés, faisant partie d’un important programme suggéré par
Morrey [M], sont passés en revue dans [KL].

2. LE PROGRAMME DE BARDOS, GOLSE ET LEVERMORE

2.1. Régime de fluctuations

Le programme de Bardos, Golse et Levermore (programme BGL) concerne l’étude
des solutions renormalisées de DiPerna-Lions dans un régime de faible nombre de
Mach et de faible nombre de Knudsen. La première condition est obtenue par l’étude
des fluctuations de l’équilibre global

(26) M(v) =M1,0,1(v) =
e−|v|

2/2

(2π)N/2
,

Notant ε le nombre de Knudsen, on posera donc fε =M(1+ δgε), où δ, proportionnel
au nombre de Mach, est appelé à tendre vers 0, et on s’intéressera aux fluctuations
hydrodynamiques

(27) ρε =
∫

RN
Mgε dv, uε =

∫
RN
M gεv dv, θε =

∫
RN
Mgε

(
|v|2
N

− 1
)
dv.

On fait ensuite tendre simultanément ε et δ = δε vers 0. L’hypothèse d’équilibre ther-
modynamique local se transforme alors naturellement en l’énoncé suivant : asympto-
tiquement, Mgε est une fluctuation maxwellienne de l’équilibre global, ou encore : il
existe des champs ρ(t, x), u(t, x), θ(t, x) tels que, dans la limite où ε→ 0,

(28) gε(t, x, v) −→ g(t, x, v) = ρ+ u · v + θ
(
|v|2 −N

2

)
.

On a bien sûr dans ce cas ρ =
∫
Mg dv, u =

∫
Mgv dv, θ =

∫
Mg( |v|

2

N − 1) dv.
On pourrait s’attendre à obtenir à la limite les équations fondamentales de la mé-

canique des fluides incompressibles. En fait, comme il est facile de s’en convaincre, on
ne peut retrouver que l’équation de l’acoustique... car les équations d’Euler, Stokes et
Navier-Stokes décrivent les mouvements d’un fluide incompressible sur des échelles de
temps beaucoup plus grandes que celle de l’acoustique. Cela suggère une dilatation de
l’échelle de temps macroscopique par un facteur τ−1ε , où τε est susceptible de tendre
vers 0 avec ε. L’équation considérée est donc finalement

(29) τε
∂fε
∂t

+ v · ∇xfε =
1
ε
Q(fε, fε), fε =M(1 + δεgε).

La relation de von Karman,

(30) Re =
Ma

Kn
=
δε
ε
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permet de prédire si le régime limite sera visqueux ou non. Quelques manipulations
astucieuses suggèrent que les quantités ρε, uε, θε, obtenues à partir de fε via (27),
satisfont asymptotiquement les équations de

– l’acoustique si τε = 1 ;
– Euler incompressible si τε = δε, δε/ε→ +∞ ;
– Navier-Stokes incompressible si τε = ε = δε ;
– Stokes si τε = ε, δε/ε→ 0.

Remarque 2.1. — Dans l’un quelconque des trois derniers cas, il se peut bien sûr
que le champ de vitesses à l’instant initial, uinε , ne vérifie pas la condition d’in-
compressibilité asymptotique, ∇x · uinε −→ 0. Dans ce cas, c’est en fait la limite
de Puinε qui doit être prise comme donnée initiale uin dans les équations hydrody-
namiques, où P est le projecteur de Leray, i.e. la projection orthogonale dans L2

sur l’espace des champs de divergence nulle (le noyau de P est donc constitué par
les gradients de fonctions scalaires). Une remarque similaire à celle-ci vaut pour la
relation de Boussinesq (21) : plutôt que le couple limε→0(ρinε , θ

in
ε ), c’est le couple

limε→0( 2
N+2ρ

in
ε − N

N+2θ
in
ε ,

N
N+2θ

in
ε − 2

N+2ρ
in
ε ) qui doit être pris comme donnée initiale

(ρin, θin) dans les équations hydrodynamiques. En fait, au vu de (14), les variations
de ∇x · uε et de ρε + θε sont propagées par les ondes acoustiques à une échelle de
temps macroscopique extrêmement brève si τε → 0.

Remarque 2.2. — Comme on s’intéresse à un régime perturbatif d’un état d’équilibre
global, on s’attend à ce que la partie linéarisée prédomine dans l’opérateur de Boltz-
mann. Définissons donc l’opérateur bilinéaire symétrique Qsym(·, ·) par polarisation
de (2), et

(31) Lg = −2M−1Qsym(M,Mg).

L’opérateur L est symétrique pour le produit scalaire usuel dans L2(M dv), et admet
une unique extension auto-adjointe dans cet espace. La convention de signe a été
choisie de sorte que L soit positif. Si fε =M(1 + δεgε), alors

Q(fε, fε) = −MδεLgε + δ2εQ(Mgε,Mgε).

Comme on le verra, c’est cet opérateur L qui détermine la viscosité ν et le coefficient
de diffusion thermique κ.

Remarque 2.3. — Notons bien qu’il existe de nombreux autres changements
d’échelles ! Plus de dix systèmes limites différents ont été recensés, sans compter
ceux que l’on peut obtenir à partir de variantes de Boltzmann. Et telle équation hy-
drodynamique, par exemple Navier-Stokes, peut apparâıtre dans plusieurs contextes
différents, parfois avec des lois de température distinctes de (20) ; en ce sens on devrait
dire que l’on s’intéresse au passage de l’équation de Boltzmann à une équation de
Navier-Stokes...
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2.2. Théorie de DiPerna-Lions

Dans le programme BGL, le point de départ est la théorie de DiPerna-Lions, sous
une forme légèrement modifiée pour inclure des perturbations d’un équilibre global.
On note

H(f |g) =
∫ (
f log

f

g
− f + g

)
dx dv,

(« entropie relative » de f par rapport à g), et w−Lp l’espace de Lebesgue Lp (p � 1)
muni de sa topologie faible. Pour l’espace des positions, on se limitera à des domaines
sans bord : l’espace RN , le tore plat TN .

Théorème 2.4 (adapté de DiPerna, Lions). — Soient ε, τε, δε > 0 fixés, et soit
B(v − v∗, ω) une section efficace satisfaisant à

(32) B ∈ L∞loc(RN ;L1(SN−1)),
∫
SN−1

B(z, ω) dω = o(|z|2) quand |z| → ∞,

et B > 0 presque partout. Soit Ωx = RN ou TN . Soit f inε (x, v) une donnée initiale
positive sur Ωx × RN

v , satisfaisant à H(f inε |M) < +∞. Alors il existe une fonction
positive fε(t, x, v) ∈ C(R+;w − L1(Ωx × RN

v )), telle que fε(0, ·, ·) = f inε , et telle que
pour toute non-linéarité β vérifiant

(33) β ∈ C1(R+,R+), β(0) = 0, β′(G) � C

1 +G
(C > 0),

l’équation suivante soit vérifiée au sens des distributions :

(34) τε
∂

∂t
β

(
fε
M

)
+ v · ∇xβ

(
fε
M

)
= ε−1β′

(
fε
M

)
Q(fε, fε)
M

.

Remarque 2.5. — L’introduction de β, appelée renormalisation, permet de ne faire
intervenir dans (34) que des termes bien définis au sens des distributions, car l’opé-
rateur f $−→ β′(f/M)Q(f, f)/M est essentiellement sous-linéaire, au vu de l’inégalité
dans (33). Les équations (29) et (34) sont bien sûr formellement équivalentes par
« chain-rule ».

Remarque 2.6. — La définition de DiPerna-Lions [DPL1] ne considère que des renor-
malisations de la forme β(f) ; l’extension présentée ici est un cas particulier de celle
de [Li2, p. 450]. Dans les articles de Bardos, Golse et Levermore, on choisit typique-
ment β(G) = log(1− α+ αG), 0 < α < 1.

Pour une démonstration du théorème 2.4, on pourra consulter l’exposé de Gé-
rard [Ge1]. Une démonstration plus synthétique a été proposée plus récemment par
Lions [Li2], grâce à l’important théorème dit de « régularité de l’opérateur Q+ » (voir
références dans [Vi]).

Dans l’optique de la méthode des moments, il importe de savoir si les lois de
conservation locales (6) sont vérifiées. Pour des raisons techniques majeures, la théorie
de DiPerna-Lions ne peut le garantir que pour ξ = 1. Si ξ = v, on a seulement une
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variante affaiblie, « avec défaut » [LM4] : il existe une fonction matricielle symétrique
positive S telle que

(35) τε
∂

∂t

(∫
RN
fε v dv

)
+∇x ·

(∫
RN
fε v ⊗ v dv

)
= −∇x · S.

Enfin, la théorie de DiPerna et Lions ne garantit pas non plus le ThéorèmeH , même
sous la forme (10). À la place, on dispose à ce jour d’une forme intégrale affaiblie,

(36) ∀ t0 � 0, H
(
fε(t0, ·, ·)|M

)
+

1
ετε

∫ t0

0

∫
Ωx

D(fε(t, x, ·)) dx dt � H(f inε |M).

2.3. Stratégie générale de BGL

Pour garantir que f = fε soit bien une perturbation de M , de taille (au plus) δε,
on fait à l’instant initial une hypothèse de petitesse de l’entropie relative :

(37) H(f inε |M) � Cinδ2ε .

Bien sûr, cela entrâıne, au vu de (36), que pour tout t � 0,

(38)
1
δ2ε
H(fε(t, ·, ·)|M) +

1
ετεδ2ε

∫ t

0

∫
Ωx

D(fε(s, x, ·)) ds dx � Cin.

La suite du programme BGL s’énonce simplement :
(1) montrer qu’à extraction d’une sous-suite près, gε −→ g ;
(2) montrer que Mg est une fluctuation maxwellienne, eq. (28) ;
(3) passer à la limite dans les équations satisfaites par les moments de gε.

2.4. Stratégie alternative : la méthode de Yau

Introduite dans le contexte des limites hydrodynamiques de systèmes de particules
stochastiques [OVY, Va, Y1, Y2], cette méthode a été adaptée par Golse [Go] au
contexte cinétique, après que Brenier [Bn] en eut redécouvert indépendamment une
variante. Le principe est le suivant : on introduit explicitement une solution (ρ, u, θ) de
l’équation hydrodynamique limite, et on construit une distribution cinétique f̃ε dont
les paramètres hydrodynamiques sont très proches de cette solution. Par exemple,
pour le système d’Euler incompressible, avec ρ = θ = 0, on introduit u solution
de (15) (et ∇x · u = 0), puis f̃ε(t, x, v) =M1,δεu,1. On cherche ensuite à montrer, par
un lemme de Gronwall, que

(39)
[
1
δ2ε
H
(
f inε |f̃ inε

)
−−−→
ε→0

0
]
=⇒
[
∀ t � 0,

1
δ2ε
H
(
fε(t, ·, ·)|f̃ε(t, ·, ·)

)
−−−→
ε→0

0
]
,

cette dernière limite entrâınant que uε −→ u.

Remarque 2.7. — La différence essentielle avec l’approche précédente est que dans
l’approche de Yau, on considère l’entropie relative par rapport à un équilibre local et
non par rapport à l’équilibre global.
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Cette méthode est plus exigeante que la précédente : d’abord, dériver H(fε(t, ·, ·)|
f̃ε(t, ·, ·)) par rapport à la variable t nécessite une certaine forme de régularité. En-
suite, la méthode amène à une hypothèse plus contraignante sur la famille des données
initiales (« bien préparées »). Le résultat final est cependant plus précis, et plus quan-
titatif. Pour un survol des applications de la méthode d’entropie, on pourra consul-
ter [GLSR].

2.5. Résultats

Le programme BGL s’avère donner d’excellents résultats pour les limites de l’acous-
tique, Stokes et Navier-Stokes ; en revanche il échoue pour la limite d’Euler, par suite
du manque d’estimations de compacité forte. Pour des raisons (non essentielles) de
commodité mathématique, les résultats qui suivent seront énoncés dans le cas où la
variable d’espace appartient au tore plat, TN , avec une exception importante (théo-
rème 2.10).

Commençons par le cas le plus simple : l’acoustique.

Théorème 2.8 (Golse, Levermore). — On pose Ωx = TN . Supposons τε = 1, δε =
O(εβ), où β > 1/2. Soient f inε une famille de données initiales satisfaisant à (37),
et fε = M(1 + δεgε) des solutions renormalisées associées, construites par le théo-
rème 2.4. On suppose également que les moments ρinε , u

in
ε , θ

in
ε associés à ginε via les

formules (27) convergent faiblement quand ε→ 0, au sens des distributions, vers des
fonctions ρin, uin, θin ∈ L2(Ωx). Alors, Mgε converge faiblement vers une fluctuation
maxwellienne, eq. (28), où ρ, u, θ sont des solutions faibles du système de l’acous-
tique (13), avec données initiales ρin, uin, θin.

Avant ce théorème, Bardos, Golse et Levermore [BGL5] avaient prouvé un résul-
tat similaire sous des hypothèses plus contraignantes (section efficace bornée). Une
extension en est la convergence forte de gε vers g si ginε converge fortement vers g.

Avant d’aborder la limite de Stokes, nous allons énoncer un lemme préliminaire
issu de la théorie des opérateurs linéaires. On suppose que l’opérateur de collision (31)
est coercif dans L2(M dv) (sous l’hypothèse (32), cela est vrai par exemple si B est
minorée par une constante strictement positive, ou bien si

∫
B(z, ω) dω → +∞ quand

|z| → +∞) ; dans la suite, nous ferons cette hypothèse sur B sans le rappeler. On
montre alors qu’il existe des fonctions uniques φ (matricielle) et ψ (vectorielle) dont
toutes les composantes sont orthogonales au noyau de L, telles que (IN désignant la
matrice identité)

(40) Lφ = v ⊗ v − |v|
2

N
IN , Lψ =

|v|2v
2

− N + 2
2

v,

Théorème 2.9 (Golse, Levermore). — On reprend les notations du théorème 2.8, et
on suppose cette fois que τε = ε, δε = O(εβ), β > 1. On suppose en outre que Puinε
et N

N+2θ
in
ε − 2

N+2ρ
in
ε convergent faiblement, quand ε → 0, vers des fonctions uin,
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θin ∈ L2(Ωx). Alors, Mgε converge faiblement vers une fluctuation maxwellienne,
eq. (28), telle que ρ+θ = 0, ∇x·u = 0, et (u, θ) soit solution du système de Stokes (16)–
(19), avec données initiales uin, θin, où la viscosité ν et le coefficient de diffusion κ
sont déterminés par les formules

(41) ν =
1

(N − 1)(N + 2)

∫
RN
φ : LφM dv, κ =

2
N(N + 2)

∫
RN
ψ · LψM dv,

où l’on note A : B =
∑

ij AijBij .

Les premiers résultats de ce type sont dus à Bardos, Golse et Levermore [BGL3],
conditionnellement à l’hypothèse que les solutions renormalisées satisfont les lois de
conservation locales. Par la suite, Lions et Masmoudi [LM4] montrèrent que l’on pou-
vait se passer de cette hypothèse en utilisant la positivité de la matrice S dans (35).
Cependant, ces travaux restaient limités à l’équation sur le champ de vitesses ; ce n’est
que dans [GL] que Golse et Levermore parvinrent à obtenir l’équation de tempéra-
ture (19). Une étude de la convergence forte de gε, des estimations asymptotiques
de gε −Πgε, où Π est la projection orthogonale dans L2(M dv) sur l’espace vectoriel
engendré par 1, v, |v|2, sont également possibles.

On considère ensuite la limite de Navier-Stokes, considérablement plus délicate.

Théorème 2.10 (Golse, Levermore, Lions, Masmoudi, Saint-Raymond)
On suppose maintenant que τε = δε = ε, que B(z, ω)/| cos(z, ω)|N−2 est majo-

rée et minorée par des constantes strictement positives, et que les fonctions φ, ψ
dans (40) sont à croissance au plus polynomiale(8). On se limite en outre au cas
où Ωx = RN avec N = 3. On suppose que Puinε , N

N+2θ
in
ε − 2

N+2ρ
in
ε convergent

au sens des distributions vers uin, θin ∈ L2(Ωx). Alors, avec les mêmes notations
que précédemment, il existe une sous-suite (εn), telle que Mgεn converge faiblement
vers une fluctuation maxwellienne, eq. (28), satisfaisant à ρ + θ = 0, ∇x · u = 0,
u, θ ∈ L∞(R+, L2(Ωx))∩L2(R+;H1(Ωx)), et (u, θ) soit une solution faible du système
de Navier-Stokes (17)–(20), avec données initiales uin, θin, où ν et κ sont déterminés
par (41).

Ce théorème a une histoire mouvementée, et a nécessité les efforts parallèles de
tous les auteurs déjà cités, à partir de la première ébauche par Bardos, Golse et Le-
vermore [BGL3] ; dans le paragraphe suivant, nous expliciterons plus précisément les
contributions respectives des uns et des autres. L’énoncé ci-dessus est extrait de Golse
et Saint-Raymond [GSR]. Dans le cas où une solution faible de (17) est automatique-
ment forte, la convergence faible peut être remplacée par de la convergence forte sous
une hypothèse adéquate sur les données initiales.

Passons enfin à la limite d’Euler incompressible, que l’on ne sait actuellement traiter
que par la méthode d’entropie de Yau. Les problèmes qui se posent dans la mise en

(8)Ces hypothèses techniques sur B sont certainement superflues, mais n’ont pas encore été éliminées.
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œuvre de cette méthode ne sont pas tout à fait les mêmes que pour le programme
BGL : il n’y a pas besoin de compacité, mais seulement d’estimations d’intégrabilité
suffisantes pour majorer les termes d’erreur dans le lemme de Gronwall. En revanche,
on retrouve deux difficultés attendues : le besoin apparent de lois de conservation
locales, et le manque éventuel de régularité. De façon surprenante, elles peuvent être
surmontées toutes les deux : d’une part, les lois de conservation locales exactes ne
sont pas toujours nécessaires, comme l’ont prouvé Lions et Masmoudi [LM4]. D’autre
part, comme l’a montré Golse [Go, pp. 58–66] la méthode s’accommode très bien
du concept de solution dissipative [Li3, Li4], qui permet de contourner les problèmes
éventuels de régularité :

Définition 2.11 (Lions). — Soit Ωx = RN ou TN . Un champ de vecteurs u(t, x) ∈
C(R+;w − L2(Ωx)) est appelé solution dissipative de l’équation d’Euler incompres-
sible (15), avec donnée initiale uin, si ∇x ·u = 0, u(0, ·) = uin, et si, pour tout champ
de vecteurs v(t, x) régulier et de divergence nulle, et pour tout t � 0,

‖u(t, ·)− v(t, ·)‖2L2 � ‖uin − v(0, ·)‖2L2 exp
(∫ t

0

‖∇xv(s, ·)‖L∞ ds

)
−
∫ t

0

∫
Ωx

exp
(∫ t

s

‖∇xv(τ, ·)‖L∞ dτ

)[∂v
∂t

+ P (v · ∇xv)
]
· (u− v)(s, x) dx ds.

(Pour se convaincre qu’il s’agit bien d’une notion de solution faible, choisir v = solution
régulière, v(0, ·) = uin, et remarquer que le membre de droite s’annule, d’où u = v ! !)

En regroupant les résultats de [Go] et de [LM4], on parvient au

Théorème 2.12 (Golse, Lions, Masmoudi). — On suppose τε = δε, ε = O(δβε ),
β > 1, et Ωx = TN . On se donne uin ∈ L2(Ωx), ∇x · uin = 0, et f inε tel que
H(f inε |M1,δεuin,1) = o(δ2ε). On se donne des solutions gε de (29), et on suppose
en outre(9) que la famille M |v|2(gε)2/(2 + δεgε) est relativement compacte dans
w − L1(dt dx dv). Alors, il existe une suite εn → 0 telle que gεn −→ u · v, où u est
solution dissipative de l’équation d’Euler incompressible avec donnée initiale uin.

Remarque 2.13. — Le principal défaut de ce théorème est l’usage de la notion très
faible de solution dissipative. Cependant, chaque fois que l’on sait construire une
solution forte, suffisamment régulière (solution régulière en temps petit, par exemple),
on sait alors qu’il s’agit de l’unique solution dissipative, voir Lions [Li3], ce qui mène
à un résultat plus « standard ». Dans ce cas, un théorème analogue (aux espaces
fonctionnels près...) pourrait être démontré par des méthodes plus traditionnelles de
développement de Hilbert tronqué ; pour autant, la méthode d’entropie de Yau est en
fait plus naturelle et plus satisfaisante.

(9)Des travaux très récents de Saint-Raymond suggèrent que l’on peut se passer de cette hypothèse.
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Remarque 2.14. — La méthode, en l’état actuel des choses, ne permet pas de retrou-
ver d’équation de température telle que (18). À cause de cela, et de l’hypothèse contrai-
gnante sur les données initiales, elle donne dans l’étude de la limite de Navier-Stokes,
par exemple (voir [Go, GLSR]), des résultats moins performants que la méthode BGL.

2.6. Limite de Navier-Stokes : un canevas de preuve à rendre rigoureux

Nous allons donner ci-après un canevas de preuve informelle (inspiré de Bardos,
Golse et Levermore) pour le théorème 2.10, sur la base duquel nous pourrons expliciter
plus clairement les difficultés de l’étude ; cela permettra en outre au lecteur d’avoir
une idée de la façon dont apparaissent les mystérieux coefficients de diffusion (41).

On se limite ici à l’obtention de l’équation sur le champ de vitesses. L’équation (29),
dans le changement d’échelles menant à Navier-Stokes, devient

(42) ε
∂gε
∂t

+ v · ∇xgε =
1
M

Q(fε, fε)
ε2

= −Lgε
ε

+
1
M
Q(Mgε,Mgε).

En multipliant cette équation par ε, en faisant tendre ε vers 0, et en admettant que
gε converge vers une fonction g, on trouve formellement Lg = 0, ce qui entrâıne que
Mg est une fluctuation maxwellienne, eq. (28).

Posons ensuite qε = (f ′εf ′ε,∗ − fεfε,∗)/(ε2MM∗), de sorte que le membre de droite
dans (42) peut se réécrire

∫
qεM∗B dv∗ dω. Admettant que qε converge vers une fonc-

tion q quand ε→ 0, on obtient formellement, en passant à la limite dans (42),

(43) v · ∇xg =
∫

RN×SN−1
qM∗B dv∗ dω.

On intègre cette relation contreM et Mv successivement, pour trouver, grâce à (27),

∇x · u =
∫
qMM∗B dv dv∗ dω,

∇x(ρ+ θ) =
1
N

∫
qMM∗ v B dv dv∗ dω.

Mais q satisfait les lois de symétrie q′ = −q, q∗ = q par passage à la limite des
relations analogues pour qε ; des considérations élémentaires permettent d’en déduire
que les deux intégrales ci-dessus sont nulles. On a donc obtenu formellement la relation
d’incompressibilité ∇x · u = 0, et la relation de Boussinesq (21).

Soit maintenant uε =
∫
Mgεv dv. Après division de (42) par ε, et intégration contre

M v dv, on obtient, grâce à la loi de conservation locale (6) (pour ξ = v), l’équation

(44)
∂uε
∂t

+
1
ε
∇x ·

(∫
M gεv ⊗ v dv

)
= 0.

En supposant que gε converge vers g, le terme de gauche converge, au sens des distri-
butions, vers ∂u/∂t. Reste donc le cœur de la démonstration : prouver que

1
ε
∇x ·

(∫
Mgεv ⊗ v dv

)
−−−→
ε→0

∇x · (u ⊗ u)− ν∆xu+∇xp.
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Par application du projecteur de Leray P , il suffit de montrer que

(45)
1
ε
P∇x ·

(∫
Mgεv ⊗ v dv

)
−→ P∇x · (u⊗ u)− νP∆xu.

Décomposons v ⊗ v selon v ⊗ v = (v ⊗ v − |v|
2

N IN ) + |v|
2

N IN . On peut se débarrasser
du deuxième terme, puisque

P∇x ·
(
IN

∫
Mgε

|v|2
N
dv

)
= P∇x

(∫
Mgε

|v|2
N
dv

)
= 0.

Combinant cette remarque à la définition (40), il suffit de passer à la limite dans

1
ε
P∇x ·

(∫
gεLφM dv

)
= P∇x ·

(∫ (Lgε
ε

)
φM dv

)
,

où l’on a utilisé le caractère auto-adjoint de L dans L2(M dv).
C’est à ce stade qu’apparaissent les termes de viscosité et de convection : écrivons

(46)
Lgε
ε

= − 1
M

Q(fε, fε)
ε2

+
1
M
Q(Mgε,Mgε).

Le premier terme dans le membre de droite de (46) va contribuer à la viscosité : en
effet, ∫

Q(fε, fε)
ε2

φdv =
∫
qεφMM∗B dv dv∗ dω −−−→

ε→0

∫
qφMM∗B dv dv∗ dω.

Tenant compte de (43) et de (28), cette dernière quantité s’écrit
∫
φ(v⊗v : ∇xu)M dv.

Par des arguments de symétrie on montre qu’elle est proportionnelle à ∇xu+(∇xu)T ,
un calcul d’algèbre élémentaire indiquant que le coefficient de proportionnalité est ν.
D’où

∇x ·
(∫

Q(fε, fε)
ε2

φdv

)
−→ ν∆xu.

En revanche, du dernier terme dans (46), quadratique en g, on va tirer un terme
de convection. Désignons par Π l’opérateur de projection dans L2(M dv) sur l’espace
engendré par 1, v, |v|2, et admettons (ce qui est plausible au vu de (28)) que gε res-
semble asymptotiquement à Πgε ; notons que le champ de vitesses associé à Πgε est
toujours uε. Une étude simple mêlant algèbre élémentaire et symétries montre que∫

1
M
Q(MΠgε,MΠgε)φM dv = uε ⊗ uε −

|uε|2
N
IN .

Si l’on admet enfin que

(47) uε ⊗ uε −→ u⊗ u,

alors on trouve bien, après application du projecteur de Leray,

P∇x ·
(∫

Q(Mgε,Mgε)φdv
)
−−−→
ε→0

P∇x · (u⊗ u).
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Dans cet argument, nous avons fait de nombreuses hypothèses, en particulier de
convergence ; on peut les justifier presque toutes, mais cette tâche s’avère extrêmement
ardue :

(a) toutes les étapes nécessitent des estimations plus ou moins fortes d’intégrabilité
sur gε, alors que nous ne disposons que des estimations très faibles fournies par les
bornes d’entropie. Ainsi, la toute première ligne, eq. (42), n’a aucun sens car on ne
sait même pas définir Q(fε, fε) au sens des distributions ; il en est de même de qε, et
il faut réinterpréter toutes les formules où ce terme apparâıt ;

(b) la justification des convergences nécessite (au moins) des hypothèses de com-
pacité faible, qui se ramènent également à des bornes d’intégrabilité suffisamment
fortes ;

(c) la loi de conservation locale (44) n’est pas garantie par la théorie de DiPerna-
Lions ;

(d) pour passer à la limite selon (47), il faudrait prouver que le champ de vitesses
uε converge fortement vers u. Or, du fait de la présence éventuelle des ondes acous-
tiques, qui se propagent avec une vitesse très élevée (d’ordre 1/ε dans nos échelles
macroscopiques), rien ne garantit cette convergence forte ! En fait, si la variable x vit
dans le tore plat, on peut même se convaincre qu’il n’y a pas convergence forte, de
sorte que (47) est irrémédiablement faux...

Les trois premières difficultés ne sont pas seulement propres à la limite de Navier-
Stokes, mais se rencontrent dans toutes les limites hydrodynamiques de l’équation de
Boltzmann. Le concept de solution renormalisée permet de surmonter une partie de
(a), au prix d’une grande complexité technique.

Partant de ces principes, dans l’article pionnier [BGL3], Bardos, Golse et Lever-
more parvenaient à un énoncé satisfaisant sur la limite de Navier-Stokes, modulo cinq
problèmes majeurs :

(1) les démonstrations reposant sur les lois de conservation locales, les auteurs
étaient amenés à faire l’hypothèse que ces lois étaient satisfaites pour les solutions de
DiPerna-Lions, ce que personne ne sait démontrer ;

(2) pour éviter le délicat problème du contrôle du flux de chaleur, ils ne considé-
raient que l’équation de quantité de mouvement, sans chercher à établir l’équation de
température ;

(3) pour éviter le problème des ondes acoustiques, et le défaut de compacité qui en
résulte, ils se limitaient au problème stationnaire en temps ;

(4) ils étaient amenés à faire certaines hypothèses de « compacité faible non li-
néaire » sur la famille (gε), en particulier l’équi-intégrabilité de |v|2(g2ε)/(2+ εgε), que
l’on ne sait pas démontrer ;

(5) enfin, les hypothèses faites sur la section efficace étaient très contraignantes, et
difficiles à vérifier en pratique sauf dans le cas dit des sections efficaces « maxwelliennes
avec troncature angulaire ».
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Toutes ces difficultés ont été résolues dans les quelques dernières années. Tout
d’abord, Lions et Masmoudi [LM3] montrèrent comment résoudre le problème (3).
À peu près simultanément, Bardos, Golse et Levermore [BGL4, BGL5] montrèrent
comment dans certains cas on pouvait se passer de l’hypothèse (1) ; d’autres ar-
guments furent ensuite proposés par Lions et Masmoudi [LM4], enfin par Golse et
Levermore [GL], qui par la même occasion permettaient d’estimer les flux de chaleur
(problème (2)), et de traiter des hypothèses beaucoup plus générales sur la section
efficace. C’est finalement le problème (4) qui resta ouvert le plus longtemps ; sa so-
lution est due à Golse et Saint-Raymond [GSR] (dans sa version actuelle, sous des
hypothèses techniques qui cependant restreignent la généralité dans le choix de la
section efficace).

Dans les paragraphes 3 à 5, nous allons maintenant exposer de manière plus synthé-
tique les idées-clés de ces diverses contributions.

3. ESTIMATIONS D’ENTROPIE ET CONSÉQUENCES

Les estimations d’entropie vont jouer plusieurs rôles fondamentaux :
(1) la borne d’entropie (38) implique certaines propriétés de compacité faible sur gε,

comme le montrent Bardos, Golse et Levermore [BGL3] ;
(2) l’estimation de dissipation d’entropie mènera à l’hypothèse d’équilibre

thermodynamique local, par un argument établi dans [BGL3], grandement sim-
plifié dans [GL] ;

(3) les estimations d’entropie et de dissipation d’entropie combinées vont aussi
permettre d’établir que les lois de conservation locales de quantité de mouvement et
d’énergie cinétique sont satisfaites dans la limite de faible nombre de Knudsen, et cela
même si elles ne sont pas satisfaites à nombre de Knudsen fixé.

Parlons plus en détail du point (3), qui est crucial. Le premier résultat de ce type
apparaissait dans le récent travail de Bardos, Golse et Levermore [BGL4, BGL5] sur les
limites de l’acoustique et de Stokes, et constituait une avancée psychologique majeure.
L’argument, basé sur l’annulation d’une mesure de défaut (grâce à une loi de conser-
vation globale pour le modèle limite), nécessitait des hypothèses assez restrictives sur
la section efficace, et ne concernait que la conservation de quantité de mouvement.
Lions et Masmoudi [LM4] ont alors proposé une autre technique, basée sur la matrice
symétrique S dans (35), qui permettait d’une part d’affaiblir les hypothèses pour la
limite de Stokes, d’autre part d’étendre le résultat à la limite d’Euler. Finalement,
Golse et Levermore [GL] ont suggéré un troisième argument, exploitant mieux les
symétries de l’opérateur de Boltzmann, qui s’avère encore plus performant, et permet
en outre d’obtenir des équations de température grâce au contrôle du flux d’énergie
cinétique. Dans [GL], cet argument est mis en œuvre sur les limites de l’acoustique et
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de Stokes ; dans un travail en préparation de Levermore et Masmoudi, et indépendam-
ment dans [GSR], il est adapté au cas de Navier-Stokes. On notera que les méthodes
de Golse et Levermore reposent en partie sur des inégalités élémentaires subtiles ne
nécessitant aucun concept mathématique plus avancé que la notion de transformée
de Legendre ! Pour en donner un aperçu, commençons par réécrire les estimations
d’entropie et de dissipation d’entropie dans un formalisme adéquat.

Lemme 3.1. — Soient h(z) = (1 + z) log(1 + z)− z, et d(z) = z log(1 + z). Alors,

(48) H(f |M) =
∫
h

(
f −M
M

)
M dv dx,

(49) D(f) =
1
4

∫
d

(
f ′f ′∗ − ff∗
ff∗

)
ff∗B dω dv dv∗.

De plus, les fonctions h et d sont convexes et vérifient h(|z|) � h(z), d(|z|) � d(z),
tandis que leurs transformées de Legendre respectives h∗, d∗ satisfont pour z � 0 et
0 � λ � 1,

h∗(λz) � λ2h∗(z), d∗(λz) � λ2d∗(z), h∗(z) = O(ez), d∗(z) = O(ez).

Soit également s(z) = z2/(1+z/3) ; on remarque que s(z) � h(z) pour tout z � −1.
On montre alors le lemme élémentaire [BGL3] :

Lemme 3.2. — Pour δ > 0 assez petit, il existe une constante C > 0 telle que, pour
tous g � −1/δ, ζ > 0, a � max(δ, ζX), X,Y, Z � 0, les inégalités suivantes soient
vérifiées :

(50) X |g| � 1
a
h∗(X) +

a

δ2
h(δg);

(51) X
s(δg)
δ2

� C| log δ|
(
h(δg)
δ2

+O(e
8
3X)
)

;

(52) XY |q| � aZ

ζ2
d∗
(
ζXY

a

)
+
aZ

ζ2
d

(
ζq

Z

)
� X2Z

a
d∗(Y ) +

aZ

ζ2
d

(
ζq

Z

)
.

3.1. Bornes d’entropie et compacité faible

Par application de (50) avec X = (1 + |v|2)/3, δ = δε et g = gε, et de la borne
d’entropie (38), on trouve facilement que la famille gε est bornée dans

L∞(dt;L1((1 + |v|2)M dv dx)),

et relativement compacte dans

w − L1(dt;w − L1((1 + |v|2)M dv)).

ASTÉRISQUE 282



(893) LIMITES HYDRODYNAMIQUES DE L’ÉQUATION DE BOLTZMANN 389

Comme s � h, il existe une constante numérique C telle que

(53)
∫

g2ε
2 + δεgε

M dv dx � CH(fε|M)
δ2ε

� CCin.

En outre, grâce à (51) il existe une constante numérique C telle que

(54)
∫
|v|2 g2ε

2 + δεgε
M dv dx � C| log δε|

[
H(fε|M)
δ2ε

+ 1
]

� C(Cin + 1)| log δε|.

3.2. Symétrisation et estimation de dissipation d’entropie

Dans l’étape suivante, on quantifie de manière ad hoc l’idée que l’intégrande f ′f ′∗−
ff∗ ressemble, asymptotiquement quand ε→ 0, à sa version linéariséeMM∗(g′+g′∗−
g − g∗).

Lemme 3.3. — On pose qε = (f ′εf
′
ε,∗ − fεfε,∗)/(

√
ετεδεMM∗), et Nε = 1 + δεgε/3.

Alors,

(55)
∥∥∥∥ qε
NεNε,∗N ′εN

′
ε,∗
− 1
√
ετε

(
g′ε
N ′ε

+
g′ε,∗
N ′ε,∗

− gε
Nε

− gε,∗
Nε,∗

)∥∥∥∥ � CCin δε| log δε|
1
2

√
ετε

,

où ‖ · ‖ désigne la norme dans L∞(dt;L1(dx;L2(MM∗B dω dv dv∗))).

Esquisse de preuve. — Par un calcul facile, le membre de gauche vaut F ′ − F , avec

(56) F =
1
3

(
1

N ′ε,∗N
′
ε

+
1
N ′ε,∗

+
1
N ′ε

− 2
)

δε√
ετε

gε,∗gε
Nε,∗Nε

.

Les termes entre parenthèses se majorent par une constante numérique, et l’on par-
vient au résultat en combinant les bornes d’entropie (53) (54) avec l’inégalité∫ (

gε,∗gε
Nε,∗Nε

)2
MM∗ (1 + |v − v∗|2) dv dv∗

� C
(∫

(1 + |v|2)g2ε
N2

ε

M dv

)(∫
g2ε
N2

ε

M dv

)
.

3.3. Equilibre thermodynamique local

Lemme 3.4. — Avec les notations précédentes, il existe une constante numérique C
telle que

(57)
∫

q2ε
NεNε,∗N ′εN

′
ε,∗
MM∗B dω dv dv∗ dx dt � CD(f)

ετεδ2ε
� CCin.

Preuve. — C’est une conséquence directe des inégalités élémentaires

(NεNε,∗N
′
εN
′
ε,∗)
−1 � (81/4)MM∗/(f ′εf

′
ε,∗ + fεfε,∗),

z2/(1 + z/2) � d(z) (pour z � −1)

et de (49).
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Proposition 3.5. — Soit g une valeur d’adhérence de la famille (gε) quand ε → 0.
Alors g vérifie (28), où ρ, u, θ ∈ L∞(dt;L2(dx)).

Esquisse de preuve. — Par un théorème classique, il suffit de montrer que

(58) g′ + g′∗ − g − g∗ = 0.

Quitte à extraire une sous-suite, on suppose que gε −→ g faiblement. Par l’inégalité
élémentaire |gε − gε/Nε| � Cδεg2ε/Nε et la borne d’entropie (53), on voit que gε/Nε

converge faiblement vers g. On multiplie alors (55) par
√
ετε, et on passe à la limite

quand ε → 0. Le terme en qε disparâıt à la limite au vu du lemme 3.4, et on trouve
finalement (58).

Une fois ce lemme établi, on se ramène par extraction au cas où gε −→ g faiblement.

3.4. Lois de conservation approchées

Voyons maintenant comment utiliser les bornes d’entropie pour établir des lois de
conservation asymptotiques. Nous allons nous limiter ici à un exemple de contrôle de
la contribution des collisions ; cependant, mentionnons bien que les bornes d’entropie
servent aussi de manière cruciale dans [GL] pour contrôler les flux de quantité de
mouvement et d’énergie cinétique, avec les lemmes 3.2 et 3.3 comme outils-clés.

Proposition 3.6. — Soit ξ un invariant de collision : ξ(v) = 1, vj (1 � j � N) ou
|v|2, et soit α > 0. Alors, avec les notations précédentes, on a, pour p = 1, 2,

1
√
ετεδε

∣∣∣∣∫ Q(fε, fε)
(1 + αδεgε)p

ξ(v) dv
∣∣∣∣

� C
(
H(fε|M)
δ2ε

+
D(fε)
ετεδ2ε

+ 1
)(
δε| log δε|1/2 +

√
ετεδε| log δε|

)
,

où C est une constante dépendant uniquement de α et de N .

Esquisse de preuve. — Considérons par exemple le cas p = 1, α = 1/3 : la quantité
à estimer peut se réécrire

∫
MM∗Bξ

qε
Nε

. En utilisant les symétries de l’opérateur de
collision et le fait que ξ soit un invariant de collision, on trouve que cette quantité
vaut

(59)
1
3

∫
MM∗Bξ

δεgε,∗
Nε,∗Nε

qε −
2
9

∫
MM∗Bξ

′ δ2εgε,∗g
′
ε,∗

NεNε,∗N ′εN
′
ε,∗
qε

+
1
6

∫
MM∗Bξ

√
ετεδεq

2
ε

NεNε,∗N ′εN
′
ε,∗
.

On estime alors chacun des trois termes séparément. Les deux premiers se majorent
en O(δε| log δε|

1
2 ), le dernier en O(

√
ετεδε| log(

√
ετεδε)|), avec des constantes faisant
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intervenir les fonctionnelles d’entropie et de dissipation d’entropie. Contentons-nous
ici de majorer le premier terme : il suffit de prouver∣∣∣∣∫ (1 + |v|2)δεgε,∗qε

NεNε,∗
MM∗B dω dv dv∗

∣∣∣∣ � C (H(fε|M)
δ2ε

+
D(fε)
ετεδ2ε

+ 1
)
δε| log δε|1/2.

Pour cela on applique l’inégalité (52) avec

q = qε, X =
|gε,∗|
NεNε,∗

, Y =
1 + |v|2

3
, Z =

fεfε,∗
MM∗

, ζ =
√
ετεδε,

et on intègre en v, v∗, ω contre B. En utilisant
∫
e(1+|v|

2)/3(1 + |v|2)M dv < +∞, et
les inégalités fε/Nε � 3M/δ, fε,∗/Nε,∗ � 3M∗/δ, on parvient à une majoration en

Cδε

(
1
aδ2ε

∫
g2ε,∗
N∗

(1 + |v∗|2)M∗ dv∗ + a
D(fε)
ετεδ2ε

)
,

et il ne reste qu’à appliquer (54) et à optimiser en a pour conclure.
Les autres cas se traitent de même, par des estimations de plus en plus complexes.

4. COMPACITÉ FORTE CONDITIONNELLE POUR
NAVIER-STOKES

Les estimations du paragraphe précédent, combinées à des techniques classiques et
à un usage adroit de la notion de solution renormalisée, sont suffisantes pour traiter
les limites de l’acoustique et de Stokes [GL]. Il n’en va pas de même pour la limite de
Navier-Stokes : d’une part, le contrôle des lois de conservation doit être affiné ; mais
surtout, la présence du terme de convection quadratique, ∇x · (u⊗u), rend nécessaire
l’utilisation d’une certaine forme de convergence forte (convergence en norme). Rap-
pelons en effet que si uε, famille bornée de L2(Rm), converge faiblement vers u sans
converger fortement, alors uε⊗uε ne converge pas vers u⊗u au sens des distributions.

Le critère de Riesz-Fréchet-Kolmogorov [Br] permet de traduire une propriété de
compacité forte en termes de « régularité ». Plus précisément, soit (uε) bornée dans
L2 et vérifiant la condition de « non-fuite à l’infini » lim

R→∞
lim sup
ε→0

‖uε‖L2(|x|�R) = 0 ;

alors la famille (uε) est fortement relativement compacte dans L2(Rm) si et seulement
si

(60) lim
y→0

lim sup
ε→0

‖uε(·+ y)− uε‖L2 = 0.

Ce point de vue permet de séparer le problème de compacité forte dans la limite
de Navier-Stokes en deux sous-problèmes : compacité forte (ou régularité) par rap-
port à la variable x ; et compacité forte par rapport à la variable t. Nous allons voir
comment ces deux problèmes peuvent être résolus, à condition de pouvoir établir des
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estimations d’intégrabilité suffisantes (c’est en ce sens qu’il s’agit de compacité forte
conditionnelle). Dans ce paragraphe, on considère des solutions de (42), où Ωx = RN ;
l’analyse est identique pour Ωx = TN .

4.1. Compacité forte en espace

Cette première difficulté a été résolue par Bardos, Golse et Levermore [BGL3] grâce
aux lemmes de moyenne cinétiques. Introduits par Golse et al. [GPS, GLPS], amélio-
rés et généralisés par de nombreux auteurs, ces lemmes donnent des estimations de
régularité dans les variables (t, x) pour les solutions de certaines équations cinétiques
après moyennisation par rapport à la variable v. Ils constituent l’un des outils-clés
de la théorie de DiPerna-Lions et ses extensions, et plus généralement de toute la
théorie cinétique moderne (pour une introduction et de nombreuses références, voir
Bouchut [Bo]). Dans notre contexte, l’énoncé utile est fourni par le

Lemme 4.1. — 1. Soit (hε) une famille de solutions de

(61) ε
∂hε
∂t

+ v · ∇xhε = Sε, 0 � t � T, x ∈ RN , v ∈ RN ,

où ε � 1, hε(t, x, v) et Sε(t, x, v) sont bornées dans L2(dt dxM dv). Alors, pour toute
fonction-test ϕ(v), C∞ à support compact, il existe une constante C = C(ϕ,N), telle
que ∥∥∥∥∫ hε(·, ·, v)ϕ(v)M dv

∥∥∥∥
L2((0,T );H1/2(RNx ))

� C
(
‖hε‖L2 + ‖Sε‖L2

)
.

Ici l’espace de Sobolev fractionnaire H1/2 est défini via la transformée de Fourier par
‖u‖2

H1/2 =
∫
(1 + |ξ|)|û(ξ)|2 dξ, où û(ξ) =

∫
e−ix·ξu(x) dx.

2. Avec les mêmes notations, supposons la famille (hε) faiblement relativement
compacte dans L1(dt dxM dv) et (Sε) bornée dans L1(dt dxM dv). Alors (hε) est
fortement compacte en x, au sens où pour toutes fonctions ψ(t) et ϕ(v), C∞ à support
compact,

(62) lim
y→0

lim sup
ε→0

∥∥∥∥ψ(·)∫ ϕ(v)(hε(·, ·+ y, v)− hε(·, ·, v))M dv∥∥∥∥
L1((0,T )×RNx )

= 0.

Remarque 4.2. — Bien sûr, à cause du facteur ε qui apparâıt dans l’équation (61),
on ne peut espérer aucune régularisation (uniforme en ε) par rapport à la variable t.

Esquisse de preuve. — La preuve de 1., basée sur la transformée de Fourier, est une
variante facile de celles que l’on trouve dans [Ge1] ou [GLPS]. L’énoncé 2., dû à Golse
et Saint-Raymond, se démontre par une variante de la stratégie de [GLPS] : on écrit

(63) ε
∂hε
∂t

+ v · ∇xhε + λhε = Sε + λhε,
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où λ > 0 sera choisi plus tard. On définit Rλ
ε = (ε∂t + v · ∇x + λ)−1, dont on vérifie

que la norme L1 → L1 est 1/λ. Introduisant un paramètre de troncature α > 0, on
écrit alors

hε = Rλ
ε (Sε) + λR

λ
ε (hε1hε�α) + λRλ

ε (hε1hε�α).

Estimons chacun des trois termes apparaissant au membre de droite. La norme L1

du premier est bornée en O(1/λ) ; par compacité faible de (hε), la norme L1 du
deuxième, pour λ fixé, est arbitrairement petite pour α assez grand ; enfin, il résulte
facilement de la partie 1 du lemme que, pour α et λ fixés, le troisième terme est
borné dans L2((0, T );H1/2(RN

x )). La conclusion s’ensuit par des arguments simples
de régularisation.

En l’absence d’estimations sur le membre de droite dans (42), il est impossible
d’appliquer directement le lemme 4.1 avec hε = gε. On utilise donc la définition des
solutions renormalisées : on pose hε = βε(gε), de sorte que hε satisfait l’équation

ε
∂hε
∂t

+ v · ∇xhε = β′ε(gε)
Q(fε, fε)
ε2M

≡ Sε.

On choisit la fonction βε(gε) de la forme g̃ε = gεγ(εgε), où γ est une fonction C∞ à
support compact dans [−1, 1], identiquement égale à 1 dans un voisinage de 0 (g̃ε est
donc une approximation de gε, tronquée à hauteur 1/ε). Les estimations fournies par
l’entropie sont suffisantes pour que l’on puisse appliquer le lemme 4.1 à la famille (hε),
et également remplacer ϕ(v) dans (62) par v, grâce au contrôle des grandes vitesses.
Posons

(64) ũε =
∫

RN
Mg̃εv dv,

on montre ainsi l’estimation de compacité forte en x sur le champ de vitesses ũε(t, x) :

(65) lim
y→0

lim sup
ε→0

∥∥ũε(·, ·+ y)− ũε∥∥L1((0,T )×RNx )
= 0.

Si l’on pouvait combiner ce renseignement avec une estimation de compacité faible,
ou d’intégrabilité, telle que

(66) (1 + |v|2) g2ε
2 + εgε

est une famille relativement compacte

dans w − L1(M dv dxdt),

il s’ensuivrait facilement que (ũε) est fortement relativement compacte en x dans L2 :

(67) lim
y→0

lim sup
ε→0

∥∥ũε(·, ·+ y)− ũε∥∥L2((0,T )×RNx )
= 0.

On démontrerait de même la compacité en x pour les autres moments ρ̃ε et θ̃ε
de g̃ε.
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4.2. Compacité en temps : les ondes acoustiques

La compacité par rapport à la variable de temps pose un problème plus délicat.
En effet, dans une asymptotique de faible nombre de Mach, on peut s’attendre à
rencontrer des phénomènes de propagation à très grande vitesse (O(1/ε) dans notre
choix d’échelles macroscopiques) : il s’agit des ondes acoustiques.

La même difficulté est présente dans le problème plus simple et plus classique de
la limite incompressible du système de Navier-Stokes compressible, étudiée dans les
années 80 par Klainerman et Majda [KM] ; de ce fait, les résultats de Klainerman
et Majda étaient restés incomplets. Le remède est venu des travaux indépendants de
Grenier [Gre] et Schochet [Sc] sur les fluides tournants, dans les années 90. Grenier et
Schochet ont montré comment, dans certains problèmes asymptotiques, « filtrer » des
oscillations de très haute fréquence par un changement de référentiel adéquat. Ces
idées ont ensuite été adaptées au problème de la limite incompressible dans [LM1,
DGLM] et d’autres articles.

Très récemment, Lions et Masmoudi [LM2] ont proposé une variante astucieuse de
ces méthodes de filtrage. Sans atteindre la généralité des techniques de [Gre, Sc] (qui
s’appliquent à de nombreux autres problèmes que les limites incompressibles), leur
approche, basée sur des lois de conservation locales plutôt que sur un changement de
référentiel, s’avère plus simple, plus souple, et suffisamment robuste pour être adaptée
au programme BGL. Par rapport à (47), les conclusions vont différer sur deux points :
d’une part, au lieu de considérer uε⊗uε on va considérer sa version tronquée, ũε⊗ ũε.
D’autre part, on ne va pas montrer ∇x · (ũε ⊗ ũε) −→ ∇x · (u⊗ u), mais seulement

(68) P∇x · (ũε ⊗ ũε) −→ P∇x · (u⊗ u)

(on rappelle que P désigne le projecteur de Leray). C’est donc modulo un terme
gradient que l’on prouve la limite escomptée. On démontre en même temps

(69) ∇x · (ũεθ̃ε) −→ ∇x · (uθ).

Les limites (68) et (69) sont assez remarquables, puisqu’elles ne nécessitent pas de
compacité forte ! Elles reposent sur le lemme suivant.

Lemme 4.3 (Lions, Masmoudi). — Soient ρ̃ε, ũε, θ̃ε des familles bornées dans
L∞((0, T );
L2(RN

x )), fortement compactes dans la variable x au sens de (67), et convergeant
faiblement au sens des distributions vers ρ, u, θ respectivement. On suppose que
∂tP ũε et ∂t( N

N+2 θ̃ε −
2

N+2 ρ̃ε) sont bornées dans L1loc(dt;X), où X est un espace de
distributions (disons, un espace de Sobolev négatif W−s,kloc , s � 0, k � 1) et que

(70)


ε
∂ũε
∂t

+∇x(ρ̃ε + θ̃ε) = Fε,

ε
∂

∂t
(ρ̃ε + θ̃ε) +

N + 2
N

∇x · ũε = Gε,
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où Fε, Gε −→ 0 dans L1((0, T );H−sloc(R
N
x )) pour un certain s � 0. Alors les li-

mites (68), (69) sont vérifiées au sens des distributions.

Remarque 4.4. — Cet énoncé est dans le même esprit que les théorèmes dits de « com-
pacité par compensation », au sens où l’on prouve la convergence de certaines quantités
quadratiques formées à partir des fonctions (ρ̃ε, ũε, θ̃ε) sous l’hypothèse que certaines
combinaisons des dérivées de ces fonctions convergent fortement (en t) vers 0.

Esquisse de preuve. — Montrons que la limite (68) est vraie, l’autre se traitant de
la même manière. Tout d’abord, puisque P ũε est une famille compacte en x, et que
∂tP ũε est bornée dans L1loc(dt;X), on peut montrer (lemme d’Aubin-Lions ; Cf. par
exemple [Li4, lemme 5.1]) que P ũε est une famille compacte dans L2loc(dt dx). On en
déduit que P ũε −→ Pu = u dans L2loc(dt dx). Décomposons ũε selon ũε = P ũε+∇xπε,
de sorte que P ũε converge fortement vers u dans L2 et∇xπε converge faiblement vers 0
dans L2. Il s’ensuit

P∇x · (ũε ⊗ ũε)− P∇x · (∇xπε ⊗∇xπε) −→ P∇x · (u ⊗ u),

et il ne nous reste donc plus qu’à montrer

(71) P∇x ·
(
∇xπε ⊗∇xπε

)
−→ 0.

On se ramène ensuite par approximation au cas où les fonctions en jeu sont régu-
lières en x. En effet, la suite (ũε) étant compacte par rapport à la variable x (for-
mule (67)), il en résulte que pour tout compact K ⊂ RN

x ,

lim sup
ε→0

∥∥ũε ∗x ζδ − ũε∥∥L2((0,T )×K)
−−−→
δ→0

0,

où ζδ désigne une approximation de l’identité au sens de la convolution : ζδ(x) =
δ−Nζ(x/δ), ζ étant une fonction C∞ à support compact, positive et d’intégrale unité.
En conséquence,

lim sup
ε→0

∥∥(∇xπε) ∗ ζδ −∇xπε
∥∥
L2((0,T )×K)

−−−→
δ→0

0,

et de même

lim sup
ε→0

∥∥(ρ̃ε + θ̃ε) ∗ ζδ − (ρ̃ε + θ̃ε)
∥∥
L2((0,T )×K)

−−−→
δ→0

0.

Il s’ensuit que (∇xπε ∗ ζδ) ⊗ (∇xπε ∗ ζδ) − ∇xπε ⊗ ∇xπε converge vers 0 dans L1loc
quand δ → 0, et ce uniformément en ε. Il est donc suffisant de montrer que pour δ > 0
fixé,

(72) P∇x ·
(
(∇xπε ∗ ζδ)⊗ (∇xπε ∗ ζδ)

)
−→ 0.
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Notons πδε = πε ∗ ζδ, βδε = (ρ̃ε + θ̃ε) ∗ ζδ. Du système (70) on tire, par application
de Id− P à la première équation et par convolution,

(73)


∂∇xπ

δ
ε

∂t
+

1
ε
∇xβ

δ
ε =

F δ
ε

ε
,

∂βδε
∂t

+
1
ε

N + 2
N

∆xπ
δ
ε =

Gδ
ε

ε
,

où F δ
ε , Gδ

ε convergent vers 0 dans L1((0, T );Hs
loc(R

N )) pour tout s � 0 (grâce à
l’action régularisante de la convolution). Vient maintenant le cœur de l’argument :
par un calcul simple, on déduit de (73) l’astucieuse identité remarquable

(74) ∇x ·
(
∇xπ

δ
ε ⊗∇xπ

δ
ε

)
=

1
2
∇x

(
|∇xπ

δ
ε |2 −

N

N + 2
(βδε)

2
)
+

N

N + 2

(
F δ
ε β

δ
ε +Gδ

ε∇xπ
δ
ε −

∂

∂t
(εβδε∇xπ

δ
ε)
)
.

En outre, βδε et∇xπ
δ
ε sont bornés dans L∞(dt;L2(RN

x )) ; il s’ensuit que F δ
ε β

δ
ε , Gδ

ε∇xπ
δ
ε

et εβδε∇xπ
δ
ε convergent fortement vers 0 dans L1((0, T );Hs

loc(R
N
x )) quand ε→ 0. Les

trois derniers termes du membre de droite dans (74) convergent donc vers 0 au sens
des distributions. Après élimination du terme de gradient par application de P , on
conclut donc à (72).

Reste à se convaincre que le lemme 4.3 s’applique à la limite de Boltzmann
vers Navier-Stokes. C’est ce que vérifient Lions et Masmoudi [LM3] au terme de
quelques calculs simples qui suivent les étapes du canevas de preuve fourni au
paragraphe 2.6, ainsi que les estimations d’entropie de Bardos, Golse et Levermore,
et l’hypothèse (66). Notons en particulier que les bornes L∞t (L2x) sur ρ̃ε, ũε, θ̃ε
découlent de (

∫
|g̃ε||v|pM dv)2 � (

∫
(g̃ε)2M dv)(

∫
|v|2pM dv) � C× (membre de

droite dans (53)).

Remarque 4.5. — Finalement, la convergence de (ũε) est-elle faible ou forte ? Ce point
n’a pas été étudié de près ; dans le cas de la limite de faible nombre de Mach du sys-
tème de Navier-Stokes compressible, on sait qu’il dépend de la géométrie globale du
problème (au contraire du lemme 4.3, purement local). La limite est, en général, loca-
lement forte si les équations sont posées dans l’espace tout entier, ou dans un ouvert
borné (générique), voir Desjardins et Grenier [DG], Desjardins et al. [DGLM]. L’inter-
prétation physique est la suivante : dans l’espace tout entier, les ondes acoustiques se
dispersent à l’infini, ce qui peut se traduire mathématiquement par des estimations à
la Strichartz ; en revanche, dans un ouvert borné, l’énergie associée aux ondes acous-
tiques est dissipée par la viscosité du fluide, au voisinage du bord de l’ouvert. Il n’en
va pas de même quand l’équation est posée sur une variété compacte sans bord telle
que le tore plat — ou bien dans une boule : alors, la convergence est seulement faible.
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5. GAIN DE COMPACITÉ FAIBLE POUR NAVIER-STOKES

En combinant les contributions [BGL3, LM4] et la méthode de [GL], il devenait
finalement possible [LeMa] de prouver le théorème 2.10 (10) sous la condition d’obtenir
une borne d’équi-intégrabilité de la forme (66). Cependant, à ce jour, cette estimation
reste encore un problème ouvert... Pour le contourner, dans un manuscrit achevé
tout récemment [GSR], Golse et Saint-Raymond ont introduit une nouvelle stratégie,
qui les a menés à prouver des estimations plus faibles que (66), mais suffisantes pour
conclure (en dimensionN = 3 du moins). L’ensemble de la preuve s’inspire d’un travail
antérieur de Saint-Raymond [SR] sur l’équation de BGK, un modèle simplifié que l’on
utilise parfois en remplacement de l’équation de Boltzmann. Pour rendre justice au
travail effectué dans [GSR], un exposé complet serait nécessaire ; nous allons nous
contenter ici de quelques lignes pour expliquer les principales idées mises en œuvre.

Une première amélioration importante concerne le bon usage de l’estimation de
dissipation d’entropie. Sachant que D(fε) = 0 si et seulement si fε est une maxwel-
lienne locale, on peut espérer que l’estimation a priori sur ε−4D(fε) dans L1(dt dx)
permette de contrôler assez finement l’écart entre fε et l’ensemble des maxwelliennes
locales, ce qui serait très prometteur : en effet, il serait facile de prouver (66) si fε
était une maxwellienne locale ! En fait, l’obtention de bornes précises surH(f |MR,U,T )
en fonction de D(f) est un problème classique qui a reçu beaucoup d’attention ré-
cemment pour ses applications dans l’étude de versions quantitatives du Théorème
H (voir [Vi]). Cependant, sauf à faire des hypothèses encore beaucoup plus fortes
que (66), il y a des obstructions mathématiques à un contrôle aussi bon qu’on le
souhaiterait. Pour cette raison, dans [GSR] on ne retient qu’un contrôle très faible,
même si fort astucieux : grâce à la formule de Jensen appliquée à la fonction convexe
(X,Y ) $−→ (X − Y )(logX − log Y ),

(75) D(fε) � Rε

∫
RNv

(
Q+(fε, fε)

Rε
− fε
)(

log
Q+(fε, fε)

Rε
− log fε

)
dv,

où Q+ est la partie positive d’un opérateur de Boltzmann artificiel,

Q+(f, f) =
∫
f ′f ′∗ b(v − v∗, ω) dv∗ dω,

b(v−v∗, ω) = K| cos(v−v∗, ω)|N−2, K étant une constante de normalisation assurant
que
∫
b(k · ω)dω = 1 pour tout vecteur unitaire k. Notons que Q+ n’agit que sur la

variable de vitesse, et que Q+(fε, fε)/Rε = fε si et seulement si fε est une maxwel-
lienne locale ; en ce sens l’estimation (75) contrôle bien l’écart entre fε et l’ensemble
des maxwelliennes locales.

(10)En fait une version plus générale, les hypothèses sur la section efficace étant moins contraignantes.
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La stratégie de Golse et Saint-Raymond passe donc par la décomposition

(76) gε =
1
ε
(fε −M) =

1
ε

(
fε −

Q+(f̃ε, f̃ε)

R̃ε

)
+

1
ε

(
Q+(f̃ε, f̃ε)

R̃ε

−M
)
,

où f̃ε = M(1 + εg̃ε), et g̃ε est une troncature de gε à hauteur 1/ε, comme dans les
paragraphes précédents. Après avoir contrôlé le premier terme de cette décomposi-
tion par l’estimation de dissipation d’entropie, il reste à établir des bornes a priori
d’intégrabilité adéquates sur le second. Celles-ci vont découler de la structure par-
ticulière de l’opérateur Q+, dont les propriétés régularisantes ont été étudiées par
Grad [Gr3] et Caflisch [Ca1] dans un cadre linéaire, Lions et d’autres auteurs dans un
cadre non linéaire (voir la revue dans [Vi]). En l’occurrence, le point important est que
(pour N = 3) M−1/2Q+(M1/2·,M) envoie continûment L2(M dv) dans L∞3/2(M dv),
et L∞p (M dv) dans L∞p+2(M dv), où l’on note Lpk(M dv) l’espace défini par la norme
‖g‖Lp

k
(M dv) = ‖(1 + |v|)kg‖Lp(M dv). L’action de Q+ se traduit donc par un gain

d’intégrabilité en vitesses.

Remarque 5.1. — L’idée d’introduire un opérateur de Boltzmann artificiel pour ses
effets régularisants en v remonte à l’étude par Lions [Li1, p. 483] de l’équation fonc-
tionnelle (23).

Encore faut-il en déduire un gain d’intégrabilité dans la variable x. Pour ce
faire, Golse et Saint-Raymond établissent de nouveaux énoncés de type « lemmes
de moyenne ». Pour formuler leurs résultats de façon heuristique : si la famille (hε)
est bornée dans L∞(dt;L1locdx dv) et « uniformément intégrable par rapport à la
variable v », et si en outre (ε∂t + v · ∇x)hε est bornée dans L1(dt dx dv), alors (hε)
est faiblement relativement compacte dans L1loc(dt dx dv). La démonstration de ces
énoncés, très surprenante, passe par l’étude des propriétés dispersives de l’opérateur
∂τ + ε∂t + v · ∇x, où τ est une variable auxiliaire d’interpolation ; il est encore trop
tôt pour savoir si cet argument peut être remplacé par d’autres plus traditionnels.

La mise en œuvre de ces nouvelles idées se révèle particulièrement technique.

6. CONCLUSIONS ET PROBLÈMES OUVERTS

Les travaux présentés ici témoignent de progrès considérables dans le traitement
des limites hydrodynamiques. Le sujet est cependant bien loin d’être épuisé, et l’on
pourrait suggérer maintes améliorations de grande ampleur, faisant nâıtre des diffi-
cultés colossales.

Tout d’abord, seul un théorème quantitatif pourrait donner une base physique
incontestable à ces théorèmes asymptotiques, par exemple : à quelles conditions sur
la donnée initiale et sur le nombre de Knudsen peut-on assurer que les équations
hydrodynamiques sont satisfaites avec une erreur relative n’excédant pas, disons, 1% ?
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Même si l’on parvenait à rendre quantitatifs les arguments des preuves actuelles, on
serait amené à des majorations en O(1/

√
log | log ε|), donc à des nombres de Knudsen

déraisonnables (1010
1000

...).
D’autre part, comment traiter des limites telles que Navier-Stokes compressible ?

Deux problèmes majeurs surviennent : le premier est notre méconnaissance mathéma-
tique des équations compressibles ; le second est le fait que la dynamique de Navier-
Stokes compressible ne peut être obtenue comme cas limite de la dynamique de Boltz-
mann : en effet, au vu de (30), les trois régimes Kn → 0, Re → 1, Ma → 1 sont in-
compatibles. En fait, l’équation de Navier-Stokes compressible devrait être comprise
comme une correction de l’équation d’Euler compressible à faible nombre de Knudsen.
Non seulement une telle approximation semble de nature à échapper à jamais aux
techniques de compacité, mais elle inclut en outre la limite vers le « monstre » que
constitue le système d’Euler compressible...

Par ailleurs, les restrictions techniques imposées sur la section efficace excluent
toutes les interactions microscopiques à longue portée. Il s’agit cependant là d’un pro-
blème technique que l’on peut envisager de surmonter à plus ou moins brève échéance.

Enfin, la pertinence des théorèmes faisant intervenir des solutions faibles peut bien
sûr parâıtre sujette à caution tant que l’on a pas prouvé ou infirmé l’existence de
solutions non régulières. Dans le cas de Navier-Stokes comme de Boltzmann, nous
retrouvons là des problèmes ouverts qui comptent parmi les plus célèbres de toute la
mécanique des fluides ! Cependant, notons que certains des résultats présentés dans
cet exposé, et en particulier ceux qui sont basés sur la méthode d’entropie relative de
Yau, garderont leur intérêt même si des solutions fortes sont construites dans le futur.
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SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2002



400 C. VILLANI

[BGL2] C. Bardos, F. Golse, C.D. Levermore – Fluid dynamical limits of
kinetic equations, I : Formal derivation. J. Statist. Phys. 63 (1991), 323–
344.

[BGL3] C. Bardos, F. Golse, C.D. Levermore – Fluid dynamical limits of
kinetic equations, II : Convergence proofs for the Boltzmann equation,
Comm. Pure Appl. Math. 46, 5 (1993), 667–753.

[BGL4] C. Bardos, F. Golse, C.D. Levermore – Acoustic and Stokes limits
for the Boltzmann equation, C. R. Acad. Sci. Paris, Série I Math. 327, 3
(1998), 323–328.

[BGL5] C. Bardos, F. Golse, C.D. Levermore – The acoustic limit for the
Boltzmann equation, Arch. Rational Mech. Anal. 153, 3 (2000), 177–204.

[BU] C. Bardos, S. Ukai – The classical incompressible Navier-Stokes limit
of the Boltzmann equation, Math. Models Methods Appl. Sci. 1, 2 (1991),
235–257.

[Ba] G.K. Batchelor – An introduction to fluid dynamics, 2nd paperback ed.,
Cambridge University Press, Cambridge 1999.
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EDP École polytechnique, exposé no. XIX, avril 2000.

[GLPS] F. Golse, P.-L. Lions, B. Perthame, R. Sentis – Regularity of the
moments of the solution of the transport equation, J. Funct. Anal. 76 (1988),
110–125.

[GPS] F. Golse, B. Perthame, R. Sentis – Un résultat de compacité pour les
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[K] M. Kac – Probability and related topics in physical sciences, Interscience
Publishers, London-New York 1959.

[KL] C. Kipnis, C. Landim – Scaling limits of interacting particle systems,
Springer-Verlag, Berlin 1999.

[KM] S. Klainerman, A. Majda – Singular limits of quasilinear hyperbolic
systems with large parameters and the incompressible limit of compressible
fluids, Comm. Pure Appl. Math. 34, 4 (1981), 481–524.

[Ld] O.A. Ladyzhenskaya – The mathematical theory of viscous incompressible
flow, Gordon and Breach, New York 1969.

[LL] L.D. Landau, E.M. Lifshitz – Fluid mechanics, Pergamon Press, London
1959.

[La] O.E. Lanford III – Time evolution of large classical systems, In “Dyna-
mical systems, theory and applications”, Springer, Berlin 1975, pp. 1–111.
Lecture Notes in Phys., Vol. 38.
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Entropie libre et algèbres d’opérateurs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2000/01, no 889, 22 p.
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Pöschel,...) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1984/85, no 639, 45 p.
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Opérateurs pseudo–différentiels. Application au problème de

Neumann à dérivée oblique (d’après Hörmander) . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1965/66, no 308, 14 p.
Nombre de valeurs propres d’un opérateur elliptique et poynôme de
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Formules de trace, résonances et quasi-modes (d’après
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Travaux de Karoubi sur la K–théorie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1967/68, no 337, 25 p.
Sous–ensembles analytiques d’une variété banachique complexe
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Vecteurs différentiables dans les représentations unitaires des groupes
de Lie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1974/75, no 454, 15 p.
Les représentations des groupes réductifs p–adiques et leurs
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réductifs réels . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1986/87, no 681, 24 p.
Nombres de Tamagawa des groupes semi–simples (d’après Kottwitz) 1988/89, no 702, 22 p.
Nombre de points des variétés de Shimura sur un corps fini (d’après
R. Kottwitz) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1992/93, no 766, 29 p.

COATES, John
The work of Mazur and Wiles on cyclotomic fields . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1980/81, no 575, 23 p.
The work of Gross and Zagier on Heegner points and the derivative of

L–series . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1984/85, no 635, 16 p.
On p–adic L–functions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1988/89, no 701, 27 p.

COLIN de VERDIÈRE, Yves
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Orbites périodiques des systèmes hamiltoniens autonomes (d’après
Clarke, Ekeland–Lasry, Moser, Rabinowitz, Weinstein) . . . . . . . . . . . 1979/80, no 552, 18 p.
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Prolongement de faisceaux analytiques cohérents (travaux de
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(d’après I.M. Sigal et A. Soffer) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1989/90, no 721, 23 p.
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Construction de champs de vecteurs sans orbite périodique (d’après
Krystyna Kuperberg) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1993/94, no 785, 25 p.

GINIBRE, Jean
Le problème de Cauchy pour des EDP semi–linéaires périodiques en
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SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2002



422 TABLE PAR NOMS D’AUTEUR

GODEMENT, Roger (suite)
Travaux de Hecke, III . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1952/53, no 74, 10 p.
Travaux de Hecke, IV . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1952/53, no 80, 7 p.
Cohomologie des groupes discontinus . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1953/54, no 90, 11 p.
Représentations induites des groupes de Lie (d’après Bruhat) . . . . . . . 1955/56, no 126, 8 p.
Représentations induites des groupes semi–simples . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1955/56, no 131, 7 p.
Introduction aux travaux de A. Selberg . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1956/57, no 144, 16 p.
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Méthodes opérationnelles dans l’étude des problèmes aux limites . . . . 1964/65, no 289, 11 p.
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algèbres de von Neumann munies d’une trace . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1954/55, no 113, 13 p.
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Travaux de Köcher sur les formes modulaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1955/56, no 132, 6 p.

HERZ, Jean–Claude
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Équations de Sturm–Liouville . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1951/52, no 65, 11 p.
Fonctions moyenne–périodiques (d’après J.–P. Kahane) . . . . . . . . . . . . 1953/54, no 97, 7 p.
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Unicité du problème de Cauchy (d’après A.P. Calderón) . . . . . . . . . . . . 1958/59, no 178, 11 p.
Division des distributions (d’après DLojasiewicz) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1959/60, no 203, 5 p.
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Les hyperfonctions de M. Sato . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1960/61, no 214, 13 p.
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Orbites périodiques des systèmes hamiltoniens autonomes (d’après
Clarke, Ekeland–Lasry, Moser, Rabinowitz et Weinstein) . . . . . . . . . 1979/80, no 552, 18 p.
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Caractérisation algébrique des groupes de type fini ayant un problème
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Théorie du corps de classes local selon G.P. Hoschschild . . . . . . . . . . . . 1950/51, no 42, 5 p.
Sections hyperplanes des variétés normales (d’après A. Seidenberg) 1950/51, no 49, 4 p.
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Sur un mémoire de K. Kodaira : « Harmonic fields in riemannian
manifolds (generalized potential theory) », II . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1949/50, no 32, 12 p.
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Structure de certains pro–p–groupes (d’après Demuškin) . . . . . . . . . . . . 1962/63, no 252, 11 p.
Groupes analytiques p–adiques (d’après M. Lazard) . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1963/64, no 270, 10 p.
Groupes p–divisibles (d’après J. Tate) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1966/67, no 318, 14 p.
Groupes de congruence (d’après H. Bass, H. Matsumoto,
J. Mennicke, J. Milnor, C. Moore) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1966/67, no 330, 17 p.
Travaux de Baker . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1969/70, no 368, 14 p.
p–torsion des courbes elliptiques (d’après Y. Manin) . . . . . . . . . . . . . . . . 1969/70, no 380, 14 p.
Cohomologie des groupes discrets . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1970/71, no 399, 14 p.
Congruences et formes modulaires (d’après
H.P.F. Swinnerton–Dyer) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1971/72, no 416, 20 p.
Valeurs propres des endomorphismes de Frobenius (d’après
P. Deligne) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1973/74, no 446, 15 p.
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Résultats récents sur l’approximation des morphismes en algèbre
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Groupes semi–simples complexes et géométrie projective . . . . . . . . . . . . 1954/55, no 112, 11 p.
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M. Adler et P. van Moerbeke) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1980/81, no 566, 10 p.
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Sur la théorie du corps de classes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1952/53, no 83, 3 p.
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