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Séminaire BOURBAKI Juin 2002
54¢ année, 2001-2002, n® 905, p. 243 & 266

VARIETES RATIONNELLEMENT CONNEXES
[d’aprés T. Graber, J. Harris, J. Starr et A.J. de Jong]

par Olivier DEBARRE

1. LE THEOREME POUR LES VARIETES COMPLEXES

Une variété complexe(!) X est rationnellement conneze si deux points généraux
de X peuvent étre reliés par une courbe rationnelle, c’est-a-dire sont dans 'image
d’un morphisme P! — X. On peut donner les exemples suivants.

e Toute variété propre rationnelle, ou méme seulement unirationnelle, c’est-a-dire
dominée par un espace projectif, est rationnellement connexe. Toutes ces notions sont
équivalentes pour les variétés propres et lisses de dimension au plus 2.

e Une variété de Fano (c’est-a-dire une variété projective et lisse dont le dé-
terminant du fibré tangent est ample) est rationnellement connexe ([C1], [KMM1],
[KMM2]). En particulier, une hypersurface lisse de P™ de degré au plus n est ration-
nellement connexe.

En dimension au moins 3, la connexité rationnelle devient une propriété plus générale
que la rationalité (et, conjecturalement, que 'unirationalité) qui s’est révélée étre
aussi beaucoup plus maniable : pour les familles de variétés complexes propres et
lisses, elle est ouverte et fermée (cf. §2) et il en existe, au moins conjecturalement,
une caractérisation numérique (cf. conjecture 3.3). On peut faire remonter au moins 3
Mumford au début des années 80 I'idée (orale) de la définition et de cette conjecture,
mais c’est dans [KMM2] que Kollar, Miyaoka et Mori donnent véritablement son essor
a cette théorie. Le résultat central qui restait manquant, la derniere piece du puzzle,
qui montre en un certain sens que I'intuition de Mumford, Kollar, Miyaoka et Mori
était la bonne, et qui couronne leur théorie, est le théoréme ci-dessous, conjecturé
dans [KMM2], et qui fait I’'objet de cet exposé. Il confirme la place centrale qu’occupe
la connexité rationnelle dans ’étude des variétés de dimension supérieure.

THEOREME 1.1 (Graber-Harris-Starr). — Un morphisme propre d’une variété com-
plexe sur une courbe lisse dont les fibres générales sont rationnellement connezes a
une section.

(1 Cest-a-dire un schéma séparé, integre et de type fini sur C.
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Ce résultat est démontré dans [GHS](?) | et généralisé par de Jong et Starr dans
[dJS] au cas d’un corps de base algébriquement clos quelconque (th.2.1). La démons-
tration dans le cas complexe est expliquée dans le §4, tandis que les modifications &
apporter dans le cas général font 1'objet du §5.

Soit K le corps des fonctions d’une courbe complexe, c’est-a-dire une extension
de C de degré de transcendance 1. Le théoreme 1.1 peut s’énoncer ainsi :

1.2.— Toute variété X définie sur K, propre et rationnellement conneze®®, a un
point rationnel sur K.

L’origine de ce genre de résultat remonte & M. Noether, qui montre dans [N] qu'une
surface fibrée en coniques sur P! admet une section, résultat généralisé ensuite par
Enriques au cas d’une courbe base irrationnelle ([En]), puis enfin par Tsen, qui montre
dans [T] qu’étant donné le corps des fonctions K d’une courbe, toute hypersurface
de P de degré au plus n a un point rationnel sur K (dans la terminologie d’E. Artin,
K est « quasi algébriquement clos », dans celle de Lang, K est C;). On trouve aussi
des cas particuliers du théoréme de Tsen dans des articles postérieurs de Conforto
et Severi®). Enfin, Campana, Peternell et Pukhlikov donnent dans la prépublication

[CPP] une démonstration différente de 1.2 lorsque X est une variété de Fano de
dimension 3.

L’énoncé 1.2 était aussi déja connu lorsque X est une surface propre, lisse et ration-
nellement connexe et K un corps C; ([M], [CT]) ou un espace homogene sous un
groupe algébrique linéaire connexe et K un corps C; parfait (théoréme de Chevalley—
Springer; cf. [S], I1I-14-16 et [B], 18.2).

Il est naturel de poser la question suivante : ’énoncé 1.2 reste-t-il valable pour tout
corps C; ? Esnault y répond par l'affirmative dans [Es] lorsque K est un corps fini(®.

(2)Graber, Harris, Mazur et Starr démontrent dans [GHMS] la « réciproque » suivante au théo-
réeme 1.1 : étant donné un morphisme propre u : X — B entre variétés complexes, avec B normale
et quasi-projective, il existe un plongement projectif de B tel que les deux propriétés suivantes sont
équivalentes :

(i) le morphisme u a une section au-dessus d’une courbe section linéaire trés générale de B;

(ii) il existe une sous-variété Y de X telle que les fibres générales de uly : Y — B soient rationnelle-
ment connexes (cf. note 6).

Ce résultat leur permet de construire une famille sans section de surfaces d’Enriques paramétrée par
une courbe lisse : le théoreme 1.1 ne se généralise donc pas aux variétés complexes X vérifiant par
exemple la condition plus faible (cf. 3.4) H™(X, 6x) = 0 pour tout m > 0. Ceci répond négativement
4 une question de Serre ([GS], p. 152).

(3)C’est-a-dire que si K est une cléture algébrique de K, la variété X satisfait a la définition
ci-dessus; cf. aussi §2.

(4)L’article de Tsen, paru en allemand dans une revue chinoise en 1936, n’a pas dii avoir a cette
époque la diffusion qu’il méritait.

(5)Plus précisément, Esnault montre, pour toute variété X propre et lisse définie sur un corps fini k
de cardinal q qui vérifie CHo(X x Spec(k(X))) =~ Z, la congruence Card(X(k)) = 1 (mod q). Cela
s’applique aux variétés propres, lisses et rationnellement connexes définies sur k.
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Quelques conventions : une variété X est un schéma séparé géométriquement in-
tégre de type fini défini sur un corps k ; pour toute extension k' de k, on note X la
variété X Xspec(k) Spec(k’). On note x le faisceau des différentielles sur X ; lorsque
X est une variété lisse, c’est le dual du fibré tangent Tx. Une courbe est un schéma
séparé géométriquement réduit et connexe, de dimension 1, défini sur un corps, qui
n’est pas nécessairement irréductible.

On dit qu’'un point général (resp. trés général) d’une variété vérifie une propriété
donnée si I’ensemble des points qui la vérifie contient un ouvert non vide (resp. une
intersection dénombrable d’ouverts non vides).

Je voudrais remercier T. Graber et J. Kollir de leurs patientes explications,
ainsi que P. Baumann, A. Beauville, K. Behrend, J.-F. Boutot, A. Chambert-Loir,
J.-L. Colliot-Théléne, H. Esnault, O. Gabber, J. Harris, J. de Jong, V. Kharlamov,
Y. Laszlo, L. Moret-Bailly, M. Perret, M. Raynaud, Ph. Satgé et J. Starr de leurs
conseils et suggestions.

2. VARIETES RATIONNELLEMENT CONNEXES ET
SEPARABLEMENT RATIONNELLEMENT CONNEXES

La définition de la connexité rationnelle donnée au début du § 1, valable sur le corps
des complexes (ou sur tout corps algébriquement clos non dénombrable), se traduit
sur un corps quelconque de la fagon suivante : une variété X définie sur un corps k
est rationnellement connexe s’il existe un k-schéma de type fini T et un morphisme

F:TxP!' —X

(auquel il faut penser comme & une famille de courbes rationnelles sur X paramétrée
par T') tels que le morphisme
(1) TxP'xPl — X xX

(t,u,u) — (F(t,u), F(t,u))
soit dominant(®). Si X est lisse et k algébriquement clos de caractéristique nulle,
c’est équivalent a demander que son application tangente soit surjective en un point
(to, uo,ug). Notant f la courbe F(to,-) : P! — X, on vérifie ([D2], Cor. 4.17) que c’est

le cas si et seulement si H'(P!, f*Tx(—2)) = 0; on dit que la courbe rationnelle f
est tres libre.

La présence d’une courbe rationnelle trés libre sur une variété rationnellement
connexe, souvent essentielle dans les applications, n’est pas assurée en caractéristique

®)yn point est rationnellement connexe, le vide ne I’est pas.

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2003



246 O. DEBARRE

non nulle(”. Cela conduit & dire qu’une variété X est séparablement rationnellement
conneze s'il existe T et F : T x P! — X comme ci-dessus tels que le morphisme
(1) soit génériquement lisse. Une variété lisse X est alors séparablement rationnelle-
ment connexe si et seulement s’il existe sur X une courbe rationnelle tres libre. En
caractéristique nulle, les deux notions sont bien sir identiques.

On peut maintenant énoncer la version du théoreme 1.1 valable en toute caracté-
ristique.

THEOREME 2.1 (de Jong—Starr). — Un morphisme propre d’une variété lisse sur une

courbe lisse, dont les fibres générales sont des variétés lisses et séparablement ration-
nellement connexes, a une section.

De nouveau, ce résultat peut s’énoncer : toute variété propre, lisse et séparable-
ment rationnellement connexe définie sur le corps des fonctions d’une courbe a un
point rationnel sur ce corps. Il sera démontré dans le §5.

Un produit fini de variétés (séparablement) rationnellement connexes est (sépa-
rablement) rationnellement connexe, un revétement étale fini d’une variété (sépara-
blement) rationnellement connexe est (séparablement) rationnellement connexe. La
connexité rationnelle (séparable) est une propriété birationnelle parmi les variétés
propres. Enfin, pour les familles de variétés propres et lisses, la propriété d’étre sépara-
blement rationnellement connexe est ouverte(®) et, en caractéristique nulle, fermée(?).

1l existe beaucoup de courbes rationnelles sur une variété séparablement ration-
nellement connexe, comme le montre le résultat suivant.

THEOREME 2.2. — Soit X une variété propre et lisse définie sur un corps algébri-
quement clos. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) la variété X est séparablement rationnellement conneze;

(ii) étant donnés des points distincts p1,...,pr de X et des directions tangentes
4y, .., L, en ces points, il existe une courbe rationnelle trés libre P! — X non ramifiée
qui passe par chaque p; dans la direction £; ;

En caractéristique nulle, elles sont de plus équivalentes a :

(iii) deux points générauz de X peuvent étre reliés par une chaine de courbes ra-
tionnelles.

La démonstration se trouve dans [KMM?2], 2.4, ou [Kol], Th.IV.3.9.4, sauf pour ce

qui concerne les directions tangentes, point pour lequel on pourra consulter [D2], Ex.
4.8.6.

(MKolldr construit dans [Ko2] des variétés de Fano, donc projectives, lisses et rationnelle-
ment connexes, sans courbe rationnelle tres libre (c’est-a-dire non séparablement rationnellement
connexes).

(8)Cela résulte de leur caractérisation par 1’existence d’une courbe rationnelle trés libre.

(9)Cela résulte de leur caractérisation par la condition (iii) ci-dessous.
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3. QUELQUES COROLLAIRES

Le théoreme 1.1 est énoncé comme « Problem » dans [Kol], IV.6, et 'on trouve
déja dans ce livre les corollaires suivants ([Kol], Propositions IV.5.6.3 et IV.5.7).

3.1. Morphismes a base et fibres rationnellement connexes

COROLLAIRE 3.1. — Soit u: X — Y un morphisme propre entre variétés complezes.
Si'Y et les fibres générales de u sont rationnellement connexes, il en est de méme
de X.

Preuve. — Soient z; et z3 des points généraux de X et P! — Y une courbe ration-
nelle joignant u(z;) et u(x2). On note X’ I'unique composante irréductible de X xy P?
qui domine P! et X’ — X’ une désingularisation. Les fibres générales de @' : X' — P!
sont propres et birationnelles & des fibres générales de u, donc sont rationnellement
connexes. Le théoréme entraine que %’ a une section o : P! — X’. On peut donc
connecter deux points généraux 7} et 75 de X' par une chaine de trois courbes ra-
tionnelles : une pour joindre 7} & o(u'(1)), la section o, et une pour joindre o (@' (5))
a 75. Le théoréme 2.2 entraine que X’ est rationnellement connexe, donc que z7 et zo
peuvent étre joints par une courbe rationnelle. O

3.2. Le quotient rationnel n’est pas uniréglé

Soit X une variété complexe propre et lisse ; Campana montre dans [C2] (cf. aussi
[D2], Chap.5) qu'il existe un ouvert dense X° de X, une variété lisse R(X ) et un
morphisme propre p : X° — R(X) tels que :

(Q1) les fibres de p sont rationnellement connexes;
(Q2) toute courbe rationnelle de X rencontrant une fibre tres générale de p est
contenue dans cette fibre.

N

La variété R(X) est uniquement déterminée & isomorphisme birationnel pres; on
I'appelle le quotient rationnel de X. La variété X est rationnellement connexe si et
seulement si R(X) est un point; elle est uniréglée1?) si et seulement si dim(R(X ) <
dim(X).

COROLLAIRE 3.2. — Le quotient rationnel d’une variété complexe propre et lisse n’est
pas uniréglé.

(19 Une variété X de dimension n est uniréglée s’il existe une variété Y de dimension n — 1 et une
application rationnelle dominante P! x Y --» X (un point n’est donc pas uniréglé). Pour une variété
complexe propre X, cela signifie simplement qu’il passe une courbe rationnelle par chaque point
de X.
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Preuve. — Soient X une variété complexe propre et lisse et p : X --» R(X) son
quotient rationnel. Quitte & prendre des modeles birationnels (le quotient rationnel
est un invariant birationnel pour les variétés propres et lisses), on peut supposer
que R(X) est projectif et que p est un morphisme. Soient P! — R(X) une courbe
rationnelle passant par un point tres général de R(X) et X' une désingularisation
de I'unique composante irréductible de X x p(x) P! qui domine P. Le théoréme 1.1

entraine que X’ — P! a une section, ce qui contredit la propriété (Q2) du quotient
rationnel. O

3.3. Caractérisations numériques

Comme mentionné dans I'introduction, on espére pouvoir caractériser numérique-
ment les variétés complexes rationnellement connexes.

CONJECTURE 3.3. — Une variété complexe projective et lisse X est rationnellement
conneze si et seulement si HO(X,Q$™) = 0 pour tout entier m > 0.

On a une conjecture analogue pour les variétés uniréglées.

CONJECTURE 3.4. — Une variété compleze projective et lisse X est uniréglée si et
seulement si HO(X, (dét(Q2x))®™) = 0 pour tout entier m > 0.

Pour chacune de ces conjectures, le sens direct est élémentaire ([D2], Cor.4.17 et
Cor.4.12). La réciproque n’est connue qu’en dimension au plus 3 ([KMM?2]); elle est
conséquence en toute dimension du Programme du Modeéle Minimal de Mori.

COROLLAIRE 3.5. — La conjecture 3.4 entraine la conjecture 3.3.

Preuve. — Soient X une variété complexe projective et lisse qui n’est pas rationnelle-
ment connexe et p : X --» R(X) son quotient rationnel. Quitte & prendre des modéles
birationnels (les espaces vectoriels H’(X,Q%™) sont des invariants birationnels pour
les variétés propres et lisses), on peut supposer que R(X) est projectif et lisse, de
dimension r > 0, et que p est un morphisme. Si la conjecture 3.4 est vérifiée, le
corollaire 3.2 entraine qu'il existe une section non nulle de (dét(Qg(x)))®™ pour un
m > 0. Comme ce fibré en droites est facteur direct de Q%{;’), ce dernier a aussi une
section non nulle, qui se reléve en une section non nulle de Q?}Tm. O

3.4. Groupe fondamental

Soient X une variété propre, lisse et séparablement rationnellement connexe et m
un entier strictement positif. Comme la restriction de Q2 x a une courbe rationnelle tres
libre est somme directe de fibrés en droites de degré négatif, toute section de A™Qx
s’annule sur cette courbe. Les courbes rationnelles tres libres recouvrant un ouvert
dense de X, les groupes H°(X, A™{x) sont tous nuls.

En caractéristique nulle, la dualité de Hodge entraine H™ (X, Ox) = 0, de sorte que
x(X, Ox) = 1. Etant donné un revétement étale connexe u : Y — X, la variété Y est
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encore séparablement rationnellement connexe, d’ou x(Y, &y) = 1, de sorte que u est
de degré x(Y, Oy )/x(X,0x) =1 : la variété X est donc algébriquement simplement
connexe. Sur C, on montre méme que X est simplement connexe (cf. [D2], Cor.4.18).

En caractéristique non nulle, 'annulation de H™ (X, &x) n’est pas connue(!)). On
peut cependant, comme me 'a signalé Kolldr, déduire la simple connexité de X du
théoreme 2.1(12),

COROLLAIRE 3.6 (Kollar). — Une variété propre, lisse et séparablement rationnelle-
ment conneze est algébriqguement simplement conneze.

Preuve. — Soit X une variété propre, lisse et séparablement rationnellement connexe
sur un corps algébriquement clos k de caractéristique p; il s’agit de montrer que tout
revétement étale connexe galoisien Y — X est trivial. Si ce n’est pas le cas, il existe
une factorisation Y - X’ — X, ol le groupe de Galois de u est cyclique d’ordre ¢
premier. Dans cette situation, X’ est aussi propre, lisse et séparablement rationnelle-
ment connexe. La classification des revétements cycliques d’une variété (théories de
Kummer et d’Artin-Schreier) nous apprend qu’il existe un recouvrement de X’ par
des ouverts affines U et,

e si ¢ # p, des fonctions régulieres h; : U; — k* et eij - UiNU; — k™ telles que
eijejker; = 1 sur U;NU; NUy et efj = hihj_1 sur U; NUj, Pouvert affine w1 (U;) étant
défini par ’équation h; = tf dans U; x A,lc et le recollement se faisant par t; = eijt;;

e si £ = p, des fonctions régulieres h; : U; — k et e : Uy NU; — k telles que
eij + ek +exi = 0sur U; NU; NU et efj — eij = h; — h; sur U; N Uj, Pouvert affine
u~1(U;) étant défini par I'équation h; = t — t; dans U; x A} et le recollement se
faisant par t; = €i; + tj.

Posons B = Spec k[t] ; on construit une sous-variété % de X’ x B comme la réunion
des variétés affines définies dans U; x A} x B de la fagon suivante :

e si £ # p, par 'équation th; = t{, le recollement se faisant par t; = e;t;;
e si ¢ = p, par ’équation h; = tf —tP~1t; le recollement se faisant par t; = te;j+t;.

Les fibres de %" — B hors de 0 sont isomorphes 4 Y, donc sont séparablement ration-
nellement connexes. La fibre en 0 est isomorphe a X’ , compté avec multiplicité £. Ce
morphisme admet une section par le théoréme 2.1, ce qui entraine £ = 1. O

(1D En dimension 3, elle est connue pour les variétés séparablement unirationnelles ([Ny]) et pour les
variétés de Fano ([SB]).

(2)La trivialité du p-sous-groupe de Sylow du groupe fondamental était déja connue ([E] et [Su)).
Noter qu’il existe des surfaces unirationnelles qui ne sont pas simplement connexes ([Sh], prop.5).
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3.5. Déformation de morphismes

Nous aurons & plusieurs reprises besoin d’étudier les déformations d’un morphisme
f:C — X d’une courbe C projective (variable) & points doubles ordinaires vers une
variété projective fixe X, lisse sur I'image de f.

Notons E' I'espace vectoriel Ext'(f*Qx — Qc¢, 6¢); les déformations au premier
ordre de f sont paramétrées par E! et les obstructions sont dans E? : cela signifie que
les déformations de f sont paramétrées par un schéma séparé quasi-projectif qui peut
étre défini au voisinage de [f] par dim(E?) équations dans une variété lisse de méme
dimension que E'. Le noyau de la différentielle f*Qx — Q¢ est localement libre ; son
dual, le fibré normal & C' dans X, est noté N¢,x. On a une suite exacte

0— N&/x — f"Qx — Q¢ — Q¢yx — 0.

Ezemples 3.7. — (1) Si X est une courbe et que f est lisse sur un ouvert dense de C,
le complexe f*Qx — (1o est quasi-isomorphe au complexe gratte-ciel 0 — Q¢ x et
les E' sont nuls pour i # 1. Il n’y a pas d’obstruction et ’espace vectoriel E' est
de dimension le degré du diviseur de ramification de f. Un décompte de paramétres
montre qu’une déformation générale de f est un revétement de X de méme degré d
que f qui est simple (c’est-a-dire avec au moins d — 1 points dans chaque fibre).

(2) Lorsque f n’est pas ramifié, c’est-a-dire que ¢/ x est nul, le complexe
[*Qx — Q¢ est quasi-isomorphe au complexe N, /x 0 et E’ est isomorphe &
Hi—l(C,NC/X).

4. DEMONSTRATION DU THEOREME DANS LE CAS
COMPLEXE

Dans ce qui suit, on se donne, sur le corps des complexes, une variété propre X et
une courbe B projective et lisse, ainsi qu’un morphisme surjectif u : X — B dont les
fibres générales sont rationnellement connexes; on désire montrer que u a une section.

On peut supposer(!3) B rationnelle : choisissons un revétement ramifié quelconque
g : B — P! de degré d, auquel correspond un morphisme de P! dans le produit
symétrique B, Posant('¥) Y = P! x gy X@, on obtient un morphisme ¥ — P!
dont la fibre au-dessus d’un point ¢ de P est le produit

[T «e

beg~1(t)

(13) Cela ne sert que pour le théoreme 4.1.

(19 Pour ceux qui préferent la version « birationnelle », on peut aussi, en posant L = K(B) et
K = K(P'), considérer la restriction « & la Weil » Yx = Ry Xr. Cest une variété définie sur K
qui vérifie Yz ~ X% et Yx(K) = X1 (L). Elle est donc rationnellement connexe, et 1’existence d’un
L-point de X, est équivalente & celle d’'un K-point de Y.
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qui est donc rationnellement connexe. Si Y — P! a une section, il en est de méme
de X — B.

Quitte & remplacer X par une désingularisation, on peut aussi supposer que X est
projective et lisse.

Les grandes lignes de la démonstration sont les suivantes : partant d’une multisec-
tion de u, c’est-a-dire d’une courbe lisse C dans X qui domine B, on montre que la
réunion de C et de suffisamment de queues rationnelles trés libres contenues dans les
fibres de u (ici intervient la connexité rationnelle de ces fibres) admet suffisamment de
déformations lisses C’ — X pour que ceux des points de ramification du revétement
C' — B induit par u qui appartiennent au lieu ot u est lisse se déplacent dans des
directions arbitraires sur X.

Supposons un instant qu’il existe une multisection C' de u contenue dans le lieu
de lissité de u. La construction précédente fournit une autre multisection C’ dont les
déformations dans X ont des lieux de branchement sur B qui sont généraux. Comme B
est rationnelle, les revétements C’ — B forment un espace irréductible (appelé schéma
de Hurwitz) et dégénerent en des revétements qui ont des sections. La considération
des espaces de Kontsevich des courbes stables permet de compactifier ces espaces de
déformations de courbes et de relever ces dégénérescences sur X. On obtient ainsi une
section de u.

Le probleme reste de construire une multisection de u qui évite le lieu oll u n’est pas
lisse. Si ce lieu est de codimension au moins 2, cela résulte du théoreme de Bertini. En
revanche, si une multisection C' rencontre une composante multiple d’une fibre de u,
elle y est ramifiée au-dessus de B et aucune déformation de C ne pourra déplacer le
point de branchement correspondant sur B. C’est 14 le coeur de argument de [GHS] :
I'idée est de créer de nouveaux points de ramification que l’on fait ensuite converger
vers la ramification située dans les composantes multiples de fibres. Toute composante
«horizontale » de la courbe stable limite évite alors les composantes multiples de fibres
et 'on peut appliquer la construction précédente.

4.1. Ou l’on se raméne a la construction d’une multisection vérifiant cer-
taines propriétés

L’objet de ce paragraphe est de montrer que l’existence d’une multisection de u

possédant « suffisamment » de déformations (conditions (C2) ci-dessous) suffit & as-

surer l'existence d’une section. On ne se sert pas ici de la connexité rationnelle des
fibres de u.

THEOREME 4.1. — Soient X une variété et C une courbe, complezes, projectives et
lisses. On se donne des morphismes u : X — P! et f:C — X tels que :

(C1) la ramification R de uo f est simple et contenue dans | “image inverse par f
du lieu lisse de u ;
(C2) Vespace vectoriel H'(C, N¢/x(—R)) est nul.

Alors u a une section.
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Preuve. — La condition (C2) entraine H!(C, N¢/x) = 0; par Ex. 3.7(2), les défor-
mations de C' dans X sont donc paramétrées par un schéma, qui est lisse de dimension
h°(C, N¢,x) au voisinage de [C]. De plus, la restriction

H°(C,N¢yx) — (Noyx)|r

est surjective; cela signifie que par déformation f': C’ — X de f, les images dans X
des points de R peuvent étre indépendamment déplacées dans des directions normales
a C arbitraires. Comme, par (C1), la différentielle de uo f induit en chaque point p de R
une surjection Nc/x , — Tp1 yof(p), les points de branchement de uo f' peuvent aussi
étre indépendamment déplacés dans P! dans des directions arbitraires. Le revétement
uo f est en particulier simple. Or les revétements simples de P! de degré d et genre g
fixés forment un schéma lisse irréductible'® de dimension 2d+2g—2 (un pour chaque
point de branchement) que 'on notera M, (P!, d)" : par déformation de f : C — X,
on remplit donc, en composant par u, un ouvert dense de M, (P?,d)".

Comme on l’a expliqué plus haut, 'idée est de faire dégénérer ces revétements
et de montrer que ces dégénérescences se relevent & X. On introduit pour cela des
compactifications des espaces de courbes, construites de la fagon suivante.

Soient 8 un élément de Hy(X,Z) et g un entier positif. Une courbe quasi-stable de
genre g de degré (3 sur X est la donnée d’une courbe connexe projective C' de genre g
dont les singularités sont des points doubles ordinaires et d’un morphisme f : C — X
tels que f.C = (. Elle est stable s’il n'y a qu’un nombre fini d’automorphismes
o :C — C tels que foo = f, cest-a-dire si toute composante rationnelle lisse
de C' contractée par p contient au moins 3 points singuliers de C'. On peut toujours
stabiliser une courbe quasi-stable f : C — X en contractant dans C les composantes
rationnelles lisses contractées par f et contenant au plus 2 points singuliers de C.

On définit de fagon analogue les familles plates de courbes stables de genre g de
degré (B sur X ; il existe un espace de modules grossier, noté MQ(X ,B), qui est un
schéma projectif!®), et un morphisme de composition ([BM], Th.3.6)

Uy : MQ(X, B) — Mg(Pl,u*ﬂ)

décrit ensemblistement de la fagon suivante : si f : C — X est une courbe stable
de genre g et de degré 3, I'image u.([f]) est le point de M, (P!, u,f3) associé a la
stabilisée de la courbe quasi-stable uo f : C — P1.

(15) Cest ici que I’hypothése B = P! intervient; cf. [Cl]; [H]; [F], § 1.

(16)La meilleure référence semble étre [FP] : on y trouve (Th.1, p.55) une construction détaillée
de My4(X,B) (comme sous-schéma fermé de My(P™,d), une fois choisi un plongement de X dans
un espace projectif P™). Les auteurs mentionnent aussi (sans la mener a terme) une construc-
tion de MQ(P",d) via la théorie géométrique des invariants de Mumford, qui devrait permettre
de construire Mg(X,3) comme champ algébrique. Lorsque X est un point (ou que 3 = 0), on
retrouve I'espace des modules My de Deligne-Mumford des courbes stables de genre g.
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Le point essentiel est que par Ex. 3.7(1), 'adhérence M, (P!,d)" de M,(P!,d)"
dans —J\Zg(Pl,d) contient tous les morphismes finis C — P! de degré d, ou C est une
courbe projective connexe de genre g & points doubles ordinaires, donc en particulier
des revétements C' — P! qui ont une section : il suffit de prendre d exemplaires de P!
et d’identifier d + g — 1 paires de points situés sur des exemplaires distincts.

On peut alors terminer la démonstration du théoreme 1.1 : on a construit une multi-
section de u dont les déformations dans X remplissent un ouvert dense de My (P!, d)".
Cela signifie que I'image du morphisme propre u, défini ci-dessus contient Mg (PL,d)",
donc des revétements C — P! avec section. Ceux-ci se relévent par construction a X,
ce qui termine la démonstration. O

4.2. Ou ’on attache des queues rationnelles tres libres a une multisection
pour la déformer

Le but de ce paragraphe est de construire des multisections de u vérifiant la condi-
tion (C2) du théoréme 4.1.

Soit C' la normalisation d’une multisection de u; on suppose que le morphisme
correspondant f : C — X n’est pas ramifié. Choisissons des points généraux p1, ..., pn
sur C et, pour chaque 7, une courbe rationnelle tres libre non ramifiée L; — X dans la
fibre u=!(u(f(p;))), passant par f(p;), & direction tangente générale dans cette fibre
(th.2.2). On forme ainsi un « peigne» C = CU L, U---U L, muni d’un morphisme
non ramifié f : C — X.

PROPOSITION 4.2. — Soit ng un entier. Sous les hypothéses et les notations précé-
dentes, pour n assez grand, le morphisme f : C — X se déforme en C' — X, ot C'
est une courbe projective et lisse qui vérifie

Hl(Cl, NC//X(—DI)) — 0
pour tout diviseur D' sur C' de degré au plus ng.

Si on applique la proposition en prenant pour ng le degré de la ramification de wo f,
on obtient une courbe f’: C’ — X de méme genre que C, le morphisme u o f’ est de
méme degré que u o f et son diviseur de ramification est de degré ng. La condition
(C2) est donc réalisée. De plus, si C satisfait a la condition (ouverte) (C1), il en est
de méme de C’. 1l suffira donc de construire une courbe C — X satisfaisant & la
condition (C1) pour montrer le théoréme 1.1.

Cela permet déja de démontrer le théoreme (dans le cas complexe) lorsque les
fibres de u sont réduites. En effet, le lieu singulier de u est alors de codimension au
moins 2 dans X et un simple décompte de parametres montre que l'intersection d’un
nombre adéquat de sections hyperplanes générales de X est une courbe lisse dans X
entierement contenue dans le lieu de lissité de u, simplement ramifiée au-dessus de B.
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Preuve de la proposition. — Notons L la réunion (disjointe) des L; et P le diviseur
p1 + -+ pn; On a une suite exacte

(2) 0 — Np,x —"Na/x®ﬁL——*@Tc,p,~ —0
i=1

Comme Np/x(—P) est positif sur chaque L;, on en déduit l'annulation de
H'(L, Ng,x ® OL(—P)) donc, gréce a la suite exacte

0— OL(—P) — 65— Oc — 0
tensorisée avec N /X0 la surjectivité de la restriction
H°(C,Ng,x) — H°(C,Ng,x ® Oc)
et la bijectivité de
3) H'(C, Ng)x) — H'(C,Ng,x ® 6c)
Considérons d’autre part ’analogue
n
0 — N¢/x — Ng,x ® O6c — @TL,»,pi —0
=1
de la suite exacte (2) ci-dessus. La déformation au premier ordre de f correspondant

a un élément de H°(C, N / ) «lisse » le point double p; de C si et seulement si son
image dans T, p, n’est pas nulle. On a un diagramme

0 — Ng/x®0c(-p) — Ng;x®0Oc — Ng/xp,, — 0

~

TLi \Pi

Pour n assez grand, H'(C, Nz /x ® Oc(—p;)) est nul par le lemme ci-dessous. Cela
signifie qu'une section générale de Ng /x ® Oc a une image non nulle dans Ty, p,,

donc aussi dans chacun des T, ,, : une déformation au premier ordre générale de C
dans X est lisse.

LEMME 4.3. — Soit ng un entier. Pour n assez grand, on a
H'(C,Ng/x ® 6c(=D)) =0

pour tout diviseur D sur C' de degré < ng.

Laissant provisoirement sa démonstration de coté, on déduit d’abord du lemme
et de la bijectivité de (3) annulation de H!(C, N5 / x ), de sorte que pour une dé-
formation générale f' : C’ — X de f, la courbe C’ est lisse (de méme genre g
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que C). Appliquons de nouveau le lemme avec un diviseur Dy de degré g + ng sur
C-{p1,...,pn}; la courbe C’ vérifie, par semi-continuité,

HY(C',Ngi/x(—Dg)) =0

pour un certain diviseur Dj sur C’ de degré g + ng. Soit D’ un diviseur sur C’ de
degré au plus ng. Par le théoréme de Riemann-Roch, on peut écrire Dy = D' + D",
ou D" est un diviseur effectif, et la suite exacte

0— NC’/X(“‘D(,)) — NC//X(—DI) — NC//X(—DI) ® ﬁD// — 0
entraine H'(C’, N¢v/x(—D’)) = 0, ce qui prouve la proposition. O

Preuve du lemme. — On a un diagramme commutatif de suites exactes
0 — Ne/x(-D) —— Ng/x(-D)®b6c —— @) TL,p, — 0
| n n

0 — N¢/x(-=D) — N¢/x(=D)® Oc(P) — @), Noyxpi — 0

Il existe un entier ny tel que, pour tout n > ny, on ait H*(C, N¢/x(P-D)®0c) =0
pour tout diviseur D sur C de degré < ng, de sorte que le cobord

n
Op : @NC/X,pi B Hl(Ca NC/X(~D))

i=1
est surjectif. Considérons des antécédents (t1j,...,tn,,j)1<j<h Par d,, d’une base
(wj)igjcn de HY(C, Ngyx(—D)); la restriction de 8,5 & @], Ct; ; est surjective,
donc aussi, pour n > n;h, la restriction de 8, a @], 1, ,, puisque les points p; et
les directions T%, p, sont généraux. On en déduit H'(C, Nz /x(=D)® Oc) =0, d'ou
le lemme. O

4.3. Oul’on attache des courbes rationnelles & une multisection pour créer
de nouveaux points de ramification

On considere de nouveau une courbe projective et lisse C, de genre g, et un mor-
phisme f : C'— X non ramifié dont I'image domine B. Nous aurons besoin de créer
de nouveaux points de ramification du morphisme u o f : C — B. Cela se fait de la
fagon suivante.

Tout d’abord, la proposition 4.2 montre qu’étant donné un entier ng, on peut sup-
poser, quitte & remplacer C par une déformation de la réunion de C et de suffisamment
de queues rationnelles trés libres verticales,

(4) H'(C,Ng/x(—D)) =0

pour tout diviseur D sur C de degré < ng + g + 1. Etant donnés des points p; et ps
de C dans une fibre générale de uo f, on peut relier leurs images par f par une courbe
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rationnelle tres libre non ramifiée L — X contenue dans la fibre correspondante de u
(th.2.2). On veut montrer qu’on peut déformer la courbe C = C UL — X ainsi

obtenue en une courbe lisse C’ de genre g 4+ 1. Le méme raisonnement qu'au §4.2
montre que

H(C, Nz x) — H(C, Ng/x ® Oc) est surjective,
HY(C, Nﬁ/x) — H(C, Ne,x ® Oc)  est bijective.

On a d’autre part une suite exacte
0—>NC/X—>N5/X®6’C—>T———>0.

ou T" est un sous-faisceau « diagonal » de T¢ p, ®T¢,p,. Comme dans le §4.2, on déduit
de (4) d’une part que H'(C, N /x) est nul, d’autre part qu’une déformation générale
C" — X de C — X est lisse de genre g + 1 et vérifie H'Y(C',N¢i/x(—=D")) = 0 pour
tout diviseur D’ sur C’ de degré < ny.

Etant donnés des entiers ng et a, on obtient, en itérant cette construction, une
courbe non ramifiée f': ¢/ — X telle que :

(R1) la courbe C est lisse de genre g + a;

(R2) le degré de uo f’ est le méme que celui de uo f;

(R3) HY(C',N¢ryx(—D')) = 0 pour tout diviseur D’ sur C’ de degré < ng;

(R4) le diviseur de ramification de u o f’ a 2a paires de points de plus que celui
de u o f et pour chacun de ces points, la ramification est simple et la monodromie
échange les deux feuillets.

4.4. Ou l’on tue la ramification située sur les fibres multiples

Nous allons montrer qu’on peut construire par déformation, & partir d’une multi-
section f : C'— X non ramifiée de u, une multisection qui vérifie la condition (C1) :
sa ramification est simple et contenue dans le lieu lisse de u.

La construction du §4.3 nous permet de créer autant de points de ramification
simples qu’on le désire. Ceux-ci sont de plus mobiles; en les faisant entrer en collision
avec les points de ramification de u o f situés sur les fibres non réduites, nous allons
pouvoir « tuer » ces derniers.

Soit S C B le lieu des points critiques de u. Si on choisit la multisection f : C — X
de fagon générale, f n’est pas ramifié et la ramification de u o f hors de (uo f)~1(9)
est simple. Parmi les courbes vérifiant ces propriétés, on choisit C de facon que le
degré du diviseur de branchement D de u o f dans S soit minimal. Soient g le genre
de C et d le degré de uo f.

Choisissons un point 0 dans I'ouvert B® des points de B =S au-dessus desquels uo f
n’est pas ramifiée. Pour tout b dans B°, on pose F, = (uo f)~!(b). On considere la
représentation de monodromie

p:m(B°0) — Aut(Fp).
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Choisissons un point s du support de D et un arc réel v dans B° U {0, s} joignant 0
4 s. On définit la monodromie o en s comme 'image par p du lacet en pointillé

On la décompose en produit

O=T1 " "Tq

de transpositions (ol a est l'ordre de s dans D). Choisissons des points si,..., Sq
généraux proches de s; les chemins 1, ...,7, définis sur la figure
0 L s
7 Ya

S1 Sa

permettent d’identifier chaque Fs, a Fp. La transposition 7; échange deux points
de Fp; pour chaque i, on relie les deux points correspondants de Fs, par une courbe
rationnelle tres libre verticale. La construction du §4.3 (avec ng = 2(g + a) + 2d — 2)
permet d’obtenir par déformation une nouvelle multisection non ramifiée f' : ¢/ — X
de u vérifiant les propriétés (R1) a (R4), telle que u o f’ est simplement ramifié hors
de S; en particulier, pour chaque i, il y a deux points de branchement simples t;
et t; proches de s; et, pour le choix de larc joignant 0 & t; composé de larc ~;
suivi du « segment » s;t;, la monodromie en ¢; est la transposition 7;. L’image par la
représentation de monodromie de C’ du lacet

est 07q - - - 71, C’est-a-dire 'identité. La monodromie autour du bord du disque A est
donc triviale. La condition (R3) entraine que les déformations de f’ : C’ — X dans X
sont paramétrées par une variété M lisse en [f’]. Par minimalité du degré de D, le
diviseur de branchement de u o f' dans S est encore D et cela reste vrai pour une
déformation générale de f’. L’application 3 : M — B(29+2e+2d=2) qyj 3 une courbe
associe son diviseur de branchement se factorise donc, au voisinage de [f'], en

,8 M ' D+ B(2g+2a+2d—2—deg(D)) PN B(2g+2a+2d—2)‘
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La condition (R3) entraine que la différentielle de 3’ est alors surjective. L’image de 5’
est donc dense, et celle de 3 Pest aussi dans D’ + A(@) | on D’ est le diviseur de bran-
chement de uo f’ privé des points t1,...,t,. Il existe donc une suite ([f}])n de points
de M telle que les diviseurs de branchement des courbes correspondantes convergent
vers D’ + as. Une suite extraite converge dans l’espace compact Mg(c/)(X ,[C"]) vers
une courbe stable limite f.  : C. — X. Soit Cy la normalisation d’une composante
de C!_ sur laquelle u o f, n’est pas constante et soit fo : Cooc — X le morphisme
induit par f.,.

Pour tout petit disque A, de centre s dans A, les morphismes u o f},, pour tout n
assez grand, ne sont pas ramifiés au-dessus de A~A, et la monodromie sur le bord
de A étant triviale, le revétement (uo f)"}(A=A.) — A=A, est trivial. Il s’ensuit
que le seul point de branchement possible de uo fo, dans A est s mais que, la monodro-
mie étant triviale, il n’y a en fait pas de ramification au-dessus de s. La multisection fo
n’est donc pas ramifiée et son diviseur de branchement sur B est de degré strictement
inférieur & celui de D, ce qui contredit les choix faits.

Cela signifie que la courbe C — X — B n’est pas ramifiée au-dessus de S. Elle

vérifie la condition (C1) et, comme on l'a vu au §4.2, cela acheve la démonstration
du théoreme.

Remarque 4.4. — Comme le remarquent les auteurs de [GHS], I'argument ci-dessus
parait un peu inquiétant : comment la courbe C’, qui rencontre des composantes
multiples de fibres, peut-elle dégénérer en une courbe qui les évite? La réponse est
simple : & la limite, la courbe Co ne rencontre que des composantes réduites de
fibres et la courbe C’_ contient des composantes verticales qui connectent Co & ces
composantes multiples. Considérons par exemple la courbe C; d’équation y? = z(z—t)
dans C?; la premiére projection u : C? — C fait de C; un revétement double de C.
Eclatons I'origine dans C?, puis le point critique du morphisme induit par u. La fibre
en 0 du morphisme C2 — C induit par u s'écrit F +2E + G ou F est le transformé
strict de ©~1(0). Le transformé strict C; de C; rencontre E transversalement en un
point de ramification qui converge, lorsque ¢ tend vers 0, vers le point ENG. Ala
limite, la courbe 6’0 est la réunion de G et de deux composantes étales sur C.

5. DEMONSTRATION DU THEOREME SUR UN CORPS
QUELCONQUE

La démonstration de de Jong et Starr du théoréme 2.1, plus générale que la démons-
tration exposée ci-dessus, est aussi en un certain sens plus simple (mais moins géomé-
trique et plus technique) ; elle ne fait pas appel & ’espace des modules des applications
stables et construit la dégénérescence cherchée « a la main ».
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5.1. Ou I’on se raméne a la construction d’une multisection vérifiant cer-
taines propriétés

On se donne un morphisme propre v d’une variété lisse X sur une courbe lisse B,
dont les fibres générales sont des variétés lisses et séparablement rationnellement
connexes. On peut supposer que la courbe B est projective et lisse et que la variété X
est propre et normale. Il s’agit de montrer que u a une section.

Comme dans le cas complexe, on montre qu’il suffit pour cela de trouver une mul-
tisection de u « suffisamment mobile » ; plus précisément, on montre que le théoréme
4.1 est encore valable (mais on a besoin de la connexité rationnelle des fibres de u).

THEOREME 5.1. — Soient X une variété propre et B et C des courbes projectives et
lisses. On se donne des morphismes u : X — B, a fibres générales lisses et ration-
nellement connexes, et f : C — X tels que :

(C1) l’image de f est contenue dans le lieu lisse de u et uo f est génériquement
lisse;
(C2) Vespace vectoriel H'(C, f*Tx/p) est nul.

Alors u a une section.

Le faisceau tangent relatif T'x, g est défini comme le noyau de ’application tangente
Tx — u*Tpg. Il est localement libre sur le lieu lisse de u; si R est le diviseur de
ramification de u o f, le faisceau f*T'x,p est isomorphe & No/x(—R).

Preuve du théoréme. — Pour éviter d’avoir recours aux schémas de Hurwitz (qui ne
sont pas toujours irréductibles en caractéristique non nulle) et aux espaces de courbes
stables, on construit « & la main » la dégénérescence d’un revétement en un revétement
avec une section.

On se donne donc un morphisme fini f : C — B de degré d entre courbes projectives
et lisses et un ensemble fini S de points de B qui contient le lieu de branchement de f.
La proposition suivante montre que, quitte & identifier des paires de points de C situés
dans les mémes fibres de points hors de S, on peut déformer le revétement obtenu
%o — B en un revétement 4., — B avec une section.

LEMME 5.2. — Il exziste une surface projective irréductible € et des morphismes sur-
jectifs

¢ L B

d
Pl

vérifiant, en notant 6;, pour tout t dans P!, la fibre p~'(t),

(1) la courbe %; est lisse pour t général ;
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(2) la surface € est lisse le long de €y, qui est une courbe wntégre 4 points doubles
ordinaires de normalisée C ; le morphisme F y induit f et F (Sing(%))NS =2 ;

(3) la surface € est lisse en un point général dune composante irréductible B’
de Coo, qui est envoyée isomorphiquement par F sur B ;

(4) pour tout s dans S et tout t # oo, les structures locales formelles des revé-
tements Fy : €4 — B et f : C — B au voisinage de la fibre de s sont les mémes,
c’est-a-dire que l'on a un isomorphisme

%: X B Spec 5’\313 ~ C x g Spec 53,3

de Spec 0?375-schémas.

Seul le point (4) n’est pas élémentaire. Il ne nous servira que plus tard. Remettant
la démonstration du lemme & la fin de ce §, nous poursuivons celle du théoreme.

Considérons un revétement double T — P! ramifié en 0 et 'éclatement € —
% xp1 T des points singuliers qui apparaissent au-dessus des points doubles ordinaires
de %. La fibre du morphisme % — T enle point, noté encore 0, de T situé au-
dessus de 0 est réduite, réunion de C' et de courbes rationnelles coupant chacune C
transversalement en deux points. Notons F : € — € — B le morphisme composé ; si
on joint les paires de points de C' identifiés dans %, par des courbes rationnelles tres
libres non ramifiées contenues dans les fibres de u (th.2.2), on définit un morphisme
f: <€~0 — X. On a ainsi la figure

B/
¢ %o 7% G X
|
|

B’ u
¢l 4 &f F 1 B

—_

T 01 00

La fibre de € x5 X en 0 contient le graphe T" de f, dont les déformations comme
sous-T-schéma de € x B X sont paramétrées par une composante du T-schéma de
Hilbert relatif Hilb(% x5 X/T).

Les déformations au premier ordre sont paramétrées par 1’espace vectoriel des sec-

tions du fibré normal Ny, > X)o et~les obstructions sont dans H'(T', Ny, J(Fx5X)0)"

Ce fibré s’identifie a f*T'x,p sur %;. Par construction, la restriction de ce fibré
aux queues rationnelles est ample; on montre comme dans le §4.3 que ’annulation
de H'(C, f*Tx/g) entraine alors celle de H' (%, [*Tx;B)-
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Le morphisme propre Hilb(% x g X/T) — T est alors lisse en [[']. Quitte & effectuer
un changement de base fini sur T', on peut donc supposer qu'’il a une section, c’est-a-
dire qu’il existe un sous-schéma I de € x B X, plat sur T, tel que I'; = I'. Dans le
diagramme

r’ C%XBX_>%

e,

la ligne horizontale est un isomorphisme au-dessus du point 0 de 7', donc est biration-
nelle. Son inverse ¥ --+ I'’ est défini hors du complémentaire d’un ensemble fini dans
le lieu normal de &, donc en le point générique de B’. Dans le diagramme commutatif

r— gXBX — X
K
SR &
S F
B —» ¢ —— B
{0} o T
I'image de B’ dans X est une section de u et ceci démontre le théoréme 5.1. O
Revenons maintenant a la démonstration du lemme 5.2.
Preuve du lemme 5.2. — Soient m un grand entier et ¢ : C — P! le morphisme

associé a deux sections générales de O (mf*S). On vérifie que :

e le morphisme (f,g) : C — B x P! est birationnel sur son image Cj ;

o les singularités de la courbe Cj sont des points doubles ordinaires situés hors
de S x P!;

e la courbe Cy est dans le systeme linéaire [p}Oc(dmS) ® p;Opi(d)|.

Ce systeme linéaire contient aussi le diviseur
Coo = (dmS x PY) + (B x {uy,...,uq}),
ol u1,...,uq sont des points généraux de P!. Considérons I’application rationnelle
BxP! - P!

définie par le pinceau (Cp, Cso). Si ¢ — B x P! est ’éclatement du schéma Cy N Coo
etp: % — BxP!--sPlet F: %4 — Bx P! — B les morphismes composés, on
vérifie facilement les points (1), (2) et (3).

Soient s un point de S et 7 une uniformisante de I’anneau de valuation discrete
OB,s. Dans Spec 0p s x P!, la courbe Cj est définie par une équation og (avec
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o0(s,u;) # 0 pour chaque i), la courbe Cy, par I'équation 7™ [](u — u;), donc la
courbe %, par oy + tn™¢ [Tz — ;). Modulo 74 les fibres en s des morphismes
%:; — B induits par F sont donc isomorphes pour t # co. Comme ceux-ci sont finis

(cela résulte de la forme explicite de '« équation » de ¢; dans B x P1), le lemme
suivant entraine (4). O

LEMME 5.3. — Soient A un anneau de valuation discréte complet, d’uniformisante
et corps des fractions K. Soient K' une extension séparable de K et A' la fermeture
intégrale de A dans K'. Il existe un entier positif mg tel que, pour tout anneau de
valuation discréte A” fini sur A, les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) les A-algébres A’ et A” sont isomorphes;

(i) 4l existe un entier m > mq tel que les A-algébres A'/n™ A’ et A" [n™ A" sont
isomorphes.

Preuve. — Comme 'extension K’ de K est séparable, il existe un élément o’ de A’
tel que K' = K(a'); son polynéme minimal P est & coefficients dans A et vérifie
P’(a’) # 0. 1l existe donc un entier positif m; tel que P’(a’) € 7™ A'=7™ T1A’. On
pose mg = 2m;.

Montrons (ii) = (i). Comme I’anneau A” est la fermeture intégrale de A dans
le corps des fractions K” de A”, il suffit de montrer que les K-extensions K’ et
K" sont isomorphes. Les A-modules A’ et A” sont libres, de méme rang puisque
A'jmA' ~ A" |nA”. Les K-extensions K’ et K" ont donc méme degré et il suffit de
montrer qu’il existe un K-homomorphisme de K’ dans K.

Soit @” un élément de A” relevant I'image de a’ par la composée A’ — A’ /7™ A’ ~
A" [7m™A”. On a alors

P(a”) c ﬂ'mA” et Pl(all) c 7Tm1A"—’Il’m1+1AH

L’anneau A” est un anneau de valuation discrete complet pour la topologie m-adique.
D’aprés le lemme de Hensel ([Bo], chap.III, §4, n®5, cor.1), il existe b” € A” tel que
P(Y") =0et b =a” (mod 7™ ™). Le morphisme A[X]/(P) — A" qui s’en déduit
induit le K-homomorphisme K’ — K" cherché. O

5.2. Ou ’on se rameéne au cas ou les fibres de u sont réduites

Pour éviter le délicat argument de monodromie employé dans le cas complexe
lorsque u a des fibres non réduites, de Jong et Starr démontrent (c’est 'objet de la
proposition ci-dessous) un résultat a priori surprenant, a savoir qu’il suffit de montrer
lexistence d’une section apres tout changement de base sur B tel que les fibres de la
famille induite soient réduites. L’hypothése que le corps de base k n’est pas dénom-
brable n’est pas un probleme(!”) : on peut par exemple remarquer que les sections
de u: X — B sont paramétrées par un k-schéma S(u) et que si k' est une extension

(17) Cf. aussi note 18.
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algébriquement close de k, les sections de ug : Xpr — By sont paramétrées par
le k’-schéma S(u)xs : pour montrer que S(u) n'est pas vide, on peut le faire apres
extension (algébriquement close non dénombrable) du corps de base.

Lorsque les fibres de u sont réduites et que X est projectif, le théoréme de Bertini
montre que dans ce cas, il existe une section vérifiant (C1). La condition (C2) est
obtenue par la proposition 4.2, et le théoreme 2.1 résulte alors du théoréme 5.1.
Lorsque X n’est que propre, il faut un argument différent, pour lequel je renvoie a
[dJS].

PROPOSITION 5.4. — Soient X une variété propre et normale, B une courbe projec-
tive et lisse et u : X — B un morphisme dont les fibres générales sont réduites, définis
sur un corps algébriquement clos non dénombrable('®) .

(1) Il existe une courbe projective et lisse C et un morphisme fini C — B généri-
quement lisse tels que les fibres du morphisme induit

uc: (C xp X)) — C

soient réduites.
(2) Si, pour tout morphisme fini génériquement lisse C — B de courbes lisses tel
que les fibres de uc soient réduites, uc a une section, alors u a une section.

Preuve. — Le point (1) se trouve en fait déja dans la littérature ([Ep] ; [BLR], th. 2.1/,
p.368) et nous ne démontrerons donc que (2).

Considérons un morphisme f : C — B satisfaisant les propriétés de (1) et
appliquons-lui le lemme 5.2, en prenant pour S ’ensemble des points de branchement
de f et des points de B dont la fibre sous u n’est pas réduite. Il fournit un diagramme

%XBX — X

l [

F
¢ —— B

r

Pl

Considérons les fibres de ug, : (¢; xp X)"™ — %, pour t # oco. Hors de S, elles
sont réduites puisque celles de u 1’étaient déja. Au-dessus d’un point de S, les fibres
formelles sont réduites puisqu’elles sont isomorphes & celles de uc. Toutes les fibres
de ug, sont donc réduites. Pour ¢ général, ¢; est lisse et il existe par hypothése une

(18) Cette derniere hypothése, que I’on n’utilise que pour (2), peut étre supprimée si I’on remplace
I’hypothése de (2) par : pour toute extension algébriquement close k' de k et tout morphisme fini
génériquement lisse C — By de k’-courbes lisses, tels que les fibres de uc soient réduites, uc a une
section.
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section oy de ¢} xp X — %,. Comme le corps de base n’est pas dénombrable et
que le schéma de Hilbert relatif Hilb(4 x g X/P!) — P!, qui est propre, n’a qu’un
nombre dénombrable de composantes irréductibles, 'une d’elle contient presque tous
les points correspondants aux images des sections oy, donc contient une courbe propre
irréductible T qui domine P?.

Pour alléger les notations, nous désignerons par un indice T' le produit 7' xp1 - 1l
existe donc un sous-schéma fermé T' de (¢ x g X)r, plat sur T, tel que la projection
It — %} soit un isomorphisme pour t € T tres général, de sorte que le morphisme
I' — @7 est birationnel. Comme %, donc aussi €, est lisse en un point général de B’,
l'inverse ¢ --+ I' est défini en un point général de B’. On retrouve un diagramme
commutatif analogue & celui de la page 261 :

r (%XBX)T — ¥xpX — X
K

N ! [

B %r — ¢ i B

l | |

{x}e—r s T —— P!

ou de nouveau, I'image de B’ dans X est une section de u. O
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