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HOMÉOMORPHISMES D E SURFACE S 
THÉORÈMES D E L A FLEU R D E LEAU-FATO U 

ET D E L A VARIÉT É STABL E 

Frédéric L e Rou x 

Résumé. —  O n étudi e l a dynamiqu e d'u n homéomorphism e de surface a u voisinag e 
d'un poin t fixe  isolé . S i l'indic e d u poin t fixe  es t strictemen t plu s gran d qu e 1 , o n 
construit un e famill e d e pétale s autou r d u poin t fixe,  alternativemen t attractif s e t 
répulsifs, c e qui généralis e u n énonc é de dynamiqu e holomorphe . Si l'indic e es t stric -
tement plu s peti t qu e 1 , o n obtien t un e famill e d e branche s alternativemen t stable s 
et instables , c e qui généralis e u n énonc é de dynamiqu e différentiabl e hyperbolique . 

Abstract (Dynamics of surface homeomorphisms, topologica l versions of Leau-Fatou flo-
wer theorem and stable manifold theorem ) 

The stud y o f the dynamic s o f a  surfac e homeomorphis m in th e neighbourhoo d of 
an isolate d fixed  poin t lead s u s t o th e followin g results . I f th e fixed  poin t inde x i s 
greater tha n 1, a famil y o f attractive an d repulsiv e petal s i s constructed , generalizin g 
the Leau-Fato u flower  theore m i n comple x dynamics . I f th e inde x i s les s tha n 1, we 
get a  family o f stable an d unstabl e branches , generalizin g the stabl e manifol d theore m 
in différentiable hyperbolic dynamics. 

© Astérisqu e 292 , SMF 2004 





TABLE DE S MATIÈRE S 

0. Introductio n 1 

1. Présentatio n de s résultat s d e dynamiqu e local e 5 
1.1. Rappel s d e quelque s résultat s classique s 5 
1.2. Résultat s d e dynamiqu e topologiqu e 8 
1.3. Antécédent s 1 0 
1.4. Limite s de s résultats , question s 1 2 
1.5. Exemples , définitio n informell e d e l'indic e 1 3 

2. Intermèd e :  d u loca l a u globa l 2 5 
2.1. L e théorèm e d'extensio n 2 5 

3. Dynamiqu e global e :  énoncé e t résultat s préliminaire s 2 9 
3.1. Définitions , énonc é 2 9 
3.2. L a théori e d e Brouwe r 3 2 
3.3. Indice s partiel s 4 3 
3.4. Décompositio n en brique s 5 5 

4. Preuv e d u théorèm e principa l d e dynamiqu e global e 7 3 
4.1. Énoncé s de s lemme s 7 3 
4.2. Preuv e d u théorèm e à  parti r de s lemme s 8 0 
4.3. Étud e de s croissant s minimau x (propositio n 4.8 ) 8 2 
4.4. Indic e partie l e t constructio n d e droite s d e Brouwe r (propositio n 4.11 ) .  . 9 1 
4.5. Un e droit e d e Brouwe r à  extrémité s Nord-Su d (propositio n 4.12 ) 9 4 
4.6. Constructio n d u relev é canoniqu e (propositio n 4.17 ) 9 6 

5. Application s e n dynamiqu e local e 10 3 
5.1. Théorèm e d e l a fleu r topologiqu e 10 3 
5.2. Branche s stable s e t instable s locale s 10 4 
5.3. Indice s de s itéré s 10 6 

Appendice :  Théorème d e Schoenflies-Homm a e t variante s 11 1 

Bibliographie 11 3 

Index 11 9 





CHAPITRE 0 

INTRODUCTION 

Contexte. —  A u tou t débu t d e l'apparitio n de s système s dynamique s comm e 
branche de s mathématiques , Poincar é avai t soulign é l'importanc e de s orbite s pé -
riodiques comm e l'u n de s biai s pa r leque l i l es t possibl e d'attaque r l'étud e d'u n 
système dynamiqu e ;  depuis , un e bonn e parti e de s problème s d e dynamiqu e consist e 
d'une par t à  cherche r de s orbite s périodiques , d'autr e par t à  tente r d e comprendr e l a 
dynamique a u voisinag e d'un e orbit e périodique . Le s résultat s d e dynamiqu e local e 
sont souven t u n préliminair e incontournabl e à  l'étud e d e l a dynamiqu e global e :  c'es t 
le ca s pa r exempl e e n dynamique  hyperbolique  (théorèm e d e Hartman-Grobman , d e 
la variét é stable , étud e de s bifurcation s locales ) ou e n dynamique  holomorphe  à  un e 
variable (théorème s d e linéarisatio n locale , théorèm e d e l a fleur  d e Leau-Fatou) . 

Problématique. —  Dan s c e texte , nou s nou s intéresson s à  l a dynamique  topolo-
gique, e n dimensio n 2 . Qu e peut-o n dir e d e l a dynamiqu e local e d'u n homéomor -
phisme d e surfac e a u voisinag e d'u n poin t fixe  isolé ? Cett e questio n a  ét é abordé e 
il y  a  longtemp s pa r G . D. Birkhoff, e t plu s récemmen t pa r M . Brown, E . Slaminka , 
S.Pelikan, S . Baldwin, P . Le Calvez, J . -C .Yoccoz , S . Matsumoto ([Bro90b , B S 9 0 , 
PS87 , L C 9 9 , L C Y 9 7 , L C 0 3 , MatOl]) . Contrairemen t au x catégorie s ave c plus d e 
structures, i l n' y a  aucu n espoi r d e théorèm e d e linéarisatio n locale , c e qu i expliqu e 
qu'il n' y ai t pa s e u d e répons e définitive . 

Un de s ingrédient s principa l es t l'indic e d e Lefschet z d u poin t fixe,  i l perme t d e 
préciser l a questio n initial e :  quel lie n y  a-t-i l entr e l'indic e e t l a dynamiqu e ? 

Le lie n l e plu s simpl e es t conséquenc e d e l a théori e de s homéomorphisme s d e 
Brouwer :  s i l'indic e es t différen t d e 1 , alor s d e nombreuse s forme s d e récurrenc e 
(points périodiques , e t mêm e point s no n errants ) son t exclue s dan s u n voisinag e d u 
point fixe  ;  autrement dit , l e comportement  individuel  d e chaque orbit e es t trè s simple . 
Préciser l e comportemen t dynamiqu e consist e alor s à  essaye r d e dir e quelqu e chos e 
du comportement  collectif  de s orbites . 
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Résultats. —  Dan s c e texte , o n obtien t de s énoncé s qu i s'inspiren t d e théorème s 
classiques de s catégorie s plu s structurées , l e théorème  de  la  variété  stable  e n dyna -
mique hyperbolique , e t l e théorème  de  la  fleur  de  Leau-Fatou  e n dynamiqu e holo -
morphe. 

La versio n topologiqu e du théorèm e d e l a variét é stabl e concern e l e ca s o ù l'indic e 
de Lefschetz es t strictemen t plu s peti t qu e 1  : on prouve alor s l'existenc e d e p branches 
stables e t p  branches  instables  locales,  cycliquemen t alternée s autour d u poin t fixe  (o ù 
le nombr e p  es t l a différenc e entr e 1  et l 'indice) . 

La versio n topologiqu e du théorèm e d e l a fleur  d e Leau-Fato u concern e le cas dual , 
où l'indic e d e Lefschet z es t strictemen t plu s gran d qu e 1  :  o n montr e cett e fois-c i 
l'existence d e p pétales  attractifs  e t p  pétales  répulsifs,  ic i encore cycliquement alterné s 
autour d u poin t fixe  (l e nombr e p  es t l a différenc e entr e l'indic e e t 1) . 

On obtien t égalemen t un e nouvell e preuv e d'u n résulta t d e M . Brown :  l'indice d u 
point fixe  pou r tout e puissanc e no n null e d e l 'homéomorphism e es t éga l à  l'indic e 
pour h. 

Stratégie e t outils . —  L a stratégi e de s preuve s es t l a suivante . U n résulta t d'ex -
tension (théorèm e 2.1 ) perme t d e s e ramene r à  u n cadr e d e dynamiqu e globale , celu i 
d'un homéomorphism e de l a sphèr e n'ayan t qu e deu x point s fixes,  noté s N  et  S  :  ainsi , 
la quasi-totalit é d u text e porter a e n réalit é su r de s question s d e dynamiqu e globale . 
En particulier , le s troi s résultat s d e dynamiqu e local e s e déduiron t rapidemen t d'u n 
même théorème , qu e nou s expliquon s maintenant . 

Dans l e cadr e global , o n peu t utilise r l a théori e d e Brouwer . Celle-c i perme t l a 
construction, e n chaqu e poin t (no n fixe),  d'un e droite  de  Brouwer,  c'est-à-dir e d'u n 
arc don t le s extrémités son t le s points fixes  (o u d'une courbe fermée simpl e passant pa r 
l'un de s point s fixes),  e t qu i n e rencontr e so n imag e qu'au x point s fixes.  L e principa l 
résultat d e dynamiqu e global e (théorèm e D ) annonc e l'existenc e d'un e famill e finie 
de droite s d e Brouwe r forman t l e bor d d e structure s dynamique s baptisée s croissants 
et pétales,  don t l e nombr e e t l a dispositio n son t relié s au x indice s de s point s fixes  T V 
et S. 

La constructio n de s croissant s e t de s pétale s utilis e principalemen t deu x outils . 
D'une part , un e notio n d'indic e entr e deu x droite s d e Brouwe r disjointes , appelé e 
indice partiel.  D'autr e part , le s décompositions  en  briques,  élaborée s e t déj à utilisée s 
par P . Le Calvez e t A . Sauzet :  i l s'agi t d'u n certai n typ e d e triangulatio n d u com -
plémentaire de s point s fixes,  adapté e à  l a dynamique . Cett e triangulatio n perme t 
notamment d'évacue r un e grand e parti e de s problème s délicat s d e topologi e plane, e t 
d'obtenir de s preuve s simple s de s résultat s d e Brouwer , e n construisan t pa r un e pro -
cédure «  automatique »  des droite s d e Brouwe r simpliciales  (qu i son t réunio n d'arête s 
de l a triangulation) . 

La plupar t de s preuve s on t pou r déco r u n autr e cadr e d e dynamiqu e globale , celu i 
des homéomorphismes  de  Brouwer  :  ce sont de s homéomorphisme s d u pla n san s poin t 
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fixe. L e passag e d u cadr e «  sphère ave c deux point s fixes  »  a u cadr e «  plan san s poin t 

fixe »  s'effectu e d e l a manièr e suivant e :  en enlevan t le s deux point s fixes  N  e t S,  pui s 

en passan t a u revêtemen t universel , o n obtien t un e surfac e homéomorph e au pla n ;  on 

montre alor s qu'i l exist e un e seul e manièr e «  non trivial e »  d e releve r l a dynamiqu e 

en u n homéomorphism e du pla n (qu i es t bie n sû r san s poin t fixe).  Cec i es t l 'obje t 

de l a propositio n 4.17, et nécessit e l a constructio n préalabl e d'un e droit e d e Brouwe r 

reliant le s deu x point s fixes  N  et  S.  Celle-c i es t obtenu e pa r de s argument s portan t 

principalement su r l a combinatoir e des droite s d e Brouwe r simpliciales. 

On prouv e notamment un e versio n du théorèm e principal , concernan t l'existenc e de 

croissants e t d e pétales, dan s l e cadre des homéomorphismes de Brouwer (théorème E). 

Puis o n e n dédui t l a versio n initial e d u théorème . 

Plan d u texte . —  Dan s l e premie r chapitre , o n énonc e précisémen t le s résultat s 

locaux, e t o n illustr e ce s résultats e t leur s limite s su r de s exemples . Le deuxième cha -

pitre, trè s court , contien t l e théorème d'extensio n qu i rattach e l e cadre loca l a u cadr e 

global. L e troisièm e énonc e l e résulta t principa l d e dynamiqu e globale , e t construi t 

les outil s nécessaire s à  s a démonstratio n (théori e de Brouwe r «  classique » , indic e par-

tiel, décompositio n en briques) . L e quatrièm e contien t l e cœu r d e l a preuve . Enfin , 

le dernie r chapitr e appliqu e théorèm e d'extensio n e t résulta t globa l pour récolte r le s 

résultats d e dynamiqu e locale . 

Les chapitre s concernan t l e cadr e globa l ( 3 e t 4 ) son t largemen t indépendant s de s 

autres chapitres . 

Remerciements. —  J e tien s à  remercie r le s professeur s d u Collèg e d e France , e t 

tout particulièremen t Jean-Christoph e Yoccoz , d e m'avoi r invité , e n janvie r 2001 , à 
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premier suje t d e thèse qu e m'avai t donn é Lucien Guillou, à l 'époque sans beaucoup de 

succès... L e suje t a  redémarr é aprè s plusieur s discussion s ave c Patric e L e Calvez , e n 

particulier grâc e à sa suggestion d'utiliser le s « décompositions en briques » , qu i jouent 

ici u n rôl e central . J e remerci e Lucie n e t Patric e pou r leu r intérê t constan t pou r c e 

travail. C e texte a  également bénéfici é des conversations avec François Béguin , Sylvain 

Crovisier, Vincen t Guirarde l e t Dunca n Sands . 
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CHAPITRE 1 

PRÉSENTATION DE S RÉSULTAT S 
DE DYNAMIQU E LOCAL E 

Dans c e chapitre, o n énonce et o n illustre les résultats de dynamiqu e topologiqu e lo-
cale de dimension 2 . Ceux-ci sont affilié s à  deux théorème s célèbres , l'un e n dynamiqu e 
différentiable, l'autr e e n dynamiqu e holomorph e ;  nous commençon s par rappele r ce s 
énoncés. Aprè s avoi r présent é le s résultat s nouveau x e t certain s d e leur s ancêtres , o n 
décrit quelque s exemples , d e complexit é croissante , pou r l a plupar t déj à connu s ;  le s 
deux dernier s exemple s son t nouveau x (figure s 1 4 e t 16) . Ces  exemples  ne  sont  pas 
utilisés dans  la  suite  du  texte  (mai s e n faciliten t san s dout e l a compréhension) . 

1.1. Rappel s d e quelque s résultat s classique s 

On not e 0  l e poin t (0 , 0) d u pla n M 2 . O n noter a In t (£ ) , A d h ( E ) e t dE  l'intérieur , 
l'adhérence e t l a frontièr e d'u n ensembl e E. 

Rappelons qu e x  es t u n point  fixe  d'un e applicatio n /  s i f(x)  =  x.  L'ensembl e de s 
points fixes  d e /  ser a not é F i x e ( / ) . 

Définition 1.1. —  U n homéomorphisme  local  h  :  U  —>  V  es t u n homéomorphism e h 
entre deu x voisinage s connexe s U  e t V  d e 0  dan s M 2 , préservan t l'orientation , don t 0 
est u n poin t fixe. 

Définition 1.2. —  U n germe  d'homéomorphisme  es t un e class e d'équivalenc e d'homéo -
morphismes locau x pou r l a relatio n :  (h\  :  U\ —>  V\)  ~  {h 2 •  U2 —>  V2) s i e t seulemen t 
si i l exist e u n voisinag e U'  d e 0  te l qu e hi\jjf  =  h 2\u'-

Définition 1.3. —  Deu x homéomorphisme s locau x h\  :  XJ\  —> V\ e t h 2 :  U2  — » V 2 son t 
topologiquement conjugués  s i i l existe u n homéomorphism e loca l g :  U1UV1 — > C/2UV2, 
envoyant U\  su r U2  et V\  su r V2 , tel que , su r U2,  g  0 h\  o  g~x —  h 2. 

Cette définitio n indui t un e définitio n su r le s germes . O n défini t d e manièr e simi -
laire les difféomorphismes e t le s difféomorphismes holomorphe s locaux , ains i que leur s 
germes. 

A parti r d e maintenant , tou s le s homéomorphisme s considéré s auron t 0  comm e 
unique poin t fixe. 
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a. Dynamiqu e différentiable . —  Soi t /  u n germ e d e difféomorphism e e n 0 . O n 
dit qu e /  es t topologiquement  linéarisable  s'i l es t topologiquemen t conjugu é à  s a dif -
férentielle e n 0 . 

Théorème 1.4  (Hartman-Grobman , 1962) . —  Supposons  que  la  différentielle  en  0  soit 
hyperbolique (i.e.  les  modules  des  valeurs  propres  sont  différents  de  1).  Alors  f  est 
topologiquement linéarisable. 

On e n dédui t qu' à conjugaiso n topologiqu e près, i l n'exist e qu e quatr e germe s d e 
difféomorphismes hyperbolique s (préservan t l'orientation ) :  homothéti e contractant e 
ou dilatante , poin t sell e ave c o u san s rotatio n (figur e 1) . 

/ 1 / 2 0  \  / 2 0 \ / 2 0  \  / - 2 0  \ 
V 0  1/2 y V 0 2/ V 0 1/2y V  0  - 1 / 2 ) 

FIGURE 1 . Le s quatr e modèle s d e difféomorphisme s hyperbolique s locau x 

Soit /  :  U  —•  V u n difféomorphism e loca l hyperboliqu e d e typ e selle , c'est-à-dir e 
que l'un e de s valeur s propre s a  s a valeu r absolu e plu s grand e qu e 1 , e t l'autr e plu s 
petite qu e 1 . S i U'  es t u n voisinag e d e 0  inclu s dan s U,  o n not e VK^ 0 e t le s 
ensembles stables  et  instables  locaux,  i.e.  W^0  =  {x  G  U'  |  V n >  0 , fn{x)  G  U'}  e t 
WQL, =  {x  G  U'  |  V n ^  0,fn(x)  G  U'}.  L e théorèm e d'Hartman-Grobma n perme t 
bien sû r d e décrir e l e comportemen t de s orbite s ;  tout s e pass e comm e sur l a figure 1  : 

Corollaire 1.5. —  Supposons  que  la  différentielle  est  de  type  selle.  Alors  il  existe  un 
voisinage U'  de  0  arbitrairement  petit,  tel  que  : 

- les  ensembles  et  WQ_^  sont  deux  arcs  d'intersection  { 0 } ; d'extrémités  sur 
la frontière dU'  ; 

- tous  les  points  de  W^Q  \  {0 } ont  un  itéré  négatif  hors  de  U'  et  leurs  itérés  positifs 
qui tendent  vers  0 . 

- tous  les  points  de  W Q ^ \ { 0 } ont  un  itéré  positif  hors  de  U'  et  leurs  itérés  négatifs 
qui tendent  vers  0 . 

Le théorèm e d e l a variét é stabl e ajout e qu e ce s arcs son t différentiable s e t tangent s 
aux direction s propre s d e l a différentiell e (mai s ic i seuls le s aspect s topologique s de l a 
dynamique nou s intéressent) . 
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b. Dynamiqu e holomorphe . —  O n peu t trouve r de s précision s su r le s résultat s 
ci-dessous dan s [MÍ199, C G 9 3 ] . Soi t /  u n germ e d e difféomorphism e holomorphe . 

Si |  / ' ( 0 ) |T¿ 1 (poin t hyperbolique) , alor s /  es t linéarisable , i.e.  l a dynamiqu e es t 
localement (holomorphiquement ) conjugué e à  s a différentiell e z  H  / ' ( 0 ) x  Remar -
quons qu'i l n ' y a  qu e deu x classe s d e conjugaiso n topologique , correspondan t au x 
homothéties contractante s o u dilatante s ; 

Si / ' ( O ) = e227r(9 , avec 0  irrationne l «  mal approch é »  pa r de s rationnel s (conditio n 
diophantienne), alor s /  es t encor e linéarisable , e t don c (holomorphiquement ) conjugu é 
à un e rotatio n irrationnell e (Siegel , Bryuno) . 

Si / ' ( 0 ) =  eî27r(9' , ave c 0  irrationne l «  bien approch é »  pa r de s rationnels , alor s i l 
existe de s exemple s o ù /  n'es t pa s linéarisabl e (Cremer , Yoccoz ) . 

Le dernie r ca s v a nou s intéresse r plu s spécialemen t : 
Si / ' ( 0 ) =  ez27r6> , avec 9  rationne l (poin t parabolique) , o n a  encor e conjugaiso n à 

un modèl e simpl e (pou r simplifier , o n s e plac e dan s l e ca s o ù 0  —  0) : 

Théorème 1.6  (Camacho , [Cam78]) . —  Si  f(z)  =  z  +  a*(p+1 > +  •  • • (p>0  eta^O), 
alors f  est  topologiquement  conjugué  à  z  i—> z +  z^pJrl\ 

On peu t alor s décrir e l a dynamiqu e local e à  l'aid e de s définition s suivante s : 

Définition 1.7. —  O n appell e disque  topologique  fermé  u n ensembl e homéomorph e à 
un disqu e euclidie n ferm é d u plan . 

Pétales Feuilletag e invarian t 

FIGURE 2 . Dynamiqu e d e z  i— > z +  z3  a u voisinag e d e 0 

Définition 1.8 (figur e 2). —  Soi t h  :  U  —>  V u n homéomorphism e local . U n pétale 
attractif es t u n disqu e topologiqu e ferm é P  inclu s dan s U,  don t l e bor d contien t 0 , 
vérifiant h(P)  C  Int  ( P ) U { 0 } . L e pétale P  es t di t régulier  s i de plus f|n> 0 hn(P)  =  { 0 } . 
Un pétale  répulsif  es t u n pétal e attracti f pou r h~l. 
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8 CHAPITR E 1 . PRÉSENTATION DE S RÉSULTAT S D E DYNAMIQU E LOCAL E 

Corollaire 1.9 (théorèm e de la fleur de Leau-Fatou, 1897-1917 ) 
Soit f  vérifiant  les  hypothèses  du  théorème  1.6.  Alors,  pour  tout  homéomorphisme 

local h  :  U —>  V  de  germe  f,  il  existe  p  pétales  attractifs  réguliers  et  p pétales  répulsifs 
réguliers cycliquement  alternés  autour  de  0,  dont  la  réunion  forme  un  voisinage  de  0 . 

Remarquons qu'e n pratique , e t contrairemen t à  c e que laiss e pense r l a présentatio n 
adoptée ici , on dédui t l e théorèm e 1. 6 d u corollair e 1.9 . 

1.2. Résultat s d e dynamiqu e topologiqu e 

On énonc e ic i le s résultat s d e dynamiqu e topologiqu e locale. Certai n de s résultat s 
classiques ci-dessu s son t d u typ e : 

Hypothèse su r l a différentiell e conjugaiso n à  un modèl e simple . 

Si o n essai e d'obteni r de s résultat s analogue s e n dynamiqu e topologique , o n s e 
heurte à  deu x type s d e problème s : 

(1) a u nivea u de s hypothèses , i l fau t trouve r un e généralisatio n topologiqu e d'hy -
pothèses portan t su r l a différentiell e ; 

(2) a u nivea u de s conclusions , il n'y a  aucu n espoi r d'obteni r un e conjugaiso n à  u n 
petit nombr e d e modèle s (cec i ser a clai r su r le s exemple s décrit s ci-dessous , sectio n 
1.5). 

La deuxièm e objectio n indique simplemen t qu'o n n e pourr a pa s obteni r d e théorème s 
de «  linéarisatio n »  (comm e le s théorème s d e Camach o o u d'Hartman-Grobman) , 
et qu'i l faudr a s e contente r d e théorème s d e descriptio n partiell e d e l a dynamiqu e 
(comme le s corollaire s 1. 5 o u 1.9) . L a premièr e objectio n es t plu s sérieuse , mai s pa r 
miracle i l exist e un e notio n qu i v a permettr e d' y remédie r :  l'indic e d'u n poin t fixe . 
La définitio n es t expliqué e plu s ba s (sectio n 1. 5 b ) ;  pour l'instant , remarquon s sim -
plement deu x chose s : 

- s i f(z)  —  z - f a z ( 1 + p ) +  •  • •, l'indic e d u poin t fixe  es t 1  + p  (e n particulier , i l es t 
strictement plu s gran d qu e 1 ) ; 

- pou r u n poin t sell e san s rotation , l'indic e es t —1. 

Si h  es t u n homéomorphism e loca l fixant  uniquemen t 0 , o n noter a Indic e (/i, 0) 
l'indice d u poin t fixe  (qu i n e dépen d qu e d u germ e d e h). 

a. E n indic e >  1 , pétale s attractif s e t répulsif s 

Définition 1.10. —  Soien t U  u n voisinag e de 0  dans l e plan, F  e t F'  deu x famille s finies 
de partie s compacte s e t connexe s d e U  contenan t 0 , e t supposon s qu e le s élément s 
de F  U  F' son t deu x à  deu x d'intersectio n égal e à  { 0 } . O n dir a qu e F  e t F'  son t 
cycliquement alternées  autour  de  0  s'i l exist e un e courb e fermé e simpl e 7  inclus e 
dans [/ , entouran t 0 , rencontran t chaqu e élémen t d e F  U  F7 e n u n uniqu e point , tell e 
qu'en parcouran t 7  o n rencontr e alternativemen t le s élément s d e F  e t ceu x d e F'. 
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1.2. RÉSULTAT S D E DYNAMIQU E TOPOLOGIQUE 9 

Remarquons qu'o n pourrai t êtr e plu s préci s e n définissan t l'ordr e cycliqu e autou r 
de 0  d e n'import e quell e famill e finie  d e partie s connexe s d e U  deu x à  deu x d'inter -
section égal e à  { 0 } . 

Théorème A  (versio n topologique du «théorèm e delà fleur »). —  Soit  h  :  U  —•  V un 
homéomorphisme local  fixant uniquement  0,  d'indice  strictement  supérieur  à  1  ; on 
écrit Indice(/i , 0) =  1  + p  avec  p  >  0 . 

Alors il  existe  p  pétales  attractifs  et  p  pétales  répulsifs  dans  U,  deux  à  deux  d'in-
tersection égale  à  { 0 } ; les  pétales  attractifs  et  répulsifs  étant  cycliquement  alternés 
autour de  0 . 

Ce théorèm e es t illustr é pa r l a figure  3 . 

FIGURE 3 . Dynamiqu e autou r d 'u n poin t fixe  d' indic e plu s gran d qu e 1 

(ici d ' indic e 3 ) 

b. E n indic e <  1 , branche s stable s e t instable s locales . —  Soi t h  :  U — > U u n 
homéomorphisme local , e t U'  u n disqu e topologiqu e fermé inclu s dan s Int([ / f l V). 

Définition 1.11. —  U n ensembl e E  C  U'  es t plein  s i U  \  E  es t connexe / 1 ) 

Définition 1.12. —  U n ensembl e E  C  U'  es t positivement  invariant  s i h(E)  C  E. 

Définition 1.13. —  Un e branche  stable  U'-locale  es t u n ensembl e k  vérifian t le s pro -
priétés suivante s : 

(1) k  es t inclu s dan s [/' , i l contien t 0  e t rencontr e l a frontièr e d e U'  ; 
(2) k  es t compact , connexe , plein ; 
(3) k  es t positivemen t invariant , e t l a suit e de s itéré s positif s d e tou t poin t d e k 

tend ver s 0  ; 
(4) i l exist e u n ensembl e Wk,  voisinag e d e k  \  { 0 } dan s U' ', te l qu e tou t poin t d e 

Wk a  u n itér é négati f hor s d e U'. 

Une branche  instable  U'-locale  es t un e branch e stabl e [/ '-local e pou r h~ l. 

(^Ceci revien t à  dir e qu e tout e composant e connex e d e U'  \  E  rencontr e dU'. 
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10 CHAPITRE 1 . PRÉSENTATION DE S RÉSULTAT S D E DYNAMIQU E LOCALE 

Théorème B  (Versio n topologique du théorème de l a variété stable) 
Soit h  :  U —»  V un  homéomorphisme  local  fixant uniquement  0 , d'indice  strictement 

inférieur à  1  ; on  écrit  Indic e (fo, 0) =  1  — p avec  p  >  0 . 
Alors il  existe  un  disque  topologique  fermé  U',  voisinage  de  0  inclus  dans  Int(C/ C\V), 

p branches  U'-locales  stables  etp  branches  U'-locales  instables,  deux  à  deux  d'intersec-
tion égale  à  {0},  les  branches  stables  et  instables  étant  cycliquement  alternées  autour 
de 0 . 

FIGURE 4 . Dynamiqu e autou r d 'u n poin t fixe  d ' indic e plu s peti t qu e 1  (ic i 

d' indice —1 ) 

Ce théorèm e es t illustr é pa r l a figure  4 . Remarquon s qu e le s pétale s d u théorèm e A 
et l e voisinag e U'  d u théorèm e B  peuven t êtr e choisi s arbitrairemen t petit s (e n ap -
pliquant chaqu e théorèm e à  un e restrictio n d e h  à  u n voisinag e arbitrairemen t peti t 
de 0) . 

c. Indice s de s itéré s d'u n homéomorphism e local . —  O n obtiendr a égalemen t 
une nouvell e preuv e d'u n théorèm e d e M . Brown ([Bro90b]) . 

Théorème C  (M. Brown). —  Soit  h  :  U  —+  V un  homéomorphisme  local  fixant  uni-
quement 0,  dont  le  point  fixe est  d'indice  différent  de  1 . Soit  n  un  entier  non  nul. 
Alors : 

(1) le  point  0  est  un  point  fixe isolé  de  hn  ;  autrement  dit,  il  existe  un  voisinage 
connexe U'  de  0 , sur  lequel  hn  est  bien  défini,  et  tel  que  0  est  le  seul  point  fixe de 
l'homéomorphisme local  hn  :  U' i— > hn{Uf) ;  en  particulier,  le  nombre  Indice(/in , 0) est 
bien défini; 

(2) lndice(/in,0 ) =  Indice(/ i ,0) . 

Le fait qu e hn  soi t bie n défin i su r U'  signifi e que les ensembles 17' , h(Uf),..., hn~l(U') 
sont inclu s dan s U. 

1.3. Antécédent s 

a. L a théori e d e Brouwer . —  L a théori e de s homéomorphisme s d e Brouwe r ex -
plique notammen t qu'i l n e peu t pa s y  avoi r d e récurrenc e a u voisinag e d'u n poin t fixe 
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1.3. ANTÉCÉDENT S 11 

d'indice différen t d e 1 . Plu s précisément , i l exist e u n voisinag e U  d e 0  te l qu e l a suit e 

des itéré s d'u n poin t d e U  n' a qu e deu x possibilité s :  tendre ver s l e point fix e o u sorti r 

de U.  C e résulta t es t u n préliminair e essentie l pou r l'étud e de s dynamique s locales . 

La théori e d e Brouwe r es t détaillé e dan s l a sectio n 3.2 . 

b. Ancêtre s d u théorèm e d e l a fleur.  —  E n étudian t le s point s fixes  d'indic e 

strictement plu s gran d qu e 1 , C . P. Simon e t N . A. Nikitin on t d'abor d montr é qu e le s 

points fixes  de s difféomorphisme s préservan t l'air e avaien t u n indic e inférieu r o u éga l 

à 1  ([Sim74] , [Nik74]) . S . Pelikan e t E . E. Slaminka ([PS87] ) on t ensuit e étend u c e 

résultat au x homéomorphismes . P. Le Calve z a  ét é l e premie r à  obteni r un e propriét é 

de dynamiqu e topologiqu e qui interdi t d e préserve r l'air e :  en indic e strictemen t su -

périeur à  1 , tou t voisinag e d u poin t fixe  contien t tou s le s itéré s positif s d'u n ouver t 

errant (Le.  disjoin t d e tou s se s itérés , voi r [LC99 , LC03]) . L e théorèm e d e l a fleur 

topologique renforc e ce s résultats , e n décrivan t un e propriét é dynamiqu e lié e à  l a va -

leur exact e d e l'indice . Mai s c e théorèm e n e contien t pa s encor e toute s le s propriété s 

impliquées pa r l a conditio n d'indic e :  par exemple , un e autr e propriét é di t qu e tou t 

voisinage d u poin t fixe  contien t un e orbit e entièr e (différent e d u poin t fixe).  Cec i es t 

une conséquenc e du théorèm e d'indic e de P . Le Calvez et J.-C . Yocco z ( [LCY97] ) ; au-

paravant, S . A. Andréa l'avai t prouvé , en indic e 2, dans u n context e global ([And70]) . 

c. Ancêtre s d u théorèm e d e l a «  variét é »  stable . —  C e théorèm e es t ex -

trêmement proch e d'u n énonc é d e S . Baldwin e t E . E. Slaminka ([BS90] ) ;  celui-c i 

comporte un e hypothès e supplémentair e (l'air e es t préservée ) e t un e propriét é e n 

moins dan s l a conclusio n (le s orbite s négative s de s point s de s branche s stable s n e 

sortent pa s nécessairemen t d u voisinage) . D'autre part , l a preuv e sembl e utilise r im -

plicitement un e hypothès e additionnell e asse z fort e :  l'existenc e d'u n voisinag e qu i 

ne contien t aucun e orbit e entière . ^  L'u n de s but s d e c e travai l étai t d'obteni r un e 

preuve complèt e d e ce t énoncé , e n évitan t l a théori e d e l a «  mise e n positio n ca -

nonique »  utilisé e pa r S . Baldwin e t E . E. Slaminka. Cett e théori e es t du e au x effort s 

successifs d e B . S. Schmidt ([Sch75]) , E . E. Slaminka ([Sla93 , Sla88a]) , e t M . Bonino 

([Bon97, BonOl , Bon99] ) ;  bien qu e n e faisan t appe l qu' à de s notion s élémentaires , 

les preuve s son t asse z délicates . L a mis e e n positio n canoniqu e peu t auss i êtr e utili -

sée pou r étendr e le s germe s e n évitan t l'apparitio n d e point s fixes,  e t pou r calcule r 

les indice s de s itéré s h n ([Bro90b]) . O n donn e égalemen t de s preuve s alternative s 

de ce s deu x résultat s (théorèm e C  ci-dessus , e t théorèm e d'extensio n 2. 1 ci-dessous). 

K. Hiraide e t J . Lewowic z on t égalemen t prouv é e t utilis é u n résulta t d e «  variété » 

( 2 )Voir [BS90] , pag e 827 , ligne 7  : « Since x So — p, there exist s an TV > 0  such that h~~ N(x) g D. » 
Or sans l'hypothès e additionnelle donnée ci-dessus , i l n'es t pa s clai r qu e l'ensembl e So ait cett e 
propriété. D'autr e part , l a construction es t d'abor d effectuée pou r u n homéomorphism e h  qui est une 
perturbation d e h,  e t l a manière d'obtenir les branches stables de h  à  parti r d e celle s de h,  qu i n'es t 
pas détaillée , semble égalemen t poser problème . 
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12 CHAPITR E 1 . PRÉSENTATION DE S RÉSULTATS D E DYNAMIQU E LOCAL E 

stable topologique , dans u n context e différent , celu i de s homéomorphisme s expansif s 

de surface s (voi r [Hir90] , [Lew89]) . Pou r c e qu i es t de s ancêtre s plu s lointain , rap -

pelons qu e dan s so n étud e de s homéomorphisme s d e l'annea u dévian t l a verticale , 

G. D . Birkhoff montrai t e t utilisai t un e propriét é d e l'ensembl e stabl e loca l :  sous un e 

hypothèse très générale (n'êtr e n i puit s n i source , ce qui es t l e cas s i l'aire est préservé e 

ou s i l'indic e es t différen t d e 1) , la composant e connex e du poin t fixe  es t no n trivial e 

(la preuv e es t trè s courte , voi r pa r exempl e [LROO] , lemm e 5) . 

d. Autre s résultat s d e dynamiqu e topologiqu e locale . —  P . Le Calvez e t 

J . -C .Yoccoz , pui s P . Le Calve z on t reli é l a suit e de s indice s de s itéré s (h n) d'u n 

homéomorphisme loca l au x propriété s dynamique s d e h  ( [ L C Y 9 7 , LC03]) . Notam -

ment, P . Le Calvez retrouve l e théorème d e M. Brown énoncé ci-dessus. En dynamiqu e 

globale, u n corollair e important d e cett e étud e es t l a preuv e d e l a non-existenc e d'ho -

méomorphismes minimau x d e l'annea u ouver t R  x  S 1 ;  P. Le Calvez obtient égalemen t 

des théorème s d'existenc e d'orbite s périodiques . 

1.4. Limite s de s résultats , question s 

a. E n indic e <  1 . —  Pa r définition , l'ensembl e stabl e d'u n poin t fixe  es t l'ensembl e 

des point s don t l a demi-orbit e positiv e tend ver s l e point fixe.  Contrairemen t a u cadr e 

différentiable hyperbolique , pour u n homéomorphisme , l'ensemble stabl e n'es t pa s né -

cessairement connex e (voir l'exempl e de la proposition 1.19 ci-dessou s ; cette remarqu e 

répond à  l a questio n posé e pa r S . Baldwin e t E . E. Slaminka à  l a fin  d e [BS90]) . L e 

théorème topologiqu e de l a «  variété »  stabl e n e peu t don c pa s prendr e e n compt e 

l'intégralité de s ensemble s stable s e t instables . D'autr e part , i l n e di t rie n su r l a dy -

namique entr e le s branche s stable s e t instable s ;  dan s quell e mesur e ressemble-t-ell e 

à cell e de s difféomorphisme s selles ? Su r l a figure  4 , cett e absenc e d'informatio n es t 

symbolisée pa r le s point s d'interrogatio n dan s le s secteur s entr e le s branches . 

b. E n indic e >  1 . —  Pa r rappor t a u cadr e holomorphe du théorèm e d e Leau-Fatou , 

on a  deu x restriction s essentielle s :  d'une par t le s pétale s n e son t pa s nécessairemen t 

réguliers, c'est-à-dir e qu'o n doi t autorise r le s pétale s à  conteni r entièremen t l'orbit e 

de certain s point s (voi r l'exempl e d u corollair e 1.1 8 ci-dessous , qui n e possèd e aucu n 

pétale régulier ) ;  e t d'autr e par t o n n e peu t pa s espére r qu e l a réunio n de s pétale s 

forme u n voisinag e du poin t fixe  (voi r pa r exempl e le deuxième dessi n d e l a figure  6 ) : 

il resterai t don c ic i auss i à  décrir e l a dynamiqu e entr e le s pétales . 

c. Le s construction s n e son t pa s canoniques . —  Le s construction s effectuée s 

font apparaîtr e beaucou p d e choi x arbitraire s (e n particulie r dan s l a constructio n 

d'une «  décomposition en brique s » ) , c e qui empêch e d'obteni r de s objet s canoniques . 

En essayan t d e remédie r à  ce t inconvénient , o n tomb e notammen t su r le s question s 

suivantes : 
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Question 1.14. —  En  indice  <  1,  peut-on  trouver  un  exemple  avec  une  infinité  de 
branches stables  «  maximales  »  disjointes  ? 

Question 1.15. —  En  indice  1  + p  >  1 , disons  que  deux  pétales  attractifs  P\  et  P 2 

sont équivalents  si  Vunion  des  itérés  négatifs  de  P\  coïncide  avec  l'union  des  itérés 
négatifs de  P 2. Peut-on  montrer  qu'il  n'existe  qu'un  nombre  fini  (supérieur  à  p)  de 
classes d'équivalence  maximales  de  pétales  attractifs  ? 

Une de s difficulté s es t qu'e n général , dan s u n mêm e homéomorphisme , o n trouv e 
simultanément de s «  zones hyperbolique s »  (contribuan t à  d e l'indic e négatif ) e t de s 
« zone s elliptique s »  (contribuan t à  d e l'indic e positif ) :  ceci es t clai r su r le s exemple s 
de l a sectio n 1. 5 a , figure s 5  e t 6 . E n particulier , l e théorèm e d e l a fleu r di t just e qu e 
si l'indic e es t 1  + p  >  1 , o n aur a forcémen t a u moin s 2p  zone s elliptiques ;  mais i l peu t 
aussi y  avoi r de s zone s hyperboliques , e t dan s c e cas , i l devra y  avoi r plu s d e 2p  zone s 
elliptiques. 

Question 1.16. —  Peut-on  donner  un  sens  précis  aux  termes  «  secteurs hyperboliques  » 
et «  secteurs  elliptiques  »  ? 

Une approch e d e cett e questio n ser a proposée par l'auteu r dans [LR] , en partan t d e 
l'idée suivant e :  même san s savoi r le s défini r précisément , o n peu t compte r le s secteur s 
hyperboliques e t elliptique s ! 

1.5. Exemples , définitio n informell e d e l'indic e 

On décri t ic i u n certai n nombr e d'exemple s utile s à  l a compréhensio n d u text e ; 
en particulier , l e corollair e 1.1 8 e t l a propositio n 1.1 9 montren t chacu n un e limit e 
des théorème s A  e t B . Sur  le  plan  logique,  la  suite  du  texte  ne  fait  pas  appel  à  cette 
section. 

a. Flot s simples . —  U n flot  (différentiable ) es t un e famill e d e difféomorphisme s 
obtenue e n intégran t u n cham p d e vecteurs . O n peu t défini r u n flot topologique  e n 
ne gardan t qu e l a conditio n d e compositio n :  c'es t un e famill e (h t)teR d 'homéomor -
phismes vérifian t h tohs —  h t+s (e t ho  es t l'identité) . O n montre , comm e dans l e ca s 
différentiable, qu e le s orbites {h t(x) |  t G  M} formen t u n feuilletag e d u pla n ([Whi33]) . 
Les exemples le s plus facile s d e germes d'homéomorphisme s s e construisent e n prenan t 
le temps  un,  h\,  d'u n flot  (h t)teR-

Les flots  le s plu s simple s s e construisen t à  l'aid e d e si x modèle s d e secteur s angu -
laires (cf.  figure  5) ( 3 ) : 

( 3 )On a  représent é l e feuilletag e e n orbite s :  pou r x  fixé,  quan d t  varie , ht(x)  parcour t l a feuill e 
passant pa r x  ;  en particulier , l'homéomorphism e h\  préserv e chaqu e feuill e d u feuilletag e e t pouss e 
les point s dan s l e sen s de s flèches . 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQU E DE FRANC E 200 4 



14 CHAPITR E 1 . PRÉSENTATION DE S RÉSULTAT S DE DYNAMIQU E LOCAL E 

hyperbolique elliptiqu e paraboliqu e 
indirect direc t attracti f 

FIGURE 5 . Modèle s de secteur s de s flot s «  simples » 

- secteurs  hyperboliques  direc t e t indirec t ave c lesquel s o n fabriqu e le s point s hy -
perboliques selle s ; 

- secteurs  elliptiques  direc t e t indirec t ave c lesquels o n fabriqu e le s point s parabo -
liques (! ) d e l a dynamiqu e holomorph e ; 

- secteurs  paraboliques  attracti f e t répulsif . 

On pass e d u modèl e direc t a u modèl e indirec t e t d'attracti f à  répulsi f e n changean t 
le sen s d u temp s (de s flèches) . L a figure 6  montr e deu x exemples . 
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E 

FIGURE 6 . Deu x exemples complets, duaux, d e germes d e flot s «  simples » 

F. Dumortie r a  montr é qu e tou t germ e d e cham p d e vecteur s C°°  d u pla n a u 
voisinage d'un e singularit é vérifian t un e certain e conditio n (portan t su r l'expansio n 
de Taylo r e t l'existenc e d'un e séparatrice ) es t d e cett e form e ( [Dum78 , Dum77]) . 

b. L'indice . —  L a définitio n ser a précisé e à  l a sectio n 3. 2 a . 

Définition informelle.  —  Soi t h  :  U  —>  V  u n homéomorphism e loca l fixant  unique -
ment 0 . Pou r obteni r l'indic e d e h  e n 0 , o n pren d u n disqu e D,  inclu s dan s U,  qu i 
contient l e poin t fixe  dan s so n intérieu r (figur e 7) . E n tou t poin t x  d e dD,  o n trac e 
le vecteu r xh(x),  qu i n'es t pa s nu l puisqu e dD  n e contien t pa s d e poin t fixe;  pui s 
on calcul e l'indic e d u cham p d e vecteur s ains i défin i l e lon g d e dD  :  autremen t dit , 
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X 

D 

h(D) h(x) 

FIGURE 7 . Définitio n d e l'indic e 

le nombr e (algébrique ) d e tour s fait s pa r xh(x)  quan d o n parcour t un e foi s dD.  O n 
montre qu e cett e définitio n n e dépen d pa s d u disqu e D  chois i ; ell e n e dépen d don c 
que d u germ e d e h. 

Par exemple , pour f{z)  =  z  + zp + l , o n a  f(z)  —  z —  zp + l qu i fai t p+\  tour s quan d 
z parcour t l e cercl e unité :  le poin t fixe  0  es t d'indic e p+  1. 

Formule pour  les  flots simples.  —  Pou r u n flot  compos é de s quatr e type s d e secteur s 
décrits précédemment , l'indic e es t donn é pa r l a formul e : 

Indice(ft, 0 ) = 
#secteurs elliptique s —  #secteurs hyperbolique s 

2 
+ 1 . 

En effet , dan s u n secteu r elliptique , l e vecteu r xh(x)  fai t u n demi-tou r dan s l e sen s 
de parcour s d e dD,  plu s u n «  chouïa »  ; dans u n secteu r hyperbolique , i l fai t u n demi -
tour dan s l e sen s contraire , moin s u n «  chouïa »  ; dans le s secteur s parabolique s i l n e 
tourne presqu e pa s (just e u n «  chouïa » ) . Le s «  chouïas »  son t e n fai t exactemen t le s 
angles de s secteurs , e t il s s'additionnent pou r donne r l e «  1 » de l a formule . L e premie r 
exemple d e l a figure 6  es t don c d'indic e 0 , l e deuxièm e es t d'indic e 2 . 

L'intérêt principa l d e l'indic e résid e dan s l a formule  de  Lefschetz,  qu i fai t l e lie n 
entre le local et l e global :  pour u n homéomorphism e défini su r un e surfac e compact e S, 
isotope à  l'identit é e t n'ayan t qu'u n nombr e fini  d e point s fixes,  l a somm e de s indice s 
de ce s point s fixes  es t égal e à  l a caractéristiqu e d'Euler-Poincar é d e l a surfac e (pa r 
exemple, le s deu x dessin s d e l a figure 6  s e recollen t e n u n homéomorphism e d e l a 
sphère S 2 , e t o n a  bie n 0  +  2  =  2) . Cett e formul e perme t d e détecte r de s point s 
fixes o u périodique s :  pa r exemple , un e conséquenc e d u théorèm e d e S . Pelikan e t 
E. E. Slaminka (tou t germ e préservan t l'air e es t d'indic e strictemen t plu s peti t qu e 1 ) 
est qu e tou t homéomorphism e de l a sphèr e S 2 (d e caractéristique 2) , préservant l'aire , 
isotope à  l'identité , a  a u moin s deu x point s fixes^ 4). Ell e es t égalemen t l'un e de s 
clés d e l a preuv e d u théorèm e d e P . Le Calvez e t J.-C . Yocco z su r l a non-existenc e 
d'homéomorphismes minimau x d e l'anneau . 

( 4 )Ceci peu t auss i s e voi r comm e conséquenc e d e l a théori e d e Brouwer . 
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16 CHAPITR E 1 . PRÉSENTATION DE S RÉSULTATS D E DYNAMIQU E LOCAL E 

Illustration des  théorèmes.  —  Pou r ce s flot s simples , o n peu t facilemen t montre r le s 

théorèmes B  e t A  : 

- «  variété»  stable  :  soi t h  u n germ e d'indic e 1  —  p  strictemen t plu s peti t qu e 1 , 

construit à  l'aid e de s si x modèle s d e secteur s décrit s précédemment . D'aprè s l a for -

mule, i l y  a  a u moin s 2p  secteur s hyperboliques , don c a u moin s p  ayan t l a mêm e 

orientation (direct e o u indirecte ) ;  à  caus e d e l'orientation , le s bord s d e ce s secteur s 

sont disjoint s deu x à  deu x ;  il s constituen t don c p  branche s stable s e t p  branche s 

instables cycliquemen t alternées . 

- fleur  topologique  :  en indic e 1  + p strictemen t plu s gran d qu e 1 , i l y  a  a u moin s 

p secteur s elliptique s ave c l a mêm e orientation ; dan s chacu n o n trouv e u n pétal e 

attractif e t u n répulsi f (voi r l a figur e 8) . 

FIGURE 8 . Pétale s dan s u n secteu r elliptiqu e 

Remarquons qu e dan s u n secteu r elliptiqu e o u parabolique , tou t disqu e asse z peti t 

est disjoin t d e tou s se s itéré s positif s (o u négatifs) , qu i son t inclu s dan s l e voisinage; 

la dynamiqu e n e peu t don c pas préserve r l a mesur e d e Lebesgu e (o u n'importe quell e 

mesure chargean t le s ouverts). Par conséquent , un flo t «  simple » préservant un e bonn e 

mesure es t constitu é uniquemen t d e secteur s hyperboliques . 

c. Flot s compliqués . —  Tou s le s germe s d e flot s n'admetten t pa s un e descriptio n 

aussi simpl e ;  pa r exempl e : 

- o n peu t complique r u n secteu r hyperboliqu e e n faisan t pousse r un e infinit é d e 

« bulle s »  elliptique s (cf.  figure  9 ) ; remarquons qu e s i o n n'ajout e qu'u n nombr e fini 

FIGURE 9 . D e l'elliptiqu e dans l 'hyperbolique 

de bulles , l e germ e obten u es t encor e u n flo t simpl e (o n a  just e chang é u n secteu r 

hyperbolique e n k  +  1  secteurs hyperbolique s e t k  secteur s elliptique s alternés) . 
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1.5. EXEMPLES , DÉFINITIO N INFORMELL E D E L'INDIC E 17 

- o n peu t complique r u n secteu r elliptiqu e e n y  introduisan t de s «  composantes d e 
Reeb »  (cf.  figure  10 ) ; là encore , tou t processu s fini  redonn e u n flot  simple . 

FIGURE 10 . De s composante s d e Ree b dan s l'elliptiqu e 

Les germe s d e feuilletage s d e surfac e a u voisinag e d'un e singularit é isolé e on t ét é 
étudiés e n tout e généralit é pa r Kapla n ([Kap42]) . 

d. Flo t l e plu s compliqu é possible . —  E n premièr e approximation , o n peu t 
mesurer l a complexit é d'u n flot  (d u plan , pa r exemple ) pa r so n ensemble  singulier  : 
celui-ci es t défin i comm e la réunio n de s orbite s qu i n e son t pa s séparée s dan s l'espac e 
des feuille s d u feuilletag e pa r orbite s ;  ou comme l'ensemble de s point s d e discontinuit é 
de l'applicatio n «  x  ^  orbit e d e x  »  (pou r un e topologi e d e Hausdorff ) ;  o u encor e 
comme l a réunio n de s bord s de s composante s d e Reeb , un e composant e d e Ree b 
étant u n sous-ensembl e d u plan , pas  nécessairement  fermé,  su r leque l l e feuilletag e 
est homéomorph e a u feuilletag e d e Ree b (représent é figure  11) . L'ensemble singulie r 

/

Bord positi f 
(ensemble négativement  singulier ) 

Bord négati f 
(ensemble positivement  singulier ) 

FIGURE 11 . Un e composant e d e Ree b 

est alor s l a réunio n de s ensemble s positivement  singulier  e t négativement  singulier, 
ceux-ci étan t défini s comm e l a réunio n de s bords  négatifs  (respectivemen t de s bords 
positifs) de s composante s d e Ree b (cf.  figure  11) . Remarquons encor e qu e l'ensembl e 
singulier es t l'ensembl e de s point s e n lesquel s l a famill e {h™}  n'es t pa s équicontinu e 
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18 CHAPITRE 1 . PRÉSENTATION DE S RÉSULTAT S D E DYNAMIQU E LOCAL E 

pour l a métriqu e sphérique , c e qu i e n fai t l'analogu e de s ensemble s d e Juli a d e l a 
dynamique holomorphe . L'ensemble singulie r de s homéomorphisme s d e Brouwe r es t 
étudié dan s [Ker34 , H T 5 3 , Nak95a , Nak95b , B L R 0 3 , LR03] . 

Proposition 1.17. —  existe  un  flot du  plan,  sans  orbite  périodique  ni  point  singulier, 
dont les  ensembles  positivement  et  négativement  singuliers  sont  chacun  denses  dans 
le plan. 

Démonstration. —  O n peu t trouve r un e constructio n compliqué e due à  T . Homm a e t 
H. Terasak a dan s [HT53] . Voic i une constructio n élégante qu e m'a signalé e C. Bonatti . 
On considèr e l e feuilletag e d u pla n pa r le s droite s verticales . Enlevon s le s point s d e 
l'ensemble 

F={C-,q)\p,q€Z,q^0}; 

il nou s rest e u n ouver t U  mun i d'u n feuilletag e T,  qu e l'o n relèv e a u revêtemen t 
universel U  ~  M2  pour obteni r u n feuilletag e T  d u plan . Soi t ((/>t)teR  n'import e que l 
flot d e U  don t le s orbite s son t le s feuille s d e T '; alor s le s ensemble s positivemen t e t 

Bord positi f D 

(TP/Q \ 

Bord négati f 

FIGURE 12 . L a réunio n de s feuille s d e T  qu i rencontren t l e demi-disqu e D 

est un e composant e d e Ree b 

négativement singulier s d e (cj)t)teR  son t égaux , e t constitué s d e tou s le s point s d e U 
d'abscisse rationnelle (figur e 1 2 ; remarquons qu e la droite verticale d'abscisse p/q dan s 
le pla n contien t un e infinit é d e point s d e l'ensemble F , tou s le s points ((kp)/(kq),  kq)). 
Les ensemble s singulier s son t don c denses . Comm e la préimag e d'un e composant e d e 
Reeb a u revêtemen t universe l es t un e réunio n d e composante s d e Reeb , c'es t auss i l e 
cas pou r n'import e que l flot  l e lon g d e T.  • 

Cet exempl e montr e un e de s limite s d u théorèm e d e l a «  fleur  topologiqu e » 
(cf. définitio n 1. 8 e t sectio n 1.4 ) : 
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Corollaire 1.18. —  / / existe  un  homéomorphisme  local  h  fixant uniquement  0 , d'in-
dice 2,  pour  lequel  il  n'y  a  ni  pétale  attractif  régulier  ni  pétale  répulsif  régulier. 

Démonstration. —  S i P  es t u n pétal e attracti f régulie r e t O  u n disqu e euclidien ferm é 
inclus dan s l'intérieu r d e P , l a suit e de s itéré s (hn(0))n^o  ten d ver s l e poin t fix e (pa r 
exemple a u sen s d e l a topologi e d e Hausdorff) . 

Considérons alor s l 'homéomorphism e hi temps u n d e l'exempl e d e l a propositio n 
1.17, a u voisinag e d u poin t fix e à  l'infini . C e poin t fix e es t d'indic e 2  ( à caus e d e l a 
formule d e Lefschetz) . D'autr e part , l'intérieu r d e tou t disqu e euclidie n O  d u pla n 
rencontre l'ensembl e positivemen t singulie r d e h\  (qu i es t l e bor d négati f d'un e com -
posante d e Reeb) , don c la limit e d e l a suit e (^™(0) )n^o contient l e bord positi f d'un e 
composante d e Ree b :  cec i montr e qu'aucu n pétal e attracti f e n l'infin i n'es t régu -
lier. • 

Remarquons qu e l e feuilletag e T  ci-dessu s possèd e u n gran d nombr e d e symétrie s 
(tous le s automorphisme s d u revêtemen t utilis é dan s l a construction ) ;  par contre , o n 
peut choisi r un flot  (c/)t)teR  I e l°ng d e T  qu i n' a aucun e symétrie , a u sen s o ù le s seul s 
homéomorphismes d u pla n commutan t ave c <\> \ son t le s <pt.  On pourrai t égalemen t 
construire u n homéomorphism e h  préservan t chaqu e feuill e d e T\  e t n e commutan t 
qu'avec se s itéré s (e n utilisan t le s idée s d e [LR99b ] e t d e [BLR03]) . 

e. Modificatio n simpl e d e flots 

FIGURE 13 . Ce t homéomorphism e n'es t pa s l e temp s u n d'u n flot 

Il exist e de s germe s d'homéomorphisme s qui n e son t pa s temp s u n d'u n flot.  C'es t 
le cas de l'exempl e de l a figur e 13 . En effet , quan d h  es t temp s u n d'u n flot,  l'ensembl e 
stable d u poin t fix e (défin i comm e {x  |  limn^+00 hn(x) =  0 } ) est réunio n d'orbite s d u 
flot ;  ça ne peu t pa s êtr e l e cas pou r c e dessin. Remarquon s qu'o n construi t facilemen t 
une bonn e mesur e préservé e pa r c e germe . 

Dans l e ca s holomorph e parabolique, l e voisinage de 0  es t feuillet é pa r de s courbe s 
invariantes (figur e 2 ) ; e n particulier , o n trouv e de s courbe s totalemen t invariante s 
arbitrairement petites . Cec i es t encor e vrai pou r de s flots.  Mai s il n'y a  pas d'équivalen t 
de cett e propriét é pou r le s homéomorphisme s :  en effet , l a figure  1 4 montre u n germ e 
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20 CHAPITRE 1 . PRÉSENTATION DE S RÉSULTATS D E DYNAMIQUE LOCAL E 

FIGURE 14 . I l n'exist e pa s de « petit »  ensemble connex e totalemen t invarian t 

d'homéomorphisme, d'indic e 2 , pou r leque l i l exist e u n voisinag e V  d u poin t fix e te l 
que tou t ensembl e connexe , n e contenan t pa s l e poin t fixe , e t totalemen t invarian t 
doit sorti r d e V  ([LR97]) . 

f. Modificatio n compliqué e d e flots . —  Le s exemple s précédent s ressemblen t 
encore beaucou p à  de s flot s (notammen t pa r l e fai t qu'il s s e laissen t facilemen t dessi -
ner). Le s chose s s e compliquen t pou r l'intuitio n (comm e pou r l e dessinateur ) quan d 
des orbite s «  se croisen t » . Dan s l a propositio n suivante , o n not e W-^N  e t W^s  le s 
ensembles stable s d e T V et S,  défini s pa r W_>J V =  { X G S2 |  limn_*+00 hn(x) =  N}. 

Proposition 1.19. —  Pour  tout  entier  p,  il  existe  un  homéomorphisme  h  de  la  sphère 
S2, vérifiant  : 

- h a exactement  deux  points  fixes N  et  S  ; 
- il  existe  un  disque  topologique  D  tel  que 

3D C  W^N  ; 

D n  W^s  +  0  ; 

- les  indices  des  points  N  et  S  sont  respectivement  1  +p et  1  — p. 

De plus,  si  p  >  0,  h  préserve  une  bonne  mesure  au  voisinage  de  S. 

Comme pou r beaucou p d'exemples , o n v a parti r d'u n flo t trè s simpl e e t lu i fair e 
subir un e séri e d e modifications  libres  : 

h2 = hi ftl 

h2 —  h\ 
h2 

FIGURE 15 . Modif icat io n libr e 
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Définition 1.20 (M . Brown, figure 15). —  L'homéomorphism e h 2 es t un e modification 
libre de  h\  à  support  dans  D  s i h 2 =  4>  °  h\,  o ù <f>  es t u n homéomorphism e te l qu e : 

(1) l e suppor t d e (j)  es t inclu s dan s D , autremen t di t tou t poin t hor s d e D  es t fixe 
par (J)  ; 

(2) D  es t u n disqu e topologique fermé d'intérieu r libre  pou r h\,  c'est-à-dir e vérifian t 
/ i i ( In t (D)) nlnt(D ) =  0 . 

L'intérêt de s modification s libre s es t qu'o n a  : 

Affirmation 1.21. —  Une  modification  libre  ne  change  pas  l'ensemble  des  points  fixes, 
ni les  indices  des  points  fixes  isolés. 

La preuv e es t immédiat e (e n particulier , o n peu t toujour s calcule r le s indice s l e 
long d e courbe s qu i éviten t l e suppor t d e l a modificatio n libre) . 

Démonstration de  la  proposition  1.19.  —  L a figure  1 6 représent e u n flot  su r un e 
demi-sphère, qu i es t compos é d'un secteu r hyperboliqu e e n S , e t e n N  d'u n secteu r 
elliptique ave c un e petit e bull e elliptique . Soi t h\  l e temp s u n d e c e flot,  qu e l'o n 
complète su r l a «  face cachée » (demi-sphère restante ) pa r n'import e quell e dynamiqu e 
sans poin t fixe,  d e manièr e à  obteni r le s indice s souhaité s pou r le s point s N  e t S. 
Soit D  u n disqu e topologiqu e fermé comm e su r l a figure  16 , suffisammen t peti t pou r 

TV 

D 

Hn1(D) 

S 

FIGURE 16 . Flo t à  modifie r 

être disjoin t d e so n image . Remarquon s qu e D  C  W^N(h\),  mai s qu e l a suit e (/i i )n ^ o 
ne converg e pas uniformémen t ver s N  su r D  (l e bor d d e l a bull e es t dan s l'ensembl e 
positivement singulie r d e h\).  L a figure  1 7 représent e le s itéré s positif s d e D  a u 
voisinage d u poin t fixe  S.  Soi t 7 u n ar c iss u d e 5 , trans verse a u flot,  qu i rencontr e 
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tous le s itéré s hi(Int(D))  pou r n  ^  0  ; on choisi t pou r chaqu e n>0 un  poin t xn  su r 

lut(hi(D)) D  7. L e poin t XQ  tente d e s'enfui r ver s N  à  chaqu e itératio n pa r h\,  l e 

hi(xo) 

foi(xi) 'Y 

X0 

XI 

D 

h\{D) 

S 

D2 

D1 

hi 
+xo 

01 
Хл 

q2 X2 

FIGURE 17 . Modification s libre s successive s 

but d u je u v a êtr e d e l e ramene r ver s S  pa r de s modification s libres . O n choisi t pou r 

chaque n  ^  1  u n disqu e Dn  inclu s dan s hi(D)  e t contenan t hi(xn-i)  e t xn  ;  ains i 

qu'un homéornorphism e (f)n  qu i es t l'identit é hor s d e Dn  e t qu i envoi e h\(xn-i)  su r 

xn. O n pos e alor s h2  =  4>i°h\,  e t pa r récurrenc e hn+\  =  (j)n0hn.  D'aprè s l'affirmatio n 

1.21, hn  n' a pa s d'autre s point s fixes  qu e T V e t 5 , ave c le même indic e qu e h\.  D'autr e 

part, o n a  p u choisi r le s Dn  d e manièr e à  c e qu e l a suit e (Dn)  tend e ver s S  (pou r l a 

topologie d e Hausdorff) , e t dan s c e ca s l a suit e (hn)  converg e uniformément ver s u n 

homéornorphisme hoo . Ce t homéornorphism e répon d a u problèm e ;  e n effe t : 

- o n n' a pa s modifi é la dynamiqu e su r le s itérés de dD  ;  on a  donc , comm e pou r h\, 

dDcW^Nihn); 

- l a suit e (xn)n^i  es t devenu e un e demi-orbit e positiv e d e ;  don c XQ  est u n 

point d e D  don t le s itéré s positif s tenden t ver s S. 

- s i p >  0 , on a  pu parti r d'u n flo t h\  qui , a u poin t 5 , es t u n germ e de flot  «  simple » 

ne comportan t qu e de s secteur s hyperbolique s (voi r sectio n a ) ;  c e flot  préserv e un e 

bonne mesur e a u voisinag e d e S.  Pou r qu e préserv e encor e cett e mesure , i l suffi t 

alors qu'ell e soi t préservé e pa r chacu n de s homéomorphisme s (j)n  ;  cec i es t possibl e 

(on montr e trè s facilemen t qu e l e group e de s homéomorphisme s d u disqu e préservan t 

la mesur e d e Lebesgu e agi t transitivemen t su r l'intérieu r d u disqu e ;  e t l e théorèm e 

d 'Oxtoby-Ulam [OU41 ] perme t d e généralise r c e résulta t à  n'import e quell e bonn e 

mesure su r n'import e que l disqu e topologiqu e fermé). • 

Cet exempl e montr e un e de s limite s d u théorèm e d e l a «  variété »  stabl e topo -

logique :  ici , contrairemen t a u ca s de s point s hyperbolique s d e l a dynamiqu e dif -

férentiable, n i l'ensembl e stabl e d e S  n i so n ensembl e stabl e local , n i mêm e leur s 
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adhérences, n e son t connexe s (cett e remarqu e répon d à  un e questio n d e S . Baldwin e t 

E. E. Slaminka, voi r [BS90]) . 

g. Difficulté s cachées . —  Finisson s c e panoram a d'exemple s e n mentionnan t u n 

des piège s de s germe s d'homéomorphisme s d e surfac e (o u d e difféomorphisme s no n 

hyperboliques) :  le simple dessi n d'u n germ e hyperboliqu e selle (troisièm e dessin d e l a 

figure 1 ) es t trompeur , parc e qu'o n pourrai t croir e qu'i l suffi t à  défini r l a dynamiqu e ; 

en réalité , i l existe un e infinit é (no n dénombrable) de classe s de conjugaison de germe s 

d'homéomorphismes qu i son t toute s représentée s pa r c e dessin . Formellement , ce s 

homéomorphismes préserven t tou s chaqu e feuill e du feuilletag e pa r hyperbole s dessin é 

sur l a figure  1 , e t déplacen t le s point s dan s l e sen s de s flèches ;  mais l a libert é dan s l e 

choix d e l a longueur d u déplacemen t l e long de chaque feuill e permet cett e coexistence 

d'une infinit é d e dynamique s distincte s (bie n qu'extrêmemen t semblables) . Certain s 

de ce s germes son t temp s u n d'u n flot,  d'autre s non , certain s n e son t mêm e conjugué s 

à aucu n d e leur s itéré s h n . L e text e [BLR03 ] donn e un e idé e d e l a diversit é d e 

cette faune , e n décrivan t u n nouve l invarian t d e conjugaiso n de s homéomorphisme s 

de Brouwer , l'ensemble  oscillant 
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CHAPITRE 2 

INTERMÈDE :  D U LOCA L A U GLOBA L 

Les résultat s su r le s homéomorphisme s locau x von t s e déduir e d e l'étud e d e l a 
dynamique d'un e certain e class e d'homéomorphisme s d e l a sphèr e ;  ce chapitr e fai t l e 
lien entr e l e context e loca l e t l e context e global . 

2.1 . L e théorèm e d'extensio n 

Théorème 2.1  (d'extension) . —  Soit  h  :  U  —>  V  un  homéomorphisme  local  ^  fixant 
uniquement 0 . Alors  il  existe  un  homéomorphisme  H  :  R2 — • M?, fixant uniquement  0, 
ayant le  même  germe  que  h  en  0 . 

Ce théorème es t déj à conn u :  il apparaît essentiellemen t dan s un articl e d e O . H. Ha -
milton, qu i l'attribu e à  M . H. A . Newman (voi r [Ham54]) . Nou s donnon s ic i une nou -
velle preuve , reposan t uniquemen t su r l a théori e élémentair e de s revêtements , prin -
cipalement su r le s théorème s d e classificatio n de s revêtement s e t d e relèvemen t de s 
applications (voi r [Spa66] , chapitr e 2 , théorème s 1 3 e t 5  de s section s 5  e t 4) . Plu s 
précisément, nou s allon s démontre r l a propositio n suivante . 

Proposition 2.2. —  Soit  h  :  U —»  V un  homéomorphisme  local  fixant uniquement  0  ; on 
suppose que  U  est  un  disque  topologique  fermé  et  on  note  W  n'importe  quel  ouvert 
connexe, contenant  le  point 0,  tel  que  W  et  son  image  h(W)  sont  inclus  dans  U.  Alors 
la restriction  de  h  à  W  s'étend  en  un  homéomorphisme  H  du  plan  dont  0  est  le  seul 
point fixe. 

L'idée d'utilise r le s revêtements dan s l e contexte de s homéomorphisme s d e surface s 
provient d e M . Brown ([Bro77]) . 

Voici l'idé e d e l a preuve , i l es t facil e d'étendr e h  e n u n homéomorphism e d u pla n s i 
l'on autoris e l'apparitio n d e nouveau x point s fixe s ;  toute l a difficult é consist e ensuit e 

(^Définition 1.1 . 
(^Définition 1.7 . 
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à élimine r ceux-ci . À  l'aid e d e l a théori e de s revêtements , o n montr e qu e l'applicatio n 
identité d e U  peu t s'étendr e e n un e applicatio n q  d u pla n R 2 su r l e complémentair e 
de l'ensembl e de s point s fixes à  éliminer , qu i es t u n revêtemen t (sau f a u dessu s d u 
point fixe  0 , qu i n' a qu'u n seu l antécéden t pa r q).  O n obtien t alor s l e résulta t e n 
relevant l 'homéomorphism e h  pa r cett e applicatio n q.^  Soulignon s l'un de s intérêt s 
de l a méthode par revêtemen t :  cette parti e de la construction est canoniqu e (voi r [LR ] 
pour un e applicatio n de cett e remarqu e à  la construction d'invariant s de conjugaison). 

La figure 1  montre u n homéomorphism e local h  :  U —•  V, fixant  uniquemen t 0 , mai s 
tel qu e tou t homéomorphism e H  qu i éten d h  possèd e a u moin s deu x point s fixes^4\ 
Ceci montr e qu'o n n e peu t pa s étendr e h  san s restrictio n préalable , e t expliqu e le rôle 
de W  dan s l'énoncé . 

y ^  (f  S- —^xxV^ Poin t fixe  d e H 

U 

FIGURE 1 . O n ne peut pa s étendre h  san s rajoute r d e point fix e 

Démonstration de  la  proposition 2.2.  —  Pou r tou t espac e topologiqu e X localemen t 
simplement connexe , e t tou t poin t XQ  de X, on notera ni  ( X , XQ)  l e groupe fondamenta l 
de X  bas é e n XQ.  Quand cel a a  u n sens , o n not e f#  l'applicatio n induit e pa r un e 
application continu e /  a u nivea u de s groupe s fondamentaux . O n noter a aussi , pou r 
tout sous-ensembl e X  d u plan , X  =  X  \  { 0 } . 

Extension avec  points  fixes.  —  Comm e U est u n disqu e topologique fermé, le théorème 
de Schoenflie s (voi r appendice ) perme t d'étendr e h  e n u n homéomorphism e du plan , 
que l'o n not e encor e h  ;  bien sûr , e n général , ce t homéomorphism e a de s point s fixes 
hors d e U. 

Soit O  l'uniqu e composant e connexe de R 2 \ Fixe(ft ) contenan t U  ;  on a  h(0)  =  O. 

Revêtement de  O  par  un  anneau  ouvert.  —  Soi t x o u n poin t d e W,  e t noton s i 
l'inclusion d e U  dan s O.  L e group e 7TI(U,XQ)  es t isomorph e a u group e infin i cy -
clique Z , e t s'identifi e via  i#  à  u n sous-group e d e TTI(0,XO)  qu e l'o n not e G.  Soi t 

(3) Cette applicatio n q  n'apparaî t pa s explicitemen t dan s l a preuv e ci-dessous , mai s correspon d à 
l'application p  o s. 
(4^On peu t prouve r cett e affirmatio n e n utilisant l e lemme 3.1 2 ci-dessous . 
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p :  ( O , x o ) — » ( O , x o ) l e revêtemen t te l qu e P#(TTI (O, 2?O)) = G  (théorèm e V.1 3 d e 
[Spa66]). L'espac e topologiqu e O  es t un e surfac e orientable , san s bord , d e group e 
fondamental isomorph e à  Z , i l es t pa r conséquen t homéomorph e à  l'annea u ouver t 
A =  R / Z x  R . 

Soit U  l a composant e connex e d e p~l(U)  qu i contien t XQ  ;  o n voi t facilemen t 

que l a restrictio n de  p  h  U  es t u n homéomorphism e su r U  (cec i vien t d u fai t qu e 

p#(7Ti(£7 , xo) ) =  7 T i ( f / , x o ) e t d u théorèm e d e relèvemen t de s applications) . Dan s l a 

compactification d e l'annea u O  e n deu x bouts , o n not e + 0 0 le bou t qu i es t dan s 

l'adhérence d e U.  O n considèr e alor s l'invers e d e l a restrictio n d e p  à  U  :  elle s'éten d 

en 0  e n u n homéomorphism e s  entr e U  e t U  U  { + 0 0 } . 

Relevé de  h.  —  Puisqu e xç>  es t dan s W,  qu e W  e t h(W)  son t inclu s dan s U,  e t qu e 
h préserv e l'orientation , o n a  h#(G)  =  i#7Ti(U,h(xo)).  ^  Pa r conséquent , 

p#(7ri(Ô,soh(xo))) =  h#(G)  =  (hop)#(TTi(Ô,xo)). 

Le théorèm e d e relèvemen t de s applicatio n entraîn e alor s l'existenc e d'un e (unique ) 
application h  :  O —>  O tell e qu e ph  =  hp, et qu i envoi e XQ  =  S(XQ)  sur s(h(xo)).  Cett e 
application es t u n homéomorphism e (ca r c'es t u n revêtemen t qu i indui t u n isomor -
phisme a u nivea u de s groupe s fondamentaux) . Ce t homéomorphism e s e prolong e e n 
un homéomorphism e d u pla n O  U  { + o c } qu i fixe  + 0 0 , e t qu i n' a pa s d'autr e poin t 
fixe (ca r h  n' a pa s d e poin t fixe  autr e qu e 0  dan s O).  L'applicatio n s  établi t un e 
conjugaison entr e l e germ e d e h  e n 0  e t celu i d e h  e n + 0 0 . 

Le théorèm e d e Schoenflie s permet d e prolonge r s  e n u n homéomorphism e S  entr e 
R2 e t O  U  { + 0 0 } . O n vérifi e qu e l 'homéomorphism e d u pla n H  =  S~1hS  fixe  seule -
ment 0 , e t qu'i l coïncid e avec h  su r W  (ca r h(s(W))  C  s(U)).  • 

(5)C'est ic i qu e la preuve «  coince »  si h(W) n'es t pa s inclus dans U  : en effet l a première extension de 
h aurai t alors pu faire apparaîtr e des points fixes  «  dans les trous » entre W  e t h(W)  (voi r figure  1 ) ; 
dans c e cas, o n n'aurait pas cette égalité . 
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CHAPITRE 3 

DYNAMIQUE GLOBAL E : 
ÉNONCÉ E T RÉSULTAT S PRÉLIMINAIRE S 

Dans c e chapitre , o n énonc e un théorèm e su r l a dynamiqu e d e certain s homéomor-
phismes d e l a sphèr e (sectio n 3.1) , et o n introdui t le s outil s nécessaire s à  s a démons -
tration :  la théori e de s homéomorphisme s d e Brouwe r (sectio n 3.2) , la notio n d'indic e 
partiel (sectio n 3.3) , e t le s décomposition s e n brique s (sectio n 3.4) . Les  chapitres  3 
et 4  sont  indépendants  des  chapitres  1  et  2.  Dans  le  chapitre  3,  les  sections  3.3  et  3.4 
sont indépendantes,  et  peuvent  être  lues  dans  un  ordre  quelconque. 

3 .1 . Définitions , énonc é 

On not e S 2 l a sphèr e topologiqu e orienté e d e dimensio n 2 , T V et S  deu x point s 
distincts d e S 2 . On  se  donne  un  homéomorphisme  h  de  S 2 qui  préserve  l'orientation. 
On suppose  que  Fixe(h)  =  {TV , S}, o ù Fixe(/i ) es t l'ensembl e de s points  fixes  d e h, 

Fixe(h) =  {x  e  S 2 |  h(x) =  x}. 

L'ensemble d e ce s donnée s ser a appel é «  hypothèse  (H2)  ». 

a. Définition s 

Définition 3.1. —  U n ensembl e E  C  S 2 es t positivement  invariant  s i h(E)  C  E  ;  o n 
dit auss i qu e E  es t u n attracteur.  L'ensembl e E  es t u n attracteur  strict  s i h(E)  C 
lnt(E) UFixe( / i ) . O n défini t auss i le s ensemble s négativement  invariants,  répulseurs 
et répulseurs  stricts  e n changean t h  e n h~ l. U n ensembl e E  es t totalement  invariant 
s'il es t à  l a foi s positivemen t e t négativemen t invarian t (h(E)  =  E). 

Définition 3.2. —  U n disque  topologique  fermé  (respectivemen t ouvert)  es t u n en -
semble homéomorph e a u disqu e unit é ferm é (respectivemen t ouvert ) d u plan . 
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Définition 3.3 (figur e 1) . —  U n pétale  attractif  basé  en  S  es t u n disqu e topologiqu e 
fermé P  dan s S2 , vérifiant : 

- StdP-
- N£P-
- P  es t u n attracteu r strict . 

Un pétale  répulsif  es t u n pétal e attracti f pou r h~l.  O n défini t d e mêm e le s pétale s 
attractifs e t répulsif s basé s e n N. 

N 

p 

MP) 

S 

FIGURE 1 . U n pétale attracti f e n S 

Définition 3.4 (figur e 2) . —  U n croissant  attractif  pou r h  es t u n disqu e topologiqu e 
fermé C  dan s S2 , vérifiant : 

- N,  S  G  OC ; 
- C  es t u n attracteu r strict . 

Un croissant  répulsif  es t u n croissan t attracti f pou r h~1. 

КС) 

N 

- С 

S 

FIGURE 2 . U n croissant attracti f 

Certains croissant s on t l a propriét é d'êtr e de s limite s d e pétales , c e qu i condui t à 
la définitio n suivante . 

Définition 3.5 (figur e 3) . —  L e croissan t attracti f C  es t di t à  dynamique  Nord-Sud  s i 

de plu s pou r tou t voisinag e ON de  N,  i l existe u n pétal e attracti f P  bas é e n 5  te l qu e 

- P C C ; 

- C \ P cON. 
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Un croissant  répulsif  à  dynamique  Sud-Nord  es t u n croissan t attracti f à  dynamiqu e 
Nord-Sud pou r h~ l. O n défini t d e mêm e le s croissant s attractif s à  dynamiqu e Sud -
Nord e t le s croissants répulsif s à  dynamique Nord-Su d e n inversan t le s rôles des point s 
N e t S. 

h(p) 

p 
N 

0N 

С 

HQ 

S 

FIGURE 3 . U n croissan t attracti f à  dynamiqu e Nord-Su d 

b . Enonc é d u théorèm e principal . —  O n peu t maintenan t énonce r l e résulta t 
qui constitu e l e cœu r d e l'articl e (figur e 4) . 

ThéorèmeD. —  Soit  h  un  homéomorphisme  de  la  sphère,  préservant  l'orientation, 
fixant uniquement  les  deux  points  N  et  S  (hypothès e (H2)) , et  tel  que  Indice(TV ) = 
1 —  p <  1 . / / existe  alors  p  croissants  attractifs  à  dynamique  Nord-Sud,  et  p croissants 
répulsifs à  dynamique  Sud-Nord,  deux  à  deux  d'intersection  réduite  à  {TV , S}, les 
croissants attractifs  et  répulsifs  étant  cycliquement  alternés  autour  de  N  et  S. 

N 

S 

FIGURE 4 . Illustratio n d u théorèm e principa l 

D'après l e théorèm e d e Schoenflies-Homm a (voi r l 'appendice) , o n peu t suppose r 
que le s bords des croissant s e t leur s image s son t de s grands cercle s (géodésiques) de l a 
sphère euclidienn e ; le théorèm e es t alor s illustr é pa r l a figure  4 . Remarquon s qu e le s 
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hypothèses d u théorèm e n e son t pa s symétrique s e n N  e t S  :  le poin t N  es t d'indic e 
1 —  p  <  1 , tandi s qu e l'indic e d e S  es t 1  + p  >  1  (d'aprè s l a formul e d e Lefschetz ) ; 
la conclusio n est tou t auss i dissymétriqu e :  notamment, tou s le s pétale s associé s au x 
croissants son t basé s e n S. 

c. Idé e d e l a preuv e d u théorèm e D . —  Expliquon s brièvemen t le s grande s 
étapes d e l a preuv e d u théorème . O n commenc e par construir e un e décomposition  en 
briques :  il s'agi t d'un e sort e d e triangulatio n d e § 2 \  {N,  S},  suffisammen t fine  pou r 
que chaqu e triangl e (appel é ic i brique)  soi t disjoin t d e so n imag e pa r h  (sectio n 3.4). 
On cherch e alors des croissants e t pétale s simpliciaux,  c'est-à-dir e qu i sont de s réunion s 
de brique s d e l a décomposition . Une court e étud e combinatoir e permet tou t d'abor d 
de trouver u n premie r croissan t simplicia l (en fait, o n se contente d'e n trouve r u n côté , 
proposition 4.1 2 e t sectio n 4.5) . Par ailleurs , o n montr e qu e tou t croissan t simplicia l 
minimal pou r l'inclusio n es t à  dynamiqu e Nord-Su d o u Sud-Nor d (propositio n 4.8 e t 
section 4.3) . 

On considèr e alors un e famill e maximal e T  d e croissant s attractif s e t répulsif s sim -
pliciaux minimau x deu x à  deu x d'intérieur s disjoint s (sectio n 4.2). Il rest e à  montre r 
que cett e famill e T  contien t suffisammen t d e croissants . Pou r cela , o n calcul e l'indice 
du poin t fixe  T V à l'aide d e l a notio n d'indice  partiel  (étudié e à  l a sectio n 3.3). Dans c e 
calcul (propositio n 4.11 et sectio n 4.4), on montr e d'un e par t qu e le s zones entre deu x 
croissants successif s de l a famill e T  on t un e contributio n null e (c'es t un e conséquence 
de l a maximalit é d e T).  D'autr e part , l a contributio n d'u n croissan t vau t + 1 / 2 o u 
— 1/2 selo n qu'i l es t attracti f o u répulsif , e t à  dynamiqu e Nord-Su d o u Sud-Nor d : 
les «  bons » croissant s (ceu x de s deu x type s recherché s pa r l e théorème D ) ayan t un e 
contribution négativ e e t le s «  mauvais »  une contributio n positive . Un peti t argumen t 
combinatoire montr e alor s qu e l a famill e d e croissant s T  contien t un e sous-famill e 
satisfaisant l e résulta t d u théorème . 

Il rest e à  précise r qu e le s résultat s intermédiaire s son t raconté s dan s u n cadr e 
différent, obten u e n relevan t l a dynamiqu e a u revêtemen t universe l d e S 2 \  {TV , S}. 
L'existence d'un e uniqu e manièr e no n trivial e (^ d e releve r l a dynamiqu e es t prouvé e 
à l a sectio n 4.6 . O n peu t résume r l'intérê t d e c e passag e a u revêtemen t pa r l e fai t 
suivant :  dan s l a sphère , l e complémentair e d'u n croissan t es t connex e ; pa r contre , 
le relev é d'u n croissan t a u revêtemen t universe l es t un e band e qu i sépar e l e pla n e n 
deux composante s connexes , ce qu i perme t d e parle r d u «  côté droi t »  e t d u «  côt é 
gauche »  d e l a bande . 

3.2 . L a théori e d e Brouwe r 

Dans cett e section , o n rappell e de s objet s e t de s résultat s autou r d e l a théori e d e 
Brouwer :  l'indice , le s chaîne s d e disque s e t un e variant e d'u n lemm e d e Frank s qu i 

(•^C'est-à-dire no n conjugué e à  un e translation , voi r l a propositio n 4.45 . 
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joue u n rôl e importan t dan s c e texte , le s droite s d e Brouwe r e t l'énonc é d u théorèm e 
de translatio n plane . 

La théorie d e Brouwer traite des homéomorphisme s de l a sphère S 2 qu i n'admetten t 
pas d e courb e fermé e d'indic e 1 . L e poin t cl é es t qu e cett e hypothès e interdi t presqu e 
toute form e d e récurrenc e no n trivial e dan s l a dynamiqu e (section s b ) . Cett e pro -
priété remarquabl e perme t ensuit e d e montrer qu e tous ce s homéomorphismes peuven t 
être obtenu s e n recollan t de s translation s :  plu s précisément , l e complémentair e de s 
points fixe s es t recouver t pa r de s ouvert s totalemen t invariants , homéomorphe s a u 
plan (autremen t di t :  connexe s e t simplemen t connexes) , sur lesquel s l a dynamiqu e 
est conjugué e à  un e translatio n d u pla n ;  c'es t un e parti e d e c e qu'o n appell e l e 
théorème d e translatio n plan e (sectio n d) . L'articl e d'origin e d e Brouwe r es t l a réfé -
rence [Brol2 ] ;  les références moderne s son t [BF93 , Bro84 , Bro85 , Bro90a , Fat87 , 
Fra92, Gui94 , Gui95 , LCS96] . 

La théori e construi t notammen t de s courbe s disjointe s d e leu r image , appelée s 
droites de  Brouwer  (sectio n c ) ; de telle s courbe s formeron t le s bord s de s croissant s e t 
des pétale s dan s l a preuv e d u théorèm e principal . 

On suppose  désormais  que  h  est  un  homéomorphisme  de  la  sphère  S 2, préservant 
l'orientation, n'ayant  qu'un  nombre  fini de  points  fixes (h  possèd e a u moin s u n poin t 
fixe d'aprè s l a formul e d e Lefschetz , voi r ci-dessous) . A  parti r d e l a sectio n c , o n 
supposera d e plu s qu e h  n' a pa s d e courb e fermé e d'indic e 1 . 

a. Rappel s su r l'indice . —  L a formul e d e Lefschet z es t expliqué e dan s le s livre s 
[GP74] dan s l e cadr e différentiable , [Bro71 , Dol95 ] dan s l e cadr e topologique. 

Indice d'une  courbe  fermée  dans  le  plan 

Définition 3.6. —  Un e courbe  d u pla n es t un e applicatio n continu e 7  d e [0,1 ] dan s R 2 . 
Elle es t simple  s i c'es t un e applicatio n injectiv e (o n dit auss i que c'es t u n arc)  ;  fermée 
si 7(0 ) —  7(1) ;  fermée simple  s i ell e n' a pa s d'autr e poin t doubl e qu e 7(0 ) (dan s c e 
cas, o n parl e auss i d e courbe  de  Jordan,  o u d e cercle  topologique).  Un e courb e va  de 
X à  Y  o u joint  X  et  Y  s i 7(0 ) G  X e t 7(1 ) G  Y. Le s extrémités  d e 7  son t le s point s 
7(0) e t 7(1 ) ;  son intérieur  es t 7QO , 1[), not é Int(7) . 

On utiliser a l e mêm e vocabulair e pou r le s courbe s d e l a sphère . O n confondr a 
souvent un e courb e 7  e t so n imag e 7QO , 1]). 

Soit 7  un e courb e d u pla n euclidie n R 2 . S i v  es t u n cham p d e vecteur s contin u 
défini su r 7  e t n e s' y annulan t pas , o n appell e indic e d e v  l e lon g d e 7 , e t o n not e 
Indice(#, 7 ), l a variatio n angulair e d e v  quan d o n parcour t 7  :  plus précisément , soi t 
(j) le revêtemen t universe l d u cercl e unité d u pla n : 

(j) :  R — > S 1 

0 1— > exp(2in0). 
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L'application 

/ = 
V О 7 

\\v о 7II 

se relèv e pa r 0  e n un e applicatio n F  :  [0,1] —» R (i.e.  tell e qu e 0  o  F =  / ) , et o n pos e 

Indice(v,7) =  —  ^ ( 0 ). Remarquons qu e s i 7  es t un e courb e fermée , l'indic e es t 

un nombr e entier . 

Soit g  une applicatio n continu e d'u n ouver t U  d u pla n dan s l e plan, e t E  l'ensembl e 

des point s fixes  d e g  ; on défini t su r U  \  E  l e cham p d e vecteur s 

g(x) —  x 

9X= \\9(x)-xW 

Si maintenan t 7  es t un e courb e dan s U  \  E,  o n pos e Indice(g,7 ) — Indice(g, 7 ). 

Si 7  es t un e courb e fermée , l'entie r Indice(g,7 ) n e dépen d qu e d e l a class e d'ho -

motopie d e 7  (e n tan t qu e courb e fermée ) dan s l e complémentair e de s point s fixes 

de g  :  en particulier , un e courb e qu i y  es t nulhomotop e es t d'indic e nul . L'indic e es t 

un invarian t d e conjugaison , c'est-à-dire qu e pou r tou t homéomorphism e </> préservant 

l'orientation, o n a 

Indice(0 o  g o  <J)~L , 0(7) ) =  Indice(g , 7 ). 

En effet , l'espac e de s homéomorphisme s du pla n préservan t l'orientatio n es t connexe , 

et l e nombre I n d i c e ( ( / > o g o 0 _ 1 , ^ ( 7 ) ) est u n entie r qu i dépen d continûmen t d e (/> , il es t 

donc constan t (voi r pa r exempl e [LR97 ] pou r le s propriété s topologique s des espace s 

d'homéomorphismes d e surfaces) . 

Indice d'un  point  fixe.  —  Soi t g  comm e ci-dessus , e t x$  u n poin t fixe  isol é de g,  c'est -

à-dire u n poin t isol é d e l'ensembl e E.  O n défini t alor s l'indic e d e xo  comm e l'indic e 

de n'import e quell e courb e d e Jorda n 7  dan s U  qu i entour e x$  mai s n'entour e aucu n 

autre poin t fixe.  C e nombr e n e dépen d pa s d e l a courb e 7  choisie , et n e dépen d qu e 

de l a class e d e conjugaiso n d u germ e d e g  en  xç>. 

On a  alor s l a formul e suivant e :  l'indic e d'un e courb e d e Jorda n 7  qu i n'entour e 

qu'un nombr e fini  d e point s fixes  d e g  es t éga l à  l a somm e de s indice s d e ce s point s 

fixes. 

Indices sur  la  sphère.  —  Revenon s à notr e homéomorphism e h  d e l a sphère . O n peu t 

maintenant défini r l'indic e d'u n poin t fixe  d e h  e n s e ramenan t a u pla n a u moye n 

d'une cart e d e l a sphère . 

Comme h  es t isotop e à  l'identité , e t comm e l a caractéristiqu e d'Euler-Poincar é d e 

la sphèr e vau t 2 , o n a  l a formul e d e Lefschet z : 

La somme  des  indices  des  points  fixes  de  h  vaut  2 . 

Notamment, h  a  a u moin s u n poin t fixe. 

Soit 7  un e courb e d e Jorda n d e l a sphèr e évitan t le s point s fixes  d e h.  Choisisson s 

un poin t fixe  d e / 1 , qu e l'o n v a note r 0 0 , et identifion s l'ouver t S 2 \  { 0 0 } a u plan . 

On peu t montre r qu e l'indic e d e 7  dan s cett e carte , qu e l'o n not e Ind ice ^ ( /1 , 7 ) , n e 

dépend qu e d e l a positio n de 0 0 par rappor t à  7  :  plus précisément , l e complémentair e 

: [0,1] S 
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de 7  dan s S 2 a  exactemen t deu x composante s connexe s (théorèm e d e Jordan ) ;  s i o o 
et oo ' sont dan s l a mêm e composant e connexe , on a  Indice  ^ / (h, 7 ) =  I n d i c e ^ / i , 7) ; 
dans l e ca s contrair e (Le.  s i 7  sépar e 0 0 et o o ' ) , Indice ^/ (h,  7 ) —  2 —  Indice 00(/i, 7 ). 
Cette affirmatio n es t e n fai t évident e s i h  n' a qu'u n nombr e fini  d e point s fixes  (ave c 
la formul e d e Lefschetz) , puisque l'indic e d'une courb e plane es t l a somm e des indice s 
des point s fixes  qu'ell e entoure . 

Il ressor t d e c e qu i précèd e qu e : 

Affirmation 3.7. —  Soit  7  une  courbe  de  Jordan  sur  la  sphère  ;  les propriétés  suivantes 
sont équivalentes  : 

(1) il  existe  un  point  fixe  0 0 de  h  tel  que  Indice  ^ / i , 7) =  1  ; 
(2) pour  tout  point  fixe  0 0 de  h,  Indice ^ ( / 1 , 7) =  1  ; 
(3) la  somme  des  indices  des  points  fixes de  h  dans  chacune  des  deux  composantes 

du complémentaire  de  7  vaut  1 . 

L'affirmation précédent e perme t d e dir e c e qu'es t un e courb e d e Jorda n d'indic e 1 
dans l a sphèr e : 

Définition 3.8. —  Un e courb e de Jorda n 7  dan s § 2 es t dit e d'indice  1  si le s propriété s 
équivalentes d e l'affirmatio n 3. 7 son t vérifiées . 

Indice des  bords  des  disques  attractifs.  —  Finisson s pa r u n lemm e qu i nou s servir a à 
plusieurs reprises , e t don t l a preuv e es t typiqu e de s calcul s d'indice s : 

Lemme 3.9.  —  Soit  D  un  disque  topologique  fermé  de  S 2 dont  la  frontière ne  contient 
pas de  point  fixe. Si  D  est  un  attracteur  ou  un  répulseur,  alors  le  bord  de  D  est  une 
courbe d'indice  1 . 

Démonstration. —  Quitt e à  change r D  e n so n complémentaire , o n suppos e qu e D 
est u n attracteur . L e disqu e complémentair e d e D  es t u n attracteu r pou r h-1,  i l 
contient don c u n poin t fixe  d e h  (d'aprè s l e théorèm e d e poin t fixe  d e Brouwer) . L e 
complémentaire d e c e poin t fixe  es t identifi é a u plan . E n utilisan t l e théorèm e d e 
Schoenflies, o n s e ramèn e alor s à  l a situatio n o ù D  es t l e disqu e unit é d u plan . 

Pour tou t t  G  [0,1] , o n not e (j)t  l 'homothétie d e centr e (0 ,0 ) e t d e rappor t t,  e t 
on pos e ht(x)  =  (j>t  o h(x). L'hypothès e h(D)  C  D  entraîn e qu e ht  n' a pa s d e poin t 
fixe su r dD.  L e nombr e Indice (ht, dD)  es t don c défin i pou r tou t t,  c'es t u n entie r qu i 
varie continûment , i l es t don c constant . D'autr e part , h\  =  / 1 , e t ho  es t l'applicatio n 
constante x  H-> (0 ,0 ) , d 'o ù Indic e (h, dD)  —  Indice (ho, dD)  =  1 . • 

b . Récurrenc e entraîn e indic e 1 . —  Le s troi s lemme s d e c e paragraph e an -
noncent l'existenc e d'une courb e d'indice 1  sous des hypothèses d e «  quasi-périodicité » 
de plu s e n plu s faibles , illustrée s pa r l a figure  5 . 
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Point périodiqu e Disqu e libr e no n erran t Chaîn e d e disque s périodiqu e 

FIGURE 5 . Troi s type s d e récurrenc e d e plu s e n plu s fin s 

Orbite périodique 

Lemme 3.10. —  Si  h  a  un  point  périodique  non  fixe, alors  il  existe  une  courbe  d'in-
dice 1 . 

Nous admetton s c e lemme : pou r l a preuv e e n tout e généralité , voi r [Gui94] , 
[Fat87], [Bro84 ] o u [BF93] . 

Si l a périod e es t 2 , voic i u n argumen t adapt é d e l a preuv e d e A . Fathi revisité e pa r 
M. Barg e e t J . Franks . O n considèr e l e revêtemen t TT  :  S2 —>•  S2  à  deu x feuillet s ramifi é 
au dessu s de s deu x point s d e l'orbit e périodique . Soi t h  u n relev é d e h  pa r TT , et F  l e 
sous-ensemble de s point s fixe s d e h  constitu é d e ceu x qu i s e relèven t e n deu x point s 
fixes d e h.  Alor s l'ensembl e de s point s fixe s d e h  es t n~1(F)  ;  l a somm e de s indice s 
des point s d e TT_1(F ) pou r h  es t don c égal e à  2  (formul e d e Lefschetz ) ;  mai s c'es t 
aussi l e doubl e d e l a somm e de s indice s de s point s d e F  pou r h.  D'aprè s l'affirmatio n 
3.7, tout e courb e séparan t F  de s autre s point s fixe s d e h  es t d'indic e 1 . 

Pour un e périod e plu s grande , o n n e connaî t pa s d e preuv e d e «  topologie algé-
brique » . L'idée d e [BF93 ] consist e à  s e ramene r a u ca s d'un e périod e 2  en effectuan t 
une séri e d e modification s libre s d e h  (définitio n 1.20) . Nou s allon s déduir e le s deu x 
lemmes suivant s d e c e lemme admis. 

Disque libre  non  errant 

Définition 3.11. —  U n ensembl e connex e C  es t libre  s'i l es t disjoin t d e so n imag e h(C). 

Lemme 3.12 (figur e 5, milieu). —  Soit D  un  ensemble  connexe  par  arcs  de  la  sphère. 
On suppose  que  D  est  libre,  mais  qu'il  rencontre  l'un  de  ses  itérés  hn(D)  pour 
Alors il  existe  une  courbe  d'indice  1 . 

La preuv e utilis e l a notio n d e modificatio n libr e (définitio n 1.20) . 
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Démonstration du  lemme  3.12.  —  Dans  un  premier  temps,  on  suppose  que  D  est  un 
disque topologique  ouvert.  O n peu t d'abor d suppose r qu e n  es t positi f (quitt e à  rem -
placer D  pa r D'  ~  hn(D)  e t n  pa r n'  —  — n ), pui s qu e c'es t l e plu s peti t entie r positi f 
vérifiant D  H  hn(D) ^  0 . Pa r hypothèse , i l exist e u n poin t x  d e D  te l qu e hn(x)  G  D. 
Soit (j)  u n homéomorphism e qu i envoi e hn(x)  su r x  e t qu i es t l'identit é hor s d e D  ;  on 
pose hi  =  (j)  o  h (voi r figure  6) . 

hn{x) 

X 

Ф 

h 

h, 

D 

h 

h 

h 

FIGURE 6 . Transformatio n d'un e orbit e «  quasi-périodique »  e n orbit e périodiqu e 

En utilisan t l a minimalit é d e n , o n voi t qu'e n restrictio n à  D,  o n a  h™  = ф о hn. 
On e n dédui t qu e x  es t u n poin t périodiqu e d e h\.  D'aprè s l e lemm e 3.10 , i l exist e 
une courb e 7 d'indic e 1  pou r h\.  D'autr e part , le s modification s libre s n e changen t 
pas l'indic e de s courbes , don c 7 es t auss i un e courb e d'indic e 1  pour h. 

On traite  maintenant  le  cas  général,  où  D  est  n'importe  quel  ensemble  connexe 
par arcs.  Soi t x  u n poin t d e D  te l qu e hn(x)  soi t auss i dan s D.  Soi t 7 u n ar c inclu s 
dans D  allan t d e x  à  hn(x).  Ce t ar c es t clairemen t libre ; e n utilisan t l e théorèm e d e 
Schoenflies, o n trouv e u n disqu e topologiqu e ouvert D' contenant 7, qu i es t encor e 
libre; o r D'  rencontr e so n itér é hn(D').  O n conclu t alor s e n appliquan t l e premie r 
cas. • 

Rappelons qu e l'ensemble  и -limite d'u n poin t x  es t 

Corollaire 3A3. —  Soit  x  G  S 2 ; s'il  n'y  a  pas  de  courbe  d'indice  1,  alors  UJ(X)  est 
réduit à  un  point  fixe de  h  :  autrement dit,  la  suite  (hn(x))n^o  converge  vers  un  point 
fixe de  h. 

Démonstration. —  Soi t xo  u n poin t d e S 2 qu i n'es t pa s fixe.  Alor s tou t disqu e D 
centré e n XQ  et asse z peti t es t libre . D'aprè s l e lemm e 3.12 , D  es t disjoin t d e tou s 
ses itéré s (o n di t qu e xo  es t u n poin t errant) , autremen t di t aucun e orbit e n e peu t 
rencontrer D  plu s d'un e foi s ;  donc XQ  n'es t dan s l'ensembl e cj-limit e d'aucu n poin t x. 

LU 
(x) =  p | Adh({hn(x)  I  n  >  n o } ) . 

n0>0 
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Ceci montr e qu e pou r tou t x , UJ(X)  C Fixe(h)  ;  i l rest e à  voi r qu e UJ(X)  n e peu t 
pas conteni r deu x point s fixe s distincts . Soi t k  l e nombr e d e point s fixe s d e h,  soi t 
V i , . . . , Vk  de s petit s voisinage s ouvert s (disjoints ) d e chacu n de s point s fixes , e t K 
le compac t complémentair e d e l a réunio n de s Vl.  O n peu t choisi r le s Vl  asse z petit s 
pour qu e l a propriét é d e transitio n suivant e soi t respecté e :  tout poin t x  dan s u n Vi 
qui a  u n itér é futu r hn(x)  dan s u n autr e Vj  doi t avoi r u n itér é intermédiair e hm(x) 
(0 <  m  <  n)  dan s K.  D'autr e part , K  peu t êtr e recouver t pa r u n nombr e fini  d e 
disques libres , e t chaqu e disqu e libr e n e peu t conteni r qu'u n seu l itér é d e x  (lemm e 
3.12). L e poin t x  n' a don c qu'u n nombr e fini  d'itéré s positif s dan s K  ;  d'aprè s l a 
propriété d e transition , tou s se s itéré s asse z grand s appartiennen t alor s a u mêm e V^, 
et UJ(X)  contien t u n poin t fixe . • 

Chaîne de  disques  périodique.  —  L e concep t de chaîn e d e disque s a  ét é introdui t pa r 
J. Frank s pou r généralise r l e théorème d e Poincaré-Birkhof f ([Fra88]) . I l perme t d'af -
faiblir encor e l'hypothès e d e quasi-périodicit é d u lemm e 3.12 . L e lemm e d e J . Frank s 
concerne le s chaîne s d e disques  ouverts  (définitio n 3.1 5 ci-dessous) . Nou s donnon s 
ici un e généralisatio n au x chaîne s d e pseudo-disques  (définition s 3.1 4 e t 3.16) . Cett e 
petite amélioratio n techniqu e nou s permettr a d e simplifie r le s preuve s utilisan t le s 
décompositions e n briques , e n rendan t inutil e l a propriét é d e transversalit é (voi r l a 
section 3.4 , e t auss i [LCa] , [LCb] , [SauOl ] ;  cett e remarqu e vien t d'un e discussio n 
avec Lucie n Guillou). 

Définition 3.14. —  U n pseudo-disque  es t un e parti e D  d e l a sphèr e tell e qu e pou r tou t 
x,y €  D,  i l exist e u n ar c 7  qu i v a d e x  à  y,  te l qu e l'intérieu r d e 7  es t inclu s dan s 
l'intérieur d e D.  ^ 

Définition 3.15 (figur e 5, droite). —  Un e chaîne  de  disques  ouverts  pou r h  est un e suit e 
(J9z)i=i,...,/c, (k  ^  1) , de disque s topologique s ouverts d e l a sphèr e tel s qu e : 

(1) le s disque s Bi  son t disjoint s deu x à  deux ; 
(2) chaqu e disqu e Bi  es t libr e ; 

(3) i l exist e de s entier s ni  >  0  tel s qu e hUl(Bi)  f i Bl+i  ^  0  pou r i  =  1,...  ,k  —  1. 

La chaîn e d e disque s ouvert s es t dit e périodique  s i d e plu s i l exist e rik  >  0  te l qu e 

ftnk ( B f c ) n B î 0 . 

Définition 3.16. —  Un e chaîne  de  pseudo-disques  pou r h  es t un e suit e (Bi)i=it„^k, 
(k ^  1) , de pseudo-disque s d e l a sphèr e tel s qu e : 

(1 ') le s intérieurs  de s pseudo-disque s Bl  son t disjoint s deu x à  deux ; 
(2') chaqu e pseudo-disqu e Bi  es t libr e ; 
(3 ') i l exist e de s entier s m  >  0  tel s qu e hn%  (Bi) D  £¿+1 7^ 0 pou r i  =  l , . . . , / c —  1. 

(2) Cette propriét é es t exactement c e dont o n a besoi n dan s l a preuve d u lemme 3.1 8 ci-dessous . En 
pratique, le s pseudo-disques considéré s seron t toujour s de s sous-variétés à  bord , e t presqu e toujour s 
des disque s topologique s fermés (l a seule exceptio n concerne la preuve d u lemme 3.65) . 
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La chaîn e d e pseudo-disque s es t dit e périodique  s i d e plu s i l exist e rik  >  0  te l qu e 

/ i n f c ( B f e ) n B i ^ 0 . 

Définition 3.17. —  Soi t ( i^) i=i , . . . , / c un e chaîn e d e pseudo-disques . Pou r chaqu e entie r 
i entr e 1  et k  —  1, soi t ni  le  plus  petit  entie r positi f vérifian t hni(Bi)  D  Bi+i ^  0.  Le s 
entiers (ni)i=i,...,/b- i seron t dit s temps  de  transition  d e l a chaîn e d e pseudo-disques , e t 
on appeller a points  de  transition  de s point s (£i)i=i,...,fc- i ave c Xi  G  Bi f l h~ni(Bi+i). 
Pour un e chaîn e périodique , o n définir a d e mêm e u n temp s d e transitio n nk  e t u n 
point d e transitio n G  H  h~nk(Bi). 

Lemme 3.18  ( « lemme de Franks » ). —  S"z / existe  une  chaîne  périodique  de  pseudo-
disques pour  h,  alors  il  existe  une  courbe  d'indice  1 . 

Démonstration du  lemme  3.18.  —  L'idé e consist e à  montre r qu e l'existenc e d'un e 
chaîne périodiqu e d e pseudo-disque s entraîn e l'existenc e d'un e chaîn e périodiqu e 
de disque s ouverts , pui s l'existenc e d'un e orbit e périodiqu e (aprè s un e séri e d e 
modifications libres , e n généralisan t l a preuv e d u lemm e 3.12) . 

Soit (-Bi)ï=i,...,f c un e chaîn e périodiqu e d e pseudo-disques , tell e qu e k  soi t minima l 
parmi toute s le s chaîne s périodique s pou r h.  Soien t (ni)  le s temp s d e transitio n d e 
cette chaîne , e t (x^  de s point s d e transition . 

Supposons qu'il  n'existe  pas  de  courbe  d'indice  1 . 
Montrons d'abor d qu e k  ^  1  :  en effet , sinon , B\  serai t u n ensembl e libre , connex e 

par arcs , qu i rencontr e l'u n d e se s itéré s pa r h  ;  ceci contredirai t l e lemm e 3.12 . 
La minimalit é d e k  impliqu e alors^3 ) : 

* V 2 , j , V n > 0 ( hn{Bi)  n  Bj  ф 0 j  =  i + 1  ). 

On e n dédui t qu e le s point s x\,  hni  (xi),  x2l  hn2(x2),  hnk  (xk) son t deu x à  deu x 
distincts. E n effe t : 

(1) Xi  ф hni(xi) d'aprè s l e lemm e 3.10 ; 
(2) s i i  Ф j , alor s Xi  ф Xj (sino n hni(Bj)  rencontr e JB^+i , c e qu i contredi t (*) ) ; 
(3) s i i  ф j , alor s hni(xi)  /  hnj  (XJ)  (sino n hnj(Bj)  rencontr e i ^ + i ) ; 
(4) s i i  ф j , alor s Xi  ф hUj(xj) (sino n hni+Uj  (Bj) rencontr e Bi+i). 

On utilis e maintenan t l a définitio n de s pseudo-disque s :  pour chaqu e г, on choisi t 
un ar c 7̂  d'intérieu r inclu s dan s l'intérieu r d e Bi  e t relian t xi  e t yi  =  h71^1  (xi-i). 
D'après l e poin t 2 ' d e l a définitio n d'un e chaîn e d e pseudo-disques , chaqu e ar c 7̂  es t 
libre. D'aprè s l e poin t Г , les intérieurs d e ce s arc s son t disjoint s deu x à  deux . D'autr e 
part, le s considérations précédente s su r leur s extrémité s montren t qu e le s arc s 7̂  son t 
également disjoint s deu x à  deux . 

En épaississan t légèremen t ce s arcs ( à l'aide d u théorèm e d e Schoenflies) , on obtien t 
des disque s topologique s ouverts B[  (chaqu e B[  contien t 7̂ ), qu i son t encor e libre s e t 

(3)Dans tou t c e paragraphe , le s indice s i  e t j  son t considéré s modul o k. 
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disjoints deu x à  deux . L a suit e (i?^)i=i,...,f c es t alor s un e chaîn e périodiqu e d e disque s 
ouverts. 

Quitte à  change r d e chaîne , o n peu t suppose r qu e k  es t encor e minima l e t qu e le s 
(rii) son t le s temp s d e transitio n d e ( i^) i=i , . . . , fc . Dan s c e cas, pou r chaqu e i , le s itéré s 
h(xi),..., hUi~1(xi)  son t e n dehor s d e l a réunio n d e tou s le s disque s d e l a chaîne . 
Pour chaqu e i , o n considèr e alor s u n homéomorphism e ^ , à  suppor t dan s Adh(jB^) , 
qui envoi e h™*-1  (XÏ-I) su r x\.  Remarquon s qu e ce s k  homéomorphisme s commuten t 
(voir figure  7) . O n pos e <Ê > = <f>i  o  •  • • o </>fc , e t h\  =  <3 > o h.  L e poin t x\  es t u n poin t 
périodique d e h\  (s a périod e es t l a somm e de s temp s d e transition) . • 

B'1 
ф 

hn1 

hnk 

hn2 

ф ф 

FIGURE 7 . Transformatio n d 'un e «  quasi-orbite périodiqu e »  en orbit e périodiqu e 

c. Droite s e t domaine s d e Brouwer . —  On  suppose  dorénavant  qu'il  n'existe 
pas de  courbe  d'indice  1  dans  S 2 \  Fixe(/i) , c e qu i revien t à  dir e qu'i l n'exist e pa s d e 
sous-ensemble d e point s fixes  don t l a somm e de s indice s fai t 1  (affirmatio n 3.7) . 

Définitions 

Définition 3.19. —  U n plongement  es t un e applicatio n continu e injective . U n plonge -

ment es t propre  s i l'imag e réciproqu e d e tou t compac t es t compacte . Une droite  topo-

logique es t l'imag e d'u n plongemen t propr e (j)  de l a droit e réell e M  dans § 2 \  Fixe(ft) . 

Pour u n plongemen t d e R  dan s S 2 \ Fixe(/i) , l e fai t d'êtr e propr e équivau t à  s e pro -
longer continûmen t à  l a droit e achevé e {  —oo}URU{+oo} e n envoyan t le s extrémité s 
-hoo e t —o o dan s Fixe(ft ) (o u encore , <fi  es t u n homéomorphism e su r so n image , qu i 
est fermé e dan s § 2 \  Fixe(/ i)) . O n confondr a souven t l e plongemen t </ > et so n image . 
D'autre part , remarquon s qu e l'adhérenc e (dan s S2 ) d'un e droit e topologiqu e est u n 
cercle topologiqu e ou u n arc , selo n qu'ell e contien t u n o u deu x point s fixes. 
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Définition 3.20. —  S i M es t u n espac e topologique et A,  B  e t C  son t troi s sous-espace s 
disjoints, o n di t qu e C  sépare  A  et  B  si  A  et  B  son t inclu s dan s deu x composante s 
connexes distincte s d u complémentair e d e C 

Définition 3.21. —  Un e droit e topologiqu e A es t un e droite  de  Brouwer  s i 

(1) ell e es t libr e pa r h  ; 
(2) dan s l e ca s o ù so n adhérenc e es t u n cercl e topologique , elle sépar e so n imag e 

h(A) et  s a préimag e h~ 1(A). 

oo 

FIGURE 8 . Un e fauss e droit e d e Brouwe r 

On peu t voi r des exemple s de droite s d e Brouwe r su r le s figure s 1 4 et 3 0 (page s 4 9 
et 69) . L a figur e 8  représent e un e droit e topologiqu e libr e pou r l a translatio n 
r :  (x,y)  i— (x -F ~ 1,7/) su r l a sphèr e R 2 U  { o o } , mai s qu i n'es t pa s un e droit e d e 
Brouwer, montran t l a nécessit é d e l a deuxièm e hypothèse . 

Propriétés 

Remarque 3.22.  —  Soi t A Q une droit e topologiqu e libre don t l'adhérenc e es t u n cercl e 
topologique, e t noton s A o l a droit e A o orientée d e manièr e à  c e que h(Ao)  soi t situ é 
à droit e d e AQ . Alors l a deuxièm e conditio n d e l a définitio n 3.2 1 es t vérifié e (e t A o 
est un e droit e d e Brouwer ) s i e t seulemen t s i A o es t à  gauch e d e h(Ao).  Cec i es t d û 
au fai t qu e h  préserv e l'orientation . 

Remarque 3.23.  —  Soi t A o une droit e topologiqu e libre don t l'adhérenc e es t u n cercl e 
topologique, e t noton s P + ( A o ) l'uniqu e disqu e topologique fermé de la sphère, d e fron -
tière A d h ( A o ) , qu i contien t h(Ao).  Alor s Ao est un e droit e d e Brouwer si et seulemen t 
si P + ( A o ) es t u n attracteu r strict . Ce t attracteu r ser a baptis é pétale  attractif  de  A o. 

Le lemm e 3.1 2 entraîn e immédiatemen t : 

Remarque 3.24.  —  Un e droit e d e Brouwe r es t disjoint e d e tou s se s itérés . E n particu -
lier, ave c la remarqu e 3.23 , on voi t qu'un e droit e d e Brouwe r pour h  es t un e droit e d e 
Brouwer pou r h n pou r tou t entie r n  /  0 . 

( 4^La relatio n «  ne pa s êtr e séparés pa r C  » est évidemmen t un e relatio n d'équivalenc e su r l'ensembl e 
des partie s connexe s d e M  disjointe s d e C. 
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L'intérêt de s droite s d e Brouwe r résid e dan s l'existence d'un e zon e où l a dynamiqu e 
est conjugué e à  un e translatio n : 

Affirmation 3.25 (figur e 9). —  Soit  A  une  droite  de  Brouwer. 

(1) / / existe  un  unique  disque  topologique  ouvert  D  tel  que 

- dD\  Fixe(h)  =  AU  h(A)  ; 

- Dnh~\A)  =  0. 
De plus,  ce  disque  est  libre. 

(2) Soit 

U(A) =  (J hn(D U  A ) . 

nez 

Il existe  un  homéomorphisme  0  :  R2 — • U ( A) qui  conjugue  la  translation  r  :  (x, y) 
(x +  l , y ) et  la  restriction  h  :  U(A) — » U(A). De  plus, 

- les  ensembles  (j)({x}  x  R ) sont  des  droites  de  Brouwer  ; 
- (^ ({0 } x  R ) =  A . 

Fixe(h) 

MA) 

A 

FIGURE 9 . Droite s e t domaine s d e Brouwe r 

Définition 3.26. —  L e disqu e D  d e l'affirmatio n précédent e es t appel é domaine  fon-
damental de  A , e t not é D ( A , / i ( A ) ) . L'ouver t U(A)  es t appel é domaine  de  Brouwer 
engendré par  A. 

L'ouvert U(A)  es t homéomorph e a u plan , mai s s a frontièr e n'es t e n généra l pa s 
localement connexe . 

Démonstration de  l'affirmation  3.25 

Premier point.  —  Soi t A  un e droit e d e Brouwe r ;  o n fai t l a preuv e dan s l e ca s o ù 
l'adhérence d e A  contien t deu x point s fixes  distinct s N  et  S  (l'autr e ca s étan t simi -
laire). L'ensembl e 7  =  A  U  h(A)  U  { ^ , 5 } es t un e courb e d e Jordan , e t h 2(A) es t 
disjointe d e 7  (remarqu e 3.24) . Appelon s D  celu i de s deu x disque s topologique s ou-
verts d e frontièr e 7  qu i n e contien t pa s h 2(A). Montron s qu e D  es t libre . L a frontièr e 
de h(D)  es t / 1 ( 7 ) , ell e n e rencontr e pa s D . I l y  a  don c deu x possibilité s :  o u bie n 
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D C  h(D),  o u bie n D  f i h(D) —  0 ;  i l rest e à  montre r qu e l e premie r ca s es t impos -
sible. Cec i es t d û a u fai t qu e h  préserv e l'orientation . E n effet , noton s A  l a droit e A 
orientée d e S  ver s N  ;  cec i défini t localemen t u n côt é droi t e t u n côt é gauch e d e A . 
L'image h(A)  égalemen t orienté e d e S  ver s N  (parc e que h  fixe N  et  S).  Supposon s pa r 
exemple qu e D  soi t d u côt é droit d e A . Alor s D es t d u côt é gauche d e h(A)  (regarde r 
l'allure a u voisinag e de iV) , mais h(D)  es t d u côt é droi t d e h(A)  puisqu e h  préserv e 
l'orientation. Cec i montr e qu e l e premie r ca s es t impossibl e (mêm e raisonnemen t s i 
D es t d u côt é gauche d e A ). 

Deuxième point  —  O n défini t l e plongemen t </ > e n envoyan t l e domaine fondamenta l 
de l a translation [0,1 ] x R su r AuDUh(A),  e n respectan t l a conditio n de conjugaiso n 
sur l e bor d d u domain e ;  i l y  a  ensuit e un e uniqu e manièr e d e prolonge r </ > a u pla n e n 
remplissant l a conditio n de conjugaison . L'affirmation précédent e e t l e lemme 3.12 su r 
les itéré s de s disque s libre s montren t alor s qu e <\ > es t injective . Le s détail s son t laissé s 
au lecteur . • 

d. Théorèm e d e translatio n plane . —  O n peu t maintenan t énonce r l e théorèm e 
de translatio n plan e d e Brouwer . L'énonc é d'origine d e Brouwe r concern e le ca s ave c 
un seu l point fixe  ;  l'énoncé généralisé ci-dessous est d û à  Slaminka (voi r [Sla88b]) . Pa r 
ailleurs, rappelon s qu e L . Guillou a  encor e étend u l'énonc é à  tou t homéomorphism e 
libre d'un e surfac e compact e ([Gui95]) . 

Théorème 3.27  (Brouwer , Slaminka) . —  Soit  h  un  homéomorphisme  de  la  sphère,  pré-
servant Vorientation,  ayant  un  nombre  fini  de  points  fixes,  sans  courbe  d'indice  1 . 
Alors pour  tout  x e S 2 \ Fixe(fo ) il  existe  une  droite  de  Brouwer  A  contenant  x. 

De manièr e équivalente , tou t poin t qu i n'es t pa s fixe  es t dan s u n domain e d e 
Brouwer (via  l'affirmatio n 3.25 , deuxièm e point) . Un e de s preuve s modernes , du e à 
P. Le Calvez e t A . Sauzet, ser a donné e à  l a sectio n 3. 4 h  comm e premièr e applicatio n 
des décomposition s en briques . 

3.3. Indice s partiel s 

Les sections  3.4,  4-3,  4-5,  4-6  sont  indépendantes  de  cette  section  du  texte. 
Dans cette  section,  on  suppose  que  h  est  un  homéomorphisme  de  la  sphère,  pré-

servant l'orientation,  et  ayant  un  unique  point  fixe, qu'on  note  oc.  L'ensembl e d e 
ces donnée s ser a appel é «  hypothèse  (Hl)  » . D'après l a formul e d e Lefschetz , l e poin t 
fixe es t d'indic e 2 , e t le s résultat s de s paragraphe s précédent s (b , c , d ) s'appliquen t 
à h.  O n identifier a § 2 \  { o c } a u pla n orient é R 2 via  u n homéomorphism e préservan t 
l'orientation, c e qu i fai t d e h  u n homéomorphisme  de  Brouwer  : 

Définition 3.28. —  U n homéomorphisme  de  Brouwer  est  u n homéomorphism e du plan , 
préservant l'orientation , san s poin t fixe. 
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Le théorème principa l reli e l'indic e du poin t fixe  T V au nombr e de croissants . Pou r s a 
preuve, lorsqu'i l faudr a montre r qu'o n a  obten u l e nombr e d e croissant s voulu , nou s 
devrons calcule r l a contributio n d e chaqu e croissan t e t d e chaqu e zon e entr e deu x 
croissants adjacent s à  l'indic e d u poin t N.  A  ce t effet , nou s introduison s e t étudion s 
dans cett e sectio n un e notio n d'indic e partiel . E n réalité , nou s effectueron s l e calcu l 
après u n passag e a u revêtemen t universe l d e S 2 \  {A^ , S}  ;  cec i expliqu e l e cadr e d e 
cette section , celu i de s homéomorphisme s d e Brouwer . Dan s c e cadre , l'indic e partie l 
va êtr e défin i comm e u n invarian t d e conjugaiso n associ é à  n'import e que l coupl e d e 
droites d e Brouwe r disjointes . 

a. Topologi e de s couple s d e droite s d e Brouwe r disjointes . —  Soien t A Q 
et A I deu x droite s d e Brouwe r disjointes . D'aprè s l e théorème d e Schoenflies-Homm a 
(voir l 'appendice) , i l n' y a  qu'un e seul e configuratio n topologiqu e possibl e pou r l e 
couple (AQ , A i ) . Nou s faison s quelque s considération s préliminaire s su r l a topologi e 
de ce s deu x droite s e t d e leur s itérés . 

Définition 3.29. —  O n appeller a disque  délimité  par  A o et  A i , et o n notera D(Ao,  A i ) , 
l'unique disqu e topologiqu e ouvert d e frontièr e A o U A i. 

Définition 3.30 (figur e 10) . —  O n di t qu e A o es t de  type  attractif  o u attractive  (sous -
entendu, relativement  à  Ai) s i elle ne sépar e pa s A i e t h(Ao)  (d e manière équivalente , 
si ell e sépar e A i e t h~ 1(Ao)). Dan s l e ca s contraire , o n di t qu e A Q est répulsive.  Le s 
mêmes définition s s'appliquen t à  A i . S i le s type s de s deu x droite s son t opposés , l e 
couple ( A o , A i ) est di t indifférent  ;  sinon, i l est qualifi é attractif  o u de répulsif  selo n 
le typ e commun . 

Affirmation 3.31 (Topologi e des couple s attractifs). —  Considérons  un  couple  attractif 
( A o , A i ) de  droites  de  Brouwer  disjointes.  Alors  Vadhérence  de  Vensemble  D(Ao,  A i ) 
est un  attracteur  strict,  et  la  configuration  des  droites  AQ,  JI(AQ),  A I et  h(Ai)  est 
homéomorphe à  celle  de  la  figure 11. 

Démonstration. —  Ave c le s notation s d e l a remarqu e 3.23 , o n a  A d h ( D ( A o , A i ) ) = 
P + ( A o ) f l P + ( A i ) . Ce t ensembl e es t don c u n attracteu r strict . E n particulier , o n a 
h(A0) C  D(AQ,  A I ) , e t le s quatr e droite s A 0 , / i ( A 0 ) , A i e t h(Ai)  son t deu x à  deu x 
disjointes. 

Il rest e à  étudie r l a configuratio n topologique . D'après l e théorèm e d e Schoenflies -
Homma (voi r l 'appendice) , i l suffi t d e montre r qu e h(Ao)  sépar e A o d e A i , e t qu e 
h(Ai) sépar e / i ( A 0 ) d e A i . 

Montrons qu e h(Ao)  sépar e A o e t A i . Supposon s l e contrair e : 

(1) l a situatio n es t homéomorph e à  l a figure  1 2 (a ) (d'aprè s l e théorèm e d e 
Schoenflies-Homma, quitt e à  renverse r l'orientation ) ; 
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Ao h(A0) 

M A i ) A i 

Couple attracti f Couple répulsi f 

Couple indifféren t Couple indifféren t 

FIGURE 10 . Couple s d e droites d e Brouwer disjointe s 

A0 h(A0 ) 

fc(Ai) A i 

FIGURE 11 . Topologie d 'un couple attracti f 

(2) o n orient e A o e t A i comm e su r l a figure  1 2 (b) , et o n e n dédui t l'orientatio n 

de h(Ao)  (d'aprè s l a remarqu e 3.22 ) ; 

(3) comm e h  préserv e l'orientation , e t qu e A i es t à  droit e d e A o , la droit e h(A\) 

est auss i à  droit e d e / I (AQ) , e t l a situatio n es t homéomorph e à l a figure  1 2 (c ) ; 
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(4) l'orientatio n d e h(A\)  es t alor s cell e d e l a figur e 1 2 (d ) (d'aprè s l a re -
marque 3.22) . 

h(Ao) 

An A i 

(a) (b) (c) (d) 

FIGURE 12 . S i /i(A0) n e sépare pa s A0 et Ai . .. 

Mais cett e dernièr e figure  es t contradictoire , puisque A o est à  gauche de A i , alors qu e 

/ i (Ao) es t à  droit e d e / ¿ ( A i ) , et qu e h  préserv e l'orientation . 

On montr e d e l a mêm e manièr e qu e h(Ai)  sépar e h(A0)  e t A i , c e qu i termin e l a 
preuve. • 

Remarquons qu'i l n' y a  égalemen t qu'un e seul e configuratio n topologiqu e possible 

pour le s n  premier s itéré s d e A Q et A i , pour tou t entie r n. 

b. Définitio n d e l'indic e partiel . —  Soien t A Q et A i deu x droite s d e Brouwe r 

disjointes. Nou s allon s défini r l'indic e partie l d e h  entr e A 0 e t A i e n examinan t l a 

situation a u moye n d e «  cartes »  qui redressent ce s deux droites ; le jeu consister a alor s 

à montre r qu e le s objets construit s n e dépenden t pa s d u choi x de s cartes . Nou s feron s 

ici u n usag e intensi f de s coordonnée s euclidiennes du pla n R2 . 

D'après l e théorèm e d e Schoenflies-Homm a (voir l 'appendice) , il exist e u n homéo -

morphisme g'  d u plan , préservan t l'orientation , te l qu e le s droite s A Q =  g'(Ao) 

et A[  =  g'(Ai)  son t verticales , e t A Q es t à  gauch e d e A[  (Le.  A 0 =  { ^ o } x R , 

A[ =  {xi}  x  R , ave c xo  <  x\,  c e qu e dorénavan t nou s écriron s A 0 <  A ^ ) . On pos e 

h' =  g'  ohog1'1. 

Soit y  un e courb e allan t d e A 0 à  A[  (o n n e suppos e pa s qu e 7  es t simple) . O n 

distingue deu x ca s (figur e 13 ) : 

Premier cas . L e couple (Ao , A i ) est indifférent . Dan s ce cas, les vecteurs / i /(7/(0) ) — 

77(0) e t / i / (7 / ( l ) ) —  7;(1) son t tou s le s deu x d'abscisse s strictemen t positive s ou bie n 

tous le s deu x d'abscisse s strictemen t négative s ;  e n tou s cas , il s n e peuven t pa s avoi r 

des direction s opposées , e t o n a  Indice(/&',7' ) 0  (1 / 2 + Z ) . O n défini t l e nombr e / 

comme l'entie r l e plu s proch e de Indice(/i/ , 7;). 
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~h'{i) 

Cas attracti f Ca s indifféren t 

FIGURE 13 . Définitio n d u nombr e I 

Second cas . L e coupl e (Af0iA[)  es t attracti f o u répulsif . Cett e fois-ci , o n a 
Indice(/i/, 7') ^  Z , et o n défini t /  comm e le demi-entier l e plus proch e d e Indice( h!, 7'). 

Définition 3.32. —  O n appell e indice  partiel  de  h  entre  A o et  A i , e t o n not e 
IP(/i, A0, A i ), le nombr e I. 

Nous allon s montre r qu e cett e définitio n es t correcte , c'est-à-dir e qu e l e nombr e / 
ne dépen d pa s de s choi x de l a courb e 7' e t d e l 'homéomorphism e g'. 

Affirmation 3.33. — Le  nombre  I  ne  dépend  pas  du  choix  de  la  courbe  7'. 

Démonstration. —  L'ensembl e de s choi x possible s pou r 7' es t u n espac e d e courbe s 
qui es t connex e (pou r l a topologie de l a convergenc e uniforme) :  c'est mêm e u n espac e 
convexe pou r l a structur e affin e naturelle . O r Indice(/i/ , 7') dépen d continûmen t d e 7' 

(pour l a mêm e topologie). Dans l e ca s d'u n coupl e indifférent , l a composant e connex e 
de IR \ ( Z -f 1/2 ) qu i contien t Indice(/z/ , 7') n e dépen d don c pa s d e 7', e t l e nombr e / 
non plus . L e raisonnemen t es t analogu e dan s l e ca s attracti f o u répulsif . • 

Affirmation 3.34. —  Le  nombre  I  ne  dépend  pas  du  choix  de  Vhoméomorphisme  g'. 

Il s'agi t encor e d'u n argumen t d e connexité . Appelon s G  l'ensemble de s homéomor -
phismes G  d u plan , préservan t l'orientation , tel s qu e G(A'Q)  e t G(A[)  soien t encor e 
deux droite s verticale s ave c G(A'Q)  <  G(A[).  O n a  : 

Lemme3.35. —  L'espace  Q,  muni  de  la  topologie de la  convergence  uniforme  sur  les 
compacts, est  connexe  par  arcs. 

Démonstration du  lemme 3.35. —  Soi t G  G  G, o n cherch e u n chemi n dan s G  de G  à 
l'identité. O n peu t d'abor d s e ramener a u ca s o u G  fixe  globalemen t A 0 e t A[  ( à l'aid e 
d'une isotopie affine), pui s a u ca s o ù G  fixe  tou s le s point s d e ce s deu x droites . O n 
termine pa r un e variant e d e l'isotopie d'Alexande r ([Ale23], o u bie n [LR97]) . • 
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Démonstration de  l'affirmation  3.34-  —  O n fai t l a preuve dan s l e cas indifférent , l'ar -
gument étan t l e même dan s l'autre situation. Soi t g"  u n autr e homéomorphisme ayant 
les propriété s requise s (préserve r l'orientatio n e t envoye r le s deu x droite s d e Brouwe r 
A0 e t A i su r deu x droite s verticale s ave c g"  (l\Q) <  ( / ' ( A i ) ) . Poson s G  —  g" o ; 
alors G  G  G-  D'aprè s l e lemme , i l exist e un e isotopi e (Gt)te[o,i ] telle qu e G o =  G  e t 
G\ es t l'identité . Soi t 7  un e courb e allan t d e A o à  A i , 7 ' =  g'(L)  e t 7 " =  QN(L)-
Le nombr e I(t)  =  Indice (G^/Í/G^1, Gt(^')) vari e continûment , i l n e pren d pa s d e va -
leurs dan s Z  +  1/2 , don c le s deu x nombre s 1(0)  =  Indic e (g"/u/ / /_1,7")) e t 1(1)  = 
Indice ( g ' / M / - 1, 7 ' ) son t dan s l a mêm e composant e connex e d e R  \  ( Z + 1/2) , c e qu e 
l'on voulai t montrer . • 

L'affirmation 3.3 4 entraîn e immédiatemen t : 

Corollaire 3.36. —  L'indice  partiel  est  un  invariant  de  conjugaison  (orientée)  :  autre-
ment dit,  si  g  est  un  homéomorphisme  du  plan  préservant  l'orientation,  on  a 

ÏP(h,A0,A1) =  IP(ghg-\g(A0),g(A1)). 

On a  aussi , d e manièr e immédiat e : 

Affirmation 3.37 

(1) IP ( f t )A1)Ao ) =  - I P ( / i , A o ) A 1 ) ; 
(2) I P ^ " 1 , A o , A O =  №(/! , A0, A i ). 

c. Exemples . —  O n peu t voi r facilemen t qu e pou r l a translatio n r  :  (x , y) i—» 
(x +  1,2/) , tou t coupl e d e droite s d e Brouwe r disjointe s es t d'indic e partie l 0 , 1/ 2 o u 
— 1/2. Cec i sera d'ailleur s un e conséquenc e du lemm e 3.39 . 

Pour l 'homéomorphism e «  multi-Reeb »  représent é su r l a figure  1 4 : 

(1) l e coupl e (AQ , A i) es t répulsi f d'indic e partie l —1/2 ; 
(2) l e coupl e ( A i , A2) es t attracti f d'indic e partie l —1/2; 
(3) l e coupl e (Ao , A2 ) es t indifféren t d'indic e partie l — 1 ; 
(4) l e coupl e ( A 3 , A2 ) es t répulsi f d'indic e partie l 3 /2 . 

De plus , su r l'intérieu r d e l a réunio n d e deu x bande s adjacentes , l a restrictio n d e h  es t 
conjuguée à  l a translatio n :  par conséquent , l e dessi n fourni t égalemen t de s exemple s 
de couple s d'indic e partie l + 1 / 2 o u —1/ 2 pour l a translation . 

Ce typ e d'exempl e montr e qu e l'indic e partie l peu t prendr e tout e valeu r n/2  ave c n 
entier. U n de s principau x résultat s d e ce t articl e montrer a qu e s i |  I P ( A o, A i ) | > 1/2 , 
alors o n peu t découpe r l a band e D ( A o , A i ) e n tranches , à  l'aid e d'un e famill e d e 
droites d e Brouwer , d e manièr e à  c e que l'indic e partie l dan s chaqu e tranch e soi t éga l 
à 0 , 1/ 2 o u - 1 / 2 . 
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Ao A i A2 A 3 

FIGURE 14 . Exemple s d'indice s partiel s 

d. Relatio n d'additivité . —  L'efficacit é de l'indice partiel dans le s calculs d'indic e 
repose d e manièr e crucial e su r l a propriét é d'additivit é suivant e : 

Lemme 3.38 (relatio n de Chasles) . —  Soient  Ao,  A i et  A2  trois  droites  de  Brouwer 
disjointes, et  supposons  que  A\  sépare  A o et  A2.  On  a  alors  : 

IP(/i, A o , A2 ) = IP(h , A o , A i ) +  IP(ft , A i , A 2 ). 

A n A x A 2 

Mo 
7i 

Mi 
72 

M2 

FIGURE 15 . L a relatio n d e Chasle s 

Démonstration. —  Commençon s pa r un e remarqu e banal e :  dan s l a constructio n 
conduisant à  l a définitio n d e l'indic e partie l (définitio n 3.32 , figure  13) , s i chacun e 
des extrémité s d e l a courb e 7' es t su r l a mêm e droit e horizontal e qu e so n imag e 
par h' ', alor s l'indic e partie l es t exactemen t éga l à  Indice (h\ 7'). 

Puisque l'indic e partie l es t u n invarian t d e conjugaison , o n peu t suppose r qu e A o, 
A i e t A 2 son t troi s droite s verticale s vérifian t A o <  A i <  A2  (quitt e à  conjugue r 
en utilisan t l e théorèm e d e Schoenflies-Homm a ) . Soien t M0 , M\  e t M2  le s point s 
d'intersection respectif s de s droites A o , A i, A2  ave c l'axe de s abscisses . En conjuguan t 
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à nouvea u h  pa r un e applicatio n (x,  y)  i— > (x, y/k) ave c k  trè s grand , o n peu t suppose r 
que le s troi s vecteur s h(Ml)  —  Ml formen t de s angle s arbitrairemen t petit s ave c l a 
direction horizontal e (figur e 15) . Soien t alor s 7 1 un e courb e allan t d e Af 0 à  M i , 7 2 
une courb e allant d e M\  à  M2 , et 7  l a courb e obtenue e n mettan t le s deux précédente s 
bout à  bout . O n a  bie n sû r 

Indice(/i, 7) =  Indice(/i , 71) +  Indice(/¿, 72). 

On utilis e maintenan t l a remarqu e initial e :  dans l a cart e choisie , 

le nombr e IP(/i , A o, A2) es t arbitrairemen t proch e d e Indice(/i ,7 ) ; 
le nombr e IP(/i , A 0 , A i ) +  IP(/i , A i , A2) es t arbitrairemen t proch e d u nombr e 

Indice(/i, 71) + Indice(/i , 72). 

Or ce s deu x nombre s son t de s demi-entier s :  s i l'égalit é d u lemme était fausse , il s 

différeraient d'a u moin s 1/2 , c e qu i es t absurde . • 

e. Indic e partie l e t arc s libres . —  Nou s énonçon s ic i u n lemme qui permettr a 
notamment d e calcule r l'indic e partie l à  traver s u n croissan t attracti f o u répulsi f à 
dynamique Nord-Su d o u Sud-Nord . 

Soient A o e t A i deu x droite s d e Brouwe r disjointes . O n suppos e qu'i l exist e u n ar c 
libre 7  allan t d e A Q à A I . Puisqu'un sous-ar c d'u n ar c libr e es t encor e libre , o n peu t 
en fai t demande r d e plu s qu e l'intérieu r d e 7  soi t disjoin t de s deu x droites . 

A l'aid e d u théorèm e d e Schoenflies-Homm a (quitt e à  conjugue r l a situatio n pa r 
un homéomorphism e préservan t l'orientation) , o n peu t alor s suppose r qu e le s deu x 
droites d e Brouwe r son t verticales , ave c A o <  A i , e t auss i qu e 7  es t u n segmen t 
horizontal. 

Si l e coupl e ( A o , A i ) es t attractif , l e disqu e D ( A o , A i ) qu'i l délimit e es t u n at -
tracteur (d'aprè s raffirmatio n 3.31) , e t /1(7 ) est u n ar c disjoin t d e 7  e t inclu s dan s c e 
disque. I l y  a  don c deu x possibilité s :  ou bie n /1(7 ) es t situ é au-dessu s d e 7 , o u bie n 
/1(7) es t situ é au-dessou s d e 7 . O n montr e qu e l a situatio n n e dépen d pa s d u choi x d e 
la «  carte »  (préservan t l'orientation ) donné e pa r l e théorèm e d e Schoenflies-Homma . 
Ceci vau t égalemen t dan s l e ca s répulsi f e n remplaçan t h  pa r h~l. 

Lemme 3.39. —  Soient  A o e t A i deux  droites  de  Brouwer  disjointes,  et  7  un  arc  libre 
allant de  A o à  A i , dont  l'intérieur  est  disjoint  des  deux  droites. 

Si ( A o , A i) est  indifférent,  l'indice  partiel  entre  A o et  A i est  nul. 

Si ( A o , A i) n'est  pas  indifférent,  il  y  a  quatre  cas  : 

si le  couple  est  attractif,  alors 

- si  /1(7 ) est  au-dessus  de  7 , l'indice  partiel  vaut  +1/2; 
si /1(7 ) est  au-dessous  de  7 , l'indice  partiel  vaut  — 1 / 2 ; 

- si  le  couple  est  répulsif  alors 

- si  h~l(~f)  est  au-dessus  de  7 , Vindice partiel vaut  +1/2; 
- si  h~l(j)  est  au-dessous  de  7 , l'indice  partiel  vaut  —1/2 . 
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Démonstration. —  O n fai t l a preuv e dan s l e ca s indifférent , le s autre s ca s étan t simi -
laires, e t o n suppos e pa r exempl e qu e A Q est attractiv e e t A i répulsiv e ;  autremen t 
dit, pou r tou t poin t x  d e A 0 o u A i , l e vecteu r h(x)  —  x es t d'absciss e strictemen t 
positive (figur e 16 ) . Pour tou t t  ^  0 , o n pos e 

it =  Indic e (h(x)  +  (t , 0) - x , 7) . 

s / 

FIGURE 16 . L' indic e partie l es t nu l 

Comme 7  es t libr e pou r h  e t qu e A o es t attractive , quan d x  es t u n poin t d e 7 , 
le poin t h(x)  n'es t jamai s situ é su r l a demi-droit e horizontal e à  gauch e d e x , don c l e 
vecteur h(x)  +  (t , 0) — x  n'es t jamai s nul , e t l e nombr e it  es t bie n défini . D'autr e par t 
it 0  ( 1 / 2 + Z ) , it  vari e continûmen t ave c £ , et lim ^ + o o it  =  0 , donc it  E ] — 1/2 , + l / 2[ 
pour tou t t  ^  0 ; comm e IP(/i , A o , A i ) es t l'entie r l e plu s proch e d e ¿0 , il es t bie n 
nul. • 

Corollaire 3.40 
Soient A o e t A i deux  droites  de  Brouwer  disjointes. 

( 1 ) Si  le  domaine  de  Brouwer  engendré  par  A 0 rencontre  Ai,  alors  IP(/i , A0, A i) = 0 

(en particulier,  pour  tout  entier  n  non  nul,  IP(/i , A o , / in(Ao) ) =  0^ . 
( 2 ) Dans  le  cas  contraire,  Vindice  partiel  IP(/i , / ip(Ao) , hq(Ai))  est  bien  défini  pour 

tous entiers  p  et  q,  et  est  égal  à  IP(/i , A o, A i ). 

Remarquons qu e s i l e couple (Ao , A i ) es t attracti f o u répulsif , o n es t toujour s dan s 
le deuxièm e ca s (d'aprè s l'affirmatio n 3 .31 ) . 

Démonstration 

Premier point.  —  D'aprè s l a remarqu e précédente , dan s c e cas , l e coupl e (Ao , A i ) 
est indifférent . Noton s ensuit e qu e s i deu x point s d u pla n appartiennen t à  u n mêm e 
domaine d e Brouwer , alor s o u bie n il s son t dan s l a mêm e orbite , o u bie n i l exist e u n 
arc libr e le s joignant :  en effet , puisqu e su r u n domain e d e Brouwe r l a dynamiqu e es t 
conjuguée à  un e translation , i l suffit d e prouve r l a mêm e propriét é pou r l a translation , 
ce qu i n'es t pa s difficil e (pa r exempl e en raisonnan t dan s l'annea u quotien t d e l'actio n 
du pla n pa r l a translation) . Cec i perme t d e montre r qu e s i l e domain e d e Brouwe r 
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engendré pa r A 0 rencontr e A i , alor s i l exist e u n ar c libr e allan t d e A o à  A i , pui s o n 
conclut à  l'aid e d u lemm e 3.39 . 

Deuxième point.  —  Considéron s d'abor d l e ca s o ù l e coupl e (Ao , A i ) es t attractif . 
Comme l'indic e partie l es t u n invarian t d e conjugaison , quitt e à  compose r par h~p ', o n 
peut suppose r qu e p =  0 . On traite le cas où q  est positi f (l e cas négatif étan t similaire) . 
En utilisan t d e manièr e itéré e l'affirmatio n 3.3 1 su r l a topologi e des couple s attractifs , 
on montr e qu e hq(Ai)  sépar e A 0 et A i . Cec i permet d'applique r l a relatio n d e Chasle s 
(lemme 3.38 ) à  ce s troi s droites ; comm e l'indic e partie l entr e A i e t hq(Ai)  es t nu l 
d'après l e premie r point , o n obtien t l e résultat . 

On obtien t l e ca s répulsi f d e l a mêm e manière ; i l rest e l e ca s indifférent . O n peu t 
encore suppose r qu e p  —  0, e t o n s e plac e dan s l e ca s o ù q  es t positi f (l e ca s négati f 
est similaire) . S i l a droit e A i es t répulsive , alor s A i sépar e A o e t hq(Ai),  e t o n peu t 
appliquer l a relatio n d e Chasle s e t conclur e comm e dans l e ca s précédent . 

Supposons enfi n qu e A i es t attractive . S i hq(Ai)  sépar e A Q e t A i , o n conclu t 
comme avan t à  l'aid e d e l a relatio n d e Chasles . S i hq(Ai)  n e sépar e pa s A o e t A i , 
on voi t facilemen t qu e A o rencontr e l e domain e d e Brouwe r engendr é pa r A i , e t le s 
deux indice s partiel s son t nul s d'aprè s l e premie r point . • 

f. Indic e partie l entr e deu x droite s qu i s e touchent . —  Dan s certain s calculs , 
il ser a pratiqu e d e pouvoi r parle r d e l'indic e partie l entr e deu x droite s d e Brouwe r 
non disjointes , mai s «  qui n e s e traversen t pa s ». 

Soit A 0 et A i deu x droite s topologiques , et PQ  e t P2  les deux composante s connexes 
du complémentair e d e A i . 

Définition 3.41. O n dir a qu e le s droite s A 0 e t A i ne  se  traversent  pas  s i A o es t 
contenue dan s l'adhérenc e d e PQ  O U d e P2.  O n dir a qu e deu x droite s se  touchent  s i 
elles n e s e traversen t pas , mai s n e son t pa s disjointes . 

On peu t montre r qu e ce s deu x relation s son t symétriques . 
On éten d alor s l a définition d e l'indice partiel au ca s de deux droite s qu i s e touchent , 

en posan t simplemen t I P ( A Q , A I ) =  0  dan s c e cas . 

Définition 3.42. — - Soient A o , A i, A 2 troi s droite s topologique s qui, deu x à  deux , n e 
se traversen t pas . Soien t P\  e t P2  le s deu x composante s connexe s du complémentair e 
de A i . O n dir a qu e A i sépare  A 0 et  A2  s i A 0 C  Adh(P0 ) e t A 2 C  Adh(P2 ) (o u 
vice-verso) 

Ces définition s permetten t d e généralise r l a relatio n d e Chasle s (lemm e 3.38 ) : 

Lemme 3.43  (relatio n de Chasles généralisée). —  On  se  donne  trois  droites  de  Brouwer 
AQ, A I et  A2  qui,  deux  à  deux,  ne  se  traversent  pas,  et  on  suppose  que  A\  sépare  A o 
et A2.  On  a  alors  : 

IP(/i, A o , A2 ) =  IP(/i , A0, AO +  lP {h, Ax , A 2 ). 

ASTÉRISQUE 292 



3.3. INDICE S PARTIEL S 53 

Démonstration. —  O n repren d le s notations d e l a définition 3.42 . Il es t clai r qu e l'un e 
des deu x droite s h(A0)  e t h~1(Ao)  es t inclus e dan s P0 , o n l a not e A0 . De même , o n 
note A2  cell e de s deu x droite s h(A2)  e t h~1(A2)  qu i es t inclus e dan s P2.  Le s troi s 
droites d e Brouwe r A0 , A i e t A 2 son t maintenan t disjointe s deu x à  deux , e t A i 
sépare le s deu x autre s :  on peu t alor s leu r applique r l a premièr e relatio n d e Chasle s 
(lemme 3.38) . L a formule en découle , à l'aide d u corollair e 3.40. Les détails son t laissé s 
au lecteur . • 

g. Indic e partie l e t chaîne s d e disques . —  Nou s allons généraliser l e lemme 3.3 9 
liant indic e partie l e t arc s libre s à  l'aid e d e l a notio n d e chaîn e d e pseudo-disque s 
(définition 3.16) . 

Soit (Ao , A i ) u n coupl e de droite s d e Brouwe r disjointes ; o n suppos e qu e A o es t 
attractive. L e complémentair e d e A o U  Ai a  troi s composante s connexes , don t le s 
frontières son t respectivemen t AQ , A O U  AI e t A i ;  on le s not e Oo , 0\ e t 02. 

Définition 3.44 (figur e 17) . —  Un e chaîne  de  pseudo-disques de  Ao à  Ai es t un e chaîn e 
de pseudo-disque s (i?z)i=i,...,FC Î (k  ^  1) , tell e qu e Adh(£?i ) rencontr e Adh(Oo ) e t 
Adh(Bk) rencontr e Adh(02) . 

Oo 

Ao 
Oí 

Ai 
O2 

B i 

FIGURE 17 . Un e chaîn e d e pseudo-disque s d e A o à  A i 

Remarquons qu e s i k  —  1, B\  contien t u n ar c libr e allan t d e A 0 à  A i ; dans l e ca s 
indifférent, l a propositio n suivant e es t don c bien un e généralisatio n d u lemm e 3.3 9 : 

Proposition 3.45 ( « lemme d e Franks » pour l'indice partiel). — On se  donne  deux  droites 

de Brouwer  A o et  A i disjointes,  avec  A o attractive.  S'il  existe  une  chaîne  de  pseudo-

disques de  AQ  à  Ai,  alors  : 

- si  le  couple  (AQ , A i ) est  indifférent,  IP(/i , A o , A i ) vaut  0  ; 
si le  couple  ( A o , A i ) est  attractif,  IP(/i , A o , A i ) vaut  + 1 / 2 ou  —1/2. 

La suit e d u text e n'utiliser a qu e l e ca s o ù l e coupl e (AQ , A I ) es t indifférent . 
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Démonstration 

Cas indifférent.  —  Supposon s qu'i l exist e un e chaîn e d e pseudo-disque s (i^)z=i,. . . ,f c 

de A o à A i , et choisissons-l a de faço n à  c e que k  soi t minima l parm i toute s le s chaîne s 

de A o à  A i . Comm e dan s l a preuv e d u lemm e d e Frank s (lemm e 3.18) , l'idé e es t d e 

transformer l a «  quasi-orbite »  fournie pa r l'hypothès e e n un e vrai e orbite , à  l'aid e d e 

modifications libres ; l e domain e d e Brouwe r engendr é pa r A o rencontrer a alor s A i , 

ce qu i permettr a d e conclur e à l'aid e d u corollair e 3.40. 

On commenc e pa r montre r l'existenc e d'un e chaîn e d e disque s ouvert s pou r /i , 

encore noté e ( i ^ ) i = i , . . . , / c , qu i es t un e chaîn e d e pseudo-disque s d e A o à  A i :  pou r 

cela o n recopi e le s argument s d e minimalit é d e l a preuv e d u lemm e 3.1 8 (le s détail s 

correspondants son t laissé s a u lecteur) . 

Dans u n deuxièm e temps , expliquon s commen t modifie r cett e chaîn e d e disque s 

ouverts e n un e chaîn e don t tou s le s disque s ouvert s son t inclu s dan s 0\.  Noton s 

(^z ) ï= i , . . . , f c - i le s temp s d e transitio n d e l a chaîn e e t (x^  de s point s d e transition . 

On peu t suppose r qu e l'entie r k  es t minima l (parm i toute s le s chaîne s d e disque s 

ouverts d e A Q à  A i ) . Tou t d'abord , cett e minimalit é entraîn e clairemen t qu e le s 

disques B2l..  .  Bk-i son t tou s inclu s dan s 0\.  L a suit e (h~ni  (B2),  B$,...,  Bk)  es t 

encore un e chaîn e d e disque s ouvert s (e n particulier , h~ni(B2)  es t disjoin t de s autre s 

disques d e l a chaîne , san s quo i i l existerai t un e chaîn e d e disque s périodique , c e qu i 

contredirait l e lemm e d e Frank s 3.18) . D'autr e part , x\  appartien t à  h~ni(B2).  S i x\ 

était dan s Adh(Oo) , alor s cett e nouvell e chaîne d e disque s contredirai t l a minimalit é 

de k.  Cec i montr e qu e x\  appartien t à  0\.  Soi t B[  l a composant e connexe de B\  CïOi 

qui contien t x\.  Puisqu e A d h ( B i ) rencontr e Adh(Oo) , l'adhérenc e d e B[  rencontr e 

Ao- E n remplaçan t d e mêm e Bk  pa r u n disqu e B'k  plu s petit , o n obtien t un e chaîn e 

de disque s ouvert s (B[,  Bf2  —  B2l..., B,k_1  =  Bk-i,  B'k)  qu i son t tou s inclu s dan s 0\. 

Puisque Adh(Bfk)  rencontr e A d h ( 0 2 ) , e t qu e l a droit e A 2 es t répulsive , i l existe u n 

point Xk  dan s B'k  te l qu e h(xk)  soi t dan s 02.  D e même , i l existe u n poin t xç>  dans O o 

tel qu e h(xo)  soi t dan s B[.  O n pos e n o =  1 . 

On effectu e maintenan t k  modification s libre s d e h  :  plus précisément , o n choisi t 

pour chaqu e entie r i  entr e 1  et k  u n homéomorphism e ^, à  suppor t dan s A d h ( i ^ ) , e t 

qui envoi e h71*-1  ( x 2 - i ) su r x%.  On considèr e alors l 'homéomorphism e h\ =  </ > o h, ave c 

<fi —  (F>i  °  •  • • ° <pk  (figur e 18) . Pour ce t homéomorphisme , le poin t h(xk)  es t u n itér é 

du poin t XQ. 

Puisque le s disque s B[  son t tou s inclu s dan s O i , l e suppor t d e </ > est inclu s dan s 

A d h ( O i ) . Pa r conséquent , o n voi t facilemen t qu e le s droite s A o e t A i son t auss i 

des droite s d e Brouwe r pou r l 'homéomorphism e h\.  Cec i montr e qu e l'indic e partie l 

IP ( / i i , AQ , A i) es t bie n défini . Comm e i l exist e un e orbit e d e h\  qu i rencontr e à  l a 

fois O o e t O 2 , le domain e d e Brouwe r engendr é pa r A Q (pou r h\)  doi t rencontre r 

A i . D'aprè s l e corollair e 3.40, on a  alor s IP( / i i , A o , A i ) =  0 . D'autr e part , le s indice s 

partiels pou r IP(f t i , AQ , A I) e t IP(/i , AQ, A i) son t égau x :  en effet , o n peu t calcule r 
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Ao A i 

O 0 Oi o2 

h(xk) xo 

FIGURE 18 . Modification s libre s pou r obteni r un e orbit e qu i travers e l a band e 

ces deu x indice s dan s un e cart e o ù le s deu x droite s son t verticale s (comm e dan s l a 
définition d e l'indic e partiel) , a u moye n d'un e courb e 7 disjoint e d u compac t K  = 
Adh(£?J U- • - U B [) ; et puisqu e le s deux homéomorphisme s coïnciden t hor s d e K,  leur s 
indices l e lon g d e 7 son t égaux . 

Cas attractif  (schéma  de  preuve).  —  Le s idée s son t le s même s qu e dan s l e cas indiffé -
rent. L a seul e différenc e significativ e apparaî t aprè s avoi r obten u l a chaîn e d e disque s 
ouverts inclu s dan s 0\  :  cette fois-ci , i l n'exist e pa s d e poin t d e Bk  don t l'imag e es t 
dans O2 . O n s e content e don c d'effectue r k  —  1 modification s libres , à  suppor t dan s 
B[,... ,B'k_l.  O n obtien t ains i u n homéomorphism e h\  te l que , pou r u n certai n n 
positif, hi(Ao)  rencontr e B'k  ; d'autre part , B'k  es t libr e pou r h\,  i l y  a  don c u n ar c 
libre pou r h\  d e /i ™ ( A o) à  A i . D'aprè s l e lemme 3.39 , l'indice IP(/i i , /i ™ ( A o ), A i ) vau t 
+ 1/ 2 o u —1/2 . Le deuxième poin t d u corollair e 3.40 donn e alor s l a mêm e valeu r pou r 
IP(/i i , A o , A i ) . Comm e dan s l e ca s indifférent , o n a  IP(/i , A o, A i) =  IP(/i i , A o , A i ), 
ce qu i perme t d e conclure . • 

3.4. Décompositio n e n brique s 

Les résultats  de  cette  section  sont  tous  adaptés  de  la  thèse  de  A.  Sauzet  [SauOl ] 
et de  Varticle  de  P.  Le  Calvez  et  A.  Sauzet  [LCS96] . L a possibilit é d e s e passe r d e 
la conditio n d e transversalit é pou r l a preuv e d u théorèm e d e translatio n plan e es t 
apparue lor s d'un e discussio n ave c Lucie n Guillou . 

Dans tout e cett e section , on  suppose  que  h  est  un  homéomorphisme  de  la  sphère^, 
préservant Vorientation,  dont  Vensemble  des  points  fixes  est  fini.  Rappelon s qu e le s 
homéomorphismes d e Brouwe r s'identifien t à  de s homéomorphisme s d e l a sphèr e 

(5) En réalité , l a construction expliqué e à  la section d  es t valabl e su r n'import e quelle surfac e compact e 
sans bord . 
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R 2 U  { 0 0 } vérifian t cett e hypothèse . Nou s rappelon s d'abor d l a définitio n de s dé -
compositions e n brique s e t leu r construction ; puis , en  supposant  l'absence  de  courbe 
d'indice 1 , nous montrons l'existence d'une droit e de Brouwer associée à chaque brique, 
qui fourni t un e preuv e d u théorèm e d e translatio n plane . 

a. Introductio n au x décomposition s e n briques . —  E n premièr e approxima -
tion, un e décompositio n en brique s es t un e sort e d e triangulatio n (localemen t finie) 
du complémentair e de s point s fixes  d e h  dan s l a sphère . L'idé e principal e consist e 
à choisi r le s triangle s asse z petit s pou r qu'il s soien t libres . Cec i perme t d'applique r 
le lemm e d e Frank s au x suite s d e triangle s :  o n pourrai t dir e qu'o n a  ains i obten u 
une discrétisatio n d e l a dynamiqu e qu i gard e l a propriét é d e n e pa s avoi r d'orbit e 
périodique. Un e autr e propriét é important e de s décompositions , appelée minimalité , 
est qu e le s triangle s n e son t pa s tro p petits , plu s précisémen t qu e l a réunio n d e deu x 
triangles adjacent s n'es t jamai s libre . Sou s ce s hypothèses , u n procéd é dynamiqu e 
simple (e t automatique ) associ e à  chaqu e triangl e B  u n attracteu r (B)  :  celui-ci 
est simplemen t obten u e n prenan t l e plu s peti t attracteur , réunio n d e triangles , qu i 
contient l'imag e d e B.  L a minimalit é entraîner a l a connexit é d e ce t ensemble . O n 
montrera qu'i l exist e alor s un e uniqu e composant e connexe A(B)  d u bor d d e A +(B) 
qui rencontr e B,  e t qu e A  (B) es t un e droit e d e Brouwer . 

Dans s a preuv e d u théorèm e d e Brouwer , L . Guillou ([Gui94] ) utilisai t déj à de s 
triangulations libres . D'autre part , M . Flucher avai t combin é des triangulation s libre s 
avec l e lemm e d e Frank s pou r obteni r de s point s fixes  d'homéomorphisme s du tore , 
autour d e l a conjectur e d 'Arnol ' d ([Flu90]) . P . Le Calvez e t A . Sauzet on t alor s ex -
ploité ce s idées pour obteni r c e qui es t san s dout e l a preuv e l a plu s clair e d u théorèm e 
de Brouwe r ([LCS96]) . Enfin, l a propriét é d e minimalit é es t introduit e dan s l a thès e 
d 'A. Sauze t ([SauOl]) , qu i y  étudi e le s propriété s combinatoire s de ce s triangulation s 
de manièr e intensive , afi n d e construir e de s courbe s disjointe s d e leu r imag e pou r le s 
homéomorphismes d u tore , d e l'anneau o u de l a sphère . O n peu t cite r égalemen t l'uti -
lisation d e discrétisation d e l a dynamique dan s le s preuves combinatoires du théorèm e 
de Conley-Zehnde r données par S . Alpern et V . S. Prasad ([AP93] ) ;  dans c e contexte, 
la trè s jolie utilisatio n d u résulta t combinatoir e appelé «  théorème de s mariage s »  re -
monte à  P . Lax ([Lax71]) . 

b. Définition . —  O n pos e U  =  S 2 \  Fixe(/i) . O n dir a qu'u n sous-ensembl e d e U 
est borné  s i so n adhérenc e dan s § 2 es t disjoint e d e Fixe(/i) . 

Définition 3.46. —  U n graphe  triadique  es t u n sous-ensembl e ferm é F  d e 17 , tel que , 
en tou t poin t x  d e F , F  es t localemen t homéomorph e à l'u n de s deu x dessin s d e l a 
figure 19 . S i F  es t localemen t homéomorphe au dessi n d e droite , o n di t qu e l e poin t x 
est u n sommet  d e F. 

Soit F  u n graph e triadique . 
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x x 

FIGURE 19 . Aspec t loca l d 'u n graph e triadiqu e 

Définition 3.47. —  Un e brique  d e F  es t l'adhérenc e (dan s U)  d'un e composant e 
connexe d u complémentair e d e F  dan s U. 

Définition 3.48. —  Deu x brique s d e F , distinctes , son t adjacentes  s i leu r intersectio n 
n'est pa s vide . 

Définition 3.49. —  Un e arête  d e F  es t l'adhérenc e (dan s U)  d'un e composant e connexe 
du complémentair e dan s F  de s sommets . 

Définition 3.50. —  U n graph e triadiqu e F  es t di t compact  s i aucu n poin t fixe  d e h 
n'est dan s l'adhérenc e d'un e briqu e (autremen t dit , tout e briqu e es t bornée) . 

Définition 3.51. —  L e graph e triadiqu e F  es t di t libre  (pou r h)  s i tout e briqu e d e F 
est libre . 

Définition 3.52. —  L e graph e triadiqu e F , libre , es t di t minimal  s i pou r tou t coupl e 
de brique s adjacente s B  e t l a réunio n B  U  B' n'es t pa s libre . 

Définition 3.53. —  Un e décomposition  en  briques  pou r h  est u n graph e triadique , com -
pact, libre , min imal . ^ 

Nous avon s expliqu é plu s hau t le s motivation s de s deu x propriété s principales , 
la libert é e t l a minimalité . Prendr e u n graph e triadiqu e a u lie u d'un e triangulatio n 
quelconque es t un e astuc e topologiqu e pour qu e l e bor d d e n'import e quell e réunio n 
de brique s soi t toujour s un e sous-variét é (cf.  affirmatio n 3.6 6 ci-dessous) . Le s brique s 
bornées son t un e commodité , san s dout e pa s essentielle , qu i éviter a le s études d e cas . 

Remarque 3.54.  —  Un e décompositio n en brique s pou r h  es t auss i un e décomposition 
en brique s pou r h~ l. 

Remarque 3.55.  —  Dan s l a définitio n d'un e décompositio n en briques , o n n e suppos e 
pas qu e F  es t connexe , n i qu'un e arêt e contient deu x sommets distincts, e t bord e deux 
briques adjacente s distinctes . Néanmoins , en l'absenc e de courbe d'indice 1 , toutes ce s 
propriétés découleron t des propriété s d e h  (voi r l e corollair e 3.69 ci-dessous) . 

( 6 )Le vocabulair e adopt é ic i diffèr e légèremen t d e celu i d e [SauOl ] :  notamment , o n a  remplac é 
« briqu e fermé e »  par «  brique » , « borné »  par «  compact », et «  maximal »  par «  minimal ». 
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Remarque 3.56.  —  Soi t F  u n graph e triadiqu e libre . S i F  es t minima l pou r l'inclusio n 

(i.e. s'i l n'exist e aucu n graph e triadiqu e libr e strictemen t inclu s dan s F ) , alor s F  es t 

minimal a u sen s d e l a définitio n 3.5 2 ci-dessus . 

Démonstration de  la  remarque.  —  Sinon , i l existe deu x brique s B\,  B 2 distinctes , ad -

jacentes, don t l a réunio n B  es t libre . O n vérifi e facilemen t qu e F'  =  F  \  lnt(B)  es t 

un graph e triadiqu e libre , strictemen t inclu s dan s F.  • 

c. Exemples . —  L a figure  2 0 montr e l'allur e a u voisinag e d'u n poin t fixe  :  remar-

quons qu e puisqu e le s brique s son t bornées , tou t voisinag e du poin t fixe  doi t conteni r 

une infinit é d e briques . Pa r contre , comm e F  es t u n graph e triadique , l a famill e de s 

briques d e F  es t localemen t finie  a u voisinag e d e tou t poin t d e U  (e t l a réunio n d'u n 

nombre quelconqu e d e brique s es t toujour s u n ferm é d e U). 

FIGURE 20 . Allur e d 'un e décompos i t io n a u voisinag e d 'u n poin t fix e 

Les figure s 2 1 e t 2 2 montren t de s décomposition s pou r l a translatio n (x , y) i—> 
(x +  e t l 'homéomorphism e linéair e hyperboliqu e sell e (x,y)  H- » (2x,y/2)  dan s l e 
modèle d u plan . 

FIGURE 21 . Un e décomposi t ion pou r l a translatio n 

( 7 )La réciproqu e es t également vrai e s i l'on suppose qu e toute arêt e bord e deu x brique s distinctes , ce 
qui es t vérifié en l'absence d e courbe d'indic e 1  (voir l e corollaire 3.69 ) ; nous n'e n aurons pa s besoin. 
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FIGURE 22 . Un e décomposi t io n pou r l e linéair e hyperboliqu e 

d. Constructio n d'un e décomposition . —  La  preuve  du  théorème  de  cette  sec-
tion n'est  pas  essentielle  à  la  compréhension  du  texte,  et  peut  être  omise  en  première 
lecture. 

Théorème 3.57  (A . Sauzet). —  / / existe  une  décomposition  triadique,  compacte,  libre 
et minimale  pour  h. 

Nous donnon s un e démonstratio n fortemen t inspiré e d e cell e d 'A . Sauzet ;  voici l a 
principale modificatio n :  plutôt qu e d e construir e d'abor d un e décompositio n dont le s 
briques n e son t pa s compacte s et qu'i l fau t re-découpe r a  posteriori,  o n impos e dan s 
la décompositio n la présenc e d'un certai n nombr e de briques , construite s a  priori, qu i 
vont oblige r la décompositio n à êtr e compacte . Remarquons qu e cec i perme t d'évite r 
le recour s a u lemme de Frank s (voi r [SauOl] , sectio n 3.6 ) ; la constructio n présenté e 
ici a  don c l'avantag e d'êtr e valabl e pour tou t homéomorphism e de l a sphèr e (o u d'un e 
autre surfac e compacte ) avec un nombr e fini  d e point s fixes,  san s hypothès e d'indice . 

Démonstration. —  Tou t d'abord , i l es t trè s facil e d e trouve r u n graph e triadiqu e 
compact F  (pa r exemple , e n utilisan t l e dua l d'un e triangulatio n localemen t finie 
de U).  O n peu t tou t auss i facilemen t gagne r l a libert é :  s i un e briqu e B  d e F 
n'est pa s libre , o n l a subdivis e e n brique s asse z petite s (d e diamètre s inférieur s à 
e = In f{d(x , h(x)  |  x G  B}). O n voudrai t ensuit e obteni r l a minimalit é e n choisissan t 
deux brique s adjacente s don t l a réunio n es t libre , e n enlevan t un e arêt e dan s leu r 
intersection, e t e n recommençan t tant qu e F  n'es t pa s minimale . E n général , malheu -
reusement, c e procédé fait perdr e l a compacité en donnan t naissanc e à  des briques no n 
compactes (autremen t dit , l a famill e de s décomposition s triadiques libre s F'  incluse s 
dans F  es t inductiv e pou r l'inclusio n e t o n peu t lu i applique r l e lemme de Zorn , mai s 
ceci es t fau x e n généra l pou r le s décomposition s triadiques, libre s e t compactes) . 

Le lemme suivant a  pou r bu t d'obteni r un e propriét é supplémentair e qu i empêch e 
l'apparition de s brique s no n compacte s : 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQU E D E FRANC E 2004 



60 CHAPITR E 3 . DYNAMIQU E GLOBAL E :  ÉNONC É E T RÉSULTAT S PRÉLIMINAIRES 

Définition 3.58 (figur e 23) . —  O n appell e anneau  pré-décomposé  tou t ensembl e C  in -
clus dan s U,  homéomorph e à  l'annea u S 1 x  [—1,1] , mun i d'u n ensembl e Fc  appel é 
pré-décomposition de  C  e t vérifian t : 

(1) Fc  es t u n graph e triadique , inclu s dan s C  ; 
(2) FQ  contient l e bor d d e C  ; 
(3) le s adhérences de s composante s connexes de C \ Fc  son t libre s (o n les appeller a 

briques de  Fc)  ; 
(4) l a réunio n d e deu x brique s d e Fc  adjacente s n'es t pa s libr e ; 
(5) propriété  supplémentaire  :  aucune briqu e n e rencontr e simultanémen t le s deu x 

composantes connexe s <9 +C e t d~C  d e dC. 

FIGURE 23 . Topologie d 'un annea u pré-décompos é 

Lemme 3.59. —  Soit  J  un  cercle  topologique  dans  U  tel  que  h(J)  n  Alors  tout 
voisinage de  J  contient  un  anneau  pré-décomposé. 

Utilisation du  lemme. — A  l'aid e d e c e lemme, on repren d tout e l a preuv e d u théo -
rème 3.57 . Soi t x  u n poin t fixe  d e h  ;  on trouv e facilemen t u n cercl e topologique qui 
entoure x , arbitrairemen t petit , e t qu i rencontr e so n image. Le lemme permet don c d e 
trouver un e suit e ( Q ( x ) ) ^ o d e petit s anneau x pré-décomposés , entouran t x , conver-
geant ver s x  (pou r l a topologie de Hausdorff ) e t disjoint s deu x à  deu x (figur e 24) . On 
effectue cett e constructio n pou r chacu n de s point s fixes  d e h.  O n recommenc e alor s 
la preuv e expliqué e plu s hau t :  l'ensembl e U x^FCl(x) es t u n graph e triadique , e t i l 
est facil e de l'étendre , à  l'extérieu r d e l a réunio n de s anneau x Ci(x),  pou r obteni r u n 
graphe triadiqu e e t libr e qu e l'o n not e F.  O n utilis e l e lemme de Zor n pou r choisi r 
un graph e triadiqu e libr e F 7 , inclu s dan s F , qu i es t minima l pou r l'inclusion . D'aprè s 
la remarqu e 3.56 , F'  es t égalemen t minima l a u sen s d e l a définitio n 3.52 . O n montr e 
enfin qu e F'  es t un e décompositio n en brique s grâc e à  l'affirmatio n suivant e : 

Affirmation 3.60. —  Tout  graphe  triadique  libre  F'  inclus  dans  F  est  compact. 

En effet , s i F'  es t inclu s dan s F , tout e briqu e d e F'  es t réunio n d e brique s d e F . 
Une briqu e d e F'  no n borné e devrai t traverse r d e par t e n par t a u moin s u n de s 
anneaux pré-décomposé s C ;  ell e rencontrerai t alor s le s deu x composante s connexes 
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FIGURE 24 . Suit e d 'anneau x pré-décomposé s autou r d'u n de s point s fixes 

de h 

du bor d d e ce t anneau , don c contiendrai t deu x brique s d e Fc  adjacente s (propriét é 
supplémentaire d e l a définitio n 3.58) , e t n e pourrai t pa s êtr e libr e (propriét é 4  d e l a 
définition 3.58) . Cec i termin e l a preuv e d u théorèm e 3.5 7 à  parti r d u lemm e 3.59 . • 

Démonstration du  lemme  3.59.  —  O n par t d'un e «  décomposition libr e minimal e » 
de J , Le.  un e famill e finie  (JQ , . . ., Jfc-i), k  ^  2 , d e sous-arc s d e J  d'intérieur s dis -
joints deu x à  deux , d'unio n J , libres , tel s qu e l a réunio n d e deux arc s adjacent s n e soi t 
pas libr e (so n existence est immédiat e puisqu e Jnh(J)  ^  0 ) . A l'aid e d u théorèm e d e 
Schoenflies, o n épaissi t ensuit e J  e n un annea u C  homéomorphe à S 1 x  [—1,1 ] suffisam-
ment fin  pou r qu e le s ensemble s B l ~  Ji  x  [ — 1,1] soien t encor e libres ; l'ensembl e F® 
réunion de s bord s de s Bi  vérifi e alor s le s point s 1  à  4  d e l a définitio n 3.58 . 

Par u n argumen t classiqu e d e transversalité , quitt e à  remplace r l'annea u C  e t l e 
graphe F®  par u n annea u e t u n graph e arbitrairemen t proches , o n peu t renforce r l e 
point 4  e n supposan t d e plu s qu'o n a  l a propriét é : 

(4b i s ) pou r tou t coupl e (6 , c) de brique s adjacente s d e F^ , l'imag e d e l'intérieur  d e 
l'une rencontr e l'autre . 

D'autre part , nou s diron s qu e Fc  es t à  briques  rectangulaires  pou r traduir e l e fai t 
qu'il exist e un e identificatio n d e C  à  S 1 x  [—1,1 ] dan s laquell e le s brique s son t de s 
produits cartésien s d'u n intervall e stric t d e S 1 pa r u n intervall e d e [—1,1] . 

Nous allon s maintenan t obteni r l a propriét é supplémentair e d e l a définitio n 3.5 8 
(aucune briqu e d e Fc  n e travers e l'annea u C).  L'affirmatio n suivant e perme t d e 
conclure pa r un e récurrenc e descendant e su r l e nombr e d e brique s qu i traversen t C  : 

Affirmation 3.61. —  Soit  Fc  un  ensemble  vérifiant  les  propriétés  1,  2,  3  et  4bis  rela-
tivement à  un  anneau  C,  à  briques  rectangulaires.  Supposons  que  Fc  ne  vérifie  pas  la 
propriété supplémentaire. 

Alors il  existe  un  anneau  C  arbitrairement  proche  de  C et  un  ensemble  F' c, vérifiant 
encore les  propriétés  1,  2,  3  et  4bis  relativement  à  C,  à  briques  rectangulaires,  et  tel 
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que le  nombre de  briques de  F'c, traversant  C  soit  strictement  inférieur  au  nombre de 
briques de  Fc traversant  C. 

En premièr e approximation , l'idé e d e la preuv e consist e à  fusionne r deu x brique s 
adjacentes B  e t C pour obteni r un e brique qui n'est plu s libre , pui s à  re-découper cett e 
brique «  transversalement »  en deux brique s qu i ne traversent plu s C.  Pour conserve r 
les propriété s d e la décomposition , il faut pouvoi r contrôle r l'intersectio n d e l'imag e 
de C  ave c B :  pour cett e raison , o n va plutôt fusionne r B  ave c un petit morcea u de C 
soigneusement choisi . 

Démonstration de  Vaffirmation 3.61.  — O n utilise l'identificatio n d e C avec S1 x [—1,1] 
dans laquell e le s brique s son t de s produit s cartésiens . O n choisi t n'import e quell e 
brique B  ~  [Oo,0i]  x  [—1,1 ] de Fc qu i traverse l'annea u C , et n'import e quell e autr e 
brique C  ~  [^1,^2 ] x I  adjacent e à  B  (cf.  figure  25 , dessin d e gauche) . D'aprè s l a 
propriété 4bis , 

Int(C) H  (h(B)  Uh-\B)) ^  0 . 

Il exist e don c t  G  ] — 1,1[ tel que l'arc [^1,^2 ] x  {t}  rencontr e h(B)  U  h~l(B) ;  pou r 
simplifier, o n suppose qu e t —  0. On note x  ~  (#1 , 0), et y  ~  (0[,  0) o ù 0\ <  02 es t le 
plus peti t nombr e te l que l'arc 7 = [x,y] = [#1 ,6̂ ] x { 0 } rencontr e h(B)  U  h~ 1(B). 
On a  notammen t : 

(a) 7 C  C  ; 
(b) y  e h(dB)  o u bien y  e h~ l(dB) ; 
(c) ( S U 7) H  h(BUj)  C  { yih(y)}. 

Le dernie r poin t utilis e l a libert é d e B  e t cell e d e C  (qu i contient 7), ains i qu e la 
définition d e 7. 

D'après l e point b , on peut choisi r e G { — 1,1} tel que h~£(y) G  dB. I l peut arrive r 
que l a briqu e B  contienn e auss i l e point h Jr£(y) :  dans c e cas, la définitio n d e 7 dit 
que h Jr£(y) es t sur la frontière d e B ;  dans le cas particulier où hJr£(y) —  h~£(y), o n ne 
change rie n ;  dans l e cas contraire, quitt e à  effectue r un e modification arbitrairemen t 
petite d u graphe Fc  et de l'anneau C , on peut suppose r qu e h+£(^) es t disjoint d e B, 
tout e n conservan t l'ensembl e de s propriétés précédente s (e t notammen t l e fai t qu e 
h~£(y) G  dB). E n résumé, aprè s modificatio n éventuelle , o n a : 

(d) o u bien h+ £(y) =  h~£(y), o u bien h+ £(y) 0  B. 

Pour chacun e des briques b  de Fc adjacentes à  la brique B  ( y compris pour b  = C), 
la propriét é 4bi s permet d e choisir deux point s distinct s x l(b) e t x2(b) dan s l'ensembl e 

Int(B)nh-£{b)(b) 

avec e(b) — + 1 ou — 1. On choisit maintenant un arc (5 dans B  (cf.  figure  25 , dessin du 
milieu), d'intérieu r inclu s dan s l'intérieu r de B, qu i joint { # 0 } x [—1,1] à { # 1 } x [—1,1] , 
et qu i vérifie 
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h-e{y) 

В 
С 

x 

У 

h(B)Uh-1(B) 

В2 

ß-

в 1 

х2(Ъ] 

h-£(y) 

ж1 (fr) 

x 

FIGURE 25 . Déformatio n e t découpag e d e l a briqu e B 

(e) l'ar c (3  sépare le s point s x  e t h~ £(y) dan s B  (ce s deux point s son t distinct s ca r 
7 es t libre , cf.  poin t a ) ; 

(f) pou r chacun e de s brique s b  adjacentes à  B  dan s l e graphe FQ,  l'arc ¡3  sépare le s 
deux point s x l(b) e t x 2(b). 

Quitte à  change r d e coordonnées , on suppos e qu e ¡3  ~ [OQ,  0\\  X  { S } . L'ar c ¡3  découp e 
la briqu e B  e n deu x rectangle s B 1 e t B 2, e t o n choisi t le s notation s pou r qu e x  G  B 1 

(et don c h~ £(y) 0  B 1). Alor s l'ensembl e B 1 U 7 es t libr e :  en effet , cec i sui t d u poin t c 
et d u fai t qu e B 1 n e contien t n i h +£(y) n i h~ £(y) (poin t d ) . O n choisi t maintenan t 
5 >  0  te l que , e n posan t A  =  [0i,0[  +  ô]  x  [—ô,  ô],  l'ensemble B 1' =  B 1 U  A es t encor e 
libre. O n peu t égalemen t suppose r qu e l'ensembl e C  —  Adh(( 7 \  A)  es t no n vide , 
connexe, rencontr e B  ;  et auss i qu e A  n e rencontr e pa s l'ar c (3. 

On modifi e alor s Fc  d e la manière suivant e (figur e 25, dessin d e droite) :  d'une part , 
on remplac e l'arc { # 1 } x  [-Ô,  ô], qui es t l'u n de s côt é d u rectangl e A,  pa r l a réunion de s 
trois autre s côtés ; d'autr e part , o n rajout e l'ar c (3.  Cette procédur e produi t u n sous -
ensemble FQ,  d'u n anneau^ 8) C  ;  l'ancienne briqu e B  es t remplacé e par le s briques B 11 

et B 2, l'ancienn e briqu e C  es t remplacé e pa r C  =  Adh(C 7 \  A),  le s autre s brique s 
restent inchangée s (s i on ome t l a modificatio n arbitrairement petit e d e C  et FQ  opérée 
précédemment). 

L'ensemble F' c, vérifi e clairemen t le s propriété s 1, 2  e t 3  d e l a définitio n 3.58 . L e 
couple (B 1'\ B 2) vérifi e l a propriét é 4bi s puisqu e Int(B LF) contien t y  e t B 2 contien t 
h~£(y). Grâc e a u poin t f , pou r chaqu e briqu e b  adjacente à  l a briqu e B 1 1 l e couple 

( 8 )En fait , o n a  C  =  C  sauf s i o n a  effectu é l a petit e modificatio n avan t l e poin t d . 
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(B1', b)  vérifi e auss i cett e propriété . Cec i est encor e vra i pou r le s couple s (B2,  b)  ave c 
b adjacent e à  B2 . Enfin , pou r tout e briqu e b  adjacente à  C  dan s l'ancie n graph e Fc , 
le coupl e (C , b) vérifiai t l a propriét é 4bis , e t o n a  p u choisi r l e nombr e ô  (épaisseu r 
de A)  suffisammen t peti t pou r qu e cec i soi t encor e vrai , pou r l a briqu e C , dan s l e 
nouveau graph e F'c,.  L a propriét é 4bi s es t don c globalemen t vérifiée . 

Il es t clai r qu e l e nombr e d e brique s traversan t l'annea u a  diminu é d e 1 , e t qu e F'c, 
est encor e à  brique s rectangulaires . L a preuv e d e l'affirmatio n 3.6 1 es t terminée.. . • 

...et auss i l a preuv e d u lemm e 3.59 . • 

Définition 3.62. —  O n appell e pré-décomposition  finie  u n graph e triadiqu e F  te l qu e 

(1) F  es t u n ensembl e compac t d e U  ; 
(2) s i l'o n appell e pré-briques  le s adhérence s de s composante s connexe s d u com -

plémentaire d e F  n e contenan t pa s d e poin t fixe,  le s pré-brique s son t libres . 

D'après l a premièr e propriété , le s pré-brique s son t e n nombr e fini,  e t leu r unio n K 
est compacte . La constructio n de s décomposition s en brique s a  pou r corollair e immé -
diat : 

Corollaire 3.63. —  Soit  F  une  pré-décomposition  finie. Il  existe  une  décomposition  en 
briques F'  telle  que  F'  f l K C  F  D  K, autrement  dit  toute  pré-brique  de  F  est  incluse 
dans une  brique  de  F'. 

e. Première s propriété s de s décomposition s e n briques . —  On  considère 
toujours un  homéomorphisme  de  la  sphère  S2 , préservant  Vorientation,  n'ayant  qu'un 
nombre fini de  points  fixes ;  de  plus,  on  suppose  désormais  qu'il  n'existe  pas  de  courbe 
d'indice 1  pour  h.  O n s e donn e un e décompositio n e n brique s F  pou r h  (théo -
rème 3.57) . 

Lemme de  Franks.  —  Nou s commençon s pa r applique r l e lemm e d e Frank s au x 
briques d e F . 

Définition 3.64. —  Un e chaîne  de  briques  es t un e suit e B\,...,  Bk  d e brique s d e l a 
décomposition F  telle s qu e pou r tou t z  = 1 , . . . , fc — 1, h(Bx)  rencontr e £ ¿ + 1 (figur e 26). 

Insistons su r l e fai t que , contrairemen t à  l a définitio n de s chaîne s d e disques , le s 
briques d'un e chaîn e d e brique s n e son t pa s supposée s a  priori  êtr e deu x à  deu x 
distinctes. 

Lemme 3.65  (discrétisatio n du lemme de Franks) . —  Dans  une  chaîne  de  briques, 
toutes les  briques  sont  distinctes.  En  particulier,  toute  chaîne  de  briques  est  une 
chaîne de  pseudo-disques,  et  il  n'existe  pas  de  chaîne  de  briques  qui  soit  une  chaîne 
de pseudo-disques  périodique. 
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в, 
в2 

В3 
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FIGURE 26 . Un e chaîn e d e brique s pou r l a translatio n 

Démonstration. —  Remarquon s d'abor d qu'un e briqu e vérifi e clairement l a définitio n 
d'un pseudo-disqu e (définitio n 3.14) . Soi t . . . , Bk) un e chaîn e d e briques , e t sup -
posons qu'i l exist e deu x entier s i  <  j  tel s qu e B{  =  Bj.  I l es t clai r que , quitt e à 
extraire, o n peu t suppose r d e plu s qu e le s brique s Bi,...,  Bj-i  son t deu x à  deu x dis -
tinctes. Elle s formen t alor s un e chaîn e d e pseudo-disque s périodique , c e qu i contredi t 
le lemm e d e Frank s (lemm e 3.18) . • 

Enoncés des  propriétés.  —  O n not e du  l a frontièr e topologiqu e dans U. 

Affirmation 3.66. —  Si  V  est  une  réunion  quelconque  de  briques,  alors  duV  est  une 
sous-variété sans  bord  de  U,  fermée  dans  U,  donc  une  réunion  (finie  ou  non)  de 
cercles topologiques  et  de  droites  topologiques. 

Affirmation 3.67. —  Soit  B\  et  B2  deux  briques  adjacentes;  alors  de  deux  choses 

l'une : 

(1) soit  h(Bi)  rencontre  B2, 

(2 ) soit  h(B2)  rencontre  B\. 

Affirmation 3.68. —  Les  briques  sont  des  disques  topologiques  fermés. 

Corollaire 3.69 

(1) Toute  arête  est  incluse  dans  deux  briques  distinctes; 
(2) toute  arête  contient  deux  sommets  distincts  ; 
(3) F  est  connexe. 

Affirmation 3.70. —  L'image  par  h  de  toute  brique  B  rencontre  au  moins  une  brique 
adjacente à  B.  Même  chose  pour  l'image  par  h~l. 

Preuves des  propriétés.  —  L a preuv e d e l'affirmatio n 3.6 6 es t immédiate . 

Démonstration de  l'affirmation  3.67.  —  Puisqu e B\  UB2  n'es t pa s libre , mai s qu e B\ 
et B2  l e sont, c'es t qu e h(B\)  rencontr e B2  o u h(B2)  rencontr e B\.  D'autr e part , s i ces 
deux possibilité s étaien t simultanémen t réalisées , alor s (B\,B2,Bi)  serai t un e chaîn e 
de brique s qu i contredirai t l e lemm e 3.65 . • 
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Démonstration de  l'affirmation  3.68.  —  Soi t B  un e brique . D'aprè s l'affirmatio n 
3.66, so n bor d es t un e réunio n d e cercle s e t d e droite s topologiques ; comm e B  es t 
compacte (pa r définitio n de s décomposition s e n briques) , c'es t e n fai t un e réunio n 
de cercles . I l suffi t don c d e montre r qu e l e bor d d e B  es t connexe , o u encor e qu e l e 
complémentaire d e B  dan s l a sphèr e es t connexe . 

Comme dB  es t un e réunio n d e cercle s topologiques , chaqu e composant e connex e 
de S 2 \  lnt(B)  es t u n disqu e topologiqu e fermé. Soi t D\  l'u n d'entr e eux ; c'es t auss i 
une réunio n d e brique s d e l a décomposition . 

Soit B\  —  £?, e t B 2 un e briqu e d e D\  adjacent e à  B.  E n appliquan t l'affirmatio n 
3.67, o n voi t qu e D\  rencontr e h(B)  o u h~ l(B). Supposon s pa r exempl e qu e D\ 
rencontre h(B)  :  comm e B  es t libre , h(B)  es t u n ensembl e connex e inclu s dan s l e 
complémentaire d e B 1 i l es t don c inclu s dan s D\.  Comm e dD\  C  B,  o n a  alor s 
h{dD{) C  £>i . 

Ceci nous donn e deu x possibilité s :  ou bien h(D\)  C  D\,  o u bien ft,(Adh(§ 2\D\)) C 
D\. Dan s l e premie r cas , D\  serai t u n disqu e attractif , mai s c'es t exclu , ca r l e lemm e 
3.9 entraînerai t l'existenc e d'un e courb e d'indice 1 , contrairemen t au x hypothèses . O n 
est pa r conséquen t dan s l e deuxièm e cas , e t l'ensembl e A d h ( S 2 \  D\)  es t libre . Pa r 
minimalité d e l a décomposition , cet ensembl e étan t un e réunio n d e briques , i l es t e n 
fait constitu é d'un e seul e brique , qu i es t nécessairemen t l a briqu e B.  Cec i prouve qu e 
le complémentair e d e B  es t l e disqu e D\,  qu i es t connexe . • 

Démonstration du  corollaire  3.69 
Point 1  (figure  27).  —  Soien t B  un e briqu e e t a  un e arêt e inclus e dan s B,  qu i n'es t 
incluse dan s aucun e autr e brique . Nou s allon s montre r qu e sou s ce s hypothèses , B  n e 
peut pa s êtr e u n disqu e topologique . 

L'intérieur d e a  es t inclu s dan s l'intérieu r d e B  (san s quo i a  borderai t un e autr e 
brique). Pa r définitio n de s briques , l'ensembl e O  —  B \  F  es t u n ouver t connexe . I l 
existe don c une courb e de Jorda n 7  inclus e dans O U a , rencontran t a  e n uniqu e point , 
et d e manièr e transvers e (voi r figure  27) . 

Soient D\  e t D 2 le s deu x disque s topologique s délimités pa r 7 . Montron s qu e D\ 
rencontre l e complémentaire d e B.  O u bie n D\  contien t u n poin t fixe  d e / 1 , qu i es t dan s 
le complémentair e d e B  puisqu e B  es t borné e (compacit é de s décompositions) . O u 
bien D\  n e contien t aucu n poin t fixe  :  dans c e cas , l'ensembl e G  —  (F n  D\)  \  Int(ce ) 
est u n graph e triadiqu e qu i n' a qu'u n nombr e fini  d e sommets . Comm e tou t graph e 
fini san s feuill e possèd e u n cycle , o n peu t trouve r un e courb e d e Jorda n 7 ' inclus e 
dans G , don c dans F  f i D\. L'u n de s deu x disque s topologique s ouverts bordé s pa r 7 ' 
est alor s inclu s dan s l e complémentair e d e B. 

En appliquan t l e mêm e raisonnemen t à  D 2 , on voi t qu e l e complémentair e d e B  a 
au moin s deu x composante s connexes , c e qu i contredi t l'affirmatio n 3.68 . 

Point 2  (figure  27).  —  S i un e arêt e /3  contenai t u n uniqu e sommet , alor s l'autr e 
arête a  adjacent e à  c e somme t serai t contenu e dan s un e uniqu e brique , contredisan t 
le poin t 1 . 
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li Y/ a 

B 

<>7 

Point 1  Poin t 2 

FIGURE 2 7 . P r e u v e d u c o r o l l a i r e 3 .6 9 

Point 3.  —  C o m m e n ç o n s par remarque r qu e tou t po in t d e F  appar t ien t à  l a frontièr e 
d ' au m o i n s un e br iqu e :  cec i es t un e c o n s é q u e n c e du po in t 1 . 

Les br ique s son t e n n o m b r e d é n o m b r a b l e ; o n peu t le s numéro te r d e manièr e à  c e 
que chaqu e br iqu e Bi  soi t adjacent e à  un e br iqu e Bj  ave c j <  i.  P o u r tou t entie r n , l a 
réunion OBQ  U •  • • U dBn es t alor s c o n n e x e puisqu e chaqu e bord  dBi  es t c o n n e x e . O r 
d 'après l a r emarqu e initiale , F  =  UdBi,  c 'es t d o n c un e réunio n croissant e d ' ensemble s 
c o n n e x e s , i l es t c o n n e x e . • 

Démonstration de  l'affirmation  3.70  (figure  28).  —  O n ra isonn e pa r l ' absurde . Soi t £ 
l ' ensemble de s br ique s adjacente s à  B.  S i h(B)  n e rencont r e aucun e de s br ique s d e S, 
c 'es t qu e h~1(B)  le s rencont r e tou te s (d ' aprè s l 'affirmatio n 3 .67) . Soi t B0  G  S  ;  c o m m e 
B es t l ibre , h~1(B)  n e rencont r e pa s B0C\B,  e n part icul ie r B0  n 'es t pa s con ten u dan s 
h~i(B). L a br iqu e B0  r encont r e d o n c à  l a foi s h~1(B)  e t so n complémen ta i r e , ell e 
rencont re d o n c l a frontièr e h~1(dB).  I l exis t e d o n c un e b r iqu e B\,  adjacent e à  B, 
telle qu e h~l(B\)  n B o /  0 . E n réitéran t l e p rocessus , on t rouv e un e suit e BQ,  B\,..  . 

h-l{B) 

h-1 (B1) B0 lì 

B1 

FIGURE 2 8 . P r e u v e d e l ' a f f i rmat io n 3 .7 0 

de br ique s d e £  telle s qu e h{Bi)  n  Bi+\  ^  0.  D ' ap rè s l a d iscré t isa t io n d u l e m m e d e 
Franks ( l e m m e 3 .65 ) , le s br ique s ( £ ? i ) i ^ o son t tou te s d i s t inc tes ; mai s c 'es t imposs ib l e 
puisqu ' i l n ' y a  q u ' u n n o m b r e fin i d e br ique s adjacente s h  B.  • 

f. C o n s t r u c t i o n de s a t t r a c t e u r s A+(B).  —  Soi t B  un e b r iqu e d e l a d é c o m p o s i -
t ion. O n p o s e Ao(B)  =  B,  e t o n défini t pa r récurrence , p o u r tou t entie r pos i t i f i, 

Ai+i(B) =  [j{B'  b r iqu e d e F  \  B' n  h{Ai)  ^  0 } . 

O n pos e alor s : 
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Définition 3.71  (figur e 29) . A+(B)  =  [J  A{. 

O n m o n t r e faci lemen t : 

Affirmation 3.72.  —  L'ensemble  A+(B)  est  l'union  des  briques  D'  telles  qu'il  existe 
une chaîne  de  briques  {B\  =  B,..  .  , Bk =  B')  avec  k  ^  2 . C'est  aussi  le  plus  petit 
ensemble dont  l'intérieur  contient  h(B),  qui  est  une  réunion  de  briques  de  F,  et  est 
un attracteur  strict. 

O n défini t A~(B)  d e manièr e symé t r iqu e : 

Définition 3.73.  —  L ' ensembl e A~(B)  es t l 'unio n de s br ique s B'  telle s qu ' i l exis t e un e 
chaîne d e br ique s {B\  =  B',..  .,  Bk  =  B)  ave c k  ^  2 . 

L a figure  2 9 illustr e l a cons t ruc t i o n d e l ' ensembl e A+  (B),  l a figure  3 0 m o n t r e A+  (B) 
et A~  (B)  p o u r un e b r iqu e d ' un e d é c o m p o s i t i o n p o u r l ' h o m é o m o r p h i s m e linéair e hy -
p e r b o l i q u e selle . 

h(B) 

lì 

h{A,) 

HM) 

A(B) : 

• 1, 

A3 

FIGURE 29 . Constructio n d e l'attracteu r A+(B)  :  les première s étape s 

Affirmation 3.74.  L'attracteur  A+(B)  est  connexe  et  rencontre  B.  Les  intérieurs 
des ensembles  B,  A+{B)  et  A~  (B)  sont  deux  à  deux  disjoints. 

Affirmation 3.75.  Toute  brique  adjacente  à  B  est  soit  dans  A+{B),  soit  dans 
A~(B), et  A+(B)  Pi B et  A~(B)  n B  sont  connexes  et  non  vides. 

L'al lure a u vo is inag e d ' un e b r iqu e es t d o n c cell e d e l a figure  3 1 . 
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B 

A-(B) 

A(B) : 

A+(B) 

FIGURE 30 . Le s ensemble s A+(B)  e t A  (B)  pou r l'homéomorphism e li -
néaire hyperbolique sell e (l a décompositio n es t cell e d e l a figure  22 ) 

A-(B) 

- A{B) 

- A+(B) 

FIGURE 31 . Topologi e de s ensemble s A  (B),  A+(B)  e t A ( B ) a u voisinag e 
d'une briqu e 

Affirmation 3.76.  —  Soit  A  un  attracteur  strict,  connexe,  qui  est  une  réunion  de 
briques. Alors  les  composantes  connexes  de  la  frontière  de  A  dans  U  sont  des  droites 
topologiques. 

Démonstration de  l'affirmation  3.74-  —  C o m m e B  es t c o n n e x e , l a réunio n Ai  de s 
br iques qu i rencontren t h(B)  es t c o n n e x e . D e plus , ell e rencont re B  ca r h(B)  rencont r e 
au m o i n s un e br iqu e adjacent e à  B  (affirmatio n 3 .70) . L a connex i t é d e A+  (B)  s 'e n 
suit. C o m m e A+(B)  cont ien t Ai,  i l rencont r e B. 

L a d e u x i è m e phras e d e l 'affirmatio n es t un e c o n s é q u e n c e imméd ia t e d e l a vers io n 
discrétisée d u l e m m e d e Frank s ( l e m m e 3 .65) . • 

Démonstration de  l'affirmation  3.75.  —  D ' ap rè s l 'affirmatio n 3.67 , tou te br iqu e adja -
cente à  B  es t dan s A+(B)  o u dan s A~  (B)  ;  mais pa s dan s le s d e ux d 'aprè s l 'affirmatio n 
p récéden te . Cel le-c i di t éga lemen t qu e le s ensemble s A+(B)  C\B  e t A~(B)  n i ? n e son t 
pas v ides . I l rest e à  mont re r leu r connex i t é . 

S u p p o s o n s qu e l 'u n d e ce s d e u x ensemble s n e soi t pa s c o n n e x e . A l o r s o n peu t 
t rouver quat r e br ique s B\,  B^,  B3,  B4,  adjacente s à  B,  tell e qu e Bi  e t B3  soien t 
dans A+{B)  e t B2  e t B4  dan s A~(B),  e t telle s qu ' e n pa rcouran t dB  o n rencont r e 
success ivement Bi,  B2,  -B 3 et B4  (figur e 3 2 ) . 

C o m m e A+(B)  es t c o n n e x e e t réunio n d e br iques , so n intérieu r es t c o n n e x e pa r 
arcs, e t i l exist e u n ar c 7 C  Int(A+(B))  j o ignan t u n po in t d e Bi  à  u n poin t d e B3. 
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Iii 

B2 

li 

Вя 

B4 

FIGURE 3 2 . P r e u v e d e l ' a f f i rmat io n 3 .7 5 

À l 'aid e d ' u n autr e ar c j ' C  B  U  B\  U  B3,  o n peu t p ro longe r 7 e n un e c o u r b e d e 
Jo rdan J.  C e t t e c o u r b e d e Jo rda n n e rencont r e pa s A~(B)  e t sépar e B2  e t B4,  c e qu i 
con t red i t l a c o n n e x i t é d e A~(B).  • 

Démonstration de  l'affirmation  3.76.  —  Soi t C  l 'un e d e ce s c o m p o s a n t e s c o n n e x e s . 
D ' ap rè s l 'aff irmatio n 3.66 , i l suffi t d e p rouve r qu e C  n 'es t pa s u n cerc l e t o p o l o g i q u e . 
S u p p o s o n s l e cont ra i r e ;  c o m m e A  es t c o n n e x e , l 'u n de s d e u x disque s t o p o l o g i q u e s 
ouver t s b o r d é s pa r C  es t dis join t d e A,  o n l e no t e D.  C o m m e A  es t u n a t t rac teu r 
strict , o n a  h{C)  n  D  =  0 , d o n c d e d e u x chose s l 'un e :  o u b ie n D  C  h(D),  mai s l e 
l e m m e 3. 9 interdi t le s disque s at tractif s ;  o u bie n l ' adhérenc e d e D  es t l ibre . D a n s c e 
cas , l ' adhérenc e d e D  es t e x a c t e m e n t l 'un e de s br ique s d e l a d é c o m p o s i t i o n (min imal i té 
de la  décomposition).  Pa r ailleurs , le s br ique s adjacente s à  D  son t tou te s dan s A  ;  e t 
l 'une d 'ent r e elle s a u m o i n s , no tons - l a Bi,  do i t rencont re r h~1(D)  (aff irmatio n 3 .70 ) . 
O n a  alor s h(B\)  n  D  ^  0 , cec i cont red i t l e fai t qu e A  es t u n a t t rac teur . • 

g. C o n s t r u c t i o n de s dro i t e s d e B r o u w e r A(B).  —  D 'ap rè s l 'aff irmatio n 3 .75 , 
il exis t e un e un iqu e c o m p o s a n t e c o n n e x e de dA+(B)  qu i rencont r e B. 

Définition 3.77  (figure s 2 9 e t 30) . —  O n n o t e A(B)  l 'uniqu e c o m p o s a n t e connexe  de  l a 
frontière d e A+{B)  dan s U  qu i r encon t r e B. 

Proposition 3.78.  —  L'ensemble  A(B)  est  une  droite  de  Brouwer.  L'ensemble 
B U A ( B ) est  libre,  et  le  domaine  de  Brouwer  engendré  par  A(B)  contient  B. 

Démonstration 

A(B) est  libre.  —  C'es t clai r pu isqu e A+(B)  es t u n a t t rac teu r str ict . 

A ( £ ? ) est  une  droite  topologique.  -  C 'es t un e c o n s é q u e n c e de l 'aff irmatio n 3.76 . 

A ( i ? ) est  une  droite  de  Brouwer.  —  S i le s d e u x ex t rémi té s d e A  about i ssen t a u m ê m e 
po in t fix e x  d e h,  i l rest e à  mon t r e r qu e A  sépar e h(A)  e t / i _ 1 ( A ) . Soi t D  celu i de s 
d e u x disque s t o p o l o g i q u e s fermés b o r d é s pa r A(B)  U  {x}  qu i cont ien t A+(B),  e t D' 
son c o m p l é m e n t a i r e . Pu i squ e h(A+(B))  C  A+(B),  o n a  h(dD)  c  D.  S i h(D')  C  D, 
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alors D'  es t libre , c e qu i contredi t l a minimalit é d e l a décompositio n car D'  contien t 
plusieurs brique s (pa r exemple , A~ (B)  C  D').  O n a  don c h(D)  C  D. 

On e n dédui t h(D)  C  D  C  h~1(D)1  e t l a propriét é d e séparatio n es t vérifiée . 

Fin de  la  preuve.  —  Pa r définitio n d e AJr(B),  h(B)  C  Int( ,4+(i?)) , don c h(B)  D 
A(B) =  0 . D'autr e par t h(A(B))  c  I n t ( A + ( B ) ) , don c h(A{B))  H  B =  0  d'aprè s 
l'affirmation 3.74 . Comm e B  e t A(B)  son t libres , cec i montr e qu e BUA(B)  es t libre . 

Comme B  es t connex e et rencontr e A  (B), o n en déduit qu e B es t dans l e domaine de 
Brouwer engendr é pa r A(B)  (plu s précisément, h(B)  es t dan s l e domaine fondamenta l 

de A(B) , D(A(J5),h(A(S)))) . • 
h. Preuv e d u théorèm e d e Brouwer , corollaire s 

Théorème 3.79  (Brouwer) . —  Tout  point  de  S 2 \  Fixe(/i ) est  dans  un  domaine  de 
Brouwer. 

Démonstration (P.  Le  Calvez,  A.  Sauzet).  —  Tou t poin t d e U  es t dan s un e briqu e B, 
et tout e briqu e B  es t dan s l e domain e d e Brouwe r engendr é pa r A(B)  (propositio n 
3.78). 

Le résulta t suivan t nou s servir a à  l a sectio n 4.6 : 

Corollaire 3.80 (d e la preuve du théorème de Brouwer ) 

(1) Tout  arc  libre  est  contenu  dans  un  domaine  de  Brouwer  ; 
(2) S'il  existe  un  arc  libre  7 de  x  à  y, alors  il  existe  un  arc  libre  de  x  à  hn(y)  pour 

tout entier  n. 

Démonstration 

Premier point.  —  U n ar c libr e es t inclu s dans u n disqu e topologique fermé libr e D  ;  le 
bord d'u n te l disqu e forme une pré-décompositio n finie (définition 3.62) . D'aprè s l e co-
rollaire 3.63, on peut choisi r une décompositio n en briques dont un e briqu e contien t D. 
Comme tout e briqu e es t inclus e dan s u n domain e d e Brouwer , o n obtien t l e résultat . 

Deuxième point.  —  Remarquon s tou t d'abor d qu e l'ar c 7 étan t libre , i l es t disjoin t 
de tou s se s itéré s pa r h  (lemm e 3.12). E n particulier , x  e t y  n e son t pa s dan s l a mêm e 
orbite d e h. 

Examinons d'abord  le  cas où  h  est  une  translation  affine  du  plan. Soi t p l'applicatio n 
quotient d u pla n dan s l'annea u ouver t M2/h.  L'hypothès e entraîn e don c qu e p(x)  ^ 
p(y). O n construi t alor s facilement , dan s l'anneau , u n ar c qu i reli e p(x)  à  p(y)  e t qu i 
fait «  n tour s d e plu s d e p(j)  » . Ce t ar c s e relèv e e n u n ar c 7' joignan t x  à  hn(y)  ; 
comme p(~f')  es t u n arc , 7' es t libre . 

Revenons au  cas  général.  D'aprè s l e premie r point , u n ar c libr e es t inclu s dan s u n 
domaine d e Brouwer . Mais puisque l a restrictio n d e h  à  u n te l domain e es t conjugué e 
à un e translatio n affin e d u pla n (affirmatio n 3.25 , secon d point) , l e ca s précéden t 
permet d e conclure . • 
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CHAPITRE 4 

PREUVE D U THÉORÈM E PRINCIPA L 
DE DYNAMIQU E GLOBALE 

Dans c e chapitre, nou s prouvon s le théorème principa l d e dynamique global e (théo-
rème D ) . Rappelons que l'idé e d e l a preuve es t décrit e à  l a section 3.1.c . L a sectio n 4. 1 
contient le s énoncé s de s lemme s e t proposition s utilisé s dan s cett e preuv e ;  l a preuv e 
proprement dit e occup e l a section 4.2. Les lemmes sont ensuit e démontré s dan s le s sec -
tions 4. 3 à 4.6 . Les sections  4-2  à  4-6 sont  largement  indépendantes  les  unes  des  autres, 
et peuvent  être  lues  dans  un  ordre  quelconque  (la  seule  exception  notable  concerne  la 
section 4-5,  qui  utilise  les  notions  introduites  au  début  de  la  section  4-3)-

4 .1 . Enoncé s de s lemme s 

Dans cett e section , o n énonc e le s lemme s e t proposition s qu i seron t utilisé s dan s 
la preuv e d u théorèm e principa l ;  leur s démonstration s fon t l 'obje t de s section s sui -
vantes. E n a , o n transpos e le s définition s de s croissant s e t de s pétales , introduite s 
précédemment sou s l'hypothès e (H2 ) du théorèm e principal , a u cadr e de s homéomor-
phismes d e Brouwer (hypothès e (H l ) ; les hypothèses (H2 ) et (H l ) sont respectivemen t 
introduites au x paragraphe s 3. 1 e t 3.3) . Cec i permet , e n b , d'écrir e un e versio n d u 
théorème principa l dan s c e cadr e (théorèm e E) . I l rest e alor s à  énonce r le s résultat s 
permettant l e changemen t d e cadr e :  en c , l'existence d'un e droit e d e Brouwe r relian t 
les deu x point s fixes ;  en d  e t e , l a possibilit é d e releve r canoniquemen t l a dynamiqu e 
sur S 2 \  {N,  S}  e n u n homéomorphism e de Brouwer . 

a. Croissant s e t pétale s pou r le s homéomorphisme s d e Brouwer . —  Nou s 
commençons par défini r pétale s e t croissant s pou r u n homéomorphism e de Brouwer H, 
c'est-à-dire sou s Y  hypothèse (Hl).  L a définitio n de s pétale s n e poser a pa s d e problèm e 
si o n assimil e H à  u n homéomorphism e d e l a sphèr e fixant  u n uniqu e point . L a 
définition de s croissant s es t u n pe u plu s compliqué e :  pou r l a comprendre , i l peu t 
être util e d e garde r à  l'espri t qu e lorsqu'o n appliquer a l a définition , H  ser a l e relev é 
d'un homéomorphism e h  d e l'annea u S 2 \  {N,  S},  e t qu e le s croissant s d e H  (pou r 
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la nouvell e définition ) doiven t correspondr e à  de s croissant s d e h  (pou r l a définitio n 
donnée à  l a sectio n 3.1) . Il faudr a ains i penser au x croissant s d e H  comm e ayant deu x 
extrémités (bie n que , dan s l a sphèr e R 2 U  { o c }, ce s extrémité s aboutissen t toute s le s 
deux a u poin t fixe  oo) . Cec i es t illustr é su r l a figure  1 . 

N 

s 

(revêtement); 

N 

oo 

= 
N S 

S 

FIGURE 1 . Le s deu x notion s d e croissants :  pour u n homéomorphisme de la 
sphère fixant  N  e t S  ( à gauche), ou pour u n homéomorphisme d e Brouwer , 
vu c o m m e homéomorphism e d u plan san s poin t fixe  (a u milieu) o u c o m m e 
homéomorphisme d e la sphèr e fixant  l e poin t à  l'infin i ( à droite ) 

Pétales. —  Soi t H  u n homéomorphism e d e Brouwer . 

Définition 4.1. —  Soi t A  un e droit e d e Brouwe r pou r H.  O n appeller a pétale  attractif 
de A  l'uniqu e disqu e topologiqu e fermé P + ( A ) de l a sphèr e R2U{oo } dont l a frontièr e 
est A  U  {oo } e t qu i contien t H  (A).  D e même , l e pétale  répulsif  de  A  ser a l e pétal e 
attractif d e A  pou r l 'homéomorphism e i / - 1 , not é P~(A). 

Nous avon s déjà v u qu e P + ( A ) est u n attracteu r stric t (remarqu e 3.23) . O n confon -
dra parfoi s l e pétal e e t s a trac e dan s l e plan . 

Croissants 

Définition 4.2. —  S i Ao et A i son t deu x droite s topologique s disjointes, rappelon s qu e 

D(Ao, A i ) désign e l'uniqu e disqu e topologiqu e ouvert d u pla n d e frontièr e A o U A i. 

On dir a qu e l'adhérence , dan s l e pla n M2 , d e l'ensembl e D ( A o , A i ) es t un e bande 

topologique. Le s deu x droite s A Q et A i seron t appelée s bords  d e l a bande . 

Définition 4.3. —  S i ( A o , A i ) es t u n coupl e attractif d e droite s d e Brouwe r disjointes , 
on appeller a croissant  (attractif)  de  ( A o , A i ) l a band e topologiqu e A d h ( D ( A o, A i ) ) . 
On défini t d e mêm e l e croissan t (répulsif ) associ é à  u n coupl e répulsif . 
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Nous avon s déj à v u qu e le s croissant s attractif s ains i défini s son t de s attracteur s 
stricts (affirmatio n 3.31 , figure  1 1 page 45). 

Bouts d'une  bande  topologique.  —  Soi t A  =  A d h ( D ( A o , A i ) ) un e band e topologique . 
On noter a A  l e compactifi é en bout s d e A  ;  A es t homéomorph e au disqu e fermé . O n 
le mun i d'un e orientatio n compatibl e avec cell e d u plan . O n noter a N  e t S  le s deu x 
bouts d e A,  d e manière à  ce qu'en parcouran t l a courbe bordant A  dan s l e sens positif , 
on rencontr e A o , S, A i e t T V dans ce t ordr e (autremen t dit , s i l'o n s e plac e dans un e 
carte o ù A o et A i son t de s droite s euclidienne s verticales ave c Ao à  gauch e de A i , T V 
est l e bou t «  en hau t »  e t S  es t l e bout «  en ba s »  :  voir l a figure  1) . Remarquons qu e 
ce choi x d e notatio n dépen d d e l'ordr e de s deu x droite s d e Brouwe r dan s l e coupl e 
( A o , A i ) (s i on permute ce s deux droites , le s bouts N  et  S  son t égalemen t permutés) . 

Supposons d e plu s qu e A  es t u n croissan t attractif . Puisqu e H  (A)  C  A , e t qu e H 
est propre , l a restrictio n d e H  à  A  s'éten d à  A.  D e plus , l a configuratio n topologique 
des deu x droite s e t d e leur s image s (affirmatio n 3.31 , figure  11 ) montr e qu e cett e 
extension fixe  le s deu x bout s N  et  S. 

Croissants à  dynamique  N-S 

Définition 4.4. —  U n croissan t attracti f A  =  A d h ( D ( A o , A i ) ) es t di t à  dynamique 
N-S s i pou r tou t voisinag e d e N  dan s A , i l exist e u n pétal e attracti f P  pou r H 
tel qu e 

P CA; 
A\PcOÑ. 

On défini t d e l a mêm e manièr e le s croissant s attractif s à  dynamiqu e S-N,  e t le s 
croissants répulsif s à  dynamiqu e N-S  o u S-N. 

Pétales et  croissants  simpliciaux 

Définition 4.5. —  Soi t F  un e décompositio n en brique s pou r H.  O n dir a alor s qu'un e 
droite topologiqu e es t simpliciale  s i ell e es t inclus e dan s F  (c'est-à-dir e réunio n 
d'arêtes d e F).  O n dir a qu'u n pétal e o u u n croissan t es t simplicia l s i s a frontièr e 
(dans S 2 \  Fixe(/i) ) es t inclus e dan s F.  O n dir a enfi n qu'u n croissan t à  dynamiqu e 
N-S o u S-N  es t simplicia l si c'es t u n croissan t simplicial , et s i le s pétales d e l a défini -
tion 4. 4 peuvent êtr e choisi s simpliciaux. Ces définitions s e transposent san s difficult é 
au cadr e d'u n homéomorphism e d e l a sphèr e ayan t deu x point s fixes  (hypothès e 
(H2)) . 

Définition 4.6. —  Soi t D  un e band e topologiqu e ;  un croissan t A!  es t u n sous-croissant 
de D  s i A!  es t inclu s dan s D,  et  s i l'intérieu r d e A!  sépar e le s deu x bord s d e D  (d e 
manière équivalente , s i l'adhérenc e d e A!  dan s A  contien t le s deu x bout s d e A). 

Remarquons qu e s i A!  es t u n sous-croissan t d'un e band e topologiqu e D, alor s le s 
bouts d e A!  s'identifien t au x bout s d e D. 
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Définition 4.7. —  O n dir a qu'u n croissan t attracti f simplicia l A  es t minimal  s i i l n e 
possède pa s d e sous-croissan t attracti f simplicia l différen t d e A. 

b. Un e versio n d u théorèm e principa l pou r le s homéomorphisme s d e 
Brouwer. —  Dan s cett e partie , nou s commençon s pa r énonce r un e versio n d u 
théorème principa l pou r le s homéomorphisme s d e Brouwe r (théorèm e E) . Ce t énonc é 
est ensuit e découp é e n troi s morceau x :  l a propositio n 4. 8 affirm e qu'i l exist e de s 
croissants simpliciau x minimaux , e t qu'il s contiennen t toujour s suffisammen t d e 
pétales ;  l e lemm e 4. 9 permettr a d e parle r d e famill e maximal e d e croissant s simpli -
ciaux minimaux ; enfin , l a propositio n 4.1 1 calcul e l'indic e partie l dan s un e band e e n 
fonction d u typ e de s croissant s minimau x qu'ell e contient . 

Théorème E.  —  Soient  H  un  homéomorphisme  de  Brouwer,  et  F  une  décomposition 
en briques  pour  H.  Soit  ( A o , A i ) un  couple  de  droites  de  Brouwer  simpliciales  dis-
jointes, tel  que  IP (A0 , A i ) =  —  p <  0 . 

La bande  A d h ( A o , A i ) contient  alors  2p  sous-croissants  simpliciaux  minimaux  :  p 
croissants attractifs  à  dynamique  N-S,  et  p  croissants  répulsifs  à  dynamique  S-N, 
d'intérieurs disjoints  deux  à  deux,  les  croissants  attractifs  et  répulsifs  étant  alternés 
entre A o et  A i . 

Remarquons qu e dan s l e ca s o ù l'indic e partie l es t strictemen t positif , o n peu t 
appliquer l e théorèm e a u coupl e ( A i , A o ). O n peu t teste r l e théorèm e su r l'exempl e 
« multi-Ree b »  d e l a figur e 1 4 (sectio n 3. 3 c ) . 

Proposition 4.8. —  Soit  H  un  homéomorphisme  de  Brouwer,  et  F  une  décomposition 
en briques  pour  H. 

(1) Tout  croissant  attractif  simplicial  A  possède  un  sous-croissant  attractif  simpli-
cial minimal; 

(2) tout  croissant  attractif  simplicial  minimal  est  à  dynamique  S-N  ou  N-S. 

L'énoncé est  encore  vrai  en  changeant  «  attractif»  en  «  répulsif  ». 

Lemme 4.9  (figur e 2). —  Soit  H  un  homéomorphisme  de  Brouwer,  et  F  une  décompo-
sition en  briques  pour  H.  Soit  ( A o , A i ) un  couple  de  droites  de  Brouwer  simpliciales 
disjointes. 

Il existe  alors  un  entier  k  ^  —  1 et une  famille  (éventuellement  vide) 

T =  {Adh(D(A'0,  A ; ) ) , . . . , A d h ( D ( A ^ „ A!>fc+1)) } 

de sous-croissants  simpliciaux  de  la  bande  topologique  A d h ( D ( A o , A i ) ) , telle  que 

- les  disques  topologiques  ouverts  D(Af2i,  A ^ + i ) sont  deux  à  deux  disjoints; 
- ces  croissants  sont  minimaux; 
- la  famille  T  est  maximale  pour  l'inclusion  :  autrement  dit,  il  n'existe  pas  de 

famille T'  de  sous-croissants  de  D ( A o , A i ) , d'intérieurs  deux  à  deux  disjoints,  sim-
pliciaux, minimaux,  qui  contienne  strictement  T. 
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Л'_! = A o 

Ai. 

¿ i 

N 

&2k +  2 =  Л 1 

A'2k+1 

S 

FIGURE 2 . Famill e maximal e d e croissants minimau x 

Démonstration du  lemme  4-9.  —  O n s e plac e sou s le s hypothèse s d u lemme . Soi t ko 
la largeur  simpliciale  d e l a band e A d h ( D ( A o , A i ) ) , c'est-à-dir e l e plu s peti t entie r 
tel qu'i l exist e un e famill e d e ko  arête s d e l a décompositio n F, don t l a réunio n es t 
connexe e t rencontr e A Q et A i . 

Si T —  { C i , . . . , Ck}  es t un e famill e de croissants simpliciaux , attractifs o u répulsif s 
pour H,  d'intérieur s deu x à  deu x disjoints , e t tel s qu e l'intérieu r d e chaqu e croissan t 
sépare A Q et A i , alor s i l es t clai r qu e k  ^  ko-

Ceci entraîn e immédiatemen t l'existenc e d'un e famill e T  d e croissant s minimau x 
qui es t maximal e pou r l'inclusion . • 

Si T  es t un e famill e d e croissant s vérifian t le s conclusions du lemm e précédent , o n 
supposera toujour s qu e le s droites A[  son t numérotée s dan s l'ordr e nature l d e A o vers 
Ai^1). Dan s c e cas, l e bout T V de chacu n de s croissant s d e T  s'identifi e naturellemen t 
au bou t N  d e l a band e Adh(Z}(Ao , A i ) ) (mêm e remarqu e pou r le s bout s S).  O n 
posera auss i A'_±  =  A Q et A2/c+ 2 =  A i . 

On not e alor s #(F,a,NS),  #{F,r,SN),  #(f,a,SN)  e t #(F,r,NS)  l e nombr e 
de croissant s d e chaqu e typ e dan s T  (attracti f N-S,  etc.). 

Remarque 4.10.  —  Dan s un e tell e famill e J7,  deu x croissant s successif s quelconques 
Adh(L>(A2i, A2i+1) ) e t Adh(D(A2-+2 , A2-+3) ) son t toujour s l'u n attracti f e t l'autr e 
répulsif. E n effet , s i pa r exempl e ils étaient tou s deu x attractifs , alor s l a band e qu i le s 
sépare serai t u n croissan t répulsi f simplicial , don c contiendrai t u n croissan t répulsi f 
simplicial minima l d'aprè s l a propositio n 4.8 . Cec i contredirai t l a maximalit é d e T. 
Le mêm e raisonnemen t montr e qu e s i l e coupl e (Ao , A i ) es t indifférent , T  contien t 
autant d e croissant s attractif s qu e d e répulsifs . 

(1)Autrement dit , que l'intérieur d u croissant D(A'2i,  Af2i+1)  sépar e l a droit e A o , l a droite A'2i  et 
les croissant s D(Af2j;,  A'2j+l)  pou r j  <  i , d'un e part , d e la droit e A i , de la droit e A'2i+1,  e t des 
croissants D(A'2-,  A'2-  ,  x) pour j  >  i, d'autre part . 
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Proposition 4.11. —  Soit  H  un  homéomorphisme  de  Brouwer,  et  F  une  décomposi-
tion en  briques  pour  H.  Soit  (Ao , A I ) un  couple  de  droites  de  Brouwer  simpliciales 
disjointes, et  T  une  famille  maximale  de  sous-croissants  simpliciaux  minimaux  de  la 
bande A d h ( I } ( A o , A i ) ) (c'est-à-dire  que  T  vérifie  la  conclusion  du  lemme  4-9).  Alors  : 

( 1 ) pour  tout  i  =  —  1, . . ., k,  l'indice  partiel  IP(H,  A!2i+1,  A2i+2)  EN ^RE les  bords  de 
deux croissants  successifs  est  nul,  et  si  ces  deux  droites  sont  disjointes,  il  existe  une 
chaîne de  pseudo-disques  de  l'une  à  l'autre,  constituée  de  briques  de  la  décomposi-
tion^ ; 

( 2 ) on  a  la  formule suivante  : 

IP Я, Д0) A i ) 
( # ( . F , a , SN) + r,  NS)) - ( # ( . F , а, NS) + # ( . F , г, SN)) 

2 

Remarquons e n particulie r qu e s i l'indic e partie l entr e A o e t A i es t trè s négatif , 
on obtien t u n gran d nombr e d e croissant s attractif s à  dynamiqu e TV- S o u répulsif s à 
dynamique S-N.  Inversement , s i l a famill e T  es t vide , o n a  k  =  —1 , et l a propositio n 
affirme l'existenc e d'un e chaîn e d e brique s d e A Q à A I . 

c. Existenc e d'un e droit e d e Brouwe r à  extrémité s Nord-Su d 

Proposition 4.12. —  Soit  h  un  homéomorphisme  de  la  sphère  S2,  préservant  l'orien-
tation, avec  Fixe(/i ) =  {TV , S} (nypothès e (R2)).  On  suppose  que  Indic e (/i, TV ) 7 ^ 1 . 
Soit F  une  décomposition  en  briques  pour  h. 

Alors il  existe  au  moins  une  droite  de  Brouwer  A o pour  h,  simpliciale  (i.e.  incluse 
dans F),  dont  l'adhérence  contient  N  et  S. 

d. Définitio n d'u n indic e pou r le s homéomorphisme s d e Brouwe r commu -
tant à  l a translation . —  O n s e plac e sou s Y  hypothèse (H2)  :  h  es t u n homéo -
morphisme d e l a sphèr e §2 , préservan t l'orientation , ave c Fixe(/i ) =  {TV , S}. Nou s 
allons mélange r troi s point s d e vue , qu'o n appell e «  modèle d e l a sphère , d u plan , d e 
l'anneau » . Le passag e d'u n poin t d e vu e à  l'autr e s e fai t d e l a manièr e suivant e : 

- o n identifi e § 2 \ {S}  a u pla n R 2 via  u n homéomorphism e préservan t l'orientatio n 
qui envoi e T V sur (0 , 0) (pa r exempl e l a projectio n stéréographique ) ; 

- soi t r  l a translatio n ( 0 , r ) H- > (8 +  l , r ) . O n identifi e l'annea u A  =  R 2 / r à  R 2 \ 
{ ( 0 , 0 ) } via  l 'homéomorphism e ( 0 , r ) 1— > exp(— r +  2in0)  ( « exp »  es t l'exponentiell e 
complexe, o n a  égalemen t identifi é R 2 a u pla n complexe) . 

Il es t clai r qu e l 'homéomorphism e h  vi t dan s chacu n de s troi s modèles . Ce s modèle s 
sont orienté s d e manière s compatibles , e n choisissan t t  1— > exp(it) comm e orientatio n 
du cercl e unit é d u plan . 

<2)Définition 3.44 . 
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On a  u n quatrièm e poin t d e vu e ave c l e revêtemen t universe l d e l'annea u A  : 

7T : 
M2 — > A 

(0 , r ) H — • ( 0 +  Z , r ) . 

Pour n e pa s confondr e ce dernier poin t d e vu e ave c le modèle du plan , o n noter a A  l e 
revêtement universe l d e A . La figur e 3  résum e le s différent s point s d e vue . 

N 

S 
N =  (0,0) 

N 

S 

7T _ 

S 2 i —:> M 2 i —} A  4  A 

FIGURE 3 . Le s différents modèle s 

Définition 4.13. —  U n relevé  de  h  pa r ir  es t u n homéomorphism e H  de  A  te l qu e 
nH =  hn.  S i C  es t u n sous-ensembl e connexe de A, un relevé  de  C  es t un e composant e 
connexe d e 7 r - 1 ( C ) . 

On not e maintenan t C o m m ( r ) l'ensembl e de s homéomorphisme s d u pla n A , pré -
servant l'orientation , qu i commuten t ave c l a translatio n r  :  (0 , r) i— • (0 + l , r ) ;  c'es t 
aussi l'ensembl e de s relevé s d'homéomorphisme s d e l'annea u A  isotope s à  l'identit é 
(voir pa r exempl e [LR01] , sectio n 3) . Comme h  préserv e l'orientatio n e t fix e N  e t S, 
il es t isotop e à  l'identit é dan s l e modèl e de l'anneau . Autremen t di t : 

Affirmation 4.14. —  Tout  relevé  H  de  h  est  un  élément  de  C o m m ( r ) , sans  point  fixe. 

Nous allon s montre r : 

Affirmation 4.15. —  Soit  H  G  C o m m ( r ) un  homéomorphisme  de  Brouwer  et  7 une 
courbe du  plan  vérifiant  r (7(0)) =  7(1). Le  nombre  Indice(iJ , 7) est un  entier  qui  ne 
dépend pas  de  la  courbe  7. De  plus,  il  est  invariant  par  conjugaison  :  si g  G  C o m m ( r ) ; 

on a  Indice(gHg~ l,7) =  Indice(i7, 7). 

Définition 4.16. —  Ce t entie r es t appel é indice  de  H  (pa r rappor t à  r ) , e t not é 
Indice(i7, r ) . 
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Démonstration de  l'affirmation  —  Soi t T  l'espac e de s courbe s 7 d u pla n véri -
fiant 7(1) = T (7(0)), mun i d e l a topologi e d e l a convergenc e uniforme . Ce t espac e 
est connex e par arc s (e t mêm e convexe) . L e nombre Indice(# , 7) dépen d continûmen t 
de 7 ;  comm e H  commut e ave c l a translatio n T , i l pren d de s valeur s entière s su r T  ; 
donc c e nombr e n e dépen d pa s d e 7. D'autr e part , l'espac e C o m m ( r ) es t connex e 
(puisque constitu é d e relevé s d'homéomorphisme s isotop e à  l'identité) . L e nombr e 
lïidice(gHg~1, r)  dépen d continûmen t d e g , don c Indice(iif , r ) es t constan t su r l'es -
pace connex e de s conjugué s à  H  via  u n élémen t d e C o m m ( r ) . • 

e. Existenc e d'u n relev é canoniqu e 

Proposition 4.17. —  Soit  h  un  homéomorphisme  de  la  sphère  S2,  préservant  l'orien-
tation, avec  Fixe(h)  =  {TV , S} f  hypothèse (H2)y). On  suppose  que  Indice(/1 , TV ) ^  1. 

// existe  alors  un  unique  relevé  h  de  h  par  TT  vérifiant  Indice(/i , r) =  Indice(/i , TV) —1. 

On a  de  plus  : 

(1) si  A  est  une  droite  de  Brouwer  pour  h  dont  l'adhérence  contient  T V et S,  alors 
tout relevé  de  A  est  une  droite  de  Brouwer  pour  h  ; 

(2) si  7 est  un  arc  libre  pour  h,  TT(J)  est  un  arc  libre  pour  h  ; 
(3) si  F  est  une  décomposition  en  briques  pour  h,  alors  F  = 7r~1(F)  est  une 

décomposition en  briques  pour  h. 

Définition 4.18. —  L e relev é h  de  h  donn é pa r cett e propositio n es t appel é relevé 
canonique d e h. 

4.2 . Preuv e d u théorèm e à  parti r de s lemme s 

Nous allon s prouve r u n énonc é qu i précis e l e théorèm e D  (énonc é a u para -
graphe 3.1 b ) : 

Théorème F  ( « version simpliciale » du théorème principal). —  Soit  h  un  homéomor-
phisme de  la  sphère,  préservant  l'orientation,  fixant  uniquement  les  deux  points  T V 
et S  fhypothès e (H2)). On suppose  que  Indice(/i , N) —  1 — p <  \.  Soit  F  une  décom-
position en  briques  pour  h. 

Il existe  alors  p  croissants  attractifs  simpliciaux,  minimaux,  à  dynamique Nord-Sud, 
et p  croissants  répulsifs  simpliciaux,  minimaux,  à  dynamique  Sud-Nord,  d'intérieurs 
disjoints deux  à  deux,  les  croissants  attractifs  et  répulsifs  étant  cycliquement  alternés 
autour de  N  et  S. 

On dédui t facilemen t l e théorèm e D  d e ce t énoncé . E n effet , o n peu t toujour s 
trouver un e décompositio n e n brique s pou r h  (théorèm e 3.57). O n appliqu e alor s l e 
théorème F . Pui s o n remplac e chaqu e croissan t attracti f pa r so n imag e pa r h.  O n 
obtient ains i un e nouvell e famill e d e croissant s deu x à  deu x d'intersectio n réduit e à 
{TV, S} (e t no n plu s seulemen t d'intérieur s disjoints) , qu i vérifi e don c l a conclusio n 
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du théorèm e D . Remarquon s pa r contr e qu e le s nouveau x croissant s n e son t plu s 
simpliciaux. 

Démonstration du  théorème  F.  —  Soi t h  vérifian t le s hypothèse s d u théorème , e t F 
une décompositio n en brique s pou r h. 

On appliqu e d'abor d l a propositio n 4.12 qui nou s donn e un e droit e d e Brouwe r A o, 
simpliciale, don t l'adhérenc e contien t le s point s T V et S. 

On utilis e maintenan t l a propositio n 4.1 7 :  o n not e H  =  h  l 'homéomorphism e 
de Brouwer , relev é canoniqu e d e h.  L'automorphism e d u revêtemen t universe l TT  es t 
toujours not é r . O n not e auss i F  l a décompositio n e n brique s pou r H  obtenu e e n 
relevant F  (poin t 3  de l a proposition) . Soient A o un relev é de A o , et A i =  r ( A o ) . Ce s 
deux ensemble s son t de s droite s d e Brouwe r pou r H  (poin t 1  de l a proposition) . Elle s 
sont disjointes . O n peu t alor s relie r l'indic e partie l entre ce s deux droite s à  l'indic e d e 
H e n tan t qu e commutan t à  l a translatio n : 

Affirmation 4.19. —  ÏP(H,  Â0 , A i) =  Indice(iJ , r ) . 

En effet , l e théorèm e d e Schoenflie s perme t d e suppose r qu e A 0 es t un e droit e 
verticale d e l'annea u A , donc qu e A Q et A i son t deu x droite s euclidienne s verticale s 
dans l e pla n A . Dans cett e situation , d'aprè s le s définitions , chacu n de s deu x indice s 
est éga l à  l'indic e d e H  l e lon g d e n'import e quell e courb e allan t d'u n poin t x  d e A o 
à T(X),  c e qu i prouv e l'affirmation . 

On appliqu e maintenan t l e lemm e 4. 9 a u coupl e (Ao , A i ) d e droite s d e Brouwe r 
simpliciales pour H  (pou r l a décomposition F). O n obtien t ains i une famill e maximal e 
T d e croissant s simpliciau x minimaux . D'aprè s l a propositio n 4.8 , ce s croissant s son t 
tous à  dynamiqu e N-S  o u 5-TV . E t o n a  l a formul e d e l a propositio n 4.1 1 relian t 
l'indice partie l IP(i7 , AQ , A i ) a u nombr e d e croissant s d e chaqu e type . Remarquon s 
que d'aprè s l'affirmatio n 4.1 9 ci-dessu s e t le s propriété s d u relev é canonique , o n a 

ÏP(H, Â0 , A i) =  Indice(# , r) =  Indice(ft , TV ) - 1  =  -p  <  0 ; 

la formul e d e l a propositio n 4.1 1 montr e alor s qu e l a famill e T  contien t a u moin s 2 
croissants. 

D'autre part , l a restrictio n d e l a projectio n TT  au disqu e topologiqu e ouver t 
D ( A o , A i ) s e prolong e continûmen t au x bout s T V et S  d e l a band e Adh(Z}(Ao , A i ) ) , 
en un e applicatio n TT  qui envoi e T V su r N  et  S  su r S  ;  cett e applicatio n es t u n 
homéomorphisme su r so n image . 

Ceci perme t d e voi r facilemen t qu e le s projection s de s croissant s d e T  son t de s 
croissants pou r /i , e t qu e «  les type s dynamique s s e corresponden t »  (c'est-à-dir e qu e 
l'image pa r TT  d'un croissan t attracti f à  dynamiqu e TV- 5 pou r H  es t u n croissan t 
attractif à  dynamiqu e Nord-Su d pou r /i , etc.). 

Le compte  y  est.  —  Soi t maintenant T  l'imag e pa r TT  de la famill e T.  C'es t un e famill e 
de croissant s attractif s o u répulsif s pou r /i , à  dynamiqu e Nord-Su d o u Sud-Nord , 
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d'intérieurs deux à  deux disjoints . I l reste à extraire de la famill e T  un e sous-famill e T' 

constituée d e p  croissant s attractif s Nord-Su d e t p  croissant s répulsif s Sud-Nord , l a 

difficulté étan t qu e le s croissant s de s deu x type s doiven t êtr e cycliquemen t alterné s 

autour d e N. 

Rappelons tou t d'abor d qu e T  contien t exactemen t l e mêm e nombr e d e croissant s 

attractifs qu e d e croissant s répulsifs , e t qu'il s son t alterné s autour d e N.  Cec i provien t 

de l a maximalit é d e T  (remarqu e 4.10) . 

D'autre part , l a formul e d e l a propositio n 4.1 1 donn e alor s (ave c de s notation s 

évidentes) : 

(*) (# (^ , a, NS) +  # 0 F , r, SN)) -  (# (^ , a, SN) +  r , NS)) =  2p. 
s v  / 

types recherché s 

Il y  a  deu x ca s : 

(1) S i l a famill e T  n e contien t qu e de s croissant s de s type s recherché s (attractif s 

Nord-Sud e t répulsif s Sud-Nord) , comm e i l y  a  autan t d'attractif s qu e d e répulsifs , i l 

y e n a  p  d e chaqu e sorte , e t T  vérifi e l a conclusio n du théorème . 

(2) Dan s l e cas contraire , d'aprè s l a formule , puisqu e 2p  >  0 , T  contien t néanmoin s 

des croissant s de s type s recherché s ;  il y  a  don c dans T  deu x croissant s successifs , l'u n 

qui es t d'u n de s deu x type s recherchés , l'autr e non . O n considèr e l a sous-famill e T\ 

obtenue à  partir d e T  e n enlevan t ce s deux croissants . Comm e on a  enlevé un croissan t 

non-recherché e t u n croissan t recherché , l a formul e (* ) es t encor e valabl e e n rempla -

çant T  pa r l a sous-famill e T\  ;  comme il s étaien t adjacents , T\  es t encor e constitué e 

de croissant s alternativemen t attractif s e t répulsifs . 

On itèr e c e procédé d'extraction jusqu' à obteni r un e sous-famill e T\  qu i n e contien t 

plus qu e de s croissant s de s type s recherchés . Cett e sous-famill e satisfai t encor e à  l a 

formule (*) , et vérifi e don c l a conclusio n du théorèm e d'aprè s l'étud e d u premie r cas . 

Ceci termin e l a preuv e d u théorèm e F . • 

4.3 . Etud e de s croissant s minimau x (propositio n 4.8 ) 

Pour cett e section , o n suppos e qu e H  es t u n homéomorphism e d e Brouwer , e t 

que F  es t un e décompositio n e n brique s pou r H.  O n considèr e u n coupl e attracti f 

(<9-A,<9+A) d e droite s d e Brouwe r disjointes , l e croissan t A  associé , e t s a frontièr e 

dA —  d~v4U<9+A. O n not e N  et  S  le s deux bout s d e A.  Tou s les ensemble s considéré s 

seront supposé s êtr e inclu s dan s A  =  A  U  {TV , S } . ( 3 ) 

Remarquons notammen t que , puisqu e A  es t u n attracteu r stric t simplicial , pou r 

toute briqu e B  inclus e dan s 4̂, l'attracteu r AJr{B)  e t l a droit e d e Brouwe r A (B) son t 

également inclu s dan s A. 

(3^De fait , nou s n'utiliseron s qu e l a restrictio n d e H  à  A , et c e qui sui t es t valabl e pour tou t plonge -
ment d e A  dan s A , vérifiant de s hypothèse s évidentes. 
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a. Type s topologique s e t type s dynamique s de s droite s d e Brouwe r 

Définition 4.20 (figur e 4). —  Soi t A  un e droit e topologiqu e dans A  ;  on appell e extré-
mités de  A  l'intersectio n d e l'ensembl e {TV , S} ave c l'adhérence d e A  (dan s A).  I l y  a 
donc troi s possibilités , e t selo n le s cas , l a droit e topologiqu e A es t dit e à  extrémités 
Nord, à  extrémités  Sud  o u à  extrémités  Nord-Sud  (o u encore de  type  topologique  Nord, 
Sud o u Nord-Sud). 

Définition 4.21 (figur e 4). —  Un e droit e d e Brouwe r A , inclus e dan s A,  qu i es t un e 
droite topologiqu e à extrémité s Nor d es t dit e de  type  dynamique  (—»  N) s i A  U  {N} 
sépare H  (A)  e t l e poin t fixe  S  (ou , de manièr e équivalente , s i H  (A)  U  {TV} n e sépar e 
pas A  e t 5 ) . 

Dans l e ca s contraire , ell e es t dit e de  type  dynamique  (N  —>) . O n défini t d e mêm e 
les droite s d e Brouwe r de  type  dynamique  (—»  S) e t (S  —»). 

Remarquons qu e s i A es t d e type dynamiqu e (— * N), alor s le pétale attracti f P + ( A ) 
est inclu s dans A  ;  de même, si A es t d e type dynamiqu e (N  —») , alor s l e pétale répulsi f 
P~(A) es t inclu s dan s A. 

Définition 4.22 (figur e 4). —  Un e droit e d e Brouwe r A  qu i es t un e droit e topologique 
à extrémité s Nord-Su d es t dit e de  type  dynamique  Est-Ouest  s i H  (A) sépar e A  d e 
d~ A  dan s A  ;  dans l e ca s contraire , ell e es t dit e de  type  dynamique  Ouest-Est. 

Par exemple , le s droite s d~  A  e t d+A  son t respectivemen t d e type s dynamique s 
Ouest-Est e t Est-Ouest . 

N N  N  N  N  N 

S S S S s s 
Type ( - N)  Typ e (N  - ) Typ e ( - S)  Typ e (S  - ) Est-Oues t Ouest-Es t 

Extrémités Extrémité s Extrémité s 
Nord Su d Nord-Su d 

FIGURE 4 . Extrémité s e t type s dynamique s de s droite s d e Brouwe r 

Définition 4.23 (figur e 5). —  L e type  topologique  d'une  brique  B  d e l a décomposi -
tion F , inclus e dan s A,  es t l e typ e topologiqu e d e s a droit e d e Brouwe r associé e 
A(B). D e même , l e type  dynamique  d e B  es t l e typ e dynamiqu e d e A(B). 
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N N 

A(B) 

B 

S S 

T y p e H  N) T y p e (T V -+) 

FIGURE 5 . Brique s d e type Nor d 

Si B  es t un e briqu e d e typ e dynamiqu e (— • TV) , A+{B) es t u n attracteu r don t 
l'adhérence (dan s A)  n e contien t pa s S.  Puisqu e le s point s erren t (lemm e 3.1 2 e t co-
rollaire 3.13) , le s itérés positif s des points de A+(B)  tenden t alor s vers TV (et auss i ceux 
des point s d e B  puisqu e H(B)  C  A+(B)).  D e même , le s itéré s positif s d'un e briqu e 
de typ e dynamiqu e (— • S)  tenden t ver s S.  O n e n dédui t qu e le s type s dynamique s 
(—>• TV) e t (— » S)  son t «  incompatibles » : 

Affirmation 4.24. —  Si  B  est  une  brique  de  type  dynamique  (—>  N),  et  B'  une  brique 
de type  dynamique  (—>•  S),  alors  B  et  B'  ne  peuvent  pas  être  adjacentes.  Mieux,  les 
ensembles B  U  A+(B) et  B'  U  A+(B') sont  disjoints. 

De même , s i B  es t un e briqu e d e typ e dynamiqu e (T V —•) , l e pétal e répulsi f d e 
A(B), P~  (A(B))1  es t u n attracteu r pou r H~l,  inclu s dan s A , don t l'adhérenc e n e 
contient pa s S.  O n e n dédui t : 

Affirmation 4.25. Si  B  est  une  brique  de  type  dynamique  (T V —>), et  B'  une  brique 
de type  dynamique  (S  —»),  alors  B  et  B'  ne  peuvent  pas  être  adjacentes. 

La preuv e d e l a dernièr e affirmatio n es t laissé e a u lecteu r : 

Affirmation 4.26. -----  Soit  A  une  droite  de  Brouwer  à  extrémités  Nord-Sud,  simpliciale, 
incluse dans  A.  Si  A  rencontre  d^A,  alors  A  est  de  type  dynamique  Est-Ouest. 

b. Courbe s simpliciales . —  Dan s cett e section , nou s soulignon s l'u n de s prin -
cipaux intérêt s de s décomposition s en brique s :  l a recherch e d e droite s d e Brouwe r 
simpliciales es t grandemen t facilité e pa r de s propriété s d e passag e à  l a limite . 

Soit V i l'ensembl e de s sous-variété s d u plan , incluse s dan s A,  d e dimensio n 1 , 
éventuellement à  bord , qu i son t de s réunion s d'arête s d e l a décompositio n F S4"*  Le s 
éléments d e Vi son t appelé s sous-variétés  simpliciales.  Ce t ensembl e Vi est mun i d'un e 

(4)Autrement dit , tout e réunio n d'un e famill e d'arête s qu i ne contien t pa s troi s arête s ayan t u n 
sommet commun . 
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topologie d e Hausdorf f (induit e pa r l e plongemen t C  i— > A d h ( C) d e V  dan s l'espac e 
des compact s de A).  O n a  u n critèr e trè s simpl e d e convergenc e : une suit e (Vk)  C  V\ 
converge ver s s i e t seulemen t s i pou r tout e briqu e B  d e l a décomposition , pour 
tout k  asse z grand, BdVk  =  BDVOQ  (autremen t dit , un e suit e converg e si et seulemen t 
si sa trace su r tou t compac t de A  es t stationnaire) . Insiston s su r l e fait qu e V\  contien t 
l'ensemble vide . 

Affirmation 4.27 

(1) L'espace  topologique  V\  est  compact; 
(2) Vensemble  des  sous-variétés  simpliciales  libres  pour  H  est  fermé  dans  V\  ; 

Les preuve s son t laissée s a u lecteur . 
Voici u n exempl e d'utilisation d e l'espac e V\. 

Lemme4.28. —  Soit  (ôk)  une  suite  de  sous-variétés  simpliciales  connexes,  telle  qu'il 
existe deux  suites  (xk)  et  (yk)  de  points  de  (ôk)  qui  tendent  respectivement  vers  N 
et S.  Alors  toute  valeur  d'adhérence  L  de  (ôk)  dans  V\  contient  une  droite  topologique 
à extrémités  Nord-Sud. 

Démonstration. —  Quitt e à  raccourci r ôk, o n peut suppose r qu e ôk  est u n ar c don t Xk 
et yk  son t le s extrémités . Quitt e à  extraire , o n peu t d e plu s suppose r qu e l a suit e (ôk) 
converge ver s L.  Comm e (xk)  ten d ver s N  e t (yk)  ten d ver s S,  l a sous-variét é sim -
pliciale L  es t un e sous-variét é san s bord , e t so n adhérenc e dan s A  contien t le s point s 
N et  S.  O n voi t facilemen t qu e L U { ^ , 5 } es t connex e ; pa r conséquen t le s compo -
santes connexe s de L  son t de s droite s topologiques . Notons LN  (respectivemen t Ls) 
la réunion d e celle s qui son t à  extrémité s Nor d (respectivemen t à  extrémité s Sud) . O n 
peut montre r qu e le s ensembles L ] v U { A ^ } e t Ls U{S} son t fermé s dan s A.  Supposon s 
maintenant qu e L  n e contienn e aucun e droit e topologiqu e à extrémité s Nord-Sud . 
Alors ce s deux fermé s formeraien t un e partitio n d e L  U  {N, S},  ce  qu i contredirai t l a 
connexité d e ce t ensemble . O n e n dédui t l e lemme . • 

c. Étud e de s croissant s attractif s minimau x 

Remarque 4.29 (d e lecture). —  L a preuve de la proposition 4.8 est l a plus «  technique » 
de ce texte. Cependant , o n peut s e convaincre facilement qu e les preuves des théorème s 
de dynamiqu e local e A  e t C  (versio n topologiqu e du «  théorème d e l a fleu r »  d e 
Leau-Fatou, e t indic e de s itérés ) n'utilisen t qu'un e propriét é faibl e de s croissant s à 
dynamique Nord-Sud , propriét é qu i s'obtien t asse z rapidemen t (étap e 4  d u deuxièm e 
point d e l a preuv e ci-dessous , affirmation 4.34) . Plu s précisément , o n peu t défini r : 

Définition 4.30. —  U n croissan t attracti f C  es t di t faiblement  à  dynamique  Nord-Sud 
si i l existe un pétal e attracti f P  bas é e n S , inclu s dans C , qu i rencontr e le s deux bord s 
de C. 
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Dans tou s le s énoncés conduisant au x théorème s A  e t C  (notammen t dan s l e théo -
rème F  e t l'affirmatio n 4.39) , o n peut alor s remplacer «  croissant attracti f à  dynamiqu e 
Nord-Sud »  pa r «  croissant attracti f faiblemen t à  dynamiqu e Nord-Su d » . Par contre , 
la versio n topologiqu e du théorèm e d e l a variét é stabl e (théorèm e B ) nécessit e l a no -
tion fort e d e croissan t à  dynamiqu e Nord-Sud , e t don c l a lectur e d e tout e l a preuv e 
de l a propositio n 4.8. 

Démonstration de  la  proposition 4-8 

Preuve du  premier  point.  —  L'existenc e d'un sous-croissan t attracti f simplicia l mini -
mal dan s A  v a essentiellemen t découle r d u lemm e d e Zor n :  l'idé e es t d e considére r 
une droit e d e Brouwe r A - , d e type dynamiqu e Ouest-Est , «  la plus à  droit e possibl e » 
dans A , pui s un e droit e d e Brouwe r A + , d e typ e dynamiqu e Est-Ouest , à  droit e d e 
A - , «  la plu s à  gauch e possibl e », pour obteni r u n croissan t minima l A d h ( A ~ , A + ) . 
Détaillons cett e idée . 

Soit V  l a famill e de s droite s d e Brouwe r incluses dan s A1  simpliciales, à extrémité s 
Nord-Sud, e t d e typ e dynamiqu e Ouest-Est . Cett e famill e contien t d~A.  S i A  es t u n 
élément d e V, alor s A es t disjoint e de <9 + A d'aprè s l'affirmation 4.26 . A chaque élémen t 
A d e V  correspon d don c u n croissan t attracti f A d h ( A , 9 + A ) (affirmatio n 3.31) . O n 
munit V  d e l'ordr e induit , via  cett e correspondance , par l'inclusio n su r le s croissants . 

Montrons rapidemen t qu e V  es t inductive . Soi t ( A n ) n ^ o un e suit e d'élément s 
de V  totalemen t ordonnée , c'est-à-dir e tell e qu e pou r tou t n , A d h ( A n + i , d+A)  C 
A d h ( A n , d+A).  D'aprè s l e lemm e 4.28 , i l exist e un e droit e topologiqu e A ^ , à  extré -
mités Nord-Sud , inclus e dan s un e valeu r d'adhérenc e d e l a suit e ( A n ) . Cett e droit e 
est libr e (affirmatio n 4.27) , c'es t don c un e droit e d e Brouwer ; o n montr e facilemen t 
qu'elle es t d e type dynamiqu e Ouest-Es t :  A o o es t don c u n élémen t d e U.^  D e plus, i l 
est clai r qu e A d h ( A o o , d+A)  C  n n A d h ( A n , d+A),  c e qu i prouv e qu e V  es t inductive . 

On choisi t alor s u n élémen t A ~ de V  qu i soi t minima l pou r l'ordre . 
De manièr e symétrique , o n considèr e la famill e V  de s droite s d e Brouwe r incluse s 

dans l e croissan t attracti f A d h ( A ~ , 9 + A ) , simpliciales , à  extrémité s Nord-Sud , e t d e 
type dynamiqu e Est-Ouest . O n montr e qu e cette famill e es t inductive . On trouve ains i 
une second e droite d e Brouwe r A + . L e croissan t attracti f A d h ( A ~ , A + ) es t alor s u n 
sous-croissant simplicia l d e A,  attractif , minima l pou r l'inclusion . 

Preuve du  deuxième  point.  —  O n suppos e maintenan t qu e l e croissan t attracti f sim -
plicial A  es t minimal . Voic i commen t l a preuv e v a s e dérouler . Nou s allon s montre r 
que pou r tout e briqu e inclus e dan s A  e t rencontran t d~  A, l a droit e d e Brouwe r 
A ( £ ? ) es t à  extrémité s Nor d o u à  extrémité s Sud . L'incompatibilit é entr e ce s deu x 
types d e brique s oblig e alor s toute s le s brique s (dan s A)  adjacente s h  d~A  h  êtr e d u 
même typ e ;  e t c e typ e déterminer a l e typ e dynamiqu e d u croissan t (Nord-Su d o u 

(5)ll es t tou t à  fai t possibl e qu e l a suit e (An ) n e converg e pa s ver s Ao o (e t qu e l'inclusio n 
Adh(Aoo, d+A)  C  H n Adh(An, <9 + A) soi t un e inclusio n stricte) . 
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Sud-Nord). S i pa r exempl e elle s son t toute s à  extrémité s Nord , o n étudi e l e pétal e 
attractif P + ( A ( £ ? ) ) pou r B  adjacent e h  d~  A et  trè s proch e d u poin t S.  O n montr e 
d'abord qu e c e pétal e rencontr e le s deu x bord s d e A  (c e qui prouv e qu e A  es t faible -
ment à  dynamique Sud-Nord) . Finalement, o n prouve que ce pétale es t arbitrairemen t 
grand dan s A,  c e qu i conclut . 

(1) Affirmation  4.31. —  Les  seules  droites  de  Brouwer  simpliciales  à  extrémités 
Nord-Sud incluses  dans  A  sont  d~  A et  d+A. 

Démonstration. —  Soi t A ' un e tell e droite . S i A ' es t d e typ e dynamiqu e Est-Ouest , 
alors elle ne peut pa s rencontre r d~  A (affirmatio n 4.26 ) ; et l a bande A d h ( 9 ~ A , A 7 ) es t 
un croissan t attracti f inclu s dan s A  (affirmatio n 3.31) . Pa r minimalité , o n e n dédui t 
que A ' =  <9+ A Pou r l'autr e typ e dynamique , o n conclu t d e manièr e analogue . • 

(2) Soi t B  un e briqu e dan s A  rencontran t l a frontièr e dA. 

Affirmation 4.32. —  La  brique  B  est  de  type  dynamique  (—>•  N)  ou  (—>  S). 

Démonstration. —  Comm e A  es t attractif , A(B)  n e contien t pa s B  f l dA, et  n e peu t 
pas êtr e égal e à  d~A  o u à  d+A;  ell e n'es t don c pa s à  extrémité s Nord-Su d d'aprè s 
l'affirmation 4.31 . 

Supposons pa r exempl e qu e B  es t d e typ e topologiqu e N. Comm e H(A(B))  C 
A \  (dA  U  B), et  qu e B  rencontr e dA,  l a droit e H(A(B))  n e sépar e pa s B  et  S.  O r 
H(A(B)) n e sépare pa s no n plus B  et  A(B).  Don c H(A(B))  n e sépare pa s S  et  A(B), 
elle es t don c d e typ e dynamiqu e (— » N). 

Pour le s même s raisons , l e typ e dynamiqu e (S  —» ) es t exclu . • 

(3) Puisqu e le s types dynamique s (— > N) e t (— » S)  son t incompatible s (affirmatio n 
4.24), toute s le s brique s adjacente s h  d~  A son t d u mêm e typ e dynamique . Dan s l a 
suite, o n s e place dans l e cas o ù c e type dynamiqu e commu n est (— • N) (l e cas (— • S) 
s'en dédui t e n échangean t le s rôle s d e N  et  S).  Soi t alor s ( £ ^ ) ^ o n'import e quell e 
suite d e brique s adjacente s a u bor d d~  A, tell e qu e lin^^+0 0 B{ =  S.  O n not e P^(Bi) 
le pétal e attracti f associ é à l a droit e d e Brouwe r A(B{). 

Nous allons  montrer  que  pour  tout  i  assez  grand,  le  pétale  P+(B{)  est  arbitrai-
rement grand  dans  A,  ce  qui  prouvera  que  le  croissant  attractif  A  est  à  dynamique 
Sud-Nord. 

(4) Soi t AQ O un e valeu r d'adhérenc e d e l a suit e (A(Bi))l^çj  dan s l'espac e topolo -
gique V i (sectio n 4.3 b ). 

Affirmation 4.33. —  A o o contient  d~  A U  d+A. 

Démonstration. —  Pou r tou t i,  o n not e ô~~  et  le s deu x composante s connexe s 
de A(Bi)  \  Bi  (l e fai t qu'i l y  e n ai t exactemen t deu x provien t d e l'affirmatio n 3.75 , 
figure 31) . Pa r compacit é de V\,  le s suites d e sous-variétés simpliciale s (ô~~)  et (S*)  on t 
des valeurs d'adhérence . D e plus, elles vérifient chacun e les hypothèses du lemm e 4.28 : 
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notons alor s 5^  e t deu x droite s topologique s à extrémité s Nord-Su d incluse s dan s 
leurs valeurs d'adhérenc e respectives . Puisqu e l'ensembl e de s sous-variétés simpliciale s 
libres es t compact , 5^  e t son t libre s :  ce son t deu x droite s d e Brouwer . Puisqu e 
pour tou t z , ô~  H  =  0 , o n a  encor e D  =  0  (l e fai t d'êtr e disjoin t «  passe à  l a 
limite »  dans V i ) . Comm e les seules droite s d e Brouwe r simpliciale s à  extrémités Nord -
Sud son t d"  A  e t d+A  (affirmatio n 4.31) , o n e n dédui t qu e U  <5+ =  d~A  U  <9+A, 
ce qu e l'o n voulait . • 

On e n dédui t immédiatemen t : 

Affirmation 4.34. —  Pour  i  assez  grand,  P+(Bl)  est  un  pétale  attractif  basé  en  N  qui 
rencontre les  deux  bords  de  A.  Notamment,  A  est  faiblement  à  dynamique  Sud-Nord. 

(5) Soien t x~  e t x + deu x point s respectivemen t su r d~(A)  e t d+(A).  D'aprè s l e 
point 4 , quitt e à  ré-indexe r le s (£z ) , on peu t suppose r qu e pou r tou t i  ^  0 , A(Bi) 
contient x~  e t x+.  O n not e (cf.  figure  6 , dessi n d e gauche ) : 

N N 

A ( ß o ) 

x 

Oo 

A Í 4 

x+ 

A (Si ) 

A 

-до 

Si 

¿2 

S S 

FIGURE 6 . Ana tomi e d e A(BL) 

- A + l a composant e connex e d e A(Bi)  D  dJr(A) contenan t x + ; 
- A ^ + l a composant e connex e d e A(Bi)  \  A ^ qu i n e contien t pa s x~  ; 
- Oi  l a composant e connex e d e A  \  A(Bi)  contenan t S  ; 

et o n défini t symétriquemen t A ~ e t A ~ ~ . Remarquon s qu e d'aprè s l e poin t 4 , A/ " 
tend ver s d+A  quan d i  ten d ver s + o o . 

La fin  de  la  preuve  consiste  à  montrer  que  pour  tout  i  assez  grand,  A ^ + est  vide, 
et que  A^  =  d'Aud+A. 

(6) L a suit e ( A + ( B z ) ) ^ o es t essentiellemen t croissante ; plu s précisémen t : 

Affirmation 4.35 

- Pour  tout  j  ^  0  il  existe  i3  tel  que  pour  tout  i^i3,  A~*~(Bj)  C A'^(Bl). 
- La  suite  A(Bl)  converge  (vers  A^)  dans  V\. 

ASTÉRISQUE 292 



4.3. ÉTUD E DE S CROISSANT S MINIMAUX 89 

Démonstration. —  L e poin t 4  di t qu e Bj  Dd~(A)  es t inclus e dan s A(B%)  pou r tou t i 
assez grand , c e qu i n'es t possibl e qu e s i B3  C  A+(Bi),  c e qu i entraîn e l a premièr e 
partie d e l'affirmatio n puisqu e A+(Bj)  es t l e plu s peti t attracteu r strict , réunio n d e 
briques, contenan t H(Bj). 

On dédui t d e cett e premièr e affirmatio n qu e pou r tout e briqu e B  inclus e dan s A, 
de deu x chose s l'une :  soit B  n'es t inclu s dan s A^(Bi)  pou r aucu n i  ^  0 , soi t i l exist e 
no te l qu e pou r tou t i  ^  no , B  es t inclu s dan s AJr(Bi).  Pa r conséquent , l a trac e d e l a 
suite (A+(Bi))  su r tou t compac t d e A  es t constant e à  parti r d'u n certai n rang , don c 
la trac e d e A(Bt)  également . L a second e partie d e l'affirmatio n e n découle . • 

Quitte à  extraire,  on  peut  supposer  que  la  suite  (A^  (Bt))i^o  est  croissante,  ce  que 
nous ferons  dorénavant. 

(7) Soi t i  >  0 ; puisqu e (A+(Bi))  contien t A+(B0)j  i l es t clai r qu e A + + H  O0 =  0 
(cf. figure  6) . Nous allon s e n déduir e : 

Affirmation 4.36. —  Pour  tout  i  assez  grand,  A ^ + et  A~~  sont  vides. 

Démonstration. —  Fixon s i ; soi t So = ¿ 1 =  A + , e t 62  l a composant e connex e 
de d+A  \  ôi  don t l'adhérenc e contien t S  (figur e 6 , dessi n d e droite ) ;  o n pos e S  — 
¿0 U  ¿1 U  ¿2- Montron s alor s qu e ô  es t libre . Le s deu x ensemble s Sf0  = SQ  U S\  e t 
S'2 =  S\  U  S2 son t libres , e n tan t qu e morceau x de s droite s d e Brouwe r A(B%)  e t d+  A ; 
par conséquent , i l y  a  just e à  montre r qu e H(SQ)  H  =  0  e t H(Ô2)  H  So = 0 . L a 
première égalit é es t toujour s vrai e ca r A  es t u n attracteu r stric t ;  l a deuxièm e es t 
vérifiée s i o n choisi t i  es t asse z gran d pou r qu e H(62)  C  Oo  (c e qu i es t possibl e 
puisque, dan s Vi , liim,__++00 A + =  d+A,  don c l i m ^ + o o ¿ 2 =  0) - L a droit e ô  es t don c 
une droit e d e Brouwe r simplicial e à  extrémité s Nord-Sud ; d'aprè s l e poin t 1 , o n a 
alors S  = d+A,  c'est-à-dir e A + + =  0 . • 

(8) Affirmation  4.37. —  On  a  A o o =  d~A  U  d+A. 

Démonstration. —  Le s composante s connexe s d e son t de s droite s topologiques ; 
on raisonn e pa r l'absurd e e n supposan t qu e l'un e d'entr e elles , notée ¿ 0 0 , es t distinct e 
(et don c disjointe ) d e d~  A  e t d e d^A. 

Grâce au x deu x affirmation s précédente s (4.3 5 e t 4.36) , o n voi t qu e pou r tou t i 
assez grand , A^(Bi)  U  {N} es t u n voisinag e d e N  dan s A;  pa r conséquent , l a seul e 
possibilité es t qu e S^  soi t à  extrémité s Sud . D e plus , ell e es t libr e (affirmatio n 4.27) . 
On appell e Poo  l e disqu e topologiqu e fermé d e frontièr e SQO  U  {S} inclu s dan s A. 

Montrons qu e es t u n pétal e répulsif , autremen t di t qu e ÔQO  est un e droit e d e 
Brouwer. Nou s savon s déj à qu e c'es t un e droit e topologiqu e libre , i l s'agi t don c d e 
prouver qu e l a conditio n de séparatio n es t respectée . Soi t x  u n poin t arbitrair e de ¿ 0 0 , 
et noton s S^  e t S^  le s deu x arc s découpé s par le s deux point s x  et  S  su r l a courb e d e 
Jordan U  { # }, d e manièr e à  c e que le s arc s d~AU  {TV , S}, 5^,  e t d+AU  {TV , S} 
soient disposé s dan s ce t ordr e autou r d e S  (figur e 7 , gauche) . 
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FIGURE 7 . Constructio n D E 6 

Considérons deu x brique s adjacente s B  C  P Œ e t B'  çt  PX> , situées d e par t e t 
d'autre d e Pou r i  asse z grand , l'attracteu r A+(Bi)  contien t B'  mai s n e contien t 
pas B.  O n n e peu t don c pa s avoi r H(B')nB  ^ 0 ;  par minimalit é d e la décomposition 
en briques , o n a  alor s H(B)  F L B' /  0 . 

En appliquan t ce t argumen t à  de s brique s rencontran t o u S^  e t arbitrairemen t 
proches d e S,  o n obtien t qu e le s arc s d~  A U  {N, S},  H(S^),  S^,  H~l  (S^),H-1  (<J + ) 
S^, H(S^a)  e t d+A  U  {TV, S} (qu i son t disjoint s deu x à  deux ) son t disposé s dan s ce t 
ordre autou r d e S.  Cec i prouv e que S^  sépar e so n imag e par H  d e s a préimag e :  c'es t 
bien un e droit e d e Brouwe r ; on voi t égalemen t qu e so n typ e dynamiqu e es t (S  —>). 

Nous allon s conclur e l a preuv e d e l'affirmatio n 4 . 3 7 pa r u n argumen t similair e à 
celui utilis é dan s l a preuv e d e l'affirmatio n 4 . 3 6 (figur e 7 , droite) . Comm e Poe  es t 
un pétal e répulsi f simplicial , o n a  A(Bi)  n  Int(Poc ) =  0 pou r tou t i.  Considéron s à 
nouveau u n poin t x  d e S^  ;  quitte à  ré-indexer , o n peu t suppose r qu e A(Bi)  contien t 
x pou r tou t i  ^  0 . Soit i  asse z gran d (voi r plu s loin) . O n not e (figur e 7 ) : 

Si l a composant e connexe de A(Bi)  n  <5O C contenant x  ; 
- 52  la composant e de A(Bi)  \  ôi  rencontran t d+A; 

¿0 =  5< i \ ¿ 1 • 

Posons encor e S'Q =  6Q  U ¿1, ô'2  = ¿ 1 U ¿2, et ô  = 6Q  U Si U  62 = ô'o  U S'2. 
Montrons que S est une droite de Brouwer. Les arcs S'Q e t S'2  son t libres , donc (comm e 

au poin t 7 ) il suffi t d e montre r qu e H  (So) nS2 = 0 e t H-1  (So) CiS2 =  0 . La deuxièm e 
égalité es t toujour s vrai e ca r es t u n répulseu r strict , don c H~1(So)  C  Int(Poc) . 
Montrons l a première :  l'ensemble Oo  a  ét é défin i a u poin t 5  ; on écri t OQ  \ P » comm e 
l'union disjoint e de OQ  et O Q (point s situés «  à gauche » et «  à droite » de ,  figure 7 ). 
D'après l e poin t 6 , pou r tou t i  ^  ¿0 , ¿2 n OQ  = 0 - Mais s i i  ten d ver s +00 , Si  ten d 
(dans Vi ) vers ¿ 0 0 =  <9POO, don c SQ  ten d ver s 0 ;  comme es t u n répulseur , o n peu t 
choisir i  pou r qu e H(SQ)  Cl  OQ, et dan s c e cas l'égalit é es t vérifiée . 
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O n a  alor s t r o u v é un e dro i t e d e B r o u w e r à  ex t rémi té s N o r d - S u d ô  dan s A  qu i n 'es t 
égale à  aucu n de s d e u x b o r d s d e A,  c e qu i con t red i t l 'affirmatio n 4 .31 . • 

(9 ) Le s affirmation s 4 .3 6 e t 4 .3 7 entraînen t qu e p o u r tou t vo is inag e Os  d e S,  p o u r i 
assez g rand , A(Bi)  \  dA  C  Os-  Cec i p r o u v e qu e A  es t u n croissan t a t t ract i f à  dyna -
m i q u e S u d - N o r d . • 

4 . 4 . Indic e part ie l e t c o n s t r u c t i o n d e dro i te s d e B r o u w e r ( p r o p o s i t i o n 4 . 1 1 ) 

D a n s ce t t e sec t ion , o n s u p p o s e qu e H  es t u n h o m é o m o r p h i s m e d e Brouwer , e t 
que F  es t un e d é c o m p o s i t i o n e n br ique s p o u r H. 

a. Indice s part ie l s e t d é c o m p o s i t i o n e n br iques . —  L a formul e con tenu e dan s 
la p r o p o s i t i o n 4.1 1 affirm e l ' ex is tenc e d 'u n cer ta i n n o m b r e d e croissants . L e l e m m e 
suivant es t u n m o r c e a u d e l a p r o p o s i t i o n ( o b t e n u dan s l e ca s part icul ie r o ù l a famill e ÏF 
est v i d e ) . I l nou s pe rme t t r a d e p rouve r ce t t e p r o p o s i t i o n e n const ruisant , l 'un e aprè s 
l 'autre, le s dro i te s d e B r o u w e r qu i bo rden t le s croissants . 

Lemme 4.38  (figur e 8) . Soit  H  un  homéomorphisme  de  Brouwer,  F  une  décompo-
sition en  briques  pour  H,  et  ( A o , A i ) un  couple  indifférent  de  droites  de  Brouwer 
simpliciales disjointes,  A n étant  attractive. 

Supposons que  l'une  des  deux  hypothèses  suivantes  est  vérifiée  : 

(1 ) l'indice  partiel  YP(H,  A n , A i) est  différent  de  0  ; 
(2 ) il  n'existe  pas  de  chaîne  de  pseudo-disques  de  A o à  A i , constituée  de  briques 

de la  décomposition  F. 

Alors il  existe  une  droite  de  Brouwer  simpliciale  A'0  disjointe  des  droites  topologiques 
A Q et  Ai,  les  séparant,  telle  que  le  couple  ( A Q , A 0) est  attractif. 

До 

Zi 

А+(В) 

А ; , 

О: 
л , Hi Ai) 

FIGURE 8 . Obtentio n d'un e droite d e Brouwe r à  contre-couran t 
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Démonstration du  lemme  4-38.  —  Rappelon s que d'après le « lemme de Franks » pour 
l'indice partie l (propositio n 3.45) , l'hypothès e 1  du lemm e impliqu e l'hypothès e 2 . I l 
suffit don c d'écrir e l a preuv e sou s l a deuxièm e hypothès e d u lemme . 

On not e Oi  l e disqu e ouver t D ( A 0 , A i ) (figur e 8) . Soi t B  l'ensembl e de s brique s 
de F  inclus e dan s A d h ( O i ) e t rencontran t AQ . Soi t B  G  B. Puisqu e (B)  es t un e chaîn e 
de brique s (d e longueur 1 ) , l'hypothèse 2  du lemm e implique qu e B f l A i =  0 . D'aprè s 
la caractérisatio n d e A+(B)  e n terme s d e chaîn e d e brique s (affirmatio n 3 .72 ) , o n a 
aussi A+(B)  n  A i = 0 . Puisqu e A 0 es t attractive , o n a  A+(B)  C  P + ( A 0 ) ;  o n e n 
déduit qu e A+(B)  es t inclu s dan s 0\  U  Ao- D'autr e part , remarquon s qu e l'ensembl e 
B U  A+(B) es t encor e u n attracteu r stric t puisque , pa r définitio n d e A+(B),  o n a 
h(B) C  I n t ( A + ( £ ) ) . Poson s alor s 

A= U B[̂ A+{B)' 
BeB 

Cet ensembl e es t inclu s dan s 0\  U  AQ. C'es t u n attracteu r strict , puisqu'i l es t réunio n 
d'attracteurs stricts , e t i l es t connexe . D'aprè s l'affirmatio n 3.76 , le s composante s 
connexes d e dA  son t de s droite s topologiques . Soit A 0 l'uniqu e composant e connex e 
de dA  qu i sépar e A o e t A i (o n peu t pa r auss i défini r A 0 comm e l a frontièr e d e l a 
composante connex e de R2 \A qu i contien t A i ) . Cette droit e topologiqu e est disjoint e 
de A o e t d e A i , e t ell e es t libr e puisqu e A  es t u n attracteu r strict . 

Vérifions qu'ell e sépare so n image et s a préimage . Tou t d'abord , remarquon s qu e A i 
sépare A o et H  (Ai)  (ca r A i es t répulsiv e pou r l e couple (AQ , A I ) ) ;  comme A0 sépar e 
Ao e t A i , o n peu t suppose r qu e AQ , A0, A I , H  (AI)  son t quatr e droite s verticale s 
dans l e plan , don t le s abscisse s son t rangée s dan s ce t ordr e ( à l'aid e d u théorèm e d e 
Schoenflies-Homma, voi r l 'appendice) . En particulier , A 0 ne sépar e pa s A i e t H  (Ai). 
Soit maintenan t U  l e demi-plan ouver t d e frontière A 0 qui contien t A i . L'attracteur A 
ne rencontr e pa s U,  don c H(Af0),  qu i es t inclu s dan s A,  es t disjoin t d e U.  Autremen t 
dit, U  n e rencontr e pa s l a frontièr e d e H(U),  e t comm e U  es t connexe , U  es t inclu s 
dans H(U)  o u dan s so n complémentaire . Mai s d'autr e par t H(U)  contien t H  (Ai), 
qui es t auss i dan s U,  don c o n a  e n fai t U  C  H(U). 

L'ensemble A d h ( [ / ) es t don c u n pétal e répulsif , e t s a frontièr e A 0 es t un e droit e 
de Brouwe r d'aprè s l a remarqu e 3.23 . Comm e A  es t u n attracteur , l e coupl e ( A o , A0) 
est attractif . • 

On peu t remarque r qu e dan s cett e construction , i l exist e un e chaîn e d e brique s d e 
Ao à  AQ , e t qu e pa r conséquen t l'indic e partie l entr e ce s deu x droite s vau t - f 1/2 o u 
— 1/2 (d'aprè s l e «  lemme d e Frank s pou r l'indic e partie l » , proposition 3.45) . 

b. Indic e partie l e t typ e de s croissant s 

Démonstration de  la  proposition  4-11-  —  Soi t ( A o , A i ) u n coupl e d e droite s d e 
Brouwer simpliciale s disjointes , e t T  un e famill e maximal e d e sous-croissant s simpli -
ciaux minimau x d e l a band e A d h ( D ( A o , A i ) ) . 
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Premier point  —  Soi t i  u n entie r entr e —  1 et k.  Puisqu e le s intérieur s de s croissant s 
sont disjoint s deu x à  deux , le s droite s topologique s A2-+ 1 e t A'2i+2,  appartenan t à 
deux croissant s successifs , n e s e traversen t pa s (définitio n 3.41) , e t l'indic e partie l es t 
bien défin i (sectio n 3. 3 f) . Dan s l e ca s o ù elle s n e son t pa s disjointes , i l vau t 0  pa r 
définition. 

Dans l e ca s o ù elle s son t disjointes , (A'2i+1 , A2i+2)  es t u n couPl e indifféren t d e 
droites d e Brouwe r simpliciales . O n s e plac e pa r exempl e dan s l e ca s o ù A2-+ 1 es t 
attractive. Supposon s pa r l'absurd e qu e l'indic e partie l n'es t pa s nul , o u qu'i l n'exist e 
pas d e chaîn e d e pseudo-disque s d e A2f+ 1 à  A'2i+2  constitué e d e briques . O n peu t 
alors applique r l e lemm e 4.3 8 a u coupl e (A2i+1 , A2-+2) , e t o n obtien t un e droit e d e 
Brouwer A , séparan t A2l+1  e t A'2i+2 , l a band e Adh(D(A2z+1 , A ) ) étant u n croissan t 
attractif simplicia l don t l'intérieu r es t disjoin t de s autre s croissant s d e l a famill e T. 
D'après l a propositio n 4.8 , c e croissan t contien t u n sous-croissan t attracti f simplicia l 
minimal C.  L'existenc e d e C  contredi t l a maximalit é d e l a famill e T. 

Deuxième point.  —  Soi t C  —  A d h ( D ( A 2 i , A'2i+l))  u n croissan t d e T.  D'aprè s l a 
proposition 4.8 , l e croissant C , étan t minimal , es t à  dynamiqu e S-N  o u N-S.  L'indic e 
partiel à  traver s l e croissan t es t alor s donn é pa r l'affirmatio n suivant e : 

Affirmation 4.39. —  Si  A d h ( D ( A , A ' ) ) est  un  croissant  attractif  à  dynamique  N-S, 
ou répulsif  à  dynamique  S-N,  alors  l'indice  partiel  IP (A , A ') vaut  —1/2 . Dans  les 
deux autres  cas,  l'indice  partiel  vaut  + 1 / 2 . 

Démonstration de  l'affirmation.  —  O n suppos e pa r exempl e qu e l e croissan t es t at -
tractif. D'aprè s l a définitio n 4. 4 de s croissant s à  dynamiqu e N-S  o u S-N,  i l existe u n 
pétale attractif , bas é e n S  o u e n N,  don t l e bord rencontr e le s deux bord s d u croissan t 
D(A, A ' ) . Soi t 7 u n sous-ar c d u bor d d u pétale , rencontran t le s deu x bord s d u crois -
sant, e t minima l pou r l'inclusion . L'ar c 7 es t libre . S i l e croissan t es t à  dynamiqu e 
S-N, H(7)  es t au-dessu s d e 7, e t s'i l es t à  dynamiqu e N-S,  #(7) es t au-dessou s d e 7. 

Le lemm e 3.3 9 montr e alor s qu e l'indic e partie l IP (A , A') vau t 1/ 2 dan s l e premie r 
cas, —1/ 2 dans l e second . • 

On obtien t bie n sû r l'indic e partie l à  traver s le s croissant s répulsif s à  dynamiqu e 
S-N o u N-S  e n appliquan t l'affirmatio n à  H-1. 

Terminons maintenan t l a preuv e d u deuxièm e point . Nou s connaisson s l'indic e 
partiel entr e deu x droite s successive s quelconque s d e l a famill e (A,_ll...,  A2k+2). 

Puisque le s intérieur s de s croissant s son t deu x à  deu x disjoints , pou r tou t i , le s 
deux droite s A ^ e t A^+ 1 n e s e traversen t pas . D e plus , pou r tou s i  <  j  <  k,  l a droit e 
A^ sépar e A ^ e t A ^ (a u sen s d e l a définitio n 3.42) . O n peu t don c applique r 2k  foi s l a 
relation d e Chasle s généralisé e (lemm e 3.43) , c e qu i donn e l a formul e voulue . • 
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c. Preuv e d u théorèm e su r le s homéomorphisme s d e Brouwe r 

Démonstration du  théorème  E  (paragraphe  l±.l  b).  —  A  partir d e l a proposition 4.11, 
il suffi t d e recopie r le s argument s d e l a fi n d e l a preuv e d u théorèm e principa l (sec -
tion 4.2 , paragraphe intitul é «  le compt e y es t » ) . Le s détail s d e l a preuv e son t laissé s 
au lecteur . Ajouton s qu e ce t énonc é n'es t pa s utilis é dan s l e rest e d u texte . • 

4.5 . Un e droit e d e Brouwe r à  extrémité s Nord-Su d (propositio n 4.12 ) 

Pour prouve r cett e proposition , nous allon s réutiliser de s techniques introduite s pa r 
Alain Sauze t dan s l a démonstratio n d'u n résulta t similair e ([SauOl] , théorèm e 5.1) . 

Soit h  un homéomorphism e de la sphère S2,  préservan t l'orientation , ave c Fixe(/i) = 
{N, S}  (hypothèse  (H2)).  O n suppos e que Indice(/1 , N)  /  1 . Soi t F  un e décomposition 
en brique s pou r h. 

Les notion s d e types  topologiques,  d e types  dynamiques,  ains i qu e Vespace  V\  des 
sous-variétés simpliciales  on t ét é défini s dan s l e contexte d'u n croissan t attracti f sim -
plicial A  pou r u n homéomorphism e d e Brouwe r H  (section s 4. 3 a  e t 4. 3 b ) . Ce s 
définitions e t le s résultat s d e ce s section s s e transposen t san s difficulté , e t quasimen t 
mot pou r mot , a u context e d e l a présent e sectio n (remplace r H  pa r h,  l e pla n R 2 e t 
A pa r § 2 \  {N,  S},  e t l e compactifi é A  pa r S2) . 

Démonstration de  la  proposition 4-12 

Premier cas.  —  S'i l y  a  un e briqu e B  d e typ e topologiqu e Nord-Sud, o n a  gagné . 

Deuxième cas.  —  Supposon s maintenant qu'i l exist e de s droite s d e Brouwe r A  (B) d e 
type topologiqu e Sud arbitrairemen t proche s d e N. 

Autrement dit , i l exist e un e suit e (B^)  d e brique s d e typ e topologiqu e Sud e t un e 
suite (xk)  d e sommet s d e F  tendan t ver s N  tell e qu e pou r chaqu e k,  Xk  G  A(Bk). L a 
suite (A(Bk))  vérifi e alor s le s hypothèse s d u lemm e 4.28.(6 ) 

Il exist e don c un e droit e topologiqu e A d e typ e Nord-Sud , inclus e dan s un e valeu r 
d'adhérence d e l a suit e (A(Bk))-  Cett e droit e es t libr e (affirmatio n 4.27) , c'es t don c 
une droit e d e Brouwe r à  extrémité s Nord-Su d :  on a  encor e gagné . 

Troisième cas.  —  S'i l exist e de s droite s d e Brouwe r A(B)  à  extrémité s Nor d arbi -

trairement proche s d e S,  o n conclu t comm e a u deuxièm e ca s e n échangean t le s rôle s 

de N  e t S. 

Et c'est  tout.  —  Nou s allon s montre r qu'o n es t forcémen t dan s l'u n de s troi s ca s 
énumérés. O n raisonn e pa r l'absurde , e n supposan t l e contraire . I l exist e alor s u n 
voisinage connex e ON  d e N  qu i n e rencontr e pa s d e droit e A(B)  à  extrémité s Sud , 

(6)Ce lemm e a  ét é énonc é dan s l e context e d'u n croissan t attracti f pou r u n homéomorphism e d e 
Brouwer, mai s l'énonc é e t la preuve se transposent quasimen t mo t pour mo t au présent context e (le 
seul changement , dan s la preuve, es t que R est maintenant u n anneau e t non un disque topologique) . 
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et u n vois inag e c o n n e x e Os  d e S  qu i n e rencontr e pa s d e dro i t e A(B)  à  ext rémité s 
N o r d . R e m a r q u o n s qu e s i B  es t d e t y p e d y n a m i q u e (— > N), A(B)  sépar e A+(B)  d e S, 
d o n c auss i d e Os  ;  en particulier , A+(B)  e t Os  son t disjoints . 

Affirmation 4.40.  —  II  existe  une  famille  {B\,..  .,  Bk}  de  briques  qui  sont  toutes  du 
même type  dynamique  ((S  —>)  ou  (N  —*)),  telles  que  C  =  B\  U  •  • • U Bk  est  connexe 
et sépare  N  et  S. 

Démonstration de  l'affirmation.  —  O n pos e 

EN =  yj{B  U  A+(B)  I  B br iqu e d e t y p e d y n a m i q u e (— > AT)} , 

Es =  {J{B  U  A+(B) I  B br iqu e d e t y p e d y n a m i q u e (— • S)}. 

Puisque EN  es t un e réunio n d e brique s e t n e rencontr e pa s Os,  EN  U  {N}  es t 
fermé. Ce t ensembl e es t auss i c o n n e x e ( c o m m e réunio n d e connexe s contenant N).  D e 
plus, EN  n  Es  =  0  (voi r l 'affirmatio n 4.2 4 su r «  l ' incompat ib i l i t é »  de s type s (— * N) 
et (— » S)). I l n 'es t pa s difficil e d e voi r qu ' i l exist e alor s un e famill e {B\,.  .  ., Bk}  d e 
briques telle s qu e C  =  Bi  U  •  • • U Bk  es t connexe , n e rencont r e pa s Int(-Ej v U  Es)  e t 
sépare N  et  S  (figur e 9  :  on peu t construir e C  e n «  faisant l e tou r »  d e ON  UEN).  Le s 

ON 

EN 

Es 

Os 

С 

FIGURE 9 . C o n s t r u c t i o n d e C 

briques Bi  n e peuven t pa s êtr e d e typ e Nord -Sud , san s quo i o n serai t dan s l e premie r 
c a s ; n i d e t y p e d y n a m i q u e (— > N)  o u (— > S),  s ino n elle s seraien t incluse s dan s EN 
o u Es-  Elle s son t d o n c chacun e d e t y p e d y n a m i q u e (S  —> ) ou (N  —> ) ; c o m me ce s d e u x 
types dynamique s son t «  incompat ib les » (affirmatio n 4 .25 ) et qu e C  es t c o n n e x e , elle s 
sont toute s d u m ê m e typ e dynamique . • 

Fin de  la  preuve  de  la  proposition  ^.12.  -  O n suppos e pa r e x e m p l e qu e toute s le s 
br iques Bi  son t d e t y p e d y n a m i q u e (5 " — > ) S 7 ^ R e m a r q u o n s d ' a b o r d qu e dan s c e cas , 
l ' adhérence d u répulseu r A~(Bi)  ^  cont ien t S  e t pa s N  (figur e 10) . 

Soit C  =  A~(B\)  U  •  • • U A~ (Bk).  Ce t ensembl e es t connexe , c 'es t un e réunio n d e 
répulseurs, d o n c u n répulseur . D e plus , A d h ( C ) cont ien t 5  e t pa s N. 

(7)lci , o n conclurai t facilemen t ave c u n lemm e d e Birkhoff , (voi r pa r exempl e [LROO]) , mai s u n peti t 
argument perme t d e l 'éviter . 
(^Déf ini t ion 3.73 . 
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A-(B) 
B 

MB) 

s 
FIGURE 10.  L'ensembl e A  (B)  pou r un e brique de type dynamique (S —>) 

O n cons idè r e l a c o m p o s a n t e c o n n e x e d e S2 \ C  qu i cont ien t TV ;  soi t D  so n adhé -
rence . C o m m e C  es t u n répulseur , o n a  h~1(dD)  D Int(£> ) =  0 ; d o n c D  es t u n 
a t t racteur . D e plus , o n voi t faci lemen t qu e c 'es t u n d isqu e t o p o l o g i q u e . D ' ap rè s l e 
l e m m e 3.9 , cec i cont red i t l e fai t qu ' i l n 'exis t e pa s d e c o u r b e d ' ind ic e 1 . • 

R e m a r q u o n s q u e l e d e u x i è m e ca s envisagé , dan s leque l l ' absenc e d e b r iqu e d e t y p e 
t o p o l o g i q u e N o r d - S u d ob l ig e à  effectue r u n passag e à  l a l imite , survien t p o u r l a dé -
c o m p o s i t i o n d e l ' h o m é o m o r p h i s m e linéair e h y p e r b o l i q u e sell e dessiné e su r le s figures 
22 e t 30 , page s 5 9 e t 69 . 

4 . 6 . C o n s t r u c t i o n d u re lev é c a n o n i q u e ( p r o p o s i t i o n 4 . 1 7 ) 

a. P r e u v e d e l a p r o p o s i t i o n 4 . 1 7 . —  Soi t h  u n h o m é o m o r p h i s m e d e l a sphèr e 
S2, préservan t l 'or ientat ion , ave c F ixe ( / i ) =  {TV, S} (hypothèse  (H2)).  O n s u p p o s e qu e 
Indice( / i , TV) ^ 1 . 

Construction du  relevé  h.  —  D ' ap rè s l a p ropos i t i o n 4 .12 , i l exis t e a u m o i n s un e dro i t e 
de B r o u w e r A o d o n t l ' adhérenc e cont ien t TV et S. 

O n s e p l ac e dan s l e m o d è l e d u plan . C o m m e n ç o n s pa r remarque r q u e le s qua t r e 
dro i tes t o p o l o g i q u e s A o , h(A0),  h2(A0)  e t / i 3 ( A 0 ) son t d i sposée s dan s ce t o rd r e c y -
c l ique au tou r d u po in t TV. Ceci d é c o u l e faci lemen t d u fai t qu e l e d o m a i n e fondamen -
tal D ( A o , h(Ao))  es t l ibr e (aff irmatio n 3 .25 ) . Qu i t t e à  con jugue r h  e n utilisan t l e 
t h é o r è m e d e Schoenf l i e s -Homma , (voi r l ' append ice ) o n peu t suppose r qu e ce s qua t r e 
droi tes t o p o l o g i q u e s son t de s demi-dro i t e s eucl idienne s issue s d e TV d é c o u p a nt quat r e 
quar t -de-plans , d i sposée s c o m m e su r l a figure  11 . 

N o t o n s Pi  =  D(Ao,  h(A0)),.. ., P 4 =  D(h3(A0),  A 0 ) le s qua t r e quar t -de-p lan s 
c o m m e su r l a figure  11 . L ' ensembl e Pi  é tan t u n d isqu e t o p o l o g i q u e ouver t l ibre , i l 
est dis join t d e tou s se s itéré s ( l e m m e 3.12 ) :  o n a  d o n c h(P\)  =  P2,  / 1 ( ^ 2 ) =  P3, 
h(Pz) C P4  e t h(P4)  c P4U  P\.  N o t o n s [AB]  l e segmen t eucl id ien , dan s l e m o d è l e 
du plan , j o i g n a n t le s d e u x po in t s A  e t B.  D a n s ce t t e s i tuat ion , p o u r t ou t X  e K2, 

o n a  l a p ropr ié t é TV ^ [Xh(X)],  au t remen t di t l e s egmen t [Xh(X)\  es t inclu s dan s 
l ' anneau A. 
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Y 

h3(A) 

Pz 

ft'(A) 

Pi 

N 

P4 

h{x) 

Pi 

h(A) 

A 

FIGURE 11 . L' imag e d'u n poin t X  n'es t jamai s su r l a demi-droit e issu e 

de AT , opposée à  X 

On considèr e : 

XQ u n poin t quelconqu e de l'annea u A  ; 

7 = [Xoh(Xo)}  ; 
- Xo  u n relev é de XQ  à  A  ; 
- 7 l'ar c relev é d e 7 iss u d e X o ; 
- Y o l'autre extrémit é d e 7. 

D'après le s propriété s générale s de s revêtements , i l exist e u n uniqu e relev é h  de  h 
vérifiant h(Xo)  =  YQ. 

(*) 

Comme h  commut e ave c l'automorphism e d e revêtemen t r , i l n e dépen d pa s d u 
choix d u relev é XQ.  Comm e l'ar c [Xh(X)\  vari e continûmen t ave c X , l e relev é h  n e 
dépend pa s no n plu s d u choi x d u poin t XQ. 

Calcul des  indices.  —  Noton s 0  l'application (0 , r ) 1 — • 0  du pla n A . Par construction , 
l 'homéomorphisme h  vérifi e l a propriét é : 

Pour tou t X  G  A , \0(X)-0(h(X))\<-1/2. 

La formul e relian t le s indice s découl e alors d u lemm e suivan t : 

Lemme 4.41.  —  Soit  g  un  homéomorphisme  de  Vanneau  A,  sans  point  fixe,  isotope 
à l'identité,  et  g  un  relevé  de  g  au  plan  A . Supposons  que  g  vérifie  la  propriété  (*) 
ci-dessus. Alors  Indice(g , r) =  Indice(g , N) —  1. 

(La preuv e d u lemm e 4.4 1 es t donné e plu s loin. ) 

Unicité. —  L e lemme précédent prouv e notamment qu e l'indic e de h  pa r rappor t à  r 
n'est pa s nul . Soi t maintenan t h'  —  rk o  h u n autr e relev é d e h  (pou r fixe r le s idées , 
prenons k  >  0 , l e cas négati f étan t similaire) , et X  u n poin t d e A . De l a propriét é (*), 
on dédui t l'inégalit é 

(**) 0{h\X)) =  0(h(X))  +  k^  0{h(X))  +  1  > 0{X)  +  1/ 2 
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ce qu i entraîn e facilemen t qu e l'indic e d e h'  pa r rappor t à  r  es t nu l ( « le vecteu r 
h'(X) —  X point e partou t ver s l a droite , i l n e peu t pa s fair e d e tour s »  :  voi r pa r 
exemple l a preuv e d u lemm e 3.39) . 

Point 1  :  relevé  des  droites  de  Brouwer.  —  U n relev é d'un e droit e topologiqu e de 
S2 es t clairemen t un e droit e topologiqu e d e A . U n relev é d'u n ensembl e libr e es t 
clairement libre . I l rest e à  voi r qu e tou t relev é A  d'un e droit e d e Brouwe r A  don t 
l'adhérence contien t N  et  S  vérifi e l a propriét é d e séparatio n :  A  sépar e h(A)  d e 
h-1 (A). 

Or cett e propriét é es t clairemen t vérifié e s i A  es t l a droit e d e Brouwe r A 0 utilisé e 
dans l a constructio n d e h  donné e ci-dessus . Pa r unicité , l 'homéomorphism e h  n e dé -
pend pa s d e l a droit e utilisé e dan s l a construction , don c l a propriét é es t vérifié e pou r 
toute droit e A . 

Point 2  :  projection  des  arcs  libres.  —  Rappelon s qu e l e nombr e Indice(/i , r) n'es t 
pas nul . Nou s allon s alor s utilise r l e lemm e suivan t (don t l a preuv e es t donné e plu s 
loin) : 

Lemme4.42. —  Soit  H  G  C o m m ( r ); et  supposons  qu'il  existe  un  arc  7 dans  A,  libre 
pour H,  et  un  entier  k  non  nul  tels  que  7(1) = 7-^(7(0)). 

Alors Ind ice(# , r) =  0 . 

Soit 7 u n ar c d e A  libr e pou r / 1 , montrons qu e TT(^)  est u n ar c libr e pou r h.  L a 
courbe (̂7) es t bie n u n ar c :  sinon l'ar c 7 rencontr e u n d e se s itéré s rk(j),  c e qui es t 
exclu d'aprè s l e lemme 4.42 ci-dessus (qu e l'on applique a u sous-ar c 7' d e 7 allant d'u n 
point x  dan s 7HT_/c(7) au poin t rk{x)).  S i ̂ (7) n'es t pa s libre , /1(7) rencontr e rk(j) 
pour u n certai n entie r k  (ave c /  0  puisqu e 7 es t libr e pou r h).  Soi t x  G  7 te l qu e 
y =  h~1(rk(x))  G  7. L'ar c 7 es t alor s u n ar c libr e pou r h  contenan t x  et  y  :  d'après l e 
corollaire 3.80 , i l exist e auss i u n ar c libr e pou r h  qu i contien t x  et  h(y)  —  rk(x). Cec i 
contredit encor e l e lemm e 4.42. 

Point 3  :  relevé  d'une  décomposition  en  briques.  —  Soi t enfi n F  un e décomposition 
en brique s pou r h,  et  F  —  TT~1(F) ;  il s'agi t d e montre r qu e F  es t un e décomposition 
en brique s pou r h. 

Il es t clai r qu e F  es t encor e u n graph e triadique . Comm e le s brique s d e F  son t 
des disque s topologiques , chaque briqu e d e F  es t u n disqu e topologiqu e relevé d'un e 
brique d e F.  E n particulier , l e graph e triadiqu e F  es t libr e e t compact . I l rest e à 
prouver qu e F  es t minimal , c'est-à-dir e qu e l a réunio n d e deu x brique s adjacente s 
n'est pa s libre . 

Soient Bo  et  B\  deu x brique s d e F  adjacentes , e t appelon s BQ  =  TX(BQ)  et  B\  — 
7T(BI) le s briques correspondante s dan s F.  Le s briques B$  e t B\  son t adjacente s ;  don c 
l'image d e l'un e rencontr e l'autre , pa r exempl e i l exist e x  G  BQ  te l qu e h(x)  G  B\. 
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Soit x  u n relev é d e x  dan s B 0, e t y  u n relev é d e h(x)  dan s Bi.  Puisqu e BQ  et B\  son t 
adjacentes, i l exist e u n ar c 7  allan t d e x  à  y  e t inclu s dan s BQ  U B\. 

Or l'ar c 7r (7) n'es t pa s libre , puisqu'i l v a d e a ; à  / i ( x ) ;  d'après l e poin t précéden t 
de l a proposition , l'ar c 7  n'es t pa s libre . A  fortiori,  l a réunio n BQ  U B\ n'es t pa s libre . 
Ceci prouv e qu e F  es t minimal , e t achèv e l a preuv e d e l a propositio n 4.17 . 

Transitions pour  F.  —  Remarquon s a u passag e qu e puisqu e h(Bo)  f l B\  ^  0 , l e 
lemme d e Franks (3.65) entraîn e h{B{)  D  B0 =  0 , don c H  ¿0 = 0 . L a décom -
position F  étan t minimale , c'es t don c l'image d e B 0 qu i rencontr e B\.  Autremen t dit , 
l'application TT  envoie le s «  transitions »  d e F  su r le s transition s d e F  (ou , e n term e 
de l'orientatio n de s arête s défini e dan s [SauOl] , es t compatibl e avec les orientations) . 

b. Preuv e de s deu x lemme s 

r 

FIGURE 12 . Preuv e d u lemm e 4.4 1 

Démonstration du  lemme  4-41-  —  Voic i un e explicatio n informelle , qu i s'appui e su r 
la figure  12 . On se place sous les hypothèses d u lemme . D'après l a définition d e l'indice, 
le nombre Indice(# , N) —  l correspon d alors , dan s l e modèle du pla n R 2 (dessi n e n ba s 
à gauche) , à  l a variatio n angulair e d e l'angl e ai  entr e l e vecteu r «  tournant »  u  e t l a 
direction d u segmen t euclidie n d e x  à  g(x),  lorsqu e l e poin t x  parcour t u n cercl e qu i 
entoure N  (l e «  — 1 » vien t d u fai t qu e l e vecteu r u  fai t u n tou r lorsqu e x  parcour t l e 
cercle). 

Le nombr e Ind ice^ , r ), lui , correspon d à  l a variatio n angulair e d e l'angl e « 2 repré -
senté su r l e dessin d u haut , entre l e vecteur horizonta l u,  relev é de u,  e t l a direction d u 
segment d e x  à  g(x),  lorsqu e l e poin t x  parcour t u n segmen t horizonta l d e longueu r 1 
(qui s e projett e su r l e cercle) . 
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Pour montre r qu e ce s deux nombre s n'e n son t qu'un , l e problème vien t d u fai t qu e 

les deu x angle s a i (e n u n poin t x)  e t C12  (e n u n relev é x)  n e son t pa s égau x (comm e 

on peu t l e voi r su r l e dessi n :  l a projectio n d e A  su r A  es t un e isométri e local e pou r 

les métrique s naturelle s su r le s dessins , mai s pa s cell e d e A  su r IR2) . 

Cependant, grâc e à  l'hypothès e (*) , ces deux angle s n e prennen t jamai s de s valeur s 

opposées. O n e n dédui t facilemen t qu e le s deu x variation s angulaire s coïnciden t (un e 

manière géométriqu e d e voi r qu e l'applicatio n ol\  es t homotop e à  l'applicatio n (X2 

consiste à  déforme r l e pla n M 2 e n l'annea u A , e n passan t pa r de s cône s d e plu s e n 

plus pointus ; à  tou t momen t d e l a déformation , l'hypothès e (* ) assur e l'existenc e 

d'une uniqu e géodésiqu e minimisante d e x  à  g(x)  ;  au débu t d e l a déformation , cett e 

géodésique coïncid e ave c l e segmen t euclidie n d u pla n M 2 ; à l a fin,  ell e coïncid e ave c 

le segmen t géodésiqu e dans l'annea u A , qu i s e relèv e e n u n segmen t euclidie n dan s l e 

plan A ) . • 

Démonstration du  lemme  4-4%-  — O n s e plac e sou s le s hypothèse s d u lemme . O n 

considère, dan s l'annea u A , l a courb e 77 (7) ;  c'est un e courb e fermée , qu i fai t k  foi s l e 

tour d e A . O n voi t facilemen t qu'un e tell e courb e contien t un e courb e fermé e simple , 

et qu e cett e courb e fermée simpl e fai t un e foi s l e tour d e A  (pa s plus , sino n ell e aurai t 

un poin t doubl e ; e t ell e n e peu t pa s êtr e nulhomotope , san s quo i 7 aurai t u n poin t 

double). Cett e courb e fermé e simpl e possèd e u n relev é 7' inclu s dan s 7, e t 7' es t en -

core libr e pou r H  :  quitte à  remplace r 7 pa r 7', o n peu t suppose r qu e k  =  1  e t qu e 

TT(J) es t un e courb e fermé e simpl e d e A . 

On peu t maintenan t s e ramene r a u ca s o ù 7 =  [0,1 ] x  { 0 } : e n effet , l e théo -

rème d e Schoenflie s fournit u n homéomorphism e g d e A , isotope à  l'identité , vérifian t 

9(^(7)) —  TT([0, 1] x  { 0 } ) , e t o n remplac e H  pa r gHg~l  o ù g  es t u n relev é d e g  ; cec i 

ne chang e pa s l a valeu r d e Indic e (H, r)  d'aprè s l'affirmatio n 4.15 . 

Rappelons que Int(a) désign e Y intérieur d'u n ar c a , c'est-à-dir e l'ensembl e o;(]0,1[) . 

Soit, dan s A , le s deu x demi-droite s D\  =  ]  — 0 0 , 0] x { 0 } et D2  —  [ l , + o o [ x { 0 } . 

Supposons qu e H(7)  rencontr e D\  e t D2 . O n voi t alor s facilemen t qu e lnt(r(H(~f))) 

doit rencontre r Int(i /(7)) ; mais alor s Int(r (7)) rencontrerai t Int (7), or c e n'es t pa s 

le cas . 

L'une a u moin s de s deu x demi-droite s D\  e t D2  es t don c disjoint e d e H(j)  ;  sup -

posons pa r exempl e qu'i l s'agiss e d e D\.  Alors , comm e 7 es t libre , #(7) es t disjoin t 

de D\  U  7. Dan s c e cas, pou r tou t X  G  7, l e vecteu r H(X)  —  X n e point e jamais dan s 

la directio n horizontal e gauche . Cec i entraîn e qu e Indice(iif , r) =  0  (l'argumen t es t l e 

même qu e celu i donn é dan s l a preuv e d u lemm e 3.3 9 e t représent é su r l a figure  16 , 

page 51) . • 

c. Complément s su r h  e t su r le s autre s relevé s d e h.  —  L'énonc é suivan t 

contient quelque s propriété s supplémentaire s de s relevé s d e h,  qu i n e seron t pa s uti -

lisées dan s l e texte . I l nécessit e le s définition s suivante s (e t le s définition s similaire s 

pour h)  : 
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Définition 4.43. —  U n arc  de  translation  pou r h  es t u n ar c 7 qu i reli e u n poin t x  à 
son imag e h(x),  e t te l qu e 7 D /1(7) = {h(x)}. 

Définition 4.44. —  U n coupl e (x,  y)  d e points d e A n'appartenant pa s à  la même orbit e 
de h  es t singulier  s i pou r tou t e  >  0 , i l existe u n poin t z  e t u n entie r positi f n , te l qu e 
z soi t ^-proch e d e x,  e t hn(z)  ^-proch e d e y. 

Proposition 4.45 (complémen t à la proposition 4.17). —  Sous  les  hypothèses  de  la  pro-
position 4-.  17, on  a  : 

(1) un  couple  (x,  y)  de  points de  A est  singulier  si  et  seulement  s'il  existe  des  relevés 
x et  y  de  x  et  y  tels  que  (x,  y)  soit  singulier  pour  h  ; 

(2) le  relevé  canonique  h  n'est  pas  conjugué  à  une translation  affine.  En  particulier, 
il existe  des  couples  singuliers  pour  h  ; 

(3) les  autres  relevés  h'  de  h  sont  tous  conjugués  à  une  translation  affine  ; 
(4) si  7 est  un  arc  de  translation  pour  h,  alors  tout  relevé  7 est  un  arc  de  translation 

pour le  relevé  canonique  h,  et  est  libre  pour  les  autres  relevés  de  h. 

Démonstration. —  Pou r l e premie r point , l a propriét é essentiell e es t qu e dan s le s co-
ordonnées d e l a figure  11 , toute orbit e pou r h  es t entièremen t inclus e dan s un e band e 
verticale d e largeu r 2 . L e deuxièm e poin t peu t s e déduir e d u lemm e 4.4 2 (l'exis -
tence d e couple s singulier s provien t alor s d'u n résulta t d e B . Kerékjârtô, voi r pa r 
exemple [LR99a] , propositio n 8) . Le troisièm e poin t découl e immédiatement d e l'in -
égalité (** ) (preuv e d e l'unicit é dan s l a propositio n 4.17) . L e dernie r poin t découl e 
du poin t 2  de l a propositio n 4.1 7 concernan t le s arc s libres . Le s détail s son t laissé s a u 
lecteur. • 

Une conséquenc e d e c e complémen t es t qu'i l exist e auss i de s couple s d e point s 
de A  singulier s pou r h.  Cec i peut égalemen t s e prouve r directement , selo n l a stratégi e 
suivante :  dans l e ca s contraire , tou s le s point s d e l'annea u A  on t l e mêm e ensembl e 
cj-limite, qu i es t l'u n de s deu x point s fixes  (pa r exempl e TV) . Dans c e cas, un argumen t 
célèbre d e Birkhof f montr e qu'i l exist e u n disqu e attracti f contenan t l e poin t T V (voir 
par exempl e [LR00]) . D'aprè s l e lemm e 3.9 , l'indic e d e T V est alor s éga l à  1 . 
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CHAPITRE 5 

APPLICATIONS E N DYNAMIQU E LOCAL E 

Nous déduison s d u théorèm e d'extensio n 2.1 , du théorèm e d'existenc e d e décompo -
sition e n brique s 3.5 7 e t d e l a versio n simplicial e d u théorèm e principa l (théorèm e F 
page 80 ) le s théorème s d e dynamiqu e local e A , B  e t C . L a preuv e d u théorèm e A 
utilisera auss i le s résultat s élémentaire s su r le s décomposition s en briques ; cell e d u 
théorème C  nécessit e d e plu s u n certai n nombr e de s résultat s intermédiaire s d e c e 
texte. Les  sections  5.1,  5.2  et  5.3  sont  complètement  indépendantes. 

5.1 . Théorèm e d e l a fleu r topologiqu e 

Démonstration du  théorème  A.  —  Soi t h  :  U —>•  V  u n homéomorphism e local don t l e 
point fixe  es t d'indic e strictemen t supérieu r à  1 . O n appliqu e l e théorème d'extensio n 
2.1, e t o n s e plac e dan s l e modèle de l a sphère , mai s e n identifian t (0 , 0) à  S  e t l'infin i 
à N.  O n obtien t ains i u n homéomorphism e d e l a sphèr e fixant  uniquemen t N  et  S, 
que l'o n not e encor e h,  ave c Indic e (h, S)  =  1  +p >  1 . L'homéomorphism e h  vérifi e 
alors le s hypothèses d u théorèm e principal , e t i l suffit maintenan t d e montre r qu e tou t 
voisinage d e S  contien t p  pétale s attractif s e t p  pétale s répulsifs , d'intersection s deu x 
à deu x égale s à  { .S} , cycliquemen t alternés . 

Soit F  un e décompositio n en briques pou r h  (théorèm e 3.57) . D'aprè s l e théorème F 
(page 80) , i l exist e p  croissant s attractif s à  dynamiqu e Nord-Sud , simpliciaux , e t p 
croissants répulsif s à  dynamiqu e Sud-Nord , égalemen t simpliciaux , deu x à  deu x d'in -
térieurs disjoints , e t cycliquemen t alterné s autou r d e S.  Pa r définition , u n croissan t 
attractif à  dynamiqu e Nord-Su d contien t u n pétal e simplicia l attracti f bas é e n S  ; 
de mêm e u n croissan t répulsi f à  dynamiqu e Sud-Nor d contien t u n pétal e simplicia l 
répulsif bas é e n S. 

Pour obteni r l'existenc e de s 2p  pétale s dans  tout  voisinage  de  S,  i l suffi t don c d e 
montrer qu'u n pétal e attracti f simplicia l contient de s pétale s attractif s arbitrairemen t 
proches d e S  ;  plus précisément , i l nou s rest e à  prouve r : 
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Lemme 5.1.  —  Soit  h  un  homéomorphisme  de  la  sphère,  préservant  Vorientation, 
fixant uniquement  les  deux  points  N  et  S,  tel  que  Indice( h, N) ^  1 . Soit  F  une 
décomposition en  briques  pour  h,  et  Os  un  voisinage  de  S.  Alors  tout  pétale  attrac-
tif simplicial  P  basé  en  S  contient  un  pétale  attractif  simplicial  basé  en  S  et  inclus 
dans Os-

Soit K  =  P  \  Os  ;  i l s'agi t d e montre r qu'i l exist e u n pétal e attracti f simplicial , 
inclus dan s P , e t disjoin t d e K.  O n peu t toujour s suppose r qu e K  es t réunio n d'u n 
nombre fin i d e brique s d e l a décomposition , et qu e chaqu e composant e connex e de K 
rencontre l e bor d d e P  (quitt e à  grossi r K). 

Puisque K  rencontr e l e bor d d e P , i l exist e un e briqu e B\  inclus e dan s K  e t 
rencontrant l e bor d d e P.  Comm e P  es t u n attracteu r stric t réunio n d e briques , 
A+(B\) C  P , e t A ( P i ) es t à  extrémité s Sud ; d e plus , o n voi t facilemen t qu e l a 
brique Bi  n e peu t qu'êtr e d e typ e dynamiqu e (— » S).  L a droit e A ( P i ) délimite don c 
un pétal e attracti f P\  =  P + ( P i ) , inclu s dan s P , e t n e contenan t pa s B\. 

On appliqu e c e procéd é autan t d e foi s qu e nécessair e jusqu' à obteni r u n pétal e 
attractif Pk  disjoin t d e K  (plu s précisément , o n peu t raisonne r pa r récurrenc e su r 
le nombr e d e brique s contenue s dan s K,  e n remarquan t que , à  l'étap e /c , chaqu e 
composante connex e de K  D  Pk rencontr e l e bor d d e Pk).  • 

5.2. Branche s stable s e t instable s locale s 

Démonstration du  théorème  B.  —  Soi t h  :  U  —>  V  u n homéomorphism e loca l don t 
le poin t fixe  es t d'indic e strictemen t inférieu r à  1 . D'aprè s l e théorèm e d'extensio n 
2.1, i l suffi t d e traite r l e ca s o ù l 'homéomorphism e loca l h  es t l a restrictio n à  u n 
voisinage d e N  (qu e l'o n noter a encor e U)  d'u n homéomorphism e de l a sphèr e fixan t 
uniquement N  et  S  (qu e l'o n noter a encor e / i ) , ave c Indice(/i , N) =  1  — p <  1 . 

D'après l e théorèm e globa l D , i l exist e p  croissant s attractif s à  dynamiqu e Nord -
Sud e t p  croissant s répulsif s à  dynamiqu e Sud-Nord , deu x à  deu x d'intersectio n égal e 
à {N,  S},  cycliquemen t alterné s autou r d e TV. 

Soit A  l'u n de s croissant s attractif s à  dynamiqu e Nord-Sud . Pa r définition , i l exist e 
un pétal e attracti f P  e n 5 , inclu s dan s A,  te l qu e A  \  P  C  U.  O n peu t d e plu s 
supposer qu e l a situatio n es t homéomorph e a u dessi n d e l a figur e 1  (a) , c'est-à-dir e 
que l'ensembl e a  =  dP  \  dA  es t connex e :  en effet , dan s l e ca s contraire , o n peu t s e 
ramener à  cett e situatio n e n modifian t légèremen t l e pétal e P , comm e indiqué su r l a 
partie (b ) d e l a figure. 

On pos e alor s WkA  =  Adh(. A \  P ) (c'es t u n disqu e topologique ) ;  e t pou r tou t 
n ^  0 , o n appell e kn  l a composant e connexe de hn(A)  D  WkA qu i contien t N.  O n pos e 
kA —  Hn^iA;n. 

Affirmation 5.2. —  Soit  U'  un  disque  topologique  fermé,  voisinage  de  N,  tel  que 
U' H  A =  WkA  ;  alors  l'ensemble  kA  est  une  branche  instable  U'-locale. 
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S 

( a ) 

FIGURE 1. Constructio n d'un e branche instable local e 

Démonstration. —  Nou s p r o u v o n s success ivemen t qu e k,A  vérifi e le s quatr e poin t s d e 
la définit io n de s branche s instable s [ / ' - loca le s (définitio n 1.13) . 

L ' ensemble kn  cont ien t N,  e t o n voi t facilemen t qu' i l rencont r e a . I l es t c o m p a c t , 
c o n n e x e , plei n (un e c o m p o s a n t e c o n n e x e d 'u n ensembl e plei n es t p le ine) . O n a  auss i 
hn+1(A) c  hll{A),  d o n c kn+1  C  kn. 

Par conséquen t l 'ensembl e kA  cont ien t ./V , rencontre a  e t es t inclu s dan s U'  (cec i 
p rouve l e premie r p o i n t ) . I l es t c o m p a c t e t c o n n e x e c o m m e intersectio n décroissant e 
d 'ensembles c o m p a c t s e t connexe s ;  il es t plei n c o m m e intersectio n d 'ensemble s pleins . 
Cec i p rouv e l e deux ièm e poin t . 

M o n t r o n s qu e kA  C  h(kA)-  T o u t d ' a b o r d , k\  C  h{WkA)  ;  en effet , o n a 

fc, c  h(A)  n  (WkA  ) =  h(WkA  U  P) n  WkA 

= {h{wkA  )  n  wkA  )  u  {h(P)  n  wkA  ) 

= h(wkA)nwkA 

car h(P)  n WkA  =  0  (P  es t u n at t racteu r s t r ic t ) . O n a  d o n c kn+\  C  ki  C  h(WkA)  ; 
kTl+i es t u n ensembl e c o n n e x e inclu s dan s hn+1(A)  n h{WkA)  e t qu i cont ien t A^. O r 
h{kn) es t l a c o m p o s a n t e c o n n e x e d e hn+l(A)  n  h(WkA)  contenan t N  ;  o n a  d o n c 
kn+i C  h(kn).  O n e n dédui t kA  C  h(kA)-

Soit x  u n poin t d e kA-  Se s itéré s négatif s son t tou s dan s k,A,  d o n c n e peuven t qu e 
tendre ver s N  d 'aprè s l e corol la i r e 3.13 . Cec i p r o u v e l e t rois ièm e poin t . 

L 'ensemble WkA  es t u n vois inag e d e kA  \  {N}  dan s U'.  Soi t y  u n poin t d e WkA. 
D'après l a définitio n de s croissant s attractif s à  d y n a m i q u e Nord-Sud , i l exist e u n 
pétale at t ract i f bas é e n S  contenan t y,  pa r conséquen t le s itéré s positif s d e y  tenden t 
vers S,  e t y  possèd e u n itér é posi t i f hor s d e U'.  Cec i p rouv e l e qua t r ièm e poin t . • 
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On effectu e l a mêm e constructio n pou r chaqu e croissan t attracti f à  dynamiqu e 
Nord-Sud A i , . . . , Ap,  e t l a constructio n similair e pou r chaqu e croissan t répulsi f à  dy -
namique Sud-Nor d A[,...,  A'p  (en remplaçan t h  pa r h~l).  Cec i produi t de s ensemble s 
WkA ,  WkA,  e t de s compact s / c ^ , kA'%-

On trouv e facilemen t u n disqu e topologiqu e fermé U' ', voisinag e d e N,  inclu s dan s 
U H  h(U), te l qu e pou r tou t i,  U'  f l A%  = WkAi  e t U'  f l A'{  =  WkA,  •  Le s compact s 
h Ai e t h  a', son t de s branche s instable s e t stable s [/'-locale s vérifian t le s propriété s 
voulues. • 

5.3. Indice s de s itéré s 

Dans cett e section , nou s montron s l e théorème C  :  pour u n homéomorphism e local 
d'indice différen t d e 1 , le s indice s d e hn  e t d e h  son t égau x pou r tou t n  no n nul . L e 
point 1  du théorème , qu i revien t à  montre r qu e l'indic e d e hn  es t bie n défin i pou r tou t 
entier n  no n nul , découl e du lemm e (bie n connu ) suivan t : 

Lemme 5.3  (absenc e de récurrence locale). —  Soit  h  :  U  —»  V un  homéomorphisme 
local fixant  uniquement  0,  tel  que  l'indice  du  point  fixe  est  différent  de  1 . Il  existe 
alors un  ensemble  U'  C  U,  voisinage  de  0,  ayant  la  propriété  suivante.  Pour  tout 
point x  de  U',  si  la  suite  (hn(x))n^o  est  définie  pour  tout  n  positif  et  entièrement 
incluse dans  U',  alors  cette  suite  tend  vers  0 . 

En particulier,  pour  tout  entier  n  >  0,  il  existe  un  voisinage  U"  de  0 ; connexe,  tel 
que l'homéomorphisme  local  hn  :  U" —•  hn(U") n'a  pas  d'autre  point  fixe que  0 . 

Remarquons qu e l'exempl e de l a figure 1  page 2 6 montre qu'o n n e peu t pa s toujour s 
choisir U'  =  U. 

Démonstration du  lemme.  —  I l s'agi t d'u n lemm e d e dynamiqu e local e ; il suffi t don c 
de prouve r l e lemm e pou r u n homéomorphism e loca l de mêm e germ e qu e h.  L e théo -
rème d'extensio n 2. 1 perme t alor s d e suppose r (quitt e à  diminue r U)  qu e h  es t l a 
restriction d'u n homéomorphism e défini su r l e plan M2 , encore noté h,  e t fixant  unique -
ment 0 . Dans c e cadre, l'hypothès e d'indic e perme t d'applique r l a théorie d e Brouwe r : 
en particulier , l e corollair e 3.1 3 di t qu e le s orbite s de s point s tenden t ver s 0  o u l'in -
fini. Cec i entraîn e l'existenc e d u voisinag e U'  requi s pa r l e lemme . Soi t maintenan t 
n >  0 . O n choisi t alor s u n voisinag e U"  d e 0 , connexe , suffisammen t peti t pou r qu e 
[/", h(U"),...  ,hn(U")  soien t inclu s dan s U'.  L'homéomorphism e hn  es t bie n défin i 
sur U"  ;  l'application hn  :  U" —*  hn(U") es t u n homéomorphism e local ; e t pou r tou t 
point fixe  x  d e ce t homéomorphism e local , l'orbit e d e x  sou s h  es t entièremen t inclus e 
dans [Z7 , don c ten d ver s 0  :  par conséquent , x  =  0 . • 

Ce lemme montr e l e premier poin t d u théorèm e C  pour le s entiers n >  0 . Ce premie r 
point es t égalemen t vérifi é pou r le s entier s n  <  0  (c e qu e l'o n voi t e n prouvan t u n 
lemme symétrique , o u e n l'appliquan t à  l 'homéomorphism e h~l).  Passon s maintenan t 
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au calcu l d e l'indic e de s itéré s d e h.  L'idé e d e l a démonstratio n es t simple . Comm e 
toujours, i l suffi t d e fair e l a preuv e dan s l e cadr e global . A  l'aid e de s résultat s d e c e 
texte, nou s pouvon s découpe r l a sphèr e e n u n certai n nombr e d e croissant s attractif s 
et répulsifs , à  dynamiqu e Nord-Su d o u Sud-Nord , d'intérieur s disjoint s deu x à  deux . 
On voi t asse z facilemen t qu e le s indice s partiel s pou r h  e t pou r hn  à  traver s chaqu e 
croissant coïncident . D'autr e part , entr e deu x croissant s adjacents , l'indic e partie l 
pour h  es t nul , e t i l exist e un e chaîn e d e disque s pou r / 1 , grâc e à  laquell e o n peu t 
montrer qu e l'indic e partie l pou r hn  es t encor e nul . L a relatio n d e Chasle s perme t d e 
conclure. 

En pratique , o n v a s e ramener , via  l e relev é canonique , a u cadr e de s homéomor -
phismes d e Brouwer . O n commenc e donc pa r prouve r un e versio n d u théorèm e dan s 
ce cadre . Remarquon s qu e l'un e de s difficulté s d e l a preuv e concern e l e changemen t 
de cadr e :  e n effet , s i H  désign e l e relev é canoniqu e d e / 1 , i l n'es t pa s clai r a  priori 
que Hn  soi t l e relev é canoniqu e d e hn  (tan t qu'o n n e sai t pa s que l es t l'indic e d e hn, 
le relev é canoniqu e n'es t pa s défini...) . Cec i ser a pa r contr e u n corollair e immédiat d u 
théorème e t d e l a propositio n 5.4 . 

Rappelons qu'un e droit e d e Brouwe r pour H  es t encor e une droit e d e Brouwer pou r 
toute le s puissance s no n nulle s d e H  (remarqu e 3.24) . 

Proposition 5.4 (Indice s partiels des itérés) . —  Soit  H  un  homéomorphisme  de 
Brouwer, et  F  une  décomposition  en  briques  pour  H.  Soit  (An, , A i) un  couple 
de droites  de  Brouwer  simpliciales  disjointes.  Alors  pour  tout  entier  n  non  nul,  les 
indices partiels  ÏP(H,  AQ , A i ) et  IP(Hn,  A o , A i ) sont  égaux. 

On s e plac e sou s le s hypothèse s d e l a propositio n 5.4 , e t o n considèr e un e famill e 
vérifiant l a conclusio n d u lemm e 4.9 , autremen t di t un e famill e maximal e d e sous -
croissants simpliciau x minimau x d e l a band e Adh(Z}(Ao , A i ) ) , 

T =  { A d h ( D ( A Q , A i ) ) , . . . , Adh(D(A2fc , A'2fc+1))} . 

Comme e n 4.1.b , o n pos e A'_1  =  AQ  e t A'2K+2  =  A i . L a preuv e d e l a propositio n 5. 4 
nécessite l e lemm e suivant . 

Lemme 5.5  (complémen t à la proposition 4.11). —  Pour  tout  i  entre  — 1 et  2k  +  1,  et 
pour tout  entier  n  non  nul,  on  a 

I P ( # , A ^ + 1 ) A ^ + 1 ) . 

Démonstration du  lemme  5.5.  —  I l suffi t d e traite r l e ca s n  >  0 , puisqu e l'indic e 
partiel pou r H  es t toujour s éga l à  l'indic e partie l pou r H-1  (affirmatio n 3.37) . 

Soit C  u n croissan t d e l a famill e T.  L e croissan t C  étan t minimal , d'aprè s l a 
proposition 4.8 , i l es t à  dynamiqu e S-N  o u N-S.  I l es t clai r qu e C  es t encor e u n 
croissant pou r Hn,  ayan t l e mêm e typ e dynamiqu e qu e pou r H  (o n peut pa r exempl e 
utiliser l'affirmatio n 3.31) . Puisqu e l'indic e partiel entre les deux bord s de C  n e dépen d 
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que d u typ e dynamiqu e d e C  (affirmatio n 4.39) , le s indice s partiel s pou r H  e t pou r 
Hn son t égaux . Cec i montr e l e lemm e pou r le s entier s i  pairs . 

Soit maintenan t i  u n entie r impair . S i le s droite s A ^ e t A^+ 1 ne son t pa s disjointes , 
elles s e touchen t (définitio n 3.41) , e t l'indic e partie l es t nu l pou r H  comm e pou r Hn 
(par définition) . I l rest e l e ca s o ù ce s deu x droite s son t disjointe s ;  i l s'agi t d e montre r 
que l'indic e partie l pou r Hn  es t encor e nul . 

Le coupl e (A- , A-+1) est indifférent , o n suppos e pa r exempl e qu e A ^ es t attractive . 
D'après l a propositio n 4.11 , l'indice partie l es t nu l pou r H,  e t i l exist e un e chaîn e d e 
pseudo-disques ( D i , . . . D p ) , pou r H,  d e A[  à  A'-+ 1 (constitué e d e briques) . Noton s 
(^i)i=i, . . . ,p-i le s temp s d e transitio n d e l a chaîne . Considéron s alor s l a suit e 

(DllH^-1)xni(D2),..., ^n -1 )x (n i+ -+np-1 ) ( JDp) ) . 

Les disque s topologique s qu i l a composen t son t deu x à  deu x disjoints , san s quo i i l 
existerait un e chaîn e d e pseudo-disque s périodiqu e pou r H  (c e qu i contredirai t l e 
lemme d e Frank s 3.18) . D e plus , cett e suit e es t un e chaîn e d e pseudo-disque s pou r 
Hn, ave c le s même s temp s d e transitio n (nt).  Cett e chaîn e d e pseudo-disque s v a d e 
la droit e d e Brouwe r A ^ à  l a droit e A<'+ i =  H ("-I)x("i+-+"p-i)(AJ+1). 

Le lemm e d e Frank s pou r l'indic e partie l (propositio n 3.45 ) montr e alor s qu e l e 
nombre IP(i7n , A[,  A'(+1)  es t nul . 

D'autre part , l a droit e A"+l  es t inclus e dan s l e domain e d e Brouwe r engen -
dré, pou r Hn , pa r A^+1 . D'aprè s l e deuxièm e poin t d u corollair e 3.40 , o n a 
I P ( / J " , A ^ + L J A ' / + 1 ) = 0 . 

Les droite s d e Brouwe r AJ , A^+ 1 e t A"+ i son t clairemen t disjointes , l a deuxièm e 
séparant le s deu x autres . O n peu t don c applique r l a relatio n d e Chasle s (lemm e 3.38) , 
obtenant IP(Hn,  A^ , A"+ i) =  I P ( # n , AJ , A'i+1)  +  IP(tfn , A'I+1 , A^+1) . Deu x de s 
termes d e l a relatio n étan t nuls , l e troisièm e l'es t aussi , c e qu i nou s donn e bie n 

ip(Hn, A't,  A'i+1)  =  o = ip(h,  A ; , A ; + 1 ) . 

Ceci termin e l a preuv e d u lemme . • 

Démonstration de  la  proposition  5.4-  —  Comm e dan s l a preuv e d e l a formul e d e l a 
proposition 4.11 , on appliqu e l a relatio n d e Chasle s généralisé e (lemm e 3.43) , pou r H 
d'une part , e t pou r Hn  d'autr e part , à  l a famill e de s droite s A/_1  =  A o , . . . , A2k+2  — 
A i . D'aprè s l e lemme, le s indices partiels entre deux droite s successive s sont le s même s 
pour H  e t Hn,  e t o n obtien t l e résultat . • 

Démonstration du  théorème  C.  —  Grâc e a u théorèm e d'extension , i l suffit d e prouve r 
que s i h  es t u n homéomorphism e d e l a sphère , préservan t l'orientation , fixant  unique -
ment le s deu x point s T V et 5 , te l qu e Indice(TV ) =  1  —  p ^  1 , alor s pou r tou t entie r 
n +  0 , Indice(/in , N) =  Indice(/i , N). 

Comme dan s l a preuv e d u théorèm e principa l : 

- o n s e donn e un e décompositio n e n brique s F  pou r h  (théorèm e 3.57 ) ; 
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- o n not e A o une droit e d e Brouwe r simplicial e à  extrémité s Nord-Su d pou r h  (so n 
existence es t assuré e pa r l a propositio n 4.12 ) ; 

- o n not e H  =  h  l e relevé canoniqu e d e h  a u pla n A , fourni pa r l a propositio n 4.17 ; 
- o n not e A 0 u n relev é d e A0 , e t A i =  r ( A o ) (o ù r  désign e l'automorphism e d e 

revêtement). 

On a  alor s (comm e dan s l'affirmatio n 4.19 ) : 

I P ( # , Â0 , A i) =  Indice  ( # , r ) , 

IP(ir\Â0,Âi) =  Indice  ( i T \ r ) . 

D'autre part , o n a  auss i 

Indice (/i , TV) =  Indice  ( # , r) +  1 , 

Indice (/zn , TV) =  Indice  (irV ) +  1 . 

En effet , l a premièr e égalit é vien t d e l a définitio n d u relev é canonique . Montron s l a 
deuxième. O n repren d pou r cel a le s idée s d e l a constructio n d u relev é canonique . Soi t 
n >  0  fixé ;  puisque le s indices sont de s invariants de conjugaison, quitte à  conjuguer h, 
on peu t suppose r qu e le s (2n  +  3 ) droite s d e Brouwe r A 0 , . . . , h2(n+l\Ao)  son t de s 
demi-droites euclidienne s issue s d e TV , découpant l e pla n e n 2 n +  3  secteur s d e mêm e 
taille (généralisan t l a figur e 1 1 pag e 97) . Dan s c e modèle , o n voi t facilemen t qu e l e 
relevé canoniqu e H  de  h  vérifi e l'inégalit é : 

Pour tou t X  G  A, \6{X)  -  0(Hn(X))\  <  1/2. 

Comme Hn  es t u n relev é d e /in , l'égalit é Indice(/in , TV) =  Indice( Hn, r) +  1  découle 
alors d u lemm e 4.41 . 

Il n e nou s rest e plu s qu' a montre r qu e 

I P O ^ À c À O =  IP (iï",Ào,À1). 
Cette dernièr e égalit é es t un e applicatio n d e l a propositio n 5.4 . • 
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APPENDICE :  THÉORÈM E D E SCHOENFLIES-HOMM A 
ET VARIANTE S 

Le théorèm e d e Schoenflie s es t l'u n de s outil s technique s le s plu s courammen t 
utilisés dan s le s problème s d e topologi e plane . Dan s c e texte , nou s appliquon s u n 
certain nombr e d e variante s qu i peuven t toute s êtr e vue s comm e des corollaire s d'u n 
théorème d e Homma . Dan s ce t appendice , nou s énonçon s l e théorèm e d e Homm a e t 
expliquons quelques-une s d e se s utilisations . 

Le théorèm e d e Schoenflie s 

Théorème (Schoenflies) . —  Tout  homéomorphisme  entre  deux  courbes  de  Jordan  in-
cluses dans  S 2 s'étend  en  un  homéomorphisme  de  S2 . 

Le théorèm e d e Schoenflies-Homm a 

Définition ([Hom53]). —  O n appell e ensemble  en  forme  de  «  Y»  u n ensembl e qu i es t 

la réunio n d e troi s arc s ayan t e n commu n u n seu l point , extrémit é d e chacu n d'eux . 

L'orientation d e l a sphèr e indui t u n ordr e cycliqu e sur l'ensembl e de s troi s arc s qu i 
constituent n'import e que l ensembl e d e c e type , a u voisinag e du poin t d'intersection . 

Théorème (Homma) . —  Soit  F  un  ensemble  compact,  connexe  et  localement  connexe 
de la  sphère.  Une  application  continue  et  injective  de  F  dans  la  sphère  s'étend  en  un 
homéomorphisme de  la  sphère  préservant  l'orientation  si  et  seulement  si  elle  préserve 
l'ordre cyclique  de  tous  les  ensembles  en  forme  de  «  Y»  contenus  dans  F. 

Utilisations. —  O n utilis e l e théorème ave c divers ensembles F , ce s ensembles étan t 
à chaqu e foi s de s graphe s simpliciau x finis.  Le s détail s son t laissé s a u lecteur . O n a 
essentiellement besoi n d e troi s variante s : 

- Dan s l e cas où F  es t un e courb e fermée simpl e ou bien un arc , F  n e contient aucu n 
ensemble e n form e d e «  Y » , et o n retrouv e e n particulie r l e théorèm e d e Schoenflies . 
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- Soien t A i , . . . , Af c (k  ^  2) , une famill e d e droite s topologique s du plan , deu x à 

deux disjointes . Supposon s qu e pou r tou t 0  ^  i\  <  ¿ 2 < ¿ 3 ^ k,  l a droit e A^ 2 sépar e 

A ^ d e Ai 3. Alor s i l exist e u n homéomorphism e h  d u plan , préservan t l'orientation , 

qui envoi e chacune de s droite s A ^ su r l a droit e vertical e i  x  R . 

- Soien t N  et  S  deu x point s antipodau x d e l a sphère , e t A i , . . . , A& , k  ^  2  un e 

famille d'arc s d'extrémité s N  e t .S , deux à  deu x d'intérieur s disjoints . Alor s i l exist e 

un homéomorphism e d e l a sphère , fixant  N  et  S,  qu i envoi e chacun de s arc s su r u n 

demi-grand cercle . 

Remarquons qu e dans beaucou p de cas , on a besoin de spécifier l'image d'un certai n 

nombre de points pa r l 'homéomorphism e recherché ;  ceci arrive e n particulie r quan d o n 

veut obteni r u n homéomorphism e du plan , c'est-à-dir e qu i fixe  l e poin t à  l'infini . Cec i 

ne pos e pas d e problème (typiquement , o n utilise qu e l e groupe des homéomorphismes 

du disqu e qu i fixent  chaqu e poin t d u bor d es t transitif) . 
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