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HOMEOMORPHISMES DE SURFACES
THEOREMES DE LA FLEUR DE LEAU-FATOU
ET DE LA VARIETE STABLE

Frédéric Le Roux

Résumé. — On étudie la dynamique d’un homéomorphisme de surface au voisinage
d’un point fixe isolé. Si 'indice du point fixe est strictement plus grand que 1, on
construit une famille de pétales autour du point fixe, alternativement attractifs et
répulsifs, ce qui généralise un énoncé de dynamique holomorphe. Si I'indice est stric-
tement plus petit que 1, on obtient une famille de branches alternativement stables
et instables, ce qui généralise un énoncé de dynamique différentiable hyperbolique.

Abstract (Dynamics of surface homeomorphisms, topological versions of Leau-Fatou flo-
wer theorem and stable manifold theorem)

The study of the dynamics of a surface homeomorphism in the neighbourhood of
an isolated fixed point leads us to the following results. If the fixed point index is
greater than 1, a family of attractive and repulsive petals is constructed, generalizing
the Leau-Fatou flower theorem in complex dynamics. If the index is less than 1, we
get a family of stable and unstable branches, generalizing the stable manifold theorem
in differentiable hyperbolic dynamics.
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CHAPITRE 0

INTRODUCTION

Contexte. — Au tout début de Dapparition des systemes dynamiques comme
branche des mathématiques, Poincaré avait souligné l'importance des orbites pé-
riodiques comme 1'un des biais par lequel il est possible d’attaquer I'étude d’un
systéme dynamique ; depuis, une bonne partie des problemes de dynamique consiste
d’une part a chercher des orbites périodiques, d’autre part a tenter de comprendre la
dynamique au voisinage d’une orbite périodique. Les résultats de dynamique locale
sont souvent un préliminaire incontournable a I’étude de la dynamique globale : c’est
le cas par exemple en dynamique hyperbolique (théoréme de Hartman-Grobman, de
la. variété stable, étude des bifurcations locales) ou en dynamique holomorphe a une
variable (théorémes de linéarisation locale, théoréme de la fleur de Leau-Fatou).

Problématique. — Dans ce texte, nous nous intéressons a la dynamique topolo-
gique, en dimension 2. Que peut-on dire de la dynamique locale d’'un homéomor-
phisme de surface au voisinage d’'un point fixe isolé? Cette question a été abordée
il y a longtemps par G. D. Birkhoff, et plus récemment par M. Brown, E. Slaminka,
S. Pelikan, S.Baldwin, P.Le Calvez, J.-C. Yoccoz, S. Matsumoto ([Bro90b, BS90,
PS87, LC99, LCY97, LCO03, Mat01]). Contrairement aux catégories avec plus de
structures, il n’y a aucun espoir de théoreme de linéarisation locale, ce qui explique
qu’il n’y ait pas eu de réponse définitive.

Un des ingrédients principal est I'indice de Lefschetz du point fixe, il permet de
préciser la question initiale : quel lien y a-t-il entre 'indice et la dynamique 7

Le lien le plus simple est conséquence de la théorie des homéomorphismes de
Brouwer : si l'indice est différent de 1, alors de nombreuses formes de récurrence
(points périodiques, et méme points non errants) sont exclues dans un voisinage du
point fixe ; autrement dit, le comportement individuel de chaque orbite est tres simple.
Préciser le comportement dynamique consiste alors a essayer de dire quelque chose
du comportement collectif des orbites.
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Résultats. — Dans ce texte, on obtient des énoncés qui s’inspirent de théorémes
classiques des catégories plus structurées, le théoréme de la variété stable en dyna-
mique hyperbolique, et le théoréme de la fleur de Leau-Fatou en dynamique holo-
morphe.

La version topologique du théoreme de la variété stable concerne le cas ou I'indice
de Lefschetz est strictement plus petit que 1 : on prouve alors 'existence de p branches
stables et p branches instables locales, cycliquement alternées autour du point fixe (ou
le nombre p est la différence entre 1 et 'indice).

La version topologique du théoréme de la fleur de Leau-Fatou concerne le cas dual,
ou l'indice de Lefschetz est strictement plus grand que 1 : on montre cette fois-ci
Iexistence de p pétales attractifs et p pétales répulsifs, ici encore cycliquement alternés
autour du point fixe (le nombre p est la différence entre I'indice et 1).

On obtient également une nouvelle preuve d’un résultat de M. Brown : 'indice du
point fixe pour toute puissance non nulle de 'homéomorphisme est égal a 'indice
pour h.

Stratégie et outils. — La stratégie des preuves est la suivante. Un résultat d’ex-
tension (théoréme 2.1) permet de se ramener & un cadre de dynamique globale, celui
d’un homéomorphisme de la sphere n’ayant que deux points fixes, notés N et S : ainsi,
la quasi-totalité du texte portera en réalité sur des questions de dynamique globale.
En particulier, les trois résultats de dynamique locale se déduiront rapidement d’un
méme théoreme, que nous expliquons maintenant.

Dans le cadre global, on peut utiliser la théorie de Brouwer. Celle-ci permet la
construction, en chaque point (non fixe), d'une droite de Brouwer, c’est-a-dire d’'un
arc dont les extrémités sont les points fixes (ou d’une courbe fermée simple passant par
I'un des points fixes), et qui ne rencontre son image qu’aux points fixes. Le principal
résultat de dynamique globale (théoréme D) annonce l'existence d’une famille finie
de droites de Brouwer formant le bord de structures dynamiques baptisées croissants
et pétales, dont le nombre et la disposition sont reliés aux indices des points fixes N
et S.

La construction des croissants et des pétales utilise principalement deux outils.
D’une part, une notion d’indice entre deux droites de Brouwer disjointes, appelée
indice partiel. D’autre part, les décompositions en briques, élaborées et déja utilisées
par P.Le Calvez et A.Sauzet : il s’agit d'un certain type de triangulation du com-
plémentaire des points fixes, adaptée a la dynamique. Cette triangulation permet
notamment d’évacuer une grande partie des problemes délicats de topologie plane, et
d’obtenir des preuves simples des résultats de Brouwer, en construisant par une pro-
cédure « automatique » des droites de Brouwer simpliciales (qui sont réunion d’arétes
de la triangulation).

La plupart des preuves ont pour décor un autre cadre de dynamique globale, celui
des homéomorphismes de Brouwer : ce sont des homéomorphismes du plan sans point
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fixe. Le passage du cadre « sphére avec deux points fixes » au cadre « plan sans point
fixe » s’effectue de la maniere suivante : en enlevant les deux points fixes NV et S, puis
en passant au revétement universel, on obtient une surface homéomorphe au plan; on
montre alors qu’il existe une seule maniére « non triviale » de relever la dynamique
en un homéomorphisme du plan (qui est bien str sans point fixe). Ceci est 1'objet
de la proposition 4.17, et nécessite la construction préalable d’une droite de Brouwer
reliant les deux points fixes N et S. Celle-ci est obtenue par des arguments portant
principalement sur la combinatoire des droites de Brouwer simpliciales.

On prouve notamment une version du théoréme principal, concernant I’existence de
croissants et de pétales, dans le cadre des homéomorphismes de Brouwer (théoréme E).
Puis on en déduit la version initiale du théoreme.

Plan du texte. — Dans le premier chapitre, on énonce précisément les résultats
locaux, et on illustre ces résultats et leurs limites sur des exemples. Le deuxieme cha-
pitre, tres court, contient le théoréme d’extension qui rattache le cadre local au cadre
global. Le troisicme énonce le résultat principal de dynamique globale, et construit
les outils nécessaires & sa démonstration (théorie de Brouwer « classique », indice par-
tiel, décomposition en briques). Le quatrieme contient le coeur de la preuve. Enfin,
le dernier chapitre applique théoreme d’extension et résultat global pour récolter les
résultats de dynamique locale.

Les chapitres concernant le cadre global (3 et 4) sont largement indépendants des
autres chapitres.

Remerciements. — Je tiens a remercier les professeurs du College de France, et
tout particulierement Jean-Christophe Yoccoz, de m’avoir invité, en janvier 2001, &
faire la série d’exposés qui m’a incité a écrire ce texte. Cette étude a pour origine le
premier sujet de these que m’avait donné Lucien Guillou, a I’époque sans beaucoup de
succes... Le sujet a redémarré apres plusieurs discussions avec Patrice Le Calvez, en
particulier grace a sa suggestion d’utiliser les « décompositions en briques », qui jouent
ici un role central. Je remercie Lucien et Patrice pour leur intérét constant pour ce
travail. Ce texte a également bénéficié des conversations avec Francois Béguin, Sylvain
Crovisier, Vincent Guirardel et Duncan Sands.
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CHAPITRE 1

PRESENTATION DES RESULTATS
DE DYNAMIQUE LOCALE

Dans ce chapitre, on énonce et on illustre les résultats de dynamique topologique lo-
cale de dimension 2. Ceux-ci sont affiliés & deux théoremes célebres, 'un en dynamique
différentiable, autre en dynamique holomorphe; nous commencons par rappeler ces
énoncés. Apres avoir présenté les résultats nouveaux et certains de leurs ancétres, on
décrit quelques exemples, de complexité croissante, pour la plupart déja connus; les
deux derniers exemples sont nouveaux (figures 14 et 16). Ces exemples ne sont pas
utilisés dans la suite du texte (mais en facilitent sans doute la compréhension).

1.1. Rappels de quelques résultats classiques

On note 0 le point (0,0) du plan R?. On notera Int(E), Adh(E) et OE V'intérieur,
I’adhérence et la frontiere d’un ensemble E.

Rappelons que z est un point fize d’une application f si f(z) = x. L’ensemble des
points fixes de f sera noté Fixe(f).

Définition 1.1. — Un homéomorphisme local h : U — V est un homéomorphisme h
entre deux voisinages connexes U et V de 0 dans R2, préservant 'orientation, dont 0
est un point fixe.

Définition 1.2. — Un germe d’homéomorphisme est une classe d’équivalence d’homéo-
morphismes locaux pour la relation : (hy : Uy — Vi) ~ (he : Uz — V3) si et seulement
si il existe un voisinage U’ de 0 tel que hyyr = hojy.

Définition 1.3. — Deux homéomorphismes locaux h; : Uy — Vi et hy : Uy — V5 sont
topologiquement conjugués si il existe un homéomorphisme local g : U1 UV; — UsUVs,

1

envoyant Uy sur Uy et V; sur Vo, tel que, sur Us, go hy o g™ = ho.

Cette définition induit une définition sur les germes. On définit de maniere simi-
laire les difféomorphismes et les difféomorphismes holomorphes locaux, ainsi que leurs
germes.

A partir de maintenant, tous les homéomorphismes considérés auront 0 comme
unique point fixe.
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a. Dynamique différentiable. — Soit f un germe de difféomorphisme en 0. On
dit que f est topologiquement linéarisable s’il est topologiquement conjugué a sa dif-
férentielle en 0.

Théoreme 1.4 (Hartman-Grobman, 1962). — Supposons que la différentielle en 0 soit
hyperbolique (i.e. les modules des valeurs propres sont différents de 1). Alors f est
topologiquement linéarisable.

On en déduit qu’a conjugaison topologique pres, il n’existe que quatre germes de
difféomorphismes hyperboliques (préservant 'orientation) : homothétie contractante
ou dilatante, point selle avec ou sans rotation (figure 1).

(Co) (62) Gue) (3 )

% DA/ S
IR\ZSANN 7

FIGURE 1. Les quatre modeles de difféomorphismes hyperboliques locaux

Soit f : U — V un difféomorphisme local hyperbolique de type selle, c¢’est-a-dire
que 'une des valeurs propres a sa valeur absolue plus grande que 1, et 'autre plus
petite que 1. Si U’ est un voisinage de 0 inclus dans U, on note WUO et WO_, les
ensembles stables et instables locauz, i.e. WUy = {x € U’ |Vn > 0, f*(z) € U'} et
WY, ={z e U |¥n <0, f*(z) € U'}. Le théoréeme d’Hartman-Grobman permet
bien str de décrire le comportement des orbites; tout se passe comme sur la figure 1 :

Corollaire 1.5. — Supposons que la différentielle est de type selle. Alors il existe un
voisinage U’ de 0 arbitrairement petit, tel que :
~ les ensembles WU, et W(H sont deux arcs d’intersection {0}, d’extrémités sur

la frontiére OU' ;

— tous les points de WUO ~ {0} ont un itéré négatif hors de U’ et leurs itérés positifs
qui tendent vers 0.

— tous les points de Wé]; ~ {0} ont un itéré positif hors de U’ et leurs itérés négatifs
qui tendent vers 0.

Le théoréme de la variété stable ajoute que ces arcs sont différentiables et tangents
aux directions propres de la différentielle (mais ici seuls les aspects topologiques de la
dynamique nous intéressent).

ASTERISQUE 292



1.1. RAPPELS DE QUELQUES RESULTATS CLASSIQUES 7

b. Dynamique holomorphe. — On peut trouver des précisions sur les résultats
ci-dessous dans [Mil99, CG93]. Soit f un germe de difféomorphisme holomorphe.

Si| f(0) |# 1 (point hyperbolique), alors f est linéarisable, i.e. la dynamique est
localement (holomorphiquement) conjuguée & sa différentielle z — f’(0) x z. Remar-
quons qu'il n’y a que deux classes de conjugaison topologique, correspondant aux
homothéties contractantes ou dilatantes;

Si f(0) = €™ avec 6 irrationnel « mal approché » par des rationnels (condition
diophantienne), alors f est encore linéarisable, et donc (holomorphiquement) conjugué
4 une rotation irrationnelle (Siegel, Bryuno).

Si f/(0) = €™ avec  irrationnel « bien approché » par des rationnels, alors il
existe des exemples oli f n’est pas linéarisable (Cremer, Yoccoz).

Le dernier cas va nous intéresser plus spécialement :

Si f/(0) = €2 avec # rationnel (point parabolique), on a encore conjugaison &
un modele simple (pour simplifier, on se place dans le cas ou § = 0) :

Théoréme 1.6 (Camacho, [Cam78]). — Si f(z) =z +az®t) +... (p>0eta#0),
alors f est topologiquement conjugué a z — z + 2Pt

On peut alors décrire la dynamique locale a ’aide des définitions suivantes :

Définition 1.7. — On appelle disque topologique fermé un ensemble homéomorphe a
un disque euclidien fermé du plan.

Feuilletage invariant

FIGURE 2. Dynamique de z — z + z® au voisinage de 0

Définition 1.8 (figure 2). — Soit h : U — V un homéomorphisme local. Un pétale
attractif est un disque topologique fermé P inclus dans U, dont le bord contient 0,
vérifiant h(P) C Int(P)U{0}. Le pétale P est dit régulier si de plus [,,, h"(P) = {0}.
Un pétale répulsif est un pétale attractif pour A1,

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2004



8 CHAPITRE 1. PRESENTATION DES RESULTATS DE DYNAMIQUE LOCALE

Corollaire 1.9 (théoréeme de la fleur de Leau-Fatou, 1897-1917)

Soit f vérifiant les hypothéses du théoréme 1.6. Alors, pour tout homéomorphisme
local h : U — V de germe f, il existe p pétales attractifs réguliers et p pétales répulsifs
réguliers cycliquement alternés autour de 0, dont la réunion forme un voisinage de 0.

Remarquons qu’en pratique, et contrairement a ce que laisse penser la présentation
adoptée ici, on déduit le théoreme 1.6 du corollaire 1.9.

1.2. Résultats de dynamique topologique

On énonce ici les résultats de dynamique topologique locale. Certain des résultats
classiques ci-dessus sont du type :

Hypothese sur la différentielle = conjugaison & un modele simple.

Si on essaie d’obtenir des résultats analogues en dynamique topologique, on se
heurte a deux types de problemes :

(1) au niveau des hypotheses, il faut trouver une généralisation topologique d’hy-
potheses portant sur la différentielle ;

(2) au niveau des conclusions, il n’y a aucun espoir d’obtenir une conjugaison & un

petit nombre de modeles (ceci sera clair sur les exemples décrits ci-dessous, section
1.5).
La deuxieme objection indique simplement qu’on ne pourra pas obtenir de théorémes
de « linéarisation » (comme les théoremes de Camacho ou d’Hartman-Grobman),
et qu’il faudra se contenter de théorémes de description partielle de la dynamique
(comme les corollaires 1.5 ou 1.9). La premiére objection est plus sérieuse, mais par
miracle il existe une notion qui va permettre d’y remédier : I'indice d’un point fixe.
La définition est expliquée plus bas (section 1.5 b); pour l'instant, remarquons sim-
plement deux choses :

—si f(2) = z 4+ az"P) 4 ... Pindice du point fixe est 1 + p (en particulier, il est
strictement plus grand que 1) ;

~ pour un point selle sans rotation, 'indice est —1.

Si h est un homéomorphisme local fixant uniquement 0, on notera Indice(h,0)
I'indice du point fixe (qui ne dépend que du germe de h).

a. En indice > 1, pétales attractifs et répulsifs

Définition 1.10. — Soient U un voisinage de 0 dans le plan, F et F’ deux familles finies
de parties compactes et connexes de U contenant 0, et supposons que les éléments
de F U F’ sont deux a deux d’intersection égale a {0}. On dira que F et F’ sont
cycliquement alternées autour de 0 s'il existe une courbe fermée simple ~ incluse
dans U, entourant 0, rencontrant chaque élément de F'U F” en un unique point, telle
qu’en parcourant y on rencontre alternativement les éléments de F' et ceux de F”.

ASTERISQUE 292



1.2. RESULTATS DE DYNAMIQUE TOPOLOGIQUE 9

Remarquons qu’on pourrait étre plus précis en définissant I’ordre cyclique autour
de 0 de n’importe quelle famille finie de parties connexes de U deux a deux d’inter-
section égale a {0}.

Théoréeme A (version topologique du « théoreme de la fleur »). — Soit h : U — V un
homéomorphisme local fizant uniquement 0, d’indice strictement supérieur a 1; on
écrit Indice(h,0) =1+ p avec p > 0.

Alors il existe p pétales attractifs et p pétales répulsifs dans U, deur ¢ deuz d’in-
tersection égale a {0}, les pétales attractifs et répulsifs étant cycliquement alternés
autour de 0.

Ce théoreme est illustré par la figure 3.

FIGURE 3. Dynamique autour d’un point fixe d’indice plus grand que 1
(ici d’indice 3)

b. En indice < 1, branches stables et instables locales. — Soit A: U — V un
homéomorphisme local, et U’ un disque topologique fermé inclus dans Int(U N V).

Définition 1.11. — Un ensemble E C U’ est plein si U ~ E est connexe.(!)
Définition 1.12. — Un ensemble E C U’ est positivement invariant si h(F) C E.
Définition 1.13. — Une branche stable U’-locale est un ensemble k vérifiant les pro-
priétés suivantes :

(1) k est inclus dans U’, il contient 0 et rencontre la frontiere de U’;

(2) k est compact, connexe, plein;

(3) k est positivement invariant, et la suite des itérés positifs de tout point de k
tend vers 0

(4) il existe un ensemble Wy, voisinage de k ~\ {0} dans U’, tel que tout point de
Wy a un itéré négatif hors de U’.

Une branche instable U’ -locale est une branche stable U’-locale pour h~".

(D Ceci revient a dire que toute composante connexe de U’ \. E rencontre oU’.

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2004



10 CHAPITRE 1. PRESENTATION DES RESULTATS DE DYNAMIQUE LOCALE

Théoreme B (Version topologique du théoréme de la variété stable)

Soit h : U — V un homéomorphisme local fizant uniquement 0, d’indice strictement
inférieur a 1; on écrit Indice(h,0) =1 — p avec p > 0.

Alors il existe un disque topologique fermé U’ , voisinage de 0 inclus dans Int(UNV'),
p branches U'-locales stables et p branches U'-locales instables, deuz & deux d’intersec-

tion égale a {0}, les branches stables et instables étant cycliquement alternées autour
de 0.

FIGURE 4. Dynamique autour d’un point fixe d’indice plus petit que 1 (ici
d’indice —1)

Ce théoreme est illustré par la figure 4. Remarquons que les pétales du théoreme A
et le voisinage U’ du théoréme B peuvent étre choisis arbitrairement petits (en ap-
pliquant chaque théoreme a une restriction de h a un voisinage arbitrairement petit
de 0).

c. Indices des itérés d’un homéomorphisme local. — On obtiendra également
une nouvelle preuve d’un théoreme de M. Brown ([Bro90b]).

Théoreme C (M. Brown). — Soit h : U — V un homéomorphisme local fixant uni-
quement 0, dont le point fixe est d’indice différent de 1. Soit n un entier non nul.
Alors :

(1) le point 0 est un point fize isolé de h™ ; autrement dit, il existe un voisinage
connexe U’ de 0, sur lequel h™ est bien défini, et tel que 0 est le seul point fize de
I’homéomorphisme local h™ : U' — h™(U’) ; en particulier, le nombre Indice(h™,0) est
bien défini;

(2) Indice(h™,0) = Indice(h, 0).

Le fait que h™ soit bien défini sur U’ signifie que les ensembles U’, h(U"), ..., h" 1 (U")
sont inclus dans U.

1.3. Antécédents

a. La théorie de Brouwer. — La théorie des homéomorphismes de Brouwer ex-
plique notamment qu’il ne peut pas y avoir de récurrence au voisinage d’un point fixe

ASTERISQUE 292
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d’indice différent de 1. Plus précisément, il existe un voisinage U de 0 tel que la suite
des itérés d’un point de U n’a que deux possibilités : tendre vers le point fixe ou sortir
de U. Ce résultat est un préliminaire essentiel pour I’étude des dynamiques locales.
La théorie de Brouwer est détaillée dans la section 3.2.

b. Ancétres du théoréme de la fleur. — En étudiant les points fixes d’indice
strictement plus grand que 1, C. P. Simon et N. A. Nikitin ont d’abord montré que les
points fixes des difféomorphismes préservant laire avaient un indice inférieur ou égal
a 1 ([Sim74], [Nik74]). S. Pelikan et E. E. Slaminka ([PS87]) ont ensuite étendu ce
résultat aux homéomorphismes. P. Le Calvez a été le premier a obtenir une propriété
de dynamique topologique qui interdit de préserver aire : en indice strictement su-
périeur & 1, tout voisinage du point fixe contient tous les itérés positifs d’un ouvert
errant (i.e. disjoint de tous ses itérés, voir [LC99, LCO03]). Le théoreme de la fleur
topologique renforce ces résultats, en décrivant une propriété dynamique liée a la va-
leur exacte de I'indice. Mais ce théoréme ne contient pas encore toutes les propriétés
impliquées par la condition d’indice : par exemple, une autre propriété dit que tout
voisinage du point fixe contient une orbite entiere (différente du point fixe). Ceci est
une conséquence du théoréme d’indice de P. Le Calvez et J.-C. Yoccoz ([LCY97]) ; au-
paravant, S. A. Andréa P’avait prouvé, en indice 2, dans un contexte global ([And70]).

c. Ancétres du théoréme de la « variété » stable. — Ce théoréeme est ex-
trémement proche d’'un énoncé de S.Baldwin et E. E. Slaminka ([BS90]); celui-ci
comporte une hypothese supplémentaire (I’aire est préservée) et une propriété en
moins dans la conclusion (les orbites négatives des points des branches stables ne
sortent pas nécessairement du voisinage). D’autre part, la preuve semble utiliser im-
plicitement une hypothese additionnelle assez forte : 'existence d'un voisinage qui
ne contient aucune orbite enticre. (2) L'un des buts de ce travail était d’obtenir une
preuve complete de cet énoncé, en évitant la théorie de la « mise en position ca-
nonique » utilisée par S. Baldwin et E. E. Slaminka. Cette théorie est due aux efforts
successifs de B. S. Schmidt ([Sch75]), E. E. Slaminka ([S1a93, Sla88a]), et M. Bonino
([Bon97, Bon01, Bon99)) ; bien que ne faisant appel qu’a des notions élémentaires,
les preuves sont assez délicates. La mise en position canonique peut aussi étre utili-
sée pour étendre les germes en évitant 'apparition de points fixes, et pour calculer
les indices des itérés h™ ([Bro90b]). On donne également des preuves alternatives
de ces deux résultats (théoreme C ci-dessus, et théoreme d’extension 2.1 ci-dessous).
K. Hiraide et J. Lewowicz ont également prouvé et utilisé un résultat de « variété »

) Voir [BS90], page 827, ligne 7 : « Since = € So —p, there exists an N > 0 such that B‘N(m) ZD.»
Or sans 'hypothese additionnelle donnée ci-dessus, il n’est pas clair que I’ensemble Sy ait cette
propriété. D’autre part, la construction est d’abord effectuée pour un homéomorphisme h qui est une
perturbation de h, et la maniére d’obtenir les branches stables de h & partir de celles de lAL, qui n’est
pas détaillée, semble également poser probleme.
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stable topologique, dans un contexte différent, celui des homéomorphismes expansifs
de surfaces (voir [Hir90], [Lew89]). Pour ce qui est des ancétres plus lointain, rap-
pelons que dans son étude des homéomorphismes de 'anneau déviant la verticale,
G. D. Birkhoff montrait et utilisait une propriété de I’ensemble stable local : sous une
hypothese tres générale (n’étre ni puits ni source, ce qui est le cas si I’aire est préservée
ou si l'indice est différent de 1), la composante connexe du point fixe est non triviale
(la preuve est trés courte, voir par exemple [LROO], lemme 5).

d. Autres résultats de dynamique topologique locale. — P.Le Calvez et
J.-C. Yoccoz, puis P.Le Calvez ont relié la suite des indices des itérés (h™) d'un
homéomorphisme local aux propriétés dynamiques de h ([LCY97, LC03]). Notam-
ment, P. Le Calvez retrouve le théoréeme de M. Brown énoncé ci-dessus. En dynamique
globale, un corollaire important de cette étude est la preuve de la non-existence d’ho-
méomorphismes minimaux de 'anneau ouvert R x S! ; P. Le Calvez obtient également
des théoremes d’existence d’orbites périodiques.

1.4. Limites des résultats, questions

a. En indice < 1. — Par définition, I’ensemble stable d’un point fixe est ’ensemble
des points dont la demi-orbite positive tend vers le point fixe. Contrairement au cadre
différentiable hyperbolique, pour un homéomorphisme, I’ensemble stable n’est pas né-
cessairement connexe (voir 'exemple de la proposition 1.19 ci-dessous ; cette remarque
répond & la question posée par S. Baldwin et E. E. Slaminka a la fin de [BS90]). Le
théoréme topologique de la « variété » stable ne peut donc pas prendre en compte
Iintégralité des ensembles stables et instables. D’autre part, il ne dit rien sur la dy-
namique entre les branches stables et instables; dans quelle mesure ressemble-t-elle
a celle des difféomorphismes selles 7 Sur la figure 4, cette absence d’information est
symbolisée par les points d’interrogation dans les secteurs entre les branches.

b. En indice > 1. — Par rapport au cadre holomorphe du théoreme de Leau-Fatou,
on a deux restrictions essentielles : d’une part les pétales ne sont pas nécessairement
réguliers, c’est-a-dire qu’on doit autoriser les pétales a contenir entierement 1’orbite
de certains points (voir 'exemple du corollaire 1.18 ci-dessous, qui ne possede aucun
pétale régulier); et d’autre part on ne peut pas espérer que la réunion des pétales
forme un voisinage du point fixe (voir par exemple le deuxiéme dessin de la figure 6) :
il resterait donc ici aussi a décrire la dynamique entre les pétales.

c. Les constructions ne sont pas canoniques. — Les constructions effectuées
font apparaitre beaucoup de choix arbitraires (en particulier dans la construction
d’une « décomposition en briques »), ce qui empéche d’obtenir des objets canoniques.
En essayant de remédier a cet inconvénient, on tombe notamment sur les questions
suivantes :
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Question 1.14. — En indice < 1, peut-on trouver un eremple avec une infinité de
branches stables « maximales » disjointes ¢

Question 1.15. — En indice 1 + p > 1, disons que deux pétales attractifs P, et Py
sont équivalents si 'union des itérés négatifs de Py coincide avec l'union des itérés
négatifs de Py. Peut-on montrer qu’il n'existe qu’un nombre fini (supérieur a p) de
classes d’équivalence mazimales de pétales attractifs ¢

Une des difficultés est qu’en général, dans un méme homéomorphisme, on trouve
simultanément des « zones hyperboliques » (contribuant & de l'indice négatif) et des
« zones elliptiques » (contribuant & de l'indice positif) : ceci est clair sur les exemples
de la section 1.5 a, figures 5 et 6. En particulier, le théoreme de la fleur dit juste que
si I'indice est 1+ p > 1, on aura forcément au moins 2p zones elliptiques ; mais il peut
aussi y avoir des zones hyperboliques, et dans ce cas, il devra y avoir plus de 2p zones
elliptiques.

Question 1.16. — Peut-on donner un sens précis auz termes « secteurs hyperboliques »
et « secteurs elliptiques » ?

Une approche de cette question sera proposée par 'auteur dans [LR], en partant de
I’idée suivante : méme sans savoir les définir précisément, on peut compter les secteurs
hyperboliques et elliptiques!

1.5. Exemples, définition informelle de ’indice

On décrit ici un certain nombre d’exemples utiles & la compréhension du texte;
en particulier, le corollaire 1.18 et la proposition 1.19 montrent chacun une limite
des théoremes A et B. Sur le plan logique, la suite du texte ne fait pas appel @ cette
section.

a. Flots simples. — Un flot (différentiable) est une famille de difféomorphismes
obtenue en intégrant un champ de vecteurs. On peut définir un flot topologique en
ne gardant que la condition de composition : c’est une famille (h;)ier d’homéomor-
phismes vérifiant hy o hs = hyts (et hg est l'identité). On montre, comme dans le cas
différentiable, que les orbites {h,(z) | t € R} forment un feuilletage du plan ([Whi33]).
Les exemples les plus faciles de germes d’homéomorphismes se construisent en prenant
le temps un, hy, d'un flot (h¢)ier-

Les flots les plus simples se construisent & l'aide de six modeles de secteurs angu-
laires (cf. figure 5)(3) -

(3)On a représenté le feuilletage en orbites : pour @ fixé, quand t varie, hi(x) parcourt la feuille
passant par x; en particulier, 'homéomorphisme h; préserve chaque feuille du feuilletage et pousse
les points dans le sens des fleches.
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K//

hyperbolique elliptique parabolique
indirect direct attractif

FIGURE 5. Modeles de secteurs des flots « simples »

— secteurs hyperboliques direct et indirect avec lesquels on fabrique les points hy-
perboliques selles ;
— secteurs elliptiques direct et indirect avec lesquels on fabrique les points parabo-
liques (!) de la dynamique holomorphe ;
- secteurs paraboliques attractif et répulsif.

On passe du modele direct au modele indirect et d’attractif & répulsif en changeant
le sens du temps (des fleches). La figure 6 montre deux exemples.

FIGURE 6. Deux exemples complets, duaux, de germes de flots « simples »

F.Dumortier a montré que tout germe de champ de vecteurs C*° du plan au
voisinage d’'une singularité vérifiant une certaine condition (portant sur expansion
de Taylor et I'existence d’une séparatrice) est de cette forme ([Dum?78, Dum?77]).

b. L’indice. — La définition sera précisée a la section 3.2 a.

Définition informelle. — Soit h : U — V un homéomorphisme local fixant unique-
ment 0. Pour obtenir 'indice de h en 0, on prend un disque D, inclus dans U, qui
contient le point fixe dans son intérieur (figure 7). En tout point x de 9D, on trace
le vecteur m , qui n’est pas nul puisque D ne contient pas de point fixe; puis
on calcule I'indice du champ de vecteurs ainsi défini le long de 9D : autrement dit,
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FIGURE 7. Définition de I'indice

le nombre (algébrique) de tours faits par M quand on parcourt une fois dD. On
montre que cette définition ne dépend pas du disque D choisi; elle ne dépend donc
que du germe de h.

Par exemple, pour f(z) = z+ 2Pt on a f(2) —z = 2P*! qui fait p+ 1 tours quand
z parcourt le cercle unité : le point fixe 0 est d’indice p + 1.

Formule pour les flots simples. — Pour un flot composé des quatre types de secteurs
décrits précédemment, I'indice est donné par la formule :

#secteurs elliptiques — #secteurs hyperboliques
2

En effet, dans un secteur elliptique, le vecteur x—h(_xs fait un demi-tour dans le sens
de parcours de 9D, plus un « chouia » ; dans un secteur hyperbolique, il fait un demi-
tour dans le sens contraire, moins un « chouia » ; dans les secteurs paraboliques il ne
tourne presque pas (juste un « chouia »). Les « chouias » sont en fait exactement les
angles des secteurs, et ils s’additionnent pour donner le « 1 » de la formule. Le premier
exemple de la figure 6 est donc d’indice 0, le deuxieme est d’indice 2.

L’intérét principal de l'indice réside dans la formule de Lefschetz, qui fait le lien
entre le local et le global : pour un homéomorphisme défini sur une surface compacte S,
isotope & l'identité et n’ayant qu'un nombre fini de points fixes, la somme des indices

Indice(h,0) = +1

de ces points fixes est égale & la caractéristique d’Euler-Poincaré de la surface (par
exemple, les deux dessins de la figure 6 se recollent en un homéomorphisme de la
sphére S?, et on a bien 0 + 2 = 2). Cette formule permet de détecter des points
fixes ou périodiques : par exemple, une conséquence du théoreme de S. Pelikan et
E. E. Slaminka (tout germe préservant l’aire est d’indice strictement plus petit que 1)
est que tout homéomorphisme de la sphere S? (de caractéristique 2), préservant aire,
isotope & l'identité, a au moins deux points fixes(). Elle est également I'une des
clés de la preuve du théoreme de P.Le Calvez et J.-C. Yoccoz sur la non-existence
d’homéomorphismes minimaux de ’anneau.

(4)Ceci peut aussi se voir comme conséquence de la théorie de Brouwer.
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Hllustration des théorémes. — Pour ces flots simples, on peut facilement montrer les
théoremes B et A :

-« vari€té » stable : soit h un germe d’indice 1 — p strictement plus petit que 1,
construit a I’aide des six modeles de secteurs décrits précédemment. D’apres la for-
mule, il y a au moins 2p secteurs hyperboliques, donc au moins p ayant la méme
orientation (directe ou indirecte); & cause de lorientation, les bords de ces secteurs
sont disjoints deux a deux; ils constituent donc p branches stables et p branches
instables cycliquement alternées.

fleur topologique : en indice 1 + p strictement plus grand que 1, il y a au moins
p secteurs elliptiques avec la méme orientation; dans chacun on trouve un pétale
attractif et un répulsif (voir la figure 8).

FIGURE 8. Pétales dans un secteur elliptique

Remarquons que dans un secteur elliptique ou parabolique, tout disque assez petit
est disjoint de tous ses itérés positifs (ou négatifs), qui sont inclus dans le voisinage ;
la dynamique ne peut donc pas préserver la mesure de Lebesgue (ou n’importe quelle
mesure chargeant les ouverts). Par conséquent, un flot « simple » préservant une bonne
mesure est constitué uniquement de secteurs hyperboliques.

c. Flots compliqués. — Tous les germes de flots n’admettent pas une description
aussi simple ; par exemple :

- on peut compliquer un secteur hyperbolique en faisant pousser une infinité de
« bulles » elliptiques (cf. figure 9) ; remarquons que si on n’ajoute qu'un nombre fini

=

FIGURE 9. De D'elliptique dans I’hyperbolique

de bulles, le germe obtenu est encore un flot simple (on a juste changé un secteur
hyperbolique en k + 1 secteurs hyperboliques et k secteurs elliptiques alternés).
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- on peut compliquer un secteur elliptique en y introduisant des « composantes de
Reeb » (cf. figure 10); 1a encore, tout processus fini redonne un flot simple.

FIGURE 10. Des composantes de Reeb dans Delliptique

Les germes de feuilletages de surface au voisinage d’une singularité isolée ont été
étudiés en toute généralité par Kaplan ([Kap42]).

d. Flot le plus compliqué possible. — En premiere approximation, on peut
mesurer la complexité d’un flot (du plan, par exemple) par son ensemble singulier :
celui-ci est défini comme la réunion des orbites qui ne sont pas séparées dans ’espace
des feuilles du feuilletage par orbites; ou comme ’ensemble des points de discontinuité
de I'application « x — orbite de z » (pour une topologie de Hausdorff); ou encore
comme la réunion des bords des composantes de Reeb, une composante de Reeb
étant un sous-ensemble du plan, pas nécessairement fermé, sur lequel le feuilletage
est homéomorphe au feuilletage de Reeb (représenté figure 11). L’ensemble singulier

Bord positif
(ensemble négativement singulier)

Bord négatif
(ensemble positivement singulier)

FIGURE 11. Une composante de Reeb

est alors la réunion des ensembles positivement singulier et négativement singulier,
ceux-ci étant définis comme la réunion des bords négatifs (respectivement des bords
positifs) des composantes de Reeb (¢f. figure 11). Remarquons encore que 1’ensemble
singulier est ’ensemble des points en lesquels la famille {h7} n’est pas équicontinue
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pour la métrique sphérique, ce qui en fait Panalogue des ensembles de Julia de la
dynamique holomorphe. L’ensemble singulier des homéomorphismes de Brouwer est
étudié dans [Ker34, HT53, Nak95a, Nak95b, BLR03, LR03].

Proposition 1.17. — 1l existe un flot du plan, sans orbite périodique ni point singulier,
dont les ensembles positivement et négativement singuliers sont chacun denses dans
le plan.

Démonstration. — On peut trouver une construction compliquée due & T. Homma et
H. Terasaka dans [HT53]. Voici une construction élégante que m’a signalée C. Bonatti.
On considere le feuilletage du plan par les droites verticales. Enlevons les points de
I’ensemble

p
F= {(a,q) |p.q€Z,q#0};

il nous reste un ouvert U muni d’un feuilletage F, que 'on releve au revétement
universel U =~ R? pour obtenir un feuilletage F du plan. Soit (¢¢)ser n’importe quel
flot de U dont les orbites sont les feuilles de F; alors les ensembles positivement et

Bord positif ——— : D

p L
(q .q)

Bord négatif —————=

FIGURE 12. La réunion des feuilles de F qui rencontrent le demi-disque D
est une composante de Reeb

négativement singuliers de (¢;)¢cr sont égaux, et constitués de tous les points de U
d’abscisse rationnelle (figure 12 ; remarquons que la droite verticale d’abscisse p/q dans
le plan contient une infinité de points de 'ensemble F, tous les points ((kp)/(kq), kq)).
Les ensembles singuliers sont donc denses. Comme la préimage d’'une composante de
Reeb au revétement universel est une réunion de composantes de Reeb, c’est aussi le
cas pour n’importe quel flot le long de F. O

Cet exemple montre une des limites du théoreme de la « fleur topologique »
(cf. définition 1.8 et section 1.4) :
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Corollaire 1.18. 1l existe un homéomorphisme local h fizant uniquement 0, d’in-
dice 2, pour lequel il n'y a ni pétale attractif réqulier ni pétale répulsif régulier.

Démonstration. — Si P est un pétale attractif régulier et O un disque euclidien fermé
inclus dans V'intérieur de P, la suite des itérés (h™(O)),>0 tend vers le point fixe (par
exemple au sens de la topologie de Hausdorff).

Considérons alors I'homéomorphisme h; temps un de ’exemple de la proposition
1.17, au voisinage du point fixe & l'infini. Ce point fixe est d’indice 2 (a cause de la
formule de Lefschetz). D’autre part, Uintérieur de tout disque euclidien O du plan
rencontre Pensemble positivement singulier de h; (qui est le bord négatif d'une com-
posante de Reeb), donc la limite de la suite (k7 (O))n>0 contient le bord positif d’une
composante de Reeb : ceci montre qu’aucun pétale attractif en l'infini n’est régu-
lier. |

Remarquons que le feuilletage F ci-dessus posséde un grand nombre de symétries
(tous les automorphismes du revétement utilisé dans la construction); par contre, on
peut choisir un flot (¢;):cr le long de F qui n’a aucune symétrie, au sens ou les seuls
homéomorphismes du plan commutant avec ¢; sont les ¢;. On pourrait également
construire un homéomorphisme h préservant chaque feuille de F , et ne commutant
qu’avec ses itérés (en utilisant les idées de [LR99b] et de [BLRO3)).

e. Modification simple de flots

-

—

7 \—

FIGURE 13. Cet homéomorphisme n’est pas le temps un d’un flot

Il existe des germes d’homéomorphismes qui ne sont pas temps un d’un flot. C’est
le cas de 'exemple de la figure 13. En effet, quand h est temps un d’un flot, I’ensemble
stable du point fixe (défini comme {z | lim,— 4o A" (x) = 0}) est réunion d’orbites du
flot ; ¢a ne peut pas étre le cas pour ce dessin. Remarquons qu’on construit facilement
une bonne mesure préservée par ce germe.

Dans le cas holomorphe parabolique, le voisinage de 0 est feuilleté par des courbes
invariantes (figure 2); en particulier, on trouve des courbes totalement invariantes
arbitrairement petites. Ceci est encore vrai pour des flots. Mais il n’y a pas d’équivalent
de cette propriété pour les homéomorphismes : en effet, la figure 14 montre un germe
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FIGURE 14. 1l n’existe pas de « petit » ensemble connexe totalement invariant

d’homéomorphisme, d’indice 2, pour lequel il existe un voisinage V' du point fixe tel
que tout ensemble connexe, ne contenant pas le point fixe, et totalement invariant
doit sortir de V' ([LR97]).

f. Modification compliquée de flots. — Les exemples précédents ressemblent
encore beaucoup a des flots (notamment par le fait qu’ils se laissent facilement dessi-
ner). Les choses se compliquent pour I'intuition (comme pour le dessinateur) quand
des orbites « se croisent ». Dans la proposition suivante, on note W_n et W_g les
ensembles stables de N et S, définis par W_n = {z € §? | lim,,_ 4 o, h"(z) = N }.

Proposition 1.19. — Pour tout entier p, il existe un homéomorphisme h de la sphére
S2, vérifiant :

— h a exactement deux points fires N et S ;

- 4l existe un disque topologique D tel que

- 0D CW_nN;
-DNW_ogs #3;

— les indices des points N et S sont respectivement 1 +p et 1 — p.

De plus, si p > 0, h préserve une bonne mesure au voisinage de S.

Comme pour beaucoup d’exemples, on va partir d'un flot tres simple et lui faire
subir une série de modifications libres :

ha =

F1GURE 15. Modification libre
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Définition 1.20 (M. Brown, figure 15). — L’homéomorphisme hy est une modification
libre de hy a support dans D si ho = ¢ o hy, ot ¢ est un homéomorphisme tel que :
(1) le support de ¢ est inclus dans D, autrement dit tout point hors de D est fixe
par ¢;
(2) D est un disque topologique fermé d’intérieur libre pour hq, c’est-a-dire vérifiant
hi(Int(D)) NInt(D) = @.

L’intérét des modifications libres est qu’on a :

Affirmation 1.21. — Une modification libre ne change pas l’ensemble des points fizes,
ni les indices des points fixes isolés.

La preuve est immédiate (en particulier, on peut toujours calculer les indices le
long de courbes qui évitent le support de la modification libre).

Démonstration de la proposition 1.19. — La figure 16 représente un flot sur une
demi-sphére, qui est composé d’un secteur hyperbolique en S, et en N d’un secteur
elliptique avec une petite bulle elliptique. Soit hy le temps un de ce flot, que l'on
complete sur la « face cachée » (demi-sphére restante) par n’importe quelle dynamique
sans point fixe, de maniere & obtenir les indices souhaités pour les points N et S.
Soit D un disque topologique fermé comme sur la figure 16, suffisamment petit pour

S

FIGURE 16. Flot & modifier

étre disjoint de son image. Remarquons que D C W_, 5 (h1), mais que la suite (h})n>0
ne converge pas uniformément vers N sur D (le bord de la bulle est dans ’ensemble
positivement singulier de hp). La figure 17 représente les itérés positifs de D au
voisinage du point fixe S. Soit 7 un arc issu de S, transverse au flot, qui rencontre
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tous les itérés AT (Int(D)) pour n = 0; on choisit pour chaque n > 0 un point x,, sur
Int(h} (D)) N~. Le point zo tente de s’enfuir vers N & chaque itération par hy, le

hy(zo) Zo

FIGURE 17. Modifications libres successives

but du jeu va étre de le ramener vers S par des modifications libres. On choisit pour
chaque n > 1 un disque D,, inclus dans h}'(D) et contenant hj(x,-1) et x, ; ainsi
qu’un homéomorphisme ¢, qui est I'identité hors de D,, et qui envoie hy(2,—1) sur
Zp. On pose alors he = ¢ 0hq, et par récurrence h, 11 = ¢, oh,. D’apres Paffirmation
1.21, h,, n’a pas d’autres points fixes que N et S, avec le méme indice que hy. D’autre
part, on a pu choisir les D,, de maniére a ce que la suite (D,,) tende vers S (pour la
topologie de Hausdorff), et dans ce cas la suite (h,) converge uniformément vers un
homéomorphisme ho,. Cet homéomorphisme répond au probleme; en effet :

— on n’a pas modifié la dynamique sur les itérés de 9D ; on a donc, comme pour hy,
0D C W_n(hoo);

la suite (2,)n>1 est devenue une demi-orbite positive de ho ; donc zp est un
point de D dont les itérés positifs tendent vers S.

— sip > 0, on a pu partir d’un flot h; qui, au point S, est un germe de flot « simple »
ne comportant que des secteurs hyperboliques (voir section a); ce flot préserve une
bonne mesure au voisinage de S. Pour que ho, préserve encore cette mesure, il suffit
alors qu’elle soit préservée par chacun des homéomorphismes ¢, ; ceci est possible
(on montre tres facilement que le groupe des homéomorphismes du disque préservant
la mesure de Lebesgue agit transitivement sur l'intérieur du disque; et le théoréme
d’Oxtoby-Ulam [OU41] permet de généraliser ce résultat & n’importe quelle bonne
mesure sur n’importe quel disque topologique fermé). O

Cet exemple montre une des limites du théoreme de la « variété » stable topo-
logique : ici, contrairement au cas des points hyperboliques de la dynamique dif-
férentiable, ni 'ensemble stable de S ni son ensemble stable local, ni méme leurs
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adhérences, ne sont connexes (cette remarque répond a une question de S. Baldwin et
E. E. Slaminka, voir [BS90]).

g. Difficultés cachées. — Finissons ce panorama d’exemples en mentionnant un
des pieges des germes d’homéomorphismes de surface (ou de difféomorphismes non
hyperboliques) : le simple dessin d’un germe hyperbolique selle (troisiéme dessin de la
figure 1) est trompeur, parce qu’on pourrait croire qu'il suffit & définir la dynamique;
en réalité, il existe une infinité (non dénombrable) de classes de conjugaison de germes
d’homéomorphismes qui sont toutes représentées par ce dessin. Formellement, ces
homéomorphismes préservent tous chaque feuille du feuilletage par hyperboles dessiné
sur la figure 1, et déplacent les points dans le sens des fleches; mais la liberté dans le
choix de la longueur du déplacement le long de chaque feuille permet cette coexistence
d’une infinité de dynamiques distinctes (bien qu’extrémement semblables). Certains
de ces germes sont temps un d’un flot, d’autres non, certains ne sont méme conjugués
a aucun de leurs itérés h". Le texte [BLRO3] donne une idée de la diversité de
cette faune, en décrivant un nouvel invariant de conjugaison des homéomorphismes
de Brouwer, [’ensemble oscillant.
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CHAPITRE 2

INTERMEDE : DU LOCAL AU GLOBAL

Les résultats sur les homéomorphismes locaux vont se déduire de 1’étude de la
dynamique d’une certaine classe d’homéomorphismes de la sphére; ce chapitre fait le
lien entre le contexte local et le contexte global.

2.1. Le théoréme d’extension

Théoreme 2.1 (d’extension). Soit h : U — V un homéomorphisme local V) fizant
uniquement 0. Alors il existe un homéomorphisme H : R? — R?, firant uniquement 0,
ayant le méme germe que h en 0.

Ce théoréeme est déja connu : il apparait essentiellement dans un article de O. H. Ha-
milton, qui attribue & M. H. A. Newman (voir [Hamb54]). Nous donnons ici une nou-
velle preuve, reposant uniquement sur la théorie élémentaire des revétements, prin-
cipalement sur les théorémes de classification des revétements et de relevement des

=4

applications (voir [Spa66], chapitre 2, théorémes 13 et 5 des sections 5 et 4). Plus
précisément, nous allons démontrer la proposition suivante.

Proposition 2.2. — Soit h : U — V' un homéomorphisme local firant uniquement 0 ; on
suppose que U est un disque topologique fermé 2, et on note W n’importe quel ouvert
conneze, contenant le point 0, tel que W et son image h(W') sont inclus dans U. Alors
la restriction de h a W s’étend en un homéomorphisme H du plan dont 0 est le seul
point fize.

L’idée d’utiliser les revétements dans le contexte des homéomorphismes de surfaces
provient de M. Brown ([Bro77]).

Voici 'idée de la preuve. il est facile d’étendre h en un homéomorphisme du plan si
I’on autorise I'apparition de nouveaux points fixes ; toute la difficulté consiste ensuite

(U Définition 1.1.
(2)Définition 1.7.
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A dliminer ceux-ci. A I'aide de la théorie des revétements, on montre que 'application
identité de U peut s’étendre en une application ¢ du plan R? sur le complémentaire
de I'ensemble des points fixes & éliminer, qui est un revétement (sauf au dessus du
point fixe 0, qui n’a qu'un seul antécédent par ¢). On obtient alors le résultat en
relevant ’homéomorphisme h par cette application ¢.(3) Soulignons 'un des intéréts
de la méthode par revétement : cette partie de la construction est canonique (voir [LR]
pour une application de cette remarque a la construction d’invariants de conjugaison).

La figure 1 montre un homéomorphisme local h : U — V, fixant uniquement 0, mais
tel que tout homéomorphisme H qui étend h possede an moins deux points fixes®).
Ceci montre qu’on ne peut pas étendre h sans restriction préalable, et explique le role
de W dans I'énoncé.

Point fixe de H

W

FIGURE 1. On ne peut pas étendre h sans rajouter de point fixe

Démonstration de la proposition 2.2. —— Pour tout espace topologique X localement
simplement connexe, et tout point xg de X, on notera 7 (X, z¢) le groupe fondamental
de X basé en zp. Quand cela a un sens, on note fy l'application induite par une
application continue f au niveau des groupes fondamentaux. On notera aussi, pour
tout sous-ensemble X du plan, X = X ~ {0}.

Extension avec points fizes. — Comme U est un disque topologique fermé, le théoreme
de Schoenflies (voir appendice) permet d’étendre h en un homéomorphisme du plan,
que 'on note encore h; bien sur, en général, cet homéomorphisme a des points fixes
hors de U.

Soit O I'unique composante connexe de R2 < Fixe(h) contenant U ; on a h(O) = O,

Revétement de O par un anneau ouvert. — Soit xg un point de W, et notons 1
I'inclusion de U dans O. Le groupe m1(U,xq) est isomorphe au groupe infini cy-
clique Z, et s’identifie via ix a un sous-groupe de 7 (O, zg) que I'on note G. Soit

(3)Cette application ¢ n’apparait pas explicitement dans la preuve ci-dessous, mais correspond &
I’application p o s.
(9 On peut prouver cette affirmation en utilisant le lemme 3.12 ci-dessous.
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p: (0, %) — (0,10) le revétement tel que p#(m1(0,%0)) = G (théoreme V.13 de
[Spa66]). L’espace topologique O est une surface orientable, sans bord, de groupe
fondamental isomorphe a Z, il est par conséquent homéomorphe a ’anneau ouvert
A=R/ Z x R.

Soit U la composante connexe de p~Y(U) qui contient Zo; on voit facilement
que la restriction de p & U est un homéomorphisme sur U (ceci vient du fait que
pu(mi(U,T0)) = (U, x0) et du théoréme de relevement des applications). Dans la
compactification de I'anneau O en deux bouts, on note +oo le bout qui est dans
'adhérence de U. On considere alors I'inverse de la restriction de p a U : elle s'étend

en 0 en un homéomorphisme s entre U et U U {+oc}.

Relevé de h. — Puisque zq est dans W, que W et h(W) sont inclus dans U, et que
h préserve D'orientation, on a hy(G) = iymi (U, h(xo)). ®) Par conséquent,
p#(m1(O, s 0 h(x9))) = hy(G) = (h o p)4(m (0, Zo)).

Le théoreme de relevement des application entraine alors l'existence d’une (unique)
application i : O — O telle que ph = hp, et qui envoie Zo = s(zo) sur s(h(zo)). Cette
application est un homéomorphisme (car c’est un revétement qui induit un isomor-
phisme au niveau des groupes fondamentaux). Cet homéomorphisme se prolonge en
un homéomorphisme du plan ou {+o0} qui fixe +0o0, et qui n’a pas d’autre point
fixe (car h n’a pas de point fixe autre que 0 dans O). L’application s établit une
conjugaison entre le germe de h en 0 et celui de h en +oc.

Le théoréme de Schoenflies permet de prolonger s en un homéomorphisme S entre
R2 et O U {+00}. On vérifie que 'homéomorphisme du plan H = S “1hS fixe seule-
ment 0, et qu’il coincide avec h sur W (car Z(S(W)) c s(U)). O

() Cest ici que la preuve « coince » si h(W) n’est pas inclus dans U : en effet la premiére extension de
h aurait alors pu faire apparaitre des points fixes « dans les trous » entre W et h(W) (voir figure 1);
dans ce cas, on n’aurait pas cette égalité.

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2004






CHAPITRE 3

DYNAMIQUE GLOBALE :
ENONCE ET RESULTATS PRELIMINAIRES

Dans ce chapitre, on énonce un théoreme sur la dynamique de certains homéomor-
phismes de la sphere (section 3.1), et on introduit les outils nécessaires a sa démons-
tration : la théorie des homéomorphismes de Brouwer (section 3.2), la notion d’indice
partiel (section 3.3), et les décompositions en briques (section 3.4). Les chapitres 3
et 4 sont indépendants des chapitres 1 et 2. Dans le chapitre 3, les sections 3.3 et 3.4
sont indépendantes, et peuvent étre lues dans un ordre quelconque.

3.1. Définitions, énoncé

On note S? la sphere topologique orientée de dimension 2, N et S deux points
distincts de S%. On se donne un homéomorphisme h de S? qui préserve ’orientation.
On suppose que Fixe(h) = {N, S}, ot Fixe(h) est ’ensemble des points fizes de h,

Fixe(h) = {x € S* | h(z) = x}.

L’ensemble de ces données sera appelé « hypothése (H2) ».

a. Définitions

Définition 3.1. — Un ensemble E C S? est positivement invariant si h(E) C E; on
dit aussi que E est un attracteur. L’ensemble F est un attracteur strict si h(E) C
Int(E) U Fixe(h). On définit aussi les ensembles négativement invariants, répulseurs
et répulseurs stricts en changeant h en h~!. Un ensemble E est totalement invariant
s’il est & la fois positivement et négativement invariant (h(F) = E).

Définition 3.2. — Un disque topologique fermé (respectivement ouvert) est un en-
semble homéomorphe au disque unité fermé (respectivement ouvert) du plan.
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Définition 3.3 (figure 1). — Un pétale attractif basé en S est un disque topologique
fermé P dans S?, vérifiant :
- S €oP;
- N¢P;
P est un attracteur strict.
Un pétale répulsif est un pétale attractif pour h='. On définit de méme les pétales
attractifs et répulsifs basés en N.

N
L]
P
h(P)
S

Fi1Gure 1. Un pétale attractif en S

Définition 3.4 (figure 2). — Un croissant attractif pour h est un disque topologique
fermé C dans S?, vérifiant :
N,S5 € 0C;
C' est un attracteur strict.
Un croissant répulsif est un croissant attractif pour h=1.
N

h(C) _C

S

FIGURE 2. Un croissant attractif

Certains croissants ont la propriété d’étre des limites de pétales, ce qui conduit a
la définition suivante.

Définition 3.5 (figure 3). — Le croissant attractif C' est dit ¢ dynamique Nord-Sud si
de plus pour tout voisinage Op de N, il existe un pétale attractif P basé en S tel que
- PCC,;
-~ C~PcCOp.
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Un croissant répulsif & dynamique Sud-Nord est un croissant attractif & dynamique
Nord-Sud pour A~'. On définit de méme les croissants attractifs & dynamique Sud-
Nord et les croissants répulsifs & dynamique Nord-Sud en inversant les roles des points

N et S.
F o C

h(P) h(C)

S

FIGURE 3. Un croissant attractif & dynamique Nord-Sud

b. Enoncé du théoréme principal. — On peut maintenant énoncer le résultat
qui constitue le coeur de Particle (figure 4).

Théoréme D. — Soit h un homéomorphisme de la sphére, préservant l’orientation,
fizant uniquement les deux points N et S (hypothese (H2)), et tel que Indice(N) =
1—p < 1. Il existe alors p croissants attractifs a dynamique Nord-Sud, et p croissants
répulsifs a dynamique Sud-Nord, deuz & deuz d’intersection réduite ¢ {N,S}, les
croissants attractifs et répulsifs étant cycliquement alternés autour de N et S.

- N_
S
FIGURE 4. Illustration du théoréme principal

D’apres le théoreme de Schoenflies-Homma (voir ’appendice), on peut supposer
que les bords des croissants et leurs images sont des grands cercles (géodésiques) de la
sphere euclidienne ; le théoreme est alors illustré par la figure 4. Remarquons que les

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2004



32 CHAPITRE 3. DYNAMIQUE GLOBALE : ENONCE ET RESULTATS PRELIMINAIRES

hypotheéses du théoreme ne sont pas symétriques en N et S : le point NV est d’indice
1 —p < 1, tandis que U'indice de S est 1 +p > 1 (d’aprés la formule de Lefschetz) ;
la conclusion est tout aussi dissymétrique : notamment, tous les pétales associés aux
croissants sont basés en S.

c. Idée de la preuve du théoréme D. — Expliquons brievement les grandes
étapes de la preuve du théoréeme. On commence par construire une décomposition en
briques : il s’agit d’une sorte de triangulation de S? \ {N, S}, suffisamment fine pour
que chaque triangle (appelé ici brique) soit disjoint de son image par h (section 3.4).
On cherche alors des croissants et pétales simpliciauz, ¢’est-a-dire qui sont des réunions
de briques de la décomposition. Une courte étude combinatoire permet tout d’abord
de trouver un premier croissant simplicial (en fait, on se contente d’en trouver un coté,
proposition 4.12 et section 4.5). Par ailleurs, on montre que tout croissant simplicial
minimal pour l'inclusion est & dynamique Nord-Sud ou Sud-Nord (proposition 4.8 et
section 4.3).

On considere alors une famille maximale F de croissants attractifs et répulsifs sim-
pliciaux minimaux deux a deux d’intérieurs disjoints (section 4.2). Il reste a montrer
que cette famille F contient suffisamment de croissants. Pour cela, on calcule I'indice
du point fixe N a ’aide de la notion d’indice partiel (étudiée a la section 3.3). Dans ce
calcul (proposition 4.11 et section 4.4), on montre d’une part que les zones entre deux
croissants successifs de la famille F ont une contribution nulle (c’est une conséquence
de la maximalité de F). D’autre part, la contribution d’un croissant vaut +1/2 ou
—1/2 selon qu'il est attractif ou répulsif, et & dynamique Nord-Sud ou Sud-Nord :
les « bons » croissants (ceux des deux types recherchés par le théoreme D) ayant une
contribution négative et les « mauvais » une contribution positive. Un petit argument
combinatoire montre alors que la famille de croissants F contient une sous-famille
satisfaisant le résultat du théoréme.

Il reste & préciser que les résultats intermédiaires sont racontés dans un cadre
différent, obtenu en relevant la dynamique au revétement universel de S? \ {N, S}.
L’existence d’une unique maniére non triviale(!) de relever la dynamique est prouvée
a la section 4.6. On peut résumer U'intérét de ce passage au revétement par le fait
suivant : dans la sphere, le complémentaire d’un croissant est connexe; par contre,
le relevé d’un croissant au revétement universel est une bande qui sépare le plan en
deux composantes connexes, ce qui permet de parler du « co6té droit » et du « coté
gauche » de la bande.

3.2. La théorie de Brouwer

Dans cette section, on rappelle des objets et des résultats autour de la théorie de
Brouwer : 'indice, les chaines de disques et une variante d’un lemme de Franks qui

(1) est-a-dire non conjuguée & une translation, voir la proposition 4.45.
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joue un role important dans ce texte, les droites de Brouwer et ’énoncé du théoreme
de translation plane.

La théorie de Brouwer traite des homéomorphismes de la sphere S? qui n’admettent
pas de courbe fermée d’indice 1. Le point clé est que cette hypothese interdit presque
toute forme de récurrence non triviale dans la dynamique (sections b). Cette pro-
priété remarquable permet ensuite de montrer que tous ces homéomorphismes peuvent
étre obtenus en recollant des translations : plus précisément, le complémentaire des
points fixes est recouvert par des ouverts totalement invariants, homéomorphes au
plan (autrement dit : connexes et simplement connexes), sur lesquels la dynamique
est conjuguée & une translation du plan; c’est une partie de ce qu’on appelle le
théoréme de translation plane (section d). L’article d’origine de Brouwer est la réfé-
rence [Bro12]; les références modernes sont [BF93, Bro84, Bro85, Bro90a, Fat87,
Fra92, Gui94, Gui95, LCS96].

La théorie construit notamment des courbes disjointes de leur image, appelées
droites de Brouwer (section c); de telles courbes formeront les bords des croissants et
des pétales dans la preuve du théoreme principal.

On suppose désormais que h est un homéomorphisme de la sphére S?, préservant
Uorientation, n'ayant qu’un nombre fini de points fizes (h posséde au moins un point
fixe d’apres la formule de Lefschetz, voir ci-dessous). A partir de la section c, on
supposera de plus que h n’a pas de courbe fermée d’indice 1.

a. Rappels sur I’indice. — La formule de Lefschetz est expliquée dans les livres
[GP74] dans le cadre différentiable, [Bro71, Dol95] dans le cadre topologique.

Indice d’une courbe fermée dans le plan
Définition 3.6. — Une courbe du plan est une application continue ~ de [0, 1] dans R2.
Elle est simple si ¢’est une application injective (on dit aussi que c’est un arc) ; fermée
si v(0) = v(1); fermée simple si elle n’a pas d’autre point double que v(0) (dans ce
cas, on parle aussi de courbe de Jordan, ou de cercle topologique). Une courbe va de
X aY oujoint X etY siy(0) € X et y(1) € Y. Les extrémités de v sont les points
~v(0) et v(1); son intérieur est v(]0, 1[), noté Int(vy).

On utilisera le méme vocabulaire pour les courbes de la sphére. On confondra
souvent une courbe v et son image ([0, 1]).

Soit v une courbe du plan euclidien R?. Si @' est un champ de vecteurs continu
défini sur v et ne s’y annulant pas, on appelle indice de ¥ le long de 7, et on note
Indice(?, v), la variation angulaire de ¥ quand on parcourt v : plus précisément, soit
¢ le revétement universel du cercle unité du plan :

¢:R—S!
0 — exp(2im0).
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L’application
=t 0,1) — 81
GEEl
se releve par ¢ en une application F': [0,1] — R (i.e. telle que ¢ o F' = f), et on pose
Indice(7,v) = F(1) — F(0). Remarquons que si v est une courbe fermée, I'indice est
un nombre entier.

Soit g une application continue d’un ouvert U du plan dans le plan, et E ’ensemble

des points fixes de g; on définit sur U \ E le champ de vecteurs
G = glx) —x .
lg(z) — |
Si maintenant v est une courbe dans U \ E, on pose Indice(g,v) = Indice(g, 7).

Si v est une courbe fermée, 'entier Indice(g,~y) ne dépend que de la classe d’ho-
motopie de v (en tant que courbe fermée) dans le complémentaire des points fixes
de g : en particulier, une courbe qui y est nulhomotope est d’indice nul. L’indice est
un invariant de conjugaison, c’est-a-dire que pour tout homéomorphisme ¢ préservant
Porientation, on a

Indice(¢p 0 g o ¢~ 1, é(v)) = Indice(g, 7).
En effet, I'espace des homéomorphismes du plan préservant I'orientation est connexe,
et le nombre Indice(¢ogod™!, (7)) est un entier qui dépend contintiment de ¢, il est
donc constant (voir par exemple [LR97] pour les propriétés topologiques des espaces
d’homéomorphismes de surfaces).

Indice d’un point fize. — Soit g comme ci-dessus, et xy un point fixe isolé de g, c’est-
a~dire un point isolé de I'’ensemble FE. On définit alors I'indice de xg comme 'indice
de n’importe quelle courbe de Jordan v dans U qui entoure xg mais n’entoure aucun
autre point fixe. Ce nombre ne dépend pas de la courbe 7 choisie, et ne dépend que
de la classe de conjugaison du germe de g en xg.

On a alors la formule suivante : 'indice d’une courbe de Jordan v qui n’entoure
qu’un nombre fini de points fixes de g est égal a la somme des indices de ces points
fixes.

Indices sur la sphére. — Revenons a notre homéomorphisme h de la sphere. On peut
maintenant définir I'indice d'un point fixe de h en se ramenant au plan au moyen
d’une carte de la sphere.

Comme h est isotope a l'identité, et comme la caractéristique d’Euler-Poincaré de
la sphere vaut 2, on a la formule de Lefschetz :

La somme des indices des points fixes de h vaut 2.
Notamment, h a au moins un point fixe.

Soit v une courbe de Jordan de la sphere évitant les points fixes de h. Choisissons
un point fixe de h, que l'on va noter oo, et identifions I'ouvert S? \ {co} au plan.
On peut montrer que U'indice de v dans cette carte, que I'on note Indice (h,7), ne
dépend que de la position de oo par rapport a - : plus précisément, le complémentaire
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de v dans S? a exactement deux composantes connexes (théoréme de Jordan); si oo
et oo’ sont dans la méme composante connexe, on a Indices (h,y) = Indicess (h,7);
dans le cas contraire (i.e. si v sépare oc et o¢’), Indices (h,y) = 2 — Indices (h, 7).
Cette affirmation est en fait évidente si h n'a qu'un nombre fini de points fixes (avec
la formule de Lefschetz), puisque l'indice d’une courbe plane est la somme des indices
des points fixes qu’elle entoure.

Il ressort de ce qui précede que :

Affirmation 3.7 . Soit v une courbe de Jordan sur la sphére ; les propriétés suivantes
sont équivalentes :

(1) 4l existe un point fize oo de h tel que Indices(h,v) =1;

(2) pour tout point fize oo de h, Indices(h,v) =1;

(3) la somme des indices des points fizes de h dans chacune des deur composantes
du complémentaire de v vaut 1.

L’affirmation précédente permet de dire ce qu’est une courbe de Jordan d’indice 1

dans la sphere :

Définition 3.8. Une courbe de Jordan v dans S? est dite d’indice 1 si les propriétés
équivalentes de 'affirmation 3.7 sont vérifiées.

Indice des bords des disques attractifs. — Finissons par un lemme qui nous servira &
plusieurs reprises, et dont la preuve est typique des calculs d’indices :

Lemme 3.9. — Soit D un disque topologique fermé de S? dont la frontiére ne contient
pas de point five. Si D est un attracteur ou un répulseur, alors le bord de D est une

courbe d’indice 1.

Démonstration. — Quitte a changer D en son complémentaire, on suppose que D
est un attracteur. Le disque complémentaire de D est un attracteur pour h~1, il
contient donc un point fixe de h (d’apres le théoreme de point fixe de Brouwer). Le
complémentaire de ce point fixe est identifié au plan. En utilisant le théoreme de
Schoenflies, on se ramene alors a la situation ou D est le disque unité du plan.

Pour tout ¢ € [0,1], on note ¢, 'homothétie de centre (0,0) et de rapport ¢, et
on pose hy(x) = ¢ o h(x). L'hypothese h(D) C D entraine que h; n’a pas de point
fixe sur dD. Le nombre Indice(hs, D) est donc défini pour tout ¢, c’est un entier qui
varie continiiment, il est donc constant. D’autre part, hy = h, et hg est 'application
constante z — (0, 0), d’olt Indice(h, D) = Indice(hg, dD) = 1. |

b. Récurrence entraine indice 1. — Les trois lemmes de ce paragraphe an-
noncent 'existence d’une courbe d’indice 1 sous des hypotheses de « quasi-périodicité »
de plus en plus faibles, illustrées par la figure 5.
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Point périodique Disque libre non errant Chaine de disques périodique

FiGURE 5. Trois types de récurrence de plus en plus fins

Orbite périodique

Lemme 3.10. Si h a un point périodique non fize, alors il existe une courbe d’in-
dice 1.

Nous admettons ce lemme : pour la preuve en toute généralité, voir [Gui94],
[Fat87], [Bro84] ou [BF93].

Si la période est 2, voici un argument adapté de la preuve de A. Fathi revisitée par
M. Barge et J. Franks. On considere le revétement 7 : S — S? & deux feuillets ramifié
au dessus des deux points de lorbite périodique. Soit L un relevé de h par 7w, et F'le
sous-ensemble des points fixes de h constitué de ceux qui se relevent en deux points
fixes de h. Alors I'ensemble des points fixes de h est 7Y (F); la somme des indices
des points de 7~ !(F) pour h est donc égale & 2 (formule de Lefschetz); mais c’est
aussi le double de la somme des indices des points de F' pour h. D’apres 'affirmation
3.7, toute courbe séparant F' des autres points fixes de h est d’indice 1.

Pour une période plus grande, on ne connait pas de preuve de « topologie algé-
brique ». L’idée de [BF93] consiste & se ramener au cas d'une période 2 en effectuant
une série de modifications libres de h (définition 1.20). Nous allons déduire les deux
lemmes suivants de ce lemme admis.

Disque libre non errant

Définition 3.11. — Un ensemble connexe C est libre s’il est disjoint de son image h(C).
Lemme 3.12 (figure 5, milieu). —~ Soit D un ensemble connexe par arcs de la sphere.

On suppose que D est libre, mais qu’il rencontre ['un de ses itérés h™ (D) pour n # 0.
Alors il existe une courbe d’indice 1.

La preuve utilise la notion de modification libre (définition 1.20).
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Démonstration du lemme 3.12. — Dans un premier temps, on suppose que D est un
disque topologique ouvert. On peut d’abord supposer que n est positif (quitte a rem-
placer D par D' = h™(D) et n par n’ = —n), puis que c’est le plus petit entier positif
vérifiant D Nh™(D) # @. Par hypotheése, il existe un point « de D tel que h"™(x) € D.
Soit ¢ un homéomorphisme qui envoie h™(x) sur x et qui est I'identité hors de D ; on
pose h; = ¢ o h (voir figure 6).

h™(x)

FIGURE 6. Transformation d’une orbite « quasi-périodique » en orbite périodique

En utilisant la minimalité de n, on voit qu’en restriction & D, on a h} = ¢ o h™.
On en déduit que x est un point périodique de hy. D’apres le lemme 3.10, il existe
une courbe v d’indice 1 pour hy. D’autre part, les modifications libres ne changent
pas 'indice des courbes, donc 7 est aussi une courbe d’indice 1 pour h.

On traite maintenant le cas général, ou D est n’importe quel ensemble connexe
par arcs. Soit x un point de D tel que h™(z) soit aussi dans D. Soit 7 un arc inclus
dans D allant de z & h™(z). Cet arc est clairement libre; en utilisant le théoréme de
Schoenflies, on trouve un disque topologique ouvert D', contenant v, qui est encore
libre; or D’ rencontre son itéré h™(D'). On conclut alors en appliquant le premier
cas. O

Rappelons que l'ensemble w-limite d'un point x est

w(z) = m Adh({h"(x) | n = no}).

no20

Corollaire 3.13. — Soit x € S?; s’il n’y a pas de courbe d’indice 1, alors w(x) est
réduit 4 un point fize de h : autrement dit, la suite (h™(z))n>0 converge vers un point

fize de h.

Démonstration. — Soit o un point de S? qui n’est pas fixe. Alors tout disque D
centré en xp et assez petit est libre. D’apres le lemme 3.12, D est disjoint de tous
ses itérés (on dit que xo est un point errant), autrement dit aucune orbite ne peut
rencontrer D plus d’une fois ; donc zp n’est dans 'ensemble w-limite d’aucun point z.
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Ceci montre que pour tout z, w(xz) C Fixe(h); il reste & voir que w(x) ne peut
pas contenir deux points fixes distincts. Soit k le nombre de points fixes de h, soit
Vi,..., Vi des petits voisinages ouverts (disjoints) de chacun des points fixes, et K
le compact complémentaire de la réunion des V;. On peut choisir les V; assez petits
pour que la propriété de transition suivante soit respectée : tout point x dans un V;
qui a un itéré futur A" (z) dans un autre V; doit avoir un itéré intermédiaire h™(x)
(0 < m < n) dans K. D’autre part, K peut étre recouvert par un nombre fini de
disques libres, et chaque disque libre ne peut contenir qu'un seul itéré de x (lemme
3.12). Le point x n’a donc qu’un nombre fini d’itérés positifs dans K ; d’apres la
propriété de transition, tous ses itérés assez grands appartiennent alors au méme V;,
et w(z) contient un point fixe. O

Chaine de disques périodique. — Le concept de chaine de disques a été introduit par
J. Franks pour généraliser le théoréme de Poincaré-Birkhoff ([Fra88]). Il permet d’af-
faiblir encore I'’hypothese de quasi-périodicité du lemme 3.12. Le lemme de J. Franks
concerne les chaines de disques ouverts (définition 3.15 ci-dessous). Nous donnons
ici une généralisation aux chaines de pseudo-disques (définitions 3.14 et 3.16). Cette
petite amélioration technique nous permettra de simplifier les preuves utilisant les
décompositions en briques, en rendant inutile la propriété de transversalité (voir la
section 3.4, et aussi [LCal, [LCb], [Sau01]; cette remarque vient d’une discussion
avec Lucien Guillou).

Définition 3.14. Un pseudo-disque est une partie D de la sphere telle que pour tout
x,y € D, il existe un arc v qui va de x a y, tel que 'intérieur de « est inclus dans
lintérieur de D. @

Définition 3.15 (figure S, droite). Une chaine de disques ouverts pour h est une suite
(Bi)i=1....k, (k = 1), de disques topologiques ouverts de la sphere tels que :

(1) les disques B; sont disjoints deux a deux;

(2) chaque disque B; est libre;

(3) il existe des entiers n; > 0 tels que A" (B;) N Bjp1 # @ pouri=1,...,k — 1.
La chaine de disques ouverts est dite périodique si de plus il existe ny > 0 tel que
h™ (Bk) N By # @.

Définition 3.16. — Une chaine de pseudo-disques pour h est une suite (B;)i=1, . .k,
(k > 1), de pseudo-disques de la sphere tels que :

(17) les intérieurs des pseudo-disques B; sont disjoints deux a deux;

(2’) chaque pseudo-disque B; est libre;

(3%} il existe des entiers n; > 0 tels que K™ (B;) N By1 # @ pour i =1,...,k — 1.

(2) Cette propriété est exactement ce dont on a besoin dans la preuve du lemme 3.18 ci-dessous. En
pratique, les pseudo-disques considérés seront toujours des sous-variétés a bord, et presque toujours
des disques topologiques fermés (la seule exception concerne la preuve du lemme 3.65).
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La chaine de pseudo-disques est dite périodique si de plus il existe ng > 0 tel que
h™(By) N By # .

Définition 3.17. — Soit (B;)i=1,....r une chaine de pseudo-disques. Pour chaque entier
i entre 1 et k — 1, soit n; le plus petit entier positif vérifiant h™i(B;) N B;y1 # &. Les
entiers (n;)i=1,... k—1 seront dits temps de transition de la chaine de pseudo-disques, et
on appellera points de transition des points (z;)i=1,... k—1 avec &; € B; Nh™™ (B;41).
Pour une chaine périodique, on définira de méme un temps de transition ny et un
point de transition zy € By N h~"(B).

Lemme 3.18 («lemme de Franks »). — S’il existe une chaine périodique de pseudo-
disques pour h, alors il existe une courbe d’indice 1.

Démonstration du lemme 3.18. — L’idée consiste & montrer que l'existence d’une
chaine périodique de pseudo-disques entraine l'existence d’une chaine périodique
de disques ouverts, puis 'existence d’une orbite périodique (aprés une série de
modifications libres, en généralisant la preuve du lemme 3.12).

Soit (B;);=1,... k une chaine périodique de pseudo-disques, telle que k soit minimal
parmi toutes les chalnes périodiques pour h. Soient (n;) les temps de transition de
cette chaine, et (z;) des points de transition.

Supposons qu’il n’existe pas de courbe d’indice 1.

Montrons d’abord que k # 1 : en effet, sinon, B; serait un ensemble libre, connexe
par arcs, qui rencontre I'un de ses itérés par h; ceci contredirait le lemme 3.12.

La minimalité de k implique alors®) :

(%) Vi, j,¥n>0, (K(B)NB;j#@=j=i+1).

On en déduit que les points 1, h"™' (z1), x2, k™2 (z2), . .., Tk, K™ (x}) sont deux & deux
distincts. En effet :

(1) z; # h™(x;) d’apres le lemme 3.10;

(2) sii # j, alors z; # x; (sinon h™ (Bj) rencontre Bj;, ce qui contredit (x));

(3) sii# j, alors h™i(x;) # h™ (x;) (sinon h™ (Bj) rencontre B;i1);

(4) sii # j, alors x; # h™i (z;) (sinon h™*™ (B;) rencontre B;y1).

On utilise maintenant la définition des pseudo-disques : pour chaque 7, on choisit
un arc 7; d’intérieur inclus dans lintérieur de B; et reliant x; et y; = h™-1(z;_1).
D’apres le point 2’ de la définition d’une chaine de pseudo-disques, chaque arc v; est
libre. D’apres le point 17, les intérieurs de ces arcs sont disjoints deux a deux. D’autre
part, les considérations précédentes sur leurs extrémités montrent que les arcs 7; sont
également disjoints deux a deux.

En épaississant légérement ces arcs (a I’aide du théoréme de Schoenflies), on obtient
des disques topologiques ouverts B, (chaque B; contient ~;), qui sont encore libres et

(3 Dans tout ce paragraphe, les indices i et 7 sont considérés modulo k.
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disjoints deux & deux. La suite (B]);=1,...x est alors une chaine périodique de disques
ouverts.

Quitte & changer de chaine, on peut supposer que k est encore minimal et que les
(n;) sont les temps de transition de (B});~1,... k. Dans ce cas, pour chaque i, les itérés
h(z;),...,h"~1(x;) sont en dehors de la réunion de tous les disques de la chaine.
Pour chaque ¢, on considere alors un homéomorphisme ¢;, & support dans Adh(B}),
qui envoie h™i-1(z;_1) sur z;. Remarquons que ces k homéomorphismes commutent
(voir figure 7). On pose ® = ¢ 0--- 0 ¢y, et hy = ® o h. Le point x; est un point
périodique de h; (sa période est la somme des temps de transition). O

FIGURE 7. Transformation d’une « quasi-orbite périodique » en orbite périodique

c. Droites et domaines de Brouwer. — On suppose dorénavant qu’il n’existe
pas de courbe d’indice 1 dans S? \. Fixe(h), ce qui revient & dire qu’il n’existe pas de
sous-ensemble de points fixes dont la somme des indices fait 1 (affirmation 3.7).
Définitions

Définition 3.19. — Un plongement est une application continue injective. Un plonge-
ment est propre si 'image réciproque de tout compact est compacte. Une droite topo-
logique est 'image d'un plongement propre ¢ de la droite réelle R dans S? \ Fixe(h).

Pour un plongement de R dans S% \ Fixe(h), le fait d’étre propre équivaut & se pro-
longer contintiment a la droite achevée {—oo} URU {400} en envoyant les extrémités
+o0o et —oo dans Fixe(h) (ou encore, ¢ est un homéomorphisme sur son image, qui
est fermée dans S? \ Fixe(h)). On confondra souvent le plongement ¢ et son image.
D’autre part, remarquons que I'adhérence (dans S?) d'une droite topologique est un
cercle topologique ou un arc, selon qu’elle contient un ou deux points fixes.
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Définition 3.20. — Si M est un espace topologique et A, B et C sont trois sous-espaces
disjoints, on dit que C sépare A et B si A et B sont inclus dans deux composantes
connexes distinctes du complémentaire de C.(4)

Définition 3.21. — Une droite topologique A est une droite de Brouwer si

(1) elle est libre par h;

(2) dans le cas ou son adhérence est un cercle topologique, elle sépare son image
h(A) et sa préimage h~!(A).

@

D

‘Al
71N\
(/Ill\
/ O
e

F1GURE 8. Une fausse droite de Brouwer

On peut voir des exemples de droites de Brouwer sur les figures 14 et 30 (pages 49
et 69). La figure 8 représente une droite topologique libre pour la translation
7:(x,y) — (v + 1,y) sur la sphere R? U {oo}, mais qui n’est pas une droite de
Brouwer, montrant la nécessité de la deuxieme hypothese.

Propriétés

Remarque 3.22. — Soit A une droite topologique libre dont ’adhérence est un cercle
topologique, et notons &0 la droite Ag orientée de maniere & ce que h(Ag) soit situé
a droite de 50. Alors la deuxieme condition de la définition 3.21 est vérifiée (et Ag
est une droite de Brouwer) si et seulement si Ao est & gauche de h(Ag). Ceci est dit
au fait que h préserve 'orientation.

Remarque 3.23. — Soit Ay une droite topologique libre dont 'adhérence est un cercle
topologique, et notons P*(Ag) Punique disque topologique fermé de la sphere, de fron-
tiere Adh(Ag), qui contient h(Ag). Alors Ag est une droite de Brouwer si et seulement
si P*(Ap) est un attracteur strict. Cet attracteur sera baptisé pétale attractif de Ag.

Le lemme 3.12 entraine immédiatement :

Remarque 3.24. — Une droite de Brouwer est disjointe de tous ses itérés. En particu-
lier, avec la remarque 3.23, on voit qu’une droite de Brouwer pour h est une droite de
Brouwer pour h™ pour tout entier n # 0.

(4 La relation « ne pas étre séparés par C » est évidemment une relation d’équivalence sur I'ensemble
des parties connexes de M disjointes de C'.
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L’intérét des droites de Brouwer réside dans ’existence d’une zone ol la dynamique
est conjuguée a une translation :

Affirmation 3.25 (figure 9). — Soit A une droite de Brouwer.
(1) Il existe un unique disque topologique ouvert D tel que
0D \ Fixe(h) = AUh(A);
- Dnh Y A)=02.
De plus, ce disque est libre.
(2) Soit
UA) = Jr(pua).
nez
11 existe un homéomorphisme ¢ : R? — U(A) qui conjugue la translation 7 : (x,y) —
(x + 1,y) et la restriction h : U(A) — U(A). De plus,
- les ensembles ¢({x} x R) sont des droites de Brouwer;

B({0} x R) = A.

FIGURE 9. Droites et domaines de Brouwer

Définition 3.26. — Le disque D de Daffirmation précédente est appelé domaine fon-
damental de A, et noté D(A, h(A)). L’ouvert U(A) est appelé domaine de Brouwer
engendré par A.

L’ouvert U(A) est homéomorphe au plan, mais sa fronticre n’est en général pas
localement connexe.

Démonstration de Uaffirmation 3.25

Premier point. Soit A une droite de Brouwer; on fait la preuve dans le cas ou
l’adhérence de A contient deux points fixes distincts N et S (lautre cas étant simi-
laire). L’ensemble v = A U h(A) U {N, S} est une courbe de Jordan, et h*(A) est
disjointe de v (remarque 3.24). Appelons D celui des deux disques topologiques ou-
verts de frontiere v qui ne contient pas h?(A). Montrons que D est libre. La frontiere
de h(D) est h(v), elle ne rencontre pas D. Il y a donc deux possibilités : ou bien
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D C h(D), ou bien D Nh(D) = &; il reste & montrer que le premier cas est impos-
sible. Ceci est dii au fait que h préserve l'orientation. En effet, notons A la droite A
orientée de S vers N ; ceci définit localement un c6té droit et un coté gauche de A.
L’image h(&) également orientée de S vers N (parce que h fixe N et S). Supposons par
exemple que D soit du c6té droit de A. Alors D est du coté gauche de h(&) (regarder
P’allure au voisinage de N), mais i(D) est du coté droit de h(A) puisque h préserve
l’orientation. Ceci montre que le premier cas est impossible (méme raisonnement si

D est du coté gauche de A).

Deuzxiéme point. On définit le plongement ¢ en envoyant le domaine fondamental
de la translation [0, 1] x R sur AUDUA(A), en respectant la condition de conjugaison
sur le bord du domaine; il y a ensuite une unique maniere de prolonger ¢ au plan en
remplissant la condition de conjugaison. L’affirmation précédente et le lemme 3.12 sur
les itérés des disques libres montrent alors que ¢ est injective. Les détails sont laissés
au lecteur. O

d. Théoréme de translation plane. — On peut maintenant énoncer le théoreme
de translation plane de Brouwer. L’énoncé d’origine de Brouwer concerne le cas avec
un seul point fixe ; 'énoncé généralisé ci-dessous est dit & Slaminka (voir [Sla88b]). Par
ailleurs, rappelons que L. Guillou a encore étendu 1'énoncé a tout homéomorphisme
libre d’une surface compacte ([Gui95]).

Théoréme 3.27 (Brouwer, Slaminka). — Soit h un homéomorphisme de la sphére, pré-
servant l’orientation, ayant un nombre fini de points fixes, sans courbe d’indice 1.
Alors pour tout x € S? \ Fixe(h) il existe une droite de Brouwer A contenant x.

De maniere équivalente, tout point qui n’est pas fixe est dans un domaine de
Brouwer (via Paffirmation 3.25, deuxiéme point). Une des preuves modernes, due a
P. Le Calvez et A. Sauzet, sera donnée a la section 3.4 h comme premiere application
des décompositions en briques.

3.3. Indices partiels

Les sections 3.4, 4.3, 4.5, 4.6 sont indépendantes de cette section du texte.

Dans cette section, on suppose que h est un homéomorphisme de la sphere, pré-
servant 'orientation, et ayant un unique point fixe, qu’on note oco. L’ensemble de
ces données sera appelé « hypothése (H1) ». D’apres la formule de Lefschetz, le point
fixe est d’indice 2, et les résultats des paragraphes précédents (b, ¢, d) s’appliquent
a h. On identifiera S? \. {oo} au plan orienté R? via un homéomorphisme préservant
I'orientation, ce qui fait de h un homéomorphisme de Brouwer :

Définition 3.28. — Un homéomorphisme de Brouwer est un homéomorphisme du plan,
préservant 'orientation, sans point fixe.
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Le théoréeme principal relie I'indice du point fixe N au nombre de croissants. Pour sa
preuve, lorsqu’il faudra montrer qu’on a obtenu le nombre de croissants voulu, nous
devrons calculer la contribution de chaque croissant et de chaque zone entre deux
croissants adjacents & I'indice du point N. A cet effet, nous introduisons et étudions
dans cette section une notion d’indice partiel. En réalité, nous effectuerons le calcul
apres un passage au revétement universel de S? \. {IV, S} ; ceci explique le cadre de
cette section, celui des homéomorphismes de Brouwer. Dans ce cadre, I'indice partiel
va étre défini comme un invariant de conjugaison associé a n’importe quel couple de
droites de Brouwer disjointes.

a. Topologie des couples de droites de Brouwer disjointes. — Soient Ay
et A; deux droites de Brouwer disjointes. D’apres le théoreme de Schoenflies-Homma
(voir I'appendice), il n’y a qu'une seule configuration topologique possible pour le
couple (Ap, A1). Nous faisons quelques considérations préliminaires sur la topologie
de ces deux droites et de leurs itérés.

Définition 3.29. On appellera disque délimité par Ao et Ay, et on notera D(Ag, Ay),
I'unique disque topologique ouvert de frontiere Ag U A;.

Définition 3.30 (figure 10). — On dit que Ag est de type attractif ou attractive (sous-
entendu, relativement a Aq) si elle ne sépare pas Ay et h(Ag) (de maniere équivalente,
si elle sépare A; et h='(Ag)). Dans le cas contraire, on dit que Ag est répulsive. Les
mémes définitions s’appliquent a A;. Si les types des deux droites sont opposés, le
couple (Ag, Ay) est dit indifférent ; sinon, il est qualifié d’attractif ou de répulsif selon
le type commun.

Alffirmation 3.31 (Topologie des couples attractifs). — Considérons un couple attractif
(Ao, Av) de droites de Brouwer disjointes. Alors l’adhérence de l’ensemble D(Ag, Ay)
est un attracteur strict, et la configuration des droites Ao, h(Qg), Ay et h(Ay) est
homéomorphe & celle de la figure 11.

Démonstration. — Avec les notations de la remarque 3.23, on a Adh(D(Ag, Ay)) =
Pt (Ap) N PT(Ay). Cet ensemble est donc un attracteur strict. En particulier, on a
h(Ap) C D(Ap, A1), et les quatre droites Ag, h(Ap), A1 et (A1) sont deux & deux
disjointes.

Il reste & étudier la configuration topologique. D’apres le théoreme de Schoenflies-
Homma (voir 'appendice), il suffit de montrer que h(Ag) sépare Ay de Aq, et que
h(A1) sépare h(Ag) de Ay.

Montrons que h(Ag) sépare Ag et Aj. Supposons le contraire :

(1) la situation est homéomorphe & la figure 12 (a) (d’apres le théoreme de
Schoenflies-Homma, quitte a renverser I'orientation) ;
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Ao , h(Ao)
h(A1 ) A1
Couple attractif Couple répulsif
Couple indifférent Couple indifférent

FIGURE 10. Couples de droites de Brouwer disjointes

Ag h(Ao)

h

hAY) A

FIGURE 11. Topologie d’un couple attractif

(2) on oriente Ay et Ay comme sur la figure 12 (b), et on en déduit I'orientation
de h(Ag) (d’apres la remarque 3.22) ;

(3) comme h préserve l'orientation, et que A; est a droite de Ao, la droite h(A)
est aussi a droite de h(Ag), et la situation est homéomorphe & la figure 12 (c);
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(4) Vorientation de h(A;) est alors celle de la figure 12 (d) (d’apres la re-
marque 3.22).

h AQ)
Ao Ay L L h(Al )
(a) (b) (c) (d)

FIGURE 12. Si h(Ao) ne sépare pas Ag et Aj...

Mais cette derniere figure est contradictoire, puisque Ag est & gauche de Ay, alors que
h(Ag) est a droite de h([&l), et que h préserve I'orientation.

On montre de la méme maniere que h(A;) sépare h(Ay) et Ay, ce qui termine la
preuve. O

Remarquons qu’il n’y a également qu’une seule configuration topologique possible
pour les n premiers itérés de Ag et A1, pour tout entier n.

b. Définition de l’indice partiel. — Soient Ay et Ay deux droites de Brouwer
disjointes. Nous allons définir I'indice partiel de h entre Ag et A; en examinant la
situation au moyen de « cartes » qui redressent ces deux droites; le jeu consistera alors
a montrer que les objets construits ne dépendent pas du choix des cartes. Nous ferons
ici un usage intensif des coordonnées euclidiennes du plan R2.

D’apres le théoreme de Schoenflies-Homma (voir 'appendice), il existe un homéo-
morphisme ¢’ du plan, préservant l'orientation, tel que les droites Aj = ¢'(Ap)
et Al = ¢'(Ay) sont verticales, et Af est & gauche de A} (i.e. Aj = {zo} x R,
A} = {x1} x R, avec zg < z1, ce que dorénavant nous écrirons Ay < Af). On pose
W=gohog "

Soit 4" une courbe allant de A, & A} (on ne suppose pas que v est simple). On
distingue deux cas (figure 13) :

Premier cas. Le couple (Ag, A1) est indifférent. Dans ce cas, les vecteurs b/ (y/(0))—
~v'(0) et B'(7/(1)) —~'(1) sont tous les deux d’abscisses strictement positives ou bien
tous les deux d’abscisses strictement négatives; en tous cas, ils ne peuvent pas avoir
des directions opposées, et on a Indice(h',v") € (1/2 + Z). On définit le nombre I
comme D'entier le plus proche de Indice(h’,v’).
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FIGURE 13. Définition du nombre [

Second cas. Le couple (Af,A}) est attractif ou répulsif. Cette fois-ci, on a
Indice(h/,~') € Z, et on définit I comme le demi-entier le plus proche de Indice(h’, 7).

Définition 3.32. — On appelle indice partiel de h entre Ao et A;, et on note
IP(h, Ao, Ay), le nombre 1.

Nous allons montrer que cette définition est correcte, c’est-a-dire que le nombre
ne dépend pas des choix de la courbe 7’ et de I'homéomorphisme ¢’.

Affirmation 3.33. — Le nombre I ne dépend pas du choiz de la courbe ~'.

Démonstration. — L’ensemble des choix possibles pour 7/ est un espace de courbes
qui est connexe (pour la topologie de la convergence uniforme) : ¢’est méme un espace
convexe pour la structure affine naturelle. Or Indice(h’,~") dépend continiment de +/
(pour la méme topologie). Dans le cas d'un couple indifférent, la composante connexe
de R\ (Z + 1/2) qui contient Indice(h’,~") ne dépend donc pas de 7', et le nombre I
non plus. Le raisonnement est analogue dans le cas attractif ou répulsif. O

Affirmation 3.34. — Le nombre I ne dépend pas du choix de I’homéomorphisme ¢'.

Il s’agit encore d’un argument de connexité. Appelons G 'ensemble des homéomor-
phismes G du plan, préservant lorientation, tels que G(Af) et G(A)) soient encore
deux droites verticales avec G(Af) < G(A). On a :

Lemme 3.35. — L’espace G, muni de la topologie de la convergence uniforme sur les
compacts, est connexe par arcs.

Démonstration du lemme 3.35. — Soit G € G, on cherche un chemin dans G de G a
l'identité. On peut d’abord se ramener au cas ou G fixe globalement A{ et A} (& l'aide
d’une isotopie affine), puis au cas ou G fixe tous les points de ces deux droites. On
termine par une variante de l'isotopie d’Alexander ([Ale23], ou bien [LR97]). a
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Démonstration de Uaffirmation 3.84. — On fait la preuve dans le cas indifférent, I’ar-
gument étant le méme dans I'autre situation. Soit ¢"” un autre homéomorphisme ayant
les propriétés requises (préserver 'orientation et envoyer les deux droites de Brouwer
Ag et Ay sur deux droites verticales avec ¢ (Ag) < g”(A1)). Posons G = g¢" o g’ ',
alors G € G. D’apres le lemme, il existe une isotopie (Gy)iejo,) telle que Go = G et
G est I'identité. Soit v une courbe allant de Ag & Ay, ¥ = ¢'(7) et v/ = ¢"(7).
Le nombre I(t) = Indice(G¢h'G; ", Gy(v')) varie continiiment, il ne prend pas de va-
leurs dans Z + 1/2, donc les deux nombres 1(0) = Indice(g”hg” "', 4")) et I(1) =
Indice(g’hg' ", ~') sont dans la méme composante connexe de R ~ (Z +1/2), ce que
I’on voulait montrer. a

L’affirmation 3.34 entraine immédiatement :

Corollaire 3.36. — L’indice partiel est un invariant de conjugaison (orientée) : autre-
ment dit, si g est un homéomorphisme du plan préservant l’orientation, on a

IP(h, Do, A1) = TP(ghg ", g(Ao), g(A1)).
On a aussi, de maniere immédiate :

Affirmation 3.37

(1) IP(h, Ah AO) = _IP(h7 Ao, Al) ;
(2) IP(}L—I, Ao, Ap) = IP(h, Ag, Al)

c. Exemples. — On peut voir facilement que pour la translation 7 : (z,y) —
(x +1,y), tout couple de droites de Brouwer disjointes est d’indice partiel 0, 1/2 ou
—1/2. Ceci sera d’ailleurs une conséquence du lemme 3.39.

Pour 'homéomorphisme « multi-Reeb » représenté sur la figure 14 :

(1) le couple (Ag, A1) est répulsif d’indice partiel —1/2;
(2) le couple (A1, As) est attractif d’indice partiel —1/2;
(3) le couple (Ag, Az) est indifférent d’indice partiel —1;
(4) le couple (Ag, Az) est répulsif d’indice partiel 3/2.

De plus, sur 'intérieur de la réunion de deux bandes adjacentes, la restriction de h est
conjuguée a la translation : par conséquent, le dessin fournit également des exemples
de couples d’indice partiel +1/2 ou —1/2 pour la translation.

Ce type d’exemple montre que l'indice partiel peut prendre toute valeur n/2 avec n
entier. Un des principaux résultats de cet article montrera que si | IP(Ag, A1) |[> 1/2,
alors on peut découper la bande D(Ap, A1) en tranches, a l'aide d’une famille de
droites de Brouwer, de maniere a ce que l'indice partiel dans chaque tranche soit égal
a0,1/20u—1/2.
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FIGURE 14. Exemples d’indices partiels

d. Relation d’additivité. — L’efficacité de I'indice partiel dans les calculs d’indice
repose de maniere cruciale sur la propriété d’additivité suivante :

Lemme 3.38 (relation de Chasles). — Soient Ay, Ay et Ao trois droites de Brouwer
disjointes, et supposons que Ay sépare Ao et Ay. On a alors :

IP(}L, AU, Ag) - IP(h, A(), Al) + IP(h, Al, Az)

Ao Aq Ao

o v
My ~ My ) ’T“»» Mo

FIGURE 15. La relation de Chasles

Démonstration. — Commencgons par une remarque banale : dans la construction
conduisant & la définition de I'indice partiel (définition 3.32, figure 13), si chacune
des extrémités de la courbe ' est sur la méme droite horizontale que son image
par k', alors l'indice partiel est exactement égal a Indice(h’,~’).

Puisque l'indice partiel est un invariant de conjugaison, on peut supposer que Ag,
Ay et Ay sont trois droites verticales vérifiant Ay < A; < As (quitte a conjuguer
en utilisant le théoreme de Schoenflies-Homma ). Soient My, M; et Ms les points
d’intersection respectifs des droites Ag, A1, Ay avec 'axe des abscisses. En conjuguant
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a nouveau h par une application (z,y) — (x,y/k) avec k trés grand, on peut supposer
que les trois vecteurs h(M;) — M; forment des angles arbitrairement petits avec la
direction horizontale (figure 15). Soient alors v; une courbe allant de My & M, o
une courbe allant de My a Mo, et v la courbe obtenue en mettant les deux précédentes
bout a bout. On a bien sur

Indice(h,v) = Indice(h,y1) + Indice(h, o).

On utilise maintenant la remarque initiale : dans la carte choisie,

le nombre IP(h, Ag, Ag) est arbitrairement proche de Indice(h, ) ;

le nombre IP(h, Ag, A1) + IP(h, A1, Ag) est arbitrairement proche du nombre
Indice(h,~1) + Indice(h, v2).
Or ces deux nombres sont des demi-entiers : si égalité du lemme était fausse, ils
différeraient d’au moins 1/2, ce qui est absurde. |

e. Indice partiel et arcs libres. — Nous énoncons ici un lemme qui permettra
notamment de calculer 'indice partiel a travers un croissant attractif ou répulsif &
dynamique Nord-Sud ou Sud-Nord.

Soient Ag et Ay deux droites de Brouwer disjointes. On suppose qu’il existe un arc
libre v allant de Ag & A;. Puisqu’un sous-arc d’un arc libre est encore libre, on peut
en fait demander de plus que 'intérieur de « soit disjoint des deux droites.

A Taide du théoreme de Schoenflies-Homma (quitte a conjuguer la situation par
un homéomorphisme préservant Porientation), on peut alors supposer que les deux
droites de Brouwer sont verticales, avec Ay < Ay, et aussi que v est un segment
horizontal.

Si le couple (Ag, Ay) est attractif, le disque D(Ap, A1) qu’il délimite est un at-
tracteur (d’apres Paffirmation 3.31), et hA(y) est un arc disjoint de « et inclus dans ce
disque. Il y a donc deux possibilités : ou bien h(v) est situé au-dessus de v, ou bien
h(7) est situé au-dessous de v. On montre que la situation ne dépend pas du choix de
la « carte » (préservant l'orientation) donnée par le théoréme de Schoenflies-Homma.
Ceci vaut également dans le cas répulsif en remplacant h par h=1'.

Lemme 3.39. — Soient Ay et Ay deux droites de Brouwer disjointes, et v un arc libre
allant de Ao a Ay, dont Uintérieur est disjoint des deux droites.
Si (Ao, A1) est indifférent, Uindice partiel entre Ay et Ay est nul.
Si (Ao, Ay) nlest pas indifférent, il y a quatre cas :
si le couple est attractif, alors
~ 81 h(7y) est au-dessus de vy, Uindice partiel vaut +1/2 ;
~ i h(y) est au-dessous de v, Uindice partiel vaut —1/2;
— si le couple est répulsif, alors

-~ si h™Y(y) est au-dessus de v, Uindice partiel vaut +1/2 ;
— si h= (%) est au-dessous de v, Uindice partiel vaut —1/2.
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Démonstration. — On fait la preuve dans le cas indifférent, les autres cas étant simi-
laires, et on suppose par exemple que Ag est attractive et A; répulsive; autrement
dit, pour tout point z de Ay ou Ay, le vecteur h(z) — x est d’abscisse strictement
positive (figure 16). Pour tout ¢ > 0, on pose

iy = Indice (h(z) + (¢,0) — z,7) .

FIGURE 16. L’indice partiel est nul

Comme 7 est libre pour h et que Ag est attractive, quand x est un point de 7,
le point h(x) n’est jamais situé sur la demi-droite horizontale a gauche de x, donc le
vecteur h(z) + (t,0) — x n’est jamais nul, et le nombre 7; est bien défini. D’autre part
iy & (1/2+1Z), i varie continiment avec t, et limy_, 1o &y = 0, donc 4, €] —1/2,+1/2[
pour tout ¢ > 0; comme IP(h, Ag, A1) est Uentier le plus proche de i, il est bien
nul. O

Corollaire 3.40

Soient Ag et Ay deux droites de Brouwer disjointes.

(1) Sile domaine de Brouwer engendré par Ag rencontre Ay, alors IP(h, Ay, A)=0
(en particulier, pour tout entier n non nul, IP(h, Ao, h™"(Ag)) =0).

(2) Dans le cas contraire, lindice partiel IP(h, h?(Ao), h9(A1)) est bien défini pour
tous entiers p et q, et est égal a IP(h, Ag, Ay).

Remarquons que si le couple (A, Aq) est attractif ou répulsif, on est toujours dans
le deuxieme cas (d’apres l'affirmation 3.31).

Démonstration

Premier point. — D’apres la remarque précédente, dans ce cas, le couple (Ag, Ay)
est indifférent. Notons ensuite que si deux points du plan appartiennent & un méme
domaine de Brouwer, alors ou bien ils sont dans la méme orbite, ou bien il existe un
arc libre les joignant : en effet, puisque sur un domaine de Brouwer la dynamique est
conjuguée a une translation, il suffit de prouver la méme propriété pour la translation,
ce qui n’est pas difficile (par exemple en raisonnant dans ’anneau quotient de I’action
du plan par la translation). Ceci permet de montrer que si le domaine de Brouwer
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engendré par Ag rencontre Ay, alors il existe un arc libre allant de Ag & Ay, puis on
conclut a I'aide du lemme 3.39.

Deuziéme point. — Considérons d’abord le cas ou le couple (Ag, Ay) est attractif.
Comme l'indice partiel est un invariant de conjugaison, quitte & composer par h~?, on
peut supposer que p = 0. On traite le cas ol g est positif (le cas négatif étant similaire).
En utilisant de maniere itérée 'affirmation 3.31 sur la topologie des couples attractifs,
on montre que h?(Ay) sépare Ag et A;. Ceci permet d’appliquer la relation de Chasles
(lemme 3.38) & ces trois droites; comme 'indice partiel entre A; et h9(A;) est nul
d’apres le premier point, on obtient le résultat.

On obtient le cas répulsif de la méme maniere; il reste le cas indifférent. On peut
encore supposer que p = 0, et on se place dans le cas ou ¢ est positif (le cas négatif
est similaire). Si la droite A; est répulsive, alors Ay sépare Ag et h9(A1), et on peut
appliquer la relation de Chasles et conclure comme dans le cas précédent.

Supposons enfin que A; est attractive. Si h?(A;) sépare Ay et Ay, on conclut
comme avant a l'aide de la relation de Chasles. Si h9(A;) ne sépare pas Ag et Ap,
on voit facilement que Ag rencontre le domaine de Brouwer engendré par Ay, et les
deux indices partiels sont nuls d’apres le premier point. O

f. Indice partiel entre deux droites qui se touchent. — Dans certains calculs,
il sera pratique de pouvoir parler de l'indice partiel entre deux droites de Brouwer
non disjointes, mais « qui ne se traversent pas ».

Soit Ag et A deux droites topologiques, et Py et P» les deux composantes connexes
du complémentaire de A;.

Définition 3.41. - On dira que les droites Ay et Ay ne se traversent pas si Ag est
contenue dans 'adhérence de Py ou de P». On dira que deux droites se touchent si
elles ne se traversent pas, mais ne sont pas disjointes.

On peut montrer que ces deux relations sont symétriques.
On étend alors la définition de I'indice partiel au cas de deux droites qui se touchent,
en posant simplement IP(Ag, A;) = 0 dans ce cas.

Définition 3.42. — Soient Ay, Ay, Ay trois droites topologiques qui, deux a deux, ne
se traversent pas. Soient P; et Py les deux composantes connexes du complémentaire
de Ay. On dira que Ay sépare Ng et Ay si Ag C Adh(Fy) et Ay C Adh(Fs) (ou

vice-versa)
Ces définitions permettent de généraliser la relation de Chasles (lemme 3.38) :

Lemme 3.43 (relation de Chasles généralisée). — On se donne trois droites de Brouwer
Ag, Ay et Ay qui, deur a deuzx, ne se traversent pas, et on suppose que Ay sépare g
et Ay. On a alors :

IP(h, Ag, Ay) = IP(h, Ao, A1) + TP(h, Ay, Ay).
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Démonstration. — On reprend les notations de la définition 3.42. Il est clair que I'une
des deux droites h(Ag) et h=1(Ap) est incluse dans Pp, on la note Aj. De méme, on
note Al celle des deux droites h(Az) et h~1(Az) qui est incluse dans Ps. Les trois
droites de Brouwer Aj, A; et Af sont maintenant disjointes deux a deux, et A;
sépare les deux autres : on peut alors leur appliquer la premieére relation de Chasles
(lemme 3.38). La formule en découle, a I’aide du corollaire 3.40. Les détails sont laissés
au lecteur. |

g. Indice partiel et chaines de disques. — Nous allons généraliser le lemme 3.39
liant indice partiel et arcs libres & l’aide de la notion de chaine de pseudo-disques
(définition 3.16).

Soit (A, A1) un couple de droites de Brouwer disjointes; on suppose que Ag est
attractive. Le complémentaire de Ay U A; a trois composantes connexes, dont les
frontiéres sont respectivement Ag, Ag U A et Ay ; on les note Op, O; et Os.

Définition 3.44 (figure 17). -— Une chaine de pseudo-disques de Ay a Ay est une chaine
de pseudo-disques (B;)i=1,..k, (k = 1), telle que Adh(B;) rencontre Adh(Op) et
Adh(By) rencontre Adh(Oz).

AV Ay

Oo L\ O, O,
N
o | SN

By

FIGURE 17. Une chaine de pseudo-disques de Ag a A

Remarquons que si k = 1, By contient un arc libre allant de Ay & A7 ; dans le cas
indifférent, la proposition suivante est donc bien une généralisation du lemme 3.39 :

Proposition 3.45 («lemme de Franks » pour I’indice partiel). —On se donne deux droites
de Brouwer Aqg et Ay disjointes, avec Ay attractive. S’il existe une chaine de pseudo-
disques de Ay a Ay, alors :

- st le couple (Ag, Ay) est indifférent, IP(h, Ag, A1) vaut 0 ;

— st le couple (Ao, Ay) est attractif, IP(h, Ay, A1) vaut +1/2 ou —1/2.

La suite du texte n’utilisera que le cas ou le couple (Ag, A1) est indifférent.
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Démonstration

Cas indifférent. — Supposons qu'il existe une chaine de pseudo-disques (B;)i=1,..
de Ap a Ay, et choisissons-la de fagon & ce que k soit minimal parmi toutes les chaines
de Ag a A;. Comme dans la preuve du lemme de Franks (lemme 3.18), 'idée est de
transformer la « quasi-orbite » fournie par ’hypothése en une vraie orbite, & 1'aide de
modifications libres; le domaine de Brouwer engendré par Ay rencontrera alors Aj,
ce qui permettra de conclure a 'aide du corollaire 3.40.

On commence par montrer l'existence d’une chaine de disques ouverts pour h,
encore notée (B;)i=1... k, qui est une chaine de pseudo-disques de Ay & A : pour
cela on recopie les arguments de minimalité de la preuve du lemme 3.18 (les détails
correspondants sont laissés au lecteur).

Dans un deuxieme temps, expliquons comment modifier cette chaine de disques
ouverts en une chaine dont tous les disques ouverts sont inclus dans O;. Notons
(ni)i=1,... k-1 les temps de transition de la chaine et (x;) des points de transition.
On peut supposer que 'entier k est minimal (parmi toutes les chaines de disques
ouverts de Ag a A;). Tout d’abord, cette minimalité entraine clairement que les
disques Bsy,...By_1 sont tous inclus dans O;. La suite (h™™ (Bsg), Bs, ..., By) est
encore une chaine de disques ouverts (en particulier, h="!(Bz) est disjoint des autres
disques de la chailne, sans quoi il existerait une chaine de disques périodique, ce qui
contredirait le lemme de Franks 3.18). D’autre part, z; appartient & h™"™'(By). Si x;
était dans Adh(Op), alors cette nouvelle chaine de disques contredirait la minimalité
de k. Ceci montre que x; appartient & Op. Soit B} la composante connexe de B; N0,
qui contient . Puisque Adh(B;) rencontre Adh(Oy), 'adhérence de B/ rencontre
Ag. En remplacant de méme By, par un disque Bj, plus petit, on obtient une chaine
de disques ouverts (B{, By = Ba, ..., B;_, = Bir_1, B},) qui sont tous inclus dans O;.

Puisque Adh(Bj,) rencontre Adh(O2), et que la droite A, est répulsive, il existe un
point zy, dans By, tel que h(zy) soit dans Oz. De méme, il existe un point x¢ dans Og
tel que h(xg) soit dans Bj. On pose ng = 1.

On effectue maintenant k modifications libres de A : plus précisément, on choisit
pour chaque entier i entre 1 et k un homéomorphisme ¢;, a support dans Adh(B}), et
qui envoie h™i=1(x;_1) sur z;. On considére alors ’homéomorphisme h; = ¢ o h, avec
¢ = ¢y 00 (figure 18). Pour cet homéomorphisme, le point h(xg) est un itéré
du point zg.

Puisque les disques B) sont tous inclus dans Oy, le support de ¢ est inclus dans
Adh(Oy). Par conséquent, on voit facilement que les droites Ay et A; sont aussi
des droites de Brouwer pour I’homéomorphisme h;. Ceci montre que l'indice partiel
IP(hy1,Ag, A1) est bien défini. Comme il existe une orbite de h; qui rencontre a la
fois Op et O, le domaine de Brouwer engendré par Ay (pour h;) doit rencontrer
A;. D’apres le corollaire 3.40, on a alors IP(hy, Ag, A1) = 0. D’autre part, les indices
partiels pour IP(hy, Ag, A7) et IP(h, Ag, A1) sont égaux : en effet, on peut calculer
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FIGURE 18. Modifications libres pour obtenir une orbite qui traverse la bande

ces deux indices dans une carte ol les deux droites sont verticales (comme dans la
définition de l'indice partiel), au moyen d’une courbe v disjointe du compact K =
Adh(B{U---UBy,); et puisque les deux homéomorphismes coincident hors de K, leurs
indices le long de v sont égaux.

Cas attractif (schéma de preuve). — Les idées sont les mémes que dans le cas indiffé-
rent. La seule différence significative apparait apres avoir obtenu la chaine de disques
ouverts inclus dans O; : cette fois-ci, il n’existe pas de point de Bj, dont I'image est
dans Oy. On se contente donc d’effectuer & — 1 modifications libres, a support dans

1:---»Bj_,. On obtient ainsi un homéomorphisme h; tel que, pour un certain n
positif, h}(Ao) rencontre By ; d’autre part, Bj, est libre pour hy, il y a donc un arc
libre pour h; de A (Ap) & A;. D’apres le lemme 3.39, Uindice IP(hy, h?(Ap), A1) vaut
+1/2 ou —1/2. Le deuxieéme point du corollaire 3.40 donne alors la méme valeur pour
IP(h1, Ap, Ay). Comme dans le cas indifférent, on a IP(h, Ag, A1) = IP(h1, Ao, Ay),

ce qui permet de conclure. O

3.4. Décomposition en briques

Les résultats de cette section sont tous adaptés de la thése de A. Sauzet [Sau01]
et de larticle de P. Le Calvez et A. Sauzet [LCS96]. La possibilité de se passer de
la condition de transversalité pour la preuve du théoreme de translation plane est
apparue lors d’une discussion avec Lucien Guillou.

Dans toute cette section, on suppose que h est un homéomorphisme de la sphére®),
préservant lorientation, dont l’ensemble des points fizes est fini. Rappelons que les
homéomorphismes de Brouwer s’identifient a des homéomorphismes de la sphere

(5)En réalité, la construction expliquée a la section d est valable sur n’importe quelle surface compacte
sans bord.
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R? U {oo} vérifiant cette hypothese. Nous rappelons d’abord la définition des dé-
compositions en briques et leur construction; puis, en supposant l’absence de courbe
d’indice 1, nous montrons l'existence d’une droite de Brouwer associée & chaque brique,
qui fournit une preuve du théoréme de translation plane.

a. Introduction aux décompositions en briques. — En premiere approxima-
tion, une décomposition en briques est une sorte de triangulation (localement finie)
du complémentaire des points fixes de h dans la sphere. L’idée principale consiste
a choisir les triangles assez petits pour qu’ils soient libres. Ceci permet d’appliquer
le lemme de Franks aux suites de triangles : on pourrait dire qu’on a ainsi obtenu
une discrétisation de la dynamique qui garde la propriété de ne pas avoir d’orbite
périodique. Une autre propriété importante des décompositions, appelée minimalité,
est que les triangles ne sont pas trop petits, plus précisément que la réunion de deux
triangles adjacents n’est jamais libre. Sous ces hypotheses, un procédé dynamique
simple (et automatique) associe & chaque triangle B un attracteur AT (B) : celui-ci
est simplement obtenu en prenant le plus petit attracteur, réunion de triangles, qui
contient 'image de B. La minimalité entrainera la connexité de cet ensemble. On
montrera qu’il existe alors une unique composante connexe A(B) du bord de A1 (B)
qui rencontre B, et que A(B) est une droite de Brouwer.

Dans sa preuve du théoreme de Brouwer, L. Guillou ([Gui94]) utilisait déja des
triangulations libres. D’autre part, M. Flucher avait combiné des triangulations libres
avec le lemme de Franks pour obtenir des points fixes d’homéomorphismes du tore,
autour de la conjecture d’Arnol’d ([F1lu90]). P. Le Calvez et A. Sauzet ont alors ex-
ploité ces idées pour obtenir ce qui est sans doute la preuve la plus claire du théoreme
de Brouwer ([LCS96]). Enfin, la propriété de minimalité est introduite dans la these
d’A. Sauzet ([Sau01}), qui y étudie les propriétés combinatoires de ces triangulations
de maniere intensive, afin de construire des courbes disjointes de leur image pour les
homéomorphismes du tore, de 'anneau ou de la sphere. On peut citer également 1'uti-
lisation de discrétisation de la dynamique dans les preuves combinatoires du théoreme
de Conley-Zehnder données par S. Alpern et V. S. Prasad ([AP93]) ; dans ce contexte,
la tres jolie utilisation du résultat combinatoire appelé « théoreme des mariages » re-
monte & P. Lax ([Lax71]).

b. Définition. — On pose U = S% \ Fixe(h). On dira qu'un sous-ensemble de U
est borné si son adhérence dans S? est disjointe de Fixe(h).

Définition 3.46. Un graphe triadique est un sous-ensemble fermé F' de U, tel que,
en tout point z de F, F est localement homéomorphe a I'un des deux dessins de la
figure 19. Si F' est localement homéomorphe au dessin de droite, on dit que le point z
est un sommet de F.

Soit F' un graphe triadique.
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FIGURE 19. Aspect local d’un graphe triadique

Définition 3.47. — Une brique de F est l'adhérence (dans U) d’une composante
connexe du complémentaire de F' dans U.

Définition 3.48. Deux briques de F', distinctes, sont adjacentes si leur intersection
n’est pas vide.

Définition 3.49. — Une aréte de F est 'adhérence (dans U) d’une composante connexe
du complémentaire dans F' des sommets.

Définition 3.50. - Un graphe triadique F est dit compact si aucun point fixe de h
n’est dans I'adhérence d’une brique (autrement dit, toute brique est bornée).

Définition 3.51. - Le graphe triadique F' est dit libre (pour h) si toute brique de F
est libre.

Définition 3.52. Le graphe triadique F, libre, est dit minimal si pour tout couple
de briques adjacentes B et B’, la réunion B U B’ n’est pas libre.

Définition 3.53. — Une décomposition en briques pour h est un graphe triadique, com-
pact, libre, minimal.(®)

Nous avons expliqué plus haut les motivations des deux propriétés principales,
la liberté et la minimalité. Prendre un graphe triadique au lieu d’une triangulation
quelconque est une astuce topologique pour que le bord de n’importe quelle réunion
de briques soit toujours une sous-variété (cf. affirmation 3.66 ci-dessous). Les briques
bornées sont une commodité, sans doute pas essentielle, qui évitera les études de cas.

Remarque 3.54. — Une décomposition en briques pour h est aussi une décomposition
en briques pour h~ L.

Remarque 3.55. — Dans la définition d'une décomposition en briques, on ne suppose
pas que F' est connexe, ni qu'une aréte contient deux sommets distincts, et borde deux
briques adjacentes distinctes. Néanmoins, en 'absence de courbe d’indice 1, toutes ces
propriétés découleront des propriétés de h (voir le corollaire 3.69 ci-dessous).

(6)Le vocabulaire adopté ici differe légerement de celui de [Sau01] : notamment, on a remplacé
« brique fermée » par « brique », « borné » par « compact », et « maximal » par « minimal ».
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Remarque 3.56. Soit F' un graphe triadique libre. Si F' est minimal pour l'inclusion
(i.e. 8'1l n'existe aucun graphe triadique libre strictement inclus dans F'), alors F' est
minimal au sens de la définition 3.52 ci-dessus. (7)

Démonstration de la remarque. — Sinon, il existe deux briques By, By distinctes, ad-
jacentes, dont la réunion B est libre. On vérifie facilement que F’ = F ~ Int(B) est
un graphe triadique libre, strictement inclus dans F'. O

c. Exemples. — La figure 20 montre l'allure au voisinage d’un point fixe : remar-
quons que puisque les briques sont bornées, tout voisinage du point fixe doit contenir
une infinité de briques. Par contre, comme F' est un graphe triadique, la famille des
briques de F' est localement finie au voisinage de tout point de U (et la réunion d’un
nombre quelconque de briques est toujours un fermé de U).

-/

9

FIGURE 20. Allure d’une décomposition au voisinage d’un point fixe

Les figures 21 et 22 montrent des décompositions pour la translation (z,y) +—
(z 4+ 1,y) et 'homéomorphisme linéaire hyperbolique selle (x,y) — (2z,y/2) dans le
modele du plan.

— =

FIGURE 21. Une décomposition pour la translation

() La réciproque est également vraie si 'on suppose que toute aréte borde deux briques distinctes, ce
qui est vérifié en I'absence de courbe d’indice 1 (voir le corollaire 3.69) ; nous n’en aurons pas besoin.
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FIGURE 22. Une décomposition pour le linéaire hyperbolique

d. Construction d’une décomposition. — La preuve du théoréme de cette sec-
tion n’est pas essentielle a la compréhension du texte, et peut étre omise en premiere
lecture.

Théoréeme 3.57 (A.Sauzet). - [l existe une décomposition triadique, compacte, libre
et minimale pour h.

Nous donnons une démonstration fortement inspirée de celle d’A. Sauzet ; voici la
principale modification : plutét que de construire d’abord une décomposition dont les
briques ne sont pas compactes et qu’il faut re-découper a posteriori, on impose dans
la décomposition la présence d’'un certain nombre de briques, construites a priori, qui
vont obliger la décomposition a étre compacte. Remarquons que ceci permet d’éviter
le recours au lemme de Franks (voir [Sau01], section 3.6); la construction présentée
ici a donc ’avantage d’étre valable pour tout homéomorphisme de la sphere (ou d’une

autre surface compacte) avec un nombre fini de points fixes, sans hypothese d’indice.

Démonstration. — Tout d’abord, il est trés facile de trouver un graphe triadique
compact F' (par exemple, en utilisant le dual d’une triangulation localement finie
de U). On peut tout aussi facilement gagner la liberté : si une brique B de F
n’est pas libre, on la subdivise en briques assez petites (de diametres inférieurs a
e = Inf{d(x, h(z) | z € B}). On voudrait ensuite obtenir la minimalité en choisissant
deux briques adjacentes dont la réunion est libre, en enlevant une aréte dans leur
intersection, et en recommencant tant que F' n’est pas minimale. En général, malheu-
reusement, ce procédé fait perdre la compacité en donnant naissance a des briques non
compactes (autrement dit, la famille des décompositions triadiques libres F’ incluses
dans F est inductive pour I'inclusion et on peut lui appliquer le lemme de Zorn, mais
ceci est faux en général pour les décompositions triadiques, libres et compactes).

Le lemme suivant a pour but d’obtenir une propriété supplémentaire qui empéche
I’apparition des briques non compactes :

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2004



60 CHAPITRE 3. DYNAMIQUE GLOBALE : ENONCE ET RESULTATS PRELIMINAIRES

Définition 3.58 (figure 23). — On appelle anneau pré-décomposé tout ensemble C in-
clus dans U, homéomorphe & 'anneau S! x [—1, 1], muni d’un ensemble F¢ appelé
pré-décomposition de C et vérifiant :

(1) Fe est un graphe triadique, inclus dans C;

(2) Fe contient le bord de C;

(3) les adhérences des composantes connexes de C \ F¢ sont libres (on les appellera
briques de F¢);

(4) la réunion de deux briques de F¢ adjacentes n’est pas libre;

(5) propriété supplémentaire : aucune brique ne rencontre simultanément les deux
composantes connexes 01TC et 9~C de 9C.

—

FI1GURE 23. Topologie d'un anneau pré-décomposé

Lemme 3.59. — Soit J un cercle topologique dans U tel que h(J)NJ # &. Alors tout
voisinage de J contient un anneau pré-décomposé.

Utilisation du lemme. — A Daide de ce lemme, on reprend toute la preuve du théo-
reme 3.57. Soit x un point fixe de h; on trouve facilement un cercle topologique qui
entoure x, arbitrairement petit, et qui rencontre son image. Le lemme permet donc de
trouver une suite (C;(x));>0 de petits anneaux pré-décomposés, entourant x, conver-
geant vers z (pour la topologie de Hausdorff) et disjoints deux a deux (figure 24). On
effectue cette construction pour chacun des points fixes de h. On recommence alors
la preuve expliquée plus haut : I'ensemble U, ;F, ;) est un graphe triadique, et il
est facile de I'étendre, & 'extérieur de la réunion des anneaux C;(x), pour obtenir un
graphe triadique et libre que 'on note F. On utilise le lemme de Zorn pour choisir
un graphe triadique libre F”, inclus dans F', qui est minimal pour l'inclusion. D’apres
la remarque 3.56, F’ est également minimal au sens de la définition 3.52. On montre
enfin que F’ est une décomposition en briques grace a I'affirmation suivante :

Affirmation 3.60. — Tout graphe triadique libre F' inclus dans F est compact.

En effet, si F’ est inclus dans F, toute brique de F’ est réunion de briques de F.
Une brique de F’ non bornée devrait traverser de part en part au moins un des
anneaux pré-décomposés C'; elle rencontrerait alors les deux composantes connexes
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FIGURE 24. Suite d’anneaux pré-décomposés autour d’un des points fixes
de h

du bord de cet anneau, donc contiendrait deux briques de F¢ adjacentes (propriété
supplémentaire de la définition 3.58), et ne pourrait pas étre libre (propriété 4 de la
définition 3.58). Ceci termine la preuve du théoreéme 3.57 & partir du lemme 3.59. O

Démonstration du lemme 8.59. — On part d’une « décomposition libre minimale »
de J, i.e. une famille finie (Jp,...,Jk—1), k = 2, de sous-arcs de J d’intérieurs dis-
joints deux a deux, d’union J, libres, tels que la réunion de deux arcs adjacents ne soit
pas libre (son existence est immédiate puisque JNh(J) # @). A 'aide du théoréme de
Schoenflies, on épaissit ensuite J en un anneau C homéomorphe a S! x [—1, 1] suffisam-
ment fin pour que les ensembles B; ~ J; x [—1, 1] soient encore libres; 'ensemble F2
réunion des bords des B; vérifie alors les points 1 & 4 de la définition 3.58.

Par un argument classique de transversalité, quitte a remplacer anneau C et le
graphe F) par un anneau et un graphe arbitrairement proches, on peut renforcer le
point 4 en supposant de plus qu’on a la propriété :

(4bis) pour tout couple (b, ¢) de briques adjacentes de I, 'image de l’intérieur de
I'une rencontre I'autre.

D’autre part, nous dirons que F¢ est a briques rectangulaires pour traduire le fait
qu’il existe une identification de C & S' x [—1,1] dans laquelle les briques sont des
produits cartésiens d'un intervalle strict de S! par un intervalle de [—1, 1].

Nous allons maintenant obtenir la propriété supplémentaire de la définition 3.58
(aucune brique de F¢ ne traverse l'anneau C). L’affirmation suivante permet de
conclure par une récurrence descendante sur le nombre de briques qui traversent C :

Affirmation 3.61. — Soit F¢ un ensemble vérifiant les propriétés 1, 2, 3 et 4bis rela-
tivement a un anneaw C, a briques rectangulaires. Supposons que Fr ne vérifie pas la
propriété supplémentaire.

Alors il existe un anneau C' arbitrairement proche de C et un ensemble Ff, vérifiant
encore les propriétés 1, 2, 3 et 4bis relativement o C’, & briques rectangulaires, et tel
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que le nombre de briques de F(, traversant C' soit strictement inférieur au nombre de
briques de Fe traversant C.

En premiere approximation, 'idée de la preuve consiste a fusionner deux briques
adjacentes B et C' pour obtenir une brique qui n’est plus libre, puis a re-découper cette
brique « transversalement » en deux briques qui ne traversent plus C. Pour conserver
les propriétés de la décomposition, il faut pouvoir controler I'intersection de I'image
de C avec B : pour cette raison, on va plutot fusionner B avec un petit morceau de C
soigneusement choisi.

Démonstration de laffirmation 3.61. — On utilise I'identification de C avec S* x[—1, 1]
dans laquelle les briques sont des produits cartésiens. On choisit n’importe quelle
brique B =~ [0y, 61] x [—1,1] de F¢ qui traverse Panneau C, et n’importe quelle autre
brique C' ~ [0,602] x I adjacente & B (cf. figure 25, dessin de gauche). D’apres la
propriété 4bis,

Int(C) N (W(B)Uh™Y(B)) # 2.

Il existe donc ¢ € | — 1,1] tel que l'arc [0;,65] x {t} rencontre h(B) U h~'(B); pour
simplifier, on suppose que ¢t = 0. On note z ~ (61,0), et y ~ (6],0) o 0] < O est le
plus petit nombre tel que arc v = [z,y] = [01,60;] x {0} rencontre h(B) U h~!(B).
On a notamment :

(a) vy C C;

(b) y € h(dB) ou bien y € h~1(dB);

(c) (BUy) N h(BUY) C {y,h(y)}.

Le dernier point utilise la liberté de B et celle de C' (qui contient ), ainsi que la
définition de ~.

D’apres le point b, on peut choisir € € {—1,1} tel que h™%(y) € 0B. Il peut arriver
que la brique B contienne aussi le point h*%(y) : dans ce cas, la définition de ~ dit
que h*e(y) est sur la frontiere de B ; dans le cas particulier ott h*¢(y) = h™¢(y), on ne
change rien; dans le cas contraire, quitte a effectuer une modification arbitrairement
petite du graphe Fy et de 'anneau C, on peut supposer que h™¢(v) est disjoint de B,
tout en conservant l’ensemble des propriétés précédentes (et notamment le fait que
h~¢(y) € OB). En résumé, apres modification éventuelle, on a :

(d) ou bien h™¢(y) = h=¢(y), ou bien h™*(y) & B.

Pour chacune des briques b de F¢ adjacentes a la brique B (y compris pour b = C),
la propriété 4bis permet de choisir deux points distincts 2! (b) et 2%(b) dans I’ensemble
Int(B) N A=) (b)
avec £(b) = 4+1 ou —1. On choisit maintenant un arc 3 dans B (cf. figure 25, dessin du
milieu), d’intérieur inclus dans I'intérieur de B, qui joint {6o} x [—1,1] & {61} x [—1,1],

et qui vérifie
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BQ

zt(b)

FIGURE 25. Déformation et découpage de la brique B

(e) Parc 3 sépare les points x et h™(y) dans B (ces deux points sont distincts car
~ est libre, ¢f. point a);

(f) pour chacune des briques b adjacentes a B dans le graphe F¢, I'arc 3 sépare les

deux points z' (b) et 2%(b).
Quitte & changer de coordonnées, on suppose que 8 ~ [6y, 0] x {s}. L’arc 3 découpe
la brique B en deux rectangles B! et B2, et on choisit les notations pour que x € B!
(et donc h=¢(y) ¢ B'). Alors I'ensemble B! U~ est libre : en effet, ceci suit du point ¢
et du fait que B! ne contient ni hT¢(y) ni h=¢(y) (point d). On choisit maintenant
§ > 0 tel que, en posant A = [01,0] + 0] x [—4, 8], l'ensemble BY = B! U A est encore
libre. On peut également supposer que l'ensemble C' = Adh(C \ A) est non vide,
connexe, rencontre B ; et aussi que A ne rencontre pas 'arc 3.

On modifie alors F¢ de la maniére suivante (figure 25, dessin de droite) : d'une part,
on remplace l'arc {61} x [—4, d], qui est I'un des coté du rectangle A, par la réunion des
trois autres cotés; d’autre part, on rajoute I’arc 3. Cette procédure produit un sous-
ensemble F%, d'un anneau® C’; ancienne brique B est remplacée par les briques BY
et B2, l'ancienne brique C est remplacée par C’ = Adh(C . A), les autres briques
restent inchangées (si on omet la modification arbitrairement petite de C et Fi opérée
précédemment).

L’ensemble F/, vérifie clairement les propriétés 1, 2 et 3 de la définition 3.58. Le
couple (BY, B?) vérifie la propriété 4bis puisque Int(BY') contient y et B? contient
h~¢(y). Grace au point f, pour chaque brique b adjacente & la brique B le couple

(8)En fait, on a ¢’ = C sauf si on a effectué la petite modification avant le point d.
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(BY,b) vérifie aussi cette propriété. Ceci est encore vrai pour les couples (B2, b) avec
b adjacente & B2. Enfin, pour toute brique b adjacente & C' dans I’ancien graphe Fp,
le couple (C,b) vérifiait la propriété 4bis, et on a pu choisir le nombre ¢ (épaisseur
de A) suffisamment petit pour que ceci soit encore vrai, pour la brique C’, dans le
nouveau graphe F{,. La propriété 4bis est donc globalement vérifiée.

Il est clair que le nombre de briques traversant I'anneau a diminué de 1, et que F,
est encore a briques rectangulaires. La preuve de Paffirmation 3.61 est terminée... [

...et aussi la preuve du lemme 3.59. O

Définition 3.62. — On appelle pré-décomposition finie un graphe triadique F tel que
(1) F est un ensemble compact de U ;

(2) si I'on appelle pré-briques les adhérences des composantes connexes du com-
plémentaire de F' ne contenant pas de point fixe, les pré-briques sont libres.

D’apres la premiere propriété, les pré-briques sont en nombre fini, et leur union K
est compacte. La construction des décompositions en briques a pour corollaire immé-
diat :

Corollaire 3.63. Soit F' une pré-décomposition finie. Il existe une décomposition en
briques F' telle que F' N K C FNK, autrement dit toute pré-brique de F est incluse
dans une brique de F'.

e. Premiéres propriétés des décompositions en briques. — On considére
toujours un homéomorphisme de la sphére S?, préservant ’orientation, n’ayant qu’un
nombre fini de points fixes; de plus, on suppose désormais qu’il n’existe pas de courbe
d’indice 1 pour h. On se donne une décomposition en briques F pour h (théo-
reme 3.57).

Lemme de Franks. — Nous commengons par appliquer le lemme de Franks aux
briques de F.

Définition 3.64. — Une chaine de briques est une suite By,..., By de briques de la
décomposition F telles que pour tout i = 1,...,k—1, h(B;) rencontre B;y; (figure 26).

Insistons sur le fait que, contrairement a la définition des chaines de disques, les
briques d’une chaine de briques ne sont pas supposées a prior: étre deux a deux
distinctes.

Lemme 3.65 (discrétisation du lemme de Franks). — Dans wune chaine de briques,
toutes les briques sont distinctes. En particulier, toute chaine de briques est une
chaine de pseudo-disques, et il n’existe pas de chaine de briques qui soit une chaine
de pseudo-disques périodique.
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FIGURE 26. Une chaine de briques pour la translation

Démonstration. — Remarquons d’abord qu’'une brique vérifie clairement la définition
d’un pseudo-disque (définition 3.14). Soit (B, ..., Bx) une chaine de briques, et sup-
posons qu’il existe deux entiers ¢ < j tels que B; = Bj. Il est clair que, quitte &
extraire, on peut supposer de plus que les briques B;, ..., B;j_; sont deux a deux dis-
tinctes. Elles forment alors une chaine de pseudo-disques périodique, ce qui contredit

le lemme de Franks (lemme 3.18). O
Enoncés des propriétés. — On note dy la frontiere topologique dans U.
Affirmation 3.66. — Si V est une réunion quelconque de briques, alors OyV est une

sous-variété sans bord de U, fermée dans U, donc une réunion (finie ou non) de
cercles topologiques et de droites topologiques.

Affirmation 3.67. — Soit B, et By deux briques adjacentes; alors de deuz choses
l'une :

(1) soit h(By) rencontre Ba,

(2) soit h(B3) rencontre By.
Affirmation 3.68. -— Les briques sont des disques topologiques fermés.

Corollaire 3.69
(1) Toute aréte est incluse dans deuz briques distinctes ;
(2) toute aréte contient deux sommets distincts;
(3) F est conneze.

Affirmation 3.70. — L’image par h de toute brique B rencontre au moins une brique
adjacente ¢ B. Méme chose pour image par h=".

Preuves des propriétés. — La preuve de 'affirmation 3.66 est immédiate.

Démonstration de Uaffirmation 3.67. — Puisque B U Bs n’est pas libre, mais que By
et By le sont, c’est que h(B7) rencontre By ou h(Bs) rencontre By. D’autre part, si ces
deux possibilités étaient simultanément réalisées, alors (B, By, B) serait une chaine
de briques qui contredirait le lemme 3.65. O
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Démonstration de Uaffirmation 3.68. Soit B une brique. D’apres Daffirmation
3.66, son bord est une réunion de cercles et de droites topologiques; comme B est
compacte (par définition des décompositions en briques), c¢’est en fait une réunion
de cercles. Il suffit donc de montrer que le bord de B est connexe, ou encore que le
complémentaire de B dans la sphére est connexe.

Comme 0B est une réunion de cercles topologiques, chaque composante connexe
de S? \ Int(B) est un disque topologique fermé. Soit D; I'un d’entre eux ; ¢’est aussi
une réunion de briques de la décomposition.

Soit B; = B, et By une brique de D; adjacente & B. En appliquant I'affirmation
3.67, on voit que D; rencontre h(B) ou h~!(B). Supposons par exemple que D,
rencontre h(B) : comme B est libre, h(B) est un ensemble connexe inclus dans le
complémentaire de B, il est donc inclus dans D;. Comme 9D; C B, on a alors
h((?Dl) C D;.

Ceci nous donne deux possibilités : ou bien h(D;) C Dy, ou bien h(Adh(S?\. D,)) C
D;. Dans le premier cas, D; serait un disque attractif, mais c’est exclu, car le lemme
3.9 entrainerait 'existence d’une courbe d’indice 1, contrairement aux hypotheses. On
est par conséquent dans le deuxiéme cas, et 'ensemble Adh(S? \. D;) est libre. Par
minimalité de la décomposition, cet ensemble étant une réunion de briques, il est en
fait constitué d’une seule brique, qui est nécessairement la brique B. Ceci prouve que
le complémentaire de B est le disque Dy, qui est connexe. O

Démonstration du corollaire 3.69

Point 1 (figure 27). — Soient B une brique et « une aréte incluse dans B, qui n’est
incluse dans aucune autre brique. Nous allons montrer que sous ces hypotheses, B ne
peut pas étre un disque topologique.

L’intérieur de « est inclus dans lintérieur de B (sans quoi « borderait une autre
brique). Par définition des briques, I'ensemble O = B \ F est un ouvert connexe. Il
existe donc une courbe de Jordan v incluse dans O U, rencontrant «v en unique point,
et de maniére transverse (voir figure 27).

Soient Dy et Dy les deux disques topologiques délimités par v. Montrons que D,
rencontre le complémentaire de B. Ou bien D; contient un point fixe de h, qui est dans
le complémentaire de B puisque B est bornée (compacité des décompositions). Ou
bien D; ne contient aucun point fixe : dans ce cas, ensemble G = (F'N Dy) \ Int(«)
est un graphe triadique qui n’a qu’un nombre fini de sommets. Comme tout graphe
fini sans feuille possede un cycle, on peut trouver une courbe de Jordan +' incluse
dans G, donc dans F'N D;. L'un des deux disques topologiques ouverts bordés par v/
est alors inclus dans le complémentaire de B.

En appliquant le méme raisonnement a Do, on voit que le complémentaire de B a
au moins deux composantes connexes, ce qui contredit I'affirmation 3.68.

Point 2 (figure 27). — Si une aréte [ contenait un unique sommet, alors l'autre
aréte « adjacente a ce sommet serait contenue dans une unique brique, contredisant
le point 1.
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B /
N e

v

Point 1 Point 2

FIGURE 27. Preuve du corollaire 3.69

Point 3. — Commencons par remarquer que tout point de F' appartient a la frontiere
d’au moins une brique : ceci est une conséquence du point 1.

Les briques sont en nombre dénombrable; on peut les numéroter de maniere a ce
que chaque brique B; soit adjacente & une brique B; avec j < i. Pour tout entier n, la
réunion 0By U - - - U OB,, est alors connexe puisque chaque bord 9B; est connexe. Or
d’apres la remarque initiale, F' = U9 B;, c’est donc une réunion croissante d’ensembles
connexes, il est connexe. O

Démonstration de Daffirmation 3.70 (figure 28). — On raisonne par ’absurde. Soit £
I’ensemble des briques adjacentes & B. Si h(B) ne rencontre aucune des briques de &,
c’est que h~!(B) les rencontre toutes (d’apres laffirmation 3.67). Soit By € £ ; comme
B est libre, h~!(B) ne rencontre pas By N B, en particulier By n’est pas contenu dans
h~'(B). La brique By rencontre donc a la fois h~!(B) et son complémentaire, elle
rencontre donc la frontiere h='(9B). 1l existe donc une brique B, adjacente a B,
telle que h~'(B;) N By # &. En réitérant le processus, on trouve une suite By, By, . ..

h=Y(B)

WU B g 2

By

FIGURE 28. Preuve de 'affirmation 3.70

de briques de & telles que h(B;) N B;y1 # @. D’apres la discrétisation du lemme de
Franks (lemme 3.65), les briques (B;);>0 sont toutes distinctes ; mais c’est impossible
puisqu’il n’y a qu’un nombre fini de briques adjacentes a B. O

f. Construction des attracteurs A'(B). — Soit B une brique de la décomposi-
tion. On pose Ag(B) = B, et on définit par récurrence, pour tout entier positif ¢,

Aip1(B) = [ J{B' brique de F | B' N h(A;) # 2}.

On pose alors :
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Définition 3.71 (figure 29). —  A*(B) = J A..

i>1

On montre facilement :

Affirmation 3.72. — L’ensemble AT (B) est l'union des briques B’ telles qu’il existe
une chaine de briques (B1 = B,...,Br = B’) avec k > 2. C’est aussi le plus petit
ensemble dont lintérieur contient h(B), qui est une réunion de briques de F', et est
un attracteur strict.

On définit A~ (B) de maniere symétrique :

Définition 3.73. — L’ensemble A~ (B) est I'union des briques B’ telles qu’il existe une
chaine de briques (B} = B’,..., B = B) avec k > 2.

La figure 29 illustre la construction de I’ensemble A1 (B), la figure 30 montre A™* (B)
et A~ (B) pour une brique d’une décomposition pour I’lhoméomorphisme linéaire hy-
perbolique selle.

FIGURE 29. Construction de I'attracteur A" (B) : les premicres étapes

Affirmation 3.74. — L’attracteur A" (B) est connexe et rencontre B. Les intérieurs
des ensembles B, AT (B) et A~ (B) sont deuzx a deux disjoints.

Affirmation 3.75. — Toute brique adjacente a B est soit dans AT (B), soit dans
A= (B), et AT (B)N B et A= (B) N B sont connezes et non vides.

L’allure au voisinage d’'une brique est donc celle de la figure 31.
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A= (B):

A(B)y ===-

A+(B) : .

FIGURE 30. Les ensembles A1 (B) et A~ (B) pour ’homéomorphisme li-
néaire hyperbolique selle (la décomposition est celle de la figure 22)

A(B)
A*T(B)

FIGURE 31. Topologie des ensembles A~ (B), A1 (B) et A(B) au voisinage
d’une brique

Affirmation 3.76. — Soit A un attracteur strict, connexe, qui est une réunion de
briques. Alors les composantes connexes de la frontiére de A dans U sont des droites
topologiques.

Démonstration de Uaffirmation 3.74. — Comme B est connexe, la réunion A; des
briques qui rencontrent h(B) est connexe. De plus, elle rencontre B car h(B) rencontre
au moins une brique adjacente a B (affirmation 3.70). La connexité de A*(B) s’en
suit. Comme A*(B) contient A, il rencontre B.

La deuxieme phrase de l'affirmation est une conséquence immédiate de la version
discrétisée du lemme de Franks (lemme 3.65). |

Démonstration de Uaffirmation 3.75. — D’apres 'affirmation 3.67, toute brique adja-
cente & B est dans AT (B) ou dans A~ (B) ; mais pas dans les deux d’apres I'affirmation
précédente. Celle-ci dit également que les ensembles AT (B)N B et A~ (B)N B ne sont
pas vides. Il reste & montrer leur connexité.

Supposons que 'un de ces deux ensembles ne soit pas connexe. Alors on peut
trouver quatre briques By, Bo, Bz, By, adjacentes a B, telle que B; et Bs soient
dans A*(B) et By et By dans A~ (B), et telles qu’'en parcourant B on rencontre
successivement By, Bs, B3 et By (figure 32).

Comme A1 (B) est connexe et réunion de briques, son intérieur est connexe par
arcs, et il existe un arc v C Int(A*(B)) joignant un point de B; & un point de Bs.
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FIGURE 32. Preuve de 'affirmation 3.75

A Paide d’un autre arc v/ C B U B; U Bz, on peut prolonger v en une courbe de
Jordan J. Cette courbe de Jordan ne rencontre pas A~ (B) et sépare By et By, ce qui
contredit la connexité de A~ (B). O

Démonstration de Uaffirmation 3.76. — Soit C 'une de ces composantes connexes.
D’apres 'affirmation 3.66, il suffit de prouver que C' n’est pas un cercle topologique.
Supposons le contraire; comme A est connexe, I'un des deux disques topologiques
ouverts bordés par C est disjoint de A, on le note D. Comme A est un attracteur
strict, on a h(C) N D = @&, donc de deux choses 'une : ou bien D C h(D), mais le
lemme 3.9 interdit les disques attractifs; ou bien ’adhérence de D est libre. Dans ce
cas, I’adhérence de D est exactement 'une des briques de la décomposition (minimalité
de la décomposition). Par ailleurs, les briques adjacentes & D sont toutes dans A ; et
I'une d’entre elles au moins, notons-la By, doit rencontrer h=1(D) (affirmation 3.70).
On a alors h(B1) N D # &, ceci contredit le fait que A est un attracteur. O

g. Construction des droites de Brouwer A(B). — D’apres affirmation 3.75,
il existe une unique composante connexe de A+ (B) qui rencontre B.

Définition 3.77 (figures 29 et 30). — On note A(B) 'unique composante connexe de la
frontiere de A" (B) dans U qui rencontre B.

Proposition 3.78. — L’ensemble A(B) est une droite de Brouwer. L’ensemble
BUA(B) est libre, et le domaine de Brouwer engendré par A(B) contient B.

Démonstration

A(B) est libre. — C’est clair puisque AT (B) est un attracteur strict.

A(B) est une droite topologique. — C’est une conséquence de I'affirmation 3.76.
A(B) est une droite de Brouwer. — Si les deux extrémités de A aboutissent au méme

point fixe z de h, il reste & montrer que A sépare h(A) et h=1(A). Soit D celui des
deux disques topologiques fermés bordés par A(B) U {z} qui contient A" (B), et D’
son complémentaire. Puisque h(A™(B)) € A*(B), on a h(dD) C D. Si h(D') C D,
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alors D' est libre, ce qui contredit la minimalité de la décomposition car D’ contient
plusieurs briques (par exemple, A=(B) C D'). On a donc h(D) C D.
On en déduit h(D) € D C h=1(D), et la propriété de séparation est vérifiée.

Fin de la preuve. — Par définition de A*(B), h(B) C Int(A*(B)), donc hA(B) N
A(B) = @. D’autre part h(A(B)) C Int(A*(B)), donc h(A(B)) N B = & d’apres
Paffirmation 3.74. Comme B et A(B) sont libres, ceci montre que BUA(B) est libre.

Comme B est connexe et rencontre A(B), on en déduit que B est dans le domaine de
Brouwer engendré par A(B) (plus précisément, h(B) est dans le domaine fondamental

de A(B), D(A(B), h(A(B))))- o
h. Preuve du théoréme de Brouwer, corollaires

Théoréeme 3.79 (Brouwer). — Tout point de S* \ Fixe(h) est dans un domaine de
Brouwer.

Démonstration (P. Le Calvez, A. Sauzet). — Tout point de U est dans une brique B,
et toute brique B est dans le domaine de Brouwer engendré par A(B) (proposition
3.78). O

Le résultat suivant nous servira a la section 4.6 :

Corollaire 3.80 (de la preuve du théoreme de Brouwer)

(1) Tout arc libre est contenu dans un domaine de Brouwer ;
il existe un arc libre v de x a y, alors il existe un arc libre de x d pour
2) S’il exist libre v de x a y, alors il exist libre de  a h™(y
tout entier n.

Démonstration

Premier point. — Un arc libre est inclus dans un disque topologique fermé libre D ; le
bord d’un tel disque forme une pré-décomposition finie (définition 3.62). D’apres le co-
rollaire 3.63, on peut choisir une décomposition en briques dont une brique contient D.
Comme toute brique est incluse dans un domaine de Brouwer, on obtient le résultat.

Deuxiéme point. — Remarquons tout d’abord que 'arc  étant libre, il est disjoint
de tous ses itérés par h (lemme 3.12). En particulier, z et y ne sont pas dans la méme
orbite de h.

Examinons d’abord le cas ot h est une translation affine du plan. Soit p 'application
quotient du plan dans I'anneau ouvert R?/h. L’hypothése entraine donc que p(z) #
p(y). On construit alors facilement, dans 'anneau, un arc qui relie p(z) a p(y) et qui
fait « n tours de plus de p(y) ». Cet arc se releve en un arc 4’ joignant = & h™(y);
comme p(v') est un arc, v est libre.

Revenons au cas général. D’apres le premier point, un arc libre est inclus dans un
domaine de Brouwer. Mais puisque la restriction de h & un tel domaine est conjuguée
a une translation affine du plan (affirmation 3.25, second point), le cas précédent
permet de conclure. O
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CHAPITRE 4

PREUVE DU THEOREME PRINCIPAL
DE DYNAMIQUE GLOBALE

Dans ce chapitre, nous prouvons le théoréme principal de dynamique globale (théo-
reme D). Rappelons que l'idée de la preuve est décrite a la section 3.1.c. La section 4.1
contient les énoncés des lemmes et propositions utilisés dans cette preuve; la preuve
proprement dite occupe la section 4.2. Les lemmes sont ensuite démontrés dans les sec-
tions 4.3 2 4.6. Les sections 4.2 a 4.6 sont largement indépendantes les unes des autres,
et peuvent étre lues dans un ordre quelconque (la seule exception notable concerne la
section 4.5, qui utilise les notions introduites au début de la section 4.3).

4.1. Enoncés des lemmes

Dans cette section, on énonce les lemmes et propositions qui seront utilisés dans
la preuve du théoreme principal; leurs démonstrations font 'objet des sections sui-
vantes. En a, on transpose les définitions des croissants et des pétales, introduites
précédemment sous ’hypothese (H2) du théoreme principal, au cadre des homéomor-
phismes de Brouwer (hypothése (H1) ; les hypotheéses (H2) et (H1) sont respectivement
introduites aux paragraphes 3.1 et 3.3). Ceci permet, en b, d’écrire une version du
théoreme principal dans ce cadre (théoreme E). Il reste alors & énoncer les résultats
permettant le changement de cadre : en ¢, I'existence d’une droite de Brouwer reliant
les deux points fixes; en d et e, la possibilité de relever canoniquement la dynamique
sur S? . {N, S} en un homéomorphisme de Brouwer.

a. Croissants et pétales pour les homéomorphismes de Brouwer. — Nous
commencons par définir pétales et croissants pour un homéomorphisme de Brouwer H,
c’est-a-dire sous I’hypothése (H1). La définition des pétales ne posera pas de probleme
si on assimile H & un homéomorphisme de la sphere fixant un unique point. La
définition des croissants est un peu plus compliquée : pour la comprendre, il peut
étre utile de garder a I'esprit que lorsqu’on appliquera la définition, H sera le relevé
d’un homéomorphisme h de 'anneau S? ~ {N, S}, et que les croissants de H (pour
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la nouvelle définition) doivent correspondre & des croissants de h (pour la définition
donnée a la section 3.1). Il faudra ainsi penser aux croissants de H comme ayant deux
extrémités (bien que, dans la sphére R? U {oo}, ces extrémités aboutissent toutes les
deux au point fixe co). Ceci est illustré sur la figure 1.

N

T

1

/ (revétement)

i L

S

FIGURE 1. Les deux notions de croissants : pour un homéomorphisme de la
sphere fixant N et S (& gauche), ou pour un homéomorphisme de Brouwer,
vu comme homéomorphisme du plan sans point fixe (au milieu) ou comme
homéomorphisme de la sphere fixant le point a l'infini (& droite)

Pétales. — Soit H un homéomorphisme de Brouwer.

Définition 4.1. Soit A une droite de Brouwer pour H. On appellera pétale attractif
de A T'unique disque topologique fermé PT(A) de la sphere R2U{oo} dont la frontiere
est A U {oo} et qui contient H(A). De méme, le pétale répulsif de A sera le pétale
attractif de A pour ’homéomorphisme H !, noté P~(A).

Nous avons déja vu que PT(A) est un attracteur strict (remarque 3.23). On confon-
dra parfois le pétale et sa trace dans le plan.
Croissants
Définition 4.2. — Si Ap et A; sont deux droites topologiques disjointes, rappelons que
D(Ag, Ay) désigne I'unique disque topologique ouvert du plan de frontiere Ay U A;.
On dira que 'adhérence, dans le plan R?, de I'ensemble D(Ag, A;) est une bande
topologique. Les deux droites Ag et Ay seront appelées bords de la bande.

Définition 4.3. — Si (Ao, A1) est un couple attractif de droites de Brouwer disjointes,
on appellera croissant (attractif) de (Ao, A1) la bande topologique Adh(D(Ag, Aq)).
On définit de méme le croissant (répulsif) associé a un couple répulsif.
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Nous avons déja vu que les croissants attractifs ainsi définis sont des attracteurs
stricts (affirmation 3.31, figure 11 page 45).

Bouts d’une bande topologique. — Soit A = Adh(D(Ao, A1)) une bande topologique.
On notera A le compactifié en bouts de A; A est homéomorphe au dlbquc fermé. On
le muni d’une orientation compatible avec celle du plan. On notera N et S les deux
bouts de A, de maniére a ce qu’en parcourant la courbe bordant A dans le sens positif,
on rencontre Ay, g, Aq et N dans cet ordre (autrement dit, si 'on se place dans une
carte olt Ag et A; sont des droites euclidiennes verticales avec Ay a gauche de Ay, N
est le bout « en haut » et S est le bout « en bas » : voir la figure 1). Remarquons que
ce choix de notation dépend de l'ordre des deux droites de Brouwer dans le couple
(Ao, A1) (si on permute ces deux droites, les bouts N et S sont également permutés).

Supposons de plus que A est un croissant attractif. Puisque H(A) C A, et que H
est propre, la restriction de H a A s’étend a A. De plus, la configuration topologique
des deux droites et de leurs images (affirmation 3.31, figure 11) montre que cette
extension fixe les deux bouts N et S.

Croissants a dynamique N-S
Définition 4.4. - Un croissant attractif A = Adh(D (Ag, A1) est dit @ dynamique
N-S si pour tout voisinage Oy, de N dans A il existe un pétale attractif P pour H
tel que
PCA;
AN PC ON'

On définit de la méme maniere les croissants attractifs a dynamique S-N , et les
croissants répulsifs & dynamique N-S ou S-N.
Pétales et croissants simpliciaux
Définition 4.5. — Soit F' une décomposition en briques pour H. On dira alors qu’une
droite topologique est simpliciale si elle est incluse dans F' (c’est-a-dire réunion
d’arétes de F'). On dira qu'un pétale ou un croissant est simplicial si sa frontiére
(dans S? \. Fixe(h)) est incluse dans F. On dira enfin qu’un croissant & dynamique
N-S ou S-N est simplicial si ¢’est un croissant simplicial, et si les pétales de la défini-
tion 4.4 peuvent étre choisis simpliciaux. Ces définitions se transposent sans difficulté

au cadre d’'un homéomorphisme de la sphére ayant deux points fixes (hypothese
(H2)).

Définition 4.6. — Soit D une bande topologique ; un croissant A’ est un sous-croissant
de D si A" est inclus dans D, et si l'intérieur de A’ sépare les deux bords de D (de
maniére équivalente, si I’adhérence de A" dans A contient les deux bouts de A).

Remarquons que si A" est un sous-croissant d’une bande topologique D, alors les
bouts de A’ s’identifient aux bouts de D.
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Définition 4.7. — On dira qu’un croissant attractif simplicial A est minimal si il ne
possede pas de sous-croissant attractif simplicial différent de A.

b. Une version du théoréme principal pour les homéomorphismes de
Brouwer. — Dans cette partie, nous commencons par énoncer une version du
théoréme principal pour les homéomorphismes de Brouwer (théoréeme E). Cet énoncé
est ensuite découpé en trois morceaux : la proposition 4.8 affirme qu’il existe des
croissants simpliciaux minimaux, et qu’ils contiennent toujours suffisamment de
pétales; le lemme 4.9 permettra de parler de famille maximale de croissants simpli-
ciaux minimaux ; enfin, la proposition 4.11 calcule I'indice partiel dans une bande en
fonction du type des croissants minimaux qu’elle contient.

Théoreme E. Soient H un homéomorphisme de Brouwer, et F' une décomposition
en briques pour H. Soit (Ag, A1) un couple de droites de Brouwwer simpliciales dis-
jointes, tel que IP(Ag, A1) = —p < 0.

La bande Adh(Ag, A1) contient alors 2p sous-croissants simpliciaux minimaux : ‘P
croissants attractifs a dynamique N- S et p croissants répulsifs a dynamique S-N
d’intérieurs disjoints deux a deuzx, les croissants attractifs et répulsifs étant altemes
entre Ao et A.

Remarquons que dans le cas ou l'indice partiel est strictement positif, on peut
appliquer le théoreme au couple (A, Ag). On peut tester le théoréeme sur 'exemple
« multi-Reeb » de la figure 14 (section 3.3 ¢).

Proposition 4.8. Soit H un homéomorphisme de Brouwer, et F' une décomposition
en briques pour H.

(1) Tout croissant attractif simplicial A posséde un sous-croissant attractif simpli-
cial minimal ;

(2) tout croissant attractif simplicial minimal est @ dynamique S-N ou N-S.

L’énoncé est encore vrai en changeant « attractif » en « répulsif ».

Lemme 4.9 (figure 2). — Soit H un homéomorphisme de Brouwer, et F' une décompo-
sition en briques pour H. Soit (Ao, A1) un couple de droites de Brouwer simpliciales
disjointes.

Il existe alors un entier k > —1 et une famille (éventuellement vide)

F = {Adh(D( 67 All))? ) Adh(D( izkv {21\'+1))}
de sous-croissants simpliciauz de la bande topologique Adh(D(Ag, Ay)), telle que
~ les disques topologiques owverts D(AL;, AL, 1) sont deux a deux disjoints ;
ces croissants sont minimaux ;
~ la famille F est maximale pour Uinclusion : autrement dit, il n’existe pas de
famille F' de sous-croissants de D(Ag, Ay), d’'intérieurs deur a deux disjoints, sim-
pliciaux, minimauz, qui contienne strictement F.

ASTERISQUE 292



4.1. ENONCES DES LEMMES 77

A/—l = Ao A/Zk+2 =4
Ag Adk1
Al
FIGURE 2. Famille maximale de croissants minimaux
Démonstration du lemme 4.9. — On se place sous les hypotheéses du lemme. Soit kg

la largeur simpliciale de la bande Adh(D(Ag, Aq)), c’est-a-dire le plus petit entier
tel qu’il existe une famille de ko arétes de la décomposition F', dont la réunion est
connexe et rencontre Ag et Aj.

SiF ={Cy,...,Ck} est une famille de croissants simpliciaux, attractifs ou répulsifs
pour H, d’intérieurs deux a deux disjoints, et tels que 'intérieur de chaque croissant
sépare Ag et Ay, alors il est clair que k < ko.

Ceci entraine immédiatement ’existence d’une famille F de croissants minimaux
qui est maximale pour I'inclusion. O

Si F est une famille de croissants vérifiant les conclusions du lemme précédent, on
supposera toujours que les droites A} sont numérotées dans 1'ordre naturel de Ag vers
A, Dans ce cas, le bout N de chacun des croissants de F s’identifie naturellement
au bout N de la bande Adh(D(Ag, A1) (méme remarque pour les bouts S). On
posera aussi A’ | = Ag et Af, o = Aj.

On note alors #(]:,a,]vg), #(F,r, g]\Nf), #(F,a, .§ﬁ) et #(F,r, Ng) le nombre
de croissants de chaque type dans F (attractif N —§, ete.).

Remarque 4.10. — Dans une telle famille F, deux croissants successifs quelconques
Adh(D(AY;, AY; 1)) et Adh(D(AY; 5, Ay, 3)) sont toujours I'un attractif et autre
répulsif. En effet, si par exemple ils étaient tous deux attractifs, alors la bande qui les
sépare serait un croissant répulsif simplicial, donc contiendrait un croissant répulsif
simplicial minimal d’apres la proposition 4.8. Ceci contredirait la maximalité de F.
Le méme raisonnement montre que si le couple (Ag, A;) est indifférent, F contient
autant de croissants attractifs que de répulsifs.

(1) Autrement dit, que I'intérieur du croissant D(AY,;, Ay, | ) sépare la droite Ao, la droite Aj; et
les croissants D(Alzj:Alzj+1) pour j < i, d’une part, de la droite A1, de la droite Ay, |, et des

croissants D(Aéj, A’2j+1) pour j > ¢, d’autre part.
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Proposition 4.11. Soit H un homéomorphisme de Brouwer, et F' une décomposi-
tion en briques pour H. Soit (Ag, A1) un couple de droites de Brouwer simpliciales
disjointes, et F une famille maximale de sous-croissants simpliciauz minimauzx de la
bande Adh(D(Ag, A1)) (c’est-a-dire que F vérifie la conclusion du lemme 4.9). Alors :

(1) pour touti = —1,...,k, Uindice partiel IP(H, A5, Ay, 5) entre les bords de
deux croissants successifs est nul, et si ces deux droites sont disjointes, il existe une
chaine de pseudo-disques de l'une a autre, constituée de briques de la décomposi-
tion® ;

(2) on a la formule suivante :

(#(F,a,SN) + #(F,7,N5)) = (#(F,0, NS) + #(F, 7, 5N))

P(H, Ap,Ay) = 5

Remarquons en particulier que si 'indice partiel entre Ag et Al est tres négatif,
on obtient un grand nombre de croissants attractifs & dynamique N-S ou répulsifs &
dynamique S-N. Inversement, si la famille F est vide, on a k = —1, et la proposition
affirme l'existence d’une chaine de briques de Ag & Aj.

c. Existence d’une droite de Brouwer a extrémités Nord-Sud

Proposition 4.12. — Soit h un homéomorphisme de la sphére S?, préservant l'orien-
tation, avec Fixe(h) = {N,S} (hypothese (H2)). On suppose que Indice(h, N) # 1.
Soit F' une décomposition en briques pour h.

Alors il existe au moins une droite de Brouwer Ag pour h, simpliciale (i.e. incluse
dans F), dont l’adhérence contient N et S.

d. Définition d’un indice pour les homéomorphismes de Brouwer commu-
tant a la translation. — On se place sous 'hypothése (H2) : h est un homéo-
morphisme de la sphere S?, préservant l'orientation, avec Fixe(h) = {N,S}. Nous
allons mélanger trois points de vue, qu'on appelle « modele de la sphere, du plan, de
I’anneau ». Le passage d’un point de vue a l'autre se fait de la maniére suivante :

- on identifie S2\ {S} au plan R? via un homéomorphisme préservant 'orientation
qui envoie N sur (0,0) (par exemple la projection stéréographique);

~ soit 7 la translation (6,7) — (6 4 1,7). On identific lanneau A = R2/7 a R2 \
{(0,0)} via 'homéomorphisme (0,7) — exp(—r + 2im6) (« exp » est 'exponentielle
complexe, on a également identifié R? au plan complexe).
Il est clair que 'homéomorphisme h vit dans chacun des trois modeles. Ces modeles
sont orientés de manieres compatibles, en choisissant ¢ — exp(it) comme orientation
du cercle unité du plan.

(D) Définition 3.44.

ASTERISQUE 292



4.1. ENONCES DES LEMMES 79

On a un quatriéme point de vue avec le revétement universel de I’anneau A :
RZ2 — A
Tl ~
0,7y — (0 +Z,7).

Pour ne pas confondre ce dernier point de vue avec le modele du plan, on notera A le
revétement universel de A. La figure 3 résume les différents points de vue.

N
T T
N
N = (0,0)
g |
S
7T ~
S? « R2 « A «— A

FIGURE 3. Les différents modeles

Définition 4.13. — Un relevé de h par 7 est un homéomorphisme H de A tel que
wH = hr. Si C est un sous-ensemble connexe de A, un relevé de C' est une composante
connexe de 7~ (C).

On note maintenant Comm(7) P'ensemble des homéomorphismes du plan f&, pré-
servant orientation, qui commutent avec la translation 7 : (5, r) — (5 +1,7); clest
aussi ’ensemble des relevés d’homéomorphismes de I'anneau A isotopes a 'identité
(voir par exemple [LRO1], section 3). Comme h préserve l'orientation et fixe N et S,
il est isotope & l'identité dans le modele de ’anneau. Autrement dit :

Affirmation 4.14. — Tout relevé H de h est un élément de Comm(7), sans point fize.
Nous allons montrer :

Affirmation 4.15. — Soit H € Comm(7) un homéomorphisme de Brouwer et v une
courbe du plan vérifiant 7(v(0)) = v(1). Le nombre Indice(H, ) est un entier qui ne
dépend pas de la courbe y. De plus, il est invariant par conjugaison : si g € Comm(7),
on a Indice(¢Hg™!,~) = Indice(H, v).

Définition 4.16. — Cet entier est appelé indice de H (par rapport a 7), et noté
Indice(H, ).
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Démonstration de Uaffirmation 4.15. — Soit T" espace des courbes v du plan véri-
fiant (1) = 7(7(0)), muni de la topologie de la convergence uniforme. Cet espace
est connexe par arcs (et méme convexe). Le nombre Indice(H,y) dépend continliment
de v; comme H commute avec la translation 7, il prend des valeurs entieres sur I';
donc ce nombre ne dépend pas de . D’autre part, 'espace Comm(7) est connexe
(puisque constitué de relevés d’homéomorphismes isotope a l'identité). Le nombre
Indice(gHg ™!, 7) dépend continiiment de g, donc Indice(H,T) est constant sur I'es-
pace connexe des conjugués & H via un élément de Comm(7). O

e. Existence d’un relevé canonique

Proposition 4.17. — Soit h un homéomorphisme de la sphére S?, préservant 'orien-
tation, avec Fixe(h) = {N, S} (hypothese (H2)). On suppose que Indice(h, N) # 1.

Il existe alors un unique relevé h de h par  vérifiant Indice(l:, 7) = Indice(h, N)—1.
On a de plus :

(1) si A est une droite de Brouwer pour h dont l'adhérence contient N et S, alors
tout relevé de A est une droite de Brouwer pour h ;

(2) si~y est un arc libre pour 7L, () est un arc libre pour h;

(3) st F' est une décomposition en briques pour h, alors F = 7 Y(F) est une
décomposition en briques pour h.

Définition 4.18. — Le relevé h de h donné par cette proposition est appelé relevé
canonique de h.

4.2. Preuve du théoréme a partir des lemmes

Nous allons prouver un énoncé qui précise le théoreme D (énoncé au para-
graphe 3.1 b) :

Théoréme F (« version simpliciale » du théoréme principal). — Soit h un homéomor-
phisme de la sphére, préservant l’orientation, fizant uniquement les deuzx points N
et S (hypothese (H2)). On suppose que Indice(h, N) =1 —p < 1. Soit F' une décom-
position en briques pour h.

1l existe alors p croissants attractifs simpliciauz, minimauz, a dynamique Nord-Sud,
et p croissants répulsifs simpliciauz, minimauz, o dynamique Sud-Nord, d’intérieurs
disjoints deux a deux, les croissants attractifs et répulsifs étant cycliquement alternés
autour de N et S.

On déduit facilement le théoreme D de cet énoncé. En effet, on peut toujours
trouver une décomposition en briques pour h (théoreme 3.57). On applique alors le
théoréeme F. Puis on remplace chaque croissant attractif par son image par h. On
obtient ainsi une nouvelle famille de croissants deux a deux d’intersection réduite a
{N, S} (et non plus seulement d’intérieurs disjoints), qui vérifie donc la conclusion
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du théoréme D. Remarquons par contre que les nouveaux croissants ne sont plus
simpliciaux.

Démonstration du théoreme F. — Soit h vérifiant les hypotheses du théoreme, et F'
une décomposition en briques pour h.

On applique d’abord la proposition 4.12 qui nous donne une droite de Brouwer Ay,
simpliciale, dont I'adhérence contient les points N et S.

On utilise maintenant la proposition 4.17 : on note H = h I’homéomorphisme
de Brouwer, relevé canonique de h. L’automorphisme du revétement universel m est
toujours noté 7. On note aussi Fla décomposition en briques pour H obtenue en
relevant F' (point 3 de la proposition). Soient ﬁo un relevé de Ay, et A = T(Ao). Ces
deux ensembles sont des droites de Brouwer pour H (point 1 de la proposition). Elles
sont disjointes. On peut alors relier I'indice partiel entre ces deux droites a I'indice de
H en tant que commutant a la translation :

Affirmation 4.19. —  1P(H, Ao, A;) = Indice(H, 7).

En effet, le théoreme de Schoenflies permet de supposer que Aj est une droite
verticale de 'anneau A, donc que Ap et A; sont deux droites euclidiennes verticales
dans le plan A. Dans cette situation, d’apres les définitions, chacun des deux indices
est égal & I'indice de H le long de n’importe quelle courbe allant d’un point = de Ao
a 7(I), ce qui prouve l'affirmation.

On applique maintenant le lemme 4.9 au couple (50, A 1) de droites de Brouwer
Simpliciales pour H (pour la décomposition F ). On obtient ainsi une famille maximale
F de croissants simpliciaux minimaux. D’apres la proposition 4.8, ces croissants sont
tous a dynamique N-S ou S-N. Et on a la formule de la proposition 4.11 reliant
Iindice partiel IP(H, Ao, A 1) au nombre de croissants de chaque type. Remarquons
que d’apres Paffirmation 4.19 ci-dessus et les propriétés du relevé canonique, on a

IP(H, Ao, A1) = Indice(H, 7) = Indice(h, N) — 1 = —p < 0;

la formule de la proposition 4.11 montre alors que la famille F contient au moins 2
croissants.

D’autre part, la restriction de la pIO_]e(‘thIl 7 au disque topologlque ouvert,

D(Ao, A 1) se prolonge continiment aux bouts N et S de la bande Adh(D(Ag, Ay)),
en une application 7 qui envoie N sur N et S sur S ; cette application est un
homéomorphisme sur son image.

Ceci permet de voir facilement que les projections des croissants de F sont des
croissants pour h, et que « les types dynamiques se correspondent » (c’est-a-dire que
I'image par m d’un croissant attractif & dynamique N-S pour H est un croissant
attractif & dynamique Nord-Sud pour h, etc.).

Le compte y est. — Soit maintenant F I'image par 7 de la famille F. C’est une famille
de croissants attractifs ou répulsifs pour h, a dynamique Nord-Sud ou Sud-Nord,
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d’intérieurs deux a deux disjoints. Il reste & extraire de la famille F une sous-famille F’
constituée de p croissants attractifs Nord-Sud et p croissants répulsifs Sud-Nord, la
difficulté étant que les croissants des deux types doivent étre cycliquement alternés
autour de N.

Rappelons tout d’abord que F contient exactement le méme nombre de croissants
attractifs que de croissants répulsifs, et qu’ils sont alternés autour de N. Ceci provient
de la maximalité de F (remarque 4.10).

D’autre part, la formule de la proposition 4.11 donne alors (avec des notations
évidentes) :

(%) (#(F.a, NS) + #(F,r,SN)) = (#(F,a,SN) + #(F,r,NS)) = 2p.

types recherchés

Il y a deux cas :

(1) Si la famille F ne contient que des croissants des types recherchés (attractifs
Nord-Sud et répulsifs Sud-Nord), comme il y a autant d’attractifs que de répulsifs, il
y en a p de chaque sorte, et F vérifie la conclusion du théoreme.

(2) Dans le cas contraire, d’apres la formule, puisque 2p > 0, F contient néanmoins
des croissants des types recherchés; il y a donc dans F deux croissants successifs, I'un
qui est d'un des deux types recherchés, 'autre non. On considere la sous-famille F;
obtenue a partir de F en enlevant ces deux croissants. Comme on a enlevé un croissant
non-recherché et un croissant recherché, la formule (k) est encore valable en rempla-
cant F par la sous-famille F; ; comme ils étaient adjacents, F est encore constituée
de croissants alternativement attractifs et répulsifs.

On itere ce procédé d’extraction jusqu’a obtenir une sous-famille F; qui ne contient
plus que des croissants des types recherchés. Cette sous-famille satisfait encore a la
formule (%), et vérifie donc la conclusion du théoreme d’apres I’étude du premier cas.

Ceci termine la preuve du théoreme F. O

4.3. Etude des croissants minimaux (proposition 4.8)

Pour cette section, on suppose que H est un homéomorphisme de Brouwer, et
que F' est une décomposition en briques pour H. On considere un couple attractif
(0~ A,0T A) de droites de Brouwer disjointes, le croissant A associé, et sa fronticre
OA =07 AUOTA. On note N et S les deux bouts de A. Tous les ensembles considérés
seront supposés étre inclus dans A = AU {N, 5}.)

Remarquons notamment que, puisque A est un attracteur strict simplicial, pour
toute brique B incluse dans A, I'attracteur A™(B) et la droite de Brouwer A(B) sont
également inclus dans A.

(3 De fait, nous n’utiliserons que la restriction de H & A, et ce qui suit est valable pour tout plonge-
ment de A dans A, vérifiant des hypotheses évidentes.
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a. Types topologiques et types dynamiques des droites de Brouwer

Définition 4.20 (figure 4). — Soit A une droite topologique dans A; on appelle extré-
mités de A l'intersection de I'ensemble {N, S} avec 'adhérence de A (dans /I) Ilya
donc trois possibilités, et selon les cas, la droite topologique A est dite a extrémités
Nord, & extrémités Sud ou a extrémités Nord-Sud (ou encore de type topologique Nord,
Sud ou Nord-Sud).

Définition 4.21 (figure 4). — Une droite de Brouwer A, incluse dans A, qui est une
droite topologique & extrémités Nord est dite de type dynamique (— N) si AU {N}
sépare H(A) et le point fixe S (ou, de maniere équivalente, si H(A) U {N} ne sépare
pas A et S).

Dans le cas contraire, elle est dite de type dynamique (N —). On définit de méme
les droites de Brouwer de type dynamique (— S) et (S —).

Remarquons que si A est de type dynamique (— N), alors le pétale attractif P (A)
est inclus dans A ; de méme, si A est de type dynamique (N —), alors le pétale répulsif

~

P~ (A) est inclus dans A.

Définition 4.22 (figure 4). — Une droite de Brouwer A qui est une droite topologique
A extrémités Nord-Sud est dite de type dynamique FEst-Ouest si H(A) sépare A de
0~ A dans A; dans le cas contraire, elle est dite de type dynamique Ouest-Est.

Par exemple, les droites 9~ A et T A sont respectivement de types dynamiques
Ouest-Est et Est-Ouest.

N N N N N N
S S S S S S
Type (— N) Type (N —) Type (— S) Type (S —) Est-Ouest  Ouest-Est
Extrémités Extrémités Extrémités
Nord Sud Nord-Sud

FIGURE 4. Extrémités et types dynamiques des droites de Brouwer

Définition 4.23 (figure 5). — Le type topologique d’une brique B de la décomposi-
tion F', incluse dans A, est le type topologique de sa droite de Brouwer associée
A(B). De méme, le type dynamique de B est le type dynamique de A(B).
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N N
—— A(B)
B
S S
Type (= N) Type (N —)

FIGURE 5. Briques de type Nord

Si B est une brique de type dynamique (— N), AT(B) est un attracteur dont
Padhérence (dans ,Z) ne contient pas S. Puisque les points errent (lemme 3.12 et co-
rollaire 3.13), les itérés positifs des points de A" (B) tendent alors vers N (et aussi ceux
des points de B puisque H(B) C A'(B)). De méme, les itérés positifs d’une brique
de type dynamique (— S) tendent vers S. On en déduit que les types dynamiques
(— N) et (— 5) sont « incompatibles » :

Affirmation 4.24. — Si B est une brique de type dynamique (— N), et B' une brique
de type dynamique (— S), alors B et B’ ne peuvent pas étre adjacentes. Mieuz, les
ensembles B U AT (B) et B'U AT (B') sont disjoints.

De méme, si B est une brique de type dynamique (N —), le pétale répulsif de
A(B), P~ (A(B)), est un attracteur pour H !, inclus dans A, dont I'adhérence ne
contient pas S. On en déduit :

Affirmation 4.25. — Si B est une brique de type dynamique (N —), et B’ une brique
de type dynamique (S —), alors B et B’ ne peuvent pas étre adjacentes.

La preuve de la derniere affirmation est laissée au lecteur :

Affirmation 4.26. — Soit A une droite de Brouwer a extrémités Nord-Sud, simpliciale,
incluse dans A. Si A rencontre 0T A, alors A est de type dynamique Est-Ouest.

b. Courbes simpliciales. — Dans cette section, nous soulignons I'un des prin-
cipaux intéréts des décompositions en briques : la recherche de droites de Brouwer
simpliciales est grandement facilitée par des propriétés de passage a la limite.

Soit Vi l'ensemble des sous-variétés du plan, incluses dans A, de dimension 1,
éventuellement & bord, qui sont des réunions d’arétes de la décomposition F.(Y) Les
éléments de V| sont appelés sous-variétés simpliciales. Cet ensemble 1V est muni d’une

(4) Autrement dit, toute réunion d’une famille d’arétes qui ne contient pas trois arétes ayant un
sommet commun.
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topologie de Hausdorff (induite par le plongement C' — Adh(C) de V dans 'espace
des compacts de A\) On a un critere tres simple de convergence : une suite (V) C V;
converge vers Vi, si et seulement si pour toute brique B de la décomposition, pour
tout k assez grand, BNVj, = BNV, (autrement dit, une suite converge si et seulement
si sa trace sur tout compact de A est stationnaire). Insistons sur le fait que V; contient
I’ensemble vide.

Affirmation 4.27

(1) L’espace topologique V; est compact ;
(2) Uensemble des sous-variétés simpliciales libres pour H est fermé dans Vi ;

Les preuves sont laissées au lecteur.
Voici un exemple d’utilisation de 1'espace V.

Lemme 4.28. — Soit (8x) une suite de sous-variétés simpliciales connezes, telle qu’il
existe deur suites (xy) et (yr) de points de (Or) qui tendent respectivement vers N
et S. Alors toute valeur d’adhérence L de (8x) dans Vi contient une droite topologique
a extrémités Nord-Sud.

Démonstration. — Quitte & raccourcir d, on peut supposer que dx est un arc dont
et y, sont les extrémités. Quitte & extraire, on peut de plus supposer que la suite (%)
converge vers L. Comme (x1) tend vers N et (yx) tend vers S, la sous-variété sim-
pliciale L est une sous-variété sans bord, et son adhérence dans A contient les points
N et S. On voit facilement que L U {N, S} est connexe; par conséquent les compo-
santes connexes de L sont des droites topologiques. Notons Ly (respectivement Lg)
la réunion de celles qui sont & extrémités Nord (respectivement & extrémités Sud). On
peut montrer que les ensembles Ly U{N} et LgU{S} sont fermés dans A. Supposons
maintenant que L ne contienne aucune droite topologique & extrémités Nord-Sud.
Alors ces deux fermés formeraient une partition de L U {N, S}, ce qui contredirait la
connexité de cet ensemble. On en déduit le lemme. O

c. Etude des croissants attractifs minimaux

Remarque 4.29 (de lecture). — La preuve de la proposition 4.8 est la plus « technique »
de ce texte. Cependant, on peut se convaincre facilement que les preuves des théoremes
de dynamique locale A et C (version topologique du « théoreme de la fleur » de
Leau-Fatou, et indice des itérés) n’utilisent qu’une propriété faible des croissants a
dynamique Nord-Sud, propriété qui s'obtient assez rapidement (étape 4 du deuxiéme
point de la preuve ci-dessous, affirmation 4.34). Plus précisément, on peut définir :

Définition 4.30. — Un croissant attractif C est dit faiblement a dynamique Nord-Sud
si il existe un pétale attractif P basé en S, inclus dans C, qui rencontre les deux bords

de C.
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Dans tous les énoncés conduisant aux théoremes A et C (notamment dans le théo-
reme F et Paffirmation 4.39), on peut alors remplacer « croissant attractif & dynamique
Nord-Sud » par « croissant attractif faiblement & dynamique Nord-Sud ». Par contre,
la version topologique du théoreme de la variété stable (théoréme B) nécessite la no-
tion forte de croissant a dynamique Nord-Sud, et donc la lecture de toute la preuve
de la proposition 4.8.

Démonstration de la proposition 4.8

Preuve du premier point. — L’existence d’un sous-croissant attractif simplicial mini-
mal dans A va essentiellement découler du lemme de Zorn : I'idée est de considérer
une droite de Brouwer A~ de type dynamique Ouest-Est, « la plus & droite possible »
dans A, puis une droite de Brouwer A¥, de type dynamique Est-Ouest, & droite de
A, «la plus a gauche possible », pour obtenir un croissant minimal Adh(A~, A*).
Détaillons cette idée.

Soit D la famille des droites de Brouwer incluses dans A, simpliciales, & extrémités
Nord-Sud, et de type dynamique Ouest-Est. Cette famille contient 9~ A. Si A est un
élément de D, alors A est disjointe de 9T A d’apres Paffirmation 4.26. A chaque élément
A de D correspond donc un croissant attractif Adh(A, 9% A) (affirmation 3.31). On
munit D de l'ordre induit, via cette correspondance, par I'inclusion sur les croissants.

Montrons rapidement que D est inductive. Soit (A,)n>0 une suite d’éléments
de D totalement ordonnée, c’est-a-dire telle que pour tout n, Adh(A, 1,07 A) C
Adh(A,,dTA). D’apres le lemme 4.28, il existe une droite topologique A, & extré-
mités Nord-Sud, incluse dans une valeur d’adhérence de la suite (A,,). Cette droite
est libre (affirmation 4.27), c’est donc une droite de Brouwer ; on montre facilement
quelle est de type dynamique Ouest-Est : Ay est donc un élément de D.(%) De plus, il
est clair que Adh(A., 07 A) € N, Adh(A,, 0T A), ce qui prouve que D est inductive.

On choisit alors un élément A~ de D qui soit minimal pour lordre.

De maniere symétrique, on consideére la famille D’ des droites de Brouwer incluses
dans le croissant attractif Adh(A~, 8" A), simpliciales, & extrémités Nord-Sud, et de
type dynamique Est-Ouest. On montre que cette famille est inductive. On trouve ainsi
une seconde droite de Brouwer A™. Le croissant attractif Adh(A~, A™) est alors un
sous-croissant simplicial de A, attractif, minimal pour I'inclusion.

Preuve du deuziéme point. — On suppose maintenant que le croissant attractif sim-
plicial A est minimal. Voici comment la preuve va se dérouler. Nous allons montrer
que pour toute brique B, incluse dans A et rencontrant 0~ A, la droite de Brouwer
A(B) est a extrémités Nord ou & extrémités Sud. L'incompatibilité entre ces deux
types de briques oblige alors toutes les briques (dans A) adjacentes & 9~ A & étre du
méme type; et ce type déterminera le type dynamique du croissant (Nord-Sud ou

()] est tout & fait possible que la suite (Ap) ne converge pas vers As (et que Dinclusion
Adh(Ax, T A) C NpAdh(Ar, 81 A) soit une inclusion stricte).
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Sud-Nord). Si par exemple elles sont toutes a extrémités Nord, on étudie le pétale
attractif P*(A(B)) pour B adjacente & O~ A et trés proche du point S. On montre
d’abord que ce pétale rencontre les deux bords de A (ce qui prouve que A est faible-
ment & dynamique Sud-Nord). Finalement, on prouve que ce pétale est arbitrairement
grand dans A, ce qui conclut.

(1) Affirmation 4.31. — Les seules droites de Brouwer simpliciales a extrémités
Nord-Sud incluses dans A sont 0~ A et O A.

Démonstration. — Soit A’ une telle droite. Si A’ est de type dynamique Est-Ouest,
alors elle ne peut pas rencontrer 9~ A (affirmation 4.26) ; et la bande Adh(9~ A, A’) est
un croissant attractif inclus dans A (affirmation 3.31). Par minimalité, on en déduit
que A’ = 0T A. Pour lautre type dynamique, on conclut de maniére analogue. O

(2) Soit B une brique dans A rencontrant la frontiere JA.
Affirmation 4.32. — La brique B est de type dynamique (— N) ou (— 5).

Démonstration. — Comme A est attractif, A(B) ne contient pas BN OA, et ne peut
pas étre égale & 0~ A ou & 0T A; elle n’est donc pas a extrémités Nord-Sud d’apres
Paffirmation 4.31.

Supposons par exemple que B est de type topologique N. Comme H(A(B)) C
AN (DA U B), et que B rencontre 0A, la droite H(A(B)) ne sépare pas B et S. Or
H(A(B)) ne sépare pas non plus B et A(B). Donc H(A(B)) ne sépare pas S et A(B),
elle est donc de type dynamique (— N).

Pour les mémes raisons, le type dynamique (S —) est exclu. O

(3) Puisque les types dynamiques (— N) et (— S) sont incompatibles (affirmation
4.24), toutes les briques adjacentes & 0~ A sont du méme type dynamique. Dans la
suite, on se place dans le cas ou ce type dynamique commun est (— N) (le cas (— 5)
s’en déduit en échangeant les roles de N et S). Soit alors (B;)i>o n'importe quelle
suite de briques adjacentes au bord 0~ A, telle que lim; ., B; = S. On note P*(B;)
le pétale attractif associé a la droite de Brouwer A(B;).

Nous allons montrer que pour tout i assez grand, le pétale PT(B;) est arbitrai-
rement grand dans A, ce qui prouvera que le croissant attractif A est a dynamique
Sud-Nord.

(4) Soit A une valeur d’adhérence de la suite (A(B;))i>o dans 'espace topolo-
gique V; (section 4.3 b).

Affirmation 4.33. — A, contient 0" AU QT A.

Démonstration. — Pour tout i, on note d; et §; les deux composantes connexes
de A(B;) \ B; (le fait qu’il y en ait exactement deux provient de l'affirmation 3.75,
figure 31). Par compacité de V1, les suites de sous-variétés simpliciales (5 ) et (4;") ont
des valeurs d’adhérence. De plus, elles vérifient chacune les hypotheses du lemme 4.28 :
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notons alors 0 et 6% deux droites topologiques & extrémités Nord-Sud incluses dans
leurs valeurs d’adhérence respectives. Puisque I’ensemble des sous-variétés simpliciales
libres est compact, 4 et 61 sont libres : ce sont deux droites de Brouwer. Puisque
pour tout %, §; ﬂé;r = @, on a encore 6, NdL = @ (le fait d’étre disjoint « passe & la
limite » dans V;). Comme les seules droites de Brouwer simpliciales & extrémités Nord-
Sud sont 0~ A et 9T A (affirmation 4.31), on en déduit que d, UdE = 0~ AUt A,
ce que 'on voulait. O

On en déduit immédiatement :

Affirmation 4.34. — Pour i assez grand, P*(B;) est un pétale attractif basé en N qui
rencontre les deuz bords de A. Notamment, A est faiblement o dynamique Sud-Nord.

(5) Soient 2~ et a1 deux points respectivement sur 9~ (A4) et 97 (A). D’apres le
point 4, quitte a ré-indexer les (B;), on peut supposer que pour tout ¢ > 0, A(B;)
contient z~ et . On note (cf. figure 6, dessin de gauche) :

N N

A(Bo) —H—— | AP L p— %
A
A L s
r~ gt
O — 1
L

A(B;) 5,

S S

FIGURE 6. Anatomie de A(B;)

- A la composante connexe de A(B;) N d*(A) contenant z7 ;
— AT la composante connexe de A(B;) ~ A qui ne contient pas z ;
—~ O; la composante connexe de A . A(B;) contenant S';
et on définit symétriquement A; et A7 . Remarquons que d’apres le point 4, Af
tend vers 0T A quand i tend vers +o0.
La fin de la preuve consiste a montrer que pour tout i assez grand, AZH' est vide,
et que Ao = 0" AU OT A.
(6) La suite (A" (B;))i>0 est essentiellement croissante ; plus précisément :

Affirmation 4.35
~ Pour tout j > 0 il existe i; tel que pour tout i > i;, AT(B;j) C AT(B;).
~ La suite A(B;) converge (vers Ay ) dans Vy.
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Démonstration. — Le point 4 dit que B; N d~(A) est incluse dans A(B;) pour tout i
assez grand, ce qui n'est possible que si B; C A" (B;), ce qui entraine la premiére
partie de laffirmation puisque A™(B;) est le plus petit attracteur strict, réunion de
briques, contenant H(B;).

On déduit de cette premiere affirmation que pour toute brique B incluse dans A,
de deux choses I'une : soit B n’est inclus dans A™(B;) pour aucun ¢ > 0, soit il existe
no tel que pour tout i > ng, B est inclus dans A1 (B;). Par conséquent, la trace de la
suite (A1 (B;)) sur tout compact de A est constante & partir d’un certain rang, donc
la trace de A(B;) également. La seconde partie de I'affirmation en découle. O

Quitte a extraire, on peut supposer que la suite (AT (B;))i=0 est croissante, ce que

nous ferons dorénavant.
(7) Soit i > 0; puisque (A1 (B;)) contient A*(By), il est clair que AT N Oy = @
(cf. figure 6). Nous allons en déduire :

Affirmation 4.36. - Pour tout i assez grand, A}T et A7 sont vides.

Démonstration. — Fixons i; soit dy = A;FJF, 01 = Ai+ , et 0o la composante connexe
de 0T A \ 6; dont I'adhérence contient S (figure 6, dessin de droite); on pose § =
8o U d1 U 3. Montrons alors que § est libre. Les deux ensembles 0 = d¢ U 91 et
8% = &, Udy sont libres, en tant que morceaux des droites de Brouwer A(B;) et 0T A;
par conséquent, il y a juste & montrer que H(dg) Nd2 = & et H(d2) Ny = &. La
premiere égalité est toujours vraie car A est un attracteur strict; la deuxieme est
vérifiée si on choisit i est assez grand pour que H(d2) C Op (ce qui est possible
puisque, dans Vq, lim;_, A?’ = 01 A, donc lim;_, 4 o 02 = &). La droite § est donc
une droite de Brouwer simpliciale a extrémités Nord-Sud; d’apres le point 1, on a
alors 0 = 0% A, c'est-a-dire A/t = @. O

(8) Affirmation 4.37. — On a A, =0~ AUOITA.

Démonstration. — Les composantes connexes de A, sont des droites topologiques ;
on raisonne par ’absurde en supposant que 'une d’entre elles, notée d,, est distincte
(et donc disjointe) de 9~ A et de 91 A.

Grace aux deux affirmations précédentes (4.35 et 4.36), on voit que pour tout ¢
assez grand, AT (B;) U {N} est un voisinage de N dans A par conséquent, la seule
possibilité est que ds soit a extrémités Sud. De plus, elle est libre (affirmation 4.27).
On appelle Py, le disque topologique fermé de frontiere do U {S} inclus dans A.

Montrons que P, est un pétale répulsif, autrement dit que d, est une droite de
Brouwer. Nous savons déja que c’est une droite topologique libre, il s’agit donc de
prouver que la condition de séparation est respectée. Soit x un point arbitraire de 04,
et notons d, et 6% les deux arcs découpés par les deux points x et S sur la courbe de
Jordan d. U{S}, de maniére a ce que les arcs 0" AU{N, S}, 6, 6% et 0T AU{N, S}
soient disposés dans cet ordre autour de S (figure 7, gauche).
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N N

o2

A(B;) — |

FiGure 7. Construction de 6

Considérons deux briques adjacentes B C P, et B’ ¢ P, situées de part et
d’autre de do,. Pour i assez grand, l'attracteur A*(B;) contient B’ mais ne contient
pas B. On ne peut donc pas avoir H(B’)NB # & ; par minimalité de la décomposition
en briques, on a alors H(B) N B’ # &.

En appliquant cet argument a des briques rencontrant §_ ou §1 et arbitrairement
proches de S, on obtient que les arcs 9~ AU {N, S}, H(d), 60, H ' (6),H '(6L)
0L, H(6L) et 9t AU {N, S} (qui sont disjoints deux a deux) sont disposés dans cet
ordre autour de S. Ceci prouve que d~ sépare son image par H de sa préimage : c’est
bien une droite de Brouwer ; on voit également que son type dynamique est (S —).

Nous allons conclure la preuve de l'affirmation 4.37 par un argument similaire a
celui utilisé dans la preuve de laffirmation 4.36 (figure 7, droite). Comme P, est
un pétale répulsif simplicial, on a A(B;) N Int(P~) = @ pour tout 7. Considérons a
nouveau un point z de . ; quitte a ré-indexer, on peut supposer que A(B;) contient
x pour tout i > 0. Soit 7 assez grand (voir plus loin). On note (figure 7) :

41 la composante connexe de A(B;) N ds contenant x ;
— 02 la composante de A(B;) ~ §; rencontrant 9+ A ;
— dg = 5;0 ~ 01.
Posons encore §) = dg U 91, 65 = d1 U da, et § = dp U d1 U da = 6 U 5.

Montrons que § est une droite de Brouwer. Les arcs §(, et 05 sont libres, donc (comme
au point 7) il suffit de montrer que H(5o) Ndo = @ et H(5p) Nd2 = @. La deuxiéme
égalité est toujours vraie car P, est un répulseur strict, donc H1(§y) C Int(Px).
Montrons la premiere : I’ensemble O a été défini au point 5 ; on écrit Og \ P comme
I'union disjointe de OF et Of (points situés « & gauche » et « a droite » de P, figure 7).
D’apres le point 6, pour tout i > ig, d2 N O = . Mais si ¢ tend vers +o0o, §; tend
(dans Vy) vers 0o = OP~, donc §p tend vers & ; comme P, est un répulseur, on peut
choisir ¢ pour que H(dp) C Of, et dans ce cas 1'égalité est vérifide.
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On a alors trouvé une droite de Brouwer a extrémités Nord-Sud § dans A qui n’est
égale 4 aucun des deux bords de A, ce qui contredit 'affirmation 4.31. O

(9) Les affirmations 4.36 et 4.37 entrainent que pour tout voisinage Og de .S, pour ¢
assez grand, A(B;) ~ A C Og. Ceci prouve que A est un croissant attractif a dyna-
mique Sud-Nord. O

4.4. Indice partiel et construction de droites de Brouwer (proposition 4.11)

Dans cette section, on suppose que H est un homéomorphisme de Brouwer, et
que F' est une décomposition en briques pour H.

a. Indices partiels et décomposition en briques. — La formule contenue dans
la proposition 4.11 affirme D’existence d’un certain nombre de croissants. Le lemme
suivant est un morceau de la proposition (obtenu dans le cas particulier ou la famille F
est vide). Il nous permettra de prouver cette proposition en construisant, I'une apres
Pautre, les droites de Brouwer qui bordent les croissants.

Lemme 4.38 (figure 8). — Soit H un homéomorphisme de Brouwer, F' une décompo-
sition en briques pour H, et (Ao, A1) un couple indifférent de droites de Brouwer
simpliciales disjointes, Ao étant attractive.

Supposons que l'une des deux hypothéses suivantes est vérifiée :

(1) lindice partiel IP(H, Ao, A1) est différent de O ;

(2) il n’existe pas de chaine de pseudo-disques de Ao a Ay, constituée de briques
de la décomposition F'.

Alors il existe une droite de Brouwer simpliciale A{, disjointe des droites topologiques
Ag et Ay, les séparant, telle que le couple (Ao, Af) est attractif.

Ao 0 AN} H(A)

—a .
P Ol

F1GURE 8. Obtention d’une droite de Brouwer a contre-courant
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Démonstration du lemme 4.38. Rappelons que d’apres le « lemme de Franks » pour
I'indice partiel (proposition 3.45), I'hypothese 1 du lemme implique hypothese 2. 11
suffit donc d’écrire la preuve sous la deuxieme hypothese du lemme.

On note O, le disque ouvert D(Ap, A1) (figure 8). Soit B ensemble des briques
de F incluse dans Adh(Oy) et rencontrant Ag. Soit B € B. Puisque (B) est une chaine
de briques (de longueur 1), ’hypotheése 2 du lemme implique que BNA; = @. D’apres
la caractérisation de A1 (B) en termes de chaine de briques (affirmation 3.72), on a
aussi AT(B) NA; = @. Puisque Ag est attractive, on a AT (B) € PT(Ap); on en
déduit que AT (B) est inclus dans O; U Ag. D’autre part, remarquons que Iensemble
B U AT (B) est encore un attracteur strict puisque, par définition de A*(B), on a
h(B) C Int(A*(B)). Posons alors

A=) BUAt(B).
BeB
Cet ensemble est inclus dans O U Aqg. C’est un attracteur strict, puisqu’il est réunion
d’attracteurs stricts, et il est connexe. D’apres l'affirmation 3.76, les composantes
connexes de dA sont des droites topologiques. Soit Ay 'unique composante connexe
de JA qui sépare Ag et A; (on peut par aussi définir Aj comme la frontiere de la
composante connexe de R? < A qui contient A;). Cette droite topologique est disjointe
de Ag et de Ay, et elle est libre puisque A est un attracteur strict.

Vérifions qu’elle sépare son image et sa préimage. Tout d’abord, remarquons que A
sépare A et H(A1) (car Ay est répulsive pour le couple (Ag, A1)); comme Ay sépare
Ag et Ay, on peut supposer que Ag, Ay, Ay, H(A}) sont quatre droites verticales
dans le plan, dont les abscisses sont rangées dans cet ordre (a ’aide du théoréme de
Schoenflies-Homma, voir 'appendice). En particulier, Aj ne sépare pas Ay et H(Aq).
Soit maintenant U le demi-plan ouvert de frontiere A, qui contient A;. L’attracteur A
ne rencontre pas U, donc H(A(), qui est inclus dans A, est disjoint de U. Autrement
dit, U ne rencontre pas la frontiere de H(U), et comme U est connexe, U est inclus
dans H(U) ou dans son complémentaire. Mais d’autre part H(U) contient H (A1),
qui est aussi dans U, donc on a en fait U ¢ H(U).

L’ensemble Adh(U) est donc un pétale répulsif, et sa frontiere A} est une droite
de Brouwer d’apres la remarque 3.23. Comme A est un attracteur, le couple (Ag, Ap)
est attractif. |

On peut remarquer que dans cette construction, il existe une chaine de briques de
Ay & A, et que par conséquent I'indice partiel entre ces deux droites vaut +1/2 ou
—1/2 (d’apres le « lemme de Franks pour I'indice partiel », proposition 3.45).

b. Indice partiel et type des croissants

Démonstration de la proposition 4.11. — Soit (Ag, A1) un couple de droites de
Brouwer simpliciales disjointes, et F une famille maximale de sous-croissants simpli-
ciaux minimaux de la bande Adh(D(Ag, Ay)).

ASTERISQUE 292



4.4. INDICE PARTIEL ET CONSTRUCTION DE DROITES DE BROUWER 93

Premier point. — Soit ¢ un entier entre —1 et k. Puisque les intérieurs des croissants
sont disjoints deux a deux, les droites topologiques Af, | et Af, o, appartenant a
deux croissants successifs, ne se traversent pas (définition 3.41), et l'indice partiel est
bien défini (section 3.3 f). Dans le cas ou elles ne sont pas disjointes, il vaut 0 par
définition.

Dans le cas o elles sont disjointes, (A5, ;,A%;,,) est un couple indifférent de
droites de Brouwer simpliciales. On se place par exemple dans le cas ot Af, | est
attractive. Supposons par I’absurde que 'indice partiel n’est pas nul, ou qu'il n’existe
pas de chaine de pseudo-disques de Aj,;, a Aj;,, constituée de briques. On peut
alors appliquer le lemme 4.38 au couple (A, A, ,), et on obtient une droite de
Brouwer A, séparant A, | et Ay, ,, la bande Adh(D(Aj;,,,A)) étant un croissant
attractif simplicial dont I'intérieur est disjoint des autres croissants de la famille F.
D’apres la proposition 4.8, ce croissant contient un sous-croissant attractif simplicial
minimal C. L’existence de C' contredit la maximalité de la famille F.

Deuziéme point. — Soit C' = Adh(D(A;, Ay, ;)) un croissant de F. D’apres la
proposition 4.8, le croissant C, étant minimal, est & dynamique S-N ou N-S. L’indice
partiel & travers le croissant est alors donné par P'affirmation suivante :

Affirmation 4.39. — Si Adh(D(A, A")) est un croissant attractif ¢ dynamique N-S,
ou répulsif a dynamique S-N, alors Uindice partiel IP(A, A") vaut —1/2. Dans les
deuz autres cas, l’indice partiel vaut +1/2.

Démonstration de Uaffirmation. — On suppose par exemple que le croissant est at-
tractif. D’apres la définition 4.4 des croissants & dynamique N-S ou §-N , il existe un
pétale attractif, basé en Souen N , dont le bord rencontre les deux bords du croissant
D(A, A"). Soit v un sous-arc du bord du pétale, rencontrant les deux bords du crois-
sant, et minimal pour l'inclusion. L’arc « est libre. Si le croissant est a dynamique
S-N, H () est au-dessus de v, et s'il est & dynamique N-S, H () est au-dessous de +.
Le lemme 3.39 montre alors que l'indice partiel IP(A; A’) vaut 1/2 dans le premier
cas, —1/2 dans le second. a

On obtient bien str 'indice partiel & travers les croissants répulsifs & dynamique
S-N ou N-S en appliquant I'affirmation & H~!.

Terminons maintenant la preuve du deuxiéme point. Nous connaissons !’indice
partiel entre deux droites successives quelconques de la famille (A”,..., Aj, ).

Puisque les intérieurs des croissants sont deux a deux disjoints, pour tout i, les
deux droites A} et A7 | ne se traversent pas. De plus, pour tous i < j < k, la droite

A’ sépare A} et A} (au sens de la définition 3.42). On peut donc appliquer 2k fois la
relation de Chasles généralisée (lemme 3.43), ce qui donne la formule voulue. d
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c. Preuve du théoréme sur les homéomorphismes de Brouwer

Démonstration du théoréme E (paragraphe 4.1 b). A partir de la proposition 4.11,
il suffit de recopier les arguments de la fin de la preuve du théoréme principal (sec-
tion 4.2, paragraphe intitulé « le compte y est »). Les détails de la preuve sont laissés
au lecteur. Ajoutons que cet énoncé n’est pas utilisé dans le reste du texte. O

4.5. Une droite de Brouwer a extrémités Nord-Sud (proposition 4.12)

Pour prouver cette proposition, nous allons réutiliser des techniques introduites par
Alain Sauzet dans la démonstration d’un résultat similaire ([Sau01], théoréme 5.1).

Soit h un homéomorphisme de la sphere S2, préservant I'orientation, avec Fixe(h) =
{N, S} (hypothése (H2)). On suppose que Indice(h, N) # 1. Soit F une décomposition
en briques pour A.

Les notions de types topologiques, de types dynamiques, ainsi que [’espace Vi des
sous-variétés simpliciales ont été définis dans le contexte d’un croissant attractif sim-
plicial A pour un homéomorphisme de Brouwer H (sections 4.3 a et 4.3 b). Ces
définitions et les résultats de ces sections se transposent sans difficulté, et quasiment
mot pour mot, au contexte de la présente section (remplacer H par h, le plan R? et
A par S2 < {N, S}, et le compactifié A par S?).

Démonstration de la proposition 4.12
Premier cas. — S’il y a une brique B de type topologique Nord-Sud, on a gagné.

Deuziéme cas. — Supposons maintenant qu’il existe des droites de Brouwer A(B) de
type topologique Sud arbitrairement proches de N.

Autrement dit, il existe une suite (By) de briques de type topologique Sud et une
suite (xx) de sommets de F' tendant vers N telle que pour chaque k, x € A(By). La
suite (A(By)) vérifie alors les hypotheses du lemme 4.28.(6)

Il existe donc une droite topologique A de type Nord-Sud, incluse dans une valeur
d’adhérence de la suite (A(Bg)). Cette droite est libre (affirmation 4.27), c’est donc
une droite de Brouwer a extrémités Nord-Sud : on a encore gagné.

Troisiéme cas. Sl existe des droites de Brouwer A(B) & extrémités Nord arbi-
trairement proches de S, on conclut comme au deuxiéme cas en échangeant les roles
de N et S.

Et c’est tout. — Nous allons montrer qu’on est forcément dans I'un des trois cas
énumérés. On raisonne par 'absurde, en supposant le contraire. Il existe alors un
voisinage connexe On de N qui ne rencontre pas de droite A(B) & extrémités Sud,

(6)Ce lemme a été énoncé dans le contexte d’un croissant attractif pour un homéomorphisme de
Brouwer, mais 1’énoncé et la preuve se transposent quasiment mot pour mot au présent contexte (le
seul changement, dans la preuve, est que R est maintenant un anneau et non un disque topologique).
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et un voisinage connexe Og de S qui ne rencontre pas de droite A(B) a extrémités
Nord. Remarquons que si B est de type dynamique (— N), A(B) sépare AT (B) de S,
donc aussi de Og ; en particulier, AT (B) et Og sont disjoints.

Affirmation 4.40. — 1l existe une famille {B,..., Bk} de brigues qui sont toutes du
méme type dynamique (S —) ou (N —)), telles que C = B U ---U By est connexe
et sépare N et S.

Démonstration de l’affirmation. — On pose

En = U{B U A" (B) | B brique de type dynamique (— N)},

Es = U{B U AT (B) | B brique de type dynamique (— S)}.

Puisque Exn est une réunion de briques et ne rencontre pas Og, Ex U {N} est
fermé. Cet ensemble est aussi connexe (comme réunion de connexes contenant N). De
plus, Ex N Es = @ (voir l'affirmation 4.24 sur « 'incompatibilité » des types (— V)
et (— S)). Il n’est pas difficile de voir qu’il existe alors une famille {B,,..., By} de
briques telles que C = B; U - -- U By est connexe, ne rencontre pas Int(En U Eg) et
sépare N et S (figure 9 : on peut construire C' en « faisant le tour » de Oy U En). Les

OnN
En

FiGure 9. Construction de C

briques B; ne peuvent pas étre de type Nord-Sud, sans quoi on serait dans le premier
cas; ni de type dynamique (— N) ou (— ), sinon elles seraient incluses dans Exn
ou Eg. Elles sont donc chacune de type dynamique (S —) ou (N —); comme ces deux
types dynamiques sont « incompatibles » (affirmation 4.25) et que C' est connexe, elles
sont toutes du méme type dynamique. O

Fin de la preuve de la proposition 4.12. — On suppose par exemple que toutes les
briques B; sont de type dynamique (S —).(") Remarquons d’abord que dans ce cas,
I'adhérence du répulseur A~ (B;) ® contient S et pas N (figure 10).

Soit C" = A= (B1)U---U A (Bg). Cet ensemble est connexe, c’est une réunion de
répulseurs, donc un répulseur. De plus, Adh(C”) contient S et pas N.

(M1Ici, on conclurait facilement avec un lemme de Birkhoff, (voir par exemple [LRO0O]), mais un petit
argument permet de I’éviter.
(®)Définition 3.73.
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B
AT A(B)

S

FIGURE 10. L’ensemble A~ (B) pour une brique de type dynamique (S —)

On considere la composante connexe de S? ~. C’ qui contient N ; soit D son adhé-

rence. Comme C’ est un répulseur, on a h=!'(dD) N Int(D) = @; donc D est un
attracteur. De plus, on voit facilement que c’est un disque topologique. D’apres le
lemme 3.9, ceci contredit le fait qu’il n’existe pas de courbe d’indice 1. O

Remarquons que le deuxieme cas envisagé, dans lequel ’absence de brique de type
topologique Nord-Sud oblige a effectuer un passage a la limite, survient pour la dé-
composition de I’homéomorphisme linéaire hyperbolique selle dessinée sur les figures
22 et 30, pages 59 et 69.

4.6. Construction du relevé canonique (proposition 4.17)

a. Preuve de la proposition 4.17. — Soit A un homéomorphisme de la sphere
S?, préservant 'orientation, avec Fixe(h) = {N, S} (hypothése (H2)). On suppose que
Indice(h, N) # 1.

Construction du relevé h. — D’apres la proposition 4.12, il existe au moins une droite
de Brouwer Ay dont ’adhérence contient N et S.

On se place dans le modele du plan. Commengons par remarquer que les quatre
droites topologiques Ag, h(Ag), h?(Ag) et h3(Ap) sont disposées dans cet ordre cy-
clique autour du point N. Ceci découle facilement du fait que le domaine fondamen-
tal D(Ag, h(Ap)) est libre (affirmation 3.25). Quitte a conjuguer h en utilisant le
théoreme de Schoenflies-Homma, (voir "appendice) on peut supposer que ces quatre
droites topologiques sont des demi-droites euclidiennes issues de N découpant quatre
quart-de-plans, disposées comme sur la figure 11.

Notons P; = D(Ao,h(Ao)),..., Py = D(h3(Ao),Ao) les quatre quart-de-plans
comme sur la figure 11. L’ensemble P, étant un disque topologique ouvert libre, il
est disjoint de tous ses itérés (lemme 3.12) : on a donc h(Py) = P, h(P) = Ps,
h(P3) C Py et h(Py) C Py U P;. Notons [AB] le segment euclidien, dans le modele
du plan, joignant les deux points A et B. Dans cette situation, pour tout X € R2,
on a la propriété N ¢ [Xh(X)], autrement dit le segment [Xh(X)] est inclus dans
I’anneau A.
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¥ h2(A)
3(A) N h(A)
\

h(x)

A

FiGURE 11. L’image d’un point X n’est jamais sur la demi-droite issue
de N, opposée a X

On considere :
- Xo un point quelconque de 'anneau A ;
7 = [Xoh(Xo)];
- XO un relevé de Xy a A
~ Parc relevé de « issu de )?0;
Yo lautre extrémité de 5
D’apres les propriétés générales des revétements, il existe un unique relevé h de h
vérifiant 7),(5(:0) =Yp.
Comme h commute avec I’automorphisme de revétement 7, il ne dépend pas du
choix du relevé Xy. Comme Iarc [Xh(X)] varie continiment avec X, le relevé h ne
dépend pas non plus du choix du point Xj.

Calcul des indices. Notons 6 I’application (5, r) — 0 du plan A. Par construction,
I’homéomorphisme A vérifie la propriété :
- - — 1
(%) Pour tout X € A, |0(X) — 6(h(X))| < 3
La formule reliant les indices découle alors du lemme suivant :

Lemme 4.41. — Soit g un homéomorphisme de l'anneau A, sans point fize, isotope
a lidentité, et g un relevé de g au plan A. Supposons que g vérifie la propriété (x)
ci-dessus. Alors Indice(g, 7) = Indice(g, N) — 1.

(La preuve du lemme 4.41 est donnée plus loin.)

Unicité. — Le lemme précédcnt prouvc notamment que 'indice de h par rapport a T
n’est pas nul. Soit maintenant h' = 7% o h un autre relevé de h (pour fixer les idées,
prenons k > 0, le cas négatif étant similaire), et X un point de A. De la propriété (x),
on déduit I'inégalité

(++) O(h' (X)) = 0(h(X)) + k = O(h(X)) + 1> 6(X) +1/2

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2004



98 CHAPITRE 4. PREUVE DU THEOREME PRINCIPAL DE DYNAMIQUE GLOBALE

ce qui entraine facilement que l'indice de h’ par rapport a 7 est nul («le vecteur
h(X) — X pointe partout vers la droite, il ne peut pas faire de tours » : voir par
exemple la preuve du lemme 3.39).

Point 1 : relevé des droites de Brouwer. Un relevé d'une droite topologique de
S? est clairement une droite topologique de A. Un relevé d'un ensemble libre est
clairement libre. Il reste a voir que tout relevé A d'une droite de Brouwer A dont
I’adhérence contient N et S vérifie la propriété de séparation : A sépare %(ﬁ) de
hY(A).

Or cette propriété est clairement vérifiée si A est la droite de Brouwer Ag utilisée
dans la construction de h donnée ci-dessus. Par unicité, I'’homéomorphisme h ne dé-
pend pas de la droite utilisée dans la construction, donc la propriété est vérifiée pour

toute droite A.

Point 2 : projection des arcs libres. — Rappelons que le nombre Indice(h, 7) n’est
pas nul. Nous allons alors utiliser le lemme suivant (dont la preuve est donnée plus
loin) :

Lemme 4.42. Soit H € Comm(1), et supposons qu’il existe un arc v dans 1&, libre
pour H, et un entier k non nul tels que y(1) = 78(~(0)).
Alors Indice(H,7) = 0.

Soit v un arc de A libre pour fNL, montrons que 7(y) est un arc libre pour h. La
courbe 7(y) est bien un arc : sinon I'arc v rencontre un de ses itérés 7%(v), ce qui est
exclu d’apres le lemme 4.42 ci-dessus (que 'on applique au sous-arc v’ de « allant d'un
point = dans v N 7% () au point 7%(x)). Si 7(y) n’est pas libre, h(7) rencontre 75 ()
pour un certain entier k (avec k # 0 puisque v est libre pour 7L) Soit x € v tel que
Yy = }~L‘1(7'k (z)) € v. L’arc  est alors un arc libre pour h contenant et y : d’apres le
corollaire 3.80, il existe aussi un arc libre pour h qui contient z et 71(1/) = 7% (). Ceci
contredit encore le lemme 4.42.

Point 3 : relevé d’une décomposition en briques. — Soit enfin F' une décomposition
en briques pour h, et F= 7 Y(F); il s’agit de montrer que F est une décomposition
en briques pour h.

Il est clair que F est encore un graphe triadique. Comme les briques de F' sont
des disques topologiques, chaque brique de F est un disque topologique relevé d’une
brique de F. En particulier, le graphe triadique F est libre et compact. Il reste a
prouver que F est minimal, c’est-a-dire que la réunion de deux briques adjacentes
n’est pas libre.

Soient By et By deux briques de F adjacentes, et appelons By = 7r(§0) et By =
7r(§1) les briques correspondantes dans F'. Les briques By et By sont adjacentes; donc
I'image de I'une rencontre 'autre, par exemple il existe x € By tel que h(z) € By.
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Soit T un relevé de x dans EO, et y un relevé de h(z) dans Bi. Puisque By et By sont
adjacentes, il existe un arc v allant de Z & y et inclus dans EO UB;.

Or larc 7(y) n’est pas libre, puisqu’il va de x a h(z); d’apres le point précédent
de la proposition, 'arc v n’est pas libre. A fortiori, la réunion By U El n’est pas libre.
Ceci prouve que F est minimal, et achéve la preuve de la proposition 4.17.

Transitions pour F. Remarquons au passage que pu1sque h(Bo) N By # @, le
lemme de Franks (3.65) entraine h(B;) N By = &, donc h(Bl) N BO = @. La décom-
position F étant minimale, ¢’est donc 'image de Bo qui rencontre Bj. Autrement dit,
I’application 7 envoie les « transitions » de F sur les transitions de F (ou, en terme
de l'orientation des arétes définie dans [Sau01], est compatible avec les orientations).

b. Preuve des deux lemmes

Y

FIGURE 12. Preuve du lemme 4.41

Démonstration du lemme 4.41. — Voici une explication informelle, qui s’appuie sur
la figure 12. On se place sous les hypothéses du lemme. D’apres la définition de 'indice,
le nombre Indice(g, N) — 1 correspond alors, dans le modele du plan R? (dessin en bas
a gauche), a la variation angulaire de l'angle «; entre le vecteur « tournant » @ et la
direction du segment euclidien de z & g(z), lorsque le point x parcourt un cercle qui
entoure N (le « —1 » vient du fait que le vecteur @ fait un tour lorsque x parcourt le
cercle).

Le nombre Indice(g, 7), lui, correspond & la variation angulaire de 'angle o repré-
senté sur le dessin du haut, entre le vecteur horizontal 5’, relevé de 4, et la direction du
segment de 7 & g(7), lorsque le point T parcourt un segment horizontal de longueur 1
(qui se projette sur le cercle).
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Pour montrer que ces deux nombres n’en sont qu’un, le probleme vient du fait que
les deux angles a; (en un point z) et az (en un relevé ) ne sont pas égaux (comme
on peut le voir sur le dessin : la projection de A sur A est une isométrie locale pour
les métriques naturelles sur les dessins, mais pas celle de A sur R?).

Cependant, grace a I'hypothese (%), ces deux angles ne prennent jamais des valeurs
opposées. On en déduit facilement que les deux variations angulaires coincident (une
maniere géométrique de voir que l'application «; est homotope a 'application s
consiste a déformer le plan R? en anneau A, en passant par des cones de plus en
plus pointus; & tout moment de la déformation, '’hypothese (x) assure existence
d’une unique géodésique minimisante de x & g(x); au début de la déformation, cette
géodésique coincide avec le segment euclidien du plan R?; & la fin, elle coincide avec
le segment géodésique dans 'anneau A, qui se releve en un segment euclidien dans le
plan A). O

Démonstration du lemme 4.42. — On se place sous les hypotheses du lemme. On
considere, dans 'anneau A, la courbe 7(7) ; ¢’est une courbe fermée, qui fait & fois le
tour de A. On voit facilement qu'une telle courbe contient une courbe fermée simple,
et que cette courbe fermée simple fait une fois le tour de A (pas plus, sinon elle aurait
un point double; et elle ne peut pas étre nulhomotope, sans quoi v aurait un point
double). Cette courbe fermée simple possede un relevé v/ inclus dans v, et v’ est en-
core libre pour H : quitte & remplacer v par 7/, on peut supposer que k& = 1 et que
m(7y) est une courbe fermée simple de A.

On peut maintenant se ramener au cas ot 7 = [0,1] x {0} : en effet, le théo-
reme de Schoenflies fournit un homéomorphisme g de A, isotope a l'identité, vérifiant
g(m(v)) = 7([0,1] x {0}), et on remplace H par gHg "
ne change pas la valeur de Indice(H, 7) d’apres Paffirmation 4.15.

Rappelons que Int(«) désigne I'intérieur d'un arc «, ¢’est-a-~dire 'ensemble «/(]0, 1[).
Soit, dans A, les deux demi-droites D; = | — 00,0] x {0} et Dy = [1,+00[x{0}.
Supposons que H(7) rencontre Dy et D2. On voit alors facilement que Int(7(H (v)))
doit rencontrer Int(H (7y)) ; mais alors Int(7()) rencontrerait Int(y), or ce n’est pas

ol g est un relevé de g; ceci

le cas.

L’une au moins des deux demi-droites D; et Do est donc disjointe de H () ; sup-
posons par exemple qu’il s’agisse de D;. Alors, comme ~ est libre, H(7y) est disjoint
de D1 U~. Dans ce cas, pour tout X € ~, le vecteur H(X ) — X ne pointe jamais dans
la direction horizontale gauche. Ceci entraine que Indice(H,7) = 0 (I'argument est le
méme que celui donné dans la preuve du lemme 3.39 et représenté sur la figure 16,
page 51). O

c. Compléments sur h et sur les autres relevés de h. — L’énoncé suivant
contient quelques propriétés supplémentaires des relevés de h, qui ne seront pas uti-
lisées dans le texte. Il nécessite les définitions suivantes (et les définitions similaires
pour 71) :
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Définition 4.43. — Un arc de translation pour h est un arc 7 qui relie un point z a
son image h(z), et tel que yNh(y) = {h(z)}.

Définition 4.44. — Un couple (z, y) de points de A n’appartenant pas a la méme orbite
de h est singulier si pour tout € > 0, il existe un point z et un entier positif n, tel que
z soit e-proche de z, et h™(z) e-proche de y.

Proposition 4.45 (complément a la proposition 4.17). — Sous les hypotheses de la pro-
position 4.17, on a :

(1) un couple (z,y) de points de A est singulier si et seulement s’il existe des relevés
T ety de x ety tels que (ZT,y) soit singulier pourlNz ;

(2) le relevé canonique h nlest pas conjugué & une translation affine. En particulier,
il existe des couples singuliers pour h ;

(3) les autres relevés h' de h sont tous conjugués a une translation affine;

(4) si~y est un arc de translation pour h, alors tout relevé 5y est un arc de translation
pour le relevé canonique 7L, et est libre pour les autres relevés de h.

Démonstration. — Pour le premier point, la propriété essentielle est que dans les co-
ordonnées de la figure 11, toute orbite pour h est entierement incluse dans une bande
verticale de largeur 2. Le deuxiéme point peut se déduire du lemme 4.42 (Pexis-
tence de couples singuliers provient alors d’un résultat de B. Kerékjartd, voir par
exemple [LR99a], proposition 8). Le troisicme point découle immédiatement de 'in-
égalité (xx) (preuve de l'unicité dans la proposition 4.17). Le dernier point découle
du point 2 de la proposition 4.17 concernant les arcs libres. Les détails sont laissés au
lecteur. O

Une conséquence de ce complément est qu’il existe aussi des couples de points
de A singuliers pour h. Ceci peut également se prouver directement, selon la stratégie
suivante : dans le cas contraire, tous les points de I’anneau A ont le méme ensemble
w-limite, qui est I'un des deux points fixes (par exemple N). Dans ce cas, un argument
célebre de Birkhoff montre qu’il existe un disque attractif contenant le point N (voir
par exemple [LROO]). D’aprés le lemme 3.9, indice de N est alors égal a 1.
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CHAPITRE 5

APPLICATIONS EN DYNAMIQUE LOCALE

Nous déduisons du théoréme d’extension 2.1, du théoréme d’existence de décompo-
sition en briques 3.57 et de la version simpliciale du théoréme principal (théoréme F
page 80) les théorémes de dynamique locale A, B et C. La preuve du théoreme A
utilisera aussi les résultats élémentaires sur les décompositions en briques; celle du
théoréme C nécessite de plus un certain nombre des résultats intermédiaires de ce
texte. Les sections 5.1, 5.2 et 5.3 sont complétement indépendantes.

5.1. Théoréme de la fleur topologique

Démonstration du théoréme A. — Soit h : U — V un homéomorphisme local dont le
point fixe est d’indice strictement supérieur & 1. On applique le théoreme d’extension
2.1, et on se place dans le modele de la sphere, mais en identifiant (0,0) & .S et U'infini
a N. On obtient ainsi un homéomorphisme de la sphere fixant uniquement N et S,
que l'on note encore h, avec Indice(h, S) = 1 + p > 1. L’homéomorphisme h vérifie
alors les hypotheéses du théoreme principal, et il suffit maintenant de montrer que tout
voisinage de S contient p pétales attractifs et p pétales répulsifs, d’intersections deux
a deux égales & {S}, cycliquement alternés.

Soit F une décomposition en briques pour h (théoréme 3.57). D’apres le théoréeme F
(page 80), il existe p croissants attractifs & dynamique Nord-Sud, simpliciaux, et p
croissants répulsifs & dynamique Sud-Nord, également simpliciaux, deux & deux d’in-
térieurs disjoints, et cycliquement alternés autour de S. Par définition, un croissant
attractif & dynamique Nord-Sud contient un pétale simplicial attractif basé en S;
de méme un croissant répulsif & dynamique Sud-Nord contient un pétale simplicial
répulsif basé en S.

Pour obtenir 'existence des 2p pétales dans tout voisinage de S, il suffit donc de
montrer qu’un pétale attractif simplicial contient des pétales attractifs arbitrairement
proches de S'; plus précisément, il nous reste & prouver :
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Lemme 5.1. — Soit h un homéomorphisme de la sphére, préservant l’orientation,
fizant uniquement les deux points N et S, tel que Indice(h,N) # 1. Soit F une
décomposition en briques pour h, et Og un voisinage de S. Alors tout pétale attrac-

tif simplicial P basé en S contient un pétale attractif simplicial basé en S et inclus
dans Og.

Soit K = P \ Og; il s’agit de montrer qu’il existe un pétale attractif simplicial,
inclus dans P, et disjoint de K. On peut toujours supposer que K est réunion d’un
nombre fini de briques de la décomposition, et que chaque composante connexe de K
rencontre le bord de P (quitte & grossir K).

Puisque K rencontre le bord de P, il existe une brique B; incluse dans K et
rencontrant le bord de P. Comme P est un attracteur strict réunion de briques,
AT (By) C P, et A(B) est & extrémités Sud; de plus, on voit facilement que la
brique B; ne peut qu'étre de type dynamique (— S). La droite A(B;) délimite donc
un pétale attractif P, = P*(By), inclus dans P, et ne contenant pas Bj.

On applique ce procédé autant de fois que nécessaire jusqu’a obtenir un pétale
attractif Py disjoint de K (plus précisément, on peut raisonner par récurrence sur
le nombre de briques contenues dans K, en remarquant que, a ’étape k, chaque
composante connexe de K N Py rencontre le bord de P). O

5.2. Branches stables et instables locales

Démonstration du théoréme B. — Soit h : U — V un homéomorphisme local dont
le point fixe est d’indice strictement inférieur & 1. D’aprés le théoréme d’extension
2.1, il suffit de traiter le cas ou ’homéomorphisme local h est la restriction & un
voisinage de N (que 'on notera encore U) d’un homéomorphisme de la sphére fixant
uniquement N et S (que 'on notera encore h), avec Indice(h, N) =1 —p < 1.

D’apres le théoreme global D, il existe p croissants attractifs a dynamique Nord-
Sud et p croissants répulsifs & dynamique Sud-Nord, deux a deux d’intersection égale
a {N, S}, cycliquement alternés autour de N.

Soit. A I'un des croissants attractifs & dynamique Nord-Sud. Par définition, il existe
un pétale attractif P en S, inclus dans A, tel que A~ P C U. On peut de plus
supposer que la situation est homéomorphe au dessin de la figure 1 (a), c’est-a-dire
que 'ensemble o = OP ~ JA est connexe : en effet, dans le cas contraire, on peut se
ramener a cette situation en modifiant légerement le pétale P, comme indiqué sur la
partie (b) de la figure.

On pose alors Wy, = Adh(A \ P) (c’est un disque topologique); et pour tout
n > 0, on appelle k,, la composante connexe de h™(A) N Wy, qui contient N. On pose
ka= Nnx1kn.

Affirmation 5.2. — Soit U' un disque topologique fermé, voisinage de N, tel que
U NA=Wy, ; alors l'ensemble ka est une branche instable U'-locale.
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A
L
h(A) AN m
(81
P (b)
--- h(P)
S
(a)
FI1GURE 1. Construction d’une branche instable locale
Démonstration. — Nous prouvons successivement que k4 vérifie les quatre points de

la définition des branches instables U’-locales (définition 1.13).

L’ensemble k,, contient N, et on voit facilement qu’il rencontre «. Il est compact,
connexe, plein (une composante connexe d’un ensemble plein est pleine). On a aussi
h"t1(A) c h"(A), donc k1 C ky,.

Par conséquent I’ensemble k4 contient N, rencontre « et est inclus dans U’ (ceci
prouve le premier point). Il est compact et connexe comme intersection décroissante
d’ensembles compacts et connexes; il est plein comme intersection d’ensembles pleins.
Ceci prouve le deuxieme point.

Montrons que k4 C h(ka). Tout d’abord, k1 C h(W}, ) ; en effet, on a

ki C h(A) N (Wi,) = h(Wi, U P) N Wi,
= (h(WkA) N WkA) U (h(P) M WA:A)
=h(Wi,) N Wi,

car h(P) N Wy, = @ (P est un attracteur strict). On a donc k41 C ki € h(Wi,);
kny1 est un ensemble connexe inclus dans h"*t1(A) N h(Wy,) et qui contient N. Or
h(ky,) est la composante connexe de h"*!'(A) N h(Wj,) contenant N ; on a donc
kni1 C h(ky). On en déduit ka C h(ka).

Soit x un point de k4. Ses itérés négatifs sont tous dans k4, donc ne peuvent que
tendre vers N d’apres le corollaire 3.13. Ceci prouve le troisieme point.

L’ensemble Wp., est un voisinage de kg ~ {N} dans U’. Soit y un point de Wy, .
D’apres la définition des croissants attractifs a dynamique Nord-Sud, il existe un
pétale attractif basé en S contenant y, par conséquent les itérés positifs de y tendent
vers S, et y posseéde un itéré positif hors de U’. Ceci prouve le quatrieme point. [
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On effectue la méme construction pour chaque croissant attractif & dynamique
Nord-Sud Ay, ..., A,, et la construction similaire pour chaque croissant répulsif & dy-
namique Sud-Nord A}, ..., A; (en remplagant h par h=1). Ceci produit des ensembles
Wi, WkA’; et des compacts ka,, ka.

On trouve facilement un disque topologique fermé U’, voisinage de N, inclus dans
U N h(U), tel que pour tout i, U' N A; = Wi, et UnA, = Wi .- Les compacts
ka, et k4 sont des branches instables et stables U "locales vérifiant les propriétés
voulues. O

5.3. Indices des itérés

Dans cette section, nous montrons le théoreme C : pour un homéomorphisme local
d’indice différent de 1, les indices de hA™ et de h sont égaux pour tout n non nul. Le
point 1 du théoreme, qui revient a montrer que I'indice de h™ est bien défini pour tout
entier n non nul, découle du lemme (bien connu) suivant :

Lemme 5.3 (absence de récurrence locale). — Soit h : U — V un homéomorphisme
local fizant uniquement 0, tel que 'indice du point fize est différent de 1. Il existe
alors un ensemble U' C U, woisinage de 0, ayant la propriété suivante. Pour tout
point x de U’, si la suite (h"(x))n>0 est définie pour tout n positif et enticrement
incluse dans U’, alors cette suite tend vers 0.

En particulier, pour tout entier n > 0, il existe un voisinage U" de 0, conneze, tel
que ’homéomorphisme local h™ : U"” — h™(U") n’a pas d’autre point fize que 0.

Remarquons que I'exemple de la figure 1 page 26 montre qu’on ne peut pas toujours
choisir U' = U.

Démonstration du lemme. — 1l s’agit d’un lemme de dynamique locale ; il suffit donc
de prouver le lemme pour un homéomorphisme local de méme germe que h. Le théo-
réeme d’extension 2.1 permet alors de supposer (quitte & diminuer U) que h est la
restriction d’un homéomorphisme défini sur le plan R?, encore noté h, et fixant unique-
ment 0. Dans ce cadre, 'hypothese d’indice permet d’appliquer la théorie de Brouwer :
en particulier, le corollaire 3.13 dit que les orbites des points tendent vers 0 ou l'in-
fini. Ceci entraine l’existence du voisinage U’ requis par le lemme. Soit maintenant
n > 0. On choisit alors un voisinage U” de 0, connexe, suffisamment petit pour que
Uu”, h(U"),...,h"(U") soient inclus dans U’. I’homéomorphisme h™ est bien défini
sur U”; Papplication h™ : U” — h™(U") est un homéomorphisme local ; et pour tout
point fixe & de cet homéomorphisme local, I'orbite de x sous h est entierement incluse
dans U’, donc tend vers 0 : par conséquent, x = 0. O

Ce lemme montre le premier point du théoreme C pour les entiers n > 0. Ce premier
point est également vérifié pour les entiers n < 0 (ce que 'on voit en prouvant un
lemme symétrique, ou en Pappliquant & ’homéomorphisme h~!). Passons maintenant
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au calcul de l'indice des itérés de h. L’idée de la démonstration est simple. Comme
toujours, il suffit de faire la preuve dans le cadre global. A Daide des résultats de ce
texte, nous pouvons découper la spheére en un certain nombre de croissants attractifs
et répulsifs, & dynamique Nord-Sud ou Sud-Nord, d’intérieurs disjoints deux a deux.
On voit assez facilement que les indices partiels pour h et pour h™ a travers chaque
croissant coincident. D’autre part, entre deux croissants adjacents, 'indice partiel
pour h est nul, et il existe une chaine de disques pour h, grace a laquelle on peut
montrer que 'indice partiel pour A" est encore nul. La relation de Chasles permet de
conclure.

En pratique, on va se ramener, via le relevé canonique, au cadre des homéomor-
phismes de Brouwer. On commence donc par prouver une version du théoreme dans
ce cadre. Remarquons que 'une des difficultés de la preuve concerne le changement
de cadre : en effet, si H désigne le relevé canonique de h, il n’est pas clair a priori
que H™ soit le relevé canonique de h™ (tant qu’on ne sait pas quel est 'indice de h™,
le relevé canonique n’est pas défini...). Ceci sera par contre un corollaire immédiat du
théoreme et de la proposition 5.4.

Rappelons qu'une droite de Brouwer pour H est encore une droite de Brouwer pour
toute les puissances non nulles de H (remarque 3.24).

Proposition 5.4 (Indices partiels des itérés). — Soit H un homéomorphisme de
Brouwer, et F une décomposition en briques pour H. Soit (Mg, A1) un couple
de droites de Brouwer simpliciales disjointes. Alors pour tout entier n non nul, les
indices partiels IP(H,Ag, A1) et IP(H™, Ao, Ay) sont égauz.

On se place sous les hypotheses de la proposition 5.4, et on considére une famille
vérifiant la conclusion du lemme 4.9, autrement dit une famille maximale de sous-
croissants simpliciaux minimaux de la bande Adh(D(Ag, Ay)),

f:{Adh(D( {)7A/1))”Adh(D(A/2k? /2k+1))}

Comme en 4.1.b, on pose A’ | = Ag et A}, » = Ay. La preuve de la proposition 5.4
nécessite le lemme suivant.

Lemme 5.5 (complément a la proposition 4.11). — Pour tout i entre —1 et 2k + 1, et
pour tout entier n non nul, on a

IP(H7A27 ;+1) :IP(H7L7A2’ ;+1)'

Démonstration du lemme 5.5. — 1l suffit de traiter le cas n > 0, puisque 'indice
partiel pour H est toujours égal a I'indice partiel pour H~! (affirmation 3.37).

Soit C un croissant de la famille F. Le croissant C' étant minimal, d’apres la
proposition 4.8, il est a dynamique S-N ou N-S. 11 est clair que C est encore un
croissant pour H™, ayant le méme type dynamique que pour H (on peut par exemple
utiliser I'affirmation 3.31). Puisque l'indice partiel entre les deux bords de C ne dépend
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que du type dynamique de C (affirmation 4.39), les indices partiels pour H et pour
H" sont égaux. Ceci montre le lemme pour les entiers ¢ pairs.

Soit maintenant i un entier impair. Si les droites Aj et Aj, | ne sont pas disjointes,
elles se touchent (définition 3.41), et I'indice partiel est nul pour H comme pour H"
(par définition). Il reste le cas o ces deux droites sont disjointes ; il s’agit de montrer
que 'indice partiel pour H™ est encore nul.

Le couple (A}, A7, ) est indifférent, on suppose par exemple que A} est attractive.
D’apres la proposition 4.11, 'indice partiel est nul pour H, et il existe une chaine de

b b
pseudo-disques (Dy,...Dp), pour H, de Aj a A7, (constituée de briques). Notons
(ni)i=1,... p—1 les temps de transition de la chaine. Considérons alors la suite

(Dy, Hm=0Xm(Dy), L HO DX bt (D),

Les disques topologiques qui la composent sont deux a deux disjoints, sans quoi il
existerait une chaine de pseudo-disques périodique pour H (ce qui contredirait le
lemme de Franks 3.18). De plus, cette suite est une chaine de pseudo-disques pour
H™, avec les mémes temps de transition (n;). Cette chaine de pseudo-disques va de
la droite de Brouwer A} & la droite A7, = H®=1x(mttm-)(A7 ),

Le lemme de Franks pour l'indice partiel (proposition 3.45) montre alors que le
nombre IP(H™, A}, A7, |) est nul.

D’autre part, la droite A} | est incluse dans le domaine de Brouwer engen-
dré, pour H", par Aj ;. D’apres le deuxieme point du corollaire 3.40, on a
IP(H™, A7y, Afyy) = 0.

Les droites de Brouwer Aj, A] | et A7, | sont clairement disjointes, la deuxieme
séparant les deux autres. On peut donc appliquer la relation de Chasles (lemme 3.38),

obtenant IP(H™ A}, A}, ) = IP(H" A}, A} ;) + IP(H", A}, |, A}, ;). Deux des

termes de la relation étant nuls, le troisieme ’est aussi, ce qui nous donne bien
n Al I N / /
IP(H™, A} AL) =0=1P(H, A}, A, ).
Ceci termine la preuve du lemme. d

Démonstration de la proposition 5.4. — Comme dans la preuve de la formule de la
proposition 4.11, on applique la relation de Chasles généralisée (lemme 3.43), pour H
d’une part, et pour H™ d’autre part, a la famille des droites A’ | = Ay, ..., A‘/zmg =
A;. D’apres le lemme, les indices partiels entre deux droites successives sont les mémes
pour H et H™, et on obtient le résultat. O

Démonstration du théoreme C. — Grace au théoreme d’extension, il suffit de prouver
que si h est un homéomorphisme de la sphere, préservant I'orientation, fixant unique-
ment les deux points N et S, tel que Indice(N) = 1 — p # 1, alors pour tout entier
n # 0, Indice(h™, N) = Indice(h, N).

Comme dans la preuve du théoreme principal :

— on se donne une décomposition en briques F' pour h (théoréme 3.57);
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— on note Ag une droite de Brouwer simpliciale & extrémités Nord-Sud pour h (son
existence est assurée par la proposition 4.12);
— onnote H = h le relevé canonique de h au plan 1&, fourni par la proposition 4.17;
on note Ay un relevé de Ag, et A = 7'(2&0) (ot 7 désigne 'automorphisme de
revétement).

On a alors (comme dans Paffirmation 4.19) :
IP(H, Ay, Ay) = Indice(H, ),

IP(H", Ay, Ay) = Indice(H", 7).
D’autre part, on a aussi

Indice(h, N) = Indice(H, 7) + 1,

Indice(h", N) = Indice(H™, ) + 1.

En effet, la premiére égalité vient de la définition du relevé canonique. Montrons la
deuxieme. On reprend pour cela les idées de la construction du relevé canonique. Soit
n > 0 fixé ; puisque les indices sont des invariants de conjugaison, quitte a conjuguer h,
on peut supposer que les (2n + 3) droites de Brouwer Ao, ..., %" (Aq) sont des
demi-droites euclidiennes issues de IV, découpant le plan en 2n + 3 secteurs de méme
taille (généralisant la figure 11 page 97). Dans ce modele, on voit facilement que le

relevé canonique H de h vérifie I'inégalité :

Pour tout X € A, 10(X) — 6(H™(X))| < %

Comme H™ est un relevé de h", 1'égalité Indice(h™, N) = Indice(H™,7) + 1 découle
alors du lemme 4.41.
Il ne nous reste plus qu’a montrer que

IP(H, Ao, Ay) = IP(H", Ao, Ay).

Cette derniere égalité est une application de la proposition 5.4. O
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APPENDICE : THEOREME DE SCHOENFLIES-HOMMA
ET VARIANTES

Le théoréme de Schoenflies est 'un des outils techniques les plus couramment
utilisés dans les problémes de topologie plane. Dans ce texte, nous appliquons un
certain nombre de variantes qui peuvent toutes étre vues comme des corollaires d'un
théoréme de Homma. Dans cet appendice, nous énongons le théoréeme de Homma et
expliquons quelques-unes de ses utilisations.

Le théoréme de Schoenflies

Théoréme (Schoenflies). — Tout homéomorphisme entre deux courbes de Jordan in-
cluses dans S? s’étend en un homéomorphisme de S?.

Le théoréme de Schoenflies-Homma

Définition ((Hom53]). — On appelle ensemble en forme de « Y » un ensemble qui est
la réunion de trois arcs ayant en commun un seul point, extrémité de chacun d’eux.

L’orientation de la sphere induit un ordre cyclique sur I’ensemble des trois arcs qui
constituent n’importe quel ensemble de ce type, au voisinage du point d’intersection.

Théoréme (Homma). — Soit F' un ensemble compact, conneze et localement connezxe
de la sphére. Une application continue et injective de F' dans la sphére s’étend en un
homéomorphisme de la sphére préservant lorientation si et seulement si elle préserve
Dordre cyclique de tous les ensembles en forme de « Y » contenus dans F'.

Utilisations. — On utilise le théoreme avec divers ensembles F', ces ensembles étant
a chaque fois des graphes simpliciaux finis. Les détails sont laissés au lecteur. On a
essentiellement besoin de trois variantes :

— Dans le cas ou F est une courbe fermée simple ou bien un arc, F' ne contient aucun
ensemble en forme de « Y », et on retrouve en particulier le théoréme de Schoenflies.
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- Soient Aq,...,Ag (k > 2), une famille de droites topologiques du plan, deux &
deux disjointes. Supposons que pour tout 0 < 41 < iz < i3 < k, la droite A;, sépare
A;, de A,,. Alors il existe un homéomorphisme h du plan, préservant l’orientation,
qui envoie chacune des droites A; sur la droite verticale i x R.

Soient N et S deux points antipodaux de la sphere, et Aq,...,Ax, k > 2 une
famille d’arcs d’extrémités N et S, deux a deux d’intérieurs disjoints. Alors il existe
un homéomorphisme de la sphere, fixant N et S, qui envoie chacun des arcs sur un
demi-grand cercle.

Remarquons que dans beaucoup de cas, on a besoin de spécifier I'image d’'un certain
nombre de points par 'homéomorphisme recherché ; ceci arrive en particulier quand on
veut obtenir un homéomorphisme du plan, c’est-a-dire qui fixe le point a I'infini. Ceci
ne pose pas de probleme (typiquement, on utilise que le groupe des homéomorphismes
du disque qui fixent chaque point du bord est transitif).
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