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NOUVELLES APPROCHES
DE LA PROPRIETE (T) DE KAZHDAN

par Alain VALETTE

INTRODUCTION

La propriété (T) pour un groupe localement compact G est une forme de rigidité
de G en théorie des représentations : il est impossible de déformer la représentation
triviale de dimension 1 de G parmi les représentations unitaires de G. Elle a été
dégagée en 1967 par D. Kazhdan [35], qui s'intéressait & des variétés riemanniennes
M localement symétriques, irréductibles, de rang au moins 2, de volume fini. En
d’autres termes, M = I'\G/K, ou G est un groupe de Lie simple & centre fini, de
rang réel > 2, K est un sous-groupe compact maximal de G, et I' est un réseau sans
torsion de G. Les principaux résultats de I’article de Kazhdan sont les suivants :

— Le groupe fondamental I' = 71 (M) est de type fini (quand M n’est pas compact,
ce résultat est loin d’étre triviall).
— Le premier nombre de Betti b; (M) = dimg Hom(T', R) est nul.

Le principal mérite de Kazhdan est d’avoir vu que ces deux propriétés de M dépendent
en fait de la structure des représentations unitaires du groupe de Lie G ambiant (voir
les Théoremes 1 et 2 ci-dessous pour les énoncés précis).

La propriété (T) a trouvé une série d’applications, qui vont de la théorie des graphes
a la théorie ergodique (voir [30]). J'en isolerai une seule : le théoréme de Margulis sur
les sous-groupes normaux des réseaux I' en rang > 2 (voir [38], Theorem 4.9) : un
sous-groupe normal N < T est soit central dans G (et donc fini), soit d’indice fini
dans I'. Pour cela, on montre que, si NV est infini, alors I'/N est moyennable. Or I'/N
a aussi la propriété (T) (car ' I’a), et un groupe dénombrable, qui est moyennable et
a la propriété (T), est nécessairement finiV. A ma connaissance, toutes les preuves
connues de ce résultat passent par la propriété (T).

(D Pour la preuve, voir ’Exemple 1(2) de la section 1. Il est important que la preuve ne puisse pas
étre effective, puisque I" est résiduellement fini, donc admet des quotients finis arbitrairement grands.
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98 A. VALETTE

Le texte se présente comme suit : apres un résumé de larticle original de Kazhdan
[35] au chapitre 1, nous introduisons au chapitre 2 la caractérisation cohomologique
de la propriété (T). Les résultats récents mentionnés dans ce texte sont quasiment
tous des conséquences de la caractérisation cohomologique : actions par difféomor-
phismes du cercle (section 2.4 et Théoréme 5), caractérisation de la propriété (T) par
Pannulation de la 1-cohomologie réduite (section 3.1), lien avec les applications har-
moniques et preuve de la propriété (T) pour Sp(n, 1) (section 3.2), non invariance de
la propriété (T) par quasi-isométries (section 3.3), critére spectral pour la propriété
(T) (chapitre 4).

La propriété (T) de Kazhdan a été exposée chez Bourbaki dans l'exposé 343 de
Delaroche-Kirillov [15], et partiellement dans ’exposé 778 de Pansu [41]. Les progres
depuis 1993 ont été tels que j’ai dii me livrer & des choix : faute de temps ou faute
de gofit, j’ai choisi de ne pas parler du lien entre propriété (T) et génération bornée
(Shalom [49]), de l'invariance par équivalence mesurée de la propriété (T) (Furman
[20]), de l'industrie des constantes de Kazhdan (voir les références chez Gelander-Zuk
[22]), ou des groupes aléatoires (Gromov [26], Zuk [56]) — ce dernier aspect devrait
faire I'objet d’un prochain Séminaire Bourbaki par E. Ghys®.

1. DEFINITIONS ET EXEMPLES DE BASE

Soient G un groupe localement compact, et 7 une représentation unitaire, fortement
continue, de G sur un espace de Hilbert H.

DEFINITION 1. — La représentation m possede presque des vecteurs invariants si,
pour tout € > 0 et toute partie compacte K C G, il existe un vecteur & € H, tel que

max [7(9)§ — &Il < eli€]l-

Ezemple 1. — 1) Soit G un groupe compact. Toute représentation = de G qui
possede presque des vecteurs invariants possede des vecteurs invariants non nuls. En
effet, soit £ un vecteur-unité de H, tel que

max m(9) — &l < 1.

Posons n = |, o T(9)€ dg, out dg désigne la mesure de Haar normalisée sur G. Le vecteur
7 est clairement invariant. Pour montrer qu'il est non nul, on remarque que ||n—¢&|| =
| Jo(m(9)€ = €)dgl| < 1. Comme [|€]| =1, on a n # 0.

2) Notons Ag la représentation réguliere gauche du groupe localement compact G
sur 'espace de Hilbert L2(G). D'une part, on observe que Ag a des vecteurs invariants
non nuls si et seulement si G est compact. D’autre part, c’est un résultat classique de
Hulanicki [33] et Reiter [45] que Ag a presque des vecteurs invariants si et seulement
si G est moyennable. Donc, si G est moyennable non compact (par exemple G = Z),

(2)Voir en effet I'exposé 916, « Groupes aléatoires [d’aprés M. Gromov...] », par Etienne Ghys.
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(918) PROPRIETE (T) DE KAZHDAN 99

la représentation A\g fournit un exemple de représentation ayant presque des vecteurs
invariants, mais sans vecteur invariant non nul.

DEFINITION 2. — Un groupe localement compact G a la propriété (T), ou est un
groupe de Kazhdan, si toute représentation de G qui posséde presque des vecteurs
mvariants, posséde des vecteurs invariants non nuls.

L’Exemple 1 montre d’une part que les groupes compacts ont trivialement la pro-
priété (T), d’autre part que les groupes moyennables non compacts n’ont pas la pro-
priété (T) (ceci a été évoqué dans l'introduction).

Les principales propriétés structurelles des groupes de Kazhdan sont rassemblées
dans le résultat suivant, dit & Kazhdan [35] (voir aussi [15], [30]).

THEOREME 1. — Soit G un groupe de Kazhdan.

i) G est compactement engendré.

ii) Le quotient G/[G,G] de G par l'adhérence du sous-groupe des commutateurs est
compact.

iii) Si H est un sous-groupe fermé de co-volume fini dans G, alors H est un groupe
de Kazhdan.

En particulier, soit I' un réseau dans G, c’est-a-dire un sous-groupe discret de co-
volume fini dans G. Si G a la propriété (T), le Théoréme 1 implique que T, ainsi que
tous ses sous-groupes d’indice fini, sont finiment engendrés avec un abélianisé fini.

Ezemple 2. — Voyons comment cette remarque peut étre exploitée pour montrer que
certains groupes classiques n’ont pas la propriété (T). D’abord, le groupe libre F,, sur
n générateurs (n > 1) n’a pas la propriété (T) car son abélianisé est infini. Ensuite,
SLy(Z) n’a pas la propriété (T) car il contient un sous-groupe libre d’indice fini
(noter que l'abélianisé de SL2(Z) est fini!). Enfin, SLy(R) n’a pas la propriété (T)
car il contient SLy(7Z) comme réseau.

Les principaux exemples de groupes de Kazhdan sont donnés par le résultat suivant,
dit & Kazhdan [35] en rang > 3, et complété en rang 2 par Delaroche-Kirillov [15],
Vaserstein [51], et Wang [53]. Un corps local est un corps commutatif localement

compact non discret (penser a R, C, Q, et aux corps de séries de Laurent sur les corps
finis).

THEOREME 2. — Soit K un corps local. Soit G un groupe algébrique connexe, presque
simple sur K, avec K —rang(G) > 2. Le groupe G = G(K) des K-points de G posséde
la propriété (T).

Ezemple 3. — 1) Les groupes SL,(K) (n = 3) et Spa2,(K) (n > 2), ont la propriété

(T).
2) Les groupes discrets SLy(Z) (n > 3) et Span(Z) (n > 2), qui sont des réseaux
respectivement dans SL,(R) et Spa,(R), ont la propriété (T).
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100 A. VALETTE

Les Théorémes 1 et 2 impliquent les propriétés des variétés riemanniennes locale-
ment symétriques qui ont été mentionnées dans 'introduction.

Le cas des groupes de rang 1 réserve une surprise : la situation n’est pas la méme
selon que le corps K est archimédien ou pas. Nous verrons au Corollaire 1 que toute
action d’un groupe de Kazhdan sur un arbre possede un sommet fixe ou une aréte fixe.
Or, si K est un corps local non archimédien et G un K-groupe algébrique connexe,
presque simple avec K — rang(G) = 1, le groupe G(K) agit proprement sur un arbre
(& savoir son immeuble de Bruhat-Tits, voir [8]). Donc G(K) n’a pas la propriété (T).

Considérons maintenant le cas archimédien. D’apreés la classification de Cartan (voir
[32]), les groupes de Lie simples, connexes, de rang réel 1 sont localement isomorphes
soit & SO(n, 1), soit & SU(n, 1), soit & Sp(n,1) (avec chaque fois n > 2), soit enfin
a Fy(_20). Géométriquement, on réalise ces groupes comme groupes d’isométries des
espaces hyperboliques de dimension n respectivement sur R, sur C, sur 'algebre H
des quaternions de Hamilton, ou sur l'algebre Cay des octaves de Cayley (avec n = 2
dans ce dernier cas). Le résultat suivant est dit & Kostant [36]. Nous esquisserons une
preuve de la seconde moitié a la section 3.2.

THEOREME 3. — Soit G un groupe de Lie simple, conneze, de rang réel 1.

i) Si G est localement isomorphe a SO(n,1) ou a SU(n,1) (n > 2), alors G n'a
pas la propriété (T).

ii) Si G est localement isomorphe a Sp(n,1) (n > 2) ou a Fy_op), alors G a la
propriété (T).

Le groupe Sp(n, 1) et ses réseaux exhibent un curieux mélange de rigidité et de non
rigidité. Certains caracteres les rapprochent des groupes de rang supérieur (propriété
(T), super-rigidité, voir [13], [27]). D’autres attributs les rattachent au rang 1 (hy-
perbolicité des réseaux co-compacts [25], non isolement de la représentation triviale
parmi les représentations uniformément bornées, voir [14]).

Ces propriétés antagonistes ont été exploitées : construction d’une infinité non
dénombrable de groupes de torsion non moyennables, par Gromov [25] ; construction
de C*-algebres non équivalentes en K-théorie & des algebres nucléaires, par Skandalis
[50].

2. 1-COHOMOLOGIE ET ACTIONS AFFINES

2.1. Définitions

Soit 7 une représentation unitaire du groupe localement compact G.

DEFINITION 3. —  a) L’espace des 1-cocycles a valeurs dans 7 est

ZNG, 7)) = {b: G — Hy : b continu, b(gh) = 7(g)b(h) +b(g)V g,h € G}.
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(918) PROPRIETE (T) DE KAZHDAN 101

b) L’espace des 1-cobords a valeurs dans w est
BYG,m)={bec Z"(G,m): 36 € Hr: blg) =7(9)¢ — & Vg € G}
c) Le groupe de 1-cohomologie a coefficients dans 7 est le quotient
HY(G,7) = ZY(G,n)/B" (G, ).

d) Munissons Z*(G, =) de la topologie de la convergence uniforme sur les compacts.
Le groupe de 1-cohomologie réduite a coefficients dans m est le quotient

HY(G,r) = Z"(G,7)/BY(G,x),
ou BY(G, ) désigne la fermeture de B*(G, ).

Ces notions s’interprétent en termes d’actions isométriques affines de G sur H..

— Sib: G — H, est une application continue, associons & b(g) l'isométrie affine de

Hr :

a(g)v =m(g)v +b(g) (v € Hx).
L’application b est un 1-cocycle si et seulement si a(gh) = a(g)a(h) pour tous g,h €
G, c’est-a-dire si « est une action isométrique affine de G, de partie linéaire 7.

— Le 1-cocycle b est un 1-cobord si et seulement si I’action affine e possede un point
fixe, c’est-a-dire si @ est conjuguée & 7 par une translation. Le lemme du centre (voir
[30]) dit qu’un cocycle b est un cobord si et seulement si b est borné comme fonction
sur G.

— HY(G, ) = 0 si et seulement si toute action isométrique affine de partie linéaire
7 possede un point fixe.

— F(G ,m) = 0 si et seulement si toute action isométrique affine de partie linéaire
7 possede presque des points fixes.

Les trois sections suivantes sont consacrées a des exemples ol apparaissent natu-
rellement des représentations ayant de la 1-cohomologie non nulle.
2.2. Représentations ayant presque des vecteurs invariants

Si 7 est une représentation unitaire de G, nous notons com la somme directe hil-

bertienne d’une infinité dénombrable de copies de 7.

PRrROPOSITION 1. — Soit G un groupe localement compact o-compact. Soit ™ une re-
présentation de G, possédant presque des vecteurs invariants, mais pas de vecteur
invariant non nul. Alors H'(G, cor) # 0.

Démonstration. — Soit (K,)n>1 une suite croissante de parties compactes, recou-
vrant G. Comme 7 posséde presque des vecteurs invariants, on trouve une suite (§),>1
de vecteurs de norme 1 dans H, tels que

n—&ll <2
max |[7(g)én — £
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102 A. VALETTE

pour tout n > 1. On pose alors, pour g € G :

b(g) = EP n(m(9)én — &n)-

n=1
Cette somme converge dans H, ®H, D - -, uniformément sur tout compact de G. On
a donc b € Z1(G, cor). Pour montrer que b n’est pas un cobord, montrons que b n’est
pas borné sur G. Si b était borné par une constante R, on aurait pour tout n > 1 et
tout g € G :
n7(9)6n — nll < R.

Prenons n assez grand pour avoir, pour tout g € G :

Im(9)6n — &nll < 1
c’est-a-dire .
> < Re{(g)énlén).
Notons alors C' I'enveloppe convexe fermée de w(G)¢, dans H, : elle est invariante

par 7(G), et pour tout € C on a 3 < Re(n|&,). L'unique vecteur de norme minimale
dans C' est donc non nul, et invariant par 7(G), ce qui contredit nos hypotheses. O

2.3. Actions sur des arbres

Soit X un arbre. Notons V l'ensemble des sommets, et d(x,y) la distance entre les
sommets x et y de X. Notons encore E I’ensemble des arétes de X, et E ’ensemble
des arétes orientées : chaque aréte géométrique e € E apparait avec deux orientations
opposées e, e~ € E. Notons Hx l'espace des fonctions antisymétriques et & carré
sommable sur E :

Hx ={£ € P(R): &(eT) = —£(e™), Ve € E}.
Si G est un groupe localement compact agissant par automorphismes sur X, on note
ox la représentation correspondante de G sur Hx.

PROPOSITION 2. — Si G ne fize ni sommet ni aréte de X, alors H*(G,0x) # 0.

Démonstration. — Définissons une application ¢ : V x V — Hx : pour xz,y € V,
et € I, on pose c(z,y)(eT) = 0 si e n’est pas sur 'unique géodésique joignant z & y,
et sinon :

1  sie' pointe de z vers y;

c(z,y)(e") = {
L’application ¢ est G-équivariante :

c(gz, gy) = ox(g)(c(z,y)) (g€ G;z,yeV).

Comme les triangles dans un arbre sont dégénérés (ce sont des tripodes), I’application

—1 sie™ pointe de y vers .

¢ vérifie la relation de Chasles :

clx,y) + c(y, z) = c(z,2) (x,y,z€ V).
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(918) PROPRIETE (T) DE KAZHDAN 103

Fixons alors un sommet de base xg dans V', et posons, pour g € G :

b(g) = c(gwo, o).
Grace aux deux propriétés de ¢, on vérifie immédiatement que b : G — Hx est un
1-cocycle a valeurs dans ox.

Raisonnons alors par contraposition, et supposons que H'(G,ox) = 0. Le cocycle
b est donc borné sur G. Comme

le(z, y)lI3 = 2d(w,y)

pour tous x,y € V, on en déduit que l'orbite de xy sous G est bornée. Un lemme
élémentaire (Proposition 19 du Chapitre I de [47]) permet alors de conclure que G
fixe soit un sommet, soit une aréte de X. O

2.4. Actions par difféomorphismes sur le cercle

Notons S le cercle-unité de R?, paramétré par la longueur d’arc. Notons H 1’espace
de Hilbert des noyaux K & carré intégrable sur S! x S! par rapport & la mesure de
Lebesgue, et antisymétriques : donc K (6, ¢) = —K (¢, 0), pour presque tout (6, ¢) €
St x St

Notons Diff {7*(S1) le groupe des difféomorphismes de S* de classe 1 + a, avec
a > 0. C’est le groupe des difféomorphismes f du cercle, de classe C, tels que f' et
(f~1) satisfassent une condition de Holder d’exposant .

On fait agir Diﬁfo‘(S 1) sur H au moyen de la représentation unitaire o : pour
K € H, g € Diffit*(S1) :

(0(9)K)(0,6) = V(971 (O)(g~1) (¢) K(g~" 0,97 - ).
SiI" est un groupeet @ : I' — Diﬁfo‘ (S1) un homomorphisme, notons o = oo ® la
représentation unitaire correspondante de I' sur H.

Considérons maintenant le noyau antisymétrique (mais pas & carré intégrable!)

donné par :

1
F(9,¢) = m-

Pour g € T', définissons formellement
ba(g) =oa(g)F — F.

En observant qu’au voisinage de la diagonale on a
1
(1) F(0,¢) = =0 + Ko(9, 9),
ou Ky est un noyau continu, on démontre facilement le lemme suivant, dia a Pressley
et Segal [43].

LEMME 1. — Pour o > 1/2, la fonction bs(g) est a carré intégrable sur S* x S*;
donc bg : T' — H définit un 1-cocycle dans Z*(T',04). O
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Notons A la diagonale de S* x S!. La terminologie suivante se justifie par le fait
que le quotient de (S* x St) ~\ A par la volte (6, ¢) — (¢,0), s’identifie & I’espace des
géodésiques du disque de Poincaré.

DEFINITION 4. — Un courant géodésique est une mesure u borélienne, positive, ré-

guliere sur (ST x S1) A, telle que
M([av b] X [C7 dD = M([C, d] X [avb])

chaque fois que a,b,c,d sont quatre points distincts, cycliquement ordonnés sur S*.
Ezemple 4. — La mesure dug(0,¢) = df dg/4 sin%%) est un courant géodésique,

invariant par l'action par homographies de SU(1,1) ~ SL2(R) sur S, vu comme
bord du disque de Poincaré.

PROPOSITION 3. — Soit a > 1/2 et ® : T — Diff"*(S'). Si be appartient a
BY(T,03), alors ®(T) laisse invariant un courant géodésique i, qui de plus satisfait :

(2) w(la, a] x [b,c]) = 0
3) p([a, b) x (b, c]) = oo
chaque fois que a,b,c sont trois points distincts, cycliquement ordonnés de S*.

Démonstration. — Ecrivons be(g) = 0o (g9)K — K, pour K € H. Comme bg est aussi
donné par bg(g) = 0 (g)F — F, on en tire, pour tout g € T :

oo(g)(F—K)=F — K.
En d’autres termes :
V(@(9)~1) (0)(@(9)~1) (9)(F = K)(®(9)~".0,8(g9) ") = (F — K)(0,9).
En élevant au carré :
(@(9)) (O)(@(9) ) (B)(F — K)*(®(g)" - 6,8(9) " 6) = (F — K)(6, ).
Ceci exprime 'invariance par ®(I') du courant géodésique
du(ev ¢) = (F - K>2(97 (b)de do.

Comme g est absolument continu par rapport a la mesure de Lebesgue df do¢, la

propriété (2) est immédiate. Pour vérifier la propriété (3), on utilise ’équation (1) et
le fait que ﬁ n’est pas a carré intégrable au voisinage de la diagonale A. O

Notons encore, sans démonstration, le résultat suivant, dit & A. Navas [40]. 11 gé-
néralise le fait classique qu’une homographie du cercle qui fixe 3 points est 1’identité.

PROPOSITION 4. — Soit h un homéomorphisme préservant l’orientation de S*. Si h

fize trois points de S* et laisse invariant un courant géodésique possédant les propriétés
(2) et (3), alors h est lidentité de S*. O
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2.5. Théoréme de Delorme-Guichardet

La caractérisation cohomologique suivante de la propriété (T) est due & Delorme
[16] et Guichardet [28].

THEOREME 4. — Soit G un groupe localement compact o-compact. Les énoncés sui-
vants sont équivalents :

i) G a la propriété (T).

ii) Pour toute représentation unitaire w de G, on a H(G, ) = 0.

iii) Toute action isométrique affine de G sur un espace de Hilbert posséde un point

fize.

A propos de la preuwve. — L’équivalence (ii) < (iii) résulte des commentaires faits
apres la Définition 3. L’implication (ii) = (i) résulte de la Proposition 1. Pour la
preuve de la réciproque, voir par exemple [30], Chapitre 4. O

De la Proposition 2 découle alors immédiatement le résultat suivant, du indépen-
damment & Alperin [1] et Watatani [54].

COROLLAIRE 1. — Toute action d’un groupe de Kazhdan sur un arbre fize un sommet
ou une aréte. O

L’application suivante du Théoréeme de Delorme-Guichardet est un résultat récent
de A. Navas [40]. Il s’agit d’une nouvelle obstruction a la propriété (T) : essentielle-
ment, un groupe infini de difféomorphismes du cercle ne peut avoir la propriété (T).
Ceci généralise des résultats de Reznikov ([46], Théoréme 1.7 du Chapitre 2). Dans le
cas des réseaux dans les groupes de Lie simples de rang au moins 2, on retrouve des
résultats de Ghys [23] et Burger-Monod [9] (toutefois valables sous une hypothese de
régularité un peu plus faible).

THEOREME 5. — Soit « > 1/2. Si T’ est un groupe dénombrable ayant la propriété
(T), etd:T — Dz’[ffo‘ (S1) est un homomorphisme, alors ®(T') est un groupe cyclique
fini.
E’tapes de la preuve

— ler pas : L’action de ®(T) est libre. En effet, soit zo € S!, et soit g € T tel que
®(g) fixe zp. Nous devons montrer que ®(g) est I'identité.

L’argument qui suit, aussi élégant qu’astucieux, est di a D. Witte. On considere

3

I'application p : S' — S': z + 23, vue comme un revétement triple de S'. La théorie

classique des revétements fournit une extension centrale

0—7/32 —T L1 —1,

ainsi qu'un homomorphisme ® : I' — Diff1t*(S1) qui releve ®. Dune part, comme
I a la propriété (T), le groupe ®(I") laisse invariant un courant géodésique possédant
les propriétés (2) et (3). D’autre part, Z/37Z agit sur S' par multiplication par les

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2004



106 A. VALETTE

racines cubiques de 1'unité, et les trois images inverses de g dans r agissent sur la
fibre p~!(z¢) par permutations cycliques. L’une d’entre elles, appelons-la g, fixe donc
chacun des trois points de p~!(z). Par la Proposition 4, ®(§) est Iidentité de S?,
donc ®(g) également.

— 2¢me pas : ®(T') est abélien fini. Pour cela, on invoque un résultat classique de
Holder : un groupe d’homéomorphismes préservant I'orientation de S*, et agissant
librement sur S*, est nécessairement abélien (voir par exemple [31], Théoréme 3.1.6).
Comme ®(T") est abélien et possede la propriété (T), ®(T") est fini.

— 3éme pas : ®(T') est cyclique. En effet un sous-groupe fini F de Diﬁ}ﬁo‘ (S1) est
nécessairement cyclique : puisque F’ fixe la mesure ‘—}' > ger 9" (df), qui est équivalente
a la mesure de Lebesgue df, le groupe F est conjugué a un sous-groupe du fixateur de
df. Mais celui-ci n’est autre que le groupe SO(2) des rotations, et tout sous-groupe
fini de SO(2) est cyclique.

Notons que, dans cette preuve, hypotheése o > 1/2 sert uniquement & invoquer le
lemme 1. O

Ezemple 5. — Soit G le groupe de R.J. Thompson, défini comme suit. C’est le groupe
des homéomorphismes f de R/Z, préservant l'orientation, linéaires par morceaux, tels
que :

— f’ ait un nombre fini de points de discontinuité, en des rationnels dyadiques;

— les pentes de f soient des puissances de 2;

— f(0) soit un rationnel dyadique.
Le groupe G est un groupe simple, infini, de présentation finie. Ghys et Sergiescu [24]
ont démontré que G est conjugué & un groupe de difféomorphismes C*° de S, et ont
demandé si G a la propriété (T). Leur résultat, joint au Théoréme 5, montre que la
réponse est négative.(3)

3. GROUPES COMPACTEMENT ENGENDRES

3.1. Un théoréme de Shalom

Commencgons par un exemple.

Ezemple 6. — Soit I' = @D,,cyZ/27 la somme directe d'une infinité dénombrable
de copies du groupe a deux éléments. D’une part, le groupe I' n’est pas de type

fini, donc n’a pas la propriété (T). D’autre part, on vérifie aisément que, pour toute

(3)Récemment, D. Farley [18] a montré un résultat plus fort : le groupe G de Thompson a la propriété
de Haagerup, ou encore est a-T-menable au sens de Gromov, c’est-a-dire qu’il admet une action
isométrique, métriquement propre sur un espace de Hilbert affine. Pour des détails sur cette notion,
voir [12].
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représentation unitaire irréductible de T', c’est-a-dire tout caractere x : I' — {1}, on
a HY(I',x) = 0.

L’exemple 6 montre que, dans le théoréme de Delorme-Guichardet (Théoréme 4),
on ne peut pas se restreindre a 'annulation de la 1-cohomologie a coefficients dans les
représentations irréductibles pour caractériser la propriété (T). Vershik et Karpuchev
[52] ont demandé si, néanmoins, une telle caractérisation n’était pas possible pour les
groupes d génération compacte. La réponse — affirmative — est donnée par le résultat
suivant, dit & Y. Shalom (48], Théorémes 0.2 et 6.1).

THEOREME 6. — Soit G un groupe localement compact, compactement engendré, sé-
parable. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
i) G a la propriété (T).
ii) Pour toute représentation unitaire = de G, on a HY(G,7) = 0.
iii) Pour toute représentation unitaire irréductible o de G, on a HY(G, o) = 0.
iv) Pour toute représentation unitaire irréductible o de G, on a H'(G, o) = 0.

Parties faciles de la preuve. — L’implication (i) = (iv) résulte du Théoréme 4, si ’'on
remarque qu’'un groupe compactement engendré est o-compact. L’implication (iv) =
(iii) est triviale. L’implication (iii) = (ii) utilise la théorie de la réduction : comme
G est séparable® toute représentation unitaire de G peut s’écrire comme intégrale
directe de représentations irréductibles. On invoque alors un résultat de Guichardet
([29], Chapitre 3, §2) : 'annulation de la 1-cohomologie réduite est préservée par
intégrale directe.

Pour la preuve de 'implication (ii) = (i), fixons une partie génératrice compacte
@ de G. Si 7 est une représentation unitaire de G sur un espace de Hilbert H, on
définit une fonction continue

5 H — BT € max |n(g)é — €]
g9eQ
Le lemme suivant est 'ingrédient principal pour finir la preuve du Théoréme 6.

LEMME 2. — Supposons que 7 ait presque des vecteurs invariants, mais pas de vec-
teur tnvariant non nul. Pour tout M > 1, il existe un vecteur vy € H tel que
S(var) =1 et 8(u) > 1 pour tout u € H tel que |ju—vp|| < M.

Démonstration. — On va montrer que, pour tout M > 1, il existe r > 0 et wys € H
tels que 0(wpr) = /M et §(u) > r/2M pour tout u € H avec ||ju —wys|| < r. I suffira
alors de poser vy = Mwy/r pour conclure.

En effet, comme 7 possede presque des vecteurs invariants, on trouve d’abord un
vecteur wy € H tel que [|wq]| > 1 et 6(wq) = 1/2M.

Si §(u) > 1/4M pour tout u € H tel que ||lu—wq| < 1/2,alorsr = 1/2 et wp = wy
font I'affaire.

(M) ’hypothese de séparabilité peut en fait étre éliminée.

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2004



108 A. VALETTE

Sinon, il existe u € H tel que ||lu —wn|| < 1/2 et 6(u) < 1/4M. Par continuité de 4,
on trouve wg € H tel que ||we —wi]] < 1/2 et §(we) = 1/4M.

Sid(u) > 1/8M pour tout u € H tel que |[u—ws|| < 1/4, alorsr = 1/4 et wpr = wo
font Vaffaire.

Sinon, il existe u € H tel que ||u —wa|| < 1/4 et 6(u) < 1/8M. Par continuité de 4,
on trouve ws € H tel que ||wg — wa]| < 1/4 et §(ws) = 1/8M.

Cette construction par récurrence s’arréte en un nombre fini de pas. En effet, dans
le cas contraire, on construit une suite (w;);>1 dans H, telle que ||w;+1 — w;]| < 1/2°
et 8(w;r1) = 1/2771M pour tout i > 1. Cette suite est une suite de Cauchy dans H,
elle converge vers un vecteur w € H, non nul (car ||wy]| > 1) et tel que §(w) =0 (par
continuité de §). Donc w est fixe par tout élément de Q. Comme @ engendre G, le
vecteur w est invariant non nul, ce qui contredit notre hypothese sur 7. O

Idées pour finir la preuve du Théoréme 6. — 1l reste a démontrer 'implication
(ii) = (i), ce qui se fait par contraposition. Si G n’a pas la propriété (T), on trouve
une représentation unitaire m de GG, qui possede presque des vecteurs invariants mais
pas de vecteurs invariants non nuls. Par le lemme 2, pour tout m € N, on trouve un
vecteur vy, tel que 6(vy,) = 1 et 6(u) > 1/2 pour tout u dans la boule de rayon m
centrée en v,,.

Heuristiquement, la preuve consiste a considérer la suite des boules B,, centrées
en v, et de rayon m, munies de la «restriction de I'action » de G (bien stir, les By,
ne sont pas G-invariantes, mais « presque » : comme 6(v,,) = 1, les éléments de @
déplacent tres peu le centre, par rapport au rayon). L’idée est d’extraire de cette suite
une sous-suite convergente dans ’espace des G-espaces métriques : I’espace-limite sera
un espace de Hilbert muni d’une action isométrique affine o de G, de partie linéaire o.
La condition 6(u) > 1/2, pour tout u dans la réunion des B,,, montre que o n’a pas
presque des points fixes. Par I'interprétation de la 1-cohomologie réduite donnée a la
section 2.1, on en tire que H(G, o) # 0.

Cette heuristique se coule en un argument d’analyse fonctionnelle classique, grace
a la notion de fonction conditionnellement de type négatif. Une fonction continue
¥ : G — RT est conditionnellement de type négatif si 1(1) = 0, 1 (g) = 1 (g~*) pour
tout g € G, et pour tous n €N, g1,...,9, € G;A1,..., A\, ERtelsque Y ;" A =0:

n n
SOD AiNUlggy) < 0.
i=1 j=1
Les fonctions conditionnellement de type négatif sur G forment un cone convexe,
fermé pour la topologie de la convergence uniforme sur les parties compactes de G.
Si a est une action isométrique affine de G sur un espace de Hilbert H, et v € H, la
fonction ¥(g) = ||a(g)v — v||? est conditionnellement de type négatif. Cet exemple est
en fait général : une construction de type Gelfand-Naimark-Segal (voir [30], chapitre 5)
montre qu’a toute fonction ¢ conditionnellement de type négatif sur G, on associe un
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espace de Hilbert H, et une action isométrique affine oy, de G sur Hy, telle que
l'orbite ay,(G)(0) engendre un sous-espace dense, et ¥(g) = [|ay(g9)(0)[|?. Shalom a
montré (lemme 6.5 et corollaire 6.6 de [48]) que l'action .y, ne posseéde pas presque
des points fixes si et seulement s’il existe € > 0 tel que, pour tout n € N, pour tous

nombres réels positifs a1,...,a, avec Y - a; = 1, et tous g1,...,9, € G il existe
g € Q tel que :

n n
(4) S aia; (g gg;) — vlgr gy) > e

i=1 j=1

Si(g) = |la(g)v — v||?, et u =37 | a;(gi)v, 'équation (4) est équivalente & :
(5) lag)u — ul® > e.

Reprenons la preuve de I'implication (ii) = (i) du Théoréme 6, en supposant le
groupe G discret® . Posons ¢, (g) = [|[7(9)vm — vm||? : la fonction 1, est condition-
nellement de type négatif sur G (on voit 1’action linéaire 7 comme une action affine).
Tout élément ¢ € G peut s’écrire comme un mot de longueur k sur Q U Q! ; par
inégalité triangulaire, on en tire

(6) Ym(9) < ké(vm) = k.

La suite (¢ )m>1 est donc bornée sur les parties finies de G. Le théoréme d’Ascoli-
Arzela permet d’extraire de cette suite une sous-suite convergeant vers une fonction
conditionnellement de type négatif 1. Il reste a montrer que oy, n’a pas presque des
points fixes.

Pour ce faire, nous allons montrer que 'inégalité (4) est satisfaite avec e = 1/4. Si ce
n’était pas le cas, on trouverait a1, ..., a, € [0, 1], avec Z?:l a;=1,etg1,...,9n € G
tels que pour tous g € Q :

DD aia; Wiy 9g;) — (g gs)) < 1/4

i=1 j=1
La méme inégalité est donc satisfaite par les fonctions ,,, pour une infinité d’in-
dices m. Par l'inégalité (5), elle se récrit, avec wm, = Y o ; a;m(gi)vm

17(9)thm — um||* < 1/4

pour tout g € Q, ou encore §(u,,) < 1/2. Soit k tel que g1,. .., g, s’écrivent comme
des mots de longueur au plus k sur Q U Q1. Pour m > k, I'inégalité (6) montre que
les 7(g1)Um, - - - , (gn)Vm sont dans la boule B,,, et donc u,, € By,. Mais le lemme 2
implique alors que §(u,) > 1/2 : en prenant m assez grand, on arrive ainsi & une
contradiction. 0

®)Le cas général exige de raffiner le lemme 2, pour assurer que la famille de fonctions

(g — lIm(g)var — vl ar>1

est équicontinue sur les parties compactes de G.
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Shalom a aussi obtenu une conséquence remarquable du Théoreme 6, ou plutot de
sa preuve :

COROLLAIRE 2. — Tout groupe de Kazhdan dénombrable est quotient d’un groupe de
Kazhdan de présentation finie.

Démonstration. — Soit I" un groupe de Kazhdan dénombrable. Comme I" est de type
fini, on peut ’écrire comme quotient d’un groupe libre d’un certain rang m fini :

I =F,,/N.
Soit 71,72, ... une énumération des éléments du sous-groupe normal N. Notons N,
le sous-groupe normal de F,, engendré par {ri,...,r,}, et posons I';, = F,,,/N,,. On

va montrer qu’il existe n tel que T';, ait la propriété (T).

Si ce n’était pas le cas, on trouverait pour tout n une représentation unitaire 7, de
I',,, possédant presque des vecteurs invariants, mais sans vecteur invariant non nul.
On voit 7, comme une représentation du groupe libre F,,. Soit ) une base de F,,. Le
lemme 2 fournit, pour tout n, un vecteur v, dans ’espace de Hilbert de 7, tel que
0(vn) =1 et 6(u) > 1/2 pour tout u dans la boule centrée en v, et de rayon n. Pour
g € Fp,, posons ¥,(g) = ||7n(g)vn — v, ||2. Comme dans la preuve du Théoreme 6, on
peut extraire de la suite (1,,)n>1 une sous-suite qui converge ponctuellement sur F,,
vers une fonction conditionnellement de type négatif v, telle que ’action isométrique
affine oy, n’ait pas presque des points fixes, et en particulier n’ait pas de point fixe.
D’autre part, la fonction v, s’annule sur N,,, donc ¥ s’annule sur N (qui est la réunion
croissante des Ny,). Ceci veut dire que 'action isométrique affine oy, factorise par T,
ce qui contredit la propriété (T) pour T. O

Ezemple 7. — Notons F,[X] (resp. F,((X))) I'anneau des polynémes (resp. le corps
des séries formelles) & coefficients dans le corps fini IF,, d’ordre p premier. Le groupe
I' = SL3(Fp[X]) est isomorphe & I' = SL3(F,[1/X]), lequel est un réseau dans
SL3(F,((X))). Par les Théoremes 1 et 2, le groupe I' a la propriété (T). D’autre
part, Behr [4] a montré que T' n’est pas de présentation finie®. Un probléme ouvert
consiste a décrire explicitement un groupe de Kazhdan de présentation finie qui se
surjecte sur I'. Le groupe SL3(Z[X]) se qualifie-t-il pour cela (& ma connaissance, on
ne sait pas si SL3(Z[X]) est de présentation finie, ni s’il a la propriété (T)) ?

3.2. Propriété (T) et applications harmoniques

La possibilité d’exploiter la théorie des applications harmoniques (et spécialement
la super-rigidité « géométrique ») pour établir la propriété (T) a déja été discutée
dans le Séminaire Bourbaki 778 de P. Pansu [41]. Nous allons commencer par exposer
un résultat non publié de Y. Shalom, qui lie la propriété (T) d’un groupe G aux

(6)Notons que, pour n > 4, le groupe SLy(Fp[X]) est de présentation finie! C’est un résultat de
Rehmann et Soulé [44].
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applications harmoniques a valeurs dans un espace de Hilbert, G-équivariantes par
rapport a une action affine isométrique de G.

DEFINITION 5. — Soit G un groupe localement compact, et K un sous-groupe com-
pact.

a) La paire (G, K) est une paire de Gelfand si l’algébre de convolution C.(G//K)
des fonctions continues, K -bi-invariantes, a support compact, est commutative.

b) Si (G, K) est une paire de Gelfand, une représentation unitaire irréductible m
de G est sphérique si elle admet des vecteurs K -fizes non nuls(™.

Pour les représentations sphériques, Delorme [16] a obtenu un résultat d’annulation
de la 1-cohomologie :

THEOREME 7. — Soit (G, K) une paire de Gelfand. Si m est une représentation sphé-
rique non triviale de G, alors H*(G,m) = 0. (|

Voici alors le résultat de Shalom.

THEOREME 8. — Soit (G, K) une paire de Gelfand, ot G est un groupe de Lie
conneze avec G/[G,G] compact. Si G n’a pas la propriété (T), il existe une applica-
tion F harmonique, non constante, G-équivariante de G/K wvers un espace de Hilbert

H muni d’une action isométrique affine de G.

Démonstration. — Commengons par construire I’application F. Comme G n’a pas
la propriété (T), par le Théoréme 6 il existe une représentation unitaire irréductible
7 de G, sur un espace de Hilbert H, telle que H'(G,7) # 0. Comme G/[G,G] est
compact, m n’est pas la représentation triviale de dimension 1. Soit b € Z1(G, ) un
cocycle qui n’est pas un cobord; notons « l’action isométrique affine de G sur ‘H
associée & b. Comme K a la propriété (T) (ou simplement en moyennant sur K par
rapport & la mesure de Haar dk normalisée), on trouve un point vyg € H fixe par
a(K). On peut alors considérer I'application orbitale F : G — H : g — a(g)(vo),
qui factorise en une application F : G/K — H : gK — «(g)(vg) non constante,
G-équivariante. Nous allons montrer en trois pas que F' est harmonique.

— ler pas : Le point vy est 'unique point de H fixé par a(K). En effet, s’il existait
un deuxiéme point v; fixe par oK), le vecteur non nul vg — vy serait fixe par la partie
linéaire 7(K), et 7 serait sphérique, ce qui contredirait le Théoreme 7.

— 2¢éme pas : Pour tous g,h € G, on a fK ﬁ(gkh) dk = ﬁ(g) En effet, pour tout
v € H, on a, par le premier pas : [} a(k)vdk = vy (car le membre de gauche est fixe
par «(K)). Donc :

/K F(gkh) dk = a(g) /K a(k)a(h)vo dk = alg)vo = F(g).

(MDans ce cas, ’espace des vecteurs K-fixes est de dimension 1.
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Pour zyp = goK et = des points de G/K, on peut récrire :

(7) /K F(gokgy 'z) dk = F(xo),

qui veut dire que la moyenne de F' sur toute orbite du fixateur de xg est égale a
la valeur de F' en xo (on est donc trés proche de la caractérisation des fonctions
harmoniques par la propriété de la moyenne).

— 3¢me pas : Pour u € H, posons F,(g) = (F(g)|u) et F,(x) = (F(z)|u). Montrons
que F est harmonique au sens fort, c’est-a-dire que D(F,) = 0 pour tout u € H
et tout opérateur D sur C*°(G/K), G-invariant, nul sur les constantes. Reprenons
I'équation (7) : pour tout go € G, la fonction  — [, F, (gokgglz) dk est constante,

donc par G-invariance de D :

0= D(/KFu(gokgo’lw) dk) = /K(DFu)(gokgalw) dk;

pour = = xg, on en tire (DFy,)(z9) = 0, donc DF,, est identiquement nulle. O

Pour faire le lien entre propriété (T) et super-rigidité géométrique, énongons un
résultat de J. Jost [34].

THEOREME 9. — Soit X un espace riemannien symétrique irreductible du type non
compact, distinct de l’espace hyperbolique réel H™(R) ou compleze H™(C) ; soit T' un
réseau co-compact du groupe des isométries de X. Soit N une variété riemannienne
compléte simplement connexe, d courbure sectionnelle négative (< 0), éventuellement
de dimension infinie, sur laquelle T' agit par isométries. Soit F' : X — N une ap-
plication harmonique T'-équivariante. Ou bien F est constante, ou bien F est (aprés
multiplication de la métrique de N par un scalaire positif ) un plongement isométrique
totalement géodésique.

L’exemple le plus simple de variété riemannienne complete, simplement connexe,
a courbure sectionnelle négative, qui soit de dimension infinie, est évidemment un
espace de Hilbert. Dans ce cas, 'application F' du Théoréme 9 ne peut pas étre un
plongement isométrique totalement géodésique. Donc F' est constante. Nous voyons
que le Théoreme 9, combiné au Théoreme 8, fournit une preuve (plutét cotiteuse) de la
propriété (T) pour les groupes de Lie simples connexes de centre fini, non localement
isomorphes & SO(n, 1) ou SU(n, 1).

Terminons cette section en expliquant une preuve récente, due & M. Gromov ([26],
3.7.D'), de la propriété (T) pour les groupes Sp(n, 1) et Fy_s0), de rang réel 1 (voir
Théoréme 3(ii)).

Soit X un espace riemannien symétrique irréductible de rang 1 de type non com-
pact : X est donc un espace hyperbolique H"(K) de dimension n sur K, avec K =
R,C,H ou Cay (et n = 2 dans ce cas).

Fixons quelques notations. G est la composante connexe du neutre du groupe des
isométries de X ; K est un sous-groupe compact maximal de G, et o € X un point
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dont le fixateur dans G est exactement K. On pose encore d = dimg (K), m; = d(n—1),
mo = d — 1 (mq,mgo sont les parametres du groupe nilpotent qui apparait dans la
décomposition d'Iwasawa de G).

Notons r la distance géodésique de = a x¢ dans X. Une fonction f a valeurs réelles
sur X est radiale si elle ne dépend que de r, c’est-a-dire s’il existe une autre fonction
¢ telle que f(z) = ¢(r). Normalisons la métrique de sorte que I'inclusion H" ~}(K) —
H"(K) soit un plongement isométrique totalement géodésique. Le laplacien sur une
fonction radiale f(z) = ¢(r) est alors donné par expression

(8) Af =—=¢" —m(r)¢’,

ol m(r) = mq cothr + 2mg coth 2r (voir [17]).

J’ai eu besoin du lemme suivant pour comprendre la page 37 de [26].

LEMME 3. — Soit F' une application G-équivariante de X wvers un espace de Hilbert
H muni d’une action isométrique affine de G, telle que F(x¢) = 0. Alors :

i) Si F est non constante, il existe une constante X > 0 telle que \F' soit localement
isométrique, c’est-a-dire M|dF,(Y)| = ||Y|| pour tousz € X, Y € T, X.
i) Pour tout x € X, on a Re{(AF(z)|F(x)) > 0.

Preuve du point (i). — Notons 7 la partie linéaire de l'action affine de G sur H. La
différentielle dF;, est un opérateur d’entrelacement entre la représentation d’isotropie
de K sur T,,X et la restriction de m & K. Les deux formes quadratiques sur T, :

Y Y% Y [[dFe, (V)2

sont K-invariantes. Comme la représentation d’isotropie est irréductible, le lemme de
Schur assure que ces deux formes quadratiques sont proportionnelles : il existe A > 0
tel que A||dFy, (Y)|| = ||Y|| pour tout Y € T,,X. La transitivité de laction de G
sur X, et la G-équivariance de F', permettent de conclure. O

La preuve du point (ii) est plus calculatoire, et réutilise le Théoréme 7; pour les
détails, voir [5], 3.6.18.

L’idée de Gromov pour établir la propriété (T') pour Sp(n, 1) et Fy_o0) est d’étudier
la croissance des applications G-équivariantes X — H et de montrer que, parmi
celles-ci, les applications harmoniques ont la croissance la plus rapide. La proposition
suivante résume les idées de [26], 3.7.D’.

PROPOSITION 5. — Soit F' : X — H une application G-équivariante, localement
isométrique, avec F(xg) = 0. Soit ¢ la fonction sur Rt définie par ¢(r) = ||F(x)|>.

Alors, pour r — oo :
2dim X

mi + 2m2

¢(r) <

avec €éqgalité si F' est harmonique.

r+o(r),

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2004



114 A. VALETTE

Démonstration. — Si M est une variété riemannienne et h : M — H est une appli-
cation vers un espace de Hilbert, un calcul facile montre que, pour x € M :

(9) Al[pl*(2) = 2Re(Ah()|h(x)) — 2]l dhe||Zs,

ou ||dh;||ps = /Tr((dhy)*dh;) est la norme de Hilbert-Schmidt de la différentielle
dh,. En particulier, si h est localement isométrique, on a ||dh,||% ¢ = dim M.

Appliquons ceci avec M = X, h = F. En combinant les équations (8) et (9), on
obtient :

" +m(r)¢’ = —2Re(AF (z)|F(x)) + 2dim X;

c’est une équation différentielle ordinaire du second ordre en ¢, qu’on peut résoudre
par la méthode de variation des constantes. Comme Re(AF(z)|F(z)) > 0 (voir le
lemme 3 (ii)), la solution ¢ sera dominée par la solution de 1’équation obtenue en
annulant le terme —2Re(AF(z)|F(z)). Un calcul direct donne alors le résultat. O

La constante 2dim X /(m1 + 2ma2) se calcule aisément dans les différents cas :

¥ 2dim X
m1+2m2

H™"(R) | 2+ 2
n—1

H"(C) 2
H*H) |2- 2
2n+1

H*(Cay) 8/7
H?(Cay) 16/11

On voit ici la principale différence entre les quatre familles d’espaces hyperboliques.
Pour H"(R), la constante 2 dim X /(my + 2mz) décroit avec la dimension ; pour H"(C)
elle ne dépend pas de la dimension; pour H"(H) ou H"(Cay), elle augmente avec la
dimension.

Preuve du Théoréme 3 (ii). — Nous voulons montrer que, pour n > 2, le groupe
G = Sp(n,1) a la propriété (T). Supposons par I'absurde qu’il ne I’a pas. Par le
Théoreme 8, il existe une application G-équivariante, harmonique, non constante, F’
de X = H"(H) vers un espace de Hilbert. Quitte & conjuguer l'action affine de G par
une translation, nous pouvons supposer F'(zo) = 0; par le lemme 3 (ii), nous pouvons
supposer que F' est localement isométrique.

Soit ¢(r) = || F(x)||?. L’idée est de restreindre F' & une droite hyperbolique quater-
nionienne I = H!(H) passant par x ; le groupe d’isométries de L est G’ = Sp(1,1). La
restriction F'|;, est localement isométrique, G’-équivariante (mais pas nécessairement
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harmonique). Comme L est totalement géodésique dans X, on a ||F|L(z)]|? = ¢(r)
pour x € L. Par deux applications de la Proposition 5, on a, pour r — oo :

8r) < 5r+olr) < (2— 50 )+ o(r) = 601,

ce qui est une contradiction. La preuve pour Fy_sp) est tout a fait semblable. o

3.3. Extensions centrales

Nous allons exposer ici la preuve de Shalom d’un résultat de Serre (voir [30], Théo-
réme 12 du Chapitre 2), qui permet de relever la propriété (T) & des extensions
centrales. Le lemme suivant est facile.

LEMME 4. — Soit Z un sous-groupe fermé central du groupe localement compact G.
Soit ™ une représentation unitaire irréductible de G. Si la restriction de m a Z est
non triviale, alors H*(G,7) = 0.

Démonstration. — Par le lemme de Schur, il existe un caractére x : Z — S tel que
7(z) = x(2)Id pour tout z € Z. Soit zg € Z tel que x(20) # 1. Soit b € ZY(G,7);
montrons que b est un cobord. Pour g € G, la relation de cocycle donne :

m(9)b(20) + b(g) = b(gz0) = b(209) = x(20)b(g) + b(20)

ou encore : bz0) bz0)
20 20
blg) = 7T(g)( ) - ,
x(z20) =1/ x(z0) — 1
donc b € BY(G, ). O
THEOREME 10. — Soit G un groupe localement compact, compactement engendré,

séparable. On suppose de plus que 'abélianisé séparé G /|G, G] est compact. Soit Z un
sous-groupe fermé central de G. Si G/Z a la propriété (T), alors G l'a également.

Démonstration. — Par le Théoreme 6, il suffit de montrer que, si 7w est une repré-
sentation unitaire irréductible de G, alors H!(G,7) = 0. Si 7 est non triviale sur Z,
cela résulte du lemme 4. Supposons donc 7 triviale sur Z, et voyons m comme une
représentation de G/Z. Soit b € Z*(G, ). Si la restriction de b & Z est identiquement
nulle, alors b factorise par G/Z, et la propriété (T) pour G/Z assure que b est un
cobord.

Il reste & montrer que b doit s’annuler sur Z. Si ce n’était pas le cas, on trouverait
zo € Z tel que b(zp) # 0 et donc, pour tout g € G :

m(9)b(20) + b(g) = b(g20) = b(z09) = b(g) + b(20),
ou encore
m(9)b(20) = b(20)-
La représentation m admet donc un vecteur fixe non nul. Comme elle est irréductible,
cela implique que 7 est la représentation triviale en dimension 1, et que b est un
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homomorphisme continu de G vers C. Comme G/[G,G] est compact, b doit étre
0)

identiquement nul, ce qui contredit notre hypothese b(zp) # 0. O

Du Théoreme 10, on déduit immédiatement :

COROLLAIRE 3. — Soit G un groupe de Lie semi-simple connexe, et I' un réseau
dans G. Notons G le revétement universel de G, et I' l’image inverse de I dans G.
i) G a la propriété (T) si et seulement si G l'a;
i) T a la propriété (T) si et seulement si ' la. O

Ce Corollaire montre que, pour les groupes de Lie semi-simples, la propriété (T)
est un invariant d’isomorphisme local(®.

Le Corollaire 3 est spécialement intéressant pour un groupe de Lie G simple, &
groupe fondamental cyclique infini® : si le rang réel de G est > 2, alors G est un
exemple de groupe de Kazhdan & centre infini. C’est le cas pour G = Spa,(R) (n > 2),
G = SU(p7Q) (2 <p< Q)v G= 80(27m) (m = 3)7

Exploitons cette derniére remarque pour donner une réponse — négative — a une
question posée dans [30] : pour les groupes de type fini, la propriété (T) n’est pas un
invariant de quasi-isométrie. Il est difficile d’attribuer ce résultat avec précision : au
printemps 2000, plusieurs exemples ont surgi un peu partout... Je dirai simplement
que la construction suivante m’a été expliquée par C. Pittet.

PROPOSITION 6. — Soit I' un réseau co-compact dans un groupe de Lie G simple,
de rang réel au moins 2, a groupe fondamental cyclique infini. Soit G le revétement
universel de G, et r limage inverse de I' dans G. Le groupe f, qui a la propriété (T),
est quasi isométrique au groupe I' X Z, qui n’a pas la propriété (T).

Démonstration. — Par le Corollaire 3, le groupe [ala propriété (T), et bien stir le
groupe I' X Z ne I’a pas.

Soit G = AN K une décomposition d’Iwasawa de GG, avec K un sous-groupe com-
pact maximal. Munissons G/K de sa structure riemannienne d’espace riemannien
symétrique, et G, K de structures riemanniennes invariantes a gauche; relevons ces
dernitres aux revétements universels G et K. Le groupe r agit librement, isométri-
quement, avec quotient compact, sur G : les espaces métriques T et G sont donc
quasi isométriques. De méme, I' X Z agit proprement isométriquement, avec quotient
compact, sur G/K X K :les espaces métriques I' x Z et G/K X K sont donc quasi
isométriques.

Il suffit alors de montrer que GetG /K X K sont quasi isométriques. Et pour ce
faire, il suffit de s’assurer que G et G/K x K sont bi-Lipschitz-équivalents.

(8)Ceci est fauz pour les groupes de Lie quelconques : penser au cercle et & la droite réelle!
(9 On sait que ceci se produit exactement quand l’espace symétrique associé & G est un domaine
hermitien symétrique irréductible.
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Pour voir ceci, identifions AN & G/K de fagon AN-équivariante, et considérons
I’application
¥ :G— AN x K : ank — (an, k) ;
c’est un difféomorphisme AN-équivariant. Fixons x € G; comme deux normes sur
R™ sont bi-Lipschitz-équivalentes, il existe une constante C, > 0 telle que, pour tout
vecteur Y tangent a G en z :

1
o Yl < lldda(M) < CallY].

Par compacité de K, on trouve C > 0 tel que, pour tout k € K et tout vecteur Y
tangent a G en zk :

1
oMYl < lldyex (VI < ClIY.

Enfin, comme v est AN-équivariante, cette constante C est indépendante de x, ce qui
montre que Y est bi-lipschitzien. O

Par contraste avec la Proposition 6, ’annulation de la 1-cohomologie a coefficients
dans la représentation réguliere gauche est un invariant de quasi-isométrie pour les
groupes de type fini, voir [6].

4. LE CRITERE SPECTRAL

4.1. L’approche

Soit X une variété compacte, ou un CW-complexe fini. Notons X le revétement
universel de X, et I' = 71 (X) le groupe fondamental de X.

Dans [41], Pansu propose le programme suivant pour démontrer que I' a la propriété
(T). Soit 7 une représentation unitaire de I', sur un espace de Hilbert H, : on veut
montrer que H(T', ) = 0. Pour cela, on considere le produit X x ‘H,, muni de 'action
diagonale de I". Le quotient E, = X Xr Hr est un fibré plat, de fibre H, au-dessus
de X. La cohomologie des groupes assure alors que :

HYT,7) = HY(X,E,);

le membre de droite se comprenant comme la 1-cohomologie des formes différentielles a
valeurs dans E;: si X est une variété, et comme la 1-cohomologie cellulaire a coefficients
dans F, si X est un CW-complexe.

Si X est une variété, on peut faire appel a la théorie de Hodge (ceci n’est pas
trivial, puisque les fibres de E sont en général de dimension infinie! — voir Mok [39],
Corollaire 0.1 pour les détails) : T a la propriété (T) si et seulement si, pour toute
représentation unitaire 7w de I, il n’y a pas de 1-forme harmonique non nulle sur X a
valeurs dans F,. Si X est un espace riemannien symétrique irréductible du type non
compact, distinct de espace hyperbolique réel H"(R) ou complexe H"(C), la formule
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de Bochner-Weitzenbéck montre que le laplacien sur les 1-formes a valeurs dans E; est
borné inférieurement par une constante strictement positive, donc a un noyau trivial :
c’est ainsi que Mok ([39], Corollaire 0.2) démontre le Théoréme 2 (pour les groupes
de Lie simples réels) et le Théoreme 3(ii). Il est & noter que la borne inférieure sur
le laplacien est indépendante de la représentation 7, et ne dépend que du tenseur de
courbure de X.

Dans le cas ot X est I'immeuble de Bruhat-Tits associé & un groupe algébrique
simple G sur un corps local non archimédien K, Garland [21] avait dés 1973 fait
marcher le programme esquissé ci-dessus : si I' est un réseau co-compact dans G(K),
alors HY(I',7) = 0 pour toute représentation unitaire = de dimension finie de T :
I’hypothese de finitude de la dimension s’explique par le recours a la théorie de Hodge
(voir aussi lexposé de Borel [7]). P. Pansu [42], dans le cas des immeubles de type Ay,
et W. Ballmann et J. Swiatkowski [2] ainsi que A. Zuk [55] indépendamment, dans le
cas plus général d’un complexe simplicial simplement connexe de dimension 2, ont pu
éliminer 'usage de la théorie de Hodge. La condition locale de courbure se lit alors
sur les links de sommets, qui sont des graphes, plus particulierement sur les valeurs
propres du laplacien combinatoire sur les links.

DEFINITION 6. — Soit L = (V, E) un graphe fini. Le laplacien combinatoire de L est
Uopérateur auto-adjoint Ay, : £2(V) — £2(V') défini par :

Bh@) = f@) -2z X 1)

y voisin dex

(f € 2(V),x € V). Les valeurs propres de L sont celles de Ay, :

(avec 0 < A1 (L) si et seulement si L est connexe).
Le résultat de Ballman-Swiatkowski [2] et Zuk [55] s’énonce :

THEOREME 11. — Soit X un complexe simplicial localement fini, simplement
connezxe, de dimension 2, tel que pour chaque sommet v € X le link L., satisfait
A(Ly) > 1/2. Si T est un groupe agissant proprement et avec quotient compact sur
)~(, alors T a la propriété (T). O

Ezemple 8. — 1) Soit X le pavage du plan euclidien par des triangles équilatéraux.
Les links de sommets sont des cycles de longueur 6, pour lesquels on a Ay = 1/2.
D’autre part, le groupe des translations de X est isomorphe & Z?, donc n’a certai-
nement pas la propriété (T). Cet exemple montre que I'hypothese spectrale dans le
Théoreme 11 ne peut étre améliorée.
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2) Un groupe I" s’appelle groupe 1’2{2 s’il admet une action simplement transitive,
permutant cycliquement le type des sommets, sur les sommets d’un immeuble épais de
type As. Ces groupes ont été étudiés et caractérisés par Cartwright-Mantero-Steger-
Zappa [10] : la plupart peuvent étre réalisés comme réseaux co-compacts dans PG L3
d’un corps local non archimédien K, mais pas tous : I’existence d’immeubles de type
12{2 non classiques permet de construire des groupes ;12 qui ne sont pas des réseaux
dans PGL3(K). Cartwright-Mlotkowski-Steger [11] ont montré, par un remarquable
calcul direct, que tout groupe A ala propriété (T) : pour la premiére fois, la propriété
(T) était établie pour un groupe dénombrable sans faire appel & la théorie des réseaux
dans les groupes algébriques simples sur les corps locaux!?). Le Théoréme 11 fournit
une preuve simple du résultat de Cartwright-Mlotkowski-Steger : en effet un link de
sommet d’un immeuble de type /TQ est le graphe d’incidence points-droites d’un plan
projectif sur un corps fini : le calcul du spectre de ce graphe (voir Feit-Higman [19])
montre que le critére spectral est satisfait.

3) Dans [3], S. Barré construit un immeuble épais de type Zg, qui admet un groupe
d’automorphismes I' & quotient compact, mais pas de groupe d’automorphismes tran-
sitif sur les sommets. Un tel immeuble est donc non classique. Le calcul de [10] ne
s’applique pas au groupe I'; par contre, le Théoreme 11 s’y applique, et montre que
' est un exemple géométrique complétement neuf de groupe ayant la propriété (T).

4.2. La propriété (T) sur ordinateur ?

Le Théoreme 11 a ouvert une possibilité qui paraissait inimaginable il y a 10 ans :
celle de vérifier la propriété (T) sur ordinateur! En effet, si X est un complexe sim-
plicial de dimension 2 donné explicitement, avec des links pas trop grands et en petit
nombre (& isomorphisme pres), on peut envisager de vérifier le critére spectral en
faisant calculer par la machine la plus petite valeur propre non nulle du laplacien
combinatoire des links de X.

D’autre part, tout groupe de présentation finie admet une action propre, & quotient
compact, sur un complexe simplicial simplement connexe de dimension 2 (& savoir le
revétement universel de la subdivision barycentrique du 2-complexe de présentation).
Le Théoréme 11 suggere que la propriété (T) pourrait se lire sur une présentation du
groupe... Ballmann et Swiatkowski ([2], Corollaire 2) ont donné les premiers exemples
de présentations de ce type :

THEOREME 12. — Soient H un groupe fini, S C H — {1} une partie génératrice de

H, et H = (S | R) une présentation de H. On suppose que le graphe de Cayley
L =G(H,S) aun tour de taille au moins égal & 6, et satisfait A\1(L) > 1/2. Alors le

(10) Comparer avec la preuve de Shalom [49] de la propriété (T) pour SL,(Z) (n > 3), qui n’utilise
pas le fait que SLy(Z) est un réseau dans SLn(R).
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groupe I' donné par la présentation
F=(Su{r} | RU{r*}u{(s7)®:5€ 8}
est un groupe infini possédant la propriété (T). O

En fait, sous la seule hypothese de tour de taille > 6, le groupe I' donné par
la présentation du Théoreme 12 agit proprement, avec quotient fini, sur un complexe
simplicial contractile de dimension 2, dont tous les links de sommets sont isomorphes a
L =G(H,S) ([2], Theorem 2). Ceci montre que I' est infini. Le Théoréme 12 découle
alors du Théoreme 11. Pour des exemples de graphes de Cayley de groupes finis
satisfaisant les deux hypotheses du Théoréme 12, voir [37].

A. Zuk est parvenu a abstraire les conditions du Théoréme 11 pour donner une
condition suffisante pour la propriété (T), qui ne dépend que d’une présentation d’un
groupe (mieux : qui ne dépend que de certaines relations).

Soit I' un groupe engendré par une partie S finie, symétrique (S = S~1), avec 1 ¢ S.
On définit un graphe L(S) dont ’ensemble des sommets est S, et dont I'ensemble des
arétes est {{s,t} : s,t,s71t € S}. Si ' = (T | R) est une présentation de T, et
S = TUT™!, on voit que L(S) ne dépend que des relations de longueur 3. Zuk
démontre alors ([56], Theorem 1) :

THEOREME 13. — Si le graphe L(S) satisfait A1 (L(S)) > 1/2, alors T a la propriété
(T). O

La condition A;(L(S)) > 1/2 implique que L(S) est connexe. Remarquons qu’il
n’est pas restrictif de supposer L(S) connexe : en effet, en remplagant S par la réunion
des mots de longueur 1 et de longueur 2 sur S, on obtient une partie génératrice S’
avec L(S") connexe. Notons encore que, malgré certains reliquats cohomologiques, la
preuve du Théoreme 13 ne repose plus sur le théoreme de Delorme-Guichardet, mais
sur la définition originale de la propriété (T).

4.3. Applications

La condition suffisante du Théoreme 13 s’avere particulierement maniable. Par
exemple, il résulte du Corollaire 2 (et de sa preuve) que, si I' = (T | R) est une
présentation d’un groupe de Kazhdan, il est possible d’extraire de I’ensemble R des
relations un nombre fini r1, ..., 7, de relations, telles que = (T |r1,...,m) posséde
la propriété (T). D’ou la question : peut-on expliciter les relations qu’on peut sup-
primer de R, tout en assurant que le groupe correspondant a la propriété (T) ? Zuk
([56], Theorem 5) donne une réponse en ce qui concerne les relations de longueur 3 :

THEOREME 14. — Soit T' un groupe de type fini. Soit S une partie génératrice finie,
symétrique, avec 1 ¢ S. On suppose que A\1(L(S)) > 1/2. Soit t € N tel que t <
L (M(L(S)) — %) min{deg(s) : s € L(S)}. En supprimant t relations de longueur 3
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de toute présentation de I' sur la partie génératrice S, on obtient un groupe qui posséde
la propriété (T). O

Zuk en déduit aussi la généricité des groupes de Kazhdan parmi les groupes donnés
par une présentation a relations de longueur 3. Plus précisément, on considere les
présentations P sur m générateurs sy, ..., Sy, & 2mo relations de la forme

1_dg 1y i 1
(5j01(Sj)‘72(5j))1<i<v;1<j<m
ol 0},0%,...,07,0% sont 2v permutations de 'ensemble {s1,...,8m,57",...,5."
a 2m éléments. On note I'(P) le groupe défini par cette présentation, et P(m,v)
Pensemble des présentations de ce type (deux présentations étant différentes si les

permutations sont différentes). On a alors ([56], Theorem 12) :

THEOREME 15. — Pour v assez grand :
lim card{P € P(m,v) : I'(P) est de Kazhdan} _ 0
m—oo card P(m, v)

Remerciements. — Merci a Yehuda Shalom pour d’utiles conversations, et a mes
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