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SUR LA THEORIE ELEMENTAIRE DES GROUPES LIBRES
[d’aprés Sela]

par Frédéric PAULIN

Etant donné un groupe G, on appelle théorie élémentaire de G I’ensemble T(G) des
formules closes du langage des groupes (en logique du premier ordre) qui sont vérifiées
dans G, et théorie universelle de G 'ensemble Ty (G) de ces formules en forme prénexe
dont les quantificateurs sont tous V (voir le chapitre 1). Deux groupes G,G’ sont
dits élémentairement équivalents si T(G) = T(G’) et universellement équivalents si
Ty (G) = Ty (G).

Dans une série de travaux peu lisibles, Sela [Sell]-[Sel6] annonce™) des résultats
profonds sur la théorie élémentaire des groupes libres, répondant a des questions
soulevées par Tarski vers 1945 (voir [Tar] dans un contexte plus large et [LS, page 51]).
En attendant les arbitrages en cours (voir la note ajoutée sur épreuve), nous les
énongons encore sous forme de conjecture.

CONJECTURE 1. — Deux groupes libres de type fini, non cycliques, sont élémentaire-
ment équivalents.

Sela annonce la liste exacte des groupes de type fini, qui sont élémentairement
équivalents a un groupe libre de type fini, non cyclique : ce sont les tours hyperboliques
(voir le chapitre 6.1), construites par « recollements » successifs de groupes libres et
de groupes fondamentaux de surface. On a en particulier ’énoncé frappant suivant.

CONJECTURE 2. — Le groupe fondamental d’une surface compacte connexe de carac-
téristique d’Fuler au plus —2 est élémentairement équivalent a un groupe libre de type
fini, non cyclique.

Le probléme de Tarski de savoir quels sont les groupes élémentairement équivalents
& un groupe donné, se pose pour d’autres beaux groupes, comme SL,,(Z) et les réseaux
des groupes de Lie connexes. Mais en tant qu’objets universels, les groupes libres sont

(D Le premier résultat ci-dessus, ainsi que la décidabilité de la théorie élémentaire d’un groupe libre
de type fini non cyclique, avaient été annoncés en 1998 par Kharlampovich-Myasnikov [KMO]. Avec
le recul de cinqg ans, il semble clair que les auteurs n’avaient pas de preuve écrite compléete en 1998.
Voir [KM1]-[KM5| pour I’état de leurs travaux.
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fondamentaux et prioritaires. De plus, leur « flexibilité » fait que le probleme est
beaucoup plus difficile a résoudre pour eux que pour des groupes plus «rigides ». En
utilisant les mémes techniques que pour les groupes libres, Sela [Sel7] annonce aussi
la caractérisation des groupes de type fini qui sont élémentairement équivalents & un
groupe sans torsion hyperbolique (au sens de Gromov, voir [Ghyl]).

Cet article est consacré aux résultats structurels sur les groupes limites, i.e. les
groupes de type fini universellement équivalents a un groupe libre de type fini. Nous
avons suivi de pres I’approche topologique de Champetier-Guirardel [CG]. Voir aussi
[BF4].

Dans le chapitre 3, nous donnons diverses caractérisations simples, dues a Re-
meslennikov [Rem], Kharlampovich-Myasnikov [KM1, KM2], Sela [Sell], Champetier-
Guirardel [CG], des groupes limites (ce sont aussi les groupes « multi-résiduellement
libres » de type fini, les sous-groupes de type fini d’un ultraproduit de groupe libre,
les groupes « limites de groupes libres »), ainsi que leurs premiéres propriétés.

Dans le chapitre 5, nous donnons les théorémes principaux de [KM2, Sell] sur la
structure des groupes limites. En particulier (voir [Sell]), en prenant pour racine un
groupe limite G donné, on construit naturellement un arbre fini enraciné de quotients
stricts successifs, de sommets terminaux des groupes libres, appelé diagramme de
Makanin-Razborov, qui permet de « décrire » I’ensemble de tous les morphismes de G
dans un groupe libre.

Les outils principaux sont ceux des actions de groupes sur les arbres, au sens de
[Ser], avec les contributions fondamentales de Rips-Sela [RS] sur les actions & stabi-
lisateurs d’arétes cycliques, que nous rappelons dans le chapitre 4. Nous en donnons
des versions relatives, utiles pour gérer les contraintes sur les parameétres.

Donnons une justification a U'intérét de I’étude des groupes limites pour résoudre
le probleme de Tarski pour les groupes libres (outre le fait qu'un groupe de type
fini élémentairement équivalent a un groupe libre de type fini est bien str un groupe
limite). La structure des formules (quantification sur des variables de combinaisons
booléennes d’équations de groupes en ces variables) montre U'intérét de 1'étude des
équations dans les groupes. De nombreux travaux portent sur ce sujet, dont ceux fon-
dateurs de Lyndon [Lynl, Lyn2]. Les plus frappants jusqu’ici étaient ceux de Makanin
[Mak1, Mak2], qui montrent d’une part qu’il existe un algorithme pour décider si un
systeme fini d’équations dans un groupe libre admet une solution, et d’autre part que
les théories universelles et positives d’un groupe libre de type fini sont décidables, et
ceux de Razborov [Raz|, qui décrivent la structure de I’ensemble de toutes les solu-
tions d’un systeéme fini d’équations dans un groupe libre. Le lien avec le chapitre 5
est le suivant. Considérons un systeme fini d’équations m(p ISRV z) =1 avec z un
uplet d’inconnues, p RERRRY N des uplets de parametres (nécessaires pour le traitement
de la récurrence sur le nombre d’alternances de quantificateurs), et m un uplet de
mots &s lettres de z, 271, pi, pi ~'. Les solutions de ce systéme dans un groupe libre F,
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lorsque les parametres varient dans F' soumis a certaines contraintes, sont en bijec-
tion avec les morphismes de groupes, a valeurs dans F, du groupe G de présentation
<£1’ P T | m(g_)l, . ,Qn,g) = 1), marqué par la suite génératrice (correspondant
a) (]_) ERRRY z), avec contraintes sur les images des ;- Enfin, comprendre les mor-
phismes d'un groupe de type fini dans un groupe libre se ramene a comprendre les
morphismes d'un nombre fini de groupes limites dans les groupes libres (voir para-
graphe 5.2). Mis & part Lyndon et Remeslennikov sous une forme différente, ¢’est sans
doute Rips qui a eu le premier 1'idée que I'on pourrait utiliser les techniques d’actions
de groupes sur les arbres (pas forcément simpliciaux), en particulier & stabilisateurs
d’aréte cycliques, pour résoudre le probleme de Tarski.

Nous concluons cette introduction en donnant un apercu du schéma de la preuve
de Sela de I’énoncé 1. Notons que Bestvina-Feighn annoncent d’autres preuves des
résultats des articles [Sel3, Sel4].

Le cceur des travaux de Sela [Sel2]-[Sel5], dont nous ne parlerons malheureuse-
ment pas ici, et qui est sans doute incontournable pour une solution du probléme de
Tarski, est un procédé d’élimination des quantificateurs. Soient L ,,, L, deux groupes
libres de rang n,m > 2, dont on souhaite montrer qu’ils sont élémentairement équi-
valents, et aj,as les deux premiers éléments communs d’une partie génératrice libre
de L,,,L,,. Par un résultat classique (voir [Sac| disant que L,, et L,, ont la méme
théorie universelle-existentielle, il suffit, par récurrence, de montrer que toute partie
d’une puissance de L ,,, définissable par une formule 3V 3, est une combinaison boo-
léenne de parties définissables par des formules V3, et ceci de maniere indépendante
de n. Cest ce que fait Sela dans [Sel5]. Avec un traitement nécessaire d’une parti-
tion en deux des variables libres, il s’agit de comprendre les parties des puissances
de L ,, définissables par une formule ¥V 3. Lorsque celle-ci est close et positive, disons
Vy Iz m(y, z) = 1, Merzliakov [Mer], dans sa preuve de 1’égalité des théories positives
de L, et I[Tm, introduit un procédé de « solutions formelles » : par des méthodes de
« petite simplification » (comme dans [Sac] d’ailleurs), Merzliakov montre qu'il existe
un uplet de mots z(y, a1, az) en g,i ,al:.t, tels que la formule Vy 3z m(y,z) = 1 est
satisfaite dans LL,, L, si et seulement si Vy m(y,z(y, a1,a2)) = 1 Pest. Sela étend
ces solutions formelles au cas ol la formule V3 n’est plus positive [Sel2] (voir aussi
[KM3a]) et possede des variables libres [Sel5]. C’est la partie la plus technique, qui
amene Sela a introduire de nouvelles variables, ce qui I'oblige dans [Sel4] & un travail
important pour assurer la finitude de ses procédés d’élimination de quantificateurs.

Remerciements. — Cet article doit beaucoup aux travaux [CG, Gui] de Christophe
Champetier et Vincent Guirardel, et je les remercie pour leurs nombreuses conversa-
tions, suggestions et corrections. Je remercie aussi G. Baumslag, F. Dahmani, T. Del-
zant, O. Kharlampovich, G. Levitt, A. Myasnikov, P. Papasoglu, Z. Sela.
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1. THEORIE ELEMENTAIRE DES GROUPES

1.1. Formules

Dans ce texte, nous appellerons formule toute expression logique de la forme

E ki k;
Qur@sws - Quwe V(A migenoma) = 1) A (A mly(ar,. . mn) £1)
| A

i=1 \j=1
avec

- n,n', k, ki, k; dans N tels que n’ < n,
— Q; 'un des quantificateurs V, 3,
— V, A les connecteurs logiques « ou », « et »,

— x; une variable, avec x1, ..., T, les variables lies et xp/ 41, ..., 2, les variables
libres,
- mij, m;j des mots réduits dans les lettres x1, . . ., x, et leurs inverses xfl, et

Toute formule en ce sens est une formule du langage des groupes et toute formule du
langage des groupes est équivalente, modulo la théorie des groupes, a une formule en
ce sens (voir par exemple [CK]).

Une formule est sans quantificateur si n’ = 0, close si n' = n, universelle si Q; est
V pour tout ¢, ezistentielle si Q; est 3 pour tout ¢, positive si kj = 0 pouri =1,..., k.
Une formule V3 est une formule comme ci-dessus telle qu’il existe n” dans N avec
0<n” <n tel que Q; est V pour 1 <i < n” et Q; est 3 pour n”” <7 < n'. On
définit de méme une formule 3V 3.

Si G est un groupe, on appelle théorie élémentaire (respectivement universelle,
existentielle, positive, V3, 3V 3) de G I'ensemble des formules closes (respectivement
closes universelles, closes existentielles, closes positives, closes V3, closes 3V 3) véri-
fiées dans G, et on la note T(G) (respectivement Ty (G), T3 (G), T+(G), Tva(G),
T3v3 (G)).

Un plongement élémentaire f : G — G’ est un morphisme injectif de groupes tels
que, pour toute formule p(z), de k-uplet de variables libres z, et pour tout k-uplet
a dans G, V'expression logique ¢(a) est vérifiée dans G si et seulement si ¢(f(a))
est vérifiée dans G’. Dans [Sel6], Sela annonce (voir aussi [KM5]) que le plongement
standard L,, — IL,,, pour n < m est un plongement élémentaire, ce qui, par restriction
aux formules closes, implique la validité de la conjecture 1.

Remarques

(1) I1 est facile de voir que T(Z") = T(Z™) si et seulement si n = m, et plus
généralement qu’un groupe de type fini est élémentairement équivalent a Z" si et
seulement s’il lui est isomorphe.

(2) Deux groupes libres de type fini non cycliques sont universellement équivalents
(i.e. Ty (L,,) = Ty (L,,) pour tous n,m > 2), car ils se plongent l'un dans lautre,
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et toute formule close universelle vérifiée dans un groupe est aussi vérifiée dans un
sous-groupe.

(3) Un résultat classique (voir [Sac]) dit que Ty3(L,) = Ty3(L,,) pour tous
n,m > 2. Merzlyakov [Mer| a démontré que T4 (L, ) = T4+ (L,,) pour tous n,m > 2.

1.2. Des propriétés élémentaires des groupes libres

Pour illustrer la notion de formule, voici quelques propriétés vérifiées par un groupe
G élémentairement équivalent a un groupe libre non cyclique F, ainsi qu’une famille
de formules closes vérifiées dans F', dont la validité dans G entraine ces propriétés.
(1) G est non abélien

Jzy [z,y] # 1.
(2) G est sans torsion

{ Vo (z=1)V(@"#1) lhen—{0}-
(3) G est commutatif-transitif
Vayz y=1V [z, y] Z1V |y, 2] #1V [z, 2] = 1.

(4) Tout sous-groupe abélien maximal A de G est malnormal (i.e. si gAg=t N A
est non trivial, alors g appartient & A)

{ Vayz y=1V [z,y] #1 V [y,2] #1 V [z,2] = 1,
Voy =1V y=1V [z,yzy '] #1 V [z,y] =1 }.

(5) Si G est commutatif-transitif et si tout sous-groupe abélien est abélien libre de
type fini, alors tout sous-groupe abélien de G est cyclique

Vaoy 3u [zy] A1V (zu? =1 A [u,2] =1)
V (yur =1 A [u,y]=1) V (zyu® =1 A [u,zy] = 1).

Les formules closes (2) (3) (4) sont des formules universelles, la premiére est une for-
mule existentielle, la derniere une formule V3. Remarquons que si G est commutatif-
transitif, alors le centralisateur de tout élément non trivial est abélien, donc tout
sous-groupe abélien non trivial est contenu dans un unique sous-groupe abélien maxi-
mal. Notons que Z et Z & Q sont élémentairement équivalents, comme me 1'a fait
remarquer T. Coulbois.

Par contre, l'expression logique suivante (tout sous-groupe abélien de G est cy-
clique), n’est pas du premier ordre, car on y quantifie sur les parties (ou sur les
entiers).

VPCG, VayeP,ay ' e P Az,yl=1)=32cG,Vyec P, IncN, y=za").

Cette propriété est vérifiée dans un groupe de type fini élémentairement équivalent a
un groupe libre (voir corollaire 5.4). Mais il n’existe pas d’ensemble de formules du
premier ordre la définissant, comme me ’a fait remarquer F. Point.
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1.3. Ultrafiltres

Soit I un ensemble non vide. Un filtre sur I est une partie non vide w de P(I) telle
que

1) 2 ¢ w,
(2) si X,Y appartiennent & w, alors X N'Y aussi,
(3) si X appartient & w et si X est contenue dans Y, alors Y appartient a w.

Un filtre w est un wltrafiltre s’il est maximal (pour 'inclusion). Un ultrafiltre est non
principal §'il est différent de {J C I / a € J} pour tout a dans I. Par le théoreme de
Zorn, tout ensemble infini admet un ultrafiltre non principal. Sur un ensemble infini,
un ultrafiltre est non principal si et seulement s’il contient le filtre de Fréchet des
complémentaires des parties finies.

Les deux propriétés suivantes seront utilisées par la suite (voir [Bou]).

Remarques

(1) Si w est un ultrafiltre et si J est une partie de I, alors ou bien J appartient
& w, ou bien son complémentaire I — J appartient & w. L’application P(I) — {0,1},
définie par J +— 1 si et seulement si J appartient a w, est donc une mesure finiment
additive, que ’on note encore w.

(2) Si X est un espace topologique, et {x;};c; une famille relativement compacte
dans X, alors il existe un unique point x,, dans ’adhérence de cette famille, tel que,
pour tout voisinage V' de x,, le point x; appartienne a V' pour w-presque tout i. On
note lim,, x; ce point, qui vérifie les propriétés usuelles des limites.

Si X est un ensemble et w un ultrafiltre sur I, on note “X (et parfois *X lorsque w
est sous-entendu), et on appelle ultraproduit de X (pour w), le quotient X!/ ~ avec
~ la relation d’équivalence définie par (z;);cr ~ (y:)icr Si et seulement si x; = y; pour
w-presque tout i. On note [z;],, I'image dans “X d’une famille (z;);c;. Si G est un
groupe, la loi de groupe produit sur G passe au quotient en une loi de groupe, dont
on munit I'ultraproduit “G. On définit de méme l'ultraproduit d’un anneau ou d’un
corps.

Terminons ce chapitre en citant deux théorémes qui justifient I'utilité des ultrafiltres
pour le probleme de trouver les groupes élémentairement équivalents a un groupe libre
(voir [CK] pour une preuve).

THEOREME 1.1

(1) (Shelah) Deuz groupes G et H sont élémentairement équivalents si et seulement
s’il existe un ensemble I muni d’un ultrafiltre w tel que les groupes “G et “H sont
isomorphes.

(2) (Los) L’application G — “G définie par g — [(9)icr]w est un plongement
élémentaire. O
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2. GROUPES MARQUES

Le contenu de cette partie, prérequis pour caractériser les groupes universellement
équivalents & un groupe libre comme «limites de groupes libres », est repris de 'article
de Champetier-Guirardel [CG] (voir aussi [Ghy2], ot espace GM est évoqué).

On note L le groupe libre sur N, identifié & ’ensemble des mots (finis) réduits
dans NUN™L. Pour éviter toute confusion, on note 5; 'élément de L correspondant
a I’élément j de N. Pour n dans N, on note L, le sous-groupe de L engendré par
S1,...,5n.

On définit la catégorie des groupes marqués de la maniere suivante. Un marquage
d'un groupe G est un morphisme de groupes surjectif L. — G tel que 5; — 1 pour
tout j assez grand. Le groupe trivial admet un unique marquage. Un groupe marqué
est un groupe G muni d’un marquage. Un morphisme de groupes marqués est un
morphisme de groupes commutant avec les marquages. Remarquons que, dans cette
catégorie, il existe au plus un morphisme entre deux objets, et que tout morphisme
est un épimorphisme.

Un marquage . — G étant uniquement déterminé par la donnée d’une famille
ordonnée S = {sy, }nen, engendrant G, avec s, = 1 pour n assez grand (par §; — s;),
on notera (G, S) le groupe marqué correspondant, et par abus S = (sq,..., k), étant
entendu que s; = 1 pour j > k. Si m(31,...,5,) est un élément de L (en sous-
entendant que seules les lettres 51,...,3, et leurs inverses peuvent apparaitre dans ce
mot), on notera m(s, ..., sp) 'élément de G correspondant par le marquage.

Si G est un groupe et S un marquage de GG, tout morphisme surjectif de groupes
¢ : G — G’ induit un morphisme de groupes marqués ¢ : (G, S) — (G, p(S5)).

On note GM l’ensemble des classes d’isomorphisme de groupes marqués, qui est
gradué GM = |J,,cy GM,,, avec GMy, I'ensemble des groupes marqués (G, .S) tels
que s; = 1 pour j > k. Cet espace a été introduit par Grigorchuk [Gri] et Champetier
[Cham, CG].

L’ensemble GM est muni d’une topologie uniforme naturelle, dont une base d’en-
tourages est {V,, / n € N}, avec V,, I'ensemble des couples de groupes marqués
((G,S),(G",S") tels que, pour tout mot m(sy,...,S;) dans L de longueur au plus
n, on a m(sy,...,s) = 1 si et seulement si m(s],...,s;) = 1, avec les notations
évidentes.

Cette topologie est métrisable (par d(z,y) = 2 sUPineN/ (@¥)EVal) " totalement

discontinue (car la distance d est ultramétrique), et localement compacte (car GMj

est compact par extraction diagonale, et est ouvert-fermé (car égal & son %-voisinage

ouvert)).

Remarques. — Faisons quelques remarques culturelles sur ces définitions.
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(1) Un groupe marqué est pointé en son élément neutre (noté 1). Un groupe marqué
(G, S) est muni d’une distance invariante par translation & gauche, la distance des
mots, qui est la distance maximale sur G telle que d(1,s;) =1 si s; # 1. Un groupe
marqué (G, S) est muni d’une action du groupe libre IL, composée du marquage de G
et de I’action par translation a gauche de G sur lui-méme.

Tout ensemble d’espaces métriques pointés munis d’une action isométrique d’un
groupe fixé admet une topologie naturelle, la topologie de Gromov équivariante (voir
[Paul]), deux éléments sont proches si les boules de grand rayon dans chacun d’eux
sont presques isométriques, de maniére presque équivariante pour une grande partie
finie du groupe.

Il est immédiat de voir que la topologie de GM coincide avec la topologie de
Gromov équivariante sur GM.

(2) Un autre systéme fondamental d’entourages de GM est {V,! / n € N} avec V!
I’ensemble des couples de groupes marqués (G, G') tels qu'’il existe une bijection (donc
une isométrie) de la boule Bg(1,n) (de centre 'élément neutre et de rayon n pour
la distance des mots dans G) sur la boule Bg/(1,n) rendant le diagramme suivant
commutatif :

(3) Pour un groupe marqué (G, .S), demander que G soit de présentation finie équi-
vaut & demander que G soit de présentation finie sur la famille génératrice finie S (en
enlevant les 1), par un théoréme de B. H. Neumann [Bau, page 52]. Tout groupe mar-
qué (G, S") suffisamment proche d’un groupe marqué (G, S) de présentation finie est
un quotient de (G, S). En effet, si {m;(51,...,35k) }icr est une famille finie engendrant
normalement le noyau du marquage . — G, et si (G’,5”) est suffisamment proche de
(G, S), alors les relations m; (s}, ..., s},) = 1 sont vérifiées par S" = {s}}ien, et donc
l'unique application ordonnée S — S’ induit un morphisme (G, S) — (G, 5").

(4) De la méme maniére, le sous-espace des groupes abéliens marqués de GM est
fermé, car la propriété pour un groupe d’étre commutatif est équivalente au fait que
les éléments d’une partie génératrice donnée du groupe commutent.

(5) A tout systeme fini d’équations

(S) {W(a,f,ﬁl,...,ﬁn):l

avec T un uplet d’inconnues (ou variables liées), @ un uplet de coefficients
(ou constantes), Dy,...,p, des uplets de parameétres (ou variables libres), et
i,fi,ﬁli,...,ﬁni, on associe le groupe
Gy = L(@z,py,...,p,)/N{w}), o N({w}) est le sous-groupe distingué en-

w un uplet de mots réduits dans a

gendré par les éléments de w. On note S(s) le marquage de G(s) par I'image
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(a,z,p1,...,pn) dans Gs de (@,Z,Dy,...,P,). Soit G un groupe muni d’un uplet
d’éléments o' (autant que dans a) et d’une famille de sous-groupes (G;)i=1,....n. On a
une bijection entre d’une part I’ensemble des solutions de (S) dans G avec coefficients
@ évalués en a’ et un choix de valeurs des parametres p; dans G;, et d’autre part
I'ensemble des morphismes de groupes de G (g) dans G qui envoient (en préservant
Pordre) a sur a’ et les p; dans G;. Cette bijection associe, & un uplet de telles solutions
s de (S), 'unique tel morphisme de G(sy dans G envoyant (en préservant 'ordre) =
sur s, a sur a’ et les p; sur les valeurs choisies dans Gj.

3. PREMIERES PROPRIETES ET CARACTERISATIONS DES
GROUPES LIMITES

Le résultat suivant est une concaténation de résultats de Remeslennikov [Rem],
Kharlampovich-Myasnikov [KM1, KM2], Sela [Sell], Champetier-Guirardel [CG].
Nous avons largement suivi la présentation faite dans cette derniere référence.

Rappelons qu'un groupe G est multi-résiduellement libre si pour toute partie finie
P de G, il existe un morphisme de G dans un groupe libre, dont la restriction a P
est injective, ou de maniere équivalente si G est de type fini, si pour tout k dans N,

et tous gi,...,gr dans G — {1}, il existe un morphisme ¢ : G — L3 non trivial sur
chaque g;.
THEOREME 3.1. — Soit G un groupe de type fini (respectivement de type fini non

abélien). Les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) le groupe G, muni de n’importe quel marquage, est limite de groupes libres de
type fini (respectivement de type fini non abéliens) marqués ;

(2) il existe un marquage S de G tel que (G, S) est limite de groupes libres de type
fini (respectivement de type fini non abéliens) marqués ;

(3) pour tout ultrafiltre w non principal sur N, le groupe G se plonge dans “Ls ;

(4) il existe un ultrafiltre w non principal sur N et n>2 tel que G se plonge dans
YL, ;

(5) le groupe G est multi-résiduellement libre ;

(6) le groupe G a la méme théorie universelle qu’un groupe libre de type fini (res-
pectivement de type fini non abélien) ;

(7) le groupe G a la méme théorie existentielle qu’un groupe libre de type fini (res-
pectivement de type fini non abélien).

Un groupe vérifiant I'une de ces conditions équivalentes sera appelé un groupe
limate.

Démonstration. — Nous supposerons que G est non abélien, en laissant 'autre cas
au lecteur.
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(1) = (2) : Clest clair.

(2) = (3) : On suppose que (G, S) = lim; (G, S;) avec G; un groupe libre de type

fini, donc que 'on peut considérer comme contenu dans Lo, et S; = (s14,...,Sk,:) €t
S = (s1,...,8k). Alors il est facile de voir que l'application G — “L, définie par
g— m(s1,i,---,85i)]w st g =m(s1,...,s;) pour m(3q,...,5;) un élément de L, est

bien définie, et est un morphisme injectif de groupes.
(3) = (4) : Clest clair.

(4) = (1) : Soit p: G — “L,, un plongement de G, et S = (s1,...,S;) un marquage
de G. Si p(sj) = [8),i)w, on pose S; = (s1,i,---,Sk,:), et G; le sous-groupe (libre) de
L, engendré par S;. Alors il est facile de voir que (G, S) = lim,,(G;, S;).

(4) = (5) [Rem] : Il est bien connu que le groupe I's = ker(SL2(Z) — SLo2(Z/37))
est libre de type fini et non cyclique, donc le groupe LL,, se plonge dans I's. Si G se
plonge dans “L,, alors il se plonge dans “T's = ker(SL2(YZ) — SLy(“Z/3“7Z)), et
on identifie G avec son image. Soit E = {gi,...,gr} une partie finie de G — {1},
montrons qu’il existe un morphisme de G dans le groupe libre I's (qui se plonge dans
L4), qui est non trivial sur chaque g;. On peut supposer que E est génératrice. Soient
ai,...,ap dans “Z les coefficients non nuls des matrices g; — id. Il suffit de montrer
qu'il existe un morphisme d’anneaux p : Z[as, . .. ,ap] — Z non nul sur chaque a;, car
alors p induira un morphisme de groupes de G dans I'3 non trivial sur chaque g;.

Soient Pi, ..., P, des polynomes engendrant 'idéal J de I’anneau (noethérien) des
polynémes Z[ X1, ..., X,] tel que Z[ X1, ..., Xp]/J = Zlaa, . . ., ap]. Posons a; = [a; ]w-
Alors pour w-presque tout ¢, on a Py(aq i, ..., ap;) = 0, donc le morphisme d’anneaux
p défini par a; — a;; convient, pour w-presque tout ¢.

(5) = (4) : Si p; : G — L, est un morphisme injectif sur la boule de centre 1’élément
neutre et de rayon ¢ dans G (pour n’importe quelle métrique des mots), alors le
morphisme G — “L,, défini par g — [p;(g)]. est injectif.

(1) = (6) : Si lassertion (1) est vraie, alors Ty (L 2) est contenue dans Ty (G), car le
fait de vérifier une formule close universelle donnée est clairement une propriété fermée

dans GM (voir la remarque (3) précédente, en utilisant le fait que si m(s1,...,3¢) est
un mot es Ejil, et si my,...,my sont des mots es Ejﬂ, alors m(ml, e 7mg) est un
mot ¢&s 5;51).

Si Passertion (1) est vraie, montrons que Lo se plonge dans G, ce qui implique que
Ty (G) est contenue dans Ty (L2). Soient a,b dans G ne commutant pas, montrons
que le sous-groupe (a, b) de G engendré par a, b est libre sur a,b. Comme (1) implique
(3), le groupe G se plonge dans “Lo, et il en est de méme de (a,b). Comme (4)
implique (1), il existe une suite de groupes marqués libres (G;, S;) avec S; = (a;, b;)
convergeant vers ({(a,b), (a,b)). Comme une limite de groupes abéliens marqués est
encore un groupe abélien marqué, pour ¢ suffisamment grand, a;,b; ne commutent
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pas, donc engendrent un groupe libre sur S;. Donc par passage a la limite, a et b ne
vérifient pas de relation (réduite) non triviale, et {(a, b) est libre sur (a,b).

(6) = (7) : C’est clair par négation.
(7) = (1) : Soit S = (s1,...,8%) un marquage de G. Soit N dans N. Notons

mi(31,...,5%), ..., Mp(S1,...,5k) les mots réduits de longueur au plus N dans
{31,...,3%,5, ... ,Ekfl}. Considérons le systeme fini Xy d’équations et d’inéqua-
tions AY_; eqn; en les variables z1, ..., ), avec eqn; 'équation m;(x1,...,xx) = 1 si
m;(s1,...,s5) =1 dans G, et eqn; I'inéquation m;(x1,...,x;) # 1 sinon. La formule

existentielle 3z ...z Xy étant vérifiée dans G, supposé existentiellement équivalent
a un groupe libre F, il existe une solution Sy = (s,...,s};,) dans F' au systeme Y.
Si Fiy est le sous-groupe (qui est libre) de F' engendré par Sy, alors il est immédiat
que la suite des (Fiv, Sy) converge vers (G, S). Comme G n’est pas abélien, le groupe
F n’est pas abélien pour N assez grand. O

Remarquons qu’'un groupe existentiellement équivalent a un groupe libre non abé-
lien est non abélien, et qu’un groupe qui, muni d’un marquage, est limite de groupes
libres non abéliens marqués, est non abélien.

En utilisant respectivement les assertions (1), (4), (2), (6), (6), (6), et la preuve de
I'implication (1) = (6) du théoréme précédant, le corollaire suivant est alors immédiat.

COROLLAIRE 3.2

(1) L’ensemble des groupes limites marqués est un fermé de GM (donc son inter-
section avec GM,, est compacte).

(2) Tout sous-groupe de type fini d’un groupe limite est un groupe limite.

(3) Un produit libre (fini) de groupes de type fini est un groupe limite si et seulement
st chaque facteur est un groupe limite.

(4) Un groupe limite est sans torsion.

(5)
(6) Les sous-groupes abéliens mazimaux d’un groupe limite sont malnormauz.
(7) Un sous-groupe d’un groupe limite engendré par deux éléments est libre sur ces
deux éléments ou abélien. O

Un groupe limite est commutatif-transitif.

Nous terminons ce chapitre en donnant des exemples explicites de groupes limites.
Par une surface nous entendrons (sauf mention contraire) une surface réelle compacte
connexe a bord (éventuellement vide), qui est de classe C* ou munie d’une structure
de CW-complexe. Une surface est fermée si son bord est vide. Un groupe de surface
est un groupe isomorphe au groupe fondamental d’une surface.

ProprosSITION 3.3. — Tout groupe de surface, sauf celui du plan projectif, de la bou-
teille de Klein, et de la somme connexe de trois plans projectifs, est un groupe limite.
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Démonstration. — Si le bord d’une surface X est non vide, alors le groupe fonda-
mental de ¥ est libre, donc un groupe limite. Le groupe fondamental du tore est Z2,
qui, muni de sa partie génératrice standard, est la limite de la suite de groupes libres
marqués (Z, (1,n)).

Si o 1 est la somme connexe de deux tores, alors une présentation du groupe fon-
damental de ¥g 4 est (a,b,z,y | [a,b] = [z,y]). Notons z,, = [a, b]"aa,b]™™ et y,, =
[a, b]™bla, b] ™, qui sont deux éléments du groupe F libre sur a, b, et Sy, = (a, b, Zn, Yn),
qui est une partie génératrice de F'. Alors il est facile de voir que la suite de groupes
marqués (F,Sy) converge vers (w132 1, (a,b, z,y)). De méme, le groupe fondamen-
tal de la somme connexe de quatre plans projectifs ¥4 _, dont une présentation est
{a,b,z,y | a®b? = 2%y?), marqué par la partie génératrice (a, b, ,y), est limite de la
suite de groupes libres marqués (F, (a, b, (a?b?)"a(a®b?)~", (a®b2)"b(a?b?)~")).

Toute surface fermée de caractéristique d’Euler au plus —2 est un revétement de
Yo+ oude Xy _. Les surfaces fermées de caractéristique d’Euler au moins —1 sont les
sommes connexes d’au plus trois plans projectifs, ainsi que la sphere et le tore. Tout
sous-groupe d’'un groupe limite est un groupe limite. Ceci montre le résultat.

Le groupe fondamental du plan projectif n’est pas un groupe limite, car il n’est
pas sans torsion. Le groupe fondamental de la bouteille de Klein, dont une présenta-
tion est (a,bla?b™2 = 1), n’est pas commutatif-transitif (car a et b commutent avec
a? = b?), donc n’est pas un groupe limite. Il est montré dans [Lynl] que ’équation
a?b?c® = 1 dans un groupe libre implique la commutativité de a,b, ¢, donc le groupe
fondamental de la somme connexe de trois plans projectifs, dont une présentation est
{a,b,c| a*b?>c? = 1), n’est pas un groupe limite. O

4. ACTIONS DE GROUPES SUR DES ARBRES A
STABILISATEURS D’ARETES ABELIENS

4.1. Vocabulaire

Soit G un groupe muni d’une famille de sous-groupes (G;),es. Une action (toujours
supposée simpliciale, sans inversion) du groupe G sur un arbre simplicial est dite
minimale s’il n’existe pas de sous-arbre invariant non vide propre, et cofinie si le
graphe quotient est fini. Un sous-groupe d’un groupe agissant sur un arbre simplicial
est dit elliptique (pour cette action) s’il fixe un sommet. Une action minimale cofinie
est dite cyclique si le fixateur de chaque aréte est infini cyclique, et relative si chacun
des G'j est elliptique. Deux actions d’un groupe G sur des arbres simpliciaux T, T’
sont dites isomorphes s’il existe un isomorphisme d’arbres G-équivariant de 1 dans
T

Un automorphisme de G est dit relatif s’il agit par une conjugaison sur chaque

G;. Le groupe des automorphismes relatifs de G agit par précomposition sur les
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actions relatives de G sur des arbres simpliciaux. Une action relative de G sur un
arbre simplicial est dite invariante par automorphismes si elle est isomorphe a sa
précomposition par tout automorphisme relatif de G.

Une action relative de G sur un arbre T est dite obtenue par raffinement d’une
action relative de G sur un arbre 7" au-dessus d’un ensemble E’ de sommets de T” s’il
existe une application f : T — T’ simpliciale et G-équivariante, qui est une bijection
de T — f~YGE") sur T — GE’ (ce qui implique que f~!(v") est connexe pour tout v’
dans E’).

Un sommet v d'une action cyclique relative de G sur un arbre T est dit de type
surface relatif s’il existe une surface a bord simplement connexe ENJ, munie de

— une action de G, propre et libre, de quotient compact et différent de la sphere,
du plan projectif, du disque, de I'anneau, du ruban de Mobius, du pantalon et du
ruban de Mdbius troué,

— une bijection ([RS, DS] demandent seulement une application, mais cela ne
change pas le théoréme 4.1) G,-équivariante e — f(e) entre 'ensemble des arétes
e issues de v et I’ensemble des composantes connexes du bord de ¥ telle que le fixa-
teur de e dans T coincide avec le stabilisateur de f(e) dans 3, et I'intersection avec
G, de tout conjugué de Gj préserve une composante connexe du bord de .

Un sous-groupe H de G est dit de type surface relatif s’il existe un sommet v de type
surface relatif d’une action cyclique relative de G sur un arbre tel que H = G,,.

Un sous-groupe H de G est dit relativement librement indécomposable si H est el-
liptique dans toute action relative de GG sur un arbre simplicial a stabilisateurs d’arétes
triviaux. Lorsque H = G, on dit que G est relativement librement indécomposable.
On omet le qualificatif de «relatif » lorsque J est vide. Notons qu'un groupe libre non
trivial, y compris le groupe Z, n’est pas librement indécomposable.

Nous renvoyons & [Ser] (voir aussi [Pau2]) pour la correspondance entre actions
de groupes sur les arbres simpliciaux et graphes de groupes. Les définitions ci-dessus
se transportent en des définitions correspondantes pour les graphes de groupes. Pour
rappeler les notations, si un groupe G agit sur un arbre T, nous noterons G\\T' un
graphe de groupes quotient, bien défini & isomorphisme pres (voir [Bas]). Si (X, G,) est
un graphe de groupes, nous noterons VX ’ensemble de ses sommets ; EX 1’ensemble de
ses arétes; o(e) le sommet origine, ¢(e) le sommet terminal et € 'aréte opposée d’une
aréte e ; Gy le groupe du sommet v ; G = Ge le groupe d’une aréte e et pe : Ge — Gy(e)
le morphisme injectif associé & une aréte e; et 71 (X, G,; v.) le groupe fondamental de
(X,G,) de sommet de base v,, formé, outre de 'identité, des éléments non triviaux
(dits en forme réduite) gote, gitey g2 - - - te, gn avec (€1, ..., e,) un chemin d’arétes dans
X d’origine et d’extrémité v., go dans G, , g; dans Gy(,) pouri = 1,...,n, go # 1 si
n=20,et g; ¢ G, siejr1 =¢ pour tout i =1,...,n— 1.

Soit (X, G,) un graphe de groupes, de groupes d’aréte abéliens, et v, un sommet
fixé de X. On définit un sous-groupe Twi(X, G,) de Aut 71 (X, G,;v.), appelé groupe
des twists de Dehn de (X, G,), de la maniére suivante.
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Notons Z(x,q,) le groupe abélien ([ [ c gy Ge)/ ~ ol ~ est la relation d’équivalence
engendrée par (ce)ecrx ~ (de)ecrx si de = c.~! pour tout e dans EX. On note [c]
la classe d’équivalence de (ce)eemx- S g = gote,g1tes g2 - - - te, gn €St un élément du
sous-groupe 71 (X, G,;v.) de (X, G,) en forme réduite, alors

[Cel - 9= go te, Pei(Cer)gr tey Pes(Cey)ga --- te, pe,(Ce,)gn

est encore la forme réduite d’un élément de 7 (X, G,;v,). On vérifie facilement que
ceci définit une action de Z(x g,) par automorphismes sur 71(X,G,;v.). On note
alors Twi(X, G,) I'image de Z(x ¢,) dans Aut 71 (X, G,;vs).

Pour tout sommet v de X de type surface ou tel que G, est abélien, notons
Aut(G,, 9) le sous-groupe du groupe des automorphismes ¢ de G, qui induisent sur
le sous-groupe p.(G.), pour toute aréte e d’extrémité v, une conjugaison par un cer-
tain élément 7. de G, avec 7. = 1 si G, est abélien. Pour v’ # v et ¢’ toute aréte
d’extrémité v’, posons ¢ =id : G,y — Gy et o = 1. D’apres [Lev], tout élément de
Aut(G,, 0) s’étend en un automorphisme de 71 (X, G,; v.), en posant, en utilisant les
formes réduites,

Gote,gite, 92 - - te, gn — ©(90)72, ter Vo, @(91)72s tes Vo) 0(92) - te, V2 @(gn)-

Cette extension dépend du choix des 7., mais deux choix donnent deux extensions
qui different par un twist de Dehn (en utilisant le fait que, si v est un sommet de type
surface, alors le centralisateur dans G, d’un groupe d’aréte p.(G.) d’extrémité v est
réduit & p.(G.)). Voir [Lev] pour des compléments.

4.2. Décomposition de Grushko relative

Soit G un groupe de type fini, muni d’une famille de sous-groupes (G;) ec. Il est
bien connu lorsque J est vide, et la preuve s’adapte facilement si J est non vide (voir
[LS]), qu'il existe p dans N, des sous-groupes de type fini G1, ..., G, de G non triviaux,
relativement librement indécomposables dans GG, bien définis modulo permutation et
conjugaison, et un sous-groupe libre de type fini F' de G, bien défini & isomorphisme
pres, tels que

(1) tout G est conjugué & un sous-groupe d'un G,

(2) si G; est libre, alors G; contient un conjugué d’un Gj non trivial,

(3) le morphisme naturel du produit libre Gy * - - - % G * F dans G est un isomor-
phisme.

Nous appellerons cet isomorphisme une décomposition de Grushko relative de G, et
les G; et F ses facteurs de Grushko relatifs. On omet le terme relatif lorsque J est
vide.

Une décomposition de Grushko d’un groupe G permet de décrire toutes les décom-
positions en produit libre de G : si Ay,..., A, sont des sous-groupes de G tels que
le morphisme A; * ---*x A; — G soit un isomorphisme, alors il existe des éléments
g1,-..,9p dans G, des sous-groupes libres F71,..., F, de G, et une partition ]_[;1-:1 I;
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de {1,...,p} tels que I'application canonique de Fj * (*;c7, giGigi_l) dans G ait pour
image A;.

Une décomposition de Grushko permet de ramener I’étude des morphismes d’un
groupe de type fini G dans un groupe donné H a I’étude des morphismes d’'un groupe
de type fini librement indécomposable dans H : si G * - -- * Gp * Gpy1 est une dé-
composition de Grushko de G (avec Gp1 libre), alors, par la propriété universelle des
produits libres, ’application

p+1
Hom(G, H) — | [ Hom(G;, H)
j=1
définie par ¢ — (ap|Gj )j=1,...,p+1 est un isomorphisme de groupes ('inverse est donné
par (¢;j)j=1,..p+1 = @ avec ©(gi, ---Gi) = Pi;(9i) - - - Pir(gi,) Pour tous g;, €
Giy, ..., i, € Gip,). Nous noterons ¢ = @1 * - - - * @, 11 dans la suite.

Les groupes libres jouent un rdle particulier, car ils admettent (sauf le cas trivial
ou infini cyclique) « beaucoup » de décompositions en produit libre de facteurs non
triviaux.

Voici un moyen, indiqué par T. Delzant, de fixer un choix de décomposition de
Grushko. Si (G, S) est un groupe marqué et ¢ un automorphisme de G, appelons
dilatation de ¢ I'entier

max{||¢°(s)||s /s € SUS™! e =4},

avec ||g||s la longueur minimale d’une écriture de g comme mot dans S U S~!. Rap-
pelons (voir [LS, page 121]) que pour toute décomposition en produit libre G =
Ay x---x A, de G, il existe au moins un automorphisme ¢ du groupe libre sur S
tel que la suite ¢(S) admette des sous-suites disjointes S1,...,.S, telles que (I'image
dans G de) S; soit contenue dans A; et engendre A; pour i = 1,...,p. On définit la
complexité d'une telle décomposition comme la borne inférieure des dilatations des
tels . Une décomposition de Grushko de G est dite S-minimale si sa complexité est
minimale parmi toutes les décompositions de Grushko de G. L’ensemble des décom-
positions de Grushko S-minimales de G est fini.

4.3. Décomposition JSJ cyclique relative

Rips et Sela [RS] (voir aussi [Sell, Bow, DS, FP]) ont associé & chaque groupe de
type fini G, muni d’une famille finie de sous-groupes (G i)jeJ, une action cyclique de G
sur un arbre, qui, pour les actions cycliques relatives, joue le role de la décomposition
de Grushko relative pour les actions relatives a stabilisateurs d’aréte triviaux. Pour des
motivations venant de la topologie de petite dimension (voir [JS, Joh]), elle porte, ainsi
que son graphe de groupes quotient, le nom de décomposition JSJ cyclique relative.
Elle permet de décrire toutes les décompositions cycliques relatives de G et, dans les

bons cas, est unique a isomorphisme pres et invariante par les automorphismes relatifs
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de G. On omet le terme relatif si J est vide. Ces bons cas incluent celui des groupes
hyperboliques ([Bow]), mais voir [For| pour des phénomeénes de non unicité.

De la méme maniére que les groupes libres pour les décompositions en produit libre,
les groupes de surface jouent un role particulier pour les décompositions cycliques (car
ils admettent de « nombreuses » actions cycliques lorsque la caractéristique d’Euler
de la surface est grande en valeur absolue). On peut en fait décrire de maniére géo-
métrique toutes les actions cycliques d’un groupe de surface de la maniere suivante.

Soit ¥ une surface (au sens du paragraphe précédant la proposition 3.3). Soit
¥ — ¥ un revétement universel de 3, soit I' son groupe de revétement, muni de la
famille (I';);e; des stabilisateurs dans I" des composantes connexes du bord de 5
(finie modulo conjugaison).

Une courbe décomposante de ¥ est une courbe fermée simple ¢ contenue dans
lintérieur de 3, localement séparante (i.e. séparant en deux composantes connexes un
(tout) voisinage tubulaire), non homotope & zéro, et non paralléle au bord (i.e. aucune
adhérence de composante connexe de 3 — ¢ n’est un anneau). Un systéme de courbes
décomposantes de ¥ est une famille finie de courbes décomposantes, deux a deux
disjointes et non homotopes. Si (¢;);er est un systéme de courbes décomposantes,
alors on appelle arbre dual de (c;);c; le graphe simplicial d’ensemble de sommets
I’ensemble des composantes connexes de ¥ privé des relevés des ¢;, d’ensemble d’arétes
les composantes connexes des relevés des ¢;, les deux extrémités d’une aréte étant
les deux sommets dont 'adhérence contient ’aréte. Ce graphe est un arbre, muni
d’une action induite de I'. Cette action de I' est minimale, cofinie, car par exemple
Card I < 3|x(S5)|+1, cyclique et relative. Le groupe modulaire de T est le sous-groupe
du groupe des automorphismes de I' engendré par les conjugaisons intérieures et les
groupes des twists de Dehn de ces telles décompositions cycliques. Son image dans
Out(T") est plus connue sous le nom de « mapping class group » (relatif), voir par
exemple [ZVC].

Un résultat classique (voir [ZVC, HS]) dit que toute action minimale cyclique et
relative de I' est isomorphe a celle sur ’arbre dual d’un systeme de courbes décom-
posantes. En particulier, les seules surfaces ¥ telles que I' n’admette pas d’action
minimale cyclique relative non triviale sont la sphere, le plan projectif, le disque, ’an-
neau, le ruban de Mobius, le pantalon et le ruban de Mobius troué. C’est pour cela
que ces surfaces sont exclues dans la définition de sommet de type surface.
THEOREME 4.1 (Rips-Sela [RS]). — Soit G un groupe de présentation finie, sans tor-
ston, muni d’une famille de sous-groupes (Gj)jeJ, relativement librement indécompo-
sable. 1l existe au moins une action cyclique relative de G sur un arbre simplicial T de
sommets colorés en blanc ou noir, appelée une décomposition JSJ cyclique relative,
telle que :

(1) chaque Gj fixe un sommet blanc de T,
(2) tout sommet noir est de type surface relatif dans T,
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(3) le stabilisateur de tout sommet blanc est elliptique dans toute action cyclique
relative de G,

(4) tout sous-groupe de type surface relatif de G fize un sommet noir dans T,

(5) pour toute action cyclique relative de G sur un arbre T, il existe un raffinement
T’ de T en des groupes de sommet noir et une application (simpliciale) G-équivariante
d’une subdivision de T' dans T" . O

Pour préciser la relation avec les références, Parbre T' défini dans [RS], ainsi que
dans [Sell], vérifie des conditions supplémentaires, non nécessaires pour ce qui suit.
L’extension au cas relatif, non traité dans [RS], est immédiat. L’hypotheése de pré-
sentation finie est nécessaire [Dun], celle sans torsion facile & contourner (voir par
exemple [DS]), et le théoréme admet une version en remplagant cyclique par virtuelle-
ment abélien (voir par exemple [DS]). L'une des étapes de la preuve, trop longue pour
étre rappelée ici, est un théoreme de finitude pour la complexité des actions cycliques

sur les arbres d’un groupe de présentation finie donné, voir [BF1].

EXEMPLES. 1) Si G est un groupe de surface fermée, alors sa décomposition JSJ
cyclique est réduite a un point, car sauf pour la sphere et le plan projectif, G est un
sous-groupe de type surface de G. Si G est un groupe abélien libre de type fini, alors
sa décomposition JSJ cyclique est réduite & un point, car s’il n’est pas isomorphe & Z2
(qui est un groupe de surface fermée), alors toute action cyclique de G sur un arbre
admet un point fixe global.

2) Si un groupe G, muni d’une famille de sous-groupes (Gj)je_], a la propriété
(FA) relative de Serre (i.e. toute action relative de G sur un arbre simplicial admet
un point fixe), alors sa décomposition JSJ cyclique relative est réduite & un point.
Cette hypothese est par exemple vérifiée si G est un groupe de Kazhdan relatif (i.e. si
toute action isométrique affine de G sur un espace de Hilbert, telle que chaque Gj a
un point fixe, admet un point fixe global), comme le montre une simple adaptation
au cas relatif de la preuve de [HV].

3) Soit H = SL3(Z), g un élément d’ordre infini de H, et F le groupe de présenta-
tion {a, b, ¢ | abc = 1), qui est isomorphe au groupe libre L 5, et au groupe fondamental
du pantalon.

Alors le graphe de groupes ci-contre est une
décomposition JSJ cyclique de son groupe fon-
damental G, mais le sous-groupe F de G est
un groupe de sommet blanc (et pas noir) : on a
exclu les groupes de pantalon dans la définition
de «sommet de type surface relatif », car ils ne

contiennent pas de courbe décomposante.

4) Soit H le groupe fondamental du tore troué, et {a, b} une partie génératrice libre
de H, de sorte que le groupe fondamental du bord soit engendré par le commutateur
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[a,b]. Soit Z = Z, on considére les morphismes Z — H envoyant 1 sur [a,b] et le
morphisme identité Z — Z (ou plus généralement n’importe quel morphisme injectif).
Le graphe de groupes ci-contre est
une décomposition JSJ cyclique de
son groupe fondamental G. Pour
7 — Z Ylidentité, le graphe de
groupes obtenu en écrasant l'une
des trois arétes est aussi une dé-

composition JSJ cyclique au sens
du théoreme précédent, non inva-
riante par automorphismes.

Sela obtient un résultat d’unicité faible pour les groupes limites ([Sell, Theorem
2.7, 3.9]), mais des techniques de Guirardel-Levitt permettent d’obtenir une unicité
forte.

PROPOSITION 4.2 (Guirardel-Levitt). — Soit G un groupe de présentation finie, sans
torsion, commutatif-transitif, dans lequel tout sous-groupe abélien est abélien libre,
et dont les sous-groupes abéliens maximauzr sont malnormauz. On suppose que G
est muni d’une famille de sous-groupes (Gj)jeJ, et qu’il est relativement librement
indécomposable. Alors G admet une décomposition cyclique relative, notée Tean, telle
que

— Tean est invariante par automorphismes,
— deux sommets de stabilisateurs abéliens ne sont pas reliés par une aréte,

tout stabilisateur de sommet abélien est abélien mazximal,

— le centralisateur du stabilisateur d’une aréte est contenu dans le groupe de l'un
des deuxr sommets de cette aréte,

— Tean est une décomposition JSJ cyclique relative, apreés avoir remplacé chaque
groupe de sommet non isolé isomorphe a Z2 et dont les groupes d’aréte incidents sont
contenus dans un facteur infini cyclique, par un lacet de groupes, de groupe de sommet
Z et de groupe d’aréte se surjectant sur ce groupe de sommet des deur cotés.

Remarque. — Nous verrons dans le chapitre suivant (corollaire 5.4) qu'un groupe
limite, qui est commutatif-transitif, sans torsion, et dont les sous-groupes abéliens
maximaux sont malnormaux par le corollaire 3.2, est de présentation finie, et que
tout sous-groupe abélien d’un groupe limite est abélien libre. Ces propriétés sont aussi
vérifiées par les groupes hyperboliques sans torsion. Il existe des groupes hyperboliques
sans torsion qui ne sont pas des groupes limites, par exemple ceux (sauf le groupe
trivial) qui ont la propriété (T) de Kazhdan, comme les réseaux uniformes de Sp(n, 1).

Démonstration. — Notons qu’un sous-groupe de type surface relatif n’est pas abélien
(sauf si G est égal & Z2, auquel cas Tr,y, réduit & un point convient). Les conditions (3)
et (4) du théoreme 4.1 impliquent donc que la famille (H;);cy des sous-groupes de G
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qui sont les groupes de sommet non abéliens d’une décomposition JSJ cyclique relative
T, est indépendante de celle-ci. Comme les automorphismes relatifs de G préservent
I’ensemble des décompositions JSJ cycliques relatives, cette famille est invariante par
automorphismes relatifs. Soit ¥V’ I’ensemble des sous-groupes abéliens maximaux de
G tels que, pour tout Z dans V', il existe ¢ # j tel que H; N Z et H; N Z sont
non triviaux. Soit T” le graphe bipartie de sommets V [[ V', avec une aréte entre
i€ Vet Z eV sietseulement si H; N Z est non trivial. Alors T” est connexe,
car T l'est et G est commutatif-transitif, en particulier tout sous-groupe abélien non
trivial est contenu dans un unique sous-groupe abélien maximal. Le graphe T est
naturellement muni d’'une action de G. Comme les sous-groupes abéliens maximaux
de G sont malnormaux, ils sont égaux a leurs normalisateurs, donc le stabilisateur
d’un sommet Z dans V' est Z. Donc les stabilisateurs d’aréte sont abéliens. Comme
H; est le fixateur d’un unique sommet de T, il est aussi égal & son normalisateur dans
G, donc, pour tout i dans V, le fixateur dans G du sommet i de T est H;.

De plus T” est un arbre. En effet, par I’absurde, supposons qu’il existe un cycle
réduit minimal dans 7", de sommets i1, Z1, ..., i, Z, avec Z; dans V'. Alors n > 2
et, avec v;; le sommet de T stabilisé par H;;, et K le sous-arbre fini de T' qui est
I'enveloppe convexe des v;,, on peut supposer que v;, est un sommet terminal de K.
Soient a € Hil NZ1 —{1},b < Hig NZ1 —{1}70 S Hiz NZs —{1} etde Hig NZs —{1}
(on i3 = i1 sin = 2), et e aréte de T d’origine v;, commune aux segments [v;,, v;,]
et [vs,,vi;]. Comme a fixe v;,, b fixe v;, et a,b commutent, le segment [v;,, v;,] est
contenu dans Fix(a) UFix(b). Donc l'aréte e est fixée par a ou par b, qui appartiennent
a Zp, et de méme, par c ou par b, qui appartiennent a Z5. Comme le stabilisateur de e
est infini cyclique, il existe « dans Z; — {1} et y dans Zy — {1} qui ont une puissance
égale (différente de 1). Comme G est commutatif-transitif, on a donc Zy = Za, ce qui
contredit la minimalité.

Pour tout sommet Z dans V', montrons qu’il existe au plus une aréte issue de Z
dans T’ dont le stabilisateur n’est pas infini cyclique. Sinon, soient i # i’ dans V
des sommets joints par une aréte a Z, et a,b dans Z N H; n’appartenant pas a un
méme sous-groupe infini cyclique de G, et de méme pour a’, b’ dans Z N H;:. Ceci est
possible, car les sous-groupes abéliens de G sont abéliens libres. Comme a, b fixent v;,
a', b fixent vy et a,b,a’, b’ commutent, le segment non trivial [v;, v;/] est contenu dans
Fix(a) UFix(a'), Fix(a) UFix(d'), Fix(b) UFix(a’) et Fix(b) UFix(d’). Ceci implique que
a, b fixent 'aréte de [v;, v;/] d’origine v; ou que a’, b’ fixent Paréte de [v;, v;/] d’origine
vy. Comme 'action de G sur T est cyclique, ceci est une contradiction.

On considere maintenant ’arbre T.,, obtenu en écrasant, pour tout sommet Z
dans V' dont part une aréte e de stabilisateur non infini cyclique, cette aréte en
un point. Notons que si i est 'extrémité de e, alors Z est contenu dans H;, car un
automorphisme d’un arbre, qui commute avec un groupe d’automorphismes ayant un
point fixe unique, fixe aussi ce point.
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Si H; est de type surface dans T, alors il est encore de type surface dans Tcay. 11
est facile de voir que T¢., vérifie les conditions voulues. O

Soit G un groupe, muni d'une famille de sous-groupes (G;);es, qui est un groupe
fondamental d’un graphe de groupes (X, G,), tel que chaque Gj est conjugué a un
sous-groupe d’un groupe de sommet. Nous noterons Mod(X, G,) le sous-groupe du
groupe des automorphismes de G engendré par les éléments valant une conjugaison sur
chaque Gj parmi les suivants (en utilisant les notations et définitions du paragraphe
4.1) :

— les conjugaisons intérieures 7, : h — ghg™1,

— les twists de Dehn sur les arétes du graphe de groupes (X, G,),

— pour tout sommet v de type surface de (X, G,), par U'extension & G des éléments
de Aut(G,,0),

— pour tout groupe de sommet G, abélien de (X,G,), par lextension & G des
éléments de Aut(G,, d).

Soit G un groupe limite, muni d’une famille de sous-groupes (Gj)je_], relativement
librement indécomposable, et T¢., la décomposition cyclique relative de G donnée par
la proposition 4.2. Nous noterons Mod(G), et nous appellerons groupe modulaire relatif
de G, le sous-groupe Mod(G\\Tcan) du groupe des automorphismes de G (qui coincide
avec celui de la décomposition JSJ cyclique relative associée & Teay). Il découle du fait
que le groupe fondamental d’un graphe de groupes est indépendant « a conjugaison
pres » des points bases, du fait qu'un graphe de groupes quotient est bien défini &
isomorphisme de graphes de groupes prés et de la proposition 4.2, que le groupe
modulaire relatif de G est bien défini dans Aut(G). On omet le terme «relatif » si
J = @. Le groupe modulaire peut étre réduit aux automorphismes intérieurs (par
exemple si Ty est réduit & un point et G n’est ni abélien ni un groupe de surface).
Par exemple, si H est un groupe de surface fermée, alors Mod(H) correspond au
groupe modulaire de H défini avant le théoréme 4.1.

5. DIAGRAMME ET RESOLUTIONS DE MAKANIN-RAZBOROV
D’UN GROUPE LIMITE

5.1. Présentation finie des groupes limites

Le but de ce paragraphe est de montrer qu’'un groupe limite est de présentation
finie. Ce résultat est dii & Kharlampovich-Myasnikov [KM2, Corollary 3] et a Sela
[Sell, Corollary 4.4], mais nous utiliserons 'approche de Gross [Gro] et de Guirardel
[Gui] par les actions de groupes sur les R™-arbres, en reprenant essentiellement la
présentation de cette derniere référence. Bien que non nécessaire pour la construction
du diagramme de Makanin-Razborov (voir la remarque suivant la proposition 5.5),
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nous 1’énoncons en premier, car sa preuve permet aussi d’expliciter la structure des
sous-groupes abéliens des groupes limites, ce qui sera utile par la suite.

Soit A un groupe abélien ordonné muni de sa valeur absolue |z| = sup{z, —z}. Par
exemple, (R™, +) avec l'ordre lexicographique, ou le groupe ultraproduit “A’ d’un
groupe abélien ordonné A’, muni de Pordre [2;], < [yi]w si et seulement si z; < y;
pour w-presque tout ¢, sont des groupes abéliens ordonnés. Notons que la définition
d’une distance n’utilise que les axiomes de groupe abélien ordonné du but.

Un A-arbre est un ensemble 7" muni d’une distance d a valeurs dans A telle que

(1) pour tous z,y dans T, il existe a,b dans A et i : [a,b] — T une isométrie telle
que i(a) = z,i(b) = y; on note [z,y] 'image d’un tel 4, que on appelle un segment
d’extrémités x,y ;

(2) lintersection de deux segments ayant une extrémité commune est un segment ;

(3) sideux segments se rencontrent exactement en une extrémité, alors leur réunion
est un segment.

La seconde condition implique I'unicité d’un segment entre deux points. Par exemple,
les Z-arbres sont les ensembles des sommets d’arbres simpliciaux, munis de la distance
maximale telle que la distance entre deux sommets d’une aréte est 1. L’ensemble
ultraproduit “7T" d'un A-arbre T' est naturellement muni d’une structure de “ A-arbre,
par d([zi]w, [¥i]lw) = [d(x:, yi)]w. Voir par exemple [Chi] pour d’autres informations.

En utilisant que le groupe libre Lo se plonge dans SL2(Q)) en agissant librement
sur le Z-arbre de Bruhat-Tits T de SL2(Q,), qu'un groupe limite se plonge dans “L,
donc dans SL2(“Q,) en agissant librement sur “T", qui est un “Z-arbre, et en utilisant
le fait que G est de type fini pour montrer qu’il existe un sous-R"-arbre invariant, on
obtient le résultat suivant.

PROPOSITION 5.1 (Remeslennikov [Rem)], voir aussi Guirardel [Gui])

Pour tout groupe limite G, il existe n dans N tel que G agisse librement sur un
R™-arbre. O

Sin =1, alors la structure de G est bien comprise, par le théoreme de Rips suivant
(voir [GLP, BF3, Pau2]).

THEOREME 5.2 (Rips). — Un groupe de type fini agissant librement sur un R-arbre
est un produit libre de groupes de surface et de groupes abéliens libres. O

Le résultat suivant permet de dévisser la structure des groupes limites par récur-
rence sur n.

THEOREME 5.3 (Gross [Gro], Guirardel [Gui]). — Soit G un groupe de type fini, li-
brement indécomposable, agissant librement sur un R™-arbre, avec n > 2. Alors G
admet une action cyclique sur un arbre simplicial, dont les groupes de sommet sont
de type fini et agissent librement sur un R™ '-arbre, et telle que tout sous-groupe
abélien non cyclique de G fixe un sommet. O
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COROLLAIRE 5.4 (Kharlampovich-Myasnikov [KM2], Sela [Sell])

(1) Tout groupe limite est de présentation finie.

(2) Tout sous-groupe abélien d’un groupe limite est abélien libre de type fini. En
particulier, tout élément non trivial d’un groupe limite est puissance d’un élément
qui n’est pas une puissance non triviale. Le nombre des classes de conjugaison des
sous-groupes abéliens non cycliques mazrimauzx d’un groupe limite est fini.

(3) Si un groupe limite n’a pas de sous-groupe abélien libre non cyclique, alors il
est hyperbolique au sens de Gromov.

(4) Si un groupe limite est librement indécomposable, non abélien, non isomorphe
a un groupe de surface, alors toute décomposition JSJ cyclique de ce groupe est non
triviale.

Démonstration. — Ceci se montre par récurrence, en utilisant, respectivement, le fait
que le groupe fondamental d'un graphe fini de groupes de présentation finie est de
présentation finie, le fait qu'un sous-groupe abélien non cyclique d’un produit libre
est conjugué dans un facteur, le théoréme de combinaison de Bestvina-Feighn [BF2],
et le fait qu'une décomposition JSJ cyclique d’un groupe librement indécomposable,
non isomorphe a un groupe de surface, qui admet une action cyclique non triviale,
n’est pas réduite & un sommet. O

5.2. Un ordre sur les groupes marqués

Nous suivons [CG| dans cette partie. On ordonne GM par (G,S) > (G',5) s'il
existe un morphisme de groupes marqués de (G, S) dans (G’,S’). L’unicité des mor-
phismes montre que cette relation est bien antisymétrique. De maniere équivalente,
on a (G,S) = (G',9) si et seulement si les éléments de S’ vérifient dans G’ toutes
les relations vérifiées par S dans G : pour tout élément m(sy,...,5,) de L, si le mot
m(s1, ..., sx) dans SUS™! vaut 1 dans G, alors le mot m(s), ..., s's) dans $'U S '
vaut 1 dans G’.

PRrROPOSITION 5.5. — Soit K un compact de GM, formé de groupes limites marqués.
Alors il existe une partie finie F' de K, non vide si K ’est, telle que, pour tout (G, S")
dans K, il existe (G,S) dans F tel que (G',S") < (G, S).

Démonstration. — Un groupe limite est de présentation finie par le corollaire 5.4 (1).
Tout groupe de présentation finie marqué (G, S) admet un voisinage formé d’éléments
inférieurs ou égaux a (G, S) (par la remarque (3) du chapitre 2). O

Si (G, S) est un groupe marqué, on note GM(G, S) le sous-espace de GM formé
des groupes marqués inférieurs ou égaux a (G, S). Il est compact (car fermé et contenu
dans GMy, si S = {s;}ien avec s; = 1 pour @ > k), et ouvert si G est de présentation
finie.
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PROPOSITION 5.6. — Toute suite décroissante de groupes limites marqués est sta-
tionnasire.

Démonstration. — Une valeur d’adhérence de cette suite est un groupe limite marqué,
inférieur ou égal a tout élément de la suite, et admettant un voisinage formé d’éléments
qui lui sont inférieurs ou égaux. O
COROLLAIRE 5.7. — Tout groupe limite G est hopfien (i.e. tout morphisme surjectif

de G dans lui-méme est injectif).

Démonstration. — Soit f : G — G un morphisme surjectif non injectif, de noyau
N. Soit ¥ : G — G la composition de la projection canonique G — G/N et de

lisomorphisme G/N — G induit par f. Alors G G Y G ... est une suite
décroissante non stationnaire de groupes limites. O

Nous renvoyons & [Chat, CG], pour une preuve simple des deux propositions pré-
cédentes, évitant d’utiliser le fait qu'un groupe limite est de présentation finie.

Nous renvoyons aussi & [BMR, KM1, KM2] pour de trés jolis résultats de fini-
tude analogues aux précédents (ainsi qu’au corollaire suivant). Si F' est un groupe
libre, et X un n-uplet de variables, alors ’ensemble des parties V(%) de F? qui sont
les ensembles de solutions de systémes () (finis ou infinis) d’équations de la forme
m(z1,...,%p, g1,---,9¢) = 1 avec x; dans X, g; dans F et m un mot &s sczi,gii, est
I'ensemble des fermés d’une topologie noethérienne. Si N(x) est le sous-groupe (qui
est distingué) de F «L(X) engendré par les éléments m tels que 'équation m = 1 soit
conséquence de (X), alors le fermé V(X) est irréductible (i.e. non réunion de fermés
propres) si et seulement si le groupe F'+IL(X)/N(s) est un groupe limite (voir [BMRY]).

Soit (GS) un groupe marqué. L’ensemble L(G,S) des groupes limites marqués
inférieurs ou égaux & (G, S) est compact. Il est réduit au groupe trivial si et seulement
si G ne se surjecte pas sur Z (par exemple si G est fini, ou est un groupe de Kazhdan).
Le résultat suivant découle de la proposition 5.5.

COROLLAIRE 5.8. — Pour tout groupe marqué (G,S), Uensemble Lnax(G,S) des
groupes limites, inférieurs a (G, S), mazimaux pour ces propriétés, est fini, non vide.

O

L’ensemble GM(G, S) s’identifie avec ’ensemble Epi(G, -) des classes d’équivalence
de morphismes de groupes surjectifs f : G — H, pour la relation d’équivalence

(f:G—H)~(f: G — H)
§’il existe un isomorphisme de groupes g : H — H' tel que go f = f/, via application
qui au morphisme surjectif f : G — H associe le groupe marqué (H, f(S)). Nous
noterons de méme une classe et un de ses représentants.
En particulier, Epi(G, -) hérite d’une topologie métrisable compacte, indépendante
de S : une suite (f,)nen converge vers f si et seulement si, pour toute partie finie P
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de G, il existe N dans N tel que pour tout n > N, et g dans P, on a f(g) = 1 si et
seulement si f,,(g) = 1. L’application Epi(G, -) — Epi(G’, -) obtenue en précomposant
par un morphisme surjectif donné de G’ dans G est continue. Il découle du chapitre 3
qu'un groupe G est un groupe limite si et seulement s’il existe une suite (f,,)nen dans
Epi(G, ), d’image un groupe libre, convergeant vers I'identité. De plus, s’il existe une
suite de morphismes d’un groupe de type fini G dans un groupe limite qui converge
vers l'identité, alors G est un groupe limite.

Le groupe (muni de la topologie discréte) Aut(G) des automorphismes du groupe
G agit continuement sur Epi(G, ) par précomposition.

Fixons (G,S) un groupe limite librement indécomposable marqué. Si F' est un
groupe libre de type fini, et E une famille d’éléments de F', on note |||E||| la borne
inférieure, sur toutes les parties génératrices libres A de F' du maximum des longueurs
des écritures réduites dans A U A~! des éléments de E. Un élément f : G — F de
Epi(G,-) (et son élément correspondant de GM(G, S)) est dit (G, S)-court si F est
un groupe libre, et si

IFSI = _min _If o oSl

Ceci dépend de S, mais ne dépend pas de la classe d’isomorphisme de f dans Epi(G, -).
Un quotient raccourcissant de (G, S) est un groupe marqué, limite de groupes marqués
(G, S)-courts.

Par exemple, soit G le groupe fondamental de la surface connexe fermée orientable
de genre g > 2, muni de sa présentation usuelle (a1,b1,...,a4,bq | [a1,b1]...[ag, b)),
marqué par S = (a1,b1,...,a4,by). Soit Ly le groupe libre sur (31,...,5,), marqué
par S’ = (51,1,32,1,...,34,1). Alors (L,, S") est un quotient raccourcissant de (G, S),
car (G, S)-court.

L’ensemble SQ(G, S) des quotients raccourcissants de (G,.S) est un compact de
GM(G, S) (car fermé), non vide (car il contient le groupe trivial marqué), et formé
de groupes limites. Le résultat suivant découle alors de la proposition 5.5.

COROLLAIRE 5.9. — L’ensemble SQ G, S) des quotients raccourcissants mazi-

maux d’un groupe limite librement indécomposable marqué (G, S) est fini, non vide.
O

max(

Le résultat fondamental sur les quotients raccourcissants est le suivant.

THEOREME 5.10 (Claim 5.3 [Sell]). — Tout quotient raccourcissant d’un groupe li-
mite librement indécomposable non trivial marqué (G,S) est un quotient strict de

(G, 9). O

L’idée consiste & considérer une suite de morphismes surjectifs f,, : G — F' qui sont
(G, S)-courts et convergent vers un quotient raccourcissant f : G — G’ (on peut bien
supposer que les groupes libres images des f,, sont constants), et une action libre de
F sur un arbre simplicial. On montre que la suite d’actions de G sur 1" obtenue par
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précomposition par f,, converge (pour la topologie de Gromov équivariante) vers une
action de G sur un arbre réel, qui factorise par G’. On utilise alors la structure fine
des actions de groupes sur les arbres (voir par exemple [BF3, Pau2]) pour empécher
que f ne vaille I'identité.

5.3. Diagramme de Makanin-Razborov d’un groupe marqué

Dans un arbre enraciné T, toute aréte e sera orientée avec son origine o(e) plus
proche de la racine que son extrémité t(e). On notera v, la racine, et si v est sommet,
on notera T(v) 'ensemble des extrémités des arétes d’origine wv.

Un arbre enraciné de groupes marqués (T, G,,S,) est la donnée d’un arbre enraciné
T, pour tout sommet v de T, d’un groupe marqué (G,,S,), et pour toute aréte e,
d’un morphisme de groupes marqués (Go(ey, So(e)) — (Gi(e), St(e))-

Un diagramme de Makanin-Razborov d’un groupe marqué (G, .S) est Parbre enra-
ciné de groupes marqués (T, G,, S,), défini récursivement ainsi :

e le groupe marqué de v, est (G, S),

e 'ensemble T(v.) est Lyax(G, S) si (G, S) n’est pas un groupe limite marqué,

e pour tout sommet v de T si (G, S) est un groupe limite marqué, et tout sommet
v de T — {v,} sinon,

— si G, est un groupe libre, alors le sommet v est terminal,

— 81 G, n’est pas libre et n’est pas librement indécomposable, alors T(v) est
I’ensemble des facteurs de Grushko des décompositions de Grushko S,,-minimales
de G,, marqués par I'image de S, par la surjection de G, (voir le paragraphe
4.2),

—si G, est librement indécomposable et non trivial, alors T(v) est
SQmaX(Gva Su);

de plus, le groupe marqué associé & un sommet v dans T — {v.} est v, le morphisme
associé a chaque aréte est 'unique morphisme entre les groupes marqués des sommets
de l'aréte.

Par exemple, le diagramme de Makanin-Razborov d’un groupe libre marqué est
réduit a un seul sommet. Le diagramme de Makanin-Razborov d’un groupe non trivial
marqué ne se surjectant pas sur Z est réduit a une aréte, et le groupe marqué du
sommet non racine est trivial. Par construction, le sous-arbre enraciné de groupes
marqués en dessous (au sens évident) d’un sommet v d’un diagramme de Makanin-
Razborov est un diagramme de Makanin-Razborov de (G, S,). Un diagramme de
Makanin-Razborov d’un groupe marqué dépend en général du marquage.

PropPOSITION 5.11. — Un diagramme de Makanin-Razborov d’un groupe limite a un
nombre fini de sommets.
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Démonstration. — Les corollaires 5.8, 5.9 et le paragraphe 4.2 montrent que ’arbre
enraciné de Makanin-Razborov est localement fini. Le théoreme 5.10 et le corollaire
5.6 montrent qu’il n’a pas de rayon infini partant de la racine. O

Un diagramme de Makanin-Razborov (T, G,, S,) d'un groupe marqué (Gy, Sp) per-
met de «décrire » tous les morphismes de groupes de GGy dans un groupe libre Fj, de
maniere « indépendante » de ce groupe libre, au sens suivant.

Notons que 'ensemble des morphismes d’un groupe libre de type fini F' dans un
autre I est facile & comprendre, un tel morphisme étant défini, de maniere unique,
par une famille (y;);=1,... % dans F’ si (x;)j=1,.., est une base de F, par z; — y;.
Comme tout sous-groupe d’un groupe libre est libre, I’étude des morphismes a valeurs
dans un groupe libre se rameéne a 1’étude des morphismes surjectifs a valeurs dans un
groupe libre.

Considérons la donnée (T’, (fy), (¢»)) suivante. Soit T’ un sous-arbre enraciné de
T (contenant la racine de T) tel que, pour tout sommet v non terminal (donc non
trivial et non libre) de T’, si G, est un groupe limite non librement indécomposable,
alors T'(v) = {v1,...,v,} avec G, = Gy, * --- x G, une décomposition de Grushko
S,-minimale de G,, et si G, n’est pas un groupe limite, ou est librement indécompo-
sable, alors T'(v) contient exactement un sommet v de T(v). Pour tout sommet v de
T tel que G, est librement indécomposable non trivial, soit ¢, dans Mod(G,). Pour
tout sommet v terminal dans T/ (donc dans T, donc G, est libre), soit f, : G, — Fp
un morphisme de groupes.

Construisons par récurrence inverse un morphisme de groupes f, : G, — Fy pour
tout sommet v de T'. Si v est un sommet terminal, alors f, est donné. Si v n’est pas
un sommet terminal, alors

e si G, est un groupe limite non librement indécomposable et si T'(v) =
{v1,...,vp}, alors on pose f, = fu, *---* f, (avec les notations du paragraphe 4.2),
e si G, est un groupe limite librement indécomposable, en notant par m,,
(Gv,Sy) = (Gu, Sy, ) le morphisme du diagramme de Makanin-Razborov, alors on

définit f, = f,, omy, 0y 1 de sorte que le diagramme suivant commute

G

7TU+J &O o

Gv+ — Fy
v

e si G, n'est pas un groupe limite, et si m,, : (Gy,Sy) = (Go,,Sv, ) est le mor-
phisme du diagramme de Makanin-Razborov, alors on pose f, = f, oy,

Posons f(T, (fv), (¢v)) = fu,, qui est un morphisme de groupes de Gy dans Fjp.
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PROPOSITION 5.12. — Soit (Gg, So) un groupe marqué, de diagramme de Makanin-
Razborov (T, G,,S,). Si f est un morphisme de groupes de Gy dans un groupe libre
Fy, alors il existe une donnée (T, (fy,), (pov)) telle que f = f(T/,(fv), (¥v)).

Démonstration. — Par récurrence, on construit une donnée (T’,(f,),(¢y)), ainsi
qu’'un morphisme de groupes f, : G, — Fy pour tout sommet v de T’. On demande
que la racine de T appartienne & T', et on pose f,, = f. Supposons construit un
sommet v de T’, et le morphisme f, : G, — Fp.

Si v est terminal dans T, alors on dit qu’il est terminal dans T’, et on prend
fv : Gy, — Fp pour la donnée. Supposons donc que v n’est pas terminal (en particulier
G, n’est pas libre).

Supposons que G, soit un groupe limite, non librement indécomposable. On choisit
une décomposition de Grushko S,-minimale G, = Gy, *- - -xG,,, de G,. On pose alors
T'(v) = {v1,...,vp}, on note f,, la restriction de f, a G, pour j = 1,...,p. D’apres
le paragraphe 4.2, on a f, = fu, * -+ * fo,.

Supposons que G, soit un groupe limite librement indécomposable. Soit ¢, dans
Mod(G,) tel que

lfoopu(Su)lll =~ min_ = J[[f, 0 (Sy)]]].

YEMod(G.)

Alors le groupe marqué (Fy, f,(v0(Sy))) est (Gy,Sy,)-court, donc est un quotient
raccourcissant de (G,,S,). 1l existe donc vy dans T(v) = SQumax(Gv,Sy) tel que
(Gv+7S ) P (F07fv(90v(sv)))- On note alors T/(v) = {U+}, et fv+ : (Gv+aS )
(Fo, fo(¢u(Sy))) I'unique morphisme, qui vérifie f, o p, = fo, om,, .

Supposons que G, ne soit pas un groupe limite (alors v = v,). Comme (Fy, f,(G,))
est un groupe libre (donc limite) marqué inférieur a (G, S, ), il existe v4 dans T(v) =
Linax(Gu, Sy) tel que (G, ,Sv,) = (Fo, fo(Gy)). On note donc T'(v) = {vy}, et
for : (Goy, S, ) — (Fo, fu(Gy)) I'unique morphisme, qui vérifie f, = f,, o7y, .

Par définition, on a bien f = f,. = f(T/, (f»), (¥s))- O

6. RESOLUTION DE MAKANIN-RAZBOROV DE GROUPE
LIMITE

Le contenu de cette partie est essentiellement repris de l'article de Champetier-
Guirardel [CG], et fournit des preuves détaillées de la seconde moitié du chapitre 5
de [Sell]. Il s’agit de donner une caractérisation des groupes limites par « dévissages »
successifs & partir des groupes libres. Voir aussi [KM2] et surtout les excellentes notes
[BF4].

Si G, est le stabilisateur d’'un sommet d’une action cyclique d'un groupe G sur
un arbre, appelons voisinage abélien de G, le sous-groupe de G engendré par G,
et par les centralisateurs dans G des groupes d’aréte d’origine v. Un morphisme de
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groupes f : G — G’ est une résolution de Makanin-Razborov élémentaire s’il existe
une décomposition cyclique en graphe de groupes de G, telle que

(1) chaque groupe d’aréte est abélien maximal dans au moins I'un des groupes de
sommet de ’aréte;

(2) le morphisme f est injectif sur chaque groupe d’aréte, et le centralisateur dans G
de chaque groupe d’aréte est égal au centralisateur de I'une de ses deux images dans
ses groupes de sommet ;

(3) 'image par f de chaque groupe de sommet de type surface est non abélienne;

(4) tout groupe de sommet abélien G,, est abélien libre de type fini, et f est injective
sur le sous-groupe G, de G, engendré par les groupes d’aréte d’origine ce sommet ;

(5) pour tout groupe de sommet G, qui est non abélien et non de type surface,
le morphisme f est injectif sur le voisinage abélien de GG,, dans le graphe de groupes
obtenu en remplagant chaque groupe de sommet abélien par son sous-groupe engendré
par les groupes d’aréte d’origine ce sommet.

Si G est un groupe de type fini, une résolution de Makanin-Razborov est une suite
de morphismes

o e b

Go G G
avec Gg = G et G, un groupe libre, telle qu’il existe, pour ¢ = 1,...,n, des décom-
positions en produit libres G;_1 = G} *---* G x F et G; = GY x--- % G}, avec p

dans N et F' un groupe libre, telles que pour tout j = 1,...,p, on a f;(G;) = G
et fi : G — G est une résolution de Makanin-Razborov élémentaire. Cette défini-
tion est une version légerement corrigée de la notion de « strict MR resolution » dans
[Sell]), car le théoreme 5.2 de [Sell] est légerement erroné, voir [CG].

THEOREME 6.1 (Sela [Sell] Theorem 5.12 ). — Un groupe de type fini G est un
groupe limite si et seulement s’il admet une résolution de Makanin-Razborov.

Démonstration. — Supposons tout d’abord que le groupe G admette une résolution
de Makanin-Razborov. Par récurrence sur la longueur, comme un groupe libre est un
groupe limite, comme un sous-groupe de type fini d’'un groupe limite et un produit
libre d’un nombre fini de groupes limites sont des groupes limites, il suffit de montrer
que si L est un groupe limite et f : G — L est une résolution de Makanin-Razborov
élémentaire, alors G est un groupe limite. On se fixe une décomposition en graphe de
groupes de G comme dans la définition, avec (X, G.) son graphe de groupes.

Le résultat suivant servira dans plusieurs étapes de la preuve.

LEMME 6.2 (Baumslag). — Soit G’ un groupe limite, n wun entier non nul,
ap,ai,...,a, des éléments de G' et ¢ un élément de G' ne commutant avec au-
cun des €léments ay,...,an—1. Alors il existe N dans N tel que pour tous ki, ...,k

k2 k

dans 7 avec |k;| = N, Uélément agc* aic*2ay . .. cFra,, est non trivial dans G'.
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Démonstration. — C’est un exercice si G’ est un groupe libre (voir par exemple [Baul,
Prop. 1]), et on se rameéne & ce cas en considérant une suite de morphismes de G’ dans
un groupe libre convergeant vers 1'identité. o

E’tape 1. — La premieére étape est de se ramener au cas ou les groupes de sommet
abéliens de (X, G.) sont engendrés par les groupes d’aréte d’origine ce sommet.

Un groupe G’ est obtenu par extension libre de centralisateurs & partir d’un groupe
G" §'il existe un groupe abélien libre de type fini A et un élément g de G” de cen-
tralisateur Z dans G”, tels que G’ est (& isomorphisme pres) le produit amalgamé
G" %z (Z x A) pour les morphismes = — z de Z dans G” et z — (z,0) de Z dans
Z x A.

PROPOSITION 6.3 (Baumslag). — Une extension libre de centralisateurs d’un groupe
limite est un groupe limite. De plus, avec les notations précédentes, le centralisateur
de g dans G' est Z x A.

Démonstration. — Soit f : G’ — G” le morphisme surjectif valant 'identité sur G”
et trivial sur A (en identifiant G” et A avec leurs images dans G’). Montrons qu’il
existe une suite (¢, )nen d’automorphismes de groupes de Z x A, valant l'identité
sur le premier facteur, ce qui permet de I’étendre (par 'identité sur G”) & G, telle
que f o ¢, converge vers I'identité. Ceci entrainera que G’ est un groupe limite. En
effet, on peut supposer g non trivial, et il suffit de prendre, avec (a1, ..., ap) une base
de A, l'automorphisme o, (z,a"" ... a];”) = (zgnFrtthp) gl alg’)). Pour vérifier
que f o ¢, converge vers l'identité, on peut supposer par récurrence p = 1, et on
applique le lemme 6.2.

Une autre maniere de montrer le résultat est de dire, en supposant A infini cyclique
engendré par a, que si S est une partie génératrice finie de G”, alors S, = SU {g"}
aussi, et la suite de groupes marqués (G”,S,) converge vers le groupe marqué
(G',SU{a}) si g # 1, par le lemme 6.2. O

Remarque. — Cette notion a été beaucoup étudiée (voir les travaux de Lyndon,
Baumslag, Kharlampovich, Myasnikov, Remeslennikov). Il est montré dans [KM2]
(voir aussi [CG]) qu'un groupe de type fini est un groupe limite si et seulement s’il
est isomorphe & un sous-groupe d’un groupe obtenu par un nombre fini d’extensions
libres de centralisateurs a partir d’'un groupe libre (la proposition ci-dessus montrant
le sens réciproque).

La premiere étape découle par application d’un nombre fini de fois cette propo-
sition, car les conditions (1)-(5) de la définition de résolution de Makanin-Razborov
élémentaire sont préservées si on remplace chaque groupe de sommet abélien par son
sous-groupe engendré par les groupes d’aréte d’origine ce sommet, et f : G — L par
sa restriction au groupe fondamental du graphe de groupes obtenu par ces remplace-
ments.
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Nous supposons donc dans la suite que f est injective sur les groupes de sommet
abéliens.

E’tape 2. — La seconde étape consiste a montrer que, quitte & admettre les pantalons
et les rubans de Mobius troués dans la définition de « sommet de type surface d’une
décomposition cyclique » (voir partie 4.1), alors on peut supposer que, pour tout
sommet v de type surface de (X,G.), le morphisme f est injectif sur le voisinage
abélien de G, (et toujours f injective sur les groupes de sommet abéliens).

Le résultat se déduit des deux lemmes suivants, qui découlent essentiellement de la
structure des sous-groupes a deux générateurs d’un groupe limite (voir corollaire 3.2

(7))-

LEMME 6.4 (Sela [Sell] Lemma 5.13). — Soit H le groupe fondamental d’une sur-
face S compacte connezxe & bord (éventuellement vide), de caractéristique d’Euler au
plus —1. Soit L un groupe limite, et f : H — L un morphisme de groupes d’image
non abélienne, injective en restriction au groupe fondamental de chaque composante
connexe du bord de S. Alors il existe une famille finie de courbes fermées simples
disjointes de S, telle que chaque composante connexe C' du complémentaire soit un
pantalon ou un ruban de Mobius troué, et telle que la restriction de f au groupe
fondamental de C soit injective. O

LEMME 6.5 (Champetier-Guirardel [CG] Claim 4.5). — Si H est un groupe obtenu
par extension libre de centralisateurs des groupes fondamentauzx d’au plus deux com-
posantes connexes du bord d’un pantalon ou d’au plus une composante connexe du bord
d’un ruban de Mobius troué, et si f : H — L est un morphisme de groupes d’image
un groupe limite non abélien, injectif sur les centralisateurs des groupes fondamentaux
des composantes connezes du bord, alors f est injective. O

E’tape 3. — Montrons qu’il existe un groupe limite L, un morphisme de groupes
f : G — L et un graphe de groupes (X’,G’) de groupe fondamental G, dont les
groupes de sommet abéliens et les groupes d’aréte sont non triviaux, et égaux a leurs
centralisateurs dans G, avec f injective sur les groupes de sommet. Ceci implique que
les groupes d’aréte sont abéliens maximaux dans les deux groupes de sommet, et que
f est injective sur les voisinages abéliens des groupes de sommet.

Soient (X,G.) et f : G — L vérifiant le résultat de I’étape 2. On construit un
graphe de groupes (X', G.), avec X’ = X, de la maniére suivante. On remplace
chaque groupe de sommet G, par le sous-groupe G, de G engendré par G, et par les
centralisateurs dans G des groupes d’aréte d’origine v. On remplace chaque groupe
d’aréte G, par son centralisateur dans G. Les morphismes des groupes de sommet
dans les groupes d’aréte sont ceux qui sont évidents.

Comme f est injective sur les groupes de sommet de (X, G,) par étape 2 et la
propriété (5), ceux-ci sont des groupes limites. Par la propriété (2), les groupes d’aréte
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de (X', G,) sont des centralisateurs d’éléments non triviaux dans des groupes de som-
met de (X, G,), donc sont abéliens non triviaux. Ils sont égaux a leurs centralisateurs
dans G, car Zg(Zg(H)) = Zg(H) si H et Zg(H) sont abéliens.

Soit v un sommet de X de groupe G,,. Montrons que G/, est égal a son centralisateur
dans G si G, est abélien, et que f est injective sur G7,. Si G, n’est pas abélien, alors
G’ non plus et ceci découle de P'étape (2) et de la propriété (5). Supposons donc G,
abélien.

S’il existait une aréte e qui est une boucle en un sommet v de groupe abélien, alors
par la propriété (1), le groupe G, serait infini cyclique, égal par exemple & p.(Ge).
Mais s’il existe un morphisme ¢ d’un groupe de présentation (a,t | tat™* = a™)
dans un groupe limite, tel que ¢(a) # 1, alors m = 1, car I'image doit étre abélienne
sans torsion (par le corollaire 3.2 (7) et (4)). Donc pe(Ge) ne serait pas égal & son
centralisateur dans G, ce qui contredit (2).

Supposons tout d’abord que pour toute aréte e d’origine v, on a Zg(G.) =
Za,(pe(Ge)). En particulier, par définition, G/, est égal & G,. Si g € Zg(G,), alors
g € Za(Ge), donc g € G,. Donc G!, = G, est égal & son centralisateur dans G, et f
est injective sur G| = G, par l'étape (2).

Sinon, il existe une aréte e d’origine v telle que Z(G.) # Za, (pz(Ge)). Par les pro-
priétés (2) et (1), on a alors Zg(G.) = Zg,,, (pe(Ge)), ce groupe contient proprement
pe(Ge) et Gy = pE(Ge)'

Supposons qu’il existe une autre aréte ¢’ d’origine v telle que Zg(Ge) #
Za,(p(Ger)). Identifions G et Ger avec G, par pg et p_r, et G avec un sous-groupe
de Gy(e) par pe. Sit(e) = t(e'), alors G/ s’envoie par p.s sur un sous-groupe uGyu~?
de Gy pour un u dans G — Gyy. Si t(e) # t(e’), alors on identifie G. avec un
sous-groupe de Gy(.y par per. Dans ce second cas, la propriété (2) entraine I'égalité

des centralisateurs Zg,, (Gy) et Zg G,), qui contiennent strictement G,. Il

o (
existerait alors un élément de G — é(v )ﬁxant v dans un revétement universel de
(X,G.) ol on a relevé e U €', ce qui est impossible. Dans le premier cas, on aurait
ZG,.,(Gy) = uZg,,, (Gy)u~"'. Pour a dans G, — {1}, I'élément uau~"' commute avec
a, donc leurs images par f commutent. Par la structure des sous-groupes a deux
générateurs d’un groupe limite, f(u) et f(a) commutent, donc f(uau=™') = f(a).
Comme f est injective sur Gy(.), on en déduit que u appartient au centralisateur de
G, dans G, qui est contenu dans Gy, ce qui est une contradiction.

Donc pour toute aréte e’ d’origine v, différente de e, le centralisateur Zg(G./) est
contenu dans G, ce qui montre par définition que G;, = Zg(G.) = Zg,.,(Ge). En
particulier, G}, est égal a son centralisateur dans G Si Gy(.) n’est pas abélien, alors par
I’étape (2), le morphisme f est injectif sur G’,. Si Gy () est abélien, alors G}, = Gy(e),
et f est aussi injective sur G/, par ’étape (1).

Etape 4. — Montrons que si G est un groupe de type fini, L un groupe limite,
f: G — L un morphisme de groupes et (X’,G’) un graphe de groupes de groupe
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fondamental G, a groupes d’aréte abéliens non triviaux et égaux a leurs centralisa-
teurs dans G (donc abéliens maximaux dans les deux groupes de sommet), avec f
injective sur les voisinages abéliens des groupes de sommet, et dont les groupes de
sommet abéliens sont égaux a leurs centralisateurs dans G, alors il existe une suite de
twists de Dehn ¢,, sur (X', G.) telle que f o @, converge vers I'identité.

On procede par récurrence sur le nombre n d’arétes de X’ (que l'on peut supposer
non nul). Si n =1, alors G est un produit amalgamé A xc B ou une extension HNN
Axc. Soit ¢ un élément non trivial de C.

Supposons tout d’abord que G = A x¢ B avec C = AN B. Notons ¢, le twist de
Dehn qui est la conjugaison par ¢” sur A et I'identité sur B. Soit g un élément non tri-
vial de G, que l'on peut supposer n’appartenant pas a B, car ¢,, est I'identité sur B et
f injective sur B. Considérons son écriture réduite g = a1b; ... apb, avecp > 1, a; dans
A—C et b; dans B—C (sauf peut-étre a; = 1 auquel cas p > 2, ainsi que b, = 1). Pour
n assez grand, Vélément fopn(g) = £(e)" f(ar) F(e) " F(br) .. F(&)" Flap) ()" F(by)
du groupe limite L est non trivial par le lemme 6.2. En effet, si f(c) et f(a;) com-
mutent, comme f est injective sur A, alors a; et ¢ commutent, ce qui contredit le fait
que a; n’appartient pas a C, qui est le centralisateur de ¢ dans le groupe limite A, car
abélien maximal. De méme, f(c) et f(b;) ne commutent pas.

Supposons maintenant G = (A,t | tct™* = 0(c), c€ C), avec C C Aet :C — A
un morphisme injectif. S’il existe a dans A tel que f(at) commute avec f(c), alors
f(a=tca) = f(tct™1), donc par injectivité de f |4, comme tct—! est dans A, on a
(at)~teat = c. Donc f(at)~1f(C)f(at) N f(C) est non trivial, et comme L est un
groupe limite (voir le corollaire 3.2 (6)), ’élément f(at) commute avec tout f(C'), et
donc comme ci-dessus, at commute avec C. Comme un groupe de sommet abélien
est égal & son centralisateur, le groupe A est non abélien. Donc f est injective sur le
sous-groupe engendré par A et par at, donc est injectif sur G, et ¢,, = id convient
(notons pour usage ultérieur que G est une extension libre de centralisateurs de A).
Supposons donc qu’il n’existe pas de a dans A tel que f(at) commute avec f(c) (et
de méme pas de a dans A tel que f(t~'a) commute avec f(c)). Notons ¢, le twist
de Dehn qui vaut l'identité sur A et envoie ¢ sur tc™. Soit g dans G — A (car si g est
dans A — {1}, alors f o vn(g) = f(g) # 1), d’écriture réduite (voir [LS, page 181])
g = apttait2ay...t°7a, avec p > 1, a; dans A, et pour i = 1,...,n—1, a; ¢ C si
g;=—¢iv1=1,et a; ¢ (C) sie; = —g;41 = —1. Alors pour n assez grand, I’élément
fown(g) = flao)f(tc™) flar) f(tc™)®2 f(az) ... f(tc™)®? f(ap) du groupe limite L est
non trivial par le lemme 6.2. En effet, f(c) ne commute pas avec f(a;t), f(t~1a;), ni
avec f(a;) sie; = —g;11 = 1 (car C est abélien maximal dans A), ni avec f(t~1a;t) si
g; = —giy1 = —1 (car §(C) est abélien maximal dans A).

Supposons maintenant n > 2. Soit e une aréte de X', qui induit une décomposition
en produit amalgamé A*g, B de G si e sépare X', et une décomposition en extension
HNN Axg: de G’ sinon. Par récurrence, il existe une suite (¢, )nen de twists de Dehn
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sur les arétes de X — {e, €} telle que f o, |4 et f o, |p convergent vers I'identité.
Par compacité, quitte & extraire, f o ¢, converge vers un morphisme f’ de G dans
un groupe limite. Ce morphisme f’ est injectif sur les groupes de sommet du produit
amalgamé ou de I'extension HNN, qui coincident avec leurs voisinages abéliens. Si e
sépare, on peut supposer que les injections de G, dans A et B sont propres, donc que
ni A ni B ne sont abéliens. Si e ne sépare pas, et si A est abélien, alors G a pour
présentation (A, t | tat™! = p(a) Va € A), avec ¢ : A — A un isomorphisme. Par un
argument déja vu, comme f’(tat~!) et f’(a) commutent, f'(t) et f'(a) commutent, et
comme [’ est injective sur A, I'isomorphisme ¢ est Iidentité. Donc ¢ centralise A, ce
qui contredit le fait que A est égal a son centralisateur dans G. On conclut alors par

/

le casm =1 : si @], est une suite de twists de Dehn sur e telle que f’ o ¢!, converge

vers l'identité, alors f o ¢, o ¢!, aussi.

L’étape 4 implique que G est un groupe limite et conclut la preuve de la partie
directe du théoreme 6.1.

Montrons maintenant la partie réciproque du théoreme 6.1. Soit Gy un groupe
limite, et Sy une partie génératrice fixée de Gy. Montrons que Gy admet une résolution
de Makanin-Razborov. En utilisant des décompositions de Grushko et le résultat de
finitude 5.6 en conjonction avec le théoréme 5.10, il suffit donc de montrer que si (G, S)
est un groupe limite marqué librement indécomposable, alors il existe un quotient
raccourcissant maximal (G”,S5") de (G, S) tel que le morphisme de groupes G — G”
est une résolution de Makanin-Razborov élémentaire.

On utilise l'identification GM(G, S) = Epi(G,-), voir la partie 5.2. Soit F un
groupe libre et (f,, : G — F),en une suite de morphismes surjectifs qui converge vers
l'identité (qui existe comme G est un groupe limite). Pour tout n dans N, soit ¢,
dans Mod(G) tel que f,, o, est (G, S)-court. Alors, quitte & extraire, la suite f, o,
converge vers un quotient raccourcissant f’ : G — G’. Celui-ci factorise & travers un
quotient raccourcissant maximal f” : G — G”. Montrons que f” est une résolution de
Makanin-Razborov élémentaire, en vérifiant les propriétés (1)-(5) de leur définition.
Remarquons que si ¢, vaut une conjugaison sur un élément A non trivial de G pour
tout m, alors f,(h) # 1 pour n assez grand, donc f,, o @, (h) # 1, et donc f/(h) # 1,
d’onr f"(h) # 1.

Soit (X, G.) la décomposition cyclique de G donnée par la proposition 4.2, qui
vérifie que le centralisateur dans G' d’'un groupe d’aréte est contenu dans 'un de ses
groupes de sommet. Comme G est commutatif-transitif (corollaire 3.2), la propriété
(1) est vérifiée. Comme ¢,, vaut une conjugaison sur chaque groupe d’aréte H, sur
chaque groupe de sommet H non abélien, non de type surface, ainsi que sur chaque
sous-groupe H de groupe de sommet abélien engendré par les stabilisateurs d’arétes
d’origine ce sommet, le morphisme f” est injectif sur ces groupes H, et les propriétés
(2) et (4) sont vérifiées.
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Soit G, un groupe de sommet non abélien, non de type surface, et e une aréte
d’origine v. Soit h,, dans G tel que ¢,, agit par la conjugaison par h, sur G,. Notons
(X', G",) le graphe de groupes obtenu en remplagant chaque groupe de sommet abélien
par son sous-groupe engendré par les groupes d’aréte d’origine ce sommet, et G’ son
groupe fondamental (d’origine v). Montrons que ¢,, agit aussi par la conjugaison par
h,, sur le centralisateur Z, dans G::(e) de p.(G.). On peut supposer que le centralisateur
de ps(Ge) dans G n’est pas contenu dans G,, donc par les propriétés (1) et (2), on a
Z6(Ge) = Za, ., (pe(Ge)). Si Gyey est de type surface, alors Zg, ,, (pe(G.)) est réduit
a pe(Ge), donc il n’y a rien a montrer. Si Gy est abélien, alors Z, = G;(e), et p, agit
par la conjugaison par un élément h;, sur Z.. De méme, si Gy () n’est ni abélien, ni de
type surface, alors ¢, agit par la conjugaison par un élément h;, sur Gy, donc sur
Z. (que e soit une boucle en v ou non). Maintenant, si a est un élément non trivial
de Ge, alors h, *h!, centralise a, donc appartient & Gi(e)- Donc @, agit aussi par la
conjugaison par h,, sur Z., et ceci étant vrai pour tout e, ¢, agit par la conjugaison
par h,, sur le voisinage abélien de G, dans (X', G,). Ceci montre que f” est injectif
sur ce voisinage abélien.

Par définition, un groupe de sommet de type surface est non abélien, sauf s’il y a un
unique sommet dans X de groupe Z2, auquel cas le résultat est clair. Comme une limite
de groupes marqués non abéliens est non abélien, I'image par f’ (donc par ) d'un
groupe de sommet de type surface est non abélien, ce qui montre I'assertion (3). O

Les résultats suivants découlent alors de la preuve du théoreme 6.1.

COROLLAIRE 6.6 (Kharlampovich-Myasnikov-Remeslennikov [KM2] Theorem 6)
Un groupe est un groupe limite si et seulement s’il appartient a la collection C de
groupes définie récursivement par

— un groupe libre de type fini est dans C ;

— un produit libre de deux groupes dans C est dans C ;

— une extension libre de centralisateurs d’un élément de C est dans C;

— un produit amalgamé de deux groupes dans C, au-dessus d’un groupe cyclique qui
est abélien maximal dans au moins l'un de ces deux groupes, muni d’un morphisme a
valeurs dans un élément de C, injectif sur le voisinage abélien des groupes de sommet,
est dans C ;

— une extension HNN acylindrique (i.e. de la forme Axc avec ap.(C)a=tNpe(C) =
{1} pour tout a dans A), d’un groupe A dans C au-dessus d’un groupe abélien dont
l'une des deux images dans A est abélienne mazximale, munie d’un morphisme a va-
leurs dans un élément de C, injectif sur le voisinage abélien du groupe de sommet,
est dans C. O

COROLLAIRE 6.7. — Pour tout groupe limite librement indécomposable marqué
(G, S), il existe un quotient raccourcissant f : (G,S) — (G',S") et une suite (pn)nen
dans Mod(QG) telle que f o v, converge vers l'identité.
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6.1. Tour multi-résiduellement libre hyperbolique

Rappelons que si X, Y sont des CW-complexes, A un sous-CW-complexe de X,
et f: A — Y une application cellulaire, on appelle recollement de X surY par f
le CW-complexe quotient X [ ;Y = (X11Y)/ ~, avec ~ la relation d’équivalence
engendrée par = ~ f(x) pour tout = dans A. La projection canonique ¥ — X [] ;Y
est un homéomorphisme sur son image, et on identifie Y avec celle-ci (voir par exemple
[Hat]). On parle de somme pointée de X et Y lorsque A est un singleton.

Un CW-complexe X est dit multi-résiduellement libre de niveau < n sin = 0
et X est un point, ou si n > 1 et si X est un CW-complexe obtenu, a partir d’un
CW-complexe Y multi-résiduellement libre de niveau < n—1, par I'une des opérations
suivantes :

(1) (extension libre) X est une somme pointée de Y et d’un bouquet de cercles;

(2) (extension de type surface) X est un recollement SI[ ;Y sur Y d’une surface
S compacte connexe a bord non vide, de caractéristique d’Euler au plus —2 ou égale
au tore troué ou a la bouteille de Klein trouée, avec f : 9S — Y une application
cellulaire, envoyant chaque composante connexe de 95 sur un lacet non homotope &
zéro, et telle qu'il existe une rétraction de X sur Y, dont ’application induite sur les
groupes fondamentaux envoie 71.5 sur un groupe non abélien ;

(3) (extension abélienne) X est un recollement (T™ x T™) 1] ;Y , avec TF = Rk /Z*
le tore de dimension k, ayant 0 pour sommet, et f : {0} x T™ — Y une application cel-
lulaire, induisant sur les groupes fondamentaux un isomorphisme sur un sous-groupe
abélien maximal de m Y.

Un CW-complexe X est dit multi-résiduellement libre s’il existe n dans N tel que
X est multi-résiduellement libre de niveau < n. Une tour de Sela est le groupe fon-
damental d'un CW-complexe multi-résiduellement libre.

Il est facile de voir qu’une tour de Sela admet une résolution de Makanin-Razborov,
donc est un groupe limite (voir le théoréme 6.1). Une tour de Sela est hyperbolique
si elle est construite sans aucune extension abélienne, ou, de maniere équivalente,
si elle n’a pas de sous-groupe abélien non cyclique. Une tour de Sela hyperbolique
est hyperbolique au sens de Gromov (voir le corollaire 5.4). Voir les « regular NTQ
groups » de [KM1]-[KMS5].

Par exemple, un groupe de surface, non homéomorphe a la somme connexe de 1,2
ou 3 plans projectifs, est une tour hyperbolique. En effet, soit .S une surface compacte
connexe de genre g, avec g > 2 si S est orientable, et g > 4 sinon. On considere une
surface compacte connexe S’ qui est

e orientable de genre g — 2 si S est orientable,
e une sphere si S est non orientable et g = 4,
e non orientable de genre g — 4 sinon.
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Soit P un pantalon si S est orientable, et la bouteille de Klein trouée sinon. Soit S”
la somme connexe S’#P. Alors il existe une rétraction f : S” — B dans le bouquet
de deux cercles B, plongé dans P. L’espace topologique X recollement de S sur B
par la restriction de f au bord de S”, admet une structure de CW-complexe multi-
résiduellement libre de niveau < 2 (extension de type surface d’une extension libre), et
X est homéomorphe & S. La rétraction f de S” sur B induit par passage au quotient
une rétraction r de X sur B. Au niveau des groupes fondamentaux, 'application r
induit une surjection de 715" sur 7 B, qui est un groupe libre de rang 2 (voir dessin
ci-dessous).

non orientable

orientable

Dans le cas orientable, on peut aussi considérer, pour tout entier g > 2, une surface
compacte connexe planaire P’ de caractéristique d’Euler 1 — g (i.e. homéomorphe &
un disque avec g disques ouverts enlevés). Alors P’ se rétracte sur un bouquet B’ de g
cercles plongé dans P’. Le double de P’ le long de son bord est une surface compacte
connexe orientable de genre g, qui se rétracte évidemment sur le bouquet de cercles
B’ contenu dans 'une des deux copies de P'.

La partie facile suivante de la caractérisation des groupes de type fini élémentaire-
ment équivalents & un groupe libre de type fini non cyclique découle des techniques uti-
lisées dans la construction des résolutions de Makanin-Razborov. En effet, un groupe
de type fini G élémentairement équivalent a un groupe libre de type fini non cyclique
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est en particulier un groupe limite, donc admet une résolution de Makanin-Razborov.
En utilisant des formules closes V3, il n’est pas tres difficile d’améliorer une telle
résolution en une tour hyperbolique, voir [Sel6].

THEOREME 6.8 (Sela [Sel6] Prop. 6). — Soit G un groupe de type fini élémentaire-
ment équivalent a un groupe libre de type fini non cyclique. Alors G est isomorphe a
une tour de Sela hyperbolique. O

Mais la réciproque (qui contient la solution du probléme de Tarski) est beaucoup
plus difficile, et nécessite de nombreux autres outils.

Note ajoutée sur épreuve. — Les articles [Sell]-[Sel6] sont maintenant acceptés pour
publication. Les prépublications [KM3a] et [KM4a] sont respectivement contenues
dans les articles [KM3b] et [KM4b]. Les articles [KM3a]-[KM5] devraient étre contenus
dans un livre & paraitre (CRM monograph series, American Mathematical Society).
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