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CATEGORIES DERIVEES ET GEOMETRIE BIRATIONNELLE
[d’aprés Bondal, Orlov, Bridgeland, Kawamata...]

par Raphaégl ROUQUIER

1. INTRODUCTION

L’objet principal de cet exposé est la catégorie dérivée D°(X) des faisceaux co-
hérents sur une variété X. La catégorie dérivée organise 'information homologique
(groupes d’extensions entre faisceaux cohérents) et numérique (K-théorie). Nous al-
lons étudier son comportement au cours des opérations de « chirurgie algébrique »
(« flips » et « flops »).

La catégorie dérivée d’un espace projectif se décrit a partir d’une algebre de dimen-
sion finie (Beilinson, 1978) et ceci a placé dans un cadre approprié les descriptions de
fibrés vectoriels en terme d’algebre linéaire. A la suite de ce résultat, des descriptions
analogues (décomposition semi-orthogonale de la catégorie dérivée) ont été recherchées
pour d’autres variétés. De telles décompositions devraient apparaitre en présence d’un
«flip », étape cruciale du programme de Mori de modeéles minimaux (MMP) pour la
classification des variétés projectives lisses, et cela a amené en particulier la question
de l'invariance de la catégorie dérivée par « flop » (Bondal-Orlov, 1995). D’un autre
c6té, la conjecture homologique de symétrie miroir (Kontsevich, 1994) a elle aussi posé
le probléeme de I'invariance birationnelle de la catégorie dérivée, pour des variétés de
Calabi-Yau. Indépendamment, la construction d’une équivalence dérivée entre une
variété abélienne et sa duale (Mukai, 1981) a montré la relation entre la réalisation
d’une variété X comme un espace de modules d’objets sur Y et la construction d’une
équivalence (ou d’un foncteur pleinement fideéle) entre la catégorie dérivée de X et
cellede Y.

Commengons par poser des problemes sur les catégories dérivées de variétés,
en suivant trois points importants du MMP. On note Kx le diviseur canonique
d’une variété lisse X et on considere l’équivalence linéaire entre diviseurs. On
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se donne un diagramme ou f et g sont des morphismes birationnels entre variétés
projectives lisses complexes

Z
1) y x
X Y
On a une premiére conjecture sur les flops généralisés (cf. [8, Conjecture 4.4] et [31,
Conjecture 1.2]) :

CONJECTURE 1.1 (Bondal-Orlov). — Si f*Kx ~ ¢g*Ky, alors D*(X) ~ D*(Y).

On sait que dans cette situation les nombres de Hodge coincident (¢f. remarque 3.9).
La conjecture a une réponse positive en dimension 3 (corollaire 4.11), pour des variétés
symplectiques de dimension 4 (corollaire 4.7) et dans le cadre torique (théoréme 4.15).
Pour des variétés de Calabi-Yau (w trivial), on s’attend donc & ce que birationalité et
équivalence dérivée coincident, comme le prédit la conjecture de Kontsevich de symé-
trie miroir [35]. La «réciproque » de la conjecture 1.1 n’est pas vraie (remarque 3.15).
On a une conjecture sur les flips généralisés [8, Conjecture 4.4] :

CONJECTURE 1.2 (Bondal-Orlov). — Si f*Kx — g*Ky est équivalent & un diviseur
effectif, alors il existe un foncteur pleinement fidéle D*(Y) — D®(X).

La minimisation d’une variété dans le MMP devrait alors s’interpréter comme une
minimisation de la catégorie dérivée, un modele minimal pour une variété X devant
étre construit comme un espace de module d’objets de la catégorie dérivée de X. Dans
la conjecture 1.2, il serait aussi souhaitable de savoir décrire 'orthogonal de I'image
de D*(Y) dans D*(X).

On a enfin une conjecture de finitude [31, Conjecture 1.5] :

CONJECTURE 1.3 (Kawamata). — Soit X une variété projective lisse. Alors, il

n’existe qu’un nombre fini de classes d’isomorphisme de variétés projectives lisses Y
telles que D*(X) ~ D*(Y).

La réponse est positive en dimension < 2 (¢f. [14, Corollary 1.2] et [31, Theo-
rem 1.6]) et pour X,Y des variétés abéliennes [47, Corollary 2.8].

Dans la premiere partie de cet exposé, nous montrons, dans la situation extréme
ou le fibré canonique est ample ou anti-ample, comment reconstruire la variété a
partir de la catégorie dérivée (théoreme 2.1). Nous expliquons ensuite le mécanisme
de dévissage de catégories dérivées (§2.2). Dans le § 3, nous présentons la construction
de transformations & noyau et les invariants transportés par les équivalences, puis
nous exposons le cas des variétés abéliennes et des surfaces, ou la théorie est presque
complete. La partie §4 présente plusieurs cas de réponse positive aux conjectures 1.1
et 1.2.
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Outre le livre en préparation [26], le lecteur pourra consulter [8, 16, 25, 48] pour
des exposés généraux.

Remerciements. — Je remercie Arnaud Beauville, Tom Bridgeland, Olivier Debarre
et Alastair King pour leurs remarques sur une version préliminaire de ce texte, et
Daniel Huybrechts, pour de trés nombreuses discussions.

2. PROPRIETES INTERNES

2.1. Reconstruction

2.1.1. Terminologie. — Une wariété sera pour nous un schéma quasi-projectif X
sur C. La plupart du temps, il s’agira de variétés projectives lisses. Les points consi-
dérés seront toujours des points fermés.

La catégorie dérivée D?(X) est définie comme la localisation de la catégorie des
complexes bornés de faisceaux cohérents en la classe des quasi-isomorphismes (= mor-
phismes de complexes qui induisent un isomorphisme entre faisceaux de cohomologie).
Ses objets sont donc les complexes bornés de faisceaux cohérents sur X. Les fleches
sont obtenues a partir de morphismes de complexes auxquels les inverses des quasi-
isomorphismes ont été ajoutés. La catégorie D(X) n’est pas abélienne en général,
mais elle possede la structure de catégorie triangulée : le réle des suites exactes courtes
est joué par les triangles distingués.

Tous les foncteurs considérés entre catégories triangulées seront triangulés. Une
sous-catégorie épaisse d’une catégorie triangulée est une sous-catégorie triangulée
pleine close par facteurs directs. La sous-catégorie d’une catégorie triangulée engen-
drée (resp. faiblement engendrée) par une famille d’objets est la plus petite sous-
catégorie pleine triangulée (resp. la plus petite sous-catégorie épaisse) contenant cette
famille.

2.1.2. Catégories abéliennes. — Soit X une variété lisse. On sait, depuis Gabriel [23],
que la catégorie des faisceaux cohérents X-coh sur X détermine X :

— l'application qui & un fermé associe les faisceaux supportés par ce fermé induit une
bijection Z — Iz de I’ensemble des fermés de X vers ’ensemble des sous-catégories
de Serre de X-coh engendrées par un objet

— la catégorie quotient X-coh /Ty est équivalente & (X — Z)-coh et son centre
s’identifie & Ox (X — 2).

Suivant Thomason et Balmer [3] (voir aussi [52, Theorem 3.11]), ce principe de
reconstruction s’étend & la catégorie D®(X), si on munit celle-ci de sa structure ten-
sorielle, en plus de sa structure triangulée :
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— lapplication qui & un fermé Z de X associe la sous-catégorie pleine D% (X) de
D®(X) des complexes dont les faisceaux de cohomologie sont supportés par Z est
injective, d’image ’ensemble des sous-catégories épaisses faiblement engendrées par
un élément et ®-idéales (i.e., stables par — ® L pour tout L € D®(X)) [58, Theorem
3.15]

— la catégorie D*(X — Z) s’identifie & D*(X)/D%(X) et, si X — Z est un ouvert
affine, le centre de D*(X — Z) s’identifie & Ox (X — Z).

Par conséquent, X-coh, vue comme catégorie abélienne, et Db(X ), vue comme
catégorie triangulée tensorielle, ne sont pas des invariants intéressants de X !

2.1.3. Fibré canonique (anti-)ample. — La catégorie D°(X ), munie de sa seule struc-
ture de catégorie triangulée, ne détermine pas la variété X, mais elle apparait comme
un invariant intéressant. Dans la suite, les catégories dérivées seront considérées avec
leur seule structure triangulée (voir & ce sujet §3.1.4). Le premier exemple (Mukai) est
celui de I’équivalence dérivée entre une variété abélienne et sa duale (théoréme 3.11).
Bondal et Orlov démontrent que lorsque le fibré canonique wx est ample ou anti-
ample, alors la variété est déterminée par sa catégorie dérivée [7, Theorem 2.5].

THEOREME 2.1 (Bondal-Orlov). — Soit X une variété projective lisse telle que wx
ou w;{l est ample. Si'Y est une variété projective lisse et si on a une équivalence de
catégories triangulées D®(X-coh) ~ D®(Y-coh), alors X ~ Y.

Un point crucial est joué dans la preuve par la notion de foncteur de Serre [5, §3].
Soit 7 une catégorie C-linéaire telle que dim Hom(M, N) < oo pour tous M, N € 7.
Un foncteur de Serre est la donnée d’une auto-équivalence S : 7 — T et d’isomor-
phismes bifonctoriels pour tous M, N € T :

Hom(M, N) =~ Hom(N, SM)*.
Si on voit 7 comme une « algebre avec plusieurs objets », alors ceci correspond a la

notion d’algebre de Frobenius.

Un foncteur de Serre, s’il existe, est unique & isomorphisme unique pres. Par consé-
quent, une équivalence de catégories commute avec les foncteurs de Serre. En outre,
si 7 est une catégorie triangulée, alors un foncteur de Serre est automatiquement
triangulé.

La définition est motivée par la dualité de Serre :

THEOREME 2.2. — Si X est une variété projective lisse purement de dimension n,
alors S = wx[n] ® — est un foncteur de Serre pour Db(X).

Démonstrations du théoréme 2.1 (esquisses). — On se rameéne facilement au cas
o X et Y sont connexes (cf proposition 2.4) et on fixe une équivalence
F: D*(X) = D’(Y). On suppose wy ample (preuve identique dans I'autre cas). Le
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théoreme résulterait immédiatement de l'invariance des algebres canoniques, si on
savait que wy était ample (c¢f. §3.2.2).

— Premiére approche [7]. Sur une variété projective lisse connexe Z, pour tout
point z et tout i € Z, les C = O.[i] € D*(Z)™M) vérifient

(2) S(C) =~ C[dim Z], Endps(z)(C) = C et Hom(C,Cli]) = 0 pour i < 0.

Sur la variété X ol wx est ample, les conditions (2) caractérisent les objets O,[i]
dans D°(X). On en déduit que 'ensemble {F(O,)[i]}; . contient les O,[j] pour y € Y
et j € Z. Si F(O,) n’est pas de cette forme, il est orthogonal aux O,[j], donc il est
nul. On déduit alors que F envoie tout O [i] sur un O,[j] et ceci induit une bijection
entre points de X et de Y. On caractérise ensuite les faisceaux inversibles décalés sur
une variété lisse Z comme les C' € D(Z) tels que pour tout z € Z, il existe n € Z tel
que
Hom(L,0,[n]) ~ C et Hom(L,O,[i]) = 0 pour i # n.

On en déduit que F envoie un faisceau inversible sur un faisceau inversible décalé.
Soit L € Pic(X). Quitte & décaler F, alors on peut supposer F(L) € Pic(Y). L’al-
gebre @, Hom(L, $*(L)[—i dim X]) est isomorphe & I’algébre canonique de X et les
ouverts définis par ses éléments forment une base de la topologie de X. Cette algebre
est isomorphe a ’algebre définie de la méme fagon pour Y et elle donne donc une base
de la topologie de Y. Ceci montre que wy est ample et que les algebres canoniques de
X et Y sont isomorphes.

— Deuxiéme approche [25, §4]. On commence comme ci-dessus par vérifier que les
O, i] s’envoient sur des O,[j]. La suite de la preuve n’utilise plus que wx est ample.
On utilise le théoréme 3.7 plus bas qui affirme qu’il existe K € D*(Y x X) tel que
F = ®k. Alors, le lemme 3.1 plus bas montre que Y ~ X.

— Troisieme approche [52, §3.2.4]. Soit Z une sous-catégorie épaisse de D*(X). Si T
est stable par L~'®— pour un faisceau ample L, alors elle est ®-idéale. Cette propriété
est donc équivalente a la stabilité sous S~!. Par conséquent, 'ensemble des fermés
de X se retrouve a partir de D?(X) (& partir de sa seule structure triangulée). Pour
tout fermé Z de Y, il existe donc un fermé Z’ de X tel que F(DY%, (X)) = D%(Y). On
montre que cette injection de I’ensemble des fermés de Y vers ceux de X se restreint
en une bijection Y — X d’inverse continu. On identifie enfin les faisceaux d’anneaux.

O

Bondal et Orlov [7, Theorem 3.1] déterminent le groupe Aut(D?(X)) des classes
d’isomorphisme d’auto-équivalences de D’(X) lorsque w§ est ample (ceci est par
exemple fourni par la deuxiéme preuve du théoréme 2.1) :

Aut(D*(X)) = Pic(X) x Aut(X) x Z.

(1)(92 est le faisceau gratte-ciel en z
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2.2. Décompositions semi-orthogonales

2.2.1. Décompositions partielles. — Considérons la forme d’Euler sur la K-théorie
Ko(X).
([71,19) =Y _(~1)" dimExt(F,G).
i>0
Nous allons décrire ’analogue, pour la catégorie dérivée, d’une base triangulaire pour
cette forme, ou plus généralement d’une décomposition semi-orthogonale de Ky(X).

Soit 7 une sous-catégorie épaisse d’une catégorie triangulée 7. On pose
+7 ={C € T | Hom(C,I) = 0 pour tout I € T}
et 7+ = {C € T | Hom(I,C) = 0 pour tout I € T}.

On dit que (Z+,T) est une décomposition semi-orthogonale de T lorsque pour tout
objet C de T, il existe un triangle distingué C; — C — Cy ~» avec C; € Zet Cy € T+,
Ceci revient & demander que le foncteur canonique Z+ — 7 /T soit une équivalence
ou a demander que le foncteur d’inclusion Z — 7 ait un adjoint a droite.

Lorsque I+ = (K, J), on écrit 7 = (K, J,T) et on généralise aux décompositions
T={(T1,...,In).

L’existence d'un « générateur fort » pour D°(X) fournit un théoréme de représen-
tabilité & la Brown pour les foncteurs cohomologiques sur D*(X) (cf. [5] et [9]) et on
obtient un théoreme général d’existence de décompositions :

THEOREME 2.3 (Bondal, Kapranov, Van den Bergh). — Soient X une variété pro-
jective lisse et T = D®(X) une sous-catégorie triangulée pleine d’une catégorie trian-
gulée T . Alors, le foncteur d’inclusion T — T a des adjoints a gauche et a droite,
i.e., on a des décompositions semi-orthogonales T = (I, T) et T = (I,*T).

Une décomposition orthogonale de D?(X) correspond & une décomposition de X
en union de composantes connexes :

PROPOSITION 2.4. — Soit X wune variété connexe. Soient I; et Is deux sous-
catégories épaisses de D°(X) telles que DY(X) = I; © Iy (i.e., D'(X) = (I;,15) =
(Z2,11)). Alors, Ty =0 ouZy = 0.

Démonstration. — Un objet indécomposable de D(X) est dans Z; ou dans Z. Soient
r,s tels que Ox € T, et {r,s} = {1,2}. Soit X; = {zx € X | O, € I;}. Si z € X,
alors Hom(Ox,0,) = 0, ce qui est impossible, donc X, = &. Si C € Z,, alors

Hom(C, O,[i]) = 0 pour tout = € X et tout ¢ € Z, donc C' = 0. O
Remarque 2.5. — Soit 7 une catégorie triangulée avec un foncteur de Serre
S et T=(Z,I') une décomposition semi-orthogonale. Alors, 7 = (17,7)

et 17 = S~HT1).

ASTERISQUE 307



(946) CATEGORIES DERIVEES ET GEOMETRIE BIRATIONNELLE 289

Considérons en particulier 7 = D’(X) ot X est une variété projective lisse connexe
de Calabi-Yau. Alors, il n’y a pas de décomposition semi-orthogonale non triviale de
DP(X), car une telle décomposition serait une décomposition orthogonale.

2.2.2. Décompositions complétes. — Voyons le cas particulier d’une suite exception-
nelle d’objets. C’est une suite (C1,...,Cy,) d’objets de T telle que

— Hom(C;,Cy[r]) =0 pour r € Z et i > j

— Hom(C;, C;[r]) = 0 pour r # 0

- End(Cl) =C.

On dit que la suite est compléte si elle engendre 7.

Soit (C1,...,Cy) une suite exceptionnelle compléte. Notons Z; la sous-catégorie
triangulée de 7 engendrée par C;. Nous noterons D?(A) la catégorie dérivée bornée
des modules de type fini sur une algebre A.

On a une équivalence C; ®c — : D’(C) =~ Z; et une décomposition semi-
orthogonale T = (73, ..., Z,,). Réciproquement, toute décomposition semi-orthogonale
en des catégories équivalentes & D®(C) provient d’une suite exceptionnelle d’objets.
L’ensemble {[C;]} forme une base de Ko(7). Si T est localement de type fini (i.e.,
si dim @@, Hom(M, N[i]) < oo pour tous M, N € T), alors la matrice de la forme
d’Euler dans la base {[C;]} est triangulaire.

Ezemple 2.6. — Soit X = P™. Beilinson [4] montre que (O(—n), O(—n+1),...,0(0))
est une suite exceptionnelle complete. L’orthogonalité est claire. La résolution de la
diagonale A C P" x P™ :

0— O(-n)XQ"(n) — - — O(-1) K1) — OXKO — Opr — 0
décrit le foncteur identité de D°(P™) comme extension de foncteurs
O(—i) @ H*(Q'(i) ® —)
et ceci démontre 'engendrement. Soient F = @', O(—i) et A = End(F), une algebre

de dimension finie. Alors, on a en plus ici Ext”%(F, F) = 0 et on déduit que le foncteur
RHom(F,—) : D°(P") — D"(A) est une équivalence.

Nous renvoyons le lecteur & [24] pour un article de synthese, consacré en particulier
aux espaces projectifs et aux surfaces de Del Pezzo.

2.2.3. Minimisation. — Kapranov a construit des suites exceptionnelles completes
pour les quadriques projectives lisses et les variétés de drapeaux de type A [27] (¢f. [53]
pour un survol des constructions pour les variétés de Fano).

King [34, Conjecture 9.3] conjecture que toute variété torique complete lisse X
admet une suite (L1, ..., L,) de fibrés en droites telle que Ext”°(L;, L;) = 0 pour
tous i, j et les L; engendrent D®(X) (alors, D?(X) est équivalente & D’(A), ot A =
End(6p, L;)). Kawamata [29] démontre I'existence d'une suite exceptionnelle compléte
de faisceaux pour toute variété torique projective lisse.
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Des que Ko(X) n’est pas de type fini, D?(X) ne peut étre équivalente & la caté-
gorie dérivée d’une algebre de dimension finie. On montre par contre que pour toute
variété X, il existe une dg-algébre (= algebre différentielle graduée) A dont la caté-
gorie des complexes parfaits est équivalente & D*(X) (cf. Keller, Thomason, Neeman,
Kontsevich, Bondal-Van den Bergh, [51, Proposition 3.14 et Theorem 7.39]).

La recherche de modeéles minimaux est reliée a la minimisation de la catégorie
dérivée. On cherche une suite exceptionnelle Ly, ..., L, avec n maximal. Soit Z la
sous-catégorie triangulée de D®(X) engendrée par les L;. Alors, D*(X) = (Z,T+) et
la géométrie de X devrait étre en partie contrélée par la catégorie triangulée 7 = Z+.
Il serait intéressant d’étudier I'indépendance de 7 du choix de L, ..., L, et méme son
indépendance birationnelle (c¢f. [38]). La catégorie 7 apparait parfois comme la catégo-
rie dérivée d’une variété X', de dimension inférieure ou égale (¢f. [37] pour un exemple
de variété de Fano X de dimension 3 olt X’ est une courbe de genre 7). L’exemple le
plus simple est celui d’un éclatement de centre un espace projectif (cf. théoréme 4.2).

3. COMPARAISONS

3.1. Transformations a noyau

8.1.1. Définition. — L’idée des transformations & noyau est la suivante : on se donne
une fonction ¢ : X x Y — C. On a alors une application des fonctions sur Y vers les
fonctions sur X donnée par f — (z — [, f(y)d(z,y)dy).

Cette construction a un analogue pour les faisceaux cohérents (les mémes construc-
tions pour les faisceaux constructibles ou les D-modules sont classiques). Soient X et
Y deux variétés projectives lisses et p : X XY — X, ¢ : X XY — Y les deux
projections.

XxY
PN
X Y
Soit K € D*(X x Y). On définit alors le foncteur (dit de « Fourier-Mukai ») ®x :
D*(Y) — Db(X) par
D (C) = Rp. (K @Y ¢*C).

Soit KV = RHom(K,Oxxy) € D*(Y x X). Si X et Y sont de dimension pure,
alors les foncteurs @ v gy [dim x] €6 Prv@grwy [dimy] Sont respectivement adjoints
a gauche et a droite de Pg.
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Soient Z une autre variété projective lisse et L € D*(Y x Z).

XxYxZ
D12 pl?’l D23

X xY X xZ Y xZ

On pose K o L = Rpy3.(pioK @ p3;L). On a alors un isomorphisme canonique
q)K o} @L ;) q)KoL-

Le lemme classique suivant permet de reconnaitre quand K provient d’un isomor-
phisme de variétés (cf. 25, Corollary 4.3]).

LEMME 3.1. — On suppose que Y est connexe et que pour tout y € Y, il existe
z € X etn €Z tels que D (Oy) ~ Oy[n]. Alors, il existe un morphisme o : Y — X
de graphe T, et il existe L € Pic(Y') et m € Z tels que K ~ Or_ ® ¢*L[m)].

Si ®i est une équivalence, alors o est un isomorphisme.

Démonstration (esquisse). — Soit y € Y d’anneau local Oy, et soit n € Z tel
que K (X%Y O, est concentré en degré —n. Le lemme de Nakayama montre que
¢+(K ®0y Om,) ~ On,[n]. 1 existe alors un voisinage ouvert U de y tel que
4+(K ®0, Ovu) ~ Oy|n] et on obtient un morphisme U — X. Ceux-ci se recollent
en 0 : Y — X avec les propriétés voulues. Si @y est une équivalence, alors
KY ® p*wx[dim X| définit un morphisme X — Y inverse de o. O

8.1.2. Pleine fidélité. — La pleine fidélité du foncteur ®x peut se tester sur une
famille d’objets appropriée (cf. [11, Theorems 5.1 and 5.4]). Nous utilisons ici les
faisceaux gratte-ciel [6, Theorem 1.1], le point-clef étant qu'un objet orthogonal (a
gauche ou a droite) aux faisceaux gratte-ciel et & leurs décalés est nul.

PROPOSITION 3.2 (Bondal-Orlov). — Soit K € D*(X xY). Le foncteur ®x est plei-
nement fidéle si et seulement si pour tous y,y' €Y, on a

. 0 saufsiy=1v9 et0<i<dimY
Hom(® (0, D1 (Oy)[i]) { faiy=y

k siy=y eti=0.
C’est une équivalence si en plus P (Oy) @ wx ~ P (Oy) pour touty € Y.

Cette proposition montre que lorsque X et Y ont des fermés stricts Z et Z’ en
dehors desquels K est le faisceau de structure du graphe d’un isomorphisme Y —
7' =5 X — Z, alors le critére précédent peut se vérifier en remplacant X et Y par
leurs complétés formels le long de Z et Z’. Ceci permet de substituer & X et Y des
modeles préférés, & condition de garder les mémes complétés formels (cf. la preuve du
théoréeme 4.6).

Un cas particulier de pleine fidélité est fourni par le résultat suivant, qui se déduit
immédiatement de la formule de projection.
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ProrosIiTION 3.3. — Soit f : V. — W un morphisme entre variétés projectives

lisses. Si le morphisme canonique Ow — R f.Oy est un isomorphisme, alors Lf* :
DY(W) — D®(V) est pleinement fidele.

3.1.3. Familles. — Soient X', Y" deux variétés projectives lisses et K’ € D*(X’xY").
Alors, on a le résultat classique (cf. [48, Proposition 2.1.7]) :

PROPOSITION 3.4. — Si @ :DY(Y)— D¥(X) et @ : D*(Y')— D*(X’) sont pleine-
ment fidéles (resp. sont des équivalences), alors ® gmy: : D*(Y x Y')— DP(X x X')
est pleinement fidéle (resp. est une équivalence).

Soient p : X — S et qg:Y — S des morphismes projectifs lisses entre variétés
projectives lisses. Soient sop € S, Xo = p~1(s) et Yo = ¢ (s0). Soient i : Xg — X,
j:Yy—=Yetk: X xsgY — X xY les immersions fermées. Les propriétés d’une
famille de noyaux se spécialisent [19, Proposition 6.2] :

PROPOSITION 3.5 (Chen). — Soit K € D(X xgY) tel que @y, i : D*(Y) — D*(X)
soit pleinement fidele (resp. soit une équivalence). Alors, Prix )k : D(Yy) —
DP(Xy) est pleinement fidéle (resp. est une équivalence).

Ce résultat permet de vérifier dans certains cas qu’'un noyau donne une équivalence
par déformation (cf. par exemple §4.4).

Remargue 8.6. — Soit ® : D*(Y) — D’(X) un foncteur pleinement fidele. Alors,
on doit penser & Y comme l'espace de modules fin de {F(O,)} ey et & K comme
I’objet universel associé.

3.1.4. Représentabilité. — L’imperfection des axiomes des catégories triangulées rend
la preuve du résultat suivant délicate (cf. [46], [48, Theorem 3.2.1] et [9, Theorem 1.1]
qui assure l'existence d’adjoints ; ¢f. [33, Theorem 1.1] pour une extension aux champs
de Deligne-Mumford et une autre preuve).

THEOREME 3.7 (Orlov). — Soit F : D*(Y) — DY(X) un foncteur pleinement fidéle.
Alors, il existe un unique K € D*(X xY) tel que F ~ ®x.

Une approche préférable & ce probléme (et & ceux de §3.2) consiste & considérer
une structure plus riche que celle de catégorie triangulée, celle de dg-catégorie (les
Hom sont munis d’une structure de complexe d’espaces vectoriels) dont le « HY » est
la catégorie dérivée de départ [59]. On dispose d’une dg-catégorie Lcon(X) dont le
« H® » est DY(X). Toen montre que la dg-catégorie des foncteurs de Leon(Y) vers
Leon(X) est (quasi-)équivalente & Leon (X x Y) [59, Theorem 8.15] et ceci fournit un
analogue du théoreme 3.7, pour des foncteurs non nécessairement pleinement fidéles.
Les foncteurs D°(Y') — D?(X) obtenus sont alors tous du type ® et réciproquement
tout foncteur de ce type provient d’'un foncteur défini au niveau des dg-catégories.
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3.2. Invariants d’une équivalence

3.2.1. Soit F : D*(Y) — DY(X) une équivalence, avec X et Y projectives lisses
connexes. D’apres le théoreme 3.7, il existe K € D?(X x Y) tel que F ~ ®g.

La commutation de F' avec les foncteurs de Serre montre que dim X = dimY et
que wx et wy ont le méme ordre [14, Lemma 2.1].

Un argument de rigidité montre que F' induit un isomorphisme de groupes algé-
briques Pic’(Y) x Aut®(Y) =5 Pic®(X) x Aut®(X), ott Aut’(X) est la composante
neutre de Aut(X) (c¢f. théoréme 3.11 pour un cas ou les deux facteurs sont échangés).

8.2.2. Cohomologie. — Passons maintenant a des invariants du type cohomologie ou
algébre canonique (cf. [42, Theorem 4.9], [17], [18], [31, Theorem 2.3] et [48, Theo-
rem 2.1.8]).

Soit HA; x(X) = Ext, x(Oax,i.w) ot i : AX — X x X est linclusion
de la diagonale. Soit HA(X) = €, HA;x(X). On munit HA(X) d'une struc-
ture d’algebre bigraduée via les isomorphismes canoniques Extly,, y (ixw, iswS ) —
Extlyy v (Oax,iswi ")

On a HA; x(X) =«Hom(Sx, S%[i — kdim X]) », ott le terme de droite doit étre
compris comme le H% d’un complexe de Hom’s pris au niveau des dg-catégories.

Ona HA;jk(X) = @, HN(X, A Tx ® wk) (cf. [36] et [54, Corollary 2.6]), ol
Tx est le fibré tangent. En particulier, @, HAox(X) est isomorphe & l'algebre
canonique R(X) = @5, H(X, ).

~

THEOREME 3.8. — F induit un isomorphisme d’algébres graduées HA(Y) —
HA(X). En particulier, F induit un isomorphisme gradué entre les algébres cano-
niques R(Y) — R(X) et un isomorphisme entre les espaces vectoriels de cohomologie

H*(Y,C) = H*(X, C).

Démonstration (esquisse). — On utilise I'équivalence ® gy, : DY (Y xY) = DY(X x X)
ot L = KV ® p*wx[dim X] ~ KV ® ¢*wy[dim Y] vu dans D*(X x Y). O

L’isomorphisme H*(X,C) — H*(Y,C) n’est pas compatible & la multiplication
ni a la graduation classique, en général. Il est par contre compatible a la graduation
donnée par "H(X,C) = P HP(X,Q%).

pP—q=n

Remarque 3.9. — On s’attend tout de méme a 1’égalité des nombres de Hodge de X
et Y (c¢f. [15, §1.3]). Dans la situation de la conjecture 1.1, la formule de changement
de variable pour l'intégration motivique montre que les variétés X et Y ont les mémes
nombres de Hodge (Kontsevich, Batyrev et Denef-Loeser), cf. [50, §4] et [39].

On déduit du théoreme 3.8 l'invariance de la dimension de Kodaira. On déduit

aussi que si K(X,wx) = dim X (i.e., X de type général) ou x(X, w;(l) = dim X, alors
X et Y sont birationnelles.
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Via le théoreme de Grothendieck-Riemann-Roch, on obtient 'invariance de la co-
homologie & coefficients rationnels.

Soit L € D*(X x Y). Soit ch : Ko(X) — H*(X,Q) la classe de Chern et soit tdx
la classe de Todd de X. On définit un morphisme

bu s H'(Y,Q) — H'(X,Q), &~ p. (5" (Vidx) - eh([L]) - " (Vidy) 4" (€)))

Ce morphisme est gradué pour la graduation "H et on a ¢rorr = ¢ o Pr/.

Lorsque L = K, alors ce morphisme est un isomorphisme et sa complexification
est I'isomorphisme du théoréme 3.8.

La transformation ®;, induit un morphisme [®1] : Ko(Y) — Ko(X) et on a un
diagramme commutatif

X (L]
oY) —— Ko(X)

eh(-)- wd—yj jchu Vix

Remarque 3.10. — Hille et Van den Bergh [25, Remark 3.4] mentionnent I'invariance
de la K-théorie topologique par équivalence dérivée et en déduisent 'invariance de
H*(X,Z) dans H*(X, Q) pour les courbes, les surfaces K3 et les variétés abéliennes.

3.3. Variétés abéliennes
Le résultat suivant de Mukai [41, Theorem 2.2] est le point de départ des travaux
sur les équivalences entre catégories dérivées de faisceaux cohérents.

Soient A une variété abélienne et A = Pic’(A) sa variété abélienne duale. On
note P le fibré de Poincaré sur A x A.

THEOREME 3.11 (Mukai). — Le foncteur ®p : Db(g-coh) — DP(A-coh) est une
équivalence.

Démonstration. — On vérifie les conditions de la proposition 3.2. Pour x € E, alors
D (O,) est un fibré en droites L, de degré 0 sur A. Puisque H*(L) = 0 pour tout L €
Pic’(A) non trivial, on déduit que ®p est pleinement fidele, et donc une équivalence,
car wg >~ Oy4. O

On décrit maintenant toutes les équivalences dérivées entre variétés abéliennes
(cf. [47], [48, §5] et [49, §11 et §15]).

Soit B une variété abélienne. Soit

f<$y>:Bx§—>A><A\.
z1
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On pose

-~ P —~ ~
f( - Ay) :AxA— BxB.

-z
On note U(B x E, A x 121\) I’ensemble des isomorphismes f : B x B 5 Ax A tels que

ft=r.
Soient @ € A et & € A. On note mg : A — A b— a+b On pose ®,, =
Lo @ mgs(—) : DY(A) == D(A).

THEOREME 3.12 (Polishchuk, Orlov). — Soit F : D*(B) — D°(A) une équiva-
lence. Alors, il existe 0 € U(B x B, A x A) tel que

(3) Popp) =Fo®ygo0 F~! pour tous b € B et 3 € B.

Réciproqguement, soit o € U(B x E,A X g) Alors, il existe une équivalence F' :
D(B) = D®(A) vérifiant (3).

Démonstration (éléments). — L’invariance de Aut” x Pic® (¢f. §3.2) fournit un iso-
morphisme B x B =+ A x A, dont on vérifie qu’il a la propriété voulue. La réciproque
requiert la construction d’un fibré simple semi-homogéne de pente donnée. O

On obtient alors une description explicite du groupe des auto-équivalences. On a
une suite exacte de groupes

0 — (A x A)(C) x Z — Aut(D*(A)) — U(Ax A, Ax A) — 1.

Remarque 3.13. — On peut conjecturer qu’une variété projective lisse dérivé-
équivalente a une variété abélienne est une variété abélienne.

3.4. Surfaces

Notons tout d’abord que le cas des courbes n’est pas intéressant! Deux courbes
projectives lisses sont dérivé-équivalentes si et seulement si elles sont isomorphes : en
genre # 1, le théoreme 2.1 donne le résultat. Pour les courbes elliptiques, on le déduit
par exemple de l'invariance de la structure de Hodge entiere.

Nous décrivons brievement la situation pour les surfaces. Les démonstrations de-
mandent une analyse minutieuse suivant la classification des surfaces minimales.

Soient X et Y deux surfaces projectives lisses connexes non isomorphes. On suppose
que X est minimale, i.e., ne contient pas de P! avec auto-intersection —1. On a une
description précise des cas d’équivalences dérivées [15] (c¢f. [42, 46] pour les K3).

THEOREME 3.14 (Bridgeland-Maciocia). — On a D?(X) ~ D*(Y) si et seulement si
une des assertions suivantes est vraie

— X et'Y sont toutes deuxr abéliennes (ou toutes deur des K3) et il existe une
isométrie entre leurs réseaux transcendants compatible avec les structures de Hodge

— X etY sont des surfaces elliptiques et 'Y est un schéma de Picard relatif de la
fibration elliptique de X[10].
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Remarque 3.15. — La K-équivalence entre deux variétés projectives lisses X et Y
(= existence d’un diagramme (1) avec f*Kx ~ ¢*Ky) implique que les variétés sont
isomorphes en codimension 1. Si deux surfaces sont K-équivalentes, elles sont donc
isomorphes. Uehara [60] construit des exemples de surfaces elliptiques birationnelles
et dérivé-équivalentes mais qui ne sont pas isomorphes, donc pas K-équivalentes non
plus.

4. FLIPS ET FLOPS

4.1. Introduction

Un cas particulier de la conjecture 1.1 est celui d’un flop. Ce cas est important
car une des conjectures du MMP est que deux modeles minimaux birationnels sont
connectés par une suite de flops.

X Xt
R/ﬁ
X

— X est une variété projective de Gorenstein,

Un flop est un diagramme

N

ou

— f et f* sont des résolutions crépantes (i.e., f*wg ~ wx et (fT)*wg ~ wx+)
dont le lieu exceptionnel est de codimension > 2 et

— il existe un diviseur D sur X tel que —D est relativement f-ample et le transformé
strict de D est relativement fT-ample.

Le morphisme f détermine uniquement f* (car X* = Proj€D,, 5, Ox(f«(mD)),
indépendant de D). La conjecture 1.1 prédit que D?(X) ~ D?(X*) et donc que X
peut se construire comme un espace de module d’objets de D*(X) (cf. §4.5 pour la
dimension 3). Cette approche pourrait aussi s’appliquer pour les flips.

Nous allons voir des exemples (§4.3, §4.4.1 et §4.5) ol la transformation de noyau
Oxxex+ est une équivalence Db(X*) = DP(X). Néanmoins, nous verrons dans
§4.4.2 une situation ou cette transformation n’est pas une équivalence.

4.2. Eclatements

4.2.1. Fibrés projectifs. — Soit E un fibré vectoriel de rang r > 1 sur une variété
projective lisse Y et soit ¢ : P(F) — Y le fibré projectif associé.

La proposition suivante [45, Theorem 2.6] fournit une version relative de
I’exemple 2.6.
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PROPOSITION 4.1 (Orlov). — On a une décomposition semi-orthogonale
DY(P(E)) = (D'(Y)_ps1, D'(Y)_rya,-... D(Y)o),
oty D*(Y), est l'image de D*(Y') par le foncteur pleinement fidéle O4(d) ® q*(—).
Démonstration (esquisse). — La pleine fidélité est fournie par la proposition 3.3.
Soient C, D € D*(Y) et L € D*(P(E)). On a
Hom(¢*C, L ®" ¢* D) ~ Hom(C, Rq.(L ®" ¢*D)) ~ Hom(C, (R¢. L) @" D).

La semi-orthogonalité résulte alors de annulation de Rq. O, () pour =1 > i > —r+1.

Soit 7 la sous-catégorie triangulée de D(P(E)) engendrée par D*(Y)_, 11, ...,
DP(Y)g. Soient y € Y et F' = ¢~ 1(y). Les faisceaux Op(—r+1), ..., Op(0) engendrent
DP(F) (exemple 2.6), donc, vus comme faisceaux sur P(E), ils engendrent D% (P(E)).

Par conséquent, D%(P(E)) C T et en particulier O, € T pour z € F. On en déduit
que +7 =0, d'ott T = D*(P(E)) par le théoreme 2.3. O

4.2.2. Décomposition pour un éclatement. — Soient maintenant X une variété pro-
jective lisse et Y une sous-variété fermée lisse de X purement de codimension r > 2.
Soit Ny, x le fibré normal de Y dans X. Soient X Déclatée de X le long de Y et
Y ~ P(Ny,x) le diviseur exceptionnel, image inverse de Y dans X. On a un dia-
gramme commutatif

7
y —— X

ql lp

Le théoréme suivant décrit comment la catégorie dérivée grossit par éclatement [45,
Theorem 4.3].

THEOREME 4.2 (Orlov). — On a une décomposition semi-orthogonale
DY(X) = (D"(Y)—p41, D*(Y)—ria, ..., D*(Y)_1, D"(X)o)

0t DY(Y)q = ju(Oy(d)®¢*D*(Y)) et D*(X)o = Lp*Db(X). Les foncteurs canoniques
induisent des équivalences D*(X) = D*(X)o et D*(Y) == D(Y)q pour tout d.
Démonstration (esquisse). — Un point utile est I'existence, pour tout C' € Db(f/),
d’un triangle distingué
(4) C®04(1) — Lj*j.C — C ~~.

La proposition 3.3 montre que Lp* : D?(X) — Db()z) est pleinement fidele. Pour
I’équivalence D*(Y') — D®(Y)q4, la proposition 4.1 raméne le probléme & montrer que

Hom(Lj*j.Op, Orl[i]) = 0 pour toute fibre F de g et tout ¢ # 0. Le triangle distingué
(4) ramene Pannulation recherchée a celles de H*(P™~1, O(-1)) et H>°(P"~1,0).
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La semi-orthogonalité de 7 = (D*(Y)_,41, DY) _,12,...,D?(Y)_1, D?(X)0)
s’établit par la méme technique que dans la preuve de la proposition 4.1.

Il reste & établir que +7 est nul. Soit y € Y. On a Li%p*0O, =~ ngl(y)(d)
pour 0 <d<r—1et LYp*O, = 0 pour d > r. On a H*(P""1,Q4(d)) = 0 pour
1<d<r—1 et larésolution de la diagonale dans P"~! (cf. 'exemple 2.6) montre
que, pour 1 < d < 7 — 1, Q%d) est dans la sous-catégorie de D’(P"~!) engen-
drée par O(—r + 1),...,0(—1). Par conséquent, le cone du morphisme canonique
Lp*Oy, — Op-1(y est dans T, donc finalement O,-1(,
comme pour la proposition 4.1. O

est dans 7 et on termine

Remarque 4.3. — Les arguments essentiels pour les deux résultats précédents appa-
raissent aussi dans les travaux de Thomason [56, 57] qui s’intéresse & la K-théorie
supérieure.

4.3. Flips et flops standard

Soient X une variété projective lisse et Y une sous-variété fermée isomorphe 3 P*
telle que Ny, x ~ Oy (—1)*1 avec 1 <1 < k. Soit p : X — X Déclatée de X le long
de Y. Le diviseur exceptionnel Y est isomorphe & P¥ x P! et on aNf//f( ~ O(-1,-1).
Soit pt : X — X+ la contraction de Y sur P!. On suppose que X est une variété
projective. Soient f : X — X et fT: Xt — X les contractions de P* et P! sur un
point. Ils fournissent exemple le plus simple de flip (et de flop lorsque k =1). On a
X~ X xg Xt

><<—>\z
+<—)\2

S
/\
\/

Les conjectures 1.1 et 1.2 sont connues dans ce cas (cf. [6, Theorem 3.6] et [48,
Theorem 2.2.9]) :

THEOREME 4.4 (Bondal-Orlov). — Le foncteur ®o = Rp.L(p™)*: D*(X+)— D*(X)
est pleinement fidéle et c’est une équivalence si l = k.

Démonstration (esquisse). — Soit A (resp. B) la sous-catégorie triangulée pleine de
DP(X) engendrée par les j.O(r,s) avec r = 0 et —1 < s < —1 (resp. —k <7 < 0et
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—1 < s < —1). Les décompositions du théoréme 4.2 et de ’exemple 2.6 donnent une dé-
composition semi-orthogonale (Lp*D(X))* = (B, A). On a B C (L(p*)*Db(X 1))+
Puisque (wg);y ~ O(=k, =), on a aussi AQ@ wg C (L(p*)*D*(X*))*, donc A C
L(L(pt)*DP(XT)). Soit C € DP(XT) et soit C' le cone du morphisme canonique
Lp*Rp.(L(p™)*C) — L(p*)*C. On a C € (Lp*D(X))* N+B = A. Par conséquent,
le morphisme canonique

Hom(C, D) — Hom(Rp,L(p*)*C,Rp.L(pT)*D)

est un isomorphisme pour tout D € D?(X ).

Supposons maintenant k = [. Soit p' = Lp*(—) ® wg, x[k]. Le foncteur Rp;p' est
adjoint & droite de Rp,L(p*)*. On montre, comme ci-dessus, que Rpj(w);/x[k] ®
Lp*(—)) est pleinement fidele et finalement Rp.L(p™)* est une équivalence. O

Remarque 4.5. — 11 devrait en fait étre vrai que D?(X)/Rp.L(pT)*D’(X*) a une
suite exceptionnelle complete de longueur k — .

4.4. Flop de Mukai

4.4.1. Soit X une variété projective lisse de dimension 2n > 4. Soit i : Y = P — X
une immersion fermée. On suppose Ny/ x =~ Q. On considére comme précédemment
I’éclatement p : X — X. Soit YV I’espace projectif dual. Alors, le diviseur exception-
nel Y sidentifie & la variété d’incidence dans ¥ x YV et on a Ny )z ~O0(=1,-1) 3.
On a alors une contraction p*: X — X+ de Y sur YV et on suppose X projective.

Le foncteur Rp.L(p*)* : D’(X*+) — D!(X) n’est pas une équivalence (cf. [31,
Proposition 5.12] et [43, Corollary 2.2]). Par contre, un autre noyau fournit une équi-
valence (cf. [31, Corollary 5.7] et [43, Theorem 4.4]).

Soient f: X — X et ft: Xt — X les contractions de Y et YT sur un point (flop
de Mukai). Soit X = X x5 XT. Alors, X = XU(Y xYT) C X x X et I'intersection

est a croisements normaux.

THEOREME 4.6 (Kawamata, Namikawa). — Le foncteur
®o. =RmL(r")": D"(X+) — D*(X)

est une équivalence.
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Démonstration (esquisse). — 1l suffit de traiter le cas o X = SpecQ3, et i: Y — X
est la section nulle, car cela ne change pas le complété formel de X le long de Y
(cf. §3.1.2). La non-projectivité de X ne pose pas de probléeme nouveau. Soit X =
Spec Oy (—1)"*1. La suite exacte 0 — Q) — Oy (—1)""! — Oy — 0 fournit un
morphisme lisse X — A' et la fibre de 0 s’identifie & X.

On a Ny,x ~ Oy (—1)""! et on a alors un flop standard X — Xt (cf. §4.3). Le
foncteur o : D*(XT) — D°(X) est une équivalence et il résulte de la proposition 3.5
que Po_ est une équivalence. O

Deux variétés projectives symplectiques birationnelles de dimension 4 sont connec-
tées par une suite de flops de Mukai ([63, Theorem 1.2], [20, §8]; il faut en fait
permettre la contraction simultanée de plusieurs P? disjoints pour que les variétés
intermédiaires restent projectives [62]). On déduit alors ([43, Corollary 4.5] et [31,
Remark 5.13]) :

COROLLAIRE 4.7 (Kawamata, Namikawa). — Deux wvariétés projectives symplec-
tiques birationnelles de dimension 4 sont dérivé-équivalentes.

4.4.2. Flop de Mukai stratifié. — Markman [40] a étudié une généralisation du flop
de Mukai. Nous suivons ici la présentation de [44] et ne donnons que la version « li-
néarisée ».

Soit V' un espace vectoriel de dimension n et soit G(V,r) la grassman-
nienne des sous-espaces de dimension r de V, oll r est un entier < n/2. Soient
X = T*G(V,r) et X la sous-variété fermée de Endc(V) des endomorphismes a
tels que a® = 0 et rang(a) <r. On identifie T*G(V,r) a la variété des paires
(W, ¢) o W est un sous-espace de dimension r de V et ¢ € Hom(V/W,W). On

dispose d’une application moment f: X — X qui envoie (W, ¢) sur la composition

a:V > V/W 2, W — V. L’application moment est un isomorphisme au-dessus

de T'ouvert des endomorphismes de rang r. On dispose de méme d’une application
moment f¥: X+ =T*G(V,n—-r) — X.
Le noyau « évident » ne fournit pas une équivalence dérivée, bien que sa classe dans
K soit adéquate [44, Theorem 2.7 et Observation 4.9] :
THEOREME 4.8 (Namikawa). — L’application [P0 ] : Ko(X') — Ko(X) est
X

un isomorphisme pour tous n,r mais o, . : DY(XT) — D®(X) nest pas une
X

équivalence pour n =4 et r = 2.

Dans le cas n = 4 et r = 2, Kawamata construit un noyau de la forme Ox »_x+®L
ou L est un fibré en droites, qui induit une équivalence [30].

Voyons maintenant une construction pour n,r généraux d’un noyau supporté par
X x5 X et induisant une équivalence dérivée.
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Soit U la sous-variété ouverte de G(V,r)x G(V,n—r) des (W, W) tels que WNW' =
0 et soit ¢ : U — G(V,r) x G(V,n — r) 'immersion ouverte.

U

|
GV,r) x G(V,n—r)
/ \6
G(V,r) G(V,n—r)
Il est classique [28, Exercice I111.15] que la transformation de noyau yyCy induit une
équivalence entre catégories dérivées de faisceaux constructibles de C-espaces vecto-
riels :
Ray(Cu ® 571(=)) : Dions(G(Vin = 7)) = Do (G(V.7)-

Soit K le module de Hodge mixte correspondant a ¢yCy. C’est un noyau inversible
pour les transformations entre catégories dérivées de modules de Hodge mixtes. Soit
K = Gr(K), un faisceau cohérent G,-équivariant sur T*(G(V,r) x G(V,n —r)) =
X x X*. Alors, linversibilité du noyau K montre que ®r : D*(X+) — DP(X)
est une équivalence (c’est bien siir aussi une équivalence pour les catégories Giy,-
équivariantes).

Il serait intéressant de décrire explicitement le faisceau K. Kashiwara a proposé
une description pour n = 4 et r = 2, qu’il faudrait comparer avec le noyau de [30].

Cette construction se généralise a des variétés de drapeaux paraboliques pour des
groupes semi-simples complexes arbitraires. Dans le cas des variétés de drapeaux
complets, une telle construction au niveau de la K-théorie a été effectuée par Tanisaki
[55].

On peut aussi construire une équivalence D*(X*) —~ D?(X) en regroupant les
DY(T*G(V,7)), 0 <7 < dimV, et en appliquant les méthodes de [21].

4.5. Dimension 3

4.5.1. On expose ici la construction de Bridgeland [12] (voir aussi [19, 31, 61]).
Considérons un flop entre variétés projectives lisses de dimension 3 :

X Xt
X/ﬁ
X

Remarque 4.9. — Lorsque f ne contracte qu’une courbe irréductible C, alors C ~ P!
et le fibré normal N¢,/x est O(=1) ® O(-1), O ® O(-2) ou O(1) ® O(-3) (cf. [22,
Corollary 16.3]). Le premier cas est un flop standard (§4.3) et le second cas peut se
traiter par des méthodes similaires [6, Theorem 3.9].
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Considérons le diagramme

THEOREME 4.10 (Bridgeland). — Le foncteur Rm L(z)* : DY(X+) — D*(X) est
une équivalence.

Bridgeland construit le flop f & partir de f : la variété X apparait comme un
espace de modules fin de certains objets de D?(X) (« faisceaux pervers ponctuels »)
et le noyau de I’équivalence est le fibré universel. La détermination de ce fibré, et donc
la forme précise du théoréme 4.10, sont dues a Chen.

Un flop généralisé entre variétés projectives lisses de dimension 3 se décompose en
une suite de flops [31, Theorem 4.6] et on en déduit :

COROLLAIRE 4.11. — La conjecture 1.1 est vraie en dimension 3.

4.5.2. Construction du flop et équivalence. — Soit X une variété projective connexe
de Gorenstein de dimension 3. Soit f : X — X une résolution crépante dont le lieu
exceptionnel est union d’un nombre fini de courbes et soit D un diviseur sur X tel
que —D est relativement f-ample.

Le théoreme d’annulation de Grauert-Riemenschneider montre, via la formule de
projection, que R>°f,Ox = 0. Le foncteur Lf* : D(X) — D(X) est donc pleine-
ment fidele (variante de la proposition 3.3 pour les catégories dérivées non bornées
que requiert la non-lissité de X). Soit B son image. On a une décomposition semi-
orthogonale D(X) = (B+,B), ou B+ = {C € D(X)|Rf.C = 0}.

On construit une nouvelle t-structure sur D(X) en recollant la t-structure standard
de B avec celle de Bt décalée de 1 vers la gauche. Son coeur Per /X (une catégorie
abélienne) consiste en les C' € D(X) tels que

~ H'C' =0 pour i #0,1
- WHT'C =0
-~ R/, H°C = 0 et Hom(H°C, M) = 0 pour tout M € B+ N X-coh.
On a Ox € Pery /x et on dit que E € Pery /x est un « faisceau pervers ponctuel » si

— E est un quotient de Ox (dans Pery %)
— la classe de Chern de E est égale a celle d'un faisceau gratte-ciel.

Soit S une variété. Une famille de faisceaux pervers ponctuels paramétrée par S
est un objet £ € D*(S x X) tel que LjF € Pery 5 pour tout point (fermé) s € S.
Ici, js : s Xx X — S x X est l'inclusion. Deux familles qui different par le produit par
un fibré inversible de S sont dites équivalentes.
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On considere le foncteur qui a une variété S associe ’ensemble des classes d’équi-
valence de familles de faisceaux pervers ponctuels paramétrées par S. Bridgeland [12,
Theorem 3.8] démontre I’existence d’un espace de modules fin : le foncteur est repré-
sentable par une variété projective M(X/X).

Soit U T'ouvert de X des points au-dessus desquels f est un isomorphisme. Alors,
Oj-1(y) est un faisceau pervers ponctuel pour tout u € U. Ceci définit une immersion
ouverte U — M(X/X) et on note X* 1'adhérence de I'image (on montre en fait
que XT = M(X/X)). On note f* : XT — X le morphisme canonique. Chen [19,
Proposition 4.2] montre que Oxxx+ est un fibré universel.

Le théoreme 4.10 admet la version plus précise suivante.

THEOREME 4.12 (Bridgeland). — Le foncteur R L(nt)* : DY(X+) — D*(X) est
une équivalence. En outre, fT: XT — X est un flop : f+ est une résolution crépante
et le transformé strict de D est relativement f+-ample.

La preuve est essentiellement la méme que pour la correspondance de McKay [13].
L’outil-clef est un résultat d’algebre commutative que nous rappelons maintenant
(dans la version de [15, §5]).

Soient Z une variété irréductible et C' € D®(Z) non nul. Soit Supp(C) 1'union des
supports des H*(C'). Soit ampl(C) I'ensemble des i € Z tels qu’il existe z € Z avec
Hom(C, O,[—i]) # 0. La dimension homologique de C' est hd(C') = sup(ampl(C)) —
inf(ampl(C)).

THEOREME 4.13 (« Nouveau théoreme d’intersection »). — On a codim Supp(C) <
Ld(C).

Soit z € Z tel que Supp(C) = {2z}, H*(C) ~ O, et ampl(C) C [~ dim Z, 0]. Alors,
z est un point lisse de Z et C ~ O,.

Démonstration du théoréme 4.12 (esquisse). — Soit px : X x Xt — X la premiere
projection. Soient P = Oxy_x+ et Py = ®p(Oy) pour w € X*. Soient P’ =
PV @piwx[3] et Q=P oP € D’(X* x XT). On vérifie que Hom(P,,, Py[i]) = 0
pour tout 4, lorsque f*(w) # f*(w') et on montre que Hom(Py,, Py ) = dyy,0C, d’ot
Hom(Puy, Pw[3]) = 0w’ C par dualité de Serre.

Soit Q" = Q|x+xx+_ax+. Le support de Q" est contenu dans X+ x X+ —
AX™T, donc est de codimension > 2, ¢'il est non vide. On a Hom(Q', Oy o [i]) =~
Hom(Py, Pwli]), donc hd(Q') < 1. Le théoréme 4.13 montre alors que Q' = 0.

Le morphisme canonique Hom(O,,, Oy[1]) — Hom(P,,, Py [1]) est injectif (il s’iden-
tifie & application de Kodaira-Spencer). On en déduit que H?(®o(Oy)) =~ Oy. On a
ampl(®o(0,)) = [-3,0]. Le théoreme 4.13 montre que ®o(O,) ~ O, et que X est
lisse en w. La crépance de f permet alors de conclure que ®p est une équivalence, via
la proposition 3.2. La crépance de f* s’obtient en utilisant la trivialité du foncteur de
Serre de D% (X ™) pour toute fibre F' de f* [13, Lemma 3.1]. On montre que ®p[—1]
se restreint en une équivalence entre faisceaux cohérents sur X+ tués par Rf;" et
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faisceaux cohérents sur X tués par Rf,. et Pamplitude relative du transformé strict
de D s’en déduit [12, §4.6]. O

Remarque 4.14. — 1l serait intéressant de voir si la méme méthode fournit une
construction de flips (¢f. [1] pour des résultats dans cette direction, en dimension
quelconque).

4.6. Variétés singulieres

Les constructions pour les variétés projectives lisses ont des généralisations a une
classe plus large, dans le cadre du MMP [2, 19, 31, 32, 33, 61]. Ceci est utile pour cons-
truire des équivalences entre variétés projectives lisses, car il existe des décompositions
de flops généralisés en flops qui font intervenir des variétés singulieres. Kawamata
démontre en particulier un théoreme d’équivalence dérivée pour des flops particuliers
entre champs de Deligne-Mumford toriques. Il en déduit qu’un flop torique généralisé
donne lieu & une équivalence dérivée [33, Corollary 4.5] :

THEOREME 4.15 (Kawamata). — Soient f: Z — X et g : Z — Y des morphismes

toriques birationnels entre variétés toriques projectives lisses tels que f*wx ~ g*wy .
Alors, D*(Y) ~ D*(X).

Mentionnons pour terminer la nécessité de considérer des variétés analytiques et
d’effectuer les constructions dans le cadre de la log-géométrie.
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