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GEOMETRIE CONFORME EN DIMENSION 4 :
CE QUE L’ANALYSE NOUS APPREND

par Christophe MARGERIN

INTRODUCTION

Si toute variété différentielle admet une structure riemannienne — les métriques sur
une variété forment un cone de dimension infinie —, on sait que certaines propriétés
algébriques de la courbure de la connexion riemannienne se traduisent dans la to-
pologie sous-jacente : restrictions sur le type homologique (théorémes d’annulation),
homotopique, topologique, voire différentiel. Toute variété riemannienne complete de
courbure sectionnelle négative ou nulle est ainsi revétue par R” (théoréme de Cartan-
Hadamard) et toute variété orientable de dimension paire compacte et de courbure
sectionnelle strictement positive est aussi simplement connexe (théoreme de Synge).
Dans une logique de classification topologique par « géométrisation », on cherche a
affaiblir la caractérisation métrique obtenue : §’il est facile de se convaincre qu’une
variété — que I'on supposera simplement connexe en dimension impaire — de courbure
sectionnelle constante et strictement positive est une sphere, le fait qu’il en aille de
méme en dimension 3 de toute variété de courbure de Ricci strictement positive —
un résultat aujourd’hui classique, di a R. Hamilton — doit étre considéré comme un
«vrai » résultat de géométrisation.

Une autre fagon d’affaiblir une hypothése de courbure consiste, au lieu de prendre
une trace «algébrique » de I'invariant, comme dans ’exemple précédent ot 'on passe
de la courbure de Riemann a la courbure de Ricci, a considérer I’hypothese « en
moyenne » sur la variété : grace a la formule de Gauss-Bonnet on peut en dimension 2
remplacer dans la caractérisation précédente de la sphere le signe de la courbure (de
Gauss dans ce cas) par celui de son intégrale (pour la mesure canoniquement associée
a la métrique).

Le formalisme de Chern-Weil généralise a la dimension supérieure cette belle for-
mule en donnant des expressions des nombres caractéristiques en termes d’intégrales
de traces de polyndémes en la courbure, mais les caractérisations de types topologiques
ou différentiels en termes de propriétés « en moyenne » de la courbure sont rares. D’ou
I'intérét de I’énoncé suivant, particulierement satisfaisant.
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THEOREME 1 ([CGY3]). — Toute variété différentiable de dimension 4, compacte et
sans bord, admettant une métrique de courbure scalaire strictement positive et dont
la norme L? de la courbure de Weyl et la caractéristique d’Euler sont reliées par la
relation

/ |W[2dvol < 167X (M)
M
est difféomorphe a S* ou a Pg.

Comme nous 'expliquons dans le préliminaire, cet énoncé est une version L? de la
caractérisation de la sphere standard en terme du pincement faible — un invariant suf-
fisamment « faible » pour autoriser en tout point des courbures sectionnelles négatives
— établie dans [M].

La preuve de Chang S.-Y. A., M. Gursky et Yang P. consiste d’ailleurs a réduire
leur énoncé a celle-ci en construisant dans la classe conforme d’une métrique vérifiant
les hypothéses du théoréme 1 une métrique 1/6 - faiblement pincée, ’hypotheése de
[M].

La caractérisation donnée dans [M] est optimale, et on y établit la classification
des géométries limites. Ce théoréme de rigidité admet lui aussi une version L2

THEOREME 2 ([CGY3]). — Toute variété différentiable de dimension 4, compacte et
sans bord, admettant une métrique de courbure scalaire strictement positive et dont
la norme L? de la courbure de Weyl et la caractéristique d’Euler sont reliées par la
relation

/|W|2dvol < 167°X(M)

est soit difféomorphe a S* ou a Pg, soit conformément équivalente au plan projectif
compleze (P4, F-S) ou & un quotient du produit R x (S, can) par un sous-groupe
d’isométries.

Dans cet exposé nous ne reviendrons pas sur la preuve de I’énoncé « géométrique »,
[M], obtenue par I’étude de I'invariant « pincement faible » le long des courbes inté-
grales de la courbure de Ricci considérée comme champ de vecteurs sur l'espace des
métriques. Ces idées ont été remises au gout du jour par le travail de G. Perelman en
dimension 3 ; elles joueront d’ailleurs un réle en un point crucial de ’argument, mais
sous le mode mineur de flot de Yamabe.

Nous allons plutot présenter I’ensemble des résultats de géométrie conforme de la
dimension 4 qui ont permis aux auteurs de réduire leurs énoncés a ceux établis dans
[M] : un travail technique de longue haleine, des premiers papiers sur les métriques
extrémales pour les déterminants régularisés — en particulier [CY] — & ceux, plus
récents, ou ils étudient un analogue du probleme de Yamabe pour un invariant scalaire
quadratique en la courbure de Ricci ([CGY1], [CGY2]), en passant par une étude
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systématique des « paires conformes » — et en particulier de « ’opérateur de Paneitz »
et de sa « (Q-courbure ».

1. PRELIMINAIRE : UNE PREMIERE REDUCTION

La courbure riemannienne est un 4-tenseur présentant un certain nombre de sy-
métries qui font qu’elle peut étre considérée comme une section du fibré des endo-
morphismes symétriques de la puissance extérieure seconde du cotangent. Elle vérifie
de plus la premiere identité de Bianchi, qui exprime son orthogonalité & la puis-
sance extérieure quatrieme du cotangent. Aux deux (seules) traces de la courbure de
Riemann, la courbure de Ricci, ric = trog R, et la courbure scalaire, scal = trric,
correspondent deux composantes irréductibles de ’algebre de courbure sous ’action
du groupe orthogonal, de dimensions respectives (n? +n — 2)/2 (= dim S?T*M — 1)
et 1; la projection sur la premiere est donnée par o = 1/2n(n — 1) scal g®g, et Pautre
par pg = 1/(n —2) rico ® g ot ricy = ric — 1/nscal g représente la partie sans trace
de la courbure de Ricci et ® une suspension algébrique de S2T*M dans SZA2T*M
parfois appelée produit de Kulkarni. Ce qui reste, W := R — QnS(fll) g®g— rifl“f@Qg est

appelé courbure de Weyl et représente la projection de la courbure de Riemann, R,
sur la derniere composante irréductible, celle des tenseurs de courbure dont toutes les

traces s’annulent. Réduite a 0 en dimension 2 et 3, c’est la plus grande composante
(en terme de dimension) deés la dimension 4.

Cette composante admet une décomposition exceptionnelle sous 'action de SO(n)
en dimension n = 4, associée a 'action de 'opérateur de Hodge et correspondant a
la décomposition so(4) = so(3) @ so(3). Ce raffinement joue un réle crucial dans [M],
et interviendra ici dans la discussion de la classification des métriques plates au sens
de Bach, (cf. le paragraphe 4.2.2, en particulier l'identité (4.27) du Lemme 4.3), par
laquelle passe la démonstration du résultat de rigidité énoncé dans le théoreme 2.

On vérifie facilement que la courbure de Weyl est un covariant conforme :
W(e* g) = e2’W(g). L'intégrale [,, |W|?dvol est en particulier un invariant, et
le théoreme 1 donne donc une caractérisation conforme et intégrale de la sphere
standard.

Rappelons que la généralisation due & Chern S.S. de la formule de Gauss-Bonnet
s’énoncant, en dimension 4,

(1.1) 3272 X (M) :/ (lo|* = |pol® + |[W|?) dvol ,
M
les hypothéses des théorémes 1 (2) se lisent donc, respectivement,

(1.2) /M(|a|2 ool — [WP2) dvol > () 0.
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Le pincement faible étant défini par (cf. [M])

|R —of?
scal 2

3

PF =sup
M

et la décomposition de la courbure rappelée ci-dessus étant orthogonale, ’hypothése
de [M], PF < (<) 1/6 s%écrit donc

scal ?
IR —ol* =lpol* + |W]* < (<) 6 = o

ce qui revient a la positivité de I'intégrand dans 'intégrale (1.2) : les théorémes 1 et 2
sont bien une version « L? » de [M], et il suffira pour les établir de démontrer I’existence

3

d’une métrique dont le polynéme de courbure |o|?—|po|>—|W|? = %—2|rico|2—|W|2
est partout (strictement) positif dans la classe conforme de toute métrique de courbure
scalaire strictement positive satisfaisant I’hypothese intégrale (1.2).

Il existe une combinaison de la courbure de Ricci et de la courbure scalaire par-
% g = ricy + Sigl g, appelée
courbure de Schouten, et en terme de laquelle la décomposition précédente du tenseur

ticulierement pertinente en dimension 4, A := ric —

de Riemann s’écrit R = %A ® g + W. Exprimé avec la courbure de Schouten, la
positivité du polynéme |o|? — |po|? — |W|? est encore équivalente & celle du polynome
4a5(A) — |W|?, ol 02(A) représente la seconde fonction symétrique élémentaire de
I’endomorphisme symétrique A. Notons qu’en terme de cette fonction la formule de
Chern-Gauss-Bonnet (1.1) admet la forme simple suivante

(1.3) 3212 X(M) = / (4o2(A) + |[W?) dvol ,

qui nous permet de déduire de linvariance conforme de [, [W/|?dvol celle de I'in-
tégrale [, o2(A)dvol, bien que 02(A) ne soit pas lui-méme un covariant conforme.
Cette remarque élémentaire est essentielle a la compréhension de la stratégie adoptée.

Dans une premiére partie, (le chapitre 2), nous établissons la réduction annoncée
dans le cas ou la norme L? de la courbure de Weyl est strictement majorée par
47/ X(M) — et donc le théoréme 1. Nous commengons par une preuve dans l'esprit de
celle proposée par les auteurs, qui a le mérite de préciser comment des préoccupations
essentiellement analytiques, comme 'étude de courbures du quatriéme degré, objets
insolites de la géométrie « classique », les y ont conduits.

Dans une seconde partie, (le chapitre 3), nous en donnons une preuve inédite,
plus naturelle, plus simple et nettement plus rapide qui s’affranchit du recours a des
opérateurs différentiels du quatrieme degré ; elle s’inspire tres largement des travaux de
M. Gursky et J. Viaclovsky (en particulier de [GV]) sur la seconde fonction symétrique
du tenseur de Schouten, o5(A). A Tissue nous discutons un corollaire intéressant de
ces travaux qui donne un critere tres général d’existence de métriques de @Q-courbure
constante, et explicitons quelques familles d’exemples.

ASTERISQUE 307



(950) GEOMETRIE CONFORME EN DIMENSION 4 419

Dans une derniére partie, (le chapitre 4), nous abordons I’étude du cas limite ou
la norme L? de la courbure conforme est égale & 4m\/X (M) et ol les deux preuves
précédentes de la réduction proposée s’effondrent par dégénérescence de Dellipticité
des équations considérées. En suivant [CGY0] nous commengons par résoudre un
«probléme du type Yamabe » pour les invariants quadratiques |o|? — |po|? — a|W|? =
405(A) — a|W]?, a < 1, avant de construire la solution de I'équation |o|? — |po|?> —
[W|?2 =0 comme limite en @ = 1 — un argument délicat qui passe par la classification
des variétés plates, au sens de Bach, dont la norme L? de la courbure de Weyl est

égale a 4w/ X(M).

2. LE CAS [(402(A) — [W|?)dvol > 0 :
DEMONSTRATION DU THEOREME 1

2.1. Déterminants régularisés et paires conformes

Le point de départ est une étude variationnelle plus ou moins systématique du dé-
terminant régularisé d’opérateurs différentiels intrinseques conformément covariants
de poids (a,b) , (a,b) € R?, c’est-a-dire tels que L,2r, = e~/ L e/ pour toute fonction
infiniment différentiable f. Si L est un opérateur différentiel intrinseque de degré d
sur une variété compacte sans bord de dimension n, qui est formellement auto-adjoint
et de symbole principal défini positif, le spectre de cet opérateur L est réel, discret,

minoré et tend vers infini comme \; ~ Ci%" i e N. On introduit alors classi-
17— —+00

quement la fonction ¢ spectrale de L, (r(s) = ¥ |\;]7°, définie pour les points
2; 70

s de C dont la partie réelle est assez grande, et son extension méromorphe, a podles

simples isolés, que 'on obtient par prolongement analytique. On appelle déterminant

régularisé, et 'on note det L, la valeur ez,

En supposant de plus l'opérateur L conformément covariant et homogeéne — i.e.
satisfaisant Le2c, = e‘chg pour tout réel ¢ —, et en s’appuyant sur 'asymptotique en
temps petit de la trace du noyau de la chaleur, T. Branson et B. Orsted, ([BQ], §2,
en particulier (2.7)), explicitent ’expression de la variation conforme du déterminant
régularisé d’un tel opérateur sur une variété compacte sans bord de dimension 4 en
termes de la géométrie et d’opérateurs « classiques », obtenant ainsi une généralisation
de la formule dérivée par Polyakov dans le cas particulier du laplacien sur une surface
de Riemann. En posant F'(f) := log(det L2r,/ det L,) — au sens régularisé précédent —
ils établissent que F' se décompose en une combinaison linéaire de trois fonctionnelles
universelles (1;)3_;, la dépendance en l'opérateur L n’affectant que les coefficients

3
(7:)2_, de la décomposition F = .21 ~vil;.
i=
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Dans cette décomposition I (f) représente une moyenne normalisée de f, relative
a la densité |W|? :

I(f) = 4/M |W|? f dvol — /M |W [2dvol 1ogfe4fdvol .

L’expression de la fonctionnelle I> implique 'opérateur introduit par Paneitz pour
étudier 'interaction entre le groupe conforme et le groupe de jauge des équations de
Maxwell, que nous représenterons par la lettre P, et la « Q-courbure » qui lui est
associée : en posant

1 ((n—2)(n+2) [rico|? A scal
@=7 ( A(n — 1)2n seal — = 2)2) An—1)°

olt d représente la différentielle extérieure, d* son adjoint formel L?, et A = d*d (+dd*)

le laplacien riemannien (agissant ici sur les fonctions), P est 'opérateur différentiel
d’ordre 4 d’expression

drico  (n? —2n —4)
n—2 2n(n —1)

Il vérifie la relation de covariance conforme

P:=A? 44" (— scalg)d—i—(n—él)Q.

P(e*g) = = "5 P(g)e T

En faisant opérer les deux membres de cette identité sur la fonction constante égale
a 1, un élément du noyau de Py := P — (n — 4) @, nous trouvons
(n+4) (n—4)

(n=4)Q(e*g)=e""2 TR(g)(e 7 /T —=1)+(n—4)e Y Q(g) ;

en nous autorisant a prolonger formellement cette expression a n € R, a la dériver

par rapport a la variable n et a spécialiser en n = 4, c’est-a-dire en considérant la
limite en n = 4 du quotient par (n—4) de cette expression, nous dérivons I'importante
relation suivante (de la dimension 4, donc)

(21) QT g) = e (Qo) + 5P(9)S) -

Cette identité peut évidemment étre vérifiée de fagon conventionnelle au prix d’un
calcul plus laborieux. Un tel couple (P, Q)) est appelé « paire conforme », et Q, la « Q-
courbure » associée a 'opérateur covariant conforme P. Un exemple plus élémentaire
de telle paire est fourni en dimension 2 par le couple (A, k), ou k représente la courbure
de Gauss : la variation de la courbure dans une classe conforme est en effet régie par
I'équation k(e g) = e=2f (k(g) + Af), qui joue le réle de (2.1) dans ce cas.

La construction systématique de telles paires en toute dimension, leur calcul expli-
cite, et étude de leurs propriétés est un sujet en pleine expansion (voir par exemple
[F-G1], [F-G2], [F-H], [G-J-M-S], [Be], [G-P], [G-Z]..., et la derniére partie du cha-
pitre 3 ou nous présentons une construction systématique de métriques de Q-courbure
constante).
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En dimension 4, les expressions précédentes se spécialisent en
2
(2.2) P = A? + d*(—2ric + 3 scalg)d ,
et
(2.3) Q= 1 (Ascal — 3 ric|® 4 scal?) = 1 (
' 12 12
en termes desquelles nous pouvons maintenant exprimer le second générateur de

[B-Q] :
(2.4) L(f) := /M fPfdvol + 4/MQfdvol — Mdeol 1ogJCe4f dvol.

Le gradient de I étant alors clairement donné par la formule

(2.5) v12(f)=2Pf+4Q—4e4f/ deol// e*t dvol,
M M

et ’équation (2.1) exprimant la Q-courbure dans une classe conforme s’écrivant en un

1
Ascal — 3 [rico|? + 1 scal?) |

point critique f

£y — o—4f 1on_ !
(2.6) Qe g) = et (Q+2Pf)f/Mdeol/ /Me4 dvol

les points critiques de la fonctionnelle I sont donc les métriques de Q-courbure
constante.

Le dernier générateur, I3, est une variante quadratique de la fonctionnelle de Ya-
mabe :

Is(f) :=12Y(f) +4/fAscal dvol,
ol
Y(f) ::/ (Af — |df|?)* dvol — %/ scal |df|* dvol .
M M

En invoquant la formule régissant I’expression de la courbure scalaire dans une classe
conforme

(2.7) scal (e2/g) = e7%f (scal +6 (Af — |df|2)) ,
on obtient pour I3 I’expression plus transparente
1 1
I3(f) =3 / scal® dvol — — / scal 2 dvol
3 S, e21g) 3 J, g)

qui justifie l'appellation « fonctionnelle de Yamabe quadratique ». On peut se
convaincre que les points critiques de I3 sont les métriques de courbure scalaire
constante en en calculant le gradient, égal en f & : 4e*/(Ascal) (e2/g).

Le travail initial de Chang S.-Y. A. et Yang P. consiste en une extension a la dimen-
sion 4 du théoréme de compacité de B. Osgood, R. Philipps et P. Sarnak (cf. [OPS2], et
[OPS1]) qui établit, en s’appuyant sur I'inégalité de Moser-Trudinger, que le maximum
du logarithme du déterminant régularisé du laplacien sur une surface de Riemann est
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atteint en «la» métrique de courbure constante. Dans [CY], Chang S.-Y. A. et Yang P.
démontrent que sur une variété compacte sans bord de dimension 4 la fonctionnelle

F = E v;1; atteint son minimum des que v, et 3 sont strictement positifs et que

K= ’yl fM |W % dvol+~, [,, Q dvol est strictement majoré par 872 72, (On notera que
K est un invariant conforme puisque, d’apres (2.3), fM Q dvol = 3 fM o2(A)dvol .)

Reportons pour l'instant la discussion de la preuve de cet énoncé, de toute fagon
encore insuffisant pour notre objectif, et notons qu’en regroupant les expressions des
gradients, VI, , calculés précédemment nous obtenons pour celui de la fonctionnelle
F évalué en une fonction f

gt (w2 Ascal — ).
e (MW +7%Q + 3 Asca vol(cZ7g)

Il reste a choisir les poids «; de facon a annuler s, soit v =1, et

1
(28) m =—/ deol/ / |W|2dv01:——/ UQ(A)CZVO]/ IW 2 dvol |
M M 2 M M

et & introduire ¢ := 8vy3 + 2/3, pour que I’équation d’Euler de la fonctionnelle F'
devienne

1 1
0*71|W|2+Q+ (3572)Asca1 =7 |[W|? _O'Q(A)Jrg(SASCal .

Nous tenons ici la clé de 1’approche de Chang S.-Y. A. et Yang P. ; imaginons que nous
souhaitions, sous I'hypothese [, 02(A)dvol > 0, établir 'existence d’une métrique
satisfaisant g2(A) > 0 (ce qui est I'objet de larticle [CGY?2]) : tout minimum de la
fonctionnelle F' est une solution de I’équation d’Euler,

(2.9) 02(A) = —35/4 Ascal — 2y, |[W]?,

qui pourra étre utilisée comme régularisation de I'opérateur géométrique pertinent,
() (A)

2.2. Un premier résultat d’existence

2.2.1. L’énoncé. — Trois problemes se posent ici :

1) le théoréeme d’existence de [CY] requiert la positivité de 3 et ne s’applique donc
que dans le cas ot § > 2/3;

2) en supposant que 'on réussisse & résoudre ’équation régularisée (2.9)s pour
toutes les valeurs strictement positives de d et & passer a la limite en zéro, I’hypothese
71 = =% [4; 02(A4) dvol / [ IW[?dvol < 0 entrainerait o2(A) = =2y [W|* > 0
mais pas nécessairement la positivité stricte de o9(A);

3) c’est la positivité de oa(A) — [W|?/4 = 1/4 (|o]? — |po|* — [W|?) — et non celle
de 02(A), objet de [CGY3] — qui correspond & la propriété PF(g) < 1/6 que nous
prétendons établir (cf. la discussion du préliminaire).
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Concernant le second point il suffit, pour garantir la positivité stricte de o2(A),
de translater I’équation d’Euler par le carré de la norme d’une 2-forme symétrique
ne s’annulant nulle part et fixée une fois pour toute, 1 : pour cela nous modifions la
fonctionnelle F' en lui ajoutant un multiple de la fonctionnelle

Iy(f) := 4/M In|?f dvol — (/M n|? dvol) logfv[ e*f dvol .

Le parameétre -y que nous introduisons ainsi, poids du générateur Iy dans I'expression
de la nouvelle fonctionnelle, permet de plus de relacher la contrainte (2.8) et de régler
ainsi la troisieme difficulté relevée ci-dessus : nous avons de fait la généralisation
suivante du résultat de compacité de [CY].

THEOREME 2.1. — Sur une variété riemannienne compacte sans bord de dimen-
3

sion 4 le minimum de la fonctionnelle H = ¥ ~v;I;(f) est atteint par une fonc-
i=0

tion infiniment différentiable, f, des que o et_73 sont strictement positifs et que
k' =kKk+ fM In|? dvol est strictement majoré par 872 ~. La métrique e*f g vérifie
de plus l'identité

H/

2 2
w Ascal = ———— .
Yo [nl* + 71 [W[* + 72 Q + 73 Asca ol(27g)

Cet énoncé regroupe un résultat de compacité, 'existence d’'un minimum f dans
L?2(M) —'espace de Sobolev des fonctions qui sont, ainsi que leurs dérivées premieres
et secondes, de carré intégrables — et un résultat de régularité, le fait que ce minimum
soit effectivement infiniment différentiable.

2.2.2. Compacité. — Puisque H(0) = 0, le minimum limg H(fe), ot (f¢)een repré-
sente une suite minimisante de H, est majoré par 0. Pour dériver une borne a priori
sur la norme L??2 d’une telle suite, nous commencons par minorer H(f;) : I'outil
déterminant est une version fine de l'inégalité de Moser-Trudinger due a D. Adams
(cf. [A]) d’apres laquelle

- 1
(2.10) logfe4(f_f) dvol < 2 /(Af)2 dvol + C';

cette majoration est uniforme sur L??(M), la constante C ne dépendant que de (M, g).
En posant £(g) := 7o [n|> + 71 [W|? + 72 Q + 3 A scal , nous pouvons écrire

H(f) :/M (4(f = f)E+72 fPf) dv01+1273Y(f)—ﬁ/10g£464(f_?) dvol ,

ou k' = f u € dvol. Par convexité de I'application exponentielle fM A= dvol > 1,
et nous obtenons, dans le cas ol £’ < 0, la minoration banale

H(f) > /M (4(f —T)E + 2 fPS) dvol + 1275 Y (f) |
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tandis que, dans le cas ol k' > 0, nous invoquons l'inégalité d’Adams (2.10) pour
obtenir alors :

H(f)> -Cr' — l /(Af)deoH-/ (4(f = )E+72 fPf) dvol + 1243 Y (f).
M

2
8 M

Dans tous les cas, et en posant £” = max(0, £’), pour tout € > 0, et tout entier £ assez
grand, ¢ > £(¢), nous avons établi la minoration

"

€>H(fe)>*Cli"+(f% +72+1273)/ |A fo|? dvol
M

2
- 272/ ric(dfe, dfe) dvol + (= 72 — 473) / |df¢|? scal dvol
M 3 M
+ 1273 (/ |df¢|4dvol—2/ Af¢|dfg|2dvol) +4/ (fe — f0)E dvol .
M M M

Il reste & minorer 2 [, Afy|dfe|*dvol par z [, |Afe|*>dvol + L [ |dfe|*dvol,
z € R, & invoquer I'inégalité de Poincaré pour majorer [, (f¢ — fe)€ dvol par

C’(g)\/fM |€]2 dvol \/fM |dfe|? dvol et & conclure & lexistence d’un majorant uni-

forme des normes [((Af;)?+ |dfe|*) dvol ne dépendant que de la variété riemannienne
(M, g), et des parametres vo, 3 et k' .

La fonctionnelle H étant clairement invariante par translation par une constante
— c’est-a-dire par homothétie sur les métriques —, on supposera sans restriction la
suite minimisante f; normalisée par la condition f e*fedvol = 1, ce qui entraine que la
moyenne f, est négative ou nulle. Un corollaire immédiat de 'inégalité d’ Adams (2.10)
et de la majoration uniforme de [(Af)? dvol que nous venons d’établir est I'existence
d’un majorant uniforme de la suite —f, ; la compacité faible de L2 fournit alors le
minimum recherché.

2.2.3. Régularité. — L’étude de la régularité des minima des fonctionnelles F' dont
Pexistence est établie par [CY] est précisément 1'objet de [CGYO0]. Le résultat, qui
s’énonce comme suit, s’applique aussi aux minima de H.

THEOREME 2.2 ([CGYO0]). — Soient (M,g) une variété compacte sans bord de di-
mension 4, o’ et a” deux réels, p une fonction (de la variable réelle) a croissance au
plus exponentielle, |p(z)| < a1 exp azl|z|, (az,az) € R?, ainsi que sa premicre dérivée,
et b une forme bilinéaire symétrique bornée, b € S*T*M, |b(z,z)| < as|z|*,a3 € R.
Tout minimum d’une fonctionnelle du type F(f) := [(Af)? + (/ Af + o’ |df]?)* +
b(df, df) + @(f — f) dvol est nécessairement infiniment différentiable.

L’originalité du résultat tient au caractere de la non-linéarité de I’équation d’Euler
associée.
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2.2.3.1. Régularité holdérienne. — La continuité holdérienne d’un minimum est éta-
blie en utilisant un critere de Morrey : sur une variété de dimension 4, une fonc-
tion est B-holdérienne deés que l'intégrale de son gradient sur toute boule de rayon
r est majorée par un multiple uniforme de 3+ ; par I'inégalité de Holder il suf-
fit donc de majorer la norme L* du gradient sur toute boule de rayon r par un
multiple uniforme de 7%, ce qu'on établit en démontrant que la fonction dy p(r) :=
fB(P, " (|Hessf|? + |df|* + f2 + |df|?/d(P, .)?) dvol satisfait, pour r petit, I'inéquation
différentielle

d— Cﬂ“d/ < OQT’Y

ol 7 est un réel strictement positif et 3 et C sont reliés par 'identité § = ﬁ.

C’est ici qu’intervient 1’hypothése de minimisation : pour une suite minimisante
(f¢) de la fonctionnelle H, nous avons expliqué comment obtenir une borne uniforme
sur [y, ((Afe)2 + |df¢|4) dvol; en procédant de méme avec le prolongement biharmo-
nique, h, de f & Pintérieur de la boule B(P,r) — défini par les identités h = f sur
M~ B(P,r), A2h =0 sur B(P, r) , g—z = % et h = f sur 9B(P, r)—, nous dédui-
sons de la majoration H(h) > H(f), (f est un minimum de H par hypothese) :

/ (AF2 + |df|) dvol < c/ (AR + [dh[*) dvol + C17, 4 >0 .
B(P,r) B(P,r)

Pour conclure, il reste & majorer le terme de droite par Cyrd' + Cor”, out d = dy,p(7)
est la fonction introduite ci-dessus : il s’agit de contrdler la norme | B(P, T)(|Ah|2 +
|dh|*) dvol & partir de données au bord, sur lequel h coincide avec f & l'ordre 1.
C’est la une partie substantielle de [CGYO0] (en particulier § 2, « Preliminary estimates
for biharmonic functions ») qui utilise une représentation — établie dans [CQ] — des
dérivées troisiemes le long du bord comme image par un opérateur pseudo-différentiel

4 Oh
des seules données h|aB(p1 7 et %‘BB(P, y

2.2.3.2. Infinie régularité. — Pour passer de la régularité holdérienne d’un minimum
a sa différentiabilité a tous les ordres, les auteurs adaptent les arguments développés
par R. Schoen ([S]), et K. Uhlenbeck ([SU]) dans le cadre des applications harmo-
niques :

PROPOSITION 2.3. — Pour toute solution L>2, f, de l’équation d’Euler de F satis-
faisant, pour tout r positif, la majoration ds p(r) < Kr*? | 0< B <8, la fonction

1
Dy p(r) = T_4/B(P )(7’27ﬁ/4 (Af)? + |df|* + 1) dvol

vérifie la majoration

r

5) < (14+CrP%) Dy p(2577),

Dy p(
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L’hypothese est automatiquement satisfaite par un minimum de F d’apres le para-
graphe précédent. Par itération de la proposition 2.3 nous établissons alors facilement
que la fonction Dy p est majorée, uniformément en r et en P. Le critere de Mor-
rey établit ensuite que la norme sup de |df| est bornée et un argument d’amorcage
(« bootstrap » outremanche) relativement aisé permet d’en déduire une borne uni-
forme pour le hessien de f. L’équation d’Euler s’écrivant A%2f = E(f, V f, Hessf), ol
les coefficients de E sont des fonctions infiniment différentiables, la théorie de la régu-
larité elliptique « classique » nous enseigne finalement que la fonction f est infiniment
différentiable, ce qui conclut la preuve du théoreme 2.2.

2.3. Résolution de la régularisation

Reprenons la stratégie exposée avant I’énoncé du théoréme 2.1 et ’ayant motivé. Si
cet énoncé répond aux points 2) et 3), il n’établit cependant 'existence et la régularité
d’une solution de la régularisation (yo|n |2 +71 [W]? +72 Q+~3 Ascal ) vol(e?f g) = &/
que dans le cas ou les parametres v, et 3 sont strictement positifs. En posant vy, =
—a/8, v =1et y3 =6/8 —1/12, Pannulation de £’ nous dicte la valeur de 7y ,

(2.11) Yo = f1/2/M (02(A) — a/4|W|?) dvol/ /M In|? dvol

le théoréme 2.1 établissant alors, pour tout 6 > 2/3, l'existence d’une solution infini-
ment différentiable de 1’équation §-régularisée

! ) o
(2.12)  o09(A) — 1 W%+ 1 Ascal = ~1 W +2Q +2v3Ascal =27 |n* .

Dans le but de considérer ensuite la limite en § = 0, nous commengons par discuter
I’existence de solutions de cette équation pour des valeurs de § arbitrairement petites.
En suivant [CGY?2], qui traite du cas particulier & = 0, nous introduisons pour tout
réel strictement positif dg, 'ensemble S := Ss, := {§ € [do, 1], tel que I"équation
(2.12)5 admet une solution de courbure scalaire strictement positive.

2.8.1. S n’est pas vide. — Pour ¢ > 2/3 nous disposons d’une solution de 1’équation
(2.12)5 : sous I'hypothese que v et [, (02 — & [W|?) dvol sont positifs, § Ascal +
1/65scal? Pest aussi. On démontre facilement & I'aide du principe du maximum (voir
par exemple [G1]), que cette inéquation différentielle entraine, pour 6 = 1, que la
courbure scalaire est strictement positive pourvu que l'invariant de Yamabe, u(g),
soit positif. Cette condition est ici assurée par I'existence d’une métrique de courbure
scalaire strictement positive dans la classe conforme.

2.3.2. S est ouvert. — Pour démontrer 'ouverture de ’ensemble .S sous ’hypothese
[y (02(A) = § [W|?) dvol > 0, on s’appuie sur le théoréme d’Agmon, Douglis et Ni-
renberg qui garantit l'existence d’une (essentiellement) unique solution infiniment
différentiable de I’équation (2.12)s pour des valeurs de ¢ suffisamment proches d’un
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point 01 de S deés que le noyau de la linéarisation Ls, de 1’équation (2.12)s, en la
solution f5, est réduit aux constantes. Cette propriété découle ici de la majoration

3 7
/ (Ls, ¢, p) dvol > —62/ |A<P|2dvol+—6/ scal |de|? dvol ,

que l'on dérive assez facilement de l'explicitation de la linéarisation L5, sous I'hy-
pothése que lintégrale [, (0%(A) — & |[W|?)dvol est strictement positive. On peut
d’ailleurs interpréter cette minoration comme une généralisation d’estimations spec-
trales pour 'opérateur de Paneitz dérivées antérieurement par M. Gursky (cf. [G2],
et, pour aller au-dela, la discussion de la partie 3.4).

2.3.8. S est fermé. — De I'équation (2.12)5 on déduit sans trop de difficulté 'estima-
tion a priori [, (8 |Afs|? +|dfs|*) dvol < Cp, valable pour toute solution fs de (2.12);
sous la normalisation f v fs dvol = 0. C’est suffisant pour assurer la compacité faible
d’une suite de solutions f5,,0r € S, 6kk — J, et donc l'existence d’une solution

——+00
faible, fs, dans L%2(M).

Pour ce qui est de la régularité de f5, nous pourrons répéter ’argument utilisé pour
établir celle de f5, 6 > 2/3, dés que nous disposerons de la majoration

/ (|Af|2 + |df|4) dvol < C / (|Ah|2 + |dh|4) dvol + Cyr?,

B(P,r) B(P,r)

ol h représente comme précédemment le prolongement biharmonique de f a la boule
B(P, r), et ou les constantes C;,4 € {1,2}, ne dépendent que de (M, g).

Cette estimation peut étre déduite de la contraction de I’équation (2.12)5 contre la
différence f — h, en procédant aux majorations idoines dans ’expression obtenue ; on
trouvera les détails dans la quatrieme partie de [CGY?2], en particulier dans la preuve
du Lemma 4.4.

Il reste, pour conclure, & établir que la courbure scalaire de €25 g est strictement
positive. Puisque d < 1, on ne peut plus invoquer le principe du maximum de M.
Gursky pour le laplacien conforme, utilisé en 2.3.1 pour le cas § = 1. On vérifie
néanmoins facilement que scal (e2/5g) est positif ou nul : la fonction f5 étant par
construction une limite faible au sens L??2 de fonctions fs,, dx € 9, et la courbure
scalaire dans une classe conforme étant donnée par I'identité (cf. (2.7))

1 1
(2.13) Ao+ 1dfs, 2+  scal (051 g) € = < scal (g),

la limite fs satisfait I'inéquation différentielle : —A f5 +|dfs|?> < 1/6 scal (g) ; nous en
déduisons la positivité annoncée : scal (€2 g) = e=2f5 (scal (g) +6 Afs — 6 |dfs|?) = 0.
La limite fs satisfaisant par ailleurs ’équation (2.12)s, notons la minoration
§Ascal = —8v|n|® + «|W|? + 2|ricg|? — scal?/6 > —scal?/6; le principe du
maximum (ordinaire) appliqué a cette inéquation différentielle démontre alors que
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la courbure scalaire de la métrique limite, e2fog, est partout strictement positive
sur M.

2.4. L’équation : 02(A) — § [W|? + 9 [n|> =0

Sous I'hypothese [, (02(A) — § [W|?) dvol > 0, nous disposons & ce point de solu-
tions infiniment différentiables de I’équation (2.12)s pour tout 0 strictement positif.
Nous cherchons dans cette partie & résoudre ’équation (2.12)5—( en établissant des
estimations a priori uniformes en 6 des solutions fs des équations (2.12)s dans une
norme suffisamment forte pour pouvoir ensuite passer a la limite § — 0 dans ’équa-
tion (2.12)s5. Nous verrons qu'il semble difficile de faire mieux que L?®, ce qui, au vu
de la non-linéarité de I’équation considérée, est insuffisant. Nous ne pourrons conclure
qu’au prix d’une ultime régularisation par un flot parabolique, discutée en (2.4.3).

2.4.1. Estimation a priori L?3. — Les arguments développés dans la preuve du
Theorem 5.1 de [CGY2] permettent de démontrer, sous 'hypothese [ (02(A) —
2|W?) dvol > 0, a > 0, 'estimation a priori, uniforme en ¢ € (0,8o), do assez petit,

(2.14) [Hess f5]3 dvol(g) +/ |dfs|;> dvol(g) < C .
M M

Ceci peut sembler mesquin, mais si, pour cette majoration, le passage du cas parti-
culier = 0, objet de [CGY2], au cas général est aisé deés que l'on a remarqué que,
comme opérateur différentiel, f — [W|%(e2/g) est du méme type que f — |n|?(e?/g),
tous les deux étant des covariants conformes de méme poids —4, la démonstration
du cas particulier n’en requiert pas moins de trente pages d’estimations intégrales
ingénieuses, et difficiles a résumer. On y retrouve des idées « classiques » conduisant
aux estimations C? pour les équations de Monge-Ampere, bien que le passage & une
équation du quatrieme degré interdise dans notre cas le recours systématique au prin-
cipe du maximum et force celui a des estimations « en moyenne ». Au coeur de cette
discussion on trouve la minoration suivante, valable sous la méme hypothése des que
§ est assez petit :

113
(2.15) / (ﬂ) dvol < (14 016)/ |df5|8dvol + Cg/ scal 2dvol + Cj .
MmN 6 M M

Pour comprendre cet énoncé, notons que le tenseur gravitationnel G := —ric + %g
étant de divergence nulle — un corollaire immédiat et classique de la seconde iden-
tité de Bianchi — et M sans bord, pour toute fonction infiniment différentiable ¢,
J,; (G, Hess ) dvol = 0. Appliquée & la courbure scalaire, ¢ = scal, cette identité
s’écrit alors, en utilisant I’équation (2.12)s et sa dérivée

/ (6trricd + 1/12scal® + ordres inférieurs) dvol < / (G,Hessscal ) dvol < 0 ;
M M
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en I'appliquant & ¢ = |dfs|?, elle devient

1

1
— — [ (—6tr ricd + — scal® — 6scal |df5|* + ordres inf.) dvol
12 )y 12

< / (G, Hess |dfs|*) dvol <0 .
M

Une combinaison linéaire adéquate de ces deux inégalités donne la majoration

13 1
/ ( ﬂ) dvol < / ( X |dfs|* + ordres inférieurs) dvol,
MmN 6 MmN 6

qui «ressemble » & la majoration annoncée (2.15), dont on peut démontrer qu’elle
s’en déduit.

Les étapes suivantes s’écrivent

/ |Hess f5|*|dfs|? dvol < C’/ (6 |dfs| + scal® 4+ 1) dvol ;
M M
et

4
/ \df5|*2dvol < C(/ \dfs|Cdvol + 1) .
M M

Un important corollaire de la majoration a priori L?3 (2.14) et de sa démonstration
que nous venons seulement d’esquisser assure la majoration suivante

Ascal \ °
2.1 1) dvol < C .
(2.16) /(M, ) < ~cal > vol < C

Pour I’établir, il est important de disposer d’un minorant uniforme en § de la courbure

scalaire des métriques e2/5g : par définition de I’ensemble S, scal (e?fog) > 0, et il

suffit de minorer scal?. En un minimum de la courbure scalaire, I'’équation (2.12)s
2.

entraine la minoration : 0 > § Ascal > —8+|n|> — 1/6scal?; ; on a alors

(2.17) scal 2, (€215 g) > —48 o min( e*4f‘5|7}|§) >C >0,

puisque les fonctions f5 sont bornées uniformément en norme L?3, et donc en norme
CP, 3 < 2/3, d’apres les inclusions de Sobolev classiques.

2.4.2. Estimation a priori L** s > 5. — La dégénérescence de I’équation (2.12)5 en
0 = 0 est forte : c’est le terme différentiel d’ordre principal Ascal qui disparait. Ceci
explique en partie le prix a payer pour dériver des bornes a priori sur les solutions
qui soient uniformes au voisinage de § = 0. Dans ce paragraphe, nous expliquons
comment passer de la borne L?? discutée ci-dessus & une borne L?°, pour tout s < 5.

La démarche est proche de celle que nous venons de présenter et les détails tech-
niques plus lourds encore (dix nouvelles pages d’estimations intégrales sauvages). On
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applique I'identité [ s (G, Hess ) dvol = 0 aux puissances 1+p, p > 0, de la courbure
scalaire et pour cela on introduit

I, ::/ (G, Hessscal P*') dvol .
M

Pour préciser 'estimation obtenue en I'appliquant & |dfs|? nous introduisons symétri-
quement

1

I, = 5 /M (G, D(scal?d|dfs|*)) dvol ,

de telle sorte que, comme précédemment dans le cas p = 0, nous avons I, = I, = 0.
I, se laisse alors décomposer en la somme [, + I, ou

I, = (p+ 1)/ scal?(G, Hess scal ) dvol ,
M
et
I = p(p+ 1)/ scal P~1G(dscal ¥, dscal *) dvol ;
M

nous écrivons de méme I, = I, + 11, ot

_Pp -1 2
IT, = 3 /M scal P~ G (dscal *, (d|dfs|*)*) dvol ,

et
1
11, = 3 / scal? (G, Hess |dfs|?) dvol .
M

En reportant I’équation (2.12)s dans l'expression de I, on vérifie alors facilement, des
que g et 1 sont négatifs, la minoration suivante

I>1,5s+(p+ 1)/ (6scal? trricy + scal P [ricg|?) dvol
M

fc/ scalp+2dv017C/ scal? (|d|n| |* + |d]W||?) dvol ,
M M
ou

I 5= %5(p+ 1) /M (A scal” Ascal + 2scal?~! (Ascal )?

— 2pscalP~?|dscal |*A scal) dvol .

(Rappelons que 71 = —a/8 est négatif ou nul par hypotheése et que l'identité (2.11)
et I'hypothese [,,(402(A) — |[W|?) dvol > 0 entrainent que 7o est lui aussi négatif.)

Une application directe de I'inégalité de Holder donne alors
p/p+2 2/p+2
/ scalP| d|n| |*dvol < (/ sca1p+2dvol> (/ | d|n] |p+2dv01> .
M M M
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De l'identité |n| = e~2%5|n|, nous déduisons, les fonctions f5 étant bornées dans
L?3(M) C L“'2(M) uniformément en §, que les intégrales ([ |d|n| |7+2dvoly)?/P+2
le sont aussi dés que p < 10. Le méme argument vaut évidemment pour |W| et
[y scal?(|d|n| > + |d|W]]?) dvol est donc majoré par C ([, scal?*2dvol + 1) unifor-
mément en 0. La minoration précédente de I, s’écrit maintenant :

I,>1, 5+ (p+ 1)/ (6scal? tr ricg + scal T |ricy|?) dvol — C' [ scal?T2 dvol — C' .
M M

Pour I II',, nous utilisons 1’équation (2.12)s pour minorer le tenseur gravitationnel : la
courbure scalaire de €25 g étant strictement positive,

o2(A) 3 5 U o AN
= ——(—=Ascal — 2 — .
scal scal ( 4 sea Yolnl® + 4 W] )

(2.18) G>3

On établit alors sans trop de mal, pour tout €, € > 0, et tout i, n > 0, la minoration

17, > 7252/ scalP"1G(dscal*, dscal *) dvol
M

- 055277/ scal?~!(Ascal )? dvol — 055277*1/ scal ~3|dscal | *dvol
M M

p+2

Pl
— 06_677_1(/ sca1p+3dv01) EA Cp5_2(/ sca1p+3dv01) e
M M

Concernant I1,/, il faut un peu de ténacité pour dériver la majoration suivante, valable
pour tout v € R7,

scalP . scal 3
I]I’)’ > /M 1 <tr r1cg+ = ) dvol

7075/ scal P! (A scal ) dv017075/scalp*3|dscal|4 dvol
M

707*15/ scal P13 dvolfC’/ scal P2 dvol — C' .
M M

Comme dans le cas p = 0 du paragraphe précédent, nous considérons la combinaison
I, +24(p+1)II,, qui annule le coefficient du terme fM scal P tr ricg dvol, apparais-
sant dans I'expression de la minoration de Iz/) avec le poids 6 (p + 1) et dans celle de
11} avec le poids —1/4.
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De l'identité riemannienne universelle

3p/ scal P~ 2|dscal |* A scal dvol = 74/ scal P~ |Hessg scal |* dvol
M M
+ 3/ scal P! (A scal )2dvol + 2(p — 2) / scal P~3|dscal |* dvol
M M
—4(p—12) / scal P~ ?Hessg (scal ) (dscal, dscal*) dvol
M
— 4/ ric (dscalﬁ, dscalﬁ) dvol ,
M

et de ’équation (2.12)s, en rappelant de plus que vy est négatif d’apres I'identité (2.11)
et I'hypothese [,,(02(A) — % [W|?)dvol > 0, nous déduisons la majoration suivante,
valable pour tout réel p, p < 2 :

3(p—9) / scal P2 |dscal |* A scal dvol
M

1 3
< 3/ scal?~! (A scal )? dvol — (2 = p) (5 + =p) / scal =3 |dscal |* dvol .
M 2 47 Ju
(C’est ici qu’apparait de fagon essentielle la restriction p < 2, que 'on voit mal com-
ment relacher). En invoquant & nouveau la minoration de G par —37‘5 % (cf. (2.18)),

nous démontrons par un choix adéquat des parametres 17 et € dans les relations pré-
cédentes la minoration suivante, valable pour tout ¢ assez petit,

Ls+ 1) +24(p+1) 11

205/ scal?~!(Ascal )? dvol+C’5/ scal P~3|dscal |* dvol
M M

p+2
-C (/ scal P13 dvol)p+S - C.
M

Choisissant alors « suffisamment petit dans ’expression précédente de la minoration

de I1,/, nous établissons

I, +24(p+ 1)II,

1 b
2 (&705)/ sca1p+3dvolfC(/ sca1p+3dv01) B fC’/ scal P2 dvol — C',
6 M M M

et donc, en majorant [, scal?*2dvol par C(g)([,, sca1p+3dvol)§_i§

recherchée de [ scal?™3dvol, puisque nous obtenons :

, la majoration

p_‘#?
(/scalp”dvol)ﬁd > Cl/SCalerngOl* Cs.

En rappelant que les solutions fs de la régularisation sont uniformément bornées par
I'estimation L?3 du paragraphe précédent, nous déduisons alors de I’expression (2.7)
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de la courbure scalaire dans une classe conforme une majoration uniforme de A fs
dans les normes LP+3, pour tout réel p, 0 < p < 2, et donc la proposition suivante :

PROPOSITION 2.4. — Pour tout s € [0,5), les fonctions fs, solutions de moyenne
nulle des équations régularisées (2.12)5, 0 < & < g, sont uniformément bornées en
norme L*°. Elles le sont donc aussi pour les normes héoldériennes CY8, 3 < 1/5.

2.4.3. Flot de Yamabe. — La restriction p < 2,i.e. s < 5, est intervenue crucialement
dans les majorations a priori précédente, et la borne en norme L? *<® & laquelle elle
conduit est pourtant encore trop faible pour permettre de passer a la limite 6 = 0
dans les équations (2.12)s. Il faut une idée...

C’est 'endroit ol rappeler la majoration L? uniforme (2.16) que nous pou-
vons écrire, en invoquant (2.12)s et en posant &(fs) = (02(A) — S|W* +
2y0(n[*) (€22 g) /scal (e*Fs ),

52 Ascal

2.19 2(f5)dvol = —
( ) /(M,ezfég)g (f6> Yo 16 (Mﬁlegg)( scal

Il reste a invoquer l'outil régularisant universel — un flot parabolique — pour passer
d’une métrique %/ g satisfaisant ||€(e%/5)||2, < C§ & une métrique hs = 2Fs g satis-
faisant partout sur la variété M la majoration |§(62f5)| < C(9), pour une fonction C(9)
tendant vers zéro avec ¢ ; nous en déduirons que le polynoéme (o2(A4) — § |W|2)(62f“g)
est strictement positif partout sur M des que le parametre § est assez petit. Nous
détaillons ces arguments dans ce paragraphe.

THEOREME 2.5. — Soit (M, g) une variété riemannienne compacte sans bord de
dimension 4 de courbure scalaire strictement positive et telle que [, (402(A) —
|[W|?) dvol > 0. Pour tout § suffisamment petit, il existe dans la classe conforme de
toute solution e2fs g de courbure scalaire positive de I’équation régularisée (2.12)5 une
métrigue (infiniment différentiable) hs telle que le polynéme en la courbure de Ricci
o2(A(R)) — a/4|W (R)|? est partout strictement positif.

L’intégrabilité local du champ de vecteurs
scal
(2.20) X(h) = ——3 h
est un résultat classique (« flot de Yamabe ») ; les propriétés régularisantes de ce flot
qui nous seront utiles sont résumées dans I’énoncé suivant, dont nous n’utiliserons que

la version de dimension 4.

PROPOSITION 2.6 ([Y]). — Soient M une variété compacte sans bord et h(t),t €
[0,T], ot T est un réel strictement positif, une famille de métriques sur M dont
les constantes de Sobolev sont uniformément majorées i.e. telles que toute fonction
infiniment différentiable ¢ sur M satisfait la majoration

(2.21) el 2n/n—2ar, n(ey) < CllellLrzar, niey)
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ot la constante C' est indépendante de ¢ et de t € [0,T]. Pour toute fonction positive
ou nulle sur M x[0,T], p, satisfaisant l'inéquation différentielle % log dvol(h(t)) < p,
et pour tous réels po, p, q, po > 1, p = po, et q > n, toute solution de l'inéquation
différentielle %—f + Ay < pp vérifie les majorations a priori

1) sup [p(t, )] < Cret /20 (0, )| oo
d P9 2n

2) Vte0,T], — [ ¢Pdvol+ [ |dp2|*dvol < Copa— pPdvol ,
dt Ju M M

ot la constante Cy dépend uniquement de n,q,pg et C, la constante C; dépendant de

plus de la norme sup Hp||L4/2(M, ht)*
[0,T7]

)

Nous appliquerons cette proposition aux courbes intégrales du « flot de Yamabe »
issues des métriques e/ g ; notons pour cela que le « flot de Yamabe » préserve — par
définition — les classes conformes (cf. (2.21)) et que toutes les métriques que nous
considérons sont donc conformes a la métrique de référence, g.

Par définition de 'invariant de Yamabe nous avons la relation suivante
u(g)/ @tdvol(h) < / |dip|? dvol(h) + / scal (h) ¢* dvol(h) ;
M M M

en nous restreignant & un intervalle [0, Ty (ho = €*/5g)] sur lequel [,, scal *(h¢)dvol(hy)
< 2 [, scal®(ho) dvol(hg), en rappelant la borne uniforme sur les intégrales
[y scal*(ho) dvol(hg), ho = €*fsg, établie & la proposition 2.4, et en supposant
s > 2, nous en déduisons la majoration

p(9) < /M <P4dV01(h>>1/2

< C(g) /M p?dvol(h) + % p(9) </M <p4dv01(h)) 1/2 + G/M |dip|*dvol(h) ,

c’est-a-dire la majoration uniforme des constantes de Sobolev (2.21), requise par
I’énoncé de la proposition 2.6.

2.4.3.1. La courbure scalaire. — Une premiere application de la proposition 2.6 avec
p=p=scal,p=py=s et g=2s > 4 établit 'inéquation différentielle

scal® dvol < C(g, s)/ scal ® dvol |
M

dt Ju
et donc la majoration [,, scal®(hy) dvol(h,) < et [}, scal*(hg) dvol(hg). D’apres les
estimations a priori du paragraphe 2.4.2 nous disposons, pour s < 5, d’une borne uni-
forme sur les intégrales [ (M, 2P g) scal ® dvol, et donc, par la majoration précédente,
d’un minorant pour Ty (¢2/°¢) ne dépendant que de s et de g — et uniforme, en parti-

culier, en 4, § € (0,1] —, que nous noterons Ty, T; > 0.
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L’autre conclusion de la proposition 2.6 nous enseigne alors que la courbure scalaire
admet la majoration

(2.22) scal <C(s,9)t™2/*, te[0,T1],

tandis que le principe du maximum parabolique appliqué a I’équation régissant 1’évo-
lution de la courbure scalaire le long des courbes intégrales,

0 1
(2.23) e scal + Ascal = 3 scal® |

garantit que le minimum de la courbure scalaire le long du « flot de Yamabe » est
une fonction monotone croissante. De la minoration uniforme (2.17) des courbures
scalaires des métriques €2/ g nous déduisons alors I’existence d’un minorant uniforme
— ne dépendant que de g — des courbures scalaires des métriques h; , t € [0,T1], le
long des courbes intégrales issues des métriques e*fsg, & € (0,1],

(2.24) scal(hy) > C >0.

Remarquons finalement qu’en écrivant une courbe intégrale sous la forme h(t) =
e?*M 1 (0) équation du flot devient

Ox 1
a,—gscal(ht), z(0, .)=0.

De la borne uniforme (2.22) pour la courbure scalaire, nous déduisons immédiatement

(2.25)

la borne uniforme suivante pour le facteur conforme x(t) :

(2.26) sup |z < C(s,9) T1(s,9)' 7*/* < Ci(s,9) .
M

2.4.3.2. La courbure de Ricci. — L’équation régissant la courbure de Ricci le long
du «flot de Yamabe » s’écrit

0 1 2 1
(2.27) (§ + A) ric = —2ricoric+ 5 |ric|?g + 3 scalric — 6 scal2g 42 W (ric) +2 B,

ot B := —trigtros D*W — 1/2W (ric) représente le tenseur de Bach, un cova-
riant conforme fondamental que nous retrouverons dans ’étude du cas limite comme
gradient de la fonctionnelle ||[W||2, : notons simplement pour l'instant la relation
B(e* g) = e72/ B(g). De I'inéquation différentielle immédiate
(ﬁ + A) Iric|2 < —2|Dric|? + C |ric® + 4 [W| |ric|? + 4 |B| |ric|
at X )

—ou C représente une constante universelle —, de la covariance conforme des courbures
de Weyl et de Bach, et de la borne uniforme sur les modules conformes (2.26) nous
déduisons l'existence d’une constante C; = C(g) telle que le long d’une courbe inté-
grale du « flot de Yamabe » issue d’une métrique e3¢ solution de la régularisation
(2.12)5 nous avons la majoration différentielle uniforme

0 . .9
(at +A) lric| < Cylric]?, Vit e [0,T1]
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Nous pouvons donc encore invoquer la proposition 2.6, avec cette fois ¢ = p/Cy = |ric|,
q=2s>4,et p=pgy=s, pour établir 'inéquation différentielle

4 |ric|® dvol < C(s,g)/ |ric|® dvol .
dt Jn M

Elle s’intégre en la majoration [, |ric|® dvol < e [, |ric(ho)|® dvol(hg). Comme pré-

cédemment pour la courbure scalaire, nous en déduisons l’existence d’un minorant

uniforme, Ty :=T5(s,g), 0 < To < T1, de la longueur du plus grand intervalle sur

lequel [}, [ric|*dvol < 2 [}, [ric(ho)|*dvol(hg). Par ailleurs, la courbure de Ricci de la

métrique €275 g étant donnée par Iidentité

(2.28) ric(e?f g) = ric(g) — 2Hessf — Af g+ 2df ® df — 2|df|%g ,

nous déduisons de la borne uniforme L?*,s < 5, sur les solutions fs de I’équation
régularisée ’existence d’un majorant uniforme des normes 2 ric|® dvol; la

(M, e*s g) '
majoration uniforme

(2.29) sup |ric(hy)| < C(g) t=%/¢
M

est alors un corollaire immédiat de celle-ci et du point 1) de la proposition 2.6.

2.4.3.8. Conclusion. — A ce point, et pour les raisons évoquées au début de cette
partie 2.4, il est naturel d’essayer d’appliquer la proposition 2.6 a I'invariant &,

(2.30) §(f) = seal " (a2(4) = T [WI 270 [nf?) (¢*/g).

Puisque c’est la positivité de £ que nous cherchons a établir, il sera plus simple de
travailler avec §A = max{—¢,0}. Nous devons alors vérifier les hypotheses de la pro-
position 2.6, et en particulier établir pour §A une inéquation différentielle de la forme
(% +A) §A <p E, pour une solution p de I'inéquation différentielle (% +A)logdvol < p.

PROPOSITION 2.7. — Pour tout s € (2,5), la fonction §A vérifie sur lintervalle
[0, Ta(s, g)] Vinéquation différentielle (3 + A) €< C(s, g) |ric| (1+&), ou la constante
C(s,g) est en particulier indépendante de la condition initiale €*75g, § > 0, du « flot
de Yamabe ».

Des équations d’évolution de la courbure scalaire (2.23), de la courbure de Ricci
(2.27) et du facteur conforme (2.25) nous déduisons celle du produit & scal :

2 1 1
(% + A) (Escal) = 3 ¢scal + |Dricg|* — T |dscal | 4 2 tr ricd + 3 |rico|? scal

— 2 W (rico, rico) + 2 (B, rico) + 290 A | — % AW|?.
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On vérifie alors les quatre majorations élémentaires suivantes
e 1 2
(1) | Drico|® — E|dsca1|

2 dscal |2 2« )
= el (d(&scal), dscal) + 2¢ scal }H} + 470|d|77|| -7 ldW|?
2 _ @ 2 2« 912
(2)  2%AMm* = JAW] + dyo [dinl|” — F|dW[*[" > —C(g) ;
— . 1 . 8|I’iCO|2§
3 scal “ttrricd 4+ =|ricol? > —M——————;
®) 0 3| o 2v/3 |rico| + scal

et, en invoquant la covariance conforme de W et de B, et la borne uniforme (2.26)
sur la norme sup du facteur conforme,

(4)  —2scal ! W (ricg, ricy) — 2scal = (B, rico) = Cy(g) € — Ca(g) — C3(g) scal .

Ces majorations sont uniformes en 6 € (0,dg] et valables sur [0, 7%(s, g)]. Elles nous
permettent de dériver de I’équation d’évolution de & l'inéquation différentielle sui-
vante

0 2 1 1
(a + A) £E> ool tr ricd + 3 |rico|? + 3 ¢ scal — 2 W (rico, ricy) scal ~!
— 2 (B, ricg) scal ! — C(g)

scal
3

8 |I’iCO|2
- 2\/§|ric0| + scal

En utilisant une fois encore la minoration uniforme de la courbure scalaire (2.24) :

&+ ( +Cl(9)) & —C(g) — C3(g) scal .

SC;I > C(g) > 0, nous en déduisons que §A = max(—¢&,0) satisfait I'inéquation

différentielle suivante

(2.31) (% + A) £<ely) ((|rico| tscal +1) €+ 1) < ca(g) |ric| (E+ 1) .

|ric|] >

Pour nous débarrasser du terme constant de l'inéquation différentielle (2.31), il
suffit de soustraire de § une fonction adaptée de la variable réelle t, §0 la fonction
'fo est par définition constante sur M et la différence 7 = f 'fo vérifie I'inéquation

0 ~  d&
(55 +A8) 7 < Clo) Iicl 7+ C(g) el (14 &) —
ott, d’apres (2.29), sup ric|] < C1(g)t~2/5. Si 'on pose &(t) = eC& 7 — 1, avec
M

C(s) = CCys/(s—2), la fonction 7 satisfait I'inéquation différentielle ( 9 L A)T <
C(g)|ric|T ; on peut alors invoquer la proposition 2.6, en posant ¢ = 7, p =
C(g) |ric|, po = 2 et g = 2s, et conclure :

C C -~ c
sup 7| < 11700, ) a2 = I €0, 1o < Sl€ e
M
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De la majoration fondamentale (2.19) nous déduisons ensuite £ > fgo(t) - % 0, et
donc, en rappelant la majoration (2.22) de la courbure scalaire,

[0
02(4) = SWE = 290 2 = Cls,g) (1% + V51~ 01+2/9)

Ces deux derniéres minorations sont valables pour tout ¢ de U'intervalle [0, T5(s, g)]
Remarquons encore, en rappelant la majoration (2.26) du facteur conforme, et la
définition (2.10) de ~p, la minoration

—270|n1* = -2Ci(s, 9) v nl;

> Ca(s, 9) /

(UQ(A) - % |W|2) dvol = Cs(s, g, o) > 0,
(M, g)

de telle sorte que, finalement,
Q@
JQ(A) - Z |W|2 2 Cl(saga Oé) - CQ(Sag) t174/s - 63(559) \/g t7(1+2/5) )

ou ¢1(s, g, a) est strictement positif. Pour tout point s de l'intervalle ouvert (4, 5),

—4/s . ,
est minoré par

il reste & considérer un point ¢; de [0,T5(s,g)] tel que ¢1 — coty
¢1/2 pour conclure aisément & lexistence d’un réel strictement positif g tel que pour
tout point § de (0, 8] la courbe intégrale du flot de Yamabe issue de €2/5g contient
des métriques — par exemple h(t1) — pour lesquelles le polynéme o2(A) — S|W|* est,
partout sur M, strictement positif. Ceci conclut la preuve du théoreme 2.5 et donc

celle du théoreme 1.

3. UNE PREUVE PLUS SATISFAISANTE DU THEOREME 1

Oubliant les motivations initiales de Chang S.-Y. A., M. Gursky et Yang P. et
la stratégie de preuve qui en découle, largement discutées dans le chapitre 2, nous
proposons ici une preuve beaucoup plus courte du théoreme 1. Dans des travaux
contemporains de [CGY3] et [CGY2], Guan P. et Wang G. dérivent les estimations
C? a priori des solutions des équations a1, (A(e*fg)) = ¢ , k€ {1,---,n}, (cf. [GW]).
Méme si celles-ci s’averent insuffisantes pour notre propos, elles ouvrent la voie a une
preuve directe du théoreme 1, qui s’affranchit de la régularisation par le terme du
quatrieme ordre différentiel, § Ascal (e2fg), et des délicates estimations a priori que
requiert le passage a la limite § = 0. Dans la démonstration que nous donnons ici nous
suivons l'approche qui a permis a M. Gursky et J. Viaclovsky de donner une preuve
«simple » de [CGY2] (Pexistence de métriques avec o3(A) > 0) et la généralisons a
Iinvariant o2 (A) — $[W?, a > 0.
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3.1. Une nouvelle déformation de 'opérateur o3(A) — $|W|*, a >0

Commencons par utiliser la métrique de référence, g — par opposition a €2/ g — pour
identifier formes quadratiques et endomorphismes symétriques partout dans la classe
conforme de g, quelque chose comme la « jauge de Piola-Kirchoff » des mécaniciens,
un outil souvent efficace pour simplifier 'apparence des équations, mais rarement
déterminant : ’équation (02(A) — a/4|W|?) (€2 g) = ¢ devient ainsi, en utilisant la
covariance conforme de la courbure de Weyl, o2(g 1 A(e?/ g)) — a/4|W (g)|2 = pe*/.
Pour des raisons techniques (cf. la discussion de Dellipticité par exemple) on cherchera
plutdt a résoudre I’équation

(3.1) oa(g ™ A) = TIW(P = e v >0,

ce qui, dans la « jauge » initiale, reviendrait & résoudre 1’équation (o2(A) —
LW |?)(e*/g) = e8¢ > 0, tout aussi naturelle, dans notre perspective,
que I'équation initiale (o2(A) — a/4|W|?) (e* g) = .

En suivant la démarche de M. Gursky et J. Viaclovsky dans leur étude du cas a = 0
(voir [GV], et, pour une variante, [LL]), nous introduisons la déformation

(3.2) A, =ric— %scalg, x €R.

De I’hypothese scal(g) > 0 nous déduisons que la forme bilinéaire symétrique A, est
définie positive et strictement minorée par v6a/12 [W(g)|2 g pour = suffisamment
petit (et négatif si nécessaire), de telle sorte que la fonction

by = oa(g ™ Auy) = 7 IW(9)

est strictement positive pour un tel choix du réel zy. La fonction identiquement nulle
fournit alors pour x = o une solution de courbure scalaire strictement positive de
I’équation
_ « _

(3.3) oa(g7 Ay) — 1 (W (g)l2 =tpge ", a>0.

Par un argument de connexité dans ’esprit de celui développé en 2.3 pour la résolution
des régularisations considérées dans [CGY2] et connu en analyse sous I'appellation
«méthode de la continuité», nous allons établir I’existence d’une solution de 1’équation

(3.3),; dans la classe conforme de la métrique g pour tout z, zo < = < 21 < 1, dés
que l'invariant conforme

(34)  Clg,a1) = /M(@(A) 2w dvol + % (1= 21)2 - 21) 12(g)

est strictement positif. (Nous rappelons que nous représentons par

(3.5) () == inf /IV seal(h)dvol(h) / Vvol(h)

helg]

linvariant de Yamabe de la classe conforme de la métrique g.)
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Posons pour cela S = {z € [zg, z1] tel que ’équation (3.3), admet une solution f,
de régularité C* P, 3 > 0, pour laquelle la courbure scalaire de la métrique e*f= g est
strictement positive}.

S n’est pas vide : nous avons déja observé que zy € S.

3.2. Ellipticité et ouverture
L’ouverture de I'ensemble S ainsi défini résultera du théoréme d’inversion locale
appliqué a 'opérateur
[ o9 A2 g)) — & W, | —pge )7
ou 8 € (0, 1), dés que nous aurons vérifié que sa linéarisation en toute solution f,
x € S, est inversible.

De 'expression des courbures scalaire (2.13) et de Ricci (2.28) dans une classe
conforme nous déduisons sans mal 'identité

x)

(3.6) A.(e*g) = A.(g) +2(—Hessf+ O;Af —df @ df + ——— ( ?) |df |2 )

En remarquant que le gradient de la fonction g — o2(g71A(g)) est donné par le
tenseur

(3.7) T(g_lAz) =tr (g_lAw)ld -9 'A,,

(une généralisation du tenseur gravitationnel, le cas = 1, exprimée dans la jauge de

Piola-Kirchoff), nous dérivons alors I'expression suivante pour la linéarisation £ ¢ en

une solution f de Popérateur o2(g~' A (e*/g)) — & (W (g)|2 — tp(z) e/

Ly r(u) = (T(gilA(leg)) —Hessu+ ( 5 ) Aug+(2—2) (df,du) g—2 df®du)
g
+ 4 ey
En introduisant la combinaison linéaire suivante de T'(a) et de sa trace,

(3.8) Ty(a) = T(a) + == tr (T(a)) 1d ,

nous obtenons pour L, ¢(u) expression
Lo p(u) = tr (To(g~ " A(e* g)) o (g7 Hessu)) — (2 — z) (df, du)y tr T(g~ " A(e*/ 9))
+2T (g7 A(e* g)) (df*s) (du) — 4¢pge M,
soit encore, en posant pour une métrique h = e/ g

T(AR)) = trn A(R)h — A(R), et Tu(A(h)) = T(A(R)) + = tr p T(A()) 1 |
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I’expression équivalente
(3.9) = Lop(u) = (Tu(A(e g)), Hessu), — (2 — o) (df, du), tr ,T(A( g))
+2 (T (A(e* g)), df ® du)g —dypge My .

L’endomorphisme symétrique T(g~'4(e2/g))— et donc 'endomorphisme T, (g~ *A(e?4g))
pour # < 1 — est défini positif des que o2(g 1A, (e?g)) et trg'A,(e?fg) =
(1 — 3/2 xz)e?*l scal(e®fg) sont strictement positifs. Ces deux conditions étant
satisfaites pour une solution f,, x € S, puisque
« _

(3.10) o2(eg) = SIW (I + e,

ot a > 0 par hypothese, —L, ; est elliptique; le terme d’ordre différentiel zéro
—41pe~* étant strictement négatif, Ly 5 est méme inversible en toute solution f,
de régularité C® : I'ensemble S est donc ouvert.

3.3. Estimations C? a priori & la Guan-Wang-Li-Li et fermeture

3.8.1. Minoration. — De l'inégalité 3 (tra)? — 8 o2(a) > 0 valable pour tout endo-
morphisme symétrique positif ou nul, nous déduisons la majoration
2

8 e <3 (try Au(e?g)” =3 (try Au(g) + (3 - 20) ALy)” ;
%, en un minimum P de f,, nous concluons : 8pe 4+ <
3 (tr A, (g))2, c’est-a-dire & une minoration de f, ne dépendant que de g (et indé-

pendante, en particulier, de =, x > xo, puisque try A;(g) = scal(g) (1 — %Z) par

définition, et que la courbure scalaire scal(g) est strictement positive par hypothese).

puisque r < 1 <

Comme souvent, 'inégalité de Harnack passe par une estimation a priori du gra-
dient.

3.3.2. Gradient. — Dans ce paragraphe nous établissons que toute solution C2 de
Iéquation (3.3), vérifie 'estimation a priori

(3.11) sup |df.| < C,
M

ou la constante ne dépend que de la métrique g et d’'un minorant uniforme de f,,
dont nous venons d’établir I’existence.

Ces estimations reprennent celles dérivées dans [GW] (pour le cas z = 1) et [LL]
(pour 'extension au cas z < 1). En un maximum P de la fonction vy = |df, |2,
(3.12) 04(P) = 2(Ddf,, df,) (P) = 0.

et le hessien de 7 est négatif ou nul : Hessy (P) = 2trsy(D%*df, ® df,) (P) +
2tr94(Ddf, ® Ddf,) (P) < 0. Nous avons déja observé que la positivité stricte de
tr A, et o9(A,) implique que les opérateurs T, (A, ) sont, pour z < 1, définis positifs;
nous en déduisons que la fonction

(3.13)  (Tu(Ay), Ddy)y =2 (Tw(As) | trsa (D?dfy ® dfy) + t1 24 (Ddf, ® Ddfm))g
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est négative ou nulle en P. Pour évaluer le terme d’ordre différentiel 3, nous dérivons
Iéquation (3.3) pour obtenir, & partir de I'identité (3.6) et de 'expression (3.7) du
gradient,

1-=z
futr s T(A (g © (D%r, — 057

=tr S1]4tr 55 Ty (Aﬂc (€2fmg)) 0 DQdfm
=tr{,tri T(Az(leIg)) ® (D(Am(g)) + 2 Hessf, ® df,
— (2 — ) tr 23 (Ddf, @ dfy) ® g)) — % dW? — e~ dip + 4ope=He df,, .

AL @)

En contractant cette identité contre df et en remarquant qu’au maximum P de
(cf. (3.12)) tr; (Ddf ® df)(P) = 0 et que, Hessf étant un tenseur symétrique,
trds (Ddf ® df) (P) = tr3, (Ddf ® df) (P) s’annule aussi, nous obtenons finalement
Iidentité suivante
(df © Tu(As(e*g)), D*dfs),, = (T(As(e*=g)), dfs ® DAs(9)),
@ _ _
-7 AW, dfa)g — e (do, dfa), + 40 eV |df.]? .

Elle permet, en rappelant que la fonction ¢ est par hypothese positive, d’écrire la
majoration (3.13) sous la forme

0> 5 (T(As(eg)), D),
= (T(Am(e2fmg>)a df:b o2 DACE(Q))Q - % (d|W|27de)g - 6_4fa: (d'[/),dfac)g

+ (To(Aa(*g)), w18y (D*dfodf,)— tr{y (D*dfs@dfs)+tr S, (Ddfz©Ddfy) ) -
Par définition de la courbure (de la métrique g) et par symétrie du hessien
D2df = 093 D2df = o1 0 03 D2df — 093 RT 97D (df)
ce qui permet d’écrire la majoration précédente sous la forme
(3.14) 0> (Tu(As(e*g)) , Ryl dfir, dff)),

4 (555 i (@ dfte) 1, Tu(Au(e?F=g)
+ (To(Ay (X g)), troy Ddf, ® Ddfm)g
+ (T(Au(e*g)), df. ® DAL(9)),

— WP, df), — e (b, d),
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Notons la minoration suivante du facteur quadratique en le hessien :

LEMME 3.1. — Il existe une constante strictement positive ne dépendant que de la
métrique g, £(g), telle que pour tout x, x € [x9,1], on a

(TI(AI(lemg)), tr 34 Ddf, ® Ddfﬂc)g ze trgT(A(e2fmg)) |de|3 .
La proposition 1.19 de [LL] établit la majoration de 1’énoncé, uniformément en
r,x0 < = < 1, dés qu'elle est satisfaite pour = 1, ce dernier cas correspondant au

Lemma 2.4 de [GW] (avec k = 2). Ce lemme de Guan-Wang-Li-Li permet de réécrire
la majoration (3.14) sous la forme

(3.15) 0> (Tu(Au(e*g)), Ry(, dfis. ., dfi)),
+ 1_Tx tr g Lo (As (€277 g)) ricy (dffe, dfie) + (T(Au(e*79)), dfz ® DAs(9)),
= 3 WP df.), — e (0, df.) + e tr  T(Au(e*g) ldfely
Il nous reste a faire les remarques élémentaires suivantes :

1.— la trace de l'identité (3.8) s’écrivant
(3.16) tr g To(Az (€22 g)) = (3 — 22) tr  T(Au(e?29))
nous avons pour tout xz, r < 1,
T2 (As(€?29))| < |T(Az(€*2g) + (1 = 2) tr g T(Au(e*29))

ou nous rappelons que T(A) est donné par 'identité (3.7);

2.— lidentité de Newton appliquée & o9(A) s’écrit
(3.17)
_ (07 _
(tr g Au (7 9))? — [An(e*Tg)[% = 200(g 7 Au(e*rg)) = 5 W(g)lg +2¢ Heahy >0

sous 'hypothese o9(A;) > 0, nous en déduisons la relation

(3.18) T(Aa(ePg))ly < 3tr, Au(eXg) = tr, T(As(Prg)) |

La majoration dérivée au point 1 s’écrit donc sous cette hypothese :

(319)  ITo(Au(e*g))l, < (2 — @) tr, T(As(*g)) < (2= 20) tr g T(As(e¥rg)) .

3.— en tragant la définition (3.2) de la courbure A, nous obtenons la minoration

(3.20) 0 < scal(e?/=g) = e e tr A (e g);

3—2x
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la minoration (3.17) entrainant la relation

2 _ «
(1) Au(e9))" > 2057 + S W ()2

nous en déduisons alors
(3.21)
trgT(Az(le“"g)) = 3trgAm(62f“”g) > 3v/2 max (@ Wi(g)lg, Vg 6_2fm) ;

4.— il suffit de différencier I'identité (3.2) relativement a la connexion canonique D

pour obtenir la majoration banale suivante

. z .

(3.22) |DAz(g)lg < |Dric(g)lg + % |dscal(g)ly < C(xo) |Dric (g)lg -
Les inégalités (3.18), (3.19) et (3.22) permettent ensuite de déduire de la relation

(3.15) la majoration

£(g) trg T(Ao(e*9)) |df.) < try T(Au(e=g)) (Cla |R(9)]) |df.
+ C(a, [IDR(@)) ldfels) + (5 WIIDW I + ldvly e ) [dfl, -

D’apres la minoration (3.21) nous pouvons majorer le dernier facteur en terme de la
trace tr, T(A, (€22 g)) pour établir I'inégalité suivante

1491 oy,
Vi,

La majoration uniforme de e+ sur M x [z, 1] établie au paragraphe précédent nous

1
() dfaly < Clo) (fal} + |dfal,) + 5 (Va |DWI, + ) ldfzl

autorise finalement & conclure avec la majoration annoncée du sup,; |dfs|g, uniforme
en x € [xo, 1] :

a1} < Clo) (1Fal3 + 1dfely) < Cr9) (1Fl3 +1) < 5 ldfeld + Calg)

3.8.8. Magjoration, borne C? uniforme et conclusion.— De la minoration uniforme en
x, 0 < & < 3/2 des solutions f, des équations (3.3), et de la majoration uniforme
en r,rg < x < 1, des différentielles df, nous dérivons maintenant une estimation
de Harnack uniforme pour les solutions f,,xo < x < x1, sous 'hypothese — qui
intervient ici pour la premiere fois, et de fagon essentielle — que 'invariant conforme
C(g,x1) (cf. (3.4)) est strictement positif.

L’identité élémentaire o2(g7 ' Ay) = 02(g 7 A)+2(1—x)(2—2)(tr (97 A))? permet,
en invoquant I'équation (3.3),, d’écrire le terme e~*/= 4 sous la forme

_ (8]
o2(g 7 A (e g)) — 1 W2

«

= oa(g AP g)) + g(l —2)(2 - @) (tr (97 A=) " — 7 W@
= = (03P g)) + (1= 2) (2~ 2) seal? (¢ g) = S IW (), )
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apres intégration contre la forme volume de la métrique g, nous obtenons ainsi
(3.23) supe e 4+ dvol

M (M, g) a
(0%
> [ (ot G
(M, e2f= g)

En rappelant la définition (3.5) de I'invariant de Yamabe (g), nous pouvons observer
I'inégalité

0 < u(g)y/vol(e2f=g) < / scaldvol < | [vol(e?/=g) / scal? dvol
(M, e2fz g) (M, e2fz g)

que nous reformulons en la minoration suivante

(3.24) / scal? dvol > pu(g)? .
(M, e2fx g)

— )2 —
x)ﬁ( z) scalQ) dvol.

Celle-ci permet de déduire de la minoration (3.23) la majoration suivante du minimum
de f. :

pdimtfe s L oo (A) — ER) dvol . L= B2 =) o
g sup ;s ¥g vol(g) </M( 2(4) 4|W| ) dvol + 6 H (g)) ’

et donc, sous la condition que l'invariant conforme C introduit précédemment (voir
(3.4)) est strictement positif et en rappelant la minoration (3.11) du paragraphe pré-
cédent, uniforme en z,x € [z, 1], de conclure & la majoration suivante des solutions
fo de (3.3)., uniforme elle aussi en x, x € [xg, 1] :

(3.25) sup f, < inf f, + sup |df,| diam(g) < C(g, ) .
M M M
Il reste & invoquer les estimations C? de [LL] (ou alternativement de [GV2]) pour

déduire des estimations C'! uniformes précédentes une majoration, uniforme en x,
x € [xg,21], 1 < 1, du sup,, |Hessf,|; ces estimations reposent — dans [LL] comme

dans [GV2] - sur la concavité de la fonctionnelle \/o2 (g1 A, (¢2f g)) considérée comme
fonction du hessien de f, que 'on déduit facilement de la concavité bien connue de la
fonction /o2 opérant sur le cone des endomorphismes symétriques vérifiant tra > 0
et aa(a) > 0.

De léquation (3.3); et de la majoration uniforme (3.25) des solutions f;
des équations (3.3), nous déduisons que o9(g A, (e?fg)) est uniformément
minoré (cf. (3.10)). De lidentité 209(g7tA) = (tr(¢g71A))? — |[¢g7tAP? =
(tr (g7t A)—|g7A|) (tr (g~ A)+|g~ 1 A]), et de la majoration uniforme de |A(e?/=g)],
conséquence des estimations C? uniformes et de I'identité (3.6), nous déduisons que
'expression tr (71 A) — |g~ 1 A admet un minorant strictement positif uniforme.

L’expression (3.7) définissant ’endomorphisme T'(A;) assure qu’il est alors unifor-
mément minoré par un multiple strictement positif de I'identité qui minore aussi, pour
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x < 1, les endomorphismes T, (A,) d’aprés l'identité (3.8) les définissant, puisque la
trace

1 T(Au (€27 g)) = €217 tr ara T(Au(2H-g))
=3ee gy ermgAz(€2fIg) = (3 — 2x) e¥= scal(e?f+ g)
est positive ou nulle (et méme strictement positive) par hypothese.

Au vu de Vexpression (3.9) de la linéarisation de Iéquation (3.3),, ceci établit
Vuniforme ellipticité de ces équations, pour x € [zg,z1]. La théorie classique de
N.V. Krylov et C. Evans pour les équations concaves uniformément elliptiques as-
sure alors I'existence d’une borne uniforme C%#, pour tout 3 € [0, 1).

La minoration uniforme de o2(A,(e2fg)) passe & la limite pour une convergence
C*, k > 2 et entraine, par les identités banales scal(e?/+g) = 37% tr 2s0 4, An(€*g),
obtenue en tragant (3.2), et o2(Az(e22g)) = (trp2n yAu(€?=g))? — |Ay(e?f=g) img,
Iexistence d’'un minorant strictement positif uniforme pour les courbures scalaires
scal(leIg) , T € [z, 71], qui vaut encore & la limite pour une convergence C*, k > 2,
établissant ainsi la fermeture de S.

L’ensemble S, qui est ouvert, fermé et non vide dans lintervalle [zg,z1] lui est

donc égal, ce qui établit I’énoncé suivant

THEOREME 3.2. — Soit (M, g) une variété riemannienne compacte sans bord de di-
mension 4 dont linvariant de Yamabe p(g) (cf. (3.5)) est strictement positif. Pour
tous réels a, € Ry, et xq, x1 € (—o00, 1], pour lesquels Uinvariant conforme

« 2 1 )
/(M,g) (UQ(A) 4 Wi ) dvol + 6 (1 —21)(2—m1) p(g)

est strictement positif, et pour tout réel x, x € (—oo,x1], il existe dans la classe
conforme de g une métrique de courbure scalaire strictement positive pour laquelle le
polynome o2(Ay) — $|W|? est (partout) strictement positif.

Le cas a = 0 de cet énoncé est le théoreme principal de [GV].

Le cas a = 1 et x = 21 = 1 établit la réduction & [M] du théoréme 1 proposée dans le
préliminaire.

3.4. Une autre application du théoréme 3.2 : construction de métriques de
(Q-courbure constante

Si le grand mérite de 'approche précédente consiste a s’affranchir du recours a la
régularisation par le terme elliptique du quatrieme ordre d A scal , elle n’en conduit pas
moins a un intéressant résultat d’existence de métriques de QQ-courbure constante sous
des hypotheses suffisamment souples pour étre satisfaites par de nombreux exemples.
La Q-courbure dont il s’agit ici est celle de la paire conforme (P, Q) associée & 1’opé-
rateur de Paneitz, (cf. (2.2) et (2.3) pour les définitions), un opérateur du quatrieme
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ordre donc, dont le contenu géométrique a été discuté dans la partie 2.1. Rappe-
lons que la caractéristique principale de la fonctionnelle I5 — essentiellement la forme
quadratique associée a l'opérateur formellement auto-adjoint P translatée par le po-
tentiel @ (cf. (2.4)) — est d’admettre pour points critiques les métriques de Q-courbure
constante (cf. (2.5)) et (2.6)).

Dans [CY], Chang S.-Y. A. et Yang P. établissent pour la fonctionnelle I I'ana-
logue suivant du théoreme 2.1; la démonstration de ce résultat est parallele a celle
du Théoreme 2.1 exposée précédemment et repose, comme celle-ci, sur 'inégalité de
Moser-Trudinger-Adams (2.10).

THEOREME 3.3 ([CY], Theorem 1.2). — Sur une variété riemannienne compacte
sans bord de dimension 4, (M, g), le minimum de la fonctionnelle I (cf. (2.4)) est
atteint par une métrique de @Q-courbure constante des que l'opérateur de Paneitz
P est positif ou nul et de noyau réduit auzr fonctions constantes et que l’invariant
conforme fM o2(A) dvol = 2fM Q dvol est strictement inférieur o celui de la sphere
ronde (S*, can), égal a 1672.

Dans [G2] M. Gursky démontre ensuite que la seconde hypotheése est satisfaite pour
toute variété riemannienne compacte et sans bord de dimension 4 de courbure scalaire
strictement positive qui n’est pas conforme a la sphere standard, et que la premiere
I’est des que la courbure scalaire et I'invariant conforme f 1 02(A), dvol sont positifs
ou nuls, établissant ainsi, comme corollaire du théoreme 3.3, I'existence de métriques
de Q-courbure constante sous ces seules hypotheses.

Comme corollaire du cas particulier a = 1 = 0 du théoreme 3.2, M. Gursky et
J. Viaclovsky établissent I’extension substantielle suivante de ce résultat.

THEOREME 3.4 (cf. [GV], Theorem 1.4). — Il existe une métrique de Q-courbure
constante dans la classe conforme de toute variété riemannienne compacte sans bord
de dimension 4 dont la courbure scalaire et linvariant conforme [, Q dvol+1/6 u(g)?
sont strictement positifs.

Comme l'indique la discussion précédente, ces métriques sont obtenues comme
minima de la fonctionnelle I, I'existence de ces derniers étant garantie par le théo-
reme 3.3 dés que l'opérateur de Paneitz est positif ou nul et de noyau réduit aux
constantes. Puisque 2 | u @ dvol = / 1 02(A) dvol, 'hypothese correspond au cas par-
ticulier @« = x; = 0 du théoréeme 3.2 qui assure alors l'existence dans la classe
conforme d’une métrique, h, pour laquelle la courbure scalaire et o2(Ag) sont stric-
tement positifs. Des identités Ayg = ric (cf. la définition (3.2) de A;) et 02(Ag) =
1/2 (tr Ag)? — 1/2|Ap|?, et de la stricte positivité de o2(Ap) et de la courbure scalaire
nous déduisons la majoration

(3.26) ric (h) < scal(h) h .
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(On peut aussi vérifier facilement la minoration ric (h) > —1/2scal (h) h, intéressante
dans I’absolu, mais sans conséquence pour notre argument.) Il reste & observer que la
minoration spectrale de 'opérateur de Paneitz a laquelle nous avons réduit la preuve
du théoréme 3.4 est automatique dans ce cas : de 'expression (2.2) de Popérateur de
Paneitz nous déduisons immédiatement

(3.27) /M F P fdvol = /M((Af)2 — ric (dft, df?) + %scal |df|2) dvol .

En contractant contre la 1-forme df, et en intégrant sur M lidentité de Bochner
appliquée a df, qui s’écrit

Af = dd*df = D*Ddf + ric (df*,.),
nous dérivons l'identité

/ ((Af)? —ric (df*, df*) — [Hessf|*) dvol = 0 ,
M

que nous reportons dans (3.27) pour obtenir finalement

1
(3.28) / f Pfdvol = 3 / (4 [Hesso f|? + 2 (scal g — ric ) (df*, df*)) dvol,
M M
ot nous avons noté Hessgf := Hessf + 1/4Af g la composante de trace nulle du
hessien.

L’intégrale [,, f Pf dvol est donc positive ou nulle dés que ric (k) < scal (h) h.
Si, de plus, fM fPfdvol = 0, nous déduisons de la méme identité (3.28) que la
composante de trace nulle du hessien, Hessg f, est identiquement nulle. Un résultat
classique de M. Obata assure alors que f est constante, ou que (M, h) est de courbure
sectionnelle constante; dans ce dernier cas l'identité (3.28) devient [,, f P f dvol =
1/3 [,,(4|dHesso f|* 4+ 3/2scal|df|*) dvol, ce qui établit que, cette fois encore, f est
nécessairement constante, et conclut la démonstration de cette minoration spectrale
de Vopérateur de Paneitz sous ’hypothese ric (h) < scal (h) h, et donc la preuve du
théoreme 3.4.

Toute métrique de courbure de Ricci positive ou nulle satisfaisant évidemment
I’hypothese de pincement de la courbure de Ricci (3.26), la minoration spectrale de
lopérateur de Paneitz que nous venons d’établir permet d’invoquer le théoreme 3.3
pour construire des métriques de @Q-courbure constante dans la classe conforme de
toute telle métrique. Dans [SY], Sha J.-P. et Yang D. en démontraient l'existence
sur toute variété de dimension 4 (4 homéomorphisme prés) admettant une métrique
de courbure scalaire strictement positive — c¢’est-a-dire, concretement, sur les sommes
connexes a (5% x S?) et (a+b) P2#bPZ, a,b entiers naturels.

En invoquant le théoréeme 3.4 nous allons élargir la classe des variétés dont on sait
qu’elles admettent des métriques de QQ-courbure constante, en nous affranchissant par

exemple de I’hypothese de simple-connexité requise dans les constructions de Sha J.P.
et Yang D.
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COROLLAIRE 3.5 (cf. [GV], Theorem 7.1). — Soient a et b deuz entiers naturels,
(M;, gi)i=1,2 deuz variétés riemanniennes compactes sans bord de dimension 4,
et u(g;) leurs invariants de Yamabe (cf. (3.5)). Les variétés a (S' x S3)#bPg ,
My #a (St x S3), My#bPg et My # My admettent des métriques de Q-courbure
constante des que, respectivement,

1. 2a+b< 9, pour la premiére famille ;
2. w(gr) —4v3ar >0,a€{0,---,7} et Q dvol > 0, pour la seconde famille;
(My,91)

3. u(gl)—8V371 >0, be{0,---,8} et / Qdvol > 0, pour la troisiéme ;
(M1,91)

ou

4. w(g) —4V3m >0 et / Qdvol >0, i € {1,2} , dans le dernier cas.
(Mi,94)

Les sommes conneme; SZxS2#a(S'%xS%),a <5;P2#a(S'xS%),a <5; PL#bPE,

b<8;et PL#cP-# (S xS3), ce{3,---,7}, sont ainsi des evemples de variétés

admettant des métriques de Q-courbure constante.

D’apres le théoreme 3.4, il suffit pour établir ce corollaire de construire sur les
variétés de I’énoncé des métriques de courbure scalaire strictement positive satisfaisant
de plus & Phypothese [,, Q dvol = [, 02(A) dvol > 1/6 pu(g)*.

Rappelons pour cela les constructions élémentaires suivantes

LEMME 3.6 (cf. [K], Lemma 3.2, ou [ABKS], Proposition 4.1)

Pour tout € > 0, toute variété riemannienne compacte et sans bord, (M,g), de
dimension, n, supérieure ou égale a 3, et tout point P de M, il existe une métrique g
telle que

1. g est localement conformément plate (i.e. W(g) =0 si n > 4) sur un voisinage de
P;

2. u(g) —mlg)l <e 5

et

3. }/ |W|2dvol—/ W2 dvol | < e.
(M.g) (M.5)

LEMME 3.7 (cf. [K] Theorem 2). — Soient ¢ > 0 et (M;, g;)i=1,2 deux variétés rie-
manniennes compactes sans bord de méme dimension supérieure ou égale a 3, de
courbure scalaire partout strictement positive, et localement conformément plates au
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voisinage d’'un de leurs points P; € M;, 1 = 1,2. 1l existe alors sur la somme conneze
My # Ms une métrique g. telle que

1. ,U(Ml#MQaQE) > ,min {/L(gl)} —€, et
1€{1,2}
2. / |W|2dv01:/ |W|2dvol+/ |W|2dvol .
(M1#Ms2, ge) (My, g1) (Mz, g2)

En particulier, si p(M;) = supge s, #(9)) est positif ou nul, p(Mi#M2) >
min;e (1 23 p(M;).

Appliqué aux cylindres S"~1 x £1, { € R , recollés en deux points de la sphere
standard, 'argument conduisant au lemme précédent démontre aussi

COROLLAIRE 3.8. — Pour tout entier naturel a,

(@ (S7" % §1) = u(S" " x §1) = u(S™) .

La démonstration de ces résultats élémentaires est sans surprise et n’a rien a voir
avec les idées discutées dans ce texte; [K] étant rédigé avec beaucoup de soin, nous y
renvoyons le lecteur que ces énoncés laisseraient perplexes.

Reprenons la démonstration du corollaire 3.5 : de la formule de Gauss-Bonnet-
Chern (1.3) et de I'hypothese [,, o2(A)dvol > 0, nous déduisons la majoration
f(thi) |[W|2dvol < 3272 X(M). Pour tout €, > 0, le lemme 3.6 permet de modifier
la métrique g; au voisinage d’un point arbitraire P; de M; pour 'y rendre conformé-
ment plate sans modifier de plus de € ni 'invariant de Yamabe 1i(g;), ni [, |W 2 dvol.
Notons g; les métriques ainsi obtenues .

Considérons pour commencer la seconde famille, M # a (S x S3) : d’apres le co-
rollaire 3.8, il existe sur a(S! x S3) une métrique localement conformément plate,
he, telle que p(he) = p(a (St x S3)) —e = p(S*) — ¢ ; le lemme 3.7 entraine alors

I'existence d'une métrique g sur M #a (S’ x S3) telle que, d’une part

L (@) > min (u(he), 1(3)) — e > p(@) —e > plg) — 2 ,

ou nous utilisons la majoration p(g) < u(S™, can) due & T. Aubin et valable pour
n’importe quelle métrique sur n’importe quelle variété compacte sans bord de dimen-
sion n, le cas d’égalité étant caractéristique — c’est le cceur de la solution du probleme
de Yamabe — de la sphere conforme standard. Cette majoration intervient d’ailleurs
de facon implicite dans I’énoncé du corollaire 3.8. Et, de 'autre

2. / - |W|2dv01:/ |W|2dv01</ |W|? dvol + ¢ .
(M#a(5'x$3),3) (M, 3) (M, g)
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En posant N, = M # a (S x S3), nous déduisons des deux inégalités précédentes
et de la formule de Gauss-Bonnet-Chern appliquée successivement a N, et a M, la
minoration

1~
/ _ Qadvol+ — pu(g)?
(Na,3) 6

1 1 =
=47? X(N,) — = / WA dvol + = u(g)?
8 Jwv, ) 6
1 1 ~
> 4n% X(N,) — —/ [W % dvol + — (u(g) — 5)2
8 Jag) 6

> 47 (X(No) — X(M)) + ¢ (lg) —2)° ~ 5

cette derniere expression étant strictement positive pour un choix convenable de &
des que p(g) > 4+/3a7. Ceci achéve la discussion du second point du corollaire 3.5,
la borne sur a provenant de la majoration de la constante de Yamabe pu(g) <
1(S™, can) = 867 rappelée ci-dessus : elle entraine clairement a < 8.

Pour la troisieme famille on procede identiquement : P& est, comme S! x S3,
localement conformément plat. L'hypothese u(g) > 8v3m = u(P4,can) entraine ici
que le minimum min (1(g), u(Pg, can)) est atteint par P4 ; pour tout € > 0, le lemme 4
garantit alors l'existence d’une métrique 5 sur N := M #aP§ dont l'invariant de
Yamabe est minoré par 8v/3 71 — ¢ et telle que

/ - |W|2dv01:/ |W|2dv01</ |W|? dvol + ¢ .
(N, 3) (M, 3) (M, g)

On conclut alors comme précédemment.

Pour la premiere famille Ny, := a (S x S3) #bP de I'énoncé, on reprend I’argu-
ment précédent. La premiere étape est méme dans ce cas inutile, puisque la construc-
tion du lemme 3.7 permet de choisir la métrique g. localement conformément plate
des que g1 et g2 le sont. D’apres le corollaire 3.8 et la majoration de u(g) par u(S?),

(@ (S x §')) = p(S™) > p(bBh):

le lemme 3.7 assure alors I'existence d’une métrique localement conformément plate,
g, dont l'invariant de Yamabe 1(g) est minoré par u(bPg) — e > u(Pg) — e. Nous
concluons dans ce cas par la minoration suivante

1 =
/ _ Qadvol + — pu(g)?
(Nab, 9) 6

1 1~
= 47> X(Now) - 5 / WP dvol + ¢ (3
(Nabvg)
1
> 4r® (X(a (S' x 8%)) + X(bPg) — 2) + 5 w(Pg) — ¢
=47%(10 — 2a — b) — ¢ ,

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2006



452 C. MARGERIN

le dernier terme de cette identité étant strictement positif pour un choix adéquat de
€ des que les entiers naturels a, b vérifient la relation 2a +b < 9.

Pour le cas restant, on applique le lemme 3.6 aux deux points arbitraires Py (P2) de
M (resp. M) pour obtenir des métriques g; ,7 = 1,2, égales aux métriques g; loin des
points P;, et localement conformément plates au voisinage des points F;, ¢ = 1, 2, les
invariants conformes 1(g;) et [, (Mi.go) |W|? dvol coincidant — & e pres — avec ceux des
métriques g;, ¢ = 1,2. Du lemme 3.7 nous déduisons alors I'existence d’une métrique
E sur M1#M> telle que

1. / W dvol = > [W|? dvol < Z/ [W|2dvol + 2¢ |
My # Mo i=1,27 (Mi,gi) i€{1,2} (M;, g:)
et
2. p(Mi#Ms,g) > min {u(M;, gi)} — ¢ .
i€{1,2}

Comme précédemment, on invoque la formule de Gauss-Bonnet-Chern pour conclure

1 =
/ _ Q dvol + — u(g)
(M1# M2, 9) 6

1 1 =
= 4m? X(M#My) — = / _[W]*dvol + = u(g)?
8 Jmu#M,,5) 6
1
> 4’ (X(M1)+X(M2)—2)—§/ |W |2 dvol
M,y
1

1
2 . 2
- = W= dvol + = i) —
8 /M2 W] dvo 6 (zen?%%} Higi))” = Ce

1
> —87% 4+ —( min )2 —Ce .
> + (ie{m}u(gz))
Sous I'hypothese p(g;) > 44/37, cette derniére expression est strictement positive
pour un choix pertinent de e, ce qui conclut la preuve de 1’énoncé principal du
corollaire 3.5 .

Notons pour finir que les exemples proposés vérifient I’hypotheése de 1’énoncé :
c’est banal, sauf peut-étre pour le dernier pour lequel nous rappelons que P? # C@Q,
c€{3,---,8} admet une métrique de Kihler-Einstein g. pour laquelle p(g.) =

4m/I8 2, ( cf. [C1)).

4. LE CAS LIMITE : [, (02(A) — |[W|[?/4)dvol =0
On se ramene sans douleur au cas ou [,, |[W|*dvol est strictement positif en rap-

pelant le résultat de M. Gursky (cf. [G1]) d’aprés lequel toute variété de dimension
4 conformément plate de courbure scalaire strictement positive et de caractéristique

ASTERISQUE 307



(950) GEOMETRIE CONFORME EN DIMENSION 4 453

d’Euler nulle (si [,, 02(A)dvol = 1 [,,IW[* = 0, la caractéristique d’Euler de
M, X(M), s’annule nécessairement d’apres la formule de Chern (1.3)) est conforme
A un quotient compact du produit riemannien (S3, can) ® R par un sous-groupe
d’isométries. Pour tout o < 1, [, (02(A4) — /4 [W|?)dvol = (1 — ) /4 [, [W|* dvol
est alors strictement positif et il existe donc dans la classe conforme de g, une
métrique g, pour laquelle o2(A) — /4 |W|? est strictement positif. Malheureusement
les estimations a priori dérivées précédemment dépendent lourdement du parametre
[as(02(A) — /4 |W|?) dvol, qui tend ici vers 0 lorsque o approche 1; nous devons
donc les reprendre avant d’espérer conclure a l'existence d’une métrique pour laquelle
le polynoéme 409(A) — |W|? serait partout positif ou nul (et donc nul sous notre
hypothése) en prenant la limite d’une suite adéquate de métriques gq,, ar — 1.

Pour ce faire, Chang S.-Y. A., M. Gursky et Yang P. commencent par associer a
chaque a < 1 une solution g, « canonique » du probléme précédent, telle que le poly-
nome o2(A) — a/4|W|? est non seulement strictement positif, mais aussi constant,
une sorte de jauge, associée a un probléeme de Yamabe pour 'invariant quadratique
o2(A) — a/4 |W|?. On démontre pour cela le résultat plus général suivant

4.1. Le probléme de Yamabe pour un polynéme quadratique en la cour-
bure de Ricci : ’équation 405(A) — a|[W|? =

THEOREME 4.1. — Soit a un réel positif ou nul. Sur une variété riemannienne com-
pacte sans bord de dimension 4, (M, g), qui n’est pas conforme d la sphére standard et
pour laquelle [,,(o2(A)—5 [W|?) dvol et la courbure scalaire sont strictement positifs,
il existe, pour toute fonction infiniment différentiable et strictement positive @, une
métrique dans la classe conforme de g pour laquelle

@
(4.1) o2(A) - SIWP =g
Les solutions e*f«g de (4.1) vérifient de plus Uestimation a priori uniforme
(42) sup(|dfa| + ™) < C',

ot la constante C' ne dépend que de (M, g), et de la norme C? et du minimum de la
fonction .

Le cas particulier &« = 0 de ce résultat est Pobjet de I’article [CGY1] auquel le lec-
teur de [CGY3] est renvoyé en guise de preuve. L’énoncé de Chang S.-Y. A., M. Gursky
et Yang P. est en fait plus fort que celui du théoréme 6 en ce qu’il affirme une ma-
joration indépendante du minimum de ¢. Ceci présente l'insigne avantage de faciliter
la discussion du cas limite, mais aussi I'inconvénient de conduire a la
Contradiction : Le couple (Theorem 1.1, Proposition 1.7) de [CGY3], tout comme
son cas particulier (Main Theorem, Corollary B) objet de [CGY1], est contradic-
toire : soient « un réel positif, (M, g) une variété riemannienne compacte sans bord
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de dimension 4 de courbure scalaire strictement positive qui n’est pas conformément
équivalente a la sphere standard (S*,can) et telle que [,,(02(A) — & [W]?) dvol > 0.
Notons qu'il existe de telles variétés : (PZ, F-S), satisfait par exemple les hypotheses
précédentes pour tout «,0 < a < 1. D’apres [CGY3] il existe une solution f a
Iéquation (02(A) — 2|W|?)(e*/ g) = 1; 'homogénéité du polynome 4 o2(A) — o |[W |2
entraine par ailleurs que les métriques e2(FT%)g | a € R, satisfont alors les équations
403(A)—a|W|? = e~1. Pour a € Ry, les normes C? des fonctions (constantes) e~4¢
sont majorées par 1, et d’aprés la proposition 1.7 de [CGY3] il existerait une constante
majorant sup,, (e’ + |df|) uniformément en a > 0.

Cette petite remarque démontre de méme que la proposition 1.7 de [CGY3] et le
Theorem A de [CGY?2] sont contradictoires.

On s’en tiendra donc a ’énoncé proposé ici. Sa démonstration repose sur 1’énoncé
du théoreme 1, d’apres lequel il existe une métrique dont le polynéme de courbure
02(A) — $|W|? est strictement positif dans la classe conforme de toute métrique
vérifiant les hypotheses de positivité énoncées. On procede en deux étapes, de natures
tres différentes.

4.1.1. Majoration C* a priori pour les solutions de l'équation o2(A) — $ |[W|? = ¢

PROPOSITION 4.2. — Soient (M, g) une variété riemannienne compacte sans bord
de dimension 4 de courbure scalaire strictement positive qui n’est pas conforme
@ la sphére standard (S* can), ¢ une fonction infiniment différentiable et stric-
tement positive sur M, et (a,b,c) trois nombres réels positifs ou nuls. Toute
solution f de (02(A) — £ |W|?) (¥ g) = ¢, telle que |plc2 < a, info > b et
0 < a < c vérifie les majorations a priori sup(|df.| + ef*) < C(a,b,c,g) et
|f|02 < C(avbacvavg)'

Pour nous en convaincre commencons par l’estimation a priori locale d’apres
laquelle toute solution de courbure scalaire strictement positive de 1’équation
02(A) — 2|W|* = ¢ sur une boule de rayon p, e?/g, vérifie la majoration a priori
|[Hessf|p(p, p/2) < C, oli la constante C' ne dépend que du rayon p, des normes C?
de la métrique et de ¢, ainsi que des normes sup de |f| et de |df|, toute ces normes
étant prises sur la boule B(P, p). 1l s’agit 1a d’une version « localisée » d’estimations
que nous avons discutées précédemment dans leur version globale (cf. la partie 2.4,
en particulier les paragraphes 2.4.1 et 2.4.2). A partir de l'identité

(4.3) (G, Hess (scal)) =
—3A0y(A) +3(|Dric|* — 11—2|dscal 1)

+ 6 tr ricy + scal |rico|? — 6 W (rico, ricy) — 6 (ricy, B),
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déja implicitement utilisée pour dériver la majoration (2.16), et de son alter ego pour
(G, Hess |df |2), on établit facilement I'inéquation différentielle

(G, Hess (scal + 12 |df|*))

1 3
> 18 (scal +12|df )" — C(p, |elc2(Bw, o)) » 19lc2(B(P, ) » |11 (B(P, p))-

Par hypotheése o5(A) est strictement positif et G, qui est minoré par 3 o3(A)/scal g,
est donc défini positif; le principe du maximum appliqué a 'inéquation différentielle
précédente conduit alors & une majoration de la courbure scalaire sur B(P, p/2) en
terme de la constante figurant dans I'inéquation, et donc des seuls parametres dont
celle-ci dépend. L’expression de la courbure scalaire dans une classe conforme (2.13)
permet finalement de conclure que les dérivées secondes sont uniformément bornées :

(4.4) sup |Hess f | < C(p, [elc2(B(p, p))s l9lc2B(P, o)) | florB(p, p)))
4.1.1.1. L’éclatement. — Reprenons la preuve de la proposition 4.2 et démontrons,

sous les hypotheses de 1’énoncé, que I’expression ef + |df|? est uniformément majo-
rée : nous aurions sinon une suite de réels positifs ou nuls g, une suite ¢ de fonc-
tions uniformément minorées, ¢ = a > 0, et de normes C? uniformément majorées,
||z < b, une suite, fi, de solutions du systeme (o2(A4) — % [W|?) (e2xg) = ¢y,
et scal (e2fkg) > 0, et une suite de points, Py, de M, tels que la suite

(ldfe] + ") (Pr) = sup([dfi| + eft) =g}

diverge lorsque k tend vers l'infini. Choisissons un réel positif, rq , inférieur au rayon
d’injectivité de (M, g) et identifions les boules B(Py, o) avec «la » boule euclidienne
B(rp) via 'exponentielle de la métrique g. En notant, pour tout € strictement positif,
he Phomothétie de rapport ¢, introduisons pour toute fonction, f, sur la boule B(rg)
son e-renormalisation, définie sur la boule B(rg/e) par lidentité f. = f o h. +loge;
pour tout entier positif k, la fonction fi ., est alors définie sur la boule B(rg/ex) et
vérifie sur cette boule la majoration

(4.5) |dfpc,| +eee <1,
Par construction nous avons aussi 'identité
(4.6) (|dfr.c | + €o=r)(0) = 1.

Introduisons encore les métriques gy = >k g o h., et ?k = g o hg,, définies sur la
boule B(rg/ek); la suite @k) converge clairement vers la métrique euclidienne (en
norme C*, ¢ entier arbitraire, et uniformément sur tout compact de R*), tandis que
I'équation g = hZ, (e2frg) entraine par «naturalité » et homogénéité du polynome
02(A) — & |[W|? I'identité

(A7) 02(A@) — T (W@ = (o2(4) = FIWP) (*g) 0 hey = i 0 B, -
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Silimg— 400 efrx(®) = 0, nous introduisons la suite de métriques §i, définies sur
B(ro/ex) par gy = e2Urer=fre(0)g  En invoquant & nouveau ’homogénéité du
polynoéme o2(A) — 2= [W|?, I'équation g, = e 2Pk (0G, permet d’écrire Pidentité
(4.7) sous la forme

o
(48) o2(Agr) = W (ge) P = e Qg o he,

Pour tout R positif, et tout k assez grand pour que ¢, < ro/R, nous avons encore par
construction

(49) |d(fk775k - fk,ak (0))| <1,

(4.10) (fren = fr2(0))(0) =0,

et donc la majoration sup |fre, — fre(0)] < R : sur tout compact de R% la
B(R)

suite (fr,e, — fr,e,(0)) est uniformément bornée dans la topologie C'. Nous avons
aussi, toujours par construction

(111) i (e, = frenO)0) = T |dfie,(0) =1

Dans ce cas, U'estimation locale a priori (4.4) conduit & une borne uniforme sur les
hessiens des fonctions (fx,e, — fr.e,(0)) : en passant & la limite en k sur cette suite
de fonctions nous obtenons une métrique C*1, g = le( 1 ,dx?) et, pour tout f3,
B < 1, une sous-suite des fonctions (fxe, — fr.e,(0)) convergeant uniformément sur
tout compact vers f dans la topologie C* 7 . De plus la métrique § vérifie les équations
limites (cf. 4.8)

(4.12) 72(A()) = 0, scal (§) > 0, et df|(0) = Tim_|dfes,](0) =1

Sinon lim sup, efre (0 = ¢ , 0 < £ < 1, et une sous-suite, que nous noterons
encore — abusivement — fj ., vérifie alors que fi ., (0) est minoré uniformément en
k:—c< fre(0) <0, ¢ € Ri. Puisque par construction |dfy.,| < 1, la suite fi .,
est uniformément bornée en norme C! sur tout compact de R* (nous ne considérons
évidemment que les entiers k > ko, ou ko est suffisamment grand pour que e, <
ro/R , R étant lui-méme choisi tel que la boule B(R) contient le compact considéré).
Les fonctions ¢y, étant uniformément minorées par hypothese et o étant positif ou nul,
les équations (4.7) satisfaites par les fonctions fi ., sont uniformément elliptiques :
nous avons déja discuté a plusieurs reprises la fagon dont la concavité de 'opérateur
\/o2(A) permet de passer des bornes C? provenant de ce qui précede et de I’estimation
locale (4.4) & une borne en norme C%#, 3 > 0; nous savons aussi comment utiliser la
théorie elliptique ordinaire pour passer de la borne C?*# & une borne uniforme dans
toutes les normes CP,p € N.

ASTERISQUE 307



(950) GEOMETRIE CONFORME EN DIMENSION 4 457

Dans le cas oit limsup e/#<x () = ¢ > 0, une sous-suite des fonctions fr,e, converge
donc, dans les normes C™, m € N, et de facon uniforme sur tout compact, vers une
fonction infiniment différentiable f satisfaisant de plus ’équation limite

(4.13) oo(A(e* 2! 1da?)) =b >0, (et donc, scal(e* ©i_ dz?) > 0);

on notera en effet que dans 'identité (4.7) les coefficients «y, sont uniformément majo-
rés par ¢ par hypothese et que le terme |W (gi)|? tend vers 0 lorsque k tend vers l'infini,
puisque la covariance conforme de la courbure de Weyl et la relation gy, = e/ k‘vfkﬁk
entrainent identité W (gy)|?> = e~ */*=x |W(§k)|2, ou la suite fi ., est uniformément
bornée sur tout compact de R*, et ot1 les métriques (jq?\k) convergent par construction
vers la métrique euclidienne, plate, et donc conformément plate.

4.1.1.2. Classification des éclatements. — Commengons par démontrer que le sys-
téme (4.12) satisfait par la métrique g de R* obtenue par I’éclatement précédent dans
le cas ott limy, /%<1 (®) = (0 n’admet aucune solution : pour toute métrique conforme a
la métrique euclidienne, g = 2/ ¥4, dz? | pour toute fonction de troncature 1 := ng,
de support la boule B(2R), R > 0, égale & 1 sur B(R), de gradient et de hessien ma-
jorés par C'/R et C/ R? respectivement, o C, C' € RY_, est une constante universelle,
on vérifie la majoration générale (et élémentaire) suivante

1
/ (sca o2f |df|2 n |df|4) 774 dvol
B(2Rr) 2

< / (f T )oa(A) M gt dvol + C R / (f —F ") |df P dvol
B(2R) B(2R)~B(R)

+CR/ (F—F ) df* o dvol
B(2R)~B(R)

R

- 1/2
< / (f = F )oa(A) et ntdvol 4 C (/ n* |df|* dvol) ,
B(2R) B(2R)~B(R)

R

oupar f on représente la moyenne de f sur la boule B(2R). La métrique g, satisfai-
sant les équations o2(A(g)) = 0 et scal (g) > 0 (cf. (4.12)), la majoration précédente

s’écrit dans ce cas particulier fB(QR) n* |df|* dvol < C \/fB(QR)\B(R) n*|df|* dvol, et

implique clairement que la fonction f est nécessairement constante, ce qui contredit
identité |df(0)] = 1 (cf. 4.12)). De ceci nous déduisons que limsup e/*<« () est né-
cessairement strictement positive et que la métrique obtenue sur R* par éclatement

satisfait donc toujours l'identité de courbure (4.13).

Nous démontrons maintenant qu'une telle métrique est nécessairement de cour-
bure sectionnelle constante, et donc 'image de la métrique d’une spheére ronde — ou
d’une de ses images par le groupe conforme — par la projection stéréographique. Cette
preuve peut étre considérée comme une généralisation (pas tout & fait immédiate)
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de l’énoncé (facile, lui) de M. Obata d’apres lequel toute métrique de courbure sca-
laire constante dans la classe conforme de la sphere ronde est en fait de courbure
sectionnelle constante, le tenseur

1 1
L:= 1 |rico|?g + 6 scal ricy — ricy

jouant ici le role tenu par ricy dans 'argument de M. Obata. Notons pour commencer
que le tenseur L est non seulement clairement de trace nulle, mais aussi de divergence
nulle, d’apres la seconde identité de Bianchi : ce sont la les deux propriétés clés du
tenseur rico dans I’argument de M. Obata. Une petite discussion algébrique démontre
ensuite, sous les hypotheéses o2(A) > 0 et scal > 0, que la trace (L, ricy) est partout
positive ou nulle — le tenseur ricy s’annulant de plus identiquement 14 ot (L, ricg) =0
—, ainsi que la majoration |L|? < 1/3 scal (L, rico).

En utilisant la fonction de troncature nr introduite précédemment, ces propriétés
conduisent facilement a la majoration

/ (L,ricy) e % dvol
B(2R)

<C / (L, rico) ef n% dvol / scal |df |2 ef |dng|? dvol ;
B(2R)~B(R) B(2R)

pour conclure & I'annulation de ricy — et donc & la platitude projective de e2/ %%, da?

— il reste & majorer fB(QR) scal |df|? ef |dng|? dvol indépendamment de R, c’est-a-
dire & majorer l'expression R~2 fB(2R)\B(R) scal ef |df|2 dvoly uniformément en R
(ou I'indice 0 renvoie & la métrique euclidienne). Ceci s’avére moins banal qu’attendu,
la clé en étant une minoration (asymptotique) du facteur conforme e/ de toute
métrique conforme a la métrique euclidienne et de courbure scalaire positivement
minorée, qui découle de [KMPS] : dés que infy scal > 0, et pour |z| assez grand,
e2f@) > O |z|=*, ot1 la constante C' = C/(inf; scal) tend vers zero avec le minimum
de la courbure scalaire, inf; scal.

4.1.1.3. Conclusion. — Si la majoration uniforme de |df|?> + ¢ n’a pas lieu, nous
disposons d’apres la discussion précédente d’une suite de fonctions fy ., convergeant
vers une fonction infiniment différentiable f telle que €2/ X% daz? est une métrique
de courbure constante sur R*. Cette métrique e2/¥%_ dz? est la limite C* k > 2,
uniforme sur tout compact, des métriques le"’Equ?\k = gr = hl, (e2frg) ; pour tout

R > 0 nous avons donc

/ 72(A) dvol = Tim o2(A(e*g)) 0 he hE(dvol(e*rg))
(B(R), e2f Eledzf) k—+o0 B(R)
= lim o2(A)dvol < lim o2 (A) dvol
=00 J(B(Py, ek R), e/ g) k=00 J (M, eIk g)
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ol nous avons utilisé la « naturalité » de la courbure — i.e. l'identité tautologique
R(F*g) = F*R(g), valable pour tout difféomorphisme F' — (pour la premiére identité),
et Ihypothese o3(A(e*/kg)) = ¢ + & [W(e2g)|? > 0 (pour la derniére majoration).
En passant alors a la limite sur R, R — 400, et en rappelant I'invariance conforme
de l'intégrale f M 02 (A) dvol, nous en déduisons la minoration

1672 = / o2(A) dvol = / o2(A) dvol < / o2(A) dvol .
(5%, can) (R4, e2f ©4_, dx?) (M, g)

Mais on sait que I'inégalité opposée est vraie pour toute variété compacte sans bord de
dimension 4 et de courbure scalaire strictement positive (il suffit en fait que I'invariant
de Yamabe soit positif ou nul), et que le cas d’égalité caractérise la classe conforme de
la sphére standard (cf. [G2], Theorem B), ce qui conclut la preuve de la majoration
uniforme de |df|? + €2/ annoncée :

(4.14) sup (|df* +e*) < C(lglcz, infe, g) -

M M
En intégrant alors 'équation o2(A) — §|W|? = ¢ en une solution f, et en rappelant
que par hypothése « est positif ou nul, nous obtenons la minoration

0</ (02(,4)—9|W|2)dv01=/ (UQ(A)—3|W|2)dv01=/ o dvol
(M, g) 4 (M, 21 g) 4 (M, e2fg)

= / @ el dvol < sup ¢ vol(g) e*swPa S
(M, g) M

Ceci garantit I'existence d’un minorant du maximum, sup,, f, ne dépendant que de g,
d’un minorant strictement positif de [, 02(A) — % [W/|?) dvol et de sup,, |¢| (notons
que | (M, g) @ dvol suffirait par argument précédent, puisque par hypotheése ¢ > 0);
d’apres la majoration uniforme (4.14) de f et de |df]|, |f| — et donc |Hessf| par
lestimation a priori locale (4.4) — sont alors uniformément majorés par une constante
ne dépendant que de g, de o, de la norme C? de ¢, et d’un minorant de ¢, ce qui
acheve la démonstration de la proposition 4.2.

4.1.2. Invariance homotopique du degré de Leray-Schauder-Li. — Nous supposerons
dans ce paragraphe que (M*, g) n’est pas conformément équivalente & la sphere stan-
dard. Pour résoudre I’équation 4 02(A) — a|W|? = ¢ nous invoquons la théorie du
degré de Leray-Schauder : Li Y.Y. introduit dans [L] un tel degré pour tout opérateur
elliptique du second ordre, F', sur une variété riemannienne compacte. La straté-
gie est classique (cf. [FP]) : on remarque, I'opérateur (A + 1d) étant inversible, que
F, et sa composition avec (A + 1d), (A + 1d) o F', ont les mémes solutions, 1’opé-
rateur du quatrieme degré (A + 1d) o F' présentant l'avantage de pouvoir s’écrire
(a(:c,f, df,D’f) ® g, D4f) + C(z, f,--- ,D3f), ot a représente le symbole princi-
pal de l'opérateur elliptique F, un 2-tenseur symétrique défini positif. En introdui-
sant l'opérateur linéaire Lyp = (af ® g, D4<p) + (Y, nous pouvons encore écrire

(A +1d) o F(f) sous la forme Ls(f). Il reste & vérifier que, pour tout entier k assez
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grand, Popérateur My := Ly — Cy + k(A + 1d) est un isomorphisme et & observer
que Popérateur Cy — k (A + 1d) est compact (de C* < vers C%), ce qui permet alors
de considérer le degré — au sens de Leray et Schauder — de la perturbation compacte
de l'identité 1d 4+ M)?,i (Cf —k(A+ 1d)). En invoquant I'invariance homotopique du
degré de Leray-Schauder on démontre que ce degré ne dépend pas de k ; par ailleurs, il
«compte » bien les solutions de notre probleme puisque, (A+1d) et My ;, étant des iso-
morphismes, F(f) =0, (A+1d)F(f) =0, Li(f) = (M, +C; —k(A+1d))f =0,
et (1d + M)?,i (Cy — k(A +1d))) f = 0 sont des énoncés équivalents. Comme on
laura deviné, Li Y.Y. établit ’invariance homotopique de ce degré — au moins pour
une déformation uniformément elliptique et sous I’existence d’une borne a priori C*#
uniforme sur les solutions. Il vérifie de plus que le degré de l'opérateur elliptique du
second ordre F' coincide, en une solution f ou la linéarisation de F' est inversible, avec
le degré en 0 du linéarisé, et que ce dernier est donné par la formule

(4.15) > (=,

A <0

ol par (\;);en on représente le spectre du linéarisé en f et par 3; la multiplicité de
la i-iéme valeur propre A;. Bien qu’élémentaire et aujourd’hui classique, cette théorie
n’en reste pas moins élégante et bien utile.

Sous 'hypothese de positivité du théoréme 4.1 nous avons établi (et de deux fagons
trés différentes) I'existence d'une solution f$, o € Ry, & 'équation op(A) — 2 [W|? > 0.

Posons ¢, = (02(A) — $|W|?) (25 g) et introduisons la déformation
(4.16) og—%|W|2:(1—t)ga+t<pa.

La minoration uniforme

(4.17) ijr\l4f((1—t)50+tgaa) > min (inf ¢, inf ¢4) > 0

permet d’invoquer la proposition 4.2 pour majorer uniformément les solutions de

(4.16) en termes de g, des normes C? de ¢ et ¢,, et de min (inf ¢, inf ) unique-

ment. La minoration (4.17) garantit par ailleurs que les symboles principaux sont

uniformément minorés, puisqu’égaux au tenseur gravitationnel G = —ric+1/2 scalg,
02(A)

minoré par 3 =25 g, la borne C? donnée par la proposition 4.2 permettant par ailleurs

de majorer uniformément la courbure scalaire.

Pour établir l'existence d’une solution de ’équation (4.16):—o, il suffit, d’apres
la théorie du degré de Li rappelée ci-dessus, de démontrer que le degré de I’équation
(4.16);—1 en sa solution f, n’est pas nul. Pour cela il peut étre utile d’écrire 1’équation
(4.16)¢=1 sous la forme d’une divergence

(4.18) d*(M(f)df) — ¢a (e —1) =0,
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olt le 2-tenseur symétrique M (f) := G(e*/g) + G(g) +|df|2 g est défini positif des que
G(e*’g) et G(g) le sont, en particulier lorsque ao(A(e2fg)), 02(A(g)), scal (e?/g) et
scal (g) sont strictement positifs.

Pour calculer le degré de (4.18) en sa solution f = 0, nous invoquons & nouveau
Iinvariance homotopique du degré que nous appliquons a la déformation suivante de
I’équation (4.18)

(4.19) d*(M(f)df) + pa = (1 =) oo € +tq / e dvol ;

(M, e2fg)

nous nous ramenons ainsi a calculer le degré de I'équation (4.19);—1 en 0 (remarquez,
en supposant sans restriction que vol(g) = 1, que f = 0 est solution de (4.19) pour
tout t).

Les estimations a priori C*® requises par la théorie de Li Y.Y. sont établies, pour
t assez loin de 1, en raisonnant comme pour la démonstration de la proposition 4.2
pour ¢t proche de 1 (et loin de zéro, donc) les auteurs s’appuient directement sur une
inégalité « classique » de J. Moser et N. Trudinger d’apres laquelle, pour une constante
universelle ¢1, ¢; > 0, Uintégrale

cale—p| 3
dvol
/M exp ((fM o] dv01)1/4) VO

est uniformément majorée sur L4 ((M4, g)).

La minoration
- — *
(02(4) = 7 (W) (¢ g) = ™/ d*(M(f) df)
= ei4ft<pa/ e*l dvol + (1 —t) pu
(M, 2! g)
> min (e~ 2 5%Px If1 1) inf ¢,

permet alors de minorer uniformément le symbole principal, G, comme précédem-
ment.

Il reste a évaluer le degré en t = 1. En intégrant sur M la spécialisation en ¢t = 1
de I’équation (4.19) nous dérivons la condition nécessaire

(4.20) / et dvol =1,
(M, e2f g)

en vertu de laquelle I'équation (4.19),—; se simplifie pour donner Iidentité

d*(M(f) df) = 0.

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2006



462 C. MARGERIN

En intégrant cette derniere contre df, on établit — la forme bilinéaire symétrique
M(f) étant définie positive — que f est nécessairement constante, et donc nulle d’apres
l'identité (4.20) sous la normalisation, toujours possible : vol(g) = 1. Considérons alors
la linéarisation de '’équation (4.19);—; en la fonction identiquement nulle, son unique
solution :

Lo(u) = =2 (G(g), Hessu) — 4 ¢4 / udvol .

(M, g)
Puisque la fonction ¢, est strictement positive, en intégrant sur M cette équation
on démontre que tout élément du noyau de Ly est d’intégrale nulle. Le tenseur gra-
vitationnel G étant défini positif, le principe du maximum (ou, de fagon équivalente,
le tenseur gravitationnel étant de divergence nulle, I'identité — [ M (G , Hess u) dvol =
f uG (du'i , dun) dvol entraine alors que la fonction u est identiquement nulle. Puisque
le noyau de Lg est réduit & {0}, nous pouvons invoquer la formule (4.15) pour calculer
le degré de Ly : si A est valeur propre de Lo, équation Lg(uy) = Auy s’intégre en
I'identité

(4.21) (/\+4/M Ya dvol) /M uy dvol =0 ;

-4/ 1 Pa dvol est effectivement valeur propre, les constantes appartenant a I'espace
propre associé. Pour les autres valeurs propres, nous déduisons de 'identité (4.21) la
condition nécessaire f a Ux dvol = 0, et donc, en rappelant que le tenseur gravitation-
nel est de divergence nulle, l'identité Au3 = (Lo ux,uy) = 2uy d* (G(du&)) : ces va-
leurs propres, qui satisfont alors I'identité A = [, G(dug\, du&) dvol / [, |dux |? dvol,
sont toutes (strictement) positives. L’opérateur Ly admet ainsi une unique valeur
propre négative, de multiplicité nécessairement égale & un en tant que « plus petite
valeur propre » de Ly — un corollaire classique du principe du maximum. Le degré
de Ly a Porigine, calculé & l'aide de la formule (4.15), vaut donc —1. Par les argu-
ments qui précédent, c’est encore le degré de 1’équation oy — /4 |W|? = ¢, dont nous
démontrons ainsi qu’elle admet (au moins) une solution. Ceci conclut la preuve du
théoreme 4.1.

4.2. Démonstration du théoréme 2

4.2.1. Construction d’une solution C**1. — Dans les premieres lignes de ce dernier
chapitre nous avons expliqué comment ramener le probleme au cas ou [, [W|* dvol
est strictement positif : nous supposerons donc désormais que la variété (M, g) n’ap-
partient pas & la classe conforme de la sphére standard. Pour tout a, o € [0,1),
[ (o2(A)—a/4|W|?) dvol = (1 — ) /4 [,, [W]* dvol étant strictement positif, le théo-
reme 4.1 appliqué a la fonction ¢ = 1 assure I'existence d’une solution f, de I’équation

(4.22) (o2(4) = T IWE) (¥eg) =1,
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ainsi qu'une majoration du sup,,(ef= + |df,| ) uniforme en a, a € [0,1). En intégrant
Péquation (4.22) nous dérivons cependant la majoration banale suivante du minimum

de fo :

(4.23)

11—« 9 «
dvol = A) — = |[W)?) dvol
- /M|W| Vo /M(ag( ) 4|W|) Vo
:/ (UQ(A)*Q|W|2) dvolz/ dvolz/ e*fe dyol
(M, 2o g) 4 (M, e2/ag) (M, 9)

> etinfa fa / dvol ,
(M, g)

et concluons que nécessairement lim,_,1 infy; fo, = —o0 : les solutions f, ne sauraient
satisfaire les conclusions de la proposition 4.2 (cf. les commentaires faisant suite a
I’énoncé du théoreme 4.1). Par contre, en définissant pour tout o, o € [0,1), a,, et fo
par les formules

11—«

(4.24) et = 1 W[2dvol, et fo:i=fo—aa,
M

les identités précédentes démontrent que f( M, g) etfo dvol = 1; nous en déduisons

une minoration de sup,, :f;, et une majoration de infp, fa , cette fois toutes les deux
uniformes en . Puisque les normes des différentielles |dfy| = |df.| sont aussi unifor-
mément majorées, nous concluons que les fonctions fa sont uniformément bornées :
il existe une constante C, indépendante de a, o € [0,1), telle que

(4.25) sup |fa] < C .
M

Les fonctions :fva satisfaisant les équations
@ 7 @
(426)  (02(4) = SIW) (7eg) = et (0a(A) = TIWP) (¢¥g) = e

et les normes C? des fonctions (constantes) e®e, o € [0, 1), étant uniformément
bornées d’apres 'identité 4.24, la proposition 4.2 (en particulier I'estimation a priori
(4.4)), garantit alors que les fonctions (:f;)ogad sont uniformément bornées en norme
C?. 1l existe donc une métrique C11, leg, telle que, pour tout 8 € [0, 1), il existe une
suite o , ax — 1, pour laquelle les métriques e2F. >k g convergent dans la topologie
CY B vers €f g. De 'équation 4.26 nous déduisons de plus que la limite e?f g vérifie,
au sens faible, I'équation 405(A) — |[W|? = 0. On ne peut cependant pas espérer
utiliser cette équation pour améliorer les estimations C2 précédentes, puisqu’elle cesse
d’étre elliptique la ol 09(A) s’annule — c’est-a-dire 1a ou la métrique initiale g est
conformément plate.
Par contre, au voisinage d’un point, P, ou la courbure de Weyl de la métrique g ne
s’annule pas, nous disposons de la minoration
o2(A(Tog)) = S |W(eHmg)? + eton > 2

Tl (),
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la borne uniforme (4.25) entrainant alors une minoration uniforme de o (A(e2f“ 9))

sur un voisinage de P. En écrivant I'équation sous la forme \/02(A4) — /5 [W]? + e,
nous pouvons invoquer une derniére fois la théorie d’Evans et Krylov pour les équa-
tions concaves strictement elliptiques qui établit alors I’existence de bornes C?# uni-
formes, B > 0, sur un voisinage un peu plus petit; pour tout entier naturel [, [ € N,
la théorie elliptique standard garantit ensuite la convergence dans la norme C! d'une
sous-suite €2/« g vers la métrique e/ g, démontrant ainsi que la métrique €2/ g est infi-
niment différentiable en dehors des zéros de la courbure conforme de g. Pour conclure
la preuve du théoreme 2, il me reste & vous convaincre que cet ensemble |W|~1(0), le
lieu des zéros de la courbure de Weyl, est nécessairement vide dans les cas pertinents.

4.2.2. Rigidité des métriques plates au sens de Bach. — S’il existe sur M une mé-
trique telle que [}, (02(A) — |[W|[?/4) dvol > 0, c’est-a-dire telle que [, [W/[* dvol <
1672 X(M), le théoreme 1 affirme que M est difféomorphe & S* ou & P} : pour éta-
blir le théoreme 2 nous pouvons donc supposer sans restriction que la métrique pour
laquelle [ (02(A) —|[W|?/4) dvol = 0 minimise la fonctionnelle |[W|[.2 et qu'elle sa-
tisfait a ce titre ’équation d’Euler associée, a savoir 'annulation du tenseur de Bach,
B = —tr3tros D?W — 1/2 W(ric), introduit précédemment pour sa propriété de
covariance conforme (cf. (2.27)). Une premiére propriété intéressante des métriques
plates au sens de Bach est I'identité intégrale suivante, inspirée par une formule équi-
valente de A. Derdzinski pour les métriques de courbure de Weyl harmonique.

LEMME 4.3. — Toute métrique plate au sens de Bach sur une variété compacte sans
bord de dimension 4 satisfait l’identité intégrale suivante :

(4.27) / | DW [2dvol
M

1
= / (72 det W +72 det W~ — 3 scal |[W|? + 2W(ric0,rico)) dvol .
M

Pour la premiere fois dans ce texte intervient la décomposition de la courbure en
composantes auto-duale, *W T = W, et anti-autoduale, *W~ = —W ~, sous I’action
de l'opérateur * de Hodge. Si la preuve du lemme 4.3 n’est pas immédiate, elle n’en
reste pas moins élémentaire, reposant essentiellement sur les deux identités de Bianchi.

Une autre propriété utile découle de identité (4.3), valable pour toute métrique
en dimension 4, et qui, spécialisée & une métrique plate au sens de Bach, s’integre en
I’identité intégrale suivante

(4.28) / (3|Dricg|* —1/4 |dscal |*+6 tr ricg+scal [rico|*—6 W (rico, ricg)) dvol = 0.
M
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Pour les métriques e2F o g construites au paragraphe précédent, o9(A) — a/4|W|? =
e*® > 0; nous en déduisons facilement la minoration 3«a/2 |[DW|? + 3 |Dricy|? —
1/4|dscal |* > 0, qui donne apres intégration, et en invoquant la combinaison linéaire
adéquate des identités (4.27) et (4.28), la majoration fondamentale suivante, valable
pour tout o, @ € [0,1), et toute métrique leﬂg solution de I'équation o9(A) —
a/4|W|* = et ot le nombre réel a,, est défini par I'identité (4.24) :

(4.29) / (6 tr rich + scal |rico|? — 3(a + 2) W (ricy, ricy)
M
— 108 a(det W+ + det W) + 3 /4 scal |W|2) dvol < 0.

L’intégrand se réduit & 6 tr ricy+ scal |rico|? sur le lieu des zéros de |[W|, [W|~1(0).
Ce polynome en la courbure est positif ou nul dés que o(A) Vest ; les métriques e2fa g
satisfaisant 'équation o2(A4) — §|W|? = e*® > 0 (cf. (4.24)), la majoration (4.29)
reste donc valable si 1’on restreint 'intégrale & M* ~ |[W|~1(0).

La convergence C!, [ > 2, des métriques le“g sur M ~ |W|71(0) discutée au
paragraphe précédent permet de passer a la limite o — 1 dans I'intégrale précédente
sur M ~ |[W|71(0) pour établir que la limite €2/ g satisfait la majoration suivante

(4.30) / (6 tr ricd + scal [rico|? — 9 W (rico, rico)
MAIW[=1(0)
— 108 (det W + det W) + 3/4 scal |W|2) dvol < 0 .

Nous sommes ici au coeur de la preuve du théoreme de rigidité : une discussion al-
gébrique fine, s’appuyant sur des arguments proches de ceux développés dans [M],
établit que l'intégrand qui figure dans (4.30) est un polyndme en la courbure univer-
sellement positif ou nul en dimension 4 et que son annulation en un point correspond
a l’annulation, en ce méme point, soit de la partie sans trace de la courbure de Ricci,
ricy, soit de la courbure conforme, W .

Puisque nous avons supposé ||W||r2 > 0, 'image inverse de 0 par |W| est un fermé
strict de M. Considérons une composante connexe (non vide) de son complémen-
taire, un ouvert O de M, sur lequel la partie sans trace de la courbure de Ricci,
rico(e2fg) est, d’apreés ce qui précede, identiquement nulle. La restriction de la mé-
trique e/, g a louvert O est donc, par définition, d’Einstein et la seconde identité de
Bianchi démontre que sa courbure scalaire est en particulier constante. De ’équation
403(A) — |W|? =0 satisfaite par €2/ g nous déduisons alors que la norme de la cour-
bure conforme est, elle aussi, constante sur O : |W(e2fg)|2‘o = C. M étant connexe
par hypothese, si O était un ouvert strict de M il existerait une suite de points P;
dans O convergeant vers un point P de |W|~1(0). Pour cette suite, nous aurions par
construction :

0<C=W(eg)(PR) = e TEW(g)*(P) .
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La métrique ¢ étant infiniment différentiable, sa courbure conforme l’est aussi,
qui satisferait en particulier la propriété de continuité : lim;_ 4o [W(g)[2 (P) =

[W(g)l2(P) = 0; mais ceci contredirait la continuité de la limite f, f € C1,
construite au paragraphe précédent.

Donc I'ouvert O coincide avec la variété M, la courbure conforme W ne s’annule
nulle part, et la métrique infiniment différentiable e/ g est une solution de I’équation
409(A) — [W|? = 0; Pargument précédent démontre de plus que sa courbure scalaire
est (constante et) partout strictement positive. On déduit alors le théoréme 2 (d’un
cas particulier facile) du résultat de rigidité ([M], Theorem 2) d’apres lequel toute
variété riemannienne de dimension 4 compacte, sans bord 1/6-faiblement pincée est,
sinon difféomorphe & S* ou P4, un plan projectif standard ou un quotient d'un produit
(S3,Acan) x R, \ € R’ , par un sous-groupe cocompact d’isométries.
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