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L E S PRÉFAISCEAUX C O M M E MODÈLES D E S T Y P E S 
D ' H O M O T O P I E 

Denis-Charles Cisinski 

Résumé. — Grothendieck a introduit dans À la poursuite des champs la notion de ca
tégorie test, petite catégorie ayant par définition la propriété que les préfaisceaux sur 
celle-ci sont naturellement des modèles pour les types d'homotopie des CW-complexes. 
Un exemple bien connu est celui de la catégorie des simplexes (les préfaisceaux cor
respondant étant alors les ensembles simpliciaux). Grothendieck a de plus dégagé 
la notion de localisateur fondamental, ce qui donne une description axiomatique de 
la théorie de l'homotopie des petites catégories, et permet d'étendre la notion de 
catégorie test relativement à des localisations de la catégorie homotopique des CW-
complexes. Ce texte peut être vu comme une prolongation de la théorie de l'homotopie 
de Grothendieck. On démontre en particulier deux conjectures de Grothendieck : toute 
catégorie de préfaisceaux sur une catégorie test admet canoniquement une structure 
de catégorie de modèles fermée au sens de Quillen, et le localisateur fondamental 
minimal définit la théorie de l'homotopie des CW-complexes. On montre par ailleurs 
comment une version locale de la théorie permet d'englober dans un même schéma la 
théorie de l'homotopie équivariante. La mise en œuvre de ce programme passe par la 
construction et l'étude systématiques de structures de catégorie de modèles sur des 
catégories de préfaisceaux quelconques, ainsi que par l'étude de la théorie de l'homo
topie des petites catégories en suivant et en complétant les différentes contributions 
de Quillen, Thomason et Grothendieck. 
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Abstract (Presheaves as models for homotopy types). — Grothendieck introduced in 
Pursuing Stacks the notion of test category. These are by definition small categories 
on which presheaves of sets are models for homotopy types of CW-complexes. A well 
known example is the category of simplices (the corresponding presheaves are then 
simplicial sets). Moreover, Grothendieck defined the notion of basic localizer which 
gives an axiomatic approach to the homotopy theory of small categories, and gives a 
natural setting to extend the notion of test category with respect some localizations 
of the homotopy category of CW-complexes. This text can be seen as a sequel of 
Grothendieck's homotopy theory. We prove in particular two conjectures made by 
Grothendieck: any category of presheaves on a test category is canonically endowed 
with a Quillen closed model category structure, and the smallest basic localizer defines 
the homotopy theory of CW-complexes. Moreover, we show how a local version of the 
theory allows to consider in a unified setting the equivariant homotopy theory as well. 
The realization of this program goes through the construction and the study of model 
category structures on any category of presheaves on an abstract small category, as 
well as the study of the homotopy theory of small categories following and completing 
the contributions of Quillen, Thomason and Grothendieck. 
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Préambule 
Le point de départ de ce travail est A la Poursuite des Champs [67], manuscrit 

non publié d'Alexandre Grothendieck dans lequel il déploie sa vision de la théorie de 
l'homotopie. C'est suite au profond effort de mise en forme de la théorie d'Alexandre 
Grothendieck fait par Georges Maltsiniotis [96] que ce livre prend sa place. 

Ce texte est issu de ma thèse de doctorat, effectuée sous la direction de Georges 
Maltsiniotis. I l correspond cependant à une version largement réécrite, complétée et 
approfondie du texte original. Georges Maltsiniotis m'a aidé et soutenu à bien des 
égards lors de la préparation de ma thèse, ainsi que durant la rédaction de ce livre. 
De plus, il a bien voulu me laisser inclure dans le premier chapitre ses notes sur les 
« Propriétés de stabilité de classes de flèches ou d'objets », et ses nombreuses pro
positions de rédaction ont contribué sensiblement à la clarté d'un certain nombre de 
passages. En particulier, il a amélioré la définition d'extension anodine en dégageant 
une axiomatique simple, et sa notion d'équivalence faible absolue a permis une ap
proche conceptuelle de points a priori délicats. Pour tout le temps qu'il a consacré 
à suivre ce travail, et pour m'avoir initié à la théorie de l'homotopie, je tiens à lui 
exprimer toute ma gratitude. 

Je veux par ailleurs remercier le comité de rédaction d'Astérisque pour sa patience 
et sa confiance, et en particulier, Pierre Colmez, Yves André et Raphaël Rouquier 
pour leur soutien et leur attention. 

Denis-Charles Cisinski 
Paris, le 10 août 2006 





I N T R O D U C T I O N 

Bats le tambour, n'aie pas peur 
Et embrasse la cantinière 
Voilà toute la science 
Voilà des livres le sens le plus profond. 

Heinrich Heine, Doctrine 

Ce livre a pour sujet l'étude de la catégorie homotopique Hot, c'est-à-dire la catégo
rie dont les objets sont les CW-complexes, et les morphismes, les classes d'homotopie 
d'applications continues entre iceux. Néanmoins, en dehors de quelques appels à l'in
tuition dans le cadre de cette introduction, il ne sera jamais fait usage des espaces 
topologiques. I l sera question de développer la théorie de l'homotopie d'un point de 
vue entièrement catégorique. Non pas que cela puisse être une fin en soi, mais plutôt 
pour fonder la notion même d'homotopie. 

Le principe de contractibilité locale 
Du point de vue formel, Grothendieck [67] voit comme modèles fondamentaux des 

types d'homotopie non pas les espaces topologiques, mais les petites catégories. I l 
considère donc Cat, la catégorie des petites catégories, et définit la notion de loca
lisateur fondamental : i l s'agit d'une classe *W de foncteurs entre petites catégories 
vérifiant un certain nombre d'axiomes. Les éléments de *W sont alors appelés des 
équivalences faibles : on veut les voir comme des flèches inversibles. I l définit alors 
Hot^ = cW~~1Cat, la catégorie homotopique associée à W, comme la localisation 
de Cat par <W. Par exemple, lorsque W est la classe des foncteurs dont le nerf est 
une équivalence faible d'ensembles simpliciaux, Hot^ est équivalente à la catégorie 
homotopique des CW-complexes Hot. 

Les axiomes de Grothendieck définissant la notion de localisateur fondamental re
posent sur le principe suivant. Si A est une petite catégorie, et si a est un objet de A, 
on définit la catégorie A/a des objets de A au-dessus de a : les objets de A/a sont les 



xii INTRODUCTION 

couples (a', a), où a' est un objet de A, et a une flèche de A de a' vers a. On dispose 
alors d'un foncteur d'oubli canonique 
(0.0.0.1) Ala—> A , (a ;, a) l—>- a' . 
Pour une petite catégorie A donnée, le type d'homotopie de A est obtenu en recol
lant les catégories A/a, où a parcourt les objets de A. Autrement dit, le morphisme 
canonique 
(0.0.0.2) holimA/a 

u C A 
lim A/a = A 

cGA 
doit être un isomorphisme dans la catégorie homotopique Hot^. En outre, cela doit 
rester vrai après tout changement de base. Autrement dit, pour tout foncteur u : 
A' —>• A, si on note A'/a = A' XAA/O pour chaque objet a de A, alors le morphisme 
canonique 
(0.0.0.3) holim A'la 

aEA 
lim A'/a = A' 
aeA 

doit être un isomorphisme dans la catégorie homotopique Hot^. C'est ainsi que 
l'axiome fondamental des localisateurs fondamentaux apparaît naturellement. Consi
dérons un triangle commutatif de petites catégories 

A u B 

w 
c 

V 

Pour chaque objet c de C, on peut alors former les carrés cartésiens ci-dessous. 
A/c- A 

C/c C 

B/c B 

C/c C 
On obtient donc en particulier un foncteur canonique 

u/c : A/c —>- B/c . 
Si le morphisme u est un isomorphisme dans Hot^ localement au-dessus de C (i.e. si 
pour tout objet c de C, le foncteur u/c est un isomorphisme dans Hot^), alors i l en 
est de même de u : cela provient d'une double application de l'isomorphisme (0.0.0.3). 
I l est remarquable que lorsque B = C et w — l ^ o n retrouve de la sorte le théorème A 
de Quillen [112]. 

L'isomorphisme (0.0.0.2) s'interprète en disant que la catégorie A est localement 
de la forme A/a où a est un objet de A. Les catégories A/a admettant un objet 
final, elles sont contractiles, et ont par suite le type d'homotopie du point. Une consé
quence de l'isomorphisme (0.0.0.2) est donc que toute petite catégorie est localement 
contractile, ou encore que toute petite catégorie a localement le type d'homotopie du 
point. Dans la mesure où on admet que tout type d'homotopie est le type d'homoto
pie d'une petite catégorie, cela implique que tout type d'homotopie a localement le 
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VERS LES CATÉGORIES TEST xiii 

type d'homotopie du point. Le constat de Grothendieck est simplement le suivant : 
ce qui précède caractérise totalement la théorie de l'homotopie des CW-complexes. 
De là découle l'universalité de cette théorie homotopique, ce que l'on peut formuler 
de bien des manières. L'une d'elle est que le plus petit localisateur fondamental est 
formé exactement des foncteurs dont le nerf est une équivalence faible d'ensembles 
simpliciaux^1). Cette affirmation, conjecturée par Grothendieck, est l'un des résultats 
importants démontrés dans ce livre. 

Vers les catégories test 
En considérant les espaces topologiques, on a l'analogie suivante avec le point de 

vue catégorique évoqué ci-dessus : tout espace topologique a le type d'homotopie 
d'un CW-complexe^2), et il est clair que tout CW-complexe est localement contractile 
{Le. admet une base d'ouverts contractiles). Le lien avec la théorie de l'homotopie des 
petites catégories peut se faire concrètement de plusieurs manières. Si X est un espace 
topologique localement contractile, on peut considérer l'ensemble Oc{X) des ouverts 
contractiles de X, ordonnés par l'inclusion. Si on voit Oc{X) comme une catégorie, il 
est possible de démontrer que le type d'homotopie correspondant à Oc{X) n'est autre 
que celui de X. Plus précisément, le morphisme canonique 

holim U 
ueoc(x) 

lim 
ueOa(x) 

U = X 

est une équivalence d'homotopie faible dans Top. Cette construction a l'avantage de 
rester très proche de la géométrie de X, mais pour inconvénient de n'avoir de sens 
raisonnable que lorsque X est localement contractile. Une autre manière de faire est 
la suivante. Soit A une catégorie, et 

i : A —^ Top 
un foncteur de A vers la catégorie des espaces topologiques tel que pour tout objet a 
de A, l'espace i{a) soit contractile. A tout espace topologique X, on peut associer la 
catégorie A/X, définie par le produit fibre ci-dessous. 

A/X A 

i 
Top IX - Top 

(̂ Nous renvoyons le lecteur à [71, 46, 32] pour des formulations plus spectaculaires de la propriété 
universelle de Hot. Le lien entre cette propriété universelle et la notion de localisateur fondamental 
est explicite dans [32]. 
(2)lci, on identifie Hot avec la localisation de la catégorie des espaces topologiques par les équivalences 
d'homotopie faibles. En particulier, tout espace topologique peut être vu comme un objet de Hot. 
Deux espaces topologiques ont le même type d'homotopie s'ils sont isomorphes en tant qu'objets de 
Hot. 
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Le lien entre le type d'homotopie de A/X et celui de X peut être explicité plus avant. 
Les objets de A/X sont par définition les couples (a, / ) , où a est un objet de A, 
et / une application continue de i(a) vers X. On obtient de la sorte un morphisme 
canonique : 

(0.0.0.4) 
holim 

(a,f)eA/X 
i(a) X . 

f:i(a) >- X 
Si le morphisme (0.0.0.4) induit un isomorphisme dans Hot, on dit que A/X et X ont 
canoniquement le même type d'homotopie : les espaces i(a) étant tous contractiles, la 
source de la flèche (0.0.0.4) a le type d'homotopie de l'espace classifiant de A/X (cela 
prend tout son sens en regard de l'isomorphisme (0.0.0.2)). C'est ainsi que le point de 
vue simplicial apparaît : si A = A est la catégorie des simplexes, et si i est le foncteur 
associant à tout n-simplexe le n-simplexe topologique standard 

An

Top 

= (x0,...,xn) e [0,i}n+1 E 
1<i<n 

XL = 1 . 

i l est bien connu que pour tout espace topologique X, A/X et X ont canoniquement 
le même type d'homotopie ( A / X n'est qu'une version déguisée du complexe singu
lier associé à X). Le point est que cette propriété n'est pas l'apanage de la catégorie 
des simplexes. Une version plus naturelle de cette construction serait de considérer 
la catégorie A = Topc, sous-catégorie pleine de Top formée des espaces topologiques 
contractiles, et de prendre pour foncteur i l'inclusion. Mis à part des problèmes lo
giques que nous nous efforcerons de négliger ici, on retrouve la même propriété : pour 
tout espace topologique X, TopjX et X ont canoniquement le même type d'homo
topie. Ainsi pour tout espace topologique X, on dispose de trois modèles catégoriques 
du type d'homotopie de X, à savoir O c (X), A / X , et Top /X. I l est remarquable que 
les deux premières catégories de cette liste sont des sous-catégories de la troisième. Il 
est d'autre part évident que la catégorie Top /X ne fournit pas la construction la plus 
économique (elle est pour le moins énorme). Le principal intérêt de la construction 
TopjX est sa canonicité. Pour pallier ce problème de la taille de Topc, on remarque le 
fait suivant : certaines sous-catégories de Top J X ont toujours le type d'homotopie de 
X : par exemple Oc(X) et A / X . Le constat de Grothendieck est qu'il existe un grand 
nombre de catégories A telles qu'il existe un foncteur i comme ci-dessus, de sorte 
que pour tout espace topologique X, A/X soit canoniquement un modèle du type 
d'homotopie de X. I l appelle de telles catégories A des catégories test faibles (modulo 
quelques propriétés techniques supplémentaires). À la recherche de conditions faciles 
à vérifier pour caractériser les catégories test faibles, Grothendieck remarque ensuite 
qu'une classe de catégories apparaît naturellement : ce sont les petites catégories A 
telles que A soit une catégorie test faible et telle que pour tout objet a de A, la ca
tégorie A/a soit également une catégorie test faible. I l appelle de telles catégories des 
catégories test. 

L'exemple bien connu de catégorie test est comme on l'attend la catégorie des 
simplexes A. Or cette dernière a une autre propriété bien connue : les préfaisceaux 
(d'ensembles) sur A, Le. les ensembles simpliciaux, forment une catégorie de modèles 
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VERS LES CATÉGORIES TEST xv 

fermée (au sens de Quillen), et la théorie de l'homotopie des ensembles simpliciaux est 
équivalente à celle des espaces topologiques : elle fournit un modèle de Hot. De là sur
git une autre question : quelles sont les petites catégories A telles que les préfaisceaux 
sur A forment une catégorie de modèles fermée canoniquement équivalente à celle des 
espaces topologiques? Ce que prédit Grothendieck dans la Poursuite des Champs, 
et ce que nous démontrons dans ce livre, est que ces catégories sont exactement les 
catégories test. 

Plus généralement, la question de savoir si une petite catégorie A est une catégorie 
test consiste à définir un foncteur i : A —>• !M, où !M est une catégorie de modèles de 
Hot (la digression qui précède concerne le cas M = Top), et tel que pour tout objet a 
de A, i{a) soit un objet asphérique de 0\{ (ce qui signifie simplement que le morphisme 
de i(a) vers l'objet final de M soit une équivalence faible), puis à étudier les catégories 
A/X pour X dans *M (ou plus précisément, les morphismes de la forme (0.0.0.4)). 
Ce que Grothendieck remarque rapidement, c'est qu'il suffit de considérer le cas où 
M = Cat, avec les équivalences faibles usuelles (z.e. les morphismes dont le nerf est 
une équivalence faible d'ensembles simpliciaux), et où i est le foncteur 

A Cat 7 a I—>- A/a ; 
pour cela, i l faut aussi bien sûr comprendre la théorie de l'homotopie dans Cat, ce 
qui est fait par Grothendieck (et développé dans [96]) de manière axiomatique. Cela 
permet en outre d'étudier la même problématique en remplaçant les équivalences 
faibles usuelles de Cat par les éléments d'un localisateur fondamental quelconque 
<W. Cette généralisation permettra de définir des catégories de modèles de Hot^, 
c'est-à-dire des catégories de modèles de localisations de la catégorie homotopique des 
CW-complexes (par exemple des modèles pour les n-types d'homotopie). 

Une fois ceci posé, nous nous adressons en premier lieu la question suivante : étant 
donnée une petite catégorie A, quelles sont les structures de catégorie de modèles fer
mée définies sur la catégorie des préfaisceaux sur A? Ensuite seulement, sous quelles 
conditions une structure de catégorie de modèles fermée sur la catégorie des préfais
ceaux sur A est-elle équivalente à la catégorie de modèles fermée des petites catégories 
(pour un localisateur fondamental donné) ? Puis nous étudierons des versions locales 
de ces questions. Cela nous conduira à un approfondissement de la théorie de l'ho
motopie des petites catégories, et à une théorie de l'homotopie équivariante à forte 
saveur galoisienne (dans l'esprit de Toën [127, 126]). 

Pour cela, mis à part la théorie de Grothendieck proprement dite telle qu'elle 
est exposée dans [96], les seuls prérecquis que nous demanderons au lecteur sont 
une connaissance de la théorie des catégories en général, une bonne maîtrise des 
notions fondamentales concernant les catégories de modèles (par exemple les pre
miers chapitres de [1Ò9] ou de [74]), et des éléments de combinatoire simpliciale (voir 
par exemple [60]). En particulier, l'existence de la catégorie de modèles fermée des 
ensembles simpliciaux ne sera pas admise (mais sera redémontrée), et comme nous 
l'avons déjà dit, des espaces topologiques il ne sera essentiellement plus fait mention. 

Pour conclure, i l reste à évoquer ce dont ce livre ne parle pas : la géométrie. En 
effet, les modèles pour les types d'homotopie qui apparaissent naturellement avec la 
théorie des catégories test sont de nature plutôt combinatoire (ensembles simpliciaux 
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xvi INTRODUCTION 

ou cubiques, catégories, et cœtera). Dans A la poursuite des champs, Grothendieck 
envisage une notion de « topos test ». L'idée consiste à remplacer la catégorie Cat 
par la catégorie des topos. Pour un topos E donné on a un foncteur canonique de 
E vers la catégorie des topos qui associe à un faisceau X sur E le topos E/X. Or 
grâce à la théorie d'Artin et Mazur [3], on a une notion d'équivalence faible de topos 
définie par la cohomologie (éventuellement non abélienne) à coefficients localement 
constants, ce qui permet de définir une notion d'équivalence faible de faisceaux sur 
E : ce sont les morphismes X —>• Y tels que le morphisme de topos correspondant 
E/X —>- E/Y soit une équivalence faible. On peut alors se demander si cela définit 
une structure de catégorie de modèles fermée sur la catégorie E (dont les cofibrations 
sont les monomorphismes). Lorsque E est une catégorie de préfaisceaux sur une petite 
catégorie A, cette propriété équivaut à dire que A est une catégorie test locale (z.e. 
que pour tout objet a de A, la catégorie A/a est une catégorie test). Un topos test 
est un topos E qui est asphérique (z.e. qui a le (pro-)type d'homotopie du point), 
est localement asphérique (cela signifie qu'il existe une famille génératrice 3̂) de E 
formée d'objets X tels que le topos E/X soit asphérique), et tel que les équivalences 
faibles de faisceaux définissent une structure de catégorie de modèles fermée sur E. 
On obtient qu'une petite catégorie A est une catégorie test si et seulement si le topos 
des préfaisceaux sur A est un topos test (il s'agit ici d'une simple reformulation des 
résultats principaux du présent ouvrage). On peut étudier les catégories de modèles 
fermées sur les catégories de faisceaux de la même manière que sur les catégorie de 
préfaisceaux (voir [33]), et prouver que pour tout topos test E, la catégorie homoto
pique Ho(£) est canoniquement équivalente à Hot (voir [30]). Par exemple, le topos 
des faisceaux sur le site des variétés différentielles (resp. des variétés topologiques, 
resp. des CW-complexes finis) est un topos test (les catégories de modèles correspon
dant à ces exemples peuvent par ailleurs être obtenues par la théorie des sites avec 
intervalle de Morel et Voevodsky [107]). L'ingrédient fondamental permettant l'étude 
des catégories test est le théorème A de Quillen. De même, un analogue « toposique » 
du théorème A permet l'étude des topos test. Une application est alors que tout topos 
test est obtenu comme une catégorie de faisceaux sur une catégorie test munie d'une 
topologie de Grothendeck adéquate. Par exemple, si E désigne le topos des faisceaux 
sur le site des variétés différentielles, on peut le voir comme la catégorie des faisceaux 
sur la catégorie A dont les objets sont les espaces affines R n , n ^ 0, et les morphismes, 
les applications différentiables. Or A est une catégorie test, et c'est cette propriété qui 
permet de construire une équivalence Hot ~ Ho(!E). Cela peut être vu comme un 
retour aux sources, dans la mesure où Quillen lui-même appelle dans l'introduction 
de son article fondateur sur la K-théorie algébrique supérieure à une généralisation 
de ses théorèmes A et B dans le cadre des topos. 

(3)Lorsqu'on travaille avec une petite catégorie A, on considère en fait le topos des préfaisceaux sur 
A, et on privilégie la famille génératrice formée des préfaisceaux représentables. 
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Fil d'Ariane 
Chapitre 1. -— Le premier chapitre est essentiellement consacré à l'étude des struc
tures de catégorie de modèles fermée sur les catégories de préfaisceaux dont les cofi-
brations sont les monomorphismes. Pour cela, on introduit dans la première section 
les notions fondamentales de classes de flèches ou d'objets saturées par monomor
phismes (1.1.12), classes qui ont par définition la propriété d'être stables par les opé
rations intervenant dans toute construction par l'argument du petit objet. 

Dans la deuxième section, on rappelle et on étudie la notion d'accessibilité, notion 
de petitesse qui a son importance pour utiliser l'argument du petit objet. 

Dans la troisième section, on entre enfin dans le vif du sujet : on définit la notion 
de donnée homotopique élémentaire sur une catégorie de préfaisceaux. Cette struc
ture permet de donner un sens à la notion d'homotopie entre deux morphismes, et 
à celle plus abstraite d'extension anodine. On définit ensuite la notion de structure 
homotopique sur une catégorie de préfaisceaux sur une petite catégorie A donnée ; 
cela consiste essentiellement en une donnée homotopique élémentaire 3, et en un en
semble S (par opposition à une classe) de monomorphisme de préfaisceaux sur A. On 
construit alors une structure de catégorie de modèles fermée sur la catégorie des pré
faisceaux sur A dont les cofibrations sont les monomorphismes (théorème 1.3.22). Les 
équivalences faibles sont déterminées par le fait que toute équivalence d'homotopie 
(dans le sens défini par 3) est une équivalence faible, et tout élément de S est une 
équivalence faible. Si les objets fibrants peuvent être caractérisés par des conditions 
explicites, les fibrations sont en général plus difficiles à décrire. On donne plusieurs 
conditions équivalentes pour que les fibrations de la structure de catégorie de modèles 
fermée associée à une structure homotopique admettent une caractérisation raison
nable (propositions 1.3.47 et 1.3.61). 

Dans la quatrième section, pour une petite catégorie A donnée, on introduit la 
notion fondamentale de A-localisateur, classe de morphismes W de préfaisceaux sur 
A vérifiant certaines conditions de stabilité. Par exemple, pour toute structure de 
catégorie de modèles fermée sur la catégorie des préfaisceaux sur A dont les cofibra
tions sont exactement les monomorphismes, la classe des équivalences faibles forme un 
A-localisateur. On dit qu'un A-localisateur est accessible s'il est le plus petit A-locali-
sateur contenant un ensemble de morphismes de préfaisceaux. On démontre alors l'un 
des résultats fondamentaux de ce livre (théorème 1.4.3) : la donnée d'un A-localisateur 
accessible W est équivalente à celle d'une structure de catégorie de modèles fermée à 
engendrement cofibrant [i.e. construite en utilisant l'argument du petit objet) sur la 
catégorie des préfaisceaux sur A dont les équivalences faibles sont les éléments de W, 
et les cofibrations, les monomorphismes. En outre, toutes les structures de catégorie 
de modèles fermée de ce type peuvent être construites avec les méthodes décrites dans 
la troisième section. On donne ensuite des méthodes de construction de A-localisa-
teurs accessibles, et on étudie la stabilité des A-localisateurs par produits finis ou par 
certaines limites inductives. Dans le scholie 1.4.6, on explique très succinctement en 
quoi la question de l'accessibilité des A-localisateurs est liée à des axiomes de grands 
cardinaux : en acceptant le principe de Vopenka, on peut en effet montrer que tout 
A-localisateur est accessible. 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2006 



xviii INTRODUCTION 

Dans la cinquième section, on se pose la question de la propreté des structures 
de catégorie de modèles fermée en présence. On appelle A-localisateur propre tout 
A-localisateur accessible tel que la structure de catégorie de modèles fermée corres
pondante soit propre. Comme pour ces structures de catégorie de modèles fermée, tous 
les objets sont cofibrants, la propreté à gauche est systématique. La propreté des A-
localisateurs porte donc uniquement sur la propreté à droite. On donne une condition 
nécessaire et suffisante sur un ensemble de morphismes de préfaisceaux pour que le A-
localisateur correspondant soit propre (théorème 1.5.4), et on en tire les conséquences. 
On rappelle de plus quelques résultats abstraits sur la propreté dans les catégorie de 
modèles. On rappelle en particulier que la notion de propreté d'une catégorie de mo
dèles fermée, contrairement à ce que l'on pourrait attendre de sa définition, ne dépend 
que de la classe des équivalences faibles (corollaire 1.5.21). 

La sixième et dernière section de ce chapitre consiste à caractériser les structures 
de catégorie de modèles fermées donnant lieu à des A-localisateurs mais dont les 
cofibrations ne sont pas nécessairement tous les monomorphismes (1.6.2 et 1.6.3). On 
rappelle de plus quelques sorites, certes abstraits, mais parfois bien utiles, sur les 
localisations de Bousfield (1.6.5). 

Chapitre 2. — Ce chapitre est une application du précédent : on veut retrouver 
par ces méthodes la théorie de l'homotopie des ensembles simpliciaux. 

Dans la première section, on définit la structure de catégorie de modèles fermée 
sur la catégorie des ensembles simpliciaux (proposition 2.1.5). La construction est 
immédiate en vertu des résultats du premier chapitre, mis à part un fait non trivial : 
même s'il est essentiellement évident que les objets fibrants pour cette structure sont 
les complexes de Kan, il est beaucoup moins clair a priori que les fibrations sont 
exactements les fibrations de Kan. Nous redémontrons ce fait avec une nouvelle mé
thode qui ne fait intervenir ni les espaces topologiques ni les fibrations minimales (on 
donne même une variante de cette preuve dans la troisième section de ce chapitre ; cf. 
2.3.21). 

Dans la deuxième section, on s'intéresse à une variante simpliciale du théorème B 
de Quillen [112]. Autrement dit, on donne des conditions suffisantes pour produire 
des carrés homotopiquement cartésiens (2.2.6 et 2.2.7). On en déduit une caracté-
risation axiomatique de la classe des équivalences faibles simpliciales usuelles (théo
rème 2.2.10). On redémontre de manière élémentaire que les groupes d'homotopie 
supérieurs caractérisent les équivalences faibles d'ensembles simpliciaux. 

La troisième section renoue avec une problématique plus abstraite. Étant donnée 
une petite catégorie A, on étudie comment relier les structures de catégorie de modèles 
fermée sur la catégorie des préfaisceaux sur A avec les structures de catégorie de 
modèles fermée sur la catégorie des préfaisceaux simpliciaux sur A. Pour cela, on 
associe à tout A-localisateur sa complétion simpliciale, laquelle est par définition un 
A x A-localisateur (où A est la catégorie des simplexes). Cette notion, certes technique, 
nous sera utile dans le chapitre suivant. On démontre des sorites de circonstance : un 
A-localisateur est accessible (resp. propre) si et seulement si sa complétion simpliciale 
l'est. En outre, les structures de catégorie de modèles fermée associées à un A-locali
sateur et à sa complétion simpliciales sont canoniquement équivalentes. 
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Chapitre 3. — Dans ce chapitre, on veut étudier la notion de « génération par 
colimites homotopiques ». 

Pour cela, dans le premier chapitre, on introduit la notion de colimite et de limite 
homotopique, et même d'« extension de Kan homotopique » (foncteurs dérivés des 
extensions de Kan). Pour que cela ait un sens, on introduit la notion de catégorie de 
modèles fermée exponentielle : ce sont des catégories de modèles fermées telles que la 
construction des extensions de Kan homotopiques est essentiellement évidente. Bien 
entendu, toutes les structures de catégorie de modèles fermée qui apparaîtront dans ce 
livre seront exponentielles (nous renvoyons le lecteur intéressé à [29, 34, 48, 72] pour 
des constructions de ce type dans un cadre plus général). On montre ensuite comment 
la notion de colimite homotopique garde tout son sens pour la théorie de l'homotopie 
définie par un ^4-localisateur non nécessairement accessible (auquel cas nous n'avons 
pas à disposition de structure de catégorie de modèles fermée, sauf invocation du 
principe de Vopenka). 

La deuxième section de ce chapitre, logiquement indépendante de la première est 
une étude légèrement exotique du plongement de Yoneda et du fait que tout préfais
ceau d'ensembles est une limite inductive de préfaisceaux représentables. Bien que 
son intérêt soit essentiellement technique, elle sera cependant utilisée dans la majeure 
partie du livre, car elle fait intervenir des constructions qui sont fondamentales pour 
étudier la théorie de l'homotopie de Grothendieck. 

Dans la troisième section, on rappelle la notion de localisateur fondamental (3.3.2). 
On énonce les résultats fondamentaux concernant cette notion. En particulier, on rap
pelle comment le foncteur d'intégration (i.e. la construction de Grothendieck) permet 
de définir explicitement les colimites homotopiques (et même, plus généralement, les 
extensions de Kan homotopiques à gauche) dans Cat (3.3.18). 

Dans la quatrième section de ce chapitre, on démontre comment on peut associer 
à tout ^4-localisateur un localisateur fondamental au sens de Grothendieck (défini
tion 3.4.1 et proposition 3.4.3). On définit par ailleurs la notion cruciale de ^-localisa
teur régulier : ce sont les A-localisateurs W tels que tout préfaisceau d'ensembles X est 
canoniquement une colimite homotopique de préfaisceaux représentables. A chaque 
A-localisateur W, on peut associer un A-localisateur régulier, appelé sa completion 
régulière : c'est le plus petit ^4-localisateur régulier qui contient W. On démontre que 
si un A-localisateur est accessible (resp. propre, resp. stable par produits finis), alors 
il en est de même de sa completion régulière. On caractérise de plus les A-localisa-
teurs réguliers comme ceux dont la completion simpliciale contient les équivalences 
faibles d'ensembles simpliciaux argument par argument (théorème 3.4.36). Cela nous 
permet de donner des exemples non triviaux de 74-localisateurs propres qui ne sont 
pas réguliers (3.4.57). 

Chapitre 4. — Ce chapitre est consacré à la démonstration des conjectures de 
Grothendieck sur les catégories test et les localisateurs fondamentaux. 

Dans la première section, on rappelle les notions fondamentales de catégorie test (lo
cale) et de foncteur test (local), ainsi que leurs caractérisations essentielles (voir 4.1.12, 
4.1.14 et 4.1.19 pour les catégories test locales, et 4.1.24 et 4.1.26 pour les foncteurs 
test locaux). On rappelle par ailleurs que pour un localisateur fondamental *W donné, 
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pour toute petite catégorie WA, on peut définir une classe d'équivalences faibles de 
préfaisceaux sur A, notée WA (4.1.3), dont on étudie les premières propriétés. 

Dans la seconde, on commence par prouver que pour un localisateur fondamental 
W une petite catégorie A est une catégorie test locale si et seulement si la classe 
WA est un A-localisateur (4.2.3). Ensuite, pour une petite catégorie A donnée, on 
établit une bijection entre les A-localisateurs test (i.e. réguliers et tels que pour tout 
préfaisceau représentable a sur A, la flèche de a vers le préfaisceau final soit une 
équivalence faible) et les localisateurs fondamentaux tels que A soit une catégorie 
test (théorème 4.2.15). On démontre que cette bijection conserve l'accessibilité (un 
localisateur fondamental est dit accessible s'il est le plus petit localisateur fondamental 
contenant un ensemble de morphismes de Cat). On en déduit deux conjectures de 
Grothendieck : pour tout localisateur fondamental accessible W, et toute catégorie 
test locale A, la catégorie des préfaisceaux sur A admet une structure de catégorie 
de modèles fermée dont les cofibrations sont les monomorphismes, et les équivalences 
faibles, les éléments de WA (4.2.18) ; le localisateur fondamental minimal est formé 
exactement des foncteurs dont le nerf est une équivalence faible simpliciale au sens 
usuel (4.2.19). On donne enfin plusieurs exemples d'équivalences de Quillen entre 
catégories de modèles fermées associées à des catégories test. 

Dans la troisième section, on s'intéresse à la notion de localisateur fondamental 
propre : ce sont les localisateurs fondamentaux W tels que pour toute catégorie test 
A, WA soit un A-localisateur propre. On démontre que cette condition équivaut à 
demander qu'il existe une catégorie test A telle que le A-localisateur r M^ soit propre 
(4.3.24). On en déduit des conditions suffisantes pour qu'un localisateur fondamental 
soit propre (on verra plus loin qu'elles sont en fait nécessaires) : par exemple, si 'W 
est le localisateur fondamental engendré par un foncteur de la forme A —>• e (où e 
désigne la catégorie ponctuelle), alors *W est propre. 

Dans la quatrième section de ce chapitre, on s'intéresse à la théorie de l'homotopie 
sur CatIA définie par une petite catégorie A et un localisateur fondamental (W. On 
démontre ensuite un résultat fondamental concernant les catégories test locales : si A 
est une catégorie test locale, la théorie homotopique définie par *W sur la catégorie des 
préfaisceaux d'ensembles sur A est équivalente à celle définie sur Cat/A (4.4.20). On 
en déduit que si <W est un localisateur fondamental propre, alors pour toute catégorie 
test locale A, le A-localisateur associé WA est propre (4.4.30). 

Chapitre 5. — Dans ce chapitre, on utilise les chapitres précédents pour construire 
des structures de catégorie de modèles fermée sur la catégorie des petites catégories 
Cat. 

La première section consiste à étudier la notion de cofibration formelle dans Cat : 
ce sont les morphismes qui se comportent formellement comme des cofibrations d'une 
structure de catégorie modèles sur Cat dont les équivalences faibles sont les éléments 
d'un localisateur fondamental. 

La deuxième section associe à tout localisateur fondamental accessible *W une 
structure de catégorie de modèles fermée à la Thomason. On vérifie que cette structure 
de catégorie de modèles fermée est propre si et seulement si le localisateur fondamental 
*W est propre. Lorsque *W est le localisateur fondamental minimal, on retrouve de la 
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sorte la structure de catégorie de modèles fermée de Thomason originale. On définit 
ensuite des variantes de ces structures de catégorie de modèles fermée en forçant que 
le foncteur de passage à la catégorie oppposée soit une équivalence de Quillen. 

Dans la troisième section, après avoir rappelé les notions de foncteur propre et 
de foncteur lisse (notions fondamentales dans la théorie de l'homotopie de Grothen-
dieck), on démontre que pour tout localisateur fondamental accessible W, la catégorie 
des petites catégories admet une structure de catégorie de modèles fermée dont les 
équivalences faibles sont les éléments de *W, et dont les fibrations ont le mérite d'être 
à la fois des foncteurs propres et des foncteurs lisses. Cela implique en particulier que 
la catégorie des petites catégories admet une structure de catégorie d'objets fibrants 
(au sens de Brown [22]) dont les équivalences faibles sont les éléments du localisateur 
fondamental minimal (i.e. les équivalences faibles usuelles), et les fibrations, les fonc
teurs à la fois propres et lisses (pour cela il faut aussi invoquer les corollaires 6.4.8 
et 6.4.16). 

Chapitre 6. — Ce chapitre est consacré à la notion de carré homotopiquement 
cartésien dans Cat relativement à un localisateur fondamental accessible (et même, le 
plus souvent, propre). 

La première section consiste à caractériser les carrés homotopiquement cartésiens 
dans les catégories de préfaisceaux sur des catégories test locales. Cela permettra de 
trouver une nouvelle caractérisation des localisateurs fondamentaux propres (6.1.11). 
On montre aussi comment associer canoniquement à tout localisateur fondamental 
accessible un localisateur fondamental propre ayant les mêmes catégorie asphériques 
(6.1.8). On en déduira aussi une amélioration du théorème de minimalité : la classe 
des morphismes de Cat dont le nerf est une équivalence faible d'ensembles simpliciaux 
est le localisateur fondamental faible minimal (6.1.18). En d'autres termes : la théorie 
de l'homotopie est totalement caractérisée par le fait que toute catégorie admettant 
un objet final a un type d'homotopie trivial et par le théorème A de Quillen. 

La seconde section donne des critères dans l'esprit des théorèmes A et B de Quillen 
(mais pour un localisateur fondamental propre général) pour déterminer si un carré 
commutatif est homotopiquement cartésien dans Cat. 

La troisième section complète et utilise la seconde pour définir la notion de fonc
teur fortement localement constant. Pour leur étude, on introduit la notion de trans-
versalité homotopique. Les foncteurs fortement localement constants produisent des 
adjonctions (voire des équivalences) de Quillen entre catégories de préfaisceaux sur 
des catégories test locales (6.3.24 et 6.3.33). On introduit ensuite la notion de foncteur 
excellent. Ce sont des foncteurs fortement localement constants qui ont la propriété 
supplémentaire d'être compatibles aux carrés homotopiquement cartésiens en un sens 
adéquat (6.3.43). 

La quatrième section est consacrée au théorème B de Quillen proprement dit, ainsi 
qu'à quelques reformulations équivalentes (6.4.14 et 6.4.15). On retrouve aussi de la 
même manière quelques versions abstraites du théorème de complétion en groupe 
(6.4.12). On montre par ailleurs que le théorème B de Quillen caractérise en quelque 
sorte le localisateur fondamental minimal (6.4.22). Ces résultats sont ensuite inter
prétés en termes de catégories test locales. 
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La dernière section de ce chapitre établit un lien entre la notion de foncteur (for
tement) localement constant que nous avons déjà définie et une notion de « système 
local homotopique ». On donne pour conclure une reformulation du théorème B de 
Quillen en termes de limites homotopiques à coefficients dans une catégorie de mo
dèles fermée abstraite : les équivalences faibles usuelles de Cat sont caractérisées par 
la « cohomologie à coefficients localement constants » (6.5.11). 

Chapitre 7. —- Ce chapitre est consacré à la théorie de l'homotopie équivariante : 
pour une petite catégorie A, un A-localisateur W, et un préfaisceau de groupes (G 
sur A donnés, on étudie la théorie de l'homotopie des représentations de (G associée à 
W (une représentation de (G est simplement un préfaisceau sur A muni d'une action 
de (G). 

La première section se place dans un cadre abstrait. On explicite une petite catégo
rie $(G telle que la catégorie des représentations de (G soit canoniquement équivalente 
à la catégorie des préfaisceaux d'ensembles sur $(G. Ensuite, on montre comment 
associer au A-localisateur W un $(G-localisateur, puis comment les propriétés fonda
mentales telles que l'accessibilité, la propreté ou la régularité de W peuvent y être 
reflétées. On exhibe en outre des structures de catégorie de modèles fermée sur la 
catégorie des représentations de (G qui ont la particularité que les objets cofibrants 
sont des (G-torseurs relatifs. 

Dans la seconde section, on démontre que si u : A —>• B est un foncteur lisse, et 
si B est une catégorie test locale, alors A est une catégorie test locale (7.2.1). En 
particulier, toute catégorie fibrée sur une catégorie test locale est donc une catégorie 
test locale. I l en résulte que si A est une catégorie test locale, il en est de même de 
la catégorie (B<&. On collecte ensuite les fruits du mariage de la première section et 
de la théorie des catégories test locales. Cela permet de démontrer un théorème de 
correspondance de Galois relativement à (G (scholie 7.2.15). 

La troisième section complète la seconde : elle consiste à produire des carrés ho
motopiquement cartésiens en termes de G-torseurs. Lorsque par exemple (G est un 
groupe simplicial, cela fournit des outils adéquats pour faire le lien entre la théorie 
de l'homotopie des représentations de (G définie par le fait que (B(G est une catégorie 
test locale, et des théories de l'homotopie des représentations de (G plus classiques. 

On démontre ensuite un théorème de classification des (G-torseurs pour un préfais
ceau de groupes (G sur une W00 -catégorie test locale (7.4.14). 

Dans la cinquième et dernière section du chapitre, on utilise pour la première fois la 
théorie des fibrations minimales d'ensembles simpliciaux. Cela permet de démontrer 
que pour toute catégorie test locale A, tout morphisme de préfaisceaux sur A se 
factorise en une cofibration triviale, suivie d'une fibration triviale, puis d'un fibre 
(7.5.5), résultat qui est déjà connu pour les ensembles simpliciaux justement grâce à 
la théorie des fibrations minimales. 

Chapitre 8. — Ce chapitre est consacré à produire des exemples non triviaux de 
catégories test ayant de bonnes propriétés combinatoires, comparables à celles de la 
catégorie des simplexes. 
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Dans la première section, on étudie les catégories squelettiques ; ce sont des catégo
ries ayant de bonnes propriétés combinatoires pour définir et calculer facilement les 
foncteurs squelette et cosquelette. 

Dans la deuxième section, on définit les catégories squelettiques régulières. On 
démontre que si A est une catégorie squelettique régulière, alors tout A-localisateur 
est régulier (8.2.9). On en déduit une meilleure description de la structure de catégorie 
de modèles fermée sur une catégorie de préfaisceaux sur une catégorie test locale 
squelettique et régulière (8.2.18 et 8.2.19). 

Les résultats précédents sont ensuite utilisés dans les deux sections suivantes du 
chapitre pour étudier la théorie de l'homotopie des ensembles simpliciaux symétri
ques et la théorie de l'homotopie des ensembles cubiques. Les ensembles simpliciaux 
symétriques sont les préfaisceaux sur la catégorie T des ensembles finis non vides. 
La catégorie T est une catégorie test stricte. On construit une structure de catégorie 
de modèles fermée propre et à engendrement cofibrant sur la catégorie des ensembles 
simpliciaux symétriques dont les cofibrations ne sont pas tous les mono morphismes, 
mais sont par nature liées à la combinatoire de T (8.3.8). Cette catégorie de modèles 
fermée est équivalente à la catégorie de modèles fermée des ensembles simpliciaux. On 
développe ensuite la théorie de l'homotopie des ensembles cubiques : on obtient de 
la sorte une catégorie de modèles fermée canonique (8.4.38). On établit en outre une 
équivalence de Quillen des ensembles cubiques vers les ensembles simpliciaux (8.4.30). 

Dans la dernière section, on étudie la théorie de l'homotopie des ensembles cy
cliques, c'est à dire des préfaisceaux sur la catégorie A de Connes [38]. On démontre 
que A est une catégorie test locale, ce qui nous permet de retrouver la structure de 
catégorie de modèles fermée de Dwyer, Hopkins et Kan [49] sur la catégorie des en
sembles cycliques (8.5.13). On retrouve par ailleurs que le nerf de A est un espace 
d'Eilenberg-MacLane de type KÇZ, 2). On définit en outre une équivalence de Quillen 
à gauche de la catégorie des ensembles cycliques vers la catégories des représentations 
du groupe simplicial K17L, 1) (8.5.22). 

Chapitre 9. — Dans ce chapitre, on s'intéresse à des localisateurs fondamentaux 
particuliers (le plus souvent d'un point de vue très simplicial). 

La première section rappelle le lien entre les foncteurs cosquelettes et les foncteurs 
de troncation de Postnikov dans la catégorie des ensembles simpliciaux. 

Dans la deuxième, on étudie les localisateurs fondamentaux des n-équivalences 
(formé des morphismes induisant des isomorphismes sur les groupes d'homotopie en 
degrés ^ n) auxquels on associe des catégories test spécifiques (9.2.17). 

Dans la troisième section, on démontre que les localisateurs fondamentaux non 
triviaux sont ceux qui testent la connexité. 

Enfin, dans la dernière section, on associe des localisateurs fondamentaux acces
sibles aux théories (co)homologiques. Cela permet de produire des exemples de loca
lisateurs fondamentaux (et donc aussi de A-localisateurs) accessibles qui ne sont pas 
propres. En effet, les résultats de Serre sur les groupes d'homotopie des sphères imp
liquent que le localisateur fondamental défini par l'homologie singulière à coefficients 
rationnels n'est pas propre. Un autre exemple éclairant : le localisateur fondamental 
défini par l'homologie singulière à coefficients entiers n'est pas propre, et le localisateur 
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xxiv INTRODUCTION 

fondamental propre qui lui est canoniquement associé est défini par la construction + 
de Quillen. 

Notations génériques 
Si C est une catégorie, on notera Ob C la classe de ses objets, et FI C celle de ses 

flèches. On désignera par Cop la catégorie opposée de C. Pour deux objets X et Y de 
C, Home(X, Y) désignera l'ensemble des flèches de X vers Y dans C. Si la catégorie 
C admet un objet final, on désignera souvent cet objet par le symbole ec. 

Si C et (D sont deux catégories, on désignera par J{om(C, T>) la catégorie des 
foncteurs de C vers D. Pour une catégorie C, une petite catégorie / , un foncteur 
F : / —>• C, et un objet i de / , on notera selon les cas F(i) ou Fi l'évaluation de F en 
i. Si la limite inductive (resp. projective) de F est représentable dans C, on la notera 

lim F = lim F 
i 

- lim.Fi 
iei 

(resp. lim F = lim F 
i 

- lim Fi 
iei 

On note Tns la catégorie des ensembles, et Cat celles des petites catégories {Le. 
des catégories C telles que Ob C et FI C soient des ensembles et non des classes). La 
catégorie ponctuelle, Le. la catégorie ayant un seul objet et l'identité de celui-ci comme 
unique morphisme, sera notée e. Pour une petite catégorie A donnée, on notera par 
défaut pA : A —>• e l'unique foncteur de A vers la catégorie ponctuelle. 

Si A est une petite catégorie, on désignera par A = 9{om(Aop', Tns) la catégorie des 
préfaisceaux d'ensembles sur A. On considérera toujours le plonerement de Yoneda 

A —^ A , a l—>• (a! I—>• Hom^(a /, a)) 
comme une inclusion. Autrement dit, si a est un objet de A, on désignera encore par 
a le préfaisceau qu'il représente. 
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C H A P I T R E 1 

C O N S T R U C T I O N S D E C A T É G O R I E S D E MODÈLES 

1.1. Propriétés de stabilité de classes de flèches ou d'objets 

Définition 1.1.1. — Soient C une catégorie, / : X —»- Y et / ' : X' —>• Y' deux flèches 
de C. La flèche / ' est un rétracte de / s'il existe un diagramme commutatif 

X' i X r X' 
f 

Y' 
3 

f 

Y 
s 

Y' 

f 

tel que ri = lxf et sj = ly>. 
On dira qu'une classe de flèches de C est stable par rétractes si tout rétracte d'un 

élément de cette classe est un élément de celle-ci. 

Définition 1.1.2. — Soient C une catégorie admettant des limites inductives, et *J une 
classe de flèches de C. On dira que est stable par images directes, si pour tout carré 
cocartésien dans C 

X 9 X' 

f 
Y h 

f 

Y' , 

si / est un élément de J , alors i l en est de même de On dira que J est stable 
par compositions transfinies si pour tout ensemble bien ordonné / , d'élément ini
tial 0, et tout foncteur X : I —>- C tel que pour tout i G / , i > 0, le morphisme 
lim 

3<i 
XU) X(i) soit un élément de J , alors le morphisme composé transfini 

X(0) limX est un élément de J . 
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Remarque 1.1.3. — On vérifie facilement que la classe J est stable par compositions 
transfinies si et seulement si pour tout ensemble bien ordonné / , d'élément initial 0, et 
tout foncteur X : I —>• C tel que pour tout i G / admettant un successeur i -f 1 dans 
/ , le morphisme X(i) —>- X(i + 1 ) soit dans F̂, et tel que pour tout i € I distinct 
de 0, et n'admettant pas de prédécesseur dans / , le morphisme Uni X(j) —>• X(i) 
soit un isomorphisme, alors le morphisme composé transfini X(0) —>• l imX est un 
élément de J . 

Remarque 1.1 .4. — Dans une catégorie admettant des limites inductives, toute somme 
s'écrit comme un composé transfini d'images directes. On en déduit que toute classe 
de flèches stable par compositions transfinies et par images directes est aussi stable 
par sommes. De même, une telle classe est stable par composition de deux flèches 
composables et contient les isomorphismes. 

Exemple 1.1.5. — Pour toute petite catégorie A, la classe des monomorphismes de 
la catégorie A des préfaisceaux sur A est stable par images directes, compositions 
transfinies et rétractes. 

Lemme 1.1.6. — Soient C une catégorie admettant des limites inductives, et J7 une 
classe de flèches de C. 

(a) Si la classe <J est stable par images directes, pour tout diagramme commutatif 

X0 

X1 

X2 

X 

Yo 

Y1 

Y2 

Y 

dont les faces horizontales sont cocartésiennes, si la flèche k : X± I I X Q YO —>• Y\ est 
dans J', il en est de même de l : X I I X Y¿ —>• Y. 

(b) Si la classe J est stable par images directes, et compositions transfinies, pour 
tout ensemble bien ordonné I , de plus petit élément 0, tout couple de foncteurs X, Y : 
I —>• C, et tout morphisme de foncteurs X —>- Y. si pour tout i dans I . i > 0, la 
flèche lim 

j<i 
Y U lim n<i X3 

Xi —>- Y¿ est dans J , il en est de même du morphisme 
Y IIx0 l imX lim F. 

Démonstration 
(a) On commence par former le diagramme commutatif suivant. 
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x0-

xx •X 

x2 

Y0 Y2 

X1 IIx0 Y0 
X1 II2 Y2 

k 

Yi 

i 

Y 
Le carré horizontal supérieur, ainsi que les deux carrés latéraux du cube étant cocar-
tésiens, il en est de même du carré horizontal inférieur. Le carré oblique étant aussi 
cocartésien, il en est de même de la face avant du prisme. La stabilité de J par images 
directes implique alors que si k est dans J , i l en est de même de l. 

(b) Posons, X[ = lim 
>3<i 

X3, Yl = lim 
n<1 

Yj, i e /, i > o, x'1 = l imX, Y1 = l i m y 
. 

et considérons le foncteur Y J l x X : / —^ C. 
i l—>• Yt UXi X' , i>1 Y3 Ux7 X' Y, UXi X' 

On va montrer que pour tout % dans / , i > 0, la flèche 
Y- Ux, X' = lim 

j<i 
Yj UX] X' Yi UXz X' 

est dans jF, ce qui en vertu de la stabilité de J7 par compositions transfinies impliquera 
que 

0̂ uXo X' lim 
I 

YUX X' = Y' I I X , X' ~ Y' 

est dans y . On commence par former, pour i dans / , i > 0, le diagramme commutatif 
suivant. 

X xt X' 

Y Yl Ux, X% .Y>UX> X' 

Yt Yi UXi X' 

( 1 ) (2) 

(3) 

Comme les carrés (1) et (2) o (1) sont cocartésiens, il en est de même du carré (2). 
Le carré (3) o (2) étant cocartésien, on en déduit qu'il en est de même du carré (3). 
Vu que Y( IIXi Xi —>• Yi est par hypothèse dans J , la stabilité de J par images 
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directes implique que Y( Ux, X' —>- Y\ Ux X' est aussi dans <J, ce qui achève la 
démonstration. 

Proposition 1.1.7'. — Soient C une catégorie admettant des limites inductives, et J 
une classe de flèches de C. Soit J la classe des flèches de la catégorie !ft(C) des 
flèches de C formée des 

X 
f 

Y 
= 

X0 
X Xi 

fo 
Y0 y 

y 
fi 

tels que f : Y Q U X O X \ —>• Y\ soit dans J . 
(a) Si la classe est stable par images directes, il en est de même de J . 
(b) Si la classe f est stable par images directes et compositions transfinies, il en 

est de même de J . 
(c) Si la classe J est stable par rétractes, il en est de même de <J'. 

Démonstration. — Les assertions (a) et (b) résultent aussitôt du lemme 1.1.6. L'as
sertion (c) résulte du fait que / i—• / définit un endofoncteur de la catégorie des flèches 
de C. 

Corollaire 1.1.8. — Soient C, C deux catégories admettant des petites limites in
ductives, F, G : C —>- C deux foncteurs commutant aux petites limites inductives, 
a : F —>- G un morphisme de foncteurs, J une classe de flèches de C, et la 
classe des flèches f : X —>• Y de C telles que le morphisme GX I I F X FY —>• GY 
déduit du carré commutatif 

FX FU) FY 

a 

GX G{f) GY 

x 

soit dans J . 
(a) Si la classe <J est stable par images directes, il en est de même de (JF'. 
(b) Si la classe J est stable par images directes et compositions transfinies, il en 

est de même de J ' . 
(c) Si la classe J est stable par rétractes, il en est de même de f . 

Démonstration. — Le morphisme de foncteurs a définit un foncteur H de C vers 
Tl(C) commutant aux limites inductives. En gardant les notations de la proposition 
précédente, on a J ' — H~1(!P), et le corollaire résulte du fait que l'image réciproque 
d'une classe de flèches stable par images directes, compositions transfinies, ou rétractes 
par un foncteur commutant aux limites inductives satisfait aussi à la même propriété 
de stabilité. 
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Remarque 1.1.9. — La proposition 1.1.7 est le cas particulier du corollaire 1.1.8 ap
pliqué à C — yT(C), F , G les foncteurs source, but, et a le morphisme naturel du 
foncteur source vers le foncteur but. 

Lemme 1.1.10. — Soient C une catégorie admettant des limites inductives, et J une 
classe de flèches de C. 

(a) Si la classe E est stable par composition et images directes, pour tout dia
gramme commutati/ 

x1 

i 

Yi 

Xo 

i 

Y0 

X2 

*2 

Y2 , 

si les morphismes i2 et k : X \ I I X Q YQ —>• Y\ sont dans , alors il en est de même 
pour le morphisme canonique X \ I I X Q X 2 —>• Y\ J l Y o Y2. 

(b) Si la classe f est stable par images directes et compositions transfinies, 
pour tout ensemble bien ordonné I , tout couple de foncteurs X , Y : I —>- C, 
et tout morphisme de foncteurs a : X —>• Y, si pour tout i dans I , la flèche 
lim 

3<i 
Y1 I I lim 3<i 

x2 Xi —>- Yi est dans J i l en est de même de la flèche 
lima : l imX —^ lim Y 

Démonstration 
(a) Considérons le carré cocartésien 

X2 

*2 Y2 

Xl UX0
 X l i 

Xl UX0
 X2 UX2

 Y2 

Comme i2 est dans jF, la stabilité de J par images directes implique que i'2 est dans 
J . Or la flèche canonique X \ H X o X 2 —>• Y\ IIy Y2 est le composé 

X i Ux0
 X 2 

*2 
Xl U X 0

 X ? N X 2 Y2 
l Y2 II x0 

Comme k est dans y , i l résulte du lemme 1.1.6 que / est dans F, et l'assertion résulte 
de la stabilité de par composition. 
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8 CHAPITRE 1. CONSTRUCTIONS DE CATÉGORIES DE MODÈLES 

(b) Notons 0 le plus petit élément de / , et considérons le diagramme commutatif 

k0 limX 

a0 

Yo Y0IIx limX 
a'0 lim a 

m 

l i m y 

En vertu du lemme 1.1.6, le morphisme m est dans J , et par hypothèse, le morphisme 
a0 (qui s'identifie à la flèche lim 

•j<0 
Yj I I lim j<0 x1 Xo Yo est aussi dans J7. La 

stabilité par images directes implique que a'Q est dans J7, et il en est donc de même 
de lim a. 

Lemme 1.1.11. — Soient C une catégorie admettant des limites inductives, et £; J7 

deux classes de flèches de C satisfaisant à la propriété ci-dessous. 

(P) Pour tout couple de morphismes composables f : X —>• Y, g : Y —^ Z dans 
C, si f et gf sont dans J', et g dans rE, alors g est dans J . 

Alors on a les assertions suivantes. 

(a) Si la classe !P est stable par composition et images directes, pour tout dia
gramme commutatif 

Xx 

x 

Y1 

Xo 
i 

Yo 

•X2 

i2 

Y2 . 

si les morphismes i 0 , i l 5 i2 sont dans J7 et k : X\ I I X o YQ —>• Y\ dans H., alors le 
morphisme canonique X\ I I x X2 —>• Y\ I I y Y2 est dans J . 

(b) Si la classe J est stable par images directes et compositions transfinies, pour 
tout ensemble bien ordonné I , de plus petit élément 0, tout couple de foncteurs X, Y : 
I —>- C, et tout morphisme de foncteurs a : X —>- Y, si pour tout i dans I , la flèche 
at est dans J , et si pour tout i > 0, la flèche 

lim 
j<i 

Y U lim n>1 x0 X% Y% 

est dans {E, alors la flèche lim a : limX —>• lim Y est dans <J. 
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Démonstration 
(a) Considérons le carré cocartésien 

X0 
¿0 Yo 

Xi Uxo 
»0 

X i 

Comme i0 est dans , la flèche i'0 aussi. Or le morphisme i1 se décompose en 

x-, i0 Xi UXo Y0 
k s . 

Vu que i1 est dans E et k dans *E, il résulte de la propriété (P) que k est dans J7. Le 
morphisme i 2 étant dans y , l'assertion résulte du lemme 1.1.10. 

(b) En vertu du lemme 1.1.10, il suffit de montrer que pour tout i G / , le mor
phisme mi : lim 

n>1 
y, n lim n<1 x2 Xl Yl est dans J . On raisonne par récur

rence transfinie. Pour i = 0, le morphisme m0 s'identifie à la flèche a0 : Xq —>• Yo, 
qui est par hypothèse dans Soit donc i G / , z > 0, et supposons que pour 
tout j < i, le morphisme m soit dans J7. Le lemme 1.1.10 implique alors que la 
flèche lim •j<i 

a3 : lim 
x>2 x3 lim 

j<i 
Yj est dans J . Considérons le diagramme 

commutatif 
lim 

\j<i 
Xi Xi 

lim 
3<i A0 

lim 
x>1 Yj lim 

•j<i 
Yj 

i 

I I lim j<i 
X2 Xi 

1/2 

x 

Yx . 
La stabilité de J par images directes implique que a[ est dans J7, et comme par 
hypothèse ai est dans J7 et mi dans E, la propriété (P) implique que mi est dans J7, 
ce qui achève la démonstration. 

Définition 1.1.12. — Soient A une petite catégorie, et D une classe d'objets de A. On 
dit que D est saturée par monomorphismes si elle satisfait aux propriétés suivantes. 

(a) Pour tout carré cocartésien 

X 
i 
Y Y' 

X' 

tel que i soit un monomorphisme, si X, Y, et X' sont dans D, il en est de même de Y'. 
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(b) Pour tout ensemble bien ordonné / , et tout foncteur X : / —>• A tel que pour 
tous z, j G / , i ^ j , Xi —> Xj soit un monomorphisme, si pour tout i G / , Xi est 
dans D, i l en est de même de lim Xi. 

(c) Pour tout monomorphisme X' —>• X admettant une rétraction, si X est dans 
D, i l en est de même de X'. 
On remarque que la condition (6), appliquée à l'ensemble ordonné vide, implique que 
l'objet initial 0 de A est dans D, et que les conditions (a) et (b) impliquent la stabilité 
de D par sommes. 

Remarque 1.1.13. — Soient A, B deux petites catégories, et F : A —>• B un foncteui 
commutant aux petites limites inductives et respectant les monomorphismes. Alon 
si D est une classe d'objets de B saturée par monomorphismes, la classe F _ 1 ( D ) esi 
également saturée par monomorphismes. 

1.1.14. — Soit A une petite catégorie. La catégorie Jt A des flèches de A s'identifie 
à la catégorie des foncteurs 9lom{A\,Â), où A\ désigne la catégorie correspondant à 
l'ensemble ordonné {0 < 1}, ou encore à la catégorie Aop x A des préfaisceaux sur 
Aop x A. On dit qu'une classe C de flèches de A est saturée par monomorphismes si la 
classe C, vue comme classe d'objets de la catégorie J l A c± A°p x A, est saturée par 
monomorphismes. Concrètement cela signifie que la classe C satisfait aux conditions 
suivantes. 

(a) Pour tout diagramme commutatif dans A 

X1 

h 

Yi 

xi Xo 

fo 

2/i 
Y0 

x2 x2 

x 

Y2 

Vi 
i 

dans lequel x1 et y1 sont des monomorphismes, si /o, / i , f2 sont dans C, alors la flèche 
canonique X\ J1XQ X2 —>• Y\ I I Y q Y2 est aussi dans C. 

(b) Pour tout ensemble bien ordonné / , tout couple de foncteurs X,Y : I —^ A, 
et tout morphisme de foncteurs a : X —>• Y, si les flèches Xi —>• Xj, Yi —>• Yj, 
i ^ 3, h j £ I , s o n t des monomorphismes, et si les flèches at : Xi —>• Yil i G / , sont 
dans C, alors limcp : l imX —>- lim Y est dans C. 

(c) La classe C est stable par rétractes. 

Lemme 1.1.15. — Soient A, B deux petites catégories, F, G : A —^ B deux fonc
teurs commutant aux petites limites inductives et respectant les monomorphismes, 
a : F —>• G un morphisme de foncteurs, et C une classe de flèches de B saturée par 
monomorphismes. Alors la classe D des objets X de A tels que ax soit dans C est 
saturée par monomorphismes. 
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Démonstration. — Le lemme résulte aussitôt de la remarque 1.1.13, et de l'observa
tion que le morphisme de foncteurs a : F —>• G définit un foncteur H : A —>- Jt B, 
commutant aux petites limites inductives et respectant les monomorphismes, tel que 
D = H-\Q. 

Proposition 1.1.16. — Soient A, B deux petites catégories, F, G : A —>- B deux fonc
teurs commutant aux petites limites inductives et respectant les monomorphismes, 
a : F —>- G un morphisme de foncteurs tel que pour tout préfaisceau X sur A, le 
morphisme ax : FX —>• GX soit un monomorphisme de B, et tel que pour tout 
monomorphisme i : X —>- Y de A, le carré 

(1.1.16.1) 
FX Fi FY 

x i 

GX Gi 
GY 

soit cartésien, et C une classe de flèches de B stable par images directes, compositions 
transfinies et rétractes, et satisfaisant à la propriété suivante. 

(P) Pour tout couple de morphismes composables f : X —>• Y et g : Y —^ Z de 
B, si f et gf sont dans C et si g est un monomorphisme, alors g est dans C. 
Alors la classe D des objets X de A tels que ax soit dans C est saturée par mono
morphismes. 

Démonstration. — Pour tout monomorphisme i : X —>• Y de A, le carré 1.1.16.1 
étant un carré cartésien de B formé de monomorphismes, la flèche 

GX UFX FY GY 

est un monomorphisme, et les conditions (a) et (b) de la saturation de D par mo
nomorphismes résultent respectivement des assertions (a) et (b) du lemme 1.1.11, 
appliqué à la classe F = C, et à la classe *£ formée des monomorphismes de B. La 
condition (c) résulte aussitôt de la stabilité de C par rétractes. 

1.2. Accessibilité 
7.2.7. — Ce paragraphe a pour but de rappeler les techniques élémentaires qui per
mettront d'utiliser l'argument du petit objet assez librement dans les catégories de 
préfaisceaux. Les notions d'accessibilité telles que nous les envisageons ici sont celles 
de SGA 4 (voir [70, exposé I , §9]). 

Lorsque E est un ensemble, on note \E\ son cardinal. 

Définition 1.2.2. — Soit a un cardinal. Un ensemble ordonné I est dit a-filtrant, s'il 
est filtrant, et si tout sous-ensemble de I de cardinal inférieur ou égal à a admet un 
majorant. 
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Remarque 1.2.3. — Dans SGA 4, un ensemble ordonné «-filtrant est appelé un en
semble ordonné grand devant « . I l est immédiat que si /3 ^ « sont deux cardinaux, 
tout ensemble ordonné «-filtrant est /3-filtrant. Si « est un cardinal fini, un ensemble 
ordonné est «-filtrant si et seulement s'il est filtrant. 

Exemple 1.2.4. — Soit « un cardinal. Alors le cardinal successeur de « , vu comme un 
ordinal (et donc comme un ensemble bien ordonné), est «-filtrant. 

Définition 1.2.5. — Soit « un cardinal. Un foncteur F : ÏA —> B est a-accessible si 
pour tout ensemble ordonné «-filtrant / , A admet des limites inductives de type / , 
et F y commute. On dira qu'un foncteur est accessible s'il est «-accessible pour un 
certain cardinal « . 

Soit C une catégorie. Un objet X de C est accessible (resp. a-accessible, pour un 
cardinal « ) , si le foncteur C —>- Tris, Y l—>- Homc(X, Y) l'est. On dit que X est de 
présentation finie s'il est «-accessible pour un cardinal fini « , autrement dit, si le 
foncteur Y l—>- Home(X, Y) commute aux limites inductives filtrantes. 
Remarque 1.2.6. — Si (3 < « , tout foncteur /3-accessible est «-accessible. 

Exemple 1.2.7. — Tout foncteur qui commute aux petites limites inductives est « -
accessible pour tout cardinal « . Le composé de deux foncteurs «-accessibles l'est. Une 
limite inductive de foncteurs «-accessibles est «-accessible. 

Remarque 1.2.8. — Soit A une petite catégorie. Dans la catégorie A des préfaisceaux 
d'ensembles sur A, les objets représentables sont «-accessibles pour tout cardinal « . 
En effet, les limites inductives se calculent terme à terme dans A, ce qui peut se 
reformuler en disant que si a est un objet de A, le foncteur Hom^(a, . ) : A —>• Tns 
commute aux petites limites inductives. 

Proposition 1.2.9'. — Soient A une petite catégorie, et a — \ F\A\. Le foncteur lim : 
!Hom{A, Tns) —>- ŒJIS est a-accessible. (Voir [70, exposé I , corollaire 9.8].) 

Démonstration. — I l est bien connu que dans la catégorie des ensembles, les limites 
inductives filtrantes commutent aux limites projectives finies. On se ramène ainsi 
facilement au cas où A est une catégorie discrète, i.e. un ensemble de cardinal « . En 
effet, si F est un foncteur de A vers Tris, la limite projective de F se calcule comme le 
noyau d'une double flèche dont le but est un produit des F (a) indexé par l'ensemble 
des flèches de A, et la source un produit des F (a) indexé par l'ensemble des objets 
de A. 

Soient / un ensemble ordonné «-filtrant, et (Fa)a^A une famille de foncteurs de / 
vers Tns. I l faut montrer que l'application naturelle 

ó : lim 
I 

n 
a 

Fa n 
a 

lim 
I 

Fa 

est bijective. 
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1.2. ACCESSIBILITÉ 13 

Soient x et y deux éléments de lim]~[n F a . On peut supposer que x et y sont des 
éléments de Y\a -̂ a(̂ o) pour un io G 7 convenable, car / est filtrant. Si <fi{x) = <p(y), 
alors pour tout a G A, il existe za G / tel que :r a = y a dans Fa(z) pour i plus grand 
que za. Comme / est a-filtrant, il existe un i\ G I majorant tous les ia. On a donc 
x = y dans Y[a Fa(z'i), ce qui montre l'injectivité. 

Si z G Y\a lim F a , pour chaque élément a de A, il existe un ia G / tel que 2;a 

provienne de l'ensemble Fa(ia). Encore une fois, vu que / est a-filtrant, il existe un 
majorant i des i a , et donc les images des za dans Fa(i) définissent un antécédent 
de z. 

Proposition 1.2.10. — Soit C une catégorie admettant des limites inductives. On consi
dère un cardinal a, une petite catégorie A, et un foncteur F : A —>• C, tels que pour 
tout a G A, V objet F (a) soit ex-accessible, et on note X = max(a, | F1A|). Alors lim F 
est X-accessible. Voir [70, exposé I , corollaire 9.9].) 

Démonstration. — Soit I un ensemble ordonné À-filtrant, et soit G : I —>• C un 
foncteur. Alors en vertu de la proposition 1.2.9, on a des bijections canoniques 

lim 
I 

Home 'lim F, G 
A 

= lim 
i 

lim 
A°P 

Hom c(F, G) 

= lim 
n-1 

lim 
I 

Hom c(F,C) 

= lim 
A°P 

Home F lim G 
i 

= Home lim F 
A 

lim G' 
n+1 

5 

ce qui montre la proposition. 

Corollaire 1.2.11. — Si A est une petite catégorie, tout préfaisceau X sur A est 
\Fl(A/X)\-accessible. 

Démonstration. — D'après la remarque 1.2.8, cela résulte trivialement de la proposi
tion ci-dessus et du fait que X est la limite inductive dans A du foncteur A/X —>• A, 
(a, u) I—>• a. 

Remarque 1.2.12. — Ce corollaire implique que pour toutes petites catégories A et B 
tout foncteur A —>• B admettant un adjoint à gauche est accessible (ce qui est une 
spécialisation de [70, exposé I , proposition 9.5]). En effet, si D : A —>• B est un tel 
foncteur, et si G en désigne un adjoint à gauche, alors D est défini par la formule 

D(X)b = Hom^(Gf(ò), A) , A G O b i , beObB. 

Définition 1.2.13. — Soit A une petite catégorie, et soit a un cardinal. On dira qu'un 
préfaisceau A sur A est de taille ^ a si pour tout objet a de A, le cardinal de 
l'ensemble A (a) est ^ a. 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2006 



14 CHAPITRE 1. CONSTRUCTIONS DE CATÉGORIES DE MODÈLES 

1.2.14. — Pour chaque cardinal a, on note Acca(A) (resp. Ta(A)) la sous-catégorie 
pleine de A formée des objets «-accessibles (resp. des objets de taille ^ a). 

Proposition 1.2.15. — Soient A une petite catégorie, et a un cardinal infini qui majore 
\F\A\. Alors tout objet de A est la réunion a-filtrante de ses sous-objets a-accessibles. 
En outre, on a Végalité : 

Ta(A) = Acca(A) . 
En particulier, la catégorie Acca(A) est essentiellement petite. 

Démonstration. — Soit X un objet de A. On note / l'ensemble des sous-objets de X 
de taille ^ a, ordonné par l'inclusion. On vérifie aisément qu'il est a-filtrant, et on a 
un foncteur évident F : I —^ A. En outre, on a une flèche canonique lim F —^ X, 
laquelle est un monomorphisme, puisque c'est une limite inductive filtrante de mo
nomorphismes. C'est en fait un isomorphisme puisque tous les objets représentables 
sont de taille ^ a, ainsi que leurs quotients. Si X est a-accessible, l'identité de X 
se factorise donc en X —>• F(ï) —>• X pour un i G I . I l est clair qu'alors l'inclusion 
F(i) —>- X est un épimorphisme, et donc un isomorphisme, ce qui montre que X est 
de taille ^ a. Réciproquement, si X est de taille < a, on a |F1(A/X)| < a, et en 
vertu du corollaire 1.2.11, X est a-accessible, ce qui achève la démonstration, car il 
est évident que la catégorie Ta(A) est essentiellement petite. 

Proposition 1.2.16. — Soient A une petite catégorie, et a un cardinal infini majorant 
\F\A\. Les propriétés suivantes sont vérifiées. 

(a) Toute limite projective finie d7objets a-accessibles de A est et-accessible. 
(b) Tout sous-objet d'un objet a-accessible de A est ex-accessible. 

Démonstration. — La proposition 1.2.15 permet de se ramener dans la situation où 
A est la catégorie des ensembles, auquel cas cette proposition est triviale. 
Proposition 1.2.17. — Soient A et B deux petites catégories, G : A —>- B un foncteur 
accessible. Alors il existe un cardinal a tel que pour tout cardinal f3 ^ a, on ait : 

G(Accp(A)) c Acc(3<*(B) . 
En particulier, si (3Q ^ a, et si ¡3 = 2@°, alors 

G(Accp(A)) c AccpiB) . 
(Voir [70, exposé I , proposition 9.14].) 

Démonstration. — On considère un cardinal infini 7 majorant | Flv4|, tel que G soit 
7-accessible. Comme en vertu de la proposition 1.2.15 la catégorie Acc1{A) est essen
tiellement petite, il résulte du corollaire 1.2.11 qu'il existe un cardinal a ^ 7 , tel que 
tout préfaisceau 7-accessible sur A soit envoyé par le foncteur G sur un préfaisceau 
a-accessible sur B. On considère à présent un cardinal j3 ^ a. Si X est un pré
faisceau /5-accessible sur A, on note / l'ensemble des sous-objets 7-accessibles de X, 
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1.2. ACCESSIBILITÉ 15 

ordonné par l'inclusion. En vertu de la proposition 1.2.15, / est un ensemble ordonné 
7-filtrant, et le foncteur d'inclusion F : I —>• A a pour limite inductive le préfaisceau 
X. Le foncteur G étant 7-accessible par hypothèse, on a un isomorphisme canonique 
lim G F c± GX. Comme en vertu de 1.2.15, X est de taille ^ B, et les préfaisceaux 
appartenant à I de taille < 7, on en déduit facilement que |/| < /37. La proposi
tion 1.2.10 implique donc que GX est f3a-accessible, puisque f3a majore à la fois a et 
(31. Pour achever la démonstration, il suffit de constater que si /3o ^ a, et si ¡3 = 2^°, 
alors on a les égalités pa = (2f3°)a = 2(3°a = 2̂ ° = f3. 

Définition 1.2.18. — On rappelle que si i: K —>• L et p : X —>• Y sont deux flèches 
d'une catégorie C, on dit que i (resp. p) vérifie la propriété de relèvement à gauche 
(resp. à droite) relativement à p (resp. relativement à i ) , si pour tout carré commutatif 
du type suivant dans C 

K a X 

i p 
L b Y 

i l existe une flèche l : L —>- X telle que loi = aetpol = b. 
Lorsque A est une petite catégorie, on dira qu'une flèche p : X —>• Y de A est une 

fibration triviale si elle vérifie la propriété de relèvement à droite relativement à tout 
monomorphisme de A (i.e. si (X, p) est un objet injectif de la catégorie A/Y). 

Définition 1.2.19. — Soit C une catégorie. Si J est une classe de flèches de C, on notera 
l(!F) (resp. r*( jT)), la classe des flèches de C qui vérifient la propriété de relèvement à 
gauche (resp. à droite) relativement à tous les éléments de J . Si F est formée d'un seul 
élément / on notera plus simplement /( /) (resp. r ( / ) ) la classe / ( { / } ) (resp. r(((f))). 

Remarque 1.2.20. — Si C est une catégorie admettant des petites limites inductives, 
alors pour toute classe de flèches J de C, l(!F) est stable par images directes, par 
compositions transfinies, et par rétractes. En particulier, la classe des flèches de C 
formée des flèches qui sont des composés transfinis d'images directes d'éléments de 
jF, notée Cell(.!F), est contenu dans /(r(^F)). On peut montrer que Cell(^") est stable 
par compositions transfînies et par images directes (voir [74, lemme 2.1.2]). Cela 
implique, en particulier, que Cell(jF) et l(F) sont stables par sommes (1.1.4). 

1.2.21. Lemme du rétracte. — Soit C une catégorie. On considère deux morphismes i 
et p de C tels que pi ait un sens. Si pi G l(p), alors pi est un rétracte de i. 

Démonstration. — Voir [74, lemme 1.1.9]. 

Définition 1.2.22. — Soit C une catégorie, et soit I un ensemble de flèches de C. On 
dira que I permet l'argument du petit objet si pour tout morphisme X —>• Y qui est 
un élément de 7, l'objet X est accessible. 
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16 CHAPITRE 1. CONSTRUCTIONS DE CATÉGORIES DE MODÈLES 

Si A est une petite catégorie et / un ensemble de flèches de A, i l résulte du corollaire 
1.2.11 que / permet l'argument du petit objet. 
1.2.23. L'argument du petit objet. — Soient C une petite catégorie, admettant des pe
tites limites inductives, et I un ensemble de flèches de C permettant Vargument du 
petit objet. Alors il existe une factorisation fonctorielle de toute flèche f de C en 
f = pi, où p G r(I), et où i est un composé transfini d'images directes d'éléments de 
I . En outre, tout élément de la classe l(r(I)) est un rétracte de Cell(/) ; ce qui fait de 
l(r(I)) la plus petite classe de flèches de C contenant I , et stable par images directes, 
par compositions transfinies, et par rétractes. 

Démonstration. — Voir [74, théorème 2.1.14 et corollaire 2.1.15]. 

Lemme 1.2.24. — Soit A une petite catégorie. On considère une classe C de mono
morphismes de A et une classe D de préfaisceaux sur A ayant les propriétés suivantes. 

(a) La classe C est stable par images directes et par compositions transfinies. 
(b) Si f : X —Y et g : Y —>- Z sont deux monomorphismes composables de A, 

et si f et gf sont des éléments de C, alors g G C. 
(c) Tout préfaisceau sur A est réunion de ses sous-objets appartenant à D. 
(d) Pour tout élément X —>• Y de C, et tout sous-objet Z de Y appartenant à D, 

il existe un sous-objet T de Y appartenant à D et contenant Z, tel que T D X —T 
soit un élément de C. 

Tnx X 

z T Y 
On note fA£ la classe des éléments de C dont le but est un élément de D. Alors C = 
Cell(fA )̂. Si en outre la classe C est stable par rétractes et s'il existe un ensemble 
D d D tel que tout élément de D soit isomorphe à un élément de D, alors l'ensemble 
I formé des inclusions X —>• Y appartenant à C, et dont le but est dans D, engendre 
C dans le sens où on a les égalités : C = Cell(J) = l(r(I)) . 

Démonstration. — La condition (a) implique que Cell(f^) C C. I l suffit donc de mon
trer l'autre inclusion. Soit i : K —>• L un élément de C. On considère l'ensemble F* 
des sous-objets de L qui sont dans D que l'on munit d'un bon ordre. On note E l'en
semble bien ordonné, d'ensemble sous-jacent F* I I {0}, obtenu de F* en adjoignant 
un nouvel élément initial 0. On va construire une application croissante de E vers 
l'ensemble des sous-objets de L contenant K, ordonné par inclusion, définissant un 
foncteur F : E —^ A tel que F(0) = K, et tel que pour tout X G E, X ^ 0, X soit 
contenu dans F(X), et le morphisme lim 

>X'<X 
F(X') —>- F(X) soit un élément de 

Cell(fA0- En vertu de la condition (c), la flèche K —>- lim F s'identifiera canonique
ment à z, qui sera donc un élément de Cell(fA )̂, ce qui prouvera l'inclusion C C Cell(fA )̂. 
On procède par récurrence transfinie. Pour X = 0, on pose F(0) = K. Supposons que 
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1.2. ACCESSIBILITÉ 17 

pour un A G E, X > 0, on ait construit tous les F(X') pour X' < X. On pose 
V x lim n>x F(X' ) . Alors l'inclusion K —>• V est dans Cell(fAÛ, e t e n particulier 
dans C, et il résulte de la condition (b) qu'il en est de même de V —^ L. Comme A 
est par hypothèse dans D, la condition (d) implique qu'il existe un sous-objet U de 
L, élément de D, contenant A , et tel que l'inclusion U D V —>- U soit dans C. On 
pose alors F(X) = U U V, et on vérifie immédiatement grâce au carré cocartésien 
ci-dessous que V —>- F{X) est un élément de Cell(fA )̂, ce qui achève la construction. 

unv v 

u uuv 
La dernière assertion résulte de l'argument du petit objet appliqué à l'ensemble I 
formé des inclusions appartenant à C dont le but est dans D. 

Remarque 1.2.25. — Le lemme ci-dessus sera le plus souvent appliqué à une classe C de 
monomorphismes stable par rétractes, et avec pour classe d'objets D les préfaisceaux 
o;-accessibles pour un cardinal a bien choisi. 
Définition 1.2.26. — Soit A une petite catégorie. Un modèle cellulaire de A est un 
ensemble M de monomorphismes de A, tel que l(r(fM)) soit la classe des monomor
phismes de A. En vertu du corollaire 1.2.11, et de l'argument du petit objet 1.2.23, la 
classe des monomorphismes de A est alors la plus petite classe de flèches de A stable 
par images directes, compositions transfinies, et rétractes, contenant l'ensemble 

Proposition 1.2.27. — Toute catégorie de préfaisceaux sur une petite catégorie admet 
un modèle cellulaire formé de monomorphismes dont le but est un quotient de pré
faisceaux représentables. 

Démonstration. — Cela résulte du lemme 1.2.24 appliqué à la classe C de tous les 
monomorphismes de la catégorie de préfaisceaux considérée, et à la classe D des pré
faisceaux quotients de réprésentables. 

Corollaire 1.2.28. — Soit A une petite catégorie. Alors il existe une factorisation fonc-
torielle de toute flèche f de A en f = pi où i est un monomorphisme et où p est une 
fibration triviale (cf. 1.2.18). 

Démonstration. — Cela résulte du corollaire 1.2.11 et de la proposition 1.2.27, qui 
permettent d'appliquer l'argument du petit objet. 

Remarque 1.2.29. — Contrairement à ce qui est affirmé dans les articles de Jardine 
(comme par exemple [78, 79, 80, 83, 63]), on ne peut pas toujours prendre pour 
modèle cellulaire l'ensemble des monomorphismes dont le but est un préfaisceau re
présentable. Pour un contre-exemple, considérons un groupe non trivial G. Si on consi
dère G comme une catégorie à un objet, les préfaisceaux sur G sont les G-ensembles, 
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18 CHAPITRE 1. CONSTRUCTIONS DE CATÉGORIES DE MODÈLES 

c'est-à-dire les ensembles munis d'une action de G (à droite). Le seul préfaisceau re
présentable est alors l'ensemble G muni de l'action par translations, lequel n'a que 
deux sous-objets : le sous-objet vide, et le sous-objet plein. Posons 

M = {0 _ » G, G —G} . 

Le morphisme de G vers le G-ensemble final vérifie la propriété de relèvement à 
droite relativement à M, mais il ne vérifie pas la propriété de relèvement à droite 
relativement au morphisme du G-ensemble vide vers le G-ensemble final. I l s'ensuit 
donc que M n'est pas un modèle cellulaire (ce contre-exemple reste valable même si 
on passe aux G-ensembles simpliciaux). 

Cela n'affecte pas les résultats de Jardine dans la mesure où ils n'utilisent en fait que 
l'existence de modèles cellulaires dans les catégories de faisceaux, ce qui se démontre 
comme dans le cas des préfaisceaux traité ci-dessus (voir par exemple [33]). 

Lemme 1.2.30. — Soient A une petite catégorie, et 9V[ un modèle cellulaire de A. Alors 
toute classe d'objets de A saturée par monomorphismes et contenant Vensemble des 
sources et des buts des flèches appartenant à M est égale à la classe Ob A de tous les 
objets de A. 

Démonstration. — Le lemme résulte facilement de l'argument du petit objet appliqué 
à 5W, qui permet d'affirmer que pour tout préfaisceau X, la flèche 0 —>• X est un 
rétracte d'un composé transfini d'images directes d'éléments de fW, et implique en 
particulier que 0 figure parmi les sources des flèches de fM. 

Proposition 1.2.31. — Soient A, B deux petites catégories, M un modèle cellulaire de 
A, C une classe de flèches de B saturée par monomorphismes, F, G : A —>• B deux 
foncteurs commutant aux petites limites inductives et respectant les monomorphismes, 
et a : F —>- G un morphisme de foncteurs tel que pour tout X source ou but d'une 
flèche appartenant à 0\{, le morphisme ax soit dans C. Alors pour tout objet X de A 
la flèche ax est dans C. 

Démonstration. — La proposition est conséquence directe du lemme précédent et du 
lemme 1.1.15. 

Lemme 1.2.32. — Soit A une petite catégorie. 
(a) On considère un diagramme commutati} de A de la forme ci-dessous. 

Xi i X0 
X2 X2 . 

il (1) io (2) Ì2 
Si 

Si So S2 S2 
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Si les morphismes i2 et k : XiUx0So —>- Si sont des monomorphismes, le morphisme 
canonique 

Xi I I x 0 X2 —>• Si I I s0 S2 

est un monomorphisme. 
(b) Pour tout diagramme commutatif de A de la forme 

Xi xi x0 
X2 x2 

il (1) i (2) il 
Sx Si So 

S2 
s2 

3i x+1 3o (2') 32 

Y1 

yi 
Y0 V2 

Y2 5 

si les flèches verticales et les morphismes xi, si et yi sont des monomorphismes, et 
si les carrés (1) et ( l 7 ) sont cartésiens, alors le morphisme canonique 

(Xi x S l Y!) U(XoXSoYo} (X2 xS2 Y2) —- (X1 UXo X2) xiSluSos2) (Yi UYo Y2) 

est un isomorphisme. 
(c) Pour toute famille de diagrammes de A de la forme 

Xi Yi 

Si 1 

le morphisme canonique 

U 
i 

Xi <S: Vi I I 
i 

Xi X u 
I 

Si ' I I 
I 

Yi 

est un isomorphisme. 

Remarque 1.233. — Pour que le morphisme k de l'énoncé (a) soit un monomor
phisme, il suffit que le carré (1) soit cartésien, et que les flèches %i et si soient des 
monomorphismes. 

Démonstration. — L'assertion (a) résulte aussitôt du lemme 1.1.10, (a), appli
qué à la classe des monomorphismes de A, et l'assertion (c) est une consé
quence immédiate du fait que les sommes dans A sont disjointes et universelles. 
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Pour montrer (b) considérons le diagramme 

x1nY1 x0r\Y0 x2r\Y2 

X! Xg, Y1 X0 xSo Yq X2 xS2 Y2 

Xi X0- X 2 . 

On remarque grâce à l'égalité 

x1 n Fi n Xo = Xo n Y0 

que le carré de gauche est cartésien. I l résulte donc de la remarque 1.2.33 et de (a) 
que la flèche canonique 

(Xi n Y,) u(XonYo) (X2 n Y2) xr uXo x2 

est un monomorphisme. On vérifie de la même manière que le morphisme canonique 

(x1 n u(XonYo) (x2 n Y 2 ) —» n uYo Y2 

est un monomorphisme. On a d'autre part le diagramme commutatif suivant dans À, 
dont toutes les faces horizontales sont cocartésiennes. 

X1 U Y1 •Y, 

X i X i U Y Ì 

x 0 n Yo - Yo 

Xo X q U F o 

x 2 n y 2 Y2 

x2 •X2UY2 

On en déduit un carré cocartésien 

( X i n y j i i ^ n * , ) (x2nY2) X\ IIX0X2 

Y1 UYo Y2 (X1UY1)U(XoUYo) (X2UY2) . 
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Or en vertu de ce qui précède, toutes les flèches de ce carré sont des monomorphismes, 
ce qui implique qu'il est aussi cartésien. Considérons à présent le diagramme commu-
tatif ci-après. 

X1UY1 • XQ U YQ X2UY2 

Si So S2 

Les trois flèches verticales sont des monomorphismes, ainsi que les flèches horizontales 
du carré de gauche. Les égalités 

{x1 u n So = (x1 n s0) u (Yi n s0) = X0UY0 

montrent que le carré de gauche est cartésien. I l résulte donc de la remarque 1.2.33 
et de (a) que la flèche canonique 

(xx u Y{) u(XoUYo) (x2 u y 2 ) — Si uSo s2 

est un monomorphisme. Cela implique que le carré suivant est cartésien, 

( ^ n y i ) u Î W o ) (x2nr2) Y1 UYo Y2 

Xi JIXQ X2 Si LI^q S2 . 

et démontre (b). 

1.2.34. — On rappelle ici succinctement une construction relative à la factorisation 
par l'argument du petit objet, et on développe quelques-unes de ses propriétés. Ces 
considérations forment un cas particulier de certaines constructions de [72, cha
pitre 16], qui se révèlent un peu plus simples dans le cadre des catégories de pré
faisceaux. 

On considère à présent une petite catégorie A, un ensemble f7\£ de monomorphismes 
de A, et un ensemble bien ordonné À. On note 0 le plus petit élément de À, et pour 
/ i G À, on note + 1 son successeur lorsqu'il existe dans À. On définit alors un foncteur 
L : A —>• A, et un morphisme de foncteurs / : 1^ —>- L par la « méthode du petit 
objet » : on commence par définir deux foncteurs S, B : A —>• A en posant pour 
chaque objet X de A 

SX = 
c 

U 
DG^iiomÄ(C,X) 

U G 

et 
BX = 

c 
n 

De9{YtomÄ(C,X) 
n I 
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22 CHAPITRE 1. CONSTRUCTIONS DE CATÉGORIES DE MODÈLES 

et on obtient deux morphismes de foncteurs évidents S —>• B et S —>- 1^. On forme 
ensuite le carré cocartésien suivant : 

S- A 

C 

B ¿ 1 

Pour ¡JL G À, on définit le foncteur Lµ par induction transfinie en posant LQ — 1?, 
puis L n+1 = L1 Lµ et lorsque \i n'est pas un élément successeur, on pose L M = 
lim 

l/<fJL 
L2 la limite étant définie par les morphismes de foncteurs l \ L v : L v —>• Lu+\. 

On définit enfin le foncteur L - lim 
aEY 

I et on obtient en outre par composition 
transfinie un morphisme de foncteurs l : 1 ^ —>• L. On remarque que par construction, 
si X est un préfaisceau sur A , lx '• X —>• LX est un composé transfini d'images 
directes d'éléments de f7\£, et donc un élément de l(r(9\[)). C'est en particulier un 
monomorphisme. 

Proposition 1.2.35. — Le foncteur L vérifie les propriétés suivantes. 
(a) Il respecte les monomorphismes. 
(b) Si X —^ Z etY —^ Z sont deux monomorphismes de A , la flèche canonique 

L(X n Y) —^ L(X) n L(Y) est un isomorphisme. 
(c) // est accessible. 

Démonstration. — Pour montrer (a) et (6), on remarque qu'il suffit de montrer les 
énoncés analogues pour le foncteur L i , car les limites inductives filtrantes sont exactes. 
Pour tout préfaisceau C sur A on note KQ le foncteur 

Kc : 'Ens —^ À , Eh-^ E 
E 

C . 

On vérifie immédiatement qu'il commute aux produits fibres, et donc, en particulier, 
qu'il respecte les monomorphismes. On remarque que 

5 = 
u:C 

n 
Devi 

S resp. B = 
u:C 

U 
D E N 

Bu i 

où Su : A —>• A (resp. Bu : A —>• 4̂) est le composé du foncteur 

HomA(C, . ) : A —>- Tns 

suivi du foncteur Kc (resp. Ko)- I l est immédiat que les foncteurs de types Su et Bu 

commutent aux produits fibres. Vu que les monomorphismes sont stables par sommes, 
on en déduit que les foncteurs S et B respectent les monomorphismes, et i l résulte de 
l'assertion (c) du lemme 1.2.32, qu'ils respectent les intersections de sous-objets. Enfin, 
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1.3. EXTENSIONS ANODINES 23 

on s'aperçoit aussitôt que pour tout monomorphisme X —>• Y, le carré ci-dessous est 
formé de monomorphismes et est cartésien. 

SX- BX 

SY BY 
L'assertion (a) (resp. (b)) est donc conséquence de la partie (a) (resp. (b)) du 
lemme 1.2.32. 

On remarque qu'en vertu du corollaire 1.2.11, les foncteurs S et B sont accessibles 
(car le composé d'un foncteur accessible avec un foncteur qui commute aux petites 
limites inductives est accessible et toute somme de foncteurs accessibles est accessible). 
On en déduit que le foncteur L\ l'est aussi. La propriété (c) résulte immédiatement du 
fait que les foncteurs accessibles sont stables par composition et par limites inductives. 

1.3. Extensions anodines 
Définition 1.3.1. — Soit A une petite catégorie. Un cylindre d'un préfaisceau X sur 
A est un quadruplet 

(IX,d°x,dx,ax) 
correspondant à un diagramme commutatif du type suivant dans A : 

X x 

°x 
IX 

ax X 
y 

X lx 7 

et tel que (dXì dx) : X I I X —>• IX soit un monomorphisme. 
Un morphisme de cylindres 

(IX,d°x,dx,ax) {IY,dY,dY,aY) 
est une paire de morphismes ip : X —^ Y et ip : IX —>• IY tels que ^de

x = dyip, 
pour s = 0,1, et (pax = aYip. 

X 9ex IX i X 

k i x 

Y x+1 IY 
n-1 

Y 

On note Cyl(A) la catégorie des cylindres de A. 
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24 CHAPITRE 1. CONSTRUCTIONS DE CATÉGORIES DE MODÈLES 

Un cylindre fonctoriel sur A est une section du foncteur 

Cyl(A) —^ A , (IX,d°x,dXlax)^X , 

i.e. c'est un quadruplet (/, <9°, d 1 , cr), où / est un foncteur de la catégorie Â vers 
elle-même, et où d 0 , ^ 1 : 1^ —>• / sont des morphismes de foncteurs admettant une 
rétraction fonctorielle commune cr, tels que pour tout préfaisceau X sur A, le mor
phisme (dXldx) soit un monomorphisme. 

1.3.2. — Si X est un préfaisceau sur A, on notera I <g> X le préfaisceau / (X ) , et 
parfois aussi de g> l x = dE

x : X —^ I g) X, E = 0,1, cr g) l x = crx : J (g) X —^ X. 
Autrement dit, on voit la catégorie des foncteurs 9{om(A,A) comme une catégorie 
monoïdale stricte (le produit tensoriel étant donné par la composition des foncteurs), 
et A comme un module sur celle-ci. Ainsi, pour tout endofoncteur F de A et tout 
préfaisceau X sur A, on a F g) X = E(X), pour tout morphisme de préfaisceaux / , 
IF <8> f = F(f)i et pour tout morphisme d'endofoncteurs a, a g) l x = ax. On notera 
<9/ le foncteur X l—>- dl g) X = X I I X. Le couple (5°, d 1) définit donc une inclusion 
canonique i de dl dans / . 

Définition 1.3.3. — Soient 3 = (/, <9°, (91, cr) un cylindre fonctoriel sur une petite 
catégorie A, et uo,ui : X —>- Y deux flèches de A. Une 3-homotopie (ou encore 
homotopie, lorsque aucune ambiguïté n'en résulte) de UQ vers u\ est un morphisme 
h : I g) X —^ 7 de A tel que /i(<9£ g) lx) = u£i pour e = 0,1. Si une telle homotopie 
existe, on dit que uo est 3-homotope de façon élémentaire à u\. On appelle rela
tion de 3-homotopie la relation d'équivalence engendrée par la relation d'homotopie 
élémentaire. 

Remarque 1.3.4. — On vérifie immédiatement que la relation d'homotopie est compa
tible à la composition. On notera hj(A) la catégorie quotient, et Q : A —>- hj(A) le 
foncteur canonique. On dira qu'une flèche f de A est une 3-équivalence d'homotopie 
si Q(f) est un isomorphisme de hj(A). 

Un préfaisceau X sur A sera dit 3-contractile si le morphisme de X vers l'objet 
final de A est une ^-équivalence d'homotopie. 

Lemme 1.3.5. — Soit A une petite catégorie. Si p : X —>• Y est une fibration triviale 
de A (1.2.18), alors elle admet une section, et pour toute section s de p et tout cylindre 
(IX, dx, dx, o~x) de X, il existe une flèche h : IX —>- X de A telle que 

hdx = l x , hdx = sp , ph = pax . 

En particulier, une fibration triviale est une 3-équivalence d'homotopie pour tout cy
lindre fonctoriel 3 sur A. 
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1.3. EXTENSIONS ANODINES 25 

Démonstration. — Soit p : X —>- Y une fibration triviale de A. On commence par 
remarquer que comme 0 —>• Y est un monomorphisme, le carré suivant admet un 
relèvement 

0 X 

p 
Y 

1y 
Y , 

ce qui implique que p admet une section s : Y —>• X. Pour tout cylindre 
(IX, dx, dx, ax) de X, on obtient un carré commutatif : 

xux (lx ,sp) X 
(x41) Y1

0 

P 

IX P&X 
Y . 

Ce dernier admet un relèvement h : IX —>• X, puisque (d°x,dx) est un monomor
phisme. On a donc les formules hdx = l x , hdx = sp et ph = po~Xl ce qui prouve le 
lemme. 

Définition 1.3.6. — Une donnée homotopique élémentaire sur une petite catégorie A 
est un cylindre fonctoriel 3 = (7, <9°, d1, a) vérifiant les axiomes suivants. 

D H 1 Le foncteur I commute aux petites limites inductives et respecte les mono
morphismes. 

D H 2 Pour tout monomorphisme j : K —>• L dans A, les carrés ci-dessous sont 
cartésiens (e = 0 , 1 ) : 

K j L 
de®lK d£®lL 

I®K x+2 
I ®L . 

Remarque 1.3.7. — Si on a un carré cartésien dans À 

R S 

T U i 
et si les flèches S —>• U et T —>• U sont des monomorphismes, alors la flèche cano
nique T II¿2 S —>• U est un monomorphisme, et on la notera T U S —>• U. 

Si 3 est une donnée homotopique élémentaire sur A, on note {s} —>• 7, e = 0 , 1 , le 
sous-objet de 7, image du morphisme d£ : 1A —^ 7. Pour chaque préfaisceau X sur 
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26 CHAPITRE 1. CONSTRUCTIONS DE CATÉGORIES DE MODÈLES 

A, le morphisme dx = d£ (g l x s'identifie donc à l'inclusion {e} 0 X —^ / g) X. Pour 
tout monomorphisme j : K —>• L dans Â, on en déduit une inclusion 

I (g A U {e} (g L —^ 7 (g) L , 

correspondant au carré cartésien 

f (E) k l{e}®j E O L 

De O 1k dE®lL 

I®K 
i O 

7(8)1/ . 

D'autre part, on remarque que comme les sommes sont universelles dans Â, i l résulte 
de D H 2 que pour tout monomorphisme j : K —^ L de préfaisceaux sur A, on a un 
carré cartésien 

dI®K ldi<8>3 dI®L 

1 O k i O r 
L O k 

i O l 
I ®L , 

d'où une inclusion 
I (g KUdI (g L —^ I (g L . 

Enfin, comme en vertu de D H 1 le foncteur I commute aux petites limites inductives, 
il commute en particulier aux sommes binaires, et pour tout préfaisceau K sur A, on 
a un isomorphisme canonique I (g) dl (g K ~ dl (&I<S>K = Iç>§KlII® K. 

Exemple 1.3.8. — Soient A une petite catégorie, et I = ( i , ^ 0 , ^ 1 ) , un segment sépa
rant de A, c'est-à-dire un préfaisceau I sur A muni de deux sections globales disjointes 
d° et d1. On en déduit un cylindre fonctoriel J défini par le foncteur 

X i—>- I x X 
et par les formules «9̂  = de x l x , £ = 0 , 1 , ox — pr2 (où pr2 : I x X —>• X désigne la 
deuxième projection). On vérifie facilement que ce cylindre fonctoriel est une donnée 
homotopique élémentaire. 

Exemple 1.3.9. — Soit A une petite catégorie. L1 objet de Lawvere L de i est le pré
faisceau sur A défini par 

a l—>• L(a) = {sous-objets du préfaisceau représenté par a} 

(pour une flèche u : a a' de A, l'application de L(a') vers L(a) est définie en 
associant à chaque sous-objet de a' son image réciproque par u). L'universalité des 
limites inductives dans A implique immédiatement que l'objet de Lawvere classifie les 
sous-objets des préfaisceaux, ou autrement dit, que pour tout préfaisceau X sur A, 
on a une bijection canonique 

Hom^(X, L) ~ {sous-objets du préfaisceau X } 
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(voir [94, propositions 1.3.1 et III.7.3] ou [96, 1.5.5]). Soit A0 (resp. A1) la section 
globale de L définie par le sous-objet plein (resp. vide) de l'objet final de A. On a 
alors essentiellement par définition le carré cartésien suivant. 

0 A 

6A A1 

A0 

L 

Autrement dit, IL = (L, À^À1) est un segment séparant appelé le segment de Law-
vere. Le cylindre fonctoriel correspondant £ est le cylindre de Lawvere. La donnée 
homotopique élémentaire ainsi obtenue jouera un rôle important par la suite (dû au 
fait que le préfaisceau L est un objet injectif de A, ce qu'on vérifie aussitôt ; voir [94, 
proposition VI. 10.1]). 

Définition 1.3.10. — Soient A une petite catégorie, et 3 = (/, d°, d 1 , cr) une donnée 
homotopique élémentaire sur A. Une classe d'extensions anodines relatives à 3 est 
une classe de flèches An de A satisfaisant aux conditions suivantes. 

AnO II existe un ensemble A de monomorphismes de A tel que An = Z(r(A)). 
Anl Si K —>- L est un monomorphisme de A, alors I ® K \J {e} g) L —>- / g> L 

est dans An, e = 0,1. 
An2 Si K —>• L est dans An, alors il en est de même de I g) K U dl (g L —>• I g) L . 

Si A est un ensemble de monomorphismes de A tel que An = Z(r(A)), on dira que A 
engendre la classe An, ou qu'il est un ensemble générateur des extensions anodines. 

Remarque 1.3.11. — I l résulte de la remarque 1.2.20 et de la condition AnO que la 
classe An est stable par images directes, compositions transfinies et rétractes. Plus 
précisément, comme en vertu du corollaire 1.2.11 l'ensemble A permet l'argument du 
petit objet 1.2.23, la condition AnO implique que la classe An est formée des rétractes 
des composés transfinis des images directes des morphismes de A. En particulier, les 
flèches de A appartenant à An sont des monomorphismes. D'autre part, comme en 
vertu de DH1 le foncteur / commute aux petites limites inductives, on a / g) 0 ~ 0, 
et il résulte de la condition Anl , appliquée à K = 0 —>- L, que pour tout objet L de 
A les morphismes d£

L : L —^ I g) L, e — 0,1, sont dans An. Enfin, on a /(An) C An. 
En effet, si j : K —>• L est dans An, et si l'on forme le carré cocartésien 

K 3 L 

8° 
°K 

7<g> K 
3 

/ 0 X U { O } g ) L . 
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on remarque que le morphisme I(j) = lj<S>j : I <g> K —^ 7® L est le composé de j ' et 
de l'inclusion 7 ® 7T U {0} ® L —>• 7 ® L. Ces deux flèches étant dans An, la première 
par stabilité par images directes, et la deuxième en vertu de la condition Anl , cela 
prouve l'assertion. 

1.3.12. — Soient A une petite catégorie, 3 = (7, <9°, «91, cr) une donnée homotopique 
élémentaire sur A, S un ensemble de monomorphismes de A, et 9V[ un modèle cellulaire 
de A (ce qui existe en vertu de la proposition 1.2.27). On note Aj(S, M) l'ensemble 
des monomorphismes de A défini par 

A° (S, M) = S U {7 ® K U {s} ® L —^I®L\K^L M, e = 0,1} . 
Si T est un ensemble de monomorphismes de Â, on lui associe l'ensemble de mono
morphismes 

A(T) = {I®KudI®L —>- I Ç§ L \ K —>• L G T} . 
On définit alors par récurrence des ensembles Aj(5, fW) par la formule 

A n+l (S,M) A A n 3 5,fW 7 
puis on pose 

A 3 'S, M = Un>0 A n 3 (S,M) 
Autrement dit, A3(5, !M) est le plus petit ensemble de flèches de Â qui contient 
A§ (S, *M) et qui est stable par l'opération A. 

Proposition 1.3.13. — Soient A une petite catégorie munie d'une donnée homotopique 
élémentaire 3 = (7, <9°, d 1 , a) ? et S un ensemble de monomorphismes de A. Alors il 
existe une plus petite classe d'extensions anodines relatives à 3 contenant S. De plus, 
si 9vt est un modèle cellulaire de A, cette classe est égale à /(r(Aj(5 f, iW))). 

Démonstration. — Soit An une classe d'extensions anodines relatives à 3 contenant 
S. Montrons que l(r(Aj(S, M))) C An. Comme S C An, et comme f7V7 est formé de 
monomorphismes, il résulte de la condition Anl que A3 (S, ïM) C An. Si T C An, la 
condition An2 implique que A(T) C An. On en déduit que A3 (S, fW) C An. La classe 
An étant, en vertu de la remarque 1.3.11, stable par images directes, compositions 
transfinies, et rétractes, et l(r(Aj(S1 iM"))) étant la plus petite classe de flèches ayant 
ces propriétés et contenant Aj(S,!M) (par l'argument du petit objet 1.2.23), on en 
déduit que IMA3(S,M))) c An. 

I l reste à montrer que l(r(Aj(S, ^M.))) est une classe d'extensions anodines de À re
latives à 3 et contenant S. On a S C A3(S, M) C l(r(Aj(S, M))), et comme A3(S, M) 
est un ensemble, la condition AnO est évidente. 

Pour montrer la condition Anl , considérons la classe *B des monomorphismes 
K —>- L de A tels que 

7® KU {e} ® L -^I®Lel{r{A3{S,M))) . 
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Comme Ag(5, M) C /(r(A a (5, 51 )̂)), on a M C B, et en vertu du corollaire 1.1.8, ® 
est stable par images directes, compositions transfinies, et rétractes. Les monomor
phismes étant la plus petite classe contenant et satisfaisant à ces propriétés, il 
s'ensuit que tout monomorphisme de A est dans (B1 ce qui pouve Anl . 

Pour montrer la condition An2, considérons la classe C des monomorphismes 
K —>• L de A tels que 

I® ΚΌ dl® L I®L€l(r{A3(S,M))) . 

Comme A3 (S, M) C /(r(A 3(5 f, fW))), et comme A3 (S, fW) est stable par l'opération A, 
on en déduit que A3(5, Wt) C C. En vertu du corollaire 1.1.8, C est stable par images 
directes, compositions transfinies, et rétractes, et il résulte de l'argument du petit 
objet 1.2.23 que l(r(Aj(S, fW))) est la plus petite classe satisfaisant à ces propriétés 
et contenant A^(S,iM). On en déduit que C contient l(r(Aj(S, fM))), ce qui prouve 
la condition An2, et achève la démonstration 

Définition 1.3.14. — Une structure homotopique (resp. une donnée homotopique) sur 
une petite catégorie A est un couple (3, An) (resp. (3, S)) formé d'une donnée homoto
pique élémentaire 3, et d'une classe d'extensions anodines An relatives à 3 (resp. d'un 
ensemble de monomorphismes S de A). Si (3, S) est une donnée homotopique sur A, 
on note Anj(S) la plus petite classe d'extensions anodines relatives à 3 contenant 5, 
et on dit que (3, Anj(S)) est la structure homotopique sur A engendrée par la donnée 
homotopique (3, S), et que An3(S) est la classe d'extensions anodines définie par cette 
donnée homotopique. Si S = 0 , on pose An3 = Ari3(0). Autrement dit, An3 est la 
plus petite classe d'extensions anodines relatives à 3. 

En vertu de la proposition précédente, si iM est un modèle cellulaire de A, pour 
tout ensemble S de monomorphismes de Â, on a 

An3(S) = Z(r(A3(S,aO)) . 

D'autre part, toute structure homotopique (3, An) sur A est engendrée par une donnée 
homotopique, puisqu'en vertu de la condition AnO, il existe un ensemble de mono
morphismes A de A tel que An = /(r(A)), et qu'alors la donnée homotopique (3, A) 
engendre (3, An). 

Remarque 1.3.15. — Les techniques de la démonstration de la proposition ci-dessus 
permettent d'affiner l'ensemble générateur des extensions anodines dans le cas suivant. 
Soient A une petite catégorie, (/, <9°,<91) un segment séparant de A, et 3 la donnée 
homotopique élémentaire correspondante (cf. exemple 1.3.8). On se donne un modèle 
cellulaire fW de Â, et on forme l'ensemble Aj(fW )̂ des monomorphismes de la forme 

I x K U {e} x L —^ I x L 
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pour e = 0,1, et K —^ L e 9À. (avec les notations du paragraphe 1.3.12, A'I(M) = 
A§(0, M)). Alors on a l'égalité 

An3 = l(r(A'j(M))) . 

En effet, on démontre comme dans la proposition précédente que l(r(Aj(!M))) C An3 
et que Z(r(Aj(fW))) satisfait aux conditions AnO et Anl . Pour établir la conditio! 
An2, on procède aussi comme dans cette proposition, en remarquant que la conditio! 
Anl implique l'inclusion 

A(A' 7(^)) C l(r{K'j(M))) , 

car pour toute flèche K —>• L dans le morphisme 
I x (/ x K U {e} x L) U dl x (/ x L) —^ I x (I x L) 

est isomorphe (par permutation des deux premiers facteurs) au morphisme 
I x (I x K U dl x L) U {e} x (I x L) —>- I x (I x L) 

qui est dans l(r(Aj(iM))) par Anl . 

Lemme 1.3.16. — Soient A une petite catégorie, 3 = (/, <9°, d1, a) une donnée homo
topique élémentaire sur A, et C une classe de monomorphismes de A vérifiant les 
conditions suivantes. 

(a) La classe C est stable par compositions et par images directes. 
(b) Si u : X —>- Y et v : Y —>- Z sont deux monomorphismes de A, et si vu et u 

sont dans C, alors v est dans C. 
(c) Pour tout préfaisceau X sur A, les inclusions dx : X —>• I ® X, e = 0,1, sont 

dans C. 
Alors on a /(C) C C, et la classe C satisfait aux conditions Anl et An2 des extensions 
anodines. En outre, si S est un ensemble de monomorphismes de A tel que S G C, et 
fy[ un modèle cellulaire de A, Vensemble Aj(S, !M) défini par la donnée homotopique 
(3,S) est contenu dans C. 

Démonstration. — Soit u : X —^ Y un élément de C. Alors I(u) = 1/ 0 u est dans 
C : en effet, on a un carré commutatif 

X u Y 
8° a» 
I®X 

x O u l O Y , 

dans lequel les flèches verticales sont dans C (en vertu de (c)), et dont la flèche 
horizontale du haut est dans C ; i l résulte donc de la stabilité par compositions et de 
(b) que la flèche horizontale du bas est bien dans C. 
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Montrons que C satisfait à la condition Anl . Soit K —>• L un monomorphisme de 
A, et formons, pour e = 0, 1 le diagramme commutatif 

{e} 0 K \e} 0 L 

O 2 (1) e 

d O K I 0 K U {s} 0 L 

/ 0 L 5 

dont toutes les flèches sont des monomorphismes. En vertu de (c), de
K et <9£ sont dans 

C, et comme le carré (1) est cocartésien la stabilité de C par images directes implique 
que le morphisme {s} (g L —>• I (g K U {s} g) L est dans C. I l résulte donc de (b) que 
la flèche I ® K U {e} ® L —>• 7 (g L appartient aussi à C. 

Pour montrer que C satisfait à la condition An2, soit u : A —>• Y un élément de 
C, et formons le diagramme commutatif 

dl (g A l+1 O u dI®Y 

(2) 

/ (g A 7 g) A U a/ (g Y 

1 O u • I®Y . 

dont toutes les flèches sont des monomorphismes. On remarque que (a) implique que 
C est stable par sommes finies, et en particulier que lgi 0 u est dans C. Comme le 
carré (2) est cocartésien, on en déduit que le morphisme I (g A —^ I 0 A U dl (g Y 
est dans C. I l résulte donc de (b) que la flèche i" (g A U <9J g> F —>- / 0 F appartient 
aussi à C. 

Pour montrer la dernière assertion, on remarque, en reprenant les notations du 
paragraphe 1.3.12, que l'inclusion S C C, et le fait que C satisfait à la condition 
Anl impliquent que C contient l'ensemble A§(5, fW). Comme la classe C satisfait 
aussi à la condition An2, elle est stable par l'opérateur A , ce qui prouve l'inclusion 
Anr(5f, 9ÀA C C, et achève la démonstration. 

13.17. — La notion de catégorie de modèles que nous considérerons ici est celle de 
[74], laquelle est un peu plus restrictive que celle de Quillen [109, 111], mais nous 
arriverons naturellement dans ce cadre. 

Définition 1.3.18. — Une catégorie de modèles fermée est la donnée d'un quadruplet 
(C, W, Fib, Cof), où C est une catégorie, et où W, Fib, Cof sont des classes de flèches 
de C, dont les éléments sont appelés respectivement des équivalences faibles, des fi
brations, et des cofibrations, tel que les axiomes suivants soient vérifiés (on appelle 
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fibrations triviales (resp. cofibrations triviales) les flèches de C qui sont à la fois des 
fibrations (resp. des cofibrations) et des équivalences faibles). 

CM1 La catégorie C admet des petites limites inductives et projectives. 
CM2 Dans tout triangle commutatif de C, si deux des flèches sont des équivalences 

faibles, alors la troisième en est une. 
CM3 Les classes W, Fib et Cof sont stables par rétractes. 
CM4 Toute cofibration triviale (resp. fibration triviale) vérifie la propriété de 

relèvement à gauche (resp. à droite) relativement à toute fibration (resp. à toute 
cofibration). 

CM5 II existe deux factorisations fonctorielles de toute flèche / de C en / = pi et 
f = QJ, où. p et q sont des fibrations, i et j des cofibrations, i et q des équivalences 
faibles. 

Une catégorie de modèles fermée (C, W, Fib, Cof) est à engendrement cofibrant s'il 
existe deux ensembles de flèches I et J de C, permettant tous deux l'argument du 
petit objet, et tels que Z(r(/)) = Cof et Z(r(J)) = Cof nW. On dira alors que le couple 
(J, J) engendre ladite structure de catégorie de modèles fermée. 

1.3.19. — Soient C une catégorie, et (W une classe de flèches de C. On note Ho(C) = 
fW~1C la localisation de C par W, catégorie obtenue en inversant les éléments de 
la classe <W. Cette localisation existe toujours, mais en général les morphismes entre 
deux objets de Ho(C) peuvent former une classe (par opposition à un ensemble). On 
dispose donc par définition d'un foncteur canonique, appelé foncteur de localisation, 

7 : C —>- Ho(C) 
vérifiant la propriété universelle suivante. Pour tout foncteur F : C —>• Œ) envoyant 
les éléments de *W sur des isomorphismes de (D, i l existe un unique foncteur G : 
Ho(C) —>- (D tel que le triangle ci-dessous commute. 

C F D 

y 
G 

Ho(C) 
Le foncteur 7 est l'identité sur les objets. On fera donc parfois l'abus de notation 
consistant à voir un objet X de C comme un objet de la catégorie homotopique 
Ho(C). 

On dit que la partie *W est fortement saturée si toute flèche de C dont l'image 
par le foncteur de localisation est un isomorphisme dans Ho(C) est contenue dans la 
classe CW. Par exemple, la classe des équivalences faibles d'une catégorie de modèles 
fermée est toujours fortement saturée (voir [109, chap. I , sec. 5, prop. 1]). 

1.3.20. — Dans la suite de cette section, on se fixe une petite catégorie A, et une 
structure homotopique (3, An) sur A, où 3 = (7, <9°, d1, a). 
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Définition 1.3.21. — Une cofibration est un monomorphisme de A. On notera Cof la 
classe des cofibrations de A. 

Une fibration triviale est un morphisme de préfaisceaux sur A vérifiant la propriété 
de relèvement à droite relativement aux monomorphismes. 

Une extension anodine est un élément de la classe An. 
Une fibration naïve est un morphisme de préfaisceaux sur A vérifiant la propriété 

de relèvement à droite relativement aux extensions anodines. On note FibN la classe 
des fîbrations naïves. 

Un objet X de A est fibrant si la flèche X —>• e~ de X vers l'objet final de A est 
une fibration naïve. 

Une flèche / : X —>• Y de A est une équivalence faible si pour tout objet fibrant 
T, l'application 

T : H o m M A ) ( y , T ) H o m M A ) ( X , T ) 

est bijective. On note W la classe des équivalences faibles. 
Une cofibration triviale est un morphisme de préfaisceaux sur A qui est à la fois 

une cofibration (i.e. un monomorphisme) et une équivalence faible. 
Enfin, une fibration est un morphisme de préfaisceaux sur A vérifiant la propriété 

de relèvement à droite relativement aux cofibrations triviales. La classe des fibrations 
sera désignée par Fib. 

Cette section sera consacrée à la démonstration de l'énoncé ci-dessous. 

Théorème 1.3.22. — Avec les définitions ci-dessus, (Â, W, Fib, Cof) est une catégorie 
de modèles fermée à engendrement cofibrant. 

1.3.23. — On dira que (Â, W, Fib, Cof) est la structure de catégorie de modèles fermée 
sur A définie par la structure homotopique (3, An). Si (3, S) est une donnée homo
topique qui engendre la structure homotopique (3, An), on dira que la catégorie de 
modèles est engendrée par cette donnée. 

On verra plus loin que les objets fibrants correspondant à cette structure de ca
tégorie de modèles fermée sont les préfaisceaux fibrants définis ci-dessus (cf. 1.3.36). 
En particulier, la catégorie homotopique correspondant à la structure de catégorie de 
modèles du théorème 1.3.22 (Le. la localisation de A par les équivalences faibles) est 
canoniquement équivalente à la sous-catégorie pleine de hj (A) formée des préfaisceaux 
fibrants. 

Remarque 1.3.24. — On remarque immédiatement que toute 3-équivalence d'homo-
topie est une équivalence faible, et que la classe des équivalences faibles est une partie 
fortement saturée de F1Â (1.3.19). En particulier, la classe des équivalences faibles 
vérifie l'axiome CM2, et est stable par rétractes. 
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Définition 1.3.25. — Une flèche / : X —>• Y de A est un rétracte par déformation fort 
(resp. le dual d'un rétracte par déformation fort) s'il existe deux flèches g : Y —^ X 
et h: I ® Y —^ Y (resp. k : I g> X —^ X) telles que : 

i) QÎ = l x (resp. fg = 1Y) ; 
h) hdY = l y et hdY = /<7 (resp. /c<9̂  = l x et kdx = gf) ; 
iii) h(lj ®f)= aY(lj 0 / ) (resp. fk = fax)). 

Proposition 1.3.26. — Toute fibration triviale est le dual d'un rétracte par déformation 
fort. De plus, toute section d'une fibration triviale, est un rétracte par déformation 
fort. 

Démonstration. — La première assertion est conséquence directe du lemme 1.3.5. 
Soit p : X —>• Y une fibration triviale. Une section s : Y —>• X de p définit un carré 
commutatif 

I (g Y U dl g) X (soy,(lx,sp)) X 

p 
I®X 

V<?x Y 

qui admet un relèvement h : I<S>X —>• X. En particulier, on a hdx = l x , hdx = sp, 
et h(li (g) s) — SO~Y — o~x(li (£) s), ce qui prouve que s est un rétracte par déformation 
fort. 

Proposition 1.3.27. — Un morphisme de A est une fibration triviale si et seulement 
s'il est à la fois une fibration et une équivalence faible. 

Démonstration. — Comme toute 3-équivalence d'homotopie est une équivalence 
faible, la proposition ci-dessus implique que toute fibration triviale en est une. 
Comme toute cofibration triviale est en particulier un monomorphisme, toute fi
bration triviale est une fibration. Réciproquement, soit p : X —>• Y une fibration 
appartenant à W. Par le corollaire 1.2.28, il existe une factorisation de p en p = qj, 
où j est une cofibration, et où q est une fibration triviale. En vertu de ce qui précède, 
q est une équivalence faible, donc j est une cofibration triviale. Comme p est une 
fibration, le lemme du rétracte implique que p est un rétracte de g, ce qui prouve que 
p est une fibration triviale. 

Remarque 1.3.28. — On peut à présent faire l'analyse de ce qu'il manque pour dé
montrer le théorème 1.3.22. Les axiomes CM1, CM2, CM3 sont immédiats, l'axiome 
CM4 résulte de la proposition précédente, et de la définition des fibrations, le corol
laire 1.2.28 assurant une moitié de l'axiome CM5. Cela signifie qu'il suffit de montrer 
que toute flèche / de A se factorise (par l'argument du petit objet) en une cofibration 
triviale suivie d'une fibration. 
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Proposition 1.3.29. — II existe une factorisation fonctorielle de toute flèche f de A 
en f = pi, où p est une fibration naïve, et où i est une extension anodine (et même 
un composé transfini d'images directes d'éléments de A, si A désigne un ensemble de 
flèches de A tel que An = l(r(A))). 

Démonstration. — Soit A un ensemble de flèches de A tel que An = l(r(A)). Le 
corollaire 1.2.11 permet d'appliquer l'argument du petit objet à l'ensemble A. On en 
déduit l'existence d'une factorisation fonctorielle de toute flèche / de A en / = pi, où 
p est une fibration naïve, et où i est un composé transfini d'images directes d'éléments 
de A, et en particulier une extension anodine. 

Lemme 1.3.30. — Soient K et T deux objets de A, T étant fibrant. Alors la relation 
de 3-homotopie élémentaire sur Horn^(K,T) est une relation d'équivalence, et elle 
coïncide donc à la relation de 3-homotopie. En particulier, si u,v : K —>- T sont 
deux morphismes de préfaisceaux, alors u — v dans hj(A) si et seulement s'il existe 
un morphisme h : / 0 K —>- T tel que h(d° 0 1K) = u et h(dx 0 1K) = v. 

Démonstration. — La réflexivité est immédiate : si u : K —>• T est une flèche de À, 
UGK : I 0 K —T est une homotopie de u vers u. 

Montrons que si u,v,w : K —^ T sont trois flèches de A, et s'il existe une 3-
homotopie h : I 0 K —>• T de u vers v, et une 3-homotopie k : I 0 K —>• T de u 
vers u>, alors il existe une 3-homotopie l : 10 K —>• T de v vers w. Par hypothèse on 
a donc 

h(d° 0 1K) = u , hid1 0 1K) = v , 
k(d° 0 1K) = u , kid1 0 1K) = w . 

En remarquant que / 0 dl 0 K ~ (10 K) I I (10 K) et {0} 0 1 0 K ~ 10 K, les deux 
égalités de la première colonne permettent de définir une flèche 

/ 0 dl 0 K U {0} 0 / 0 K {{h,k),uaK) T . 
La condition Anl des extensions anodines appliquée à l'inclusion dl 0 / —>• I 0 K 
implique que 

/ 0 dl 0 K U {0} 0 / 0 K — ^ 7 0/07^ 
est une extension anodine, et comme T est fibrant, on obtient un relèvement H 

I 0 dl 0 K U {0} 0 I 0 K ((h,k),uaK) T 

7 0 / 0 K 
H 

, 

de sorte que 
#(l/<g>0°<g>lK) = h , i 7 ( l / 0 a 1 0 l K ) = k , # ( (9 o 0 17 0 1K) =U(TK . 
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On pose Z = H(dx 0 1/0 1^)- On a alors les relations 
l(do^lK) = H(d10lI^lK)(do^lK) = H(lI^do^lK)(d10lK) = h(d1 ®lK) = v , 
Kd1 ®lK) = H(d1 0 1 / 0 l ^ ) ( d 1 ®1K) = H(1I (g) a 1 0l^)(<9 1 ®lK) = k(d1 ®lK) = w . 
Le morphisme l : I <g> K —>• T est donc une homotopie de v vers w. 

En appliquant ce résultat à w — u et k = uaK, on en déduit que la relation 
d'homotopie élémentaire est symétrique. La transitivité est conséquence immédiate 
de ce même résultat et de la symétrie. 
Proposition 1.3.31. — Toute extension anodine est une équivalence faible. 

Démonstration. — Soient j : K —>- L une extension anodine, et T un objet fibrant 
de A. I l s'agit de montrer que l'application 

f : H o m M A ) ( L , T ) — H o m M A ) (If, T ) 
est bijective. La surjectivité est immédiate : soit k : K —>- T une flèche de À. I l existe 
un relèvement l de j sous k : 

K k T 
3 l 

L , 
On a donc l'égalité j * l — k. 

Pour montrer l'injectivité, on considère deux flèches lo,l\ : L—*~ T telles que 
loj = hj dans hj(A). Par le lemme 1.3.30, il existe un morphisme h : I (g K —>- T tel 
que hd^ = loj et hdx

K = l\j. On en déduit une flèche u : 10 KUdIg) L —^ T , définie 
par u = (h, (lo,h)), et comme grâce à la condition An2, 10 K U dl 0 L —>• 10 L est 
une extension anodine, on a le relèvement suivant : 

I 0 K U dl 0 L u T 

H 
l O L . 

On a donc les égalités Hds
L — l£l pour e = 0,1, autrement dit, lo — h dans h^(A). 

Lemme 1.3.32. — Soit f : X —>• y ime flèche de A, les préfaisceaux X et Y étant 
fibrants. Pour que le morphisme f soit une équivalence faible, il faut et il suffit qu'il 
soit une 3-équivalence d'homotopie (î.e. que Q(f) soit un isomorphisme de hj(A)). 

Démonstration. — I l est immédiat que c'est une condition suffisante. Réciproque
ment, supposons que / soit une équivalence faible, et notons hj(A) la sous-catégorie 
pleine de hy(A) formée des objets fibrants. Par hypothèse, l'image Q(f) de / dans 
hj(A) est une flèche de hUA), et pour tout objet T de h'~,(A), l'application 

Q(f)* : Komh,j(A)(Y,T) Homh,j(A)(X,T) 
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est bijective. Le lemme de Yoneda implique que Q(f) est un isomorphisme de h3(A), 
donc aussi de hi (A), ce qui prouve le lemme. 

Lemme 1.3.33. — Soit p : X —>• Y une fibration naïve. Les conditions suivantes sont 
équivalentes. 

(a) La flèche p est une fibration triviale. 
(b) La flèche p est le dual d'un rétracte par déformation fort. 

Démonstration. — L'implication (a) =>• (b) résulte de la proposition 1.3.26. 
I l reste donc à montrer l'implication (b) (a). On se donne donc des morphismes 

s : Y —>- X et k : I<g>X —^ X tels que ps = l y , kdx — l x , kdx = sp, et pk — pcrx, 
et on veut montrer que p est une fibration triviale. On considère un monomorphisme 
i : K —^ L, et un carré commutatif dans A, 

K a X 

i p 
L b 

Y , 

dont on va montrer qu'il admet un relèvement l. Les égalités fc(lj <g) a)dK = kdxa = 
spa = sbi permettent de définir une flèche (k(li<S)à), sb) : 7g)7CU{l}(8)L —>• X, et les 
égalités psb = b = boLd\ et pk(\i 0 a) = pax(li <g> a) = paaK = biaK = baL(li 0 i) 
montrent que le carré ci-dessous est commutatif. 

7(8) ATU{l}(g)L (fc(lj®a), sb) - X 

j P 

7(8)L xi L 
b Y 

Comme en vertu de la condition Anl , j est une extension anodine, ce carré admet un 
relèvement h : I <8> L —>- X. On pose / = hd^. Alors on a pi — phd^ — baLd^ = b et 
li = hd^i — h(lj (g) i)dK — k(lj (g) a)dK = kdxa = a, ce qui prouve l'assertion. 

Lemme 1.3.34. — Une fibration naïve de but fibrant est une équivalence faible si et 
seulement si c 'est une fibration triviale. 

Démonstration. — Soit p : X —>- Y une fibration naïve de but fibrant, et supposons 
que p soit une équivalence faible. Par le lemme 1.3.32, p est alors une 3-équivalence 
d'homotopie (i.e. Q(p) est un isomorphisme), et il résulte du lemme 1.3.30 qu'il existe 
une flèche t : Y —>• X, et une flèche k : I®Y —>- Y, telles que kdy = l y et kdy — pt. 
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On a donc un carré commutatif 

Y t X 
dir v 
I O Y 

k Y 

qui admet un relèvement kf : I (g>Y —^ X. On pose s = k'dY. Alors ps — pk'dY = 
kdy = ly. D'autre part, comme Q(p) est un isomorphisme, on a aussi Q(s)Q(p) = lx, 
et donc par le lemme 1.3.30, i l existe une 3-homotopie de lx vers sp. On se donne 
donc une flèche h : I <g) X —^ X telle que hdx = l x et hdx = sp. On a alors un 
carré commutatif 

dI®X 
x 

xux 

r)1 

adI®X ^dxudx 

I®dI®X 
\i ι®χπι®χ 

(dx,dx) (h,sph) 

I®X 
spax 

X 1 

ce qui définit une flèche (spaXl (h, sph)) : {1} 0 / 0 I U / 0 ^/ 0 I —>- X. On a 
d'autre part les relations 

pspax = phdxax = ph(U (g) crx)d}^x , 
p(h,sph) = (ph,ph) = ph(lT <g> <T x)(1J 0 ^ , 1/ ® dx) , 

ce qui montre la commutativité du carré suivant, 

{ l } (g) / (g)XU I® dl® Χ {spax, {h, sph)) 
X 

(di®x,(li®dx,li®£>x)) P 

I® I (g> χ 
li<g>ax 

I0X 
h 

X p Y 5 

ce dernier admettant un relèvement H : I <g> I (g) X —>- X. On pose K — Hdj^x. 
Alors on a 

Kd°x = Hd^xdx = H(lj 0 d°x)d°x = hd°x = l x , 
Kdx = Hd°wxdx = H(h 0 dx)dx = sphd°x = sP , 
pK = pHd^x = ph(U 0 o~x)d^x = phdxax = pax . 

Le lemme 1.3.33 montre que p est une fibration triviale. La réciproque résulte de la 
proposition 1.3.27. 

Corollaire 1.3.35. — Une cofibration de but fibrant est une équivalence faible si et 
seulement si c'est une extension anodine. 
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Démonstration. — Comme en vertu de la proposition 1.3.31 toute extension anodine 
est une équivalence faible, i l suffit de montrer qu'une cofibration i de but fibrant qui 
est une équivalence faible est une extension anodine. On factorise i en i = qj, où 
j est une extension anodine, et où q est une fibration naïve (cf. proposition 1.3.29). 
Comme j est en particulier une équivalence faible, i l en est de même de c/, et par 
la proposition ci-dessus, q est une fibration triviale. On en déduit que q vérifie la 
propriété de relèvement à droite relativement à i , et par le lemme du rétracte, i est 
un rétracte de ce qui montre que i est une extension anodine. 

Proposition 1336. — Une cofibration est une équivalence faible si et seulement si elle 
vérifie la propriété de relèvement à gauche relativement à la classe des fibrations naïves 
de but fibrant. En particulier, toute fibration naïve de but fibrant est une fibration, et 
pour tout préfaisceau X sur A, l'unique flèche X —e~ de X vers l'objet final de A 
est une fibration si et seulement si X est fibrant. 

Démonstration. — Soit i : K —>• L une cofibration. I l existe une extension anodine de 
but fibrant j : L —>• L' (par la proposition 1.3.29, en factorisant l'unique morphisme 
L —>• e-), et en vertu du corollaire 1.3.35, i est une équivalence faible si et seulement 
si ji est une extension anodine. 

Supposons que i soit une équivalence faible, et considérons un carré commutatif 

(1.3.36.1) 
K a X 

i p 
L b Y 

où la flèche p est une fibration naïve de but fibrant. On veut montrer qu'il admet un 
relèvement. Comme Y est fibrant, et comme j est une extension anodine, il existe un 
morphisme b' : L' —^ Y tel que b'j = b. On obtient un carré commutatif 

(1.3.36.2) 
K a X 

i p 
L' b' Y , 

lequel admet un relèvement l : L' —>• X. On a alors les égalités Iji = a et 
plj — b'j — b. Le morphisme Ij est donc un relèvement du carré (1.3.36.1). 

Réciproquement, si i vérifie la propriété de relèvement à gauche relativement à la 
classe des fibrations naïves de but fibrant, on factorise ji en ji — pk, où k : K —>- K' 
est une extension anodine, et p : K' —>- L f est une fibration naïve (1.3.29). Vu que i et 
j vérifient la propriété de relèvement à gauche relativement à p, i l en est de même de 
ji. On en déduit que ji est un rétracte de k, et donc que c'est une extension anodine. 
Par conséquent, i est une équivalence faible. 
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Corollaire 1.3.37. — Les cofibrations triviales sont stables par compositions transfinies 
et par images directes. 

Démonstration. — Cela résulte immédiatement de la proposition précédente et de la 
remarque 1.2.20. 

Lemme 1.3.38. — Tout rétracte par déformation fort est une extension anodine. 

Démonstration. — Soit i : K —>• L un rétracte par déformation fort. Alors par dé
finition, il existe des morphismes r : L —>• K, h : I 0 L —>• L, tels que ri = l x , 
hd^ = 11, hd\ = ir, et h(li g) i) = o~L(li (g) z). Considérons un carré commutatif 

K u X 

i p 
L V Y . 

dans lequel p est une fibration naïve, et montrons qu'il admet un relèvement. On 
remarque qu'on a 

puaK = viaK - vaL(lj g) i) = vh(lj g> i) , 
pur = vir — vhd\ , 

d'où un carré commutatif 

Jg) A T U { l }g ) L 
(uaK, ur) 

X 

I O L 
vh 

P 

Y i 

ce dernier admettant un relèvement k : I g) L —>• X. On pose / = kd^. On a alors 
U — kd^i = k(li (g ï)dK = uaKdK — u, et pl = pkd^ = vhd^ = v, ce qui prouve 
l'assertion. 

Lemme 1.3.39. — Toute extension anodine de source et de but fibrants est un rétracte 
par déformation fort. 

Démonstration. — Soit i : K —>• L une extension anodine de source et de but fi
brants. Comme K est fibrant on obtient un relèvement 

K 1K K 

i r 
L , 
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ce qui permet de définir le morphisme (icrK, (11, ir)) : / 0 K U dl (g L —>• I g) L . 
Comme L est fibrant, on en déduit un relèvement h 

I®KUdI®L (iaK, (lL,ir)) L 

I O L 
h 

Alors on a hd^ — 11, hd\ = i r , et h(li g) i) = ioK = o~L(li g) i ) , ce qui prouve que z 
est un rétracte par déformation fort. 

L'énoncé suivant, ainsi que sa démonstration, sont directement inspirés de leurs 
analogues dans [72]. 

Proposition 1.3.40. — Pour tout cardinal assez grand a, si on pose (3 = 2a, pour 
toute cofibration triviale i : C —>• D, et pour tout sous-objet /3-accessible J de D, il 
existe un sous-objet f3-accessible K de D, qui contient J, tel que l'inclusion canonique 
C H K —^ K soit une cofibration triviale. 

Démonstration. — En vertu de la condition AnO des extensions anodines, il existe 
un ensemble A d'extensions anodines tel que An = /(r(A)). On va utiliser la proposi
tion 1.2.35, appliquée au foncteur L : A —>• A défini à partir de l'ensemble fA£ = A et 
d'un ensemble bien ordonné bien choisi, tel que pour tout préfaisceau X sur A, LX 
soit fibrant. (Pour cela, i l suffit de prendre un ensemble bien ordonné 7-filtrant, pour 
un cardinal infini 7 tel que toute source d'une flèche de A soit 7-accessible ; voir la 
section sur l'argument du petit objet dans [74] pour plus de détails). On reprendra les 
mêmes notations que celles de 1.2.35. En vertu des propositions 1.2.15, 1.2.17 et 1.2.35 
on a les propriétés suivantes : 

(a) le foncteur L respecte les monomorphismes; 
(b) si X —>- Z et Y —>• Z sont deux monomorphismes de A, la flèche canonique 

L(X H Y) —>- L(X) n L(Y) est un isomorphisme ; 
(c) les foncteurs L et I sont accessibles. Par conséquent, il existe un cardinal CVQ tel 

que pour tout cardinal a ^ ao, les foncteurs L et I soient a-accessibles, et si (3 = 2 a , 
alors L et I envoient tout objet /̂ -accessible de A sur un objet /̂ -accessible ; 

(d) i l existe un cardinal (3Q tel que pour tout cardinal (3 ̂  /?o, tout préfaisceau X 
sur A soit la réunion /^-filtrante de ses sous-objets ¡3-accessibles ; 

(e) il existe un morphisme de foncteurs l : 1^ —>• L tel que pour tout préfaisceau 
X sur A, lx soit une extension anodine. 
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Considérons une cofibration triviale i : C —>- D. On a alors un carré commutatif 

C le LC 

i Li 
D ID LD 

I l résulte des propriétés (a) et (e) ci-dessus que Li est une cofibration triviale, et 
comme elle est de source et de but fibrants, le corollaire 1.3.35 et le lemme 1.3.39 
impliquent que c'est un rétracte par déformation fort. I l existe donc des morphismes 
r : LD —>• LC, et h : / 0 LD —>- LD, tels que rLi = I l cs , hDLD

0= I l d , hd\D — 
L(i)r, et h(li g) Li) = aLD(li 0 Li). 

On choisit un cardinal infini a assez grand (i.e. majorant les cardinaux ao et (3o 
des conditions (c) et (d) ci-dessus), on note a + le cardinal successeur de a, vu comme 
un ensemble bien ordonné, puis on pose (3 — 2a. On sait que oj + est un ensemble 
ordonné a-filtrant, et que a + ^ ¡3. 

On se donne un sous-objet ¡3-accessible J de D. On va construire une suite de 
sous-objets /̂ -accessibles de D 

K0 C • • • C K1 C K1+1 C • • • C D , 7 G a + , 

telle que Ko contienne J , et telle que pour tout 7 G o j + , si l'on note j 7 : K1 —^ D 
l'inclusion, on ait une factorisation A:7 

(1.3.40.1) 

I 0 LKry i o • LK1+\ 

l/<g>L(j7) l (n+1) 

I 0 n 

du morphisme / i ( l / 0 L? 7) par LK1+\ (nécessairement unique, puisqu'en vertu de la 
condition (a), la flèche L ( j 7 + i ) est un monomorphisme). Pour cela, on procède par 
récurrence transfinie. Pour 7 = 0, on pose Ko = J. Si 7 > 0, et si on a construit les K1> 
pour tout 7' < 7, on pose K' = lim 

V<7 
A 7 / . Alors K' est toujours ^-accessible par 

la proposition 1.2.10, ainsi que I 0 LK^, par la condition (c). Comme en vertu de la 
propriété (d), D est la réunion /^-filtrante de ses sous-objets /̂ -accessibles, et comme 
le foncteur L est /3-accessible et respecte les monomorphismes, LD est la réunion 
/3-filtrante de ses sous-objets de la forme LD', D' sous-objet (3-accessible de D. On 
en déduit que le composé de l'inclusion / 0 LK^ —>• I 0 LD et du morphisme h : 
10 LD —>• LD se factorise par un sous-objet LK" de LD, avec K" sous-préfaisceau 
/3-accessible de D. On pose enfin K1 — K^ U K", ce qui achève la construction de la 
suite A 7 , 7 G a + . 
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Soit K = lim 
e a + 

K1. La proposition 1.2.10 montre que K est un objet (3-
accessible. Grâce à l'a-accessibilité de L et de / , on a les identifications suivantes 

LK = lim 
7£a+ 

LK1 , et / 0 LK = lim 
y E a+ 

J 0 L i f 7 . 

Le carré 1.3.40.1 permet donc d'obtenir par passage à la limite inductive un carré 
commutatif 

I®LK k LK 

li®Lj Lj 

I&LD 
h LD 1 

où k est la limite inductive des morphismes /c7, et j : K —>• D l'inclusion. 
On remarque que pour tout 7 G a + , on a les égalités : 

L ( i ) rL ( j 7 ) = hdlDL(j7) = h(lT 0 L(j7))dlK^ = L(j^+1)k^dlKry , 

d'où l'existence d'une unique flèche s 7 : LK1 —>• LC Pi LK1^ri rendant commutatif 
le diagramme 

(1.3.40.2) 

LK^ 
D l +n 

d 

i+1 
LC H LK~+1 LK1+i 

LC 
Lj^+i 

Li LD 

Grâce à l'universalité des limites inductives dans A, à l'a-accessibilité de L, et à la 
propriété (b) ci dessus, on a les identifications suivantes 

CnK lim 
a E D 

CHK7 , et L(CHK) = lim 
7£qî+ 

LC H LK7 . 

Le diagramme 1.3.40.2 permet donc d'obtenir par passage à la limite inductive un 
diagramme commutatif 

LK 
^ s 

A 1 l k 

rLj 
L(Cf\K) Li' LK 

Lj' Lj 

LC Li LD . 

où s est la limite inductive des morphismes s 7, et i' : C Pi K —>• K, f : CnK —>• C 
sont les inclusions. 
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On en déduit que kd\K — L(i')s, ainsi que les égalités 
L(f)sL(i') = rL{j)L(if) = rL(i)L(f) = L{f) , 
L{J)kdlK = HU 0 L(j))d°LK = hd°LDL(j) = L(j) , 
L(j)k(li 0 Li') = h{U 0 Lj)(l! 0 Li') = / i ( l 7 <g> Li)(lT 0 Lf) 

= aLD(lT 0 Li)(lT 0 Lf) = c r L D ( l 7 0 L j ) ( l j 0 
= L(j)aLK(lj ® Li') . 

Comme en vertu de la propriété (a), L(j) et L^' 7) sont des monomorphismes, on a 
donc sL(i') — IL(CHK), kd®LK = ILK, et k(lj 0 Lz') = o~LK(li 0 ce qui prouve 
que l'inclusion L(i') : L(C DK) —>• LK est un rétracte par déformation fort, et donc 
une équivalence faible (et même une extension anodine par le lemme 1.3.38). Le carré 
commutatif 

KC\C i+1 L(KHC) 

i' Li' 

K IK LK 

montre alors que le morphisme C n K —>- K est une cofibration triviale. 

Remarque 1.3.41. — Au cours de la démonstration de la proposition précédente, on a 
vu que toute cofibration triviale i : C —>• D s'insère dans un diagramme commutatif 

C 3 C 

i i' 

D k 
D' . 

avec i ' , j , k des extensions anodines, et C', D' des objets fibrants (prendre C = LC 
D' = L D , i' — L I , j = le, k = ID). En particulier, la classe des cofibrations triviales 
est la plus petite classe C de flèches de A contenant la classe des extensions anodines 
An, et telle que si u : A —>• Y, v : Y —^ Z est un couple de morphismes composables 
de A, et si v et vu sont dans C, alors u l'est aussi. 

Proposition 1.3.42. — Il existe un ensemble 9\[ de cofibrations triviales, tel que 
l(r($£)) = Cof n W. 

Démonstration. — En vertu des propositions 1.3.40 et 1.2.15, et du corollaire 1.3.37, 
cela résulte du lemme 1.2.24, appliqué à la classe C = Cof H W, et à la classe D = 
Acca(A) des préfaisceaux a-accessibles pour un cardinal a assez grand. 

Corollaire 1.3.43. — 1Z existe une factorisation fonctorielle de toute flèche f de A en 
f = qj, où j est une cofibration triviale, et où q est une fibration. 
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Démonstration. — Cela résulte de la proposition 1.3.42 et de l'argument du petit 
objet. 

1.3.44. — Ceci achève, en vertu de la remarque 1.3.28, la démonstration du théo
rème 1.3.22 affirmant que (A, W, Fib, Cof) est une catégorie de modèles fermée à en-
gendrement cofibrant. 

Scholie 1.3.45. — Soit / : X —>• Y une flèche de A. En vertu du lemme 1.3.29, i l 
existe une extension anodine j : Y —^ Y1 de but fibrant, et une décomposition jf = pi 
de jf en une extension anodine i suivie d'une fibration naïve p. De plus, par la 
proposition 1.3.36, p est une fibration. On a donc un carré commutatif 

X i X' 
f p 
Y 

3 
Y' 

avec i, j des extensions anodines, p une fibration, et X1Y' des objets fibrants. Si / 
est une équivalence faible, i l en est de même de p qui est donc par les propositions 
1.3.26 et 1.3.27 le dual d'un rétracte par déformation fort, et admet en particulier 
une section s. Le morphisme s est une cofibration triviale, et comme X' et Y' sont 
fibrants, i l résulte du corollaire 1.3.35 que s est une extension anodine. Finalement, 
toute équivalence faible / : X —>• Y s'insère dans un diagramme 

X i X' 

f p s 
Y 

3 
Y' 

pi = jf , PS = l y , 

avec i, j , s des extensions anodines, p une fibration triviale, et X1', Y' des objets 
fibrants. En particulier, la classe W des équivalences faibles est la plus petite classe de 
flèches de A satisfaisant à la propriété de « deux sur trois » (axiome CM2) et contenant 
la classe An des extensions anodines. On en déduit un isomorphisme des catégories 
localisées 

A n - 1 A W _ 1 A 
induit par l'inclusion An C W. 

Remarque 1.3.46. — Il est naturel de se demander si toute cofibration triviale est une 
extension anodine. La réponse est négative en général ; nous proposons en exercice au 
lecteur de vérifier que [64, chap. X, remarque 2.4] se traduit en un contre-exemple. 
Nous allons malgré tout dégager des conditions nécessaires et suffisantes pour que cela 
soit le cas. 
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Proposition 13.47. — Soit A une petite catégorie munie d'une structure homotopique 
(3, An). On considère la structure de catégorie de modèles fermée sur A définie par 
celle-ci. Les assertions suivantes sont équivalentes. 

(a) Toute cofibration triviale est une extension anodine. 
(b) Toute fibration naïve est une fibration. 
(c) Toute fibration naïve qui est aussi une équivalence faible est une fibration tri

viale. 
(d) Toute fibration naïve p admet une factorisation de la forme p — qj, où q est 

une fibration, et où j est une extension anodine. 

Démonstration. — L'implication (a) => (b) se vérifie immédiatement en considérant 
les propriétés de relèvement correspondantes, et l'implication (b) => (c) est évidente. 

Vérifions (c) => (d). Soit p une fibration naïve. On peut factoriser p en p = ri, où 
r est une fibration et i une cofibration triviale, puis factoriser i en i — sj, où s est une 
fibration naïve, et j une extension anodine. Comme s est une équivalence faible, c'est 
une fibration triviale, et donc en particulier une fibration. Par conséquent, q = rs est 
une fibration. 

I l ne reste donc plus qu'à prouver que (d) => (a). Si i est une cofibration triviale, on 
la factorise en i = qj, où q est une fibration naïve, et où j est une extension anodine, 
puis on factorise q en une extension anodine k, suivie d'une fibration r. On obtient 
ainsi une factorisation de i en une extension anodine suivie d'une fibration, ce qui 
permet de conclure grâce au lemme du rétracte. 

Définition 13.48. — On dira qu'une structure homotopique (3, An) est complète, si 
les propriétés équivalentes de la proposition ci dessus sont satisfaites. On dira aussi 
dans ce cas que la classe des extensions anodines An est complète, et si la structure 
homotopique (3, An) est engendrée par une donnée homotopique (3, S), que cette 
dernière est complète. 

Remarque 13.49. — Soient A une petite catégorie, et (3, An) une structure homoto
pique sur A. Si An désigne la classe Cof D W des cofibrations triviales de la catégorie 
de modèles fermée définie par cette structure homotopique, et 3 — (7, d 0 ,^ 1 ,^) une 
donnée homotopique élémentaire telle que pour tout préfaisceau A sur A, la flèche 
dx : X —>• 7(0 X, e — 0, 1, soit une cofibration triviale (par exemple 3 = 3)), alors 
(3, An) est une structure homotopique complète, définissant la même catégorie de mo
dèles fermée. En effet, en vertu de la proposition 1.3.42 et du lemme 1.3.16, la classe 
An = Cof D W satisfait aux conditions AnO, Anl , et An2 des extensions anodines, et 
la coïncidence des deux structures de catégorie de modèles fermée résulte facilement 
de la proposition 1.3.36. 
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1.3.50. — Soient A une petite catégorie et X un objet de A. On rappelle que le 
foncteur canonique 

A/X ~ Â/X Ai

x A 
est fidèle, commute aux produits fibres et aux petites limites inductives. En particulier, 
un morphisme 

K f L 

X 
de Â/X est un monomorphisme (resp. un épimorphisme) de A/X si et seulement si 
/ est un monomorphisme (resp. un épimorphisme) de A, et un carré commutatif de 
A/X est cartésien (resp. cocartésien) si et seulement si son image par Zlx Test. 

Un cylindre fonctoriel 3 = (/, d°, d1, cr) sur A définit un cylindre fonctoriel 

3/X = [I/X,d°/X,dl/X,a/X) 

sur A/X comme suit : pour tout objet (K, k : K —>• X) de Â/X, on pose 
(I/X)(K,k) = (I(K), kaK : I(K) — X ) , 

et on remarque que le diagramme 

K 
a0 

KK) i K 
k1+ 

k<TK 

k k 
X 

est commutatif. Ainsi, on pose 
(9e/X){Kik)=de

K , £ = 0 , 1 , (^/X)(Ktk)=aK . 

Grâce à la fidélité et aux propriétés d'exactitude de 11x, on vérifie aussitôt que si 3 
est une donnée homotopique élémentaire, i l en est de même de 3/X. 

1.3.51. — Soient A une petite catégorie, et X un préfaisceau sur A. Si J est une 
classe de flèches de A, on note 7/X la classe des flèches de A/X de la forme 

K f L 

X i 
oùfef. 
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Lemme 1.3.52. — Pour toute partie 7 de Fl A, on a Végalité r(7 / X) = r(7)/X, 
et si 7 est stable par changements de base, on a 1(7/X) = 1(7)/'X. En particulier, 
pour toute classe de flèches 7 de A, on a l(r(7 / X)) = l(r(7))/X. 

Démonstration. — Soit 7 une classe de flèches de A. I l est immédiat que r(7 / X) = 
r(7)/X, et que 1(7)/X C 1(7/X). Supposons que 7 soit stable par changements de 
base, et montrons qu'alors on a aussi l'inclusion 1(7/' X) C 1(7)1X. Soient une flèche 
de A/X appartenant à 1(7/X), et un carré commutatif de A 

K f L 
k i 

X 

et 
K a Y 

f p 
L b Z 5 

avec p dans J . I l s'agit de montrer que ce carré admet un relèvement. La stabilité de 7 
par changements de base permet de se ramener au cas où Z = L et b = 11- Mais alors 
ce carré peut être considéré comme un carré commutatif de A/X, et le relèvement 
existe par hypothèse, ce qui pouve l'assertion. La dernière affirmation résulte des deux 
premières, et de la stabilité de r(7) par changements de base. 

Dans la suite, on se fixe une petite catégorie A, une structure homotopique (3, An) 
sur A, et on garde les notations de 1.3.21. 

Proposition 1.3.53. — Pour tout préfaisceau X sur A, le couple (J/X, An/A") est une 
structure homotopique sur A/X. De plus, si A est un ensemble de monomorphismes 
de A tel que An = l(r(A)), alors (3/X, A/X) est une donnée homotopique sur A/X 
qui engendre la structure homotopique (3/A, An/X). 

Démonstration. — I l est immédiat que A n /X satisfait aux conditions Anl et An2 
des extensions anodines. Si A est un ensemble de monomorphismes de A tel que 
An = Z(r(A)), le lemme précédent implique que An/A = / (r(A/X)) , ce qui prouve la 
condition AnO pour An/X, et démontre la dernière assertion. 

1.3.54. — On dira que (3/X, An/X) est la structure homotopique induite sur A/X 
par la structure homotopique (3, An) sur A. Si l'on note avec un indice X les classes des 
extensions anodines, fibrations naïves, cofibrations, fibrations, et équivalences faibles, 
relatives à la structure homotopique induite sur A/X, on a 

An* = An/X , FibN x = FibN/X , 
(1.3.54.1) Cof x = Cof/X , Fib x n \NX = (Fib n W) /X , 

W x c W/X , Cof x H W j c (Cof n W)/X , Fib/X c F\bx , 

et en particulier, les objets fibrants de Â/X sont simplement les fibrations naïves 
de but X. En effet, les quatre égalités sont évidentes (la première par définition, la 
troisième par les propriétés d'exactitude du foncteur Zlx, la deuxième et la quatrième 
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par le lemme 1.3.52). Montrons l'inclusion \NX C \N/X. On a Anx = An/X C W/X, 
et W/X satisfait à la condition de « deux sur trois » (axiome CM2). Comme W j est 
la plus petite classe de flèches de A/X contenant Anx et satisfaisant à la propriété de 
« deux sur trois » (scholie 1.3.45), cela prouve l'assertion. Les deux autres inclusions 
en résultent. En vertu du théorème 1.3.22, (A/X, Wx, Fibx,Cofx) est une catégorie 
de modèles fermée, à engendrement cofibrant. On appellera X-équivalences faibles les 
équivalences faibles de cette structure, autrement dit, les éléments de Wx-

Définition 1.3.55. — On dit qu'un morphisme / : K —>• L de A est une équivalence 
faible absolue (relativement à la structure homotopique (3, An)) si pour tout préfais
ceau X sur A, et toute flèche / : L —>• X de A, le morphisme 

K f L 

k=lf l 
X 

de Â/X est une X-équivalence faible. On note W a la classe des équivalences faibles 
absolues. 

On a des inclusions évidentes An C W a C W, et i l résulte de 1.3.54.1 que les 
fibrations triviales sont des équivalences faibles absolues. 

Proposition 1.3.56. — On a les égalités An = Cof D W a et Fib n W = FibN n W a . 

Démonstration. — L'inclusion An c Cof n VV° est évidente. Réciproquement, soit 
/ : X —>• Y dans Cof D W a . Alors / : (X, / ) —>• (Y, 1Y) est une cofibration triviale 
de but fibrant de A/Y, donc en vertu du corollaire 1.3.35, une extension anodine de 
A/Y. On en déduit que / : X —>• Y est une extension anodine de A. 

De même, l'inclusion Fib n W C FibN Pi W a est évidente. Réciproquement, soit 
/ : X —> Y dans FibNnWa. I l résulte de 1.3.54.1 que / : (X, / ) — ( Y , 1Y) est une fi
bration naïve de but fibrant de A/ Y, qui est une y-équivalence faible. Le lemme 1.3.34 
implique alors que c'est une fibration triviale de A/Y. On en déduit par 1.3.54.1 que 
/ : X —>• Y est une fibration triviale de A. 

Proposition 1.3.57. — La classe des équivalences faibles absolues W a de A est la plus 
petite classe C de flèches de A satisfaisant aux conditions suivantes : 

(a) C est stable par composition ; 
(b) si f : X —>• Y, g : Y —>• Z est un couple de morphismes composables de A, 

et si f et gf sont dans C, il en est de même de g ; 
(c) An C C. 

De plus, la classe \Na est formée exactement des flèches de A qui se décomposent en 
une extension anodine, suivie d'une fibration triviale. 
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Démonstration. — Montrons d'abord que la classe des équivalences faibles absolues 
satisfait aux conditions (a), (6), (c). Soit / : X —>• Y, g : Y —>• Z un couple de 
morphismes composables de A, et supposons que / soit une équivalence faible absolue. 
Pour tout préfaisceau T sur A et tout morphisme de préfaisceaux h : Z —>- T, la flèche 
/ : (X,hgf) —>- (Y,hg) de A/T est une T-équivalence faible. On en déduit que la 
flèche g : (Y, hg) —>• (Z, h) de A/T est une T-équivalence faible si et seulement si la 
flèche composée gf : (X, hgf) —>• (Z, h) l'est. I l s'ensuit que g est une équivalence 
faible absolue si et seulement si gf l'est, ce qui prouve les conditions (a) et (b). La 
condition (c) est évidente. 

Montrons ensuite qu'une flèche de A est une équivalence faible absolue si et seule
ment si elle se décompose en une extension anodine, suivie d'une fibration triviale. 
Soit donc / une équivalence faible absolue. Le morphisme / se décompose en une 
extension anodine i, suivie d'une fibration naïve p. En vertu de la condition (b), p est 
une équivalence faible absolue, et i l résulte donc de l'égalité Fib fl W = FibNn W a 

de la proposition 1.3.56 que p est une fibration triviale. La réciproque résulte de la 
condition (a), et des inclusions An C W a et F ib f lWc W a . 

Soit maintenant C une classe de flèches de A satisfaisant aux conditions (a), (6), 
(c), et montrons que W a C C. En vertu de ce qui précède et des conditions (a) et 
(c), i l suffit de montrer que C contient les fibrations triviales. Or, i l résulte de la 
proposition 1.3.26 que toute fibration triviale p : X —>• Y admet une section s : 
Y —^ X, qui est un rétracte par déformation fort. Le lemme 1.3.38 implique alors 
que s est une extension anodine. Comme ly est aussi une extension anodine, il résulte 
des conditions (b) et (c) que p est dans C, ce qui achève la démonstration. 

Corollaire 1.3.58. — Soit f : X —>- Y, g : Y —>- Z un couple de morphismes compo
sables de A. Si f et gf sont des extensions anodines et g une cofibration, alors g est 
une extension anodine. 

Démonstration. — Supposont que / et gf soient des extensions anodines et g une 
cofibration. Les morphismes / et gf sont alors des équivalences faibles absolues, et i l 
résulte de la condition (b) de la proposition précédente qu'il en est de même de g. Le 
corollaire résulte alors de l'égalité An = Cof n W a de la proposition 1.3.56. 

Corollaire 1.3.59. — Soient (3, S) une donnée homotopique sur A engendrant la struc
ture homotopique (3, An), et !M un modèle cellulaire de A. Alors la classe An des 
extensions anodines est la plus petite classe C de flèches de A vérifiant les conditions 
de stabilité suivantes. 

(a) La classe C est stable par images directes, par compositions transfinies, et par 
rétractes. 

(b) Si f : X —>• Y et g : Y —^ Z sont deux monomorphismes composables de A, 
et si f et gf sont dans C, alors g est dans C. 
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(c) Pour tout préfaisceau X sur A, source ou but d'une flèche appartenant à 
les inclusions dx : X —>- I <8> X, £ = 0, \, sont dans C, et S G C. 

Démonstration. — Si C est une classe de flèches de Â satisfaisant aux conditions (a), 
(b), et (c) ci-dessus, la proposition 1.1.16, appliquée aux foncteurs F = 1^, G = /, 
aux morphismes de foncteurs d£, e = 0, 1, et à la classe C D Cof, implique en vertu 
du lemme 1.2.30, que pour tout préfaisceau X sur A les inclusions dx : X —^ I ®X, 
e = 0,1, sont dans C. Le corollaire résulte donc du lemme 1.3.16, de la proposi
tion 1.3.13, et du corollaire précédent. 

Proposition 1.3.60. — La classe W a des équivalences faibles absolues est saturée par 
monomorphismes (cf. 1.1.14). 

Démonstration. — La proposition résulte de [74, corollaire 5.1.6 et lemme 5.2.6] ap
pliqués aux catégories de modèles fermées (A/X, W j , Fib^? Cofx), pour X préfaisceau 
arbitraire sur A. 

La proposition suivante complète la proposition 1.3.47. 

Proposition 1.3.61. — Les conditions suivantes sont équivalentes. 

(a) Toute cofibration triviale de A est une extension anodine (i.e. la structure ho
motopique (3, An) est complète). 

(b) Pour tout préfaisceau X sur A, les X-équivalences faibles sont les flèches de 
A/X dont l'image par le foncteur d'oubli vers A est une équivalence faible. 

(c) Toute équivalence faible est une équivalence faible absolue. 

Démonstration. — L'équivalence des conditions (b) et (c) est tautologique, et l'impli
cation (c) (a) résulte aussitôt de la proposition 1.3.56. Comme la classe W des équi
valences faibles est formée des flèches qui se décomposent en une cofibration triviale 
suivie d'une fibration tiviale, l'implication (a) (c) résulte de la proposition 1.3.57. 

Scholie 1.3.62. — Soit C une classe de flèches de A. Considérons les trois conditions 
élémentaires composant la propriété de « deux sur trois » pour C : Pour tout couple 
de flèches composables f : X —>• Y. q : Y —>• Z de A, on a : 

(a) si f et g sont dans C, il en est de même pour gf ; 
(b) si g et gf sont dans C; il en est de même pour f ; 
(c) si f et gf sont dans C, il en est de même pour g ; 
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On a un carré commutatif d'inclusions 
Cof n W 

An W 

A/a 
et on a vu en 1.3.41 (resp. 1.3.57, resp. 1.3.45) que la classe Cof D W (resp. Wa, 
resp. W) est la plus petite classe de flèches de A contenant An et satisfaisant à la 
propriété (b) (resp. aux propriétés (a) et (c), resp. aux propriétés (a), (b), et (c)). 
Les considérations du scholie 1.3.45 impliquent aussi que la classe W est la plus petite 
classe de flèches de A satisfaisant à la condition (b) (resp. aux conditions (a) et (c)), 
et contenant la classe Wa (resp. la classe Cof n W). De plus, on peut remarquer que 
dans tout ce qui précède la condition (c) peut être remplacée par la condition (plus 
faible) : 

(c') si f est dans C; et si Z — X et gf = lx, alors g est aussi dans C ; 
ou par la condition de nature différente : 

(d) toute fibration triviale est dans C. 
Ceci nous amène à la section suivante, et à la notion de .A-localisateur. 

1.4. A-localisateurs 
Dans cette section, on va mettre en lumière le lien entre les notions de donnée 

homotopique et de A-localisateur. 

Définition 1.4.1. — Soit A une petite catégorie. Un A-localisateur est une classe de 
flèches W de A satisfaisant aux axiomes suivants. 

L l Si dans un triangle commutatif de A, deux des flèches sont dans W, la troisième 
est dans W. 

L2 Toute fibration triviale est dans W. 
L3 La classe des monomorphismes de A qui sont dans W est stable par images 

directes et par compositions transfinies. 
On appellera W-équivalences les éléments de W. Si S est une classe de flèches de A, le 
A-localisateur engendré par S, noté W(£), est l'intersection de tous les A-localisateurs 
contenant S. Un A-localisateur est accessible s'il est engendré par un ensemble de 
flèches de A. Le A-localisateur minimal est le A-localisateur W(0). 

Proposition 1.4.2. — Soient A une petite catégorie, (3, An) une structure homotopique 
sur A, et W la classe des équivalences faibles de la structure de catégorie de modèles 
fermée sur A obtenue à partir de (3, An) par le théorème 1.3.22. Alors W est un A-
localisateur accessible. Plus précisément, si A est un ensemble générateur de la classe 

ASTÉRISQUE 308 



.4. A-LOCALISATEURS 53 

des extensions anodines (i.e. un ensemble de flèches de A tel que An = Z(r(A))), alors 
W = W(A). En particulier, si (3, S) est une donnée homotopique qui engendre la struc
ture homotopique (3, An), et M un modèle cellulaire de A, alors W = \N(Aj(S, WC)). 

Démonstration. — La classe W des équivalences faibles définies par la structure ho
motopique (3, An) est un A-localisateur en vertu de la proposition 1.3.27 et du corol
laire 1.3.37. Si A est un ensemble générateur des extensions anodines, les inclusions 
A C An C W, et la minimalité de W(A) parmi les A-localisateurs contenant A, im
pliquent l'inclusion W(A) C W. 

Soit / : X —>• Y un élément de W. Par une double application de la proposi
tion 1.3.29, on construit un carré commutatif 

X i X' 
f i 

Y 3 Y' , 

où / ' est une fibration naïve de but fibrant, et i , j sont des composés transfinis d'images 
directes d'éléments de A. Alors en vertu de la propriété L3 des localisateurs, les mor
phismes i et j sont des éléments de W(A). D'autre part, il résulte du lemme 1.3.34 
que f est une fibration triviale. Par la condition L2, f est un élément de W(A), et 
par L l il en est de même de / , ce qui prouve l'inclusion W C W(A). On en déduit, en 
particulier, que le A-localisateur W est accessible. La dernière assertion résulte de la 
proposition 1.3.13 

Théorème 1.4.3. — Soient A une petite catégorie, et W une partie de FIA. Les asser
tions suivantes sont équivalentes. 

(a) La classe W est un A-localisateur accessible. 
(b) Il existe un ensemble S de monomorphismes de A tel que W soit la classe 

des équivalences faibles de la catégorie de modèles fermée engendrée par la don
née homotopique (£, S), où £ désigne le cylindre de Lawvere (cf. exemple 1.3.9 et 
théorème 1.3.22). 

(c) Il existe une structure homotopique sur A, telle que W soit la classe des équi
valences faibles de la catégorie de modèles fermée définie par cette structure (cf. théo
rème 1.3.22). 

(d) Il existe une structure de catégorie de modèles fermée à engendrement cofibrant 
sur A, dont les équivalences faibles sont les éléments de \N, et dont les cofibrations 
sont les monomorphismes de A. 

En particulier, pour toute petite catégorie A, A admet une structure de catégo
rie de modèles fermée dont les cofibrations sont les monomorphismes, et dont les 
équivalences faibles sont les éléments de W (0) ; appelée la structure de catégorie de 
modèles minimale. Cette structure est engendrée par la donnée homotopique (£,0). 
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Démonstration. — Supposons que W soit un A-loealisateur accessible, et considérons 
un ensemble T de flèches de A tel que W = W(T). On factorise chaque élément / 
de T en / = Pfif, où i j est un monomorphisme, et où p^ est une fibration triviale 
(par le corollaire 1.2.28), et on pose S = {if \ f G T} . I l est clair que W = \N(S). La 
donnée homotopique (£,5), où £ = (L, À0, A 1 ,^^) est le cylindre de Lawvere (voir 
l'exemple 1.3.9), engendre une structure homotopique (£, An). En choisissant un mo
dèle cellulaire M, on définit un ensemble d'extensions anodines A^(S, fW), et il résulte 
de la proposition 1.4.2 que la classe des équivalences faibles de la catégorie de modèles 
fermée engendrée par la donnée homotopique (£, S) est égale à W(Ax(5f, M)). Vu que 
l'objet de Lawvere L est un objet injectif de A, et que W contient toutes les fibra
tions triviales, ce dernier contient en particulier les projections du type Lx X —>• X, 
et donc aussi les morphismes A^ : X —>- L x X, e = 0, 1. Par suite, i l résulte du 
lemme 1.3.16 que W contient A^(S, M), et donc qu'il contient \N(A^(S, M)). Comme 
il est clair que S est contenu dans \N(A^(S, fW)), on en déduit que W = \N(A^(S, fW)), 
ce qui prouve l'implication (a) (b). L'implication (b) (c) est immédiate, et l'im
plication (c) =4> (d) est conséquence du théorème 1.3.22. Si l'assertion (d) est vérifiée, 
et si £ désigne le cylindre de Lawvere, on vérifie aussitôt qu'on a une structure ho
motopique complète (£, Cof D W) dont la classe d'équivalences faibles correspondante 
n'est autre que W (cela résulte par exemple du scholie 1.3.45). La proposition 1.4.2 
montre alors que (d) (a). 

Remarque 1.4.4. — Le théorème ci-dessus se reformule en disant que W est accessible 
si et seulement s'il existe un ensemble J de morphismes de préfaisceaux sur A tel 
que l(r(J)) — Cof n W, et que si c'est le cas, l'ensemble J engendre W en tant que 
A-localisateur. 

1.4.5. — Lorsque W est un A-localisateur accessible, on appellera parfois W-cofibra
tions triviales les éléments de Cof HVV (Le. les monomorphismes qui sont des W-équi-
valences), et W-fibrations, on fibrations au sens de W, les éléments de r(Cof nW) (Le. 
les flèches ayant la propriété de relèvement à droite relativement aux W-cofibrations 
triviales). 

Scholie 1.4.6. — Le théorème 1.4.3 peut être comparé au théorème de J. Smith [6, 
theorem 1.7] qui permet de construire des structures de catégorie de modèles fermée 
sur une catégorie locallement présentable 9i{ (ce qui est trivialement le cas des caté
gories de préfaisceaux) dès que la classe des équivalences faibles est accessible en tant 
que sous-classe de la classe des flèches de M (dans le sens défini par exemple dans [1]). 
L'intérêt du théorème 1.4.3 est qu'il démontre en particulier qu'un A-localisateur W 
est accessible dans le sens de la définition 1.4.1 si et seulement si W est une sous-classe 
accessible de la classe des flèches A, ce qui n'est pas évident a priori. 

En admettant un axiome de grands cardinaux appelé principe de Vopenka, on peut 
démontrer que tout A-localisateur est accessible (voir [27]). 
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Corollaire 1.4.7. — Pour toute petite catégorie A, tout A-localisateur est fortement 
saturé (1.3.19). 

Démonstration. — Lorsque le A-localisateur est accessible, cela résulte du théo
rème précédent et de [109, chap. I , sec. 5, prop. 1] (ou plus simplement de la 
remarque 1.3.24). Dans le cas général, comme tout A-localisateur W est réunion 
filtrante des A-localisateurs accessibles W' contenus dans W, la catégorie W _ 1 A 
est limite inductive filtrante des catégories W / _ A, où W parcourt la classe des 
A-localisateurs accessibles contenus dans W. Si une flèche u de A induit un isomor
phisme dans W _ 1 A , i l existe donc un A-localisateur accessible W' contenu dans W, 
tel que u induise un isomorphisme dans W / _ 1 A , ce qui montre le corollaire. 

Corollaire 1.4.8. — Soient A une petite catégorie, W un A-localisateur. Pour toute 
flèche f : X —>- Y de W - 1 A, il existe deux morphismes g : X —>• Z et s : Y —>• Z 
de A, le morphisme s étant une W-équivalence, tels que le diagramme suivant commute 
dans W _ 1 A . 

X f Y 

g s 
Z 

Démonstration. — Comme W 1 A est limite inductive filtrante des catégories W'-1 A, 
où W parcourt la classe des A-localisateurs accessibles contenus dans W (voir preuve 
du corollaire précédent), i l existe un A-localisateur accessible W' C W, tel que la 
flèche / soit l'image d'une flèche de W / _ A par le foncteur canonique. Or, A admet 
une structure de catégorie de modèles fermée dont tous les objets sont cofibrants, et 
dont les équivalences faibles sont les W'-équivalences (théorème 1.4.3), ce qui entraîne 
l'existence d'une W-équivalence s : Y —^ Z de but W'-fibrant. Mais alors les mor
phismes de X vers Z dans W' 1A sont des classes d'homotopie de morphismes de A, 
ce qui implique l'assertion. 

Corollaire 1.4.9. — Soient A et B deux petites catégories, W un A-localisateur ac
cessible, et F : A —>• B un foncteur commutant aux petites limites inductives et 
respectant les monomorphismes. Alors le B-localisateur W' engendré par F(\N) est 
accessible. 

Démonstration. — On note Cof indifféremment la classe des monomorphisme de A 
ou B. En vertu du corollaire précédent, i l existe un ensemble J de monomorphismes 
de A tel que l(r(J)) = Cof D W. On va montrer que W' = W(FJ), ce qui prouvera le 
corollaire. On a des inclusions évidentes VV(FJ) C W', et FJ C Cof n VV(FJ) (car F 
respecte les monomorphismes). Comme F commute aux petites limites inductives, on 
en déduit que F(Cof H W) = F(/(r(J))) C Cof n VV(FJ), et le scholie 1.3.62 implique 
alors que F(W) C W(FJ), ce qui achève la démonstration. 
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Corollaire 1.4.10. — Soient A une petite catégorie, et (\Ni)iei une famille de A-
localisateurs indexée par un ensemble / . On considère I comme une petite catégorie 
discrète, et on définit 

W = {s G FI ( A x 7 ) I Vi G J, sz G W,} . 

Alors W est un (A x I)-localisateur, et si pour tout i G / , Wi est un A-localisateur 
accessible, W est un (A x I)-localisateur accessible. 

Démonstration. — Il est immédiat que W est un (A x J)-localisateur. Si pour tout i, 
\Ni est accessible, soit Si un ensemble de monomorphismes tel que Cof H Wi = l(r(Si)), 
où Cof désigne la classe de tous les monomorphismes. En identifiant A x I à A1, on a : 

l r n 
iei 

Sl = n 
iE 

al r Si = n 
iei 

Cof n W, = Cof n w , 

et il résulte du corollaire 1.4.4 que W est accessible. 

Définition 1.4.11. — Soient A une petite catégorie, W un ensemble de flèches de A, et 
X un préfaisceau sur A. Un W'-cylindre de X est un cylindre (IX, d°, d1, a) de X tel 
que la flèche a : IX —>- X soit un élément de W. 

1.4.12. — Soit C une catégorie. On dit qu'une classe *W de flèches de C est faiblement 
saturée si elle vérifie les axiomes suivants. 

FS1 Toute identité de C est dans W. 
FS2 Si deux des flèches d'un triangle commutatif de C sont dans W alors il en 

est de même de la troisième. 
FS3 Si i : A —>• B et r : B —>- A sont deux flèches de C telles que n = 1A et ir 

est dans H^, alors i est dans <W. 
Par exemple toute classe de flèches fortement saturée (1.3.19) est faiblement saturée. 
En particulier, en vertu du corollaire 1.4.7, pour toute petite catégorie A, tout A-lo
calisateur est faiblement saturé. 

Lemme 1.4.13. — Soient A une petite catégorie, et W une partie faiblement saturée 
de FIA. Les conditions suivantes sont équivalentes. 

(a) Toute fibration triviale est dans W. 
(b) Pour tout préfaisceau X sur A, la projection Lx X —>• X, où L désigne l'objet 

de Lawvere de A, est dans W. 
(c) Tout objet de A admet un W'-cylindre. 

Démonstration. — Commençons par l'implication (a) (b). On sait que l'objet de 
Lawvere est un objet injectif de A (voir l'exemple 1.3.9). Comme les fibrations triviales 
sont stables par changement de base, on en déduit que pour tout préfaisceau X sur 
A, la projection L x X —^ X est une fibration triviale. 
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Pour montrer l'implication (b) => (c), il suffit de remarquer que si £ désigne le 
cylindre de Lawvere (1.3.9), pour tout préfaisceau X sur A, le cylindre de X défini 
par £, est en vertu de la condition (c) un W-cylindre. 

I l reste donc à montrer l'implication (c) => (a). Soit p : X —>• Y une fibration 
triviale. En vertu de la condition (c), il existe un W-cylindre (IX, d°, d1, a) de X, 
et i l résulte du lemme 1.3.5 que p admet une section s, et qu'il existe un morphisme 
h : IX —>• X de A tel que hd° — lx et hd1 — sp. Comme par hypothèse a est dans 
W, il en est de même pour d° et d1, par faible saturation. On en déduit que h est dans 
W. Par conséquent, sp est aussi dans W, et comme ps = ly, i l résulte de la propriété 
FS3 de la faible saturation, que p est dans W. 

Corollaire 1.4.14. — Soient A une petite catégorie, et W une classe de morphismes de 
préfaisceaux sur A. Les deux conditions suivantes sont équivalentes. 

(i) La classe W est un A-localisateur. 
(h) La classe W est faiblement saturée, les flèches qui sont à la fois des monomor

phismes et des éléments de W sont stables par images directes et par compositions 
transfinies, et tout préfaisceau sur A admet un \N-cylindre. 

Démonstration. — Cela résulte immédiatement du lemme 1.4.13 et du fait que tout 
A-localisateur est faiblement saturé (puisque fortement saturé). 

Lemme 1.4.15. — Soient A une petite catégorie, et W un A-localisateur. 
(a) On considère un diagramme commutatif dans A 

A1 (x1) A0 
Oi<2 A2 

h f c2 

P Pi B 
02 

B2 , 

dans lequel ai et j3\ sont des monomorphismes, et fo, f\, f2 sont des W-équivalences. 
Alors la flèche canonique Ai UA0 A2 —>- B\ II^q B 2 est une \N-équivalence. 

(b) On se donne un ensemble bien ordonné X, deux foncteurs X, Y : À —>• A, et 
un morphisme de foncteurs (f : X —>• Y. On suppose que les flèches X^ —>- Xv, 
Y^ —>• Yu, fi ^ v, / i , v G À; sont des monomorphismes, et que les flèches cp^ : 
X M —^ Yp, ¡1 G X, sont des W-équivalences. Alors limcp : l i m l —>- lim F est une 
W-équivalence. 

(c) Les W-équivalences sont stables par petites sommes. 

Démonstration. — Lorsque W est accessible, il s'agit d'un résultat général dans les 
catégories de modèles fermées (voir [74, corollaire 5.1.6 et lemme 5.2.6]). Le cas non 
nécessairement accessible s'en déduit, en considérant les localisateurs accessibles en
gendrés par les ensembles des flèches figurant dans les diagrammes intervenant dans 
ces énoncés. 
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Remarque 1.4.16. — Il résulte du corollaire 1.4.7 et des assertions (a) et (b) du lemme 
précédent que tout A-localisateur est une classe de flèches saturée par monomor
phismes (cf. 1.1.14). 

Proposition 1.4.17. — Soient A et B deux petites catégories, F, G : A —>• B deux 
foncteurs qui commutent aux petites limites inductives et qui respectent les mono
morphismes. Alors pour tout morphisme de foncteurs a de F vers G, le plus pe
tit B-localisateur W tel que pour tout préfaisceau X sur A, le morphisme induit 
ax : FX —>• GX soit une W-équivalence, est accessible. Plus précisément, si !M 
est un modèle cellulaire de A, W est engendré par l'ensemble 

S={aT I X —^ Y G M, T G {X, Y} } . 

Démonstration. — I l est évident que W(5) C W. Soit D la classe formée des objets 
X de A tels que ax soit dans \N(S). I l résulte de la remarque précédente et du 
lemme 1.1.15 que la classe D est saturée par monomorphismes (cf. définition 1.1.12). 
Comme elle contient l'ensemble 5, le lemme 1.2.30 montre que D = Ob A, ce qui 
prouve que W C W(5). 
Corollaire 1.4.18. — Soient A une petite catégorie, (3, S), 3 = (/, <9°, d1, a), une don
née homotopique sur A, et 9À. un modèle cellulaire de A. Alors la classe W des équi
valences faibles de la structure de catégorie de modèles fermée engendrée par (3, S) 
est le plus petit A-localisateur contenant l'ensemble 

Sf = SU{ d£
T I X^Y e M, T G {X, Y}, e G {0,1} } , 

ou de façon équivalente, contenant l'ensemble 
S" = S U { aT I X —>• Y G ïM, T G {X, Y} } . 

Démonstration. — En vertu de la proposition 1.4.2, on a W = \N(Aj(S, M)), et 
comme S' C \N(A3(S, M)), on en déduit que W(S") C W. Vu que les foncteurs 1 ̂  et 
/ satisfont aux hypothèses de la proposition précédente, on en déduit que pour tout 
préfaisceau X sur A, la flèche dx : X —>• I <g> X est dans \N(Sf). Si l'on note Cof la 
classe des monomorphismes de A, et An celle des extensions anodines définies par la 
donnée homotopique (3, S), le corollaire 1.3.59, appliqué à la classe C = W(5 /) D Cof, 
implique alors que An C \N(Sf), et en particulier que Aj(S: fW) C W(5' /), ce qui 
prouve que W C \N(Sf), et achève la démonstration. 

Corollaire 1.4.19. — Soit A une petite catégorie. 
(a) Si S est une classe de flèches de A, on note cart(S') la classe des flèches de la 

forme 
l z x s : Z x XZ xY , s : X Y G S , Z G Ob A . 

Alors le plus petit A-localisateur contenant cart(S) est stable par produits finis. Si en 
outre S est un ensemble, il est aussi accessible. 
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(b) Si W et W sont deux A-localisateurs stables par produits finis, alors le A-lo
calisateur engendré par leur réunion est stable par produits finis. 

(c) Le A-localisateur minimal est stable par produits finis. 

Démonstration. — Si Z est un préfaisceau sur A, on note TTZ le foncteur 

nz :Â—^Â , X\-^Z xX . 

On remarque que le foncteur TTZ commute aux petites limites inductives, et qu'il res
pecte les monomorphismes, ainsi que les fibrations triviales. Par conséquent, pour tout 
A-localisateur W, t t ^ W est un A-localisateur. 

Montrons l'assertion (a). Soit S une classe de flèches de A. Alors pour tout préfais
ceau Z sur A, on a l'inclusion 7rzcart(6') C cart(5), ce qui implique que t t ^ 1 W(cart(5)) 
est un A-localisateur contenant W(cart(5f)), et prouve la première partie de (a). Dans 
le cas où S est un ensemble, chaque élément s : X —>- Y définit un morphisme de 
foncteurs évident 

II5 ; IIX IIy 

qui vérifie les conditions de la proposition 1.4.17, laquelle montre que le A-localisateur 
W(cart(5)) est accessible. 

L'assertion (b) résulte de (a), une fois remarqué que si W et W' sont deux A-
localisateurs stables par produits finis, le A-localisateur engendré par leur réunion est 
le plus petit contenant cart(W U W'). 

L'assertion (c) est une spécialisation de (a) dans le cas où S = 0. 

Proposition 1.4.20. — Soient A et B deux petites catégories, W un B-localisateur, et 
F : A —>• B un foncteur commutant aux petites limites inductives et respectant les 
monomorphismes. 

(a) Pour que F~1\N soit un A-localisateur, il faut et il suffit qu'il existe un cylindre 
fonctoriel 3 = (/, <9°, d1, a) sur A tel que pour tout préfaisceau X sur A, le morphisme 
F(ax) : F ( I (g X) —>- F(X) soit une W'-équivalence. 

(b) Si le foncteur F admet un adjoint à gauche respectant les monomorphismes, 
alors F~1\N est un A-localisateur. 

(c) Si le B-localisateur W est accessible, et si F - 1 W est un A-localisateur, alors il 
est accessible. 

Démonstration. — L'assertion (a) résulte du lemme 1.4.13 et du corollaire 1.4.7. La 
deuxième assertion résulte d'un argument standard d'adjonction qui permet d'affirmer 
que, sous les hypothèses de (6), le foncteur F respecte les fibrations triviales. 

Pour montrer l'assertion (c), on remarque d'abord que comme le foncteur F res
pecte les monomorphismes et les carrés cocartésiens, pour toute paire d'inclusions 
J —>• L, K —>- L de A, la flèche canonique F(J D K) —^ F(J) H F(K) est un iso
morphisme. Cela résulte du fait que dans la catégorie des ensembles, donc aussi dans 
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toute catégorie de préfaisceaux, tout carré cocartésien formé de monomorphismes, est 
aussi cartésien. 

Supposons donc que le LMocalisateur W soit accessible, et que F _ 1 W soit un A-
localisateur. En vertu des propositions 1.2.15, 1.2.17 et 1.3.40, et du théorème 1.4.3, 
il existe un cardinal infini (3 tel que : 

(i) tout préfaisceau sur A est la réunion /^-filtrante de ses sous-objets /̂ -accessibles ; 
(ii) le foncteur F envoie tout objet /3-accessible de A sur un objet /3-accessible 

de B ; 
(iii) pour toute W-cofibration triviale i : C —>• D dans B, et tout sous-objet (3-

accessible J de D, il existe un sous-objet /3-accessible J' de D, contenant J , et tel que 
l'inclusion J' D C —^ J' soit une W-cofibration triviale. 

Soit K —>• L un monomorphisme de A appartenant à F _ 1 W , et soit J un sous-
objet /3-accessible de L. On va construire une suite de sous-objets /3-accessibles de L, 
J n , n ^ 0, et une suite de sous-objets /3-accessibles de L L , J'n, n ^ 0, telles que pour 
tout n ^ 0, on ait des inclusions 

J n C L n +i , F J n C J'n C FJn+i , 
les morphismes F(K) fl J'n —>• étant des W-équivalences. On pose Jo = J . Pour 
n ^ 1, supposons qu'on ait construit J n _ i , et construisons J ,

n _ 1 et J n . Comme J n - i 
est (3-accessible, il en est de même de F J n _ i (en vertu de (ii)), et par (iii), F J n _ i est 
contenu dans un sous-objet /̂ -accessible J r

n _ i de FL, tel que F(K) D J ^ - i —^ J'n-i 
soit une W-cofibration triviale. D'autre part, par (i), L est la réunion /^-filtrante de 
ses sous-objets f3-accessibles, et donc comme J ^ - i e s t 0-accessible, vu que le foncteur 
F commute aux petites limites inductives et respecte les monomorphismes, J ,

n _ 1 est 
contenu dans un sous-objet ¡3-accessible de F L , de la forme F J " , où J" est un sous-
objet /3-accessible de L. La propriété (i) implique alors qu'il existe un sous-objet 
/̂ -accessible J n de L, contenant J n - \ et J " . 

Une fois cette construction faite, on pose J' = lim 
I 

Ln • On a J C J ' , et J' est un 
sous-objet /̂ -accessible de L. D'autre part, on a des isomorphismes 

FJ' ~ lim 
n 

F J n ~ lim 
n 

V 

et 
F(J'nK) ~ F lim 

n 
(JnnK) ~ lim 

n 
F(JnnK) ~ lim 

n 
( F ( J n ) n F ( K ) ) ~ \ l i m 

ln 
( j ;nF(AT) ) , 

et par le lemme 1.4.15, on a une équivalence faible dans B, 

lim 
n 

(JnnF(K)) lim 
n 

J'n-

On en déduit que J' H K —>• J' est une F_1W-équivalence. 
Étant donné que la catégorie Accp(A) est essentiellement petite (1.2.15), le 

lemme 1.2.24, appliqué à la classe C = Cof D F _ 1 W des monomorphismes de A 
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appartenant à i ? _ 1 W , et à la classe D des objets /̂ -accessibles de Â, montre à présent 
qu'il existe un ensemble I tel que l(r(I)) — Cof n F _ 1 W , et on conclut grâce à la 
remarque 1.4.4. 

Corollaire 1.4.21. — Soit A une petite catégorie. Toute intersection d'un ensemble de 
A-localisateurs accessibles est un A-localisateur accessible. 

Démonstration. — Soit (\Ni)iei une famille de A-localisateurs accessibles, indexée par 
un ensemble I . On considère 7 comme une petite catégorie discrète, et on note W la 
classe des flèches s de A x 7, telles que pour tout i G 7, Si soit dans W .̂ En vertu du 
corollaire 1.4.10, W est un (A x 7)-localisateur accessible, et il résulte des assertions (b) 
et (c) de la proposition 1.4.20 appliquée au foncteur diagonal ô : A —>- A1 ~ A x 7, 
que n W, = (5_ 1W est un A-localisateur accessible. iei 
Corollaire 1.4.22. — Soient A et I deux petites catégories, et W un A-localisateur 
accessible. Alors !Hotn(I, A) admet une structure de catégorie de modèles fermée à 
engendrement cofibrant, dont les cofibrations sont les monomorphismes, et dont les 
équivalences faibles sont les éléments de la classe W 7 formée des morphismes X —^ Y 
tels que pour tout i G Ob7 ; Xi —>- Yi soit une W-équivalence. En outre, si p est une 
fibration pour cette structure, alors pour tout objet i de I , le morphisme pi est une 
fibration de A au sens de W. 

Démonstration. — Comme la catégorie tHom(I, À) s'identifie à la catégorie des pré
faisceaux sur A x 7 o p , pour montrer la première assertion, il suffit en vertu du théo
rème 1.4.3, de montrer que la classe W 7 est un (A x 7op)-localisateur accessible. 
Notons 7q l'ensemble des objets de 7, ainsi que la catégorie discrète correspondante, 
et u \ Io —>• I le foncteur d'inclusion. I l résulte du corollaire 1.4.10 que la classe de 
flèches W7° de A7° ~ A x 70 est un (A x 70)-localisateur accessible, et si on note 

u* : Â^Tr°p ~ Oiom{I, A) —>- ^tbm(I0i A) ~ A7° 

le foncteur image réciproque par u, on a W 7 = (^*) - 1(W 7°). Or, le foncteur 
commute aux petites limites inductives et projectives, et admet un adjoint à gauche 
U\ tel que pour toute famille de préfaisceaux X — [Xi)i^ohï s u r A e^ tout objet j 
de 7, on ait 

( i t , * ) , = TT 
ieObl Horn/ 

LI 
(id) 

Xi . 

En particulier, le foncteur µ respecte les monomorphismes, et il résulte des assertions 
(b) et (c) de la proposition 1.4.20 que W 7 est un (A x 7op)-localisateur accessible. 
D'autre part, en vertu de l'assertion (c) du lemme 1.4.15, le foncteur ti, transforme 
W7°-équivalences en W7-équivalences, et comme il respecte les monomorphismes, un 
argument standard d'adjonction montre que le foncteur 'u* transforme W7-fibrations 
en W7°-fibrations. En remarquant que la structure de catégorie de modèles sur A7° 
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définie par le (Axio)-localisateur W / o est la structure produit, cela prouve la deuxième 
assertion. 

Proposition 1.4.23 (Crans [39]). — Soient ( M , W, Fib, Cof) une catégorie de modèles 
fermée engendrée par un couple (J, J), et G : 9A. —>- 9\ZP un foncteur admettant un 
adjoint à droite D : 9Â' —>• fW. On suppose les conditions suivantes vérifiées. 

(i) La catégorie M ' admet des petites limites projectives et inductives. 
(ii) Les ensembles Gì et GJ permettent Vargument du petit objet. 
(iii) D(l(r(GJ))) C W . 

On pose W = D~l\N, Fib' = D^Fxb, et Cof' = /(Fib' n W'). Alors le quadru
plet (5W7, W7, Fib', Cof') est une catégorie de modèles fermée engendrée par le couple 
(GI,GJ). 

Démonstration. — La vérification des axiomes CM1, CM2 et CM3 est immédiate. On 
remarque qu'on a les identifications suivantes 

Fib' = D^Fib = D^riJ) = r{GJ) , 

Fib' n W = D-x{F\b n W) = D^ril) = r(GI) , 
d'où Cof' = l(r(GI)). La condition (iii) implique que l(r(GJ)) C Cof' n W . On va 
montrer l'autre inclusion. Soit i : X —>• Y G Cof' fl W'. On factorise i en i = qj, où 
j : X —>- Z G l(r(GJ)) et où q : Z —>• Y G r(GJ) (ce qui est possible car en vertu de 
(ii), l'ensemble GJ permet l'argument du petit objet). Mais alors comme i et j sont 
dans W', i l en est de même de q, et donc q G r(GI). Le lemme du rétracte implique 
alors que i est un rétracte de j , et donc que i G l(r(GJ)). On a ainsi montré CM4. 
L'axiome CM5 résulte du fait que les ensembles GI et GJ permettent l'argument du 
petit objet. 

Corollaire 1.4.24. — Soient A et I deux petites catégories, et W un A-localisateur 
accessible. Alors ttom(I, A) admet une structure de catégorie de modèles fermée à en-
gendrement cofibrant dont les équivalences faibles (resp. les fibrations) sont les mor
phismes X —^ Y tels que pour tout i G Obi, Xi —>• Yi soit une W-équivalence (resp. 
une fibration au sens de \N). 

Démonstration. — Lorsque I est une catégorie discrète, A x I = Y[j A, et on obtient 
ainsi la structure produit. Dans le cas général, on considère l'ensemble Obi comme 
une catégorie discrète, et on note u : Ob I —>• I le foncteur d'inclusion canonique. I l 
induit un foncteur image inverse 

u* : !Hom(I,Â) —>- !Hom(ObI,Â) = n 
Obi 

Â, 

lequel admet un adjoint à gauche 

Y; n 
Obi 

Â lom (I, A). 
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Comme le foncteur u* envoie les fibrations au sens de la structure du corollaire 1.4.22 
sur des fibrations de f lc -b /^ ' pour toute cofibration triviale j de Ilob/^» U\3 EST 

une cofibration triviale au sens de la structure du corollaire 1.4.22. On en déduit 
aussitôt que le couple de foncteurs adjoints (w,, u*) vérifie les conditions de la propo
sition 1.4.23, et qu'on obtient de la sorte la structure de catégorie de modèles fermée 
escomptée. 

Remarque 1.4.25. — En vertu des corollaires 1.4.22 et 1.4.24, pour tout couple de pe
tites catégories A et J, et tout A-localisateur accessible W, il existe deux structures 
de catégorie de modèles fermée à engendrement cofibrant sur !Hom(I,A), ayant les 
mêmes équivalences faibles, à savoir les W-équivalences argument par argument. Pour 
la première, les cofibrations sont exactement les monomorphismes, et les fibrations 
sont des W-fibrations argument par argument. Pour la seconde, les fibrations sont 
exactement les W-fibrations argument par argument, et les cofibrations sont des mo
nomorphismes. On remarque que pour chacune de ces structures les fibrations triviales 
et les cofibrations sont indépendantes du A-localisateur W. Ces deux structures coïn
cident quand la catégorie / est discrète, auquel cas on obtient la structure de catégorie 
de modèles fermée produit. 

1.4.26. — Si a désigne un cardinal, on parlera dans la suite de limites inductives a-
filtrantes pour les limites inductives indexées par des ensembles ordonnés a-filtrants. 

Lemme 1.4.27. — Soit A une petite catégorie. On considère un modèle cellulaire 9Á 
de A et un cardinal a tels que tout préfaisceau sur A, source ou but d'une flèche 
appartenant à 9Á, soit a-accessible. Alors les fibrations triviales de A sont stables par 
les limites inductives a-filtrantes. 

Démonstration. — Comme iM est un modèle cellulaire de A, la classe des fibrations 
triviales de A s'identifie à celle des flèches qui vérifient la propriété de relèvement à 
droite relativement aux éléments de 9Á. Soit / un ensemble ordonné a-filtrant, et soit 

i I — ^ Vi Xi —^ Yi 

un foncteur de / à valeurs dans la catégorie des flèches de A, tel que pour tout i G / , Pi 
soit une fibration triviale. Si K —>• L est un élément de M alors on a le diagramme 
commutatif ci-dessous, dont les flèches verticales sont des bijections. 

lim 
i 

KomÀ(L,Xi) , lim 
i 

H o n r ^ X i ) x l i m 

i 
HomÂ(K,Yi) lim 

i 
H o m j ( I , Yi) 

Hom^ L, lim 
i 

Xi 1 lui I I T K, lim 
x 

X x lom A K Alili 
c 

Yi Hoin x L, lim 
i 

Y, 
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Les surjections étant stables par limites inductives, et les limites inductives filtrantes 
étant exactes à gauche, la flèche horizontale du haut est surjective. I l en est donc 
nécessairement de même de celle du bas, ce qui prouve l'assertion. 

Proposition 1.4.28. — Soit A une petite catégorie. Il existe un cardinal a tel que tous 
les A-localisateur s soient stables par limites inductives a-filtrantes (ce qui implique 
une propriété analogue pour les cardinaux ¡3 ^ a). 

Démonstration. — Les diagrammes incriminés étant toujours petits, on s'aperçoit 
aussitôt qu'il suffit de montrer l'assertion pour les A-localisateurs accessibles. Nous 
allons vérifier dans un premier temps qu'il suffit de prouver l'assertion pour le A-
localisateur minimal. Considérons un A-localisateur accessible W, ainsi qu'une petite 
catégorie / . La structure de catégorie de modèles fermée du corollaire 1.4.24 implique 
l'existence d'un foncteur 

Qi : ttom{I,À) Hom{I,A) , 

et d'un morphisme de foncteurs Qi —>- 1 9Íom{I,A) tels que pour tout foncteur X de 
/ vers Â, QiX soit cofibrant au sens de cette structure, et QiX —>• X soit une 
équivalence faible (en fait une fibration triviale). Comme le foncteur limite inductive 

lim 
I 

: Mortili, À) —^ A 

admet un adjoint à droite qui respecte les fibrations et les fibrations triviales, il res
pecte les cofibrations et les cofibrations triviales. En vertu du lemme de Ken Brown 
[74, lemme 1.1.12], le foncteur lim x 

Qi respecte donc les équivalences faibles. Une 
vérification immédiate montre que demander que W soit stable par les limites induc
tives de type / équivaut à demander que pour tout foncteur X de I dans A, la flèche 
lim i OTX lim I X soit une W-équivalence. Comme la notion de cofibration est la 
même quels que soient les A-localisateurs considérés, si cette dernière condition est 
vérifiée par W, elle le sera encore pour tout A-localisateur contenant W. 

I l ne nous reste donc plus qu'à montrer l'assertion dans le cas du A-localisateur 
minimal. I l suffit donc de la prouver pour un A-localisateur accessible fixe W. On consi
dère un foncteur L : A —>• A, et une W-équivalence naturelle de foncteurs 1 Â o L,=1 
tels que L soit accessible, et envoie tout préfaisceau X sur A sur un objet W-fibrant 
(en vertu de la proposition 1.2.35, de tels objets peuvent être construits grâce à l'argu
ment du petit objet appliqué à un ensemble de générateurs des cofibrations triviales). 
Soit fy( un modèle cellulaire de A. On se donne enfin un cardinal a tel que le foncteur 
L , ainsi que les sources et les but des éléments de !M, soient a-accessibles. Soit / un 
ensemble ordonné ce-filtrant. Le lemme 1.4.27 montre que le foncteur lim 

x envoie les 
fibrations triviales terme à terme sur des fibrations triviales. Le lemme de Ken Brown 
appliqué à la structure de catégorie de modèles fermée du corollaire 1.4.24 montre que 
lim 

i 
envoie les W-équivalences terme à terme entre diagrammes W-fibrants terme à 
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terme sur des W-èqui valences. Or si X —>• Y est une W-équivalence terme à terme 
de Oiomil. A), on obtient le diagramme commutatif suivant. 

lim 
i 

X lim i LX = L lim 
i 

X 

lim 7 
Y lim 7 

LY = L lim x 
Y 

L'a-accessibilité de L implique que les flèches horizontales du carré de droite sont 
des isomorphismes. On en déduit aussitôt par l'axiome L l que les flèches horizontales 
du carré de gauche sont des W-équivalences. La flèche verticale du milieu étant une 
W-équivalence, une nouvelle utilisation de l'axiome L l achève la démonstration de la 
proposition. 

1.5. Propreté 
Définition 1.5.7. — Soit C une catégorie de modèles fermée. Une flèche X —^ Y de 
C est une équivalence faible propre à droite si pour toute fibration Z —>• F, le mor
phisme image réciproque X Xy Z —Z est une équivalence faible. 

On dit qu'une catégorie de modèles fermée est propre à droite si toutes ses équiva
lences faibles sont propres à droite. 

Dualement, on dit qu'une catégorie de modèles fermée C est propre à gauche si 
Cop est propre à droite. Une catégorie de modèles fermée est propre si elle est à la 
fois propre à gauche et propre à droite. 

Remarque 1.5.2. — Toute équivalence faible propre à droite est une équivalence faible, 
car toute identité est une fibration. 

I l résulte du lemme 1.4.15 que pour toute petite catégorie A et tout A-localisateur 
accessible, la structure de catégorie de modèles fermée obtenue sur A est propre à 
gauche. 

Définition 1.5.3. — Soit A une petite catégorie. Un A-localisateur propre est un A-
localisateur accessible W, tel que la structure de catégorie de modèles fermée sur A, 
dont les cofibrations sont les monomorphismes, et dont les équivalences faibles sont 
les éléments de W, soit propre à droite. 

Le théorème suivant généralise des résultats de [107, 81]. 

Théorème 1.5.4. — Soient A une petite catégorie, et S une classe de flèches de A. 
On note W le A-localisateur engendré par S, et on suppose que celui-ci est accessible. 
Alors W est propre si et seulement si pour tout élément f : X —>- Y de S, pour toute 
fibration de but fibrant (au sens de\N) p : E —>• B, et pour toute flèche u : Y —>- B, 
le morphisme g : X XB E —>- Y XB E, image réciproque de f par p, est une W-
équivalence. 
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Remarque 1.5.5. — Une spécialisation immédiate du théorème ci-dessus est le cas 
S = 0. Autrement dit, la structure de catégorie de modèles minimale sur A (voir 
le théorème 1.4.3) est propre. On verra plus loin que ce n'est pas le cas de tous les 
A-localisateurs (9.4.6). 

La démonstration de l'énoncé ci-dessus occupe la majeure partie de cette section, 
mais nous commençons par en donner quelques conséquences. 
Corollaire 1.5.6. — Soit A une petite catégorie. On considère un ensemble / , et une 
famille Wi, i G I , de A-localisateurs propres. Alors le A-localisateur engendré par la 
réunion des Wi est propre. 

Démonstration. — Pour i G / , on choisit un ensemble Si de flèches de Â qui engendre 
W .̂ On pose S — U ^ , et alors W(5) est le A-localisateur engendré par la réunion des 
Wj, et il est clair qu'il est accessible. Le fait que \N(S) soit propre résulte du théorème 
ci-dessus et du fait que pour tout z, toute fibration au sens de W en est une au sens 
de W*. 
Corollaire 1.5.7. — Soient A une petite catégorie, et D une classe de préfaisceaux sur 
A. On note W le plus petit A-localisateur contenant les projections X x Z —>- Z pour 
tout X G D, et tout préfaisceau Z. Si W est accessible (pour cela, il suffit, en vertu 
du corollaire 1.4-19, que D soit un ensemble^ alors W est propre. 

Démonstration. — Pour tout morphisme de préfaisceaux sur A, Y —>- Z, et tout 
A G D, le carré suivant est cartésien 

X x Y Y 

X x Z Z i 
ce qui permet de conclure par le théorème 1.5.4. 
Définition 1.5.8. — Soient A une petite catégorie, W un A-localisateur, et p : E —>• B 
un morphisme de préfaisceaux sur A. On note C(p) la classe des flèches / : A —>• Y de 
A telles que pour tout u G Hom^(Y, B), une fois formés les carrés cartésiens suivants, 

A xB E 9 Y xBE E 

p 

X f Y u B 7 

la flèche g soit une W-équivalence. 
Si ff est une classe de flèches de A, alors on note C(J-) la classe np<EfC(p). 

Sorites 1.5.9. — On considère A, \N, et p comme dans la définition ci-dessus, et on 
rappelle que Cof désigne la classe des monomorphismes de A. 
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(a) Soient f : A —>• Y et g : Y —>- Z deux morphismes de préfaisceaux sur A. 
Si f et g (resp. f et gf) sont des éléments de C(p), alors il en est de même de gf 
(resp. de g). 

(b) L'ensemble C(p) D Cof est stable par rétractes, par images directes, et par com
positions transfinies. En outre, si on a un diagramme commutatif 

A 2 
ai A 0 

ai Ai 
b fo x 

B2 

b2 

B0 bi 
i i 

tel que a\ et b\ soient des monomorphismes, et fo, f\, f2 des éléments de C(p), alors 
la flèche canonique Ai J1A0 A2 —>• B\ J l B o B2 est un élément de C(p). 

(c) Si C(p) contient W n Cof, alors C(p) contient W . 

Démonstration. — Commençons par montrer le point (a). Supposons que / G C(p), 
et soit Z —>• B un morphisme de préfaisceaux. On forme les carrés cartésiens 

X xB E YxBE • Z xB E E 

X 
f 

Y g Z B . 

Alors le morphisme A x B E —>• Y xB E est une équivalence faible, et le morphisme 
Y xBE —>• Z xBE est une équivalence faible si et seulement si le morphisme composé 
A x B E —>- Y xB E —>• Z xB E en est une, ce qui prouve que g est dans C(p) si et 
seulement si gf l'est. 

Pour montrer (b), on définit un foncteur F : A/B —^ A par (A —>• B) 1—̂  X xB 

E. Ce foncteur commute aux petites limites inductives et respecte les monomor
phismes. On en déduit que j P _ 1 ( W ) est un A/i^-localisateur car les fibrations t r i 
viales sont stables par images réciproques. Le point (b) résulte de cette constatation, 
du lemme 1.4.15, et de l'universalté des limites inductives dans A, car C(p) peut à 
présent être vu comme l'ensemble des flèches A —>• y de A telles que pour toute 
flèche Y —^ B, le composé A —^ Y —^ B soit une F~ 1(W)-équivalence faible. 

Pour se persuader du point (c), il suffit de voir que comme les fibrations triviales 
de A sont stables par images réciproques, C(p) les contient toutes, et ainsi, l'assertion 
résulte du corollaire 1.2.28 et du point (a). 

Lemme 1.5.10. — Soient A une petite catégorie, (3, S) une donnée homotopique sur 
A. On considère une fibration naïve p : X —>• Y, et un rétracte par déformation fort 
i : Z —>- Y. Alors l'inclusion image réciproque j : Z Xy X —>• X est un rétracte par 
déformation fort. 
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Démonstration. — On a un carré cartésien 

Z X y l 3 X 

q p 
Z 

i 
Y 

Comme i est un rétracte par déformation fort, il existe, par définition, deux flèches 
r : Y —^ Z et h : I®Y —>• Y telles que ri = l z , hdY = l y , hdY = ir, et / i ( l / 0 i ) = 
o y ( 1 j (g) i). On a les égalités h(li <S> p)dx — hdYp — lyp = p, h(lj <g> j) — 
/i(l/(g)i)(l/®ç) = <jy(lj(g>i)(lj<8)g) = iqo-ZxYx = PJo~ZxYx, ^ Jo~zxYxdZXYX = j , 
ce qui permet de définir un morphisme u : I® (Z xY X) U {0} 0 X —^ X, en posant 
u — U°~ZxYx, 1x ) 5 tel que le carré suivant soit commutatif : 

J<g)(Z X y X ) U { O } 0 X i X 

I ® X (1+O 0) p 

p 

Y 

Or ce dernier admet un relèvement k : I<g>X —>- X, puisque p est une fibration naïve, 
la flèche verticale de gauche dans ce diagramme étant une extension anodine. On a 
alors les égalités k(li 0 j) = jo~zxYx = crx(lj 0 j) et kdx = lx- D'autre part, on 
a les égalités pkdx — h(li 0 p)dx — hdYp = irp. I l existe donc une unique flèche 
s : X —>• Z xY X telle que js — kdx, et qs = rp. En outre, on a sj — lzxYx, car 
jsj = kdxj = fc(l/ ® J ) 0 Z X Y X = jo-zxYxàzxYx = Ji e t A S 3 = RP3 = r i c L = 4- ° N A 

ainsi montré que j est un rétracte par déformation fort. 

Lemme 1.5.11. — Soient A une petite catégorie, W un A-localisateur accessible, et 
q : E —>- B une V\l-fibration de but \N-fibrant. Alors pour tous morphismes composâ
mes 

X f Y i Z 
de A, i étant une cofibration triviale, si i et if sont dans C(q), alors il en est de même 
def. 

Démonstration. — Soit u : Y —>• B un morphisme de A. Comme i est une cofibration 
triviale, et B est fibrant, i l existe une flèche v : Z —>• B telle que u — vi. On peut 
alors former les carrés cartésiens ci-dessous. 

X xB E i Y XB E i Z xB E E 

n 

X f 
Y 

i 
u 

z u B 
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Par hypothèse, i' et i' f sont des équivalences faibles, et donc / ' en est une, ce qui 
prouve l'assertion. 

Lemme 1.5.12. — Soient A une petite catégorie, W un A-localisateur accessible, et 
q : E —>- B une \N-fibration. Alors pour tous morphismes composables 

X f Y p Z 

de Â, p étant une fibration triviale, si pf est dans C(q), alors il en est de même de f. 

Démonstration. — En vertu du théorème 1.4.3, il existe une donnée homotopique 
(£, S), où £ = (L, A0, A 1 ,pr 2 ) désigne le cylindre de Lawvere (cf. exemple 1.3.9), telle 
que W soit la classe des équivalences faibles de la catégorie de modèles fermée engen
drée par (£, S). On remarque d'abord que toute section d'une fibration triviale est une 
équivalence faible propre à droite pour cette structure, et en particulier, appartient 
à C(q). En effet, une telle section est un rétracte par déformation fort (cf. proposi
tion 1.3.26), et comme toute fibration est une fibration naïve, l'assertion résulte du 
lemme 1.5.10. En particulier, pour tout préfaisceau T sur A, comme la deuxième pro
jection L x T —>- T est une fibration triviale (cf. exemple 1.3.9), A^ et A^ sont dans 
C(q). 

Comme p est un fibration triviale, il existe une section s de p et une £-homotopie 
de l y vers sp (1.3.26). On en déduit qu'il existe un morphisme h : L x X —>- F, tel 
que h\x — f et h\x = spf. En vertu du sorite 1.5.9, (a), vu que p / , s, \ x et A^ 
sont dans C(q), la deuxième égalité implique que h est dans C(q), et la première qu'il 
en est de même de / . 

Proposition 1.5.13. — Soient A une petite catégorie, et\N un A-localisateur accessible. 
On note F\N la classe des \N-fibrations de but W'-fibrant. Alors C(Fyy) est un A-
localisateur contenu dans W. 

Démonstration. — On remarque que C(Fw) C W, puisque l'identité de l'objet final 
de A est une W-fibration de but W-fibrant. En vertu de 1.5.9, il suffit à présent de 
montrer que pour tous morphismes composables 

X f Y 9 Z 

de Â, si g et gf sont dans C(Fw), il en est de même de / . Dans ce cas, g est une 
équivalence faible, et admet donc une factorisation de la forme g = pi, où i est 
une cofibration triviale, et p une fibration triviale. Soit q un élément de F\jy. Par 
hypothèse, pi et pif sont dans C(q). I l résulte donc du lemme 1.5.12 que i et if sont 
dans C(q). Mais alors en vertu du lemme 1.5.11, / est dans C(q), ce qui achève la 
démonstration. 
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Lemme 1.5.14. — Soient A une petite catégorie et W un A-localisateur. On considère 
trois flèches de A, f : K —>• L , p \ X —>• Y, et q : Z —>- T, et on suppose que p est 
un rétracte de q. Si f G C(q), alors f G C(p). 

Démonstration. — Comme p est un rétracte de g, il existe un diagramme commutatif 

lx 

X i z r X 

p p P 

Y T Y 3 s 
ly 

. 

Soit u : L —>• Y un morphisme de préfaisceaux sur A. On obtient par composition 
avec j un morphisme v : L —>- T, et on vérifie que par fonctorialité, la flèche K Xy 
X —>- L Xy X est un rétracte de la flèche K XT Z —>• L XT Z. Comme / G C(q), 
cette dernière est dans W, et donc l'assertion résulte de la stabilité de W par rétractes 
(1.4.7). 

Démonstration du théorème 1.5.4- — Si Fw désigne la classe des fibrations de but 
fibrant (au sens W), il s'agit de montrer que W est propre si et seulement si S C 
C(Fw). Or si W est propre W C C(Fw), et donc S C C(Fw). Réciproquement, si 
S C C(Fw), il résulte de la proposition 1.5.13 que W C C(Fw). Si F' désigne la classe 
des morphismes images réciproques d'éléments de F\N1 on s'aperçoit immédiatement 
que C(F') = C(Fw). Pour conclure, en vertu du lemme 1.5.14, il suffit de prouver que 
toute fibration est un rétracte d'un élément de F'. Si p : X —>- Y est une fibration, 
il existe un carré commutatif 

X i -X' 

p p' 
Y 

3 Y' , 

dans lequel p' est une fibration de but fibrant, et i , j des cofibrations triviales. On 
obtient le diagramme commutatif suivant, où q et j ' désignent les projections 

X \ i 

ÀN= (p,i) 

p 
Y x v X' 3' X' 

i p 

Y 3 Y' 
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Comme j E W et p' G Fw, la flèche f : F Xy/ I ' —^ X ' , image réciproque de j par 
p', est une équivalence faible. Vu que i G W, on en déduit que k G W. D'autre part, 
i étant un monomorphisme, i l en est de même de k. Par suite, k est une cofibration 
triviale, et donc le lemme du rétracte achève la démonstration. 

Proposition 1.5.15. — Soient A et I deux petites catégories, et W un A-localisateur. 
On rappelle que W 7 désigne la classe des flèches f de ttom(I, A) ~ I o p x A telles que 
pour tout objet i de la catégorie I , le morphisme fi soit une W-équivalence. Alors si 
W est propre, il en est de même de W 7 . 

Démonstration. — On sait que si W est accessible, W 7 l'est aussi, et qu'alors si p est 
une fibration de 9iom(I,A) au sens de W 7 , pour tout objet i de / , le morphisme pi 
est une fibration de A au sens de W (corollaire 1.4.22). On en déduit immédiatement 
que si W est propre, l'image réciproque de toute W7-équivalence par une fibration au 
sens de W 7 est encore une W7-équivalence. 

Nous terminons cette section par le rappel de quelques résultats généraux sur la 
propreté dans le cadre abstrait des catégories de modèles fermées. 

Définition 1.5.16. — Soit C une catégorie de modèles fermée. Un carré commutatif 
de C 

X0 
U0 Y0 

Í v 
X y 

Y1 

est homotopiquement cartésien si XQ s'identifie canoniquement à la limite homoto
pique du diagramme 

Y0 

i 

Xx 
x 

Yx , 

i.e. s'il existe un diagramme commutatif dans C, 

Xx Ul Yx V Y0 

X'x P 
Yx 

g 
Y'2 , 

dans lequel les flèches verticales sont des équivalences faibles, et g, des fibrations 
de but fibrant, tel que le morphisme canonique 

XQ >• X[ X Y{ Y¿ 
soit une équivalence faible. 
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On a aussi une version duale de cette notion : un carré commutatif de C est homo
topiquement cocartésien si c'est un carré homotopiquement cartésien de Cop. 
Remarque 1.5.17. — Si C est propre à droite, alors le carré ci-dessus est homotopi
quement cartésien si et seulement s'il existe une factorisation de la flèche Yo —>• Y\ 
en YQ —>- Z —>• Yi, où Yo —>- Z est une équivalence faible, et où Z —>• Y\ est une 
fibration, telle que la flèche XQ —>• X \ Xy± Z soit une équivalence faible, et si c'est 
le cas, alors pour toute factorisation de la flèche Yo —^ Y\ en Yo —>• Z —>- Yi, où 
Yq —>• Z est une équivalence faible, et où Z —>- Y\ est une fibration, le morphisme 
canonique XQ —>• X \ Xyx Z est une équivalence faible. Nous renvoyons le lecteur à 
[64, chap. I l , section 8] pour un horizon raisonnablement étendu sur la notion de carré 
homotopiquement (co)cartésien dans les catégories de modèles fermées propres. 

La proposition suivante provient de [113]. 
Proposition 1.5.18. — Soit C une catégorie de modèles fermée propre à droite, et p : 
X —>- Y une flèche de C. Les conditions suivantes sont équivalentes. 

(a) Pour toute flèche Z —>• Y, le carré suivant est homotopiquement cartésien. 
Z Xy X X 

Z Y 
p 

(b) Pour toute équivalence faible u : Z' —>• Z, et pour toute flèche Z —>• Y, si on 
forme les carrés cartésiens 

Z' Xy X v Z Xy X X 
P 

Z' u z Y 5 
la flèche v est une équivalence faible. 

Démonstration. — Montrons que (a) (b). En vertu de la condition (a), le carré 
de droite ainsi que le grand carré composé du diagramme de la condition (b) sont 
homotopiquement cartésiens. On en déduit qu'il en est de même du carré de gauche. 
Par suite, si u est une équivalence faible, il en est de même de v. 

I l reste à voir la réciproque. Soit u : Z —>- Y une flèche de C. On factorise u 
en Z —>- T —>• Y, où Z —>• T est une cofibration triviale, et où T —>- Y est une 
fibration. Alors en vertu de la condition (6), la flèche Z Xy X —>- T Xy X est une 
équivalence faible, ce qui implique que le carré voulu est homotopiquement cartésien, 
en regard de la remarque ci-dessus. 

1.5.19. — Soit C une catégorie de modèles fermée. Si X est un objet de C, La catégorie 
C/X admet une structure de catégorie de modèles fermée dont les équivalences faibles 
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(resp. les fibrations, resp. les cofibrations) sont les flèches dont l'image par le foncteur 
d'oubli de C/X vers C en est une dans C. Si u : X —>• Y est une flèche de C, on a 
un foncteur 

u{ : C/X C/Y , (Z,z) (Z, uz). 

Ce dernier admet un adjoint à droite 
u* : C/Y —>- C/X 

qui associe à un objet Z au-dessus de Y l'objet Z Xy X au-dessus de X. I l est 
immédiat que (u[y u*) est une adjonction de Quillen, puisque par définition, le foncteur 
Uy respecte les cofibrations et les équivalences faibles (il en résulte par adjonction que 
le foncteur u* respecte les fibrations et les fibrations triviales). 

Proposition 1.5.20. — Soit u : X —>• Y un morphisme de C. Les conditions suivantes 
sont équivalentes. 

(a) u est une équivalence faible propre à droite. 
(b) Le couple de foncteurs adjoints (u^ u*) est une équivalence de Quillen (au sens 

de [74, définition 1.3.12];. 
(c) Le foncteur induit par u{ entre les catégories homotopiques 

Ho C/X Ilo C/Y 

est une équivalence de catégories. 
Démonstration. — Il s'agit d'un simple exercice de traduction à l'aide de [109, chap. I , 
sec. 5, prop. 1] et de [74, proposition 1.3.13]. 

Corollaire 1.5.21. — Soient C une catégorie, et W une classe de flèches de C. On sup
pose qu'il existe une structure de catégorie de modèles fermée sur C dont les équiva
lences faibles sont les éléments de W. Les conditions suivantes sont alors équivalentes. 

(a) Il existe une structure de catégorie de modèles fermée propre à droite sur C 
dont les équivalences faibles sont les éléments de W. 

(b) Toute structure de catégorie de modèles fermée sur C dont les équivalences 
faibles sont les éléments de W est propre à droite. 

Démonstration. — La condition (c) de la proposition ci-dessus est une propriété du 
seul couple (C, W), sans mention d'aucune structure de catégorie de modèles fermée 
sur C. 

Proposition 1.5.22. — Soient A une petite catégorie, et W C W deux A-localisateurs 
propres. On considère un carré cartésien de préfaisceaux sur A : 

X' u X 

v p 
Y' V Y . 
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Si p est une W-fibration de but \N'-fibrant et si le morphisme canonique de Y' vers le 
préfaisceau final est une W-équivalence, alors ce carré est homotopiquement cartésien 
au sens de W et au sens de W'. 

Démonstration. — Comme W est propre et p est une W-fibration, ce carré est ho
motopiquement cartésien au sens de W (cf. remarque 1.5.17). On factorise v en une 
W'-cofibration triviale i suivie d'une W'-fibration g, puis on forme les carrés cartésiens 
suivants. 

X' 3 X" r X 

p' p" p 
Y' 

i 
Y" 

Q 
Y 

On remarque que le morphisme de Y" vers le préfaisceau final est une W'-équivalence 
et que Y" est W'-fibrant. Par conséquent, Y" est un objet injectif de A, ce qui implique 
que i est une W-équivalence. Comme p est une W-fibration, la flèche j est une W-é-
quivalence, et donc aussi une W'-équivalence. I l suffit donc à présent de vérifier que 
le carré de droite est homotopiquement cartésien au sens de W , ce qui résulte de la 
remarque 1.5.17, puisque W est propre et q est une W'-fibration. 

1.6. Cofibrations exotiques 

1.6.1. — Soient A une petite catégorie, et I un ensemble de monomorphismes de pré
faisceaux sur A. Un morphisme de A est une I-fibration s'il vérifie la propriété de 
relèvement à droite relativement à I . Un morphisme de A est une I-cofibration s'il 
vérifie la propriété de relèvement à gauche relativement aux /-fibrations. Un préfais
ceau X sur A sera dit I-cofibrant si le morphisme du préfaisceau vide vers X est une 
/-cofibration. 

Théorème 1.6.2. — Soient A une petite catégorie, W un A-localisateur accessible. On 
considère un ensemble / de monomorphismes de préfaisceaux sur A tel que toute 
I-fibration soit une \N-équivalence. Alors la catégorie des préfaisceaux sur A admet 
une structure de catégorie de modèles fermée propre à gauche et à engendrement 
co fibrant dont les équivalences faibles sont les \N-équivalences, et les cofibrations, les 
I-cofibrations (les fibrations triviales sont donc les I-fibrations). En outre, pour que 
cette structure de catégorie de modèles fermée soit propre (à droite), il faut et il suffit 
que le A-localisateur W le soit. 

Démonstration. — En vertu des propositions 1.2.15 et 1.3.40 et du théorème 1.4.3, il 
existe un cardinal a tel que les conditions suivantes soient vérifiées. 

(a) Les sources et les buts des éléments de / sont a-accessibles. 
(b) Tout sous-objet ou objet quotient d'un objet ce-accessible de A est ce-accessible. 
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(c) I l existe un ensemble D de préfaisceaux sur A tel que tout préfaisceau ce-
accessible sur A soit isomorphe à un élément de D. 

(d) Pour toute W-cofibration triviale X —^ Y de préfaisceaux sur A, et tout sous-
objet ce-accessible K de F, i l existe un sous-objet ce-accessible L de Y contenant K 
tel que l'inclusion L D X —>• L soit une W-équivalence. 
Notons Jo l'ensemble des W-cofibrations triviales X —>• Y telles que X et Y soient 
dans D. Pour chaque élément / de Jo, on choisit ensuite une factorisation de la forme 
q/jf, où jf est une /-cofibration, et qf une /-fibration (factorisations qui existent 
grâce à l'argument du petit objet appliqué à / ) . On note enfin J l'ensemble des 
morphismes jf, où / parcourt les éléments de Jo- On remarque que les morphismes 
qf étant des W-équivalences (puisque des /-fibrations), les morphismes jf sont aussi 
des W-équivalences. Nous allons montrer que la catégorie des préfaisceaux sur A ad
met une structure de catégorie de modèles fermée engendrée par le couple (/, J) 
dont les équivalences faibles sont les W-équivalences. Comme tous les éléments de / 
sont des monomorphismes, i l résulte de l'argument du petit objet appliqué à / que 
toute /-cofibration est un monomorphisme. On appellera I-cofibrations triviales les 
/-cofibrations qui sont aussi des W-équivalences. Toute /-cofibration triviale est donc 
une W-cofibration triviale. Les éléments de J étant des /-cofibrations triviales, une 
nouvelle application de l'argument du petit objet à J montre que toute J-cofibration 
est une /-cofibration triviale, et donc, en particulier, une W-équivalence. 

1.6.2.1. — Pour tout carré commutatif 

A a X 

i w 
B b Y 

de préfaisceaux sur A dans lequel i G / et w est une W-cofibration triviale, il existe 
un diagramme commutatif dans A de la forme 

A u A' 
a 

X 
i i w 
B 

V 
B' b' Y 

tel que a = a'u, b = b'v, et i' G J. 

Soit K l'image du morphisme b dans Y. En vertu de (a) et (b), K est ce-accessible, 
et donc il résulte de (d) que K est contenu dans un sous-objet ce-accessible L de F tel 
que L D X L soit une W-cofibration triviale. Les propriétés (6) et (c) impliquent 
que l'on peut supposer que L D X et L sont dans D. L'inclusion / de L D X dans L 
est par conséquent un élément de JQ. On a donc une factorisation de / de la forme 
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/ — Qfjf- Posons i' — jf. Si A' = L n X et B' désignent respectivement la source et 
le but de i'on a un diagramme commutatif de la forme 

A u A' a X 

i f w 
B 

V L g 
Y 

dans lequel g désigne l'inclusion de L dans F, avec a'u = a et gv' = b. D'autre 
part, le morphisme qf étant par construction une /-fibration, et le morphisme i étant 
dans / par hypothèse, l'égalité f — qfi' et la commutativité du carré de gauche dans 
le diagramme ci-dessus impliquent qu'il existe un morphisme v : B —>• B' tel que 
vi = i'u et qfV = v'. En posant b' — gqf, on en déduit que b'v = gqfV = gv' — b. On 
a obtenu de la sorte le diagramme commutatif annoncé. 

1.6.2.2. — Pour tout carré commutatif 

A a X 

i w 
B b 

Y 

de préfaisceaux sur A dans lequel i E I et w est une W-équivalence, il existe un 
diagramme commutatif dans A de la forme 

A u A' a' X 

i i' w 
B V B' i Y 

tel que a — a'u, b = b'v, et i' G J. 

On factorise w en une cofibration w' : X Y' suivie d'une fibration triviale 
p : Y' —>• Y. On voit aussitôt que w' est une W-cofibration triviale. En outre, vu que 
i est en particulier un monomorphisme, il existe un morphisme Z : B Y' tel que 
w'a — li et pl — b. On peut appliquer 1.6.2.1 au carré commutatif 

A a X 

i w' 
B i Y' . 
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ce qui nous donne un diagramme commutatif 

A u A' a' X 

i i' w' 

B V B' b" Y' 

tel que a'u = a, b"v = Z, et %' G J . On conclut en posant b' = pb". 

1.6.2.3. — Une J-fibration est une W-équivalence si et seulement si c'est une 
I-fibration. 

I l est clair que toute /-fibration est à la fois une J-fibration et une W-équivalence. 
Réciproquement, il résulte facilement de 1.6.2.2 que toute J-fibration qui est une 
W-équivalence vérifie la propriété de relèvement à droite relativement à / . 

1.6.2.4. — Une I-cofibration est une \N-équivalence si et seulement si c'est une 
J -cofibration. 

On sait déjà que toute J-cofibration est à la fois une /-cofibration et une W-
équivalence. Soit i : X Y une /-cofibration. On peut la factoriser, grâce à l'argu
ment du petit objet appliqué à J , en une J-cofibration j suivie d'une J-fîbration q. 
Si i est une W-équi valence, alors il en est de même de q, ce qui implique en vertu de 
1.6.2.3 que q est une /-fibration. Le lemme du rétracte implique que i est un rétracte 
de j , et qu'il est donc une J-cofibration. 

Les axiomes de factorisation étant assurés par l'argument du petit objet, on peut 
à présent affirmer que A est munie d'une structure de catégorie de modèles fermée 
engendrée par le couple (/, J) dont les équivalences faibles sont les W-équivalences. 
La propreté à gauche de cette structure résulte de la propreté à gauche de la structure 
de catégorie de modèles fermée du théorème 1.4.3 (voir remarque 1.5.2) et de l'énoncé 
dual du corollaire 1.5.21. Ce dernier corollaire implique aussi la dernière assertion du 
théorème concernant la propreté à droite. 

Proposition 1.6.3. — Soient A une petite catégorie, et W un A-localisateur accessible. 
On suppose donnés un ensemble / de monomorphismes de A tel que toute I-fibration 
soit une \N-équivalence, et une classe W ; de morphismes de préfaisceaux sur A conte
nant W. Alors pour que \Nr soit un A-localisateur accessible, il faut et il suffit que la 
catégorie des préfaisceaux sur A admette une structure de catégorie de modèles fermée 
à engendrement cofibrant dont les équivalences faibles sont les W'-équivalences, et les 
cofibrations, les I-cofibrations. 
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Démonstration. — C'est une condition nécessaire en vertu du théorème 1.6.2. Réci
proquement, supposons qu'il existe un ensemble J de /-cofibrations tel que A admette 
une structure de catégorie de modèles fermée engendrée par le couple (/, J) dont les 
équivalences faibles sont les W'-équivalences (i.e. les éléments de W'), et notons W" 
le A-localisateur engendré par W et par J . On va montrer que W' = W". Toute J -
cofibration est une W'-équivalence : l'argument du petit objet appliqué à J implique 
qu'il suffit de vérifier que J C W", ce qui est vrai par définition de W". Soit u une 
W'-équi valence. Pour vérifier que u est une W-équi valence, on remarque que u admet 
une factorisation en une J-cofibration j suivie d'une J-fibration q. Mais alors q est 
une W'-équi valence, et donc une /-fibration. Les morphismes j et q étant dans W", il 
en est donc de même de u. On a ainsi prouvé que W' C W". I l reste donc à montrer 
l'inclusion inverse. Pour cela, il suffit de prouver que W' est un A-localisateur. Le seul 
axiome non trivial à vérifier est l'axiome L3. Soient i un monomorphisme, et u un 
morphisme de même source que i dans A. 

y i x u z 
En utilisant des factorisations adéquates en /-cofibrations suivies de /-fibrations, on 
peut construire un diagramme commutatif de la forme 

Y' i' X' u' Z' 

y X z 
Y i X u z 

dans lequel i' est une /-cofibration, et les morphismes x, y et z sont des /-fibrations 
(on peut par exemple choisir une factorisation de i en une /-cofibration i' suivie d'une 
/-fibration y, et prendre pour x et z les identités de X et Z respectivement). Toutes 
les flèches verticales étant en particulier des W-équi valences, i l résulte de l'assertion 
(a) du lemme 1.4.15 que le morphisme canonique Y' I I x ' Z' —>• Y Ux Z est une W-
équivalence. On en déduit aussitôt que si i est une W'-équi valence, alors le morphisme 
Z Y Ux Z en est une aussi. La stabilité par composition transfinie des monomor
phismes qui sont dans W' se démontre de manière analogue. Si E est un ensemble bien 
ordonné, et si F : E —>• A est un foncteur tel que pour tous e' < e, le morphisme 
Fe> —^ Fe soit un monomorphisme, alors i l existe un foncteur F' : E A tel que 
pour tout élément e de F, le morphisme lim 

>e'<e 
Fe, Fe soit une /-cofibration, 

et un morphisme de foncteurs F' —>~ F qui soit une /-fibration argument par argu
ment (cela résulte d'une construction élémentaire par récurrence transfinie que nous 
laissons en exercice au lecteur, ou bien encore de [74, théorème 5.1.3] appliqué, pour 
B = E, à la structure de catégorie de modèles fermée sur A dont les cofibrations sont 
les /-cofibrations, et les équivalences faibles, les W'-équivalences). L'assertion (b) du 
lemme 1.4.15 implique alors que le morphisme induit lim F' —>• l i m / 7 est une W-
équivalence, et donc, en particulier, une W'-équivalence. La classe des /-cofibrations 
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qui sont des W7-équivalences étant stable par composition transfinie, cela permet de 
conclure. 

1.6.4. — Les énoncés précédents permettent d'avoir le choix quant aux cofibrations 
avec lesquelles on peut travailler. Le choix de celles-ci ne change rien à la théorie de 
l'homotopie considérée : seules les équivalences faibles sont pertinentes. Cependant, 
cette liberté permet une plus grande souplesse quant à la description des catégories 
homotopiques et des foncteurs dérivés. On utilisera par exemple ce type de propriété 
pour dériver les foncteurs de limite inductive (3.1.10) et de passage au quotient sous 
l'action d'un préfaisceau de groupes (7.2.13). On rappelle dans la proposition sui
vante quelques éléments du folklore sorital sur la localisation des catégorie de modèles 
fermées (voir [72] pour un développement beaucoup plus exhaustif du sujet). 

Proposition 1.6.5. — Soient C une catégorie admettant des petites limites inductives et 
projectives, et (W, Fib, Cof) et (W ;, Fit/, Cof') deux structures de catégorie de modèles 
fermée sur C telles que W C W' et Cof = Cof' (ce qui implique que Fib7 C Fib y). 
On notera les catégories de modèles fermées correspondantes C = (C, W, Fib, Cof) 
et C = (C, W ;, Fib', Cof'). Le foncteur identité définit donc un foncteur de Quillen 
à gauche de C vers C. On appellera W-équivalences (resp. W'-équivalences, resp. 
fibrations, resp. fibrations fortes) les flèches qui sont dans W (resp. dans W', resp. 
dans Fib, resp. dans Fib';. Un objet X sera dit fibrant (resp. fortement fibrant; si le 
morphisme de X vers Vobjet final est une fibration (resp. une fibration forte). On a 
alors les propriétés suivantes. 

(i) Le foncteur canonique Ho C —>• Ho C admet un adjoint à droite pleinement 
fidèle dont l'image essentielle est formée des objets isomorphes dans Ho C à des objets 
fortement fibrants. 

(ii) Un objet fibrant de C est fortement fibrant si et seulement s'il est isomorphe 
dans Ho C à un objet fortement fibrant. 

(iii) Considérons un triangle commutatif 

X u Y 

p q 
Z 

de C dans lequel u est une W1 -équivalence, et p et q sont des fibrations. Pour que p 
soit une fibration forte, il faut et il suffit que q en soit une. 

(iv) Un objet fibrant X de C est fortement fibrant si et seulement si pour toute 
W/-équivalence entre objets cofibrants A —>• B, l'application 

HomUoC(B,X) KomUoC(A,X) 

est bijective. 
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(v) Un morphisme entre objets fortement fibrants est une \N-équivalence si et seule
ment s'il est une \N'-équivalence. 

(vi) Pour tout triangle commutatif 

X u Y 

p 
Z 

g 

dans lequel p et q sont des fibrations fortes, le morphisme u est une W-équivalence si 
et seulement s'il est une \N'-équivalence. 

(vii) Un morphisme entre objets fortement fibrants est une fibration forte si et 
seulement s'il est une fibration. 

(viii) Soit G : C —>- T) un foncteur de Quillen à gauche. Pour que G induise un 
foncteur de Quillen à gauche de C vers (D (i.e. qu'il envoie les cofibrations triviales de 
C sur des cofibrations triviales de (D), il faut et il suffit qu'il envoie les W/-équivalences 
entre objets cofibrants sur des équivalences faibles de T). 

Démonstration. — L'assertion (i) est une conséquence immédiate des sorites géné
raux sur les adjonctions de Quillen appliqués à l'identité de C, vue comme un fonc
teur de Quillen à gauche de C vers C (voir par exemple [74, théorème 1.3.7 et 
lemme 1.3.10]). On en déduit facilement les assertions (ii), (iv) et (v). Les asser
tions (iii) et (vi) sont des reformulations respectives des énoncés (ii) et (v), appliqués 
à la catégorie C/Z. Montrons l'énoncé (vii). Supposons que p : X —^ Y soit une 
fibration entre objets fortement fibrants. On peut alors choisir une factorisation de 
p en une W-équivalence i : X Z suivie d'une fibration forte q : Z Y. Mais 
alors Z est fortement fibrant, ce qui implique d'après (v) que i est une W-équivalence. 
Il résulte donc de (iii) que p est une fibration forte. La réciproque est immédiate 
(puisque toute fibration forte est une fibration). I l reste à présent à démontrer l'as
sertion (viii). Le fait que cela soit une condition nécessaire résulte immédiatement du 
lemme de Ken Brown [74, lemme 1.1.12]. Réciproquement, supposons que le foncteur 
G envoie les W'-équivalences entre objets cofibrants sur des équivalences faibles de 
Œ). Le foncteur G admet par définition un adjoint à droite D qui est un foncteur 
de Quillen à droite. Pour prouver que G définit un foncteur de Quillen à gauche de 
C vers (D, i l suffit de prouver que le foncteur D envoie les fibrations de Œ) sur des 
fibrations fortes. On voit dans un premier temps que le foncteur D envoie les objets 
fibrants de (D sur des objets fortement fibrants. En effet, si X est un objet fibrant 
de îZ), et A B une W' équivalence entre objets cofibrants de C, on a les bijections 
canoniques ci-dessous (où L G et HD désignent respectivement le foncteur dérivé à 
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gauche de G et le foncteur dérivé à droite de D). 
ttomUoC(B,D(X)) -RomnvC{B,RD(X)) 

~RomUov(LG(B),X) 
- H o m H o 0 ( G ( B ) , X ) 
~HomUo(D(G(A),X) 
~Hom H o ^(LG(y i ) ,X ) 
~ Hom H o c(AR£>PO) 
- H o m H o c ( A ^ ( X ) ) 

I l résulte donc bien de (iv) que DX est un objet fortement fibrant. Considérons enfin 
une fibration p : X —>• Y de (D. Le foncteur 

DY : îD/y —>- C/DY , (Z, Z —>• y ) i — ^ (£>Z, £>Z £>y) 
a pour adjoint à gauche le foncteur 

Gy : C/L>y — C D / Y , (z, z £>y) i — ( G Z , G Z y ) , 
où GZ —>• Y est la flèche obtenue de Z —>- DY par adjonction. On vérifie aussitôt 
que Gy et Dy forment une adjonction de Quillen, et que Gy envoie les W'-équivalences 
entre objets cofibrants au-dessus de DY sur des équivalences faibles au-dessus de Y. 
Ce qui précède implique donc que Dy(X,p) est un objet fortement fibrant de C/DY', 
ou autrement dit, que Dp est une fibration forte. 
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Y O G A S I M P L I C I A L 

2.1. Ensembles simpliciaux 

2.1.7. — On rappelle que la catégorie des simplexes A est la sous-catégorie pleine de 
la catégorie Cat des petites catégories dont les objets sont les ensembles bien ordonnés 

An = {0 , . . . ,n} , n ^ 0 . 
La catégorie des ensembles simpliciaux est par définition la catégorie A des préfais
ceaux d'ensembles sur A. 

Pour O ^ z ^ n, n ^ 1, on note 8l
n l'unique application croissante et injective de 

An-i vers An qui ne prend pas la valeur i, et pour 0 ^ i ^ n, a%
n l'unique application 

croissante et surjective de An+i vers An qui prend deux fois la valeur i. On définit 
alors des ensembles simpliciaux dAn par la formule 3An = Uo<^ n Im^n> P o u r n ^ 1> 
et 9zAo = 0, pour n = 0. On a donc, pour chaque n ^ 0, une inclusion canonique 
<9Z*n —>- An. 

La catégorie A admet un automorphisme involutif non trivial Inv : A —^ A, 
tel que pour tout n > 0, Inv(An) = AUl et pour toute application croissante <p : 

^" Ari, 
Inv(ip)(k) — n — (f(m — k) , 0 ^ k ^ m . 

Ainsi, on a 
Invisa = 6Z~> , Inv(aÌ) = on

n-1. 

Proposition 2.1.2. — L'ensemble d'inclusions 

{ ÔAn —>- zAn I n > 0 } 

es£ modèle cellulaire de A. 

Démonstration. — Voir [60, chap. I l l , §3.2]. Nous redémontrerons ce fait dans un 
cadre plus abstrait plus loin; cf. la proposition 8.1.37. 
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2.1.3. — On a un segment séparant (Ai, ô{, ô®), ce qui définit une donnée homoto
pique élémentaire sur A, notée Ai (voir l'exemple 1.3.8), une structure homotopique 
(engendrée par la donnée homotopique (Ai,0)), et donc une classe d'extensions ano
dines dans A, ainsi qu'un A-localisateur accessible Woo (proposition 1.4.2). On appel
lera oo-équivalences les éléments de W^. La remarque 1.3.15 implique que l'ensemble 
J des inclusions 

Ai x dAn U {e} x An —^ A1 x An , n > 0 , e = 0,1 
engendre la classe des extensions anodines, dans le sens où celles-ci sont les élément 
de la classe l(r(J)). Ainsi cette notion d'extensions anodines coïncide avec celle de 
[60]. Pour ne pas nous singulariser, nous appellerons fibrations de Kan, les fibrations 
naïves au sens de cette classe d'extensions anodines, et complexes de Kan les objets 
fibrants. 

En vertu du corollaire 1.4.18, W00 est le A-localisateur engendré par les projections 

AixX X , X e ObÂ . 
En particulier, il résulte du corollaire 1.4.19 que W00 est stable par produits finis. 

On peut décrire les extensions anodines en exhibant un autre ensemble qui les 
engendre. Pour 0 ^ /c < n, n ^ 1, on pose Akn = Uo^j^n, j^k I m 6jn. On a alors une 
inclusion canonique A^ —^ An. 

Proposition 2.1.4. — La classe des extensions anodines est la classe 

l(r( { Ak
n An I n ^ 1, 0 ^ k ^ n } )) . 

Démonstration. — Voir [60, chap. IV, §2.1] ou bien encore [64, chap. I , pro
position 4.2]. 

Proposition 2.1.5. — La catégorie des ensembles simpliciaux admet une structure de 
catégorie de modèles fermée, propre, et à engendrement cofibrant, dont les équivalences 
faibles sont les oc-équivalences, et dont les cofibrations sont les monomorphismes. En 
outre, les objets fibrants sont exactement les complexes de Kan. 

Démonstration. — Le fait que l'on obtienne de la sorte une structure de catégorie 
de modèles fermée à engendrement cofibrant, avec pour objets fibrants les complexes 
de Kan, résulte du théorème 1.3.22 et de la proposition 1.3.36. D'autre part, comme 
Wqo est le A-localisateur engendré par les projections Ai x X —>• X, X G ObA, la 
propreté résulte du corollaire 1.5.7. 

La suite de ce paragraphe sera consacrée, en grande partie, à montrer que la donnée 
homotopique ( ^ i , 0) est complète (cf. 1.3.48), autrement dit, que les fibrations de la 
structure de catégorie de modèles fermée de la proposition ci-dessus sont exactement 
les fibrations de Kan. On obtiendra ainsi une nouvelle preuve du théorème de Quillen 
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sur la structure de catégorie de modèles fermée des ensembles simpliciaux^1). Jusqu'à 
la preuve de ce résultat on prendra soin de distinguer les fibrations de Kan des fi
brations, les extensions anodines des cofibrations triviales, et les équivalences faibles 
absolues relatives à la donnée homotopique ci-dessus des oc-équivalences. 

Proposition 2.1.6. — Toute limite inductive filtrante de fibrations de Kan (resp. de 
fibrations triviales) est une fibration de Kan (resp. une fibration triviale). 

Démonstration. — Soient j : K —>• L une inclusion d'ensembles simpliciaux de pré
sentation finie (autrement dit, telle que le foncteur Hom^(M,.) commute aux petites 
limites inductives filtrantes pour M = K, L), / une petite catégorie filtrante, X et Y 
deux foncteurs de / vers A, et p : X —>- Y un morphisme de foncteurs tel que pour 
tout i G Ob/, p(i) ait la propriété de relèvement à droite relativement à j . On va 
montrer que limp vérifie aussi cette propriété. On se donne donc un carré commutatif 

K k limX 

j lim p 

L i 
lim Y . 

et comme K et L sont de présentation finie, il existe des factorisations de k et de / 
telles que le diagramme suivant soit commutif 

K - X(i) limX 

3 p(i) lim p 

L Y (j) lim y . 

Le carré de gauche admet par hypothèse un relèvement, ce qui en définit un pour le 
carré composé, qui n'est autre que le carré donné. La proposition résulte à présent 
des propositions 2.1.2 et 2.1.4, et du fait que les ensembles simpliciaux An, dAnj et 
Akn sont de présentation finie. 

2.1.7. — On dit qu'un carré commutatif dans une catégorie C est absolument cartésien 
si son image par tout foncteur de source la catégorie C est un carré cartésien. 

(i) La preuve que nous donnons ici a pour particularité de ne pas faire appel à la théorie des fibrations 
minimales ni à aucune sorte de réalisation topologique. Elle utilise seulements les bonnes propriétés 
combinatoires du foncteurs Ex°° de Kan (il est à noter que dans [109], Quillen annonce l'existence 
d'une telle démonstration sans plus de détails). Voir aussi le scholie 2.3.21 pour une variante. 
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Lemme 2.1.8. — Soient C une catégorie, et 

A i B 
3 l 
C k 

D 

un carré commutatif dans C. On suppose que j , k, Z admettent des rétractions r, q, p 
respectivement, et que pk — ir. Alors le carré ci-dessus est absolument cartésien. 

Démonstration. — Vu que l'image, par un foncteur arbitraire, d'un carré commutatif 
satisfaisant aux conditions du lemme satisfait encore à ces hypothèses, i l suffit de 
montrer qu'un tel carré est cartésien. Soit donc u : X —^ C, v : X —>• B deux flèches 
de C telles que ku = Iv, et montrons qu'il existe un unique morphisme w : X —>• A 
tel que u = jw et v = iw. 

X V 
w 

u 
A i 

j 

c 
r 

B 

i p 
k D 
g 

Unicité : Si w satisfait à ces conditions, on a w = rjw = ru, ce qui prouve l'unicité. 
Existence : Posons w = ru. On a 

v = plv = pku = iru — iw , 
u = qku = qlv = qliw = qkjw — jw , 

ce qui achève la démonstration. 
Proposition 2.1.9. — Pour m^2,0^i<j^m, le carré suivant de A est absolu
ment cartésien 

<D — 

Am-2 
n+1 

Am-i 

n-1 x 

Am-i Ai 
Am 

Démonstration. — Comme ôm admet une rétraction, il suffit en vertu du lemme pré
cédent, de montrer que SJ

m~_1 et ôm admettent des rétractions, r et p respectivement, 
telles que Sl

m_1r — pSm. Les relations simpliciales montrent que si j < m, on peut 
prendre r = cr^^2

 e^ P = CFrn~i-> e^ °l u e S1 J = m et i < j — 1, on peut prendre 
r = cr^^2 et p —oj-1 I l reste le cas j = m et i — m — 1. Mais alors, comme m ^ 2, 
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on a O 0. Or le carré (Dm,i,j est l'image du carré %)m,m-j,m-i par l'automorphisme 
Inv de A. Si i > 0, on a m — i < m, et l'assertion résulte du premier cas, ce qui achève 
la démonstration. 

Lemme 2.1.10. — Soient A une petite catégorie, et F : A — Â un foncteur com
mutant aux petites limites inductives. Pour que le foncteur F : A —>• A respecte les 
monomorphismes, il faut et il suffit que la flèche (Fôl^FS®) : FAQ I I FAQ —>- F Ai 
soit un monomorphisme de A. 

Démonstration. — En vertu de la proposition 2.1.2, le foncteur F respecte les mono
morphismes si et seulement si pour tout entier positif n, le morphisme FdAn —>• FAn 

est un monomorphisme. On va verifier que c'est toujours le cas pour n =̂  1, ce qui 
montrera le lemme. 

Lorsque n = 0, c'est trivial, car dAo — 0, et car le foncteur F commute aux petites 
limites inductives. I l suffit donc de considérer le cas oùn > 1. On définit un sous-objet 
dFAn de FAn en posant dFAn = Uo^i^nlm Fô^. Les carrés absolument cartésiens 
décrits par la proposition 2.1.9 montrent que pour i < j , on a ImFô^ fl ImFÔ^ ~ 
F ( I m ^ D Im<%) ~ FAn-2- La présentation standard de dAn (cf. [60, chap. I I , 
§3.9]) permet ainsi de constater que FdAn ~ dFAnj ce qui montre que FdAn est 
canoniquement un sous-objet de FAn pour n > 1. 

Lemme 2.1.11. — Soient D une classe d'objets de A, et n un entier. On suppose que 
les conditions suivantes sont vérifiées. 

(a) Pour tout carré cocartésien de A 

X X' 

i 
Y Y' 

tel que i soit un monomorphisme, si X, Y, et X' sont dans D, il en est de même 
de Y'. 

(b) Pour tout m, 0 ^ m < n, Am est dans D, et le préfaisceau vide 0 est dans D. 
Alors pour tout m, 0 ^ m ^ n, tout sous-objet homogène de Am (réunion de faces 
de Am) est dans D. En particulier, pour tout m, 0 ^ m ^ n, dAm est dans D. 

Démonstration. — Pour m = 0,1 c'est immédiat. Soient m un entier , 1 < m ^ ?2, et 
K un sous-objet homogène de Z\m. Alors i l existe un sous-ensemble / de {0 , . . . ,ra} 
tel que K — U ^ / I m ^ . On procède par récurrence sur |/|. Si |/| = 0,1, alors 
K — 0, Z\m, et l'assertion résulte de (b). Supposons donc que |/| ^ 2, et soit i le 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2006 



88 CHAPITRE 2. YOGA SIMPLICIAL 

plus petit élément de / . On pose J — I — {i}, et on définit un sous-objet homogène L 
de Am par L — U^gj ImSm. On a alors un carré cocartésien 

£nz\ m _ i Am-i 

x+1 

L - K . 
La proposition 2.1.9 montre que LnZ\ m _i ~ Ujç. j ( Im J^Hlm ô1 ) ~ U j G j I m Ö 3-1 

m—l - On 
en déduit que LP\Am-i est un sous-objet homogène de Z\ m _i , et comme \J \ = \ 1| — 1, 
l'hypothèse de récurrence implique que L et L H Am-i sont dans D. Comme Z\m_i 
est dans D (par (6)), la condition (a) implique que K est dans D. 
Proposition 2.1.12. — Soit D une classe d'objets de A saturée par monomorphismes 
(cf. 1.1.12). Si pour tout m ^ 0, Am est dans D, alors D = Ob A. 

Démonstration. — En considérant le modèle cellulaire dAm —>• Am, m ^ 0, de A 
(cf. 2.1.2), la proposition résulte du lemme 1.2.30 et du lemme ci-dessus. 

Corollaire 2.1.13. — Soient A une petite catégorie, F, G : A —>• Â deux foncteurs 
commutant aux petites limites inductives et respectant les monomorphismes, et a : 
F —>• G un morphisme de foncteurs. 

(a) Soit W un A-localisateur. Si pour tout entier m > 0, OLa est dans W, alors 
pour tout ensemble simplicial X, ax est dans W. 

(b) Soient (3, An) une structure homotopique sur A, et W a la classe des équiva
lences faibles absolues relatives à cette structure. Si pour tout entier m ^ 0, cxAm est 
dans \Na, alors pour tout ensemble simplicial X, ax est dans W a . 

(c) Soit (U, An) une structure homotopique sur A, et supposons que pour tout en
semble simplicial X, ax soit un monomorphisme, et que pour tout entier m ^ 0 ; exA^ 
soit dans An. Alors pour tout ensemble simplicial X, ax est dans An. 

Démonstration. — Les assertions (a) et (b) résultent du lemme 1.1.15, de la propo
sition 1.3.60, de la remarque 1.4.16, et de la proposition précédente. L'assertion (c) 
résulte de l'assertion (b) et de la proposition 1.3.56. 

2.1.14. — La catégorie A est par définition une sous-catégorie pleine de Cat. On 
rappelle que le foncteur nerf N : Cat —>- A, C l—>• N C, est le foncteur qui à une 
petite catégorie C associe l'ensemble simplicial An I—>• Hom^at(Z\n, C). 

Lemme 2.1.15. — Soit A une petite catégorie admettant un objet final. Alors toute 
flèche f : AQ —>- N A est une extension anodine. 

Démonstration. — Notons s : AQ —>- TV A la flèche correspondant au 0-simplexe dé
fini par l'objet final de A . On vérifie facilement que ce morphisme est un rétracte 
par déformation fort, et donc qu'il est une extension anodine de A en vertu du 
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lemme 1.3.38. En outre, pour e = 0,1, le morphisme Sf : AQ —>• Ai est une ex
tension anodine. Si / : Ao —>• N A est un morphisme quelconque, il existe une flèche 
h : Ai —>• N A telle que hô{ = f et hô® = s. Supposons que / soit distinct de s. 
Alors h est un monomorphisme, et comme 601 et s sont des extensions anodines, il 
résulte du corollaire 1.3.58 qu'il en est de même de h. On en déduit que / est une 
extension anodine. 
Proposition 2.1.16. — Soient A, B deux petites catégories admettant un objet final. 
Alors toute flèche f : N A —N B est une équivalence faible absolue. 

Démonstration. — Le choix d'un 0-simplexe de A A, par exemple celui défini par 
l'objet final de A, définit un triangle commutatif 

^0 

N A 
f N B 

dont les flèches obliques sont, en vertu du lemme précédent, des extensions anodines. 
L'assertion résulte donc de la proposition 1.3.57. 
Lemme 2.1.17. — Soit C une classe de flèches de A satisfaisant aux conditions sui
vantes. 

(a) La classe C est stable par compositions et par images directes. 
(b) Si f : X —>- Y et g : Y —>- Z sont deux monomorphismes de A , et si f et gf 

sont dans C, alors g est dans C. 
(c) Pour tout m > 0 ; toute flèche AQ —>• A m est dans C. 

Alors pour tout m > 0, la flèche 
ô{ x l A m : Am —^ Ai x A m , s = 0,1 , 

est dans C. 
Démonstration. — Pour tous m, n ^ 0, et tout monomorphisme A M —>- A n , en 
choisissant un morphisme AQ —>- A M , et en considérant le triangle commutatif 

A0 An 

A 1 
on remarque que les conditions (b) et (c) impliquent que Am —>• An est dans C. 

Soit m ^ 0. Pour 0 < k $C m, on définit des monomorphismes de A 
uk : A m + i —^ Ai x Am 

par 
M O = 

(0,0 
( I J - l ) 

si 0 < / ^ k 
si k < l ^ m + 1 . 
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En posant Lk = Uô fc'̂ fc lmuk,, 0 < k ^ m, on obtient une suite de sous-objets 
An+i ~ L 0 C L 1 c • • • C L m = Ax x Z\m , 

telle que pour 0 ^ k < m, on ait D lmuk+1 ~ Z\m, l'inclusion 
^ n l m w f c + 1 —^ I m w H 1 

s'identifiant au monomorphisme S 1 
m+1 = Z\m —>- Am+i. On a donc des carrés cocar-

tésiens du type 

Am 

8 fc+i m+1 Am-\-l 

Lk Lk+i , 
et la condition (a) entraîne que l'inclusion Lk —^ Lk+1 est dans C, ce qui implique 
qu'il en est de même de la flèche composée uo : Am+ — Lo —>• L m — Ax x Am-
En vertu de (a) et (c), on en déduit que les morphismes AQ —>• Ai x Z\m définis 
par (0,0) et (1,0) sont dans C, et par suite, par (b) et (c), que les morphismes 
ôî x ^Am ' Am —>• Ax x Am sont aussi dans C. 

Remarque 2.1.18. — Dans le lemme précédent, on peut remplacer la condition (c) par 
la condition plus faible 

(c7) Pour tout m ^ 0, les flèches 

A i 
i 

Am 
0 0 

et A0 

a+1 
Am 

0 m 
sont dans C. 
En effet, pour tout /c, 0 < /c ^ m, on a un carré cocartésien 

0 0 
0 

k 

A0 

i 
Am — k l 

h 

AK Am l + k 

l l 
le composé AQ —>- A M étant défini par 0 l—>• k. 

Théorème 2.1.19. — La classe des extensions anodines de A est la plus petite classe 
C de flèches de A satisfaisant aux conditions suivantes. 

(a) La classe C est stable par images directes, par compositions transfinies, et par 
rétractes. 
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(b) Si f : X —^ Y et g : Y —>• Z son£ deux monomorphismes composables de A 
et si f et gf sont dans C, alors g est dans C. 

(c) Pour tout m > 0, £cm£e flèche AQ —>• Z^m es£ dans C. 

Démonstration. — La classe des extensions anodines satisfait aux conditions (a), (6), 
et (c) en vertu de la remarque 1.3.11, du corollaire 1.3.58, et du lemme 2.1.15 respecti
vement. D'autre part, i l résulte du lemme précédent que les conditions (a), (6), et (c) 
impliquent que pour tout m ^ 0, les morphismes Sf x l ^ m : Z\m —>• A\X Am, e — 0,1, 
sont dans C. La proposition 1.1.16, appliquée aux foncteurs F — 1^, G = Ai x 1^, 
aux morphismes de foncteurs ôf x 1 1 â , e = 0,1, et à la classe formée des monomor
phismes appartenant à C, implique donc, en vertu de la proposition 2.1.12, que pour 
tout ensemble simplicial X, les morphismes <5f x lx ' X —>• Ai x X sont dans C. Le 
théorème résulte alors du corollaire 1.3.59. 

Corollaire 2.1.20. — La classe des oc-équivalences de A est la plus petite classe C de 
flèches de A satisfaisant aux conditions suivantes. 

(a) La classe des monomorphismes de A appartenant à C est stable par images 
directes, par compositions trans finies, et par rétractes. 

(b) Si dans un triangle commutatif de A deux des trois flèches sont dans C, il en 
est de même de la troisième. 

(c) Pour tout m ^ 0, la flèche Am —^ A0 est dans C. 

Démonstration. — Le corollaire résulte aussitôt du scholie 1.3.45, et du théorème 
précédent, appliqué à la classe des monomorphismes de A appartenant à C. 

Corollaire 2.1.21. — Le A-localisateur Woo est le A-localisateur engendré par les mor
phismes A M —^ AQ, m ^ 0. 

Démonstration. — Cela résulte du corollaire 1.4.7, et du corollaire précédent. 
Corollaire 2.1.22. — Soient A une petite catégorie, W un A-localisateur, et F : 
A —>- A un foncteur commutant aux petites limites inductives et respectant les 
monomorphismes. Si pour tout m ^ 0, le morphisme F A M —^ FAQ est dans W, 
alors le foncteur F transforme les oo-équivalences en W-équivalences. 

Démonstration. — La classe des flèches de A dont l'image par F est dans W satisfait, 
en vertu du corollaire 1.4.7, aux conditions (a), (6), et (c) du corollaire 2.1.20, ce qui 
prouve l'assertion. 

2.1.23. — On rappelle que si u : A —>• C est un foncteur défini sur une petite caté
gorie, et à valeur dans une catégorie admettant des petites limites inductives, il existe 
un unique foncteur u} : A —>• C qui commute aux petites limites inductives prolon
geant u, et que le foncteur u} admet un adjoint à droite, noté u* : C —>- A, défini par 
c l—>- (a i—> Homc(w(a), c)). 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2006 



92 CHAPITRE 2. YOGA SIMPLICIAL 

Proposition 2.1.24. — Soit i : A —>• Cat un foncteur satisfaisant aux conditions 
suivantes : 

(a) pour tout m ^ 0, i(Arn) admet un objet final; 
(b) i(6{) ± i(ôl). 

Soit N i : A —^ A le composé de i avec le foncteur nerf et posons F = (Ni),. Alors 
le foncteur F : A —>- A respecte les extensions anodines. 

Démonstration. — La condition (b) implique en vertu du lemme 2.1.10 que le foncteur 
F respecte les monomorphismes. Comme ce foncteur commute aux petites limites 
inductives, on en déduit que la classe des flèches de A dont l'image par F est une 
extension anodine satisfait aux conditions (a) et (b) du théorème 2.1.19. D'autre part, 
en vertu des propositions 1.3.56 et 2.1.16, la condition (a) de la proposition implique 
que cette classe satisfait aussi à la condition (c) du théorème. On en déduit qu'elle 
contient les extensions anodines, ce qui prouve la proposition. 
Proposition 2.1.25. — Soient ie : A —>- Cat, e = 0,1, deux foncteurs satisfaisant aux 
conditions suivantes : 

(a) pour tout m ^ 0, i£(Am) admet un objet final ; 
(b) ie(60

1)ïiA#ï)-
On pose Fe — (N i£)y : A —>- A ; e — 0,1. Alors tout morphisme de foncteurs a : 
FQ —>• Fi est une équivalence faible absolue argument par argument. 

Démonstration. — Les foncteurs FQ et F\ commutent aux petites limites inductives, 
et il résulte de la condition (b) et du lemme 2.1.10 qu'ils respectent les monomor
phismes. En vertu du corollaire 2.1.13, (b), i l suffit donc donc de prouver que pour 
tout m ^ 0, 

aAm : F0(Arn) = Ni0(Am) Ni^A^) = F^A^) 
est une équivalence faible absolue. Mais cela résulte de l'hypothèse (a) et de la pro
position 2.1.16. 
2.1.26. — On introduit à présent les foncteurs de subdivision barycentrique et 
d'extension de Kan (d'après [91]). Soit Ord la catégorie des ensembles ordonnés. 
On définit un foncteur £ : Ord —>- Cat, qui à chaque ensemble ordonné E, associe 
l'ensemble des sous-ensembles totalement ordonnés finis et non vides de E, ordonné 
par l'inclusion (puis vu comme une catégorie), et à chaque application croissante 
/ : E —>• F, associe l'application croissante £ / : ^E —>• £F, S l—>• f(S). En com
posant avec le foncteur nerf N : Cat —>• A, on obtient un foncteur N £ : Ord —>• A. 
Comme A est une sous-catégorie pleine de Ord, cela définit par restriction un foncteur 
a : A —>- A, An l—>- N £,An. On obtient ainsi un foncteur 

Sd = <7, : Â —^ Â , 
lequel admet un adjoint à droite 

Ex - cr* : Â — Â . 
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Explicitement, pour tout ensemble simplicial X, et tout entier m ^ 0, 
( £ * X ) m = Hom Â(X£Z\m,X) . 

On remarque que pour tout ensemble ordonné E, i l existe une application croissante 
aE : ÇE —>• E, qui k S G E associe max S. Si h : A —>• A est le plongement de 
Yoneda, cela définit un morphisme de foncteurs a : a —>• h, d'où un morphisme 
de foncteurs a : Sd —>- 1^. Par adjonction, on obtient un morphisme de foncteurs 
¡3 : —>• Ex. I l est immédiat que le foncteur Sd respecte les monomorphismes en 
vertu du lemme 2.1.10, et comme pour tout m ^ 0, c\Arn : Sd Am = N £Z\m —>~ Am 

est un épimorphisme, pour tout ensemble simplicial X, (3X : X —>- Ex X est un 
monomorphisme. 

Corollaire 2.1.27. — Le foncteur Sd respecte les extensions anodines, et le foncteur 
Ex respecte les fibrations de Kan. De plus, le morphisme de foncteurs a : Sd —>• 1^ 
est une équivalence faible absolue argument par argument. 

Démonstration. — Le corollaire résulte aussitôt des propositions 2.1.24 et 2.1.25, et 
d'un argument standard d'adjonction. 

2.1.28. — Soit Y un ensemble simplicial. On définit un foncteur 
SdY : A/Y —A/Y 

en posant pour tout objet (X, / : X —>• Y) de A/Y, 

SdY (X, / ) = (Sd X, aY Sd f) = (Sd X, fax) , 

et pour toute flèche g : (X, / ) —>- (X ; , / ' ) de A/Y, SdY(g) = Sd g. 

SdY 

X 9 X' 

f f 
Y 

= 

SdX Sdg SdXr 

x+1 
Y 

sd y 

On définit un morphisme de foncteurs aY : SdY —>- ̂ A/y P a r °\x /) = ax-> P o u r 

(X , / ) GOb A/Y. 

aïx,f) = 

SdX x X 

fax f 
Y 

Le foncteur SdY admet un adjoint à droite ExY : A/Y —>• A/Y, tel que pour tout 
objet (X, / : X —^ Y) de A/Y, 

ExY(X, f) = (Y xExY Ex X , Y xExY Ex X Y) , 
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où Y x Ex Y Ex X —^ Y désigne le morphisme obtenu de Ex f : Ex X —>• Ex Y par 
le changement de base (3y '• Y —>• Ex Y. Le morphisme de foncteurs aY définit par 
adjonction un morphisme de foncteurs f3Y : 1A/Y —>• ExY tel que pour tout objet 
(X,f:X^Y) de A/Y, 

ßjxj) = U,ßx) : X Y xExY ExX 

soit le morphisme déduit du carré commutatif 

X ßx ExX 
f Exf 

Y 
bx ExY . 

En considérant la structure homotopique sur A / Y induite par celle sur A (cf. 1.3.54), 
il résulte du corollaire 2.1.27 que le foncteur SdY respecte les extensions anodines de 
A / y , et que aY est une équivalence faible argument par argument. Par un argument 
standard d'adjonction, on en déduit que ExY respecte les fibrations naïves de A/Y, 
et en particulier les objets fibrants. 

Lemme 2.1.29. — Soient C une catégorie de modèles fermée, G : C —>• C un endo-
foncteur admettant un adjoint à droite D, et respectant les cofibrations et les cofibra
tions triviales. On se donne aussi un morphisme de foncteurs a : G —>• le, on note 
ß : le —^ D le morphisme obtenu par adjonction, et on suppose que pour tout objet 
cofibrant X de C, le morphisme ax est une équivalence faible. Alors pour tout objet 
fibrant X, le morphisme ßx • X —>- DX est une équivalence faible. 

Démonstration. — Cela est un cas particulier de [74, corollaire 1.4.4 (b)]. 

Proposition 2.1.30. — Pour toute fibration de Kan p : X —>• Y, le morphisme 
(p, (3x) ' X —>• Y XEXY Ex X est une extension anodine. 

Démonstration. — Soit p : X —>• Y une fibration de Kan. On va appliquer le 
lemme précédent à la catégorie de modèles fermée sur A / Y définie par la structure 
homotopique induite sur A /Y, au couple de foncteurs adjoints SdY, ExY, et aux 
morphismes de foncteurs aY : SdY —>• 1AY, PY ' l ^ / r —*~ ExY '• Comme le fonc
teur Sd respecte les monomorphismes, il en est de même pour SdY, et comme a 
est une équivalence faible argument par argument, Sd respecte les équivalences 
faibles. Le foncteur SdY respecte donc les cofibrations et les cofibrations triviales 
de A / Y . Comme p est une fibration de Kan, (X,p) est un objet fibrant de A /Y, 
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et il résulte du lemme précédent que 

(X,p) O (x,p) 
ExY(X,p) = 

X bx Y x E x Y Ex X 

p pri 
Y 

est une équivalence faible de A / Y . Le morphisme (3x étant un monomorphisme, 
il en est de même de Pjx p)i °lu^ e s t donc une cofibration triviale de A/Y. Mais 
(X,p) est un objet fibrant de A /Y, donc ExY(X,p) aussi, et par suite il résulte du 
corollaire 1.3.35 que (3Y

X p) e s ^ u n e extension anodine de A/Y. On en déduit que 
(p, Px) X —>• Y x Ex Y Ex X est une extension anodine de A. 

2.1.31. — Pour n ^ 0, on a un morphisme de foncteurs 
fax* : Exn Exn+X , 

ce qui définit un système induct if de foncteurs, 
1A Ex —^ • • • —^ Exn ExnJrl • • • . 

On obtient ainsi un foncteur 
Ex°° = lim 

n 
Exn : Â — ^ Â . 

On définit par récurrence des morphismes f3n : 1^ —>• i£z;n par /?° = l i ~ , et (3n+1 = 
PExnPn- Cela induit un morphisme de foncteurs ¡3°° : 1^ —>• Ex°°. 

Corollaire 2.1.32. — Pour toute fibration de Kanp : X —>• Y, le morphisme (p,j3x) 
X —>- Y x Ex°° Y Ex°° X est une extension anodine. 

Démonstration. — Le morphisme (p, ¡3^) est le composé transfini de la suite 

X Y x E x Y ExX + - + Y XEX-Y ExnX 
1Y X %ny 0ExNX 

Y x Exn+iY E x n + 1 X - . 

Comme le foncteur Ex respecte les fibrations de Kan (2.1.27), Ex71 p est une fibration 
de Kan, et le carré cartésien 

Y XEX-Y ExnX ExnX 

Pn Exnp 

Y • Exn Y 
implique que le morphisme pn est une fibration de Kan. En vertu de la proposi
tion 2.1.30, appliquée à la fibration de Kan p n , la flèche 

Y x E x n y Exn X (Pn,/3) Y x E x Y Ex(Y x E x n Y ExnX) 

est une extension anodine, et les isomorphismes 
YxExYEx(Yx Exn Y ExnX) ~YxExYExYx Exn+i Y Exn+1X~ Y x Exn+i Y Exn+lX 
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identifient cette flèche au morphisme l y XpExn Y pExn x- Le lemme résulte donc de la 
stabilité des extensions anodines par compositions transfinies. 

2.1.33. — On définit à présent la catégorie CS des complexes simpliciaux combina
tories : un complexe simplicial combinatoire est un couple X = (E,<&), où E est un 
ensemble ordonné, et où <P est un sous-ensemble de £E tel que pour tous S G O, S' C S, 
si S' 0, alors S' G O, et tel que pour tout élément x de E : le singloton {x} soit dans 
<Ê. Un morphisme de complexes simpliciaux combinatoires / : (EQ,@O) —^ (E\,<fr\) 
est une application croissante / : EQ —>- E\ telle que f(&o) C O1. On a un fonc
teur évident K : A —>• CS, défini par An i—>• (An,ÇAn) (cf. 2.1.26), ce qui induit un 
foncteur 

AÏ* : CS —>- Â , X (An h - ^ Hom C 5 ( * ;A N ,X ) ) . 
Concrètement, si X = (E,<P) est un complexe simplicial combinatoire, un n-simplexe 
de k * X est une application croissante / : An —>- E telle que f(An) G O .On remarque 
que si E est un ensemble ordonné, alors K,*(E,£E) n'est autre que le nerf de E . 

Exemple 2.1.34. — On note O k 
n 

(resp. d@n) l'ensemble des parties non vides de An qui 
ne contiennent pas {0,. . ., k—1, h+1,. . ., n} (resp. {0,. . ., n}). Alors ̂ * A*, <2> 1 

0 = A 1 
n (resp. K*(An,<9<Ên) = <9An). 

2.1.35. — Soit X = (E,O) un complexe simplicial combinatoire. On définit un mor
phisme naturel 

SdK*X N <& 
(où ^ est vu comme un sous-ensemble ordonné de ÇE, et donc comme une catégorie) 
de la manière suivante. Par définition, on a 

SdK*X = lim NÇAN . 

f:An -s- E 
croissante 
f (An) E O 

Pour toute / : An —>- E croissante telle que f(An) G P̂, on définit une application 
croissante 

An ---- O, (S c AN) ^ f(S) , 

d'où un morphisme d'ensembles simpliciaux N t;An —>- N4>. Par la propriété uni
verselle des limites inductives, on en déduit le morphisme annoncé Sdn*X —>• N 

Lemme 2.1.36. — Si E est un ensemble ordonné, alors le morphisme canonique 
Sd N E —>• N ÇE est un isomorphisme. 

Démonstration. — L'assertion est vraie par définition si E = An pour n ^ 0. Elle est 
donc vraie pour tout ensemble totalement ordonné fini E (le cas E = 0 est trivial). 
D'autre part, tout ensemble ordonné E est la réunion de ses parties finies et totalement 
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ordonnées. Si P désigne l'ensemble des parties finies et totalement ordonnées de E1, i l 
suffit de montrer que les morphismes évidents 

lim 
5€ P 

N S NE et lim 
d E p 

NÇS NÇE 

sont des isomorphismes. Comme les sous-objets de N E (resp. de N £E) de la forme 
N S (resp. de la forme N £5), S G P, sont stables par intersections finies, cela peut 
encore se reformuler en disant que N E (resp. N £E) est la réunion de ses sous-objets 
de la forme N S (resp. de la forme N £5), S G P, ce qui est évident. 

Lemme 2.1.37. — Pour tout complexe simplicial combinatoire X = (E,<P), le mor
phisme canonique Sdn*X —>- N <P est un isomorphisme. 

Démonstration. — Considérons le monomorphisme X = (E,&) —>- (E,£E) de C5, 
et le carré commutatif correspondant 

Sd K*(E,$) •Sd K* (E, ÇE) = Sd N E 

N$ •NÇE , 

Comme les foncteurs Sd, K* et N respectent les monomorphismes, les flèches horizon
tales sont des monomorphismes, et il résulte du lemme précédent que la flèche verticale 
de droite est un isomorphisme. On en déduit que la flèche verticale de gauche est un 
monomorphisme. I l nous reste donc à vérifier que cette flèche est aussi un épimor-
phisme. Considérons un n-simplexe SQ C • • • C Sn de N <P. I l définit un n-simplexe de 
N t;Sn dont l'image par l'inclusion de N ÇSn dans N <P est notre n-simplexe préféré. 
Or il résulte de la construction même de Sd X que l'inclusion de N ÇSn dans TV # se 
factorise par SdX, ce qui prouve la propriété voulue. 

Remarque 2.1.38. — Le composé de l'isomorphisme inverse N <P —>• Sdn*X et du 
morphisme cvK*x '• Sdhi*X —>- K*X est le morphisme N <£> —>- K*X associant à un 
m-simplexe So C Si C • • • C Sm de N <P le m-simplexe de K*X défini par l'application 
croissante 

Am —^ E , k I—>- max Sk • 

Pour le voir, on se ramène aussitôt par fonctorialité au cas où X = (Z\n, £^n)7 auquel 
cas il s'agit de la définition même de a. 

La proposition ci-dessous est issue de [91], et la démonstration que nous en donnons 
ici est essentiellement l'originale. 
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Proposition 2.1.39 (Kan [91]). — Pour tout ensemble simplicial X, Ex°° X est un 
complexe de Kan. 

Démonstration. — Soient n ^ 1, et 0 ^ fc ^ n. On va montrer l'existence d'un 
morphisme w k n = Sd2 An Sd A k 

n rendant commutatif le triangle 

Sd2Ak
n 

Sd a AÌC 

SdAn 

Ae 
Sd2 An 

En vertu des lemmes précédents et de l'exemple 2.1.34, on a 

Sd A k 
n = Sd K,* A 7 e k 

n + N - k 
n 5 

Sd2 A k 
n d SdN +1 k 

n = NC k 
n t 

Sd2 An~ NC2 An , 

et i l résulte de la remarque 2.1.38 que le morphisme SdaAk s'identifie au nerf de 
l'application croissante 

a k 
n x - <2> 1 

n --
A k 

n - 5 ^ { m a x 5 I S G S} . 
I l suffit donc de construire un triangle commutatif d'ensembles ordonnés 

S Okn ak 

0k 

i 
A n . 

On définit une application (non nécessairement croissante) c k n = ÇAn — An en posant 
pour S G ÇAn, c k n (S) = max S si S est dans <2> k 

n , et 5 k 
n (S) x k sinon, d'où une 

application croissante 
C2 An £An , d c k 

n 
(S) I S G s . 

I l est immédiat que cette application se factorise par <2> k 
n x et définit une application 

croissante b k n 
An O x 

n rendant commutatif le triangle ci-dessus. 
Montrons à présent que pour tout ensemble simplicial X, et pour tout morphisme 

a : A k n 
—>- Ex X, i l existe une flèche b : An —^ Ex2 X telle que le carré 

Ak 
n 

a ExX 

ßßx X 

An b Ex2 X 
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soit commutatif. En effet, la donnée de a correspond par adjonction à la donnée d'un 
morphisme u : Sd A k 

n 
—>- X, et en vertu de ce qui précède, on obtient un diagramme 

commutatif 
Sd2Ak

n 

Sd aAk 
n SdAk

n 
u X 

ri 
Sd2 An , 

Le morphisme x Ea k n correspond par adjonction à un morphisme b qui rend commutatif 
le carré ci-dessus. 

Montrons enfin que pour tout ensemble simplicial X, l'ensemble simplicial Ex°° X 
est un complexe de Kan. Soit A k 

n x Ex°°X un morphisme d'ensembles simpliciaux. 
Comme A k 

n est de présentation finie, ce morphisme se factorise par Ex™ X pour un 
entier m assez grand, et en vertu de ce qui précède, on a un diagramme commutatif 

Ak 
n 

a ExmX Ex00 X 
PEX^X 

An b £ x m + 1 X . 

La proposition 2.1.4 achève donc cette démonstration. 

Corollaire 2.1.40. — Pour toute fibration de Kan p, Ex°° p est une fibration entre 
objets fibrants. 

Démonstration. — Cela résulte directement de la construction du foncteur Ex°°, du 
corollaire 2.1.27, et des propositions 2.1.39, 2.1.6 et 1.3.36. 

Proposition 2.1.41. — Toute fibration de Kan est une fibration. 

Démonstration. — En vertu de la proposition 1.3.47, i l suffit de montrer que toute 
fibration de Kan p : X —>• Y se décompose en une extension anodine suivie d'une 
fibration. En considérant le carré cartésien 

Y X Ex°° Y Ex°° X Ex°°X 

q Ex00 p 

Y 
x00 

Ex°°Y . 

il résulte du corollaire précédent que q est une fibration. Comme p est le composé 

X 
x 00 

Y xExooY Ex00 X x Y , 
l'assertion résulte du corollaire 2.1.32. 
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Théorème 2.1.42 (Quillen [109]). — La catégorie des ensembles simpliciaux admet une 
structure de catégorie de modèles fermée propre, dont les cofibrations sont les mono
morphismes, les cofibrations triviales, les extensions anodines, et les fibrations, les 
fibrations de Kan. 

Démonstration. — Cela résulte des propositions 2.1.5, 1.3.47, et 2.1.41. 

2.2. Caractérisation locale de la classe des oo-équivalences 

2.2.1. — On définit le foncteur « ensemble des composantes connexes » 

7t0 : A —^ 'Ens 

comme l'adjoint à gauche du foncteur 

p\ :Ens-^À E l—>• JIE AQ . 

On vérifie facilement que pour tout ensemble simplicial X, on a une bijection naturelle 

(2.2.1.1) TTO(X) ~ Coker (xx ~ H o m Â ( A i , X ) 
Hom^ 6 i i x X 

Hom^ Ö x i x X 
Hom^ A0 x X x X0 

Autrement dit, TTO(X) est l'ensemble des classes de Z\i-homotopie de O-simplexes 
de X. On appelle 0-équivalences les morphismes de A qui induisent une bijection 
après application du foncteur TTQ. 

Lemme 2.2.2. — Les 0-équivalences forment un A-localisateur qui contient les 
oo-équivalences. 

Démonstration. — En considérant sur EMS la structure de catégorie de modèles fer
mée ayant comme fibrations et cofibrations toutes les applications et comme équiva
lences faibles les bijections, et sur A celle du théorème 2.1.42, on remarque que le 
foncteur p\ respecte les fibrations. Par un argument standard d'adjonction, on en dé
duit que le foncteur TTQ respecte les cofibrations triviales, et i l résulte alors du lemme 
de Ken Brown [74, lemme 1.1.12] que TTO respecte les équivalences faibles, autrement 
dit, que toute oc-équivalence est une 0-équivalence. En particulier, toute fibration 
triviale est une O-équivalence, et comme le foncteur TTQ commute aux petites limites 
inductives, on en déduit aussitôt le lemme. 

Définition 2.2.3. — Soient A une petite catégorie, W une classe de flèches de A, et 
p : X —^ Y un morphisme de A. 
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Le morphisme p est une W-fibration faible si pour tout élément / : K —>• L de W, 
et pour tout morphisme L —>• Y de A , si on forme les carrés cartésiens suivants, 

K y-y X g LxYX X 

p 

K f L Y , 

la flèche g appartient à W. 
Le morphisme p est W-localement constant si pour tout morphisme / : a! —>- a de 

A, et pour tout morphisme a —>• Y de A, si on forme les carrés cartésiens suivants, 

a' xY X 9 a Xy X X 

p 
a' f a Y . 

la flèche g appartient à W. 
Le morphisme p est une W-équivalence universelle si pour toute flèche Y' —>• Y, 

le morphisme image réciproque p' : Xf —>- Y' appartient à W. 
X'=Y' xYX X 

p' p 
Y' Y 

Exemple 2.2.4. — I l résulte du théorème 2.1.42 et de la proposition 1.5.18 que toute 
fibration de Kan est une W00-fibration faible. Plus généralement, pour toute petite 
catégorie A et pour tout A-localisateur propre W, toute fibration au sens de W est une 
W-fibration faible. Pour tout ensemble simplicial X, le morphisme canonique de X 
vers l'objet final AQ de A est une VVQO-fibration faible (stabilité de Woo par produits 
finis). Tout morphisme d'ensembles simpliciaux qui est une VV^-fibration faible est 
un morphisme WQO-localement constant (toute flèche de la forme Z\m —>- A N étant 
une WQO-équivalence faible). La proposition 2.2.6 montre que la réciproque est vraie 
aussi. 

Proposition2.2.5. — Soit W un A-localisateur. Un morphisme d'ensembles simpli
ciaux p : X —>• Y est W'-localement constant si et seulement si pour tous carrés 
cartésiens de la forme 

K Xy X g LXyX X 

K f L 

p 
Y . 

si f est une Woo-équivalence, alors g est une \N-équivalence. 
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Démonstration. — Il est évident que cette condition est suffisante, et il résulte aussitôt 
des théorèmes 2.1.42 et 2.1.19 assortis des sorites 1.5.9 qu'elle est nécessaire. 

Proposition 2.2.6. — Soit p : X—un morphisme d'ensemble simpliciaux. Les 
conditions suivantes sont équivalentes. 

(a) Pour tout morphisme Z —>- Y, le carré cartésien 

Z Xy X X 

z 

p 
Y 

est homotopiquement cartésien. 
(b) La flèche p est une WQO -fibration faible. 
(c) Le morphisme p est \N00-localement constant. 

Démonstration. — L'équivalence des conditions (a) et (6) résulte de la proposi
tion 1.5.18, et celle des conditions (b) et (c) est un cas particulier de la proposition 
ci-dessus. 

On dit qu'un ensemble simplicial X est oc- asphérique si le morphisme X —>• AQ 
est une oo-équivalence. 

Corollaire 2.2.7. — Soit p : X —^ Y un morphisme W'oo-localement constant. Les 
conditions suivantes sont équivalentes. 

(a) La flèche p est une oc-équivalence. 
(b) Le morphisme p est une oc-équivalence universelle. 
(c) Les fibres de p sont oo-asphériques. 
(c') Chaque composante connexe de Y possède un O-simplexe y tel que la fibre de 

p en y soit oo-asphérique. 

Démonstration. — L'équivalence des conditions (a) et (b) résulte immédiatement du 
critère (a) de la proposition 2.2.6, et l'implication (b) (c) est évidente. Montrons 
l'implication (c) => (a). Notons D la classe des ensembles simpliciaux Y' tels que pour 
toute flèche v : Y' —>- Y, si l'on forme le carré cartésien 

X' u X 

p' p 
Y' V Y . 
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le morphisme p' soit une oc-équivalence. I l résulte du lemme 1.4.15 et du corol
laire 1.4.7 que la classe D est saturée par monomorphismes. D'autre part, pour tout 
m ^ 0, et tout morphisme Z\m —>- F, si on choisit une flèche AQ —^ Z\m, et si on 
forme les carrés cartésiens 

AQ Xy X AmXY X X 

AQ Am 

P 

Y -> 

la proposition 2.2.6 implique que le morphisme AQ Xy X —>- Z\m Xy X est une 
oo-équivalence. Comme par hypothèse AQ xy X —>• AQ est une oo-équivalence, on 
en déduit, par saturation faible, qu'il en est de même de Am Xy X —>• Z\m, ce qui 
prouve que Am est dans D. La proposition 2.1.12 implique alors que Y est dans D, 
et en prenant le morphisme identique l y : Y —>• Y, on en déduit que p est une 
oc-équivalence. 

I l reste à montrer l'équivalence des conditions (c) et (c'). L'implication (c) ==> (V) 
est évidente. Montrons l'implication (c') (c). I l suffit de montrer que si VQ et y\ sont 
deux O-simplexes appartenant à une même composante connexe de r , et si la fibre de 
p en UQ est oc-asphérique, alors il en est de même de la fibre de p en y\. Cela résulte 
aussitôt du fait que le morphisme p est Woo-localement constant, en remarquant que 
cela implique que pour tout 1-simplexe y : A\ —>• y de F, la fibre de p en yQ — yò i 

i . 
ou en Vi = y5 i o = est oc-asphérique si et seulement si le produit fibre A\ Xy X l'est. 

Lemme 2.2.8. — Soit X un complexe de Kan. On suppose que pour tout m ^ 0, toute 
flèche dAm —^ X est homotope à un morphisme constant. Alors X est contractile. 

Démonstration. — On va montrer que la flèche X —>• AQ est une fibration triviale, 
i.e. qu'elle satisfait à la propriété de relèvement à droite relativement aux inclusions 
dAm —>• Am, m ^ 0. Soit u : dAm —^ X un morphisme. Par hypothèse, i l existe 
une flèche h : Ai x dAm —>- X, et un O-simplexe x de X tels que le diagramme 
suivant soit commutatif. 

BArr, 
x 1b 

u 

Ai x dAm 
h X 

xm+1 

dAm' 

AQ X 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2006 



104 CHAPITRE 2. YOGA SIMPLICIAL 

Soit v : Am —^ X le morphisme constant de valeurs x. Comme X est un complexe 
de Kan, i l existe un relèvement 

A1 x dAm U {1} x Am (M) X 

Ax X Am' 
k . 

On pose l = k \ {0} x Am = k ô i1 
i0 Am - Alors l : Am —^ X relève u. 

On renvoie par exemple à [60, chap. VI , §3] ou à [64, chap. I , section 1.7] pour la 
définition des groupes d'homotopie d'un ensemble simplicial pointé. 

Lemme 2.2.9. — Pour qu'un complexe de Kan X soit oc-asphérique, il faut et il suffit 
qu'il soit connexe, non vide, et que tous ses groupes d'homotopie soient triviaux, au
trement dit, que pour tout O-simplexe x de X, et tout entier m ^ 1, le groupe 7rm(AT, x) 
soit trivial. 

Démonstration. — Cela résulte immédiatement du lemme précédent. 

Le lemme 2.2.2 et le corollaire 2.2.7 déterminent totalement Woo dans le sens 
suivant. 

Théorème 2.2.10. — Soit W un A-localisateur vérifiant les propriétés suivantes. 
(i) Toute W-équivalence est une Q-équivalence. 
(ii) Un morphisme W-localement constant est une W-équivalence si et seulement 

s'il est une W-équivalence universelle. 
(iii) Pour tout ensemble simplicial X, le morphisme canonique de X vers l'objet 

final AQ de A est W-localement constant. 
Alors W = Woo. 

Démonstration. — On va procéder en plusieurs étapes. 

2.2.10.1. — Toute oo-équivalence est une W-équivalence. 

En effet, il résulte de (iii) que pour tout ensemble simplicial X, la projection 
Ai x X —>- X est une W-équivalence, ce qui permet de conclure en vertu de la défi
nition même de Woo (cf. 2.1.3). 

2.2.10.2. — Une fibration de Kan est une W-équivalence si et seulement si elle est 
une W-équivalence universelle. 

Toute fibration de Kan est Woo-localement constante (voir l'exemple 2.2.4) et donc 
est W-localement constante en vertu de 2.2.10.1. L'assertion résulte donc de la condi
tion (ii). 
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2.2.10.3. — Soit X un complexe de Kan tel que la flèche canonique X —^ AQ soit 
une W-équivalence. Alors X est oc-asphérique. 

I l résulte de la condition (z) que TTQ(X) est l'ensemble à un élément, et donc en 
particulier que X n'est pas vide. Soit x un O-simplexe de X . Comme X est un complexe 
de Kan, le morphisme canonique (où ^Kom désigne le Horn interne de A) 

q : OiomiAx, X) —>- X x X ~ 9iom{dA1, X) 

est une fibration de Kan (cf. [60, chap. VI , § 4.3]). D'autre part, si on forme les carrés 
cartésiens 

Ct(X,x) •P(X,x) !Hom{AuX) 

Q 

¿0 
x 

X x, x X x X 

pr2 

A0 X 
X 1 

on obtient un diagramme dont toutes les flèches verticales sont des fibrations de Kan. 
Le morphisme composé ïHotn(Ai, X) —>• X est une fibration triviale, et il résulte 
de 2.2.10.2 que pr^ : X x X —^ X est une W-équi valence. On en déduit que le mor
phisme q est une W-équi valence. Par conséquent, en vertu encore de 2.2.10.2, Q(X, x) 
est un complexe de Kan dont la flèche canonique vers AQ est une W-équi valence. En 
itérant cette construction, on obtient une suite ÇlN(X, x) de complexes de Kan véri
fiant la même propriété, telle que TTQÇIU(X, x) soit le n-ième groupe d'homotopie de 
X au point x. La condition (i) et le lemme 2.2.9 impliquent donc l'assertion. 

2.2.10.4. — Toute fibration de Kan qui est une W'-équivalence est une oo-équivalence. 

Considérons une fibration de Kan p : X —>- Y qui soit aussi une W-équivalence. 
En vertu de 2.2.10.2 et 2.2.10.3 les fibres de p sont oo-asphériques. Comme toute 
fibration de Kan est un morphisme Woo-localement constant (2.2.4), il résulte du 
corollaire 2.2.7 que p est une oo-équi valence. 

2.2.10.5. — Toute \N-équivalence est une oo-équivalence. 

Cela résulte immédiatement de 2.2.10.1, de 2.2.10.4, et de l'existence pour tout 
morphisme de A d'une factorisation en une extension anodine suivie d'une fibration 
de Kan. 

Le reste de ce paragraphe est consacré à une démonstration élémentaire du théo
rème de Whitehead [60, chap. VI , §5.6.1], n'utilisant pas la théorie des fibrations 
minimales. 
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Lemme 2.2.11. — Soient X un ensemble simplicial, et m un entier, m ^ 1. On consi
dère deux 0-Simplexes x0 et x1 dans une même composante connexe de X. Alors si le 
groupe 7irn(X,x0) est trivial, il en est de même du groupe 7 r m (X,x x ) . 

Démonstration. — On raisonne par récurrence sur m. On peut supposer que X est 
un complexe de Kan. I l existe alors un 1-simplexe x : Ai —>• X tel que XQ — XÒ 1 

1 et 
x1 = XÖ 0 1 1 et le morphisme canonique 

q : 9iom(Ai ,X) X x X ~ Hom[dAx, X) 
est une fibration de Kan ([60, chap. VI , §4.3]). Considérons le diagramme formé de 
carrés cartésiens 

n(x,xe) fe • n(x,x) lHom(AuX) 

q 
A 

si- A1 (x,x) 
X x X 

8 = 0,1 

dont les flèches verticales sont des fibrations de Kan. I l résulte du théorème 2.1.42 que 
f£ est une oo-équivalence. En particulier, en vertu du lemme 2.2.2, on a des bijections 

π^Χ,Χο) ~ n0(iì(X,x0)) ~ π0(Ω(Χ,χ)) ~ 7Γ0((ί(Χ,Χι)) ~ ^ ( Χ , ^ ) , 
ce qui prouve l'assertion pour m = 1. Supposons l'assertion établie pour m, et dé
montrons la pour m + 1. Comme f£ est une oo-équi valence, on a des bijections 

7T m + 1 (X,xJ ~7Tm(ft(X,z e),a; e) ~ 7rm(0(X, x), fe(x£)) , e = 0,1 . 
D'autre part, le morphisme Ai x Ai —>• X obtenu comme le composé de la première 
projection sur Ai et de x définit un morphisme t de Ai vers 9ïom(Ai,X) tel que 
qt = (x, x). On en déduit l'existence d'une section s du morphisme de 0(X, x) vers Ai 
telle que sôl~£ = f£{x£) pour e = 0,1. En particulier, les 0-simplexes f0(xQ) et fi(x±) 
sont dans une même composante connexe de f2(X, x), et par hypothèse de récurrence, 
comme 7rm(Q(X,x), f0(x0)) est trivial, i l en est de même de 7rm(^(X, x), f1(x1)), ce 
qui achève la démonstration. 

Proposition 2.2.12. — Soit X un ensemble simplicial. Les conditions suivantes sont 
équivalentes. 

(a) L'ensemble simplicial X est oc-asphérique. 
(b) L'ensemble simplicial X est connexe, non vide, et pour tout 0-simplexe x de 

X, et tout entier m ^ 1, le groupe 7rm(X, x) est trivial. 
(b') L'ensemble simplicial X est connexe, et possède un O-simplexe x tel que pour 

tout entier m ^ 1, le groupe 7rm(X, x) soit trivial. 

Démonstration. — Les implications (a) => (b) => (bf) sont évidentes. Pour montrer 
l'implication (6;) =̂> (a), on peut supposer que X est un complexe de Kan, et l'assertion 
résulte alors des lemmes 2.2.9 et 2.2.11. 
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Corollaire 2.2.13. — Soit f : X —>- Y" un morphisme d'ensembles simpliciaux. Les 
conditions suivantes sont équivalentes. 

(a) Le morphisme f est une oo-équivalence. 
(b) L'application 7ro(/) : 7ÏO(X) —>- 7To(Y) est bijective, et pour tout O-simplexe x 

deX, et tout entier m ^ 1, 7r m ( / , x) : 7r M (X , —^ 7rM(Y, / ( # ) ) est un isomorphisme 
de groupes. 

(h1) L'application 7To(/) : TTO(A)—^ 7To(Y) est bijective, et chaque composante 
connexe de X possède un O-simplexe x tel que pour tout entier m ^ 1, le morphisme 
7r m ( / , x) : 7rrn(X,x) —>• 7 r M ( Y , / ( # ) ) sozï im isomorphisme de groupes. 

Démonstration. — Les implications (a) =4> (6) (6') sont évidentes. Démontrons 
l'implication (b') => (a). En décomposant / en une extension anodine suivie d'une 
fibration de Kan, on peut (en vertu du lemme 2.2.2 et de l'impication (a) (b)) 
supposer que / est une fibration de Kan. Une fibration de Kan étant un morphisme 
Woo-localement constant (2.2.4), l'implication résulte alors du corollaire 2.2.7, de la 
proposition précédente, et de la longue suite exacte des groupes d'homotopie associée 
à une fibration de Kan ; voir [60, chap. VI , § 3.3] ou encore [64, chap. I , lemme 7.3]. 

2.3. Réalisations simpliciales 
2.3.1. — Soient A une petite catégorie, et pr± : A x A —>• A, pr2 : A x A —>• A les 
projections canoniques, qui induisent deux foncteurs images inverses 

pr{ : Â —^ Â^x~A et pr% : A —^ A x A . 
Comme la catégorie A admet un objet final, le foncteur pr\ est toujours pleinement 
fidèle, ce qui permet parfois d'identifier A à une sous-catégorie pleine de A x A. 
De même, par abus de notations, si X, Y et T sont respectivement un préfaisceau 
sur A, un ensemble simplicial, et un préfaisceau simplicial sur A [i.e. un objet de 
A x A ~ Hom{A°v, A)), on désigne respectivement par X x Y, X x T et T x Y les 
préfaisceaux pr\X x pr^Ypr\X x T et T x pr%Y sur i x A. 
Lemme 2.3.2. — Soient A une petite catégorie, et !M un modèle cellulaire de A. Alors 
l'ensemble d'inclusions 

{ K x An U L x dAri —^ L x An | K —^ L G ^ , n ^ 0 } 
est un modèle cellulaire de A x A. 

Démonstration. — Pour n ^ 0, on définit la catégorie A ^ n comme la sous-catégorie 
pleine de A dont les objets sont les ensembles ordonnés Ak pour k < n, et on note 

in : A^n —^ A 
le foncteur d'inclusion. On obtient de la sorte deux foncteurs 

in] : A ^ n —^ Â et in : Â —^ A ^ n , 
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le premier étant un adjoint à gauche du second. Suivant [60], cela permet de former 
un foncteur squelette 

Skn = inl i*n : Â Â , 
muni d'un monomorphisme fonctoriel canonique Skn —>• 1^ (voir [60, chap. I I , § 3]). 
On a ainsi une filtration de 1^ (cf. [60, chap. I I , §3.5, corollaire 1, et §3.8]) 

0 = Sk'1 C Sk° C • • • C Skn C Skn+l C • • • C 1 Â , 

telle que W= lim 
n 

Skn. En appliquant cette construction argument par argument, 
on obtient un foncteur noté aussi 

Skn : Ä~xA — A x ~ ~ A , 

et une filtration de 1AxA Pour chaque monomorphisme / : X —Y de A x A, on 
montre facilement, en utilisant le carré cocartésien [60, chap. I l l , §3.2, Fig. 18], que 
le carré suivant de A x A est cocartésien. 

((Xn U (Sk™-1 Y)n) x An) U (y n x dAn) • X U Sk71'1 Y 

Yn x An X U Skn Y 

L'égalité Y = Un^o(X U Skn Y) montre donc que les monomorphismes de A x A sont 
engendrés par les flèches de la forme 

K x An U L x dAn —^ L x An , 

définies par un monomorphisme K —>- L de Â, et l'une des inclusions canoniques 
dAn —>• An, n ^ 0. L'assertion résulte donc de 1.1.8. 

Lemme 2.3.3. — Soient A, B deux petites catégories, et F : A x A —>• B un foncteur 
commutant aux petites limites inductives. Pour tout préfaisceau X sur A, et tout 
ensemble simplicial Y, on note respectivement F(Xx ?) et F(l x Y) les foncteurs 

F{Xx ?) : Â B , Z i—>• F(X x Z) , z e ObÂ , 
F(? xY) : Â —>- B , T i—>- F(T x Y) , T e ObÂ . 

Les conditions suivantes sont équivalentes. 
(a) Le foncteur F respecte les monomorphismes. 
(b) Pour tout préfaisceau X sur A, et tout ensemble simplicial Y, les foncteurs 

F(Xx ?) et F ( l x Y) respectent les monomorphismes. 
(c) Pour tout ensemble simplicial Y, le foncteur F ( l x Y) respecte les monomor

phismes, et pour tout préfaisceau X sur A, l'image du morphisme (S\,ôi) : Ao I I 
AQ —>• Ai de A par le foncteur F(Xx ?) est un monomorphisme de B . 
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Démonstration. — L'équivalence de (6) et (c) résulte du lemme 2.1.10, et l'implication 
(a) (b) est immédiate. Supposons que la condition (6) soit satisfaite et montrons 
la condition (a). En vertu du lemme précédent, i l suffit de montrer que pour tout 
n ^ 0, et tout monomorphisme K —>• L de Â, l'image par F du monomorphisme 
K x An U L x dAn —>- L x An de i x A est un monomorphisme de B. Le fait que 
le foncteur F commute aux sommes amalgamées, et la condition (b) impliquent que 
cette image s'identifie à l'inclusion F(K x An) U F(L x dAn) —>• F(L x Z\n), ce qui 
achève le démonstration. 

Proposition 2.3.4. — Soient A une petite catégorie, 9À. un modèle cellulaire de Â, et D 
une classe d'objets de A x A saturée par monomorphismes. Si pour tout préfaisceau 
X sur A, source ou but d'une flèche appartenant à <M, et tout entier n ^ 0, l'objet 
X x An de A x A est dans D, alors D = Ob A x A. 

Démonstration. — En vertu de la remarque 1.1.13, pour tout préfaisceau X sur A, 
la classe des ensembles simpliciaux K tels que X x K soit dans D est saturée par 
monomorphismes. I l résulte donc de l'hypothèse, et de la proposition 2.1.12, que si 
X est la source ou le but d'une flèche appartenant à fW, alors pour tout ensemble 
simplicial K, l'objet X x K de A x A est dans D. Par conséquent, si X —>- Y est un 
monomorphisme de préfaisceaux sur A appartenant à fW, et K —>• L une inclusion 
d'ensembles simpliciaux, le carré cocartésien 

X x K Y x K 

X x L XxLUY x K 
montre que X x LU Y x K est dans D. La proposition résulte alors des lemmes 1.2.30 
et 2.3.2. 
Corollaire 2.3.5. — Soient A, B deux petites catégories, F, G : A x A —>• B deux 
foncteurs commutant aux petites limites inductives et respectant les monomorphismes, 
a : F —>• G un morphisme de foncteurs, M un modèle cellulaire de A, et W un 
B-localisateur. Si pour tout préfaisceau X sur A, source ou but d'une flèche apparte
nant à M, et tout n ^ 0 ; c^xxAn

 es^ dans \N, alors a est une W-équivalence argument 
par argument. 

Démonstration. — Le corollaire est une conséquence immédiate de la proposition pré
cédente, de la remarque 1.4.16, et du lemme 1.1.15. 
Corollaire 2.3.6. — Soient A, B deux petites catégories, F : A x A —>• B un foncteur 
commutant aux petites limites inductives et respectant les monomorphismes, !M un 
modèle cellulaire de A, et W un B-localisateur. On suppose que pour tout préfaisceau 
X sur A, source ou but d'une flèche appartenant à <M, et tout n ^ 0, l'image par F de 
la projection X x A N —>• X x AQ est dans W. Alors pour tout préfaisceau T sur AxA, 
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et toute oo- équivalence Y —>• Z de A, l'image par F du morphisme T xY —>- T x Z 
de Ax A est une \N-équivalence. 

Démonstration. — Soit X un préfaisceau sur A, source ou but d'une flèche apparte
nant à !M. En vertu du corollaire 2.1.22, appliqué au foncteur 

F(Xx ?) : Â —>- B , Y i—>• F(X x y ) , y G ObÂ , 
pour toute oo-équivalence Y — Z de A, l'image du morphisme X x Y —>• X x Z de 
l x A par le foncteur F est une W-équivalence. Comme W00 est stable par produits 
finis (cf. 2.1.3), l'image par F de X x An x Y —>• X x An x Z est aussi une W-équiva
lence, pour tout n ^ 0. En considérant le morphisme de foncteurs de A x A dans B 
F(? x Y) —*~ F(? x Z) , T i—>- (F(T x Y) —>- F(T x Z)) , T G O b i ^ A , 
défini par l'oo-équivalence y —>• Z, l'assertion résulte donc du corollaire 2.3.5. 
Corollaire 23.7. — Soient A une petite catégorie, 9A. un modèle cellulaire de Â, et W 
un A x A-localisateur. Les conditions suivantes sont équivalentes. 

(a) Pour tout préfaisceau T sur A x A, la projection T x Ai —>• T est dans W. 
(b) Toute Ai-équivalence d'homotopie de préfaisceaux sur A x A est dans W. 
(c) Pour tout préfaisceau X sur A, source ou but d'une flèche appartenant à 9À., 

et tout n ^ 0, la projection X x An —>• X x AQ est dans W. 
(d) Pour toute oo-équivalence Y —>• Z de A, et tout préfaisceau T sur A x A, le 

morphisme T x Y —>- T x Z est dans W. 
En outre, si les conditions équivalentes ci-dessus sont satisfaites, pour toute W'-équi
valence T —>- T' de Ax A, et tout ensemble simplicial Y, la flèche T xY —>- T' xY 
est dans W. 

Démonstration. — L'implication (a) (b) est conséquence immédiate du corol
laire 1.4.7. L'implication (b) =>• (c) résulte du fait que An est /Aï-contractile. L'impli
cation (c) (d) est un cas particulier du corollaire précédent appliqué au foncteur 
identique de A x A, et l'implication (d) (a) est évidente. Pour montrer la dernière 
assertion, soit T —>• T' un morphisme de préfaisceaux sur A x A appartenant à W. 
Pour tout n ^ 0, le carré commutatif 

T x An T' X An 

T R . 
dont les flèches verticales sont dans W en vertu de (d), montre que T x An —^ T' x An 

est une W-équivalence. L'assertion résulte donc du corollaire 2.1.13, (a), appliqué au 
morphisme de foncteurs de A dans A x A 

Tx ? T'x ? , y ^ ( T x y —^T' x y ) , y G Ob Â , 
défini par la W-équivalence T —^ T'. 
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2.3.8. — Soient A une petite catégorie, et D un objet cosimplicial de Â (i.e. un 
foncteur de A vers A). Pour n ^ 0, on pose Dn = DAn, et si / est une flèche de A, 
on note encore par abus / l'image de / par D. On a un foncteur 

D-.AxA-^Â, (a, AN) i — ^ ax Dn 

lequel se prolonge de manière unique en un foncteur commutant aux petites limites 
inductives 

RealD = D\ A^TA —^ Â , 
et admettant donc un adjoint à droite 

SingD = D* : Â —>- Xx~A . 
Si 9iom désigne le Horn interne de A, pour tout préfaisceau X sur A, on a 

(SingD X)n = ttom(Dn, X) , n > 0 . 

On vérifie facilement que le composé 

Â 
P^2 

A7~A 
RealD 

Â 

n'est autre que le foncteur D, : A —>- A, unique prolongement de D en un foncteur 
commutant aux petites limites inductives, et que si X et Y sont respectivement un 
préfaisceau sur A et un ensemble simplicial, on a 

(2.3.8.1) RealD(X x Y) = X x D{Y . 

Pour chaque morphisme D —>• D' d'objets cosimpliciaux de Â, on obtient canoni-
quement deux morphismes de foncteurs 

RealD —>- RealDf et SingD, SingD . 

Exemple 2.3.9. — Si P est l'objet cosimplicial constant de valeur l'objet final de Â, 
alors le foncteur 

SingP : A —^ A x A 
est le foncteur pr*, qui à un préfaisceau X sur A associe l'objet simplicial constant 
de valeur X. Son adjoint à gauche Realp s'identifie donc au foncteur limite inductive 
sur AOP : 

lim 
A°P 

: Hom(AOV, A) ~ AYTA Â . 

Si D est un objet cosimplicial quelconque de A, on a un unique morphisme canonique 
de D vers P, ce qui induit des morphismes de foncteurs 

RealD —^ Realp = lim 
A po 

et Sing p = pr\ —>• Sing D . 
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Lemme 23.10. — Soient A une petite catégorie, et D un objet cosimplicial de A. Pour 
que le foncteur RealD respecte les monomorphismes, il faut et il suffit que la flèche 

Ö i a 7 S o 
i 

: DQU D0 —>• Di 

soit un monomorphisme. 

Démonstration. — En vertu de la relation 2.3.8.1, le lemme est conséquence immé
diate du lemme 2.3.3. 

2.3.11. — Soient A une petite catégorie, et W un A-localisateur. Un W-segment est un 
segment séparant (/, d°, d 1) de A tel que pour tout préfaisceau X sur A, la projection 
I x X —>• X soit une W-équivalence, autrement dit, tel que le cylindre fonctoriel 
défini par ce segment séparant (cf. 1.3.8) soit un W-cylindre (cf. 1.4.11) fonctoriel. 
En vertu du lemme 1.4.13, pour tout A-localisateur W, le segment de Lawvere de A 
(cf. 1.3.9) est un W-segment. D'autre part, comme Woo est le A-localisateur engendré 
par les projections Ai x X —>- X, X G ObÂ (cf. 2.1.3), le segment (A1,ô\iô^) de Â 
est un WQO-segment. 

Définition 2.3.12. — Soient A une petite catégorie, et W un A-localisateur. Une W'-ré
solution cosimpliciale est un objet cosimplicial D de A vérifiant les axiomes suivants. 

RC1 La flèche 
5 i i i 

Ö •o 
i = D0 I I D 0 —>• Di 

est un monomorphisme. 
RC2 Les morphismes Dn —^ e -, n ^ 0, où e ~ désigne l'objet final de A, sont 

des W-équivalences universelles (i.e. pour tout préfaisceau X sur A, les projections 
X x Dn — X sont des W-équivalences). 
Si de plus le préfaisceau Do est isomorphe àe^, on dit que la W-résolution cosimpliciale 
D est normalisée. Si D est un objet cosimplicial de A vérifiant l'axiome RC1, et s'il 
existe un W-segment (/, d 0 ,^ 1 ) de A, tel que pour tout entier n ^ 0, Dn soit /-con
tractile, on voit aussitôt que D est une W-résolution cosimpliciale. On dit qu'une telle 
résolution est contractile. 

Exemple 2.3.13. — Soit A une petite catégorie. 
Soient W un A-localisateur et u : A —^ Cat un foncteur, tels que pour tout objet 

a de A, u(a) soit non vide, et que le morphisme u* Ai —>- e~ soit une W-équivalence 
universelle. Alors 

D : An l — ^ uAn 

est une W-résolution cosimpliciale contractile normalisée (car les préfaisceaux Dn sont 
tous Di-contractiles). 

Soit i : A — C a t le foncteur qui associe à chaque objet a de A la catégorie A/a 
des objets de A au-dessus de a. Les objets de A/a sont les couples (a', a), où a' est un 
objet de A, et a une flèche de a' vers a dans A. Un morphisme de (ar, a) vers (a", a') 
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dans Al a est une flèche / de a' vers a" telle que a' f — a. Si / : ao —>• ai est une 
flèche de A, le foncteur z(/) est défini par 

i{f) : A /a 0 — A / a i , (a7, a) h—>- (a',/a) . 
On désigne par i*A : Cat —^ Â le foncteur (7 I — ^ (a i—• Homc f lt(i/a, C)). La résolu
tion cosimpliciale de Lawvere de A est l'objet cosimplicial 

iaA'• An I >• iAAn . 
Pour tout entier n ^ 0, le préfaisceau i*AAn est i*AA\-contractile. Or i^^Ai = L est 
l'objet de Lawvere de A (voir par exemple [96, 1.5.5]). Par conséquent, pour tout 
A-localisateur W, iAA est une W-résolution cosimpliciale contractile (normalisée). 
Lemme 2.3.14. — Soient A une petite catégorie, et W un A-localisateur accessible. On 
considère un monomorphisme K —>• L de A, et on suppose que les foncteurs 

I ^ I x X et I ^ I x L 
respectent les W-équivalences. Alors pour toute W-fibration p : X —^ Y de A, la 
flèche 

q : 9iom{L,X) ttom{L,Y) xHom{Ky) Jiom{K,X) 
est une W-fibration (!Hom désignant le Horn interne de A). 

Démonstration. — Les fibrations étant définies par le fait qu'elles vérifient la propriété 
de relèvement à droite relativement aux cofibrations triviales, on s'aperçoit aussitôt 
par adjonction que q est une W-fibration si et seulement si pour toute W-cofibration 
triviale U —>• V, la flèche 

U x LUV x K -^V x L 
est une W-cofibration triviale. Or cette dernière propriété est une conséquence immé
diate de l'hypothèse. 
Proposition 2.3.15. — Soient A une petite catégorie, W un A-localisateur, et D une 
W-résolution cosimpliciale. On note W A° P le Ax A-localisateur formé des morphismes 
X —>• Y de A x A, tels que pour tout n ^ 0, la flèche Xn —>• Yn soit une W-
équivalence (cf. 1.4-22). Alors on a l'inclusion 

Realjj W A ° P C W . 
Démonstration. — Soit X —>• Y un morphisme appartenant à W A ° P . En vertu du 
corollaire 1.4.19, il existe un A-localisateur accessible W' contenu dans W tel que 
D soit une W'-résolution cosimpliciale et X —Y un élément de W / A ° P . I l suffit 
donc de prouver la proposition dans le cas où W est accessible. En vertu du théo
rème 1.4.3, la catégorie A admet alors une structure de catégorie de modèles fermée 
(à engendrement cofibrant), dont les cofibrations sont les monomorphismes, et les 
équivalences faibles les flèches appartenant à W. On peut donc considérer la struc
ture de catégorie de modèles fermée de Reedy induite sur A x A ~ 9{om(Aop/A) 
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(voir [74, théorème 5.2.5]). On vérifie facilement que les cofibrations pour cette struc
ture sont les morphismes K —>• L tels que pour tout n ^ 0, le morphisme de A 

(Skn 1 L ) n UrSkn-i K\ K—^ L n 

soit un monomorphisme. On en déduit grâce au lemme d'Eilenberg-Zilber [60, I I , § 3.1] 
que ce sont exactement les monomorphismes de A x A. En particulier, tous les objets 
sont cofibrants pour cette structure. En outre, on s'aperçoit grâce à la caractérisation 
des fibrations pour la structure de Reedy, que si X —>• Y est un morphisme de A, 
alors la flèche Sing D X —>• SingDY est une fibration si et seulement si pour tout 
n > 0, 

tiom(DniX) ttom(Dn,Y) x^om{dDniY) tiom(dDn,X) 

est une fibration de Â (où dDn désigne l'image de dAn par £>,). Or il résulte de la 
définition même de résolution cosimpliciale et du corollaire 2.1.13, (a) que les inclu
sions dDn —>• Dn vérifient les hypothèses du lemme ci-dessus. On en déduit que le 
foncteur SingD respecte les fibrations, et donc par adjonction que le foncteur RealD 

respecte les cofibration triviales. L'assertion résulte ainsi du lemme de Ken Brown 
[74, lemme 1.1.12]. 

2.3.16. — Soit ô : A —>• A x A le foncteur diagonal (défini par ÔAn = (An, An)). I l 
induit un foncteur image inverse 

S* : A T A — Â , X \-+ (An ^ Xn,n) , 

lequel admet un adjoint à droite ô* : A —^ A x A. Si on note h : A —>• A le plon-
gement de Yoneda, on a les identifications 

6* = Realh et Ö* = Singh . 

Corollaire 2.3.17. — Soit W un A-localisateur contenant W 0 0 ; et soit X —>• Y un 
morphisme de A x A tel que pour tout n ^ 0, le morphisme d'ensembles simpliciaux 
Xm,n —^ y», n soit une W-équivalence. Alors ô*X —>• Ô*Y est une W-équivalence. 

Démonstration. — L'inclusion W00 C W implique que le morphisme Ai —>• AQ est 
une W-équivalence universelle (cf. 2.1.3). L'objet cosimplicial h de A est donc une 
résolution cosimpliciale contractile normalisée (cf. exemple 2.3.13), et le corollaire est 
par conséquent une spécialisation immédiate de la proposition 2.3.15. 

Lemme 2.3.18. — Soient A une petite catégorie, (/, d 0 ,^ 1 ) un segment de Â, et deux 
morphismes I-homotopes u,v G Hom^(X, Y). Alors pour tout préfaisceau Z sur A, 
les morphismes induits 

u,v*: Jiom{Y, Z) —>- öiom(X, Z) 

sont I-homotopes. 
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Démonstration. — On peut supposer qu'il existe une /-homotopie h : I x X —^ Y 
de u vers v, ce qui induit un morphisme 

h* : !tfom(Y, Z) 9iom{I x X,Z) . 

Or on a un isomorphisme canonique 
Hom{I xX,Z)~ 9<om{I,9iom(X, Z)) , 

et donc h* induit par adjonction une flèche 
I x 9<om(Y, Z) —>- 9iom{X, Z) 

qui est l'homotopie recherchée. 

Proposition 2.3.19 (Kan [91]). — Les morphismes de foncteurs (cf. 2.1.26, 2.1.31) 

¡3 : 1 Â —>- Ex et ¡3°° : 1 Â —>- Fx 0 0 

sont des oo-équivalences argument par argument. 
P Q 

Démonstration. — Soient A •<— A x A —>- A les deux projections canoniques. 
Elles induisent deux foncteurs images inverses 

: Â —^ A~>TA et a* : Â —^ A ^ T A , 

et on remarque qu'on a deux morphismes de foncteurs canoniques (2.3.9) 

P* — - 6, q* • 
On a d'autre part un objet cosimplicial G de A , et un morphisme d'objets cosimpli-
ciaux a : a —>• / i (voir 2.1.26), ce qui induit un morphisme de foncteurs 

6* = Singh —>- Singa . 

Si X est un ensemble simplicial, pour m, n > 0, on a l'égalité 
(Singa X)m^ = Hom^(Z\m x SdAn,X) , 

laquelle montre qu'on a un diagramme commutatif d'ensembles bisimpliciaux, naturel 
en X, 

D = 
p*X Ô*X x 

q*Px 

p*X • Singa X q* ExX 
tel que pour tous m, n ^ 0, 

m,n = 

Rom2L(Am,X) Bom^(Am x An,X) •RomK(An,X) 

Rom&(Am,X) Hom^(Am x SdAn,X) RomK(SdAn,X) , 
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les deux flèches verticales étant induites par OLA . Or en vertu du lemme 2.3.18, pour 
tout m > 0, on a une A\-équivalence d'homotopie 

(q*X)mt. = X (S*X)mi. = Hom(A^X) , 
et comme le foncteur Ex commute aux produits, une Ex A\-équivalence d'homotopie 

(g* ExX)m,. = ExX (Singa X ) m , . = Ex!Hom(Ara,X) , 
laquelle est aussi une A\-équivalence d'homotopie (le morphisme fonctoriel ß : 
1^ —>- Ex induisant un morphisme du segment Ax x S i 

i x ô o i vers le segment 
(ExAu Ex Ö i n = Ex Ö o i 

x-1 si deux morphismes d'ensembles simpliciaux sont Ex A\-
homotopes, alors ils sont Z\i-homotopes). De même, pour tout n ^ 0, on a des 
Ai-équivalences d'homotopie 

(p*X)., n = X (ô*X).in = iKom{An,X) 
(p*X)., n = X — { S i n g a X).,n = ^om(Sd An, X) . 

Comme les A\-équivalences d'homotopie sont des oo-équivalences, il résulte du corol
laire 2.3.17 qu'en appliquant le foncteur J*, on obtient un diagramme commutatif 

X •8*Ô*X X 

ßx 
X ô* Singa X ExX , 

dans lequel toutes les flèches horizontales sont des oo-équivalences. Cela implique que 
le morphisme ßx est une oo-équivalence. Comme le morphisme de foncteurs ß est un 
monomorphisme, on en déduit que ß^ est aussi une oo-équivalence. 

Proposition 23.20. — Les oo-équivalences sont stables par limites inductives filtrantes. 

Démonstration. — Pour tout entier n ^ 0, l'ensemble ordonné ÇAN est fini, et donc 
Sd A N = N £ A N est un ensemble simplicial de présentation finie (cf. [60, chap. I I , 
§ 5.4]). Par conséquent, le foncteur îlom^(Sd A N , . ) commute aux petites limites in
ductives filtrantes. On en déduit que le foncteur Ex commute aux petites limites 
inductives filtrantes, puis qu'il en est de même des foncteurs Exn pour n ^ 0. Comme 
Ex°° est une limite inductive des foncteurs Exn, cela implique que ce dernier com
mute aussi aux petites limites inductives filtrantes. Considérons à présent une petite 
catégorie filtrante / , et le I o p x A-localisateur W^, formé des morphismes X —>• Y 
de I°P x A ~ 9iom(I,A), tels que pour tout i G Obi", la flèche Xi —^ Y¡ soit une 
oo-équivalence. Alors en vertu du corollaire 1.4.24, 9iom(I, A) admet une structure de 
catégorie de modèles fermée dont les équivalences faibles sont les éléments de W00, et 
les fibrations sont les morphismes X —>• Y de 0-tom(I, A) tels que pour tout i G Ob / , 
Xi —>• Yi soit une fibration de Kan. I l résulte de la proposition 2.1.6 que le foncteur 
limite inductive 

lim : 9iom{l, Â) —^ Â 
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respecte les fibrations et les fibrations triviales, et donc en vertu du lemme de 
Ken Brown [74, lemme 1.1.12], qu'il respecte les équivalences faibles entre objets 
fibrants. Soit X—une équivalence faible de 9iom{I,A). Alors le morphisme 
induit Ex°° X —>• Ex°° Y est une équivalence faible entre objets fibrants (proposi
tions 2.1.39 et 2.3.19), et donc lim&°° X —^ lim&°° Y est une oo-équi valence. Or 
on a un diagramme commutatif 

l imX lim Ex°° X = Ex°°\imX 

l i m y lim Ex 0 0 Y = Ex°°\imY . 
lequel permet de conclure en vertu de la proposition 2.3.19. 

Scholie 2.3.21. — La proposition 2.3.19 permet de donner une seconde preuve du 
théorème de Quillen 2.1.42 concernant la structure de catégorie de modèles classique 
sur la catégorie des ensembles simpliciaux (avec la caractérisation des fibrations par 
la propriété de Kan). En effet, la preuve de la proposition 2.3.19 n'utilise que le fait 
que le plongement de Yoneda de A dans A est une W00-résolution cosimpliciale, ce 
qui est trivialement visible dans la définition même de W00 donnée au numéro 2.1.3. 
Pour retrouver le théorème 2.1.42, il suffit en vertu de la proposition 1.3.47 de prouver 
que toute fibration de Kan qui est une oo-équivalence est une fibration triviale. Nous 
allons en donner une preuve en utilisant la proposition 2.1.39 (dont la démonstration 
repose sur des considérations purement combinatoires), son corollaire 2.1.40, et la 
proposition 2.3.19. Dans la suite de ce numéro, on appellera fibrations de Kan triviales 
les fibrations de Kan qui sont des oo-équivalences. I l s'agit donc de montrer que toute 
fibration de Kan triviale est une fibration triviale, ce que l'on va faire en quatre temps. 

2.3.21.1. — Les fibrations de Kan triviales sont stables par changement de base. 

Toute fibration de Kan entre complexes de Kan étant une fibration (grâce à 1.3.36), 
cela résulte aussitôt du fait que le fonteur Ex00 commute aux produits fibres, du 
corollaire 2.1.40 et de la proposition 2.3.19. 

2.3.21.2. — Toute fibration de Kan triviale de la forme X —>• An est une fibration 
triviale. 

Soit p : X —>• An une fibration de Kan triviale (n ^ 0). On forme le carré cartésien 
suivant, 

F i X 

Q P 

¿0 
3 

A . 
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le morphisme j pointant le O-simplexe 0 de An. Comme j est un rétracte par déforma
tion fort, et p une fibration de Kan (donc naïve), le lemme 1.5.10 implique que i est un 
rétracte par déformation fort. En particulier, les morphismes i et j sont des extensions 
anodines. Comme q est une fibration triviale en vertu de 1.3.34 et de 2.3.21.1, c'est 
en particulier une équivalence faible absolue, et par conséquent, la proposition 1.3.57 
implique que p est une équivalence faible absolue. La proposition 1.3.56 permet donc 
de conclure. 

2.3.21.3. — Pour qu'un morphisme X —>• Y d'ensembles simpliciaux soit une fibra
tion triviale, il faut et il suffit que pour toute flèche An —>• Y, n ^ 0, la projection 
de An Xy X sur An soit une fibration triviale. 

Cela résulte facilement du fait que les inclusions de la forme dAn —^ An forment 
un modèle cellulaire de la catégorie des ensembles simpliciaux. 

2.3.21.4. — Toute fibration de Kan triviale est une fibration triviale. 

C'est une conséquence immédiate de 2.3.21.1, 2.3.21.2 et 2.3.21.3. 

Définition 2.3.22. — Soient A une petite catégorie, et W un A-localisateur. On rap
pelle que W A ° P désigne le A x A-localisateur des flèches p de A x A ~ 9{om{Aop, A) 
telles que pour tout n ^ 0, pn soit une W-équi valence. La completion simpliciale de W 
est le A x A-localisateur W A engendré par W A ° P et par les projections X x Ai —>• X 
pour tout préfaisceau X sur A x A. 

Remarque 2.3.23. — En gardant les notations de la définition ci-dessus, on remarque 
que la restriction à A du foncteur image réciproque pr2 : A —>- A x A par la 
deuxième projection pr2 : A x A —^ A définit un objet cosimplicial de A x A, qui 
est une WA-résolution cosimpliciale contractile normalisée (cf. exemple 2.3.13). 

Proposition 2.3.24. — Soient A une petite catégorie, et W un A-localisateur. Si W est 
accessible (resp. propre), alors il en est de même de sa completion simpliciale W A . 

Démonstration. — La première assertion est conséquence immédiate des corol
laires 1.4.19, 1.4.22, et du théorème 1.4.3. La seconde résulte de la proposition 1.5.15, 
et des corollaires 1.5.6 et 1.5.7. 

Lemme 2.3.25. — Soient A une petite catégorie, W un A-localisateur, et D une W-
résolution cosimpliciale. Alors pour tout préfaisceau T sur A x A, et toute oo-équiva-
lence Y —Z de A, l'image du morphisme T x Y —>- T x Z par le foncteur RealD 

est une \N-équivalence. 
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Démonstration. — Le foncteur RealD commute aux petites limites inductives, et en 
vertu de l'axiome RC1 et du lemme 2.3.10, il respecte les monomorphismes. Pour tout 
préfaisceau X sur A, et tout morphisme Z\m —^ An, le triangle commutatif 

X X Dm -X x Dn 

X 
montre que l'image X x Dm —>• X x Dn du morphisme X x Am —>• X x An par le 
foncteur RealD est une W-équivalence (par l'axiome RC2). L'assertion résulte donc 
du corollaire 2.3.6. 

Lemme 2.3.26. — Soient A une petite catégorie, et W un A-localisateur. On considère 
deux W^-résolutions co simpliciales D et E, un morphisme d'objets cosimpliciaux 

(f : D E , 
et on note D et E les foncteurs de A x A vers A x A définis respectivement par 
D(a, An) — a x Dn et E(a, An) = a x En. On obtient deux foncteurs commutant aux 
petites limites inductives et prolongeant D et E 

Du E\ : Â^x~A —^ Ax~A , 

ainsi qu'un morphisme de foncteurs induit par (p, D\ —>• È\. Alors pour tout préfais
ceau T sur A x A, la flèche D\T —>• E\T est une WA-équivalence. 

Démonstration. — Les foncteurs D\ et E\ commutent aux petites limites inductives, 
et respectent, en vertu du lemme 2.3.3 les monomorphismes. D'autre part, le triangle 
commutatif 

X X Dm •XxEm 

X 
montre que l'assertion est vérifiée lorsque T est de la forme T = X x Am, où X est un 
préfaisceau sur A: et m ^ 0. Le cas général s'en déduit, en vertu du corollaire 2.3.5. • 

Proposition 2.3.27. — Soient A une petite catégorie, W un A-localisateur, et D une 
\N-résolution cosimpliciale. Alors on a les égalités 

W A = RealD~x W et W = prl~x\NA , 

où prx : A x A —^ A désigne la première projection, et les foncteurs induits sur les 
catéqories localisées 

RealD : W^ 1 Ax~A W " 1 ! et pr{ : W" 1 Â — W ^ 1 AxA 

sont des équivalences de catégories quasi-inverses l'une de l'autre. 
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Démonstration. — On remarque qu'il suffit de montrer les inclusions 
RealD(\NA) c W , prJ(W) C W A , 

et de prouver qu'il existe un morphisme de foncteurs RealDpr\ — 1 ^ qui soit une 
W-équivalence argument par argument, et une chaîne de morphismes de foncteurs 
reliant pr\ RealD à l^x^ , chacun étant une WA-équivalence argument par argument. 

La proposition 2.3.15 montre que RealD~x W contient le A x A-localisateur W A ° P , ce 
qui implique en particulier, que toute fibration triviale est dans RealD~Y W. Comme 
le foncteur RealD commute aux petites limites inductives et respecte, en vertu du 
lemme 2.3.10, les monomorphismes, on en déduit que RealD~1\N est un A x A-
localisateur. l'inclusion RealD(\NA) C W résulte donc de la proposition 2.3.15 et du 
lemme 2.3.25. 

L'inclusion pr\(\N) C W A résulte du fait que l'image par pr\ d'une W-équivalence 
est une W-équivalence argument par argument. 

La relation 2.3.8.1 montre que pour tout préfaisceau X sur A on a un isomorphisme 
canonique RealD pr\X ~ I x DQ, et la projection X x DQ —>- X définit un morphisme 
de foncteurs RealDpr\ —>• 1^, qui est une W-équivalence argument par argument, 
en vertu de l'axiome RC2. 

Comme le A x A-localisateur W A contient les W-équivalences argument par argu
ment, on vérifie aussitôt qu'en composant la W-résolution cosimpliciale D : A —>• A 
avec le foncteur pr\ : A —>• i x A, on obtient une WA-résolution cosimpliciale no
tée aussi D : A —>• A x A. Si l'on désigne par E la WA-résolution cosimpliciale de 
la remarque 2.3.23, on définit une troisième WA-résolution cosimpliciale D x E par 
A N l — D N x En = D N x A N . En vertu du lemme 2.3.26, les deux projections 

D -<— D x E —^ E 
induisent deux WA-équivalences naturelles 

Di ^— ErxE\ —^ Ei . 

Or E s'identifie au plongement de Yoneda de A x A dans A x A, et donc on a un 
isomorphisme de foncteurs E = ^AxA ' D'autre part, D\ s'identifie canoniquement au 
foncteur pr\ RealD, ce qui achève la démonstration. 
Corollaire 2.3.28. — Soit A une petite catégorie. Un A-localisateur est propre si et 
seulement si sa completion simpliciale Vest. 

Démonstration. — C'est une condition nécessaire en vertu de la proposition 2.3.24. 
Soit W un A-localisateur tel que W A soit propre. I l résulte de la proposition précédente 
et de 1.4.20, (c) que W est accessible. Pour montrer que W est propre, on procède 
comme suit. On choisit une W-résolution cosimpliciale contractile D (par exemple, la 
résolution cosimpliciale de Lawvere de A, cf. 2.3.13), et le lemme 2.3.18 montre que le 
morphisme de foncteur pr^ —>- SingD (cf. 2.3.9) est une W-équivalence argument par 
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argument, donc une WA-équivalence. En vertu de la proposition précédente, une flèche 
de A est donc une W-équivalence si et seulement si son image par SingD est une W A -
équivalence. Or le foncteur SingD commute aux produits fibres et envoie les fibrations 
au sens de W sur des fibrations au sens de W A : en effet, il admet un adjoint gauche 
RealD qui respecte les monomorphismes (par le lemme 2.3.10) et les équivalences 
faibles (par la proposition ci-dessus). On en déduit aussitôt ce corollaire. 

2.3.29. — Soit A une petite catégorie. Un A x A-localisateur est discret s'il contient 
la complétion simpliciale du A-localisateur minimal. 

Proposition2.3.30. — Soit A une petite catégorie. L'application Wi—>• W A définit 
une bijection croissante pour l'inclusion de l'ensemble des A-localisateurs vers celui 
des A x A-localisateurs discrets. L'application inverse est définie par W l—>• pr\^1\N. 

Démonstration. — La proposition 2.3.27 montre que cette application est injective. I l 
ne reste donc qu'à prouver qu'elle est surjective. Soit \Nmin la complétion simpliciale 
du A-localisateur minimal. Soit W un A x A-localisateur discret, et posons W' = 
prl~1\N. On remarque que W' contient p r ^ _ 1 W m m , et donc une nouvelle utilisation 
de la proposition 2.3.27 dans le cas du A-localisateur minimal montre que W7 contient 
le A-localisateur minimal. Par conséquent, W' contient les fibrations triviales, d'où on 
déduit aussitôt que W7 est un A-localisateur. I l reste donc à prouver que la complétion 
simpliciale de W' n'est autre que W. Pour cela, considérons la résolution cosimpliciale 
de Lawvere D. Pour tout préfaisceau X sur A, le morphisme pr^X —>• SingD X est 
une Di-équivalence d'homotopie argument par argument (grâce au lemme 2.3.18). En 
particulier, c'est donc une Wmm-équivalence. On a donc l'égalité W' = SingD

_1 W, et 
on en déduit que le foncteur SingD envoie le A-localisateur minimal dans sa complétion 
simpliciale Wm^ n. La proposition 2.3.27 (toujours pour le A-localisateur minimal) 
implique par conséquent que le morphisme d'adjonction 1 ^ ^ —^ SingD RealD est 
une Wm^n-équivalence, et partant, une W-équivalence. I l en résulte que Realp,-1 W' = 
W. Une dernière application de la proposition 2.3.27 au A-localisateur W' montre donc 
que W est la complétion simpliciale de W'. 

Proposition 2.3.31. — Soient A, B deux petites catégories, F : Â —>- B un foncteur 
commutant aux petites limites inductives et respectant les monomorphismes, \N' un 
B-localisateur tel que la partie W = F~1\Nt de Fl A soit un A-localisateur, et 

F : I T A ~ 9{om(Aop,Â) —>- y-Com(A°v,B) ~ 5 7 A 
le foncteur induit par F. Alors on a l'égalité 

νν Δ = F - ^ W ^ ) . 

Démonstration. — I l est immédiat que W" = F - 1 ( W A ) est un A x A-localisateur 
qui contient les W-équivalences argument par argument. I l est aussi évident que pour 
tout préfaisceau X sur A, la projection de X x Ai sur X est une W-équivalence. En 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2006 



122 CHAPITRE 2. YOGA SIMPLICIAL 

vertu du corollaire 2.3.7, cela implique que W" contient la complétion simpliciale de 
W, et donc, en particulier, est discret. On vérifie enfin que si pr1 désigne la projection 
de A x A sur A, on a l'égalité W = prl~1\N", et donc la proposition 2.3.30 permet de 
conclure. 
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DENSITÉ H O M O T O P I Q U E 

3.1. Propriétés locales des extensions de Kan homotopiques 

Notations 3.1.1. — Si / est une petite catégorie, on désigne par pT : I —>• e le foncteur 
canonique de / vers la catégorie ponctuelle e. 

Soit u : / —>- J un foncteur entre petites catégories. Pour un objet j de J donné, 
on note I/j la catégorie définie comme suit. Les objets de I/j sont les couples (z, s), 
où i est un objet de / , et s une flèche de u(i) vers j dans J. Les flèches de (ZOJSO) 
vers (ii, si) sont les morphismes / : io —>- ii dans / tels que siu(f) — SQ. La loi de 
composition de I/j est celle induite par celle de / , de sorte que l'on a un foncteur 
d'oubli 

t-(u,j):I/j^I , (i, s) I >• i . 

De même, on a un foncteur canonique 

u/j : I/j —>- J/j , (i,s) h->- (u(i),s) 

(où J/j désigne la catégorie des objets de J au-dessus de j , obtenue comme I/j en 
remplaçant le foncteur u par l'identité de J). Dualement, on définit la catégorie j \ I 
par 

j \ i = ( / ° V i ) o p • 
On a de même des foncteurs Ç(u,j) = £,(uop,j)°P et j\u — (uop/j)op, de sorte que 
l'on obtient obtient les carrés cartésiens suivants dans Cat (la vérification est laissée 
au lecteur) 

I/O 
(n,j) I 

u/j u 

J/J £(W) J 1 

3\I 
C(uJ) I 

i u 

J\J C(1J,J) 
J . 
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3.1.2. — Soit C une catégorie admettant des petites limites inductives et projectives. 
Si I est une petite catégorie, on note C1 — J{om(I, C) la catégorie des foncteurs de / 
vers C. Si u : I —>- J est un foncteur entre petites catégories, on obtient un foncteur 
image inverse 

u* : CJ —>• C1 , Fou , 
lequel admet un adjoint à gauche 

u, : C1 —>• CJ , 

et un adjoint à droite 
u* : C1 —>- CJ . 

On remarque que pour tout foncteur F de I vers C, on a des isomorphismes canoniques 
(voir [93, §X.3, théorème 11) 

(u\F)j ~ lim 
i/o 

aujyF pt (v, f) = lim 
j \ i 

(i, j)*F, j G Ob J . 

Autrement dit, on a deux isomorphismes de foncteurs 

fu\ -PI/JIÇ(UJ)* et j*u* ~PjV((ujy , 

où j désigne aussi le foncteur e —>• J correspondant à l'objet j . Ces identifications 
peuvent s'interpréter en disant que le calcul des fibres des foncteurs ,̂ et u* dépend 
directement du comportement local ou colocal de u (i.e. de sa restiction aux catégories 
I/j ou aux catégories j \ I respectivement). 

Définition 3.1.3. — Une catégorie de modèles fermée C est exponentielle à gauche 
(resp. exponentielle à droite) si pour toute petite catégorie J, C1 = 9{om{I, C) ad
met une structure de catégorie de modèles fermée (nécessairement unique) dont les 
équivalences faibles sont les flèches de C1 qui sont des équivalences faibles de C argu
ment par argument, et les cofibrations (resp. les fibrations), les flèches de C1 qui sont 
des cofibrations (resp. des fibrations) de C argument par argument. Une catégorie de 
modèles fermée est exponentielle si elle est exponentielle à gauche et à droite. 

Remarque 3.1.4. — Une catégorie de modèles fermée C est exponentielle à gauche si 
et seulement si C°v est exponentielle à droite. 

Exemple 3.1.5. — Si A est une petite catégorie, et W un A-localisateur accessible, 
alors en vertu des corollaires 1.4.22 et 1.4.24, la structure de catégorie de modèles 
fermée sur A associée à W (théorème 1.4.3) est exponentielle. 

Exemple 3.1.6. — Plus généralement, il résulte de la proposition 1.4.23 (en ayant re
cours aux mêmes types de méthodes que pour la preuve du corollaire 1.4.24) que 
toute catégorie de modèles fermée à engendrement cofibrant est exponentielle à droite 
(cf. [72, théorème 13.4.2]). 
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3.1.7. — Soit C une catégorie, et W une partie de Fl C. Si / est une petite catégorie, 
on note W 7 l'ensemble des flèches / de C1 telles que pour tout i G Ob i , fi G W, et 
H o w C1 ou Ho C1 la localisation de C1 par W 7 . Si u : I —>• J est un morphisme de 
Cat, alors le foncteur 

u* : cJ —>• C1 

vérifie la condition u*W J C W 7 , et donc induit un foncteur noté aussi 

ÎX* : Ho CJ —>• Ho C1 . 

Lemme 3.1.8. — Soit C une catégorie de modèles fermée exponentielle à droite. Alors 
pour tout morphisme u : I —>• J de Cat, le foncteur u* : CJ —>• C1 est un foncteur 
de Quillen à droite de CJ vers C1 au sens de [74, définition 1.3.1]. 

Démonstration. — I l s'agit de vérifier que le foncteur u* admet un adjoint à gauche 
et qu'il respecte les fibrations et les fibrations triviales. La première condition résulte 
du fait que C admet des petites limites inductives, et la seconde est évidente. 

Lemme 3.1.9. — Soit C une catégorie de modèles fermée exponentielle à droite. Alors 
pour tout morphisme u : I —>- J de Cat, le foncteur Uy : C1 —^ CJ est un foncteur 
de Quillen à gauche. 

Démonstration. — Cela résulte du lemme précédent par adjonction. 

Proposition 3.1.10. — Soit C une catégorie de modèles fermée exponentielle à droite. 
Alors pour tout foncteur u : I —>- J entre petites catégories, le foncteur 

Uy : C1 —>• CJ 

admet un foncteur dérivé à gauche 

Lui : Ho C1 —>- Ho CJ , 

lequel est en outre un adjoint à gauche du foncteur 

u* : H o C J - ^ Ho C1 . 

Démonstration. — Cela résulte du lemme 3.1.8 et de [74, lemme 1.3.10]. 

Remarque 3.1.11. — La proposition ci-dessus admet un énoncé dual, à savoir que si 
C est une catégorie de modèles fermée exponentielle à gauche, pour tout foncteur 
u : / —>• J entre petites catégories, le foncteur 

i¿* : H o C J ^ Ho C1 

admet un adjoint à droite 

Ru* : Ho C1 —>• Ho CJ . 
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Lorsque J est la catégorie ponctuelle, et lorsque cela aura un sens, on notera L lim 
x ou plus simplement L l im, (resp. R lim^ ou R lim) l'adjoint à gauche (resp. à droite) 

du foncteur 
u* = p} : Ho C ~ Ho Ce —>• Ho C1 . 

Si F est un foncteur de / vers C, L lim F (resp. R lim F) est appelé la colimite homo
topique de F (resp. la limite homotopique de F). 

Lemme 3.1.12. — Soient C une catégorie de modèles fermée exponentielle à droite, I 
une petite catégorie, et i un objet de I . Le foncteur d'évaluation en i 

z* : C1 —>- C 

est un foncteur de Quillen à gauche. 
Démonstration. — I l suffit de montrer que pour tout i G Ob / , le foncteur 

Ù'.C^C1 

respecte les fibrations triviales. Or pour chaque objet i' de / , on a une identification 
canonique 

i'* ix = 
n 

Hom/ {%' ,z) 
le , 

ce qui permet de conclure car les fibrations triviales sont stables par produits. 

Lemme 3.1.13. — Soient C une catégorie de modèles fermée exponentielle à droite, 
u : I —>• J un morphisme de Cat, et j un objet de J. Le foncteur image inverse 

Ç(u,j)* : C1 C1'! 
est un foncteur de Quillen à gauche. 

Démonstration. — Comme le foncteur £(u,j)* respecte les équivalences faibles, il suf
fit de montrer qu'il respecte les cofibrations, ou bien, de manière équivalente, que 
£(^7 J1)* respecte les fibrations triviales. Par définition, cette dernière propriété signi
fie que pour tout objet i de / , le foncteur i*£(u,j)* respecte les fibrations triviales, 
autrement dit, par adjonction, que le foncteur Ç(u,j)*i) respecte les cofibrations. Or 
pour tout i G Obi et tout (i'fi') G Obl/j (i.e. i' G Ob / et \i' G Homj(w(i /), j ) ) , on 
a une identification naturelle 

Hom/(i, i') = I I 
/iGHomj(u(i),j) 

Hom 7 / j((z,/i), , (i', µ')), 

ce qui induit un isomorphisme canonique 
(u,j)*i1 = U 

LieHomj(u(i),j) 
(x,y)* 

et permet de conclure, puisque les foncteurs (i , / i ) , respectent les cofibrations, et 
celles-ci sont stables par sommes. 
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Proposition 3.1.14. — Soient C une catégorie de modèles fermée exponentielle à 
droite, et u : I —>- J un morphisme de Cat. Pour tout objet j de J, on a un 
isomorphisme de foncteurs canonique 

j * Lu, ~ LpI/3^(ujy . 

Démonstration. — On sait que le foncteur dérivé à gauche du composé de deux fonc
teurs de Quillen à gauche est canoniquement isomorphe au composé des deux foncteurs 
dérivés à gauche correspondants (cf. [74, théorème 1.3.7]), et on a un isomorphisme 
canonique dans C 

fu\ -Pi/j^iuJ)* • 
La proposition résulte donc des lemmes 3.1.9, 3.1.12, et 3.1.13. 

Remarque 3.1.15. — L'énoncé ci-dessus se dualise comme suit. Si C est une catégorie 
de modèle fermée exponentielle à gauche, alors pour tout morphisme u : I —>• J de 
Cat, et tout objet j de J , on a un isomorphisme canonique dans Ho C 

j* Rux = Rpj/Ix S (u,j)* 

Lemme 3.1.16. — Soient C une catégorie de modèles fermée, et I une petite caté
gorie, telles que C1 admette une structure de catégorie de modèles fermée dont les 
équivalences faibles sont les équivalences faibles de C argument par argument. Alors 
la famille des foncteurs 

z* : Ho C —>• Ho C , i : e —>• I , i G Obi 

est conservative (i.e. une flèche f de Ho C1 est un isomorphisme si et seulement si 
pour tout objet i de I , fi = i*(f) est un isomorphisme de Ho C). 

Démonstration. — Soit / : X —^ Y une flèche de Ho C1. Comme C1 admet une 
structure de catégorie de modèles fermée, on peut supposer que X est un objet co-
fibrant de C1, et que Y est un objet fibrant de C1. I l résulte alors de [109, §1.1, 
corollaire 1 du théorème 1] que / est l'image d'une flèche fo : X —>- Y de C1, ce 
qui prouve l'assertion, puisqu'en vertu de [109, §1.5, proposition 1], les équivalences 
faibles de C1 forment une partie fortement saturée de Fl C1. 

3.1.17. — On considère une catégorie de modèles fermée exponentielle à droite C, 
ainsi qu'un triangle commutatif de Cat 

I u J 

V w 
S . 

On définit un morphisme de foncteurs canonique dans Ho Cs 

Lvf p} —^ Lw, p} 
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comme suit. On a un morphisme d'adjonction e : ~Lu} u* —^ 1HOC j) d'où un 
morphisme 

~Lw} * e *p*j : ~Lwi ÏJU\ u*p*j —^ Lu>, . 
Or, comme w u = v, on a, u* w* = v*, d'où un isomorphisme canonique ~Lw} Lii , ~ Lv,, 
et comme p3u = p 7 , on a u*pj = p}. On obtient donc un isomorphisme Lw, L-u, u*p*j ~ 
Lv,pj , d'où le morphisme annoncé. 

On a aussi un morphisme de foncteurs canonique dans Ho C 

Lpji ν* —>- Lpj , w* 

composé de l'isomorphisme canonique Lp 7 , ~ Lpj i L^i u*w* et du morphisme de 
foncteurs 

Lpj i • ε • w* : Lpj i Li¿¡ I¿*IL>* —>• Lp j , it;* . 
En particulier, lorsque 5 est la catégorie ponctuelle, on obtient de la sorte un mor
phisme canonique dans Ho C 

Lp1+ p*1 Lpjp*j 

(les deux constructions ci-dessus donnant le même résultat). 

Proposition 3.1.18. — Soient C une catégorie de modèles fermée exponentielle à 
droite, et 

I u J 

V w 
S 

un triangle commutatif de Cat. Les conditions suivantes sont équivalentes. 

(a) Pour tout objet s de S, le morphisme ^Pj/S]P}/s —^ ^JPJ/S\PJ/S^ induit par 
u/s : I/s —>• J/s, est un isomorphisme dans Ho C. 

(b) Le morphisme canonique Liv,p} —>• 'Lw] pj est un isomorphisme dans Ho Cs. 

Démonstration. — En vertu du lemme 3.1.16, la condition (b) est équivalente à la 
suivante. 

(b') Pour tout objet s de S, s* Lv, p 7 —>• s* Lit;, est un isomorphisme dans 
HoC. 
Or d'après la proposition 3.1.14, on a deux isomorphismes canoniques 

s* Lv, ~ LpI/s]Ç(v,sy et 5*Lw, ~ LpJ/si£(w,sy . 

Les égalités £{v,s)* p} = p^s et £(w,s)*p} = p*J/s montrent l'équivalence entre (a) 
et (6'), et achèvent ainsi la démonstration. 
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Remarque 3.1.19. — On a aussi une formulation duale. Si C est une catégorie de 
modèles exponentielle à gauche, et si 

e u J 

V w 
s 

est un triangle commutatif de Cat, les conditions suivantes sont équivalentes. 
(a) Pour tout objet s de S, le morphisme ̂ Ps\j^Pg\j —^ ^-P s\i * Ps\i > induit par 

s\u : s\I —>- s\J, est un isomorphisme dans Ho C. 
(b) Le morphisme canonique Hw* pj —^ Ri>* p\ est un isomorphisme dans 

Ho Cs. 

Lemme 3.1.20. — Soient C une catégorie de modèles fermée exponentielle, et u : 
I —^ J un morphisme de Cat. Les conditions suivantes sont équivalentes. 

(a) Le morphisme ~LpI}pJ —>- Lpj,p} est un isomorphisme de Ho C. 
(b) Le morphisme Hpj^pj —>• Rp^pJ est un isomorphisme de Ho C 

Démonstration. — Le lemme résulte du fait que chacun des morphismes de (a) et (b) 
s'obtient de l'autre par transposition. 

Proposition 3.1.21. — Soient C une catégorie de modèles exponentielle, et 

I u J 

V w 
s 

un triangle commutatif de Cat. Les conditions suivantes sont équivalentes. 
(a) Pour tout objet s de S, le morphisme ~Lps\j}Pl\j —^ ^PS\J}P*S\J, induit par 

s\u : s\I —>• s\J, est un isomorphisme dans Ho C. 
(b) Le morphisme canonique Lp 7 , v* —>• L,pJ} w* est un isomorphisme dans 

H o C s . 

Démonstration. — Cela résulte du lemme précédent et de la remarque 3.1.19, car le 
morphisme Lp 7 , v* —>• Lpj, w* est le transposé du morphisme Hw*pj —>• Hv*pJ. 

Proposition 3.1.22. — Soit <Ê> : C —>• (D un foncteur de Quillen à gauche entre deux 
catégories de modèles fermées exponentielles à droite. Alors pour chaque petite caté
gorie I , le foncteur induit par <È sur les catégories de foncteurs, noté aussi par abus 
$ : C1 —>- Œ)1, est un foncteur de Quillen à gauche, et admet donc un foncteur dérivé 
à gauche 

L $ : H o C 7 - > Ho (D1 . 
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En outre, pour tout foncteur entre petites catégories u : / —>- J, on a un isomor
phisme canonique 

Lu, L<Ê> ~ L<3> Lu, , 
autrement dit, le carré 

Ho C1 L<£> Ho £>7 

Lu, Lu, 
Ho C J 

L<£> Ho <DJ 

commute à isomorphisme près. 

Démonstration. — I l est immédiat que le foncteur <ï> : C1 —>• T)1 admet un adjoint à 
droite et que ce dernier respecte les fibrations et les fibrations triviales, ce qui prouve 
la première assertion. La seconde résulte du lemme 3.1.9, de [74, théorème 1.3.7], et du 
fait que pour tout foncteur u : I —>- J entre petites catégories, on a un isomorphisme 
canonique u, <I> c± 3>u,, puisque <I> commute aux petites limites inductives. 

Notations 3.1.23. — Soient A une petite catégorie et W une classe de flèches de Â 
(le plus souvent un A-localisateur). Si I est une petite catégorie, les éléments de W 1 

seront appelés des \N-équivalences argument par argument, ou plus simplement des 
\N-équivalences, si aucune confusion n'en résulte. On note 

H o w Â{I) = H o w Â1 = (W 7 ) " 1 2ûrni(I, Â) 
la localisation de 9-tom(IA) par les W-équivalences argument par argument, ou bien 
encore, lorsque / est la catégorie ponctuelle, plus simplement 

H o w Â = W _ 1 A . 
Si u : / —>- J est un morphisme de Cat, i l induit donc un foncteur image inverse 

u* : H o w A ( J ) ^ Ho w A(7) . 

3.1.24. — On fixe, dans ce numéro et le suivant, une petite catégorie A, et deux A-
localisateurs W et W'. On suppose en outre que W est accessible, et que W C W . On 
vérifie que pour toute petite catégorie / , Ho w , A(I) est la localisation de H o w A(I) 
par les images des W'-équivalences argument par argument. On a donc un foncteur 
de localisation 

7 : H o w Â(I) Ho w , Â(I) , 
et pour tout foncteur entre petites catégories u : / —>• J , on a un carré commutatif 

H o w Â(J) x Ho w , Â(J) 

u* u* 

H o w A(I) 1 Ho w , Â(I) . 
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En outre, le foncteur : H o w A( J) —>- H o w Â(I) admet un adjoint à gauche noté 
Lu, (cf. l'exemple 3.1.5 et la proposition 3.1.10). 

Lemme 3.1.25. — Pour tout morphisme u : I —>• J de Cat, il existe un unique 
foncteur 

Lui : Ho w , Â(I) — H o w , A( J) 
tel que le carré 

H o w l ( / ) 7 Ho w , Â(I) 

Lu, L-u, 

H o w Â(J) 7 
Ho w , A(J) 

soit commutatif. 

Démonstration. — Comme 7 : H o w Â(I) —>• Ho w , Â(I) est la localisation de la ca
tégorie H o w A(I) par les images des W-équivalences argument par argument, il suffit 
de montrer que si / est une W-équivalences de A1, alors 7 L̂ ¿! (/) est un isomorphisme 
de Ho W / A(J). Pour cela, considérons le A-localisateur accessible W" engendré par 
W et par l'ensemble {fi \ i e Obi}. On a W C W" C W', et en vertu de la proposi
tion 3.1.22, appliquée au foncteur $ = 1^, on a un carré commutatif, à isomorphisme 
près, 

H o w l ( 7 ) 7' How„ Â(I) 

x, Liti 

H o w Â(J) 
7 

How„ Â{J) , 

On en déduit que l'image de ~Lu{(f) dans HoW// A(J), et à plus forte raison celle dans 
Ho W / A(J), est un isomorphisme, ce qui achève la démonstration. 

Proposition 3.1.26. — Soient A une petite catégorie et W un A-localisateur. Pour tout 
foncteur u : I —>• J dans Cat, le foncteur image inverse 

: H o w A ( J ) Ho w A(7) 

admet un adjoint à gauche 
Lu, : H o w Â(I) H o w Â{J) . 

Démonstration. — En vertu de la proposition 3.1.10, l'assertion est vérifiée lorsque W 
est accessible, et en particulier lorsque W est le A-localisateur minimal. Le cas général 
résulte lemme précédent et de la 2-fonctorialié de la localisation (voir par exemple 
[96, lemme 2.1.6]). 
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Remarque 3.1.27. — De façon explicite, le foncteur Lu, de la proposition précédente 
est construit comme suit. On considère sur A1 = 9{om(I, A) la structure de catégorie 
de modèles fermée du corollaire 1.4.24, associée au A-localisateur minimal, et on choi
sit une résolution cofibrante fonctorielle, autrement dit, un foncteur L : A1 —>• A1, 
et un morphisme de foncteurs q : L —>- 1^ 7 , tels que pour tout foncteur F : / —>• A, 
l'objet LF soit cofibrant et la flèche qF : LF —>• F une fibration triviale (ou simple
ment une équivalence faible) au sens de cette catégorie de modèles fermée. I l résulte 
du lemme 3.1.25 que le foncteur composé u,L : A1 —>- AJ respecte les W-équivalences 
argument par argument. Le foncteur Lu, : H o w A(I) —^ H o w A( J) est induit par le 
foncteur u,L, et en particulier pour tout objet F de A 1 , on a Lu,.F = u}LF. Le mor
phisme de foncteurs u, *ç : u,L —>• u, induit un morphisme canonique de foncteurs 

Â1 
a, 

ÂJ 

pT 

HowÂœ 
Lu, 

H o w A(J) . 

On peut vérifier que le couple (Lu,, a) satisfait à la propriété universelle des foncteurs 
dérivés à gauche, et que le morphisme de foncteurs a s'obtient également par adjonc
tion à partir de l'image dans H o w A(I) du morphisme d'adjonction 1^ 7 —>• u*u,. 
Lorsque J est la catégorie ponctuelle, le foncteur u, est le foncteur limite inductive 
lim^ : A1 —>• A, et le foncteur Lu, : H o w A(I) —>• H o w A sera noté L lim^, ou plus 
simplement L lini. Pour tout objet i 7 de A 7 , le morphisme de foncteurs a définit alors 
un morphisme canonique aF : L lim F —>- lim F. 

Proposition 3.1.28. — On considère deux petites catégories A et B, un A-localisateur 
\N, un B-localisateur W ; et un foncteur & : A —>• B qui commute aux petites limites 
inductives, respecte les monomorphismes, et envoie les W-équivalences sur des W'-e-
quivalences. Alors pour chaque petite catégorie I , & induit un foncteur, noté aussi par 
abus 

$ : H o w A ( / ) ^ H o w / ê ( 7 ) , 
et pour tout foncteur u : I —>• J entre petites catégories, il existe un isomorphisme 
canonique 

Lu, $ xt <É>Lu, . 
Autrement dit, le carré 

Ho w A(J ) i Ho w , B(I) 

Lu, Lu, 

H o w A(J) 
x1 

Ho w , B(J) 

commute à isomorphisme près. 
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Démonstration. — Lorsque W et W' sont accessibles, cela résulte de la proposi
tion 3.1.22. En particulier, l'assertion est vérifiée lorsque W est le A-localisateur 
minimal et W' le P-localisateur engendré par <Ï>W, qui est accessible en vertu du 
corollaire 1.4.9. Le lemme 3.1.25 montre que cela implique aussi le cas général. 

Corollaire 3.1.29. — Soient A une petite catégorie, et W un A-localisateur. On consi
dère deux foncteurs u : I — J et v : K —>• L entre petites catégories induisant un 
carré commutatif dans Cat 

I x K uxlK J x K 

Il XV IjXv 

I x L 
UXlL 

J x L . 

On a alors un isomorphisme canonique dans H o w A (I x L) 

L ( l / x v)i (u x lKy ~(ux lLy L ( l j x v)\ , 

autrement dit, le carré 

(3.1.29.1) 

H o w Â(J x K) 
{UXIKY 

UowÂ(IxK) 

L(ljxv). L(ljXu)i 

H o w Â (J x L) 
{uxiLy 

H o w A ( / x L ) 

commute à isomorphisme près. 

Démonstration. — Une fois remarqué que le carré 3.1.29.1 s'identifie au carré 

H o W J Á^Tj~°P(K) i Ho wz AX7*P(K) 

x1-2 LUI 

H O W J Â^X~T°P(L) 
u* 

H o w i Ax7°v(L) . 

on constate que ce corollaire résulte de la proposition 3.1.28 appliquée au foncteur <Ê> = 
u* : A x J°P —>• A x I°P en considérant les W-équivalences argument par argument. 

Proposition 3.1.30. — Soient A une petite catégorie, W un A-localisateur, et I une 
petite catégorie. Une flèche de H o w A(I) est un isomorphisme si et seulement si 
pour tout objet i de I , son image par le foncteur i * : H o w A(I) —>• H o w A est un 
isomorphisme. 
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Démonstration. — Cela résulte immédiatement du corollaire 1.4.8, appliqué à la ca
tégorie A x I o p et au A x 7op-localisateur W 7 , et du corollaire 1.4.7. 

Lemme 3.1.31. — Soient A une petite catégorie et \N, W deux A-localisateurs. On 
suppose que W est accessible, et que W C W7. Pour toute petite catégorie I , et tout en
semble S de flèches de H o w A(I) tel que pour tout s G S l'image de s dans Ho W / A(I) 
soit un isomorphisme, il existe un A-localisateur accessible W" tel que W C W" C \N', 
et tel que pour tout s G S l'image de s dans How„ Ail) soit un isomorphisme. 

Démonstration. — En vertu du corollaire 1.4.8, appliqué à la catégorie A x I o p et 
au A x Iop-localisateur W 7 , pour tout s G 5, il existe deux morphismes fs et gs 

de A1 avec gs G W 7 , et tels que l'on ait l'égalité fs = gss dans Ho w A(7) . Comme 
W C W', et comme s est un isomorphisme de Ho w , A(I), i l résulte du corollaire 1.4.7 
que fs G W / 7 . On en déduit que le A-localisateur W" engendré par W et la famille 
(fs,i)ses,ieOb i, de flèches de A, est un A-localisateur accessible contenu dans W', et 
que pour tout s G S, l'image de s dans How„ A(I) est un isomorphisme. 

3.1.32. — Dans les deux lemmes suivants, on se fixe une petite catégorie A, un 
A-localisateur W, et on considère un diagramme commutatif du type suivant dans Cat 

I u J 

V w 
s x w 

S' . 

et le morphisme de foncteurs dans H o w À(S') 

L I * T / * 
V ! V ^ Lw ! W , 

composé de l'isomorphisme canonique L?/, u* ~ Lu/, Lu, u*u;* suivi du morphisme 
Lu/, -k e ^ u;* : Lu/, Lu, u*u/ —^ Lu/, u;* , 

où e : Lu, u* —>• l H o w A(J) désigne le morphisme d'adjonction. 

Lemme 3.1.33. — Soient K une petite catégorie, et F : K —>• Âs un foncteur tel que 
pour tout objet k de K, la flèche canonique 

l>v\v*Fk Lw\w*Fk 

soit un isomorphisme. Alors si p — pK x I5 désigne la projection de K x S sur S, on 
a un isomorphisme 

Lu', u* Lp, F — L u / , u;* Lp, F . 
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Démonstration. — En vertu du corollaire 3.1.29, pour tout objet de on a un 
isomorphisme 

Ijv\v*Fk = Lv\ (k x l / ) * ( l x x v)*F ~ ( h 1 s,)*L(1A: X V')\(1k X v)*F . 

En utilisant les formules analogues pour w et wf, i l résulte de la proposition 3.1.30 et 
de l'hypothèse du lemme que le morphisme canonique 

L(1K x v')\(lK x vfF —^ L ( 1 K x w')\(lK x w)*F 

est un isomorphisme. En appliquant le foncteur ^L(pK x lsf)\, on obtient l'isomor-
phisme annoncé, en remarquant qu'en vertu du corollaire 3.1.29, on a des isomor
phismes 
W . ^ L p . F - L i / . L ^ x I / M l * xv)*F~L(pK x 1s>)M1K x u ' M l j f x t ; ) 7 , 

ainsi que des isomorphismes analogues pour w et w'. 

Lemme 3.1.34. — Pour que le morphisme de foncteurs 

v i v —>• Lw, w 

soit un isomorphisme dans H o w A(S'), il faut et il suffit que son analogue le soit dans 
Ho w , A(S') pour un A-localisateur accessible W c W. 

Démonstration. — Le lemme 3.1.25 montre que c'est une condition suffisante. I l suffit 
donc de montrer qu'elle est nécessaire. Choisissons un cardinal a tel que tout préfais
ceau sur A x Sop soit la limite inductive a-filtrante de ses sous-objets a-accessibles, 
et tel que tout A-localisateur soit stable par limites inductives ev-filtrantes (cf. 1.2.15 
et 1.4.28). Alors pour tout ensemble ordonné a-filtrant K, et tout A-localisateur W', 
le foncteur limite inductive 

lim 
K 

= (pK x : ÂS*K — Âs 

respecte les W'-équi valences argument par argument. Autrement dit, pour tout fonc
teur F : K —>- As, la flèche canonique 

HPK X 1S)\F lim F 
K 

est un isomorphisme dans Ho W / Â ( S ) . On en déduit que pour que Lv\ v* —>- Lw\ w* 
soit un isomorphisme dans Ho w , A ( S ) , i l faut et i l suffit que pour tout préfaisceau 
ce-accessible X sur A x S O P la flèche ~Lv\ v*X —>- \JW\ W*X soit un isomorphisme 
de Ho w , A ( S ) . En effet, soit X un préfaisceau arbitraire sur A x S O P , et notons K 
l'ensemble ordonné a-filtrant de ses sous-objets ce-accessibles, et F : K —>• A S le 
foncteur évident d'inclusion. En vertu de ce qui précède, on a un isomorphisme 

L ( P K x 1 S ) , F A I , 
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et le lemme 3.1.33 implique l'assertion. Comme la sous-catégorie de A x Sop formée 
des préfaisceaux a-accessibles est essentiellement petite (cf. 1.2.15), on achève la dé
monstration en appliquant le lemme 3.1.31 à l'inclusion du A-localisateur minimal 
dans le A-localisateur W, et en tenant compte du lemme 3.1.25. 

Proposition 3.1.35. — Soient A une petite catégorie, et\N un A-localisateur. On consi
dère le triangle commutatif suivant dans Cat. 

I u • J 

V w 
S 

1. Le foncteur 
u* : H o w Ì ( J ) —»- HowÂ(I) 

admet un adjoint à gauche 

Lu, : H o w Â(I) —^ H o w A( J) , 

et ce dernier est le foncteur dérivé à gauche du foncteur 

u, : Â1 — A J . 

2. Pour tout objet j de J, on a un isomorphisme de foncteurs canonique dans H o w A 

j * L u , ~ Lp 7 / J ! £(u, jY . 

3. Les conditions suivantes sont équivalentes. 
(a) Pour tout objet s de S, le morphisme ^Pj/S]P}/s —^ ^Pj/syP^J/s^ induit par 

u/s : I/s —>• J/s, est un isomorphisme dans H o w A. 
(b) Le morphisme canonique Lu, p} —>• Lu>, est un isomorphisme. 

4. Les conditions suivantes sont équivalentes. 
(a7) Pour tout objet s de S, le morphisme Lp^^p*^ —>• Lp s ^ J ( p*^ J 7 induit par 

s\u : s\I —>- s\J, est un isomorphisme dans H o w A. 
(b ;) Le morphisme canonique Lp 7 ! u* —>• Lp j , w* est un isomorphisme. 

Démonstration. — Dans le cas où W est accessible, cela résulte des proposi
tions 3.1.10, 3.1.14, 3.1.18, et 3.1.21. Dans le cas général, le point 1 est conséquence 
immédiate de la proposition 3.1.26, et de la remarque 3.1.27. Le point 2 résulte 
du cas accessible, de la 2-fonctorialité de la localisation, et du lemme 3.1.25. Les 
équivalences 3 et 4 résultent elles aussi du cas accessible, en vertu du lemme 
précédent. 
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Remarque 3.1.36. — Lorsque le A-localisateur W est accessible, la structure de caté
gorie de modèles fermée sur A est exponentielle (cf. exemple 3.1.5). En gardant les 
notations de la proposition précédente, le foncteur 

u* : H o w A ( J ) —» H o w A ( n 
admet alors également un adjoint à droite 

Ru* : H o w Â(I) —^ H o w Â(J) , 

qui est le foncteur dérivé à droite du foncteur 
u* : Â1 —^ ÂJ 

(cf. remarque 3.1.11), et pour tout objet j de J , on a un isomorphisme de foncteurs 
canonique dans H o w A 

j*~Ru* ~ HpjV^((ujy 
(cf. remarque 3.1.15). De plus, on obtient par transposition que les conditions équi
valentes de la troisième partie de la proposition sont aussi équivalentes à la condition 

(c) le morphisme canonique Tlpj^w* —^ Rpj^u* est un isomorphisme ; 
et celles de la quatrième partie à la condition 

(c') le morphisme canonique Hw*p*j —>• Ru*£>j est un isomorphisme. 

3.2. Préfaisceaux réalisés en catégories 

3.2.1. — Soit C une petite catégorie. On a un foncteur 
i c : C —>• Cat 

qui associe à chaque préfaisceau X sur C la catégorie C/X des objets de C au-dessus 
de X. Pour être plus explicite, si X est préfaisceau d'ensembles sur C, on définit la 
catégorie C/X de la manière suivante. Les objets de C/X sont les couples (c, s), où c 
est un objet de C (vu comme un préfaisceau sur C par le plongement de Yoneda), et s 
une section de X au-dessus de c (que l'on voit comme un morphisme de préfaisceaux 
de c vers X). Une flèche / de (co,so) vers (ci,si) dans C/X est simplement un 
morphisme / de co vers c\ tel que s\f = SQ. Le foncteur i c ci-dessus est défini sur 
les morphismes comme suit : pour un morphisme de préfaisceaux u : X —>• F, le 
foncteur 

ic(u) = C/u : C/X —>- C/Y 

envoie un couple (c, s) sur (c, us) (et ici encore, le composé us correspond à la section 
u*(s) de Y au-dessus de c induite par u). On vérifie aussitôt que lorsque c est un objet 
de C vu comme un préfaisceau représentable sur C, la catégorie C/c est canonique
ment isomorphe à la catégorie construite au numéro 3.1.1 avec (7 = 7 = J , u — le, 
et c = j . Par la suite, on ne distinguera donc pas ces deux constructions. 
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Vu que iC(eC) = C (où e~ désigne l'objet final de C), le foncteur i c se factorise de 
manière unique par la catégorie des petites catégories au-dessus de C (où Zlc désigne 
le foncteur d'oubli évident) : 

C x Cat 

3c i 
Cat/C . 

Proposition 3.2.2. — Pour toute petite catégorie C, le foncteur 
j c : C Cat/C 

est pleinement fidèle. 

Démonstration. — Soient X et Y deux préfaisceaux sur C, et soit 

C/X f C/Y 

C 1 

un morphisme de Cat/C. Si (c, s : c —>• X) est un objet de C/X, alors /(c, s) est un 
objet de C/Y de la forme (c,/ c(s) : c —^ y ) , puisque le triangle ci-dessus est com
mutatif. Or par le lemme de Yoneda, on a pour tout objet c de C, et tout préfaisceau 
T sur C, une identification canonique 

T(c) ~ Hom a(c,T) . 
Par suite, on peut définir une application g(c) : X(c) —>• Y(c), par s I—>• fc(s). On 
vérifie immédiatement que cela définit un morphisme de préfaisceaux g : X —>• y , 
que icg = / , et qu'un tel g est unique. 
Corollaire 3.2.3. — Pour toute petite catégorie C, le foncteur 

i c :C —^ Cat 
est fidèle. 

Démonstration. — Cela résulte de la proposition précédente, et du fait que le foncteur 
d'oubli Cat/C —>• Cat est lui-même fidèle. 
3.2.4. — On considère à présent une petite catégorie A, et un foncteur 

i : A —>- Cat . 
On obtient alors un foncteur i * : Cat —>• Â, défini pour chaque petite catégorie C, et 
chaque objet a de A, par i*(C)(a) — Homca t(ia, C). Cela détermine ainsi un foncteur 
iAi* : Cat —>• Cat. Si C est une petite catégorie, on notera par abus A/C la catégorie 
iAi*(C). 
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On suppose à présent qu'en outre, pour tout objet a de A, la catégorie ia admet 
un objet final ea, et on définit un morphisme de foncteurs 

a : ÌAÌ* —>• ^Cat 

comme suit : si C est une petite catégorie, le foncteur 
ac : A/C C 

est déterminé sur les objets par la formule ac(a,u) = u(ea) (en remarquant que par 
définition du préfaisceau z*C, un objet de A/C est un couple (a, u), où a est un objet 
de A, et u un foncteur ia —>• C), et si / : (a, u) —^ (b, v) est une flèche de A/C, i.e. 
une flèche / : a —>- b telle que v o i(f) — u, ac(f) = v(i(f)(ea) —>• e&). 

Proposition 3.2.5. — Soient C une petite catégorie, et p : F —>• G un morphisme de 
vréfaisceaux sur C. Le carré suivant est cartésien dans Cat : 

A/(C/F) 
AC/F C/F 

A¡ic(p) MP) 
A/iC/G) 

AC/G 
C/G , 

Démonstration. — Quitte à remplacer la catégorie C par la catégorie C/G, on peut 
supposer que G est l'objet final de la catégorie des préfaisceaux sur C, et donc qu'on 
a C/G — C, la flèche p étant l'unique flèche de F vers l'objet final de C. On notera 
D = A/C xc C/F. 

Un objet de A/(C/F) est un couple 

(a, u : ia —>• C/F) , 
où a est une objet de A, et u un foncteur. Le foncteur u induit par composition avec 
le foncteur d'oubli de C/F vers C un foncteur v : ia —>• C, et l'image par u de l'objet 
ea de la catégorie ia est un morphisme w : c —>• F, où c — v(ea). Comme ea est un 
objet final de ia, la donnée d'un tel objet équivaut à celle du triplet 

(a, v : ia —>- C,w : c —>- F) 
vérifiant la condition c = v(ea). Or c'est la description même des objets de la catégorie 
A/C Xc C/F. La correspondance au niveau des flèches se vérifie de manière analogue 
et est laissée au lecteur. 

3.2.6. — Dans la situation du paragraphe 3.2.4, pour toute petite catégorie C, on 
obtient un foncteur image inverse 

a*c : C —>• A/C , 

où A/C est la catégorie A/i*C, canoniquement équivalente à la catégorie A/C. 
On note encore UC : A/C —^ A le foncteur d'oubli. Le foncteur z* induit un 
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unique foncteur i*/C : Cat/C —>- Â/C, tel que le carré suivant commute : 

Cat/C i*/C 
Â/C 

c µ1 

Cat i* ' Â , 

Lemme3.2.7. — Soient u : C —>• C un foncteur entre petites catégories, et F un 
préfaisceau sur C. Alors le carré commutatif induit par u 

C'/u*F •C/F 

f 
u C 

est cartésien. 

Démonstration. — C'est un corollaire immédiat du lemme de Yoneda. 

Proposition 3.2.8. — Pour toute petite catégorie C, on a un isomorphisme canonique 
de foncteurs dans A/i*C (voir 3.2.6) : 

a*c ~ (i*/C)jc • 

Démonstration. — La pleine fidélité du foncteur j A / C (proposition 3.2.2) implique 
qu'il suffit de montrer que les foncteurs 3AJCOL*C et jA/c(i*/C)jc sont isomorphes, ou 
encore que pour tout préfaisceau F sur C, les catégories 

(A/C)/a*cF et {A/C)/(i*/C)jcF ~ A/i*{C/F) = A/(C/F) 

sont isomorphes au-dessus de A/C, et ce fonctoriellement en F. Or en vertu de la 
proposition 3.2.5 et du lemme 3.2.7, on a les deux carrés cartésiens suivants. 

A/(C/F) C/F 

A/C 
ac C 

(A/C)/a*cF •C/F 

A/C 
B C 

Cela montre que ces deux catégories vérifient la même propriété universelle, et donc 
qu'elles sont canoniquement isomorphes. 
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3.2.9. — On a donc le diagramme commutatif suivant (à isomorphisme près) : 
C f 

Je 

cx*c 

Cat/C - i Cat 

i*/c i 

Â/c 
x1 Â . 

Corollaire 3.2.10. — Pour toute petite catégorie C, le foncteur i*ic : C —>• A com
mute aux petites limites inductives et aux produits fibres. En particulier, il respecte 
les monomorphismes. 

Démonstration. — Le foncteur a*C commute aux petites limites inductives et projec-
tives, et le foncteur d'oubli Zlc commute aux petites limites inductives, ainsi qu'aux 
produits fibres. Le corollaire résulte donc trivialement de la proposition ci-dessus, et 
du fait que i*iC = 11c(i*/C)jc. 

3.2.11. — Soit A la catégorie des simplexes, i.e. la catégorie dont les objets sont 
les ensembles bien ordonnés An = {0 , . . . ,n} , pour tout n ^ 0, et dont les flèches 
sont les applications croissantes. On définit un foncteur i : A —>• Cat en associant à 
chaque objet An la catégorie associée à sa structure d'ensemble ordonné. Le foncteur 
i est une inclusion pleine, et on notera par abus iAn — An (abus déjà consommé 
lors de la définition A donnée au numéro 2.1.1). On note N : Cat —>• A le foncteur 
nerf défini par N = i*, et cat son adjoint à gauche. Le foncteur nerf est pleinement 
fidèle, et on a donc un isomorphisme de foncteurs canonique cat N ~ lcat (voir [60, 
corollaire II.4.3]). 

Proposition 3.2.12. — Pour toute petite catégorie C, le foncteur 

j c : C ^ Cat/C 

commute aux petites limites inductives et projectives. 

Démonstration. — En vertu de la proposition 3.2.8, on a un isomorphisme de fonc
teurs a*c ~ (N /C)jc, ce qui montre que le foncteur (N /C)jc commute aux petites l i 
mites inductives et projectives, puisque c'est le cas de a*c. En outre, comme le foncteur 
nerf est pleinement fidèle, i l en est de même du foncteur N /C : Cat/C —>• A /C, ce 
qui implique que le foncteur j c commute aux petites limites inductives et projectives. 
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Corollaire 3.2.13. — Pour toute petite catégorie C, le foncteur 
i c :C —>- Cat 

commute aux petites limites inductives et aux produits fibres. En particulier, il res
pecte les monomorphismes. En outre, il admet pour adjoint à droite le foncteur iç : 
Cat —C, D (c h—^ RomCat(C/c, D)). 

Démonstration. — Le foncteur i c est le composé du foncteur j c et du foncteur d'oubli 
Zlc : Cat/C —>• Cat, et donc la proposition ci-dessus montre qu'il commute aux 
petites limites inductives et aux produits fibres, puisque le foncteur d'oubli Zlc vérifie 
la même propriété. On en déduit que le foncteur i c admet un adjoint à droite, et on 
vérifie facilement que ce dernier ne peut qu'être le foncteur iç. 

Proposition 3.2.14. — Soit C une petite catégorie. 
(a) Le morphisme d'adjonction r\ : 1^ —>- ic^c e s^ u n monomorphisme. 
(b) Le foncteur i*cic : C —>• C commute aux petites limites inductives et aux 

produits fibres. 
(c) Pour tout morphisme cp : X —>• Y dans C, le carré suivant est cartésien : 

X i(x) i*cicX 

f icicif 

Y VY ' 
pc Y , 

Démonstration. — L'assertion (a) résulte formellement du fait que le foncteur ic est 
fidèle (corollaire 3.2.3). 

L'assertion (b) est une conséquence du corollaire 3.2.10 appliqué au foncteur 
C —>- Cat , c C/c, 

une fois remarqué que pour tout objet c de C, la catégorie C/c admet un objet final 
(à savoir (c, l c ) ) . 

Pour montrer (c), on commence par considérer le diagramme commutatif suivant 
dans Cat (où e : iciç — l c a t e s t le morphisme d'adjonction) : 

O cx 

icX ix 
ic^c^cX 

£icx 

irX 

qd (1) n+1 (2) ic<p 

icY x (Y) 
ci Cy Cx 

£i Y 
•icY 

1 Y 

. 
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Ensuite, on vérifie que pour toute petite catégorie D, le foncteur ED ic^c^ —^ D 
est exactement le foncteur défini par la formule eo(c,u) = u(c, l c ) (où c est un objet 
de C, et u : C/c —^ D un foncteur), et donc en vertu de la proposition 3.2.5, le 
carré (2) est cartésien. Grâce à la formule si(_icr\ — lic, on constate trivialement 
que le carré (2)o(l) est aussi cartésien. Par conséquent, le carré (1) ne peut qu'être 
cartésien. Or on peut voir (1) comme un carré cartésien de Cat/C grâce au foncteur 
canonique de ici*cicY vers C. La pleine fidélité de j c (proposition 3.2.2) achève donc 
la démonstration. 

3.3. Localisateurs fondamentaux et fibrations de Grothendieck 

Cette section ne contient que des définitions et des résultats sans démonstrations. 
Elle n'est écrite que pour le confort du lecteur. Nous renvoyons ce dernier à [96] pour 
une contribution plus complète à la théorie axiomatique de l'homotopie des petites 
catégories dégagée par Grothendieck. 

3.3.1. — Étant donné un triangle commutatif de Cat de la forme 

A u B 

V w 
c 1 

pour chaque objet c de C. on a un foncteur canonique 
u/c : A/c —>- B/c 

(voir 3.1.1 pour la signification et la construction de A/c et B/c). Le foncteur u/c est 
obtenu grâce au fait que A/c (resp. B/c) peut être décrite canoniquement comme le 
produit fibre de A (resp. B) et de C/c au-dessus de C. 

Définition 3.3.2 (Grothendieck). — Un localisateur fondamental est une classe *W de 
foncteurs entre petites catégories vérifiant les axiomes suivants. 

LA La classe W est faiblement saturée (1.4.12). 
LB Si A est une petite catégorie admettant un objet final, alors A —>• e, où e 

désigne l'objet final de Cat, est dans CW. 
LC Si 

A u B 

V w 
C 

est un triangle commutatif de Cat, et si pour tout objet c de C, le foncteur u/c : 
A/c —>- B/c induit par u est dans W, alors u est dans (W. 
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3.3.3. — Soit *W une classe de foncteurs entre petites catégories. 
Les éléments de 'W seront appelés des } -équivalences, ou encore, si cela ne prête 

pas à confusion, des équivalences faibles. On dira qu'une petite catégorie A est CW-as
phérique, ou encore, plus simplement, asphérique, si le foncteur de A vers la catégorie 
ponctuelle est une H -̂équivalence. Un foncteur u : A B entre petites catégories 
sera dit (W-asphérique, ou encore, plus simplement, asphérique, si pour tout objet b 
de .B, la catégorie A/b est ^-asphérique. Enfin, étant donné un triangle commutatif 

A u B 

V w 
c 

dans Cat, on dira que u est une ^-équivalence localement au-dessus de C, ou bien 
encore une équivalence faible localement au-dessus de C, si pour tout objet c de C, le 
foncteur u/c est une ^-équivalence. 

Une fois cette terminologie fixée, la notion de localisateur fondamental se formalise 
donc comme suit : la classe *W est un localisateur fondamental si elle est faiblement 
saturée, si toute petite catégorie admettant un objet final est asphérique, et si tout 
équivalence faible localement au-dessus d'une petite catégorie donnée est une équi
valence faible. En particulier, si *W est un localisateur fondamental, tout foncteur 
asphérique est une équivalence faible. En effet, si u : A —>• B est asphérique, alors 
pour tout objet b de B, on s'aperçoit immédiatement par l'axiome FS2 de la faible 
saturation (cf. 1.4.12) que le foncteur canonique de A/b vers B/b est une équivalence 
faible. I l s'ensuit, en appliquant l'axiome LC avec C = Betw = lB1 que u est bien 
une équivalence faible. Autrement dit, l'analogue (relativement à CW) du théorème A 
de Quillen [112] est vrai par définition pour tout localisateur fondamental. 

Exemple 3.3.4. — La classe de toutes les flèches de Cat forme un localisateur fonda
mental, appelé le localisateur fondamental trivial. 

Exemple 3.3.5. — Soit Wgr la classe formée de l'identité de la catégorie vide et des 
foncteurs entre petites catégories non vides. On vérifie immédiatement que *H^r est 
un localisateur fondamental, appelé le localisateur fondamental grossier. On dit qu'un 
localisateur fondamental est grossier s'il contient le localisateur fondamental grossier. 
I l est immédiat que les seuls localisateurs fondamentaux grossiers sont le localisateur 
fondamental trivial et le localisateur fondamental grossier lui-même. Nous renvoyons 
à la proposition 9.3.2 pour une autre caractérisât ion des localisateurs grossiers relati
vement à la notion de connexité. 

Exemple 3.3.6. — Il est immédiat que les localisateurs fondamentaux sont stables par 
intersections. Si S est une partie de Fl Cat, le localisateur fondamental engendré par 
S est l'intersection de tous les localisateurs fondamentaux contenant S. On le note 
*W(S). Lorsque S est la classe vide, on obtient de la sorte le localisateur fondamental 

ASTÉRISQUE 308 



3.3. LOCALISATEURS FONDAMENTAUX ET FIBRATIONS DE GROTHENDIECK 145 

minimal. Le localisateur fondamental trivial est engendré par le singloton formé de 
l'inclusion de la catégorie vide dans la catégorie ponctuelle. Le localisateur fondamen
tal grossier est quant à lui engendré par le singloton formé du morphisme canonique 
e I I e —>• e. Pour le voir, on remarque que si / = e I I e est asphérique, alors pour 
toute petite catégorie A, la projection de I x A sur A est un foncteur asphérique, 
et donc une équivalence faible (voir plus bas 3.3.8). Si on fait jouer à / le rôle d'un 
intervalle, on remarque que tout foncteur entre petites catégories est J-homotope à un 
foncteur constant, et donc que toute petite catégorie non vide est asphérique (cf. [96, 
lemme 1.7.22]). 

Exemple 3.3.7. — On verra plus loin que les équivalences faibles usuelles de Cat dé
finies par le foncteur nerf forment un localisateur fondamental qui n'est autre que le 
localisateur fondamental minimal (corollaire 4.2.19). 

Sorites 3.3.8. — Soit W un localisateur fondamental. 
1. Les équivalences faibles sont stables par sommes. 
2. Les équivalences faibles sont stables par produits finis. 
3. Soit 

A u B 

V w 
C 

un triangle commutatif de Cat. Si u est asphérique, alors v est asphérique si et seule
ment si w est asphérique. 

4. Une petite catégorie A est asphérique si et seulement si le foncteur de A vers la 
catégorie ponctuelle est asphérique. 

5. Les foncteurs asphériques sont stables par produits finis. 
6. Tout foncteur entre petites catégories admettant un adjoint à droite est asphé

rique. 
7. Un morphisme u : A —>• B de Cat est une équivalence faible si et seulement si 

le foncteur u°v : Aop —>• Bop est une équivalence faible. 

Démonstration. — Nous renvoyons dans l'ordre à [96, proposition 2.1.4, proposi
tion 2.1.3, proposition 1.1.8, proposition 1.1.4, corollaire 1.1.5, proposition 1.1.9, 
proposition 1.1.22]. 

3.3.9. — Le sorite numéro 7 ci-dessus permet de dualiser les axiomes de localisateur 
fondamental. Si W est un localisateur fondamental, on introduit la terminologie sui
vante. Un foncteur u : A —>• B est HJ-coasphérique, ou encore, coasphérique, si pour 
tout objet b de B, la catégorie b\A est asphérique (ce qui revient à dire que uop est 
asphérique). I l est clair que tout foncteur coasphérique est une équivalence faible. De 
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même, étant donné un triangle commutatif 
A u B 

V w 
c 

dans Cat, on dira que u est une W-équivalence colocalement au-dessus de C, ou encore 
que u est une équivalence faible colocalement au-dessus de C, si pour tout objet c de 
C, le foncteur induit c\u : c\A —>• c\B est une équivalence faible. Cela revient à dire 
que u°v est une équivalence faible localement au-dessus de Cop ; en particulier, un tel 
foncteur u est une équivalence faible. 
3.3.10. — Soit u : A —>- B un foncteur. 

Pour chaque objet b, on note A^ la fibre de u au-dessus de b. On a donc par 
définition un carré cartésien de catégories 

A i •A 

u 

e b 
B 

où b : e —>- B désigne le foncteur qui envoie l'unique objet de la catégorie ponctuelle 
e sur b. La catégorie A^ peut ainsi être décrite comme la sous-catégorie non pleine de 
A formée des objets a tels que u(a) = b, et dont les flèches sont les morphismes / de 
A tels que u(f) — 1 .̂ Le foncteur i est alors simplement l'inclusion. 

On dit qu'un morphisme k : a a' de A est cartésien au-dessus de B si pour tout 
morphisme m : x —>• a' de A tel que u(k) = u(m), i l existe un unique morphisme 
Z : x —>• a tel que kl = m. 

On dit que le foncteur u est une préfibration si pour tout morphisme x : b —>• bf de 
B et tout objet a' au-dessus de b' (i.e. a' est un objet de A tel que u(af) = b') i l existe 
un morphisme cartésien k : a —>• a' au-dessus de x (Le. x est un morphisme cartésien 
tel que u(k) = x). On dit enfin que u est une fibration si c'est une préfibration, et si 
les morphismes cartésiens de A au-dessus de B sont stables par composition. 

Dualement, on dira que le foncteur u est une précofibration^ (resp. une cofibration) 
si le foncteur uop est une préfibration (resp. une fibration). 

Les fibrations (resp. les préfibrations, resp. les précofibrations, resp. les cofibrations) 
sont stables par changement de base (d'après [69, Exposé VI , corollaire 6.9]). Les 
fibrations (resp. les cofibrations) sont stables par composition (c'est immédiat), mais 

t1)Cette terminologie est assez malvenue dans la mesure où la notion de (co)fibration est déjà définie 
dans la cadre des catégories de modèles. Nous la conservons cependant car c'est celle qui est utilisée 
dans [69, Exposé VI]. D'une manière générale, le contexte déterminera clairement si l'on parle de 
(co)fibration au sens catégorique, comme on vient de le définir, ou bien au sens homotopique, dans 
le cadre des catégories de modèles. 
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ce n'est pas le cas des préfibrations ni des précofibrations en général. Nous renvoyons 
le lecteur intéressé à [97] pour un point de vue plus conceptuel sur ces notions. 
Exemple 3.3.11. — Si A est une petite catégorie, et si u : X —>- Y est un morphisme 
de préfaisceaux sur A , alors le foncteur A/p : A/X —>- A / Y (cf. 3.2.1) est une fibra
tion à fibres discrètes {Le. une fibration dont les fibres sont des catégories discrètes). 
En particulier, si X est préfaisceau sur A , le foncteur canonique de A/X vers A est 
une fibration à fibres discrètes. 

Remarque 3.3.12. — Les préfibrations admettent la caractérisation suivante (qui n'est 
qu'une simple traduction de la définition) : un foncteur u : A —>- B est une préfibration 
si et seulement si pour tout objet b de B, le foncteur canonique 

Ab->b\A , a l—>• {a, lb) 

admet un adjoint à droite. 
Dualement, un foncteur u : A —̂  B est une précofibration si et seulement si pour 

tout objet b de le foncteur canonique 
Ab^A/b , a l—>- {a, l b ) 

admet un adjoint à gauche. 
On en déduit aussitôt que si un foncteur est une préfibration (resp. une précofi

bration) à fibres asphériques, alors il est coasphérique (resp. asphérique), et donc, en 
particulier, est une équivalence faible (et ce relativement à tout localisateur fonda
mentali. 
3.3.13. — Soit / une petite catégorie, et F un foncteur de / vers Cat. On lui associe 
la catégorie JF — f jF, appelée Vintégrale de F^ comme suit. Les objets de JF sont 
les couples {i,x), où i est un objet de / , et x un objet de la catégorie Fi. Une flèche 
de {io,xo) vers {ii,xi) dans JF est un couple (/c,/), où k : io —>- i\ est une flèche 
de J5, et / : Fk{xo) —>- x\ une flèche de F{i\). La composition de deux morphismes 
est définie par la formule 

(fci, h) o {ko, fo) = {kiko, h o Fkl {fo)) , 
où {ko, fo) : (io, XQ) —>• {i\, xi) et {ki, fi) : {ii, x\) —>- (¿2, #2) sont deux morphismes 
composables de (F. On a un foncteur canonique 

eF:fF^I , {i, x) I—>• i . 
On vérifie facilement que le foncteur 6F ci-dessus est une cofibration (voir [96, 2.2.1]). 
En outre, pour chaque objet i de / , on a un foncteur 

Fi — ff, x I—>• {i, x) 

qui identifie la fibre de 0F au-dessus de i avec la catégorie Fi (évaluation de F en i). 

(2)Dans la littérature, fF est souvent appelée la construction de Grothendieck associée à F. 
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Cette construction est fonctorielle. Cela résulte formellement du fait que la 
construction de l'intégrale vérifie une propriété universelle (voir par exemple [96, 
2.2.3 et 2.2.4]). Cependant, on peut décrire cette fonctorialité de manière élémentaire 
comme suit. Soit a : F —>- G une transformation naturelle, F et G étant deux 
foncteurs de 7 vers Cat. On définit un foncteur 

fa: fF-^ [G 

par la formule fa(i,x) = (i,ai(x)) pour les objets, et Ja(k,f) = (k^a^) pour les 
flèches, ii désignant le but de / . I l est clair que 0GJa = 9F. 

3.3.14. — Soient à présent I et A une petite catégorie, et F un foncteur de 7 vers A. 
En reprenant les notations de 3.2.1, on désigne par A/F le foncteur 

A/F = iAF : I Cat , i\-^A/Fi=iA(Fi) . 

En vertu du corollaire 3.2.13, on a un isomorphisme canonique 
firn A/F A/]hnF . 

Pour chaque objet i de 7, on désigne par 
Ei : F, —^ lim F 

le foncteur canonique. Cela permet de définir un foncteur 
K : f A/F —>- A/ lim F 

comme suit. Les objets de JA/F sont les couples (i, x) où i est un objet de 7, et x un 
objet de A/Fi. On peut donc voir les objets de JA/F comme les triplets de la forme 
(i, a, s), où i est un objet de 7, a est un objet de A, et s une section de Fi au-dessus 
de a. Les morphismes 

(i 0,a 0,5o) —>• (h, ai, si) 
sont les couples (k, / ) , où k : iç, i\ est une flèche de 7, et / : a0 ai une flèche 
de A, telles que le carré suivant commute. 

a0 

f ai 

so si 
F(io) F(k) 

F(i1) 

Le foncteur K est alors simplement défini par la formule 
K(i,a,s) = (a,Eis) 

sur les objets, et par la formule 
K(k,f) = f 

sur les flèches. 
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Proposition 3.3.15. — Le foncteur canonique K : JA/F —>- A/ lim F est une 
fibration. 

Démonstration. — Voir [96, proposition 2.3.6]. 

Proposition 3.3.16. — Soit W un localisateur fondamental. On considère un triangle 
commutatif de Cat de la forme suivante. 

A u B 

V w 
C 

On suppose de plus que pour tout objet c de C, le morphisme uc : Ac —^ Bc, induit 
par u dans les fibres, est une ^ -équivalence. 

(a) Si v et w sont des pré cofibrations, alors le foncteur u est une *W -équivalence 
localement sur C. 

(b) Si v et w sont des préfibrations, alors le foncteur u est une *W -équivalence 
colocalement sur C. 
En particulier, dans les deux cas (a) ou (b), le foncteur u est une *W-équivalence. 

Démonstration. — Voir [96, proposition 2.1.10]. 

3.3.17. — Soit / une petite catégorie. On désigne par 9-fom(I, Cat) la catégorie des 
foncteurs de / vers Cat. On appelle *W'-équivalences argument par argument les mor
phismes F —^ G de 9{om(I, Cat) tels que pour tout objet i de / , le foncteur in
duit Fi —>- Gi soit une ^-équivalence. On désigne par Hot^(/) la localisation de 
9{om(I, Cat) par la classe des ^-équivalences argument par argument {i.e. la catégorie 
obtenue à partir de J-fom(I', Cat) en inversant formellement la classe des ^-équiva
lences argument par argument). Lorsque I = e est la catégorie ponctuelle, on posera 
simplement Hot^ = Hot^e) . 

Si u : I —>- J est un foncteur entre petites catégories, i l induit un foncteur image 
inverse 

u : 9(om(J, Cat) tfom{l, Cat) , F^u{F) = Fou . 

I l est immédiat que ce foncteur respecte les ^-équivalences argument par argument. 
I l induit donc un foncteur noté par abus 

: Hot^(J) —Hot^(J) . 
La théorie des catégories cofibrées (i.e. des cofibrations dans le sens défini dans cette 
section) permet de définir un adjoint à gauche explicite de ce dernier foncteur u*. 

3.3.18. — Soit / une petite catégorie. On définit un foncteur 
Gj : CatII !tiom(I, Cat) 
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de la manière suivante. Si (A,p) est un objet de Cat/I (A est une petite catégorie, 
et p un foncteur de A vers 7), alors Or(A,p) est le foncteur défini par 

eI(Aip)i = A/i , i objet de 7. 
Autrement dit, pour chaque objet i de 7, on a un carré cartésien de catégories 

Gi(A,p)i A 

p 
I/i I 

Ce point de vue montre de manière évidente comment faire de 0 7 un foncteur. En 
vertu de [96, proposition 3.1.2], ce dernier est en fait l'adjoint à gauche du foncteur 

Si : Mom(I, Cat) —Cat/I , F^(fF,0F) 

(voir 3.3.13). 
Considérons à présent un foncteur entre petites catégories u : I —>• J . On lui 

associe un foncteur 

Cat/u : Cat/I —^ Cat/J , (A,p) i — ( A , up) . 

Cela permet de définir encore un foncteur noté par abus 
m : 9iom(I, Cat) —>- 9iom(J, Cat) 

par la formule u\ — O j o Cat/u o Oj . On démontre que le foncteur u\ respecte les W-
équivalences argument par argument (cela résulte par exemple directement de [96, 
théorème 3.1.4 et lemme 3.1.5]). Le foncteur u\ induit donc un foncteur 

L'Ut : HotrW;(/) —>- Hot<M;(J) . 
On démontre que ce dernier est un adjoint à gauche du foncteur 

u* : Hot^(J) Hot^(7) 

(voir [96, théorème 3.1.7]). 
Soit 7 une petite catégorie. Si p désigne le foncteur de 7 vers la catégorie ponctuelle, 

on note 
L lim 

i 
: Hot^(7) —^ Hot^ = Hot 7 V(e) 

le foncteur défini par L lim 
x 

— Lpi. Ce dernier admet une description simple comme 
suit. Par définition, si F est un foncteur de 7 vers Cat, alors 

e^cat/pie'AF))) = JF . 

Ce qui précède nous dit donc en particulier que le foncteur 

F ι *- J F 
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envoie les ^-équivalences argument par argument sur des ^-équivalences, et que 
pour tout foncteur F de I vers Cat, on a 

Llim(F) 
x 

= f (F). 

3.4. Régularité 

On considère une petite catégorie A et un ̂ 4-localisateur W. On rappelle que pour 
toute petite catégorie I , pT : I —>• e désigne l'unique foncteur de I vers la catégorie 
ponctuelle e. 

Définition 3.4.1. — Un foncteur u : I —>• J dans Cat est une W-équivalence si le 
morphisme canonique Lp 7 ! pJ —>• Lpj ,p } est un isomorphisme dans H o w A 

On remarque que si J est la catégorie ponctuelle e, le foncteur u — pI est une 
W-équivalence si et seulement si le foncteur p\ est pleinement fidèle. On désigne par 
W C a t la classe des W-équi valences de Cat. 

Lemme 3.4.2. — Soit I une petite catégorie admettant un objet final i. Alors le fonc
teur Lp 7 ! s'identifie au foncteur i* : HO W T4(J ) —>• H o w A induit par l'évaluation 
en l'objet final i, et le foncteur pj : H o w A —>- H o w A(I) est pleinement fidèle. En 
particulier, le morphisme pI de Cat est une W1 -équivalence. 

Démonstration. — Le foncteur i : e —>• I , défini par l'objet final de I , est un adjoint 
à droite pleinement fidèle de pj. Comme S l—>• How^4(5'), S G Ob Cat, est un 2-
foncteur, on en déduit que le foncteur p^ : H o w A —>- H o w A(I) est un adjoint à 
droite pleinement fidèle de z* : H o w A(I) —^ H o w A, ce qui démontre le lemme. 

Proposition 3.4.3. — Les W-équivalences de Cat forment un localisateur fondamental. 

Démonstration. — La vérification de l'axiome LA est immédiate, et l'axiome LB ré
sulte du lemme précédent. I l reste à prouver l'axiome LC. Considérons un morphisme 
de Cat/S (S étant une petite catégorie). 

I u J 

V w 
S 

En vertu du point 3 de la proposition 3.1.35, si pour tout objet s de S, le fonc
teur I/s —>- J/s, induit par u, est une W-équivalence, alors le morphisme canonique 
Lt>i p} —>• L>w\ pj est un isomorphisme. On en déduit un isomorphisme 

Lp 7 ! p} ~ LpSi Lv\ p} —^ Lpsi Lw\ p} ~ Lpj, p} , 

ce qui achève la démonstration. 
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3.4.4. — Afin d'alléger la terminologie, on dira simplement qu'un morphisme de Cat 
est W'-asphérique (resp. W'-coasphérique, etc.) pour signifier qu'il est WCat-asphérique 
(resp. WCat-coasphérique, etc.). 

Proposition 3.4.5. — Soient S une petite catégorie, et 

I u J 

V w 
s 

un S-morphisme. Le foncteur u est une W-équivalence localement (resp. colocalement) 
au-dessus de S si et seulement si le morphisme canonique 

Lv] p} —^ Lwi p} (resp. Lj97 ! —^ Lp J } w* ) 
est un isomorphisme. 

Démonstration. — C'est une simple traduction de la troisième (resp. quatrième) as
sertion de la proposition 3.1.35. 
Corollaire 3.4.6. — Pour qu'un foncteur entre petites catégories u : I —>• J soit W-
asphérique (resp. W'-coasphérique), il faut et il suffit que le morphisme canonique 

L * * 
u\ Pi PJ (resp. Lpji u* —^ LpJ{ ) 

soit un isomorphisme. 
Démonstration. — C'est le cas particulier de la proposition précédente pour S = J , 
w = l j , et v = u. 

Remarque 3.4.7. — En utilisant les notations des remarques 3.1.11 et 3.1.27, la ca-
ractérisation de la coasphéricité du corollaire précédent s'exprime en demandant que 
pour tout foncteur F de J vers A, le morphisme canonique L lim 

x 
u*F L lim 

x 
F 

soit un isomorphisme dans la catégorie H o w A. Autrement dit, la condition de coa
sphéricité est une condition de cofinalité homotopique. Dualement, lorsque le A-loca
lisateur W est accessible, la caractérisation de l'asphéricité du corollaire, revient par 
transposition à demander que pour tout foncteur F de J vers A, le morphisme ca
nonique R lim x F Rl im 

i 
¿̂*F soit un isomorphisme (cf. remarque 3.1.36). C'est 

à présent une condition de finalité homotopique. 
3.4.8. — Si I est une petite catégorie, un foncteur F de I vers Â est dit W'-régulier si 
le morphisme canonique L lim F —>- lim F (cf. remarque 3.1.27) est un isomorphisme 
dans H o w A. Si F est W-régulier, et si VV; est un A-localisateur contenant W, il résulte 
immédiatement de la proposition 3.1.28, appliquée au foncteur identique de A, que F 
est W'-régulier. 

Pour chaque préfaisceau X sur A, on a un foncteur canonique 
<px:A/X-+A , (a, s : a —>• X) l—>• a 
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et un isomorphisme canonique dans Â de \imipx sur X. On dit que X est W-régulier 
si le foncteur ipx l'est (i.e. si le morphisme canonique de L lim cpx vers lim ipx ~ X 
est un isomorphisme dans H o w A). 

Exemple 3.4.9. — Soient I une petite catégorie, et F un foncteur de / vers A. Le 
foncteur F est W-régulier dans les cas suivants : 

1. I est l'ensemble ordonné { 1 > 0 < 2 } , et la flèche F0 —>• F\ est un monomor
phisme ; 

2. I est un ensemble bien ordonné, et pour tous i < i' dans / , la flèche Fi —F^ 
est un monomorphisme ; 

3. / est une catégorie discrète. 
Lorsque W est accessible, il s'agit d'un résultat général dans les catégories de mo
dèles fermées (voir [74, corollaire 5.1.6 et lemme 5.2.6]). Le cas non nécessairement 
accessible s'en déduit, en considérant le A-localisateur minimal. 

Exemple 3.4.10. — Tout préfaisceau représentable sur A est W-régulier. Cela résulte 
aussitôt du fait que pour tout objet a de A, la catégorie A/a admet le couple (a, l a ) 
pour objet final, et donc en vertu du lemme 3.4.2, le foncteur L lim 

>A a 
n'est autre que 

le foncteur d'évaluation en (a, l a ) , et on a donc l'identification L lim pn = a. 

Lemme 3.4.11. — Soit I une petite catégorie. Pour qu'un A-localisateur W soit stable 
par limites inductives de type I , il faut et il suffit que tout foncteur F : / —>• A soit 
W-régulier. 

Démonstration. — En vertu de la remarque 3.1.27, la condition est nécessaire par 
construction du morphisme L lim x — lim x 

. Montrons que la condition est suffisante. 
Soient F, F' : I —>• A deux foncteurs, et a : F —>• F' un morphisme de foncteurs. 
On a un carré commutatif dans H o w A 

L lim F . lim F 

L lim a lim a 
Ll im Ff lim F' . 

dont les flèches horizontales sont les morphismes canoniques. Si a est une W-équiva
lence argument par argument, Ll im a est un isomorphisme, et si les foncteurs F et F' 
sont W-réguliers, les deux flèches horizontales sont des isomorphismes. On en déduit 
qu'alors lima est un isomorphisme dans H o w A, ce qui prouve l'assertion en vertu 
du corollaire 1.4.7. 

Proposition 3.4.12. — Soient I une petite catégorie, et W C W' une inclusion de A-
localisateurs. Si W est stable par limites inductives de type I , alors il en est de même 
pour W''. 
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Démonstration. — La proposition résulte aussitôt du lemme précédent, et du fait que 
si un foncteur F : I —>• A est W-régulier, alors il est aussi W'-régulier (cf. 3.4.8). • 
Définition 3.4.13. — Un A-localisateur W est régulier si tout préfaisceau sur A est 
W-régulier. 

Remarque 3.4.14. — I l résulte immédiatement de la proposition 3.1.28, appliquée au 
foncteur identique de A, que tout A-localisateur contenant un A-localisateur régulier 
est lui-même régulier. 

Etant donnée une partie S de FIA, on peut définir le A-localisateur régulier en
gendré par S comme suit. Pour chaque préfaisceau X sur A, on choisit une résolution 
cofibrante Qx de cpx dans la catégorie 9-(om(A/X, A) au sens de la structure de ca
tégorie de modèles fermée du corollaire 1.4.24 associée au A-localisateur minimal. On 
a donc en particulier une équivalence faible argument par argument (que l'on peut 
supposer être une fibration triviale argument par argument) Qx —>- ipx, d'où un 
morphisme de préfaisceaux 

ux : lim Q x —>• lim p x ~ X . 
Or lim Q x est un modèle de L lim(/?Y, et ux un modèle de la flèche canonique, et 
ce pour tout A-localisateur (cf. remarque 3.1.27). Dire qu'un A-localisateur est régu
lier revient donc par forte saturation à affirmer qu'il contient toutes les flèches ux 

pour tout préfaisceau X sur A, ce critère ne dépendant pas des choix des résolutions 
cofibrantes ci-dessus. On peut ainsi définir le A-localisateur régulier engendré par S 
comme le A-localisateur engendré par S et par toutes les flèches ux. 

Si W est un A-localisateur, sa completion régulière, notée W, est le A-localisateur 
régulier engendré par W. On remarque qu'un A-localisateur est régulier si et seulement 
s'il contient le A-localisateur régulier minimal (i.e. la completion régulière du A-
localisateur minimal). 

On verra à la fin de ce paragraphe des exemples de A-localisateurs qui ne sont pas 
réguliers. 
Lemme 3.4.15. — Soient A une petite catégorie, X un préfaisceau sur A, F = 
(Y, Y —^ X) un objet de Â/X ~ A/X, et W un A-localisateur. On note W'/X le 
A/X-localisateur des W-équivalences au-dessus de X. Pour que le préfaisceau F sur 
A/X soit W/X-régulier, il faut et il suffit que le préfaisceau Y sur A soit \N-régulier. 

Démonstration. — On désigne par ZI : Â/X —^ Â le foncteur d'oubli. On a 
par définition W'/X = <c/ _ 1W, ce qui implique, en vertu des corollaires 1.4.7 
et 1.4.8, que le foncteur induit U : H o W / / x A / X — > • H o w A est conserva-
tif. Par ailleurs, on a l'identification Upp = ipY, et vu que le foncteur ZI : 
A/X —>• A commute aux petites limites inductives et respecte les monomorphismes, 
il résulte de la proposition 3.1.28 qu'on a un isomorphisme canonique 

L lim cpv — L lim UcpF ~ ZLL lim cp F . 
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On en déduit que l'image par ZI de la flèche L lim cp p —>• F de H o W / x A/X s'identifie 
à la flèche L lim (pY —>- Y de H o w A, ce qui démontre le lemme. 

Proposition 3.4.16. — Soient A une petite catégorie et W un A-localisateur régulier. 
Pour tout préfaisceau X sur A, le A/X-localisateur \N/X des VM-équivalences au-
dessus de X est régulier. 
Démonstration. — La proposition est conséquence directe du lemme précédent. 

3.4.17. — On considère à nouveau une petite catégorie A et un A-localisateur W. 
Un foncteur F d'une petite catégorie / vers A est \N-parfait s'il est W-régulier et 

si les fibres du foncteur canonique (cf. 3.3.14) 
(3.4.17.1) I J A / F — A/ lim 

>i 
F 

sont W-asphériques. 
Remarque 3.4.18. — Les foncteurs de la forme 3.4.17.1 sont des fibrations (cf. propo
sition 3.3.15). Par conséquent, pour que leurs fibres soient W-asphériques il faut et il 
suffit que ceux-ci soient W-coasphériques (cf. remarque 3.3.12). On en déduit le 

Lemme 3.4.19. — Les trois types de foncteurs W-réguliers décrits au numéro 3.4-9 
sont W-parfaits. 

Démonstration. — L'assertion résulte de la remarque ci-dessus et de [96, proposi
tions 2.3.10 et 2.3.14]. 
Proposition 3.4.20. — Les préfaisceaux W-réguliers sont stables par petites limites in
ductives VM-parfaites. Autrement dit, si F est un foncteur \N-parfait d'une petite caté
gorie I à valeurs dans A tel que pour tout objet i de I , le préfaisceau Fi soit \N-régulier, 
alors lim F est \N-régulier. 

Démonstration. — Commençons par une remarque triviale. Soit X un préfaisceau 
sur A, et soit 7rx : A/X —>• A le foncteur canonique. Si on désigne par h : A —>• A 
le plongement de Yoneda, alors en reprenant les notations du paragraphe 3.1.2, on 
a l'identification px = irx(h). On note F' = lim F la limite inductive de F. Pour 
alléger les notations, on pose TT = TTF,, et 7Vi = TTF. pour i G Obi. On note enfin k le 
foncteur canonique de JA/F vers A/F', p la projection de fA/F sur A, et q celle de 
JA/F sur / . On a le triangle commutatif de catégories suivant. 

SA/F k A/F' 

p 
A 

7T 

On en déduit le morphisme canonique suivant dans H o w Â. 
(3.4.20.1) L lim = L lim/c*7r*/i —^ L lim n*h = L limcpF, 
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Or le foncteur k est W-coasphérique par hypothèse (voir la remarque 3.4.18), ce qui 
implique en vertu du corollaire 3.4.6 que la flèche 3.4.20.1 est un isomorphisme. On a 
d'autre part un morphisme de foncteurs p*h —>• q*F défini par les flèches 

p*(h)(i,a,a^Fi) = a^Fi=q*(F)(i,a,a^Fj , 

où (a, z,a —>• Fi) parcourt l'ensemble des objets de JA/F (i.e. i G Ob i , a G ObA, 
et a —>• Fi est une section de Fi au-dessus de a). On en déduit par adjonction un 
morphisme 

(3.4.20.2) Lq\p*h F 

dans HowÀ(I). En lui appliquant le foncteur L lim 
x 

on en déduit un morphisme 
canonique 
(3.4.20.3) L limp*h ~ L \im~Lq\p*h —>- L l i m F . 

D'autre part, comme on a supposé F W-régulier (puisque W-parfait), on a un isomor
phisme canonique dans H o w A : 

(3.4.20.4) L l i m F —>• F' . 

Les flèches 3.4.20.1, 3.4.20.3 et 3.4.20.4 s'insèrent dans le carré commutatif 

L limp*/i = L lim7r*/i 

L l i m F = • F' , 

la flèche L lim7r*/z = L lim ipw, —>- F étant le morphisme canonique. Vu que 3.4.20.1 
et 3.4.20.4 sont des isomorphismes, il suffit donc pour montrer la proposition de véri
fier que 3.4.20.3, ou encore 3.4.20.2, en est un (et on n'utilisera pour cela que le fait 
que pour tout objet i de / , le préfaisceau Fi est W-régulier). En vertu de la proposi
tion 3.1.30, on peut se contenter de montrer que pour tout objet i de / , l'évaluation 
en i du morphisme 3.4.20.2 (i.e. son image par le foncteur z*) 

(3.4.20.5) i*Lç,p*/i —>- i*F = Fi 

est un isomorphisme dans H o w Â. Or il résulte de l'assertion 2 de la proposition 3.1.35 
qu'on a un isomorphisme canonique 

z*Lçip*/i ~ L lirn£(g, i)*p*h , 

et comme l'inclusion pleine £{ de A/Fi dans (fA/F)/i admet un adjoint à gauche 
(3.3.12), elle est coasphérique (par les sorites 6 et 7 de 3.3.8), ce qui implique en vertu 
du corollaire 3.4.6 que la flèche canonique 

L l i m i t e , i ) V > i —^ Llim£(<2,i)yh 
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est un isomorphisme. Comme ^ = pE(q,i)li, on a l'égalité £i£(q,i)*p* = TT*, et on 
obtient donc un isomorphisme canonique 

L lim 7T* h —>• i*~Lq\p*h . 
Puisque l'on a supposé Fi W-régulier, on a aussi un isomorphisme 

L lim 7T* h = L lim p F. —>• Fi . 

On remarque enfin que le triangle suivant commute 
L lim 7T * h Lq4p*h 

Fi 
d'où on déduit que 3.4.20.5 est bien un isomorphisme, ce qui achève ainsi la démons
tration. 
Proposition 3.4.21. — Les préfaisceaux W-réguliers sont stables par rétractes. 

Démonstration. — La construction des morphismes L lim <p x —>• X est fonctorielle 
en X, et par conséquent, l'assertion résulte du fait que les isomorphismes sont stables 
par rétractes. 

Proposition 3.4.22. — Les préfaisceaux W'-réguliers forment une classe saturée par 
monomorphismes. 

Démonstration. — Cela résulte aussitôt du lemme 3.4.19 et des propositions 3.4.20 
et 3.4.21. 

Théorème 3.4.23. — Pour qu'un A-localisateur W soit régulier, il faut et il suffit que 
A admette un modèle cellulaire dont toutes les sources et les buts sont W'-réguliers. 

Démonstration. — Cela résulte de la proposition précédente et du lemme 1.2.30. 

Corollaire 3.4.24. — La complétion régulière d'un A-localisateur accessible est 
accessible. 

Démonstration. — En vertu de la remarque 3.4.14, le corollaire est conséquence di
recte du théorème ci-dessus. 

Proposition 3.4.25. — Tout A-localisateur est régulier. 

Démonstration. — Tout préfaisceau représentable étant régulier (3.4.10), c'est une 
conséquence immédiate des propositions 2.1.12 et 3.4.22. 

3.4.26. — On considère à présent, et cela jusqu'au numéro 3.4.33, une petite catégorie 
A et un A x A-localisateur W tel que pour tout préfaisceau simplicial X sur A, la 
projection de X x A\ sur X soit une W-équivalence. 
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Lemme 3.4.27. — Soit X un préfaisceau sur A (vu comme un préfaisceau simplicial 
sur A par l'inclusion canonique A —^ A x A). On note encore par abus <px le fonc
teur de A/X dans Ax A défini par px(a,a —>- X) — a. Les assertions suivantes 
sont équivalentes. 

(i) Le préfaisceau X est W'-régulier. 
(ii) Pour tout ensemble simplicial K, le préfaisceau simplicial X x K est W-

régulier. 
(iii) La flèche canonique L lim py —>• X est un isomorphisme dans H o w A x A. 

Démonstration. — Considérons un entier n ^ 0. La catégorie (A x A)/(X x An) 
s'identifie à la catégorie produit A/X x A/Ani et le foncteur pXxAn correspond par 
cette identification au foncteur produit px x <PA , i.e. à 

((a, a —^ X) , (Z\m, Am —^ An)) i — ^ a x Z\m . 
Désignons par p la projection de A/X x A/An sur A/X. Comme A/An admet un 
objet final, c'est une catégorie W-asphérique, et donc le foncteur p est W-coasphérique 
(en vertu de 3.3.12, puisqu'il est une fibration à fibres W-asphériques). On a donc par 
le corollaire 3.4.6 un isomorphisme canonique 

L limp*Px —^ L lim px • 
D'autre part, les projections a x Am —>- a sont des W-équivalences (2.3.7) et par 
suite induisent un isomorphisme 

ΨΧχΔη ^ν*ψΧ 

dans H o w A x A (A/X x A/An), d'où un isomorphisme 
L lim.ip x y A n —^ L lim p* y? Y . 

Enfin, i l est facile de vérifier qu'on a un carré commutatif dans H o w A x A 
L]hnpXxAri X x An 

L lim (p x X , 

dont la flèche verticale de gauche est le composé des deux isomorphismes ci-dessus, 
celle de droite est la première projection, et dont les flèches horizontales sonts les 
morphismes canoniques. Vu que la projection X x An —>• X est une W-équivalence 
(2.3.7), ces considérations montrent que la condition (iii) équivaut à la W-régularité 
du préfaisceau simplicial X x An (où l'entier n ^ 0 est arbitraire). En particulier, 
le cas n = 0 montre l'équivalence des conditions (i) et (iii). Comme il est trivial 
que (ii) implique (i), i l reste à vérifier que (iii) implique (ii). Or il résulte de la 
proposition 3.4.22 et de la remarque 1.1.13 que la classe des ensembles simpliciaux K 
tels que X x K soit W-régulier est saturée par monomorphismes. Comme en vertu 
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de ce qui précède, (iii) implique que cette classe contient les simplexes standard, cela 
résulte de la proposition 2.1.12. 

Lemme 3.4.28. — Pour que W soit régulier, il faut et il suffit que Â admette un mo
dèle cellulaire dont les sources et les buts soient Wl-réguliers en tant que préfaisceaux 
simpliciaux. 

Démonstration. — L'assertion résulte aussitôt du lemme précédent, et des proposi
tions 2.3.4 et 3.4.22. 

3.4.29. — Soient X et Y deux préfaisceaux simpliciaux sur A. On note Hom(X, Y) 
l'ensemble simplicial 

An i >• H o m - ^ ( X xAn,Y) 

qui représente le foncteur 

Aop Ens , K ^ Rom^X x K,Y) . 

On définit ainsi un foncteur 

Horn\Ä^TA° P X i x A — ^ Â . 

On suppose dans la suite que le A x A-localisateur W est accessible. 

Lemme 3.4.30. — Pour tout préfaisceau simplicial Y sur A, le foncteur 

Hom(. , Y) : Ä^TA°P — ^ Â 

commute aux petites limites projectives (i.e. envoie les petites limites inductives de 
A x A sur des limites projectives de A). Si en outre Y est W-fibrant, alors ce fonc
teur respecte les fibrations et les fibrations triviales (i.e. transforme les cofibrations 
(resp. les W-cofibrations triviales) de A x A en fibrations de Kan (resp. en fibrations 
triviales) de A). En particulier, il envoie les W-équivalences sur des oo-équivalences. 

Démonstration. — La première assertion est évidente. La troisième est conséquence 
de la deuxième en vertu du lemme de Ken Brown [74, lemme 1.1.121, puisque tous les 

—-——- op 
objets de (A x A) sont fibrants. Pour montrer la deuxième assertion, un argument 
standard d'adjonction implique qu'il suffit de vérifier que pour toute W-cofibration 
triviale (resp. toute cofibration) X —>• Y dans i x A, et pour toute inclusion (resp. 
oo-cofibration triviale) d'ensembles simpliciaux K —>- L, la flèche 

X x LUY x K ^Y x L 
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est une W-cofibration triviale. En considérant le diagramme commutatif 

X x K Y x K 

X x L X x LUY x K 

Y x L . 

dont le carré interne est cocartésien, cette vérification se ramène à montrer que si 
X —>• Y (resp. K —>• L) est une W-cofibration triviale de i x A (resp. une oo-co-
fibration triviale de A), et Z (resp. T) un ensemble (resp. préfaisceau) simplicial, alors 
X x Z —>• Y x Z (resp. T x K —>- T x L) est une W-cofibration triviale. Or cela 
résulte du corollaire 2.3.7, ce qui achève la démonstration. 

Lemme 3.4.31. — Soient X et Y deux préfaisceaux simpliciaux sur A. Si Y est W-fib
rant, alors l'application canonique 

Hom (X,Y) Hoom Ho wA (X,y^) 

est bijective. 

Démonstration. — En vertu du lemme précédent, Y étant supposé W-fibrant, 
Hom(X, Y) est un complexe de Kan. On en déduit que l'ensemble 7To Hom(X, Y) est 
formé des classes d'équivalences de Z\i-homotopie de morphismes de X vers Y dans 
A x A. Or X est cofibrant, Y est fibrant, et le diagramme 

XUX-^XxA1^X 

est un cylindre de X au sens de la structure de catégorie de modèles fermée associée 
à W, ce qui implique l'assertion. 

3.4.32. — Soit / une petite catégorie. Conformément au corollaire 1.4.24 (resp. 1.4.22), 
on considère la structure de catégorie de modèles fermée sur A x A (resp. sur A 7 ° P ) 
dont les équivalences faibles sont les W-équivalences argument par argument (resp. les 
oc-équivalences argument par argument), et dont les fibrations sont les W-fibrations 
argument par argument (resp. et dont les cofibrations sont les monomorphismes). I l 
résulte du lemme 3.4.30 que pour tout préfaisceau simplicial W-fibrant Y sur A, le 
foncteur 

Hom(., Y) : ( . f x A V * = ( 1 ~ 7 A ° V ° p —>- Â 7° P 

est un foncteur de Quillen à droite. Ce dernier admet donc un foncteur dérivé à droite 

RHom( . ,y ) : ( H O W I 7 À ( / ) ) ° P —>- H o W o o À(Iop) . 

ASTÉRISQUE 308 



3.4. RÉGULARITÉ 161 

Lemme 3.4.33. — Soient Y un préfaisceau simplicial \N-fibrant, et F un foncteur dé
fini sur une petite catégorie I à valeurs dans A x A. La flèche canonique 

RHom L lim 
I 

F,Y Rlim 
-Jop 

RHom(F, Y) 

est un isomorphisme dans H o w A. 

Démonstration. — Cela résulte du lemme 3.4.30 et de la version duale de la proposi
tion 3.1.22. 
Proposition 3.4.34. — Soit A une petite catéqorie. Le Ax A-localisateur W Aop OO des oo-
équivalences argument par argument est le A x A-localisateur régulier engendré par 
la classe des projections de la forme X x Ai —>• X, pour X préfaisceau simplicial 
sur A. Autrement dit, pour qu'un A x A-localisateur W contenant les projections 
X x Ai —>• X pour tout préfaisceau simplicial X sur A soit régulier, il faut et il 
suffit que toutes les oo-équivalences argument par argument soient des W-équivalences 
(i.e. que W OO c w; . 
Démonstration. — On désigne par W le plus petit A x A-localisateur régulier conte
nant les projections de la forme X x Ai —>- X pour tout préfaisceau simplicial X 
sur A. I l résulte des corollaires 1.4.19 et 3.4.24 que W est accessible. Pour montrer 
l'égalité W = W^°P, on procède en plusieurs étapes. 

3.4.34.1. — Le préfaisceau final e = e-—- sur A x A est W^ P -régulier. 

Soit Y un préfaisceau simplicial W^-/-fibrant sur A. On a alors des isomorphismes 
canoniques dans H o w A : 

RHom(e, Y) ~ Hom(e,7) ~ lim Y 
A°P 

= Rlim Y 
x 

, 

Or pour tout objet a de A, on a aussi les identifications 
Ya ~ Hom(a, Y) ~ RHom(a, Y) , 

d'où on déduit grâce au lemme 3.4.33 des isomorphismes : 
Rl im 

A°P 
Y ~ Rl im 

-aEA°P 
RHom(a, Y) ~ RHom X lim 

^aeA 
a,Y . 

Autrement dit, on a un isomorphisme canonique 
RHom(e, Y) ~ RHom L lim 

x-1 
a, Y . 

On peut alors appliquer le foncteur TÏQ à ce dernier, et le lemme 3.4.31 permet d'affir
mer par le lemme de Yoneda que la flèche canonique 

L lim 
>a£A 

a —^ e 
est un isomorphisme. Cela prouve l'assertion en vertu du lemme 3.4.27. 

3.4.34.2. — Tout préfaisceau sur A (vu comme un préfaisceau simplicial sur A) est 
W Aop 

oo -régulier. 
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Soit X un préfaisceau d'ensembles sur A. On désigne par 

U : A/JTxA ~ (Ax~A)/X Â^x~A 

le foncteur d'oubli. Pour tout préfaisceau simplicial Y sur A/X, et pour tout objet a 
de A, on a une identification canonique 

(UY)(a) = n 
s:a —>• X 

Y (a, s) . 

Une somme de morphismes d'ensembles simpliciaux étant une oo-équivalence si et 
seulement si chacun de ces morphismes l'est, on en déduit que le A/X x A-localisateur 
VV °̂P / X des W^°P-équivalences au dessus de X n'est autre que le A/Xx A-localisateur 

( A/ X)op 

Wcx/ des oo-équivalences argument par argument. En remarquant que X, vu 
comme préfaisceau simplicial sur A, est l'image par ZI du préfaisceau final sur A/X x 
A, l'assertion résulte de 3.4.34.1 et du lemme 3.4.15. 
3.4.34.3. — Les oo-équivalences argument par argument forment un Ax A-localisateur 
régulier. En particulier, toute W' -équivalence est une oo-équivalence argument par 
argument. 

La première assertion résulte immédiatement de 3.4.34.2 et du lemme 3.4.28. La 
définition même de W implique que la seconde est conséquence de la première et du 
fait que les projections de la forme X x Ai —>- X sont des oo-équivalences argument 
par argument. 

3.4.34.4. — Toute oo-équivalence argument par argument entre préfaisceaux simpli
ciaux W'-fibrants est une W-équivalence. 

Soit Y —3- Y' une oo-équivalence argument par argument entre préfaisceau sim
pliciaux W-fibrants. Pour tout objet a de A, et tout entier n ^ 0, on a un carré 
commutatif 

Hom(a x An, Y) -Hom(a x An,Yf) 

Ya Y' 
± a 

. 

dont les flèches verticales sont les images par les foncteurs Hom(., Y) et Hom(., Y') 
de la projection de a x An sur a, et sont donc, en vertu du lemme 3.4.30, des 
oo-équivalences. La flèche Ya —>• Y'a étant une oo-équivalence par hypothèse, on en dé
duit que la flèche Hom(a x Ani Y) —>• Hom(a x An, Y') est aussi une oo-équivalence. 
Soient X un préfaisceau simplicial sur A, et <px le foncteur canonique de (A x A)/X 
vers A x A. Ce qui précède montre qu'on a un isomorphisme canonique 

RHom((p x ,F) —>- RHom((¿? X ,Y') . 
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On obtient donc grâce aux lemmes 3.4.31, 3.4.33 et à T isomorphisme canonique 
L lim ip x ~ X dans H o w i x A les bijections suivantes : 

Hom How A x A X,Y = 7r 0RHom(X,y) 
~ 7TQRHom(Llim(p x,Y) 
~ 7TQR lim R Hom((p x , Y) 
~ 7ToRlimRHom((px, Y') 
~ 7TQR Hom(L lim x , F') 
-7T 0 RHom(X, F') 
-7T0RHom(X, F') 

On conclut par le lemme de Yoneda et la saturation forte de W. 

3.4.34.5. — Toute oo-équivalence argument par argument est une W-équivalence. 

Soit u : X —>• X' une oo-équivalence argument par argument entre préfaisceaux 
simpliciaux sur A. On choisit une W-équivalence de but W-fibrant i' : X' —>• Y'', 
puis on factorise i'u en une W-équivalence i : X —>• Y suivie d'une W-fibration 
v : Y —>• Y'. I l résulte de 3.4.34.3 que v est une oo-équivalence argument par argu
ment, et donc, en vertu de 3.4.34.4, v est une W-équivalence, ce qui implique qu'il en 
est de même de u. 

Lemme 3.4.35. — Soient A une petite catégorie, W un A-localisateur, et X un préfais
ceau sur A. Pour que X soit W'-régulier, il faut et il suffit que X, vu comme préfaisceau 
simplicial constant, soit W^-régulier, où W A désigne la completion simpliciale de W 
(2.3.22). 

Démonstration. — Notons pr1 : AxA —>• A la première projection, d'où un foncteur 
image inverse pr\ : A —>• AxA. En vertu des propositions 2.3.27 et 3.1.28, on a un 
carré commutatif (à isomorphisme près) 

H o w Â(A/X) 
pw14 
= 

H O W A Ax~A(A/X) 

L lim 
>A/X 

L lim 
>A/X 

H o w Â i 
x+1 

H o w Ax~A 
A 

1 

dont les lignes sont des équivalences de catégories. En considérant l'objet <px àe 
H o w A(A/X), i l résulte alors du lemme 3.4.27 que X est W-régulier si et seulement 
si pr\X est WA-régulier, ce qui prouve le lemme. 
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Théorème 3.4.36. — Soient A une petite catégorie, et W un A-localisateur. Les asser
tions suivantes sont équivalentes. 

(a) Le A-localisateur W est régulier. 
(b) La completion simpliciale de W est régulière. 
(c) La completion simpliciale de W contient les oo-équivalences argument par 

argument. 

Démonstration. — L'équivalence des assertions (a) et (b) est conséquence des 
lemmes 3.4.28 et 3.4.35. Celle des assertions (b) et (c) résulte de la proposi
tion 3.4.34. 

Corollaire 3.4.37. — Soit A une petite catégorie. L'application W i—>- W A définit une 
bijection croissante pour l'inclusion de l'ensemble des A-localisateurs réguliers vers 
celui des A x A-localisateurs discrets et réguliers. En particulier, la completion régu
lière de la completion simpliciale d'un A-localisateur W coïncide avec la completion 
simpliciale de sa completion régulière (ce qui s'écrit encore ( ( W A ) — ( W ) A )), et 
s'identifie au A x A-localisateur engendré par la classe formée des \N-équivalences 
argument par argument et des oo-équivalences argument par argument. 

Démonstration. — Cela résulte immédiatement de la proposition 2.3.30 et du théo
rème 3.4.36. 

Dans la suite, on notera simplement W A le A x A-localisateur ( W A ) = ( W ) A , et on 
utilisera librement cette égalité sans se référer explicitement au corollaire précédent. 

Corollaire 3.4.38. — Soient A une petite catégorie, et W un A-localisateur. Si W est 
stable par produits finis, il en est de même de sa complétion régulière W . 

Démonstration. — Supposons que le A-localisateur W soit stable par produits finis. 
Le A x A-localisateur W A P des W-équivalences argument par argument est alors aussi 
stable par produits finis, et comme il en est de même du A x A-localisateur W ^ ° P des 
oo-équivalences argument par argument (cf. 2.1.3), il résulte du corollaire précédent et 
du corollaire 1.4.19, (b) que la complétion simpliciale W A de la complétion régulière W 
de W est stable par produits finis. Si prx : A x A —>- A désigne la première projection, 
le corollaire résulte donc de l'égalité W = pr\~x\N\ (2.3.27), et de la commutativité 
du foncteur pr*[ : A —>• A x A aux produits. 

Corollaire 3.4.39. — Pour toute petite catégorie A, le A-localisateur régulier minimal 
est stable par produits finis. 

Démonstration. — Cela résulte du corollaire précédent et du corollaire 1.4.19, (c). 

Corollaire 3.4.40. — Soient A une petite catégorie, et W un A-localisateur. Si W est 
propre, il en est de même de sa complétion régulière. 
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Démonstration. — Si le A-localisateur *W est propre, le corollaire 2.3.28 implique que 
W A est propre, et il résulte de la proposition 3.4.34 que la complétion régulière de W A 

est le A x A-localisateur engendré par W A et par les oo-équivalences argument par 
argument. La preuve s'achève donc grâce au théorème 2.1.42, à la proposition 1.5.15, 
et aux corollaires 1.5.6 et 2.3.28. 
Corollaire 3.4.41. — Soient A une petite catégorie, et W un A-localisateur régulier. 
Les W'-équivalences sont stables par limites inductives filtrantes. 

Démonstration. — En vertu de la proposition 2.3.27, il suffit de montrer que la com
plétion simpliciale de W est stable par petites limites inductives filtrantes, et le théo
rème 3.4.36 implique que celle-ci contient les oo-équivalences argument par argument. 
Or la proposition 2.3.20 implique immédiatement que les oo-équivalences argument 
par argument sont stables par petites limites inductives filtrantes. Le corollaire résulte 
donc de la proposition 3.4.12. 

Lemme 3.4.42. — Soit A une petite catégorie. Les A-localisateurs réguliers sont stables 
par intersections. 

Démonstration. — Cela résulte de la stabilité des A-localisateurs par intersections et 
du fait que les A-localisateurs réguliers sont ceux qui contiennent le A-localisateur 
régulier minimal (voir la remarque 3.4.14). 
Lemme 3.4.43. — Soit u : A —^ B un foncteur entre petites catégories ; il définit un 
foncteur image inverse 

u* :B Â . 
On considère un A-localisateur régulier \N, et on suppose que W = (u*)~l(\N) est un 
B-localisateur (voir la proposition 1.4-20 pour des conditions suffisantes). Alors \Nf 

est régulier. Si en outre W est accessible, il en est de même de W'. 

Démonstration. — L'assertion relative à l'accessibililité résulte aussitôt de la propo
sition 1.4.20. I l suffit donc de prouver que W est régulier. Le foncteur u x 1A induit 
un foncteur image inverse : 

(u x 1A)* : ÍTX"A —^ A~*~A . 

En vertu de la proposition 2.3.31, la complétion simpliciale de W' est formée des 
flèches dont l'image par (u x 1A)* est dans la complétion simpliciale de W. D'autre 
part, le foncteur (u x 1A)* respecte les oo-équivalences argument par argument, et il 
résulte du théorème 3.4.36 (appliqué à W) que la complétion simpliciale de W, donc 
aussi celle de W', contient les oo-équivalences argument par argument. Une nouvelle 
application du théorème 3.4.36 (cette fois à W') achève ainsi la démonstration. 
Proposition 3.4.44. — Soient A une petite catégorie, et W un A-localisateur régulier. 
Pour toute petite catégorie I , le Ax I°v -localisateur \NI des W1 -équivalences argument 
par argument est régulier. 
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Démonstration. — Pour chaque objet i de / , on note Wi le A x 7op-localisateur formé 
des morphismes dont l'évaluation en i est une W-équivalence. Le lemme précédent 
appliqué au foncteur i : e —>- / , défini par l'objet i, montre que est régulier. 
Comme W 7 est l'intersection des Vv̂ , l'assertion résulte ainsi du lemme 3.4.42. 

Proposition 3.4.45. — Soient A une petite catégorie, et W un A-localisateur régulier. 
Un foncteur entre petites catégories u : I —>• J est une W-équivalence (3.4-1) si et 
seulement si pour tout préfaisceau représentable a sur A, le morphisme canonique 
Lp 7 ! pj(a) —>- Lpj,p}(a) est un isomorphisme de H o w A 

Démonstration. — Cela résulte aussitôt du lemme 3.1.33. 

Proposition 3.4.46. — Soient A une petite catégorie, et W un A-localisateur régulier. 
On considère un morphisme de préfaisceaux X —>• Y sur A, et on définit un foncteur 

p:A/Y-^Â , (a, a —>• Y) i—>- X Xy a . 

Alors le morphisme canonique L limp —>• X, induit par les projections Xxya —>- X, 
est un isomorphisme dans H o w A. 

Démonstration. — On va décomposer la preuve en plusieurs étapes. 

3.4.46.1. — Si on suppose en outre que W est stable par produits finis et que Y est le 
préfaisceau final e = e~, alors Vassertion est vérifiée. 

Pour le voir, on commence par remarquer que l'assertion est immédiate si l'on 
suppose de plus que X est le préfaisceau final : cela revient à affirmer que le préfais
ceau final est W-régulier. Si on suppose que W est stable par produits finis, alors le 
foncteur X' l—>• X x X' commute aux petites limites inductives et respecte les mo
nomorphismes autant que les W-équivalences. En vertu de la proposition 3.1.28, si h 
désigne le plongement de Yoneda de A dans A, on obtient ainsi des isomorphismes 
canoniques 

L lim p 
A 

= L lim 
A 

{X x h) ~ X x L lim 
A 

h ~ X x e = X . 

3.4.46.2. — L'assertion est vérifiée si on suppose que Y est le préfaisceau final. 

Soit W r e g le A-localisateur régulier minimal. En vertu du corollaire 3.4.39, celui-ci 
est stable par produits finis, et donc il résulte de 3.4.46.1 que la flèche canonique 

L lim P 
A 

— X 

est un isomorphisme dans H o w 

reo 
À. En vertu de la proposition 3.1.28, appliquée à 

l'identité de À en regard de l'inclusion W r e^ C W, cette flèche est aussi un isomor
phisme dans H o w A. 

ASTÉRISQUE 308 



3.4. RÉGULARITÉ 167 

3.4.46.3. — L'assertion est vérifiée en général. 

Considérons le foncteur d'oubli ZI de Â/Y vers Â, et \N/Y = ZI'1 W le A/F-loca-
lisateur des W-équivalences au-dessus de Y. On peut voir le foncteur p comme l'image 
par ZI du foncteur p/Y de A/Y dans A/Y défini de manière analogue, mais à partir 
du morphisme 

( X , X — Y)^(Y11Y) . 
On a alors les égalités Zl(p/Y) = p et Z1(X,X —>- Y) = X . Comme respecte 
les monomorphismes et les équivalences faibles tout en commutant aux petites limites 
inductives, il résulte de 3.4.46.2, appliqué à p/Y, et de la proposition 3.1.28, appliquée 
à ZI, qu'on a des isomorphismes canoniques 

Ll im p 
A/Y 

= Llim 
A/Y 

U(plY) ~ «Llim 
A/Y 

p/Y~ Î1(X,X—^Y) = X , 

ce qui achève cette démonstration. 

Corollaire 3.4.47. — Soient A une petite catégorie, et W un A-localisateur régulier. 
On considère un triangle commutatif 

X u Y 

v Q 
S 

de préfaisceaux sur A. Si pour tout objet a de A, et toute section a —>• S de S au-
dessus de a, le morphisme X x$ a —>• Y Xs a est une W-équivalence, alors u est une 
W-équivalence. 

Démonstration. — On note p (resp. p') le foncteur de A/S vers Â qui associe à une 
section a —>• S le préfaisceau X Xs a (resp. Y Xs a). Les hypothèses impliquent 
qu'on a un isomorphisme p — p' dans H o w A(A/S), d'où en vertu de la proposition 
précédente, des isomorphismes canoniques dans H o w A 

X - L lim p - L lini p' - Y , 

ce qui achève la démonstration par forte saturation. 

Proposition 3.4.48. — Soient A une petite catégorie, et W un A-localisateur propre et 
régulier. On considère un carré commutatif 

X' X 

v v 
Y' 

f 
Y 
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de préfaisceaux sur A. Pour que celui-ci soit homotopiquement cartésien au sens de 
W', il suffit que pour tout préfaisceau représentable a sur A, et toute section s de Y' 
au-dessus de a, le carré 

a Xy/ X' X 

v 

a fs Y 

soit homotopiquement cartésien au sens de W. 
Démonstration. — On choisit une factorisation de p de la forme p = qj, où j est une 
W-équivalence, et q une W-fibration. Pour tout objet a de A, et toute section de Y' 
au-dessus de a, on peut alors former le diagramme suivant (où Z' désigne le produit 
fibre de Z et de Y' au-dessus de Y). 

a Xy X' X' X 

ja 3 3 
a Xy/ Z' Z' Z 

i Q 

a Y' Y 
On veut montrer que la flèche j ' est une équivalence faible (cf. 1.5.17). Or on sait par 
hypothèse que la flèche j a est une équivalence faible pour tout objet a de A et toute 
section de Y' au-dessus de a, et par conséquent, le corollaire 3.4.47 implique que j ' 
est une équivalence faible, ce qu'il fallait démontrer. 
Corollaire 3.4.49. — Soient A une petite catégorie, et W un A-localisateur propre et 
régulier. La notion de W'-fibration faible (cf. 2.2.3) est locale dans le sens suivant : 
pour qu'un morphisme p : X —>• Y de préfaisceaux sur A soit une W-fibration faible, 
il faut et il suffit que pour tout préfaisceau représentable a sur A, et toute section s 
de Y au-dessus de a, le carré ci-dessous soit W-homotopiquement cartésien. 

a Xy X X 

p 

a s Y 

Démonstration. — I l résulte aussitôt de la proposition précédente que la condition 
invoquée est équivalente à la condition (a) de la proposition 1.5.18, laquelle implique 
donc ce corollaire. 
3.4.50. — Soit G un groupe. Si on voit ce dernier comme une catégorie à un objet, 
la catégorie des G-ensembles à droite (i.e. des ensembles munis d'une action de G à 
droite) s'identifie à celle des préfaisceaux d'ensembles sur G. Si X et Y sont deux 
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G-ensembles, on note Hom^X, Y) l'ensemble des morphismes G-équivariants de X 
vers Y. Par exemple, si X est un G-ensemble, et si H est un sous-groupe de G, 
HomG(H\G, X) s'identifie canoniquement à l'ensemble XH des éléments de X inva
riants sous l'action de H induite par celle de G (H\G désignant le quotient de G par 
H muni de l'action de G par translations à droite). 

On désigne par Wf
00 la partie de Fl G x A formée des morphismes de G-ensembles 

simpliciaux (à droite) X —>- Y tels que pour tout sous-groupe H de G, le morphisme 
d'ensembles simpliciaux XH —>• YH soit une oo-équivalence. On appellera les élé
ments de W^j des oc-équivalences fines. Le but de la fin de ce paragraphe est de 
montrer que lorsque G est différent du groupe trivial, alors Wf

00 est un G x A-locali
sateur propre qui n'est pas régulier. 

Lemme 3.4.51. — Tout monomorphisme de G-ensembles est une inclusion de la forme 
X XUY. 

C'est immédiat. 

Lemme 3.4.52. — Les inclusions de la forme 0 —>- H\G, H parcourant l'ensemble 
des sous-groupes de G, forment un modèle cellulaire de la catégorie des G-ensembles. 

Démonstration. — C'est une conséquence directe du lemme précédent et du fait que 
tout G-ensemble est somme de G-ensembles de la forme H\G, où H est un sous-groupe 
de G. 

Lemme 3.4.53. — Soit H un sous-groupe de G. 
(i) Le foncteur X l—>• XH respecte les monomorphismes. 
(ii) Si 

X u X' 

i i' 
Y V Y' 

est un carré cocartésien de G-ensembles, et si i est un monomorphisme, alors 

XH 
x 

X,H 

P1 • t H 
yH 

it 
YfH 

est un carré cocartésien d'ensembles. 
(iii) Si I est un ensemble bien ordonné, et si X est un foncteur de I à valeurs dans 

la catégorie des G-ensembles tel que pour tous i < j dans I , Xi —>• Xj soit un mo
nomorphisme, alors l'application canonique de \im(XH) vers (limX)H est bijective. 
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Démonstration. — Cela résulte facilement du lemme 3.4.51, une fois remarqué que le 
foncteur X l — ^ XH commute aux petites sommes. 

3.4.54. — En vertu des lemmes 2.3.2 et 3.4.52, l'ensemble / des inclusions 

H\G x dAn H\G x An , H sous-groupe de G , n ^ 0 , 

forme un modèle cellulaire de la catégorie des G-ensembles simpliciaux. On définit 
d'autre part une donnée homotopique élémentaire sur C x A en considérant le segment 
séparant défini par Ai, muni de l'action triviale (cf. exemple 1.3.8). A l'aide de la 
remarque 1.3.15, on constate que l'ensemble J formé des inclusions de la forme 

H\G x (Ax x dAn U {s} x An) —>- H\G x A1 x An , H sous-groupe de G , 
n > 0 , £ = 0, 1 , 

engendre la classe d'extensions anodines définie par cette donnée homotopique (cf. le 
numéro 1.3.14). I l résulte facilement de 2.1.4 que les dites extensions anodines sont 
aussi engendrées par l'ensemble des morphismes de la forme 

H\G x A1^ —^ H\G x An , H sous-groupe de G , n ^ 1 , 0 < k ^ n . 

Proposition 3.4.55. — Les oo-équivalences fines forment le G x A-localisateur engendré 
par les projections de la forme X x Ai —>• X, pour X G-ensemble simplicial. Ce 
G x A-localisateur est propre, et en particulier accessible. En outre, la structure de 
catégorie de modèles fermée associée (en vertu du théorème 1.4-3) est engendrée par 
le couple (1J) défini ci-dessus (ce qui signifie simplement que les fibrations au sens 
de W£, sont les morphismes X —>• Y de G-ensembles simpliciaux tels que pour tout 
sous-groupe H de G, XH —>• YH soit une fibration de Kan). 

Démonstration. — Montrons que les oo-équivalences fines forment un G x A-loca
lisateur contenant les projections de la forme X x Ai —>• X. La vérification de 
l'axiome L l est immédiate, et l'axiome L3 résulte aussitôt du lemme précédent. 
D'autre part, si on voit Ai comme un G-ensemble simplicial muni de l'action triviale, 
pour tout G-ensemble simplicial X, la projection XxAi —>• X est une oo-équivalence 
fine. En particulier, tout G-ensemble simplicial admet un Wf

00-cylindre, et vu qu'il est 
aussi immédiat que les oo-équivalences fines forment une classe faiblement saturée, le 
lemme 1.4.13 prouve l'axiome L2, ce qui démontre bien l'assertion. 

Soit W le G x A-localisateur engendré par les projections X x Ai —>• X. En vertu 
du corollaire 1.5.7, ce dernier est propre (et donc en particulier accessible). Ce qui 
précède montre en outre que toute W-équivalence est une oo-équivalence fine. Considé
rons à présent la donnée homotopique élémentaire définie par le segment séparant Ai, 
ainsi que les extensions anodines, et fibrations naïves correspondantes (voir 3.4.54). I l 
résulte du corollaire 1.4.18 que le A x A-localisateur W est la classe des équivalences 
faibles de la structure de catégorie de modèles fermée engendrée par cette donnée 
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homotopique. On remarque que pour tout sous-groupe H de G, le foncteur 
Gx~A —>- Â , X i—>• XH , X G Ob G V A , 

admet comme adjoint à gauche le foncteur 
Δ GÎTA , K i—>• H\G x K , K e Ob Â , 

étant muni de l'action triviale). Vu la description des ensembles I et J qui en
gendrent les cofibrations et les extensions anodines respectivement (3.4.54), un ar
gument standard d'adjonction montre que les fibrations naïves (resp. triviales) sont 
les morphismes X —>- Y de G-ensembles simpliciaux tels que pour tout sous-groupe 
H de G, XH —>• YH soit une fibration de Kan (resp. une fibration triviale). On en 
déduit que toute fibration naïve qui est aussi une oo-équivalence fine est une fibra
tion triviale (puisqu'en vertu du théorème 2.1.42, toute fibration de Kan qui est une 
oo-équivalence est une fibration triviale d'ensembles simpliciaux). I l résulte donc de 
la proposition 1.3.47 que la donnée homotopique considérée ci-dessus est complète. 
En outre, cela implique que toute oo-équivalence fine est une W-équivalence. En ef
fet, soit u une oo-équivalence fine; elle se décompose en une W cofibration triviale z, 
suivie d'une W-fibration p. Comme W C W^, p est une oo-équivalence fine, donc une 
fibration triviale, ce qui achève la démonstration. 

Lemme 3.4.56. — Si G n'est pas le groupe trivial, il existe un G-ensemble simplicial 
X dont l'ensemble simplicial sous-jacent est contractile, et tel que XG = Ø 

Démonstration. — Si Y" est un ensemble, on lui associe un groupoïde EY dont les 
objets sont les éléments de Y, et dont les flèches sont les couples (y, (x étant la 
source, et y le but). La composition est définie par (z, y)o(y, x) — (z, x). I l est clair que 
lorsque Y n'est pas vide, le nerf de EY est un ensemble simplicial contractile : EY est 
une catégorie équivalente à la catégorie ponctuelle. D'autre part, cette construction 
étant fonctorielle, si Y est muni d'une action de G, alors le nerf de EY est canonique-
ment muni d'une structure de G-ensemble simplicial. Soit X le G-ensemble simplicial 
obtenu comme le nerf de EG, en considérant l'ensemble G muni de l'action par trans
lations à droite. I l est alors immédiat que si G n'est pas trivial, l'action de G sur X 
n'admet aucun point fixe parmi les O-simplexes de X. 

Proposition 3.4.57. — Le G x A-localisateur des oo-équivalences fines n'est pas régulier 
si G n'est pas le groupe trivial. 

Démonstration. — Les oo-équivalences argument par argument de G x A sont les 
morphismes de G-ensembles simpliciaux qui sont des oo-équivalences d'ensembles 
simpliciaux après oubli de l'action de G (car le foncteur d'oubli de l'action de G est le 
foncteur d'évaluation en l'unique objet de G vu comme une catégorie). Or si G n'est 
pas trivial, le lemme précédent montre qu'il existe un G-ensemble X tel que la flèche 
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de X vers le G-ensemble final soit une oo-équivalence argument par argument, mais 
pas une oo-équivalence fine. Autrement dit, on a une inclusion stricte W x 

oo c w Gop OO . 
ce qui permet de conclure en vertu de la proposition 3.4.34. 
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C O R R E S P O N D A N C E S F O N D A M E N T A L E S 

4.1. Catégories test locales 

Dans cette section, on suppose qu'un localisateur fondamental *W est fixé (cf. défi
nition 3.3.2). 

4.1.1. — On désigne par Hot^ la localisation de la catégorie Cat par la classe des 
^-équivalences. 

4.1.2. — Soit A une petite catégorie. D'après 3.2.1 et 3.2.13, on dispose d'un foncteur 
iA : Â —>- Cat , X i — A / X 

qui commute aux limites inductives et aux produits fibres. I l admet pour adjoint à 
droite le foncteur 

i\ : Cat—^Â , C l—>- (a l—>• HomCat(A/a, C)) . 
Soit Ai la catégorie associée à l'ensemble ordonné {0 < 1}. On vérifie facilement 
(voir [96, 1.5.5]) que le préfaisceau i*A(A\) n'est autre que l'objet de Lawvere L de 
A (cf. 1.3.9). La section de L correspondant à l'identité (resp. au sous-objet vide) du 
préfaisceau final sur A est l'image par le foncteur iA de l'inclusion de {0} (resp. de 
{1}) dans Ai. 

Soit X un préfaisceau sur A. Le foncteur 
i A / x : A/X ~ Â/X —^ Cat 

s'identifie canoniquement au foncteur composé du foncteur d'oubli de Â/X vers A 
avec le foncteur iA. Autrement dit, si X' —>• X est un morphisme de préfaisceaux 
sur A, on a 

iA/x{X',X' — X) = iA(X') = A/X' . 
On en déduit que le foncteur i\ix correspond au foncteur 

Cat ^ Â/X , C X x i*A(C) . 
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Définition 4.1.3. — Soit A une petite catégorie. Un morphisme de préfaisceaux sur A 
est une W-équivalence, ou plus simplement, une équivalence faible, si son image par 
le foncteur iA est une ^-équivalence. On désigne par WA — i^ifW) la classe des 
W-équivalences de préfaisceaux sur A. Un morphisme u : X Y de préfaisceaux 
sur A est une W-équivalence locale, ou plus simplement une équivalence faible lo
cale, si pour tout préfaisceau représentable a sur A, le morphisme a x X —>- a x Y 
est une ^-équivalence. Un préfaisceau X sur A est W-asphérique, ou plus simple
ment, asphérique, si la catégorie A/X est ^-asphérique. Un préfaisceau X sur A est 
localement W-asphérique, ou plus simplement, localement asphérique, si pour tout 
préfaisceau représentable a sur A, la catégorie A/(a x X) est ^-asphérique. 

4.1.4. — Si A est une petite catégorie, on note HwA la localisation de la catégorie 
A par la classe WA des ^-équivalences de préfaisceaux sur A. 

Remarque 4.1.5. — Considérons un triangle commutatif de préfaisceaux sur A de la 
forme ci-dessous. 

X u Y 

v i 
Z 

I l induit donc un triangle commutatif de catégories de la forme suivante. 

A/X A/u A/Y 

A/p A/q 
A/Z 

En outre, on a les identifications 
A/X = A/Z(X,p) et A/Y = A/Z(Y,q) . 

On en déduit que u est une ^-équivalence en tant que morphisme de préfaisceaux sur 
A si et seulement si u est une ^-équivalence en tant que morphisme de préfaisceaux 
sur A/Z (i.e. en tant que morphisme de préfaisceaux sur A au-dessus de Z). Soit a 
un préfaisceau représentable sur A, et s : a —>- Z une section de Z au-dessus de a. Le 
couple (a, s) peut aussi être considéré comme un objet de la catégorie A/Z. Comme 
le foncteur iA commute aux produits fibres, on obtient les identifications suivantes. 

(A/X)/(a,s) = A/(axzX) et (A/Y)/(a, s) = A/{a xz Y) . 

Par conséquent, dire que le foncteur A/u est une équivalence faible localement au-
dessus de A/Z revient à dire que pour tout objet a de A, et toute section s de Z 
au-dessus de a, le morphisme de préfaisceaux 

a xz X —>• a xzY 
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est une équivalence faible. En particulier, une telle condition implique que le mor
phisme u est une équivalence faible de préfaisceaux sur A. On déduit aussitôt de ces 
considérations que toute équivalence faible locale est une équivalence faible. 
Remarque 4.1.6. — Soit u : X —>- Y un morphisme de préfaisceaux sur A. On s'aper
çoit facilement que u est une équivalence faible locale si et seulement si pour tout 
préfaisceau Z sur A, le morphisme lz x u : Z x X —^ Z x Y est une équivalence 
faible. En effet, dire que u est une équivalence faible locale équivaut à dire que le 
foncteur A/u est une équivalence faible localement au-dessus de A. D'après les calculs 
effectués dans la remarque précédente, cela revient encore à affirmer que pour tout 
préfaisceau représentable a, le morphisme l a x w : a x X —>• axY est une équivalence 
faible. On en déduit que pour tout préfaisceau Z sur A, le morphisme lz x u est une 
équivalence faible locale de préfaisceaux sur A/Z. En particulier, lz x u est donc une 
équivalence faible. 
Remarque 4.1.7. — Lorsque A est asphérique, un préfaisceau X sur A est asphérique 
si et seulement si le morphisme de X vers l'objet final de A est une équivalence faible. 
Or pour tout objet a de A, la catégorie A/a est asphérique (puisqu'elle admet un 
objet final). On en déduit qu'un préfaisceau X sur A est localement asphérique si et 
seulement si pour tout préfaisceau représentable a sur A, la projection 

a x X —>- a 
est une équivalence faible. Autrement dit, un préfaisceau X sur A est localement 
asphérique si et seulement si le morphisme de X vers le préfaisceau final sur A est 
une équivalence faible locale. D'après la remarque 4.1.6, on peut donc encore donner 
la caractérisation suivante : un préfaisceau X sur A est localement asphérique si et 
seulement si pour tout préfaisceau Y sur A, la projection 

X xY —>• Y 
est une équivalence faible. 
Définition 4.1.8 (Grothendieck). — Une petite catégorie A est une *W-catégorie test 
faible, ou plus simplement, une catégorie test faible, si pour toute petite catégorie C 
admettant un objet final, le préfaisceau iA(C) est ^-asphérique. 
Remarque 4.1.9. — La définition que nous avons adoptée pour cette notion n'est pas 
celle donnée dans [96, 1.3.7]. Elle est cependant équivalente à cette dernière en regard 
du résultat élémentaire suivant. 

Proposition 4.1.10. — Soit A une petite catégorie. Les conditions suivantes sont équi
valentes. 

(i) A est une catégorie test faible ; 
(ii) la catégorie A est asphérique, et on a iA(W) C WA ; 
(iii) la catégorie A est asphérique, et *W = (iA)~1(fì/WA) / 
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(iv) pour toute petite catégorie C, le morphisme de co-unité 2^*4 (C) —*~ C est 
une équivalence faible ; 

(v) pour toute petite catégorie C', le morphisme de co-unité ÌA^A(^) —^ C e s t 

asphérique ; 
(vi) pour toute petite catégorie asphérique C, le préfaisceau iA(C) est asphérique. 

Démonstration. — Voir [96, proposition 1.3.9]. 

Remarque 4.1.11. — Si A est une catégorie test faible, on montre facilement le fait 
suivant (voir [96, paragraphe 1.3.7, lemme 1.3.8 et proposition 1.3.9]). Les foncteurs 
iA et i*A respectent tous deux les équivalences faibles, ce qui implique qu'ils induisent 
respectivement des foncteurs 

lA rt<W Â —^ Hot^, et i\ : Hot^ —^ Â . 

Pour tout préfaisceau X sur A, le morphisme d'unité X —>- iAiA(X) est une équiva
lence faible. En utilisant la condition (iv) ci-dessus, on obtient de plus que les foncteurs 
iA et i\ sont des équivalences de catégories quasi-inverses l'une de l'autre. 

Définition 4.1.12 (Grothendieck). — Une petite catégorie A est une W-catégorie test 
locale, ou plus simplement, une catégorie test locale, si pour tout objet a de A, la 
catégorie A/a est une ^-catégorie test faible. Une petite catégorie A est une W-ca
tégorie test, ou plus simplement, une catégorie test, si elle est à la fois une ^-catégorie 
test faible et une ^-catégorie test locale. 

Remarque 4.1.13. — On vérifie facilement qu'une petite catégorie A est une catégorie 
test si et seulement si A est une catégorie test locale et si A est asphérique (voir 
[96, remarque 1.5.4]). Par exemple, si A est une petite catégorie admettant un objet 
final, alors A est une catégorie test locale si et seulement si A est une catégorie test. 
En particulier, on obtient la caractérisât ion suivante : une petite catégorie A est une 
catégorie test locale si et seulement si pour tout objet a de A, la catégorie A/a est 
une catégorie test. 

En conclusion de cette remarque, pour caractériser les catégories test, i l suffit de 
savoir caractériser les catégories test locales. On obtient un premier critère comme 
suit. 

Proposition 4.1.14. — Soit A une petite catégorie. Les conditions suivantes sont équi
valentes. 

(i) La catégorie A est une catégorie test locale. 
(ii) Pour toute petite catégorie C admettant un objet final, le préfaisceau i*A(C) est 

localement asphérique. 
(iii) Pour toute petite catégorie asphérique C7 le préfaisceau iA(C) est localement 

asphérique. 
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(iv) Le foncteur i*A envoie les équivalences faibles de Cat sur des équivalences 
faibles locales de A. 

(v) Pour tout préfaisceau X sur A, la catégorie A/X est une catégorie test locale. 

Démonstration. — Voir [96, proposition 1.5.3 et remarque 1.5.4, 6)]. 
4.1.15. — On dit qu'un foncteur entre petites catégories j : U —>• X est une immer
sion ouverte s'il est pleinement fidèle, injectif sur les objets, et si j(U) est un crible de 
X. Cette dernière condition revient à dire que pour tout objet x de X, et tout objet 
u de U, s'il existe un flèche de x vers j(u) dans X, alors il existe un objet v de U tel 
que x — j(y) (un tel v est bien entendu nécessairement unique en vertu de l'injectivité 
de j). Dualement, on dit qu'un foncteur entre petites catégories i : Z —>- X est une 
immersion fermée si le foncteur iop : Zop —>- Xop est une immersion ouverte (ce qui 
revient à dire que i est pleinement fidèle, injectif sur les objets, et identifie Z à un 
cocrible de X). 

Par exemple, si A est une petite catégorie, et si X est un sous-objet de l'objet final 
de A, alors le foncteur canonique de A/X vers A est une immersion ouverte. Toutes 
les immersions ouvertes sont obtenues de cette manière (à isomorphisme de catégories 
près). 

Soit j : U —>- X une immersion ouverte. On désigne par Z la sous-catégorie pleine 
de X formée des objets z de X qui ne sont pas de la forme j(u) pour u dans U. Alors 
le foncteur d'inclusion i : Z —^ X est une immersion fermée. On dit alors que Z est le 
cocrible complémentaire à U dans X, et que i est l'immersion fermée complémentaire 
de j . Le résultat ci-dessous est alors immédiat. 
Lemme 4.1.16. — Soient X une catégorie, j : U —>• X une immersion ouverte, et F 
le cocrible complémentaire à U. Alors pour toute catégorie A admettant un objet final 
eA, et tout foncteur u : U —>• A, il existe un unique foncteur x : X —>- A, tel que 
x o j = u, et dont la restriction à F soit le foncteur constant de valeur eA. 

Lemme 4.1.17. — Soient A une petite catégorie, eti : A —>• Cat un foncteur. On sup
pose que le foncteur i} : A —>- Cat, unique prolongement de i commutant aux petites 
limites inductives, envoie les monomorphismes de A sur des immersions ouvertes. 
Alors l'adjoint à droite de ix, i* : Cat —^ A, C i—>• (a H-»• Homcf lt(i(a), C), envoie les 
petites catéqories admettant un objet final sur des objets injectif s de A. 

Démonstration. — Le lemme 4.1.16 implique que si C est une petite catégorie ad
mettant un objet final, le foncteur canonique p : C —>• e, où e désigne la catégorie 
ponctuelle, vérifie la propriété de relèvement à droite relativement aux immersions 
ouvertes, ce qui permet de conclure par un argument standard d'adjonction. 
Proposition 4.1.18. — Soit A une petite catégorie, et W une classe faiblement saturée 
(cf. 1.4-12) de morphismes de préfaisceaux sur A. Alors les conditions suivantes sont 
équivalentes. 
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(i) Pour toute petite catégorie C admettant un objet final, et pour tout préfaisceau 
X sur A, la projection du produit X x i*A(C) sur X est dans W. 

(ii) Tout morphisme de préfaisceaux sur A vérifiant la propriété de relèvement à 
droite relativement à la classe des monomorphismes de A est dans W. 

Démonstration. — Le fait que (ii) implique (i) résulte aussitôt du lemme 4.1.17. 
L'autre implication est quant à elle conséquence du lemme 1.4.13 et des faits suivants : 
l'objet de Lawvere de A s'identifie au préfaisceau iA(Ai) (voir 4.1.2), et la catégorie 
A\ admet un objet final. 

Théorème 4.1.19. — Soit A une petite catégorie. Les conditions suivantes sont équi
valentes. 

(i) La catégorie A est une catégorie test locale. 
(ii) L'objet de Lawvere de A est un préfaisceau localement asphérique. 
(iii) // existe un segment séparant I = (I,do,di) de A tel que I soit localement 

asphérique. 
(iv) Toute fibration triviale de A (Le tout morphisme de préfaisceaux sur A véri

fiant la propriété de relèvement à droite relativement à la classe des monomorphismes) 
est une équivalence faible de préfaisceaux sur A. 

Démonstration. — En vertu de la proposition 4.1.14 l'équivalence des conditions (i) 
et (iv) résulte de la proposition 4.1.18. L'équivalence des conditions (ii), (iii) et (iv) 
résulte du lemme 1.4.13 et du fait que l'objet de Lawvere de A définit un segment 
séparant (voir 1.3.9). 
Exemple 4.1.20. — Soit A une petite catégorie admettant des produits finis. En parti
culier, la catégorie A admet un objet final, et donc elle est asphérique. Par conséquent, 
pour que A soit une catégorie test, i l faut et il suffit que A soit une catégorie test 
locale. D'autre part, comme A admet des produits finis, les préfaisceaux représen
tables sur A sont stables par produits finis. Or tout préfaisceau représentable sur A 
est asphérique. On en déduit que dans cette situation, tout préfaisceau représentable 
sur A est localement asphérique. Supposons en outre que A admette un segment sé
parant I = (/, <9o, d\) tel que / soit un préfaisceau représentable sur A. Alors il résulte 
du critère (iii) du théorème 4.1.19 que A est une catégorie test. Ce procédé permet 
de construire un grand nombre d'exemples de catégories test : toute petite catégorie 
équ valent e à la catégorie des ensembles finis non vides (resp. à la catégorie des en
sembles ordonnés finis non vides, resp. à la catégorie des catégories finies admettant 
un objet final, etc.) est une catégorie test. 

Exemple 4.1.21. — La catégorie des simplexes (2.1.1) est une catégorie test. Pour 
le voir, on démontre par un procédé combinatoire que le préfaisceau représentable 
Ai est localement asphérique, et on applique une nouvelle fois le critère (iii) du 
théorème 4.1.19. Voir [96, exemple 1.5.11] pour une preuve élémentaire et complète. 
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Corollaire 4.1.22. — Soient A une catégorie test locale (resp. une catégorie test), et 
B une petite catégorie arbitraire (resp. asphérique). Alors la catégorie A x B est une 
catégorie test locale (resp. une catégorie test). 

Démonstration. — Voir [96, corollaire 1.5.10]. 

4.1.23. — Si A est une petite catégorie, et i : A —>• Cat un foncteur, on rappelle que 
i * .Cat—^A 

désigne le foncteur 
C I—>• (a i—>• Hornet (m, C) . 

Par exemple, si i désigne le foncteur 
a I—>• A/a , 

alors z* n'est autre que le foncteur à présent bien connu i\. 

Définition 4.1.24. — Soit A une petite catégorie. Un foncteur i : A —̂  Cat est un <W-
foncteur test local, ou plus simplement un foncteur test local, si les trois conditions 
suivantes sont vérifiées. 

(a) La catégorie A est une W-catégorie test locale. 
(b) Pour tout objet a de A, la catégorie ia est ^-asphérique. 
(c) Pour toute catégorie CW-asphérique C, le préfaisceau i*(C) est localement <W-

asphérique. 
Un foncteur i : A —>- Cat est un foncteur W-test, ou plus simplement un foncteur 
test, si i est un ^-foncteur test local et si A est une ^-catégorie test. 
Remarque 4.1.25. — La définition de foncteur test local que nous avons introduite ci-
dessus n'est pas identique à celle donnée dans [96, définition 1.7.11], mais seulement 
équivalente; nous renvoyons le lecteur à [96, théorème 1.7.13 et corollaire 1.7.10] 
pour une caractérisation des foncteurs test locaux généraux. La situation se simplifie 
beaucoup si on considère la situation suivante. 

Soit i : A Cat un foncteur, A étant une petite catégorie. On suppose que pour 
tout objet a de A, la catégorie ia admet un objet final. Alors on peut définir une 
transformation naturelle explicite (cf. 3.2.4) 

a : iAi* —>• Cat . 
On obtient alors la caractérisation suivante. 

Théorème 4.1.26. — Soient A une petite catégorie, et i : A —»- Cat un foncteur. On 
suppose que pour tout objet a de A, la catégorie ia admet un objet final. Les conditions 
suivantes sont équivalentes. 

(i) Le foncteur i est un foncteur test local (en particulier, A est donc une catégorie 
test locale). 
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(ii) Pour toute petite catégorie C admettant un objet final, le préfaisceau i*(C) est 
localement asphérique. 

(iii) Le foncteur i* envoie les équivalences faibles de Cat sur des équivalences faibles 
locales de A. 

(iv) Le préfaisceau i*(A±) est localement asphérique. 
Si l'une des conditions ci-dessus est vérifiée, et si en outre A est asphérique, alors A 
est une catégorie test, et pour toute petite catégorie C, le morphisme naturel 

ac : A/C = iAi*(C) ^C 

est un foncteur asphérique (en particulier, une équivalence faible). En outre, le fonc
teur i* respecte les équivalences faibles (on a même Végalité (i*)~1(FWA) — ^ ) , et le 
foncteur induit 

Γ : Îlotw HN;Ä 

est une équivalence de catégories, quasi-inverse du foncteur 

lA ' rtwÂ —^ Hot,H; . 

Démonstration. — Voir [96, théorème 1.7.13] pour l'équivalence des conditions (i) 
à (iv). Les autres assertions sont démontrées par [96, proposition 1.7.6 (d) et 
corollaire 1.7.10]. 

Remarque 4.1.27. — Nous n'utiliserons pas ce fait par la suite, mais le théorème pré
cédent reste vrai pour un foncteur test général si l'on retire les conditions (ii) et (iv). 
En particulier, tout foncteur test i induit un quasi-inverse du foncteur tA. 

Exemple 4.1.28. — Soit A une petite catégorie. Alors A est une catégorie test locale 
si et seulement si le foncteur 

A —>• Cat , a i—>- A/a 

est un foncteur test local. 

Exemple 4.1.29. — Soit i : A Cat le foncteur d'inclusion (où A désigne la catégorie 
des simplexes). Alors on démontre grâce au critère (iv) du théorème 4.1.26 que i est 
un foncteur test (voir [96, exemple 1.7.18]). Or dans ce cas le foncteur 

e -.Cat^À 

n'est autre que le foncteur nerf (2.1.14). On retrouve ainsi formellement que le foncteur 
nerf induit une équivalence de catégories entre la catégorie homotopique des ensembles 
simpliciaux et la catégorie homotopique des petites catégories. 
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4.2. Modélisateurs élémentaires 
4.2.1. — Soit W un localisateur fondamental. On rappelle que pour chaque petite 
catégorie / , on note Hot^(J) la localisation de la catégorie des foncteurs de / vers 
Cat par la classe des ^-équivalences argument par argument (cf. 3.3.17). Lorsque / 
est la catégorie ponctuelle, cette localisation est notée plus simplement Hot,^. Si A 
est une petite catégorie, W^ désigne la classe de flèches i A

l c l^W (cf. 4.1.3). 

Lemme 4.2.2. — Soit <W un localisateur fondamental. Pour toute petite catégorie A, la 
classe W^ de flèches de A vérifie l'axiome L3 des A-localisateurs (cf. définition l.J^.l). 

Démonstration. — Cela résulte de [96, corollaires 2.3.12 et 2.3.17]. 

Proposition 4.2.3. — Soit W un localisateur fondamental. Pour qu'une petite catégorie 
A soit une W-catégorie test locale, il faut et il suffit que W^ soit un A-localisateur. 

Démonstration. — Puisque W est par définition une classe de flèches faiblement sa
turée, il est immédiat que l/l/^ est faiblement saturé. Par conséquent, WA vérifie en 
particulier l'axiome L l de la définition 1.4.1. Le lemme 4.2.2 et la caractérisation (iv) 
du théorème 4.1.19 permettent donc de conclure. 

Proposition 4.2.4. — Tout localisateur fondamental est fortement saturé, et donc, en 
particulier, est stable par rétractes. 

Démonstration. — Soit W un localisateur fondamental. On choisit une ^-catégo
rie test A (voir les exemples 4.1.20 et 4.1.21). Alors un morphisme de Cat est une 
^-équivalence si et seulement si son image par i*A est une 'H7-équivalence de A, et 
l'assertion résulte donc du corollaire 1.4.7 et de la proposition 4.2.3. 

4.2.5. — Soient *W un localisateur fondamental, et A une petite catégorie. Pour 
chaque petite catégorie / , on note HwA(I) la localisation de la catégorie des fonc
teurs de / vers A par la classe W1/A des WA-équivalences argument par argument, i.e. 
pour reprendre les notations du chapitre précédent, Jï^ A(I) = H o ^ A(I). Lorsque 
/ est la catégorie ponctuelle, cette localisation est notée plus simplement Of^ A. 

Corollaire 4.2.6. — Soient W un localisateur fondamental, et A une W-catégorie test 
locale. Le foncteur iA : Jf^ A —>• Hot^ est conservatif. 

Démonstration. — Cela résulte aussitôt de la forte saturation de W et du 
lemme 1.4.8. 

Proposition 4.2.7. — Soient W un localisateur fondamental, et A une W-catégorie 
test locale. Alors les foncteurs iA et i*A induisent, pour toute petite catégorie I , un 
couple de foncteurs adjoints 

iA -.HuMÏ) - ^ H o t ^ ( 7 ) et ^ : H o t ^ ( / ) - ^ ^ l ( 7 ) . 
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En outre, pour tout foncteur entre petites catégories u : / —>- J, on a un isomor
phisme de foncteurs canonique 

~Lu\ iA 
= IAIJU\ . 

Autrement dit, le carré suivant est commutatif à isomorphisme près. 

B lw A(I) e Hot^(J) 

LU! xw 
Bw A (J) 

x1 
Hot^(J) 

Enfin, lorsque A est W-asphérique (i.e. une ^-catégorie test), les foncteurs iA et i\ 
sont des équivalences de catégories quasi-inverses Vune de Vautre. 

Démonstration. — La première assertion résulte du fait que les foncteurs iA et i\ 
respectent les ^-équivalences (toute ^-équivalence locale étant une ^-équivalence 
en vertu de la remarque 4.1.5, cela résulte de la caractérisation (iv) de la pro
position 4.1.14) et de la 2-fonctorialité de la localisation (voir par exemple [96, 
lemme 2.1.6]). La deuxième est conséquence de la première, puisque ~Lu\ iA et ïA XJU\ 
sont tous deux des adjoints à gauche de ïAu* = u*ïA (voir 3.3.18 et la proposi
tion 3.1.26). Enfin, la troisième résulte du fait que dans ce cas, iAiA —>• lcat e s t une 
H -̂équivalence, et 1^ —^ ^A}A U N E ^4-équivalence (voir la remarque 4.1.11). 

Lemme 4.2.8. — Soient A une petite catégorie, et X un préfaisceau sur A. On désigne 
par ifx le foncteur de A/X dans A, (a, a —>- X) 1—>• a. Alors le foncteur canonique 

IA/x lALPx • lim 
>A/X ÏA^PX - iAX 

est une fibration dont les fibres sont des catégories admettant un objet initial. 

Démonstration. — Le fait qu'il s'agit d'une fibration est un cas particulier de la pro
position 3.3.15. D'autre part, si s = (a, a —>• X) est un objet de A/X = iAX, alors 
la fibre de ce foncteur au-dessus de s est canoniquement isomorphe à la catégorie 
s\(A/X), laquelle admet évidemment un objet initial. 

Proposition 4.2.9. — Soit *W un localisateur fondamental. Pour toute ^-catégorie 
test locale A, W = WA est un A-localisateur régulier. 

Démonstration. — La proposition 4.2.3 implique que si A est une ^-catégorie test 
locale, alors W est un A-localisateur. I l suffit donc de vérifier la régularité de W. Con
sidérons une petite catégorie / , et un foncteur F de I vers A. Le foncteur canonique 
K de JiAF vers lim i A F (3.3.14) correspond dans Hot^ au morphisme obtenu par 
adjonction à partir du morphisme iAF —>- p} lim iAF dans Hot^(J). En vertu de 
la proposition 4.2.7, K est donc isomorphe dans Hot^ à l'image par le foncteur tA 
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du morphisme canonique L lim F —>• lim F. Grâce au corollaire 4.2.6, i l suffit par 
conséquent de montrer que pour tout préfaisceau X sur A, le foncteur canonique 

K : SiA{Px lÎ^Û^X ~ A / X 

est une ^-équivalence. Or en vertu de la proposition 3.3.15 et du lemme 4.2.8, K 
est une fibration à fibres asphériques, et donc K est une équivalence faible (voir la 
remarque 3.3.12). Cela achève la démonstration. 

Définition 4.2.10. — Si S est une partie de Fl Cat, on rappelle que le localisateur fon
damental engendré par S est le plus petit localisateur fondamental W contenant S 
(i.e. l'intersection de tous les localisateurs fondamentaux contenant S). On dit alors 
que S engendre W. Un localisateur fondamental est accessible s'il est engendré par 
un ensemble de flèches de Cat. Le localisateur fondamental minimal est le localisateur 
fondamental engendré par 0 C Fl Cat (il est par définition accessible). 

Définition 4.2.11. — Soit A une petite catégorie. 
Un A-localisateur test est un A-localisateur régulier W tel que pour tout préfaisceau 

représentable a sur A, le morphisme canonique de a vers l'objet final de A soit une 
W-équivalence. 

Un localisateur fondamental W est modelable par une petite catégorie A si A est 
une ^-catégorie test. 
Remarque 4.2.12. — Si S est un ensemble de flèches de Â, alors le A-localisateur test 
engendré par S est accessible. En effet, il est la complétion régulière du A-localisateur 
engendré par S et par l'ensemble des morphismes a — e - , a G Ob A, ce qui implique 
l'assertion en vertu du corollaire 3.4.24. De même, si S est un ensemble de flèches 
de Cat, le localisateur fondamental modelable par A engendré par S est accessible, 
puisqu'il est le localisateur fondamental engendré par S et par les foncteurs A —>• e 
et iA(a x i*AAi) —>- e, a e Ob A (cf. le théorème 4.1.19). 

Lemme 4.2.13. — Soient A une petite catégorie, et W un A-localisateur test. Un fonc
teur entre petites catégories u : I —>• J est une \N-équivalence si et seulement si le 
morphisme canonique Lp 7 !pJ(e~) —>• Tupj[p*J(e^) est un isomorphisme de H o w A. 
Démonstration. — Les morphismes a —^ e-, a G ObA, sont des W-équivalences, et 
donc pour toute petite catégorie / , on a des isomorphismes canoniques 

^Pi\Pi(a) = LPi\PÌ(e
A) • 

Ce lemme résulte donc de la proposition 3.4.45. 
Lemme 4.2.14. — Soient A une petite catégorie, et W un A-localisateur test. Pour 
tout objet X de H o w A, on a un isomorphisme naturel dans H o w A, 

^PA/X^PA/X^A) - X • 

En outre, on a l'égalité W — ^ 1 W C a t ; et A est W-asphérique. 
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Démonstration. — Soit X un préfaisceau sur A. On a alors par régularité un isomor
phisme canonique L lim ipx ~ X dans H o w A. D'autre part, si P = PA/x(EA^ désigne 
le foncteur constant sur A/X de valeur l'objet final de A, les flèches a —>- e-, a <E 
ObA, étant des W-équivalences, on a un isomorphisme px ~ P dans H o w A(A/X). 
On en déduit par fonctorialité un isomorphisme L lim ip x ~ L lim P. Or L lim P s'iden
tifie par définition à ~LpA^X] PA/X^A)' d'où un isomorphisme canonique 

^PA/X^PA/X^A) - X • 

Le lemme précédent, vue la forte saturation de W, montre donc que W = i^^cat- ^ 
implique aussi que A est W-asphérique, une fois remarqué qu'on a des isomorphismes 
canoniques 

^ΡΑ\ΡΑ^^ - ^PA/eMPA/eÁEA) ~ EÂ et LPe\P*e(EA) - E A ' 

où e désigne la catégorie ponctuelle. 

Théorème 4.2.15. — Soit A une petite catégorie. L'application Wl—>• ^cat (3-4-V 
établit une bijection croissante pour l'inclusion, entre l'ensemble des A-localisateurs 
test et celui des localisateurs fondamentaux modelables par A, l'application inverse 
étant définie par W i—>• *WA = i^^• ^n outre, cette correspondance conserve l'ac
cessibilité dans le sens où un localisateur fondamental modelable par A est accessible 
si et seulement si le A-localisateur (test) correspondant l'est. 

Démonstration. — Soit W un A-localisateur test. Alors en vertu de la proposi
tion 3.4.3, W = W'C a t est un localisateur fondamental, et en vertu du lemme 4.2.14, 
A est ^-asphérique et W = iA

lcW. La proposition 4.2.3 implique donc que A est 
une ^-catégorie test, ce qui montre que l'application est bien définie et injective. 
Pour prouver la surjectivité, considérons un localisateur fondamental W modelable 
par A, et posons W = WA = iA

lcW. Les propositions 4.2.3 et 4.2.9, ainsi que la 
^-asphéricité de A, impliquent que W est un A-localisateur test. En vertu de ce qui 
précède, on a W = ^ 1 W C f l t , et la ^-catégorie test A est une WCflt-catégorie test (et 
en particulier test faible). On a donc les égalités W = (iA)~1}\N = W C f l t . L'assertion 
relative à l'accessibilité s'en déduit alors formellement grâce à la remarque 4.2.12. 

Remarque 4.2.16. — I l résulte immédiatement du théorème ci-dessus que pour toute 
petite catégorie A, et tout A-localisateur test W, on a W C a t = (iA)~l\N (et plus géné
ralement, en vertu du théorème 4.1.26, que pour tout WCat-foncteur test i : A —^ Cat 
tel que ia admette un objet final, on a W'C a t — (i*)-1W ). Ainsi, si W est le localisateur 
modelable par A engendré par une classe S de flèches de Cat, WA est le A-localisateur 
test engendré par la classe iAS (ou la classe i*S, si i est un W-foncteur test comme 
ci-dessus), de même que si W est le A-localisateur test engendré par une classe S de 
flèches de A, W C a t est le localisateur fondamental modelable par A engendré par iAS. 
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Scholie 4.2.17. — I l résulte du théorème 4.2.15 qu'en admettant le principe de 
Vopenka, tout localisateur fondamental est accessible (voir le scholie 1.4.6). 
Corollaire 4.2.18. — Soient *W un localisateur fondamental accessible, et A une CW-
catégorie test locale. Alors A admet une structure de catégorie de modèles fermée à 
engendrement cofibrant dont les cofibrations sont les monomorphismes, et dont les 
équivalences faibles sont les éléments de Wa = i -1 A 

W 

Démonstration. — En vertu du théorème 1.4.3, il suffit de montrer que IV^ est un 
A-localisateur accessible. Lorsque A est une ^-catégorie test, cela résulte du théo
rème 4.2.15. Dans le cas général, on choisit une ^-catégorie test B (par exemple B 
peut être une petite catégorie équivalente à la catégorie des ensembles ordonnés finis 
non vides, ou bien la catégorie des simplexes), et un ^-foncteur test i : B —>- Cat 
tel que pour tout b G OhB, i(b) admette un objet final (par exemple simplement le 
foncteur b l—>• B/b). En vertu du corollaire 3.2.10, le foncteur composé z* iA : A —>• B 
commute aux petites limites inductives et respecte les monomorphismes. Comme i est 
un foncteur test, on vérifie immédiatement que i~A

 1(i*yïWê = WÂ. I l résulte de la 
proposition 4.2.3 que WA est un A-localisateur, et le critère (c) de la proposition 1.4.20 
appliqué au foncteur i* iA achève ainsi la démonstration. 

Lorsque *W est un localisateur fondamental accessible, et A une W-catégorie test 
locale, on dira parfois qu'une flèche de A est une (W-fibration (resp. une 'W-cofibration 
triviale, etc.), ou une fibration (resp. une cofibration triviale, etc.) au sens de CH?, 
pour signifier qu'elle est une *ï4 -̂fibration (resp. une rW^-cofibration triviale, etc.), 
autrement dit, qu'elle est une fibration (resp. une cofibration triviale, etc.) pour la 
structure de catégorie de modèles fermée du corollaire ci-dessus. 
Corollaire 4.2.19. — Le localisateur fondamental minimal est formé des morphismes 
de Cat dont l'image par le foncteur nerf N : Cat —>• A est une oo-équivalence. 

Démonstration. — La catégorie des simplexes A est une ^-catégorie test pour tout 
localisateur fondamental *W (voir l'exemple 4.1.21). I l résulte donc du théorème 4.2.15, 
que le localisateur fondamental minimal correspond au A-localisateur test minimal. 
Or tout A-localisateur est régulier (cf. 3.4.25), et par suite le corollaire 2.1.21 montre 
que W00 est le A-localisateur test minimal. Pour conclure, il suffit donc de remarquer 
que l'inclusion canonique de A dans Cat est un foncteur test (cf. 4.1.29) et de lui 
appliquer les dernières assertions du théorème 4.1.26. 
4.2.20. — On notera fM ô le localisateur fondamental minimal, et les Tl^-équiva-
lences seront appelées aussi des oo-équivalences. On emploiera volontier les adjectifs 
oo-asphérique, oo-coasphérique, etc., au lieu de lA^-asphérique, ^oo-coasphérique 
etc. On note Hot^ la localisation de Cat par les oo-équi valences. I l résulte du 
corollaire 4.2.19 que Hot^ est canoniquement équivalente à la catégorie homoto
pique Oityj A = H o W o o A. Plus généralement, pour toute petite catégorie A, tout 
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A-localisateur test acccessible W définit canoniquement une sous-catégorie pleine de 
Hot^. De façon plus précise on a l'énoncé ci-dessous. (Ce résultat ne sera pas utilisé 
dans la suite, et nous en laissons la démonstration au lecteur.) 

Corollaire 4.2.21. — Soient A une petite catégorie, et W un A-localisateur test acces
sible. La catégorie H o w A s'identifie canoniquement à la localisation de Hot^ par les 
\N-équivalences, et le foncteur de localisation de Hot^ vers H o w A admet un adjoint 
à droite pleinement fidèle. 

Corollaire 4.2.22. — Tout localisateur fondamental est stable par limites inductives 
filtrantes. 

Démonstration. — Soit W un localisateur fondamental. Comme l'inclusion canoni
que de la catégorie des simplexes A dans Cat est un rH;-foncteur test (4.1.29), on a 
l'égalité <W = N~ i - i A = (4.1.26). Or en vertu de la proposition 4.2.9, i - i 

A 
x est un 

A-localisateur régulier, et donc le corollaire 3.4.41 implique qu'il est stable par limites 
inductives filtrantes. L'assertion résulte donc de la commutativité du foncteur nerf 
aux petites limites inductives filtrantes. 

Proposition 4.2.23. — Soient W un localisateur fondamental, et u : A —>- B un fonc
teur entre petites catégories. On remarque que pour chaque préfaisceau X sur B, 
on a un carré cartésien canonique de la forme suivante dans Cat (dont les flèches 
horizontales sont les flèches canoniques, cf. 3.2.7). 

A/u*(X) A 

u 
BIX B 

Les conditions suivantes sont équivalentes. 
(a) Le foncteur u est W-asphérique. 
(b) Pour qu'un préfaisceau X sur B soit W-asphérique, il faut et il suffit que le 

préfaisceau u*(X) sur A soit asphérique. 
(b') Si X est un préfaisceau W-asphérique sur B, alors u*(X) est un préfaisceau 

W-asphérique sur A. 
(b") Pour tout objet b de B, le préfaisceau u*(b) sur A est W-asphérique. 
(c) Pour tout préfaisceau X sur B, le foncteur canonique A/u*(X) —•>• B/X est 

une W -équivalence. 
(c') Pour tout préfaisceau X sur B, le foncteur A/u*(X) B/X est W-

asphérique. 
(c") Pour tout objet b de B, le foncteur A/u*(b) —B/b est une W-équivalence. 

Si ces conditions sont satisfaites, on a alors la propriété suivante. 
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(d) Pour qu'un morphisme (p de B soit une W-équivalence, il faut et il suffit que 
u*(ip) soit une W-équivalence de A. 
De plus, si A et B sont W-asphériques, les conditions (a) à (d) sont équivalentes, et 
équivalentes à la condition ci-dessous. 

(d') Si (p est une W-équivalence de B, alors u*(ip) est une W-équivalence de A. 

Démonstration. — Voir [96, proposition 1.2.9]. 

Proposition 4.2.24. — Soient W un localisateur fondamental accessible, et u : 
A —>- B un foncteur W-asphérique entre deux W-catégories test. Alors le couple de 
foncteurs adjoints 

u* : B Â et : Â —^ B 

est une équivalence de Quillen. 

Démonstration. — En vertu de l'assertion (d) de la proposition 4.2.23, le foncteur u* 
respecte les ^-équivalences, et il est immédiat qu'il respecte les monomorphismes, ce 
qui prouve qu'on a une adjonction de Quillen. I l reste donc à montrer que le foncteur u* 
induit une équivalence de catégories entre les catégories homotopiques. Or en vertu de 
l'assertion (c) de la proposition 4.2.23, on a une ^-équivalence naturelle du foncteur 
iAu* vers le foncteur iB. On obtient donc un triangle commutatif à isomorphisme de 
foncteurs près 

HwB x NwA 

p2 x 
Hot^ 

dont les deux flèches obliques sont des équivalences de catégories (puisque A et B sont 
des catégories test), ce qui achève la démonstration. 

Remarque 4.2.25. — On verra plus loin que cet énoncé reste vrai si on suppose seule
ment que A et B sont des ^-catégories test locales. 

Proposition 4.2.26. — Soient W un localisateur fondamental accessible, et A, B une 
paire de W -catégories test. Alors le foncteur 

iBiA:Â^B 

est un foncteur de Quillen à gauche. 

Démonstration. — En vertu du corollaire 3.2.10, ce foncteur commute aux petites 
limites inductives, et donc admet un adjoint à droite. I l est d'autre part immédiat 
qu'il respecte les monomorphismes et les équivalences faibles. Enfin, comme A et B 
sont des ^-catégories test, il induit une équivalence des catégories homotopiques. 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2006 



190 CHAPITRE 4. CORRESPONDANCES FONDAMENTALES 

Remarque 4.2.27. — La preuve ci-dessus montre plus généralement que pour tout 
foncteur test i : B —>• Cat tel que pour tout objet b de B, la catégorie i(b) admette 
un objet final, le foncteur i*iA : A —>• B est l'adjoint à gauche d'une équivalence de 
Quillen. 

4.3. Ubiquité de la propreté 

4.3.1. — Soit W un localisateur fondamental. On dit qu'une petite catégorie A est 
totalement W'-asphérique, ou plus simplement, totalement asphérique, si elle est W-
asphérique, et si pour tous préfaisceaux représentables a et 6 sur A, le préfaisceau 
a x b est ^-asphérique (ce qui signifie simplement que la catégorie A/a x b est W-
asphérique). 

Proposition 4.3.2. — Soit A une petite catégorie. Les conditions suivantes sont équi
valentes. 

(a) Pour tous préfaisceaux représentables a et b sur A, le préfaisceau a x b est 
W-asphérique. 

(b) Les préfaisceaux W-asphériques sur A sont stables par produits finis. 
(c) Pour tous préfaisceaux X et Y sur A, le foncteur canonique 

A/(X x Y) —>- A/X x A/Y 

est une W-équivalence dans Cat. 
(d) Pour tous préfaisceaux X et Y sur A, le foncteur canonique 

A/(X x Y) —^ A/X x A/Y 

est W-asphérique. 
(e) Tout préfaisceau représentable sur A est localement W-asphérique. 
(f) Le foncteur diagonal A —^ A x A est W-asphérique. 
(g) Les W-équivalences de préfaisceaux sur A sont stables par produits finis. 

Si en outre A est non vide, chacune de ces conditions implique que A est une catégorie 
W-asphérique (et donc que A est totalement W-asphérique). 

Démonstration. — Voir [96, proposition 1.6.1] pour la preuve de l'équivalence entre 
les six premières conditions et pour la preuve du fait que chacune d'entre elles im
plique que A est ^-asphérique. L'équivalence entre les conditions (c) et (g) résulte 
trivialement du fait que W est stable par produits finis (cf. 3.3.8). 

4.3.3. — Une W-catégorie test stricte, ou plus simplement, une catégorie test stricte, 
est une ^-catégorie test qui est aussi totalement W-asphérique. 

Proposition 4.3.4. — Soit A une petite catégorie totalement W-asphérique. Les condi
tions suivantes sont équivalentes. 

(i) La catégorie A est une W-catégorie test faible. 
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(ii) La catégorie A est une W-catégorie test locale. 
(iii) La catégorie A est une W-catégorie test. 
(iv) La catégorie A est une W-catégorie test stride. 
(v) // existe un segment séparant I = (I,do,d\) tei que I soit W-asphérique. 
(vi) L'objet de Lawvere de A est un préfaisceau W-asphérique. 

Démonstration. — Voir [96, proposition 1.6.8]. 

Exemple 4.3.5. — Toute catégorie test vérifiant les conditions de l'exemple 4.1.20 est 
une ^-catégorie test stricte. 

Exemple 4.3.6. — La catégorie des simplexes A est une ^-catégorie test stricte. 

4.3.7. — Soit W un localisateur fondamental. On considère deux petites catégories 
A et B, on note 

A p Ax B Q B 

les projections, et on désigne par 

Â A2 AxB e B 

les foncteurs image inverse correspondants. 

Lemme 4.3.8. — Soit (p : X —^ Y une flèche de A x B. Si pour tout objet b de B, 
ifb : Xb —>• Yf, est une W-équivalence dans A, alors le morphisme p est une W-é
quivalence dans AxB. 

Démonstration. — Si Z est un préfaisceau sur AxB, alors iAxBZ e s^ une catégorie 
fibrée au-dessus de A x B, et donc au-dessus de B (par la projection de A x B vers 
B). D'autre part, pour chaque objet b de B, iAZ^ s'identifie canoniquement à la fibre 
en b du foncteur iAxBZ —>- B. Comme ce dernier est une fibration, le lemme résulte 
de la proposition 3.3.16. 

Lemme 4.3.9. — Si la catégorie B n'est pas vide, un morphisme de Â est une W-é
quivalence si et seulement si son image dans AxB par le foncteur p* en est une. 

Démonstration. — Si X est un préfaisceau sur A, on a une identification canonique 
A*b PX = iA X x B. 

Soit (p : X —^ Y une flèche de A. En vertu du lemme précédent, si p est une ^-équi
valence, alors p*ip en est une. Réciproquement, si p*<p est une ^-équivalence, comme 
tout choix d'un objet de B fait de iA(p un rétracte de i A x B p*(f = iA^px i l résulte de 
la stabilité de W par rétractes (proposition 4.2.4) que iA(p est une équivalence. 
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43.10. — On garde les hypothèses et les notations du numéro 4.3.7. On suppose en 
outre que B est non vide, et qu'il existe un préfaisceau localement W-asphérique / 
sur B admettant une structure de segment séparant, et tel que tout objet de B soit 
/-contractile. Les objets /-contractiles étant stables par produits finis, la catégorie B 
est totalement W-asphérique, et donc, en vertu de la proposition 4.3.4, B est sous 
ces hypothèses une ^-catégorie test stricte. On considère par ailleurs un foncteur i 
de A à valeurs dans B, et on note 

e : B —> Â , X I — ^ (a l—^ Hom^(ia, X)) 

le foncteur image inverse correspondant. On suppose que le foncteur i vérifie les condi
tions suivantes : 

(a) le préfaisceau i*I est localement W-asphérique ; 
(b) pour tout objet a de A, ia est /-contractile. 

On remarque qu'en vertu de la condition (6), pour tout objet a de A, le préfaisceau ia 
admet une section globale, ce qui implique en particulier que l'image par le foncteur 
z* du préfaisceau vide sur B est le préfaisceau vide sur A. Comme le foncteur i * 
commute aux petites limites projectives, on en déduit que la condition (b) implique 
que i*I admet une structure de segment séparant. I l résulte donc du théorème 4.1.19 
que la condition (a) implique que la catégorie A est une ^-catégorie test locale. 

On définit un foncteur 
j : Ax B —^ B 

par j(a, b) = ia x b, d'où un foncteur image inverse 
j * :B A^TB , X i—^ ((a,ò) l—>• Hoing(m x b,X)) . 

On obtient deux morphismes de foncteurs induits par les projections ia x b —>- ia et 
ia x b —>• b 
(4.3.10.1) P i —^ J ^— q • 

Lemme 4.3.11. — Les deux morphismes de 4.3.10.1 sont des W-équivalences 
naturelles. 

Démonstration. — On va procéder en adaptant (une partie de) la démonstration de 
la proposition 2.3.19. Soit X un préfaisceau sur B. Si a G Oh A, alors en vertu du 
lemme 2.3.18, le morphisme 

(q*X)a = X ^ tiom(ia,X) = (fX)a 

est une /-équivalence d'homotopie, et si b G Ob/3, comme le foncteur z* commute 
aux produits, le même lemme implique que 

(p*i*X) ò = ex —>- i * !Hom(b, X) = (j*X)b 

est une ^/-équivalence d'homotopie. Le lemme 4.3.8 achève ainsi la preuve. 
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Proposition 4.3.12. — Sous les hypothèses du numéro 4-3.10, le foncteur image inverse 
i * : B —>• A respecte les W-équivalences. Si en outre A est non vide, alors on a 
l'égalité (i*)-1(WÂ = (Wn. 

Démonstration. — Cela résulte des lemmes 4.3.8, 4.3.9 et 4.3.11. 

4.3.13. — Soit A une petite catégorie. On a un foncteur A —>• A défini par 
a l—>• N A/a, et on note par abus 

i\:A-^Â 

le foncteur image inverse correspondant. I l résulte du corollaire 3.2.10 que ce dernier 
est un adjoint à droite du foncteur 

N iA : Â —>- Â . 
Cet abus de notation et la pleine fidélité du foncteur nerf permettent d'écrire pour 
toute petite catégorie C, iAC = i*ANC. 

Corollaire 4.3.14. — Soit W un localisateur fondamental. Pour toute W-catégorie test 
locale A, le foncteur iA : A —^ A respecte les W-équivalences. Si en outre A n'est 
pas vide ou bien est une W-catégorie test, alors WA = iA~lc^~. 

Démonstration. — Les conditions décrites dans le paragraphe 4.3.10 sont vérifiées en 
posant B — A, I = A\, et ia — N A/a. La proposition 4.3.12 montre donc la première 
assertion, ainsi que la seconde dans le cas où A n'est pas vide. Si A est une catégorie 
test vide, alors W = Fl(Cat) (cf. 3.3.6), et 1' énoncé est alors trivial. 
Corollaire 4.3.15. — Soit W un localisateur fondamental. Pour toute W-catégorie test 
locale A, et pour tout préfaisceau X sur A, le foncteur 

X x i\ : Â —> A , K i — ^ X x i\K 

respecte les W-équivalences. 

Démonstration. — Le foncteur d'oubli ZI : Â/X = A/X —>• Â respecte les ^-équi
valences, et pour tout ensemble simplicial K, on a l'égalité ZliA^xK = X x iAK, ce 
qui permet de conclure en vertu du corollaire précédent. 

Proposition 4.3.16. — // existe deux oo-équivalences naturelles 
NiA —^ l£ et 1 Â —>- i*A . 

Démonstration. — On va à nouveau s'inspirer de la preuve de la proposition 2.3.19. 
On considère cette fois le plongement de Yoneda de A dans A, le foncteur 

A —^ Â , An i—>• N A/An , 
et le foncteur 

j : A x A —^ Â , (Am,An) i >• (NA/Am) x An . 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2006 



194 CHAPITRE 4. CORRESPONDANCES FONDAMENTALES 

On a un morphisme fonctoriel N A/An —>• An (3.2.4), ce qui détermine en le pro
longeant par limites inductives (grâce au corollaire 3.2.10) un morphisme de foncteurs 
N iA —^ 1^, et donc par adjonction un morphisme de foncteurs 1A —>• iA. En vertu 
du lemme 4.3.11, si ô* désigne l'adjoint à droite du foncteur diagonal, i l existe un dia
gramme commutatif dans A x A 

P e Q 

P lA p* q* 1 

dont toutes les flèches horizontales sont des oo-équivalences. Le lemme 4.3.9 implique 
donc que le morphisme de foncteurs 1^ —^ iA est une oo-équivalence. Comme les 
deux foncteurs NiA et iA respectent les oo-équivalences (4.3.14), et induisent des 
équivalences de catégories de la catégorie localisée (4.2.27), on en déduit par transpo
sition que N iA —>- 1A est une oo-équivalence. 

Lemme 4.3.17. — Soient W un localisateur fondamental, et A une W-catégorie test 
locale. Pour tout ensemble simplicial K, le foncteur 

Â —^ Ä , I ^ I x i\K 

respecte les W-équivalences. 

Démonstration. — On considère d'abord le cas où K est le nerf d'une petite catégorie 
C. Si on demande en outre que C admette un objet final, l'assertion résulte de la 
proposition 4.1.14. Dans le cas général, pour chaque préfaisceau X sur A, la projection 
de X x i*AC vers iAC et le morphisme d'adjonction i^i\C —>• C permettent de voir 
iA(X x iAC) comme une catégorie au-dessus de C. Pour chaque objet c de C, on a 
alors une identification canonique 

iA(X x i*AC)/c ~ iA(X x i*AC/c) . 

On en déduit que si (p est une ^-équivalence dans A, alors le foncteur iA(p x li* c) 
est une W-équivalence localement au-dessus de C, et donc une W-équivalence. On 
suppose à présent que K est un ensemble simplicial quelconque. En vertu de la propo
sition 4.3.16, on a une ^-équivalence N iAK —>• K, et il résulte du corollaire 4.3.15 
que pour chaque préfaisceau X sur A, le morphisme induit X x iAiAK —^ X x i\K est 
une ^-équivalence. Comme en vertu de ce qui précède le foncteur X i—>• X x iAiAK 
respecte les ^-équivalences, on en déduit que le foncteur X i—>• X x iAK les respecte 
aussi, ce qui achève la démonstration. 

Proposition 4.3.18. — Soient A une petite catégorie, et W un A-localisateur test ac
cessible. Pour tout objet X de A fibrant au sens de W ; le foncteur Y i—>• X x Y, 
Y G Ob A, respecte les W-équivalences. 
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Démonstration. — Soit X un objet fibrant de Â au sens de W. Le théorème 4.2.15 
implique que le localisateur fondamental <W = W C a t est accessible, et comme A est 
une ^-catégorie test, que le A-localisateur W- = iA

-1W est accessible. On peut 
donc choisir une WA équivalence de but fibrant NiAX —>- K. On remarque que 
le foncteur N iA respecte les cofibrations triviales, et donc que par adjonction, le 
foncteur iA respecte les fibrations. Par conséquent, iAK est un objet fibrant de A au 
sens de W = WA. Or en vertu du corollaire 4.3.14, le morphisme iAiAX —>• iAK est 
une W-équivalence, et comme A est une ^-catégorie test, le morphisme d'adjonction 
X —>- iAiAX est une W-équivalence. Le morphisme composé X —>- iAK est donc 
une W-équivalence entre objets fibrants, ce qui implique qu'il est une i\A\-équivalence 
d'homotopie. On en déduit que pour tout objet Y de A, la flèche Y x X —*~ Y x 
iAK est aussi une i\A\-équivalence d'homotopie, et donc une W-équivalence. Le 
lemme 4.3.17 permet ainsi d'achever la démonstration. 

Théorème 4.3.19. — Pour toute petite catégorie A, le A-localisateur test minimal est 
propre. 

Démonstration. — Soient A une petite catégorie, et W le A-localisateur test minimal. 
En vertu de la remarque 4.2.12, on sait que ce dernier est accessible. Si \Nreg désigne 
le A-localisateur régulier minimal (i.e. la complétion régulière du A-localisateur mi
nimal), alors W peut être défini comme le A-localisateur engendré par \Nreg et par les 
flèches a — e - , a G ObA. Or on sait que \Nreg est propre (voir la remarque 1.5.5 
et le corollaire 3.4.40). Comme toute fibration au sens de W en est une au sens de 
\Nreg, i l résulte du théorème 1.5.4 qu'il suffit de montrer que pour tout objet a de 
A, le morphisme a —>- e~ est une W-équivalence propre à droite, i.e. que pour tout 
objet fibrant X au sens de W, la projection X x a —>• X est une W-équivalence, ce 
qui résulte de la proposition précédente. 

Corollaire 4.3.20. — Soient W un localisateur fondamental accessible, et A une <W-
catégorie test. Alors pour tout préfaisceau X sur A, le morphisme d'adjonction rjx : 
X —>• iAiAX est une 14?^-équivalence propre à droite. 

Démonstration. — Soit W' le A-localisateur test minimal. Comme W' C W = WA 

toute fibration au sens de W en est une au sens de W', et donc toute W'-équivalence 
propre à droite est une W-équivalence propre à droite. Or nx est une W'-équivalence 
puisque A est une W^-catégorie test, et i l résulte du théorème ci-dessus que toutes 
les W'-équivalences sont propres à droite. 

Définition 4.3.21. — Un localisateur fondamental W est propre si pour toute ^-ca
tégorie test A, le A-localisateur Wi = i - 1 A W est propre. 
Exemple 4.3.22. — En vertu des théorèmes 4.2.15 et 4.3.19, le localisateur fondamen
tal minimal est propre. 
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Remarque 4.3.23. — I l résulte aussitôt du théorème 4.2.15 que tout localisateur fon
damental propre est en particulier accessible. 

Théorème 4.3.24. — Soit W un localisateur fondamental. Les conditions suivantes 
sont équivalentes. 

(i) Le localisateur fondamental W est propre. 
(ii) // existe une W-catégorie test A telle que le A-localisateur induit WA soit 

propre. 

Démonstration. — Supposons qu'il existe une ^-catégorie test A telle que W^ 
soit un A-localisateur propre, et en particulier donc accessible. En vertu du théo
rème 4.2.15, le A-localisateur W^ est aussi accessible, et on dispose sur A et A les 
structures de catégorie de modèles fermée du théorème 1.4.3, dont les équivalences 
faibles sont les ^-équivalences de A et A respectivement. Le foncteur iA respecte 
les ^-équivalences par définition, et le foncteur nerf les respecte car l'inclusion 
canonique de A dans Cat est un foncteur test. I l résulte en outre du corollaire 4.3.14 
que W~ = i\~lc^A- O r I e foncteur N iA respecte les cofibrations triviales, et par 
conséquent, le foncteur iA respecte les fibrations. Ce dernier commute en outre aux 
petites limites projectives (car il admet un adjoint à gauche), et donc en particulier 
aux produits fibres. On en déduit aussitôt que le A-localisateur W~ est propre. I l 
suffit par conséquent de montrer que si W~ est propre, alors pour toute catégorie 
test A, W-r est propre. 

On suppose à présent que le A-localisateur W~ est propre, et on considère une 
^-catégorie test A. On va montrer que le A-localisateur WA est propre. On sait déjà 
en vertu du théorème 4.2.15 que WA est accessible. On procède en plusieurs étapes. 

4.3.24.1. — Soient X un ensemble simplicial, Y un préfaisceau sur A, u : Y' —>• Y 
une WA-équivalence, et p : X —^ 7VzAY une fibration au sens de WA. Si on forme 
les carrés cartésiens suivants dans A 

Z' V 
z e zAX 

x i I'AP 

Y' 
U 

Y p 
Ay Za . 

alors le morphisme v est une WA-équivalence. 

On forme le carré cartésien ci-dessous dans A. 

X' w X 

p' p 
NiAY> 

N iAu 
NiAY 
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Comme p est une fibration au sens de WA i l en est de même de p', et comme W~ 
est propre, w est une W~-équivalence. On obtient le cube commutatif suivant, dont 
les faces latérales sont des carrés cartésiens (en fait, il résulte de la proposition 3.2.14 
que toutes ses faces sont cartésiennes). 

i*AX' xw i*AX 
e' e 

Z' V z 
wyd i*AP 

q' q 
^A^A^' iAiAu 

yAY 

x VY 
Y' - u 

Y 

Comme le foncteur i*A respecte les fibrations, les morphismes iAp et i\p' sont des 
fibrations au sens de WA. I l résulte donc du corollaire 4.3.20 que les flèches 6 et 6' 
sont des WA équivalences. D'autre part, le corollaire 4.3.14 implique que iAw est une 

WA-équivalence, ce qui prouve l'assertion. 

4.3.24.2. — Toute flèche f : X —>• Y de A admet une factorisation de la forme 
f = qj; où j : X —>• Z est une cofibration triviale au sens de WA telle qu'il existe 
une fibration p : K —>• N iAY au sens de WA et un carré cartésien 

Z o p 

q Kx 

Y VY 
n+1 mY . 

On factorise NiAf en une cofibration triviale i : N iAX —>- K suivie d'une fibra
tion p : K —>• N iAY, et on forme le carré cartésien suivant. 

Z o i K 

q Î*AP 

Y x 
i\iAY 

En vertu de la proposition 3.2.14, on obtient le diagramme commutatif ci-dessous, 
dont tous les carrés sont cartésiens, et dont toutes les flèches horizontales sont des 
cofibrations (i.e. des monomorphismes). 
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X *x i\iAX 

3 Yi 

f Z e xe fjef 

Q d-1 

Y 
dsy 

¨11 

Comme le foncteur iA respecte les monomorphismes, on s'aperçoit aussitôt que j esi 
une cofibration. Le corollaire 4.3.20 implique que les morphismes r\x, r\Y et 9 sont det 
^H -̂équivalences. Comme le foncteur iA respecte les ^-équivalences, on en déduil 
que j est une WA équivalence. 
4.3.24.3. — Le A-localisateur WA est propre. 

Soit / : X —>• Y une fibration au sens de WA On considère une factorisation de 
/ de la forme décrite en 4.3.24.2, dont on reprend les notations. Comme / vérifie la 
propriété de relèvement à droite relativement à j , i l existe un morphisme r : Z —>• X 
tel que le diagramme suivant soit commutatif. 

lx 

X j Z r X 
f Q f 
Y Y Y 

Considérons à présent une 91^-équivalence u : Y' —^ F, et formons les carrés carté
siens suivants. 

X' w X 
df f 

Y' u Y 

Z' V z 
t s 

Y' 
u 

Y 
On s'aperçoit immédiatement que par fonctorialité, w est un rétracte de v, et il résulte 
de 4.3.24.1 que v est une WA

-équivalence. Par conséquent, w est une ^^-équiva
lence. 

Corollaire 4.3.25. — Soient I un ensemble; et %{, i £ I , une famille de localisa
teur s fondamentaux propres. Alors le localisateur fondamental engendré par U{ *Wi est 
propre. 

Démonstration. — Soit W le localisateur fondamental en question. On choisit une 
petite catégorie A telle que pour tout i G / , A soit une ^-catégorie test (il suffit pour 
cela de prendre une W^-catégorie test). Alors en vertu du théorème 4.2.15, iA

1(V^ est 
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le A-localisateur engendré par E i - i 
A Mi. Le théorème ci-dessus et le corollaire 1.5.6 

permettent ainsi de conclure. 

4.3.26. — Soit J une classe de petites catégories. Un localisateur fondamental *W 
trivialise J si tous les éléments de J sont des catégories ^-asphériques. Un localisa
teur fondamental W est à engendrement asphérique s'il existe une classe J- de petites 
catégories telle que W soit le plus petit localisateur fondamental qui trivialise J-
(i.e. si <W est engendré par les flèches de la forme C —>• e, pour C petite catégorie 
dans 7, ou encore de façon équivalente, s'il est le plus petit localisateur fondamental 
faisant des éléments de J des catégories asphériques). 

Exemple 4.3.27. — Pour toute petite catégorie A, le localisateur fondamental mode
lable par A minimal est à engendrement asphérique : c'est le plus petit localisateur 
fondamental qui trivialise la catégorie A elle même ainsi que les catégories A/X pour 
tout préfaisceau X de la forme X = i * A Ai x a, a e Oh A. 

Corollaire 4.3.28. — Tout localisateur fondamental accessible et à engendrement 
asphérique est propre. 

Démonstration. — On choisit une fois pour toutes une ^oo-catégorie test A. Consi
dérons une classe J de petites catégories, et *W le plus petit localisateur fondamental 
qui trivialise J , et supposons que ce dernier est accessible, ce qui implique que WA — 
i - i A W est un A-localisateur accessible (4.2.15). Pour toute petite catégorie C dans J', 
le préfaisceau i * A C est localement ^-asphérique (4.1.14). Par conséquent, pour tout 
préfaisceau X sur A, la projection X x i * A C —>• X est une ^-équivalence. On en 
déduit que W^ est le A-localisateur engendré par celles-ci et par le A-localisateur test 
minimal (cf. 4.2.16). Comme ce dernier est propre (4.3.19), il résulte du théorème 1.5.4 
que W^ est propre. Le théorème 4.3.24 achève donc la démonstration. 

Remarque 4.3.29. — On verra plus loin que le corollaire ci-dessus caractérise les loca
lisateurs fondamentaux propres (théorème 6.1.11). 

Suivant des méthodes dégagées par Thomason, on va montrer dans le chapitre 
suivant que pour tout localisateur fondamental accessible W, Cat admet une structure 
de catégorie de modèles fermée dont les équivalences faibles sont les ^-équivalences. 
On peut en outre démontrer que pour que W soit propre, il faut et il suffit que ladite 
structure de catégorie de modèles le soit (cf. 5.2.15), ce qui donne une caractérisation 
supplémentaire des localisateurs fondamentaux propres. 

4.4. Types d'homotopie localement constants 

4.4.1. — Soient W un localisateur fondamental, et A une ^-catégorie test locale. 
Les foncteurs N iA et i\ respectent les W-équivalences (cf. 4.1.26, 4.1.29 et 4.3.14), 
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et par conséquent induisent pour chaque petite catégorie / , une paire de foncteurs 
adjoints 

mA:9<^A{I)^HwÂ{I) et ïX-.^A(I)^^Â(I) . 

Proposition 4.4.2. — Le foncteur NiA : A(I) —^ iW^A(J) est conservati}. 

Démonstration. — C'est une conséquence immédiate des corollaires 1.4.7 et 1.4.8, de 
l'égalité N"1 <WK = W (cf. 4.1.26 et 4.1.29), et de la définition des ^-équivalences 
dans A. 

Proposition 4.4.3. — Pour tout foncteur entre petites catégories u : I —>• J, on a un 
isomorphisme canonique dans Of^ A ( J ) 

XJU\NIa ~ NIAXJU\ . 

Autrement dit, le carré ci-dessous est commutatif à isomorphisme de foncteurs près. 

w (A)I x A (I) 

L-u, L-u, 

Hw A(J) 
mA 

^ Â ( j ) 

Démonstration. — Cela résulte du fait que Lu, NiA et NiA Lu, sont des adjoints à 
gauche du foncteur iA u* = u* iA. 

Lemme 4.4.4. — Soient W un localisateur fondamental, et i : A —>• Cat un W-fonc
teur test local tel que pour tout objet a de A, la catégorie i(a) admette un objet final 
ea. Alors pour toute petite catégorie C, le foncteur 

(qc,ac):A/C = iAi*C^AxC 

est W-asphérique (où qc désigne la projection canonique de A/C sur A, et ac le 
foncteur qui associe à un objet (a, u : i(a) —>• C) de A/C l'objet u(ea) de C). 

Démonstration. — Si (a, c) est un objet de A x C, la catégorie (A/C)/(a, c) est ca-
noniquement isomorphe à la catégorie (A/a)/(C/c) — iA(a x z*(C/c)), laquelle est 
asphérique puisque i est un foncteur test local, et C/c une catégorie asphérique. 

Proposition 4.4.5. — Pour tout foncteur entre petites catégories u : I —^ J, on a un 
isomorphisme canonique dans Of^A^) 

\JU\ %a — ZA ÏJU\ . 
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Autrement dit, le carré ci-dessous est commutatif à isomorphisme de foncteurs près. 

HwA(ià ex Hw A(I) 

x1 Lu, 
HWA(J) 

m 
HwA(J) 

Démonstration. — Soit u : / —>• J un foncteur entre petites catégories. On veut 
montrer que pour tout foncteur F de I vers Cat, le morphisme 

Lu}iX(F) -^iZLuiXF) 
induit par adjonction de l'identité u*NïA = NïAu* est un isomorphisme dans 
ïH^A^I). En vertu des propositions 4.4.2 et 4.4.3, on remarque qu'il suffit de prouver 
que pour tout foncteur F de I vers A, le morphisme canonique 

Li¿, NiA%X(F) —^ NiAi% Lu,(F) 
est un isomorphisme dans tH^A^I). Or le foncteur NïAïA est le foncteur induit par 
le foncteur N iAiA : ce dernier respecte les ^-équivalences en tant que composé de 
trois foncteurs ayant la même propriété. En outre, pour tout ensemble simplicial X, 
on a un morphisme naturel 

wx : NiAi*A(X) —>• X x N A 
induit par la morphisme de co-unité N iAiA(X) —>• X et par le morphisme canonique 
de N iAiA(X) vers N A. Ce morphisme vox est une ^-équivalence. Pour le voir, on 
remarque que si X est le nerf d'une petite catégorie C, alors wx est le nerf du 
morphisme qc du lemme 4.4.4 correspondant au foncteur test local 

i : A Cat , a i—>• A/a , 
et donc ce lemme implique notre assertion dans ce cas. Pour un ensemble simplicial 
général X, i l existe une ^-équivalence TV C X, où C est une petite catégorie (on 
peut prendre par exemple C = A/X en vertu de 4.3.16). On obtient donc un carré 
commutatif 

NiAi\{C) • NC xN A 

NÍAÍ*A(X) X x NA 
dans lequel les flèches verticales ainsi que la flèche horizontale supérieure sont des 
^-équivalences. On en déduit aussitôt le cas général de notre assertion (à savoir que 
le morphisme VJX ci-dessus est une ^-équivalence pour tout ensemble simplicial X). 
I l s'ensuit que le foncteur NíAí\ est isomorphe au foncteur induit par le foncteur 

X i—>- X x N A . 
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Comme ce dernier respecte les monomorphismes ainsi que les ^-équivalences, on 
conclut en lui appliquant la proposition 3.1.28. 

4.4.6. — La résolution cosimpliciale de Lawvere (cf. exemple 2.3.13) 
iAA : A —^ A , dn i*AAn, 

se prolonge de manière unique à isomorphisme près en un foncteur commutant aux 
petites limites inductives | . |̂  : A —>• A . On a un morphisme de foncteurs canonique 

. \\aAA16 

qui est l'identité sur les ensembles simpliciaux A N , n > 0, et qui est défini pour un 
ensemble simplicial arbitraire K comme étant le morphisme canonique 

\K\A^ lim 
A/K 

i 0 A = i * A lim 
Al K 

x = i x A K . 

(ifK désignant le foncteur de A / K vers A qui associe à chaque objet ( A N , A N —>• K) 
de A / K , l'ensemble simplicial A N ) . On remarque que pour tout ensemble simpli
cial K , \K\A — ReaL* A K , K étant considéré comme préfaisceau simplicial constant, 

A 
(cf. 2.3.8), ce qui implique que le foncteur \ .\A envoie les oc-équivalences sur des 
^-équivalences (d'après 2.3.27, 4.2.9 et 3.4.36). 
Corollaire 4.4.7. — Le morphisme de foncteurs \ . \A —^ iA

 e s^ u n e W-équivalence 
naturelle. 

Démonstration. — On veut prouver que pour tout ensemble simplicial K , le mor
phisme \K\A —^ e s t u n e ^-équivalence, ou encore, de manière équivalente 
(grâce à la forte saturation des A-localisateurs), que c'est un isomorphisme dans 
!Hyy A . Comme les oo-équivalences forment un A-localisateur régulier, les proposi
tions 3.1.28 et 4.4.5 impliquent qu'il suffit de le vérifier lorsque K est de la forme A N . 
Or dans ce cas, c'est une égalité. 

4.4.8. — Soient W un localisateur fondamental, et A une catégorie test locale. La 
résolution cosimpliciale de Lawvere iAA : A —>• A, définit un foncteur de réalisation 

Real * A : A>TA —^ A . 

On obtient ainsi deux foncteurs, iAxA e^ ^A Real^ A de A x A vers Cat, qui sont reliés 
de la façon suivante. 

Proposition 4.4.9. — // existe un foncteur 

S : AYTÀ — C a t 

et deux W-équivalences naturelles 

i Αχ A ~* $ ^^A^eah*AA ' 
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Démonstration. — I l résulte du lemme 4.3.8 que la complétion simpliciale W A du 
A-localisateur W = est contenue dans —.. Une vérification facile montre que 

A - AxA 
les objets cosimpliciaux de A x A , iAA, iAA x A et A, sont des WA-résolutions 
cosimpliciales. En vertu du lemme 2.3.26, les projections induisent donc des ^-équi
valences naturelles 

ÛXAW^PO -ù RealilA(X) x A • iA ReaL*^A , 1AxA 

On pose S = i A x A ( ^ Z l x A)}. On a donc deux ^-équivalences naturelles 

ύ χ Δ & ^ ) | ^ & >• i Αχ A • 
On remarque que pour tout préfaisceau simplicial X sur A on a l'identification sui
vante. 

Û X A W ^ P O - ù RealilA(X) x A 

Comme la catégorie A est ^-asphérique, la première projection induit une ^-équi
valence naturelle 

^ x A f t ^ l i >• iA ReaL*^A , 
ce qui achève la démonstration. 
Corollaire 4.4.10. — Soient W un localisateur fondamental, et A une catégorie test 
locale. Le A x A-localisateur est la complétion simpliciale du A-localisateur 

Si p désigne la projection de A x A vers A, alors le foncteur image inverse par 
p, allant de la catégorie des préfaisceaux sur A vers celle des préfaisceaux simpliciaux 
sur A, respecte les W-équivalences et induit une équivalence de catégories 

>• iA ReaL*^A • iA ReaL*^A , 

Démonstration. — Cela résulte immédiatement des propositions 2.3.27 et 4.4.9. 

4.4.11. — La construction f a une version duale, notée ici V. Si A est une petite 
catégorie, et F un foncteur de A O P vers Cat, on pose 

V F = (JF°P)°P . 

La catégorie V F = V ^ F est appelée la cointégrale du préfaisceau F. On a une 
projection canonique 

( F : V F —>- A 
définie par 

CF ~~ (@F°P) 

I l est clair que le foncteur 
6FOP : JF°P A°P 

étant une cofibration, le foncteur ÇF est une fibration. 
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4.4.12. — Nous allons à présent introduire les constructions duales à celles du pa
ragraphe 3.3.18 (i.e. en termes de préfaisceaux et de catégories fibrées). Soit A une 
petite catégorie. On a le foncteur « catégorie fibrée associée » 

S' : Hom(A°v, Cat) Cat/A , F^(VFXF) = ((fF°n°P,(OFoP)OP) • 
Si (C, 7) est un objet de Cat/A, i.e. un couple formé d'une petite catégorie C, et d'un 
foncteur 7 : C —>• A, on lui associe un préfaisceau E(C, 7) sur A à valeurs dans Cat 
défini par 

a 1—>• a\C , a G ObA . 
On obtient ainsi un foncteur 

S : Cat/A Hom(A°v, Car) . 
Si ^ est un localisateur fondamental, on rappelle qu'une W-équivalence argument 
par argument de 9iom(A°v, Car) est un morphisme tel que pour tout objet a de 
A, (pa soit une ^-équivalence. On désigne par WA°P la partie de Fl 9fom(Aop, Cat) 
formée des ^-équivalences argument par argument. On note enfin W^0100 la partie 
de Fl(Cat/A) formée des flèches qui sont des ^-équivalences colocalement au-dessus 
de A. 

Lemme 4.4.13. — Le foncteur S' est un adjoint à droite du foncteur En outre, on 
a les égalités 

WA°P = xy +1 coloc A et d coloc 
A 

e-4 Wa) 

et les morphismes d'adjonction 

E : >- l?(om(A°p,ait) et V : 1 Cat/A ^ — 

sont des équivalences faibles naturelles. 

Démonstration. — La première assertion résulte aussitôt de [96, proposition 3.1.2]. 
En vertu du septième sorite de 3.3.8, la seconde résulte de (la preuve de) [96, théo
rème 3.1.4]. Voir aussi [96, remarque 3.1.13]. 

4.4.14. — On définit W/A comme la classe des flèches de Cat/A dont l'image par le 
foncteur d'oubli Cat/A —>• Cat est une ^-équivalence. Les éléments de W/A seront 
appelés des W-équivalences sur A. On remarque que toute flèche de Cat/A qui est 
une ^-équivalence colocalement sur A est une ^-équivalence sur A (3.3.9). On note 
ïiot^//A la localisation de Cat/A par W/A. Cette catégorie sera appelée la catégo
rie des W-types d'homotopie localement constants sur A. On dira qu'une flèche de 
9fom(A°v, Cat) est une W/A-équivalence si son image par le foncteur H' en est une. 
Le lemme 4.4.13 implique aussitôt que le foncteur S respecte les W/A-équivalences, et 
que les foncteurs S' et S induisent des équivalences de catégories quasi-inverses l'une 
de l'autre entre les catégories localisées. D'autre part, le foncteur de localisation de 
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9iom(Aop, Cat) par les ^/A-équivalences se factorise par la catégorie Hotr^A 0 ^), lo
calisée de ïHom(Aop, Cat) par les équivalences argument par argument. On obtient 
donc en particulier l'énoncé qui suit. 

Proposition 4.4.15. — Les foncteurs S' et S induisent des équivalences de catégories 
quasi inverses l'une de l'autre entre la localisation de la catégorie Hot^(A o p ) par 
l'image de W / A et la catégorie des W-types d'homotopie localement constants sur A. 

4.4.16. — On fixe un localisateur fondamental W. Soit A une petite catégorie. Le 
foncteur nerf induit un foncteur 

N : 9<om(Aop, Cat) —>- fHom(Aop, Â ) ~ Ì T A , 

et en composant avec le foncteur i A x A , o n obtient un foncteur 
i A x A N : <Hom(Aop, Cat) Cat . 

Ce foncteur est relié au foncteur 
VA : 9<om{Aop, Cat) —>- Cat 

de la manière suivante. 

Lemme 4.4.17. — Il existe une W-équivalence naturelle iA^A N —^ V A -

Démonstration. — Soit F un préfaisceau sur A à valeurs dans Cat. On a une ^-équi
valence argument par argument iAN F —>- F (en appliquant le théorème 4.1.26 à 
l'exemple 4.1.29), d'où une ^-équivalence naturelle V ^ A N F VAF (cf. 3.3.16). 
Or un calcul explicite simple montre l'identification VAi^N F = i>AxA N F, ce qui 
achève la démonstration. 

Proposition 4.4.18. — Le foncteur nerf induit une équivalence de catégories de la lo
calisation de fHom(Aop, Cat) par les W/A-équivalences vers la catégorie A x A . 

Démonstration. — On sait que le foncteur nerf induit une équivalence de catégories 
de Hot^;(A o p) vers i?^,A(A o p ) , et il résulte du lemme ci-dessus qu'un morphisme 
de 9-(om(Aop, Cat) est une ^/A-équivalence si et seulement si son nerf est une I n 
equivalence dans la catégorie des préfaisceaux simpliciaux sur A, ce qui implique 
l'assertion. 

4.4.19. — Soit A une petite catégorie. On rappelle qu'on a un foncteur 

j A : A —^ Cat/A , 

défini par jAX — (A/X, A/X —>- A), la flèche de A/X vers A étant le foncteur 
d'oubli (cf. 3.2.1). I l est immédiat qu'on a l'égalité jA

l(W/A) — W^. En particulier 
le foncteur j A induit donc un foncteur j A : J i ^ A —^ Hot ^ / A . 
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Corollaire 4.4.20. — Soient W un localisateur fondamental, et A une W-catégorie 
test locale. Alors le foncteur 

j A : lHwÂ^Uotw//A 

est une équivalence de catégories. 

Démonstration. — Tout ensemble pouvant être vu comme une catégorie discrète, on 
obtient une inclusion pleine 

dis : Â —^ 9iom(Aop, Cat) . 

Si on note p : A x A —>- A la première projection, et p* : A —>• A x A le foncteur 
image inverse, on vérifie facilement que le diagramme suivant est commutatif. 

Â 3A Cat IA 

p* dis f1 

d xA 
N 

0<om(Aop, Cat) 

Or le corollaire 4.4.10 implique que le foncteur induit une équivalence de catégories 

9(WÂ = 9{wATA , 

et en vertu de la proposition 4.4.15 (resp. 4.4.18), le foncteur S' (resp. N) définit une 
équivalence de catégories entre la localisation de la catégorie 9fom(Aop, Cat) par les 
WIA-équivalences et la catégorie VLot^f/A (resp. 9i^A x A). On en déduit que les 
foncteurs dis et j A induisent aussi des équivalences de catégories entre les catégories 
localisées, ce qui achève la démonstration. 

Proposition 4.4.21. — Soient W un localisateur fondamental, A une W-catégorie test, 
et C une petite catégorie. Le foncteur iA : Cat —>• A induit un foncteur 

i*A/C : Cat/C Â/i*AC , (S, B —^ C) l—^ {i\B, i\B i\C) , 

qui envoie les *W/'C'-équivalences sur des W-équivalences. En outre, ce dernier définit 
une équivalence de catégories entre la localisation de A/iAC par les W -équivalences 
et la catégorie des W-types d'homotopie localement constants sur C. 

Démonstration. — Comme A est une ^-catégorie test, le morphisme d'adjonction 
s : iAiA —>• lcat est une ^-équivalence, et la première assertion est évidente. D'autre 
part, le foncteur iA : A —>• Cat induit un foncteur 

iA/C : Â/i\C Cat/C , (X,0^(A/X,sciA0 , 

et le morphisme e définit une ^-équivalence naturelle e/C de iA/CiA/C vers lcat/c-
On vérifie facilement que iA/C est un adjoint à gauche de iA/C, que e/C est l'un des 
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morphismes d'adjonction, et que (iA/C) X(W /C) = i -i A/i\C W. La deuxième assertion 
en résulte aussitôt (voir [96, lemme 1.3.8]). 

4.4.22. — Soient W un localisateur fondamental, et A une ^-catégorie test locale. 
On considère un morphisme / : X —>• Y de préfaisceaux sur A. Le foncteur d'oubli 
par / 

fl:Â/X^Â/Y , (T, T X) I—>• (T, T Y) , 

respecte les ^-équivalences (on a même W^^x = /, 1(WA^Y) ), et induit par consé
quent un foncteur 

B : Hw A/X HWa/y 

Proposition 4.4.23. — Si W est accessible, un morphisme f : X —^ Y de A est une 
W-équivalence propre à droite si et seulement si le foncteur d'oubli par f 

/, : ^Â/X — H^Â/Y 

est une équivalence de catégories. 

Démonstration. — Le corollaire 4.2.18 permet de donner un sens à l'énoncé qui est 
alors un cas particulier de la proposition 1.5.20. 

Corollaire 4.4.24. — Soit f : X —>• Y un morphisme de préfaisceaux sur A. On sup
pose qu 'il existe un localisateur fondamental accessible W' C W, tel que A soit une 
W-catégorie test locale, et tel que f soit une W-équivalence propre à droite. Alors 
le foncteur /, : A/X —>• A/Y induit une équivalence de catégories après localisation 
par les W-équivalences. 

Démonstration. — Lorsque Wf = W, cela résulte de la proposition précédente. On 
remarque que pour toute petite catégorie C, on a une équivalence de catégories cano
nique 

W - i 
c 

C ~ W - i 
c 

wX -1 c; 

Le cas particulier implique donc le cas général. 

Lemme 4.4.25. — Soient W un localisateur fondamental, et u : I —>• J un mor
phisme de Cat. On suppose qu'il existe un localisateur fondamental propre W' C W 
tel que u soit une W'-équivalence. Alors le foncteur d'oubli par u, de Cat/I vers 
Cat/J respecte les W-équivalences, et induit une équivalence de catégories 

ui : Hotw//I = Uotw//J . 

Démonstration. — La première assertion est évidente et ne dépend d'ailleurs pas des 
hypothèses faites sur u. Pour montrer la seconde, on choisit une ^'-catégorie test A, 
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et on remarque qu'on a alors un carré commutatif 

Hot^/ / / µ H o t ^ / J 

Ya t\IJ 

Hw A/i*Ai 
x+1 

Hw A/iAj 

dont les flèches verticales sont des équivalences de catégories (en vertu de la pro
position 4.4.21). Comme le localisateur fondamental W est propre, iA(u) est une 
^'-équivalence propre à droite, et donc le corollaire précédent implique que la flèche 
horizontale du bas est une équivalence de catégories, donc celle du haut aussi. 

Proposition 4.4.26. — Soient W un localisateur fondamental, et u : A —>- B un fonc
teur W1-asphérique. Alors le foncteur d'oubli paru induit une équivalence de catégories 

u, : Hot^f/A = H o W / £ . 

Démonstration. — Soit W le localisateur fondamental minimal parmi ceux qui 
rendent asphérique le foncteur u. En vertu du corollaire 4.3.28, W est propre, et 
comme u est W-asphérique, on a l'inclusion W C *W\ L'assertion résulte donc du 
lemme ci-dessus. 

Corollaire 4.4.27. — Soient W un localisateur fondamental, et u : A —>• B un fonc
teur W-asphérique entre deux W-catégories test locales. Alors le foncteur image in
verse 

u* : B —^ Â 
respecte les W-équivalences et induit une équivalence de catégories 

HwB = HwA 

Si en outre W est accessible, le foncteur u* est l'adjoint à gauche d'une équivalence 
de Quillen. 

Démonstration. — En vertu de la proposition 4.2.23, le foncteur U* respecte les W-
équivalences, et on a une IV-équivalence naturelle de iAu* vers iBJ laquelle peut 
s'interpréter comme un morphisme de U\jAu* vers j B dans Cat/B (u, désignant le 
foncteur d'oubli par u, de Cat/A vers Cat/B). On obtient ainsi un carré commutatif 
à isomorphisme de foncteurs près, 

HwB M* wA 

JB 3A 

Uotw//B 
x 

Hotw//A . 
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dont les flèches verticales sont des équivalences de catégories (4.4.20). Vu que la flèche 
horizontale du bas est aussi une équivalence de catégories (en vertu de la proposi
tion ci-dessus), cela prouve la première partie du corollaire. La seconde en résulte 
aussitôt, puisque le foncteur i¿* : B —>• A admet un adjoint à droite et respecte les 
monomorphismes. 

La proposition suivante généralise la proposition 4.4.21. 

Proposition 4.4.28. — Soient W un localisateur fondamental, A une W-catégorie test, 
i : A —>- Cat un W-foncteur test tel que pour tout objet a de A, la catégorie i(a) 
admette un objet final, et C une petite catégorie. Le foncteur i* induit un foncteur 

e/C : Cat/C Â/i*C , (B, B —>• C) i—>- (i*B, i*B —>- i*C) 

qui envoie les W/C-équivalences sur des W-équivalences. En outre, ce dernier définit 
une équivalence de catégories entre la localisation de A/i*C par les W-équivalences 
et la catégorie des W-types d'homotopie localement constants sur C. 

Démonstration. — La première assertion résulte du théorème 4.1.26. Nous allons 
montrer que le foncteur i*/C7 induit une équivalence de catégories après localisation. 
On note CW' le localisateur fondamental minimal parmi ceux qui rendent asphériques 
les catégories A et A/a x i*A\, a G ObA. Le corollaire 4.3.28 implique que (W' est 
propre, et le théorème 4.1.26 que i est un ^'-foncteur test et que (W' C W. En vertu 
du théorème 4.1.26, on a donc une W-équi valence naturelle iAi* —>- lcat- Comme A 
est une ^'-catégorie test, le morphisme v : i* —>• iA obtenu par adjonction est aussi 
une ^'-équivalence naturelle. On définit un foncteur \i : Cat/C —>• A/iAC comme 
le composé du foncteur i*/C et du foncteur d'oubli induit par vc. Le morphisme de 
foncteurs v définit une H -̂équivalence naturelle de ¡1 vers iA/C. On obtient ainsi un 
diagramme commutatif à isomorphime près 

Hot^//C7 i* le XWA/PC 

%\ic f 
0-f^ A/i\C . 

En vertu de la proposition 4.4.21 et du corollaire 4.4.24, les foncteurs i\/C et vCx 

sont des équivalences de catégories, et par conséquent, il en est de même de ï*/C. 

Scholie 4.4.29. — Sous les hypothèses de la proposition ci-dessus, on peut expliciter un 
quasi-inverse de l'équivalence de catégories induite par le foncteur z*/C (ce qui fournit 
une autre démonstration). On a en effet un morphisme de foncteurs a : iAi* —^ lcat 
(3.2.4), et le foncteur i étant un foncteur test, il est en particulier asphérique. I l 
résulte donc du théorème 4.1.26 que le foncteur ac est asphérique, et par conséquent, 
la proposition 4.4.26 implique que le foncteur d'oubli par ac induit une équivalence de 
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catégories de la catégorie des W-types d'homotopie localement constants sur A/i*C 
vers celle des W'-types d'homotopie localement constants sur C. D'autre part, comme 
A/i*C est une ^-catégorie test locale, le foncteur 3Aj^c définit une équivalence de 
catégories (4.4.20) 

!MWÂ/?C = Uotw//(A/i*C) . 
En composant ces deux foncteurs, on obtient une équivalence de catégories 

ac\3A/i*c : ?CwA/i*C = Uotw//C . 

Nous laissons le lecteur se persuader qu'il s'agit bien là du quasi-inverse annoncé. 

Théorème 4.4.30. — Soit W un localisateur fondamental. Si W est propre, alors pour 
toute W-catégorie test locale A, le A-localisateur des W-équivalences est propre. Ré
ciproquement, s'il existe une W-catégorie test locale non vide A telle que W^ soit 
propre, alors W est propre. 

Démonstration. — Supposons dans un premier temps que W est propre, et con
sidérons une gorie test locale A. On rappelle que pour tout préfaisceau X 
sur A, la catégorie A/X est encore une 'JV-catégorie test locale. Par conséquent, le 
foncteur j A / x induit une équivalence de catégories entre la catégorie homotopique 
J-fr^A/X et la catégorie des W-types d'homotopie localement constants sur A/X (co
rollaire 4.4.20). Soit u : X —^ Y une ^-équivalence. On obtient le carré commutatif 
ci-dessous. 

HwA/x i HwA/Y 

0 A/X 3 A/Y 

Hotw//(A/X) (n+1) 
Hotw//(A/Y) 

Comme on vient de le rappeler, les foncteurs verticaux sont des équivalences de caté
gories, et il résulte du lemme 4.4.25 que le foncteur (iAu)} ci-dessus est une équivalence 
de catégories. On en déduit que le foncteur u{ en est une. Le corollaire 4.2.18 implique, 
en vertu du théorème 1.4.3, que WA est accessible, et la proposition 4.4.23 montre 
donc que u est une ^-équivalence propre à droite. On a ainsi prouvé que W^ est 
propre. 

Supposons à présent qu'il existe une ^-catégorie test locale non vide A telle que 
WÀ soit un A-localisateur propre, et choisissons un objet a de A. Alors A/a est une 
^-catégorie test locale, et comme elle admet un objet final, elle est ^-asphérique, 
et donc est une ^-catégorie test. Comme le foncteur d'oubli Zla : A/a ~ A/a —^ A 
commute aux petites limites inductives et respecte les monomorphismes, et comme 
W^j~a = <c7~1(9t^), la proposition 1.4.20, (c) implique que le A/a-localisateur des 
^-équivalences est accessible. I l résulte alors facilement de la proposition 4.4.23 que ce 
A/a-localisateur est propre. Le théorème 4.3.24 implique donc que W est propre. 
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Remarque 4.4.31. — On n'a considéré dans la seconde partie de l'énoncé ci-dessus que 
des catégories test locales non vides, car pour tout localisateur fondamental W, la 
catégorie vide est test locale, et le 0-localisateur W^ est toujours propre, puisque la 
catégorie 0 s'identifie à la catégorie ponctuelle. 
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C H A P I T R E 5 

F A C T O R I S A T I O N S D E F O N C T E U R S 

5.1. Cofibrations formelles 

5.1.1. — Soit I la catégorie engendrée par le graphe 

0 ooi 1 

ao2 

2 

La donnée d'un foncteur F de I vers Cat revient à celle d'un diagramme dans Cat de 
la forme 

A ex A' 

i 
B 

dans lequel A (resp. Af, resp. B) est l'image de l'objet 0 (resp. 1, resp. 2) de / . On 
note 

A x A' 

B 
i F 

i . 

Les objets de cette catégorie sont donc les couples (i,x), où i est un objet de / , et 
x est un objet de A, A' ou JB, selon que i soit égal à 0, 1, ou 2 respectivement (voir 
3.3.13 pour la définition explicite de fF, et [96, 2.3.2] pour une description encore 
plus détaillée). Si 

A a A' 

i fp 

B x+1 B' 
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est un carré commutatif de Cat, la construction générale donnée dans [96, 2.2.3] nous 
donne un foncteur canonique 

(5.1.1.1) K : A x A' 
s 

B 
B' 

défini par 

K{i,x) = 

i'a(x) = fii(x) si i — 0, 
ï(x) si l = 1, 
(3{x) si i = 2. 

5.1.2. — Soit ^ un localisateur fondamental. Un carré commutatif de Cat 

A Oí A' 

i i' 
B 

(3 
B' 

est W-homotopiquement cocartésien si le foncteur canonique 5.1.1.1 est une ^-équi
valence. 

On dira qu'un carré commutatif de Cat est un carré homotopiquement cocarté
sien absolu si c'est un carré ^-homotopiquement cocartésien pour tout localisateur 
fondamental IA? (ou de manière équivalente, si c'est un carré ^oo-homotopiquement 
cocartésien). 

Les résultats suivants sont des corollaires du paragraphe 2.3 de [96]. 

Sorites 5.1.3. — Soit W un localisateur fondamental. 
(a) Tout carré commutatif de la forme 

A = A' 
i i' 

B i B' 

dont les flèches verticales sont des W-équivalences est W-homotopiquement co
cartésien. 

(b) Si dans un carré W-homotopiquement cocartésien 

A a A' 
i f 

B (3 
B' 

le foncteur i est une ^-équivalence, il en est de même de i1. 
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(c) Considérons deux carrés commutatifs de Cat de la forme suivante. 

A = A' Oi' A" 

i C i' C i" 
B x B' Q' B" 

Si C est un carré W-homotopiquement cocartésien, pour que le carré C soit W-ho
motopiquement cocartésien, il faut et il suffit que le carré composé C o C le soit. 

(d) Pour qu 'un carré commutatif de Cat 

A a A' 

i i 
B x 

B' 

soit W-homotopiquement cocartésien, il faut et il suffit que le carré dual 

Aop 
wl A'op 

df s 

Bop 

pop B,op 

le soit. 
(e) Les carrés W-homotopiquement cocartésiens sont stables par limites inductives 

filtrantes. 

Démonstration. — Les assertions (a) et (b) sont des conséquences faciles de [96, 
proposition 2.3.3]. La preuve de (c) peut être faite en manipulant directement des 
morphismes de la forme (5.1.1.1) (exercice laissé au lecteur). Une autre méthode 
(moins élémentaire) est la suivante. I l est immédiat que l'on peut supposer que W est 
accessible. Or une fois choisie une W-caté gorie test A, en vertu de la proposition 4.2.7, 
un carré commutatif de Cat est ^-homotopiquement cocartésien si et seulement 
si son image par le foncteur i\ est un carré homotopiquement cocartésien au sens 
de la structure de catégorie de modèles fermée sur A associée à W. L'assertion (c) 
résulte donc des sorites généraux sur les carrés homotopiquement cocartésiens dans les 
catégories de modèles fermées. Montrons l'assertion (d). Pour chaque petite catégorie 
C, on construit fonctoriellement dans Cat un diagramme de la forme 

Cop sc S{C) te C 

comme suit. La catégorie S(C) a pour objets les flèches de C. Si / : a b 
et / ' : a' —>- bf sont deux objets de S(C), une flèche de / vers / ' est un 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2006 



216 CHAPITRE 5. FACTORISATIONS DE FONCTEURS 

diagramme commutatif dans C de la forme ci-dessous. 

a 
f 

b 
9 h 
a' dt b' 

Les foncteurs sc et t c sont définis par les formules 
sc(f : a —>• b) = a et tc(f : a —>- b) = b . 

On vérifie que sc et t c sont des cofibrations dont les fibres admettent un objet initial, 
ce qui implique que ce sont des foncteurs ^-asphériques (voir [96, lemmes 1.1.19 
et 1.1.20]). Si u : C —>• D est un foncteur entre petites catégories, on obtient un 
diagramme commutatif de catégories 

C sc 5(C) i c 

M S(u) u 

Dop P 3(D) ik 
D i 

où S[u) désigne le foncteur évident défini par 
S(u)(f :a^b) = (u(f) : u(a) —» u(b)) . 

I l est clair que l'on a en particulier défini de la sorte un foncteur S. Si F désigne le 
foncteur de I vers Cat défini par le diagramme 

A a A' 
i 
B , 

on obtient ainsi un diagramme commutatif de la forme suivante, dans lequel S(F) 
désigne le foncteur de I vers Cat composé avec le foncteur S défini ci-dessus. 

pop S(F) F 

B,op S(B>) B' 
Or il résulte de la proposition 3.3.16 que les flèches horizontales de la première ligne de 
ce diagramme sont des ^-équivalences localement au-dessus de / , et donc que ce sont 
des ^-équivalences. Les flèches verticales du diagramme ci-dessus étant des foncteurs 
canoniques de la forme (5.1.1.1), l'assertion (d) en résulte aussitôt. Enfin, la stabilité 
par limites inductives filtrantes résulte de la fonctorialité des morphismes de la forme 
(5.1.1.1), du fait que le foncteur d'intégration commute aux limites inductives, et de 
la stabilité des ^-équivalences par limites inductives filtrantes (cf. 4.2.22). 
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5.1.4. — Un foncteur entre petites catégories i : A —>- B est une cofibration formelle 
si tout carré cocartésien de Cat de la forme 

A Oí. A1 

i i 
B (3 B' 

est un carré homotopiquement cocartésien absolu. 

Proposition 5.1.5. — Les cofibrations formelles sont stables par composition, par 
images directes, par limites inductives filtrantes, et par rétractes. 

Démonstration. — La stabilité par composition et par images directes est une consé
quence formelle de la définition et du sorite 5.1.3, (c). Celle par rétractes résulte de la 
fonctorialité des morphismes de la forme (5.1.1.1), et de la stabilité des oo-équivalences 
par rétractes. La stabilité par limites inductives filtrantes est quant à elle conséquence 
du sorite 5.1.3, (e). 

Proposition 5.1.6. — Pour qu'un foncteur entre petites catégories u : A —>• B soit 
une cofibration formelle, il faut et il suffit que le foncteur uop : Aop —>• Bop en soit 
une. 

Démonstration. — C'est une conséquence immédiate du sorite 5.1.3, (d). 

5.1.7. — Un foncteur i : A —>• B est un rétracte par déformation s'il existe un fonc
teur r : B —^ A, et un morphisme de foncteurs e : ir —>• 1B, tels que ri — 1A 
et e * i = li. 

Proposition 5.1.8. — Les rétractes par déformation sont stables par images directes. 

Démonstration. — Soit 

A a A' 

i i' 

B x B' 

un carré cocartésien de Cat, i étant un rétracte par déformation. Soient r : B —>• A et 
e : ir —>- 1B tels que ri — 1A ^ si<i — l^. On obtient par la propriété universelle des 
images directes un unique morphisme r' : B' —>- A' tel que r V = 1A' et r'(3 = ar. 
D'autre part, la donnée de e équivaut à celle d'un foncteur encore noté par abus 
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E : A\ x B —>• B. La relation e*i = li s'interprète par la commutativité du carré de 
gauche dans le diagramme ci-dessous. 

4 x 5 xi Ai x A 1A1 xa Ai x A! 

£ pr2 PT2 

B 
i A a A' 

En prenant la limite inductive dudit diagramme, on obtient ainsi un nouveau foncteur 
e' : Ai x B' —^ B', tel que £;\{o}xB> = âV, e'\{i}xB, = 1B', et £ ' (1^ x i 7) = i>~2 
(cela résulte des propriétés analogues pour s). On a ainsi prouvé que i' est un rétracte 
par déformation. 

Corollaire 5.1.9. — Les rétractes par déformation sont des cofibrations formelles. 

Démonstration. — Les rétractes par déformation étant des oo-équivalences (ce sont en 
particulier des A\-équivalences d'homotopie), cela résulte de la proposition précédente 
et du sorite 5.1.3, (a). 

Lemme 5.1.10. — Les immersions ouvertes sont stables par les opérations suivantes. 
(a) Si dans un carré cocartésien de Cat, 

A a A' 
i i' 
B 

0 B' i 

le foncteur i est une immersion ouverte, alors il en est de même de i'. En outre, dans 
ce cas, ce carré est aussi cartésien, et le cocrible complémentaire B — A de A dans B 
est canoniquement isomorphe via j3 au cocrible complémentaire B' — A' de A' dans 
B'. 

(b) Tout composé transfini d'immersions ouvertes est une immersion ouverte. 
(c) Tout rétracte d'une immersion ouverte est une immersion ouverte. 

Démonstration. — On rappelle que le foncteur Catop —>- ŒJÎS qui associe à chaque 
petite catégorie C l'ensemble Cr(C) de ses cribles est représentable par la catégorie 
Ai — {0 1}. Plus précisément, la bijection Homcat(C, Ai) —>• Cr(C) est définie 
par u I—>• - u - 1 ^ ) . Si i est une immersion ouverte, on a donc un carré cartésien 

A {0} 
i 

B x 
p . 
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Le carré considéré étant supposé cocartésien, le foncteur A! —>- { 0 } induit un unique 
foncteur x' '• Br —>• A\ tel que le diagramme suivant soit commutatif. 

A a. A' { 0 } 

i i' 

B ß B' 
x 

•¿1 

X 
On remarque en outre que A' = \' En effet, Comme les limites inductives sont 
universelles dans Cat, on a un carré cocartésien 

A a A' 

X-1(0) V-1 (o 7 
dont la flèche verticale de gauche est un isomorphisme. On a ainsi prouvé que i' est 
une immersion ouverte. Les carrés 

A { 0 } 

i 

B x 
Ai 

et 

A' { 0 } 

d 

B' x' 
A 

étant cartésiens, on en déduit aussitôt que le carré 

A oc A1 

i x8 

B 
ß B' 

l'est aussi. Pour vérifier la dernière assertion de (a), on procède de la même manière : 
le cocrible complémentaire B — A de A dans B s'identifie à l'image réciproque \~l(l), 
et on a un carré cocartésien 

0 0 

B-1 (I) M (1) 5 

ce qui montre que le foncteur (3 induit un isomorphisme de B — A sur B' — A!. 
La stabilité des immersions ouvertes par composition transfinie et par rétractes est 
immédiate. 
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Lemme 5.1.11. — Tout carré cocartésien de Cat formé d'immersions fermées 

A oc A' 

i i' 

B x+i B' 

est un carré homotopiquement cocartésien absolu. 

Démonstration. — Si on a un carré cocartésien de la même forme que dans l'énoncé 
ci-dessus dont toutes les flèches sont des immersions ouvertes, on peut le voir comme 
l'image par le foncteur iB, d'un carré cocartésien de préfaisceaux sur Bf formé de 
monomorphismes. Or une telle situation définit un carré homotopiquement cocartésien 
absolu (cf. [96, proposition 2.3.10]). Ce lemme résulte donc du sorite 5.1.3, (d). 

Lemme 5.1.12. — Soit i : A —>• B une immersion ouverte. On suppose qu'il existe 
un cocrible W de B contenant A tel que l'inclusion de A dans W soit une cofibration 
formelle. Alors i est une cofibration formelle. 

Démonstration. — Considérons un carré cocartésien de la forme suivante. 

A 06 A' 

i p 

B x B' 

Si W = W I I A A'', ce carré peut être vu comme le composé des carrés cocartésiens 

A = A' 

3 3 

W 
k W 

k k' 
B 

cp B' . 

Or comme j est une cofibration formelle, le carré du haut est un carré homotopique
ment cocartésien absolu. I l s'ensuit qu'il suffît de prouver que le carré du bas est un 
carré homotopiquement cartésien absolu. Soit V (resp. V') le cocrible complémentaire 
de A (resp. de Af) dans B (resp. dans B'). On remarque que y H VF est le complé
mentaire de A (resp. de A') dans W (resp. dans W). I l résulte donc du lemme 5.1.10, 
(a), que (3 (resp. UJ) induit un isomorphisme V ~ V (resp. V D W ~ V Pi W). On 
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remarque enfin que B = V U W (resp. que B' = V U W). On en déduit qu'on a les 
carrés cocartésiens suivants. 

v nw w Wt 

V B B' 
Or toutes les flèches du carré de gauche et du carré composé sont des immersions 
fermées, et par conséquent, en vertu du lemme 5.1.11, ceux-ci sont des carrés homoto
piquement cocartésiens absolus. Le sorite 5.1.3, (c) implique donc que le carré de droite 
est un carré homotopiquement cocartésien absolu, ce qui achève la démonstration. 

Proposition 5.7.73. — Soit i : A B une immersion ouverte. On suppose qu'il existe 
un cocrible W de B contenant A tel que l'inclusion de A dans W soit un rétracte par 
déformation. Alors i est une cofibration formelle. 

Démonstration. — En vertu du corollaire 5.1.9, cela résulte du lemme précédent. 

5.1.14. — Si W est un localisateur fondamental, on appellera cofibration formelle W-
triviale tout foncteur entre petites catégories qui est à la fois une cofibration formelle 
et une ^-équivalence. 

Proposition 5.1.15. — Les cofibrations formelles W -triviales sont stables par compo
sition, images directes, limites inductives filtrantes, et rétractes. 

Démonstration. — Cela résulte du sorite 5.1.3, (6), de la proposition 5.1.5, et de la 
stabilité des ^-équivalences par limites inductives filtrantes et par rétractes. 

Proposition 5.1.16. — Les W-équivalences sont stables par image directe le long d'une 
cofibration formelle. 

Démonstration. — C'est une conséquence immédiate du sorite 5.1.3, (b). 

5.2. Structures de catégorie de modèles de Thomason 

Proposition 5.2.1. — Soit a un cardinal. Toute petite catégorie dont le nerf est un 
ensemble simplicial a-accessible est a-accessible dans Cat. 

Démonstration. — On vérifie immédiatement que les ensembles ordonnés Z\n, n ^ 0, 
sont des objets de présentation finie (i.e. 0-accessibles) dans Cat. Cela implique en 
particulier que le foncteur nerf TV commute aux petites limites inductives filtrantes 
(i.e. qu'il est 0-accessible). Soit C une petite catégorie telle que N C soit a-acces
sible. On considère un ensemble ordonné a-filtrant / , et un foncteur F de I dans Cat. 
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Comme le foncteur nerf est pleinement fidèle, on obtient les bijections canoniques 
suivantes 

lim 
I 

HomC a,(C, F) = lim 
i 

RomA(NC,N F) 

= HomÂ(7VC, lim 
i 

N F) 

= RomK(NC,N lim 
) 

F) 

= HomC a t(C, lim 
i 

F) , 

ce qui prouve l'assertion. 

Corollaire 5.2.2. — Toute petite catégorie est accessible. En particulier, tout ensemble 
de flèches de Cat permet Vargument du petit objet. 

Démonstration. — Cela résulte de la proposition 5.2.1 et du fait que tout ensemble 
simplicial est accessible. 

Corollaire 5.2.3. — Soit I un ensemble de foncteurs entre petites catégories. Pour que 
tout élément de l(r(I)) soit une cofibration formelle, il suffit que tout élément de I en 
soit une. De même, si W est un localisateur fondamental, pour que tout élément de 
l(r(I)) soit une cofibration formelle W-triviale, il suffit que tout élément de I le soit. 

Démonstration. — Cela résulte de l'argument du petit objet appliqué à / (1.2.23) et 
des propositions 5.1.5 et 5.1.15 respectivement. 

5.2.4. — Un foncteur u : A —>• B entre petites catégories est un morphisme de Dwyer 
s'il est une immersion ouverte, et s'il existe un cocrible W de B contenant A tel que 
l'inclusion de A dans W admette un adjoint à droite. 

Proposition 5.2.5. — Tout morphisme de Dwyer est une cofibration formelle. 

Démonstration. — Toute inclusion pleine admettant un adjoint à droite étant en par
ticulier un rétracte par déformation, cela résulte de la proposition 5.1.13. 

5.2.6. — Si cat : A —>• Cat désigne l'adjoint à gauche du foncteur nerf, et si Sd2 : 
A —>• A désigne le foncteur de subdivision barycentrique itéré deux fois (2.1.26), on 
obtient un foncteur 

cat Sd2 : A —^ Cat , 

lequel admet pour adjoint à droite le foncteur 
Ex2 N : Cat —^ Â , 

Ex2 désignant le foncteur Ex (adjoint à droite de Sd), itéré deux fois. 
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Lemme 5.2.7. — Pour tout complexe simplicial combinatoire (E,$) (2A.33), on a des 
isomorphismes canoniques 

N cat Sd2 K * ( E , $ ) ~ NÇ&~ SdN<P~ Sd2 K*(E,4>) 

(où est muni de la structure d'ensemble ordonné induite par l'inclusion). 

Démonstration. — Cela résulte immédiatement du lemme 2.1.37. 

Lemme 5.2.8. — Soit E — ^ F une inclusion pleine d'ensembles ordonnés. Alors 
l'image de celle-ci par le foncteur £ (cf. 2.1.26), ^E —>• ÇF, est un morphisme de 
Dwyer. 

Démonstration. — L'inclusion d'ensembles ordonnés £E —>- £F est trivialement un 
crible. D'autre part, le cocrible W engendré par ÇE dans £F est formé des S G F tels 
que S D E soit non vide. On définit un foncteur r : W —>• £E par S l—>- S D E. Une 
vérification immédiate montre que celui-ci est un adjoint à droite de l'inclusion de ÇE 
dans W. 

Proposition 5.2.9. — Pour tout n ^ 0, le foncteur cat Sd2 dAn —>- cat Sd2 An est un 
morphisme de Dwyer, et donc, en particulier, une cofibration formelle. 

Démonstration. — On rappelle que l'inclusion canonique in : dAn —>• An est induite 
par l'inclusion de complexes simpliciaux combinatoires 

(An,d<Pn)-^(An,ÇAn) , 

où d&n est l'ensemble des sous-ensembles non vides de An, différents de An (2.1.34). 
Comme le foncteur nerf est pleinement fidèle, la formule du lemme 5.2.7 montre 
que l'image de in par cat Sd2 est l'image par £ de l'inclusion d'ensembles ordonnés 
d&n —>- ÇAn. La proposition 5.2.5 et le lemme 5.2.8 impliquent donc l'assertion. 
Corollaire 5.2.10. — Le foncteur cat Sd2 envoie les monomorphismes de À sur des 
cofibrations formelles. 

Démonstration. — Comme les inclusions de bord forment un modèle cellulaire de A, 
cela résulte aussitôt du fait que cat Sd2 commute aux petites limites inductives, de 
l'argument du petit objet (1.2.23), et de la proposition 5.1.5. 

Lemme 5.2.11. — Pour tout couple d'entiers n et k, n ^ 1, 0 ^ k ^ n, le foncteur 
canonique cat Sd2 A k 

n 
—>• cat Sd2 An est une cofibration formelle -triviale. 

Démonstration. — En vertu du corollaire ci-dessus, du lemme 5.2.7, et en repre
nant les notations de 2.1.34, i l s'agit de montrer que s e k 

n sf £,2An est une oo-
équivalence, ou encore, de manière équivalente, que le morphisme d'ensembles simpli
ciaux Sd2 A k 

n = Sd2 An est une extension anodine. Or cela résulte immédiatement 
du corollaire 2.1.27. 
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Théorème 5.2.12 (Thomason [124]). — La catégorie Cat des petites catégories admet 
une structure de catégorie de modèles fermée propre et à engendrement cofibrant, dont 
les équivalences faibles sont les oo-équivalences. Les cofibrations sont engendrées par 
Vensemble I , formé des cofibrations formelles 

cat Sd2 dAn —^ cat Sd2 An , n ^ 0 , 

et les cofibrations triviales par Vensemble J, formé des fleches 
cat Sd2 A k 

n ___ cat Sd2 An , n ^ 1 , O^k^n. 
Le couple de foncteurs adjoints (cat Sd2, Ex2 N) définit une équivalence de Quillen 
de la catégorie des ensembles simpliciaux vers celle des petites catégories. En outre, 
les foncteurs cat Sd2 et Ex2 N respectent les équivalences faibles, et les morphismes 
d'adjonction 

cat Sd2 Ex2 N lCat et 1A Ex2 N cat Sd2 

sont des oo-équivalences naturelles. 

Démonstration. — En vertu de la proposition 2.3.19, on a une oo-équivalence na
turelle N —^ Ex2 N. Par conséquent, (Ex2 N)~1iA

1WOQ = W^. I l résulte d'autre 
part du corollaire 5.2.3 et du lemme 5.2.11 que l(r(J)) C ^oo, et comme en vertu 
du corollaire 5.2.2, tout ensemble de flèches de Cat permet l'argument du petit objet, 
la proposition 1.4.23 implique que l'on a bien défini ainsi une structure de catégorie 
de modèles fermée sur Cat dont toutes les cofibrations sont des cofibrations formelles 
(5.2.3, 5.2.9). La propreté à gauche de cette structure est assurée par la proposi
tion 5.1.16. La propreté à droite résulte de la propreté du A-localisateur iA

lfH^o, et 
du fait que Ex2 N respecte les fibrations (par définition d'icelles) et commute aux 
produits fibres. I l est par ailleurs immédiat que le couple (cat Sd2, Ex2 N) est une ad
jonction de Quillen. Comme tous les ensembles simpliciaux sont cofibrants, le lemme 
de Ken Brown [74, lemme 1.1.12] implique que le foncteur cat Sd2 respecte les équi
valences faibles. Pour conclure, vue la forte saturation des oo-équivalences, i l suffit 
donc de montrer que le foncteur Ex2 N induit une équivalence de catégories après 
localisation, ce qui résulte aussitôt de la propriété analogue pour le foncteur nerf. 

5.2.13. — On appellera cofibrations de Thomason les cofibrations pour la structure 
de catégorie de modèles fermée ci-dessus. I l est immédiat que toute cofibration de 
Thomason est une cofibration formelle. De même, on appellera fibrations de Thomason 
triviales les fibrations triviales au sens de cette structure de catégorie de modèles 
fermée (i.e. les flèches vérifiant la propriété de relèvement à droite relativement aux 
cofibrations de Thomason). 

Lemme 5.2.14. — Pour tout localisateur fondamental (W, le foncteur cat Sd2 respecte 
les CW-équivalences. 
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Démonstration. — Toute oo-équivalence étant une ^-équivalence, il résulte de la 
dernière assertion du théorème ci-dessus qu'un morphisme d'ensembles simpliciaux / 
est une H -̂équivalence si et seulement si Ex2 N cat Sd2 f en est une, et donc si et 
seulement si N cat Sd2 f est une ^-équivalence, ce qui implique aussitôt l'assertion. 

Théorème 5.2.15. — Pour tout localisateur fondamental accessible W, la catégorie Cat 
des petites catégories admet une structure de catégorie de modèles fermée propre à 
gauche à engendrement cofibrant, dont les cofibrations sont les cofibrations de Tho-
mason, et dont les équivalences faibles sont les W-équivalences. En outre, pour que 
cette structure soit propre (à droite), il faut et il suffit que W soit propre. 

Démonstration. — L'existence de cette structure, ainsi que la propreté à gauche s'éta
blit en invoquant les mêmes arguments que pour celle du théorème 5.2.12 (grâce aux 
corollaires 5.2.3, 5.2.10 et au lemme 5.2.14). Si W est propre, alors i^W est propre, 
et la propreté de la structure de catégorie de modèles fermée sur Cat s'obtient comme 
ci-dessus en utilisant le foncteur Ex2 N, car dans cette situation encore, par construc
tion, une flèche de Cat est une fibration (resp. une équivalence faible) si et seulement 
si son image par Ex2 N en est une dans A. I l reste donc à vérifier que réciproquement, 
si cette structure de catégorie de modèles fermée est propre, alors W est propre. Sup
posons que c'est le cas, et considérons une ^-catégorie test A, et u : X —>• Y un 
morphisme de préfaisceaux sur A. On obtient un carré commutatif de catégories (les 
flèches horizontales sont induites par les foncteurs d'oubli évidents) 

HwA/X m HwA/Y 

3 A/X 3 A/Y 

Hotw//(A/x) 
{iAu)\ 

Hot„//(A/Y) 

dont les flèches verticales sont des équivalences de catégories (4.4.20). Si u est une 'in
equivalence, alors en vertu de la proposition 1.5.20 appliquée à Cat, le foncteur (iAu)\ 
est une équivalence de catégories, ce qui implique qu'il en est de même du foncteur 
u\. Une nouvelle application de la proposition 1.5.20 (cette fois à A) montre donc que 
u est une équivalence faible propre à droite, ce qui achève la démonstration. 

5.2.16. — Si W est un localisateur fondamental accessible, la structure de catégorie 
de modèles fermée sur Cat définie dans le théorème précédent sera appelée la structure 
de catégorie de modèles de Thomason associée à W. On appellera alors W-fibrations 
de Thomason les fibrations de cette structure de catégorie de modèles fermée. Une 
petite catégorie A sera dite W-fïbrante si le foncteur de A vers la catégorie ponctuelle 
est une ^-fibration de Thomason. 
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Proposition 5.2.17. — Si u : A —>• B est une W-fibration de Thomason, alors pour 
tout objet b de B, la catégorie A/b est H?-fibrante. 

Démonstration. — Le foncteur u/b : A/b —>• B/b est une W'-fibration de Thomason, 
puisqu'il est obtenu à partir de u par changement de base. I l suffit donc de prouver que 
B/b est librante. On est donc ramené à démontrer que si C est une petite catégorie 
admettant un objet final, alors le foncteur de C vers la catégorie ponctuelle est une 
fibration de Thomason triviale. Or cela résulte aussitôt du fait que les cofibrations 
de Thomason sont en particulier des immersions ouvertes (grâce au lemme 5.1.10, à 
l'argument du petit objet, et à la proposition 5.2.9) et du lemme 4.1.16. 

5.2.18. — Soit 14? un localisateur fondamental accessible. Un foncteur entre petites 
catégories u : A —>• B est une H?-bifibration de Thomason s'il est une ^-fibration 
de Thomason, et s'il en est de même du foncteur u°v : A°v —>- Bop. 

I l résulte du septième sorite de 3.3.8 et du théorème 5.2.15 que Cat admet une 
structure de catégorie de modèles fermée propre à gauche et à engendrement cofibrant 
dont les équivalences faibles sont les 14?-équivalences, et les fibrations, les foncteurs 
u : A —>• B tels que uop : Aop —>- Bop soit une ^-fibration de Thomason (et bien 
sûr, cette structure est propre si et seulement si 14? l'est). Cette structure sera appelée 
la structure de catégorie de modèles fermée duale associée à 14?. On en déduit l'énoncé 
suivant. 

Proposition 5.2.19. — Pour tout localisateur fondamental accessible 14?, la catégorie 
des petites catégories admet une structure de catégorie de modèles fermée propre à 
gauche et à engendrement cofibrant dont les équivalences faibles sont les 14^-équiva
lences, et les fibrations, les 14?-bifibrations de Thomason. Cette structure de catégorie 
de modèles fermée est propre si et seulement si 14? est propre. 

Démonstration. — On note Cat µ 
can (resp. Cat 1 

duale ) la catégorie Cat munie de la struc
ture de catégorie de modèles fermée (à engendrement cofibrant) de Thomason (resp. 
duale) associée à 14?. On obtient de la sorte une catégorie de modèles fermée produit 
Cat 1 

can X Cat 1 
duale ' On définit un foncteur 

G : Cat 1 
can X Cat 1 

duale Cat 
par G(A, B) = AU Bop, et un foncteur 

D.Cat—^ Cat 1 
can X Cat 1 

duale 
par D(C) = (C,Cop). I l est clair que G est un adjoint à gauche du foncteur D. On 
remarque qu'un foncteur entre petites catégories est une ^-équivalence (resp. est une 
^-bifibration de Thomason) si et seulement si son image par le foncteur D est une 
équivalence faible (resp. une fibration). Pour conclure, i l suffit donc de prouver que 
les hypothèses de la proposition 1.4.23 sont vérifiées, ce qui résulte immédiatement 
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du corollaire 5.2.3, des sorites 3.3.8, et des propositions 5.1.5 et 5.1.6. L'assertion 
concernant la propreté est conséquence du théorème 5.2.15 et du corollaire 1.5.21. 

Remarque 5.2.20. — La structure de catégorie de modèles fermée obtenue dans la 
proposition précédente est définie de telle manière que l'automorphisme de Cat qui 
associe à une petite catégorie C sa catégorie duale Cop respecte les équivalences 
faibles, les cofibrations, et les fibrations. 

5.3. Approximations propres et lisses 
5.3.7. — Soit W un localisateur fondamental. 

Un foncteur u : A —>• B est W-propre, ou plus simplement, propre, si pour tout 
objet b de B, le foncteur canonique 

Ab-+A/b , a l (a, lb) 

est ^-coasphérique. 
Dualement, un foncteur u : A —>• B est W-lisse, ou plus simplement, lisse, si pour 

tout objet b de B, le foncteur canonique 

Ab^b\A , a l—>- (a, lb) 
est ^-asphérique (ce qui revient à dire que le foncteur uop : Aop —>• Bop est propre). 

Exemple 5.3.2. — Toute précofibration est propre, et toute préfibration est lisse (cela 
résulte aussitôt de 3.3.8 et de 3.3.12). En particulier, toute immersion ouverte (4.1.15) 
est lisse, et dualement, toute immersion fermée est propre. 

5.3.3. — Les résultats qui vont suivre sont tous démontrés dans [96]. Ils ne concernent 
que les foncteurs propres. Par dualité, ils impliquent des énoncés analogues pour les 
foncteurs lisses que nous laissons au lecteur de loisir d'expliciter. 

Proposition 5.3.4. — Soit u : A B un morphisme de Cat. Les conditions suivantes 
sont équivalentes : 

(a) u est propre ; 
(b) pour tout objet a de A, les fibres du morphisme 

a\A —^ b\B , b = u(a) , 

induit par u, sont asphériques ; 
(c) pour tout morphisme B' = Ai B de Cat, si Von forme le carré cartésien 

A' = A x B B' A 

B' B . 
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l'inclusion A[ A', de la fibre de A' au-dessus de l'objet 1 de B' = Ai, est un 
morphisme coasphérique ; 

(d) pour toute flèche fç, : 60 &i de B, et tout objet a$ de A^, la catégorie 
^(ÛO,/O) dont les objets sont les flèches f : ao —>• a de source ao qui relèvent f0 

(u(f) = fo), et dont les morphismes sont les triangles commutatif s 

a 0 

f t 

a 9 a' . 

avec g morphisme de Ab1 (u(g) = 1^), est asphérique. 

Démonstration. — Voir [96, proposition 3.2.3]. 

Remarque 5.3.5. — La proposition ci-dessus implique que u : A B est propre si et 
seulement si pour tout objet b de B, le foncteur canonique b\A —>- b\B est propre 
[96, lemme 3.2.7]. Or ces derniers sont des foncteurs dont les fibres sont asphériques, 
ce qui a son intérêt en vertu des corollaires suivants. 

Corollaire 5.3.6. — Les morphismes propres sont stables par changement de base, au
trement dit, pour tout carré cartésien dans Cat 

Af A 

u u 
B' B 1 

si u est propre, il en est de même de u'. 

Démonstration. — Voir [96, corollaire 3.2.4]. 

Corollaire 5.3.7. — Un foncteur propre est asphérique si et seulement s'il est univer
sellement une équivalence faible (i.e. s'il est une équivalence faible et le reste après 
tout changement de base). 

Démonstration. — On voit facilement qu'un foncteur propre est asphérique si et seule
ment si ses fibres sont asphériques. Les foncteurs propres étant stables par changement 
de base en vertu du corollaire précédent, et les foncteurs à fibres asphériques étant 
stables par changement de base pour des raisons évidentes, cela implique ce corol
laire. 

Proposition 5.3.8. — Les morphismes propres sont stables par composition. 

Démonstration. — Voir [96, proposition 3.2.10]. 
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5.3.9. — Les notions de foncteurs propres et de foncteurs lisses vont jouer un grand 
rôle dans la suite du texte, en particulier dans la construction de carrés homotopique
ment cartésiens dans Cat. En fait on s'attend à ce que les foncteurs à la fois propres et 
lisses jouent le rôles de « fibrations formelles » en un sens homotopique adéquat (voir 
par exemple le corollaire 6.4.8 ainsi que le théorème 6.4.15, et son corollaire). Cela 
explique pourquoi on peut aussi s'attendre à ce qu'il existe une structure de catégorie 
de modèles fermée sur Cat dont les équivalences faibles sont les ^-équivalences, et 
telle que toute fibration (au sens de cette structure de catégorie de modèles) soit à 
la fois propre et lisse. Ce qui suit consiste à obtenir (un peu de force, il faut bien 
l'avouer) une telle structure à partir de celle donnée par la proposition 5.2.19. 

Proposition 5.3.10. — Soient W un localisateur fondamental, et u : A —>• B un fonc
teur entre petites catégories. On note v le foncteur canonique 

v : 9Íom(Ai, A) AxB 9Íom(Ai, B) 

correspondant au carré commutatif 

9Íom(Ax,Á) !Hom(AuB) 

A u 
B 

dont les flèches verticales sont induites par l'inclusion {0} —>• A\. Pour que le fonc
teur u soit W-propre, il faut et il suffit que les fibres du foncteur v soient W-asphé
riques. 

Démonstration. — Un objet de A x B 9-(om(A\, B) correspond à un couple (a, / ) dans 
lequel a est un objet de A, et f : b —>- b' une flèche de B tels que ua = b. Or 
il est immédiat que la fibre de v au-dessus de (a, / ) est la catégorie A(a, f) de la 
condition (d) de la proposition 5.3.4, ce qui implique aussitôt l'assertion. 

Proposition 5.3.11. — Soit i : A —>- B une immersion fermée de petites catégories. 
Le foncteur canonique 

j : B x {0} U A x Ai = B x {0} H A x { 0 } A x Ai B x Ai , 

induit par l'inclusion {0} —>- Ai, est un rétracte par déformation. 

Démonstration. — On vérifie que B x {0}UAX{O} A x Ai s'identifie à la sous-catégorie 
pleine de B x Ai formée des objets de la forme (a, e), avec a dans A et e = 0,1, ou de 
la forme (6, 0), avec b dans B (exercice facile laissé au lecteur). On définit un foncteur 

r : B x Ai B x {0} U A x Ai 
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par r(a,e) = (a, e), pour a dans A et e = 0,1, r(6, 0) = (6,0), pour 6 dans 5, 
et r(6,1) = (6,0), pour 6 dans le complémentaire de A . Le fait que cela définis
se bien un foncteur (avec les définitions évidentes pour les flèches) résulte immé
diatement du fait que A est un cocrible de B . I l est clair que rj est l'identité de 
B x {0} U A x Ai, et on définit un morphisme de foncteurs e : jr —>• IBXAX de la 
seule manière raisonnable possible : £(b,e) e s t l'identité si b est dans A ou si e = 0, et 
est le morphisme (6,0) —^ (6,1) lorsque 6 n'est pas dans A et e = 1. I l est clair que 
r et e font de j un rétracte par déformation. 

53.12. — On note L l'ensemble des foncteurs de la forme 
cat Sd2 An x {1} U cat Sd2 dAn x Ai —>• cat Sd2 An x Ai , 

pour n ^ 0. On désigne par P l'ensemble des foncteurs de la forme uop : A°v —>• B ° V , 
pour w : A —^ B dans L . 

Un foncteur entre petites catégories sera dit fortement lisse (resp. fortement propre) 
s'il vérifie la propriété de relèvement à droite relativement à L (resp. relativement à P ) . 
Un foncteur sera dit fortement propre et lisse s'il est fortement propre et fortement 
lisse. 

On vérifie aussitôt qu'un foncteur u est fortement propre si et seulement si uop est 
fortement lisse. 

Proposition 5.3.13. — Tout foncteur fortement propre (resp. fortement lisse) est 
propre (resp. lisse) pour tout localisateur fondamental. 

Démonstration. — Un argument standard d'adjonction montre que si un foncteur 
u : A B est fortement propre, alors le foncteur v de la proposition 5.3.10 vérifie la 
propriété de relèvement à droite relativement aux morphismes du type 

(cat Sd2 dAn)°P — ( c a t Sd2 An)°P , 

pour tout n ^ 0. Autrement dit, le foncteur vop est une fibration de Thomason triviale. 
En particulier, le foncteur vop est une équivalence faible universelle, ce qui implique 
qu'il en est de même de v (voir 3.3.8). La proposition 5.3.10 implique donc que u est 
un foncteur propre. On en déduit, par une nouvelle application du septième sorite 
de 3.3.8, que tout foncteur fortement lisse est lisse. 

Théorème 5.3.14. — Soit W un localisateur fondamental accessible. Alors la caté
gorie des petites catégories admet une structure de catégorie de modèles fermée 
propre à gauche et à engendrement cofibrant dont les équivalences faibles sont les 
*W-équivalences, et les fibrations, les <W-bifibrations de Thomason fortement propres 
et lisses. En particulier, toutes les fibrations au sens de cette structure de catégorie 
de modèles fermée sont des foncteurs W-propres et W-lisses. En outre, pour que 
cette structure de catégorie de modèles fermée soit propre, il faut et il suffît que le 
localisateur fondamental W soit propre. 
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Démonstration. — En vertu du corollaire 5.1.9 et du septième sorite de 3.3.8 et des 
propositions 5.1.6, 5.2.9 et 5.3.11, tous les éléments de L U P sont des cofibrations 
formelles T^-triviales. La proposition 5.2.19 montre que Cat admet une structure de 
catégorie de modèles fermée à engendrement cofibrant dont les équivalences faibles 
sont les ^-équivalences, et les fibrations, les ^-bifibrations de Thomason. Soit (/, J) 
un couple qui engendre cette structure de catégorie de modèles fermée. Posons V = 
/ U L U P , et J' = JuLuP. Un morphisme de Cat vérifie la propriété de relèvement à 
droite relativement à V (resp. à J') si et seulement s'il est à la fois une ^-bifibration 
de Thomason triviale (resp. une ^-bifibration de Thomason) et un foncteur fortement 
propre et lisse. I l est donc clair qu'un élément de r(J') est dans r(I') si et seulement 
s'il est une ^-équivalence. D'autre part, il résulte de l'argument du petit objet (5.2.3) 
que tous les éléments de l(r(I')) (resp. de l(r( J')) sont des cofibrations formelles (resp. 
des cofibrations formelles ^-triviales). On en déduit que l(r(J')) = l(r(I')) D W. En 
effet, si u est dans l(r(I')) fl W, l'argument du petit objet appliqué à J' nous donne 
une factorisation de u de la forme u = pi, où i est dans Z(r(J')), et p dans r(J'). Mais 
alors, comme i est une ^-équivalence, p est dans r(I') = r(J') fl *W, ce qui implique 
que u est un rétracte de z, et donc qu'il est dans l(r(J')). L'argument du petit objet 
assurant l'existence des factorisations de l'axiome CM5, on en déduit que Cat admet 
une structure de catégorie de modèles fermée engendrée par le couple (V, J') dont les 
équivalences faibles sont les ^-équivalences, et les fibrations, les ^-bifibrations de 
Thomason fortement propres et lisses. Les assertions concernant la propreté résultent 
de leurs analogues dans la proposition 5.2.19 et du corollaire 1.5.21. Le fait que les 
fibrations au sens de cette structure soient propres et lisses découle de la proposition 
précédente. 
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C H A N G E M E N T S D E B A S E H O M O T O P I Q U E S 

6.1. Propreté et asphéricité 
Proposition 6.1.1. — Soient 14? un localisateur fondamental propre, et A une li?-caté
gorie test locale. On considère un morphisme p : X —>• Y de préfaisceaux sur A. Les 
assertions suivantes sont équivalentes. 

(i) Le morphisme p est une H?-fibration faible de préfaisceaux sur A. 
(ii) Pour tous carrés cartésiens de préfaisceaux sur A 

X" i X' X 
II 

p 
p' p 

Y" 3 
Y' Y . 

si Y" et Y' sont 14?- asphériques, alors i est une 14?*-équivalence. 
(iii) Pour tous carrés cartésiens de préfaisceaux sur A 

X" i X' X 

p" p p 
Y" 3 

Y' Y . 

si Y" est représentable et si Y' est W-asphérique, alors i est une W-équivalence. 

Démonstration. — Il est immédiat que (i) implique (ii) et que (ii) implique (iii). 
Montrons que (iii) implique (i). Le yl-localisateur 14?^ étant régulier et propre 
(voir 4.2.9 et 4.4.30), il suffit de vérifier le critère donné par le corollaire 3.4.49. 
Soit s : a —>- Y un morphisme d'un préfaisceau représentable a sur A vers Y. 
On le factorise en une ^-cofibration triviale j : a —^ E suivie d'une W-fibration 
q : E —>• Y. Le préfaisceau a étant ^-asphérique et j étant une ^-équivalence, 
le préfaisceau E est ^-asphérique. L'hypothèse faite sur p implique donc que le 
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morphisme image inverse a Xy X —>• E Xy X est une W-équivalence. Autrement 
dit, le carré commutatif 

a Xy X X 

p 
a s 

Y 

est homotopiquement cartésien au sens de W^, ce qu'il fallait démontrer. 

Corollaire 6.1.2. — Soit W un localisateur fondamental propre. On considère un mor
phisme d'ensembles simpliciaux p : X —>- Y. Les assertions suivantes sont équiva
lentes. 

(i) Le morphisme p est une W-fibration faible d'ensembles simpliciaux. 
(ii) Pour tous carrés cartésiens d'ensembles simpliciaux 

X" i X' X 

p" v v 
Y" 

3 
Y' Y , 

si Y" et Y' sont les nerfs de petites catégories W-asphériques, alors i est une W-
équivalence. 

(iii) Pour tous carrés cartésiens d'ensembles simpliciaux 

X" i X' X 
II 

p 
p' p 

Y" 
3 

Y' Y 5 

si Y" et Y' sont W-asphériques, alors i est une W-équivalence. 

Démonstration. — I l est clair que (i) implique (ii), et la proposition précédente 
montre que (iii) implique (i). Pour montrer que (ii) implique (iii), on utilisera le 
A/F-localisateur W formé des flèches Y" —^ Y' au-dessus de Y telles que si on 
forme les carrés cartésiens 

X" i X' X 
II 

p 
p' p 

Y" 
3 

Y' Y i 

le morphisme i soit une W-équivalence. La proposition 2.2.5 implique que W contient 
les oo-équivalences. Or si Y" —>- Y' est un morphisme au-dessus de Y entre ensembles 
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simpliciaux W-asphériques, on a un carré commutatif au-dessus de Y 
N(A/Y") N(A/Y') 

Y" Y' 
dans lequel les flèches verticales sont des oo-équivalences (grâce à la proposi
tion 4.3.16), et la flèche horizontale supérieure est une W-équivalence. On en déduit 
que Y" —>• Y' est aussi une W-équivalence, ce qu'il fallait démontrer. 

Proposition 6.1.3. — Soient W un localisateur fondamental propre, et A une W-ca
tégorie test locale. On suppose donnée une classe A de préfaisceaux sur A. Pour 
chaque préfaisceau X sur A, on note \NX le A/X-localisateur régulier engendré par 
les morphismes entre éléments de A au-dessus de X. On suppose que les hypothèses 
suivantes sont vérifiées. 

(a) Tout élément de A est un préfaisceau W-asphérique, et tout préfaisceau repré
sentable est dans A. 

(b) Pour tout préfaisceau X sur A, le A/X-localisateur \NX est accessible. 
(c) Pour tout préfaisceau représentable a sur A, tout morphisme entre préfaisceaux 

W-asphériques au-dessus de a est dans W a . 
(d) Pour qu'un morphisme p : X —>• Y soit une W-fibration faible de préfaisceaux 

sur A, il suffit que pour tous carrés cartésiens 

X" i X' X 

p p' p 
Y" 

j 
Y' Y 

avec Y" et Y' dans A, le morphisme i soit une W-équivalence. 
Alors W^ est le A-localisateur régulier engendré par les morphismes entre éléments 
de A. 

Démonstration. — Soit W le A-localisateur régulier engendré par les morphismes 
entre éléments de A. Pour montrer que W = W^, on décompose la preuve comme 
suit. 

6.1.3.1. — Toute \N-équivalence est une W-équivalence. 

On sait que W^ est régulier (4.2.9), et il est clair qu'il contient les morphismes 
entre préfaisceaux W-asphériques sur A, ce qui implique aussitôt l'assertion en vertu 
de l'hypothèse (a). 

6.1.3.2. — Pour tout élément X de A, les Wx-équivalences forment un A/X-locali
sateur propre. 
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Dans ce cas, i l résulte aussitôt de (a) et du théorème 4.2.15 (ou plus précisément 
de la remarque qui le suit) que \NX est le A/X-localisateur test correspondant au 
localisateur fondamental modelable par A/X engendré par les foncteurs de la forme 
A/X' —>- e pour tout élément X' de !A et toute flèche de X' vers X. I l résulte 
d'autre part de (b) et d'une nouvelle application du théorème 4.2.15 que ce localisateur 
fondamental est accessible. Vu qu'il est à engendrement asphérique par construction, 
l'assertion est à présent une simple conséquence du corollaire 4.3.28. 

6.1.3.3. — Pour tout préfaisceau X sur A, le foncteur d'oubli de A/X vers A envoie 
\NX dans W. 

Soit ZI ledit foncteur d'oubli, et posons W' = Zl~1\N. I l est clair que W est un 
A/X-localisateur, et il s'agit de vérifier qu'il contient W x . Pour cela, il suffît de 
constater qu'il est régulier (ce qui résulte de la proposition 3.4.16), et qu'il contient 
les morphismes entre éléments de !A au-dessus de X (ce qui est évident). 

6.1.3.4. — Le A-localisateur W est accessible. 

C'est un cas particulier de l'hypothèse (b). 
La catégorie des préfaisceaux sur A admet donc une structure de catégorie de 

modèles fermée dont les cofibrations sont les monomorphismes, et les équivalences 
faibles, les W-équivalences. En particulier, tout morphisme de préfaisceaux sur A 
admet une factorisation en une W-cofibration triviale suivie d'une W-fibration. 
6.1.3.5. — Si p : X —>- Y est une W-fibration, alors c'est une \NY-fibration. 

Cela résulte aussitôt de 6.1.3.3 et de la caractérisation des fibrations d'une catégorie 
de modèles fermée par la propriété de relèvement à droite relativement aux cofibrations 
triviales. 
6.1.3.6. — Toute \N-fibration est une W-fibration faible de préfaisceaux sur A. 

Les W-fibrations étant stables par changement de base, il résulte donc de (d) et 
de 6.1.3.1 qu'il suffit de vérifier que pour tout carré cartésien de A de la forme 

X' i X 

p' p 
Y' 

j 
Y , 

si Y' et Y sont dans A, et si p est une W-fibration, alors i est une W-équivalence. 
Or dans ce cas, il résulte de 6.1.3.5 que p est une W y-fibration, et il est clair que le 
morphisme j est alors une \NY-équivalence. D'autre part, en vertu de 6.1.3.2, le A/Y-
localisateur \NY est propre. On en déduit aussitôt que i est une \NY-équivalence. En 
invoquant 6.1.3.3, cela implique dès lors que i est une W-équivalence, ce qu'il fallait 
démontrer. 
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6.1.3.7. — Toute W-équivalence de A est une W-équivalence. 

Soit / une ^-équivalence de préfaisceaux sur A. On la factorise en une W-co
fibration triviale i suivie d'une W-fibration p : X —>• Y. En particulier, en vertu 
de 6.1.3.6, p est une ^-fibration faible de préfaisceaux sur A. Or il résulte de 6.1.3.1 
que i est aussi une ^-équivalence, ce qui implique qu'il en est de même de p. Le 
A-localisateur des ^-équivalences étant propre en vertu du théorème 4.4.30, on en 
déduit aussitôt grâce à la proposition 1.5.18 que p est une ^-équivalence universelle. 
Par conséquent, pour tout préfaisceau représentable a sur A, et toute section de Y 
au-dessus de a, la projection de a Xy X sur a est une ^-équivalence. Mais alors, le 
préfaisceau a étant ^-asphérique, le produit fibre axyX vérifie la même propriété, et 
par conséquent, l'hypothèse (c) implique que ce morphisme est une Wa-équivalence. I l 
résulte donc de 6.1.3.3 que c'est une W-équivalence. Le A-localisateur W étant régulier 
par construction, il s'en suit grâce au corollaire 3.4.47 que p est une W-équivalence. 
On en déduit aussitôt qu'il en est de même de / , ce qui achève la démonstration de 
la proposition. 

Lemme 6.1.4. — Soient W un localisateur fondamental accessible, et A une *W-
catégorie test locale. Alors pour tout cardinal assez grand a, si on pose ¡3 = 2a, 
pour tout préfaisceau W-asphérique E sur A, il existe une fibration triviale D —>• E 
telle que D soit la réunion filtrante de ses sous-préfaisceaux à la fois W-asphériques 
et (3-accessibles. 

Démonstration. — En vertu du corollaire 4.2.18 et du théorème 1.4.3, W = W~ est 
A 

un ^-localisateur accessible, et donc pour tout cardinal a assez grand, les cofibrations 
triviales au sens de W satisfont à l'énoncé de la proposition 1.3.40. On considère un 
tel cardinal infini a ^ | F1A|, et on pose 0 = 2a. Les préfaisceaux /?-accessibles sont 
alors stables par réunions finies (cf. 1.2.10 et 1.2.16), et tout préfaisceau sur A est 
la réunion filtrante de ses sous-objets /̂ -accessibles (cf. 1.2.15). Soit E un préfaisceau 
^-asphérique sur A. S'il est vide, l'assertion est évidente. Sinon, il existe un objet a 
de A, et une section a —>• E de E au-dessus de a. On peut alors la factoriser en une 
cofibration i : a —>• D suivie d'une fibration triviale D —>- E. Dans ce qui suit, on 
identifiera par i le préfaisceau a à un sous-objet de D. 
6.1.4.1. — Tout sous-objet (3-accessible J de D est contenu dans un sous-objet à la 
fois (3-accessible et asphérique K de D. 

Soit J un un sous-préfaisceau /3-accessible de D. Comme J U a est encore /in
accessible, en vertu de la proposition 1.3.40, il existe un sous-préfaisceau /̂ -accessible 
K de D, contenant J U a tel que l'inclusion aP\K = a —>- K soit une W-équivalence. 

6.1.4.2. — L'ensemble des sous-préfaisceaux à la fois ¡3-accessibles et asphériques de D 
est filtrant. 
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Ce dernier n'est pas vide puisque i en donne un élément. Si C et C sont deux 
sous-préfaisceaux à la fois /̂ -accessibles et asphériques de D, comme CUCf est encore 
/̂ -accessible, il résulte de 6.1.4.1 qu'il existe un sous-préfaisceau à la fois /̂ -accessible 
et asphérique de D qui contient C U C', ce qui prouve l'assertion. 

6.1.4.3. — Le préfaisceau D est la réunion filtrante de ses sous-préfaisceaux à la fois 
(3-accessibles et asphériques. 

Étant donné que D est la réunion filtrante de ses sous-préfaisceaux /̂ -accessibles, 
c'est une conséquence immédiate de 6.1.4.1 et de 6.1.4.2. 

Remarque 6.1.5. — I l est possible d'améliorer le lemme ci-dessus comme suit : pour 
tout cardinal assez grand ce, si on pose f3 = 2 a , tout préfaisceau W-asphérique sur A 
est la réunion filtrante de ses sous-préfaisceaux /̂ -accessibles et W-asphériques. Pour 
le montrer, on remarque que la preuve ci-dessus permet de vérifier l'assertion lorsque 
A est une W-catégorie test telle que tout préfaisceau non vide sur A admette une 
section globale. En particulier, on obtient le résultat pour les ensembles simpliciaux. 
Pour en déduire le cas général, on applique ensuite le même type de méthode que 
pour la preuve de la proposition 1.4.20, en utilisant le foncteur N iA : A —>- A. I l est 
même amusant de constater que cela ne nécessite aucune hypothèse sur A. Ceci dit, 
ce raffinement ne sera pas utilisé dans la suite. 

Lemme 6.1.6. — Soient W un localisateur fondamental accessible, et A une W-ca
tégorie test locale. Il existe un ensemble AQ de préfaisceaux W-asphériques sur A 
tel que pour tout préfaisceau X sur A, le A/X-localisateur régulier engendré par les 
morphismes entre préfaisceaux W-asphériques au-dessus de X soit le A/X-localisa
teur régulier engendré par les morphismes entre éléments de AQ au-dessus de X. En 
particulier, ce A/X-localisateur est accessible. 

Démonstration. — On peut supposer que W n'est pas le localisateur fondamental 
trivial Fl Cat (car sinon l'assertion est évidente). En particulier, on peut supposer que 
tout préfaisceau W-asphérique n'est pas vide. Pour qu'un A-localisateur contienne 
tous les morphismes entre préfaisceaux W-asphériques, il suffit alors qu'il contienne 
tous les morphismes allant d'un préfaisceau représentable vers un préfaisceau W-as-
phérique. 

Considérons un cardinal a assez grand, de telle manière que l'énoncé du lemme 6.1.4 
soit vérifié, et posons ¡3 = 2 a . Nous allons montrer que tout ensemble AQ de préfais
ceaux sur A contenant au moins un représentant de chaque classe d'isomorphisme 
de préfaisceaux à la fois W-asphériques et /̂ -accessibles sur A (et en particulier de 
préfaisceaux représentables) vérifie la propriété voulue. Soit X un préfaisceau sur A. 
Soit W le A/X-localisateur régulier engendré par les morphismes de la forme a —>- E 
au-dessus de X, a étant un préfaisceau représentable, et E un préfaisceau /?-acces-
sible et W-asphérique sur A. Comme W est régulier, il est en particulier stable par 
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petites limites inductives filtrantes (3.4.41), et donc le lemme 6.1.4 implique que tout 
morphisme de la forme s : a —>• E, a étant représentable, et E ^-asphérique, est 
une W-équivalence. En effet, une fois choisie une fibration triviale p : D —>• E dont 
la source est la réunion filtrante de ses sous-préfaisceaux à la fois /̂ -accessibles et 
^-asphériques, il existe un morphisme t : a —>• D tel que pt = s. Or a est un objet 
de présentation finie, et donc D est la réunion filtrante de ses sous-préfaisceaux à la 
fois /̂ -accessibles et ^-asphériques qui contiennent t(a). Cela implique que t est une 
limite inductive filtrante de morphismes de la forme a —>• D'', D' étant /3-accessible 
et ^-asphérique. On en déduit que t est dans W, et comme il en est de même de p 
pour des raisons évidentes, s est bien une W-équivalence. Le A/X-localisateur régulier 
minimal étant accessible (3.4.24), il est clair que W l'est aussi. 

6.1.7. — Soit 14? un localisateur fondamental. On désigne par H?asph le plus petit loca
lisateur fondamental qui trivialise la classe des catégories ^-asphériques (cf. 4.3.26). 
On a une inclusion 14?asph C 14?, et une petite catégorie est ^-asphérique si et seule
ment si elle est rW{lSp/l-asphérique. De même, un foncteur entre petites catégories est 
^-asphérique si et seulement s'il est 14?asph-asphérique. Pour que H? soit à engendre
ment asphérique (cf. 4.3.26), il faut et il suffit que 14? — 14?asph-

Proposition 6.1.8. — Pour tout localisateur fondamental accessible 14?, le localisateur 
fondamental 14?asph est propre (en particulier, accessible). 

Démonstration. — Une fois choisie une 'JV-catégorie test A, l'accessibilité résulte du 
théorème 4.2.15 et du lemme 6.1.6 appliqués à A. La propreté est quant à elle consé
quence du corollaire 4.3.28. 

Proposition 6.1.9. — Soient 14? un localisateur fondamental propre, et A une W-ca
tégorie test locale. Le A-localisateur des W-équivalences est le A-localisateur régulier 
engendré par les morphismes entre préfaisceaux W -asphériques sur A. Plus précisé
ment, il existe un ensemble A0 de préfaisceaux W -asphériques sur A tel que (WÂ soit 
le A-localisateur régulier engendré par les morphismes entre éléments de AQ. 

Démonstration. — Pour prouver la première assertion, i l suffit de montrer que les 
hypothèses de la proposition 6.1.3 sont vérifiées en considérant la classe ÏA des pré
faisceaux ^-asphériques sur A. Or les conditions (b) et (d) résultent respectivement 
du lemme 6.1.6 (lequel impliquera par ailleurs la seconde assertion) et de la proposi
tion 6.1.1. Les hypothèses (a) et (c) de la proposition 6.1.3 sont quant à elles vérifiées 
par définition même de A . 

Corollaire 6.1.10. — Soient 14? un localisateur fondamental accessible, et A une 14?-
catégorie test locale. Alors A est une 14?asph-catégorie test locale. En outre, le A-
localisateur des 14?asph-équivalences est propre (et donc en particulier accessible), et 
s'identifie au A-localisateur régulier engendré par les morphismes entre préfaisceaux 
14?-asphériques sur A. 
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Démonstration. — I l est clair que A est encore une Wasph-catégorie test locale, car 
pour tout objet a de A, le préfaisceau ¿^4^1 x a est W-asphérique. Le corollaire résulte 
aussitôt des propositions 6.1.8 et 6.1.9 et du théorème 4.4.30. 
Théorème 6.1.11. — Soit W un localisateur fondamental. Les assertions suivantes 
sont équivalentes. 

(i) Le localisateur fondamental W est accessible et à engendrement asphérique. 
(ii) Il existe un ensemble J de petites catégories tel que W soit le plus petit loca

lisateur fondamental qui trivialise J'. 
(iii) Il existe un ensemble 9À. de morphismes de Cat tel que W soit le plus petit 

localisateur fondamental faisant des éléments de ïAf des foncteurs asphériques. 
(iv) Il existe un ensemble de petites catégories tel que W soit le plus petit loca

lisateur fondamental modelable par les éléments de (T. 
(v) Le localisateur fondamental W est propre. 

En particulier, il résulte de la proposition 6.1.8 que si W est accessible, alors Wasph 
est le plus grand localisateur fondamental propre contenu dans W. 

Démonstration. — L'équivalence des conditions (ii) et (iii) est évidente. Si *T est un 
ensemble de petites catégories, le plus petit localisateur fondamental modelable par 
les éléments de T' est le localisateur fondamental engendré par les flèches 

A—*~ e , iA(a x iAAi) — , a G Ob A , A e T , 
ce qui prouve que (iv) implique (ii). Pour montrer que (ii) implique (iv), on remarque 
que si W est le plus petit localisateur fondamental qui trivialise un ensemble j7~, 
alors i l résulte du corollaire 4.1.22 que W est le plus petit localisateur fondamental 
modelable par les éléments de l'ensemble *T = {A x B \ A E J 7 } , où B est une W00-
catégorie test arbitraire donnée (par exemple B = A). L'implication (i) => (v) résulte 
du corollaire 4.3.28, et il est clair que (ii) implique (i). I l reste donc à vérifier que (v) 
implique (ii). Or une fois choisie une W-catégorie test, cela résulte immédiatement 
du théorème 4.2.15 et de la proposition 6.1.9 appliqués à celle-ci. 

6.1.12. — On peut encore caractériser les localisateurs fondamentaux propres en 
termes de localisateurs fondamentaux faibles comme suit. 

On rappelle qu'une classe de flèches W de Cat est un localisateur fondamental 
faible si elle vérifie les axiomes suivants (voir aussi [96, 1.1.2]). 

La La classe W est faiblement saturée. 
Lb Toute petite catégorie admettant un objet final est W-asphérique. 
Le Tout foncteur W-asphérique est une W-équivalence (i.e. si u : A —>• B est un 

foncteur entre petites catégories tel que pour tout objet b de B, la catégorie A/b soit 
W-asphérique, alors u est une W-équivalence). 
Par exemple, tout localisateur fondamental est un localisateur fondamental faible. 
Une grande partie de la théorie de l'homotopie de Grothendieck reste consistante si on 
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travaille avec seulement des localisateurs fondamentaux faibles au lieu de localisateurs 
fondamentaux : par exemple, la théorie des catégories test et des foncteurs test n'utilise 
essentiellement que les axiomes de localisateur fondamental faible (nous renvoyons 
pour cela le lecteur à [96]). 

6.1.13. — Un foncteur u : A —B entre petites catégories est une W-fibration faible 
si pour tout diagramme formé de carrés cartésiens 

A" i A1 A 

u" u' u 
B" 3 

B' B . 

si j est une W-équivalence, alors il en est de même de i. 

Exemple 6.1.14. — Si W est un localisateur fondamental propre, alors il résulte de la 
proposition 1.5.18 et du théorème 5.2.15 que toute W-fibration de Thomason est une 
W-fibration faible. 

Proposition 6.1.15. — Soit W un localisateur fondamental. Les W-fibrations faibles 
sont stables par composition et changement de base. 

C'est évident. 

Proposition 6.1.16. — Soient W un localisateur fondamental faible et W' un localisa
teur fondamental propre. Pour que toute W'-équivalence soit une W-équivalence, il 
suffit que toute catégorie W-asphérique soit W-asphérique. 

Démonstration. — Comme W' est un localisateur fondamental propre, la catégorie 
des petites catégories admet une structure de catégorie de modèles fermée propre dont 
les équivalences faibles sont les W'-équivalences, à savoir par exemple la structure de 
Thomason associée à W' (cf. 5.2.15). On en déduit que Cat admet une structure 
de catégorie d'objets fibrants au sens de K. Brown [22] dont les équivalences faibles 
sont les W'-équivalences, et les fibrations, les W'-fibrations faibles : le seul axiome 
non trivial à vérifier est l'existence de factorisations en une équivalence faible suivie 
d'une fibration, et cela résulte de l'existence d'une factorisation en une W'-équiva-
lence suivie d'une W'-fibration de Thomason, car W' étant propre, toute W'-fibration 
de Thomason est une W'-fibration faible. Supposons que toute catégorie W'-asphé-
rique soit W-asphérique. Pour prouver que W' est contenu dans W, en vertu du 
lemme de Ken Brown pour les catégories d'objets fibrants [22, 1.1, Factorization 
lemma], il suffit de prouver que toute W'-fibration faible qui est une W'-équivalence 
est une W-équivalence. Autrement dit, i l suffit de prouver que tout foncteur qui est 
universellement dans W' est dans W. Or tout foncteur W'-asphérique étant W-as
phérique par hypothèse, c'est une évidence. 
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Corollaire 6.1.17. — Soit 14? un localisateur fondamental. Le plus petit localisateur 
fondamental faible qui rend asphériques les catégories H?-asphériques s'identifie au 
localisateur fondamental 14?asvh • 

Démonstration. — On peut supposer sans perte de généralité que 14? = H?asPh- Les 
localisateurs fondamentaux faibles (resp. les localisateurs fondamentaux) étant stables 
par réunions filtrantes, on peut supposer que 14? est accessible, et donc, en vertu du 
théorème 6.1.11, que 14? est propre. L'assertion est alors une conséquence immédiate 
de la proposition précédente. 

Théorème 6.1.18. — La classe des oo-équivalences est le localisateur fondamental 
faible minimal. 

Démonstration. — Soit 14? un localisateur fondamental faible. On veut montrer 
que toute oo-équivalence est une ^-équivalence. Pour cela, en vertu de la propo
sition 6.1.16 et du fait que le localisateur fondamental minimal est propre, i l suffit 
de démontrer que toute catégorie oo-asphérique est ^-asphérique, ce que l'on va 
prouver suivant les étapes ci-dessous. 

6.1.18.1. — Toute intégrale d'un foncteur à valeurs dans la catégorie des catégories 
14?-asphériques, indexé par une catégorie 14?-asphérique, est 14?-asphérique. 

Si / est une petite catégorie, et si F est un foncteur de I vers Cat tel que pour 
tout objet i de I , F(i) soit ^-asphérique, alors en vertu de [96, proposition 1.1.17], 
la projection canonique de j F sur I est H -̂asphérique. I l s'ensuit que si I est ^-as
phérique, il en est de même de f F. 

6.1.18.2. — Soit A une petite catégorie. On considère un carré cocartésien de préfais
ceaux sur A de la forme suivante. 

X •X' 

i i' 
Y Y1 

Si i est un monomorphisme, et si X, Y et X' sont 14?-asphériques, alors Y' est 
W -asphérique. 

Cela résulte de 6.1.18.1, et de [96, corollaires 1.1.11 et 1.1.24, et proposition 2.3.10]. 

6.1.18.3. — Soit A une petite catégorie. On considère un ensemble bien ordonné non 
vide I , et un foncteur F de I dans A tels que pour tous i < j , F(i) —>• F(j) soit 
un monomorphisme, et pour tout i dans I , F(i) soit 14?-asphérique. Alors limi 7" est 
H?-asphérique. 

Cela résulte comme ci-dessus de 6.1.18.1 et de [96, corollaires 1.1.11 et 1.1.24, et 
proposition 2.3.14]. 
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6.1.18.4. — Pour tous n > 1 et k tel que 0 ^ k ^ n, le cornet A k 
n 

est W-asphérique. 

Soit n ^ 1. On peut en fait montrer une assertion légèrement plus générale : pour 
tout sous-ensemble strict et non vide J de {0,...,n}, An(J) = UjeJlmôJn est 'W'-
asphérique. Lorsque n = 1, ou plus généralement, lorsque J est un singleton, c'est 
évident. Si n > 1 et si J n'est pas un singleton, il résulte de 2.1.9 qu'on a un carré 
(cartésien et) cocartésien de la forme suivante (où k est le plus grand élément de J). 

An-!(J-{k}) A-1 

f 

An(J-{k}) An(J) 

Cela permet de conclure par une récurrence évidente en invoquant [96, proposi
tion 1.1.27]. 

6.1.18.5. — Toute catégorie oo-asphérique est W-asphérique. 

La catégorie A étant une W-catégorie test, i l suffit de prouver que tout ensemble 
simplicial oo-asphérique est W-asphérique. Soit J l'ensemble des inclusions de la forme 
A k 

n —>• A N , pour n ^ l e t O ^ / c ^ n . En vertu de 6.1.18.4, les éléments de J sont des 
monomorphismes de source et de but W-asphériques. Soit X un ensemble simplicial 
oo-asphérique. Comme X n'est pas vide, il existe un morphisme x : AQ X. L'ar
gument du petit objet permet d'obtenir une factorisation de x de la forme x = pi, 
où i est un composé transfini d'images directes d'éléments de J , et où p est une fi
bration de Kan. Vu que AQ est W-asphérique, on déduit par récurrence transfinie 
de 6.1.18.2 et de 6.1.18.3 que le but de i est W-asphérique. Pour conclure, il suffit 
donc de prouver que p est une W-équivalence. Or p est à la fois une fibration de Kan 
et une oo-équivalence, et donc une fibration triviale. En vertu du lemme 1.4.13, le 
morphisme p est une W-équivalence, et par conséquent, X est un ensemble simplicial 
W-asphérique, ce qui achève cette démonstration. 

6.2. Critères locaux pour les carrés homotopiquement cartésiens 

6.2.1. — Soit W un localisateur fondamental accessible. Un carré commutatif de Cat 
est W-homotopiquement cartésien s'il est homotopiquement cartésien au sens de la 
structure de catégorie de modèles du théorème 5.2.15 associée à W. On vérifie aussitôt 
qu'un carré commutatif de Cat est W-homotopiquement cartésien si et seulement s'il 
existe un W-foncteur test i : A —>• Cat, tel que son image par i* soit un carré 
homotopiquement cartésien au sens du A-localisateur des W-équivalences. 
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Un foncteur u : A —>- B entre petites catégories est une W-fibration faible si pour 
tout diagramme formé de carrés cartésiens 

A" i A' A 

u" U U 

B" 
j B' B . 

si j est une W-équivalence, il en est de même de i. 
Proposition 6.2.2. — Considérons un localisateur fondamental propre W, et le carré 
commutatif de Cat suivant. 

(6.2.2.1) 
A' w A 

u u 

B' V 
B 

Pour que ce carré soit W-homotopiquement cartésien, il suffit que pour tout objet b' 
de B'', le carré induit ci-dessous le soit. 

(6.2.2.2) 

A'IV A 

u'/b' u 

B'/b' B 

Démonstration. — Comme W est propre, la structure de catégorie de modèles fermée 
de Thomason associée à W est propre (5.2.15). Factorisons le foncteur u en une W-
équivalence i : A —>• C suivie d'une W-fibration de Thomason p : C —>• B. Si C 
désigne le produit fibre de B' et de C au-dessus de B, on obtient pour chaque objet 
b' de B', le diagramme commutatif suivant (induit par le carré commutatif 6.2.2.1). 

A' /b' A' w A 

i'/b' i i 

C'/b' •c c 

p'/b' p' p 
B'/b' B' V B 

Dire que le carré 6.2.2.1 (resp. 6.2.2.2) est W-homotopiquement cartésien, revient à 
demander que le foncteur i' (resp. i'/b') soit une W-équivalence, et demander que les 
foncteurs i'/b' soient des 'JV-équivalences pour tout objet b' de B', revient à demander 
que i' soit une W-équivalence localement au-dessus de B'ce qui implique aussitôt 
notre assertion. 
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Proposition 6.2.3. — Soient W un localisateur fondamental propre, et u : A —>• B un 
foncteur entre petites catégories. Les conditions suivantes sont équivalentes. 

(i) Le foncteur u est une W-fibration faible. 
(ii) Tout carré cartésien de la forme 

A' A 

u' u 
B' B 

est W-homotopiquement cartésien. 
(iii) Tout carré cartésien de la forme 

A1 A 

u' u 
B' B 

dans lequel B' admet un objet final est W-homotopiquement cartésien. 
(iv) Pour tous carrés cartésiens dans Cat, 

A" i A' A 

u" u u 
B" 3 B' B , 

si B" admet un objet final, et si B' est W-asphérique, alors le foncteur i est une 
W-équivalence. 

Démonstration. — La proposition 1.5.18, appliquée à la structure de catégorie de 
modèles fermée propre sur Cat associée à W, montre que les conditions (i) et (ii) 
sont équivalentes, et l'équivalence des conditions (ii) et (iii) résulte aussitôt de la 
proposition 6.2.2. I l est clair que la condition (i) implique la condition (iv). I l suffit 
donc de prouver que la condition (iv) entraîne la condition (iii). Considérons le carré 
cartésien suivant dans lequel on suppose que la catégorie B' admet un objet final. 

A! w A 

U U 

B' V B 

Grâce à l'existence de la structure de catégorie de modèles de Thomason sur Cat, on 
peut alors factoriser le foncteur v en une W-équivalence i : B' —>• B" suivie d'une 
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W-fibration de Thomason p : B" —^ B, puis former les carrés cartésiens ci-dessous. 

A' j A" Q A 

u' u" u 
B' 

1 
B" p B 

Si u vérifie la condition (iv), le foncteur j est une W-équivalence, ce qui implique que 
le carré de départ est W-homotopiquement cartésien. 

Proposition 6.2.4. — Soit W un localisateur fondamental propre. Pour qu'un foncteur 
W-propre (ou W-lisse) u : A —>• B soit une W-fibration faible, il faut et il suffit que 
pour tout objet b de B, le carré cartésien 

Ab A 

e b B 
u 

soit W-homotopiquement cartésien. 

Démonstration. — I l suffit de prouver l'assertion lorsque u est propre, le cas où u 
est lisse s'en déduisant par dualité. I l est clair que c'est une condition nécessaire. 
Montrons qu'elle est suffisante. Supposons que pour tout objet b de B, Ab soit la fibre 
homotopique de u au-dessus de b au sens de W, et considérons un carré cartésien de 
la forme suivante. 

A' w A 
u1 u 

B' 
V B 

Pour chaque objet b' de B', si b = v(b'), on peut compléter ce diagramme en formant 
les carrés cartésiens suivants. 

k1 i A'IV A1 W A 

u'/b' u u 

e (&M B ' ) 
B'/V B' 

V B 

Le grand carré composé est W-homotopiquement cartésien par hypothèse. Vu que 
u est W-propre, il en est de même de u' (5.3.6), ce qui implique que le foncteur i 
est W-coasphérique, et donc en particulier une W-équivalence. En conséquence, les 
hypothèses de la proposition 6.2.2 sont vérifiées. Le critère (ii) de la proposition 6.2.3 
achève ainsi la démonstration. 
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Proposition 6.2.5. — Soient W un localisateur fondamental propre, et A une W-ca
tégorie test locale. Un carré commutatif de préfaisceaux sur A est homotopiquement 
cartésien si et seulement si son image dans Cat par le foncteur iA l'est. 

Démonstration. — Le localisateur fondamental W étant propre, un carré commuta
tif d'ensembles simpliciaux au-dessus de N A est homotopiquement cartésien (au sens 
de W) si et seulement si c'est un carré homotopiquement cartésien d'ensembles sim
pliciaux après application du foncteur d'oubli de A / TV A vers A. Cette proposition 
équivaut donc à affirmer qu'un carré commutatif de préfaisceaux sur A est homotopi
quement cartésien si et seulement si son image par le foncteur F = (N /A)jA (cf. 3.2.1 
et 3.2.6) est un carré homotopiquement cartésien dans la catégorie des ensembles sim
pliciaux au-dessus de N A. Or il résulte du corollaire 4.4.20 et des propositions 3.2.8 
et 4.4.28 que le foncteur F est une équivalence de Quillen (à gauche) qui respecte les 
équivalences faibles, ce qui implique immédiatement l'assertion. 

Lemme 6.2.6. — Soient W un localisateur fondamental accessible, et S une petite 
catégorie. Pour tout S-foncteur 

A u B 

p Q 
S 7 

le carré cartésien 

A- (P,1A) S x A 

u lsxu 
B (qAn) S x B 

est W-homotopiquement cartésien. 

Démonstration. — On a les carrés commutatifs suivants. 

A 

IA 

(PAA) 
S x A A 

u lsxu u 
B S x B B (9,1B) 

1B 
Comme W est stable par produits finis, le carré de droite est homotopiquement car
tésien, et le grand carré composé est trivialement homotopiquement cartésien. On en 
déduit aussitôt l'assertion. 
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Proposition 6.2.7. — Soient W un localisateur fondamental propre, A une W-caté
gorie test locale, et W le A-localisateur des W-équivalences. Pour tout morphisme 
p : X —>• Y de préfaisceaux sur A, si n : 1^ —>- iAiA désigne le morphisme d'ad
jonction, alors le carré 

X 
rlx i\iAX 

p i\iAp 

Y tw 
w Ay 

est homotopiquement cartésien au sens de W. 

Démonstration. — En vertu du lemme 4.4.4 appliqué au W-foncteur test local 
a l—>- A/a, pour toute petite catégorie C, le foncteur 

(Qc^c) :iAiAC^AxC 
(qc étant le foncteur canonique de A/iAC sur A, et e : iAiA —>• lcat I e morphisme 
d'adjonction) est W-asphérique. Le morphisme p de l'énoncé induit un diagramme 
commutatif 

iAX 
IArlx 

^A^A^A^ 
(<Vo^,:4x) A x iAX 

1AP iAi*AiAp lAXiAp 

iAY 
%AR)Y 

iA iAY 
y, E1, Y) 

A x iAY . 

En vertu du lemme 4.4.4, le carré de droite est trivialement homotopiquement carté
sien (les flèches horizontales de droite sont des équivalences faibles), et le lemme 6.2.6 
montre que le grand carré composé est homotopiquement cartésien. On en déduit 
aussitôt que le carré de gauche est homotopiquement cartésien. Or ce dernier n'est 
autre que l'image par le foncteur iA du carré commutatif de l'énoncé, et donc la 
proposition 6.2.5 achève cette démonstration. 

Proposition 6.2.8. — Soient W un localisateur fondamental propre, et i : A —>• Cat 
un W-foncteur test local tel que pour tout objet a de A, la catégorie i(a) admette 
un objet final. Alors le foncteur i* : Cat —>• A respecte les carrés homotopiquement 
cartésiens au sens de W. 

Démonstration. — Le lemme 4.4.4 implique que pour toute petite catégorie (7, on a 
une W-équivalence naturelle 

A/C = iAi*C —>• A x C . 

En vertu de la proposition 6.2.5, on est donc ramené à prouver que le foncteur 
C l—>- A x C respecte les carrés W-homotopiquement cartésiens, ce qui résulte t r i 
vialement de la stabilité de W par produits finis. 
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6.3. Transversalité homotopique 
6.3.1. — Soit u : A — B un foncteur entre petites catégories, et F un foncteur de 
B vers Cat. On vérifie qu'on a un carré cartésien de catégories de la forme 

I u * F 
uF 5F 

a+f f 

A u B i 

où on rappelle que u* F désigne le foncteur composé 

A u B F Cat , 

et où uF est le foncteur défini par 
uF(a,x) = (u(a),x) pour a objet de A, et x objet de Fu^ay 

6.3.2. — Considérons le carré cartésien de petites catégories suivant. 

(6.3.2.1) 
A' w A 

u' u 
B' 

V 
B 

Pour tout foncteur F : A —>• Cat, on obtient ainsi en vertu de 6.3.1 les deux carrés 
cartésiens suivants. 

fw*F wF zi 

K*F y 

A' w A 
u' u 

B1 

V B 
Or pour chaque objet b' de B'le foncteur wF induit un foncteur 

(jw*F)/b> (fF)/v(bf) , 

et on remarque que par définition des foncteurs u\ et u\ (cf. 3.3.18), on a 
Uw*F)/V = {u',w*(F))b, et (jF)/v(b') = (v*u,(F))b, . 

On vérifie que cela définit un morphisme 
u\w*(F) —v*u*(F) 

naturel en F. Autrement dit, on a ainsi un morphisme de foncteurs 
(6.3.2.2) u\w* —>• V*U\ 
appelé le morphisme de changement de base associé au carré cartésien (6.3.2.1). 
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Proposition 633. — Soit W un localisateur fondamental, et soit 

A' w A 

u' u 

B1 

V B 

un carré cartésien de Cat, avec u morphisme propre (resp. v morphisme lisse). Alors 
le morphisme de changement de base u[w* —v*u\ est une W-équivalence argument 
par argument. Autrement dit, pour tout foncteur F : A Cat, et pour tout objet b' 
de B', le foncteur 

u\w*(F)b, -+v*U](F)v 

est une W-équivalence. 

Démonstration. — Cela résulte de [96, proposition 3.2.28]. 

Proposition 63.4. — Soit W un localisateur fondamental, et soit u : A B un fonc
teur entre petites catégories. Les conditions suivantes sont équivalentes. 

(a) Le morphisme u est W-coasphérique. 
(b) Pour tout foncteur F : B Cat, le morphisme 

fu* F J F , 

induit par u, est W - coasphérique ; 
(c) pour tout foncteur F : B Cat, le morphisme 

Ju*F^fF , 

induit par u, est une W-équivalence faible. 

Démonstration. — Voir [96, proposition 3.2.22]. 

Proposition 63.5. — Soit W un localisateur fondamental. Les foncteurs W-asphéri
ques (resp. W-coasphériques) sont stables par changement de base W-lisse (resp. 
W-propre). Autrement dit, si on considère un carré cartésien dans Cat de la forme 

A' w A 
u' u 

B' V B , 

avec u W-asphérique (resp. W-coasphérique) et v W-lisse (resp. W-propre) alors u' 
est W -asphérique (resp. W -coasphérique). 

Démonstration. — Voir [96, corollaire 3.2.13] et sa version duale. 
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63.6. — On rappelle que la construction J a une version duale V (cf. 4.4.11). Si A 
est une petite catégorie, et F un préfaisceau sur A à valeurs dans Cat, on a donc une 
fibration canonique 

V F = VAF —>- A . 
Nous laissons au lecteur le soin de formuler et de démontrer l'analogue du carré carté
sien défini au numéro 6.3.1. En vertu de la stabilité de tout localisateur fondamental 
par le foncteur de passage à la catégorie opposée (voir les sorites 3.3.8), cela permet 
de voir que la proposition précédente a un sens en remplaçant la construction J par la 
construction V, et la notion de foncteur coasphérique par celle de foncteur asphérique. 
6.3.7. — On peut montrer que la proposition 6.3.3 caractérise les foncteurs propres 
et les foncteurs lisses (voir [96, théorèmes 3.2.30 et 3.2.32]). En outre, la classe des 
foncteurs propres et la classe des foncteurs coasphériques (resp. la classe des foncteurs 
lisses et la classe des foncteurs asphériques) se déterminent l'une l'autre (voir [96, 
théorème 3.2.15] et sa version duale). En un certain sens, les notions de foncteur lisse 
et de foncteur asphérique sont des notions « absolues », et ce qui suit peut être vu 
comme une version « relative » de la même théorie. 

6.3.8. — On fixe un localisateur fondamental W. 
Un foncteur entre petites catégories u : A —^ B est fortement <W-localement 

constant si le foncteur image inverse 
ix* : tiom(Bop, Cat) Hom(A°v', Cat) 

envoie les W/B-équivalences sur des W/A-équivalences (cf. 4.4.14). De manière équi
valente, cela revient à demander que pour tout morphisme cp : F —>• G de préfais
ceaux sur B à valeurs dans Cat, si on forme les carrés cartésiens suivants, 

Vu* F Vu* <p Vu*G A 

u 
VF 

Vip 
VG B 5 

et si V(/? est une W-équivalence, alors Vu*cp est une W-équivalence. I l résulte aus
sitôt de cette formulation que si le foncteur u est une W-fibration faible, alors il est 
fortement W-localement constant. 

Soit u : A —^ B un foncteur entre petites catégories. Un foncteur v : B' —>• B 
est W-transverse à u si le morphisme de changement de base u\w* —>• v*u\ (6.3.2) 
associé au carré cartésien 

A' w A 

u' u 
B' 

V B 
est une W-équivalence argument par argument. 
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Exemple 6.3.9. — I l résulte de la proposition 6.3.3 que pour tout foncteur (resp. tout 
foncteur W-propre) u : A —>- B, tout foncteur W-lisse (resp. tout foncteur) de but B 
est W-transverse à u. 

Proposition 6.3.10. — Les foncteurs fortement W-localement constants sont stables 
par composition. 

C'est évident. 

Proposition 6.3.11. — Tout foncteur W-asphérique est fortement W-localement 
constant. 

Démonstration. — Cela résulte aussitôt de la version duale de la proposition 6.3.4. 

Proposition 6.3.12. — Si u : A —^ B est un foncteur fortement W-localement 
constant, alors le foncteur image inverse u* : B —>- A respecte les W-équivalences. 

Démonstration. — Si X est un préfaisceau sur B, vu comme un préfaisceau de ca
tégories discrètes, B/X s'identifie canoniquement à V#X. On a en outre un carré 
cartésien canonique 

A/u*X A 

u 

B/X B 
(identifiant A/u*X à V A ^ * ^ ) , et par suite, l'assertion résulte directement de la 
définition. 

Lemme 6.3.13. — On considère deux foncteurs u : A —>• B et v : B' —>- B. On 
note Gv le préfaisceau sur B à valeurs dans Cat défini par Gv(b) = b\B', et eA le 
foncteur constant de A dans Cat de valeur la catégorie ponctuelle e. Alors on a un 
isomorphisme canonique dans Cat : 

fB,v*u\(eA) ~ VAu*Gv 

(où u*Gv désigne par abus le préfaisceau de catégories sur A défini par u*Gv(a) = 
Gv(u(a))). 

Démonstration. — Le foncteur u\(eA) s'identifie canoniquement au foncteur Fu de B 
dans Cat défini par Fu(b) = A/b pour chaque objet b de B. On doit donc prouver 
que fv*Fu et Vu*Gv sont canoniquement isomorphes, ce qui résulte aussitôt de la 
description explicite de ces objets. 
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Lemme 6.3.14. — Soit u : A —>• B un foncteur entre petites catégories. On note Fu — 
u\(eA) le foncteur de B dans Cat défini par Fu(b) = A/b pour chaque objet b de B. 
Alors le morphisme canonique (3.3.14) 

JBui(eA) = J B F U lim x 
FU = A 

est une fibration à fibres W-asphériques. En particulier, c'est donc une W-équivalence 
universelle. 

Démonstration. — Dans le cas où u est l'identité de B, on sait déjà que ce foncteur 
est une fibration dont les fibres sont des catégories admettant un objet initial (cela 
résulte du lemme 4.2.8 appliqué au préfaisceau final sur B). Dans le cas général, on 
remarque simplement qu'on a un carré cartésien 

fB
F« F1b 

A B . 

Les fibrations à fibres W-asphériques étant stables par changement de base, et toute 
fibration à fibres W-asphériques étant une W-équivalence (puisque W-coasphérique), 
cela achève la démonstration. 

6.3.15. — Considérons un diagramme formé de carrés cartésiens dans Cat de la forme 
suivante. 

A" w' A' W A 
u" u' u 

B" 
v' B1 

V 
B 

I l induit trois morphismes de changement de base (voir 6.3.2) : 

c' : u\w* —>- v*u\ , c -.Uyw —>• v ÎXI 

et c : U\ w w — ?ii (ww ) —^ (vv ) U\ = v v Uy . 

On vérifie en outre que le triangle suivant commute dans 9-fom(B"', Cat) (exercice 
laissé au lecteur). 

(6.3.15.1) 
u"w w c" -kW* v'*u\w* 

c v'* *c 
/* * 
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Lemme 6.3.16. — Considérons le carré cartésien suivant dans Cat 

A' w A 

u' u 
B1 

V B , 

ainsi qu'un foncteur v' : B" —>• B'. Si v est W-transverse àu et v' est W-transverse 
à u', alors vvf est W -transverse à u. 

Démonstration. — Cela résulte aussitôt du triangle commutatif (6.3.15.1). 

Lemme 6.3.17. — On suppose donnés les carrés cartésiens suivants dans Cat. 

(6.3.17.1) 
A" w A' W A 

u" u' u 
B" 

V 
B' V B 

Notons alors F' (resp. F") le préfaisceau en catégories sur B défini par F'(b) — 
b\Bf (resp. F"(b) = b\B"). Le foncteur v' induit un morphisme de préfaisceaux f : 
F" —>• F', ce qui permet de former les carrés cartésiens suivants dans Cat. 

(6.3.17.2) 

VAu* F" Vu*f VAu*F' x 
A 

u 
VBF" 

i+ VBF' 
d 

B 

(a) Les flèches verticales du carré commutatif 

VBF" v/ V R F ' 

B" 
v' 

B' 

sont des cofibrations à fibres W-asphériques. En particulier, le foncteur v' est une 
W-équivalence si et seulement si le foncteur Vf du diagramme (6.3.17.2) en est une. 

(b) Si les foncteurs v et vv' sont W-transverses à u, alors pour que w' soit une 
W-équivalence, il faut et il suffit que le foncteur Vu* f en soit une. 

Démonstration. — L'assertion (a) résulte aussitôt de la version duale du lemme 6.3.14. 
Montrons à présent l'assertion (b). En vertu du lemme 6.3.13, la flèche Vu*f est 
canoniquement isomorphe dans Cat au morphisme induit par v' 

a : JB„v'*v*mXeA) —^ JB,v*u\(eA) 
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(où eA désigne le foncteur constant de A dans Cat de valeur la catégorie ponctuelle). 
D'autre part, en reprenant les notations du paragraphe 6.3.15, on a le diagramme com
mutatif suivant, induit par les morphismes de changement de base c et cf (cf. 6.3.15). 

fB„u\'w'*w*(eA) Ic(eA) fB„v'*v*u\(eA) 

a' a 

fB,u\w*(eA) 
fc'(eA) 

• fB,v*ui(eA) 

Comme c et c' sont des W-équivalences argument par argument, les flèches hori
zontales de ce diagramme sont des W-équivalences (3.3.18). Par conséquent, pour 
que a soit une W-équivalence, il faut et i l suffit que a' le soit. Enfin, en vertu du 
lemme 6.3.14, on a un carré commutatif 

Í B"U" (eA") OL ¡B'U'.(eA>) 

A" 
w' A' 

dont les flèches verticales sont des W-équivalences. Par conséquent, a est une W-
équivalence si et seulement si w' en est une, ce qu'il fallait démontrer. 

Proposition 6.3.18. — Soit u : A —>• B un foncteur entre petites catégories. On aura 
à considérer des carrés cartésiens de Cat de la forme suivante. 

(6.3.18.1) 
A" d A' W A 

g u' t 

B" 
v' 

B' V B 

Les assertions ci-dessous sont équivalentes. 
(i) Le foncteur u est fortement W-localement constant. 
(ii) Pour tous carrés cartésiens de la forme (6.3.18.1), si v et vv' sont W-

transverses à u, et si v' est une W-équivalence, alors w' est une W-équivalence. 
(iii) Pour tous carrés cartésiens de la forme (6.3.18.1)? si v et vv' sont W-lisses, 

et si v' est une W-équivalence, alors w' est une W-équivalence. 

Démonstration. — Il suffit de prouver que (i) implique (ii). En effet, il est clair que 
(ii) implique (iii) (cf. 6.3.9), et toute fibration étant W-lisse, il est évident que (iii) 
implique (i). Supposons que u soit fortement W-localement constant, et donnons nous 
des carrés cartésiens de la forme (6.3.18.1) tels que v et vv' soient W-transverses à 
u, et v' soit une W-équivalence. Comme u est fortement W-localement constant, en 
vertu de l'assertion (a) du lemme 6.3.17 (dont on reprend les notations), les carrés 
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cartésiens du diagramme 6.3.17.2 impliquent que Vu* f est une W-équivalence. Par 
conséquent, l'assertion (b) du lemme 6.3.17 implique que w' est une W-équivalence, 
ce qu'il fallait démontrer. 

Corollaire 6.3.19. — Un foncteur W-propre est fortement W}-localement constant si 
et seulement s'il est une W-fibration faible. 

Démonstration. — En effet, si u : A —^ B est un foncteur W-propre, tout foncteur 
v : Bf —>- B est W-transverse à u (6.3.9), et par conséquent, ce corollaire résulte 
immédiatement de la caractérisation (ii) de la proposition précédente. 

Corollaire 6.3.20. — Les foncteurs fortement W-localement constants sont stables par 
changements de base W-lisses. 

Démonstration. — Cela résulte aussitôt de la stabilité des foncteurs W-lisses par 
composition (par la version duale de la proposition 5.3.8) et de la caractérisation (iii) 
de la proposition 6.3.18. 

Corollaire 6.3.21. — Les foncteurs fortement W-localement constants sont stables par 
produits finis. 

Démonstration. — Les foncteurs fortement W-localement constants étant stables par 
composition, i l suffit de vérifier que si u : A —>- B est fortement W-localement 
constant, alors pour toute petite catégorie C, i l en est de même du foncteur u x le 
A x C —5- B x C. Mais cela résulte du fait que la projection de B x C sur B est une 
fibration, et donc en particulier un foncteur W-lisse, d'où on déduit que l'assertion 
résulte du corollaire précédent. 

Lemme 6.3.22. — Soit u : A —>- B un foncteur entre W-catégories test locales. Pour 
que le foncteur u* : B —>- A respecte les W-équivalences, il faut et il suffit qu'il en 
soit de même du foncteur (u x 1A)* : B x A —>• AxA. 

Démonstration. — Considérons la classe W formée des morphismes de préfaisceaux 
simpliciaux sur B dont l'image par le foncteur (u x 1A)* est dans f^A~^- O n déduit 
aussitôt du lemme 4.3.8, que W est un B x A-localisateur qui contient les W-équi-
valences d'ensembles simpliciaux argument par argument, et donc, en particulier, 
les oc-équivalences d'ensembles simpliciaux argument par argument. Comme W B est 
régulier (4.2.9), il résulte du théorème 3.4.36 que sa complétion simpliciale est le B x A-
localisateur engendré par les oo-équivalences d'ensembles simpliciaux argument par 
argument et par les W-équivalences de préfaisceaux sur B argument par argument. 
D'autre part, on sait que W-^—^ est précisément la complétion simpliciale de W~ 
(4.4.10), d'où le lemme. 

Proposition 6.3.23. — Pour un foncteur u : A —>• B entre petites catégories, les as
sertions suivantes sont équivalentes. 
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(i) Le foncteur u est fortement W-localement constant. 
(ii) Pour toute petite catégorie C, le foncteur image inverse 

(u x lcy : ïfxC Ax~C 

respecte les W -équivalences. 
(iii) // existe une W-catégorie test C telle que le foncteur image inverse 

(u x l c ) * : ïfxC Ax~C 

respecte les W-équivalences. 

Démonstration. — L'implication (i) => (ii) résulte de la proposition 6.3.12, du co
rollaire 6.3.21, et du fait que les identités sont des foncteurs fortement W-localement 
constants. L'implication (ii) => (iii) étant triviale, il reste à prouver que (iii) implique 
(i). Dans le cas où C = A, cela résulte du lemme 4.4.17. Dans le cas général, on re
marque que si C est une W-catégorie test telle que le foncteur (u x le)* respecte 
les W-équivalences, comme A x C et B x C sont alors des W-catégories test locales 
(4.1.22), il résulte du lemme précédent que le foncteur 

(w x l c x 1A)* : B xCTx A —>• A x~C~x A 

respecte aussi les W-équi valences. Comme les projections 
B x C x A —^ B x A et v4 x C x A —^ AxA 

sont des foncteurs W-asphériques, la proposition 4.2.23 implique alors que le foncteur 
(u x IA)* ' B x A —>- AxA respecte les W-équivalences, ce qui achève la démons
tration. 

Proposition 6.3.24. — Un foncteur u : A —>• B entre W-catégories test locales est 
fortement W-localement constant si et seulement si le foncteur image inverse 

u* : B —À 

respecte les W-équivalences. 

Démonstration. — C'est une conséquence immédiate de la proposition 6.3.23 et du 
lemme 6.3.22. 

Corollaire 6.3.25. — Si A est une W-catégorie test locale, un morphisme p : X —>• Y 
de préfaisceaux sur A est une W-fibration faible de préfaisceaux sur A si et seule
ment si le foncteur induit de A/X vers A/Y est un foncteur fortement W-localement 
constant. 

Démonstration. — Dire que p est une ^-fibration faible, revient à demander que le 
foncteur image inverse par p 

A/Y Â/X , (Y', Y' —^ y ) i—>. (X' = Y' xY X, X' X) 
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respecte les W-équivalences. Les catégories A/X et A/Y étant des W-catégories test 
locales, cet énoncé résulte donc directement de la proposition précédente. 

Lemme 6.3.26. — Considérons un carré cartésien de petites catégories : 

A' w A 

u' u 
B' V B . 

On a alors les carrés cartésiens suivants dans Cat (où Fu désigne toujours le joncteur 
de B dans Cat qui associe à un objet b de B la catégorie A/b, et iu le joncteur déjini 
par iu(a) = (u(a), (a, lu(a))))-

A' w A 

jU,U t 

u' f B'"* Fu IBFu U 

x, f4 DFU 

B' 
V B 

Le joncteur iu est une W-équivalence, et le foncteur 9F une cofibration. En outre, si 
v est W-transverse à u, alors le morphisme j u ^ v est une W-équivalence. 

Démonstration. — On vérifie que dans le diagramme commutatif suivant, les fonc
teurs iu et iu> sont des A\-équivalences d'homotopie, et donc des W-équivalences 
(voir [96, 3.2.29]). 

A' w A 
e y 

f iB'Fu' lBFu U 

6fu> i 

B' 
V B 

La catégorie f B,v*Fu est le produit fibre de B' et de J B E U au-dessus de B (voir 6.3.1). 
I l existe par conséquent un foncteur canonique au-dessus de B' : 

ku,v ' J B i E U ' >• JB/V Fu . 

En posant j u , v = ku^viu>, on obtient le diagramme annoncé. Pour conclure, i l suffit de 
vérifier que lorsque v est W-transverse à ̂ , le morphisme ku,v est une W-équivalence. 
Or dans ce cas, le morphisme de changement de base 

c : u\w* —>• v*u\ 
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est une W-équivalence argument par argument. De plus, si eA désigne le foncteur 
constant de A dans Cat de valeur la catégorie ponctuelle, on a des identifications 
canoniques au-dessus de B' : 

IB>Fu' = IB>u\(eA>) = SB>u\w*(eA) e t JB>V*F« = IB>v*MeA) • 
Le morphisme kUjV correspond alors à l'intégrale du morphisme de foncteurs induit 
par c. Le foncteur d'intégration envoyant les W-équivalences argument par argument 
sur des W-équivalences, cela achève la démonstration. 

Nous allons à présent raffiner la caractérisation des foncteurs fortement localement 
constants dans le cas d'un localisateur fondamental propre. 

Proposition 63.27. — Soient W un localisateur fondamental propre, et u : A —>• B 
un foncteur entre petites catégories. Les assertions ci-dessous sont équivalentes. 

(i) Le foncteur u est fortement W-localement constant. 
(ii) Pour tous carrés cartésiens de la forme (6.3.18.1), si v et vv' sont W-

transverses à u, et si B" et B' sont W-asphériques, alors w' est une W-équivalence. 
(iii) Pour tous carrés cartésiens de la forme (6.3.18.1), si v et vv' sont W-lisses, 

et si B" et B' sont W-asphériques, alors w' est une W-équivalence. 
(iv) Pour tous carrés cartésiens de la forme (6.3.18.1), si v et vv' sont des fibra

tions, et si B" et B' sont W-asphériques, alors w' est une W-équivalence. 

Démonstration. — De la proposition 6.3.18 découle que (i) implique (ii), et on s'aper
çoit aussitôt que (ii) implique (iii) et que (iii) implique (iv). Le lemme 6.3.17 permet 
quant à lui de prouver que (iv) implique (ii). I l suffit donc de montrer que la condition 
(ii) implique la condition (i). Or si u est en outre supposé W-propre, en vertu de 
l'exemple 6.3.9, la condition (ii) implique le critère (iv) de la proposition 6.2.3, et 
donc il résulte de cette dernière que u est alors une W-fibration faible, ce qui entraîne 
l'implication voulue dans ce cas. L'implication (ii) =>• (i) étant démontrée dans le cas 
propre (en particulier celui d'une cofibration), on en déduit aussitôt le cas général 
grâce au lemme 6.3.26. 

Proposition 63.28. — Soient W un localisateur fondamental propre. On considère un 
foncteur entre petites catégories u : A B. Les assertions suivantes sont équiva
lentes. 

(i) Le foncteur u est fortement W-localement constant. 
(ii) Tout carré cartésien de la forme 

A' w A 

u' u 
B' V B 

dans lequel v est W-transverse à u est W-homotopiquement cartésien. 
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(iii) Pout tout objet b de B, le carré cartésien 

A/b A 

u/b u 
B/b B 

est W-homotopiquement cartésien. 

Démonstration. — Le lemme 6.3.26 montre qu'il suffit de prouver la proposition dans 
le cas où u est W-propre. Dans ce cas, en vertu du corollaire 6.3.19, de l'exemple 6.3.9, 
et de la proposition 1.5.18 appliquée à la structure de catégorie de modèles fermée 
propre sur Cat associée à W, les conditions (i) et (ii) sont équivalentes. D'autre part, 
pour tout objet b de B, si u est W-propre, le foncteur canonique de la fibre A\> de u 
au-dessus de b vers la catégorie A/b est W-coasphérique. La condition (iii) ci-dessus 
est donc dans ce cas équivalente au critère donné dans la proposition 6.2.4, ce qui 
prouve l'équivalence des conditions (i) et (iii). 

Corollaire 6.3.29. — Soit W un localisateur fondamental propre. Un foncteur forte
ment W-localement constant est une W-équivalence si et seulement s'il est W-as
phérique. 

Démonstration. — Cela résulte aussitôt du critère (iii) de la proposition ci-dessus. 

Théorème 6.3.30. — Soient W un localisateur fondamental propre, et u : A —^ B un 
foncteur entre deux W-catégories test locales. Les assertions suivantes sont équiva
lentes. 

(i) Le foncteur u est fortement W-localement constant. 
(ii) Pour tout préfaisceau X sur B, le carré cartésien canonique 

A/u*X A 
u/X u 

B/X B 

est W-homotopiquement cartésien. 
(iii) Pour tout objet b de B, le carré cartésien canonique 

A/b A 

u/b u 
B/b B 

est W-homotopiquement cartésien. 
(iv) Le foncteur u* : B —>• A respecte les W-équivalences. 
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(v) Pour tout morphisme X —>• Y entre préfaisceaux W-asphériques sur B, le 
morphisme u*X —>• u*Y est une W-équivalence de préfaisceaux sur A. 

Démonstration. — La proposition 6.3.28 permet de constater que les conditions (z), 
(ii) et (iii) sont équivalentes, et en vertu de la proposition 6.3.24, les conditions (i) 
et (iv) sont équivalentes. Vu qu'il est trivial que (iv) implique (v), il suffit de montrer 
que (v) implique (iv). On suppose donc dans la suite que le foncteur u* envoie les 
morphismes entre préfaisceaux W-asphériques sur des W-équivalences. Soit W la 
classe des morphismes de préfaisceaux sur B dont l'image par le foncteur u* est une 
W-équivalence de préfaisceaux sur A. On va vérifier que W est un P-localisateur. Le 
seul aspect non trivial à vérifier est que toute fibration triviale est dans W. Consi
dérons dans un premier temps un préfaisceau localement W-asphérique I sur B, et 
montrons que pour tout préfaisceau X sur B, la projection ax de I x X sur X est 
dans W. On sait que cela est vérifié lorsque X est W-asphérique, car alors I x X est 
lui aussi W-asphérique. Cela est donc vérifié lorsque X est représentable. Pour voir le 
cas général, on procède comme suit. On peut considérer la catégorie A/u*X au-dessus 
de la catégorie B/X, et alors pour tout objet b de B, et toute section s : b —>- X, on 
a les identifications suivantes : 

{A/u*(I x X))/(b, s) = A/u*(I x b) et (A/u*X)/(b, s) = A/u*b = A/b . 

On déduit donc de ce qui précède que le foncteur induit par la projection ax 

A/u*(I x X) —^ A/u*X 

est une W-équivalence localement au-dessus de B/X. C'est donc en particulier une 
W-équivalence. Comme B est une W-catégorie test locale, grâce au théorème 4.1.19, il 
existe un segment séparant et localement W-asphérique / sur B. On en déduit aussitôt 
par le lemme 1.4.13 que W est un 5-localisateur. Mais alors en vertu du lemme 3.4.43, 
W est même un P-localisateur régulier, et donc il résulte de la proposition 6.1.9 que 
W contient les W-équivalences, ce qui achève la démonstration. 

Corollaire 6.3.31. — Soit W un localisateur fondamental propre. On considère 
un foncteur fortement W-localement constant u : A —>• B entre W-catégo
ries test locales. Alors sous les identifications canoniques Oi^A ~ Hot^/fA et 
O-i^B ~ Hot^//B, le foncteur u* : HwB —>• Ji^A correspond à l'adjoint à droite 
du foncteur m : Hot^/fA —>• Hot^//B. En particulier, pour que u* induise une 
équivalence de catégories (au niveau homotopique), il faut et il suffit que u soit une 
W-équivalence. 

Démonstration. — C'est une conséquence immédiate de la caractérisation (ii) du 
théorème précédent (la seconde assertion résultant immédiatement de la propreté 
de W). 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2006 



262 CHAPITRE 6. CHANGEMENTS DE BASE HOMOTOPIQUES 

Remarque 6.3.32. — La première assertion du corollaire ci-dessus reste vrai sans hy
pothèse de propreté (mais la bonne condition pour que u* induise une équivalence de 
catégories est alors que u soit W-asphérique). Cela ne sera pas utilisé dans la suite, 
et nous en laissons la démonstration au lecteur. 

Corollaire 6.3.33. — Soit W un localisateur fondamental propre. On considère un 
foncteur u : A —>• B entre deux W -catégories test locales tel que pour tout mor
phisme p : X —>- Y entre préfaisceaux W-asphériques sur B, le morphisme u*p : 
u*X —>• u*Y soit une W-équivalence de préfaisceaux sur A. Alors le couple de fonc
teurs adjoints 

u* : B —>- Â et u*:Â^B 

est une adjonction de Quillen pour les structures de catégorie de modèles fermée 
dont les cofibrations sont les monomorphismes, et les équivalences faibles, les W-
équivalences. En outre, pour que cette adjonction soit une équivalence de Quillen, il 
faut et il suffit que le foncteur u soit une W-équivalence. 

Démonstration. — Comme le foncteur u* respecte toujours les monomorphismes, cela 
résulte immédiatement du théorème 6.3.30 et du corollaire précédent. 

Proposition 6.3.34. — Soient W un localisateur fondamental propre, et u : A —>• B 
un foncteur fortement W-localement constant entre W-catégories test locales. Pour 
chaque préfaisceau X sur B, on a un carré commutatif canonique à la fois cartésien 
et W-homotopiquement cartésien : 

u*X iAB/X 

g wB . 

Plus généralement, pour tout morphisme p : X —^ Y de préfaisceaux sur B, on a un 
carré à la fois cartésien et W-homotopiquement cartésien de préfaisceaux sur A : 

u*X i\B/X 

u* p i*AiBp 

u*Y i\B/Y . 

Démonstration. — La première assertion résulte aussitôt de la seconde (en posant 
Y — eg). On remarque grâce à la proposition 3.2.14 que pour tout morphisme 
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X —>- Y de préfaisceaux sur B, on a les deux carrés cartésiens ci-dessous. 

u*X u*x i*AA/u*X i\B/X 

u*Y Vu* Y 
i*AA/u*Y •i\B/Y 

Le carré de gauche est homotopiquement cartésien en vertu de la proposition 6.2.7, 
et il résulte du théorème 6.3.30 que celui de droite est l'image par le foncteur iA 

d'un carré homotopiquement cartésien dans Cat. La proposition 6.2.8, appliquée au 
foncteur test local canonique a l—^ A/a, implique donc que le carré de droite est 
homotopiquement cartésien. 

Lemme 6.335. — Soit W un localisateur fondamental propre. On considère un carré 
commutatif de Cat 

(6.3.35.1) 
A' w A 

u' u 
B' V B 

dans lequel le foncteur v est supposé fortement W-localement constant. On suppose 
de plus que pour tout objet a de A, le carré induit 

(6.3.35.2) 
A! la w/a A/a 

B' v B 

est W-homotopiquement cartésien. Alors le carré (6.3.35.1) est W-homotopiquement 
cartésien, et le foncteur w est fortement W-localement constant. 

Démonstration. — Il résulte de la proposition 6.2.2 que le carré (6.3.35.1) est W-ho
motopiquement cartésien. Les carrés de la forme (6.3.35.2) étant W-homotopiquement 
cartésiens pour tout objet a de A, on en déduit que les carrés cartésiens 

A! ja w/a A/a 

A' W A 

sont W-homotopiquement cartésiens pour tout objet a de A. Le critère (iii) de la 
proposition 6.3.28 montre donc que w est fortement W-localement constant, et achève 
ainsi cette démonstration. 
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6.3.36. — Soit W un localisateur fondamental. Un foncteur u : A B est localement 
W-asphérique, ou plus simplement localement asphérique, si pour tout objet a de A, 
le foncteur 

A/a—*~B/u(a) , (a1,a' —>• a) l—>• (u(a'),u(a') —>- u(à)) 

est W-asphérique. 

Proposition 6.3.37. — Soit W un localisateur fondamental. 
(i) Pour qu'un foncteur u : A B soit localement W-asphérique, il faut et il 

suffit que pour tout objet b de B, le foncteur u/b : A/b —^ B/b soit localement W-
asphérique. 

(ii) Les foncteurs localement W-asphériques sont stables par composition. 
(iii) Les foncteurs localement W-asphériques sont stables par produits finis. 
(iv) Les foncteurs localement W-asphérique sont stables par changement de base 

lisse. Autrement dit, si 

A' w A 
u u 

B' V B 

est un carré cartésien de Cat, avec u localement W-asphérique et v W-lisse, alors u' 
est localement W -asphérique. 

Démonstration. — Voir [96, proposition 1.1.14 et la version duale du corol
laire 3.2.14]. 

Exemple 6.3.38. — Tout foncteur lisse est localement asphérique (d'après la version 
duale de [96, proposition 3.2.9]). 

Proposition 6.3.39. — Soit W un localisateur fondamental propre. On considère un 
carré cartésien de petites catégories de la forme suivante. 

A' w A 
u' u 

B' V B 

Alors si u est localement W-asphérique et si v est à la fois W-lisse et fortement 
W-localement constant, le carré ci-dessus est W-homotopiquement cartésien, et le 
foncteur w est à la fois W-lisse et fortement W-localement constant. 

Démonstration. — Les foncteurs W-lisses étant stables par changement de base, il est 
clair que w est un foncteur W-lisse. La proposition sera donc démontrée si on vérifie 
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les hypothèses du lemme 6.3.35. Soit a un objet de A. On lui associe canoniquement 
le cube commutatif suivant (en posant b — u(a)). 

A/a A 
w/a w 

A'/a A' 

U 

u 

B/b- B 
v/b V B'/b B' 

Le foncteur v étant W-lisse, et les foncteurs W-lisses étant stables par changement de 
base, il en est de même de v/b. Comme le foncteur A/a —>• B/b est W-asphérique, 
la face latérale de gauche étant cartésienne, il résulte de la proposition 6.3.5 que le 
foncteur A!/a —>- B'/b est W-asphérique. D'autre part, la face horizontale inférieure 
de ce cube est W-homotopiquement cartésienne (le foncteur v étant fortement W-lo
calement constant, cela résulte du critère (iii) de la proposition 6.3.28). On en déduit 
aussitôt que les hypothèses du lemme 6.3.35 sont vérifiées, ce qui prouve que le carré 
voulu est W-homotopiquement cartésien et que le foncteur w est fortement W-loca
lement constant. 

Corollaire 6.3.40. — Soient W un localisateur fondamental propre, et u : A —>• B un 
foncteur localement W-asphérique entre W-catégories test locales. Si p : X —^ Y est 
une W-fibration faible de préfaisceaux sur B, alors le carré cartésien associé à p 

A/u*X iAu*p A/u*Y 

B/X 
x+1 

B/Y 

est W-homotopiquement cartésien, et le morphisme u*p : u*X —>- u*Y est une W-
fibration faible de préfaisceaux sur A. En outre, pour tout triangle commutatif de 
préfaisceaux sur B 

X f 
Y 

p f 
S . 

si p et q sont des W-fibrations faibles, et si f est une W-équivalence, alors le mor
phisme u*f : u*X —>• u*Y est une W-équivalence. En particulier, le foncteur u* : 
B —>- A respecte les W-fibrations faibles et les W-équivalences universelles. 
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Démonstration. — La première assertion implique aussitôt les suivantes. Nous nous 
contenterons donc de prouver celle-ci. Soit p : X —>• Y une W-fibration faible de 
préfaisceaux sur B. Formons les carrés cartésiens suivants. 

A/u*X iAu*p Alu*Y A 

u/X u/Y u 
B/X 

x+n 
B/Y B 

Les foncteurs localement W-asphériques étant stables par changements de base W-
lisses (6.3.37), vu que le foncteur canonique B/Y —>• B est une fibration, le foncteur 
u/Y est localement W-asphérique. D'autre part, le foncteur iBp est une fibration (à 
fibres discrètes), et comme p est une W-fibration faible, le corollaire 6.3.25 implique 
que iBp est fortement W-localement constant. L'assertion résulte donc aussitôt de 
la proposition précédente et d'une nouvelle application du corollaire 6.3.25 au mor
phisme u*p. 

6.3.41. — Soit W un localisateur fondamental. Un foncteur u : A —>- B entre petites 
catégories est W-excellent s'il est fortement W-localement constant et localement 
W-asphérique. Par exemple, en vertu de 6.3.38, tout foncteur W-lisse et fortement 
W-localement constant est W-excellent. Lorsque W est propre, les W-bifibrations 
de Thomason fortement propres et lisses (c'est-à-dire les fibrations de la structure de 
catégorie de modèles fermée du théorème 5.3.14) sont des foncteurs W-excellents. 

Proposition 6.3.42. — Les foncteurs W-excellents sont stables par composition et par 
changement de base W-lisse. 

Démonstration. — Les foncteurs localement W-asphériques (resp. fortement W-loca
lement constants) sont stables par composition et par changement de base W-lisse par 
la proposition 6.3.37 (resp. par la proposition 6.3.10 et en vertu du corollaire 6.3.20). 

Proposition 6.3.43. — Soit W un localisateur fondamental propre. Pour tout foncteur 
W-excellent u : A —>- B entre deux W-catégories test locales, le foncteur image 
inverse 

u* : B Â 

respecte les W-équivalences et les W-fibrations faibles. 

Démonstration. — Le fait que u* respecte les W-équivalences résulte aussitôt du fait 
que u est fortement W-localement constant. Le fait qu'il respecte les W-fibrations 
faibles résulte immédiatement du corollaire 6.3.40. 
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6.4. Foncteurs localement constants 
6.4.1. — Soit W un localisateur fondamental. Un morphisme u : A —>• B de Cat 
est W-localement constant si pour toute flèche 6 —>- b' de B, le foncteur induit 
A/b —>- A/b' est une W-équivalence. 

Exemple 6.4.2. — Tout foncteur fortement W-localement constant, et en particulier 
tout foncteur W-asphérique, est W-localement constant. 

Exemple 6.4.3. — Soit / une petite catégorie, et soit F un foncteur de / dans Cat 
tel que pour toute flèche i —>• j de / , le foncteur Fi —>- Fj soit une W-équivalence. 
Alors la projection canonique de J F sur / est un foncteur W-localement constant. 

Exemple 6.4.4. — Soit A une petite catégorie. Si X est un préfaisceau sur A tel que 
pour toute flèche a —>• a' de A, le morphisme X x a —>- X x a' soit une W-équi
valence, alors le foncteur canonique de A/X vers A est W-localement constant. Par 
exemple, si A est une W-catégorie test locale, pour toute petite catégorie C, c'est 
le cas de X = i\C (4.3.17). Si en outre W est propre, c'est aussi le cas pour tout 
préfaisceau fibrant X sur A au sens de W~. 

A 
Exemple 6.4.5. — Soient A une petite catégorie, et p : X —>• Y un morphisme de 
préfaisceaux sur A. Pour que le morphisme p de A soit W^-localement constant 
(cf. 2.2.3), il faut et il suffit que le foncteur iAp : A/X —>- A/Y soit W-localement 
constant. 

Proposition 6.4.6. — Un foncteur W-propre u : A —>• B est W-localement constant 
si et seulement si pour tout foncteur B' — Ai —>• B, si on forme le carré cartésien 

A' A 

u' u 
B' B 1 

l'inclusion A'0 —>• A' de la fibre A'0 de u' au-dessus de l'objet 0 de B' est une W-é
quivalence. 

Démonstration. — Soit b : bo —*~ b\ une flèche de B. Cette dernière définit un fonc
teur, noté par abus b : B' — A\ —>• B, tel que 6(0) = bo et 6(1) = b\. Désignons par 
A' la fibre de u au-dessus de 6, i.e. le produit fibre de B' et A au-dessus de B. Pour 
e = 0,1, on note A'E = A\ye la fibre de A' au-dessus de e. Comme u est propre, les 
inclusions 

A'£ —^ A/b£ , e = 0,1 , 
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sont des W-équivalences. Le critère (c) de la proposition 5.3.4 implique d'autre part 
que le foncteur A[ —>- A' est une W-équivalence. Le triangle commutatif 

A1 A' 

A/h 

montre par conséquent que le foncteur A' —>- A/b\ est une W-équivalence. On en 
déduit un carré commutatif 

A' A/b0 

A' A/h 

dont les flèches horizontales sont des W-équivalences, ce qui prouve la proposition. 
Corollaire 6.4.7. — Les foncteurs à la fois W-propres et W-localement constants sont 
stables par changement de base. 

Démonstration. — Cela résulte immédiatement de la proposition précédente et du 
corollaire 5.3.6. 

Corollaire 6.4.8. — Tout foncteur à la fois W-propre et W-lisse est W-localement 
constant. 

Démonstration. — Cela résulte de la proposition 6.4.6 et de la version duale du cri
tère (c) de la proposition 5.3.4. 
Proposition 6.4.9. — Les foncteurs W-localement constants sont stables par change 
ment de base le long des foncteurs W-lisses. 

Démonstration. — Considérons un carré cartésien de petites catégories 

A' w A 

U u 
B' 

V B . 

le foncteur v étant W-lisse, et le foncteur u étant W-localement constant. I l s'agit 
de montrer que le foncteur u' est W-localement constant. Soit b' un objet de B'', et 
posons b — v(b'). On a un carré cartésien 

A'/V A/b 

B'/b' -B/b . 
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Comme v est W-lisse, B'/b' —>• B/b est universellement dans W (c'est un foncteur 
W-lisse à fibres W-asphériques), ce qui implique que le foncteur A'/b' —>- A/b est 
une W-équivalence. Si b'0 —>• b[ est une flèche de B'', et si on note b£ — v(b'£), pour 
e = 0,1, on a donc un carré commutatif 

A'/b'o A'/b[ 

A/b0 A/b, 

dont les flèches verticales sont des W-équivalences. On en déduit aussitôt que u' est 
W-localement constant. 

Proposition 6.4.10. — Soitu : A —>- B un foncteur entre petites catégories. Les condi
tions suivantes sont équivalentes. 

(a) Pour tous carrés cartésiens dans Cat, 

A" i A' W A 

u u' u 
B" 

V B' V 
B . 

si B" — e est la catégorie ponctuelle, et B' un ensemble totalement ordonné fini, alors 
w' est une W-équivalence. 

(b) Pour tous carrés cartésiens dans Cat, 

A" w' A' w A 
u" u u 

B" 
v' 

B' V B , 

si v' est une oo-équivalence, alors w' est une W-équivalence. 

Démonstration. — On sait qu'un foncteur est une ^-équivalence si et seulement si 
son nerf est une W-équivalence d'ensembles simpliciaux. Le foncteur nerf étant plei
nement fidèle et commutant aux produits fibres, cet énoncé est donc une conséquence 
de la proposition 2.2.5. 

Lemme 6.4.11. — Soit F : B —>• Cat un foncteur défini sur une petite catégo
rie tel que pour toute flèche b —^ b' de B, le foncteur F(b) —>• F(b') soit une 
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W-équivalence. Posons A — J F , et désignons par u la projection canonique de A sur 
B. Alors pour tous carrés cartésiens dans Cat, 

A!' w' A' W A 

u" u' u 
B" v' B' V B . 

si B" = e est la catégorie ponctuelle, et si B' admet un objet final, alors w' est une 
W-équivalence. 

Démonstration. — Si v' pointe l'objet final de B', alors vr est un foncteur W-coas-
phérique, et donc en vertu de la proposition 6.3.4, le foncteur wf est W-coasphérique. 
Dans le cas général, v' correspond à un objet b de B, et la catégorie A" s'identifie 
alors à F(b), et w' à l'inclusion canonique dans Af = Jv*F. Si bo est un objet final 
de i?, le morphisme de b vers bo induit par fonctorialité un morphisme i de F(b) vers 
F(bo). Or i est une W-équivalence par hypothèse, et on vient de voir que l'inclusion 
canonique w0 de F(bo) dans A' est une W-équivalence. Or on a un morphisme de 
foncteurs canonique de w' vers w'0i induit par la flèche de b vers bo (voir [96, 2.2.3]). 
Cela implique que les morphismes w' et w'0i sont Z\i-homotopes, d'où on déduit que 
w' est aussi une W-équivalence. 

Proposition 6.4.12. — Soit u : A —>- B un foncteur entre petites catégories. Les as
sertions suivantes sont équivalentes. 

(i) Le foncteur u est W-localement constant. 
(ii) Pour tous carrés cartésiens dans Cat, 

A!' w' A' W A 

u" u' u 
B" 

v' 
B1 

V B 5 

si v et vv' sont W-transverses à u, et si v' est une oo-équivalence, alors w' est une 
W-équivalence. 

(iii) Pour tous carrés cartésiens dans Cat, 

A" w' A' W A 

u" u' u 

B" v' B' 
V 

B . 

si v et vv' sont W-lisses, et si v' est une oo-équivalence, alors w' est une W-équi
valence. 
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Démonstration. — Soit Fu le foncteur de B dans Cat défini par Fu(b) = A/b pour tout 
objet b de B. On s'aperçoit aussitôt grâce au lemme 6.3.26 que u est W-localement 
constant si et seulement si la projection canonique 6Fu de f Fu sur B l'est. Le même 
lemme implique donc qu'il suffit de prouver la proposition pour un foncteur de la forme 
0F . Mais alors cela résulte immédiatement du lemme 6.4.11 et de la proposition 6.4.10. 

Scholie 6.4.13. — Les propositions 6.4.10 et 6.4.12 peuvent être vues comme des ver
sions abstraites du théorème de complétion en groupe. Cela pourra paraître plus 
évident pour le lecteur si on les applique dans le cas où W est défini par une théorie 
homologique au sens de 9.4.3 (voir [100, 101, 64]). On en déduit aussi les variantes 
suivantes du théorème B de Quillen. 

Proposition 6.4.14. — Soit u : A —>• B un foncteur entre petites catégories. Les condi
tions suivantes sont équivalentes. 

(i) Le foncteur u est une ^-fibration faible. 
(ii) Tout carré cartésien de la forme 

Af A 
u' u 

B' B ? 

où B' est un ensemble totalement ordonné fini, est W^-homotopiquement cartésien. 
(iii) Pour tous carrés cartésiens dans Cat, 

A" i A' A 
u" u' u 

B" j B' B .. 

si B" = e est la catégorie ponctuelle, et B' un ensemble totalement ordonné fini, alors 
i est une oo-équivalence. 

Démonstration. — La proposition 6.4.10 montre l'équivalence entre les conditions (i) 
et (iii), et il est clair que la condition (ii) implique la condition (iii). La proposi
tion 6.2.3 montre enfin que (i) implique (ii). 

Théorème 6.4.15 (Quillen [112]). — Soit u : A —^ B un foncteur entre petites caté
gories. Les assertions suivantes sont équivalentes. 

(i) Le foncteur u est ^-localement constant. 
(ii) Le foncteur u est fortement ^-localement constant. 
(iii) Le foncteur image inverse u* : B —^ A respecte les oo-équivalences. 
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(iv) Pour tout préfaisceau X sur B, le carré ci-dessous est W^-homotopiquement 
cartésien. 

A/X A 

u/X u 
B/X B 

(v) Pour tout objet b de B, A/b est la fibre homotopique de A au-dessus de b au 
sens de W00 i.e. le carré ci-dessous est W00-homotopiquement cartésien. 

A/b A 

u/b u 
B/b B 

(vi) Si v : B' —>• B est ^-transverse à u, alors le carré cartésien 

A' w A 

u' u 

B1 V B . 

est W00-homotopiquement cartésien. 

Démonstration. — La proposition 6.4.12 montre que (i) implique (ii), et la propo
sition 6.3.28 implique que les conditions (ii), (iv), (v) et (vi) sont équivalentes. Les 
implications (iv) => (iii) =>(i) étant triviales, cela prouve le théorème. 

Corollaire 6.4.16. — Un foncteur W^-propre est W^-localement constant si et seule
ment si c'est une W00fibration faible. 

Démonstration. — Cela résulte du corollaire 6.3.19 et du théorème 6.4.15. 

Corollaire 6.4.17. — On considère une petite catégorie S, et un morphisme de Cat/S 

A u B 

v Q 

S 1 
tel que les foncteurs p et q soient ̂ -localement constants. Alors le foncteur u est une 
oo-équivalence si et seulement s'il est une oo-équivalence localement au-dessus de S. 

Démonstration. — Cela résulte aussitôt du critère (v) du théorème 6.4.15. 

Corollaire 6.4.18. — Un morphisme ^-localement constant de Cat est une oo-
équivalence si et seulement s'il est oo-asphérique. 
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Démonstration. — I l s'agit d'un cas particulier du corollaire précédent, appliqué à 
B = S et q = 1B. 

Corollaire 6.4.19. — Les foncteurs W^-localement constants sont stables par compo
sition. 

Démonstration. — Il est immédiat que la condition (iii) du théorème 6.4.15 est stable 
par composition. 

Remarque 6.4.20. — Tous les énoncés ci-dessus admettent des versions duales en pas
sant aux catégories opposées. 
6.4.21. — On définit le foncteur composantes connexes 

7T0 : Cat —>• 'Ens 
comme l'adjoint à gauche du foncteur qui associe à chaque ensemble la catégorie 
discrète correspondante. Si X est un ensemble simplicial, on obtient une bijection 
canonique TIQX ~ TÏQA/X. On vérifie enfin sans difficultés que pour toute petite 
catégorie C, on a une bijection canonique noC ~ TTQ N C. Un morphisme de Cat sera 
appelé une ^-équivalence s'il induit une bijection après application du foncteur TTQ. 
On vérifie immédiatement que les O-équivalences forment un localisateur fondamental 
grâce au fait que le foncteur TVQ commute aux petites limites inductives. Ce qui précède 
implique en outre que le A-localisateur correspondant au localisateur fondamental des 
O-équivalences est celui des O-équivalences au sens du paragraphe 2.2.1. On obtient 
dès lors un analogue du théorème 2.2.10 en termes de localisateurs fondamentaux. 

Théorème 6.4.22. — Soit W un localisateur fondamental satisfaisant aux conditions 
suivantes. 

(a) Toute W-équivalence est une 0-équivalence. 
(b) Un foncteur W-localement constant est une W-équivalence si et seulement s'il 

est W-asphérique. 
Alors W = Woo. 

Démonstration. — Comme W^ est par définition le localisateur fondamental mini
mal, il suffit de montrer que toute W-équivalence est une oo-équivalence. En vertu du 
théorème 4.2.15 et du corollaire 4.2.19, il suffit même de montrer que le A-localisateur 
(test) W^ = i~^W est contenu dans celui des oo-équi valences. Pour cela, on va mon
trer qu'il vérifie les conditions du théorème 2.2.10. La condition (i) correspond à la 
condition (a), et la condition (iii) exprime simplement le fait que pour tout ensemble 
simplicial X, les projections X x A N —>• X sont des W^-équivalences. I l reste donc 
à montrer la condition (ii). Or il est immédiat qu'un morphisme d'ensembles simpli
ciaux est W^-localement constant au sens de la définition 2.2.3 si et seulement si son 
image par le foncteur iA est W-localement constante, ce qui prouve le théorème. 
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Remarque 6.4.23. — On peut vérifier que les seuls localisateurs fondamentaux qui ne 
satisfont pas à la condition (a) de l'énoncé ci-dessus sont les localisateurs fondamen
taux grossiers (voir 9.3.2). Or il est facile de voir que le localisateur fondamental 
grossier non trivial ne satisfait pas non plus à la condition (b) : pour avoir un contre-
exemple, il suffit de considérer une inclusion non surjective d'ensembles non vides 
(vus comme des catégories discrètes). Autrement dit, ce théorème peut être raffiné 
de la manière suivante : le seul localisateur fondamental non trivial satisfaisant à la 
condition (b) ci-dessus est le localisateur fondamental minimal. 

Proposition 6.4.24. — Soit A une W00 catégorie test locale. On désigne par W — 
i - ì A W^ le A-localisateur régulier et propre des oo-équivalences. On considère un mor
phisme p : X —>• Y de préfaisceaux sur A. Les conditions suivantes sont équivalentes. 

(a) Pour tout morphisme Z —>• Y, le carré 

Z Xy X - X 

P 

Z Y 

est W^-homotopiquement cartésien. 
(b) La flèche p est une \NOQ-fibration faible. 
(c) Le morphisme p est W^-localement constant. 

Démonstration. — Le fait que les conditions (a) et (b) sont équivalentes résulte aussi
tôt de la proposition 1.5.18. On vérifie grâce au corollaire 6.3.25 (resp. immédiatement) 
que la condition (b) (resp. (c)) équivaut à dire que le foncteur iAp est fortement W00 

localement constant (resp. W^-localement constant). Cette proposition résulte donc 
du théorème 6.4.15. 

Corollaire 6.4.25. — Soit A une catégorie test locale. On désigne par W00 = 
i A 

-1 ryoo le A-localisateur des oo-équivalences, et on se donne un morphisme W^-lo
calement constant p : X —>• Y de préfaisceaux sur A. Les conditions suivantes sont 
équivalentes. 

(a) Le morphisme p est une oo-équivalence. 
(b) Le morphisme p est une W^-équivalence universelle. 
(c) Pour tout préfaisceau représentable a sur A, et toute section a —>- Y de Y 

au-dessus de a, la projection de a Xy X sur a est une oo-équivalence. 

Proposition 6.4.26. — Soit A une 'H^o-catégorie test locale. Alors W00 = i - i 
A 

W00 est le 
A-localisateur régulier engendré par les morphismes entre préfaisceaux représentables 
sur A. 
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Démonstration. — I l suffit de vérifier que les hypothèses de la proposition 6.1.3 sont 
vérifées en prenant pour A l'ensemble des préfaisceaux représentables sur A. La condi
tion (a) est évidente, la condition (b) résulte du corollaire 3.4.24, la condition (c) du 
théorème 4.2.15, et la condition (d) de la proposition 6.4.24. 

Corollaire 6.4.27. — Soient A une W00 catégorie test locale, et B une petite catégorie. 
Le A x B-localisateur des oo-équivalences est le plus petit parmi ceux qui contiennent 
les oo-équivalences argument par argument sur B (i.e. les flèches X —^ Y telles que 
pour tout objet b de B, X^ —Y^ soit une oo-équivalence) et les flèches de la forme 
\a x g : a x b —>• a x b' pour tout objet a de A, et toute flèche g : b —>• bf de B. 

Démonstration. — On sait que AxB est une W^-catégorie test locale (4.1.22), ce 
qui donne déjà un sens à l'énoncé. Soit W le plus petit A x .B-localisateur contenant 
les oo-équivalences argument par argument sur B et les flèches de la forme la x g : 
a x b —>• a x b'. Le A-localisateur des oo-équivalences étant régulier, il résulte de 
la proposition 3.4.44 que W contient un A x ^-localisateur régulier, et est donc lui-
même régulier. I l est d'autre part immédiat que W contient toutes les flèches de A x B, 
et par conséquent, la proposition précédente implique que W contient toutes les oo-
équivalences. L'inclusion inverse résulte aussitôt du lemme 4.3.8. 

Remarque 6.4.28. — Le corollaire ci-dessus montre que la caractérisation de W00 don
née dans la proposition 6.4.26 est optimale : il implique que le contre-exemple 3.4.57 
montre l'existence de Woo-catégories test locales A telles que le A-localisateur engen
dré par les flèches entre préfaisceaux représentables sur A soit strictement contenu 
dans celui des oo-équivalences. 

Proposition 6.4.29. — Soit u : A —>• B un foncteur ^-localement constant entre 
deux W^-catégories test locales. Le couple de foncteurs 

u* : B —^ Â et u* : Â —^ B 

est une adjonction de Quillen pour les structures de catégorie de modèles fermée asso
ciées au localisateur fondamental W00 (dont les cofibrations sont les monomorphismes, 
et les équivalences faibles, les oo-équivalences). En outre, ce couple de foncteurs ad
joints est une équivalence de Quillen si et seulement si u est une oo-équivalence. 

Démonstration. — En vertu des théorèmes 6.3.30 et 6.4.15, c'est un cas particulier 
du corollaire 6.3.33. 

6.5. Systèmes locaux 

6.5.1. — On considère un localisateur fondamental accessible fixé W. 
Soit A une petite catégorie. Le foncteur d'intégration (3.3.13) définit un foncteur 

A 
: 9<om{A, Cat) —^ Cat/A . 
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Ce dernier envoie les W-équivalences argument par argument sur des W-équivalences 
au-dessus de A, et par conséquent, induit un foncteur 

A 
: Hotw(A) = (WA)'1 Hom(A, Cat) —>- H o t ^ / A . 

Ce dernier identifie la catégorie îlot^f/A avec la localisation de Hot^(A) par les 
images des flèches de !Hom(A, Cat) dont l'intégrale est une W-équivalence; voir [96, 
théorème 3.1.4]. 

On dira qu'un foncteur F : A Cat est fortement W-localement constant s'il 
est isomorphe dans îlot ̂  (A) à un foncteur de la forme OA(X,P) (cf. 3.3.18), où 
p : X —^ A est une W-fibration de Thomason (cf. 5.2.16). 

Lemme 6.5.2. — soit C une catégorie de modèles fermée. On considère un triangle 
commutatif de C de la forme suivante. 

X u Y 

p q 
Z 

Si p et q sont des fibrations, et u une équivalence faible, alors pour tout morphisme 
f : Z' —^ Z, dans le triangle commutatif 

X' u Y' 

p' X 
Z' 

obtenu à partir du précédent par changement de base le long de f, le morphisme u' 
est une équivalence faible. 

Démonstration. — Le foncteur évident C/Zf —>• C/Z est un foncteur de Quillen à 
gauche, et donc son adjoint à droite est un foncteur de Quillen à droite. En particu
lier, il respecte les équivalences faibles entre objets fibrants. Ce lemme n'est qu'une 
reformulation de cette dernière assertion. 
Proposition 6.5.3. — Le foncteur fA : îlot^(A) —>• îlot^f/A admet un adjoint à 
droite pleinement fidèle dont l'image essentielle est formée des foncteurs fortement 
W-localement constants dans le sens défini ci-dessus. 

Démonstration. — Le couple de foncteurs adjoints G^ et QA induit des équivalences 
de catégories (quasi-inverses l'une de l'autre) entre îlot(A) et la localisation de 
Cat/A par les W-équivalences localement au-dessus de A [96, théorème 3.1.4]. L'exis
tence de la structure de catégorie de modèles fermée de Thomason associée à W 
(5.2.15) implique qu'il existe un endofoncteur L de Cat/A 

L : Cat/A —^ Cat/A , (X,p : X —^ A) i—>• (LX, Lp.LX A) 
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et un morphisme de foncteurs Z : lcat/A ~^ L tels que pour tout objet (X,p) au-dessus 
de A, le morphisme l(x,p) s°it u n e ^-équivalence. 

X (X,p) LX 

p Lp 
A 

Le lemme précédent (appliqué à la structure de catégorie de modèles fermée de Tho
mason associée à W) implique que pour toute W-fibration de Thomason p : X —^ A, 
le morphisme l(x,P) e s t une W-équivalence localement au-dessus de A, et que pour 
tout morphisme / au-dessus de A, 

X f 
Y 

p Q 

A 
le morphisme Lf est une W-équivalence localement au-dessus de A. Cela permet de 
s'apercevoir aisément que la localisation de la sous-catégorie pleine de Cat/A formée 
des W-fibration de Thomason de but A par les W-équivalences localement au-dessus 
de A s'identifie avec la localisation de la même catégorie par les W-équivalences au-
dessus de A. Cela permet de conclure formellement. 

Remarque 6.5.4. — En reprenant la construction et les notations de la preuve ci-
dessus, on déduit par un argument de forte saturation que pour qu'un foncteur F 
de A dans Cat soit fortement W-localement constant, il faut et il suffit que le A-
morphisme 

F EfF 

A 
soit une W-équivalence localement au-dessus de A. 

Lemme 6.5.5. — Soit W un localisateur fondamental propre. On considère un triangle 
commutatif de Cat de la forme suivante. 

X u Y 

p i 
Z 

(a) Si le foncteur u est une W-équivalence localement au-dessus de A, pour que p 
soit un foncteur fortement W-localement constant, il faut et il suffit qu'il en soit de 
même de q. 
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(b) Si les foncteurs p et q sont fortement W-localement constants, pour que le 
foncteur u soit une W-équivalence, il faut et il suffit qu'il soit une W-équivalence 
localement au-dessus de A. 

Démonstration. — Cela résulte aussitôt du critère (iii) de la proposition 6.3.28. 

Théorème 6.5.6. — Soient W un localisateur fondamental propre et A une petite ca
tégorie. On considère un foncteur F défini sur A et à valeurs dans Cat. Les assertions 
suivantes sont équivalentes. 

(a) Le foncteur F est fortement W-localement constant. 
(b) Le foncteur F est dans l'image essentielle de l'adjoint à droite du foncteur de 

localisation Hot^(A) —>• Hot^f/A. 
(c) La projection canonique f F —>• A est un foncteur fortement W-localement 

constant (cf. 6.3.8). 
(d) La projection canonique J F —>• A est une W-fibration faible. 

Démonstration. — L'équivalence de (a) et (b) est un cas particulier de la proposition 
précédente, et celle entre (c) et (d) provient du corollaire 6.3.19 (pour le moment, nous 
n'avons pas utilisé la propreté de W, mais seulement l'accessibilité). La remarque 6.5.4 
et le lemme précédent permettent quant à eux de vérifier l'équivalence entre (a) 
et (d). 

Corollaire 6.5.7. — Soit W un localisateur fondamental propre. Pour tout foncteur 
entre petites catégories u : A' —^ A, le foncteur image inverse 

u* : Hot^(A) — H o t ^ A ' ) 

respecte les foncteurs fortement W-localement constants. 
Démonstration. — Les W-fibrations faibles étant stables par changement de base 
cela résulte du carré cartésien défini au numéro 6.3.1 et de la caractérisation (d) 
ci-dessus. 

Corollaire 6.5.8. — Soient W un localisateur fondamental propre, et A une petite ca
tégorie. Pour qu'un foncteur F de A dans Cat soit fortement W-localement constant, 
il faut et il suffit que pour tout foncteur u : A' —>• A de source W-asphérique, le 
foncteur u*F soit isomorphe dans irLot(]/ç(A') à un foncteur constant. 

Démonstration. — Si A est W-asphérique, on a une équivalence de catégories ca
nonique H o t ^ / M ~ Hot^. I l s'ensuit que tout foncteur fortement W-localement 
constant sur A est isomorphe à un foncteur constant. Cela montre grâce au corol
laire 6.5.7 que c'est une condition nécessaire. Réciproquement, supposons que F est 
un foncteur de A dans Cat tel que pour tout foncteur u : A' —^ A de source W-
asphérique, le foncteur u*F soit isomorphe dans H o t ^ A ' ) à un foncteur constant. 
Tout foncteur constant étant fortement W-localement constant, on en déduit grâce 
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au critère (d) du théorème 6.5.6 et à la caractérisation (iv) de la proposition 6.2.3 
que F est fortement W-localement constant. 

Corollaire 6.5.9. — Pour un foncteur F défini sur une petite catégorie A à valeurs 
dans Cat, les conditions suivantes sont équivalentes. 

(a) Le foncteur F est fortement W^-localement constant. 
(b) Le foncteur F est oo-localement constant dans le sens où pour toute flèche 

a a' de A, le foncteur Fa —>• Fa> est une oo-équivalence. 
(c) Pour tout objet a de A, la restriction de F à A/a est isomorphe à un foncteur 

constant dans Jiotoc(A/a). 

Démonstration. — Cela résulte aussitôt du théorème B de Quillen (6.4.15) et du 
théorème 6.5.6. 

Remarque 6.5.10. — Cet énoncé peut être vu comme une reformulation dans Cat du 
corollaire 6.4.27. On en déduit une caractérisation des oo-équivalences comme suit 
(cela peut être vu comme une version abstraite du théorème B de Quillen). 

Si C est une catégorie de modèles fermée et A une petite catégorie, on dit qu'un pré
faisceau F sur A à valeurs dans C est localement constant si pour toute flèche a —>- a' 
de A, le morphisme Fa> —>• Fa est une équivalence faible de C. On note LC(A, C) la 
sous-catégorie pleine de Ho(!Hom(Aop, C)) formée des foncteurs localement constants. 

On admet ici que la notion de limite homotopique a un sens pour une catégorie de 
modèles fermée arbitraire (cf. [29, 34, 48, 72]). 

Théorème 6.5.11. — Soit u : A —>• B un foncteur entre pettes catégories. Les asser
tions suivantes sont équivalentes. 

(i) Le foncteur u est une oo-équivalence. 
(ii) Pour toute catégorie de modèles fermée C et tout préfaisceau F sur B à valeurs 

dans C, si F est localement constant, alors le morphisme canonique 

R l i m F 
B°P 

Rl imi i*F 
A°P 

est un isomorphisme dans Ho(C). 
(iii) Pour tout préfaisceau simplicial F sur B, si F est localement constant, alors 

le morphisme canonique 
R l i m F 

B°P 
Rlimix*F 

A°P 

est un isomorphisme dans Oï^ A c± H o t ^ . 

Démonstration. — I l est trivial que (ii) implique (iii), et on constate que (iii) im
plique (i), car le lemme 3.1.20 montre que l'hypothèse (iii) (appliquée seulement pour 
les préfaisceaux constants sur B) et le théorème 4.2.15 (appliqué à la catégorie test A) 
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impliquent (i). Supposons que u est une oo-équivalence, et démontrons (iii). I l suffit 
de prouver que le foncteur image inverse 

ii* : YLo(?{om(Bop,Â)) —>- Ho(^om(Aop, À)) 

induit une équivalence de catégories 
ii* : LC(£,Â) = LCM,Â) . 

On en déduira alors par pleine fidélité que pour tout préfaisceau localement constant 
F sur B à valeurs dans A et tout ensemble simplicial K, on a 

HoniHot^ i f , R lim F 
x 

= Homnot^ X, Riuni i*F 
Aoi 

5 

d'où l'isomorphisme attendu Rl im 
B°P 

F ~ Rl im 
A°P 

u*F par le lemme de Yoneda. 
Or il résulte formellement de 6.5.6 et 6.5.9 que l'on a une équivalence de catégories 
canonique 

LC(X, Cat) ~ H o t ^ / X ^ 
pour toute petite catégorie X (où Cat est munie de la structure de catégorie de modèles 
fermée de Thomason associée à W^). On a aussi une équivalence de catégories 

LC(X,Â) ~ LC(X, Cat) 
issue de l'équivalence de Quillen entre Cat et A (5.2.12), ou bien encore, de ma
nière équivalente, des équivalences de catégories induites par le foncteur iA (en appli
quant 4.2.24 pour A = A). Après ces identifications, le foncteur ii* correspond sur les 
préfaisceaux localement constants à l'adjoint à droite du foncteur induit par uop 

at00 // Aov Hot 00//Bop, 

lequel est une équivalence de catégories puisque i i o p est une oo-équivalence et W^ est 
propre. Montrons enfin que (iii) entraîne (ii). Considérons une catégorie de modèles 
fermée abstraite C, et K un objet de C. Pour un préfaisceau localement constant 
F sur B à valeurs dans C, on a par (ii) le calcul suivant (voir par exemple [34, 
proposition 6.13] pour lui donner un sens raisonnable) : 

Hom H O ( C ) K, R lim F 
B°P 

= 7T0 R H o m f i ^ R l i m F l 
B°P 

~ 7T0 R lim R Rom(K, F) 
B°P 

~ 7T0 Rlimii*RHom(if ,F) 
A°P 

= 7T0 RlimRHom(K, u*F) 
A°P 

~ 7T0 'RHomfAT, R lim u*F) 
A°P 

- Hom H O ( C ) K, R lim ii* F 
A°P 

. 

Cela achève la démonstration grâce au lemme de Yoneda. 
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Corollaire 6.5.12. — Soit I une petite catégorie oo-asphérique. Pour toute catégorie 
de modèles fermée C et tout préfaisceau F sur I à valeurs dans C, si F est localement 
constant, alors pour tout objet i de I , on a un isomorphisme canonique 

Rlim F 
Jop 

^F% 

dans la catégorie homotopique Ho(C). 

Démonstration. — On applique le théorème précédent au cas où u est le foncteur 
i : e —>• /. 

Scholie 6.5.13. — Soient C une catégorie de modèles fermée, et X une petite catégorie. 
Pour un préfaisceau F sur X à coefficients dans C, on définit la cohomologie de X à 
coefficients dans F par la formule 

RT(X,F) = Rl im F 
x<n . 

Le théorème 6.5.11 s'interprète alors en disant que les oo-équivalences sont testées par 
la cohomologie à coefficients localement constants. Par exemple si C = A, on peut 
prendre pour F le i-ème espace d'Eilenberg-MacLane K(L, i) associé à un préfaisceau 
localement constant L sur X (i.e. L est un préfaisceau sur le groupoïde fondamental 
de X), en supposant que i = 0 si L est un préfaisceau d'ensembles, i = 1 si L est un 
préfaisceau de groupes, ou que i ^ 2 si L est un préfaisceau de groupes abéliens. On 
a alors la formule 

7rnKr(X, K(L,i)) = Hl~n(X,L) si 0 ^ n ^ i , 
0 si n > i. 

Un théorème de Whitehead bien connu affirme qu'un foncteur entre petites catégories 
/ : X —>• Y est une oo-équivalence si et seulement si pour tout système local de la 
forme K(L, i) sur Y, le morphisme 

RT(y, K(L, i)) —>- RT(X, K(f*L. i)) 

est un isomorphisme. Cela se déduit facilement de la caractérisation (iii) du théo
rème 6.5.11 et de la théorie des tours de Postnikov. 

Pour terminer cet aparté cohomologique, mentionnons enfin la caractérisation sui
vante des foncteurs coasphériques. Considérons un triangle commutatif de Cat de la 
forme 

X u Y 

V w 
s . 
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Alors le foncteur u est une oo-équivalence colocalement au-dessus de S si et seulement 
si pour toute catégorie de modèles fermée C et tout préfaisceau F sur S à coefficients 
dans C, le morphisme canonique 

KT(Yiw*F) —>- BT(Xiv*F) 
est un isomorphisme dans Ho(C). Si C est une catégorie de modèles fermée expo
nentielle^1^, cela résulte par transposition de la condition (b) de la proposition 3.1.18. 
Le cas général se démontre de la même manière; voir [32, 34]. En particulier, un 
foncteur u : X —>• Y entre petites catégories est oo-coasphérique si et seulement si 
pour tout préfaisceau F sur Y à coefficients dans C, le morphisme canonique 

HT (Y, F) —>- RT(X, u*F) 
est un isomorphisme dans Ho(C). Ainsi, toutes les propriétés fondamentales de W00 

se trouvent reflétées du point de vue cohomologique. C'est en se guidant sur ce type de 
caractérisation des oo-équivalences (dans le cadre plus général des topos) que Grothen
dieck a dégagé la notion de localisateur fondamental. Comme cela est déjà mentionné 
dans la Poursuite des champs [67], les notions de foncteurs propres ou lisses admettent 
une caractérisation cohomologique en termes d'isomorphismes de changement de base 
(d'où cette terminologie). Cela est développé dans [96, 3.2.24] pour des coefficients à 
valeurs dans Cat (en fait, plutôt Catop de notre point de vue). Cela garde bien entendu 
tout son sens pour une catégorie de modèles fermée abstraite, et plus généralement 
pour tout dérivâteur ] voir [68, 95, 34, 32, 37]. 

(̂ Nous rappelons que c'est le cas de toutes les catégorie de modèles fermées qui apparaissent dans 
ce livre. En fait, c'est essentiellement toujours le cas dans la pratique (cf. [6, 7]) : c'est vrai par 
exemple pour les complexes de modules sur un anneau [74] et pour les spectres [19, 64, 75]. 
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C H A P I T R E 7 

REPRÉSENTATIONS E T S T R U C T U R E S FIBRÉES 

7.1. Représentations d'un préfaisceau de groupes 

7.1.1. — Soit A une petite catégorie. Si A est un préfaisceau de petites catégories 
sur A (ou de manière équivalente, un objet catégorie dans A), on définit ^ep(A), 
la catégorie des représentations de A, de la manière suivante. Un objet de H^ep(A) 
est un couple (X, £) où X est la donnée pour chaque objet a G A d'un préfaisceau 
d'ensembles Xa sur la catégorie A a , et £ est la donnée pour chaque flèche a : a —>• a' 
de A, d'un morphisme £ a : Xa> —>• A * X a de préfaisceaux sur A a / , tel que pour tout 
objet a de A, on ait l'égalité £ i a = lxa, et pour toute paire de flèches composables 
de A, 

a oc a' i a" 
1 

le diagramme ci-dessous commute. 

X Ei Xa,Yx Ex Ea 
A*A,A*AXA = A*AFCTXA 

e1 
Une flèche y? de (X, £) vers (y, 77) est la donnée pour chaque objet a de A d'un 
morphisme ipa : Xa —^ Ya dans A a , telle que pour toute flèche a : a —>- a' de A, le 
carré suivant commute. 

M X0 ecXo 

fa' A fp 

Y 
p KXa 

Exemple 7.1.2. — Si A est une petite catégorie, et si (G est un préfaisceau de groupes 
sur A, on peut considérer (G comme un préfaisceau de catégories (puisqu'un groupe 
est en particulier une petite catégorie n'ayant qu'un seul objet). La catégorie H(ep(<G) 
est la catégorie des préfaisceaux sur A munis d'une action de (G (à droite). En effet, 
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si G est un groupe vu comme une petite catégorie, on vérifie immédiatement que la 
catégorie des préfaisceaux sur G est la catégorie des ensembles munis d'une action 
de G à droite, et l'explicitation de la catégorie %ep(G) ci-dessus prend alors le sens 
annoncé. On note dans ce cas ®(Gr = VG la catégorie classifiante associée à G. 

Lemme 7.1.3. — Soient A une petite catégorie et A un préfaisceau de petites caté
gories sur A. On rappelle que VA désigne la catégorie fibrée sur A associée à A. 
Alors la catégorie des représentations de A est canoniquement équivalente à celle des 
préfaisceaux sur VA. 

Démonstration. — On rappelle que la catégorie VA est définie comme suit. Les ob
jets sont les couples (a,rr), a G A, x G ObA a , les flèches (a,x) —>• (a',xr) sont les 
couples (a,u), où a : a —^ a' est une flèche de A, et u : x —>- Aa(x') une flèche 
de Aa. Si (a,u) : (a,x) —>• (a!,x') et (a',u') : (a',x') —>• (a",x") sont deux flèches 
composables, alors 

(o/, u') o (cv, u) = (af o a, A a ( V ) o u) . 
Pour chaque objet a de A, on a un foncteur canonique 

£a:Aa^VA , x I—>• (a, x) , 

et pour chaque flèche a : a —>- a' de A, on a un morphisme de foncteurs 
à : 4 A a £a, , àx = (a, ljka(x)) , x G Ob A a / . 

Si X est un préfaisceau sur VA, pour chaque objet a de A, on pose X a = £*X, et 
pour chaque flèche ce : a —^ a', le morphisme de foncteurs à induit un morphisme 

ç Q = â* •. ra,x = xa. —*• A*axa = A*a rax . 

On obtient de la sorte un foncteur 

V A —» %>(A) , x^(x,a . 

Inversement, si ( X , £) est une représentation de A, on définit un préfaisceau X sur 
VA de la manière suivante. Si (a,x) est un objet de A, on pose 

T (a,x) = (Xa)x, 

et si (a, u) : (a, x) —>• (a', x'), est une flèche de A, on obtient une application évidente 
X(a'iX') — (Xa>)x> >• ( A * X A ) X / — ( I U ) A Q ( I ' ) ^ (AT A ) X — X( a,x) • 

Une vérification immédiate montre que X l—>• X définit un foncteur quasi-inverse du 
précédent. 

7.1.4. — Soient A une petite catégorie, et G un préfaisceau de groupes sur A. On a 
alors la catégorie classifiante de ce dernier, îZ?(G, et une fibration canonique 

q : (BG —>- A . 

ASTÉRISQUE 308 



7.1. REPRÉSENTATIONS D'UN PRÉFAISCEAU DE GROUPES 285 

Si X est un préfaisceau sur A, X x G peut être vu comme une représentation de G 
en considérant l'action triviale sur le premier facteur, et l'action par translations (à 
droite) sur le second. La catégorie $G peut alors être décrite comme la sous-catégorie 
pleine de %ep(G) dont les objets sont les représentations de la forme a x G, où a est 
un objet de A (vu comme un préfaisceau représentable muni de l'action triviale). Si 
a et a' sont deux objets de A, l'ensemble des morphismes équivariants de a x G vers 
a' x G s'identifie canoniquement à celui des couples (cv, où a : a —>• a' est une 
flèche de A, et g un élément du groupe G a - Un tel couple correspond au morphisme 
équivariant 

a x G 9 a x G ax 1<E a' x G 
où g désigne par abus le morphisme de multiplication (à gauche) par g. Enfin, la 
composition est donnée comme suit : si 

(a, g) : a x G —^ a' x G et {a',g'):a'xG—^a"xG 

sont deux flèches composables de $G, leur composée est définie par 
(a', g') (a, g) = (a a, a* (g) g) , 

où ce* = G a désigne le morphisme de groupes de Ga
f vers G a induit par a. La 

fibration q est définie en envoyant a x G sur a pour les objets, et par la formule 
q(a.,g) — a pour les flèches : autrement dit, c'est la restriction à (BG du foncteur de 
passage au quotient sous l'action de G. 

On définit un foncteur 
s : A —>• CBG 

de la manière suivante. Pour chaque objet a de A, on pose sa = a x G, et pour 
chaque flèche a : a —>• a' de A, on pose sa = (a, ea) (ea désignant l'élément neutre 
du groupe G a ) . I l est évident que s est une section de q. 

Les deux foncteurs g et s induisent des foncteurs image inverse (on identifie la 
catégorie des préfaisceaux sur (BG et celle des représentations de G) 

ç* : Â %ep(G) et 5* : %ep(G) Â . 

Le foncteur g* est le foncteur qui à un préfaisceau X sur A associe le préfaisceau X 
muni de l'action triviale de G, et le foncteur s* est le foncteur d'oubli de l'action de 
G. Les foncteurs g* et s* admettent chacun deux adjoints, l'un à gauche et l'autre à 
droite, et donc commutent aux petites limites inductives et projectives. En particulier, 
ils respectent les monomorphismes et les produits cartésiens. L'adjoint à gauche de 
g* est le foncteur 

g, : %; (G) — Â 

qui associe à une représentation X de G son quotient G\X sous l'action de G. L'ad
joint à gauche de s*, noté 

5, : Â —>- ^p(G) , 
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est le foncteur qui à un préfaisceau X sur A associe le préfaisceau X x G (avec l'action 
triviale sur le premier facteur, et l'action par translations sur le second). 

Un morphisme de %ep(G) est une cofibration locale s'il vérifie la propriété de re
lèvement à gauche relativement aux morphismes équivariants qui sont des fibrations 
triviales de préfaisceaux sur A (après oubli de l'action de (G). Une représentation X 
de (G est localement cofibrante si la flèche canonique de la représentation vide vers X 
est une cofibration locale. 
7.7.5. — Dans la suite, on fixe un A-localisateur W. Un morphisme de ^ep(G) sera 
appelé une W-équivalence si elle en est une dans A (après oubli de l'action). On 
note W(G la classe des W-équivalences de %ep(G). On dira par abus qu'une classe de 
flèches de H(ep(G) est un *BG -localisateur si son image par l'équivalence de catégories 
canonique du lemme 7.1.3 en est un. On se permettra de même dans ce contexte de 
parler d'accessibilité, de régularité et de propreté. 

Proposition 7.1.6. — Les \N-équivalences forment un *BG-localisateur. Si en outre W 
est accessible (resp. régulier), alors il en est de même de W<rj. 

Démonstration. — Le foncteur d'oubli s* admet un adjoint à gauche qui respecte 
les monomorphismes (voir la description explicite de s\ ci-dessus). I l résulte donc de 
la proposition 1.4.20 que les W-équivalences forment un $(G-localisateur, et que ce 
dernier est accessible si c'est le cas de W. L'assertion concernant la régularité est 
quant à elle conséquence immédiate du lemme 3.4.43. 

7.1.7. — On dira que G est faiblement W'-fibrant si le produit par G respecte les 
W-équivalences de préfaisceaux sur A. 

Proposition 7.1.8. — Si W est accessible, et si G est faiblement \N-fibrant, alors la 
catégorie des représentations de G admet une structure de catégorie de modèles fermée 
propre à gauche et à engendrement cofibrant dont les équivalences faibles sont les W-
équivalences, les cofibrations, les cofibrations locales, et dont les fibrations sont les 
morphismes de !%ep(G) qui sont des W-fibrations dans A après oubli de l'action de 
G. En outre, si I (resp. J) engendre les cofibrations (resp. les cofibrations triviales) 
de A, alors les morphismes de la forme 

i x 1G : X x G —^ Y x G 

pour tout i G I (resp. i G J) engendrent les cofibrations locales (resp. les cofibrations 
locales triviales). Enfin, si de plus W est propre, cette structure de catégorie de modèles 
fermée l'est aussi. 

Démonstration. — I l résulte aussitôt de la proposition 7.1.6 et du fait que G est 
faiblement W-fibrant que les hypothèses de la proposition 1.4.23 sont vérifiées pour 
le couple de foncteurs adjoints (s\,s*). Cette dernière proposition permet donc de 
conclure quant à l'existence de la structure de catégorie de modèles fermée. D'autre 
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part, comme les W-équivalences forment un $(G-localisateur accessible, on sait que 
9(ep((G) — *B(& admet une structure de catégorie de modèles fermée dont les équiva
lences faibles sont les W-équivalences et les cofibrations sont les monomorphismes. En 
particulier, tous les objets sont cofibrants pour cette structure, ce qui implique qu'elle 
est propre à gauche. Le corollaire 1.5.21 implique par conséquent que la structure de 
catégorie de modèles fermée définie par les W-équivalences et les cofibrations locales 
est aussi propre à gauche. La dernière assertion concernant la propreté à droite résulte 
aussitôt du fait que le foncteur d'oubli s* commute aux produits fibres et respecte les 
fibrations et les équivalences faibles. 

Corollaire 7.1.9. — Sous les mêmes hypothèses que ci-dessus, si W est propre, il en 
est de même du *B<&-localisateur des W-équivalences. 

Démonstration. — Cela résulte aussitôt de la proposition précédente et du corol
laire 1.5.21. 

Proposition 7.1.10. — Si W est accessible, alors la catégorie des représentations de (G 
admet une structure de catégorie de modèles fermée propre à gauche et à engendrement 
cofibrant dont les cofibrations sont les cofibrations locales, et dont les équivalences 
faibles sont les W-équivalences. 

Démonstration. — En vertu du théorème 1.6.2, il suffit de prouver l'assertion dans le 
cas du A-localisateur minimal. En particulier, on peut supposer que W est stable par 
produits finis (1.4.19), et donc en particulier que G est faiblement W-fibrant, ce qui 
permet d'invoquer la proposition 7.1.8, et achève la démonstration. 

Proposition 7.1.11. — On suppose à présent que W est régulier et que G est faible
ment W-fibrant. Alors les W-équivalences de %ep(<G) s'identifient au *B(&-localisateur 
régulier engendré par la classe S formée des morphismes de la forme 

ixlG: XxG-^YxG 
pour toute W-cofibration triviale i : X —^ Y de À 

Démonstration. — I l suffit clairement de prouver la proposition lorsque W est ac
cessible, ce qu'on supposera dans la suite de la preuve. Soit W' le $G-localisateur 
régulier engendré par S. I l résulte facilement du fait que le foncteur «si commute aux 
petites limites inductives et respecte les monomorphismes et du corollaire 3.4.24 que 
W' est accessible, et en vertu de la proposition 7.1.6, W' est contenu dans W^. On 
a donc trois structures de catégorie de modèles fermées sur !%ep((G) : la première est 
celle de la proposition 7.1.8 (appliquée à W), et la deuxième (resp. la troisième) celle 
associée au $G-localisateur accessible \N<& (resp. W') par le théorème 1.4.3. L'identité 
de !%ep((&) est un foncteur de Quillen de la troisième vers la seconde, mais aussi de la 
première vers la troisième (cette dernière assertion résulte aussitôt de la description de 
l'ensemble générateur des cofibrations triviales de la structure de la proposition 7.1.8). 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2006 



288 CHAPITRE 7. REPRÉSENTATIONS ET STRUCTURES FIBRÉES 

Notons G l'identité de H(ep(G) vue comme un foncteur de Quillen à gauche de la pre
mière vers la troisième, et D le même foncteur, mais vu comme un foncteur de Quillen 
à droite de la troisième vers la première. Choisissons un endofoncteur L de H(ep(G) à 
valeurs dans les objets localement cofibrants, et une W-équivalence naturelle de L vers 
l'identité de %ep(G). Soit X une représentation de G. On va montrer que LX —>• X 
est une W'-équi valence. Pour cela, on remarque que ce morphisme correspond dans la 
catégorie homotopique de %gp(G) (relativement aux W'-équivalences) au morphisme 
d'adjonction ~LGHD(X) —>- X. I l s'agit donc par forte saturation de montrer que ce 
dernier est un isomorphisme. Or le foncteur L(7 commute aux colimites homotopiques 
(dans le sens précis donné par la proposition 3.1.22, laquelle est applicable ici puis-
qu'en vertu de 3.1.6, toutes les structures de catégorie de modèles fermée considérées 
sont exponentielles à droite), et il en est de même du foncteur HD : pour ce dernier, 
on utilise le fait que D est aussi un foncteur de Quillen à gauche de la troisième struc
ture vers la seconde, ce qui permet d'invoquer une nouvelle fois la proposition 3.1.22 
(il faut remarquer que la définition des extensions de Kan homotopiques en termes 
de foncteurs adjoints ne dépend que des équivalences faibles, et en aucun cas des 
cofibrations ou des fibrations). Vu que W' est régulier, il suffit donc de prouver que 
le morphisme d'adjonction ci-dessus est un isomorphisme lorsque X est de la forme 
a x G, où a est un préfaisceau représentable sur A (i.e. lorsque X est un préfaisceau 
représentable sur $G). Mais alors X est en particulier localement cofibrant, et donc 
LX —X est une W'-équivalence. On en déduit aussitôt que toute W-équivalence 
est une W'-équi valence, ce qui achève la démonstration. 

7.1.12. — On rappelle qu'un G-torseur est une représentation X de G telle le mor
phisme de X vers le préfaisceau final sur A soit un épimorphisme (ce qui revient à 
dire que Xa est non vide pour tout objet a de A), et telle que le morphisme 

X x G — X x X , (x,g) ^—^ (x,xg) 
soit un isomorphisme. Si K est un préfaisceau sur A, la restriction G\K de G à 
A/K est un préfaisceau de groupes sur A/K. La donnée d'une représentation de 
G\K correspond canoniquement à celle d'une représentation X de G munie d'un 
morphisme équivariant de X vers K (où K est muni de l'action triviale). On dit 
qu'une telle donnée est un G-torseur sur K si la représentation de G\K correspondante 
est un G|x-torseur. Cela revient à a dire que le morphisme structural X —>• K est 
un épimorphisme de préfaisceaux sur A, et que le morphisme X x G —>• X XK X 
défini par la première projection et par l'action de G sur X est un isomorphisme^. 
Il est remarquable que dans cette situation, le morphisme de X vers K induit un 
isomorphisme canonique du quotient de X sous l'action de G sur K. On dira qu'une 
représentation X de G est un G-torseur sur son quotient si le morphisme canonique 
X —>• G \ X de X vers son quotient fait de X un G-torseur sur G\X. 

(-̂ Dans la littérature, un tel objet est aussi appelé un <G-fibré principal sur K. 
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Proposition 7.1.13. — Soit X —>• Y une cofibration locale de %ep(G). On suppose que 
X est un G-torseur sur son quotient. Alors Y est un G-torseur sur son quotient. En 
particulier, toute représentation localement cofibrante X de G est un torseur sur son 
quotient, et donc pour tout objet a de A, et toute section u : a —^ G\X, on a un 
carré cartésien de la forme suivante dans !%ep(G). 

a x G V X 

p7 

a u 
G\X 

Démonstration. — Soit T la classe des monomorphismes X —>• Y de représentations 
de G tels que pour tout objet a de A, Ya — Xa soit un Ga-torseur sur son quotient 
( G a \ ( F a - I a ) . On vérifie facilement que T est stable par rétractes, par images directes, 
et par compositions transfinies. Comme on peut trouver un ensemble générateur des 
cofibrations locales trivialement dans T (cf. la proposition 7.1.8), on en déduit que 
toute cofibration locale est dans T, ce qui implique aussitôt l'assertion. 

Corollaire 7.1.14. — Pour tout morphisme de représentations localement cofibrant es 
X —>• Y, le carré commutatif canonique 

X Y 

G\X G\Y 

est cartésien. 

Corollaire 7.1.15. — Si X est une représentation localement cofibrante de G dont le 
quotient est un préfaisceau représentable a sur A, alors X est isomorphe dans H{ep(G) 
à a x G. 

7.2. Descente et monodromie 
Théorème 7.2.1. — Soit W un localisateur fondamental. On considère un foncteur 
W-lisse u : A —^ B. Alors si B est une W-catégorie test locale, il en est de même 
de la catégorie A. 

Démonstration. — Tout foncteur W-lisse est localement W-asphérique (6.3.38), et 
donc le théorème résulte de [96, corollaire 1.7.15]. 
Corollaire 7.2.2. — Soient W un localisateur fondamental accessible et A une W-ca
tégorie test locale. On considère un préfaisceau en petites catégories A sur A. Alors 
la catégorie des représentations de A admet une structure de catégorie de modèles 
fermée à engendrement cofibrant dont les cofibrations sont les monomorphismes et 
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dont les équivalences faibles sont les W-équivalences. Si de plus W est propre, alors 
cette structure est propre. 

En outre, il existe une équivalence de catégories canonique entre la catégorie homo
topique 9{(n;!l(ep(A) et la catégorie H o t ^ / / V A des W-types d'homotopie localement 
constants sur VA. 

Démonstration. — En vertu du lemme 7.1.3, cela résulte des théorèmes 7.2.1 et 4.4.30, 
ainsi que des corollaires 4.2.18 et 4.4.20. 

7.2.3. — On va à présent interpréter le corollaire précédent en termes de représenta
tions de préfaisceaux de groupes^2). Le but est de démontrer un théorème de corres
pondance de Galois dans ce cadre (ce qui est contenu essentiellement dans la propo
sition 7.2.7, et explicité davantage dans le scholie 7.2.15), puis de faire le lien avec la 
théorie de l'homotopie classique des représentations d'un groupe simplicial. Dans ce 
qui va suivre, on fixe une fois pour toutes un localisateur fondamental W, une petite 
catégorie A, et un préfaisceau de groupes G sur A. 

Lemme 7.2.4. — Pour tout objet a de A, le foncteur canonique A/a —>• (BG/a x (G 
est W-asphérique. 

Démonstration. — Ce foncteur est induit par le foncteur défini en envoyant b sur 
b x G pour les objets, et u : b —>• b' sur (u, e\>) pour les flèches. Soit (6, (3, g) un objet 
de !#G au-dessus de a x G (b est un objet de A, et ((3, g) une flèche de b x G vers 
a x G dans CBG). Un objet de (A/a)/(b, (3, g) est un quadruplet (c, ^,7,/i), où u est 
une flèche de c vers a dans A, et (7, h) une flèche de c x G vers b x G dans (BG, 
telles que ((3, g)(7, h) = (u,ec). En regard de l'égalité (B,G) (7,/i) = (/?7, 7*(g)h), cela 
s'écrit encore u = /?7, et h = 7*(<7-1). On vérifie aussitôt que (6, B, l ^ g - 1 ) est un 
objet final de (A/a)/(b, (3, g), ce qui implique que cette catégorie est asphérique, et 
prouve le lemme. 

Proposition 7.2.5. — Le foncteur canonique s : A —>• *BG (défini en envoyant a 
sur a x G) est localement W-asphérique. 

Démonstration. — Cela résulte aussitôt du lemme précédent. 

Corollaire 7.2.6. — Pour toute représentation X de G, le foncteur canonique A/X = 
A/s*X —>• ÏÏG/X est localement W-asphérique. 

Démonstration. — Ce foncteur est obtenu à partir de s : A —>• CSG par changement 
de base le long de (BG/X —>• 'BG. L'assertion résulte par conséquent de la proposition 

(2) La digression envisagée ici reste valable sans changements majeurs dans le cas d'un groupoïde 
enrichi en préfaisceaux sur A, et même, modulo quelques modifications moins triviales, pour une 
catégorie enrichie en préfaisceaux sur A. Ceci dit, l'objet de ce chapitre étant essentiellement heuris
tique, nous nous contenterons des groupes. 
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ci-dessus et de la stabilité des foncteurs localement asphériques par changement de 
base lisse (6.3.37). 
Proposition 7.2.7. — On considère un préfaisceau B sur A, et un G-torseur E sur B. 
Alors le foncteur canonique *BG/E —>• A/B est W-asphérique. 

Démonstration. — Considérons un morphisme u : a —>• B, a étant un objet de A. 
On peut alors former le carré cartésien suivant. 

a x G V E 

pri 

a u B 
Ce dernier induit le carré cartésien de catégories ci-dessous. 

»<G/a x G <BG/E 

A/a •A/B 

Cela implique que la catégorie (tBG/E)/(a, u) est canoniquement isomorphe à la ca
tégorie (BG/a x G. Or cette dernière admet un objet final (puisque ax G correspond 
à un préfaisceau représentable sur (B<&), et donc est asphérique. 

Corollaire 7.2.8. — Sous les mêmes hypothèses que ci-dessus, pour tout carré cartésien 
dans A de la forme 

E" u' E' U E 
p" p' p 

B" v' B' 
V B 5 

E étant un G-torseur sur B, et p la projection canonique, pour que v' soit une W-
équivalence de A, il faut et il suffît que u' soit une W-équivalence de %ep(G). 

Démonstration. — Notons p le foncteur (BG/E —^ A/B. Le foncteur image inverse 
correspondant 

p* : A/B —%ep(<S)/E = <BG/E 
est défini en associant à (B1\B' —>• B) le couple (Ef,E' —^ E) obtenu en formant 
le carré cartésien suivant dans A 

E' u E 

B' 
V 

B i 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2006 



292 CHAPITRE 7. REPRÉSENTATIONS ET STRUCTURES FIBRÉES 

la structure de (G-torseur de E sur B induisant la structure de (G-torseur de E' sur 
B'. Ce corollaire n'est donc qu'une simple traduction de la proposition précédente et 
de la propriété (d) des foncteurs asphériques donnée dans la proposition 4.2.23. 

7.2.9. — On suppose à présent donné un localisateur fondamental accessible W. On 
considère une ^-catégorie test locale A ainsi qu'un préfaisceau de groupes (G sur A 
fixés. 

Proposition 7.2.10. — La catégorie des représentations de (G admet une structure de 
catégorie de modèles fermée propre à gauche et à engendrement cofibrant dont les 
équivalences faibles sont les W-équivalences, et les cofibrations, les cofibrations locales. 
Si en outre W est propre, alors cette structure de catégorie de modèles fermée l'est 
aussi. 

Démonstration. — Soit W le A-localisateur régulier minimal. Si i : X —^ Y est une 
W-équivalence, le A-localisateur des H/'-équivalences étant régulier, il résulte aussitôt 
du corollaire 7.2.8 que le morphisme i x l ^ : X x (G —>• Y x (G est une ^-équivalence 
de %ep((&). Comme le (B(G-localisateur des ^-équivalences est régulier, et vu que (G 
est faiblement W-fibrant (d'après 1.4.19, W est stable par produits finis), la proposi
tion 7.1.11 implique que toute W-équivalence de %ep(G) est une ^-équivalence. Les 
propositions 1.6.2 et 7.1.8 (cette dernière étant appliquée à W) assurent l'existence 
de la structure de catégorie de modèles fermée annoncée. L'assertion concernant la 
propreté est quant à elle conséquence des corollaires 1.5.21 et 7.2.2. 

7.2.11. — On appellera structure de catégorie de modèles fermée injective (resp. lo
cale) associée à W la structure de catégorie de modèles fermée sur %ep(G) dont les 
équivalences faibles sont les ^-équivalences, et les cofibrations, les monomorphismes 
(resp. les cofibrations locales). 

Corollaire 7.2.12. — Si %ep((&) est munie la structure de catégorie de modèles fermée 
locale associée à W, le foncteur d'oubli de l'action de (G est un foncteur de Quillen à 
droite. En outre, le foncteur dérivé à droite correspondant 

Us* : Xw!Rep(<S) — H^Â 

est conservatif. 

Démonstration. — Le corollaire 7.2.8 implique facilement que l'adjoint à gauche du 
foncteur d'oubli respecte les cofibrations triviales, et vu qu'il est clair qu'il respecte 
les cofibrations, on en déduit aussitôt la première assertion. Pour la seconde, il suffit 
de vérifier que si un morphisme / de Ü^ep(G) entre objets fibrants est une équivalence 
faible de A, alors il est une équivalence faible de %ep((&). Mais dans ce cas, si W désigne 
le A-localisateur minimal, / est une W-équivalence, et donc / est une W-équivalence 
dans ÛÇep^G), ce qui implique que c'est une ^-équivalence dans H^ep(G). 
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Corollaire 7.2.13. — En considérant la structure de catégorie de modèles fermée locale 
associée à W sur !%ep(G), le foncteur de passage au quotient sous Vaction de G 

J£ep(<G) — » Λ , X i—>- G\X 

est un foncteur de Quillen à gauche. 

Démonstration. — Le foncteur de passage au quotient a pour adjoint à droite le 
foncteur qui associe à un préfaisceau X sur A la représentation triviale de G corres
pondant à X. Or il est clair que ce foncteur est un foncteur de Quillen à droite si on 
munit H(ep(G) de la structure de catégorie de modèles fermée de la proposition 7.1.8 
appliquée dans le cas du A-localisateur régulier minimal W (on rappelle que ce dernier 
est stable par produits finis, ce qui assure le fait que G est faiblement W-fibrant). Le 
foncteur de passage au quotient est donc un foncteur de Quillen à gauche relativement 
à cette structure. En vertu de l'assertion (viii) de la proposition 1.6.5 appliquée à 
C = H^ep(G) en prenant pour classe W' celle des W-équivalences, il suffit pour conclure 
de prouver que le foncteur de passage au quotient respecte les W-équivalences entre 
représentations localement cofibrantes, ce qui résulte aussitôt des corollaires 7.1.14 
et 7.2.8. 

Proposition 7.2.14. — Soit E un G-torseur sur un préfaisceau B sur A. Alors le fonc
teur de passage au quotient %ep(G) / E —>• A/B (défini en associant à une représenta
tion de G au-dessus de E son quotient au-dessus de G\E ~ B) est une équivalence de 
Quillen à gauche (en considérant la structure de catégorie de modèles sur (Rgp(G)/E 
induite par la structure locale associée à W sur H^ep(G)). 

Démonstration. — On sait déjà que le foncteur de passage au quotient est un fonc
teur de Quillen à gauche (cela résulte immédiatement du corollaire 7.2.13). I l suffit 
donc de prouver que le foncteur dérivé à gauche correspondant est une équivalence 
de catégories. Notons p la projection canonique de <BG/E sur A/B. Le foncteur de 
passage au quotient est l'extension de Kan à gauche p\ de p, et admet pour adjoint à 
droite le foncteur image inverse 

p* : A/B <Rep(G)/E = <BG/E . 

Or on sait que p est asphérique (proposition 7.2.7), ce qui implique en vertu du corol
laire 4.4.27 que le foncteur p* respecte les W-équivalences et induit une équivalence 
de catégories après localisation. Or il est clair que le foncteur induit par p* est un 
adjoint à droite du foncteur dérivé à gauche de pi, et par conséquent, ce dernier est 
bien une équivalence de catégories. 

Scholie 7.2.15. — On fixe pour la suite un espace classifiant de G, c'est-à-dire un 
préfaisceau BG sur A muni d'un G-torseur universel 

EG —>• BG , 
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ce qui signifie que EG est un (G-torseur sur BG et que le morphisme de EG vers 
l'objet final de %ep(G) est une ^-équivalence propre à droite (grâce à 7.1.13, on 
peut construire un tel espace classifiant en choisissant une représentation localement 
cofibrante EG de telle manière que la flèche de celle-ci vers l'objet final de !%ep(G) 
soit une fibration triviale au sens de la structure de catégorie de modèles fermée locale 
associée à W, puis en définissant BG comme le quotient de EG sous l'action de (G). 

Le foncteur d'oubli de !%ep(G) / EG vers $(ep(G) est une équivalence de Quillen 
à gauche pour les structures de catégorie de modèles fermées (locales ou injectives) 
associées à W (puisque par hypothèse, le morphisme de EG vers l'objet final de 
H(ep(G) est une ^-équivalence propre à droite). D'autre part, il résulte aussitôt de la 
proposition précédente que le foncteur de passage au quotient induit une équivalence 
de Quillen à gauche 

%ep(G)/EG —>- Â/BG , (X, X EG) i—>• (G\X, G\X —>- BG) . 

On définit un foncteur de descente 

Desc : #^%>(G) —>- H^Â/BG 

comme le composé du foncteur de passage au quotient 9{q^Û(ep(G) / EG ~ 9-f^Â/BG 
et de l'équivalence de catégories canonique 9{(n;^ep(G) ~ 9{(y[;^ep(G) / EG. Si le mor
phisme de EG vers l'objet final de ^ep(G) est une fibration triviale de A, on peut 
décrire le foncteur Desc de la manière suivante : pour une représentation localement 
cofibrante X de (G, Desc(X) ~ (G\X, f), où f est un morphisme obtenu en choisissant 
un morphisme équivariant fo : X —>• EG puis en passant au quotient. Le foncteur 
de descente est donc une équivalence de catégories et admet pour quasi-inverse le 
foncteur de monodromie 

Mon : H^Â/BG — H^!Rfp(G) 

défini en associant à (X, X —>• BG) la représentation X x B<G EG (laquelle est néces
sairement un G-torseur sur X). Le fait que les foncteurs de descente et de monodromie 
soient des foncteurs quasi-inverses l'un de l'autre peut être vu comme une générali
sation de la théorie de Galois topologique établissant une correspondance entre la 
catégorie des revêtements d'un espace (localement simplement connexe) et la catégo
rie des représentations de son groupoïde fondamental. Le corollaire 4.4.20 peut-être 
vu comme une autre incarnation de ce phénomène. Cela met en évidence l'idée que 
les types d'homotopie peuvent être interpétés (si ce n'est représentés) par une notion 
de oo-groupoïde (whatever it means), et établit un lien évident entre le point de vue 
des catégories test locales et le point de départ de Grothendieck dans la Poursuite des 
champs. Nous renvoyons le lecteur aux travaux de Bertrand Toën [127] pour un déve
loppement plus approfondi de ce point de vue dans le cas du localisateur fondamental W00 

(les résultats évoqués dans ce paragraphe donnent en outre une nouvelle preuve 
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de [127, théorème 2.22]). I l est à noter que le formalisme développé ici permet de dé
gager une notion de « W-groupoïde » pour chaque localisateur fondamental (propre) 
W et de généraliser la théorie de Toën à ce cadre (par les mêmes méthodes que dans 
[127]). En particulier, en considérant le localisateur fondamental des n-équivalences 
au sens de 9.2.1 (pour un entier n ^ 0), on obtiendra de la sorte une théorie de cor
respondance de Galois pour les n-types d'homotopie (ce qui devrait correspondre à 
une notion de n-groupoïde). 

7.3. Torseurs et fibrations faibles 
7.3.1. — Soit W un localisateur fondamental. Si A est une W-catégorie test locale, 
un préfaisceau X sur A sera dit faiblement W-fibrant si le morphisme de X vers le 
préfaisceau final sur A est une W-fibration faible, ou de manière équivalente, si le 
foncteur Y I—>• X x Y respecte les W-équivalences de A (et il est clair que si G est 
un préfaisceau de groupes sur A, il est faiblement W-fibrant si et seulement s'il est 
faiblement W^-fibrant dans le sens défini au numéro 7.1.7). 

Proposition 7.3.2. — Soient W un localisateur fondamental, A une W-catégorie test 
locale, et (G un préfaisceau de groupes sur A. Si (G est faiblement W-fibrant dans A, 
alors tout morphisme de !%ep(G) qui est une W-équivalence dans A (après oubli de 
Vaction de G) est une W-équivalence dans %ep(G) 

Démonstration. — Les W-équivalences de Û(ep(G) forment un $(G-localisateur ré
gulier, et i l résulte aussitôt de la proposition 7.2.7 que pour toute W-équivalence 
X —>• Y de préfaisceaux sur A , I x ( G —>- Y x G est une W-équivalence de repré
sentations de G. La proposition 7.1.11 permet ainsi de conclure. 

Sauf mention explicite du contraire, on fixe pour la suite un localisateur fondamen
tal propre W. 

7.3.3. — On considère à présent donnés une W-catégorie test locale A et un préfais
ceau de groupes G faiblement W-fibrant sur A. 

Proposition 7.3.4. — Soit E un G-torseur sur un préfaisceau B sur A. Si E est fai
blement W-fibrant dans %ep(G), alors B est faiblement W-fibrant dans A. 

Démonstration. — Supposons E faiblement W-fibrant dans $(ep(G). Soit i : X —>• Y 
une W-équivalence de A. En vertu de la proposition 7.3.2, c'est aussi une W-équiva
lence de H(ep(G) (en tant que morphisme de représentations triviales). Par conséquent, 
le morphisme produit E x X —>- E xY est une W-équivalence de %ep(G). I l résulte 
donc du corollaire 7.2.8 que le morphisme B x X —>• B x Y est une W-équivalence. 
Autrement dit, B est faiblement W-fibrant dans A. 
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Lemme 7.3.5. — Toute W-fibration faible de A est une W-fibration faible de ^ep(G) 
(vue comme un morphisme de représentations triviales). 

Démonstration. — Le foncteur q : 'BG —>• A est ^-lisse (puisqu'une fibration), et 
donc est en particulier localement W-asphérique (6.3.38), ce qui implique en vertu 
du corollaire 6.3.40 que le foncteur image inverse 

q* : Â —>- ÎWG = %ep(G) 

respecte les ^-fibrations faibles. Or g* est le foncteur qui associe à un préfaisceau 
sur A le même objet muni de l'action triviale. 

Proposition 7.3.6. — Considérons un G-torseur E sur un préfaisceau B sur A, et un 
carré cartésien de la forme suivante. 

E' u E 
p' p 

B' 
V 

B 

Pour que v soit une W-fibration faible dans Â, il faut et il suffit que u soit une 
W-fibration faible dans (Hep(G). 

Démonstration. — Le carré considéré étant cartésien (et ce qu'il soit vu dans A ou 
dans Û(ep(G)) et les ^-fibrations faibles étant stables par changement de base, le 
lemme ci-dessus montre que si v est une ^-fibration faible dans A, alors u est une 
W-fibration faible dans %ep(G). Pour la réciproque, considérons un diagramme com
mutatif constitué de carrés cartésiens de la forme suivante dans A. 

B'o f f B' 

V 

xV 
f 

Bi B 

Considérons le diagramme de H(ep(G) 

P g' iy E1 

U 

E0 9 
T E 

obtenu du précédent par changement de base le long de p. Supposons que u soit une 
W'-fibration faible dans %çp(G). En vertu du corollaire 7.2.8, si / est une ^-équiva
lence dans A, alors g est une 74 -̂équivalence dans %ep(G). I l suit donc que g' est une 
^-équivalence dans Û(ep(G). Une nouvelle application du corollaire 7.2.8 implique 
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alors que f est une ^-équivalence dans À. On a bien prouvé de la sorte que v est 
une ^-fibration faible dans A. 

7.3.7. — Soit A une ^-catégorie test locale. Un préfaisceau de groupes G sur A est 
W-excellent si le foncteur canonique s : A —>- (BG est ^-excellent (cf. 6.3.41). Le 
foncteur s étant toujours ^-localement asphérique (proposition 7.2.5), dire que G 
est ^-excellent revient à demander que s soit fortement ^-localement constant. 

Proposition 7.3.8. — Soient A une W-catégorie test locale, et G un préfaisceau de 
groupes sur A. Les assertions suivantes sont équivalentes. 

(a) Le préfaisceau de groupes G est W-excellent. 
(b) Toute W-équivalence de H(ep(G) est une W-équivalence après oubli de Vaction 

de G. 
(c) Pour qu'un morphisme de représentations de G soit une W-équivalence de 

Û(ep(G), il faut et il suffit qu'il en soit une dans A après oubli de l'action de G. 
(d) Pour tout G-torseur E de base B, la projection canonique de E sur B est une 

W-fibration faible de A. 
(e) Pour tout G-torseur E de base B, la projection canonique de E sur B est une 

W-fibration faible de %ep(G). 
En outre, si l'une de ces conditions est vérifiée, alors G est faiblement W-fibrant, et 
les W-équivalences de H(ep(G) forment le (BG-localisateur régulier engendré par les 
morphismes de la forme i x 1<Q : X x G —>• Y x G pour toute flèche i : X —>- Y 
entre préfaisceaux W-asphériques sur A. En particulier, si les W-équivalences de A 
sont stables par produits finis, il en est de même des W-équivalences de %ep(G). 

Démonstration. — Le foncteur image inverse par s étant le foncteur d'oubli de l'action 
de G, l'équivalence des conditions (a) et (b) ci-dessus résulte donc de l'équivalence des 
conditions (i) et (iv) du théorème 6.3.30. Les conditions (b) et (c) sont équivalentes : 
si (b) est vérifiée, il résulte facilement de la proposition 7.2.7 que G est faiblement 
^-fibrant, et donc la proposition 7.3.2 montre que (b) implique (c). Le corollaire 7.2.8 
montre quant à lui que la condition (b) implique la condition (d). Montrons à présent 
que (d) implique (b). Soit X —^ Y un morphisme de représentations de G. On peut 
lui associer un carré commutatif de H^ep(G) 

X' Y' 

X Y 
dont les flèches verticales sont des fibrations triviales dans A de source localement 
cofibrantes (grâce à l'existence de la structure de catégorie de modèles fermée locale 
associée à W sur %ep(G) du numéro 7.2.10). Autrement dit, il suffit de prouver 
que toute ^-équivalence de H(ep(G) entre représentations localement cofibrantes est 
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une ^-équivalence dans A, ce qui résulte immédiatement de la proposition 7.1.13 
(et de son corollaire) et du corollaire 7.2.13. Le foncteur d'oubli commutant aux 
produits fibres, il est clair que les conditions (c) et (d) impliquent la condition (e) ; 
réciproquement, pour voir que (e) implique (d), on utilise de nouveau le fait que 
le foncteur canonique s : A —>· *BG est localement asphérique, et cette implication 
est une conséquence immédiate du corollaire 6.3.40. I l reste à montrer la dernière 
assertion. On a déjà vu que si G est ^-excellent, alors i l est faiblement ^-fibrant. 
Soit W le $(G-localisateur régulier engendré par les morphismes de la forme i x 1G, 
où i est une flèche entre préfaisceaux ^-asphériques sur A, et W' la classe des flèches 
f de A telles que / x 1Q soit dans W. Montrons que W est un A-localisateur. Le seul 
aspect non trivial consiste à vérifier que W' contient les fibrations triviales. Pour cela, 
en vertu du lemme 1.4.13, il suffit de prouver que tout préfaisceau sur A admet un 
W'-cylindre. Soit I un segment séparant et localement (W-asphérique de A (on peut 
prendre par exemple I = i\A\). Alors pour tout préfaisceau X sur A, la projection 
de / x X x G sur X x G est dans W. En effet, c'est vérifié par définition de W 
lorsque X = a est représentable (puisqu'alors rH;-asphérique), et en général, pour 
tout morphisme a x (G —>• X x G dans %ep(G), on a un carré cartésien 

I x a x <G I x X x (G 
pr2 pr2 

a X (G X x (G , 

ce qui permet de conclure en vertu de la régularité de W et du corollaire 3.4.47. 
I l résulte à présent des propositions 7.1.11 et 6.1.9 qu'il suffit de vérifier que W 
est régulier. Pour cela, on remarque que le foncteur X l—>- X x (G est le composé 
du foncteur image inverse par la projection composée (BG/G —>• *BG —>• A avec 
le foncteur d'oubli canonique $(ep(G)/G —^ Û(ep(<&). L'assertion résulte donc de la 
proposition 3.4.16 et du lemme 3.4.43. La dernière assertion concernant la stabilité 
par produits finis résulte trivialement de la condition (c). 

Corollaire 7.3.9. — Soient A une W-catégorie test locale, et tp : G —>• Gf un mor
phisme de préfaisceaux de groupes sur A. Si G et Gf sont W'-excellents, le foncteur 
Tp : *BG —>- $(G' induit par entre les catégories classifiantes correspondantes est 
^-excellent. En particulier, le foncteur image inverse associé 

F : Rep (G') Rep (G) 

respecte les W-équivalences et les <W-fibrations faibles. En outre, le foncteur Tp * est 
un foncteur de Quillen à gauche (resp. à droite) en regard des structures de catégorie 
de modèles fermées injectives (resp. locales) associées à (W. 
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Démonstration. — Soit s (resp. s') le foncteur canonique de A vers $G (resp. $G'). 
On a alors le triangle commutatif canonique suivant 

A 
s s' 

#G 
C 

0<G' 

dans lequel les deux flèches obliques sont W-localement asphériques (proposi
tion 7.2.5). On en déduit grâce au troisième sorite de 3.3.8 que le foncteur Tp est 
W-localement asphérique (il faut aussi remarquer pour cela que les foncteurs s et 
sf sont bijectifs sur les objets). On vérifie aussitôt grâce à la relation s*Tp* = s'* 
(obtenue par la commutativité du triangle ci-dessus) et au critère (c) de la proposition 
précédente que le foncteur Tp* respecte les W-équivalences, et donc en vertu de la 
proposition 6.3.24 et du théorème 7.2.1 qu'il est fortement W-localement constant. Le 
foncteur Tp étant W-excellent, le fait que le foncteur Tp* respecte les W-équivalences 
et les W-fîbrations faibles résulte de la proposition 6.3.43. La dernière assertion est 
une trivialité : elle traduit simplement le fait que Tp * respecte les W-équivalences, les 
monomorphismes, et les fibrations au sens des structures locales associées à W. 

Remarque 7.3.10. — Le fait que le foncteur Tp* soit un foncteur de Quillen à droite 
pour les structures locales associées à W ne nécessite en fait aucune hypothèse sur G 
et G' (ni même sur W, mis à part bien entendu l'accessibilité), comme on peut s'en 
convaincre en s'inspirant de la preuve du corollaire 7.2.13. 

Proposition 7.3.11. — Soit A une W^-catégorie test locale. Pour qu'un préfaisceau de 
groupes G sur A soit W^- excellent, il faut et il suffit qu'il soit faiblement Woo-fibrant. 

Démonstration. — Supposons G faiblement Woo-fibrant. Soit E un G-torseur de base 
B, et p la projection de E sur B. Tout G-torseur étant localement trivial, i l résulte 
aussitôt de la proposition 6.4.24 que p est une Wœ-fibration faible de A. Le critère (d) 
de la proposition 7.3.8 implique donc que G est W^-excellent. Tout préfaisceau de 
groupes W00-excellent étant en particulier faiblement Woo-fibrant (7.3.8), cela prouve 
l'équivalence annoncée. 

Corollaire 7.3.12. — Tout préfaisceau de groupes sur une WOQ-catégorie test stricte 
est Woo -excellent. 

Remarque 7.3.13. — Dans le cas où A = A, on obtient par le corollaire précédent 
que tout groupe simplicial G est Woo-excellent. Les oo-équivalences de Û(ep((&) sont 
donc en vertu de la proposition 7.3.8 les morphismes qui sont des oo-équivalences 
d'ensembles simpliciaux après oubli de l'action de G. On retrouve ainsi par conséquent 
la théorie de l'homotopie G-équivariante usuelle (la structure de catégorie de modèles 
fermée classique correspondant à la structure de catégorie de modèles fermée locale 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2006 



300 CHAPITRE 7. REPRÉSENTATIONS ET STRUCTURES FIBRÉES 

associée à 9l4o sur %ep(G) plutôt qu'à la structure de catégorie de modèles fermée 
injective associée à H^o). 

7.4. Classification des torseurs 

7.4.1. — Soient A une petite catégorie et G un préfaisceau de groupes sur A. On dit 
qu'une représentation U de G est monogene si U est un G-torseur sur son quotient et 
s'il existe un objet a de A, et un épimorphisme de la représentation a x G vers U. On 
note ÏMQ l'ensemble des monomorphismes U —>- V entre représentations monogènes. 
Un morphisme de représentations de G est une cofibration géométrique s'il est contenu 
dans la classe /(r(fWo)). Un morphisme de représentations de G est une fibration 
géométrique triviale s'il est dans la classe r(fW^). On démontre sans difficultés l'énoncé 
suivant. 

Lemme 7.4.2. — Soit E un G-torseur sur son quotient. Pour que E soit monogène, il 
faut et il suffit que le quotient de E sous Vaction de G soit un quotient d'un préfaisceau 
représentable. 

Proposition 7.4.3. — Si E et F sont deux G-torseurs sur leurs quotients, alors tout 
monomorphisme de E dans F est une cofibration géométrique. En particulier, pour 
tout G-torseur sur son quotient E, le morphisme 0 — E est une cofibration géomé
trique. 

Démonstration. — Soit u : E —>» F un monomorphisme. Désignons par v : X —>- Y 
le morphisme obtenu de u en passant au quotient sous l'action de G. Si on désigne 
par M l'ensemble des monomorphisme entre quotients de préfaisceaux représentables 
sur A, on sait que la classe des monomorphismes de A s'identifie à Cell(fW) (cela 
résulte aussitôt du lemme 1.2.24). En particulier, il existe un ensemble bien ordonné 
/ d'élément initial 0 et un foncteur 

I A, i Yi 

tel que YQ = X , tel que pour tout i > 0 dans / , on ait un carré cocartésien de la forme 

Ki Y' 

bi 

i Yi 

avec bi dans 9Â. et où on a posé Y<i = lim 
ï' <i 

Y», et tel que le morphisme v 
s'identifie au morphisme YQ —>- lim -tei Yi. Pour i dans / , définissons Fi = Yi Xy F, 
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F<i lim. 
H'<i 

Fi', Ui = Ki Xy F et Vi = Li xY F. On a alors un carré cocartésien de 
la forme 

Ui fki 

ai 

Vi Fi 

avec di dans MG (7.4.2). Le morphisme u étant isomorphe au morphisme 
Fr, —s- lim •i<=i 

Fi, cela achève cette preuve. 
7.4.4. — On considère à présent une Woo-catégorie test locale A et un préfaisceau de 
groupes G sur A fixés. 

Proposition 7.4.5. — La catégorie des représentations de G admet une structure de 
catégorie de modèles fermée propre et à engendrement cofibrant dont les équivalences 
faibles sont les oo-équivalences, et les cofibrations, les cofibrations géométriques. 

Démonstration. — Toute cofibration locale étant une cofibration géométrique, i l 
résulte de la proposition 7.2.10 que toute fibration géométrique triviale est une 
oo-équivalence. I l s'agit ensuite d'une application directe du théorème 1.6.2 et du 
corollaire 7.2.2. 

7.4.6. — Pour un préfaisceau X sur A , on note Hl(X, (G) l'ensemble des classes d'iso-
morphisme de (G-torseurs sur X. On dit qu'un morphisme u : X —>- Y de préfaisceaux 
sur A est une G-équivalence si l'application 

u* : H\Y,G) ^ H^X.G) 

(induite par le foncteur E I—>• XxyE) est une bijection. I l est clair que par définition, 
les (G-équivalences forment une classe de flèches de A fortement saturée. I l résulte 
d'autre part de l'universalité des limites inductives dans A et du fait que les G-
torseurs sur leurs quotients forment une classe d'objets saturée par monomorphismes 
dans H(ep(G) que la classe des monomorphismes de A qui sont des G-équivalences est 
stable par images directes et par compositions transfinies (exercice laissé au lecteur). 
D'autre part, tout G-torseur sur un préfaisceau représentable sur A étant trivial, i l 
est évident que tout morphisme entre préfaisceaux représentables sur A est une G-
équivalence. Nous allons démontrer que les G-équivalences forment un A-localisateur 
régulier. Pour cela, nous allons d'abord considérer une version simpliciale ce cette 
situation. Soit p le foncteur de projection de A x A sur A . I l définit un foncteur image 
inverse 

p* : Â —>- A^TA . 

On obtient de la sorte un préfaisceau de groupes p*G sur A x A, et donc une notion 
de p*G-équivalence. Pour le lemme ci-dessous, on aura besoin d'éléments de la théorie 
de Galois simpliciale telle qu'elle est exposée dans [60, appendice I]. 
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Lemme 7.4.7. — Soient Y un ensemble simplicial, et G un groupe. On suppose que le 
morphisme canonique Y —>• TTQ(Y) est une oo-équivalence (on note encore par abus 
TTO(Y) Vensemble simplicial discret associé à l'ensemble des composantes connexes 
de Y ) . Si E est un G-torseur sur Y, alors TTQ(E) est un G-torseur sur TTO(Y), et le 
morphisme canonique E —>• 7TQ(E) est G-équivariant. 

Démonstration. — Si y est vide, il n'y a rien à démontrer. Sinon, on peut clairement 
supposer que Y est 0-connexe, ce qui implique que Y est en particulier oo-asphérique. 
On remarque que tout G-torseur sur Y est en particulier un revêtement de Y. Or 
le groupe fondamental de Y étant trivial, tout revêtement de Y est trivial, et donc 
admet une section dès qu'il est non vide. Cela implique que tout G-torseur sur Y est 
trivial. Ce lemme résulte à présent du fait que le foncteur TTQ commute aux produits 
finis. 

Lemme 7.4.8. — Soient X un préfaisceau sur A, et Y un préfaisceau simplicial sur 
A. Toute oo-équivalence simpliciale argument par argument Y —>• p*X est une p*(G-
équivalence. 

Démonstration. — Soit u : Y —>• p*X une oo-équivalence simpliciale argument par 
argument. Si p\ désigne l'adjoint à gauche de p*, on voit que pour tout objet a de A, on 
a p\(Y)a = 7To(Ya). Le foncteur u étant une oo-équivalence, on en déduit que p\(Y) = 
X et que u est le morphisme d'adjonction canonique rjy. Nous allons démontrer que 
le foncteur u* de la catégorie des p* (G-torseurs sur p*X vers la catégorie des p*(G-
torseurs sur Y défini par E l—>• Y xp*x E est une équivalence de catégories. Pour un 

(G-torseur E sur y , on a le carré commutatif suivant. 

E VE T*pt (E) 

Y 
U 

p*X 

I l résulte du lemme 7.4.7 que p*p\(E) est un p*(G-torseur sur X et que le morphisme 
Ï]E est p*(G-équivariant. On vérifie aussitôt que le foncteur E I—p*p\(E) définit un 
quasi-inverse de u*, d'où le lemme. 

Lemme 7.4.9. — Les p*(G-équivalences forment un A x A-localisateur régulier qui 
contient tous les morphismes entre préfaisceaux représentables. 

Démonstration. — Notons W la classe des p*(G-équivalences. Nous avons déjà vu 
plus haut que W est une classe fortement saturée qui contient tous les morphismes 
entre préfaisceaux représentables, et qui vérifie l'axiome L3 de la définition 1.4.1. 
Pour montrer que W est un A x A-localisateur il suffit donc de prouver que tout 
morphisme de préfaisceaux simpliciaux sur A vérifiant la propriété de relèvement 
à droite relativement aux monomorphismes est une p*(G-équivalence, ce que nous 
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allons faire en utilisant le lemme 1.4.13. Soit X un préfaisceau sur A. Si n ^ 0 
est un entier, on vérifie immédiatement grâce au lemme 7.4.8 que la projection de 
X x An sur X est une p*G-équi valence. La classe C des morphismes d'ensembles 
simpliciaux K —>• L tels que X x K —>- X x L soit une p* G-équivalence vérifie 
donc les conditions (a), (b) et (c) du corollaire 2.1.20, ce qui implique que C contient 
toutes les oo-équivalences simpliciales. La classe D des préfaisceaux simpliciaux X 
sur A tels que l'inclusion de X x {0} dans X x Ai soit dans W est saturée par 
monomorphismes (1.1.16). I l résulte par conséquent de 2.3.4 que tout préfaisceau 
simplicial est dans D. Autrement dit, pour tout préfaisceau simplicial X sur A, la 
projection de X x Ai sur X est dans W. Le lemme 1.4.13 implique donc que W est 
un A x A-localisateur. Montrons que W est régulier. Soit X un préfaisceau sur A. 
Nous allons montrer que p*X est W-régulier. D'après la remarque 3.4.14, il existe un 
morphisme de préfaisceaux simpliciaux u : Y —^ p*X qui représente le morphisme 
canonique de la colimite homotopique du foncteur 

<pp*x : A x A/p*X AYTL , ((a, An), s) I—^ ax An 

vers X. I l s'agit de monter que u est dans W. Or d'après la proposition 3.4.34, u 
est une oo-équivalence simpliciale argument par argument, et donc le lemme 7.4.8 
implique la propriété voulue. Le lemme 3.4.28 montre ainsi que W est régulier. 

Proposition 7.4.10. — Les G-équivalences forment un A-localisateur régulier qui 
contient toutes les oo-équivalences de préfaisceaux sur A. 

Démonstration. — En vertu de la proposition 6.4.26 et du lemme 7.4.9, toute oo-é
quivalence de préfaisceaux sur la catégorie test locale A x A est une p*G-équivalence. 
D'autre part, le foncteur p* étant pleinement fidèle, on vérifie immédiatement que 
pour tout préfaisceau X sur A, l'application canonique 

H\X, G) —>- H\p*X,p*G) 

est bijective. I l en résulte qu'un morphisme de préfaisceaux sur A est une ([̂ -équi
valence si et seulement si son image par le foncteur p* est une p*G-équi valence. 
D'autre part, le foncteur p étant asphérique, un morphisme de préfaisceaux sur A 
est une oo-équivalence si et seulement si son image par le foncteur p* en est une 
(proposition 4.2.23, (d)). On en déduit que toute oo-équivalence de A est une G-
équivalence, d'où la proposition. 

7.4.11. — On choisit à présent un G-torseur sur son quotient EG tel que le morphisme 
de EG vers la représentation finale soit une fibration géométrique triviale. On note 
BG le quotient de EG sous l'action de G. I l est immédiat que BG est un espace 
classifiant de G dans le sens défini au numéro 7.2.15. 

Proposition 7.4.12. — Le préfaisceau BG est W^-fibrant. 
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Démonstration. — Choisissons une cofibration W00-triviale de but Woo-fibrant i de 
BG vers B dans A. En vertu de la proposition 7.4.10, i l existe un (G-torseur E sur 
B tel que EG soit isomorphe à BG x B E au-dessus de BG. Mais vu que i est un 
monomorphisme, le morphisme induit j de EG vers E est une cofibration géométrique 
(7.4.3), ce qui implique que j admet une rétraction. On en déduit par fonctorialité du 
passage au quotient que BG est un rétracte de B, ce qui achève la démonstration. 

7.4.13. — Pour un préfaisceau X sur A, on pose 
[X, BG] = Horn 

wn-1 Â(X,BG) . 

On remarque qu'en vertu de la proposition 7.4.12, l'ensemble [X, BG] s'identifie aux 
classes d'homotopie de morphismes de préfaisceaux sur A de X vers BG (après avoir 
éventuellement choisi un cylindre adéquat de X). 

Théorème 7.4.14. — // existe une bijection naturelle [X, BG] ~ H1(X,G). 

Démonstration. — On a une application 

m : Hom^X, BG) —>- Hl(X, G) 

qui associe à un morphisme u l'image réciproque de EG par u. Pour un morphisme 
u : X —>• BG, on a l'application 

u* : H^BG, G) —H\X, G) , 

et on a par définition l'égalité u*(EG) = m(u). D'autre part, il résulte de la proposi
tion 7.4.10 que le foncteur X l—>- ii/"1(X, G) se factorise par la catégorie homotopique 

Hw00A. Cela implique immédiatement que si u et v sont deux morphismes de X vers 
BG qui induisent le même morphisme dans Hw00A, alors m(u) = m(v). On en déduit 
que l'application m induit une application naturelle 

m : [X,BG] —>- Hl(X,G) . 

Soit E un G-torseur sur X. Considérons un segment séparant (/, <9°, d 1) de Â tel que 
I soit localement oo-asphérique (par exemple / = i*A(A\)). On remarque que dl x E 
et I x E sont des G-torseurs sur dl x X et I x X respectivement. On en déduit en 
vertu de la proposition 7.4.3 que l'inclusion de dl x E dans I x E est une cofibration 
géométrique. D'autre part, en vertu du corollaire 7.2.8, la projection de I x E sur E 
est une oo-équivalence de %ep(G). Autrement dit, nous venons de vérifier que I x E 
est un cylindre de E au sens de la catégorie de modèles fermée de la proposition 7.4.5. 
On remarque enfin que E est cofibrant et EG fibrant relativement à la structure de 
catégorie de modèles fermée de la proposition 7.4.5. Vu que EG est un objet final de 
ïHyy %ep(G), i l existe un morphisme équivariant unique à 7-homotopie près de E vers 
EG. On vérifie en outre que si et u\ sont deux morphismes de E vers EG, alors 
les morphismes induits par passage au quotient de X vers BG sont 7-homotopes : en 
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effet, tout morphisme de I x E vers EG induit par passage au quotient un morphisme 
de I x X vers BG. On définit donc une application 

d : H^X, G) —[X,BG] 

en envoyant la classe d'un G-torseur E sur X sur la classe d'homotopie du morphisme 
u : X —>• BG obtenu par passage au quotient d'un morphisme équivariant de E vers 
EG choisi arbitrairement. On vérifie immédiatement que les applications m et d sont 
inverses l'une de l'autre. 

7.5. Fibres et fibrations 
7.5.7. — Soit A une petite catégorie. Un morphisme p : X —>• Y de préfaisceaux 
sur A est localement trivial (on dira aussi que p est un fibre de base Y) si pour tout 
objet a de A, et toute section s : a —^ Y, il existe un préfaisceau F sur A, et un 
isomorphisme au-dessus de a de a x F vers a Xy X. 

ax F = a Xy X 

pr1 

a 
Un morphisme de préfaisceaux sur A est globalement trivial s'il est isomorphe à une 
projection de la forme Y x F —>• Y (il est alors en particulier un fibre de base Y). 

Lemme 7.5.2. — Pour tout localisateur fondamental accessible W, toute W-fibration 
d'ensembles simpliciaux p admet une factorisation en deux morphismes p = qr, où r 
est une fibration triviale, et q est une *W-fibration localement triviale. 

X r Z v Y 

v 
Démonstration. — Comme W contient les oo-équivalences, toute W-fibration est une 
fibration de Kan. Or toute fibration de Kan p admet une factorisation de la forme 
p — qr, où r est une fibration triviale, et q une fibration minimale (cf. par exemple [64, 
chap. I , proposition 10.3 et lemme 10.11]). Or toute fibration minimale est localement 
triviale (voir cette fois [60, VI , §5.4] ou bien [64, chap. I , corollaire 10.8]). Pour 
conclure, il suffit de prouver que si p est de plus une W-fibration, alors il en est de 
même de q. Mais cela résulte du fait que q est un rétracte de p (puisque r est une 
fibration triviale, elle admet une section). 

Lemme 7.53. — Soit A une catégorie test locale. Tout morphisme localement 
trivial de préfaisceaux sur A de base oo-asphérique est globalement trivial. 
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Démonstration. — Considérons un morphisme localement trivial p : X —>• Yde pré
faisceaux sur A de base oo-asphérique et de fibre F. Soit J%ut(F) le préfaisceau de 
groupes des automorphismes de F, et Isomy(Y x F, X) le Aut (F)-tovsenv de base 
Y des isomorphismes du fibre trivial sur Y de fibre F vers X au-dessus de Y. Le 
préfaisceau Y étant oo-asphérique, i l existe une oo-équivalence d'un préfaisceau re
présentable sur A vers Y. I l résulte par conséquent de la proposition 7.4.10 que tout 
J3.ut(F)-torseur de base Y est trivial, et donc, en particulier, admet une section. Or 
une section de la projection canonique de Isonty(Y x F, X) sur Y correspond à une 
trivialisation de p, ce qui prouve le lemme. 

Proposition 7.5.4. — Pour toute petite catégorie A, le foncteur iA : A —>• A respecte 
les morphismes localement triviaux. 

Démonstration. — Soit X —>- Y un morphisme localement trivial d'ensembles sim-
pliaux. Considérons un objet a de A, et une section s de iAY au-dessus de a. Le 
morphisme s correspond par adjonction à un morphisme s de N A/a vers Y. Comme 
le nerf de A/a est contractile, la projection N A/a xY X —>• N A/a est globalement 
triviale (7.5.3). Le foncteur i*A commutant aux limites projectives, on en déduit que ce 
dernier envoie ladite projection sur un morphisme globalement trivial de préfaisceaux 
sur A. On vérifie d'autre part que dans le diagramme suivant, tous les carrés sont 
cartésiens. 

a Xi*Ay i\X •iA(NA/a xY X) i\X 

a ; Va 
i\{NA/a) 

i*As 
•i*AY 

S 
On en déduit immédiatement que la projection de a x ^ y i\X vers a est globalement 
triviale, ce qui achève la démonstration. 

Théorème 7.5.5. — Soient W un localisateur fondamental accessible, et A une W-ca
tégorie test locale. Tout morphisme u de préfaisceaux sur A admet une factorisation 
de la forme u = qri, où i est une W-cofibration triviale, r est une fibration triviale, 
et q est une W-fibration localement triviale. 

Démonstration. — Supposons dans un premier temps que W est propre. Comme le 
foncteur N iA respecte les monomorphismes et les W-équivalences, son adjoint à droite 
respecte les fibrations triviales et les W-fibrations. Soit u : X —>• Y un morphisme 
de préfaisceaux sur A. On factorise N iAu en une W-cofibration triviale z', suivie 
d'une W-fibration p'. Le morphisme p' admet quant à lui une factorisation en une 
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fibration triviale r'', suivie d'une ^-fibration localement constante q' (7.5.2). 

N A/X i T' r' Z' x' N A/Y 

p' 
Formons à présent les carrés cartésiens suivants (cf. 3.2.14). 

X 
u 

i T T Z Q Y 

w v 

i*AA/X 
x 

i*Ar 
%\r' 

%\z> 
yi 

i*AA/Y 

La flèche i\r' (resp. iAqf) est une fibration triviale (resp. une ^-fibration), et par 
conséquent, il en est de même de r (resp. de q). Comme W est propre, on en dé
duit que les deux carrés de droite sont homotopiquement cartésiens. Le grand carré 
étant homotopiquement cartésien par la proposition 6.2.7, et la flèche iAif une équi
valence faible, il en est de même de i. D'autre part, le foncteur iA respectant les 
monomorphismes, iAi' est un monomorphisme, et par suite, i est une ^-cofibration 
triviale. Pour conclure, il suffit de constater que les morphismes localement triviaux 
sont stables par changement de base, et que i*Aq' est un morphisme localement trivial 
en vertu du lemme 7.5.4, ce qui implique que q est localement trivial. 

Pour en venir au cas général, on remarque qu'il suffit de prouver l'assertion lorsque 
u est une ^-fibration (quitte à factoriser au besoin u en une ^-cofibration t r i 
viale suivie d'une ^-fibration). Soit W un localisateur fondamental propre contenu 
dans W tel que A soit une ^'-catégorie test locale (ce qui existe en vertu du corol
laire 6.1.10). En vertu de ce qui précède, on peut alors factoriser u en u — qri où i 
est une ^'-cofibration triviale, r est une fibration triviale, et q est une W-fibration 
localement triviale. Or vu que u et q sont reliés par une ^'-équivalence au-dessus de 
X, on en déduit par l'assertion (iii) de la proposition 1.6.5 que q est nécessairement 
une *W-fibration, ce qui achève la preuve de ce corollaire. 

On obtient ainsi la généralisation suivante d'un résultat de Quillen [110] : 

Corollaire 7.5.6. — Soient W un localisateur fondamental accessible, et A une W-ca
tégorie test locale. La classe des W-fibrations de A est la plus petite classe de flèches 
de A stable par compositions, changements de base et rétractes qui contient les *W-
fibrations localement triviales. 

Démonstration. — Soit F la plus petite classe de flèches de Â stable par compositions, 
changements de base et rétractes qui contient les ^-fibrations localement triviales. 
I l est clair que tout élément de F est une ^-fibration, et pour montrer l'inclusion 
inverse, le théorème précédent assorti du lemme du rétracte implique qu'il suffit de 
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prouver que toute fibration triviale de Â est dans F. Soit p : X —^ Y une fibration 
triviale. On peut construire par des factorisations adéquates un carré commutatif 

X i X' 

p B 

Y 
j 

Y' 

dans lequel i et j sont des cofibrations (triviales), et p' une fibration triviale entre 
préfaisceaux W-fibrants. Soit X" = Y xy/ X'. La projection q de X" sur Y est une 
fibration triviale, et la flèche canonique (p, ï) de X vers X" est donc une cofibration 
(triviale). Le lemme du rétracte implique donc que p est un rétracte de g, et par 
conséquent, il suffit de prouver que q est dans F. Mais comme q est par construction 
obtenue par changement de base à partir de p ' i l suffit pour conclure de prouver que 
p' est dans F. Pour cela, on forme le carré commutatif suivant 

Xf X' 

(lx'.P') p' 

X' x Y' Yi Y' i 

q' étant la seconde projection. Comme (lx',pf) est un monomorphisme, ce carré 
admet un relèvement, ce qui fait de p' un rétracte de q'. Or il est clair que q' est 
un morphisme globalement trivial, et donc, en particulier, un morphisme localement 
trivial. Or comme Xf est W-fibrant, q' est une W-fibration, ce qui prouve que c'est 
un élément de F, et achève la démonstration. 
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C H A P I T R E 8 

E X E M P L E S D E CATÉGORIES T E S T L O C A L E S 

8.1. Catégories squelettiques 

Le but de cette section est de dégager une classe de petites catégories dont la ca
tégorie des préfaisceaux admette un modèle cellulaire explicite et simple à manipuler. 
L'exercice consiste en fait à formaliser les propriétés de la catégorie des simplexes en 
suivant l'exposition de [60]. 

Définition 8.1.1. — Une catégorie squelettique est la donnée d'un quadruplet 
(A, A-, \ A ) , où A est une petite catégorie, A+ et A- sont des sous-catégories 
de A, et XA : Ob A —>• N est une application, tel que les axiomes suivants soient 
vérifiés. 

SqO Tout isomorphisme de A est une flèche de A+ et une flèche de A-. Si a et a' 
sont deux objets isomorphes dans A, alors XA(a) = \A(a'). 

Sql Si a —^ a' est une flèche de A+ (resp. de A-) qui n'est pas un isomorphisme, 
alors XA(à) < XA{p!) (resp. \A(a') < \A(a)). 

Sq2 Chaque flèche a : a —>- a' de A admet une factorisation de la forme a = S 7r, 
où ô : b —>• a! est une flèche de A+, et TT : a —>• b une flèche de A-. Une telle 
factorisation est unique dans le sens où pour toute autre factorisation de a de la 
forme a = ô' TT' avec ô' : b' —>• a' dans A+ et TT' : a —>• bf dans A_, il existe une 
unique flèche r : b —>- b' telle que rix — TT' et ô — 5'r. 

Sq3 Toutes les flèches de A- admettent des sections. Deux flèches 7r, TT' : a —>• a' 
de A- sont égales si et seulement si elles ont les mêmes sections. 
En pratique, on dira que A est une catégorie squelettique, la référence à ^4+, A- et à 
XA étant implicite. 

Remarque 8.1.2. — Lorsque tous les isomorphismes de A sont des identités, les 
axiomes Sql et Sq2 impliquent que A est une catégorie de Reedy (voir [74, 
définition 5.2.1]). 
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Dans le cas général, on remarque que tout monomorphisme de A (resp. tout épimor
phisme scindé de A) est dans A + (resp. dans A-). En effet, si a est un monomorphisme 
(resp. un épimorphisme scindé) de A, i l admet une factorisation de la forme a = ô TT, 
où ô est une flèche de A+, et n une flèche de A-. I l est immédiat que TT (resp. ô) doit 
être un monomorphisme (resp. un épimorphisme scindé). Or tout morphisme qui est à 
la fois un épimorphisme scindé et un monomorphisme est un isomorphisme. L'axiome 
SqO implique donc que a est dans A+ (resp. dans A-). D'autre part, dans l'axiome 
Sq2, le morphisme r est nécessairement un isomorphisme. 

Exemple 8.1.3. — Les catégories vide et ponctuelle sont squelettiques. 

Exemple 8.1.4. — Soit A la catégorie des simplexes. On note A + (resp. A_) la sous-
catégorie de A formée des monomorphismes (resp. des épimorphismes) de A. On a 
une application évidente 

ÀA : Ob A —>- N , An I—>- n , 

ce qui définit une structure de catégorie squelettique sur A. 

Exemple 8.1.5. — La catégorie T, sous-catégorie pleine de Eus formée des ensembles 
finis de la forme Tn = {0,. . ., n} pour n ^ 0, est une catégorie squelettique : T + 

(resp. Y_) est la sous-catégorie de T formée des monomorphismes (resp. des épimor
phismes), et ÀT est l'application évidente. Les préfaisceaux sur T sont appelés les 
ensembles simpliciaux symétriques. 

Lemme 8.1.6. — La notion de catégorie squelettique est stable par localisation. Autre
ment dit, si A est une catégorie squelettique, et si X est un préfaisceau sur A, alors 
la catégorie A/X est naturellement munie d'une structure de catégorie squelettique. 
Si ux : A/X —>• A désigne le foncteur d'oubli, celle-ci est définie en posant 

{A/X)+ = ux
1A+ , (A/X)_=u-1A_ , 

et XAjx : ObA/X —>• N , (a, a —>• X) i—>• XA(a) 

Démonstration. — Les axiomes SqO et Sql sont vérifiés immédiatement. Soit 

a Oi a1 

U u' 
X 

une flèche de A/X. On factorise a dans A en 

a 7T a" ô a' 5 
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où 7T est une flèche de et ô une flèche de ^4+, puis on pose u" = u' ô. On obtient 
de la sorte la factorisation ci-dessous dans A/X. 

a 

a TV a" 5 a' 

U u" u' 
X 

L'unicité de cette factorisation résulte de la propriété analogue dans A. L'axiome Sq2 
est ainsi vérifié, et l'axiome Sq3 résulte du fait que le foncteur d'oubli ux est fidèle, 
et que pour toute flèche a de A/X, l'ensemble des sections de a est canoniquement 
en bijection avec celui des sections de ux(a). 

Remarque 8.1.7. — Si A et B sont deux catégories squelettiques, on pose XAxB(a, b) = 
XA(a) + XB(b), et (A x B)£ = A£ x B£ì £ = +, —, ce qui fait de A x B une catégorie 
squelettique. 

On fixe à présent une catégorie squelettique A. 

Définition 8.1.8. — Soit a un objet de A. Une flèche a —>• a' de A est une dégénéres
cence de a si \A(a') < XA(a). 

Un objet a de A est dégénéré s'il admet une dégénérescence. Un objet de A est 
non dégénéré s'il n'est pas dégénéré. 

Soit X un préfaisceau sur A. Si a est un objet de A, une section u de X au-dessus 
de a est dégénérée si l'objet correspondant de A/X (à savoir (a, u)) l'est, i.e. s'il existe 
une flèche a : a —>• a' de A, ainsi qu'une section u' de X au-dessus de a!tels que 
XA(a') < XA(a) et u = Xa(uf). Une section de X au-dessus d'un objet de A est non 
dégénérée si elle n'est pas dégénérée. 
Proposition 8.1.9. — Un objet a de A est dégénéré si et seulement s'il existe une flèche 
de A- de source a qui n'est pas un isomorphisme. 

Démonstration. — C'est une condition suffisante en vertu de l'axiome Sql. Récipro
quement, si a est dégénéré, alors il existe une flèche a : a —^ a' de A telle que 
XA{a') < \A(a). En vertu de l'axiome Sq2, a admet une factorisation de la forme 

a 7T a" s a' , 
où 7T est une flèche de A-, et ô une flèche de A+. Or TT n'est pas un isomorphisme, car 
sinon, les isomorphismes de A étant dans ^4+, on aurait a dans A+, et donc l'axiome 
Sql impliquerait l'inégalité XA(a) ^ XA(af). 

Corollaire 8.1.10. — Soit X un préfaisceau sur A. Une section u de X au-dessus d'un 
objet a de A est dégénérée si et seulement s'il existe une flèche a : a —>- a' de A- qui 
n'est pas un isomorphisme, et une section u' de X au-dessus de af tels que u = Xa(uf). 
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Proposition 8.1.11. — Soit a un objet de A. Les assertions suivantes sont équivalentes. 
(i) L'objet a est non dégénéré. 
(ii) Pour tout morphisme a : a —>• a' de A, on a l'inégalité XA(a) ^ XA(af). 
(iii) Tout morphisme de A- de source a est un isomorphisme. 
(iv) Tout morphisme de A de source a est un morphisme de A+. 

Démonstration. — L'équivalence (i) (ii) est une traduction de la définition, et 
l'implication (ii) (iii) résulte de l'axiome Sql. Supposons la condition (iii) vérifiée. 
Si a : a —>• af est une flèche de A, elle admet une factorisation de la forme 

a 71 a" 5 a' 

où 7T G FIA- et S G F1A+. Or (iii) implique que TT est un isomorphisme, et donc 
que a G F1A+. On a ainsi montré (iii) => (iv), et (iv) => (ii) est une conséquence 
immédiate des axiomes SqO et Sql. 

Corollaire 8.1.12. — Soient X un préfaisceau sur A, a un objet de A, et u une section 
de X au-dessus de a. Les assertions suivantes sont équivalentes. 

(i) La section u est non dégénérée. 
(ii) Pour tous a : a —>• a1 G FIA et u' G Xa< tels que u = Xa(uf), on a l'inégalité 

XA(a) < XA(a'). 
(iii) Si a : a —>• a' G Fl A_ et u' G Xa> vérifient u = Xa(uf), alors a est un 

isomorphisme. 
(iv) Si a : a —>- a! G Fl A et u' G Xa> vérifient u = Xa(u'), alors a est une flèche 

de A+. 

Proposition 8.1.13. — Pour tout objet a de A, il existe un couple (TT, b), où TT : a —>• b 
est une flèche de A-, et où b est non dégénéré. Un tel couple est appelé une décom
position d'Eilenberg-Zilber de a. 

Démonstration. — Considérons l'ensemble Ea des couples de la forme (7T,b), où b 
est un objet de A, et TT une flèche de a vers b dans la catégorie A-. I l est non 
vide puisqu'il contient l'élément (a, la). L'ensemble des entiers naturels étant bien 
ordonné, cela implique que Ea admet un élément (TT,O) tel que XA(b) soit minimal. 
La proposition 8.1.11 montre que b est alors nécessairement non dégénéré. 

Corollaire 8.1.14. — Soient X un préfaisceau sur A, a un objet de A, et u une section 
de X au-dessus de a. Alors il existe un couple (TT,V), où TT : a —>• b est une flèche de 
A^ et v une section non dégénérée de X au-dessus de b, tel que u = Xn(v). Un tel 
couple sera appelé une décomposition d'Eilenberg-Zilber de u. 

8.1.15. — On note A^-i — 0, et pour n ^ 0, on considère la sous-catégorie pleine 
A^n de A formée dees objets a tels que XA(a) < n. Pour n ^ —1, on note in : 
A^n —>- A l'inclusion pleine canonique. Les catégories A^n admettent des structures 
de catégorie squelettique évidentes. Soit n ^ —1 un entier. On note Skn A le crible 
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de A engendré par la sous-catégorie A^n. Autrement dit, Skn A est la sous-catégorie 
pleine de A dont les objets sont les éléments a de Ob A tels qu'il existe une flèche dans 
A de source a et de but un objet de A^n (i.e. un objet a' de A tel que \A(ar) ^ n). 

Proposition 8.1.16. — Soit a un objet de A. Les assertions suivantes sont équivalentes. 
(i) L'objet a de A est dans le crible Skn A de A. 
(ii) // existe une flèche de A^ de source a et de but un objet de A^n. 
(iii) Si (TT,O) est une décomposition d'Eilenberg-Zilber de a, b est un objet de A^n. 

Démonstration. — Les implications (iii) (ii) (i) sont évidentes. I l suffit par 
conséquent de montrer que (i) (iii). Supposons que a soit un objet de Skn A, et 
considérons une décomposition d'Eilenberg-Zilber (TT, b) de a. Comme TT est une flèche 
de A-, elle admet une section (axiome Sq3), et comme Skn A est par définition un 
crible, cela implique que b est un objet de Skn A. I l existe donc une flèche de b vers un 
objet a' de A^n, et en vertu de la proposition 8.1.11, on a l'inégalité XA(b) ^ \A(a'). 
Cela implique que b est un objet de ^4<n, et achève ainsi la démonstration. 

8.1.17. — Soit X un préfaisceau sur A. Le crible Skn (A/X) de A/X correspond à un 
sous-préfaisceau de X, noté Skn X, et appelé le n-ième squelette de X. Par définition, 
on a donc A/ Skn X = Skn (A/X). Le préfaisceau Skn X peut se définir explicitement 
en posant pour tout objet a de A, 

(Skn X)a = {u G Xa I 3a : a —>- a', \A(a') ^ n , 3u e Xa, , Xa(uf) = u} . 
On vérifie immédiatement que pour toute flèche X —>- Y de préfaisceaux sur A, on 
a le carré commutatif suivant dans Cat. 

Skn(A/X) •A/X 

Skn(A/Y) A/Y 

L'association X I—>- Skn X définit ainsi un endofoncteur de Â. 

Corollaire 8.1.18. — Soient X un préfaisceau sur A, et u une section de X au-dessus 
d'un objet a de A. Les assertions suivantes sont équivalentes. 

(i) La section u de X appartient au sous-préfaisceau Skn X de X. 
(ii) // existe une flèche TT : a —>- a' de A^ telle que \A(a') ^ n, et une section u' 

de X au-dessus de a' vérifiant l'équation X ^ ^ ) = u. 
(iii) Si (TT, v) est une décomposition d'Eilenberg-Zilber de u, le but de TT est un objet 

de A^n. 

8.1.19. — Soit C un crible de A. Alors C correspond à un sous-préfaisceau X de l'objet 
final de A, et s'identifie à la catégorie A/X. I l est donc muni d'une structure naturelle 
de catégorie squelettique (lemme 8.1.6). Les sous-catégories C+ et C- s'identifient 
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aux intersections C H A+ et C H A_, et l'application Xc est la restriction de XA à C. 
Pour tout n ^ — 1, on a l'égalité C<^n = C fl A^n. 

Proposition 8.1.20. — Soit C un crible de A. Alors pour tout n ^ — 1, l'inclusion de C 
dans A induit naturellement le carré cartésien suivant dans Cat. 

SknC • Skn A 

C A 

Autrement dit, Skn C est l'intersection des cribles C et Skn A de A. 

Démonstration. — On a le carré cartésien ci-dessous, 

C ' An 

C A 
ce qui montre qu'on a un foncteur naturel de Skn C dans le produit fibre C fl Skn A 
de C et Skn A au-dessus de A. On vérifie aussitôt que cela fait de Skn C un crible de 
C H Skn A. En particulier, ce foncteur est pleinement fidèle et injectif sur les objets, 
et par conséquent, il suffit de montrer qu'il est surjectif sur les objets. Soit a un objet 
de C H Skn A. En vertu de la proposition 8.1.16, il existe une flèche TT : a —>- a' dans 
A- dont le but a' est un objet de la catégorie A<^n. Or il résulte de l'axiome Sq3 que 
cette flèche admet une section, et donc, vu que C est un crible de A, a' est un objet 
de C. On en déduit immédiatement que a est un objet de Skn C. 

Corollaire 8.1.21. — Soit X —>• Y un monomorphisme de A. Alors pour tout entier 
n, n ^ — 1, le carré suivant est cartésien. 

Skn X SknY 

X Y 

Autrement dit, Skn X est l'intersection des sous-préfaisceaux X et Skn Y de Y. 

Démonstration. — A/X est un crible de A/Y, et on rappelle qu'on a par définition 
les égalités Skn(A/X) = A/ Skn X et Skn(A/Y) = A/ Skn Y. La proposition 8.1.20 
montre que l'image du carré considéré dans l'énoncé par le foncteur 

j A : Â ^ Cat/A , X i—>• (A/X, A/X —>- A) 
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est le carré cartésien ci-dessous dans Cat/A 

A/ Skn X A/ Skn Y 

A/X •A/Y . 
Or le foncteur j A est pleinement fidèle (proposition 3.2.2), ce qui implique immédia
tement l'assertion. 
Proposition 8.1.22. — Soit n ^ — 1 un entier, et soit X un préfaisceâu sur A. Les 
assertions suivantes sont équivalentes. 

(i) SknX = X. 
(ii) Pour tout objet a de A, s'il existe une section non dégénérée de X au-dessus 

de a, alors XA(a) < n. 
(iii) Pour toute section u de X au-dessus d'un objet a de A, si (TT,V) désigne une 

décomposition d'Eilenberg-Zilber de u, alors v est une section de X au-dessus d'un 
objet de A^n. 

(iv) Pout toute section u de X au-dessus d'un objet a de A, il existe une flèche 
7r : a —>- a' de A-, et une section u' de X au-dessus de a' tels que u — Xn(uf) et 
AA(a') ^ n. 

Démonstration. — Les équivalences entre les conditions (i), (iii) et (iv) résultent du 
corollaire 8.1.18, et il est immédiat que (ii) équivaut à (iii). 

8.1.23. — Soient X un préfaisceau sur A, et a un objet de A. On dit qu'une section 
non dégénérée v de X au-dessus de a est dominante si le couple (a, v) n' a pas 
d'automorphismes non triviaux dans la catégorie A/X. Une section u de X au-dessus 
de A est normale s'il existe une décomposition d'Eilenberg-Zilber (TT, V) de u telle que 
v soit une section dominante de X. On remarque qu'une section non dégénérée est 
normale si et seulement si elle est dominante. 

Un préfaisceau sur A est dit normal si toutes ses sections sont normales. 
On vérifie immédiatement que tout sous-préfaisceau d'un préfaisceau normal est 

normal. De manière non moins évidente, on constate que lorsque les objets de A n'ont 
pas d'automorphismes non triviaux, tout préfaisceau sur A est normal. L'axiome Sq2 
se reformule en disant que tout préfaisceau représentable sur A est normal. 

Proposition 8.1.24. — Soit X un préfaisceau sur A. Soient a un objet de A, et u une 
section normale de X au-dessus de a. On considère deux décompositions d'Eilenberg-
Zilber (TT,V) et (TT',vf) de u, TT : a —>- b et TT : a —>• b' étant dans A-, et v et v' 
étant des sections non dégénérées de X au-dessus de b et b' respectivement. Alors 
les sections v et vf sont dominantes, et il existe un unique morphisme r : b —>• b' 
dans A tel que m = ix1 et v'T — v. On se permettra donc dans ce cas de parler de la 
décomposition d'Eilenberg-Zilber de u. 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2006 



318 CHAPITRE 8. EXEMPLES DE CATÉGORIES TEST LOCALES 

Démonstration. — Quitte à remplacer A par A/X, on peut supposer que X est le pré
faisceau final sur A (cela ne sert qu'à simplifier les notations). On peut aussi supposer 
que v est dominante, ce qui revient à considérer deux décompositions d'Eilenberg-
Zilber (TT, b) et (TT', b') d'un objet a de A, l'objet b n'admettant pas d'automorphisme 
non trivial dans A. Montrons qu'il existe un unique morphisme r : b —>• b' tel que 
T7T — TT' . Si G' est une section de TT' , comme b' est non dégénérée, il résulte de 8.1.11 
que ira' est dans A + , ce qui implique que \A(b') ^ XA(b). Le choix d'une section de TT 
implique donc par le même procédé que \A(b') = XA(b), d'où il vient par l'axiome Sql 
que ira' est un isomorphisme. Vu que b n'a pas d'automorphismes non triviaux, ce qui 
précède implique que TT et TTG'TT' ont les mêmes sections. On déduit donc de l'axiome 
Sq3 que TT = TTG'TT' . En posant r — (TTG')~1, on a donc TT' = TTT. Si r' : b —>• b' est 
un autre morphisme tel que TT' = T'TT, on a r V - 1 = TT'G' — 1^/, d'où r' = r , ce qui 
achève la démonstration. 

Corollaire 8.1.25. — Un préfaisceau sur A est normal si et seulement si toutes ses 
sections non dégénérées sont dominantes. 

8.1.26. — Soit n ^ — 1. Le foncteur in : A^n —>• A induit un foncteur image inverse 

in • A >• A^n , 

lequel admet un adjoint à gauche in], et un adjoint à droite in^. 

A<n 
*n ! Â Akn in Â 

Le foncteur in étant pleinement fidèle (par construction), les deux foncteurs i n ! et in^ 
sont aussi pleinement fidèles. On note 

* ^ -i s : ini in >- iA 

le morphisme d'adjonction non trivial (l'autre, défini de 1^ < vers z* in] est un iso
morphisme, puisque in] est pleinement fidèle). 

Lemme 8.1.27. — Soit cp : X —>• Y un morphisme de préfaisceaux sur A. On consi
dère un objet a de A, puis revaluation (pa : Xa —>- Ya de (p en a. 

(i) Pour tout objet a de A, Vapplication (pa envoie les sections dégénérées sur des 
sections dégénérées. 

(ii) Si p>a est une injection, alors elle envoie les sections non dégénérées sur des 
sections non dégénérées. 

Démonstration. — I l est immédiat que le foncteur A/ip : A/X —>• A/Y envoie les 
dégénérescences sur des dégénérescences, ce qui prouve l'assertion (i). On suppose à 
présent que ipa est une injection, et on considère une section non dégénérée u de X 
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au-dessus de a. Si ipa(u) est une section dégénérée de Y au-dessus de a, alors en vertu 
du corollaire 8.1.10, i l existe un carré commutatif dans A 

a 7T a' 

U U 

X v 
Y 

dans lequel le morphisme TT est une flèche de A- qui n'est pas un isomorphisme. 
L'axiome Sq3 assure l'existence d'une section o de TT. On obtient dès lors les égalités 
suivantes : 

(fa (u) — (pu = u' TT — U'TTGTT = (f U G TT = (fa(u G TT) . 

L'injectivité de ipa implique donc l'égalité u = UGTT, ce qui est une contradiction car 
u est non dégénérée. 

Lemme 8.1.28. — Soit (p : X —>• Y un morphisme de préfaisceaux sur A, Y étant 
normal. On suppose qu'il existe un entier n ^ — 1 tel que Skn X = X, et tel que pour 
tout objet a de A^n, l'évaluation de (f en l'objet a soit une application injective. Alors 
p> est un monomorphisme. 

Démonstration. — Soit a un objet de A, et soient UQ et u\ deux sections de X au-
dessus de a. Pour i = 0,1, on choisit une décomposition d'Eilenberg-Zilber (7^ ,^) de 
Ui, et on note bi le but de 7 .̂ Comme X = Skn X, la proposition 8.1.22 implique les 
inégalités 

XA(bi) ^ n , i = 0, 1 , 
et donc il résulte du lemme 8.1.27, (ii) que les sections cpb. (vi), i — 0, 1, de Y sont non 
dégénérées. Autrement dit, (71̂ , (pb. (vi)) est une décomposition d'Eilenberg-Zilber de 
<pa(ui) pour i = 0,1. Par conséquent, si <pa(uo) = (pa(ui), i.e. si tpuo = ipui, comme 
Y est normal, la proposition 8.1.24 implique l'existence d'un unique morphisme r de 
bo vers b\ tel que TTTQ — TT\ et (pv\T = (pvo. L'application <pbo étant injective, on a 
nécessairement l'égalité V\T = VQ, d'où les égalités 

^0 = VQTTQ = V\TTTQ = V1TT1 = UX , 

ce qui achève la démonstration. 

Proposition 8.1.29. — Si X est un préfaisceau normal sur A, pour tout pour tout entier 
n, n ^ —1, le morphisme d'adjonction 

Ez: in^^ X X 

est un monomorphisme dont l'image est le sous-préfaisceau Skn X de X. 
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Démonstration. — On vérifie immédiatement que Skn in] inX = zn, inX, ce qui im
plique que l'image de sx dans X est contenue dans Skn X. Comme le foncteur in] est 
pleinement fidèle, le morphisme 

Ki£ X : On! i /nX >• inX 
est un isomorphisme, et donc en vertu du lemme 8.1.28, ex est un monomorphisme. 
D'autre part, on vérifie aussitôt que le crible A/in] inX de A/X contient la sous-
catégorie (A/X)^n, ce qui implique qu'il contient le crible engendré par cette der
nière, à savoir Skn(A/X) — A/ Skn X. L'image du morphisme ex est donc bien le 
préfaisceau Skn X. 

8.1.30. — Soit a un objet de A. Le bord de a est le préfaisceau da = Sk**^'1 a. On 
a donc une inclusion canonique £a : da —>- a. 

Un monomorphisme X —>- Y de préfaisceaux sur A est normal si pour tout objet a 
de A, toute section de Y au-dessus de a qui ne se factorise pas par X est normale. Cela 
revient encore à demander que toute section non dégénérée de Y qui ne se factorise pas 
par X est dominante. Par exemple tout monomorphisme entre préfaisceaux normaux 
est normal. 

Proposition 8.1.31. — Les monomorphismes normaux sont stables par images directes, 
compositions transfinies et rétractes. 

Démonstration. — La seule propriété non triviale à vérifier est la stabilité par images 
directes (on vérifie les autres immédiatement grâce au lemme 8.1.27, (ii)). 

Considérons un carré cocartésien de préfaisceaux sur A de la forme ci-dessous. 

X u X' 

i i' 

Y 
V Y' 

Supposons que le morphisme i est un monomorphisme normal (ce qui implique que i' 
est un monomorphisme). Nous allons montrer que i' est un monomorphisme normal. 
Soit a un objet de A, et s' une section non dégénérée de Y' au-dessus de a. Si s' 
ne se factorise pas par X'', alors i l existe une section s de y au-dessus de a qui est 
envoyée sur s' par le morphisme v (ce qui s'écrit encore vs — s'). La section s est non 
dégénérée (car sinon, la section s' serait dégénérée en vertu du lemme 8.1.27, (i)), et 
elle ne se factorise pas par X. Soit r un automorphisme de a dans A tel que s'r = s'. 
L'application induite par v 

Ya — Xa ^ Y'a — X'a 

étant injective, on obtient sr = s. Or i étant un monomorphisme normal, la section 
s est normale et donc dominante. On obtient ainsi l'égalité r = l a , ce qu'il fallait 
démontrer. 
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Corollaire 8.1.32. — La classe des préfaisceaux normaux sur une catégorie squelettique 
est saturée par monomorphismes. 

8.1.33. — On rappelle qu'on dispose d'une suite d'inclusions de foncteurs 
0 = Sk'1 c Sk° c Sk1 c • • • c Skn c SknJrl c • • • , 

et pour tout préfaisceau X sur A, on a l'égalité 
X = U 

n>-l 
Skn X . 

Lemme 8.1.34. — Soient i : X —>• Y un monomorphisme normal de préfaisceaux sur 
A, et n un entier, n ^ 0. On choisit un représentant dans chaque classe d'isomor-
phisme d'objets non dégénérés (a, s) de A/Y tels que XA(a) — n et tels que s : a —>• Y 
ne se factorise pas par X. SiY> désigne l'ensemble de ces représentants, on a un carré 
cocartésien de la forme 

U{a,s)exda X U Sk71'1 Y 

LI(a,s) es a XuSknY . 

Démonstration. — Pour montrer que le carré commutatif ci-dessus est cocartésien, il 
suffit de vérifier que son évaluation en chaque objet b de A est un carré cocartésien 
d'ensembles. Si X(b) < n, l'évaluation des deux flèches verticales sont des identités, et 
donc le carré obtenu est trivialement un carré cocartésien. Supposons à présent que 
X(b) ^ n. Posons 

dZ = I I 
(a,s) G S 

da et Z = n 
(a,s) G S 

a . 

L'application Zb —>• (X U Skn Y)b est définie explicitement par a i—>- set pour une 
flèche a : b —>- a de A, et (a, s) un élément de S. L'intersection de l'image de Z^ — dZ^ 
et de (X U Sk71'1 Y)b est vide. Cela revient à affirmer que sa se factorise par X si et 
seulement si s se factorise par X. I l est en effet évident que si s se factorise par X 
alors sa se factorise par X. Réciproquement, si sa = it où t : b —>• X est une section 
de X au-dessus de b, on peut d'après l'axiome Sq3 choisir une section a de a. On a 
alors s = saa — ita. En conclusion, on obtient une application 

Zb - dZb —>• (X U Skn Y)h — (X U Sk71'1 Y)b . 

Le lemme revient ainsi à vérifier que cette dernière est bijective. Montrons 1'injecti-
vité. Considérons (aj,Sj), j = 0,1, deux éléments de S, et aj : b —>- aj, j — 0,1 
deux éléments de Zb qui ne sont pas dans dZb. Cette dernière condition implique 
que les morphismes aj sont dans A+. I l s'ensuit que pour j = 0,1, (CÏJ,SJ) est une 
décomposition d'Eilenberg-Zilber de SJCÏJ. Si so<̂ o = S\a\, alors en vertu de la pro
position 8.1.24, il existe un unique morphisme r : ao —^ «i tel que rao — a i , et 
s\T = SQ- Ce morphisme r est nécessairement un isomorphisme, et comme on a choisi 
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au plus un représentant de chaque classe d'isomorphisme de sections non dégénérées 
de Y, on a flo = Q>\ et SQ = s±. Comme en outre sç> est dominante, r doit être une 
identité, ce qui implique que ceo = c\\. I l reste enfin à vérifier la surjectivité. Soit t 
une section de Skn Y au-dessus de b. En vertu de la proposition 8.1.14, il existe une 
décomposition d'Eilenberg-Zilber (c/, s') de t. Si t n'est pas dans (XUSk™'1 Y)b, alors 
on a nécessairement XA(af) = n (8.1.16). La section s' est non dégénérée, et elle ne 
se factorise pas par X. I l existe par conséquent un élément (a, s) de E, et un isomor
phisme de (a', sf) sur (a, s) dans A/Y. Autrement dit, il existe un isomorphisme r de 
a' sur a tel que sr = s'. L'élément correspondant à a = rot dans Z0 — dZb est bien 
envoyé sur t — sa. 

Proposition 8.1.35. — Soit M l'ensemble des inclusions da a, a G ObA 
La classe des monomorphismes normaux s'identifie à la classe de morphismes 
Cell(fW) = l(r(<M)). 

Démonstration. — Tout préfaisceau représentable sur A étant normal, les éléments 
de 9A. sont des monomorphismes normaux, d'où il résulte par la proposition 8.1.31 et 
par le lemme 8.1.34 que la classe des monomorphismes normaux s'identifie à Cell(fW). 
En particulier, Cell(5^) est stable par rétractes, ce qui donne l'égalité Cell(f^) = 
l(r{M)). 

Définition 8.1.36. — On dit qu'une catégorie squelettique A est normale si tous les 
préfaisceaux sur A sont normaux. 

Proposition 8.1.37. — Soit A une catégorie squelettique. On note 9vt l'ensemble des 
inclusions de la forme da — ^ a, a G ObA. Les assertions suivantes sont équivalentes. 

(i) La catégorie A est une catégorie squelettique normale. 
(ii) Tout monomorphisme de préfaisceaux sur A est normal. 
(iii) La classe de morphismes Cell(fW) est la classe des monomorphismes de pré

faisceaux sur A. 
(iv) L'ensemble de morphismes 9A. est un modèle cellulaire de A. 
(v) Les objets de A n'ont pas d'automorphismes non triviaux. 

Démonstration. — Tout monomorphisme entre préfaisceaux normaux étant normal, 
il est immédiat que (z) et (zz) sont équivalentes. L'équivalence de (z'z), (iii) et (iv) 
est une conséquence immédiate de la proposition 8.1.35. I l est clair que (v) implique 
(z). I l reste donc à démontrer que (z) implique (v). Considérons un objet a de A, 
et G le groupe des automorphismes de a dans A. Désignons par a/G le quotient du 
préfaisceau a par l'action de G, et notons p : a —>- a/G la projection canonique. La 
section p de a/G au-dessus de a est non dégénérée. En effet, considérons un morphisme 
7r : a —^ b dans A-, et un morphisme v : b —>- a/G tels que p — VTT. Comme p est 
un épimorphisme, il existe alors un morphisme u : b —>- a tel que pu = v. L'ensemble 
Hom^(a, a/G) est par définition le quotient de l'ensemble Hom^a, a) par l'action de 

ASTÉRISQUE 308 



8.1. CATÉGORIES SQUELETTIQUES 323 

G définie en composant les éléments de G (à gauche). L'égalité puir = p implique 
donc qu'il existe un automorphisme g de a tel que un — g. En particulier, un doit 
être un isomorphisme, et par suite TT un monomorphisme. Mais d'après l'axiome Sq3, 
7r est aussi un épimorphisme scindé, ce qui implique que ix est un isomorphisme. 
D'après le corollaire 8.1.12, cela montre bien que la section p est non dégénérée. Or 
il est évident que tout élément de G définit un automorphisme de (a,p) dans A/a/G. 
Par conséquent, d'après le corollaire 8.1.25, pour que a/G soit un préfaisceau normal 
sur A, i l faut que le groupe G soit trivial. 

Remarque 8.1.38. — Soient A une catégorie squelettique, et G un préfaisceau de 
groupes sur A. Pour une représentation X de G et un entier n ^ 0, on définit Skn X 
par le carré cartésien ci-dessous. 

Skn X X 

Skn(G\X) G\X 

Cette construction permet de prouver que si X est un G-torseur sur son quotient, et 
si G\X est un préfaisceau normal sur A, alors X est localement cofibrante. En effet, 
on a par le lemme 8.1.34 des carré cocartésiens de la forme 

II(a,*)G£aa ^ n " 1 ( G \ X ) 

II(a,s)GE a Skn(G\X) . 

ce qui donne par image inverse le long de X —>• G\X des carrés cocartésiens de la 
forme 

U(a,s)e^dax(G Sk71'1 X 

U ( a > a ) € E a X ( G SknX . 

Comme X est la réunion de ses squelettes Skn X, n ^ —1, cela implique que X est 
une représentation localement cofibrante. On démontre de la même manière que si 
i : X —>- Y est un morphisme entre représentations de G tel que X et Y soient 
des G-torseurs sur leurs quotients et que le morphisme de G\X vers G\Y soit un 
monomorphisme normal, alors i est une cofibration locale. I l en résulte par la proposi
tion 7.1.13 que si A est une catégorie squelettique normale, alors les représentations lo
calement cofibrantes de G sont exactement les représentations qui sont des G-torseurs 
sur leurs quotients, et qu'un morphisme de représentations localement cofibrantes est 
une cofibration locale si et seulement si c'est un monomorphisme. 
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8.2. Catégories squelettiques régulières 
8.2.1. — Soit A une catégorie squelettique. Un préfaisceau X sur A est régulier si 
toute section non dégénérée de X au-dessus d'un objet de A est un monomorphisme. 
I l est immédiat que tout préfaisceau régulier est normal. 

Dire qu'un préfaisceau X sur A est régulier équivaut encore à affirmer que pour tout 
préfaisceau représentable a sur A, et tout morphisme u : a —>- X, l'image de u est 
représentable (cela se déduit de l'existence d'une décomposition d'Eilenberg-Zilber 
de u). On vérifie que tout sous-objet d'un préfaisceau régulier sur A est lui-même 
régulier. Ces remarques permettent de prouver la proposition suivante. 

Proposition 8.2.2. — Soit A une catégorie squelettique. Les assertions suivantes sont 
équivalentes. 

(i) Tout préfaisceau représentable sur A est régulier. 
(ii) Le bord de tout préfaisceau représentable sur A est régulier. 
(iii) Toutes les flèches de A+ sont des monomorphismes de A. 
(iv) L'image de tout morphisme entre préfaisceaux représentables sur A est repré

sentable. 

Définition 8.2.3. — Une catégorie squelettique A est prérégulière si tout préfaisceau 
représentable sur A est régulier. 

Une catégorie squelettique A est régulière si elle est normale et prérégulière. 

Remarque 8.2.4. — Le critère (iii) de la proposition 8.2.2 implique qu'une petite ca
tégorie A admet au plus une structure de catégorie squelettique prérégulière (au choix 
de l'application XA près). 

Exemple 8.2.5. — La catégorie des simplexes A est une catégorie squelettique régu
lière. 
Proposition 8.2.6. — Si A est une catégorie squelettique régulière, alors pour tout pré
faisceau X sur A, la catégorie A/X est une catégorie squelettique régulière. 

Démonstration. — Soit X un préfaisceau sur une petite catégorie A. On sait que A /X 
est squelettique en vertu du lemme 8.1.6, et il est clair que si A est normale, il en est 
de même de A/X. D'autre part, un morphisme de A/X est un monomorphisme si et 
seulement si son image dans A en est un. Cela implique l'assertion. 

Remarque 8.2.7. — Les catégories squelettiques régulières sont aussi stables par pro
duits finis. 

Proposition 8.2.8. — Soit A une catégorie squelettique prérégulière. Pour qu'une 
classe de préfaisceaux sur A saturée par monomorphismes contienne tous les préfais
ceaux normaux sur A, il suffit qu'elle contienne tous les préfaisceaux représentables 
sur A. 
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Démonstration. — Soit C une classe d'objets de Â saturée par monomorphismes et 
contenant les objets de A. I l résulte de l'argument du petit objet et de la proposi
tion 8.1.37 que pour montrer que tout préfaisceau normal sur A est dans C, il suffît de 
vérifier que pour tout objet a de A, da est dans C. On va en fait vérifier que tout 
sous-objet de a est dans C, en procédant par récurrence sur n = XA(a). Si n = 0, les 
seuls sous-objets de a sont 0 et a, et donc l'assertion est trivialement vérifiée. Dans le 
cas général, si K est un sous-objet de a, K ^ a, on déduit de 8.2.2, (iv), qu'il existe un 
ensemble / , et une famille ai, i G / , de sous-objets représentables de a telle que pour 
tout i, XA(di) < n, et telle que K = U ^ / a*. On peut munir I d'un bon ordre et définir 
un foncteur F : I —>• A par i i—>• U^<^ a^. On va montrer par récurrence transfinie 
que pour tout i dans / , Fi est dans C. Si i est l'élément initial, Fi est représentable, 
et donc cette condition est vérifiée par hypothèse. Sinon, on remarque que si pour 
tout i' < i, Fi> est dans C, alors lim 

H'<i 
Fi' — UJ/<Î AI' est aussi dans C, et que le carré 

suivant est cocartésien. 
^i'<i ai' H ai • Ui'<i ai' 

di Fi 
Par hypothèse de récurrence sur n, vu que XA(ai) < n, LV^a^ flOi est dans C, et par 
conséquent, il en est de même de Fi. On en déduit que lim F = K est dans C, ce qui 
achève la démonstration. 

Proposition 8.2.9. — Soit A une catégorie squelettique régulière. Alors pour tout pré
faisceau X sur A, tout AIX-localisateur est régulier. 

Démonstration. — En vertu de la proposition 8.2.6, il suffît de montrer que tout A-
localisateur est régulier. Or cela résulte immédiatement de l'exemple 3.4.10, et des 
propositions 3.4.22 et 8.2.8. 
Définition 8.2.10. — Soit A une petite catégorie. Un A-prélocalisateur est une classe 
W de flèches de A vérifiant les axiomes suivants. 

PLI W est faiblement saturée et stable par rétractes. 
PL2 Pour tout diagramme commutatif dans A du type 

A1 
ai Ao a2 A2 

sS fo i 

B 
Pi 

f 
P2 B2 5 

dans lequel ct\ et f3\ sont des monomorphismes, et fo, f\, f2 sont des éléments de W, 
la flèche canonique A\ J1A0 A2 —>• B\ J1B0 B2 est un élément de W. 

PL3 Si À est un ensemble bien ordonné, X, Y : À —>• A une paire de foncteurs, 
et (p : X —>• Y un morphisme de foncteurs tels que pour tous v ^ \i G À, les 
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flèches naturelles X(v) —>- X(fj) et Y(v) — ^ ^(AO soient des monomorphismes, 
(^(/i) : X(p) —>• Y(fi) étant dans W, alors lim (p : lim AT —>• lim Y est un élément 
deW. * * * 
En d'autres termes, un A-prélocalisateur est une classe de flèches faiblement saturée 
de A, qui est saturée par monomorphismes comme classe d'objets de la catégorie des 
flèches de A (cf. 1.1.14). 

Exemple 8.2.11. — En vertu du lemme 1.4.15, tout A-localisateur est un A-prélocali-
sateur (l'axiome PLI résulte du fait que tout A-localisateur est fortement saturé). 
Exemple 8.2.12. — Soit *W un localisateur fondamental. Alors pour toute petite ca
tégorie A, *WA = iA

lrH^ est un A-prélocalisateur (l'axiome PLI étant trivialement 
vérifié (cf. 4.2.4 pour la stabilité par rétractes), cela résulte de [96, corollaires 2.3.13 
et 2.3.16]). 

Remarque 8.2.13. — On vérifie que tout A-prélocalisateur W vérifie les axiomes L l et 
L3 de la définition de A-localisateur (1.4.1). Par conséquent, pour que W soit un A-lo
calisateur, il faut et il suffit qu'il satisfasse à l'axiome L2 (ou bien l'une des conditions 
énoncées dans le lemme 1.4.13). 
Lemme 8.2.14. — Soient A une catégorie squelettique régulière, B une petite catégo
rie, W un B -prélocalisateur, ^ et ^ deux foncteurs commutant aux petites limites 
inductives et respectant les monomorphismes, de la catégorie des préfaisceaux sur A 
vers celle des préfaisceaux sur B, et a un morphisme de foncteurs de $ vers W. Les 
deux conditions suivantes sont équivalentes. 

(a) Pour tout préfaisceau représentable a sur A, le morphisme 

aa : $(a) —>- (a) 
est dans W. 

(b) Pour tout préfaisceau X sur A, le morphisme 
ax : $(X) —>- ^(X) 

est dans W. 
Démonstration. — I l résulte aussitôt du lemme 1.1.15 que la classe des préfaisceaux 
X sur A tels que ax soit dans W est saturée par monomorphismes. L'assertion résulte 
donc de la proposition 8.2.8. 

Proposition 8.2.15. — Soit A une catégorie squelettique régulière. On considère une 
donnée homotopique élémentaire sur A, 

3 = {I,d°,d\a) , 
et un A-prélocalisateur W tels que pour tout objet a de A, le morphisme 

a a : I (g) a —>- a 
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soit un élément de W. Alors W est un A-localisateur, et pour tout préfaisceau X sur 
A, le morphisme 

ax : I <g> X —^ X 
est une W-équivalence. 

Démonstration. — En vertu du lemme 1.4.13, il suffit de montrer la seconde asser
tion, à savoir que pour tout préfaisceau X sur A, le morphisme ox est dans W. Le 
lemme 8.2.14, appliqué au cas où A = <ï> = / et \£ = 1^, permet de conclure. 

Corollaire 8.2.16. — Soit A une catégorie squelettique régulière. On considère une 
donnée homotopique élémentaire sur A 

3=(I,d°,d\a) , 

et un localisateur fondamental W, tels que pour tout objet a de A, le morphisme 

aa :10a —>• a 

soit une 14?-équivalence. Alors A est une ^-catégorie test locale, et pour tout pré
faisceau X sur A, le morphisme 

ax : I ®X —^ X 

est une W-équivalence. 

Démonstration. — Vu que iA
X(V\? est un A-prélocalisateur (8.2.12), l'assertion résulte 

du corollaire 4.2.3 et de la proposition ci-dessus. 

Lemme 8.2.17. — Soit A une catégorie squelettique régulière. On suppose que A est 
une W00-catégorie test locale. Pour qu'un A-localisateur W coïncide avec celui des 
oo-équivalences, il faut et il suffit que toute \N-équivalence soit une oo-équivalence et 
que tout monomorphisme de préfaisceaux représentables soit une \N-équivalence. 

Démonstration. — I l est clair que c'est une condition nécessaire. Réciproquement, 
considérons un A-localisateur W, et supposons que toute W-équivalence est une oo-é
quivalence et que tout monomorphisme de préfaisceaux représentables est une W-é
quivalence. On remarque grâce aux axiomes Sq2 et Sq3 que toute flèche de A est dans 
W. Enfin, comme W est régulier (8.2.9), on en déduit grâce à la proposition 6.4.26 
que toute oo-équivalence est une W-équivalence. 

Théorème 8.2.18. — Soit A une W^-catégorie test locale. On désigne par W00 la 
classe des oo-équivalences dans A. On suppose que A est squelettique régulière, et 
on suppose donnée une structure homotopique (3, An) telle que la classe des équiva
lences faibles associée soit W^. Les assertions suivantes sont équivalentes. 

(a) Tout morphisme de préfaisceaux représentables sur A est une équivalence faible 
absolue. 
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(b) Tout monomorphisme entre préfaisceaux représentables est une extension 
anodine. 

(c) La structure homotopique (3, An) est complète. 

Démonstration. — L'implication (a) =^> (b) est immédiate (proposition 1.3.56). Si la 
structure homotopique (3, An) est complète, cela signifie en vertu de la proposition 
1.3.61 que les équivalences faibles absolues sont simplement les équivalences faibles 
(en l'occurrence les oo-équivalences), et donc, en particulier, toute flèche entre pré
faisceaux représentables est alors une équivalence faible absolue, ce qui prouve que 
(c) implique (a). I l reste ainsi à vérifier que (b) implique (c). Supposons que tout 
monomorphisme de A soit une équivalence faible absolue. Pour chaque préfaisceau X 
sur A, on considère la structure homotopique induite (3/X, An/X) sur X (cf. 1.3.54). 
On remarque qu'une flèche de A/X est une oc-équivalence si et seulement si son image 
dans A en est une. On en déduit que toute AT-équivalence (i.e. toute équivalence faible 
de A/X au sens de la structure homotopique (3/X, An/X)) est une oo-équivalence 
(cf. 1.3.54). Le lemme 8.2.17 implique donc, grâce à la proposition 8.2.6, que toute oo-
équivalence au-dessus de X est une AT-équivalence. Autrement dit, les oo-équivalences 
de A sont toutes des équivalences faibles absolues, ce qui achève la démonstration en 
vertu de la proposition 1.3.61. 

Corollaire 8.2.19. — Soit A une catégorie squelettique régulière. On considère une 
donnée homotopique (3, S) sur A (avec 3 = (/, <9°, d1, o~)) vérifiant les hypothèses 
suivantes. 

(a) Tout élément de S est une oo-équivalence. 
(b) Tout monomorphisme de A est dans Aj(S,0V[) (pour cela, il suffit que tout 

monomorphisme de A soit dans S). 
(c) Pour tout objet a de A, le morphisme aa : I 0 a —>• a est une oo-équivalence 

(i.e. la catégorie A/(l <8>a) est oo-asphérique). 
Alors la catégorie des préfaisceaux sur A admet une structure de catégorie de mo
dèles fermée propre à engendrement cofibrant dont les cofibrations sont les monomor
phismes, et les équivalences faibles, les oo-équivalences. Les cofibrations sont engen
drées par Vensemble !M des inclusions canoniques de la forme da —>• a, a G ObA, 
et les cofibrations triviales par les éléments de A3(S,Í\Í) (cf. 1.3.12). 

Démonstration. — L'hypothèse (c) implique que A est une Woo-catégorie test locale 
en vertu du corollaire 8.2.16, ce qui prouve aussi la première assertion (corollaire 4.2.18 
et théorème 4.4.30). Désignons par W la classe des équivalences faibles définie par la 
donnée homotopique (3, S). En vertu des corollaires 1.4.18 et 8.2.16, les hypothèses 
(a) et (c) impliquent que toute W-équivalence est une oo-équivalence. L'hypothèse (6) 
et le lemme 8.2.17 impliquent donc que W est la classe des oo-équivalences. Mais l'hy
pothèse (b) implique en particulier que tout monomorphisme de A est une extension 
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anodine, et donc le théorème précédent montre que la donnée homotopique (3, S) est 
complète, ce qui achève la démonstration. 

Scholie 8.2.20. — Une partie des travaux de Clemens Berger [11] peuvent ête vus du 
point de vue des catégories test squelettiques régulières. Soit B la catégorie cellulaire 
de Joyal (que l'on peut voir comme la catégorie opposée de la catégorie des ĉ -disques ; 
voir [11, proposition 2.2]). Nous renvoyons le lecteur à loc. cit. pour une définition 
précise de B, et nous nous contenterons de dire ici que cette catégorie permet de 
coder la combinatoire sous-jacente à la théorie des catégories supérieures ; voir aussi 
[4, 5, 12, 120]. Les préfaisceaux sur B sont appelés les ensembles cellulaires. I l ré
sulte facilement de [11, lemme 2.4] que B est une catégorie squelettique régulière. La 
description combinatoire du produit cartésien de deux préfaisceaux représentables sur 
B donnée par [11, proposition 2.8] permet de prouver que B est une catégorie totale
ment asphérique. Comme elle admet un objet final, c'est une catégorie test ; voir 4.3.4. 
On en déduit que la catégorie des ensembles cellulaires admet une structure de caté
gorie de modèles fermée propre dont les cofibrations sont les monomorphismes, et les 
équivalences faibles, les oo-équivalences. On peut ainsi retrouver^1) une construction 
purement combinatoire de la structure de catégorie de modèles fermée de [11, théo
rème 3.9] (la description explicite d'un ensemble générateur des cofibrations triviales 
résultant essentiellement du théorème 8.2.18). En sortant du cadre des catégories 
squeletiques, on peut interpréter les résultats de [11] en termes de catégories test. En 
effet, Berger associe à toute cj-opérade A une catégorie B^. Pour tout morphisme de 
cj-opérades / : A —>• B , on a un foncteur canonique associé / : B^ —>- B# ; voir 
[11, définition 1.15]. En outre, si A = UJ désigne l'c -̂opérade finale, on a 9 W = B. I l 
est alors possible, en s'inspirant de la preuve de [11, théorème 4.14], de prouver que 
pour toute o;-opérade A qui est contractile au sens de [11, définition 1.20], le foncteur 
P • ®A —^ B est W00-excellent et que QA est totalement oo-asphérique. Comme p est 
en particulier localement oo-asphérique, il s'en suit en vertu de [96, corollaire 1.7.15] 
que G A est une catégorie test stricte. Cela permet d'obtenir une structure de catégorie 
de modèles fermée sur la catégorie des ensembles A-cellulaires (i.e. des préfaisceaux 
sur OA), et donc de répondre affirmativement à l'une des questions posées par Berger ; 
voir [11, remarque 4.20]. 

8.2.21. — Soit A une catégorie squelettique prérégulière. Si X est un préfaisceau 
régulier sur A , on désigne par £X l'ensemble des sous-objets représentables de X, 

(i) La preuve de [11, théorème 3.9] utilise un foncteur de réalisation topologique des ensembles 
cellulaires et la théorie des quasi-fibrations topologiques. Il est remarquable que la théorie des quasi-
fibrations topologiques est un ingrédient essentiel dans la preuve originale du théorème B de Quillen 
et que la preuve du théorème 8.2.18 utilise de manière essentielle le théorème B en question. 
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ordonné par l'inclusion. Si u : X —>- Y est un morphisme de préfaisceaux réguliers 
sur A, on lui associe une application croissante 

ξη:ξΧ^ζΥ , a G X I — ^ u(a) C Y 

(où u(a) désigne l'image du morphisme composé a —>• X —>- Y, laquelle est repré
sentable puisque Y est régulier). Cette construction définit un foncteur de la catégorie 
des préfaisceaux réguliers sur A vers la catégorie des ensembles ordonnés. En restrei
gnant ce dernier aux préfaisceaux représentables, on obtient le foncteur de subdivision 
barycentrique 

Î.A-^Cat . 
Ce foncteur admet un prolongement unique en un foncteur commutant aux petites 
limites inductives £i, lequel admet un adjoint à droite £*. 

£i : A —>• Cat T : Cat-^ Â 

On définit enfin un foncteur 
a : A À 

en composant £ avec le foncteur nerf. Comme ci-dessus, le foncteur G admet un unique 
prolongement en un foncteur commutant aux petites limites inductives noté Sd — G\ , 
lequel admet un adjoint à droite Ex — cr*. 

Sd : Â —^ Â Ex : Â — ^ À 

I l va de soi que les notations employées dans ce paragraphe sont compatibles avec 
celles de 2.1.26. 

Lemme 8.2.22. — Pour tout préfaisceau régulier X sur A, si i\)x : £X —>• Â désigne 
le foncteur défini par vpx(a ^ ^0 ~ a> a^ors I e morphisme évident limijj x —>• X est 
un isomorphisme. 

Démonstration. — Le foncteur ipx : ÇX —>• Â se factorise par le foncteur canonique 
ipx : A/X —>• A, défini par (a, u : a —>• X) I—>• a, 

£X ^ A/X fx Â 

et comme le morphisme canonique lim ipx —^ X est un isomorphisme, i l suffit de 
montrer que le foncteur ÇX —>• A/X est cofinal, autrement dit, que pour tout objet 
(a,u : a —>• X) de A/X, la catégorie (a, u)\ÇX est connexe. Or le préfaisceau X 
est régulier, ce qui implique que Imu est un préfaisceau représentable sur A, et la 
catégorie (a, u)\£X admet un objet initial, à savoir le couple (Imu C X, a —>• Imu), 
où a —>• Imu désigne l'épimorphisme canonique, ce qui prouve le lemme. 

Proposition 8.2.23. — Pour tout préfaisceau régulier X sur A, on a des isomorphismes 
canoniques Sd X ~ N Ç\X ~ N ÇX. 
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Démonstration. — L'assertion étant trivialement vérifiée lorsque X est représentable, 
il suffit en vertu du lemme précédent, de prouver que les foncteurs Ç et TV Ç\ commutent 
aux limites inductives du type évoqué dans ce lemme. Si B est une petite catégorie, 
et si FB désigne le foncteur de B dans Cat qui associe à b la catégorie B/b, on sait 
que lim Fp = B et que lim N FB = N B (voir 3.2.10 pour la seconde limite inductive). 
Pour conclure, il suffit à présent de constater que pour B = ÇX, on a Çipx = F^x. 

Corollaire 8.2.24. — Pour tout préfaisceau représentable a sur A, le foncteur 
Ç\da —>• Ç\a est une immersion ouverte. 

Démonstration. — Les sous-objets d'un préfaisceau régulier étant réguliers, le bord 
de a est régulier. Par conséquent, en vertu de la proposition précédente (et de la pleine 
fidélité du foncteur nerf), Ç\da = Çda est le sous-ensemble ordonné de Ça formé des 
a' <Z a tels que a' ^ a. I l est clair que cela forme un crible de Ça. 

Corollaire 8.2.25. — Le foncteur Ç\ : Â —>- Cat envoie les monomorphismes normaux 
sur des immersions ouvertes. 

Démonstration. — Cela résulte immédiatement de la proposition 8.1.35, du 
lemme 5.1.10 et du corollaire 8.2.24. 
Corollaire 8.2.26. — Le foncteur Sd : A —>- A envoie les monomorphismes normaux 
des monomorphismes. 

Démonstration. — Cela résulte immédiatement de la proposition 8.1.35, de la propo
sition 8.2.23 et du corollaire 8.2.24. 
8.2.27. — On suppose à présent que A est une catégorie squelettique régulière. 

Soit a un objet de A. On définit un foncteur 
7ra : A/a —^ Ça 

par 7ra(a'\a : a'—>• a) = a(a') (où a(a') désigne toujours l'image de a). Cette 
construction est naturelle en a, et par conséquent, on peut prolonger N TT par limites 
inductives, ce qui nous fournit un morphisme de foncteurs 

NiA —Sd . 

Proposition 8.2.28. — Soit 14/ un localisateur fondamental. Pour tout préfaisceau X 
sur A, le morphisme N A/X —>• SdX est une W-équivalence. 

Démonstration. — Les foncteurs NiA et Sd commutent aux petites limites induc
tives (voir 3.2.10 pour le premier) et respectent les monomorphismes (comme A est 
régulière, tout monomorphisme est normal, ce qui permet d'appliquer le corollaire 
précédent). En vertu du lemme 8.2.14, il suffît donc de prouver l'assertion lorsque X 
est représentable. Or dans ce cas, N A/X et Sd X — N ÇX sont contractiles, ce qui 
permet de conclure. 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2006 



332 CHAPITRE 8. EXEMPLES DE CATÉGORIES TEST LOCALES 

Proposition 8.2.29. — Soit W un localisateur fondamental, et soit A une catégorie 
squelettique régulière. Pour que A soit une W-catégorie test locale, il faut et il suffit 
que le foncteur de subdivision barycentrique £ : A —>• Cat soit un W-foncteur test 
local. En outre, si c'est le cas, les foncteurs Sd et Ex respectent les W-équivalences. 
Enfin, si de plus W est accessible, le couple de foncteurs adjoints 

Sd : Â A et Ex : A —^ Â 

est une adjonction de Quillen (voire une équivalence de Quillen si A est W-asphéri
que) pour les structures de catégorie de modèles associées à W. 
Démonstration. — En vertu du lemme 4.1.17 et du corollaire 8.2.25, le foncteur £* 
envoie les petites catégories admettant un objet final sur des objets injectifs de A. 
Si A est une W-catégorie test locale, i l résulte donc de la proposition 4.2.3 que 
pour toute petite catégorie C admettant un objet final, le préfaisceau £*C est lo
calement W-asphérique, ce qui prouve que £ est un W-foncteur test local grâce au 
théorème 4.1.26. La réciproque résulte de la définition même des foncteurs test locaux. 
Supposons à présent que A est une W-catégorie test locale. Le fait que le foncteur Ex 
respecte les W-équivalences est une application directe de la proposition 4.3.12, avec 
B = A et i — a (il résulte du corollaire 8.2.24, de la pleine fidélité du foncteur nerf 
et du lemme 4.1.17 appliqué à i — £ que Ex A\ = E* Ai est un objet injectif de A (ce 
qui implique qu'il est localement asphérique), et pour tout objet a de A, l'ensemble 
ordonné £a admet a comme élément maximal, ce qui implique que son nerf Sd a est 
contractile, et permet de vérifier les hypothèses faites au numéro 4.3.10). I l est clair 
en vertu de la proposition 8.2.28 que le foncteur Sd respecte les équivalences faibles. 
Pour achever la démonstration, il faut encore vérifier que le foncteur Sd respecte les 
monomorphismes, ce qui est en fait déjà connu (8.1.37 et 8.2.26). Le fait que le fonc
teur Sd soit une équivalence de Quillen à gauche lorsque A est asphérique résulte 
facilement de la proposition 8.2.28. 

8.3. Ensembles simpliciaux symétriques 
8.3.1. — On rappelle que les ensembles simpliciaux symétriques sont les préfaisceaux 
sur la catégorie T des ensembles finis de la forme Tn = {0, . . . , n } pour n ^ 0. 
On sait déjà que T est une catégorie squelettique (prérégulière). La catégorie T est 
aussi une catégorie test stricte; voir 4.1.20. Nous avons donc sur T une structure de 
catégorie de modèles fermée propre et à engendrement cofibrant dont les équivalences 
faibles sont les oo-équivalences, et les cofibrations, les monomorphismes. Nous allons 
construire une structure de catégorie de modèles fermée sur la catégorie des ensembles 
simpliciaux symétriques dont les équivalences faibles sont les oo-équivalences, et les 
cofibrations, les monomorphismes normaux (cf. 8.1.30). 

On note 
v : A —^ T , A i ^ T 

1 1 n 
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le foncteur d'inclusion évident. I l induit un foncteur image inverse 

v* : T —^ Â , 

lequel admet pour adjoint à gauche l'extension de Kan à gauche de v, notée comme 
il se doit 

v\ : Â —>- T . 

Proposition 8.3.2. — Pour tout entier n > 0 ; le foncteur v\ envoie l'inclusion 
dAn —>~ An sur l'inclusion dTn —>• Tn. 

Démonstration. — L'assertion est triviale dans le cas n = 1, ce qui implique par le 
lemme 2.1.10 que le foncteur v\ respecte les monomorphismes. On en déduit que la 
flèche canonique de dAn vers dTn est un monomorphisme. Or il est immédiat que 
cette dernière est un épimorphisme. 

Corollaire 8.3.3. — Le foncteur v\ : A —>• T envoie les monomorphismes sur des 
monomorphismes normaux. 

Démonstration. — Cela résulte de l'argument du petit objet et des propositions 8.1.35 
et 8.3.2. 

Lemme 8.3.4. — Soient m,n ^ 0 deux entiers. On a une application fonctorielle en 
Am qui admet une section fonctorielle canonique 

ç m : Bom^(SdAmìAn) —^ H o m T ( T m , r n ) . 

Démonstration. — Tout morphisme d'ensembles simpliciaux de Sd Am vers An est 
le nerf d'une unique application croissante v : ÇAm —>- An. On associe à v une ap
plication u : Tm —^ Tn définie par la formule u(i) = v({i}). Cela définit l'application 
ç m annoncée. La vérification de la fonctorialité revient à constater que pour toute ap
plication croissante (p : Ap —>• Am, on a l'identification v({tp(i)}) = v((p({i})) pour 
tout i dans Tp. 

Pour construire une section fonctorielle en Am de l'application précédente, on 
procède comme suit. Toute application u : T m —^ Tn induit une application crois
sante ÇAm —>• ÇAn définie par S l—>• u(S). En composant celle-ci avec l'application 
naturelle ÇAn —^ An (cf. 2.1.26), on associe de la sorte à w un morphisme v de 
Sd Am vers An. Si w désigne l'image de v par l'application ç m , on a par construction 
w(i) = max{w(i)} = u(ï) pour tout i dans Tm. La fonctorialité de cette section en Am 

est immédiate. 

Proposition 8.3.5. — Pour tout entier n ^ 0, v*Yn est un objet injectif dans la caté
gorie des ensembles simpliciaux. 
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Démonstration. — I l résulte du fait que les foncteurs Sd et v\ commutent aux limites 
inductives, de la proposition 8.3.2 et du lemme 8.3.4 que l'on a un carré commutatif 

Hom Â(5d A n , Az) Hom^ (T m ,T n ) 

Hom^Sd dAm, An) - Hom^ (drm,Tn) 

dont les flèches horizontales admettent des sections. Or on veut montrer que la flèche 
verticale de droite est une surjection. Pour cela, il suffit de montrer que la flèche 
verticale de gauche est une surjection. Autrement dit, nous sommes ramenés à prouver 
que Ex An est un objet injectif dans la catégorie des ensembles simpliciaux. Cela 
résulte immédiatement du lemme 4.1.17 et du corollaire 8.2.25. 

Corollaire 8.3.6. — Le foncteur v : A —>• Y est oo-asphérique. 

Démonstration. — Cela résulte du théorème 4.1.19, du corollaire 8.3.3 et de la pro
position 8.3.5. On peut aussi en donner une preuve plus élémentaire; voir [96, preuve 
de 1.7.25]. 
8.3.7. — Pour n > 1 et 0 < k ^ n, on pose T = 

n x A k 
n i 

On remarque qu'il existe des 
isomorphismes r o 

n = r k n . 
Proposition 8.3.8. — La catégorie des ensembles simpliciaux symétriques admet une 
structure de catégorie de modèles fermée propre et à engendrement cofibrant dont les 
équivalences faibles sont les oo-équivalences, et dont les cofibrations sont les mono
morphismes normaux. Les cofibrations sont engendrées par Vensemble des inclusions 
de la forme 

(31 n J- n 5 n ^ 0 , 
et les cofibrations triviales sont engendrées par les morphismes de la forme 

1 n ^ 1 n 5 n ^ 1 . 
En outre, les foncteurs v\ et v* sont des équivalences de Quillen à gauche. 

Démonstration. — En vertu des corollaires 8.3.3 et 2.1.22, le foncteur v\ respecte les 
oo-équivalences. La proposition 4.2.23 et le corollaire 8.3.6 impliquent qu'un mor
phisme d'ensembles simpliciaux symétriques est une oo-équivalence si et seulement si 
son image par v* est une oo-équivalence d'ensembles simpliciaux. La proposition 1.4.23 
appliquée au couple de foncteurs adjoints (v\,v*) et la proposition 8.3.2 donnent 
donc cette structure de catégorie de modèles fermée (la propreté résulte du fait que 
Woo est un localisateur fondamental propre et d'une double application du corol
laire 1.5.21). Pour vérifier que les foncteurs v\ et v* sont des équivalences de Quillen 
à gauche, i l suffit de vérifier que c'est le cas de v*, ce qui résulte facilement de la 
proposition 4.2.24. 
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Remarque 8.3.9. — Pour la structure de catégorie de modèles ci-dessus, les objets 
cofibrants sont donc les préfaisceaux normaux, et les cofibrations entre objets cofi
brants les monomorphismes. En outre, pour tout ensemble simplicial symétrique X, 
le morphisme d'adjonction v\v*X —>• X est une oo-équivalence, et l'ensemble sim
plicial symétrique v\v*X est normal, ce qui fournit une résolution cofibrante foncto-
rielle. On a aussi une résolution fibrante fonctorielle X —>• v* Ex°° v*X, le foncteur 
v* Ex°° v* ayant en outre le bon goût de commuter aux produits finis et de respecter 
les fibrations. 

Remarque 8.3.10. — On obtient une autre équivalence de Quillen entre les ensembles 
simpliciaux et les ensembles simpliciaux symétriques (toujours avec la structure de la 
proposition 8.3.8) par le foncteur de subdivision barycentrique défini au numéro 8.2.21 
(exercice laissé au lecteur). I l est remarquable que pour tout ensemble simplicial X, 
on a Sdv\X — SdX. Cette identification est utilisée implicitement dans la preuve de 
la proposition 2.1.39. 

Remarque 8.3.11. — En vertu de la proposition 8.1.37, l'ensemble des inclusions de la 
forme dTn —>• Tn n'est pas un modèle cellulaire de T. Cela compromet un certain 
nombre d'affirmations de Rosicky et Tholen [115]. On peut cependant déduire de 
la proposition 8.3.5 que la structure de catégorie de modèles fermée de la proposi
tion 8.3.8 est « déterminée à gauche » au sens de loc. cit. relativement à la classe des 
monomorphismes normaux. 

8.4. Ensembles cubiques 
8.4.1. — Pour tout entier n ^ 0, on note D n l'ensemble produit {0, l } n . Pour n > 1, 
1 ^ z ̂  n, et e = 0,1, on définit une application 

ô i,e 
n x D n - 1 ^ 

par la formule 
S i,e 
n {X\ , . . . , Xn — \ ) — (x\ , . . . , Xi — \ , £, Xi, . . . , Xn — \ ) , 

et pour n^O, l ^ z ^ n + 1 , une application 

a x 
n • ^ Dn 

par la formule 

G 0 
n (a?i,... ,scn+i) = (xi,... ,aí¿_i,x¿+i, • •. ,x„+i) . 

On définit la catégorie des cubes • comme la sous-catégorie de 'Ens dont les objets 
sont les ensembles D n , n ^ 0, engendrée par les flèches ô^f, 1, 1 <i ^ n, e — 0,1, 
et les flèches c r n , n ^ 0 , 1 < i < n+1. Nous laissons au lecteur le soin de vérifier 
l'énoncé suivant (nous renvoyons à [23, 66] pour des développements systématiques 
sur la combinatoire cubique). 
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Proposition 8.4.2. — La catégorie • est la sous-catégorie de Eus dont les objets sont 
les ensembles D n , n ^ 0. et dont les flèches sont les applications 

Om On, / — • • • > fn) , fj ' Dm ^ Dl , 1 < 3 ^ n , 

satisfaisant aux deux conditions suivantes. 
(a) Pour tout j , 1 ̂  j ^ n, fj est une application constante (de valeur 0 où 1) ou 

iien une projection du type 

pri : nm —>- Di , {x\,. . . , x m ) I >• Xi , 1 ^ i ^ m . 

(b) Pour tous ji, J2, 1 ̂  i i < J2 < n, si fjl = pr i ] L ei / J 2 = pr¿2, a/ors i± < i2. 

8.4.3. — Les applications Ö = 
n et G i n 

vérifient les relations cocubiques ci-dessous. 

a J,V 
n 

ô i,£ 
n-1 0 S l,£ 

n S x 
n-1 i < j 

G 3 
n G x n+l = G i n G j'+i 

n+l i < j 
(8.4.3.1) 

G j n ô i,£ n+l = 

Ö i,£ n G 3-1 
n-1 i < j 

ó i—l,£ n G 3 n-1 
i > j 

l rJn i = j 

On peut montrer que ces relations fournissent une présentation de la catégorie des 
cubes. Les relations cocubiques donnent le lemme suivant. 

Lemme 8.4.4. — Tout morphisme ip : D m —>• D n de • est de la forme 

v e Ö ¿0 >£0 
n ô Zl,£l n-1 t K Z¿_i,e¿_i n —2+1 cr t m-l-j G kj-i 

m—j i G k0 m —1 5 
où n — i — m — 1— j . £fo particulier, tout monomorphisme i : D m —>• D n s'écrit 

i x ô ¿0,̂ 0 
n d n+1 

n-1 x i pen-m+n-1 
ra+1 . 

et tout épimorphisme TT : D m —^ D n s'écrit 

TT x G e+g1 
n G km — n — 2 

n+l x (7 /en m —1 . 

5.4.5. — La catégorie des cubes • admet une structure de catégorie monoïdale stricte 
induite par le produit cartésien d'ensembles (ce qui résulte immédiatement de la 
description de • obtenue par la proposition 8.4.2). Autrement dit, i l existe un foncteur 

0 : • x • —^ • , (•m, D n ) I ^ D m (g) D n = Dm+n 

faisant de • une catégorie monoïdale dont l'objet unité est l'oblet final de •, à sa
voir Do- La catégorie des cubes, munie de cette structure, est caractérisée par une 
propriété universelle. On note D^i la sous-catégorie pleine de • dont les objets sont 
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les ensembles Do et D i . I l s'agit donc de la catégorie représentée par le diagramme 
commutatif 

•o ^0 
t 

• l 
i 

•o 
x 

io •o . 

Proposition 8.4.6. — Soit C une catégorie monoïdale. La catégorie des foncteurs mo-
noïdaux de • vers C est canoniquement équivalente à celle des foncteurs de O^i vers 
C qui envoient DQ sur Vobjet unité de C, dans le sens où tout foncteur 

$ i : D^i —>• C 

tel que $i(Do) soit l'objet unité de C se prolonge de manière unique à isomorphisme 
canonique près en un foncteur monoïdal 

O C 

•n $ i ( D i ) 0 n = $ i (Di ) <g> (^i(Di) 0 (• • • (^i(Di) <8> ^ i (Di ) ) •••))• 

Démonstration. — Pour n ^ 1, 1 ̂  i ^ n, et £ = 0,1, on a l'égalité 

5 x 
n x n-1 O ô 0 

1 On-1 

et pour n > 0, 1 < i ^ n + 1, l'égalité 

a 0 
1 x = 

i — 1 
0 G .1 

O On-i+1 

La structure monoïdale de •, ces égalités, et les relations G D 0 ô 1,0 
1 x 1 n 0 1 G 1 

0 ô 1,1 
1 . venant de D ^ i , suffisent pour retrouver les relations (8.4.3.1), lesquelles caractérisent 

• , ce qui implique la proposition. 

Exemple 8.4.7. — On peut réaliser la catégorie D^i comme une sous-catégorie pleine 
de la catégorie des simplexes A, en envoyant DQ sur Ao, Di sur l'ensemble ordonné 
Ai, GQ sur CTQ, et ô\'£ sur ô\~e, e — 0,1. L'inclusion canonique de A dans Cat nous 
donne donc par composition une inclusion pleine de D^i dans Cat qui envoie DQ sur la 
catégorie ponctuelle. Or cette dernière est l'objet unité pour la structure de catégorie 
monoïdale de Cat définie par le produit cartésien. On obtient donc par prolongement 
un foncteur monoïdal 

i'.U—^Cat , Un^Ai . 
Ce foncteur sera appelé le plongement canonique de • dans Cat (on remarque cepen
dant qu'il est fidèle et injectif sur les objets, sans être plein). 
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Exemple 8.4.8. — Si A est une petite catégorie, toute donnée homotopique élémentaire 
sur A détermine, à isomorphisme canonique près, un foncteur monoïdal de la catégorie 
des cubes vers celle des endofoncteurs de la catégorie des préfaisceaux sur A. 

8.4.9. — Nous allons à présent montrer que la catégorie des cubes est une rW£c-
catégorie test, et que le plongement canonique de • dans Cat est un *W4o-foncteur 
test. Nous allons donner dans un premier temps une démonstration élémentaire de ce 
fait, puis développer les propriétés homotopiques intrinsèques de •, lesquelles nous 
donnerons des informations supplémentaires sur la structure de catégorie de modèles 
fermée sur •, ainsi qu'une seconde preuve du fait que • est une 14^0-catégorie test. 

Soit A une petite catégorie. Un précylindre fonctoriel est un triplet 
(I, O, O1), 

où I est un endofoncteur de A, et d£, e — 0,1, deux morphismes de foncteurs de 
l'identité de A vers / . Une augmentation d'un tel précylindre est une famille 

a = [aa ' 1(a) —^ a)aeObA 
de morphismes de A, telle que pour tout objet a de A, et pour e = 0,1, on ait l'égalité 
cfade

n = 1 G . Un précylindre admettant une augmentation sera dit augmenté. 
Remarque 8.4.10. — Si (/, d®,dl) est un précylindre fonctoriel dans une petite caté
gorie A admettant une augmentation a, alors pour tout objet a de A, la flèche aa 

permet de définir un précylindre fonctoriel dans la catégorie A/a, 
(I\A/a,d0\A/a,d1\A/a) , 

défini comme suit. Pour tout objet (a',a) de A/a, on pose 
I\A/a(d, a : a ' — ° ) = ( ^ ( A ' ) 5 °~a 1(a) ' I(a!) —>• a) , 

et pour toute flèche / : (a', a) —>• (a", a') de A/a, on pose 
I\A/a(f) = /(/) • 

Les morphismes de foncteurs d°\A/a
 e t c^U/a s o n t induits par les morphismes de 

foncteurs d° et d1. 

Lemme 8.4.11. — On fixe un localisateur fondamental W. Soient A une petite 
catégorie, 

i : A Cat 
un foncteur, et 

(I^d^d1) 
un précylindre fonctoriel dans A. On suppose les conditions suivantes vérifiées. 

(a) Pour tout objet a de A, le foncteur id, o 
a 

: i(a) —^il(a) est une immersion 
ouverte, i.e. un isomorphisme sur un crible Ua de la catégorie il (a), et le foncteur 
id i a 

: i(a) —>• i 1(a) se factorise par le cocrible complémentaire de Ua, Fa = i 1(a) —Ua-
(b) Pour tout morphisme a : a —>• al de A, on a iI(a)(Fa) C Fa>. 
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Alors pour toute petite catégorie C admettant un objet final ec, le foncteur d'oubli 
A/C = A/i*C —^ A 

est une W-équivalence. 

Démonstration. — On définit un foncteur 
D : A/C—* A/C 

comme suit. On pose pour chaque objet (a,u) de A/C, 
D(a,u : i(a) —>• C) — (1(a), vu : il(a) —>- C) , 

où vu est Punique foncteur dont la restriction à Ua est u, i.e. tel que vu\ua = ^u\i{a) = 

vu i(d%) — u, et dont la restriction au crible complémentaire Fa est le foncteur constant 
de valeur ec (cette définition prend un sens à la lumière du lemme 4.1.16, lequel est 
applicable grâce à la condition (a) et au fait que ec est un objet final de C). Si a 
est une flèche de (a,u) vers (a',u') dans A/C, on pose simplement D(a) = I(a). Le 
fait que l'on obtient bien de la sorte un foncteur résulte de vérifications élémentaires 
utilisant la propriété (b). On définit ensuite un morphisme de foncteurs 

S° : lA/c -*• D 
par la formule 

ô o (a,u) = d 0 
a 

(a,u) e Ob A/C . 
On considère enfin le foncteur 

j'.A-^A/C, a I—^ (a, ec i(à) —>• C) , 
où ec désigne aussi le foncteur constant de valeur ec- En composant j avec le foncteur 
d'oubli r de A/C vers A, on obtient un endofoncteur K = jr de A/C, et on définit 
un morphisme de foncteurs 

ô1 : K —>• D 
par la formule 

S i (a,u) = d 1 
a , (a,u) G Ob A/C . 

On interprète ô° et ô1 comme des homotopies de l'identité de A/C vers D et de 
K = jr vers D respectivement. Cela implique que jr est une W-équivalence, et comme 
rj — 1A, cela implique que r en est une aussi, ce qui achève la démonstration. 

Proposition 8.4.12. — On fixe un localisateur fondamental W. Soient A une petite 
catégorie, i : A —^ Cat un foncteur, et (I, d°, d1) un précylindre fonctoriel augmenté 
dans A. On suppose les conditions suivantes vérifiées. 

(a) Pour tout objet a de A, le foncteur id o 
a 

: i(a) —^il(a) est une immersion 
ouverte, i.e. un isomorphisme sur un crible Ua de la catéqorie il (a), et le foncteur 
id\ : i(a) —>• i I(a) se factorise par le cocrible complémentaire deUa, Fa — i I(a) — Ua. 

(b) Pour tout morphisme a : a —^ a' de A, on a iI(a)(Fa) C Fa>. 
(c) Pour tout objet a de A, la catégorie i(a) admet un objet final. 
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Alors i est un W-foncteur test local (en particulier, A est donc une W-catégorie test 
locale). 

Démonstration. — Comme on a supposé le précylindre fonctoriel augmenté, on vérifie 
que pour tout objet a de A, le foncteur composé 

A/a A i Cat , 
et le précylindre fonctoriel induit dans A/a grâce à l'augmentation, 

{I\A/a, d°U/a5 91\A/O) 5 

satisfont aux hypothèses du lemme 8.4.11. On en déduit que pour toute petite caté
gorie C admettant un objet final, la projection i*C x a —>• a est une W-équivalence 
(dans A/a et donc dans A). Le théorème 4.1.26 implique dès lors l'assertion. 
Corollaire 8.4.13. — La catégorie des cubes est une W^-catégorie test, et l'inclusion 
canonique de • dans Cat est un Woo-foncteur test. 

Démonstration. — On définit un précylindre fonctoriel augmenté dans • par 
/ ( • n ) = Dl (8> Dn , n ^ 0 , 

o •n = G 1 
n et d £ • x = ô i rc + 1 i 

n ^ 0 , e = 0,1 . 
Les hypothèses de la proposition 8.4.12 sont vérifiées pour celui-ci et pour l'inclusion 
canonique de • dans Cat, ce qui montre que i est un Woo-foncteur test local. Pour 
achever la démonstration, il suffit donc de montrer que • est une catégorie Woo-as-
phérique, ce qui est immédiat puisqu'elle admet un objet final (à savoir Do). 

Scholie 8.4.14. — Soit A une catégorie admettant un objet final 1. On désigne par 
F(v4) la catégorie monoïdale stricte libre engendrée par A telle que 1 soit l'objet unité. 
S'il existe un segment séparant représentable sur A, alors P(A) est une catégorie test : 
on applique simplement la proposition 8.4.12 au foncteur canonique 

F (A) —>- Cat , x i—>• JP(A)/x . 
Nous proposons au lecteur l'exercice consistant à démontrer que si A est en outre 
une catégorie squelettique régulière, alors il en est de même de la catégorie ~P(A). 
Lorsque A = D ^ i , on retrouve de la sorte la catégorie des cubes. Lorsque A — A, 
^ = P(A) est la catégorie des prismes, et les préfaisceaux sur ^ sont appelés les 
ensembles prismatiques. On obtient de la sorte une catégorie de modèles fermée sur la 
catégorie des ensembles prismatiques qui avait été conjecturée par Dwyer, Hirschhorn 
et Kan. Un autre cas éventuellement intéressant est celui où A = O est la catégorie 
globulaire. Les objets de O sont les On pour n ^ 0, et les flèches sont engendrées par 
les opérateurs 

s,t : On —^ O n + i et i : O n + i —^ On 

soumis aux relations ci-dessous. 
ss - ts tt = st is — 1 = it 
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Les préfaisceaux sur O sont donc les u;-graphes réflexifs. Grothendieck conjecture dans 
la Poursuite des champs que la catégorie O est une catégorie test. On peut démontrer 
qu'il n'en est rien : pour tout o;-graphe réflexif X, le groupoïde fondamental de la 
catégorie O/X est le groupoïde libre engendré par le 1-graphe sous-jacent à X, ce qui 
fait que O ne peut même pas être une catégorie test faible pour des raisons évidentes. 
On peut cependant vérifier facilement que O est une catégorie squelettique régulière, 
d'où il résulte que P(O) est une catégorie test squelettique régulière. Cette catégorie 
peut être vue comme le mariage des combinatoires globulaires et cubiques, alors que 
la catégorie O de Joyal (cf. 8.2.20) peut être vue comme celui des combinatoires 
globulaires et simpliciales. 

8.4.15. — On appellera ensembles cubiques les préfaisceaux sur la catégorie des cubes. 
Si X est un ensemble cubique, et si n ^ 0, on notera Xn l'évaluation de X en l'objet 
• n . Comme annoncé, nous allons à présent développer la théorie homotopique des 
ensembles cubiques. 

8.4.16. — On note •+ (resp. •_) la sous-catégorie de • dont les objets sont les 
ensembles D n , n ^ 0, et dont les flèches sont les monomorphismes (resp. les épimor-
phismes) de •. On a en outre une application évidente 

AQ : ObD —^ M , D n n . 

Proposition 8.4.17. — La catégorie des cubes, munie des sous-catégories •+ e£D_, et 
de l'application AQ, est une catégorie squelettique régulière. 

Démonstration. — Les axiomes SqO et Sql sont évidents. Les axiomes Sq2 et Sq3 se 
démontrent facilement avec la description de • donnée par la proposition 8.4.2 (une 
autre méthode possible consiste à utiliser le lemme 8.4.4). La régularité résulte du 
critère (iii) de la proposition 8.2.2. 

Lemme 8.4.18. — Pour tout entier n ^ 0, et tous i,j, 1 ^ i < j ^ n + 2, le carré 
suivant est absolument cartésien (cf. 2.1.7). 

•n 
n+1 

x 

°n + l S3, V °n + 2 

O+1 
C+2 

oz+2 

Démonstration. — Les équations (8.4.3.1) montrent que ce carré est commutatif, que 
S x 
n+l 5 ô i,£ 

n+2> ô + 
n+2 

admettent des rétractions z d 
n e a i n+l d G 3 

n+l respectivement, et 
qu'on a a 3 n+l ô x 

n+2 e ô l,£ 
n+l G .7-1 n x L'assertion résulte donc du lemme 2.1.8. 
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Lemme 8.4.19. — Pour tout entier n ^ 1, et tout i, 1 ^ i ^ n, le carré suivant est 
cartésien dans •. 

0 ••n-l 
6 ri 

• n - l 
x3 

•n 

Démonstration. — Cette assertion est équivalente à l'affirmation qu'il n'existe pas de 
carré commutatif dans • du type 

•m • n - l 
Ôri 

• n - l 
x+1 

•n 

pour m ^ 0. Comme il existe toujours un morphisme de Do vers D m , on peut se 
contenter de vérifier l'inexistence de tels diagrammes commutatifs lorsque m = 0, ce 
qui est une constatation immédiate. 

Notations 8.4.20. — Pour n ^ 0, on note 

in • dDn —^ D n 

l'inclusion canonique du bord de On dans •. 

Lemme 8.4.21. — Soient A une petite catégorie, et 

F : • —>• Â 

un foncteur commutant aux petites limites inductives. Pour que F respecte les mo
nomorphismes, il faut et il suffit que pour tout n ^ 1, et pour tout i, 1 ^ i ^ n, le 
morphisme 

F ô i,0 
n i F ô x 

n x F • n - l IF(O-1) F(On) 

soit un monomorphisme. 

Démonstration. — La condition est nécessaire puisqu'en vertu du lemme 8.4.19, les 
morphismes de type S i,0 n 5 ô 1,1 

n 
sont des monomorphismes de •. Montrons la réci

proque. Les morphismes in : d\3n —>• D n , n ^ 0 formant un modèle cellulaire de • 
(8.1.37), i l suffit de montrer que pour tout n ^ 0, F(in) est un monomorphisme. 
Comme 3>(0) = 0, le cas n = 0 est évident, et le cas n = 1 est en fait vérifié 
par hypothèse. On peut donc supposer que n ^ 2. La démonstration utilise alors les 
lemmes 8.4.18 et 8.4.19, et repose sur le même principe que celle de 2.1.10. Les détails 
sont laissés au lecteur. 
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8.4.22. — Le produit tensoriel de la catégorie des cubes se prolonge de manière unique 
à isomorphisme unique près en un produit tensoriel 

<g> : • x • —>- • , (X, Y) i—>• X <g>Y 

tel que pour tout ensemble cubique X, les foncteurs 

y h-^X(g>y et x Y O Y 

commutent aux petites limites inductives. La catégorie des ensembles cubiques est 
ainsi munie d'une structure de catégorie monoïdale, dont l'objet unité est l'objet final 
•o- Cela permet d'énoncer la propriété universelle suivante, dont la démonstration 
résulte immédiatement de la proposition 8.4.6. 

Proposition 8.4.23. — Soit C une catégorie monoïdale admettant des petites limites 
inductives, et telle que pour tout objet X de C, les foncteurs 

Y\—^X®Y et F h - ^ F ® X 

commutent aux petites limites inductives. Alors la catégorie des foncteurs monoïdaux 
et commutant aux petites limites inductives de la catégorie • vers C est canoniquement 
équivalente à celle des foncteurs de la catégorie D^i vers C qui envoient Vobjet Do 
sur l'objet unité de C. 

Exemple 8.4.24. — Le foncteur monoïdal • —>- A qui associe au n-cube D n le produit 
A\, induit un unique foncteur commutant aux petites limites inductives 

i\ : • —>- Â . 
La proposition ci-dessus implique que le foncteur i\ est monoïdal pour le produit 
cartésien d'ensembles simpliciaux, i.e. que pour toute paire d'ensembles cubiques X 
et K, on a un isomorphisme canonique 

ii(X®Y) ~i\(X) x i\(Y) . 

En outre, le foncteur i\ admet un adjoint à droite 
z* : Â —^ • , 

défini par la formule 

i * ( X ) n = Hom^fZ^SX) , X e O b Â , n ^ O . 

Proposition 8.4.25. — Pour tout ensemble cubique X, les foncteurs 

Y X O Y et Va Y O X 

respectent les monomorphismes. En outre, pour toute paire de monomorphismes de ÙÌ, 

A—^B et K L , 
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le carré commutatif 
A®K B OK 

A® L B <g) L 
est cartésien, ou encore, de manière équivalente (puisque les flèches de ce carré sont 
toutes des monomorphismes), la flèche canonique 

A® L UA®K B®K —^ B (g L 

est un monomorphisme. Comme de coutume, on écrira dans ce cas 

A® L UA®K B (g K = A® L U B g) K . 

Démonstration. — Soient X et Y deux ensembles cubiques. On va montrer que le 
morphisme 

X®YUX®Y 
(1X®Ó1

1'°®1YAX®61
1'1®1Y) X O f 1 O Y 

est un monomorphisme. De manière équivalente, i l s'agit de vérifier qu'il n'existe pas 
de carré commutatif dans • de la forme ci-dessous. 

•n X®Y 
^^OY 

1 0 7 
1χ®δΙΑ<8)Ιγ 

Χ <g> Di (8) Y 

Or si cela était le cas, comme DQ est à la fois l'objet final de • et l'objet neutre de la 
structure monoïdale que nous considérons, il existerait par fonctorialité un tel carré 
dans le cas où X = Y = Do, ce qui est contraire au lemme 8.4.19. Par conséquent, 
pour tout ensemble cubique X, les foncteurs 

V ^Y O X et Y^Y®X 

respectent les monomorphismes. En effet, en vertu de ce qui précède, comme on a la 
décomposition monoïdale 

8 x 
n e n-1 O S 1,£ 

1 On+1 n ^ 0 , 1 ^ i < n , 

les morphismes 

X g ) D n _ i I I X ( g D n _ i 
( l x ^ ' 0 , ^ ^ 1 ) x®nn 

sont des monomorphismes, ce qui permet d'appliquer le lemme 8.4.21. Considé
rons à présent deux entiers m,n ^ 0. Alors le carré induit par les inclusions 
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canoniques des bords de D m et D n , 
O m o d n Dm o Dn 

<9Dm (8) D n • m (g) D n 5 
est cartésien. En effet, en vertu de ce qui précède, ce carré est formé de monomor
phismes, et il résulte des lemmes 8.4.18 et 8.4.19 que si on note / l'ensemble 

I = { (i, j , e, 77) I 1 < i ^ m , 1 ^ j ^ n , e, 77 = 0 , 1 } , 

on a les égalités suivantes de sous-objets de D m 0 D n , 
dum ® Πη Π Um <g> 9D n - U 

(i,j,£,r¡) e I 
Im 5 x 

ra+n n Im x m-\-j,r) 
n-1 

= U 
(i,j,e,n) G J 

Im x m+j.n 
m+n 5 d 

m+n—1 

= U 
enso+0 

Im x z 
m 0 (5 gi 

n 5 

ce qui est une présentation possible de c O m (8) <9Dm. Le morphisme canonique 
dUrn (8) D n UaDm®aDn D m ® <9Dn —^ D m 0 D m 

est donc un monomorphisme, ce qui achève la démonstration, en vertu de la proposi
tion 8.1.37 et d'une double application du corollaire 1.1.8, ou plus simplement de [74, 
lemme 4.2.4]. 

8.4.26. — On considère à présent le foncteur i\ de l'exemple 8.4.24, ainsi que son 
adjoint à droite z*. On remarque que si C est une petite catégorie, i* N C s'identifie 
canoniquement à l'ensemble cubique z*C, où cette fois i * désigne le foncteur de Cat 
dans • induit par le plongement canonique de • dans Cat. 

Grâce à la proposition ci-dessus, le produit tensoriel à gauche par Di définit une 
donnée homotopique élémentaire sur •, les morphismes 

d £ X : X ^ D i ( g ) X , £ = 0 , 1 , 
étant définis par d £ X x ô 1,£ 

1 (8) l x et les morphismes 
( j x : D i 0 l —^ X 

par ax = a 1 
0 xi On dira que cette donnée homotopique est la donnée homotopique 

canonique sur\3, et sera notée •]_ . 
Proposition 8.4.27. — La catégorie des cubes est une W00catégorie test, et pour tout 
ensemble cubique X, les foncteurs 

Y^X®Y et Y^Y®X 
respectent les oo-équivalences. En outre, le \3-localisateur des oo-équivalences est le 
plus petit \3-prélocalisateur contenant les flèches D N —>• DQ, n ^ 0. 
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Démonstration. — La catégorie • est oo-asphérique, puisqu'elle admet un objet final, 
et donc il suffit de montrer qu'elle est une Woo-catégorie test locale. Comme pour tout 
n > 0, la flèche 

q i 
o (g) l D n : Di 0 •„ = Dn+i —^ un 

est une oo-équivalence, les propositions 8.4.17 et 8.4.25, et le corollaire 8.2.16, im
pliquent la première assertion. On en déduit aussi que pour tout ensemble cubique X, 
tout entier n ^ 0, le morphisme D n (gX —>• X est une oo-équivalence. Par conséquent, 
pour toute oo-équivalence X —>- Y dans •, les flèches 

• n (g X —>- D n (g) Y , n ^ 0 , 

sont encore des oo-équivalences. Le lemme 8.2.14 implique dès lors la deuxième asser
tion. I l reste à caractériser les oo-équivalences de • en termes de d-prélocalisateurs. Le 
même argument que ci-dessus, mais assisté cette fois de la proposition 8.2.15, montre 
que le plus petit d-prélocalisateur contenant les flèches D n —>• Do, n ^ 0 est en fait 
le •-localisateur engendré par les flèches D n —>• Do, n ^ 0. D'autre part, comme 
• est une catégorie squelettique régulière, tout •-localisateur est régulier (proposi
tion 8.2.9), et donc il résulte du théorème 4.2.15 que les oo-équivalences de • sont les 
éléments du D-localisateur engendré par les flèches D n —>• Do, n ^ 0, ce qui achève 
la démonstration. 

Proposition 8.4.28. — Le foncteur i* : A —>• • détecte les oo-équivalences, i.e. un 
morphisme d'ensembles simpliciaux est une oo-équivalence si et seulement si son 
image par le foncteur i* en est une. 

Démonstration. — C'est une application directe de la proposition 4.3.12 pour A = • 
et B = A, une fois remarqué que comme le plongement canonique de • dans Cat est 
un Woo-foncteur test (8.4.13), l'ensemble cubique i*Ai est localement W00asphérique 
(4.1.26). 

Lemme 8.4.29. — Le foncteur i\ : • —>• A respecte les monomorphismes. 

Démonstration. — Le foncteur i\ envoie l'inclusion d\Di —>• Di sur son analogue 
dAi —>- Ai qui est un monomorphisme. Comme le foncteur i\ est monoïdal, et comme 
les monomorphismes sont stables par produits finis, on en déduit aussitôt que les 
conditions du lemme 8.4.21 sont satisfaites, ce qui implique l'assertion. 

Proposition 8.4.30. — Le foncteur i\ respecte les oo-équivalences, et les morphismes 
d'adjonction 

i l i * —>- 1Ä et 1 . * . • —^ i i\ 
sont des oo-équivalences dans A et dans • respectivement. En particulier, le couple 
(ii, i*) est une équivalence de Quillen. 
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Démonstration. — On sait que le plongement canonique de • dans Cat est un I/^OQ-
foncteur test (corollaire 8.4.13). Par conséquent, le foncteur induit 

z* :Cat—^Û 
définit une équivalence de catégories 

i* : Hot,, = Hw00, 

Hot^ désignant la localisation de Cat par les oo-équivalences. On sait par ailleurs 
que pour des raisons similaires, le foncteur nerf induit une équivalence de catégories 

N : Hot^ = Hw00 A. 

Comme le foncteur z* : A —>• • respecte les oo-équivalences, i l induit un foncteur 
entre les catégories homotopiques correspondantes noté aussi par abus z*, et on en 
déduit le triangle commutatif ci-dessous. 

Hot^ i* Nw00 

N x 
nw A 

Par conséquent, le foncteur 
Hw00A Hw00 

est une équivalence de catégories. D'autre part le foncteur i\ respecte les oo-
équivalences. En effet, comme le foncteur i\ commute aux petites limites inductives, 
il résulte du lemme 8.4.29 que z^Woo est un D-prélocalisateur, et il est évident qu'il 
contient les flèches D n —^ Do, n ^ 0, ce qui implique grâce à la dernière assertion 
de la proposition 8.4.27 que c'est un •-localisateur qui contient les oo-équivalences. 
On vérifie aussitôt que le foncteur induit 

: Hw00 Hw0A 

est un adjoint à gauche du foncteur z*, les morphismes d'adjonction étant induits par 
leurs analogues avant localisation, et donc que c'est une équivalence de catégories. 
La forte saturation des localisateurs permet alors de montrer que les morphismes 
d'adjonction de zi et z* sont des oo-équivalences avant localisation. 
8.4.31. — Le foncteur (X, Y) l—>• X(&Y respecte les oo-équivalences de •, en chaque 
variable (8.4.27), et donc induit un foncteur 

® : Η^β χ Η^β -* 9ί^β . 

Comme Hw00• est une catégorie équivalente à la catégorie Hot^, cela induit un 
foncteur 

0 : Hot^ x Hot^ Hot,. 
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Corollaire 8.4.32. — Le foncteur <S> : Hot^xHot^ —>• Hot^ est le foncteur produit 
cartésien (X, Y) I—>- X x Y. 

Démonstration. — L'équivalence de catégories de Hw00• vers Hw00A est induite par 
le foncteur monoïdal i\. I l suffit donc de vérifier que le produit cartésien d'ensembles 
simpliciaux induit bien le produit cartésien dans Hot^, ce qui est bien connu (cela 
se déduit par exemple du fait que A est une ^oo-catégorie test stricte). 

Remarque 8.4.33. — Le produit cartésien d'ensembles cubiques ne respecte pas les 
oo-équivalences en général. On peut par exemple calculer explicitement le type d'ho
motopie de l'ensemble cubique Di x •]_ et vérifier qu'il n'est même pas simplement 
connexe. 

Cependant, comme la structure de catégorie de modèles fermée sur • est propre, si 
X est un ensemble cubique fibrant, le produit par X respecte les équivalences faibles. 

8.4.34. — Nous allons à présent donner une description plus précise des fibrations 
pour la structure de catégorie de modèles sur • (dont les équivalences faibles sont les 
oo-équivalences, et les cofibrations, les monomorphismes). 

On a vu que le produit tensoriel par définit une donnée homotopique canonique 
sur •, notée encore •]_ . Pour n ^ 1, 1 ^ i ^ n, et e = 0,1, on définit le sous-objet 
n i,£ n de D n par 

n i,e 
n x U 

0',77)̂ (¿,e) 
Im ô. x 

n . 

et on note u i,£ 
n 

l'inclusion dans \3n. 

u i,£ 
n : n i,£ 

n d •n 
On définit l'ensemble J comme celui des flèches du type u i,£ 

n x n ^ l , l ^ z ^ n , et 
e — 0,1. On obtient ainsi une donnée homotopique sur • : 

( • i , J) . 

Si / désigne l'ensemble des inclusions du type 

dUn —^ Dn , n ^ 0 , 
on sait que / est un modèle cellulaire de •, et donc par le procédé du para
graphe 1.3.12, on obtient un ensemble d'extensions anodines 

A a i ( J , / ) , 
puis une classe d'extensions anodines 

l(r(AD(J,I))) • 
D'autre part, la donnée homotopique (Di, J) définit une structure de catégorie de mo
dèles fermée à engendrement cofibrant dont les cofibrations sont les monomorphismes. 
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Lemme 8.4.35. — On considère deux carrés commutatif s 

X X' X" 

Y Y' Y" 

tels que les flèches 

YUXX' Y' et Y' X" —>- Y" 

soient des extensions anodines. Alors la flèche 

Y UX X" —>- Y" 

est une extension anodine. 

Démonstration. — On a un carré cocartésien canonique : 

YUX X' Y U x X" 

Y' Y' I l x ' X" . 
L'assertion résulte ainsi de la stabilité des extensions anodines par composition et 
par images directes. Ce lemme peut aussi être considéré comme un cas particulier du 
lemme 1.1.6, (b). 

Lemme 8.4.36. — Soient m ^ 0 ; n > 1, 1 ̂  i ^ n, et e = 0,1. Les carrés commutatif s 

n¡¡£ <g dnm • n (g ÔUra 

nif ® Dm • n g) D m 

Om gv0 am O gn 

•m ® nif • m (g D n 

induisent les identifications 

n 0 
1 (g D m u • „ (g an m — n e 

n+m ew •m 0 n 1 
n 

U dUm (g un = n i+ra,£ 
m+n . 

Démonstration. — I l résulte de la proposition 8.4.25 qu'on obtient bien de la sorte 
des sous-préfaisceaux de D m + n . Les identifications annoncées sont quant à elles consé
quences des lemmes 8.4.18 et 8.4.19. 

Lemme 8.4.37. — On conserve les notations de 8.4-34-
(i) Tous les cornets, i.e. les éléments de J, sont des oo-équivalences. 
(ii) On a l'égalité A\j1(J,I) = J . 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2006 



350 CHAPITRE 8. EXEMPLES DE CATÉGORIES TEST LOCALES 

(iii) Pour toute paire, i : X —>• Y, j : K —>- L , de monomorphismes d'ensembles 
cubiques, les inclusions 

X ® Hi (g) K U Y & {e} (g L —^ 7 ® D i 0 L , e = 0,1, 
induites par les carrés commutatif s 

X (g) Dn 0 K 
¿<8>in0<8>j F (g D 0 (g L 

1χ®δΙ>ε®Ικ 6ji O 1 

X ( g D i g) i f 
^®in1 <g>j 

y ® Di 0 L 1 

sont des extensions anodines. En particulier, pour n ^ 1, 1 ^ i ^ n, et s = 0,1, les 
morphismes 

ô x 
n : D n - i —>-

sont des extensions anodines. 

Démonstration 
(i) Les deux inclusions n e 

'1 
— D i , s = 0,1, sont les morphismes ô l.e 1 et sont 

donc des oo-équivalences. Pour montrer que n n —>- D n est une oo-équivalence, 
on procède par récurrence sur n ^ 1 grâce au lemme précédent, et la stabilité des 
oo-équivalences par produit tensoriel (8.4.27). 

(ii) En reprenant les notations de 1.3.12, le lemme 8.4.36 montre que J = A°D i(J,/) 
et implique que A(J) C J, ce qui prouve l'assertion. 

(iii) En vertu de la proposition 8.4.25, de 8.4.36 et de [74, lemme 4.2.4] (ou 
d'une double application du corollaire 1.1.8), si K —>• L est une extension anodine 
et X —^ y un monomorphisme, les flèches 

L (g X U K (g y —^ L ( g y et X <g> LUY ® K —^ y (g L 
sont des extensions anodines. L'assertion résulte ainsi du lemme 8.4.35. I l reste à 
vérifier que cela permet de réaliser les applications du type ô i,£ n comme des extensions 
anodines. Pour cela, il suffit de voir que lorsque Y = d^ - i , L = \Z\n-i et X = K = 0, 
on obtient par cette construction ô i.£ 

n x 
Théorème 8.4.38. — La catégorie des ensembles cubiques admet une structure de ca
tégorie de modèles fermée monoïdale propre, dont les équivalences faibles sont les 
oo-équivalences, et les cofibrations, les monomorphismes. Cette structure est engen
drée par le couple (I, J), où I désigne l'ensemble des inclusions de bords 

in • dUn —^ D n , n ^ 0 , 

et J celui des inclusions de cornets 

u l,£ n = n i,£ 
n 

On n ^ l , 1 < z ^ n , e = 0,1 . 
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Démonstration. — La première assertion résulte du fait que W00 est un localisateur 
fondamental propre et que • est une T44o-catégorie test (l'aspect monoïdal étant 
contenu dans les propositions 8.4.25 et 8.4.27). I l s'agit de montrer que la structure 
de catégorie de modèles fermée obtenue est engendrée par le couple (/, J). On sait déjà 
que / est un modèle cellulaire de • (8.1.37). I l suffit donc de montrer que J engendre 
bien les cofibrations triviales, ce qui résulte du lemme 8.2.17 et du théorème 8.2.18 
(dont les hypothèses sont vérifiées grâce au lemme 8.4.37). 

Remarque 8.4.39. — Le théorème ci-dessus permet de montrer facilement le fait sui
vant. Soit A une petite catégorie munie d'une structure homotopique (3, An). La 
propriété universelle de • (8.4.6) et la théorie des extensions de Kan permettent 
d'étendre la structure de cylindre de 3 en une action unitaire et associative de la 
catégorie des ensembles cubiques sur la catégorie des préfaisceaux sur A (i.e. en un 
foncteur monoïdal de • vers 9{om(A,A)). La structure de catégorie de modèles fer
mée correspondante à la structure homotopique (J, An) (1.3.22) fait alors de A une 
« catégorie de modèles cubique », c'est-à-dire une D-catégorie de modèles au sens de 
[74, définition 4.2.18] (exercice laissé au lecteur). 

8.5. Ensembles cycliques 
8.5.1. — Suivant Elmendorf [57], on définit la catégorie des simplexes périodiques 
L comme suit. Pour chaque entier n ^ 0, on dispose d'un objet L n . Si m ^ 0 et 
n ^ 0 sont deux entiers, l'ensemble de flèches de L m vers L n est l'ensemble L(m, n) 
formé des applications croissantes u : 7L —>• 7L telles que pour tout entier i , on ait 
u(i + m + 1) = u(ï) + n + 1. La loi de composition de L est induite par la composition 
des endomorphismes de 7L. On définit la catégorie des ensembles périodiques comme 
la catégorie des préfaisceaux d'ensembles sur L. 

Pour n ^ 0, on note (3n l'élément de L (n, n) défini par [3n(i) = i — 1. Les éléments 
de L(m, n) peuvent ainsi être décrits comme les applications croissantes u : 7L —^ 7L 
telles que uf3™Jrl = (3™+1u. Si u et v sont deux éléments de L(m, n), on dit que u 
et v sont 7L-équivalents s'il existe un entier k tel que uf3^rn+l^ = v. On vérifie que 
cela définit une relation d'équivalence compatible à la composition sur les morphismes 
de L. On définit la catégorie des simplexes cycliques A comme la catégorie dont les 
objets sont les symboles A n pour n ^ 0, et dont les morphismes de A m vers A n sont les 
éléments de l'ensemble A (m, n), obtenu comme le quotient de L(m, n) par la relation 
de Z-équivalence. On a donc par définition un foncteur 

7T : L —^ A 

défini par 7r(Ln) = A n sur les objets et induit par les projections L(m, n) —>• A(m, n). 
Suivant Connes [38], on définit les ensembles cycliques comme les préfaisceaux 

d'ensembles sur A. Le but de cette section est de prouver que A est une catégorie 
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test locale et de l'étudier en tant que telle, ce qui peut être vu comme une relecture 
de l'article de Dwyer, Hopkins et Kan [49]. 

L'une des propriétés fondamentales de la catégorie A est qu'elle est autoduale 
dans le sens où il existe un isomorphisme (non canonique) A ~ Aop. Le moyen le 
plus simple de construire un tel isomorphisme provient du lemme ci-dessous (dont la 
démonstration est immédiate). 

Lemme 8.5.2. — Si on considère l'ensemble ordonné 7L comme une catégorie, tout 
joncteur u : 7L —>• 7L admet un adjoint à gauche Du : % —>- 7L défini par la formule 

Du(i) = inî{j I i ^ u(j)} . 

En outre, l'application 
Hom^(Z , 7L) —^ Hom 0^(Z, 7L) , u l—>• Du 

est bijective. 

8.5.3. — On vérifie que l'application u I—>- Du envoie les éléments de L (m , n) sur 
des éléments de L ( n , m), induisant une bijection L (m, n) ~ L ( n , m). On obtient de la 
sorte un foncteur 

D : L — ^ L O P 

induisant l'identitié sur les objets. I l est clair que le foncteur D est un isomorphisme 
de catégories. On voit immédiatement que pour n ^ 0, on a Df3n = f3~x (ce qui donne 
aussi la formule D2(3n = f3n). Cela implique que le foncteur D est compatible avec la 
relation de ^-équivalence, et induit par conséquent un isomorphisme de catégories 

D : A —>• Aop . 
En outre, le carré ci-dessous est commutatif. 

L D 100 

7T II00 

A 
D Aop 

On note rn l'image de j3n par la projection TT. 

8.5.4. — On vérifie aussitôt que l'ensemble HomA(^ m , An) s'identifie canoniquement 
aux éléments u de L (m,n) vérifiant les conditions 0 ^ u(0) et u(m) ^ n. Cela définit 
un foncteur fidèle 

i : A —>• L 

en posant i(An) — L n . On note 
j : A A 

le foncteur composé j = ni. On désigne par LQ la sous-catégorie de L ayant les mêmes 
objets que L , mais pour morphismes de Z/m vers L n les éléments v de L(?n, n) tels 
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que v(0) = 0. On remarque alors que D(i(A)) = L op 0 0 
On obtient de la sorte un 

isomorphisme de catégories 
Di : A —^ L op '0 . 

Lemme 8.5.5. — Soient m, n ^ 0 deux entiers. Tout morphisme u : L m —^ L n dans 
L se factorise de manière unique sous la forme u = i((p)(3m, où (p est un morphisme 
de Am vers An dans A, et k est un entier. De même, tout morphisme u : A m —>• An 

admet une factorisation unique de la forme u = j((p)rmf où (p est un morphisme de 
Am vers An dans A, et k est un entier, 0 ^ k ^ m. 

Démonstration. — Cette propriété de factorisation des morphismes de L se traduit 
via le foncteur de dualité D en disant que tout morphisme de L admet une factorisation 
unique de la forme j3m

kv, où v est un morphisme de LQ, et k un entier, ce qui est 
immédiat. La propriété analogue dans A s'en déduit aussitôt. 

Corollaire 8.5.6. — Le foncteur j : A —^ A est fidèle. 

Proposition 8.5.7. — Les catégories h et A sont des catégories squelettiques pré
régulières. 

Démonstration. — Mis à part le fait que deux épimorphismes de L ou de A ayant les 
mêmes sections sont égaux, les propriétés à vérifier découlent immédiatement du fait 
que A est une catégorie squelettique dont tous les monomorphismes admettent des 
rétractions et du lemme 8.5.5. La propriété manquante résulte facilement du fait que 
si p : L m —^ L n est un épimorphisme de L , alors pour tout entier k, i l existe une 
section s de p telle que sp(k) = k. 

8.5.8. — Les propriétés des foncteurs i et j données par le lemme 8.5.5 se formalisent 
comme suit. 

Un foncteur entre petites catégories u : A —>• B est un épais sis sèment s'il vérifie 
les conditions suivantes. 

E l Le foncteur u est surjectif sur les objets. 
E2 Pour deux objets a et a' de A, l'application 

AutB(u(a)) x RomA(a,af) —^ RomB(U(a), u(a;)) , (r, cp) I >• u((p)r 

est bijective. 
La condition E2 implique que u est un foncteur fidèle. 

Proposition 8.5.9. — Tout épais sis sèment est localement 'Woo- asphérique. 

Démonstration. — Soient u : A —>• B un épaississement, et ao un objet de A. Posons 
bo = u(ao). On veut montrer que le foncteur 

v : A/a0 —^ B/b0 , (a,ip) h—>- (u(a),u((p)) 
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est oo-asphérique. Pour cela i l suffit de montrer que le foncteur v admet un adjoint 
à droite (3.3.8). Or on a mieux : le foncteur v est une équivalence de catégories. I l 
résulte en effet de la fidélité de u que v est fidèle. Montrons que v est plein. Soient 
(a,(p) et (a!,<pf) deux objets de A/ao, et a : (u(a),u((p)) —>• (u(a'),u((pf)) une flèche 
de B/bo- On a donc un triangle commutatif dans B de la forme ci-dessous. 

u(a) G u(a') 

u(ip) U(if>') 
bo 

I l existe un couple (r, vp), où r est un automorphisme de u(a), et ip un morphisme de 
a vers a' dans A, tel que a = U(I/J)T. On obtient donc 

u((pf2p)r — u{ipr)(j = u(ip) . 

La condition E2 implique donc que r est l'identité de u(a) et que ip'ij) = (p. Le 
morphisme I/J définit donc un morphisme de (a, (p) vers (a',(pf) dans A/ao qui est 
envoyé sur a par v. I l reste donc à montrer que v est essentiellement surjectif. Soit 
(b,ip) un objet de B/bo- Comme u est surjectif sur les objets, il existe un objet a de 
A tel que b = u(a). D'autre part, i l existe un automorphisme r de b dans B et un 
morphisme <p de a vers ao tels que ip = u((p)r. Le morphisme r peut alors être vu 
comme un isomorphisme de (b, ip) vers v(a,(p). 

Proposition 8.5.10. — Soit u : A —>- B un épais sis sèment. On suppose que les oo-
équivalences de préfaisceaux sur A sont stables par produits finis (ce qui est le cas par 
exemple si A est une 'WQQ-catégorie test stricte). Pour qu'un morphisme de préfais
ceaux sur B soit une oo-équivalence, il faut et il suffit que son image par le foncteur 
-u* : B —^ A soit une oo-équivalence. En particulier, les oo-équivalences de B sont 
stables par produits finis, et le foncteur u est fortement 'Woo-localement constant. 

Démonstration. — I l suffit de démontrer qu'un morphisme de préfaisceaux sur B 
est une oo-équivalence si et seulement si c'est une oo-équivalence locale. En effet, le 
foncteur u étant localement oo-asphérique (8.5.9), en vertu de [96, corollaire 1.2.10, 
(b')}, un morphisme de préfaisceaux sur B est une oo-équivalence locale, si et seule
ment si son image par le foncteur u* est une oc-équivalence locale, ce qui permet 
de conclure, puisque par hypothèse, toutes les oo-équivalences de préfaisceaux sur A 
sont des oo-équivalences locales (la dernière assertion de la proposition est ensuite une 
conséquence immédiate du théorème 6.4.15). I l suffit même de prouver que tout mor
phisme entre préfaisceaux représentables sur B est une oo-équivalence locale. En effet, 
cela équivaut à affirmer que pour tout préfaisceau X sur B, le foncteur B/X —>• B est 
H^o-localement constant, ce qui implique par le théorème 6.4.15 que pour tout pré
faisceau X sur B, le foncteur Y l—>• 1 x 7 respecte les oo-équivalences. Comme tout 
isomorphisme est une oo-équivalence locale, la condition E2 du numéro 8.5.8 montre 
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qu'il suffit de prouver que pour tout morphisme <p de A, le morphisme u(cp) est une 
oo-équivalence locale de préfaisceaux sur B, ce que nous allons accomplir à présent. 
Soient (p : OQ —>• ai un morphisme de A, et b un objet de B. On pose be = u(ae) 
pour e = 0,1. Pour e = 0,1, on a des carrés cartésiens de la forme ci-dessous. 

A/(a£ x u*(b)) B/(b£ x b) 

A/a£ B/b£ 

Comme A/a£ —>• B/b£ est oo-asphérique (8.5.9), et comme la projection de B/(b£ xb) 
sur B/b£ est ^oo-lisse (c'est une fibration à fibres discrètes), i l résulte de la proposi
tion 6.3.5 que le foncteur canonique 

A/(aexu*(b)) —B/(b£xb) 
est oo-asphérique. On obtient ainsi un carré commutatif 

A/(o 0xw*(6)) Aliai x u*(b)) 

B/(bo x b) B/{bi x b) 
dans lequel les deux flèches verticales sont des oo-équivalences. Mais la flèche horizon
tale supérieure est une oo-équivalence : cela résulte du fait que cp est une oo-équiva
lence locale de préfaisceaux sur A. On a ainsi prouvé que le morphisme u((p) est une 
oo-équivalence locale de préfaisceaux sur B. 

8.5.11. — On sait que pour un foncteur localement asphérique u : A —>- B, si B est 
une catégorie test locale, alors il en est de même de A] voir [96, corollaire 1.7.15]. 
Voici une réciproque partielle. 

Proposition 8.5.12. — Soient <W un localisateur fondamental et u : A —>• B un fonc
teur localement *W-asphérique. On suppose que u est surjectif sur les objets et que le 
foncteur m : A —>- B respecte les monomorphismes. Si A est une *W-catégorie test 
locale, alors B est une *W-catégorie test locale. 

Démonstration. — Comme le foncteur u\ respecte les monomorphismes, le foncteur 
u* respecte les fibrations triviales (c'est-à-dire les morphismes qui ont la propriété de 
relèvement à droite relativement aux monomorphismes). Or si A est une catégorie test 
locale, les fibrations triviales de A sont des équivalences faibles locales. D'autre part, 
comme u est surjectif sur les objets, i l résulte de [96, corollaire 1.2.10, (6')] que les 
équivalences faibles locales de B sont les morphismes dont les images par le foncteur 
u* sont des équivalences faibles locales de A. En particulier, toute fibration triviale 
de B est une équivalence faible locale, et donc une équivalence faible. I l vient donc 
par la proposition 4.1.18 que B est une catégorie test locale. 
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Théorème 8.5.13. — Soit u : A —>• A un épais sis sèment. On note comme de coutume 
u\ : A —>• A l'extension de Kan à gauche de u. On suppose que le morphisme 

ÎZI((9Z\I) —^ u\(A{) = u(Ai) 

est un monomorphisme de préfaisceaux sur A. Alors A est une 'Woo-catégorie test 
locale, et les oo-équivalences de préfaisceaux sur A sont les morphismes qui sont en
voyés sur des oo-équivalences d'ensembles simpliciaux par le foncteur image inverse 
u* : A —>• A. De plus, la catégorie des préfaisceaux sur A admet une structure de 
catégorie de modèles fermée propre et à engendrement cofibrant dont les équivalences 
faibles sont les oo-équivalences. Les cofibrations sont engendrées par les morphismes 

u\(dAn) —^u\(An) , n > 0 , 
et les cofibrations triviales sont engendrées par les morphismes 

ui(A^) u\(An) , n^l, 0 < /c ^ n . 
Si en outre A est une catégorie squelettique^, alors la classe des cofibrations de cette 
structure de catégorie de modèles fermée coïncide avec celle des monomorphismes 
normaux. 

Démonstration. — Le lemme 2.1.10 implique que le foncteur u\ respecte les monomor-
pismes. Les propositions 8.5.9 et 8.5.12 impliquent ainsi que A est une 'Woo-catégorie 
test locale. D'autre part, en vertu de la proposition 8.5.10, un morphisme de A est une 
oo-équivalence si et seulement si son image par le foncteur u* est une oo-équivalence de 
A. La proposition 1.4.23 appliquée au couple de foncteurs adjoints (u\, 16*) nous donne 
la structure de catégorie de modèles fermée escomptée. La propreté résulte du fait que 
A est une 'Woo-catégorie test locale et du fait que que 'Woo est un localisateur fonda
mental propre (car en vertu de la proposition 4.4.30, cela implique que la catégorie des 
préfaisceaux sur A admet une stucture de catégorie de modèles fermée propre dont les 
cofibrations sont les monomorphismes, et les équivalences faibles, les oo-équivalences), 
et d'une double application du corollaire 1.5.21. Si on suppose qu'en outre A est une 
catégorie squelettique, alors pour tout entier n ^ 0, en posant a = u(An), on a un 
isomorphisme canonique u\(dAn) ~ da. En effet, le foncteur u\ respectant les mo
nomorphismes, la flèche canonique v : u\[dAn) —>• da est un monomorphisme. On 
vérifie d'autre part grâce au lemme 8.5.5 l'égalité da = Uo^^ n Imw(^) , ce qui im
plique que v est un épimorphisme. La proposition 8.1.35 permet alors d'identifier les 
cofibrations de la structure de catégorie de modèles fermée ci-dessus avec les mono
morphismes normaux. 

8.5.14. — On vérifie sans difficutés que les foncteurs i : A —^ L et j : A —>- A 
sont des épaississements vérifiant la condition du théorème 8.5.13. Les catégories L 

(2) Tous les monomorphismes de A admettant des rétractions, A est alors nécessairement une catégorie 
squelettique prérégulière. 
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et A sont donc des W00-catégories test locales. Comme L et A sont des catégo
ries squeletiques prérégulières, on a sur les catégories des ensembles périodiques et 
des ensembles cycliques des structures de catégorie de modèles fermée propre et à 
engendrement cofibrant dont les équivalences faibles sont les oo-équivalences, et les 
cofibrations, les monomorphismes normaux. Ces structures de catégories de modèles 
fermées sont celles construites par Dwyer, Hopkins et Kan dans [49]. Les foncteurs i 
et j sont aussi des exemples de foncteurs l^oo-excellents (6.3.41). 

Proposition 8.5.15. — Le foncteur i : A —>~ L est oo-asphérique. En particulier, la 
catégorie des simplexes périodiques L est une W00-catégorie test. 

Démonstration. — Montrons que l'ensemble simplicial X = i * (L m ) est oo-asphérique 
pour m > 0. Si a et b sont deux entiers vérifiant b — a ^ m, on note sous-
ensemble simplicial de X dont les n-simplexes sont les éléments u de L(n, m) tels 
que a ^ u(0) et u(n) ^ b. On remarque que lorsque b — a = m, X(a,b) = Am est X[aM _ A m e g t 

Ai-contractile. I l suffit donc de prouver que l'inclusion x : X^a^ —^ Xt a ^+ 1 ] e s t un 
rétracte par déformation fort. On définit une rétraction r : X^^1^ —^ x\aM cje x 

en associant à tout élément u de x\?:b+1^ l'élément r(u) de L(n, m) défini par 

r(u)(k) = u(k) si u(k) < ò, 
b si u(k) = ò + l , 

pour 0 ^ k ^ n. On définit un morphisme 
h : A1 x X t a ' ò + 1 ] —>- xl«**1] 

en associant à tout morphisme v : An —^ A\ et à tout élément u de X [a,6+l] 
n l'élément 

h(x,u) de L(n, m) défini par 

h(Xiu)(.k) r(u)(k) si x(fc) = 0, 
u(k) si x(/c) = 1, 

pour 0 < k ^ n. Le morphisme /i est une homotopie de xr vers l'identité de AT[ a ' 6 + 1l, si 
bien que r et h font de x un rétracte par déformation fort. On en déduit que X^ est 
Ai-contractile pour tous a < b. Les oo-équivalences étant stables par limites inductives 
filtrantes, et vu que X est la réunion filtrante de ses sous-objets de la forme XÍa>b\ cela 
prouve que X est oo-asphérique. Le foncteur i est donc oo-asphérique. La catégorie A 
étant oo-asphérique, il en résulte que L est oo-asphérique. Vu que l'on sait déjà que L 
est une 'Woc-catégorie test locale, cela prouve que L est une iH^X)-catégorie test. 

Corollaire 8.5.16. — Le foncteur i\ : A —>• L est une équivalence de Quillen à gauche. 

8.5.17. — Il résulte formellement du corollaire 4.4.20 et de la proposition 4.4.28 que 
le foncteur 

NjA:Ä-+Ä/NA , X ^ (TV A/A", N A/X A A) 
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est une équivalence de Quillen. On peut calculer facilement le type d'homotopie de la 
catégorie A comme suit (nous renvoyons le lecteur à [64, 99] pour la notion d'espace 
d'Eilenberg-MacLane). 

Lemme 8.5.18. — La projection TT : L —>• A est à la fois une fibration et une cofibra
tion. En particulier, ce foncteur est Woo-propre et Woo-Usse, ce qui implique qu'il est 
une W00-fibration faible. En outre, pour tout entier n ^ 0, la fibre de TT en An est 
isomorphe au groupe abélien TL (vu comme une catégorie avec un unique objet). 

Démonstration. — I l résulte aussitôt du lemme 8.5.5 que tout morphisme de L est 
cartésien (relativement à TT). Comme TT est surjectif sur les objets et plein, cela prouve 
que TT est une fibration (cf. 3.3.10). Étant donné que TT est isomorphe à TT°P par les 
foncteurs de dualité D (cf. 8.5.3), cela implique que TT est aussi une cofibration. On 
en déduit donc que TT est propre et lisse (cf. 5.3.2), ce qui implique que TT est une 

W00-fibration faible en vertu des corollaires 6.4.8 et 6.4.16. Soit n ^ 0 un entier. Le 
foncteur TT étant par construction bijectif sur les objets, il est clair que la fibre LA^ de 
TT au-dessus de A n n'a qu'un objet, à savoir L n . Les endomorphismes de L n qui sont 
envoyés sur l'identité de A n sont les automorphismes de la forme x fc(n+l) 

n = k e TL. Le 
foncteur TL —>• LA^ défini par 1 I—>-a. n+l n est donc un isomorphisme. 

Proposition 8.5.19 (Connes [38]). — Le nerf de A est un espace dEilenberg-MacLane 
de type KÇZ,2). 

Démonstration. — Il résulte du lemme précédent qu'en prenant la fibre de TT au-dessus 
de Ao, on a un carré homotopiquement cartésien d'ensembles simpliciaux de la forme 
suivante. 

N TL N L 

N1 
A 

Ao 
N A 

Vu que la catégorie L est oo-asphérique, cela implique que N TL a le type d'homotopie 
de l'espace des lacets de N A. Comme N TL est un espace d'Eilenberg-MacLane de 
type K(TL, 1), cela implique que TV A est un espace d'Eilenberg-MacLane de type 
K(TL,2). 

Remarque 8.5.20. — On définit le cercle simplicial S1 par le carré cocartésien suivant 
dans la catégorie des ensembles simpliciaux. 

dA1 A 

A0 S1 
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Soit a : Ai —>• Ao le morphisme de A défini par a = j(pi)r\, où pn désigne l'unique 
morphisme de An vers AQ dans A (n ^ 0). Cela définit un morphisme d'ensembles 
simpliciaux Ai —>• J*AQ, et comme J*AQ n'a qu'un seul 0-simplexe, cela détermine 
un morphisme 

a : S1 — - j * A 0 . 
On peut vérifier que a est un isomorphisme comme suit. Soit n ^ 0. On désigne 
par I n l'ensemble des applications croissantes / : An —>- A\ telles que /(O) ^ 1, 
et on vérifie que l'application évidente de I n vers (S1)n = Hom^(Z\n, S1) est bijec-
tive. L'application an correspond alors à l'application de I n dans (j*Ao) n qui envoie 
/ sur j{Pn)^n~k\ où k = max / _ 1 (0 ) . La bijectivité de cette application résulte du 
lemme 8.5.5 et du fait trivial qu'un élément / de I n est totalement déterminé par l'en
tier max / - 1 ( 0 ) . Ce calcul fournit une alternative à la preuve de la proposition 8.5.19 
(ou bien est une démonstration amusante du fait que le cercle simplicial est un espace 
d'Eilenberg-MacLane de type K{JL, 1)). 

8.5.21. — Le lemme 8.5.18 implique que L est une gerbe abélienne sur A de fibre 
constante 7L. Elle n'est pas neutre, car sinon on aurait un isomorphisme A x 7L ~ 
L , ce qui serait en contradiction avec l'asphéricité de L . D'autre part, i l résulte de 
la proposition 8.5.19 et du théorème de Hurewicz [64, chap. I I I , théorème 3.7] que 
H2(N A,7L) = 7L. Or d'après Giraud [62], la gerbe L donne lieu à un 2-cocycle de 
Cech et donc à un élément de H2(N A, Z), lequel est non trivial puisque la gerbe 
L n'est pas neutre^3). L'asphéricité de L implique que ce 2-cocycle donne en fait un 
générateur de H2(N A , Z), ce qui s'interprète simplicialement comme suit. 

Notons K (Z, 1) le groupe simplicial dont l'ensemble simplicial sous-jacent est le 
nerf de 7L vu comme une catégorie avec un seul objet. Pour chaque entier n ^ 0, on 
a donc K(7L, l ) n = Z n , et la loi de groupe de K(7L, 1) est définie simplement par la 
structure de groupe produit sur Z n . Autrement dit, IL est une catégorie monoïdale 
symétrique dont le produit tensoriel est défini sur les flèches par m®n = m + n, et la 
structure de groupe de KÇZ, 1) provient de cette structure monoïdale. On définit une 
action de K(7L, 1) sur A L de la manière suivante. I l s'agit de définir un morphisme 
de monoïdes simpliciaux 

K(7L,\) —>- !tiom(NL,NL) . 

Comme Jiom(N L , N L ) = N !Hom(L, L ) , cela revient en vertu de la pleine fidélité du 
foncteur nerf à définir un foncteur monoïdal (strict) 

7L Hom{h, L ) . 

(3) Du point de vue de [62], on considère plutôt la cohomologie du topos A à coefficients dans 
mais cela donne la même chose que de considérer la cohomologie du nerf de A ; voir par exemple [60, 
appendice II] ou [103]. 
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On définit un tel foncteur en envoyant l'unique objet de TL sur l'identité de L et en 
envoyant 1 G TL sur l'automorphisme /3 de 11 défini par f3Ln = O n+l 

n x Plus explicite
ment, pour n ^ 1, un n-simplexe (k\,..., kn) de KÇE, 1 ) agit sur un n-simplexe de 
TV L de la forme 

(<pi,...,<pn) e L(ra 0 , rai ) x ••• x L ( m n _ i , r a n ) 
par la formule 

(/ci,...,/c n )(^i,...,(^ n ) = ( 13 ki (mi + 1) 
mi oz.......... x fcn(mn + l) 

df 
oz 

I l résulte immédiatement de la définition de la relation de ^-équivalence sur les mor
phismes de L (8.5.1) et du lemme 8.5.5 que le morphisme N TT fait de N L un K(TL, 1)-
torseur sur N A . On obtient ainsi un foncteur 
(8.5.21.1) $ : A — ^ <Kep(K{TL, 1)) 

défini par les carrés cartésiens de la forme ci-dessous. 
$(X) N L 

N TV 

NA/X NA 
D'après le lemme 3.2.7, pour tout ensemble cyclique X , on a un isomorphisme cano
nique d'ensembles simpliciaux (en oubliant l'action de K(TL, 1 ) sur 3>(X)) 

(8.5.21.2) $ ( X ) ~ X L / T T * ( X ) . 

I l en résulte par le corollaire 3.2.10 que le foncteur $ commute aux limites inductives. 
D'autre part, le foncteur i : A —>• L étant asphérique, on a une équivalence faible 
naturelle de N A/j*X vers 7VL /7r*X, et en vertu de 4.3.16, on a une équivalence 
faible naturelle de N A/j*X vers j*X. 

Théorème 8.5.22. — Le foncteur $ : A —^ %ep(K(7L, 1)) respecte les oo-équivalences 
et envoie les monomorphismes sur des cofibrations locales. Il est en outre une équiva
lence de Quillen à aauche. 

Démonstration. — Le foncteur $ envoie les ensembles cycliques sur des K(TL, ^-tor
seurs sur leurs quotients (par définition) et respecte les monomorphismes. I l en ré
sulte que ce foncteur envoie les monomorphismes sur des cofibrations locales (8.1.38). 
Le foncteur N iA respecte les oo-équivalences. Par conséquent, i l résulte du corol
laire 7.2.8 que le foncteur <1> respecte les oo-équivalences. I l reste donc à démontrer 
qu'il induit une équivalence de catégories entre les catégories homotopiques de A 
et de ^ep(KÇZ, 1)). En vertu de la proposition 7.3.8 et du corollaire 7.3.12, les oo-
équivalences de la catégorie des représentations de K(TL, 1 ) sont les morphismes qui 
sont des oo-équivalences simpliciales après oubli de l'action de K(TL, 1), Le nerf de L 
étant asphérique (8.5.15) et W^ étant un localisateur fondamental propre, on voit 
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donc qu'en posant EK{7L, 1) = A L et BK(7L, 1) = TV A, le nerf de A est un espace 
classifiant de K(7L,1) au sens défini dans le scholie 7.2.15. Le foncteur <Ê> est donc le 
composé du foncteur N j A et du foncteur de monodromie 

Mon : Â/ N A = A/BK(7L, 1) —>- %ep(KÇZ, 1)) . 
Cela achève la démonstration en vertu de 8.5.17 et du scholie 7.2.15. 
Remarque 8.5.23. — On peut définir la réalisation topologique d'un ensemble cyclique 
(resp. périodique) X comme la réalisation topologique de l'ensemble simplicial j * X 
(resp. i*X). La réalisation de A n (resp. de L n ) est homéomorphe au produit de la 
réalisation de An et du cercle topologique S1 (resp. et de la droite réelle R) ; voir [40]. 
En général, la réalisation topologique d'un ensemble cyclique (resp. périodique) X est 
canoniquement munie d'une action continue du groupe de Lie S1 (resp. R). On peut 
ainsi obtenir une équivalence de Quillen des ensembles cycliques (resp. périodiques) 
vers les représentations continues de S1 (resp. de R). 
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9.1. Troncations de Postnikov et cosquelettes 
9.1.1. — Soit n ) - 1 un entier. On désigne par A ^ n la sous-catégorie pleine de A 
dont les objets sont les simplexes Z\m, m ^ n, in désignant l'inclusion canonique de 
A ^ n dans A. On obtient de la sorte un triplet de foncteurs adjoints (zn ! , z* , in^), où 

i*n : Â —» Â^ n 

est le foncteur image inverse associé à in. Le n-ème foncteur squelette, 

Skn : Â —>- Â , 

est défini par la formule Skn = zn!z*, et le n-ème foncteur cosquelette, 

Coskn : Â Â , 

par la formule Coskn = in^ z*. On a en outre deux morphismes d'adjonction 

en : Skn —>- 1^ et f]n Coskn . 

Ces derniers induisent des isomorphismes après application du foncteur z*, puisque 
les foncteurs inl et in^ sont pleinement fidèles. I l est d'autre part immédiat que le 
n-ème foncteur squelette est un adjoint à gauche du n-ème foncteur cosquelette. 

On remarque qu'en vertu de la proposition 8.1.29, la notation Skn ci-dessus est 
compatible avec la notation introduite au numéro 8.1.17 si on considère la catégorie 
A munie de sa structure canonique de catégorie squelettique (voir l'exemple 8.1.4). 

Proposition 9.1.2. — Soit X un complexe de Kan. Pour tout n, —1 ̂  n, l'ensemble 
simplicial Coskn X est un complexe de Kan. 
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Démonstration. — Soient q^letl^k^q des entiers, et u un morphisme de A k Q 
vers Coskn X. Si q < n + 1, alors Skn A k x = A k Q 7 et donc on a une factorisation de u 
de la forme 

Ak 

Q 
v X x Coskn X 

u 
. 

Comme X est un complexe de Kan, v se complète en un morphisme de Aq vers X, et 
donc i l en est de même de u. Si q > n + 1, alors Skn A k Q = Skn Aq, et donc u admet 
une (unique) complétion en un g-simplexe de Coskn X. 

Proposition 9.1.3. — Soient X un complexe de Kan, x un O-simplexe de X, et n ^ 1 
un entier. Pour tout entier i > n, le groupe d'homotopie 7Ti(Coskn X,x) est trivial, et 
pour tout entier i, 0 ^ i ^ n — 1, le morphisme rjx induit un isomorphisme 

7Ti(X,x) = nz(Coskn X,x) . 

Démonstration. — Lorsque (X, x) est un complexe de Kan pointé, TTÌ(X, X) est l'en
semble des classes d'homotopie pointée de morphismes pointés d'une z-sphère (poin
tée) S* vers (X, x). Dans la catégorie des ensembles simpliciaux, le bord dAi+i de Ai+i 
a le type d'homotopie d'une z-sphère. Or pour i ^ n, on a les égalités 

Skn dA1+l = Skn Skl Ai+1 = Skn Al+1 . 
Par conséquent, tout morphisme de dAi+\ vers Coskn X se factorise par un ensemble 
simplicial contractile, ce qui implique la première assertion. Si i < n, on a les identi
fications 

Skn dAi+1 = dAi+1 et Skn(dAi+1 x A{) = dAi+1 x A1 . 
Comme l'adjonction entre Skn et Coskn respecte les points bases éventuels, on en 

déduit facilement la seconde et dernière assertion. 

9.2. Types d'homotopie tronqués 

Dans la suite de cette section, on fixe un entier n ^ — 2. 
9.2.1. — On note 14^ le plus petit localisateur fondamental tel que la catégorie 
A/dAn+2 soit asphérique. I l résulte du corollaire 4.3.28 que 914 est un localisateur 
fondamental propre (et donc en particulier accessible). On parlera de n-équivalences, 
de foncteurs Wn-asphériques, etc., au lieu de *H4-équivalences, de foncteurs 
asphériques, etc. On remarque qu'il résulte aussitôt de 3.3.6 que W-2 est le 
localisateur fondamental trivial formé de toutes les flèches de Cat. De même, 3.3.6 
implique que W-i est le localisateur grossier non trivial Wgr (voir exemple 3.3.5). 

Vu que la catégorie des simplexes A est une ^oo-catégorie test, elle est aussi une 
'K^-catégorie test. Le théorème 4.2.15 et la remarque qui le suit permettent une des
cription explicite des n-équivalences dans A : il s'agit du plus petit A-localisateur 
test (i.e. en l'occurrence contenant les projections Aq x A\ —>• Aq, pour q ^ 0) 
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tel que l'inclusion dAn+2 —^ An+2 soit une équivalence faible (car An+2 est A\-
contractile). Si on note A\ la donnée homotopique élémentaire sur A définie par le 
segment Ai, la classe des n-équivalences peut donc être caractérisée comme la classe 
des équivalences faibles de la structure de catégorie de modèles fermée associée à la 
donnée homotopique sur A 

[Ai,{dAn+2^ An+2}) • 
On appellera n-extensions anodines les extensions anodines définies par cette donnée 
homotopique, et objets n-fibrants les objets fibrants au sens de cette structure. Un 
ensemble simplicial X est donc n-fibrant si et seulement si la flèche de X vers l'objet 
final de A vérifie la propriété de relèvement à droite relativement aux n-extensions 
anodines (voir la proposition 1.3.36). 

Lemme 9.2.2. — La catégorie A ^ n + i est une catégorie squelettique régulière. 
En outre, pour 0 ^ m ^ n + l, on a une identification canonique dans A : 
in+1]dAm ~ dAm. En particulier, le foncteur z n + l l respecte les monomorphismes. 

Démonstration. — La structure de catégorie squelettique sur A ^ n + i est induite de 
celle de A (8.2.5) de manière évidente. On en déduit immédiatement l'assertion. • 
9.2.3. — Pour chaque m, 0 < m ^ n + 1 , on a un foncteur évident de A ^ n + i / Z \ m vers 
A/Z\m, et comme les foncteurs i^<n+1 et iA commutent aux petites limites inductives 
(3.2.13), cela définit un morphisme de foncteurs 

lA^n+1 ^ ? Δ W l ! ' 
Lemme 9.2.4. — Pour tout localisateur fondamental *W\ le morphisme de foncteurs 
ci-dessus est une W-équivalence. En particulier, un morphisme de préfaisceaux sur 
A ^ n + i est une W-équivalence si et seulement si son image par le foncteur z'̂ +i, en 
est une dans A. 
Démonstration. — Comme l'inclusion canonique de A dans Cat est un ̂ -foncteur 
test (4.1.29), une flèche de Cat est une ^-équivalence si et seulement si son image dans 
A par le foncteur nerf en est une. I l suffit donc de montrer que pour tout préfaisceau 
X sur A < n . f i , le morphisme d'ensembles simpliciaux 

A no= ^liz NiAin+1X 

est une *W-équivalence dans A. Lorsque X est représentable, la source et le but 
sont contractiles, ce qui rend l'assertion évidente. Le cas général résulte donc du 
lemme 8.2.14 (qu'on peut appliquer ici grâce au corollaire 3.2.10 et au lemme 9.2.2). 

Lemme 9.2.5. — Pour tout entier m ^ n + 2, l'inclusion canonique 

ÔAm ^ Am 
est une n-équivalence dans A. 
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Démonstration. — On procède par récurrence sur m. Lorsque m = n + 2, l'assertion 
est vérifiée par définition des n-équivalences. Soit m > n + 2, et supposons l'assertion 
démontrée pour m—1. On remarque qu'on a un carré cocartésien de la forme ci-dessous 

Am-1 Am 

m 

Am-1 
x aAm . 

dont toutes les flèches sont des monomorphismes. Les ensembles simpliciaux <9Z\m_i, 
Am-i et A m m étant n-asphériques, i l résulte de [96, proposition 1.1.27] qu'il en est de 
même de dAm. 

Proposition 9.2.6. — Pour tout entier m ^ n + 1, le morphisme de foncteurs 

7 7* ~ ^ 1 ~ 
¿m! ¿m — D f i 1 Δ 

est une n-équivalence. 

Démonstration. — Comme l'identité de A est la réunion des foncteurs Skm, et comme 
les n-équivalences sont stables par compositions dénombrables, il suffit de montrer que 
pour m ^ n + 1, les inclusions Sk™ —>• *SA;m+1 sont des n-équivalences. Or en vertu 
du lemme 8.1.34, pour tout ensemble simplicial X, on a un carré cocartésien de la 
forme 

O Am+1 Skm X 

UAn+l Skm+1X 5 

et donc le lemme précédent implique l'assertion. 

Corollaire 9.2.7. — La catégorie A ^ n + i est une rW{l-catégorie test stricte, le fonc
teur i n + 1 : A ^ n + i —>- A est n-asphérique, et les deux couples de foncteurs adjoints (i*

n+1
z'n+i*) et (Wip*n+i) son^ des équivalences de Quillen (pour les structures de 

catégorie de modèles fermée sur A et sur A ^ n + i associées aux n-équivalences). En 
outre, les foncteurs i n + l l ) i*n+1 et in+i^ respectent les n-équivalences, et les mor

phismes d'adjonction sont des n-équivalences. 

Démonstration. — Montrons que l'inclusion i n + 1 est un foncteur n-asphérique. Soit 
Am un objet de A. En vertu du lemme 9.2.4, on a une n-équivalence dans Cat : 

A^n+1/Am = A^n+1/en+lAm —^ A / z n + 1 I in+1Am = A / Skn+1 Am . 

Or la proposition 9.2.6 implique que le but de celle-ci est n-asphérique, ce qui prouve 
l'assertion. 
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Comme le foncteur i n + 1 est n-asphérique et pleinement fidèle, on s'aperçoit aussitôt 
qu'il est localement n-asphérique. Comme A est une H^-catégorie test stricte et i l 
résulte de [96, corollaire 1.7.15] que A<- n +i est une rM4-catégorie test stricte. 

La première équivalence de Quillen résulte de la proposition 4.2.24. La seconde est 
justifiée par les lemmes 9.2.2 et 9.2.4. La dernière assertion est conséquence immédiate 
de la n-asphéricité de in+1, de la proposition 4.2.23, et de la pleine fidélité des foncteurs 

in+1! et in+1*. 

Remarque 9.2.8. — I l résulte aussitôt de ce corollaire que le couple de foncteurs 
(«n+iî̂ n+i*) e s t u n e adjonction de Quillen de la structure de catégorie de modèles 
fermée sur A correspondant aux oo-équivalences vers celle sur A ^ n + i correspondant 
aux n-équivalences. En outre, le foncteur dérivé à droite 

R W l * : ^Wn
A

<n+l ^ ̂ <W00
A 

est pleinement fidèle : en effet, i l suffit de vérifier que si X est un objet n-fibrant de 
A ^ n + i (i.e. fibrant au sens de Wn), le morphisme i * + 1 z n + l j ) i X —>• X est une n-é-
quivalence, et comme in+i^ est pleinement fidèle, c'est un isomorphisme. Autrement 
dit, le foncteur 

in+1 : Hwx A Hw A<n+1 

fournit une description explicite de la localisation Hot n de Hot^ par les n-équiva
lences. 

Corollaire 9.2.9. — Pour tout m ^ n + 1, la catégorie A ^ m est une Uh-catégorie test 
stricte, et Vinclusion im : A ^ m —>• A est un foncteur n-asphérique. 

Démonstration. — Le lemme 9.2.5 implique que pour m ^ n + 1, on a l'inclusion 
Wtm-i C ce qui prouve l'assertion en vertu du corollaire 9.2.7. 

Corollaire 9.2.10. — Un morphisme de A ^ n + i est une n-fibration si et seulement si 
son image par in+i^ est une n-fibration de A. 

Démonstration. — Comme en vertu du corollaire 9.2.7 les foncteurs z n + 1 , et sont 
des foncteurs de Quillen à gauche (pour les structures de catégorie de modèles fermée 
associées aux n-équivalences), et comme i n + 1 , est pleinement fidèle, les n-cofibrations 
triviales de A ^ n + i sont exactement les flèches de la forme z * + 1 i f —>•i*

n+1L, pour 
K —^ L n-cofibration triviale de A. L'assertion résulte donc d'un argument standard 
d'adjonction. 

Lemme 9.2.11. — Un complexe de Kan X est n-fibrant si et seulement si l'unique 
flèche de X vers Vensemble simplicial final vérifie la propriété de relèvement à droite 
relativement aux inclusions du type 

dA 
m X Z\n_|_2 

U Am x dAn+2 —>- Am x An+2 , m ^ 0 . 
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Démonstration. — En vertu du corollaire 1.1.8, ou de [74, lemme 4.2.4], si X vérifie 
cette propriété, alors pour tout monomorphisme K —>• L dans A, la flèche X —>• Ao 
vérifie la propriété de relèvement à droite relativement à l'inclusion 

K x Z\ n + 2 U L x dAn+2 —>• L x An+2 • 

La construction de l'ensemble générateur des n-extensions anodines (voir le numé
ro 1.3.12) implique alors que X —>• Ao vérifie la propriété de relèvement à droite 
relativement à tout élément d'icelui. Par conséquent, X —>- Ao vérifie la propriété 
de relèvement à droite relativement à toute n-extension anodine, ce qui montre bien 
que X est n-fibrant (1.3.36). Pour montrer la réciproque, i l suffit de montrer que 
les inclusions invoquées dans l'énoncé sont des n-équivalences. Or comme A est une 
catégorie test stricte, les n-équivalences sont stables par produits finis dans A. Par 
conséquent, si K —>- L est un monomorphisme, on a un carré cartésien de la forme 

K x dAn+2 L x dAn+2 

K x An+2 L x An+2 . 

dont toutes les flèches sont des monomorphismes, et dont les flèches verticales sont 
des n-équivalences. Les n-cofibrations triviales étant stables par images directes, on 
en déduit que le morphisme canonique de L x dAn+2 vers K x Z\N+2 U L x <9Z\N+2 est 
une n-équivalence, et donc le triangle commutatif 

L x dAn+2 K x Ai + 2 U L x dAn+2 

L x Z\ n + 2 

permet de conclure. 

Lemme 9.2.12. — Soient m ^ — 1 un entier, et j : K—>• L un morphisme d'en
sembles simpliciaux tels que le morphisme induit imj : —^ so^ un isomor
phisme. Alors pour tout préfaisceau X sur A<^m, Vunique flèche im^X —>• Ao vérifie 
la propriété de relèvement à droite relativement à j . 

Démonstration. — Vu que toute flèche vérifie la propriété de relèvement à droite 
relativement à tout isomorphisme, cela résulte du fait que le foncteur im^ est un 
adjoint à droite du foncteur im. 

Proposition 9.2.13. — Un préfaisceau sur A ^ n + i est n-fibrant si et seulement si son 
image par le foncteur in+i^ est un complexe de Kan. 
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Démonstration. — Si X est un préfaisceau n-fibrant sur A ^ n + i , alors in+1^X est 
n-fibrant dans A (9.2.7), et donc est un complexe de Kan. On remarque que pour 
m ^ 0, l'image de l'inclusion 

dA U Am X ÔAn+2 ^ Am X 

par le foncteur i*
n+1 est un isomorphisme : comme le foncteur i*

n+1 commute aux 
images directes, cela résulte du fait que c'est le cas pour les inclusions de la forme 

K x dAn+2 — K x Z\ n + 2 , KeOhA. 
La réciproque résulte donc du corollaire 9.2.10 et des lemmes 9.2.11 et 9.2.12. 

Corollaire 9.2.14. — Pour tout complexe de Kan X, CosknJ*~l X est n-fibrant. 

Démonstration. — Cela résulte des propositions 9.1.2 et 9.2.13. 

Corollaire 9.2.15. — On suppose ici que n ^ 0. Un morphisme d'ensembles simpli
ciaux u : X —>- Y est une n-équivalence si et seulement si les deux conditions sui
vantes sont vérifiées. 

1) Le morphisme u induit une bijection 

7T0(X) = •MY) • 

2) Pour tout x G XQ, et tout entier i, 1 ^ i ^ n, u induit un isomorphisme de 
groupes 

T (X, x) = ^(Y,u(x)) . 

Démonstration. — Quitte à remplacer u par exemple par Ex°° u, on peut supposer 
que X et Y sont des complexes de Kan. Or le corollaire 9.2.7 implique aussitôt que u 
est une n-équivalence si et seulement si Coskn+1 u en est une. Comme Cosk™^1 u est 
un morphisme entre ensembles simpliciaux n-fibrants (9.2.14), c'est une équivalence 
d'homotopie, ou encore, de manière équivalente (les objets n-fibrants de A étant en 
particulier des complexes de Kan), si et seulement si c'est une oo-équivalence. Le 
corollaire résulte donc de la proposition 9.1.3 et de la caractérisation analogue des 
oo-équivalences (corollaire 2.2.13). 

Corollaire 9.2.16. — On a l'égalité W00 = nn^oWn. 

Proposition 9.2.17. — Soit W un localisateur fondamental. Les assertions suivantes 
sont équivalentes. 

(a) La catégorie A/dAn+2 est *W-asphérique. 
(b) Tonte n-équivalence est une 'W-équivalence. 
(c) Le foncteur z n + 1 : A ^ n + i —>• A est *W-asphérique. 
(d) La catégorie A ^ n + i est une *W-catégorie test stride. 
(d ;) La catégorie A ^ n + i est une W-catégorie test. 

En particulier, rM{l est le plus petit localisateur fondamental modelable par A ^ n + i . 
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Démonstration. — L'équivalence entre (a) et (b) est triviale. Le corollaire 9.2.7 
montre que (b) implique (c), et que (b) implique (d). Le lemme 9.2.4 permet quant 
à lui de s'assurer que (c) implique (a). Comme l'implication (d) (d') est triviale, 
il reste donc à montrer que (d') implique (a), ce qui revient encore à montrer la 
dernière assertion. 

Soit W le plus petit localisateur fondamental modelable par A<^ n + i . Le corol
laire 9.2.7 implique que W C Wn, et en vertu du théorème 4.2.15, W est un localisa
teur fondamental accessible. Le couple (in+1!, 1*

n+1) définit une équivalence de Quillen 
de A ^ n + i vers A pour les structures de catégorie de modèles fermée associées aux 
^-équivalences : les lemmes 9.2.2 et 9.2.4 montrent qu'il définit une adjonction de 
Quillen, que le foncteur i n + l l respecte les ^-équivalences, et que le triangle suivant 
est commutatif à isomorphisme de foncteurs près 

•T^A^n+i *n + l..= L in + li HwA 

p(n+1) O 
Hot^ 1 

les deux foncteurs obliques étant des équivalences de catégories, il en est donc de même 
de l'horizontal. Soit X un préfaisceau n-asphérique sur A ^ n + i . On va montrer que X 
est ^-asphérique. Considérons j : z n + l l X —>- X' une ^-équivalence de but T^-fib-
rant dans A. Le morphisme i*

n+1j est donc une W-équivalence (c'est le morphisme 
d'adjonction de X vers Ri^+i ^n-\-i\^)- Or la flèche j est en particulier une n-équi-
valence, et X' un complexe de Kan. Par conséquent, en vertu du corollaire 9.2.14, 
Coskn+1 X' est un ensemble simplicial n-fibrant, isomorphe dans HWnA à z n + 1 ,X . 
La forte saturation de Wn implique donc que CosknJrl X' est un objet injectif de A. 
Comme le foncteur i n + u respecte les monomorphismes, i*

n+1 CosknJrl X' est un objet 
injectif (et par suite ^-asphérique) de A ^ n + i . Or on a un isomorphisme canonique 
de z'*+1 Coskn+1 X' vers i*

n+1X', ce qui prouve bien que X est W-asphérique. En 
particulier, i* + 1 Z\ n + 2 est ^-asphérique, et le lemme 9.2.4 implique que 

S7cn+1 An+2 = in+lfnJrlAn+2 = dAn+2 

est ^-asphérique, ce qui achève la démonstration. 

Scholie 9.2.18. — Soit n > 0. On appelle n-équivalence forte un morphisme d'en
sembles simpliciaux u : X —>- Y tel que : 

1) le morphisme u induit une bijection 
p(x) = MY) ; 

2) pour tout x G Xo, et tout entier i , 1 ^ i ^ n, u induit un isomorphisme de 
groupes 

7T,(X, X) = 7Ti(Y,u(x)) ; 
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3) pour tout x G XQ, le morphisme 

7T n + i (X ,^) —^ nn+i(Y,u(x)) , 

induit par i¿, est surjectif ; 
(les conditions (2) et (3) exprimant que les fibres homotopiques de u (au sens *W£o) 
sont n-asphériques). On vérifie que si X —^ Y —^ Z sont deux morphismes com
posâmes d'ensembles simpliciaux, et si u et v (resp. vu et u) sont des n-équivalences 
fortes, alors il en est de même de vu (resp. de v). Cependant, il est faux en général que 
si vu et v sont des n-équivalences fortes, u en est une. La classe des n-équivalences 
est en fait la plus petite classe de flèches de A satisfaisant à l'axiome du « deux sur 
trois » (Ll) et contenant les n-équivalences fortes. En effet, si u : X —>- Y est une 
n-équivalence, on a un carré commutatif 

X Coskn+1 Ex°° X 

u Coskn+1 Ex°° u 

Y Coskn+1 Ex°° Y . 
dont les flèches horizontales sont des n-équivalences fortes (en vertu de la proposi
tion 9.1.3). Or CosknJrl Ex°° u est une n-équivalence entre objets n-fibrants (9.2.7, 
9.2.14), et par suite, est une oo-équivalence (1.6.5, (v)). Toute oo-équivalence étant 
une n-équivalence forte, cela prouve bien l'assertion. 

9.3. Localisateurs fondamentaux triviaux 

9.3.1. — Un localisateur fondamental *W est géométrique si toute ^-équivalence in
duit un isomorphisme après application du foncteur TTO (i.e. s'il est contenu dans WQ). 
Le but de ce paragraphe est de montrer qu'une telle hypothèse est anodine, i.e. de 
démontrer l'énoncé suivant. 

Proposition 9.3.2. — Les seuls localisateurs fondamentaux qui ne sont pas géomé
triques sont les localisateurs fondamentaux grossiers. 

Remarque 9.3.3. — On rappelle qu'un localisateur fondamental est grossier si et seule
ment s'il contient W-1 = *WGR, et que les seuls localisateurs fondamentaux grossiers 
sont WGR et Fl Cat (cf. 3.3.5). 

9.3.4. — On fixe à présent un localisateur fondamental non géométrique IV, puis on se 
place dans la catégorie des ensembles simpliciaux. Dans ce qui suit, on identifiera par 
le foncteur pleinement fidèle p\ : 'Ens —>• A, un ensemble E à l'ensemble simplicial 
constant p\(E) = II^zAo- En particulier, pour tout ensemble simplicial X, on a un 
épimorphisme X 7To(X), fonctoriel en X, défini par le morphisme d'adjonction 
correspondant au couple de foncteurs adjoints (7TQ,P^) (cf. 2.2.1). 
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Lemme 9.3.5. — Si W n'est pas grossier, il existe une W-équivalence d'ensembles 
simpliciaux u : X —>• Y telle que X et Y soient non vides, Y soit 0-asphérique, et 
X ne soit pas ̂ -asphérique. 

Démonstration. — Comme W n'est pas contenu dans Wo, i l existe une 'W-
équivalence u : X — Y qui n'est pas une 0-équivalence. Cela implique en particulier 
que Y n'est pas vide. On peut écrire Y = II^/Y^, ou chaque Yi est un ensemble 
simplicial 0-connexe. On obtient donc des morphismes 

Ui : Xi =u lYi —^ Yi , i e I . 
Montrons que X est non vide. Si X était vide, alors le choix d'un point de Y ferait 
de l'inclusion de l'ensemble simplicial vide dans l'ensemble simplicial final un rétracte 
de u, et donc cela impliquerait que 0 = dAo serait ^-asphérique, et on aurait donc 
l'égalité W = Fl Cat, ce qui est contraire à l'hypothèse que W n'est pas grossier. I l 
existe donc un élément i de I tel que Xi soit non vide, et on vérifie aussitôt que le 
morphisme Ui est alors un rétracte de u, ce qui en fait une ^-équivalence. Montrons 
qu'il existe un i tel que Xi ne soit pas 0-connexe tout en étant non vide. Si ce n'était 
pas le cas, l'application TTQ{U) : TTQ(X) —>• 7To(Y) serait injective et un rétracte de u. 
Comme TTQ(U) n'est pas une bijection, en choisissant une composante connexe de X 
et une composante connexe de Y n'appartenant pas à l'image de 7TQ(U), on exhiberait 
une inclusion de la forme Ao —>• dA\ qui serait un rétracte de ixo{u)- Mais cela 
impliquerait que W-i C W, ce qui est contraire à l'hypothèse. 

Lemme 9.3.6. — Si W n'est pas grossier, il existe un ensemble E ayant au moins deux 
éléments, un complexe de Kan 0-asphérique K, et une W-équivalence de la forme 

j : E = UEAo — K . 

Démonstration. — Soit u : X —>• Y une ^-équivalence vérifiant les conditions énon
cées dans le lemme 9.3.5. Quitte à la factoriser en une cofibration suivie d'une fibration 
triviale, on peut supposer que u est un monomorphisme. On pose E = TTO(X), et on 
forme le carré cocartésien suivant. 

X u Y 

E V Z 

Alors v est une H^-cofibration triviale, et comme u est une cofibration, et X —>• E 
une 0-équivalence, la flèche Y —>• Z est encore une 0-équivalence, et par suite Z est 
0-asphérique. Pour conclure, on choisit une oo-équivalence de but un complexe de Kan 
/ : Z —>- K, et on pose j = fv. 

Démonstration de la proposition 9.3.2. — Soit W un localisateur fondamental qui 
n'est pas géométrique. Supposons qu'il ne soit pas grossier. Alors i l existe une 
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^-équivalence d'ensembles simpliciaux j : E —>• K, vérifiant les conditions du 
lemme 9.3.6. On a alors les bijections suivantes. 

Horn w00 
f(E,K) = n 

E 
Horn MA 

(A0, k) = n 
E 

7T0(K) ~ * 

Par conséquent pour tout choix d'un O-simplexe k de K, j est homotope au morphisme 
constant induit par k, 

j k : E ^ A 0 ^ K . 
On en déduit que fk est une ^-équivalence. Or le morphisme E —>• AQ est un rétracte 
de 2k% et par suite, E est ^-asphérique. Comme dA\ — AQYLAQ est un rétracte de E, 
on en déduit aussitôt que (W_1 est contenu dans 14?. Par conséquent, *W est grossier 
(3.3.5), ce qui est contraire à l'hypothèse, et prouve la proposition. 

9.4. Homologies, torsions et impropretés 

9.4.1. — Si E est un spectre, on note E* la théorie homologique correspondante, 
définie sur A , et VVE la classe des E-équivalences, i.e. des morphismes d'ensembles 
simpliciaux X —>- Y induisant un isomorphisme de groupes 

EnX = EnY , 

pour tout entier n. 
Théorème 9.4.2 (Bousfield). — Pour tout spectre E, les E-équivalences forment un A -
localisateur accessible. 

Démonstration. — En vertu de [16, théorème 10.2], la catégorie des ensembles simpli
ciaux admet une structure de catégorie de modèles fermée à engendrement cofibrant, 
dont les cofibrations sont les monomorphismes, et dont les équivalences faibles sont 
les ^-équivalences. I l s'agit donc d'une simple traduction via le théorème 1.4.3. 

Corollaire 9.4.3. — Tout spectre définit canoniquement un localisateur fondamental 
accessible. 

Démonstration. — Si E est un spectre, les ^-équivalences forment un A-localisateur 
accessible contenant i - i A A00 L'assertion résulte donc du théorème 4.2.15, puique A 
est une W00-catégorie test. 
9.4.4. — Le corollaire ci-dessus permet de construire des variantes de localisateurs 
fondamentaux. Si E est un spectre, on note WE le localisateur fondamental accessible 
correspondant. On appeler a encore E-équivalences les éléments de IA^E-

On peut par exemple considérer le spectre d'Eilenberg-MacLane HQ correspondant 
à l'homologie singulière rationnelle, ce qui définit en vertu du corollaire ci-dessus un 
localisateur fondamental accessible WHQ- Si n ^ 0, le localisateur fondamental WN 

des n-équivalences permet de définir le localisateur fondamental IA/Q^ — ^4 H ^ H Q -
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Celui-ci est accessible en vertu du théorème 4.2.15 et du corollaire 1.4.21. On appellera 
(Q,n) -équivalences les éléments de (W<Q,N- On a bien sûr l'égalité ^Q,O = ^ H Q -

Lemme 9.4.5. — Soient W un localisateur fondamental, et n un entier, n ^ 0, tels 
que toute W-équivalence soit une n-équivalence. Si W est propre, alors toute In
equivalence d'ensembles simpliciaux de but W-fibrant est une n-équivalence forte. 

Démonstration. — Cela résulte du lemme 1.5.22, appliqué à l'inclusion des localisa
teurs fondamentaux propres W00 C W. 

Proposition 9.4.6. — Le localisateur fondamental des HQ-équivalences (resp. des 
(Q,n)-équivalences, n ^ 1 ) n'est pas propre. 

Démonstration. — Soit n ^ 0. On considère un ensemble simplicial Sn+1 ayant le 
type d'homotopie de la n + 1-ème sphère. On choisit une résolution ^Q^-fibrante 
3 : Sn+1 — S n+l Q = On peut montrer que le morphisme induit par j sur les groupes 
d'homotopie est en l'occurrence le morphisme canonique (i ^ 1) : 

II (Sn+1) —>- wt(Sn+1) ®Q = !T,( S n+l 
x ) • 

Lorsque n = 0, i l s'agit d'un corollaire du théorème de Hurewicz [64, chap. I l l , théo
rème 3.7] et du fait que le type d'homotopie du cercle est celui de l'espace classifiant 
du groupe 7L. Pour n ^ 1, on choisit une résolution 'W^Q-fibrante u : 5 ' n + 1 —>• X de 
gn+i -Q résulte de la nilpotence de la sphère # n + 1 et de [16, proposition 4.3 (i)] que 
Til(X) = 7Ti(Sn+1) (g) Q. Comme 7Ti(Sn+1) = 0 pour 0 < i < n + 1, on en déduit que 
u est une n-équivalence et que X est ^Q 5 n -fibrant, ce qui prouve la propriété voulue 
en posant X = S n+l Q et j = u. 

Si F désigne une fibre homotopique de j au sens de W00 la longue suite exacte 
de Serre associée montre que 7rn(F) est le groupe quotient Q/7L. Autrement dit, le 
morphisme j n'est pas une n-équivalence forte. Le lemme ci-dessus implique donc 
l'assertion. 

Scholie 9.4.7. — On peut aussi voir que les H7L-équivalences forment un localisateur 
fondamental qui n'est pas propre (où H7L désigne le spectre qui représente la coho
mologie singulière à coefficients entiers). En effet, désignons par W^ le localisateur 
fondamental qui trivialise les catégories dont l'homologie singulère à coefficients entiers 
est réduite à celle du point. La proposition 6.1.8 appliquée au localisateur fondamental 
des H7L-équivalences montre que W^ est propre. On peut encore caractériser W+ 

comme le plus grand localisateur fondamental propre tel que toute équivalence faible 
soit une T/Z-équivalence (en vertu du théorème 6.1.11). Or d'après Bousfield (voir 
[18, 13, 14]), CW+ correspond à la construction -f- de Quillen. Autrement dit : un 
morphisme d'ensembles simpliciaux X —Y est une W+ équivalence si et seulement 
si X+ —Y+ est une oo-équivalence (où K+ est un modèle de la construction + de 
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Quillen appliquée à K pour K = X, Y). La différence entre la localisation par la 
classe des 14?+-équivalences et celle des HTL-équivalences est étudiée plus en détail 
dans [18, 114]. 
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donnée homotopique élémentaire, 25 
dual d'un rétracte par déformation fort, 34 
ensemble cubique, 341 
ensemble cyclique, 351 
ensemble ordonné a-filtrant, 11 
ensemble simplicial, 83 
ensemble simplicial symétrique, 312 

ensemble périodique, 351 
épaississement, 353 
équivalence faible absolue, 49 
équivalence faible colocalement au-dessus 

d'une catégorie, 146 
équivalence faible (d'une catégorie de modèles 

fermée), 31 
équivalence faible localement au-dessus d'une 

catégorie, 144 
équivalence faible propre à droite, 65 
équivalence faible (relativement à un localisa

teur fondamental), 144 
espace classifiant, 293 
extension anodine, 33 
faiblement W-fibrant (préfaisceau de 

groupes), 286 
fibration au sens de 187 
fibration au sens de W, 54 
fibration (catégorique), 146 
fibration (d'une catégorie de modèles fermée), 

31 
fibration de Kan, 84 
fibration de Thomason triviale, 224 
fibration géométrique triviale, 300 
fibration naïve, 33 
fibration triviale (d'une catégorie de modèles 

fermée), 32 
fibration triviale de préfaisceaux, 15, 33 
fibre, 305 
foncteur a-accessible, 12 
foncteur accessible, 12 
foncteur asphérique, 144 
foncteur coasphérique, 145 
foncteur d'extension de Kan, 92 
foncteur de descente, 294 
foncteur de localisation, 32 
foncteur de monodromie, 294 
foncteur de subdivision barycentrique, 92 
foncteur ensemble des composantes connexes, 

100, 273 
foncteur fortement lisse, 230 
foncteur fortement propre, 230 
foncteur fortement -̂localement constant, 

251 
foncteur lisse, 227 
foncteur localement asphérique, 264 
foncteur localement Tl̂ -asphérique, 264 
foncteur nerf, 88 
foncteur propre, 227 
foncteur test, 181 
foncteur test local, 181 
foncteur T̂ -asphérique, 144 
foncteur -̂coasphérique, 145 
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foncteur ^-excellent, 266 
foncteur 'Jf-lisse, 227 
foncteur -̂localement constant, 267 
foncteur Tf-propre, 227 
foncteur TÎ -transverse à un autre, 251 
foncteur W-asphérique, 152 
foncteur W-coasphérique, 152 
foncteur W-parfait, 155 
foncteur W-régulier, 152 
Galois, 295 
grossier, 144 
homotopie, 24 
/-cofibration, 74 
3-équivalence d'homotopie, 24 
/-fibration, 74 
3-homotopie, 24 
3-homotope de façon élémentaire, 24 
immersion fermée, 179 
immersion ouverte, 179 
intégrale, 147 
lemme du rétracte, 15 
limite homotopique, 126 
limite inductive a-filtrante, 63 
localisateur fondamental, 143 
localisateur fondamental à engendrement 

asphérique, 199 
localisateur fondamental accessible, 185 
localisateur fondamental engendré par une 

classe de flèches, 185 
localisateur fondamental faible, 240 
localisateur fondamental géométrique, 371 
localisateur fondamental grossier, 144 
localisateur fondamental minimal, 145, 185 
localisateur fondamental modelable par une 

petite catégorie, 185 
localisateur fondamental propre, 195 
localisateur fondamental trivial, 144 
localisation, 32 
modèle cellulaire, 17 
monodromie, 294 
monomorphisme normal, 320 
morphisme cartésien, 146 
morphisme de changement de base, 249 
morphisme de Dwyer, 222 
morphisme globalement trivial, 305 
morphisme localement trivial, 305 
morphisme W-localement constant, 101 
n-asphérique, 364 
n-équivalence, 364 
n-équivalence forte, 370 
n-extension anodine, 365 
nerf, 88 
objet a-accessible, 12 

objet accessible, 12 
objet de Lawvere, 26 
objet de présentation finie, 12 
objet dégénéré, 313 
objet /-cofibrant, 74 
objet n-fibrant, 365 
permettre l'argument du petit objet, 15 
précofibration, 146 
précylindre fonctoriel, 338 
précylindre fonctoriel augmenté, 338 
préfaisceau asphérique, 176 
préfaisceau de taille ^ a, 13 
préfaisceau faiblement Tt̂ -fibrant, 295 
préfaisceau 3-contractile, 24 
préfaisceau localement asphérique, 176 
préfaisceau localement (W-asphérique, 176 
préfaisceau normal, 317 
préfaisceau régulier, 324 
préfaisceau <W-asphérique, 176 
préfibration, 146 
principe de Vopenka, 54 
propriété de relèvement à droite, 15 
propriété de relèvement à gauche, 15 
régulier (A-localisateur), 154 
représentation, 283 
représentation localement cofibrante, 286 
représentation monogène, 300 
rétracte, 3 
rétracte par déformation, 217 
rétracte par déformation fort, 34 
rétracte (lemme du), 15 
section dégénérée, 313 
section dominante, 317 
section non dégénérée, 313 
section normale, 317 
segment de Lawvere, 27 
segment séparant, 26 
structure de catégorie de modèles fermée in-

jective, 292 
structure de catégorie de modèles fermée lo

cale, 292 
structure homotopique, 29 
structure homotopique complète, 46 
structure homotopique engendrée par une 

donnée homotopique, 29 
structure homotopique induite, 48 
subdivision barycentrique, 92 
torseur, 288 
torseur sur son quotient, 288 
trivialiser une classe de catégories, 199 
T -̂bifibration de Thomason, 226 
W-caté gorie test, 178 
-̂catégorie test faible, 177 
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T̂ -catégorie test locale, 178 
Tl̂ -catégorie test stricte, 190 
T -̂cofibration triviale, 187 
(W- équivalence, 144 
T̂ -équivalence argument par argument, 149 
T̂ -équivalence colocalement au-dessus d'une 

catégorie, 146 
{W-équivalence (de préfaisceaux), 176 
rV-équi valence locale, 176 
(W-équivalence localement au-dessus d'une 

catégorie, 144 
rW-équivalence sur A, 204 
Tt̂ -excellent (foncteur), 266 
TV-excellent (préfaisceau de groupes), 297 
T -̂fibrant (préfaisceau), 295 
T -̂fibration, 187 
T̂ -fîbration de Thomason, 225 
^-fibration faible, 241 
(W-foncteur test, 181 

Tt7-foncteur test local, 181 
T -̂transverse, 251 
TÎ̂ -type d'homotopie localement constant, 

204 
*WIA-équivalence, 204 
W-cofibration triviale, 54 
W-cylindre, 56 
W-équivalence, 52 
W-équivalence argument par argument, 130 
W-équivalence (dans Cat), 151 
W-équivalence universelle, 101 
W-fibration, 54 
W-fibration faible, 101 
W-régulier (préfaisceau), 153 
W-résolution cosimpliciale, 112 
W-résolution cosimpliciale contractile, 112 
W-résolution cosimpliciale normalisée, 112 
W-segment, 112 
X-équivalences faibles, 49 
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