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ALGEBRES DE GROUPE DU GROUPE ADDITIF
PAR

Henrl GAUDIER (*)

RESUME. — Soit k un corps parfait de caractéristique positive, soient a le groupe
additif et W I’anneau des vecteurs de Witt. Nous calculons ’algébre de groupe et la
W-algebre de groupe de a au sens des k-schémas affines. Le résultat obtenu est ensuite
étendu au cas sans caractéristique : nous obtenons alors une algébre de puissances
fractionnaires divisées sur ’anneau des gros vecteurs de Witt.

ABSTRACT. — Let k be a perfect field of positive characteristic, let a be the additive
group and let W be the Witt vector ring. We compute the group algebra and the group
W-algebra of « in the sense of affine schemes. The calculation is next extended to the
caracteristic-free case. We so obtain a W-algebra with fractional divided powers, where
W denote the ring of the big Witt vectors.

Soit k un corps parfait de caractéristique p non nulle, W le schéma
en anneaux des gros vecteurs de Witt, et W le schéma en anneaux des
p-vecteurs de Witt. On sait ([G2]) que le foncteur oubli qui & un k-schéma
en anneaux A associe son monoide multiplicatif A*, admet un adjoint
a gauche qui & un k-monoide X associe son algebre de monoide LX.
De plus la catégorie des représentations de X dans un groupe unipotent
commutatif est équivalente a la catégorie des LX-modules.

Le but de cet article est de déterminer explicitement l’algebre de
groupe La du groupe additif a. On obtiendra ainsi une équivalence
entre représentations de a et La-modules. On détermine également la
structure de ’anneau Wa = La ® W (ot le produit tensoriel est pris au
sens des schémas en anneaux [G1]), ce qui donne une équivalence entre
représentations W-linéaires de a et Wa-modules. L’anneau Wa obtenu
peut étre considéré comme 1’algebre des puissances divisées en une variable
sur W avec des puissances fractionnaires & dénominateurs les puissances
de p.

(*) Texte recu le 10 décembre 1987 , révisé le 15 mars 1988.
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234 H. GAUDIER

Dans la premiere partie de 'article on définit les coefficients *-bino6-
miaux : ce sont des éléments de W(Z) qui ont un comportement analogue
a celui des coeflicients binémiaux et qui interviennent comme constantes
de la multiplication dans La et Wa. Dans les parties 2 et 3, on détermine
les multiplications respectives de La et Wa. Dans la quatrieme partie on
construit, hors caractéristique, un anneau Wa qui étend ’anneau Wa et
qui peut étre considéré comme la W-algebre des puissances divisées en
une variable avec des puissances fractionnaires quelconques.

Notations. —  Soit k I'anneau de base, qu’on commencera par sup-
poser quelconque. On consideére le triangle commutatif de k-foncteurs en
anneaux ([D.G. p. 639], [H p. 121]) :

ol W est I’anneau des gros vecteurs de Witt, A est le A\-anneau universel,
O est le foncteur identité, e est I'isomorphisme d’anneaux défini par :

(T, ey Ty, onr) = H (1- xiTi)il»

i>1

ou w est donné par :

n/d
Wy (X1, ey Ty nn) = E d:cd/ ,
d|n

et ol 9,,(9) est le coefficient de 7! dans la série log §

. On sait que w

et 0 sont des isomorphismes si k est une Q-algebre, par conséquent W(R)
est isomorphe & RN pour toute Q-algebre R.

On notera V; (resp. F}) les morphismes de décalage (resp. de Frobenius)
de W ou A, et o le morphisme de Teichmuller O — W défini par
o(z) = (z,0,...,0,...), on sait que o(zy) = o(z)o(y). Enfin si i et j
sont des entiers on notera ({7, j)) le coefficient binémial (”l.j )
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ALGEBRES DE GROUPE DU GROUPE ADDITIF 235

1. Coefficients *-binémiaux et p-binémiaux

1.1. Définition. —  Soient i etj deux entiers naturels, on appelle
coefficient *-binémial *((¢, 7)) Punique élément de W(Q) tel qu’on ait pour
tout n : w,(*(7,7)) = (ni,ny)). Si I est un entier non nul on posera
également * (i, 5; 1) = " (@, 5)/!.

Dans la premiere partie de ce travail nous allons étudier ces coefficients
*-bindomiaux et, en particulier, montrer qu’ils sont & composantes entieres.

1.2. PROPOSITION. —  Soit k € N*, on a les identités suivantes :
(a) dans W(Q[X,Y])
(1.2.1) c((X+Y)F)=>" > V("5 e(XY));
(>1 i+j=lk
(i,4,1)=1

(b) dans A(Q[X,Y])
122) -x+'n) =] I (-G, xryHrt)™

r>1  it+y=lk
I>1 (i,j,l)=1

ot les *((7, 7;1), sont les composantes de *((i, j; 1)) .
Puisque l'on est en caractéristique 0, il suffit de transformer les deux

membres par w. Or si on désigne par D le membre de droite de (1.2.1),
on a :

wa(D) = > Y w,Vi(I7 (6, 5) o(XYY)),

IEN* 4,5
=22 wan("(:3) o (X'YY),
ln tJ
puisque w,V; est égal & lw,,;, si [ divise n, et est nul sinon,

= > wan (6 0) wap (o (X)),

ln i,J

=Y > (ni/t,nj/) Xy

ln 4,

— Z Z (di, dj) deyvdj

ld=n i+j5=lk
(i,5,1)=1

=Y > (di,di) XYY,

dn  di+dj=nk
(di,dj,n)=d

= (X +Y)"* =w,(o(X +Y)F).

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



236 H. GAUDIER

Ce qui démontre la relation (1.2.1). La relation (1.2.2) n’en est que la
traduction par l'isomorphisme e.

1.3. COROLLAIRE. — Sil divise i + j et si l, i et j sont premiers
entre euz, le coefficient *((i, ;1) appartient ¢ W(Z), et la relation (1.2.1)
(resp. (1.2.2)) est vraie dans W(Z[X,Y]) (resp. A(Z[X,Y])).

11 est facile de voir que pour tout entier n on a une décomposition
1-(X+Y)Fr=]] [J(Q - M:;T")  (mod T™T1),
i=1 j

ou les M; ; sont des mondmes de degré total k¢. Si I'on impose de plus
que les mondmes aient des degrés en X et Y distincts, alors une telle
décomposition est unique dans @ comme dans Z. Passant & la limite
sur n, on constate alors que cette décomposition est donnée par la formule
(1.2.2), et que les coefficients de cette derniére sont donc dans Z.

1.4. Coeflicients *-multinémiaux. — Il est clair que la définition
(1.1) peut s’étendre aux coefficients multindmiaux : si ¢1,...,%, sont
des entiers et [ un entier non nul, alors le coefficient #-multin6mial
*(é1,...,%n;1) est défini par :

wo (*(d1, .- in; 1)) = 171 (niy, . .., min).

Comme pour les coefficients bindmiaux on a les formules :

(L4 o(Xit X = 3T V(s ins D) o(X] X)),

i1+ +ip=lk
(i1yenrinsd)=1

dans W(Q[X1,...,X4]), et

(1'4'2) (1 — (Xl + -+ Xh)lcT)*l
= H H (1—*((i15-'-aih;l))rXIi1,,,X}:i’bT”)_l_

r>1 iy +etin=lk
IS1 (i1, yin,l)=1

dans A(Q[X1,...,Xx]).
Et par le méme raisonnement on conclut que les coefficients *-multi-

némiaux sont & composantes entieres si (i1,...,4,l) = 1 et si | divise
h .
Y oa=1 ta-
On appellera enfin x-factorielle, et on désignera par *h! le coefficient
x-multindmial dans lequel ;1 = ... =14, =1 =1.
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ALGEBRES DE GROUPE DU GROUPE ADDITIF 237

1.5. PROPOSITION. —  Les coefficients x-multindmiauz vérifient les
relations suivantes :
(1.5.1) (i1, sins D) = “(t1, - .-, 1n),
(1.5.2) F (i1, ins 1) = "(Kin, . . ., kigs 1),
. ooy L A )
(153) ((?,1,...,Zh,l)) = TW’
*hk!
1.5.4 F.("h!) = —>
(1:5.4) KR =

ou Fy, est le morphisme de Frobenius.

La relation (1.5.1) découle immédiatement de la définition. Pour la
relation (1.5.2) on a :

Wy, © F, (*((il, eyl l))) = wmk(*((il, TS l)))
=17 (mkiy,...,mkip) = W (*(Kiv, ..., kin; l)))
Pour la relation (1.5.3), puisque :

(ma)!

mlt

on a :

o (S i)Y (mi A mi)! mlR L m
m T mlatet (miy)!. .. (mip)!

= W (*(1,. .-, 1n))-

La relation (1.5.4) se déduit des précédentes.

SRR T

1.6. COROLLAIRE. — Pour toutn € N* on a :
n
nt=]]"G-1,1),
1=1

et *n! est divisible par n!.
La premiére relation est une conséquence immédiate de (1.5.3). Et
puisque *(i — 1,1) =i*(i — 1,1;¢) on a:

*n!:n!ﬁ*((z’—l,l;i)).

=1

On remarquera que la premiére composante de *n!/n! est égale & 1.
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238 H. GAUDIER

1.7. Coefficients p-bindmiaux et p-multindomiaux. — Soit main-
tenant p un nombre premier, W lanneau des p-vecteurs de Witt et
V (resp. F) le décalage (resp. le Frobenius) dans W. Le morphisme
m: W — W tel que :

(Wi, Wy ) = (W1, Wpy ooy W),

est un homomorphisme d’anneaux. Il transforme donc la formule (1.2.1)
en :

Too(X +Y)F =3 moVi(*(i, ;1) o(X'YY)).

Posant alors 7 = 7 o ¢ on obtient, puisque 1oV, = Vo m si | = p° et est
nul sinon,

X+ V) =) V([ (6.4 p°)] T(XYT)),

ot la somme Y7 est étendue & tous les indices i, j et s tels que i+j = p°k
et s =0ou (¢,7,p) = 1. On en déduit alors :

COROLLAIRE. —  Appelons coefficients p-binémiaux les p-vecteurs de
Witt P((i,5;8) = w[*(4,7;p°)], et soit k un entier premier d& p. Dans
W(Z[X,Y]), on a la relation :

(L.7.1) (XY = 3V 5 s) H(XY)],

ot la somme Y est étendue d tous les indices i, j et s tels que ¢ +j = p°k
et (,5,p) = 1.

Si Pon définit les p-factorielles par Pi! = w(*i!), on vérifie sans
difficulté que les résultats de (1.5) et (1.6) restent valables quand on
remplace les coefficients *-bindmiaux par les coeflicients p-binémiaux et les
x-factorielles par les p-factorielles. Si s = 0 on écrira également ?((7, 7)) au
lieu de ?((Z, 5;0).

2. L’anneau de groupe du groupe additif

2.1. PROPOSITION. — [l eziste sur le groupe A une unique opération
bilinéaire notée * telle que :

1 1 (1-XT)(1-YT)

(2.1.1) 1-XT “1-YT ~  1-(X+Y)T

Cette opération est associative.
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ALGEBRES DE GROUPE DU GROUPE ADDITIF 239
En effet le morphisme p : O x O — A défini par :

(1-aT)(1-0T)
1—(a+bT

pla,b) =

vaut 1 si @ ou b est nul; il se prolonge donc de fagon unique en une
opération bilinéaire sur A ([D.G. p. 631]).
En utilisant la formule (1.2.2) on obtient alors :

1 1
2.1.2
@LY) X7 *iyT
- H H 1— (i, 31 + ))1 Xy i)
r>0  i,5>0 ' I
(4,5,i+75)=1
2.2. — Soit maintenant P I’anneau local de Z en 1'idéal pZ. Supposons

que k est une P-algébre.

Le groupe A admet alors une décomposition A = W™ ([D.G. p. 641])
telle que 'image de (1 — XT)~" est 35,y 7(X")e; ([G2]), ot N, désigne
Pensemble des entiers premiers a p, et (e;) la base (topologique) canonique
de WN». L’opération * de A se transporte en une opération notée
également *.

PROPOSITION. —  Soient i et j deuz entiers dans N, et w et w’
dans W. Dans WN on a :

(22.1)  weixuw'e; = Y (VI jpss)F (W) F ()] ) e,

kEN,,
ol la somme Z' est étendue aur entiers s, t et u tels que ipt + jp* = kp°
et inf(s,t,u) = 0.

Dans la décomposition A = W™, la relation (2.1.1) s’écrit :

(Z T(Xi)ei) * (Z T(l"j)e]—) =

C1EN, JEN,
Z (X +Y)key, — Z 7(XV)e; — Z T(Y7)e;.
keN, iEN,, JEN,

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



240 H. GAUDIER

En utilisant (1.7.1), cette relation devient :

(Z T(Xi)€¢> * ( z T(Yj)ej) =

ieN, JEN,

S VPEs) )] e

KEN, ' 45/ =kp®
- Z T(Xi)ei - Z T(Yj)ej.

(7,3 p)=1
€N, JEN,

On vérifie facilement que les termes a retrancher sont ceux qui corres-
pondent & i’ ou j' nul. Compte tenu de I'unicité de 'opération x montrée
en (2.1), il suffit de vérifier que, si ’on utilise la formule (2.2.1) pour cal-
culer (ZieN]' T(Xi)ei) * (ZjeN,, T(Yj)ej), on obtient le méme résultat
que ci-dessus. Cette vérification est simple.

2.3. — Supposons maintenant que Kk est un corps de caractéristique p.
On sait que le groupe unipotent libre engendré par la droite affine est
Z, x A ([G2]), avec 'immersion canonique z — (1,1/(1 — zT)). Par
conséquent il existe sur Z, x A une unique structure d’anneau qui en fait
I’anneau de groupe du groupe additif, c’est & dire que ’on a :

(=) (o) = (=)

L’élément unité est eg = (1,1), et en décomposant (1,1/(1 — zT)) en
eo + (0,1/(1 — 2T)), on obtient :

(01757) (o r57) = (0 )

On a donc démontré :

COROLLAIRE. — L’algébre de groupe du groupe additif est le groupe
La = Z, x HieNp W muni de la multiplication définie par la formule
(2.2.1) et par

(2.3.1) neg *n'eg =nn'ey et neg*x we; = nwe;.
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ALGEBRES DE GROUPE DU GROUPE ADDITIF 241

2.4. Remarques.

1) Dans la PropPosITION (2.2) les conditions sur s, ¢ et u entrainent
que deux d’entre eux sont nuls. La formule (2.2.1) peut donc s’écrire :

(24.1)  we;xw'e; = P(ip',§) F'(w)w' eipry
>0
Y P ) wF ) e + VPG )W e gy
u>0
ol s est la valuation p-adique de ¢ + j.
2) Désignons par ¢; jx(w,w’) le coeflicient de e; dans we; xw’e;. En
utilisant (1.5.1), on obtient :

(24.2) F*(cijp(w,w")) =P(p', jp*) F{(w)F*(w'), si kp® =ip" + jp*
¢ijk(w,w') =0  sinon.

3. La W-algebre du groupe additif

On suppose toujours que k est un corps de caractéristique p. Si M
est un groupe affine commutatif, on sait qu’il est équivalent de se donner
une opération du groupe additif sur M ou de se donner une structure
de La-module ([G2]). Si maintenant M est un W-module affine, il est
équivalent de se donner une opération W-linéaire du groupe additif ou
de se donner une structure de La-module compatible avec la structure de
W-module et donc d’apres ([G1]) une structure de W® La-module. Le but
de cette partie est de donner une expression simple de cette W-algebre.

3.1. LEMME. — Le morphisme de groupe W ® Lo — WNI/PL défing
par
(3.11) we (neo + Z wiei)
1EN,,
— nwfo + z Fv(j)—(w)Fv(j)+ ('U)jp—v(i))fj
JEN[1/p]*

est un isomorphisme. On note (f;) la base canonique de WNI/Pl s
j € N[1/p]*, v(j) désigne sa valuation p-adique, et si n € Z on pose
ny = sup(n,0) et n_ = sup(—n,0).

En effet on a un isomorphisme W ® W —» WZ par conséquent
W WNr =5 WIxNe Et la bijection Z x N, — N[1/p]* définie par
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242 H. GAUDIER

(n,i) ~ ip" donne un isomorphisme W@ W™ = WNIL/PI" dont on
vérifie aisément qu'’il est donné par (3.1.1).

3.2. THEOREME. — Soit Wa = WNUPL Jg W-algébre de groupe
du groupe additif. Si i et j sont dans N[1/p], posons [i] = wv,(i)_,
[¢, 7] = sup([i], [j]) et (¢, 5) = [i,4] — [¢ + 7). Alors la multiplication dans
Wa est donnée par :

(321) afixyf; =

VO [p(ipld), jpli)s o, ) FIo =0 (@) Fol=Uy) fiy .

En raison de 'unicité de 1’algébre de groupe et du lemme (3.1), on
sait qu’il existe une unique multiplication sur Wa telle que le morphisme

composé
W — W®&La — Wa

w — w®l — wfy
soit un morphisme d’anneau et que le morphisme composé
a — W® La — Wa
T — 1®(eo+ Lien, Txle;) +— Y ieni/pl Tz £

transforme 'addition de « en la multiplication de Wa. 11 suffit donc de
vérifier que la multiplication donnée par (3.2.1) vérifie ces deux propriétés.
Pour la premiere c’est évident. Pour la seconde on doit vérifier que :

k]
S e = ( X i) (X )
keN[1/p] ieN[1/p] JEN[1/p]
On doit donc avoir pour tout k :
r(x+ )" =

3 v [ @p'), jplid); 8(i, j)) FLad=10 (ryip
i+ji=k

60\ i)l b
YFlid) =) (yip ])] fr.

Calculons alors la composante fantome @,

>7 @V [Pt gl o, ) ey
it+j=k
= D Pusig) [p((ipli’j]ajp[i’ﬂ)) Tévip[i'”Tyjp[i-“]

i+j=k
8(i,5)<m

= Z ((lpm+[k‘] , ]pm+[k] )) xipm-Hk) yjpm-Hk] ‘
i+j=k
6(4,5)<m

plkI+m _

(z+y)*
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ALGEBRES DE GROUPE DU GROUPE ADDITIF 243

Il suffit alors de voir que l'on a simplement la formule du binéme pour
achever la démonstration.

3.3. Remarque. — 1l résulte du théoreme que 'on a quelques soient ¢
et j dans N[1/p] :

(33.1) FUl()fi« FV(y)f; =
v (it ) 8(6, ) FU4 ) ay) .

3.4. COROLLAIRE. — La sous-algébre @, . Wf; de Wa est isomorphe
a lalgébre des puissances divisées en une variable sur W.

En effet si ¢ et j sont entiers, on a en utilisant (3.2.1) et (1.5.3) :
Fatfi)x (Pt f;) =G ) Pt Pi! figy = Mo+ ) s

Par conséquent si 'on pose X = 1.f|, on obtient Pi!f; = X*'. La sous-
algebre @, est donc analogue a I’algebre des puissances divisées. Mais
les factorielles et les coefficients bindmiaux ont été remplacés par les
p-factorielles et les coefficients p-bindémiaux. Mais on a remarqué (1.6)
que la premiere composante de “n!/n! est égale a 1, il en est de méme
pour Pn!/n! qui est donc inversible, puisque 'on est en caractéristique p.

4. Algeébre des puissances fractionnaires divisées

Dans ce paragraphe k est un anneau commutatif quelconque. La
construction de Wa peut s’étendre a 'anneau W des gros vecteurs de
Witt.

Soit Q. l'ensemble des rationnels positifs ou nuls. Si i et j sont dans
Q4+, on note d(¢) le dénominateur de ¢, d(i, j) le p.p.c.m. de d(7) et d(j),
et 8(i, j) le quotient d(i,7)/d(i + 7).

4.1. THEOREME. — Soit Wa le groupe [Ig, W et (fi) sa base
canonique :
1) la multiplication

Vit [ (Gd(i, 5), 3d(i, 5); 8(i, 1)) Fai jyjai) (@) Fagijyracy(¥)] Fis)

fait de Wa un anneau commutatif;
2) le morphisme
T — Z zd(z

i€Qy
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244 H. GAUDIER

est un homomorphisme du groupe additif a dans le groupe multiplicatif
de Wa.

La vérification est facile.

4.2 Remarques.

1) Comme dans le cas des p-vecteurs de Witt (cf. 3.3) la formule
(4.1.1) entraine :

Fuiy(@) fixFacy (W) f5 = Viso) [T (2d (5, ), 5A(5, 5); 6(i )] Fagiv sy (zy) firs-

2) 1l en résulte immédiatement que si i et j sont entiers on a :
e il fixy U f; =zy (0 +5) ! fisge

Ce qui montre que le sous-anneau €, n Wf; de Wa est analogue a
Palgeébre des puissances divisées. De fagon plus précise, on peut vérifier
que l’idéal engendré par les (f;);en+ muni des applications ~, définies
par :

’Yn(x fz) = Fz(*n '/n ') " fri,
est un idéal & puissances divisées au sens de [B].

4.3. — On peut également interpréter Wa tout entier en termes de
puissances fractionnaires divisées. Soient i et j € Q, posons

“(i,4) = d—(j—ﬁvd(i,ﬂ*((z’d(z;j>,jd(z',j))>.

Alors *((2,7)) est dans W(Q), et il est facile de voir que la formule (1.5.2)
reste valable. Supposons alors que k soit de caractéristique 0 et soit Wa
le W-module W&+, de base f;, muni de la multiplication :

oo xyf; = (0, ) 2y e

PROPOSITION. — Wa est une W-pseudo-algébre (i.e. une algébre sans
unité) et le morphisme :

Woa — Wa
1
d(3)

est un homomorphisme injectif d’algébres.

Vd(i)(l')j_rz'

Tf; —
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ALGEBRES DE GROUPE DU GROUPE ADDITIF 245

La vérification est aisée. On trouvera dans [G3] d’autres résultats
concernant les algebres Wa, Wa et les coefficients *-bindmiaux.
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