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LES ENDOMORPHISMES ê-FINIS DES
MODULES DE WHITTAKER

PAR

ABOUBEKER ZAHID (*)

RÉSUMÉ. — Soit 0 une algèbre de Lie semi-simple complexe, Wh un mod-
ule de Whittaker simple. On donne une décomposition de l'algèbre des endomor-
phismes ê-finis, de Wh dans Wh, en somme directe de modules de Harish-Chandra
simples, suivant le groupe P(R)/Q(R). Ceci étant fait, pour un choix très particulier
du caractère central du module de Whittaker, on peut par un principe de translation
par les éléments de P(R), récupérer le résultat pour les autres caractères. On obtient
en particulier une famille de suralgèbres î-finis de l'algèbre enveloppante de Q. Ces
suralgèbres semblent très intéressantes à étudier; en effet on obtient dans le cas de
g = sla(C), soit l'algèbre de Weyl Ai, soit en translatant, l'algèbre des opérateurs
différentiels sur une courbe singulière. Dans le cas de Q = sls(C), on obtient le quotient
de l'algèbre enveloppante de l'algèbre de Lie exceptionnelle de dimension 14, par un
idéal primitif complètement premier.

ABSTRACT. — Let g be a complex semisimple Lie algebra, and let Wh a simple
Whittaker module. We give a décomposition of thé algebra of t-finite vectors of
Endc(Wh), as direct sum of Harish-chandra submodules. We then obtain a family of
over rings of certain primitives quotients ofenveloping algebras. In thé cases 0 = sla(C)
and 0 = sl3(C) thé structure of this rings is uniquely determined by their structure of
0-module.

Je ne veux pas manquer d'exprimer ici ma très grande reconnaissance
à A. JOSEPH, qui a dirigé et encouragé mon travail avec beaucoup de
patience et d'attention.

Je remercie aussi C. MŒGLIN pour les discussions utiles que j'ai eu avec
elle.

Introduction

1.1. — Soient Q une algèbre de Lie semi-simple complexe, () une sous-
algèbre de Cartan de 0. Soient R un système de racines de (g , ( ) ) et
R^ C R l'ensemble des racines positives, B C R^~ l'ensemble des racines

(*) Texte reçu le 9 janvier 1989, révisé le 12 mai 1989.
A. ZAHID, 1 boulevard Jourdan, 75690 Paris Cedex 14, France.
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452 A. ZAHID

simples, p la demi-somme des racines positives, Sa € Aut(()*) la réflexion
correspondante à la racine a ç R et W le groupe (de Weyl) engendré par
les Sa, û ç B.

Soit Xa l'élément de la base de Chevalley correspondant à la racine a
et soient :

n+ = ̂  CXa, n~ == ^ CX-a, b = t) © n^
aej?+ QÇ.R+

On note X i-> ^X Pantiautomorphisme de Chevalley défini par les
conditions tXa = X-a P0111' Q e -R.

1.2. — On note Q(R) = ZR l'ensemble des poids radiciels de Jî, où
P(R) est l'ensemble des poids de R

P{R) = h ç ()* : 2(A^) e Z, Va e fil-
l (a, a) J

Pour tout a G R, on note à = 2a/(a,a). On dit que A ç (5* est régulier
(resp. dominant) si (A, a) 7^ 0 (resp. si (A, à) ^ {-1,-2,---}) pour tout
a ç J?"^. On note P^)^ l'ensemble des poids dominants de P(R). Pour
tout A e ()*, on pose R^ = {a ç R : 2(a,A)/(a,a) ç Z}. Si B =
{ û i , . . . , û^} désigne une base de -R, on notera {w\,..., w^}, la base formée
par les poids fondamentaux correspondants. On a Q(R) C P(R) et on
considérera P(R)/Q(R) comme un groupe additif. Les représentants dans
P(R) des éléments non nuls de P(R)/Q(R) seront toujours choisis parmi
les Wi tels que 1 <_ î < L

1.3. — Pour tout A e ()*, soit M(A) le module de Verma de plus
haut poids A - p et L(A) l'unique sous-quotient simple de M(A). On
désigne par \\ le caractère central de M(A). Soit ^ l'ensemble des classes
d'équivalence de ^-modules simples de dimension finie. L'application qui,
à tout A e P^)^ associe la classe d'isomorphisme [L(A + p)} des
g-modules simples de dimension finie et de plus haut poids A, est une
bijection de P^)"^ sur Q^. On note E{\) un représentant de [L(A + p)].
Si V est un g-module, on notera par V^ le sous-espace de poids /A de V.

1.4. — Soit U(^) l'algèbre enveloppante de g et soient Z(g) le centre
de Î7(g), MaxZ(g) l'ensemble des idéaux maximaux de ^(0).

Soit u —^ ù Pantiautomorphisme principal de Î7(g). Si M et N sont deux
g-modules alors Homc(M,7V) est un U(^) 0 Î7(^)-module sous l'action

((a 0 b) • x) (m) = ax(bm)
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ENDOMORPHISMES ^-FINIS DES MODULES DE WHITTAKER 453

pour tous a et b dans Î7(fl), x dans Homc(M,7V) et m dans M.
On identifie <y(g) 0 U(e) avec î7(fl x 5). Soit j : Q —> Q x Q défini par

^(JO=(X,X), V X ç g .

On pose t = .KfO? ^ est alors isomorphe à 0, et est donc semi-simple.
On définit le module des vecteurs ^-finis de Home (M, N) par

L(M,AQ = {x ç Homc(M,AO : dimcî7(e).r < oo}-

On vérifie facilement, que L(M^N) est un Î7(fl) 0 Î7(g ̂ sous-module de
Home (M, 7V).

1.5. — Soit V un U(Q) 0 (7(s)-module et soit E un ^-module simple de
dimension finie. On peut considérer V comme un t-module et on désignera
par [V : E}i la multiplicité de E dans une suite de Jordan-Hôlder de V.
Comme t est semi-simple on a :

[V :E]e=dimHome(E,y).

On dit que V est un module de Harish-Chandra pour la paire (fl 0 fl, ^) si :
(i) dimc(^(s)0 Z(fl)/Ann^)^(^y) < oo;

(ii) dimc U(i)v < oo, pour tout v ç. V.
Puisque t est semi-simple, ceci équivaut à dire que V est somme directe

de U( ̂ -sous-modules simples de dimensions finies de V et on impose :
(iii) [V : E}^ < oo pour tout î7(B)-module simple E.
On notera par 7ï, la catégorie des modules de Harish-Chandra. Les

objets de T~i sont de longueur finie (cf. [1, 5.7]). Lorsque M et N sont
deux Î7(0)-modules de longueurs finies, alors L(M,N) est un module de
Harish-Chandra (c/. [1, 6.2]).

1.6. — On identifie Q et t grâce à Pisomorphisme j de 1.4, on a alors

r^^À^AçP^}.

D'autre part, on peut écrire t comme réunion disjointe :

r= u c,
^P(R)/Q{R)

U {EW^çP^n^+W}-
^PWIQW
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454 A. ZAHID

Pour chaque module de Harish-Chandra V et pour tout élément
7 e P(R)/Q(R), on définit la composante V^ de V comme étant la
somme directe des U( ̂ -sous-modules simples de dimensions finies, de
type appartenant à C^. D'après {cf. [10, 3.7]) V^ est un U ( f l ) 0 U(e)-sous-
module de V ; de plus il est clair que l^y est un module de Harish-Chandra.

En particulier, si M et N sont deux Î7(g)-modules simples, on a la
décomposition :

L(M,AQ= (9 W^-y
^çP{R)/Q{R)

en somme directe de Î7(s)-sous-bimodules.

2. Modules de Whittaker

2.1. — Soit rf : n"1" —> C un homomorphisme d'algèbres de Lie tel
que r]{Xa) / 0 pour tout a ç B. Cet homomorphisme se prolonge en
un homomorphisme, noté encore rf, de U(n^) dans C. On note Kerr) son
noyau dans UÇn^). Soit V un i7(g)-module. Un vecteur w ç. V est appelé
vecteur de Whittaker si

X ' W = T ] ( X ) W , VXen+ .

Un (7(0)-module Y est appelé module de Whittaker s'il est engendré
par un vecteur de Whittaker w. On a alors :

V =U(Q)-W.

Soit Iw Pannulateur de w dans U(Q) on a :

V ^ U W / I ^ .

D'autre part il est clair que :

£/(s) Ann^) V + £/(fl) Kery? C J^.

D'après [11, 3.1], on a en fait égalité et tout module de Whittaker est
alors déterminé, à isomorphisme près, par son annulateur dans ^(s), d'où
une bijection entre l'ensemble des classes d'isomorphismes de modules de
Whittaker et l'ensemble des idéaux de Z(Q) (cf. [11, 3.2]). De plus, si V
est un module de Whittaker, il existe une bijection, entre les sous-modules
de Y, et les idéaux de Z(s) contenant Ann^(g) V (cf. [11, 3.7]). Donc V est
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ENDOMORPHISMES ^-FINIS DES MODULES DE WHITTAKER 455

un module de Whittaker simple si et seulement si Ann^(g) V ç. MaxZ(^)
{cf. [11, théorème 3.6.1]).

On désigne par Wh l'ensemble des classes d'isomorphismes des modules
de Whittaker simples. Pour chaque A ç ï) *, soit A l'orbite de A sous l'action
de W. On considère :

V = U(Q)/U(Q)Kevxx + ̂ (fl)Ker^

muni de la représentation régulière gauche; il est clair que V est un
module de Whittaker. D'autre part V est simple, puisque Ker^;\ est un
idéal maximal de Z(ç). On note alors Wh(A), la classe d'isomorphisme
de V. L'application de Ï)* /W dans Wh, qui à A associe Wh(A), est
alors une bijection^ en effet ceci résulte de ce qui précède et du fait que
A —> Ann^(g)Wh(A) = Kei%\ est une bijection de Ï)*/TV sur MaxZ(g)
(cf. [4, 7.4.7, 7.4.8]).

2.2. — Soit E un ^-module simple de dimension finie n. On désigne
par n(-B), l'ensemble des poids de E. On a alors :

THÉORÈME (cf. [11, 4.6]). — Le Q-module E0Wh(A) possède une suite
de Jordan-Hôlder de longueur n, avec des quotients simples isomorphes à
Wh((A+^n, oùvçfî(E).

3. Quelques propriétés des racines d'une
algèbre de Lie semi-simple

(Pour toutes les notations, concernant ce paragraphe, voir (c/. [2]).)

3.1. — Soit H un sous-groupe de P(R)/Q(R), il existe un système
de représentants noté Jf, tel que les éléments non nuls de H aient
pour représentants des poids fondamentaux. Ce choix particulier sera
toujours adopté par la suite. On définit alors, pour tout sous-groupe H
de P(R)/Q(R), l'élément p,n de ()* par :

""AS"'
PROPOSITION. — 7Z existe un homomorphisme de groupes

^ : P(R)/Q(R) — W

vérifiant, pour tout sous-groupe H de P(R)/Q(R), les propriétés suiv-
antes :
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456 A. ZAHID

(i) p,H ~ ^{^^H = ̂  pour tout w e H ;
(ii) ^H-W^H)^Q{R)={O};

(iii) ^H-W^H^PW=H.
L'existence de ^, ainsi que le (i) et le (ii) de la PROPOSITION, vont

se faire en se ramenant chaque fois à une algèbre de Lie simple, de type
AI^BI^CI et Dt. Pour Eç et £7 on donnera une démonstration directe.
Pour les autres types d'algèbres simples, le groupe P(R)/Q(R) est trivial.

Montrons que (i) et (ii) entraînent (iii).
a) Supposons que r = P{R)/Q(R) n'a pour sous-groupes que {0} et

lui même. Soit [L = fiy. Si y e W et ^ — y^i ç. P(R). Alors

j j i — yfji = w + q avec w ç. Y et q ç Q(R).

D'après (i), on a alors [L — y^i = p. — <^(w)/A 4- ç. D'où (|)(/cu)~lq ==
[L — (j){w)~^y^i ç. Q{R). On a donc d'après (ii) q = 0, d'où (iii).

b) Soit H un sous-groupe propre de F = P(R)/Q(R). On peut alors
supposer R de type A^ ou £^, et que (3 == f3 pour tout f3 e R.

Soit fi = ^ H ^ o11 SL alors le lemme suivant qui est une simple vérification.
LEMME. — Pour tout f3 dans R, on a :

( ^ / 3 ) ç l ̂  (/^)=0.

Si y e W et ^ - yp. ç P(R). Alors

p, — yfji = y^ aiWi, avec ai ç Z vz.
wçr

Soit ai ç. B tel que wi f H. Alors

a, = (/A - ̂ , a,) = (/A, a,) - (^, î/"1^) = -(/A, ̂ -laî).

On a donc d'après le LEMME ai = 0. D'où

^ — yfi = y^ 0^^ ç w 4- Ç(-R) avec w ç. H.
wç.H

Le raisonnement du a) permet alors de conclure.

3.2. — Soient Q une algèbre de Lie simple de type A^, où i > 1 et () une
sous-algèbre de Cartan de g. Considérons dans R^4'1, muni de sa base
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ENDOMORPHISMES ^-FINIS DES MODULES DE WHITTAKER 457

canonique {£-i)\<i<i^-\i l'hyperplan V formée des points dont la somme
des coordonnées est nulle. On peut alors construire le système de racines
R = R(g^ t)) dans V. Une base de R est alors :

Ûl = ^1 - ̂ 2 ; Û2 = ^2 - Ê-3 ; • • • ; û^ = ̂  - £^+i.

On a alors :

ê-\-i ^+1
Q(R) = [x=^ XiCz e V : x, e î et ^ .r, = ol

î=l 2=1

^ ^+1

P(-R) est engendré par Q(Jî) et e\ — -—- ̂ . ^ i '
î=l

D'autre part, P(R)/Q(R) est un groupe cyclique isomorphe à Z^+i et
engendré par l'image de w\. En effet, on a

iw^ = w, mod Q(R) \/i : 1 < i < L

Notant F = {0, w\, w ^ ^ . . . , w^}, on a alors

T=P{R)/Q(R).

Soit (7 la transformation de Coxeter :

^ == ^û:!'3^' ' ' ^Û^î

elle est d'ordre ^+1 dans 1̂  et il est clair qu'on obtient un homomorphisme
cf) de P(R)/Q{R) dans W en posant

(f)(w) = a

LEMME 1. — Soit ^ l'élément de ()*

1 1 ^ 1
^ ̂ r = ̂  E ̂  = ̂  ̂  ̂  = ^TTp '' 1 ^er 2=1

On a
(i) /-A — C^p, = Wi pour tout i tel que 1 < i < (. ;

(ii) ^-W^)nQ(R)={0}.
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458 A. ZAHID

On a

{t + 1)(7/A = [Cw^ + Cw^ + • • • + C^}
= {w]_ - a\ 4- ^2 — (ai + 02) + • • •

+ Wf - (ai + 0:2 + • • • + om)}

= ^ (î^i + ̂ 72 + • • • + W^)

- (toi + (t - 1)^2 + • • • + (^ - z + 1)^ + • • • + a^) V

=(^+l)( / . -^i) .

D'où
11 — C[L = w\.

Supposons que [L — C1^ = wi^ alors :

^ - C7^+l^ = ̂  - C(C^) = ̂  - C{^ - wi}
= p. - C[L + Cwi = w^ + Wi - (ai + • • • + ai)
= W\ -h Wi — (w\ -\- Wi — Wi^\ )

= ̂ +1.

Ceci montre (i). On a

-. M
^=^^^-^-^

Si uj ç. W, on pose p, — ùJfjL = ^{ç=i xk£k- On a alors :

M
p, - ujp. e Ç(JÎ) <î===^ Xk e Z VA; : 1 < A; ^ ^ + 1 et ^ a:A; = 0.

A;=l

Comme TV agit par permutations des ^, :TA; est de la forme

^=^^{{t-2(k-l))-{t-2(a(k)-l))}

_ a(k)-k
~ "TTT"

où a est une permutation de {1, 2 , . . . , £ 4- 1}. Il est alors clair que

Xk ç Z <==^ ^ = 0.
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Ceci montre (ii).
Soit maintenant H un sous groupe de P(R)/Q(R) et supposons que

t = \H\ avec t - i = ^ + 1.

Le sous-groupe Ï î , qui est engendré par l'image de w,, est tel que

H = {0,n7^W2^. •'^(t-l)i}'

Avec ces notations on a le lemme suivant :

LEMME 2. — Soit ^H l'élément de ̂

1 v-^ 1,
^ H = - . ^ ^ = 7 ( ^ + ^ 2 ^ + • • • + ^ ( t - l ) , ) .

wçH
On a

(i) ^H - C k ' ^ ^ H = Wk.i pour tout k tel que 1 < k <, t - 1 ;
(ii) ( ^ - W ' ^ n ) n Q ( R ) = { Q } .

D'après le LEMME 1 (i)

t-i t-i
t^H=^^^=^^-CS•^^).

5=1 5=1

D'où pour tout À; (1 < k < t - 1) :

t-i t-i
t(^H - C^^n) = ̂ (/^ - C8-^) - ̂ (C^^ - C^^)

5=1 5=1

t-1 t-1

= 'E^ - ck'^ + E^5^ -csml^
S=l 5=1

=(t-l)^-Ck•^^^^-Ck•^^
= t^ -C^^)
= tWk.i.

D'où (i). On a :

i t r-i

^H=2t^ S (^-2r+!)£,.
r=l fc=(r-l)î+l
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460 A. ZAHID

Si w ç W, on pose ^n - w/^ == Z^t1!^ .̂ Comme IV agit par
permutations des ei^ Xh est de la forme

=^{{(t-2r+l)-(t-2a(r)+l)}=a(r^

où a est une permutation de { 1 , . . . , t} et où r ç. { 1 , . . . , t}. Il est clair que

xk 2t

xk e î ^=^ xk = o
d'où (ii).

3.3. — Soient g une algèbre de Lie simple de type 2^, avec t > 2;
() une sous algèbre de Cartan de 0, R = R{Q, t)). On peut construire le
système de racines -R dans IR^, muni de sa base canonique (^K^. Une
base B = { a i , . . . , o^} de R est donnée par :

a i = £ i - £ 2 , û;2 = £2 - £ 3 5 . . . , û ^ _ i = ^ _ i - ^ , C^=^.

On a alors

^ i n
Q(R) = Q)le^ P(R) = Q)le, + z(, ̂ >).^î

2=1 t=l ' i=l

Le groupe P(R)/Q(R) est isomorphe à Za, engendré par l'image de w^.
On note F = {0,^}. Soit WQ l'élément du groupe de Weyl, qui échange
B en —B. On définit l'homomorphisme (j) en posant (f){wi) = WQ.

LEMME. — Soit fi l'élément de ()*

1 v-^ 1
^"^" în^^" 2^-^ ^er

un a :
(i) ^ - W O Â A = ^ ;

(ii) (^-^)nÇ(Jî)={0}.

(i) est clair. D'autre part, comme W agit par permutations des EI et
par changement de signe Ci —> {±)z£i, et que fi = \ Y,^ £i, il est clair
que pour tout w e W

i
[L - W/A ç Q(-R) = ffi Zé:î ^=^ fl-W^=0.

i=l

D'où (ii).
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3.4. — Soient Q une algèbre de Lie simple de type C^ avec i > 2, f) une
sous algèbre de Cartan de 9, R = R(Q, t)). On peut construire le système
de racines R, dans H^ muni de sa base canonique (^)i<,<^ Une base de
R est alors

û'1 =£l- £2, Q;2 =£2 -£3, . . . , 0^-1=^-1-^, 0^=2^.

Les poids fondamentaux correspondants sont donnés par :

^ = £1 + £2 + • • • + Ci, Vî : 1 < i < t,

et on obtient

^ t
} = {x=^xiei '• xi € î et 1^

î=l î=l^
Ç(^) = ̂  = ̂ a;,^ : Xi ç Z et ^.r, pair} ;

î=l î=l J

^
P(JÎ)=^Z^.

Le groupe P(R)/Q(R) est isomorphe à 13, engendré par l'image de ̂ i.
On note F = {0,îï7i} et on définit (f> en posant

<t>{^) = S^

où /3 est la plus grande racine de R. S^ laisse fixes les a avec z ^ 1 et
envoie £1 sur —a.

LEMME. — Soit il l'élément de f )*

1 y^ 1 1
^^-^L^^1^1-,, w^

Alors :

(i) /^ - Sop, = w^ ;
(ii) ^-W^)nQ(R)={0}.

Preuve. — (i) est clair. D'autre part, comme W agit par permutations
des e, avec changement de signe a ̂  (±)z^, et que Q(R) est constitué de
vecteurs à coordonnées entières dont la somme est paire, on a pour tout
w e W

p. - wfi e Q(R) ^==^ /A - w/z = 0.
D'où (ii).
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462 A. ZAHID

3.5. — Soient g une algèbre de Lie simple de type 7^, avec i > 3,
() une sous algèbre de Cartan de g, R = J?(0, ()). On peut construire le
système de racines R, dans R^ muni de sa base canonique (^)i<î<^. Une
base de -R est donnée par

a i = £ i - £ 2 , 02 == 62 - ^ • • • î û ^ _ i = ^ _ i - ^ , û ^ = ^ _ i + ^ .

Les poids fondamentaux correspondants sont donnés par :

Wi = £1 + £2 + • • • + Si, Vî : 1 < î < i,

i-\ ê-i
^-i = èZ^-è^ ^= èZ^^+è^-

fc=l Â;=l

On a alors

i i
Q(R) = \x = ̂ ^Xi£i : Xi cl et Z^t pair^ ;

î=l t=l

P(IÎ)=^Z£,+Z(^^).
î=l A;=l

D'autre part, le groupe de Weyl agit par permutations des ^, avec
changement de signe Ci —> (=Ll)^i, vérifiant ^(zbl)^ = 1. On pose, en
désignant par Si la réflexion Sa, '-

x, =Se-2 Se-3 '"S^S^ V î : K z < ^ - 2 , ^-i=l;
X^1 = S^Se-ix^, Vî : 1 < i < i - 2.

L'élément xi n'est autre que le cycle (^_i ,e^-2, . . . ,£1+1,^) et ^+1

est l'application définie par :

X^\€k)=ek, V Â ; : K Â ; < Z - I ;
XW(e^=-E^ X^1^!)^-^-!;
X^^^^e^ ^ k : i + 2 < k < t

3.5.1. — Supposons dans cette partie que i est impair. Le groupe
P{K)IQ(R) est isomorphe à ^4, engendré par l'image de w^. En effet

wi = 2^ (Q(fi)) et ^-i = 3^ (Q(fi)).
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On pose r = {0,wi, ̂ -I.CT^}. Soit z l'élément du groupe de Weyl W

y _ Y2 Y4- Y^-^Y^-1
Z — ^1^3 • • •^_4^_2.

On vérifie que ^(^i) = —^, z(e^) = £1, z(ek} = —e^-k^-i pour tout k
satisfaisant 2 < k < i— let que z est d'ordre 4. On pose alors (f)(w^) = z.

LEMME 1. — Soit fi l'élément de ()* :

1 v^ 1 / ^^L= fjLfj = _ ^W = .[W^+ ̂ _i + ̂ ) .

wçr
On a :

(i) [i — z/i = w^, /x — z^fi = w\ et p, — z3 il = Wi-\ ;

(ii) ^-W^)nQ(R)={0}.

On a p. = ^(2£i + a) où a = S^ £:A;• Comme z(e^) = -a, z{ei} = e\
et ^(o-) = —cr, (i) devient une simple vérification.

Supposons que 11 — wp, = ̂ ^=1 ̂ ^^ki avec w G W. Comme W agit par
permutation des Ci avec changement de signe pair, les seules possibilités
pour les Xk d'être entiers sont soit Xh = 0 si k > 2, soit Xk = 1 pour k = 1.
Comme £1 ^ Q(R), on a bien (ii).

Il existe un seul sous groupe propre H de P(R)/Q(R), engendré par
l'image de wi, on pose H = {0,wi}.

LEMME 2. — Soit ^ Vêlement de ()*

^^"LHÏ E^^'' ' roelif
On a :

(i) /^ - z2^ = wi ;
(ii) ( / . -TV/.)nÇGR)={0}.

3.5.2. — On suppose dans cette partie que t est pair, on a alors
P(Q)/Q(R) c^l^x Za; formé par 0 et par les images de n7i,^-i et w^
qui sont chacune d'ordre 2. On pose F = {0,n7i,tï^_i,u7^}. Soient dans
W les éléments suivants :

TI = 5'i5'2 • • • 5^-2 5^-1<5^ 5^-2 • • • 5'2<S'i;
_ y2 y4 V^-2 c .Ï2 = AiÂ3 • • -A^_3^,

7-3 =TiÏ2.
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On vérifie aussitôt que les TI (pour i = 1,2) s'expriment sur la base Ck
de la façon suivante :

n(£i) = -£i, ïi(ek) = -Ck, VA; :2 < À; <t-l et T-i(^) = -e^
T2(£k)=-^-k^i ^ k : l < k < t .

On a alors
T!2 = ̂  = ̂  ^ = T\T2 = r^, 7-1 = 1,

et par conséquent {l,Ti,T2,T3} forme un sous groupe de W, isomorphe
à Z2 x ^2- On définit alors Phomomorphisme (f) en posant (j)(w^) = TI,
^(1^) = ï2 et ^(^_i) = TiT2. (On a <^(iz^_i) = (f)(w^)(j){w^ puisque
w^-i = w^ + w\ modulo Q(R).)

LEMME 1. — Soit [L l'élément de ()* :
1 Y^ 1 / \

^ = [LH = nrî z-^w = 4 v l + wi-l + w^ '
On a : ' '^

(i) ^ - TI/^ = U7i, /A - Ï2/A = W^ 6^ - Ï3/A = W^-i ;

(h) ^-W^)nQ(R)={0}.
Les sous groupes propres de P(R)/Q(R) sont Jfi, Iï'2 et Jïs avec

Ifi = {0,wi}, Jf2 == {0,^} et H^ = {0,^_i}.
LEMME 2. — Soit p^i l'élément de t)* :

^= = = TTH Z^ w5 î = 1,2,3.
., w} ̂ H,On a :

(i) /^i - TI/ZI = W^, /^2 - 7-2/^2 = ^^ 6^ /23 - T3/A3 = W^-l.

(ii) (^ - W^) H Ç(fi) = {0}, i = 1,2,3.

3.6. — Soient g une algèbre de Lie simple de type Eç^ () une sous
algèbre de Cartan de 3, R = J? ( s ,b ) î B = {ai.û^o^û^û^Qe} une
base de racines. Le groupe P(R)/Q{R) est isomorphe à 13, engendré par
l'image de WQ (par exemple). On pose F = {O,^,^} et on note «s^, par
fc. On définit Phomomorphisme (f) en posant

z = cf>(w6) = 6543245134625431.

Soit à la plus grande racine de R^ i. e. à = ai + 2û2 -h 2^3 + 3û4 + 205 + OQ .
On a alors :

z(ûi) =-a, ^(0-2) =05, zÇa^) =02,
z(a^)=a^ z(a^)=a3, zl^aç) = ai.
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On vérifie que z3 = 1.

LEMME. — Soit p. l'élément de ()* :

' •E- •
OTer

^ = ^ r = ^ , ^ C T = g(CTi + OTe).
î<7çr

On a :

(i) ^ - Z[L = WQ et p.- z2^ = Wi ;
(ii) (^-H^)nP(.R)= {O,^,^}.

Preuve. — (i) est une simple vérification. Pour tout f3 ç R, on a
(^,/3) = (^,/3) = 0, ±^, ±j. Posons Si = {f3 ç R \ (/z,/3) = ^l pour
î = 0, ±1, ±2.

Soit 2/ e W tel que ^ - y^i ç P(Jî), on a alors ^ - y p , = ̂ 6^ a,Wi
avec a, e Z pour tout 2 1 < i < 6. Donc, pour tout /3 ç fi, on a
(p^-y^fS) =(^0)-(^y^lf^) çZ. On en déduit y^a^y-^Q ç S^US-^,
y^oii ç 5'o pour 2 < i < 5 et par conséquent fi - y p , = a^w^ + açWQ.
Il est impossible d'avoir y^a^ ç 5-2 et ^/"^e C 5-2 car ceci entraîne
y p. = -2p. ce qui est impossible. Donc les seuls cas restant sont :

y^a^ ç 5i et y^aç e 5i ===^ p, - y p , = 0,
y~1^ ç 5'i et v^aç ç S^ ===^ ^ - yp. = WQ ,
î/'^i ç ^2 et y"1^ e 5'i =î> / A - ^ = W I .

Ceci démontre (ii).

^•'7- — Soient Q une algèbre de Lie simple de type ET, t) une sous-
algèbre de Cartan de s, -R = -R(f l , ï ) ) , B = {01,0-2^3,0/4,05,06,07}
une base de racines. Le groupe P(R)/Q(R) est isomorphe à Z2, engendré
par l'image de ^7. On pose F = {0,^7}. On note s^ par k. On définit
Phomomorphisme çî) en posant

t = (t>(w7) = 765432456134524376541234567.

Soit o la plus grande racine de R, i.e. à = 2oi + 202 + 203 + 404 + 305 +
2o6 + 07. On a alors :

^ (Oi )=06 , ^(02) =02, ^(03)=05,

^(04) = 04, t(a^ = 03, t(aQ) = ai et ^(07) = -à.

On vérifie que t2 = 1.
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LEMME. — Soit il Vêlement de ()* :

,=,r^
1 V- i

^=^=T^^^= j^7.
' ' wçr

On a :
(i) il - i[L = W7 ;

(ii) ^-W^)nP(R)={^wr}.

Preuve. — (i) est une simple vérification.
Pour tout f3 ç R, on a (/A,/3) = (/z,/3) = 0, ±^. Posons ^ = {/? e fi |

(/A, f3) = jî}. Soit i/ ç w tel que ^ - y ^ ç . P(R), on a alors [L - yp, = aw^
avec a e Z. Comme dans 3.6 on trouve y^a^ ç. S\ et y^ai ç. 5'o, avec
1 < i < 6, et par conséquent ^ — y p , = w^.

Ceci montre (ii).

3.8. — Soient H un sous groupe de P{R)/Q(R) et fi = /^ =
1/| Jf| S^ejï^- D'après la PROPOSITION 3.1, l'ensemble W^ = {w e TV |
/x — W/A ç Ç(-R)} est réduit au stabilisateur de ^ dans W.

LEMME1.
(i) Le module de Verma M (y p.) est simple pour tout y ç. W.
(ii) Les modules de Harish-Chandra simples V, avec CAnnz{g)V =

Ker^ et r Anïiz(g) V = Ker^-^ sont, à isomorphisme près, les modules
L(M{(t>(w)ii},M{^i)) avec w ç H.

Preuve.
(i) résulte de (cf. [4, 7.6.24]) et du fait que (y^à) e Z ̂  (y^,a) = 0

pour tout y ç. W.
(ii) résulte de la classification des modules de Harish-Chandra simples

(cf. [5, 4.1]) et de la PROPOSITION 3.1.

LEMME 2. — Supposons que w + w' = 0 modulo Q(R), avec w et w'
dans H. Alors

(t)(w') - w == —w'.

En effet on a w = /A — (f)(w)^. D'où (j)(w')w == (f)(w')ii — (j)(w')(f)(w)^
ou encore (j){w')w = (j){w')^ — /A == —w'.

4. Endomorphismes Ï-finis des modules
de Whittaker simples

4.1. — Soient H un sous groupe de P(R)/Q(R) et [L = ^ H - Le théorème
suivant donne une décomposition, suivant le groupe Jf, de l'algèbre des
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endomorphismes ê-finis, d'un module de Whittaker simple Wh(/î), en
somme directe de sous modules de Harish-Chandra simples, deux à deux
non isomorphes.

THÉORÈME. — Soit Q une algèbre de Lie semi simple complexe. Pour
tout sous groupe H de P(R)/Q(R) on a

L(Wh(/ï),Wh(^)) ^ ̂  L(M((^)/.),M(/.)).
wCH

Preuve. — D'après 1.6, L := L(Wh(jî),Wh(/î)) s'écrit L = @^^ L^
oùT=P(R)/Q(R).

a) Soient w e F et A e (w + Q(R)) H P(J^)+. On a

[L^ : E(\)], = [L : EW],
=dimîîomt{E(\),L)
= dimHom5(E(A) 0 Wh(/ï),Wh(/2)).

D'après 2.2, le module ^(À^WH/Ï) possède une suite de Jordan-Hôlder,
avec des quotients simples isomorphes à Wh((/z + v) ) où v ç. 0(£'(A)),
tel que [E(\) 0 Wh(/ï) : Wh((/A + i/)^)] soit égale à la multiplicité de
v dans £'(A). On en déduit donc que [L^ : E(\)}{ ^ 0 si et seulement
si Wh(/î) est isomorphe à un sous-quotient de E(\) 0 Wh(/ï). D'où

[L^ : E(A)]^ / 0 ^==> 3 v e ^(^(A)) avec jî = (/^ + ̂ f
^=^ 3 ^ 6 n(^(A)) et 3 y e W : p. -yp. = -v.

D'après la PROPOSITION 3.1, ceci est encore équivalent à :

W çH : -w' çQ(E(A)) .

Or, si w' existe, il doit vérifier w + w' ç. Q(R). Ceci montre, d'une part
que

L^ ^ 0 <^=^ w C H

et d'autre part que

[L^:EW]^dïmEW,^

où w' ç. H doit vérifier w -h w' = 0 mod Q(R).
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b) Soit w ç. H\ d'après a), L^ est un module de Harish-Chandra
non nul. Soit V / 0 un sous-module simple de L^. D'après 3.8, V est
nécessairement isomorphe à L{M{(f){w)^)^ M{p)). D'autre part, on a pour
tout E C C (cf. [3, 6.8]),

[V : E]e = [L(M(/^-W),M(/A)) : E]ç = dimE^.

Donc si À e (w + Q(R)) H P(R)^ on a, d'après a) et d'après le LEMME 2
du paragraphe 3.8

dimE(A)-^ = dimE(A)^ = [Y : E(A)]e
< [L^ :E(A) ]ç<d imE(A)-^ .

D'où finalement

L^ = V ^ L(M(/A - n7), M(/^)) = L(M(0(n7)/A), M(^)).

En particulier, on a pour tout A ç (w + Ç(-K)) H PÇfi)"^

[L^:E(A)]=dimE(A)^ .

4.2. — Soit p.= P . H ' Posons M = Wh(j[ï) et L = L(M, M). Alors

L=@L^.
wçH

Soient w\ et w^ deux éléments de Jï. D'après la simplicité de M on a

L^ - L^M = L^M = M.

D'où L^i '^2 / 0. D'autre part, puisque les poids de U(g) pour l'action
adjointe de 5, n'appartiennent qu'à Ç(-R), on a

-^^i ' -"^72 ^ •L/^^7l+rC72 •

Comme L^^ • L^ est un Î7(^)-bimodule et que L^+^ est simple on a

^JW\ ' ^W-2 '==' 1JW\-\-W2,

ainsi L est un anneau (fortement) gradué par le groupe H.
PROPOSITION.
(i) I/o = î7(0)/AnnM es^ zm sous-anneau simple complètement

premier de L.

TOME 117 — 1989 — N° 4



ENDOMORPHISMES ^-FINIS DES MODULES DE WHITTAKER 469

(h) L est simple.

(iii) Tout élément homogène de L est non diviseur de 0.
L'action de Î7(g) sur M, permet par passage au quotient, de plonger

?7(g)/AnnM dans I/(M,M). D'autre part

U(Q)/AnnM = ;7(g)/AnnM(/z) ^ L{M(^),M(^).

Comme I(/z) = ?7(s)Ker^ = AnnM(fji), est un idéal primitif
complètement premier, on a LQ == U(Q)/I(fi) est intègre; d'autre part I/o
est simple, puisqu'il est simple comme ?7(0)-bimodule. Ceci montre (i).

Soit K un idéal de L, alors K est un [/(0)-sous-bimodule de L, qui est
somme directe de sous-modules simples I/^, deux à deux non isomorphes,
et par conséquent K contient ses composantes homogènes.

Supposant K ^ 0, on a L^j C K avec w ç. H. D'où L-^L^ == LQ C K
et puis K = L. Ceci montre (ii).

Soient w\ et w^ dans H, a ç L^ et b ç I/^, a et & non nuls. On a

L_^a/ 0 et &L-^ ^0.

En effet L_^a == 0 entraîne L^^L^^^a = LQCL = 0, puis L^aM = 0, d'où
aM est un sous-module de M, ce qui donne a = 0 ou I/o M = 0, ce qui
est impossible.

De même bL-^^ = 0 entraîne bL-^^M = bM = 0, d'où b = 0, ce qui
est impossible.

Il existe donc a' ç. I/_-^ et il existe b' ç. I/_^ tels que a'a ^ 0 et
bb' ^ 0. Comme I/o est intègre on a

(aa'H^/) = a\ab}b' ^ 0.

D'où a& 7^ 0. Ceci montre (iii).

5.1. Le cas de g = sl2(C). (c/. [9, 2.3]). — On a dans ce cas
F = {0,w} et fi = jw = ^p = ^a. On pose M = Wh(/î), le module
de Whittaker simple, de caractère \^. D'après le THÉORÈME 4.1, l'algèbre
L == L(M,M) se décompose en somme directe de sous -î7(s)-bimodules
simples

L = I/o © Li

et on a
[L : E(^)] = 1.

On notera alors F\ le B-type minimal de L isomorphe à E{w). Il est de
dimension 2. On note FQ l'image de Q dans I/o.
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Soient E un g-module de dimension finie, et p > 2 un entier naturel.
On désigne par AP(E) (resp. SP(E)), le sous-g-module de 0^E, formé
des tenseurs antisymétriques (resp. symétriques). On a besoin du lemme
suivant qui se déduit de (c/. [7, 5.9.]).

LEMME. — Soient Q une algèbre de Lie semi simple complexe, U un
quotient primitif de U(Q), et F un ad g -sous-module non nul de U.
6%[F,F]=0 alorsF=C'l.

Preuve. — Sinon la sous-algèbre de U engendrée par F, serait com-
mutative, ad^-stable et non réduite aux scalaires, ce qui est exclu par
(cf. [7, 5.9]).

PROPOSITION. — L'algèbre L est isomorphe à l'algèbre de Weyl Ai.

Preuve. — D'après la formule des caractères de Weyl

Fi 0 F2 = F(0) © E{2w) = F(0) © Fad.

D'après la PROPOSITION 4.2(iii)

F^O.
Comme on a

^(FQ^Fad—Fi2—0,

Ff est isomorphe à Fad. Si [Fi,Fi] = 0, alors Ff serait adg-stable
commutative non réduite aux scalaires, ce qui contredit le lemme. Donc

[^i^i]/0.

D'autre part on a

A2(Fl)-F(0)—.[Fl,Fl]-^0.

On en déduit que
[Fi,Fi]=C.l

on peut alors choisir une base {p, q} de Fi telle que

b^]=i-
On a alors

Cq2 + C(qp+pq) + Cp2 ̂  ^(Fi) ^ Fad.

Comme on a [L : Fad]e = 1, il résulte que

Fo=Cq2-}-C(qp+pq)+Cp2.
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D'où la proposition puisque L est engendré par Fo et Fi.
Soit n ç Z. On peut montrer facilement que

L = L(Wh((/^ + nwD, Wh((/, + n^D)

admet la même structure de (7(g)-bimodules que L(Wh(/î),Wh(/î)). Pour
n = 1, un calcul simple montre que L est isomorphe à l'algèbre des
opérateurs différentiels sur la courbe x2 = y3, (cf. Smith).

5.2. Le cas de 9 = sl3(C). — On a dans ce cas

F = {0,^71,^2} et [L = -Aw^ -\-w^ = _ p .
0 0

On pose M = Wh(jiî), le module de Whittaker simple, de caractère \^.
D'après le THÉORÈME 4.1, l'algèbre L = L(M, M) se décompose en somme
directe de sous-î/^-bimodules simples

L = LQ © I/i © La
et on a

[L : E(w,)]ï = 1 pour î = l , 2 .

On notera alors Fi le Mype minimal de Li isomorphe à E(wi). On note
FO l'image de Q dans I/o. Soit 92 l'algèbre de Lie simple exceptionnelle de
dimension 14. D'après (cf. [8, 6.3, Table]) il existe un unique idéal primitif
complètement premier JQ ; vérifiant GK dim(U(g) / J o ) = 6.

Si on désigne par Wa et w^, les poids fondamentaux de 32? correspon-
dants à a racine courte et f3 racine longue, on a

Jo = Ann^) L(wa + .^).
o

PROPOSITION. — C := FQ © Fi © F^ est une algèbre de Lie simple,
isomorphe à 92 - De plus on a

L^U(^)/Jo.

En particulier L est intègre.

Preuve.
a) II est clair que [Fo, F,} C Fi pour 2 = 1 , 2 .
b) D'après la formule de caractères de Weyl

FI^FI =E(^2)©F(2î[7i);

3

0 FI = E(0) © E(wi + ^2) C E(w^ + ^2) © -E(3wi).
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D'autre part, A^Fi) est un adg-module non nul de dimension 3
isomorphe E(w^). D'où

F(^)^A2(Fl)—.[Fl,Fl]—-.0.

Comme E(w'z) est de multiplicité 1 dans L, on a [Fi,Fi] C F2.
Si [Fi.Fi] = 0, alors d'après la PROPOSITION 4.2 (iii) 0 7^ F := Ff C

Lo, satisfait à l'hypothèse du lemme, d'où F = C • 1. D'autre part, -S^Fi)
est un ^-module non nul de dimension 10 isomorphe à F(3îi7i), d'où

F(3wi) ^ ^(Fi) -^ Ff —. 0.

Ceci contredit Ff = C-l. On a donc [Fi,Fi] = ^2. De même, [F^,F^\ = Fi.

c) Montrons que [^1,^2] = FQ, ce qui établira que C est une algèbre
de Lie simple de dimension 14, isomorphe à 02- On a

F^=[F^F,}= [Fi,[F2,F2]].

D'après l'identité de Jacobi on a

F2C [[Fi,F2],F2J,

de telle sorte que [Fi,F2] est non nul. Soit q\ un vecteur de plus haut
poids w\ dans F[. On pose

Ç2 = [X_a^Ql}, Ç3 = [X-a^Qï]'

Le système {Çî}î=i,2,3 6st alors une base de Fi, formée de vecteurs de
poids. On pose ps = [91,92]- C'est un vecteur de poids w^ dans F2. On
définit enfin

?2 = [X_^,J?3], pi = [X-^i.pi].

On a alors
P2 = [91,93], Pi = [92,93].

Le système {pi}i=i^,3 est alors une base de F^, formée de vecteurs de
poids. D'après la formule de caractères de Weyl

F(wi +W2)CF(0) ^Fi 0F2 —^ [Fi,F2] —>0.

La représentation triviale de [Fi,F2] étant égale à
3

^[9^Pd = [9l, [92,93]] + [92, [9l, 93]] + [93,[9i,Ç2]] = 0
i=l

on a
[Fi,F2]^F(^i+n72).
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Montrons que Sf=i 9^ est î̂ 11 nul- Comme FiFs est ad^-stable
non nul, F^F^U(g) est un sous-bimodule non nul de I/o, donc égal à Lo.
On en déduit que la représentation triviale de L, qu'on note T se trouve
dans FiL2, il existe alors un module N simple de dimension finie dans 1/2,
tel que

Te Fi 7V et Fi 07V—> FiTV—> 0.

D'où
7V ^ Fi* ^ E(w^)

et puis 7V = F2, puisque [E(w^) : L]e = 1. On a donc E3^ q,p, = 1 à un
scalaire non nul près.

Montrons que m := [FiFs + FsFi : E(w^ + ^2)]^ = 2. On a :

0 ^ m < [L ,F(^ i+w2)]ç=2 (F(^i+^2) =^ad).

Si m = 1, il existe un homomorphisme entre la copie de Fad dans FiF2
et celle dans F2Fi, par conséquent il existe un scalaire a, tel que l'on ait
(par exemple)

qiP2 = o^2Çi et Ç3p2 = OLp^.
D'où

Pi = (Ç1Ç3 - Ç3Çl)p2 = ̂ P2(qiq3 - Ç3Çl) = 0?p^.

Comme p^ ^ 0 on a a2 = 1.
Supposons que a = 1. Comme E^Life^] = 0, on aura [Fi.F^] = 0,

ce qui est impossible. Supposons a = -1. On trouve

qip2 +p2qi =0.
D'où

[q^qs] = qip2 + P^qi = 0
[çLç2] =qip3 4-j?3Çi =0

de sorte que
[^i]=0.

Mais g^ est le générateur de F := ^(Fi) ^ F(2wi), qui est un module
simple. Donc [F,Fi] = 0, et par conséquent [F, F] = 0.

On pose G = F3, il contient le vecteur çf qui est non nul, et
qui engendre un sous ad ^-module simple isomorphe à F(6wi) contenu
dans LQ. Comme [G, G} = 0, il y a contradiction avec le lemme. On a
donc m = 2 de telle sorte que Fo est un sous-module de FiF2 + F^Fi.

Il existe donc un scalaire a tel que

qiP2 = o^P2qi + ei2
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où 612 G -Fo est un vecteur de poids ai. Comme 612 est proportionnel à
^aijçi,ei2] =O.D 'où

QÎP2 = QÇip2Çi + çiei2 et qip^qi = ap^ + 61291.

De sorte que
QÎP2 - qiP2Qi = û(çip2Çi -P2QÏ)'

Ou encore

<7i[çi^2] = û/[çi,j?2]çi et ç?[çi,p2] = ̂ [çi,^3.

La filtration de I/o, induite par la filtration canonique de U(g), est telle
que le gradué gri/o est commutatif intègre, donc puisque çf et [çi,p2] sont
deux éléments non nuls de I/o, on a

(gr 9i3 )gr( [91,^2]) = gr^çi^])
=a3gï([q^p^)

=a3gr([çl,p2])grÇl3.

D'où a3 = 1. Supposons a / 1. Alors [çi,p2] s'exprime comme somme
de deux contributions, de bons poids, des deux représentations adjointes.
On a alors

[^1^2] = aei2 + b{He^ + 613632),

avec a et b scalaires et H = [612,621] + 2(623,632] e t). Comme [(71,612] =
[91^13] = [91,632] = 0, on a

[^1^2]] =0=^[q^H}=0.

D'où la contradiction. On a donc a = 1 et [91,^2] = (°i2. Par conséquent :

[F^F^}=Fo.

d) II est clair que la sous algèbre de Cartan (5 de g est encore une
sous algèbre de Cartan de 52. On note K = ^(02, ()) le système de racines
de 02 relativement à Ï). On pose

a = w\ — ai et f3 = ai.
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On vérifie alors que {a,f3} constitue une base de racines de %, avec a
racine courte et f3 racine longue. On désigne par Wa et w^ les poids
fondamentaux correspondants. On a alors le tableau suivant :

Racines positives longues Racines positives courtes
f3 = ai a = w\ — a\

3a + f3 == a-2 a -{- f3 = W]_
3a + 2/3 = ai + 02 2a + f3 = w^

Poids fondamentaux
Wa == 2a + f3 = w^

w^ = 3a + 2/3 = wi + ̂ 2 == /?

Posons m+ = ©^ç^+CX^ m~ == tm^, comme R~^ C Tî^ on a n^ C m4'.

e) L'injection de g 2 dans L, se prolonge en un homomorphisme
d'algèbres de U(Q^) dans L. Cet homomorphisme est surjectif puisque
chaque composante de L est engendré par son Mype minimal. D'autre
part, M étant un L-module simple fidèle, L est une algèbre primitive.
L'idéal 1 de U(Q^) tel que L soit isomorphe U^}/! est alors un idéal
primitif. D'après le théorème de Duflo, il existe A dans /i* tel que
1 = Ann^(0^) L(A) = ^(A), où L(A) est l'unique quotient simple du module
de Verma M(A) associé à 92? b ? m4 ', A. Comme on a un plongement de
Lo = U ( Q ) ) / I ( p . ) dans U^/IW. il vient que J(A) H Î7(s) = /(/z).

Soit e^ C -^(A), un vecteur non nul de plus haut poids A — p ^ . Puisque
n^ C m+ et d'après (c/. [4, 7.1.8]) on a U(e)e\ est une image du module
de Verma M(A — p^ + p) associé à 5, t) , n"^, A — p^. On en déduit alors

XIJL = X\-ps^^-p = X\-w^-

D'où
3 yçW=W(Q^) :A= Î / /A+^ .

Posons

01 = Wa 4- JCT/?, 02 = 2^ - |̂ , 03 = Wa + JOT^.

On montre par un calcul simple que

A C {Oi,Sf30i,0'2^Sf302^3,Sf303}.

Comme f3 ^ Tig^ : i = 1,2,3 et d'après (cf. [6, 5.14]) on a

J (^)=J(S^) :z=l ,2 ,3 .
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Par conséquent A G {^1,^2 5 ^3}-
Soit e;\ ç -^(Â), un vecteur non nul de poids A — p ^ ? e^ s01^ ^ l'élément

de Î7(0) :

C = Y ^ X-a^-a + Ha^ [3^^! + 3-^2) + Ha^^Ha^ + 3-^2 j -

açj?

D'après (c/. [3, 7.8.5]), C e Z(^). D'où

c-x^C)çiW=uwniW
et par suite

0 = [C - x^C)} • ̂  = C- • e^ - x^)eÂ.

On vérifie alors que nécessairement A = 6\ = Wa + jw/3.
Finalement 1 = I(wa + ^/?) == ^o est l'idéal de Joseph, c'est l'unique

idéal primitif complètement premier, de dimension Gelfand-Kirillov égale
à6(c/ . [8]) .
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