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SUR LA COHOMOLOGIE DES FIBRES
ASSOCIÉS AU FIBRE QUOTIENT UNIVERSEL

SUR LA GRASSMANNIENNE

PAR

LAURENT MANIVEL (*)

RÉSUMÉ. — Une filtration convenable de l'image réciproque du fibre tangent de la
grassmannienne d'un espace vectoriel complexe, sur la variété de ses drapeaux complets,
nous permet de calculer, dans la lignée d'un travail de J.P. DEMAILLY, certains
groupes de cohomologie de Dolbeault des fibres associés au fibre quotient universel
sur la grassmannienne. En particulier, nous établissons un résultat d'annulation de
la cohomologie des puissances tensorielles de ce fibre tensorisées par une puissance
assez grande de son déterminant. Le cas de ses puissances symétriques donne enfin de
nouveaux contre-exemples à un énoncé de FALTINGS et une question de LE POTIER,
tous deux infirmés par PETERNELL, LE POTIER et SCHNEIDER.

ABSTRACT. — Using a suitable filtration ofthe inverse image ofthe tangent bundie
of thé grassmannian of a complex vector space, on thé variety of its complète flags, we
détermine, in thé continuation of one of J.P. DEMAILLY'S works, some cohomology
groups of thé vector bundies associated to thé universal quotient bundie on thé
grassmannian. In particular, we obtain a vanishing property of thé cohomology of thé
tensor powers of that bundie tensorized with large enough powers of its déterminant.
Lastly, thé case of symmetric powers leads us to new counter-examples to a proposition
of FALTINGS and a question raised by LE POTIER, both invalidated by PETERNELL,
LE POTIER and SCHNEIDER.

1. Introduction
Soit V un espace vectoriel complexe de dimension d, soient Gr(V) la

grassmannienne des sous-espaces de codimension r de V et n = r(d — r)
sa dimension, et soit E le fibre quotient universel sur la grassmannienne :
E est un fibre holomorphe de rang r globalement engendré, donc semi-
ample, et son fibre déterminant est ample. On se propose de calculer
certains groupes de cohomologie de Dolbeault des fibres associés au fibre

(*) Texte reçu le 30 mai 1989, révisé le 13 février 1990.
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68 L. MANIVEL

universel, calculs qui généralisent partiellement des résultats de LE POTIER
[7] et de SNOW [9]. On utilisera principalement, pour cela, une filtration
convenable de l'image réciproque du fibre T^/^T^G^V) au-dessus de la
variété M(V) des drapeaux de Y, dont les quotients sont des fibres en
droites de cohomologie connue et particulièrement simple, puisque donnée
par le théorème de Bott. On établit en particulier l'annulation des groupes
suivants :

PROPOSITION. — Si k > 0 et q > 1, lorsque i > min(j), d — 1), on a

H^^GrÇV)^^ ^) (deiEY) = 0.

On pourra comparer ce résultat avec celui qu'implique le théorème
d'annulation de DEMAILLY ([3, théorème 0.3]), d'après lequel

H^^Gr^.E^^ÇdeiEV) =0,

lorsque f c > l , j ? + ç > n - h l , ^ > n — p-\-r.
On obtient également de nouveaux exemples de non-annulation des

groupes ̂ ^(X, SkF^>L) pour p-\-q > n^-r et k > 0, où X est une variété
projective de dimension n, où F est un fibre de rang r sur X globalement
engendré, et L un fibre en droites ample sur X ([8], Introduction, au sujet
d'une proposition de Faltings) :

COROLLAIRE. — Si k > d — r et 0 <: i < 2, alors

IIn~^-n~d+r~^(Gr(y),SkE^ detE) ^0.

Enfin, l'on peut déduire de ce COROLLAIRE de nouveaux exemples
confirmant la réponse négative apportée par PETERNELL, LE POTIER et
SCHNEIDER à une question posée par LE POTIER ([8, Introduction]) : a-t-on

H^ÇX, 5^F) = 0 pour p + q > n + r, et k > 1,

lorsque F est un fibre ample de rang r sur une variété projective X de
dimension n ?

PROPOSITION. — Pour tout entier k > d — r, il existe une variété
projective X de dimension n = r(d — r) et un fibre vectoriel F ample de
rang r sur X , tels que^ lorsque 0 < i < 2,

H^-^n-d^r-i^^gkp^ ^ Q

Que le rapporteur de ce travail soit remercié de ses suggestions judi-
cieuses, qui nous ont permis de l'améliorer très substantiellement.
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FIBRES ASSOCIÉS AU FIBRE UNIVERSEL 69

2. Fibres associés au fibre universel
Si W est un espace vectoriel complexe de dimension 5, les représen-

tations irréductibles du groupe réductif Gl(TV) sont en correspondance
univoque avec les suites décroissantes de s entiers relatifs : on notera
^W le G^W^-module irréductible associé à la suite a = ( a i , . . . , as) (on
considérera de telles suites comme des éléments de Z5, dont on notera
(11,.. . , 1s) la base canonique, et l'on posera l^j = ̂ j^ 1k et 1 = li^)-
En particulier,

r^w = 5^ TV,
r^^w =/\kw,
r^^w =raw^(detwy.

Cette dernière égalité permet de noter les représentations iréductibles de
Gl(lV) sous la forme l^TVfg) (det TV)^, où a est une suite décroissante de s
entiers naturels et £ un entier relatif. D'autre part, si a est une suite non
décroissante d'entiers, on posera ̂ W == 0.

Soit alors V un espace vectoriel complexe de dimension rf ; un ins-
trument essentiel de cette étude sera le cas particulier suivant d'un
théorème de Bott : introduisons sur M(V), variété des drapeaux com-
plets (V = VQ D Vi D • • • D Vd = 0) de V la famille des fibres quotients
canoniques

Qz=V^/V^ Ki<d,
Q^QÎ^'-'^Qy^ û=(ai,...,arf).

THÉORÈME 1 (BOTT). — Soient a ç Z^ et c(d) = ( l , 2 , . . . , c Q e Z^ ;
posons a = (a — cÇd))^ + c(d), où (a — cÇd))^ est la suite décroissante
d'entiers associée à la suite (a — c(d)), et soit i{a — c(d)) le nombre
d'inversions strictes de cette suite. Alors

HQ(M(V)^Qa)=(rav siq=i{a-c(d))^
1 0 sinon.

En particulier, la cohomologie de Qa est nulle si et seulement si (a—c^))^
n'est pas régulier (on dira que a est régulier si ses éléments sont deux à
deux distincts).

Soit a une suite décroissante de r entiers, soient i un entier naturel et
^aE 0 (det EY le fibre associé au fibre universel correspondant. Soit S^
le groupe des permutations de { l , . . . , ^ } qui agit naturellement sur Z5

et qui s'identifie pour cette action au groupe de Weyl de G1(<5,C). Le
point de départ des calculs de cohomologie annoncés sera la famille
d'isomorphismes suivante :
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70 L. MANIVEL

LEMME 1. — Soit a une famille décroissante de r entiers, a ç S^, soient
a^ = o-(a-c(r))+c(r) eH(o-) le nombre d'inversions de la permutation a.
Soient de même r e Y^d-r et y = r(-c(d - r)) + c{d - r) ; soit enfin r]
l'application naturelle M(V) —^ Gr(V), alors

H^ÇGr^^E^ÇdeiEY) =

ffQ+iW^r) (M(V), 77*AP^*(?r(T/) ̂  Ç^^^) .

En particulier, si a et r se réduisent à l'identité,

H^ÇGr^^E^ÇdetEY) =

H ' 1 {M(V),^/\PT''Gr(V) 0 Ç^^'0)).

Preuve. — Considérons la fibre au-dessus d'un point Vr C Gr(V), du
k-ième fibre image directe par r) du fibre ^/^T^GrÇV) 0 Ç^'+n,^)
au-dessus de M(V) :

R^I^T-G^V^Q^^^}^

^^^-^y^^A^G.^^ç^^f)) ;

il-^Vr) s'identifie à M(V/Vr) x M(Vr), le fibre Q^-î^ au produit des
fibres Çf-^ 0 • • • 0 Ç?^^ et Ç^^ 0 • • • 0 Ç^- respectivement définis
au-dessus des variétés M(V/Vr) et M(K). La formule de Kûnneth donne
donc

R^M^G^^Q^^^}^

=^T"Gr{V)\^

® ̂  Hi{M{V|V^\Qa''+tl}®H}{M{yr),QbT},
i+j=k

et, d'après le théorème de Bott,

R^^^GrÇV^Q^^1^)

^ f /^T^GriV) (S ̂ E ® (det E^ si k = i(a) + i(r),
{. 0 sinon.

La suite spéciale de Leray associée dégénère donc en £^2; et

^y+i(a)+i(r) (M(V), ̂ ^^Gr^V) ® Q^°+^T)\

TOME 118 — 1990 — ?1



FIBRES ASSOCIÉS AU FIBRE UNIVERSEL 71

s'identifie à l'unique Gl(y)-module

l-^+î(<T)+z(r)-A;,Â;
2

= H^^^^ (M(V), R^ (77*AP^*G,(y) 0 Ç(aCT+n'6T)))

non nul, c'est-à-dire à H^ {G r(V) ̂  E 0 (det£^).

L'action de G1(V) sur Gr(V) induit l'isomorphisme usuel

rG^(y) = End Y/TV
où TV est le sous-fibre du fibre trivial End V dont la fibre au-dessus de
Vr G Gr(V) est l'espace des endomorphismes g tels que g{Vr) C Vr. La
forme de Killing sur End V : (91,92) ̂  tr(^i^) permet alors d'indentifier
T*Gr(V) au sous-fibre de End V des endomorphismes g tels que g(V) C Vr
et g(Vr) = 0. Le fibre ^T^GrÇV) est donc filtré par les fibres

F^-r^t = {9 e End Y | g(Vr-s) = 0, g(Vr-s-i) C K+,},

avec 1 < t < d - r, et 0 < s < r - 1 : rf^GrÇV) D Fi D • • • D Fn = 0.
Le fibre gradué correspondant est donné par

^-l/^ = Qr^t^Q^ = Ç1^-1-3,

lorsque i = 5(d - r) + t. En général, plusieurs filtrations distinctes de
^T*Gr(V) sont associées à la filtration précédente : si rj^Gr(V) D
F\ D • • • D ̂  = 0 est l'une d'entre elles, on a

^^-l/y^=QU avec u = ̂ (1,+^ - !,_„ e Z^),
^=1

les couples (p^q^) étant deux à deux distincts. On en déduit le résultat
suivant :

PROPOSITION 1. — Si k > 0 et q > 1, lorsque i > min(j), d - 1), on a

H^^Gr^.E^ÇdeiEY) =0.

Preuve. — Le module E^ étant somme de modules VE tels que
ai + • • • + dr = A;, il suffit de montrer que pour toute suite a de r
entiers naturels, H^ÇGr^^E 0 (detE)^) = 0 lorsque q > 1 et
t> min(p,d- 1).
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72 L. MANIVEL

Soient cr ç Ey. et r ç ^d-r les permutations de nombre d'inversions
maximal définies par a(i) = r+l-i et r(j) = d-r+l-j', d'après ce qui
précède, le fibre ^^T^GrÇV) 0 Q^^1^) admet une filtration (J^)
dont les quotients sont les fibres en droites Qv, avec v = (a^ -}-tl,br)-\-u,
où ÎA = -S[=i^lî + Sj=r^'lr+j est somme de ^ racines positives
Ir+pt — lr+^ deux à deux distinctes. Or

Vi = dr+i-z - r - 1 + 2i - u\ + t,

^3 = -d + r - 1 + 2j + ̂ /,

et on vérifie aisément que pour tout couple d'indices (i,j)

u'i +^ < min(p+ l,d).

Il s'ensuit que si t > min(p, d - 1), on a Vi - i > Vr-\-j - r - j pour tout
couple ( î , j ) ; donc t(v - c(d)) <, i(a) + i(r). Par conséquent, d'après le
théorème de Bott et les suites exactes en cohomologie associées aux suites
exactes de fibres

0 —. T^ —> ̂  ̂  ̂  —. o,

on a H^i(M(V),^) == 0 lorsque q > i(a) + i(r) ; donc

^ç+^)+^(r) (M(y)^*AP^*Gîr(^) ̂  Q^^^A = o

si q > 1. Le LEMME 1 permet de conclure.

3. Calcul des groupes de cohomologie pour p = n, n — 1
Le fait que l'image réciproque par rj sur M(V) du fibre déterminant de

Gr(V) s'identifie à un fibre canonique permet un calcul direct des groupes
H^ÇGr^^E 0 (det EY) ; cependant la complexité des poids associés
à rf^/^T^GrÇV) augmente rapidement avec n - p (lorsque p est proche
de n) : si les extensions de modules induites par la filtration précédemment
définie de ce fibre sont encore sans ambiguïté pour p = n — 1, il n'en sera
plus de même pour p = n - 2. On supposera ici que d - r > 2 : le cas de
l'espace projectif sera traité en détails au paragraphe suivant.

PROPOSITION 2. — Soient a une suite décroissante de r entiers naturels,
i un entier relatif :

1) s'il n'existe pas d'entier i tel que d-r+i-di <i<i- û^+i, alors

H^ (Gr(V), ̂ aE 0 (det E)1) = 0 ;

TOME 118 — 1990 — ?1



FIBRES ASSOCIÉS AU FIBRE UNIVERSEL 73

2) si d — r + i — ai < t < i — a^+i, alors

H^^Gr^^E^ÇdeiEY)
^ f r^V 0 (det VY si q=(d- r)(r - i),
\ 0 sinon,

avec

i r

a=^(ak+r-d)lk-}-(k-£)l^^d-r^+ ^ dkid-r+k-
k=l fc=î+l

Preuve. — D'après ce qui précède, ^/^T^GrÇV) = Q^-^), et la
PROPOSITION 1 donne

H^ (Gr(V), VE 0 (det E)1) = H'1 (M(V), ç(^-^)+(^-rf)i).

(a,d-t)-c(d) = (ai -1,... ,a^-r ,d-^-r- l , . . . , -^) est régulier si et
seulement si il existe un entier i tel que ai— i > d— i— ret — ^ > 0^+1 — î,
auquel cas le nombre d'inversions de la suite ci-dessus est (d — r)(r — i).
Enfin, dans ce cas

(a,d — i) = (ai, . . . , a î , d — i— r + î , . . . , r i — l— r4- î ,

0^+1 + cî — r,..., o,r + rf — r),

est, d'après le théorème de Bott, le poids du Gl(y)-module correspondant.

PROPOSITION 3. — Soient a une suite décroissante de r entiers naturels
et i un entier relatif-,

1) s'il existe un entier i tel que t = i + 1 — a^+i, ai — 0^4-1 > d — r — 2
et a^+i — 0^2 > 1, alors

H71-1^ (G,(V), VE 0 (det E)^)
^f^x^^V s i q = ( d - r ) ( r - i ) - l ,
\ 0 sinon,

où

i

Û^,A = ̂ (Cik + i - d + r + ̂ ,A)lfc + Hî+l,d-r+î+l
Â;=l r

+ ̂  (afc+^+^,A)ld-r+fc5
A;=î+2

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



74 L. MANIVEL

2) 5 'il existe un entier i tel que t = i - a^+i et 0,1 - a^+i > d - r, alors

H71-1^ (Gr(V), ̂ E 0 (det E)^
^ r r ^ V ^ç=(^-r ) ( r - î ) - l ,

1 0 sinon,

où

i

A = ̂ (^ + ^ - d + r)ifc + a,+i^_^,+i
A;=l r

+ ^ (a,+^)lrf_,+,;
A;=î+2

3) s'î7 e^^e îAn entier i tel que d - r + i - ai < £ < i - a^ - 1 et
ai — a^+i > d — r, alors

H71-1^ {Gr(V), ̂ E 0 (det EY)

^r©^r^y s i q = ( d - r ) ( r - i ) ^
1 0 sinon,

où

i

^ = $^(^ + i ~ d + r + 6k,\)lk + îlî+l,rf-^+,-i
A;=l r

+ (î - l)ld-^ + ̂  (âk + ̂  + ̂ ,A)ld-r+fc ;

k=i-\-l

4) sinon, pour tout entier q,

H^^ (Gr(V), VE 0 (det E)1) = 0.

TOME 118 —— 1990 —— N° 1



FIBRES ASSOCIÉS AU FIBRE UNIVERSEL 75

Preuve. — Le fibre ̂  f^^T^GrÇV) admet une filtration de module
gradué associé ©A<r</. Ç^^, avec

u\^ = (r - d)li^ + rl^+i,d + IA - 1^.

(a + il, 0) + HA,^ - e(cQ ne peut être régulier que si fi = d, auquel cas il
est égal à

(ai + ^ - a + r + ^ i , Â - l , . . . , a ^ +£-d+6r^,
- l , . . . , - ^ + r + l , - d + r - l).

D'après le théorème de Bott, pour que la cohomologie sur M(V) de Qux-d

soit non nulle, le r-uplet formé des r premières composantes du poids
précédent doit être décroissant, et la condition de régularité de ce dernier
implique de surcroît que l'on soit dans l'une des situations suivantes :

• il existe un entier i tel que

' a ,+^ -d+ r - î+ 6^ > 0,

a^+i + ^ -d4 - r - î - l + ^+I,À = -d + r,
c^+2 4 - ^ - d + r - î - 2 + ^+2,A < -rf + r - 2,

le nombre d'inversions correspondant étant (d - r)(r - i) - 1 et le d-uplet
ordonné associé

i

y^(ak+^-d+r+6k,x)lk
— r

+îlî+M-r+î+l + ^J (ÛÂ; +^)ld-r+A;-
A;=î+2

La seconde des équations précédentes s'écrit £ = i + 1 — a^+i — <^+i ^ =
i + 1 - Oî+i ou î - a^+i (auquel cas ë^\ = 0 si j ^ i + 1), ce qui
correspondra aux cas 1) et 2) (remarquons que si l'on obtient effectivement
une contribution non nulle, il ne peut exister qu'un seul entier i tel que
t = i + 1 - a^+i ou i - a^+i).

• il existe un entier i tel que

f a , + ^ - d + r - î + ëi^ > 0,

[ a,+i + ^ - c î + r - î - l + ^+I,À > -d + r - 2,

le nombre d'inversions correspondant étant (d - r)(r - i) et le rf-uplet
ordonné associé n'étant autre que 7^, ce qui correspondra au cas 3).
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76 L. MANIVEL

Notons que ces différents cas sont disjoints et que, a et £ étant donnés,
on n'obtient de contribution non nulle qu'en un seul degré go ; de plus,
il est facile de vérifier que, dans chaque cas, les différents Gl(y)-modules
irréductibles obtenus sont deux à deux non isomorphes.

Si l'on note à nouveau (^ = T^ <g) ç(a+n,o)) ^ filtration de
^/^T^GrÇV) 0Ç(a+n 'bT) considérée, les suites exactes

o —^ r^ —^ ̂  -^ ç(^i,o)+^ _^ o

induisent des suites exactes longues en cohomologie

...^H^M(V)^^)—.H^M(V)^S)-^
-^H^MÇV)^^1^^) _^+i(M(y),^) —....

Comme ^(M^),^^1^^) = o si q ^ qo et comme ces G1(V)-
modules sont irréductibles et non isomorphes deux à deux lorsqu'ils ne
sont pas nuls, le lemme de Schur implique que tous les homomorphismes
cobords des suites exactes ci-dessus sont nuls. Il vient

^(M(V),^)=0 si ç /ço ,

H^0 (M(V), ̂ ) = H" (M(V), ̂ i) C H^ (M^),^0^1^^),

et par conséquent,

Hn-^(Gr{V)^aE(deiEy)=6^

Q) I:fgo(M(y),ç(a+n'o)+u^),
\<r<f^

modules que nous avons déjà calculés.

4. Cas de l'espace projectif
Si d—r = 1, les extensions de modules du type précédent sont triviales

pour toutes valeurs de p, ce qui permet d'effectuer un calcul complet des
H^ÇP^^E^ (deiEY). On sait a priori, detE étant ample, que ces
modules sont non nuls pour q = 0 lorsque i est assez grand, ce que met en
évidence le COROLLAIRE 1. Le COROLLAIRE 2 précise le cas des puissances
extérieures et symétriques de E pour q > 1 et i > 0.

TOME 118 —— 1990 —— N° 1



FIBRES ASSOCIÉS AU FIBRE UNIVERSEL 77

PROPOSITION 4

^^(P^r^^det^) =

Q) ^ (M(V), ̂ (^^^-i.i —-1^ )
l<'il<'••<ip<d-r

Preuve. — 7y*/\p^*P(y) admet une filtration de module gradué associé

9 Q^ •••-,
Kîi<"-<îp<rf-l

avec n^...^ = j)lrf - 1̂  - • • • - 1^, et l'on vérifie aisément que, i et
j? étant fixés, les modules HPÇMÇV^Q^1^-1^-'-1^) non nuls sont
deux à deux distincts. On conclut comme à la PROPOSITION précédente.

COROLLAIRE 1. — Si i > p, alors

H^ (P(V), VE 0 (det EV) = 6^

^ r^i^^^P^-E^ ̂  y.
^<ïi<---<ip<r

Preuve. — Si i < p, soit (a + £l,p) - 1̂  - • • • - 1̂  est décroissante,
soit sa différence avec c(d) n'est pas régulière : un tel poids ne peut donc
contribuer à un module de H^^PÇV), VE^ (det E)^ qu'en degré q = 0,
et contribue effectivement s'il décroît.

COROLLAIRE 2
1) JP+^P^^^detE) = S^V^deiV si l'on a k > 1 et

1 < p < , d- 1;
2) H^ÇPÇV)^^) = S^ si Von a k > 0 e t l < p < d ' ,
3) ^(P(V), I^E 0 (det E)P-^) = ̂ -^V 0 (det V)P-^ si l'on a

0 < P - q < k < r ;
4) Exceptés les précédents, tous les modules

H^ÇPÇV), 5^0 (det EY)

et HP^(P(V), f^E 0 (det E)^), ^ec ^ > 0 et q > 1, sont nuls.

Preuve. — Si a = A:li, on a VE = SkE. Donc, par la PROPOSITION
précédente,

H^ÇPÇV^S^^ÇdeiEY)

= (S^ Hq (^^ Ç^+^ll+n2'r+^-l-l —-1^ ).
Kii<--<ip<d-l
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78 L. MANIVEL

(fc+^)li+^l2,r+pld-lîi---'-lîp-c(rf) ne peut être régulier que si îi = 1
et ^ = r-p+j pour 2 ^ j <, p, ou ^ = r-p+j pour 1 ̂  j <, p, ces deux
possibilités étant confondues lorsque p = r. De plus, si i > 0, on vérifie
aisément que l'on obtient un poids régulier de nombre d'inversions non
nul uniquement, dans le premier cas, pour i = 1 (le nombre d'inversions
et la suite décroissante associée étant p - 1 et Â;li + 3-2,d respectivement)
et, dans le second cas, pour £ = 0 (le nombre d'inversions et la suite
décroissante associés étant p et Â;li). On conclut par le théorème de Bott
et l'on procède de même pour les puissances extérieures du fibre universel
avec a = li^.

Il suit du théorème d'annulation de Demailly, qui n'est cependant pas
optimal, qMeH^ÇP^^E^ÇdeiEY) = 0 lorsque j?+ q > r+ 1, k > 1
et t > 2r — p. Le COROLLAIRE précédent donne une borne inférieure de
l'exposant minimal to tel que pour tout fibre holomorphe G de rang r et
tout fibre en droites L sur P(V), tels que G soit ample et L semi-ample,
ou G semi-ample et L ample, on ait H^ÇPÇV), f^G 0 (det GY 0 L) = 0
lorsque £ > ÎQ ([3], paragraphe 0, Problème) :

^o > P — q si p — k < q <, min(j), r — k).

5. Calcul des groupes de cohomologie pour p = n — 2
On supposera à nouveau, dans ce qui suit, que d — r > 2. Soient

T ç ^d-r et

P r d-r

U = ̂ (l.+p, - l.-J = -Y,U\1, + ̂ <lr+,,
£=1 î=l j=l

les couples (p^,ç^) étant deux à deux distincts. On peut associer à u le
poids

P r d-r

UT = Z^r+r-^) - lr-J = - ̂ <lz + ^<(j)lr+j,
^=1 î=l j=l

et si a et b sont des suites décroissantes de r et d—r entiers respectivement,
on vérifie que

((a.^^+n^ = ((a,^^),

et que si i(u] (resp. ^{u)) est le nombre d'inversions strictes de l'ordre
dans (a, b) + u — c(d) (resp. dans (a, ̂  -j- ^T — c(d)), alors

F(^) - i(u) = i(r(b + H" - c(d - r))) - t(b + H" - c(d - r)).

TOME 118 —— 1990 —— N° 1



FIBRES ASSOCIÉS AU FIBRE UNIVERSEL 79

Ceci nous met en mesure de traiter le cas où p = n — 2 : le fibre
rf^ /^^T^GrÇV) admet une filtration de module gradué associé

Ç^^n-2)Q^
UÇ.^

les poids de multiplicité v(u^ n — 2) non nulle étant de la forme u =
(r-d)l i^+rl^+i ,rf+l î+l j- l fc- l^ poniij <r < k,i et (i,k) ̂  (j,£).
De plus, la cohomologie associée à un tel poids est non nulle seulement si
k^i = d ou d — 1. On peut répartir les poids restants en quatre types :

• type 1 : u = (r -d)li,r +rl,.+î  + 1, + Ij -21rf-i, v(u,n - 2) == 1
avec i < j '•,

• type 2 : u = (r - d)li,r + ̂ lr+i,d + 1^ + l j - 21^ v(u,n - 2) = 1
avec i < j ;
. type 3 : u = (r - d)l^r + rlr-^i,d + 21, - ld-i - Irf, v(u, n - 2) = 1 ;
• type4 :u = (r-rf)li^+rl^i,d+l,+l^-lrf_i-lrf, v(u,n-Ï) = 1

avec z < j.

PROPOSITION 5

^n-2'9 (Gr(V), VE 0 (det E)^)

= (^ ^;(^,n-2)^(M(y),^a+n'o^),
îAGZ7-

OÙ

( 1 5% H e5^ de type 2,
^/ _ 9\ _ 1 si u est de type 3 avec ai -f- 0^4.1,

1 si u est de type 4 avec j / î + 1 ou a^ ̂  fti+i,
0 sinon.

Preuve. — Considérons parmi les modules Hq{M(y)^Q^a~{~n^) non
nuls un r6^, où 6 est une suite décroissante de d entiers, associé à un
poids u. Remarquons tout d'abord que si l'on considère une filtration
(J^) de ^A7'""17^^) telle que J^/^+i = Ç"\ la suite exacte

0 —— ̂ ,+i —— Fk —— Qu —— 0

donne lieu à une suite exacte longue de cohomologie qui, puisque les
^(M^),^^150^ sont tous nuls sauf un, se réduit à

0—^"(M^),.^) —H^ÇMÇV),^) —'^V -^

-^ ̂ ^(A^y),.^) —^ J^+^M^),.^) -^ o
et à

H^{M(V),^) = H^{M(V),^)
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si Q T^ ço^o + 1, où qo = ̂ ( (a+^1,0) 4-H - c(d)). Mais, par le lemme de
Schur, 6 est nul ou injectif; donc la suite exacte à cinq termes ci-dessus
se scinde en

(a) H^ÇMÇV),^) =HQO{M(V),J='^)@rbV,

H^^MÇV),^) ̂ H^ÇMÇV)^^).

(b) H^{M(V)^^l)=Hqo(M(V)^S).
^90+1 (M(v),^i) =Hq^l(M(v),^) ©r^y.

Trois situations éventuelles doivent donc être distinguées :
1) r^y est associé à un unique poids u. On vérifie qu'alors u est

de type 2 ou 3, donc de multiplicité 1. Dans le schéma ci-dessus, il
est alors clair que II^^ÇMÇV),^^) ne peut contenir aucun sous-
module isomorphe à I^V : seul le premier cas est donc possible et
©çTr^^G^y^r^tg^detÊ')^) contient donc un unique sous-module
isomorphe à I^V, correspondant à q = QQ.

2) r^y est associé à deux poids u et v qu'on vérifie alors être de types
1 et 4 respectivement :

u = (r - d)l^r + ̂ lr+i,d + lî + Ij - 21rf-i, v(u,n - 2) = 1 ;

u = (r - d)l^r 4- rlr^i,d + 1^ + Ij - Irf-i - ld, v(u, n - 2) = 2 ;

de sorte que

(a+^l,0)+n-c(c0

= (ai - 1 + t + r - d,..., a, - z + ̂  + r - d + 1 , . . . ,
a :̂ - j + ̂  + r - d + 1 , . . . , dr + i - d,

-r - 1 , . . . , -d + 2, -d - 1, -c?) ;
(a+n,0)+v-c(d)

= (a i - l+^+r-^, . . . ,a, - î+^+r-r f+ l , . . . ,

a^ — j + ̂  + r — d + 1 , . . . , dr + i — d,
-r-l,...,-d+2,-d,-d-l).

Donc, si t(u) = i{{a-\-tl,0}+u-c{d)) et £(v) = ̂ ((a-Kl, 0)4-v-c(d)), on a
i(u) == ^(v) -I-1. Supposons que le cas (a) se produise na(ço) pour la valeur
qo de ç, et que le cas (b) se produise n&(ço) fois : la multiplicité de I^V
dans H^^ÇGrÇV), VE 0 (det EY) est alors m(q) = na(q) - rib(q - 1).
On peut donc représenter la situation considérée sous la forme du tableau
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suivant, où ço = ^(v) '-

(! • • • qo-1 qo qo + 1 ço + 2 • • •
^a (ç)+n&(ç) 0 2 1 0

^(ç) 0 7^(ço) 1 0

^(ç) 0 74 (ço) 0 0
m^) 0 ^(ço) l-^(ço) 0,

et deux schémas sont a priori possibles

(Si)

9o - 1 qo qo + 1 go + 2
0 2 1 0

0 2 1 0

0 0 0 0

0 2 1 0

et

ço - 1 qo qo + 1 ço + 2 • • •
0 2 1 0

(82) o i i o
0 1 0 0

0 1 0 0

Utilisons alors la PROPOSITION 1, où a est l'identité et r la transposition
(d- l,d). On obtient

^-^(G^V^r^^det^) =

H^1 (M(V), ̂ A^'rGr^) ̂  Ç(aa+n^))

et, d'après ce qui a été dit plus haut, le module ̂ V est à présent associé
à ^r et z^, avec

r(^)=^)-i , r (^ )=^)+i .
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On obtient par conséquent un schéma du type suivant

q - • • qo - 1 qo QQ + 1 qo + 2 • • •
n ; ( g + l ) + î ^ ( ç + l ) 1 2 0 0

<(ç+l) ^(ço) 2 0 0

^(ç+1) ^(ço) 0 0 0
^(ç) <(ço) 2-y^(ço) 0 0,

qui n'est compatible qu'avec le schéma (82), et pour n^(ço) = 1- La
multiplicité de ^V dans H^^ÇGr^^E 0 (det£^) est donc égale
à 1 pour q = £(v), où v est de type 3, et à 0 sinon.

3) r^y est associé à plus de deux poids : on vérifie que ce ne peut
être qu'à trois poids u, v, w de types respectifs 1, 3, 4 et de la forme
suivante :

u= ( r -c0 l i^+r l^+i^+l ,+ l ,+ i -21d-i, v{u,n-Ï) = 1;
u = (r - d)li^ + rlr+i,d + 1^ + lî+i - ld-i - ld, ̂  ri - 2) = 2 ;
u = (r - d)li,r + rlr-^i,d + 21^+i - ld-i - ld, ^(w, n - 2) = 1 ;

avec a^ = a^+i, de sorte que i(u) = t(w) == ^(î;) + 1. En utilisant la
PROPOSITION 1 avec a == (i^i + 1) et r = (d — l,d), on montre comme
ci-dessus que la multiplicité de I^V dans ^"^(G^y^r^^ (detE)^)
est nulle.

COROLLAIRE 3. — Posons Z^^V = r^-^^+^^+iy pour 0 < j <
k-1.

1) S i r , d - r > 5 , les seuls G\(V)-modules H^ (G r(V),SkE^àei E)
éventuellement non nuls sont, pour p > n — 2 , ç > l , Â ; > l et £ > 0 les
suivants :

^n-d+r ÇG^V), SkE 0 det E) = S^^V 0 det V,
^n-i,n-d+r-i (^(v)^ sk E 0 det E) = S^^V 0 det Y,
^n-^n-d+r-2 ̂ (V), Sk E 0 det E) = ̂ -^V 0 det V,
H^-^^GrÇV)^^) = Z^^V,
Hn~l-n~d+r{Gr(y\SkE} = z^-^V,
Hn-^n-d+r(Gr{V),SkE} = z^-^V,
Hn-^n-d+r-l^Q^v^gk^ ^ ̂ -r-l,fc+l^

2) S i r > 2 e t d - r > 5 , on a H^(Gr(V), ̂ E^) (detJ^) = 0 pour
P>n-2,q>l et£>0.
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Preuve. — On procède comme au COROLLAIRE 1 en recensant les poids
qui interviennent dans les PROPOSITIONS 2, 3 et 5 et dont la contribution
au groupe de cohomologie considérée est non nulle.

PROPOSITION 6. — Pour tout entier k > d — r, il existe une variété
projective X de dimension n == r(d — r) et un fibre vectoriel F ample de
rang r sur X tels que, lorsque 0 < i < 2,

H^^-^-^X.S^) ^0.

Preuve. — Soit k > d — r . On sait ([8], proposition 3.6) qu'il existe une
variété projective X, un morphisme fini f : X —> Gr(V) et un fibre en
droites L sur X tel que

/*(detE)=L^.

Le fibre L est ample, f*(E) est globalement engendré, donc le fibre
F =/*(£') 0 L est ample et

H^ÇX, 5^ F) = H^ (X, f^E 0 det E)).

Le morphisme / étant fini, et Hn~~^Jn~d^r~^(Gr(V),SkE (^ deiE) étant
non nul, le COROLLAIRE s'ensuit immédiatement.
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