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PROLONGEMENT D’APPLICATIONS HOLOMORPHES
PAR

MosTtaFA KRACHNTI (*)

RESUME. — On dit qu’une variété complexe X est holomorphiquement extensifére
(resp. méromorphiquement extensifere, resp. holomorphiquement extensifere en dehors
de la codimension au moins 2), si toute application holomorphe définie sur 'ouvert
de Hartogs T contenu dans le polydisque A™ et & valeurs dans X, se prolonge
holomorphiquement & A™ (resp. méromorphiquement & A™, resp. holomorphiquement
au complémentaire dans A™ d’un sous-ensemble analytique de A™ de codimension
au moins 2). Soient X et Y deux variétés complexes et ¢ : X — Y une application
holomorphe. On démontre que si Y admet un recouvrement U = (U;);er tel que :

1) Y est holomorphiquement extensifére et pour tout i € I, ¢~ 1(U;) est
holomorphiquement extensifere (resp. méromorphiquement extensifére) alors X est
holomorphiquement extensifére, (resp. méromorphiquement extensifere).

2) Y est projective et pour tout i € I, ¢~ 1(U;) est holomorphiquement ex-
tensifére alors X est holomorphiquement extensifere en dehors de la codimension au
moins 2.

Comme conséquences de ces résultats, on montre que toute variété homogene
compacte est holomorphiquement extensifere en dehors de la codimension au moins 2
et que toute variété presque homogene compacte kahlerienne est méromorphiquement
extensifére.

ABSTRACT. — We shall say that a complex manifold is holomorphically extensifer
(resp. meromorphically extensifer, resp. holomorphically extensifer outside the codi-
mension at least 2) if any holomorphic mapping defined on the Hartogs domain T
contained in polydisc A", to X, extends holomorphically to A™ (resp. meromorphi-
cally to A™, resp. holomorphically in the complementary of an analytic subset of A™
of codimension at least 2). Let X and Y be two complex manifolds and ¢ : X — Y a
holomorphic mapping. We prove that if Y admits an open covering U = (U;);ecr such
that :

1) Y is holomorphically extensifer and for every i € I, $~!(U;) is holomorphically
extensifer (resp. meromorphically extensifer) then X is holomorphically extensifer
(resp. meromorphically extensifer).

2) Y is a projective manifold and for every i € I, $~!(U;) is holomorphically
extensifer then X is holomorphically extensifer outside the codimension at least two.

As consequences of these results. We obtain any compact homogeneous manifold is
holomorphically extensifer outside the codimension at least 2, and any compact almost
homogeneous Kéhler manifold is meromorphically extensifer.

(*) Texte regu le 20 juillet 1989, révisé le 11 mai 19go.
M. KRACHNI, Univ. de Provence, UFR de Mathématiques, URA 225 du CNRS, 3 Place
Victor Hugo, 13331 Marseille Cedex 3, France.
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230 M. KRACHNI

Nous démontrons dans cet article, que toute application holomorphe
f:T — X delouvert de Hartogs T' de C™, & valeurs dans une variété ho-
mogene compacte X, se prolonge holomorphiquement au complémentaire
dans le polydisque de C™ d’un sous-ensemble analytique de codim > 2.

Je remercie G. DLoussky pour 'aide qu’il m’a donnée au cours de ce
travail.

1. Définitions et préliminaires

Soit M une variété complexe. Un domaine étalé (2, 7) au-dessus de M
est la donnée d’une variété complexe et connexe §2 et d’une application
localement biholomorphe 7 de {2 dans M.

Soient (2, 7) et (', 7’') deux domaines étalés au-dessus d’une variété M ;
une application holomorphe A de Q dans ' telle que «’ o A = 7 s’appelle
morphisme de domaines étalés.

Considérons deux domaines étalés (Q;7) et (';7') au-dessus d’une
variété M et X : Q — Q' un morphisme de domaines étalés.

Soit f une application holomorphe (resp. méromorphe) de Q dans une
variété complexe X et f' une application holomorphe (resp. méromorphe)
de ' dans X. On dit que (A, ', 7', f') est un prolongement holomorphe
(resp. méromorphe) de f si f' o A = f. Et on dit que (A, ', 7', f') est un
prolongement mazimal holomorphe (resp. méromorphe) de f si :

i) (A, Q, 7', f') est un prolongement holomorphe (resp. méromorphe)
de f;
ii) si (A", Q", 7", f") est un autre prolongement holomorphe (resp.

méromorphe) de f, il existe un unique morphisme de domaines étalés
T : Q" — Q tel que :

flfoT=f" et Tol' =A
Dans ce cas (Q,7') s’appelle le domaine d’existence holomorphe (resp.
méromorphe) de f.
La théorie élémentaire des faisceaux (MALGRANGE [11]) montre le

résultat suivant :

LeMME 1.0. — Soit (2, 7) un domaine étalé au-dessus d’une variété
compleze M et f une application holomorphe (resp. méromorphe) de Q
dans une variété complexe X. Alors il existe un unique domaine d’exis-
tence holomorphe (resp. méromorphe) de f.

On note T P'ouvert de C™ défini par :
T=T,,={ZeC":|Z]|<p, i=1,...,n—1;|Z,| <1}
Uu{ZeC":|Zj|<1,i=1,...,n—1; 7<|Z,| < 1}

ToOME 118 — 1990 — ~° 2



PROLONGEMENT D’APPLICATIONS HOLOMORPHES 231

avec0<p<let0<7<I1.. s
Pour tout domaine étalé (2, m) on note (A; ;%) son enveloppe d’holo-
morphie. L’enveloppe d’holomorphie T de T est égale au polydisque A™.

Définition 1.1. (voir [13]). — Soient X et Y deux variétés complexes.
On appelle application méromorphe f : X — Y de X dans Y la donnée
d’une application holomorphe f : A — Y définie sur un ouvert de X tel
que :

i) X \ A est mince;

ii) la fermeture Gy du graphe de f dans X x Y soit un sous-ensemble
analytique de X x Y tel que la projection canonique 7 : G s — X soit
propre.

Il en résulte immédiatement de la définition que 7 est surjective. On
dit que z € X est un point régulier s’il existe un voisinage U de x dans .
tel que Gy N (U x Y) soit le graphe d’une application holomorphe.

REMMERT [13, paragraphe 6 et Théoréme 26] montre que I’ensemble des
points non régulier d’une application méromorphe est un sous-ensemble
analytique de codimension au moins 2.

Définition 1.2. — Soit X une variété complexe. On dit que X est ho-
lomorphiquement (resp. méromorphiquement) extensifére si toute appli-
cation holomorphe de T' dans X se prolonge holomorphiquement (resp.
méromorphiquement) & A™.

Ezemples.

1) Les variétés de Stein sont holomorphiquement extensiféere [2].

2) Un groupe de Lie complexe connexe et simplement connexe est
une variété de Stein [4b]; et par conséquent les groupes de Lie complexes
et les variétés parallélisables compactes sont holomorphiquement exten-
sifere. En effet, une variété complexe est holomorphiquement extensifere
si et seulement si son revétement universel est holomorphiquement exten-
sifere [10]; et le revétement universel d’une variété parallélisable compacte
est un groupe de Lie complexe [14].

3) P™(C) et les variétés projectives sont méromorphiquement exten-
sifere [6, 9].

Définition 1.3. — Soit (2, ) un domaine étalé au-dessus d’une variété
de Stein M.

1) On appelle T-application une application holomorphe ¢ : T' — ,
biholomorphe sur son image telle que 7 o ¢ se prolonge en une application
biholomorphe de A™ dans M.

2) On dit que (Q,7) est T-conveze si toute T-application ¢ de T
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232 M. KRACHNI

dans {2 se prolonge en une application biholomorphe @ de A™ dans (.

THEOREME 1.4. — Soit (2, 7) un domaine étalé au-dessus d’une variété
de Stein M, on a équivalence des relations suivantes :
i) X est méromorphiquement extensifére.
ii) Toute application méromorphe de T dans X se prolonge méromor-
phiquement a4 A™.
iii) Toute application holomorphe de Q dans X se prolonge méromor-
phiquement & lenveloppe d’holomorphie (:\,ﬁ,fr) de (2, 7).
iv) Toute application méromorphe de Q dans X se prolonge méromor-
phiquement & ’enveloppe d’holomorphie (5\, S~2,7~r) de (Q,7).
v) Le domaine d’ezistence méromorphe de toute application holo-
morphe de Q dans X est de Stein.
vi) Le domaine d’existence méromorphe de toute application méro-
morphe de Q dans X est de Stein.

Démonstration. — Les implications ii) = 1); iv) = iii) et vi) = v) sont
évidentes.

iii) = ii). Soit f : T — X une application méromorphe; A := sing f
est un sous-ensemble analytique et codimA4 > 2. f : T\ A - X
étant une application holomorphe elle se prolonge méromorphiquement
aT\A=A"

v) = iv). Soit f : @ — X une application méromorphe; f est holo-
morphe en dehors d’un sous-ensemble analytique A avec codim A > 2;
et par hypothése le domaine d’existence méromorphe que l'on note
N, ', f'Yde f: @\ A — X est de Stein. L’application A étant a
valeurs dans €2’ elle se prolonge holomorphiquement en Xan \A= Qet
f'o ) est un prolongement méromorphe de f a (5\, ﬁ, ).

ii) = vi). Soit f : 2 — X une application méromorphe; on peut
supposer que le domaine d’existence méromorphe de f au-dessus de M
est (Q, 7). D’apres le théoréme de DocQUIER-GRAUERT [5], il suffit de
montrer que (2, 7) est localement pseudoconvexe au-dessus de M.

Soit ¢ : T — € une T-application; notons k le prolongement biholo-
morphe de mop & A™; par hypothese f o se prolonge en une application
méromorphe qu’on note F (voir la Figure 1 page suivante).

On recolle 2 et A™ de la fagon suivante :

Soit U la composante connexe de m—!(k(A™)) contenant ¢(T) et
U .= I~c“1(7r(U)), I'application (1) étant injective; my reste injective
et k= om : U — U’ est un isomorphisme, ce qui permet de recoller Q2 et
A™ le long de U et U'.

ToME 118 — 1990 — n~° 2



PROLONGEMENT D’APPLICATIONS HOLOMORPHES 233

Figure 1.

Soit V la variété obtenue munie de la topologie quotient ; par construc-
tion V est munie d’'un homéomorphisme local

'V —M telque wio=7 et 7ja. =k

De plus V est séparé. En effet, soient x1,z5 € V. Le seul cas non évident
est celui oll z; est dans ’adhérence de U dans ) et o dans ’adhérence
de U’ = U dans A".

Si x; et z2 ne peuvent étre séparés, il existe une suite (Z,), dans
U = U’ tel que (Z,) converge vers x; dans ) et vers x5 dans A™. Mais
alors

m(z1) = lim(my)(Z,) = lim (k) (Zn) = k(22).

Donc z; € U N7 (k(A™)), cest-d-dire £; € U. Mais puisque z; et 5
sont dans A", 1 = Ts.

Soit g I'application méromorphe de V dans X définie par :
g9(z) = f(x) pourz € Q;
g(z) = f(x) pour x € A™.

g est bien définie sur ¢(T') et, puisque U est connexe, g est bien définie
sur V.

L’injection de §2 dans Q U A™ induit une application biholomorphe sur
son image: : @ — V. On a goi = f et donc (¢, V, 7', g) est un prolongement
méromorphe de f et, comme ({2, 7) est le domaine d’existence méromor-
phe de f, il existe un morphisme de domaine étalé j : V — Q tel que :

joi=idg (1); moj=x" (2); foj=g (3
X
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234 M. KRACHNI

D’autre part, siz =i(y) € Q) CV

ioj(z) =i0j(i(y)) =i(y) ==

On a:
10 J)0) = (idv)ii(Q)
et, d’apres le théoreme d’identité, ioj = idy. Finalement V' 2 2 et donc ¢

se prolonge biholomorphiquement & A™; d’ou {2 est T-convexe, donc pr-

convexe, et, d’apres [5], (Q,7) est localement pseudoconvexe au-dessus
de M.

L’implication i) = ii) est un cas particulier de iil) = iv) en posant
2 =T. Et avec la méme méthode on démontre le résultat suivant :

ProposiTioN 1.5. — Soit (,7) un domaine étalé au-dessus d’une
variété de Stein M. On a équivalence des relations suivantes

i) X est holomorphiquement extensifére.
ii) Toute application holomorphe de Q dans X se prolonge holomor-
phiquement & Uenveloppe d’holomorphie (;\,ﬁ,ff) de (9, 7).
iii) Le domaine d’existence holomorphe de toute application holo-
morphe de Q dans X est de Stein.

LEMME 1.6. — Soient X et Y deuzx variétés compleres et ¢ : X — Y
une application holomorphe. On a équivalence des relations suivantes :

i) Il existe un recouvrement V = (U;)ics de Y tel que ®1(U;) est
holomorphiquement extensifére pour tout ¢ € I.

ii) Pour tout y € Y, il existe un systéme fondamental de voisinage
V(y) de y tel que, pour tout V € V(y), ¢~ (V) est holomorphiquement
extensifere.

Démonstration. — L’implication ii) = 1) est évidente.

ToME 118 — 1990 — ~n° 2



PROLONGEMENT D’APPLICATIONS HOLOMORPHES 235

i) = ii).

Soit V' C U; un ouvert de Stein et soit f : T — ¢~ (V) une application
holomorphe; f se prolonge holomorphiquement en f & A™ A valeurs dans
o~ (Uy).

D’autre part ¢ o f : T — V se prolonge holomorphiquement en
g:A™ =V car V est de Stein.

On a ¢ o fir = g7 et, par le théoréme d’identité, g = ¢ o f et donc f
est & valeurs dans ¢~1(V).

2. Variétés extensiféres

THEOREME 2.1. — Soient X etY deuz variétés complezesetdp: X - Y
une application holomorphe. On suppose :

a) Y est holomorphiquement extensifére.

b) Il existe un recouvrement V = (U;)ier de Y tel que : ¢~ 1(U;)
est holomorphiquement extensifére (resp. méromorphiquement extensifére)
pour tout t € I.

Alors X est holomorphiguement extensifére (resp. méromorphiquement
extensifére).

Notons que dans le cas particulier ot (X, ®,Y) est une fibration, ce
résultat a été démontré par une autre méthode dans [§].

Démonstration du THEOREME 2.1. — Soit (Q,7) un domaine étalé
au-dessus d’une variété de Stein M et soit f : € — X une application
holomorphe.

Posons g := ¢ o f; g étant & valeurs dans Y se prolonge holomorphi-
quement en § & ’enveloppe d’holomorphie (A, Q,7) de (92, 7).

Le morphisme de domaine étalé A\ permet de considérer (2 comme
domaine étalé au-dessus de la variété de Stein ). L’application f possede
un domaine d’existence holomorphe (resp. méromorphe) au-dessus de
qu’on peut supposer (£, A).

Il suffit de montrer que ce domaine est de Stein et donc Q0.

En utilisant le théoréme de DocQUIER-GRAUERT [5], il suffit de montrer
que (Q, ;\) est localement pseudoconvexe au-dessus de Q.

Soit z € €, par hypothése il existe un voisinage U de §(z) tel que
¢~ 1(U) est holomorphiquement extensifére (resp. méromorphiquement
extensifére).

Soit B(z) une boule centrée en z telle que §(B(z)) C U; il suffit de
montrer que A1 (B(z)) est de Stein.

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



236 M. KRACHNI

On a f(A™(B(2))) € ¢~ (V).

t
o

Q —

Si A"1(B(z)) # ¢, on se restreint & A~1(B(z)) et on a le diagramme
suivant :

B 1 D)

L3 Lo

B(z) —— U.

A~1(B(z)) est étalé au-dessus de B(z); or ¢~ (U) est holomorphique-
ment extensifere (resp. méromorphiquement extensifére); donc d’apreés
la ProposITION 1.5 (resp. le THEOREME 1.4) le domaine d’existence
holomorphe (resp. méromorphe) de f|;\_1(B(Z)) au dessus de B(z) est de
Stein. Notons ce domaine (¢, Q', 7', f').

On a Q' = A~1(B(z2)). En effet, ' est étalé au-dessus de Q) par 7' et
puisque le domaine d’existence holomorphe (resp. méromorphe) au dessus
de Q) de Fra-y 1(B(z)) €St (i,Q, X, f) ol i est Vinjection 7 : A™}(B(z)) — Q;
il existe un morphisme étalé¢ de domaine ¢ : ' — € tel que p o =14;
étant un morphisme de domaine étalé on a Ao = 7’ et donc )\ o (p(Q )=

7'(QV) C B(z) d’olt ¢ est & valeurs dans A~1(B(z)). Si z € Y(A~1(B(2))
on apop(x) =x car Ppoywop =1. Donc oy : O — Q' est Iidentité sur
louvert ¥(A~1(B(2)) et par le théoreme d’identité 1 o ¢ = idgs et donc
AY(B(2)) = Q' d’ot A~(B(z)) est de Stein.
Et finalement (2 est localement pseudoconnexe au-dessus de Q.

THEOREME 2.2. — Soit ¢ : X — Y une application holomorphe. On
suppose :
a) Y projective;
b) il eziste un recouvrement U = (Uy)acr de Y tel que ¢71(Uy,) est
holomorphiquement extensifére pour tout o € I.
Alors toute application holomorphe de T dans X se prolonge holomor-

phiquement au complémentaire dans A™ d’un sous-ensemble analytique Z
de A™ tel que codim Z > 2.
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PROLONGEMENT D’APPLICATIONS HOLOMORPHES 237

Démonstration. — Soit n le plus petit entier m pour lequel on a
un plongement ¥ — P™. Soit H; = {[Zy : - : Z,];Z; = 0}; le
complémentaire dans Y de H; est de Stein.

" On démontre le résultat par récurrence sur dimY; par BERTINI
[1, page 45] on peut choisir le systéme de coordonnée (Zy,...,Z,) tel
que Y N H; est lisse.

Si on remplace Y par Y’ :=Y N H;, on peut supposer par ’hypothése
de récurrence que ¢(X) ¢ Y N H;.

Soit f : T — X une application holomorphe. Par le méme argument
on peut supposer que f(T) ¢ ¢~ (H;NY).

On peut donc supposer que codim f~!(¢~1(H;)) > 1. D’apres le
THEOREME 2.1 et le LEMME 1.6,

FoT\ Uo7 (Hy) > X\ 97 (H))

se prolonge holomorphiquement & l’enveloppe d’holomorphie

[T\ f~ (o7 (H))]™ de T\ f71 (67" (Hy)).
Soient E; et F; les parties de f~!(¢!(H;)) telles que E; est de
codimension pure 1 et codim F; > 2. On a:
[T\ f (¢ "(H))] = [(T\E)\F]” = [T\E]~
E; étant une hypersurface de T'; d’apres [4] [T\ E;]” est isomorphe &

A™\ E; ou E; est une hypersurface de A™ telle que E; = E,NT.

Posons Z := N, E;; finalement f se prolonge holomorphiquement &
A"\ Z. Or

ZﬂT:ﬁ(EiﬂT):ﬁEi
1=0 ]

Cﬂf Hy)) C f~H(e™ (ﬂHi))

= ¢,
Donc Codim Z > 2.
Remarque. — X \ ¢ 1(H;) est recouvert par des images récipro-

ques holomorphiquement extensiferes : cela se déduit immédiatement du
LEMME 1.6; C. GELHAUS m’a proposé une autre démonstration que voici :

Les ouverts Uy := U, \ H; forment un recouvrement de Y \ H; et

¢~ 1(Uy) = ¢~ 1(U, ) \ ¢~1(H;) est holomorphiquement extensifére par le
lemme suivant
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238 M. KRACHNI

LEMME (C. GELHAUS). — Soit X une variété compleze et H C X une
hypersurface analytique fermée. Si X est holomorphiquement extensifére
alors X \ H est holomorphiquement extensifére.

Démonstration. — Soit f : T — X \ H une application holomorphe, f
se prolonge holomorphiquement en f: A™ — X.

Ona f(A")NH = ¢. En effet, si f(A")NH # ¢ alors f~1(H) C A"\T
est une hypersurface analytique fermée donc f~1(H) = {g = 0} C A\ T
ou g est une fonction holomorphe sur A”. Or la fonction 1/g définie sur T
devrait se prolonger & A™ ce qui est impossible.

3. Variétés homogenes et presque homogeénes

COROLLAIRE 3.1. — Soit X une variété homogéne compacte. Alors toute
application holomorphe de T dans X se prolonge holomorphiquement au
complémentaire dans A™ d’un sous-ensemble analytique Z de A™ tel que
codim Z > 2.

Démonstration. — D’apres [3, page 435]; X est un fibré localement
trivial & base projective et a fibres connexes parallelisable et on conclut
par le THEOREME 2.2.

L’exemple suivant montre que sous les hypotheses du THEOREME 2.2,
le résultat obtenu ne peut étre amélioré.

Ezemple. — Soit X une surface de Hopf; X = C2\ {0} / G ol G est
engendré par la contraction ;

Y Zy,25) = (aZ1,aZ3) o aeC:|a|<1

X est homogene compacte et la projection canonique p : C? \ {0} — X
ne se prolonge pas en 0 (méme méromorphiquement) puisque ’adhérence
G, du graphe de p dans C? contient {0} x X ; [6].

ProposiTioN 3.2. — Soit X une variété presque homogéne compacte
Kidhlerienne. Alors toute application holomorphe de T dans X se prolonge
méromorphiquement ¢ A™.

Démonstration. — Il existe un tore A(X) (la variété d’Albanése associée
4 X) et une application holomorphe a : X — A(X) tels que (X, a, A(X))
est un fibré localement trivial & fibres connexes F ([12], [7] page 83).
Et puisque X est Kahlerienne, F' est projective algébrique [7, page 83];
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PROLONGEMENT D’APPLICATIONS HOLOMORPHES 239

la base étant un tore donc holomorphiquement extensifére et d’aprés
THEOREME 2.1, X est méromorphiquement extensifere.
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