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UN CAS D’INDEPENDANCE DES
COURANTS POLAIRES DE f mf\-m
PAR

AHMED JEDDI (*)

RESUME. — Dans ce travail, nous montrons que si f est un germe en 0 de C™+!

d’une fonction holomorphe appartenant & son idéal jacobien J; = (Bf /8z,-)0<‘< R

<i<n

alors les courants polaires de type (1,1) du prolongement méromorphe de

fATm fA-mf A df A sont linéairement indépendants. Comme application de ce
résultat, nous donnons une généralisation du théoréme classique de E. Borel.

ABSTRACT. — In this work, we show that for a germ f of holomorphic function at

0 in C™*! such that f is in its jacobian ideal J; = (Bf/c’)z,') the polar currents

0<i<n’
of type (1,1) of the meromorphic extension of fA*™fA=mdf A df A[] are linearly

independent. As application of this result, we give a generalization of the classical E.
Borel theorem.

Mots clés : courant, fonction holomorphe, prolongement méromorphe,
singularité.
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128 A. JEDDI

Introduction

Soit f : (C**1,0) — (C,0) un germe d’une fonction holomorphe telle
que df(0) = 0. Nous notons également f : X — D un représentant de
Milnor de ce germe (voir [M]). Nous pouvons supposer que sur X on a :

{df =0} c{f =0}.

Dans cette situation, pour tout ¢ dans I'espace C{™™ (X) des formes C*®
de type (n,n) & support compact dans X, la fonction Fy(s) = ff:s %)
admet le développement asymptotique suivant :

Il i = u; k
) F,(s) S:0F¢(s) = Z Tp:’;(cp)spsq|s|2 (Loglsl) ,

(p,g)EN?
0<i<r,0<k<n

out R = {up = 0,uyq,...,u,} est une suite finie de nombres rationnels,
contenus dans [0,1], associés & la singularité de f en 0 et ou les Tg:,’;
sont des courants de type (1,1). Ce résultat est montré par D. BARLET
dans [B] et redémontré conjointement par le méme auteur et H.M. MAIRE
dans [B-M].

La transformation de Mellin complexe permet de voir que les courants
polaires de type (1,1) du prolongement méromorphe de

f>\+mf')\—mdf A df/\ D
sont justement (& des constantes prés) les courants Tlf:g du développement
asymptotique (I).
Notons par 6 ’ensemble {(i, k, p, q) ; T;;;’; # 0} et par J; I'idéal jacobien
de f. Le but de ce travail est de montrer que sous ’hypothese :

(1) Fedi=(55) e e

la famille (T;:I(;)(i,k’p’q)eg est libre.

Notre démonstration est inspirée de celle donnée par H. RUBENTHALER
pour un polynéme homogene & variables réelles (voir [R]). Remarquons
que dans le cas oll f est & singularité isolée, notre hypotheése (H) est
équivalente au fait que f se rameéne (par un changement de variables
biholomorphe) & un polyndéme quasi-homogeéne (voir [S]).

Notre démarche est la suivante : nous montrons dans le §1 que
notre résultat est vrai sous ’hypothese technique (H'). Dans le § 2, nous
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COURANTS POLAIRES DE fAtm fA-m 129

montrons que ’hypothése (H) entraine ’hypothese (H'). Enfin, dans le § 3,
nous donnons une généralisation du théoreme classique de E. BOREL, que
nous établissons par un argument d’algebre. Nous donnons également dans
le § 3 une autre démonstration de cette généralisation qui utilise un critére
de surjectivité entre espaces de Fréchet. Cela nécessite une estimation des

ordres des courants Tg;’; (LEMME 3.3), que nous établissons en utilisant

un résultat di & D. BARLET (voir Appendice).

1. Indépendance linéaire des courants (T;:ch)(i’k’p’q)eg sous I’hy-
pothése (H').

Rappelons quelques résultats de [B-M].

Pour n un entier naturel non nul et une suite finie de nombres rationnels
R = {up=0,u; ...,u,} dans [0, 1], on note :
I(R,n) = {(ui, k,p,q) € RxN?; 0 <k <n}.

a) On note par ASY g ,,(C*) I’espace vectoriel formé par les fonctions
g: C* — C telles que :

i) g est C* sur C*;
ii) Le support de g est borné;
iii) g(s) ol Z ai",lzspgq|5|2ui (Log |s|)k’ a;‘):]; cC.
(uik,p,q)EI(R,n)

b) On note par MEROR ,(C x 3Z) lespace vectoriel formé par les
fonctions méromorphes F' : C x %Z — C telles que :

i) L’ensemble des poles de F' est contenu dans

U {am)eCxiZ; —(A+ui+|m|) e N}-
0<i<r

ii’) Il existe une constante A > 0 telle que

sup A2 (14 |r] + [m)) Y |F (o + ir,m)| < +oo.
o>—N, T€R,
me%l, 0'2+T22N2+1

Pour tout g € ASY g »,(C*), la fonction :

AXeECo={N€C; ReA>0} V=1 [ 133 ™ lg(5)ds A ds
Co
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130 A. JEDDI

se prolonge en une fonction méromorphe sur C , qui est un élément de
MEROg,»(C x $Z), qu’on note par M. La transformation de Mellin ainsi

obtenue :
M : ASY ,(C*) — MEROR ,(C x 12),

g— Mg
est un isomorphisme.
Soit f: X — D un représentant de Milnor d’un germe

f+(€0) = (€0 (n21)

de fonction holomorphe telle que df(0) = 0. Ceci veut dire que X est I'in-
tersection d’une boule B(0,¢e) C C™*! assez petite avec I'image réciproque
d’un disque assez petit D(0,7n), 'ouvert X est de Stein contractible et la
fonction f induit une fibration C* localement triviale de X — f~1(0) sur
D* = D — {0}. Dans cette situation, il existe une suite finie R telle que
la fonction Fi,(s) = ff:scp soit dans ASY g ,(C*), pour toute forme ¢
dans Cﬁ”’”)(X ). Le fait que df(0) = 0 implique que la suite R contient
d’autres rationnels que 0; la preuve de cette assertion est due & D. BAR-
LET (voir sa conférence’). La transformation de Mellin de F, est donnée
par le prolongement méromorphe :

Mg, (\m) = 1v/=T /X PHERIPImIAE A df A,

Nous notons par By% le courant de type (1,1) qui est donné par le

coefficient de (A + u; + 5(p + ¢)) % dans le développement de Laurent
de Mg, au point (—u; — 5(p+¢), —5(p — ¢))- On a la relation :

ik _ k—1 —k i k—1
By =2n(=1)""(k=1)127"T ;7.
Considérons ’hypothése suivante :

(H')  Pour tout ouvert relativement compact Q@ C X, il existe un

voisinage ouvert U de 1 € C* satisfaisant la condition suivante :
VE € U, il existe £, : CL"™(Q) — C™™(X), linéaire vérifiant

% Ui FU; 10g lgiiz " %
5* (Bp”I;(QO)) = £ A+p§ ita k<};z+1 (T}L_—Ié.%'__ BpY,Z(SO)v

pour toute forme ¢ dans C»™(Q), ¥(i,k,p,q).

t Monodromy and poles of fx [f|?*. Complex Analysis and Algebraic Geometry.
Gottingen (1985), Lectures Notes 1194.
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COURANTS POLAIRES DE fAtm fA-m 131

On a le théoréme suivant :

THEOREME 1.1. — Sous lhypothése (H'), la famille des courants
(T35 ko payeo est libre.

Démonstration. — Nous allons utiliser les courants B;';”;. Introduisons
I’ensemble :

et posons
k(i,p,q) = max{h € [L,n + 1] ; (5, h,p,q) € 6},

pour (4,p, q) € pry(f), out pry désigne la projection de  sur [0,7] x N2,

Soit F une partie finie de 8 telle que lon ait :

ik Rk _ ik
Z ayqByg =0, ayy € C.
(i,k,p,q)EF

En posant au besoin a* = 0, on peut supposer que (i, k,p,q) € F pour
Pra

tout k < k(7,p, q) dés qL{e (4,p,q) € pro(F). L’hypothese (H') entraine (en
utilisant la linéarité de ¢,) que pour tout ¢ dans C™™(Q), on a :
)h—k

i w; U lOg |§|—_2 7
Do apheutrguite N Uogle™) R Bih(p) =0, VEeU.
(4,k,p,q)EF k<h<k(i,p.q) '

Comme le membre de gauche est une fonction analytique réelle de
¢ € C*, cette relation est vraie pour tout £ € C*. Puisque la famille
de fonctions sur C* donnée par & — £UitPEuiti(log|€[)* est libre (cf.
remarque (1.3) de [B-M]), il vient, pour tout (,p,q) € pry(F) :

i L,k (7,0,

GBI (0) =
3 ,k(2,p,q)—1 i i,k (4,p,

all BP0 () + a2 ByA P () = 0,

abl Bi,l( ) + a2 Bz‘,z( )4+ ai,k(i,p,Q)Bi,k(i,p,q)( )=0
p.aCpg\¥ p.aPp,a\P P4 . )=

(n.m)

pour tout p € Cc " (Q).
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132 A. JEDDI

N i : k(2,p,
Ce systeme est de Cramer pour (a;;,’fl)lgkgk(w’q) si B;,,q(WQ)(go) #0,

or on peut choisir £ pour qu'’il existe de telles ¢, puisque B;’,Z(i’p’q) # 0.
Finalement, on a ab% = 0, V(i,p,q) € pry(F), Vk € [1,k(4,p,q)]. Nous
avons ainsi fini la démonstration du THEOREME 1.1.

2. L’hypothése (H) entraine ’hypothése (H').

Rappelons que notre hypotheése (H) est le fait que f soit dans son idéal
jacobien Jy = (0f/02i)y<;<,- Nous pouvons donc supposer qu’il existe
une famille (a;)o<i<, des fonctions holomorphes sur X, telle que

- 0
f@) =Y aile) 5 £2).
i=0 ¢
Ceci veut dire que si 'on note W le champ de vecteurs Y. a;(2)9/0z;,
onaW(f)=7Ff.

On considéere le flot complexe associé & W. Les courbes intégrales :
d
0= W (y:(t), tecC,

72(0) = z,
donnent, pour tout ouvert relativement compact 2 de X contenant 0, un
difféomorphisme

Ft :Q = Pt(Q) C X,I‘t(z) = ’)’z(t)
pour tout |t] < a, « réel petit (voir par exemple [S)]).

LEMME 2.1. — Pour tout ouvert relativement compact Q0 de X conte-
nant 0, il existe un ouvert U C C autour de 1 tel que pour £ € U, on ait
un difféeomorphisme :

D¢: Q-5 De(R)CX
vérifiant :
i) f(De(2)) = €71 f(2);
ii) De{f =0} € {f = 0}.

Démonstration. — Pour |t| < a, on a :

a(ltf(rt(z)) = (df (Tu(2)), W (Te(2)))
-y ?f_g_@ ai(To(2)) = F(Tu(2)),

=0

d’ot f(T4(2)) = et f(2).
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COURANTS POLAIRES DE fA+m fA—-m 133

Il suffit maintenant de prendre U = {expt, [t| < a}et D¢ =T _poge. [
Nous sommes en mesure de démontrer la proposition suivante :
PROPOSITION 2.2. — L’hypothése (H) entraine Uhypothése (H').

Démonstration. — L’application £, est la transposée de ’application
(n,n)

linéaire qui, & ¢ dans Cc¢""™ (), associe p¢ = ¢ o D¢—1 dans Ccn’n)(X).
On a donc par définition :

(&(Byy) @) = (Bylg» e)s

et
Mg, (\,m) = %\/—1/ T4 A df Ao De-n.
X

Précisons que pour z ¢ D¢(support(y)), on a ¢ o De-1(2) = 0, ce qui
donne :
support (i) C De (support(e)).

Effectuons le changement de variables 2’ = D-1(z). On obtient :
MF«pE ()\, m)

=11 (F(D)) " (F(D) ™1 df(De) A df(De) A .

support(y)
La propriété f(D¢(z)) = £~ f(z) entraine que
M, (\,m) = & OFmeCm M (A, m).

Comme la fonction holomorphe (inversible) |£|72* admet le développe-
ment en série entiere suivant, au voisinage de A\g = —u; — %(p +4q),

—2\¢
grergure Y LB
>0 '

le coefficient de (A+u;+5(p+q)) %, 1 < k <n+1, dans le développement
de Laurent de My, au point (—u; — 5(p + ¢), —1(p—q)), est égal & :

_ Log |¢]=2)"
ey Y {oglel™) )B;:’;(w)-

l!
{—h=—k

La proposition est ainsi établie. []
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134 A. JEDDI

3. Application : une généralisation du théoréme classique de
E. Borel.

Rappelons que I’isomorphisme C[[s, 3]] = C§°/I5° (Théoréme classique
de E. BOREL), ou I§°® désigne 'idéal des germes plats en 0, permet de
construire pour toute série formelle S € C|[[s, 5]] un germe de fonction C*®
qui admet S comme série de Taylor & l’origine. Nous nous proposons de
généraliser ce résultat comme suit :

THEOREME 3.1. — Supposons que la famille des courants (Tg:s)(i’k’p’q)gg
soit libre (ce qui est le cas sous Uhypothése (H)). Alors pour toute suite de

nombres complezes (a5%) (i kp.aycos il existe une forme o dans C™(X)

telle que T2k (o) = ab®, V(i,k,p,q) € 6.

Démonstration. — Soit K un compact de X tel que 0 € K. Posons

M= Mg ={F,; e C"(K)},
ou O™ (K) = {p € O™ (X) ; support(p) C K},
et M= = {F, € M ; T:(p) =0, V(i,k,p,q) € 0}

(espace des développements asymptotiques plats) et M = M / MVOO,
alors ’espace vectoriel M peut étre muni d’une structure de module sur
l’anneau des séries formelles C[[s, 3]], par la multiplication :

(5[[5,5]] XM -— M

(S,Fw) =S ﬁw = ﬁf*(y)-w

ou g est le germe en 0 d’une fonction C*, dont la série de Taylor est S.
La multiplication est bien définie puisque 'on a gF', € M* si g € I§° ou

si ﬁlp € M,
En fait, M est un sous-module du module de type fini :
_ , k
N = @ Clls, 8]] |s|** (Log |s]) "

0<i<r
0<k<n

Le module M est de type fini puisque C[[s, §]] est noéthérien. Si M désigne
l’idéal maximal (s,3), le module M est complet pour la topologie M-

adique puisque C[s, §]] est local (donc de Zariski).
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COURANTS POLAIRES DE fA+m fA-m 135

D’autre part, une application du lemme d’Artin-Rees permet de voir
que la filtration 9M-adique sur M est équivalente & la filtration par les :

M = {F, € M; Tyi(e) =0, p+q <o},

qui est en fait la trace de la filtration 9M-adique de A sur M. Il existe
donc un entier naturel d # 0 tel que M(@tN) < MN M, pour tout N € N
(voir [Z-9]).

. . . ik . q
Soit ma‘untenant une suite de nombres complexes (a;')(i,k,p,q)e6; Si IV
est un entier naturel, on peut trouver ¢y , telle que :

Tpalen) =aph,  p+g<N+d.

Ceci est dii au fait que la famille (T}2F),4 4< N4 est libre. Ainsi on a :

(*) Fou(s)— Y abhs?s9|s|™ (Logls|)" € mN+IM,
p+g<n+d

puisque MV +1+4) ¢ 9@ N+1 A, Considérons la suite (F,, )nen; elle est
de Cauchy a cause de (*). Le module M étant complet, elle converge
vers un élément de M (encore & cause de (*)), qui n’est autre que le
développement formel fixé a ’avance :

b pe . k
Z ask sP59|s*i (Log |s])".
(i,k,p,q)€0

La démonstration du théoréme est terminée. ||

Le théoréme précédent peut étre établi par un critére de surjectivité
entre espaces de Fréchet (Théoreme 1.7, [T]), au lieu des arguments
d’algebre donnés ci-dessus. En fait, il découle du résultat plus général
qui est donné par la proposition suivante :

PROPOSITION 3.2. — Soit (T),)nen une suite de distributions linéaire-
ment indépendantes sur un ouvert U de RP et soit K un compact de U tel
que lim,_, o, ordreg T,, = +o00. Alors l'application linéaire continue :

u:CP(K) — CN, u(g) = (Tn(g))neN
est surjective.

Démonstration. — Les espaces C§° (K ) et CN étant munis de leurs topo-
logies naturelles d’espaces de Fréchet, nous savons que (cf. Théoreme 17.1
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136 A. JEDDI

de [T]) : u est surjective si et seulement si ‘ est injective et Im fu = (Ker u)+
Rappelons que si a appartient au dual de CN alors a est une suite finie de
nombres complexes (a,) et w(a) = > a,T,. L'injectivité de “u résulte
immédiatement de l'indépendance linéaire des distributions T}, . Pour
vérifier la deuxiéme condition, il suffit de montrer que Im % est faible-
ment fermé, puisque (Kerv)! est la fermeture (faible) de Im%. D’apreés
un résultat de Banach, il suffit de voir que son intersection avec le po-
laire de tout voisinage de 0 € C§°(K) est faiblement fermée. On peut se
contenter d’examiner les voisinages du type :

U= {(P € C(?O(K> ) Sup}a|§m, IEK|Da(p(x)| < 5}»
ou k€ Nete>0sont fixés. On a :
U° ={T € (C*(K))" ; sup,eu (T, )| <1}

Donc U? est formé de distributions d’ordre au plus k. Par conséquent,
Im uNUY est contenue dans un espace vectoriel de dimension finie, puisque
lim,, , 4 o ordrex T), = +00, il en résulte qu’elle est faiblement fermée. [

Dans notre situation, nous avons seulement a expliquer comment établir
la croissance des ordres (sur un voisinage compact de 0) des courants
T% en fonction de (p, q) pour déduire le THEOREME 3.1 de la PROPOSI-
TION 3.2. Pour ce faire, donnons la définition suivante : nous dirons qu’un
courant T € (C{™™(K))' (K étant un compact de X tel que 0 € K) est
minimal si

fT=0 et fT=0.

Notons par X le sous-espace vectoriel de (C{™™ (K))’ qui est engendré
par la famille (T;:I;)(Z"k,p’q)eg et par Y le sous-espace de X' engendré par
les courants minimaux. Nous donnons en appendice une démonstration
du fait que Yk est de dimension finie (sans hypothése sur la singularité).
Il y a donc un nombre fini de courants minimaux TF, puisqu’ils sont
linéairement indépendants! Notons par M D’entier naturel

max{p+q ; T;:g minimal, (,k,p,q) € 6}.
On a le lemme suivant :

LEMME 3.3. — L’ordre du courant T;:’;, (i,k,p,q) € 0, sur le com-

pact K, est au moins égal a p+q— M —1 dés quep+q > M + 1.

Démonstration. — L’identité f”be;:’; = T;fa,q_b pour a et b dans N,

permet de construire un courant minimal 7% # 0 tel que :
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COURANTS POLAIRES DE fA+m fA—m 137

i) p'<petqg <g;
ii) fPP fomdTHE = THE

Soit ¢ € C{™™ (K une forme telle que T;:Ifq, () #0. On a Tk () #0
si¥ = fp_f" fq'ql<p. 11 est clair que ¥ et ses dérivées d’ordre inférieur &
p+q—p — ¢ — 1 sont nulles sur la fibre singuliere {f = 0} (qui contient
le support de Tzf;;“). Il vient alors que P'ordre de T;:’; sur K est au moins
égalap+q—p —¢ —1>p+qg— M — 1. Le lemme est ainsi établi. ||

REMARQUE 3.4. — On peut établir des résultats analogues & ceux
de cet article pour un germe analytique f : (R"™! 0) — (R,0), pour
les développements asymptotiques des fonctions obtenues par intégration
sur la trace de la fibre de f sur une composante connexe de 'ouvert
{z € R*™ ; f(z) # 0} ou sur R*™! entier. Plus précisément, si f
appartient & son idéal jacobien : f = 3" ja;0f/0z; ol les a; sont
des fonctions analytiques (& variables réelles), on démontre des résultats
analogues aux THEOREME 1.1, PROPOSITION 2.2 et THEOREME 3.1.

Nous terminons cet article par la question suivante :

QUESTION. — Soit f : (C"*1,0) — (C,0) un germe de fonction
holomorphe & singularité isolée. Supposons que la famille des courants
(T2%) (i,k,p,q)co soit libre. Ceci entraine-t-il que le réseau de Gauss-Manin
est saturé?

La réponse a cette question permettrait probablement d’éclaircir le cas

ou I’hypotheése (H) n’est pas satisfaite. Nous ne disposons pas d’exemple
ol ces courants sont liés.

Appendice

Nous donnons ci-dessous un résultat, sur le module des développements
asymptotiques, dii & D. BARLET.

Soit K un compact de X, tel que 0 € K, considérons M = MV/MV“
(voir début de la démonstration du THEOREME 3.1). Notons par X’
le sous-espace vectoriel de (C’(()n’n)(K ))" qui est engendré par la famille

(T%)i kp,q)co €t par Lk le sous-espace engendré par les courants mini-

maux de X Rappelons qu'un courant T de (C{™™(K))' est dit minimal
si fT=0et fT = 0.

PROPOSITION. — L’espace vectoriel ¥ est naturellement isomorphe
au dual de I’espace vectoriel de dimension finie M /MM, avec M = (s,3).
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138 A. JEDDI

Démonstration. — Posons £ = Yx et E = M/MM. Si £ est un
élément de E* et si o est dans CS™™(K), on pose (T;,¢) = £([F,]),
ol [Fw] désigne 'image de ﬁ‘p dans E.

Montrons déja que T, définit un élément de X. D’apres le lemme
d’Artin-Rees, il existe un entier d # 0 tel que 'annulation de T;:’;(go)
pour p+ q < d + 1 entraine que ﬁw € MM (voir par exemple le
corollaire du Théoréme 1 bis de [B], p. 167). Dans ces conditions, on
aura a fortiori £([F,]) = 0. Ceci montre que la forme linéaire T; que 'on
a définie sur C{™™(K) est une combinaison linéaire des courants Tk
pour p+ ¢ < d+ 1, c’est-a-dire T; € ¥%. De plus, il est clair que T}
est un élément de ¥ car (f7Ty, ¥) = Z([si‘\y]) = 0 puisque, par définition,
sFy € MM (resp. fT; =0...).

L’application linéaire £* — X, que nous venons de définir, est injective;
en effet, ¢’il existe Fy tel que ¢([Fy]) # 0, on aura (Ty, ) # 0.

Il nous reste a prouver que cette application est surjective. Si T' est un
élément de X, nous cherchons donc ¢ dans E* tel que T, = T. Pour ¢
dans C{™™(K), nous voudrions poser £([F,]) = (T, ). Pour que cela ait
un sens, nous devons vérifier que si F~'¢ € MM, alors on a (T,p) = 0.
Mais si F, € MM, il existe des formes ¥ et x dans C’én’")(K) telles
que f’w‘f\p_fx soit nulle dans M, c’est-a-dire admette un développement
asymptotique nul en s = 0. D’apres la Proposition 9 de [B], ceci entraine
que cette fonction est C au voisinage de s = 0 et plate en s = 0.
Notons par g cette fonction et écrivons g = sa + b3, ou a et b sont C'*®
au voisinage de s = 0. Comme nous savons que toute fonction C*° au
voisinage de s = 0 est de la forme F,,,w € C((,n’n)(K) (voir le Lemme 1
de [B], p. 167), il existe des formes ¥; et x; dans C\"™(K) telles que
F,_fw,fy, soit identiquement nulle au voisinage de s = 0. Alors T est
nul sur ¢ — f¥; — fx1 et fT = fT = 0 montre alors que (T, ) = 0.
Finalement, la formule K([E,]) = (T, p) définit £ dans E* et Ty = T, ce
qui prouve la surjectivité annoncée. Ceci acheve la démonstration de la
proposition. |
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