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Bull. Soc. math. France,

122, 1994, p. 149-162.

MULTIPLICITE ET FORMES ELIMINANTES

PAR

FRANCESCO AMOROSO (*)

RÉSUMÉ. — Nous étudions les relations entre un idéal homogène premier p C
K[a;o; • • • i Xn\ (K corps de caractéristique 0) et l'idéal p^ obtenu par sa forme de Chow.
En supposant que l'anneau local Op,o; en a soit de Cohen-Maculay, nous démontrons
que si p = p^ localement, alors p est un idéal principal ou Oyj,a est régulier. Nous
arrivons aussi à déterminer une borne explicite pour le plus petit entier N > 1 tel
que ^N C pf".

ABSTRACT. — We study thé relations between a homogenous prime idéal p C
K[:EO, • . . , Xn] CK field of characteristic 0) and thé idéal p^ obtained from its Chow
form. Assuming thé local ring Op,o: at a point a is a Cohen-Maculay ring, we prowe
that if p = ^y locally, thé thé p is a principal idéal or Oy),a is a regular. We aiso find
an explicit bound for thé minimum integer N > 1 for which ^N C p^.

1. Introduction
Soit K un corps de caractéristique zéro et soit V C P^ une variété

projective de dimension (r — 1) définie par un idéal homogène premier
p C A = K[xo,..., Xn}. La projection sur (PI)' x • • • x (P|)' de l'ensemble

{^H^ . . . , ^ ) e V x (PS/ x . . . x (P^)'; x e H ^ j = l , . . . , r }

définit une hypersurface irréductible et donc une forme multi-homogène
/ = /p en les coordonnées u^ i = 1, . . . , r, j = 0 , . . . , n des hyperplans Hi.
On appelle / forme de Chow ou, en suivant les notations de Patrice
PHILIPPON, forme éliminante de l'idéal p. Cette forme qui constitue
un outil désormais classique en géométrie algébrique, a été récemment
redécouverte par Ju V. NESTERENKO et P. PHILIPPON qui l'ont utilisée en
théorie de la transcendance.

(*) Texte reçu le 27 mai 1991, révisé le 6 juillet 1993.
F. AMOROSO, Dipartimento di matimatica, Via Buonarroti 2, 56127 Pisa, Italie.
Classification AMS : 13 H 15, 11 S 99, 13B25.
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150 F. AMOROSO

On sait que / permet de reconstruire la variété du départ ; en effet :

n

V = [x e P^ ; ̂  u}xj = 0 \/u e P^ x . . . x P^ tel que /(n) = ol.
j=o

Les coordonnées de l'hyperplan générique passant par le point x sont
données par Sx^ où S = {szj) est une matrice antisymétrique générique.
Donc l'idéal pf" engendré par les coefficients de f ( S l x^ . . . , Srx) (vu comme
polynôme à coefficients dans A en les variables s^-) définit V comme en-
semble. De plus, on peut montrer que p est la seule composante isolée de
pf (voir [NI, lemme 1]). Nous nous sommes intéressés aux composantes
immergées de p^. Cet idéal a généralement une composante (rco; • • • ? ^n)-
primaire non-significative : il semble donc naturel de considérer l'idéal pi
saturé de pf" par rapport à (rro? • • • ; «^n); c'est-à-dire

pi = [ J { p î ' ' Â ( x o , . . . , x n ) k ) .
k^O

Le lien entre les singularités de la variété V et les composantes immergées
de pi a été observé depuis longtemps. WEIL, par exemple, remarque
(cf. [W, p. 325-326]) que p = pi lorsque V est lisse. En utilisant une
notion de multiplicité introduite dans [Al] et développée par PHILIPPON
dans [P2], nous démontrerons le résultat suivant :

THÉORÈME A. — Soit a ç V et supposons que l'anneau local O^^a
de V en a soit de Cohen-Macaulay. Alors si p0p^ = piO^a et si
dimV < n — 1, la variété V est lisse en a.

L'idéal p étant la seule composante isolée de p, on peut se poser le
problème de déterminer pour chaque a G V le plus petit entier positif
N = N{a) tel que p^ C pi dans l'anneau local AM^ , Mo, étant l'idéal de
définition de a dans A = K[XQ^ . . . , Xn}- On arrive à démontrer le théorème
suivant.

THÉORÈME B. — Pour tout a ç^ on a

p^^cpiÂM.nA

où rria{p) désigne la multiplicité de V en a.

L'exposant ci-dessus est «presque )> optimal, comme le montre l'exemple
suivant. Considérons l'idéal

^ _ (^d m d—m \p — [X^ — X^ XQ ^ X ^ )

TOME 122 — 1994 — ?2



MULTIPLICITÉ ET FORMES ÉLIMINANTES 151

dans A == C[.ro,.r 1,^2,^3], °ù d,m sont des paramètres entiers satis-
faisants d > m > 2. L'idéal p définit une courbe plane ayant un seul
point singulier, a = (1,0,0,0) pour lequel m^(p) == m. A l'aide d'un pro-
gramme d'interpolation algébriquef on montre que l'idéal pi est engendré
par les polynômes

' ^d — ^.m d—m
^1 ^2 ^0 5

^2^ (a+6= m, 6> 1),

,lr^? (A + B = d, m > B ̂  1)

et donc piÀM^ = RÂM^ si et seulement si (3 ^ a, en accord avec le
THÉORÈME A. De plus,

^AM, n A c p
si et seulement si e ;> m, ce qui montre que l'estimation du THÉORÈME B
est presque optimale.

J'ai commencé à rédiger ce texte pendant mon séjour au sein de
l'équipe «Problèmes diophantiens » de l'Institut Henri Poincaré à Paris.
Je voudrais remercier ici Roberto DVORNICICH pour m'avoir donné la
possibilité de faire ce séjour et tous les membres de l'équipe pour
leur chaleureux accueil et leurs précieux conseils, en particulier Michel
WALDSCHMIDT. Les idées contenues dans ce texte proviennent de nom-
breuses et intéressantes conversations avec Patrice PHILIPPON que je re-
mercie vivement.

2. Rappels sur les formes éliminantes
^ Nous rappelons ici la terminologie développée dans [PI]. Il s'agit de

généraliser la notion de la forme de Chow en considérant des hypersurfaces
génériques à la place des hyperplans.

Soient K un corps de caractéristique zéro, K sa clôture algébrique et
A = K[xo,..., xn} (resp.^ A = K[xo,.... Xn]) l'anneau des polynômes en
les variables XQ, . . . , Xn. Etant donné un entier d > 1, on identifie la forme
homogène de degré d

^ uxxx

\\\=d

avec le vecteur (u^, ç P^ (où ̂ d) = (nw)). Soit maintenant
p C A un idéal homogène premier définissant une variété projective V de

f Nous remercions ici P. GIANNI pour nous avoir aidé à utiliser Scratchpad II.
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152 F. AMOROSO

dimension (r — 1) et fixons un multi-indice d çW. On note Ud l'ensemble

Ud= {u{-, \\\ =di, î = l , . . . , r }

et on considère les anneaux K[Ud] et A[lXd] des polynômes à coefficients
dans K et A respectivement en les variables u\ e Ud' La projection sur
p^^i) x ... x p^5^ de l'ensemblell̂ . lr\

{(^^\...^ r)GVxP^ l )x•..xP^ r ); u^(x)=^ z=l,...,r}

définit une hypersurface irréductible (voir [PI, prop. 1.5]) et donc une
forme multi-homogène fd = fd^ ^ K[u}. On l'appelle forme éliminante
d'indice d de l'idéal p.

REMARQUE 1.
1) Comme dans le cas classique, on a

V = {x e PS ; ̂ ) = 0 Vu e P- '̂̂  x . • • x p- '̂̂l< ij^ JK>.

tel que /d('a) =0}

(théorème de l'élimination, voir [PI, prop. 1.4]).
2) Utilisant le théorème de Bézout, on voit que le degré total de fd,fp

par rapport aux variables u'1 est ( fj dj) degp.
JT^

Soit maintenant K[8d] (resp. A[5d]) l'anneau des polynômes à coeffi-
cients dans K (resp. A) en les nouvelles variables

§ d = { 4 ^ ; | A | = H = d , , z = l , . . . , r }

liées algébriquement par les seules relations

4,/. + 4,A= o.
On considère l'homomorphisme

0d : A[Ud] -^ A[Sd]

défini par
0dU\= ̂  s\^.

\ti\=di

TOME 122 — 1994 — N° 2



MULTIPLICITÉ ET FORMES ÉLIMINANTES 153

Soit p un idéal homogène premier et / une forme éliminante d'indice d
de p. On pose p^ == (0) et, pour £ € N, on définit pf^ comme l'idéal
engendré dans A par les coefficients des formes

Q^^-l, ^çN^^^, \r\=£-L
ou1'

On appelle ensuite p^d le saturé de p^. Remarquons que pour tout £ ^ 2,
l'idéal p^ d est égal au saturé de l'idéal engendré par les polynômes

QP A^-, 0 ^ z < n , Pep?-i,d

(voir [P2, prop. 1] pour le cas d = (1,...,!)).

3. Variété lisses et idéal ̂
Dans ce qui suit, on fixe a G P^ et on suppose

d = l = ( l , . . . , l ) .

On oubliera d'écrire l'indice 1 dans p^i, ÎXi, §1 et Q\.
Soient Ma l'idéal de définition de a dans A = K[.r] et / la fome

éliminante d'un idéal homogène premier p de codimension n + 1 — r '
Pour tout ^ ç N, les assertions suivantes sont équivalentes (voir [P2, cor.
de p. 148] et [A2, prop. 2]) :

(i) (pu est contenu dans Mo, ;
(ii) pi est contenu dans M^ ;

Qt-lf

(iii) 0 r\£-i appartient à Ma[§] pour j = 0 , . . . , n.
0{Uj)

On appelle %a(p) le plus grand entier £ pour lequel elles sont satisfaites.
Soient R un anneau local nœthérien et M. son idéal maximal. Pour tout

idéal M. -primaire Q de R et pour tout n assez grand, la longueur i{En)
du ^-module En = R/Qn est un polynôme en n de degré d == dimJ? et
de coefficient directeur eR(Q)/d\ avec ep(Q) G N (cf. [ZS, chap. VIII, § 8,
th. 19]). On appelle multiplicité de l'anneau local l'entier e^M).

Soit maintenant p C M^ un idéal homogène. On note Op,a l'anneau
local A^f^/pA^Q e^ on appelle multiplicité de p en a l'entier

ma(p) = CQ ^(MÂM/pAM).

THÉORÈME 1 (PHILIPPON [P2]). — On a l'égalité :

UP) =^a(p).
Pour démontrer le THÉORÈME A nous avons besoin du lemme suivant.
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154 F. AMOROSO

LEMME 1. — Soit p C Ma un idéal homogène de codimension k > 1
et supposons que ma(p) > 1. Alors, si l'anneau local Op,o; ^st Cohen-
Maculay, p ̂  M^(p).

Démonstration. — Soient 71,... ,7r-i € M des éléments génériques;
l'anneau O^a étant Cohen-Maculay, on déduit des théorèmes 22, § 10,
p. 294 et 3, app. 6, p. 400 de [ZS] que m = rria(p) est égal à la longueur
de l'idéal M-primaire J = (p, 71, • .., 7n-fc) dans l'anneau AM. Supposons
p C M771 ; alors on a

J C M771 + (71,.. . , 7,-i) - (7r,..., 7nr + (7l, • • • , 7r-i)

où 7r, . . . ,7n G M sont des éléments convenables. La longueur de l'idéal
(7^... , 7^ + (7i,... ,7r-i) est

(n - r + 1 + m - 1\ (m + 1\ i / ,,
-, > J = -mm+l ,\ m — 1 ) \m — l/ z

donc ?n ̂  -m(m + 1), c'est-à-dire m < 1.

REMARQUE 2. — L'hypothèse sur O^o; est nécessaire : en effet l'idéal
premier

p = (x^ -x^x^ -x^x^x^ -x-iX^X2X3 -x{x^) C (a;i,a;2^3^4)2

a codimension 2 et multiplicité 2 en (0,0,0,0) (cf. [HIO, (7.7), p. 39-40]).

Démonstration du théorème A. — Soit p un idéal homogène premier
de codimension > 1. Pour le THÉORÈME 1, on a RIÂM C M^^AM et,
si ?7iû;(p) > 1, on a aussi piA^ ^ M7710^^ AM pour le lemme précédent.
Ceci montre que m^p) = 1 et donc [F, prop. 7.2] Op^o, est régulier.

La proposition suivante montre une première relation entre les idéaux (pu.

PROPOSITION 1. — Si p est engendré par des polynômes homogènes de
degrés < d, on a :

p'ip^ C pi.

Démonstration. — Soit / une forme éliminante de p et notons u1 la
forme linéaire u1 = Y ^ ^ Q Û ^ X J . Pour tout h e {0, . . . ,7 i} il existe un
entier M tel que

x^f = Ph + qi,hU1 + • • • + Çr,/^

TOME 122 — 1994 — N° 2



MULTIPLICITÉ ET FORMES ÉLIMINANTES 155

avec ph € pA[U] et çi^, . . . , q^ ç A[U]. Donc, pour j, h === 0 , . . . , n, on a :

^0-7 ^ çy,^^ mod (p,n1 , . . . .^AtU].

Soit P(.r) = ^lAl^d^Â^ e p et notons

v^ / 9f \xo / Of \^"iS/'̂  "•^ eK1"1-
En utilisant les congruences ci-dessus, on trouve x^gÇp.u1,... ̂ r) et
donc ^ est un multiple de / et Og e p?A[§]. D'autre part, pour î =
0,. .. ,n, on a

'" ^-^'S6^!
ce qui entraîne

^(I^O^a'^= ° m o d pfA[s]-
On constate d'après (1) que l'idéal (p^ est engendré par les coefficients
des formes

(90f\d .
(a^) ' ^= o ' • • • ' n •

Donc on en déduit p • (^2)^ C pi.

REMARQUE 3. — En utilisant cette proposition on retrouve le résultat
de Weil'cité dans l'introduction : en effet si mo,(p) = 1, on a p2 (Zl Ma.

^
4. Etude des idéaux p; ^

Retournons maintenant au cas général, d e N7'. L'objet des proposi-
tions suivantes est l'étude de la variation en fonction de l'indice d des
idéaux p^d.

Soient d1 = (d^ . .^ dr-i, 4) et d2 == (di , . . . ,^_i, d^) deux multi-
indices avec ̂  ^ d2. Étant donné un polynôme

Q = ^ qx^ ç A\p
|Â|=d?-^

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHÉMATIQUE DE FRANCE



156 F. AMOROSO

de degré (d2. — d^)^ on considère Phomomorphisme de K-algèbre

(p = (f)Q : K[u\}^\=dï —^ K[^][^|=^

défini par

^(^) = ]C ^u^
T+AA==À

c'est-à -dire <^(^r)(a:) = Ç^)'^7'^).

LEMME 2. — Soient /^i, /d2 deux formes éliminantes de p d'indice d1

et d2 respectivement. Alors on a

^^•••^/di

où /ii,..., h s sont des formes éliminantes d'indice (di,..., dr-i) e N7'"1

des idéaux premiers minimaux associés à (p,Ç).

Démonstration. — Soit g = (f)fd2 = /d2(nl? • • • ̂ ur~l^(t)(ur))• Alors
g(u) = 0 si et seulement si :

• fd1 (u) = 0 ou bien
• (n1 , . . . , ur~l) est un zéro d'une des formes éliminantes / i i , . . . , hs.
En effet, d'après la REMARQUE 1, 1) (théorème de l'élimination),

g{u) = 0 équivaut à l'existence d'un zéro x e P^ de p tel que u^(x) = 0
(z = l , . . . , r- 1) et QfaQ^Cr) = 0. Si ^(x) = 0, alors fd^{u) = 0;
sinon x est un zéro de l'idéal (p, Q(.r)) et donc (n1 , . . . , ZA7'"1) est un zéro
d'une des formes / i i , . . . , hs. En utilisant le fait que les / i i , . . . , hs, fd1

sont irréductibles, on en déduit (quitte à multiplier h\ par une constante)
la factorisation g = h^1 • • ' h^3 f^. Mais deg^rp = deg^rfd2 car (j) est
linéaire et deg^r/di = d^ • • • cÇ_i = d^ ' • • d^_i = deg^rfd2 d'après la
REMARQUE 1,2) ; donc e == 1.

Soient R un anneau commutatif et T un anneau de polynômes à
coefficients dans R. Etant donnés deux multi-indices A,^A ç N771, nous
dirons que A < ji si \i <^ ^ pour i = 1,... ,771. Un monôme xx dans
P € T est dit extrémal pour P si tous les coefficients des monômes rr^
de P avec /^ < A, ^ ^ A) sont nuls.

REMARQUE 4. — Soit ^ : T —> T \in homomorphisme donné par la
spécialisation à zéro de certaines variables. Alors, si P e T, tout monôme
extrémal pour '0P est extrémal pour P.

On aura aussi besoin du lemme facile suivant :

TOME 122 — 1994 — N° 2
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LEMME 3. — Soient P, Q (E T et considérons les idéaux 1 et J engendrés
dans R par les coefficients de Q et PQ respectivement. Soit encore p le
coefficient dans P d'un monôme extrémal pour P. Alors il existe un entier
positif N tel que dans R on ait p ^ 1 C J.

PROPOSITION 2. — Soient d1, d2 e N7' avec d^ <, d2 pour j = 1, . . . , r.
Alors^ pour tout £ G N on a p^i C pe,d2 •

Démonstration. — Par récurrence, on est amené au cas d1 = d2 == dj
Çj = 1 ^ . . . ^ r — 1) et £ = 1. Il suffit de démontrer que dans A[§d] on a

^Pfd^ C pf^l

pour j == 0 , . . . , n. On peut supposer JQ = 0.
• Si XQ appartient à ^>, il existe un entier positif N tel que x^ ç pi,di

(car les idéaux p et pi,di ont le même radical) et donc x^p^ ̂  C pf^i.
• Supposons maintenant que XQ n'appartient pas à e p et utilisons le

LEMME 2 avec Q = x^ r. Donc

^W^(/dl):=(^l00)(^)

où h est un produit de formes éliminantes d'indice (^ i , . . . , dr-i) d'idéaux
premiers p^,.. • p^ de codimension n + 2 — r contenant XQ et

f ^ siÀ^+^-^O,. . .^) ;4>W - .
10 sinon.10 sinon.

Soit p : A[§di] —^ A[§di] définie par

^ ^ - J ̂  v si À = (^A ... ,0) et Y = ?,0,... ,0) ;P^x^') — }
10 sinon.

En utilisant le théorème d'élimination (REMARQUE 1, 1)) et le fait que XQ
est dans p^\ . . . , p^\ on voit que

(po6^i)(/i) =x^a

où e == ^^ ̂  deg^ h et a G IK[§di] \ {0}. Soit donc M. un monôme
extrémal pour (p o 0rfi)(/i); d'après la REMARQUE 4, A^ est extrémal
pour ff^W et donc le LEMME 3 donne un entier N tel que x^<p* ̂
est dans l'idéal J engendré par les coefficients de {9^ ° 0(/di)). Enfin,
soit -0 : A[§d2] —^ A[8di] donné par

(sr^^ s iA=^+(cÇ-^,0, . . . ,0)
^(^,v) ={ ' et V = ̂  + (^ - ̂ ,0,... ,0) ;

0, sinon.
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158 F. AMOROSO

Alors on a
^"^dio^-^o^,

ce qui montre que x^'^J C pf^ et donc x^^'^p^^1 C p^.

On peut se demander si on a toujours l'égalité entre les idéaux p^
et p^d. Nous arrivons à démontrer la proposition suivante.

PROPOSITION 3. — Pour tout d e W, l'idéal pi,d est entier sur pi (i.e.
pour tout p G p, on a une relation de la forme pk + a\pk~l -\- • • • -\- dk = 0
avec di € (pi)1, 1 < i < k).

Démonstration. — Soient d1 = (d\,..., dr-\, 1), d2 = ( d i , . . . , dr-i, dr)
deux éléments de N7' ; il suffit de démontrer que p^2 est entier sur p^i.
Pour ce faire, on va démontrer qu'il existe un entier positif M tel que pour
tout j == 0 , . . . , n, on ait

^Pf^ C pf^,

où nous avons noté î la clôture intégrale de l'idéal I . On peut supposer
j = 0 et XQ ^ p (car sinon l'inclusion précédente est évidente). Soit
fd^ une forme éliminante d'indice d1 de p; le même argument que celui
du lemme 2 de [NI] montre alors qu'il existe a € IK['U(^...^_i)] et des
éléments o^, h = 1,... ,6 ^ deg^r/ ; j == 0 , , . . , n, avec a^ == 1, entiers sur
K[U(^.,,^_,),a-l] tels que :

^-ani>ï<
/i=.i j=o

En regardant les degrés, on voit que le polynôme

/^=^n ^ u^av
/i==l |À{=d,)

est une forme éliminante d'indice d2 de p. Soit

^ : B == K[^1 , . . . . u^, .r] —^ M U {00}

une valuation discrète. Tout d'abord, on peut étendre v au corps L =
K(n1 , . . . .n7'"1,^,^), car L est une extension algébrique du corps des

TOME 122 — 1994 — N° 2



MULTIPLICITÉ ET FORMES ÉLIMINANTES 159

fractions de B; ensuite, on étend v à l'anneau L[§i,§^] de façon canon-
ique. Pour A, [i ç N7^1 et pour ij = 0 , . . . , n notons

fAA,^(a-,î/) ^x^y^ -yxx^,

IA^OT^) =^%- -^-

où a; = (a;o,...^n) et î/ = (?/o, . . . ,^). Pour tout A,^ e N^1 avec
|A| = |̂ | = dr on a

^\^(x,y) == ^ Pij(x,y)Aij(x,y)
Q<i<j<^n

où les P,j sont des polynômes bi-homogènes de bi-degrés (dr - 1, dr - 1).
Les aa^ étant entiers sur ffî, on en déduit que les adr~lA\^(x,ah)
(avec |A| = |/^| = c^) sont des combinaisons linéaires des A,j(;r,Q^)
(0 < i < j < n) à coemcients entiers sur B, et donc :

(2) mmA^x.a^ < min ^(A^^a^)).
AT^ ' 0<î<j'^n

Par ailleurs,

6

ôdj^=a^]\ ^ ^A^^^),
/i=i(A,^)er

6

Oif^=a]^ ^ ^.A^(^^),
^=1 CKz<j<n

où r contient un seul des couples (A,^), (^, A) pour chaque \ ^ fi avec
|A| = |̂ | = ̂  et (9i (resp. (9dJ est l'analogue de l'opérateur 6^1 (resp. (9^)
n'agissant que sur les variables u " . En utilisant (2), on en déduit :

y{a^-^-^e^}>^ôif^

Le critère valuatif d'intégralité [ZS, th. 3, p. 353-354] montre alors que
l'idéal a^-1^5-1)^ est entier sur J, où nous avons noté Jd C B
(resp. J C B) l'idéal engendré par les coefficients de Od,fd2 (resp. 6>i/rfi).
Donc, pour tout g e J^, les coefficients dans A du polynôme

^(a^-W-1)^)

sont entiers sur p^i dans l'anneau SA. Maintenant le LEMME 3 donne
un entier M tel que x^p^ c pf^.
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En utilisant le théorème 2.1 de [LT] (via le § 4 de [LT]), on trouve le
corollaire quantitatif suivant.

COROLLAIRE 1. — Pour tout d e N7", on a (pi^d)^ C pi.

Démonstration. — Soit p' un idéal premier associé à pi,d; l'anneau
local R = A^/ est de dimension < n et l'idéal pi,d^ est entier sur <p\R.
Le théorème cité montre alors que (pi^J?)71 C pi-R.

Le théorème suivant montre la relation principale entre les idéaux p^ d.

THÉORÈME 2. — Soit (p un idéal premier de codimension n + 1 — r
engendré par des polynômes homogènes de degrés < d et soit d ==
(di,... ,dr) e N7" avec di > d (i = 1 , . . . ,r). Alors pour tout £,m e N
on a :

P^m+^d C p^d-

Démonstration. — On peut se ramener de façon évidente au cas m = 1.
Par ailleurs, si pp^-i^d C p^d, on obtient

QP
^Q^^^î^d O'-o,...^)

pour tout P e p^i^ et donc pp^+2,d C p^+i,d- On en déduit qu'on peut
se borner à montrer le théorème pour m = £ = 1. Soit maintenant /
une forme éliminante d'indice d de p et, pour i = 0 , . . . , n, notons u^ la
forme homogène u^ == Zj;j=^ u\x^. Pour tout h e { 0 , . . . , n} il existe un
entier M tel que

x^f = Ph + Çl,^l + • • • + Çr,/i Ur

avec ̂  e pA[lXd] et çi , / i , . . . ,Çr,/i e A[Ud]. Donc pour j, h = 0 , . . . , n
on a :

^Qu7 ̂ ^^ mod (P^\--^7')-À
Soit P(^) = ̂ m^pA^ € p et notons

^= E ̂ eîW|A|^ "^

En utilisant les congruences ci-dessus, on trouve g ç (p, 'u1 , . . . ,1^) et
donc ^ est un multiple de /; mais deg^g < deg^r-f et donc g = 0.
Utilisant

^-•i^-^^-Si^'w-
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on en déduit
W^ep,.

pour tout |A| = dr. Donc pp2,d C pi,d.

COROLLAIRE 2. — Sous les hypothèses du théorème précédente on a

pm,(p) cpi,dÀM,nA.

Démonstration. — Le THÉORÈME 1 et la PROPOSITION 2 montrent que
Pmc.(^),d î^ ^a; u suffit donc de choisir m = rna(p) et ^ = 1 dans le
théorème précédent.

Le corollaire précédent joint au COROLLAIRE 1 donne le THÉORÈME B.

ADDENDUM. — Tout récemment, F. CATANESE a démontré dans [C] le
THÉORÈME A sans aucune hypothèse sur l'anneau Op^.
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