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LE CALCUL DES INVARIANTS 6, DES
ESPACES LENTICULAIRES
PAR

ANDREI RATIU (*)

RESUME. — On calcule le rapport entre I'invariant topologique 6, de [BHMV] et
I'invariant homotopique Zn de [MOO] pour les espaces lenticulaires L(a, b).

ABSTRACT. — We calculate the quotient of the topological invariant 6, of [BHMV]
and the homotopical invariant Zy of [MOO)] for the lens spaces L(a,b).

Introduction

Dans l’article [BHMV], on a défini pour chaque entier p > 1 un
invariant 6,(M) d’une variété M de dimension 3, close et orientée, en
utilisant une présentation de M comme résultat d’une chirurgie de Dehn
sur S3 le long d’un entrelacs £. On va calculer cet invariant pour les
espaces lenticulaires L(a,b) en mettant en évidence le rapport qui existe
entre 0,(L(a,b)) et I'invariant Zn(L(a,b),q), défini dans [MOO], dans le
cas ou ce dernier invariant est non nul.

Les invariants de Witten introduits par la théorie de jauge de Chern-
Simons sont calculés dans [J] pour les espaces lenticulaires et une formule
explicite est obtenue seulement dans le cas p = 2r et pged(a,r) = 1.
A présent, les espaces lenticulaires et les fibrés toriques (voir [J, th. 4.1])
constituent les seuls exemples dont les invariants 6, ont pu étre calculés
pour presque tous p.

Soient p > 3 et M une variété de dimension 3 close et orientée obtenue
par une chirurgie de Dehn sur S2 le long d’un entrelacs en bandes £. La
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226 A. RATIU

formule de [BHMV, th. B]

(U Qpy .., Q)
(t(Qy)) b+ B (t—1(9,))o- (DO

gp(M) =

définit pour chaque p > 3 un invariant de M & valeurs dans I’anneau
Ap[1/p] o Ap =Z[A]/P2(A),

®9,(A) étant le polyndéme cyclotomique d’ordre 2p. Le numérateur de la
formule est une combinaison linéaire sur A, de certains cablages de L,
dictée par un élement universel €2, et évaluée par le crochet de Kauffman
(voir la définition du métacrochet de Kauffman dans [BHMV]). On va
désigner par :

e B la matrice d’enlacement de L,

e by (L) (resp. b_(L)) le nombre des valeurs propres positives (resp.
négatives) de B,

e 0 =0by(L)—b_(L) la signature de B.

Soient a et b premiers entre eux, tels que 0 < b < a. L’espace lenti-
culaire L(a,b) s’obtient par une chirurgie de Dehn sur S% le long de
Pentrelacs en bandes L(a1,az,. .., a,) représenté dans la figure

ay

Nk

avec la condition [Ro, p. 272] :
o _ . 1
b 1
ap — ————
1
am

Soit Z,(L(a, b)) I'invariant homotopique défini dans [MOO] & partir de
la matrice d’enlacement B, pour L(a,b) et pour N = p et ¢ = A(+P),
Dans la section 4 on déduit que

Zy(L(a,b)) #0 <= p impair ou p pair et v2(p) # v2(a)
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LE CALCUL DES INVARIANTS 6, DES ESPACES LENTICULAIRES 227

ol v (z) est la m-valuation de ’entier x, pour tout 7 premier. Dans ce cas
on va écrire :

e pour p impair, p = pip2, ol

po= [ ™@ et pp= [[ @
v (p)<vx(a) Ve (P) >V (a)

e pour p pair, 2p = p1ps, ol

po= H av=(2p) ot Py = H o (2p) .
vz (p)<vr(a) v (p)>vr(a)

et soient u et v des entiers tels que
up; + vpy = 1.

Pour une racine de 1'unité ¢ d’ordre r > 0 et un nombre rationel /3
avec r et (3 premiers entre eux, on peut définir naturellement :

(/% =¢**" ou BB*=1 (mod 7).

Notre résultat principal est le suivant.

THEOREME 1. — Soient a > b > 0 premiers entre euzr, p > 3 et soit
d = pged(p,a) > 0. Si p est impair ou p est pair et va(p) # va(a), on a
pour l'espace lenticulaire L(a,b) :

GP(L(a, b)) [(_A)UP2]3+12s(a,b)—a/b
Zp(L(a,b)) A2 A2

c [(_A)Upl] 2e/a—12s(b,a)

)

la somme étant prise sur e = £1 tel que b =€ (mod d).
Ici, s(a,b) désigne la somme de Dedekind [R, p. 145].

REMARQUE. — Cette formule, contenant une somme avec au plus deux
termes, est plus simple que la formule obtenue dans [J, th. 3.4]. En
particulier, si b #Z £1 (mod d), on a 0,(L(a,b)) = 0.
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228 A. RATIU

1. Le calcul de 0,(L(a,b)) a partir de la matrice d’enlacement

Rappelons quelques définitons de 'article [ BHMV]. Pour une variété M
de dimension 3, compacte et orientée, on définit le module de Jones-
Kauffman K(M) comme le Z[A*!]-module engendré par les classes
d’isotopie des entrelacs en bandes dans M, factorisé par les relations
«skeiny de Kauffman. Etant donné un entrelacs £ C 53, sa classe
dans K(S®) correspond — par l'isomorphisme K(S%) = Z[A*!] — & la
valeur du crochet de Kauffman de £, notée (£). On montre que le module
de Jones-Kauffman du tore solide standard B = K(S' x I x I) a une
structure d’algebre, isomorphe & l’algébre polynomiale Z[A*!][z], ou z
correspond & une bande axiale standard. En fait, la construction de K( )
définit un foncteur de la catégorie des 3-variétés compactes et orientées et
leurs plongements propres. Dli aux faits que

m
K(|__|(S1 x I x I),.) >~ gOm
=1
et qu'un entrelacs & m bandes £ C S§°% définit un plongement d’un
voisinage tubulaire de £ dans S, le foncteur K ( ) définit une application
multilinéaire, nommeée le multi-crochet de Kauffman :

(y.o0y Ve : B®™ — Z[AF).

En particulier, (z%,2%,...,2'); est la classe de ’entrelacs dans S
obtenu en remplagant pour tout j = 1,...,m, la j-éme composante de £
par i; bandes paralleles & celle-ci, situées dans un voisinage suffisamment
petit.

Soient ¢ 'automorphisme de B défini par un «twist» positif du tore
solide standard et ¢ I’endomorphisme de B qui fait correspondre & un
entrelacs sa réunion disjointe avec une bande J x 9(I x I) ou J est
un petit intervalle compact dans S!. Les deux opérateurs commutent
et se diagonalisent simultanément par rapport a la base (eg)s>o dans
B = 7Z[A*1][z] définie par la relation de récurrence :

er—1+epp1 =erey, VL1
ep=1, e =z
On a donc t(ep) = uges et c(eg) = Ageg ot
[1e = (—1)€A22+” et Ay = —A2+2 _ 4202
pour tous £ > 0. Rappelons aussi la formule

3 A2Z_A—2£
(ee-1) = (-1)*7! PR
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LE CALCUL DES INVARIANTS 6, DES ESPACES LENTICULAIRES 229

Pour p > 3, soit
Bp =B APESY Ap

et soit §2, € By I'élement universel qui parait dans la formule de définition
de 6,

n p
QP:Z :%Zegeg, ot nz[%(p—l)].
=0 =0
Soient :
p—1
2 2
I=30—-TrB et g(ps)= Z 1)% A58 = ZA(I‘“’)SZ
=0

On a (cf. [BHMV, lemme 6.6i])
9P, 1) g(p, 1) =p
donc g(p, 1) est inversible dans A,[1/p]. Soit :
T=7"/pZ™.
PROPOSITION 2. — Pour tout p > 3, l'invariant 6,(L(a,b)) s’exprime

par la formule suivante :

(=1)+DAC+DI 1 A(L4p) (CBL+26, 426" L,
0p(L(a,b)) = pP-Bg(p,1)7(A2 — A-2) Z ZEA( P et

e/'=+1L€T

ou f = ‘(81,62, . ,ém) eT.
Notons que dans la derniére somme chaque terme est bien défini par la
classe ¢ de congruence modulo p.

Pour 72 > 0 on va noter
P~y -y ) =1 +y 2+ +y 4y
avec Po(—y —y~ 1) = 1. On a la relation de récurrence :
Pi—1+ Pit1 = PiPi.

REMARQUE. — Dans Z[A], pour tous 4,5 > 0, on a ’égalité :
s A% A2
Pi—1(Aj-1)(ej-1) = (1) A _aA2

La démonstration de la PrRorosITION 2 utilise le lemme suivant.
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230 A. RATIU
LEMME 3. — Pour L = L(a1,a2,...,am), 0N a :

(€ys€tys---r€a,) e = pig: - g™ Pey(Aey) -+~ Pe,, (N, ) (€0,)-

Démonstration de la proposition 2. — En notant 7 = {1,2,...,p}™,
ona:

<Qpa Qpa cee 7QP>C = (%)m Z<6é1—1> T <e£m—1><e€1—1; . '7elm—1>£

LeT
= (0" 5 ([T ) [T Prvscs O]
eT i=1 Jj=1

(ee,~1)(ee,—1)
= (%)mA—(l-HJ)TrB(AZ _ A—2)—(m+1)

S Y eoer . em

€q =+1 0T
O (4p) ST @i 2R e 41426081+ 2em ]

= A—(1+p)TrB(A2 _ A—2)—(m+1)

Z Z €/A(1+p)(t£BIf+2151+2s’£m)
e'=+14€T

ou, dans la derniere égalité, on a éliminé successivement les signes ¢;
pour ¢ = 0,...,m — 1, par des substitutions de la forme ¢; +—
€i—14; pour i =1,...,m qui produisent chacune un facteur 2 et on a
noté &' = e,,.

Le lemme 6.7 [BHMV] nous donne :

-3
(t(Q)) = 22—{?_—29(1), 1),

A3
(t7H ) = (W) = Pz =9, )"

Dans notre cas :

[25] 1 0 0
1 a 1 0
B: 0 1 as 0
0 0 0 - ap

Les conditions pour que la fraction continue soit définie et non nulle
am #0, am_1a,m —1#0, ..., Ay #0, A#0
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LE CALCUL DES INVARIANTS 6, DES ESPACES LENTICULAIRES 231

ou A4 est le mineur de B obtenu en effagant la premiere ligne et la
premiere colonne, nous assurent que B est une matrice non dégénérée
donc m = by (L) + b_(L). Alors :

AP TrB(g2 _ 4-2)-1
0p(L(a,b)) = (—1)b-(L)pb—(£) A=39g(p, 1)

Z Z o A(1+p) (€BL+261426'L,,)
e'=+10eT

(_1)b+(£)A(1+p)(3a—TrB)
-~ p-®g(p,1)7 (A% - A72)
Z Z ¢ A(1+p)(‘e3e+2el+2e’em)_ D

e'=%14eT

Démonstration du lemme 3. — On peut réduire au cas ou L =
£(0,0,...,0) alaide de la formule t(e;) = p;e;, il suffit donc de démontrer
que, dans ce cas :

(€eys€lys- st )c =Po,(Aey) ++ Pr,, (Me,,_, ){ee,)-

On va définir le métacrochet de L, relatif & la premiére composante, &
valeurs dans le module de Kauffman B, du tore solide standard

{, . 1By xByx - xB, — By

induit par 'immersion de £ dans un voisinage tubulaire suffisement grand
de la premiére composante. En désignant par z une bande parallele a ’axe
du tore solide standard, on a dans B, = Ap[z] :

{Z,l,...,l}ﬁvl =z,
{1,...,1,2,1,...,1}c1 = (2).

On a également :
ooy =0y e

11 suffit de démontrer que :
{6[1,61{2, o€l }5,1 = Py, ()\el) T Pem(/\em—l)eel

Sim = 2, alors £ = H est I’entrelacs de Hopf avec chaque autointer-
section nulle. Donc {ez, 2} 2,1 = c(eg) = Aes.
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232 A. RATIU

Par récurrence on déduit que {es,, €, } 2.1 = Pe, (Ao, )ee, -
Grace a la formule

{ee, 05, ree, Yo = {en,{ee, - 762,,1}0,2}7{,1

ou L’ est lentrelacs obtenu de £ en effacant la premiére composante et
en gardant la numérotation des composantes. On déduit par I’hypothese
d’induction :
{ee,ery-- st} =Prs(Aey) - Pro Ay )€, €0, 1111
=Pe;(Mey) P My eey- [

2. Le calculde I =30 -Tr B

Soient A = det B et A;;... le mineur de B obtenu en effacant les lignes
et les colonnes indiquées. On peut montrer par récurrence que :

AA~ —AAG~ =1
m Im
donc A et A’f sont premiers entre eux, et d’autre part que

A 1
—_— a1 )
A’l\ ! 1
ag — ———
1

am

donc A =na et Ay =nb pour un n € {%1}. Soient

0 -1 11
= (0 3) =)
dans SL(2,Z). On associe & la matrice B la matrice U € SL(2,Z) :
U=T"ST*S...T*"S.

A A~
- ( m ) .
Ar —Aq5

Soit ® : SL(2,Z) — Z la fonction phi de Rademacher [R, p. 150] définie
par :

Par récurrence, on a :

a B ato 12(sgnv)s(8,v) sivy #0,
® = v
(v 6) B .
5 siy=0,

ol s(6,7) est la somme de Dedekind.
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LE CALCUL DES INVARIANTS 6, DES ESPACES LENTICULAIRES 233

LEMME 4. — On a :

A~

A —
I=3+12s(a,b)— ———&:M

1
Démonstration. — On va montrer par récurrence sur m que :
I =3 sgn(AA7) — @(U).

Alors, en remplagant dans cette formule, on va obtenir :

, A-Dsn
[=3n%+12ns(—Arn, Ar) — — 1
Ag
A-Annr
= 3+ 12$(a,b) — Tm

1
car on a les propriétés [R, p. 145-146] :
3(67 —’7) = 3(67 ’7)7
s(—6,7) = —s(6,7),
s(6*,7) = s(8,7)  si66* =1 (mod 7).

Pour m=1,0on a:

U= (“11 ‘01>, o(U) = ay.

Comme o = sgna; = sgn(AA+), la formule en résulte. On suppose la
formule vraie pour B et soit

ap 1 0 0
1 [¢5] 1 0
0 0 0 - ap

avec ag € Z et A = det B. Alors
7-(a Zaz)= (% )v
donc (voir [R, p. 152]) :
(U) = ®(U) 4 ao — 3sgn(AA7),
I(B) - I(B) = 3sgn(B/A) — ag
= (3sgn(AA) — @(U)) — (3sgn(AA+) —@(U)). []
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234 A. RATIU

3. La forme quadratique d’enlacement

Soit ¢ : T — Q/Z la forme quadratique d’enlacement :
1
a() = %%BZ, 0=ty b, ..., tn) €T,
Pour ¢/ = %1, soit e : T — Q/Z la forme linéaire :

1
polt)= (4 €ly), VLeT.

On va utiliser I'injection de A, dans C donnée par A = e™/P et on va
noter e(z) pour e*"*avec x € Q. Soit :

Ser = Z e(q(f) + Qe (f))

€T
Soit K C T le noyau de la forme bilinéaire symétrique associée a q :

(€ k) = q(+ k) — g(£) — q(k) = %%Bk €Q/Z, VLkeT.

Soient d = pged(A,p) > 0 et p = dp’. Soient Ag =1 et, pour i > 1,

aa 1 0 --- 0
1 a2z 1 -+ 0
A=]0 1 a3 -+ O
0 0 0 - g
LEMME 5. — On a K ~ Z/d et un générateur de K est x = (2;)i=1,....m
avec T; = (=1)""1p'A;_1 pouri=1,...,m.

Démonstration. — Soit W* la variété de dimension 4 obtenue & partir
de B* en attachant m anses d’indice 2 le long des composantes de
’entrelacs en bandes £ C S% = 0B%. Alors :

m
wh~\/S? et OW*=L(a,b).
=1
Par rapport aux bases canoniquement définies par les anses, on a les
suites exactes :

0— Hy(W;Z) —— Hy(W,M;Z) —— H1(M;Z) — 0

0 " zm ZJA ——0
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LE CALCUL DES INVARIANTS 6,, DES ESPACES LENTICULAIRES 235
et en utilisant la formule des coefficients universels pour I’homologie :

0 — Hy(M;Z/p) — Ha(W;Z/p) — Ha(W,M;Z/p) — Hi(M;Z/p) — 0

0— Z/AxZ/p — (Z/p)™ ——X—> (Z/p)™ —— Z/ARZ/p — 0.

On en déduit :
K ~{keZ"™; Bk e plL™}/pL™ ~7]A *L/p~Z/d.
D’autre part, on a 0
Bz = : € pZ™
0 p
(~1)™1pA

car A; = a;A;_1 — A;_o pour tous i > 2 et A = dA’. Donc x appartient
3 K et pour t € Z, on a tz; = tp’ € pZ si et seulement si d divise t. []

REMARQUE. — En notant par vy( ) la 2-valuation d’un nombre entier,
on a gk # 0 si et seulement si vo(p) = v2(A) > 0 car

l+p l+p EN. L+p a0y
q(x) = thBm = —2—1)-(—1)"1 pATn = —=APAZ #0
équivaut a «p est pair et p’, A/, A~ sont impairs », ce qui équivaut encore a
la condition va(p) = v2(A) > 0.
LEMME 6. — Supposons q|x =0 et ¢’ € {£1}.
a) Sid ne divise pas (—1)"e' — A+, alors Ser = 0.

b) Sid divise (—1)™e' — A4, il existe un 7o € Z tel que

50 = [ ela(®)]e(- 52 #0.

LeT

En outre, 7 est unique modulo p (resp. modulo 2p) si p est impair
(resp. pair).

= —1—(1 + (=1)™"'A~), donc :

Démonstration. — On a ¢,/ (z) pi ~

Pk =0 = d |1+ ()" 1A = d | (-1)7' — As.
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236 A. RATIU

a) Si d ne divise pas (—1)™e’ — A4, alors (g + e’ )|k est une forme
linéaire non nulle & valeurs dans Q/Z, donc >, x €(q(k) + e/ (k)) = 0
et 'on a :

So= > > e(lg+pe)l+k))

LeT/K keK
= { > e(lg+ ‘Ps')(e))}{z e((g+ (pel)(k))} —0.
LeT/K keK

b) Sid divise (—1)™e’ — A+, alors per| g = 0. Il existe donc un unique
uer € T/K tel que

(uer, £) = per(£) pour tout £ € T,

c’est-a-dire :
Bu. =%(1,0,0,...,0,¢') (mod p).

On obtient par récurrence pour u. = (uz)l 1,..,m :

Uy = (_1)i(zi—~l _A'i—lul) (mOd p)a '1::2,,...,77’1

ou
aza 1 O 0
1 as 1 0
Ai=|0 1 a 0] o A;=1
0 0 O a;

En outre, pour u; on a :

Auy = As +(=1)™" "¢ (mod p).
La formule de polarisation donne :

(¢ +wer)(0) = q(l + uer) — q(uer).

Donc

Ser = [Z e(q(é))]e(— 1;ptua/Bus/)

LeT

n’est pas nul car le premier facteur est un nombre complexe dont le module
vaut \/p™d, selon un calcul standard. []

ToME 123 — 1995 — ~n° 2



LE CALCUL DES INVARIANTS 6, DES ESPACES LENTICULAIRES 237

4. L’invariant homotopique Zn (M, q)

Soient N > 2 et ¢ une racine primitive de 'unité d’ordre 2N (resp. N)
si N est pair (resp. impair). Pour une variété de dimension 3 obtenue
par une chirurgie de Dehn sur S° le long d’un entrelacs en bandes £ &
m composantes avec la matrice d’enlacement B, on définit dans [MOO]
Pinvariant :

_( Gn(g) \7o® -m t%Be
ZN(M’Q)_(IGN(q)I) [Gn ()] eezgmi

ou o(B) est la signature de la matrice B et Gn(g) = ZheZ/N ¢"*. On
montre que Zn (M, q) est un invariant homotopique de M. Si on pose

N=p, gq=A0+P ze(lr}%p)’

on a

Grla) = Y AUPM = g(p,1)

h€Z/p

et, dans le cas B non dégénérée :

Z;,(M, A1+P) — (g(p_\/’ﬁl))_a(\/ﬁ)—mzA(l+p)t£Bf
leT

= g(p,1)~7pt-(O) Y AeBt
leT

Donc Z,(M,A'™*P) appartient & Ap[1/p]. On sait que Zn(M,q) = 0 si
et seulement s’il existe o € H'(M;Z/N) tel que 'on ait c Ua U o # 0
[MOO, th. 3.2]. En utilisant le lemme 3.4 du méme article, on déduit que
Zp(M, A7) est nul exactement dans le cas ol ¢ x # 0. Pour M = L(a,b),
ceci montre que :

Zp(L(a,b), A'*P) = 0 <= va(p) = va(a) > 0.
Dans le cas contraire, on peut considérer le rapport

L) _ (CUHOAD o,

Zp(L(a,b), Al¥P) — (A2 A2)

ou 'on additionne seulement les termes correspondants aux €’ € {£1} tels
que d divise (—1)"™e’ — A5 (voir le LEMME 6).
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238 A. RATIU

5. Le calcul de 7./

Pour 7 premier, on note :
Zp =limZ/7" et Qr=QQRZ,.

Soient :

Z=I_IZ,r et @=Q®2=@Qﬂ.

Soit Er l'idempotent canonique de Z qui correspond & la projec-
tion Z — Zr. On peut considérer que la forme quadratique prend ses
valeurs dans le Z-module Q/Z = @, Qr/Z, donc que l'on a :

14
q(uer) = Z B ptue’Bus’Ew

7 premier

ol les termes qui correspondent & des m premiers qui ne divisent pas p
sont nuls. On suppose que g|x = 0.

Pour calculer 7./ on va choisir une fois pour toutes
u; = (=1)"(Aim1 — Aj_qua), i=2,...,m.
11 reste & choisir u; € Z tel que
Auy = A; + (=1)™"¢’ (mod p)

en supposant que d divise (—1)"e’ — A;.
Soit m premier impair qui divise p et soient @ = v, (p) et 8 = v (A).
(i) Si a < B, on peut choisir u; = 0. Donc :

TerEr = (U1 + €'t ) Ex
= (-1)"'As~Ex = Ay A7~ E; (mod 7).

(=)™’ + Ag

(ii) Si @ > B3, on peut prendre u; = A L € Z,. Donc :
T Er = [u1 + (=)' (A — As ug)| Ex
A~ + An +2(=1)m 1
= _1 m 2D E, (mod 7%).

A
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Remarquons que dans le cas a = 3 les deux expressions coincident car
7 divise [(—1)™ 7'’ + Az] - [14 (-1)" T AL

Pour p pair, on a une composante 2-primaire :
(i) Si va(p) < v2(A), on choisit u; = 0. Donc :

TE/EZ = ’um(—l)mATEz = AT??LATE2

(if) Si va(p) > v2(A), on choisit u; € Zsg tel que :
Auy =Ag + (=1)™~ ¢’ mod 2p.

Le méme calcul que celui fait plus haut dans Z, nous donne :

Ter B [’U,l + (—1)mEl(A’1\T/;L — A;ﬁ ul)] FEy
AT + A;‘ﬁ + 2(—1)7"_18'

A

1l

E; (mod 2pZ,).

Donc on a démontré le lemme suivant.

LEMME 7. — Si d divise (—1)™¢’ — A5, on a

Te! = Z (Ts’)ﬂEw S 23

7 premier

défini uniquement modulo p (resp. mod. 2p) si p est impair (resp. pair), ou

AT;;LAT 10 < vp (p) < Ur (a)a
An 4 An +2(-1)™ 1

(Te! ) = 1 m = (=1 st vg(p) > vr(a),
0 st v (p) = 0.
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6. La démonstration du théoréme 1

Supposons p impair ou p pair et v2(p) # v2(a), donc g x = 0 (voir la
remarque du § 3) et Z,(L(a,b)) # 0 (voir §4). On va noter

e = (-1)"*®e' = (-1)"n¢,
car = sgn A = (—1)>-(¥), Supposons que b = ¢ (mod d), ce qui équivaut

ala condition d | (—1)™e’—A+. En utilisant la formule du rapport donnée
& la fin du §4, il faut calculer :

AR U—) 6(1;_1’ > (= 7)Ex).

7 premier
11 suffit donc de calculer la classe de congruence
(I —71e')Eg € Zr/2pZ, pour tous les 7 divisant p.
(a) Si0 < wr(p) < vr(A), alors A5 est inversible dans Z; et
A% — 1 =0 mod 2pZ,.

Donc, en utilisant le LEMME 7 :

A A1m 2
(I = 7o) B = [3+125(a,6) — — At A (1-A2)| B,

= (3 +125(a,b) — 3)E,r.

(b) Si0 < v;(A) < vr(p), en utilisant le méme lemme :

A Ars Ar A
(I —7e)Er = |34+ 125(a,b) — +-1Im 71 Tm
24 [ A’\ AT A Q(Al) ,
— mE
+ == |Ex

A 1 AT 2(—1)me’

= (3+12s(a, e )2
a 1 b 2e

~ (3+ 1250, )= F - — — <+ T By

_ (%5 ~ 125(b,0) ) Ex
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ol on a utilisé [R, p. 148] la formule de réciprocité des sommes de Dede-

kind : 1 b )
a
s(a,b)+s(b,a) = _Z + —]% + m + 12ab

On a donc :

0,(L(a,b)) 1 _
) - AQ+p)(I—7e)
Z,(L(a,b)) A2— A2 e
[A(1+p)vp2]3+12s(a,b)—a/b
= A2 _ A-2

Z g[A(1+p)uP1]26/0.—125(17,&)

ol la somme est prise sur les € € {+1} tels que b = & (mod d). Dans
cette formule, on a utilisé les notations introduites avant 1’énoncé du
THEOREME 1. []

REMARQUE. — Les calculs des entiers m-adiques (I — 7.)E, faits plus
haut montrent également que les racines de l'unité paraissent dans la
formule finale avec des exposants rationnels dont les dénominateurs sont
premiers avec ’ordre de la racine respective.
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