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COMPLEXITE DE SUITES DEFINIES
PAR DES BILLARDS RATIONNELS
PAR

PascAL HUBERT (*)

RESUME. Soit P un polygone rationnel convexe, kim/r,...,kqm/r les angles
entre deux cotés consécutifs ou ki,...,kq,r sont premiers dans leur ensemble. Nous
considérons le probleme de billard dans ce polygone et codons les trajectoires suivant
les cotés qu’elles rencontrent. Nous montrons que, si la suite ainsi obtenue n’est pas
périodique, sa complexité est donnée par la formule p(n) = n(q — 2)r + 2r. Cette
expression de la complexité est valable pour n assez grand et est indépendante des
conditions initiales du probleme.

ABSTRACT. — Let P be a corvex rational polygon, ki7/r,...,kqm/r the interior
angles (k1,...,kq,r are coprime). Let us consider the billiard problem in this polygon.
We code the trajectories according to the sides they meet. When the sequence so
obtained is not periodic, we show that the complexity of this sequence is equal to
p(n) = n(g — 2)r + 2r. This formula is true for n large enough and does not depend on
the initial conditions.

0. Introduction

On connait peu de résultats concernant les propriétés ergodiques ou
celles liées au codage du flot du billard dans un polygone quelconque.
Trouver un exemple de flot de billard dans un polygone qui soit ergodique
reste actuellement un probléme ouvert. Toutefois, KERCKHOFF, MASUR et
SMILLIE ont montré qu’il y a un G5 dense de polygones pour lesquels le
flot est ergodique (c¢f. [KMS]). Par ailleurs, KATok démontre que ce sont
des systemes d’entropie nulle (¢f. [K]). Certains cas particuliers sont tout
de méme bien connus, tant au niveau ergodique que du point de vue du
codage.

(*) Texte regu le 10 novembre 1993, révisé le 17 février 1994.
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258 P. HUBERT

Le probleme de billard le plus simple est celui du billard carré. On
peut coder une trajectoire d’un tel billard par une suite infinie m sur
lalphabet {0, 1} selon les cotés qu’elle rencontre : les cotés verticaux sont
codés par O et les cotés horizontaux par 1. On sait, depuis les travaux
de HEDLUND et MORSE (c¢f. [HM]), que — lorsque la pente de la droite
d’incidence est irrationnelle — la complexité du mot m vaut

p(n)y=n+1

pour tout nombre entier n et que c’est la complexité minimale d’une
suite non ultimement périodique. Réciproquement, toute suite dont la
complexité est égale & n + 1, pour tout nombre entier m, code une
trajectoire de billard dans un billard carré. De telles suites sont appelées
suites sturmiennes.

N. NisHIOKA, I. SHIOKAWA et J. TAMURA ont donné un algorithme
de construction du mot m en fonction du point initial et de la direction
incidente (¢f. [NST]). G. Rauzy a établi de nombreuses généralisations des
suites sturmiennes : il donne, par exemple, dans un travail élaboré avec
P. ArNoUX (cf. [AR]), une interprétation combinatoire et géométrique de
certaines suites dont la complexité vaut p(n) = 2n + 1 pour tout nombre
entier n. P. ArNoux, C. MauDuIT, 1. SHIOKAWA et J. TAMURA ont prouvé
que la complexité des suites définies par des trajectoires de billard dans
un cube est, pour tout n,

p(n)=n*+n+1
si la direction initiale est totalement irrationnelle (cf. [AMST]).

Dans ce travail, nous donnons un autre exemple de généralisation du
probléme du billard carré. Nous considérons le cas ou le polygone est ra-
tionnel convexe. L’hypothése de rationalité signifie que les angles entre
deux cotés consécutifs sont commensurables & 7. Dans ce cas, le fibré uni-
taire tangent se décompose en surfaces invariantes sous I’action du flot du
billard. Sauf pour un nombre dénombrable de directions initiales, le flot est
minimal sur ces surfaces. Nous codons les trajectoires de billard de fagon
naturelle, c’est-a-dire par la suite des cotés qu’elles rencontrent. Notons
kim/r, ... kqm/r les angles entre deux cOtés consécutifs ot ki,...,kq,7
sont premiers dans leur ensemble. Pour n assez grand, nous montrons que
la complexité des suites obtenues est donnée par la formule suivante :

p(n) =n(q—2)r + 2r.

Cette expression, valable sauf pour un nombre dénombrable d’angles
d’incidence, est linéaire et indépendante des conditions initiales (point
de départ de la trajectoire et angle d’incidence).
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COMPLEXITE DE SUITES DEFINIES PAR DES BILLARDS RATIONNELS 259

1. Définitions, notations et résultats utiles

A. Mots infinis sur un alphabet fini.

Soit A = {a1,...,a,} un alphabet fini, soit M = (M, )nen une suite &
valeurs dans A; on dit que M est un mot infini sur A et on le note

M=My- M, -

Soit w = wy - - - w,_1 un mot de longueur n sur 'alphabet A; on dit que w
est un facteur de M s’il existe k tel que :

Mg Mgyn1=wo: wp_1.

Le langage d’ordre n de M, noté L, (M), est ’ensemble des facteurs de
longueur n de M. La complexité de M est 'application de N dans N
qui, & un nombre entier n, associe le cardinal de L, (M). Soit w’ un mot
de longueur n + 1; on dit que w’ est un successeur de w s'il existe une
lettre a telle que w' = wa. Le décalage est I'application T de AN dans AN
qui, au mot infini M = My--- M, ---, fait correspondre le mot infini
M' =Mj---M] - tel que M), = M, pour tout nombre entier n.

B. Billard dans un polygone.

a) Définition du flot du billard. — (c¢f. [BKM].) Soit P un polygone
convexe du plan R?. On note C1,. .. , Cq ses cotés orientés par les vecteurs
unitaires u1,...,Uq et ai,...,aq les angles entre deux cotés consécutifs.
On oriente les angles & partir d’une direction donnée, par exemple u;.
Soient  un point de P et 6 un angle.

Régle 1.—Si x est sur le bord de P et n’est pas un sommet du polygone,
alors x appartient & un coté C; qui fait un angle §; avec #;. On identifie
les couples (z,8; + 6) et (z, 3; — ) pour @ compris entre 0 et 7.

Régle 2. — Si z est un sommet de P, on identifie les couples (z, ) pour
tout @ appartenant & [0, 27|

L’espace des phases Q) est ’ensemble des couples (z,0) pour z dans P
et 0 dans [0, 27, compte tenu des regles 1 et 2. On définit le flot ®; du
billard sur €2 de la fagon suivante.

Soient (zo,6y) appartenant & Q et ¢t un nombre réel positif; le couple
D, (z0,00) = (x¢,0;) est obtenu en joignant zy & z; par une ligne
polygonale £ de longueur ¢. Chaque segment maximal de £ a ses deux
extrémités sur le bord de P (sauf le premier qui débute en zg et le dernier
qui finit en z;). Sur le bord, la direction change en suivant les lois de la
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260 P. HUBERT

réflexion, ce qui est possible d’apres la régle 1. Si une trajectoire rencontre
un sommet, elle y reste. Pour ¢t négatif, on a ®:(zo,600) = (x¢,6;) si et
seulement si

D_ (x4, 60; + ) = (20, 0p + 7).

En termes plus géométriques, le flot ®; est le flot géodésique sur le fibré
unitaire tangent du polygone P en identifiant sur le bord, les vecteurs
symétriques par rapport au bord.

b) Polygone rationnel. — On dit que P est un polygone rationnel si
a1/m, ..., aq/7 sont des nombres rationnels. Dans ce qui suit, on écrira
toujours «; = k;w/r avec k1, . .., kg et 7 premiers dans leur ensemble. Pour

1 compris entre 1 et g, soit D; la droite vectorielle de direction u; et .S;
la symétrie par rapport & la droite D;. Notons Gp le groupe engendré
par les symétries Si,...,S5;. On dit que G, est le groupe des symétries
du polygone P. Les éléments de G p agissent sur des vecteurs unitaires ou
— ce qui revient au méme — sur des angles orientés. Le groupe Gp est
un groupe fini de cardinal 2r, isomorphe au groupe diédral d’un polygone
régulier a r cotés (cf. [CFS]).

REMARQUE. — Réciproquement, si le groupe des symétries d’un poly-
gone convexe P est fini, alors le polygone P est un polygone rationnel.

¢) Flot du billard dans un polygone rationnel. — (c¢f. [ZK] ou [A].)

(i) Construction d’une surface invariante.

Fixons une direction ¢. Dans un polygone rationnel, comme le groupe
Gp est fini, toute trajectoire de billard de direction initiale ¢, ne prend
qu’un nombre fini de directions qui sont les y(y), pour 7 élément de G,.
D’apres la structure de G, ce sont les directions goki = +p+2kn/r, pour k
compris entre 0 et (r—1). Si ¢ n’appartient pas a Zx/r, les angles wlf sont
tous différents; c’est ce que ’on supposera dans la suite. La surface M,,
formée des couples (z,¥(y)), pour x élément de P et y appartenant & G,
est donc invariante sous l'action du flot du billard. La surface M., est
isométrique au produit P x G, quotienté par l'identification des points
(z,7) et (x,S; o~y) si x appartient au coté C;.

(i) Géométrie de la surface M,,.

Sous les hypotheses que nous avons faites, la surface M., est une surface
compacte orientable sans bord. Elle est triangulée : elle possede 2r faces
isométriques a P, gr arétes, car elles sont identifiées deux & deux. On
appelle S; ses sommets.

(iii) Exemples.
Dans les cas du carré, du triangle équilatéral, du triangle rectangle
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COMPLEXITE DE SUITES DEFINIES PAR DES BILLARDS RATIONNELS 261

isocele, la surface M., est un tore obtenu grace au pavage du plan par ces
polygones :

<& ¢

<6—

« i Vi &

Triangle Triangle Carré
rectangle équilatéral
isocéle

(iv) Flot du billard sur la surface M, et feuilletage.

La surface M, est munie d’une métrique plate & singularités. Les
singularités sont les sommets S; pour lesquels 'angle au sommet est un
multiple de 27 autre que 2. Le flot du billard définit un feuilletage mesuré
singulier, orientable sur M,,. Les trajectoires du billard sont les feuilles
du feuilletage.

Au voisinage d’un point régulier, le feuilletage est linéaire; localement
on a la situation suivante.

feuille

Comme le feuilletage est orientable, autour de chaque singularité il y
a un nombre pair 2p de branches. On trouvera deux exemples a la page
suivante.

REMARQUE. — Dans les cas particuliers ou la surface M,, est un tore,
le feuilletage n’a pas de singularités, le flot du billard est un flot & pente
constante sur le tore.
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262 P. HUBERT

Singularité a Singularité a
quatre branches six branches

(v) Résultat ergodique (cf. [A]).

DEeFinITION. — On dit que ¢ est P-rationnel s'il y a une trajectoire de
billard reliant deux sommets de la surface M,,. Dans le cas contraire, on
dit que ¢ est P-irrationnel.

Le flot du billard sur M, est minimal si et seulement si ¢ est
P-irrationnel. Dans ce cas, vu la définition de la surface M,, toute
trajectoire de billard est dense dans P x Gp. Comme 1’ensemble des
directions P-rationnelles est dénombrable, le flot du billard sur M, est
minimal pour toute direction ¢ sauf un nombre dénombrable.

2. Enoncé du résultat

Soient P un polygone rationnel convexe, Ci,...,C, ses cotés et
kim/r, ..., kqm/r les angles entre deux c6tés consécutifs (ky, ..., kq,r sont
premiers dans leur ensemble). Soient zo un point du bord de P et ¢ un
angle. On considére la trajectoire de billard du point zo de direction ini-
tiale ¢ dans le polygone P. On suppose que ¢ est P-irrationnel et que
la trajectoire de zy ne rencontre pas de sommets du polygone. On code
cette trajectoire par un mot infini My - - - M,, - - - sur un alphabet a q lettres
{a1,...,aq} de fagon naturelle : on considére la suite zg - -z, - - - des in-
tersections de la trajectoires avec le bord du polygone; si x, appartient
au coté C; alors M,, = a;.

THEOREME. — Soit p(M, n) la complezité du mot M. Pour tout nombre
entier n assez grand, on a p(M,n) = n(q — 2)r + 2r.

REMARQUE 1. — Le rang a partir duquel ’expression précédente est
vraie dépend de la direction initiale ¢; par contre, dés que la formule est
vraie, la complexité est indépendante des conditions initiales.
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EXEMPLES.

o Dans le cas du triangle équilatéral, la complexité vaut p(n) = 3n+6
pour n assez grand.

« Dans le cas du triangle rectangle isocele, la complexité vaut p(n) =
4n + 8 pour n assez grand.

o Dans le cas du carré, la complexité vaut p(n) = 4n + 4 pour n assez
grand. On peut retrouver facilement ce résultat en utilisant le fait que
si 'on code une trajectoire de billard dans un carré par la suite des
horizontales et des verticales rencontrées, la complexité vaut p(n) = n+1
pour tout nombre entier n.

3. Démonstration

Soit ®; le flot du billard sur la surface M, notons ® l'application
de premier retour sur I'union des arétes de la triangulation de M.,.
Définissons un nouveau codage de trajectoires de billard. On associe a
toutes les arétes des lettres différentes. Soient A;1,...,A;, les arétes
correspondant au c6té C; du polygone P. On code 'aréte A;; par la
lettre a; ;. On construit ainsi un mot infini M’ = My --- M, --- qui code
la trajectoire du couple (xg, ) sur l’alphabet

{aij; (i,5) € {1,...,q} x{1,...,7}},

de la maniére suivante : si ®"(zo, @) appartient & A; ; alors M/, = a; ;.

Ce codage tient compte de l'angle entre les c6tés du polygone et la
trajectoire de billard que ’on considere.

LEMME 1. — Pour tout n > 1, on a p(M',n) = n(q — 2)r + 2r.

Démonstration. — Notons Tr(M,,) I'union des arétes de la triangu-
lation de M,,. Soit (x, ¥) appartenant & Tr(M,,) et notons

i(.’L’, ‘Ij) = io(l‘, \I’) .- -in(g;, \Il) e

Pitinéraire de (z, ) sous @, c’est-a-dire le codage de la trajectoire de
(x,¥) sur lalphabet {a;;; (3,5) € {1,...,¢} x{1,...,r}}.

Remarquons que si " (z, ¥) est un sommet de la triangulation, I'itiné-
raire de (z, U) n’est défini que jusqu’au rang n — 1; c’est alors un mot de
longueur n.

Soit p1(n) le cardinal de {io(z,¥) - in_1(z,¥); (z,¥) € Tr(M,)}.
11 est clair que p(M’,n) est inférieur ou égal & p;(n).
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264 P. HUBERT

Montrons que p(M’,n) = pi(n). Soient (z, ¥) appartenant & Tr(M,)
et w = ig(z, V) -i,—1(x,¥); il existe un voisinage ouvert O de (z, ¥)
dans Tr(M,,) tel que, si (y, ¥’) appartient & O, on ait

w= io(y, ‘IJ,) ot in—l(y, ‘IJ/)
Comme, par hypothese, la trajectoire de (zg, ) est dense dans la sur-
face M., il existe un nombre entier n tel que ®"(zo, ¥) appartient a O.
Par conséquent, w est un mot de L(M'); donc p(M’,n) = p1(n).

Pour un nombre entier n donné et w = wq - - - w,—1 facteur de longueur
n de M’, on définit

C’(w) = {(IIT,‘I’) € TT(MLP), io((L‘, \I/) =wp - -in_l(x, \I/) = wn_l}.

Comme on a codé toutes les arétes différemment, C'(w) est contenu dans
une seule aréte A de la triangulation celle codée par wy.

Montrons que C(w) est un segment de l’aréte A. Soient z et y
appartenant & C'(w). Dire que les itinéraires de z et y coincident jusqu’au
rang (n — 1) revient & dire que ®*([z,y]) ne contient pas de sommet
pour tout entier k strictement inférieur & n. Par conséquent, tout élément
de [z,y] a le méme itinéraire que z jusqu’au rang (n — 1). Ainsi C(w) est
un segment.

Le mot fini w a plusieurs successeurs si *(C(w)) contient au moins
un sommet S. Dans ce cas, on dit que w se divise en S. Si un mot w se
divise en d sommets, w possede a priori 2d successeurs mais comme C(w)
est connexe, il y a en seulement d 4 1 distincts.

e

C(af) C(ae) C(ad)

Calculer p(M’',n+1) — p(M', n) revient donc & déterminer combien de
mots se divisent en chaque sommet.
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COMPLEXITE DE SUITES DEFINIES PAR DES BILLARDS RATIONNELS 265

Soit S un sommet de la triangulation. Supposons que S est une
singularité a k branches du feuilletage associé au flot du billard sur
la surface M,. Comme ce feuilletage provient d’un flot, le nombre de
branches de la singularité S est pair : k¥ = 2k’. Par convention, si S
est un sommet régulier, on le considére comme une singularité a deux
branches. Il y a k' trajectoires qui aboutissent en S : ¢1,. .., £ . Soit z; la
(n — 1)-iéme intersection de ¢; avec la triangulation, lorsqu’on parcourt ¢;
dans le sens des t négatifs a partir de S et U; la direction de ¢; en z;.
Soit wt = dg(wi, ¥;) -+ ip_ 1(231,\11 ) 1’1t1nera1re de z;. Par construction,
®"(C(w')) contient S. Les mots w® - - - w*" sont distincts car wl_; ---wk’
sont différents : en effet, dans un polygone donné il y a au plus une fagon
d’aboutir au sommet S en suivant la direction du billard.

a#p

’ . .
Les mots w! ---w* se divisent au sommet S et ce sont les seuls. Il y a
donc k&’ mots qui se divisent en S. Par conséquent, on a

p(M';n+1)—p(M',n) = Z ks

s sommet

ou 2k, est le nombre de branches du sommet S. Comme la surface M, est
feuilletée, la caractéristique d’Euler de M, est donnée par :

X(Mp) = > (1—ky) = > (1-k,).

s singularité s sommet

Comme la surface M., est triangulée on obtient aussi la caractéristique
d’Euler par :
X(My) = N(F) — N(A) + N(S)

ol N(F') est le nombre de faces, N(A) est le nombre d’arétes et N(S) est
le nombre de sommets. On a donc 1’égalité :

> (1—ks) = N(F) — N(A) + N(S).

s sommet
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Donc

Y (k) =N(A) - N(F)=(g-2)r

s sommet

et p(M,vn + 1) —p(M',’n) = (q - 2)T

Comme pour n = 1, on a qr lettres : pour tout n > 1, on a
p(M',;n) =n(q—2)r+2r.

LEMME 2. — Soit w un mot infini sur ’alphabet
{aij; 1<i<q 1<j<r}

qui appartient o l’adhérence de l'orbite de M' par le décalage T. Alors :
o soit il existe (x,¥) appartenant d Tr(M,) tel que w est l'itinéraire
de (z,V) sous ®;
o soit il existe (S’,¥’) appartenant ¢ Tr(M,,) et un entier k tel que
T*(w) est litinéraire de (S’,¥').

De plus S’ est l'image par ®, dans la direction ¥', d’un sommet S de
la triangulation de M.,.

Démonstration. — Notons S = {®7%(S)} ou S est un sommet de la
triangulation de M, et k un nombre entier. Soit

C(n,w) = {(z,\II) € ﬂ(Mw) 5 7:0(1:’\1}) =wo - 'in—l(m,\ll) = wn—l}‘

Notons C(n,w) adhérence de C(n,w).

La suite des fermés C(n, w) est une suite décroissante pour l'inclusion ;
la longueur de C(n,w) tend vers zéro quand n tend vers linfini par
minimalité du flot ®; sur la surface M,,. Donc

() Cn,w)

neN

est réduite & un point Q. On peut remarquer que les C(n,w) sont des
segments inclus dans une méme aréte de la triangulation de M,,. D’autre
part, le bord de C(n,w) est formé de deux éléments de S. Deux cas se
présentent :
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COMPLEXITE DE SUITES DEFINIES PAR DES BILLARDS RATIONNELS 267

Premier cas : le point ) n’appartient pas a I’ensemble S. Pour tout
nombre entier n, le point @ appartient & C(n,w). Donc

{Q} = m C(n,w)

neN

et w est litinéraire de Q.

Deuzieme cas : le point @ appartient & S. Il existe donc un sommet S
et un nombre entier k tel que ®*(Q) = S. A partir du rang k, l'itinéraire
de @ n’est plus défini. Donc, pour tout nombre entier n supérieur ou égal
a k, Q appartient au bord de C(n,w).

Remarquons que, pour tout n supérieur ou égal a k, C(n,w) est d'un
méme coté de Q. On dit que w est «un codage » de @ en un sens que ’on va
préciser. Soit k' le nombre entier supérieur & k tel que S appartient au bord
de ®*' (C(k',w)) et S n’appartient pas au bord de ®¥ +1(C(k’, w)) (voir le
dessin ci-dessous). Notons Py le polygone de M., contenant ' (C(K, w))
et ®F+1(C (K, w)).

Dans le polygone Pys, on peut définir une trajectoire du sommet S.
Soit S’ I'image de S par 'application de premier retour du flot dans Py.
Montrons que I'itinéraire de S’ est T *1(w) ot T est le décalage sur

{aij; 1<i<q, 1§j§r}N,
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Soit n un nombre entier fixé : alors ®* +1(C(k’' +1+n, w)) est inclus dans

C’'(n,w) = {(z,¥) € Tr(M,);

i0(2, ¥) = upr g1 in—1 (2, ¥) = Uprgn }-

Or S’ appartient au bord de ®¥ +1(C(k'+1+n,w)), donc S’ apppartient &
l’adhérence de C’(n,w). Plus précisément, S’ appartient & C’'(n, w) sinon
il y aurait une trajectoire reliant deux sommets, ce qu’on a exclu par
hypothése. Par conséquent, S’ = (| C'(n,w) et ainsi itinéraire de S’
est TF+1(w). neN

LEMME 3. — Pour n assez grand, on a p(M,n) = p(M',n).

Démonstration. — On obtient le mot M & partir du mot M’ par une
projection lettre a lettre p qui consiste a oublier Pangle entre la trajectoire
et les cotés du polygone. Donc p(M,n) < p(M’,n) pour tout n.

(1) Soit A I'ensemble des couples (z, ) appartenant & ’union des arétes
de la triangulation de M, dont I'itinéraire i(z, ¥) = io(z, ¥) - - - in(z, ¥)
est défini pour tout n. Soit f ’application de A dans ’ensemble des mots
infinis sur ’alphabet {a;; 1 < j < ¢} qui, & un couple (z, ¥), associe le
mot infini p(ig(z, ¥) - - - w(in(z, ¥)) - - -

Montrons que lapplication f est injective. Soient (z,¥) et (z’,T’)
éléments de A.

e Si U et U sont distincts, f(z,¥) et f(z', ¥’) sont différents d’apres
un argument dii & BoLpriciNi, M. KEANE et F. MARCHETTI basé sur la
méthode de dépliage des trajectoires (c¢f. [BKM)).

e Si ¥ = U’ on utilise 'hypotheése de rationalité du polygone P. Si
(z,T) et (2, ¥) ont le méme codage, par minimalité du flot ®; sur la
surface M, z et =’ sont égaux.

(ii) Supposons par l’absurde que, pour tout nombre entier n, on
ait p(n, M) < p(n,M’). En d’autres termes, il existe des mots w™ =
wi - wp, v = v ---v) de longueur n, sur 'alphabet {a;;; 1 <1 <gq,
1 < j <r} tels que 7(w™) = w(v™). On peut supposer que les lettres w?
et v sont différentes. Par conséquent, pour tout k inférieur ou égal & n,
les mots wf - - - wy et v} - - - vy sont différents. On peut ainsi trouver deux
suites de mots arbitrairement longs qui sont successeurs les uns des autres
et qui vérifient les conditions précédentes. En passant & la limite, on peut
donc construire sur Palphabet {a;;; 1 < i <gq, 1 < j < r} deux mots
infinis w, v qui sont distincts et vérifient w(w) = 7 (v).

(iil) Soient w et v construits ci-dessus; montrons que w et v sont égaux.
Trois cas se présentent :
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Premier cas : w est 'itinéraire d’un couple (z, ¥) et v est l'itinéraire
de (z/, ¥’). Par conséquent, on a m(w) = f(z, ¥) et w(v) = f(z/, ¥’). Par
injectivité de f, les couples (z, V) et (z’, ¥’) sont égaux; donc w = v.

Deuziéme cas : il existe un entier k et un sommet S tel que T%(w) =
i(S’, ¥) ot S’ est I'image du sommet .S dans la direction ¥, v est I'itinéraire
de (2/,9’). De ce fait, i(S',¥) = i(®*(2’,¥’)). Par injectivité de f,
(8", ¥) = ®* (', V'), donc ®*~1(z’/, ¥’) est un sommet, ce qui est exclu
puisque I'itinéraire de (z’, ¥') est infini.

Troisiéme cas : il existe un entier k et un sommet S tel que T%(w) =
i(S1, ) ou S’ est I'image du sommet S; dans la direction W. Il existe
un entier £ et un sommet Sy tel que T¢(v) = (S5, ¥’) ot S} est I'image
du sommet S, dans la direction ¥’. Comme précédemment, k = £ et par
injectivité de f, on en déduit S; = S5 et ¥ = ¥’. Donc S; = Sp = S et
T*(w) = T*(v). Pour vérifier que w et v sont égaux, il suffit de vérifier
que C(k — 1,w) et C(k — 1,v) sont d’'un méme coté de S. Ceci est vérifié
car sinon les lettres m(wg—1) et m(vg—1) seraient différentes.
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