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REPRESENTATIONS p-ADIQUES
POTENTIELLEMENT CRISTALLINES
PAR

NATHALIE WACH (*)

RESUME. — Ce travail fait suite & un article paru il y a quelques années, dans lequel
J.-M. Fontaine proposait une nouvelle description, en termes de (¢, I')-modules, des
représentations p-adiques du groupe de Galois d’un corps local dont le corps résiduel est
parfait de caractéristique p. On s’intéresse ici plus particuliérement aux représentations
cristallines et on établit un critére, qui se lit sur le (¢,I')-module, permettant de
reconnaitre si une représentation p-adique est cristalline ou potentiellement cristalline,
dans un cas particulier.

ABSTRACT. — This work follows a paper edited a few years ago in which
J.-M. Fontaine proposed a new description in terms of (¢,I')-modules for p-adic
Galois representations. The Galois group considered is the Galois group of a local
field whose residue field is perfect of characteristic p. Here we are most particularly
focusing on crystalline representations and obtain a criterion, using (¢, I')-modules, for
a representation to be crystalline or potentially crystalline in a special case.

Introduction

Dans tout ce travail, p est un nombre premier, K un corps de caracté-
ristique 0, complet pour une valuation discréte, d’indice de ramification
absolue e et de corps résiduel k parfait de caractéristique p. On note W
I’anneau des vecteurs de Witt & coefficients dans k et Ky son corps des
fractions; tous trois sont munis d’une action de Frobenius, notée o (on a
o(x) = zP pour = € k). On fixe K une cléture algébrique de K et on
pose Gk = Gal(K/K).

(*) Texte recu le 23 février 1995, révisé le 24 septembre 1995 et le 21 novembre 1995.
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Descartes, 67084 Strasbourg CEDEX (France).

Email : wach@math.u-strasbg.fr.

Classification AMS : 11523, 14F 30, 14L05.

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 0037-9484/1996/375/$ 5
© Société mathématique de France



376 N. WACH

Une représentation p-adique de Gk est la donnée d’un Qp-espace
vectoriel V' de dimension finie muni d’une action continue de Gk ; on
note Repg, (Gk) la catégorie des représentations p-adiques.

Dans [F91], J-M. Fontaine a construit une équivalence entre la
catégorie des représentations p-adiques et une catégorie convenable de
(p,T')-modules sur un corps £ complet pour une valuation discréte.
Il serait tres utile, en particulier pour I’étude des déformations de
représentations galoisiennes, de savoir caractériser les (p,I')-modules qui
correspondent & des représentations de Hodge-Tate, de de Rham, semi-
stablés, cristallines,... Dans cet article, on s’attaque & ce probléme
pour les représentations cristallines. Dans le cas ou K est contenu
dans 'extension de K engendrée par les racines de I'unité, on obtient
une condition suffisante pour qu'un (¢,T')-module corresponde & une
représentation cristalline : celle-ci se décompose en une condition sur
Paction de ¢ et une autre sur Paction de I' (équivalente dans ce contexte
au fait que la représentation soit de de Rham). Dans un autre article
(¢f. [Wa]), on montrera que la réciproque est vraie dans un cas particu-
lier.

Dans la partie A, on rappelle les résultats sur les représentations p-
adiques et les (¢, T')-modules contenus dans [F91] et utilisés par la suite.
On trouvera un énoncé précis du théoreme a la fin de cette partie.

La partie B est entierement consacrée & la démonstration du théoreme.

Ce travail représente une partie de ma thése et, avant de terminer cette
introduction, je tiens & remercier J.-M. Fontaine pour l’aide, les conseils
et les idées qu’il m’a apportés.

A. Rappels sur les représentations p-adiques et énoncé
du résultat

A.1. — Soit C le complété de K et vc la valuation de C normalisée
par vc(p) = 1. On considére I’ensemble, noté Fr R (cf. [F82, p. 535]),
des suites z = (z(™),en d’éléments de C vérifiant (("+1))? = z(") pour
tout n, qu'on munit d’une addition et d’une multiplication en posant,
pour z = (2(™),en et ¥y = (Y™ )nen :

Ty = (z(n) .y(n))nEN

c4+y=(EM)en avec 2zM = 11111 (@) g (mtm) )™,

Alors, Fr R est un corps algébriquement clos de caractéristique p, complet
pour la valuation définie par v(z) = vc(z(®)) . On note R 'anneau de la
valuation, dont le corps résiduel s’identifie au corps résiduel k de K.
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REPRESENTATIONS P-ADIQUES POTENTIELLEMENT CRISTALLINES 377

Si A est une k-algebre, W(A) désigne 'anneau des vecteurs de Witt &
coefficients dans A et Wi, (A) = Ko®w W(A) = W(A)[1/p];sia € A, on
note [a] = (a,0,---,0,---) le représentant de Teichmiiller de a dans W (A).
On note ¢ I’endomorphisme de Frobenius de W ( A) ainsi que son extension
ad Wk,(A); ainsi, si A € W, on a ¢(A\) = o()\). En particulier ceci
s’applique & W(R), W(Fr R) et Wk, (Fr R) .

D’autre part, le groupe Gk, qui opére par continuité sur C, opére
par fonctorialité sur Fr R, R et W(R) et les anneaux W(R), W(Fr R)
et Wk, (R) s’identifient & des sous-anneaux de W, (Fr R) stables par Gg
et .

On note x le caractére cyclotomique et pour tout i € Z et tout Z,-
module T’ muni d’une action de Gk, on définit T'(¢) de la maniére suivante :
le Z,-module sous-jacent & T'(i) est T', mais I’action de Gg sur T'() est
'action de Gk sur T multipliée par x°.

A.2. — Le module de Tate Zy(1) = T,(Gnm) s’identifie au sous-Zp-
module du groupe multiplicatif des unités de R congrues & 1 modulo
I'idéal maximal, formé des z tels que z(®) = 1. Choisissons un générateur
de ce module, c’est-a-dire un élément ¢ = (6("))neN € Rtel que e® =1
et (1) # 1, et considérons les éléments [¢] = (¢,0,---,0,---) et 7 = [¢] — 1
dans W(R) . Alors ’adhérence S de la sous W-algebre de W (R) engendrée
par 7 s’identifie & 'algébre W{[r]] des séries formelles en 7 & coefficients
dans W ; de plus S est indépendant du choix de ¢, stable par ¢ et G,
avec les relations suivantes :

p(r)=1+mP -1, g(m)=1+m)xO -1,

ol x est le caractere cyclotomique, décrivant I’action de Gk sur les racines
de I'unité d’ordre une puissance de p. On note S[1/p] = Ko Qw S.

REMARQUE. — Ces notations ne sont pas exactement les mémes que
celles de [F91] ou [F94], ol 7 était noté 7. et de méme S était noté S,.

Pour tout entier n > 1, soit K, le sous-corps de K engendré sur K,
par les racines p™-iémes de 'unité. On pose

Ky = Un21Kn, FKO = Gal(Koo/Ko), HK() = Gal(I?/Koo)
le noyau de la projection de G, sur I'k,. On dispose d’une suite exacte :
11— Hg, — Gk, — 'k, — 1.

Plus gf,néralement, si L est une extension algébrique de K, contenue
dans K et si G = Gal(K /L), on pose

HLZGLﬂHKO, FL=GL/HL.
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378 N. WACH

On dispose alors d’une suite exacte similaire & la précédente :

1-H, — G —TI—1.

On note Og le complété pour la topologie p-adique de S[1/x]. C’est
Panneau des entiers d’un corps complet pour une valuation discréte,
absolument non ramifié, noté £. Comme n est inversible dans W (Fr R),
l'inclusion de S dans W(R) se prolonge en un plongement de S[1/7]
dans W(FrR) et Og s’identifie & 'adhérence de S[1/7] dans W (Fr R),
tandis que & = Og[1/p] s’identifie & un sous-corps de Wk, (Fr R). Alors
si E=0g/pO¢ ,o0n a

E = Frac(S/pS) = k((7)), Or=5/pS=k|[[7]]

out 7 est la réduction modulo p de w. De plus, si gm désigne ’adhérence
dans Wi, (Fr R) de l'extension maximale non ramifiée &,, de £ contenue
dans W, (Fr R), Ogm/ POz est une cloture séparable E%P de E | avec
une identification des groupes de Galois :

Hg, = Gal(E**®*/E) = Gal(,, /).

De méme, pour toute extension finie L de K, contenue dans K, le
corps £ = (Enr)HT est un corps complet pour une valuation discréte,
absolument non ramifié, d’anneau des entiers Og, et de corps résiduel
E; = (ESép)HL.

A.3. — Soit A un anneau noethérien, muni d’une topologie, pour
laquelle il est séparé et complet, d’'un endomorphisme noté o et d’une
action d’un groupe profini I" continue, compatible a la structure d’anneau
et commutant & o. On suppose en outre que le morphisme o : A — A est
plat. Un p-module sur A est un A-module muni d’un endomorphisme ¢,
semi-linéaire par rapport & o; on note ®My la catégorie formée des -
modules sur A. Si M est un tel module, on note M le A-module déduit
de M par l'extension des scalaires 0 : A — A et on dit que M est étale
s’il est de type fini sur A et si 'application linéaire ® : M7 — M, déduite
de ¢ en posant ®(\ ® z) = Ap(z) pour A € A et x € M, est bijective.

Un (p,T')-module sur A est un ¢-module sur A muni en plus d’une
action de I', semi-linéaire par rapport & l’action de I" sur A, cette action
commutant avec ’endomorphisme . On dit qu’un (¢, I')-module est étale
si le p-module sous-jacent 1’est et si ’action de I' est continue. Les (¢, T')-
modules étales définissent une catégorie abélienne notée T®MSE. Dans la
suite, on pose I' =T'k.
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REPRESENTATIONS P-ADIQUES POTENTIELLEMENT CRISTALLINES 379

Soit I‘<I>MgK la catégorie des (¢,I")-modules sur £x obtenus & par-
tir de (¢,I")-modules étales sur Og, en rendant p inversible. On sait
(cf. [F91, p. 274]) que le foncteur Vg défini par

VS(M) = (Enr Rex M)‘p=1

induit une équivalence entre T®#MP_ et la catégorie Repq, (Gk) des
représentations p-adiques de Gk, avec pour quasi-inverse le foncteur

Ds : Vo De(V) = (Enr ®q, V)PX.
Il existe une version contravariante de ces deux foncteurs, les foncteurs

Vi : M VE(M) = Homan,, (M, &),
D} : V = D(V) = Homg, () (V; Enr).

A.4. I'modules sur K,((t)) et connexion.
Soit

~

Ske = %S{l/p]/ﬂ"s[l/p] ;

alors ¢t = log(1 + ) est un élément de Sk, on a Sk, = Ko[[t]] et, de
méme, §K0[1/t] = Koy((t)). Pour g € T', on a g(t) = x(g)t ou x est le
caractére cyclotomique.

Si N est un Ko[[t]]-module de type fini muni d’une action semi-linéaire
et continue de I', pour g suffisamment proche de 1 dans I', la série

Z(_l)n—l (g - 1)n

n
n>1

converge dans Endg, N et définit un morphisme logg : N — 'N; alors
v = logg/logx(g) ne dépend pas du choix de g. On peut définir une
connexion réguliere

Vi N[1/t] = N[1/t] ®k,(t)) Lo ((1))/ Ko

dt
comme 'unique connexion telle que V(z) = V(ac)—t—, pour tout x € N.

RAPPELS :
e Une connexion V : M — M Qg (1)) Q}Ko«t))/Ko, ou M est un

Ko((t))-espace vectoriel, est dite réguliére s’il existe un Kjy[[t]]-réseau N

de M et une application Ky-linéaire v: N — N tels que V(z) = U(:L‘)%

pour z € N.
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380 N. WACH

o Une connexion V : M — M ®xo((t)) Vo (1)), €5t dite triviale si
son noyau Ker V, qui est un Kjy-espace vectoriel, engendre M.

Si M est un I-module sur S[1/p|, le module

M= lim M/7"M
neN

est un Ko[[t]]-module muni d’une action semi-linéaire et continue de T,
donc e
M[1/t] = (im M/x"M)[1/t]
neN

est un Ko((t))-module muni d’une action semi-linéaire et continue de T,
d’oti une connexion qu’on note Vi

A.5. Représentations p-adiques de Gk.

Soient V' une représentation p-adique de Gk de dimension d sur Q,
et M = Dz (V). Rappelons (cf. [F91, p. 282-285]) que la réunion j,(M)
des sous-S-modules de type fini de M stables par ¢ est un S[1/p]-module
libre de rang fini d’ < d stable par ¢ et I'; c’est donc un (p,I')-module
sur S[1/p]. L’application naturelle

Ek Bsp1/p) Ix(M) = M

est injective; c’est un isomorphisme si et seulement si d’ = d, auquel cas
on dit que V est de hauteur finie.

On se propose de montrer le résultat suivant :

THEOREME. — Supposons K C K, ; soit V une représentation p-adique
de Gk de dimension d et de hauteur finie et soit M = j,(M). Il y a
équivalence entre les assertions suivantes :

1) V est potentiellement cristalline,

2) il existe une extension finie L de K contenue dans Ko, telle que la
représentation de G déduite de V par restriction soit cristalline,

3) V est une représentation de de Rham,

4) il existe un entier v et un sous-S-module N libre de rang d de M
stable par T et tel que laction de T soit finie sur (N/7wN)(—r),

5) la connezion Vi, est triviale.

En outre, s’il en est ainsi, pour que V soit cristalline en tant
que représentation de Gr, il faut et suffit que T'y opére trivialement
sur Ker V.
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REPRESENTATIONS P-ADIQUES POTENTIELLEMENT CRISTALLINES 381

REMARQUES :
a) On verra au cours de la démonstration que, si I’action de I' est
triviale sur (N/mN)(—r), alors V est cristalline,

b) L’implication 2) = 1) est triviale.
c) L’implication 1) = 3) est bien connue (cf. par exemple [F-I]),

REMARQUES SUPPLEMENTAIRES :

a) Ni N, ni r ne sont des invariants attachés a la représentation V. En
effet, si 'on remplace N par N’ = =N, on a un isomorphisme compatible
avec action de I' entre N'/mN' et (N/wN)(1). On en déduit que si
Paction de I est finie sur (N/7wN)(—r), alors elle est également finie sur
(N'/mN')(—r—1). En revanche, (N/7N)(—r) ne dépend pas du choix de r
ni de N et on verra qu’on a une identification (N/wN)(—r) = Ker V.

b) En remplagant Ky par une extension finie non ramifiée convenable,
on voit que le théoréme s’étend au cas ou 'extension KK, /Ko est non
ramifiée (c’est-a-dire o KK, /K, est non ramifiée pour n assez grand).

c¢) Inversement, J.-M. Fontaine conjecture que si KKy /K est non
ramifiée et si V est une représentation de G qui devient cristalline sur
une extension finie de K contenue dans une extension non ramifiée de K,
alors elle est de hauteur finie. C’est le cas si K = Kj, si V est cristalline
et g'il existe un entier a tel que les poids de Hodge-Tate de V sont dans
Pintervalle [a,a + p — 1] (cf. [Wa]).

d) En revanche, ’analogue de cette conjecture de J.-M. Fontaine est
fausse lorsque I'on omet ’hypothése K K, /K non ramifiée. On peut en
effet montrer que si K’ est le sous-corps de K, fixe par I'image de ' dans
I'k,, toute représentation de hauteur finie de Gx s’étend d’une maniere
et d’une seule en une représentation de hauteur finie de Gk et on peut
montrer qu’il existe des représentations cristallines de G qui ne vérifient
pas cette propriété.

B. Démonstration du théoréme

On suppose désormais K C K. L’équivalence entre les cinq assertions
sera démontrée en suivant les implications suivantes :

2)=1) = 3) = 5) =4) = 2).
En conséquence des remarques déja faites, il reste & démontrer
4) =12), 3)=5) et 5)=4).
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382 N. WACH

B.1. Démonstration de 4) implique 2).

B.1.1. — Soient s un entier > 1 (voire > 2 si p = 2) et Ss le sous-
W-module libre de S[1/p] de base les éléments ~,,(7/p*) pour m € N

ou
m

Y (7/D°) = — P

C’est une sous-W-algeébre de S[1/p] et le W-module I engendré par les
Ym/(m/p°®) avec m > 1 est un p-d-idéal. Pour tout n € N, la n-ieme
puissance divisée I™ de I est 1'idéal engendré par les Ym/(7/p°) pour
™m > n et on pose
SPP = lim S, /1™
neN

le complété de S, pour la topologie définie par les idéaux I™. Alors tout
z € SFP g%écrit d’une maniére et d’une seule sous la forme :

T = Z TnYn (Eé) avec xz, € W.
neN p

Soient N un S-module libre de rang d et Ag un sous-W-module libre
de N tel que N = Ag & 7N ; alors tout élément = € N s’écrit de maniere
unique sous la forme

T = E T, avec T, € Ag.
neN

De méme, si on pose

NP = 5P&sN = lim ((S,/I™) ®s N),
neN

tout élément z’ de NP s'écrit de fagon unique sous la forme

s
z = Zx;% (—3) avec z), € Ag.
neN p

On note I'; le sous-groupe fermé de I' g, topologiquement engendré par
Pélément g de T tel que x(g) = 1+p®. Si s est suffisamment grand, on a :

I'scI'=Tk.

B.1.2. — Commencons par établir le lemme suivant :
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REPRESENTATIONS P-ADIQUES POTENTIELLEMENT CRISTALLINES 383

LEMME 1. Soit N un S-module libre de rang d muni d’une action
de T's semi-linéaire et triviale modulo m. On note NFP = SPPRgN et i*
la projection de N vers N/tN = A. On a aussi A = NFP/TLINFD ¢t on
note p la projection de NFP sur A ; on est donc en présence du diagramme
commutatif suivant :

N—— NP

N
A.

Alors pour tout x € N, il existe un unique ' € (NFP)'s tel que
i*(z) = p(a').

Démonstration. — Soit g le générateur topologique de 'y fixé ci-
dessus. On rappelle (cf. [F94, chap. 5]) que g(7) = x(g)m modulo 728,
ce qui s’écrit également g(m) = am ol @ est une unité de S vérifiant
a=1+p°modnS.

Commencons par montrer l'unicité de z’; si 2 et 4 sont deux éléments
de NP D satisfaisant les conditions du lemme, alors la projection de leur
différence dans I NFP /["+UNPFD est non nulle pour un entier n > 1.
D’autre part, on a g(z}) = z} pour i = 1,2. Dans IMNFP /[I"t1INFD on
peut écrire z} — x5 = 7", avec 8 € N ; on obtient alors :

g(r"B) =7"B=g(m)"B = (1+p°)"x"F mod I+,
Comme (14 p*)™ # 1sin > 1, on en déduit que S =0, d’ott | = 5.
Montrons Pexistence de z’. Comme SFP est complet pour la topologie
définie par les idéaux I'™ et comme NP est libre, il suffit de montrer

que, pour tout entier n > 1, il existe un élément z!, € NIP tel que
g(z") = z!, mod IMNFP et p(2!) = i*(x). Plus précisément :

Sous-LEMME. — S’il eziste x|, € NFP vérifiant
g(z) =2/, modnI™NFP
il eziste x}, ., € NFP tel que
Thy1 =T, mod I+ NFP
{ g(zhy 1) =2l modmIPHUNFD,

Démonstration. — On peut écrire

T
g(zy,) = T + 0 (;s-)yn mod n [ NFP,
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384 N. WACH

avec yn, € N, et on cherche z;, , , sous la forme
’ 0 ™
Tpt1 =Ty + Tn+1 E Tn,
avec T, € N. On a alors, modulo 7"+ NFP
s s
9(Tn41) = T, + ™ (E)yn +Ynt1 (a];)g(wn)
™
= x; + Yn+1 (—’;) ((n + l)psyn + an+lg(xn)).

Comme ¢(z,) =z, modnwN et a =1+ p° mod S :

a™Hg(zn) = (1+p°)" zn mod 7N
= (14 (n+1)p*)z, modnN,

oll v’ est une unité de S, on en déduit que

9(zhs1) =Tpyy  mod r[ NP
équivaut & z, = —(v') "'y, modulo TN.
Il reste & remarquer que pour n = 0, on peut prendre zj = z. (]

REMARQUE. — On voit que, si N est libre de rang d sur S, (NFP)ls
est un W-module libre de rang d et NP = (NFP)Ts @ THNFP; par
conséquent, tout =’ € NI D peut s’écrire d’une maniére et d’une seule
sous la forme

m N
o =3 m()en o glah) =2

s
neN p

COROLLAIRE. — Il existe un isomorphisme de W -modules entre A et
(NFP)'s. De plus, si N est muni d’une action de T, avec Ts C T (resp. de
¢ commutant ¢ 's), l’isomorphisme commute d laction de T (resp. de ¢)
induite sur A et (NFP)Ts.

Démonstration. — Le lemme précédent définit une section de I’appli-
cation p, ayant pour image (NFP)T's et induit donc un isomorphisme de
W-modules A ~ (NFP)Ts,

Si N est muni d’une action de T' (resp. de ¢), 'action de I" (resp. de ¢)
sur A est induite par la projection, tandis que celle sur (NFP)Ts s’obtient
par extension des scalaires. Alors, i* et p commutent & I' (resp. ¢); si
I'on suppose I's C T (resp. ¢ commutant & I'y), (NFP)T est stable par T
(resp. par ) et on en déduit que la section commute & T' (resp. ¢). (]
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REPRESENTATIONS P-ADIQUES POTENTIELLEMENT CRISTALLINES 385

B.1.8. — Si p # 2, notons :
mo=-p+ 3 [

a€F,
Alors (cf. [F94, chap. 5]),

((p(mo) = umog”?™! ol u est une unité de So = W{[m)]
et ¢ =m +p,
y(mo) = x(7)?"mo modulo 7 pour vy € Tg,.

Sip=2, onaSy=W][m]] avec mo = —2 + [¢] + [¢] ! et

@(mo) = umeg® ot u est une unité de Sp
etg=m+p=1+][¢,

219 modulo ¢ pour v € T'g,.

v(mo) = x(7)
Rappelons (cf. [F94, chap. 5]) que pour tout m € N, 7yn,(mo/p)
appartient & Acyis Si p # 2 (resp. Ym(mo/8) appartient & Acris si p = 2). Si
S{mo/p) (resp. S(mo/8)) désigne le sous-S-module, qui est aussi la sous-S-
algebre, de S[1,/p] engendré par les (4 (7o/p))men (€. (Y (0/8))men),
on en déduit un morphisme de W (R)-algebres de W(R) ®s S{mo/p) (resp.
W(R) ®s S{mo/8)) dans Acis qui induit un isomorphisme du séparé
complété W (R)®sS(mo/p) (resp. W(R)®sS(mo/8)) de W(R) ®s S{mo/p)
(resp. W(R) ®g S(mo/8)) pour la topologie p-adique sur Acyis.

Pour s > 1 et pour tout m € N, on a v, (mo/p) € SFP (resp. Yim(mo/8) €
SPD), d’ott un morphisme de W (R)-algebres de W(R) ®s S(mo/p) (resp.
de W(R) ®s S(my/8)) dans W(R) ®s SIP qui s’étend par continuité en
un morphisme v, de Acis vers W(R)®sSEP.

A partir de maintenant, ¢™(z) désigne @ o - o ().

LEMME. — Il existe un et un seul morphisme continu
’(ﬁs : W(R)@SSED — Acris

tel que le diagramme

W(R)®sSFP -2 W (R)®sSFP

wS\A yo

cris

soit commutatif.
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Démonstration.

e Si p # 2, puisque p(7) = umg, ol u est une unité de S (voir
[F94, chap. 5]), on constate que

o(m(55)) = (55 ) = wrem (1 ) " ()

o(m(55)) =0 (14 3) (=)

Si s > 2, on en déduit que ¢(SIP) c SFP. Finalement, °(SFP) est
contenu dans le séparé complété pour la topologie p-adique de S[mo/p].
Comme 7y est divisible par p dans Acs, on en déduit que l'anneau
©*(SFPP) peut étre vu comme une une sous-S-algebre de Agus. Si x est
dans W(R) et y dans SFP, on voit qu’on doit avoir

Ps(z®y) = ¢°*(2)9°(y).
Comme W (R) ®5 SFP est dense dans W(R)®s5SP, cela montre I'unicité
et 'existence s’en déduit immédiatement.

donc

« Pour p = 2, on calcule ¢(y,,(7/2%)) et on montre de maniére similaire
que ¢(vm(m/2°%)) appartient & SF2, si s > 3 et

(1 (§7)) € Acxis = W(R)BsS(mo/8). [

B.1.4. Application aux représentations p-adiques.
Rappelons 1’énoncé de la proposition & démontrer.

ProrosiTiON 1.

Si V' est une représentation p-adique de Gk de hauteur finie et de
dimension d telle qu’il existe un entier r et un sous-S-module N libre
de rang d de M = j, (M), ot M = D%(V), stable par T et tel que
Uaction de T' soit finie sur (N/wN)(—r), alors il exriste une extension
finie L de K contenue dans K, telle que la représentation de G déduite
de celle de G sur V' par restriction soit cristalline.

B.1.4.1. Rappels.

a) Si M est un E-espace vectoriel (resp. un Og-module libre) muni
d’une action de I' et d’un Frobenius ¢ injectif et tel que Ogp(M) = M,
on note j, (M) la réunion des sous-S[1/p]-modules de type fini (resp. des
sous-S-modules de type fini) stables par ¢; si M est de dimension finie
(resp. de type fini) alors (cf. [F91, p. 282]) j«(M) est un S[1/p]-module
(resp. S-module) libre de type fini et

ranggy; /) jx(M) < dimg M (resp. rangg j.(M) < rangp, M).
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On sait également (cf. [F91, p. 293]) que j.(W (Fr R)) est dense dans
A§ =W(R) N Og et sion pose

B} = A§[1/p] = Wity (R) N,
on a pour toute représentation p-adique V de Gg
4+ (DE(V)) = Homg, 1, (V; BE).
Si T est un Zy-réseau de V stable par Gk, on a
ju (D, (T)) = Homy, (11, (T, AF)

et c’est un réseau de j.(D%(V)). On voit que V est de hauteur finie si et
seulement si
ranggry /) Home[HK](V, B;) =d.

De plus, on a (AH)F = W(R)NOg = 8S.
s

b) Représentations cristallines (cf. [F79, chap. 3]) : pour toute repré-
sentation p-adique V de G,

:ris(V) = Home[Gx](V’ Bcris)

est un Ky-espace vectoriel, muni d’une application ¢ semi-linéaire par
rapport & o (déduite de P’action de ¢ sur Beis) et

K ®Ko :ris(v) = HOme[GK](V, K ®K, Bcris)

est muni d’une filtration, déduite de la filtration sur K ®gk, Beris. On
dispose ainsi d’un foncteur de Repr(G k) vers la catégorie des modules
filtrés sur K (cf. op. cit) et on montre que D} ; (V) est de dimension finie
sur Kp, inférieure ou égale & dimg, V'; on dit qu’une représentation est

cristalline si ces deux dimensions sont égales. On note

Repr,criS(GK)

la sous-catégorie pleine de RepQP(G k) dont les objets sont les repré-
sentations V' qui sont cristallines. La catégorie Repg, .is(Gk) est une
catégorie stable par sous-objet, somme directe, quotient, produit tensoriel
et dualité. La restriction du foncteur D3;; & Repg, is(Gk), notée
toujours D} ;. est exacte, pleinement fidéle et induit une anti-équivalence
entre Repg_ .is(Gk) et son image essentielle.

REMARQUE. — Si V est une représentation cristalline, alors V(i) est

également cristalline.
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B.1.4.2. — La proposition & démontrer s’énonce alors ainsi :

ProposrTion 1'.

Si V' est une représentation p-adique de Gy vérifiant les conditions
de la proposition 1 ci-dessus, alors il existe une extension finie L de K
contenue dans K, telle que

Homg, c,;(V, BX;)

cris

soit un Kg-espace vectoriel de dimension d.

Démonstration. — Quitte & remplacer V par V(r), on se rameéne au cas
ou action de I est finie sur N/7N. On commence par montrer que ’on
peut supposer que IV est stable par ¢; on montre ensuite que dans ces
conditions, ¢ est injectif sur N/7N. La proposition se déduit alors de la
maniére suivante.

Choisissons s suffisamment grand pour que I'; C IT" et pour que T’
opere trivialement sur N/wN. Posons L = (K )", qui est une extension
finie de K contenue dans K.,. On a H;, = Hk et on dispose de la suite
exacte :

1—>HK—>GL ——->Fs——>1.

Fixons T un réseau de V stable par Gk et soit
NT = j* (D"é)s (T)) = HomZp[HK](T, A;)

Quitte & remplacer N par p*N pour a assez grand, on peut supposer
N C Nr. L’inclusion

N C Nr = Homg, p1,(T, A%)
C Homg, (g, (T, W(R)) C Homg, (T, W(R))
induit une application injective de SPP®gN = NFP vers
Homyg, (T, W(R))®sS;” = Homg, (T, W (R)®sS; ")

qui commute & l'action de Gk et de . Comme H opere trivialement
sur SFP, l'image est contenue dans Homg, (7,1 (T, W(R)®sSFP). En pre-
nant la partie fixe par I'y, on obtient une application injective, commutant
a I'action de ¢ de (NFP)Ts dans

Homyz, (1, (T, W (R)®sSFP)"™ = Homg, (¢, (T, W (R)®sSP),
d’out (¢f. remarque b) de B.1.2) une application injective, commutant &
I’action de ¢,

N/mN — Homg, (g, (T, W (R)®sS™).
En composant avec Papplication 1, définie en B.1.3, on obtient une

application
Vg : N/’R'N i HOIIIZP[GL] (T, Acris)-
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On dispose alors du diagramme commutatif

N/WN'——’HOIHZP[GL] (T, (R)@SSSPD)

N/ﬂ'N — HomZp[GL] (T,

D’apres un lemme ci-dessous (lemme 3), ° est injectif sur N/7N et v,
I’est donc aussi; on en déduit que Homgz, g, (T, Acris) contient un W-
module libre de rang d, donc que dimg, Homg,z,1(V, Bt

Tis) = d, ce qui
implique que V est cristalline. []

B.1.5.— Montrons maintenant que ’on peut supposer N stable par .
Soit N’ le sous-S-module de Nt engendré par les ¢™(z) pour m € N
et £ € N. Par construction N’ est stable par ¢; il est également stable
par I', puisque I' commute a ¢ et N est muni d’une action de I'. De plus, si

T = Z ame™(Tm,)
mel

appartient & N/, o I est un ensemble fini d’entiers, si a,, appartient & S
et x,,, appartient & NV, on a, pour g € I,

g(z) =z modnN'.

En effet ‘
9(ZTm) = Tm + TYm, avec ym € N,

g(am) = am + by, ,
P™(T) = TV, avec b,, et v, € S,

d’oti, en utilisant le fait que I' et ¢ commutent entre eux :

9(@) =Y glam)g(¢™ (zm))

mel

= Z glam)e™ (zm) + Z 9(am) TV @™ (Ym)

mel mel

= Z am@™ (Tm) + 7r< Z b ™ (Trm) + Z Vmg(am)@m(ym))
mel mel mel

=2 modwN'.
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LEMME 2. — Soit (N')* = Ls(N',S) le dual de N’ dans la catégorie
des S-modules. Alors le bidual (N')** de N' est un S-module libre de rang
d, stable par ¢ et par T' et laction de I's est triviale sur N** /7w N**.

Démonstration. — Puisque S est un anneau local régulier de dimen-
sion 2 et N’ est sans torsion, on sait (cf. [S58]) que (N’)** est libre. Des
inclusions

N c N c Ny,

on déduit les inclusions suivantes :
N** C (N/)** C (NT)**

Comme N et Np sont libres, on a N = N** et Ny = N3* (cf. [S58]);
d’autre part, ils sont tous deux des S-modules libres de rang d et on
obtient que (N')** est de rang d.
Comme S est contenu dans W(R) et que ¢ est bijectif sur W(R), on
peut poser
0 1(S) =8 c W(R).

Ceci permet de définir une application S-linéaire :
P (N')" — Ls(N,S")

en posant ¥(u) = ¢~ louowp. Puisque S’ est un S-module libre de rang fini,
I’application naturelle

S’ ®g Es(N’, S) — ﬁ(N, S,)

est un isomorphisme. Ceci permet de munir le bidual (N')** d’une action
de ¢, en posant ¢(v) = @ owv o1 pour v € (N')**.

Comme D’action de I est bijective sur N’, le module (N’)* est naturel-
lement muni d’une action de I'. Montrons que ’action de I'y est triviale
sur (N'Y*/m(N')*. Sur (N)*, laction de I's est donnée par :

g(u)(z) = g(u(g™ ()

sige s,z € N etue (N). Comme g-'(z) = z modwN’ et
u est linéaire, on a u(g~!(z)) = u(z) modnS; de plus, 'action de T,
a fortiori celle de I', sur S est triviale modulo 7 et on obtient le résultat
souhaité, c’est-a-dire g(u)(z) = u(z) modnS pour tout z € N’, d’ol
g(u) = v modw(N’)*. On en déduit que l'action de I' sur (N')** est
triviale modulo 7. []

A présent, quitte & remplacer N par (N’)**, on peut supposer N C Nr,
avec N stable par ¢ et libre de rang d sur S.
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B.1.6. LEMME 3. — L’application ¢ est injective sur N/ N.

d
Démonstration. — Puisque N est un S-module libre de rang d, AN
est un S-module libre de rang 1, muni des actions de ¢ et de I qui se
déduisent naturellement de celles sur IV ; dire que @ est injectif sur N/7N

d d
est équivalent & dire que ¢ est injectif sur AN/m AN.
d d
Quitte & remplacer V par Ag,V et N par {g\N , on peut supposer que

N est un S-module libre de rang 1, soit N = S -e. On pose ¢(e) = ae
et g(e) = be, oll a et b sont dans S et b est inversible. Alors, en utilisant
le fait que ¢ et I' commutent, on obtient la relation

p(b)a = bg(a).

Comme b et ¢(b) sont des unités, 1'idéal engendré par a doit étre stable
par T' et donc a fortiori par I's. Le groupe I' doit donc permuter les
idéaux premiers de hauteur 1 qui contiennent a. Il existe un multiple non
nul s’ de s tel que I'y laisse stable les idéaux premiers de hauteur 1 qui
contiennent a. Comme g(e) = e mod7, on a b =1 modn et la relation
précédente devient modulo 7

gla) _ »(b)

— =1.
a b

et la fin de la démonstration repose sur le lemme suivant :

Sous-LEMME. — Les seuls idéaux premiers de hauteur 1 de S stables
par T's sont les idéaux engendrés par p, w et ™ (q) pour m € N.

Démonstration. — L’application qui & X associe 7 induit un isomor-
phisme de W[[X]] sur S. Les idéaux premiers de l'algébre d’Iwasawa
W([[X]] de hauteur 1 sont bien connus (cf. [S58]) : ils sont tous prin-
cipaux et, en-dehors de 1’idéal engendré par p, sont en bijection avec les
polynomes irréductibles unitaires & coefficients dans W et distingués (dont
tous les coefficients sauf le dominant sont divisibles par p). On est donc ra-
mené & déterminer & quelles conditions 'idéal engendré par P(r), ou P est
un polynome distingué irréductible, est stable par I's. Soit @ le polyndéme
défini par Q(X + 1) = P(X), de telle sorte que l'on ait

P(m)=Q(l]) et g(P(m) =Q([e]"*),

ce qui fait que I'idéal engendré par P(r) est stable par I'; si et seulement si
P(X) = Q(X +1) divise Q((X +1)*?") dans W[[X]], et donc aussi dans
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W[X] puisque P est un polynéme distingué. Cette condition implique que,
si 3 est une racine de @, alors 311?" est aussi une racine de Q et il existe
donc deux entiers r; et 7y, avec 71 # T3, tels que B (14P°) = gr2(1+2%) ce
qui implique que 3 est soit 0, soit une racine de I'unité. Comme d’autre
part P est supposé distingué, on a v,(8 — 1) > 0 et 3 est donc une
racine de I'unité d’ordre une puissance de p. Ceci implique que @, supposé
irréductible, est un des polynémes cyclotomiques suivants :

NQX)=X—-1et P(nr)=[e] —1=m;

2) il existe n > 0 tel que 'on ait

Q(X)=XxP"(-1) 4 xP"(P=2) . xP" 4
ce qui nous donne
P(m) =[PP 4 [P P 4 ] + 1= 9" (g).
Réciproquement, ces polyndmes vérifient la condition :
QX +1) divise Q((X+1)7),

ce qui permet de conclure. []

Fin de la démonstration de Uinjectivité de ¢ sur N/mN.
On peut alors écrire a sous la forme
a=up™n" H(Wi(Q))n
i€N
ol les 7; sont presque tous nuls et u est une unité de S. Puisque
O¢ - p(Og ®s N) = Og ®s N, nécessairement m = 0 et il reste & montrer
quen =0. Or

@ =1 modnw
et, par conséquent, pour tout s € N,
S
9%°@) _ 1 modr
©*(q)
de méme , si u est une unité de S,
M =1 modm.
u

On en déduit, si 'on pose a = 7™z, que g{z)/z = 1 mod 7 ; d’autre part,
puisque

n
gifn) = x(¢)" mod,
on obtient
g—(c%) = x(¢g)" modm

et comme x(g) n’est pas une racine de I'unité, on doit avoir n = 0. []
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REMARQUE. — Si on ne suppose plus K contenu dans K, on est tenté
de généraliser la définition de S = W(R) N O en posant

Sk = (AE)Hx = (W(R) N &)™ = W(R)Hx N Og,,.

En fait, on peut montrer que Sk = 9, ce qui éclaire la derniére remarque
de la partie A, & savoir que toute représentation de hauteur finie de G
s’étend en une représentation de hauteur finie de Gk, ou K’ est le sous-
corps de K, fixe par I'image de ' dans I'k,.

B.2. Démonstration de 3) implique 5).

B.2.1. — Dans cette partie, il s’agit de montrer le résultat suivant :

ProrosiTION. — Si V' est une représentation de Gx de hauteur finie
de dimension d sur Q, et de de Rham, alors la connexion Vﬁ définie

sur J/M\[l/t}, ot M = Homg, #1,(V, BY) et M = lim M/n"™ M, est triviale.
neN

On rappelle qu’une représentation p-adique V de Gk de dimension finie
est dite de de Rham si Homg, (g, ](V, Bar) est un espace vectoriel sur K
de dimension finie égale & la dimension de V' sur Q.

B.2.2. Résultats sur BJ,.

Si D est un Kp-espace vectoriel muni d’une action de I', on note Dgp;
la réunion des sous-Ky-espaces vectoriels de dimension finie de D stables
par I'.

ProrosITION 1.

On a: o
(Bir/ Fil" Big) gy® = Koolt]/t".
Démonstration. — Elle se fait par récurrence sur ’entier n.

e Le cas n = 1 est un résultat de S. Sen (cf. [Se]) : en effet, on a
B/ Fil' Bf; = C et S. Sen montre que CHX = K.

Sin > 1, onaFil" Bf,/ Fil"*! BJ, = Ct" et on en déduit que

(Fil" B,/ Fil"™ Bip)fx = Koot™

o Soit n > 1; de la suite exacte
0 — Fil" B}, /Fil"*! Bj, — Bi,/Fil"™ B}, — Blz/Fil"Bjz — 0
on déduit I'exactitude de

0 — (Fil" B,/ Fil**! B.)Hxo

R (B;R/ Fil"+! B;R)HKO - (B;R/ Fil" B;R)HK"-
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On suppose donc que
(Big/ Fil" Blp)gm® = Kwolt)/t";

si v appartient a D, sous- K-espace vectoriel de dimension finie stable par I’
de (Bj,/Fil"*! B};)Pxo, son image & modulo Fil" B}, est un élément
de K[t]/t"; par la surjectivité de la projection

Kw[t]/tn+1 — Koo[t]/t"

on peut relever v en un élément v; de Ko [t]/t"!. Alors

v —v; € (Fil" Bf/ Fil"* B) oo = K t»

et par conséquent v est dans K [t]/t"+1. []
B.2.3. Application auz représentations de de Rham.

ProProsITION 2. — Soient V' une représentation de de Rham de dimen-
sion d et n € N; alors

An(V) = HOInQp[HK](V, B;R/ Filn B;R)ﬁni

est un Koo [t]/t"-module libre de rang d et il existe une base (ey, ..., eq)
de Ap (V) et des entiers r; tels que g(e;) = x™"(g)e; pour 1 <i < d.

Démonstration. — L’espace D = Homgq,g,](V,Bir) est un K-
espace vectoriel de dimension finie d muni d’une filtration décroissante
et P’application naturelle

Bar ®x D — Hom, (V, Bar)

est un isomorphisme de Bgg-modules filtrés. Soit (ui,...,uq) une base
de D adaptée & la filtration, c’est-a-dire telle que, si on note 7; le plus
grand entier tel que u; € Fil™ D, alors

Fil" D = QB Ku,.
ri>T
On voit que Homg, (V, B(J{R) est le B;R-module libre de base les t™"iu; ; si
e;:V — Blp/Fil" B,

désigne le composé de t~"u; avec la projection de B;R sur B;R / Fil™ BIR,
alors (e1,...,eq) est une base de Homg, (V, Bj,/Fil" BJ) qui vérifie

gle;) =x""(g)e; pour1l<i<d.
Le sous-(Bj,/ Fil* B1,)-module libre de rang 1 de
Homg, (V, B}/ Fil" B}p)
de base e; pour chaque 7 est stable par Hx et P’assertion résulte de la

proposition précédente. []
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REMARQUE. — 1l est facile de voir que si V' est une représentation
p-adique de Gk de dimension finie d, alors pour tout n € N,

Homg, (r4](V, Bir/ Fil"* BjR) fni

est un Ko [t]/t"-module libre de rang d, méme si V n’est pas de de Rham.
Pour n = 1, c’est un résultat de S. Sen (cf. [Se]) et le cas général s’en déduit
par la méme technique que celle utilisée dans la proposition 1 ci-dessus.

B.2.4. — L’inclusion Wk,(R) C Bj et 'existence du Frobenius sur
Wk, (R) permettent de définir des applications I,, pour n entier, de la
maniére suivante :

I : Wiy(R) ———  (Wio(R))" ———— (Bip/Fil" BN
a L — (a’(p(a)?"‘7(pm(a)7"')

(ao,al,.‘.,am,...) — (ao,(_ll,...,am,...)
ol a désigne 'image de a dans B,/ Fil" BT,.
g g dR dR

LEMME. — Pour tout n € N, le noyau de Uapplication
In : Wk, (R) — (B;R/ Fil" BIR)N

définie ci-dessus est l’idéal engendré par ™. La restriction de I, a Bg‘
définit une application injective, toujours notée I,

BY /m"BE — (Bin/ Fil" Bjp)N.

Démonstration. — Le noyau de I,, dans Wk, (R) est connu (cf. [F94,
chap. 5)); en effet :

Ker I, = {z € Wk,(R) tel que ™ (z) € Fil" Wk, (R)
pour tout m € N}
= 1"Wk,(R).

Le noyau de la restriction & BY est donc
Ker I, = (1"Wi,(R)) N Bf = (1" Wi, (R) N Oz =7"B§
puisque 7 est inversible dans OE , d’ot1 I'injectivité de I,,. []
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B.2.5. Reprenons les hypothéses de B.2.1.

ProposiTION 3. — Il existe s € N, des entiers v, € Z pour 1 <i <d

et une base (¢1,...,84) du Kool[t]]-module libre M tels que Ty C T et
g9(&) =x""i(g)é pourgeTs et 1 <i<d.

Démonstration. — Soient 7;, pour 1 < i < d des entiers et (ey,...,eq)
une base de A, (V') comme dans la proposition B.2.3. ; choisissons un entier
n>r;—r;,pouriet j=1,...,d. Ona

M = Homg, r1,(V; BY)

et on voit que M/7"™M s’injecte dans Homg, (1, (V, B} /mB{). Comme
M est un S[1/p]-module libre de rang d, M/7™M est un module libre de
rang d sur

S[1/p]/="S[1/p] = Ko[t]/t" ;

en particulier, c’est un Ky-espace vectoriel de dimension finie. L’injection
de B /n"B¥ dans (Bjg/ Fil™ Bi,)N définie au numéro précédent induit
une injection de M/7"M dans (Homg, (s1,1(V, Bi,/ Fil” BI,))N. Comme
dimg, M/7™M est finie, si 'on choisit « suffisamment grand, on dispose
d’une application injective

p:M/m"M — (Home[HK](V’ B;R/ Fil" B;R))a

qui est Kjy[t]/t"-linéaire et commute & 'action de I'. Par la finitude de
dimg, M/7™M, I'image de p est contenue dans

(Homg, (1) (V; Bin/ Fil" Big)) py = (€D Keoltl/te:) -

Toujours en raison de la finitude de dimg, M/n™ M, il existe un entier s tel
que l'image de p soit contenue dans (€D K[t]/t"e;)" et on peut choisir s
suffisamment grand pour que K C K et I's CT'. Sim = [K; : K], on voit
que M/n™M s’identifie & un sous-(Kjp[t]/t™)-module libre de rang d stable

par I's de o am
(D rla/ne)” = (D Kolt/t7es)

et on en déduit facilement qu’il existe des entiers 7}, pour 1 < i < d,
appartenant a I’ensemble des valeurs prises par les r;, et une base
(c1y...,¢q) de M/m"M sur Kp[t]/t" tels que, pour 1 < i < d, g(¢;) =
X" "i(g)ci si g € I's. La proposition se déduit alors immédiatement du
lemme suivant :
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LEMME. — Soient m un entier > n et (ci,...,c,;) une base de M/7™M
sur Ko[t]/t™ telle que g(c,) = x~"i(g)c, pour g € Ty; alors il existe
une base (cf,...,c)) de M/m™ M sur Ko[t]/t™! relevant la base
(chy..:,c}) telle que pour 1 <1 <d, g(c]) = X (9)c! pour g € Ts.

Démonstration. — Choisissons (fi,..., fs) une base de M/n™*t!M
relevant la base (cf,...,c)); alors, pour 1 < j <d,

9(fi)) =x"Ti () fi +1™ Y aifi
1<i<d
ou les a;; sont dans Ky. On recherche c;.’ sous la forme
o =fi+t™Y . wijfi,
1<i<d

ol les z;; sont dans K. Calculons g(c&’ ) pour 1 < j < d (on rappelle
que l'on s’est placé dans M/m™+' M et que toutes les égalités sont par
conséquent des égalités modulo 7™+1) :

g(cf) = .‘](fj +t™ Z IL‘ijfi)

1<i<d

=X (@i +t™ Y aiifi +x(@)™™ Y zix " (9) s

1<i<d 1<i<d

et on cherche a avoir

o) =X @) =x @) (£ +1™ Y 3u(9)f:),

1<i<d

c’est-a-dire

Y (e +zx™ @) fi= Y X (9)fi

1<i<d 1<i<d

autrement dit, pour ¢, j=1,...,d:

(X™ " (9) — x 7T (9))xi; = aij.
Comme m > r; — r; pour i et j tels que 1 <4,j < d, on a
X" "(g) —x""(9) #0
et c’est un élément inversible de Ko, d’otl le lemme. []
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Fin de la démonstration.
La connexion V; est triviale, car les ¢":¢; forment une base de M[1/1]
qui est dans Ker V. ]

B.3. Démonstration de 5) implique 4).

Les notations sont les mémes que dans le paragraphe précédent.

ProPosITION. — Si V est une représentation de hauteur finie et si la
connexion Vﬁ est triviale, alors il existe un entier r et un S-module N
libre de rang d inclus dans M = Homgq, (f1,](V, Bgf) stable par T’ tel que
Vaction de I" soit finie sur (N/mN)(—r).

Démonstration. — Comme la connexion est triviale, Ker Vﬁ est un
Ky-espace vectoriel de dimension d, muni d’une action de I finie et

Ko((t)) ®k, Ker Viz = M[1/1].

Soit A un W-réseau de Ker Vy;, stable par T'; alors

Ko((t)) ®w A = M[1/1]

et il existe un entier 7 tel que 'image N de t"W{[t]] ®w A soit contenue
dans M ; de plus, comme laction de I' est finie sur Ker Vg; et donc
sur A, on voit que l'action de I' est également finie sur (Jv /tﬁ )(—r) et
sur (N[1/p]/tN[1/p])(—r). Il reste & montrer qu’il existe un S-module N
libre de rang d contenu dans M tel que N/=N = N/ tN.

Considérons N = N N M ; comme M est libre sur S[1/p] et S[1/p] est
un anneau principal, N[1/p] est un module libre. Il existe un entier m tel
que —_—

t™M C N[1/p] c M
et ¢ et 7 sont congrus modulo une unité de Ky[[t]] = Ko[[r]]. On en déduit
M =t"MNM, dou

7™M C N[1/p]Cc M
et le fait que N[1/p] et N sont de rang d. Comme TN = tNN N,

I'application L
N/aN —s N/tN

est injective, ce qui implique que ’action de I' sur (N/7N)(—r) est finie
et permet de conclure. []
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REMARQUES.

a) On voit que Ker Vi; engendre t—"N et on a un isomorphisme
compatible avec ’action de I :

Ker Vg = "N/t 4N = (N/tN)(=1) = (N/nN)(-).

Ainsi si V est cristalline en tant que représentation de G, on a vu en B.1
que action de G, sur (N/wN)(—r) est triviale et, par conséquent elle est
également triviale sur Ker V.

Réciproquement, si l'action de G, est triviale sur Ker V-, elle I'est
sur (N/mN)(—r) et la démonstration de 1) = 2) implique que V est une
représentation cristalline de Gp.

b) Dans la démonstration ci-dessus, r est choisi arbitrairement tel que

I'image N de t"W[[t]] ®w A soit contenue dans M ; si 7 est remplacé par '
et N’ est Pimage de t” W([[t]] ®w A dans M, alors on a toujours,

Ker Vi = (N'/tN') (=) = (N/tN)(~r).
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