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QUESTION DE WHITEHEAD ET MODULES PRECROISES
PAR

DANIEL CONDUCHE (*)

RESUME. — Soient 8’ : M’ — P et 8’ : M"” — P deux modules précroisés
totalement libres et soit @ = 8’ *8"” : M = M’ * M"” — P leur coproduit (dans
la catégorie des P-modules précroisés). Soient 8 et §’°" les modules croisés induits.
Alors, si 8% est injectif, le noyau Ker(8'°") est I'intersection des termes de la série
centrale descendante de &', la notion de série centrale descendante se généralisant
de fagon naturelle aux modules croisés. Ce résultat permet d’exprimer le probléme
d’homotopie de Whitehead en termes de nilpotence résiduelle.

ABSTRACT. — Let & : M’ — P and 8" : M" — P be two totally free pre-
crossed modules and let 8 = 8’ * 8" : M = M’ x M"" — P be their coproduct (in the
category of pre-crossed P-modules). Let 8°F and 8’°" be the induced crossed modules.
Then, if 8 is injective, the kernel Ker(8’F) is the intersection of 8'°'s lower central
series, the notion of lower central series having a natural extension to crossed modules.
This result allows a translation of Whitehead’s homotopy problem in terms of residual
nilpotency.

0. Introduction

D’apres J.H.C. Whitehead [35] (voir aussi [11], [4]), tout CW-complexe
connexe de dimension 2 peut étre représenté par un module croisé.
La notion de sous-groupe de commutateurs s’étend naturellement aux
modules croisés, d’ou la notion de série centrale descendante dans ce
cadre. Le but de cet article est de montrer que, si X est un CW-complexe
asphérique de dimension 2 réduit, c’est-a-dire dont le 0-squelette n’a qu’un
point, et Y un sous-CW-complexe, le groupe mo(Y) est Pintersection de
la série centrale descendante du module croisé m2(Y,Y!) — m;(Y'1).

(*) Texte regu le 22 février 1995, révisé le 2 mai 1995.
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402 D. CONDUCHE

Donc la question de I’asphéricité du sous-CW-complexe Y, posée par
Whitehead en 1941 [35] (voir [6] pour une étude générale des travaux sur
cette question), se raméne & une question de nilpotence résiduelle dans les
modules croisés totalement libres.

Les principaux outils employés sont, dans un module précroisé, les
commutateurs de Peiffer [31], voir aussi [3], [4], [11]. Le premier para-
graphe rappelle les définitions et donne quelques propriétés des modules
(pré)croisés et des commutateurs de Peiffer (voir aussi [4], [15]).

Le deuxiéme paragraphe rappelle succintement la correspondance entre
groupes simpliciaux et modules précroisés via le complexe de Moore
(cf. [26] par exemple). La construction du module croisé

mo(X, X1) — m(XY)

(cf. [35), [11], [3]) et celle du groupe simplicial libre associé par Kan [25]
sont rappelées, ce qui permet d’exprimer la question de Whitehead en
termes de modules précroisés.

Dans le troisieme paragraphe un groupe simplicial homotopiquement
trivial, dG & Quillen [32] et lié au foncteur de décalage, est utilisé pour
construire un diagramme commutatif contenant des modules précroisés
libres induisant les modules croisés

(X, X1) — (X)) et m(Y, Y1) — m (Y.

Ce diagramme permet de retrouver des propriétés des sous-groupes de
P=m(Y") =m(X?) (cf [21]) et du noyau Ker(m1 (V) — 71 (X)) (cf. [9]).

Le quatriéme paragraphe est consacré a I’étude des relations entre sous-
groupes de commutateurs et sous-groupes de Peiffer et a la démonstration
du résultat annoncé. Dans le cas particulier ou le CW-complexe X est
contractible et fini on retrouve un résultat de Bogley [5].

Conventions et notations

Etant donné un groupe H, un groupe G est un H-groupe si une
opération du groupe H sur le groupe G est donnée; cette opération se
fait & gauche et 'action de 1’élément o € H sur I'élément z € G est
notée “z. Le produit semi-direct correspondant est noté K = G x H, ou
G x iH si linjection ¢ du groupe quotient H dans le groupe K a besoin
d’étre précisée. Un commutateur ordinaire est noté [z,y] = zyx~ly='.

Le sous-groupe normal engendré par un sous-groupe G’ d’un groupe G
est noté G’. Pour tout H-groupe G et tout sous-groupe G’ de G, on
note [H,G’] le sous-groupe de G engendré par les éléments “zz~! pour
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QUESTION DE WHITEHEAD ET MODULES PRECROISES 403

a € Hetz € G'; si G’ est un sous-groupe de H, l'opération se fait
par conjugaison et le sous-groupe [H,G’| est le sous-groupe de com-
mutateurs habituel. Soit v, (H, G’) la famille de sous-groupes de G définie
récursivement par

71(H7 G,) =G et ’Yn(Ha GI) = [H77n—l(H, GI)] ;
pour H = G’, on retrouve la série centrale descendante
M (H) = v (H, H).

La définition du complexe de Moore, un peu différente de celle utilisée
dans [16] et [26], est celle utilisée dans [27] et [14] : si G, est un groupe
simplicial, son complexe de Moore est donné en dimension n par

N(G)n= [ Ker(d).

i<n—1

L’expression «coproduit» a été préférée a celle de «produit librey et
est notée « *». La notation «[]» indique la fin d’'une démonstration ou son
absence.

1. Modules précroisés et commutateurs de Peiffer.

D&FINITION 1.1. — Un module précroisé est la donnée d’un morphisme
de groupes 8 : M — P et d’une opération du groupe P sur le groupe M
qui vérifient, pour tout z € M et tout a € P,

(i) 0(%z) = ad(z)a™t.

Le P-groupe M est appelé un P-module précroisé. Si, de plus, ’égalité

(i) 2@y = zyz~?

est vérifiée pour tout x et tout y € M, le morphisme 0 est un module
croisé et le groupe M est un P-module croisé.

DerFINITION 1.2, — Soit d : M — P un module précroisé. On appelle
commutateur de Peiffer un élément de la forme

(z,y) =zyz'%y~!,  =zyeM.

Le sous-groupe de Peiffer de M (ou de 9), P»(M) est le sous-groupe
engendré par les commutateurs de Peiffer.

Le module croisé induit par O est le morphisme

M
o M= =, p
Py (M)
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404 D. CONDUCHE

ProposiTiON 1.3. — Soit @ : M — P wun module précroisé. Les

commutateurs de Peiffer vérifient les relations suivantes, pour z,y,z € M,
a € P etk € Kero,

1) (2,y2) = (2,9) %y (z,2) %y~ = (z,y)(z, 2)((z, )71, O%y);
2) (2y,2) =2 (y,2) =Xz, %) = ((1,2),2) " (v, 2){z, %%) ;

3) *z,y) = (°z,%y);

4 (k,z) = [k, a];

5) (z,y9) = [z, y)y %"y~ [
Les commutateurs de Peiffer utilisés ici correspondant & des opérations

a gauche, ces formules different de celles de [4] mais sont les mémes que
dans [15].

DErFINITION 1.4. — Un sous-groupe de M est un sous-module précroisé
s’il est stable par 'opération de P.

Contrairement & ce qui se passe pour les modules croisés, un sous-
module précroisé de M n’est pas toujours un sous-groupe normal de M.
Ainsi M peut étre le coproduit M = M’ x M” de deux sous-modules
précroisés. La vérification du lemme suivant est purement formelle.

LEMME 1.5. — Etant donné un groupe P, le coproduit d’une famille de
P-modules précroisés est égal a leur coproduit comme P-groupes et aussi
a leur coproduit comme groupes. []

REMARQUE 1.6. — La situation est trés différente pour les P-modules
croisés (cf. [10], [17]).

Si M' et M" sont deux sous-modules précroisés de M, le sous-groupe
de M engendré par les éléments (z,y) pour x € M’ et y € M" est noté
(M’, M"). En particulier,

P(M') = (M',M').
Le sous-groupe (M’ M"') est un sous-module précroisé de M. La propriété
suivante résulte des égalités (1.3.1) et (1.3.2) :

PropPOSITION 1.7. — Sotent 8 : M — P un module précroisé et M’
et M" deuz sous-modules précroisés de M tels que M'M" = M. Alors le
sous-groupe (M', M") est normal. []

COROLLAIRE 1.8. — Pour tout sous-module précroisé M' du module
précroisé 8 : M — P les sous-groupes (M, M’) et (M', M) sont nor-
mauz. []
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QUESTION DE WHITEHEAD ET MODULES PRECROISES 405

COROLLAIRE 1.9. — Soit 8 : M — P un module précroisé et soient M’
et M" deux sous-modules précroisés tels que M'M" = M. Alors :

(a) tout élémentt € Po(M) s’écrit t = t1te = t3ts avect; € (M, M’),
to € (M,M"),t3€ (M',M) etty € (M",M);

(b) tout élément u € (M, M") s’écrit u = uj ug avec uy € (M',M")
et ug € P2(M”) H

(c) tout élément v € (M', M) s’écrit v = vy vy avec vy € (M', M") et
Vg € Pz(Ml).

Démonstration. — Soient x,y appartenant & M. L’élément y étant un
produit d’éléments de M’ et de M”, la formule (1.3.1) permet d’écrire
(x,y) comme produit d’éléments de (M, M’) et d’éléments de (M, M").
Ces sous-groupes étant normaux, (z,y) est encore le produit d’un élément
de (M, M') et d’un élément de (M, M"). Les autres cas se traitent de la
méme facon. []

ProprosiTiON 1.10. — Soient &' : M' — P et 8" : M" — P deuz
modules précroisés et soit 0 = 0'x0" : M = M'x M" — P leur coproduit.
Alors le groupe M" est un produit semi-direct du groupe (M', M") par le
groupe M" .

Démonstration. — Le groupe M" est engendré par les éléments xy z~!
avec £ € M’ et y € M". Par ailleurs zyz~! = (z,y)?%y. Le morphisme
0' et 'identité de M" induisent un morphisme M = M'* M" — M" x P
dont se déduit une surjection scindée M” — M” de noyau (M', M"). []

CoROLLAIRE 1.11. — Le groupe (M, M") est isomorphe & un produit
semi-direct

(M, M"Yy = (M',M") x P,(M"). []

ProposITiON 1.12. — Le groupe (M’', M) est isomorphe & un produit
semi-direct
(M' M) = (M',M") x P,(M"). []

2. Modules précroisés et groupes simpliciaux

Etant donné un groupe simplicial G., soit N(G)s son complexe de
Moore. La conjugaison par soGo dans G; munit le morphisme

N(G)1 — N(G)o
d’une structure de module précroisé. Soit N'(G) ce module précroisé.
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406 D. CONDUCHE

Le foncteur N’ ainsi défini, de la catégorie des groupes simpliciaux
dans la catégorie des modules précroisés, admet un adjoint & gauche, le
foncteur K’ (cf. [14]). Etant donné un module précroisé d : M — P,
les composantes en dimensions 0, 1 et 2 du groupe simplicial K’(9) sont
respectivement

K I(a)o =P,
K’(6)1 =M x SoP,
K/(a)z = (81M * SoM) A 8180P.

Le composé du foncteur d’oubli de la structure précroisée et du fonc-
teur N’ a pour adjoint & gauche le foncteur K. Etant donné un morphisme
de groupes 6 : My — P, le groupe simplicial Go = K(§) a pour compo-
santes en dimensions 0, 1 et 2 respectivement

K(8)o = P,
K(6)1 = Mo * soP,
K(6)2 = s1.Mo * soMp * s150P.
Le module précroisé libre engendré par le morphisme § est alors :

N'(G.) = N'K(5).

Cette situation est décrite en basses dimensions par le diagramme suivant,
ot M = N(G); = N'(G); et ou K'N'(G.) figure dans la deuxiéme
colonne :

~

s1 My * so My * s189P (M*xM)xP
LT LT
My * so P = M x P
T HT
P — P.

REMARQUE 2.1. — Les foncteurs K et K’ sont définis sur des catégories
plus générales [14] ; par exemple K est défini sur la catégorie des complexes
de groupes.

ProposiTiON 2.2. — Soit 0 : M — P un module précroisé et soit
G« = K'(9). Alors nous avons les isomorphismes suivants

m1(Ge) & = Ker(07"),

mo(Gs) = Coker(0;) = Coker(65"). []
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2.3. — Soit X un CW-complexe réduit de dimension 2. Soient :

o P2 m(X?1) le groupe libre engendré par ’ensemble des 1-cellules,

e My le groupe libre engendré par I’ensemble des 2-cellules et

e 0: My — P un morphisme défini en associant & chaque 2-cellule un
représentant dans P de I'image de sa fonction caractéristique.

Alors le groupe simplicial Ge = G(X)+ = K(8) est celui associé par
Kan [25] au CW-complexe X et a la propriété suivante.

THEOREME 2.4. — Etant donné un CW-complexe réduit X, il existe
pour tout n > 0 un isomorphisme m,(G(X)e) 2 mop1(X). [J

Le module croisé induit par N'(G) est celui associé au CW-complexe X
par Whitehead [35] (voir aussi [3], [11]). D’ou les définitions suivantes.

DerFiNITIONS 2.5. — Un module précroisé 0 : M — P est asphérique
si Ker(0) = P»(M). Si, de plus, le morphisme 0 est surjectif, le module
précroisé 0 est contractible.

DEFINITION 2.6. — Un P-module précroisé M est libre si M est libre
comme P-groupe. Un module précroisé 0 : M — P est totalement libre si
le groupe P est libre et si le P-module précroisé M est libre.

Un module croisé est libre (resp. totalement libre) s’il est induit par un
module précroisé libre (resp. totalement libre).

La construction décrite en (2.3) n’est pas fonctorielle. Cependant
elle peut étre effectuée sur un couple X O Y de CW-complexes. Il
correspond alors au sous-CW-complexe Y un sous-groupe M| facteur du
groupe My pour le coproduit, c’est-a-dire qu’il existe un sous-groupe M
du groupe My tel que My = M} x M, ce sous-groupe M/ correspondant
3 un sous-CW-complexe Z de X telque YUZ =XetYNZ C X!; on
peut supposer de plus que X! = Y! = Z!. Compte tenu du lemme 1.5,
le probléme d’homotopie de Whitehead est donc équivalent a la question
algébrique suivante.

QuEesTION 2.7. — Soient &' : M' — P, 8" : M" — P deux P-
modules précroisés totalement libres et 0 =0 0" : M = M' « M" — P.
Si le module précroisé O est asphérique, le sous-module précroisé &' est-il
asphérique ?

Dans cette question, le module précroisé 0 peut étre supposé contrac-
tible. Le passage au revétement universel permet de se ramener & ce cas [6].
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408 D. CONDUCHE

3. Décalage et modules précroisés

Etant donné un groupe simplicial G, soit Dec! (@) le groupe simplicial
décalé obtenu par oubli du dernier bord et de la derniére dégénéres-
cence [24]. Soit g le morphisme simplicial & valeur dans le groupe
simplicial constant Gy défini par

¢n = A7t : Dec’ (@), = Gy — Go
et soit (cf. [32]) _
G. = Ker(qs).

PrOPOSITION 3.1. — Le groupe simplicial G. est homotopiquement
trivial. []

Le bord oublié en chaque dimension définit un morphisme simplicial
surjectif
g : Decy (G)e —» Gl

donné par :
Gn = dnt1: Gny1 — G

Le morphisme g« a pour section le morphisme

ie : Go —> DeC1 (G)o
défini par la dégiénérescence oubliée i, = s,. Le morphisme g« induit un
morphisme g. : Go — G. surjectif mais i, (Gp) n’est pas inclus dans G,.

ProposiTION 3.2. — Soient 0 : M — P un module précroisé et
G. = K'(9). Alors :

(a) Le groupe simplicial G+ est naturellement isomorphe au groupe
sitmplicial associé par le foncteur K aw morphisme identité de M.

(b) Le module précroisé N’ (G) s’crit d: M — M ot M est le sous-
groupe normal de Gy = s1 M +sqM engendré par s; M, donc le sous-groupe

engendré par les éléments de la forme sox s1ysoz ™! pour z,y € M. Le

morphisme d est la restriction du bord d; : d(soz 51y soz™!) =zyz L.

(c) Le morphisme d a pour noyau Ker(d) = P,(M). []
Dans cette situation, le morphisme p. = N’(gs) s’écrit pe = (p1,p0) :
M—M
al lo

M — P,
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QUESTION DE WHITEHEAD ET MODULES PRECROISES 409
avec, pour r,y € M :

p():aa

p1(s0 281y S0z~ 1) = da(soz 51y sz 1) = sodi(z) ysodi(z)~! = oz,

Le morphisme de groupes p; est surjectif et scindé par la restriction 3 M
de il = S1.

Soient :

e 0 =08%x8": M =M xM" — P le coproduit de deux modules
précroisés;

e Ge=K'(0) et N'(Geo)=d: M — M;

o M le sous-M-module précroisé de M engendré par s;M’, donc le
sous-groupe de M engendré par les éléments sox s;y soz ™! pour £ € M
ety € M,

o d': M’ — M la restriction du morphisme d.

LemME 3.3. — Avec ces notations, on a :
(a) d'(M') =M.

(b) Coker(d') = M".

(c) Le module précroisé d’' est asphérique.

Démonstration. — Les assertions (a) et (b) sont immédiates.

Montrons (c). L’opération du groupe M sur le groupe M étant la
conjugaison via sg, le commutateur de Peiffer des éléments sot s,z st ™!
et 81y, pour x,y € M’ et t € M s’écrit :

(sot s1z sot ™Y 819) = sot 812 sot 181y sot slx_lso(wt_l)sly—l so(tz™1t™1).

Donc, si z = utzt™! avec u € M, t € M" et x € M/, I’élément
S0z 81y Spz~ ! oll y € M’ s’écrit :

80281y 802+ = Sou (sot 517 sot™Y s19) " tsot sy st !

81y Sot slx_lsot—lsou_l

= sou Sot 512 Sot ~ 181y st 5127 Lsot L sou~! mod Py(M).

Tout élément z € M s’écrit z = 2129 avec 21 € M" et 2, € 1/\/1\’; donc
la répétition de ce calcul montre que I’élement soz s,y Sz~ ! est congru
modulo P,(M') & un produit d’éléments de la forme sot’s1z’sot’ ™! avec
t' e M" et ' € M’, donc & un élément de s; M'xsgM". Or la restriction au
groupe s M'*soM" de I’application d est un isomorphisme avec le groupe
M’ xM" = M. Donc le morphisme d’ a pour noyau Ker(d’) = P,(M’). []
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410 D. CONDUCHE

REMARQUE 3.4. — Si les groupes M’ et M" sont libres, le module
précroisé totalement libre d représente un CW-complexe contractible et d’
un sous-CW-complexe dont le m; est le groupe libre M”. Dans ce cas,
Passertion (c) résulte d’un théoréme d’Adams [1].

Le morphisme p. se restreint & un morphisme p.’ = (p}, pj) de modules
précroisés ol pj = po = 0. Le morphisme de groupes p} est encore surjectif
et scindé par la restriction i} du morphisme i1 ; son noyau est le sous-
groupe {M, M'} de M’ engendré par I’ensemble des éléments

{z,y} = sox s1y soz ™ s1(%7y) ™!
avecx € M et ye M'.
LEmME 3.6. — On a:
(a) Pi(P2(M)) = Py(M).
(b) d'({M,M'}) = (M,M"). ]
Dans toute la suite le module précroisé O est supposé asphérique.

Soient K’ = Ker(d') et #’ = Coker(d’). Le morphisme p’e donne le
diagramme commutatif suivant ol les lignes et les colonnes sont exactes
1 1
! |
PB(M) —— K’

l l

1 — (MM} — M — M — 1
(3.7) l l l
1l — PM) — M — P
P,(M)/(M,M"y — M" — 7’
! ! 1
1 1 1

LeEMME 3.8. — Le diagramme (3.7) induit une suite exacte

— Py(M
PB(M)— K — —————U\;’(M?) — M —

Démonstration.— C’est le lemme du serpent. En effet, la démonstration
de ce lemme, donnée en général dans le cas abélien [8, chap. 1, §1.4 par
exemple], reste valide pour un diagramme de groupes non commutatifs, du
moment que les morphismes verticaux ont pour images des sous-groupes
normaux. (]
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QUESTION DE WHITEHEAD ET MODULES PRECROISES 411

Le module précroisé &' est asphérique si et seulement si le morphisme
Py(M') — K’ est surjectif, donc si et seulement si le morphisme induit

Py(M)

1"
arary M

f:

est injectif. Cette suite exacte permet une légere généralisation d’un théo-
réme de Gutiérrez et Ratcliffe [21] (voir aussi [23]).

THEOREME 3.9. — Soient P' = 0(M') et P = d(M"). Alors on a :
PI N P/I [Pl P”]

Démonstration. — Par 'exactitude de la suite (3.8), on a :

f(4<§/‘2[,(?\/[42> ) = Ker(M" — 7').

La décomposition de P»(M), donnée par le corollaire (1.9), permet d’écrire
P(M) \ _
it ary) = feP ) o
—fC(< M) (M, M")P,(M"))
((M' M")) fe(Pa(M"))

oll ¢ est la projection canonique de Po(M) sur Po(M)/(M,M’).
Comme fc((z,y)) = y2%y~! pour z € M’ et y € M"”, nous avons :

fC(<MI,M”>) — [P/,M/I].

Par ailleurs, la restriction au sous-groupe P>(M") du morphisme fc est
Iinjection canonique, d’ou 1’égalité

#( {;—jf—]‘%) = [P, M"|Po(M").

Le morphisme M" — 7’ se décompose en

al/
M' 2P —q

ou 0" est la restriction du morphisme 8 : M — P; en effet, le mor-
phisme 9" est induit par le morphisme 9 et la surjection M — M" est
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412 D. CONDUCHE

scindée par I'injection canonique. Comme le sous-groupe P’ est le noyau
du morphisme P — 7’ nous avons 1’égalité :

[P,,P”} — 6”([PI,M”] P2(M”)) — Pl N P". D

ProrosiTioN 3.10. — L’opération par conjugaison du groupe M sur le
sous-groupe Py(M) induit une opération du groupe M" sur le groupe

Py(M)

(M, M’)

qui fait du morphisme f un module croisé.

Démonstration. — La propriété (1.1.i) est facilement vérifiée. Pour
x € M' et 2 € P,(M) = Ker(9), 1'élément [z,z] = (z,7)' appartient
a (M,M'); donc le sous-groupe M’ opére trivialement sur le groupe
Py(M)/{M,M') et nous avons la congruence suivante modulo (M, M’) :

-1

(z,y) 2 (z,y) =y 2!

Zazy y—l
pour z € M', y € M" et z € Po(M). En conséquence, la propriété (1.1.ii)
est vérifiée. []

LEMME 3.11.— En restriction au sous-groupe Po(M"), le morphisme c
est injectif et le sous groupe c(Py(M")) de M /(M,M') est normal.

Démonstration. — Le sous-groupe P2(M") s’injecte par fc dans M”,
donc il s’injecte par ¢ dans Po(M)/(M,M’). Par ailleurs, Pa(M") est
stable par conjugaison par un élément de M" et M’ opére trivialement
sur tout sous-groupe de Po(M)/(M,M’). []

Soit

Py(M)
(M, M')P,(M")

MIICI‘

r

le morphisme induit par la projection canonique de Pp(M) sur

MIICI‘ — M” .
P2( M//)
LeMME 3.12. — Le morphisme f' est un module croisé.
Démonstration. — C’est une conséquence immédiate de la propo-

sition 3.10. []
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LEMME 3.13. — Soit m = Coker(9). Les modules croisés
8Icr . M/cr P, f, fl

ont le méme noyau A = K'/Po(M')- De plus f et f' ont pour conoyau
70 = Ker(n' — 7).

Démonstration. — Cela résulte de la suite exacte (3.8). []

ProrosiTioN 3.14. — Il existe un morphisme de modules croisés
ge =(g1,90) : f/ — & qui a les propriétés suivantes :

(a) go=20"°";

(b) g1(Po(M)/(M, M'yPy(M")) = [P", M"*"]

(c) pourte€ A, onagi(t) =t"1.

Démonstration. — Soit
o:M=MxM"— M= xP

le morphisme défini par le morphisme canonique M’ — M’ et le
morphisme 8" : M"" — P. Compte tenu des égalités

p((M",M")) = p(Po(M")) = p(P(M")) = (1),
la restriction de ¢ & Py(M) se factorise par un morphisme

’ P2(M)

P i — M'* x P
oLy

dont I'image est p((M"”, M"}). Soit, pour z € M’ (resp. x € M"), Z 'image
de z dans M’ (resp. M"°"). Pour z € M’ et y € M", nous avons :

o((z,9)) = p(zyz~1 27y ™)
= (z,1)(1,0"y) ("1, 1)(1,8"(>*y)™")
oy ———1 8//(y82: —1))

=(z
= (z%z",0[y,))
= (z

8y——1 6/cr(8y~ ——1))
L’image p({(M", M')) est donc contenue dans le sous-groupe
A(Mlcr) — {(z—l,alcr(z)) iz € Mlcr}
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du groupe M'* x P. 1l suit de la propriété (1.1.ii) que l’application
0 . A(Mlcr) N MICI‘
définie par 0(z71,0'°*(z)) = z est un isomorphisme. Soient

Py (M)

@O0 B RO

le morphisme quotient et g; = 6¢’. Nous avons, pour z € M’ et y € M",
I'égalité

g1(d (@) = zz™";
donc le morphisme g; vérifie la propriété (b). Nous avons également
I’égalité :

9" g1(c'((z,y))) = Oly, ].

Par ailleurs, nous avons
allcrf/ (CI(<.’E, y>)) — 8Icr (g 823?—1) — 8[y> x]
et le diagramme commutatif

Py(M)/ (M, M"\Py(M") -2 M’

f/l lalcr
Mllcr 8//!:!' P

D’apres la formule (1.3.1), on a
(o) 2 = (% ) e, 2y)
pour € M’ et y,z € M", d’oli, en utilisant la propriété (1.1.ii)

89" %) z=10(%" 2y) 5 1

a1 (d(zz,y)e ) =2 ZE

-1 -1 _
=a—;8(m zz)j—la(z zzy)i,:-t 1

——1

192z %z gz 57!

Le morphisme g¢; est donc 8”°*-équivariant.

Le morphisme § vérifie §(t) = t~! pour t € A; donc g; vérifie la méme
propriété. []
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LEMME 3.15. — Le groupe quotient M"/[P', M"] est un 7'-module
précroisé. Ce w'-module précroisé est libre si, de plus, le P-module
précroisé M" est libre.

Démonstration. — L’opération induite du sous-groupe
P’ =Ker(P — 1)

sur le quotient M"/[P’', M"| est triviale; donc M"/[P’, M"] est un «'-
module précroisé. De plus, une base de M” comme P-groupe est envoyée
par le morphisme quotient sur une base de M"” /[P, M"'] comme 7’-groupe,
donc M"/[P', M"] est un 7’-module précroisé libre. []

ProposiTION 3.16. — Si le P-module précroisé M" est libre, le groupe
70 = Ker(n' — 7) est un n’-module croisé libre.

Démonstration. — Le sous-groupe
[P, M"|Py(M") = Ker(M" — 7')

de M" a pour image Po(M"/[P', M"]) dans M"/[P’', M"] et cette image
est le noyau du morphisme M"/[P', M"| — =’, d’ou l'isomorphisme :
M cr
(W) :Ker(7r—>7r'). D

REMARQUE 3.17. — En termes de CW-complexes, cette proposition est
une conséquence immédiate de la longue suite exacte d’homotopie associée
au couple (X,Y) et du fait, démontré par Whitehead, que m2(X,Y) est un
71(Y)-module croisé libre [35] (voir aussi [18] et [17]). Cette proposition
et le corollaire suivant sont dans [9].

COROLLAIRE 3.18.

(a) Le groupe Hy(m°) = (7°)2® est un Z[r]-module libre de base en
bijection avec une base du P-groupe libre M" .

(b) On a Hay(n%) =0.

Démonstration. — Cela résulte immédiatement du théoréeme de Rat-
cliffe caractérisant les modules croisés libres [33], voir aussi [20] pour la
propriété (b). []

CorOLLAIRE 3.19. — Soit X" une base du P-groupe M" et M| le
sous-groupe de M"' engendré par X". Le morphisme composé

UMy — M" —» 70
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est injectif et induit pour tout n un isomorphisme
MY ~ m
Yn(My) Y (m0)
Démonstration. — Le corollaire 3.18 donne des isomorphismes
Hi(M{) = Hi(7°%) et Hy(M{)=0= Hyn°).

Les isomorphismes M{' /v, (M{') 2 7°/~,(7°) résultent d’un théoréme de
Stalling [34]. Finalement, on a :

Ker($) € () (M) = (). [1

n>1

Les groupes abéliens v, (7°)/vn+1(7®) étant libres, donc sans torsion,
un théoréeme de P.M. Cohn sur les algebres de groupes [13] donne une
autre propriété du groupe 7°.

COROLLAIRE 3.20.— Soit In° I’idéal d’augmentation de I’anneau Z[r°].
Alors, pour tout entier n, on a :

(14 I N7° =y, (7). []

4. La série centrale descendante

A partir de ce paragraphe, les modules précroisés 0' et 8", et donc
également 0, sont totalement libres.

La propriété suivante est due & Baer [2].

THEOREME 4.1.— Etant donné un groupe G, le quotient v, (F) /yn(F, R)
est indépendant, a isomorphisme prés, de la présentation libre

R—F—@G
du groupe G. []

COROLLAIRE 4.2. — Etant donnés deuz groupes libres F et G et une
surjection F' — G de noyau R, les groupes suivants sont égauc :

Y (F,R) = m(F)NR.

Démonstration. — Le théoréme 4.1 appliqué aux présentations (F, R)
et (G, 1) du groupe G donne un isomorphisme

W) o
(a) m =~ v (G)

donc yn(F, R) = Ker(va(F) — 1 (G)) = m(F)NR. []
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REMARQUE 4.3.—Le groupe G étant libre, la suite exacte R — F —» G
est scindée et il est facile de vérifier directement I’isomorphisme (a).

COROLLAIRE 4.4. — On a v,(M) N Po(M) = v, (M, P,(M)).

Démonstration.— Comme le module précroisé 0 est asphérique, la suite

est une présentation libre du groupe libre M. []

REMARQUE 4.5. — Pour n = 2, c’est un cas particulier d’un théoréme
de Ratcliffe [33] (voir aussi [20]).

THEOREME 4.6. — Soit L le noyau de la restriction ¢ Po(M) du
morphisme de projection de M sur M" introduit en (3.7) et soit un entier
n > 1. Tout élément x € L est congru modulo (M, M') & un élément du
sous-groupe Yo (M" (M, M"Y) N [M', M"].

Démonstration. — D’apres le corollaire 1.9, ’élément x s’écrit z =y 2
avecy € (M,M') C L et z € (M,M"); donc z appartient & (M, M")N L.
L’inclusion (M, M") C M" et Pégalité L = Pr(M) N M impliquent
I’appartenance P

zeM'NnM" =M ,M"].

La propriété est donc vérifiée pour n = 1.
Supposons-la vérifiée jusqu’a I’ordre (n— 1), ce qui permet de supposer
T € Yn_1(M", (M, M")). Ce groupe est engendré par les éléments de la
forme
y=[tn, [t [ [tne2s2]] - ]]

avect; € M" pour1 <i<n-2etze€ (M,M"). Pourue M etve M’
le commutateur de Peiffer

(u,v) = [u,v] v~}

est le produit d’un élément de [M’, M"'] et d'un élément de M". Comme
le sous-groupe [M’, M"] est normal dans M, I’élément z sécrit z = 2129
avec z1 € [M',M"] et zo € M". Le développement du commutateur
[t1,[. .-, [tn—2,2122]...]] montre que y est le produit d’un élément de
Yn(M)N[M', M"] et d’un élément de 7,1 (M"). Donc I’élément x s’écrit
T = 71273 avec 1 € Yo (M) N[M', M"] et 3 € Yp—1(M"). Comme z est
dans [M’, M"], on a zo = 1, donc z appartient & v, (M) N [M', M"] et,
d’aprés le corollaire 4.4, z appartient & v, (M, P,(M)). Par ailleurs, on a

'Yn(M7P2(M)) :'7n(Ma <M7MI>)’VH(M7 <M’M”>)
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et Vinclusion ~y, (M, (M, M')) C (M, M’). Donc I’élément z est congru &
un élément 2’ € 7, (M, (M, M")). Comme (M, M') est contenu dans M,
I’élément z’ appartient & M s de plus, v,(M,(M,M")) est contenu
dans M" et donc z' appartient & [M', M").

Les mémes arguments permettent de vérifier, par récurrence, que
Pélément x’ est congru & un élément

2@ € yp_pir (M, 7, (M" (M, M"))) 0 [M', M"].
En effet, supposons que z’ soit congru & z®=1 appartenant a
Yn—pt2 (M, 1p-1 (M", (M, M"))) N [M', M").
Le groupe Yn—p+2(M, vp—1(M", (M, M"))) peut s’écrire

'7n~p+2(Ma Yp—1 (M”a (M, MH)))
= Yn—pt1 (M, [M,vp—1(M", (M, M"))])
= Yn—p+1 (M, [M" * M", v,y (M", (M, M"))])
= Yn—p+1 (M, [M',yp1 (M", (M, M"))] [M", yp_y (M", (M, M"))])
(M,

= Yn—p+1 MI Yp— 1( M” (M, M”>)]) Yn—p+1 (Mv ’YP(MHv (M, M”>))-

Ces égalités sont vérifiées parce que le sous-groupe (M, M") est normal.
Or nous avons :

[MI,VP—l(MH, <M7 MH))] = <7p—1(M”7 <M7 M”>)’Ml> - <Ma MI) ;

donc Yp—pt1(M, [M', yp—1(M",(M,M"))]) est contenu dans (M, M’).

L’élément 2(P~1) est congru & un élément
x(p) = Yn—p+1 (M, ’yp(Mlla (M, M//>))

et, toujours pour les mémes raisons, =) est dans [M’, M"].

Pour n = p, nous obtenons :
=™ €y, (M, (M,M")) N [M',M"). []
COROLLAIRE 4.7. — Soient

_ n Pa(M) _ e Py (M)
Al_n(l%(M’a_;m)’ A2—nr317n(M am>
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Alors le noyau A des morphismes f et f' de (3.13) vérifie les égalités
A=A, = A,.

Démonstration. — D’apres le théoréme 4.6, on a A C A; et A C As.
Par ailleurs, on a

F(41) € () 3(M") = (1)

n>1
car le groupe M" est libre. De méme, on a
fI(A2) c m ,yn(MHcr), g''er ﬂ ,yn(MNcr) C m ’Yn(P) — (1)
n>1 n>1 n>1

donc
ﬂ ,Yn(Ml/cr) C Ker(al/cr).

n>1

Or, le groupe P étant libre, on a (cf. [28])
Ker(al/cr) N 72(Mllcr) — (1) D

CoOROLLAIRE 4.8. — Les égalités suivantes sont vérifiées dans le module
croisé 9'°" :

A= Ker(a/cr) — ﬂ 'Yn(P",Mlcr) — m 'Yn(P, M/cr)

n>1 n>1

ou le groupe P" a été défini en (3.9).

Démonstration. — Le morphisme go de (3.14) donne les inclusions
suivantes :
A C m ,_yn(Pl/,Mlcr) C ﬂ ’Yn(P, Mlcr)'
n>1 n>1

L’inclusion ﬂ Yn(P, M) C A se vérifie comme en (4.7). []

n>1

Soit
Cl — (Mlcr)a.b

I’abélianisé du groupe M’*. L’opération de P sur M’ fait du groupe
abélien C’ un Z[r’]-module, libre puisque M’ est un P-module croisé
libre [33]. Le groupe P étant libre, il y a un isomorphisme, non canonique
et non équivariant, M'* = A x P’ (¢f. [36], [28]); donc le groupe A, qui
est central dans M'®", s’identifie & un sous-module de C’ (¢f. [11], [33]).
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Soit I7' 'idéal d’augmentation de 1’algebre de groupe Z[r'].

COROLLAIRE 4.9. — On a Uinclusion A C ﬂ (I="»C'. []
n>1

REMARQUE 4.10. — Si, dans le corollaire 4.9, 'inclusion pouvait étre
remplacée par une égalité ou, plus généralement, si on pouvait montrer
Pexistence d’un idéal bilatére J de Z[r'] tel que A = JC’, le probleme de
Whitehead serait résolu. En effet, d’aprés un théoreme de Passi [29], le
Z[r']-module P'®* 2 C/A, ot le sous-groupe P’ de P a été défini en (3.9),
est fidele, c’est-a-dire Ann(P’?P) = (0). Or nous avons l'inclusion

J C Ann(P"®b).

Dans le cas ou le P-module précroisé M’ est engendré par un élément,
le module C’ g’identifie & Z[r'] et A s’identifie & un idéal & gauche
dont on vérifie qu’il est bilatére (le lemme 3.14 de [30, chap. 4] donné
pour Pannulateur d’un idéal s’étend facilement & Pannulateur d’un Z[n']-
module). On retrouve ainsi un théoréme de Cockeroft [12].

TuEOREME 4.11. — Si le P-module précroisé M' est engendré par un
élément, il est asphérique. |

COROLLAIRE 4.12. — Soient X un CW-compleze asphérique de dimen-
sion 2 et Y un sous-CW-complexe. Si le CW-compleze Y ne comprend
qu’une 2-cellule, il est asphérique. []

REMARQUE 4.13. — Le théoréme de Cockeroft est énoncé dans [12] en
supposant le CW-complexe X fini, ce qui revient a supposer le groupe P et
le P-module précroisé M de types finis. Mais sa démonstration ne nécessite
pas ces restrictions. Ce résultat a été généralisé depuis par Howie [22].

La propriété suivante, due indépendamment & Bogley et Gutiérrez [7]
et & G. Ellis [19] donne le lien avec le résultat de Bogley [5] signalé dans
Pintroduction.

THEOREME 4.14. —  Supposons que le P-module précroisé 9’ est le
coproduit M' = U x V de deuz modules précroisés asphériques. Soient

R=0'(U) et S =09'(V). Alors les groupes suivants sont isomorphes :
RNS
/Cr\ ~v .
Ker(9'°") = ] 0

Par le corollaire 4.7, on a :

s =N ms) < Q)

n>1 n>1

C’est le théoréme de Bogley.
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DerFINITION 4.15. — Un module croisé G — H est dit résiduellement
nilpotent si () v (H,G) = (1).
n>1

Le corollaire 4.8 améne & poser la question suivante.

QUESTION 4.16. — Sous quelles conditions un module croisé totalement
libre est-il résiduellement nilpotent ?

Le groupe A = Ker(8"") étant un Z[n']-module, toute réponse & cette
question est liée & la structure du groupe 7’ et il est hasardeux d’avancer
des conjectures trop générales.

CONJECTURE FORTE 4.17.— Si H; (Coker 8') est un groupe abélien libre
et si Hy(Coker 9') = 0, le module croisé 8" est résiduellement nilpotent.

Une démonstration de cette conjecture entrainerait une réponse affir-
mative a la question de Whitehead car on peut supposer le module
précroisé O contractible et donc 7% = 7/. La nullité éventuelle de H, ()
ou H,(n°) n’étant actuellement pas connue méme pour n = 3, une
démonstration de la conjecture suivante ne permettrait pas de répondre
a la question de Whitehead mais représenterait un pas important dans
cette direction.

CONJECTURE FAIBLE 4.18.— i H;(Coker &) est un groupe abélien libre
et si H,(Coker &) = 0 pourn > 2, le module croisé 8'°" est résiduellement
nilpotent.

REMARQUE 4.19. — Comme un module précroisé vérifiant les hypo-
theses de 'une ou Pautre conjecture n’est pas a priori forcément inclus
dans un module précroisé asphérique, une réponse affirmative a la question
de Whitehead ne démontre pas ces conjectures.
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