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SUR DES VARIETES DE MOISHEZON DONT LE
GROUPE DE PICARD EST DE RANG UN
PAR

LAURENT BONAVERO (*)

RESUME. — Dans cet article, nous utilisons la théorie de Mori pour analyser la
structure des variétés de Moishezon dont le groupe de Picard est Z, dont le fibré
canonique est gros et qui deviennent projectives aprés un éclatement. Dans ce contexte,
nous étudions la contraction de Mori sur le modeéle projectif, et montrons que le centre
de ’éclatement est en général de petite codimension. En dimension 3, le fibré canonique
est nef par un résultat de Kolldr. Nous montrons que ce résultat devient faux en
dimension supérieure ou égale & 4 en construisant explicitement des exemples; ces
derniers fournissent de nouvelles variétés de Moishezon ne satisfaisant pas le critere
de Demailly et Siu. En dimension 4, nous prouvons que le centre de 1’éclatement
est alors une surface, et si le fibré canonique n’est pas nef, nous montrons que notre
construction est en un sens la seule possible; en particulier, le centre de ’éclatement
est nécessairement P2,

ABSTRACT. — In this paper, we use Mori theory to analyze the structure of
Moishezon manifolds with Picard group equal to Z, with big canonical bundle, and
which become projective after one blow-up. In this context, we study the Mori
contraction on the projective model, and we show that in general the center of the
blow-up has «low» codimension. In dimension 3, the canonical bundle is nef by a result
of Kolldr. We show that this result is no longer true in dimension 4 or larger than 4
by constructing explicitly some examples, which give also new Moishezon manifolds
not satisfying the Demailly-Siu criterion. In dimension 4, we show that the center of
the blow-up is a surface, and that our construction is the only possible one when the
canonical bundle is not nef; in particular, the center of the blow-up must be P? in this
last case.
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504 L. BONAVERO

Introduction

La motivation des lignes qui suivent a son origine dans le résultat
suivant di & Y.-T. Siu [Siu84], [Siu85] et J.-P. Demailly [Dem85] :

THEOREME. — Une variété analytique complexe compacte X est de
Moishezon dés que X posséde un fibré E holomorphe en droites muni
d’une métrique hermitienne lisse dont la forme de courbure ©(E) est
partout semi-positive et définie positive en au moins un point.

Rappelons pour la commodité du lecteur qu’une variété! analytique
complexe compacte X de dimension n est de Moishezon si, par définition,
elle possede n fonctions méromorphes algébriquement indépendantes.
De fagon équivalente, voir [Moi67], une variété est de Moishezon si
et seulement si elle peut étre rendue projective aprés un nombre fini
d’éclatements de centres lisses projectifs.

Une question naturelle est de savoir si la réciproque au théoréme
précédent est vraie. La situation est maintenant assez bien comprise :

o la réciproque est fausse si on reste dans le cadre défini ci-dessus, i.e.
dans celui des métriques hermitiennes lisses sur le fibré E : on renvoie a
[Kol91], [Ogu94] et [Bo93b] pour des exemples;

o la réciproque devient vraie si on considere le contexte plus souple des

métriques singuliéres : on renvoie & [JiS93] et [Bo93b] pour des démons-
trations de ces résultats.

Nous explorons dans ce travail le champ des contre-exemples dans le
cas hermitien lisse.

Rappelons pour cela la structure des exemples construits par Kollar
(voir [Kol91]) et Oguiso respectivement : dans les deux cas, ces derniers
considerent des variétés X, de dimension complexe 3 (plus petite dimen-
sion & partir de laquelle il existe des variétés de Moishezon non projec-
tives), dont le groupe de Picard Pic(X) est Z. Pour de telles variétés, un et
un seul générateur de Pic(X) est gros (rappelons qu’un fibré en droites L
sur X est dit gros si les dimensions h®(X,mL) croissent comme mm(X)),
Suivant Kolldr [Kol91], nous noterons ce générateur Ox(1) et nous
écrirons Pic(X) = Z-Ox(1). Si Kx désigne le fibré canonique de X,
nous noterons myx ’entier défini par la relation Kx = Ox(mx).

Remarquons ici que les trois cas myx < 0 (resp. mx = 0, resp. mx > 0)
correspondent aux trois possibilités k(X) = —oo (resp. k(X) = 0, resp.
k(X) = 3), ot kK(X) désigne la dimension de Kodaira de X.

1 Avertissement : dans tout ce travail, et sauf mention explicite du contraire, le mot
variété désignera une variété analytique complexe non smgulzere supposée de plus
compacte et connexe.
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VARIETES DE MOISHEZON ET GROUPE DE PICARD 505

Dans ce contexte, Kollar (resp. Oguiso) montre qu’il existe des variétés
de Moishezon X de dimension 3, avec Pic(X) = Z-Ox(1) et mx < 0
(resp. mx = 0), ne possédant pas de fibré gros et nef.

Rappelons qu’un fibré en droites est dit nef (pour numériquement
effectif) s'il est semi-positif sur toute courbe, et remarquons qu’un fibré
satisfaisant au critere de Siu et Demailly est nécessairement gros et nef. Les
exemples donnés par le résultat précédent montrent donc que la réciproque
a ce critere est fausse.

Evidemment, il reste un cas non couvert par I’énoncé précédent et nous
sommes donc amenés & poser la question suivante :

QUESTION. — Etiste-t-il des variétés de Moishezon X, avec
Pic(X)=Z-Ox(1) et mx >0

ne possédant pas de fibré gros et nef ?

Un théoréme de Kollar [Kol91] permet de répondre négativement
en dimension 3 : autrement dit, si X est une variété de Moishezon de
dimension 3, avec Pic(X) = Z et si Kx est gros, alors Kx est nef.

Dans ce texte, nous renforgons ce résultat dans un cas particulier en
utilisant la théorie de Mori :

THEOREME. — Soit X une variété de Moishezon de dimension 3, avec
Pic(X) =Z-Ox(1) et Kx gros.

S1 X peut étre rendue projective aprés un éclatement seulement, alors
soit X est projective, soit X est une petite modification d’une variété
singuliére projective ayant une singularité nodale ordinaire et un fibré
canonique ample.

Nous montrons aussi qu’'un tel résultat devient faux en dimension
supérieure ou égale a 4 :

THEOREME. — Pour tout entier n supérieur ou égal a 4, il existe des
variétés de Moishezon X de dimension n vérifiant :

(i) Pic(X) =2,
(ii) Kx est gros,
(iii) Kx n’est pas nef.
Enfin, nous montrons qu’en dimension 4, la construction qui donne le

résultat précédent est, en un sens, la seule possible.

THEOREME. — Soit X une variété de Moishezon non projective de
dimension 4, avec Pic(X) =Z et Kx gros;

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



506 L. BONAVERO

(i) st X peut étre rendue projective aprés éclatement le long d’une
sous-variété Y, alors Y est une surface;

(ii) sé de plus Kx n’est pas nef, alors (Y, Ny;x) ~ (P?, Op2(—1)92).

Au cours du texte, nous démontrerons quelques propriétés particuliéres
de telles variétés.

Notre travail s’articule de la fagon suivante :

« nous rappelons le résultat de Kolldr en dimension 3, en mettant en
évidence 'un des points clés;

« nous utilisons ensuite la théorie de Mori pour étudier la structure de
certaines variétés de Moishezon;;

« nous donnons notre famille d’exemples en dimension supérieure ou
égale a 4;

« enfin, nous étudions en détail le cas de la dimension 4.

REMERCIEMENTS. — Ces lignes doivent beaucoup a des conversations
enrichissantes et particulierement éclairantes avec Frédéric Campana. Je
remercie aussi Michel Brion, Jean-Pierre Demailly et Laurent Manivel.

1. Un théoréme de Kollar

Pour cette partie, la référence précise est [Kol91, p. 170 et suivantes].
Rappelons le résultat qui nous intéresse directement :

THEOREME 1 (Kolldr). — Soit X une variété de Moishezon de dimen-
sion 3. On suppose que Pic(X) = Z et que Kx est gros. Alors Kx est

nef.
La démonstration repose sur le lemme essentiel suivant :

LEMME 1. — Soit X une variété de Moishezon, sans restriction de
dimension, avec Pic(X) = Z-Ox(1), et soit X —— X wune modification

projective, composée d’un nombre fini d’éclatements de centres lisses, de
lieu exceptionnel S C¢ X — S C X. Alors pour toute courbe C de X,

non incluse dans S, on a Ox(1) - C > 0.

Ce lemme affirme en particulier que les courbes sur lesquelles Ox (1)
est négatif ou nul sont incluses dans S, ol S est un ensemble analytique
de codimension supérieure ou égale a 2.
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2. Un peu de théorie de Mori

Rappelons pour commencer ce paragraphe que les exemples de Kollar
et Oguiso déja cités vérifient la propriété supplémentaire suivante : les
variétés X considérées ne sont, bien siir, pas projectives, mais le devien-
nent apres exactement un éclatement le long d’une sous-variété Y C X.

Dans toute cette partie, nous nous placerons donc dans la situation
suivante :

La wvariété X est de Moishezon, non projective de dimension n,
Pic(X) = Z, Kx est gros, et il existe une sous-variété Y C X telle que
Véclatement X —— X de X le long de Y définit une variété projective X .

On note E le diviseur exceptionnel de ’éclatement.

REMARQUE 1. — D’apres le paragraphe précédent, on sait alors que Kx
(resp. K5) est positif sur les courbes non incluses dans Y (resp. E). La
conséquence suivante sera utilisée dans la suite : si C est une courbe
de Y sur laquelle Kx est strictement négatif, cette courbe ne peut pas se
déformer (dans X) hors de Y.

Rappelons enfin les faits généraux suivants concernant les éclatements :
le diviseur exceptionnel E est isomorphe & la variété P(Ny / ) (projectivisé
en droites du fibré normal Ny, x suivant la convention de Grothendieck),
que le fibré normal NE/)? = O(E))| g est isomorphe au fibré OP(N;/X)(—l)
et que plus généralement, un fibré vectoriel G sur une variété Z est dit
ample si le fibré en droites Op(g)(1) est ample sur P(G).

2.1. Courbe rationnelle extrémale.

Pour les notations et résultats classiques en théorie de Mori, nous ren-
voyons aux textes [KMMB87] ou [CKM88]. Nous nous efforcerons cependant
de faire les rappels nécessaires a la compréhension du lecteur.

Rappelons tout d’abord que la notation N;(X,R) désigne 'espace
vectoriel des combinaisons linéaires finies (& coefficients réels) de courbes
de X , modulo I’équivalence numérique. Pour une variété projective (et
méme Moishezon), cet espace vectoriel est de dimension finie et est en
dualité naturelle avec le groupe de Néron-Severi

(Pic(X)/ Pic’(X)) @z R;

sa dimension est appelée nombre de Picard de X. De plus, Nl()? ,R) est
naturellement un sous-espace vectoriel de HQ(J? ,R). Dans le cadre de
notre étude, Nl()? ,R) est donc isomorphe & R? car Pic()? )= Z2.

Dans la suite, nous dessinons dans Ni(X,R) l'adhérence du cone
engendré par les classes d’homologie de courbes effectives : dans les figures
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ci-dessous, ce cone est noté NE()A(: ) et correspond & la partie hachurée. Si D
est un élément de Pic(X), on note D > 0 (resp. D = 0, resp. D < 0) les
ensembles {[C] € NE(X) | D-C > 0} (resp. D-C =0, resp. D - C < 0).

Deux cas se présentent suivant que Kx est nef ou non. Ces deux cas
se distinguent naturellement, ils correspondent, comme nous le verrons
plus loin, au fait que X admet ou non un morphisme vers une variété
(éventuellement singuliere) projective de méme dimension :

(i) soit Kx est nef et le dessin est le suivant :

mKx <0 ™Kx =0

mKx >0

K§<0

Quelques commentaires sur ces diagrammes.

o Dans les deux cas, le fait que la droite {K; = 0} coupe le cone
effectif vient du fait qu’il y a a la fois des courbes sur lesquelles K5 est
strictement positif (celles non contenues dans le diviseur exceptionnel) et
des courbes sur lesquelles K ;- est strictement négatif (toute courbe incluse
dans les fibres de ’éclatement),

o Dans le deuxiéme cas, la position relative de {7* K x = 0} est justifiée
par le fait qu’il y a des courbes sur lesquelles 7* K x et K 5 sont strictement
positifs (celles non contenues dans le diviseur exceptionnel) et que 7* Kx
est nul sur toute courbe incluse dans les fibres de 1’éclatement.

ToME 124 — 1996 — ~° 3



VARIETES DE MOISHEZON ET GROUPE DE PICARD 509

Dans ce dernier cas, la théorie de Mori [CKM88] appliquée & la variété
projective X assure que ’aréte extrémale du coté K 5 < 0 est engendrée

par la classe d’une courbe rationnelle C dans X. Cette courbe n’étant pas
contractée par © (car 7*Kx - C < 0), la courbe rationnelle C = =(C)
vérifie Kx - C < 0. Le résultat suivant en découle :

COROLLAIRE 1. — Sous les hypothéses précédentes, si Kx n’est pas
nef, il existe une courbe rationnelle C C 'Y C X sur laquelle Kx est
strictement négatif.

REMARQUE 2. — A notre connaissance, le fait qu’il existe une telle
courbe sous les seules hypothéses X Moishezon non projective et Kx
non nef est un probléme non résolu.

2.2. Contraction de Mori.

Dans la suite, nous étudions la contraction de Mori associée a la courbe
extrémale rationnelle C' C X obtenue précédemment.

En effet, la théorie de Mori [CKM88] assure l’existence d’une variété
projective Z de sorte que la situation suivante ait lieu :

Z—1 XS E

|

X DY

En général, Z est Q-factorielle, a singularités terminales, et une courbe
de X est contractée si et seulement si sa classe d’homologie est positive-
ment proportionnelle & celle de C.

De plus, il y a trois types de contractions :

(a) dim X > dim Z et f est une fibration Q-Fano;

(b) dimX = dimZ et f est une contraction divisorielle (i.e. f est
birationnelle et contracte un diviseur);

(¢) dim X = dim Z et f est une petite contraction (i.e. f est biration-
nelle et contracte un sous-ensemble algébrique de codimension supérieure
ou égale a 2).

En fait, sous nos hypothéses, certaines de ces situations ne peuvent pas
se produire. On a le :

THEOREME 2. — Sous les hypothéses précédentes :
(i) le cas (a) ne se produit pas,
(ii) dans le cas ot (b) a lieu, le diviseur exceptionnel de f est égal
a celui de m (noté E précédemment). Si de plus Kx n'est pas nef, les
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510 L. BONAVERO

inégalités suivantes sont satisfaites :
codimY < = (n +1) et codimY —1<dim f(F) <dimY.

2.3 Démonstration du théoréme 2.

Commengons par montrer qu’il n’y a pas de ﬁbratlon de Fano : sinon,
prenons un point z dans X\ E et considérons F, = f~1(f(z)) la fibre de f
passant par x. Prenons alors une courbe ~C' de F passant par z. Cette
courbe est contractée par f, donc Ky - Cp < 0. Ceci est contradictoire
avec le fait que Cy n’est pas incluse dans FE.

Remarquons que ce raisonnement montre en fait que le lieu exception-
nel de f est toujours inclus dans E. En particulier, dans le cas (b) (celui
d’une contraction divisorielle), on en déduit que le diviseur exceptionnel
de f est E.

Il reste donc & montrer les inégalités du théoreme dans le cas d’une
contraction divisorielle. La situation est résumée par le diagramme sui-
vant :

N
7 — X [
oY
Dans cette situation, on écrit
K}E =f*Kz+aE=7"Kx + (r—1)FE
ou r = codimY, et ol a est un rationnel.
Les inégalités cherchées sont alors conséquences immédiates du lemme
suivant :
LEMME 2. — Si Kx n’est pas nef, les nombres a et r vérifient les deuz
inégalités suivantes :
(i) a>r—1,
(ii) codim f(E)+r <n+1.
Linégalité suivante est vraie sans hypothése sur Kx :
(iii) o < codim f(E) — 1.
Démonstration du lemme.
o Inégalité (i). — Comme Z est projective avec Pic(Z) = Z et Kz

gros, on en déduit que Kz est ample et donc que f*Kz est positif et
strictement positif sur les courbes de X non contractées par f. Choisissons
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alors une courbe rationnelle R incluse dans une fibre de 7 (ces derniéres
sont des "', on peut prendre pour R un P! linéaire). L’égalité

f*Kz R+aE-R=7"Kx -R+(r—1)E-R

donne alors :
a—(r—1)=f"Kz-R>0

car R n’est pas contractée par f (sinon, une méme courbe serait contractée
par f et m, ce qui contredit le fait, mis en évidence sur la figure
représentant NE(X) dans le cas ol Kx n’est pas nef, que 7* K x est stric-
tement négatif sur les courbes contractées par f!). []

o Inégalité (ii). — Cette inégalité découle de suite du fait que les fibres
de f et m dans E ne peuvent se couper que sur des points (sinon, &
nouveau, une méme courbe serait contractée par f et 7). De la :

(n—1-dimf(E))+(r—1)<n-1. []

o Inégalité (iii). — Cette derniére se démontre en deux temps. Suppo-
sons tout d’abord que f(E) est réduit & un point. Alors, on a

@E-C=K~ -C

et par la formule d’adjonction :

De la, on en déduit : _
a+1= Kp 9
E.-C

Or, comme f(E) est un point, ’énoncé (ii) dans le théoréme de T. Ando
et M. Beltrametti implique que — K g est ample, autrement dit F est une
variété de Fano. Le théoréme du cone appliqué & F montre que ce dernier
est engendré par des courbes rationnelles R vérifiant

0<—-Kg-R<dmE+1=n.

Or R, [C] étant une aréte extrémale de NE(X), elle Iest aussi dans NE(E).
Ainsi C est une courbe rationnelle extrémale dans E satisfaisant I’'inégalité

—KECV'S’H

De la, comme F - C est un entier strictement négatif, il vient a + 1 < n,
ce qui termine le cas o f(E) est un point.
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Si maintenant, f(E) n’est pas réduit & un point, on proceéde par
récurrence sur la dimension n en prenant des sections hyperplanes de
la fagon suivante : si Zy est une section hyperplane générique de Z, le
théoreme de Bertini implique que

Xu=f*Zy

est lisse et on a successivement Kz, = (Kz + Zy)|z, par la formule
d’adjonction, puis

["Kzy ="Kz + Xn) %y, = (Kg — aE + X)) %,
A nouveau par la formule d’adjonction, il vient :
F'Kzy = (Kg, —Xu—aE+Xn)|%,
D’ou 'on déduit finalement :
Kg ="Kz, +aBNXy.
L’hypothese de récurrence donne alors :

a<(n—1—dimf(ENXg)) -1
=n—1-(dimf(E)—1) -1
= codim f(E) — 1. []

2.4. Application a la dimension 3.

On déduit du théoreme 2 un résultat précisant celui de Kollar dans
notre situation :

COROLLAIRE 2. — Soit X une variété de Moishezon de dimension 3,
avec Pic(X) = Z et Kx gros. Si X peut étre rendue projective aprés un
éclatement seulement, alors soit X est projective, soit X est une petite
modification d’une variété singuliére projective ayant une unique singula-
rité nodale ordinaire (dont le modéle local est xy — zt = 0 dans (C*,0)).

Démonstration du corollaire. — D’apres le théoreme 2, les cas (a) et (b)
ne se produisent pas (pour le cas (b), on aurait sinon codimY = 1!).

Par ailleurs, il est bien connu qu’en dimension 3, si la variété est lisse
(ce qui est le cas ici de X), une contraction de Mori ne peut donner
lieu & une petite contraction [Mor82] (la raison en est & nouveau qu’une
courbe sur laquelle le fibré canonique est strictement négatif se déforme
en dimension 3). Ainsi, le cas (c) ne se produit pas non plus.
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VARIETES DE MOISHEZON ET GROUPE DE PICARD 513

C’est donc que Kx est nef (on retrouve ainsi le résultat de Kolldr),
et que l'aréte extrémale du coté K % < 0 est engendrée par la classe
d’homologie des fibres de n. Il y a alors exactement deux possibilités
[Mor82] :

o Les fibres de la contraction de Mori (restreinte au diviseur exception-
nel E) sont de dimension 1 et alors cette derniére coincide avec 7. Dans
ce cas, X est donc projective.

o La contraction de Mori contracte le diviseur exceptionnel E sur un
point. Dans ce cas, ce dernier est isomorphe & P! x P!, et Og(E) est de
bi-degré (—1,—1). La situation est alors la suivante :

X5Xx-5z,

ou Z est une variété singuliere projective ayant une unique singularité
nodale ordinaire (dont le modele local est zy — 2t = 0 dans (C*,0)). Dans
ce cas, la contraction de Mori est alors co 7, et correspond a ’éclatement
du point singulier. []

3. Une famille de variétés de Moishezon

Le but de cette partie est de montrer le :

THEOREME 3. — Pour tout entier n supérieur ou égal a 4, il existe des
variétés de Moishezon X de dimension n vérifiant :
(i) Pic(X) =Z,
(if) Kx est gros,
(iii) Kx n’est pas nef.

REMARQUE 3. — Les variétés obtenues dans cette construction relevent
toutes du cas «contraction divisorielley évoqué précédemment. Il serait
bien siir intéressant de construire de telles variétés relevant du cas
«petite contractiony. Cependant, nous verrons plus loin que ce cas ne
peut pas se produire en dimension 4.

3.1. Un résultat intermédiaire.

La démonstration du théoréme précédent repose sur la construction
suivante.
Pour n entier, nous notons :

o [ :...: 2py1] les coordonnées homogenes dans P™*!;

o P! la droite {ro=...=zp_1 =0}
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Choisissons alors n polynémes homogenes hy, . . ., h,_1 de degré (2n — 2)
et considérons ’hypersurface Z de degré (2n — 1) et d’équation

o=xohg+ -+ ZTp_1hp_1 =0.

Cette hypersurface contient P! et peut étre singuliére. On a cependant le
résultat suivant :

ProposiTION 1. — Sin > 3 et si les h; sont choisis génériquement,
alors :
(i) Uhypersurface Z est non singuliére,
(i) le fibré normal Np: 5 est égal & Opr (—1)®(n—1)
(ili) Kz est égal & Opn+1(n — 3)|z,
(iv) Pic(Z) = Z.
Démonstration de la proposition.

e On démontre (i) : les points singuliers de Z sont des zéros communs
des équations

Zoho+ -+ Tpn_1hpn—1 =0;

Oh Ohp_
Lo 4o+ Ty —L +h; =0, i=0,...,n—1.
Bmi 8.’131'
En particulier, Z est lisse au voisinage de P* = {zg = ... = z,_1 = 0}

dés que les h; ne s’annulent pas simultanément sur P'. Ceci est vrai pour
un choix générique des h; dés que n est supérieur ou égal a 2.

On déduit alors du théoréme de Bertini que si les h; sont a nouveau
génériques, ’hypersurface Z est non singuliere partout : en effet, de facon
générale, une relation ). s;f; = 0 définit une variété non singuliere en
dehors des zéros communs des s; des que les f; sont génériques dans
I’espace des sections holomorphes d’un fibré engendrant en tout point les
jets d’ordre inférieur ou égal a 1.

o Le point (ii) est équivalent au fait que le schéma de Hilbert des
droites de Z est lisse de dimension 0. On renvoie & [BVV78] pour une
démonstration?.

o Si maintenant les h; sont choisis de sorte que (i) et (ii) soient
satisfaits, alors (iii) est immédiat par adjonction et (iv) découle du
théoréme de Lefschetz. []

REMARQUE 4. — Le cas n = 3 de la proposition précédente correspond
a celui des quintiques dans P*. 11 a été considéré par Katz dans [Kat86].

2 Cette référence nous a été indiquée par le rapporteur de ce travail.
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Dans ce cadre, Katz détermine le fibré normal Np1/; dans le cas ot les h;
sont génériques, mais analyse aussi la situation non générique. Signalons
aussi [Cle83], oti Clemens considére des questions analogues, toujours en
dimension 3.

REMARQUE 5. — On peut reprendre plus généralement la construction
précédente pour les hypersurfaces de P"*! de degré 2n — 2k + 1 passant
par un P* linaire. On peut alors & nouveau montrer que (génériquement,)
Npr/z (qui est de degré k—n) n’a pas de sections. Cependant, le fibré Npx,,
n’est pas scindé si k > 2.

Démonstration de la remarque 5. — Considérons la suite exacte des
fibrés normaux :

0— NPk/Z — N]P:k/]pn+l = Opk(1)®(n+1_k)
—27 , Opni1(2n — 2k + 1) pc — 0.

En dualisant cette suite, il vient :
0 — Opni1(=2n + 2k — 1)pr — Opx (~1)®"+H7H — N,/ — 0.

Si k > 2, comme le fibré Opn+1(—2n+2k—1)|p est négatif, la suite exacte
longue de cohomologie donne H' O(IP’k s Npw /z) = 0. Ceci exclut de suite le

fait que Npr/; soit scindé car il serait alors égal & Opx (—1)®™=F). []

3.2. Démonstration du théoréme 3.

La construction qui suit nous a évidemment été inspirée par I’analyse
précédente, dans le cas ou la contraction de Mori est une contraction
divisorielle : si une variété de dimension 4 de Moishezon satisfait au cas (ii)
du théoréme 2, c’est en éclatant une surface, puis en contractant sur une
courbe rationnelle que I’on obtient un modele projectif. Nous donnons
cependant la construction générale en toute dimension.

Construction explicite. — On se fixe dorénavant une hypersurface Z
donnée par la proposition précédente. La variété X cherchée va étre
obtenue en effectuant un «flip» (plus exactement, 'inverse d’un flip) &
partir de Z.

Pl E=P! x P"?

N @

Z—-X

|

X o> Ppr2oPp!
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Suivant la figure ci-dessus, notons X la variété projective obtenue en
éclatant Z le long de P'. Le diviseur exceptionnel de I’éclatement est alors
E =P! x P""2, et pour pouvoir contracter dans I'autre direction, il s’agit
de montrer que O(E)|p = Op1(—1). Pour cela, les deux suites exactes
suivantes :

= O(E)lﬂ”l - 07

0— Np g =05 — N, 5 —

E/X|P!

0—>T]P’1—>T)A(;|]p1——>N 0

PL/X
donnent successivement :
deg(N]P,1 /3?) = deg(O(E)“pl), deg(Kgml) =-2- deg(NPl/)?).
Comme
Kg=f"Kz+(n—-2)0(E) et Kz=Opn+i(n—23)z,

on en déduit bien que O(E)pr = Op1(—1).
La contraction de P* définit donc une variété de Moishezon X, conte-
nant un P"~2 et telle que Pic(X) = Z.

Montrons maintenant que

N]Pm72/5(: = O]Pm—2(—1) EB O]pm—Z(-l).

Comme
E=P' xP" 2 =P(N* _.),
P" Z/X

le fibré normal N]P,n_2 4

précédemment, la suite exacte
0 TP"? — TXpn—2 —> Npn-z/x =0

est de la forme Opn-2(a) ® Opn-2(a). Comme

donne 2a = — deg(K x|pn-2) —n + 1, puis

deg(Kx pn-2) = deg(K)?“Pm_2 —O(E)jpr—2) = —(n—2) + 1,

d’ol finalement a = —1.
Par ailleurs, nous venons de montrer que
KXI]Pm—2 = 0]1:m—2(3 — n)

Ainsi, si n est supérieur ou égal a 4, —Kx est ample sur P2,
Finalement, le fibré Kx bien que gros n’est pas nef et le théoréeme est
démontré. []

REMARQUE 6. — La construction précédente, en dimension 3, donne
un nouvel exemple de variété de Moishezon, de type «Calabi-Yauy
satisfaisant Pic(X) = Z-Ox(1) (voir Oguiso [Ogu94]).
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4. Une classification en dimension 4

Dans cette partie, nous considérons des variétés de Moishezon (non
projectives) X de dimension 4. Comme précédemment, nous supposerons
que Pic(X) = Z, que Kx est gros et que X est rendue projective apres
éclatement le long d’une sous-variété lisse Y.

Nous montrons les deux résultats suivants :

THEOREME 4. — Sous les hypothéses précédentes, Y est nécessairement
une surface. Autrement dit, et dans cette situation particuliére, il ne suffit
pas d’éclater une courbe pour rentrer dans le monde projectif.

Nous avons vu précédemment que Kx n’est pas nécessairement nef
a partir de la dimension 4. Le résultat suivant montre que ’exemple
construit dans la partie précédente est le seul possible dans le cas ou Kx
n’est pas nef. Nous reprenons les notations de 2.2 :

e X5 X désigne 1’éclatement de X le long de Y et
e f: X — Z désigne la contraction extrémale de Mori sur X.

THEOREME 5. — Sous les hypothéses précédentes et si Kx n’est pas
nef, alors :
(i) le couple (Y, Ny,x) est isomorphe a (P2, Op2(—1)92) ;
(if) f est une contraction divisorielle qui contracte le diviseur excep-

tionnel de ™ sur une courbe rationnelle lisse a fibré normal Opi(—1)®3
dans une variété projective lisse Z.

Ces résultats sont accessibles en dimension 4 car les contractions de
Mori sont «bien comprises» : Kawamata [Kaw89] classifie les petites
contractions tandis que Ando [And85] et Beltrametti [Bel86] classifient
les contractions divisorielles.

Démonstration du théoréme 4.— Nous traitons séparément les cas K x
nef et Kx non nef.

(i) Le cas Kx mnon nef. Si la contraction de Mori f est une
contraction divisorielle, le théoréme F assure que Y est une surface et
que f(E) est une courbe. Il suffit donc de montrer que f ne peut pas étre
une petite contraction. Sinon, d’aprés le théoréme de Kawamata [Kaw89)],
le lieu exceptionnel de f est une réunion de P? disjoints avec

2
N]Pz/i = O]Pz(_l)® .
Dans notre situation, nous savons de plus que ces P? doivent étre inclus
dans FE. Or la suite exacte

= 0][1:2 (—].)@2 — N

Byxp2 0

0— Np2 /g ——+NP2/§
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donne :

N]P’Z/E‘ = N

E/i]]lﬂ = O]Pz(—l)

(c’est la seule extension possible du fibré Opz(—1)®? par des fibrés en
droites). Par ailleurs,

K_’)?' P2 = OP2(—1)7

d’ou 'on déduit par la formule d’adjonction que
deg(m* K x|p2) = codimY —2 > 0.

Cette derniere inégalité contredit le fait que 7* K x est strictement négatif
sur les courbes contractées par f. Ceci achéve le cas Kx non nef.

(ii) Le cas Kx mef. — Dans ce cas, rappelons que la contraction de
Mori se factorise par w. Notons g : X — Z, de sorte que f = go .

Raisonnons alors par I'absurde en supposant que Y est une courbe.
Dans ce cas, il est clair que f(E) (égal & ¢g(Y)) est un point. En effet,
dans le cas contraire, f(E) est une courbe et l’application g est finie.
Comme Z est projective, on en déduit que X est projective, ce que 'on a
rejeté. Ainsi f(E) est un point et le diviseur E est une variété de Fano.

Nous allons montrer que F est en fait isomorphe & la quadrique
de dimension 3, ce qui fournira la contradiction; une quadrique de
dimension 3, dont le nombre de Picard est 1, ne pouvant étre égale au
projectivisé d’un fibré de rang 3 sur une courbe, pour lequel le nombre de
Picard est deux!

Pour cela, remarquons que Z étant QQ-factorielle & singularités termi-
nales, il existe un entier m tel que :

mKX = g*(sz)

En particulier, la restriction de Kx a Y est triviale. Il en découle que
Ky = det Ny, x, et par conséquent,

Kg =*(Ky — det Ny/x) + 30g(-1) = 30g(-1).

On en déduit que Og(1) est ample et que E est une variété (de dimen-
sion 3) d’indice 3; c’est donc, d’apres le théoreme de Kobayashi-Ochiai
[KoO73] que E est la quadrique comme annoncé. []

La proposition suivante précise le cas o Kx est nef :

ProprosiTiON 2. — Si Kx est nef, et si f(E) est un point, alors le
couple (Y, Ny,x) est isomorphe a (P2,T* P?), (P2,OP2(—1) ® Op2(—2))
ou (Q2,0(—1,-1)%2).
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Nous ne connaissons pas d’exemples explicites oll ces possibilités sont
effectivement réalisées, mais nous pouvons remarquer qu’aucune n’est
exclue a priori par les résultats de Ando et Beltrametti.

Démonstration de la proposition. — La démonstration précédente
montre que Ky = det Ny, x et que le fibré Og(1) = OP(N;/X)(l) est
ample, donc que N;,/ x lest aussi. Le résultat découle de suite d'un
théoreme da & Peternell [Pet91]. []

Démonstration du théoréme 5. — Notons F' la fibre générale de f
restreinte au diviseur exceptionnel E. Comme f(FE) est une courbe, F est
de dimension 2. D’apres [Bel86], F est alors une variété de Fano, d’indice
supérieur ou égal & 2; c’est donc que F est P? ou la quadrique Q,. De
plus, il a été vu précédemment que F' coupe les fibres de 7 sur des points.
Il s’ensuit que 7|, : F' — Y est une application surjective finie. Deux cas
sont & distinguer :

o F est P? : dans ce cas, Y est aussi isomorphe P2 (voir par exemple
[BPV84] ou plus généralement [Laz84]). Montrons alors que

7r|F:F:']P’2——»Y:]P’2

est un isomorphisme. Pour cela, il suffit de montrer que 7|r est un
isomorphisme local, car alors 7|y est le revétement trivial. Pour cela, soit
dans F et L un P* quelconque passant par 7(z). Sa préimage 7~ (L) est
une surface d’Hirzebruch biréglée, donc P! x P*. L’intersection FNw~1(L)
est alors une réunion de P' «horizontauxy». La restriction de 7 au P*
horizontal passant par z est donc un isomorphisme sur son image. Ceci
étant vrai pour tout P passant par (), ceci montre bien que dr| ,(z) est
surjective, donc inversible, et que 7|, est un isomorphisme local. Ainsi,
mp: F~ P? — Y ~ P? est un isomorphisme. On en déduit que le fibré
normal Ny, x est scindé : on pose alors

Ny/x = Opz2(a) @ Op2(b),

et le fait que 771(L) ~ P! x P' montre méme que a = b. Comme Kx
n’est pas nef, Kx est négatif sur Y'; il vient alors :

deg(ley) =-3-2a<0,

d’olt @ = —1 (on sait que a est strictement négatif, car sinon une courbe
rationnelle de Y se déformerait hors de Y; or Kx est positif sur les
courbes non incluses dans Y, voir la remarque 1) et f contracte E sur
une courbe rationnelle lisse & fibré normal Op:(—1)®3 dans la variété
projective lisse Z.
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o F est (Y2 : nous montrons que ce cas ne peut pas arriver. En effet,
Y est isomorphe & P? ou Q. Le cas Y ~ P? s’exclut exactement comme
précédemment : 7| réalise un isomorphisme entre la quadrique et P?!

SiY =~ Q2, le raisonnement est plus simple et il est inutile de montrer
que Ty : F'~ Q2 — Y ~ @7 est un isomorphisme. Choisissons en effet
un P! dans Y, & savoir un des générateurs de Hy(Qs,7Z), sur lequel Kx
est strictement négatif (il en existe car Kx n’est pas nef). Alors Ny, x
restreint & P! est de la forme Op1 (a) ® Op1 (a) (ceci comme précédemment
car 7~ 1(P') ~ P* x P!). La suite exacte :

0— Tpr — Txpr — Npyx — 0,
et le fait que Np1 ), est trivial entrainent que
deg(—KX“pl) =2+2a>0

et donc que a > 0. Ceci est, comme dans le cas précédent, absurde par la
remarque 1 car ce P! se déformerait alors dans X hors de Y'! []

NotE. — Dans [Bo95], 'auteur a étendu le théoréme 2 au cas ol f est
une petite contraction.
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