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TOPOLOGIE LOG-SYNTOMIQUE,
COHOMOLOGIE LOG-CRISTALLINE
ET COHOMOLOGIE DE CECH
PAR

CHRISTOPHE BREUIL (¥*)

RESUME. — Soit k& un corps parfait de caractéristique p > 0. Fontaine et
Messing ont calculé la cohomologie cristalline d’un k-schéma comme cohomologie du
faisceau ngi . sur le site syntomique de Speck et ont construit, grice aux vecteurs de
Witt, un préfaisceau dont ngis est le faisceau associé sur ce site. Nous construisons
un site log-syntomique et proposons des résultats analogues sur le point logarithmique
(N — 1,1+ 0) pour diverses bases logarithmiques. Ceci nous permet de construire un
opérateur de monodromie sur la cohomologie log-cristalline d’un log-schéma quelconque
sur le point logarithmique. Nous en déduisons une suite exacte longue de cohomologie.
En appendice, nous calculons (& la Cech ), avec des recouvrements syntomiques, la
cohomologie cristalline classique de certaines k-algébres de type fini et nous en donnons
un analogue logarithmique.

ABSTRACT. — Let k be a perfect field of characteristic p > 0. Fontaine and
Messing have calculated the crystalline cohomology of a k-scheme as the cohomology
of the sheaf H((:)ris on the syntomic site of Speck. Using Witt vectors they have
constructed a presheaf whose associated sheaf on this site is HO, . We build a log-
syntomic site and give analogous results on the logarithmic point ?N — k,1+— 0) for
various logarithmic bases. This allows us to construct a monodromy operator on the
log-crystalline cohomology of any log-scheme on the logarithmic point and we deduce
then a long exact sequence of cohomology. In appendix, we calculate «a la Cech)
the classical crystalline cohomology of some k-algebras of finite type using syntomic
coverings. We give also analogous «logarithmic ) results.

(*) Texte recu le 2 octobre 1995, accepté le 22 mai 1996.
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588 C. BREUIL

1. Introduction

On sait 'importance du formalisme syntomique dans le travail de
Fontaine et Messing [FM] pour comparer cohomologie étale et cohomologie
de de Rham d’une variété propre et lisse sur un corps p-adique & bonne
réduction. Si k est un corps parfait de caractéristique p, W,, ’anneau
des vecteurs de Witt de longueur n & coefficients dans k, W = lim Wy,
et Ko = Frac(W), Fontaine et Messing introduisent un faisceau O
sur le gros site syntomique de Speck et montrent que sa cohomologie
calcule la cohomologie cristalline sur la base W,,. Ils montrent également
comment construire O 3 ’aide de vecteurs de Witt et de puissances
divisées. Le but principal de ce travail est d’étendre ces résultats au
cadre logarithmique, c’est-a-dire au cas de la cohomologie log-cristalline
de Hyodo-Kato [HK].

La géométrie logarithmique intervient quand on consideére le cas plus
général d’une variété propre et lisse sur Ky & réduction semi-stable (on
conjecture que le cas général se «ramene ) au cas de réduction semi-stable
moyennant une extension finie du corps Kjp) : le modéle semi-stable peut
alors étre muni d’une log-structure canonique. Le cas logarithmique est
plus complexe que le cas de bonne réduction car plusieurs «log-bases »se
présentent naturellement (voir ci-aprés). Divers travaux importants de
Hyodo, Kato et Tsuji ont déja vu le jour & ce sujet (voir [HK], [Ka2], [Ts]),
mais le point de vue adopté est toujours celui de la topologie étale. On
montre ici qu’un point de vue purement syntomique existe aussi dans le cas
logarithmique et qu’il permet de visualiser les diverses cohomologies log-
cristallines et leurs opérateurs par des vecteurs de Witt et des puissances
divisées. On y perd de travailler avec un site plus compliqué que le site
étale mais on y gagne d’avoir des faisceaux et non plus des complexes de
faisceaux. Ce formalisme permet aussi de définir facilement et en toute
généralité un opérateur de monodromie sur une certaine cohomologie
log-cristalline. D’autre part, les résultats de [Brl] et [Br2] montrent
qu’une généralisation logarithmique (ou plut6t semi-stable) de la théorie
de Fontaine-Laffaille [FL] existe. Il n’est donc pas interdit de songer
aussi & une généralisation semi-stable de la théorie entiere de Fontaine-
Messing [FM] dans laquelle le point de vue syntomique se réveélerait, sans
aucun doute, particulitrement agréable’.

Nous détaillons maintenant le contenu du présent travail.

En 2, nous définissons des morphismes «log-syntomiques »entre des log-
schémas. Il s’agit essentiellement de pouvoir prendre (étale-) localement
des racines p™-iémes sur le faisceau de monoides de la structure logarith-

! Voir & ce propos [Br3].
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TOPOLOGIE LOG-SYNTOMIQUE 589

mique tout en gardant des morphismes syntomiques (au sens classique)
sur les schémas sous-jascents. Nous avons voulu ces morphismes les plus
explicites possibles pour faciliter les calculs locaux, ce qui nous a conduit
a la définition (2.1.12).

En 3, nous montrons que la cohomologie du faisceau des sections
globales log-cristallines sur le site log-syntomique redonne la cohomologie
log-cristalline. Notons que dans le cas logarithmique, il faut considérer les
bases :

(1)

{1y - W. N W, N
1 1

— - W, N —
— 0 — D 1 -
En 4, nous construisons pour chaque base un préfaisceau sur le gros
site log-syntomique du point logarithmique (N — k, 1 — 0) (ou de Speck
pour la base {1} — W,,) et en 5 nous montrons que le faisceau associé est
bien celui des sections globales log-cristallines (pour les diverses bases).

En 6, nous définissons sur ce préfaisceau (sauf pour la base N — W, ,
1 — p) un opérateur de Frobenius et un opérateur de monodromie cano-
niques, nous montrons une suite exacte courte de faisceaux et retrouvons
un calcul de sections globales log-cristallines important dii & Kato.

Enfin, un appendice est consacrée 4 un calcul local de Cech : on y calcule
d’abord la cohomologie cristalline classique de certaines k-algebres affines
de type fini comme la cohomologie de Cech de certains recouvrements
syntomiques (non canoniques) (Appendice A). Avec la définition du
site log-syntomique, on en donne ensuite un analogue logarithmique
(Appendice B).

Nombreuses sont les idées de ce travail dues a J.-M. Fontaine, W. Mes-
sing et K.Kato. L’article de K. Kato [Ka2] a été crucial pour mener a
bien ce travail. L.Illusie n’a pas compté son temps pour m’expliquer
la théorie des log-structures : je lui exprime ma sinceére reconnaissance.
C’est W. Messing qui m’a initié & la construction «syntomique»de la
cohomologie cristalline, qui est & la base de son article avec J.-M. Fontaine
[FM] : je ’en remercie vivement. Je remercie également B. Le Stum, qui
a eu la patience de déchiffrer une toute premiére version de cet article,
et M. Gros, pour toutes les discussions que nous avons eues ensemble.
Enfin, j’ai eu la chance de toujours bénéficier de conversations stimulantes
avec J.-M. Fontaine : I'idée (centrale) de prendre des racines p™-iémes sur
le faisceau de monoides P et d’utiliser pp,~(P8P/Z) pour construire un
opérateur de monodromie en toute généralité (section 6) lui est due. Qu’il
trouve ici ’expression de ma plus profonde gratitude.
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590 C. BREUIL

2. Site log-syntomique

On introduit des morphismes log-syntomiques et on montre leur stabi-
lité par changement de base et composition.

2.1. Morphismes log-syntomiques. — Si A est un anneau (com-
mutatif), on dit, comme dans (E.G.A.0, 15.1.7), qu’une suite (ay,...,as)
d’éléments de A est réguliére si a; n’est pas un diviseur de 0 dans

A/(al, ceey ai_l).

DEriNiTION 2.1.1. — On dit qu’un morphisme de schémas f: Y — X
est syntomique si pour tout y € Y il existe des ouverts étales affines
V = Spec B dey et U = Spec A de z = f(y) tels que f(V) C U et tels que
B = A[X1,..., X/ )/(f1,---, fs) ou (f1,..., fs) est une suite réguliere dans
AlXy,...,X,] et ot A[X1,...,X,])/(f1,.-.,f;) est une A-algébre plate
pour tout 7 (on dit aussi que la suite (f1,..., fr) est transversalement
réguliére relativement & A, cf. E.G.A.IV, 19.2). On dit qu'une A-algébre
C est syntomique si le morphisme Spec C' — Spec A est syntomique.

REMARQUE. — Cette définition n’est pas tout & fait celle de [FM]
(out on décrivait les morphismes Zariski-localement). Mais en utilisant
S.G.A.6, VIII.1.4 et [I11, II1.3.2.6], on montre facilement que les deux
définitions coincident. Nous utilisons la topologie étale car les structures
logarithmiques se décrivent bien étale-localement seulement.

On peut montrer que cette classe de morphismes est stable par chan-
gement de base et par composition (la composition est élémentaire, pour
le changement de base, voir E.G.A.0, 15.1.15).

Tous les monoides considérés sont commutatifs avec un élément neutre
et notés multiplicativement. Si @ est un tel monoide, Q8P désigne le groupe
associé. Avant de définir un analogue des morphismes syntomiques dans
le cadre des log-schémas, nous allons traduire en termes de monoides les
notions de platitude et de suite réguliere.

Un monoide @ est dit intégre si quels que soient p, p’, ¢ de Q, si pqg = p'q
alors p = p’ (il est équivalent de demander que ’homomorphisme naturel
de @ dans Q8P soit injectif). Si P — @ et P — P’ sont deux morphismes
de monoides, on notera @ ®p P’ la limite inductive du diagramme :

Pp— P

|

Q

dans la catégorie des monoides. On dit qu’un morphisme de monoides
intégres h : P — @ est universellement intégre si pour tout monoide
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TOPOLOGIE LOG-SYNTOMIQUE 591

integre P’ et pour tout morphisme de monoides g : P — P', Q ®p P’ est
un monoide intégre. La proposition suivante est due a Kato :

ProposiTiON 2.1.2 (¢f. [Ka, 4.1]). — Soit h: P — Q un morphisme de
monoides intégres. Alors Z[Q)] est une Z|P}-algeébre plate si et seulement
s1 h est injectif et universellement intégre.

DfriniTION 2.1.3. — Soient ¢ un monoide intégre et g un élément
de Q%P. On dit que g est simplifiable dans @ s'il existe q,q¢ dans Q tels
que g = q/q et tels que, si z,7' € Q vérifient x/z’ = g, alors il existe
qo € Q tel que £ = goq, 2’ = goq’. On dit alors que q/q’ est une écriture
simplifiée de g dans Q.

Si q/q' est une écriture simplifiée de g dans Q, toute autre écriture
simplifiée est de la forme ug/uq’ ol u est inversible dans Q.

LeEMME 2.1.4. — Soit Q un monoide intégre et g un élément de Q5P, si
g est simplifiable d’écriture simplifiée q/q’, alors pour tout n € N, g™ est
simplifiable d’écriture simplifiée q"/q'™.

Preuve. — Par récurrence sur n. Le cas n = 1 étant trivial, supposons
la. propriété vraie a ordre n — 1 avec n > 2 et soient z et z’ tels que
g" =z/z’.Onaq'z/qx’ = (q/q')"*; par récurrence il existe gy dans Q tel
que q’x — Qan_l, qx’ — qoq/n—l d’ol x/qn—2q0 — q/q', m’/q'"_2qo — q//q
et par hypothese, il existe ¢1, ¢} dans Q tels que :

T = 19, xl =ql1ql7

" 2g0 = qiq,

"0 =ad, q
d’ott on déduit q;/q; = ¢""1 /¢! et par récurrence, il existe g» dans Q
tel que g1 = g2¢" ", ¢) = g2¢" " d'olt & = goq", 2" = g2g™. [

Si @ est un monoide intégre et G un sous-groupe de P, on notera
Q/G le monoide intdgre image de @ dans Q&P/G.

DErFINITION 2.1.5. — Soient ¢ un monoide integre et g un élément
de @Q&P. On dit que g est régulier dans Q si ¢ est simplifiable dans Q et
d’ordre infini dans Q. Soient (g1, ...,gs) dans QP et G; = {(g1,..., ;)
(sous-groupe engendré dans Q&P, Gy = {1}). On dit que (g1,...,9s) est
une suite réguliére dans @ si g; est régulier dans Q/G;_1 pour 1 < ¢ < s.

LEMME 2.1.6. — Soient Q un monoide intégre et q,q' deuz éléments
de Q. Alors les deux conditions suivantes sont équivalentes :
(i) il existe un entier n > 1 tel que ¢ = ¢'™;
(it) q— ¢’ est un diviseur de zéro dans Z[Q)].

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



592 C. BREUIL

Preuve.
(i) = (ii). On peut supposer que 7 est le plus petit entier > 1 tel que
g™ = ¢'™. On a alors

(a-d) "'+ %+ +qd" ) =0

dans Z[Q)] et le deuxieéme fac‘geqr est non nul puisque la minimalité de n
" sont deux & deux distincts.

entraine que, dans @), les ¢"~*
T
(-4 (qui) =0
i=1

pour des n; dans Z et des g; dans Q distincts deux & deux. Puisque Q est
integre, les (gg;) (resp. (¢'¢;)) sont distincts deux & deux et on a une unique
permutation o de [1,...,7] telle que gg; = ¢'qy(;) €t n; = ny(;) pour tout 4.
Soit ¢ = (ni,...,mne) un cycle de longueur £ de cette permutation : on a
o(ng) = ngs1 si k # £ et o(ng) = n;. En multipliant membre & membre
les égalités qg,, = q'Gn,,,, on obtient ¢¢ = ¢’ avec £ > 1, i.e. g* =1, d’olt
le résultat. []

(ii) = (i). On suppose

LEMME 2.1.7. — Soient @Q un monoide intégre et q, ¢ dans Q tels que
g =q/q soit d’ordre infini dans Q®P. Soit f le morphisme canonique :
Z[Q)/(qa — ¢') — Z[Q/(g)]. Les deux conditions suivantes sont équiva-
lentes :
(i) g est simplifiable d’écriture simplifiée g = q/q’;
(ii) f est un isomorphisme.

Preuve.

(i) = (ii). On construit une flecche ¢ : Z[Q/(9)] — Z[Q]/(g — ¢'). Soit
z € Q/(g) et soient z,z’ € @ deux relevements de z dans Q. Quitte &
échanger z et z’, on peut trouver n € N tel que z/z’ = g". Il existe alors
go dans Q tel que = qoq™, 2’ = qoq™ ; donc ¢— ¢’ divise z —z’ dans Z[Q),
i.e. T =% dans Z[Q]/(¢—¢’) et il suffit de prendre pour ¢(Z) I'image de =
dans Z[Q]/(g — ¢'). On vérifie facilement que c’est la réciproque de f.

(i) = (i). Soient z,z’ deux éléments de Q tels que z/z’ = ¢/¢’, donc
z = T’ dans Q/(g), i.e. T = T’ dans Z[Q]/(¢ — ¢’) puisque f est un
isomorphisme. On a donc

z—2 =(q—¢) (ini(h‘)
=1

pour des n; dans Z et des ¢; dans @ distincts deux a deux. En multipliant
membre & membre par ¢ et ¢’ et en utilisant gz’ = ¢’z, on obtient :

(g—q)z=(¢- q')(iniqqi), (¢—d)z =(¢- q')(iniq’qi).

ToME 124 — 1996 — ~° 4
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Par (2.1.6), ¢ — ¢’ n’est pas un diviseur de 0 dans Z[Q], donc

T T
T = ZniQQi et z'= Zniql%
=1 i=1

ce qui montre qu’il existe (¢,7) dans {1,...,7}? tel que z = q¢;, =’ = ¢g;
avec forcément g; = ¢; = qo.

REMARQUE. — L’implication (i) = (ii) n’utilise pas que g est d’ordre
infini.

La proposition suivante est ’analogue, en quelque sorte, de (2.1.2) :

ProrosiTiON 2.1.8. — Soient Q un monoide intégre, s € N* et
(¢i,q}) € @ xQ pour 1 <7 < s. On pose g; = qi/q; € QP et on note g, G

et @, les images de g;, g; et q; dans Q/{g1,-..,9i~1). Les deuz conditions
sutvantes sont équivalentes :

(i) (g1,---,9s) est une suite réguliére dans Q et §;/q; est une écriture
simplifiée de g; dans Q/{g1,-..,9i—1) pour tout i;
(i) (g1 — ¢i,---,9s — ¢.) est une suite réguliére dans Z[Q] et, pour

tout i, on a Z[Q/(gk — ai)1<k<i = Z[Q/(9k)1<k<i] -

Preuve. — Récurrence élémentaire & partir de (2.1.6) et (2.1.7). []

La définition d’un morphisme «syntomiquey» de monoides est alors
naturelle :

DErFiNITION 2.1.9. — Soit A : P — @ un morphisme de monoides
intégres. On dit que h est syntomique si h est injectif et si @ peut
s’écrire Q = (P®Nz; & --- & Nz,.)/(91,--.,9s) ot (g1,...,9s) est une
suite réguliere dans P & Nz; & --- & Nz, et ou le morphisme P —
(P®Nz1 @ --®Nz,)/(g1,--.,9:) est universellement intégre pour tout :.

Remarquons tout de suite que les morphismes syntomiques sont trivia-
lement stables par composition.

On appelle monoide fin un monoide intégre et de type fini.

Si P — @ est un morphisme de monoides fins, on peut toujours écrire
Q sous la forme Q = (P® Nz, @ --- ®Nz,.)/G pour un certain entier r et
un certain sous-groupe G de P8 @ Zz1 & - - - © Zx,.

PropPoSITION 2.1.10. — Soit h : P — Q un morphisme syntomique de
monoides intégres, alors Z|Q)] est une Z[P)-algébre syntomique.

Preuve. — Soit (g3, ...,g,) une suite réguliere comme en (2.1.9). Pour
tout i, il existe §; et ¢, dans (P® Nz, @ --- ®Nz,.)/(g1,.--,9i_,) tels que
i/ q; soit une écriture simplifiée de g.
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594 C. BREUIL

Soient g;, g, des relevements de ¢;,q, dans P & Nx; @ --- @ Nz, et
gi = ¢;/q;. 1l est trivial que

(P®Nz1®---®Nz,)/(91,-..,9i) = (P®Nz1 & --- & Nx,.) /{91, - -, i)

et que (g1, ..., gs) est encore réguliere. Une récurrence élémentaire 3 partir
de (2.1.2) et (2.1.8) permet de conclure. []

REMARQUE. — On dira par la suite abusivement que (gi,...,9s) est

une suite réguliére d’écriture simplifiée g; = q;/q., avec gi, ¢, € PONz; @

.- @ Nz,, si ¢;/g; est une écriture simplifiée de g; dans (P®Nz; ® -+ @
Nw’r)/(Qla v 7gi-—1>-

DEriniTION 2.1.11. — Soient By une A-algebre plate et B une Bgp-
algeébre. On dit que B est transversalement (A, By)-réguliére si B peut
s’écrire sous la forme B = By[X1,...,X:]/(f1,---, fs) ol (f1,...,fs) est
une suite réguliere dans By[ Xy, ..., X,] et out Bo[X1,..., X ]/(f1,---, [
est une A-algebre plate pour tout 3.

On renvoie & [Kal] pour les définitions et propriétés des log-schémas
integres et des log-schémas fins. Si X est un log-schéma, on note X le
schéma sous-jacent. Si X = Spec A et si P est le faisceau de monoides,
on note X = (Spec A4, P). Si la log-structure est associée & une carte
P — A* ou P est un monoide et A* le monoide multiplicatif A, on note
aussi (Spec A4, P).

DErFINITION 2.1.12. — Un morphisme de log-schémas fins affines f
(Spec B, Pg) — (Spec A,P4) est dit log-syntomique standard s’il existe
une carte de f :

P — A

S

Q — B

telle que h est syntomique et B est transversalement (A, A ®zp) Z[Q)])-
réguliere.

Un morphisme de log-schémas fins f : Y — X est dit log-syntomique si
étale-localement sur X et Y il existe une carte de f qui soit un morphisme
log-syntomique standard.

2.2. Changement de base et composition.—On prouve la stabilité
par changement de base et composition des morphismes log-syntomiques.

2.2.1. — On commence par quelques lemmes techniques mais faciles.

ToME 124 — 1996 — N° 4



TOPOLOGIE LOG-SYNTOMIQUE 595

LEMME 2.2.1.1. — Soient P’, P et H trois monoides intégres, h un
morphisme de monoides de P dans P', G un sous-groupe de P®" @& H8P
et G son image dans P'8° @ H®P. Notons P' ®p (P ® H)/G) la limite
inductive du diagramme de monoides

(P® H)/G— P -2, P

Si P'op(P®H)/G) est intégre, la projection Id dhdId: P PO H —
P’ @ H induit un isomorphisme :

P op (P® H)/G)—(P' & H)/G.

Preuve. — La surjectivité est évidente. On a par ailleurs un diagramme
commutatif :

Pop((PoH)/G) —— (PoH)/G

¢ le

P'# @ pe (P ® H®)/G) -, (P'® @ H®)/G

ol k est injective par hypothese. La commutativité du diagramme entraine
que la fleche du haut est aussi injective, d’oti le résultat. []

LEMME 2.2.1.2. — Soient B un anneau commutatif, Q et Q' deux mono-
ides fins, 8 : Q@ — B> et # : Q' — B* deur morphismes de monoides
donnant la méme structure logarithmique sur B. Alors en tout point de
Spec B, il existe une B-algébre étale B’ et un sous-groupe de type fini G
de B’ tels qu’on ait un diagramme commutatif :

Q ®p-16)G — QBp-1¢) G

! l

BI —— B,,

Preuve. — Soient x € Spec B et T un point géométrique au-dessus de
z. D’aprés I’énoncé, il existe un isomorphisme

Q ®ﬂ“1(3;) B; ~ Ql @ﬂ'_l(B;) B;.
On consideére les deux sous-groupes de type fini de B :
Gi1 = (B(Q)NB3)*, Ga2=(8(Q)NB3)*.

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



596 C. BREUIL

Soient qi,...,q, des générateurs de Q; il existe ui,...,u, € Bi et
q9,---,4r € Q tels que ¢; = g; ® u; dans Q' Sp-1(z) By ; on note H le
sous-groupe de B} engendré par uq, ..., u,. Par le méme raisonnement en
inversant @ et @', on construit Hy C BE.

Soit G = G1G2H1H; : c’est un sous-groupe de type fini de Bj; de
plus @ ®g-1(g) G est inclus dans @ ©g-1(p:) B; et son image dans
Q' ®g-1(px) B; tombe dans Q' ©g/-1(¢y G, d’ott une injection

Q @5—1(0) G — Q' @g/—l(c) G
qui est aussi clairement surjective par choix de G. Comme G est de type

fini dans B}, on peut trouver une extension étale B’ de B au dessus de z
telle que G C B’*. []

On rappelle qu'un morphisme de monoides integres h : P — @ est dit
exact si h8P : P8P — Q8P est tel que (hgp)-l(Q) =P.

LEMME 2.2.1.3. — Soit h : P — @ un morphisme surjectif de monoides
intégres et notons P* (resp. Q*) les inversibles de P (resp. Q). Alors h
est exact si et seulement si h: P/P* — Q/Q* est un isomorphisme.

Preuve.

Sens <. Soit p/p’ € P8P tel que h8P(p/p’) = q € Q. Par surjectivité,
q = h(p"), p” € P, donc h8(p/p'p") =1. Mais de I’hypothese, on
déduit immédiatement P®P/P* -~ Q& /Q*. D’ou p/p'p” = u € P*, i.e.
p/p' =p"u € P.

Sens =. Il suffit de montrer I'injectivité, la surjectivité étant triviale.
Soient p et p’ deux éléments de P tels que h(p) = h(7') avec des notations
évidentes, alors h8P(p/p’) € Q* et h8P(p’/p) € Q*. Par exactitude, p/p’ est
dans P et de méme p’/p est dans P, d’ou p/p’ € P*. []

LEMME 2.2.1.4. — Soit h : P — @ un morphisme surjectif exact de
monoides intégres et g un élément régulier de QBP d’écriture simplifiée
g=gq/q. Soient p et p' des relevés quelconques de q et ¢’ dans P
et g = p/p’. Alors § est régulier d’écriture simplifiée p/p’.

Preuve.—I1 est clair d’abord que si g" = 1, g" = 1 ce qui est impossible.
Donc § est d’ordre infini dans P8P. Soient & et £’ dans P tels que £/2' = §;
on a h(2) = qogq, h(&') = qoq’ pour un go dans @, d’ou par exactitude
2 = upop et 2’ = vpep’ ol pg est un relevé de gg dans P avec u,v € P*.
Enfin il est clair que u = v. []

LeMME 2.2.1.5. — Soit h : P — @Q un morphisme surjectif ezact de
monoides intégres et G un sous-groupe de Q®P. Soit G un sous-groupe
de P®P tel que h#*(G) = G. Alors h : P/G — Q/G est un morphisme
surjectif et exact de monoides intégres.
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_ Prewve. — La surjectivité est claire. Soient p,p’ € P tels _que
h(p/P’) € Q/G ot p et P’ désignent les images de p et p’ dans P/G. 1l
existe ¢ dans Q tel que h(p/p’) =q. Sir € P est tel que h(r) = g, on a
h(p/rp') € G, i.e. il existe § € G tel que h(§) = h(p/rp’). Par exactitude
de h, on en déduit grp’'/p = u pour un u dans P*, d’ou p = 7p'u~! dans
P/G, c'est-a-dire p/p’ € P/G, ce qui montre Pexactitude. []

LEMME 2.2.1.6. — Soient P, Q, R, S quatre monoides intégres avec un

diagramme commutatif : %

R — P

ﬁlelh

S — @

ot h est universellement intégre, k et £ sont surjectifs et exacts. Alors h
est universellement intégre.

Preuve.— Par [Kal, 4.1], il suffit de montrer que pour tous 71,72 dans R
et s1, 82 dans S tels que iz(rl)sl = ﬁ(r2)52, il existe r3, 74 € Ret s € S tels
que ri73 = roTy, S = B(r3)s, 8o = ﬁ(m)s. Soient donc 71, 72, 81, S2 comme
précédemment ; on a h(k(r1))€(s1) = h(k(r2))€(s2) et par intégrité de h (et
[Kal, 4.1]), il existe p1,p2 dans P et g dans Q tels que k(r1)p1 = k(rz)pe,
£(s1) = h(p1)q et £(s3) = h(p2)q. Soient 75,7y dans R et s’ dans S tels
que k(r§) = p1, k(r}) = p2 et £(s’) = q. Par exactitude de k et ¢, il
existe u dans R* et v,w dans S* tels que rir§ = urery, s1 = vﬁ(rg)s’,
sy = wh(r})s’. On a alors vh(riry) = wh(rery), dott w = vh(u) et en
posant r3 = 14,74 = ury,s = vs, on a le résultat. []

LEMME 2.2.1.7.— Soit B un anneau muni d’une structure logarithmique
fine donnée par une carte §: Q — B*. Soit G un sous-groupe de type fini
de B*. Alors il existe un monoide fin S et un diagramme commutatif :

Q =————=0Q

| !

S — Q@I@—I(G) G

tel que
(i) s est surjectif et ezact;

(ii) h est syntomique (2.1.9).

Preuve. — Soient ¢, ..., g, des générateurs de G; on pose :
Q=(Q®Nz; ® Nzt @ --- ® Nz, ® Nzl)/(z; @ ).
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On a une surjection @ — Q ©p-1(g) G en envoyant x; sur g; et
sur g; ! Tl est clair que le morphisme Q — Q est syntomique. D’autre part,
(B71(G))®P est un sous-groupe de type fini de Q2P ; notons q1/q, . - ., ¢:/q;
avec ¢;,q. € B71(G) des générateurs et posons :

S=QoeNy @ &Ny, ®Ny| @ & Nyl)/(v; ® i, v, D ¢)-

Il est facile de voir que le morphisme é — S est syntomique (en fait, c’est
ce que Kato appelle une localisation généralisée); par composition, on en
déduit que h : ) — S l'est aussi. On définit s : § — Q®g-1(¢)G en posant
s(y:) = (B(g:)) ! et s(y!) = (B(¢}))~!. Le morphisme s est surjectif et on
vérifie aisément qu’on a un isomorphisme

5/8* ~(Q &p-1(c) G)/(Q Bp-1(c) G)"
ce qui montre par (2.2.1.3) que s est exact. []

LEMME 2.2.1.8. — Soient Py, P»,S:1 trois monoides fins, h : P, — P,
syntomique et kq : S1 — Py_surjectif et exact. Alors il existe un monoide
fin So et des morphismes h : S; — Sy et ko : So — Py tels que h est
syntomique, ko est surjectif et exact et le diagramme

est commutatif.
Preuve. — Puisque h est syntomique, on peut écrire
P2 = (Pl@le@@er)/<glaags>

ou (gi1,.--,9gs) est une suite réguliere dans P, ®Nz; & - - - ® Nz, d’écriture
simplifiée g; = p; ® 2;/p; ® z, (voir la remarque qui suit (2.1.10)) avec
pi, D € Py et z;, 2, € Nzy @ - -- @ Nz, Soient s; (resp. s;) des relevés des
p; (resp. p}) dans S; et §; =s; ® 2;/s,® 2, € (S1 ®Nzy & - - - ® Nz, 8P,
Soit
Sy = (51 &Nz, @ --- @Nl'r)/@l:- .- u@s)
et h le morphisme canonique S; — Sa. On pose (groupes engendrés) :
Gi=(91,---,9i), Gi=1(91,---,9)

Comme il est clair que S; ®Nz; ®--- &Nz, - PL®Nz1 & - @ Nz, est
surjectif et exact, les morphismes :

kpi: (S1©Na; @ - - ®Nz,)/G; — (PL®Nz, @ --- ®Nz,) /G,

sont encore surjectifs et exacts par (2.2.1.5) et une récurrence immédiate
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a partir de (2.2.1.4) et (2.2.1.5) montre que (§1,...,Js) est une suite
réguliere dans S, ® Nz, @ - - - ® Nz,.. En appliquant (2.2.1.6) a

P, (PL®Nz; ®---®Nz,)/G;, S1, (S1®Nz1 @ --- ®Na,)/G

()

on voit que les morphismes h; S — (S1®Nzy @ --- & Nz,.)/G; sont
universellement integres.

Il reste a voir linjectivité de h : soient s et s' dans S; tels que
h(s) = h(s’), on a h(k1(s)) = h(ki(s')) donc ki(s) = ki(s’) puisque h
est injectif. Par exactitude de kq, il existe u; dans ST tel que s = u; ¢/,
donc fz(ul) = ldans S5, i.e.u; € @s C (S16Nz1®- - -®Nz,.)8P. On a donc
a1,...,05 dans Z tels que §7* - - - §¥ = ug, o1 g1 -+ - g5 = ky(u1) =1
dans (P, ® Nz; @ - - - & Nz,.)8P ce qui n’est possible que si tous les «; sont
nuls (car (g1,...,9s) est une suite réguliere). On a finalement u; = 1, ce
qui montre I'injectivité et acheve la preuve du lemme. []

Le lemme suivant (facile) est siirement bien connu :

LEMME 2.2.1.9.— Soient B un anneau, (b1,...,bn,c1,...,Cn) une suite
réguliére dans B telle que(ci,...,cm) est aussi une suite réguliére dans
B/(by,...,b;) pour tout i (avec 0 < i < n). Alors (c1,...,Cm,b1,...,bp)
est une suite réguliere dans B.

Preuve. — On fait une récurrence sur n.

e Cas n = 1. On fait une sous-récurrence sur m : si m = 1, soit (b, c)
une suite réguliere. Soit d € B tel que bd = 0 dans B/c. Il existe e € B
tel que bd = ce, i.e. c€ = 0 dans B/b, donc € = 0, i.e. il existe f € B tel
que e = bf, d’ott b(d — cf) = 0 et comme b est non diviseur de 0 dans B,
on a d = cf soit d = 0 dans B/c et b est non diviseur de 0 dans B/c. Si
de plus, c est non diviseur de 0 dans B, on a bien que (c, b) est une suite
réguliére. Si m est quelconque, par récurrence au cas (m — 1), on a que

(c1y--+yCm—1,b,cm) est une suite réguliére et on applique le cas m =1 4
(b,¢m) dans B/(cy,...,Cm—1)-

e Cas n > 1. En appliquant le cas n = 1 & (bn,C1,...,Cn) dans
B/(b1,...,bn—1), on a que la suite (b1,...,bp—1,¢1,...,Cm,bs) est régu-
liere. Par récurrence au cas (n — 1), la suite (c1,...,¢m,b1,...,bn-1)
est encore réguliere, et donc la suite (ci,...,Cm,b1,...,b,) est bien
réguliere. []

2.2.2.

THEOREME 2.2.2.1.

1) (changement de base) si f :' Y — X est un morphisme log-
syntomique, il en est de méme de fx : Y xx X' pour tout morphisme
X' — X de log-schémas fins,
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2) (composition) le composé de deux morphismes log-syntomiques est
un morphisme log-syntomique.

Preuve.

1) Etale localement, on a une carte de f qui est un morphisme log-
syntomique standard (2.1.12) :

i

Q@ — B

—

et une carte du morphisme de changement de base :
P—5 A

|

P — A

ot la structure logarithmique sur A est engendrée par P et P.A priori
P # P, mais quitte & prendre une extension étale de A, et les extensions
étales correspondantes sur B et A’ par changement de base classique, et
quitte & modifier P’, on se raméne par (2.2.1.2) au cas P = P. 1l suffit
donc de montrer que le diagramme :

pPP— A

| !

PopQ — A ®sB

est un morphisme log-syntomique standard (remarquons que P'@®pQ reste
bien inteégre). Il existe r € N et un sous-groupe G de Q8P tels que

Q=(Po®Nz1®---®Nz,)/G

et que l'on peut trouver (g1 = p1/P1,---,9s = Ps/Ps) une écriture sim-
plifiée d’une suite réguliere de générateurs de G. Soit G; = (91,---,9i),
Q; = (P®Nz; @ --- ® Nz,.)/G,, p; (resp. p,, resp. g;) l'image de p;
(resp. pi, g;) dans (P’ ® Nz; & --- & Nz, )8 et G, = (¢1,...,9;). Comme,
pour tout i,
Z[P' ®p Qi] = Z[P'] ®zp) Z]Qs]

est une Z[P']-algebre plate par changement de base, les morphismes P’ —
P’ @®p Q; sont injectifs et universellement intégres par (2.1.2). Par change-
ment de base des morphismes syntomiques classiques, (pj — 7, . . . , Pt —D%)
est une suite réguliere dans Z[P'][X1,...,X,], de plus pour tout 7, on a
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par (2.2.1.1) P'®p Qi = (P’ ®Nz1 & - ® Nz,) /G| et :

Z|P' ®p Qi) = Z[P'] ®z;p) Z[Q:]
= Z[P/] [Xl, P ,Xr]/(pll _]3,15 e 7p; _ﬁ;)
=Z[P' ®p Qi-1]/ (¥} — B})-

D’apres (2.1.6), I'image de g, dans (P’ ®@p Q;—1)%P est d’ordre infini
et d’apres (2.1.7), elle est simplifiable dans P’ ®p Q;_1. Finalement,
la suite (g},...,g.) est bien réguliere dans P’ ® Nz; @ --- @ Nz, et le
morphisme P’ — P’ ®p Q est syntomique. Enfin, il est clair que A’ ® 4 B
est transversalement (A’, A’ ®z(p Z[P' ®p Q])-réguliere (2.1.11) par le
théoreme de changement de base des morphismes syntomiques classiques.

2) Etale localement, cela revient & considérer un diagramme de
cartes : N
P— A

o,

Q —— B
I

B
|
— C

Ql
d|
R

ot les deux diagrammes commutatifs du bas et du haut correspondent &
des morphismes log-syntomiques standards.

Premiére étape. — Quitte a localiser en B et en C, on peut supposer
par (2.2.1.2) que le diagramme commutatif :

o2 b
|
R

:

<

Y
B
se factorise sous la forme :

Q —— Q&1 )G —— B

| | |

R — R@Q' (Q @ﬂ—-l(g) G) — C
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ol G est un sous-groupe de type fini de B*, ol la structure logarithmique
sur C est encore engendrée par R®q: (Q®g-1(g)G) et oli, par changement
de base (1), la partie de droite du diagramme correspond encore 3 un
morphisme log-syntomique standard. On est donc ramené & la situation

suivante :
(7

P —m—— A

at ,

Q816 —— B
| |

R, =R @Q’ (Q @ﬂ—l(c) G) —’Y—> C

mais ou le diagramme du haut n’est pas forcément un morphisme log-
syntomique standard.

Deuziéme étape. — En appliquant successivement (2.2.1.7) et (2.2.1.8),
on construit deux monoides fins S et T tels qu’on ait un diagramme
commutatif :

Joo b |

T — R —— C

ol la log-structure sur C (resp. B) est encore engendrée par T (resp. S),
o k, k et k' sont syntomiques et o1 s et ¢ sont surjectifs exacts.

Si M — D* est un morphisme d’un monoide M dans un anneau
commutatif D, nous noterons dans la suite

f:M®Nz, ®-- &Nz, — D[X1,...,X,]
Papplication canonique telle que f (z;) = X;. Par définition, on peut écrire
R =(Q®p-1)GONz @ ---®Nzpw)/(g1,. .-, 9s)

ot (g1 =q1/q},---,9s = gs'/ql) est une suite réguliere sous forme sim-
plifiée. Par définition, C' s’écrit sous la forme :

C=B8B Rz[Q] Z[R][Wl, ceey th]/(Gl, ceey Gul)
= B ®ziqe,1 0,01 LRIW, ..., Wel/(Cr,..., Cur)
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ou (Gy,...,Gy) est une suite réguliere. On peut donc écrire :
C=B|Z1,...,Zp,Wy,...,Wy]
/(f(QI) - f(qg% s ,f(q.e’) - f(q;’)’ Gla ey Gu’)
Pour simplifier les notations, notons
F(g:) = f(as) - f(d)-
Par la construction en (2.2.1.8), ona T = (S®Nz1®- - - &Nz ) /{G1, - - -, s)

ol les g; sont des relevés des g; dans (S @ Nz; & - - - & Nz,»)8P, ou encore
d’apres la construction de S en (2.2.1.7) :

T=(Q®Ny®oNy| @ - ®Nz; ®Nz| & ®Nz; & -+ ®Nzpv)
/<y1 52 Cjuy: @ ‘ﬂ’xj 2] x;’agh s ags’>
en notant §;,q; certains éléments de @ d’image inversible dans B (voir

preuve de (2.2.1.7)) et en notant encore §; des relevés des g; dans
Qe&Ny; &Ny @-- - ®Nz1 ®Nzi @ ---®Nz; @ --- & Nz,v )8P. D'our :

B ®gq) Z|T) = B[Y;, Y], X;, X}, Z]
/(Y= (B(@)1 Y] = (B(@) 73 X; X — 1, f(gr))
= BIX1,X1,...,Z1,..., Z)/(X; X) - 1, f ()

Dans la preuve de (2.2.1.7), les z; ont pour image dans B des inversibles v;,
et il est facile de voir que toutes les B-algebres :

B[X1, X1, ..., Xr, X, 21y ..y 2]
/(Xl —vlv"'aXi —Ui,X]X{ - 17"'aX7‘X;- - l,f(gl)a"'af(gs’))
sont encore syntomiques sur B, ce qui entraine par (2.2.1.9) que la suite
(XIX{ - 1)"')X7'X1I- - 1af(§1)""7f(gs’)le -’U1,~~,X7- —vr)
est encore réguliere. On déduit alors facilement que

C=B ®z]Q Z[T][Wl, cey WtI]/(Xl -0y, Xp — U, Gy, ..., Gul)
est transversalement (B, B®zq)Z[T)-réguliere. On est finalement ramené
a la situation suivante (en posant £ = ko k') :

P—a———>A

L,

Q — B

‘| |

T;C

oll les deux-carrés sont des morphismes log-syntomiques standards.
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Troisiéme étape. — 1l est clair d’abord que le morphisme composé
£oh: P — T est syntomique. Par définition, B et C s’écrivent :

B= A®Z[P] Z[Q][‘/la .. "Vv]/(Fly .. 'aF’U’)a

C=B ®Z[Q] Z[T][Wl, ey Ww]/(Gl, e, Gw/)
ou (Fi,...,Fy) et (Gy,...,Gy ) sont des suites régulieres. Par définition,
Q et T s’écrivent :

Q=(P®Nx1@"‘@Nwr)/<fla-"af7">a
T=(Q®Ny & ®Ny,)/(g1,--,9s)

ou (f1,..., fr) et (g1,...,9s) sont des suites régulieres. On a :
B ®z/q) Z[T] = (A ®z/p Z[Q)[VA, ..., Vul/(FL, ..., Fu))

®Z[Q] Z[Q][Yia . aYS]/(f(gl)’ .. .af(gs’))
=A®Z[P] Z[Q][V&,,%,Yi,,n]

/(Fla'--,Fv’7f(gl)’~",f(gs’))

ou la suite (Fy,...,Fy, f(g1),-..,f(gs)) est réguliere par changement
de base et composition des morphismes syntomiques classiques. Mais ce
raisonnement s’applique & toutes les algebres

A®Z[P] Z[Q][‘/l? . '7‘/’0]/(Fla o "Fi)a
montrant que les suites (Fl,...,Fi,f(gl),...,f(gsz)) sont toutes régu-
lieres dans A ®zp) Z[Q][V1,..., Vo, Y1,...,Y;]. Par (2.2.1.9), la suite

( f(gl), ...y f(gs'), F1,...,Fy) est encore régulidre et on voit facilement
que les algebres B ®z(q) Z[T| = A ®zp) Z[T][V1,...,Vol/(F1,. .., Fy),
puis C, sont transversalement (A, A ®z(p) Z[T))-régulieres. Finalement, le
morphisme composé est bien log-syntomique standard. []

DEFINITION 2.2.2.2. — Soit X un log-schéma fin et soit (LSF/X)
la catégorie des log-schémas fins sur X. On définit la topologie log-
syntomique sur (LSF/X) en prenant comme recouvrements les familles de
morphismes (f; : U; — T); (ou T est un objet de (LSF/X)) satisfaisant
les deux conditions suivantes :

(1) f; est log-syntomique;
(2) T = U £:(U;) (union ensembliste sur les espaces topologiques sous-
jacents). i

Dans la suite, on notera Xgyn la catégorie (LSF/X) munie de la
topologie log-syntomique.
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3. Calcul de la cohomologie log-cristalline

Dans cette section, on calcule la cohomologie log-cristalline en utilisant
le site log-syntomique, selon la voie inaugurée par Fontaine-Messing dans
le cas classique (voir [FM]).

3.1. Préliminaires. — Rappelons que W,, désigne I’anneau des
vecteurs de Witt de longueur n a coefficients dans le corps parfait k
de caractéristique p > 0 et que W = limW,. Pour la définition de
la cohomologie cristalline & péles logarithmiques des log-schémas fins
puis des log-schémas intégres, nous renvoyons a [HK] et [Ka2]. Pour un
schéma X et un élément a € I'(X, Ox), on note avec Kato [Ka2, 2.3.3]
L(a) la log-structure fine associée 8 N — Ox,1 — a. Si a appartient &
I'(X, Ox)*, on retrouve la log-structure triviale. Dans la théorie de Hyodo-
Kato, deux bases logarithmiques apparaissent naturellement : W,\{0} —
WX via z — z et W,\{0} —» W via  — z si = inversible et  — 0
sinon. On choisit une uniformisante m de W,,, ce qui permet d’identifier
les bases précédentes aux deux bases (Spec W, L()), (Spec W,, £(0)).
Soit W, (u) l'algébre aux puissances divisées en u. On a un diagramme
commutatif de P.D.-épaississements logarithmiques (¢f. [Kal, 5.2]) :

U

(Spec Wy (u), L(u)) —— (Spec Wy, L())

o] T

(Spec Wi, £(0)) ——— (Speck, £(0))

(Kato note W, (t) dans [Ka2]; nous utilisons plutdt u car ¢t désigne un
élément particulier de 'anneau A..s de Fontaine et il peut y avoir des
confusions quand on calcule la cohomologie log-cristalline de O %, /pO %o
par rapport & la base W,(¢), voir (6.3) ou [Brl].)

Dans la suite, on note

(Speck, L) = (Speck, £(0)), Speck = (Speck, L(1))
et S, 'une des quatre bases
(Spec Wi (u), L(u)), (Spec Wa, L(7)), (Spec Wy, £(0)), (Spec Wy, L(1)).

Soit X un log-schéma fin sur (Speck, L) ou Spec k, on note (X/S,)cris
le site suivant («gros» site cristallin fin). Les objets sont des paires
(U — T,6) ou U est un objet de (LSF/X), T un log-schéma fin sur Sy,
U — T une immersion fermée exacte [Kal, 3.1] sur .S, définie par un
idéal J et § une P.D.-structure sur J compatible avec la P.D.-structure
de la base. Puisque Or est annulé par une puissance de p, J est un nil-
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idéal. Les morphismes de U’ «— T dans U < T sont des diagrammes
commutatifs :

UI - T/

U——>T

ou la fleche de droite est un P.D. morphisme. Les recouvrements de U — T'
sont les familles (Uy = Ty)o — (U — T) telles que (T, — T)q est un
recouvrement étale classique avec structures logarithmiques induites et
telles que les diagrammes :

|

Ua Ta

-

sont cartésiens. On appelle P.D. épaississements les objets de (X/S,)cRris-
On construit de méme le site (X/S,)syn-cris en prenant les mémes
objets et morphismes mais avec des recouvrements (U, — Tg)o —
(U — T) tels que (T, — T)o est un recouvrement log-syntomique
(2.2.2.2) et que les diagrammes :

|

Ua Ta

||

U——T

|

sont cartésiens. On note indifféremment Ox g, le faisceau structural sur
ces sites et H'(X/S,,) les groupes de cohomologie du faisceau structural
sur (X/Sn)cris- Remarquons que Hyodo et Kato définissent plutét le
«petit» site cristallin fin [Kal, 5.2], mais les invariants cohomologiques
sont les mémes que ceux du «gros» site cristallin fin : la preuve est la
méme que dans [Be, II1.4]; elle utilise essentiellement la fonctorialité
du «petity» site cristallin fin établie dans [Kal, 5.9]. Si X — Speck
est un morphisme de schémas (qui peut-étre vu comme un morphisme
de log-schémas avec log-structures triviales), le petit site cristallin fin
logarithmique par rapport & (Spec W,,, £(1)) est égal au petit site cristallin
classique par rapport & Spec W, et les groupes H*(X/(Spec Wy, £(1)))
précédents s’identifient donc & la cohomologie cristalline classique.

Enfin, on note :
o 0% le préfaisceau sur (Speck, L)syn qui & X dans (CLSF/(Speck, L))

associe H°(X/(Spec Wy (u), L(u)));
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o OZR le préfaisceau sur (Speck, L)syn qui & X dans (LSF/(Speck, L))
associe H°(X/(Spec W,, L(7)));
o OHK e préfaisceau sur (Spec k, L)syn qui & X dans (LSF/(Speck, L))
associe H°(X/(Spec Wy, £(0)));
o O%Fs le préfaisceau sur (LSF/(Speck)) qui & X dans (LSF/(Speck, L))
associe H°(X/SpecW,,);
avec «st» pour semi-stable, «dR» pour de Rham et « HK» pour Hyodo-
Kato. La notation «dR» vient du fait que, si X est la réduction
modulo p d’un log-schéma X log-lisse sur (Spec W, L(w)), les groupes
lim H*(X/(Spec Wy, L(w))) ®w Ko calculent la cohomologie de de Rham
de X xw K, voir [Kal] et [HK].
Le symbole * désignera dans la suite «st», «dR», « HK» ou «cris».

3.2. Le faisceau des sections globales log-cristallines.
Rappelons le lemme suivant :

LeMmME 3.2.1. — Soit A un anneau commutatif, s : B — A une immer-
sion fermée définie par un nil-idéal et C = A[Xq,...,X,]/(G1,...,Gr)
une A-algébre telle que (Gi,...,Gr) est une suite réguliére et telle
que A[Xy,...,X,]/(Gy,...,G;) est une A-algébre plate pour tout i.
Soient Gi,...,G, des relevements des G; dans B[Xi,...,X,]; alors
(Gi,...,G,) est une suite réguliére et B[X1, ..., Xn]/(él, .. ,@,) est une
B-algébre plate pour tout 7.

Preuve. — Soit M un idéal maximal de A, par changement de base
A — A/M, on déduit (E.G.A.0, 15.1.15) que (Gy,...,G,) est une suite
réguliere dans A/M[X7,..., X,]. Comme les idéaux maximaux de B et A
se correspondent et B/s~}(M) ~ A/M, on en déduit par des arguments
classiques (voir par exemple [Mi, 1.2.5]) que (@1,...,@T) est une suite
réguliere et que pour tout ¢, la B-algebre B[Xj,... ,Xn]/(él, ey 51) est
plate. []

LEMME 3.2.2.— Soient X un log-schéma dans (CSF/(Speck, L)) (resp.
(LSF/Speck)) et

X ——7Y,

! |

(Speck,L) — S,

un P.D. épaississement de X (resp. avec Speck — SpecW,). On peut
localement relever les morphismes log-syntomiques sur X en morphismes
log-syntomiques sur Y, tels que le relevé (local) soit encore un P.D.
épaississement.
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Preuve. — Soit f : Z — X un morphisme log-syntomique (sur
(Speck, L) ou Speck). Etale localement, on a une carte de f :

PL»A

o,

Q — B

qui est un morphisme log-syntomique standard et une carte de I'immersion
fermée exacte : -
R —— C

k| K

P— A

ot C est un P.D. épaississement de A et ou la structure logarithmique
sur A est encore engendrée par R (elle est aussi engendrée par P et P’).
En appliquant (2.2.1.2) & P, R et A et quitte & prendre une extension
étale A’ de A et 'extension étale C’ de C correspondante, on se raméne
a la situation :

a

P@a—l(g) G —— A

| ,
Q{Bp (P @a—l(G) G) —— BQ®y A
et

R___.’y__.)C'

! L

P®y1(q) G — A’

oll G est un sous-groupe de type fini de A contenant (a(P) N A™)eP,
oll R ®(s0y)-1(q) G = P Dq-1(g) G €t ol h est toujours syntomique par
changement de base (2.2.2.1). Soit G un sous-groupe de type fini de C"*
tel que s(G) = G et tel que (y(R) N C"™*)8 C G. L’application naturelle
Ra

v

(@) G — P ®4-1(g) G est surjective. De plus :

Re, .5 G)/Re, .5 G) =R/ C") =R/(son)}(4")
= BOom-1(0) G)/ B S@om-1(6) G)’
= (P ®a-1(0) G)/(P @a1(c) C)
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ce qui montre par (2.2.1.3) qu’elle est aussi exacte. On est finalement
ramené localement & la situation :

P —s

1

Q —
R C
k l J, s

P A
ol le diagramme du haut est un morphisme log-syntomique standard, ou k&
est surjectif exact et ol s est un P.D. épaississement de A. En appliquant
(2.2.1.8) &4 P, Q et R, on construit un monoide fin 7, un morphisme
h : R — T syntomique et un morphisme 7" — @ surjectif et exact. D’autre

part, par hypothese B s’écrit B = A ®zp) Z[Q|[X1,. .., X/]/(G1,...,Gs)
avec (Gy,...,Gj) suite réguliere; soit @i des relevements des G; dans

C ®gr ZIT)[X1,. .., Xr], D= C @y Z[T)[X1, ..., X,)/(Gy,...,GCy)

et § la surjection évidente D — B. Par (3.2.1), D est transversalement
(C, C ®z/r) Z[T))-réguliere, ce qui entraine que le log-schéma (Spec D, T)
est log-syntomique standard sur (SpecC,R) et que ker(8) est encore
muni de puissances divisées [BO, 3.21 et 3.22]. Ceci achéve la preuve
du lemme. []

Comme dans [FM, 1.3], on a alors :

COROLLAIRE 3.2.3. — Les préfaisceaur O, OR et OHK sont des
faisceauzr sur (Speck,L)syn. Le préfaisceau OS'S est un faisceau sur
(Speck)syn-

Preuve.— Nous donnons la preuve pour (Speck, L), le cas de O™ étant
similaire. Soit U un objet de (Speck, L)syn et (U; — U); un recouvrement
log-syntomique de U. Il s’agit de montrer 'exactitude de :

0— H°(U/Sn) — [[H®(Ui/Sn) = [[H® (Ui xv U;/Sn)
i 0
Tout s € H°(U/S,,) peut se décrire comme une famille compatible (s7) ot1
V < T est un objet de (U/Sy)cris et st € I'(T, Or). Supposons que (st)
a pour image 0 dans [[, H°(U;/S,). Soit V < T un objet de (U/S,)cris
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et notons V; = U; xy V. Par (3.2.2), il existe (We)g un sous-recouvrement
étale des V; sur lequel on peut relever V — T en W, — Ty, les T, formant
un recouvrement log-syntomique de 7. Comme st +— 0 dans H°(U;/S,,)
pour tout 7, on en déduit en particulier que pour tout ¢, resz, r(st) =0,
i.e. s7=0 puisque Or est un faisceau pour la topologie log-syntomique.
Ceci est vrai pour tout V < T, on a donc s = 0 dans H°(U/S,,), ce qui
montre l'injectivité. L’exactitude de la deuxiéme fleche se prouve par un
raisonnement similaire. []

3.3. Comparaison des topoi log-syntomique et log-cristallin.

Pour passer du topos (X7§n)cms au topos J?SYN, on utilise le topos
intermédiaire (X/Sn)gyn-cris :

LEMME 3.3.1. — On a des morphismes de topoi :

(X/S")SYN -CRIS - Xsvn

g

(X/5n) orus

Preuve. — Soient F un faisceau sur (X/Sn)syn-cris et U < T un
objet de (X/Sn)cris- On définit

V(FYU—=T)=FU —T)

(U — T vu comme objet de (X/Sp)syn-cris). Soit G un faisceau sur
(X/Sn)cris; on définit un adjoint & gauche v* de v, comme le faisceau
associé au préfaisceau : (U — T) +— G(U — T) dans (X/Sn)syN-cCris-
Soient F un faisceau sur (X/Sp)syn-cris et U un objet de Xgyn. On
définit

w(F)(U) = H3yn-cris(U/Sn, F).

Une démonstration strictement analogue & (3.2.3) montre que u. (F) est
encore un faisceau sur Xgyn. Si € est un faisceau sur Xgyn et si U — T est
un objet de (X/S,)syN-cris, on définit u*(E)(U — T) = E(U). Il n’est
pas difficile de voir que u* est un adjoint & gauche de u, qui commute aux
limites projectives finies. []

LEMME 3.3.2. — Awvec les notations précédentes, on a Riv*OX/sn =0
pouri > 1.

Preuve. — On suit la méthode de [BBM, 1.1.19]. On montre comme
dans le cas classique que R'v.Ox s, est le faisceau sur (X/S,)cris
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associé au préfaisceau (U — T) — H(Tsyn, Or). 1l suffit de voir que
H'(Tsyn,Or) =0 pour i > 1 et T affine. En recopiant la démonstration
classique [Mi, I11.2.12], on se raméne & montrer que H*(U/U,Oy) = 0
pour ¢ > 1, pour tout objet U affine de TgyN et pour tout recouvrement
log-syntomique affine de U. Comme le faisceau Oy est indépendant des
structures logarithmiques, et comme le schéma sous-jacent du produit
fibré dans la catégorie des log-schémas log-syntomiques sur U s’identifie
au produit fibré des schémas sous-jacents (2.2.2.1 1)), le complexe de Cech
logarithmique est égal au complexe de Cech classique (i.e. avec structures
triviales). Mais ce dernier est acyclique en degré plus grand que 1 car les
morphismes des schémas (affines) sous-jacents sont plats. []

On en déduit des isomorphismes canoniques et fonctoriels :
H*((X/Sn)syn-cris, Ox/s,) =~ H'(X/Sn)
LEMME 3.3.3. — Avec les notations précédentes, on a pour i > 1 :
Riu,0x/s, =0.

Preuve. — On sait que Riu*(’)x/sn est le faisceau sur Xgyn associé
au préfaisceau U — H:(U/S,) (3.3.2). Soit s € H'(U/S,), il s’agit de
montrer qu’il existe un recouvrement log-syntomique (U, — U), tel
que resy, u(s) = 0 dans H*(Uy/Sn). On fera la démonstration pour
(Speck, L) (le cas Spec k étant analogue) et on notera

O(S,) =T(5,,0s,).

Le probleme étant local, on peut supposer que U = SpecA, la log-
structure étant donnée par P = A* au-dessus de N — k, ot1 P est un
monoide fin. Soient pi,...,p, des générateurs de P et g 'image de 1 € N
dans P. On considere la log-immersion fermée, ou le log-schéma du haut
est lisse sur S, :

B
@ = Nxg ®Nz1 ..o Ny, —— O(Sn)[Xl, . ,Xr] [Ta]aeA =B

N t

P

ou h(xj) = Pj (-7 2 1), h’(x()) =9, S(Xj) = Ol(h(l‘j)), S(Ta) = a,
B(z;) = X; et B(xo) =0, 7 ou u (suivant la base). Notons

Y = (Spec B, Q).
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Soit h8P : Q8P — PEP et notons BPFles I’enveloppe aux puissances divisées
de B ®zq) Z[h# ' (P)] par rapport a Ker(B ®z(q) Z[hE T (P)] — A)
compatible avec les puissances divisées sur S, (cf. [Kal, 4.10 1) et 5.6]).

On sait que la cohomologie cristalline de U se calcule & 'aide du
complexe [Kal, 6.4] :

DP DP 1 DpP 2
B log___)B log ®BwY/Sn_’B log®Bwy/Sn_,...

et que s peut donc étre représentée par une i-forme fermée dans BPPles @ g
wy /g, » i-e. comme une somme finie de termes de la forme
n

(o8 ® dlog(zq,) ® - ® dlog(za,)
®dXg, ® - ®dXg, ® dT,, ® - ® dT},,
avec 1 <o <1, 1< B <retry, €A Soient

Qn=Nzo @ N:L‘Il)—n69 @ Nxfn’_n7 B, = O(Sn) [ij_", T$k_n] [Ta} G;A
aFvg
avec un morphisme évident @, — B, et Y, = (SpecB,,Q.). Le
log-schéma Y,, est log-lisse sur S,, et on a bien un recouvrement log-
syntomique :

Qn — Bn

[

Q — B

avec des fleches évidentes. Il est alors clair que s a pour image 0 dans
H'((Spec A, P) xy Y,,/Sy) ot (Spec A, P) Xy Y,, est un recouvrement log-
syntomique de (Spec 4, P). []

Pour * # dR, OF est canoniquement muni d’un Frobenius?, donc aussi
les préfaisceaux Hgyy(—, OF).

CorOLLAIRE 3.3.4. — Soit X un objet de (LSF/(Speck,L)) (ou
(LSF/Speck)). Alors pour tout i € N, HY(Xgyn, O}) est canoniquement
et fonctoriellement isomorphe & H'(X/S,), de facon compatible auzx
Frobenius si x # dR.

Preuve. — Par (3.3.2) et (3.3.3), les suites spectrales de Leray associées
aux morphismes de topoi en (3.3.1) dégénérent, fournissant un isomor-
phisme canonique et fonctoriel H*(Xsyn, O}) ~ H*(X/S,). La compati-
bilité aux Frobenius est formelle et laissée au lecteur. []

2 Tout log-schéma en caractéristique p est muni d’un Frobenius qui est I’élévation & la
puissance p & la fois sur le schéma et le monoide.
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’ . *
4. Les préfaisceaux W, PP

On rappelle que * désigne «st», «dR», « HK» ou «crisy. Dans cette
section, il sera un peu fait usage de la cohomologie cristalline des log-
schémas intégres sur une base qui est un log-schéma fin [Ka2, 2.4].

Soit X un log-schéma intégre sur (Speck, L) (ou Speck). On définit le
petit site cristallin intégre (X/Sy,)eris comme la catégorie suivante :

o Les objets sont les S,,-P.D. épaississements (voir section 3) :

U—>T

|

X

ou U est étale sur X et muni de la log-structure induite et o1 T est un
log-schéma integre sur S,,.

o Les morphismes sont définis comme en 3 et les recouvrements sont
pris pour la topologie étale avec structure logarithmique induite.

On notera encore H*(X/S,) les groupes de cohomologie du faisceau
structural. Si X est fin, ces groupes coincident avec les groupes définis
dans la section précédente car le petit site cristallin intégre de X coincide
alors avec le petit site cristallin fin de X (¢f. [Ka2, 2.4]).

Nous allons utiliser les vecteurs de Witt pour construire des préfaisceaux
WDP* sur (Speck, L)syn (ou (Speck)syn si * = cris) et un morphisme
canonique de préfaisceaux WPP* — Or.

4.1. Un diagramme commutatif.

Soit :
(Spec A,P) — (Spec B, Q)

I !

(Speck,L) — S,

(ou avec Speck — Spec W) un diagramme commutatif de log-schémas
intégres ol la fleche du haut est un P.D.-épaississement. On note P(A)
(resp. Q(B)) les sections globales du faisceau de monoide P (resp. Q),
a: P(A) — AX (resp. § : Q(B) — B*) le morphisme de monoides et
s : B — A la surjection sur les anneaux.

LEMME 4.1.1. — Avec les notations précédentes, le morphisme de
monoides :

Q(B) = Q(B) ®(sop)-1(a+) A
est surjectif et exact.
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Preuve. — La surjectivité est claire. Par (2.2.1.3), il suffit, pour montrer
Pexactitude, de vérifier que :

~

Q(B)/B* == (Q(B) ®(sop)-1(a+) A*)/A*

C’est-a-dire Q(B)/B71(B*) = Q(B)/(s o 8)"}(A*). Or, B est un P.D.-
épaississement de A, d’ott s7}(A*) = B* et 8~1(B*) = (s0 3)71(4*). []

LEMME 4.1.2. — Awvec les notations précédentes, soient t et t' deux
sections globales dans Q(B) qui donnent la méme section dans P(A).
Alors il existe u € B* tel que t = ut' dans Q(B).

Preuve.— Soient A’ une A-algebre étale et B’ la B-algébre étale corres-
pondante. Puisque (Spec A, P) — (Spec B, Q) est une immersion fermée
exacte (cf. [Kal, 3.1]), le faisceau sur (Spec A)¢: associé au préfaisceau
A" Q(B') ®(s0p)-1(a~) A redonne la structure logarithmique de A
(avec des notations évidentes). On peut donc toujours trouver un recou-
vrement étale de Spec A : (Spec A;)icr (auquel correspond un recouvre-
ment étale (Spec B;);cr de Spec B) tel que les images de ¢ et de ¢’ dans
Q(B;) ®(s;0:)-1(4r) A coincident. Par (4.1.1), il existe u; € By tel que
resp, g, (t) = u; - resp,p,(t') dans Q(B;). Les u; se recollent et donnent
une section globale u dans B* telle que t = ut’ (et donc indépendante du
recouvrement). [

Si P est un monoide intégre quelconque, on notera ¢ le « Frobenius»
P — P, z — zP et P(™ V’exactifié de P par rapport & la puissance n-ieme
de ¢, i.e.
p = {z € PP " € P}.

On définit un morphisme de monoides F, : P(A)™ — Q(B) de la
facon suivante : soit ¢ un élément de P(A4)(™. On peut toujours trouver
un recouvrement étale de Spec A : (Spec A;);er (auquel correspond un
recouvrement étale (Spec B;);er de Spec B) tel que t soit représenté par
une collection convenable de (t;)ics avec t; € (Q(B;) ®(s;08,)-1(4r) A7)
tel que, avec des notations évidentes, tf"e Q(B;) ®(s;08:)-1( A Aj. Soit t;
un relevé de t; dans Q(B;)8P, alors ff " est indépendant du relevé ¢; de t;.
De plus, par (4.1.1), # est en fait dans Q(B;). Par recollement, on en

déduit une section F),(t) dans Q(B) et on vérifie qu’on a un diagramme

commutatif : aod™

PA)™ —— A

al T

QB) —— B
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Soit &y, (resp. o,,) le morphisme W,(A) — B (resp. W,(A) — A) qui a
(@g, - ..,an—1) associe

~ _ Apn ~pn—1 ~
Fn((ao,...,an-1)) =af +pay +---+an_,
ol do, . . . , Gn—1 sont des relevés quelconques de ay, . . ., a,—1 dans B (resp.
. 3 . . .
associe o, ((ag,...,an-1)) = ao? ). Soit 6 le morphisme de monoides :

P(A) — Wp(A), p — [a(p)] (représentant de Teichmiiller) qui fait de
W, (A) une Z[P(A)]-algebre. On laisse au lecteur le soin de vérifier le
résultat suivant :

ProprosiTION 4.1.3. — On a un diagramme commutatif :

1®1d 0n®(cog™)
P(A)™ —— Wih(A) @zp(ay Z[P(A)™W] ——— A
F, l ;n®(ﬁ°Fn) JV H
B s
Q(B) > B A

Pour tout groupe commutatif G, on note py=(G) le sous-groupe
des éléments dont Pordre divise p™. Supposons que l'on travaille avec
(Speck, L) (on a alors un morphisme de monoides N @ k* — P(A)) et
notons g4 (resp. gg) I'image de 1 € N dans P(A) (resp. dans Q(B)). On
remarque que F,(g4) = g’f; puisque g4 est 'image de gg dans P(A). De
la suite exacte de groupes :

1-Zok* — P(A)E — P(A)®/(Zok*) — 1
on déduit une suite exacte de groupes :

1= pipn (P(A)P) — pipn (P(A)P/(Z @ k) — Z/p"L.

Soit £ dans ppn (P(A)8P/(Z @ k*)). On voit facilement qu’il existe un

unique représentant ¢ de £ dans P(A)EP tel que t*" = gi(f) (en voyant o ()

comme un entier entre 0 et p™ — 1). Puisque les deux sections Fy,(t) et
g;(t_) de Q(B) ont méme image dans P(4) (= g:‘(ﬂ), il existe par (4.1.2)
une unique unité u de B* telle que F,(t) = ugg(a. On construit alors une
application canonique

Fr:ppe (P(A)P/(Z® k) — B*
en posant F, () = u.

Le lecteur pourra vérifier la proposition facile suivante :
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ProposiTION 4.1.4. — Avec les notations précédentes, F, est un
homomorphisme de groupes et Folpn (payee) = (Bo Fn)|“pn (P(A)&P)-

REMARQUE. — Notons que la surjection canonique
ppn (P(A)EP/Z) — ppn (P(A)P/(Z ® K¥))

est un isomorphisme de groupes puisque k est un corps parfait de
caractéristique p.

4.2. Définition des préfaisceaux WPF",

4.2.1. — Soient :
o P,(A) le monoide inteégre limite inductive du diagramme de monoides :

o (P(A)P) ——— P(A)™

|

por (P(A)P/(Z & k7)),

o IS Vidéal de Wy, (A) ®zip(ay) Z[Pn(A)] engendré par les éléments de
la forme 1 ® (h® [h~1]) — =,

Igg l'idéal de W, (A) ®zp(a)) Z[Pr(A)] engendré par les éléments de
la forme 1® (h®[h71)),

ot h est une racine p"-itme de g4 dans P(A)™ (I(g;) =0et II({"& =0 ¢l
n’y en a pas).
On définit :
Wit (Spec A, P) = Wr(A) Qzip(a)) Z[Pr(A)]
W3R (Spec A, P) = W5 (Spec A, P)/I g}?
WHK (Spec A, P) = W5t (SpecA P) /I
Wers (Spec A, P) = Wi (A) ®zppay Z[P(A)™]

En (4.1.3), on a construit une fleche
0 @ (o @™) : WS(Spec A, P) — A.

On létend facilement en une fleche W (Spec A,P) — A en envoyant
pipn (P(A)8P/(Z @ k*)) sur 1. Pour * = dR ou * = HK, cette fleche passe

au quotient I éﬁ) ou Il(ﬁg, car I'image de g4 est nulle dans A.
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On a finalement un morphisme canonique W}(SpecA4,P) — A
et on définit WDPP*(Spec A,P) comme 'enveloppe aux puissances di-
visées (compatible avec celles sur W,) de W;}(Spec A,P) par rapport
a l'idéal Ker(W(SpecA,P) — A). Nous allons construire des fleches
WDP*(Spec A, P) — O} (Spec A, P) (4.2.2), montrer que cette construc-
tion est fonctorielle (4.2.3) puis recoller (4.2.4).

4.2.2. — Considérons le cas * = st seulement, i.e.
Sn = (Spec Wy (u), L(w)),

les autres cas étant analogues. Soit (Spec B, Q) — (Spec A,P) un S,-P.D.
épaississement (voir section 3). Par (4.1.3) et (4.1.4), on peut définir un
morphisme canonique de W,-algebres

0, ®F, Q@ F, : W(Spec A,P) — B

qui par composition avec la surjection s : B — A redonne le mor-
phisme en (4.2.1). Si A’ est une A-algebre étale et (Spec A, P|spec 47) —
(Spec B’, Q') un P.D. épaississement, on définit WE*(Spec A,P) — B’
comme le composé :

W5t (Spec A, P) — Wy (Spec A', Pispec a’) — B'.
Si on a un diagramme commutatif de P.D. épaississements :

(Spec A', P|spec a’) — (SpecB', Q')

! !

(Spec A,P) —— (SpecB, Q)
on vérifie facilement & partir des contructions en (4.1.3) et (4.1.4) que le
diagramme :
W,ft(SpecA',PlspecA/) — B —— A
A

Wt (Spec A, P) » B

est bien commutatif. Enfin, par universalité de ’enveloppe aux puissances
divisées et de la limite projective, on déduit un morphisme canonique de
W,,-algebres : WDPP»*(Spec A, P) — O%(Spec 4, P).
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4.2.3. — Soit f : (Spec A, P) — (SpecC,R) un morphisme de log-
schémas sur (Speck, L) (ou Speck) tel que (Spec C, R) est un log-schéma
fin et (Spec A, P) un log-schéma intégre. On a d’abord des morphismes
de fonctorialité évidents : WDP>*(SpecC,R) — WPF*(Spec A4, P). Par
[Ka2, 2.4.2], puisque (Spec C,R) est un log-schéma fin, & f est associé
un morphisme de topoi fqris du petit topos intégre de (Spec A, P) vers le
petit topos integre (= fin) de (Spec C,R), d’oli on déduit un morphisme
de fonctorialité resc 4 : O} (SpecC,R) — O} (Spec A, P) caractérisé par
le fait que si ' = (sh) € O} (SpecC,R) et si on a un diagramme
commutatif sur S, :

(Spec A, P) & e

R

(SpecC,R) LI ; PN

alors s = resc,4(s’) est tel que st est I'image dans I'(T", Or) de s/ qui ap-
partient & I'(T”, O+). On déduit alors aisément & partir des constructions
en (4.1.3) et (4.1.4) un diagramme commutatif

W, (Spec A,P) —— O} (Spec 4, P)

I I

Wy (SpecC,R) —— O} (SpecC,R).
On déduit la fonctorialité de la propriété universelle de 1’enveloppe aux

puissances divisées.

4.2.4. — Pour tout log-schéma fin X sur (Speck, L) (ou sur Speck)
notons O(X) lanneau des sections globales du faisceau structural, P(X)
le monoide des sections globales de la structure logarithmique et P, (X)
la limite inductive :

Pu(X) = P(X)™ @y (p(x)50) Hpr (P(X)%P/(Z & k7))
On définit de méme qu’en (4.2) :
Wil (X) = Wa(O(X)) ®zip(x)) Z[Pr(X)],
WaR(X) = WX /IR,
WK (X) = Wi (X)/ I,
W8(X) = Wn(O(X)) ®zip(x)) ZIP(X) ™).

ToME 124 — 1996 — n° 4



TOPOLOGIE LOG-SYNTOMIQUE 619

Comme en (4.2.1), on a un morphisme de Wp,-algébres W} (X) — O(X)
et on note encore WPF*(X) I'enveloppe aux puissances divisées par
rapport au noyau (compatible avec les puissances divisées sur W,,). Par
fonctorialité, on déduit un préfaisceau X — WPP*(X) sur (Speck, L)syn
(ou sur (Speck)syn si * = cris) et on construit un morphisme de pré-
faisceaux WPF* — O en recollant & droite pour la topologie étale sur X

par (3.2.3) les morphismes locaux canoniques et fonctoriels en (4.2.2)
et (4.2.3).

5. Les faisceaux WPP*

Nous notons WPF* le faisceau associé au préfaisceau WDPF* sur
(Speck, L)syn (ou (Speck)syn si * = cris). Dans cette section, nous
montrons que les morphismes de faisceaux W,PP’* — Oy déduit des mor-
phismes en (4.2.4) sont des isomorphismes.

5.1. Calcul des sections globales log-cristallines lorsque le
Frobenius est surjectif.

Soit A une k-algebre munie d’une structure logarithmique intégre quasi-
cohérente P associée & a : P — A ol P est un monoide intégre. Dans le
cas (Speck, L), on suppose qu’on a une carte :

P-4

[

N—— &k

et on note g € P l'image de 1 € N. Soit P, la limite inductive du
diagramme de monoides :

pign (PR?) —— P

|

Ol (PP /2)
De fagon similaire & (4.2), on note simplement
Wtp(A) =Wa(A) ®z1p) Z[Pn),
Wb(4) = Witp(A)/ I,
WHK(A) = Witp(A)/ Iy

ou I(gﬁ) (resp. Il(ﬁg) est I'idéal de W;'p(A) engendré par les éléments
1®(he[h™Y) -7 (tesp. 1 ® (h® [h71])) avec h racine p"-itme de g
dans P et Wfl"g(A) = Wn(A) ®z(p] Z[P™). On a une fleche cano-
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nique Wy p(A) — Wy (Spec A, P) (déduite de P — P(A)) qui, par com-
position avec (4.2.1) et (4.2.2), donne des morphismes Wy p(4) — A
et Wy p(A) — Oy (Spec A,P). On note W,E'IP,’*(A) P’enveloppe aux puis-
sances divisées (compatible avec les puissances divisées sur W,,) par rap-
port au noyau dans A.

ProprosITION 5.1.1. — Avec les notations précédentes, si le Frobenius
est surjectif sur A et sur P alors le morphisme canonique :
W, 3" (A) — O}(Spec 4, P)
est un isomorphisme.

Preuve. — Nous démontrerons le résultat avec * = st, les autres
cas étant analogues. Munissons WE IP;’St(A) de la structure logarithmique
associée a P, — WTE ;’St(A). Soit h une racine p*-itme de g dans P(™).
L’élément h® h~! de P, est indépendant de la racine choisie et on fait de
(Spec(W,lz E’St(A)), P,) un log-schéma au-dessus de (Spec Wy, (u), £(u)) en
envoyant 1 € N sur h @ h™! € P, et u sur son image dans WT]Z ;’St(A) de
fagon compatible avec les puissances divisées. Le diagramme :

P, — Wy?,%St(A)

| I

N —  Wy(u)

est alors commutatif. Si (SpecB,Q) est un P.D. épaississement de
(Spec A, P) au dessus de (Speck,L) — S, (voir section 3), on vérifie
qu’on a bien un diagramme commutatif de log-schémas :

(Spec B, Q) —— (Spec(W, 2™ (A)), P)

|

Sn Sn

ce qui donne en particulier un morphisme de W, (u)-algebres :
fWEP(A) — O5(Spec A, P)

Comme le Frobenius est surjectif sur A, W,lz E’St (A) est un P.D. épaissis-
sement de A et le diagramme :

Pn — er?,IP;’St(A)

o | !

P—2 .4
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est commutatif. Avoir une immersion fermée exacte est équivalent & avoir
Pr ®(aogn)-1(a3) Az — P ®a-1(a3) 43

surjectif et exact pour tout point géométrique Z. La surjectivité est claire
car le Frobenius est surjectif sur P. Par (2.2.1.3), I'exactitude revient &
voir que

P™ /(a0 ¢™)"}(A}) = P/a™'(4}).

La surjectivité de cette derniere fleche est évidente et un rapide calcul

(qui utilise aussi la surjectivité du Frobenius sur P) donne I'injectivité.
De ceci, on déduit que (Spec(W,]z 7*(A)), P,) est un P.D. épaississe-

ment de (Spec A, P) et que 'on a un morphisme de W,, (u)-algebres :

e: O (Spec A, P) — WDP St(A)

projection de la limite projective sur l'une de ses composantes. Par
universalité de la limite projective, on a ]jf ) e = Id
Montrons que e o f = Id. Soit P, Ps ) les sections globales de

la structure logarithmique sur (Spec WDP St(A))et, il est facile de voir en
reprenant (4.1.3) que 'on a déja des dlagrammes commutatifs :

Wa(4) ——— Wa(A)

Lo

Wop™(4) —— Wop™(4)

n)

et
pm 9 pm

| |

P s P, (WPER(A))

Enfin, soit ¢ € p,n(P8P/Z); il existe q,q' € P tels que (q/q)P" =g™

0 <m <p"—1 et g/q représente t. Soit h une racine p™-ieme de g dans
P et soit p € p,n (PEP) tel que q/q¢' = ph™, par définition, F(%) est
l’unique inversible de Pn(WE%St(A)) tel que F,(f)- (h®h™ )™ = q/¢,
i.e :

Fof)=p@®h™ =phm™ =1

ce qui acheve la preuve. []
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5.2. Description des (9: grace aux WPP*,

Si @ est un monoide integre quelconque et A une k-algébre quelconque
avec un diagramme commutatif :

Q— A4

i I

N— k&

on notera Wf’ g’St(A) la W,-algebre construite comme en (5.1) en rem-
plagant P par @ (sans forcément associer & Spec A la log-structure pro-
venant de Q).

THEOREME 5.2.1. — Avec les notations précédentes, le morphisme
canonique de faisceaux :
WT?P,* SN O;:

déduit de (4.2.4) est un isomorphisme.

Preuve. — De méme que précédemment, nous ne ferons la preuve que
pour * = st, les autres cas étant similaires. Soient PK (resp. PCK)
le préfaisceau noyau (resp. conoyau) du morphisme WPPst — Ost et
K (resp. CK) le faisceau associé. Soit X dans (LSF/(Speck,L)); il
s’agit de montrer que K(X) = 0 = CK(X). Le probleme étant local,
on peut supposer que X = SpecAy ou Ap est une k-algébre et que
la structure logarithmique est donnée par une carte Py — Ao sur

N — k ou Py est un monoide fin. Soit s € PK(Spec Ay, Py) (resp.
PCK (Spec Ag, Py)) ; il suffit de trouvér un recouvrement log-syntomique
de (Spec Ao, Py) sur lequel s s’annule. Soient p1, ..., p, des générateurs de
P, et J = {parties finies de Ao} x N. On munit J de 'ordre :

(51,n1) < (52,712) < (&1 C & et ny < ng)

Pour j = (€,n) € J, on construit un log-schéma (Spec A;, P;) avec :

<i<r

Pj= (P ®Nz; ®---®Nz,) /(2" = py),

Aj=Ao[X1, .., X [Xalace /(X = a(pi), X2'= @) i et ace

et une fleche évidente P; — A;. Si j1 < j2, on a des morphismes

de log-schémas évidents (Spec Aj,, P;,) — (Spec A;,,P;,) qui sont des
recouvrements log-syntomiques. On obtient ainsi un systéme filtrant tel
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que le Frobenius est surjectif sur A = lim A; et P = lim P;. Munissons
Spec A de la log-structure associée & P, on a alors (cf. [Ka2, 2.4.3])

lim O3 (Spec A;, P;) = O3 (Spec A, P).

Notons Py = limP;(A;) (limite inductive des sections globales sur
(Spec A;)et), les limites inductives filtrantes étant exactes et commutant
aux puissances divisées, on a

lim WP ((Spec A;, P;)) ~ W p(A),
thDPSt(A )— DPst(A)
Soit s € PK(Spec Ag, Py); par définition, on a une suite exacte :
0 — lim PK (Spec A;, P;) — Wpp(A)
— 05 (Spec A, P) — lim PCK (Spec A;, P;) — 0.
Par fonctorialité (4.2.3), la fleche du milieu se factorise par :
Wopt(A) — WPP= (Spec A, P) — O (Spec A, P)
mais par (5.1.1), le morphisme composé :
Wop™ (A) — Wep ™ (A) — WPP(Spec A, P) — O (Spec 4, P)
est un isomorphisme, ce qui montre que la fleche
WoR ™ (A) — O%f(Spec A, P)

est surjective, i.e. l_ir_}nPC’K(Spec A;, P;) = 0. Il existe donc jo € J tel
que :
T€S(Spec Ajq,Pjg),(Spec AO,PO)(S) =0.

Supposons maintenant s € PK (Spec Ag, Py) C WPPs*(Spec Ag, P).

Soit t une section globale de P(Ap)8P; il existe un recouvrement étale
affine (Spec A))x de Spec Ag tel que resa,, 4,(t) (€ P(Ax)EP) soit dans
I’'image de P, p@(a—l(A* yeo A, i.€. Tes 4y, 4, (t) est de la forme py /p\ © ux
dans P(A)EP ol py, P € Py et uy € A}.

Si t appartient & P(Ag)™ (resp. t*" € Im(Z & k* — P(Ap))), quitte &
prendre un sous-recouvrement, on peut supposer de plus que

A" "
<Z7):) D u’/{ epR Da-1(43) A}
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(resp. (px/p})" @ w e Im(Z@k* — Py @a-1(a3) 43)). Dans Pécriture
de s comme élément de WPFst(Spec Ay, Py), il n’y a qu’un nombre
fini de sections t € P(Ap)%P qui interviennent et quitte & prendre un
recouvrement étale de Ap et & remplacer s par sa restriction sur ce
recouvrement, on peut supposer par ce qui précede que ces sections sont

dans
* (Ao) — WT?P’St(SpeC A(), Po)) .

DP,st
Im(Wn,ma_l(/‘g)A0

Notons g € P limage de 1 € N et soit t =¢/¢' ®u un élément de
pep @(Q—I(A*))gp A*.

Un calcul facile (qui utilise la surjectivité du Frobenius) permet de
prouver :

(i) sit?" e P @q-1(4+) A*, alors on peut choisir dans I'écriture de ¢

précédente ¢, ¢’ et u tels que g/q’ € P(™);

(ii) si " = g™ @ v ot m € Z et v € k* et si h désigne une racine
p"-ieme de g dans P, il existe p € pyn (P8P) et ' € pupn(A*) tels que
t=(poy) (e 'l)p—n) dans P8P DB(a-1(A*))er A*.

En appliquant ceci & l'image de s dans WDPs*(Spec A4, P) (qui

provient par hypothése de WTB ;’g Ciamy A" (A)), on en déduit facile-

ment que cette image provient en fait d’une section s’ de W,?’ ;’St(A).
Mais par hypothése cette image devient nulle dans OSt(Spec A, P) ~
W]?;;’St(A), donc s’ = 0, et a fortiori 'image de s est encore nulle dans

n

W,E;f:(A) = lim(W,>P5*(Spec 4;, P})), ce qui achéve la preuve. ]

6. Frobenius et monodromie
Dans cette section, on définit :
« un opérateur de Frobenius sur WPPsst| JDPHK JDPcris
« un opérateur de monodromie sur WPPst et J/DP-HK,

On en déduit une suite exacte de faisceaux sur (Speck,L)syn. On
retrouve enfin un calcul de O dans un cas particulier important da a
Kato.

6.1. Définition des opérateurs.

Soit X dans (LSF/(Speck, L)) (resp. (LSF/Speck)); on reprend les
notations de (4.2.4) et on note g 'image de 1 € N dans P(X). On construit

& : WDPS(X) — WPP S (x)

(resp. avec «HK » et «cris») de la maniére suivante :
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e ¢ est le Frobenius habituel W, (k)-semi linéaire sur W,,(O(X));
o on définit ¢ : P,(X) — Pp(X) par

d(sdt)=sPDt?

sis € P(X)™ et e ppn (P(X)8/(Z&K*)); on étend ¢ & Z[P,(X)] par Z-
linéarité, puis & W, (O(X)) ®zp(x)) Z[Pn(X)] (resp. (W (O(X)) ®zP (X))

Z[Pn(X)])/Ink, resp. (Wn(O(X)) ®zip(x)] Z[P™(X)])), puis aux puis-
sances divisées en posant

¢(7:(2)) = 7i(¢(x))-

Pour * = st ou HK, on construit N : WPF*(X) — WPP*(X) de la
maniére suivante :

o sur W;(X), c’est Punique dérivation Wy, (O(X)) ®zp(x) Z[P(X)™)]-
linéaire telle que, si ¢ est une racine p"-ieme de g™, avec m € Z, dans
P(X)eP, on ait N([t]) = m[t] ou m désigne la classe de m dans Z/p"Z
(indépendante du choix du représentant t);

e on étend N aux puissances divisées en posant

N (vi(z)) = vi-1(z)N ().

11 est clair que ces constructions sont fonctorielles (i.e. sont des mor-
phismes de préfaisceaux) et qu’on a la relation classique

N¢ =p¢N.
Les deux opérateurs s’étendent alors aux faisceaux

117DP,st (5'3;1) st
WoPst GZY s

(resp. avec « HK » et «cris»), puis aux groupes de cohomologie
H*(—/(Spec Wa(u), L(u)))

(resp. H:(—/(Spec Wy, £(0))), resp. H*(—/ Spec W,,)).
On montre enfin facilement (par un calcul local et un passage a la limite

inductive analogue & (5.2.1)) que I'isomorphisme en (5.2.1) commute aux
Frobenius.

6.2. Une suite exacte courte de faisceaux.

On a un morphisme de log-schémas évident (Speck, L) — Speck qui
permet de voir O™ comme un faisceau sur (Speck, L)syn-
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ProprosiTION 6.2.1.
On a une suite exacte de faisceaux sur (Speck, L)syn :

0— ol — 03 L, 03 - 0.

Preuve. — On reprend les notations de (5.2.1). Le probléme étant local,
on consideére localement le méme systéme inductif (P; — Aj)jes que
dans (5.2.1) et, en notant A = lim A4; et Poo = lim P;(4;), il suffit de
montrer qu’on a une suite exacte de W,,-algebres :

0 — WDP crls(A) _ DP St(A) DP St(A)

Soit g 'image de 1 € N dans P. Pour toute racine p™-ieme h de g
dans P$, on a un isomorphisme (voir (6.3)) :

WDP,criS(A)<X> ﬁ) ( cris (A) ® Z[,u N (ng/(Z o k*))])DP
o Pee ~ TP ey
X F— [A] —1
(algebre aux puissances divisées en I'indéterminée X), et il faut donc voir
que la suite :

0— W.,B';P;;ZHS(A) N WB;::”S(A)< ) WDP crlS(A) <X> =0

n,Poo

est exacte, ou N est 'unique dérivation WD £ crls(A)-linéa,ire telle que
N(X) = 1+ X. L’injectivité de gauche es’c évidente. Soit z dans
WDP cns(A) (X) tel que N(z) =0; il existe m € Net ¢; € ngi"s(A) ol

nggmtelsque m
T= Z civi(X
Omn a =
N(z) = (Zcm 1(X))(1+X) =0

mais 1 + X est inversible, d’ou ¢; = 0 pour 1 < ¢ < m, ce qui montre
Pexactitude du milieu.

Reste la surjectivité de droite : il suffit de relever 1 et les 7;(X)
pour ¢ > 1. On remarque que

N(Log(1+ X)) =1.
De la formule

N@i+1(X)) = %(X) + (i + D)yita (X),

on voit qu’il suffit de relever (i + 1)7;+1(X). Une récurrence immédiate
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montre qu'’il suffit de relever (i +1)(: +2) - - - (i + k)y;+x(X) pour k € N*.
Mais pour k assez grand, on a (i +1)---(i + k) =0. []
On en déduit donc :

COROLLAIRE 6.2.2. — Pour tout log-schéma X de (LSF/(Speck, L)),
on a une suite exacte longue de cohomologie :

-+ — H'(X/SpecW,) — H*(X/(Spec Wy (u), L(v)))
X, H*'(X/(Spec Wy (u), L(u))) — -
REMARQUE. — Dans [HK, 3.6], Hyopo et Kato définissent un opé-
rateur de monodromie sur H*(X/(Spec Wy, £(0))) lorsque X est (log-)lisse

sur (Speck, L). Il serait intéressant de voir si cet opérateur coincide avec
celui défini en (6.1) (dans le cas de (log-)lissité) ; voir aussi [Ka2, 4.2].

6.3. L’algebre A\St .

Nous retrouvons ici un calcul de Kato [Ka2, 3.9] (P, = A\mst dans nos
notations). Soit K¢ une cloture algébrique de Ko = Fr W et O %, l'anneau

des entiers de K. On rappelle (voir [FM]) que
Acris = lﬁl Offis(Spec OI?O /pOI?O)
On munit SpecOg /pOf de la log-structure associée & Og \{0} —

Ox, /POg, et on choisit une uniformisante 7 de Ko. On a alors un
morphisme de log-schémas :

Og,\{0} — Og, /pOg,

| I

N——k%

ot 1 (€ N) — 7 (€ Og, \{0}). Il est clair que le Frobenius est surjectif
sur O \{0} et O /pOg, et que ((’)R-O\{O})(") = Og,\{0}. Notons

An st = O (Spec O /O, , O, \{0}).
Par (5.1.1), on a donc :
~ 7\ PP
An = (Wa(Og, 7Og,) ® L[t (O \MOD®/(Z.® k))))
(le produit tensoriel se faisant sur Z[u» ((Og, \{0})8P)]).
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Soit &, une racine p™-ieme de m dans Og,- Alors :

o (O, MODP/(Z & k) = i (O, \{O})F) @ (1,60, &7 1)
et on a un isomorphisme
Wn(Og, /POg, )P (X) = Apg, X [E] -1

avec ¢(X)=(1+X)P—1let N(X) =1+ X. Soit

~

Agy = @An,st'

A tout systéme compatible (£,), de racines p™-iémes de m dans O o)
on peut finalement associer un isomorphisme ﬁst ~ Xcris (X) (complété
p-adique de lalgebre aux puissances divisées Agis(X))-

Tant qu’on se limite aux seules structures sur ;1; données par ¢ et N
(et aussi une action de Galois que nous ne définissons pas ici, voir [Brl]),
Z; ne dépend pas du choix de 'uniformisante m de W.

En effet, soit ©’ une autre uniformisante et v appartenant & W* tel que
7' = vm. Soient (£]), un systéme compatible de racines p"-iémes de 7’
dans O et v, =&, /&n € (9;?0.

Aux deux systeémes (&,)n et (€),)n sont associés par ce qui précéde
deux isomorphismes : A\st(ﬂ') ~ A\ms(X ) et A\st(w’ ) =~ A\cris (X'). Soit v
(resp. ¥y,) la réduction modulo p de v (resp. vy,) et [0] (resp. [U,]) les
représentants de Teichmiiller correspondants dans Wy (Og, /pOf,)-

On a [0] € W — Agis et ([Un] ™ })n € Acris- On peut vérifier alors
que lisomorphisme As-linéaire A\cris(X )y — ;fcris(X ) qui & X associe
[0)([Un] 1)n(1 + X’) — 1 commute & ¢, N et a I'action de Galois.

REMARQUE. — On peut également définir sur Est une filtration qui
dépend de 7 (voir [Brl)). L’isomorphisme précédent n'est plus alors
forcément compatible aux filtrations.

Appendice : un calcul local de Cech

On montre que la cohomologie (log-)cristalline de certaines algebres
affines de type fini se calcule comme la cohomologie & la Cech de certains
recouvrements (log-)syntomiques.

A. Un calcul de Cech : cas classique.

Cette section est pour ’essentiel indépendante de ce qui précede.
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Soient k un corps de caractéristique p non nulle parfait et A une k-
algébre de type fini. Si (ai,...,a,) sont des générateurs de A comme
k-algeébre, on note pour m € N :

Am = A[X1,. ., X ) /(X "~ a1,..., XP "~ a,)

(A, dépend donc des générateurs choisis). Pour toute k-algebre B et pour
tout n € N, on pose

Oi(B) = Hy(Spec B/ Spec ).

On sait que O est un faisceau sur le (gros) site syntomique de Spec k
(cf. [FM, I1.1.3]). Comme Spec A,, est un recouvrement syntomique de
Spec A, on peut considérer le complexe de Cech associé & ce recouvrement
(cf. [Mi, II1.2]) :

Crm : O (Am) — O (Am ® 4 Am)
—>Ozris(Am®AAm®AAm) — e

On se propose de comparer la cohomologie des C;, . avec la cohomologie
cristalline de A.

A.1l. Calcul pour une limite inductive sur certains recouvre-
ments syntomiques.

Nous ne faisons ici aucune hypothése supplémentaire sur A.

ProposiTiON A.1.1. — Soit Cp, ., = lim C}, . alors C;, o, calcule la
cohomologie cristalline de A. m>n

Preuve. — Notons (Spec A)syn le gros site syntomique de Spec A (voir
[FM, I1.1.1]) et soit F un préfaisceau abélien sur (Spec A)syn; on note
Cy.m(F) le complexe :

‘7:(Am)_>}-(Am®AAm) __’f(Am®AAm®AAm)_’"'

et Oy i (F) = lim 3, (F).
m>n
Soient H(F) les foncteurs dérivés a droite du foncteur d’inclusion des

faisceaux dans les préfaisceaux (sur (Spec A)syn). On a une suite spectrale
(cf. [Mi, I11.2.7]) :
H?(Cy, o (HY(O))) = HP!?(Spec A/ Spec W,,).

cris
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Comme pour toute k-algebre B, on a
HY(0s)(B) = HL. (Spec B/ Spec W,,),
et comme pour tout 7 € N* et pour tout ¢ > 1,on a:

lim HY; (Spec(Am ®4 -+~ ®4 Am )/ Spec W) =0

m>n

1 fois

(ceci découle d’un calcul immédiat avec un complexe de de Rham), le
complexe C; . (H?(05°)) est nul dés que ¢ > 1. La suite spectrale
précédente dégénere trivialement et donne I’isomorphisme cherché. []

LEMME A.1.2. — Soient O — T un plongement de O dans un
faisceau injectif sur (Spec A)syn et S la projection de I sur le faisceau
quotient O /T. On suppose m > n. Alors, pour tout s € (O /T)(A),
il existe t € T(Ap,) tel que :

S(Am)(t) =resa,a,,(s) € (OFS/T)(Am)

Preuve. — Si F est un faisceau sur (Spec A)syn, on note Hiyy (A, F)
ses groupes de cohomologie. On rappelle que

HéYN(A’ o;riS) = Héris(spec A/ Spec Wn)

et, par un calcul 4 la de Rham, on en déduit facilement que pour ¢ > 1 et
m > n, la flecche Hiyn (A, OFS) — Hiyn(Am, OFS) est nulle (on tue les
différentielles de A par les racines p™-iémes si m > n). On a un diagramme
commutatif :

0— HgYN(A’ szris) - HgYN(AaI) -

| |

0 — Hyn(Am,O0F®) — HYyn(Am,T) —

: 6 .
—Hgyn (4,07 /) ——— Hgyn(A,07%) — 0

| A

- HgYN(Amaoﬁris/I) - HSIYN(A’m’OrCzriS) — 0.

Soit s € HYyy (A, O /T). Alors par ce qui précede, resy,,, 4(6(s))
dans Hayy(Am, OFS). Comme 6,,(resa,, a(s)) = resa,, a(6(s)) =0, on
en déduit un ¢ comme dans I’énoncé.

Sans passer a la limite inductive, on a alors la :
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ProposiTiON A.1.3. — Sim >n, pouri=0,1, on a :
H'(Cy, ) = Hiyis(Spec A/ Spec Wy,).

Preuve. — Le cas ¢ = 0 vient du fait que O est un fais-
ceau sur (Spec A)syn. Rappelons qu’un faisceau injectif est encore acy-
clique pour la cohomologie de Cech d’un recouvrement quelconque, i.e.
HP(Cy, ,,(T)) =0sip>1. On ale diagramme commutatif suivant :

0 0 0
! | !

0 —— OF®(An) ——— I(4Am) (O7/T)(Am)

| | |

0 — OF*(Am @4 Am) — Z(Am ®4 Am) — (05 /T)(An ®4 Am)

ou les lignes sont exactes. En utilisant (A.1.2), on déduit par un raison-
nement classique un début de suite exacte longue :

0 — H(C}, m(OF)) — H°(C;, n(2)) —
— H°(C;, (05 /1)) — H'(Cy, (07)) — 0

car H(Cy, ,,(Z)) = 0. On a finalement un diagramme commutatif :

0 — H°(C} o(05®)) — H°(Cp () —

0 — HO(C;,,(05%)) — HO(C,.(T)) —

— H(C;, (07 /1)) — H'(C} o(OF™)) — 0

I\ I

— H(C;, n(07/T)) — H'(C}, n(0F)) — 0.

La fleche de droite est donc un isomorphisme, ce qui donne le résultat par

(A.11). []

A.2. Calcul pour un recouvrement syntomique particulier.

Nous faisons maintenant une hypothese supplémentaire sur A :
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TuEOREME A.2.1. — Soit A une k-algébre de la forme
A=k[Xy,...,X,]/(F1,...,Fs)
ot (Fi,...,Fy) est une suite réguliére. Soit

Am =AYy, )/ (YP" = Xq,...,YP" = X,).

Alors, si m > n, le compleze Cy.m précédent calcule la cohomologie
cristalline de A.

Soient A une k-algébre de type fini quelconque et B une W, -algebre
de type fini lisse telle qu’on ait une surjection B — A. Soient r € N et
bi,..., b, des générateurs de B sur W,, ; on pose pour m € N,

Bm =B[Yy,..., Y,/ (Y —by,...,YP"~b,), Ap=A®p Bn.
Soit (B®")PP P’enveloppe aux puissances divisées de
B®i =?®Wn ®- - Ow, B

~
1 fois

par rapport au noyau B® A (compatible avec les puissances divisées
sur W,,). Nous obtiendrons (A.2.1) & partir de :

THEOREME A.2.2. — Avec les notations précédentes, si pour tout m,
B,,, est une W, -algébre lisse et si pour tout 1, (B@’l)DP est une W, -algébre

plate, alors le complexe C;, ,, pour m > n calcule la cohomologie cristalline
de A.

Pour le moment, supposons seulement que B est lisse sur W,, et notons
B;%i :Bm®Wn ®...®Wn Bm

~~
1 fois

et soit (BS' )PP I'enveloppe aux puissances divisées de B®' par rapport au
noyau de B;?: — A ®4R - ®4 A"L (avec la compatibilité habituelle).

_ % ;c:is
Soit Cy, ., le complexe :
(Bn)P" — (BE)™ — (BE)™

ou les fleches sont obtenues & partir des ¢ projections de Spec(B;?;i) sur
Spec(BE'™). B

Notons de méme C* le complexe de Cech :

(B)DP . (B®2)DP SN
Un résultat de Berthelot [Be, V.1.2.5] nous dit que C* calcule la

cohomologie cristalline de A. « Ecrivons» le complexe C:

n,m €0 fonction

du complexe C-.
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LEMME A.2.3. — Avec les notations précédentes, on a :
(BE)PP = (B®)PF @po, BY -

Preuve. — Soit J; le noyau de B®: — A. Comme B,, est plat sur B,
on a une suite exacte :

0— BE ®pe; Ji — BE — BS ®pe; A— 0.
Mais B’ ®ge, J; = BE'J; et
B® ®pei A=Bp ®p® @5 B ®p A= Am ®4® - ®4 Am,
d’ou , A
ker(B® — A, ®4®---®4 Ap) = ker(B® — A)BE'.
Le résultat découle de la platitude de BE' sur B®' et de [BO, 3.21). []

En tant que B-module, B,, s’écrit :

Bn= € BY™--Y™ oulI={01,...p"—1}.
(nly"'an‘r‘)eIr
De méme, on a :
i i (1) 1) (2) (2) (1) (3)
B® =@B® Y QY YT @ @Y Y
la sommation portant sur les indices
1 X . )
n= (ng ),...,nf‘l),...,ngl),...,ng)) eI
) j=r (k) .
Soient i € N* et n € I"™ tel que Y, n; # 0 pour tout k entre 1 et .
—~

J
nl®)

On note )_/p}k) _ Y1n§k>_ LY et 5&,;’ le complexe de Cech :
(B®i)DP}_’ﬂ(1)® e ® }_/ﬂ(”
2, (B®i+1)DP1 ovr’...ov2” @ (B®"+1)DP}_,E<1> %1
@--ey*’e-o[B°") r*"s  or= o1
LN (B®i+2)DP1 ®1 ®Zﬂ(l)® . ®1_/n(“ @

53
_ e

avec des morphismes de transition évidents. A partir du lemme (A.2.3) et
du fait que les fleches de transition ne changent pas les exposants des Y;,
on remarque que Cy, . est une somme directe de C* et des complexes C}, ;.
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LemMME A.2.4. — Pour tout i € N* et tout n comme précédemment, le
compleze C,, ; est acyclique.

Preuve. — Une composante de éﬁﬂ est de la forme :

(B®i+'°)DP1@...@1®Xﬂ(l)®1®...®1®Xﬂ(2)®...
———— —————
eo fois 1 21 fois 1
avec £; > 0 et ) ¢; = k. Pour tout k¥ € N*, on construit une application
additive f* : C¥, — CE7' de la maniére suivante (sur chaque compo-
sante) :

(i) f* est nulle sur (B®**)PPY2” & ... (i.e. lorsque £, = 0),

(ii) f* envoie (B@Z’H’C)DP 1®---®18Y2"®- - dans

eo fois 1
1<lo<k

(B®i+k—1)DP 1®--® 1®Zﬂ(1)® .

£o—1 fois 1
1<lp<k

de maniere que vy, (bl R ® bi+k)1 ® _Xﬂ(l)@) --+ ait pour image
@
(—1)£°+1’7t(b1 @by @brbryt1 ®bg2 @+ ®biyg)l® - QY2 g

On va voir que pour tout £ € N, on a :
fk+15k + 6k_1fk =1d.
Sur i+k\ DP e
(B® ) 1®--- Q1YY" ®---,

eo fois 1
0<£o<k

un calcul rapide donne (en ne notant pas les Y ni les puissances divisées -y;
pour alléger 1’écriture) :

FEr6F b1 ® - ® big)
= (—1)‘°+2(1 @by @ @ bpybrgrr @+
- R1®by® - ®bgybryy1 ® -
o ()P @ ® by, ® b1 ® )
® (~1)%+ (~1)%+1by @ - @ bygbpgs1 ®1® -+
4o (—D)Ta Tt @ @ byybrg st ® bygra

®'--®b£0+21+1®1®"')
& (—1)oH ()@
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et

b1 ® - @ biyk)
= (-1 (10b1 ® - ®byybgy1 ® -+
b1 ®1®by® -+ ®bgybgyt1® -
Foot (DT @ @ L ®byybggr1 ® )
® (_1)eo+1 ((—1)e°b1 R ® beobeo+1 RIR---
4ot (=1)PTb ® - @ bygbrg 1 ® brgya
®"'®beo+e1+1®1®"')
® (_1)5o+1(. . ) ®---.

On vérifie facilement que dans la somme, il reste seulement le terme
(=1)%ot2(=1)%b; @ -+ @ by ®bggr1 ® - = b1 ® -+ ® b

Les f* forment donc une homotopie contractante de 5,’5’1-, i.e. le complexe
est acyclique. []

ProprosiTION A.2.5. — Le complexe é;,m calcule la cohomologie
cristalline de A.

Preuve. — On déduit de (A.2.4) que 5;,m est quasi-isomorphe 3 Ce,
i.e. calcule la cohomologie cristalline de A. []

ProrosiTioN A.2.6. — Supposons que pour tout m, B, est lisse sur
W, ; alors il existe un morphisme (de complezes de groupes) canonique :

@ :Cp 5,'1m

Sim > n, ®° est surjectif sur la cohomologie et si de plus (B®i)DP est une

W, -algébre plate pour tout i, le morphisme ®* est un quasi-isomorphisme.

Preuve. — En vertu du théoréme de comparaison de Berthelot entre
cohomologie cristalline et cohomologie de de Rham, on sait que, si B, est
lisse, le noyau de la fleche :

Ao+ (BT — (BE)F ®per Vpoi

s’identifie canoniquement &

HO:i (Spec( Am ®4 - ® 4 Am )/ Spec(Wy,)),

~
1 fois
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d’oll une injection canonique
B : Hoy(Spec(Am ®a -+ ®a Am)/ Spec(Wy)) — (BS)PF

qui donne le morphisme ®°.
Supposons m > n; en reprenant les notations de (A.2.4), on a :

(Bgi)DP _ @ (B®i)DPXﬂ(1)® e ® Yﬂ-(i)
ﬂelri

et la dérivation d’, n’est autre que la dérivation (B® )PP-linéaire par
rapport aux variables Y, ®1®---®1,10Y;,®---®1,...,101®---® Y}
lorsque k € {1,...,7} (en effet, tout élément de B®" s’exprime dans BE'
comme une somme de puissances p™-iemes dont la différentielle est nulle
si m > n). En particulier, le complexe de Cech :

C*: (B)P? — (B®")PP ...

est un facteur direct du noyau de la différentiation, i.e. de Cy, ,,. On a
donc un diagramme

~ @. ~
. (] (]
Cc Cn,m Cn,m

et par (A.2.5), on déduit la surjectivité de ®* sur la cohomologie. Suppo-
sons en plus que (B®")PF est une W,-algebre plate. On a alors une suite
exacte (ol 0 <k <n):

0 - p"H(BO")PP —, (B8")DP _EL, pk(g®"\DP _,
Pour tout £ € {1,...,m — 1}, notons Eéi) I’ensemble suivant :
Et@ = {Q el,n= (n(ll),...,nﬁl),...,ngi),...,ngi)) ;

vp(pged(n{) 1<k<r ) = 5}
15550

ol vp est la valuation p-adique. Comme
{ze (B®”)DP . ply = 0} :pn—IZ(B@i)DP’
on déduit :

ker(d ) = ( @ pruplom—2}( @ (B®1)DPX£)) o (B®i)DP.

ee{1,...,m—1} neEM
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Soient £ € {1,...,m — 1} et z € psup{0n-8} (B,csw (B®")PPY™) tels
. — £
qu’il existe y € B, pi-n (B® " )PPY™ te] que §(y) = = (en notant & la
nes,

différentielle correspondante du complexe 5' m)-
Pour montrer que ®* est un quasmsomorphmme il faut montrer que,
modulo un cobord, y appartient & psup{0n—¢} (@, cpl-D (B®" )DPY")
— 4

Si £ > n, c’est évident; on suppose donc 1 < £ < n — 1. Si on réduit
modulo p, on a §(y) = 0 et comme

i\ DP i\ DP i i
(BS) /p(BS)"" = (B /pBE)""
i iy DP i i
= (B® /pB® ) ®B®i/p3®i B;?i /pB?i
le lemme (A.2.4) avec n = 1 donne un élément
ze P ((B/pB)® ) Fy2
QEECFZ 2)
tel que 6(Z) = 7 (en notant & la différentielle correspondante). Soit z un
relevé quelconque de z dans @, _ i-» (B®*)PPy™ ] existe un w dans
- neL,
D, pi-v(BE T )PPYE tel que y = 8(2) + pw, d'ot & = 6(y) = pé(w). Si
nCoe

n — £ = 1, alors en remplacant y par pw, c’est fini, sinon de p‘z = 0 et
de la suite exacte ci-dessus, on tire 6(w) € p"~*~1 (D, o (B®)PPY™),
BCL,

i.e. en réduisant modulo p, on a §(w) = 0 et on peut recommencer le
raisonnement précédent. Une récurrence immédiate donne alors un y dans

pn—l( @ (B®i“1 )DPxn)

tel que 6(y) ==z. [ nem ™Y
REMARQUE 1 . — Supposons m > n, on a :
Bpf®5, 0%, w, = D Ba'dY
je{l,...,r}
2 2
(BR)PP®per Uypor = (D (BR)PTA(Y;©1)
je{1,...,r}
o @ BY)PTd1eY))
je{1,...,r}
2 o e .
et la fleche BPY ®p, QB W — (BZ")PP ® pe? Q}B;%Z/Wn est injective,

puisque les deux fleches canoniques
() = (0 ®1), (b)) = 7(1®Db)
de (Bp,)PF dans (B2*)PP le sont.
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Soit z € (B®")PP tel que dz = 0 dans (BE")PP ® po? Q]l_q@?/w et tel

que 6(z) = 0 dans (B®")PP (6 est la différentielle du complexe 6’;%,,1);
soit y € (B)PF tel que 6(y) = z. Du diagramme commutatif :

(B.n)PP ° (BE")PP

n 6 ¥

BF ®5,, g, jw, — (BR )™’ ©g Vog w,

on déduit dé(y) = 0 = éd(y) donc d(y) = O par injectivité, ce qui
montre que la fleche H'(Cy, ) — Hl(g’;hm) ~ HL. (Spec A/Spec W,,)
est toujours injective. Mais par (A.2.6), elle est aussi surjective (on peut
toujours prendre pour B et B,, des anneaux de polynémes sur W) : on
retrouve ainsi le résultat de (A.1.3).

REMARQUE 2. — Un passage a la limite inductive donne :

lim G5, — LmCy o,
m m
car lln((B;%i)DP Dpes Q;gi/Wn) = 0, ce qui en vertu de (A.2.5) redonne

m
le résultat de (A.1.1).
Le lemme suivant est bien connu :

LEMME A.2.7. — Soit A une k-algébre de la forme
A=k[Xy,...,X]/(F1,...,Fs)

ot (Fy,...,Fs) est réguliére, et B = Wy[X1,...,X,]. Alors pour tout i,
(B®)PP est une W, -algébre plate.
Preuve. — Si on écrit :
B® =W, [xM, .., x®, . XD XD
A=k[x® . xO L xO XD (R F X - X 0)

2<5<i
1<k<r

. j 1 . .
comme la suite (Fy,.. .,FS,X,(CJ)— X,(c ))299,199 est clairement régu-
liere, on est ramené au cas i = 1, i.e. & voir que BPF est plat sur W,.
Soient Fi,...,Fs des relevés des F; dans B,

C=WulZi,..., 2|, J=(%,....2,), I=(F,...,F).
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Pour N € N suffisamment grand, on a :
B/IN =C/IN[Xy,..., X:)/(Zi — Fi)1<i<s

ott C/JN est une W,-algebre locale d’idéal maximal M = (pC/JN,J/JN)
et

C/(IN,M)[Xy,...,X,))(Z; — F}) = k[X1,..., X,/ (F)

ce qui montre que B/I" est plat sur C/JV puisque la suite (Fi,..., Fy)
est réguliere. On a finalement, par [BO, 3.21] :

BPP = (B/IV)PP = B/IN ®¢, v (C/JN)"F
= B Q¢ (C/JN)DP = B Q¢ cP?

et BPF est plat sur CPY = W,(Z1,...,Z,) (algébre des polynomes aux
puissances divisées) qui est plat sur W,. []

Le théoréme (A.2.1) résulte alors de (A.2.2) et (A.2.7).

REMARQUE 3. — Soit Y un k-schéma de type fini et Y*™) le schéma
déduit de Y par le changement de base k — k tel que z — zP". On a un
morphisme de Frobenius relatif & la puissance m : ¥ — Y®™),

Soit X un schéma lisse de type fini sur k; on définit le faisceau Off,iﬁ;[i]
sur le petit site étale de X comme le faisceau associé au préfaisceau

Y — OF%(Y Xyom Y Xyem) X Xyem Y)
% fois

(il est d’ailleurs vraisemblable que ce dernier soit déja un faisceau). On

définit alors de maniere évidente un complexe de faisceaux sur le petit site
étale de X :

Com s O — Ogmiell {9;?;;[3] s

Un prolongement naturel de ce travail serait de se demander si ’hyper-
cohomologie de Cy, ,,, pour m > n calcule la cohomologie cristalline de X,
ou mieux, si Cy, ,,, est isomorphe (dans la catégorie dérivée des faisceaux
étales sur X) au complexe de de Rham-Witt sur X (cf. [I11]).
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B. Cas logarithmique

Commencons par deux lemmes faciles sur les monoides inteégres.

B.1. Deux lemmes sur les monoides intégres.
Si h: R — S est un morphisme de monoides intégres, on note
R® = {z € R®; h®(z) € S}
et on appelle R¢ Uexactifié de R dans le morphisme h.

LemME B.1.1. — Soient R, S, T trois monoides intégres avec deuz
morphismes de monoides £ : S — R et h : S — T tels que £ est
ungversellement intégre (2.1). Si S¢ désigne Uexactifié de S dans h et
R¢ lezactifié de R dans le morphisme R — R®s T, on a

R°~ R®s S°.

Preuve. — Soient 71,72 € R tels que r1/ra ® 1 (qui appartient &
(R ®gs T)8P) soit dans R @g T, c’est-a-dire 1 /ro @1 =r @&t avecr € R
et t € T. 1l existe s1,s2 € S tels que r1/ro = £(s1/s2)r et 1 = h(sa/s1)t
i.e. s1/82 € S¢ et 11/r2 € RE(S®) (contenu dans R8P). Réciproquement,
l'image de R/(S¢) dans (R ®g T)8 = R®P ®ger TP tombe dans R @5 T
(qui s’injecte dans (R @ T)8P puisque £ est universellement intégre), on
a donc R® = R(S¢). Comme (R(S¢))8P = (R @5 S°¢)8P = REP, on a un
diagramme commutatif :

Rés S¢ — R

‘| H

R(S°) —— REP,

La fleche s est clairement surjective. Comme £ est universellement integre,
k est injective, donc s est aussi injective, d’ou le résultat. []

LEMME B.1.2. — Soient Q un monoide intégre, g et g’ deuz éléments
de Q8P. Les deux énoncés suivants sont équivalents :
(i) Vimage g’ de g’ dans Q/{g) est simplifiable dans Q/{g) (2.1.3)
(i) ¢’ est simplifiable dans Q(g).

Preuve. — Montrons que (i) entraine (ii).

Soient ¢,¢' € Q, n,n’ € Z tels que ¢ = qg™/q'g"™ et que §/q soit
une écriture simplifiée de g’ dans Q/(g). Soient z,z’ € Q(g) tels que
g =z/x'. Comme (Q{g))/{(g) = Q/{(g), on a /' = q/q, il existe donc
Q@ € Q tel que T = @7, = = @, ie il existe m,m’ € 7Z tels que
z = qog™(g"q), ' = qogm/ (g"’q) avec g™ = g™ ; ¢ est donc simplifiable
dans Q(g). La réciproque se prouve de maniére analogue. |[]
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B.2. Calcul pour un recouvrement log-syntomique particulier.

Dans cette section, on munit Spec W, seulement des log-structures £(0)
ou L(m) pour 7 une uniformisante de W, et on munit Speck de la log-
structure L (= £(0)). Soit A une k-algebre de type fini quelconque munie
d’une log-structure fine :

P-2.4

[ ]

N— &k

Soit B une W,,-algebre de type fini munie d’une log-structure fine :

B
Q — B

[ ]

N— W,

(1~ 0oulw ) telle qu’on ait une log-immersion fermée :

h
Q —

P
JN T
B

avec s et h surjectives. On suppose @ et B de la forme
Q=NoNg & ---®Ng,, B=W,[Xi,...,X,]

avec s <7 et B(g;) = X, 1 <i < s. Soient

Qm=(Q®Nz & --- & Nz)/(2F /qi),
Bm = B[Yh,..., Y, )/(Y7 "~ X))

et B, le morphisme
Qm — Bm, zi+—Y.

Soient A,, = A®p Bm et P, = P &g Qm; on munit Spec A,, de la
log-structure associée & Py, 2O, Anm.
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Si on travaille avec 1 — 7 (resp. 1 — 0), on notera :
O3 = H(—/(Spec Wy, L()))

(resp. OHK = HO(—/(Spec W,, £(0))), voir section 3).
La notation O}, désignera indifféremment QIR ou OHK,

On note Cy7, le complexe de Cech :

O}, (Spec Am, Pm) — O ((Spec Am, Pm)®%SPeCAxP))
+ — O ((Spec A, Pm)®?sPecA,P>) SN

ou (Spec Am,Pm)®zsvecAvP> désigne flm ®a - Qa A"L muni de la log-

1 fois
structure associée a :

’slalp=g)m@P"'@PP@_’Am®A"'®AAm~

~~
1 fois

Soient :
o (Q®")° Vexactifié de Q ®- - - ®N Q dans le morphisme
i fois
QN+ Oy Q@ — P (voir B.1);
o (B®")PPis Ienveloppe aux puissances divisées (compatible avec les
puissances divisées sur Wy) de (B®') ®; 00+ Z[(Q®")°] par rapport au
noyau de la surjection sur A;

J (Qi‘?:)e Iexactifié de Qm ®n- -+ ON @m dans le morphisme

~
1 fois

Qm N+ &N Qm — pPer (voir B.1);

. (B;?f)DP log |’enveloppe aux puissances divisées (compatible avec les
puissances divisées sur W) (?e (B®") ®z108] Z[(Q®')¢] par rapport au
noyau de la surjection sur A2,

La W,-algebre (B®)PPis (resp. (B®')PPios) nlest autre que I'enve-

loppe aux puissances divisées logarithmique de B®' (resp. B;%i) (cf. [Kal,
4.10 (1) et 5.6]).
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LEMME B.2.1. — Le compleze de Cech
CO,* . BDPlog N (B®2)Dplog —_ (B®3)DP105 _ e

calcule la cohomologie cristalline de (Spec A, P) sur (Spec W, L(w)) ou
(Spec Wy, L(0)).

Preuve. — Comme dans le cas classique, on utilise uniquement la lissité
formelle locale (cf. [Kal, 3.3 et 3.5]) et 'universalité de 1’enveloppe aux
puissances divisées (cf. [Kal, 5.3]) et on recopie la preuve de [Be, V.1.2]. []

LeMME B.2.2. — Avec les notations précédentes, on a :
(B )PPes = (B®)PPis @50 B
Preuve. — On a
CF = (Qm B P) ®p-+- ®p (Qm Do P)
= Q%2 0q P= QY @ye P.
En appliquant (B.1.1) 4 R=Q&', S =Q® et T = P, on obtient
(@) = Q% ®qer (%)
Soit I le noyau de
B®' QBz1@e¢] Z[(Qeai)e] — A
Comme
BE ®

2[oz] ZUQR) = BY @309 Z[(Q°)]

est une BE' ®z0e4] Z[(Q®")°]-algebre plate, on a une suite exacte :
0= I(BS ®y 00 Z[(QF)°]) — B ®y001 Z[(Q7)°]

— ABpetq, . 2ie)e) (B Byge ZIQR)]) =0

2[Q®*

ol le terme de droite est égal & A Q@ ge: B;?f = A%*. On conclut comme
en (A.2.3). []

Soit C,';;n le complexe :
Bt — (BE)PPies — (BE)PPes —

Comme dans le cas classique (A.2.5), on a :
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ProposiTioN B.2.3. — Le compleze C,'l 'm calcule la cohomologie cris-

talline de (Spec A, P) sur (Spec W, L()) ou (Spec W, £(0)).

Preuve. — Par (B.2.2), on a (B&')PPie = (B®")DPis g pei BE et la
preuve est exactement la méme que celle du cas classique, en remplagant
(BE')PP par (B®')PPer. []

ProposITION B.2.4. — 1l existe un morphisme (de complexes de
groupes) canonique :
o : Crivy — Cihn
Sim > n, le morphisme ®** est surjectif sur la cohomologie et si de plus

(B® )prg est une Wy-algébre plate pour tout i, le morphisme ®** est
un quasi-isomorphisme.

Preuve. — On obtient ®** comme dans le cas classique, en utili-
sant [Kal, 6.4]. Notons S, l'une des deux bases (SpecW,,L(r)) ou
(Spec W, L£(0)) ; avec des notations évidentes, on a pour tout ¢ :

k=s J
W e - @(@B@ dlog( (a)) @ (GB BE d( Y(:))
(Spec B k=1 j=1 k=s+1 j=1

Comme en (A.2.6), la fleche :

i\ DP)o, DPy,
(B,,?l) ls__y(Bg) 15® (SpcB ,Q;.;i)/sn

est la dérivation (B®")PPues-linéaire (cf. (B.2.2)) :

i\ DP)o g iy DPj,
(B @i BE — (B%) ™ @i s s

La preuve est alors formellement identique & celle de (A.2.6). []

REMARQUE. — Les remarques 1 et 2 qui suivent (A.2.6) sont encore
valables ici (pour les mémes raisons), i.e. H'(Cyy,) est toujours égal &
H'((Spec A, P)/Sy) sim > net lim Cy%, calcule toujours la cohomologie

cristalline de (Spec A, P) sur S,,. ™

On rappelle qu’on a un diagramme commutatif :
(07
P— A

[

N — &k
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ProposiTioN B.2.5. — Supposons que le diagramme ci-dessus soit un
morphisme log-syntomique standard (2.1.12), i.e.

P=(No®Nz®---®Nz.)/(g1,...,95)
ot (g1,---,9s) est une suite réguliére et
A=k®Z[N] Z[P][Yl,...,Yt]/(Fl,...,Fu)

ot (F1,...,F,) est une suite régulicre (N — P est toujours intégre et
ingectif si A # 0). Soient

Q=NoNz;®---®Nz,, B=W,[Xy,...,X,,Y1,...,Y]

etB:Q — B, z;— X;, 1 — m ou 0 selon *.
Alors pour tout i, (B® )PPros est une W,-algébre plate.

Preuve. — Par un raisonnement identique a (A.2.7), on se raméne au
cas i = 1, i.e. & voir que (B ®z|q Z[Q°])PF est plat sur W,.

On peut toujours choisir (g1, ... ,gs) tels que g; = g;/g; avec gj,q; € Q
et g;/q; écriture simplifiée de g; dans Q/(g1,...,g;-1). Soit G le sous-
groupe de Q8P engendré par les g;. On a

Q=QGCQ®, QG=QZLu® - &Lz)/(4/d;®2)

(car on a clairement une surjection de la droite vers la gauche, qui est
aussi injective puisque les deux monoides intégres ont le méme groupe
engendré). On veut calculer Z[QG]. On a gi/q;, @ 2 simplifiable dans
(QOZ2 & - ©ZLz2)/(g;/q; ® 25)1<j<k—1 équivalent & gx /g, simplifiable
dans

QOZn®--- & ZZk—l)/(Qj/% ® zj)1<j<k-1 = Q(g1,- -+, Gk—1)

équivalent par (B.1.2) & g simplifiable dans Q/{g1,...,gk—1) qui est

vrai par hypothese. Comme g /q), @ 2 est clairement d’ordre infini dans

Q&Zn & ©Zz)/(4/; D zi)1<j<k—1, la suite (g;/q; S 2j)1<5<s est

donc réguliere dans Q @ Zz @ - - - @ Zzs, ce qui entraine par (2.1.8) :

Z[Qe] = Z[Q][Zla ey Zs» l/Zla ey l/Zs]/([q]]Z] - [q;])lﬁjﬁs’
B ®zq ZIQ%) = WulXy, ..., X0, Vi, ..., Yo, 24, .., Zs,
1/2y,...,1/Z,)/(8(g;)Z; — B(d}))
= WalXe, Ys, V51/ (B(g5)V; + B(g5) — B(d})) ®w, C
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en posant
Vi=Z; -1, C=W,[1/Vi+1,...,1/V; +1]
dans la derniere égalité. Soit I le noyau de la surjection :
WalXe, Vi, V;)/ (B(a5)V; +B(a5) = B(d})) — WalXe, Y51/ (8(a;) - B(d}), F)

ou les V; s’envoient sur 0 et ol les ?k sont des relevements des Fj dans
Wh[Xe, Yi].
Soient N € N suffisamment grand et

D = Wy[Ai,...,Au,B1,...,B], J=(A4,...,Bs).
On a:
B ®zjq) Z[Q°)/IV
= D/JN[Xe, Y, V;]/(B(g;)V; + B(a;) — B(g}), B; = Vj, A — F)
= D/JV[X,,Yi)/(B(g)B; + B(a;) — Blg)), A — Fi)

oi1, comme en (A.2.7), D/JV est une W,-algebre locale (la tensorisation
par C disparait car les V; + 1 sont déja inversibles). Modulo son idéal
maximal M, on trouve

B ®z10 Z[Q°]/(IN, M) = k[X1,..., X/, Y1,..., Y]/ (algs) — o(d}), Fk)

ou la suite de droite est réguliere par définition, ce qui entraine que
B ®zq) Z[Q°]/1 N est plat sur D/JN. Comme de plus J engendre I
dans B ®zq) Z[Q°], on conclut exactement comme en (A.2.7), en utilisant
[BO, 3.21]. []

THEOREME B.2.6. — Avec les hypothéses de (B.2.5), le compleze
Cyv pour m > n calcule la cohomologie cristalline de (Spec A, P) sur
(Spec W,,, L(n)) ou (Spec W, L(0)).

Preuve. — On applique (B.2.3), (B.2.4) et (B.2.5). []
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