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TOPOLOGIE LOG-SYNTOMIQUE,

COHOMOLOGIE LOG-CRISTALLINE

ET COHOMOLOGIE DE CECH

PAR

CHRISTOPHE BREUIL (*)

RÉSUMÉ. — Soit k un corps parfait de caractéristique p > 0. Fontaine et
Messing ont calculé la cohomologie cristalline d'un fc-schéma comme cohomologie du
faisceau H° ̂  sur le site syntomique de Specfc et ont construit, grâce aux vecteurs de
Witt, un préfaisceau dont H°^g est le faisceau associé sur ce site. Nous construisons
un site log-syntomique et proposons des résultats analogues sur le point logarithmique
(N —>• 1,1 i—^ 0) pour diverses bases logarithmiques. Ceci nous permet de construire un
opérateur de monodromie sur la cohomologie log-cristalline d'un log-schéma quelconque
sur le point logarithmique. Nous en déduisons une suite exacte longue de cohomologie.
En appendice, nous calculons «à la Cech», avec des recouvrements syntomiques, la
cohomologie cristalline classique de certaines fc-algèbres de type fini et nous en donnons
un analogue logarithmique.

ABSTRACT. — Let k be a perfect field of characteristic p > 0. Fontaine and
Messing hâve calculated thé crystalline cohomology of a fc-scheme as thé cohomology
of thé sheaf H^.^ on thé syntomic site of Speck. Using Witt vectors they hâve
constructed a presheaf whose associated sheaf on this site is H^g- We build a log-
syntomic site and give analogous results on thé logarithmic point (N —>• k, 1 t—r 0) for
various logarithmic bases. This allows us to construct a monodromy operator on thé
log-crystalline cohomology of any log-scheme on thé logarithmic point and we deduce
then a long exact séquence of cohomology. In appendix, we calculate «à la Cech»
thé classical crystalline cohomology of some fc-algebras of finite type using syntomic
coverings. We give aiso analogous « logarithmic » results.

(*) Texte reçu le 2 octobre 1995, accepté le 22 mai 1996.
C. BREUIL, Mathématiques, Bât. 425, Université Paris-Sud, 91405 Orsay CEDEX
(France). Email : breuil@math.u-psud.fr.
Classification AMS : 11 S 20, 14 F 40, 14 F 30.
Mots clés : Log-structure, morphisme syntomique, cohomologie cristalline, opérateur
de monodromie, cohomologie de Cech.
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588 C. BREUIL

1. Introduction
On sait l'importance du formalisme syntomique dans le travail de

Fontaine et Messing [FM] pour comparer cohomologie étale et cohomologie
de de Rham d'une variété propre et lisse sur un corps p-adique à bonne
réduction. Si k est un corps parfait de caractéristique p, Wn l'anneau
des vecteurs de Witt de longueur n à coefficients dans A;, W = lim Wn
et Ko = Frac (TV), Fontaine et Messing introduisent un faisceau O^18

sur le gros site syntomique de SpecA; et montrent que sa cohomologie
calcule la cohomologie cristalline sur la base Wn. Ils montrent également
comment construire O^18 à l'aide de vecteurs de Witt et de puissances
divisées. Le but principal de ce travail est d'étendre ces résultats au
cadre logarithmique, c'est-à-dire au cas de la cohomologie log-cristalline
deHyodo-Kato [HK].

La géométrie logarithmique intervient quand on considère le cas plus
général d'une variété propre et lisse sur Ko à réduction semi-stable (on
conjecture que le cas général se « ramène » au cas de réduction semi-stable
moyennant une extension finie du corps Ko) : le modèle semi-stable peut
alors être muni d'une log-structure canonique. Le cas logarithmique est
plus complexe que le cas de bonne réduction car plusieurs «log-bases»se
présentent naturellement (voir ci-après). Divers travaux importants de
Hyodo, Kato et Tsuji ont déjà vu le jour à ce sujet (voir [HK], [Ka2], [Ts]),
mais le point de vue adopté est toujours celui de la topologie étale. On
montre ici qu'un point de vue purement syntomique existe aussi dans le cas
logarithmique et qu'il permet de visualiser les diverses cohomologies log-
cristallines et leurs opérateurs par des vecteurs de Witt et des puissances
divisées. On y perd de travailler avec un site plus compliqué que le site
étale mais on y gagne d'avoir des faisceaux et non plus des complexes de
faisceaux. Ce formalisme permet aussi de définir facilement et en toute
généralité un opérateur de monodromie sur une certaine cohomologie
log-cristalline. D'autre part, les résultats de [Bri] et [Br2] montrent
qu'une généralisation logarithmique (ou plutôt semi-stable) de la théorie
de Fontaine-Laffaille [FL] existe. Il n'est donc pas interdit de songer
aussi à une généralisation semi-stable de la théorie entière de Fontaine-
Messing [FM] dans laquelle le point de vue syntomique se révélerait, sans
aucun doute, particulièrement agréable1.

Nous détaillons maintenant le contenu du présent travail.
En 2, nous définissons des morphismes « log-syntomiques » entre des log-

schémas. Il s'agit essentiellement de pouvoir prendre (étale-) localement
des racines pn-ïèmes sur le faisceau de monoïdes de la structure logarith-

1 Voir à ce propos [Br3].
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TOPOLOGIE LOG-SYNTOMIQUE 589

mique tout en gardant des morphismes syntomiques (au sens classique)
sur les schémas sous-jascents. Nous avons voulu ces morphismes les plus
explicites possibles pour faciliter les calculs locaux, ce qui nous a conduit
à la définition (2.1.12).

En 3, nous montrons que la cohomologie du faisceau des sections
globales log-cristallines sur le site log-syntomique redonne la cohomologie
log-cristalline. Notons que dans le cas logarithmique, il faut considérer les
bases :

{1} -̂  Wn N -^ Wn N -^ Wn N -^ Wn(u)

1 i—> 0 1 ^—> p 1 i—> u.

En 4, nous construisons pour chaque base un préfaisceau sur le gros
site log-syntomique du point logarithmique (N —> fc, 1 i—>- 0) (ou de Spec k
pour la base {1} —> Wn) et en 5 nous montrons que le faisceau associé est
bien celui des sections globales log-cristallines (pour les diverses bases).

En 6, nous définissons sur ce préfaisceau (sauf pour la base N —^ Wn ,
1 i—^ p) un opérateur de Frobenius et un opérateur de monodromie cano-
niques, nous montrons une suite exacte courte de faisceaux et retrouvons
un calcul de sections globales log-cristallines important dû à Kato.

Enfin, un appendice est consacrée à un calcul local de Cech : on y calcule
d'abord la cohomologie cristalline classique de certaines Â;-algèbres affines
de type fini comme la cohomologie de Cech de certains recouvrements
syntomiques (non canoniques) (Appendice A). Avec la définition du
site log-syntomique, on en donne ensuite un analogue logarithmique
(Appendice B).

Nombreuses sont les idées de ce travail dues à J.-M. Fontaine, W. Mes-
sing et K. Kato. L'article de K. Kato [Ka2] a été crucial pour mener à
bien ce travail. L. Illusie n'a pas compté son temps pour m'expliquer
la théorie des log-structures : je lui exprime ma sincère reconnaissance.
C'est W. Messing qui m'a initié à la construction «syntomique»de la
cohomologie cristalline, qui est à la base de son article avec J.-M. Fontaine
[FM] : je l'en remercie vivement. Je remercie également B.LeStum, qui
a eu la patience de déchiffrer une toute première version de cet article,
et M. Gros, pour toutes les discussions que nous avons eues ensemble.
Enfin, j'ai eu la chance de toujours bénéficier de conversations stimulantes
avec J.-M. Fontaine : l'idée (centrale) de prendre des racines ̂ -ièmes sur
le faisceau de monoïdes P et d'utiliser /^(P^Z) pour construire un
opérateur de monodromie en toute généralité (section 6) lui est due. Qu'il
trouve ici l'expression de ma plus profonde gratitude.
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590 C. BREUIL

2. Site log-syntomique
On introduit des morphismes log-syntomiques et on montre leur stabi-

lité par changement de base et composition.

2.1. Morphismes log-syntomiques. — Si A est un anneau (com-
mutatif), on dit, comme dans (E.G.A.O, 15.1.7), qu'une suite (ai , . . . ,05)
d'éléments de A est régulière si ai n'est pas un diviseur de 0 dans
A/(ai,...,a,-i).

DÉFINITION 2.1.1. — On dit qu'un morphisme de schémas / : Y —^ X
est syntomique si pour tout y e Y il existe des ouverts étales affines
V = Spec B de y et U = Spec A de x = f(y) tels que f(V) C U et tels que
B = A[Xi, . . . , Xy.]/(/i,..., fs) où (/i , . . . , fs) est une suite régulière dans
A[Xi, . . . , Xr\ et où A[Xi, . . . , Xy]/(/i , . . . , fi) est une A-algèbre plate
pour tout i (on dit aussi que la suite (fi^..'>fr) est transversalement
régulière relativement à A, cf. E.G.A.IV, 19.2). On dit qu'une A-algèbre
C est syntomique si le morphisme Spec C —>• Spec A est syntomique.

REMARQUE. — Cette définition n'est pas tout à fait celle de [FM]
(où on décrivait les morphismes Zariski-localement). Mais en utilisant
S.G.A.6, VIII.1.4 et [111, III.3.2.6], on montre facilement que les deux
définitions coïncident. Nous utilisons la topologie étale car les structures
logarithmiques se décrivent bien étale-localement seulement.

On peut montrer que cette classe de morphismes est stable par chan-
gement de base et par composition (la composition est élémentaire, pour
le changement de base, voir E.G.A.O, 15.1.15).

Tous les monoïdes considérés sont commutatifs avec un élément neutre
et notés multiplicativement. Si Q est un tel monoïde, Q^ désigne le groupe
associé. Avant de définir un analogue des morphismes syntomiques dans
le cadre des log-schémas, nous allons traduire en termes de monoïdes les
notions de platitude et de suite régulière.

Un monoïde Q est dit intègre si quels que soient p,p', q de Ç, si pq == p ' q
alors p = p ' (il est équivalent de demander que l'homomorphisme naturel
de Q dans Q^ soit injectif). Si P —> Q et P —> P' sont deux morphismes
de monoïdes, on notera Q ©p P' la limite inductive du diagramme :

P ——> P'

dans la catégorie des monoïdes. On dit qu'un morphisme de monoïdes
intègres h : P —>• Q est universellement intègre si pour tout monoïde
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TOPOLOGIE LOG-SYNTOMIQUE 591

intègre P1 et pour tout morphisme de monoïdes g : P —^ P', Q (Dp P ' est
un monoïde intègre. La proposition suivante est due à Kato :

PROPOSITION 2.1.2 {cf. [Ka, 4.1]). — Soit h : P —> Q un morphisme de
monoïdes intègres. Alors Z[Q] est une 'L[P}-algèbre plate si et seulement
si h est injectif et universellement intègre.

DÉFINITION 2.1.3. — Soient Q un monoïde intègre et g un élément
de Q^. On dit que g est simplifiable dans Q s'il existe q,q' dans Q tels
que g == q / q ' et tels que, si .r, x ' ç Q vérifient x / x ' = g, alors il existe
qo ç Q tel que x = qoq, x ' = q^q'. On dit alors que q / q ' est une écriture
simplifiée de g dans Q.

Si q / q 1 est une écriture simplifiée de g dans Ç, toute autre écriture
simplifiée est de la forme uq/uq' où u est inversible dans Q.

LEMME 2.1.4. — Soit Q un monoïde intègre et g un élément de Ç^, si
g est simplifiable d'écriture simplifiée q/q1 ̂  alors pour tout n e N, ^n est
simplifiable d'écriture simplifiée q71 /q^.

Preuve. — Par récurrence sur n. Le cas n = 1 étant trivial, supposons
la propriété vraie à l'ordre n — 1 avec n > 2 et soient x et x ' tels que
g71 = x / x ' . On a q ' x / q x ' = {q/q')71''1 ; par récurrence il existe ço dans Q tel
que q ' x = ço^, ̂ / = çoç'71-1 d'où .r/^-^o = q/q^ x ' / q ' ^ q ^ = q ' / q
et par hypothèse, il existe ci, q[ dans Ç tels que :

x = çiç, x ' = ^ç',

^"^o = qiq^ q'^qo = q[q,

d'où on déduit qi/q[ = ç71"1/^"1 et par récurrence, il existe 92 dans Q
tel que ci = ^ç71"1, ̂  = q2q/n~l d'où a; == ^ç"1, .î'' = q2qfn• D

Si Q est un monoïde intègre et G un sous-groupe de Q615, on notera
Q/G le monoïde intègre image de Q dans Q^/G.

DÉFINITION 2.1.5. — Soient Q un monoïde intègre et g un élément
de Q^. On dit que g est régulier dans Q si g est simplifiable dans Ç et
d'ordre infini dans Q^. Soient (^i , . . . ,^s) dans Q^ et G^ = (^i, . . . ,^)
(sous-groupe engendré dans Ç^, GO = {!})• O11 dit que (^i, . . . ,^s) est
une suite régulière dans Ç si gi est régulier dans Q/Gi-\ pour 1 < î < s.

LEMME 2.1.6. — Soient Q un monoïde intègre et q^q' deux éléments
de Q. Alors les deux conditions suivantes sont équivalentes :

(i) il existe un entier n > 1 tel que q1^ = q^ ;
(ii) q — q' est un diviseur de zéro dans Z[Ç].

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



592 C. BREUIL

Preuve.
(i) => (11). On peut supposer que n est le plus petit entier > 1 tel que

qn ̂  ç/n Q^ ^ ̂ g

(ç - gW-1 + ç-V + ... + ç771-1) = 0

dans Z[Q] et le deuxième facteur est non nul puisque la minimalité de n
entraîne que, dans Q, les ç71-^ sont deux à deux distincts.

(ii) =^ (i). On suppose r

^-^(E^)-0
i=l

pour des ni dans Z et des qi dans Q distincts deux à deux. Puisque Q est
intègre, les {qqi) (resp. (q'qi)) sont distincts deux à deux et on a une unique
permutation a de [1,.. . , r] telle que qqi = q'q^^ et ni = H^) pour tout i.
Soit c = (ni , . . . ,77^) un cycle de longueur £ de cette permutation : on a
a(rik) = n/c+i si k -^ £ et cr(n^) = ni. En multipliant membre à membre
les égalités qq^ = q'Qnk+n on obtient q^ = q^ avec ^ > 1, i.e. g^ = 1, d'où
le résultat. []

LEMME 2.1.7. — Soient Q un monoïde intègre et g, q' dans Q tels que
9 = Q/Q' s011^ d'ordre infini dans Q^. Soit f le morphisme canonique :
Z[Ç]/(ç — ç') —> Z[Q/(^)]. Les deux conditions suivantes sont équiva-
lentes :

(i) g est simplifiable d'écriture simplifiée g = g/g' ;
(ii) / est un isomorphisme.

Preuve.
(i) => (ii). On construit une flèche (j) : Z[Q/(p)] -^ Z[Q]/(g - q'). Soit

x e Q / ( 9 ) e^ soient x ^ x ' e Q deux relèvements de x dans Q. Quitte à
échanger x et x ' ^ on peut trouver n ç. N tel que x / x ' = gn. Il existe alors
ço dans Q tel que x = ço(f\ x ' = qoq^ ; donc q-q' divise x - x ' dans Z[Q],
î.e. ^ = x ' dans Z^/^-ç') et il suffit de prendre pour (f)(x) l'image de x
dans Z[Ç]/(ç — q1). On vérifie facilement que c'est la réciproque de /.

(ii) =^ (i). Soient a-, x ' deux éléments de Q tels que .r/a/ = q/q\ donc
•r = x ' dans Q / ( g ) , i.e. x = x ' dans Z[Q]/(ç - ç') puisque / est un
isomorphisme. On a donc r

x - x ' = (q - q ' ) {^jriiq^
i=l

pour des r^ dans Z et des qi dans Q distincts deux à deux. En multipliant
membre à membre par q et q1 et en utilisant qx' = q'x^ on obtient :

r r

(q - q^x =(q-qf)ÇY^ mqq^, (ç - q')x1 = {q - q') ( ̂  n^'ç^.
î=l 2=1
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Par (2.1.6), q — q' n'est pas un diviseur de 0 dans Z[QL donc
r r

x = ̂  rliqqi et .r' = ̂  n^qï,
î=l î=l

ce qui montre qu'il existe (î,j) dans { 1 , . . . , r}2 tel que x = qqi^ x ' = q'qj
avec forcément qi = qj = qo' D

REMARQUE. — L'implication (i) =^ (ii) n'utilise pas que g est d'ordre
infini.

La proposition suivante est l'analogue, en quelque sorte, de (2.1.2) :
PROPOSITION 2.1.8. — Soient Q un monoïde intègre^ s ç N* et

fe? Q^) € Q x Q '{tour 1 <i < s. On posé gi = qi/q[ ç Q^ et on note ̂ , qi
et q[ les images de ̂ , qi et q^ dans Q/(gi,... ,^-i). Les deux conditions
suivantes sont équivalentes :

(i) (^i,..., g s) est une suite régulière dans Q et qi/q[ est une écriture
simplifiée de (ji dans Q/(gi^..., Qi-i) pour tout i ;

(ii) (ci — q [ ^ . . . ,Çs — q's) est une suite régulière dans Z[Ç] et^ pour
tout i, on a V\Q}/(qk - q'k)^k<i = '^[Q/{gk}i<k<i] -

Preuve. — Récurrence élémentaire à partir de (2.1.6) et (2.1.7). []
La définition d'un morphisme « syntomique » de monoïdes est alors

naturelle :
DÉFINITION 2.1.9. — Soit h : P —> Q un morphisme de monoïdes

intègres. On dit que h est syntomique si h est injectif et si Q peut
s'écrire Q = (P C Na;i © • • • © N^)/(^i,... , gs) où (^i,. . • , 9s) est une
suite régulière dans P © Na;i © • • • © Nxr et où le morphisme P —>
(P©N.KI © • • • ©N.z*r)/(pi, . . . , gi) est universellement intègre pour tout i.

Remarquons tout de suite que les morphismes syntomiques sont trivia-
lement stables par composition.

On appelle monoïde fin un monoïde intègre et de type fini.
Si P —> Q est un morphisme de monoïdes fins, on peut toujours écrire

Q sous la forme Q = (P © fci © • • • © Na^)/G pour un certain entier r et
un certain sous-groupe G de P^ © Za;i © • • • © Z;^.

PROPOSITION 2.1.10. — Soit h : P —^ Q un morphisme syntomique de
monoïdes intègres^ alors Z[Q] est une '^[P]-algèbre syntomique.

Preuve. — Soit (<^ , . . . ,^) une suite régulière comme en (2.1.9). Pour
tout î, il existe ^ et q[ dans (P © N.Z-I © - • • © ̂ X r ) / ( g [ ^ . . . , <^-i) tels que
qi/q'i soit une écriture simplifiée de g\.
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594 C. BREUIL

Soient qi^q[ des relèvements de ^,^ dans P ® Na-i ® • • • (D Na^ et
^ = Qi/q'i- II es^ trivial que

(PeN.ne.--e ̂ xr)/(g[,... ,g[) = (P e ?1 e • • • e ̂ xr)/(gi,... ,^)

et que (^i , . . . , g s) est encore régulière. Une récurrence élémentaire à partir
de (2.1.2) et (2.1.8) permet de conclure. Q

REMARQUE. — On dira par la suite abusivement que (^i , . . . ,^s) est
une suite régulière d'écriture simplifiée gi = qz/q^ avec ç^, q[ e PeNa-i C
" • C Na;y., si qi/q[ est une écriture simplifiée de gi dans (P C Na-i C • • • C
N;r,)/(^,...^-i).

DÉFINITION 2.1.11. — Soient BQ une A-algèbre plate et B une Bo-
algèbre. On dit que B est transversalement [A^Bo)-régulière si £? peut
s'écrire sous la forme B = BQ\X^, . . . , Xy.]/(/i,..., fs) où (/i, . . . , fs) est
une suite régulière dans JE?o[Xi, . . . , Xr] et où Bo[^i; • • • ? ̂ r]/(/i? " - i f i )
est une A-algèbre plate pour tout i.

On renvoie à [Kal] pour les définitions et propriétés des log-schémas
intègres et des log-schémas fins. Si X est un log-schéma, on note X le
schéma sous-jacent. Si X = SpecA et si P est le faisceau de monoïdes,
on note X = (SpecA,'P). Si la log-structure est associée à une carte
P —> A>< où P est un monoïde et Ax le monoïde multiplicatif A, on note
aussi (SpecA,P).

DÉFINITION 2.1.12. — Un morphisme de log-schémas fins affines / :
(SpecB,?^) —>• (SpecA^A) est dit log-syntomique standard s'il existe
une carte de / :

P ——. A

Q ——> B

telle que h est syntomique et B est transversalement (A, A Cx)z[p] ^[Q])~
régulière.

Un morphisme de log-schémas fins f :Y —> X est dit log-syntomique si
étale-localement sur X et Y il existe une carte de / qui soit un morphisme
log-syntomique standard.

2.2. Changement de base et composition.—On prouve la stabilité
par changement de base et composition des morphismes log-syntomiques.

2.2.1. — On commence par quelques lemmes techniques mais faciles.
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TOPOLOGIE LOG-SYNTOMIQUE 595

LEMME 2.2.1.1. — Soient P', P et H trois monoïdes intègres^ h un
morphisme de monoïdes de P dans P', G un sous-groupe de P^ © H^
et G son image dans P'^ C H^. Notons P1 Cp ((P C H) /G) la limite
inductive du diagramme dé monoïdes

(PefQ/G^—p-^p'.

Si P' Cp ((P C H) /G) est intègre, la projection Id @h C Id : P' C P C H —>
P' © H induit un isomorphisme :

P ' Cp ((P e H)/G}—^(P' e H) /G.
Preuve. — La surjectivité est évidente. On a par ailleurs un diagramme

commutatif :

p'ep((Pe^)/G) ——— (P'e^O/G'•i i'^ ^
P'^ep.? ((P^C^^/G) —^ (P'^C^/G

où k est injective par hypothèse. La commutativité du diagramme entraîne
que la flèche du haut est aussi injective, d'où le résultat. []

LEMME 2.2.1.2.—Soient B un anneau commutait^ Q et Q' deux mono-
ïdes fins, f3 : Q —> B^ et {3' : Q' —> Bx deux morphismes de monoïdes
donnant la même structure logarithmique sur B. Alors en tout point de
Specf?, il existé une B-algèbre étale B' et un sous-groupe de type fini G
de B'* tels qu 'on ait un diagramme commutatif :

r^i

Q/ Q/^-^G) G ——> Q 0/3-1 (G) G

Preuve. — Soient x ç Spec B et x un point géométrique au-dessus de
x. D'après l'énoncé, il existe un isomorphisme

Q œ/3-^) ̂  ̂  Q' e^-i(^) B^.
On considère les deux sous-groupes de type fini de B^ :

G, = (/3(Q) n ̂ )SP, ^ = (/3'(Q') n B^P.
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596 C. BREUIL

Soient ç i , . . . ,Çy . des générateurs de Q\ il existe ^ i , . . . , H y . e £^ et
q [ , . . . , q'r C Q' tels que qi = ^/ © 14 dans Q' 9/3/-i(Bî) ̂  ; on note ./ïi le
sous-groupe de B^ engendré par 14,..., Ur. Par le même raisonnement en
inversant Q et Q', on construit H^ C B^.

Soit G == GI G'^H^H'z : c'est un sous-groupe de type fini de B^\ de
plus Q ®/3-i(G) G est inclus dans Q ©/?-I(B^) -S^ et son image dans
Q' e)/3/-i(B^) ̂  tombe dans Q' €)^/-I(G) G'; d'où une injection

Q C^-I(G) G -—> (7 ©^-I(G) G
qui est aussi clairement surjective par choix de G. Comme G est de type
fini dans B^ on peut trouver une extension étale B1 de B au dessus de x
telle que G C B'\ Q

On rappelle qu'un morphisme de monoïdes intègres h : P —>• Q est dit
exact si h^ : PSP -> ÇSP est tel que (T^P)"1^) = P.

LEMME 2.2.1.3. — Soit h : P —> Q un morphisme surjectif de monoïdes
intègres et notons P* (resp. Q*) les inversibles de P (resp. Q). Alors h
est exact si et seulement si h : P/P* —> Q/Q* est un isomorphisme.

Preuve.
Sens <^=. Soit p / p ' e P^ tel que h ^ ^ p / p ' ) = q e Q. Par surjectivité,

q = h(p"), p " ç P, donc h ^ ^ p / p ' p " ) = 1. Mais de l'hypothèse, on
déduit immédiatement RSP/P* -^ ÇSP/Q*. D'où p / p ' p " = u e P*, î.e.
p/p' = p"u ç P.

Sens =^. Il suffit de montrer l'injectivité, la surjectivité étant triviale.
Soient p et p ' deux éléments de P tels que h(p) = ^(p') avec des notations
évidentes, alors h ^ ^ p / p ' ) G Q* et h^^p' / p ) ç. Ç* • Par exactitude, p/j/ est
dans P et de même p ' / p est dans P, d'où p / p ' € P*. []

LEMME 2.2.1.4. — Soit h : P —> Q un morphisme surjectif exact de
monoïdes intègres et g un élément régulier de Q^ d^écriture simplifiée
g = q/q'. Soient p et p' des relevés quelconques de q et q' dans P
et g = p/p'. Alors g est régulier d'écriture simplifiée p/p'.

Preuve.—II est clair d'abord que si g71 = 1, g71 = 1 ce qui est impossible.
Donc g est d'ordre infini dans P^. Soient x et x ' dans P tels que x / x ' = g ;
on a h{x) = çoç? h(x') = çoç' pour un qo dans Q, d'où par exactitude
x = upQp et x1 = vpQp' où PQ est un relevé de ço dans P avec n, v ç P*.
Enfin il est clair que u == v. []

LEMME 2.2.1.5. — Soit h : P —^ Q un morphisme surjectif exact de
monoïdes intègres et G un sous-groupe de Q^. Soit G un sous-groupe
de PSP tel que h^ÇG) = G. Alors h : P/G -^ Q/G est un morphisme
surjectif et exact de monoïdes intègres.
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Preuve. — La surjectivité est claire. Soient p,p1 e P tels que
h ( p / p ' ) e Q/G où p et p ' désignent les images de p et p ' dans P/G. Il
existe ç dans Q tel que h ( p / p ' ) = q. Si r e P est tel que /î(r) = ç, on a
h Ç p / r p ' ) ç. G, z'.è. il existe g ç G tel que h(g) = h ( p / r p ' ) . Par exactitude
de h, on en déduit grp' / p = ^ pour un u dans P*, d'où p = rp'u~1 dans
P/G, c'est-à-dire p/p7 e P/G, ce qui montre l'exactitude. []

LEMME 2.2.1.6. — Soient P, Q? -^5 S quatre monoïdes intègres avec un
diagramme commutatif :

R ——> P'•[ [ h
4' p 'y

S ——> Q

où h est universellement intègre^ k et £ sont surjectifs et exacts. Alors h
est universellement intègre.

Preuve.—Par [Kal, 4.1], il suffit de montrer que pour tous ri, r^ dans R
et 5i, 53 dans S tels que h(r^)s^ == h{r^)s^^ il existe rs, 7*4 ç R et s G S tels
que rira = r2r4, 5i = ^(rs)s, «2 == h{r^)s. Soient donc ri, r2,5i, ^2 comme
précédemment ; on a h(k{r\))f,{s\} = hÇkÇr^^s^) et par intégrité de h (et
[Kal, 4.1]), il existe pi, ̂ 2 dans P et q dans Ç ̂ l8 ci116 ^(^i)pi = ^(^2)p2;
^(^^) = h{p\)q et ^(^2) = h^p^q. Soient ^3,7-4 dans J? et s ' dans 5 tels
que k(r^) = pi, ^(r^) = p2 Gt ^(s/) ^ ç- P3'1' exactitude de A; et ^, il
existe u dans P* et v,w dans 5* tels que r\r'^ = ur^r'^s\ = vh(r'^)s1\
s^ = whÇr^s'. On a alors vh(r\r^) = whÇr^r^)^ d'où w = vh(u) et en
posant rs = r^, r4 = nr^, 5 = vs^ on a le résultat. []

LEMME 2.2.1.7.—Soit B un anneau muni d'une structure logarithmique
fine donnée par une carte (3 : Q —> Bx. Soit G un sous-groupe de type fini
de B*. Alors il existe un monoïde fin S et un diagramme commutatif :

Q Q"i . i
S ̂  QC^-I(G)G

tel que
(i) s est surjectif et exact ;

(ii) h est syntomique (2.1.9).

Preuve. — Soient g\,..., Qr des générateurs de G ; on pose :
Q = (Q e Na;i © Na/i © • • • C N^ C N;4)/(^z © x[).
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On a une surjection Q —^ Q ©^-I(G) G en envoyant x^ sur gi et x\
sur g^~1. Il est clair que le morphisme Q —> Q est syntomique. D'autre part,
(/^(G))^ est un sous-groupe de type fini de Q^ ; notons q i / q [ , . . . , qt/q't
avec g^^ e (3~1(G) des générateurs et posons :

s = (ç © Nî/i © • • • © N^ © N^ © • . • © N^)/(î/, © ç,, ̂  © ̂ ).
Il est facile de voir que le morphisme Q —^ S est syntomique (en fait, c'est
ce que Kato appelle une localisation généralisée) ; par composition, on en
déduit que h : Q —> S l'est aussi. On définit s : S —> Q©/3-i(c) G en posant
s{yi) = (f3(qi))~1 et s{y^) = (/3(q^))~1. Le morphisme s est surjectif et on
vérifie aisément qu'on a un isomorphisme

S/S* ̂  (Q ©^-i^) G)/(Q OP-.ÇG) G)\
ce qui montre par (2.2.1.3) que s est exact. []

LEMME 2.2.1.8. — Soient Pi,P2,Si trois monoïdes fins, h : Pi —> P^
syntomique et k\ : Si —>• P\ surjectif et exact. Alors il existe un monoïde
fin 62 et des morphismes h : Si —> S^ et k^ : S^ —>• P^ tels que h est
syntomique^ k^ est surjectif et exact et le diagramme

ki
51 —— Pi

'•1 [ h
•^ k^ "
52 ———— P2

est commutatif.

Preuve. — Puisque h est syntomique, on peut écrire
?2 = (Pi © Na;i © • • • © N^)/(^i,..., g s )

où ( < 7 i , . . . , g s} est une suite régulière dans Pi ©Na-i © • • • ©N^ d'écriture
simplifiée gi = pi © Zi/p[@ z\ (voir la remarque qui suit (2.1.10)) avec
Pi^P'i ^ PI et ^i ^z ^ ̂ x! © • • • © N^r. Soient Si (resp. s^) des relevés des
pi (resp. p'i) dans Si et gi == si © Z i / s ^ © z[ € (Si © Na;i © • • • © ̂ Xr)^.
Soit

Sa = (Si © Na;i © • • • © N^)/(^i,. . . , g,)
et h le morphisme canonique Si —> S^. On pose (groupes engendrés) :

Gi = (^i , . . . ,^) , Gi = (^i , . . . ,^) .
Comme il est clair que Si © N.TI © • • • © N^y. -^ Pi © N.Z-I © • • • © ̂ Xr est
surjectif et exact, les morphismes :

k2,i : (5i © Na-i © • • • © N^)/G, —> (Pi © Nrri © • • • © N^)/G,
sont encore surjectifs et exacts par (2.2.1.5) et une récurrence immédiate
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à partir de (2.2.1.4) et (2.2.1.5) montre que (p i , . . . ,^s) est une suite
régulière dans 5i C No-i ® • • • © Nxr. En appliquant (2.2.1.6) à

Pi, (Pi e N.z:i e • • • e N^)/G,, 61, (61 e ?1 e • • • © N^)/Ô, ,
on voit que les morphismes hz : 5i —^ (Si © No;i (D • • • (B Na^/G^ sont
universellement intègres.

Il reste à voir Finjectivité de h : soient s et 5' dans 61 tels que
/i(.s) = ^(57), on a h(k-^{s)) = hÇk-iÇs')) donc A;i(.s) = A;i(5') puisque h
est injectif. Par exactitude de Â;i, il existe u\ dans S^ tel que s = u\s^
donc/i(ni) = 1 dans 5'$, i.e.u^ ç Gs C (5'iCN.rie-•-CN^)^. On a donc
ai , . . . , Os dans Z tels que g^1 ' ' ' g^8 = ni, d'où g^ • • • gs0'8 = A-i(ui) == 1
dans (Pi © NrKi 9 • • • (B N^y.)^ ce qui n'est possible que si tous les ai sont
nuls (car (^i, . . . ,^s) est une suite régulière). On a finalement u\ = 1, ce
qui montre Pinjectivité et achève la preuve du lemme. \\

Le lemme suivant (facile) est sûrement bien connu :
LEMME 2.2.1.9.—Soient B un anneau^ (^i,... ,^n,ci,... ,c^) une suite

régulière dans B telle que(c\^... ̂ Cm) est aussi une suite régulière dans
B/(&i,... ,&î) pour tout i [avec 0 < i < n). Alors (ci,... ,Cyn,bi,... ^bn)
est une suite régulière dans B.

Preuve. — On fait une récurrence sur n.
• Cas n = 1. On fait une sous-récurrence sur m : si 772 = 1, soit (6,c)

une suite régulière. Soit d ç B tel que bd = 0 dans B / c . Il existe e € B
tel que bd = ce, i.e. ce = 0 dans B/&, donc ê = 0, i.e. il existe / G B tel
que e = &/, d'où 6(d — c/) = 0 et comme b est non diviseur de 0 dans 2?,
on a d = c/ soit J = 0 dans £?/c et b est non diviseur de 0 dans B / c . Si
de plus, c est non diviseur de 0 dans B, on a bien que (c, b) est une suite
régulière. Si m est quelconque, par récurrence au cas (m — 1), on a que
(c i , . . . , Crn-i^ b, Cm) est une suite régulière et on applique le cas m = 1 à
(b,Cm) dans J9/(ci,... ,Cyn-i).

• Cas n > 1. En appliquant le cas n = 1 à (&n ,c i , . . . ,Cy^) dans
B/(^i , . . . , &n-i), on a que la suite ( & i , . . . , bn-i, c i , . . . , Cm, bn) est régu-
lière. Par récurrence au cas (n — 1), la suite (ci, . . . ,c^,^i, • • . ,&n-i)
est encore régulière, et donc la suite (ci , . . . , Cyn, ^ i , . . . , bn) est bien
régulière. []

2.2.2.

THÉORÈME 2.2.2.1.
1) (changement de base) si f : Y —r X est un morphisme log-

syntomique^ il en est de même de fx' '. Y x^ Xf pour tout morphisme
X' —> X de log-schémas fins^
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2) (composition) le composé de deux morphismes log-syntomiques est
un morphisme log-syntomique.

Preuve.
1) Etale localement, on a une carte de / qui est un morphisme log-

syntomique standard (2.1.12) :

P ——> A[ [
Q ——> B

et une carte du morphisme de changement de base :
P ——> A[ i
P ' —— A

où la structure logarithmique sur A est engendrée par P et P. A priori
P 7^ P, mais quitte à prendre une extension étale de A, et les extensions
étales correspondantes sur B et A' par changement de base classique, et
quitte à modifier P', on se ramène par (2.2.1.2) au cas P = P. Il suffit
donc de montrer que le diagramme :

P' —————— A'i i
P ' ©p Q ——> A' 0A B

est un morphisme log-syntomique standard (remarquons que P'(BpQ reste
bien intègre). Il existe r ç. N et un sous-groupe G de Q^ tels que

Q = (P e N.TI e • • • e ̂ xr)/G
et que l'on peut trouver ((71 = Pi/pi^ • • . ^ 9 s ^ - P s / P s ) une écriture sim-
plifiée d'une suite régulière de générateurs de G. Soit Gi = (^i , . . . ,^),
Qi = (P C Nrci C • • • C N^)/G^, p[ (resp. p^ resp. ^) l'image de pi
(resp. pi, gi) dans (P' C Na:i C • • • C N^)^ et G\ == (^,... , ̂ ). Comme,
pour tout î,

^[P'Cp Qz] = Z[P'] ^)Z[P] Z[Q,]
est une ZIP']-algèbre plate par changement de base, les morphismes P1 —>
P ' @pQi sont injectifs et universellement intègres par (2.1.2). Par change-
ment de base des morphismes syntomiques classiques, (p[ — p^ ... ̂ p's—P's)
est une suite régulière dans ZtP^Xi,... ,Xy], de plus pour tout î, on a

TOME 124 — 1996 — ?4



TOPOLOGIE LOG-SYNTOMIQUE 601

par (2.2.1.1) P1 ©p Q, = (P7 e N^i © • • • C N^)/G^ et :

ZIP7 Cp Çz] = Z^] 0z[p] Z[Ç,]
=Z[P/][Xl,...,X,]/(p/l-p^...,^-pO
=Z[P/epQ.-l]/(^-pO.

D'après (2.1.6), l'image de ^ dans (P7 ©p Qz-i)^ est d'ordre infini
et d'après (2.1.7), elle est simplifiable dans P ' (Bp Qi-i- Finalement,
la suite (^,... ,^) est bien régulière dans P ' (B N.ri © • • • © Nxr et le
morphisme P1 —> P ' ©p Q est syntomique. Enfin, il est clair que A' (g)A B
est transversalement (A', A' 0z[p/] ZIP' ©p Ç])-régulière (2.1.11) par le
théorème de changement de base des morphismes syntomiques classiques.

2) Étale localement, cela revient à considérer un diagramme de
cartes :

Ot

P ————> A

^ g ^

Q ———> B
B' II

Q' -̂ - B
t! , 1

R ———> C

où les deux diagrammes commutatifs du bas et du haut correspondent à
des morphismes log-syntomiques standards.

Première étape. — Quitte à localiser en B et en C, on peut supposer
par (2.2.1.2) que le diagramme commutatif :

(3'
Q' —-> Bi , iR ——> C

se factorise sous la forme :

Q' ——> Q ®/3-i(G) G ———— B

[ 1 1
R —> R9Q' (Q 9/3-1(0) G) —> C
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où G est un sous-groupe de type fini de B*, où la structure logarithmique
sur C est encore engendrée par R^Q' (Ç(D/3-i(G')G) et où, par changement
de base (1), la partie de droite du diagramme correspond encore à un
morphisme log-syntomique standard. On est donc ramené à la situation
suivante :

P ———°-——— A

"l 1-4- /3 ^
Q^(3-^G)G ———————> B

Rf =R Cç, (Ç Co-i (G) G) ̂  C

mais où le diagramme du haut n'est pas forcément un morphisme log-
syntomique standard.

Deuxième étape.—En appliquant successivement (2.2.1.7) et (2.2.1.8),
on construit deux monoïdes fins S et T tels qu'on ait un diagramme
commutatif :

Q^(3-^G)G —————> B

'l [ t [^ t ' 7 "
T ——————> R' ——————. C

où la log-structure sur C (resp. B) est encore engendrée par T (resp. 5),
où fc, k et V sont syntomiques et où s et t sont surjectifs exacts.

Si M —> Dx est un morphisme d'un monoïde M dans un anneau
commutatif D, nous noterons dans la suite

/ : M C Na-i © • • • C Nay —> D[Xi,. . . , Xr\

l'application canonique telle que f(xi) = Xi. Par définition, on peut écrire

R' = (Q C^-I(G) G e N^i e • • • e N^/)/(^i , . . . , ̂ )
où (^i = çi/ç^,.. . ,(7^ = q s ' / q ^ ) est une suite régulière sous forme sim-
plifiée. Par définition, (7 s'écrit sous la forme :

C=B0z^]Z[Jî][iyi,...,^]/(Gi,...,G,/)

= ̂  ̂ z[çe,-i^G] W[^i,.... TW(Gi,..., G,Q
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où (Gi, . . . , Gu') est une suite régulière. On peut donc écrire :
C=B[Zi,. . . ,Z^,IVi,. . . ,^]

/(/(ci) - /(^),..., /(^) - /tô), Gi , . . . , G^.
Pour simplifier les notations, notons

/(^)=/fe)-/tô).
Par la construction en (2.2.1.8), on a T = (S'CN^iC- • •eN^)/(^i,..., gs)
où les Qi sont des relevés des gi dans (6' ® N2^1 ® • • • (B N;^)^, ou encore
d'après la construction de S en (2.2.1.7) :

T == (Q © N^/i e Wi ̂  ' ' • ̂  N.ri e N '̂i e • • • © N^i e • • • © N^/)
/û/z e 9z,^ © ̂ xj e ̂ ,^1,... ,<^)

en notant ^,^ certains éléments de Ç d'image inversible dans B (voir
preuve de (2.2.1.7)) et en notant encore gi des relevés des Qi dans
(Q e Nî/i e N^ © • • • e N.ri e Nrr'i e • • • e N^i e • • • © N^/)^. D'où :

B 0z[ç] Z[T] == B [y,, y/, x,, x^ Zk]
/(Y, - (W)-1^ - Wq^W - ̂ f^k))

= B[Xi, XI,.... Zi,.... Z^}IW, - 1, /(^))

Dans la preuve de (2.2.1.7), les Xi ont pour image dans B des inversibles ̂ ,
et il est facile de voir que toutes les B-algèbres :

B[XI,X^, . . . ,Xy.,X^.,Zl, . . . ,Zy/]

/(Xi - î;i,... ,X, - ̂ .XiXl - 1,... ,X,X; - 1,/tôi),... J(^))
sont encore syntomiques sur B, ce qui entraîne par (2.2.1.9) que la suite

(X^X[ - 1,... ,X,X; - 1, /(ai), . . . , /(^),Xi - î;i,... ,X, - ̂ )
est encore régulière. On déduit alors facilement que

C == B 0z[Q] Z[2W, .... l^]/(Xi - î;l, . . . , Xr - Vr, Gl, . . . , G^)

est transversalement (B, B(g)z[ç]Z[T])-régulière. On est finalement ramené
à la situation suivante (en posant ê = k o fc') :

a
P ———> A

^ [4 - 0 - 1 -
Q ———— -B

'1 , 1
T ———^ C

où les deux-carrés sont des morphismes log-syntomiques standards.
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Troisième étape. — II est clair d'abord que le morphisme composé
{. o h : P —> T est syntomique. Par définition, B et C s'écrivent :

B = A 0z[p] Z[Ç] [Vi,..., K] /(Fi,..., F,/ ),

C=B^Q^[T}[W^..^W^}/(G^..^G^)

où (Fi,. . . , Fyi) et (Gi , . . . , Gw') sont des suites régulières. Par définition,
Q et T s'écrivent :

Q=(PeN^e- - -©N.r , ) / ( / i , . . . , ^ ) ,
T = (Q e N^/i e • • • © N^)/(^i, . . . . ̂ /)

où (/i, . . . , fr') et (^ i , . . . , ̂ s/) sont des suites régulières. On a :
B0z[ç]Z[r]=(A0z[p]Z[Q][yi,...,y,]/(Fi,...,F,/))

0z^ z[Q][yi,.... r.]/(/(^i),.... /(^/))
=A^p]Z[ç][yi,...,K,yi,...,y,]

/(Fi,...,F,/,/(^i),...,/(^))

où la suite (Fi,. . . , F y ^ f ( g - i ) ^ . . . , /(^sQ) est régulière par changement
de base et composition des morphismes syntomiques classiques. Mais ce
raisonnement s'applique à toutes les algèbres

A0z[p]Z[ç][yi,...,y,]/(Fi,...,F,),
montrant que les suites (Fi,... ,F^/(^i), . . . , /(^sQ) sont toutes régu-
lières dans A (g)z[p] Z[Ç][yi,..., K,VI, . . . ,V,]. Par (2.2.1.9), la suite
(/(^i)î • - • i f(9s/)ï F \ ^ . . . , Fy/) est encore régulière et on voit facilement
que les algèbres B 0z[ç] Z[T] = A (g)z[p] Z[T][yi,..., K]/(FI, . . . . F^/),
puis G, sont transversalement (A,A0zrp] Z[T])-régulières. Finalement, le
morphisme composé est bien log-syntomique standard. Q

DÉFINITION 2.2.2.2. — Soit X un log-schéma fin et soit {CSFfX)
la catégorie des log-schémas fins sur X. On définit la topologie log-
syntomique sur (CSJ^/X) en prenant comme recouvrements les familles de
morphismes (fi : Ui —^ T)i (où T est un objet de (CSJ^/X)) satisfaisant
les deux conditions suivantes :

(1) fi est log-syntomique ;
(2) T = \\fi(Ui} (union ensembliste sur les espaces topologiques sous-

jacents). i

Dans la suite, on notera XSYN la catégorie {CSF/X} munie de la
topologie log-syntomique.
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3. Calcul de la cohomologie log-cristalline
Dans cette section, on calcule la cohomologie log-cristalline en utilisant

le site log-syntomique, selon la voie inaugurée par Fontaine-Messing dans
le cas classique (voir [FM]).

3.1. Préliminaires. — Rappelons que Wn désigne l'anneau des
vecteurs de Witt de longueur n à coefficients dans le corps parfait k
de caractéristique p > 0 et que W == limW^. Pour la définition de
la cohomologie cristalline à pôles logarithmiques des log-schémas fins
puis des log-schémas intègres, nous renvoyons à [HK] et [Ka2]. Pour un
schéma X et un élément a e r(X,Ox), on note avec Kato [Ka2, 2.3.3]
C{d) la log-structure fine associée à N —^ Ox, 1 ̂  a. Si a appartient à
F(X, OxY, on retrouve la log-structure triviale. Dans la théorie de Hyodo-
Kato, deux bases logarithmiques apparaissent naturellement : W^\{0} —>
W^ ma x ^—> x et Tyn\{0} —^ W^ ma x ^ x si x inversible et x \—> 0
sinon. On choisit une uniformisante TT de Wn, ce qui permet d'identifier
les bases précédentes aux deux bases (Specl^^M)? (SpecW^,£(0)).
Soit Wn{u) l'algèbre aux puissances divisées en u. On a un diagramme
commutatifde P.D.-épaississements logarithmiques {cf. [Kal, 5.2]) :

(SpecW^),r(n)) ̂ ^ (SpecW^CW)

u^O |

(Spec^,£(0)) ————— (Spec A;, £(0))

(Kato note Wn(t) dans [Ka2]; nous utilisons plutôt u car t désigne un
élément particulier de l'anneau Acris de Fontaine et il peut y avoir des
confusions quand on calcule la cohomologie log-cristalline de Oj^/pOjco
par rapport à la base Wn(t), voir (6.3) ou [Bri].)

Dans la suite, on note

(Spec k, L) = (Spec k, £(0)), Spec k = (Spec k, £(!))

et Sn l'une des quatre bases

(Spec^(n),£(n)), (Spec^,£(7r)), (SpecH,,£(0)), (SpecW^C(l)).

Soit X un log-schéma fin sur (Spec k, L) ou Spec k, on note (X/Sn)cms
le site suivant («gros» site cristallin fin). Les objets sont des paires
(U ̂  F, S) où U est un objet de (CSf/X), T un log-schéma fin sur Sn,
U c—^ T une immersion fermée exacte [Kal, 3.1] sur Sn définie par un
idéal J et 6 une P. D.-structure sur J compatible avec la P. D.-structure
de la base. Puisque OT est annulé par une puissance de p, J est un nil-
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idéal. Les morphismes de U ' c-^ T ' dans U ^ T sont des diagrammes
commutatifs :

U^——>T'i i
U ^——^ T

où la flèche de droite est un P.D. morphisme. Les recouvrements de U ^-> T
sont les familles (Ua ̂  TJa -^ {U ^ T) telles que (T^ -^ 7% est un
recouvrement étale classique avec structures logarithmiques induites et
telles que les diagrammes :

U^——Tai i
U c——> T

sont cartésiens. On appelle P.D. épaississements les objets de (X/Sn)cRïS-
On construit de même le site (X/5y,)sYN-CRis en prenant les mêmes
objets et morphismes mais avec des recouvrements (Ua ^ Toc) a —^
(U '—^ T) tels que (T^ —> T)a est un recouvrement log-syntomique
(2.2.2.2) et que les diagrammes :

Ua-————Ta

! 1
U ^——> T

sont cartésiens. On note indifféremment Ox/Sn ^e faisceau structural sur
ces sites et H^{X/Sn) les groupes de cohomologie du faisceau structural
sur (X/Sn)cms- Remarquons que Hyodo et Kato définissent plutôt le
«petit» site cristallin fin [Kal, 5.2], mais les invariants cohomologiques
sont les mêmes que ceux du «gros» site cristallin fin : la preuve est la
même que dans [Be, III.4] ; elle utilise essentiellement la fonctorialité
du «petit» site cristallin fin établie dans [Kal, 5.9]. Si X —> Speck
est un morphisme de schémas (qui peut-être vu comme un morphisme
de log-schémas avec log-structures triviales), le petit site cristallin fin
logarithmique par rapport à (Spec Wn, £(!)) est égal au petit site cristallin
classique par rapport à SpecWn et les groupes IP(X/(SpecH^,^(l)))
précédents s'identifient donc à la cohomologie cristalline classique.

Enfin, on note :
• Cç le préfaisceau sur (SpecÂ;,L)sYN qui à X dans (CSJ='/{Speck,L))

associe H°(X/(Spec Wn(u),C(u))) ;
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• 0^ le préfaisceau sur (Spec k, ̂ )sYN qui à X dans (CSf/(Spec fc, L))
associe i:f°(X/(Spec Wn, £(7r))) ;

• 0^ le préfaisceau sur (Spec k, L)sYN qui à X dans (/:<?.F/(Spec k, L))
associe ^°(X/(SpecW^,/;(0))) ;

• 0^ le préfaisceau sur (/;<S^/(Spec k)) qui à X dans (CSJ='/(Spec k, L))
associe H°(X/ Spec IVn) ;

avec « st » pour semi-stable, « dR » pour de Rham et « HK » pour Hyodo-
Kato. La notation «dR» vient du fait que, si X est la réduction
module p d'un log-schéma X log-lisse sur (SpeclV,£(7r)), les groupes
lira 7P(X/(Spec lVyi,£(7r))) (S)w -KQ calculent la cohomologie de de Rham
de~^ xw Ko, voir [Kal] et [HK].

Le symbole * désignera dans la suite « st )), « dR », « HK » ou « cris ».

3.2. Le faisceau des sections globales log-cristallines.
Rappelons le lemme suivant :
LEMME 3.2.1. — Soit A un anneau commutatif^ s : B —> A une immer-

sion fermée définie par un nil-idéal et C = A[Xi,..., Xn]/(Gi,..., Gr)
une A-algèbre telle que (Gi,...,Gr) est une suite régulière et telle
que A[Xi,... ,Xn]/(Gi,... ,G^) est une A-algèbre plate pour tout i.
Soient Gi,..., Gr des relèvements des Gi dans B[X\^..., Xn] ; alors
(Gi,..., Gr) est une suite régulière et B[X\^..., Xn}l(G\,..., Gi) est une
B-algèbre plate pour tout i.

Preuve. — Soit M. un idéal maximal de A, par changement de base
A -^ A/M, on déduit (E.G.A.O, 15.1.15) que (Gi, . . . ,Gr) est une suite
régulière dans A/.M[Xi,..., Xn}' Comme les idéaux maximaux de B et A
se correspondent et ^/^'^.M) ^ A/M, on en déduit par des arguments
classiques (voir par exemple [Mi, 1.2.5]) que (Gi , . . . ,Gr) est une suite
régulière et que pour tout î, la -B-algèbre B[X\,..., Xyi]/(Gi,. . . , Gi) est
plate. \\

LEMME 3.2.2.—Soient X un log-schéma dans {CS^/ÇSpeck.L)) (resp.
(CSf/Speck)) et

X <—————— Yn

1 1
(Spec A:, L) -—. Sn

un P.D. épais sis sèment de X (resp. avec Spec A; <—^ SpecTVn). On peut
localement relever les morphismes log-syntomiques sur X en morphismes
log-syntomiques sur Yn tels que le relevé (local) soit encore un P.D.
épaississement.
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Preuve. — Soit / : Z —> X un morphisme log-syntomique (sur
(SpecÂ;,L) ou Speck). Etale localement, on a une carte de / :

Q

P ———> A

4 14- g ^

Q ——— B

qui est un morphisme log-syntomique standard et une carte de l'immersion
fermée exacte :

R ——^ C
fc! [ s

4, 4>

P' ——— A

où C est un P.D. épaississement de A et où la structure logarithmique
sur A est encore engendrée par R (elle est aussi engendrée par P et P').
En appliquant (2.2.1.2) à P, -R et A et quitte à prendre une extension
étale A' de A et l'extension étale C' de C correspondante, on se ramène
à la situation :

P^a-^G)G ——————

i_ 1

^Wa-^ÇG)^ ————————^ ^

4 ^ 1
Q Cp (P Ca-i(G') G) ———> B 0A A'

et
R ——^—— C'

P@a-^G)G ————— A'

où G est un sous-groupe de type fini de A7* contenant (a(P) H A'*)^,
où R Q(so7)-i(G) G ^ P Qa-^G) G' et où /i est toujours syntomique par
changement de base (2.2.2.1). Soit G un sous-groupe de type fini de (7'*
tel que s(G) = G et tel que {^{R) H C"*)^ C G. L'application naturelle
R 0 -i/g^ G —> P ©Q-I(G) G es^ surjective. De plus :

(J?e^^G)/(Ee^^G)*=J?/7-l(G/*)=7î/(.o7)-l(A/*)
= (R©(so7)-i(G) G)/(R9(507)-i(G) G)

^e.-i^GQ^Pe.-i^G)*
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ce qui montre par (2.2.1.3) qu'elle est aussi exacte. On est finalement
ramené localement à la situation :

P ——^ A

"l 1-1. g 4-
Q ———> B

R——^C

4 1 -N^ -4-

P ———> A

où le diagramme du haut est un morphisme log-syntomique standard, où k
est surjectif exact et où s est un P.D. épaississement de A. En appliquant
(2.2.1.8) à P, Q et R^ on construit un monoïde fin T, un morphisme
h : R —> T syntomique et un morphisme T —> Q surjectif et exact. D'autre
part, par hypothèse B s'écrit B = A (g)^p] Z[Ç][Xi,..., X^]/(Gi,. . . , Gs)
avec (Gi , . . . , Gg) suite régulière; soit G^ des relèvements des Gi dans

G0z^Z[r][Xi,...,X,], D=C0z^Z[r][Xi,...,X,]/(Gi,...,G,)

et s la surjection évidente D —^ B. Par (3.2.1), D est transversalement
(C, C 0z[iî] Z[r])-régulière, ce qui entraîne que le log-schéma (Spec D, F)
est log-syntomique standard sur (SpecC.R) et que ker(â) est encore
muni de puissances divisées [BO, 3.21 et 3.22]. Ceci achève la preuve
du lemme. []

Comme dans [FM, 1.3], on a alors :

COROLLAIRE 3.2.3. — Les préfaisceaux 0^, 0^ et O™ sont des
faisceaux sur (SpecA;,Z/)sYN- Le préfaisceau O^18 est un faisceau sur
(Specfc)sYN.

Preuve.—Nous donnons la preuve pour (Spec A;, L), le cas de O^18 étant
similaire. Soit U un objet de (Spec k^ L)sy^ et (Ui —> U)i un recouvrement
log-syntomique de U. Il s'agit de montrer l'exactitude de :

0 ̂  H°(U/Sn) -> ]^H°(U,/Sn) -. IJ^0^ x^ U3ls^

i ij
Tout s ç. H°{U/Sn) peut se décrire comme une famille compatible (sr) où
V ^ T est un objet de (U/Sn)cms et ST C r(T, Or). Supposons que («r)
a pour image 0 dans ]~[z H°(Ui/Sn). Soit V ̂  T un objet de (U/Sn)cms
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et notons Vi = Uz Xjj V. Par (3.2.2), il existe (W()t un sous-recouvrement
étale des Vi sur lequel on peut relever V c—^ T en Wn ̂  T^, les Tg formant
un recouvrement log-syntomique de T. Comme ST ^ 0 dans H°(Ui/Sn)
pour tout î, on en déduit en particulier que pour tout ^, resT^T^T) = 0,
î'.e. 5r==0 puisque Or est un faisceau pour la topologie log-syntomique.
Ceci est vrai pour tout V c-^ r, on a donc s = 0 dans HQ(U/Sn)^ ce qui
montre Pinjectivité. L'exactitude de la deuxième flèche se prouve par un
raisonnement similaire. Q

3.3. Comparaison des topoï log-syntomique et log-cristallin.
Pour passer du topos (X/Sn)cms au ^opos ^SYN? on utilise le topos

intermédiaire (^7*Sn)sYN-CRis :

LEMME 3.3.1. — On a des morphismes de topoï :

(^/^SYN-CRJS ————' XSYN

(X/5n)ç^g

Preuve. — Soient F un faisceau sur (X/5n)sYN-CRis et U ^-> T un
objet de (X/Sn)cRis- On définit

v^F}(U^T)=F(U^T)

(U ^ T vu comme objet de (X/5yi)sYN-CRis)- Soit Q un faisceau sur
(X/Sn)cms ; o11 définit un adjoint à gauche v* de v^ comme le faisceau
associé au préfaisceau : {U c-^ r) \—> Q(U ^-> T) dans (X/SyjsYN-CRis-
Soient F un faisceau sur (X/fin )sYN-CRIS et ^7 un objet de XSYN- On
définit

U.{F)(U) = ̂ s°YN-CRIs( /̂5n^).

Une démonstration strictement analogue à (3.2.3) montre que u^[F) est
encore un faisceau sur XSYN- Si £ est un faisceau sur XSYN et si U ̂  T est
un objet de (X/6n)sYN-CRis, on définit u*(£)(U ^ T) = <?(£/). Il n'est
pas difficile de voir que u* est un adjoint à gauche de u^ qui commute aux
limites projectives finies. []

LEMME 3.3.2. — Avec les notations précédentes^ on a R^v*0x/s^ = 0
pour i ^ 1.

Preuve. — On suit la méthode de [BBM, 1.1.19]. On montre comme
dans le cas classique que R^'v^O^/s^ es^ 1e faisceau sur (X/Sn)cms
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associé au préfaisceau (U ^ T) ^-> H^(TsYN^T)- II suffit de voir que
-^(ÎSYN? Or) = 0 pour i > 1 et T affine. En recopiant la démonstration
classique [Mi, III.2.12], on se ramène à montrer que H^(U/U^Ou) = 0
pour i > 1, pour tout objet U affine de TSYN et pour tout recouvrement
log-syntomique affine de U. Comme le faisceau Ou est indépendant des
structures logarithmiques, et comme le schéma sous-jacent du produit
fibre dans la catégorie des log-schémas log-syntomiques sur U s'identifie
au produit fibre des schémas sous-jacents (2.2.2.1 1)),le complexe de Cech
logarithmique est égal au complexe de Cech classique (î.e. avec structures
triviales). Mais ce dernier est acyclique en degré plus grand que 1 car les
morphismes des schémas (affines) sous-jacents sont plats. []

On en déduit des isomorphismes canoniques et fonctoriels :

^((X/^)sYN-CRIS,Ox/5j ^H^X/Sn)

LEMME 3.3.3. — Avec les notations précédentes^ on a pour i > 1 :

R^Ox/s. = 0.

Preuve. — On sait que R^u^Ox/Sn es^ ^e fe^^u sur XSYN associé
au préfaisceau U ^ H^U/Sn) (3.3.2). Soit s e H^U/Sn), il s'agit de
montrer qu'il existe un recouvrement log-syntomique (Ua —> U)a tel
que resu^,uÇs) = 0 dans H^(Uo,/Sn)- On fera la démonstration pour
(Specfc,L) (le cas Specfc étant analogue) et on notera

o{Sn)=r(s^OsJ.
Le problème étant local, on peut supposer que U = SpecA, la log-
structure étant donnée par P -^ Ax au-dessus de N —^ k, où P est un
monoïde fin. Soient pi , . . . ,pr des générateurs de P et g l'image de 1 G N
dans P. On considère la log-immersion fermée, où le log-schéma du haut
est lisse sur Sn '-

Q = Na;o C Nm © ... C N^ ———> 0(Sn) [Xi,.. . , Xr] [Ta]açA = B'•i i-^ a ^
P——————————————————> A

où h(xj) = pj (j > 1), h(xo) = g , s(Xj) = a(h(xj)), s(Ta) = a,
f3(xj) = Xj et f3(xQ) =0, TT ou u (suivant la base). Notons

V=(SpecB,Ç).
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Soit h^ : Q^ —^ P^ et notons B^10^ l'enveloppe aux puissances divisées
de B 0z[Q] Z[h^~\P)] par rapport à Ker(5 0z[ç] Z^P-^P)] -. A)
compatible avec les puissances divisées sur Sn (cf. [Kal, 4.10 1) et 5.6]).

On sait que la cohomologie cristalline de U se calcule à l'aide du
complexe [Kal, 6.4] :

B^. —— B^10^ 05 ̂ /^ —— B^10^ 0a c4/^ —— • • •

et que s peut donc être représentée par une î-forme fermée dans B^10^ 0^
^Y/S ' ' ï " e ' comme une somme finie de termes de la forme

Ca,/3 ̂  dlog(^J (g) • • • (g) dlog(^)

(g) dX^, 0 • • • 0 dX^ 0 dî^ 0 • • • 0 dT^,,

avec 1 < Oj < r, 1 < f3j < r et 7^ ç A. Soient

ç, = N^o ® No-fe... e N^" , B, = 0(5,) [xf7; r^;'] [r,] ̂ .A
avec un morphisme évident Qn —> Bn et Yn = (SpecB,,Çn). Le
log-schéma Yn est log-lisse sur Sn et on a bien un recouvrement log-
syntomique :

Qn ———^ ^n

î î
Q ———> B

avec des flèches évidentes. Il est alors clair que s a pour image 0 dans
AP((Spec A, P) Xy Yn/Sn) où (Spec A, P) Xy Yn est un recouvrement log-
syntomique de (Spec A, P). []

Pour * 7^ d-R, 0^ est canoniquement muni d'un Frobenius2, donc aussi
les préfaisceaux H^y^Ç—^O^).

COROLLAIRE 3.3.4. — Soit X un objet de {CSy/ÇSpeck.L)) {ou
(CSJ1'/ Spec A;)). Alors pour tout i € N, fT(XsYNî O^n) est canoniquement
et fonctoriellement isomorphe à H^(X/Sn\ de façon compatible aux
Frobenius si * 7^ dR.

Preuve. —Par (3.3.2) et (3.3.3), les suites spectrales de Leray associées
aux morphismes de topoï en (3.3.1) dégénèrent, fournissant un isomor-
phisme canonique et fonctoriel H^(XQY•N,0^) ^ H^(X/Sn)' La compati-
bilité aux Frobenius est formelle et laissée au lecteur. []

2 Tout log-schéma en caractéristique p est muni d'un Frobenius qui est l'élévation à la
puissance p à la fois sur le schéma et le monoïde.
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4. Les préfaisceaux Wr^^*
On rappelle que * désigne «st», «dR», «HK» ou «cris». Dans cette

section, il sera un peu fait usage de la cohomologie cristalline des log-
schémas intègres sur une base qui est un log-schéma fin [Ka2, 2.4].

Soit X un log-schéma intègre sur (Specfc, L) (ou SpecÂ;). On définit le
petit site cristallin intègre (X/Sn)crïs comme la catégorie suivante :

• Les objets sont les 6'n-P.D. épaississements (voir section 3) :

[7e——. Fi
X

où U est étale sur X et muni de la log-structure induite et où T est un
log-schéma intègre sur Sn'

• Les morphismes sont définis comme en 3 et les recouvrements sont
pris pour la topologie étale avec structure logarithmique induite.

On notera encore H^X/Sn) les groupes de cohomologie du faisceau
structural. Si X est fin, ces groupes coïncident avec les groupes définis
dans la section précédente car le petit site cristallin intègre de X coïncide
alors avec le petit site cristallin fin de X (cf. [Ka2, 2.4]).

Nous allons utiliser les vecteurs de Witt pour construire des préfaisceaux
W^'* sur (Specfc,L)sYN (ou (SpecA;)sYN si * = cris) et un morphisme
canonique de préfaisceaux W^^ —> 0^.

4.1. Un diagramme commutatif.
Soit :

(SpecA.P) c—> (Spec^.Q)i i
(SpecA:,L)<————> Sn

(ou avec Specfc ̂  SpecWn) un diagramme commutatif de log-schémas
intègres où la flèche du haut est un P.D.-épaississement. On note P{A)
(resp. Q(B)) les sections globales du faisceau de monoïde P (resp. Q),
a : P(A) —^ Ax (resp. (3 : Q(B) -> Bx) le morphisme de monoïdes et
s : B —> A la surjection sur les anneaux.

LEMME 4.1.1. — Avec les notations précédentes^ le morphisme de
monoïdes :

Q(B)^Q(B)C(^)-I(A*)A*
est surjectif et exact.
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Preuve.—La surjectivité est claire. Par (2.2.1.3), il suffit, pour montrer
l'exactitude, de vérifier que :

Q(B)/B" -^ (Q(B) e^)-i(A-) A*)/A*

c'est-à-dire ^(B)//?-1^*) = Q(B)/(s o /^(A*). Or, B est un P.D.-
épaississement de A, d'où ^(A*) = B* et ^(B*) = (s o /^(A*). Q

LEMME 4.1.2. — Avec les notations précédentes, soient t et t' deux
sections globales dans Q(B) qui donnent la même section dans 'P(A).
Alors il existe u ç. B* tel que t = ut' dans Q(B).

Preuve. — Soient A' une A-algèbre étale et B' la B-algèbre étale corres-
pondante. Puisque (SpecA,'P) ̂  (SpecB, Q) est une immersion fermée
exacte (cf. [Kal, 3.1]), le faisceau sur (SpecA)e^ associé au préfaisceau
A7 \—> Q(-B') ©(s'o/îQ-^A^) A'* redonne la structure logarithmique de A
(avec des notations évidentes). On peut donc toujours trouver un recou-
vrement étale de SpecA : (SpecA^çj (auquel correspond un recouvre-
ment étale (SpecBi)içi de SpecB) tel que les images de t et de t' dans
Q(Bi) ©(^o^)-i(A'!') ̂  coïncident. Par (4.1.1), il existe Ui ç B^ tel que
resB,Bi(.t) = ̂  ' resB^(^) dans Q(Bi). Les Ui se recollent et donnent
une section globale u dans J3* telle que t = ut' (et donc indépendante du
recouvrement). [}

Si P est un monoïde intègre quelconque, on notera (f) le «Frobenius»
P —» P, x \—> X13 et P^ Pexactifié de P par rapport à la puissance n-ième
de 0, i.e.

P^ = { x ç P ë p ' , X^ çP}.

On définit un morphisme de monoïdes Fn : -P(A)(n) —> Q(B) de la
façon suivante : soit t un élément de PÇA)^. On peut toujours trouver
un recouvrement étale de SpecA : (SpecA^çj (auquel correspond un
recouvrement étale (SpecJî^ej de SpecB) tel que t soit représenté par
une collection convenable de (ti)içi avec ^ € (Q(^) ®(szo/3,)-i(A^) A^)^
tel que, avec des notations évidentes, i\ e Q(Bz) ®(s,o/3,)-i(A*) AÏ- Soit ^
un relevé de tz dans Q(J3^)gp, alors ̂  est indépendant du relevé ïi de ti.
De plus, par (4.1.1), t^ est en fait dans Q(Bi). Par recollement, on en
déduit une section Fn(t) dans Q(B) et on vérifie qu'on a un diagramme
commutatif : ^,-n

P(A)^ ——— A
1 îM̂ ^ '

Q(B) ———— B
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Soit an (resp. o-n) le morphisme Wn(A) —^ B (resp. Wn(A) -> A) qui à
(ao,. . . ,an-i) associe

a^((ao,. . . ,ûn-i)) = ag71 +paf1 + - ' - + a ^ _ i

où ao , . . . , àn-i sont des relevés quelconques de ao , . . . , dn-i dans -B (resp.
associe ^((ûo? • . • ,a'n-i)) = 0,0^). Soit 6 le morphisme de monoïdes :
P(A) -^ H^(A), p i-̂  [a(p)] (représentant de Teichmùller) qui fait de
Wn(A) une Z['P(A)]-algèbre. On laisse au lecteur le soin de vérifier le
résultat suivant :

PROPOSITION 4.1.3. — On a un diagramme commutait} '.
, -. 10ld / . O'n^Çoi.oÔ"'}

P(A)W ̂  W^A)^ç^WA)W} __0_l^ A

1 - 1 IIFr. a^{(3oFn)
^ /3 1 1

Q(B) —————-—————B ——————s-—————— A

Pour tout groupe commutatif G, on note /^,n(G) le sous-groupe
des éléments dont l'ordre divise p71\ Supposons que l'on travaille avec
(SpecA;,!/) (on a alors un morphisme de monoïdes N © k* —>• P(A)) et
notons QA (resp. ga) l'image de 1 e N dans P{A) (resp. dans Q(B)). On
remarque que Fn(gA) = 9^ puisque QA est l'image de QB dans P(A). De
la suite exacte de groupes :

i -^ z e A;* —> PÇA)^ —> P(A)gp/(z e A;*) -^ i
on déduit une suite exacte de groupes :

1 ̂  /V1 (^(A)^) — /^n (^(A)SP/(Z e À;*)) ^^ Z/^Z.

Soit ? dans ^pn('P(A)gp/(Z © fc*)). On voit facilement qu'il existe un
unique représentant t de ?dans ̂ (A)^ tel que t^ = g ^ ' (en voyant a(t)
comme un entier entre 0 et p71 — 1). Puisque les deux sections Fn(t) et
OB' de Q(B) ont même image dans P(A) (= g^), il existe par (4.1.2)
une unique unité u de B* telle que Fn(t) = ug^ ' t ) . On construit alors une
application canonique

Fn : ̂ n (^(A)SP/(Z C A;*)) — B*

en posant Fn(î) = u.

Le lecteur pourra vérifier la proposition facile suivante :
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PROPOSITION 4.1.4. — Avec les notations précédentes, Fn est un
homomorphisme de groupes et ^n|^n(P(A)ëP) = (/? o Fn)|^n(p(A)sP).

REMARQUE. — Notons que la surjection canonique

^n (P(A)^/Z) ———. ̂ n (P(A)SP/(Z 9 A;*))

est un isomorphisme de groupes puisque k est un corps parfait de
caractéristique p.

4.2. Définition des préfaisceaux W^^*.

4.2.1. —Soient :
• Pn (A) le monoïde intègre limite inductive du diagramme de monoïdes :

/^(P(A)^) ———— P(A)^i
^n(P(A)^/(ZeA;*)),

• 7^ l'idéal de_W^(A) (g)z[P(A)] Z[7^(A)] engendré par les éléments de
la forme 1 (g) (h © [^-1]) - TT,

• J^ ^idéal de_^(A) (g)z[p(A)] Z[Pn(A)] engendré par les éléments de
la forme 1 0 (h C [^-1]),

où /i est une racine p^-ième de g A dans 'P(A)^) (J^ = 0 et J^ = 0 s'il
n'y en a pas).

On définit :

Hf(SpecA,P) = Wn(A) (g)z^)] Z[^n(A)]

W^{SpecA,P) = W^(SpecA^P)/I^

W^ÇSpecA^) = W^(SpecA^)/I^
W^ÇSpecA^) = Wn{A) ̂ zp^ Z[P(A)(71)]

En (4.1.3), on a construit une flèche

an (g) (a o ̂ n) : W^ÇSpecA^P) —> A.

On l'étend facilement en une flèche Ty^(SpecA,'P) —^ A en envoyant
^n (P(A)ëP/(Z C A;*)) sur 1. Pour * = dR ou * = HK, cette flèche passe
au quotient 1^ ou J^, car l'image de g A est nulle dans A.
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On a finalement un morphisme canonique W^(SpecA,P) —^ A
et on définit W^^ÇSpecA^P) comme l'enveloppe aux puissances di-
visées (compatible avec celles sur Wn) de H^(SpecA,P) par rapport
à l'idéal Kei(W^(SpecA,P) —> A). Nous allons construire des flèches
W^'^SpecA.P) -^ 0^(SpecA,P) (4.2.2), montrer que cette construc-
tion est fonctorielle (4.2.3) puis recoller (4.2.4).

4.2.2. — Considérons le cas * = st seulement, i.e.

Sn=(SpecWn{u)^(u)),

les autres cas étant analogues. Soit (SpecB, Q) c-^ (SpecA,P) un 5'n-P.D.
épaississement (voir section 3). Par (4.1.3) et (4.1.4), on peut définir un
morphisme canonique de W^n-algèbres

On ^) Fn 0 Fn : ̂ (SpecA, P) —— B

qui par composition avec la surjection s '. B —> A redonne le mor-
phisme en (4.2.1). Si A' est une A-algèbre étale et (SpecA'^IspecAO ̂
(SpecB'.Q') un P.D. épaississement, on définit W^(SpecA,'P) -^ B'
comme le composé :

Wf(SpecA,-P) ^^(specA^PispecA') ̂  B ' .

Si on a un diagramme commutatif de P.D. épaississements :

(SpecA'.PispecA') -^ (SpecB',Q')

[ [
(SpecA,P) c———> (SpecB,Q)

on vérifie facilement à partir des contractions en (4.1.3) et (4.1.4) que le
diagramme :

^(SpecA^ispecA')—— B' ——— A'

î î î
W^(SpecA,P)————> B———> A

est bien commutatif. Enfin, par universalité de l'enveloppe aux puissances
divisées et de la limite projective, on déduit un morphisme canonique de
W^-algèbres : W^^SpecA,^) -^ O^SpecA.P).
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4.2.3. — Soit / : (Spec A,-P) -^ (SpecG,7Z) un morphisme de log-
schémas sur (Spec A;, L) (ou Spec A;) tel que (SpecC',7Z) est un log-schéma
fin et (Spec A, P) un log-schéma intègre. On a d'abord des morphismes
de fonctorialité évidents : ^^(SpecC^) -. ^^(SpecA,?). Par
[Ka2, 2.4.2], puisque (SpecG,7Z) est un log-schéma fin, à / est associé
un morphisme de topoï /cris du petit topos intègre de (Spec A, P) vers le
petit topos intègre (= fin) de (Spec C, K), d'où on déduit un morphisme
de fonctorialité resc,A : C^(SpecC',7Z) -^ C^(SpecA,P) caractérisé par
le fait que si s ' = (5y,)r/ e 0^(SpecC,1Ï) et si on a un diagramme
commutatif sur Sn :

(Spec A, P) ^-e—— U^——> T

[ i i
(SpecC,7Z) ^— U^—— F'

alors s = resc',A(5') est tel que ST est l'image dans r(T, Or) de «y, qui ap-
partient à r(T", OT'). On déduit alors aisément à partir des constructions
en (4.1.3) et (4.1.4) un diagramme commutatif

H,* (Spec A, P) ——— 0; (Spec A, P)

î î
W^(SpecC,7Z) ——— 0:(SpecC',7Z).

On déduit la fonctorialité de la propriété universelle de l'enveloppe aux
puissances divisées.

4.2.4. — Pour tout log-schéma fin X sur (Specfe,£) (ou sur Spec A;)
notons 0(X) l'anneau des sections globales du faisceau structural, P(X)
le monoïde des sections globales de la structure logarithmique et Pn(X)
la limite inductive :

Pn(X) = P(X)W ®^(?(X).P) ̂ " (^(X)8P/(Z © fc*))

On définit de même qu'en (4.2) :

WM = Wn(0(X)) ®zp>(X)] ̂ [PnW],

W^(X)=W^(X)/I^,
w^(x) = w^w/i^
W^X) = Wn(0(X)) ̂ [-PW] Z[P(X)(")].
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Comme en (4.2.1), on a un morphisme de IVn-algèbres W^(X) —^ 0{X)
et on note encore W^^ÇX) l'enveloppe aux puissances divisées par
rapport au noyau (compatible avec les puissances divisées sur Wn). Par
fonctorialité, on déduit un préfaisceau X ̂  W^^ÇX) sur (Spec k, L)sYN
(ou sur (SpecA;)sYN si * = cris) et on construit un morphisme de pré-
faisceaux ^Dp'* —> 0^ en recollant à droite pour la topologie étale sur X
par (3.2.3) les morphismes locaux canoniques et fonctoriels en (4.2.2)
et (4.2.3).

5. Les faisceaux W^*

Nous notons W^^ le faisceau associé au préfaisceau W^^ sur
(SpecÀ;,L)sYN (ou (Specfc)sYN si * = cris). Dans cette section, nous
montrons que les morphismes de faisceaux W^^ —^ 0^ déduit des mor-
phismes en (4.2.4) sont des isomorphismes.

5.1. Calcul des sections globales log-cristallines lorsque le
Frobenius est surjectif.

Soit A une A;-algèbre munie d'une structure logarithmique intègre quasi-
cohérente P associée à a : P -» A où P est un monoïde intègre. Dans le
cas (Spec k, L), on suppose qu'on a une carte :

P-^A

î î
N ———> k

et on note g ç. P l'image de 1 £ N. Soit Pn la limite inductive du
diagramme de monoïdes :

/^(P^) ——— ?(")

1
^..(PSP/Z)

De façon similaire à (4.2), on note simplement
W^p(A) =Wn(A) ®z[p] Z[PJ,

W^(A)=W^p(A)/I^,

W^ÇA) = <p(A)/4"K

où 1^ (resp. J^) est l'idéal de W^pÇA) engendré par les éléments
1 ® (h © [h~1}) - TT (resp. 1 (g) (h ® [h~1})) avec h racine p"-ième de g
dans P<") et W^(A) = Wn(A) ®Ï[P} Z[p(")]. On a une flèche cano-
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nique W^p{A) -> Wn{SpecA,P) (déduite de P -^ P{A)) qui, par com-
position avec (4.2.1) et (4.2.2), donne des morphismes TV^p(A) —^ A
et W^p(A) -^ O^SpecA.P). On note W^p^A) l'enveloppe aux puis-
sances divisées (compatible avec les puissances divisées sur Wn) par rap-
port au noyau dans A.

PROPOSITION 5.1.1. — Avec les notations précédentes^ si le Frobenius
est surjectif sur A et sur P alors le morphisme canonique :

<^*(A)——0:(SpecA,P)

est un isomorphisme.

Preuve. — Nous démontrerons le résultat avec * = st, les autres
cas étant analogues. Munissons W^ p^A) de la structure logarithmique
associée à Pn —f- W^^ÇA). Soit h une racine p^-ième de g dans P^.
L'élément hQ)h~1 de Pn est indépendant de la racine choisie et on fait de
(Spec^^p^A)), Pn) un log-schéma au-dessus de (Spec Wn(u)^ C{u)) en
envoyant 1 e N sur h (D h~1 6 Pn et u sur son image dans W^^ÇA) de
façon compatible avec les puissances divisées. Le diagramme :

pn — wyw
] î
N ————— Wn{u)

est alors commutatif. Si (SpecB,Q) est un P.D. épaississement de
(Spec A, P) au dessus de (Spec k, L) c—^ Sn (voir section 3), on vérifie
qu'on a bien un diagramme commutatif de log-schémas :

(SpecB.C) ——— (Spec(iyy(A)),P,)

1 1
Sn == Sn

ce qui donne en particulier un morphisme de Wn{u)-algèbres :

/ : Wy(A) -^ CÇ(SpecA,P)

Comme le Frobenius est surjectif sur A, W^^'^ÇA) est un P.D. épaissis-
sement de A et le diagramme :

Pn — wy{A)0"! 1^ a ^
P ————> A
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est commutatif. Avoir une immersion fermée exacte est équivalent à avoir

Pn ©(ao^)-i(A^) A^ ——> P ea-i(A^) A^

surjectif et exact pour tout point géométrique x. La surjectivité est claire
car le Frobenius est surjectif sur P. Par (2.2.1.3), l'exactitude revient à
voir que

P^/(a o ̂ r\A^ — P/a-\A^.

La surjectivité de cette dernière flèche est évidente et un rapide calcul
(qui utilise aussi la surjectivité du Frobenius sur P) donne l'injectivité.

De ceci, on déduit que (Spec(W^ p^A)),?^) est un P.D. épaississe-
ment de (SpecA,P) et que l'on a un morphisme de Wn (u)-algèbres :

e:^(SpecA,'P)^TVy(A)

projection de la limite projective sur l'une de ses composantes. Par
universalité de la limite projective, on a / o e == Id.

Montrons que e o f = Id. Soit Pn^W^p^ (A)) les sections globales de
la structure logarithmique sur (SpecW^ p^A))^, il est facile de voir en
reprenant (4.1.3) que l'on a déjà des diagrammes commutatifs :

Wn[A) ———Id——— Wn(A)

1 e. 1wyw -M wy(A)
et

p(n) ld , p(n)

1 , 1
P(A)(-) ——^ Pn(wy(A))

Enfin, soit t ç /^(RSP/Z) ; il existe q,q1 C P tels que (q/q^ = g^ où
0 <^ m < p71 — 1 et q / q ' représente t. Soit h une racine pn-leme de g dans
P^ et soit p. e ^pn(PëP) tel que qfq' = [ih^, par définition, Fn(t) est
l'unique inversible de Pn(Hy(A)) tel que F^(f) ' {h C /i-^ = q/q^
i.e. :

Fn(t) = ̂  © h171 = Jih^ = t

ce qui achève la preuve. []
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5.2. Description des 0^ grâce aux W^^.
Si Q est un monoïde intègre quelconque et A une fc-algèbre quelconque

avec un diagramme commutatif :

Q ———> A

î î

on notera W^^ÇA) la W^-algèbre construite comme en (5.1) en rem-
plaçant P par Q (sans forcément associer à SpecA la log-structure pro-
venant de Q).

THÉORÈME 5.2.1. — Avec les notations précédentes^ le morphisme
canonique de faisceaux : ^

^Dp'* _^ 0*— n ~'n

déduit de (4.2.4) est un isomorphisme.

Preuve. — De même que précédemment, nous ne ferons la preuve que
pour * = st, les autres cas étant similaires. Soient PK (resp. PCK)
le préfaisceau noyau (resp. conoyau) du morphisme W^^ —>• Cç et
/C (resp. CK) le faisceau associé. Soit X dans (CS^/ÇSpeck^L)) ; il
s'agit de montrer que /C(X) = 0 = CK(X). Le problème étant local,
on peut supposer que X = SpecAo où Ao est une ^-algèbre et que
la structure logarithmique est donnée par une carte Pô -a-> AQ sur
N —>• k où Pô est un monoïde fin. Soit s ç. PK( SpecAo, Pô) (resp.
PCK(SpecAo^PQ)) ; il suffit de trouver un recouvrement log-syntomique
de (SpecAo, Pô) sur lequel s s'annule. Soient pi , . . . ,py. des générateurs de
PO et J = {parties finies de Ao} x N. On munit J de l'ordre :

(fi,ni) < (^25^2) ^==^ (Si C £2 et ni < n^)

Pour j = (£,n) G J, on construit un log-schéma (SpecAo, P^-) avec :

P, = (Pô e Nrci e • • • e ̂ xr)/(xf= pz)^^
A, = Ao [Xi,..., Xr] [Xa}aee/(xf- a(^), Xf- a) ̂ ^

et une flèche évidente Pj —> Aj. Si j\ <: j^^ on a des morphismes
de log-schémas évidents (SpecA^,?^) —^ (Spec A^, P^) qui sont des
recouvrements log-syntomiques. On obtient ainsi un système filtrant tel
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que le Frobenius est surjectif sur A = limAj et P = HmPp Munissons
SpecA de la log-structure associée à P, on a alors (cf. [Ka2, 2.4.3])

limO^(SpecA^P^) = C^(SpecA,P).

Notons Poo = llm 7^-(A^-) (limite inductive des sections globales sur
(SpecA^-)ét), les limites inductives filtrantes étant exactes et commutant
aux puissances divisées, on a

limIVr^aSpecA^P,)) ^ ̂ ^(A),

^WyÇA,)^wy(A).

Soit s € PK{SpecAo, Pô) ; par définition, on a une suite exacte :

0-> l]mPK(SpecA,,P,)—.W^(A)

—> 0^ (Spec A, P) —> lun PCK (Spec Aj, Pj ) -^ 0.

Par fonctorialité (4.2.3), la flèche du milieu se factorise par :

^^(^ -^ ^^^(SpecA,?) -. O^(SpecA.P)

mais par (5.1.1), le morphisme composé :

WyW -^ <^(A) -^ ^^^(SpecA.P) -^ 0^(SpecA,P)

est un isomorphisme, ce qui montre que la flèche

^^^WP^^)

est surjective, i.e. \\mPCK(S^ecAj^Pj) = 0. Il existe donc j'o ^ J tel
que :

reS(SpecA,o,P,o),(SpecAo,Po)(5) = °-

Supposons maintenant s e ^^(SpecAoîPo) C ^^'^(SpecAoîPo).
Soit t une section globale de PÇAo)^ ; il existe un recouvrement étale

affine (SpecA^)^ de SpecAo tel que resAo,AxW (€ ^(^0^) soit dans
l'image de P^ ©(a-i(A^)gp A^ ^e- ^^0^^ (t) est de la forme p\/p^ © ̂
dans ^(AÂ)^ où p x , p^ e PO et ux € A^.

Si t appartient à ^(Ao)^ (resp. t^ e Im(Z €/>;*-> 'P(Ao))), quitte à
prendre un sous-recouvrement, on peut supposer de plus que

(^©"fe-Poea-^A^Al
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(resp. [px/p^Y C u^ ç Im(Z C /c* ̂  Pô ®a-i(A^) A^)). Dans l'écriture
de s comme élément de H^F'^SpecAo.Po), il n'y a qu'un nombre
fini de sections t ç PÇAo)^ qui interviennent et quitte à prendre un
recouvrement étale de Ao et à remplacer s par sa restriction sur ce
recouvrement, on peut supposer par ce qui précède que ces sections sont
dans

Im^^^^Ao) ̂  IV^SpecAo.Po)).

Notons g e P l'image de 1 G N et soit t = q / q 1 (D u un élément de
P^e^-^A^pA*.

Un calcul facile (qui utilise la surjectivité du Frobenius) permet de
prouver :

(i) si ^p C P ©Q-I(A*) A.*, alors on peut choisir dans l'écriture de t
précédente g, q' et u tels que q / q 1 e P^ ;

(ii) si t^ = ^m © 'y où m e Z et i; G A;* et si h désigne une racine
^-ième de g dans P^\ il existe ^ e ^ipnÇP^) et ^/ e /^,n(A*) tels que
t = (^ © //) . (^m © ̂ -n) dans PêP C(a-i(A-))gp A*.

En appliquant ceci à l'image de s dans W^ïst (Spec A^ P) (qui
provient par hypothèse de W^^ _^ ^ ^(A)), on en déduit facile-

ment que cette image provient en fait d'une section 5' de W^^ÇA).
Mais par hypothèse cette image devient nulle dans CÇ(SpecA,P) c^
W^ p^A), donc s ' = 0, et a fortiori l'image de s est encore nulle dans
W^^ÇA) = ImÇW^^ÇSpecAj.Pj)), ce qui achève la preuve. Q

6. Frobenius et monodromie
Dans cette section, on définit :
. un opérateur de Frobenius sur W^^, ÎV^5™, W^^18,
• un opérateur de monodromie sur W^^ et H^015'111^
On en déduit une suite exacte de faisceaux sur (SpecA;,L)sYN- On

retrouve enfin un calcul de 0^ dans un cas particulier important dû à
Kato.

6.1. Définition des opérateurs.
Soit X dans (CSr/ÇSpeck.L)) (resp. (CS^/Speck)) ; on reprend les

notations de (4.2.4) et on note g l'image de 1 e N dans P(X). On construit

^:TV,DP'st(X)—.lV,DP'st(X)

(resp. avec «HK» et «cris») de la manière suivante :
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• (f) est le Frobenius habituel Wn(k)-semi linéaire sur Wn(0(X)) ;
• on définit ( / ) : Pn(X) -^ Pn(X) Par

(j)(s et)=sp@tp

si 5 e P{X)W et t ç ̂  (7?(X)gP/(ZeÂ;*)) ; on étend (f) à Z[7^(X)] par Z-
linéarité, puis à Wn(OÇX))^ç^ ̂ [Pn(X)] (resp. (Hn(0(X))0z[P(x)]
^nW])/^, resp. (H^(0(X)) ^P(X)] Z[P^)(X)])), puis aux puis-
sances divisées en posant

^(7z(^)=7^)).

Pour * = st ou HK, on construit 7V : W^^ÇX) -^ W^^ÇX) de la
manière suivante :

• sur W^(X), c'est l'unique dérivation ^n(0(X))(g)zp(x)]Z[P(X)^)]-
linéaire telle que, sïjt est une racine j/Mème de g171, avec m ç Z, dans
PÇX)^, on ait N([t]) = m[?] où m désigne la classe de m dans Z/^Z
(indépendante du choix du représentant t) ;

• on étend 7V aux puissances divisées en posant

N(^(x))^^(x)N(x).

Il est clair que ces constructions sont fonctorielles (î.e. sont des mor-
phismes de préfaisceaux) et qu'on a la relation classique

N c / ) = p ( f ) N .

Les deux opérateurs s'étendent alors aux faisceaux

TT^DP,st (5^1) ^st
"n — ^n

(resp. avec «HK» et «cris»), puis aux groupes de cohomologie

H^(-/(SpecWn(u)^{u)))

(resp. JP(-/(Spec^,/:(0))), resp. H^-/SpecWn)).
On montre enfin facilement (par un calcul local et un passage à la limite

inductive analogue à (5.2.1)) que l'isomorphisme en (5.2.1) commute aux
Frobenius.

6.2. Une suite exacte courte de faisceaux.
On a un morphisme de log-schémas évident (SpecA;,L) -^ SpecA; qui

permet de voir O^18 comme un faisceau sur (SpecÂ;,L)sYN.
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PROPOSITION 6.2.1.
On a une suite exacte de faisceaux sur (Spec A;, L)sYN ''

o -^ o^ — eç -^ o^ -> o.
Preuve. —On reprend les notations de (5.2.1). Le problème étant local,

on considère localement le même système inductif (Pj —^ Aj)jçj que
dans (5.2.1) et, en notant A = limA^- et Poo = lim'P^A^), il suffit de
montrer qu'on a une suite exacte de IV^-algèbres :

0 - ̂ ""(A) — W^(A) ̂  <^(A) -. 0.

Soit g l'image de 1 e N dans 'Poo. Pour toute racine j^-ième h de g
dans P^ i on a un isomorphisme (voir (6.3)) :

W^\A){X} ̂  (W^(A) ® Z^^Zœfc*))])151'
~ ^[p-pn {POO )J /

X h—, [h] -1

(algèbre aux puissances divisées en l'indéterminée X), et il faut donc voir
que la suite :

O TT7DP,cris/ A\ TTT-DP.cris/ A\ i -\r\ N TTT-DP.cris/ A\ i -\r\ r\
~^ ^n^oc (A) ——' wn^^ WW ———^ wn^^ (A)<X) -^ 0

est exacte, où N est l'unique dérivation H^^'^^A^linéaire telle que
N(X) = 1 + X. L'injectivité de gauche est évidente. Soit x dans
^^(AXX) tel que N(x) = 0; il existe m ç N et a e W^^ÇA) où
0 < i < m tels que— — -1 m

x=^cm{X).
i=0

On a
m

N(x)=(^c^.,(X))(l+X)=0,
i=l

mais 1 + X est inversible, d'où Ci = 0 pour 1 <^ i < TU, ce qui montre
l'exactitude du milieu.

Reste la surjectivité de droite : il suffit de relever 1 et les ^i(X)
pour i > 1. On remarque que

7v(Log( l+X))=l .
De la formule

7V(7.+i(X)) = 7zW + (i + l)7mW,
on voit qu'il suffit de relever (i + 1)7^+1 (X). Une récurrence immédiate
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montre qu'il suffit de relever (z + l)(i + 2) • • • (i + k)^k(X) pour k e N*.
Mais pour A; assez grand, on a (i + 1) • • • {i + A;) = 0. Q

On en déduit donc :

COROLLAIRE 6.2.2. — Pour tout log-schéma X de (CS^/ÇSpeck.L)),
on a une suite exacte longue de cohomologie :

' • ' ^ H^X/SpecWn) —— jr(X/(Spec^(n),£(n)))
N jr(x/(speciy,(n),/;(n)))-^...

REMARQUE. — Dans [HK, 3.6], HYODO et KATO définissent un opé-
rateur de monodromie sur H^X/ÇSpec Wn, ̂ (0))) lorsque X est (log-)lisse
sur (Specfc,L). Il serait intéressant de voir si cet opérateur coïncide avec
celui défini en (6.1) (dans le cas de (log-)lissité) ; voir aussi [Ka2, 4.2].

6.3. L'algèbre Asf
Nous retrouvons ici un calcul de KATO [Ka2, 3.9] (Pn = An st dans nos

notations). Soit Ko une clôture algébrique de KQ = Fr W et Or. l'anneau
des entiers de KQ. On rappelle (voir [FM]) que

Acris = lim 0^ (Spec 0^ /p0^ ).

On munit SpecO^^/pO^ de la log-structure associée à 0^ \{0} —>
Ojç /P^K e^ on Moisit une uniformisante TT de KQ. On a alors un
morphisme de log-schémas :

OK.\W -^ 0^/yOï.

î î
N———————>k

où 1 (ë N) i->- TT (e 0^\{0}). Il est clair que le Frobenius est surjectif
sur OKo\W et OKJPOK» et q^ (^o\<()})(") = °Ka\W- Notons

A^,st = O^ÇSpecO^/pO^O^O}).

Par (5.1.1), on a donc :

An,st ̂  (Wn(0^/p0^} ® Z[^n ((0^\{0})"V(Z ® k^y

(le produit tensoriel se faisant sur Z[^pn((0^ VO})01)]).
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Soit ^n une racine j^-ième de TT dans Or7 . Alors :
-^•o

^» ((O^VO})8"/^ © &*)) ^ ̂ n ((0^\{o})eP) ® (1, ̂  ..., ̂ n-1)

et on a un isomorphisme

^(^/PO^^W C. Àn^ X ̂  [U - 1

avec (j)(X) = (1 + X)P - 1 et N(X) = 1 + X. Soit

Ast = hmA^sf

A tout système compatible (fin)n de racines p^-ièmes de TT dans 0^ ,
on peut finalement associer un isomorphisme Ast ^ Acris (^0 (complété
p-adique de l'algèbre aux puissances divisées Acris (^0).

Tant qu'on se limite aux seules structures sur Agt données par (f) et N
(et aussi une action de Galois que nous ne définissons pas ici, voir [Bri]),
Agi ne dépend pas du choix de l'uniformisante TT de W.

En effet, soit TT' une autre uniformisante et v appartenant à VF* tel que
TT' = VTT. Soient (^)n un système compatible de racines j^-ièmes de TT'
dans0^et^=^/^ç0*^.

Aux deux systèmes (Çn)n et (^)n sont associés par ce qui précède
deux isomorphismes : Ast(Tr) ^ AcrisW et A^TT') ^ Acris(X'). Soit v
(resp. Vn) la réduction modulo p de v (resp. Vyi) et ['[;] (resp. [vn]) les
représentants de Teichmùller correspondants dans Wn{0^ IpO^ ).

On a [î;] e W ^ Acris et ([^nl'^n e Acris. On peut vérifier alors
que Pisomorphisme Acris-linéaire Acris (X) —^ Acris (X} qui à X associe
[^Kh'n]"1)^1 + X') - 1 commute à 0, 7V et à l'action de Galois.

REMARQUE. — On peut également définir sur Agt une filtration qui
dépend de TT (voir [Bri]). L'isomorphisme précédent n'est plus alors
forcément compatible aux filtrations.

Appendice : un calcul local de Cech
On montre que la cohomologie (log-)cristalline de certaines algèbres

affines de type fini se calcule comme la cohomologie à la Cech de certains
recouvrements (log-)syntomiques.

A. Un calcul de Cech : cas classique.
Cette section est pour l'essentiel indépendante de ce qui précède.
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Soient k un corps de caractéristique p non nulle parfait et A une k-
algèbre de type fini. Si (a i , . . . , a^ ) sont des générateurs de A comme
fc-algèbre, on note pour m ç N :

Am = A[Xi,... ̂ Xr]/(xf- ai,... ,Xf1- a,)

(Am dépend donc des générateurs choisis). Pour toute Â:-algèbre B et pour
tout n ç. N, on pose

O^ÇB) = H^(SpecB/SpecWn).

On sait que 0^ est un faisceau sur le (gros) site syntomique de Spec k
(cf. [FM, 11.1.3]). Comme SpecAm est un recouvrement syntomique de
Spec A, on peut considérer le complexe de Cech associé à ce recouvrement
(c/. [Mi, III.2]) :

C^ : 0^\A^) —— 0^(A^ 0A A^)

—— 0^{A^ 0A A^ 0A Am) -^ . • •

On se propose de comparer la cohomologie des C^ ̂  avec la cohomologie
cristalline de A.

A.l. Calcul pour une limite inductive sur certains recouvre-
ments syntomiques.

Nous ne faisons ici aucune hypothèse supplémentaire sur A.

PROPOSITION A.l.l. — Soit C^ = lim C^ ; alors C^ calcule la
cohomologie cristalline de A. m>n

Preuve. —Notons (SpecA)sYN le gros site syntomique de Spec A (voir
[FM, 11.1.1]) et soit T un préfaisceau abélien sur (SpecA)gYN; on note
C^ rn^) le complexe :

^{Am) ——^ ^(Am (S)A A^) ——> r{Am ̂ A Am 0A A^) ̂  . . •

etC^)= limC^(^).
rn'>_n

Soient iï9^) les foncteurs dérivés à droite du fondeur d'inclusion des
faisceaux dans les préfaisceaux (sur (Spec A)sYN). On a une suite spectrale
(cf. [Mi, III.2.7]) :

H^C^H^O^))) =, H^ (Spec A/ Spec Wn).
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Comme pour toute fc-algèbre B, on a

H^O^W = ̂ (SpecB/SpecW,),

et comme pour tout i e N* et pour tout q > 1, on a :
lnn ̂ ris (SPec( A^ 0A ' • • 0A Am )/ Spec T^) = 0

m>n ^
i fois

(ceci découle d'un calcul immédiat avec un complexe de de Rham), le
complexe ^^(^(C^)) est nul dès que q > 1. La suite spectrale
précédente dégénère trivialement et donne Pisomorphisme cherché. [|

LEMME A. 1.2. — Soient 0^ ^ I un plongement de 0^ dans un
faisceau injectif sur (SpecA)gYN et S la projection de I sur le faisceau
quotient O^/I. On suppose m>n. Alors, pour tout s e (O^/Î^A),
il existe t ç. I(Am) tel que :

S(A^)(t) =resA,A^) e (O^/l)^)

Preuve. — Si F est un faisceau sur (SpecA)sYNî on note H^y^ÇA^)
ses groupes de cohomologie. On rappelle que

^(A,^18) = H^(SpecA/SpecWn)

et, par un calcul à la de Rham, on en déduit facilement que pour i > 1 et
m > n, la flèche H^(A, 0^) -^ H^{Am, 0^) est nulle (on tue les
différentielles de A par les racines j/^-ièmes si m >, n). On a un diagramme
commutatif :

0——H^A^O^) —— H^(A,I)^

1 1
0 -^ H^A^O^) —— H^(A^I) -

^H^MO^/I) ^-^ H^MO^) -^ 0

1 . 1
-^H^(A^O^/I) -^ H^A^O^) ^0.

Soit s € H^(A, 0^/1). Alors par ce qui précède, resA^,A^(s)) = 0
dans 7î^YN(A,n, (%'•"•). Comme 6^(resA^,A(s)) = resA^,A^(s)) = 0, on
en déduit un t comme dans l'énoncé. []

Sans passer à la limite inductive, on a alors la :
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PROPOSITION A. 1.3. — Si m > n, pour i = 0,1, on a :

H^C^J = H^(SpecA/SpecWn).

Preuve. — Le cas i = 0 vient du fait que O^18 est un fais-
ceau sur (SpecA)sYN. Rappelons qu'un faisceau injectif est encore acy-
clique pour la cohomologie de Cech d'un recouvrement quelconque, i.e.
^(^mW) = 0 si p > 1. On a le diagramme commutatif suivant :

0 0 0
i i [

0 ——— OT^Am) ————— Z(A^) ————— W/I){Am)i i i
0 -^ O^ÇAm ®A Am) -^ I(Am ®A A^) -^ (0^/I}{A^ ®A A^}

où les lignes sont exactes. En utilisant (A.1.2), on déduit par un raison-
nement classique un début de suite exacte longue :

0 -^ ̂ (^(O^)) -^ ff°(C^(Z)) -.
^ H^C^O^/I)) — H^C^O^)) -. 0

car ./î^C'^^î)) = 0. On a finalement un diagramme commutatif :

0 —. H0^^)) —. H°(C^(I)) —.

0 —. H^C^ÇO^)) -. H°(C^I)) —.

-. H^C'^O^/I)) -^ H^C'^O^)} -^ 0

^ H^C^O^/I)) -^ H^C^O^)} -^ 0.

La flèche de droite est donc un isomorphisme, ce qui donne le résultat par
(A.l.l). D

A.2. Calcul pour un recouvrement syntomique particulier.
Nous faisons maintenant une hypothèse supplémentaire sur A :
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THÉORÈME A.2.1. — Soit A une k-algèbre de la forme

A=Â;[Xi,...,X,]/(Fi,...,F,)
où (.Fi,..., Fg) est une suite régulière. Soit

Am = A[Vi,..., Yr}/{Yf- Xi,..., Yf- Xr).
Alors, si m > n, le complexe C^^ précédent calcule la cohomologie
cristalline de A.

Soient A une /c-algèbre de type fini quelconque et B une Wyi-algèbre
de type fini lisse telle qu'on ait une surjection B —> A. Soient r ç. N et
& i , . . . , br des générateurs de B sur Wn ; on pose pour m G N,

Bm = B[Y,,... ̂ }/{Yf- & i , . . . ,Yf- ̂ ), Am = A^B B^.
Soit (f?0')1^13 l'enveloppe aux puissances divisées de

B^ =B ®wr. ̂  ' " ^Wn B

i fois

par rapport au noyau B^ —> A (compatible avec les puissances divisées
sur Wn)' Nous obtiendrons (A. 2.1) à partir de :

THÉORÈME A.2.2. — Avec les notations précédentes, si pour tout m,
Bm est une Wn-algèbre lisse et si pour tout i, (B0')1^ est une Wn-algèbre
plate, alors le complexe C^ ̂  pour m > n calcule la cohomologie cristalline
de A.

Pour le moment, supposons seulement que B est lisse sur Wn et notons

B^ == Bm 0^ 0 • ' • 0^ B^
i fois

et soit (B^)^ l'enveloppe aux puissances divisées de B^ par rapport au
noyau de B^ —^ Am ̂ A 0 • • • <^>A Am (avec la compatibilité habituelle).

i fois
Soit C^ ̂  le complexe :

/r> \DP__, /D®2^1 5__ .(R^3^.(Bm) —> [B^ ) —> [B^ ) -^ ' ' •

où les flèches sont obtenues à partir des i projections de Spec(B^ ) sur
Spec«-1).

Notons de même C9 le complexe de Cech :
(B)^^^02)^^....

Un résultat de Berthelot [Be, V.l.2.5] nous dit que C9 calcule la
cohomologie cristalline de A. «Écrivons» le complexe C^^ en fonction
du complexe C*.
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LEMME A.2.3. — Avec les notations précédentes, on a :
/D0'\DP _ /D^DP ^ 00^
V-°m ^ — \-D ) WB^i ^m •

Preuve. — Soit J, le noyau de B^ -> A. Comme Bm est plat sur B,
on a une suite exacte :

0 - B^ 0^ J, —> B^ -^ B^ ̂  A -> 0.

Mais B^ 0^0, J, = B^J, et

^ ^B^i A = B^ 0a 0 . • . (g)a Bm ^B A = Am 0A ̂  • • • 0A A^,

d'où
ker(^ ^ A^ 0A 0 • • • 0A A^) = ker^0- -^ A)^\

Le résultat découle de la platitude de B^ sur B^ et de [BO, 3.21]. Q
En tant que B-module, Bm s'écrit :

B^= Q) By^.-.y^ oùj={o,i , . . . ,?--!}.
(ni,...,n^)eJ7'

De même, on a :

< = C B8'^^. • • y41^ y;̂ .. • Y^® ...® Y^. .. Y^ ,
la sommation portant sur les indices

„ _ (y/l) (1) (î) (î)\ ^ rri
lv- ~ V1! i ' • ' i "^r -> • • • i ' v l f ' ' ' ^r ) ^ 1 •

j—f

Soient i e N* et n e F1 tel que ^ n^ ^ 0 pour tout k entre 1 et i.
j=i

/ i \ (fe) (k)
On note y2 = Y^ • • • Yr"" et C^ le complexe de Cech :

(^•)Dpy^l)0...®y2(•)

^ (B^1)"1'! ® y^15... ® y^ e (B^-^1)"^^ ® i

^... ̂ y^®... e (B^1)1^1®... ̂ y^® i
^(B0"2)131'!®!®!:^...^!:^®...

63

avec des morphismes de transition évidents. À partir du lemme (A.2.3) et
du fait que les flèches de transition ne changent pas les exposants des K,
on remarque que C\^ est une somme directe de C' et des complexes C^,.
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LEMME^A.2.4. — Pour tout i e N* et tout n comme précédemment, le
complexe C^ ^ est acyclique.

Preuve. — Une composante de C^ ^ est de la forme :

^i+k ) DP ̂  . . . ̂  ̂  yn^ ̂  . . .^ ̂  ̂ n(2)^ . . .

^o fois 1 ^i fois 1

avec ̂  > 0 et ̂ £j = k. Pour tout k ç N*, on construit une application
additive fk : C^ —> C^1 de la manière suivante (sur chaque compo-
sante) :

(i) /fc est nulle sur (B '̂)1^}:71^ 0 ... {i.e. lorsque ̂  = 0),

(ii) /fc envoie (B^)^ 1 0 ... 0 1 (g)^1^ ... dans
£o fois 1
K^o<k

(B^-1)013^^®!:^®...
^o""! fois 1

Kio^k

de manière que 7^ (&i (g) • • • (g) ^+fe) 1 0 • • • 0 V^^^ • • • ait pour image

(-l/^S^l 0 &2 • • • ̂  ^o^o+l ^ ^o+2 0 • • • 0 &z+fc)l ̂  • • • ̂ l:^1^ • • •

On va voir que pour tout k ç. N, on a :
/ f c + l^+(^- l / f c==Id.

Sur
(B^)^!^...^!^^^...,

(.0 fois 1
0<^o<k

un calcul rapide donne (en ne notant pas les Y ni les puissances divisées 7^
pour alléger l'écriture) :

f^^Çb^'-^bi+k)
= (-l/0-^! (g) 61 0 ... 0 ̂ o^+i (g) • • •

- &i (g) 1 (g) &2 <3) • • • 0 ̂ o^o+i ^ ' "
+ . • • + (-l)^i 0 • • • 0 6^ 0 ̂ +1 ̂  • • •)

e (-i/°+1 ((-i^+^i 0 • • • 0 ̂ 06^+1 ̂  i ̂  • • •
+ ... + (-1/0+^1+1^ ^ ... ̂  6^^^., 0 b^

0-••0^+^+i 01 < g ) . . . )
e (-i/o+1 ( . . . )© . . .
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et

^- l/ fe(6l0•••06w0
= (-1/°+1 (1 0 61 0 ... 0 6^+i 0 ...

- 6l 0 1 0 62 ̂  • • • (g) 6^0+1 0 • • •

+ • • • + (-l/0-^! 0 • . . 0 1 0 6^+1 ̂  • • •)

e (-i)^ ((-i/°6i0. • • 0 6^,+i 010...
+ • • • + (-l/°+^6i 0 ... 0 6^+1 (g) 6,,+2

0 — 0 6^+^+i 010...)
9 (-l)^o+i ( . . . ) € • • • .

On vérifie facilement que dans la somme, il reste seulement le terme

(_l^o+2(_^o^ 0 ... 0 &^ (g) b^ 0 • . . = 61 0 . . . 0 b,^

Les /fc forment donc une homotopie contractante de C^, i.e. le complexe
est acy clique. []

PROPOSITION A.2.5. — Le complexe C^ calcule la cohomologie
cristalline de A.

Preuve. — On déduit de (A.2.4) que C^ est quasi-isomorphe à (?•,
i.e. calcule la cohomologie cristalline de A. ' []

PROPOSITION A.2.6. — Supposons que pour tout m, Bm est lisse sur
Wn ; alors il existe un morphisme {de complexes de groupes) canonique :

<î>' • C9 —> C9
- • ^n,m ^n,m-

Si m > n, ̂ 9 est surjectif sur la cohomologie et si de plus {B^)^ est une
Wn-algebre plate pour tout %, le morphisme ̂ * est un quasi-isomorphisme.

Preuve. — En vertu du théorème de comparaison de Berthelot entre
cohomologie cristalline et cohomologie de de Rham, on sait que, si Bm est
lisse, le noyau de la flèche :

^i . /D^DP _ /D^DP ^ . QI
^m • ^m ) > ^m ) ^^ ""B^/V^

s'identifie canoniquement à

^ris (Spec( ̂ ^_-^^^ )/ Spec(T^)),
i fois
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d'où une injection canonique

^ : H^(Spec(Am 0A • • • 0A Am)/ Spec(iy,)) -—— (B^)^

qui donne le morphisme <Ï>*.
Supposons m > n\ en reprenant les notations de (A.2.4), on a :

(O0^ ̂ ^W^.-.^Y^
n^I^

et la dérivation d^ n'est autre que la dérivation (B^^-linéaire par
rapport aux variables Y f c < ^ l ^ ' - - ^ l , 10^0- • -0 l , . . . , 101 (g) • • •^Yk
lorsque k e {1 , . . . , r} (en effet, tout élément de B^ s'exprime dans B^
comme une somme de puissances j^-ièmes dont la différentielle est nulle
si m > n). En particulier, le complexe de Cech :

C9 : (B)^ —.(B02)^^...

est un facteur direct du noyau de la différentiation, i.e. de C^^. On a
donc un diagramme

^* '——> ,̂m ————^ ,̂m

et par (A.2.5), on déduit la surjectivité de <!>• sur la cohomologie. Suppo-
sons en plus que (B01)013 est une Wn-algèbre plate. On a alors une suite
exacte (où 0 < k < n) :

0 -^ p^^B^)^ —— (50^)DP ^-> p^B0')^ -^ 0.

Pour tout ^ e { ! , . . . , m — 1 } , notons E ' ^ - l'ensemble suivant :

^) _ f ç F1 n- fn ( l ) n(l) n(^) n^} •
^ ————— ^ "; ^ 1 i l 1 . — — — — — (l1^ , . . . , /Ay. , . . . , Ti^ , . . . , TAy. ^ ,

^(pgcd(7^^ ))l^<^)=4
KJ^ J

où Vp est la valuation p-adique. Comme

[x ç (B^yP ; A = 0} =pn-e{B0^)DP^

on déduit :

ker«) = ( ^ psup{o,n-,}^ ̂  (B01)^^)) e (B01)1'13.
^{l,.,m-l} ^ÇEW

TOME 124 — 1996 — N0 4



TOPOLOGIE LOG-SYNTOMIQUE 637

Soient i ç. {1 , . . . , m - 1} et x ç p^o^} (®^(z) (B^^PY^) tels

qu'il existe y ç ©^z-i)^01"1)^!:"- tel que 6(y) = x (en notant 6 la

différentielle correspondante du complexe C^ ̂ ).
Pour montrer que <î>* est un quasi-isomorphisme, il faut montrer que,

modulo un cobord, y appartient à p811^0'71"^^^^-!)^01"1)131'!:71).
Si t > n, c'est évident; on suppose donc ! < ^ < n — l . S i o n réduit
modulo p, on a <$(î/) = 0 et comme

W^lpW^ = (B^/pB^

= {B^/pB^ ̂ ./^. BilpBt
le lemme (A. 2.4) avec n = 1 donne un élément

^(D {{B/pB)^)^
^E^

tel que ^(^) = ^ (en notant ^ la différentielle correspondante). Soit z un
relevé quelconque de z dans ̂  ^^(.B^ ^^y^. n existe un w dans

©^ç^(z-i) {B^^YR- tel que ^/ = 6Çz) +pw, d'où ^ = 6(y) = p6(w). Si
n — £ == 1, alors en remplaçant ^/ par pw, c'est fini, sinon de p^x = 0 et
de la suite exacte ci-dessus, on tire 6(w) e ̂ -^-^©^^^(^(J?01)131'^1),
i.e. en réduisant modulo p, on a 6(w) = 0 et on peut recommencer le
raisonnement précédent. Une récurrence immédiate donne alors un y dans

p^( ^ {B^^YR-}

tel que 6(y) = x. Q ^^-1)

REMARQUE 1 . — Supposons m > n, on a :

B^B^/W^ e B^dY,
je{i,...,r}

(Bf)0^^^^^ 9 (Bf)Dpd(y^l)
je{i,...,r}

e Q (^^da^.)
je{i,-,y}

et la flèche B^ 0^^ ̂ ^/^ ^ (B^2)DP ^B^2 ^B^2/^ est ^J^^'
puisque les deux flèches canoniques

7t(b) ̂  7t(6 0 1), 7f(&) ̂  7f(l 0 &)

de (B^P dans (B^2)1315 le sont.
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Soit x € W)^ tel que dx = 0 dans (B^)^ ̂  Çî^ ^ et tel

que 6{x) = 0 dans (B^3)^ (ë est la différentielle du complexe G^J;
soit y 6 (.Byn)01' tel que ^(y) = x. Du diagramme commutatif :

(B^ —————'————— (Bf)013

^ 1 ^
^p ̂  n^ ̂  (^^ ̂  "^

on déduit d6(y) = 0 = 6d(y) donc d(^/) = 0 par injectivité, ce qui
montre que la flèche H\C^) -. ̂ (Q,J ^ ^^(SpecA/SpecTy,)
est toujours injective. Mais par (A. 2.6), elle est aussi surjective (on peut
toujours prendre pour B et Bm des anneaux de polynômes sur Wn) : on
retrouve ainsi le résultat de (A. 1.3).

REMARQUE 2. — Un passage à la limite inductive donne :

lim^n—— limC^
m m

car lim^^)1^ (8)^z ^\z ) = 0, ce qui en vertu de (A.2.5) redonne

le résultat de (A. 1.1).

Le lemme suivant est bien connu :

LEMME A. 2.7. — Soit A une k-algèbre de la forme

A=fc[Xi,...,X,]/(Fi,...,F,)

où (Fi,..., Fs) est régulière, et B = Wn[Xi,..., Xr\. Alors pour tout i,
^0^DP g^ ̂ g Wn-algèbre plate.

Preuve. — Si on écrit :

^•^^[x^,...,^1),...,;^,...,^)]
A=k[Xm,...,XW...,x{i\...,XW]/(F,,...,F„xy-xil))^

Kk<r

comme la suite (Fi,.. .,F^X^- ̂ ^^•^KAKr est clairement régu-
lière, on est ramené au cas i = 1, i.e. à voir que î 13 est plat sur Wn.
Soient Fi,. . . , F s des relevés des Fi dans B,

C=Wn[Z^...,Z^ J=(Zi,...,Z,), J=(Â,...,F,).
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Pour N ç. N suffisamment grand, on a :

B / ^ = C / J N [ X ^ . . . , Xr}/(Z, - ̂ )i<^

où C / J N est une H^-algèbre locale d'idéal maximal M = (pC/J^, J / J N )
et

CAJ^.MMXi, ... ,X,]/(Z, - F,) == k[X^... ,X,]/(F,)

ce qui montre que B / I 1 ^ est plat sur C / J 1 ^ puisque la suite (Fi,..., Fg)
est régulière. On a finalement, par [BO, 3.21] :

B^ = (B/I^ = B / ^ ^c/j- (C/J^

= B 0c (C/J^ =B^c C^

et B^ est plat sur C^ = TVn(Zi , . . . , Zs) (algèbre des polynômes aux
puissances divisées) qui est plat sur Wn. D

Le théorème (A.2.1) résulte alors de (A.2.2) et (A.2.7).

REMARQUE 3. — Soit Y un Â;-schéma de type fini et V^) le schéma
déduit de Y par le changement de base k —> k tel que x H-> x^. On a un
morphisme de Frobenius relatif à la puissance m : Y —> y^).

Soit X un schéma lisse de type fini sur k ; on définit le faisceau O^S^
sur le petit site étale de X comme le faisceau associé au préfaisceau

y ——— O^y Xy(^) y Xy(^) X ... Xy(^) Y)

i fois

(il est d'ailleurs vraisemblable que ce dernier soit déjà un faisceau). On
définit alors de manière évidente un complexe de faisceaux sur le petit site
étale de X :

C* • ^y31'1'3»!^] _ /^ri'5»!^] _ /^riî3^]
^n,m ' "n.m "n.m ^n.m\

Un prolongement naturel de ce travail serait de se demander si Phyper-
cohomologie de C^ ̂  pour m > n calcule la cohomologie cristalline de X,
ou mieux, si C^^ est isomorphe (dans la catégorie dérivée des faisceaux
étales sur X) au complexe de de Rham-Witt sur X (cf. [111]).
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B. Cas logarithmique
Commençons par deux lemmes faciles sur les monoïdes intègres.

B.l. Deux lemmes sur les monoïdes intègres.
Si h : R —> S est un morphisme de monoïdes intègres, on note

R6 = [x ç R^ ; h^Çx) e S}
et on appelle Re Vexactifié de R dans le morphisme h.

LEMME B.l.l. — Soient R, S, T trois monoïdes intègres avec deux
morphismes de monoïdes £ : S —> R et h : S —> T tels que £ est
universellement intègre (2.1). Si 8e désigne l'exactifié de S dans h et
R6 l'exactifié de R dans le morphisme R —> R @s T, on a

R^R^sS^
Preuve. — Soient r\^r^ e R tels que r\jr^ (B 1 (qui appartient à

{R €5 T)^) soit dans R ©5 F, c'est-à-dire r^fr^ C 1 = r © t avec r e R
et t e T. Il existe «1,52 e S tels que r^fr^ = ((s-t/s^r et 1 = hÇs^/s^t
i.e. 5i/S2 e 3e et r ^ / r ^ e RSÇS6) (contenu dans ^gp). Réciproquement,
l'image de RCÇS^ dans (R @s T)^ = R^ C^gp TSP tombe dans R Os T
(qui s'injecte dans (R @s T)^ puisque i est universellement intègre), on
a donc R6 = RtÇS6). Comme (R^ÇS6))^ = (R @s S^SP = RëP, on a un
diagramme commutatif :

R^sS6 —^ R^•i ii
R^ÇS6) -——> R^.

La flèche s est clairement surjective. Comme £ est universellement intègre,
k est injective, donc s est aussi injective, d'où le résultat. []

LEMME B.l. 2. — Soient Q un monoïde intègre, g et g' deux éléments
de Q^. Les deux énoncés suivants sont équivalents :

(i) l'image g' de g' dans Q/{g) est simplifiable dans Q/(g) (2.1.3)
(ii) g / est simplifiable dans Q(g).

Preuve. — Montrons que (i) entraîne (ii).
Soient g, q' e Ç, n, n' ç Z tels que g ' = q g n / q l g n ' et que q / q ' soit

une écriture simplifiée de g ' dans Q / ( g ) . Soient x ^ x ' e Q{g) tels que
g/ = x / x f ' . Comme (Q(g})/{g_) = Q / ( g ) , on a x / x ' = q / q 1 , il existe donc
qo e Q tel que x = qoq, x ' = q^q', i.e. il existe m, m' e Z tels que
^ = (ïogm(9nq). ^ = qog^Çg^q) avec ^m = g^ ; ^/ est donc simplifiable
dans Q(g). La réciproque se prouve de manière analogue. Q
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B.2. Calcul pour un recouvrement log-syntomique particulier.
Dans cette section, on munit Spec Wn seulement des log-structures £(0)

ou £{7r) pour TT une uniformisante de Wn, et on munit Spec A; de la log-
structure L (= £(0)). Soit A une ^-algèbre de type fini quelconque munie
d'une log-structure fine :

ex.
P ——> A

î î
N ——^ k

Soit B une IVn-algèbre de type fini munie d'une log-structure fine :

Q —^ B

î î
N ———— Wn

(11—> 0 ou 1 h-> 7r) telle qu'on ait une log-immersion fermée :

Q^P

'1 . 1°
B ——> A

avec s et h surjectives. On suppose Q et B de la forme

Q = N C Nçi © • . • C Nç,, B = Wn[X^..., Xr]

avec s ̂  r et /^(^) = X^ 1 < î < s. Soient

Qm = (ç e N^i e • • • e N^)/(<7g,),
^^[yi,...^]/^-^)

et {3m le morphisme

^m ——> -°mî ^% '——^ ^i-

Soient A^ = A (g)^ Bm et P^ = P Cç Cm; on munit SpecA^ de la
log-structure associée à Pm awm> Am'
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Si on travaille avec 1 \-> TT (resp. 1 ̂  0), on notera :

OàR=HO{-/(SpecW^C(7^)))

(resp. 0^ = H°(-/{SpecWn^(0))), voir section 3).
La notation 0^ désignera indifféremment O^ ou O™.
On note C^ le complexe de Cech :

O^SpecA^Pm) -^ 0;((SpecA^P^specA,p))

• • • —^ 0:((SpecA^P^specA,p)) ̂  ...

où (SpecA^P^^sp-A,?) désigne A^ 0A'• • ^A A^ muni de la log-
i fois

structure associée à :

P^ = Pm CP " • CP Pyn ——^ A^ 0A • • • 0A A^ .

î fois

Soient :
• (Q^Y l'exactifié de Q Ç^' • • ©N Ç dans le morphisme

z fois

Ç ON- • • • • • ®N Ç -^ -P (voir B.l) ;
• (B^)1^^ l'enveloppe aux puissances divisées (compatible avec les

puissances divisées sur Wn) de (B^) ̂ QQ^ Z^Q91)6] par rapport au
noyau de la surjection sur A ;

• {Q^Y l'exactifié de QynON- • • ©N Qm dans le morphisme
i fois

Qm ON- • • • • • ©N Cm -^ P^ (voir B.l) ;

• (B^)1^10^ l'enveloppe aux puissances divisées (compatible avec les
puissances divisées sur Wn) de (B^) 0^©z. ^[(Q^)6] par rapport au

^i "'['vm \

noyau de la surjection sur Arr^.

La T^-algèbre (B^)^^ (resp. (B^)^^) n'est autre que l'enve-
loppe aux puissances divisées logarithmique de B®1 (resp. B^) (cf [Kal
4.10 (1) et 5.6]).
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LEMME B.2.1. — Le complexe de Cech

G*5* : B^1^ _> (^2)Dplog _^ (^^DPiog _^ ...

calcule la cohomologie cristalline de (SpecA,P) sur (SpecWn, C(7r)) ou
(SpecW^C(0)).

Preuve. — Comme dans le cas classique, on utilise uniquement la lissité
formelle locale (cf. [Kal, 3.3 et 3.5]) et l'universalité de l'enveloppe aux
puissances divisées (cf. [Kal, 5.3]) et on recopie la preuve de [Be, V.1.2]. []

LEMME B.2.2. — Avec les notations précédentes, on a :

(3^)^= (B^)^^ B^.

Preuve. — On a

P^ = (Qm CQ P) Cp- • • CP (Qm CÇ P)

= Q^ CQ P = Q^ Cçe- P-

En appliquant (B.l.l) à R = Q^, 5 = Ç91 et T = P, on obtient

fO9^6 — 0®' (̂  • fO®'^Wm ) ~ ̂ m ^çe» W ) '

Soit J le noyau de

^'^[çe.iWQl^A.

Comme

'̂ ̂ w z[(^<)e] = < ®Z[QC.] Wr]
est une B01 ^rQe1] ^[(Ç01) ̂ -algèbre plate, on a une suite exacte :

0 - Z« 0^ Z^)6]) ̂  < ̂ ., Z^Ç^')6]

^ A0^•^e,We<)el) W ̂ Wl z[(^i)e]) - °

où le terme de droite est égal à A (8)̂  I?^1 = A^. On conclut comme
en (A.2.3). Q

Soit Cy^ le complexe :

^plog -^ (^2)DP1- ̂  (^f)1'13108 - • • •

Comme dans le cas classique (A.2.5), on a :
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PROPOSITION B.2.3. — Le complexe C^^ calcule la cohomologie cris-
talline de (SpecA.P) sur (SpecWn, A^))'ou (SpecTVn,£(0)).

Preuve. — Par (B.2.2), on a (B^)^1^ = (B^)^1^ 0^ B^\ et la
preuve est exactement la même que celle du cas classique, en remplaçant
(^DP p^ (^)DP^ Q

PROPOSITION B.2.4. — II existe un morphisme (de complexes de
groupes) canonique :

^•'* • (7^* _^ c"'*' -n,m -n,m'

Si m > n, ^e morphisme <t>*'* e5^ surjectif sur la cohomologie et si de plus
^0^DPiog g^^ ^g Wn-algèbre plate pour tout 2, Ze morphisme ^*'* e5^
im quasi-isomorphisme.

Preuve. — On obtient <!>''* comme dans le cas classique, en utili-
sant [Kal, 6.4]. Notons Sn l'une des deux bases (SpecH^? ̂ (^)) °u
(SpeclVn5^(0)) ; avec des notations évidentes, on a pour tout i :

^^^./.^^(ë^''1108^))^ S (ë^1^))-
fc=l j==l fc=s+l j'=l

Comme en (A.2.6), la flèche :

(D^^^S __(D^^^ë ^ 1
(^ ) —— (^ ) ^^ ^SpecB^Q^)/^

est la dérivation (B01)1^1'1^-linéaire {cf. (B.2.2)) :

/D®1^15!^ /o . D01 ___, /D®^1315^ „ 1
(B ) ^B^^m——^ ) ^^^SpecB^^)/^

La preuve est alors formellement identique à celle de (A.2.6). []

REMARQUE. — Les remarques 1 et 2 qui suivent (A.2.6) sont encore
valables ici (pour les mêmes raisons), i.e. ff^C^^) est toujours égal à
.H'1 ((Spec A, P ) / S n ) si m >, n et lim C^ calcule toujours la cohomologie
cristalline de (SpecA,P) sur Sn- m

On rappelle qu'on a un diagramme commutatif :

P-^A

î î
N ——> k
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PROPOSITION B.2.5. — Supposons que le diagramme ci-dessus soit un
morphisme log-syntomique standard (2.1.12), i.e.

P = (N C N î © ... C N^)/(pi,..., g,)

où ( (71, . . . , g s) est une suite régulière et

A = k 0z ̂  Z [P] [Vi,..., Yt } I ( Fi,..., F, )

où (Fi,... ,jF^) est une suite régulière (N —> P est toujours intègre et
injectif si A -^ 0). Soient

ç = N © i f e i © - . . © N o v , B=w^[Xi,. . . ,^,yi, . . . ,y,]
et (3 : Q —> B^ Xi i-̂  X^, 11—)- TT ou 0 5e/on *.

Atons jwnr ^on^ î, (f?01)015^ e^ une Wn-algèbre plate.

Preuve. — Par un raisonnement identique à (A.2.7), on se ramène au
cas i = 1, i.e. à voir que (B 0z[ç] Z^^^ est plat sur Wn-

On peut toujours choisir (^i , . . . , g s) tels que gj = qj/q^ avec q^q'^ e Q
et qj/q'j écriture simplifiée de gj dans Q / ( g i , . . . ,^-i). Soit G le sous-
groupe de Q^ engendré par les gj. On a

0e = QG c ̂ gp, ÇG = (ç e z^i e • • • e z^)/(g,/^. © .̂)

(car on a clairement une surjection de la droite vers la gauche, qui est
aussi injective puisque les deux monoïdes intègres ont le même groupe
engendré). On veut calculer Z[ÇG]. On a qk/Qk ^ z^ simplifiable dans
(Ç © Z^i © • • • © ' ^ Z s ) / ( q j / q / j © ̂ j)i<j<k-i équivalent à qk/q'k simplifiable
dans

(Ç © z^i © • • • © z^-i)/(^/^. © zj)i<j<k-i = Q(gi,. • . , 9k-i)

équivalent par (B.1.2) à gk simplifiable dans Q / ( g i ^ . . . ,^-i) qui est
vrai par hypothèse. Comme qk/q'k ® zk est clairement d'ordre infini dans
(Ç © Z^ © • • • © Z^)/(^-/^. © Zj)^j<k-i, la suite {qj/q^ © ̂ )i^^ est
donc régulière dans Q © Z^i © • • • © Z^g, ce qui entraîne par (2.1.8) :

W] = Z[Ç][Zi,..., Z^ 1/Zi,.... \IZs\IW, - \^\\^

B 0z[ç] W\ = Wn [X,,..., X,, Yi,..., Yt, Z , , . . . , Z,,
l/Zi,...,l/^]/(/3(ç,)Z,-/î(^))

= Wn[x,,y,,y,]/(/?(ç,)y, +/?(ç,) - /3(^)) ̂  G
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en posant

y,=z,-i , c=w,[ i /y i+i , . . . . i /Vt+i ]
dans la dernière égalité. Soit 1 le noyau de la surjection :

^[x,,y,,y,]/(/?(^)y,+^)-/?(^)) ̂  w,[x,,y,]/(^)-/?(^),^)
où les l̂ - s'envoient sur 0 et où les Fk sont des relèvements des Fjç dans
Wn[X^}.

Soient N € N suffisamment grand et

D=Wn[A^..^A^B^...,B^ J=(Ai, . . . ,5,) .

On a :
B^lW]/^

= D/J^ [X,, Y,, V,}/{f3{q,)V, + /3(%) - /3(^), B, - Y,, A, - F,)
= D/JN[X^Yi\/{f^{qj)B^(3(qj) - /3(^),A^ - F^

où, comme en (A.2.7), D / J N est une Wn-algèbre locale (la tensorisation
par C disparaît car les Vi + 1 sont déjà inversibles). Modulo son idéal
maximal M.^ on trouve

B^ztÇ]^6]/^^)^^^!,...,^,^,...,^]/^^)-^),^)

où la suite de droite est régulière par définition, ce qui entraîne que
B 0z[Ç] '^[Qe}/IN est plat sur D / J 1 ^ . Comme de plus J engendre 1
dans B0z[Q] ̂ [Ç6]? on conclut exactement comme en (A.2.7), en utilisant
[BO.3.21]. D

THÉORÈME B.2.6. — Avec les hypothèses de (B.2.5), le complexe
Cy^ pour m > n calcule la cohomologie cristalline de (Spec A, P) sur
(SpecW^,/;(7r)) ou(SpecWn,C(0)).

Preuve. — On applique (B.2.3), (B.2.4) et (B.2.5). D
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