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FONCTIONS HARMONIQUES POSITIVES SUR CERTAINS

GROUPES DE LIE RÉSOLUBLES CONNEXES

PAR

ALBERT RAUGI (*)

RÉSUMÉ. — Soient G un groupe de Lie et a une mesure de Radon positive
sur les boréliens de G. Nous étudions le cône des fonctions boréliennes positives h
sur G, solutions de l'équation fonctionnelle V^ e G, f h(gx)a(dx) = h(g). Sous des
conditions classiques sur a, nous obtenons, pour certains groupes résolubles, une
description complète de ce cône. En particulier, nous généralisons un résultat de L. Élie
sur le groupe affine réel (voir [13] et [14]) et nous répondons à une question posée par
T. Lyons et D. Sullivan [18].

ABSTRACT. —Let G be a Lie group and cr be a positive Radon measure on thé borel
cr-field of G. We study thé cône of positive borel functions h which satisfy : \/g ç. G,
f^h(gx)a(dx) = h(g). Under classical «smooth» assumptions on cr, we obtain, for
some solvable groups, a complète description of this cône. In particular, we généralise
a L. Élie's resuit on thé real affine group (see [13], [14]) and we answer to a question of
T. Lyons and D. Sullivan [18].

J<

1. Introduction

1.1. — Soient G un groupe localement compact à base dénombrable
(L.C.D.) et a une mesure de Radon positive sur les boréliens de G. Nous
notons e l'élément neutre de G. Nous supposons que a est adaptée à G,
c'est-à-dire que le sous-groupe fermé de G engendré par le support de
a est égal à G. Nous appelons fonction a-harmonique positive à gauche
(resp. à droite) sur G toute fonction borélienne positive h sur G vérifiant
l'équation fonctionnelle :

Vp e G, h(g) = f h(gx)a(dx) (resp. h(g) = f h(xg)a(dx)).

(*) Texte reçu le 13 novembre 1995, révisé le 7 mai 1996, accepté le 5 septembre 1996.
A. RAUGI, IRMAR, Université de Rennes 1, Campus de Beaulieu, 35042 Rennes Cedex
(France). Email : Albert.Raugi@univ-rennesl.fr.

Classification AMS : 22E30, 31C05, 60J50, 43 A 80, 45C05, 39Bxx.
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650 A. RAUGI

1.2. — Nous disons que la mesure a vérifie l'hypothèse (H) si elle
possède une densité continue à support compact, par rapport à une mesure
de Haar de G, et si le sous-semi-groupe fermé de G engendré par le support
de la mesure a est égal à G. Lorsque a vérifie l'hypothèse (H), nous notons
a- = ̂ prnG, en désignant par me une mesure de Haar à gauche de G.

1.3. — L'étude du cône HG+ des fonctions a-harmoniques positives
à gauche a fait l'objet de nombreux travaux. G. Choquet et J. Deny [9]
(1960) ont résolu le problème dans le cas d'un groupe abélien, pour une
mesure a générale. Par la suite, H. Furstenberg [15] (1965), G.A Margulis
[19] (1966), J.-P. Conze et Y. Guivarc'h [11] (1974) ont étudié le cas d'un
groupe respectivement semi-simple, niipotent, extension compacte d'un
groupe niipotent, pour une mesure a vérifiant l'hypothèse (H). Tous ces
résultats sont obtenus en déterminant, à l'aide d'une propriété de droite
fixe, les génératrices extrémales du cône des fonctions cr-harmoniques
positives.

Une autre façon d'aborder le problème a consisté à utiliser la théorie
de la frontière de Martin. Y. Derriennic [12] a résolu le cas du groupe
libre; L.Elie [13], [14] celui du groupe affine réel et C. Séries [26] celui
des groupes Fuchsiens. Citons aussi les travaux de F. Karpelevich [17],
Y. Guivarc'h [16] et M. Babillot [6] sur les espaces symétriques et ceux de
A. Ancona [l], [2], sur les variétés hyperboliques.

1.4. — Dans cet article, nous présentons une nouvelle approche du
problème. Ce qui nous permet d'atteindre une famille de groupes réso-
lubles, plus générale que le groupe affine réel. Nous donnons ci-dessous
une idée de la technique utilisée.

Observons tout d'abord que, pour tout g G G, la translatée à gauche
h9 : x \—^ h(gx) d'une fonction h de HG^. appartient encore à HG^..
L'hypothèse (H) nous assure que toute fonction non nulle du cône HG^. est
strictement positive et que le cône HG^. est réticulé et à base compacte.
Grâce au théorème de Choquet de représentation intégrale dans les cônes
réticulés à bases compactes {cf. [10], [21]), nous sommes amenés à chercher
les éléments extrémaux de ce cône.

Nous désignons par :
• f2 l'espace produit G^,
• F la tribu des boréliens de f2,
• (Xn)n>i les applications coordonnées de fî.
Pour tout entier n > 1, nous appelons J^n la tribu engendrée par les

variables aléatoires

{Yk:l<k<n}.
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FONCTIONS HARMONIQUES POSITIVES 651

Nous notons FQ la tribu triviale {0, fî}. Nous posons :

XQ = e et Xn = Y\ - ' ' Yn pour n > 1.

À toute fonction non nulle h du cône IÏG+, nous associons (théorème
de Kolmogorov) la probabilité h?^ sur (^2, .F) définie par

Vn>l, f /(Y^...^)^^
J^i /.

= / /(a;i, . . . , .rn)[^(rcr--a;n)//i(e)]cr(da;i)---cr(d^),
^G'71

pour toute fonction borélienne bornée (ou positive) / sur Gn'. Pour
simplifier l'écriture, nous noterons ^P la mesure de probabilité ^Pcr.

Soit h une fonction a-harmonique positive non nulle. Pour toute
fonction / de HG^- telle que ^P < /l? pour tout 5? e G, le processus

//(^n)\
V h{Xn) )n>Q

défini sur (^.F, ̂ P), est une martingale positive, relativement à la filtra-
tion {Fn)n>Q^ qui converge ^P-p.s. vers une v.a. $(^, •) telle que :

f(g)f9¥=h(e)^g^)h¥.

Nous choisissons un réel z vérifiant :

^^"M1'^)}-
Nous notons A la mesure positive bornée définie par :

À-O-.)^-1^.
fe^i

Nous désignons par Q)(G) l'espace vectoriel des fonctions réelles continues
bornées sur G. Pour toute fonction a de Gb(G), nous posons

hax{g)= [ h(ug)a(u)X(du).
JG

Grâce à l'hypothèse (H), on montre que, pour tout a e Q)(G) et tout
g ç G, la fonction h a x ( g ' ) / h x ( ' ) est bornée et par suite ̂ P < ̂ P. D'où
la formule :

/^^(e^E^ff,.)^,.)];
avec

((,,)» u», "-W ., „„ k__W.
n-^+oo ^{Xn) n-.+oo h^^gXn}
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652 A. RAUGI

Considérons l'opérateur de décalage 6 sur Çt :

V n > l , Yno6=Yn^

Appelons 6 la transformation de G x fl, définie par :

ë(g^)=(gY^)^e^)).

Nous avons :

Za00=Z^et^o0(g^)=^g^)^Y^^0{iJ)).

Nous montrons que :
(i) les v.a. 0-invariantes sont ^P-presque sûrement constantes, lors-

que la fonction h est extrémale ;
(ii) pour tout a G Q>(G), nous avons ^P-presque sûrement

^^- j-ĵ -2".)^)-
La construction précédente qui s'applique à un groupe LCD général,

permet de ramener la description de h à celles des variables ^-invariantes et
du cocycle $. Dans le cas d'un groupe niipotent, cette description s'obtient
directement à partir des assertions (i) et (ii) précédentes. Pour des groupes
résolubles plus généraux, le résultat s'obtient en étudiant le comportement
asymptotique de la chaîne de Markov (Xn)n^o-

Cette nouvelle approche est analogue à celle utilisée dans [22] pour
décrire l'espace vectoriel HGb des fonctions cr-harmoniques bornées,
lorsque a- est de masse 1. Dans ce cas, l'hypothèse (H) n'est plus
nécessaire ; nous pouvons choisir pour h la fonction identique à 1 et pour /
une quelconque fonction cr-harmonique bornée. La description de HGb est
alors ramenée à celle des v.a. 0-invariantes ; ce qui est obtenu par l'étude
du comportement asymptotique de la marche aléatoire (Xn)n>o' Cette
étude se trouve simplifiée par le fait que la probabilité 1?, avec laquelle
on travaille, est 0-invariante.

2. Généralités sur les cônes de fonctions harmoniques positives
Une fonction qui est à la fois a-harmonique positive à gauche et à droite

sera dite bi-a -harmonique positive. Nous notons H^. le cône des fonctions
bi-a-harmoniques positives sur G. Nous appelons G(G) l'espace vectoriel
des fonctions réelles continues sur G. Nous désignons par ^ la densité de
la mesure À (voir 1.4) par rapport à la mesure de Haar me ; ^ est une
fonction strictement positive.
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FONCTIONS HARMONIQUES POSITIVES 653

Dans cette section, nous établissons pour les éléments de HG^
des inégalités remarquables et nous montrons que les cônes des fonc-
tions harmoniques HG^. et Hj^ sont réticulés et à bases compactes.
En même temps, nous montrons qu'avec toute fonction harmonique
à gauche, non nulle, vit nécessairement au moins une fonction bi-cr-
harmonique, non nulle.

LEMME 2.1 (cf. [23, Lemme 2.2]). — Si a vérifie l'hypothèse (H), alors
pour tout élément h de ^G+, nous avons :

^x,y C G, \h(x) - h(y)\ < h{e)e(x,y),

avec e(x, y) = sup f ̂ (x^u) - ̂ (y^u) \/^(u}\.
uçG

Du lemme 2.1 on déduit facilement les corollaires suivants :

COROLLAIRE 2.2 (cf. [23, Corollaire 2.S\).—Si a vérifie l'hypothèse (H),
alors dans G(G), les cônes HG^ et H^. sont réticulés et à bases compactes.

COROLLAIRE 2.3. — Si a vérifie l'hypothèse (H), alors pour toute
fonction h de HG^., la suite de fonctions (/n)n>i, définie par

^—ix^) (^G)-Tv
k=l

est relativement compacte pour la topologie de la convergence uniforme sur
les compacts. Les valeurs d'adhérence de cette suite sont des éléments f
de H^. vérifiant f(e) = h(e).

LEMME 2.4. — Si a satisfait l'hypothèse (H), alors pour tout élément h
de HG^. et tout voisinage compact symétrique V de e dans G, il existe
une fonction continue 6y sur G x G, nulle sur la diagonale de G x G, telle
que, pour tous g, y e V et tout x ç. G,

\h\gx)-h\yx)\<6v(g^y)h\x).

Preuve. — Pour tout entier n ̂  1, appelons ^n la densité de la mesure
positive

(i-.)^-^
k=l

par rapport à la mesure de Haar me de G. La suite de fonctions (^n)n>i
croît vers la densité strictement positive ^ de A. Il existe un entier
q = q(y) >_ 1 tel que le compact (Supp a)V soit contenu dans l'ouvert
{^qÇV) > 0}- En appelant p la mesure (1 — z) V ^ ^ a * ^ , où a° est la

k>0
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654 A.RAUGI

mesure de Dirac en e, il vient, pour tous g , y e V et x e G,

\h\gx) - h\yx)\ == | / [h^ugx) - h^uyx)]^u)mG(du)
' J G

= | / h^ux^ug-1)^) - ̂ uy-^y^mGÇdu)
" G

M^2/) / hp(ux)^l}qçv)WmG{du)
JG

<
/G

q{V)

<6v(g^y)(l-z)^zk-lh^k(x)
k=l

<6v(g,y)(l-z)q(V)h\x)

.-i^
ou

6y^y) = sup l^"1)^)-^"1)^)!
rr€G '0g(V)(^)

et A est définie par

me * £g = A(^)mG, g e G. Q

REMARQUE 2.5. —Soit a une fonction continue bornée sur G. Un calcul
analogue permet de montrer que, pour tous g , y ç V et tout x ç G,

l/i^Q^) - /^(^)| < M<7,2/) (1 - ̂  Q(V)\\a\\^ h\x)

+ svip\a(ug~1) - aÇuy'1)} hx(yx).
ueG '

3. Cocycle associé à une fonction harmonique à gauche
Nous supposons désormais que la mesure a vérifie l'hypothèse (H).

Dans ce chapitre, nous associons à tout élément non nul h de HG^. un
cocycle $ sur le G-espace Q {i.e. une application mesurable sur G x f2
vérifiant

V^, x ç G, ^(gx, uj) = ̂ (g, (x, a;)) ̂ , uj)

tel que
V^eG, /^^(e^E^,.)].

Cette construction généralise celle de [23] qui se limitait aux fonctions
bi-cr-harmoniques. Pour les rudiments concernant la théorie des martin-
gales et les chaînes de Markov nous renvoyons le lecteur non averti à [20]
et [25].
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FONCTIONS HARMONIQUES POSITIVES 655

3.1. — Nous reprenons les notations de la section 1.4. Nous désignons
par ^P la probabilité de transition sur G définie par

^/Q7) = —— 1 h(gx)f(gx)a(dx) (g e G).
h{9) JG

Le processus (Xn)n>o^ défini sur l'espace probabilisé (f^.T",71?), est,
relativement à la filtration (.^rOnX)? une chaîne de Markov de probabilité
de transition hP partant de e.

3.2. —Pour s ç G, nous désignons par ïs l'application de Cl dans fl, qui
à (cc;i,Ct;2,...) associe {suj\,uj^,...) et par ^Pg la probabilité image de ^P
par Ts. En posant XQ = s et Xn = Y\ • • 'Yn pour n > 1, le processus
(^n)n>o défini sur l'espace probabilisé (^,^',^Ps) est, relativement à la
filtration {^Fn)n>Q^ une chaîne de Markov de probabilité de transition hP^
partant de s. Pour cette chaîne, la propriété de Markov s'écrit de la façon
suivante : pour tout entier n > 1, tout s ç. G et toute fonction borélienne
bornée (ou positive) F sur f^,

^[FÇXn^Xn^ . . .) | Fn\ = ̂  [F{X^X^ ...)], ^-p.S.

LEMME 3.3. — Pour toute fonction non nulle h de HG^., nous avons
les propriétés suivantes :

(i) pour tout entier n ̂  1, on a ^(^P) = ̂ ^P;
(ii) pour toute mesure positive p sur les boréliens de G, on a :

[ hW^PpÇdx) = ̂ (e)^?.
JG

Preuve. — On vérifie l'égalité des mesures sur les tribus J-n, n > 0 et on
conclut par le théorème des classes monotones {cf. [20, Prop. 1.4.2]). []

Variables aléatoires 0-invariantes

DÉFINITIONS 3.4.

• Un borélien A de f2 est dit 0-invariant si ^"^(A) = A.
• L'ensemble des boréliens 0-invariants forme une tribu notée Z.
• Une variable aléatoire Z est Z- mesurable si et seulement si Z = ZoO ;

une telle variable sera dite 0-invariante.

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



656 A. RAUGI

LEMME 3.5. — Pour toute fonction non nulle h de HG^-^ nous avons
les propriétés suivantes :

(i) pour tout A cl et tout n ̂  1, on a ̂ [A] == ̂ ^[A] ;
(ii) pour tout A cl, la fonction f définie par f(g) = h(g)h9^>[A\ pour

g e G, appartient à HG^ et vérifie lim (f(Xn)/h(Xn)) = IA ^-p.s.
n—>-\-oo

Si h est une fonction bi-a-harmonique^ alors f l'est aussi.

Preuve. — La première assertion résulte immédiatement de l'affirma-
tion (i) du lemme 3.3. L'assertion (ii) du lemme 3.3 et l'assertion précé-
dente appliquées à l'élément h9 de HG^. et à la mesure p = a, montrent
que / appartient bien à HG-^..

D'autre part nous avons, ^Pg-p.s., pour tout s e G,

{(^^[AI^-E^OT^] (carAeZ)
n^n)

= 'Tx, [A] = ^E^l^ | Fn} (propriété de Markov et A e I).

Le résultat se déduit alors de la convergence, ^Pg-p.s., vers l'indicatrice
de A de la martingale (^E^l^ | fn})n^o'

Enfin la dernière assertion résulte immédiatement du lemme 3.3 ap-
pliqué à h et à la mesure p = a -A- Cg. \\

COROLLAIRE 3.6. — Si h est un élément extrémal non nul du cône
HG-^- (ou du cône -H+), alors pour tout A G Z, nous avons l'alternative
suivante :

ou bien \lg ç. G, hg P[A} = 0 ou bien M g C G, hgP[A] = 1.

Variables aléatoires 6 -invariantes et cocycle associé à une
fonction harmonique à gauche

DÉFINITION 3.7. — Un borélien A de f^ = G x Cl est dit 0-invariant si
6~^(A) = A. L'ensemble des boréliens ^-invariants forme une tribu que
l'on notera Q. Une variable Z est ^-mesurable si et seulement si Z = ZoO ;
une telle application sera dite 0-invariante.

3.8. — Soit h un élément non nul de HG-^.. Pour simplifier l'écriture,
nous écrivons h au lieu de hx. Pour tout g G G et tout uj € fî, nous
posons :

~h(gXn^))^,^)=limsup »
n-^+oo a\^Xn\^))

Pour tout g e G, la variable aléatoire ^(^, •) est bornée (lemme 2.4) et
^-invariante.
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FONCTIONS HARMONIQUES POSITIVES 657

PROPOSITION 3.9 (cf. [20, compléments chap. IV]).— Soient? etQ deux
probabilités définies sur un espace mesurable filtré (^,^, (^n)n>o). Pour
tout entier naturel n, appelons ?n et Q^ les restrictions des probabilités P
et Q a la tribu Tn. Supposons que, pour tout entier n > 0, la probabilité Q^
soit absolument continue par rapport à la probabilité Pn avec une densité
notée Un. Alors :

(i) la suite de variables aléatoires (Un)n>o, définie sur l'espace proba-
bilisé (n,^',P), est une martingale positive qui converge, P-p.s., vers une
variable aléatoire P-intégrable U ;

(ii) la probabilité Q s'écrit Q = <7P+D, où D est une mesure positive
étrangère à la probabilité P ;

(iii) la probabilité Q s'écrit Q = £/P si et seulement si Ep[(7] = 1.
Dans ce dernier cas, la convergence de la suite de v.a. (Un)n>o vers U

a lieu aussi dans L^Q.JF,?) et l'on a Un = Ep[U \ Fn} pour tout n > 0.

PROPOSITION 3.10. — Nous avons les propriétés suivantes :
(i) pour tout g ç G et tout n > 0,

h^=^g,.)\^ ^-p.s., h(g)h9P=h(e)^^P,

(ii) pour tous g , x ç G, on a ^(gx, •) = ̂ , (x,.)) ^(x, •), h P-p.s. ;

(iii) ^(dg, d^) = ̂  a;) ̂ PÇd^ a(dg).

Preuve. — Pour tous g,x ç. G, le processus (h(gxXn)/h(xXn))^Q,
-X —

défini sur l'espace probabilisé (^J^ P), est une martingale bornée
- x

relativement à la filtration (^n)n>o. Ce processus converge donc h P-p.s.
et dans tous les espaces L^^.F,71 P), (p > 1), vers ^[g, (x, •)). On sait
que cette limite ferme la martingale; d'où la première assertion de (i).

En remarquant que
h(x) h(gxXn)
h(gx) h(xXn)

est la dérivée de Radon-Nikodym de la restriction à Tn de la proba-
bilité h P^ par rapport à la restriction à Fn de la probabilité h P, nous
avons (proposition 3.9) :

V^, g e G, hÇgx^P = ̂ (g, (x, •)) h(x) ̂ P.
-X

On en déduit que toutes les probabilités h P, pour x ç G, sont équi-
valentes.
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658 A. RAUGI

L'assertion (ii) est évidente.
A l'aide de l'assertion (i), on vérifie aisément que les deux probabilités

de l'assertion (iii) coïncident sur les tribus B(G) (g) Fn, n > 0; d'où le
résultat. []

Nous appelons £ l'ensemble des variables aléatoires Z, ^-invariantes et
telles que, pour tout g e G, la variable aléatoire Z(g, -)$(^, •) soit ^P-
intégrable.

PROPOSITION 3.11. — Nous avons les propriétés suivantes :
(i) Pour toute variable aléatoire Z de £, la relation

f{g)=h(e)hE[fi(g^)Z(g^)}^ (g e G),

définit un élément de JÏG+ tel que la mesure -^P soit absolument continue

par rapport à la mesure hP.
(ii) Réciproquement^ soit f un élément de HG-^ tel que la mesure -^P

soit absolument continue par rapport à la mesure h¥. Pour tout g € G,

la suite de variables aléatoires (^———) converge^ ^P-p-.s., vers une
\h{gXn)^ri^o

variable aléatoire Z(g, •). La v.a. Z appartient à £ et l'on a

f(gy9P=h{e)Z(g^)^g^)h^

Preuve. — A l'aide des assertions (ii) et (iii) de la proposition 3.10, on
vérifie facilement que la fonction / appartient à HG-\-. Pour tous rc, g ç. G,
il résulte de la proposition 3.10 et de 3.2 que :

f(gx)=^x)h^[Z(g^)^g^)].

D'où, pour tout entier n > 1 et tout s ç G,

w-^ = ̂  [Z(g, •) ç(ff, •)] = ̂  [Z(g,.) ̂ g,.) \ ̂ ], ̂ -p.s.;
n{^\n)

car la v.a. Z(g, •) ^(^, •) est 0-invariante.
Via la proposition 3.9, on en déduit alors que :

/(^)^P=/l(e)^^,.)^,.) / lP.

D'où l'assertion (i) de la proposition.
La seconde assertion découle des propositions 3.9 et 3.10. []
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FONCTIONS HARMONIQUES POSITIVES 659

REMARQUE 3.12. — Si / est une fonction sur G, nous notons / la
fonction définie par f(g) = f(g~1). De même si p est une mesure positive
sur les boréliens de G, nous notons p l'image de p par l'application
9 ̂  9~1' La fonction h appartient à H^. si et seulement si h appartient
à HG^. et h h HG^(â). On peut donc associer à h la probabilité ^Pa-
sur ^î ainsi qu'un cocycle ç satisfaisant à des propositions analogues aux
propositions 3.10 et 3.11.

4. Outil fondamental

PROPOSITION 4.1. — Soient h une fonction non nulle de HG^. et a une
fonction continue bornée sur G.

Il existe une variable aléatoire Za de £ et un sous-ensemble mesurable

^ÎQ de f2, 0-invariant, de ^-mesure 1, tels que, pour tout (x,g,y) e G3

et tout uj ç. Q^, la suite

(h^gXnW _ ^g^)h(X^)x)^
V h(yXn^)) a{g^) ̂ y^) h(Xn(u;)) )n>o

converge vers zéro.

Preuve. —D'après les propositions 3.10 et 3.11, il existe un élément Za
de £ tel que pour tout (g, y) ç. G2,

h^gXn) ^.) ,
^-^(.X^'^5^^^ ^

Compte tenu de la séparabilité de G et des propriétés de continuité
vérifiées par h et h^ (cf. les lemmes 2.1, 2.4 et la remarque 2.5), il suffit
de montrer que, pour tout triplet ( x , y , g ) de G3, la suite de variables
aléatoires

^{gX^x) _ h^gXn^)) /^(^)x
V ~h{yXn^) ~h(yXn(')) h(Xn(')) ^>o

converge ^P-p.s. vers zéro.
Soit g ç. G. Posons, pour n > 0 et r > 1 :

Ï,Q!À/^\

"^'-T^ ( t€G '-

Un= t ''vi-^[H^X.x)-H^X.)}''l,r(d^).
JG 'H-^rJ

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



660 A. RAUGI

On vérifie facilement que

U^ = ̂ [(^O - II(X^}(Xn) = ^P^H2))^) - H\Xn)

et par suite

^[Un] = ̂ P^ÇH2))^) - (hPn{H2)}(e).

Comme la suite [(h P" (H2)) (e)) ̂ ^ est croissante et majorée par \\H\\2^,

la série ^ ^[Un] est convergente.
n^O

II s'ensuit que, pour ^P 0 cr^-presque tout (a;, a;) e ̂  x G, la suite

fh{Xn{^x)^ 2\(^(x^r^^^)-^^^ L>o
converge vers zéro, ce qui implique que la suite

^{gXn^x) _ h^gXn^HXn^x)^
V h(Xn(uj)) h(X^)) h(Xn(uj)) )n>0

converge vers zéro.
Du lemme 2.1 et de l'hypothèse (H), il résulte alors que, pour tout

x € G, la suite de variables aléatoires

^\gX^)x) _ h^ÇgXn^)) h{X^)x)^
V h(X^)) h(X^)) h(Xn(')) )n^

converge ^P-p.s. vers zéro. Le résultat voulu s'obtient en multipliant cette
suite par la suite de variables aléatoires (h(Xn)/h(yXn))n>o qui converge
vers l/^(î/,.) ^P-p.s. D

4.2. — Pour illustrer la proposition précédente, montrons comment
elle permet de retrouver que, pour un groupe niipotent, les éléments
extrémaux non nuls de HG^. sont les exponentielles harmoniques, en se
passant de la propriété de droite fixe.

Désignons par

Gi = G, G2 = [G, G], ... , Gr = [G, Gr-i] et Gy+i = {e}

TOME 124 — 1996 — ?4



FONCTIONS HARMONIQUES POSITIVES 661

la série centrale descendante de G. Nous choisissons une suite de fonctions
continues positives, à supports compacts, (ap)p>i, dont les supports sont
de plus en plus petits et forment une base fondamentale de voisinages
de l'élément neutre e de G et telle que fçap^XÇdg) = 1. On ajoute
à cette suite la fonction OQ identique à 1. De la proposition, il résulte
immédiatement que l'on a, sur ÏÏ = Q ̂  Çl^ :

f V^ e G, \fz e G,, .̂) = ̂ .) = ̂ ,.) ̂ ,.),
l V p > l , Z^(gz^)=Z^(zg^)=Z^(g^).

Il s'ensuit que, pour tout z ç Gr, la variable aléatoire ^(z,.) est 0-
invariante. Si h est extrémale, cette v.a est constante. On en déduit alors
qu'il existe une exponentielle \ sur Gr telle que

Vp > 0, V^ e G, V^ e G,, /^(^) = h^\zg) = h^\g) ̂ (z).

D'où, en passant à la limite en p,

V^ e G, V^ e G^, h(gz) = h(zg) = h(g) ̂ ).

Si G n'est pas abélien (î.e. si r > 1), l'égalité

Vu e G^-i, V^ e G, h(ug) = ̂ (ugu^g-1) h(gu)

montre que \ est trivial. (Noter que, pour u fixé, les fonctions h(u')/h{-) et
h{-u)/h(') sont bornées et que, pour tout u e Gr-i et tout (a*,^/) e G2, on
a ^(na^-1^-1^-1) = ^(uxu-'^x-1) \(uyu~^y~1).) D'où le résultat. Q

5. Fonctions harmoniques sur certains groupes résolubles

Structure des groupes de Lie résolubles [8], [22].

5.1. — Soit G un groupe de Lie résoluble connexe dont l'algèbre de Lie
est notée Q. Appelons N (resp. Af) le nilradical de G (resp. Q). Soit P
une sous-algèbre de Cartan de Q (i.e. une sous-algèbre niipotente qui est
son propre normalisateur dans G). Nous avons G = A T + P e t G = NP,
où P désigne le sous-groupe de Lie connexe de G ayant P pour algèbre
de Lie.

Nous désignons par 5 l'ensemble des poids de la représentation adjointe
de P dans la complexifiée Afc de A/". Pour tout f3 ç 5, nous posons

A/^= H ke^ad^)-/^)^,
^e'P
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où d désigne la dimension de A/^. Nous avons

V/?i^eS, [.A^A^JÇA^ et A/^^A/^
/3e5

avec la convention A^ = (0) si /? n'appartient pas à 5.
Une partition {5_,5+} est dite admissible si :

a) Pour toute forme linéaire (3 de 2_ (resp. 2+), la forme linéaire
conjuguée J3 appartient à 5_ (resp. S+).

b) Si /3i,/?2 appartient à 5- (resp. 5+) et /?i + /^ appartient à 5,
alors /3i + /?2 appartient à S_ (resp. 5+).

c) Si elle appartient à S, la forme linéaire nulle appartient à 5+.

Si {5_,5+} est une partition admissible de 5, nous posons

A^ = 9 ̂  et ^ = 9 A^.
/3es- /3e5+

Les sous-algèbres Af^, et Af^. de .A/̂  sont les complexifiées de deux
sous-algèbres jV- et A/+ de A/'. Appelons respectivement 7V_ et ^4. les
sous-groupes de Lie connexes de N ayant A/"- et A/+ pour algèbres de
Lie. Le groupe niipotent N- est simplement connexe. L'application de
N- x N^-P dans G qui au couple (^-,^+) associe le produit g-g^. est un
homéomorphisme.

L'algèbre de Lie AT étant niipotente, tout poids de la représentation
adjointe de G dans A/\ est nul sur A/" et s'identifie donc à un poids de la
représentation adjointe de P dans A/". Nous notons {^ : /3 ç. S} l'ensemble
des poids de la représentation adjointe de G dans A/\

Notons

A/i = M D A/2 = [A^ D • • . D A^ = [A/",A/.-i] D A/,+i = (0)

la série centrale descendante de l'algèbre de Lie niipotente A/^. Pour tout
U C Af^ H n ker(ad(I:f) - (3(H)I) et tout g e G,

lîe'P

^exp(£/ + [7)^-1 = exp(Ad^(£/ + U)) = exp(^(^)£7 + ̂ (g)U).

En écrivant ^ = uexpH, avec u ç N et H ç P, nous avons ç^(^) =
^(explî)= e^W.
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Principaux résultats.

DÉFINITION 5.2. — Soit G un groupe de Lie résoluble connexe. Nous
disons que G est de type (T) si l'ensemble des poids f3 de 5 vérifiant
\(j>(3{g)\ = 1 pour tout g e G, est vide ou réduit au poids nul.

THÉORÈME 5.3. — Soit G un groupe de Lie résoluble connexe de
type (T). Soit a une mesure de Radon positive sur G vérifiant la pro-
priété (H). Alors tout élément extrémal h du cône ^4-, vérifiant h{e) = 1,
est une exponentielle harmonique sur G.

COMMENTAIRE. — Ce résultat reprend en le corrigeant le théorème 1.3
de [23]. Dans [23], la démonstration est faite dans le cas du groupe des
matrices triangulaires qui est un groupe de type (T). Les arguments
donnés pour passer au cas d'un groupe résoluble général sont d'autant
plus insuffisants que le résultat est faux.

Prenons, par exemple, le groupe G = M2 x S0(2) des déplacements
de M2. Soit \ une exponentielle sur R2. Appelons h la fonction sur G
définie par

h(x,k) = / x(tx)^t
./S0(2)

où dt désigne la mesure de Haar normalisée sur le groupe compact S0(2).
La fonction h est bi-a-harmonique pour toute mesure a = c~l(7\ 0 a^ où
c = Jgo^^(a;)(Ti(drc), a\ est une mesure sur M2 possédant une densité
continue, à support compact, invariante par rotation et 02 une mesure de
probabilité sur S0(2).

La description du cône H^. dans le cas d'un groupe résoluble connexe
général reste donc un problème ouvert. Les techniques précédentes et
celles développées dans [19] et [11] permettent de se ramener au cas où le
nilradical de G est abélien et tous les poids de G sont distincts de 1 et de
module 1.

DÉFINITION 5.4. — Soit G un groupe de Lie résoluble connexe. Nous
disons que G est de type (TT) si :

(i) G est de type (T) ;
(ii) le nilradical N de G est abélien ;

(iii) l'action de P sur M est semi-simple et l'ensemble des poids non
nuls de 2 est la réunion de deux familles Si et 23 de formes linéaires
indépendantes sur P telles que (lorsque 5s est non vide), pour tout
élément As de 5s, il existe un élément Ai de Si vérifiant As = ûAi, pour
un réel a strictement négatif.

Par exemple, pour tout entier p > 1, le produit direct de p groupes
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affines est un groupe de type (TT). L'espace M2 x M muni du produit

(x^,x^a)(y^y^b) = (x^ + e^i,^ + e~ay2,ab)

est aussi du type (TT). Par contre le même espace muni du produit

(x^,x^a)(y^,y'z,b) = (xi + e^i,.^ + e^y^.ab)

n'est pas de type (TT).
THÉORÈME 5.5. — Soient G un groupe de Lie résoluble connexe de type

(TT) et a une mesure de Radon positive sur G vérifiant la propriété (H).
Alors pour tout élément extrémal h du cône ^G+, vérifiant h(e) = 1,

la suite de fonctions (^ ̂ ^i h^ )^^ converge^ uniformément sur les
compacts de G, vers une exponentielle harmonique \. Si h n'est pas égale
à \^ il existe un sous-groupe distingué fermé H de G et une mesure de
Radon positive \p-invariante^ v^ sur l'espace homogène G/H de G tels
que h(g) = -)((g)dgv/dv(x) pour un élément x de G/H.

REMARQUE IMPORTANTE 5.6. — Plaçons nous sous les hypothèses du
théorème précédent. Le lemme 5.7 ci-dessous permet de se débarasser des
poids f3 de 2 tels que limsup |0^(X^)| > 0, ^F-p.s. En particulier, parmi

n—^+oo
ces poids figurent (cf. 5.11) le poids nul et les poids tels que :

rW= />^)Log|^(^)|a(d^)>0.
JG

On se ramène donc à un groupe de type (TT) avec une famille de poids 2
linéairement indépendante, sans poids nul et telle que r(/3) < 0 pour tout
f3 € 5. Le groupe G est alors le produit semi-direct de son nilradical N
par un groupe abélien A.

Si r({3) < 0 pour tout f3 C 2, la composante Nn sur N de (Xn)n>i
converge ^P-p.s. et ^^-p.s. Le groupe H est alors égal à A et la mesure v
est, à une constante multiplicative près, la loi de la variable aléatoire limite
SOUS ^^o--

S'il existe au moins un poids d'intégrale nulle, posons :

S- = {f3 e 5 : r(/3) < 0}, 5+ = {{3 C 5 : r(f3) = 0}.

Appelons N = 7V-7V+ la décomposition de N associée à cette partition
admissible de 5. Pour la fonction h considérée, nous pouvons seulement
dire que A C H C AN-^.. Cependant, il existe sur N (cf. 5.11) une mesure
de Radon positive v^ ^-invariante (et donc de support égal à N), de
masse infinie.
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Démonstration des résultats.
Nous choisissons une suite de fonctions (ap)p>i, continues positives à

supports compacts, dont les supports sont de plus en plus petits et forment
une base fondamentale de voisinages de l'élément neutre e de G et telle
que fç ap(g) X(dg) = 1. On ajoute à cette suite la fonction ao identique
à 1. Nous appelons 2^ le sous-ensemble de 5 constitué des poids de la
représentation adjointe de P dans A/"^.

Les résultats énoncés ci-dessus, reposent sur le lemme suivant.

LEMME 5.7. — Soit h un élément extrémal non nul de HG^ ou de H^..
Soit f3 un poids non nul de Er tel que limsup |<^(J^)| > 0, ^P-p.s..

n—^+oo

Alors, pour tout UçAf^n Ç}^ ker(ad^ - /?(^)J), nous avons, pour
tout g ç. G :

h(gexp(U+U)) = h(exp(U + U)g) = h(g).

Si le poids nul appartient à 5^, alors le centre Z{Q) de Q n'est pas trimai
et, pour tout u e exp(Z(Ê?)), nous avons h(gu) = h{ug) = h(g)h(u) pour
tout g 6 G.

Preuve du lemme 5.7. — Considérons le borélien de ^ de ^P-mesure 1
défini par

n= {iimsupi^(x,)i > 0} n n ̂ .
n-+oo p>o

Posons u == exp(U + U). Nous avons, sur f2 :

î(?-'=.-°»%ê)«".-'
^ ^ U^n eXp^X,1)^ + ̂ {Xn^U ))

n^+oo ^(^nexp(^(X, l)£7+^(X, l)£/)) v 5 /

= ^(^ •) $(^5 •) (proposition 4.1).

De même, pour tout entier p > 1, nous avons Z^{gu,') = Z^ (^,-). Il
s'ensuit que, pour tout g ç G, nous avons sur ÏÏ :

^')=^')ii(9~lug^).

0_r pour u fixé, la fonction (g.uj) ^ ^ug^)/^g,u;) est bornée par
\\h(u-)/h(')\\^. Comme G est de type (T), il existe H e P tel que
fS(H) = a + ib, avec a ̂  0.
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• Si b = 0, on pose, pour tout entier n > 0,

/Logn \gn = e x p — — — H .\ a /

La suite $(^n^n1) •) = (Ç(^ •Y)71 est bornée, ce qui implique ^(n, •) < 1.
En appliquant le résultat à I A ' , on obtient $('u, •) = 1.

• Si b ̂  0, on pose, pour tout entier n > 0,

/27m \^=exp(-^).

Appelons c et d respectivement les parties entière et fractionnaire du
réel e27^/6. La suite ^n^n1,-) = ($(^ •))^(exp(d07 + f7)), .) est
bornée, ce qui implique comme précédemment que $(zt, •) = 1.

On en déduit que pour tout entier p > 1,

V^ e G, h^\gu) = /î ^) = ̂ À^).

En passant à la limite en p, on obtient alors la première assertion du
lemme.

Posons u = expî/, avec U ç. Z(Q). Nous avons sur ^ :

^gu,.)=ç(ug,.)= lim /^-^(",•)
n-^+oo h{XnU)

=^-)^-) (prop.4.1).

Cette égalité montre que la variable aléatoire ^(n,.) est 0-invariante et
par suite constante P-p.s.

De même, pour tout entier p > 1, nous avons Zap(gu^) = Z^p(^,-)
sur îî. On en déduit que, pour tout entier p > 1,

V<7 € G, ^À^) = h^Çg) h(u) = ̂ À^) h(u).

En passant à la limite en p, on obtient alors la seconde assertion du
lemme. []

5.8 Preuve du théorème 5.3. — Nous allons raisonner par
récurrence sur la dimension q de l'algèbre de Lie Q. Pour q = 1, le groupe
G est abélien ; le résultat est donc vrai. Supposons le résultat acquis pour
les groupes G tels que dim G < q et supposons que dim Q = q.
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Supposons que 5y possède un poids /? non nul. Pour tout entier n > 1,
n-l

Log\^(Xn)\ = ̂ Log^Vi)! o^.
A;=0

Du théorème ergodique, il résulte que, ^P-p.s.,

^Um^Logl^X^I^EtLog |<M î)l]

= [ Log^^^aÇdg).
JG ^(e)
/ -"^to \'rp\if n ï / \

./G ^(e)

• Si cette dernière intégrale est strictement positive,

lim Log\(/)p(Xn)\ = +00.
n—»'+oo ' '

Le lemme 5.7 permet alors de se ramener au cas où dimÇ < q.
• Si l'intégrale est nulle, nous avons d'après [3] :

limsup|^(Xn)| > 1, ^P-p.s.
n—»-+oo

Comme précédemment, le lemme 5.7 permet d'utiliser l'hypothèse de
récurrence.

• Si l'intégrale est strictement négative, on se ramène au premier
cas en travaillant avec la fonction h qui appartient à HG-^-Çâ) (cf. la
remarque 3.12). En effet, nous avons

f Log\^(g)\ h(g)â(dg) = - ( Log\^(g)\ h(g)a(dg).
JG JG

Supposons que 2r soit réduit au poids nul. Le lemme 5.7 nous dit
que le centre Z(Q) est non trivial et pour tout u € exp(Z(Ç)) et tout
g € G, h(gu) = h(ug) = h(g)h(u). Si la longueur r de la série centrale
descendante de jV est > 1, il résulte de cette égalité que h(u) = 1 pour tout
u e exp(Z(<?)) (c/. 4.2). Et on se ramène ainsi au cas dim<7 < ç. Si r = 1,
le groupe G est niipotent et la section 4.2 permet de conclure. []

5.9 Preuve du théorème 5.5. — Remarquons tout d'abord que,
pour tout poids /3, le borélien

{limsup|^(X^)| >0}
n—»-+oo

de Q, est 0-invariant et donc de ^P-mesure 0 ou 1. Comme pour le théo-
rème 5.3, nous raisonnons par récurrence sur la dimension q de G. A l'aide
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du lemme 5.7, on se ramène au cas où tout poids non nul de 5 vérifie
lim \^(Xn)\=0 'T-P.S.

n—>'+oo
Supposons que le poids nul appartienne à 2. D'après le lemme 5.7,

nous avons h(gu) = h{ug) = h(g)h(u) pour tout g e G et tout
u ç expZ(^). Du corollaire 2.3, il_ résulte qu'il existe une fonction bi-
o-harmonique / telle que, f(u) = h(u) = h{u) pour tout u e expZ(^).
D'après le théorème 5.3, la fonction / est une moyenne d'exponentielles
harmoniques sur G. Autrement dit /(•) = J^^(-)p(d^), pour une mesure
de probabilité p sur l'ensemble E des exponentielles harmoniques. (Noter
que /(e) = h(e) = 1, car h est une exponentielle sur expZ(Q).) En
écrivant, pour tout entier relatif n non nul,

h(u)=(h(un))i=(f(xW)nPW)^
*/ E

on voit que, pour p-presque tout \, \{u) = h(u) = || • (u)\\^oaçE,p)- D'où
l'on déduit l'existence d'une exponentielle \ sur G qui coïncide avec h sur
expZ(Ç). En remplaçant le couple (h,a) par (/i^"1,^), on se ramène
alors au cas où dïmQ < q' L'hypothèse de récurrence nous donne alors le
résultat.

Nous sommes ainsi ramenés au cas où, ^P-p.s., lim |<^(X^)| = 0,
n—>'+oo

pour tout (3 ç 5. Dans ce cas P est un sous-groupe abélien de G que
nous noterons A, le nilradical N est simplement connexe et G est le
produit semi-direct de N par A. (Noter que [P, P] C A/o = {0}.) Pour tout
g € G, nous notons respectivement b(g) et a(g) les composantes sur N
et A de g dans la décomposition G = NA. Nous écrivons Nn = b(Xn) et
An = a(Xn). En identifiant N à l'espace homogène G/A, nous écrivons
aussi, pour (^, x) ç. G x 7V, g • x = b(gx). Nous envisageons les deux
éventualités qui peuvent se présenter.

Premier cas : nous supposons que le borélien ^-invariant

B = {limsup||A^|| < +00}
n-^+oo

est de ^F-mesure 1. Nous posons

H = B n Q {^Um^ \Wn)\ == 0} n Q ̂ .
/3e5 n-^ 00 p>o

On obtient ainsi un borélien 0-invariant de ^ de ^P-mesure 1. Pour tout
p ç N, appelons Wp la fermeture dans G (G) de

{H^g^)=ha^('g)/^g)^ g e G}.

Du lemme 2.4 et de la remarque 2.5, il résulte que Wp est compact.
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Pour tous p e N et uj <E ÏÏ, appelons D(p,o;) l'ensemble des valeurs
d'adhérence du couple de suite de fonctions

((Hp(AM -))^p (^o(A,(o;), .))^);

D(p,uj) est un sous-ensemble compact de Wp x WQ.
Tout couple (^p,^o) de ^(p,o;) vérifie, pour j ç {0,p},

^j(ga^) =^j(g^)^o{a,uj)

En effet, soit Â:(n) une suite strictement croissante d'entiers telle que les
suites de fonctions {Hp(A^n}(^)^))n>i et {Ho{Ak^\ '))^i conver-
gent respectivement vers ^p{',uj) et '0o(',^). Quitte à prendre une sous-
suite, nous pouvons supposer que la suite {N^n)(^))n>Q converge vers u.
Il vient alors, pour (g, a) ç G x A,

^j{ga,uj)= lim ^(aA^)(o;),^) ^0(0,0;)
Tî—>'~t-00

= ^^m^J?:fJ(u-lxA;(n)(^)a^) ^o(a,o;)
:== ̂ ll"1^^^"1^^)^)^) ^o(a,^) (proposition 4.1)

= n^oc Hj (A^n) ̂ 5 p) ̂ 0 ̂  ̂
=^j(g^)^o(a,Lj).

Des relations, An o_0 = a(yl)-lA^+l pour tout n > 1, il résulte que, pour
tous p e N et uj e f^, on a D(p, a;) = D(p, ̂ o;).

Pour tout entier p > 0, on a ainsi une application de ÏÏ dans l'ensemble
des compacts de l'espace métrique Wp x WQ. On voit facilement que cette
application est mesurable De la séparabilité de Wp x WQ, il résulte alors
que, quitte à remplacer ^ par un sous-borélien 0-invariant de ^P-mesure
pleine, D(p,uj) = Dp pour tout uj e î^, pour un certain compact Dp de
Wp x WQ tel que

V(^^o) e Dp, ^(ga) = ̂ (^)^o(a), Vj e {0,p}, V(^,a) e G x A.

Fixons un entier p > 1. Soit (^p, -0o) un élément de Dp. Il existe une suite
de temps d'arrêt, (în)^i, relativement à la filtration {^ : n > 0},
telle que, pour tout j e {0,p} et tout a; e ÏÏ, la suite de fonctions
(HJ^AT^ (^), -))n^i converge uniformément sur tout compact de G vers '0..
(En désignant par 6 une distance sur l'espace métrique (7(G), il suffit de
poser îi = inf{n > 1 : 6{Hj{A^ •),^-) < 1, Vj ç {0,p}} et, pour m > 1,
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Tm+i = mî{n > Tm : 6(Hj(An,-),-ipj) < l/(m+ 1), Vj € {0,p}}.) Nous
avons sur 0 :

Z^ (g, -^{g, •) = ̂ lirn^ Hp(Xn, g)

=numoo^x^"'^

= lin. ^^)
n-»-+oo IPO^NT^)

D'après le lemme 5.10 ci-dessous, il existe une suite de variables aléatoires
(S'n)n^i telle que la suite de v.a. (A^)n>i converge ^P-p.s. vers une
v.a. NOQ. Il s'ensuit que :

Z (g ^(n } - ̂ N^ - ̂ •^oo)^
ap^ )^ ) ~ MN^) ~ ^o(^oo) x{g)

où \{g) = '0o (a(^)) est une exponentielle sur G.
Cela dit, pour toute fonction mesurable positive F sur 7V, nous avons :

^S'/^fê^-']^' t-»0'-')
-L^^}^-

Ce qui montre que l'image v de la mesure positive (l/^o^oo))^ dans 7V,
par l'application TVoo? est ^cr-invariante.

D'autre part, les relations, pour F continue à support compact,

[ FW^^^^]
JN L^o(^oo)J

^ ||F||̂  sup{-^ : u e SuppF ; ^ e G},
'- h{ux) J

montrent que v est une mesure de Radon sur N. D'après ce qui précède,
nous avons donc, pour tout entier p ^ 0 et tout g ç. G,

hap\g)=x(9) l ^p{g'x)y{àx)
JN

=x{g)f^{x)^x)^dx)

= X(9) j ~^^~1 ' x) ̂ p(x) m(dx),

en désignant par m une mesure de Haar du groupe 7V et en appelant x{g)

l'exponentielle ;<(?)——(x) (quantité indépendante de x ç AQ.dm
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La suite de mesures [^pV = ^p——m} est relativement compacte
\ dm / p>i '

pour la topologie de la convergence vague car la suite de leurs masses est
bornée. Pour toute fonction continue à support compact £ sur G, nous
avons :

f h^\g)e(g)mG(dg)
JG

= ̂ x^^(^-l))(/ ^pW^xg)m(dx))mG(dg).

Ce qui montre que les valeurs d'adhérence de la suite de mesures (^p^)p>i
ne sont pas nulles.

Soit £ une fonction continue positive, à support compact, sur G. La
fonction

W=^x{9)^)e{gWg)

est continue positive et bornée. Soit (/n)n>i une suite de foutions conti-
nues positives, à support compact, sur G, croissant vers la fonction iden-
tique à 1 sur G. Nous avons, pour tous entiers p,n > 1,

/ h^\g)e(g)\(dg) = / K^x) ̂ p(x) m(dx)
JG JN

^ 1 Ké(x)fn(x)^p(x)m(dx).
JN

En appelant p une valeur d'adhérence (nécessairement non nulle) de la
suite de mesures (^pm)p>i, il s'ensuit que, pour tout entier n >_ 1,

/ h(g)£{g)\(dg) > f K,(x) fn(x) p(dx)
JG JN

et par suite :

[ h{g}i{g)\(dg)^ t Ki[x)p{dx).
JG J N

D'où l'on déduit que :

V<7 G G, h(g) > x(9) f ̂  {x) p(dx).

L'extrémalité de h implique alors qu'il existe un élément a;o de N tel que :

V ^ e G , ^)=x(^^(^o).

D'où la seconde assertion du théorème.

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



672 A. RAUGI

Démontrons à présent la première assertion. Nous avons, ^P-p.s., pour
tous u e N et a e A :

h{XnUa) ̂  hÇN^AT^uA^aÂTj ^ ^o{N^a) ^
ï̂oc h(Xn) "n^oc HN^ATJ ~ ^o(^oc) ~xw'

Par intégration en a;, nous obtenons que la suite de fonctions (h^ )
converge, uniformément sur les compacts de G, vers \. Il s'ensuit que

n _ *fe
la suite de fonctions (-1- ^ /i ) >i converge, uniformément sur les

A;=l n-
compacts de G, vers ^. Des relations,

VA: > 1, h^ = h^ + (1 - ̂ )-l(^(fc-l) - ̂ fc),

on déduit alors la première assertion du théorème.

LEMME 5.10. — Soit (Un) >, une suite de variables aléatoires définies
sur un espace probabilisé (f^^P), à valeurs dans M^. Supposons que^
P-^.s., limsup \\Un\\ < +00. Alors il existe une suite de variables aléatoires

n—>-^-oo

(Sn) ^-, et une v.a. Uoo telles que^ P-p.s., lim Us^ = Uoo.v /n^i n—^.^.QQ

Preuve. — De l'hypothèse il résulte que

V£ > 0, 3M, P[sup \\Un\\ < M] > 1 - e.
n>l

II est clair alors qu'il suffit de montrer le résultat dans le cas où toutes les
coordonnées de Un restent dans l'intervalle [0,1].

Nous traitons le cas d = 1. Nous posons, pour tous entiers m > 0 et
0<k <2m,

B^k = limsup{^ e [^ ̂ ] } et Q^ = B^ H ( Ç} B^,).
n Â;<^<2m

La suite (Sn)^>i est alors définie par :

5i = inf{n ^ 1 : Un € [^ l] }l^,, + mf{n > 1 : Un e [0, ^]}IQ^

et, pour m ^ 2,

5^= ^ mf^^-i^e^^1]}!^,,
(XA^771

II est alors clair qu'avec ce choix Uoo = limsup Un.
n—^+oo
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Le cas d > 1 se traite de la même façon en remplaçant les intervalles
dyadiques par des hypercubes dyadiques. L'hypercube unité

Q = [x = (x^ ' ' ' , Xd) e Md : V 1 ̂  j^ d, 0 < x, < 1},

est divisé en 2d hypercubes

{\ (Q + ziei + • • • + idea) : î i , . . . , id C {0,1}}

où (ei,...,^) désigne la base canonique de Rd. Ces hypercubes étant
classés en mettant un ordre sur les multi-indices (%i, ...,îd) de {0, l}d. []

Deuxième cas : nous supposons que le borélien ^-invariant B est de
P-mesure nulle.

Tout ce qui a été fait jusqu'à présent s'applique à un groupe résoluble
connexe de type (T). C'est seulement dans ce qui suit que nous aurons
besoin des hypothèses plus restrictives. Posons :

^=BcnÇ}^^
p^o

Choisissons des éléments H de A et uj de ^2. Pour tout entier n > 0,
posons :

^^(p^l)-
Nous avons, en identifiant N à son algèbre de Lie :

anXn = anNna^N^Xnan = [(Exp ( ^ H ) - l)N^Xnan .

Appelons {k(n))n>o une suite strictement croissante d'entiers telle que

Jl̂ JÎ W ÎI = +00

et la suite (A^(n)/||A^;(n)||((^))n>o converge vers un élément U de N de
norme 1. Il s'ensuit que la suite (Exp(ad H/\\N^n) ll^-OM^n) (^) converge
vers ad H(U).

Grâce aux propriétés de continuité, on en déduit alors que, pour tout
entier p ^ 0,

\/g e G, Vff e A, {Z^){g^dH(U)^) = (^O(^).
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Pour tout uj e fî, appelons A^/ l'ensemble des éléments u de N
possédant les propriétés suivantes :

Vp >. 0, V^ e G, Va G A, (Z^O(^Ada(n),a;) = (Z^)(^).

L'hypothèse (iii) de 5.4 nous assure qu'il existe un élément v de N tel
que {Ada('y) : a ç A} C {8idH(U) : H e A}. 11 s'ensuit que N^ est
non vide. D'autre part, si u appartient à A^/, on voit facilement que
Ad(a(Yl(^))-l)(^) appartient à Ne^y On en déduit que N^ = A^).
Nous munissons l'ensemble des fermés B de N de sa topologie naturelle
(cf. [5]). Les ouverts pour cette topologie sont les ensembles U(O^C)
définis par :

[ / (0,C)={5eB:WeO, 5 n E / ^ 0 e t 5 n G = 0 }

où 0 est une famille finie d'ouverts de N et C un sous-ensemble compact
de N. La structure borélienne associée à cette topologie est engendrée par
les ensembles {S e B : S Ç F} où F est un fermé de N. Pour tout x ç N ,
la fonction d(x^ ' ) est continue sur B et, pour toute suite dense {xi : i > 1}
d'éléments de N^ la famille de fonctions {d(a^, •)} sépare les points de B.

Soient {^ : i >_ 1} et {a; : l > 1} des suites d'éléments respectivement
de G et A dense dans G et A. Soient F un fermé de N et {i^ : î > 1}
une famille d'éléments de 2^ dense dans F^. On montre facilement que
l'ensemble {uj e fl, : N^, Ç F} est égal à

H U U U U {|(^0(ftAd(a,)(^),o;) - (^0(^)| > 1 } ,
i>,l £>1 k>l j>l p>_l

ce qui montre que l'application uj ̂  N^ est mesurable.
On en déduit alors que, quitte à prendre un sous-borélien de B de

mesure pleine, il existe un sous-groupe W de N , distingué dans G, tel que
N^=W pour tout uj G B.

Nous pouvons alors nous ramener au cas où dim<? < r. L'hypothèse de
récurrence nous donne alors le résultat. []

5.11. — Le théorème étant acquis, nous pouvons préciser le compor-
tement de la suite de v.a. (Nn)n>o- Pour toute fonction bornée / sur G
et tout entier n > 1, nous avons :

hWY^\^}=!h-wî{x)aW.
JG il{^n)
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II s'ensuit que, pour tout poids (3 non nul, la suite de v.a.

(E { [^m\ - ̂ h^ Log|̂ )| .w])^

est une martingale bornée dans L2^,^^),71?). Elle converge donc ^P-
p.s.. On en déduit que

lim ^ Log|^(X,)| = / Log \^(x)\ x{x) a(dx) = r(f3).
n-^+oo n JQ

Le lemme 5.7 permet de se ramener à un groupe de type (TT) avec une
famille de poids S linéairement indépendante, sans poids nul et telle que
^(/î) < 0 pour tout {3 ç. S. Le groupe G est alors le produit semi-direct
de son nilradical N par un groupe abélien A.

Si toutes les intégrales r(/?) pour /?_ G 5 sont strictement négatives,
alors la suite de v.a. {Nn)n>o converge, P-p.s. et ^^o-'p.s. (cette dernière
probabilité étant la mesure produit ^^cr sur fî). D'après le lemme de
Fatou, nous avons

^ liminf/(^(a;)•aï)^/(da•)lP^(d^) ^ / f(x) vÇdx)
^n-^+oo J N

pour toute fonction continue positive / sur N. Il s'ensuit que la mesure v
est nécessairement bornée et égale, à un coefficient multiplicatif près, à la
loi de Nos sous ^^a-

S'il existe au moins un poids /? d'intégrale nulle, montrons qu'il existe
une mesure de Radon positive ^cr-invariante, de masse infinie sur N. La
démonstration qui suit est due à M. Babillot et P. Bougerol. Posons :

T y = { ^ e G : v / ? e 5 , ^(g) < i},
(l+al^)^a i

<T" = T~^——r ^ P0^ ° < a < é •l+afw^do'
Comme le sous-semi-groupe fermé engendré par le support de a est égal
à G, nous avons a(W) > 0. Pour la probabilité a ai toutes les intégrales
associées à l'exponentielle identique à 1 sont strictement négatives; par
conséquent il existe une mesure de probabilité (Ta-invariante y a,' Soit (f) une
fonction continue positive et à support compact sur N. La fonction sur N
définie par

^=^2-^^
A;>1

est ^a-intégrable et à valeurs dans ]0,+oo] (noter que \a <_ (1 -\-d)(7a}'
Pour toute fonction / sur N, continue et à support compact, on a
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^a(/) < 3||//r||oo^a(^), ce qui montre que la famille de mesures

[val^aW : 0 < a < ^}

est vaguement relativement compacte. Toute valeur d'adhérence de cette
famille, lorsque a tend vers zéro, est non nulle et ^cr-invariante.

Puisque a vérifie la condition (H), le support de la mesure v est N tout
entier. La mesure v est alors nécessairement de masse infinie, car dans le
cas contraire, cela contredirait la représentation intégrale des fonctions
^a-harmoniques bornées à l'aide de N- (cf. [22]).

REMARQUE 5.12. — Considérons un groupe G de type (TT) et ^
une mesure de probabilité sur les boréliens de G, adaptée à G. Soit /
une fonction /^-harmonique bornée, uniformément continue à droite. Nous
choisissons une suite de fonctions continues positives à supports compacts,
^'p)p>_v ^on^ ^es ^Ppo^s sont de plus en plus petits et forment une
base fondamentale de voisinages de l'élément neutre e de G et telle que
fc^p^^G^g) = 1. Pour tout entier p > 1, la fonction fp = f^c ̂  ^
la fois uniformément continue à gauche et à droite.

Dans tout ce qui a été fait précédemment, on peut remplacer l'élément h
de HG^. par la fonction identique à 1 et la fonction hoipx par la fonction fp.
On en déduit alors qu'il existe un sous-groupe distingué fermé H de G,
une mesure de probabilité /-A-invariante v et des fonctions '0p, p > 1, telles
que :

Vp > 1, V<7 € G, fp(g) = / ^p(g . x) v(àx).
JG/H

De plus pour tout entier p > 1, la fonction ^p vérifie la propriété de
continuité suivante :

W e 7V, \/g,y e G, \^p(g . u) - ̂ p(y . n)| ^ SMp\fp(gx) - fp(yx)\.
xçG

Si la mesure de probabilité v est absolument continue par rapport à
une mesure de Haar du groupe G / H , alors, par des arguments standard
(voir [4], preuve du théorème 1.3), on obtient que / s'écrit :

/(?) = / ^(9 • x) v(dx)
J G / H

pour une fonction borélienne bornée '0.
Lorsque la probabilité ^ est étalée, toute fonction /^-harmonique bornée

est uniformément continue à droite et toute mesure de probabilité p,-
invariante sur G / H est absolument continue par rapport à une mesure
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de Haar du groupe G / H . Nous avons donc obtenu une représentation
de Poisson des fonctions /^-harmoniques bornées à l'aide d'un espace
homogène, sans hypothèse de moment sur la probabilité 11.

5.13 Exemple 1. — Nous considérons le cas du groupe affine de la
droite réelle. Le groupe G est l'espace M x R muni du produit

(x, a) . (y, b) =(x-^eay,a+b).

Pour tout g e G, on écrit g = (x(g),a(g)). Les exponentielles sur G sont
les fonctions {e0^ : c e M}. La fonction F(c) = Logjç e^^aÇdg) est
strictement convexe et lim F(c) = +00. Posons :

|c|—»'±oo

m = min{F(c) : c ç M}.

• Si m > 1, il n'y a pas d'exponentielle harmonique et HG^. est réduit
à la fonction nulle.

• Si m = 1, il y a une seule exponentielle harmonique, \o = e00^. Il
existe une unique mesure de Radon positive v, ^o ̂ -invariante, de masse
infinie, sur M et toute fonction h de HG^. s'écrit

h(g) = cxo(g) + xo(9) 1 ^(x) p{dx),
JR w

pour un réel c et une mesure positive p sur les boréliens de R.
• Si m < 1, il y a deux exponentielles harmoniques,

{Xl=ecl^\ X2=ec2a^}^ c i<C2.

Il existe une unique mesure v de probabilité, ^icr-invariante, sur R et
toute fonction h de HG-^- s'écrit

h(g) = 0x2(9)+xi(g) 1 ^(^(daO,JR w

pour un réel c et une mesure positive p sur les boréliens de R.
Cette description généralise celle donnée par L. Élie [13], [14] qui se

limite au cas où a est une mesure de probabilité.

5.14 Exemple 2. — Nous considérons le cas du groupe G constitué
de l'espace R2 x M muni du produit

( x ^ X 2 , a ) ' ( y ^ , y ^ , b ) = (x^ + e^i,^ + e-^a + b).
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Pour tout g ç G, on écrit g = (x^{g}, x^(g), a(g)). Les exponentielles sur G
sont les fonctions {e0^ : c ç R}. La fonction F(c) = Logj^. e^^d^)
est strictement convexe et lim F(c) = +00. Posons :

|c|—»-±oo

m = min{F(c) : c e R}.

Le lemme 5.7 ramène l'étude de cet exemple à l'exemple précédent.
Pour j e {1,2}, nous appelons TT^ la projection de G sur le groupe affine
de la droite réelle définie par 7Tj(g) = (xj(g)^a(g)).

• Si m > 1, il n'y a pas d'exponentielle harmonique et HG^. est réduit
à la fonction nulle.

• Si m = 1, il y a une seule exponentielle harmonique, ^o = e00^.
Pour tout j e {1,2}, il existe une unique mesure de Radon positive v^
de masse infinie, Tr^ocO-mvariante, sur R et toute fonction h de HG^
s'écrit

h(g) = cxo(g) +xo0?) / ̂ (^^(d^+^o^) / ^(^)p2(drr),
JR ^i JR d^2

pour un réel c et des mesures positives pi et p2 sur les boréliens de M.

• Si m < 1, il y a deux exponentielles harmoniques,

{x^e^O.^^e^}, c i < C 2 .

Pour tout j e {1,2}, il existe une unique mesure de probabilité z/,,
7rj(^a)-invariante, sur R et toute fonction h de ff(?+ s'écrit

h(g) = Xi (?) / ̂ (x) p,(dx) + X2(^) / ̂ P(x) p2(d^),
^R Û^l JR d^2

pour des mesures positives pi et p2 sur les boréliens de M.
La description précédente répond à une question posée par T. Lyons

et D. Sullivan dans [18]. (Cette remarque a été signalée par le rapporteur
que nous remercions vivement.)

Il est clair que la technique utilisée, permet de résoudre le problème
pour des groupes plus généraux que ceux de types (TT). Nous traitons
ci-dessous un exemple.
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6. Fonctions harmoniques sur le revêtement des
déplacements du plan

On considère le groupe G constitué de l'espace R2 x R muni du produit

( x , s ) ' ( y , t ) = ( x + R , y , s - } - t )

où Rs désigne la matrice de rotation

/ cos(27rs) — sin(27rs) \
Vsin(27T5) COS(27T5) /

Pour g ç G, nous écrivons g = (u(g), s(g)) avec u(g) ç. M2 et s(g) € M.

THÉORÈME 6.1. — Soit a une mesure de Radon positive sur G vérifiant
la propriété (H). Pour tout (a-, r) ç. M2 x M, il existe une fonction continue
positive hfx,r) sur G et un réel strictement positif c(:r,r), uniques^ tels
que :

(i) / hç^r) ( • 9) ̂ 9) = c(x, r) h^^} ;
JG

(ii) pour tout g € G, ^,r)(^) = e7'8^ e^^^ÇR^g)) pour une
fonction continue 7 sur S0(2) ;

(iii) h^(e) = 1.
Les éléments extrémaux, non nuls, du cône HG^ sont les fonctions

h(x,r} pour lesquelles c(x^r) = 1.

COMMENTAIRE. — Considérons le groupe G constitué de l'espace
R2 x R x S0(2) muni du produit

(u, s, k)(v, t, £) = (u -h kv, s +1, k£).

L'application TT : (u, s) € G \—> (u^s^Rs) permet de plonger le groupe G
dans G. Le résultat obtenu ci-dessus est celui qu'on obtiendrait en
appliquant, sans scrupule, les résultats de [11] au couple (G,7r(cr)).

En fait ce type de plongement est général (voir [24, th. 6.1]). Il semble
donc raisonnable de conjecturer la généralité de ce résultat pour un groupe
de Lie résoluble de type rigide.

6.2 Preuve du théorème 6.1. — Nous considérons un élément
extrémal non nul h du cône Hj^.. Le sous-groupe discret {0} x Z de G
est central. De la proposition 4.1, il résulte alors que, sur î^i,

(A) v^eZ .v^eG, ^(^(o,^),.)=^,.)e-;

pour un certain réel r.
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De même, pour tout a e Gb(G), on a sur S^i H f2^,

(/2) v^ez, v^eG, z^(o,^,-)=z^-);

D'autre part, pour tout u ç R2, le sous-ensemble

{^(^-^(^(^O^eG}

de G est compact. De la proposition 4.1, il s'ensuit (voir la preuve du
lemme 5.7) que, sur f^i,

(/s) W e R 2 , V ^ e G , $(^0),.)=$(^.)^((n,0),.).

De même, pour tout a e G&(G), on a sur f^i D f^a,

(/4) v^eR2 , v^eG, z,(^,o),.)=z,(^-).

Cela dit, nous envisageons les deux cas qui peuvent se présenter. Nous
reprenons la suite (o^p)p>_o de la preuve du théorème 5.5.

Premier cas : nous supposons que le borélien

B = {limsup |K^)|| < +00}
n—>'+oo

est de ^P-mesure 1. Nous avons, pour tout s G R et tout entier n > 1,

(0,5)X, = (0,5)(n(X,),0)(0,-5)(-n(X,),0)X,(0,5).

Posons :
n=Bnp|^.

p>0

On obtient un borélien 0-invariant de fî, de ^P-mesure 1. Pour tout uj e B,
la suite

((0, S)(U(X^))^ 0)(0, -s)(-u{Xn^))^))^

reste dans un compact de M2 x {0}. A l'aide de la proposition 4.1, (/s)
e^ (/4)î o11 voit alors que l'on a, sur fî,

Vp^o, v^eG, v^eR, (z^0(^(o,5),.)=(z^0(^,.)^((o,5),.).

On en déduit alors que h est une exponentielle harmonique sur G.
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Second cas : nous supposons que le borélien B est de ^P-mesure nulle.
Nous posons :

n^B^pi^.
p>o

Pour tout uj ç. f2, appelons V^ le sous-espace vectoriel de R2 formé des
vecteurs u possédant la propriété suivante :

V^eG, ^(n,0),a;)=^,o;).

En reprenant les arguments de la démonstration du théorème 5.5 (second
cas), on voit que le sous-espace V^ est de dimension >_ 1 et que

V^ = R-s(Y^^Ve^'

D'où, quitte à remplacer f2 par un sous-borélien de mesure pleine, la
dimension m de V^ ne dépend pas de uj ç. ̂ ï.

• Si m = 2, la fonction h est une exponentielle harmonique.
• II nous reste à étudier le cas m = 1. Dans ce cas, si V désigne la

droite {(a,0) : a € M} de R2, pour tout uû € f^, nous pouvons écrire
V^ = R^(V), pour un unique élément R^ de S0(2). En choisissant une
section mesurable de l'application naturelle de R sur M/Z, on définit une
application mesurable r de Q dans R telle que R^ = ^r(o;) et

r(0uj) + 5(yi(a;)) - r(^) € Z.

Pour (7 ç G et a; ç ^2, posons :

., , ^(^-T(^))^)

^^((O, -.(.)),.) •

A l'aide des relations (/i) et (/s), on vérifie facilement, que l'on a :

V^eG, Va; eïï, ^(p,^)=^(^).

Quitte à remplacer ^ par un sous-borélien de mesure pleine, nous pouvons
écrire, pour une fonction continue '0 sur G,

v^ e G, Va; e H, ,̂ ft-c;) = ̂ , a;)

De la relation (/s), il résulte que

V(^,5) eG, ^((^,5)) =^((0,5))^((a_^(^,0),^),
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d'où l'existence d'un vecteur XQ de R2 tel que

V(îA,5) çG, ^((n,5)) ^((O.^e^-3^.

A l'aide de (/i), il vient :

V(n,5) e G, î/^,5) = e-e^-3^ ̂ o(^);

pour une fonction continue 0o sur S0(2) identifié à R/Z. On en déduit
alors que, sur fî,

V(^5) e G, $((^5),.) = e^e^-^^-))^0)^^^.
^o(-Rr(.))

De la même façon, à l'aide des relations (/2) et (/4), on voit que, pour
tout p > 1 et tout g ç G, la v.a. Z^p(^(0, -r), •) est 0-invariante sur ÏÏ et
par suite, sur un sous-borélien de f^, de mesure pleine,

V(^,5) eG, z^((n,5),.) =^(^+,(.));

pour une fonction continue 'âp sur S0(2).
Pour tout entier p >_ 0, nous avons alors :

V(n, s) e G, ^^(n, 5) = e^ / e^^1^"1"^0^^^,) p(dA;);
*/SO(2)

en posant, pour p > 1, (f)p = (f)o'âp et en appelant p la mesure image de

l/<^o(-Rr)^P par l'application Rr. D'après l'assertion (iii) de la proposi-
tion 3.10, la mesure p vérifie la propriété suivante, pour toute fonction
borélienne bornée F sur S0(2),

/ F(k)pW = f ( F(^(,))ers^e<fc~l^)''a;o><7(d^)p(d^.
</SO(2) ^S0(2) JG

On voit facilement alors que :

V(^) e G^h^s) = e^e^^^^);

avec

7(^5) ^ g (feo), a-i = koxodp
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pour un certain ko ç. 50(2). La fonction continue 7 vérifie la relation

Vfe € S0(2), 7(fc) = / er5^e^^'a;l>7^^)a(d^).
rC?

Pour achever la démonstration du théorème il suffit alors de reprendre
mot à mot les arguments de [11]. []
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