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FONCTIONS HARMONIQUES POSITIVES SUR CERTAINS
GROUPES DE LIE RESOLUBLES CONNEXES
PAR

ALBERT RAUGI (¥*)

RESUME. — Soient G un groupe de Lie et ¢ une mesure de Radon positive
sur les boréliens de G. Nous étudions le cone des fonctions boréliennes positives h
sur G, solutions de I’équation fonctionnelle Vg € G, f G h(gz)o(dz) = h(g). Sous des
conditions classiques sur o, nous obtenons, pour certains groupes résolubles, une
description compléte de ce cone. En particulier, nous généralisons un résultat de L. Elie

sur le groupe affine réel (voir [13] et [14]) et nous répondons & une question posée par
T. Lyons et D. Sullivan [18].

ABSTRACT. — Let G be a Lie group and o be a positive Radon measure on the borel
o-field of G. We study the cone of positive borel functions h which satisfy : Vg € G,
f G h(gz)o(dz) = h(g). Under classical ( smooth) assumptions on o, we obtain, for
some solvable groups, a complete description of this cone. In particular, we generalise

a L. Elie’s result on the real affine group (see [13], [14]) and we answer to a question of
T. Lyons and D. Sullivan [18].

1. Introduction

1.1. — Soient G un groupe localement compact & base dénombrable
(L.C.D.) et o une mesure de Radon positive sur les boréliens de G. Nous
notons e 1’élément neutre de G. Nous supposons que o est adaptée a G,
c’est-3-dire que le sous-groupe fermé de G engendré par le support de
o est égal & G. Nous appelons fonction o-harmonique positive d gauche
(resp. & droite) sur G toute fonction borélienne positive h sur G vérifiant
I’équation fonctionnelle :

Vg € G, h(g) =/;h(ga:)a(dx) (resp. h(g) =/Gh(mg)a(dx)).

(*) Texte recu le 13 novembre 1995, révisé le 7 mai 1996, accepté le 5 septembre 1996.
A. Rauci, IRMAR, Université de Rennes 1, Campus de Beaulieu, 35042 Rennes Cedex
(France). Email : Albert.Raugi@univ-rennesl.fr.

Classification AMS : 22E30, 31C05, 60J50, 43 A 80, 45C05, 39 Bxx.
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650 A. RAUGI

1.2. — Nous disons que la mesure o vérifie I’hypothése (H) si elle
possede une densité continue & support compact, par rapport & une mesure
de Haar de G, et si le sous-semi-groupe fermé de G engendré par le support
de la mesure o est égal & G. Lorsque o vérifie 'hypothése (H), nous notons
0 = pmg, en désignant par mg une mesure de Haar & gauche de G.

1.3. — L’étude du céne HG, des fonctions o-harmoniques positives
a gauche a fait 'objet de nombreux travaux. G. Choquet et J. Deny [9]
(1960) ont résolu le probléme dans le cas d’un groupe abélien, pour une
mesure o générale. Par la suite, H. Furstenberg [15] (1965), G.A Margulis
[19] (1966), J.-P. Conze et Y. Guivarc’h [11] (1974) ont étudié le cas d’un
groupe respectivement semi-simple, nilpotent, extension compacte d’un
groupe nilpotent, pour une mesure o vérifiant I’hypothese (H). Tous ces
résultats sont obtenus en déterminant, a I’aide d’une propriété de droite
fize, les génératrices extrémales du cone des fonctions o-harmoniques
positives.

Une autre fagon d’aborder le probléme a consisté & utiliser la théorie
de la frontiere de Martin. Y. Derriennic {12] a résolu le cas du groupe
libre; L. Elie [13], [14] celui du groupe affine réel et C. Series [26] celui
des groupes Fuchsiens. Citons aussi les travaux de F.Karpelevich [17],
Y. Guivarc’h [16] et M. Babillot [6] sur les espaces symétriques et ceux de
A. Ancona [1], [2], sur les variétés hyperboliques.

1.4. — Dans cet article, nous présentons une nouvelle approche du
probléeme. Ce qui nous permet d’atteindre une famille de groupes réso-
lubles, plus générale que le groupe affine réel. Nous donnons ci-dessous
une idée de la technique utilisée.

Observons tout d’abord que, pour tout g € G, la translatée & gauche
h9 : x — h(gz) d’une fonction h de HG, appartient encore & HG,.
L’hypothése (H) nous assure que toute fonction non nulle du c6ne HG; est
strictement positive et que le cone HG, est réticulé et & base compacte.
Grace au théoréme de Choquet de représentation intégrale dans les cones
réticulés & bases compactes (cf. [10], [21]), nous sommes amenés & chercher
les éléments extrémaux de ce cone.

Nous désignons par :

o Q Pespace produit GV,
o F la tribu des boréliens de €2,
o (Yn)n>1 les applications coordonnées de €.

Pour tout entier n > 1, nous appelons F,, la tribu engendrée par les
variables aléatoires

{Yi:1<k<n}
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FONCTIONS HARMONIQUES POSITIVES 651

Nous notons Fy la tribu triviale {§, 2}. Nous posons :
Xo=e et X,=Y,--Y, pourn>1.
A toute fonction non nulle & du cone H G, nous associons (théoréme
de Kolmogorov) la probabilité P, sur (2, F) définie par
Vn > 1, f(yi,...,Y,)d"P,
Q
- / F@r s zn)[A@s - 2a) fh(e)] 0(da) - o (dzn),
Gn

pour toute fonction borélienne bornée (ou positive) f sur G™. Pour
simplifier I’écriture, nous noterons *P la mesure de probabilité *P,.

Soit h une fonction o-harmonique positive non nulle. Pour toute
fonction f de HGy telle que P < *P pour tout g € G, le processus

( f}"’(&g)‘;in)) ) n>0

défini sur (€2, F,"P), est une martingale positive, relativement & la filtra-
tion (F,)n>0, qui converge "P-p.s. vers une v.a. £(g, ) telle que :

F(9)° P = h(e)&(g, -)"P.

Nous choisissons un réel z vérifiant :

1
0<z<min{l,—=1.
z < min )
Nous notons A la mesure positive bornée définie par :
A=(1-2) sz_lo*k.
k>1

Nous désignons par Cy(G) l'espace vectoriel des fonctions réelles continues
bornées sur G. Pour toute fonction o de Cy(G), nous posons

B (g) = /G h(ug)o(u) A(du).

Grace & '’hypotheése (H), on montre que, pour tout o € Cp(G) et tout

g € G, la fonction h**(g-)/h*(-) est bornée et par suite R P < PP, Dot
la formule :
h*X(g) = h(e)" E[Za(g,") &g, )];
avec
h* (9 Xn) h*A(gX.,)

<) = 1 e aa——— Za ') = ]. SN ~
£(g,) = lim mxy o (9,-) = lm R 0%
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652 A. RAUGI

Considérons 'opérateur de décalage 6 sur € :
Vn>1 Y,00=Y,.

Appelons 6 la transformation de G x Q définie par :

0(g,w) = (gY1(w),6(w)).

Nous avons :

Zool=Z, et £00(g,w) = &(g,w) E(Va(w), 0(w)).
Nous montrons que :

. . . S N
(i) les v.a. f-invariantes sont »" P-presque siirement constantes, lors-
que la fonction A est extrémale;

(i) pour tout a € Cy(G), nous avons » P-presque sirement

(h""‘(anm) h"(Xn:v)) —o

V(z,9) € G*  lim M (Xn) Za(9,-)¢(g, ‘)m

n—-4o00

La construction précédente qui s’applique & un groupe LCD général,
permet de ramener la description de A & celles des variables f-invariantes et
du cocycle €. Dans le cas d’un groupe nilpotent, cette description s’obtient
directement & partir des assertions (i) et (ii) précédentes. Pour des groupes
résolubles plus généraux, le résultat s’obtient en étudiant le comportement
asymptotique de la chaine de Markov (X,)n>0.

Cette nouvelle approche est analogue & celle utilisée dans [22] pour
décrire ’espace vectoriel HG, des fonctions o-harmoniques bornées,
lorsque o est de masse 1. Dans ce cas, ’hypothése (H) n’est plus
nécessaire ; nous pouvons choisir pour A la fonction identique & 1 et pour f
une quelconque fonction o-harmonique bornée. La description de HGy, est
alors ramenée & celle des v.a. f-invariantes; ce qui est obtenu par I’étude
du comportement asymptotique de la marche aléatoire (X,)n>o. Cette
étude se trouve simplifiée par le fait que la probabilité P, avec laquelle
on travaille, est f-invariante.

2. Généralités sur les cones de fonctions harmoniques positives

Une fonction qui est & la fois o-harmonique positive & gauche et & droite
sera dite bi-o-harmonique positive. Nous notons H le cone des fonctions
bi-o-harmoniques positives sur G. Nous appelons C(G) Iespace vectoriel
des fonctions réelles continues sur G. Nous désignons par 1 la densité de
la mesure A (voir 1.4) par rapport & la mesure de Haar mg; ¥ est une
fonction strictement positive.

TOME 124 — 1996 — ~° 4



FONCTIONS HARMONIQUES POSITIVES 653

Dans cette section, nous établissons pour les éléments de HG.
des inégalités remarquables et nous montrons que les cones des fonc-
tions harmoniques HG, et H, sont réticulés et & bases compactes.
En méme temps, nous montrons qu’avec toute fonction harmonique
& gauche, non nulle, vit nécessairement au moins une fonction bi-o-
harmonique, non nulle.

LeMME 2.1 (cf. [23, Lemme 2.2]). — Si o vérifie I’hypothése (H), alors
pour tout élément h de HG, nous avons :

Vaz,y € G, |h(z) — h(y)| < h(e)e(z,y),
avec £(z,y) = sup [le(z™u) — oy~ u)l/v(u)].

Du lemme 2.1 on déduit facilement les corollaires suivants :

CoROLLAIRE 2.2 (cf. [23, Corollaire 2.3]). — Si o vérifie Uhypothése (H),
alors dans C(G), les cones HG 4 et Hy sont réticulés et a bases compactes.

COROLLAIRE 2.3. — Si o vérifie Uhypothése (H), alors pour toute
fonction h de HG , la suite de fonctions (fn)n>1, définie par

S|

P@==Y1"g) (9€0),
k=1

est relativement compacte pour la topologie de la convergence uniforme sur
les compacts. Les valeurs d’adhérence de cette suite sont des éléments f
de H, vérifiant f(e) = h(e).

LEMME 2.4. — Si o satisfait l’hypothése (H), alors pour tout élément h
de HG4 et tout voisinage compact symétrique V de e dans G, il existe
une fonction continue 6y sur G X G, nulle sur la diagonale de G X G, telle
que, pour tous g,y € V et tout x € G,

| (g2) — kA (ya)| < bv(9,y) h*(2).

Preuve. — Pour tout entier n > 1, appelons 1, la densité de la mesure
positive
n
(1-2) Z 2Flg*k
k=1

par rapport & la mesure de Haar mg de G. La suite de fonctions (¢ )n>1

croit vers la densité strictement positive 1y de A. Il existe un entier

g = q(V) > 1 tel que le compact (Supp o)V soit contenu dans I'ouvert

{¥q(vy > 0}. En appelant p la mesure (1 — z)sza*k, ot 09 est la
k>0
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654 A. RAUGI

mesure de Dirac en e, il vient, pour tous g,y € V et z € G,
W (ga) = WA (wa)| = | [ [12(uga) ~ WP ()] ) mo ()
= | [ 1) otus ™)) - pluy™) AW ma(du)|

< 5v(g,) /G 1 (uz) o () m (du)

q(V) "
<bv(gy) (1—2) Y 71" (a)
k=1
< bv(g,y) (1 - 2) q(V) W (z)
o8 o leeg)A®) — ez )A)
v(9,y) = sup Yo (@)

et A est définie par

mg xeg =A(g)mg, g€G. []

REMARQUE 2.5. — Soit « une fonction continue bornée sur G. Un calcul
analogue permet de montrer que, pour tous g,y € V et tout x € G,

|he*(gz) — R (ya)| < bv(g,y) (1 — 2) ¢(V) |l o B ()
+ sggla(ug‘l) — a(uy™")| kW (y).

3. Cocycle associé a une fonction harmonique a gauche

Nous supposons désormais que la mesure o vérifie I’hypothese (H).
Dans ce chapitre, nous associons & tout élément non nul A de HG4 un
cocycle £ sur le G-espace ) (i.e. une application mesurable sur G x Q
vérifiant

Vg,z € G, 5(92?,(4)) = é-(ga (x,w)) §($,W)
tel que R
Vg€ G, h*(g)=h(e)" E[¢(g,")].

Cette construction généralise celle de [23] qui se limitait aux fonctions
bi-o-harmoniques. Pour les rudiments concernant la théorie des martin-
gales et les chaines de Markov nous renvoyons le lecteur non averti & [20]
et [25].

TOME 124 — 1996 — n° 4



FONCTIONS HARMONIQUES POSITIVES 655

3.1. — Nous reprenons les notations de la section 1.4. Nous désignons
par " P la probabilité de transition sur G définie par

"Pf(g) = @ /G h(gz)f(gz)o(dz) (g € G).

Le processus (Xp)n>0, défini sur l'espace probabilisé (Q,F,"P), est,
relativement & la filtration (F,),>0, une chaine de Markov de probabilité
de transition P partant de e.

3.2.—Pour s € G, nous désignons par 7, I’application de 2 dans Q qui
A (w1, ws,...) associe (swy,ws,...) et par "P, la probabilité image de * P
par 7s. En posant Xg = s et X,, = Y;---Y, pour n > 1, le processus
(Xn)n>0 défini sur 'espace probabilisé (2, F,"P;) est, relativement & la
filtration (F,)n>0, une chaine de Markov de probabilité de transition * P,
partant de s. Pour cette chaine, la propriété de Markov s’écrit de la fagon
suivante : pour tout entier n > 1, tout s € G et toute fonction borélienne
bornée (ou positive) F sur {2,

"By [F(Xnt1, Xnt2,---) | Fn] = "Ex, [F(X1,X2,...)], "Psps.

LeEMME 3.3. — Pour toute fonction non nulle h de HG 4, nous avons
les propriétés suivantes :

(i) pour tout entiern > 1, on a 6"(*P) =" P;

(ii) pour toute mesure positive p sur les boréliens de G, on a :
/ h(z) P p(dz) = h?(e)""P.
el

Preuve. — On vérifie ’égalité des mesures sur les tribus F,,,n > 0 et on
conclut par le théoréme des classes monotones (cf. [20, Prop. 1.4.2]). []

Variables aléatoires f-invariantes

DgrINITIONS 3.4.
o Un borélien A de Q est dit §-invariant si 071(A) = A.
o L’ensemble des boréliens @-invariants forme une tribu notée .

o Une variable aléatoire Z est Z-mesurable si et seulement si Z = Zo#;
une telle variable sera dite 8-invariante.

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



656 A. RAUGI

LeMME 3.5. — Pour toute fonction non nulle h de HG 4., nous avons
les propriétés suivantes :

(i) pour tout A € T et tout n > 1, on a "P[A] =" PJA];

(ii) pour tout A € Z, la fonction f définie par f(g) = h(g)"' P[A] pour
g € G, appartient ¢ HG et vérifie lim (f(X,)/h(X )) =14 "P-p.s.

Si h est une fonction bi-o-harmonique, alors f l’est aussi.

Preuve. — La premiére assertion résulte immédiatement de ’affirma-
tion (i) du lemme 3.3. L’assertion (ii) du lemme 3.3 et ’assertion précé-
dente appliquées & I’élément hY de HG et a la mesure p = o, montrent
que f appartient bien & HG .

D’autre part nous avons, "P,-p.s., pour tout s € G,

ﬁ;{:; h*np P[A] = h"]E[l oTx,] (car A€T)

=hPx [A] ="E,[1, | Fn] (propriété de Markov et A € T).

Le résultat se déduit alors de la convergence, "P,-p.s., vers I'indicatrice
de A de la martingale ("Es[1, | Fn])n>o0-

Enfin la derniére assertion résulte immédiatement du lemme 3.3 ap-
pliqué & h et & la mesure p =0 xg4. [

COROLLAIRE 3.6. — Si h est un élément extrémal non nul du cone
HG, (ou du céne H.), alors pour tout A € I, nous avons Ualternative
sutvante :

ou bien Vg€ G, " P[A] =0 ou bien Yge G, " P[A]=1

Variables aléatoires 0-invariantes et cocycle associé a une
fonction harmonique a gauche

DEFINITION 3.7. — Un borélien A de Q = G x 2 est dit 6-invariant si
6=1(A) = A. L’ensemble des boréliens f-invariants forme une tribu que
I'on notera G. Une variable Z est G-mesurable si et seulement si Z = Zo#;
une telle application sera dite 8-invariante.

3.8. — Soit h un élément non nul de HG.. Pour simplifier I’écriture,
nous écrivons h au lieu de h*. Pour tout g € G et tout w € €, nous
posons :

= limsu ——————h(gX G ))
¢(g,w) = lim sup R (X (@)

Pour tout g € G, la variable aléatoire {(g,-) est bornée (lemme 2.4) et
f-invariante.
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FONCTIONS HARMONIQUES POSITIVES 657

ProprosITION 3.9 (cf. [20, compléments chap. IV]).— Soient P et Q deux
probabilités définies sur un espace mesurable filtré (U, F, (Frn)n>0). Pour
tout entier naturel n, appelons P, et Q, les restrictions des probabilités P
et Q d la tribu F,,. Supposons que, pour tout entiern > 0, la probabilité Q,,
soit absolument continue par rapport a la probabilité P, avec une densité
notée U,,. Alors :

(i) la suite de variables aléatoires (Up)n>0, définie sur l’espace proba-
bilisé (Q, F,P), est une martingale positive qui converge, P-p.s., vers une
variable aléatoire P-intégrable U ;

(ii) la probabilité Q s’écrit Q = UP+D, ot D est une mesure positive
étrangeére a la probabilité P

(iii) la probabilité Q s’écrit Q = UP si et seulement si Ep[U] = 1.

Dans ce dernier cas, la convergence de la suite de v.a. (Un)n>o vers U
a liew aussi dans L1(Q, F,P) et l'on a U, = Ep[U | F,,] pour tout n > 0.

ProrposiTion 3.10. — Nous avons les propriétés suivantes :
(i) pour tout g € G et tout n > 0,

ﬁ(an)
h(X.)

(ii) pour tous g,z € G, on a §(gz,”) =E(9, (z,7) &(x, ), " Bopos.;

= EE[g(gv ) I Fn]a BP'p'sw B(g)ﬁglp = h(e) g(g’ ')h]P;

(iii) "P(dg,dw) = &(g, w) "P(dw) o (dg).

Preuve. — Pour tous g,z € G, le processus (h(g9zXn)/MzXn)) 5

défini sur Pespace probabilisé (9, F ,'_‘ P), est une martingale bornée
relativement & la filtration (F,)n>0. Ce processus converge donc h P-p.s.

et dans tous les espaces L”(Q,]—',ﬁ P),(p > 1), vers £(g,(x,-)). On sait
que cette limite ferme la martingale; d’ou la premiére assertion de (i).

En remarquant que ~ _
h(z) h(gzXn)

h(gz) h(zX,)

est la dérivée de Radon-Nikodym de la restriction a F, de la proba-
—gz x

bilité * P, par rapport a la restriction a F,, de la probabilité h P, nous
avons (proposition 3.9) :

Vr,0€G, h(gn)" P=£(g,(z,) h()" P.

On en déduit que toutes les probabilités h P, pour x € G, sont équi-
valentes.
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658 A. RAUGI

L’assertion (ii) est évidente.

A Taide de assertion (i), on vérifie aisément que les deux probabilités
de 'assertion (iii) coincident sur les tribus B(G) ® Fp, n > 0; d’ou le
résultat. []

Nous appelons £ I’ensemble des variables aléatoires Z, f-invariantes et

telles que, pour tout g € G, la variable aléatoire Z(g,-)¢(g,-) soit hp.
intégrable.

ProrosiTion 3.11. — Nous avons les propriétés suivantes :
(i) Pour toute variable aléatoire Z de &, la relation

f(9) = h(e)"E[¢(9,)2(9,)], (g€ ),
définit un élément de HG . tel que la mesure P soit absolument continue

par rapport a la mesure hp,
(ii) Réciproquement, soit f un élément de HG tel que la mesure /P

soit absolument continue par rapport & la mesure "p. Pour tout g € G,

f(9Xy)

la suite de variables aléatoires (_—> converge, E]P’—p.s., vers une
h(gXn)/ n>0

variable aléatoire Z(g,-). La v.a. Z appartient & € et l'on a
F(9)7°P = h(e) Z(g,-) €(g,) "P.

Preuve. — A I'aide des assertions (ii) et (iii) de la proposition 3.10, on
vérifie facilement que la fonction f appartient &8 HG. Pour tous z,g € G,
il résulte de la proposition 3.10 et de 3.2 que :

f(gz) = h(z)"E.[Z (g, )€(g,-)]-

D’ou, pour tout entier n > 1 et tout s € G,

f‘h((g))c(ﬁ) ="Ex, [Z(g,")€(9,)] = "E:[2(9,) €(9,) | Fu],"Popis;

car la v.a. Z(g,-)&(g, ") est f-invariante.
Via la proposition 3.9, on en déduit alors que :

F(9)""P = h(e) Z(g,") £(g,) "P.

D’ou Dassertion (i) de la proposition.
La seconde assertion découle des propositions 3.9 et 3.10. []
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FONCTIONS HARMONIQUES POSITIVES 659

REMARQUE 3.12. — Si f est une fonction sur G, nous notons f la
fonction définie par f (9) = f(g~1). De méme si p est une mesure positive
sur les boréliens de G, nous notons p l'image de p par ’application
g — g~'. La fonction h appartient & H, si et seulement si h appartient
a HG, et h &4 HG,(5). On peut donc associer & A la probabilité *P,
sur  ainsi qu’un cocycle € satisfaisant & des propositions analogues aux
propositions 3.10 et 3.11.

4. Outil fondamental

ProposITION 4.1. — Soient h une fonction non nulle de HG4 et o une
fonction continue bornée sur G.
Il existe une variable aléatoire Z, de £ et un sous-ensemble mesurable

Q. de Q, G-invariant, de "P_mesure 1, tels que, pour tout (z,9,y) € G3
et tout w € Qq, la suite

hX (g Xn (w)z)
oy

converge vers zéro.

¢(g,w) E(Xn(w)x))
£(y,w) h(Xn(w)) /n20

Preuve. — D’apres les propositions 3.10 et 3.11, il existe un élément Z,,
de & tel que pour tout (g,y) € G2,

ha)\(.an) _ Za( ,‘) é(g?‘) EIP’—p

nooo h(yX,) £, ")

Compte tenu de la séparabilité de G et des propriétés de continuité
vérifiées par h et h®* (cf. les lemmes 2.1, 2.4 et la remarque 2.5), il suffit
de montrer que, pour tout triplet (x,y,g) de G2, la suite de variables
aléatoires

(ha_*(gxn(-m _ h(gXa() f“g(Xn(-m)
h(yXn(-)) h(yXn(-)) h(Xa(:) /n0

converge h P-p.s. vers zéro.
Soit g € G. Posons, pour n >0etr>1:

aX
H(z) =2 - ((xg)“)

(z €G),

= MXn2) z) — 0" (dz
U= [ S5 (HX) - (X)) "0" (da).
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On vérifie facilement que

U ="P"[(H(-) = H(Xn))*](Xn) = (*PT(H?))(X,) — H*(X,)

et par suite

"E[Un) = (PPT(H?))(e) — (“PM(H?))(e).

Comme la suite (( EP"(Hz)) (€)),,> est croissante et majorée par ||H||Z,,

la série Y E]E[Un] est convergente.
n>0

Il s’ensuit que, pour " o*"-presque tout (w,x) € Q x G, la suite

(i)

2
ht () [ (Xn(@)2) = H(Xa()] )

n>0

converge vers zéro, ce qui implique que la suite

(h"‘f(an(w)m) _ WM gXn () ’_l_(Xn(W)x))
h(Xn(w)) hMXn(w))  A(Xn(w)) /n20

converge vers zéro.
Du lemme 2.1 et de ’hypothése (H), il résulte alors que, pour tout
x € G, la suite de variables aléatoires

(F20Xa02) _ Ko () BEa()2))
RXa() | AXa()  B(Xn()) /n0

converge ’_’]P’—p.s. vers zéro. Le résultat voulu s’obtient en multipliant cette
suite par la suite de variables aléatoires (h(X,)/h(yX,))n>0 qui converge

vers 1/€(y,.) "P-ps. []

4.2. — Pour illustrer la proposition précédente, montrons comment
elle permet de retrouver que, pour un groupe nilpotent, les éléments
extrémaux non nuls de HG4 sont les exponentielles harmoniques, en se
passant de la propriété de droite fixe.

Désignons par

Gi=G, Gy= [G,G], ., G = [G, G,«_l] et Gry1 = {e}
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la série centrale descendante de G. Nous choisissons une suite de fonctions
continues positives, & supports compacts, (ap)p>1, dont les supports sont
de plus en plus petits et forment une base fondamentale de voisinages
de 'élément neutre e de G et telle que [, ap(g)A(dg) = 1. On ajoute
a cette suite la fonction o identique & 1. De la proposition, il résulte
immédiatement que ’on a, sur Q = Nps0 Qe :

Vg € G, Vz € Gy, &(gz, ) = E(zga ) = &(97 ){(z, ')’
Vp>1, Zap(gz’ ) = Zap(zga )= Za,,(ga )
Il s’ensuit que, pour tout z € G, la variable aléatoire £(z,.) est 6-

invariante. Si h est extrémale, cette v.a est constante. On en déduit alors
qu'’il existe une exponentielle x sur G, telle que

Vp >0, Vg € G, Yz € G,, h*(gz) = h®**(2g) = h®**(g) x(2).
D’oli, en passant a la limite en p,
Vg € G, V2 € Gy, h(gz) = h(zg) = h(g) x(2).
Si G n’est pas abélien (i.e. si r > 1), I’égalité
Yu € Gr_1, Vg € G, h(ug) = x(ugutg™!) h(gu)
montre que x est trivial. (Noter que, pour u fixé, les fonctions h(u-)/h(-) et

h(-u)/h(-) sont bornées et que, pour tout u € G,_1 et tout (x,y) € G, on

a x(uzyu~ly~tz71) = x(uzu~tz1) x(uyu~ly~1).) D'ou le résultat. []

5. Fonctions harmoniques sur certains groupes résolubles
Structure des groupes de Lie résolubles [8], [22].

5.1.— Soit G un groupe de Lie résoluble connexe dont ’algebre de Lie
est notée G. Appelons N (resp. N') le nilradical de G (resp. G). Soit P
une sous-algébre de Cartan de G (i.e. une sous-algébre nilpotente qui est
son propre normalisateur dans G). Nous avons G = N +P et G = NP,
ou P désigne le sous-groupe de Lie connexe de G ayant P pour algebre
de Lie.

Nous désignons par E ’ensemble des poids de la représentation adjointe
de P dans la complexifiée N'€ de V. Pour tout 8 € =, nous posons

NS = () ker (ad(H) - B(H)I)",

HeP
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ot d désigne la dimension de A'C. Nous avons

Vﬂlaﬂ2 € Ev [NglﬂNgzl c Ng1+ﬁ2 et NC = @NC’

BEE

avec la convention N’ g = (0) si B n’appartient pas a =.
Une partition {E_,Z} est dite admissible si :
a) Pour toute forme linéaire 3 de Z_ (resp. Z4), la forme linéaire
conjuguée (3 appartient & Z_ (resp. Z4).
b) Si 1,32 appartient & E_ (resp. E4) et 81 + (2 appartient & =,
alors (1 + (B2 appartient & =_ (resp. Z4).

c¢) Si elle appartient & =, la forme linéaire nulle appartient & =, .

Si {E_,Z,} est une partition admissible de E, nous posons

NE=P NG et NG=P NG

Be=_ BEE4

Les sous-algebres N'C et NS de N'C sont les complexifiées de deux
sous-algébres N_ et A, de N. Appelons respectivement N_ et N, les
sous-groupes de Lie connexes de N ayant N_ et A, pour algébres de
Lie. Le groupe nilpotent N_ est simplement connexe. L’application de
N_ x NP dans G qui au couple (g_, g+) associe le produit g_g+ est un
homéomorphisme.

L’algebre de Lie N étant nilpotente, tout poids de la représentation
adjointe de G dans N, est nul sur A et s’identifie donc & un poids de la
représentation adjointe de P dans NV. Nous notons {¢g : 8 € =} 'ensemble
des poids de la représentation adjointe de G dans N.

Notons
M=NDONo=[N,N]D:- DN, =[N, N;_1] D Nry1 =(0)

la série centrale descendante de ’algeébre de Lie nilpotente A. Pour tout
UeNEn N ker(ad(H) — B(H)I) et tout g € G,
HeP

gexp(U+T)g™" = exp(Adg(U + U)) = exp(dp(9)U + ¢5(9)U ).

En écrivant ¢ = uexp H, avec u € N et H € P, nous avons ¢g(g9) =
dp(exp H) = AH),
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Principaux résultats.

DEFINITION 5.2. — Soit G un groupe de Lie résoluble connexe. Nous
disons que G est de type (T) si 'ensemble des poids 8 de = vérifiant
|$(g9)] = 1 pour tout g € G, est vide ou réduit au poids nul.

THEOREME 5.3. — Soit G un groupe de Lie résoluble connezre de
type (T). Soit o une mesure de Radon positive sur G vérifiant la pro-
priété (H). Alors tout élément extrémal h du cone H.., vérifiant h(e) = 1,
est une exponentielle harmonique sur G.

CoMMENTAIRE. — Ce résultat reprend en le corrigeant le théoréme 1.3
de [23]. Dans [23], la démonstration est faite dans le cas du groupe des
matrices triangulaires qui est un groupe de type (T). Les arguments
donnés pour passer au cas d'un groupe résoluble général sont d’autant
plus insuffisants que le résultat est faux.

Prenons, par exemple, le groupe G = R? x SO(2) des déplacements
de RZ. Soit x une exponentielle sur R2. Appelons h la fonction sur G
définie par

h(z, k) = /so(z) x(tz)dt

ol dt désigne la mesure de Haar normalisée sur le groupe compact SO(2).
La fonction A est bi-o-harmonique pour toute mesure ¢ = ¢ lo; ® oy ol
c= fs0(2) x(z)o1(dz), o1 est une mesure sur R? possédant une densité
continue, & support compact, invariante par rotation et oo une mesure de
probabilité sur SO(2).

La description du céne H, dans le cas d’un groupe résoluble connexe
général reste donc un probleme ouvert. Les techniques précédentes et
celles développées dans [19] et [11] permettent de se ramener au cas ol le
nilradical de G est abélien et tous les poids de G sont distincts de 1 et de
module 1.

DErINITION 5.4. — Soit G un groupe de Lie résoluble connexe. Nous

disons que G est de type (TT) si :
(i) G est de type (T);

(ii) le nilradical N de G est abélien;

(iii) l’action de P sur N est semi-simple et I’ensemble des poids non
nuls de E est la réunion de deux familles Z; et Z, de formes linéaires
indépendantes sur P telles que (lorsque Z; est non vide), pour tout
élément )2 de Zs, il existe un élément A\; de Z; vérifiant Ay = a);, pour
un réel a strictement négatif.

Par exemple, pour tout entier p > 1, le produit direct de p groupes
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affines est un groupe de type (TT). L’espace R? x R muni du produit
(z1,2,a)(y1,Y2,b) = (x1 + €%y, 2 + €%y, ab)

est aussi du type (TT). Par contre le méme espace muni du produit

(:Ela z2, a)(yla Y2, b) = (‘1“1 + eayla T2 + 62ay2’ a'b)
n’est pas de type (TT).

THEOREME 5.5. — Soient G un groupe de Lie résoluble connexe de type
(TT) et o une mesure de Radon positive sur G vérifiant la propriété (H).

Alors pour tout élément extrémal h du céne HG, vérifiant h(e) =1,
la suite de fonctions (Y}, h"*k)1121
compacts de G, vers une exponentielle harmonique x. Si h n’est pas égale
a x, il existe un sous-groupe distingué fermé H de G et une mesure de
Radon positive xo-invariante, v, sur l’espace homogéne G/H de G tels
que h(g) = x(g)dgv/dv(x) pour un élément x de G/H.

converge, uniformément sur les

REMARQUE IMPORTANTE 5.6. — Plagons nous sous les hypotheses du
théoréme précédent. Le lemme 5.7 ci-dessous permet de se débarasser des

poids 3 de E tels que limsup |¢pg(X,)| > 0, BIP’—p.s. En particulier, parmi
n—-+400
ces poids figurent (cf. 5.11) le poids nul et les poids tels que :

7(6) = /G x(9) Log|és(9)| o(dg) > 0.

On se ramene donc & un groupe de type (T'T) avec une famille de poids =
linéairement indépendante, sans poids nul et telle que 7(8) < 0 pour tout
B € Z. Le groupe G est alors le produit semi-direct de son nilradical N
par un groupe abélien A.

Si 7(8) < 0 pour tout S € =, la composante N, sur N de (X,)n>1

converge h]P’—p.s. et 1lP’X(,-p.s. Le groupe H est alors égal & A et la mesure v
est, & une constante multiplicative pres, la loi de la variable aléatoire limite
sous 'Py,.

S’il existe au moins un poids d’intégrale nulle, posons :

E.={feE:7(8) <0}, = ={FeE:7(8) =0}

Appelons N = N_N, la décomposition de N associée & cette partition
admissible de Z. Pour la fonction h considérée, nous pouvons seulement
dire que A C H C AN,. Cependant, il existe sur N (cf. 5.11) une mesure
de Radon positive v, xo-invariante (et donc de support égal & N), de
masse infinie.
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Démonstration des résultats.

Nous choisissons une suite de fonctions (a,),>1, continues positives &
supports compacts, dont les supports sont de plus en plus petits et forment
une base fondamentale de voisinages de 1’élément neutre e de G et telle
que [ ap(g) A(dg) = 1. On ajoute & cette suite la fonction g identique
a 1. Nous appelons =, le sous-ensemble de = constitué des poids de la
représentation adjointe de P dans NC.

Les résultats énoncés ci-dessus, reposent sur le lemme suivant.

LEMME 5.7. — Soit h un élément extrémal non nul de HG ou de H,..

Soit B un poids non nul de Z, tel que limsup [pg(X,)| >0, "pop.s..
n—-+o0o

Alors, pour tout U € N n Nuep ker(ad H — B(H)I), nous avons, pour
tout g € G :

h(gexp(U + U)) = h(exp(U + U )g) = h(g).

Si le poids nul appartient & Z,., alors le centre Z(G) de G n’est pas trivial
et, pour tout u € exp(Z(G)), nous avons h(gu) = h(ug) = h(g)h(u) pour
tout g € G.

Preuve du lemme 5.7. — Considérons le borélien de €) de EP—mesure 1
défini par
0 = {limsup|¢s(Xn)| > 0} N () Qa, -
n—-+4o0o p>0

Posons u = exp(U + U ). Nous avons, sur Q :

h(guXy,)

&(gu,-) = nllgloo h(uX,) €(u, )

_ g M9Xn exp($a(Xi 1)U + $5(Xn 1)U )
e h(Xnexp(¢p(Xa YU + da(Xn 1)U )
=£(9,-)€&(u,-) (proposition 4.1).

De méme, pour tout entier p > 1, nous avons Z,,(gu, ) = Za,(g,). 1l
s’ensuit que, pour tout g € G, nous avons sur 2 :

6(“9, ) = 6(97 ) 5(9_1“'97 )

Or pour u fixé, la fonction (g,w) — &(ug,w)/&(g,w) est bornée par
lh(uw)/h(-)||oo- Comme G est de type (T), il existe H € P tel que
B(H) = a+1b, avec a # 0.

5(“7 )
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¢ Si b =0, on pose, pour tout entier n > 0,

L
Gn zexp( Oan).

La suite £(gnugy?, ) = (€(u, )2" est bornée, ce qui implique £(u,-) < 1.
En appliquant le résultat & u~!, on obtient £(u,-) = 1.

¢ Si b # 0, on pose, pour tout entier n > 0,
2mn )

Gn = exp(——l;—H

Appelons ¢ et d respectivement les parties entiere et fractionnaire du
réel 2™/, La suite &(gnugy?t,-) = (£(u,-))é(exp(d(U + U)),-) est
bornée, ce qui implique comme précédemment que &(u,-) = 1.

On en déduit que pour tout entier p > 1,

Vg€ G, h**(gu) = h***(ug) = h***(g).

En passant & la limite en p, on obtient alors la premiére assertion du
lemme.

Posons u = exp U, avec U € Z(G). Nous avons sur  :

£lou) = ug) = lim H0e(u,)

=£(9,")€(u,-)  (prop. 4.1).

Cette égalité montre que la variable aléatoire {(u,.) est 6-invariante et
par suite constante h]P’—p.s.

De méme, pour tout entier p > 1, nous avons Z,, (gu, ) = Za,(9,")
sur . On en déduit que, pour tout entier p > 1,

Vg€ G, ho*gu) = h**(g) h(u) = h***(g) h(u).

En passant & la limite en p, on obtient alors la seconde assertion du
lemme. []

5.8 Preuve du théoréme 5.3. — Nous allons raisonner par
récurrence sur la dimension q de ’algebre de Lie G. Pour ¢ = 1, le groupe
G est abélien; le résultat est donc vrai. Supposons le résultat acquis pour
les groupes G tels que dim G < ¢ et supposons que dimG = gq.
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Supposons que E, posséde un poids 8 non nul. Pour tout entier n > 1,

n—1

Log|¢s(Xn)| = > Log|és(¥1)| o *.
k=0

Du théoréme ergodique, il résulte que, *P-p.s.,

. 1
lim = Log|#s(Xn)| = "E[Log |¢s(¥3)]]
h(g)
= [ Lo —=0(dg).
| Logles(o)lz o)
o Si cette derniere intégrale est strictement positive,
 lim TLog|gs(Xn)| = +oo.

Le lemme 5.7 permet alors de se ramener au cas ou dimG < gq.

« Si l'intégrale est nulle, nous avons d’aprés (3] :

lim sup|@p(Xn)| > 1, hP-p.s.
n—+00

Comme précédemment, le lemme 5.7 permet d’utiliser I’hypothese de
récurrence.

o Si lintégrale est strictement négative, on se rameéne au premier
cas en travaillant avec la fonction h qui appartient & HG4(5) (cf. la
remarque 3.12). En effet, nous avons

/ Log|és(9)| g) 5(dg) = — / Log|¢5(g)| h(g) o(dg).
G G

Supposons que Z, soit réduit au poids nul. Le lemme 5.7 nous dit
que le centre Z(G) est non trivial et pour tout u € exp(Z(G)) et tout
g € G, h(gu) = h(ug) = h(g)h(u). Si la longueur r de la série centrale
descendante de N est > 1, il résulte de cette égalité que h(u) = 1 pour tout
u € exp(Z(G)) (cf. 4.2). Et on se rameéne ainsi au cas dimG < ¢. Sir =1,
le groupe G est nilpotent et la section 4.2 permet de conclure. []

5.9 Preuve du théoréme 5.5. — Remarquons tout d’abord que,
pour tout poids g, le borélien

{limsup | (X.)| > 0}

de € est f-invariant et donc de "P-mesure 0 ou 1. Comme pour le théo-
réme 5.3, nous raisonnons par récurrence sur la dimension g de G. A laide
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du lemme 5.7, on se rameéne au cas ou tout poids non nul de Z vérifie
dim [¢p(Xn)| =0 "Pps.

Supposons que le poids nul appartienne & Z. D’apreés le lemme 5.7,
nous avons h(gu) = h(ug) = h(g)h(u) pour tout g € G et tout
u € exp Z(G). Du corollaire 2.3, il résulte qu’il existe une fonction bi-
o-harmonique f telle que, f(u) = h(u) = h(u) pour tout u € exp Z(G).
D’apres le théoreme 5.3, la fonction f est une moyenne d’exponentielles
harmoniques sur G. Autrement dit f(-) = [, x(-)p(dx), pour une mesure
de probabilité p sur ’ensemble E des exponentielles harmoniques. (Noter
que f(e) = h(e) = 1, car h est une exponentielle sur exp Z(G).) En
écrivant, pour tout entier relatif n non nul,

) = () * = ([ )ota0)

on voit que, pour p-presque tout x, x(u) = h(u) = || - (u)||Le(5,p)- D’oll
I’on déduit I'existence d’une exponentielle x sur G qui coincide avec h sur
exp Z(G). En remplagant le couple (h,o) par (hx~!,x0), on se ramene
alors au cas ou dim G < ¢q. L’hypothése de récurrence nous donne alors le
résultat.

Nous sommes ainsi ramenés au cas oii, "P-p.s., nBI-iI-loo |¢s(Xn)| =0,
pour tout B € =. Dans ce cas P est un sous-groupe abélien de G que
nous noterons A, le nilradical N est simplement connexe et G est le
produit semi-direct de N par A. (Noter que [P, P] C Ny = {0}.) Pour tout
g € G, nous notons respectivement b(g) et a(g) les composantes sur N
et A de g dans la décomposition G = N A. Nous écrivons N,, = b(X,,) et
A, = a(X,). En identifiant N & P’espace homogéne G/A, nous écrivons
aussi, pour (g9,z) € G x N, g -z = b(gzr). Nous envisageons les deux
éventualités qui peuvent se présenter.

Premier cas : nous supposons que le borélien #-invariant

B = {limsup||Ny,|| < +oo}
n—-+4o0o

est de "*P-mesure 1. Nous posons
Q=580 ({ lim_|¢s(Xa)| =0} N () ,.
BEE p20

On obtient ainsi un borélien #-invariant de € de ’_‘lP’—mesure 1. Pour tout
p € N, appelons W, la fermeture dans C(G) de

{Hy(g,") = i**(-9)/R(g); g € C}.

Du lemme 2.4 et de la remarque 2.5, il résulte que W), est compact.
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Pour tous p € N et w € Q, appelons D(p,w) 'ensemble des valeurs
d’adhérence du couple de suite de fonctions

((HP(AH(W)’ '))n_>_1’ (HO(An(w)’ '))nZI);

D(p,w) est un sous-ensemble compact de W, x Wp.
Tout couple (¢p, 1) de D(p,w) vérifie, pour j € {0, p},

%‘(ga, U.)) = 1/)]'(9’ (.d) ’(/}0((1, Ld)

En effet, soit k(n) une suite strictement croissante d’entiers telle que les
suites de fonctions (Hp(Ag(n)(w),))n>1 et (Ho(Ak(n)(w),))n>1 conver-
gent respectivement vers ¢, (-,w) et 1o(-,w). Quitte & prendre une sous-
suite, nous pouvons supposer que la suite (V k(n) (w))n>0 converge vers u.
11 vient alors, pour (g,a) € G x A,

Yyloa,w) = lim_Hj(adx(w),9) Yola,w)
= lim H; (u‘le(n) (w)a, g) Yo(a,w)
= hm H; (v Xy(ny(w), 9) o(a,w) (proposition 4.1)

n—-+4-00

- nllg-yl}oo HJ (Ak(") (w)7g) wo(a, UJ)
= 1;(g,w) Yo(a,w).

Des relations, A, 00 = a(Y;) "' A,+1 pour tout n > 1, il résulte que, pour
tous p e Net w € Q, on a D(p,w) = D(p, w).

Pour tout entier p > 0, on a ainsi une application de  dans ’ensemble
des compacts de I’espace métrique W, x Wy. On voit facilement que cette
application est mesurable. De la separablhte de W, x Wy, il resulte alors
que, quitte & remplacer Q par un sous-borélien 9-1nvar1ant de "P-mesure

pleine, D(p,w) = D,, pour tout w € Q, pour un certain compact D, de
Wy, x Wy tel que

V(1p, o) € Dy, ¥;(ga) = ¥;(g)tho(a), Vi€ {0,p}, ¥(g,a) € G x A.

Fixons un entier p > 1. Soit (1, %0) un élément de Dj,. Il existe une suite
de temps d’arrét, (T,)n>1, relativement & la filtration {F, : n > 0},
telle que, pour tout 5 € {0,p} et tout w € Q, la suite de fonctions
(H;(Ar, (w),))n>1 converge uniformément sur tout compact de G vers ;.
(En désignant par é§ une distance sur 'espace métrique C(G), il suffit de
poser Ty = inf{n > 1: §(H;(An,"),%;) <1, Vj € {0,p}} et, pour m > 1,
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Trmy1 = inf{n > Ty, : 6(H;(An,"),9¥;) < 1/(m+1), Vj € {0,p}}.) Nous
avons sur ﬁ .
Zap(ga )g(g’ ) = hm H (Xn)g)

n—-+4o0o

= ’H,EI-EOO HP(XTn ’ g)

= lim ¥p(9NT,) .
n—+oo (N, )
D’apres le lemme 5.10 ci-dessous, il existe une suite de variables aléatoires

(Sn)n>1 telle que la suite de v.a. (Nrg )n>1 converge }_‘]P’-p.s. vers une

v.a. Ng. Il s’ensuit que :
. D — wp(gNoo) _ Tﬁp(g : Noo)
Za,(9,7)€(9;°) boNa) = (V)

ol x(g9) = vo(a(g)) est une exponentielle sur G.

x(9)

Cela dit, pour toute fonction mesurable positive F' sur N, nous avons :

BE[F(NOO)] =/ RE[F(Q'Noo) £(g,.)}g(dg) (prop. 3.10 (iii))

Y0(Noo) Y0(9 * Noo)
F(g-No)
= [ e[S xaeto)
Ce qui montre que I'image v de la mesure positive (1/10(N. )h]P’ dans N,

par l'application N, est yo-invariante.
D’autre part, les relations, pour F' continue & support compact,

h F(NOO)
/N F(u) v(du) = "E| - (Noo)]

< 1Pl sup{ s

montrent que v est une mesure de Radon sur N. D’apres ce qui précede,
nous avons donc, pour tout entier p > 0 et tout g € G,

1 (g) = x(g) / (g - 7) v(dz)
~ x(9) / 9 (@) by (z) (d)
~ (o) [ Gelo™-a) vple) mida),

en désignant par m une mesure de Haar du groupe N et en appelant x(g)

tu € Supp F'; xeG},

d
I’exponentielle x(g)dg—nT(x) (quantité indépendante de z € N).
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. dv
La suite de mesures (wpu = wp%m) S est relativement compacte
p>1

pour la topologie de la convergence vague car la suite de leurs masses est
bornée. Pour toute fonction continue & support compact ¢ sur G, nous
avons :

| 1) g matag)
G
= [ %@ 3667 ) ([ tola) hag) m(@) ) me(ag)

dm

Ce qui montre que les valeurs d’adhérence de la suite de mesures () p>1
ne sont pas nulles.

Soit ¢ une fonction continue positive, & support compact, sur G. La
fonction

Ki() = [ x(0) 0 o)

est continue positive et bornée. Soit (f)n>1 une suite de fontions conti-
nues positives, & support compact, sur G, croissant vers la fonction iden-
tique & 1 sur G. Nous avons, pour tous entiers p,n > 1,

[rr @ s = [ Koy vpiarmiae)
G N

> [ K@) 1) dyla) (),

En appelant p une valeur d’adhérence (nécessairement non nulle) de la
suite de mesures (¥,m)p>1, il s’ensuit que, pour tout entier n > 1,

/ ) o) Ndg) 2 [ Kila) ula) pld)
G N

et par suite :
[ ra)tio) o) > [ Kala) ol
G N

D’ot 'on déduit que :

dgv
Vg€ G, hg)2x(9) [ L@ plda).
N v

L’extrémalité de h implique alors qu'il existe un élément xo de N tel que :

dgv
Vge G, hig) = xls) o (@0).

D’ou la seconde assertion du théoréme.
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Démontrons a présent la premiere assertion. Nous avons, h]P’-p.s., pour
tousu € Neta€ A:

h(X, h(Noo Az uAT aA
i hg ua) — lm ( Ar, udz, o T,) _ Yo(Neoa) — (@)
n—+too  h(Xy) n—+oo h(NooATn) %0(Neo)

_ o kn
Par intégration en w, nous obtenons que la suite de fonctions (h‘7 )n>1
converge, uniformément sur les compacts de G, vers x. Il s’ensuit que
n *k
. . 1 70
la suite de fonctions (2 kX_:lh )

n>1 converge, uniformément sur les

compacts de G, vers x. Des_rela’cions,
. __xk _ _x(k—1) _ K
VE>1, R =R" +(1-2)71RT  —RT),
on déduit alors la premiére assertion du théoreme.

LEMME 5.10. — Soit (Un)n>1

sur un espace probabilisé (Q, F,P), a valeurs dans R%. Supposons que,

P-p.s., limsup ||U,|| < +0o. Alors il existe une suite de variables aléatoires
n—-+00

(Sn)n21 et une v.a. Uy telles que, P-p.s., nBTOO Us, = Us.

une suite de variables aléatoires définies

Preuve. — De ’hypotheése il résulte que
Ve >0, 3M, P[sup|Un| < M| >1-e.
n>1
Il est clair alors qu’il suffit de montrer le résultat dans le cas ou toutes les
coordonnées de U, restent dans I'intervalle [0, 1].

Nous traitons le cas d = 1. Nous posons, pour tous entiers m > 0 et
0<k<2™,
. k k+1
Bk = hmnsup{Un € [2—7;’ —zm—]} et Qmi =BmiN (kg<§jn,e)-

La suite (Sy,) ., est alors définie par :

S1=inf{n>1:U, € [3:1]}1p,, +inf{n>1:U, € [0, 3] }1q,,

et, pour m > 2,

Sm= Y. inf{n>Sm_1:Une[i,k_’_l]}lQm,k.

m m
0<k<2m 2 2

Il est alors clair qu’avec ce choix Uy, = limsup U,.
n—-+00
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Le cas d > 1 se traite de la méme fagon en remplacant les intervalles
dyadiques par des hypercubes dyadiques. L’hypercube unité

Q={z=(z1,,zq) €ER*:V1<j<d, 0<uz <1},
est divisé en 2¢ hypercubes
{3(@Q+irer+--- +igeq) 1i1,... 30 € {0,1}}
oit (ej,...,eq) désigne la base canonique de R?. Ces hypercubes étant

classés en mettant un ordre sur les multi-indices (i1, ..., ig) de {0,1}%. ]

Deuziéme cas : nous supposons que le borélien #-invariant B est de
"P-mesure nulle.

Tout ce qui a été fait jusqu’a présent s’applique & un groupe résoluble
connexe de type (T). C’est seulement dans ce qui suit que nous aurons
besoin des hypotheses plus restrictives. Posons :

Q=B°N()a,-

p=>0

Choisissons des éléments H de A et w de Q. Pour tout entier n > 0,
posons :
(@)
anp =€xXp | ———— ).
" [N (W)l

Nous avons, en identifiant N & son algebre de Lie :

an X, = anNna,len_anan = [(Exp (%) - I)Nn] Xnan, .

Appelons (k(n))n>0 une suite strictement croissante d’entiers telle que

JHm [Ny (@)]] = +oo
et la suite (Ng(n)/l|Nkm)ll(w))n>0 converge vers un élément U de N de
norme 1. Il s’ensuit que la suite (Exp(ad H/ || Ni(n)l|)—1) Ni(n) (w) converge
vers ad H(U).
Gréce aux propriétés de continuité, on en déduit alors que, pour tout
entier p > 0,

Vge G, VH € A, (Z4,8)(9ad H{U),w) = (Za,€)(g9,w).
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Pour tout w € €, appelons N, I’ensemble des éléments v de N
possédant les propriétés suivantes :

Vp>0,VgeG, Vac A, (Za,€)(gAda(u),w) = (Za,&)(g,w).

L’hypothése (iii) de 5.4 nous assure qu'il existe un élément v de N tel
que {Ada(v) : a € A} C {adH(U) : H € A}. 1l s’ensuit que N, est
non vide. D’autre part, si u appartient & N,, on voit facilement que
Ad(a(Y1(w))™")(u) appartient & Ny(,). On en déduit que N, = Ny
Nous munissons ’ensemble des fermés B de N de sa topologie naturelle
(cf. [5]). Les ouverts pour cette topologie sont les ensembles U(O,C)
définis par :

U0,0)={SeB:VU€O, SNU#0et SNC =0}

ol O est une famille finie d’ouverts de N et C' un sous-ensemble compact
de N. La structure borélienne associée a cette topologie est engendrée par
les ensembles {S € B: S C F'} ou F est un fermé de N. Pour tout z € N,
la fonction d(z, -) est continue sur B et, pour toute suite dense {z; : 1 > 1}
d’éléments de N, la famille de fonctions {d(z;,)} sépare les points de B.

Soient {g; : 4 > 1} et {a; : I > 1} des suites d’éléments respectivement
de G et A dense dans G et A. Soient F un fermé de N et {u; : ¢ > 1}
une famille d’éléments de F° dense dans F°. On montre facilement que
I’ensemble {w € Q: N,, C F} est égal &

N U U U U {1(Z6,6) (05 Ad(ar) (0),) ~ (Za,€)(3,)| > 1},

i>16>1k>15>1p>1

ce qui montre que I’application w — N,, est mesurable.

On en déduit alors que, quitte & prendre un sous-borélien de B de
mesure pleine, il existe un sous-groupe W de N, distingué dans G, tel que
N, = W pour tout w € B.

Nous pouvons alors nous ramener au cas ou dim G < r. L’hypothese de
récurrence nous donne alors le résultat. []

5.11. — Le théoréme étant acquis, nous pouvons préciser le compor-
tement de la suite de v.a. (N, )n>0. Pour toute fonction bornée f sur G
et tout entier n > 1, nous avons :

E[f(Yas) | Fu] = / XD t0)o(da).

G h(Xn)
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Il S’ensuit que, pour tout poids § non nul, la suite de v.a.

(i % [L°g|¢ﬂ(Yk)| B /G ’;z(();k_kw Log|s (2)] U(dz)Dnzo

k=1
est une martingale bornée dans L2(Q2, B(Q), ’_‘IP’). Elle converge donc hp.
p.s.. On en déduit que

n—-+o00

lim_~ Loglés(X,)| = [ Logl45(z)] x(2) o(da) = 7(6).

Le lemme 5.7 permet de se ramener & un groupe de type (TT) avec une
famille de poids = linéairement indépendante, sans poids nul et telle que
7(8) < 0 pour tout 3 € E. Le groupe G est alors le produit semi-direct
de son nilradical N par un groupe abélien A.

Si toutes les intégrales 7(3) pour 3 € = sont strictement négatives,
alors la suite de v.a. (N, )n>0 converge, hpp.s. et 1P, o-p.s. (cette derniere
probabilité étant la mesure produit ®,. xo sur ). D’apres le lemme de
Fatou, nous avons

// lim inf f( n(w)-x)u(dx)lde(dw)S/ f(z) v(dz)
N N

n—+00

pour toute fonction continue positive f sur N. Il s’ensuit que la mesure v
est nécessairement bornée et égale, & un coefficient multiplicatif pres, a la
loi de Ny sous 'Py,.

S’il existe au moins un poids 8 d’intégrale nulle, montrons qu’il existe
une mesure de Radon positive yo-invariante, de masse infinie sur N. La
démonstration qui suit est due & M. Babillot et P. Bougerol. Posons :

W={geG:VBeE, ¢5(9) <1},

_ (1+alw)xo

*1+af, xdo

Comme le sous-semi-groupe fermé engendré par le support de o est égal
4 G, nous avons (W) > 0. Pour la probabilité o,, toutes les intégrales
associées & I’exponentielle identique & 1 sont strictement négatives; par

conséquent il existe une mesure de probabilité o,-invariante v,. Soit ¢ une
fonction continue positive et & support compact sur N. La fonction sur N

définie par
r= Z 2—k¢(xa)*k

k>1

pour0<a<%.

est v,-intégrable et & valeurs dans ]0,+o0] (noter que xo < (1+ a)o,).
Pour toute fonction f sur N, continue et & support compact, on a
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Va(f) < 3||f/7|loVa(®), ce qui montre que la famille de mesures

{va/va(¢) :0<a< %}

est vaguement relativement compacte. Toute valeur d’adhérence de cette
famille, lorsque a tend vers zéro, est non nulle et yo-invariante.

Puisque o vérifie la condition (H), le support de la mesure v est N tout
entier. La mesure v est alors nécessairement de masse infinie, car dans le
cas contraire, cela contredirait la representation intégrale des fonctions
xo-harmoniques bornées & ’aide de N_ (¢f. [22]).

REMARQUE 5.12. — Considérons un groupe G de type (TT) et u
une mesure de probabilité sur les boréliens de G, adaptée a G. Soit f
une fonction p-harmonique bornée, uniformément continue & droite. Nous
choisissons une suite de fonctions continues positives a supports compacts,
(ép)p21, dont les supports sont de plus en plus petits et forment une
base fondamentale de voisinages de I’élément neutre e de G et telle que
Jo ¢o(9)ma(dg) = 1. Pour tout entier p > 1, la fonction f, = fé™e est &
la fois uniformément continue & gauche et & droite.

Dans tout ce qui a été fait précédemment, on peut remplacer I’élément h
de HG, par la fonction identique & 1 et la fonction h®* par la fonction Ip-
On en déduit alors qu’il existe un sous-groupe distingué fermé H de G,
une mesure de probabilité p-invariante v et des fonctions v, p > 1, telles
que :

V21, V9eG, folg)= /G | tolo- D))

De plus pour tout entier p > 1, la fonction 1, vérifie la propriété de
continuité suivante :

Yu€N, Vg,y €G, |vp(g-u) —¥p(y-u)| < sgglfp(gw) - fp(yz)|.

Si la mesure de probabilité v est absolument continue par rapport &
une mesure de Haar du groupe G/H, alors, par des arguments standard
(voir [4], preuve du théoréme 1.3), on obtient que f s’écrit :

f(9) = /G IR

pour une fonction borélienne bornée .

Lorsque la probabilité u est étalée, toute fonction pu-harmonique bornée
est uniformément continue a droite et toute mesure de probabilité u-
invariante sur G/H est absolument continue par rapport & une mesure
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de Haar du groupe G/H. Nous avons donc obtenu une représentation
de Poisson des fonctions p-harmoniques bornées & 'aide d’un espace
homogene, sans hypotheése de moment sur la probabilité p.

5.13 Exemple 1. — Nous considérons le cas du groupe affine de la
droite réelle. Le groupe G est I'espace R x R muni du produit

(x,a) : (ya b) = (112 + eayva + b)

Pour tout g € G, on écrit g = (z(g), a(g)). Les exponentielles sur G sont
les fonctions {e*() : ¢ € R}. La fonction F(c) = Log I ec@(9)g(dg) est

strictement convexe et I llinjl: F(c) = 4o0. Posons :
Cc[—=x 00

m =min{F(c) : c € R}.

e Sim > 1, il n’y a pas d’exponentielle harmonique et HG est réduit
a la fonction nulle.

o Sim =1, il y a une seule exponentielle harmonique, xo = %%, Il
existe une unique mesure de Radon positive v, ygo-invariante, de masse
infinie, sur R et toute fonction h de HG, s’écrit

hle) = exolo) + x0(0) | (@) plde),

pour un réel ¢ et une mesure positive p sur les boréliens de R.
e Sim < 1, il y a deux exponentielles harmoniques,

{Xl = ecla('), X2 = eqa(~)}7 ¢ < Ca.

Il existe une unique mesure v de probabilité, yjo-invariante, sur R et
toute fonction h de HG, s’écrit

o) = oxale) +x1(0) | T(e) pld),

pour un réel ¢ et une mesure positive p sur les boréliens de R.

Cette description généralise celle donnée par L. Elie [13], [14] qui se
limite au cas ol o est une mesure de probabilité.

5.14 Exemple 2. — Nous considérons le cas du groupe G constitué
de ’espace R? x R muni du produit

(z1,22,0) - (Y1,Y2,b) = (21 + €*y1,22 + € %Ya,a + b).
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Pour tout g € G, on écrit g = (z1(9), z2(g), a(g)). Les exponentielles sur G
sont les fonctions {e°@() : ¢ € R}. La fonction F(c) = Log Jo €9 o(dg)

est strictement convexe et ‘ |1iri F(c) = +o0. Posons :
C|—I00

m =min{F(c) : c € R}.

Le lemme 5.7 ramene ’étude de cet exemple & 'exemple précédent.
Pour j € {1,2}, nous appelons 7; la projection de G sur le groupe affine
de la droite réelle définie par 7;(g) = (z;(g), a(g))-

e Sim > 1, il n’y a pas d’exponentielle harmonique et HG est réduit
a la fonction nulle.

e Sim =1, il y a une seule exponentielle harmonique, xo = e%®%(),
Pour tout j € {1,2}, il existe une unique mesure de Radon positive v;,
de masse infinie, 7;(xo0)-invariante, sur R et toute fonction h de HG 1
s’écrit

dgv

i) = cxola) +x0(6) | E2(a) pr(de) + x0(a) | o ) pald),

pour un réel c et des mesures positives p; et ps sur les boréliens de R.

e Sim < 1, il y a deux exponentielles harmoniques,
{1 =0 x2 = e2°0}, ¢ <en.

Pour tout j € {1,2}, il existe une unique mesure de probabilité v;,
7;j(x;0)-invariante, sur R et toute fonction h de HG s’écrit

=00) [ T2@) () +x00) [ T2 (),

pour des mesures positives p; et pa sur les boréliens de R.

La description précédente répond & une question posée par T.Lyons
et D. Sullivan dans [18]. (Cette remarque a été signalée par le rapporteur
que nous remercions vivement.)

Il est clair que la technique utilisée, permet de résoudre le probleme
pour des groupes plus généraux que ceux de types (T'T). Nous traitons
ci-dessous un exemple.
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6. Fonctions harmoniques sur le revétement des
déplacements du plan

On considere le groupe G constitué de ’espace R? x R muni du produit
(.’E,S) : (y7t) = (1" + Rsy73 + t)
ou R, désigne la matrice de rotation

(cos(27rs) —sin(27s) )
sin(2ws)  cos(2ms)

Pour g € G, nous écrivons g = (u(g), s(g)) avec u(g) € R? et s(g) € R.

THEOREME 6.1. — Soit 0 une mesure de Radon positive sur G vérifiant
la propriété (H). Pour tout (z,r) € R% xR, il existe une fonction continue
positive h »y sur G et un réel strictement positif c(z,r), uniques, tels
que :

(i) /G hary (- 9) o(dg) = o(z,7) b py:

(ii) pour tout g € G, hzr(9) = ers(9) e<z’“(9))'y(Rs(g)) pour une
fonction continue y sur SO(2) ;

(iii) h(w,r)(e) =1.

Les éléments extrémaur, non nuls, du céne HG} sont les fonctions
h(z,r) pour lesquelles c(z,r) = 1.

CoMMENTAIRE. — Considérons le groupe G constitué de I’espace
R? x R x SO(2) muni du produit

(u, s,k)(v,t,€) = (u+ kv, s + t, kf).

L’application 7 : (u,s) € G — (u, s, Rs) permet de plonger le groupe G
dans G. Le résultat obtenu ci-dessus est celui qu’on obtiendrait en
appliquant, sans scrupule, les résultats de [11] au couple (G, w(0)).

En fait ce type de plongement est général (voir [24, th. 6.1]). Il semble
donc raisonnable de conjecturer la généralité de ce résultat pour un groupe
de Lie résoluble de type rigide.

6.2 Preuve du théoréme 6.1. — Nous considérons un élément
extrémal non nul h du cone H.. Le sous-groupe discret {0} x Z de G
est central. De la proposition 4.1, il résulte alors que, sur 2y,

(fl) Vz € Z, Vg € G, g(g(o) Z), ) = §(g) .)erz;

pour un certain réel r.
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De méme, pour tout a € Cp(G), on a sur Q1 N Q,,

(f2) Vz€Z, Vg€ G, Za(9(0,2),") = Za(g,");

D’autre part, pour tout u € R?, le sous-ensemble
{g9(u,0)g7! = (Ry()u,0) : g € G}

de G est compact. De la proposition 4.1, il s’ensuit (voir la preuve du
lemme 5.7) que, sur Q4

(f3) vueR? Vge G, £(9(u,0),:) =£(g,-)€((u,0),).
De méme, pour tout a € Cp(G), on a sur Q1 N Qy,
(f4) Vu € R27 Vg € G, Za(g(u70), ) = Za(ga )

Cela dit, nous envisageons les deux cas qui peuvent se présenter. Nous
reprenons la suite (a;)p>0 de la preuve du théoréme 5.5.

Premier cas : nous supposons que le borélien

B = {ligitg lw(Xn)|| < +o0}

est de "P-mesure 1. Nous avons, pour tout s € R et tout entier n > 1,
(0,8)Xn = (0,5)(u(Xn),0) (0, —s)(—u(Xn),0) Xn (0, s).
Posons : _
Q=Bn{),

p=>0

On obtient un borélien f-invariant de €2, de "P_mesure 1. Pour tout w € B,
la suite

((0’ S) (U(Xn(w))a 0)(0’ _s)(_u(Xn(w))7 0))n21

reste dans un compact de R? x {0}. A T’aide de la proposition 4.1, (f3)
et (fs4), on voit alors que I'on a, sur 2,

Vp > 07 Vg € Ga Vs € Ra (Zapg) (g(O,s), ) = (Zapg) (97 )g((ov 3)7 )
On en déduit alors que h est une exponentielle harmonique sur G.
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Second cas : nous supposons que le borélien B est de "P-mesure nulle.
Nous posons :

Q=B°N{),.
p=>0

Pour tout w € £, appelons V,, le sous-espace vectoriel de R? formé des
vecteurs u possédant la propriété suivante :

Vge G, &(9(u,0),w)=E(g,w).

En reprenant les arguments de la démonstration du théoréme 5.5 (second
cas), on voit que le sous-espace V,, est de dimension > 1 et que

Vo = R_5(v; () Vouw-

D’oil, quitte & remplacer Q par un sous-borélien de mesure pleine, la
dimension m de V,, ne dépend pas de w € 2.

o Si m = 2, la fonction A est une exponentielle harmonique.

o Il nous reste a étudier le cas m = 1. Dans ce cas, si V désigne la
droite {(,0) : @ € R} de R?, pour tout w € ©, nous pouvons écrire
V., = R,(V), pour un unique élément R, de SO(2). En choisissant une
section mesurable de P’application naturelle de R sur R/Z, on définit une
application mesurable 7 de Q dans R telle que R,, = R, et

7(0w) + s(Y1(w)) — 7(w) € Z.
Pour g € G et w € , posons :

o) £(9(0, 7)), w)
Y(g,w) = £((0, —r(w)), )

A Taide des relations (f1) et (f3), on vérifie facilement, que I'on a :

VgeG, YweR, 9(g,0w)=1(g,w).

Quitte & remplacer €2 par un sous-borélien de mesure pleine, nous pouvons
écrire, pour une fonction continue ¥ sur G,

Vge G, YweQ, ¥(g,bw)=1(g,w)
De la relation (f3), il résulte que
V(u, S) € G7 '(/)((uv 3)) = lb((O, 3))6((R—s+7(w)uv 0)7“])7
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d’ol1 I'existence d'un vecteur zo de R? tel que

V(u,s) € G, ¥((u,s)) =v((0,s)) el B-suTo)
A Tlaide de (fy), il vient :

V(u,s) € G, P(u,s) = e elF-ou70) gy (R,);

pour une fonction continue ¢o sur SO(2) identifié &4 R/Z. On en déduit
alors que, sur §2,

¢O(Rs+7(~))
Y(u,s) € G, £&((u,s),”) = e elf(otreymzo) ToHTL)),
(u,5) ((w,9),) $o(Rr(,))

De la méme fagon, a l'aide des relations (f2) et (f1), on voit que, pour
tout p > 1 et tout g € G, la v.a. Z,,(g(0,—7),) est f-invariante sur O et
par suite, sur un sous-borélien de Q, de mesure pleine,

V(u,8) €G, Za,((4,8),") = p(Reyr());
pour une fonction continue ¥, sur SO(2).

Pour tout entier p > 0, nous avons alors :

V(u,s) € G, h*u,s)=e"* / W R wr0) g (kR,) p(dk);
SO(2)

en posant, pour p > 1, ¢, = ¢o¥, et en appelant p la mesure image de

1/¢o(R;) hp par l'application R,. D’aprés 1’assertion (iii) de la proposi-
tion 3.10, la mesure p vérifie la propriété suivante, pour toute fonction
borélienne bornée F sur SO(2),

/ F(k)p(dk) = / / F(kRy(g)) €@ e a0 5(dg) p(dk).
SO(2) so(2) Ja

On voit facilement alors que :
Y(u,s) € G, h(u,s) = e ey (R,);

avec
_ dRsp

v(Rs) O

(ko), 1 = kozo
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pour un certain kg € SO(2). La fonction continue « vérifie la relation

W€ S0(), (k) = [ ere@ ey (kR ) o(dg)
G

Pour achever la démonstration du théoreme il suffit alors de reprendre
mot & mot les arguments de [11]. []
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