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COHOMOLOGIE BORNEE DES SURFACES

ET COURANTS GÉODÉSIQUES

PAR

JEAN-CLAUDE PICAUD (*)

RÉSUMÉ. — Nous considérons dans cet article le deuxième groupe de cohomologie
bornée réelle d'une surface (-S, ho) hyperbolique sans cusps, dont le premier groupe
fondamental est de type fini. C'est un espace de Banach de dimension infinie. Nous
montrons qu'il contient un sous-espace de codimension finie qui s'interprète naturelle-
ment en termes d'objets définis sur le bord à l'infini du revêtement universel de S, qui
sont liés à la dynamique de l'action de F = II 1(6') sur son ensemble limite.

ABSTRACT. — Let (<S',/io) be a hyperbolic surface without cusps, such that
F == IIi ÇS) is finitely generated. Thé second real bounded cohomology space of *S' (or F)
is infinité dimensional. We propose hère an interprétation of a finite codimensional
space in terms of objects (measures classes) defined on thé boundary of thé universal
covering. We show that for bounded classes previousiy defined by Brooks and Barge-
Ghys, those measures classes can be view as equilibrium states.

0. Introduction
Soit G un groupe discret. La cohomologie bornée réelle de G, notée

H^(C?,M), est Phomologie du sous-complexe d'Eilenberg-MacLane des
cochaînes bornées de G à valeurs réelles (voir [Gr], [Iv]). La norme
uniforme naturelle sur l'espace des 2-cochaînes bornées induit encore une
norme sur Hj(G,R) (voir [MaMo]).

Si G = F = IIi(S') est un groupe de surface de type hyperbolique,
cet espace (de Banach) est de dimension infinie et la richesse du contenu
géométrique de Hj(r, R) est liée au caractère hyperbolique de la surface S
ou du groupe F (voir [Br], [Mi], [Ghi], [Ma], [BaGh], [EpFu],...). Nous
supposons par la suite que F est de type fini et nous fixons sur S une
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116 J.-C. PICAUD

métrique ho hyperbolique sans cusps. Notons alors 9S le bord à l'infini
du revêtement universel riemannien de 5, sur lequel F agit. Nous montrons
que le noyau de l'application naturelle

^2 :Hj(r,R) —^(r.R)
de codimension finie, peut se «lire» sur le bord à l'infini.

Fixons un système symétrique de générateurs de F. À chaque classe
c = [df}b G Ker^2î nous associons une mesure de type Patterson /^c
sur 9S et, suivant un procédé classique, une mesure nie sur [75, le fibre
unitaire de 5, invariante par le flot géodésique (^t)tçR. Notons {A4)
l'espace des classes de mesures de Radon positives sur US (^-invariantes,
et (.Mqi(A)) l'espace des classes de mesures quasi-invariantes supportées
par l'ensemble limite du groupe A C 9S. Nous établissons le :

THÉORÈME 0.1. — Soit (5, ho) une surface hyperbolique sans cusps dont
le groupe fondamental est supposé de type fini. Alors, les applications

Ker^ —— (A^qi(A)), Ker^ —— (M)

c '—> (^c) c i—> (me)
sont injectives.

L'injectivité des deux applications est équivalente : la classe de mesures
(me) est caractérisée par la classe (invariante) de mesures {7*^0 5 7 6 F }
supportées par A. Au paragraphe 3, nous décrivons plus précisément les
classes de mesures invariantes correspondant aux exemples de classes
bornées mis en évidence par R. Brooks [Br] et par J. Barge et E. Ghys
[BaGh]. Nous montrons en particulier que les classes bornées citées
s'interprètent naturellement dans le contexte dynamique des classes de
fonctions Hôlder sur le sous-décalage de type fini (Ep, cr), et que les classes
de mesures invariantes construites correspondent alors aux mesures de
Gibbs de ces classes de fonctions Hôlder.

Je remercie chaleureusement Gérard Besson, à l'origine de ce travail,
de m'avoir constamment soutenu. Je tiens également à remercier François
Ledrappier, à qui je dois quelques conversations lumineuses.

1. Cohomologie bornée des groupes de surfaces

1.1. Cohomologie bornée d'un groupe discret G.
DÉFINITIONS 1.1.1. — Soit A = M ou Z. Pour n > 1,
• un n-simplexe de G est un élément de Gn ;
• une n-cochaîne bornée à valeurs dans A est une fonction / : G^ —> A

bornée ;
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COHOMOLOGIE BORNÉE DES SURFACES 117

• l'espace C^ = GNG, A) est muni de la norme uniforme et l'opérateur
bord dn : Cy -^ C^1 défini par

(drJX^O, • • • ^9n) = f(9l, ' ' ' ,9n)
n

+ ̂ (-l)V(^O, . . . , 9i-l9i, ' ' ' ,9n)

+(-l)n+l/(^...^n-l)

est continu.
La cohomologie bornée de G à coefficients dans A est Phomologie du

complexe d'espaces de Banach (G^, ||. [[cx^d*) (cf. [Gr], [Iv]). On note
H^(G,A)=Kerd,/Imd,_i

le n-ième groupe de cohomologie bornée de G. Signalons que
H^(G,A)=0

puisque
Kerdi = {/ : G —>• A ; / morphisme borné}.

Signalons également que la cohomologie bornée réelle d'un groupe G
moyennable (voir [Gré]) est triviale (P. Trauber) : en effet, la moyenne
invariante sur les fonctions bornées induit un inverse continu de dn
pour n > 2 (cf. [Gri], [Pi]).

REMARQUE 1.1. — La notion de cohomologie bornée réelle a été
introduite par P. Trauber pour un groupe discret et par M. Gromov pour
un espace topologique. Un théorème fondamental, dû essentiellement à
M. Gromov (cf. [Gr], [Br], voir également [Iv]), affirme que la cohomologie
bornée réelle d'un espace topologique est isométriquement isomorphe à
celle de son premier groupe fondamental. Ce qui permet d'étudier la notion
de cohomologie bornée du point de vue algébrique ou topologique.

Il existe une application naturelle
^:H,*(G,A)^H*(G,A).

Les classes non triviales de Ker^ sont représentées par le bord borné
(non nul) de cochaînes non bornées de G. Nous concentrons notre étude
sur le noyau de l'application ^2 (en cohomologies réelles) dans le cas des
groupes de surfaces (pas nécessairement compactes).

1.1.2. Le noyau de ^2-

DÉFINITION 1.1 (voir [Be], [Ba] et aussi [Gri]). —Un quasi-morphisme
de G est une fonction / : G —^ R vérifiant :
(1) 3G( / )>0 , V((^2)eG2,

|(d/)(^2)| = |/(^)-/(^2)+/(^i)| ^C(f).
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118 J.-C. PICAUD

Bien entendu, la plus petite constante vérifiant (1) est

||d/||^=sup|d/(^^2)|
G2

On désigne par Q(G) l'espace des quasi-morphismes de G et par Qh{G) le
sous-espace des quasi-morphismes homogènes de G, c'est-à-dire vérifiant :

V ^ e G . V n e Z , f(gn)=nf(9).

Un quasi-morphisme de G induit une 2-classe bornée réelle [d/]&, et si h
est un autre quasi-morphisme de G, [d/]& = [dh}b si et seulement si / et h
diffèrent d'un morphisme et d'une fonction uniformément bornée sur G.
Enonçons le :

LEMME 1.1 (cf. [Be]). — Soient /i, f^C Q(G) ; alors :
(i) Pour i = 1,2, ^a fonction définie sur G par

fi(g)=lim^fi(gn)=•mî^fi{gn)

est un quasi-morphisme homogène, constant sur les classes de conjugaison
de G, et qui vérifie ||/, - fi\\^ < ||d/,||oo. De plus,

[d/i]b = [d/2]b ^=^ (7i — fï) est un morphisme.

(ii) Pour tout f ç Q(G), on a :

lim ̂ f(gîg^(9l92)-n) = lim ̂ (^^i^)-71) = d/Q^).
n' I I I Tt if,

En particulier, si f (ou f) est borné sur le sous-groupe G' des commuta-
teurs de G, on a [df]b = 0.

REMARQUE 1.2. — Soit L = Ln = ( ^ i , . . . , Sn) le groupe libre (non
abélien) à n générateurs, L' son groupe dérivé et G = (L;n, . . . ,rk) =
(L; R) un groupe de présentation finie. Soit m^ le morphisme de L défini
par mi(sj) = ëij. La condition R c L' entraîne que tout morphisme de L
induit un morphisme de G, et si / ç Q(G),

fo = f-^f(si)mi
i

est l'unique quasi-morphisme homogène de G, nul sur le système (symé-
trique) de générateurs fixé S (G) = {s^1}, vérifiant [d/o]b = [df}b- On
notera S^(G) le sous-espace des quasi-morphismes homogènes de G nuls
sur le système de générateurs {sf1}.
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COHOMOLOGIE BORNÉE DES SURFACES 119

REMARQUE 1.3. — Un quasi-morphisme de G est uniformément borné
sur l'ensemble des commutateurs de G.

REMARQUE 1.4. — Soit G = (I/;-R), S'(G) un système symétrique de
générateurs, 5^ e S'(G) et / un quasi-morphisme de G. Par définition, on
a la relation :

r r-1

(2) /(^ • • • 5j = ̂  /(s,,) - Y^ df(s^, s^ • • • 5j.
k=l k=l

En particulier, si / est nul sur 5(G), la relation précédente entraîne
r-l

(3) \f(^'-s^)\= ^d/(^,^...5j <(r-l)||d/||^.
fc=i

1.2 Quasi- morphismes des groupes de surfaces et bord à
l'infini.

1.2.1 Notations et rappels. — On rappelle que (5',/îo) désigne une
surface G°° connexe, orientable, sans bord, sur laquelle on fixe une
métrique hyperbolique ho sans cusps. On suppose que F = rii(5') son
premier groupe fondamental est de type fini, et on note

(4) ( 5 i , . . . , 5 f c ; r )

une présentation standard de F (rappelons que r est vide si S n'est pas
g

compacte et que r = Y[ [s2i-i^ s^i] si S est compacte de genre g > 2).
i

On rappelle encore que

(^^^(H^hyp.), Q S ^ S 1

où 9S est le bord géométrique de (5, fao), c'est-à-dire l'ensemble des classes
d'équivalence de rayons géodésiques asymptotiques, et

A = Tî \ Tx C 9S

l'ensemble limite de F qui ne dépend pas du point x G S.
On définit sur 9S (et par restriction sur A) la métrique géodésique de la

manière suivante : soient rj ^ ^ e 9S. Il existe une unique géodésique (77, ^)
de S d'extrémités 77 et ^ ; on note D^o (77, ^) la distance de l'origine fixée à
cette géodésique. Alors

(5) d(^,77) = d^(^77) = exp(-6D^(r7,0)

définit une distance pour e > 0 suffisamment petit (voir [Yu] et les réfé-
rences citées).
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120 J.-C. PICAUD

Le groupe F, identifié au groupe des automorphismes de revêtement,
agit par isométries sur S. Cette action se prolonge sur 9S par homéomor-
phismes respectant l'orientation, et l'action à gauche de F sur FXQ ^ F se
prolonge en une action sur A et (de manière diagonale) sur

Â2 = A x A \ Diag.
Rappelons enfin la :

DÉFINITION 1.2. — Soit G un groupe discret agissant à gauche sur
un espace mesuré (X,/^). Un cocycle à valeurs réelles est une fonction
borélienne c : G x X —> M vérifiant
(6) cÇgig^.x) = c(g^,g-2x) +c(g^,x) (^1,^2 € G, x C X)

1.2.2 Quasi-morphismes de F et cocycles sur A. — Nous définissons
dans ce paragraphe un « quasi-cocycle » sur le bord associé à chaque quasi-
morphisme de F. Nous verrons au § 3 que cette définition apparaît de
manière naturelle, et qu'il est possible, pour certaines classes bornées au
moins, de choisir un quasi-morphisme auquel on peut associer un cocycle
Hôlder sur le bord.

DÉFINITION 1.3. — Soit / un quasi-morphisme de F. On appelle quasi-
cocycle associé à f la fonction définie sur F x A par
(7) Ff(-f^)= sup Ïïm{/(77n)-/(7n)}.

7r^0-^ n

On définit également la fonction de normalisation associée à f sur A 2 par

(8) îî^^)= sup {ïïm(/(7n)+/(7nl7n)+/(7n-l));
(7n),(7n) l n , -I

7nXQ^^ 7n^0 ̂ ^.

La définition qui précède permet d'associer un objet défini sur le bord
associé à n'importe quel quasi-morphisme. Nous verrons au §3 qu'il est
possible de choisir pour les classes de Brooks et de Barge-Ghys un quasi-
morphisme plus régulier au regard de la définition suivante :

DÉFINITION 1.4. — Un quasi-morphisme / de F satisfait la pro-
priété (Pb) si pour tout 7 G F et pour toute suite (^n) d'éléments de F
vérifiant 7n.ro —^ ^ la suite

/(77n) - /(7n)

converge vers Fj(7,^), cocycle Hôlder continu en la variable du bord.
Par la relation (1), les expressions qui apparaissent dans (7) et (8) sont

uniformément bornées en n donc les fonctions Ff et Hf sont bien définies.
La terminologie adoptée est justifiée par le lemme élémentaire ci-dessous
et par les relations (24) et (25) (voir § 2).

TOME 125 — 1997 — N° 1



COHOMOLOGIE BORNÉE DES SURFACES 121

LEMME 1.2. — Soient f <E Q(T) et Cf = ||d/||oo + |/(e)|. Alors, les
fonctions Ff et H f vérifient les relations :

(9) -2| d/||oo < Ff(g^ç) - Ff(g^g^) - F^ç) < 0
(où ^1,^2 ê F et ^ G A) et^ pour 7 G F e^ (^^) e Â2,
(10) |{Fj(7,0 -^/(7^)} - {H^^rî)-Hf^rî)}\ ̂  GCf

Preuve. — Remarquons que le choix de la limite supérieure dans la
définition de F (et H) est arbitraire. Cependant, puisque / est un quasi-
morphisme, la fonction définie par

F(^0=inflim(/(^)-/(7n))
7n n

vérifie
(11) 0<F-F<2| |d/ | |^ .

De manière analogue, on note H la fonction définie comme dans
l'expression (8) en remplaçant «sup» par «inf». On a alors

\H-H\ <2Cf.
Les inégalités (9) résultent de la relation

f{gi9^n) - /(7n)

= {/(^27n) - f{9^n)} + {/(^27p) - /(7p)}

+ [-ÎW + /(P27n) - /(7n)] + [fW - /(^27p) + /(7p)]

et de la propriété de sous-additivité de la limite supérieure.
Par définition,

^Hf (^,77) =îîf{^, 777).
Remarquons que

(12) / € Q(T) =^ |/(7) + /(7-1)! ^ Cf
Posons :

an = (/(77n) - /(7n)) - [îWn) - /«)),

bn = /(77n) + /(7n7-1) + /(7nl7-177n),

Cn=/(7n)+/(7nl7n)+/(7n-l)•

Alors (11) implique \an — (bn — Cn)\ <: 2(7^. Par conséquent,
lim dn <! ^Cf + \im(bn — c-n} <. 2(7^ + lim bn — lim Cn

<2Cf+^H-H
^^H-H-^-4.Cf.

De même,
\iman >. lim an >. ̂ ^H — H — 4:Cf. []
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122 J.-C. PICAUD

2. Une interprétation géométrique de KerîF^
Ce paragraphe est consacré à la preuve du théorème 0.1. En 2.1,

nous donnons la construction explicite d'une mesure (de type Patterson)
associée à chaque quasi-morphisme de F. Nous déduisons en 2.2, en suivant
un procédé classique, une mesure sur le carré du bord, quasi invariante par
l'action diagonale du groupe. On en déduit alors l'existence d'une mesure
invariante dans la même classe de mesures, et par conséquent une mesure
à support compact sur le fibre unitaire US de S associée à chaque quasi-
morphisme, invariante par l'action du flot géodésique ^>f L'ergodicité du
flot géodésique pour chacune de ces mesures permet de conclure.

2.1. Quasi- morphismes de F et mesures de Patterson.

2.1.1. Construction des mesures.
Le revêtement universel (5, ho) est identifié au disque de Poincaré et F

à un sous-groupe discret convexe cocompact d'isométries de H2. On note :
• dh la distance hyperbolique sur S\ XQ^X^ ... des points de 5;
• S(T) le système symétrique de générateurs associé à la présentation

standard (4) de F ;
• G = G(S(T)) le graphe de Cayley de F (cf. [GhHa]), muni de la

métrique des mots dç.
On rappelle (voir [GhHa]) que les espaces métriques (<?, dç) et (El2, d^)

sont quasi isométriques puisque F agit de manière cocompacte sur
l'enveloppe convexe de A (dans S U QS).

Soit / e Q(r). On déduit de la remarque précédente et de l'inégalité (3)
qu'il existe une constante DQ = D(ho) > 0 et F C F, # F < oo tels que

(13) V 7 € F \ F , |/(7)| ^ ||d/||ooA)^o^).

Considérons alors la série de Poincaré

(14) Nf^t)=^exp{-s(fW+tdh(xo^x))}.
r

LEMME 2.1. — II existe Df > 0 tel que Nf^(s^Df) = Nf^(s) converge
si s > 1 et diverge si s < 1.

Preuve. — Pour tout t >_ 0, notons 6Çt) e [0, +00] l'exposant de
convergence de la série de Poincaré Nf^(s^t) (qui ne dépend pas de x)

+00

(15) Nf^ t) ~ ̂  e-^ ( ̂  e-5^))
n=o Cn
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COHOMOLOGIE BORNÉE DES SURFACES 123

où ~ signifie que les deux séries sont de même nature et où

Cn = {7 € F; n < d(xo^xo) < n-\-1}.

Par conséquent, 6(t) est solution de l'équation implicite

5t=Ïim ^-logfVe-^7^n n \z-^ /
C-n,

et il suffit de prendre

to = P(d/) - P(-d/) = Ïim 1 log fy e^)n n v2-^ /
Cn

qui vérifie ôÇto) = 1 d'après (15) (voir § 3, remarque 3.2.). []
À partir de maintenant, nous considérons la série de Poincaré

Nf^(s)=Nf^Df).

Supposons que l'on ait

(16) Nf(s) —— Nf(l) = oo

lorsque s tend vers 1 en décroissant et, pour s > 1, définissons

(17) /^,^ = -——^ ^exp{-5(/(7) +Dfd(xo^x))}6^
^f^o^8) p

où 6^x 6st la masse de Dirac en ^x.
L'hypothèse (16) n'est pas essentielle : si Nf(l) < oo, il est possible

d'accélérer la divergence de Nf en pondérant le terme général de (14)
de sorte que la série de Poincaré Nf obtenue vérifie Nf(s) < oo si et
seulement si s > 1 (voir [Pa], [Ni]). En outre, cette pondération, reportée
dans (17), n'entraîne pas de modification pour ce qui suit (voir [Pi] pour
les détails dans ce contexte).

Notons Mb(^x) l'ensemble des mesures positives de masse uniformé-
ment bornée sur r.r compact. Cet ensemble, muni de la topologie de la
convergence vague des mesures, est compact. Notons ^/,^o ̂  limite d'une
sous-suite AV,s^o lorsque Si tend vers 1 en décroissant. L'action de F
sur S est totalement discontinue : un ouvert relativement compact de S
ne contient qu'un nombre fini de points de l'orbite r.r. L'hypothèse (16)
entraîne alors que Supp(^j-^o) C A. Le point d'accumulation f^f,xo
dépend a priori de la sous-suite Si \ 1. Nous verrons au paragraphe 2
(corollaire 2.4.) qu'il y a en fait unicité de la limite.

Le lemme qui suit précise le comportement de f^f^xo vis-à-vis de l'action
du groupe.
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124 J.-C. PICAUD

On rappelle (voir [BGS]) que la fonction de Busemann normalisée en XQ
est définie par

b^x) = lim d(x, c(t)) -1 ( x ç S ^ e Q S )

où c est le rayon géodésique représentant ^ qui vérifie c(0) = XQ. On
rappelle également que le cocycle de Busemann défini par

(18) B^y)=b^x)-b^y)

ne dépend plus de c représentant de ^ et vérifie la propriété d'invariance

B^x^y) = B^x^y) (7 e F)

Enfin, rappelons que le groupe F agit à gauche sur .Mb(A) par

g^li(E) = ̂ (g^E) {E borélien de A, g e F).

LEMME 2.2. — II existe K\ >_ 1 telle que

(19) K,-1 < exp^^Q}^^) < K,

où

(20) ^f(g^)=Ff{g-l^)+DfB^gxo,Xo).

Preuve. — Soit g^ 7 e F ; notons 77 = ^7 :

(21) ^(exp{-^(/(7) +IWo,7^))}M
= exp{-5(/(7) +Djd(^o,7^))}^
= exp{-5(/(7) - /(Y) + Df(d(xo^x) - d(^7^)))}

x exp{-5(/(7') + Dfd(xo,yx))}6ys

Lorsque YX tend vers ^ e A, on a

(22) d(xo, 7^) - d{xQ, - y ' x ) = d(gxo, Yx) - d(xo, Yx) —> B^(gxo, xo)

et

(23) /(7) - /(Y) = /QrV) - /(Y) ~ FfÇg-1^) - /(^-1) ~ -f(g)

où a(^, ̂ ) ~ b(g, $) signifie que (a — b) est uniformément borné en g e F
et ^ e A. Le lemme se déduit aisément de (21), (22) et (23). []
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COHOMOLOGIE BORNÉE DES SURFACES 125

REMARQUE 2.1. — II ressort de (23) que les inégalités données par (19)
sont encore vraies lorsque l'on pose

J^f(g^)=-f{g)+DfB^gx^xo).

Nous verrons au § 3 que certains quasi-morphismes permettent de cons-
truire un cocycle, i.e. que (19) devient une égalité (avec K\ = 1).

REMARQUE 2.2. — Si, dans l'expression (17), / est remplacée par f-\-b
où b est bornée sur F, il est clair que la classe de mesures (f^f,xo) reste
inchangée.

Par la suite l'origine XQ est fixée, ainsi que la sous-suite qui a permis
de définir fif = ^f,xo '

2.2. Le point de vue des courants géodésiques.
Chaque classe d'homotopie libre de (5, h) contient une unique géodési-

que fermée et l'ensemble de ces classes d'homotopie s'identifie à l'ensemble
des classes de conjugaison du groupe F (cf. [Kl]). Du lemme 1.2 (i) et de
la remarque 1.2, on déduit l'identification

Ker^^(r).

Par conséquent, chaque classe de Ker^a définit de manière unique
une fonction antisymétrique sur les géodésiques périodiques orientées
de (6',/io), ou encore, suivant le point de vue de F. Bonahon (voir [Bol],
[Bo2]), sur les masses de Dirac du cône positif des courants géodésiques
orientés de 5, noté Co(S).

Nous montrons dans cette section que la construction précédente
permet d'injecter par dualité les éléments de Ker^2 dans Co(S).

2.2.1. Courants géodésiques sur S.

DÉFINITION 2.1 (Bonahon-Sullivan).—Un courant géodésique (oriente)
sur S est une mesure de Radon positive supportée par À2, invariante par
l'action (diagonale) de F.

Si (7) est une géodésique primitive orientée de (5',/io), on note 6^ la
somme des masses de Dirac sur les couple (ordonnés) des extrémités des
relevés de (7) dans S. Ces couples (7-,7+) s'accumulent sur la diagonale
de Â2. La mesure ^(/y), F-invariante, est finie sur les compacts de As et

(7) h—. 6^

prolongée par homogénéité, définit une injection des géodésiques périodi-
ques de S dans Co(S) (voir [Bol], [Bo2], [Ot]).
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Le lemme 1.1 et la remarque 1.3 permettent d'associer à chaque classe
de c e Ker ^2 une unique fonction fc sur {6^} C Co{S). La remarque 1.3
entraîne qu'il n'est pas possible de la prolonger de manière continue
à Co(S) (voir [Pi, partie A]). En revanche, la construction de 2.1.1. permet
d'associer à chaque quasi-morphisme et, moyennant une normalisation
naturelle, à chaque classe de Ker ^2 un élément de Co(S).

2.2.2 Courant géodésique d'un quasi-morphisme.
Soient / e Q(r) et ̂ f une mesure associée à ±f (suivant la construc-

tion précédente). Posons

(24) ^(d^ x d77) = Kf^rj)^) ̂ -^)

avec

(25) Kf^r])=exp{Hf^rî)+Df(B^y)^B^y)}

ou
B^Xo,y)+Brf(xo,y)

ne dépend pas du point y = y(ç, rf) de la géodésique (^, T]) et où Hf est
donnée par (8).

Des relations (19), (20) et (21), on déduit qu'il existe une constante
K > 1 telle que, pour tout 7 e F et ^-presque tout 0 = (^, T]) e À2

(26) K-^ d7^(^<^
Wf

Notons (Pf) la classe de mesures de Vf. Le lemme qui suit résulte de
l'adaptation d'un argument de K. Schmidt (voir [Zi2], [Kai2]). Nous en
donnons une démonstration particulièrement simple suggérée par E. Ghys.

LEMME 2.3 (voir [Gh2]). — // existe Vf e Co(S) vérifiant (i^f) = (Vf).

Preuve (Ghys). — Notons 0(7, (9) le cocycle (multiplicatif) de Radon
Nikodym donné par (26), i.e.

^^w.
Posons

hf(0) = supc(7, 0) e [K~1, K] et ^ = hf Vf .
7
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II vient, pour g ç. F :
g^YfW = sup(c(7^))c(p,0)^(d0)

7

=sup(c(7^))^(d0)

=sup(c(7^))^(d0)=^(d0). D
7

On posera par la suite Kf = hfKf.

2.3. L'injection Ker^ ̂  Co('S').
Pour chaque classe c e Ker^; nous noterons désormais fc l'unique

quasi-morphisme de Q^(r) vérifiant

c=[d/c]6;
/^c une mesure associée à fc et Vc le courant géodésique qui lui correspond.
Nous démontrons dans cette section le résultat principal (théorème 0.1),
formulé de manière équivalente par le

THÉORÈME 2.1. — Notons (CQ(S)) l'espace des classes de courants
géodésiques orientés de S. L'application

Ker^^(Co(5))
C •——> (^c)

est injective.

Notons G(A) l'enveloppe convexe de l'ensemble limite (dans H2) et
KS = r\(7(A) un domaine fondamental compact. L'identification

U(KS) ̂  À2 x R
induit un isomorphisme entre Co(S) et l'espace des mesures de Radon
positives sur U(KS) invariantes par le flot géodésique (<Ï^) (voir par
exemple [Kail]). Notons alors

rhc = YC ̂  dt

la mesure r-invariante et ^-invariante sur As x M et me la mesure <î>f-
invariante sur U{KS).

Le flot (^t) est un flot d'Anosov. Nous désignerons par W3 (avec j =
s, ss, u, su) les feuilletages stable, fortement stable, instable, et fortement
instable, associés à une décomposition et m^ les mesures conditionnelles
associées à rric (qui, par construction, se désintègre localement pour
la structure de produit local sur U(KS)). Le lemme qui suit, dont la
démonstration s'inspire des arguments de Hopf (voir proposition 2.1.),
précise la correspondance entre les classes de mesures conditionnelles et
les classes de mesures qui se désintègrent localement sur U{KS) compact.

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



128 J.-C. PICAUD

LEMME 2.4 (voir [Le]). — Soient m\ et m^ deux mesures sur U(KS)
qui se désintègrent localement. Alors,

(m^) = (ml8) ̂  (mi) = (m^) ̂  (m^) = (<1).

Preuve. — Voir [Kail], [Le], [Pi], etc. Q

En particulier, nous déduisons le

COROLLAIRE 2.1. — Soient Ci = [d/i]b, 02 = [d/2]& € Ker^a, A4,± =
^±/i5 ^2,± = /^±/2 e^ ^i? ^2 ^5 courants géodésiques associés. Alors,

(^-) = (/^2,-) <^ (^l) = (^2) ^^ ^1,+) = <^2,+).

Preuve. — Notons m\ et m2 les mesures sur U(KS) déduites des cou-
rants géodésiques v\ et ^2- Chaque feuille fortement instable (resp. forte-
ment stable) de U{KS) s'identifie à A\{7yo} (resp. A\{^o}) et l'expression
de m^ (resp. mf) n'est autre que ^(.,77o)^,+ (resp. ^($o, -)^,-)
(l'indice % = 1, 2 correspondant à l'indice de la classe Ci). \\

L'ergodicité de m^ à support compact, invariante par le flot géodésique,
est un fait général : chaque mesure rhc est un quasi-produit {cf. [Kail]),
i.e. s'écrit Kf fif (g) fi_f 0 dt .

PROPOSITION 2.1 (Hopf-Sullivan). — Soit v = Kji^ (g) ^_ e Co(S)
supportée par À2, où /^+ et ^i- sont deux mesures de probabilité sur A.
On suppose en outre qu'il existe k > 0 tel que K > k v'-presque
partout (noté y-p.p.). Alors, m, ^i-mvarmnie sur U(KS) déduite de y,
est ergodique.

Preuve. — Soit h (uniformément) continue sur U(KS) compact; le
théorème de Birkhoff permet de définir

h±(.)=\im1 f h(^('))dt
1 0 0 1 Jo

m-presque partout, m-presque partout égales (disons sur E) et ^>t-
invariantes. Il nous faut montrer que /i+ (et h-) sont /^-presque sûrement
(et IJL- -p. s.) constantes. Nous avons

Ë = (J ̂ (Êo)
tçR

et, par le théorème de Fubini,

mÇE0) = 0 ==^ 0 = y{E^) > k^ (g) ^-(Ë^) = 0.
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Par le théorème de Fubini, on a

êo = u (^}x ^œ) avec ̂ (F) = ̂ -(^(O)= L
^e^

L'uniforme continuité de h entraîne que /i+, ^-invariante, est constante
sur chaque feuille stable {^} x G(^) x R et fa- sur chaque feuille instable.
Il en résulte que la constante ne dépend pas de la feuille stable ^+-p.s.
(ou de la feuille instable, /^--p.s.). Q

COROLLAIRE 2.2. — Soit c e Ker^2; alors m^ ^t-mvarmnie^ est
ergodique.

Preuve. — II suffit de montrer que K. > k > 0. Soit / e Q^(r) avec
[df]b == c. Nous avons :

K/ = hfKf = hfexP{Hf + D^B^y) + B^y)}}.

Par construction, J^"1 <: hr < K (cf. preuve du lemme 2.3.),

|̂ (^)| = | SUp lim [/(7n) + f^n'Vn) + f(Vn1)] | < 2||d/||^
7n.ÏO^^ n

7^0-^^

et, si H2 ^D(0,l), xo=0,

exp{Df(B^y) + B^y))} = 1 > 2-2^- > 0. D

COROLLAIRE 2.3. — L'action de F sur (A,/^±c) ̂  ergodique.

Preuve. — Un borélien A C A, F-invariant, permet de construire
r\(A x A x IR) borélien de U(KS), de mc-mesure nulle ou pleine par
ergodicité de nie ; le borélien A est par conséquent de ^c-mesure nulle ou
pleine. Q

COROLLAIRE 2.4 (unicité). — S oit f ç 2(r). Deux points d'accumu-
lation^ et IJL^ de la famille de mesures {l^f,s '•, s > 1} sont proportionnels.

Preuve. —Deux points d'accumulation /^i et ^2 vérifient l'identité (19)
qui permet de leur associer deux courants géodésiques v\ = K\ ̂  (g) [i_j
et ^2 = K^ ^<S> tJL-f et deux mesures sur U(KS) dont les mesures condi-
tionnelles sur les feuilles fortement stables sont absolument continues. Par
le corollaire 2.1, ^i et ^2 sont absolument continues et par ergodicité de
l'action de F, elles sont proportionnelles. []
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Montrons alors le théorème 2.1. Soient ci = [d/i]^ et 02 = [df^b deux
classes de Ker ^2, où fi e Q^(r); soient /^i et ^2 les mesures associées.
Par le corollaire 2.3, si [i\ et ^2 sont supposées absolument continues,
la densité d/^2/d/^i est (presque sûrement) constante, ce qui entraîne,
par (19) et (23), qu'il existe une constante C > 0 telle que

V7 e F, -C < /2(7) - A (7) + (Df, - D^B^X^XQ) < C

et l'on peut supposer que ces inégalités sont vraies pour tout ^ e A.
Le quasi-morphisme (/2 - A) est uniformément borné sur l'ensemble
des commutateurs de F (remarque 1.3), ce qui implique Df^ = Df^ et
alors (/2 — A) est uniformément borné (en fait identiquement nul), i.e.
[d/i]6 = [d/2]ô. D

3. Cohomologie bornée et dynamique symbolique
Nous donnons dans ce paragraphe une description complémentaire des

classes de mesures de Patterson associées aux classes de Ker ̂ 2 décrites
par R.Brooks dans [Br] et par J. Barge et E. Ghys dans [BaGh]. Celle-
ci nous permet de déduire une injection (linéaire) de ces classes dans
l'espace des classes de fonctions Hôlder sur le sous-décalage unilatéral
(Sr, cr) associé au groupe r. L'existence d'un quasi-morphisme homogène
qui « représente )) chaque classe de Ker ^2 à un morphisme près correspond
alors, dans ce contexte dynamique, au théorème de Livsic.

Nous notons dans ce paragraphe Qo,b(r) le sous-espace des quasi-
morphismes de F qui vérifient la propriété (P^) (définition 1.4.) et qui
sont nuls sur le système symétrique de générateurs S(T) donné par (4).

3.1. Le sous-décalage de type fini associé à F.
On rappelle (voir [GhHa] et [PoSh]) qu'un groupe G de présentation

finie est fortement Markov si pour tout système symétrique fini de
générateurs S'(G), il existe un graphe fini orienté avec :

• un ensemble de sommets S ;
• un ensemble d'arêtes orientées A C S x S ;
• un sommet privilégié noté * sur lequel aucune arête ne finit ;
• une application de «marquage» des arêtes À : A —^ S (G) telle qu'il

existe une bijection entre les chemins orientés finis du graphe partant du
sommet * et les éléments de G.

Etant donné G fortement Markov, <?, *, A et À définis comme ci-
dessus (pour un système de générateurs fixé), on code G et son bord
en lui associant l'espace symbolique (Sç, a) défini de la manière suivante.
Notons :
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• < S i = 5 U { 0 } ;

• A i = A u ( { * } x ( < S \ { * } ) ) ;
• A = (A(i,j)) la matrice carrée de taille #<?i où

r i si(ij)eA,
A(iJ)= < 1 s i j = O e U e (S U {0}) \ {*},

v 0 dans tous les autres cas.
On pose alors

SG; = [x = (Xn)n>0 ; Xn € <Sl, A{Xn,Xn+l) = l}

et a : SG —> SG l'application décalage définie par (cr(a;))^ = rz^+i,
continue pour la métrique d sur EG? :

(27) ^^^Lr^
n>0

On note
S^ = {a; e EG' ; a^ 7^ 0 pour tout n}

Soit a > 0. On note Ca = C^SG^K) l'espace (de Banach) des fonctions
a-Hôlder sur (SG,C?) compact muni de la norme Hôlder définie par

„ , , , f \h(x)-h(y)\ -ia = sup \h\ + sup \ '——-——^-i k
SG ^^ ^(^2/) J

Deux fonctions h^,h^ e C" sont cohomologues s'il existe IA e (7° telle que
/^i — h^ = u — u o a.

Le groupe Fuchsien F, convexe cocompact est fortement Markov (voir
par exemple [PoSh] et les références citées).

Lorsque S non compacte de genre g admet r bouts (c^ S1 x M) de
volume infini (avec (g = 0 et r ^ 3) ou (g > 1 et r > 1)), F est isomorphe
au groupe libre L à 2g + r - 1 générateurs, S^ s'identifie à l'ensemble des
mots réduits infinis en les générateurs et leurs inverses, i.e. à 9L c^ Ap
et (S^,cr) est topologiquement mélangeant (i.e. pour tous L ,̂ Y ouverts
de S^, il existe n e N tel que ^(U) H Y ^ 0) (c/. [Bowl]).

Lorsque S est compacte, la surjection Hôlder TT : S^ —^ Ap n'est plus
bijective, mais la préimage de <^ <E Ap est constituée de deux points au
plus et de deux points exactement lorsque ç appartient à un ensemble
dénombrable de points de Ap (voir [Bow2], [BoSe], [Sel], [Se2]). Cela
permet de rappeler les fonctions (ou les cocycles) Hôlder en des fonctions
sur le sous-décalage (S^cr) encore topologiquement mélangeant (voir
[Bowl] et [Bow2]).
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3.2. Propriété (P(,) et fonctions Hôlder.
On décrit dans cette section la correspondance entre les classes bornées

associées aux éléments de Qo,b(r) et les classes de fonctions Hôlder sur S^.
Soient q e Qo,b(r) et Fq le cocycle associé (définition 1.4.). Pour tout

^ == 5^ . . . s^ • . • ç Ar ^ <9F, posons :

(28) W-^O^;^-^-)

= fclî^oo ̂ sil " ' sik ) - ç^2 " ' sik^

= - lim dq{si^s^,...).
k—^+00

Par hypothèse, la fonction /g, bien définie, est Hôlder continue et peut
être rappelée en une fonction Hôlder sur S^ que nous noterons encore fq.
Notons

n-l

Snîq = ^ ^ J q
k=0

oak

la n-ième somme de Birkhoff de fq et TT^ : Sjt —^ F la n-ième projection
définie par

TTnÇx) = A(*,a;i)-"A(^_i,^).

LEMME 3.1. — II existe C = C(q) telle que

(29) \q07Tn-Snfq\^C

Preuve. — Soient x = (* ,^i , . . . , . r^, . . .) G E^ et 7Tn{x) = s^ • • • s^.
Par (2), et puisque q s'annule sur 5'(r),

n-l

qo7Tn(x) = -^dq(s^;s^^ • • • 5 ^ ) .1 1 n\.^) — / ^^^îj^Zj-^

J=l

Donc,

q07Tn(x) - Snfq(x)

n-l

= | Z^ (dç(•sb• ; ̂ -+1 • • • ^n • • •) - dç(% ; ̂ b'+l • • • s^ ))

J-l +ciç(5^n;5^+l • • • )

n-l

< ̂ \dq(s^;s^^ • " s ^ • • • ) -dç(^.;s,^, • • • 5 ^ ) | + ||dç||oo.
j=i
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Puisque q vérifie (Pc,), il existe a > 0 et C' > 0 tel que

|dç(^, ; s^,... ̂  .. •) - dç(^, ; 5^ ... s,J | ̂  G^-^-^1))

ce qui entraîne

|go7r»(a0-^/g(a0|^ ^^+||dg||^. D

Nous en déduisons la correspondance linéaire suivante :

PROPOSITION 3.1. — Soient q^q^ e Qo,fc(r) ci /i,/2 : S^ -^ M les
fonctions Hôlder associées. Alors^

fi ~ h ̂ =^ [dqi}b = [àq^b.

Preuve.
Sens =^. Nous avons les équivalences

h - h ̂  ^x e S^ lim (^^/i(^) - ̂ ,/2(^)) = 0,

^=^ Va? G S^, lim -ci o 7rn(a?) = lim -q^ o 7Tn(x).
n U n u

En particulier, pour 7r{x) = s^ " • s^s^ ' • • s^ • • ' e Ar périodique, pour
7 = 5^ • • • 5^ de longueur ^(7) = À: et u = rk + p :

lim -ç, o 7Tn(a;) = lim -^(7^ • • • Si ) = lim -qz(Y)
n U n u n U

-^w-^.
Par conséquent, /i ~ /2 implique çi/^ = 92/^ qui implique à son tour
ci = Ç2 ; on en déduit [dgi]^ = [d^lb.

Sens <=. On déduit de [dçi]^ = [dç2]b que l'on a ci -92 = m+& (avec m
morphisme et & bornée). Puisque ci et 92 s'annulent sur S(T), m = 0 et b
vérifie encore (P&), ce qui entraîne

sup|^/i - Snh\ < oo.
n

L'application cr : Sjt -^ Sjt est topologiquement mélangeante. Par le
théorème 1.28 de [Bowl], on a /i ~ f^. []
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REMARQUE 3.1. — La proposition précédente nous dit que les classes
bornées représentées par le bord des éléments q e Qo,b(r) sont déter-
minées par la classe de cohomologie [fq] de fq, et donc (théorème de
Livsic) par les valeurs de Snfq (ou encore de q o TT^) sur les orbites n-
périodiques, ce qui correspond, dans ce contexte, à l'existence de l'unique
quasi-morphisme homogène nul sur S(T) dont le bord représente une
classe bornée donnée.

REMARQUE 3.2. — Posons

Peïn = {x e ̂  ; ^(x) = x et ^{x} -^ x pour j < n},

c^,.,^ = [x ^ E? ; ^1 =X^...,Xn =X°,}.

Soit q ç. Qo,b(r) ; la pression de sfq (pour s e M) est définie (voir [Bowl])
par :

P(sfq) = P(-sfq) = Ïmï ^ log ( ̂  exp(^/,(îc)))
n Per^

= lim - log [ ̂  exp(sç 071-^(3;))).
Per^

À [fq] (ou encore à [dç]^), on associe de manière unique une mesure de
Gibbs sur Sjt, i.e. une mesure fiq vérifiant :

l 1 ^Q^X0 T° )
^ > 1, V^ e E^, K-1 < — — l q . x l — x n / . .. < K.

exp{-nP(fq)+qo7Tn(x)} -

C'est une description complémentaire de la classe de mesures de type
Patterson associée à ç.

3.3. Deux exemples.

3.3.1. Classes de Brooks du groupe libre.
Nous supposons ici que F = L est un groupe libre et S(L) désigne

le système symétrique de générateurs associé. Chaque élément de 7
admet une unique écriture réduite. Pour ^Q ç. L réduit et 7 e L (pas
nécessairement réduit), on note n-yo(7) 1e nombre d'occurrences dans
l'écriture réduite de 7 et

^7o(7) ̂ ^c^)-^^"1)

le quasi-morphisme de L ([Br]). Remarquons que b^ est un morphisme
ssi 70 <E S(L).
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LEMME 3.2. — Soit 70 ^ L un mot réduit. Pour 7 e L, on nc^e :
(i) 7 = cr^a"1 = a(5i • • • SkY^1 l'écriture minimale de 7, c'est-à-

dire l'écriture telle que :
(a) 7 = cr^a"1 e5^ l'écriture réduite de 7 e^ 5i 7^ 5 , 1 ;
(b) r e5^ maximal pour cette écriture.

(ii) t i ' - '^ , ^e5 ^ premiers générateurs apparaissant dans l'écriture
réduite de 7^ (ûwec n > [£/k] où [ ] est la partie entière).

Alors^ le quasi-morphisme homogène b^ associé à b^ est donné par :

^70(7) = b^(a-f[a~1) = rb^(t^ ' • -^)+^)_i).

Preuve. — Voir [Pi, lemme 3.8]. []

II est facile de voir que b^ vérifie la propriété (P^) alors que b^ ne la
vérifie pas. La fonction f^ sur S^ ^ QL déduite de b^ ne dépend que
d'un nombre fini — qui dépend de ^(70) — de termes de la variable du
bord. Dans ce cas, le quasi-cocycle F^ associé à b^ est un cocycle et les
inégalités (19) et (26) correspondent à des égalités (avec K^ = K = 1).

3.3.2. Classes de Barge-Ghys des surfaces compactes.
Notons ^(S) l'espace des p-formes C°° sur (S, ho) compacte, a un

élément de ̂ (S), XQ une origine fixée sur S, (x,y) le segment géodésique
orienté d'extrémités x,y e S = S U 9S et T ( x , y , z ) le triangle orienté à
bords géodésiques de sommets x ^ y ^ z ç S (d'aire uniformément bornée).
Par compacité de 6', la fonction définie sur T par

(30) r,(7) = /
J(^

Ta^) = I 0
(£0,7^0)

(où a est la 1-forme relevée r-invariante) est un quasi-morphisme (voir
[BaGh]) et la classe bornée [dïcjb ne dépend pas de XQ.

PROPOSITION 3.2. — La fonction Fc, définie sur F x Ar ^ F x 5'1 par

^0=Ta(7)+ / da
JT(xo,g-^

^(^0=Ta(7)+ / da
JT{xo,g-lxo^)

est le cocycle Hôlder associé à r^ suivant la définition 1.3.

Preuve. — Nous avons les égalités :

^(g^fn) - Ta(7n) = / S - (îa
{xo;g^nXo) ^Çxo-^nXo)J\XQ;g^nXo} JÇîo^r
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[ - f -= a — a
^{g~lXonnXo) ^ {.XQ-^nX

= — a + / d5a + da
(^Oî^'^o) ^T(.Eo;ô'-1^0;7n£o)J^XQ-.g-1^ JT^xo-.g-^xo^rtX

= a + / da .5 + / da
/(5o;^o) ^^(£o;^-l•ïo;7n•ïo)J (xo\gxo} JTixo-.g-^xo;

(Stokes)

Montrons que

An = \ da - daï — da
g~lxo•^} JTÇxo^g-'^xo^rtXG' JTÇXO^-^O^ JTÇxo^Xo^rzXo)

tend vers zéro lorsque n tend vers l'infini.

^=min(^,i,^,2)

3.1. a S.l.b S.l.c
Figure 3.1

On pose (voir figures 3.1.a , 3.1.b et 3.1.c) ;

~ ^ f [^"^o; 7n^o] H [^o; 0 si kr1;^; 7n.ro] H [^o; 0 7e 0^
l [^o; 7n^o] H [^"^o; 0 si [.TO; 7n^o] ̂  [^"^o; 0 7e 0^

où [ ; ] désigne le segment géodésique et [ ; ) le rayon géodésique.
On note encore :

' TÇg^xo'^nXo^) (a), rr(^o;7rÂ);0 (a),

T^n = ^ r(^o;^n;7n^o) (b),

r(.ro;^;0 (c).
Ti,n= \ TÇg^x^Zn^) (b),

^^(^-l.^o;^;7n^o) (c),

Dans les trois cas, on a

An ^ l|da||^(vol^(Ti;,) +vol^(r2;,)),
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soit
A^2||daU7r-AO

ou

{ ^^(/(^"^o; 7n^o; 0; ̂ o; 7n^o; 0) (a),
(3n = Z(;To;in;7n.ro) (b),

Z(;To;^n;0 (c).

Le lemme qui suit établit la convergence :

LEMME 3.3. — On a lim/3^ = TT lorsque n tend vers l'infini.

Preuve. — Dans les trois cas, l'angle f3n est déterminé par XQ, ^-l.^o, ^
et un quatrième point (z-n ou 7n^o) qui reste dans T^o;^"1.^;^) et qui
converge vers ^ ; nous montrons dans un premier temps que si :

a) y (égal à XQ ou g~lXQ) est un point fixé,
b) Vn —^ $ est une suite de points de T(XQ', ̂ -l;^o; rf),

alors / . { y ^ y n ' t Ç ) tend vers TT lorsque n tend vers l'infini (Fig. 3.2.a).

3.2. a 3.2.b

Figure 3.2

Une isométrie 7 qui envoie ^ en oo ne change pas les angles (euclidiens)
et le cercle orthogonal au bord qui passe par y et yn converge vers la droite
verticale qui passe par y (Fig. 3.2.b) donc Z(^;^;^) tend vers TT. Q

Pour achever la preuve de la proposition, il reste à montrer le :

LEMME 3.4. — Pour tout g (E F, il existe C = C(g; xo) et il existe
a = a(xQ\ g-, e) > 0 tels que pour tout (^; T]) e (9S)2 on ait

F^^-F^g^^C^^).
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3.3. a

Figure 3.3

Preuve. — Par compacité, da est comparable à la forme d'aire uj^o de
la métrique hyperbolique sur 6'.

- / d
1 JT{XQ

|̂ ; 0-^(^)|= da - da
' JTÇxo;g-^xo^) JT{xo;g-^xo^)

da — da
hÇxo-^) JTÇg-^xo-^

da — da
JT{xo-^z{r]}) JTÇg-^xo;z(r)y,r])

si [^o; rî) n [g^xo; 0 = zÇrj) ̂  0, (Fig. 3.3.a) ;

da — da/ da — da
' JT{xo;z{rî);rî) JT{g-^x^z^T{xo;z{rî);rî) JT{g-^x^z{r]})

si [x^ 0 H [^-^o; r]) = z(r]) + 0, (Fig. 3.3.b).

Il suffit par conséquent de majorer chacune des intégrales intervenant
dans la dernière égalité par une puissance convenable de la distance
géodésique donnée par (5) (voir le § 1). Comme ̂  T] d'une part, ;TO, g^Xo
d'autre part, jouent des rôles symétriques, il suffit de montrer que :

/ ^0

/T(.ro;^(î7);0
< Cd-^Tî) = CexpÇ-aeD^rj))

ou encore qu'il existe C ^ 0 et ç1 > 0 qui ne dépendent ni de ^, ni de rj et
telles que :

/ ^0
/T(^(r7);0

^Cexp(-6^(^)).
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x r(g) C(r])

Figure 3.4

Dans le modèle du demi-plan de Poincaré, en supposant ^ = oo, XQ = i
et g-^XQ € {r(g) + iy ; y > 0} (r{g) > 0), on a (Fig. 3.4) :

r^f^dxdy r^ dx^ r^Y+^d^ ^ r^^x_
Jo Jyr,(x) y2 JQ yrj(x)

^ho
T(a;o;^);0JT(X

On a
y^x)=l+C\rî)-{x-C(rj))2

où C(77) est l'abscisse du centre du cercle passant par XQ, z(rf) et ortho-
gonal à M U {oo}. Donc,

(*)
| f .. F^ d. r^ë^ du
' JTÇxo;z^}^ Jo ^/l+c'2(^)-(a:;-c'(7?))2 j cW-rÇg) ^/l -^2

Vl+C'2(77)

Par l'inégalité de Cauchy-Schwarz,

^^ v^ f r^ / i+^^^^1 è
- ^2(l+C'2(^))z ] [ ^ V ^ -u)\ cw-^) f

' \/l+C2(^î) ^

soit :

(*)^ ^ f ^ f ^l+C^^+C'^) x
' / ^(1 + C2(î,)) î I ^1 + C2^) + C(r,) - r(g) )

1 ln(vl+c2(r1)~(cw~r(9))^i2

^ ^l+C^r))-C(rj) > }
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(K désigne une constante indéterminée qui ne dépend pas de r] et on note
0(77) ~ 6(77) lorsqu'il existe deux constantes C\^C^ > 0 (indépendantes
de 77) telles que :

Ci"1^) - C2 < b(r]) ^ Gia(77) + C^

Lorsque rj tend vers l'infini (== ç),

^( ^l+G^+C^) •
Vv / l+^2(^)+^)-r(^.

tend vers zéro et

•n(^-^^'^)-D{l+r<^^^^'}
- ln(3r(ff)C(7?)).

Finalement,

^ s "̂  s (^)T ("' (P—'—^d).

Il reste à évaluer d^(^o;2/(^)) = ^(.TO;]^;$[)- En notant .r5 et ^(77)*
les extrémités de la géodésique qui passe par XQ et y{r]) (Fig. 3.4), il vient :

*.W = ̂ ^W - in (|̂ )̂.

Lorsque 77 tend vers l'infini, x^ tend vers zéro et

|^$ - 2/(77)| ~ V2rî ~ 2v^C(77), z/^)* ~ 27? ~ 4^(77).

Donc,

<,,(,„,,(,)).,.(̂ ^C')).,» ,̂))

et (**) s'écrit bien :

\l ^o ^^exp(-^ln((7(7?)))^^exp(-e /^(fo;]77;^)). D
JT{xo;z(r)Y^
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