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DISTRIBUTIONS HOMOGENES SUR
UNE ALGEBRE DE JORDAN
PAR BRUNO BLIND (*)

« Gute Uhrwerke sind sie : nur sorge man, sie richtig aufzuziehn!...»

(«Ce sont de bonnes horloges; qu’on prenne soin seulement
de les bien remonter!. .. »)

F. Nietzsche : Also sprach Zarathustra

RESUME. — Nous donnons une base holomorphe (en s) de l'espace H® des
distributions homogenes de degré s sur une algebre de Jordan V euclidienne simple, et
établissons pour la transformée de Fourier de cette base des formules qui constituent
la généralisation directe des formules classiques donnant la transformée de Fourier des
distributions |z|® et sign(z)|z|® sur R.

ABSTRACT. — We give a holomorphic (in s) basis of the space H*® of s-homogeneous
distributions on simple euclidean Jordan algebras. We compute also the Fourier
transform of this basis. This gives a direct generalization of classical formulas for the
Fourier transform of the distributions |z|® and sign(z)|z|s.

1. Introduction

Soit V' un espace vectoriel de dimension finie sur lequel agit un
groupe G; la détermination des distributions homogenes sous ’action
du groupe G est un probléme classique (c¢f. A. Weil [We] et M. Rais [Ra]).

Dans [Ri-St], F. Ricci et E.M. Stein donnent la dimension de ’espace H*
des distributions G-homogenes de degré s sur 'espace Herm(r, C) ot G est

(*) Texte regu le 11 juillet 1996, révisé le 17 juillet 1997, accepté le 14 novembre 1997.
B. BLiND, URA CNRS 750, Département de Mathématiques, Université H. Poincaré,
BP 239, 54506 Vandoeuvre-lés-Nancy. Email : blind@iecn.u-nancy.fr.

Classification AMS : 46 F 10, 17C.

Mots clés : Distributions homogenes, algebres de Jordan, distribution zéta, transfor-
mation de Fourier.
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494 B. BLIND

le groupe GL(r,C) : la dimension est égale au nombre d’orbites ouvertes
du groupe G, soit r + 1. Ces auteurs évoquent la possibilité d’étendre leur
méthode au cas d’une algebre de Jordan simple et euclidienne ; M. Muro,
utilisant ’analyse micro-locale, donne la dimension de ’espace H® dans
ce cas (cf. [Mu], elle est toujours égale au nombre d’orbites ouvertes du
groupe G).

Nous montrons dans ce travail que les techniques de [Ri-St], généralisées
aux algebres de Jordan simples et euclidiennes, et les résultats de J. Faraut
et I. Satake sur les coefficients intervenant dans 1’équation fonctionnelle
des distributions zéta conduisent naturellement & une base de 1’espace H*
qui constitue un analogue des distributions |z|® et sign(z)|z|® sur R.

Apres les rappels sur les algebres de Jordan, nous généralisons dans
le paragraphe 3 aux algebres de Jordan simples et euclidiennes, certains
résultats de F. Ricci et E.M. Stein sur les péles, ainsi que sur le support
des coefficients intervenant dans la partie singuliere du développement de
Laurent en ces points, des distributions du type

T
> as| det z|*xq, (x)
=0

ou les coefficients a; sont dans C. Notons que M. Muro [Ziirich, 1994]
trouve, en utilisant I’analyse micro-locale, les mémes résultats dans le cas
de 'algébre des matrices symétriques réelles.

Ces résultats, combinés avec ceux de M. Muro [Mu] sur la dimension
de ’espace H®, nous permettent de donner, au paragraphe 4, une base
holomorphe en s de H*. Nous calculons également la transformée de
Fourier de cette base et trouvons des formules analogues & celles que
I.M. Gelfand et G.E. Chilov établissent pour |z|® et sign(z)|z|® (voir
[Ge-Ch, formules 12’ et 13, p. 170-171]) :

fs= \/%f—s—la Js = Z.\/%g—s--l
ol . ) .
el = g-be SERG@
T(L(s + 1)) T(1(s+2))

Avec nos théoremes 3.3 et 3.6, on peut copier la méthode de F. Ricci
et E.M. Stein et redémontrer le résultat de M. Muro sur la dimension de
I’espace H?, c’est ce que nous indiquons brievement dans ’appendice.

fs(z) = 2~%e

C’est avec plaisir que je remercie J.Faraut pour m’avoir suggéré
le probléme, et P.Y.Gaillard pour ses nombreux encouragements. Je
remercie également le rapporteur de la premiére version de ce travail pour
m’avoir (fortement) incité & rajouter le paragraphe 6.
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DISTRIBUTIONS HOMOGENES SUR UNE ALGEBRE DE JORDAN 495

2. Notations et rappels sur les algebres de Jordan

A. Les algébres de Jordan simples et euclidiennes.

Nous renvoyons & [Br-Koe], [Fa-Ko], [Sal] pour les définitions et les
principaux faits concernant les algebres de Jordan.

Soit V' une algebre de Jordan euclidienne sur le corps R, simple, de
dimension n, de rang r et d’élément unité e. L’entier d est déterminé par
P’égalité )

n=r+ dr(r-1).

Pour z et y dans V, on définit les endomorphismes de V' :
L(z)y = zy, P(z) =2L%(z) - L(?), Oy = L(zy) + [L(z), L(y)]-

On munira V de la forme bilinéaire définie positive
r

et dx désignera la mesure euclidienne associée a ce produit scalaire.

On note det z le déterminant de V. C’est un polynoéme irréductible et
homogeéne de degré r. Un élément x de V est inversible si det z # 0. Nous
noterons Det g le déterminant d’un élément g de GL(V).

Tout élément = de 'algebre V' peut s’écrire sous la forme
T
.T:Z)\iei, i € R,
i=1

ou {ey,...,er} est un systéme complet d’idempotents primitifs orthogo-
naux (dépendant de z). Les nombres \; sont appelés les valeurs propres
de x et 'on a

detx = fI Xi-
=1

Le rang de z est le nombre de réels A; non nuls (comptés avec multiplicité).
Si un élément inversible x possede p valeurs propres positives et g valeurs
propres négatives, on dira que sa signature est (p,q) (p + ¢ = r). On
note Q; l’ensemble des éléments inversibles de signature (r — j,j). Le
cone 2 = Qg est la composante connexe contenant e de I’ensemble des
éléments inversibles de V.

Notons G la composante neutre du groupe de structure de V et
fixons un systéme complet d’idempotents orthogonaux {ei,...,e,} de
I’algebre V'; le groupe G admet une décomposition d’Iwasawa G = KAN
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496 B. BLIND

ou K est le sous-groupe de G des éléments qui fixent 'unité e, A est

T
engendré par les 'P(Z aie,') (avec a; > 0), et ot N est engendré par les
=

transformations de Frobenius exp(2z (e;) avec z dans
Vij={:v€V; €T = ejT = %x}, 1< 7,

(pour tout ceci voir [Fa-Ko]). Les orbites de V' sous I’action du groupe G
ont été déterminées par S. Kaneyuki et I. Satake (c¢f [Kal, [Sa2]) : ce sont
les ensembles Sy, ; = Gop 4 OU

pP—q q
Op,q = Zei —Zep—q+i (avec0< g <p<r);
i=1 =1

en particulier la signature est invariante sous G. Pour p = r, les orbites
Sp,q sont ouvertes et 'on a Sy 4 = Qg; les autres orbites sont contenues
dans le lieu singulier S = {z € V'; detz = 0} de Palgebre V et sont en
fait des G! orbites o G! = {g € G ; Detg = 1}.

Rappelons brievement la classification des algebres de Jordan sur R
simples et euclidiennes (voir [Br-Koe], [Fa-Ko]).

1) V = Sym(r,R) Pespace des matrices symétriques réelles d’ordre r
avec
Ty = %(my+yz), d=1 n= %r(r—i—l), (z,y) = tray.

Ici le déterminant est le déterminant usuel.

2) V = Herm(r,C) l'espace des matrices hermitiennes complexes
d’ordre r avec

w-y=%($y+yw), d=2, n=r% (z,y)=trzy.

Ici encore le déterminant est le déterminant usuel.

3) V = Herm(r, H) l'espace des matrices hermitiennes sur H d’ordre r,
avec le produit

z-y= %(wy+ym).
Icid =4.
4) V =R x E ou E est un espace euclidien de produit scalaire (.,.)g,
de dimension n — 1. Le produit de Jordan est défini par

N u) (s v) = (M + (4, 0) B, Ao + pu) 5
ici 7 = 2, d = n—2 et le déterminant est donné par det(\, u) = A2 — |ju%.

5) Une algebre de Jordan exceptionnelle constituée de matrices (3,3) &
coefficients dans les octaves de Cayley (d =8, r = 3, n = 27).
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DISTRIBUTIONS HOMOGENES SUR UNE ALGEBRE DE JORDAN 497

B. L’équation fonctionnelle des distributions zéta.

On désigne par S(V') Pespace de Schwartz de V'; pour f dans S(V') les
intégrales

<1>j(f,s)=/ |detz|*f(z)dz,  (Res > 0)

J

définissent des distributions tempérées. Ces distributions admettent un
prolongement méromorphe sur C, encore noté ®;(.,s). Cela résulte de
I’identité de Bernstein :

(det 9)|det z|* = (—1)7b(s)|det z|*~}, =z €,

(avec b(s) = s(s+1d) - (s+5(r—1)d) et olr det d est I'opérateur différen-
tiel & coefficients constants tel que det d exp((.,y)) = detyexp((., y)).
La fonction gamma du cone €2,

La(s) = / e™ @ (det x)s’% dz,
Q

a été calculée par S.G. Gindikin [Gi] :
r—1
Ta(s) = (2m)*# 7 [T T(s - 3Jd).
7=0

On sait d’aprés l'identité de Bernstein que, si so est un pole de la
distribution ®;(., s), son ordre 0;(sg) est borné par ’ordre o(so) du pdle sg
pour la fonction I'q(s + ). Si so est un pdle effectif de la distribution
®;(.,s), on note

0;(s0) Bh

Z (s - so)h

la partie singuliere de son développement de Laurent au voisinage de
ce point. Les coeflicients B]’-‘(., s0) (1 < h <o0j(sg)) de ce développement
sont des distributions tempérées, dont le support est contenu dans le lieu
singulier S (c’est une réunion de S, 4 avec p < ).

REMARQUE 2.1. — Notons ¥ la sphere unité de V'; on a :

Q;(f,s)= c/ooop’sJ’”‘I/ |det u|® f(pu)do(u)dp (Res > 0),

Q,nx

ol c est une constante de normalisation.
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498 B. BLIND

Pour Res > —n/r, la fonction p™**"~1 est localement intégrable; par

conséquent les poles de ®;(f,s) compris dans lintervalle | — n/r, —1]
proviennent de ceux de :

fro [ Jdetulfw)dotu
anz
et en particulier aucune des distributions B;j (30)(.,30) n’est portée par
Porigine.

Posons
~(s) = Tq(s) exp(— % inrs)

et définissons la transformée de Fourier d’un élément f de S(V') par

flo) = [ =9 (@) da

on a I’équation fonctionnelle (voir [Sa-Sh]) :

THEOREME 2.1. — La transformée de Fourier de la distribution ®;(.,s)
est donnée par :

o;(Fis=2) =(s) 3 u(5)2e(f, =)

ou les fonctions ujk(s) sont des polynémes en exp(irs).

REMARQUE 2.2. — Dans [Sa-Fal, la transformée de Fourier d’un élé-
ment f de S(V) est définie par

~

Fl) = /V ) f(2) da

d’autre part, ces auteurs mettent le terme I'q(s)exp(3imrs) (alors que
nous mettons le terme I'(s) exp(—31inrs)) en facteur dans le membre
de droite de ’équation fonctionnelle. Compte tenu de ces différences, les
coefficients notés u;x(s) dans [Sa-Fa] sont ici exp(—imrs)u,—;k(s).

Les fonctions % (s) sont explicitement connues : pour k compris entre 0
et r, posons

k
PX) = [JA+ (-1 PXK) (R =1);

on a (cf. [Sa-Fa)) :

TOME 125 — 1997 — ~n° 4
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PROPOSITION 2.2. — Posons q = exp(ims). On a l’égalité :

ZXj ujk(s) = ¢" Pr_i (exp(— %iﬂd(r -1))Xgq)
= x Py (exp(%iﬂd(r -1))Xq™).

La formulation de cette proposition m’a été communiquée par J. Faraut ;
comme elle ne se trouve pas sous cette forme dans [Sa-Fa|, donnons quel-
ques indications sur sa démonstration. On part de la formule (25), p. 479
de [Sa-Fa]; dans cette formule on remplace y par y~! puis on multiplie
par y". Il vient dans nos notations (cf. la remarque 2.2!) :

T

J
Zyiuij(s) =q" H ((_1)dkid(r+1)q—1y + 1)

=0 k=1 r
X H((_l)d(k—j)i-d(r+1)y +q——1).
k=1

On vérifie alors que le premier et le deuxiéme produits du membre de
droite sont respectivement

P; (exp(%z’wd(T - D)yg™t), ¢ "IP_j(exp(~ %iwd(r - 1))yq).

Donnons quelques conséquences de cette proposition lorsque ’entier d
est pair. Dans ce cas n/r = 1+ 2 d(r — 1) est entier, Px(X) = (1+X), et

ij ujn(s) = (1 + (_1)§d(r—1) Xq)r_k(q-}- (_1)%d(r—1)X)k‘
j=0

1. Satake et J. Faraut exploitent cette relation en interprétant la matrice
U(s) = (u;x(s)) comme matrice d’une représentation du groupe GL2(C).
Soit p, la représentation de GLo(C) dans I’espace P, des polyndmes & une
variable, de degré inférieur ou égal a r, définie par

G,X+C).

”T(i Z)f(x)z(bXer)rf(bXer

Ona:

1 g\ gk _ r—k k
oy 1)XF=0+X9 Mg+,

pr( Ly 5) X = (0T a-Xg e - X"

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



500 B. BLIND
Alors U(s) est la matrice dans la base canonique de P, de 'opérateur

pr(; ({) si ; est impair, et de pr(_lq —ql) si g est pair.

Il en résulte (cf. [Sa-Fa, p.481]) qu'il existe une famille de distributions
{¥:(,8); 0<i<r}

T
Ti(,8) =y ai;®;(,9),
=0
ot les coefficients a;; sont déterminés par les relations

ixi ai; = p,(i _11) X/ = (X-1)"9(X+1)
=0

N n ¥(8)(1 — @)™ (1 + q)'W,(.,—s)  sin/r =1 mod 2
\Pi(" - ;) - {'y(s)(l +q)" (1 —q)*¥,_;(.,—s) sin/r=0mod 2.
Ce sont ces distributions ¥;(.,s) qui vont constituer les analogues des
distributions |z|® et sign(z)|z|®.
REMARQUE 2.3. — Notons que
U.(.,8) =|detz]® et Wo(,s)=(—1)"|detz|’sign(detz).
Remarquons d’autre part que la famille de distributions
{\I/i(.,s)/() <1< r}
est libre pour s # —k, k entier plus grand ou égal a 1.

REMARQUE 2.4.—Nos distributions ¥, (., ) sont les distributions notées
®/(.,s) dans [Sa-Fa, p.481]. Noter & ce sujet que la formule (30), p. 481,
a été dénaturée par une erreur d’impression signalée dans [Sa-Og, p. 12].

Dans le cas ou Ientier d est impair, la situation est un peu plus difficile
a décrire; pour ne pas alourdir ’exposé, nous donnerons les détails dans
le paragraphe 5.

DEFINITION 2.3. — Une distribution T" sur V est dite G-homogéne de
degré s si
41
(T, ¢g) = (Det g)m ™ (T, ¢)
oll g est dans G et avec ¢g(z) = ¢(g~'z). On notera H*® l'espace des
distributions G-homogenes de degré s.

TOoME 125 — 1997 — ~° 4



DISTRIBUTIONS HOMOGENES SUR UNE ALGEBRE DE JORDAN 501

Les distributions ®;(.,s), quand elles existent, sont des éléments de
'espace H* et si so est un pdle de ®;(.,s), le coefficient B; "(SO)(., So) est
dans H*, puisque (s — s0)%(*0)®;(., s) tend vers Bfi(s")(., S0) quand s tend
vers 9. M. Muro [Mu] a démontré que dans le cas d’une algébre de Jordan
simple et euclidienne, ’espace vectoriel H* est de dimension r + 1.

3. Etude des combinaisons linéaires de distributions ®;(., s)

Le but de ce paragraphe est de généraliser les résultats de F. Ricci et
E. Stein concernant les distributions qui sont combinaisons linéaires des
distributions ®;(.,s) (ces auteurs se placent dans le cadre des matrices
hermitiennes Herm(r, C)).

A. Une réduction au rang r — 1.

Fixons un systéme complet d’idempotents orthogonaux {es,...,e,} et
considérons la décomposition de Peirce associée a ce systéeme :

V= @B Vu
1<i<j<r
(Pour un élément = de V, on désigne par z;; les composantes de cet
élément suivant cette décomposition.) L’alggbre
Vi={zeV; esjz=0}= @ Vij
2<i<j<r

est une sous-algebre de V, simple, euclidienne et de rang r — 1. Dans la
suite, si O est un objet relatif & P’algebre V, nous noterons O’ I'objet
correspondant pour 1’algébre V.

Posons
W:{xEV; err = %x}: @ \4T;
2<j<r
et considérons Papplication ® suivante :

P RxWxV —V,
(u, z,v) — exp(2z O e1)(ue; + v).

PropositioN 3.1. — L’application ® réalise un C*° difféomorphisme
de R* x W x V' sur lowvert U = {z € V'; z11 # 0}. De plus, on a

OR*T x W x QUR* xWxQ,_)=4unU
pour 0 <t < T ainsi que
PR x W x Q) =QnU, SR xWxQ._ )=Q.NnU.

r—1

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



502 B. BLIND
En utilisant le lemmme VI1.3.1, p. 106, de [Fa-Ko], on vérifie que
®(u,2,v) =ue; +uz+v+ule—e)(z-2).

Il n’est pas difficile de voir que (e — e1) - (2 - z) appartient & V' (en fait,
2(e —ey) - (2 - 2) est la projection sur V' de z - z; pour toutes ces proprités
de la décomposition de Peirce de V, voir [Fa-Ko]). Il en résulte I'injectivité
de l'application ®. Soit d’autre part © = ue; + z+v (z € W, v € V',
u # 0) un élément de 'ouvert U ; toujours par le lemme VI.3.1 de [Fa-Ko],
on voit que

@(u,svv— %(zz)vf) =z

(ou (z- z)y désigne la projection sur V' de z- z dans la decomposmon de
Peirce), ce qui donne la surjectivité de .

D’autre part, comme exp(2z 0 e;) appartient & G, il conserve la
signature d’un élément de V'; on en déduit la proposition.

REMARQUE 3.1. — On a une proposition analogue pour les orbites
singulieres Sy, 4.

Soit T une distribution sur U ; le difffomorphisme ® transporte T en
une distribution sur I’ensemble R* x W x V' notée ®*T'. Notons ®Y (., s)

la restriction & Pouvert U de la distribution ®,(.,s). Pour s dans C
définissons les distributions % (resp. z°) par :

1) = [(wo@ar (rwpot)= [ o)

ol ¢ est une fonction C*° dans R* & support compact.

COROLLAIRE 3.2. — En tant que fonctions méromorphes de s, on a
3oV (,s) =2 Ve dz@®_,(,s)+ x‘fd(r_l) ® dz ® ®(., s)
pour 0 < i < r ainsi que
20y (.,5) =27V @ dz @ (., ),
V(. s) =2 Ve dzed._,(,s).

Soit ¢ une fonction test a support inclus dans ouvert U. Dans
Vintégrale définissant ®;(¢,s) pour Res > 0, faisons le changement de

TOME 125 — 1997 — ~° 4



DISTRIBUTIONS HOMOGENES SUR UNE ALGEBRE DE JORDAN 503

variable z = ®(u, z,v); son jacobien est dz = |u|*"~Vdudzdv et par
conséquent :
0i(4,5) = DG, s) + 2;_1(G,5)

avec (ol € = %)

Ge(v,s)=/ / ¢ o B(eu, z,v) dzu* T4V du,
o Jw

Compte tenu de I’hypothése faite sur le support de la fonction ¢, les
fonctions G¢(v, s) sont analytiques en s, C™ et & support compact en v.
On prolonge alors la relation précédente d’une manieére méromorphe a C
tout entier, d’ou le corollaire.

REMARQUE 3.2. — Notons que si sg est un pdle effectif de la distribution
®,(.,s), la fonction s — ®Y (., 5) ne pourra se prolonger au point so que si
les distributions B2(.,sq) sont portées par 'origine pour 1 < h < 0;(s¢);
cela résulte du fait que ’hyperplan z;; = 0 ne contient que la seule
G'-orbite {0}.

B. Généralisation des résultats de F. Ricci et E.M. Stein, le
cas d pair.

On considére une distribution A(., s) de la forme
T
A(s) =Y c;®;(.,9).
j=0

Pour un pole effectif sg d’ordre a de cette distribution, on note

la partie singuliere de son développement de Laurent au voisinage de ce
pole. Rappelons d’autre part que nous avons noté o(sp) 'ordre du pdle sg
pour la fonction I'q(s +n/r).

Pour la commodité du lecteur nous avons choisi d’énoncer et de
démontrer nos résultats d’abord dans le cas ou l'entier d est pair, les
démonstrations pour le cas d impair sont essentiellement les mémes, les
calculs étant plus pénibles (voir le paragraphe 5).

Les poles possibles de la distribution A(.,s) sont alors les entiers
négatifs plus petits que —1; & partir d’un tel entier —k et des coefficients c;
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504 B. BLIND

de la distribution A(., s), construisons le polynéme P satisfaisant aux deux
conditions suivantes : .

P(’L) = ci(_l)kzv

d°P<r

THEOREME 3.3. — La distribution A(.,s) posséde en s = —k un péle
d’ordre

min(d°P, o(—k)).
I1 en résulte immédiatement le

COROLLAIRE 3.4. — Pour tout j tel que 0 < j < r et tout entier k tel
que k> 1, on a 0j(—k) = o(—k).

La démonstration, copiée sur celle du théoréme 1 de [Ri-St], se fait en
deux étapes.

On suppose d’abord que k > n/r; alors o(—k) = r et donc
min(d°P,o(—k)) = d°P. 1l suffit donc de prouver le résultat (k étant
fixé) pour une base {P,,..., P} des polynémes de degré inférieur ou égal
a r, et pour les distributions correspondantes

Ai(8) =D B(G)(-1)H (., ).
=0

On prend pour polynémes P; les polynomes définis par (les coefficients a;;
sont définis au §2) :

P;(j) = aii (=1,
d°P; <.

Les distributions A;(.,s) correspondantes sont alors les distributions

U,(.,s) définies au paragraphe 2.

Utilisant les propriétés des nombres a;;, il n’est pas difficile de voir que
P — {r—i si k est pair,
. —
% sinon.

Admettons ce résultat pour le moment.
Distinguons deux cas :
o le cas (i) ou l'entier n/r est impair;
« le cas (p) ol il est pair.
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Rappelons que pour les distributions ¥,(., s), on a :

‘T’i(.,s) _ Ci(S)‘I’i(.,—S — ;)n cas (i),
Ci(s)‘I’r—i(., Y ;) cas (p),

avec ¢;(s) = (s +n/r)(1+¢)""(1 — q)*.

Etudier ¥;(.,s) au point s = —k revient & étudier ¥;(.,s) au méme
point; d’autre part, pour k > n/r, les distributions ¥;(.,k — n/r) sont
des fonctions localement intégrables, non nulles; il suffit donc d’étudier
Pordre du pdle —k pour la fonction ¢;(s), ce qui est facile par inspection.

Pour terminer la premiére étape de la démonstration, il reste & justifier
notre assertion en ce qui concerne les polynémes P;. Etant donnés r + 1
nombres ¢y, . .., c., posons

A(Cj)ZCj_(.l—Cj, j=0,...,7‘——1,
et pour £ < r, posons
Af(c)) = A(AYey),  j=0,...,r—¢

Un résultat classique d’interpolation nous dit que le degré du polynéme P
de degré inférieur ou égal & r tel que P(j) = ¢; est donné par le minimum

des £ tels que
Al(co) = A%c)) = -+ = A¥(cr_e).

Rappelons que les coefficients a;; sont déterminés par les relations (cf. § 2)
r .
S K0y = (X1 (K1Y,
e
De ces relations il vient :

i X' Aaij) = A((X-1)" 7 (X +1)7) = 2(X -1)" T H(X +1)7,

Z )(Z Ae(ai]’) = 2Z(X _1)r—j—Z(X +1)J

=0
Donc, si i > r — ¢, on a A¥(a;;) =0 et si £ =r —4, on a A¥(a;y) = 2¢
pour j = 0,...,r — £; cela donne le résultat souhaité si k est pair. Si k
est impair, il suffit de remarquer que (—1)7a;; = (—1)"a,—i; (remplacer
X par X! dans les relations qui déterminent les coefficients a;j).
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On suppose maintenant que k appartienne & lintervalle [1, n/r[. On
remarque qu’en —k (k < n/r) les deux distributions A(.,s) et AY(.,s)
présente un pole de méme ordre : cela résulte d’un passage en coordonnés
polaires (comme dans la remarque 2.1) et du fait que les supports des
distributions A"(., —k) soit des réunions de G' orbites. On peut alors
procéder par récurrence sur le rang r (le cas r = 1 étant bien connu).
Utilisant le corollaire 3.2, il vient

AV (,5) =2V @ dz @ A () + 27TV @ dz @ A ()

avec :
r—1 r—1
A (.,s) =Zci+1@£(.,s), Al(.,s) =Zci<1>§(.,s).
=0 =0
Nous sommes ramenés & étudier en s = —k les deux distributions A’ (., s)

et A/ (.,s) auxquelles on applique la récurrence. Soient P_ et P, les deux
polynomes de degré inférieur ou égal a r — 1 tels que :
P_(i) = cip (-1D)*, i=0,...,r—1,
P (i) =¢(-1)*,  i=0,...,r—1.
Ona :
P, (i) = P(3), i=0,...,7—1,
P_(i)=(-1)*P(i+1), i=0,...,r—1.

Il

e Sid°P<r—1,0ona
Py(X) = P(X), P-(X)=(-1)"P(X+1)
et donc les deux distributions A’ (.,s) et A/ (.,s) possédent au point
s = —k, par ’hypothese de récurrence, un pdle d’ordre min(d°P, o'(—k));
o'(—k) désigne I'ordre du péle —k pour la fonction
r’'—1

To (s+ (;)') = (2m) 3 =) T] T(s - 14d)
j=0

(on constate facilement que d’ = d), et donc pour —k > —n/r on a
o(—k) = 0'(—k). Dans ce cas, la distribution A(.,s) posséde bien en
s = —k un péle d’ordre min(d°P, o(—k)).
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o Reste le cas d°P = r. Montrons qu’alors un des deux polynémes P_
ou P, est de degré r —1; supposons en effet que P_ et P, soient de degré
inférieur ou égal & r — 2, comme les deux polynémes (de degré inférieur
ou égal & 7 —2) Py(X) et (—1)*P_(X — 1) coincident en les 7 — 1 points
i=1,2,...,r —1, ils sont égaux et par conséquent on a ’égalité :

Py(r) = (-)*P_(r — 1) = P(r);

mais alors les deux polynoémes P, et P coincident en les 7 + 1 points
1=0,2,...,7, ce qui est contradictoire avec la définition de P. Supposons
par exemple que le polynome P, soit de degré r — 1; la distribution
A! (.,s) présente alors par I’hypothése de récurrence un péle d’ordre
min(r — 1,0 (—k)) = o'(—k) = o(—k) = min(r,o(—k)) : cela achéve la
démonstration.

L’application du théoréme 3.3 aux distributions ¥;(.,s) donne les
résultats suivants :

PRrOPOSITION 3.5.— Les distributions U, (., s) présentent auz points —2k
(resp. —2k — 1) un pdle d’ordre

min(r —4,0(—2k)) (resp. min(i,o(—2k —1))).

En particulier,v la distribution |detz|® = V,(.,s) est réguliére en tous
les entiers —2k, et la distribution |det z|° sign(det z) = (—1)"¥q(.,s) est
réguliére en tous les entiers —2k — 1.

T
Rappelons que pour une distribution A(.,s) = > ¢;®;(.,s) de pole
h=a J=0
effectif sy d’ordre , nous avons noté S A"(.,s0)/(s — so)" la partie
h=1
singuliére de son développement de Laurent au voisinage de ce pole.
Donnons des précisions sur le support des distributions A*(.,—k).
Suivant F. Ricci et E. Stein, nous dirons que le support d’une distribution
est de rang p s’il contient au moins un élément de rang p mais aucun
élément de rang strictement supérieur & p.

THEOREME 3.6. — Pour tout entier k supérieur a 1, et tout entier h tel
que 1 < h < a, le support de la distribution A*(.,—k) est de rang r — h.

En particulier, pour k > n/r, les distributions Bi(., —k) sont portées
par {0}.

On procede par récurrence sur le rang r de 'algebre V' en utilisant la
relation :

Q’*AU(.,S) _ zi+d(r——1) ®dz® A/_(,S) +xi+d(r—-1) ® dz®A’+(.,s).
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« Supposons d’abord @ = r; puisque o = min(d°P,o(—k)), on a
d°P = o(—k) = r; considérant ®*AY(.,s), on voit que la distribution
AU(.,s) présente en s = —k un pole d’ordre inférieur ou égal & r — 1
et par conséquent la restriction & U de la distribution A%(.,—k) est
nulle. Comme {0} est la seule G'-orbite contenue dans {z1; = 0}, il en
résulte que le support de la distribution A%(., —k) est {0}. Regardons la
distribution ®*AY(.,s) en s = —k; comme d°P = r, on montre, comme
dans la démonstration du théoréme 3.3, qu’un des polynomes P_ et P
est de degré r — 1.

Donc l'une des distributions A’ (., s) et A/, (., s) présente en s = —k un
pole d’ordre min(r — 1,0'(—k)); mais o(—k) = r, donc o'(—k) = r — 1.
La distribution AY(.,s) présente donc en s = —k un péle d’ordre r — 1.
On regarde alors le développement de Laurent de ®*AY(.,s) en s = —k et

on obtient le résultat par récurrence (il ne peut y avoir d’élimination entre
les deux distributions z° 4" V@ d2®A’ (., s) et zi+d(r_1)® dz®A4/, (., s)).

« Supposons maintenant @ < r. On a donc d°P < r — 1; considérons
a nouveau la distribution ®*AY (.,8) en s = —k; on a, comme dans la
démonstration du théoreme 3.3,

Pi(X)=P(X) et P_(X)=(-1)*P(X +1);

on en déduit que les deux distributions A’ (.,s) et A/ (., s) présentent en
s = —k un péle d’ordre min(d°P, o'(—k)) = a (on a soit o'(—k) = o(—k)
soit o'(—k) = o(—k) —1 = r —1). On obtient le résultat par récurrence en
regardant le développement de Laurent de ®*AV(.,s) en s = —k.

Donnons pour terminer ce paragraphe, I’analogue du corollaire 3 de
[Ri-St].

COROLLAIRE 3.7. — Soient 1 < p <r—1 et 0 < q < p. Pour tout
entier k tel que r —p < o(—k), il existe une distribution G-homogéne de
degré —k, de support de rang p et contenant l’orbite Sp 4.

On considere la distribution
A(,8) =) (-1)H7Pd;(, ).
j=0

Par le théoreme 3.3, cette distribution présente en s = —k un pole
d’ordre r — p puisque 7 — p < o(—k). Par le théoréme 3.6, la distribution
A™"P(.,—k) est & support de rang p. On va montrer par récurrence que le
support de A" P(., —k) contient toutes les orbites de rang p.
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Pour r = 2, on a A(.,s) = (—=1)*®;(.,5) +2®5(.,s) (icik > let p = 1).
Appliquons la relation

3*AV(,s) =T Vg dz@ A (,s) + xfd(r_l) ®dz® A/, (.,3).

On aici 4/, (,,s) = (—1)Fz2 et A_(.,s) = (—1)*z% + 2z° et il est facile
d’en conclure que le support de la distribution A'(., —k) contient les deux
orbites SI,O et Sl,1~

Placons-nous maintenant au rang r et considérons & nouveau la distri-
bution ®*AY(.,s); on a :

Ay (15) = 3 (~DM P8, 5),
=0

r—1

AL(y8) =Y (DRI 4+ 1)77PB)(, 5).
§=0
Onar—p<r—1etod(—k)=o0(—k) ouod(—k) =0(-k)—1=r—1;
par conséquent, d’apres le théoreme 3.3, la distribution A/, (., s) présente
en s = —k un pdle d’ordre r — p et d’apres le théoreme 3.6, la distribution
Ai_p (., —k) a un support de rang r — 1 — p. D’autre part, on peut écrire
la distribution A’ (., s) sous la forme

A (.,8) = (-1)*FA4,(,s)+ B(,3s)

ou B(., s) est de la forme

r—1

B(.s) = Y (-1 P(j)®(.,s)

Jj=0

avec P de degré strictement inférieur & r — p. La distribution A’ (., s)
présente donc en s = —k un pole d’ordre r — p et A" P(,—k) =
(-1)*AT7P(.,—k); on peut alors conclure facilement par récurrence.

REMARQUE 3.3. — Par ce type de démonstration, on peut décrire
entierement le support des distributions B}z(., —k) : cela a été fait dans
le cas ou V est lalgétbre Herm(r,C) des matrices hermitiennes par
A. Chaabouni [Ch] (résultat non publié); M. Muro, Ziirich, 1994, donne
également ces supports. D’autre part on peut déterminer les relations
linéaires reliant les différentes distributions B;?(., —k).
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4. Les distributions homogénes sur 1’algébre V, le cas d pair

Nous sommes maintenant en mesure de donner des analogues des
formules de I.M. Gelfand et G.E. Chilov évoquées dans l'introduction.
Comme au paragraphe 3, nous nous plagons dans le cas ou l’entier d
est pair, renvoyant le lecteur au paragraphe 5 pour le cas plus technique
ou ’entier d est impair.

Reprenons les distributions ¥,(.,s) (0 < £ < r), et posons :

ag(s)We(.,8)27 278 dans le cas (i) ,
Fg(., S) = 1 1
ae(8)Wy(.,8)27 27" 2% dans le cas (p),
avec :
H (s+k)min(o(—k),r—é) H (s+k)min(o(—k),€)
k=0 k=1
k<n/r k<n/r
ag(s) =

F(%(s + a))r—e -F(%(s + ﬁ))l

ol « est le plus petit entier pair supérieur & n/r, et 5 le plus petit entier
impair supérieur & n/r.

Par la proposition 3.5, les distributions Fy(.,s) sont des fonctions
entiéres qui ne s’annulent jamais (les coefficients a,(s) ont été choisis a
cet effet).

Notons ¢; le nombre qui vaut 1 si la somme des ordres des poles
strictement plus grand que —n/r de ¥,(., s) est pair et —1 sinon.

PropoOsITION 4.1. — Les transformées de Fourier des distributions
Fy(.,s) sont données par les formules :
= 1

Fy(.,8 —n/r) = (2m)2"(=i) i€, Fy(., —5) dans le cas (1),

Fo(s—n/r) = (2#)%"(—i)”ieer_eFr_g(., —s) dans le cas (p).

REMARQUE 4.1. — Pour r = 1, cette proposition nous redonne les
formules de I.M. Gelfand et G.E. Chilov.

On part des formules (cf. §1) :

R fy(s + %)(1 +¢)" 71— q)*W,(,,—s—2) dans le cas (i),

qlf('as) =
'y(s + %)(1 +¢)" (1 - @)U, _¢(.,—s— 2) dans le cas (p).
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On a
(1+¢)" (1 — q)* = exp( % irms)2" ()¢ (cos —%ws)r'—z (sin %ﬁs)e.
D’autre part,
L(r-1)d
n Lon—r T r—o(—
Tq(s+ ;) = @mere)” [ (s+ k).

k=0
Notons, pour simplifier, by (s) expression (s + 2)(1 + q)"~4(1 — ¢)*;
en utilisant les formules classiques :
m
(3(s+1)-T(3(1~-9)

sin L7s = Ul
2 I'(1s)-T(1-1s)

1 —
COSZ7TS——1_‘ )

25—1
I'(s) = NG I‘(%s) -I‘(%(s +1)),
il vient :
be(s) = (=i)*+"(m)ir2a(nrlgre
3(r=1)d
[I +kCPT((s+1)T(3s)7*
X = 1.\ 1 r—~0
[(1-3s)f-T(5(1-5))
On écrit alors dans le membre de droite :
(F(%s)s)r—e = 2“51"(%(3 + 2))r_l,
T(2(s+2)(s+2) " =2T(L(s+4))"
2 2

etc., puis de méme :
T (s+1)(s+ 1) =2T(L (s +3))",
(T(L (s +3))(s +3))° = 2T(4 (s +5)),
etc., ce qui nous donne :
[(3(s+ )" ‘T(3(s+H))*
T(—58)T(5(1—s)) ¢
x ] G+rR)CER ] (s+k)reth-

k=0 k=1
1<k<n/r k<n/r

bz(s) = Ke
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avec :
K, = { (2m)3n(—1)n(i)H+n2inare dans le cas (i),
(2m)3™(=1)"(3)*+"23"+- 372" dans le cas (p).

Il vient ensuite :

H (8 + k)min(r—o(—k),!) H (S + k)min(r——o(—k),r—l)
k=0 k=1
o<k<n/r k<n/r

ae(s)be(s) = Ke I'(—1s)f-T(3(1—s))r¢

On remarque enfin que pour 0 < k < n/r on a r — o(—k) = o(k — n/r),
ce qui nous permet de comparer 'expression a;(s)be(s) & ag(—s—n/r) dans
le cas (i), & ar—¢(—s—n/r) dans le cas (p), et d’en déduire la proposition.

THEOREME 4.2. — La famille F(s) = {Fy(.,s); £ =0,..,r} est, pour
tout s, une base de l’espace H® des distributions G-homogénes de degré s.

Comme la dimension de ’espace H® est r + 1 (cf. [Mu], voir aussi § 6),
il suffit de démontrer I'indépendance linéaire de la famille F(s).

La famille des distributions W,(.,s) étant libre pour s n’appartenant
pas & —N*, il en est de méme pour F(s); d’autre part, par application
de la transformée de Fourier, il suffit de montrer que la famille F(—k) est
libre pour tous les entiers k compris entre 1 et n/r — 1.

Considérons F(—2k). Soit
(*) > aFy(.,—2k) =0
>0

une combinaison linéaire reliant les distributions Fy(., —2k); la distribu-
tion F,.(., —2k) est portée par V tout entier (car ¥,(., s) est holomorphe au
point —2k), tandis que les autres distributions Fy(., —2k) sont & support

dans le lieu singulier, on a donc a, = 0; d’autre part, pour £ =0,...,r—1,
Fy(,—2k) =c2 Y ag BP9 _ak), ¢ #0.
Jj=0

La relation (*) devient alors :

r—o(—2k)
Z agcz(Zang;’(_%)(., —2k))
>0 >0

r—1

+ Z a¢Cg(Zang;_e(.,—2k)) =0.

t=r—o(—2k)+1 3>0
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Par application du théoreme 3.6, on déduit les relations suivantes :
oycy ( Z ang;_e(., —2k)) =
j20

pour £ =r—o(—2k)+1,...,7r—1et

r—o(—2k)
Z CQC[(Z ang;.’(_%)(., —Zk)) =0
£>0 3=>0

Les premiéres équations nous donnent
ag=0 pour £=r—o(-2k)+1,...,r—1
puisque les sommes E ar B~ ¢(., —2k) sont non nulles (les distributions

> agi®;(.,s) possedent en s = —2k un pole d’ordre 7 — £). La derniére
3>0
relation s’écrit :

r—o(—2k)

Z7jB;(—2k)(" —2k) =0 (')'j = Z OteCeagj).

7>0 £20
La distribution Y v;®;(.,s) admet, en s = —2k, un pole d’ordre
Jj=0

r—o(—2k)
min(d°Q, o(—2k)) ot Q est le polyndbme Y  ayc,Pp; comme on a
£>0
o(—2k) < d°P, < r pour ¢ compris entre 0 et r — o(—2k), il est facile
d’en conclure ay = 0 pour ¢ = 0,...,7 — o(—2k). La famille F(—2k) est
donc libre. On montre pareillement que la famille F(—2k — 1) est libre.

5. Le cas d impair

Dans ce paragraphe, nous nous plagons dans le cas ou l'entier d est
impair, et énoncons les résultats analogues & ceux démontrés dans les
paragraphes 3 et 4. Toutes les démonstrations, quoique techniquement
plus longues, sont essentiellement les mémes que pour le cas ou 'entier d
est pair. Notons d’autre part que nos résultats ne sont nouveaux que dans
le cas de l’algebre V = Sym(r,R) (d = 1), le cas de lalgébre V=R x F
étant classique (cf. [Ge-Ch)).

On commence par revenir & la proposition 2.2; on a maintenant :

1-X2)3k si k est pair
P.(X) = ( I
k(X) { (1-X2)2*=1(1 4+ X) sinon.
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Si Pon calcule les sommes ZOXJ u;x(s) et Zl X7 uji(s) pour k pair et
i= j=

pour k impair, on constate que I’on peut imiter la méthode de [Sa-Fa] et

interpréter les quatre matrices

(ujk(s))jso,kso’ (ujk(s))jzo,kzl’
(ujk(5) oy pmor  (wik(8)) ;21

en termes de représentations du groupe GLy(R) comme dans le cas ol
I’entier d est pair. Les résultats que I'on obtient sont les suivants :

o Cas r impair et k pair :

) 2_X2 ik
> Xl = (- X2 Aoy (LN
j=012] -4
) N 2 _ w2 1k
3 X uu(s) = (~1)3—Dg(1 — X2 qz)i(r—l)(%) 2"
i=1[2] 1-X"¢

o Cas r impair et k impair :

. 2 _ X2\ i(k-1)
> X uje(s) = g1 - X2 0 (L )’

§=0[2] L-X*¢ ,
j-1 L(r—1) 2 i1y ( @@ — X2 \2k-D
> X u(e) = (DB - x2 g ey (L) T
J=1[2] - g

(Rappelons que g = exp(irs).)

Indiquons briévement comment interpréter les matrices (u;x(s)).
Soit P , 'espace des polynoémes & une variable, pairs, de degré inférieur

ou égal & 7. Pour un élément f de P, ,, on note f le polyndéme de degré

inférieur ou égal & = (r — 1) défini par

Ff(X?) = f(X).

On définit une représentation p,., de GL2(C) dans I'espace P, par

(e a7 =9

avec

aX+c

§(X) = OX+dPVFE = py (4 )7
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On a alors :

pm,(;z,l —fg)Xk (1-X2g%) (%)%,

ce qui permet d’interpréter les deux matrices
(“Jk(s))jzo,kso et (ujk(s))jzl,kzo'

On procede d’une maniere analogue pour les deux autres matrices
(ujk(s))jzo,kzl et (ujk(s))jsl,kzl'

On détermine alors, comme dans [Sa-Fa], une famille de distributions
{UF(,8); £=0[2; 0<e<r—1}:
U7 (8) = D_ e (®5(8) & @ya(.,9),
7=0

ot les coefficients ag; sont donnés par les relations

ZX%— —1)BTI(x2 41) B
avec :
aﬂ;( . E) _ v(8)ee(s)(1 £ q)¥E | (., —s) sin/r=1mod 2,
r y(s)ee(s) (1 F q)¥F_;_,(.,—s) sin/r=0mod 2,

et cg(s) = (=1)3(r=1=0(1 4 g2) 3 (=10 (g2 _ 1) 3¢,

o Cas r pair et k pair :

+ X7\ 3k
S Xugls) = (14 X2 3 (L2 )
S =+Xa0) (1+x2 ;)

Z )(J ujk(s =0.
j=1[2]
o Cas r pair et k impair :

2 2 1(k—
- + X2\ 3-1)
D X ujk(s) = q(1+X?¢g?) 1 (—q ) (1+X2),

7=012] 1+ X 7
) 2 2\ L(k—1)
Z XI "y (s) = —2gcosws(1 + X2 g3t (q—ﬁ_z}ga) ’ .
J=1[2] 1+Xq
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A nouveau on détermine, par une analyse analogue & celle faite dans le
cas r impair, une famille de distributions {¥} (.,s); £=0[2], 0 < ¢ <r},
U, (,8);£=0[2],0<£<r—-2}:

UF(s) =Y af®;(,s) Y7 (,8) =) ap®;ii(,s),
=0 j=0
ou les coefficients a;"j et a,; sont donnés par les relations :

.
S Xfaf = (X2-1) 2 (X241) 37,
£=0

r—2 . ) L.
> Xlay = (X2 -1)22)(X2 41) 27,
£=0

E:}(.,s - ) = (et (-1 de(5) ¥ (),

— n 2q -
123 (.,s - ;) = (8)de(s) (\I/Z'(., —s) + m‘ye_2(., —s)),
avec . .
de(s) = (1= ¢*) 29 (1 +¢*) %,
pour £ pair, compris entre 0 et r et la convention ¥_,(.,s) = 0. On
constate alors que si I’on pose

Uy(.,8) = ¥F(.,8) +cosms¥,_,(.,3),
ona:

\E(.,s - ;) = v(8)de(s)¥)(., —5).

A. Généralisation des résultats de F. Ricci et E.M. Stein, le
cas d impair.

Considérons maintenant, comme dans le paragraphe 3, une distribution

T
A(.,8) de la forme A(.,s) = > ¢;®;(.,s). Il y a deux séries de pdles
Jj=0

possibles pour cette distribution : les entiers négatifs plus petits que —1,
et les demi-entiers négatifs plus petits que —% ; a partir d’un tel pole sq, et

des coeflicients ¢; de la distribution A(., s), construisons deux polynémes
Py et P; tels que :

cjexp(injso) = Po(j), d°Po < [%r] si j est pair,
¢cj exp(imjso) = P1(j), d°P; < [%(r —1)] si j est impair.
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Posons par ailleurs
€ = {G(P(),Pl) =1 si do(Po — Pl) = sup(d°Po,d°P1),
0 sinon.
On a les résultats suivants :

THEOREME 5.1.
1) Ens=—k— %, la distibution A(.,s) posséde un péle d’ordre

min(sup(d°P,,d°P1),o(—k — % )
2) En s = —k, la distribution A(.,s) posséde un péle d’ordre
min (sup(d° Py, d°P1) + €, 0(—k)).

La démonstration, quoique techniquement plus compliquée, est analo-
gue & celle du théoreme 3.3, et ne contient aucune idée nouvelle : pour
les poles inférieurs ou égaux & —n/r, il suffit d’établir le résultat pour les
distributions Wi (., s) (dans le cas ot 'entier 7 est pair, on peut s’aider
pour cela des distributions ¥}.(., s)), et pour les autres poles, on procede
par récurrence.

Ici ’application du théoréme 5.1 aux distributions ®,(., s) donne dans
le cas ou 'entier r est impair, le corollaire suivant :

COROLLAIRE 5.2. — On suppose r impair. Pour tous les péles sq de la
fonction Tq(s +n/r) et tous les j (0 < j <), on a 0j(so) = o(sg)-

Dans le cas ou 'entier r est pair, la situation est plus compliquée :

COROLLAIRE 5.3. — Supposons r pair; alors :

1) pour tout 7 (0 < j < 1) et tout k entier supérieur a 1, on a
0j(—k) = o(-k);

2) pour tout j pair (0 < j < r) et tout k entier supérieur a 1, on a
0j(—k— %) =o(-k—1);

3) pour tout j impair (0<j <r), on aoj(-k—3)=o(-k—3)—n
oun =0 si k est compris entre 1 et %(r —2) etn=1 si k est supérieur
ot égal a 3.

Notons que ce phénoméne de «perte de multiplicité» avait déja été
constaté dans [Ge-Ch] & propos de Palgebre R x E.

En ce qui concerne le rang du support des distributions A*(.,sq), on a
les résultats suivants :
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THEOREME 5.4.— Soit sq un péle effectif entier de la distribution A(.,s)
d’ordre .. Pour tout h compris entre 1 et a, le support de la distribution
AR(.,50) est de rang r + 1 — 2h si 8¢ est un entier, et de rang T — 2h si Sg
est un demi-entier. En particulier, pour r impair (resp. v pair) et pour
k > n/r, les distributions Bj%(rJrl)(.,—k) (Bj%r(.,—k - %), J pair) sont
portées par {0}.

La démonstration suit celle du théoreme 3.6.
Enfin, donnons ’analogue du corollaire 3 de [Ri-St] :

COROLLAIRE 5.5. — Soient 1 < p<r—1et0 < q < p. Supposons p
de la forme r + 1 — 2h avec h un entier; alors pour tout entier k tel que
h < o(=k), il existe une distribution G-homogéne de degré —k, de support
de rang p et contenant l’orbite Sp, 4. Supposons p de la forme r—2h avec h
un entier; alors pour tout demi-entier k + % tel que h < o(—k — 3), il
existe une distribution G-homogéne de degré —k — %, de support de rang p

et contenant l’orbite Sp 4.

Supposons p de la forme r + 1 — 2h avec h un entier et soit k£ un entier
tel que h < o(—k); on considére les distributions

A('7S)= Z exp(iﬂ’k’)jh_l(ﬁj(.,s)’

J=0[2]
B(.,s) = Z exp(itk) ;" 71®;(., s).
J=1[2]
Par le théoréme 5.1, ces distributions présentent en s = —k un pdle

d’ordre h puisque h < o(—k), et par le théoréeme 5.4, les distributions
AM(.,—k) et B"(.,—k) sont & support de rang 7+ 1—2h = p. En procédant
comme dans la démonstration du corollaire 3.7, on montre par récurrence
sur les deux distributions que leur support contient toutes les orbites de

rang p.

Supposons p de la forme r—2h avec h un entier et soit sg un demi-entier
tel que h < o(sg) ; on considére les distributions

A(.,s) = Z exp(—imso) 1"®;(., s),
7=0[2]
B(.,s) = Z exp(—imsg) ;" ®;(., s).

Jj=1[2]

A nouveau, par le théoreme 5.1, ces distributions présentent en s = sg
un pole d’ordre h et par le théoreme 5.4, les distributions A”*(.,s0) et
B"(,, S0) sont & support de rang r — 2h = p, mais cette fois ci leur support
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a une structure plus compliquée : on montre par récurrence sur les deux
distributions que le support de A”(.,sq) contient toutes les orbites Spq
avec ¢ pair, et que celui de B"(., s9) contient toutes les orbites S, 4 avec ¢
impair.

B. Les distributions homogeénes sur ’algébre V, le cas d
impair.

On peut encore normaliser les distributions ‘Il?:(.,s) dans le cas ou
V'entier r est impair, et les distributions ¥} (.,s), ¥}(.,s) si r est pair, et
obtenir une famille holomorphe de distributions G-homogenes :

o Cas r impair.
Dans le cas ol I'entier n/r est impair, on pose pour ¢ pair et compris
entre et r—1:
+ oS ok(r-3)_/m—3 + +
Fr(,8)=2 2r" .23 Vi P ay (s)¥ (., 8)
avec :

N
af(s) = D’

N = H (S_*_k,)min(k,%(r:[:l-l))
k=0

k<n/r % H (S+k)min(k,%(r:l:1—l))
k=1
k<n/r k=n/r—2
x H (S+k+ %)min(k,%l),
k=1

D=0(3(s+a)F0F=0.D(L(s+ )} +170 .p(s 4 17) 3¢

oll a est le plus petit entier pair supérieur & n/r, et G le plus petit entier
impair supérieur & n/r.

Dans le cas ou 'entier n/r est pair, on pose pour £ pair et compris
entre Qet r—1:

- 1 —1y
FE(.,s) =27 2r° . 28 =D r 738 E g () WF( )
avec les mémes coefficients a(s) et ou ¢t vaut 1 et ¢~ vaut v/2.
Notons e;t le nombre qui vaut 1 si la somme des ordres des pdles

strictement plus grand que —n/r de \I';t(.,s) est pair et —1 sinon. Par
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des manipulations identiques & celles effectuées dans la proposition 4.1,
on obtient les formules suivantes :

B (vs=2) = emr(irittic L Fry_y(,-9),

;El 2] F\[( 8“-;) (27r) "(—5)" i? er P —8);
2o F(e-7) = <2”>%”(—W‘i%‘ie:_l_zF:_l_e(., ~s),

Fr(hs=2) = @min(-imitte, Fry (., -9)
e Cas r pair. — On pose :

F}(.,s) = ag(s)¥)(.,s) pour £ pair et compris entre 0 et r,

F; (.,s8) = a¢(s)¥, (.,s) pour £ pair et compris entre 0 et 7 — 2,
avec (un produit vide est interprété comme valant 1) :

k<ol K<z}
(S+ k)min(k,%(r—l)) H (S+k+ %)min(k,%l)
k=1 k=1

ae(s) = T
e(s) I(s+2—3)20-90(s + 2)3¢

(¢ pair et compris entre 0 et r).

On montre, grace au théoréme 5.1, que la famille des distributions
Fei(., s) est une famille holomorphe sur C tout entier.

On note ¢; le nombre qui vaut 1 si la somme des ordres des pdles
strictement plus grand que —n/r de ¥y(.,s) est pair et —1 sinon. On
obtient les formules :

By (.,s - ;) = (2m) B3 (rHO+A ()BT ()
(¢ pair et compris entre 0 et r — 2),
Pt (.,s - ;) = (2m) 3" i3 D, FH(, —s)
(€ pair et compris entre 0 et r).

Dans les deux cas on a le théoréme :

THEOREME 5.5. — La famille des FiF(.,s) est une famille holomorphe
sur C tout entier et est, pour tout s, une base de l’espace HS.

Cela résulte du théoréme 5.1 et d’un raisonnement analogue & celui
effectué pour la démonstration du théoreme 4.3.

Donnons pour terminer quelques exemples. Pour simplifier, nous note-
rons ®;(s) la distribution ®;(., s).
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e Casr =2, d pair.— Dans ce cas, ’algebre V est R x R%t! et det z est
une forme quadratique de signature (1,d + 1). La dimension de P’espace
H? est 3.

On a dans le cas (i) :
Fo(S) = 2_3(10(8) (@0(8) — @1(8) + @2(8)),
Fl(S) = 2—50,1(8) (—2@0(8) + 2@2(3)),
F(s) = 27%az(s)(Po(s) + @1(s) + P2(s)),

avec :

YO T 1) TR D+ 1)

et dans le cas (p) :
Fo(s) = 27%ao(s) (®o(s) — ®1(s) + P2(s)),
Fi(s) = 27° 2 a;(s)(—2®0(s) + 2®5(s)),
Fy(s) =27°"ag(s)(®o(s) + ®1(s) + P2(s))

avec :
$(d-2) 3d
H (s + 2k) [IG+#
k=1
“O) = ien i 2O sy la e

3d
[[Gs+#
k=1

a(s) = T(l(s+1)+1d) T(ls+1d+1)

Posons F(s) = (F()(S),Fl(S),FQ(S))t; on a
F/’:(s - %n) = (27) 2" AF(~s)
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avec
—(-1)it=2 ¢ 0
A= 0 —i 0 dans le cas (i)
0 0 (-1)i2
0 0 (-1)3"
A= 0 —1 0 dans le cas (p).
(-1)im 0 0

o Casr =2, d impair. — Ici, V est toujours égal & R x R4*1; on a :
FO (S ——a() ( (I’()(S +(I)2(S))
F"'(s = ay(s)(Po(s) + P2(s) + cosms D1 (s)),
Fy (s) = ao(s)®@1(s),

avec :
1 1

ey 297D

Posons F(s) = (Fy (s), Fsf (s), Fy (s)) ; ona:

ap(s) =

F(s— 1n) = 2m) 1" AF(—s)

(=1)z (=1 0 0
A= 0 (=1)z(»=1) ¢ |.

avec

0 0 1

e CasT =3,d=1 (V =Sym(3,R)). — Ici la dimension de I'espace
H® est 4. On a:
Fi(s)=2"%ad (s 0(8) — ®1(s) + P2(s) + P3(s)),

(-2
F(s)=2"° —1—a;<s)(¢o(s> +By(s) + Ba(s) + Bs(s)),

v
Fy(s)= 2_3\/_% (s )(—<I>0(s) + ®1(s) + Pa(s) — <I>3(s)),
Fy(s) = 2*3%@@)(%@ — B1(s) + Ba(s) — Ba(s)),
ai(s) = ek af (s) = sl
O T T +2) TR +3)2 2 T T(E(s+3) T(s+3)

a5 (5) = o 2 (5) = :
O T PI(s+2)2 T(3(s+3) 2T T(L(5+2) I(s+3)
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Posons F(s) = (F (s), By (s), Fy (s), F5 (s))"; on a

0 0 0 =
= = 0 0 -1 0
F(s—2)=(2n)3AF(-s), A= 0 -1 0 o
i 0 0.0

e Casr =4,d =1 (V = Sym(4,R)). — Ici la dimension de 'espace
H® est 5. On a :

Fif(s) = ao(s)(®o(s) — ®2(s) + @a(s)),
Fif(s) = aa(s) (—2@¢(s) + 2@4(s) + cos ws(—P1(s) + ®3(s))),
Ft(s) = aa(s)(Po(s) + P2(s) + Pu(s) + cosws(P1(s) + P3(s))),
Fy () = ao(s) (—®1(s) + @3(s)),
Fy (s) = az(s)(@1(s) + @3(s))
s+1 s+1)(s+32 s+3
wle) = g @)= Frraty 0= e

Posons F(s) = (Ft(s), Fot (s), Ff (s ),FO“(s),FQ_(s))t; on a:

10 0 0 0
- } 0i 0 0 0
F(s—3)=(2m)°AF(-s), A=[0 0 -1 0 0
00 0 —i 0
00 0 0 1

6. Appendice

Cet appendice est destiné & convaincre le lecteur que les méthodes de
[Ri-St] pour déterminer la dimension de I'espace H* se généralisent aux cas
d’une algebre simple et euclidienne V' et que l'on peut ainsi redémontrer
le résultat de M. Muro.

A. Généralités.

Fixons un systéme complet d’idempotents orthogonaux {ej,...,e,}
de V et considérons la décomposition de Peirce associée & ce systéme :

v= P vy

1<i<i<r
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Si Spq est une orbite singuliere de rang p de 'algebre V' (S, 4 = Gop 4 ol

P—q q
Op,gq = § :ei - § :ep—q+i
=1 =1

avec 0 < ¢ < p et p <), notons Ty, (resp. Npq) P'espace tangent (resp.
Pespace normal) & Sp, en o, 4. On vérifie alors facilement que 1'espace Npq
s’identifie naturellement a :

D v

p<i<j<r

D Va

1<igj<r
i<p

tandis que T}, s’identifie & :

En particulier, Ny, est une algébre de Jordan simple et euclidienne de
rang r — p que nous noterons V(;). Dans la suite, si O est un objet relatif &
’algébre V, nous noterons O, 'objet correspondant pour I'algebre Np, ;
en particulier pé“ ) désigne l'espace des polyndmes homogenes de degré k
sur Valgebre V.

Notons H,q le sous groupe de G qui laisse fixe le point 0, 4; on vérifie
que les éléments de A de la forme

a= 'P(o,,,o + z’: a,-ei)

1=p+1
(a; positifs non nuls) appartiennent & H,,, et laissent invariant V() et Tpq;
la restriction d’un tel élément a & Palgebre V) est 'élément
™
ap) = 7’(p)( > aiei)
i=p+1
du sous-groupe A, de G(y); on vérifie également la relation

Det a = (Det ) a(p))(ﬁ)(p) T

On calcule facilement le déterminant de ’action de a sur l'espace tan-
gent Ty, ; on trouve :

-
H a® = (Det a)%if
i=p+1
Soit d’autre part z un élément de V;; avec p < i < j < r; on vérifie
que exp(2z O e;) est un élément de Hy, qui laisse invariant Vip) et Tpq;
la restriction de exp(2z O e;) a l'algébre V() est un élément du sous-
groupe N(;) de G ;) (ces éléments engendrent le sous-groupe Np))-
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T g+p'-p
Posons Wpq = |J | Spg, c’est un voisinage ouvert de l'orbite
p'=p q'=q

Spq, invariant sous G.

B. Un lemme crucial.

Nous dirons qu’'une distribution K est G quasi-homogeéne de degré s s’il
existe des distributions Uy, ..., U, telles que pour tout g dans G :

¢
g-K= (Detg)% g+ (Detg)ﬁs +1 Z(LogDetg)iUi
i=1

(ot g- K(¢) = K(dg) si ¢4(z) = ¢(¢71z)). Un nombre complexe sera dit
critique 8'il est pole de la fonction T'a(s + n/r).

Le lemme suivant donne des conditions sur ’existence de distributions
quasi-homogenes a support dans le lieu singulier de V, ¢’est ’analogue du
lemme 5 de [Ri-St] :

LEMME 6.1. — Soit K une distribution G quasi-homogéne de degré s a
support de rang p ot 1 < p < r—1. Soit Spq une G-orbite de rang p dans
Valgebre V. Alors s est critique et s < —(% — %dp), la restriction de la
distribution K & Wpy est une distribution G-homogeéne de degré s, et cette

restiction est unique a une constante multiplicative prés.

La démonstration consiste & copier celle donnée dans [Ri-St], nous ne
donnerons que les changements principaux. On commence par supposer
que K est G-homogene, et on regarde la distribution K localement autour
du point o, 4 en utilisant le théoréme de Schwartz. On arrive 4 1’analogue
de la formule (31), p. 158, de [Ri-St] :

M
K=Z Z Y, .. .Y ¢r

m=0 iy <iz<...<im

dans W un voisinage adéquat de o,, contenu dans Wp,, ot I =
(21,-.-,%m), les fonctions ¢y étant réguliéres sur S, "W, Y;, ...Y; sont
des champs de vecteurs sur W que ’on suppose engendrer en tout point
de Sp, N W l'espace normal & 'orbite Syq, et ol M est 'ordre de trans-
versalité de la distribution K.

Exprimant ensuite ’homogénéité de la distribution K, on arrive a :

Yr(z) = (Detg) " n ~ Lp(x) 3 vurlg,2)uly o)
|L|=M
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pour |I| = M, ot |I| est 'ordre de Y, g étant proche de I'identité, J,(z)
est le jacobien de 1’action de g sur Spq et ot yr1(9,z) = Brr(97 1, z), les
fonctions Brr(g, z) étant donnés par la relation (38) :

¥'= > Bulga)¥’+ Y -

1J|=M |J)|<M

(Y désigne P’adjoint de Y7 sur V).

Dans la relation (38), faisons z = 0, 4 et prenons g dans Hp, tel que son
action laisse stable les espaces Tpq et Npq. Observons qu’alors I'action de g
sur N, s’identifie & 1’action naturelle de GL(V{;)) sur V() ; soit SM(V{;))
la M-iéme puissance symétrique de V. La relation (38) entraine alors
que pour de tels g la matrice 817(g, 0p,q) est la matrice dans une certaine
base de I’action naturelle de g,y — ou I'on note par g(;) la restriction
de g & V() — dans P’espace S (V(;)) (et donc la matrice v1.(g,0p,q)
représente l'action contragrédiente de g, dans pé‘g) identifié au dual

de SM™(V(;)))- On constuit ensuite avec les nombres (¥1(0p,q))j7j=pm un
élément v de p?z{) tel que (ou P’action d’un élément h de GL(V(;)) sur v

est donné par h-v(z) = v(h~lz)) :
rs -1
9p) v = (Detg)n + 1(Jg(alc)) v

pour g dans Hy,, et tel que son action laisse stable les espaces Tpq €t Npq
ks

on peut en particulier prendre pour g les éléments ’P(op,o + aiei)
i=p+1

et exp(2z O e;) évoqués dans les généralités, on en déduit alors que le
polyndme v est conique au sens de [Fa-Ko, p. 224]); en décomposant p?g)
en G,y modules irréductibles, on voit que v est nécessairement de la forme
(det(py ¥)* (& une constante multiplicative prés) oti k est un entier positif
et que l'on a la relation s = —k — (% — %dp). Cela nous donne donc le
résultat d’unicité pour K du corollaire ainsi que la relation pour le nombre
complexe s.

Pour le cas ou K est quasi-homogene, on suit sans problemes les
raisonnements de [Ri-St] en appliquant les corollaires 3.7 et 5.5 au lieu

de leur corollaire 3.

On peut maintenant montrer que la dimension de ’espace H*° est égal
au nombre d’orbites ouvertes : pour s non critique, on prouve qu'une
distribution T, supposée G-homogeéne de degré s, est une combinaison
linéaire des ®;(.,s); pour s = sp critique considérons dans le cas ou d
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r
est pair les distributions A3, = Y (—1)°°9¢™®,(.,s) (0 < m < r) : par
q=0
le théoreme 3.3, ces distributions présentent en s = sy un pole d’ordre
min(m, o(sg)) et on montre par application du lemme 6.1 que T est
combinaison linéaire des A™n(m:0(s0)); quand l’entier d est impair, on
remplace les distributions A3, par les distributions A; (0 < i < E(37),
E(z) désignant la partie entiere de z) et B; (0 < i < E(1(r — 1))
données par :
A= Z exp(—imgso)q* Py (., 8),
q=0(2]

Bi= Y exp(—imgs0)q'®(.,5).

q=1[2]
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