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CARACTERISATION D'UNE SOLUTION OPTIMALE

AU PROBLÈME DE MONGE-KANTOROVITCH

PAR TAOUFIQ ABDELLAOUI ET HENRI HEINICH (*)

RÉSUMÉ. — Soient P et Q deux probabilités définies sur la tribu borélienne d'un
espace métrique séparable complet M et c(x, y) une fonction continue de M x M
dans R4". On considère la fonctionnelle

dc(P, Q) = mf{E(c(X, Y)) ; X de loi P, Y de loi Q}.

Lorsque P est « c-continue » et Q discrète, nous montrons qu'un couple (X, Y) réalise
le minimum si et seulement si Y = f(X) où / est une fonction optimale pour le
couple (P,Ç). Nous établissons l'unicité de / et nous montrons que la condition de
c-cyclique monotonie P-p.s. est nécessaire et suffisante pour que / soit optimale. Pour
un espace de Hilbert et c(rc, y) = 0(x—y), 0 strictement convexe, nous obtenons, lorsque
P vérifie une condition (*) et Q quelconque, l'existence, l'unicité P-p.s., la c-cyclique
monotonie P-p.s. et l'expression de la fonction optimale.

ABSTRACT. — CARACTERIZATION 0F AN OPTIMAL SOLUTION TO MONGE-
KANTOROVITCH'S PROBLEM. — Let P and Q be two probabilities on a complète
séparable metric space M and c a continuous function on M x M. We consider

dc(P,Q) = inf{£'(c(X,y)) ; X has thé law P, Y has thé law Q}.

We show that, when P is "c-nonatomic" and Q atomic, a pair (X, Y) vérifies thé relation
dc(P, Q) = E(c(X, Y)) if and oniy if Y = f(X), where / is thé unique optimal function
for (P, Q). We aiso prove that thé condition of c-cyclical monotonicity is necessary and
sufficient for / to be optimal. For a Hilbert space we suppose that c(rr, y) = 0(x — y) ,
0 strictiy convexe and P vérifies a condition (*). We give thé expression of thé unique
optimal function / for (P,Ç).
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430 T. ABDELLAOUI ET H. HEINICH

1. Introduction, notations et définitions
Soient {M,d) un espace métrique séparable et complet, B sa tribu

borélienne, P et Q deux probabilités définies sur B. Les variables consi-
dérées dans la suite sont définies sur l'espace de Lebesgue ([0, l],2?i, A)
où À est la mesure de Lebesgue et 1S\ la tribu borélienne complétée. On
se donne une fonction continue c définie de M x M et à valeurs dans R4"
qui s'interprète comme une fonction de coût. La fonctionnelle de Monge-
Kantorovitch est

(1) ^(P,Ç)=inf{/ 1 c(^)d^; /,e.M(P,Ç)},
-JMXM )

où .M(P.Q) est l'ensemble des probabilités sur l'espace produit dont les
marginales sont respectivement P et Q. En fait, nous devons considérer le
sous-espace M.c(P^Q) formé par les probabilités {JL ç A4(P,Q) telles que
f c(x^y)d^(x,y) < +00; par simplication, cela sera sous entendu.

En termes de variables aléatoires (v.a.), la formulation (1) est équiva-
lente à

(2) dc(P, Q) = inf{ / c(X, Y) d\ ; X de loi P, Y de loi ç}.
^[O,!] J

Par commodité de notations, on écrit

(X,y)ç.M(P,Q)

si la loi du couple appartient à .M(P, Q). Un couple (X, Y) est un c-couple
optimal si

(X,r)e.M(P,Q) et dc(P,Q)= [ c(X^Y)d\.

On désigne par opt^(P,Ç) l'ensemble des c-couples optimaux. Il est
classique que opt^(P, Q) est non vide, voir par exemple [2].

Le problème qui nous intéresse est l'existence d'une fonction /, dite
optimale pour le couple (P, Ç), telle que (X, f(X)) ç opt^(P, Q) pour une
(donc pour toute) v.a. X de loi P; on écrit X ~ P. Une telle fonction
minimise le transport de P en Q selon la fonction de coût c.

Dans le cas où M est un espace de Hilbert, c(x,y) = \\x — y\\2 et P
est une probabilité fortement continue, Cuesta et Matràn ont montré
l'existence d'une fonction optimale pour le couple (P,Ç), cf. [4] et [5].
Rachev et Rùschendorf, sous les mêmes hypothèses, caractérisent un
couple optimal par la cyclique monotonie, cf. [14]. Des résultats analogues
ont été démontré par Knott et Smith, cf. [11]. Plus récemment, lorsque
M = y et P s'annule sur les ensembles de dimension de Hausdorffp < n,
Gangbo et MacCann ont établi l'existence d'une fonction optimale, cf. [9]
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SOLUTION OPTIMALE AU PROBLÈME DE MONGE-KANTOROVITCH 431

[10] et [13], pour une fonction de coût de la forme c(x,y) = h(\\x — y\\)
où h est strictement convexe ou strictement concave. Pour une lecture
détaillée, nous référons le lecteur au livre de Rachev [15], au survey [6] et
sa bibliographie.

Cet article s'organise en une introduction et deux parties.
Nous donnons une solution au problème posé, l'existence de la fonction

optimale / lorsque P et Q sont deux probabilités définies sur un espace
métrique séparable et complet (M,d), et dont l'une est c-continue et
l'autre discrète. C'est autour de la caractérisation de / par sa c-cyclique
monotonie que s'organise la première partie.

Le second paragraphe est consacré aux espaces de Hilbert séparables El.
En reliant la c-cyclique monotonie à la c-convexité, et lorsque P vérifie
une condition (*), nous obtenons, pour c de la forme c(x^y) = 0(x — y)^
0 strictement convexe, la fonction de transport / de P en toute autre
probabilité Ç, minimisant le coût c. Cette fonction optimale / s'écrit

fÇx) =x- (V(9)-1 o VF(.r) P-p.s.

Donnons auparavant quelques définitions. Afin de simplifier les écri-
tures, notons :

7(.r, a, b) = c(rc, b) — c(x^ a).

Une fonction f de M dans M est c-cycliquement monotone d'ordre k,
si pour toute suite cyclique de longueur k (rci, x ^ ^ . . . ^ X k = Xo), on a

k

^7(^J(^)J(^-i)) >0.
i=l

Une fonction / est c-cycliquement monotone (plus rapidement c-c.m.), si
elle est c-c.m. d'ordre k pour tout k.

Il est aisé de voir qu'une fonction / est c-c.m. si et seulement si, pour
toute suite finie (a'i, • • - ,Xk) et toute permutation r e SÇk) où S (k) est
l'ensemble des permutations de { 1 , . . . , k}^ on a :

k

]^7(^,/(^),/(^(,))) > 0.
i

L'introduction de probabilités conduit aux définitions suivantes :
Une fonction / est dite c-cycliquement monotone P-p.s.^ (c-c.m.

P-p.s.)^ si elle est c-c.m. en dehors d'un ensemble P négligeable.
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432 T. ABDELLAOUI ET H. HEINICH

Les notions précédentes de c-c.m., et de c-c.m. P-p.s., s'adaptent
naturellement à un couple (X,Y). Par exemple, un couple (X,Y) est
c-c.m. \ -p. 5., s'il existe un ensemble négligeable 7V, tel que

Vfc>l , V7-e<?(^), V(ti,...,^), ^7V,
k

^7Wz),m^-i))^0.
i=l

Enfin, une probabilité P est dite c -continue si pour tout couple
(a, b) e M2 tel que a 7^ &, et tout a G R, on a

P{x \ 7(^,0,6) =a) =0.

Une telle probabilité est continue, P(x) = 0 pour tout x e M. La récipro-
que est fausse en général ; par exemple pour M = R2 et c(x^ y) = \\x — y\\2,
prendre une probabilité continue telle que P{x | ̂ y(x, a, 6) = 0} = 1.

2. Fonction optimale pour les espaces métriques
Dans cette partie, M est un espace métrique séparable avec sa tribu

borélienne B. Nous allons montrer l'existence d'une fonction optimale et
la caractériser.

Le lemme suivant établit une première relation entre l'optimalité et la
c-cyclique monotonie.

LEMME 2.1. — Soient P et Q deux probabilités définies sur M. Si
(X,Y) ç opt^P.Ç), alors (X,V) est c-c.m. X-p.s.

Une preuve succincte de ce lemme se trouve à l'origine dans [1]. Plus
récemment, Gangbo et MacCann en donnent, dans [10], une version plus
détaillée, adaptée à des espaces localement compacts... Pour cette raison,
donnons une preuve relative à notre cadre.

La preuve se fait par négation. Montrons qu'il existe e > 0 et n boréliens
(Ai, Â2, • • • , An = Ao) disjoints, de même mesure de Lebesgue, et tels que :

n

\/ti e A,, ^7(x(t.),r(^),r(^_i)) < -e.

En effet, soit h l'application de [0,1]" et à valeurs dans M3" définie par :

(ti, t2,., tn} — ((x(fi), r(ti), Y(^)), (x(t2), Y(t^, r(ti)),....
(x(^).y(^),y(^_i))
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SOLUTION OPTIMALE AU PROBLÈME DE MONGE-KANTOROVITCH 433

et soit g l'application de M371 et à valeurs dans IR définie par :
n

g((ui,Vi,Wi)^) =^^(ui,Wi,Vi).
i=l

La négation implique l'existence de 772 > 0 tel que

^{(t^t^ ..., tn = to) ; g o h(t^t^ ..., tn) < -1-} > 0.
^ m )

Si IJL est la mesure image de A071 par h, on déduit que fi{g < —m"1} > 0.
L'application g étant continue, il existe n ouverts (Oi , . . . , On = Oo) tels
que (Oi x • • • x On) Ç {g < -m~1} et /^(Oi x • • • x On) > 0. Quitte à
diminuer les ouverts 0^, on peut supposer que Oi = 0} x O? x O3. Il suffit
alors de prendre des boréliens

A.cx-^ny-^noti),
avec \{Ai) = A(Aj), pour obtenir les ensembles recherchés.

La contradiction s'obtient en considérant un automorphisme ponctuel
de Lebesgue, r, tel que r(Ai) == A^_i et r est l'identité sur B, complémen-
taire de |j A,. Alors (X o r, Y) e M(P, Q) et

n n

^ c(X o r(^), Y(t,)) + 6 < ̂  c(X(^), Y(ti)), ^ e A,,
i i

c(Xoï,y)i5=c(x,y)iB.
En intégrant, on obtient la contradiction souhaitée. []

REMARQUE. — Dans le cas hilbertien et pour c(x^y) = \\x — y\\2, on
retrouve le théorème 2.3 de [4].

Montrons, pour certaines probabilités, que tout couple optimal est
obtenu par une fonction optimale.

LEMME 2.2. — Soient P et Q deux probabilités définies sur M, avec P
c-continue et Q = ̂ a^a^. Il existe une partition^ (^)^ç^, avec

i
P(Bi) = ai pour tout %,

telle que la fonction f = ̂ G^IB, est optimale pour le couple (P,Ç).
i

Inversement si Y ~ Ç, il existe une v.a. X de loi P telle que Y = f(X)
et (X,Y) Copt^(P,Q). De plus, la fonction f ainsi définie est c-c.m.
P-p.s.
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434 T. ABDELLAOUI ET H. HEINICH

Preuve. — Pour (X,V) e optç(P,Ç) et Y = ^a^l^, avec le théo-
rème 8.4.1 et le lemme 8.4.2 de [7], X{Ii) appartient à la tribu borélienne
de M, complétée par rapport à P. Considérons les parties J C N, telles
que P(Aj = Ç} X(Ij)) > 0. Pour une telle partie, on a

jeJ
XÇX^ÇXÇli) nX(^-))) > 0 pour tout (%, j ) e J2.

Le lemme 2.1 assure que A02-?. 5.,

c{X(t), Y(t)} + c(X(5), Y (s)) < c(X(t)^ Y (s)) + c(X(s)^ Y(t)).

Soient x et x ' appartenant à Aj, et (î, j) G J2 ; alors il existe (t, <s) 6 ̂  x7j,
tel que a: = X(t), x ' = X(s). Donc, P^-p.s.,

c(x^ ai) + ("(a;', âj) = c(x1', ai) + c(x^ Oj).

Ainsi, pour tout couple (%, j ) ç J2 et pour P-presque tout x 6 Aj :

(*) c(.r,a,) =c ( x ,a j )+6 i j ,

où <^j est une constante ne dépendant que de i et j.
La c-continuité de P assure que P(Aj) = 0 si cardinal(J) > 1. Donc

les Bi = X{Ii) forment P-p.s. une partition de M.
La fonction / définie par / = ^û^l^ est optimale pour (P,Ç). En

i
effet, il est évident que / est de loi Ç, relativement à P et que Y = f(X).

Seconde partie : partons d'une variable aléatoire Y = ^o^lj^ avec
i

\(Ii) = û^, les Ii formant une partition de [0,1], de loi Q. Avec la
première partie, soit / une fonction optimale : (Xo,/(Xo)) € opt^(P,Ç).
Il existe un automorphisme r, préservant la mesure et induit par une
application ponctuelle de [0,1] sur [0, l], tel que r((f o Xo)~ {û^}) = Ii.
La variable aléatoire X = XQ o r est de loi P et f{X) = Y. On conclut
que(X,y)Gopt,(P,Ç).

La c-cyclique monotonie P-p.s. est une conséquence du lemme 2.1. (]

REMARQUE. — Soient X une v.a. sur [0,1] de loi P, c-continue, et A un
borélien de [0,1] tel que A (A) > 0. Notons PXA ^a ^01 ^e ^a restriction de
X à A pour la trace de A sur A. On obtient :

Si (X,V) e opt,(P,Ç), alors (XA.VA) e opt,(Pj^,Çyj.
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SOLUTION OPTIMALE AU PROBLÈME DE MONGE-KANTOROVITCH 435

Le résultat principal de cette partie est le théorème suivant.

THÉORÈME 2.3. — Soient P et Q deux probabilités définies sur M, avec
P c-continue et Q discrète. Alors :

(a) II existe une unique (P-p.s.) fonction f optimale pour (P,Q).
(b) Une fonction f de loi Q par rapport à P est optimale pour (P, Q)

si et seulement si elle est c-cycliquement monotone P-p.s.
(c) De plus, les assertions suivantes sont équivalentes :

1)(x,y)eopt,(P,ç)
2)(X,V) e.M(P,Ç) et(X,Y) estc-c.m. X-p.s.
3)V = f(X)P-p.s.

La preuve de ce théorème se fait par étapes, en approchant la proba-
bilité Q par des probabilités Qn à support fini.

LEMME 2.4. — Soient P et Q deux probabilités définies sur M, avec
n

P c-continue et Q = ̂ aiôa^ Les deux assertions suivantes sont équiva-
lentes : 1

(i) (x,y)eopt,(P,ç);
(ii) (X,V) e M(P,Q) et (X,Y) est c-c.m. X-p.s.

Preuve. — Montrons que (ii) implique (i). Soient (X,V) un couple
n

vérifiant (ii) et / = ^û^l^ une fonction optimale pour (P,Ç) par le
i

lemme 2.2.
Nous allons montrer que, pour tout i, l'ensemble Ii = Y~l(ai) est égal,

X-p.s., à X^^Bi). Ceci suffit pour établir (i) car alors f(X) = Y, X-p.s.
De plus, ceci montre l'unicité de la fonction optimale.

Par négation, supposons que pour un i donné, Ii soit différent de
X^ÇB^.X p.s. Comme X(Ik) = XÇX^ÇBk)) = ajç pour tout k, il existe
un autre indice, dépendant de i, soit j(i) -^ i, tel que

x{i,nx-\B^))>o.
Par conséquent, Ij^ et X'1^^^) sont X-p.s. différents. En itérant ce
procédé, on détermine ainsi une suite d'indices, notés /3(i), telle que

X{Di=I^nX-\B^i^)) >0.

Cette suite prend ses valeurs dans {1, • • • ,n} où n est le cardinal du
support de Q. On en extrait une suite cyclique finie, que nous notons de
la même manière, /3(i)^ avec i e {1, - • • , k} et k < n, telle que

XÇDi = 1^ H X-1 (B^+i))) > 0, i e {1, • • • , k} et (3(k + 1) = (3(1).
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436 T. ABDELLAOUI ET H. HEINICH

II existe alors un ensemble de suites cycliques (4+1 = ^ i , . . . ,^ ; ) , avec
tk e Dk, de mesure A0^ positive. Par conséquent, avec l'assertion (ii), en
prenant i + 1 à la place de 2 - 1 et f3(k + 1) = (3(1), on a :

k k

^7W.)^),r(^)) = ̂ 7(^),a^),a^+i)) > 0.
1 i

En notant xi = X(ti), on en déduit qu'il existe un ensemble C, de suites
cycliques (x^i = a- i , . . . ,^), où x, ç B/^+I), de longueurs k, et de
probabilité P0^ strictement positive, tel que

k

(4) ^7(^^(,),a^+i)) > 0.
i

Or le théorème 2.2 assure que / est c-c.m. P-p.s., d'où
k

^ 7(^, f(xi), /(^-i)) > 0 p.s.
i

Choisissons la suite (xi) dans C telle que XQ = Xk, f(xi) = a^+i). Par
conséquent

k

(5) i^7(^o^+i),a^)) ^0.
i

En rassemblant (4) et (5), et comme ^(x,a,b) = -^(x,b,a), nous avons,
P^-p.s., sur C

k

(6) ^C^^w^w+i))=0-
1

Désignons par Sk l'ensemble des /c-uples de M vérifiant la relation (6).
L'ensemble C est P-p.s. inclus dans Sk.

Montrons que Sk est négligeable. La probabilité P^ÇSk) se calcule par
Fubini :

P^W = f P ( x \ 7(^(2), a^) =
k .
E7(^, o^), a^(,+i))J dP0^-1^,..., Xk).

L'hypothèse P est c-continue permet de conclure :

P0k(Sk)=0=P^k(C).
C'est la contradiction recherchée.

Enfin, l'implication (i) =^ (ii) est une conséquence du lemme 2.1. []
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Retour au théorème : prouvons l'assertion (b). Si / est optimale pour
le couple (P,Ç), le lemme 2.1 assure qu'elle est c-c.m. P-p.s.

Voyons la réciproque. D'après le lemme 2.4, le seul cas restant à faire
est celui où le support de Q = E^a,,, les a^ étant distincts, est de

k
cardinal infini. Soit / une fonction c-c.m. P-p.s. de loi Q. On peut écrire

f=^XilF,

où les Xi sont des points de [a^ ; k e N} (non nécessairement distincts
les uns des autres) et les Fi disjoints. Alors ajç = P( \J Fi) où i ç Ik si

i^Ik
et seulement si Xi = a^. Pour A; € N, notons Pk la probabilité trace de P
sur Ak = / - l ({al , • • • ,aÂ;}) . Alors / est clairement c-c.m. Pk-p.s. et sa
loi par rapport à Pk est la trace de Q sur |j a,, soit

i<k

1 k

^-p^E^-
Le lemme 2.4 assure que / est optimale pour (P^, Qj,) et, nous l'avons vu
au passage, elle est unique pour ce couple.

Montrons que
lim d^Pk,Qk)=d^P,Q).

K—>00

Comme

dc(Pk.Qk)= fc(xJ(x))dPk(x)=———— I c(xJ(x))dP(x)^
J ^ [ ^ k ) JAk

on en déduit que

dc(Pk^Qk) —— fc(xJ(x))dP(x) > d^Q).

Inversement, le lemme 2.2 permet d'écrire dc(P,Q) = f c(x,g(x))dP(x)
pour une fonction g c-c.m. P-p.s. et de loi Q par rapport à P. Quitte à
choisir une partition plus fine pour / et g, nous pouvons écrire

g=^bilF,, bi C {dk\ kç^}.
i

Or g a même loi que / par rapport à Pk ; par suite (nous l'avons vu dans
la preuve du lemme 2.4), elles sont égales Pk-p.s. et, par conséquent,

dc(P^Q) > P ( A k ) J c ( x ^ g ( x ) ) d P k ( x ) = P(A,)d,(P,,Qfe).

En passant à la limite, nous obtenons la convergence cherchée.
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dc(Pk. Qk) = ——— I c(X, f(X)) dA,
^(A; Jx-i(Afc)

où X est une variable de loi P, le passage à la limite montre que
dc{P,Q) = f c(X,f(X))d\. La fonction / est optimale pour le couple
(P,Ç) et son unicité P-p.s. est évidente.

Achevons la preuve des autres assertions.
• L'assertion (a) est une conséquence du lemme 2.2 et de la partie

précédente.
• L'équivalence entre (c) 1) et (c) 3) résulte du même lemme et des

parties (a) et (b) précédentes.
• Le lemme 2.1 montre l'implication (c) 1) =^ (c) 2).
• Reste à établir que (c) 2) ̂  (c) 3). Soit (X, Y) e M{P, Q) un couple

c-c.m. X-p.s. Il existe une suite croissante de compacts, Kn C [0, l], telle
que \(Kn) -^ 1, (X,Y)(Kn) e B(M x M) et la loi Qn de Y par rapport
à \n, trace de À sur Kn, a un support de cardinal inférieur à n.

Notons Pn la loi de X par rapport à \n- La probabilité Pn est c-continue
car elle est absolument continue par rapport à P. De plus, pour \n, le
couple (X,Y) appartient à M(Pn,Qn) et est c-c.m. \n-p.s. Il est donc
optimal par le lemme 2.4.

Avec le lemme 2.4 et la partie précédente, il existe une fonction
/n, c-c.m. Pn-p.s. telle que Y = fn(X), \n-p.s. Autrement dit, on a
Y^Krz = fn(X)lK^, A-p.5. En notant An = X(Kn), on en déduit que, pour
tout couple d'entiers (n,p), fn^An = fn^Pn-P.s. Comme P(A^) -. 1,
la fonction / définie par f(x) = fn(x) où n est le plus petit entier tel que
x e An, vérifie Y = f(X) \-p.s. et elle est c-c.m. P-p.s. La fonction /
vérifie l'assertion (b) du théorème 2.4, c'est l'unique fonction optimale et
l'assertion (c) 3) est démontrée. []

3. Cas de l'espace de Hilbert
Dans cette partie, le cadre est plus classique : nous prenons pour M

un espace de Hilbert séparable H.

Une probabilité P sur H vérifie la propriété (*) si, pour toute fonction
convexe F de HI dans R telle que P(F ç R) = 1, alors

P{x, cardinal [QF{x)} = l) = 1.
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Cette notion est liée aux c-c hypersurfaces de [18] et à la propriété de
transport des probabilités sur R71 voir [3]. Nous montrons d'abord que les
probabilités fortement continues, notion introduite dans [4], vérifient cette
propriété. Puis nous «explicitons» la fonction optimale.

Dans la suite, nous supposons qu'il existe deux fonctions /i G ^(P)
et /2 € ^(Q) telles que

c(^î /)</i(a;)+/2(2/) ;

par conséquent dc(P,Q) < +00. Cette hypothèse permet de considérer le
problème dual et, selon [12] et [15],

(3) dc(P,Ç) = sup{ fh.dP 4- f h^dQ ; h^x) + h^(y) ̂  c(x^y)}.

Nous pouvons alors utiliser les théorèmes de Rachev et de Rùschendorf
[14] et [17] : ({Pour tout couple c-optimal (X,Y), il existe une fonction F
c-convexe telle que Y ç 9cF{X) p.s. ».

Précisons quelques définitions concernant les fonctions c-convexes.
• Une fonction F est dite c-convexe, s'il existe un ensemble d'indices 1

tel que
F(x) = sup(c(.r, a,) 4- ^), où a, e B. et bi e R.

ici

• Dans ce cas, le c-sous-différentiel de F au point x est l'ensemble

9cF(x) = {y e M ; c(z,y) - c{x,y) ̂  F(z) - F(x), \/z e H}.

• La c-conjuguée de F est la fonction définie par

F^y)= sup ( c ( x ^ y ) - F ( x ) ) .
{^(;r)<+oo}

Rappelons aussi que F et F* vérifient l'inégalité

F(x)+F-(y)^c(x,y^

avec égalité si et seulement si y ç OcFÇx).
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Lorsque c(x^y) = ( x ^ y ) ^ on retrouve les notions classiques de l'analyse
convexe. Une fonction c-convexe est alors une fonction convexe au sens
habituel et le c-sous-différentiel se réduit au sous-différentiel.

Remarquons que dans le cas où la fonction c(x,y) est convexe, une
fonction c-convexe est convexe, ce qui permet de parler de son sous-
différentiel ainsi que de son c-sous-différentiel. Pour simplifier, nous notons
9F(x) le sous-différentiel d'une fonction convexe F. Enfin, si 9F(x) est
réduit à un singleton, on le note \7F(x). Nous référons le lecteur à [8]
et [16] pour une lecture détaillée.

Dans la suite nous supposons que

c(x,y) = 0 { x - y )

où 0 est une fonction continue strictement convexe de El dans M4' et
(9(0) = 0.

Enfin, une probabilité définie sur IHI est fortement continue^ s'il existe
une base orthonormée (e^) telle que si, Vi désigne le sous-espace vectoriel
engendré par e^, V^~ le sous-espace orthogonal à Vi et Py± la probabilité
image de P par la projection orthogonale sur l'espace V^-, alors pour
Py± -presque tout y € V^-, la loi conditionnelle P z / y { . ) == Ui{y^ . ) sur Vi
est continue.

Le lemme suivant montre que toute probabilité fortement continue
vérifie la propriété (*).

LEMME 3.1. — Soient une probabilité P fortement continue sur M.
et F une fonction convexe telle que P{x \ QF(x) 7^ (f)} = 1. Alors
PÇx | card{<9F(a;)} =!)=!.

Preuve. — Choisissons une base orthonormée (e^) assurant la propriété
« P fortement continue » et notons

f{x,ei)= lim ]-(F(x+aei)-F{x)Y
a—f-O a
a>0

Pour tout %, on a —f(x^ —Ci) <, f{x,Ci). Notons aussi

Bi = [x ; -f(x, -a) < f(x, Ci)}

et, pour y ç. ^-L, soit Bi^y la section de Bi en y . La fonction t ̂  (f)(t) ==
F (y 4- têi) est convexe, réelle; ses dérivées à droite 0^, et à gauche ( f) f ,
sont croissantes et <%(t) > (f)g(t)- Par conséquent, Bi^y est dénombrable.
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Par Fubini, P(B,) = fy± n(y,B^y)dPv±(y) et, comme pour Py±
presque tout y , n,(?/, . ) est continue, on conclut que P(Bi) = 0.

Pour x ^ \jBi, vérifions que card(<9F(a;)) = 1. Soit y e 9F (x) ;
pour a > 0, les inégalités

(y, ae,) + F(x) < F(x + ae,), ^/, -ae,) + F(.r) ^ F(a: - ae,),

montrent que -f{x,-ei) < {y,Ci) < f(x,ei). Par conséquent {y, a) =
/(^, e,) pour tout z, ainsi y = ̂  /(a;, e,)e^ Q

î

THÉORÈME 3.2. — Soient P et Q deux probabilités définies sur H, P
vérifiant la propriété (*). Il existe alors une unique fonction /, c-cycli-
quement monotone P-p.s. optimale pour (P,Ç). Cette fonction s'écrit :

f(x) =x- (V^)"1 o VFQr), F c-convexe.

Réciproquement, si f est de loi Q et est c-cycliquement monotone P-p.s.,
alors elle est l'unique fonction optimale pour le couple (P,Ç).

Preuve du théorème. — L'idée consiste à utiliser le lemme précédent et
la stricte convexité de la fonction 0 pour établir que 9cF(X) est réduit
\-p.s. à un singleton.

Soit (X,Y) e opt^(P,Ç); d'après le théorème 2 de [17], il existe une
fonction F, c-convexe telle Y e 9cF(X)\-p.s. Par conséquent, 9cF(x) est
P-p.s. non vide. Donc

(6) F(y) - F(x) > 0(y - ai) - 0(x - ai), \/y e H.

La fonction 0{- — a i ) est une fonction continue, strictement convexe, donc
admet un sous-différentiel en tout point. Il existe ainsi un élément b ç M
tel que

(7) ô ( y - a ^ - e ( x - a ^ ) > ( b , y - x ) , \/y e H.

Des deux inégalités (6) et (7), on déduit que b est un sous-différentiel de F
au point x. Et, avec l'hypothèse sur P, b = VF(.r), P-p.s.

Par suite, si ai et 02 sont deux éléments 9cF(x), alors les deux fonctions
0( - - ai) et (9( • - 02) admettent P-p.s. le même sous-différentiel. On en
déduit que 0(x - ai) - 0(x - 02) est constant P-p.s. La stricte convexité
de 6 permet alors de conclure que a\ = a^.

Ainsi, 9cF(x) est réduit P-p.s. à un singleton, d'où l'existence d'une
fonction / optimale pour (P,Q).
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Montrons l'unicité de la fonction optimale. Soit g une deuxième fonction
optimale pour le couple (P,Ç). Comme

f0{X -g(X))d\= [ e ( X - f ( X ) ) d \

= [F(X)+F^(f(X))d\

= f^F(X)+F*(^(X))dA,

on en déduit que 0(X - g(X)) = F(X) + F*(^(X)) \-p.s., et par consé-
quent, g = f P-p.s.

Pour obtenir l'expression de la fonction /, il suffit de combiner l'inéga-
lité (6) et (7) et d'utiliser le lemme précédent pour obtenir l'égalité

(8) ve(x- f{x)) =VF(^).
Comme 0 est strictement convexe, V0 est une bijection de M. vers V0(IHI),
d'où l'expression de la fonction optimale, ce qui termine la preuve du
théorème.

On peut aussi remarquer que y € Q0(x) si et seulement si x ç: 90* (î/),
ce qui permet d'écrire (V(9)~1 = V(9*. D

Un raisonnement analogue au précédent, permet d'établir une version
du théorème 3.2 pour les fonctions c(x, y) = 0(x — y) lorsque 0 est une
fonction strictement concave.
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