
BULLETIN DE LA S. M. F.

TIEN-CUONG DINH
Sur la caractérisation du bord d’une chaîne
holomorphe dans l’espace projectif
Bulletin de la S. M. F., tome 127, no 4 (1999), p. 519-539
<http://www.numdam.org/item?id=BSMF_1999__127_4_519_0>

© Bulletin de la S. M. F., 1999, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la revue « Bulletin de la S. M. F. » (http://smf.
emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html) implique l’accord avec
les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/legal.php).
Toute utilisation commerciale ou impression systématique est constitu-
tive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fichier
doit contenir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=BSMF_1999__127_4_519_0
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html
http://www.numdam.org/legal.php
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


Bull. Soc. math. France,

127, 1999, p. 519-539.

SUR LA CARACTÉRISATION DU BORD D'UNE

CHAÎNE HOLOMORPHE DANS L'ESPACE PROJECTIF

PAR TIEN-CUONG DINH (*)

RÉSUMÉ. — Nous démontrons qu'une sous-variété réelle, compacte, orientée et lisse F de
dimension 2p — 1 > 3 de CP"' est le bord d'un sous-ensemble analytique s'il existe une variété
réelle V C G(n — p + 2 , n + l ) de codimension 1 satisfaisant les conditions suivantes pour tout
v^V :

1) la réunion des '^~p pour v ç. V recouvre un ouvert dense de F ;
2) le (n — p + l)-plan P^"23'^1 intersecte F transversalement ;
3) F D P^"^1 est le bord d'une surface de Riemann dans P^"^1 ;
4) aucun ouvert non vide de F nPÏ"^"1"1 n'est réel analytique.
Pour la preuve, nous utilisons et démontrons le résultat suivant : pour toute surface de

Riemann à bord rectifiable (éventuellement réductible et singulière) S d'une variété complexe,
6' admet un système fondamental de voisinages de Stein. Il existe F réelle algébrique vérifiant
1), 2), 3), qui n'est pas bord d'un sous-ensemble analytique.

ABSTRACT. — ON THE CHARACTERIZATION 0F THE BOUNDARY 0F A HOLOMORPHIC
CHAIN IN THE PROJECTIVE SPACE. — We will prove that a real compact oriented smooth
submanifold F of dimension 2p — 1 > 3 in CP71 is thé boundary of a complex variety if there
exists a real manifold V C G(n—p+2, n+1) of codimension 1 satisfying thé following conditions
for every v ç V

1) Thé union of P^""^ for v ç. V does recover a dense open set in F.
2) Thé (n — p + l)-plane P^""^ does intersect F transversally.
3) F n P^"^1 is thé boundary of a Riemann surface in P^"2'4'1.
4) No nonempty open set in F n P^"^ is real analytic.
For proving this, we use and we prove thé following resuit : for every Riemann surface which

has a rectifiable boundary (eventually reducible and singular) S in a complex manifold, S does
admit a fundamental System of Stein neighborhoods. There exists a real algebraic F satisfying
1), 2), 3) but which is not thé boundary of a complex variety.

(*) Texte reçu le 23 novembre 1998, accepté le 25 mai 1999.
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Email : TienCuong.Dinh@math.u-psud.fr.
Mots clés : problème du bord, conditions des moments, maximalement complexe.
Classification AMS : 32C25, 32C16.

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 0037-9484/1999/519/$ 5.00
© Société mathématique de France



520 TIEN-CUONG DINH

1. Résultats
L'origine du problème de caractérisation du bord d'une variété complexe ou

d'une chaîne holomorphe (problème du bord) est un théorème de Wermer qui
affirme qu'une courbe réelle, analytique, fermée et orientée 7 dans C71 est le
bord d'une surface de Riemann S si et seulement si elle vérifie la condition des
moments, c'est-à-dire j _ ( p = 0 pour toute (l,0)-forme ^ holomorphe dans C".
Cette condition est réduite de la formule de Stokes sur S. Dans le cas où la
condition des moments est valide, l'enveloppe polynomiale de 7 est égale à la
réunion S U 7. Dans le cas contraire, l'enveloppe polynomiale de 7 est égale à
elle-même.

L'enveloppe polynomiale d'un compact de longueur finie a été étudiée ensuite
dans plusieurs travaux de Bishop [4], de Stoizenberg [20], d'Alexander [l], de
Lawrence [16], [17] et également dans [5], [6]. Les résultats de ces travaux sont
utilisables pour démontrer de nouveau le théorème de Harvey-Lawson, qui donne
la solution du problème du bord en dimension supérieure [13]. Ce théorème de
Harvey-Lawson dit qu'une sous-variété réelle, compacte, orientée F de dimension
2p — 1 ̂  3 de C71 est le bord d'une variété complexe si et seulement si elle est
maximalement complexe, c'est-à-dire son plan tangent en chaque point contient
un sous-espace complexe de dimension p-1 (la dimension maximale possible). La
condition «F est maximalement complexe» implique que la courbe F H C^"^1

vérifie la condition des moments pour toute (n-p^- l)-plan C^"^1 qui coupe F
transversalement.

Dans CP77', le théorème de Harvey-Lawson n'est plus valable. D'après le
théorème de Dolbeault-Henkin généralisé, si F est maximalement complexe et
si l'intersection F H P^-P+1 borde une surface de Riemann pour une famille
suffisamment grande V de (n -p+ l)-plans projectifs, alors F borde une variété
complexe [9], [7]. En particulier, ce théorème est valable pour une variété réelle V
de codimension 1 de la grassmannienne G(n—p+2,n+l) . Cette grassmannienne
est l'espace de paramètre des (n — p + l)-plans projectifs dans CP71.

Nous allons démontrer que dans le cas précédent, sous une hypothèse sur F
(qui est valable génériquement), si IJ^ev^"^1 recouvre F, l'hypothèse «F est
maximalement complexe» ne sera plus nécessaire. Le problème du bord sans
l'hypothèse «F est maximalement complexe» a été posé dans C^ par Dolbeault-
Henkin et également par Globevnik-Stout sous la forme d'un problème d'ex-
tension holomorphe [11], dont les solutions pour un cas générique se trouvent
dans [8]. La preuve des résultats cités ci-dessus utilise essentiellement la condi-
tion des moments et elle est extensible au cas dans CP71 grâce au théorème de
Mihalache généralisé (théorème 2).

On appelle ouvert (n— p+ 1) -linéairement concave tout ouvert X de CP77' qui
est la réunion d'une famille continue de (n — p + l)-plans projectifs. On pose

X* := { ^ e G ( n - j 9 + 2 , n + l ) telle que P^4-1 c X}.
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C'est un ouvert connexe. Pour tout fermé F de X, une p-chaîne holomorphe de
X\F est une combinaison linéaire, localement finie à coefficients entiers de sous-
ensembles analytiques de dimension pure p de X\F. Toute p-chaîne holomorphe
de X \ F est de mesure 2p-dimensionnelle localement finie dans X (voir [7] ).

THÉORÈME 1. — Soient X un ouvert (n — p -\- 1) -linéairement concave de
CP71 et F une combinaison linéaire, finie, disjointe à coefficients entiers de sous-
variétés réelles, C2, de dimension 2p — 1 ^> 3 de X . Soit V une variété réelle de
codimenion 1 de X* vérifiant les conditions suivantes :

1) la réunion Ui/ev P^"^1 recouvre un ouvert dense de F ;
2) l'intersection F D P^"^4'1 est transversale pour tout v ç. V ;

3) l'intersection F D P^"^4"1 est le bord d'une 1-chame holomorphe de
^-p+l \ r au sens des courants ;

4) aucun ouvert non vide de F H ̂ ~p+l n'est réel analytique.

Alors F est le bord d'une p-chaîne holomorphe de X \ F, de masse localement
finie dans X au sens des courants.

REMARQUE. — Ce théorème reste valable pour une famille plus large des
ensembles V', qui ne sont pas nécessairement des variétés. Pour un résultat
analogue dans X = C71, cette famille est définie précisément dans [8].

L'exemple suivant montre que la condition 4) dans le théorème précédent est
nécessaire :

EXEMPLE (Henkin [8]). — Soit F C C3 C CP3 une variété réelle algébrique de
dimension 3 définie par

F = {y2 = V3 = 0, xi + y{ + x^ + xj = 1}

où z\ = x\ + iy-i, 2:2 = ^2 + ^2 ? ^3 = ^3 + ^3 sont les coordonnées de C3.
Considérons Phyperplan projectif

Ha,b,c = {Z\ = aZ2 + bZs + c}

où a = a\ + ma; b = &i + ib^ et c = c\ + ic^. Posons

^a,b,c = r n Ha,b,c-

Alors pour un (a, b, c) générique, ^a,b,c est une courbe réelle fermée de la surface
de Riemann algébrique Sa,b,c C îîa,b,c qui est définie par

Sa^c = {(^1^2 + hZ3 + Ci)2 + (02^2 + b2Z3 + C^2 + ZJ + ZJ = l} H Ha^c'

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



522 TIEN-CUONG DINH

Comme Sa,b,c est une surface de Riemann compacte de genre 0, la courbe
F H Ha,b,c borde une surface de Riemann dans CP3. La variété F ne peut pas
être le bord d'une variété complexe car elle n'est pas maximalement complexe.

Soit S un sous-espace analytique d'une variété complexe Z. Si 5' est de Stein,
d'après le théorème de Siu, S admet un système fondamental de voisinages de
Stein. En particulier, si S est une surface de Riemann ouverte, dont le bord
est une réunion finie de courbes de Jordan de longueur finie, alors S admet
dans Z un système fondamental de voisinages de Stein. On appelle variété de
Stein toute variété plongeable dans une variété affine complexe. Un voisinage
de Stein de S est un ouvert contenant S tel que chacune de ses composantes
connexes soit de Stein. Le théorème suivant donne la réponse à une question de
Dolbeault-Henkin [18] :

THÉORÈME 2. — Soient Z une variété complexe^ Y C Z une réunion
finie^ disjointe de courbes de Jordan^ de longueur finie et S un sous ensemble
analytique de dimension pure 1 de Z\T, relativement compact dans Z. Supposons
que Sur ne contient aucun sous-ensemble analytique^ compacta de dimension 1
de Z. Alors :

1) S U F admet un voisinage connexe de Stein;

2) S U F admet un système fondamental de voisinages de Stein.

REMARQUE. — Si Z = (C^ et si F est une courbe irréductible, alors S est égal
à l'enveloppe polynomiale

T := [x C C71 : \P(x)\ < max|P(>)| pour tout polynôme P}

de F [2l], [4], [20], [1]. D'après un lemme d'Oka, S admet un système fondamental
de voisinages de Stein de la forme

{ | P f c ( z ) | < l ; Â ; = l , . . . , m } ,

où les Pk sont des polynômes. En général, dans C'1, Henkin [10] et Alexander-
Wermer [3] ont prouvé indépendamment que S est rationnellement convexe,
c'est-à-dire que Ç71 \ S est une réunion d'hypersurfaces algébriques de C71.
Par conséquent, S admet un système de voisinages de Stein de la forme

{\Rk\ < 1 pour k — 1,... ,m},

où Rk sont des fonctions rationnelles, holomorphes au voisinage de S.
Dans Z = CP77', Fabre a construit une surface de Riemann irréductible, à bord

lisse, non rationnellement convexe [10]. Si F est irréductible dans Z = CP71, le
théorème 2 se réduit à celui de Mihalache [18].
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La démonstration de Mihalache est une application du théorème de Siu et
celui de StoIzenberg-Alexander [1]. Notre démonstration est un prolongement du
travail de Mihalache. Nous utilisons le théorème de Henkin-Alexander-Wermer
pour compléter la preuve et appliquer ce résultat pour démontrer les théorèmes 1
et 3.

2. Preuve du théorème 2

LEMME 1 (voir [1]). — Soient Z une variété de Stem, K C Z un compact
holomorphiquement convexe et T C Z une réunion finie d'arcs réels compacts
de longueur finie. Alors (K U F)7^ \ (K U F) est un sous-ensemble analytique de
dimension pure 1 (éventuellement vide) de Z \ (K U F), borné dans Z, où

(K U F)^ := ^z 6 Z : \h(z]\ < max |^(a*)| pour h holomorphe dans Z}

est l'enveloppe d'holomorphie de K UT dans Z.

LEMME 2 (voir [10], [3]). — Sous l'hypothèse du théorème 2, si Z est de Stein,
S U F est méromorphiquement convexe, c'est-à-dire Z \ (S U r) est une réunion
d'hypersur faces complexes de Z.

Preuve. — Si Z est de Stein, elle est plongeable dans un C^. La preuve du
lemme précédent se ramène au cas dans C^, qui se trouve dans [3, lemme 1.5]. Q

COROLLAIRE 1. — Soit Si une suite de surfaces de Riemann bornées dans C77'.
Supposons que pour i = 0 ,1 , . . . le bord de Si est une réunion finie^ disjointe de
courbes de Jordan rectifiables. Supposons de plus que les bords des Si tendent
vers le bord de SQ au sens géométrique et aussi au sens des courants. Alors Si
tend vers So au sens géométrique.

Preuve. — Soit z ^ SQ. D'après le lemme 2, il existe une hypersurface
algébrique H = {P = 0} passant par z et ne rencontrant pas 5'o, où P est
un polynôme. Pour e > 0 suffisamment petit, on a bSo H P^d^l ^ e) = 0. Par
conséquent,

1 f dP
-— / ——— = 0 pour tout \a\ < e.
^ JbSo P - ̂

Pour tout i suffisamment grand, l'intégrale — J,o dP/(P — a) existe car bSi
tend vers bSo au sens géométrique. Cette intégrale est égale au nombre de points
d'intersection de Ha '•= P~l(a) avec Si. Ce nombre entier tend vers 0 car bSi
tend vers bSo au sens des courants. Par conséquent, il est égal à 0 pour i assez
grand. Ceci montre que z n'appartient pas à la limite de Si car z est un point
d'intérieur de P^d^l < e). D'où limSi C SQ. De même manière, on montre que
SoClïmSi. D
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524 TIEN-CUONG DINH

LEMME 3. — Soient K un compact méromorphiquement convexe dans une
variété de Stein Z et H un compact de mesure de Haussdorff 2-dimensionnelle
Ti2 nulle. Alors K U H est méromorphiquement convexe dans Z.

Preuve. — Comme Z est de Stein, il suffit de considérer Z = C71. Soit
z ^ K U H. Comme K est méromorphiquement convexe, il existe un polynôme
P vérifiant z e P'^O) C C71 \ K. Comme H2 (H) = 0, il existe un polynôme Q
vérifiant Q(z) = 0 et Q~\0) H P-^O) H H = 0. Posons

T=Q~l{o)np~l{o).
La famille d'hypersurfaces {P + aQ}açc forme un feuilletage holomorphe
de C72 \ T. Comme ̂ (H) = 0, il existe un a assez petit tel que

{P + aQ = 0} H H = 0.

Pour a assez petit {P + aQ = 0} H K = 0. Alors {P + aQ = 0} est une
hypersurface passant par z et elle ne coupe pas K U H. D'où K U H est
méromorphiquement convexe. []

LEMME 4. — Soient U^V C Z deux ouverts connexes de Stein, K C U un
compact et H C V un compact connexe de mesure "H2 nulle. Alors KU H admet
un voisinage de Stein.

Preuve. — Comme U et V sont des ouverts connexes de Stein, ils admettent
des suites d'exhaustion de compacts connexes holomorphiquement convexes. Par
conséquent, il existe un compact connexe, holomorphiquement convexe K ' C U ^
contenant K. Soit U\ un ouvert connexe à bord C^ strictement pseudoconvexe
de U et contenant K 1 ' . Si K ' D H = 0 il suffit de choisir un voisinage de Stein W\
de K ' dans U\ \ H et grâce au lemme 3, un voisinage de Stein W-^ de H dans
V \ K ' . L'ouvert W = W^ U W^ vérifie notre lemme. Sinon, Pi := H H bU^ -^ 0.
Soit £/2 un autre ouvert à bord C^ dans U^ contenant U\. On a également
?2 := H F} bU^ 7^ 0. Dans Y, F\ est méromorphiquement convexe, il admet
un système fondamental de voisinages méromorphiquement convexes. Soit G un
voisinage méromorphiquement convexe de F\ dans V vérifiant G H K ' = 0 et
G C U'2. D'après le lemme précédent, { K ' U H) H U^ est méromorphiquement
convexe dans U. Il admet donc un système fondamental de voisinages de Stein.
On choisit un voisinage de Stein W\ := {pi < 0} vérifiant W\ H bU\ C G où
p est une fonction C^ strictement p.s.h. définie au voisinage de W\. D'après le
lemme 3, G U (H \ î/i) est méromorphiquement convexe dans V. On choisit un
voisinage de Stein W^ := {p2 < 0} de G U ÇH \ £/i) vérifiant W^ H bU^ G TVi,
où ̂  est une fonction C^ strictement p.s.h. au voisinage de W^. On définit un
voisinage ouvert TV* de K ' U H par

i) w* n [/i := {pi < 0} n u^ ;

TOME 127 — 1999 — N° 4
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2) w* n (u^ \ [/i) := {pi < 0^2 < 0} n (î/2 \ î/i) ;
3) W\U2'={P2<0}\U2.

Soit TV** la composante connexe de TV* contenant J^7 U H. Sur son bord, le
domaine H^** est défini localement par une ou deux inégalités (p < 0 où (^ est une
fonction strictement p.s.h. Si TV** ne contient aucun sous-ensemble analytique
compact de dimension > 1, d'après le théorème de Grauert [12], TV** est de
Stein. Sinon, TV** contient un sous-ensemble analytique compact maximal Z/,
dont toute composante irréductible est de dimension > 1. On appelle Z / i , . . . , Lm
les composantes irréductibles de L. Comme U est de Stein et H est un compact
de Y, on a Li D V \ H 7^ 0 pour tout i. Dans Y, d'après le lemme 3, H est
méromorphiquement convexe. Par conséquent, il existe une hypersurface Hi de V
telle que Hi H H = 0, Hi H L, ^ 0. Alors

771

y'-nlj^
î=l

est un ouvert de Stein. Soit U" (resp. V " ) un ouvert de U (resp. V) contenant
K ' (resp. H)^ à bord (7^, strictement pseudoconvexe. Posons

[/* := u" n w**, y'* := v " n TV**.

Ces ouverts sont inclus dans des ouverts de Stein et à bord strictement pseu-
doconvexe. Ils sont donc de Stein. On fait la même construction comme celle
précédente, en remplaçant U par U* et V par Y*, pour obtenir un voisinage
connexe W à bord strictement pseudoconvexe de K U H. Cet ouvert W est
inclus dans TV** et il ne contient aucun sous-ensemble analytique compact de
dimension >_ 1 de W. Il est, d'après Grauert, ouvert de Stein. []

LEMME 5. — Toute réunion finie F d'arcs réels compacts de longueur finie
d'une variété complexe Z admet un voisinage connexe de Stein. Par conséquente
r admet un système fondamentale de voisinages de Stein et pour tout ensemble
fini A C Z, il existe un disque holomorphe, à bord lisse dans Z contenant A.

Preuve. — On choisit un arc réel, fermé de longueur finie L dans Z tel que
F7 :== FUL soit connexe. On recouvre ̂ / par une famille finie d'ouverts isomorphe
à la boule unité de C71, où n = dimZ. On note U\, U ' z , . . . , Um ces ouverts. Il
existe des compacts r/g C r7 D Uk tels que r' = |j F^. On peut supposer de plus
que Fk sont tous des réunions finies d'arcs réels fermés. On choisit Lfç C Uk des
arcs réels fermés tels que T^ := I\ U Lk soient connexes. On peut numéroter
les Ui de sorte que IJi=i 1̂  s01^ connexe pour tout k. En appliquant le lemme
précédent à

u:=u^ v:=u^ K:=r^ H:=r^
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on peut construire un voisinage de Stein W\ de FÇ U T^. Comme F'̂  U F^ est
connexe, on peut supposer que W\ est connexe. D'après le lemme précédent
appliqué à

k

u:=w^ v:=u^ K:=\JY^ H:=r^
i=l

il existe un voisinage connexe de Stein Wjç de IJz=i ï^ pour tout k = 2 ,3 , . . . ,
m — l . D'après le lemme 3, dans W = Wm-i^ r est méromorphiquement
convexe. Il admet donc un système fondamental de voisinages de Stein.

On choisit un arc réel fermé de longueur finie F* passant par tous les points de
A et un voisinage U connexe et de Stein de L. Soit S un sous-ensemble analytique
lisse, irréductible, de dimension 1 de U et contenant A. Tout ouvert simplement
connexe à bord lisse de 5', contenant A vérifie notre lemme. []

LEMME 6. — Sous l'hypothèse du théorème 2, il existe un ouvert connexe Y
de Z, contenant S U r tel que dans Y, toute surface de Riemann S' relativement
compacte dans Y et vérifiant

1) 6" est un sous-ensemble analytique de Y \ F ;

2) 5' n'est pas un sous-ensemble analytique de Y ;

soit incluse dans S.

Preuve. — Soit S" un sous-ensemble analytique de Z \ F, bornée dans Z.
Dans un voisinage connexe de Stein Y de F, la surface Sf C\V définit un courant
d'intégration à bord rectifiable [16], [5]. Alors si ^[^'ny] = 0, d'après le théorème
de structure de King-Harvey-Shiffman-Alexander [15], [14], [19], [2], S est un
sous-ensemble analytique de V. Sinon, d^'HY] est un courant rectifiable, fermé
à support dans r. Par conséquent,

1) soit S ' est un sous-ensemble analytique de Z;
2) soit bS' se constitue par des composantes connexes de F.
Il existe un nombre fini de surfaces de Riemann de deuxième type. On note

6'i, 52,. . . , S m ces surfaces de Riemann dont Sk f- S pour tout k < m' et Sk C S
pour tout k>m'. Tout ouvert connexe Y contenant S U r tel que Y 7) Sjç pour
tout k < m', vérifie notre lemme. \\

On choisit L un arc réel, compact de longueur finie de Y tel que F U L soit
connexe, Lr\S = 0 et tel que le lemme précédent reste valable si l'on remplace F
par r := r u L.

D'après le lemme 5, il existe un voisinage connexe de Stein U C Y de F'. On
choisit un ouvert connexe U\ C U strictement pseudoconvexe, à bord lisse et
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contenant F' tel que bU\ coupe S transversalement en un nombre fini de courbes
réelles compactes, lisses Gi , . . . , Cm de 5'. D'après le lemme 2, dans 17, C \ C
est un sous-ensemble analytique de dimension 1 de U \ (7, borné dans U, où
C := |jr=i °k' D'après le lemme précédent, C \ C C S.

• Premier cas. — Supposons que C \ C = 0. Alors C est holomorphiquement
convexe dans U. Soit U^ C U (resp. Uo) un ouvert à bord lisse contenant U\ (resp.
relativement compact dans U\ ), qui est une petite déformation lisse de U\. Alors
bU^nS (resp. bUoiïS) est encore holomorphiquement convexe dans U. On choisit
G C C U \ U\ un voisinage de bU'z H 5' tel que G soit holomorphiquement convexe
dans U. D'après le lemme 1, G U r' \ G U F' est un sous-ensemble analytique de
dimension 1 de U \ (G U F'). Par conséquent, d'après le lemme 6, si G est un
voisinage suffisament petit de bU^ H S, on a G U Y ' \ (G U F') C S U Y ' U_(y \ U^ ).
D'après le théorème de Siu, il existe un voisinage de Stein W\ de S \ Uo tel que
W\ D bU^ C G. Soit W^ = {p2 < 0} C W\ un ouvert à bord lisse, strictement
pseudoconvexe et contenant S \ L^i, où p^ est une fonction strictement p.s.h. et
définie au voisinage de W^. Soit W^ := {^3 < 0} un voisinage de Stein de G U F'
vérifiant W^ D bUi C Ws, où p^ est une fonction strictement p.s.h. et définie au
voisinage de W^. On définit le voisinage W* de S U r7 par

1) TV* \ U2 = {p2 < 0} \ £/2 ;
2) TV*n( î /2 \^ i )={p2<o,p3<o}n( [ /2 \ î / i ) ;
3) Ty*n^7i ={p3 <o}n^7i.
Soit W** la composante connexe de W* contenant S U F7. Sur son bord, cet

ouvert est localement défini par une ou deux inégalités (^ < 0 où (p est une
fonction strictement p.s.h. Si TV** ne contient aucun sous-ensemble analytique
compact de dimension :> 1, d'après Grauert, il est de Stein [12]. Sinon, TV**
contient un sous-ensemble analytique compact maximal dont chaque composante
irréductible est de dimension ;> 1. On appelle H ^ ^ . . . ^ H m ces composantes
irréductibles. Par hypothèse, aucune Hi n'est incluse dans SUF^ On remplace Y
par un ouvert connexe de TV** qui contient S U T ' et ne contient aucune Hz. La
même construction que celle précédente nous donne un voisinage connexe W
de S U F' dont le bord est strictement pseudoconvexe. L'ouvert W ne contient
aucun sous-ensemble analytique compact de dimension ^ 1. Il est donc ouvert
de Stein. D'après le lemme 2, 5'ur admet un système fondamental de voisinages
de Stein.

• Deuxième cas. — Supposons que (G \ G) D V = 0. Posons T := G \ C. C'est
un sous-ensemble analytique de dimension 1 de \J\. Soit H une hypersurface
de t/i, contenant T vérifiant ^f H F' = 0 et #H H 5\T < +00. Alors U^\H est
de Stein. Il possède une suite d'exhaustion d'ouverts connexes C^ strictement
pseudo convexes Vk. Pour k assez grand, bVk H S est constitué par un nombre
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fini de petites courbes fermées qui bordent un petit voisinage dans S \ T de
l'ensemble fini H F\ S \T. Par conséquent, comme S et Y vérifie le lemme 6 et
comme S ne contient aucune surface de Riemann compacte, C := bVk H S est
holomorphiquement convexe dans Vfe+i- En remplaçant U par Vk-\-i et U\ par Vk^
on se ramène au premier cas.

• Cas général. — D'après le théorème d'unicité, M := (C \ C) H F' est
un fermé de mesure 7Y1 nulle. Par conséquent, d'après le lemme 1, il est
holomorphiquement convexe dans U.

LEMME 7. — II existe les voisinages holomorphiquement convexes^ à bord lisse
^b; ^i? Vz de M vérifiant les conditions suivantes :

1) l̂ +i est un ouvert relativement compact de Vi ;
2) Vi possède un nombre fini de composantes connexes ;
3) le bord de Vi intersecte S U V transversalement et bVi D F' est un ensemble

fini\
4) (S U F') n bV\ est holomorphiquement convexe dans un voisinage de Stem

de (SU^f)\V2.

Preuve. — Supposons le lemme faux. On peut facilement construire une suite
d'ouverts holomorphiquement convexes {V^}^o décroissante vers M et vérifiant
les conditions 1), 2), 3) pour z = = 0 , l , 2 , . . . . Posons

r* := (s n bVi) u (F' \ y,). ^* '= s \ Vi.
D'après le lemme 1, (5'* U F') n U\ est méromorphiquement convexe dans U.
En plus, dans [/, r \ F se constitue par un nombre fini de surfaces de Riemann
irréductibles, où F := (5* H Wi) U (F' H l/i). Par conséquent, il existe une
hypersurface H de U telle que (^UF^nî/i est holomorphiquement convexe dans
l'ouvert de Stein U\H. Alors HnSnVi est un ensemble fini. Comme U\ \H est de
Stein, il admet une suite d'exhaustion d'ouverts connexes holomorphiquement
convexes Q/c. Pour k suffisament grand, (7* := b^tk H S se constitue par une
petite déformation de C et par des courbes de Jordan qui forment le bord
d'un petit voisinage de H H S D Vi dans 6'. D'après le deuxième cas (appliqué à
£/* := f^+i, î/i* := ^fc, 5'*, F* et C*) 5'* UF* admet un système fondamental
de voisinages de Stein. Par conséquent, comme la condition 4) n'est pas vérifiée
quand on remplace les ouverts V\ et V^ dans le lemme par les ouverts Vi-\
et Vi, (SU F') H bVi-,]_ doit contenir le bord d'une surface de Riemann Si C S.
Comme Vi est holomorphiquement convexe dans U, la surface Si ne peut pas être
entièrement dans U. Rappelons que quand i tend vers infini, Vi tend vers M qui
est de longueur 0. Finalement, on peut conclure ici que S contient une surface
de Riemann compacte, qui est la limite de Si quand i tend vers l'infini. C'est
une contradiction. []
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On choisit d'après les lemmes 7 et 2, un voisinage de Stein WQ C Y \ V^ de
(^UF7) \Vi dans Y vérifiant 7.4. Soit G C TVo un voisinage holomorphiquement
convexe de (S U F') H &Vi dans IVo. Posons

r* '^{snbv^uçr^v^.

D'après le lemme 1, dans TVo, ̂  ̂  r*\(6'UF*) est un sous-ensemble analytique de
dimension 1 de TVoYGuF*). Rappelons que (5'UF'^yi est holomorphiquement
convexe dans WQ. Par conséquent, d'après les lemmes 6 et 1, si G est un voisinage
assez petit, G U F * \ (G U F*) est inclus dans S U Vo- D'après les lemmes 6
et 1, {S U F') D VQ est holomorphiquement convexe dans U. Il possède donc
un voisinage de Stein TVi := {pi < 0} vérifiant TVi D bV\ C G où pi est une
fonction C^, strictement p.s.h. au voisinage de TVi. Il existe un voisinage de Stein
W'2 := {p2 < 0} de GU F* vérifiant W^ n bVo C TVi où p-z est une fonction C^,
strictement p.s.h au voisinage de W^- On définit le voisinage W* de 5' U F' par

1) IV* H Vi := {pi < 0} H Vi ;

2) TV* n (Vo \ Vi) :- {pi < o, p2 < 0} n (Vo \ Vi) ;
3) TV* \ Vo :- {p2 < 0} \ VQ.
Soit TV** la composante connexe de TV* contenant 6' U F. Cet ouvert est à

bord strictement pseudoconvexe, il peut posséder un sous-ensemble analytique
compact maximal dont toute composante irréductible est de dimension > 1.
On appelle H \ ^ . . . , Hm ces composantes irréductibles. En remplaçant Y par un
ouvert de TV** qui ne contient aucune ^, on peut construire par la méthode
précédente, un ouvert connexe à bord strictement pseudoconvexe W C TV**
contenant SUT'. Cet ouvert ne contient aucun sous-ensemble analytique compact
de dimension ^ 1. Il est, d'après Grauert, ouvert de Stein. D'après le lemme 2,
5' U F possède dans TV un système fondamental de voisinages de Stein.

3. Preuve du théorème 1
D'après le théorème de Dolbeault-Henkin généralisé [7], il suffit de prouver que

le plan tangent de F est maximalement complexe en tout point de F H p^-P+1

pour un ensemble dense de v e V. Par méthode de tranchage, on ramène le
problème au cas p = 2. Par méthode de projection, le problème se ramène au
cas n = 3 et p = 2.

PROPOSITION 1. — Pour tout ouvert V C V, il existe VQ e V, un sous-
ensemble V" C V et un voisinage de Stein TV de F D P^ vérifiant :

1) les vecteurs tangents géométriques de V" en I/Q engendent le plan tangent
de V en VQ ;

2) pour tout v e Y", V intersection F D P^ est incluse dans TV ;
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3) pour tout u e V'1', l'intersection r D P2, e5^ le bord d'une 1-chaîne
holomorphe S y deP2,\^ qui est relativement compacte dans W.

Preuve. — On peut supposer que V est suffisamment petit tel que pour tous
v, v ' G V la combinaison 7^ := F D P2 soit une déformation continue de F D P2,.
On écrit

7^=rnp^=^n,7,^
ici

où les n^ sont des entiers non nuls et 7^ sont des courbes réelles fermées,
irréductibles, C2 dépendantes continûment de v 6 V. On appelle (wo : Wi :
W2 : wa) les coordonnées homogènes de CP3 et zi := WÏ/WQ ses coordonnées
affines. On peut supposer que les hyperplans H := {w2 = 0} et Q := {WQ = 0}
ne rencontrent pas 7^ pour tout ^ G V. De plus, on peut supposer que
(wo : wi : wa) est un système des coordonnées de P2 pour tout v G V. On
choisit pour tout z/ 6 V, une 1-chaîne holomorphe S y de P2, \ F à bord 7^ telle
que S y ne contient aucune surface de Riemann compacte. Rappelons que deux
chaînes de même bord au sens des courants diffèrent d'une chaîne algébrique.
On écrit

ul/ = / j ^j^^ji^
jeJr.

où les mj^ sont des entiers et S^ sont des sous-ensembles analytiques irréduc-
tibles de P2, \ F. Alors le bord de Sj^ est une combinaison linéaire de 7^ à
coefficients 0, 1 ou —1. Soit Fy l'ensemble de toutes ces combinaisons. Comme
V est petit et 7^ dépend continûment de v^ on peut identifier tous les Fy et
noter F := Fy pour v 6 V. On peut également considérer Jy comme un sous-
ensemble de F. On appelle kj^ le nombre de point d'intersection de Sj^y avec H
en comptant les multiplicités. Soient J un sous-ensemble de F, M = {mj}j^j
et K = {kj}jçj des familles de nombres entiers. On pose :

VJ,M,K '•= {^ ê V" telle que Jy = </,
m. y =mj ̂  = m^, kj^ = kj pour tout j ç J}.

Alors V = [jVj^M.K- Par conséquent, il existe un VJ^M.K et un UQ e Vj^,^
tels que les vecteurs tangents géométriques de V/,M,X en ;/o engendent le plan
tangent de V en i/o. D'après le théorème 2, il suffit de prouver que Sj^ dépend de
manière continue de v ç VJ^M,K- Fixons un j 6 J . Pour simplifier des notations,
on pose A: := kj. Soient X' un voisinage 2-concave suffisamment petit de P^
et F7 une combinaison linéaire à coefficients ±1 de composantes irréductibles de
F D X' tels que 7 ,̂ := F' H P^ = bSj^ pour v 6 ^/,M,K proche de I/Q. On pose :

G. ((- n) - ̂ - /l ^ ̂ 2-^-^1)^3^\^T1) •~ o • / ^ l / ^
27TZ 7^ 1 ^2 - ̂  - ̂ 1
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Ces fonctions sont les fonctions symétriques qui permettent de déterminer les
solutions du problème du bord pour 7 ,̂ (cf. [9]). Un théorème de Dolbeault-
Henkin implique que les deux conditions suivantes sont équivalentes (voir [7]) :

1) 7 ,̂ est le bord d'une 1-chaîne holomorphe S'y telle que l'intersection de H
avec S^ soit une combinaison de points à coefficients entiers positifs et de masse
totale k ;

2) il existe des fonctions Ci^Çrj) définies C°° dans un ouvert Ci de C pour
i == 0 ,1 , . . . , k + 1 et un voisinage U de 0 dans C tels que pour tout $ G U le
système d'équations suivant, o ù % = l , 2 , . . . , A ; + l , admette une solution :

^ ( î — l ) / \ i C ^ — s ) . .

^....^^.^^^^E'̂ ?-
Si, dans la condition 1), la solution S^ existe, elle est unique. Par conséquent,

pour v e VJ^M,K, cette solution est égale à Sj^. Au voisinage de H D P^, 5^ est
décrite par {(xs^S, + r]Xs)}^=^ pour (<î^7?) variant dans U x ^ (voir [7]). Soient
S^ := x\ + • • • + x\. Alors 5^+1 sera déterminée par un polynôme en *S' i , . . . , S^ '
On écrit :

5^+1 = P(^l^ ' ' • ? ^k)'

On remplace les Si dans l'équation précédente par les membres à droite du
système ci-dessus. Ensuite, on développe deux membres de l'équation obtenue
en série de Taylor en $. L'identification des coefficients de ^ nous donne un
système de la forme

^£+l-^)(^) = ̂  ̂ o,., C^,..., (^-1), Ci,,, C^,..., Ck,., v)
pour z=Â:+l ,A; , . . . , l ;

^o^W) = Fo(r],Co^, CQ^, ... ,CQ^ ,(7i^,C^,... ,(7^,^);

^(T/, Co,.,.... C^\.... C^, ̂ ) = 0 pour 5 = 1 , 2 , . . .

où Fi et H g sont des polynômes en C^, holomorphes en 77 et C2 en ^.
D'après le théorème de Cauchy-Kovalevskaya, les k + 1 premières équations

donnent une solution unique pour chaque donnée vectorielle b en un point fixé
0 de f2, c'est-à-dire

(C^..^C^l\C^^c[l^..^Ck^=b en 0.

Cette solution dépend holomorphiquement de (^, 77) et de façon C2 de u.
Remplaçant cette solution dans le reste du système, nous obtenons un système
de la forme

Hs(b,r],v)=Q pour 5 = 1 , 2 , . . .

où H s sont des fonctions holomorphes en &, v et C2 en v.
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L'ensemble de solutions de ce système représente un fermé S dans l'espace de
(6,77, v). Le fait que pour un v^ il existe une 1-chaîne S'^ vérifiant la condition 1)
ci-dessus, est équivalent au fait qu'il existe un b et un ouvert non vide ©
de C vérifiant {b} x 0 x {y} c S. Ceci montre que la solution du système
initial dépend de manière continue de v ç. VJ,M,K- Soit X" C X' un petit
voisinage suffisamment petit de H H P2^, à bord lisse tel que bX" coupe 5^
transversalement. Alors S^ \ X" tend vers 6^ \ X" quand v ç VJ,M,K tend
vers VQ. Posons S^ := S^\ X " . D'après le corollaire 1, S^ tend vers S^ quand
^ Ç VJ,M,K tend vers VQ. D'où Sj^ tend vers Sj^ quand v ç VJ,M,K tend
vers î^o. Q

La preuve du théorème 1 sera complétée par la proposition suivante :

PROPOSITION 2. — Dans les conditions du théorème 1 et de la proposition 1,
le plan tangent de Y en chaque point de r D P2^ est maximalement complexe.

Preuve. — Soient

n : cp3 \ (o : o : o : i) —> cp2

la projection canonique II (w) := (wo '. w\ : w^) et

ni : cp3 \ {wo = 0} —> c
avec IIi(^) := z\. On peut supposer que {wo = 0} H 7^ = 0 pour tout v proche
de VQ, (0 : 0 : 0 : 1) e P^, la restriction de IIi sur 7^ est (72, injective en dehors
d'un ensemble fini et que la restriction de la projection II sur F D U soit de rang
maximal en tout point et injective en dehors d'une hypersurface réelle de F D U,
où U est un petit voisinage de 7^0. La variété F n U peut être considérée comme
le graphe d'une fonction Z^ au dessus de F := II(r) HU sauf sur les singularités
de F, où U est un petit voisinage de II(P2, ) ^ CP1. La fonction Z^ est C2 sur son
domaine de définition. Comme W est un ouvert de Stein, il existe une fonction g
non identiquement nulle et holomorphe dans W telle que

(r'WD^r^wo^}.

D'après la proposition 1, la condition des moments (ou la formule de Stokes
sur S^) implique que f P(z\^z^gk àz\ = 0 pour tout polynôme P, tout
k > deg P + 2 et pout tout v <E V " .

On appelle L l'hyperplan complexe de l'espace C0pTan(G(3,4), ^0)5 engendré
par les vecteurs tangents de V" en ^o, où la notation

Tan(G(3,4)^o)
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signifie le plan tangent réel de la grassmannienne G(3,4) en z/o. Alors pour tout
vecteur C e L la dérivée C(f^ PÇz^z^g^z^) s'annulle en ^o pour k > degQ+2.
Soit

M : = { ^ e G ( 3 , 4 ) : P ^ 3 ( 0 : 0 : 0 : l ) } .

Posons A := LnC0]RTan(M, ^o). Alors A est un hyperplan de C(g)RTan(M, ^o).
On peut identifier M à la grassmannienne G(2,3) qui paramètre l'ensemble de
droites projectives de P2. Chaque P^ avec v ç. M sera associé à P^ := n(P^).
Alors dimc A = 3. Une droite projective générique P^ de CP2 (avec^ e M) est
définie par l'équation z^ = ç + T]Z^ avec ^rj e C. Alors il existe (a,6), (c,rf) e
C \ {0} tels que A est engendré par les trois vecteurs C-indépendants

9 ,. <9 - 9 . 9 9 9 9 -9y^ ^^w c^+c^-+%+^•
Ces trois vecteurs sont C-indépendants si et seulement si la matrice suivante est
de rang maximal

/a b 0 0\
M := 0 0 à l» .

\c d c d )

Pour tout point régulier z ç F, on note ^2 le vecteur antiholomorphe de
C (g)R Tanc(E,2:) dont la projection sur C 0p { 9 / 9 z ^ } vaut Q / Q z ^ , où la
notation Tanc(r,z) signifie la droite tangente complexe de F en z. Fixons
^* = (F^*) e M et considérons v = (^ 77*) ç M. Considérons /z* ç n(7^) et z
le point d'intersection de P^ avec Tanc(L ^*). Alors la deuxième coordonnée z^
de z peut être considérée comme une fonction holomorphe en ^ et on note QZ^IQ^
pour la dérivée de z^ en ç. Comme le restriction de n sur F H U est injective en
dehors d'une hypersurface réelle de F H U, on peut poser

^(^(^l ̂ 2,^3) := ^2(^(^1 ̂ 2^3(^1, ̂ 2))).

C'est une fonction continue sur la partie régulière de F.

LEMME 8. — Avec les notations ci-dessus, pour tout k > 0 et pour tout
polynôme P les égalités suivantes sont vraies en tout point ̂  = (ç*, 77*) de M :1) ^/ ^1^2)^1=^ y p^i^w^i,

2) ^f^P^z^dz^ f kP^z^^^-g^^

3) ̂ //(^^i-/ ^(^i.^-i^^)^^-^^.
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Preuve.
• Premier cas. — Supposons que F est une réunion de droites projectives. On

écrit
L= IJ^

(9eY

où T est une combinaison linéaire à coefficients entiers de courbes relies C2

fermées dans M. La notation 0 6 Y signifie un point à multiplicité entière. Pour
tout 0 == (a, /3) ç T et tout v G M, on appelle z\ (0^ v) et z^ (0^ v) les coordonnées
du point d'intersection de P^ avec P^. Alors

(1) / PÇz^z^dz^ ( P(^)^(^)dzi(^)
J^^ Je^r

où

P(0,^):=P(^(^),Z2M),

g(0^):=g{z,{e^)^2(0^)^Z^z,(0^)^Z2{0^))).

Alors P est holomorphe par rapport à v. D'autre part on a des relations

Z2(^)=^+^iM, z^0^)=a+(3z^0^).

Ces relations impliquent

c^i(^) _ ^i(^^) Oz^O^) _ Oz2{0^)
9r] "^ a$ ' ^ "^ 9$ '

9zi(0^) _ _ 5zi((9^) ^2((9,^) _ _ 9z2(0^)
——^r—— — zl ——a7—— ' ——^—— — zl ——^—— 'drj oç or] ôç

Par conséquent, pour toute fonction / de classe C1 à deux variables

(2) -^-f(z,(0^)^Z2(0^))=z,-f(z,(0^)^,(0^))^

(3) -^f{z,(0^)^^0^))=z,-f{z,(0^)^,(0^))^

car z\ (0^) et ^2(^5^) sont holomorphes par rapport à v.
Les égalités (1), (2) impliquent la première égalité du lemme. La deuxième

égalité est évidente, la troisième est un corollaire de (1) et de (3).
• Cas général. — Pour le cas général, on considère F7 la réunion des droites

tangentes complexes de F aux points de r D P^*. Alors au voisinage de r H P^
la variété F est approximée à l'ordre 1 par F'. Ceci explique que les valeurs
des dérivées d'ordre 1 trouvées dans le premier cas restent valables dans le cas
général. []
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D'après le lemme 8, on obtient des égalités suivantes en VQ pour tout
k^degPi+2 :

(4) Q f (a+^i)Pi(zi^2)^dzi=0,
°^ ^7^

/* ^ —

(5) / (a+bz^P^z^W——g^dz^O,
^7i/ ^

(6) -9 f (c+d2l)P3(-2l,-22)^^1
<-^ J^v

n r\ —

+k (c+dzl)P3(^l^2)^^)——^ - ld^l=0.
J^u <7^

Pour Pi = c + dzi, P2 = 1 et PS = a + &^i, on obtient les égalités suivantes en
VQ pour k > 3 (la première est obtenue par (5), la seconde par (4) et (6))

i* î^ —
(7) / (a+^i)^)——^-1^!^,

J~1v °S

(8) f (c+^iKa+^i^Aff'^d^O.
^7i/ ^

Comme W est de Stein, il existe une fonction g holomorphe dans W vérifiant :
1) p-^DWr^wo^};
2) l'application g : 7^0 »—> C est (72 et injective en dehors d'un ensemble fini;
3) la dérivée 9g /9z^ ne s'annulle pas sur 7^0.
Si C^ (g) est identiquement nulle sur 7^0, le plan tangent de F en chaque point

de 7^0 est maximalement complexe.
Supposons que C^(g) n'est pas identiquement nulle sur 7^. Posons

7 := {^7.o^2(^))^0}.

Alors il existe un arc ouvert £ C 7^0 telle que g(£) appartient au bord de la
composante connexe non bornée de C \ ^(7). Les égalités (7) et (8) impliquent
que les mesures

^ '•= g^[(a+bz^£^(g)-—g2dz^,

^f •=g.{(c+dz^(a^bz^(g)——g2dz^,

à support dans ^(7), sont orthogonales aux polynômes de C. Ces mesures
s'étendent dans C au sens faible des courants en des (l,0)-formes holomorphes
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dans C\^(7) qui sont nulles sur la composante connexe non bornée R de C\g('j).
Sur un petit voisinage d'un ouvert dense de bR^ ces extensions sont des extensions
continues (voir [6]). On remarque que S^ est lisse en tout point du bord à
l'exception d'un compact de longueur 0. Alors il existe un arc ouvert V C £ et
des ouverts simplement connexes à bord lisse Q, f2 de C vérifiant :

1) la restriction de l'application g sur la composante attachée à i' de
SVQ D ̂ ^(Q) est une application bijective, lisse et à l'image dans 0;

2) la restriction de l'application IIi sur la composante attachée à i' de
SVQ ri^^O) est une application bijective, lisse et à l'image dans f2;

3) les restrictions des mesures fi et // sur g(^) C bQ s'étendent continûment
dans G en une (l,0)-forme holomorphe, qui ne s'annulle dans aucun point;

4) aucune des fonctions a-\-bz\^ c-\-dz\^ g et z\ ne s'annulle sur S^ ^\g~l(0).
En considérant le rapport entre deux mesures fi et //, on constate que la

restriction de la fonction

, _ ; (c+dzi) (a+^i) ^
ri '•— 9^\ ~ , 7 - fl a-\-bz^ J

sur g{^') s'étend holomorphiquement sur ô. Ceci montre que la restriction de la
fonction

_ c + d z - j
a + bz\

sur IIi^') s'étend aussi holomorphiquement dans ^2. Comme la matrice M. est
de rang maximal, la fonction / n'est pas constante. Par conséquent, la restriction
de z\ s'étend méromorphiquement dans ^ puisque z\ = {fa — c ) / ( d — fî). Un
remplacement convenable de V , Q et ^à par leurs ouverts permet de supposer
que cette extension est holomorphe. Soit <E> une application biholomorphe du
disque unité D dans ^2. On sait que <I> s'étend continûment en une application
bijective de D dans f2. Alors ^\^" s'étend holomorphiquement dans D où i11 :=
^^(IIi^')). En conséquence, les restrictions des parties réelle et imaginaire
Re<î> et Im<Ï> de <î> sur i" s'étendent holomorphiquement dans D. D'après le
principe de réflexion, les fonctions obtenues se prolongent holomorphiquement
au voisinage de i". Ceci montre que IIi^') est réelle analytique. En utilisant de
petits changements des coordonnées, on peut prouver que IIi^^') contient un
ouvert réel analytique pour tout e petit, où IIi^(^) := ^14-62^2+63^3. Finalement,
V contient un ouvert réel analytique. C'est la contradiction recherchée. \\
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4. Remarque et questions ouvertes
La même méthode de la preuve du théorème 1 permet de démontrer le résultat

suivant :

THÉORÈME 3. — Soient D une variété complexe de dimension pure p > 2 à
bord C2 irréductible dans CP71 et f une fonction C2 définie sur bD à valeurs
dans CP1. Soit V C G(n — p + 2,n + 1) une variété réelle de codimension 1
vérifiant les conditions suivantes pour tout v ç. V :

1) Ui/çy ̂ ~~p+l recouvre un ouvert dense de bD ;
2) P^"^1 coupe bD transversalement'^

3) la restriction de f sur bDC}?^^1 se prolonge dans DnP^ en une fonction
méromorphe ;

4) aucun ouvert de bD D P^"^4'1 n'est réel analytique.

Alors la fonction f se prolonge méromorphiquement dans D.

Ce résultat généralise [8, th. 5], qui donne la solution partielle à :

CONJECTURE 1 ( Globe vnik-Stout, [11]). — Soient fl, CC D deux domaines
convexes à bord C2 dans C71 et f une fonction continue sur le bord de D. Suppo-
sons que f se prolonge continûment en une fonction holomorphe dans DC\£ pour
toute droite complexe £ tangente à b^ï. Alors f se prolonge holomorphiquement
dans D.

CONJECTURE 2. — Soient f2 CC D des domaines convexes à bord C2 dans C72,
K un compact convexe de C71 et f une fonction continue sur bD \ K. Supposons
que f se prolonge continûment en une fonction holomorphe dans (D \ K) H £
pour toute droite complexe i tangente à b^t. Supposons aussi qu'aucun ouvert
non vide de bD\K n'est réel analytique. Alors f se prolonge holomorphiquement
dans D \ K.

QUESTION 1. — Est-ce que le théorème 3 est valable pour une fonction f
continue ?

QUESTION 2. — Dans le théorème 3, si D est inclus dans C^ et si la fonction
f et ses prolongements dans D D C^"^"1"1 sont tous à valeurs dans C, est-ce que
la condition 4) est nécessaire ?
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