
BULLETIN DE LA S. M. F.

GILLES BAILLY-MAITRE
Sur le système local de Gauss-Manin d’un
polynôme de deux variables
Bulletin de la S. M. F., tome 128, no 1 (2000), p. 87-101
<http://www.numdam.org/item?id=BSMF_2000__128_1_87_0>

© Bulletin de la S. M. F., 2000, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la revue « Bulletin de la S. M. F. » (http://smf.
emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html) implique l’accord avec
les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/legal.php).
Toute utilisation commerciale ou impression systématique est constitu-
tive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fichier
doit contenir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=BSMF_2000__128_1_87_0
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html
http://www.numdam.org/legal.php
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


Bull. Soc. math. France,
128, 2000, p. 87-101.

SUR LE SYSTEME LOCAL DE GAUSS-MANIN D'UN

POLYNÔME DE DEUX VARIABLES

PAR GILLES BAILLY-MAITRE (*)

RÉSUMÉ. — L'objet de cet article est d'étudier le système local de Gauss-Manin
V =Rlf^Cx associé à un polynôme / de deux variables. On utilise une compactification
lisse des fibres de / pour obtenir une suite exacte 0 —»• V -^ V —^ V00 -^ 0. Les propriétés
connues de V et de V00 en impliquent de nouvelles sur V. On montre notamment que V n'est
pas semi-simple en général. On introduit ensuite la notion de bases spéciales de la fibre de V
dans lesquelles on peut décrire de manière élégante la représentation de monodromie associée
àV.

ABSTRACT.—ABOUT THE GAUSS-MANIN LOCAL SYSTEM ASSOCIATED TO A POLYNOMIAL
0F TWO COMPLEXES VARIABLES. — This paper is dedicated to thé study of thé Gauss-Manin
local System V =R1 f^Cx associated to a polynomial of two variables. We use a smooth com-
pactification of thé fibres of / in order to obtain a short exact séquence 0 -^ V —>• V —>• V00—^.
Thé well-known properties of V and V00 imply some new ones on V. In particular, we show
that V is not semi-simple in général. We introduce specials bases of thé fiber of V which are
convenient for thé description of thé linear représentation of monodromy associated to V.

Si / : G71 —>• C est une application polynomiale, rappelons qu'il existe un
ensemble fini minimal B, l'ensemble de bifurcation de /, tel que si on note
S = C \ B e t X = f~l(S), alors f : X —> S réalise une fibration topologique
localement triviale. La fibre Fg = f'1^) est une hypersurface algébrique lisse.
Comme de coutume, nous allons étudier le fibre vectoriel obtenu en remplaçant
Fs par JT1"1^), où H" désigne la cohomologie de De Rham. On obtient
en fait un système local (i.e. un faisceau localement constant) classiquement
noté Rn~lf^Cx et appelé système local de Gauss-Manin du polynôme /.

(*) Texte reçu le 15 septembre 1998, révisé le 15 mars 1999, accepté le 7 avril 1999.
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88 G. BAILLY-MAITRE

L'objet de cet article est de donner des propriétés du système local V =Rlf^Cx
associé à un polynôme de deux variables à singularités isolées. Le système local V
est donc un faisceau localement constant dont la fibre en un point s ç S
estH^Fs).

Nous allons montrer par exemple que ce système local V n'est pas semi-
simple en général. Cela implique notamment que le problème de Riemann-Hilbert
associé, voir l'exposé de Beauville [3], n'a pas de solution donnée par la théorie
générale. On reviendra sur cette question dans un travail ultérieur.

Pour la description explicite du système V nous introduisons une classe
particulière de bases de Hl(Fs) qui généralisent, en un certain sens, les bases
distinguées de cycles évanescents définies dans l'étude locale des singularités
isolées d'hypersurfaces.

1. Rappels sur une bonne compactification
Soit / : C2 -^ C une application polynomiale à singularités isolées, soit

/ : C3 —^ C le polynôme obtenu en homogénéisant /. En posant d = deg/,
on note :

Ft = {(x : y : z) e P^C) ; f(x^y^z) - iz^ = 0}.

Les points de /à l'infini sont Loo H^, où Loo = {z = 0} . Soit p un de ces points ;
on note /^ le nombre de Milnor local de la courbe Ft en ce point. On rappelle
que b est une valeur irrégulière à l'infini de / si ^ip^ est différent du nombre de
Milnor local de la fibre générique Fs et on note :

' • P , b — /^p,b f^p^s-

On utilisera aussi par la suite les notations suivantes :

\b = y ^ \p,b et À = y \b.
P b(EB

Soit 1 l'ensemble des valeurs irrégulières à l'infini de / et soit C l'ensemble des
valeurs critiques de / alors on a

B = C U I

Considérons
^:p2(c) ———, P^C),

( x : y ' . z ) —— (/:^).

Par une suite finie d'éclatements des points d'indétermination de 0, on définit
une application TT : X —> P^C) telle que (f) == ( / ) o TT soit régulière sur X.
Puis on fait, si besoin est, quelques éclatements supplémentaires pour que les
transformées totales des courbes Ft soient des diviseurs à croisement normaux.
On notera encore TT : X —^ P^C) la composition de ces deux séries d'éclatements.
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SYSTÈME LOCAL DE GAUSS-MANIN D'UN POLYNÔME 89

Le lecteur est invité à se reporter à [14] pour examiner la construction en détail,
rappellons-en néanmoins quelques propriétés :

1) on a X = C2[JV où P est un arbre formé de courbes isomorphes à P^C) ;
2) on a V = Doo UD^e^D^c, où Doo est l'ensemble des courbes sur lesquelles

(f) prend la valeur oo (== (1 : 0)), Dcte est l'ensemble des composantes sur
lesquelles (f) prend une valeur constante finie, et D^c est l'ensemble des
composantes dicritiques, i.e. telles que la restriction de 0 à une de ces
composantes soit surjective. Le nombre de ces composantes dicritiques
est noté 6(f). Si D appartient à D^ic, on définit le degré de D par
degD =deg(0|^).

On peut alors décrire plus précisément l'ensemble 1 des valeurs irrégulières à
l'infini : 1 est formé d'une part des valeurs prises par <f) sur les composantes
de Dcie et d'autre part des valeurs critiques des restrictions de 0 à chaque
composante dicritique. Ce fait est montré dans [15].

On va noter Ff la transformée stricte de Ft par TT ; c'est une compactification
de Ft. Si t n'est pas dans C7, i.e. si Ff est lisse, alors Ft est lisse. Le compactifié
Ff s'obtient en ajoutant un nombre fini de points à Ft. Si t n'est pas dans J, ces
points sont situés sur les composantes dicritiques et alors, pour chaque D e D^c,
on a :

\FtC}D\ =degD

On notera At = Ff\Ft ; on a donc (toujours dans le cas t ^ I ) :

\Ai\= ̂  degD
DeDdic

EXEMPLE 1.1. — Soit / = x + Xe1 y1 + x^y3 ; on obtient l'arbre V représenté ci-
dessous. Les composantes dicritiques sont représentées en gras et sont de degré 1.
Sur la composante dessinée en pointillés (f) prend la valeur (0 : 1) : donc 0
appartient à I .
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90 G. BAILLY-MAITRE

2. Système local à Pinfini
II y a une équivalence de catégories classique entre les systèmes locaux de base

S et les représentations linéaires du groupe fondamental de S : 7ri(5', s). Notons
p : 7Ti(5',5) —> AvLt(Hl(Fs)) la représentation associée à V; l'opérateur linéaire
sur ^(Fs) associé à un lacet élémentaire 75 issu de s entourant un unique
point b de B est noté T^ et est appelé opérateur de monodromie. Pour une étude
détaillée de ces opérateurs, voir [4] et [16]. Le sous-système local trivial maximal
de V sera noté V^ et Hl(Fs)p désignera le sous-espace de Hl(Fs) invariant par
l'action de p. On a donc

H^Fs)^ Ç}Ker(n-ïd).
beB

Soit V = R1 f^Cj^ où X = (j)^1^) ; on a la suite exacte de systèmes locaux
suivante :

(1) 0 -> V -^ V -^ V00 -^ 0

où V00 = V/V, i est l'inclusion Fg ^-> Fs et R est le résidu de Leray-Poincaré.
Si l'on se place au niveau des fibres de ces systèmes locaux, on retrouve la suite
exacte de Gysin du couple (F s, As) :

0 -^ H^Fs) -^ H\Fs) ̂  H°(As) -. 0.

Explicitons les morphismes de cette suite. Le morphisme î* est l'application de
restriction des formes différentielles. Soit [c^] G Hl(Fs)'^ en regardant uj comme
une forme définie sur Fs ayant des pôles en les points de A^, alors J?([d;]) est
l'application qui à chaque point de Af associe le résidu de la forme uj au voisinage
de ce point. Les opérateurs de cette suite commutent avec les monodromies de
chaque système local : T^, T^ et T^°. Le lecteur est invité à consulter [4] où cette
suite est décrite en homologie.

On a rang(V) = 2^, où g = geme(Fs) donc V = 0 si et seulement si g = 0.
De l'autre côté^on a V00 = 0 si et seulement si Loo H Fs est réduit à un point
et le germe de Fs en ce point est irréductible, ou de manière équivalente s'il n'y
a qu'une seule composante dicntique, celle-ci étant de degré 1.

On va décrire H°(As) et T^ plus précisément. Pour cela, nommons D^,
i e { ! , . . . , 6(f)} les composantes dicritiques de X et notons

kz{t)=\FtnDi ;

on a vu que ki(s) = degDi si s appartient à 5'.
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SYSTÈME LOCAL DE GAUSS-MANIN D'UN POLYNÔME 91

Le groupe H°(As) est l'espace vectoriel des fonctions de As dans C, H°(As)
est le sous-espace vectoriel des fonctions dont la somme des valeurs est nulle;
notons F00 l'extension de T°° à H°(As). Soit h e H°(As)', notons hi la
restriction de h aux points de Di. Si b G B n'est pas une valeur critique de <^|D^
alors T^° n'a aucun laisse fixe hi. Dans le cas contraire, on a ki(b) < ki(s) et
T^° fait permuter kz{s) — ki{b) + 1 valeurs de hi. Plus précisément, la matrice
de r^° dans la base canonique est de la forme

/1 . ° \
1

Pi

\0 ' P^/

où Pi,... ,P^ sont des matrices de permutations sans points fixes, et où £ est
le nombre de composantes dicritiques sur lesquels la restriction de (j) admet b
comme valeur critique. Si Pj correspond au dicritique Di, la dimension de Pj
est ki(s) - ki(V) + 1.

Regardons maintenant l'action d'un lacet de taille suffisante pour entourer
tous les points de bifurcations de / ; on rappelle que l'opérateur linéaire associé
est appelé monodromie à l'infini et est noté Too. Il est évident que l'on peut
obtenir Too en composant dans le bon ordre tous les opérateurs T^. Dans nos
différents contextes, on emploiera les notations Too^Tyo et T^. Pour décrire
l'action de T^, on va utiliser la propriété suivante de X : chaque composante
dicritique ne coupe Doo qu'en un seul point, voir [15] ou [9]. Donc l'action de
r^° sur hi est une permutation circulaire de toutes ses valeurs et donc la matrice
de T^ dans la base canonique est

/Ci 0 0 \

0 -. 0 ,
\ 0 0 C^)/

où Ci est une matrice de permutation circulaire (correspondant à Di ) de
dimension ki{s). Comme le polynôme caractéristique de Ci est x1^^ — 1, on a :

dimKer(r^-Id)=W

Soit g la fonction qui à tout élément de As associe la valeur 1. Il est clair que
HQ(As) = H°(As) © C • g et que g est invariant par l'action de T^. Donc

dimKer(T^ - Id) = 6(f) - 1 et dïmH^A^ < 6(f) - 1.
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92 G. BAILLY-MAITRE

Or il est facile de construire 6(f) — 1 fonctions de H°(As) invariantes par tous les
opérateurs de monodromie de la façon suivante : on prend h constante non nulle
sur D\ et sur Di et h nulle sur le complémentaire et on choisit les constantes de
sorte que la somme des valeurs de h fasse 0. Donc on a

dïmH°(A,y=6(f)-l

On rappelle qu'un polynôme / est dit bon à l'infini si l'ensemble 1 des valeurs
irrégulières à l'infini de / est vide ou de manière équivalente si À = 0. On peut
alors énoncer :

PROPOSITION 2.1. — La condition
(i) / est bon à l'infini

implique l'une des trois conditions équivalentes suivantes :
(ii) toutes les composantes dicritiques sont de degré 1 ;
(iii) le système local V00 est trivial',

(iv) le système local V00 est trivial à l'infini, i.e. T^ = Id.

Démonstration.

(i) =^ (ii). Soit D une composante dicritique de X. On a vu que D D Doo
est réduit à un point, donc D\D D Doo ^ C. La restriction de (f) est alors un
polynôme de C dans C sans valeurs critiques et surjectif donc de degré 1. Donc
deg(P) = 1.

(ii) =^> (iii) Clair d'après ci-dessus puisque on a i ki(s) = 1 pour tout i.
(iii) => (iv). C'est évident.

(iv) =^ (ii). Comme on l'a vu, f^ = Id implique T^ = Id. Or une
permutation circulaire n'est l'identité que si elle agit sur un singleton; donc
ki(s) = 1 et deg(D^) = 1 quel que soit i. []

Remarquons que (ii) 7^ (i) en général, car si l'on considère le polynôme
/ = x + x2y2 + x2y3 de l'exemple 1, ses trois dicritiques sont de degré 1, mais 0
est une valeur irrégulière à l'infini de /.

3. Sur la semi-simplicité des systèmes locaux V, V et V00

Le système local V est semi-simple car V est sous-jacent à une variation
polarisable de structures de Hodge et donc on peut utiliser la remarque de
Deligne, voir [7, (1.12)]. Néanmoins, on doit noter que le morphisme (j) : X —^ S
n'est pas projectif, donc la construction d'une polarisation sur V ne peut pas
se faire de la façon habituelle, voir [6, p. 58]. Dans notre situation, le fait que la
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SYSTÈME LOCAL DE GAUSS-MANIN D'UN POLYNÔME 93

forme
' H\F,)xH\F^-^^

(a,/3)h-^ I a/\f3,
St:

^ F S
donne une forme bilinéaire horizontale de V x V —> C provient du fait que
l'action du groupe 7r^(S,s) sur H2 (F s) ^ C est triviale. On peut le voir en
regardant la suite exacte de Wang pour la monodromie autour d'une valeur
spéciale b

—. H\F,) T^. H2(F,) -. H\K) -^ 0

où K est le bord d'un tube ^(D^), A, étant un petit disque fermé centré en b.
Mais K est une variété de dimension 3, compacte, connexe et orientée; donc

dimH^ÇK) = dïmH°(K) = 1.

Ceci implique T^ = Id et donc le résultat.

Le système local V00 est semi-simple de façon évidente, voir la preuve de la
proposition 3.2 ci-dessous. Par contre, même si le système local V est sous-jacent
à une variation admissible de Q-structures de Hodge mixtes polarisées, voir [6,
p. 121, déf. 7.2 et th. 7.3], on a le résultat suivant :

THÉORÈME 3.1. — Le système local V n'est pas semi-simple en général.
Démonstration. —En fait, z*(V), qu'on va aussi noter V, n'est pas un facteur

direct dans V en général. Supposons que ce soit le cas : on aurait V = V © V,
donc V serait isomorphe à V00. De plus, une conséquence du théorème des cycles
invariants est que V^ = 0 (voir [4]). Par suite, on aurait les égalités suivantes :

rang^) = rang(V^ C V^) = rang^) = rang^^) = 6(f) - 1.

Mais on a la formule :

(2) rang(V^)=^(n(F,)-l)
bçB

où n(Fb) est le nombre de composantes irréductibles de F&, voir [4]. Et il n'y a
pas toujours égalité entre les deux membres de droites des égalités ci-dessus. En
effet, si l'on regarde à nouveau notre exemple

/ =x-\-x2y2 -^-x2y3,

il est facile de voir que n(Fo) == 2 ; on montre aussi aisément que toutes les autres
fibres sont irréductibles (voir §4.3 ci dessous). Donc rangCV^) = 1, et 6(f) = 3
(voir la figure de l'exemple 1.1), ce qui montre notre assertion. Le lecteur est
invité à se reporter à [10] où le même problème est traité d'un point de vue
différent. []
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94 G. BAILLY-MAITRE

PROPOSITION 3.2. — Le sous-système local V^ de V est un facteur directe
c'est-à-dire qu'il existe un sous-système local V tel que

v = v^ e V.

Démonstration. —On dira que deux systèmes locaux sur 6' sont d'intersection
nulle si pour tout s ç S leurs fibres au-dessus de s sont d'intersection nulles.
On va montrer que tout sous-système local W de V d'intersection nulle avec V
est un facteur direct. C'est le cas pour V^ puisqu'on a H l ( F s ) p = 0 et donc on
montre un résultat plus général. Soit poo la représentation du groupe 71-1 (5', s)
associée à V00 ; comme on l'a vu ci-dessus, on peut toujours identifier l'image
d'un lacet par poo avec une permutation de Sm où m = \As\. Comme toute
représentation linéaire d'un groupe fini est semi-simple, voir [18], on peut dire
que poo e^ donc V00 sont semi-simples. []

Soit Woo = -R(W) ; alors il existe un supplémentaire W^ de Woo dans V00 ;
posons W = R~^{W^). Comme R est un épimorphisme, on a

corang(W/) = corang(W^) = rang(Woo) = rang(W),

cette dernière égalité découlant du fait que V n W = {0}. D'autre part, il est
clair par construction que WnW = {0}; en effet, si y appartient à W^nWg,
on a :

R(y) ç R(W^R(W,) C W^ H W^ = {0}.

Donc y est dans Ker -R|Vs = ^s? d'où y = 0. Par conséquent, W est un
supplémentaire de W. []

REMARQUE 3.3. — Le système local V est isomorphe au système quotient
V/V^ et sa connaissance détermine complètement le système local V. On va
appeler V7 le système de Gauss-Manin réduit du polynôme /.

REMARQUE 3.4. — A. Dimca a montré que le P-module

M=^°(/+0c2)

qui prolonge à C la connexion de Gauss-Manin associée au système local V
admet un sous-P— module M^ qui correspond au système local V^ ; mais alors
M.P n'est pas un facteur direct de M en général, voir [8]
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SYSTÈME LOCAL DE GAUSS-MANIN D'UN POLYNÔME 95

REMARQUE 3.5. — La formule (2) ainsi que la suite exacte (1) nous donnent
l'inégalité de Kaliman :

^(n(^)- l )<^(/)- l .
bçB

L'exemple traité nous montre que l'inégalité peut être stricte. Si l'on considère
la suite exacte obtenue en homologie à partir de (1) :

0 ̂  ^o(A.) ̂  H,(F,) ̂  H, (F,) ̂  0;

cette suite commute donc avec les opérateurs de monodromie tT^~l et donne au
niveau des systèmes locaux la suite exacte

0 -^ V00* —> V* —> V* -^ 0

où W* désigne le système local dual de W. Il est clair que la monodromie sur
HoÇAs) agit par permutation des points de As et que dimHoÇAs)? = 6(f) — 1
(voir le paragraphe précédent). D'autre part, on sait que si on a une fibration
propre p : E—>T entre deux variétés complexes de dimension relative m, telle
que l'action de 7ri(T) sur H2'rn(p~l(t)) soit triviale, alors le théorème de dualité
de Poincaré implique que le système local W = R^P^CE satisfait W ^ W*.
Donc

V ^ V * et dim ̂ 1(^^=0.

La suite exacte ci-dessus nous permet alors de montrer aisément

dim^i(F,)^=^(/)-l

et par conséquence que V et V* ne sont pas isomorphes en général. On peut
trouver dans [10] un autre exemple qui montre que dïmHi(Fs)p ^ dlmHl(Fs)p

4. Bases spéciales
Écrivons B == { & i , . . . ,&m} • Notons Ti = T^ et Fi = F^. On note ^ la

somme des nombres de Milnor des singularités (à distance finie) de la courbe Fi^
\^ = \^ et [t le nombre de Milnor global de /.
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96 G. BAILLY-MAITRE

Rappelons (voir [17]) :

m /r^ r l
Y^ ,. C ^ î /

A^^^-dimc , .
—- U x i J y )

D'après le théorème 1 de [4] on a la formule suivante :

(3) codimKer(T, - Id) = ̂  + ̂  - (^W) - 1)-

Une des conséquences de cette formule est que la famille des sous-espaces
vectoriels {Ker(Tb - Id) ; b C B} est en position générale dans ̂ (Fs). En effet,
on a vu que

dim F| Ker(r^ - Id) = ^(n(^) - l)
b^B bçB

et on a
dim^1^) = ^ + A .

Donc on a un isomorphisme :

__^F^_ _^ _ff^)_ ..e—^^—.
E ~ H Ker(Tb - Id) Ker(T^ - Id) w w Ker(T^ - Id)

bçB

On va définir une base de E adaptée à cette décomposition. Notons

m =codimKer(T, -Id).

Pour chaque i G { 1 , . . . , m} on choisit a\,..., a^ dans ^(Fs) tels que :
rrl/ 771 \

. Tj(a[) = a[ pour tout j + i ; donc [a{] = 0 dans ^.y ^ ̂  ;
rj-l/r \

. le morphisme T, induit par T, sur ^ v ^/ est sous forme de Jordan

dans la base {[a{] ; 1 ̂  k ^ ni} .

DÉFINITION 1. — Une telle base {[a{]} de E est appelé une base spéciale.

L'intérêt de telles bases est qu'elles permettent en principe la description
explicite du système de Gauss-Manin réduit V du polynôme /.
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SYSTEME LOCAL DE GAUSS-MANIN D'UN POLYNÔME 97

En effet, dans une base spéciale la matrice de l'application F, (restreinte à E)
est de la forme :

A,

A•2i

0 ( J ^ = . '
\Jordan(r,).

Adi

II est clair que toute l'information est concentrée sur la î-ième colonne de blocs.
Comme codimKer(T^ — Id) = ni, on peut remarquer que si l'on remplace dans
cette colonne Ji par Ji — Id, la nouvelle colonne est de rang maximal.

DÉFINITION 2. — On appelle matrice fondamentale de / et on note M(f) la
matrice suivante :

/(Ji-Id) (Ai2)
(Â2l) (J2-Id)

M(f)=

(A^)
(Â2^)

Y {Ami) (A^) ( • • • ) (^-Id)/

Bien que cette matrice généralise la matrice de la forme d'intersection des
cycles évanescents distingués (voir § 4.1), elle n'est pas en général antisymétrique,
comme le montre l'exemple calculé en 4.3.

Dans l'écriture sous forme de Jordan de la matrice de 7^, la valeur propre 1
apparaît dans des blocs de taille 1 ou 2. Il est clair par construction, que le
nombre des blocs de taille 2 donne la multiplicité de la valeur propre 1 de la
matrice Ji.

Remarquons aussi que cette matrice est définie à conjugaison près par des
matrices de la forme

/^
0

0
\ 0

0
?2

0
Pm

où Pi est une matrice inversible vérifiant P."1^?, = J,.
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EXEMPLE 4.1 (bases spéciales et bases distinguées des cycles évanescents). —
Soit / : C2 —^ C un polynôme vérifiant les conditions suivantes :

• / est bon à l'infini ;

• l^i = 1 ;
• n{Fi) = 1 pour tout i.

Donc on a E = ̂ (Fs), m = \B\ et, pour tout i,

dim H^F,)
Ker(T, - Id)

= 1.

Comme dans la situation locale (morsification d'une singularité isolée, voir
[2] ou [13, p. 41-42]), on peut construire une base {c i .cs , . . . ,c^} de H^(Fs)
formée de cycles évanescents telle que l'on ait les formules de Picard-Lefschetz
suivantes :

T^(c,)=c,+(c,,c,)c,

où ( , } : H^(Fs) x Hi{Fs) -^ C est la forme d'intersection et 7^° est l'opérateur
de monodromie en homologie associé au lacet élémentaire 7^. Soit ^{Fs) =
H^(FsY et soit {cî, c ^ , . . . . c^} la base duale de {ci, 0 2 , . . . . c^}. Par rapport à
cette base, la matrice de T, est la transposée de la matrice de T^0, et donc est
de la forme

/l 0 (c,,ci) \

(Ci,Cm) 0 1

et {cî, € 2 , . . . , c^J est une base spéciale. La matrice fondamentale par rapport à
cette base est la matrice de la forme d'intersection des cycles {ci, C 2 , . . . , Cy^}.

REMARQUE 4.2. — Si / est une morsification d'une singularité isolée locale,
si en outre il existe un système de poids (wi,W2) associé aux variables (x,y) tel
que si l'on écrit / = /o + fi + • • • + fd où les fi sont les composantes homogènes
par rapport au système de poids (^1,^2), le germe {fd = 0} soit un germe à
singularité isolée. Alors {ci, 0 2 , . . . , Cm} est une vraie base de cycles évanescents
distingués (dans le sens local) et donc on a la propriété suivante :

II n'existe pas de partition de {1 , . . . . m} en deux sous-ensembles J et K telle
que (cfc, Cj) = 0 pour tout j G J et tout k e K,.
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Par analogie on peut alors énoncer une conjecture sur les bases spéciales
décrites ci-dessus.

CONJECTURE. — // n'existe pas de partition de {!,..., m} en deux sous-
ensembles J et K telle que Ajk = 0 et A^j = 0 pour tout j e J et tout k G K.

EXEMPLE 4.3. — Examinons maintenant en détail le polynôme

/ =x+x2y2 +;rV.

Il a une seule valeur critique b = — '2— et 0 est la seule valeur irrégulière à
l'infini; donc B = {0, b}. De plus, on a /^ = 1, À^ = 0, /^o = 0 et Ào = 3. En
effet, l'équation locale de / au voisinage de [0,1,0] est

(4) xz4 + x^z + x2 - tz5 = 0.

• Si 17^ 0 cette singularité est /^-équivalente à

x2 - tz5 = 0

et le nombre de Milnor de ce germe est 4.

• Si t = 0, le nombre de Milnor de la singularité (4) est 1.

Donc rang(V) = 4. La fibre générique F s est elliptique, i.e. g ( F s ) = 1. Des
calculs basés sur la formule de A'Campo [1] donnent les formes de Jordan des
opérateurs de monodromie. Des exemples détaillés sont traités dans [4]. Avec

2j_n_j = e 3 , on a :

(1 0 0 0 \ /1 1 0 0\ /-1 1 0 0 ^
rr. 0 1 0 0 ) - f 0 1 0 0 1 - f o - 1 0 010 ^ o o j o r ' ^ o o l o F ^ ^ o 0 1 0

o o o j2/ \ o o o i / \ o o o i.
Alors la formule (3) nous permet d'affirmer n(Fo) = 2 et n(Fb) = 1, donc
rangfV^) = 1. Dans une base spéciale (décrite ci-dessus), on obtient

/1 a b \ /1 0 0 ^
TQ\E = 0 j 0 , T^E = [ c 1 0

\0 0 j 2 / \d 0 1^

où a, 6, c, d 6 C. En normalisant au besoin, on peut supposer que a et b sont
éléments de {0,1}. Ces matrices étant écrites relativement à une même base on
peut calculer T^E en faisant leur produit. La trace de la matrice obtenue donne

ac+bd = —1.
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D'autre part, on sait qu'il existe un sous-espace vectoriel f H ' ^ Ç F s ) de ^(Fs)
de dimension 2, stable par l'action de To et T^ et telle que les formes de Jordan
des restrictions de To et T^ soient :

T ~ ( j °\ T ^f1 l\^-lo ^J' ^i^lo J-

Quelques calculs élémentaires permettent de trouver les valeurs :

a = l , b=\, c=j\ d=j.

Finalement, la matrice fondamentale de / est donc :

/ O l 1
W)= J2 j - 1 0

\3 0 j2-!

REMARQUE 4.4. — On a tenté d'étendre les bases de cycles évanescents
distingués et les formules de Picard-Lefschetz au cas d'un polynôme, voir [11].
L'exemple suivant, du à Pi. Cassou-Noguès et à S. Orevkov montre qu'une telle
extension n'est pas possible pour les polynômes qui ne sont pas bons à l'infini.
Soit / = x2y2 + y ; alors B = {0}, ^ = 0, À = 2 et To est diagonalisable de
valeurs propres 1 et -1. La fibre générique Fs est isomorphe à C\ {0,1} et cela
implique que (c, c'} = 0 pour tous cycles c et c' de H^(Fs). Donc une formule
de Picard-Lefschetz donnerait To = Id, d'où une contradiction. On peut donc
penser que les bases spéciales construites ci-dessus sont le meilleur substitut des
bases de cycles évanescents distingués.
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