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UN RESULTAT GENERIQUE D’UNICITE POUR
LES EQUATIONS D’EVOLUTION

PAR LAURE SAINT-RAYMOND

RESUME. —  Soit £ un espace topologique, £’ un espace métrique et (S) un systéme
d’équations d’évolution admettant une solution dans &£’ pour toute donnée initiale
dans & et stable vis-a-vis des données initiales sur £. On montre que I’ensemble des
données initiales pour lesquelles (S) admet une unique solution est un G5 de €. En
particulier, si I'unicité est vraie sur un sous-ensemble dense de &, elle 'est générique-
ment.

ABSTRACT (A generic result of uniqueness for evolution equations)

Let £ be a topological space, £ a metric space and (S) a system of evolution
equations admitting a solution in £’ for all initial data in £ and stable with respect to
initial data on £. We prove that the set of initial data such that (S) admits a unique
solution is a G5 subset of £. In particular, if the uniqueness property is satisfied on a
dense subset of £, it holds generically.

1. Unicité et stabilité

L’unicité pour un systeme d’équations d’évolution est une question impor-
tante pour la modélisation de phénomenes physiques. Le but de cet article est
de montrer comment cette question est reliée aux problemes de stabilité.
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88 SAINT-RAYMOND (L.)

De maniere évidente, si un systéme (5) est fortement stable sur un espace £
de données initiales, c’est-a-dire si

Vf, g solutions de (S), |f—gllz=(o1.e) < CIIf* — ¢°lle,

le systeme (S) admet une unique solution dans £. Cependant, ce type d’esti-
mation de stabilité n’est valable que pour des solutions régulieres dont on ne
sait pas prouver l'existence en général.

L’idée est donc d’obtenir une condition analogue pour des solutions faibles.
Un premier pas dans cette direction est fait grace a des estimations de stabilité
fort-faible :

Vf solution réguliere, Vg solution de (.5),

1f = gllz=qo.m.6) < CUHIF = g lle-

On peut alors montrer que si le systéme (.5) a une solution réguliere f, toutes les
solutions de méme donnée initiale coincident avec f. Mais on n’a pas d’unicité
pour des données initiales non régulieres.

Pour obtenir de I'unicité dans un cadre plus général, il faudrait pouvoir relier
cette question a la stabilité faible, c’est-a-dire a une propriété du type :

P) {soit O — fO% et f, une solution de (S) avec donnée initiale fC, toute

valeur d’adhérence f de (f,,) est solution de (S) avec donnée initiale f°.

2. Résultat général

Le résultat que nous donnons ici répond partiellement & la question ci-
dessus :

THEOREME 1. — Soit £ un espace topologique, £ un espace métrique et (S)
un systéme d’équations d’évolution admettant une solution dans &' pour toute
donnée initiale dans £ et tel que :

le systéme (S) est stable sur &, c’est-a-dire qu’on suppose : pour tout
10 € &, pour toute famille (f°) de & convergeant vers f°, pour toute
famille (f.) de &' ot f. est une solution de (S) avec donnée initiale f2,
il existe au moins une valeur d’adhérence de la famille (f.) et toute
valeur d’adhérence de la famille (f.) est solution du systéme (S) avec
la donnée initiale fO° ;

(H1)

179 il existe un sous-ensemble dense D C & tel que, sur D, (S) admet une
(H2) {um'que solution.

Alors, il eviste un Gs dense de &, noté E°, tel que, sur °, (S) admet une
unique solution.

Le théoreme 1 repose essentiellement sur un résultat classique de topologie,
dont nous rappelons 1’énoncé et l'esquisse de la preuve (voir [2] pour les défi-
nitions).
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UNICITE GENERIQUE POUR LES EQUATIONS D'EVOLUTION 89

PROPOSITION. — Soit X un espace topologique, Y un espace métrique, et F
une application multivoque semi-continue supérieurement de X dans Y. On
suppose qu’il existe un sous-ensemble dense D de X tel que

Ve e D, F(x) est un singleton.
Alors il existe un G5 dense de X, noté X©, tel que

Ve e X F(x) est un singleton.

Démonstration. — Pour tout n € N*, on considere le recouvrement J, .y B(y, 1)
de Y par les boules ouvertes de rayon % On définit alors I’ensemble

Q, ={zeX;Iyey, F(z) C By, 1)}.

Comme F est semi-continue supérieurement, {z € X ;F(z) C B(y, 1)} est
ouvert pour tout y € Y : ,, est donc ouvert.

Soit x € X tel que F(z) est un singleton {y}. Alors F(x) est contenu dans
la boule B(y, <) pour tout n € I*, en particulier F(z) C (,,cy- n- Récipro-
quement, soit € X tel que F(z) C (), cn+ On, le diametre de F'(x) est plus
petit que % pour tout n € N* et donc F(x) est un singleton. L’ensemble

{z € X ; F(x) est un singleton} = ﬂ Qp
neN*
est donc un Gs. Comme on a supposé qu’il contenait une partie dense de X,
c’est un G dense. O

Munis de cet outil, nous pouvons maintenant donner la démonstration du
théoreme 1.

Preuve du théoréme 1. — On note X = & 'ensemble des données initiales sur
lequel (S) est stable, et Y = &' Pespace ol sont définies les solutions de (S).
On définit 'application multivoque F' par :

Vile X, F(f% = {f €Y; f solution de (S) avec donnée initiale fo}.

La premiere étape consiste a vérifier que I'application F' est semi-continue
supérieurement, i.e. que pour tout fermé E C Y, pour toute f° € X et pour
toute famille (f°) convergeant vers f° dans X, si F(fO)NE # @, alors F(fO)NE
n’est pas vide. Considérons donc E C Y, f* € X et une famille (f°) convergeant
vers fY dans X. Supposons que pour tout € > 0, F(f2) N E # @. 1l existe alors
une famille (f.) telle que f. € F(fO)NE.

L’hypothese (H1) implique que la famille (f.) a au moins une valeur d’adhé-
rence f. De plus, comme toutes les valeurs d’adhérence de (f.) appartiennent
a F(f°), f appartient a F(f°). Il existe donc une suite (e,) telle que (fe,)
converge vers f dans Y. Comme E est fermé, on a nécessairement f € FE.
Finalement f € F(f%) N E # @. L’application F est alors semi-continue supé-
rieurement.

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



20 SAINT-RAYMOND (L.)

L’hypothese (H2) montre que F(f°) est un singleton pour tout f° € D.

La proposition implique alors que F(f°) est un singleton pour toute don-
née fO dans un G5 dense de X = &, c’est-a-dire que (S) admet génériquement
une unique solution. O

REMARQUES. — Le théoréeme 1 est intéressant dans la mesure ou il assure
qu'un systéme d’équations vérifiant les hypotheses (H1) et (H2) est généri-
quement déterministe : on peut alors dire qu’il est physiquement raisonnable.
Néanmoins, la méthode n’est pas constructive, c¢’est-a-dire que pour une condi-
tion initiale donnée, on ne sait pas dire s’il y a unicité ou non.

L’autre limite de ce théoréme est liée & ’hypothese (H2) : 'unicité générique
n’est pas donnée sous la seule condition de stabilité faible, comme on aurait pu
I’espérer. En pratique, cela signifie qu’il est nécessaire de savoir construire des
solutions suffisamment régulieres.

Nous proposons ici trois exemples d’utilisation du théoreme 1 pour des équa-
tions classiques de la physique des gaz et des plasmas : les équations d’Euler
des fluides incompressibles en 2D, le systeme de Vlasov-Poisson et le modele
BGK de I’équation de Boltzmann.

3. Application aux équations d’Euler incompressibles en 2D

Le résultat que nous énoncons ici avait déja été obtenu par Pierre-Louis
Lions dans [6] par une méthode semi-constructive, c’est-a-dire que le G5 dense
de données initiales pour lesquelles il y a unicité de la solution était obtenu
comme intersection d’ouverts décrits explicitement. Par contre, comme ici, il
n’y avait pas de caractérisation explicite du G5 dense lui-méme, c’est-a-dire que
pour une donnée initiale fixée (non réguliere), on ne sait pas dire s’il y a ou
non unicité de la solution.

THEOREME 2. — Soit £ et &' les ensembles définis respectivement par

&= {uo € L}(R?);V, -’ =0, o = 9y ul — 9y, u® € MH(R?),
et 160 e +/w0(dx) <G}

& = {ue LR, L*(R?)); [u’]| oo+ L22)) < Co}
et munis respectivement des topologies faibles de L*(R?) et de L2 (RT, L?(R?)).

loc
Alors il existe un G5 dense de £, noté E° tel que pour tout u® € £9, les équations

d’Euler incompressibles
Ou+u-Vau+ Vemr =0,
Ve -u=0,
u(0,7,v) = u’(z),

admet une unique solution faible u € &£'.
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UNICITE GENERIQUE POUR LES EQUATIONS D'EVOLUTION 91

Preuve du théoréme 2. — Soit (u?) une famille de £ convergeant vers u® pour

la topologie faible de L2. D’aprés [3], pour tout e, il existe u. € £ solution des

équations d’Euler incompressibles avec la donnée initiale u?. De plus, on a
Oiwe + Ue - Vzwe =0, 8tuf + Ue - Vmuf 4+ 2u. - Vyeme =0

et comme V, - u, =0,
We > 0pp.y  |uel| 22 (r2) —|—/w5(dx) < Cy.

Soit u € L= (R, L?(R?)) une valeur d’adhérence de la famille (u.). pour la to-
pologie préfaible. Il existe une suite extraite de (u.) (renotée (u.) abusivement)
telle que ue — u. Pour tout T' > 0,

o (we) est équicontinue sur [0,7] & valeurs dans W~=21(R?));

o (we) est positive et bornée dans L>([0,T], M N H~*(R?)).

Le théoreme de Delort permet alors de passer a la limite dans les produits
symétriques (qui s’expriment a I'aide d’intégrales singulieres)

u%e - u%e — u% - u% et UrelUze — UjU2

au sens des distributions sur [0, T’[ x R2. On peut donc passer & la limite dans
la formulation en vorticité des équations d’Euler incompressibles

Oyw + (851 — 8%2)(u1u2) + 04, 0, (U —ud) =0, u=VA 'w,

au sens des distributions. On obtient ainsi que u est solution faible des équations
d’Euler incompressibles avec donnée initiale u°. L’hypothése (H1) est vérifiée.

On considere alors 'espace de fonctions D défini par
{uo e L2(R?);V, -u® = 0, w® € MT(R?),
¥z + [ °(de) < Co et [l eroa ey < o0
Soit u une solution faible des équations d’Euler incompressibles avec donnée
initiale u° € D. Comme le tourbillon w est transporté par le flot, on vérifie

aisément que les normes LP de w sont préservées. En différentiant I’équation
sur le tourbillon, on trouve

Op0z,w + U - V3 Op,w + Og,u - Vyw = 0.
L’inégalité de Sobolev logarithmique
IVoullpe < C(1+ [[wllpe (1 +log(1 + [Vawll L)) + wll 1)

couplée avec le lemme de Gronwall, permet d’obtenir une borne L°°([0,T7,
Whee(R?)) sur w, et donc sur u, pour tout 7 < oo. En particulier, u est
solution forte des équations d’Euler. Il est alors facile de montrer que u est
unique. En effet, si v’ est aussi une solution,

Or(u—u) +u  Velu—u')? =2u—u) - [Vor' — Vor + (v — u) - Vyu]
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92 SAINT-RAYMOND (L.)

d’ot, en intégrant en x,

<[l(u O)Hi?(RQ)

t
#2 [ =)0 gy [y 05

ce qui implique que u = u/. Sur D, 'unicité est vérifiée.

1w = )O3 2 gy

On vérifie alors que D contient
{10 € C(®?); Va0 =0, & > 0 et [|u]|paqee) + /wo(dx) <Co}

et que par conséquent, D est dense dans £. L’hypothese (H2) est satisfaite.
On peut alors appliquer le théoréme 1, ce qui conclut la démonstration. [l

REMARQUE. — Dans [6], la classe de données initiales étudiée est plus grande
&= {U € Lz(Rz) \ u® =0et Hu ||L2(R2) < Co}

En effet, l'existence et I'unicité sont obtenues de fagon générique dans cette
classe. Ce résultat, comme le théoreme 3, utilise de fagon cruciale le principe
de comparaison fort-faible

0= 00 ey < 0= 0Oy 50 [ ) ey 5):

Ainsi ensemble £° est défini comme lintersection sur n € N* des ouverts
denses

O, {u € L2(R?);V, -u® = 0, |u®| g2y < Co et 3a° € L2N CL,

Ve’ =0, [lu’ —UOHL2<—9XP /H“ ||W1°°(]R2) )}

4. Application au systeme de Vlasov-Poisson

THEOREME 3. — On considére les ensembles
&= {fo € L' N L*(R? x R?) positive;
100l 2 (o) +// 7Oz, v) (1 + |v*)dedo < co}

&' ={f € LR, L*(R%)) ;|| fll Lo r+,z2(re)) < Co}

+ 72(T6
loc(RT, L*(R%)).
Alors il existe un Gs dense de &, noté E° tel que pour tout fO € E°, le systéme

munis respectivement des topologies faibles de L*(R®) et de L?
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UNICITE GENERIQUE POUR LES EQUATIONS D'EVOLUTION 93

de Vlasov-Poisson
Ohf+v-Vof + E-V,f =0,
E=-V,V, =A,V = [ f(t,z,v)dv,
10, z,0) = fO(z,v),
admet une unique solution faible f € L= (R*,E).
Prewve du théoréme 3. — Soit (f°) une famille de £ convergeant vers f° pour
la topologie faible. D’apres [1], pour tout e, il existe f. € £ solution du systeme

de Vlasov-Poisson avec la donnée initiale f°. De plus, comme V., , - (v, E) = 0,
on a

fe=0pp, | fellzms) < 12 p2ms) < Co.

Et, en multipliant par (1+ |v|2) et en intégrant par parties, on a la conservation
de la masse et de ’énergie

/ fe(t,z,v)(1+ |v|2)dxdv + / |E.|? dz < C,.

Soit f € L®(RT, L' N L?(R%)) une valeur d’adhérence de la famille (f.) pour
la topologie préfaible. Il existe une suite extraite de (fe) (renotée (f.) abusive-
ment) telle que f. — f. Soit p. et je la densité macroscopique et la fonction de
courant associées a f.. Une inégalité standard d’interpolation montre que

47 2 3/7
HIOGHLW(R+,L7/5(R3)) < erHL/oo(R+7L2(R6))(Slzp// fe vl dvdx) )

. 2/7 2 5/7
HJeHLW(RﬂLWG(R%) < HfGHL/OO(RJr,m(RG))(S‘ip/ felvl dvdx)

D’ou
| Eell oo mr w5 msy) < Oy 0eEe|l poo (me,L7/6(m3)) < C.

Les injections de Sobolev impliquent alors que (E) est fortement compacte
dans L*([0,T[ x R3), d’ott E. — E = V,A;! [ fdv dans L*([0,T[ x R3). On
peut alors passer a la limite dans I’équation de Vlasov sous forme conservative

Of+ Ve (vf)+Vy-(Ef)=0

au sens des distributions. On obtient ainsi que f est solution faible du systéme
de Vlasov-Poisson avec donnée initiale f°. L’hypothese (H1) est vérifiée.

On considere alors ’espace de fonctions
D= {fo € L' N L>®(R? x R?) positive;
1]l L2 rs) +/ £z, v) (1 + [v]?) dzdv < Cy,
et [ £+ 101"y o ey <
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ol m est une constante strictement supérieure & 6. D’aprés [7], pour tout
f° € D, il existe une solution f du systéme de Vlasov-Poisson vérifiant

VT >0, sup // f(t,z,0)(1+ |v|™)dvde < Cr.

t<T

Par interpolation, on vérifie alors que p € L° (R*, LY(R?)) avec ¢ > 3, d’olt
E € LS (RT, L>°(R?)). On en déduit que

loc
VT >0, ?;HT) |l fa+ |v|m)||Loo(R6) < Cr;

en particulier p € LS, (R, L>°(R?)). On peut alors différentier 'équation ciné-

tique et obtenir un cran de régularité supplémentaire. Finalement, on a

¥T'>0, sup £+ 1™ 10w s sy < Cr

et f est une solution forte du systeme de Vlasov-Poisson.
Cette inégalité permet de dériver un principe d’unicité fort-faible : soit f’
une solution faible du systeme de Vlasov-Poisson

W(f = f)+v-Volf = f)+E -Vo(f = f) = (E' = E)- Vo f.
En appliquant une formule duale des inégalités de Sobolev, on obtient
2/3
H(EI_E)'vaHLl(R5) < ”p_p/”Ll(RE') /|vvf| deL‘x’(R3)H /|vvf| d’l)‘
Or, pour tout t < T

1
H /|va| dU”LOO(RB) S H(]. + |U|4) : |V’Uf|||L(x>(]R6) / wdv S CT'

1/3
LY(R3)

En appliquant le lemme de Gronwall, on obtient alors

I =@ <117 = £l exp (0/0 £+ ™) s s )

Toute solution faible du systéme de Vlasov-Poisson de donnée initiale f© € D
coincide nécessairement avec la solution forte. Or, il est facile de vérifier que D
contient

{fo € C°(R® x R?) positive; Hf0||L2(]R6) + // oz, v)(1+ |v|2)dxdv < C’o}

et que par conséquent, D est dense dans €. L’hypothese (H2) est satisfaite. On
peut alors appliquer le théoreme 1, ce qui conclut la démonstration. [l

REMARQUES. — 1l est possible d’étendre un peu le domaine de validité du
théoréme 3, en remarquant que si

feL®®R,LP(R%) etsi f(1+ [v]*) € L®(RY, LY(RY)),
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UNICITE GENERIQUE POUR LES EQUATIONS D'EVOLUTION 95

par interpolation, p € L (RT, L9(R?)) ot ¢ = (5p — 3)/(3p — 1), et donc
1

1 1
E e L™ (R*, L™ (R? =
( ( )) avec =773

Sir =9/, le produit Ef est bien défini. Il suffit donc de supposer que

12+ 35
p>———
11

(voir [4]).

D’autre part, les hypotheses sur la donnée initiale permettant de montrer la
propagation de la régularité, et donc 'unicité, peuvent étre affaiblies (voir [5]).

5. Application au modéle BGK de 1’équation de Boltzmann
THEOREME 4. — Soit M une mazwellienne sur R et
&= {fo € L>(R®) positive;
1P + [ (£0108 57 — 124 M) avae < o},
& = {f € L=((0,7] x R®) positive: || f|| = ((o,r)xre) < Coexp(CT)},

munis des topologies préfaibles de L>°(R®) et de L°°([0,7] x RS). Alors il existe
un Gs dense de &, noté E° tel que pour tout fO € E°, le modéle BGK de
l’équation de Boltzmann

6tf+v~sz:Mf—f,

R(t,z) lv — U(t, z)|?
@rT(t,2))32 P (‘ 2T (t, ) )

R(t,x)z/f(t,x,v)dv, RU(t,x)z/f(t,x,v)vdv,

My(t,z,v) =

(RU? + 3RT)(t, 7) — / F(t, 2, v)02do,
f(O,J?,’U) = fo(xav)

admet une unique solution faible f € &'.

Preuve du théoréme 4. — Une généralisation de [8] montre que, pour tout
O e €&, il existe f solution du modele BGK avec la donnée initiale f° (voir
[10]), que f vérifie alors une estimation d’entropie, mais ce résultat ne suffit
pas & guarantir que les solutions sont dans £’. Pour cela, on utilise I’estimation
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suivante :

1
R:/fdvg—z/ |v—U|2fdv+/ fdv
a® Jjp—U|>a lv=U|<a

3RT  4m

2/5
< S+ S ey < SR o)

pour a = ||f||£io/5(RT)1/5. On en déduit

R
[ M| oo ray < 77z < Cllflloe @)

(27T)
et en appliquant le lemme de Gronwall
£ 112w o, 71xRs) < [1F0]l Loe (e exp(CT).

Les solutions faibles de données initiales dans £ sont donc dans £’ si on a bien
choisi la constante C.

Il faut ensuite vérifier la stabilité du systéme vis-a-vis de la convergence
faible des données initiales. Soit (f9) une famille de £ convergeant vers f° pour
la topologie faible. Pour tout €, on consideére f. une solution de ’équation BGK
avec donnée initiale 0. L’estimation d’entropie donne

J[15:1080./30) = 5.+ b anao < 4

qui implique en particulier que f. > 0 presque partout.
De plus,

// fely >anmdvdr — 0 quand A — oo uniformément en e,

donc (fe) est relativement compacte dans L{ _(dtdx,L!) faible. Comme

/ / [My, log(Mj, /M)~ My, + M]dedv < // [f. 1og(f. /M) — f.+M]dadv < Co,

on a aussi la relative compacité de My, dans L] (dtdx,Ll) faible. En particu-
lier,

(Orf. +v.Vafe) est relativement faiblement compacte dans Li..(dtdx, L}).
L’inégalité de Young
|[fe = M| (1 +]vf)

2 2
<46 ([felog(fe/M)_fe+M]+M [exp(l—zg)| )_ 1—21;4 _1]>

L.(dtdz,LL), et plus précisément
que (fe(1+ [v[*)(1 + |2|*)~2) est bornée dans L{°(LL ). Et, de la méme fagon,

montre que (fe(1 + |v|?)) est bornée dans L}
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UNICITE GENERIQUE POUR LES EQUATIONS D'EVOLUTION 97

(My. (14 [0[*)(1 + |2]*)~2) est bornée dans L(LY ). A extraction prés, on a
alors

fe—M — f— M faiblement dans Lj,.([0, 7] x R°),
My, — M — @Q — M faiblement dans L}, ([0, 7] x RP).

Un résultat de dispersion ([8]) permet de montrer que (fe(1+ [v]*)) est bornée
L} (dtdx, L) et, par interpolation, que (fc(14]v|?)) est relativement compacte

dans L (dtdz, L}) faible.
Les lemmes de moyenne donnent alors (& extraction d’une suite pres)

1 1
/ﬂ( v )dv—>/f< v )dv fortement dans L' ([0, 7] x K)
Jol? jof?

pour tout compact K C R3. Donc R, — R et, presque partout sur V =
{(t,z); R(t,z) # 0}, U. — U, T. — T avec T(t,z) > 0. On en déduit que
Q = Mjy presque partout sur V. Bien siir, Q = 0 = My presque partout sur
[0, 7[ x R3\ V. Cela montre que My, converge simplement vers M. La limite f
est alors solution faible de I’équation de BGK. L’hypothese (H1) est vérifiée.

Un résultat de Perthame et Pulvirenti [9] donne I'unicité de la solution pour
toute donnée initiale dans

{fo € L' N L>(T* x R?) positive, ||f%(z,v)(1 + |v|q)HLw(T3xR3) < 00,

et intf/fo(x —ot,v)dv > 0}

ol ¢ est une constante fixée supérieure a 5. On va montrer que ce résultat se
généralise sur ’ensemble D défini par

{fo € L>=(R%) positive;
10 oo ey + // (fo log% — fo+ M)dvdx < Co,

£ ) (1t [0 o sy < 00 et imr}tf/f‘)(x—vt,v>dv>0}-

Pour cela, il est important de remarquer que la contrainte

inf/fo(x —vt,v)dv >0

x,t

(qui est incompatible avec une borne L' sur f°) est compatible avec la borne
d’entropie : la borne d’entropie indique en effet qu’a 'infini f© se comporte
comme M, et donc qu’il n’y a pas de vide. On peut alors avoir un bon contréle
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des moments, et montrer que f +— M/ est lipschitzienne. Un résultat simple de
dispersion utilisant

oOf+v-Vof>—f

montre que

R(t,z) > exp(—t)/fo(x —vt,v)dv > cgexp(—7).

On a alors

R Co
T3/2 > exp(—CT).
T Ollfllpemsy — CoC p( )

Des inégalités d’interpolation permettent d’autre part, de montrer que pour
q>95,

>
)

R(T +U*)=D72 < Cy|f [0]|| e 25y
et donc
T +|UI” < O(7).

Gréce a ces estimations, on montre que
(M — Mp)(L+ Jof? y SCO(R-R|+|U-U|+|T-T))
< C@|( ~ P+ 1P| 1 s
En appliquant a nouveau le lemme de Gronwall, on obtient
0
17 = £+ 1P| ey < 100 = 7O+ [0P)]] 2 oy exp(C)E),

ce qui implique I'unicité.

M s e

Pour établir (H2), il s’agit alors de vérifier que D est dense dans £. Pour
cela, il suffit de voir que D contient

{fO=M+g";¢" € CX(R®) et IN€ [0,1[, ¢ > —AM}
qui est dense dans £. Le théoréme 1 permet de conclure. [l

REMARQUE. — Ici, contrairement aux deux problemes précédents, on a obtenu
directement de 'unicité dans un sous-ensemble de solutions faibles : on n’a pas
utilisé un principe de comparaison fort-faible.
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