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STRUCTURE DU GROUPE DE GROTHENDIECK
EQUIVARIANT D’UNE COURBE ET MODULES
GALOISIENS

PAR NIELS BORNE

RESUME. —  Cet article est consacré & I’étude de la structure d’anneau du groupe de
Grothendieck équivariant d’une courbe projective munie d’une action d’un groupe fini.
On explicite cette structure en introduisant un groupe de classes de cycles a coefficients
dans les caracteéres et une notion d’auto-intersection pour ces cycles. De ce résultat,
on déduit une expression de la caractéristique d’Euler équivariante d’un G-faisceau.

ABSTRACT (Structure of the equivariant Grothendieck group of a curve and Galois
modules)

This article is devoted to the study of the ring structure of the equivariant
Grothendieck group of a projective curve provided with an action of a finite group.
We make this structure explicit thanks to the introduction of a group of cycle classes
with coefficients in the characters and a notion of self-intersection for theses cycles.
From this result, we deduce an expression for the equivariant Euler characteristic of a
G-sheaf.
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102 BORNE (N.)

1. Introduction

L’objet de ce travail est I’étude des modules galoisiens sur les courbes. Plus
précisément, si X est une courbe projective et lisse sur un corps algébriquement
clos k, munie d’une action d’un groupe fini G, et si F est un G-faisceau cohérent
sur X, on se propose d’étudier H(X, F) comme représentation de G.

Tel quel, ce probleme est encore loin d’étre élucidé. Par exemple, dans le cas
ou la théorie de la représentation est modulaire, il semble qu’on ne sache pas
exprimer la classe d’isomorphisme de HY(X, Qx) en fonction d’invariants de X
et de laction (c’est-a-dire les invariants codant la ramification du morphisme
quotient 7 : X — X/G).

Par contre, il est connu depuis le milieu des années 1980 que dans le cas d’une
action dite modérée, on sait calculer la caractéristique d’Euler équivariante d’un
G-faisceau cohérent x(G,F) = [H°(X,F)] — [HY(X,F)] dans anneau des
caracteres Ry (G) du groupe G (voir [3], [10]). Toutefois, les formules explicites
données par ces auteurs ne sont pas pleinement satisfaisantes : il n’est en effet
pas clair en quoi elles sont un relevement de la formule de Riemann-Roch usuelle
par le morphisme de dimension Ry(G) — Z.

Pour remédier a ce probleme, une approche naturelle est 1'utilisation des
propriétés fonctorielles de la K-théorie équivariante. Dans le cas d’une action
triviale, la connaissance d’un isomorphisme explicite (donné par rang et déter-
minant) Ko(X) ~ Z®PicX et de I'isomorphisme réciproque permet de déduire
la formule de Riemann-Roch usuelle. Dans le cas équivariant, le morphisme ana-
logue n’est plus injectif. On surmonte cette difficulté en introduisant un groupe
de cycles a coefficients équivariants, noté Ag(G, X), se surjectant dans Picg X .
On définit de plus un morphisme naturel Z @ Ay(G, X) — Ko(G, X) qui est en
fait un isomorphime de groupes (voir le théoreme 3.12). Ce résultat permet de
définir une classe de Chern pour laquelle la formule de Riemann-Roch usuelle
est valable dans le cadre équivariant.

En munissant Ag(G, X) d’une structure d’anneau convenable, dont le pro-
duit est défini en termes d’auto-intersection de 0-cycles, on montre que 1’iso-
morphisme ci-dessus peut se lire comme un isomorphisme d’anneaux unitaires
(voir le théoréme 4.10). De cette description, on déduit qu’un certain faisceau
qu’on baptise ici faisceau canonique Cx = Qx EBQ_?}Q ®-- -EBQ_?}#G possede une
caractéristique d’Euler équivariante particulierement simple. En effet, lorsque
l’action est modérée, on a :

X(G,Cx) = #G x(x)[k[G]]

(voir théoréme 4.13).

Je tiens a remercier Boas Erez qui, en relisant cet article, m’a aidé a 'amé-
liorer.
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2. Notations et conventions

Dans tout ce qui suit, G désigne un groupe fini et k un corps algébriquement
clos.

2.1. G-courbe. On appelle G-schéma tout schéma X muni d’une action
de G. Plus précisément un G-schéma est un couple (X, ¢) ou ¢ : G — Aut X
est un morphisme de groupes. Lorsque, comme dans la plupart des cas, il n’y
a pas d’ambiguité, on omet de noter le morphisme ¢.

Une G-courbe X sur k est un G-schéma dont le schéma sous-jacent est une
courbe algébrique projective et lisse sur k, au sens par exemple de [5], ch.IV.
Par commodité, et bien que c¢a ne soit pas indispensable, on supposera que
laction est fidele et fixe le corps k. La G-courbe X admet un quotient dans
la catégorie des schémas qu’on notera 7 : X — Y = X/G. Le schéma Y
est en fait également une courbe projective et lisse sur k, le morphisme 7 est
fini, et ’extension des corps de fonctions associée est galoisienne de groupe de
Galois G.

2.2. G-faisceaux. — Soit X un G-schéma.

DEFINITION 2.1. — Soit F un faisceau (d’ensembles, de groupes,...) sur X.
On appelle G-linéarisation de F la donnée d'une collection (¢)g)gec de mor-
phismes de faisceaux (d’ensembles, de groupes,...) ¥q : g.F — F vérifiant les
conditions suivantes :
1) 4 = 1d;
2) Yng = Y1 0 hi(vy) (condition de cocycle) ; autrement dit, le diagramme
suivant commute :

hatp Yh

higuF — h.F F
H /
(hg)+«F

Un G-faisceau sur X est un faisceau muni d’une G-linéarisation.

DEFINITION 2.2. — Pour tout G-schéma X, on notera Coh(G, X) la catégorie
dont les objets sont les G-faisceaux cohérents sur X, et les morphismes les
morphismes de G-faisceaux.

DEFINITION 2.3. — Le groupe de Picard équivariant de X, noté Picg X, est le
groupe des classes de G-isomorphismes de G-faisceaux inversibles sur X, muni
du produit induit par le produit tensoriel.
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104 BORNE (N.)

2.3. Groupes de Grothendieck équivariants

2.83.1. Les groupes Gy et Ky

DEFINITION 2.4. — Soit X un G-schéma noethérien. On désigne par Gy (G, X)
(resp. Ko(G, X)) le groupe abélien libre engendré par les classes d’isomor-
phismes [F] de G-faisceaux cohérents (resp. de G-faisceaux localement libres
de rang fini) sur X, modulo les relations [F] = [F'] 4+ [F"] s’il existe une suite
exacte de G-faisceaux

0—-F —F—F'—0.

Par exemple le groupe Go(G,Spec k) est le groupe de Grothendieck des
k[G]-modules de type fini. On le notera Ry (G). Il est connu (voir [12]) que ce
groupe s’identifie au groupe des caractéres de Brauer de G.

Le groupe Ko(G,X) est de plus muni naturellement d’une multiplication
induite par le produit tensoriel des faisceaux, qui en fait un anneau commutatif
unitaire.

Comme on le rappelle au moment de I’étude de cette structure, les deux
groupes Go(G, X) et Ko(G,X) coincident lorsque le G-schéma considéré est
séparé et régulier. Dans le cas des G-courbes étudiées ici, cela nous permettra
de parler sans ambiguité du groupe de Grothendieck équivariant de la courbe
considérée.

On renvoie & [13] pour la définition des groupes de K-théorie équivariante

supérieurs, et pour la démonstration de leur propriétés fondamentales. On les
notera G, (G, X) (resp. K, (G, X)).

2.3.2. Fonctorialité. — Le foncteur Go(G, ) (resp. Ko(G, -)) est naturellement
contravariant par rapport aux G-morphismes plats (resp. arbitraires) de G-sché-
mas noethériens. De plus tout G-morphisme propre

f: X—Y
de G-schémas noethériens induit un morphisme de groupes
fi 1 Go(G, X) — Go(G,Y)
défini par la formule

£ (7)) =D (1) [RM£.(F)].

n
En particulier, lorsque X est une G-variété projective sur k, le morphisme
structurel induit un morphisme Go(G, X) — Ry(G) qu’on appelera caractéris-
tique d’Euler équivariante, et qu'on notera x(G, -).
2.8.83. Formule de projection

PRrROPOSITION 2.5. — Soit f : X — Y un G-morphisme propre de G-schémas
noethériens, v € Go(G, X), y € Ko(G,Y). On a alors :

fe(@f*(y)) = fo(2)y.

TOME 130 — 2002 — N© 1



GROUPE DE GROTHENDIECK EQUIVARIANT D’UNE COURBE 105

Démonstration. — La preuve classique (par exemple [1]) s’adapte au cas équi-
variant. |

3. Structure additive

Pour tout le reste de ce travail, & I'exception du paragraphe 3.2.2, on sup-
posera que X est une G-courbe.

3.1. Groupe de classes de cycles a coefficients équivariants

3.1.1. G-cycles
DEFINITION 3.1. — On appelle G-cycle sur X toute somme formelle de points
fermés de X du type

D=> Vp-P

Pex
vérifiant :
1) Vp est un caractére de Brauer du groupe d’inertie Gp de P (c¢’est-a-dire
Vp € Ri(Gp)), nul sauf pour un nombre fini de points;
2) si P’ = gP pour g € G, alors les caractéres Vp et Vp/ sont conjugués
(ce qu'on notera Vp: = V3).
On dira que D est de plus effectif si tous les caractéres Vp sont des caracteres
de représentations des Gp. On notera Zy(G, X) le groupe abélien des G-cycles
sur X.

REMARQUE 3.2. — D’une maniéere plus formelle, on a un isomorphisme cano-
nique

ZO(GaX) = h?m GO(Gv S)
ou S varie parmi toutes les G-sous-variétés (fermées réduites) strictes de X.

DEFINITION 3.3. — On appellera G-degré et on notera
degg : Z0(G, X) — Ri(G)

le morphisme limite inductive des morphismes images directes Go(G,S) —
Ry (G) induits par les morphismes structurels S — Spec k, S variant parmi
toutes les G-sous-variétés fermées strictes de X.

3.1.2. Classe de Gy-théorie associée a un G-cycle. — On définit un morphisme
v ZO(GaX) - GO(G7X)

de la maniére suivante : si D est un G-cycle a support dans S, (D) est 'image
de D par le morphisme image directe Go(G,S) — Go(G, X) induit par I'im-
mersion fermée S — X.

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



106 BORNE (N.)

LEMME 3.4. — Soit D un G-cycle sur X. On a l’égalité dans Ry(G) :
X(G,¥(D)) = deggD.

Démonstration. — Soit S le support de D et ¢ : § — X l'immersion fermée
correspondante. On considere le diagramme commutatif

§—1 5 x

N

Speck

ou s et s désignent les morphismes structurels. Il suffit de montrer que le
diagramme induit au niveau des groupes Gy commute, autrement dit que
S« 014 = s.,. Mais ceci est une conséquence directe du fait que i étant une im-
mersion fermée, on a les égalités entre foncteurs R"s., = R"s, o i, pour n > 0
et R"i, = 0 pour n > 0. O

3.1.3. Image réciproque des cycles du quotient

DEFINITION 3.5. — On définit le morphisme image réciproque a valeurs dans
les G-cycles associé au morphisme quotient m : X — Y = X /G comme étant le
morphisme 7 : Zo(Y) — Zo(G, X) vérifiant pour tout point @ de Y :

(@) = Y [kGP]-P.

P—Q

Dans la suite de ce paragraphe, on va montrer que cette définition est na-
turelle du point de vue de la K-théorie. Plus précisément, si on restreint le
morphisme ci-dessus aux cycles & support dans T' (une sous-variété stricte de
Y fixée), on obtient un morphisme

7™ Go(T) — Go(G, S),
ot S = (7717 )red-
D’autre part, la courbe Y étant lisse, le morphisme quotient
X —Y=X/G

est plat (voir [5], ch. ITI, prop. 9.7). De plus un faisceau tiré par ce morphisme
est naturellement un G-faisceau. On dispose donc d’un foncteur exact entre
catégories de (G-)faisceaux cohérents 7* : Coh(Y) — Coh(G, X). Ce foncteur
induit un morphisme 7 : Go(Y) — Go(G, X), qu’il convient de comparer a
celui qu’on vient de définir.

PROPOSITION 3.6. — Soit 7 : T — Y wune sous-variété stricte de Y,
S = (TI'_lT)red, i : S — X Uimmersion fermée correspondante. Le diagramme
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de groupes suivant est commutatif :

J

Go(T) Go(Y)

.
Go(G,5) —— Go(G, X).

Démonstration. — Le diagramme commutatif

R A e
#| |~
T vy
induit un diagramme commutatif de foncteurs exacts :

Coh(T) ——» Coh(Y)

N

Jx
Coh(G, 77 1T) —— Coh(G, X).
Ceci résulte du fait que m est plat et que j est une immersion fermée. En
conséquence on a un diagramme commutatif de groupes :

I

Go(T) Go(Y)

b

Go(G, 7~ 'T) —2 Go(G, X).

On va & présent identifier Go(G, S) et Go(G, 7~ 1T).

L’isomorphisme entre ces deux groupes résulte du théoreme de dévissage
(voir [11], th.4). En effet le morphisme naturel S — 7~ !T permet de voir
Coh(G, S) comme une sous-catégorie de Coh(G, 7~ 1T). Pour montrer que tout
objet de Coh(G, 7~ 1T) admet une filtration finie dont les quotients sont dans
Coh(G, S), on peut supposer que T est réduit & un point : T = Q. Soit alors P
un point de X au-dessus de @), Gp son groupe d’inertie, Ox p ’anneau local de
X en P, mp son idéal maximal, ep l'indice de ramification de w en P. Alors la
catégorie Coh(G, m~1T') s’identifie & la catégorie Coh(Gp, Ox p/mpe’) et, de
méme, la catégorie Coh(G, S) s’identifie a la catégorie Coh(Gp, k). Alors, si M
est un Ox p/mp°?-module de type fini muni d’une action (tordue) de Gp, on
dispose de la filtration naturelle (mp™ M), >0, qui permet d’appliquer le théo-
réme de dévissage, et de conclure a I'isomorphisme Go(G, S) ~ Go(G, 7~ 'T).

Pour conclure a la proposition, il suffit de noter deux choses. D’une part,
via lisomorphisme Go(G,S) ~ Go(G, 7~ 1T), le morphisme 7. s’identifie au
morphisme i,. En effet, le morphisme composé S — 7~ 'T — X n’est autre
que i. D’autre part, toujours via l'isomorphisme Go(G,S) ~ Go(G, 7 1T),
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108 BORNE (N.)

le morphisme 7* s’identifie au morphisme 7*. Pour cela, en se ramenant au
cas ou T = @ comme ci-dessus, il suffit de voir que l’isomorphisme entre
Go(Gp,OXJD/mPeP) et GO(GP,k) = Rk(Gp) envoie 0X7p/mpeP sur [k’[Gp]]
C’est évident dans le cas ou la ramification est modérée. Le cas sauvage est un
peu plus délicat, on renvoie & [2], prop. 4.8, pour les détails. O

3.1.4. Equivalence Y -rationnelle

DEFINITION 3.7. — Les G-cycles principaux sur X sont définis comme I'image
réciproque, au sens du paragraphe précédent, des cycles principaux sur Y. Le
groupe des classes de G-cycles pour I’équivalence Y-rationnelle sur X est défini
par

Zo(G, X)
A(G, X)) = ——1———
(G, X) 7*(Ratg(Y))
ot Raty(Y) est le groupe des cycles principaux sur Y.
LEMME 3.8. — Le diagramme suivant commute :
deg

Z0(Y) — Z
ﬂ*l L[HGH
degg
Zo(G,X) — Rk(G)
Démonstration. — Immédiat a partir des définitions. [l

DEFINITION 3.9. — On appelle G-degré d'une classe de G-cycles (pour 1’équi-
valence Y-rationelle) le G-degré de n’importe quel élément de cette classe. On
note (abusivement) deg, : Ao(G, X) — Ry(G) le morphisme correspondant.

On montre a présent que la notion de classe de Gy-théorie associée passe
aussi au quotient. On note

v Zo(Y) — Go(Y)

le morphisme défini sur un diviseur effectif réduit § par v(8) = [Os]. Ce mor-
phisme s’annulle sur les diviseurs principaux sur Y. En effet on a

v(8) = [Oy] = [Ly (-9)]
pour tout diviseur 6. Cette égalité équivaut au fait que son second membre est

additif en 0, ce qui résulte d’une part de [9], prop. 10.6, et d’autre part, ¥ étant
une courbe, FZKo(Y) = 0 (voir [9], th.9.1).

LEMME 3.10. — Le diagramme suivant commute :

Zo(Y) —— Gy(Y)

”*l l“*

Zo(G,X) —— Go(G, X).
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GROUPE DE GROTHENDIECK EQUIVARIANT D’UNE COURBE 109

Démonstration. — C’est une conséquence directe de la proposition 3.6. |

DEFINITION 3.11. — On note 7 : Ag(G, X) — Go(G, X ) l'application déduite
de v: Zy(G,X) — Go(G, X) par passage au quotient.

3.1.5. Comparaison de Ao(G, X) et PiceX. — Ce paragraphe ne contient pas
de preuve, mais le résultat énoncé ne sera pas réutilisé par la suite.

Pour comparer ces deux groupes, on commence par noter que Picg X s’in-
terprete en termes de cycles (au sens classique) invariants sous l'action de G.
Plus précisement on a un isomorphisme canonique (voir [2], th. 2.9) :

Zo(X)“
* (Ratk Y)
Comme le morphisme surjectif Zo(G,X) — Zo(X)® envoyant Y., Vp - P
sur ), dim Vp - P passe au quotient on obtient un morphisme surjectif
Ao(G, X) — PicgX.

Pour interpréter le noyau de ce morphisme, on peut montrer (en utilisant le
théoreme 3.12) qu'’il s’identifie au morphisme naturel
FA}KO(G,X )

1 .
F!'Ko(G, X) — PRGN

~ Picg X.

Le groupe FA?KO(G,X ) est en général non trivial, il s’interpréte par ailleurs
uniquement en fonction des anneaux de caractéres associés aux points a inertie
non triviale de X.

3.2. Structure additive du groupe de Grothendieck

3.2.1. Enoncé
THEOREME 3.12. — On a un isomorphisme de groupes :

¢ ZdAG, X) —— Go(G, X),
(r,D) —— r[Ox] +~(D).

Ce résultat est bien connu dans le cas ot ’action est triviale (voir par exemple
[9], §10). La preuve du théoréme est repoussée au paragraphe 3.2.3.

3.2.2. Foncteur ¥. — Dans ce paragraphe, les seules hypotheses faites sont
que X est un G-schéma noethérien admettant un quotient 7: X — Y = X/G
dans la catégorie des schémas.

DEFINITION 3.13. — Soit F un G-faisceau sur X. Le faisceau 7&(F) est le
faisceau sur Y défini par

T (F)(V) = F(x— V)¢
pour tout ouvert V de Y.

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



110 BORNE (N.)

Comme 7 est fini, et X est noethérien, le faisceau 7€ (F) est cohérent si F

*

I’est. On obtient donc un foncteur 7& : Coh(G, X) — Coh(Y).

Le lemme ci-dessous est largement inspiré de [3].

LEMME 3.14. — (i) Le foncteur 7€ est adjoint & droite au foncteur 7*.
(i1) Pour tout G-faisceau cohérent F sur X le morphisme naturel

ol F — F
est injectif de conoyau & support dans ensemble {P € X | Gp # 1}.

(iii) Si Uaction de G sur X est libre le foncteur 7 : Coh(Y) — Coh(G, X)
est une équivalence de catégories.

Démonstration. — Le point (i) découle du fait que le foncteur & se décom-

pose :
G

o )
Coh(G, X) —— Coh(G,Y) —— Coh(Y)
et du fait que 7* se décompose en les foncteurs adjoints :

triv T
Coh(Y) —— Coh(G,Y) —— Coh(G, X).
Ici, le foncteur triv est le foncteur qui associe a tout faisceau sur Y le méme
faisceau muni de la G-linéarisation triviale.
Le point (ii) résulte du fait que si P est un antécédent du point @ par T,
on a une identification naturelle de la complétion du germe du faisceau 7&F

en @ :
TCF) ~ FnlT
(TEF)q=Fp .
Enfin, le point (iii) découle du point (ii) et du fait que pour tout faisceau
cohérent G sur Y le morphisme naturel G — 7&7*G est dans ce cas un isomor-
phisme. O

3.2.83. Démonstration du théoréme 3.12. — On reprend les notations précisées
au paragraphe 2, en particulier la lettre X désigne a nouveau une courbe. La
démonstration la plus rapide consiste, suivant une idée de Lgnsted [8], & faire
intervenir la K-théorie supérieure :

LEMME 3.15. — Soit j : T — Y une sous-variété fermée stricte de'Y conte-
nant le liew de ramification du morphisme m : X — Y = X/G. On note V
Vowvert Y — T, S = 7 'Tyeq, i : S — X la G-immersion fermée correspon-
dante, U Uouvert X — S. On a un diagramme commutatif de groupes dont les
lignes sont exactes :

G1(G,U) — Go(G,S) —— Go(G,X) —— Go(G,U) — 0

(
T
1

Gi1(V) —— Go(T) —— GoY) —— Go(V) — 0.
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Démonstration. — Les lignes sont exactes car ce sont les suites de localisation
pour les paires (X, 5) et (Y,T). La commutativité du diagramme vient du fait
que les suites de localisation sont naturelles pour les morphismes plats (voir [11],
87.3 pour le cas non-équivariant). Plus précisement, le morphisme 7 induit un
morphisme de la suite relative a la paire (Y, T) vers la suite relative & la paire
(X,771T), qui par dévissage s’identifie & la suite relative a la paire (X, S).
Enfin, les isomorphismes verticaux découlent du lemme 3.14, (iii). g

On peut conclure a présent la démonstration du théoreme 3.12. C’est essen-
tiellement une chasse dans le diagramme ci-dessus.

Pour linjectivité de ¢, soit un couple (r, D) tel que r[Ox] + y(D) = 0.
En appliquant le morphisme rk : Go(G, X) — Z, il vient r = 0. Comme alors
v(D) = 0 on a, d’apres le lemme 3.15 appliqué & une sous-variété T' convenable,
D = 7*(d) pour un § € Go(T) tel que j.(d) = 0. Or comme le résultat & montrer
est vrai dans le cas ot G = 1 (autrement dit Z® Ao(Y) >~ Go(Y)), cette derniere
égalité signifie que 0 = 0 dans Ap(Y") et montre donc que D = 0 dans Ay (G, X).

Pour la surjectivité de ¢, on fixe x € Go(G, X), qu’'on peut supposer de la
forme x = [F] pour un G-faisceau cohérent F sur X. D’apres le lemme 3.14
(ii), on a une suite exacte :

0—-7Gg—F —>R—0

ol G = 7¢F et R est un faisceau de torsion & support dans le lieu de ramifi-
cation X;am du morphisme 7. L'exactitude en Go(G, X) de la suite exacte de
localisation pour la paire (X, X;ap,) montre que [R] est de la forme (D) pour
un certain G-cycle D, et donc dans I'image de ¢. D’autre part, le fait que le
diagramme naturel

Z®A(Y) == Go(Y)
L
Z&A)(G,X) —— Go(G, X)
commute permet de conclure que [7*G], et donc finalement z, est bien dans

I'image de ¢.

3.3. Premiére classe de Chern équivariante. — Dans le cas ou 'action
est triviale, on connailt explicitement 1’isomorphisme réciproque de l’isomor-
phisme du théoréme 3.12 : celui-ci envoie [F] sur le couple (rk F, ¢1(F)). Ceci
fournit une définition alternative de la premiere classe de Chern qui s’étend au
cas équivariant :

DEFINITION 3.16. — On note
(G GO(G,X) — Ao(G,X)
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et on appelle premiére classe de Chern équivariante, le morphisme composé
par 'isomorphisme réciproque Go(G, X) — Z @ Ap(G, X ) de 'isomorphisme
du théoreme 3.12, suivi de la deuxiéme projection Z @ Ao(G, X) — Ao(G, X).

LEMME 3.17. — Le diagramme suivant commute :

Go(G, X) —— Ay(G, X)

”*T Tﬂ*

Go(Y) —2 Ag(Y).

Démonstration. — C’est une conséquence du lemme 3.10 et de la définition
de Ct. O

3.4. Formule de Riemann-Roch équivariante

THEOREME 3.18. — Soit F un G-faisceau cohérent sur X. On note x(G,F)
sa caractéristique d’Euler équivariante et degq(F) = degq(c1[F]). On a alors
Uégalité dans Ri(G) :

X(G, F) =rk(F)x(G, Ox) + degq (F).

Démonstration. — D’apres le théoreme 3.12 on a l’égalité suivante dans
Go(G,X) :
[F] = rk(F)[Ox] + (1 [F])

Le théoreme découle alors du lemme 3.4. O

3.5. Premiére classe de Chern équivariante du faisceau des diffé-
rentielles

PROPOSITION 3.19. — On suppose que l'action de G sur la courbe X est modé-
rée (i.e. la caractéristique du corps de base k ne divise pas l’ordre des groupes
d’inertie). Alors on a l’égalité dans le groupe Ao(G,X) :

a[Qx] =7 (a[Qy]) + Z([k[GPH —[k])- P

ot [k] désigne la classe de la représentation triviale de Gp.

Démonstration. — En tenant compte du lemme 3.17 on est ramené a calculer
a1 ([Qx] — [7*Qy]). Pour cela, on va exhiber une filtration décroissante de Qx
a 7*Qy. Le morphisme injectif canonique 7*Qy — Qx définit un faisceau
d’idéaux ™ Qy ®p 4 Q)_(l, et le diviseur de Cartier correspondant est noté R.
Autrement dit R est le diviseur de ramification de ’action, i.e. le diviseur de
ramification du morphisme 7 : X — Y = X/G. Comme D'action est modérée,
on peut expliciter R seulement en fonction des indices de ramification de ,
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de la maniére suivante. Soient O1, ..., O, les orbites ramifiées de X, considé-
rées comme diviseurs réduits sur X, et eq,...,e, les indices de ramification
correspondants. Alors

R= i (em — 1)Op,.
m=1

Cette égalité permet de voir que la suite de faisceaux

(QX ®oyx Lx ( - i(ef - 1)05» 0<m<n

est une filtration descendante de Qx & 7*Qy. En écrivant [Qx]|—[7*Qy] comme
la somme des différences des classes dans Go(G, X) des termes consécutifs de
cette suite, on voit que la proposition découle du lemme suivant. O

LEMME 3.20. — Soit O une orbite, d’indice de ramification e, considérée
comme un diviseur réduit sur X, et D un diviseur sur X dont le sup-

port ne rencontre pas O. Si Uaction de G sur X est modérée on a l’égalité
dans Go(G,X) :

x]([£x(D)] = [£x(D = (e = 1)0)]) =7( D (KIGr]l - [K]) - P):

PeO
Démonstration. — On introduit une nouvelle filtration en écrivant :
e—2
[Lx(D)] = [Lx(D = (e = 1)0)] = > _[£x(D —nO)| — [Lx(D - (n+1)0)].
n=0

Soit 7 : O — X l'immersion fermée de O dans X. En tensorisant la suite
exacte 0 — Lx(—0) — Ox — i.(Op) — 0 par Lx (D — nO), on voit que

[£x(D = nO)] - [Lx(D — (n+1)0)] = i. (ING/x])

ott Np,x désigne le faisceau conormal de O dans X. Comme O est de dimen-
sion 0, on a NO/X ~ *Qx, et donc d’apres la formule de projection :

[Qx]ie (NG/x]) = i (NG5 D)

Pour expliciter ce terme, on note ¥ p l'action de Gp sur I’espace cotangent
mp/mp2 & X en P, ¢p est un générateur de Gp = Hom(Gp, k*). D’autre part
comme (Nop,x)p = Np/x ~ mp/mp? on a par définition de et ¢p :

(NS =2 (X vt p).

PecO

Le lemme s’en déduit en sommant sur n. O
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4. Structure multiplicative

Le premier paragraphe de cette section consiste en des rappels de résultats
connus qui permettent d’utiliser ceux de la partie 3.

4.1. Comparaison de Ky et Go

4.1.1. Comparaison des groupes. — Soit S un G-schéma noethérien.

LEMME 4.1. — Le produit tensoriel induit une structure d’anneau unitaire sur
Ko(G,S).

Démonstration. — Ceci résulte simplement du fait qu'un faisceau localement
libre est plat. [l
THEOREME 4.2. — 51 S est un G-schéma noethérien régulier et séparé le mor-

phisme naturel Ko(G,S) — Go(G, S) est un isomorphisme.
Démonstration. — Voir [13], th. 5.7 ou [6], Satz 2.1. O

4.1.2. Comparaison des comportements fonctoriels. — Le foncteur Ko(G, -) est
contravariant par rapport aux G-morphismes arbitraires de G-schémas noethé-
riens. D’autre part, on a vu au paragraphe 2 que le foncteur Go(G, -) est natu-
rellement covariant par rapport aux G-morphismes propres. Il est intéressant,
dans ce cas, de comparer ces deux comportements fonctoriels.

On peut par exemple étudier le cas d’'une immersion fermée i : S — S’ entre
deux G-schémas noethériens réguliers et séparés. On a alors un diagramme :

0(G,S) —>G0GS’

N o

*

Ko(G,S) —— Ko(G, ).

On est conduit a énoncer la formule d’auto-intersection :

THEOREME 4.3. — Soit i : S — S’ une G-immersion fermée entre deur G-
schémas noethériens réguliers et séparés. Soit de plus NS/S/ le faisceau conor-

mal associ€ et \_1(Ngg) Uélément de Ko(G,S) :
A1Wgys) =D (1) A" [Ngys]-
n>0

Alors :
(i) pour tout x dans Ko(G,S) : i*i.x = A_1(Ng/s/)z

(ii) pour tout x,y dans Ko(G,S) : ix(A_1(Ns/s/)xy) = ist 2y,
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REMARQUE 4.4. — Pour un résultat dans un cadre plus général, et la défi-
nition des opérations lambda en K-théorie équivariante, voir [7], §3. Pour les
besoins de ce travail, le théoreme 4.3 sera amplement suffisant. Pour la com-
modité du lecteur, on rappelle le principe d’une preuve classique ci-dessous.

Démonstration. — On commence par remarquer que (ii) est une conséquence
directe de (i) et de la formule de projection. Quant & (i), ¢’est une conséquence
des deux faits suivants.

Premi¢rement, si G est un G-faisceau cohérent sur S’, les faisceaux
Tor9s' (i,0g4,G) sont des faisceaux sur S’, & support dans S. Si on les
identifie avec des faisceaux sur S, on a la formule dans Ko(G, S) :

1) = S (=1)" [Tor$¥' (.05, G)].

n>0

Cette formule résulte directement de la définition des foncteurs Tor. En effet,
si &, — G est une résolution de G par des faisceaux localements libres, alors

19 = (Yo (D) = D=1 [ (€]

n>0 n>0

Cette quantité est donc la caractéristique d’Euler du complexe i*(E+) — i*G,
qui est égale a la somme alternée de son homologie, d’ou la formule donnée.

Deuxiémement, si F est G-faisceau localement libre sur S, alors on a un
isomorphisme canonique :

Tors' (i.0s,i.F) = F ®0s N"Ng/sr.

Pour la construction de cet isomorphisme, voir par exemple [9], §3. O

4.2. Produit de 0O-cycles. — Si on veut que les G-cycles introduits pour
expliquer la structure additive de Go(G, X) soient compatibles avec la structure
multiplicative induite par Ko(G, X), on doit considérer que ces G-cycles ont
une auto-intersection non triviale, ce qui les distingue du cas classique ou, les
codimensions étant additives, un produit de O-cycles est nul. Pour formaliser
cette notion, on introduit dans ce paragraphe une structure d’anneau (non uni-
taire) sur Ag(G, X). On peut encore noter que ce type de structure de intervient
en K-théorie classique des schémas pour décrire la K-théorie des éclatements.
Les notations employées ici sont en particulier inspirées de [4].

4.2.1. Anneau Ky. — Soit K un AM-anneau au sens de [4], I, §1, et N un
élément positif. Alors 'expression
A (N) =D (=1)"A"(N)
n=0

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



116 BORNE (N.)

a un sens dans K, et on peut définir une nouvelle structure d’anneau sur K en
conservant ’addition telle quelle et en posant pour nouvelle multiplication :

T Y= A1 (N) zy.
On notera Ky cet anneau.

4.2.2. Produit sur Ao(G,X). — Soit i : S — X une G-sous-variété stricte
de X. On note Ng = [Ng,x] la classe du fibré conormal dans Ko(G, S). Cette
classe définit 'anneau Ko (G, S) -

Comme on a un isomorphisme de groupes abéliens Ky(G,S) ~ Go(G,S5)
on peut transférer cette structure d’anneau & Go(G, S), et 'anneau obtenu est
noté Go(G, S)ny-

PROPOSITION 4.5. — Soient S et S’ deux G-sous-variétés strictes de X et
j: S — S une G-immersion fermée. Le morphisme

j* : GO(Gas)Ns — GO(G7S/)N51
est un morphisme d’anneaux.

Démonstration. — Tl est clair que Ng g = 0, et donc Ng,x ~ j*Ng/x, ce qui
entraine A_;(Ng) = j*(A-1(IN§)). En conséquence, si z, y sont deux éléments
de Go(G, S), alors d’apres la formule de projection :

Ju(@ ; y) = e (A1 (Ns)ay) = A-1(Ng)jx (2y).
Comme Ng/g = 0, le théoreéme 4.3 (ii) donne j,(zy) = j.(2)j«(y), et donc
A-1(Ns)je(@y) = At (Ns)je(2)ju(y) = 3 (2) & 5:(),
ce qui démontre le lemme. [l

Comme Zy(G, X) >~ lim, Go(G, S), la proposition ci-dessus justifie la défi-
nition :
DEFINITION 4.6. — On note Zy(G, X )y le groupe Zy(G, X) muni de la struc-
ture d’anneau induite par celles des Go(G, S)ng-

PROPOSITION 4.7. — Dans Zy(G, X)n, le produit d’un élément de n*(Zy(Y))
avec un élément quelconque est nul.

Démonstration. — 11 suffit de prouver que si () est un point de Y, alors
(@)= Y [kGr]|P
P—Q

possede cette propriété. Soit S = (771Q)req. Il suffit de montrer que si D est
un G-cycle a support dans S, alors 7*(Q) -y, D = 0. C’est une conséquence
facile du calcul explicite de A_1(Ng) dans ce cas. En effet, soit P un point de S
et ¢p l'action de Gp sur l'espace cotangent en X a P. Alors, si on identifie
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Go(G,S) & Ri(Gp), A_1(Ng) s’identifie & 1 — ¢p et I'égalité 7*(Q) -ne D =0
découle de Dégalité (1 —p)[k[Gp]] = 0. 0

DEFINITION 4.8. — On note Ay (G, X)n le groupe Ag(G, X) muni de la struc-
ture d’anneau induite par celle de Zy(G, X)n.

4.3. Structure multiplicative du groupe de Grothendieck

4.3.1. Anneau unitaire associé a un anneau. — On rappelle le fait suivant :

PROPOSITION 4.9. — Soit A un anneau. Il existe un anneau unitaire AT,
unique & isomorphisme prés, et un morphisme A — AT, tel que tout mor-
phisme A — B de A vers un anneau unitaire B se factorise de maniére unique
par le morphisme A — A™T.

Démonstration. — L’unicité découle du fait que AT est défini par une propriété
universelle. Pour I'existence, on considére I’anneau unitaire dont le groupe abé-
lien est Z & A, muni du produit donné par :

(r,a)-(r',a') = (rr',ra’ +1'a + ad)

et le morphisme A — A" donné par a — (0, a). O

4.3.2. Enoncé

THEOREME 4.10. — Il existe un isomorphisme canonique d’anneauz unitaires
Ao(G,X); ~ Ko(G,X)

uniquement déterminé par le fait que pour tout G-cycle D, limage de D

est (D).

4.8.8. Preuve. — Le morphisme v : Ag(G,X) — Go(G, X) défini a la sec-

tion 3.11 et lisomorphisme canonique de résolution Go(G,X) ~ Ko(G,X)

définissent un morphisme Ay(G, X) — Ko(G, X) qu’on note encore . Le théo-
reme 4.10 découle du théoreme 3.12 et du lemme suivant :

LEMME 4.11. — Le morphisme vy : Ao(G, X)n — Ko(G, X) est un morphisme
d’anneaux.

Démonstration. — Cela résulte de la définition du produit sur A¢(G,X)n et
du théoreme 4.3, (ii). O

4.4. Caractéristique d’Euler équivariante du faisceau canonique

4.4.1. Enoncé

DEFINITION 4.12. — On appelle faisceau canonique de la G-courbe X le fais-

ceau :
#G

Cx =P =axeaf e o0
=1
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THEOREME 4.13. — Si l'action de G sur X est modérée on a dans Ry(G) :
X(G,Cx) = #G x(2x) [K[G]].
La démonstration de cette égalité est 'objet des paragraphes suivants.

4.4.2. Réduction du probléme. — D’apres le théoreme de Riemann-Roch usuel
sur les courbes, les deux représentations virtuelles figurant dans ’égalité a
démontrer ont méme dimension. En conséquence, il suffira de montrer que
X(G,Cx) =0 mod [k][G]], autrement dit que x(G,Cx) est un multiple entier
de [k[G]] (il n’y a pas de différence entre le sous-groupe et 1'idéal engendré par
[k[G]] dans R (G)). On peut donc raisonner modulo les éléments de Ko(G, X)
dont la caractéristique d’Euler équivariante est multiple de [k[G]]. Pour cette
raison, on introduit le sous-groupe de Ky(G, X) suivant :

I={x*(1(6)) | 6 € Ap(Y)}.

Comme d’aprés le lemme 3.4 on a x (G, 7*(())) = deg §[k[G]], le morphisme
X(G,-) induit un morphisme de groupes Ko(G,X)/I — Ry(G)/[k[G]] qu’on
note de la méme maniere. Tout revient donc & montrer que l'image de [Cx] par
ce morphisme vaut 0. On va démontrer le résultat un peu plus fort : si Ox[G]
est I'image réciproque de k[G] par le morphisme structurel X — Spec k, alors

(1) [Cx] = [0x[G]] mod I.

Comme d’apres la formule de projection, x(G,Ox[G]) = x(Ox)[k[G]], le
théoreme découlera de 1’égalité (1). La suite de la démonstration utilise la
structure multiplicative de Ko(G, X), et en particulier le fait que I est un idéal
de cet anneau. En effet, si © € Ko(G, X) et § € Ag(Y), il résulte de la formule
de projection que z7*(v(0)) = rk(z)m*(v(0)).

4.4.83. Premiére étape. — Dans un premier temps, on va montrer 1’égalité sui-
vante :
(2) ([Ox] = [Q2x])[Cx] =0 mod I.

En développant, le premier terme, on voit que cette égalité équivaut a
[Q_‘?}#G] = [Ox] mod I. Cette égalité résulte des deux faits suivants : pre-
miérement, le morphisme naturel Pica X — Ko(G, X)* induit un morphisme

Picg X (KO(G7X)>*
- - 5
m*PicY I
deuxiémement, l'exposant du groupe Picg X/7*Pic Y divise #G. Pour montrer
le premier fait, soit M est un faisceau inversible sur Y, alors

[T* M] = 7*[M] = 7 ([Oy] + 7(c1(M)))
= [0x] + 7 (v(c1(M))) = [Ox] mod I.
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Le deuxiéme fait découle de 'existence d’un isomorphisme canonique (voir [2],
th.2.9) :
Zo(X)¢ __ PicgX
7(Zo(Y)) — m*PicY
4.4.4. Deuxiéme étape. — On va a présent montrer I’égalité suivante :
(3) ([0x] = [2x]) ([Cx] — [0x[G]]) =0 mod I.

Au vu de (2), cela équivaut a ([Ox] — [2x])[Ox[G]] =0 mod I. Mais d’apres
le théoreme 3.12, [Ox] — [Qx] = (D) pour un certain G-cycle D. De plus,
si on note m, : Ap(G,X) — Ap(Y) le morphisme qui envoie ) ,Vp - P sur
> pdim Vp - w(P), il découle de la formule de projection que

[0x[G]]v(D) = ~v(7*(m. D)),

ce qui achéve de démontrer (3).

4.4.5. Troisieme étape

LEMME 4.14. — Si pour un x de Ko(G,X) de rang nul, on a
([0x] = [Qx])z =0 dans Ko(G,X)/I,

alors x = 0 dans Ko(G, X)/I.

Démonstration. — On note Xyam = {P € X | Gp # 1} le lieu de ramification

de laction et
Dram - Z P
PcXiam

le G-cycle réduit correspondant. La proposition 3.19 montre que
cl([QX]) = —Diyn mod 7* (AO(Y))
et donc d’apres le lemme 3.10, v(c1([2x])) = —v(Dram) mod I. Comme de
plus d’apres le théoreme 3.12 on a [Qx] = [Ox] + v(c1([Q2x])), il vient
[Ox] — [9x] = v(Dyam) mod I.

Comme z est de rang nul, on peut, d’apres le théoréme 3.12, écrire x = (D)
pour un certain G-cycle D. L’hypothese du théoreme se traduit alors par

V(Dram)¥(D) = 7" (7(3))
pour un certain cycle & sur Y. D’apres le théoreme 4.10 et le lemme 3.10,
cette égalité s’écrit encore y(Dyam ‘N D) = v(7*0), ou encore, d’apres le théo-
réme 3.12, Dyamy -n D = 770 dans Ap(G, X). Quitte a changer § par un diviseur
Y-linéairement équivalent, on peut méme supposer que cette égalité est valable
dans Zp(G, X).
On écrit a présent

D= VpP et 6= ng-Q.

PexX QeY
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Soit de plus ¥p le caractere par lequel Gp agit sur I'espace cotangent a X
en P. En appliquant la définition du produit dans Zy(G, X) et en égalisant les
coefficients des G-cycles ci-dessus on obtient

(1—vYp)Vp = N (P) [k’[GPH

pour tout point P de X,um,. Or en prenant les dimensions, on voit que ceci
impose n(py = 0, et par suite Vp est un multiple de [k[G'p]]. Le lemme est

donc démontré.
O

Le lemme et I'égalité (3) montrent que I’égalité (1) est vraie, ce qui achéve
la démonstration du théoreme 4.13.

REMARQUE 4.15. — Des formules 3.18 et 4.13 on déduit I’expression
#Gx(G,0x) = #Gx(0x) [k[G]] —deg, Cx

qui ramene le probleme du calcul explicite de x(G,Ox) a celui du calcul
de ¢1(Cx). Ce calcul est possible, malgré la définition un peu artificielle de
la premiere classe de Chern adoptée; on ne le présentera pas ici.
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