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Résumé. — Soient G ⊂ Ĝ deux groupes réductifs connexes définis sur un corps al-
gébriquement clos de caractéristique nulle. Notons D (resp. D̂) l’ensemble des classes
d’isomorphisme des représentations irréductibles de G (resp. de Ĝ). Nous nous in-
téressons à l’ensemble C des couples (µ, ν̂) dans D × D̂ pour lesquels un Ĝ-module
de classe ν̂ contient un sous-G-module de classe µ. Il est bien connu que C engendre
un cône polyédral dans l’espace vectoriel rationnel engendré par le produit du groupe
des caractères de G avec le groupe des caractères de Ĝ. Par des méthodes de théorie
géométrique des invariants nous étudions sous quelles conditions une inégalité linéaire
définissant D induit une face de codimension un du cône engendré par C. Nous ap-
pliquons ces résultats à des exemples classiques de problèmes de décompositions de
représentations (produit tensoriel et pléthysme).
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Abstract (About some faces of the generalized Littlewood-Richardson cone)
Let Ĝ be a connected reductive algebraic group and G be a reductive closed and

connected subgroup of Ĝ both defined over an algebraically closed field of characteristic
zero. Let D (resp. D̂) the set of isomorphism classes of irreducible representations of
G (resp. Ĝ). We consider the set of elements (µ, ν̂) ∈ (D, D̂) such that an irreducible
G-module of class µ is a submodule of a Ĝ-module of class ν̂. This set generate a
polyhedral cone C in the rational vector space generated by the product of characters
of G and Ĝ. By Geometric Invariant Theory methods we give, in particular, a sufficient
condition for a linear inequality defining D to induce a face of codimension one of C. We
apply our results to several classical example in representation theory (tensor products
and plethysm).

1. Introduction

1.1. — Soit k un corps algébriquement clos de caractéristique nulle. Soient
G ⊂ Ĝ deux groupes algébriques réductifs connexes définis sur k. Soit V̂ une
représentation rationnelle de dimension finie de Ĝ. Le problème général que
l’on aborde ici est de décomposer V̂ en somme de G-modules irréductibles. Re-
marquons que ce contexte recouvre de nombreux problèmes de décomposition
de représentations. Citons en deux :

– si Ĝ = G × G et si G est la diagonale de Ĝ, il s’agit de décomposer le
produit tensoriel de deux représentations irréductibles de G ;

– soit G un groupe réductif quelconque et ρ : G → Gl(V ) une représen-
tation irréductible de G, on peut alors poser Ĝ := Gl(V ) et considérer
l’inclusion ρ(G) ⊂ Ĝ, le problème est alors de décomposer des représenta-
tions de G telles que la puissance symétrique n-ième SnV de V , la puis-
sance extérieure k-ième ΛkV de V , ou plus généralement de décomposer
les puissances de Schur SπV .

Dans ce contexte très général, on ne cherche pas à donner des formules com-
binatoires explicites de décomposition comme la célèbre règle de Littlewood-
Richardson concernant la décomposition du produit tensoriel pour le groupe
linéaire. Notre approche est plus qualitative à travers le cône de Littlewood-
Richardson généralisé que nous allons définir, après avoir introduit quelques
notations supplémentaires.

Nous noterons D (resp. D̂) l’ensemble des classes d’isomorphismes de repré-
sentations irréductibles de G (resp. Ĝ). Pour ν ∈ D (resp. ν̂ ∈ D̂) nous noterons
Vν (resp. Vν̂) une représentation irréductible de G (resp. Ĝ) dans la classe ν
(resp. ν̂). Si V est une représentation de G nous noterons (Vν , V ) la multipli-
cité de Vν dans V , c’est-à-dire la dimension de l’espace des homomorphismes
G-équivariants de Vν vers V . Nous nous intéressons à l’ensemble :

C := {(µ, ν̂) ∈ D × D̂ | (Vµ, Vν̂) 6= 0}.
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Les ensembles D et D̂ ont une structure naturelle de semi-groupes. De plus,
M. Brion et F. Knop ont montré (voir [5]) que C est un sous-semigroupe de type
fini de D× D̂. Dans le cas du produit tensoriel pour le groupe linéaire ce semi-
groupe a été appelé semi-groupe de Littlewood-Richardson (voir [17]). Comme
D (resp. D̂) est en bijection avec les points entiers d’un cône d’un Q-espace
vectoriel que nous appellerons provisoirement E (resp. Ê), C engendre un cône
polyédral C̃ dans E×Ê. Nous appelons ce dernier cône de Littlewood-Richardson
généralisé, ou plus brièvement LR-cône généralisé. Comme C̃ est polyédral, il
peut être défini par un nombre fini d’inégalités linéaires. La description de ces
inégalités est un sujet classique spécialement dans le cas du produit tensoriel
pour le groupe linéaire. Ce cas particulier qui a de multiples interprétations,
voir par exemple [6], a été abordé dès 1912, avec un point de vue différent, par
Hermann Weyl qui explicite dans [16] quelques inégalités satisfaites par le cône
C̃. Toujours dans ce cas particulier, la première liste complète d’inégalités a été
obtenue par Klyachko dans [9].

Dans le cas général, une description complète de C̃ a été donné par Berenstein
et Sjamaar dans [2]. Récemment, Belkale et Kumar dans [1] ont considèrable-
ment réduit la liste de ces inégalités dans le cas du produit tensoriel pour un
groupe réductif quelconque.

Etant donné une liste complète d’inégalités, il est naturel de se demander si
cette liste est minimale. Plus précisèment, étant donné une inéquation satisfaite
par C̃, on se demande si le cas d’égalité détermine une face de codimension un
de C̃ ; de telles faces seront appelées essentielles. Déterminer quelles sont les
faces essentielles est une question souvent posée, voir [1], [2] ou [9], mais plus
rarement abordée. On connaît cependant la liste complète des faces essentielles
dans le cas du produit tensoriel de deux représentations irrréductibles du groupe
linéaire (Knutson, Tao et Woodward [10]) et du groupe Spin(8) (Kapovich,
Kumar et Millson [8]).

Dans le cas du produit tensoriel de s représentations d’un groupe simple
G, nos résultats montrent que les inégalités définissant les poids dominants
donnent des faces essentielles de C̃ Nous généralisons ainsi le théorème 4 de
[10], obtenu pour G = Sl(n) et s = 2.

1.2. — Pour décrire plus précisément nos résultats, nous introduisons mainte-
nant quelques notations. Pour une partie E d’un espace vectoriel nous appelle-
rons dimension de E et noterons dim E la dimension de l’espace vectoriel engen-
dré par E . Soit F l’espace vectoriel engendré par une face du cône engendré par
D. Il induit naturellement une « face » CF de C définie par : CF := C ∩ (F × Ê).
Le but de cet article est d’étudier la dimension de CF et notamment de savoir
si elle engendre une face essentielle de C̃.
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Des considérations élémentaires (voir le lemme 1) permettent de montrer que
la codimension de CF dans C est supérieure ou égale à la codimension de F dans
D. Cette inégalité se traduit par δF := dimF − dimD + dim C − dim CF ≥ 0.
On dit que F est pleine si δF = 0, c’est-à-dire si dim CF est maximale. En
particulier, si F provient d’une face essentielle de D, alors δF = 0 est équivalent
au fait que CF soit essentielle dans C. On peut maintenant énoncer un de nos
résultats (voir le corollaire 2).

Théorème A. — Soit F1 et F2 deux sous-espaces de E engendrés par deux
faces du cône engendré par D. Si F1 ⊂ F2, alors δF1

≥ δF2
.

Nous présentons également dans ce travail une condition équivalente au fait
que F soit pleine. Pour pouvoir énoncer celle-ci, nous allons introduire quelques
définitions supplémentaires.

De manière classique (voir la section 3), on associe à F un groupe parabolique
P de G ; le groupe P se décompose en un produit semi-direct Pu o L, où Pu

est le radical unipotent de P et L un sous-groupe de Levi. Dans la section 4,
nous montrons alors qu’il existe un sous-groupe parabolique P̂ de Ĝ et une
décomposition de Levi de celui-ci : P̂ = P̂u o L̂ qui vérifient : P = P̂ ∩ G ;
Pu = P̂u ∩G et L = L̂ ∩G.

Nous noterons pu (resp. p̂u), l’algèbre de Lie de Pu (resp. P̂u) et BL (resp.
BL̂) un sous-groupe de Borel de L (resp. L̂). Enfin rappelons que si un groupe
algébrique Γ agit sur une variété X, on appelle isotropie réductive de Γ en
x ∈ X, le quotient de Γx par son radical unipotent. Le groupe L̂ agit sur p̂u

par la représentation adjointe et L ⊂ L̂ stabilise pu ; donc, L agit sur p̂u/pu. De
plus, L̂ et donc L agissent sur L̂/BL̂ par multiplication. Finalement, L agit sur
p̂u/pu × L̂/BL̂ diagonalement. On peut maintenant énoncer le résultat suivant
(voir le corollaire 3).

Théorème B. — Il existe un ouvert non vide Ω de p̂u/pu×L̂/BL̂ tel que pour
tout x ∈ Ω, δF est égal à la différence des dimensions des isotropies réductives
des groupes L et BL en x.

Une conséquence immédiate des théorèmes A et B est le :

Théorème C. — S’il existe un point de Ĝ/B̂ dont l’isotropie dans le groupe
dérivé de G est finie, alors toutes les faces de D sont pleines.

La stratégie générale, pour montrer les résultats ci-dessus est d’identifier C et
CF à un ensemble de poids pour l’action d’un tore T sur l’algèbre des fonctions
régulières de T -variété affine X et XF . Le calcul des dimensions de C et CF
se ramène alors au calcul des dimensions des isotropies génériques de T sur X
et XF . Nous utilisons ensuite le fait que ces dimensions sont invariantes par
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transformations birationelles et revêtement fini pour remplacer X et XF par
des variétés où le calcul des isotropies génériques est plus simple.

Dans la section 6, nous appliquons nos résultats à divers exemples. Notam-
ment nous montrons que dans des cas particuliers de pléthysme pour le groupe
linéaire (i.e. G = Gl(V ) et Ĝ = Gl(S2V ) ou Ĝ = Gl(Λ2V )) les conditions
définissant les poids dominants de G définissent des faces pleines de C̃ et les
faces essentielles de D induisent donc des faces essentielles de C̃.

Remarquons enfin que C̃ est très lié au polytope moment défini dans un cadre
symplectique. La propriété d’être pleine s’interprète en terme de ces polytopes,
voir la proposition 2.3.

2. Premières propriétés

2.1. Notations. — Commençons par quelques notations générales. Fixons k,
un corps algébriquement clos de caractéristique nulle. Nous appelons variété,
une variété algébrique quasi-projective et irréductible définie sur k. Si Γ est un
groupe algébrique affine sur k, nous noterons Γu son radical unipotent, [Γ,Γ] son
groupe dérivé, Γ◦ sa composante neutre, Ξ(Γ) = Hom(Γ, k∗) le groupe de ses
caractères, Ξ∗(Γ) = Hom(k∗,Γ) le groupe de ses sous-groupes à un paramètre
et Lie(Γ) son algèbre de Lie.

Si Γ opère algébriquement sur une variété X on dit que X est une Γ-variété.
On note Ker (Γ −→ Aut(X)) le noyau de l’action de Γ sur X. Si X est affine
et l’algèbre k[X]Γ des fonctions régulières sur X invariantes par Γ est de type
fini, X//Γ désignera la variété affine associée à k[X]Γ. L’inclusion de k[X]Γ

dans k[X] induit un morphisme dominant et Γ-invariant πX : X −→ X//Γ

que nous appelons morphisme quotient.

Remarque 2.1. — Notons que l’algèbre des invariants est de type fini no-
tamment si Γ est réductif ou si Γ est le radical unipotent d’un sous-groupe
parabolique d’un groupe réductif G agissant sur X, (voir [7]). En particulier
k[X]Γ est de type fini si Γ est le sous-groupe unipotent maximal d’un groupe
réductif G agissant sur X.

Si V est un Q-espace vectoriel et si E est un sous-ensemble de V , nous
noterons 〈E〉 l’espace vectoriel engendré par E , dim E la dimension de 〈E〉 et E⊥
l’ensemble des ϕ ∈ V ∗ tels que ϕ|E = 0. Enfin si R est un groupe commutatif
RQ désignera le Q-espace vectoriel R⊗Z Q.

Rappelons que nous considérons deux groupes algébriques réductifs connexes
G ⊂ Ĝ. Fixons, pour tout l’article, un tore maximal T de G et un sous-groupe
de Borel B de G. L’ensemble D s’identifie alors naturellement au sous-ensemble
des poids dominants de Ξ(T ). Si µ ∈ D, nous noterons Vµ une représentation
irréductible de poids dominant µ.
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Soit T̂ ⊂ B̂ un tore maximal et un sous-groupe de Borel de Ĝ. La notation
Vν̂ désigne une représentation irréductible de Ĝ de plus haut poids ν̂.

2.2. Énoncé du problème. — Rappelons que nous nous intéressons à

C := {(µ, ν) ∈ D × D̂ | (Vµ, Vν̂) 6= 0}.

Soit F le sous-espace vectoriel de Ξ(T )Q engendré par une face du cône
engendré par D. Dans la suite, par abus de notation, nous appellerons F une
face de D. On pose alors :

CF := C ∩
Ä
F × ΞQ(T̂ )

ä
.

Dans cet article, nous cherchons à comparer la codimension de F dans Ξ(T )Q
à celle de CF dans C. Pour cela nous posons : δF = dim C − dim CF + dimF −
dim Ξ(T ).

Lemme 1. — On a l’égalité :

dim(〈C〉 ∩ (F × Ξ(T̂ )Q)) = dim(C)− dim(Ξ(T )) + dim(F).

En particulier, δF ≥ 0.

Démonstration. — Posons d = dim C − dim
Ä
(F × Ξ(T̂ )Q) ∩ (〈C〉)

ä
. Considé-

rons l’application π : 〈C〉 → Ξ(T )Q induite par la projection de Ξ(T ) × Ξ̂(T )

sur Ξ(T ) et sa transposé tπ : Hom(Ξ(T )Q,Q)→ 〈C〉∗ := Hom(〈C〉,Q).

L’entier d est la dimension de l’orthogonal dans 〈C〉∗ de π−1(F) ; ainsi, d =

dim(tπ(F⊥)). Or, comme toute représentation irréductible de G apparaît dans
au moins une représentation de Ĝ, π est surjective, donc tπ est injective. Ainsi,
d = dim(F⊥) = dim Ξ(T )− dimF ; et l’égalité du lemme est démontrée.

Comme dim(〈C〉 ∩ (F × Ξ(T̂ )Q)) ≥ dim CF , on en déduit que δF ≥ 0.

On caractérise alors le cas δF = 0 dans la

Proposition 2.2. — On a équivalence entre :

(i) 〈CF 〉 = 〈C〉 ∩
Ä
F × Ξ(T̂ )Q

ä
;

(ii) δF = 0

On dit alors que la face F est pleine.

tome 135 – 2007 – no 3



SUR DES FACES DU CÔNE DE LITTLEWOOD-RICHARDSON GÉNÉRALISÉ 349

Démonstration. — Il est clair que CF et 〈CF 〉 sont inclus dans

〈C〉 ∩
Ä
F × Ξ(T̂ )Q

ä
.

Alors, l’assertion (i) est équivalente à

dim〈CF 〉 = dim
Ä
〈C〉 ∩ (F × Ξ(T̂ )Q)

ä
.

D’après le lemme 1 ceci équivaut à dim CF = dim C − dim Ξ(T ) + dimF , soit
δF = 0.

2.3. Relations avec le polytope moment. — Soit ν̂ ∈ D̂, posons :

Pν̂ =
{µ
n
∈ Ξ(T )Q, (µ, nν̂) ∈ C

}
.

Considérons B̂ := Ĝ/B̂− la variété des drapeaux de Ĝ. Alors il existe un unique
fibré en droite Ĝ-linéarisé Lν̂ sur B̂ tel que B̂− agisse par le caractère −ν̂ sur la
fibre au dessus de B̂−/B̂−. Pour tout entier n, le Ĝ-module des sections globales
de Lnν̂ est isomorphe à Vnν̂ . Mais alors Pν̂ est le polytope moment associé
à Lν̂ pour l’action de G sur B̂. Ce polytope moment est directement lié au
polytope moment des géomètres symplecticiens, voir l’appendice de Mumford
dans [14], et également [3]. Les polytopes moments associés aux décompositions
de représentations ont été étudiés notamment dans [2], [12] et [4].

La propriété d’être pleine s’interprète aussi en termes de ces polytopes. Nous
allons ici supposer que 〈C〉 = Ξ(T )Q⊕Ξ(T̂ )Q. Remarquons que cette hypothèse
est vérifiée notamment lorsque G est simple et non distingué dans Ĝ, voir le
corollaire 1 ci-après.

Proposition 2.3. — Supposons que 〈C〉 = Ξ(T )Q⊕Ξ(T̂ )Q ; on a les résultats
suivants :

(i) si ν̂ est un poids dominant régulier, alors dimPν̂ = dim Ξ(T ) ;

(ii) si F est une face pleine de D, alors il existe un cône convexe Ω ⊂ D̂ de
dimension dim D̂ tel que pour tout ν̂ ∈ Ω ∩ D̂, dim(Pν̂ ∩ F) = dimF .

Démonstration. — Montrons (i). Posons pour tout ν̂ ∈ D̂, Hν̂ = Ξ(T )Q ×Q.ν̂
et P̃ν̂ = C ∩ Hν̂ et soit τ la projection de Ξ(T )Q ⊕ Ξ(T̂ )Q sur Ξ(T̂ )Q. Par
définition, on a dim P̃ν̂ = dimPν̂ + 1. Il suffit donc de montrer que si ν̂ est
dominant dim P̃ν̂ = dimHν̂ = dim Ξ(T ) + 1. Cette égalité est une conséquence
du fait suivant :

si ν̂ est un poids dominant régulier, alors Hν̂ rencontre l’intérieur relatif du
cône convexe engendré par C. Sinon il existe un hyperplan H de Ξ(T )Q⊕Ξ(T̂ )Q
contenant Hν̂ tel que H soit un hyperplan d’appui du cône convexe engendré
par C. On vérifie alors immédiatemment que τ(H) est un hyperplan d’appui
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de τ(C) dans Ξ(T̂ ) qui contient la droite Q.ν̂, mais ceci contredit le fait que
τ(C) = D̂.

Pour (ii), remarquons d’abord que par définition : P̃ν̂ ∩ F = CF ∩ Hν̂ et
dim(P̃ν̂ ∩ (F × Ξ(T̂ ))) = dim(Pν̂ ∩ F) + 1.

Si F est pleine, on a, d’après la proposition 2.2 : 〈CF 〉 = 〈C〉 ∩ (F ×Ξ(T̂ )Q),
et donc dim τ(CF ) = dim D̂. Un raisonnement élémentaire montre qu’il existe
un cône convexe Ω de dimension dim D̂ tel que pour tout ν̂ ∈ Ω, Hν̂ rencontre
l’intérieur du cone convexe engendré par CF . On en déduit que pour ν̂ ∈ Ω, on
a : 〈P̃ν̂ ∩ (F × Ξ(T̂ ))〉 = Hν̂ ∩ 〈CF 〉 = Hν̂ ∩ (F × Ξ(T̂ )) et donc dim(P̃ν̂ ∩ (F ×
Ξ(T̂ )Q)) = dimF + 1 ce qui donne bien l’égalité recherchée.

Remarque 2.4. — Si l’on omet l’hypothèse 〈C〉 = Ξ(T )Q⊕Ξ(T̂ )Q, le résultat
de la proposition n’est plus vrai. On peut considérer l’exemple G = H1 × H2

et Ĝ = H1 × Ĥ2, où H2 est un sous-groupe de Ĥ2 et F une face de la chambre
dominante de H1.

3. Noyaux d’action d’un tore

Considérons le sous-groupe de Levi L de G contenant T et dont les racines
sont celles de G orthogonales à F . Soit U le radical unipotent de B et P le
sous-groupe parabolique de G engendré par U et L. Posons enfin D := [L,L] et
TD := D∩T . Soit Û− le radical unipotent du sous-groupe de Borel B̂− opposé
à B̂ et contenant T̂ . On montre alors la

Proposition 3.1. — (i) L’algèbre k[Ĝ][P,P ]×Û− est de type fini.

(ii) L’ensemble des poids de l’action de T × T̂ sur k[Ĝ][P,P ]×Û− est égal à CF .

Démonstration. — Pour (i), on remarque d’abord que [P, P ] se décompose
comme produit semi-direct Pu o [L,L] et comme les actions de [P, P ] et Û−

sur Ĝ commutent„ on a égalité :

k[Ĝ][P,P ]×Û− =

ÅÄ
(k[Ĝ])Û

−äPuã[L,L]

Le membre de droite est une algèbre de type fini par application successive des
résultats de la remarque 2.1.

Pour (ii), d’après le théorème de Frobenius, le Ĝ× Ĝ-module rationnel k[Ĝ]

se décompose comme suit :

k[Ĝ] =
⊕
ν̂∈D̂

Vν̂ ⊗ V ∗ν̂ ,
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d’où :
k[Ĝ][P,P ]×Û− =

⊕
ν̂∈D̂

V
[P,P ]
ν̂ ⊗ V ∗Û

−

ν̂ .

or T̂ agit sur V ∗Û
−

ν̂ par ν̂. Ainsi, l’ensemble des poids de T×T̂ dans k[Ĝ][P,P ]×Û−

est égal à l’ensemble des couples (µ, ν̂) ∈ Ξ(T )× Ξ(T̂ ) tels que ν̂ ∈ D̂ et µ est
un poids de T dans V [P,P ]

ν̂ . Or par définition de P , l’espace V [P,P ]
µ est non nul

si et seulement si µ appartient à F ce qui conclut la preuve.

Posons C∨F := {(t, t̂) ∈ T × T̂ : ∀(µ, ν) ∈ CF µ(t)ν̂(t̂) = 1} ; alors on a la

Proposition 3.2. — Le groupe C∨F est le noyau de l’action de T × T̂ sur la
variété [P, P ]\\Ĝ//Û−.

Démonstration. — D’après la proposition 3.1, C∨F est l’ensemble des couples
(t, t̂) ∈ T × T̂ qui agissent trivialement sur k

î
[P, P ]\\Ĝ//Û−

ó
, d’où la proposi-

tion.

4. Choix de T̂ et B̂

La proposition 3.2 est vraie quelque soit le choix de T̂ et B̂. Dans cette
section, nous allons choisir deux tels sous-groupes de Ĝ de sorte qu’il soit facile
grâce à la décomposition de Bruhat de décrire un ouvert de [P, P ]\\Ĝ//Û−
stable par T × T̂ .

Un de nos objectifs est le corollaire 2 ci-après qui compare δF1 et δF2 si F1 et
F2 sont deux faces de D telles que F1 ⊂ F2. Fixons les sous-groupes T ⊂ B et
les faces F1 ⊂ F2. Pour i = 1, 2, nous définissons alors comme dans la section 3
les sous-groupes TDi , Di, Li et Pi. L’inclusion de F1 dans F2 implique que
P2 ⊂ P1 et L2 ⊂ L1. En revanche, T̂ et B̂ ne sont pas supposés donnés ici.

Soit i = 1 ou 2. Notons Si le centre connexe de Li. Considérons alors le
centralisateur L̂i de Si dans Ĝ. Notons D̂i le sous-groupe dérivé de L̂i et Ŝi le
centre connexe de L̂i. On a alors :

Li = L̂i ∩G(1)

L̂2 ⊂ L̂1(2)

On veut maintenant construire des sous-groupes paraboliques P̂i de Ĝ ayant
des propriétés analogues à (1).
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Pour i = 1, 2, on note Sti(G) (resp. Sti(Ĝ)) l’ensemble des poids non triviaux
de Si dans Lie(G) (resp. Lie(Ĝ)). Pour tout α ∈ Ξ(Si), on note Hαi le sous-
espace vectoriel de Ξ∗(Si)Q engendré par les sous-groupes à un paramètre λ de
Si tels que α ◦ λ est trivial. Posons :

Ci = {λ ∈ Ξ∗(Si) : Pi =
{
g ∈ G : lim

t→0
λ(t)gλ(t)−1 existe}

}
.

Alors, Ci est l’intersection de Ξ∗(Si) et d’une composante connexe CiQ du com-
plémentaire de ∪α∈Sti(G)Hαi dans Ξ∗(Si)Q. De plus, comme P2 ⊂ P1, via l’in-
clusion naturelle de Ξ∗(S1) dans Ξ∗(S2), C1

Q est incluse dans l’adhérence de
C2

Q.

Considérons Ĉ1
Q et Ĉ2

Q deux composantes connexes de Ξ∗(S1)Q\∪α∈St1(Ĝ)Hα1
et Ξ∗(S2)Q \∪α∈St2(Ĝ)Hα2 telles que Ĉ1

Q ⊂ C1
Q, Ĉ

2
Q ⊂ C2

Q et Ĉ1
Q soit incluse dans

l’adhérence de Ĉ2
Q. Pour i = 1, 2, on fixe λi dans Ξ∗(Si) ∩ ĈiQ. Posons alors,

P̂i = {g ∈ Ĝ : lim
t→0

λi(t)gλi(t
−1) existe}.

On a alors,

P̂2 ⊂ P̂1(3)

Pi = P̂i ∩G.(4)

De plus, comme P̂ui = {g ∈ Ĝ : limt→0 λi(t)gλi(t
−1) = 1}, on a :

Pui = P̂ui ∩G.(5)

Soit enfin B̂D1
un sous-groupe de Borel de D̂1 contenant BD1

. Posons B̂D2
=

B̂D1 ∩ D̂2. Alors, B̂D2 est un sous-groupe de Borel de D̂2. De plus, on a :

B̂D2
= B̂D1

∩ D̂2,(6)

BDi
= B̂Di

∩G.(7)

Soit T̂D1
un tore maximal de B̂D1

contenant TD1
. Posons alors T̂D2

= T̂D1
∩

D̂2 et T̂ = Ŝ1T̂D1
= Ŝ2T̂D2

. Alors, on a

TDi
= (T̂Di

∩G)◦.(8)

5. Réductions

Nous allons dans cette section exprimer C∨F1
et C∨F2

comme noyaux d’une ac-
tion du tore T × T̂ sur deux variétés « comparables » ce qui permettra de com-
parer les dimensions de CF1

et CF2
. Nous rappelons d’abord plusieurs lemmes

bien connus sur les actions de groupes algébriques.
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5.1. Rappels

Lemme 2. — Soit G un groupe algébrique affine agissant sur une variété affine
X tels que k[X]G soit de type fini. Notons πX : X → X//G l’application
quotient. Alors, se valent :

(i) k(X)G = Frac(k[X]G) ;

(ii) il existe un ouvert non vide Ω de X//G tel que pour x ∈ Ω, π−1
X (x)

contient une unique orbite ouverte de G.

On dit alors que le quotient X//G est rationnel.

Démonstration. — Voir [15, Proposition 2.5 et Proposition 3.4].

Lemme 3. — Soit G un groupe algébrique affine tel que Ξ(G) = 1 et soit X
une G-variété factorielle affine. Alors, le corps k(X)

G des fractions rationnelles
G-invariantes sur X est égal au corps des fractions de k[X]

G.

Démonstration. — Voir [15, Theorem 3.3].

Lemme 4. — Soit G un groupe algébrique tel que Ξ(G) = 1. Soit X et Y deux
G-variétés affines telles que :

(i) les algèbres k[X]G et k[Y ]G sont de type fini ;

(ii) le quotient Y//G est rationnel ;

(iii) il existe une application ϕ : X → Y , G-équivariante et birationnelle ;

Alors les variétés X//G et Y//G sont birationnelles.

Démonstration. — Considèrons le diagramme commutatif suivant :

X
ϕ

πX

Y

πY

X//G
ϕ̄

Y//G

Comme πY et ϕ sont deux applications dominantes, ϕ̄ est également dominante,
donc elle induit une inclusion du corps des fractions de k[Y ]G dans le corps des
fractions de k[X]G. Par hypothèse, k(X)G est égal à k(Y )G, lui même égal au
corps des fractions de k[Y ]G, le corps des fractions de k[X]G est donc égal au
corps des fractions de k[Y ]G.

Enfin, nous terminerons par une lemme concernant l’action d’un tore sur
une variété affine dont la démonstration est évidente.

Lemme 5. — Soit T un tore agissant sur deux variétés X et Y , alors on a :
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(i) il existe un ouvert non vide Ω de X tel que pour tout x ∈ Ω, l’isotropie
de T en x est égale au noyau de l’action de T sur X ;

(ii) si f est un morphisme T -équivariant de X dans Y dont les fibres sont gé-
nériquement finies, alors Ker (T −→ Aut(X))

◦
= Ker (T −→ Aut(Y ))

◦.

5.2. — Pour i = 1, 2, on désigne par TDi
⊂ Di ⊂ Li ⊂ Pi les sous-groupes

associés à Fi comme dans la section 3. On a alors les inclusions suivantes :
P2 ⊂ P1, L2 ⊂ L1, D2 ⊂ D1 et Pu1 ⊂ Pu2 . On choisit alors L̂1, L̂2, P̂1, P̂2. . .
comme dans la section 4. Nous noterons pu1 := Lie(Pu1 ) et p̂u1 := Lie(P̂u1 ).
Remarquons que :
• le groupe D1 agit sur p̂u1 via l’action adjointe, en laissant stable pu1 ; il agit

donc sur p̂u1/pu1 ;
• D1 agit également par multiplication à gauche sur L̂1//Û

−
D1

donc sur le
produit p̂u1/pu1 × L̂1//Û

−
D1

.

Proposition 5.1. — On a l’égalité :

C∨F2
= Ker

Ä
T × T̂ −→ Aut((p̂u1/p

u
1 × L̂1//Û

−
D1

)//[D1 ∩ P2, D1 ∩ P2])
ä
.

En particulier (pour F1 = F2 = F),

C∨F = Ker
Ä
T × T̂ −→ Aut(

Ä
p̂u/pu × L̂//Û−D

ä
//D)

ä
;

Enfin, pour F = F1 et F2 = Ξ(T )Q, on obtient :

C∨ = Ker
Ä
T × T̂ −→ Aut(

Ä
p̂u/pu × L̂//Û−D

ä
//UD)

ä
.

Démonstration. — Rappelons que d’après la proposition 3.2

C∨F2
= Ker

Ä
T × T̂ −→ Aut([P2, P2]\\Ĝ//Û−)

ä
.

La décomposition de Bruhat de Ĝ par rapport au sous-groupe parabolique P̂1

implique que P̂1P̂u1
−

= P̂u1 P̂1
−

= P̂u1 L̂1P̂u1
−

est un ouvert de Ĝ stable par
P2 × B̂−. Le produit dans Ĝ induit les trois isomorphismes suivants : Û− '
P̂u−1 oÛ−D1

, [P2, P2] ' Pu1 o[D1∩P2, D1∩P2] et P̂u1 L̂1P̂u1
−
' Pu1 ×L̂1×P̂u1

−
. En

utilisant ces décompositions, on obtient les isomorphismes d’algèbres suivants :

k[P̂u1 L̂1P̂u1
−

][P2,P2]×Û− ' k[Pu1 \P̂u1 × L̂1]
[D1∩P2,D1∩P2]×Û−

D1

' k[Pu1 \P̂u × L̂1//Û
−
D1

][D1∩P2,D1∩P2].

En particulier ces algèbres sont toutes de type fini. En appliquant les lemmes 4
et 5, on en déduit :

C∨F2
= Ker

(
T × T̂ −→ Aut(

(
(Pu1 \P̂u1 )× (L̂1//Û

−
D1

)
)//[D1 ∩ P2, D1 ∩ P2])

)
.
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Pour finir, il suffit de remarquer que la variété Pu1 \P̂u1 est D1-isomorphe à
l’espace affine p̂u1/pu1 , voir [13].

Soit u et û les algèbres de Lie de U et Û . Le corollaire suivant qui se déduit
d’un cas particulier de la proposition 5.1 permet de calculer la dimension de C.

Corollaire 1. — On a les égalités :

dim C∨ = dim Ker (T −→ Aut(û/u)) = dim Ker
Ä
T −→ Aut(Ĝ/G)

ä
,

où T agit par conjuguaison sur û/u et par multiplication à gauche sur Ĝ/G.
En particulier si G est simple et non distingué dans Ĝ, alors dim C∨ = 0.

Démonstration. — La première égalité se déduit directement de la proposition
5.1 appliquée à F1 = F2 = Ξ(T )Q.

Pour la deuxième égalité on remarque tout d’abord que :

Ker (T −→ Aut(û/u)) = Ker (T −→ Aut(ĝ/g)) ,

où ĝ, g sont les algèbres de Lie respectives de Ĝ et G et où l’action de T sur
ĝ/g est induite par l’action adjointe. D’après Luna [11], il existe un morphisme
étale T -équivariant de Ĝ/G dans ĝ/g, et donc d’après le lemme 5, on a égalité :

dim Ker (T −→ Aut(ĝ/g)) = dim Ker
Ä
T −→ Aut(Ĝ/G)

ä
,

où T agit sur la variété Ĝ/G par conjuguaison. Mais cette action est égale à
l’action de T sur Ĝ/G par multiplication à gauche.

Pour montrer la dernière assertion, il suffit de remarquer que le noyau de T
sur Ĝ/G est inclus dans

⋂
ĝ∈Ĝ ĝGĝ

−1 qui est un sous-groupe distingué de G et
de Ĝ.

5.3. — Considérons les trois applications finies :

τ : S1 × (S2 ∩ TD1
)◦ × TD2

−→ T,

(s, t, u) 7−→ stu

τ̂ : Ŝ1 × T̂D1
−→ T̂

(s, t) 7−→ st

ϕ : P̂u1 × D̂1 × Ŝ1 −→ P̂u1 × L̂1et

(p̂, d̂, ŝ) 7−→ (p̂, d̂ŝ)

On munit P̂u1 × D̂1 × Ŝ1 d’une action de Û−D1
× (P̂u1 D1) par :

(û, pd).(p̂, d̂, ŝ) = (pdp̂d−1, dd̂û−1, ŝ).
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On munit enfin P̂u1 × D̂1× Ŝ1 d’une action du tore S1× (S2 ∩TD1)◦×TD2 ×
Ŝ1 × T̂D1

(noté T) par :

(s1, s2, t, ŝ1, t̂1).(p̂, d̂, ŝ) = (s1s2tp̂t
−1s−1

2 s−1
1 , s2t1d̂t̂

−1
1 , s1ŝŝ

−1
1 ).

On peut maintenant simplifier l’expression de la composante neutre de C∨F2
:

Proposition 5.2. — Posons H2 = [D1 ∩ P2, D1 ∩ P2]. La composante neutre
de C∨F2

est isomorphe à

TD2
×Ker

Ä
S1 × (S2 ∩ TD1

)◦ × T̂D1
−→ Aut(

Ä
p̂u1/p

u
1 × D̂1//Û

−
D1

ä
//H2)

ä◦
.

Démonstration. — Notons C∨,◦F2
la composante neutre de C∨F2

. On munit les
variétés p̂u1/pu1 × L̂1//Û

−
D1

et p̂u1/pu1 × D̂1//Û
−
D1
× S1 d’une action du tore T

grâce à τ et τ̂ et par passage au quotient. L’application ϕ induit alors une ap-
plication équivariante dont les fibres sont génériquement finies entre ces deux
T-variétés. Mais alors, la proposition 5.1 et le lemme 5 montrent que les com-
posantes neutres de C∨F2

et de Ker
Ä
T −→ Aut((p̂u1/p

u
1 × D̂1//Û

−
D1
× S1)//H2)

ä
sont isomorphes.

Posons M = p̂u1/p
u
1 × D̂1//Û

−
D1

. Comme H2 est inclus dans D1, (p̂u1/p
u
1 ×

D̂1//Û
−
D1
× S1)//H2 est isomorphe à M//H2 × Ŝ1. Comme TD2

est inclus dans
H2, on en déduit que

C∨,◦F2
'

Ä
TD2 ×Ker

Ä
S1 × (S2 ∩ TD1)◦ × Ŝ1 × T̂D1 −→ Aut(M//H2 × Ŝ1)

ää◦
,

puis que

C∨,◦F2
' TD2 ×

Ä
Ker

Ä
S1 × (S2 ∩ TD1)◦ × T̂D1 −→ Aut(M//H2)

ää◦
.

Pour arriver jusqu’à notre théorème principal, il nous faut maintenant décrire
plus précisément le noyau apparaissant dans la proposition 5.2. Pour s’alléger
de notations inutiles, dans la section 7, nous présenterons dans un cadre plus
général les résultats qui nous permettent de conclure.

Théorème 5.3. — Il existe un ouvert non vide Ω de p̂u1/pu1 × D̂1/B̂D1 tel que
pour tout x dans Ω, C∨,◦F2

est isomorphe au produit de TD2
par la composante

neutre de l’isotropie réductive en x du groupe L1 ∩ P2.

Démonstration. — On applique la proposition 7.1 à la variété M = p̂u1/p
u
1 ×

D̂1//U
−
D̂1

, au tore T = S1 × TD1
, au groupe semi-simple D = D1 et au sous-

groupe parabolique P = P2 ∩ D1. Remarquons qu’alors L2 ∩ D1 est un Levi
de P et que son centre connexe est égal à S = S2. On obtient l’existence d’un
ouvert non vide Ω de p̂u1/pu1 × D̂1//U

−
D̂1

tel que pour tout x ∈ Ω :

Ker
Ä
S1 × (S2 ∩ TD1

)◦ × T̂D1
−→ Aut(M//H2)

ä
= ρ(((P2∩D1)×S1× TD1

)x).
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Remarquons que puisque D̂1//U
−
D̂1

contient D̂1/U
−
D̂1

comme ouvert, quitte à
rétrécir Ω, on peut supposer que l’égalité ci-dessus est vrai pour tout x ∈ Ω ⊂
p̂u1/p

u
1 × D̂1/U

−
D̂1

. On applique ensuite la proposition 7.2, avec D ⊂ D̂ = D̂1 et

M = p̂u1/p
u
1×D̂1/UD̂1

. On obtient alors que pour x = (a, b) ∈ p̂u1/pu1×D̂1/UD̂1
,

ρ(((P2∩D1)×S1× TD1
)(a,b)) est isomorphe au quotient de (P2∩D1×S1)(a,q(b))

par son radical unipotent, où q est l’application quotient de D̂1/U
−
D̂1

dans

D̂1/B
−
D̂1

. Le théorème suit, en remarquant que (P2 ∩D1)× S1 ' P2 ∩ L1.

Corollaire 2. — Avec les notations ci-dessus,

δF1
≥ δF2

.

Démonstration. — Comme dimF1 − dimF2 = dimTD2
− dimTD1

, on a δF1
−

δF2
= (dim C∨F1

− dimTD1
) − (dim C∨F2

− dimTD2). Mais alors, le corollaire
découle immédiatement du théorème 5.3 appliqué une fois à la paire de face
(F1,F2) et une fois à la paire (F1,F1).

Corollaire 3. — Il existe un ouvert non vide Ω de p̂u/pu × D̂/B̂D tel que
pour tout x dans Ω, δF est égal à la différence des dimensions des isotropies
réductives des groupes L et BL en x.

Démonstration. — Il suffit d’appliquer le théorème 5.3 une première fois à la
paire de faces (F ,F) et ensuite à la paire (F ,Ξ(T )Q).

Sur les exemples, le théorème 5.3 sera souvent utilisé via le corollaire suivant :

Corollaire 4. — S’il existe un point de p̂u/pu× D̂/B̂D dont l’isotropie dans
D est finie, alors F est pleine. En particulier, s’il existe un point de Ĝ/B̂ dont
l’isotropie dans le groupe dérivé de G est finie, alors toutes les faces de D sont
pleines.

Démonstration. — Soit Ω un ouvert de p̂u/pu× D̂/B̂D vérifiant le corollaire 3.
Comme l’ensemble des points dont l’isotropie pour D est fini est un ouvert, il
existe x ∈ Ω tel que Dx soit fini. Mais alors, L◦x est inclus dans le centre de
L et donc dans BL et F est pleine. S’il existe x ∈ Ĝ/B̂ dont l’isotropie pour
D est finie, nous venons de montrer que la face {0} est pleine. Mais alors, le
corollaire 2 montre que toutes les faces sont pleines.
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6. Exemples

Exemple 1. Le produit tensoriel.

Proposition 6.1. — Soit G un groupe simple inclus diagonalement dans Ĝ =

Gs le produit de s copies de G.

(i) Pour s = 2 toutes les faces non réduites à un point sont pleines. De plus,
δ{0} est égal au rang de G.

(ii) Si s > 2 alors toutes les faces sont pleines.

Démonstration. — Fixons un sous-groupe de Borel B de G et un tore maximal
T de B. Supposons s = 2 : soit F une face de l’ensemble des poids dominants
de (G,B, T ). Notons P le sous-groupe parabolique de G associé à la face F ,
L son sous-groupe de Levi contenant T et enfin D le sous-groupe dérivé de L.
Posons :

BD = B ∩D, P̂ = P × P, D̂ = D ×D, B̂ = B ×B, B̂D = BD ×BD.

Alors, B̂D ⊂ D̂ ⊂ P̂ ⊂ Ĝ satisfont aux propriétés de la section 4. De plus,
M = pu×D/BD×D/BD. En particulier, l’isotropie générique I de D agissant
surM est égale à celle de TD agissant sur pu. Soit P− le sous-groupe parabolique
contenant T et opposé à P . Comme pu est isomorphe à un ouvert T -stable
de G/P−, I est égale au noyau de l’action de TD dans G/P−, c’est-à-dire à⋂
g∈G gP

−g−1 ∩ TD. Comme G est simple cette dernière est finie à moins que
P− = G, c’est-à-dire à moins que F = {0}.

Supposons maintenant que F = {0}. Alors, M = G/B × G/B. Donc, l’iso-
tropie générique de D = G sur M est un tore maximal de G alors que celle de
B est finie. Le corollaire 3 achève alors la démonstration.

Si s > 2, d’après le corollaire 4 et puisque G est simple, il suffit de mon-
trer qu’il existe un point de Ĝ/B̂ = (G/B)

s tels que l’isotropie dans G soit
finie. Mais génériquement cette isotropie est incluse dans l’isotropie du tore
T dans G/B, et celle-ci est finie en utilisant le même type d’argument que
précédemment.

Remarque 6.2. — Le calcul de δ{0} pour s = 2 peut se faire directement en
utilisant la définition de C0.

Exemple 2. Soit V un k-espace vectoriel de dimension au moins deux. Considé-
rons le morphisme i : Sl(V )→ Sl(S2V ). On a :

Proposition 6.3. — Pour l’inclusion de G = i(Sl(V )) dans Ĝ = Sl(S2V ),
toutes les faces sont pleines.

D’après le corollaire 4, il suffit de montrer le
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Lemme 6. — Il existe un drapeau complet de S2V dont l’isotropie pour Sl(V )

est finie.

Démonstration. — Nous allons construire un drapeau complet Ω de S2V ∗ dont
le groupe d’isotropie H est fini. Son orthogonal vérifiera la propriété du lemme.
Soit B = (e1, . . . , en) une base de V et (e∗1, . . . , e

∗
n) sa base duale, le premier

sous-espace du drapeau Ω est la droite engendrée par ω0 = Σe∗i
2 ∈ S2V ∗. La

composante neutre du groupe d’isotropie de cette droite est SO(V ). Il suffit
donc de montrer que l’intersection H ∩ SO(V ) est finie. Si ω est un élément
quelconque de S2V ∗, on définit :

ω̃ : V → V ∗

x 7→ ω(x, .).

Comme ω0 est non dégénérée, ω̃0 est un isomorphisme SO(V )-équivariant. Ce
qui nous permet de définir une application :

ϕ : S2V ∗ → End(V )

ω 7→ ω̃−1
0 ◦ ω̃.

L’application ϕ est un isomorphisme linéaire SO(V )-équivariant (l’action sur
l’espace de droite est donnée par la conjugaison). Soit ω1 = Σie∗i

2. On voit
alors que ϕ(ω0) est l’identité de V et que ei est vecteur propre de ϕ(ω1) pour
la valeur propre i. Le stabilisateur du drapeau 〈ω0〉 ⊂ 〈ω0, ω1〉 dans SO(V )

est alors composé des éléments g ∈ SO(V ) tel qu’il existe a, b ∈ k vérifiant
g.ϕ(ω1) = ϕ(aω0 + bω1). La matrice de ϕ(aω0 + bω1) dans B est une matrice
diagonale de valeurs propres {a + bi : i = 1, . . . , n}. Cet ensemble est égal à
l’ensemble des valeurs propres de g.ϕ(ω1) (donc de ϕ(ω1) soit {1, . . . , n}). On
en déduit que ou bien a = 0 et b = 1, ou bien a = 1 + n et b = −1 ; puis
que la composante neutre du groupe d’isotropie de 〈ω0〉 ⊂ 〈ω0, ω1〉 est inclus
dans l’ensemble des matrices diagonales. Comme par ailleurs elle est inclus dans
SO(V ), elle est triviale. Le lemme suit alors facilement.

Exemple 3. Nous allons ici regarder l’exemple donné par le morphisme i :

Sl(V ) → Sl(Λ2V ). On pose alors G = i(Sl(V ) et Ĝ = Sl(Λ2V ). Si dimV = 2,
alors Λ2V ' k et Ĝ est trivial ; si dimV = 3, alors Λ2V ' V ∗ et G = Ĝ. On
suppose donc que dimV ≥ 4.

Proposition 6.4. — Si dimV ≥ 4, alors pour l’inclusion de G = i(Sl(V ))

dans Ĝ = Sl(Λ2V ), toutes les faces de D sont pleines.

Comme dans l’exemple précédent, la proposition est une conséquence du

Lemme 7. — Si dimV ≥ 4, alors il existe un drapeau de Λ2(V ∗) dont l’iso-
tropie dans Sl(V ) est finie.
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Démonstration. — Dans Λ2(V ∗), il existe un élément non dégénéré si et seule-
ment si dimV est paire. Commençons par le cas où dimV est paire. On pose
dimV = 2p et on fixe une base B = (e1, . . . , ep, ε1, . . . , εp) de V et B∗ =

(e∗1, . . . , e
∗
p, ε
∗
1, . . . , ε

∗
p) sa base duale. On pose ω0 = Σpi=1e

∗
i ∧ε∗i . Soit H0 la com-

posante neutre de l’isotropie de la droite engendrée par ω0. CommeH0 ⊂ Sl(V ),
on voit que H0 = Sp(ω0). Comme dans la démonstration du lemme 6, on
définit pour tout ω ∈ Λ2V ∗ une application ω̃ : V −→ V ∗, x 7−→ ω(x, .).
On définit l’application linéaire, Sp(ω0)-équivariante ϕ : Λ2V ∗ −→ End(V ),
ω 7−→ ω̃−1

0 ◦ ω̃.
Soit ω1 = Σpi=1ie

∗
i ∧ ε∗i ; ϕ(ω1) admet i = 1, . . . , p comme valeurs propres,

et (e∗i , ε
∗
i ) engendre le sous-espace propre associé à i. Par un raisonnement

analogue à l’exemple précédent, on montre alors que la composante neutre
du sous-groupe d’isotropie du drapeau : 〈ω0〉 ⊂ 〈ω0, ω1〉 est l’ensemble des
matrices de Sp(V ) préservant les sous-espacesWi := 〈e∗i , ε∗i 〉. Cette composante
neutre est donc isomorphe au produit :

∏p
i=1 Sl(Wi). Sous l’action de ce groupe,

l’espace Λ2V ∗ se décompose en représentations irréductibles :

Λ2V ∗ =

p⊕
i=1

Λ2Wi ⊕
⊕

1≤i<j≤p
Wi ⊗Wj .

La suite de la construction du drapeau se fait en considérant dans l’es-
pace dual Λ2(V ∗)∗ ' Λ2V des vecteurs ω∗3 , ω∗4 , . . . dont l’orthogonal dans
Λ2V ∗ contient 〈ω0, ω1〉. À cause de la décomposition ci-dessus, de tels vecteurs
peuvent être pris dans

⊕
1≤i<j≤pW

∗
i ⊗W ∗j . Grâce à cette décomposition, on

peut également supposer que p = 2. Pour Sl(W ) × Sl(W ), l’espace W ⊗ W

est isomorphe à l’espace End(W ). À indice fini près l’isotropie de la droite
engendrée par l’application identité est le groupe Sl(W ) inclus diagonalement
dans Sl(W )× Sl(W ) et qui agit sur End(W ) par conjugaison. Comme Sl(W )-
représentation End(W ) se décompose comme la somme de la représentation
triviale et de la représentation adjointe. Le problème se ramène donc à exhiber
un drapeau de cette représentation adjointe d’isotropie finie. Soit H et F les
éléments suivants :

H =

(
1 0

0 −1

)
, F =

(
0 1

1 0

)
(dans une base quelconque de W). Alors il est immédiat que le drapeau suivant :
〈H〉 ⊂ 〈H,F 〉 a une isotropie finie dans Sl(W ).

Supposons maintenant que la dimension de V est impaire et égale à 2p+ 1,
avec p ≥ 2. Soit B = (e1, . . . , ep, ε1, . . . , εp, κ) une base de V . Nous noterons W
le sous-espace vectoriel de V de base (e1, . . . , ep, ε1, . . . , εp).

Rappelons qu’on a une injection Gl(V )-équivariante de Λ2V ∗ dans
Hom(V ∗, V ). Soient ω0, ω1 et ω2 les éléments de Hom(V ∗, V ) dont les
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matrices dans les bases B∗,B sont :

ω0 =

Ö
0 I 0

−I 0 0

0 0 0

è
, ω1 =

Ö
0 D tV

−D 0 0

−V 0 0

è
, ω2 =

Ö
0 D′ 0

−D′ 0 tV

0 −V 0

è
où I désigne la matrice identité de taille p × p, D la matrice diagonale avec
comme termes diagonaux : 1, 2, . . . , p, V le vecteur (1, . . . , 1) ∈ kp et D′ une
matrice de Mp(k) telle que les matrices I,D,D′ soient linéairement indépen-
dantes. Nous allons maintenant définir un hyperplan de Λ2V ∗ contenant les
vecteurs ω0, ω1 et ω2 ce qui revient à définir une droite de Λ2V ∗∗, qui s’identi-
fie à Λ2V et donc à un sous-espace de Hom(V, V ∗). Remarquons que la dualité
entre Λ2V et Λ2V ∗ est la restriction de l’application bilinéaire suivante :

Hom(V, V ∗)×Hom(V ∗, V ) −→ k

(A,B) 7−→ trace(B ◦A)

Soit θ ∈ Hom(V ∗, V ) défini par :Ö
0 U 0

−U 0 0

0 0 0

è
avec U une matrice telle que tr(U) = tr(UD) = tr(UD′) = 0, (ce choix est
possible puisque p ≥ 2 et donc dim Mp(k) ≥ 4). On a alors que 〈ω0, ω1, ω2〉 ⊂
ker θ. Considérons donc le drapeau partiel :

Ω = (〈ω0〉 ⊂ 〈ω0, ω1〉 ⊂ 〈ω0, ω1, ω2〉 ⊂ ker θ).

Comme ker θ = kκ∗ et kerω0 = k.κ le groupe d’isotropie de ce drapeau est
inclus dans le groupe Gl(W ) × Gl(k.κ). Ce groupe respecte la décomposition
Λ2V ∗ = Λ2W ∗ ⊕W ∗ ⊗ k.κ∗. Les éléments ω0 et ω1 s’écrivent dans Λ2V ∗ :

ω0 = Σpi=1e
∗
i ∧ ε∗i et ω1 = Σpi=1ie

∗
i ∧ ε∗i + κ∗ ∧ (e∗1 + · · ·+ e∗n)

On en déduit qu’un élément du stabilisateur dans Gl(W )×Gl(kκ) du drapeau :
〈ω0〉 ⊂ 〈ω0, ω1〉 stabilise le drapeau de Λ2W ∗ : 〈ω0〉 ⊂ 〈ω0,Σie

∗
i ∧ε∗i 〉 et la droite

engendrée par κ∗ ∧ (e∗1 + · · · + e∗n). En utilisant cette propriété et le cas de la
dimension paire, on en déduit que la composante neutre du groupe d’isotropie
du drapeau D est inclus dans le groupe composé des matrices de la forme :Ö

λp+1I 0 0

Z λ−pI 0

0 0 λ−p

è
où λ ∈ k∗ et Z est une matrice de taille p × p diagonale. Ensuite on écrit
matriciellement que de tels éléments envoient ω2 dans 〈ω0, ω1, ω2〉. En utilisant
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notamment le fait que les matrices I,D,D′ sont linéairement indépendantes,
on déduit que la composante neutre de l’isotropie du drapeau Ω est triviale.

Exemple 4. Soient E,F deux k-espaces vectoriels de dimensions finies ; le groupe
Gl(E)×Gl(F ) agit sur E ⊗F . On a donc un morphisme i : Gl(E)×Gl(F )→
Gl(E ⊗ F ). On pose Ĝ = Gl(E ⊗ F ) et G = i(Gl(E)×Gl(F )). On a alors la

Proposition 6.5. — Dans la situation ci-dessus, toutes les faces sont pleines.

Démonstration. — La démonstration qui est analogue aux deux exemples pré-
cédents est ici omise.

7. Résultats annexes

7.1. — Soit T un tore, D un groupe semi-simple et M une T × D-variété
affine. Soit P un sous-groupe parabolique de D, H son sous-groupe dérivé et
S le centre connexe d’un sous-groupe de Levi de P.

Notons ρ : P × T −→ S × T, l’application qui au couple (p, t) ∈ P × T

associe le couple (s, t) ∈ S×T où s vérifie s−1p ∈ H.

Proposition 7.1. — Avec les notations introduites ci-dessus, on suppose que
M est factorielle.

Alors, il existe un ouvert non vide Ω de M tel que pour tout x dans Ω

Ker (S×T −→ Aut(M//H)) = ρ ((P×T)x) .

Démonstration. — Notons π : M −→ M//H l’application quotient. D’après
les lemmes 3 et 2, il existe un ouvert non vide Ω1 de M//H tel que pour tout z
dans Ω1, π−1(z) contient une unique orbite ouverte de H. Quitte à remplacer
Ω1 par un ouvert plus petit, on peut supposer de plus que pour tout z dans
Ω1, (S×T)z est égal à Ker (S×T −→ Aut(M//H)) en vertu du lemme 5.

L’ensemble Ω2 des points x de M tels que la dimension de H . x soit maxi-
male est un ouvert non vide de M. Posons Ω = Ω2 ∩ π−1(Ω1).

Soit x ∈ Ω. Posons z = π(x). Nous affirmons que :

(S×T)z = {(s, t) ∈ S×T : (s, t) . x ∈ H . x}.

En effet, (S × T)z stabilise π−1(z) et permute les orbites de H. Or, H . x

est l’unique orbite ouverte de H dans π−1(z). Donc, (S×T)z stabilise H . x.
Enfin, pour tout (s, t) ∈ S×T, on a :

(s, t) . x ∈ H . x ⇐⇒ ∃h ∈ H st . x = h . x

⇐⇒ ∃h ∈ H (hs, t) . x = x

⇐⇒ (s, t) ∈ ρ ((P×T)x) .
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7.2. — On conserve les notations de la section 7.1. On suppose de plus que :

• D est un sous-groupe d’un groupe semi-simple D̂.
• T est le produit d’un tore T1 est d’un tore maximal T̂ de D̂.
• M est le produit d’une T1 ×D-variété V et de D̂/Û, où Û est un sous-

groupe unipotent maximal de D̂.
• T1 × T̂×D agit sur D̂/Û par : (t, t̂, d).d̂Û = dd̂t̂−1Û.

Soit B̂ le sous-groupe de Borel de D̂ contenant Û. Considérons l’application
D̂-équivariante q : D̂/Û −→ D̂/B̂.

Dans ce cas, la proposition 7.1 est complétée par la

Proposition 7.2. — Conservons les notations ci-dessus. Soit x ∈ X et y ∈
D̂/Û. Alors, ρ

(
(P×T)(x,y)

)
est isomorphe au quotient de (P×T1)(x,q(y)) par

son radical unipotent.

Démonstration. — Considérons la projection p : P × T1 × T̂ −→ P × T1.
Remarquons tout d’abord que comme chaque fibre de q est isomorphe à T̂, p
induit un isomorphisme de (P×T1 × T̂)y sur (P×T1)q(y).

Montrons par ailleurs que ρ induit un isomorphisme de (P×T1× T̂)y/(P×
T1 × T̂)uy sur ρ((P×T1 × T̂)y).

Comme l’action de P sur D̂/Û−D est la restriction de celle de D̂, Py est
unipotent. Donc, Py est inclus dans (P×T1× T̂)uy . En particulier, le noyau de
la restriction de ρ à (P×T1 × T̂)y est inclus dans (P×T1 × T̂)uy . L’inclusion
réciproque est vraie car ρ

Ä
(P×T1 × T̂)uy

ä
est un sous-groupe unipotent d’un

tore : il est donc trivial.

Mais alors, sur le diagramme commutatif suivant :

(T1 × T̂×P)y (T1 ×P)q(y)

T1 × T̂ = ρ((T1 × T̂×P)y) (T1 ×P)q(y)/(T1 ×P)uq(y),

les flèches horizontales sont des isomorphismes. On obtient alors l’isomorphisme
recherché par restriction à (T1×T̂×P)(x,y) grâce à l’affirmation suivante : Soit
R un groupe résoluble connexe et R′ un sous-groupe de R. Alors, R′u = R′∩Ru.
En effet, le sous-groupe R′ ∩Ru est distingué dans R′ et unipotent : il est donc
inclus dans R′u.

Par ailleurs, R′/(R′∩Ru) s’injecte dans R/Ru qui est un tore. Donc, R′/(R′∩
Ru) est réductif et (R′ ∩Ru) ⊂ R′u.
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