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Les rotations minimales sont caractérisées par le fait que la relation de proxi-
malité régionale est 1’égalité. Nous introduisons une nouvelle relation, celle de bi-
prozimalité régionale, et montrons qu’elle caractérise les limites projectives de nilsys-
témes d’ordre 2.

Les rotations minimales sont liées aux suites presque périodiques et de méme les
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368 HOST (B.) & MAASS (A.)

ABSTRACT (Two step nilsystems and parallelepipeds). — One natural extension of this
family is the class of nilsystems and their inverse limits. These systems have arisen in
recent applications in ergodic theory and in additive combinatorics, renewing interest
in studying these classical objects.

Minimal rotations can be characterized via the regionally proximal relation. We
introduce a new relation, the bi-regionally proximal relation, and show that it charac-
terizes inverse limits of two step nilsystems.

Minimal rotations are linked to almost periodic sequences, and more generally
nilsystems correspond to nilsequences. Theses sequences were introduced in ergodic
theory and have since be used in some questions of Number Theory. Using our charac-
terization of two step nilsystems we deduce a characterization of two step nilsequences.

The proofs rely in an essential way on the study of “parallelepiped structures”
developed by B. Kra and the first author.

1. Introduction

Un systéme dynamique topologique (abrégé en systéme) (X,T') est un espace
compact métrisable X muni d’'un homéomorphisme 7': X — X. Ce systéme est
transitif s’il existe au moins un point x € X dont orbite {T™x ; n € Z} est
dense dans X ; il est minimal si 'orbite de tout point est dense dans X. Cette
propriété est équivalente & la condition que les seuls fermés de X invariants
par T sont X et I’ensemble vide.

1.1. Systémes équicontinus et nilsystémes. — Une famille classique de systémes
minimaux est celle formée par les rotations minimales (ces systémes sont ap-
pelés systemes de Kronecker dans [8]). Dans ce cas, X est un groupe abélien
compact et la transformation T a la forme x +— ax, ol a € X est une constante
telle que {a™ ; n € Z} soit dense dans X.

Un systéme minimal est équicontinu si et seulement si il est isomorphe &
une rotation minimale. Ces systémes peuvent étre caractérisés au moyen de la
relation de prozimalité régionale : pour chaque systéme minimal (X, T), cette
relation est une relation d’équivalence sur X et le systéme est équicontinu si et
seulement si cette relation est I’égalité (voir [1]). La définition et les propriétés
de cette relation sont rappelées dans la section 2.1.

N

Nous nous intéressons ici 4 une famille plus générale de systémes, les nil-
systémes. L’étude de ces systémes est ancienne mais connait actuellement un
renouveau & cause de ses applications, a la fois en théorie ergodique (voir par
exemple [6], [7], [13], [5]) et en théorie additive des nombres (voir [11], [10]).
Nous en donnons ici la définition, les propriétés utiles sont rappelées dans la
section 5.1.
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NILSYSTEMES D’ORDRE 2 369

DEFINITION 1. — Soient £ > 1 un entier, G un groupe de Lie nilpotent
d’ordre k et I' un sous-groupe discret cocompact de G. La variété X = G/I’
est appelée une nilvariété d’ordre k. Fixons t € G et soit T: X — X ’applica-
tion z — ¢ -z, ou (g,x) — g - = est Paction & gauche de G sur X. Alors (X, T)
est appelé un nilsystéme d’ordre k.

On rappelle qu’un nilsystéme est minimal dés qu’il est transitif.

Un nilsystéme d’ordre 1 est une rotation sur un groupe abélien compact.
Nous ne considérons ici que les nilsystémes d’ordre 2, la généralisation de nos
résultats a ’ordre supérieur restant une question ouverte.

Contrairement & la famille des rotations minimales, la famille des nilsystémes
minimaux d’ordre 2 n’est pas stable par limite projective (voir [17]). Il est donc
naturel de considérer la classe plus large des systémes qui sont des limites
projectives de nilsystémes minimauzx d’ordre 2.

Le résultat principal de cet article (théoréme 2) est la caractérisation des
limites projectives de nilsystémes minimaux d’ordre 2 au moyen d’une nouvelle
relation, la relation de bi-proximalité régionale introduite dans la section 2.1 :
cette relation est 1’égalité si et seulement si le systéme est (isomorphe &) une
limite projective de nilsystémes d’ordre 2.

Une caractérisation d’un type assez différent a été donnée par E. Glasner [9]
dans le cas particulier ol le systéme est une extension de son facteur équicontinu
maximal par un groupe abélien compact.

1.2. Application aux nilsuites. — La notion de nilsuite (section 8.1) est une
généralisation naturelle de celle de suite presque-périodique, obtenue en rem-
placant les groupes abéliens par des groupes nilpotents. Ces suites ont été
d’abord introduites en théorie ergodique pour I’étude des corrélations multiples
(cf. [5]) et elles ont été ensuite utilisées en théorie des nombres pour 1’étude des
configurations apparaissant dans les nombres premiers (cf. [11], [10]).

Dans la section 8 nous utilisons notre résultat principal pour donner une
caractérisation des nilsuites d’ordre 2 en termes de régularité arithmétique.
Nous pensons que cette caractérisation pourrait avoir des applications en dehors
de la dynamique. Au passage nous donnons aussi une caractérisation des suites
presque périodiques, facile & montrer directement mais apparemment nouvelle.

1.3. Facteur équicontinu maximal et nilfacteur d’ordre 2 maximal

En topologie dynamique, les quotients sont appelés des facteurs. Nous en
rappelons la définition.

DEFINITION 2. — Soit (X,T) un systéme. Un facteur de ce systéme est la
donnée d’un systéme (Y, S) et d’une application p: X — Y, continue, surjective
et vérifiant Sop=poT.
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Par abus de langage, on dit briévement que Y est un facteur de X et 'ap-
plication p est appelée I’application facteur.

Remarquons que tout facteur d’un systéme minimal est minimal et que tout
facteur d’un systéme minimal équicontinu est équicontinu.

Soit désormais (X,7T) un systéme minimal. Les facteurs de X sont (partiel-
lement) ordonnés de fagon naturelle : si Y est un facteur de X et si Z est un
facteur de Y, alors Z est un facteur de X et on dit que le facteur Y est plus
grand ou au-dessus du facteur Z de X.

La famille des facteurs de X qui sont équicontinus est projective. Comme
une limite projective de systémes équicontinus est un systéme équicontinu,
cette famille a un plus grand élément, le facteur équicontinu mazimal. Cette
notion est I’analogue en topologie dynamique de celle de facteur de Kronecker
en théorie ergodique.

NOTATION. — Nous notons désormais Z ou Zx le facteur équicontinu maximal
de (X, T)et m: X - Z ounx: X — Zx application facteur.

Le facteur équicontinu maximal est déterminé par la relation de proximalité
régionale : cette relation est une relation d’équivalence fermée et invariante et Z
est le quotient de X par cette relation (cf. [1]).

Considérons maintenant la famille des facteurs de X qui sont des nilsystémes
d’ordre 2. Cette famille est projective (proposition 8), mais n’est pas stable par
limite projective.

DEFINITION 3. — Le nilfacteur d’ordre 2 mazimal de X est le plus grand fac-
teur de X qui est (isomorphe a) une limite projective de nilsystémes d’ordre 2.

NoTATION. — Nous notons désormais Z5 ou Zx s le nilfacteur d’ordre 2 maxi-
mal de (X,T) et my ou mx 2 'application quotient.

Ainsi, Zs est caractérisé par les deux propriétés :

N

1) Zs est un facteur de X qui est isomorphe & une limite projective de
nilsystémes d’ordre 2;

2) tout facteur de X qui est isomorphe & un nilsystéme d’ordre 2 est un
facteur de Zs.

La notion de nilfacteur d’ordre 2 maximal est ’analogue en topologie dyna-
mique de Palgeébre de Conze-Lesigne construite dans [6] et [7] puis dans [13] ou
elle est notée Zs.

Nous ne savons pas si en général le nilfacteur d’ordre 2 maximal est le quo-
tient de X par la relation de bi-proximalité régionale, ni méme si cette relation
est d’équivalence. Cependant ces propriétés sont vraies (théoréme 3) pour une
classe importante de systémes, les systémes distaur dont la définition est rap-
pelée dans la section 3.4.
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1.4. Structures de parallélogrammes et de parallélépipédes. — Ces notions intro-
duites dans [12] sont constamment utilisées dans cet article et nous en rappelons
la définition.

Commencgons par quelques conventions. Soit X un ensemble non vide.

En écrivant chaque entier en base 2 on peut identifier les ensembles {0, ..., 7}
et {0,1}3, que nous identifions encore & 1’ensemble des sommets du cube unité
dans R3. Chaque face de ce cube correspond donc & un sous-ensemble & quatre
éléments de {0,...,7}. Si = (x,...,z7) est un élément de X8, I’élément
de X* obtenu en restreignant I’ensemble des indices & ce sous-ensemble est
appelé une face de . De méme, toute isométrie du cube unité induit une
permutation des sommets, donc aussi de {0,...,7}. La bijection de X® sur
lui-méme induite par cette permutation d’indices est appelée une permutation
euclidienne de X8.

Nous employons des conventions analogues pour X*4.

DEFINITION 4. — Une structure de parallélogrammes sur X est un sous-
ensemble P de X* tel que

1) La relation ~ sur X? définie par
« (w0, 71) ~ (z2,3) si (zo,Z1,72,73) € P »
est une relation d’équivalence.

2) P est invariant sous les permutations euclidiennes de X*.

3) Pour tous zg,z1,z2 € X il existe z3 € X tel que (zg, z1, z2,23) € P.

Une structure de parallélépipédes sur X est une paire (P,Q) ou P est une
structure de parallélogrammes sur X et Q est un sous-ensemble de X8 vérifiant :

4) Pour tout & € Q, chacune des faces de x appartient a P.

5) Q est invariant sous les permutations euclidiennes de X 8

6) La relation ~ sur P définie par « ' ~ ' si I'élément (x’, ") de X?
obtenu par concaténation appartient 4 Q » est une relation d’équivalence.

7) Sizo,...,zs sont sept points de X tels que les trois faces (zg, 1, 2, z3),
(zo, 2,24, %6) €t (zo,21,%4,xs5) appartiennent & P alors il existe z7 € X
tel que (zo, .. .,zq, z7) appartienne a Q.

On dit que (P,Q) est une structure de parallélépipédes forte si I’élément z;
dans 7) est unique.
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1.5. Parallélogrammes et parallélépipédes dynamiques. — Soit (X, 7T) un systéme
minimal. Dans la section 2.2 nous construisons un sous-ensemble P de X* et
un sous-ensemble Q de X8, appelés respectivement l’ensemble des parallélo-
grammes et l’ensemble des parallélépipédes de X. Ces sous-ensembles vérifient
une partie importante des propriétés stipulées dans les définitions de [12] d’une
structure de parallélogrammes et d’une structure de parallélépipédes, mais ap-
paremment pas toutes. La principale propriété manquante est la « transiti-
vité » : les huit points obtenus en accolant deux parallélépipédes le long d’une
face commune ne semblent pas en général former un parallélépipéde.

Cependant nous montrons (section 4) que dans le cas d’un systéme distal,
(P, Q) est une structure de parallélépipédes au sens de [12]. Cela permet d’uti-
liser dans ce cas tous les résultats de cet article. Pour traiter le cas général
il suffit alors de remarquer (proposition 3) que si la relation de bi-proximalité
régionale est triviale alors le systéme est distal.

1.6. — Les démonstrations s’inspirent de la construction de I’algébre de Conze-
Lesigne dans [13]. Cependant les méthodes sont trés différentes, aucun des ou-
tils de base de la construction ergodique (espérance conditionnelle, cocycles,
équations fonctionnelles, seminormes, ...) n’ayant d’analogue en topologie dy-
namique.

Les outils « algébriques » de [12] remplacent ici ces notions ergodiques, mal-
gré la difficulté causée par le fait que Q n’est pas une vraie structure de paral-
lélépipédes.

Il est naturel d’essayer d’étendre nos résultats aux ordres supérieurs : pour
tout systéme minimal (X, T") et pour chaque k > 2, on peut définir une relation
régionalement proximale d’ordre k sur X et un nilfacteur d’ordre k& maximal
de X. On peut conjecturer qu'un systéme est une limite projective de nilsys-
témes d’ordre k si et seulement si la relation d’ordre k est ’égalité. Pour atta-
quer ce probléme il faudrait d’abord généraliser les résultats algébriques de [12]
4 ordre supérieur. Une des principales difficultés techniques est la méme que
dans le cadre de la théorie ergodique : les systémes & considérer & un niveau k
ne sont pas seulement les nilsystémes d’ordre k mais les limites projectives de
tels systémes, ce qui rend les récurrences beaucoup plus difficiles & mettre en
ceuvre.

Par ailleurs, on peut se demander si la méthode de cet article ne pourrait
pas produire une démonstration alternative et plus simple des résultats de [13].
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2. Résultats

Dans ce qui suit, (X, T) est un systéme. L’espace X est muni d’une distance
notée d; pour z € X et € > 0, B(z,€) désigne la boule ouverte de centre z et
de rayon e.

2.1. Larelation de double proximalité régionale. — Rappelons la définition de la
relation de proximalité régionale, étudiée par Auslander [1].

DEFINITION 5. — Deux points z,y € X sont régionalement proximauz si pour
tout € > 0, il existe z’,y’ € X et n € Z avec

d(z',z) <e, dy,y) <e et d(T"z', T™y') < e.
On note RP cette relation et également son graphe, c’est-a-dire 'ensemble des

couples (z,y) € X? tels que z et y soient régionalement proximaux. En cas
d’ambiguité, on note RP(X) au lieu de RP.

On a:

THEOREME 1 (voir [1, chap. 9]). — Supposons que le systéme (X,T) est mi-
nimal. Alors la relation de proximalité régionale est une relation d’équivalence
fermée et invariante sur X, et le quotient de X par cette relation est le facteur
équicontinu mazimal de X.

En particulier, un systéme minimal est équicontinu si et seulement si la
relation de proximalité régionale est 1’égalité.

Nous définissons :
DEFINITION 6. — Deux points z,y € X sont doublement régionalement prozi-
mauz si pour tout € > 0, il existe 2,3y’ € X et m,n € Z avec

d(z',z) <e, dy,y) <e,
ATz, T™y) <€, d(T"z', Ty ) < e et d(T™ "z, T™ ") <e.

La relation ainsi définie est appelée la relation de bi-proximalité régionale. On

note RP? (ou RP2(X)) cette relation et également son graphe.

On remarque immédiatement que cette relation est fermée, invariante et plus
fine que la relation de proximalité régionale (c’est-a-dire que RP? est inclus
dans RP).

Notre résultat principal est :

THEOREME 2. — Supposons que le systéme (X,T) est transitif. Alors (X,T)
est une limite projective de nilsystémes d’ordre 2 si et seulement si la relation
de double proximalité régionale est l’égalité.
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La plus grande partie de cet article est consacrée & la démonstration de ce
théoréme, qui s’achéve dans la section 7.

Il est commode d’introduire une variante dissymétrique de la relation RPZ2.

DEFINITION 7. — Soient z,y € X. On dit que ces points sont fortement
doublement régionalement prozimauz si pour tout € > 0 il existe z’,y’ € X
et m,n € Z avec

d(z',z) <€ dy,y) <e,
d(T™2',y) < e, d(T"x',y) <e, d(T™ "2’ y) <e,
d(T™y ,y) <€, d(T™y,y) <e et d(T™ ™y, y) <e.
On note RP2 (ou RP2(X)) cette relation et également son graphe.
La relation RP2 est clairement plus fine que la relation RP2. Cependant,

on peut remplacer la relation RP? par la relation RP2 dans le théoréme 2.
En effet, dans la section 4.3, nous montrons :

PROPOSITION 1. — Soit (X,T) un systéme transitif. Alors la relation RP2
est 1’égalité si et seulement si la relation RP? est I’égalité.

Dans le cas des systémes distaux, on obtient un résultat plus précis que le
théoréme 2 :

THEOREME 3. — Supposons que le systéme (X,T) est distal et transitif (et
donc minimal, voir la proposition 2). Alors la relation de bi-proximalité régio-
nale sur X est une relation d’équivalence fermée et le quotient de X par cette
relation est le nilfacteur d’ordre 2 mazimal de X. De plus, la relation RP2
coincide avec la relation RP2.

Une partie de ce théoréme est montrée dans la section 4.3, le reste étant
déduit du théoréme 2 dans la section 5.3.

2.2. Parallélogrammes et parallélépipédes dynamiques. — Les relations de proxi-
malité simple et double sont liées & certains sous-ensembles de X* et de X8
que nous introduisons maintenant.

DEFINITION 8. — L’ensemble des parallélogrammes P de X est I’adhérence
dans X* de I’ensemble

{(m,Tma:,T”x,Tm+":c) ;e X, mn€e Z}.
L’ensemble des parallélépipedes Q de X est ’adhérence dans X® de I’ensemble
{(x,Tm:c,T"x,Tm+":1:,Tpx,Tm+px,T"+px,Tm+"+pw) ;reX, mn,pe Z}.
Si nécessaire, on note P(X) et Q(X) au lieu de P et Q, respectivement.
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Les relations RP, RP2 et RPZ2 sont liées aux ensembles P et Q par le lemme
facile suivant.

LEMME 1. — Supposons que (X,T) est transitif et soient z,y € X.

1) (z,y) € RP si et seulement si il existe a € X avec (z,y,a,a) € P.

2) (z,y) € RP? si et seulement si il existe a,b,c € X avec (z,y,a,a,b,b,c,c)
dans Q.

3) (z,y) € RP2 si et seulement si (z,v,9,9,9,9,9,9) € Q.

REMARQUE. — Si le systéme est minimal on montre facilement que lorsque
x,y sont régionalement proximaux, on a (z,y,a,a) € P pour tout a € X.

Démonstration. — Nous montrons seulement la deuxiéme affirmation, les
preuves des deux autres étant similaires et plus simples.

S’il existe a, b, c tels que (x,y,a,a,b,b,c,c) € Q, les définitions entrainent
immédiatement que (z,y) € RP2.

Réciproquement, soit (z,y) € RP2. Pour tout entier i > 1 soient z}, Y, m;
et n; comme dans la définition 6 ol on a pris e = 1/3.

Soit u € X un point d’orbite dense. Pour tout i, par densité de {Tku ; keZ}
et par continuité des applications 77, T™ et T™*" i] existe deux entiers k;
et ¢; avec

d(T%u,3) < 2/i; d(T%u,y) < 2/, d(T+™u, T ™) < 2/i,
d(Tki+n,-u’T€i+niu) < 2/2 ot d(Tki+Mi+niu7Tei+mi+Tbiu) < 2/2

En passant & des sous-suites nous pouvons supposer qu’il existe a,b,c € X tels
que, quand i — +00,

Trt™iy — q, TFTiy — b et TFF™iFniy ¢ don
Tlitmiy — q, THFiy — b et THTMitriy 5 ¢
Pour tout 4, en posant p; = ¢; — k; nous remarquons que
(Tkiu’ Tfiu, Tki+miu7 T£i+miu’ Th-&-mu’ T +mu’ Tki“‘mi“’niu’ Tfi+mi+niu) cQ

et, comme Q est fermé dans X®, nous avons (x,y,a,a,b,b,c,c) € Q. O

2.3. Deux exemples. — Des exemples plus significatifs (systémes distaux,
nilsystémes d’ordre 2) seront étudiés dans les sections suivantes.
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2.3.1. Rotations minimales. — Soit (X,T) une rotation minimale. On rap-
pelle que X est un groupe abélien compact et que T est la multiplication par
une constante. On vérifie directement sur les définitions que P et Q coincident
avec les ensembles de parallélogrammes et parallélépipédes définis dans les sec-
tions 2.3 et 3.5 de [12] :

P= {(x,sx,tm,sta:) ; X,8,t € X},
Q= {(x,sx,tm, str, ux, sur, tux, stuzx) ; ,s,t,u € X}.

2.3.2. Systémes faiblement mélangeants. — On rappelle qu’un systéme mini-
mal (X,T) est faiblement mélangeant si son carré cartésien est transitif et il
s’ensuit que toute puissance cartésienne de (X, T) est transitive. On en déduit
que, pour tout k > 1, tout ouvert non vide de X* invariant par T x --- x T est
dense dans X*.

Montrons que P = X*%. 1l suffit de montrer que quels que soient les ouverts
non vides Uy, ...,Us de X, il existe un parallélogramme dans Uy X --- X Us.
Comme X est faiblement mélangeant, il existe un entier n tel que

(T X T)n(UO X U1) n (U2 X Ug) 7é .

Il existe donc z € Uy et y € Uy avec T"x € Uy et T™y € Us. Par continuité
de T™ et minimalité, il existe un entier m avec T™x € U; et T™ "z € Us.
Ainsi, (z, T™x, T"z, T™""z) appartient & PN(Uy X - - - x Us) qui est donc non
vide. Notre affirmation est démontrée.

Montrons maintenant que Q = X?8. Soient Uy,...,U; huit ouverts non
vides de X. Il existe un entier p tel que TPU;, N U;44 # @ pour 0 < 7 < 3.
D’aprés ce qui précéde il existe x € X et m,n € Z avec x € Uy N T PUy,...,
T™+ny € U3 N T~PU;. On obtient ainsi un parallélépipéde dans Uy x - - - x Uy,
et notre affirmation est démontrée.

D’aprés le lemme 1, les relations RP, RP? et RP2 sont toutes triviales (leur
graphe est X x X).

2.4. Quelques questions ouvertes. — Nous ne savons pas si dans le cas général
la relation de double proximalité régionale est une relation d’équivalence, ni
si le quotient de X par cette relation est le nilfacteur d’ordre 2 maximal. Ces
questions seraient plus faciles a résoudre si on pouvait montrer que cette relation
passe bien aux facteurs (voir la remarque aprés le lemme 4).

Nous ne savons pas non plus si I’ensemble P est lié de fagcon simple au
facteur équicontinu maximal (voir la remarque aprés le lemme 3). On remarque
facilement que P et Q vérifient une grande partie des propriétés de structures de
parallélogrammes et parallélépipédes définies dans [12], au moins dans le cas ol
le systéme est minimal. Cependant, nous ne savons pas si dans le cas général
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P et Q vérifient les propriétés de « transitivité », ni non plus si Q vérifie en
général la propriété de « fermeture des parallélépipédes » introduites dans [12].

Cependant toutes ces propriétés sont satisfaites dans le cas des systémes
distaux (voir la définition dans la section 3.4), ce qui permet d’appliquer dans
ce cas les résultats de [12].

3. Préliminaires

3.1. Quelques propriétés de P et de Q. — Le lemme suivant est une application
immeédiate des définitions. Les termes « permutation euclidienne » et « face »
sont définis dans [12].

LEMME 2. — 1) P est invariant sous les permutations euclidiennes
du carré.
2) Q est invariant sous les permutations euclidiennes du cube.
3) Pour tout x € P, (z,x) € Q.
4) Six € Q, toute face de x appartient a P.

Si de plus (X, T) est minimal, nous avons :
1) Pour tout a,b € X, (a,b,a,b) € P.

2) Soient xg,x1,22 € X. Il existe x5 € X avec (zg,21,%2,23) € P.

LEMME 3. — Supposons que le systéme (X,T) est minimal. On rappelle que
w: X — Z est la projection sur le facteur équicontinu mazximal. Pour tout
x = (20,71, T2,23) € P, on a m(zo)m(x1)  tm(z2) tr(z3) = 1.
Démonstration. — En effet, cette propriété est vraie lorsque

x = (x, Tz, T "z, T™ " ")

pour un certain x € X et certains m,n € Z. Elle est donc vraie pour tout

parallélogramme par densité. O
REMARQUE. — Nous ne savons pas si la réciproque de ce lemme est vraie en
général.

LEMME 4. — Soient (Y,S) un facteur de (X,T) et ¢: X — Y Uapplication
facteur. Alors :

1) P(Y) est I’image de P(X) par Uapplication ¢! := pxpxpx¢p: X* — Y*.
2) Q(Y) est limage de Q(X) par lapplication 13 := ¢ x ---x ¢: X8 - Y8,
3) Siz,y € X sont régionalement prozimauz alors ¢(x) et $(y) sont régiona-

lement proximaux ;
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4) Siz,y € X sont bi-régionalement proximauz (resp. fortement bi-régiona-
lement prozimauz) alors ¢(x) et ¢(y) sont bi-régionalement prozimauz
(resp. fortement bi-régionalement prozimaut).

Démonstration. — Les deux premiéres affirmations sont immédiates d’aprés les
définitions. Les deux suivantes s’en déduisent immédiatement grace au lemme 1.
O

REMARQUE. — En fait, on peut montrer que RP(Y) est I'image de RP(X)
par l'application ¢ x ¢. Nous ne savons pas si la propriété analogue est vraie
pour la relation de bi-proximalité régionale.

3.2. Compléments sur la relation de proximalité régionale. — Le résultat suivant
apparait dans [1] comme un corollaire de la démonstration du théoréme 1.

COROLLAIRE (voir [1], chap. 9, corollaire 10). — Supposons que le systéme
(X,T) est minimal. Soit (z,y) € RP. Pour tout € > 0, il existe ' € X
etn € Z avec

d(z',z) <€, d(T"z',z) <e et d(T"y,z) < e.
On en déduit facilement :

COROLLAIRE 1. — Supposons que le systéme (X,T) est minimal. Soient
(z,y) € RP. Pour tout € > 0 et toute famille finie (z1,...,z2;) de points de X
il existe 21,...,2, € X et n € Z avec

d(T"y,x) < € et, pour tout i € {1,...,k}, d(z},2;) <e et d(T"z},z) <e.

Démonstration. — Par minimalité, il existe pour tout ¢ un entier k; avec x
dans T*: B(z;,¢). Choisissons & avec 0 < § < ¢ et B(z,8) C T"* B(z;,¢) pour
tout 7. D’apres le corollaire précédent, il existe ' € B(z,d) et n € Z avec
d(T"y,z) < e et d(T"z',z) < §. L’entier n et les points 2z, = T~*ix’ vérifient
la condition de 1’énoncé. O

3.3. Couples proximaux, systémes distaux. — Nous rappelons la définition et les
premiéres propriétés des systémes distaux.

DEFINITION 9. — Soit (X,T') un systéme. On dit que le couple (z,y) € X x X
est distal si

inf d(T"z, T"

inf d(T"z, T"y) > 0

et dans le cas contraire on dit que (x,y) est prozimal. On dit que le systéme
(X,T) est distal si tout couple (z,y) € X x X avec z # y est distal.

PROPOSITION 2 (voir [1], chap. 5 et 7). — 1) Le produit cartésien d’une
famille finie de systémes distauz est un systéme distal.
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2) (X,T) est un systéme distal et si Y est un sous-ensemble fermé de X
invariant par T, alors (Y,T) est distal.

3) Si un systéme est distal et transitif alors il est minimal.
4) Tout facteur d’un systéeme distal est distal.

5) Soient (X,T) un systéme distal et p: X — Y un facteur. Supposons que
Y est minimal. Alors p est une application ouverte.

La propriété 5) est démontrée dans [1], chap. 7, théoréme 3, sous I’hypothése
supplémentaire que X est minimal, mais il est trés facile d’en déduire le cas
général.

Démonstration. — Soient x € X et V un voisinage de = dans X. Nous devons
montrer que p(V') est un voisinage de p(z) dans Y.

Soit X’ Dorbite fermée de x dans X. Muni de la restriction de T, X’ est
un systéme distal et transitif, donc minimal d’aprés 3). La restriction de p
a X’ est un facteur. Ainsi, p(V N X’) est un voisinage de p(z) dans Y, donc
également p(V). O

PROPOSITION 3. — Soit (X,T) un systéme transitif tel que la relation RP2
soit Uégalité. Alors ce systéme est distal et minimal.

La conclusion reste clairement valable si on suppose que l'une des rela-
tions RP ou RP? est 1’égalité, puisque ces deux relations sont moins fines
que la relation RP2. Pour montrer le théoréme 2, on pourra donc sans perdre
en généralité se restreindre au cas des systémes distaux minimaux.

Nous commencons par un lemme.

LEMME 5. — Soient (X,T) un systéme et (z,y) un couple proximal. Suppo-
sons que lorbite fermée de y est minimale sous la transformation T. Alors
(z,y) € RP.

REMARQUE. — Un point dont I'orbite fermée est minimale est appelé « almost
periodic » dans [1], mais nous préférons éviter ce terme & cause du risque de
confusion avec la notion de « suite presque périodique » considérée dans la
section 8.

Démonstration du lemme 5. — Par hypothése il existe une suite d’entiers (k;)
telle que d(T% x, T*y) — 0. Quitte & remplacer cette suite par une sous-suite
on peut supposer que les suites (T*:z) et (T*iy) convergent toutes deux vers
le méme point z € X. Comme z appartient & l'orbite fermée de y et que cette
orbite est minimale, y appartient & I'orbite fermée de z.
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Soit € > 0. Il existe un entier £ avec d(T*z,y) < %e. Par continuité de T, en
posant m = k; + £ pour i assez grand, on a

d(T™z,y) < %e et d(T"y,y) < %e.

Choisissons § avec 0 < § < € tel que d(T™w,T™y) < %e pour tout
w € B(y,d). En procédant comme précédemment on obtient un entier n

tel que d(T"z,y) < 6 et d(T™y,y) < § d’onr

d(T™ "z, T™y) < e et d(T™ "y, T™y) < 1e

et enfin d(T™ 1"z, y) < € et d(T™*"y,y) < ¢, ce qui achéve la démonstration.
O

Démonstration de la proposition 3. — Comme (X, T) est transitif, il existe un
point x € X dont l'orbite est dense. D’aprés le théoréme 10 du chapitre 6
de [1], il existe un point y € X dont lorbite fermée soit minimale et tel que
(z,y) soit un couple proximal. D’aprés le lemme 5, (z,y) € RP2 donc = = y
par hypothése. L’orbite fermée de y est donc égale & X et (X,T) est minimal.

Soit maintenant (w, z) un couple proximal. Comme X est minimal, l’orbite
fermée de z est égale & X et est minimale sous 7. Le lemme 5 entraine que
(w,2) € RP2 et on a donc w = z par hypothése. Le systéme (X, T) est donc
distal. O

3.4. Systémes distaux avec plusieurs transformations. — Nous aurons besoin de
nous placer dans un cadre plus général que celui considéré jusqu’ici.

Soient X un espace compact muni d’une distance d, £ > 1 un entier et
Ti,...,Tr des homéomorphismes de X qui commutent entre eux. Ces trans-
formations induisent une action de Z* sur X par homéomorphismes : pour
n = (ny,...,nx) € ZF, on note

T =Ty TP

Le compact X muni des transformations Ti,...,T} sera appelé un Z*-
systéme, ou simplement un systéme. Le systéme (X, T1,...,T}) est dit transitif
s'il existe au moins un point z € X dont l'orbite {T™z ; n € ZF} est dense
dans X, et il est dit minimal si I’orbite de tout point est dense.

Un facteur de (X,T1,...,Ty) est la donnée d’un systéme (Y, S1,...,S%) et
d’une application p: X — Y, continue et surjective, telle que poT; = S; op
pour 1 <i < k.

Les définitions de la section 3.3 s’étendent sans modification autre que de
notations. Soit (z,y) € X x X. On dit que le couple (z,y) est distal si

inf d(T™z,T™y) > 0
nlélzk( z, T™y)
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et dans le cas contraire on dit que (x,y) est prozimal. On dit que le systéme
(X,T1,...,Ty) est distal si tout couple (z,y) € X x X avec x # y est distal.

PROPOSITION 4 (voir [1], chap. 5 et 7). — Les résultats de la proposition 2
sont valables pour les ZF-systemes.

3.5. Premiéres propriétés de P et Q dans un systéme minimal distal

NoTATIONS. — Soit (X,T') un systéme. On note T[Q],Tl[z] et T2[2] les transfor-
mations de X* données par : pour x = (g, 1, T2, T3),

TR = (Txy, T2y, Txo, Txs),
T1[2]:c = (zo,Tx1, 2, Tx3),
T2[2]$ = ($0,$1,T$2,T$3).

On note TG, T1[3], T. 2[3] et T3[3] les transformations de X!® données par : pour
z = (20,21,...,27),

TBlg = (Txo, Tx1,Txo, T3, Txy, Txs, Txe, T27),
[3] = (g, Tx1, %2, Tx3, x4, Txs, 6, T27),

T[3]w = (zo, 1, Tx2, Tx3, 24,5, Tx6, T27),
[3] = (zo, z1, 22,23, Tz, Tx5, Tx6, Tx7).

Par construction, P est invariant par les transformations 72!, Tlm , T2[2], et Q
(3]

est invariant par les transformations T3], T1[3], TQ[B], T
LEMME 6. — Soit (X,T) un systeme distal minimal. Alors (P, T2, T[ ],T[Z])
et (Q, T[3],T1[3],T2[3], T?Eg]) sont des systémes distaur et minimauz.

Démonstration. — Nous montrons seulement la deuxiéme affirmation. Comme
(X, T) est distal, il est immédiat que X ® muni des transformations 73!, Tl[?’} , T2[3}
et Tz,[?’] est distal. Comme Q est un fermé de X® invariant par ces transfor-
mations, (Q,T[3],T1[3],T2[3],T?EB]) est distal. Pour montrer que ce systéme est
minimal il suffit donc de montrer qu’il est transitif.

Soit z € X et posons z = (z,z,...,2) € X8. Par définition, z € Q. Nous
montrons que 'orbite de z est dense dans Q.

Soient £ = (zg,...,27) € Q et € > 0. Par construction, il existe z € X

et des entiers m,n,p tels que chaque sommet de x soit & une distance < %e

du sommet correspondant de (z, 7™z, T"z,...,T™ " *Pz). Par minimalité et
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continuité des applications T™,T™, T™*" ..., T™+"+P il existe un entier k tel
que T*z soit suffisamment voisin de = pour que
d(T*z,z0) < €, d(TF ™z, 1) <€, d(T* "2, 29) <€, ..., d(TFT™T P2 20) < e

k
Ainsi, chaque sommet de Tl Tl[?’}mTQ[?’}nTgE?’]pg est & une distance < € du som-
met correspondant de x O

4. Le cas des systémes distaux

Nous continuons ici ’étude des parallélogrammes et parallélépipédes dans les
systémes distaux, le résultat principal étant le théoréme 5 qui permet d’utiliser
dans la suite la machinerie développée dans [12].

Dans toute cette section, (X, T) est un systéme minimal distal. On rappelle
que m: X — Z est le facteur équicontinu maximal de X.
4.1. Parallélogrammes dans un systéme distal
THEOREME 4. — Soit = (z0, 21,72, 73) € X*.
1) Pour que x appartienne & P, il faut et il suffit que
m(xo)m(zy)  tr(2e) "t (2s) = 1.

2) Pour que x appartienne a P, il faut et il suffit qu’il existe deuz suites
d’entiers (m;) et (n;) avec

TMigy — x1, Tzg— zo et T Mgy — x4
Ainsi, P est la « structure de parallélogrammes » sur X associée dans [12] &
la projection 7: X — Z.
Nous commengons par un lemme.
LEMME 7. — Soient zg € X et K l’orbite fermée dans X* de (xo, o, 0, Z0)

pour les transformations T1[2] et T2[2]. Si (xo, ], 22, 23) € K et si (z),z1) € RP
alors (xg, 21, T2, x3) € K.

Démonstration du lemme 7. — Soit € > 0. Notons

Y = {(y2,y3) € X*; (x0,21,y2,y3) € K}.
Alors Y est un fermé de X x X contenant (z2,x3). Comme K est invariant

par TQ[Q], Y est invariant par T'x T. Munissons Y de cette transformation. Alors
Papplication (y2,ys3) — y3 est un facteur de (Y, T x T') dans (X, T). D’aprés la
proposition 4, cette application est ouverte. Il existe donc > 0 tel que

pour tout y3 € B(zs,d), il existe y2 € B(xa,¢€) avec (zo, T1,y2,v3) € K.

TOME 135 — 2007 — N° 3



NILSYSTEMES D’ORDRE 2 383

Comme z et x; sont régionalement proximaux, d’aprés le corollaire 1, il
existe y3 € X et n € Z avec

d(ys,z3) < 6, d(T"y3,x3) <€ et d(T"x},x1) < €.

D’aprés le choix de 4, il existe ya € X avec d(ya,z2) < € et (zg, 27, y2,v3) € K.
Comme K est invariant par T1[2]7 (o, T2, y2, T"ys3) € K.

En faisant tendre € vers 0 on obtient que (xg, 21, z2,z3) € K. O

Démonstration du théoréme /. — La propriété 2) signifie que x appartient
a lensemble K introduit dans le lemme 7. Cette propriété entraine immé-
diatement que x appartient & P, ce qui d’aprés le lemme 3 entraine la
propriété 1).

Supposons que x vérifie la propriété 1). Choisissons deux suites d’entiers
(n;) et (k;) telles que T™xg — xo et T*ixy — x3, et posons m; = k; — n;. En
remplagant les suites par des sous-suites, on peut supposer que la suite (T xq)
converge dans X vers un point z}.

Alors par construction, (zg, 2}, 2, x3) appartient & ensemble K défini dans
le lemme 7. En particulier, (zg, 2}, z2, z3) appartient & P et donc 7(x)w(x}) !
7(z2) tm(w3) = 1. L’hypothése entraine alors que 7(z}) = 7(z1) et donc que
(z},z1) € RP. D’aprés le lemme 7, (zg,z1,x2,z3) appartient & K. La pro-
priété 2) est satisfaite. O

4.2. Parallélépipedes dans un systéme distal. — Dans cette section nous suppo-
sons encore que (X,T) est un systéme minimal distal et nous montrons :

THEOREME 5. — (P, Q) est une structure de parallélépipédes sur X au sens
de [12].

Nous identifions X8 et X* x X* : pour ¢ = (29,71,72,73) € X* et y =

(Y0, ¥1,Y2,¥3) € X*, nous notons (x,y) = (zg,-..,23,%0,---,¥3) € X>. Com-
mengons par montrer :

PROPOSITION 5. — Q wvérifie la « propriété de transitivité » : soient u,v et
w € P; si(u,v) et (v,w) appartiennent & Q, alors (w,w) appartient a Q.

Démonstration de la proposition 5. — Soit z € X. Notons z = (z,2,2,2) €
X*et z = (2,2) = (2,2,...,2) € X8 On a z € Q. D’aprés le lemme 6,

(Q, T8I, Tl[s},TQ[‘?’],T?Es]) est minimal et donc Q est l'orbite fermée de z pour ces
quatre transformations.

Il existe donc quatre suites d’entiers (k;), (m;), (n;) et (p;) telles que
B BT B P () 4y s 2 dans XP.
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Ainsi,

T[Q]kiTl[z]miTQ[Z]mu — 2z et T[Z]ki+piT1[2]miT2[2}niv — z dans X*.
Quitte & remplacer les suites par des sous-suites, on peut supposer que la suite
plRR PR

converge dans X* vers un point j € P.

Pour tout 4,
(T[Q]kﬁpiTl[Z]m,-Tz[g]niU’T[Q] Ic,-+piT1[2]miT2[z]"iw) _ T[S]ki+PiT1[3]miT2[3]ni (v, w)
qui appartient & Q, donc a la limite (z, ) € Q. Par ailleurs, pour tout 4,
ki m; ng i k; mg g ki+pi mg 2
T BT BT B () = (TR T Ay, p 2T T A )

qui converge vers (z,7) dans X8. Ainsi, (2,5) appartient a I'orbite fermée de
(u, w) sous les transformations T1[3], T2[3], Tf’] et T13I,

Comme cette orbite est minimale, (u,w) appartient a lorbite fermée
de (z,j) sous ces transformations. Comme (z,j) appartient & Q, (u,w)
appartient & Q. O

Le théoréme 5 se déduit maintenant immédiatement de la proposition sui-
vante.

PROPOSITION 6. — Pour (zg,...,2¢) € X' les propriétés suivantes sont équi-
valentes :
1) (zg,x1,22,23), (To,21,%4,%5) €t (To, T2, T4,Z6) appartiennent a P ;
2) il existe x7 € X avec (zg,...,Ts,27) € Q;
3) il existe trois suites d’entiers (m;), (n;) et (p;) avec
T"xg — z1, Thmg— zg, T zg — s,

Tpixo — T4, Tmi+ml,0 — x5, T”i+Pi$0 — .
Pour montrer cette proposition nous aurons besoin de deux lemmes.

LEMME 8. — Soient xo € X et L ’adhérence dans X° de l’ensemble
{(Tm:cg,T"xo,Tm+”.r0,Tp.ro,Tp+mx0) ;m,n,p € Z}.

Soient (z1,...,x5) € L et xbh,z) € X tels que (z2,75) € RP et (x4,2)) € RP.
Alors (z1,xh, z3,2y, x5) € L.
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Démonstration du lemme 8. — Montrons que (x1,x5,x3,Z4,T5) est dans L.
Soit € > 0. Posons

F= {(ylyy&ys) €X?; (Y1, 22,93, T4,Y5) € L}-

Alors F est invariant par la transformation T'x T X T et (F,T x T x T) est
distal. L’application (y1,ys,ys) — y3 est un facteur de ce systéme sur (X, T).
Cette application est donc ouverte et il existe § > 0 tel que, pour tout y3 € X,
si d(zs,ys) < 9, il existe y1,y5 € X avec

(1) d(w1,91) <€, d(ws,y5) <e€ et (yi,T2,Y3,24,¥5) € L.

Comme x5 et x5, sont régionalement proximaux, d’aprés le corollaire 1 il existe
ys € X et n € Z avec

d(ys,w3) <6, d(T"y3,xz3) <€ et d(T"z2,25) <e.
Soient y1,ys vérifiant (1) pour y3. Alors (y1,T"x2, T"ys, T4,ys5) € L.
En passant a la limite quand € — 0, on obtient que (z1, z}, 3, 24, z5) € L.

Par la méme démonstration, on obtient que (z1,z),x3,),25) appar-
tient & L. O

LEMME 9. — Soient xo € X et K l’adhérence dans X6 de I’ensemble

{(meo,T"mo,Tm+”x0,Tpx0,Tp+mxo,Tp+”x0) ;m,n,p E Z}.

Soient (x1,...,26) € K et xf € X tel que zg et xg soient régionalement proxi-
mauz. Alors (x1,...,25,25) € K.

Démonstration du lemme 9. — Fixons € > 0. Munissons X2 des trois trans-
formations

S1=IdxT xId, So=IdxIdxT et S3=TxTxT.

Alors (X3, 51, 8,,83) est distal et la minimalité de (X, T) entraine que ce sys-
téme est minimal.

D’autre part, K est invariant par les trois transformations :

Ti: (y1,92,Y3, Y4, Ys, Y6) — (Ty1, 92, Ty3, ya, TY5, Ys),

To: (Y1, 92, Y3, Y4, Y5, Y6) — (Y1, T2, T3, Y4, Y5, T'ye),

T3: (y1,92,Y3, Y4, Ys, Y6) — (Y1, Y2, Y3, Tya, Tys, Tys)-
Le systéme (K,T7,T5,T3) est distal et transitif, donc il est minimal.

L’application p: (y1,Y2, Y3, Y4, Y5, Ys) — (Y4, Ys, ¥e) de K dans X est conti-
nue et commute avec les transformations; elle est donc surjective par mi-
nimalité de X3 et p est ainsi une application facteur de (K,T},T5,T3) sur
(X3,51,8,,83). Cette application est donc ouverte. Il existe donc § tel que
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pour tous y4,ys € X avec d(x4,y4) < 0 et d(zs5,y5) < 6, il existe y1,y2,y3 € X
avec

(2) d(xlayl) <€, d(x27y2) <€, d(.’IJg,y3) <e€ et (y17y27y3ay47y57x6) € K.

Comme zxj et g sont régionalement proximaux, d’aprés le corollaire 1 il existe
Ys,ys € X, n € Z avec

d(ya,z4) < 8, d(T"ys,x4) < €, d(ys,z5) < 6, d(T"ys,z5) < €, d(T" w6, zg) < €.
Soient y1,y2,ys comme dans (2). Alors (y1,y2,y3, T"ya, T"ys5, T"x6) € K.

Par passage a la limite, (x1,...,z5,25) € K. O

Démonstration de la proposition 6. — Supposons que la propriété 1) est véri-
fiée. Soient (m;), (k;) et (¢;) trois suites d’entiers telles que

Tz — x1, TFag— x5 et TY — 5.

Posons n; = k; — m; et p;, = £; — m;. En remplagant les suites données par
des sous-suites, on peut supposer que (T™xg) et (TPiz() convergent dans X ;
solent z/, et zy leurs limites respectives.

Par construction, (z1, ), x3, ), z5) appartient a ’ensemble L défini dans le
lemme 8. En particulier (zo, z1, 25, 23) € P, et comme (x¢, z1, Z2, £3) appartient
aussi & P, 2, et zo sont régionalement proximaux. De méme, z/, et x4 sont
régionalement proximaux. D’aprés le lemme 8, (z1,x2, 23,24, z5) € L.

Soit K I’ensemble introduit dans le lemme 9. Alors L est clairement I'image
de K par la projection (y1,¥2,¥3,¥4,¥s5,Y6) — (Y1,Y2,¥3,¥s,¥s). 1l existe
donc zg € X avec (x1,Z2,%3,%4,%5,25) € K. Comme (zo,%2,Z4,%6) €t
(0,2, x4, x;) appartiennent & P, zg et zj sont régionalement proximaux.
D’apreés le lemme 9, (21, 2, 3, T4, T5, ¢) appartient & K. Par définition de K,
la propriété 3) est vérifiée.

Supposons la propriété 3) est vérifiée et soient trois suites d’entiers (m;),
(n;) et (p;) comme dans cette propriété. En remplagant ces suites par des sous-
suites on peut supposer que la suite (77T Pigq) converge vers un point x.
On a (zg,...,27) € Q, et la propriété 2) est vérifiée.

Il est évident que la propriété 2) entraine la propriété (1)). O

4.3. Démonstration de la proposition 1 et d’une partie du théoréme 3

Soit (X, T) un systéme distal minimal. D’aprés le théoréme 5, P et Q forment
une structure de parallélépipédes sur X . La propriété énoncée dans la partie 2)
du lemme 1 est identique & la définition de la relation =q introduite dans la
section 3.3 de [12]. D’aprés ce lemme, les trois relations RP? et RP2 et =q
coincident. En particulier, RP? est une relation d’équivalence, et cette relation
est clairement fermée. Dans la section 5.3, on montrera que le quotient de
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X par cette relation est le nilfacteur d’ordre 2 maximal, ce qui achévera la
démonstration du théoréme 3.

Nous montrons maintenant la proposition 1. Si la relation RP? est 1’égalité,
la relation RP2 qui est plus fine est également 1’égalité. Soit maintenant (X, T)
un systéme transitif tel que la relation RP2 soit I’égalité. D’aprés la proposi-
tion 3, ce systéme est distal et minimal et d’aprés ce qui précéde les relations
RP? et RP2 coincident. O

5. Le cas des nilsystémes

5.1. Rappels. — Soient £ > 1 un entier et G un groupe de Lie nilpotent d’ordre
k. Soient I', X = G/T', t € G et T comme dans la définition 1. Nous rappelons
quelques propriétés classiques utiles dans la suite, dont la démonstration se
trouve dans [3], [16] et [14].

PROPOSITION 7. — La famille des nilsystémes d’ordre k est stable par passage
auzx facteurs et par produit cartésien.

THEOREME 6. — Soit (X,T') un nilsystéme d’ordre k.
o (X,T) est distal. En particulier, si (X, T) est transitif alors il est minimal.
o Soit Y lorbite fermée d’un point de X. Alors (Y,T') est (isomorphe a) un
nilsystéeme d’ordre k.

Une premiére réduction est utile avant d’énoncer la propriété suivante.

Soient G, T et t comme plus haut et supposons que le nilsystéme (X, T') est
minimal. Soient Gy la composante connexe de 1’élément unité de G et G; le
sous-groupe de G engendré par Gg et t. Alors (G; est un sous-groupe ouvert de
G et sa projection sur X = G/T" est un ouvert de X, invariant par T' donc égal
a4 X par minimalité. Posons I'y = I' N G;. Alors I'; est un sous-groupe discret
et cocompact de G; et X s’identifie & G1/T';. En remplagant G par Gy et I’
par I'; nous pouvons ainsi nous restreindre sans perdre en généralité, au cas
ou G et t vérifie la propriété

(H1) G est engendré par la composante conneze de son élément unité et t.

Notons G5 le groupe des commutateurs de G. On rappelle que G2 et GoI'
sont des sous-groupes fermés de G. L’hypothése (H1) entraine immédiatement
que G5 est connexe.

THEOREME 7 (voir [14]). — Supposons que le nilsystéme (X, T) est minimal
et que Uhypothese (H1) est vérifiée. Alors le facteur équicontinu maximal de ce
systéme est le quotient Z = G/GoI" de X = G/T' par Uaction de Ga.
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Une deuxiéme réduction sera utile dans la suite. Notons Z(G) le centre de G.
Alors Z(G) NT est un sous-groupe distingué et fermé de G. En remplacant G
et ' par leurs quotients par ce sous-groupe on se raméne sans perdre en géné-
ralité au cas ou G et I" vérifient la propriété

(H2) L’intersection de I' et du centre de G est triviale.
Notons que la propriété (H1) reste vérifiée aprés cette deuxiéme réduction.

La propriété (H2) signifie simplement que 1’action par translation de G sur X
est libre, c’est-a-dire que G peut étre considéré comme un groupe de transfor-
mations de X. Elle entraine immédiatement que I" est nilpotent d’ordre k£ — 1.
En particulier, si k = 2 alors I' est abélien.

On déduit facilement des rappels précédents :

PROPOSITION 8. — Soient (X,T) un systéme minimal et k > 1 un entier.
Alors la famille des facteurs de X qui sont isomorphes a des nilsystémes
d’ordre k est projective.

Démonstration. — Soient p;: X — X7 et po: X — X5 deux facteurs de X et
supposons que X; et Xo sont des nilsystémes d’ordre k.

Soit Y C X; x X, 'image de 'application p; X pa: X — X7 X Xs. Alors Y
est un fermé de X; x Xo, invariant par 77 x T5. D’aprés les rappels précédents,
(Y, T x T5) est un nilsystéme d’ordre k.

De plus, (Y, T xT») est un facteur de (X, T) par 'application facteur p; X po
et X1, X5 et les applications p1, ps sont les composées de p; X po par les projec-
tions naturelles qui sont des applications facteur. Ainsi, Y est un facteur de X
«au-dessus » de X7 et Xo, et il est immédiat que c’est le plus petit possible. [J

5.2. La relation RP? dans les nilsystémes d’ordre deux. — Nous nous restrei-
gnons désormais aux nilsystémes d’ordre 2. On rappelle que le groupe G est
nilpotent d’ordre 2 si et seulement si son groupe des commutateurs Gz est inclus
dans son centre Z(G). Les hypothéses (H1) et (H2) entrainent que le groupe de
Lie abélien G5 est compact et connexe, c¢’est donc un tore de dimension finie.

PROPOSITION 9. — Soit (X,T) un nilsystéme minimal d’ordre 2. Alors la re-
lation de bi-proximalité régionale sur X est identité. De plus, (P,Q) est une
structure de parallélépipédes forte sur X.

Démonstration. — Soit (X,T) un nilsystéme minimal d’ordre 2. Soient G, T,
t et T comme dans la définition 1 et supposons que les propriétés (H1) et (H2)
sont vérifiées.

Soit (Px,Qx) la structure forte de parallélépipédes sur X construite dans
la section 3.7 de [12] en prenant F' = G2. Pour montrer la proposition, il suffit
de vérifier que Px et Qx sont égaux aux ensembles P et Q de la définition 8.
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Nous utilisons librement les notations et résultats de [12]. On rappelle que
Px est I'image de GI>UT dans X* = G2/TP et que

Px = {(z0,21,22,23) € X*; 7' (o)’ (z1) "7 (w2) '’ (w3) = 1}

ot 7’ est la surjection naturelle de X = G/I sur le groupe G/GsI". D’apreés
le théoréme 7, G/G5I est le facteur équicontinu maximal de X et 7’ coincide
avec Papplication facteur 7. D’aprés le théoréme 4, Px = P.

D’autre part, on rappelle que I'®1 = TBINGB1] et que Q x est par définition
I'image de G131 /T3] dans X® = GB1/T'B! par I’inclusion naturelle. On vérifie
facilement que I'®1 est cocompact dans GP1 et on en déduit que Qx est
fermé dans X8.

Pour tout z € X et tous m,n,p € Z, (z,T™z,T"x,...,T™t"* Pz) appar-
tient & Q x par définition, donc Q C Qx. Montrons I'inclusion opposée. Soit =

(zo,...,26,27) € Qx. Alors (zg,z1,%2,23), (%o, %1, T4, T5) €t (zo, T2, T4, Ts)
appartiennent & Px donc & P. D’aprés la proposition 6, il existe 2, € X tel
que z' = (zo,...,%s,27) appartienne & Q. On a donc &' € Qx, et comme
(Px,Qx) est une structure forte de parallélépipédes et que z € Qx, =} = z7
et donc x € Q. O
REMARQUE. — 1l est aussi possible de montrer la proposition 9 sans utiliser

les résultats de la section 4 (théoréme 4 et proposition 6) mais en décrivant
explicitement P et Q. Pour d’autres présentations de Px et Qx on pourra
consulter la section 11 de [13] ou 'appendice E de [11].

COROLLAIRE 2. — Supposons que (X,T) est une limite projective de nilsys-
temes minimauz d’ordre 2. Alors la relation de bi-proximalité régionale de X
est l’égalité.

Démonstration. — Soit (X;) une famille projective de nilsystémes d’ordre 2
dont la limite projective est X. Soient x,y € X deux points bi-régionalement
proximaux. D’aprés le lemme 4, pour tout ¢ les images de z et y dans X;
sont bi-régionalement proximales et donc égales d’apreés la proposition 9. On a
donc z = y. [

5.3. Démonstration du théoréme 3 a partir du théoréme 2. — Soit (X,T") un sys-
téme distal minimal. Nous avons vu que (P, Q) est une structure de parallé-
lépipedes sur X. D’aprés la section 3.3 de [12], la relation de bi-proximalité
régionale de X est donc une relation d’équivalence sur X. Soient Y le quotient
de X par cette relation et ¢: X — Y l'application quotient.

Comme la relation de bi-proximalité régionale est fermée, Y peut étre muni
d’une structure d’espace compact telle que ¢ soit continue et comme cette
relation est invariante par T, cette transformation induit une transformation
de Y, encore notée T, telle que ¢: X — Y soit un facteur.
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D’aprés la section 3.3 de [12], 'image de Q(X) par I'application ¢[?! est une
structure de parallélépipédes forte sur Y. Par ailleurs, d’aprés le lemme 4, cette
image est égale & Q(Y) qui est donc une structure forte.

On en déduit que la relation de bi-proximalité régionale de Y est I’égalité.
D’aprés le théoréme 2, Y est une limite projective de nilsystémes d’ordre 2.

Soit maintenant (W, T') un nilsystéme d’ordre 2 qui est un facteur de X, ’ap-
plication facteur étant notée ¢. Soient z,y € X deux points tels que ¢(z) = ¢(y)
et montrons que ¥(z) = Y (y).

Par définition de ¢, z et y sont bi-régionalement proximaux et il existe
a,b,c € X tels que (z,y,a,a,b,b,¢c,c) € Q(X). On a

(¥ (@), ¥(y), ¥ (a), ¥(a), ¥ (b), $(b), % (c), ¥ (c)) € QW);

donc ¢ () et ¢ (y) sont bi-régionalement proximaux dans W, donc égaux d’aprés
la proposition 9. Notre affirmation est démontrée.

Ainsi, application 1 se factorise & travers ¢ : tout facteur de X qui est un
nilsystéme d’ordre 2 est un facteur de W, qui est donc le nilfacteur d’ordre 2
maximal de X. O

6. Résultats topologiques

Dans cette section nous débutons la démonstration du théoréme 2. Nous
supposons désormais :

Le systeme (X,T') est transitif et la relation de bi-prozimalité
(Hyp.) iy e 1
régionale sur X est l’égalité.

Nous voulons démontrer que le systéme est une limite projective de nilsys-
témes d’ordre 2. La démonstration occupe cette section et la suivante.

D’aprés la proposition 3, le systéme (X, T') est distal et minimal. D’apreés le
théoréme 5, (P, Q) est une structure de parallélépipédes sur X telle qu’elle a
été définie et étudiée dans [12], et cette structure est forte par hypothése.

Les structures de parallélogrammes et de parallélépipédes ont été étudiées
dans cet article dans un cadre « abstrait » et nous avons ici une structure « plus
riche ». D’une part, X, P, Q, ... sont des espaces compacts; d’autre part,
les parallélogrammes et parallélépipédes de X proviennent de la dynamique.
Les structures topologiques et dynamiques sont bien siir intimement liées mais,
pour la commodité de la lecture, nous séparons les deux type d’arguments et
commengons par ceux de nature purement topologique.

Nous utilisons désormais librement les définitions, notations et résultats
de [12], en rappelant briévement certaines définitions au fil du texte.
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6.1. Les groupes P, et F'. — Nous étudions les propriétés topologiques des
groupes et homomorphismes introduites dans la section 4 de [12]. Les démons-
trations consistent essentiellement en arguments élémentaires de compacité
que nous ne donnons que succinctement.
Rappelons que d’équivalence = sur P est définie par
pour z,y €P, =~ ysi (z,y) € Q.

La classe d’équivalence pour cette relation d’un parallélogramme x est notée [x]
et on note P le quotient de P par cette relation.

Ainsi, le graphe de la relation =~ est Q, considéré comme un sous-ensemble
de P x P. Comme Q est compact, On peut donc munir P d’une structure d’es-
pace compact telle que la surjection naturelle P — P soit continue.

On définit deux applications r,q: P — Z par
pour tout ¢ € P, r([z]) = w(z1)7(z0) " et ¢([z]) = m(z2)7(z0) "

Ces deux applications sont continues. En particulier, pour tout s € Z, le sous-
ensemble P; = r~!({s}) de P est fermé et la restriction g; de q¢ a Ps est
continue.

Dans la section 4.1 de [12], on a muni chaque ensemble Ps; d’une structure
de groupe abélien. On rappelle que cette multiplication satisfait
(3) si(zo,z1,22,23) € Ps et (z2, 3,24, 25) € Py

alors [xo, 21, T2, 23] - [T2, %3, T4, 5] = [T0, 21, T4, T5] -

Montrons :

LEMME 10. — Pour chaque s € Z la multiplication de Ps est continue. Plus
précisément, soit

Px,P={(a,8)€PxP;r(a)=r(B)} =] P x P
s€Z
Soit m: Px, P — P l’application dont, pour tout s € Z, la restriction a Py x P,
est la multiplication. Alors m est continue.

Démonstration. — Définissons
K = {($0,$1,$2,$3,IL‘4,£L’5) € XS (zg,x1,20,23) €P et (x2,23,24,75) € P}.
Ainsi, K est une partie fermée de X% et Px,. P est I'image de K par 1’application
(zo,21,%1,%3,Tq,T5) — ([xo,:cl,azg,xg,] , [x27ac3,m4,a:5]).
L’application m de P x, P dans P est caractérisée par
pour tout (zg,Z1,x2, T3, %4, T5) € K,

m([mo,ﬂﬁhxza%] , [9027993,334,1?5]) = [20, T1, T4, T5] .
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Le graphe de cette application est fermé et elle est donc continue. O

Ainsi, pour tout s € Z, P; est un groupe abélien compact et ¢;: Ps — Z est
un homomorphisme continu de groupes. Le noyau Fs de cet homomorphisme
est donc un groupe compact.

Notons P; ; 'ensemble des parallélogrammes verticaux, c’est-a-dire dont les
quatre sommets ont la méme projection sur Z. On rappelle que F' est formé
des classes d’équivalence des parallélogrammes verticaux. Ainsi, F' = F; est un
groupe compact.

LEMME 11. — L’action de F' sur X est continue.

Démonstration. — Définissons un sous-ensemble K de X x X x P;; par

K ={(z,y,2); 2,y € X, z € P11, w(z) = n(y) et (z,2,2,y,2) € Q}.
Alors K est fermé dans X x X x P;; donc compact. Remarquons que si
(x,y,z) € K, si 2/ € Pyj et si[2] = [z], alors (a:,y,z’) € K. Ainsi, K
induit un sous-ensemble compact R de X x X x F.

Par définition de l'action de F' sur X, pour x € X et u € F, u - x est
Punique élément de X tel que (sc,u - z,u) appartienne & R. Cette action est
donc continue. O

Rappelons la définition des applications js et is. Soit s € Z. Donnons-nous
a,b € X avec 7(b) = smw(a). Pour tous u,v € F, (a,b,u - a,v -b) est un paral-
lelogramme et F est I’ensemble des classes des parallélogrammes ainsi obtenus.
L’application js: Fs — F est caractérisée par

pour tous u,v € F,  js[a,b,u-a,v b =vu"'.

Alors js est un isomorphisme de groupes et is: Fy — F est l'isomorphisme
réciproque. Introduisons quelques notations supplémentaires.

NOTATION. — On note

L=¢g'({1}))=F.cP

seZ

et j: L — F l'application donnée par
jla) =js(a) sl a€ F.
On note i: Z X F' — L I'application définie par
i(s,€) = iy (&),

LEMME 12. — Pour tout s € Z, lisomorphisme js: Fs — F est continu et
plus précisément 'application j: L — F' est continue.
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Démonstration. — Soit P, 1 'ensemble des parallélogrammes x = (zo, 21, 2, T3)
vérifiant m(x2) = 7(zo) et donc aussi 7(x3) = 7(z1). Ainsi, L est 'image de P, ;
dans le quotient P de P.

Tout parallélogramme appartenant & P, ; peut s’écrire d’une unique maniére
sous la forme (a,b,u - a,v - b) avec a,b € X et u,v € F et on définit une
application j': P, ; — F par j'(a,b,u - a,v-b) = vu~!. Cette application est
continue. De plus, j est application induite par j’ par passage au quotient et j
est donc continue. O

Remarquons que 'application i est la réciproque de I'application r X j: L —
Z x F. On a donc :

COROLLAIRE 3. — L’application i: Z x F — L est continue.

6.2. Le groupe de structure topologique

DEFINITION 10. — Le groupe de structure topologique de (X, T), noté Gyop ou
Gtop(X), est I'ensemble des homéomorphismes de X appartenant au groupe de
structure G de X.

Ainsi, Gyop est le groupe formé des homéomorphismes z — ¢ - = de X tels
que pour tout & € P, on ait gl -z € P et g - & = . On rappelle que

2. 5= (9 20,9 1,9 %2,9 - T3).

pour x = (zg,%1,%2,23) €EP, ¢
On munit Gi,p de la topologie de la convergence uniforme sur X. Ainsi, Gyop
est un groupe polonais. Comme G;,p est un sous-groupe de G, il est nilpotent

d’ordre 2 (cf. [12, prop. 12]).

PROPOSITION 10. — Le groupe Giop agit transitivement sur X si et seulement
st pour tout s € Z, la suite exacte

(4) 0—F-25pP % B0

se scinde contintdment, c’est-a-dire qu’il existe un homomorphisme de groupes
continu ks: Ps — F tel que k4 0 js soit l'identité de F'. En particulier, si F' est
un tore de dimension finie, alors Gyop agit transitivement sur X.

Démonstration. — 11 suffit de vérifier que 1’élément de G construit dans la
preuve du théoréme 2 de [12] est un homéomorphisme de X. O
PROPOSITION 11. — Supposons que Giop agit transitivement sur X. Soit I'yop

le stabilisateur d’un point e de X et identifions X avec Giop /Tiop de la fagon
naturelle. Alors Giop est localement compact, T'yop est un sous-groupe discret
de G et Uidentification X = Gyop /Ttop est un homéomorphisme.

Avant la démonstration de cette proposition, introduisons une notation uti-
lisée dans toute la suite.
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NoTaTION. — Si H, K sont deux groupes topologiques métrisables, hom.(H, K)
désigne I’ensemble des homomorphismes continus de H dans K, muni de la
topologie de la convergence uniforme sur tous les compacts de H.

Démonstration. — Pour alléger la typographie, nous écrivons G et I' au lieu
de Gyop et I'yop dans la démonstration.

6.2.1. Remarques préliminaires.— Comme G est un groupe transitif de trans-
formations de X et que I' est le stabilisateur d’un point e, 'intersection de ce
groupe et du centre Z(G) de G est triviale. D’aprés [12, prop. 15], F' est inclus
dans Z(G) donc I' N F = {1}. Dans la section 5.3 de [12] on montre que le
groupe G2 des commutateurs de G est inclus dans F'. On a donc ' NGy = {1}
et I' est abélien.

Par définition, I" est un sous-groupe fermé de G. Comme F' agit continiiment
sur X, 'inclusion de F' dans G est continue, et F' est un sous-groupe compact
de G.

6.2.2. Premiére partie.— On rappelle encore (cf. [12, section 5.3]) qu’il existe
un homomorphisme de groupes p: G — Z vérifiant

pour tout g € G et tout z € X, p(g) - w(x) = (g - x).

Par définition de l'identification X = G/T', le point e de X est I'image dans X
de I’élément unité 1 de G, donc m(e) est ’élément unité 1 de Z. Ainsi,

p(g) =7(g-e) pour tout g € G.

Le graphe de l’application p est fermé et cet homomorphisme est donc
continu. Son noyau FT est donc fermé dans G. Comme G et Z sont des groupes
polonais et que p est surjectif, cet homomorphisme est une application ouverte
et la topologie de Z coincide avec la topologie quotient de G/FT' (voir [4],
chapitre 1).

La compacité de F' entraine alors facilement que ’application g — g - e est
ouverte de G dans X. Ainsi, l'identification X = G/T" est un homéomorphisme
et ' est un sous-groupe cocompact de G.

6.2.3. Deuxiéme partie.— Nous montrons maintenant que I est un sous-groupe
discret de G.

a) Soit v € I'. Comme G est nilpotent d’ordre 2, 'application fy: g — [7, ]
est un homomorphisme de groupes de G dans Gy C F.

Comme lapplication (h,g) — [h,g9]: G X G — G2 est continue, pour
chaque v € I' 'homomorphisme f, est continu et l'application v — f, est
continue de I' dans hom.(G, F').

Soit v € I'. Comme F' est contenu dans le centre de G, ’homomorphisme f,
est trivial sur F'. Comme I' est abélien, la restriction de ’homomorphisme f, aI'
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est triviale. Ainsi, f, induit un homomorphisme de groupes x, de G/T'F = Z
dans F' et cet homomorphisme est continu.

On vérifie facilement que x~, # 1 pour tout v € I' différent de 1. En effet,
dans le cas contraire on aurait f, = 1 et v appartiendrait au centre de G, ce qui
contredit les remarques préliminaires.

b) Supposons que I' n’est pas discret. Il existe alors une suite (v,,) dans T,
convergeant vers 1 dans I' et avec =, # 1 pour tout n.

On a donc x,, # 1 pour tout n. Comme Z et F sont des groupes abé-
liens compacts, le groupe hom.(Z, F') est discret et la suite (x,, ) ne peut pas
converger vers 1 dans hom.(Z, F'), c’est-a-dire uniformément sur Z.

Il existe donc une suite (z,) dans Z telle que la suite (X, (2,)) converge
dans F vers un point u # 1. En remplacant la suite (v,) par une sous-suite,
on se rameéne au cas ou la suite (z,) converge dans Z vers un certain point z.
Comme p est une application ouverte, il existe une suite (g,) dans G avec
p(gn) = 2z, pour tout n et qui converge vers un point g de G avec p(g) = z.

Le sous-ensemble K = {g,, ; n > 1} U {g} est un compact de G. Comme
lapplication v — f, est continue & valeurs dans le groupe hom.(G, F) muni
de la topologie de la convergence uniforme sur tout compact, la suite (£, (.))
converge uniformément vers 1 sur K et la suite (f, (g95)) converge donc vers 1.

Comme pour tout # on a fy, (gn) = X, (2n), on obtient la contradiction
recherchée.

6.2.4. Troisiéme partie.— Nous montrons maintenant que G est localement
compact. Comme I' est un sous-groupe discret de G, il existe un voisinage
fermé symétrique K de 1 dans G avec (K - K - K) NI = {1}. Vérifions que K
est compact. Soit (g,) une suite dans K et montrons que cette suite admet une
sous-suite convergente.

Comme X est compact, quitte & remplacer la suite donnée par un sous-suite,
on peut supposer que la suite (g, - €) converge dans X. Comme ’application
g — g - e est ouverte, il existe une suite (h,) dans G, convergente et vérifiant
h, - e = g, - e pour tout n. Pour tout n posons v, = g;lhn. On a -, €T.

Pour tous m,n assez grands, h,,h,! € K donc 7,7, € K-K - K et
donc vy, = v,. Ainsi, la suite (y,) est constante & partir d’un certain rang et
la suite (g,) converge. O

7. Démonstration du théoréme 2

Dans cette section nous terminons la démonstration du théoréme 2. Nous
supposons toujours que

(Hyp.) La relation de bi-proximalité régionale sur X est l’égalité.
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Nous commengons par une remarque préliminaire.

7.1. Passage au quotient.— Soit Fy un sous-groupe fermé de F' et Y D’espace
quotient de X sous ’action de Fj.

Comme la transformation T appartient au groupe de structure de X et
que F' est contenu dans le centre de ce groupe, 'action de F' sur X commute
avec T'. Ainsi T induit un homéomorphisme, encore noté T, de Y et ’application
quotient ¢: X — Y est un facteur.

LEMME 13. — Soient Fy et Y comme plus haut. Alors :

1) la relation de bi-prozimalité régionale sur'Y est ’égalité et

2) le groupe des fibres de Y est isomorphe a F/Fy.

Démonstration. — 1) Soient y,y’ € Y avec (y,y’) € RP2(Y). Alors d’aprés le
lemme 1, il existe a,b,c € Y avec (y,v,a,a,b,b,¢,c) € Q(Y).

D’aprés le lemme 4, Q(Y) est 'image de Q(X) par ¢l et il existe donc
x = (zg,...,27) € Q(X) avec

¢(zo) =y, ¢(z1)= Y, (z2) = ¢(z3) = a,
P(za) = d(z5) =b et o(zg) = Pp(a7) = c.

Par définition de ¢, il existe u, v, w € Fy avec
T3 =U-Tg, T5=V- Ty € Ty=w-xq.

D’aprés la proposition 12 de [12], on a 7 = uvw ™! - z; et donc ¢(z1) = ¢(z0)
par définition de ¢, c’est-a-dire 3y’ = y, ce qui démontre 1).

2) L’image par Papplication ¢!?: X2 — Y2 de I’ensemble des parallé-
logrammes verticaux de X est I’ensemble des parallélogrammes verticaux de Y.
Cette application respecte 1’équivalence des parallélogrammes et donc elle in-
duit une application surjective ¢, du groupe des fibres F' de X sur le groupe
des fibres de Y. L’application ¢, est continue puisque ¢[? est continue et on
vérifie immédiatement que ¢, est un homomorphisme de groupes.

Nous remarquons aussi que ¢, commute avec les actions des groupes de
fibres sur X et Y : pour tout z € X et tout u € F, ¢(u - ) = ¢u(u) - ¢(x).
Le noyau de ¢, est donc 'ensemble de u € F tels que ¢(u - z) = ¢(z) pour
tout x € X, c’est-a-dire Fy. La propriété 2) est démontrée. O
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7.2. Le cas ou F est un groupe de Lie. — Rappelons que le groupe abélien com-
pact F' est un groupe de Lie si et seulement si il peut se représenter comme la
somme directe d’un tore de dimension finie et d’un groupe fini (chacun de ces
deux groupes pouvant étre trivial).

PROPOSITION 12. — Supposons que le groupe F est un groupe de Lie. Alors
le groupe de structure topologique Giop agit transitivement sur X.

Démonstration. — Nous aurons besoin de la définition des applications js et i,
rappelée dans la section 6.1. D’aprés la proposition 10, nous sommes ramenés
4 montrer que pour tout s € Z la suite exacte

(4) 0—-F-25pP -2,B-0
est continiment scindée, c’est-a-dire qu’il existe un homomorphisme continu
Kks: Py — F vérifiant

isoks =Idp.
La démonstration comprend trois parties : nous commengons par vérifier que
cette suite exacte est continiment scindée pour s = 1, puis pour tous les s

dans un voisinage W de 1 dans Z et enfin nous concluons par un argument de
minimalité.

7.2.1. Premiére partie : le cas ot s = 1.— Soient z,y,2’,y’ € X avec

n(y)m(z)~ = n(y)m(") "

Alors (z,y,2',y') € P et d’aprés le lemme 9 de [12], les classes [z,z,y,y] et
[#',2',y',y'] des parallélogrammes (z,z,y,y) et (z',2',y’,y’) sont identiques.
On peut donc définir une application p: Z — P par

p(t) = [z,z,y,y] pour tout (z,y) € X x X tel que w(y)m(z)” "' =t

Par construction, 'image de ’application p est contenue dans P; et g1 o p :
Z — Z est Papplication identité. L’application p est un homomorphisme de
groupes par définition de la multiplication dans P;. Son graphe est l'image
de X x X par ’application continue

(z,y) — (w(y)w(x)_l, [:v,x,y,y]): XxX—ZxP

et est donc fermé dans Z x P;. Cette application est donc continue et le
groupe P; est donc bien la somme directe topologique de F' et Z. La suite
exacte (4) est donc contintiment scindée pour s = 1 et il existe un homomor-
phisme continu k1: P, o F' avec iy o k1 = Idp.
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7.2.2. Deuzxiéme partie : construction d’un voisinage de 1 dans Z.— Nous
écrivons FF = T¢ x K, ot d > 0 est un entier et K un groupe fini. Pour tout
s € Z, ’homomorphisme continu injectif i,: T? x K — P, s’écrit alors

is(u,f) = ¢s(u) . %(5)
ol ¢s: T¢ — P, et 1)s: K — P, sont des homomorphismes continus injectifs
avec

() ¢s(T?) N5 (K) = {1}.

a) Pour tout s € Z nous construisons un homomorphisme continu
Ts: Py — T% tel que

(6) {7'5 o ¢, est Iidentité de T? et

Ts 0 g: K — T? est ’homomorphisme trivial.
Soit s € Z. En composant ¢, avec I’application quotient on obtient un homo-
morphisme continu ¢,: T? — P, /1, (K), qui est injectif d’aprés (5). Comme T¢
est un groupe injectif, il existe un homomorphisme continu 7, : P;/1,(K) — T¢
tel que 75 o ¢ soit Iidentité de T¢. En composant avec I’application quotient

on obtient un homomorphisme continu 7,: P; — T¢ vérifiant (6).

b) Nous construisons maintenant un voisinage W de 1 dans Z et pour tout
s € W un homomorphisme continu o,: P, — K vérifiant

(7) os01s =Idg .
En composant x; avec la projection F = T¢ x K — K, on obtient un
homomorphisme continu o1: P, — K vérifiant la propriété (7) pour s = 1.
Comme K est fini il existe un voisinage ouvert U de 1 dans Z et une appli-

cation continue o: r~1(U) — K qui coincide avec o1 sur P;. Pour s € U on
note o, la restriction de o & Ps. Pour chaque sous-ensemble Y de Z notons

Ry = {(a,B) e r (V) x 17} (YV): r(a) = (8} = | Ps x Pu.
seY

Ainsi, Ry est inclus dans I’ensemble Rz = P X, P considéré dans le lemme 10.

Soit m: P x, P — P D'application introduite dans ce lemme et définissons
f: Ry — K par

fle, B) = a(m(e, B)) - a(a) ™ - a(B) 7.
Ainsi, pour tout s € U et tous «, 8 € P,
f(avﬂ) = O'S(Oéﬁ) : o's(a)il : o's(ﬂ)il'

Comme o7 est un homomorphisme, f est égale & 1 sur P; x P;. La continuité

de o et le lemme 10 entrainent que f est continue sur Ryy. Comme K est fini, il
existe donc un voisinage V' de 1 dans Z avec V C U, tel que cette application
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soit égale & 1 sur Ry . Ainsi, pour tout s € V, o, est un homomorphisme continu
de P, dans K.

Enfin, d’aprés le corollaire 3, lapplication (s,&) — ¥s(£) est continue
de V x K dans r~!(V) et donc l'application (s,&) — o5 0 1s(€) est continue
de V x K dans K. Comme K est fini et que o1 07 est 'identité de K il existe
un voisinage W de 1 dans Z, contenu dans V, tel que (7) soit vérifié pour
tout s € W.

¢) Remarquons que comme T? est connexe et que K est fini, 0 ,0a,: T — K
est trivial pour tout s € W. Pour tout s € W, posons

ks =Ts X 0g: Py — T x K = F.

Alors ks est un homomorphisme continu et les relations (6) et (7) entrainent
que ks oty = Idp pour tout s € W.

La suite exacte (4) est contintiment scindée pour tout s dans le voisinage W
de 1 dans Z.

7.2.3. Troisiéme partie : invariance par T'. — Nous montrons maintenant que
Pensemble Z’ des s € Z pour lesquels la suite exacte (4) est continiment scindée
est invariant par T, ce qui achévera la démonstration par minimalité. Nous
utilisons les applications T1[2] et Tlm définies dans la section 3.5. Soit s € Z.

Pour tout & = (zg,x1,T2,23) € Ps, on a Tlma: = (xo,Tx1,22,T23) € Prs.
L’application Tl[Q]: Ps — Prps est clairement continue. De plus, si =,y € P
vérifient & =~ y, alors on a (z,y) € Q et (T1[2]m,T1[2]y) = T1[3] (z,y) € Q, donc
Tlmcc ~ Tl[Q]y. Ainsi, T1[2]: Ps — P, induit une application continue, encore
notée T1[2], de P, dans lui-méme. La définition de la multiplication dans P; et
Pr, entraine immédiatement que cette application est un homomorphisme de
groupes. En remplagant T par son inverse dans ce qui précéde on obtient que
cette application est un isomorphisme.

On vérifie immédiatement sur les définitions que g7 oT1[2] = qs, que T’ 1[2] Fs =
Frs et que jrs o Tl[z] = js donc Tl[Q] 014y = irs. On a donc un diagramme
commutatif

0— F 1=y P, X,7 -0

lld lTlm lld

0— F 2=, pp, 2T 7 40

ot les lignes horizontales sont les suites exactes (4) aux points s et T's. Si s
appartient & Z’ la premiére suite exacte est contintiment scindée, donc aussi la
deuxiéme et donc T's appartient & Z’. Ainsi Z’ est invariant par T et contient
un voisinage de 1, il est donc égal & Z par minimalité de la rotation (Z,T),
ce qui achéve la démonstration. O]
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7.3. Fin de la démonstration du théoréme 2

a) Réduction au cas ot F est un groupe de Lie. — Comme F' est un groupe
abélien compact, il peut s’écrire comme limite projective d’une suite de groupes
de Lie. Cela signifie qu’il existe une suite décroissante (F,,) de sous-groupes
fermés de F, avec N, F,, = {1} et telle que F/F, soit un groupe de Lie pour
tout n.

Soit X, le quotient de X par l'action de F,. Comme le systéme X est la
limite projective de la suite (X,,) de systémes, il suffit de montrer que chacun
d’entre eux est limite projective d’une suite de nilsystémes d’ordre 2.

D’aprés le lemme 13, la relation de bi-proximalité régionale de X,, est I’égalité
et le groupe des fibres de X,, est isomorphe a F/F,. Ainsi, sans perdre en
généralité, nous pouvons nous restreindre au cas ot F' est un groupe de Lie.

b) Comme F' est un groupe de Lie, d’aprés la proposition 12, le groupe
Giop agit transitivement sur X. D’aprés la proposition 11, Giop est localement
compact, le stabilisateur I' de e est discret et X peut s’identifier a Gyop /T
On rappelle que Gyop, est nilpotent d’ordre 2.

Le groupe localement compact Giop, peut s’écrire comme limite projective
de groupes de Lie [15]. Plus précisément, il existe une suite décroissante (K,)
de sous-groupes compacts de Giop, contenus dans le centre de Giop, avec
Ny, Kn = {1} et telle que Gyop /K, s0it un groupe de Lie pour tout n.

Pour tout n, Giop /K,I' muni de la transformation induite par T' est un
nilsystéme d’ordre 2, et X est la limite projective de ces systémes. O

8. Application : une caractérisation des nilsuites d’ordre 2

8.1. Ladéfinition. — Soit (u,, ; n € Z) une suite bornée de nombres complexes.
On rappelle que cette suite est presque périodique si la famille de ses translatés
est relativement compacte pour la topologie de la convergence uniforme. Cette
propriété est satisfaite si et seulement si il existe une rotation minimale (X, T),
un point e € X et une fonction continue f: X — C avec u, = f(T"e) pour
tout n € Z.

La notion de nilsuite généralise la notion de suite presque périodique. Nous
reproduisons la définition de [5].

DEFINITION 11. — Soit £ > 1 un entier. Une suite u = (u, ; n € Z) de
nombres complexes est une nilsuite de base d’ordre k s’il existe un nilsys-
téme (X,T) d’ordre k, un point e € X et une fonction continue f sur X
tels que u, = f(T™e) pour tout n € Z. Une nilsuite d’ordre k est une limite
uniforme de nilsuites de base d’ordre k.
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Ainsi, les nilsuites d’ordre 1 sont les suites presque périodiques.

Dans la définition d’une nilsuite de base on peut supposer sans perdre en
généralité que le nilsystéme (X, T') est minimal : il suffit en effet de remplacer X
par orbite fermée de e, qui munie de T" est un nilsystéme d’ordre k (voir [14]),
transitif donc minimal.

LEMME 14. — Soit k > 1 un entier. Pour que la suite u = (u, ; n € Z) de
nombres complexes soit une nilsuite d’ordre k il faut et il suffit qu’il existe un
systeme (Y, S) minimal qui soit une limite projective de nilsystémes d’ordre k,
un point a € Y et une fonction continue h sur'Y tels que u, = h(S™a) pour
tout n € Z.

Démonstration. — Si la suite u provient d’une limite projective de nilsystémes
comme dans I’énoncé, alors par approximation de la fonction h on obtient
immédiatement que cette suite est une nilsuite d’ordre k.

Supposons maintenant que la suite u = (u, ; 7 € Z) est limite uniforme des
nilsuites de base u(? ou u(¥ = (usf) ; n € Z) pour tout i > 1. Pour chaque i
choisissons un nilsystéme minimal (X;,T;), un point e; € X et une fonction

continue f; sur X; avec
ugf) = fi(T]'e;) pour tout i >1 et tout n > 1.

Pour tout i > 1, soient S; la transformation 77 X --- x T; de X1 X --- x X,
a; = (e1,...,6;) € X3 x -+ x X; et Y; Porbite fermée de a; pour S;. Alors
(X1 x -+ x X;,8;) est un nilsystéme d’ordre k donc (Y;,S;) est un nilsystéme
d’ordre k (voir [14]), transitif donc minimal. Notons encore g; la restriction a Y;
de la fonction (z1,...,2;) — fi(z;): X1 x---x X; - C.On a

ul? = g;(SPa;) pour tout i >1 et tout n > 1.

Pour chaque ¢ soit p;: X7 x --- x X; x X;41 — X3 x --- x X; la projection
naturelle. On a p;(a;+1) = a; et p; 0 Six1 = S; o p; et par densité on en déduit
que p;(Yiy1) =Y. Ainsi, pi: (Yig1, Si+1) — (Y3, Si) est une application facteur.

Les systémes (Y;,5;) forment avec les applications p; un systéme projec-
tif. La limite projective (Y,S) de ce systéme est un systéme minimal. Notons
g;: Y — Y, Dapplication naturelle, a le point de Y défini par ¢;(a) = a; pour
tout i et h; la fonction continue g; o ¢; sur Y. Nous avons

u{? = h;(S™a) pour tout i >1 et tout n > 1.

Quand i — 400, u) — w, uniformément, donc la suite de fonctions (hy)
converge uniformément sur 'orbite {S™a ; n € Z} de a. Comme cette orbite
est dense dans Y, la suite de fonctions (h;) converge uniformément sur Y. Soit h
la limite de cette suite. h est une fonction continue sur Y et u,, = h(S™a) pour
tout n. O
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8.2. Une caractérisation des nilsuites d’ordre 2. — Nous commengons par une
caractérisation des suites presque périodiques.

THEOREME 8. — Soit u = (un, ; n € Z) une suite bornée de nombres com-
plexes. Pour que la suite u soit presque périodique, il faut et il suffit que

pour tout € > 0, il existe un entier M > 1 et § > 0 tels que
(8) pour tous k,m,n € Z on ait : si pour tout i € [k — M,k + M] on a

[Wipm — Ui| < O €t [Uipn — ui| <6, alors [uptmin — Ukl < €.

THEOREME 9. — Soit u = (un, ; n € Z) une suite bornée de nombres com-
plexes. Pour que la suite u soit une nilsuite d’ordre 2, il faut et il suffit que

pour tout € > 0 il existe un entier M > 1 et § > 0 tels que pour
tous k,m,n,p € Z on ait : si pour tout i € [k — M,k + M] on a
(9) *) [Uigm — Ui| <O, [Uign —us| <O, |Uigmin — ui| <6,

ity = wil <6, |Uitmip — uil <O, [Uitnip —uil <3,
alors |Ugtmtntp — Uk| < €.

Ainsi, les suites presque périodiques et les nilsuites d’ordre 2 sont carac-
térisées par des propriétés de régularité arithmétique des temps de retour.
L’uniformité en k,m,n,p dans (9) peut se traduire en termes topologiques,
comme dans la définition classique d’une suite presque périodique, mais nous
ne développons pas ces considérations ici.

Nous ne montrons que le théoréme 9, la preuve du théoréme 8 étant similaire
et plus simple.

Démonstration. — a) Soient u = (u, ; n € Z) une suite bornée et D C C un
disque fermé contenant u,, pour tout n. Muni de la topologie de la convergence
simple, D% est un espace compact métrisable, par exemple au moyen de la
distance d définie par

pour z = (zp; nE€Z) et y= (yn; n € Z), d(z,y) = Z2‘|”||xn = Ynl-
nez
Nous munissons D% du décalage T défini par
pour tout z € D%, (Tx), = 2,1 pour tout n € Z.
Ainsi, T est un homéomorphisme de DZ.

Considérons la suite u comme un élément de D” et soit X l'orbite fermée
de u sous la transformation 7. Par construction, (X, T') est un systéme transitif.

b) Supposons maintenant que ’hypothése (9) est satisfaite. Soient € > 0 et
M,§ comme dans (9). Soient N > 0 un entier, k,m,n,p € Z et supposons que
les conditions (*) sont vraies pour tout ¢ € [k — M — N,k + M + NJ. Alors,
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en appliquant I’hypothése aux entiers k + j avec |j| < N on obtient que pour
tout ¢ € [k — N,k + N]on a |[Ugtmintp — Uk| <€

Par définition de la distance sur D?, cette propriété peut s’écrire

(10) pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que, pour tous k,m,n,p € Z, si
d(T* ™, TFu) < 6, d(TF"u, T*u) < 4,
d(TFmFny, Try) < 6, d(TFPu, TFu) < 6,
d(TF™ Py, TRu) < § et d(TFH"+Pu, TFu) < 6,

alors d(T*T™ TPy THy) < e.
Par densité de (T*u ; k € Z) dans X et par continuité de T' on obtient que

(11) pour tout € > 0 il existe § > 0 tel que,
pour tous m,n,p € Z et tout z € X, si
d(T™z,z) < 36, d(T"z,z) < 16, d(T™ "z, z) < 36,
d(TPz,z) < 36, d(T™ Pz, z) < 16 et d(T" Pz, z) < 14,

alors d(T™1" 1Pz, x) < 2.

Par définition de Q nous obtenons que si (z,z,...,z,y) € Q alors ¢ = y. Le
lemme 1 entraine alors que la relation RP2 est I’égalité. D’aprés le théoréme 2,
le systéme (X,T') est donc une limite projective de nilsystémes d’ordre 2.

L’application f qui a chaque z = (z, ; n € Z) € X associe z( est une
fonction continue, et on a f(T"u) = wu,, pour tout n. La suite u = (u,, ; n € Z)
est donc une nilsuite d’ordre 2.

¢) Nous montrons maintenant que la propriété (9) est satisfaite par toute
nilsuite d’ordre 2. Comme cette propriété est stable par limite uniforme, nous
pouvons nous restreindre au cas des nilsuites de base.

Soient (Y, S) un nilsystéme minimal d’ordre 2, e € Y et f une fonction conti-
nue sur Y avec u,, = f(S™y) pour tout n. Soit D un disque fermé de C contenant
toutes les valeurs de la fonction f. Définissons une application p: Y — D? par

pour tout y € Y et tout n € Z, (p(y))n = f(T"y).

Cette application vérifie clairement po S = T o p et p(e) = u. Par densité,
limage de p est X et p est donc une application facteur de (Y, S) sur (X, T).
Ainsi, (X,T) est un facteur d’un nilsystéme d’ordre 2 et est donc aussi un
nilsystéme d’ordre 2, transitif donc minimal.

La relation RP2 sur X est donc I’égalité. On en déduit immédiatement (11)
puis (10) et enfin (9). O
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