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L’AUTRE AXIOME DU CHOIX

Pierre AGERON (*)

RÉSUMÉ. — L’〈〈axiome du choix simple 〉〉 est le principe selon lequel on peut choisir
un élément dans tout ensemble non vide. Cet 〈〈autre axiome du choix 〉〉 a une histoire
paradoxale et riche, dont la première partie de cet article recherche les traces et repère
les enjeux. Apparaissent comme décisifs le statut de la théorie des ensembles dans les
mathématiques intuitionnistes, mais aussi la tension croissante entre technicisation de
la logique et réflexion épistémologique des mathématiciens. La deuxième partie procède
à un examen détaillé des positions prises dans ce débat par deux mathématiciens
considérables qui ne craignaient pas la métaphysique : Arnaud Denjoy et Paul Lévy.

ABSTRACT. — THE OTHER AXIOM OF CHOICE. — The “axiom of simple choice”
is the principle according to which one can choose an element from any non-empty set.
The first part of this paper attempts to trace the rich and paradoxical history of simple
choice. In this story, the most decisive issues appear to be the status of set theory within
intuitionistic mathematics and the increasing tension between the technical work of
logicians and the epistemological thought of mathematicians. The paper’s second part
analyzes the attitudes taken in this debate by two prominent French mathematicians
who did not fear metaphysics, Arnaud Denjoy and Paul Lévy.

1. LES PARADOXES DU CHOIX SIMPLE

À partir de 1890, quelques mathématiciens groupés à Turin autour

de Peano décèlent dans des écrits antérieurs une forme de raisonnement

suspecte, mais jusqu’alors passée inaperçue. L’un d’eux, Bettazi, évoque

alors la possibilité de l’admettre comme postulat :
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Courrier électronique : ageron@math.unicaen.fr

Mots clés : Axiome du choix, intuitionnisme, principe du tiers exclu, topos, Arnaud

Denjoy, Paul Lévy.
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〈〈choisir arbitrairement un élément dans chacun des ensembles d’un

nombre infini d’ensembles ne semble pas rigoureux, à moins que l’on ne

veuille admettre comme postulat qu’un tel choix puisse se faire, ce qui

nous parâıt cependant inopportun 〉〉 [Bettazi 1896, p. 512].

Peano, suspicieux, ne l’incorpore pas à son Formulaire de mathéma-

tiques.

À Göttingen, Zermelo recourt à son tour à ce 〈〈principe logique 〉〉 qu’il

appelle bientôt axiome du choix 1 — nous abrégerons en (AC) :

〈〈même pour une totalité infinie d’ensembles, il y a toujours des corre-

spondances qui associent à chaque ensemble un de ses éléments 〉〉 [Zermelo

1904, p. 516].

Préconisant de l’appliquer 〈〈partout, sans hésitation, dans les déductions

mathématiques 〉〉, il le met à l’œuvre pour démontrer une ancienne affir-

mation de Cantor : tout ensemble peut être bien ordonné. La validité de

sa preuve provoque une polémique sans précédent.

En France, Borel, Baire, Lebesgue et Hadamard échangent leurs senti-

ments dans 〈〈Cinq lettres sur la théorie des ensembles 〉〉, rassemblées par

Borel et vite devenues classiques [Borel 1905b]. Seul Hadamard admet

sans difficulté la méthode de Zermelo, les trois autres savants sont très

réservés. Cependant, Lebesgue va beaucoup plus loin, confessant à Borel :

〈〈je vois déjà une difficulté dans ceci : “dans un [ensemble] déterminé,

je puis choisir un [élément] déterminé”, puisqu’il existe des ensembles [...]

dans lequels il est peut-être impossible de choisir un élément [Lebesgue

1905, p. 299]. 〉〉

Ainsi, alors que la controverse porte sur la possibilité de choix multi-

ples :

(AC) sur tout ensemble M d’ensembles non vides, il existe une fonc-

tion f telle que f(X) ∈ X pour tout X ∈M ,

il interroge déjà le 〈〈principe du choix simple 〉〉, c’est-à-dire le cas particulier

obtenu en supposant M réduit à un seul élément X 6= ∅ :

(AC1) si un ensemble X est non vide, il existe un élément dans X .

Ce dernier énoncé a l’apparence d’une parfaite pétition de principe2 :

1 Sur l’histoire de cet axiome, voir [Moore 1982] et [Cassinet-Guillemot 1983].

2 La pétition de principe opère 〈〈une distinction hallucinatoire [...] entre deux pensées
qui sont en réalité indiscernables, et ce afin d’établir – ou de prétendre établir – la
vérité de l’une par la force argumentative de l’autre 〉〉 [Rosset 1997, p. 27].
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être non vide ne signifie-t-il pas précisément posséder au moins un

élément ? Non, répond Lebesgue, sauf à postuler l’identification logique

de deux formes d’existence philosophiquement fort différentes : existence

idéale (abstraite) et existence kroneckérienne (constructive). Il tire un

exemple de sa thèse, où il a montré par un simple argument de cardinalité

l’existence dans R de sous-ensembles mesurables et non boréliens. Puis

il note qu’à cette première difficulté du choix simple, le raisonnement de

Zermelo ajoute 〈〈ensuite la difficulté relative à l’infinité des choix 〉〉. En

l’absence de toute théorie axiomatique, sa perspicacité est admirable : il a

compris que si le principe du choix (général) va beaucoup plus loin que le

principe du choix simple, ce dernier n’a déjà rien d’anodin.

En 1908, Zermelo propose d’asseoir la théorie des ensembles sur sept

axiomes. L’axiome III, dit de séparation, est une forme restreinte de

compréhension, destinée à éviter les paradoxes du type Russell : il affirme,

pour tout ensemble M donné, l’existence du sous-ensemble formé des

éléments de M satisfaisant une formule donnée. L’axiome VI est celui du

choix, qui troque ainsi son statut précédent de principe logique contre celui

de postulat d’une théorie 〈〈purement mathématique 〉〉 [Zermelo 1908b].

Ainsi se fait jour une ambivalence du statut, logique ou ontologique, de

l’axiome de Zermelo, sur laquelle nous reviendrons.

La même année, Brouwer inaugure la critique intuitionniste de la

logique [Brouwer 1908]. Il rejette en particulier le principe du tiers exclu

(TE) pour toute proposition P , on a P ou non P ,

qu’il identifie à la croyance hilbertienne, näıve et démesurée, en la

résolubilité de tous les problèmes mathématiques. Ce faisant, on peut

considérer, sur le plan épistémologique, qu’il prolonge et systématise la

critique bégienne du choix d’un élément dans un ensemble. En effet, nous

allons constater que le principe du choix simple est équivalent au principe

du tiers exclu. Le point essentiel est ici que l’équivalence entre ces deux

principes ne repose que sur des inférences échappant à la critique intuition-

niste. (Pour une introduction élémentaire au raisonnement intuitionniste,

nous renvoyons à [Ageron 2000].)

Montrons d’abord que (TE) implique (AC1). Supposons que X est un

ensemble non vide. D’après (TE), X a au moins un élément ou X n’a

aucun élément. Mais le deuxième cas est exclu, car l’ensemble vide est

(par l’axiome d’extensionnalité) le seul ensemble qui n’a aucun élément.
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Ainsi X a au moins un élément, ce qu’il fallait démontrer.

Montrons maintenant que (AC1) implique (TE). Fixons pour cela

une proposition P , et associons-lui (par l’axiome de séparation) le sous-

ensemble X de N formé des entiers naturels n qui satisfont l’énoncé :

(n = 0) et (P ou non P ).

Cet ensemble n’est pas vide : s’il l’était, 0 ne serait pas élément deX , ce qui

impliquerait non (P ou non P), donc non P et non non P , mais ceci est une

contradiction. L’application de (AC1) montre alors que 0 est dans X . On a

donc P ou non P , ce qu’il fallait démontrer.

Trois remarques doivent être faites au sujet de ce raisonnement.

La première est que l’axiome de séparation formulé par Zermelo ne

s’appliquait qu’à une formule 〈〈bien définie 〉〉, en un sens très imprécis. Dans

la démonstration qu’on vient de donner de (AC1)⇒ (TE), on ne prouve

donc P ou non P que si P est 〈〈bien définie 〉〉, faute de quoi l’existence

de l’ensemble X associé n’est pas garantie. Avec le point de vue qui

s’imposera plus tard — celui de [Skolem 1923], anticipé dans [Weyl 1910]

—, il suffit que P soit un énoncé du premier ordre de la théorie des

ensembles — donc, en un sens, une quelconque proposition mathématique.

Deuxième remarque, cruciale : le raisonnement ci-dessus n’a jamais

été tenu par Brouwer, et il ne pouvait l’être. Brouwer rejetait en effet

la conception abstraite d’ensemble induite par l’axiome de séparation de

Zermelo. Il a ainsi été conduit à développer en 1918–1919 une théorie des

ensembles si éloignée de la théorie classique qu’il préférera plus tard parler

de 〈〈déploiements 〉〉. Ce n’est pas avant 1970 qu’on prendra conscience

que des théories des ensembles d’esprit plus cantorien sont parfaitement

possibles indépendamment de (TE). Cela explique que le principe du choix

simple, version ensembliste de (TE), n’ait jamais été un enjeu dans le

vigoureux débat entre les partisans de Brouwer et ceux de Hilbert : pour

les uns, c’est une abstraction dépourvue de sens ; pour les autres, c’est

une pétition de principe.

Troisième remarque, peut être la plus surprenante : nous n’avons utilisé

qu’un cas très particulier de (AC1) pour en déduire (TE), dans la mesure

où les ensembles X auxquels cet axiome a été appliqué n’ont, au plus,

qu’un élément. Ainsi l’essence du choix simple n’est pas, contrairement

aux apparences, celui du choix entre plusieurs éléments, mais la simple
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affirmation de la présence d’un élément dans un ensemble dont on sait

tout à la fois qu’il n’en n’est pas dépourvu et qu’il n’en contient qu’un au

plus !

En 1921, Abraham Fraenkel ajoute aux axiomes de Zermelo un 〈〈axiome

de remplacement 〉〉 qu’il énonce ainsi :

〈〈Si M est un ensemble et si chaque élément de M est remplacé par

un “objet du domaine B”, alors M se transforme en un nouvel ensemble 〉〉

[Fraenkel 1921, p. 97].

L’année suivante, examinant le problème de l’indépendance de l’axiome

du choix relativement aux autres axiomes, il fait trois remarques :

a) les différents choix simples ne posent pas de difficulté ;

b) les autres axiomes donnés par Zermelo ne permettent pas de montrer

que la totalité des objets choisis forme un ensemble ;

c) avec son nouvel axiome, le remplacement, cela semble possible :

〈〈en effet, d’après cet axiome, l’ensemble obtenu à partir de M en

remplaçant chacun des ensembles (non vides) X,Y, . . . par l’un de ses

éléments existe 〉〉 [Fraenkel 1922a, p. 233].

L’axiome du choix semble donc démontré, au moyen de l’axiome de

remplacement. Le raisonnement c) est-il correct ? À vrai dire, avec l’énoncé

ci-dessus de l’axiome de remplacement, où rien n’est dit au sujet de la

fonction de remplacement, il n’est guère falsifiable. Mais comme pour

l’axiome de séparation, Fraenkel adopte très vite le point de vue de

Skolem [1923] : considérer le remplacement comme un schéma d’axiomes

du premier ordre (en quelque sorte un moule à axiomes, qui en engendre

autant qu’on peut écrire de formules définissant une relation fonctionnelle

avec les symboles logiques et le signe d’appartenance ∈). En ajoutant

ce schéma aux axiomes de Zermelo, en ajoutant encore l’axiome dit de

fondation3 (qui exclut des pathologies indésirables), on obtient la théorie

du premier ordre qu’on note aujourd’hui ZF (parfois ZFC). Fraenkel

conjecture alors que, contrairement à son impression première, (AC) n’est

pas conséquence des autres axiomes de ZF . Il construit (essentiellement)

un contre-modèle, satisfaisant tous les axiomes de ZF , sauf l’axiome du

choix et l’axiome de fondation [Fraenkel 1922b]. La construction d’un

contre-modèle satisfaisant l’axiome de fondation, nettement plus délicate,

3 L’axiome de fondation peut s’exprimer ainsi : Pour tout ensemble M d’ensembles
dont chacun a au moins un élément, il existe un élément de M qui est disjoint de M .
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devra attendre la mise au point de la méthode de 〈〈 forcing 〉〉 [Cohen 1963].

Pour justifier le point a), Fraenkel affirme que le choix simple est

une 〈〈conséquence des autres axiomes 〉〉. On sait aujourd’hui, nous y

reviendrons, que ce principe est indépendant de la plupart des axiomes de

ZF — les axiomes du choix et de fondation faisant exception.

En 1926–1927 s’engage un vif débat sur la logique sous-jacente à

l’intuitionnisme (alors parfois appelée 〈〈 logique empiriste 〉〉). Les princi-

paux protagonistes sont Rolin Wavre, Paul Lévy et Émile Borel ; leurs con-

tributions ont été rassemblées dans [Borel 1928, n.VII]. Même si aucun de

ces auteurs n’explicite l’équivalence entre (TE) et (AC1), l’un des aspects

du débat concerne la possibilité de choisir un objet particulier au sein

d’une collection non vide. Paul Lévy est de ceux qui la revendique, avec

vigueur et talent, et prétend pouvoir l’étendre sans difficulté au choix

multiple. Il s’exprimera régulièrement sur ces questions jusqu’à sa mort

en 1971. Avec le même évident bonheur d’écriture, son compatriote et

contemporain Arnaud Denjoy expose sur ces sujets controversés des con-

ceptions voisines au premier abord, mais plus nuancées, paradoxales. Dans

la deuxième partie de cet article, nous soumettrons les écrits de Denjoy

et ceux de Lévy à un examen épistémologique serré.

Un fait est patent : sur la forme et le fond, la distance va croissant entre

les écrits logico-épistémologiques des mathématiciens généralistes, comme

Denjoy et Lévy, et ceux, aux techniques de plus en plus sophistiquées,

des logiciens professionnels. Cependant, le fait que 〈〈 les deux plus grands

mathématiciens de leur génération en France 〉〉 [Schwartz 1997, p. 93]

multiplient ainsi les propos hétérodoxes, brillants, sûrs de soi, parfois

approximatifs ne peut qu’agacer Fraenkel — et cela d’autant plus qu’ils

ignorent avec constance ses propres travaux, à l’évidence décisifs. Cela se

traduit par une série d’attaques ad hominem :

〈〈Si M est un ensemble fini, l’assertion de notre principe est évidente

[...]. Les attitudes de Kamke et Denjoy à cet égard sont erronées 〉〉 [Fraenkel

1953, p. 309, n. 2].

〈〈De façon erronée, plusieurs savants distingués, en particulier A. Den-

joy, ont soutenu que M = {X} (X 6= ∅) serait le cas crucial de l’axiome

du choix, duquel le cas général pourrait être facilement inféré 〉〉 [Fraenkel

1958, p. 17, n. 4].

〈〈Lorsque M = {X} contient un seul élément, le problème est d’une
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nature logique plutôt qu’ensembliste. Conformément aux hypothèses de

notre axiome, X est un ensemble non vide ; par conséquent, la tâche

consiste à “choisir” un seul élément dans un ensemble non vide. Mais

pour cela l’axiome du choix n’est pas nécessaire, contrairement à une opi-

nion exprimée dans diverses publications, notamment de Kamke, Den-

joy, P. Lévy. Dans ces articles, il est aussi soutenu de façon erronée

que l’axiome du choix général peut être déduit, sans aucune hypothèse

supplémentaire, du cas (trivial) où M contient un seul élément 〉〉 [Fraenkel

1973, p. 63, n. 2].

On le voit, Fraenkel a toujours refusé de voir dans le problème du choix

simple autre chose qu’une banalité, et ceci alors que sa relation épistolaire

avec Brouwer en avait fait un témoin informé des idées intuitionnistes [van

Dalen 1999, p. 389 et seq.].

Puisqu’il est aussi mentionné par Fraenkel, il nous faut ici ouvrir

une parenthèse sur le cas d’Erich Kamke (1890–1961). Ce professeur à

l’Université de Tübingen est bien connu en Allemagne pour sa résistance

courageuse au régime nazi, qui le mit en retraite forcée à l’âge de 47 ans.

Il est l’auteur de travaux sur la théorie des nombres, sur les équations

différentielles, mais aussi d’un petit manuel de théorie näıve des ensembles

(Mengenlehre), dont la grande clarté assura le succès : initialement publié

par de Gruyter en 1928, plusieurs fois réédité, il fut traduit en anglais

et, tardivement, en français. De l’axiome du choix, on trouve, dans les

éditions allemandes de 1939 et de 1955 ainsi que dans l’édition française

de 1964, l’énoncé suivant :

〈〈Pour tout ensemble X 6= ∅, il existe un élément x ∈ X , donc un

ensemble {x} ⊂ X . Tel est l’axiome du choix 〉〉 [Kamke 1964, p. 77].

Kamke reconnâıt aussitôt que cet énoncé 〈〈parâıt être un pur truisme 〉〉.

Si tel n’est pas le cas, argumente-t-il, c’est parce la notion d’existence

présente deux aspects : une existence 〈〈au sens large 〉〉 s’oppose à l’existence

constructive. Et d’illustrer cette opposition par quelques exemples :

le théorème des valeurs intermédiaires de Bolzano — mais Kamke se

trompe en affirmant qu’il admet des démonstrations constructives —,

le théorème de d’Alembert établi via celui de Liouville, l’existence de

nombres transcendants démontrée par un argument de cardinalité ou

bien par l’exhibition d’un tel nombre. Kamke n’explicite pas davantage

son interprétation du principe du choix simple, mais elle semble donc
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proche de celle de Lebesgue. Dans la situation de choix multiples, il

signale qu’on peut donner 〈〈un tour plus précis 〉〉 à l’axiome du choix,

une forme plus générale, se ramenant néanmoins à la précédente 〈〈grâce

à certains principes de construction 〉〉. Une note de bas de page précise

quelle est ici son idée : pour construire un ensemble de choix, il suffirait

d’effectuer la réunion des singletons {x} formés des différents éléments

choisis x ∈ X ∈ M . Or rien ne légitime, dans un système axiomatique

du type ZF , une telle construction (et certainement pas l’axiome de la

réunion, car il faudrait l’existence d’un ensemble dont les éléments sont

ces singletons). Il n’est pas certain que Kamke en soit conscient. Même

si son point de vue est näıf, il évoque brièvement ZF et affirme : 〈〈ce

système autorise les constructions et les démonstrations que nous avons

présentées jusqu’ici 〉〉. Contrairement à Lebesgue, il semble n’avoir pas vu

que l’axiome du choix est, aussi, un axiome d’infini.

Chez les mathématiciens nés après 1900, la discussion des principes

de choix (simple et multiple) va en s’affaiblissant. Le ton est désormais

donné par le groupe Bourbaki : en son sein, a avoué Jean Dieudonné, 〈〈on

mettait Zermelo à toutes les sauces et on avait même trouvé la manière

de le mettre là où on n’en avait pas besoin, pour faire enrager les vieux,

qui n’aimaient pas ça 〉〉 [Dieudonné 1982, p.19].

Les Éléments de Bourbaki reconnaissent implicitement le caractère

logique de (AC) en adoptant le symbole τ de [Hilbert 1923] (c’est en

réalité le dual du τ d’origine, considéré peu après par Hilbert sous le

nom ε). L’idée est de créer pour tout prédicat R(x) un objet τxR(x) :

dès qu’un terme t satisfait R(t), on demande aussi R(τxR(x)) [Bourbaki

1954, p. I-33]. Quant au problème du choix simple, le traité ne l’aborde

que dans une 〈〈note historique 〉〉, donnant cet avis péremptoire, possible

allusion voilée à Lévy et à Denjoy :

〈〈Le prétendu “choix” d’un élément dans un ensemble n’a en fait rien

à voir avec l’axiome du choix ; il s’agit d’une simple façon de parler, et

partout où on s’exprime de cette manière, on ne fait en réalité qu’utiliser

les règles logiques les plus élémentaires (où le signe τ n’intervient pas) 〉〉

[Bourbaki 1954, p. IV-69].

Bourbaki n’ignore pas ici la difficulté signalée par Lebesgue dans sa

fameuse lettre, mais l’attribue à une interprétation excentrique de la

négation :
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〈〈une démonstration [de X 6= ∅] n’est valable pour lui que si précisément

on a nommé un élément de X 〉〉.

À vrai dire, Lebesgue n’énonce aucune propriété négative commeX 6= ∅.
Mais on peut facilement arguer que le sens de X 6= ∅ n’est rien d’autre

que ceci : la mise en contradiction de X = ∅. Quant à exhiber un élément

de X , c’est certainement bien autre chose.

Dans les pays anglo-saxons, le principal passeur du message et du

langage structurels de Bourbaki est Peter Hilton, important topologue

et catégoricien britannique installé aux États-Unis. Mais sur le problème

du choix simple, les conceptions de Hilton sont à l’opposé de celle de

Bourbaki. Dans un manuel universitaire qui connut un certain succès,

on lit en effet :

〈〈La notion d’ensemble n’est pas définie précisément, et elle est si

générale que nous devons charrier avec elle la croyance que si X est

n’importe quel ensemble (non vide) concevable, nous pouvons par principe

choisir un élément dans X 〉〉 [Griffiths-Hilton 1970, p. 96].

En fait, les auteurs du livre n’entendent pas remettre en cause cette

croyance. Mais ils estiment important de l’expliciter. Ils soulèvent même

le problème éthique qu’elle pose : choisir un élément plutôt qu’un autre,

c’est une rupture d’équité ! — visiblement un trait d’humour plutôt qu’un

prodrome de la pensée politiquement correcte. Comme Kamke, comme

Denjoy, comme Lévy, ils définissent :

〈〈 la possibilité de choisir un élément dans un ensemble non vide est

l’axiome du choix 〉〉.

Quand M est infini, signalent-ils à juste titre, 〈〈 la difficulté est pire 〉〉 ; ils

appellent alors axiome du choix fort la possibilité de 〈〈choisir une fonction

de choix 〉〉. Mais l’explication de l’enjeu de ce choix fort est confuse : 〈〈si

nous croyons que l’ensemble des fonctions de choix est non vide, nous

avons encore le problème d’en choisir une 〉〉.

Revenons maintenant à l’intuitionnisme. Se risquant à abandonner

certains aspects du dogme brouwérien, il a évolué considérablement.

Après s’être rapproché de la logique [Heyting 1930], il féconde la théorie

des types ([Girard 1970], [Martin-Löf 1974]), mais aussi, le schéma de

séparation cessant d’être tabou, la théorie des ensembles elle-même.

Dans les années 1970, des logiciens américains, stimulés à la fois par le

renouveau des mathématiques constructives [Bishop 1967] et la naissante
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théorie des topos élémentaires [Lawvere 1970], n’hésitent plus à étudier,

en l’absence de (TE), des théories très voisines de ZF [Goodman-Myhill

1972]. Dans ces théories, un ensemble non vide n’est pas nécessairement

habité. (Les néo-intuitionnistes utilisent l’adjectif 〈〈habité 〉〉 pour qualifier

un ensemble qui a au moins un élément — exception faite de l’école de

Bishop qui emploie dans ce sens 〈〈non vide 〉〉 !)

Myhill indique que deux axiomes de ZF doivent être reconsidérés

dans le contexte intuitionniste. D’abord l’axiome de fondation, car sa

formulation classique (tout ensemble habité a au moins un élément dont

il est disjoint) implique (TE). Et surtout l’axiome du choix, qui fait en

1975 l’objet de l’annonce suivante :

〈〈Nous donnerons ailleurs une démonstration de ce que l’axiome du

choix implique le tiers exclu pour les formules bornées 〉〉 [Myhill 1975,

p. 362].

Ici, il faut bien sûr comprendre qu’on énonce (AC) sous une forme

ne présupposant pas (AC1) : sur tout ensemble M d’ensembles habités,

il existe une fonction de choix f . Pour illustrer la vraisemblance du

résultat, Myhill rappelle un raisonnement tenu par Lawvere. L’équation

du troisième degré x3 − x = c a toujours une solution dans l’ensemble R
des réels. Avec l’axiome du choix, on peut donc affirmer l’existence d’une

application φ : R → R telle que pour tout c ∈ R, on ait φ(c)3 − φ(c) = c.

Or on montre facilement qu’une telle application φ n’est pas continue.

Mais en l’absence de (TE), il n’est pas possible de montrer l’existence

d’une application non continue de R dans R [Brouwer 1924] !

La démonstration annoncée ne parâıtra que trois ans plus tard

[Goodman-Myhill 1978] ; elle abandonne la restriction aux formules à

quantifications bornées (peut être liée aux travaux sur les topos, cf. plus

bas). Vu sa brièveté, nous pouvons en expliquer ici l’argument essentiel.

Il s’agit donc de montrer que (AC) implique (TE). Considérons pour

cela une proposition P , et associons-lui l’ensemble X des entiers n tels

que n = 0 ou (n = 1 et P ) ainsi que l’ensemble Y des entiers n tels que

n = 1 ou (n = 0 et P ). Puisque 0 ∈ X et 1 ∈ Y , on peut appliquer

(AC) à M = {X,Y } et obtenir ainsi l’existence d’une fonction f à valeurs

entières telle que f(X) ∈ X et f(Y ) ∈ Y . Or l’égalité des entiers est

décidable (c’est, selon le point vue adopté, un postulat fondamental de

l’intuitionnisme ou un théorème de l’arithmétique de Heyting du premier
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ordre). Ainsi f(X) = f(Y ) ou f(X) 6= f(Y ). Dans le premier cas, X ∩ Y
est habité, donc on a P . Dans le deuxième cas, P entrâınerait X = Y , ce

qui n’est pas possible : on a donc non P . Finalement, on a P ou non P .

On remarque que cette démonstration n’utilise qu’un cas très particu-

lier de l’axiome du choix : l’ensemble d’ensembles M auquel on l’applique

a au plus deux éléments. Mais sans (TE), un tel ensemble ne peut être

considéré comme fini, car on ne sait pas s’il a un élément ou bien deux :

un tel ensemble est parfois dit de type fini ou fini au sens de Kuratowski.

Une fonction de choix doit donc être vue ici comme un moyen détourné

de décider une égalité. On comprend alors que certaines formes d’axiome

du choix puissent être compatibles avec le rejet de (TE). C’est le cas de

l’axiome du choix dénombrable, correspondant au cas M ∼= N : déjà Borel

en tolérait l’usage [Borel 1905a], et l’école constructiviste américaine l’a

admis librement [Bishop 1967].

Dans les années 1970 se développe parallèlement la théorie des topos

élémentaires de Lawvere et Tierney. Elle offre un autre contexte, algé-

brique, à la réflexion intuitionniste sur les ensembles4. Dans la structure

de topos élémentaire, l’axiome le plus important postule l’existence d’une

flèche particulière, issue de l’objet final 1 et notée

vrai : 1→ Ω

créant une bijection entre sous-objetsm : A ↪→ B et flèches χ : B → Ω. En

considérant χ comme une fonction caractéristique généralisée, on voit que

cet axiome fonctionne comme un véritable axiome de séparation, restreint

cependant aux formules dont tous les quantificateurs sont bornés, c’est-à-

dire de la forme ∀x ∈ X . . . ou ∃x ∈ X . . . Chaque topos se comporte alors

dans une large mesure comme la catégorie Ens des ensembles, soumise à

une logique intuitionniste. En prenant Ω = {0, 1}, on voit que Ens est,

dans un univers convenable, un topos particulier. Cette lecture ensembliste

d’un topos E est rendue par son 〈〈 langage interne 〉〉 aussi dit de Bénabou-

Mitchell. Deux points de vue sont alors en concurrence pour rendre compte

des propriétés de E. Le premier, dit point de vue externe, fait usage d’une

logique et d’une théorie des ensembles classiques, plus ou moins näıves :

on développe la théorie des topos comme on le ferait pour toute autre

4 Sur l’histoire de la théorie des topos, voir [McLarty 1990] et [Lawvere 2000].
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théorie mathématique. Quant au point de vue interne, il évite de parler

des 〈〈vrais 〉〉 ensembles : au sujet de E, seuls les énoncés du langage interne

de E sont considérés comme porteurs de sens, même si on s’empresse

de les reformuler en termes mathématiques usuels — ce que permet la

sémantique (ou forcing) dite de Kripke-Joyal. De nombreuses notions ou

propriétés se dédoublent en une version externe et une version interne,

les deux points de vue entretenant des rapports subtils. (On trouvera un

exposé détaillé de ces sujets dans [Mac Lane-Moerdijk 1992, chap. VI].)

Considérons par exemple les deux façons d’énoncer le principe du tiers

exclu dans un topos E. On notera 0 l’objet initial de E et faux : 1 → Ω

la flèche caractéristique de 0 ↪→ 1. Le principe du tiers exclu externe est

une égalité d’ensembles : Hom(1,Ω) = {vrai, faux}. Quant au principe

du tiers exclu interne, c’est-à-dire l’énoncé du langage interne qui s’écrit

〈〈∀P ∈ Ω . P ou nonP 〉〉, il revient à affirmer que le diagramme suivant

est une somme (ou coproduit) dans E :

1
vrai
−−→ Ω

faux
←−− 1.

Des contre-exemples simples montrent que ces deux versions sont indé-

pendantes l’une de l’autre ! Dans le cas E = Ens, elles ne font qu’un.

Qu’en est-il de l’axiome du choix simple dans un topos ? Sa forme

externe est : pour tout objet X 6∼= 0, il existe au moins une flèche

de 1 vers X. Faute de quantificateurs non bornés dans le langage de

Bénabou-Mitchell, ce qu’il convient de tenir pour sa forme interne est la

reformulation par forcing de la famille (externe !) d’énoncés de ce langage

(∃x ∈ X /x = x)X∈Objets (E), X 6∼= 0.

Ce qui donne : pour tout objet X 6∼= 0, l’unique flèche de X vers 1 est

un épimorphisme (flèche simplifiable à droite). Cette forme interne est

conséquence de la forme externe, mais la réciproque est fausse.

En termes purement ensemblistes, nous avons montré plus haut

l’équivalence entre l’axiome du choix simple et le principe du tiers exclu.

En termes de topos, cette équivalence est précisée par le résultat sui-

vant : un topos vérifie l’axiome du choix simple interne si et seulement

s’il vérifie le principe du tiers exclu externe.

L’axiome du choix (multiple) possède également une version externe

et une version interne. La première stipule que les foncteurs à valeurs
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ensemblistes Hom(X,−) préservent les épimorphismes ; la seconde revient

à demander la même propriété pour les endofoncteurs (−)X . La forme

externe est très forte. Elle implique la forme interne.

L’article [Diaconescu 1975], souvent cité de façon imprécise, établit

ceci : si un topos satisfait l’axiome du choix externe, alors il satisfait

le principe du tiers exclu interne. Mais on peut alors, par exemple,

y juxtaposer un théorème de Freyd [1972], selon lequel tout topos qui

satisfait l’axiome du choix interne 〈〈se plonge 〉〉 dans un topos qui satisfait

l’axiome du choix externe. On obtient finalement : si un topos satisfait

l’axiome du choix interne, alors il satisfait le principe du tiers exclu

interne. C’est ce résultat renforcé qu’il faut retenir comme significatif

et essentiellement équivalent à celui de [Myhill-Goodman 1978].

Sa portée philosophique est certainement considérable. Alain Badiou,

admiratif, y voit un 〈〈philosophème mathématisé 〉〉 corrélant logique et

ontologie : 〈〈 la théorie des topos permet la visibilité des contraintes

logiques d’une option ontologique 〉〉 [Badiou 1995, p. 80]. Son analyse

mérite d’être lue, d’autant plus qu’elle est à ce jour unique. Elle est

cependant limitée par une confusion des points de vue interne et externe.

Il faudrait ainsi tirer les leçons de ce que la satisfaction par un topos

de l’axiome du choix simple interne ne permet aucune visibilité directe

de sa logique interne : tout ce qu’on sait, c’est que l’observation de cette

logique par les moyens mathématiques usuels la fait apparâıtre comme

booléenne. L’équivalence (AC1)⇔ (TE) est donc fortement contextuelle :

nous serions tentés d’en déduire que le problème du choix simple est d’une

nature ensembliste plutôt que logique.

Au contraire, l’implication (AC) ⇒ (TE) s’inscrivant dans la logique

interne d’un topos, on est en droit de considérer (TE) comme une forme

faible de (AC). Ce résultat est resté largement ignoré des théoriciens des

ensembles, peut être parce qu’il plaide en faveur de la nature logique de

l’axiome du choix. (Pour des arguments différents, cf. [Hintikka 1999].) Le

tiers exclu est ainsi absent d’une récente recension se voulant exhaustive

des conséquences de l’axiome du choix [Howard-Rubin 1998], moins par

suite d’un parti pris méthodologique explicite et raisonnable que d’une

certaine myopie qui perdure5.

5 D’innombrables énoncés classiques dépendent de (TE) : citons les théorèmes de
Cantor-Bernstein, de primalité des idéaux maximaux, des valeurs intermédiaires, de
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L’histoire du choix simple est donc exemplaire et paradoxale.

Paradoxale, car elle est difficilement individualisable, presque clandes-

tine. Posé en termes clairs par Lebesgue, le débat s’obscurcit rapidement.

C’est surtout l’ombre portée des polémiques sur l’axiome du choix de Zer-

melo qui crée la confusion : le choix simple n’est jamais réellement objet

de débat public. Son équivalence avec le principe du tiers exclu, lui aussi

objet de polémiques, passe inaperçue, car jusque vers 1970, chacun croit

intuitionnisme et théorie des ensembles irréconciliables. Après cette date,

le statut net qu’il semblait enfin en mesure de gagner est brouillé par

la théorie des topos, qui mène aujourd’hui à demander s’il n’est pas un

axiome fondamentalement ensembliste.

Exemplaire, elle l’est de la technicisation arrogante de la logique, de la

confiscation de la métaphysique par quelques-uns (lorsque ce ne fut pas,

comme en France, son interdiction pure et simple). Les questions logiques

et philosophiques sont à l’évidence le bien commun des mathématiciens.

Pour avancer sans renier ses préoccupations fondamentales d’origine, la

logique a besoin de laisser dialoguer les deux types de démarche : les

logiciens ne peuvent pas se permettre de traiter par le mépris les intuitions

épistémologiques fortes des meilleurs mathématiciens, pas plus que ceux-ci

ne devraient rester ignorants des progrès de la logique. Malgré des signes

encourageants, il n’est pas certain que l’on soit sorti d’une situation

où les arguments d’autorité l’emportent sur les résultats scientifiques.

C’est aussi à ce type de phénomène qu’il faut attribuer 〈〈 l’extraordinaire

appauvrissement du débat philosophique autour des mathématiques 〉〉

relevé dans [Patras 2001, p. 1].

Nous conclurons en citant des propos tenus sur Internet par le logi-

cien allemand Walter Felscher (1931–2000), peu avant son décès. Étudiant

l’histoire de sa discipline, il avait, indépendamment de nous, remarqué

comment Kamke (son prédécesseur à Tübingen) et Hilton abordaient la

question du choix simple. Son commentaire est intéressant, car tout en

Borel-Lebesgue, du point fixe de Brouwer, de Borsuk-Ulam. Leurs classes d’équivalence
logique (intuitionniste) restent mal connues. Ainsi le lemme de Zorn, classiquement
équivalent à (AC), n’implique pas (TE), alors que le théorème du bon ordre de Zer-
melo est constructivement équivalent à (AC). Le théorème de Borsuk-Ulam implique
constructivement celui de Brouwer [Su 1997]. A contrario, les théorèmes de Cantor, de
d’Alembert-Gauss, du point fixe de Knaster-Tarski ne dépendent pas de (TE).
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pressentant la possible valeur de cette discussion, il affiche la condescen-

dance technicienne dont nous croyons avoir montré à quel point elle est,

scientifiquement, depuis longtemps, déplacée :

〈〈Des mathématiciens consciencieux [...] ont cru, en analysant leurs

argumentations [...] qu’un axiome spécial est nécessaire pour “choisir”

un élément arbitraire x dans un ensemble non vide X . [...] Le logicien

sourira, bien sûr, mais ne doit pas sous-estimer l’honnêteté intellectuelle

qui a animé nos collègues non informés 〉〉6.

2. DES MATHÉMATICIENS SUR LE TERRAIN DES LOGICIENS

2a. Arnaud Denjoy : le primat de l’intuition

La philosophie mathématique d’Arnaud Denjoy (1884–1974) mériterait

à coup sûr une étude plus approfondie que l’aperçu que nous allons

en donner. Prolifique et talentueux continuateur de l’œuvre de l’école

française de théorie des fonctions, il manifeste en effet un vif intérêt

pour les questions de logique et d’épistémologie, quoique jamais (con-

formément à la tradition française) sous les espèces du formalisme ou de

l’axiomatique. La pensée qu’il développe sur ces sujets fait preuve tour

à tour d’autonomie, d’originalité, de profondeur — mais aussi de näıveté

ou d’ignorance. Toutes sont conséquences de cet autre trait bien français

qui le fait lire fort peu, en particulier ce qui vient de l’étranger : 〈〈Denjoy

lisait très peu de publications mathématiques 〉〉, confirme son disciple Gus-

tave Choquet [1975, p. 5]. Avec vigueur et constance, Denjoy combat

les 〈〈dogmatiques 〉〉 et autres 〈〈scolastiques 〉〉 du groupe Bourbaki [Denjoy

1951]. Inversant leur (supposé) formalisme, il proclame avec lyrisme sa

confiance dans 〈〈 l’intuition jaillissant des appels au sensible 〉〉 [Denjoy 1964,

p. 15]. Il reconnâıt sa méfiance devant les dérives et paradoxes de la discur-

sivité, évoquant 〈〈 la relativité de la logique, l’impossibilité d’affirmer que

tout appareil démonstratif contrôlé et validé par elle sera exempt même

d’une lourde erreur 〉〉 [Denjoy 1948, p. 194].

6 Foundations of Mathematics :
http://www.cs.nyu.edu/pipermail/fom/1998-January/000774.html ;
Historia Matematica :
http://sunsite.utk.edu/math archives/.http/hypermail/

historia/feb00/0012.html
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Seuls les 〈〈 jugements intuitifs 〉〉, dont il assume le caractère personnel

et subjectif, sont à même, selon lui, de maintenir en contact avec le réel

le développement logique des concepts abstraits : c’est 〈〈 le contrôle exercé

par la pensée substantielle sur l’expression formelle 〉〉, l’indispensable 〈〈part

de l’empirisme 〉〉 dans l’élection des 〈〈règles du raisonnement juste 〉〉 [Denjoy

1937]. Ce pragmatisme psychologique (l’intuition est première, la logique

suit) le situe dans la ligne des mathématiciens pré-intuitionnistes français

de la génération précédente : Poincaré, Borel, Baire, Lebesgue. Leur

〈〈philosophie du bon sens 〉〉 [Largeault 1993, p. 61, n. 2] a influencé la sienne,

et sans doute Denjoy aurait-il été d’accord avec Poincaré pour dire qu’〈〈 il

n’y a pas de logique et d’épistémologie indépendante de la psychologie 〉〉

[Poincaré 1913, p. 31].

Sur le terrain ontologique cependant, le bon sens semble avoir changé

de camp : Denjoy se démarque franchement des pré-intuitionnistes. Dans

[Denjoy 1954], s’affirmant opposé à tout 〈〈malthusianisme 〉〉, il dit rejoindre

Hadamard dans son refus platonicien de borner la réalité mathématique

aux lisières du langage : ce qui existe outrepasse ce qui est défini. Dans

[Denjoy 1948], il affirme même 〈〈 l’innéité du transfini 〉〉. Cette ouverture a

ses limites : il doute de la réalité des ordinaux non dénombrables [Denjoy

1954, p. 116 et p. 965], et s’il est loin de souscrire aux exigences radicales

de Brouwer (son âıné de trois ans, auquel un sérieux conflit personnel l’a

opposé), il livre cette réserve :

〈〈Psychologiquement toutefois, il faut concéder au géomètre hollandais

que la certitude logique de la présence ailleurs de la personne absente d’ici

ne nous satisfait qu’à demi. Nous aimerions savoir où précisément elle se

trouve. Il nous manque la certitude quiète 〉〉 [Denjoy 1975, p. 48].

Enfin, il dit apprécier davantage, mais sans la faire sienne, la démarche

〈〈expérimentale 〉〉 de l’école de Sierpiński à Varsovie [Denjoy 1975].

Parmi ses nombreux travaux, celui dont Denjoy s’est montré le plus fier

date de 1912 : c’est sa théorie de l’intégrale, fille de celle de Lebesgue, mais

permettant d’intégrer toutes les fonctions dérivées. Comme il y est fait un

usage essentiel de la récurrence transfinie, on comprend que la question des

bons ordres et des ordinaux transfinis l’ait beaucoup préoccupé et qu’il

y ait consacré un volumineux ouvrage en quatre livres : L’énumération

transfinie [Denjoy, 1954]. Nous allons tenter une analyse des passages qu’il

consacre au théorème de Zermelo établissant la possibilité de mettre un



L’AUTRE AXIOME DU CHOIX 129

bon ordre sur tout ensemble [Denjoy 1954, p. 110–116, 781–813 et 964–

965]. Ces pages touffues, souvent redondantes, ont été écrites en 1942,

mais la guerre a retardé de douze ans leur publication. Denjoy, qui juge le

résultat de Zermelo coupé de toute réalité, y analyse les démonstrations

qui en ont été proposées ; son but est de montrer qu’elles sont illusoires.

La discussion commence par l’axiome du choix. Ce qu’il appelle ainsi

n’est que le principe de choix simple restreint aux ensembles définis :

〈〈L’axiome du choix énonce que dans tout ensemble défini, on peut

choisir, “distinguer” un élément 〉〉 [Denjoy 1954, p. 111].

〈〈Comme M. Hadamard 〉〉, annonce Denjoy, 〈〈 j’accepte parfaitement

l’axiome du choix 〉〉 [Denjoy 1954, p. 782]. Et dans ce qui semble une

réponse à Lebesgue :

〈〈Le partisan de la légitimité de l’axiome du choix devrait être en

droit de dire à son contradicteur : “Faites-moi connâıtre (véritablement

connâıtre) un ensemble dans lequel il est impossible de distinguer logique-

ment un élément parmi les autres” 〉〉 [Denjoy 1954, p. 786].

Dans un texte plus polémique, un exemple lui vient pourtant à l’esprit :

le groupe Bourbaki ! 〈〈C’est un ensemble dont, sans l’anéantir, et au dire

de ceux qui le conçoivent, on ne saurait nommer un seul de ses éléments 〉〉

[Denjoy 1951, p. 232].

Si le choix simple ne fait donc pas de doute, Denjoy reconnâıt que le

choix multiple non dénombrable présente une difficulté. Il l’attribue moins

à l’infinité des choix qu’à l’encombrante présence d’ensembles non définis,

lorsqu’on considère par exemple tous les sous-ensembles non vides d’un

ensemble défini :

〈〈Nous admettons que dans tout ensemble caractérisé par une définition,

il est légitime d’envisager individuellement, tout au moins d’un point

de vue général, un quelconque de ses éléments. C’est évidemment là

tout autre chose que d’attacher un de ses éléments particuliers à tout

sous-ensemble conçu ou non conçu, concevable ou non concevable, d’un

ensemble même défini, indénombrable, E 〉〉 [Denjoy 1954, p. 788].

Il s’étonne (et pour cause !) que l’on ait vu dans l’axiome du choix le

fondement du théorème du bon ordre, et que la bataille se soit livrée sur

ce terrain. Un ensemble non vide E étant donné, la faculté d’y distinguer

un élément a(E) permet certes de 〈〈commencer la bonne ordination

de E 〉〉 en y désignant le premier élément. Mais l’ordination doit être
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poursuivie jusqu’à épuisement de l’ensemble. Il examine deux variantes

des raisonnements de Zermelo montrant comment cela est possible.

La première est celle présentée dans [Dubreil 1950, p. 279]. Elle n’utilise

pas de nombres ordinaux, mais suppose un élément choisi dans chaque

sous-ensemble non vide de E, défini ou non. Une hypothèse plus radicale

encore serait d’admettre l’axiome du choix global :

〈〈Dès lors, le théorème de Zermelo prend la forme suivante : si l’on

admet la possibilité de commencer la bonne ordination de n’importe

quel ensemble, conçu ou non conçu, concevable ou non concevable, la

bonne ordination de n’importe quel ensemble s’accomplira intégralement 〉〉

[Denjoy 1954, p. 792].

Mais ces hypothèses sont beaucoup plus que ce que Denjoy est disposé

à admettre. Comme Lebesgue, il remarque qu’on ne connâıt pratiquement

de fonction de choix sur P(E) \ {∅} que si E est déjà bien ordonné.

La deuxième démonstration procède par récurrence transfinie. Elle

parâıt plus concrète parce que les choix sont successifs : il ne semble

pas nécessaire d’avoir préalablement choisi un élément dans tous les

sous-ensembles non vides. Cependant Denjoy formule une autre critique.

Elle porte sur la 〈〈proposition fondamentale 〉〉 qui garantit l’arrêt de la

récurrence :

〈〈$ désignant la puissance d’un ensemble infini déterminé E et S$

l’ensemble de tous les nombres ordinaux susceptibles de marquer un rang

d’élément dans un ensemble bien ordonné de puissance au plus égale à $,

la puissance de S$ ne peut pas être au plus égale à $ 〉〉 [Denjoy 1954,

p. 110].

Curieusement, Denjoy a lui-même publié cette proposition dans la note

[Denjoy 1941], présentée par Borel. Mais sa première occurrence remonte

à [Hartogs 1915], article longtemps méconnu. Pour l’établir, on considère

le plus petit ordinal λ majorant strictement S$. Mais, objecte maintenant

Denjoy, 〈〈si S$ est identique à la suite complète de tous les nombres

ordinaux, comment conclure ? 〉〉 [Denjoy 1954, p. 801]. Dans l’axiomatique

ZF , le schéma de séparation interdit cette possibilité. Or dans la vision de

Denjoy, c’est pour une raison de structure et non de taille que l’ensemble

des ordinaux 〈〈n’a aucun sens cohérent 〉〉 [Denjoy 1954, p. 965] : il 〈〈resterait

lui-même quand on lui ajoute un élément étranger à lui 〉〉 [Denjoy 1948,

p. 194]. Admettre le théorème de Zermelo revient alors à montrer que
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〈〈 l’ensemble des nombres ordinaux a une puissance supérieure à celle

de tous les ensembles 〉〉, ce qui n’est 〈〈nullement prouvé 〉〉 [Denjoy 1954,

p. 802]. L’argumentation, insuffisante, rappelle les objections de Bernstein

auxquelles Zermelo avait répondu en 1908 [Zermelo 1908b].

Toujours est-il que Denjoy considère le théorème du bon ordre comme

indémontré. Il le croit indémontrable : tout en étant convaincu de sa non-

contradiction, il lui dénie toute réalité. Dans le cas général, il propose

même un fort curieux énoncé de substitution :

〈〈Tout ensemble E est la somme d’un ensemble E ′ pouvant être bien

ordonné (mais éventuellement vide) et d’un ensemble E ′′ ne contenant

aucun ensemble composé d’un et d’un seul élément de E ′′ 〉〉 [Denjoy 1954,

p. 115].

Pour donner une idée des conséquences mathématiques de ces concep-

tions, on citera encore la note [Denjoy 1947]. Elle débute par une liste de

quatre énoncés généraux de théorie des ensembles :

(i) 2$ = $ pour tout cardinal infini $ ;

(ii) $2 = $ pour tout cardinal infini $ ;

(iii) le théorème de Zermelo : tout ensemble peut être bien ordonné ;

(iv) l’hypothèse du continu généralisée : $+ = 2$ pour tout cardinal

infini $.

Denjoy affirme qu’aucun de ces quatre énoncés n’a pu trouver de

démonstration satisfaisante. Aux deux premiers, il dit souscrire sans

hésitation. Très réservé sur les deux derniers, il croit néanmoins leur

fausseté indémontrable, de sorte que tout énoncé qui les contredit doit

être tenu pour erroné. Sa classification des énoncés (i) à (iv) diverge

ainsi étonnamment de celle donnée par l’approche technique classique,

où l’on montre que sont valables les implications suivantes et elles seules :

(iv)⇒ (iii)⇔ (ii)⇔ (AC )⇒ (i). À qui dirait 〈〈son intuition 〉〉 l’a trompé,

il répondrait peut être : 〈〈ce sont vos raisonnements qui vous trompent 〉〉.

Quelques mots de conclusion. Épistémologiquement, Denjoy est un

empiriste : certes pas ennemi de la raison, mais attentif aux difficultés

de son exercice et à sa compatibilité avec les données de l’expérience.

Son ouverture ontologique affichée, qui surprend, ne doit pas tromper :

résultat peut être d’une volonté de se démarquer de Brouwer, elle est

beaucoup plus limitée qu’il ne le laisse entendre. Son information sur la

théorie des ensembles est sommaire : il n’a sans doute pas lu Zermelo
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(et les réponses de celui-ci aux objections sur son théorème), et s’il

connâıt vraisemblablement les 〈〈Cinq lettres 〉〉, il n’y fait pas référence

explicitement — on peut d’ailleurs faire l’hypothèse que c’est une lecture

peu attentive ou trop ancienne de la lettre de Lebesgue qui l’a conduit

à identifier l’axiome de Zermelo au choix simple, alors qu’il distingue

bien, on l’a vu, les deux problèmes. Les développements ultérieurs lui sont

inconnus, de sorte qu’il considère le chantier spéculatif comme largement

ouvert : il produit librement des conceptions singulières, plus élaborées

que celles de Borel, Baire ou Lebesgue. Elles rappellent par certains

aspects diverses théories des ensembles hétérodoxes, mieux formalisées et

bien étudiées, comme la version intuitionniste de ZF de [Myhill 1975], la

théorie des ensembles constructive de Aczel [1978] ou encore les Nouveaux

fondements de Quine. Nous nous croyons en droit d’étendre à Denjoy le

regret formulé à propos des pré-intuitionnistes par C. Retoré : 〈〈 à ce jour,

personne d’autre n’a tenté de fonder une mathématique sur leurs positions,

ce qui eût pourtant été passionnant 〉〉 [Retoré 1992, p. 294, n. 29].

2b. Paul Lévy : l’harmonie raison/intuition

Le nom de Paul Lévy (1886–1971) appartient d’abord à l’histoire de la

théorie des probabilités, sujet auquel il est venu assez tardivement. Mais

son intérêt marqué pour la logique et la philosophie est bien plus ancien.

Dans [Lévy, 1970], il révèle avoir très jeune été attiré par Descartes (〈〈 je

fus vite déçu par ses prétendues preuves de l’existence de Dieu 〉〉 [ibid.,

p. 168]), puis par Bergson, le philosophe de l’intuition, qui le séduit bien

plus, mais chez lequel il relève impitoyablement les erreurs de logique.

Ici encore, nous devrons nous borner à quelques repères orientés vers le

problème du choix en mathématiques.

Nous avons déjà signalé le débat sur l’intuitionnisme qui l’oppose dès

1926–1927 à Wavre et Borel. Dans [Lévy 1926a], il spécule sur l’existence

de problèmes mathématiques non résolubles, que Brouwer considérait

comme probable et utilisait pour réfuter le tiers exclu. Paul Lévy reconnâıt

qu’il y a certainement des théorèmes vrais et indémontrables, mais il

ne croit pas possible de démontrer qu’un énoncé donné relève de cette

catégorie. Car d’un indémontrable, comment saurait-on qu’il est vrai ?

On voit clairement ici qu’une démonstration renvoie pour lui à une réalité

et n’a pas à s’astreindre aux limitations a priori d’un formalisme.

Dans [Lévy 1926b], il revendique, comme son mâıtre Hadamard vingt
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ans plus tôt, le droit de raisonner sur ce qui n’est pas défini. Il reconnâıt

qu’il peut s’avérer pratiquement impossible de distinguer un objet partic-

ulier au sein d’une collection. Mais pour autant 〈〈 je ne puis suivre [Borel et

l’école empiriste] lorsqu’ils voudraient considérer ce dernier objet comme

inexistant et mettre en doute la valeur du raisonnement que je peux faire

à son sujet 〉〉 [Lévy 1926b, p. 550].

Il cite l’exemple, inspiré du paradoxe de Richard, de la collection des

réels 0 ≤ x ≤ 1 qui ne sont pas définissables en un nombre fini de mots.

Les paradoxes du type Richard l’intéressent d’ailleurs tant qu’il propose,

dans [Lévy 1936], de les résoudre au moyen d’une certaine hiérarchie de

notions de définissabilité pour les ordinaux.

En 1950, Lévy publie le long article 〈〈Axiome de Zermelo et nombres

transfinis 〉〉 [Lévy 1950]. Le programme qu’il s’y fixe est simple :

〈〈Mon but est de persuader le lecteur que l’axiome de Zermelo s’impose

à nous, et que s’il conduisait à une contradiction, il faudrait désespérer de

la raison humaine 〉〉 [Lévy 1950, p. 22/23].

Rappelons qu’en 1938, le modèle des constructibles avait permis à

Gödel d’établir définitivement la non-contradiction de l’axiome du choix

relativement aux autres axiomes de la théorie des ensembles [Gödel 1938].

Quant à l’espoir d’établir son indépendance relativement à ces autres

axiomes, il existait depuis qu’en 1922, Fraenkel avait construit son contre-

modèle avec atomes [Fraenkel 1922b] — résultat important, abondamment

glosé, repris ou amélioré par de nombreux auteurs jusqu’en 1945. Paul

Lévy a entendu parler de tous ces travaux axiomatiques, mais il ne les

a vraisemblablement pas lus, lui qui 〈〈ressentait toute lecture comme une

agression 〉〉 [Schwartz 1997, p. 93], voire comme une 〈〈douleur physique 〉〉

[Doob 1986] ! Il nous avoue franchement les considérer comme un 〈〈 luxe 〉〉

et, à la façon d’un Poincaré, les écarte poliment, sans même dire en quoi

ils consistent :

〈〈Je ne voudrais pas avoir l’air de sous-estimer [...] le théorème de Gödel

et les travaux de Fraenkel sur l’axiome de Zermelo. Mais je ne les utiliserai

pas, car ils ne peuvent ni augmenter notre sentiment de l’évidence des

axiomes, ni nous conduire à en douter [...] 〉〉 [Lévy 1950, p. 22].

Paul Lévy poursuit en distinguant, classiquement, deux types d’hypo-

thèses axiomatiques. D’une part, celles 〈〈que l’on pourrait ne pas faire 〉〉,

comme les axiomes de la géométrie (dont, invoquant Poincaré, il affirmait
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cependant dans [Lévy 1926a] le non-arbitraire et la nécessité de les

soumettre 〈〈 à la critique du bon sens 〉〉). D’autre part, les 〈〈règles du

raisonnement, qui s’imposent à notre esprit 〉〉. Et c’est dans la seconde

catégorie qu’il range l’〈〈axiome de Zermelo 〉〉. Mais ce qu’il appelle ainsi

n’est pas l’axiome multiplicatif de Zermelo, mais bien le principe du choix

simple (AC1), énoncé – justifié sous la forme suivante :

〈〈Si un ensemble existe, et n’est pas vide, ses éléments existent ; et cela

signifie en particulier que nous pouvons (sans que cela entrâıne un risque

d’erreur) prendre l’un d’eux, même si l’on ne sait en nommer aucun,

comme objet de notre raisonnement 〉〉 [Ibid., p. 23]

Certes, remarque-t-il ensuite, on énonce souvent cet axiome 〈〈sous une

forme plus compliquée 〉〉 : la forme du choix multiple. Une complica-

tion bien inutile, selon lui, puisque cette nouvelle forme 〈〈résulte de la

précédente 〉〉. Ceci moyennant la mise en œuvre d’une procédure qu’il

décrit dans une langue française drôle, élégante et persuasive :

〈〈Choisissons d’abord un X , et dans cet X choisissons un élément x :

nous avons dit que, même si nous ne savions en nommer aucun, nous

avions le droit de prendre un de ces éléments comme objet de notre

raisonnement. Si l’on nous a accordé ce droit, on nous accordera sans

doute aussi celui de nous en servir (la subtilité de mes contradicteurs est

si inconcevable que je prends mes précautions), et même de nous en servir

une infinité de fois. Je suppose donc ce choix fait pour tous les X . Ils

constituent une infinité dénombrable et je ne peux pas les nommer tous.

Mais qu’importe ? Le droit de supposer x choisi est admis, sans restriction,

sans supposer X nommé. Je peux donc considérer l’ensemble F des x, peu

importe qu’il ne soit pas nommé. Il existe, et l’impossibilité de le nommer

provient de l’impossibilité de le distinguer d’une infinité d’ensembles

analogues, qui existent aussi, et qui forment même un ensemble d’une

puissance supérieur à celle du continu. Il y en a trop. Je me refuse à

conclure qu’il n’y en a aucun 〉〉 [Ibid. p. 23/24].

Enfin, plus zermelien que Zermelo, Paul Lévy ne voit nulle utilité à

supposer donnée une fonction de choix sur l’ensemble des parties non vides

d’un ensemble pour montrer que celui-ci est bien ordonnable : certes 〈〈 le

doute disparâıt parce que les choix sont faits d’avance 〉〉, mais il pressent là

un outil trop puissant, qui n’a été conçu par Zermelo que 〈〈pour convaincre

les sceptiques 〉〉.
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〈〈Convaincre 〉〉 : c’est bien de cela qu’il est question pour Paul Lévy. Il

est de ceux qui croient pleinement 〈〈 à la puissance de la pensée rationnelle 〉〉

[Loève 1971, p. 123]. Il ne cherche donc pas à justifier l’axiome du

choix en suggérant son évidence intuitive par des images mentales bien

choisies, moins encore en vantant les bénéfices qu’on en tire. C’est par

les seules ressources de la discursivité, mises en valeur par une rhétorique

admirablement mâıtrisée, qu’il cherche à convaincre. Même s’il n’ose pas

le mot, c’est bel et bien une démonstration de l’axiome du choix qu’il

présente dans cet article. Démonstration à laquelle il n’y a d’ailleurs rien

à opposer, dans la mesure où Lévy ne semble jamais suggérer qu’elle

pourrait être transportable dans la théorie axiomatique des ensembles

(rappelons qu’aucun des autres axiomes de ZF ne pourrait justifier la

phrase : 〈〈je peux donc considérer l’ensemble F des x 〉〉).

Cet exemple nous le confirme : une démonstration, pour Paul Lévy, se

rapporte toujours à une réalité. Certes, et ceci le distingue de Denjoy, son

épistémologie revendique et privilégie la pensée déductive comme moyen

de connaissance sûr : 〈〈Il ne faut pas douter d’un raisonnement qui nous

parâıt parfaitement clair 〉〉 [Lévy 1970, p. 156].

Mais celle-ci n’a pas l’aspect d’enchâınements axiomatico-déductifs

formels ou aisément formalisables : elle est plutôt un fin tissu argumentatif

appuyé sur le bon sens et, finalement, sur l’intuition. 〈〈Je ne crois pas

qu’une grande chose puisse être faite sans une certaine forme d’intuition 〉〉,

proclame-t-il dans [Lévy 1970], où, plus loin, il confie : 〈〈 j’ai peut-être

trop de confiance en mon bon sens 〉〉 [Ibid., p. 221]. Et on sait que Paul

Lévy, aux intuitions toujours fines et justes, s’est souvent vu reprocher

des démonstrations déficientes ([Schwartz 1997, p. 93], [Atiyah et al.

1994]). Nous parlerons donc en ce qui le concerne d’une épistémologie de

type cartésien, mettant en avant l’harmonie intuition/raison. Sur le plan

ontologique, elle est associée à un réalisme platonicien immodéré, très

différent de celui de Denjoy. À la fin de sa vie, Paul Lévy nous le confirme

dans son livre-témoignage : il y résume ses vues sur l’axiome du choix ;

quant à l’hypothèse du continu, il n’accorde pas beaucoup de confiance aux

méthodes qui ont permis à Cohen, quelques années auparavant, d’établir

son indépendance. Ayant tenté de lire [Gödel 1938] et [Cohen 1963], il

constatait benôıtement que ces auteurs énoncent 〈〈 l’un comme l’autre des

axiomes compliqués dont je ne voyais pas le lien avec le problème de
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Cantor 〉〉 [Lévy 1970, p. 220].

L’hypothèse du continu lui apparâıt en fin de compte comme une de ces

vérités indémontrables dont il prédisait l’existence en 1926 : 〈〈vraie pour

Dieu, indémontrable pour l’homme 〉〉. Pour Paul Lévy, il en va comme

du mystère même de l’existence de Dieu : 〈〈 il faut se résigner à ne pas

l’élucider 〉〉 [Ibid., p. 189].
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l’Académie des sciences de Paris, 213 (1941), p. 432.

[1947] L’ordination des ensembles, C. R. Acad. sci. Paris, 224 (1947), p. 1081–

1083.
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[1995] La théorie des ensembles en France avant la crise de 1905 : Baire, Borel,
Lebesgue... et tous les autres, Revue d’histoire des mathématiques, 1 (1995),
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LÉVY (Paul)

[1926a] Sur le principe du tiers exclu et les théorèmes non susceptibles de démons-
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Cambridge : Harvard University Press, 1967, p. 290–301.

SU (Francis Edward)
[1997] Borsuk-Ulam implies Brouwer : a direct construction, American Mathemat-

ical Monthly, 104 (1997), p. 855–859.
VAN DALEN (Dirk)

[1999] Mystic, Geometer and Intuitionist. The Life of L.E.J. Brouwer, Oxford :
Clarendon Press, 1999.

WEYL (Hermann)
[1910] Ueber die Definitionen der mathematischen Grundbegriffe, Mathematisch-

naturwissenschaftliche Blätter, 7 (1910), p. 93–95, 109–113.
ZERMELO (Ernst)

[1904] Beweis, daß jede Menge wohlgeordnet werden kann, Math. Ann., 59 (1904),
p. 514–516.
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