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INTRODUCTION GÉNÉRALE 

par 

C h r i s t o p h e Breui l 

1. R e t o u r sur la g e n è s e d u p r o g r a m m e de Langlands p -adique 

Fixons un nombre premier p. Ce paragraphe contient une description de la genèse 

ayant conduit à la découverte des premiers cas de la correspondance locale p-adique 

pour GL2(QP). 

1.1. La conjec ture de Fonta ine -Mazur . — On peut dire sans exagération que 
la recherche d'une correspondance entre (certaines) représentations p-adiques de 
G L ^ Q p ) - ou de GLn(Qp) - et (certaines) représentations p-adiques de dimension 
2 - ou de dimension n - de Gal(Qp/Qp), dont les représentations de de Rham de 
Fontaine, est un vieux désir de plusieurs arithméticiens : citons par exemple J.-P. 
Serre (voir [28]), B. Mazur, R. Langlands, J.-M. Fontaine ([21]), M. Harris, M.-F. 
Vignéras, R Schneider, etc. Ce désir s'est trouvé (re)stimulé en 2000 par l'énoncé 
de la conjecture sur les multiplicités modulaires ([11], [4], [24]), elle-même issue des 
calculs ayant conduit aux derniers cas de Taniyama-Weil ([17], [9]). Mais il n'est 
nul besoin de faire appel à cette conjecture pour motiver a priori la recherche d 'une 
correspondance p-adique, car cette dernière est en quelque sorte déjà en germe dans 
la conjecture de Fontaine-Mazur, comme nous tentons de l'expliquer ci-dessous. 

Fixons une fois pour toutes des plongements Q C et Q ^ QP. Soit F un corps 
de nombres, le groupe localement compact des adèles de F et n > 1 un entier. 
On normalise les applications de réciprocité locales de telle sorte que les Frobenius 
géométriques s'envoient sur les inverses des uniformisantes. 

L'énoncé conjectural classique suivant est dû à Langlands, Fontaine, Mazur et Tate : 

Conjecture 1.1. — Il y a une unique bijection entre les deux ensembles : 

{classes d'isomorphismes de représentations automorphes paraboliques algébriques 
7T = (gi'm de GLn(AF)} 
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2 C. BREUIL 

{classes d'isomorphismes de représentations continues irréductibles p : G a l ( Q / F ) —• 

GLn(Qp) non ramifiées en presque toutes les places et potentiellement semi-stables 
aux places divisant p} 
telle que, pour toute place finie { | £, £ ^ p, ni et p lGai(Q£/Ft) se déterminent mutuel
lement par la correspondance de Langlands locale (convenablement normalisée). 

On rappelle que la correspondance locale a été établie dans [22] et [23] et qu 'une 

représentation automorphe de GLn(Âp) est algébrique si, pour chaque place infinie, la 

restriction à Cx du paramètre de Langlands correspondant est une somme directe de 

caractères z i—• za ï~zb a~ où a, b G Z (voir [13]). En fait, la correspondance ni <-> 

p lGai(Q£/Fï) ci~dessus passe par la représentation de Weil-Deligne, conjecturalement 

F-semi-simple, associée à la représentation p-adique p lGai(Q£/F[) • Mais Pour ^\v-> cette 

représentation de Weil-Deligne détermine p Icai^/FO* L'unicité dans la conjecture 1.1 

est une conséquence du théorème de Cebotarev du côté galoisien et du théorème de 

multiplicité 1 fort du côté automorphe. 

Plusieurs cas de la conjecture 1.1 sont démontrés (e.g. le cas n = 1), mais nous n 'en 

faisons pas la liste ici. Aux places p divisant p, il est connu depuis longtemps que TTP en 

général ne détermine pas p |Gai(Q /Fp) ' mais seulement (conjecturalement) une peti te 

partie : la représentation de Weil-Deligne associée à p |Gai(Q /FP) ([^0])- Pour tant , 7r 

détermine bien la représentation globale p, donc a fortiori p |Gai(Q /F„)> CE ̂  VEU^ 

dire que ce qui manque à np pour déterminer p |Gai(Q /pp) es^ Quand même « quelque 

par t » dans 7r. A l'origine du programme de Langlands p-adique est la volonté de 

comprendre ce qu'il faut rajouter à 7rp pour reconstruire p |Gai(Q /p y Autrement dit, 

on veut élucider l 'apparition de la théorie de Hodge p-adique côté Galois en termes 

de théorie des représentations côté automorphe. 
Voilà une façon un petit peu moins vague de formuler cet objectif : 

Question 1. — Peut-on associer à ir une représentation « p-adique naturelle » 7r = 

ÇÇ'TTI de GLn(Ap) telle que, pour toute place finie i, 7T[ et p|Gai(Q£/F[) se déterminent 

mutuellement ? 

« Naturelle » veut dire par exemple que n ou ses facteurs TTI se réalisent dans des 

espaces de cohomologie convenables. Pour [ \ p , on peut déjà prendre TTI = ni, de sorte 

que la tâche principale est de définir np pour p | p. Plus précisément, on veut donc 

que 7TP détermine 7rp, mais aussi contienne la donnée supplémentaire permet tan t de 

reconstruire complètement la représentation p-adique pp = p |Gai(Q /Fpy D 'un point 

de vue local, on cherche donc de nouvelles correspondances 7?p pp. 
Si 7? existe, l'espoir est que la correspondance n +-> p de la conjecture 1.1 se « fac

torise » naturellement par TT —> n <-> p où, dans le dernier cas, les représentations 

locales se déterminent mutuellement place par place, et où l 'analyse aux places infi

nies côté automorphe est remplacée par de l'analyse p-adique aux places divisant p. 
C'est exactement ce qui se passe lorsque n = 1, comme nous l'expliquons maintenant . 
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1.2. Le cas G L i . — Soit ÂF l 'anneau des adèles finis de F et (A£)° la composante 

connexe de 1 dans AF. Lorsque n = 1, 7r (comme dans la conjecture 1.1) n'est autre 

qu 'un caractère de Hecke algébrique : 

X : F * \ A £ - > C X . 

Soit / l'ensemble des plongements ¿ : F C et x<x> la partie infinie de x- Comme x 
est algébrique, il y a un unique caractère xo : A£ —> {±1} trivial sur (ÂF)X (ÂF)° et 

des entiers (aL)iGi uniques tels que pour x G Fx : 

Xoo(x) = xo(z)n6G^(x)at. 

De plus, par des résultats classiques (voir e.g. [23]), x(A^) est en fait contenu dans 

une extension finie de Q de sorte que, via les deux plongements fixés, on peut voir \ \ 

pour toute place finie [ comme un caractère : 

) = xo(z)n6G^(x)at. 

À chaque idéal premier p de F divisant p et chaque plongement a : Fp <—> Qp 

est associé un unique plongement i(p,(r) : F C, que l'on peut voir comme un 

plongement L(p,O~) : F ^> Q via l'injection fixée Q C, tel que le diagramme suivant 

commute : 

F §%µ£ 
Q 

%µ£ a 
¨§%µ£ 

où la flèche verticale de droite est le plongement fixé Q QP. On définit x • A£ —> Q* 

comme x — ou : 

Xi = Xo |/?x si l est infini 

Xi = Xi si l est fini, [\p 

Xp = Xp 

) = xo(z)n6G^ 

(jai<P.<0 si l = p | p. 

Notons : 

rF : Ga l (Q/F)ab ^ A£/(A£)°F>< 

l'application de réciprocité globale où (AF)° est la composante connexe neutre de 

AF et (AF)°FX désigne la fermeture de (AF)°FX dans AF. Le lemme suivant est 

une conséquence facile des définitions qui précèdent, de la compatibilité entre les 

applications de réciprocité locale et globale et du théorème de Cebotarev : 

Lemme 1.2. — Le caractère x • AF —» Q* se factorise en un caractère (encore noté) 

X:AF/(AX)°FX - + q ; tel que : 

X o rF : Ga l (Q/F)ab - ®* = GU(Qp) 

est la représentation p (de dimension 1) de la correspondance 1.1. 
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4 C. BREUIL 

En d 'autres termes, la correspondance TT — x P de la conjecture 1.1 se factorise 
bien naturellement par TT —> n = x P-

Pour passer au cas n > 1, il faut d 'abord généraliser la construction du caractère 
« localement algébrique » xp ci-dessus. Cela n'est pas difficile si l'on suppose que la 
représentation automorphe algébrique n est de plus « régulière » au sens de [13]. 

1.3. R e p r é s e n t a t i o n s l o c a l e m e n t a lgébr iques d e GLn(Fp). — Rappelons qu 'à 
une représentation algébrique TT comme au §1.1 et à un plongement i : F <—> C est 
associée une liste de poids aL = (a6?i, • • • ,ahn) dans Z : voir [13, §3.3] (at tention que 
la normalisation n'est pas tout à fait la même que celle de loc. cit. : on remplace ici 
7r| • l - ^ par 7r| • l21^-). On dit que n est régulière si, pour tout plongement 6, les aLj 
sont des entiers distincts, que l'on ordonne de façon croissante avec j . 

Soit L(L) la représentation algébrique de GLn(Qp) (sur QP) de plus haut poids : 

O>LA < a>i,2 - 1 < «6,3 - 2 < • • • < a.n - n + 1, 

i.e. L(L) est l ' induite « algébrique » des matrices triangulaires supérieures à GLn(Qp) 
du caractère algébrique : 

xi 

0 %2 

0 0 §%µ£ 

aL>1 at,2-l m # m at,n-n+l 
^1 «̂2 n 

Soit p un idéal premier de F divisant p, a : Fp ^ QP un plongement et 6(p, a) : F ^ C 

le plongement associé au couple (p, a) défini au §1.2. On note algp(cr) la représentation 

de GLn(Fp) sur QP donnée par : 

algp(cr) = L(i(p,a)) ocr 

où l'on désigne encore par a l'injection GLn(Fp) GLn(Qp) induite par a : Fp QP. 

On pose enfin : 

algp 

a:Fp<->Qp 

algti(cr) 

7Tplg = 7Tp(8)algp. 

La représentation localement algébrique ixp g est l'exact analogue du caractère lo

calement algébrique xfg = Xp = Xp ® (®a:F ^a'(p,CT)) du §1.2 (modulo le décalage 

ci-dessus sur les poids aL(p^j que nous n'expliquons pas ici). Mais contrairement 

au cas n = 1, on ne peut poser 7rp = 7Tplg car la représentation 7Tplg n'est toujours 

pas suffisante en général pour déterminer la représentation galoisienne p |GAL(Q jF y 

L'idée supplémentaire est alors que la donnée manquante pour « retrouver » la re

présentation p |GAL(Q /Fp) ' au moms lorsque celle-ci est irréductible, pourrait être la 

donnée d 'une complétion p-adique unitaire convenable de 7Tplg, ou, ce qui revient au 
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même, la donnée d 'une norme p-adique sur 7Tplg (à équivalence près) invariante sous 
l'action de GLn(Fp). 

A l'heure actuelle, et avec ce degré de généralité, il n'est pas sûr que ce scénario 

soit le bon (il est peut-être encore trop simpliste). Mais on sait maintenant que pour 

GLn(Fp) = GL2(Qp), c'est vraiment ce qui se passe. L'idée de l'existence de diverses 

complétions de a été suggérée par la conjecture sur les multiplicités modulaires 

de [11]. Nous expliquons ceci maintenant. 

1.4. La conjec ture sur les mul t ip l i c i t é s modula i res . — Rappelons d 'abord 
brièvement son énoncé. Considérons les données suivantes : 

(i) k est un entier > 2 ; 

(ii) r : Gal(Qp/Q£r) —• GL2(QP) est une représentation de noyau ouvert qui s'étend 

à Gal(Qp/(Q)p) (où Gal(Qp/Q£r) est le sous-groupe d'inertie de Gal(Qp/Qp)) ; 

(iii) pp : Gal(Qp/Qp) —» GL2(FP) est une représentation de noyau ouvert satisfaisant 

ENDFp[Gal(QP/QP)]№) =^P' 

Soit 6 l 'anneau des entiers d'une extension finie de Qp dans Qp tel que r est à 
valeurs dans GL2(^) et pp à valeurs dans G L 2 ( ^ / m ^ ) (le corps résiduel). Mazur 
a montré qu'il existait une ^-algèbre locale noethérienne complète R(pp) de corps 
résiduel û/m@ et une représentation continue ppmv : Gal(Qp/Qp) —> GL2(R(pp)) se 
réduisant sur pp modulo l'idéal maximal de R(pp) et possédant la propriété d'être une 
déformation « universelle » de pp. 

Définition 1.3 ([17, 9,11]). — On dit qu 'un idéal premier p de R(pp) est de type (fc, r ) 

s'il existe un morphisme continu de ^-algèbres ¿ : R(pp) —> Qp de noyau p tel que la 

représentation composée : 

univ 
p : Gal(Qp/Qp) GL2(Ä(pp)) GL2(Qp) 

possède les propriétés suivantes : 

(i) pp est de Rham à poids de Hodge-Tate (0, k — 1) ; 

(ii) la restriction à Gal(Qp/Qpr) de la représentation de Weil-Deligne associée à pp 
([20]) est isomorphe à r . 

Rappelons que les travaux de Mebkhout, André puis Kedlaya (indépendamment) 
ajoutés à ceux de Berger ([1]) ont permis de démontrer qu'une représentation de de 
Rham était la même chose qu'une représentation potentiellement semi-stable (cf. [1]). 

Notons : 

) = xo(z)n6G^(x)at. %£µ¨£% 
M%µ£% 

l 'intersection étant prise sur les idéaux premiers de type (fc, r ) (s'il n 'y en a pas, on 
convient que R(k,r,pp) = 0). Notons pga\(k, r , pp) la multiplicité de Hilbert-Samuel 
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6 C. BREUIL 

de l 'anneau local R(k, r , ~pp)®û/m&. L'idée est que l'entier p,ga,\(k, r , pp), purement ga-
loisien, peut être prédit par l 'étude de certaines représentations p-adiques de GL2(ZP). 
Plus précisément, Henniart a montré dans l 'appendice de [11] que, via la correspon
dance locale de Langlands usuelle pour GL2(QP), on pouvait associer de manière 
canonique à la représentation r une représentation irréductible d'image finie O~(T) 
de GL2(ZP) (définie sur Qp par exemple). Considérons la représentation p-adique de 
GL2(ZP) : 

a(k,r) = a(r)^ Symfc-2Qp. 

On peut « classer selon pp » les représentations irréductibles apparaissant dans la 
décomposition de la semi-simplifiée modulo p de a(k,r) et on peut considérer le 
nombre /iaut(fc, r , pp) de composantes dans chaque classe (c'est une somme de multi
plicités). La conjecture est alors : 

Conjecture 1.4 ([11], [4]). ^aut(k,T,pp) = /Xgal(/c,T,pp). 

Pour être précis, la conjecture initiale de [11] supposait par prudence k < p (car 
elle n'avait été vérifiée que dans de tels cas, cf. le commentaire de [4, §8.3]). Ce sont 
les t ravaux de Kisin qui ont permis de supprimer sans remords cette hypothèse inutile, 
tout en prouvant une partie significative de la conjecture 1.4 et en montrant du même 
coup qu'elle était effectivement intimement liée à la correspondance p-adique pour 
GL2(QP) ([24]). 

Voici l 'heuristique : la raison pour laquelle la conjecture 1.4 peut faire penser à 
une correspondance p-adique est, en gros, la suivante. Les calculs montrent que les 
anneaux R(k,r,~pp) font intervenir « à fond » la théorie de Hodge p-adique, c'est-à-
dire qu'ils dépendent, et avec eux les multiplicités /igai(A;,T, pp), de façon compliquée 
des représentations galoisiennes p-adiques pp de la définition 1.3, et pas seulement 
de leurs poids de Hodge-Tate ou de leurs représentations de Weil-Deligne associées. 
Or, il est quand même possible de retrouver les multiplicités figa\(k, r , pp) à part ir 

des GL2(ZP^représentations localement algébriques a(r) (g) Symfc-2Qp. Cela suggère 

qu'en poussant plus loin la théorie des représentations côté GL2, il doit être possible 

de retrouver les représentations galoisiennes pp elles-mêmes à part ir de représentations 

p-adiques de GL2(QP) (contenant par exemple a(r) (g) Symfc_2Qp). 

1.5. Les p r e m i e r s cas . — Par tons donc d'une représentation de de Rham 

irréductible pp : Gal(Qp/Qp) -* GL2(QP) de poids de Hodge-Tate distincts (0,/c - 1) 

et de déterminant £fc_1 où e est le caractère cyclotomique p-adique. Supposons pour 

simplifier que la représentation de Weil-Deligne associée à pp par [20] est F-semi-

simple et que la représentation lisse irréductible TTP de GL2(QP) qui lui correspond 

est de dimension infinie. On normalise ici 7rp de sorte que son caractère central est 

donné par x 1-* \x\p~2 où | • \p est la norme p-adique sur Q£ (\p\p = 1/p). 

Puisque, lorsque le groupe est GL2(ZP), on est amené dans la conjecture 1.4 à 

considérer des représentations localement algébriques cr(g> Sym Qp, il est naturel de 

considérer, lorsque le groupe est GL2(QP), les représentations localement algébriques 
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7Tp®Symk~2Qp. Quand np est supercuspidale, on les obtient par exemple par induction 

compacte des précédentes. 

Le premier cas test est celui où pp est cristalline (dans ce cas, np est une sé

rie principale non ramifiée). Des calculs montrent alors que, lorsque TTP vient d 'une 

représentation cristalline pp comme ci-dessus, les représentations 7rp <g) Symfc_2Qp ad

mettent toutes un Zp-réseau (de type fini sous l'action de GL2(QP)) et que, de plus, la 

réduction de ce réseau modulo l'idéal maximal de Zp a pour semi-simplification une 

représentation lisse admissible de GL2(QP) sur ¥p qui a l 'une des deux formes / ( r , 77) 

ou fî(r, À, 77) suivantes : 

J ( r , 77) = 
) = xo(z)n6G^(x)at.) = xo 

1 <g> (77 o dét) 

R(r,\,v) = 
) = xo(z)n6G^(x)at.) = xo(z)n ss 

(g) (77 o dét) 

) = xo(z)n6G^(x)at.) = xo(z)n6G^(x)at.) = xo(z)n6G^(x)at. 

où r G {0, • • • , p — 1}, [p — 3 — r] est l 'unique entier dans {0, • • • , p — 2} congru à 

p — 3 — r modulo p — 1, 77 : Q* —> F * est un caractère lisse, À £ F * , « ss » signifie 

« semi-simplifiée » et T est l 'opérateur de Hecke « Tp ». De plus, à chaque fois que l'on 

trouve la forme / ( r , 77), la semi-simplifiée modulo p de pp est irréductible de restriction 

à l'inertie k;£+177 0 U^^TJ, et à chaque fois que l'on trouve la forme R(r, À, 77), la 

semi-simplifiée modulo p de pp est réductible isomorphe à nr(À-1)o;r+177 0nr(À)77 (où 

nr(x) est le caractère non-ramifié de Gal(Qp/Qp) envoyant un Frobenius ari thmétique 

absolu sur UJ est le caractère e modulo p et U2 le caractère fondamental de Serre 

de niveau 2). 

Ces phénomènes ont été découverts par des calculs sur des valeurs spéciales, ou pe

tites, de k dans [6], mais sont maintenant prouvés en généralité (voir [2]). Ils amènent 

clairement à définir la correspondance semi-simple modulo p suivante : 

(i) I(r, 77) correspond à la représentation de Gal(Qp/Qp) de restriction à l'inertie 

^£+177 0 u^^rf et de déterminant ujr+1n2 ; 

(ii) R(r,r]) correspond à la représentation de Gal(Qp/Qp) isomorphe à 

nr(A~1)u;r+177 0nr(A)77. 

1.6. Cas s emi - s tab le s n o n cristal l ins . — Le deuxième cas test est celui où pp est 

semi-stable non-cristalline (toujours irréductible). Dans ce cas, 7rp est, à torsion non ra

mifiée près, la représentation de Steinberg. On souhaite comme précédemment trouver 

des représentations de GL2(QP) possédant des réseaux dont les semi-simplifications 

correspondent aux semi-simplifications des représentations semi-stables pp par la cor

respondance semi-simple modulo p du §1.5. Mais si l'on considère un Zp-réseau de 

type fini sous GL2(QP) dans 7rp (g) SymA;~2Qp, on se rend compte assez vite que sa 

réduction modulo l'idéal maximal de Zp est de longueur infinie, et donc ne peut être 

de l 'une des deux formes / ( r , 77) ou R(r, À, 77) précédentes. 
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8 C. BREUIL 

Par ailleurs, les représentations semi-stables pp comme ci-dessus dépendent, outre 

de k, d 'un paramètre j£f G Qp (appelé 1'« invariant ») et les calculs de [11] montrent 

que ce paramètre se retrouve dans la semi-simplification modulo p de pp = pp(k^). 
L'idée est alors la suivante : il existe en fait plusieurs classes de commensurabilité 

de Zp-réseaux stables sous GL2(QP) dans 7TP 0 Symfc_2Qp (mais pas engendrés par 

un nombre fini de vecteurs sous GL2(QP)), ces classes sont paramétrées par J*f G 

Qp et leur réduction est de la forme 7(r, rf) ou i2(r, À, 77). De plus, chaque classe de 

commensurabilité donne lieu à une classe d'équivalence de normes en posant, si 

est un Zp-réseau stable par GL2(QP) et v G : 

N I . sup |A|P 

et on peut considérer le complété 7rp de TTP (g) Symfe-2Qp pour la (classe d'équivalence 
de la) norme || • \\&. On espère que cet espace de Banach p-adique unitaire (i.e. 
possédant une norme invariante, à savoir le prolongement continu de la norme || • \\&) 
« correspond » à la représentation galoisienne semi-stable pp(k,J*f), et que les semi-
simplifiées modulo p se correspondent comme au §1.5. Notons que cela entraîne alors 
en particulier que ce Banach est admissible au sens de [26]. 

Un candidat pour ces complétions a été défini dans [7] via le demi-plan de Drinfeld 
et la théorie des représentations localement analytiques de Schneider et Teitelbaum 
([27], [25]), puis plus directement dans [8, §3] comme espace fonctionnel. Des calculs 
assez laborieux ont montré que, pour de petites valeurs de A;, la réduction modulo p 
de ces complétions avait bien les bonnes propriétés ([12]). Nous notons B(k,Jïf) ces 
complétions dans la suite. 

1.7. C o m p a t i b i l i t é local -g lobal . — Se pose alors la question de relier les espaces 

de Banach B(k, à la théorie globale. Soit (Y(pn)q)n la tour des courbes modulaires 

affines sur Q dont les points complexes sont ï)/T(pn) (en fait, il faut prendre plusieurs 

« copies » de cette tour) , dans [19], Emerton étudie les espaces de Banach p-adiques 

munis d 'une action continue GL2(QP) : 

H1 = lim 
m 

\\mHlt(Y(pn)wZP/pmZP)) 
•1 

•P 

et montre d 'une par t qu'ils sont admissibles, d 'autre part qu'ils contiennent toutes les 

représentations localement algébriques 7rp <g> Symfe_2Qp pour TTP composante locale en 

p d 'une représentation automorphe parabolique algébrique régulière n de GL2(AQ). 

Lorsque la représentation galoisienne globale p est semi-stable non-cristalline en res

triction à Gal(Qp/Qp) (comme au §1.6), il est tentant de demander que la complétion 

de 7TP 0 Symfc~2Qp induite par H1 soit précisément (à torsion près) B(k,££) (où A: 

est le « poids » de TT et Jz? l'invariant apparaissant sur p |GAL(Q /Qp))* ^ n Premier 

fort, utilisant les symboles modulaires et une construction due à Darmon et Orton, a 

abouti à montrer dans la première version de [8] qu'il y avait au moins (dans beaucoup 
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de cas) un morphisme continu de £?(/c,j£?) dans cette completion. Cela entraînait le 
résultat nouveau suivant (déduit de la description explicite de B(k,J£), voir [8]) : 

Théorème 1.5. — Les distributions p-adiques pp associées à la représentation auto
morphe n annulent les fonctions h(z) sur Qp de la forme : 

h(z) = 

%µ£% 

Xi(z - üi)ni (log0(2 ~ ai) + <5?val(z - ai)) 

où I est fini, Xi e Qp, ai G Qp, - 1 + fc/2 < n< < k - 2, deg(J2ieI K(z - a»)ni) < 
— 1 + k/2, log0 est Ie logarithme d'Iwasawa et val la valuation p-adique usuelle. 

Ce résultat allait conduire Colmez à découvrir que la théorie des (<p, r)-modules 

devait jouer un rôle absolument crucial dans le programme de Langlands p-adique 

pour GL2(QP). 

1.8. La d é c o u v e r t e de l ' interprétat ion par les (<p, r ) - m o d u l e s . — Le lien avec 
les (</?, r)-modules est une découverte fondamentale pour la suite du programme de 
Langlands p-adique pour GL2(QP) qui a permis d'une part de remplacer les conjectures 
et résultats partiels par des théorèmes complets d 'autre par t de pousser la théorie 
(pour GL2(QP)) beaucoup plus loin. 

Son origine est la suivante : la théorie de Coleman, Kato et Perrin-Riou donne une 
construction des distributions p-adiques \xv ci-dessus via la cohomologie galoisienne à 
partir d 'un système d'Euler. Par ailleurs la théorie des ((p, r )-modules due à Fontaine, 
puis étendue par Colmez et Berger, est une théorie qui fournit un cadre approprié 
pour reformuler les résultats et constructions de Perrin-Riou et Kato en donnant une 
description particulièrement explicite des représentations galoisiennes p-adiques et de 
leur cohomologie. En cherchant à redémontrer le théorème 1.5 via la construction de pp 
issue des ((p, r ) -modules , Colmez découvrit dans [16] que le dual topologique B(k, J£)* 
du Banach B(k,^f) pouvait se reconstruire directement à part ir du (y>, r )-module 
D(k,J??) (un Qp[[X]][l/X]A-module libre de rang 2) de la représentation galoisienne 
pP(fc,^f). 

Théorème 1.6 ([16]). — On a un isomorphisme naturel : 

B%Sey ~ (um£>(/c,Jzf))b 

où ip : D{k,££) —> D{k,J£) est un certain opérateur surjectif et où ( l im^ D(k, j£f)) 

(aussi notétl;~00(D(k^ J£))h) est le Qp-espace vectoriel des suites (infinies) ^-compati
bles bornées d'éléments de D(k,Jf). 

De plus, les structures du ((p, r ) -module D(k, Jf) (à savoir, l 'action du Probenius (p 
et celle du groupe T = Gal(Qp( Pl/Ï)/Qp)) permettent de retrouver facilement l'action 
du sous-groupe de GL2(QP) des matrices triangulaires supérieures. Mais surtout, l'iso-
morphisme ci-dessus permet de montrer, en utilisant les propriétés de J5(fc,J5f), que 
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B(k,J¡?) est toujours non-nul, admissible, topologiquement irréductible en restriction 

au Borel, et, par [2], qu'il a la « bonne » réduction modulo p (voir §1.5). 
Ce théorème a été rapidement étendu dans [3] au cas cristallin du §1.5, et permet 

dans ce cas de montrer que 7rp 0 Symfe_2Q n 'a qu 'une seule complétion p-adique 

unitaire (mais dans le cas cristallin, pp ne dépend de rien d 'autre que 7rp et k). Puis 

il a été étendu dans [15] au cas où pp est trianguline mais plus forcément de Rham. 

Dans ce cas, on ne dispose plus de représentations localement algébriques analogues 

aux représentations np (g) Symfe-2Qp (mais on dispose de séries principales localement 

analytiques au sens de [27]). 

1.9. F i n d e la g e n è s e e t d é v e l o p p e m e n t s u l tér ieurs . — Avec l 'apparition des 
(<£?, r)-modules, on peut dire que la période de genèse, échelonnée entre 2000 et 2004, 
s'achève (pour G L ^ Q p ) du moins) et que la théorie « sérieuse » commence. Depuis 
2004, citons en bref et par ordre chronologique les principales nouvelles étapes : 
la construction des bonnes représentations TTp = B(pp) (encore des espaces de Ba-
nach munis d 'une action unitaire de GL2(QP)) lorsque pp est de Rham mais réduc
tible ([10]), la construction d 'un foncteur associant des représentations p-adiques de 
Gal(Qp/Qp) à certains Banach admissibles munis d 'une action unitaire de G L ^ Q p ) 
([14]), la construction, via des arguments de déformations, puis par des arguments 
directs, de GL2(QP)-Banach admissibles unitaires B(pp) pour toute représentation p-
adique pp de dimension 2 de Gal(Qp/Qp) ([14]), la description (presque) complète 
du GL2(Qp)-Banach H1 du §1.7 utilisant l'ensemble des résultats obtenus sur le pro
gramme de Langlands p-adique pour G L ^ Q p ) ([18]) et enfin la description des vec
teurs localement analytiques de B(pp) en termes de « ((p, r)-modules analytiques » et, 
dans les cas de Rham, des vecteurs localement algébriques en termes de « <¿?-modules 
filtrés » ([14]). Je renvoie les lecteurs à l ' introduction du volume II (par Colmez) pour 
une description plus détaillée de l 'aspect (<¿?, r)-modules. 

2. C o n t e n u des tro is v o l u m e s 

L'idée de départ en janvier 2004 était de réunir en un volume beaucoup des articles 
sur le programme de Langlands p-adique pour GL2(QP), qui à l 'époque concernaient 
principalement le cas des représentations semi-stables de dimension 2 de Gal(Qp/Qp). 
Mais les résultats et la théorie évoluant très rapidement au fil des mois (puis des 
années !), il fallut passer de un volume à trois, tandis que certains articles sur le sujet 
paraissaient déjà dans d 'autres revues. Il devint aussi naturel d'inclure des articles 
sur les (tp, T)-modules (vu l ' importance grandissante de ces derniers) ne faisant pas 
directement référence au programme de Langlands p-adique. 

Les deux premiers volumes sont donc consacrés aux (<¿?, r)-modules, tandis que le 
dernier volume contient des articles globaux ou locaux sur le programme de Langlands 
p-adique pour GL2(QP) (et des questions liées) n'utilisant pas les (cp1 r)-modules (dont 
les premiers articles sur le sujet). Décrivons très succinctement le contenu de chaque 
volume. 
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Le premier volume ne parle pas de représentations p-adiques de GL2(QP), mais 
parle abondamment de représentations p-adiques de groupes de Galois comme 
Gal(Qp/Qp) traitées via leurs (</?, r)-modules associés. En particulier, il contient 
(entres autres) la courte preuve par Berger de la conjecture « faiblement admissible 
implique admissible » (via les (ip, T)-modules et un théorème de Kedlaya), un article 
de Berger-Colmez t ra i tant le cas de familles de représentations galoisiennes, des ar
ticles de Iovita, Brinon et Andrea t ta sur les (<p, r)-modules en dimension supérieure, 
un article de Kedlaya sur la filtration par les pentes et divers articles de Colmez sur 
les (</?, r)-modules, dont celui définissant les représentations triangulines. 

Le deuxième volume contient le trai tement par les (</?, r)-modules du programme de 
Langlands p-adique pour GL2(QP), c'est-à-dire la construction et l 'étude des GL2(QP)-
Banach unitaires B(pp) associés aux représentations p-adiques pp de dimension 2 de 
Gal(Qp/Qp) (leurs vecteurs localement analytiques et algébriques, leur réduction mo
dulo p, etc.). Les articles sont pour l'essentiel dus à Colmez, avec un article de Ber
ger sur la réduction modulo p et un article de Breuil-Berger sur le cas cristabellin. 
Il contient aussi en préambule un article de Vignéras expliquant la construction de 
GLn(F)-Banach unitaires Sadiques (£ ^ p) associés aux représentations Sadiques de 
dimension n de Ga l (Qp /F ) ainsi qu 'un article de référence dû à Colmez sur les résul
ta t s d'analyse p-adiques utilisés. Voir l ' introduction du volume II pour une description 
plus détaillée de ces articles et de leur genèse. 

Enfin, le troisième volume contient des articles pour beaucoup écrits avant ceux 
du deuxième volume et ne faisant pas intervenir les ((p, r)-modules : les premiers 
cas non-triviaux de compatibilité local-global dans le programme de Langlands p-
adique pour GL2(QP) (Breuil et Breuil-Emerton : cas ordinaires et semi-stables), les 
premiers calculs de compatibilité à la réduction modulo p utilisant le demi-plan de 
Drinfeld (Breuil-Mézard), plusieurs articles sur l'invariant 5â (Colmez, puis Bertolini-
Darmon-Iovita), un article de Iovita-Coleman sur une explicitation via la géométrie 
rigide des théorèmes de comparaison de Tsuji et Faltings dans le cas des courbes. En
fin, il contient aussi des articles récents d 'Emerton et Paskunas calculant les groupes 
d'extensions entre représentations lisses irréductibles admissibles de GL2(QP) en ca
ractéristique p. 
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ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES p-ADIQUES ET 

($, N)-MODULES FILTRÉS 

par 

Laurent Berger 

Résumé. — L'objet de cet article est de montrer que les deux catégories suivantes 
sont équivalentes (1) la catégorie des (ip, AT, G/<:)-modules filtrés (2) la catégorie des 
((/?, r#)-modules sur l'anneau de Robba tels que l'algèbre de Lie de YK agit localement 
trivialement. 

De plus, on montre que sous cette équivalence, les ((p, N, G/^-modules filtrés ad
missibles correspondent aux ((p, r^)-niodules étales, ce qui nous permet de donner 
une nouvelle démonstration du théorème de Colmez-Fontaine. 

Abstract (p-adic differential equations and filtered (cp, TV)-modules). — The goal of this ar
ticle is to show that the following two categories are equivalent (1) the category of 
filtered (/, N, Gx)-modules (2) the category of ((p, rx)-modules over the Robba ring 
such that the Lie algebra of Fx acts locally trivially. 

Furthermore, we show that under this equivalence, the admissible filtered 
(cp, N, GK)~modules correspond to the étale (</?, r^)-modules, which gives a new 
proof of Colmez-Fontaine's theorem. 

Introduction 

Dans tout cet article, K est un corps local qui contient Qp et qui est muni d'une 
valuation discrète étendant la valuation p-adique et pour laquelle K est complet et de 
corps résiduel parfait hx- Pour n ^ oo, on pose Kn — K{ixpn) et YK = G^K^/K). 

(</?, TV, G#:)-modules filtrés et (<¿?, IV)-modules. — L'objet de cet article est de 
construire une équivalence de catégories entre deux catégories utilisées dans la théorie 
des représentations p-adiques et des équations différentielles p-adiques (on se reportera 
au chapitre I pour des rappels sur ces catégories). Il s'agit de : 

Classification mathématique par sujets (2000). — 11F80, 12H25, 13K05, 14F30. 
Mots clefs. — Représentations p-adiques, 7V)-modules filtrés, équations différentielles p-adiques, 
(cp, r)-modules. 
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14 LAURENT BERGER 

1. la catégorie des (ip, N, G/^-modules filtrés, dont la sous-catégorie des objets ad
missibles paramétrise les représentations p-adiques potentiellement semi-stables 
du groupe de Galois absolu GK du corps K ; 

2. la catégorie des (ip, IV)-modules sur l'anneau de Robba tels que l'algèbre de Lie 
de FK agit localement trivialement, qui généralise la notion d'équation différen
tielle p-adique munie d'une structure de Probenius. 

On construit un foncteur D i—• Jiï(D) qui à un ((/?, N, G^-module filtré D associe 
un (</?, r^)-module ^(D) sur l'anneau de Robba Bjig K et le résultat principal de 
cet article est le suivant : 

Théorème A. — Le ^-joncteur exact D i—> Jiï(D), de la catégorie des (ip, N,GK)-
modules filtrés, dans la catégorie des ((p,TK)-modules sur Bjig K dont la connexion 

associée est localement triviale, est une équivalence de catégories. 

Étant donné un (ip, N, Gj<:)-module filtré D, le (tp, r#)-module ^(D) admet (par 
le théorème [19, théorème 6.10] de Kedlaya) une filtration canonique par les « pentes 
de Frobenius ». Nous calculons ces pentes en terme des invariants tu et tj$ de D et de 
ses sous-objets. Comme corollaire de ces calculs, nous obtenons le résultat suivant : 

Théorème B. — Le (<p, N, G K)-module filtré D est admissible si et seulement si Jiï(D) 
est étale. 

Application aux représentations p-adiques. — Comme application du théo
rème B, on obtient une nouvelle démonstration du théorème [12, théorème A] de 
Colmez-Fontaine : 

Théorème. — Si D est un (y?, AT, G K)-module filtré admissible, alors il existe une 
représentation p-adique V potentiellement semi-stable telle que Dpst(V) = D. 

Enfin, les constructions précédentes nous permettent de préciser les liens entre les 
divers invariants que l'on peut associer à une représentation p-adique potentiellement 
semi-stable V (qui devient semi-stable sur une extension galoisienne finie L de K). 
Ces invariants sont : 

1. le (^,iV,GL/K)-module filtré D8t|L(F) = (Bst ®Qp V)GL ; 

2. l'équation différentielle p-adique NdR(V) ; 

3. le (ip, IV)-:module étale sur l'anneau de Robba Drfig(F). 

A l'équation différentielle p-adique NdR(V), on associe (cf définition III.2.2) son 

espace SolL(NdR(F)) de GL-solutions, qui est un (<p, iV, G^/i<:)-:module, et on montre 

dans le théorème III.2.3 comment la donnée de T>lIG(V) détermine une filtration sur 

Sol£,(NdR(V)), ce qui en fait un (ip, N, GL/^)-module filtré. On a alors (les notations 

restantes sont définies dans le corps du texte) : 

Théorème C. — Si V est une représentation p-adique de GK semi-stable quand on la 

restreint à GL, alors : 
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1. D st,L (V) = Sol£(NdR(V)); 

2. D t 
rig 

(V) = Jt(D st.L (V)); 

3. N dR IV) = (B t 
rig,L 

fol® L0 D ST,L (V)) SalfLoo/A-ooJ.̂ O 
. 

Ces identifications sont compatibles à toutes les structures en présence. 

Cela permet notamment de « retrouver la filtration » sur Dst?L(^0 quand on le 

construit à partir de Djj (V) (cf [9, proposition 5.6] pour une construction similaire). 

Enfin, nous montrons comment reconstruire, pour une représentation semi-stable 
V, le (<£,rK)-module D^(V) sur à partir de BST(V) ( comme dans [10, §4.3.1]). 

Théorème D. — Si V est une représentation semi-stable de GK et si 
· {ei} i=l—d est une base de Dst(V) adaptée à la décomposition par les pentes de 

Frobenius : 

• N(ei) = d 
/7 = 1 nj, ie j; 

· { f } j=l—d est une base de DdR(V) adaptée à la filtration et <p n(ei) = 
D 
j=1 P (n) 

j,i FI, 

alors x = D 
i=1 Xi{X) ® ci e B t, r 

rig, K 
[IxA/t] ®KQ E>st(^) appartient à Dt'r(F) si et 

seulement si : 

1. N(xi) + yd 
1=1 rijjXi = 0 pour j = 1 • • • d ; 

2. d 
i=1 l"n(xi)p (n) 

hi 
e t -tH(FJ) Kn\t\ pour j = 1 • • • d et n > n(r) ; 

3. OTD(xi) ^ — pentefej pour i = 1 • • • d. 

Ceci permet de construire « explicitement » les éléments de D^'r(F) ce qui a des 
applications directes à la correspondance de Langlands p-adique. 

Remerciements : Je remercie Pierre Colmez, Jean-Marc Fontaine et Kiran Kedlaya 
pour des discussions éclairantes sur certains points de cet article ainsi que Francesco 
Baldassarri et le référée pour leurs commentaires sur une première version. 

I. Rappels et compléments 

Dans tout cet article, K est un corps local qui contient Qp et qui est muni d'une 
valuation discrète étendant la valuation p-adique et pour laquelle K est complet et 
de corps résiduel parfait kx-

On écrit fipn c K (la clôture algébrique de K) pour désigner l'ensemble des racines 
pn-ièmes de l'unité, et pour n > 1, on définit Kn = K{^pn) ainsi que = U^f^ifn. 
Si n = 0, on pose Ko = ce qui fait que K/KQ est totalement ramifiée. Les 

notations ne sont donc pas vraiment compatibles, mais elles sont usuelles. Finalement, 
K'Q désigne l'extension maximale non-ramifiée de KQ contenue dans î oo. 

Soient GK = GeA(K/K) et HK = G&\{K/K^) le noyau du caractère cyclotomique 
X : GK —* Z* et I V = GK/HK le groupe de Galois de K^/R, qui s'identifie via le 
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caractère cyclotomique à un sous-groupe ouvert de Z*. On note a : KQT —> K™ le 

Frobenius absolu (qui relève x \-+ xp sur ks^p). 

1.1. Les (ip, N, GLix)-modules filtrés. — Le corps L désigne une extension galoi-
sienne finie de K, et GL/K le groupe de Galois de L/K. La catégorie des (ip, N, GL/KY 
modules filtrés et sa sous-catégorie pleine de (ip, N, GL/^-modules filtrés admissibles 
sont étudiées en détail dans [15, §4]. Nous nous contentons donc de rappeler les défi
nitions et quelques résultats dont nous aurons besoin par la suite. 

Un (ip, N, G£/x)-module est un Lo-espace vectoriel D de dimension finie et muni 
d'une application cr-semi-linéaire bijective (p : D —> D, d'une application linéaire 
N : D —> D qui vérifie Nip .= pipN et d'une action semi-linéaire de GL/K qui commute 
à ip et N. Si L = K, on parle tout simplement de (ip, iV)-module (relatif à K). 

Un (ip, N, G^/j^-module filtré est la donnée d'un (ip, N, G£/x)-module D et d'une 
filtration décroissante exhaustive et séparée YIYDL sur DL = L ®L0 D, par des sous 
L-espaces vectoriels stables par GL/K- H est équivalent de se donner une filtration sur 

DK = D 
GL/K 
L . 

La catégorie des (ip, N, G^/if )-modules filtrés est une catégorie additive Qp-linéaire 
qui admet des noyaux et des conoyaux (mais qui n'est pas abélienne), ainsi que des 
produits tensoriels et des Horn internes. 

Par abus de langage, on dira que D est un (ip, N, G/c)-module filtré s'il existe une 
extension finie galoisienne L/K telle que D est un (ip, N, G£/x)-niodule filtré. 

Si D est un (ip, N, G^/^J-module filtré de dimension 1, on définit tn(D) comme 
le plus grand entier i tel que FiFDL ^ 0 et si ip(d) = Xd avec d € D, alors vp(X) ne 
dépend pas du choix de d ^ 0 et on définit tjsf(D) = vp(X). Si D est un (ip, N, GL/KY 
module filtré de dimension ^ 1, on définit tn(D) = tn(detD) et tjsr(D) = tjsr(detD). 
Si e G DL, on pose £#(e) = tu (L • e). 

On dit qu'un (ip,N,GL/KYm°dule filtré D est admissible si tn(D) = tjsr(D) 
et si pour tout sous-objet D' de D, on a t^(D') — tn(D') ^ 0. La catégorie des 
(ip,N, G£/x)-modules filtrés admissibles est une sous-catégorie pleine de la catégorie 
des (ip, N, GL/x)-niodules filtrés et elle est de plus abélienne. 

Rappelons que la principale source de (ip, N, G^ /^ )-modules filtrés admissibles est 
la suivante : si V est une représentation p-adique de GK dont la restriction k GL est 
semi-stable, alors Dst,L(^) est un (<p, N, GL/x)-module filtré admissible. 

1.2. L'anneau de Robba. — Définissons ici quelques anneaux de séries formelles 
(ces constructions sont faites en détail dans [11]). Si r est un réel positif et F = Ko 

(pour alléger un peu les notations), soit B^r l'anneau des séries formelles f(X) = 

^2kezakXk où {dk £ F}kez est une suite bornée telle que f(X) converge sur la 
couronne 0 < vp(X) ^ 1/r. Cet anneau est muni d'une action de Tp, qui est triviale 
sur les coefficients et donnée par j(X) = (1 + X)x^ — 1 et on peut définir un 
Frobenius ip : B^r —• B^pr qui est cr-semi-linéaire sur les coefficients et tel que 
(p(X) = (1 + X)p — 1. Le « théorème de préparation de Weierstrass » montre que 
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BF = Ur^oB t.r 
F est un corps. Ce corps n'est pas complet pour la norme de Gauss 

et on appelle Bj? son complété qui est un corps local de dimension 2 dont le corps 
résiduel s'identifie à kx((X)). 

On pose aussi FN = F(npn) ainsi que FQQ = U^^Fn ce qui fait que l'extension 
KQO/FOQ est une extension finie de degré de ramification ex ^ [K<x> ôo] et par 
la théorie du corps de normes de [18, 23] il lui correspond une extension separable 
k'K ((Xk))/kK((X)) de degré [KQQ : F^] qui nous permet de définir des extensions 
non-ramifiées B ^ / B ^ et BJ^/BF de degré [K^ : FQQ], On peut montrer que B ^ = 
Ur^oB^r et qu'il existe ro(K) tel que si r ^ ro(K), alors B^r est un BFr-module 
libre de rang [KQQ : FqJ qui s'identifie à un anneau de séries formelles fiXx) = 

keZ ak XK où {afe G K'0}kez est une suite bornée telle que f(Xx) converge sur 

la couronne 0 < Vp(XK) ^ l/exr. L'élément XK vérifie une équation d'Eisenstein 
sur k'K((X)) qu'on peut relever en une équation sur B t,r 

K'0 
; l'action de I V s'étend 

naturellement à B t,r K de même que le Probenius (p : B t.r 
K - » B t,Z>r 

K . 
L'anneau B t,r K 

s'identifiant à un anneau de séries formelles convergeant sur une cou
ronne, il est naturellement muni d'une topologie de Fréchet, la topologie de la « conver
gence compacte » sur les couronnes CV[r;s] = {z G ûc ? l / e^^ ^ vp(z) ^ 1/eKr} 

pour s ^ r, et son complété B t, r rig, K pour cette topologie s identifie a l'anneau de séries 

formelles /(XK) = ,kez ak X k 
K 

où {ak G K'0}k£Z est une suite non nécessairement 
bornée telle que f{Xx) converge sur la couronne 0 < Vp(XK) ^ l /e^r . Par exemple, 

si on pose t = log(l + X ) , alors t G BVj f C ~BlQ k pour tout r > 0. L'anneau 

B îg x = Ur^oBjjg)A- est « l'anneau de Robba ». Nous allons rappeler quelques-uns 
des résultats de [2, §4] qui nous seront utiles dans la suite. 

Il existe r(K) que l'on peut supposer ^ TQ(K) tel que si pn~1(p — 1) ^ r > r(K), 
alors on a une application injective in : B^r —» -K"n[£] (c'est l'application <̂ _n de [6, 
§111.2]). Par exemple si K = Ko, alors tn(X) = exp(t/pn) — l où est une racine 
primitive pn-ième de 1 et un agit par a~n sur les coefficients. On définit n(r) comme 
étant le plus petit entier n tel que pn~1(p - 1) ^ r ce qui fait que tn : BĴ r —• ifn[£] 
est définie dès que n ^ n(r). 

L'application tn se prolonge en une application injective un : B J ^ —• Knlt]. Le 

groupe est un groupe de Lie de dimension 1 qui agit sur B^g K et l'algèbre de Lie de 

LK agit aussi sur Bj.g)i0 cette action étant donnée par V ( / ) = log(7)(/)/logp(x(7)) 

pour 7 G T K assez proche de 1. Si / = f(X) G B V ^ alors V ( / ( X ) ) = t(l+X)df/dX. 

Si / e BlQ,K alors on P°se dU) = ^_1V(/ ) ce qui fait que si / = f(X) G Bj£jF 

alors d(f(X)) = (1 + X)df/dX et que si / G Bjig K vérifie une équation algébrique 

P(f) = 0 sur B îgjF telle que P'{f) ^ 0, alors on peut aussi calculer d(f) par la 

formule d(f) = -(dP)(f)/P'{f). En particulier d(f) = 0 si et seulement si / G K'0. 

Lemme 1.2.1. — Si w ^ 1 alors il existe tUiW G K tel que Ln(tniW) = 1 
mod twKn[t] et im(tntW) G twKn[t] si m ^ n. ' 
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Démonstration. — C'est une conséquence immédiate de la solution du problème des 
« parties principales » (voir [20, §8]). • 

Rappelons que les anneaux Bjig ^ et donc aussi Bjig K sont des anneaux de Bézout, 
c'est-à-dire que tout idéal de type fini en est principal. Ceci a un certain nombre de 
conséquences pour lesquelles on se reportera par exemple à [19, §2]. Dans la suite, 
on pose q = <p(X)/X = ((1 + X)p — 1)/X, ce qui fait que Ln(ipn~1 (q)) est une 
uniformisante de ifn|M-

Proposition 1.2.2. — Si I est un idéal principal de E , qui divise (th) pour h ^ 0, 

alors I est engendré par un élément de la forme + 00 
n=n(r ) {<f n-1 (q)/p) jn avec jn ^ h. 

Démonstration. — Rappelons que l'on a une décomposition t = X- - + 00 
n=l (<pn-Hq)/p). 

Le lemme [2, lemme 4.9] montre que B t.r 
rig,i< 

/(pn 1(q) ~ Kn et donc que les idéaux 

(ipn 1(q)) sont premiers (et même maximaux) dans Bjig k. Ceci montre que si x divise 

th, alors x est le produit d'une unité par un élément de la forme + 00 
n=n(r) (vn_1(«)/p)in 

et il reste à appliquer cela à un générateur de l'idéal / . 

1.3. Les (cp, Tx)-niodules sur l'anneau de Robba. — Dans ce paragraphe, nous 
rappelons la définition des (^-modules et des rx)-modules sur l'anneau de Robba 
ainsi que quelques résultats techniques concernant ces objets. Pour des définitions 
d'ordre plus général, on peut voir [19, §2.5]. Un ^-module sur Bjig K est un B îg K-
module D libre de rang fini (noté d) et muni d'une application (^-semi-linéaire toujours 
notée (p : D —• D telle que <^*(D) = D (on note </?*(D) le (^-module engendré par 
(p(D)). Un ((p, rx)-module sur B îg K est un (^-module muni en plus d'une action de 
YK semi-linéaire par rapport à l'action de ce groupe sur B îg K et commutant à (p. On 
a un résultat de descente galoisienne (voir aussi [19, §2.5]) pour les (<p, IV)-:modules. 

Définition 1.3.1. — Si L/K est une extension galoisienne finie, et si D est un (<£,]?£)-

module sur B îg L, on dit que D est muni d'une action de GL/K si Ie groupe GK agit 

sur D et si de plus : 

1. HL C GK agit trivialement sur D ; 

2. l'action de GL/HL C GK/HL induite coïncide avec celle de T^. 

La proposition suivante se trouve essentiellement dans [19, corollary 2.7] : 

Proposition 1.3.2. — Si L/K est une extension galoisienne finie et si D est un((p,TL)-

module sur Bj. l muni d'une action de GL/K> alors DHk est un (ip,TK)-module et 

D = B t 
rig,L B T 

RIG,K 
D Hk. 

Démonstration. — L'action de TK sur T>Hk est donnée par l'isomorphisme YK = 
GK/HK- Le fait que D = Bj. l ®Bt T>Hk suit de [19, lemma 2.6] (par exemple). 

°' RIG,K 
Montrons que <£*(DKk) = (DHk). Six e T>Hk , et si {yi} est une base de D sur BjigL 
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contenue dans T>Hk , alors on peut écrire x = d 
i=1 

Xi<p(yi) avec Xi G Bj. l et comme 

x et les yi sont fixes par HK, on a aussi G B îg ̂  ce qui fait que x G (^*(DjHk). • 

Le théorème suivant est une variante d'un résultat de Cherbonnier (voir [4]). 

Théorème 1.3.3. — Si D est un (p-module sur B îg K alors il existe r (D) ^ r(K) tel 

que pour tout r > r(D), il existe un unique sous Bjig x-module Dr de D vérifiant les 
propriétés suivantes : 

1. D = B t 
rig,*: B rig,K 

Dr ; 

2. leB rig,*: -module B rig,*: BT,R Dr a une base contenue dans ip(Dr). 

En particulier, on aDs = B rig,X B t,r 
rig 

Dr po^r fows s ^ r et siT> est un ( ^ , T x ) -

module, alors 7(Dr) = Dr pour tout 7 G T^. 

Démonstration. — Comme D est un B*ig ̂ -module libre de rang d, il en existe une 

base ei, • • • , e^. Il existe alors r — r (D) tel que la matrice de (p dans cette base est 

dans GL(d, B V ^ ) et si l'on pose Dr = 0f=iBjig Ke{, alors les deux conditions du 

théorème sont remplies. Si et Dr2^ sont deux Bjig ^-modules satisfaisant les 

deux conditions ci-dessus, et qu'on en choisit des bases, alors la matrice M de passage 

d'une base à l'autre et les matrices P\ et P2 de cp dans ces deux bases vont satisfaire 

la relation ip(M) = P^MP2 avec P1 et P2 G G L ( d , B ^ ) ce qui implique que M G 

M(d, B\QK). En effet, si M G M(d, B V ^ ) avec 5 > pr, alors P^lMP2 et donc <p(Àf ) 

est dans M(d, B j ^ ) . Mais <p(BV k ) fl = ^ ( B V ^ ) ce qui fait que si s > pr, 

alors on peut remplacer s par s/p et donc finalement que M eM(d,BlfgK). Comme 

on peut en dire autant de M - 1 , c'est que M € GL(d, BVj k ) et donc finalement que 

D<.1}=D(2). ' • 

Étant donné un (^-module D sur l'anneau de Robba, et n ^ n(r) avec r ^ ^*(D), 

l'application in : BlQK —• Kn[t] donne une structure de Ln(BlQK)-module à Kn[tJ 

et la formule Ln(X) • x = Xx donne une structure de Ln(BlQ K)-module à Dr que l'on 

note alors £n(Dr), ce qui nous permet de définir Kn\t\ 0 mt,r ^ ¿n(Dr). Pour alléger 

les notations, on écrit plutôt : Kn\t\ ln 
•p>T >r 

Dr. 

Proposition 1.3.4. — ffi D est un (p-module de rang d sur Bjig K et si D^1) 

et D^2) sont deux sous-B>\K-modules libres de rang d et stables par <p de 

B[l/t] = B t 
rig,X 

[1/t] 
rig,K 

D tels aue : 

1. DW[l/t] = D[l/ t] ai* = 1,2; 

2. tfn[t] ln 
Bt,r 
rig 

D(1) = Kn [t] ln 
Bt,r 
rig;K 

Dr pour tout n^> 0, 

alors D*1* =D<2>. 
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Démonstration. — Comme T)W[l/t] = D{2)[l/t], il existe h > 0 tel que th&W C 
D (1). Choisissons r tel que r ^ maxfrfD^ 1)),rCD^)) et tel qu'en plus : 

Kn[t] in 
B T ir 

rig, K 

D (i) 
r 

= Kn[t] « ln 
B t,t 

rig, K 

D (2) 

pour tout n ^ n(r). Les diviseurs élémentaires de t̂ D 2̂̂  C sont des idéaux de 
B J ; ^ qui divisent th et donc de la forme (Hn^n(r) ^pn~1{q(3n'i)) pour i = 1, ...., d 
par la proposition 1.2.2. Comme le calcul des diviseurs élémentaires commute à la 
localisation, on voit que ceux de l'inclusion t^iifn[t] ln 

Brig,K 
D<2) с # „ М в in B . „ 

D(1) 

sont donnés par les idéaux (t dn,i ) ce qui fait que 6 N.I = h pour tous n, % et donc 
finalement que D*1* = D<2). 

II. Construction de IV)-niodules 

L'objet de ce chapitre est de montrer comment construire un ^-module sur B îg K, 
c'est-à-dire un objet « global », à partir de conditions locales. Comme application, 
on donne la construction d'un T^j-module sur B îg K à partir d'un (y>, TV, GL/K)-
module filtré. 

II. 1. Recollement de réseaux locaux. — Si D est un ^-module sur B̂ ig K alors 
on a une application naturelle : 

<pn : #n+i((t)) ®tfn((t)) Kn({t)) ,Lr>, 
Vrig, K 

Dt Kn+i№) ¿71 + 1 
rig,K 

Dr 

définie par (pn[f(t) ® (g(t) <g> ^n(#))] = f(t)g(t) (8) £n+i(y?(x)) en utilisant le fait que 
¥>(Dr) C B t.or 

rig,K Brig,K Dr, que 6n+i(B t,r rig,K ) C üfn+iM et que tn+1((p{\)) = tn(X) si 

A G B 
rig,*" 

Définition II.l.l. — Si D est un (^-module sur B t 
RIZ,K 

et si r ^ r(D) et {Mn} n > n(r) 
est une suite de /^[tj-réseaux de Kn((t)) \in 

BRIG,K 
Dr, alors on dit que {Mn} est une 

suite (^-compatible si ipn(R n+l 
[t] O Kn |t| Mn) = M n+l-

On vérifie sans mal que la donnée d'un sous-<£-module M de rang maximal d'un 

(^-module D détermine une suite (^-compatible de Kn\t\-réseaux de Kn((t)) £ in 
Bt,r 

rig,K en posant Mn = üfn[t] (G ln 
Brig,K 

Mr. Le théorème suivant donne la réciproque de cette 

construction. 

Théorème ILI.2. — Si D est un œ-module sur B t 
rig, K 

et si {Mn}n^n(r) est une suite 

ip-compatible de réseaux de Kn((t))$ \in 
TDT>r 

rig.K 

Dr, alors il existe un unique sous <p-module 

M de D[l/£] tel que Kn[t]ç in 
rig,K 

Mr = Mn pour tout n > n(r). Enfin, on a M[l / t ] = 

D[ l / i l . 
Si D est un ((p, Tx)-module et si les Mn sont stables sous Faction induite de YK, 

alors M est lui aussi un (ip,TK)-module. 
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L'unicité de M résulte immédiatement de la proposition 1.3.4 et le reste de ce 
paragraphe est consacré à la démonstration de l'existence d'un tel M . 

Lemme II.1.3. — // existe un entier 0 tel que pour tout n > n(r) on ait : 

thKn\t\^ ,^n 
Brig,K 

D r c M n c r X [ t ] ^ In 
Brig,X 

De. 

Démonstration. — Comme Mn(r) est un réseau de Kn^((t)) (g Ln(r) 
BF'R 

rig,K 

Dr, il existe h 

tel que l'inclusion ci-dessus est vraie pour n = n(r). Le fait que : 

^„(^n+lM®JCn[tl^nMe In 
BT'R 

rig,K 

Dr) = Kn+1[t\<& ln +1 
BT'R 

rig,K 

Dr 

et que ^n (^n+ iM ®Kn{t] Mn) = Mn+i montrent que si l'inclusion est vraie pour n 
elle est aussi vraie pour n + 1, ce qui montre le lemme par récurrence. • 

Lemme IL 1.4. — Si on pose Mr = {x G t~hT>r tels que Ln(x) G Mn pour tout n ^ 

n(r)}, alors Mr est un T$\Q K-module libre de rang d. 

Démonstration. — Comme les applications tn : t~hT>r —• Mn[l/t] sont continues, 
Mr est fermé dans t_/lDr. D'autre part, le lemme II.1.3 montre que thY>r C Mr et 
le théorème de Forster (cf [2, théorème 4.10] pour une démonstration) montre alors 
que Mr est un ^-module libre de rang d. • 

Lemme ILI.5. — On a Kn [£| C* ln RT'r rig,K 
Mr = Mn pour tout n > n(r). 

Démonstration. — Comme Kn\t\ (g l*n 
B . „ 

Mr et Mn sont complets pour la topologie 

t-adique, il suffit de montrer que l'application naturelle ifn|£]]§ ¿71 
Brig,K 

Mr -> Mn/thMn 

est surjective pour tout n. Si x G Mn, alors le lemme IL 1.3 montre qu'il existe y G 
t~h'Dr tel que in{y) — x G thMn. Le lemme 1.2.1 appliqué à w = 3h nous donne un 
élément £n,3/i t̂ on pose z = tn^hV ce qui fait que : 

Ln(z)-Ln{y)et2hKn{t\® ln 
BT,R 

rig.X 

Dr C thMn 

tandis que si m ^ n alors : 

Lm(z) G t^Kmlt]® lm 
o t )r 
rig,K 

Dr C thMm c Mm 

ce qui fait finalement que z G Mr et on trouve bien que l'application naturelle : 

Kjti® ln 
Brig,K 

Mr Mn/thMn 

est surjective. 

Démonstration du théorème IL 1.2. — Les deux lemmes précédents montrent que si 
l'on pose Mr = {x G t~hiyr tels que tn(x) G Mn pour tout n ^ n(r)} , alors Mr est 

un B tr 
rig,X 

•module libre de rang d et Kn\t\ (g tr 
Brig,K 

Mr = Mn pour tout n ^ n(r) et 

qu'on peut donc poser M = B t 
rig,K Brig,K 

Mr. Le fait que la suite de réseaux {Mn} 
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est (^-compatible montre que ip*(M) C M et que Kn\t\ IN 
BT,R 

(p*(M)pr = Mn pour 

tout n ^ n(pr) et la proposition 1.3.4 appliquée à = M et D^2^ = y?* (M) montre 
alors qu'en fait y?*(M) = M . Enfin le fait que M[l/£] = D[l/ t] suit immédiatement 
du lemme II. 1.4. 

L'assertion quant à l'action éventuelle de TK est évidente. • 

II.2. Des N, G£/#)-modules filtrés aux (cp, r/r)-modules. — Soit £x une 

variable ; on prolonge les actions de cp et de TK à Bjig K[£x] Par les formules suivantes : 

iptfx) = p£x+log((p(X)/Xp) et j(£x) = £x+log(>y(x)/X). Bien sûr, il faut penser à 

£x comme à « log(X) ». On définit alors un opérateur de monodromie N sur Bj ig^ [£x] 

par la formule N(£x) = —p/{p — 1) et on prolonge l'application in à B îg K[^x] par 

in{£x) = log(£(n) exp(t/pn) - 1) G Kn\t\. 

Si D est un (y?, A/>module filtré (relatif à K), on pose D = (BlIGK[£X]®K0D)N=0. 
On montre facilement que : 

B t 
rig,K [£x]® Brig,K 

D = B t 
rig,K [£x] 0xo A 

et cela implique en particulier que D est un (^-module. Pour tout n G Z, on a Ko = 
(p~n(Ko) C K ce qui nous donne une structure de <£_n(l£o)-niodule sur K et sur D 
que l'on note alors tn{D) et nous écrivons D au lieu de i f ® ^ - » » ^ ) Ln(D) pour 
alléger les notations ; l'application £n : K ®K0 D —» K ®LgQ D qui envoie / / 0a ; sur 
/x (g) ̂ n(vpn(a;)) est un alors isomorphisme (rappelons que £n = <£_n) que l'on utilise 
pour définir une filtration sur D7^ — K(&LgQ D. On définit une filtration sur Kn((t)) par 
la formule Fil1 Kn((t)) = £*ifn[£j ce qui nous donne une filtration sur Kn((t)) ®K L>KI 
et on pose Mn(D) = Fil0 (Kn((t)) <S>K D7^). Le foncteur D i-> Mn(D) est alors un 
(8)-foncteur exact. 

De plus, en utilisant l'application un : B V ^ ^ x ] —> KnltJ et le fait que : 

B t rig,K 
[lX] O 

Brig,K 
D = B + 

rig,K [tx] ®K0 D, 

on trouve que : 

Knit)) in 
Brig,K 

Dr = Kn{(t))®K DnK 

et donc que Mn(D) est un réseau de Kn((t)) ( ln 
Brig,K 

Dr. 

Proposition 11.2.1. — La famille de réseaux {Mn} de Kn((t)) in 
rig.K 

Dr définie par 

Mn(D) = Fil0(Kn((t)) % D%) est ip-compatible. 

Démonstration. — Le ifn[t]-module Mn(D) = Fil0 (Kn((t)) ®K D7^) est libre de rang 
d, engendré par une base de la forme t~hi <g> £n(ei) où { e ^ l i ^ d est une base de DK 
adaptée à la filtration et hi = ^ ( e » ) , ce qui fait que Mn+\(D) = ipn(Kn+i\t\ ®Kn[t] 
Mn(D)) puisque £n+i = (pn o £n sur DK. • 
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Définition II.2.2. — Si D est un (<£>, iV)-module filtré relatif à K, soit JK{D) le 
(<£, r#)-module fourni par le théorème II.1.2 à partir des réseaux : 

Mn(D) = Fil0(Kn((t)) ®KD%) 

pour le (<^rK)-module D = (BrTig>K[̂ ] ®F D)N=0. 

Proposition 11.23. — Si D est un (<P,N,GL/K)-module filtré et D' est le (ip,N)-

module filtré relatif à L qu'on en déduit (par oubli de Vaction de GL/K), alors ^(Df) 

est un ((p, TL)-module sur Bj.g)L muni d'une action de GL/K (cf définition 1.3.1). 

Démonstration. — Vérification immédiate. • 

Définition 11.2.4. — Si D est un (<p, N, GL/x)-niodule filtré, alors on définit ^K{D) = 

Jt(D')HK-

Rappelons (cf [15, 4.3.2]) que par définition on a une filtration Fil1 DL sur 
DL = L <S>LQ D et que si YÏ\1DK est la filtration induite sur DK = K ®KQ alors 
¥\\1DL = L ®K FiPDK. On a construit au début du paragraphe un isomorphisme 
GL/x-équivariant DL —> D% que l'on utilise pour définir D\ = (D2)GL/K ce qui fait 
que Dl = L®K D%. 

Proposition 11.2.5. — Si D est un ((p, N, G^/K^-module filtré, et si on pose MU(DK) = 

Fù°(Kn((t)) ®K alors Kn\t\ 0 t̂,r JK{D)r = Mn(DK) pour tout n ^ n(r). 

Démonstration. — Par construction, Kn[t] <g>£t>r J({D)r C Fil0(Ln((t)) ®LDI)HK. 
rig,K 

Ce que l'on a rappelé ci-dessus montre que Fil°(Ln((t)) ®L P>L)HK = Fil°(Kn((*)) ®K 
DnK) et donc Kn[t] ®£t,r Jt{D)r C Mn(DK). 

Six e Mn{DK), alors x e Ln\t\ ®£tir JK(D')T = Ln\t\ ®£t>r JK{D)r. Finale-

ment, comme x est fixé par HK, on a x € (Ln|t] ®t?t,R ^(D)r)HK — Kn\i\ ®L^,r 
rig.K rig,/C 

^{D)r ce qui montre que l'application Kn\t\ ®L\ r ^(D)r —> MU(DK) est un 
Brig,K 

isomorphisme. • 
Théorème 11.2.6. — Le joncteur D i—• J%(D) est un ®-Joncteur exact de la catégorie 
des (</?, N, GK)-modules filtrés dans la catégorie des {(p,Y K)-modules sur~BligK et le 
rang de ^(D) est égal à la dimension de D. 

Démonstration. — Si l'on a une suite exacte 0 —» Di —» D2 —> D% —> 0, alors 
montrons que ^(D2) —> ^{D%) est surjectif. Comme on l'a dit plus haut, les fonc-
teurs D i—> Mn{D) sont des (g)-foncteurs exacts. Comme Mn{D2) —• Mn(£>3) est 
surjectif pour tout n, l'image M de ^(D2) dans ^C(Ds) vérifie la condition que 
KnM Mr = Mn(D3) du théorème ILI.2 pour D = D3 et par unicité, on 

rig,K 
a donc que l'image de ^(D2) dans jfé{D$) est J%(D3) tout entier, ce qui fait que 
J£{D2) —> Jt{D3) est bien surjectif. La vérification du fait que ^ ( D i (g) J92) = 
M[D\) <g) <s$(D2) et celle des autres conditions sont similaires. • 
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Dans le chapitre suivant, nous allons déterminer l'image essentielle du foncteur 
D i—• ^(D) et montrer que ce foncteur est une équivalence de catégories sur son 
image essentielle. 

III. Construction de (<p, N, Gx)-niodules filtrés 

L'objet de ce chapitre est de montrer comment on peut associer à certains (<p, TK)-
modules sur Bjig K un (ip, N, G^-module filtré. Cette construction est un inverse de 
celle du chapitre précédent. 

III. 1. L'algèbre de Lie de TK* — Le groupe TK s'identifie, via le caractère cyclo-
tomique, à un sous-groupe ouvert de Z*, et c'est donc un groupe de Lie p-adique de 
dimension 1. Son algèbre de Lie : Lie(IV) est un Qp-espace vectoriel de rang 1 dont 
une base est donnée par l'opérateur log(7)/ logp x(l) Qm ne dépend pas du choix de 
Y E TK. 

Proposition III. 1.1. — Si D est un (<p,TK)-module sur B îg K alors l'algèbre de Lie 
de TK agit par un opérateur différentiel V D : D —> D qui commute à <p et à l'action 
de TK et qui vérifie V D ( A x ) = V(À )x + Wn(x). 

Démonstration. — La démonstration est semblable à celle de [2, lemme 5.2] et du 
paragraphe qui la suit. Soit Vjr;s] la valuation sup sur la couronne CK[T;S]. La to-
pologie de Dr est la topologie de Fréchet définie par l'ensemble {Vjr;s]}s^r. Fixons 
s > r ; l'action de TK sur Dr est continue, et il existe donc un sous-groupe ouvert 
TS C TK tel que Vjr;s]((l — 7)0?) ^ Vjr;s](x) -f 1 pour tout x G Dr et 7 G TS. La série 
d'opérateurs : 

-
1 

log„y(7) 

00 

71=1 

( 1 - 7 ) " 

n 

converge alors vers un opérateur continu VD)S de Dr vers sa complétion pour Vjr;s], qui 
ne dépend pas du choix de 7 G TS. Ces opérateurs VD,S se recollent en un opérateur 
V D • L)r —> Dr qui est continu pour la topologie de Fréchet. 

Enfin le fait que V D ( A x ) = V ( À ) # + À V D ( ^ ) résulte par passage à la limite du fait 
que : 

(1 - 7 ) (A • * ) = ( ! - 7 ) (A) • x + A • (1 - 7)(a0 - (1 - 7 ) (A) • (1 - j)(x). 

Définition III.1.2. — On dit que l'opérateur V D est localement trivial sur un (tp, TK)-
module D s'il existe r tel que : 

#n(r)((t))e Ln(r) 
Brig,K 

T>r = KN{R){(T))®KN{R) ^n(r) ((*))' ln(r) 
BT,R 

rig,K 

Dr 
VD=0 

Avant de continuer, faisons quelques rappels sur les modules à connexion. Soit E 
un corps de caractéristique 0, et M un E((t))-espa,ce vectoriel de dimension finie d 
muni d'une connexion Vm : M —• M qui étend V : /(£) i-> t • df /dt. Une section 
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horizontale de M est un élément de MVm~~° et un argument classique montre que 
dim^MVM=0 ^ d. 

On dit que la connexion V M est régulière si M possède un E\t\-réseau Mo tel 
que V M ( M Q ) C Mo et on dit que la connexion V M est triviale si M possède un 
.E^]]-réseau Mo tel que V M ( M ) ) C tMo. Un argument d'approximations successives 
montre que dans ce dernier cas, M0Vm=0 est un E -espace vectoriel de dimension d 
et que M0 = E\t\ ®E M^M=0. On voit donc que la connexion V M est triviale si et 
seulement si dim^ MVm=0 = d, et que dans ce cas M0 = E{tj <g>EMVM=0 est l'unique 
£[£j-réseau de M tel que VM(M0) C £M0. 

Lemme III. 1.3. — Si N est un sous-E((t))-espace vectoriel de M stable par la con
nexion V M ; et si V M est triviale sur M, alors elle est aussi triviale sur N. 

Démonstration. — Si MQ est un -réseau de M tel que V M ( M O ) C tMo, alors 
M 0 H TV est un £[£]-réseau de N et V M ( M 0 H N) c t(M0 D N) ce qui fait que la 
connexion V M est triviale sur N. • 

La terminologie de la définition III. 1.2 est compatible avec ce que l'on vient de 

rappeler : V D est localement triviale si et seulement si V D est triviale sur le ifn(r) ((£))-

module à connexion Kn^((t))(Stt^ Dr. En particulier, si V D est localement triviale 
Brig,K 

sur D et si D ' est un sous-objet de D, alors V D est localement triviale sur D ' . 

Lemme III. 1.4. — Si V D est localement triviale sur T), alors, V D est triviale sur 
Kn((t)) ®t?t,r Dr pour tout n ^ n(r). 

Bri'g,K 
Dans ce cas, si Dn est le réseau de Kn((t))<S>L\ r Dr tel que Vn(Dn) C tDn, alors 

Bri'g,K 
Ai+ i = ^ ( ^ n + i p ] ®KNiq Dn). 

Démonstration. — Si Dn = Kn\t\®KN (^n((£))®iTt,r Dr)Vo=0, alors par hypothèse, 
rig,K 

VDpn(r)) C tDn(r) et si n ^ n(r) et V D ( A I ) C tDn alors V D ( A » + i ) C tDn+i si 
Dn+1 est le réseau de Kn+1 ((t)) <8>££ Dr donné par Dn+1 = ipn{Kn+1 \t\ ®Kn\t\ A i ) 

riS,K 

puisque V D commute à (pn, ce qui montre le résultat par récurrence. • 

Proposition III.l.S. — Si D est un (cp, N, GL/K)-module filtré, alors V D est locale
ment triviale sur M{D). 

Démonstration. — Par la proposition II.2.5, on a Kn((t))<g>L\ r Jiï{D)r = Kn((t))<g>K 
Brig,*r 

D\ et comme GL/K est fini, V D = 0 sur D7^. • 

Cette proposition montre que si M est dans l'image du foncteur D i—• J%(D), alors 
Vm est localement triviale sur M . Nous allons voir que réciproquement, si Vm est 
localement triviale sur M, alors M est dans l'image du foncteur D i-> M(D). 
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III.2. Équations différentielles p-adiques. — Dans ce paragraphe, nous déter
minons l'image essentielle du foncteur D i—• M(D). Si D est un (^-module sur B îg K 
muni d'un opérateur différentiel c\> qui étend l'opérateur d : / >• (1 + X)df/dX et 
tel que c\> o ip = p > ip o &D, alors on dit que D est une équation différentielle p-adique 
avec structure de Frobenius. 

Si D est un (ip,IV)-module sur BjigK et si D est stable par l'opérateur dn = 

£ - 1 V D , alors D est une équation différentielle p-adique avec structure de Frobenius. 
Rappelons tout d'abord le théorème de monodromie p-adique, conjecturé par Crew 

et démontré par André, Kedlaya et Mebkhout (cf [1], [19] et [22] ainsi que le séminaire 
Bourbaki [9]) : 

Théorème III.2.1. — Si D est une équation différentielle p-adique avec structure de 
Frobenius, alors il existe une extension finie L/K telle que Vapplication naturelle : 

E t 
rig,L 

[lX] O L'0 B t 
rig,L 

[lX] O 
Brig,AT 

D 
aD=o 

Brfig,L[<?x] ®Bt. K D 
rig,K 

est un isomorphisme. 

Supposons maintenant que D est un (ip, r#)-module sur Bjig K qui est stable par 

l'opérateur <9D = t^Vn et posons SL(D) = (BligL[£x] 0Bt B)ÔD=0. C'est un L'0-

espace vectoriel qui hérite d'une action résiduelle de YK triviale sur un sous-groupe 

ouvert (puisque tdo = V # = 0). Quitte à remplacer L par une extension finie, on 

peut donc supposer que YL agit trivialement sur SL(D), ce qui fait que L'Q = L0 et 

on pose alors SO1L(D) = /Sx(D) ce qui fait que : 

SolL(D) = B t 
rig,£ 

[lX O] 
Brig,K 

D 
GL 

est un (ip, N, Gx,/K)-:module tel que : 

B ;t 
'rig,!/ 

[Ix] ®L0 SolL(D) = B t 
rig,L 

[lX] O 
t 
rig.K 

D. 

Définition III.2.2. — Le Lo-espace vectoriel SO1L(D) est alors appelé l'espace des GL-
solutions du (ip, IV)-:module D . 

On peut donc reformuler le théorème III.2.1 ci-dessus et la discussion qui suit 

en disant que si D est un (ip, T^-module sur Bjig K qui est stable par l'opérateur 

c*D = t _ 1 V D , alors il admet des G^-solutions pour L assez grand. 

Théorème IIL2.3. — Si M est un (ip,Y K)-module sur B>\-lgK tel que Vm est locale

ment triviale, alors il existe un unique (ip,Y K)-module D C M [ l / t ] tel que T>[l/t] = 

M[l/t] et tel que <9M(D) C D . 
De plus, la donnée de M détermine une filtration sur L ®L0 SO1L(D) et donc 

une structure de (ip, N, GL/K)-module filtré sur SO1L(D) qui a la propriété que M = 
^ ( S o l L ( D ) ) . 
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Démonstration. — Comme V M est localement triviale, il existe une famille de 
réseaux Dn de Kn((t)) <S>L\ r MR tels que V D ( ^ ) C tDn et comme Dn+i = 

</?n(ifn+i[£j <E)K„[t] Dn) Par le lemme III.1.4, la famille {Dn} est (^-compatible. Par le 
théorème II.1.2, il existe donc un (<£, r#)-module D tel que Kn\t\ <8>J?t r DR = Dn. 

Brig,K 

Comme V D ( A I ) C tDn pour tout n, on a V D ( D ) C tT> ce qui fait que D muni 
de la connexion && = £ _ 1 V D est une équation différentielle p-adique avec structure 
de Frobenius ce qui montre le premier point. L'unicité de D suit du fait que l'on a 
nécessairement Kn\i\ r DR = Dn pour tout n ^ n(r). 

Brig,K 

Par le théorème de monodromie p-adique de André, Kedlaya et Mebkhout que 
l'on a rappelé ci-dessus en III.2.1, et la discussion qui le suit, le ((p, rx)-module D 
admet des GL-solutions pour L/K assez grand. Posons D = SO1L(D) pour alléger les 
notations ; nous allons construire une filtration sur DL = L <g>L0 D à la manière de [9, 
proposition 5.6]. 

On a des isomorphismes : 

Ln((t))®L Dl = Ln{(t))$ In 
BT'R 

DR ~ Ln((t)) g ^n 
Brig,K 

Mr 

que l'on utilise pour définir FiP£>£ = £)£ D £*Ln[*l <8>t?t,r MR et l'isomorphisme 
rig.K 

DL —> D2 permet de définir Fil7,DL> Par définition, l'isomorphisme DL —• D^ est 

donné par /i (g) x h-» /x (g) ¿n((^n(x)) et donc l'isomorphisme DL D7^1 coïncide avec 

la composition DL —• ^ ce qui fait que la filtration induite sur ne 

dépend pas de n. 

Enfin, on a Kn{t\ ®£T>R MR = Fil0 (ifn ((£)) <g>K £>£) ce qui fait que M = JK{D) = 

^(Sol L(D)). 

Remarquons pour terminer que dans le cas particulier où M = D , alors la filtration 
sur DK est donné par Fil1 DK = DK si i ^ 0 et FiVDK = 0 si i > 1. Si on suppose de 
plus que M est étale, alors on est dans la situation étudiée dans [2, §5.6]. • 

En rassemblant les théorèmes IL2.6 et III.2.3, on trouve : 

Théorème HL2.4. — Le ^-joncteur exact D »-> M{D), qui va de la catégorie des 

((p, N, G K)-modules filtrés, vers la catégorie des ((p, Y K)-modules sur B îg K dont la 

connexion associée est localement triviale, est une équivalence de catégories. 

En particulier, on a le résultat suivant qui nous servira dans la suite (on dit qu'un 
sous-(y?, r)-module est saturé si il l'est en tant que sous-module). 

Corollaire IIL2.5. — Si D est un (<p, N, GL/K)-module filtré, et si M ' est un sous-
((p, Y K)-module saturé de M = JK(D), alors il existe un sous-objet D' C D tel que 
M ' = Jt{D'). 

Démonstration. — Par le lemme III. 1.3 et la remarque qui le suit, la connexion 
V M est localement triviale sur M ' et on peut donc écrire M ' = ^(Df) pour un 
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(ip, N, GM/K)-m°dule filtré où M/K est une extension suffisamment grande. L'inclu
sion M ' C M nous donne par fonctorialité une inclusion de (ip, N, G^/i^-modules 
filtrés D' C D, ce qui fait que GM/L agit trivialement sur DF et donc que D' est un 
sous-(<£, N, G£/x)-module filtré de D. • 

IV. Pentes de Frobenius 

Nous calculons dans ce paragraphe les pentes de Frobenius des (ip, rx)-modules 
^(D) associés aux (ip, N, Gx)-modules filtrés D. En particulier, on montre que D 
est admissible si et seulement si ^(D) est étale. 

IV. 1. Rappels sur les pentes de Frobenius. — Rappelons le théorème principal 

(le théorème 6.10) de [19]. Pour cela, il convient de noter que les anneaux ran?con et 

rc0n[l/p] de Kedlaya sont nos anneaux B îg K et BJ^. 

Théorème IV. 1.1. — Si M est un ip-module sur Bjig?K, alors M admet une filtration 
canonique { 0 } = Mo C M i C • • • C = M par des sous ip-modules telle que : 

1. pour i = 1, ---,£, le quotient M^/M^-i est isocline de pente spéciale Si ; 

2. si < s2 < • - - < S£ ; 

3. chaque quotient M ^ / M i - i peut s'écrire M^/M^-i = Bjig)K 0Bt^ où Ni est 

un ip-module sur B ^ isocline de pente générique Si. 

De plus, les conditions (1) et (2) ci-dessus déterminent la filtration, et les Ni du (3) 
sont aussi uniques. 

Nous ne rappelons pas ce que sont les pentes spéciales et génériques, mais signalons 
que si M est de rang 1 alors les pentes spéciales et génériques coïncident, et si de plus 
on a M = B*. K • x où ip(x) = Xx avec À G @K'^ alors cette pente est égale à vp(X). 

Si M est un (ip,T K)-module, alors, comme l'action de TK commute à ip, les Mi 
sont stables par TK puisque la filtration est canonique et les sont aussi stables par 
TK par unicité. 

Définition IV.1.2. — On dit qu'un ^-module M sur B îg K est étale si dans le théorème 

IV.1.1 ci-dessus, £ = 1 et Si = 0, c'est-à-dire s'il existe un (ip, T^-module étale (i.e. 

de pente générique nulle) M1" sur B ^ tel que M = B îg K 0Bt^ M*. 

Proposition IV.1.3. — Si M est un ip-module, dont les pentes si < s2 < • • • < S£ sont 

^ 0, et x G M est tel que ip(x) = Xx avec X G Kf0, alors X G @K'0-

Démonstration. — Le vecteur x est un vecteur propre de Frobenius. La démonstration 
de [19, theorem 6.10] montre que M i C M est de pente égale à la plus petite pente 
spéciale de M . Les pentes spéciales de M sont définies à partir des vecteurs propres 
de Frobenius (cf [19, §4.4]) ce qui fait que si s\ ^ 0, alors vp(X) ^ 0. • 
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IV.2. Calcul des pentes de ^f(D). — Le résultat principal de ce chapitre est le 
théorème ci-dessous : 

Théorème IV.2.1. — Si D est un (<p,N,GL/K)-module filtré, alors la pente de 
det^(D) est égale à tw(D) — tn(D). 

Démonstration. — Comme le foncteur D H-> est un ®-foncteur exact, on a 
detJK(D) = JK(detD) et d'autre part on a par définition tw(D) = t^^detD) et 
tjj(D) = £#(det.D) ce qui fait qu'il suffit de montrer le théorème quand D est de 
rang 1. Si e est une base de D telle que ip(e) = puX$e où À0 G Û^Q et £#(e) = 77, alors 
on voit que Jt(D) = Bj. ^t-7* 0 e et que </?(£_7? ® e) = pV~R,\Q • t'71 (g) e ce qui fait 
que la pente de ^K(D) est égale à v — n et vaut bien t]y(D) — • 

PropositionIV.2.2. — Si D est un (<£,iV\GL/K)^-module filtré, alors D est admissible 
si et seulement si ^f(D) est un (</?, rK)-module étale. 

Démonstration. — Supposons tout d'abord que D est admissible. Le théorème [19, 
theorem 6.10] de Kedlaya rappelé ci-dessus montre que J%(D) admet une filtration 
canonique par des sous (<p, rx)-modules isoclines de pentes croissantes. La somme de 
ces pentes (comptées avec multiplicités) est la pente de det^(D) (cf [19, prop 5.13]) 
et vaut donc t^iD) — tn(D) = 0. Pour montrer que M{D) est isocline de pente nulle, 
il suffit donc de montrer que les pentes de M{D) sont ^ 0. Par le corollaire III.2.5, 
tout sous-objet de Jiï(D) est de la forme ^(Df) où D' C D et la pente de det M{D') 
vaut t^{p') — tn{p') ^ 0 puisque D est supposé admissible. On en conclut que JK(D) 
ne peut pas contenir de sous-objet isocline de pente < 0 et donc que ^f(D) est étale. 

Montrons maintenant que si ^(D) est étale, alors D est admissible. La pente de 
det^(D) est nulle et donc tj^(D) — tn(D) = 0. Si D' est un sous-objet de D, de 
dimension d!alors det(-D') est de dimension 1 dans Ad D et ^C(detDf) est un sous-
(p-module de rang 1 de ^(Ad D). Par la proposition IV. 1.3, et comme ^#(Ad D) = 
Ad ̂ (D) est lui-même étale, la pente de ^(det D') est ^ 0 ce qui fait que t^iD') — 
TH(D') ^ 0. On en conclut que D' est admissible. • 

Remarque IV.2.3. — Comme on le verra au chapitre V, la proposition IV.2.2 ci-dessus 
permet de redémontrer le théorème d'admissibilité de Colmez-Fontaine en utilisant la 
correspondance entre représentations p-adiques et (cp, r#)-modules étales. 

Le théorème suivant est une conséquence immédiate de la proposition IV.2.2 ci-
dessus. 

Théorème IV.2.4. — Le ^-foncteur exact D i—• ^f(D), qui va de la catégorie des 
(cp, N, GK)-modules filtrés admissibles, vers la catégorie des (<£,IV)-modules étales 
sur B*ig K dont la connexion associée est localement triviale, est une équivalence de 
catégories. 
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Remarque IV.2.5. — Ce théorème permet notamment de retrouver le théorème de 
Faltings-Totaro qui affirme que la catégorie des (<p, AT, G#:)-modules filtrés admissibles 
est stable par produits tensoriels. 

Remarque IV.2.6. — En général, on peut se demander comment calculer les pentes de 
JK(D). Posons ii(D) = (tN(D) - tH(D))/dïmD. Si D est irréductible, alors JK{D) 
est aussi irréductible et le théorème IV.2.1 montre que M{p) est isocline de pente 
p.(D). Cela suggère un procédé pour calculer les pentes de en général : parmi 
tous les sous-objets irréductibles D' C en choisir un Dm[n qui minimise fi(D'). Les 
pentes de ^K{D) sont alors : /x(Anin) et les pentes de D/Dm[n. 

Remarque IK2.7. — Si D est un (<p, N)-module filtré admissible, alors ^K(D) peut 
très bien contenir des sous-objets de pente > 0. Ceci n'est pas en contradiction avec 
le théorème de Kedlaya, car c'est la filtration par des pentes croissantes qui est cano
nique. 

Exemple IV.2.8. — Voici quelques exemples de calcul de ^K{D) pour des (^-modules 
filtrés D relatifs à Qp. Dans tous les cas, D = Qpe 0 Qpf. 

1. <p(e) = e, ip(f) = pf, Fil°L> = L>, Fil1!} = Qp(e + / ) et Fil2!} = { 0 } . Ce D est 
admissible. Une base de ^K{D) est donnée par e et ae + / où a est une fonction 
telle que a((pn — 1) = p~n pour n ^> 0. Il y a deux sous-(^-modules dans ^f(D) : 
celui engendré par e est de pente 0 et celui engendré par / est de pente 1. 

2. <p(e) = e, <p(f) = pf, Fil°£> = £>, Fil1!} = Qpe et Fil2!} = { 0 } . Ce D n'est pas 
admissible. Une base de ^{D) est donnée par t~1e et / . Il y a deux sous-<£-
modules dans M (D) : celui engendré par t~1e est de pente —1 et celui engendré 
par / est de pente 1. 

3. (p(e) = p2f, ip{f) = e, Fil0!} = D, Fil1'2!} = Qpe et Fil3!} = { 0 } . Ce D est 
admissible. Une base de M[p) est donnée par e/t\ et f /t2_ où les fonctions : 

t+(X) = 
oo 

n=l 

(i + xy - 1 

p((l + X)P2n-1 - 1 ) 
et t-(X) = 

OO 

n=l 

(l + X ) ^ " 1 - 1 

p((l + X)P2n-2 - 1 ) 

sont les produits partiels pairs et impairs de t = log(l + X). Il y a deux sous-<£-
modules dans ^rff(D), engendrés par e ± p / , qui sont tous les deux de pente 1. 

V. Applications aux représentations p-adiques 

L'objet de ce chapitre est de donner des applications des constructions ci-dessus aux 
représentations p-adiques. Dans tout ce chapitre, une représentation p-adique de GK 
est un Qp-espace vectoriel de dimension finie muni d'une action linéaire et continue 
de GK-
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V . l . Anneaux de Fontaine et représentations p-adiques. — Dans ce para

graphe, nous donnons de brefs rappels sur certains aspects de la théorie des représenta

tions p-adiques. Afin d'étudier les représentations p-adiques, on construit un certains 

nombres d'anneaux de périodes, et nous avons besoin des anneaux Bst et BdR définis 

dans [14] et de l'anneau B* défini dans [5]. L'anneau Bst est une Qp-algèbre qui est 

aussi un (ip, N, G/^-module (mais Bst est de dimension infinie et GK n'agit pas à 

travers un quotient fini cette fois) et BdR est un corps qui est aussi une Qp-algèbre 

filtrée. On a de plus une injection K <8>K0 Bst —> BdR ce qui fait que l'on peut voir 

Bst comme une sorte de (ip, N, G^-module filtré. 

Étant donnée une représentation p-adique V de GK, le ifo-espace vectoriel (Bst(S>Qp 

V)GK est de dimension ^ dim(V) et on dit que V est semi-stable si sa dimension est 

= dim(V). Si V n'est pas semi-stable mais le devient quand on la restreint à un 

sous-groupe ouvert GL de GK, alors T>st,L(V) = (Bst <8>qp V)GL est un (ip, N, GL/K)-
module filtré admissible. En fait, L <S>L0 Dst^(V) s'identifie naturellement à L 0 ^ 

DdR( V) où DdR(V) = (BdR 0Qp V)GK . 

On dit qu'une représentation p-adique V est de de Rham si le If-espace vectoriel 

(BdR <8>qp V)GK est de dimension dim(V) et la construction précédente montre que 

les représentations potentiellement semi-stables sont de de Rham. La réciproque est 

aussi vraie, ainsi que Fontaine l'avait conjecturé dans [15, §6.2] (c'est la conjecture 

de monodromie pour les représentations p-adiques. Voir le « séminaire Bourbaki » 

[9] pour des détails sur cette conjecture ; la démonstration du fait que la conjecture 

de Crew (la conjecture de monodromie pour les équations différentielles p-adiques) 

implique la conjecture de monodromie pour les représentations p-adiques se trouve 

dans [2] et la conjecture de Crew est démontrée dans [1, 19, 22]. Des démonstrations 

« directes » de la conjecture de monodromie pour les représentations p-adiques se 

trouvent dans [11, 17]). 
Dans une autre direction, le corps B^ est muni d'un Frobenius ip et d'une action 

de GK telle que (Bt)^K = B ^ . Si est un (ip, IV)-module étale et de dimension 

d sur B ^ , alors on peut montrer que V(D^) = (B* ®Bt D^)^=1 est un Qp-espace 

vectoriel de dimension d qui hérite d'une action de GK- Si on combine les résultats 

de Fontaine (cf [13]) et le théorème de Cherbonnier-Colmez (cf [5]), on trouve que le 

foncteur Dt V(Dt) est une équivalence de catégories de la catégorie des (CP,FK)-
modules étales sur BJ^ vers la catégorie des représentations p-adiques de GK ; on note 

V i—• Dt(V) l'inverse de ce foncteur. 

Si V est de de Rham, alors on peut montrer (cf [16, proposition 3.25]) que la 

connexion V D sur D^ig(V) = B*ig >x<g)Bt D*(V) est localement triviale, et le théorème 

III.2.3 (qui dans ce cas est aussi donné dans [2, théorème 5.10]) montre qu'il existe 

alors un unique (ip, r^-module NdR(F) de rang dim(V) contenu dans Djig(V) et 

tel que VD (NdR(F)) C tNdR(F). Cette construction est d'ailleurs le point de départ 

d'une démonstration du théorème de monodromie pour les représentations p-adiques. 
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V . 2 . Représentations potentiellement semi-stables. — Si V est une repré
sentation p-adique de GK qui devient semi-stable quand on la restreint à GL pour une 
extension galoisienne finie L/K, alors Dst}L(V) = (Bst<8>Qp V)°L est un (<p, N, GL/K)~ 
module filtré admissible. L'objet de ce paragraphe est de montrer comment on peut 
utiliser le théorème IV.2.4 pour donner une nouvelle démonstration du théorème de 
Colmez-Fontaine (cf [12, théorème A]) rappelé ci-dessous : 

Théorème V.2.1. — Si D est un (<p, N, GL/K)-module filtré admissible, alors il existe 
une représentation p-adique V de GK Qui devient semi-stable quand on la restreint à 
GL et telle que D = DstjL(V). 

Démonstration. — Si est un (ip, N, GL/K)-module filtré admissible, alors le théo

rème IV.2.4 montre que Jiï(D) est un (cp, IV)-module étale sur B îg K ce qui fait 

que l'on peut écrire ^(D) = B îg K ®Bt où est un ((p, IV)-module étale sur 

BJ^. Par la construction i—• V(D^) rappelée au paragraphe précédent, il existe une 
représentation p-adique V de GK telle que = D^(V). 

RaDDelons aue Dar [2. théorème 3.61. si V est une reDrésentation »-adiaue de G^ . 

alors D8t,L(V) = (B t [ ^ , 1 / * ] ® rig,K ^rig V))TL. Dans notre cas, le fait que : 

B t 
rig,L 

[tx,l/i\® Brig, K ̂ (D) = BligiL[£x,l/t} ®LoD 

et que (Br+igL[^, l/*])r* = L0 montrent que D = ( B ^ f t r , 1/t] ®Bt^ ^ Dr+ig(F))r^ 

et donc que D = Dst,L(^0 en tant que (ip,N, G^/^j-modules. Il reste à voir que la 

filtration de L ®L0 D construite dans le théorème III.2.3 coïncide avec la filtration 

provenant de l'isomorphisme (L®L0 ^st,Liy))°L/K = DdR(^) . Pour cela, il suffit de 

constater que par [2, §2.4], l'application tn envoie BjigjL[^x» 1/*] ®BF ^rig(^) dans 

BdR ®Q V et donc Ln((t)) <S)L DL dans BdR <8>QP V ce qui fait que, comme pour n 

assez grand on a (cf [2, §5.3] et [16, §3]) : 

Ln[t] O ln 
D T >r 
Brig,K 

D rig [V)=Fil0(Ln((t))®K DdR(F)), 

la filtration construite dans le théorème III.2.3 coïncide avec la filtration provenant 

de celle de BdR <8>qp V, et donc de DdR(V). 
On a donc construit une représentation p-adique V de GK dont la restriction à 

GL est semi-stable et telle que Dst,L(Vr) = D en tant que (<p, AT, GL/K)-modules 
filtrés. ' • 

Remarque V.2.2. — La démonstration ci-dessus utilise la construction D i—> M{D) 
mais pas la caractérisation de l'image essentielle de ce foncteur, ce qui fait que notre 
démonstration n'utilise pas le théorème de monodromie p-adique (mais on utilise la 
filtration par les pentes de Frobenius). 

Pour finir, nous allons récapituler les différents objets que l'on associe à une re
présentation p-adique V de GK semi-stable quand on la restreint k GL- Ces objets 
sont : 
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1. le (<p, N,GL/K)-module filtré Dst,L(^) ; 

2. l'équation différentielle p-adique NdR(V) ; 

3. le ((p, rx)-module étale sur l'anneau de Robba Dr+ig(F). 

Ces objets sont reliés entre eux de la manière suivante (rappelons que par le théo

rème III.2.3, la donnée de Djig(F) détermine une filtration sur L<g)Lo SolL(NdR(V))) : 

Théorème V.2.3. — Si V est une représentation p-adique de GK semi-stable quand on 

la restreint à GL, alors : 

1- Dst>i,(V) = Solj[/(NdR(V)) avec la filtration provenant de T>lig(V) ; 

2. T>lIS(V) = ^(DST,L(V)) ; 

3. NdR(V) = (B* ®Lo BST,L{V))H*'I,=°. 

Ces identifications sont compatibles à toutes les structures en présence. 

Démonstration. — La démonstration du théorème V.2.1 montre que l'on a Djig(V) = 

^(Dst,L(TO). Si on pose N = (B^Jix] 0Lo Dflt,L(IO)H*'"=0, alors N[l/t] = 

T>lig(V)[l/t] et N est un (<£,IV)-module tel que VN(N) C tN ce qui fait que N = 

NdR(V) par [2, théorème 5.10]. Enfin, le fait que T>lig(V) = ^(DST,L(V)) et que 

NdR(V)[l/t] = ^(Dst,L(V))[l/t] montrent que Dst,L(V) = SolL(NdR(F)) avec la 

filtration provenant de Djj (V). • 

Remarquons que le fait qu'on retrouve l'action de GL/K & partir de NdR(V) avait 
été observé par Marmora (cf [21, §4.2]). 

V.3. Construction de D^(V) . — Dans tout ce paragraphe, V est une représen

tation semi-stable de GK- Comme on l'a signalé au paragraphe précédent, on peut 

récupérer Y>lig(V) à partir de Dst(V) par la recette Djig(F) = ^ ( D s t ( V ) ) . Plus ex

plicitement, si on regarde comment le foncteur ^ est défini, on voit que Djig(F) est 

l'ensemble des x G BJîg^[<x, l/t] <8>K0 Dst(V) tels que : 

1. N(x) = 0; 

2. (f~n(x) G FH°(Kn((t)) ®K DdR(Vr)) pour tout n ^ n(r). 

L'objet de ce chapitre est de montrer comment récupérer le B^-module B^r(V) à 

partir de BlQtK[ex, l/t] ®K0 Dst(V). 

Rappelons que l'on a construit dans [2, §2] un anneau Bjig qui contient BjigK 

et aussi l'anneau B+ de [2, §1.2] (dont on rappelle brièvement la construction ci-

dessous). Nous allons rappeler la définition de l'ordre d'un élément x G Bjig. Pour 

cela, rappelons (cf [2, §2.1]) que l'anneau B "̂'r construit dans [5] est un sous-anneau 

du corps des fractions W(E)[l /p] de l'anneau des vecteurs de Witt sur un corps value 
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E et que si x = fc»-oo pk [xk ]G Bt,r et si / est un intervalle compris dans [r; +oo[, 
alors la formule : 

VAx) = inf 
aEi 

inf 
kez 

k + P - 1 

poj 
uE(xk) 

définit une valuation sur B^'r et que par définition (cf [2, §2.3]), BVj est le complété 

de B^'r pour la topologie de Fréchet définie par l'ensemble des valuations {Vjr;s]}s^>r. 

Si s ^ r, on a par conséquent une valuation Vjs;s] sur B^g dont on peut montrer 

(cf [11, §7.2] et [2, lemme 2.7]) que la restriction à BVj k coïncide avec la partie 

entière de la valuation associée à la norme « sup sur la couronne de rayon p~1/eks » 

Posons p = (p — l)/p. Si x G Bjjg et n est assez grand, alors (p~n(x) G B^'g. On pose 

I(x) = { s G R tels que la suite {ns + V[PiP](ip~n(x))} est bornée inférieurement}, ce 

qui fait que soit I(x) est vide, soit il existe a G R U {—oo} tel que I(x) = [a; oo[ ou 

I(x) —]a; oo[. 

Définition V.3.1. — Si I(x) = [a; oo[, on dit que x est d'ordre a et si I(x) =]a; oo[ on 
dit que x est d'ordre a+. On écrit alors ord(x) = a ou ord(a?) = a+. 

Rappelons que l'on a écrit pour l'élément log(7r) de [2, §2.4] et que log(7r) = 

log[7f] + log([7f]/7r) avec log([7f]/7r) G BQ^ ce qui nous permet de prolonger ord(-) 

à Bjig[^x] = Bjig[log[7f]] en décidant que ord(a?o + x\ log[7f] + ••• + zfc log[7f]fc) = 

suPo<i<fc ord(xi) + i. 

Proposition V.3.2. — La fonction ord vérifie les propriétés suivantes : 

1. ord(x + y) ^ max(ord(x),ord(2/)) et ord(x2/) ^ ord(x) + ord(y) ; 

2. t = log(l + X ) est d'ordre 1 ord(to) = ord(x) + 1 ; 

3. x G B*ig appartient à B^ sz et seulement si ord(x) < 0 ; 

4. Si / ( X j f ) = iEZai XK ^ ^rigi^:? et s ^ 0, a/ors notre définition de Vordre 

coïncide avec la définition habituelle, c est-a-dire que s G l[x) si et seulement 
si {vp(ai) + s\og(i)/ \og(p)}i^i est bornée inférieurement. 

Démonstration. — Le point (1) est immédiat. Le point (2) suit du fait que (p(t) — pt. 

Le point (3) suit du fait que x G Bjig appartient à B^'r si et seulement si {Vjr;s](x)}s^r 

est bornée inférieurement, c'est-à-dire si 0 G I(x). 

Pour montrer le point (4), rappelons (cf [2, §2.1]) que V[r.s]((p~1(x)) = V[pr.ps](x) 

et donc que s G I(x) si et seulement si la suite {ns + V[PriiPn](x)} est bornée infé

rieurement, avec pn = pn~1(p — 1) (ce qui fait que p = po). Si f(Xx) G B t ' ^ , et 

s > r, alors V[s;s](f(XK)) = [vp(supzecK[a.a] |/(s)|P)J, et Par la théorie classique des 

fonctions holomorphes, on a : 

vp SUD 
KZÇLCk [Pn',Pn] 

|f(z) p| = inf 
iEZ 

vp{ai) + 
i 

eKpn-i(J)_ !) , 
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ce qui fait que pour montrer le point (4), il suffit de montrer que les deux propriétés 
suivantes sont équivalentes : 

1. la suite {vp(ai) + slog(z)/log(p)}^i est bornée inférieurement ; 

2. la suite double {ns + VP(CLÌ) -h i/(eKPn~1(p - l))}^i,n^n(r) est bornée inférieu
rement. 

Ceci est un exercice d'analyse (réelle!). • 

La propriété (2) de la proposition ci-dessus nous permet d'étendre ord à 

Bjig[^x, 1/*] en posant ord(x) = ord(thx) — h pour h » 0. 

Si B+is dénote l'anneau construit dans [14], tel que Bst = B+is[log[7f], 1/t], alors 

l'anneau Bjg est défini par Bjg = n^=0(^n(B^is) et a les propriétés suivantes : 

1. si V est une représentation p-adique, alors Dst(V) = ( B j [log[7r], 1/£]®QP V)GK ; 

2. Bjg C Bjjg et en fait, c'est le complété pour la topologie de Fréchet du sous-

anneau de BT,r formé des éléments rfc»-00 pk[xk] tels que v~(xk) > 0 pour 

tout k. 

Le lemme suivant est immédiat et généralise le (2) de la proposition ci-dessus. 

Lemme V.3.3. — Soit V une représentation semi-stable de GK et D un sous-ip-module 

de Dst(Vr) de pente a G Q. Si M = (ra^) G M(d, B ^ [log[7f], 1/t]) est la matrice 

d'éléments de D dans une base de V, alors ord(ra^) = a. 

Nous pouvons maintenant énoncer et démontrer le résultat principal de ce chapitre. 

Théorème V.3.4. — Si V est une représentation semi-stable de GK et si 
• {ei}i=\...d est une base de Dst(V) adaptée à la décomposition par les pentes de 

Frobenius : 

• N(ei) = d 
j=1 nj, iej ; 

• {/;} j=l-d est une base de JJdRyV) adaptée a la filtration et ip (ei) = 
a 
j = 1 P (n) 

hi 
fi, 

alors x = d 
i = 1 

Xi <g> ei G B t.r 
rig, L [tx,l/t] ®K0 Dst(V) appartient à B^r(V) si et 

seulement si : 

1. N(Xj) + d 
¿=1 nj iXi = 0 pour j = 1 — - d ; 

2. d 
i = 1 in{Xi)p 

(n) 
j,i e t -tH(fi) Kn\t\ pour j = 1 • • • d et n ^ n(r) ; 

3. ord(xi) < — pente(ei) pour i = 1 • • • d. 

Démonstration. — Un petit calcul montre que la condition (1) est équivalente à 

N(x) = 0 et que la condition (2) est équivalente à (p~n(x) G Fil°(ifn((£)) <g>x DdR(F)) 

pour tout n > n(r), ce qui fait que, comme on l'a rappelé plus haut, x G Djig(V') si 

et seulement s'il satisfait à (1) et (2). 
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Supposons donc que x G Djig(y) satisfait (3). Si {vi}i=i...d est une base de V et si 

l'on écrit Ci = d 
j=1 

rrijjVj, alors rrij^ G B¿[log[7r], 1/t] et le fait que e¿ est dans un 

module de pente pente(e¿) implique par le lemme V.3.3 que ord(raj5¿) ^ pente(e¿), ce 
qui fait que si x = d 

i=1 xiei = d 
<3 = 1 VjVj, alors OTÚ(yj) = ord d 

2=1 
Xifriji) ^ 0. Par 

le (3) de la proposition V.3.2, cela implique que 2/7 G B^ et donc que yj G B*ig flB^" = 

B^'r ce qui fait que x G T>^r(V). La réciproque est immédiate. • 

Remarque V.3.5. — Si K = KQ et N = 0, alors la condition (2) équivaut à : « pour 

tout n > n(r), la fonction yd 
<l=\ 

Yn(p n 
3,* 

)xi(X) a un zéro d'ordre au moins —tnyfj) en 

EW _ 1 » La stabilité de DT'r(Vr) sous l'action de YK montre que l'on peut remplacer 
E (n) par n'importe quelle racine primitive pn-ième de 1. 

Appendice A 

Liste des notations 

Voici une liste des principales notations dans l'ordre où elles apparaissent : 

I : K, hx, KN, ifoo, KQ, K'0, GK, HK, ^K, 
1.1 : L, GL/KL DL, tN(D), tH(D). 

1.2 : F, B^r, y>, B ] , , BF, eK, BK, B ^ , r0(K), B^r, CW[r;s], B¡QK, t, BrfigK, 

r(K), ¿n, n(r), V, d, ç. 

1.3 : Dr, r(D), <g)A». 

I I I : <pn, Mn. 
II.2 : £X, £n, MN(D), J({p). 
III. 1 : VD, V[r;s]. 
III.2 : aD, 5L(D), SolL(D). 

V.l : Bst, BdR, Bt, Dst,L(y), DdR(10, Df(^), F(Dt), Drfig(n NdR(V). 
V.3 : Brfigr, B+g, Bt.-, V[ri8]i ord, log[7f], B+is. 

Appendice B 

Erratum à [2] 

Comme cet article fait assez naturellement suite à « Représentations p-adiques et 
équations différentielles » [2], il me semble utile de donner un erratum. Je remercie P. 
Colmez, J.-M. Fontaine, J. Teitelbaum et H. Zhu pour leurs remarques. 

Exemple 2.8, 1 : remplacer A+ax par Amax. 
Sections 3.3, 5.5 : Kedlaya a complètement modifié son article [34] et la plupart 

des numéros des références sont donc incorrects. 
Théorème : le théorème 4.10 est en fait dû à Forster, voir : O. Forster, Zur 

Theorie der Steinschen Algebren und Moduln, Math. Zeitschrift, 97, p. 376ff, 
1967. 
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Proposition 2.24 : l'application log n'est bien sûr pas définie pour x = 0. De plus 
je ne l'ai définie que pour A+ mais plus tard, je l'utilise sur A* (par exemple : 
log(7TK))- H faut donc l'étendre à A"*" ce que fait Colmez dans [11]. On peut aussi 
le faire « à la main ». 

Démonstration du lemme 5.27 : remplacer GLd(AÏ'r, K) par GL^(A^r) et de 
même, remplacer Md(A^r, K) par M^(A^r) . 

Matrices : j'ai écrit les matrices « à l'envers », par exemple si / et g sont deux ap
plications semi-linéaires, alors dans mes notations Mat(/<?) = /(Mat(^)) Mat(/) . 
Pour retrouver la notation habituelle, il faut tout transposer (ce que j'ai fait dans 
mes autres articles). 

Démonstration de la proposition 5.15 : il n'est pas vrai que tn(N8) = Kn\t\ ®K 
DdR(V). Ce qui est vrai, c'est que l'image de in est dense pour la topologie 
t-adique. C'est ce qui est démontré et utilisé dans le reste de la preuve. 

p.229 1.3 : remplacer A + par A. 
L'anneau : il est affirmé que l'anneau BJ^ est un anneau de séries formelles à 

coefficients dans F ce qui n'est pas toujours le cas. C'est un anneau de séries for
melles à coefficients dans l'extension maximale non-ramifiée de F dans ifoo, qui 
peut être plus grande que F. Comme il est vrai que {B^K)TK = F, cela n'affecte 
pas les résultats de l'article, et les démonstrations sont presque inchangées. 

Monodromie : pour retrouver le (<p, iV)-module Dst(-)> il faut prendre iV(log(7r)) = 
—p/(p — 1) au lieu de 7V(log(7r)) = —1. 

Diagramme p. 271 : dans le diagramme en haut de la page, remplacer V M par la 
connexion associée à ÔM-

Lemme 2.7 : remplacer k ^> 0 par k ^> — oo dans k > 0 Pk[xk]> 
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SURCONVERGENCE DES REPRÉSENTATIONS p-ADIQUES : 

LE CAS RELATIF 

par 

Fabrizio Andreatta & Olivier Brinon 

Résumé. — On généralise le formalisme de Tate-Sen, ce qui permet d'étendre la 
théorie de Sen et de prouver la surconvergence des représentations p-adiques dans le 
cas relatif. 

Abstract. — We generalize Tate-Sen's formalism; this allows to extend Sen's theory 
and to prove the overconvergence of p-adic representations in the relative case. 

1. I n t r o d u c t i o n 

Soit V un anneau de valuation discrète complet, de caractéristique 0, de corps 

résiduel k parfait de caractéristique p > 0. On note K son corps des fractions et v 

la valuation normalisée par v{p) = 1. On fixe une clôture algébrique K de K et on 

note V l 'anneau des entiers de K. La valuation v s'étend de façon unique en une 

valuation de K, qu'on note encore v. Pour tout n N , on choisit G K une racine 

pn-ième de l 'unité, de sorte que (ε(n+1))P = ε(n). Soit K∞= (UK[ε(n) U N eX l'extension 

cyclotomique de K. C'est une extension galoisienne de K, dont le groupe de Galois 
s'identifie, via le caractère cyclotomique x, à un sous-groupe ouvert de . Écrivons 

lm(x) — Zp x F où F est fini. Pour n G N>0, on pose Kn= K ∞ pn+1 zp, et K0 = K. 
On note Vn le normalisé de V dans Kn (c'est l 'anneau des entiers de Kn) et on pose 

= U Vn- Enfin, pour δv(K), on note pδ un élément de valuation 6 dans V∞ 

Posons GK = Gai [K/K) et notons RepQp(Gx) la catégorie des représentations 
p-adiques de GK, dont les objets sont les Qp-espaces vectoriels de dimension finie, 
munis d'une action linéaire et continue de GK et les morphismes les applications 

Classification mathématique par sujets (2000). — 11F80, 11S15, 11S20, 13K05, 14E22. 
Mots clefs. — représentations p-adiques, théorie de Sen, (φ, )-modules. 
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Qp-linéaires équivariantes. Dans [17], Fontaine a construit un corps £ de valuation 

discrète de caractéristique 0, absolument non ramifié, de corps résiduel imparfait, 

muni d 'un opérateur de Probenius l et d 'une action de Gai (K^/R) qui commutent. 

En utilisant la théorie du corps des normes (cf. [21]), il construit un isomorphisme 

Gai (enr/e) = Gai ÇK/KOO) et en déduit une équivalence de catégories ([17, Théorème 

3.4.3]) entre R e p q p (GK) et la catégorie des (<,T) -modules étales sur £, donnée par 

le foncteur V - D(V) = (£nr O Qp V) gal K/Koo .Un ( l , r ) -module étale sur £ est 

un £-espace vectoriel D de dimension finie muni d 'un opérateur de Frobenius <p et 

d 'une action de Gai (KQQ/K) semi-linéaires et qui commutent, et qui contient un Og-

réseau V (où Os désigne l 'anneau des entiers de £) tel que le linéarisé de Frobenius 

ip®l: T>®Q£ Os —> *D est un isomorphisme. Notons qu'il existe une version « entière » 

de ce qui précède, s 'appliquant aux Zp-représentations de G # , i.e. aux Zp-modules 

de type fini munis d'une action linéaire et continue de GK-

Dans [8], le résultat de Fontaine est raffiné de la façon suivante. Les corps £ et £nr 

(notés et B respectivement par Colmez, et c'est ce système de notation qui est 

adopté dans ce travail) admet tent les sous-corps BJ^ et respectivement, consti

tués des éléments dits surconvergents (car ils admet tent une description en termes 

de fonctions analytiques sur des couronnes). Comme précédemment, ces corps per-
t / ( \ \Galffc7Koe) 

mettent de construire un foncteur V i—• DT(V) = ( BT <8>QpV ) de la catégorie 

R e p q (GK) dans la catégorie des (y?, r ) -modules étales sur BJ^. Le résultat principal 

de [8] est que ce foncteur est une équivalence de catégories, i.e. que le foncteur D se 

factorise par D* (loc. cit. Proposition III.5.1 et Corollaire III.5.2). 

Parmi les applications principales de ce résultat, il y a les formules de réciprocité 

explicites, qui permet tent de reconstruire les invariants Dcris(F), DdR(^) à part ir de 

D*(V) (ce qui n'est pas possible à part ir de D(V) , parce qu'il n 'y a pas de morphisme 

naturel de B dans BjR O U de BjR dans B , cf. [8, II]). C'est l 'un des points de départ 

des t ravaux de Berger, Colmez, Fontaine et al. qui ont permis la preuve de la conjecture 

de monodromie p-adique (cf. [10]). 

Décrivons maintenant le cadre dans lequel on va travailler. Soit d un entier, 

T i , . . . , 7 d des indéterminées et R° = V{T^X,... ^T^1} le séparé complété de 

V J T ^ 1 , . . . jT^1] pour la topologie p-adique. On se donne un anneau R obtenu à 

part i r de R° en itérant un nombre fini de fois les opérations suivantes : 

(ét) complétion p-adique d'une extension étale ; 

(loc) complétion p-adique d 'une localisation ; 

(comp) complétion par rapport à un idéal contenant p. 

On suppose en outre que V [ T ^ 1 , . . . ,T^X] —• R est à fibres géométriquement ré

gulières ou que R est de dimension de Krull inférieure à 2, et que k —> R <S>y k est 
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géométriquement intègre. Il en résulte que 7 \ , . . . , Td est une p-base de R (g)y k. Dans 

ces conditions, le théorème de pureté de Faltings s'applique, cf. 3.2. 

Soit E une clôture algébrique de Frac (R). On note R la réunion des sous-i2-algèbres 

finies S de E telles que S[p-1] est une extension étale de i?[p-1]- On se donne une 

sous-R-algèbre finie normale R de E telle que R [p-1]est étale sur i?[p-1]-

En particulier, R est séparée et complète pour la topologie p-adique, et R C R. On 

suppose en outre que K est algébriquement clos dans 

Pour n G N , on choisit Tin une racine pn-ième de T», de sorte que (7^n+1^) = 

T(n). On pose R'= R WN\... ,TJn)l et on note i?n le normalisé de R'Vn dans R 

(on a i ïnb"1] = (K-Vn) b"1]) ^ iîoo = u 
neN 

Rn En particulier, on a RQO C .R. 

On pose GR = G a l ^ " 1 ] / ^ " 1 ] ) , I * = Gai ( ^ [ p " 1 ] » " 1 ] ) et HR = 

Ker((/# —> T^) . L'anneau R est stable par GR- Le groupe r # s'insert dans la suite 

exacte 

1 - TR - I * - , IV - 1 

où r # = Gai (RQOIP 1l/jR.Vr00[p 11) s'identifie à un sous-groupe d'indice fini de T~ = 
d 

i=l 
Zp 7̂  où 7i est défini par : 

Yi(Tj (n) = e(n)Ti(n) gi j = ^ 

tj(n) j=i si j = i 

Si g G r # , on a les relations g^%g~x = 7 * ^ pour tout i G { 1 , . . . d ) On choisit 70 

un générateur topologique de la partie libre de Gai (^oo[p_1]/^œb_1])-

Si B est une sous-R-algèbre de R, on note B = \im B/pnB son séparé complété 

n 

pour la topologie p-adique. Par continuité, GR agit sur R. On prolonge la valuation 

p-adique sur K en une application v: R\p~x] —> R U { + o o } en posant 

v(x) = max {n G Q, x G p n # } . 

Ce n'est pas une valuation en général (à moins que R soit local), mais vérifie les 

propriétés (i)-(iv) de la section suivante. 

Dans [3], la théorie des ((p, r ) -modules et l'équivalence de catégories de [17] ont été 

généralisées aux Zp-représentations de GR : on a des anneaux AR C A (généralisant 

Os Ç 0-x>) et une équivalence de catégories 

RepZp ( $ « ) — • Mod%R(<p,TR), V 1—> (A ®zp V)HR 

(cf. théorème 4.34). L'objectif principal de ce travail est de prouver l'analogue de [8, 

Proposition III.5.1] à ce cadre (théorème 4.35). 

Le plan de l'article est le suivant. 
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La preuve de la surconvergence des représentations p-adiques repose sur des tech

niques dues à Sen, qui ont été axiomatisées dans le cas « classique » par Colmez 

(formalisme de Tate-Sen [10]). L'objet de la première partie de ce travail est de gé

néraliser ces axiomes au cas « relatif ». Rappelons que la méthode de Sen comporte 

deux étapes, une descente de GR à TR, et une « décomplétion », qui fait intervenir des 

« traces normalisées de Tate généralisées » (cf. section 2). On pocède par décomplé

tions partielles (variable par variable). Une difficulté réside dans le fait que lorsque 

d > 0, le groupe TR n'est pas commutatif. Elle est à l'origine de l 'axiome (TS3) (b) 

(qui est une nouveauté par rapport à [10]). 

Cela permet d'étendre (théorème 3.1) un résultat classique de Sen (c'était l 'objet 

de [6] dans le cas où i2[p_1] est un corps, à corps résiduel non nécessairement parfait) : 

l 'application naturelle 

s 
H1 (Gai (Soclp-^/Rlp-1}) ,GLn ( S o o b - 1 ] ) ) - H1 (s*,GLn ( ^ [ p " 1 ] ) ) 

déduite des l'inclusions Soo C R, est bijective (la limite inductive étant prise sur ] 

sous-.R-algèbres S de R telles que S\p~1]/R\p~l] est finie étale galoisienne). Cet énon 

se reformule en termes de i?[p_1]-représentations (corollaire 3.14). Remarquons qu'< 

utilisant l 'action infinitésimale de TR, il implique le résultat local de Faltings sur 

théorie des fibres de Higgs (cf. remarque 3.15). 

Dans la dernière partie, on rappelle les constructions et résultats de [3] qui nous so 

utiles, on définit les éléments surconvergents et on applique le formalisme de Tate-S 

pour prouver le théorème 4.35, qui affirme qu'on a une équivalence de catégories 

RePzp (GR) — M o d ^ t {<p, TR), V (At ®Zp V)n« 

où A* (resp. A ^ ) désigne le sous-anneau des éléments surconvergents de A (resp. 

AR). Un point technique important (et nouveau) est la construction d 'un anneau A ^ 

(cf. proposition 4.42). Sa construction, assez délicate, est requise par le besoin d'une 

structure « entière » de AR ayant de bonnes propriétés topologiques. 

La motivation principale de ce travail est d 'étendre les formules de réciprocité au 

cas relatif, c'est-à-dire de relier [3] et [7] (où les anneaux Bcris, B^R sont construits et 

les notions de représentation p-adique cristalline, de de Rham sont étudiées dans la 

situation considérée dans cette article). 

Cet article doit beaucoup à P. Colmez : sans [10] et [11], il n 'aurai t d'ailleurs 

certainement pas vu le jour. Les auteurs lui sont reconnaissants pour ses commentaires 

qui ont permis de le clarifier, et de leur avoir en outre communiqué des travaux non 

publiés. 

Pendant l 'élaboration de ce travail, le second auteur a bénéficié du soutien du Marie 

Curie Research Training Network dans le cadre du Réseau de Géométrie Algébrique 
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et d 'Arithmétique Européen, à l 'Università degli Studi di Padova et à la Graduate 

School of Mathematical Sciences de Tokyo. Il remercie ces deux institutions pour leur 

hospitalité, ainsi que F . Baldassarri et T. Saito pour leur accueil. 

2. La m é t h o d e de S e n généra l i sée 

Ce qui suit est une généralisation de propriétés démontrées par Sen dans [26], 

l 'axiomatisation qui en est faite étant directement inspirée par l'exposé de Colmez 

dans [10, 3.2 et 3.3]. 

Soient p un nombre premier, G un groupe profini et A une Zp-algèbre intègre munie 

d 'une application v: A —> R u { + o o } telle que : 

(i) v(x) — +oo x = 0 ; 

(ii) v(xy) > v(x) + v(y) ; 

(iii) v(x + y)> mm(v(x), v(y)) ; 

(iv) v(p) > 0 et v(px) = v(p) + v(x). 

L'anneau A est donc muni d'une topologie séparée. Supposons de plus A complet pour 

cette topologie, et muni d 'une action continue de G, telle que v(g(x)) = v(x) pour 

tout x G A et g G G. 

Soient d G N et H un sous-groupe fermé distingué de G tel que V = G/H est 

muni d 'un homomorphisme continu \ '• F —> Z * d'image ouverte, de noyau isomorphe 

à Zp et tel que 7<77_1 = gx^ pour tout g G Ker(x) et tout 7 G T. Soient 70 G F et 

7i> • • • ?7d € Aut (A) tels que x(7o)Zp est un sous-groupe ouvert de Z* et Ker(x) est 

un sous-groupe ouvert de 
d 

i=l 
zp yi . 

Si G' est un sous-groupe ouvert distingué de G, on pose H' = H fl G' et Te = 

G'/H' c—» T. On suppose que pour tout tel G7, il existe mo(G/) G N tel que pour tout 

i G { 0 , . . . . d}, on a 
mn(G') 

(a) 7f G r G , ; 
(b) il existe une suite croissante (A^}n,) m< mo(g') de sous-anneaux fermés de A^" ; 

(c) il existe une suite d'applications (T£]G, : AH' — ^M

IG»)m>mo{G')5 

de sorte que les conditions suivantes (conditions de Tate-S en) sont vérifiées : 

(TS1) Il existe c\ G R>o tel que quels que soient les sous-groupes ouverts distingués 

Hi Ç H2 de H, il existe a G A^1 vérifiant v(a) > —c\ tel que 
reH2/H1 

r(a) = 1 ; 

/ KZJLJL2 / -n-l 

(TS2) Il existe c2 = c2(G') G R>o tel que pour tout i G { 0 , . . . , d} et tout m > 

mo(G,) 

(A) TÏÏG' est Am,G' -LINÉAIRE ET TSG'(X) = 00 six e A(£G, ; 

(b) pour tout x G AH', on a v (T^G,(X)) > v(x) — c2 et 
m—UDO 

(i) / \ 
Tm,G'\X) ~ X ' 
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(c) Tm]c commute aux r^, G, ; 

(d) si i G { 1 , . . . , d}, l'anneau A^G, est stable par G/H' et r^G, commute à 
l'action de G/H'\ 

(d') l'anneau A^G, est stable par 7Q °( \ T^G, commute à 7Q °( } et r^G, o 

Tm,G' ° * ' * ° rm,G' commute & G/H' \ 

(TS3) PosonsXSG, = ( l - r S G , ) ( Â f f ' ) . 
(a) Il existe C3 = cs(Gf) G R>o tel que pour tout m > rao(G') et tout 

i G {0 , . . . , c/}, l'application 1 — 7? est inversible sur X^G, et pour tout 

x e X™,G" on a 

^(( l -7zpm) 1 0*)) > v(x) -c3. 

(b) Il existe C4 = c^G') G R>o tel que pour tout m > mo(G;), tout z G 
{ 1 , . . . , d} et tout x G A^G,, on a v ((yipm— l) (x)) > v(aj) + c4. 

Remarquons que la condition (iv) implique v(l) = 0. Par ailleurs, si G' est un 
sous-groupe ouvert distingué de G, alors le groupe G/H' (où H' = H FI G') est 
topologiquement engendré par un nombre fini d'éléments. 

Soit n G N>0. Si 17 = (wi,j)i<i 7<n ^ Mn(A), on pose v(U) = min (uij). Dans 
' — '"7— i^^i^n 

tout ce qui suit, A et ses sous-anneaux seront munis de la topologie définie par v. 
Ainsi, quand on parlera de cocycles et d'ensembles de cohomologie, il s'agira toujours 
(même lorsque ce n'est pas précisé) de cocycles et de cohomologie continus. 

LEMME 2 . 1 . — ([26, Lemma 1]). Soient Ho un sous-groupe ouvert distingué de H, 
m > ci un entier (où c\ est la constante de (TS1)) et U : Ho —» GLn (A) un cocycle 
continu tel que pour tout g G Ho, on a v (Ug — 1) > m. Alors il existe B G GLn (A) 
vérifiant v(B — 1) > m — C\ tel que si U'g := B~1Ugg(B), on a v {U'g — l) > m + 1 
pour tout q G Ho-

Démonstration. — Comme v(l) = 0 et v (Ug — 1) > m > c\ > 0, on a v(Ug) > 0 
pour tout g e Ho- Comme U est continu, il existe un sous-groupe ouvert distingué 
Hi de Hq tel que 

g' eHx^v (Ugi - 1) > m + ci -h 1. 

Soit T un ensemble de représentants de H0/Hi. La condition (TS1) fournit un élément 
a G A^1 tel que v(a) > —C\ et 

r<ET 
r(a) = 1. On considère la série de Poincaré 

B = 
reT 

r(a)UT. 
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Pour g G HQ, on a g(B) = 
reT 

gr(a)g(UT). Si r € T, la condition de cocycle implique 

que g(UT) = Ug Ugr> Par ailleurs, l'élément gr s'écrit de façon unique r'g' avec 

rf eT et g' e Hi. On a alors 

v (UGT - UR>) = v <JJT,g' - Uri) = v (UT>T'(U9,) - UT>) > m + d + 1, 

car v(r'(Ug> - 1)) = v(Ug>-l) > m + d + 1 (on s. g' G Hx) et v(UT') > 0. 

Comme v (U'1) > 0, on a v (g(UT) — C / " 1 ^ / ) > m -f ci + 1. Par ailleurs, on a 

^ r ( a ) = r'gf(a) = r'(a) (car a G A^1). Comme i ; ( r ' (a) ) = v(a) > —ci, on a 

v (gr{a)g{UT) - Tf(a)U-lUT>) > m + 1. Enfin, r ' décrit T quand r décrit T, d'où 

tc T 
T ' ^ U - 1 ^ = U~XB. On a donc v (g(B) - U^B) > m + 1. 

Par ailleurs, on a 5 - 1 = 
tcT 

r(a)(C/r — 1) vu que 
tcT 

r(a) = 1. Comme v(a ) > — c\ 

et v (Ur — 1) > m, on a donc v(B — 1) > m — c\ > 0. Comme A est complet, la 

série 1 + (1 — B) + (1 — B)2 H- • • • converge : on a B G GLn (A). Enfin, comme 

v (g(B) - U~lB) > ra+1, v (Ug) >0etv (B'1) > 0, on a bien v (B-lUgg(B) - l ) > 

ra + 1 . • 

Proposition 2.2. — ([26, Proposition 4]). Si g E/̂  es£ un cocycle continu H —> 

GLn (A), zZ existe un sous-groupe ouvert H' de H tel que la restriction de U à H' soit 

cohomologue au cocycle trivial. 

Démonstration. — Comme U est continu, il existe un sous-groupe ouvert distingué 

H' de H tel que v(UG — 1) > C\ + 1 pour tout g G H'. En par tant de U\ = U\H', 

une application répétée du lemme 2.1 avec HQ = H' fournit une suite de cocycles 

(Urn ' H' —» GLn (A)) m< 1 et une suite (5m)m>1 d'éléments de GLn (A) telles que 

(1) v (Bm - 1) > m, 

(2) Um+i(g) = B-1Um(g)g(Bm), 

(3) v(Um(g)-l) > m + ci 

pour tout g G H'. La, condition (1) assure que le produit infini B = Y[ Bm converge 
ra=l 

dans GLn (A). Les conditions (2) et (3) impliquent que B~1Ugg(B) = 1 pour tout 

g G H' : la restriction de U k H' est cohomologue au cocycle trivial. • 

Corollaire 2.3. — On a 

î1 (H,Gln (Â)) 

ouvert 

H1 (H/H', Gin (A"' ) ) 

H1 (G, GLn (A)) 

ouvert 

H1 (G/(Hf)G'),GLn (ÂHnG')) 
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Démonstration. — Cela résulte de la proposition 2.2 et des suites d'inflation-

restriction 

1 - H1 (H/H', GLn (A"' ) ) - H1 (ff, GLn (A)) - H1 ( # ' , GLn (A)) , 

1 - H1 ( g / ( # H G') , GLn (AH')) - H1 (G, GLn (A)) - H1 (H n G7, GLn (A)) • 

Pour décrire H1 (G,GLn (A)J, il s'agit de comprendre les ensembles 

H1 (G/H', GLn (AH')) pour tout sous-groupe ouvert distingué G7 de G, où 

HF = H H G'. Ce qui suit a pour but montrer que l'ensemble H1 (G/H', GLn (A**"')) 

est en bijection avec H1 (G/ i f ' , GLn ( A ^ &) ) 
ou Aoo c est un anneau plus simple 

que Ah' , que nous allons maintenant définir. 

Pour j G { 0 , . . . , d} et m > ra0(G'), on pose A ^ , = f| A ^ G , . On pose Am,G' = 
I=J 

Am,g(>o) _ D 

I=0 
ft' et A°o,G' = 

oo 

771 = 7710(0') 
Am G' • On a donc la situation suivante 

AH' 

A oo,g' 
ra,GR Am,G' 

M, G 

Am,G' 

L'inclusion Aqo^' C Âh induit une application 

i: H1 (G/tf' ,GLn (AoofG0) - H1 (G/H',GL» (AH')) . 

Théorème 2.4. — ([26, Proposition 6]). L'application L est bijective. 

D'après (TS2) (a), si m > rao(G') et i G {0, ........, d} l 'opérateur r^G, est un 

projecteur de A ^ ' sur A ^ G , . En particulier, on a X^G, = Ker ( T ^ g , ) et pour a: G 

A ^ ' , on a x G A ^ G , T ^ G , ( X ) = x. De plus, d'après la condition (TS2) (b), 

TmG': ~~* ̂ -mGf est continu, ainsi, kH' — X^ G, 0 A ^ G , est une décomposition 

en somme de sous-espaces fermés. Par ailleurs, d'après (TS2) (d), si i G {0, ........, d} 

les sous-espaces X^G, et A ^ G , sont stables par G/H', et d 'après (TS2) (d ') , les 

sous-espaces X^ G, et hmGi sont stables par 7Q . En particulier, les sous-espaces 

G' sont staD^es Par G/H' si z G { 1 , . . . , d} . C'est encore vrai pour i = 0 vu que 

rm,G' ° rm,G' ° * ' • ° fi' commute à G / # ' d'après (TS2) (d ') . 
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Pour i G { 0 , . . . , d}, posons A(i)ooG, = 
oo 

M=MO(G') 

a(0 mg 

Lemme 2.5. — Le sous-espace A ^ G, est stable par T^g, pour tous i,j G { 0 , . . . , d} 

et m, m ' G N>mo(G/) U{oo}. 

Démonstration. — Il suffit de traiter le cas m' > rao(G'). D'après (TS2) (c), on a 

^»T(i)m,g' = r « 0 , o r # 0 , Si x e A # f 0 „ on a donc r^G, ( r « G , ( z ) ) = r « G , ( z ) , 

soit (i)m,g'(x) c A(j)m',g' . • 

Proposition 2.6. — ([26, Proposition 3]). Soient i G { 0 , . . . , d}, m > rao(G') etWc 

AH' un svus-A^G, -module de type fini stable par *yf . Alors W C A ^ G , . 

Démonstration. — Soit wi,...,wr une famille génératrice de W sur A.mG,, et w le 
m 

vecteur colonne dont les composantes sont wi,...,wr. Comme W est stable par 7? , 

pour tout m' > m il existe Mm/ G Mr ( A ^ g , ) telle que 7^ (w) = Mm>w. Par 

continuité de l'action de r ^ , on a lim Mm/ = 1. Il existe m' > rao(G') tel que 
m'—»00 

v (Mm/ — 1) > C3 -h 1. Posons xMR = (l — T^,g^ (w). C'est un vecteur colonne à 

coefficients dans X^, G,. Par ailleurs, comme Mm/ est à coefficients dans A^G, Ç 

Am',G'> 011 a rm',G' iM™') = Afm/, et donc 7? (xm/) = Mm/Xm/ vu que r ^ G , 
ttiq(G') 2 

commute à l'action de 7; p (condition (TS2) (d) et (d ')) . En particulier, on 
/ m ' \ _ 1 

a xMF = i — 1 ) ((Mm/ — l ) a w ) (rappelons que 1 — 7f est inversible sur 

X^L G, d'après (TS3) (a)). D'après la condition (TS3) (a) encore, on a donc 
V {xmi) > V ((Mm' - l)XM>) ~ C3 > V (Mm> ~ 1) + V (xm') ~ C3 > V (xm>) + 1, 

d'où v (xmf) = +00 i.e. XM' = 0, soit T$ G,(W) = w : le vecteur w est à coefficients 

dans A#>G,. On a donc W C A^>G, C a £ g , . • 
Lemme 2.7. — L'application i est infective. 

Démonstration. — Soit U,U':T —> GLn(A00>G/) deux cocycles. Comme G/H1 est 

topologiquement engendré par un nombre fini d'éléments, il existe un entier m tel 

que Ug,U'g G GLn (AM,G') Pour tout g G G/H'. Supposons que U et U' sont coho-

mologues dans GLn (A^ ' ) : il existe M G GLn (A^ ' ) tel que pour tout g G G / f T , 

on a M~lUgg(M) = U'g, soit g(M) = U^MU'g. Pour i G { 0 , . . . , d} , notons le 

sous-A^G,-module de A ^ ' engendré par les coefficients de la matrice M. D'après 

ce qui précède, ce sous-module est stable par yipm . Comme il est de type fini, la 

proposition 2.6 assure que W{ C A ^ G , . La matrice M est donc à coefficients dans 
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Aoc?G' H • • • fi A ^ G , = AQO^'J et les cocycles U et U' sont déjà cohomologues dans 

G M A O C G O . ' • 

Lemme 2.8. — ([26, Proposition 2 (b)]). Soient i G {0,...d)m > m0(Gf), c € 
Am,G'(

i) et y c X(i)

 m,G' tel que 

v(c+(l-Yi

pm)(y)) > ( c 2 + c3)r. 

^4Zors v(2/) > (c2 H- c3)(r - 1). 

Démonstration. — Posons z = c + ( l — 7f )(?/)• On a v ( ( l — r^G^j (z)) = 

v ((l — 7f ) (y)^j > (c2 + c3)r - c2 d'après la propriété (TS2) (b) (car c G A^G, est 

invariant par r ^ G , et 2/ G - X ^ c = Ker ( r ^ G , ) ) . La condition (TS3) (a) appliquée à 

y implique alors v(y) > (c2 + c3)r — c2 — c3. • 

Lemme 2.9. — ([26, Lemma 3]). Pour i G { 0 , . . . , d}, Vapplication 

H1 (G/H', Gln ( A g i ) ) - H1 (G/H',Qln ( a ^ ) ) 

(déduite de Vinclusion A^*¿, C A ^ ^ , 1 ^ est surjective (où on a posé A^l¿ , = 

U A g g , pour < < d ei A ^ 1 ' = À"'). 
m=mo(G') 

Il s'agit de montrer que tout cocycle U: T -> GLn ( a ^ 1 } ) est cohomologue à 

un cocycle à valeurs dans GLn ( A ^ ^ , ) . Comme G/H' est topologiquement engendré 

par un nombre fini d'éléments, il existe un entier m > mo(G') tel que U est à valeurs 

dans GLn ( A ^ £ 1 } ) (= GLn (A"') si i = d). 
m 

Pour alléger les notations, on pose 7i>m = y{ pour m > rao(G ). La preuve du 

lemme 2.9, qui occupe l'essentiel du reste de cette section, est divisée en plusieurs 

lemmes. 

Lemme 2.10. — Il existe m > rao(G') tel que, quitte à tordre U en un cocycle coho

mologue, on a Ulirn G GLn ( A ^ G , ) et Ug G GLn ( A ^ ^ 1 ^ ) pour tout g G G/H'. 

Démonstration. — Par continuité de U, on peut supposer (quitte à augmenter m 

que v (C/7. m - 1) > 3(c2 + c3). Soient A3 = Ulitm, B3 = R3 = 1 G GLn ( A g i ) 

On va construire par récurrence des suites (Ar)r>3, (Br)r>3 et (i?r)r>3 vérifiant le 

conditions suivantes : 

(i) AriBr G GLn ( A g ^ 1 } ) et Rr G GLn ( a ^ , ) pour tout r > 3, 

(ii) Ar+1 = JB~^1Ar7¿,m(JBr+i) pour tout r > 3, 

(iii) v (Ar — Rr) > (c2 -h c3)r et v (Br - 1) > (c2 -h c3)(r - 1) pour tout r > 3. 
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Remarquons déjà que les conditions (ii) et (iii) impliquent que v (Ar+i — Ar) > (c2 + 

c3)r. En particulier, on a v (Ar — A3) > 3(c2 + c3) et a fortiori v (Ar — 1) > 3 (c2 - fc3) . 

Supposons Ar,Br,Rr construits. Posons i2r+i = r^G, (Ar) G Mn ( A ^ G , ) . 

D'après le lemme 2.5, le sous-espace A^G'^ est stable par r ^ G , , comme Ar G 

GLn (AL'GV1), on a aussi # r + i G Mn ( A g ^ 1 } ) et donc Rr+1 G Mn ( A g ^ ) . On a 

i?r+1 -Ar = - ( l - T£]g,) (Ar) G Mn (x£]G,) : d'après la propriété (TS3) (a), il 

existe Sr G Mn {x^G^ tel que Rr+i - Ar = (1 - 7i>m) (5r ) . 

Par ailleurs, comme Ar,Rr G Mn ( A ^ ^ 1 ^ ) , la matrice Rr+i — Ar = (1 — 7i,m) (Sr) 

est tuée par r^G, pour j G {i + 1 , . . . , d}. Par injectivité de 1 — 7 ,̂m sur X^G, 

(condition (TS3) (a)), il en est de même de Sr i.e. Sr G Mn ( A ^ ^ 1 } ) . 

On a v (Ar - Rr) > (c2 + c3)r donc v (Rr - Rr+i + (1 - 7^m) Sr) > (c2 + c3)r. 

D'après le lemme 2.8, on a en fait v (Sr) > (c2 + c3)(r — 1). Posons Br+i = 1 — 5r , on 

a donc Î; ( # r + i — 1) > (c2 + c3)(r — 1). Posons iVr = Ar — 1, on a v (Nr) > 3(c2 + c3) 

d'après ce qui précède. 

La matrice £ r + i est inversible et B~+x = 1 + Sr + 5r2 + • • • G GLn ( A ^ t 1 ^ ) 

(car v ( 5 r ) > (c2 + c3)(r - 1), r > 3 et A ^ ^ 1 ^ est fermé dans AH'). Soit 

Ar+i = B ' ^ A r Y i , m ( £ r + i ) , on a 

v (Ar+i - (1 + 5r ) (1 + ATr) (1 - 7*,m(5r))) > 2(c2 + c3)(r - 1). 

Comme 2(c2 + c3)(r - 1) > (c2 + c3)(r + 1) (on a r > 3), v (SrNr) > (c2 + c3)(r + 2) 

et v (5r7i,m5r) > 2(c2 + c3)(r — 1), on a donc 

v (Ar+i — l — Nr — (1 — 7i,m) Sr) > (C2 + c3)(r + 1) 

i.e. v (Ar+i - i î r+i ) > ( c2 + c3)(r + 1). 

Ces suites étant construites, posons B = B3B4 — •. Les inégalités v (Br — 1) > 

(c2 + c3)(r — 2) impliquent que le produit converge dans GLn ( A ^ ^ 1 ^ ) . Par ailleurs, 

les suites {Ar)r>3 et (# r ) r>3 sont de Cauchy donc convergent dans GLn ( A ^ ^ , ) 

(rappelons que A ^ ^ , est fermé dans A qui est complet). Par construction, elles ont la 

même limite qu'on note R. On a alors 5_1C/7i m7i,m(B) = R G GLn ( A ^ ç , ) : quit te 

à tordre le cocycle U par B, on peut supposer que U1. G GLn ( A ^ r ™ ) . • 

Lemme2.11. — Supposons que Ulirn G GLn ( A ^ G , ) , avec m > m0(G/)- Alors quitte 

à augmenter m, on a Ug G GLn ( A ^ T ™ ) pour tout g G Te-

Démonstration. — PREMIER CAS : i G { 1 , . . . , d}. Pour g G Ker (x )nIV, on a 7i,m<7 = 

g^m et donc Ulirn^m(Ug) = Ugg (Ulirn). Si M = Ulirn G GLn ( A ^ , ) , on a donc 

7i,m(Ug) = M~1Ugg(M). Soit Wg le sous-A^G,-module de A ^ ' engendré par les 
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coefficients de Ug. Il est de type fini, et stable par 7^m (parce que A ^ G, est stable 

par g en vertu de (TS2) (d)). D'après la proposition 2.6, on a Wg C A ^ G , : quit te à 

augmenter m, on peut supposer Ug G GLn ( A ^ g , ) et donc Ug G GLn ( A ^ g , ) . Comme 

Ker(x) H TG' est topologiquement engendré par un nombre fini d'éléments, on peut 

donc supposer (quitte à augmenter m un nombre fini de fois) que Uh G GLn ( A ^ G , ) 

pour tout h G Ker(x) H TQ1-

Si g G I V , on a g 1ji,mg = h G Ker(x) H TG' d'où Ulirn^m(Ug) = Ugg(Uh) et 

donc ii,m(Ug) = U~^mUgg(Uh)' Soit Wy le sous -A^G, -module de A ^ ' engendré par les 

coefficients de L^, il est de type fini, et stable par jiiTn car Uyi,m, Uh c Gl n (A(i)

m,G') et 

A ^ G , est stable par 1 ^ / . On en déduit comme précédement que Wg C A ^ G , : quit te 

à augmenter m, on peut supposer Ug G GLn ( A ^ g , ) et donc Ug G GLn ( A ^ g , ) . En 

faisant ce qui précède pour une famille finie de générateurs topologiques de Te, on 

se ramène à Ug G GLn ( A ^ g , ) pour tout g G Te-

D E U X I È M E CAS : i = 0. On a C/70m G GLn (Am?G') et Ug G GLn ( A ^ G \ ) pour 

tout g G G / # ' . Pour j G { 1 , . . . , d } et a G Zp, posons M,-(a) = ( l - r^}G,) (Ky«m), 

c'est une matrice à coefficients dans X^G, D A ^ G , (car A ^ G , est stable par r^G, 

en vertu du lemme 2.5). Par ailleurs, d'après la condition (TS2) (b), l 'application 

a Mj(a) est continue. Montrons que quit te à augmenter m, on a Mj(ï) = 0 pour 

tout j G { 1 , . . . , d} . 

Comme U est continu, on peut supposer, quit te à augmenter m, que 

v{(y^Tm ~ -0) — V(P) ^C2 Pour tout A ^ ^ P - D'après la propriété (TS2) (b), 

on a alors v (Mj(a)) > v(p) + c2 et v (r^G, (u^^j — l ) > v(p) + c2. 

Lemme 2.12. — Sous les conditions qui précèdent, on a 

(i) v (Mj(a + /?) - Mj(a) - Mj(P)) > min (v(Mj(a)), v(Mj((3))) + min(v(p),c4) ; 

(ii) v (Mj(a + /3) - M » ) > min [v(Md(a)) + v ( t f ^ - l ) M^M)) " c2 

pour tout a, /? G Zp. 

Démonstration. — Écrivons 7?+^ = 7^m7^m : on a donc £/7a+/3 = ^ m 7 ^ m ( ^ y ? ) • 

Comme f̂ 7JM = rm G, (E^y*m j + -WJO*0 Pour tout x G Zp, on a 

^ ( ^ 7 r r ) + M J ( a + J 8 ) = (r^G, (U7?m) + M » ) 7«m (r^G, (u^J + Ms{ßj) . 

„ . (1) (d) , (0) (1) (d) 
Commençons par remarquer que puisque rmG, o • • • o rmG, et rmG, o r^;G, o • • • o 'G, 
commutent à l'action de G/H' (d'après (TS2) (d) et (d')), l'espace A f l A ^ = 

Im ( ( l - r ^ G , ) o r ^ G , o - • • o T ^ g , ) est stable par G/H'. En particulier, les matrices 

7,% ( T(o)

m,G' ( ^ J ) et 7£m(M,(/?)) sont à coefficients dans Am,G, et X ^ n A ^ 
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respectivement. Ainsi le produit r^G, (jj^^ 7?m (T^g, (u^P ^ est à coefficients 

dans Am>G', et les produits M » 7 £ m (r^G, [U^J) et T^]G, ( t ^ J 7 ? m ( M i ( / 3 ) ) 

sont à coefficients dans X^G, fl A ^ G , . On a donc 

(1) Mjia + /3) = M^ahlm (T%G> ( ^ j ) + TJ%g, (U^m)^m(Mj(0))+ 

+ (1-T(o)m,G')(Mj(a)^m(MJm). 

• Montrons l'inégalité (i). D'après (1) , on a 

Mj(a + (3)-Mj(a)-Mj(p) = 

Mj(&) (y& j,m (T(o)mg' (uYbj,m)) -1) + (T(o)m,g' (uy&j,m)-1) Y& j,m (Mj(m)) + 

+ (7?m - 1) ( M j ( / 3 ) ) + ( l - r ^ , ) ( M ^ a ^ C M , - ^ ) ) ) . 

Minorons la « valuation » de chacun des termes du membre de droite. On a déjà 

«K(«)(^('-&KJ)-i))^ 
<v(Mj(&)+ v(y&j,m (T(o)m,G'(Uymj,m))-1)>v(Mj(&)+v(p) 

v((T(o)m,G'(Uy&j,m)-1)Y&j,m(Mj(m)))> 

> « № < K - m ) - l ) + « feWO?))) > v(Mj(f3)) + v(p) 

car v (T^G, ( f ^ 7 ? m ) — l ) > VCp) + c2 > v(p) pour tout x eZp par hypothèse. 

P a r a i l l eurs , c o m m e Mj ((3) es t à coefficients d a n s A^JG,, o n a v ( ( 7"m — 1) (Af, (/3))) > 

v(Mj(0)) + c4 en v e r t u d e (TS3) ( b ) . Enf in , o n a 

V 1 - & ) ( М ^ а ) 7 £ т ( М , - ( / ? ) ) ) ) > u ( M » ) + v(Mj(ß)) - с2 

> v(Mj(a)) Л-v{p) 

en v e r t u de (TS2) (b) et parce que v(Mj(x)) >v(p) + c2 pour t o u t x G Zp par 
hypothèse. O n a bien 

v(Mj{a + /3)- Mj(a) - Mj(f3)) > min (y{Mô{a)) + v{p),v{Mj{(3)) 

+ v(p),v(Mj(p)) + c4,v(Mj(a))+v(p)) 

> m i n (v(Mj(a)),v(Mj(P))) + m i n ( v ( p ) , c 4 ) . 

• Montrons l'inégalité (ii). D'après (1) , on a 

M > + / 3 ) - M » = M » 7 « r o ( r ^ , ( t ^ J - l ) + ( l - t ^ , , ) (U7lm^m(Mjm) . 
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On a donc 

v(Mj(a + ß) - Mj(a)) > 

min (viMjia)) + v ( r ^ , ( t / ^ - l ) ) ,t; ( ( l - r^]G) (u^f^M^ß))))) . 

Comme v (r^0)G, ( c / ^ - l ) ) > v (u^^ - l ) - c2 et 

« ( ( l - T(o)

m,G' K ^ 7 ^ ( M , ( / 3 ) ) ) ) > v (uy&j,my&j,mMiß))) - c2 

en vertu de (TS2) (b), et comme v \U^mJ > 0 vu que v \\U^m ~ l ) ) > v(p) + 2c2 > 

0 (par hypothèse), on a bien 

v (Mj(a + /3) - Mj(a)) > min (v(Mj(a)) + v faß - l ) , v{Ma(ß))\ - c2. • 

Lemme 2.13. — Sous les conditions qui précèdent, on a 

v(Mj(aß)) > v(Mj(a)) + vp(ß)mm(v(p),c4) 

pour tout a,(3 G Zp. En particulier, on a toujours v{Mj(a(3)) > v(Mj(a)). 

Démonstration. — Commençons par montrer que pour tout ¡3 G N>o , on a 

v (Mj(af3) — Mj(a)(3) > v(Mj(a)) + mm(v(p), c4). On procède par récurrence 

sur f3 (l'énoncé étant trivial lorsque (3 = 1). Supposons (3 > 1. D'après le lemme 2.12 

(i), on a 

v (Mj(aß) - Mj{a)ß) > mm(v(Mj((ß - l)a)),v{Mj(a))) + min(v(p),c4) 

Mais par hypothèse de récurrence, on a v (Mj(a((3 — 1)) — Mj(a)((3 — 1)) > 

^ ( M ^ a ) ) + min(?;(p),c4), et donc v{Mj(a(f3 - 1))) > v ( M j ( a ) ) . On a bien 

v (MAafi) - MAa)p) > v (MAa)) + min(v(p),c4). 

On en déduit déjà que v(Mj(a/3)) > v(Mj(a)) pour tout /3 G N>0 , inéga

lité qui reste vraie pour tout (3 G Zp par continuité. Dans le cas /3 = p , 

on a v ( M j ^ a ) - p M j ( a ) ) > v (Mj (a ) ) H- min(z;(p),c4) et donc v(Mj(pa)) > 

v(Mj(a)) + min(f(p) ,c4) . Une récurrence immédiate donne alors v(Mj(pra)) > 

v(Mj(a)) + rmin(v(p) ,c4) pour tout r G N . Si /3 G Z p \ { 0 } , on a /3 = pv*W¡3' avec 

/3' G Z * . On a alors 

v(Mj(aß)) = v (Mj (pv^ß)aß')) > v{Mj(aß')) + vp(ß) min(t;(p),c4) 

> u(Afj(a)) + Vp(/3)min(t;(p),c4). • 

Lemme 2.14. — SWs /es conditions qui précèdent, on a 

v (Mj(a + ß)- Mj(a)) > v(Mj(l)) + min (v (u^ - l ) , vp(ß) min(v(p), c4)) - c2 

poi¿r ¿owt a , /3 G Zp. 
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Démonstration. — D'après le lemme 2.13 avec a = 1, on a v(Mj(/3)) > v(Mj(l)) + 

vv(3) min(v(p), c A Par ailleurs, on a 

v {Mj(a + /?) - Mj{a)) > min (v(Mj(a)) + v (u^ - l ) ,v(Mj(P))) - c2 

d'après le lemme 2.12 (ii). Comme v(Mj(a)) > v(Mj(l)) d'après le lemme 2.13, on a 

bien 

v(Mj(a + /3)-Mj(a)) > v(Mj(l)) + min [v [U^^ - l j , vp(0)min(v(p),c4)J - c2. 

• 

Le cocycle C/ étant continu, on peut supposer (quitte à augmenter m) que 

v(UlQrn) > 0. Comme 7o,m7j,m = 7*m°'m)7o,m, on a £/70)Tn7o,m (C/^m) = 

^ x(-7o,m)7^m°'m ( ^ 7 o , m ) - L'anneau Am?Gf/ étant stable par G/H', les matrices 
7j i m 

^7o ,m e^ 7 ^ m ( ^ 7 o , m ) son^ à coefficients dans Am?G' • en appliquant 1 — r^JG, on 

a donc 

^7o,m7o,m(MJ(l)) = Mj ( x ( 7 o , r o ) ) 7 S ° ' m ) (K», J 

car 7o,m commute à r ^ G , , et donc 

7o,m(Mj(l)) = (1 - t/7o,m) 7o,m(A0(l)) + Mj ( x ( 7 o , m ) ) 7 S ° ' m ) ( £ ^ , m ) 

d'où 

(70,m - 1) ( M . d ) ) = (1 - [ / 7 o J 7o,m(M,-(l))+ 

+ (X(70,m)) - M, - ( l ) ) 7 S ° ' m ) ( ^ 7 o , J + A f J - ( l ) ^ " m ) (^o,m - 1) • 

On a donc 

v ( ( 7 o , m - l ) ( M i ( l ) ) ) > 

min (t ,(M,-(l)) + (1 - £/70>m) ,v (M,- (x(7o ,m)) - M,-(l)) + « ( t / 7 o , J ) 

car G agit par isométries. Par ailleurs, on a v ((70,m — 1) ( ^ ' ( l ) ) ) < ^ ( ^ ' ( l ) ) + c3 

en vertu de (TS3) (a) (car Mj(l) est à coefficients dans x£G,), et v (Uyo ) > 0 par 

hypothèse. On a donc 

(2) v{Mj(l)) > min (v(Mj(l)) + v(l- ï/7o,m) ,v(Mj (x(7o,TO)) - M , ( l ) ) ) - c3. 

D'après le lemme 2.14 avec a = 1 et /3 = x (7o,m) — 1, on a 

V ( M i ( x ( 7 o , m ) ) - M i ( l ) ) > 

^ ( ^ ( i ) ) + m i n ( v ( ^ x C T o . m ) - ! - l ) , ^ ( x ( 7 o , m ) - l )min(v(p) ,c4)J - c2. 
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Un a hm Xv7o,m) = 1 • comme U est continu, on peut supposer (quitte a augmenter 
m—»00 

m) aue 

min ( v ( U X ( 7 O , M ) - I - 1 ) ,VP(x (7o ,m) - l )min(v(p) ,c4) J > c3 + c2 + 1. 

On a alors v ( M j ( x ( 7 o , m ) ) - Mj(l)) > v(Mj(l))+C3+l (rappelons que min(v(p), c4) > 

0). De même, par continuité, on peut supposer que v ( l — Ul0m) > C 3 + 1 . L'inégalité 

(2) donne alors v(Af,-(l)) > v (Mj ( l ) ) + 1 et donc Mj(l) = 0, ce qu'on voulait. 

Remarque 2.15. — Les lemmes 2.12, 2.13 et 2.14 servent à montrer que pour m as

sez grand, on a l'inégalité v (MJ(x(7o ,m)) - Mj(l)) > v(Mj(l)) + c3 + 1. En ef

fet, comme la fonction a 1—• Mj(a) dépend de m, on ne peut pas conclure que 

lim v ( M j ( x ( 7 o m ) ) — MAI)) = 00 en utilisant un simple argument de continuité 
m—»00 ' 
(vu que l'application a H-> M? (a) est continue à m fixé). 

Fin de la démonstration du lemme 2.11. D'après ce qui précède, quit te à augmenter 

m un nombre fini de fois, on peut supposer que Ug G GLn ( A ^ G , ) et donc Ug G 

GLn (Am,G ' ) pour tout g G pm Ker(x) fl TG/. 

Soit # G Ker(x) H T e - On a 7o,m'£ = #x(7o'm')7o,m' et donc 

K r o ^ 7 o , m ' ( ^ ) = Ugg ( ^ x ( , 0 t m / , - i ) <7*(7o-'} (I770im,) . 

Comme 
m'—» oc 

X ( 7 o , M 0 - 1 = 0, on a 0 x ( 7 O , M ' ) - I G p m K e r ( x ) n r G / et donc 

( 7 X ( 7 0 M / ) j G GLn (Am>G/) pour m > m assez grand : quit te a remplacer 

m par ra', on peut supposer UgX^0iTn)-i G GLn (Am?G/). Les matrices U~^m et 

# ( ^ X C ^ O . M ) - 1 ) gx^0^ (^70,m) sont alors à coefficients dans Am?G/ (rappelons que ce 

dernier est stable par G/H'). Si Wg désigne le sous A^G,-module de AH> engendré 

par les coefficients de Ug, alors Wg est de type fini et stable par 70,m : d'après la 

proposition 2.6, on a Wg C A^G,. Quit te à augmenter ra, on peut donc supposer 

Ug G GLn(Am?G/)- En faisant ce qui précède pour une famille finie de générateurs 

topologiques de Ker(x) H TG/, on trouve m G N tel que Ug G GLn (Am,G/) pour tout 

g G Ker(x) H rG'. 

Soit g G rG/. Comme lm(x) est commutatif, il existe h G Ker(x) H TG/ tel que 

7 o , m ^ m = 9h- On a alors C/7o>m70,m(f^) = ^ 0 ( ^ 7 0 , ™ ) • D'après ce qui précède, 

les matrices Ul0 m et ^/ i70m = Uhh(UlQ m) sont à coefficients dans Am?G'- On en 

déduit comme précédemment que C/p est en fait à coefficients dans A ^ G , et donc 

que quit te à augmenter ra, on peut supposer Ug G GLn (AmjG')- En faisant ce qui 

précède pour une famille finie de générateurs topologiques de TG', on se ramène à 

Ug G GLn (AmjG' ) pour tout g G TG/, et on a fini. • 
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Fin de la démonstration du lemme 2.9. — D'après les lemmes 2 .10 et 2 .11 , il existe 

m > mo(Gf) tel que Un G GLn ( A ^ ^ , ) pour tout h G TQ'- Soit g G G /H ' , on a 

g~17i,mg = h G T e car TG' est distingué dans G / H ' (vu que G' l'est dans G), d'où 

li,m{Ug) = U~^mUgg(Uh)- Soit Wg le sous-A^G,-module de AH' engendré par les 

coefficients de Ug, il est de type fini, et stable par 7^m car Ulirn,Uh G GLn ( A ^ g , ) et 

G' est sta°le par G /H ' . On en déduit (proposition 2.6) que Wg C A ^ G , : quitte 

à augmenter m, on peut supposer Ug G GLn ( A ^ G , ) et donc Ug G GLn (A£^g,). En 

faisant ce qui précède pour une famille /ime de générateurs topologiques de G /H ' , on 

trouve m > m0(G?/) tel que Ug G GLn ( A ^ G , ) pour tout # G G /H ' , et on a fini. • 

Démonstration du théorème 2.4- — L'injectivité de L est l'objet du lemme 2.7. Sa 

surjectivité résulte de l'application du lemme 2.9 à i = d, d — 1 , . . . , 0, qui implique 

que chaque flèche dans le composé 

H1 (r , GL„ (Aoo,G0) - • • • -> H1 ( r , GU ( A ^ , ) ) - • • • -> H1 ( r , GL„ (A*')) 

est surjective. • 

Théorème 2.16. — On a 

H1 ( G , GLn ( A ) ) as lims s 

G'^G 
ouvert 

H1 G H E nG'),GLn (AOCGO)-

Plus précisément, si W est un A-module libre de rang n, muni d'une action semi-
linéaire continue de G, alors il existe un sous-groupe ouvert distingué G' Ç G, un 
entier m > rao(G') et un sous-Am,c-module WQO Ç W libre de rang n, muni d'une 
action semi-linéaire continue de G / ( H C\G') tels que l'application naturelle 

A®AmG/ Woo —* W 

est un isomorphisme de G-modules. 

Démonstration. — C'est la conjonction du corollaire 2.3 et du théorème 2.4. • 

3. La théorie de Sen pour R\p x] 

On applique les techniques de la section 2 pour prouver le résultat suivant. 

Théorème 3.1. — Pour tout n G N>o, l'application 

Soo 
H1 (Gal (Soolp-1)/Rip-1}) ,Gln (Soolp-1})) - H1 (gR,GLn (fl^T1])) 
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déduite de l'inclusion SQQ C R est bijective (la limite inductive étant prise sur les 

sous-Roc-algèbres normales S^ de R telles que 5oo[p_1] est finie sur i?oo[p_1] et 

galoisienne sur Rlp-1]). 

On applique le théorème 2.16. Il suffit pour cela de montrer que les conditions de 

Tate-Sen sont remplies pour A = R[p-1] muni de l'application G = GR, H = HR, 

ainsi que l'égalité Aoo,G' = S^lp'1] pour G' = Gal C R b _ 1 ] / % - 1 ] ) où S^'1)/R\p-X] 

est une sous-extension finie étale galoisienne de R[p-1] Remarquons que T = TR 

satisfait les hypothèses de la section 2. 

Soit S une sous-iî-algèbre finie et normale de R (l'extension R[p-1] C 5[p-1] est 

étale). Pour chaque n G N , on note Sn le normalisé de S.Rn dans R et 5 ^ = |J Sn. 

Soit Mn (resp. Ln) le corps des fractions de Sn (resp. de Rn). On dispose de la 

trace TrMN/LN: Mn —• Ln. Comme Rn est normal et Sn entier sur i?n, l'applica

tion TrMN/LN envoie Sn dans Rn. Comme J?n[p_1] Ç 5n[p_1] est étale, il existe 

un unique idempotent esn/Rn = en G (Sn <g>~ Sn) [p-1] caractérisé par mn(x) = 

(TrMn/Ln (8)Id) (tn.x) pour tout x G (Sn (g)^ Sn) [p"1], où mn: Mn ®Ln Mn Mn 

est la multiplication. 

Dans [3], le théorème de pureté de Faltings ([14, Theorem 3.1], [15, Theorem 4]) 

est raffiné de la façon suivante : 

Theoreme 3.2. — (Refined almost etaleness, [3, Theorems 5.1 & 5.11]). // existe un 

entier £ (qui ne depend que de S) tel que pip n tn G Sn (g>~ Sn pour tout n G N . 

Corollaire 3.3. — Soient S Ç. S' deux sous-R-algèbres finies normales de R (les ex

tensions R\p~x] Ç 5[p_1] Ç S'fp-1] sont étales). Avec les notations qui précèdent, il 

existe un entier S (qui ne dépend que de S et Sf) tel que Sn/TrM^/Mn(S'n) est tué par 

pôp n pour chaque n G N . 

Démonstration. — Soit S" le normalisé de Sf dans une clôture galoisienne de 

Comme pour n G N on a (avec des notations évidentes), TrM^/Mn(*Sn) 

TrM;/Mn(5'n) on a une surjection Sn/TrM%/Mn(S%) -» Sn/TTM^/Mn(S,n) et quit te à 

remplacer S" par S" , on peut supposer que S'\p~1}/R\p~l] est galoisienne. 

D'après le théorème 3.2, on a p£p "ts'/Rn ^ ^ ®£ ^ °^ ^ est un en^er 

indépendant de n G N . Par ailleurs, l ' idempotent en = ts'/s,n € (^n ®sn ^n )b_1] 

est l 'image de ^s,j^n par l 'homomorphisme surjectif (S^ ®~ S 'Ob-1] -» (5^ <g)sn 

S'n) [p-1]. En effet, ces idempotents correspondent au facteur associé à l ' identité de 

Gai (S'Jjp"1]/Snlp-1]) et de Gai (5^[p~1]/i?n[p~1]) respectivement et l 'homomor

phisme n'est autre que la projection associée à l'inclusion Gai [S'^^p-1]/Sn\p~l^\) Ç 

Gai (S'nlp-^/Rnlp-1}). On a donc aussi p^~\n G S'n ®5n S'n. 
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Écrivons pip n tn = 
r 

i=l 

\i®Hi avec Xi,fii G Sfn. On a alors pip n = mn(pep n 0 l ) = 

r 

i=1 
Trjvf^/Mn(^)A^- En prenant la norme de cette égalité on voit que pip n^Mn:Mn] est 

la somme des 
r 

1=1 gcGi 
g(TrM^/Mn(\i)fjLi), indexée par les parti t ions G\ ]\ • • • ]J Gr = 

Gai (Sfo-iySnb-1]). En regroupant les termes pour lesquels on a Card(G^) = rii 

avec n = ( n i , . . . , nr) G N r fixé, ntMn:Mn] peut s'écrire comme une somme 

d'éléments de la forme an 
r 

i = l 
T r ^ / M n ( ^ i ) n i où aR G 5n est invariant sous 

Gai (S'n\p 1]/5'np-1 donc dans 5n vu que ce dernier est normal. On a donc 

peP n[M'n:Mn] e TrM;/Mn(Sn). La suite {[M'n : Mn])n>N étant bornée, il suffit de 

prendre S = imax ([M'n : Mn}). • 
n>N 

Remarquons que si 5 ^ est une sous-fioo-algèbre normale de R telle que l'extension 

^ o o b - 1 ] c Soolp-1] est finie, alors il existe une sous-fi-algèbre finie et normale S de 

R telle que SQQ est la normalisation de S.RCQ. 

Proposition 3.4. — La propriété (TS1) est vérifiée. 

Démonstration. — Il s'agit de voir qu'il existe C\ tel que pour tous H\ C iJ2 sous-

groupes ouverts distingués de HR, il existe a G (p CIR\ H1 tel que 
tch2/h1 

r(a) = 1. 

Montrons que ci = 1 convient. 

Les sous-groupes H\ et if2 correspondent à des extensions finies étales galoi-

siennes 5^0[p~1] et .S'oob-1] de i?oob_1] °^ans ^ b - 1 ] - Pour AT G N assez grand, 

elles proviennent de sous-extensions R n Ç Sn Q S'N finies normales de R\p_1] (donc 

RnIP"1] £ 5 A T b - 1 ] £ ^ A r b - 1 ] SOI1t étales). D'après le corollaire 3 .3 , il existe un 

entier ô indépendant de n tel que p~ôp n G T r M ^ / M n ( 5 n / 5 n ) pour n > N : pour 

n assez grand, on a donc p G TrM^/Mn(S'n/Sn) et il existe x G S'oo C R tel que 

r(a?) = p. On peut prendre a = -. • 
reH2/H1 p 

Remarque 3.5. — En fait, n ' importe quel c\ > 0 convient. 

Proposition 3.6. — On a 

Soo 
H1 (Gai (Soo lp- ' l /ÄootP"1] ) , G U ( 5 o o b - 1 ] ) ) - H1 (tt*,GLn ( f i b " 1 ] ) ) , 

où la limite inductive est prise sur les sous-Roo-algèbres normales Soo de R telles que 

Vextension S o o b ^ l / ^ o o b - 1 ] ^t finie galoisienne. 
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Démonstration. — D'après la proposition 3.4 et le corollaire 2.3, on a 

Ho<HR 
ouvert 

H1 (HR/H0,GLn ( t f ' V 1 ] ) ) ^ H1 (gR,Gln (Rlp-1})) . 

Si Ho est un sous-groupe ouvert distingué de HR, notons Soo le normalisé de R^ 

dans (i?[p-1]) °. L'extension . S c x j b ^ l / ^ o o b - 1 ] es^ donc finie étale galoisienne. On a 

(Itp"1])"0 = S^-1} (cf. [14, 1.4 (c)]). • 

Passons à la propriété (TS2). 

Soit G' un sous-groupe ouvert distingué de G. Notons S le normalisé de R dans 

(R\p~l\) • L'extension 5 b _ 1 ] / ^ b _ 1 ] es^ nnie étale galoisienne et G' = G s = 

G a l ^ b - ^ / S b " 1 ] ) . 0 n a alors Hf = H n G' = Hs = Gai ( ^ b ' ^ / ^ o o b " 1 ] ) et 
r s = Gs/Hs est un sous-groupe d'indice fini de TR. 

Rappelons tout d 'abord que AH> = fêb"1]) * = ^oob"1] (c/- I14. L4 (C)D-

Commençons par construire les anneaux A^ s := AmQ, et les applications T(i)

 m,s s := 

T m G " f ixons mo(S) = rao(G') G N tel que pour m > rao(S'), 5 m + i b _ 1 ] est un 

5mb_1]-m°dule libre de rang pd+1 (il suffit de choisir mo(S) assez grand tel que 

p7n0(S] 
d 

1=1 

ZP7IÇTS). 

Pour i G { 1 , . . . ,d} et n G N , on pose S'(i)

 n = S \T[n\ ..., T(n)

i-1 , T j ? ' , . . . ,TJn) .Vn 

et s £ } = U Sn(i). On rappelle que S'oo = \J S'n avec S'n = S [T1(n),.. . , TJn)l . Pour 
n<EN n € N 

i G { 0 , . . . , d} et m G N , on pose alors 

A(i)

m,s 
(S'oo.Vm)^-1] s i î = 0 , 

(s'JiKSm)^-1] si z G { ! , . . . , d } 

(rappelons que les chapeaux désignent la completion pour la topologie p-adique). On 

a bien sûr Am^s C 5 o o b _ 1 ] pour tout i G { 0 , . . . , d} et m G N . Comme S'oo et Vm 

(resp. S'(i)

 oo et SM avec i G { 1 , . . . , d}) sont invariants sous JQ (resp. jf ), il en est 

de même de A^s (resp. de A ^ s ) par continuité. 

Pour n > m > ra0, et x G Snfa-1]» on pose 

T(i)

m,s(x)= 
i 

rgn—m TLSN/S'N.VM{X) s i t = 0 , 

1 
pTi—m 'tosn/s'V.sJ*) si ¿ G { ! , . . . , d } 

(c 'est bien défini par normalité de (S^.Fm) b *] et (Sn .Sm) \p x] pour z G 

{ l , . . . , d } ) . La normalisation fait que rmJs(x) ne dépend pas de l'entier n as

sez grand tel que x G S 'nb-1 ] - Ce qui précède définit donc des applications 
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T ( o )

m , s : S o o b " 1 ] - (S'oo-Vm)[p-1) et T ^ ^ o c b - 1 ] - (Stëlsjlp-1] POU! 

i G { 1 , . . . , d} et m > mo(S). 

Lemme 3.7. — Il existe une constante a(S) G N telle que pour tout m G N , i G 

{ 0 , . . . , d } et x e Sm+ifr-1], o n a v ( ( Y p m i -l) (x)) > v(x) + i 
p-1 

( l - a ( S ) p - ^ ) . 

Démonstration. — Pour i = 0, cela résulte du fait que l'extension cyclotomique 

KQQ/K est potentiellement régulière (cf. [20, 1.5 Proposition 1.11]) : la suite (im)mGN 

des nombres de ramification vérifie im — im-i = PM^K pour m ^> 0 (où désigne 

l'indice de ramification absolu de K). Il existe donc une constante ûq £ N telle que 

im< 
e x 

P - l 
(Pm - ao) 

et donc t> f^yf — l ) (x)) > v(x) + i 
P - I 

(1 - a0p-m) pour tout x G Vm+i (car la 

valuation normalisée de Km est p^exv), et a fortiori pour x G 5m+i[p -1 J. 

Soit z G { 1 , . . . , d } . Quit te à augmenter a (S) , il suffit de le montrer pour m assez 

grand. On peut donc supposer que S^^.Sm =S'(i)m+1 ®5/(t) Sm. D'après [3, Corollary 

3.10], on a 

P 
c(S) 
pm Sm+1 Ç: 

p-l 

r=0 

Jm+1 S'm 
C (rp(m+l)\ r c r qm+1 

où c(S) est une constante qui ne dépend que de 5 . Si x G 5m+i[p 1], on peut donc 

écrire x = 
p-i 

r=0 

xr (ï;(m+1))r avec xr G S(i)m-1 <8> S(i)

m Sm) [p-1] et v(xr) > v(x) - c(S) 
pm 

pour 0 < r < p. On a alors 

( 7 f - l ) (x) = 

p-i 

r=l 

xr((e(m+1))rpm-1)(Tm+1)r 

Comme (£(™+D )rpm-l = ( £ « ) r - l € ( e ^ - l ) Vi = ra 
i 

p-i V i , o n a v ( ( 7 f - l ) (x)) 

> v(x) + 1 
p - l 

C(5) 

pm 
et a fortiori v ((yfipm — l ) (x)) > v(x) + i 

p-i (1 - a ( 5 ) p - m ) , où 

a(S) = a0 + (p-l)c(S). 

Lemme 3.8. — Pour tout m > mo(S), i G {0, . . . , d } e£ x G 5m+i[p x], on a 

v (T^S(X)) > v(x) — a(S)p~rn (où a(S) est la constante du lemme 3.7). 

Démonstration. — On a 1 + X + X 2 + . . . + X p _ 1 = (l-X)?'1+pA(X) avec A(X) G 

Z[X] et A(1) = 1. Comme p r ^ ( x ) = ( l + 7 f + <y*m + • • • + l ^ ' ^ ) (x), on a 

p r ^ 5 ( x ) = ( l — 7 ? )P (x) +pA (yf ) (x). En appliquant le lemme 3.7 successive-

m ent à x (r)m \ / T)m \ p—2 / / m \p—1 \ 

Ti ~ l) (x),..., Ypmi - 1 ) p - 2 ( x ) , o n a ^ ( l - 7 f ) (x))>v(x) + 
1 — a(S)p~rn. Comme par ailleurs v [pA ( 7 ? ) (x)) > v(x) + 1, on a v ( f t ^ S ( X ) ) > 

v(x) -f 1 - a(S)p-m Le. v (r^s(x)) > v(x) - a(S)p-m. • 
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Soient ¿ G { 0 , . . . , c?}, ra > m o ( 5 ) et x G 5 o o b 1]- P°ur ^ G N tels que a: G Sn\p l] 

et n > ra, on a T(i)

m,s(c) = ( A o T(i)m+t,s o . • • o T(i)n-1,5) (x) et donc v ( Ä ( x ) ) > 

v(x) — a(S)p-rn+1 
P-I 

par une application répétée du lemme 3 .8. En particulier, l'applica

tion r^s est continue (pour la topologie p-adique). On la prolonge par continuité à 

/Soob-1]? et on no^e encore r^s le prolongement. Pour i = 0 (resp. i G { 1 , . . . , d}), 

l'image de r^s est incluse dans l 'adhérence de (S'^.Vm) [p-1] (resp. ( S ^ . 5 m ) [p-1])? 

c'est-à-dire dans A^ q. On dispose donc d'applications 

T(i)ms: soo[p-1] - A(i)m,s 

pour i G { 0 , . . . , d} et m > rao ( 5 ) . 

Proposition 3.9. — La propriété (TS2) est vérifiée. 

Démonstration. — (a) L'application r^s: 5 o o b *] ~~> ( ^ - K n ) b 1] (resp. 

r(is- Soo^1} - [stëKSrJip-1] pour i e { l , . . . , d } ) est ( 5 ^ . V m ) [p-1]-

linéaire (resp. ( S ^ . S m ) [p—1]-linéaire) par linéarité de l 'application trace. Par 

continuité, l 'application r^s est A^5- l inéa i re pour tout i G { 0 , . . . , d} et 

m > mo(S). Par ailleurs, comme T^s(1) = 1, on a T^S(X) = x pour tout 

r G A(i) 

(b) La première moitié de la condition (TS2) (b) est vérifiée avec co(S) = 
p-1 

d'après ce qui suit le lemme 3 .8. Si a; G S q o , on a x G 5m et donc T^S(X) = x 

pour m assez grand. Par continuité, on a donc 
m-^oo 

Tra sW = X Pour t O U t 

X G Äoob"1] . 

(c) La condition (TS2) (c) résulte de la transitivité de la trace. 

(d) Soit i G L'extension [s'^.Sr^j b _ 1 ] / ^ b _ 1 ] est galoisienne (elle 

contient les racines pn-ièmes de l'unité) : elle est donc stable par G/H' = 

Gai ( 5 0 0 b - 1 ] / f i b ~ 1 ] ) - Par continuité, il en est de même de A^s. De même, 

pour tout n > m > ra0(5), l 'extension ( S n ^ . S m ) b _ 1 ] / ^ b - 1 ] est galoisienne : 

le sous-groupe Gai ( S n b - 1 ] / {s'n{i).5m) b - 1 ] ) de Gai ( S n b _ 1 ] / # b _ 1 ] ) est dis" 

t ingué. En particulier, si # G G/H', l 'application 7 i-> g~l^g est un automor-

phisme de Gai ( S ^ b " 1 ] / (SnW.Sm) b - 1 ] ) - 0 n a donc 9 0 Tm]s = Tm]s 0 9 sur 

5 n b _ 1 ] , donc sur S o o b - 1 ] et sur S o o b - 1 ] -

(d') L'extension (S'^.Vm) b _ 1 ] est stable par 70. Il en est donc de même de A^s 

par continuité. Comme Jqp est commutatif, r^s commute à 70. Reste à voir 

que r m ? 5 : = r^s o r^s o • • • o T(d)m,s commute à G/H'. Par continuité, il suffit 

de le vérifier sur Soob-1]> et donc sur Sn\p~l] pour n > m > ra0(5). Soient 
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g G G/H' et x G S^P"1]. Posons y = (r£js O . . • o r^s) (x) G S ^ K b " 1 ] -

Comme r^s o • • • o r^s commute à g d'après ce qui précède, on a g (y) = 

( r m Ì ° • " " ° TmÎ) ^ ^ ) ) 1 U S'ftSit de Vérifier ^Ue 9 ° Tm,5 = Tm,5 ° 9 SUT 
^m-Kib-1]? ce Qui est immédiat. • 

Remarque 3.10. — (1) La propriété (TS2) (c) résulte des propriétés (TS2) (d) et 

(d ') . En effet, comme r^s commute à 7», les applications T^S et r^j s com

mutent , et si i ф j , on a i ф 0 (quitte à échanger i et j ) , et l 'application r^s 

commute à 7^ donc à т ^ ? 5 pour tout m, m' > mo(S). 

(2) L'opérateur T£'S ne commute pas à l'action de G/H', parce que l'exten

sion (S'oQ.Vm) [p-1] n'est pas galoisienne. Par exemple, si m' > m > TOO(£), 

et i € { ! , . . . o n a 7 ^ % ( î f * ' > ) = e K > 2 f ' > et t(o)m,s (7 . ( i f 0 ) ) = 

т(0) (£(т')Т(т ) \ = 0_ 

Proposition 3.11. — La propriété (TS3) est vérifiée. 

Démonstration. — (a) Notons X^s = (l — r^s) (.Soob 1]V 

• Commençons par montrer que 1 application 1 — 7^ est bijective sur 

( l — T ^ 5 ) (£od[p_1])- Il suffit donc de montrer que pour n > m, l'application 

1 — 7f est bijective sur ( l — r ^ s ) ( ^ n b - 1 ] ) Qui n'est autre que le noyau de la 

trace TrSn/s>n.vm si z = 0 et TrSN/S>WMSM si t G { 1 , . . . , d}. 
Tout d'abord, l'application est injective parce que 

(l-7f)(x) = 0^xe 
S'n.Vrnlp-1} s i* = 0 

Sn(i).Smlp-1] si i G { ! , . . . , d } 

et donc x = (l — T^s^ (x) = 0 (car 1 — r^s est le projecteur de Sn\p x] 

orthogonal à r^\). 

CAS i = 0 : le sous-module ( l — r ^ 5 ) ( £ n b - 1 ] ) est déduit par extension 

des scalaires du sous-module des éléments de trace nulle pour l'extension 

^ n b _ 1 ] / ^ m b _ 1 ] (en effet, S et Vn sont linéairement disjoints sur Vm car 

m > ™>o(S)). H est donc libre sur (S'n.Vm) b - 1 ] e^ admet une base dans laquelle 

la matrice de 1 — 7Q est à coefficients dans I m b - 1 ] - Comme cette matrice est 

celle d 'une application injective et est à coefficients dans le corps V^b-1 ]* e^e 

est inversible d'inverse à coefficients dans K n b - 1 ] Q\ {S'n.Vm) \p~l] : l 'application 

1 — 7o est donc bijective sur ( l — r ^ 5 ) ( ^n b -1 ] ) -

CAS i G { 1 , . . . , d} : la famille ((т;(п)) ) 0<r<pn~m est une base de Sn\p 11 sur 

^Sn^-Sm) b *] (là encore, cela découle du fait que Sn^ et 5m sont linéairement 
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disjoints sur Sm\ vu que m > mo(S)). Le polynôme minimal de (T/71^ sur 

(s'V.Sm) [p-1] étant Xpn-mv(r)_ (T}m))r/pVlr\ on a 

e ( ( ^ ) D = 
1 si r = 0, 

0 s i 0 < r < p n ~ m . 

Le sous-module ( 1 — r^sj (Sn)\p *] est donc libre sur (s'ù .Sm) [p 1] et admet 

(Mn)y> 
0<r<pn_m 

comme base. Comme 

( i - if ) ( ( î f T ) = ( i - 0 > > r " ) ( t f n))r = ( i - ( £ ( - m ) ) r ) Wn)Y> 

m 

la matrice de l 'application 1 — 7 F dans cette base est la matrice diagonale 

dont les coefficients diagonaux sont les éléments 1 — (e^n_m^)r pour 0 < r < 

pn~rn. Comme ils sont tous non nuls, ils sont inversibles dans V^_m[p_1] Ç 

(Sn^.Sm) b_1] : l 'application 1—7F est donc bijective sur ( l — T ^ 5 ) (5n)b_1]-
• Montrons maintenant qu'il existe une constante C3 = cs(S) G R>o telle que 

pour tout i G { 0 , . . . m > mo(S) et x G X^s, on a ( ( l — 7? ) (x)) < 

i>(x) + c3. 

D'après la condition ( T S 2 ) (b) (proposition 3 . 9 ) , le sous-anneau 
00 

m'=0 

Aw 

est dense dans £00 b *] = A7* : il suffit de trai ter le cas x G A^+m, 5 pour 

772/ G N . On construit par récurrence une suite croissante (£m')m'eN telle que 

pour x G A^+m/|S, on a t; ( ( l - r ^ 5 ) (x)) > v ( ( l - 7?™) (*)) - * m ' . 0 n Prend 

¿0 = 0. 

Soit m ' > 1 et x G Am_j_m,_(_1 £. Posons 

» = ( l + 7fmW + • • • + 7 Ì P - 1 ) P M + M ' ) <*) = p r Ì ! U ' , 5 ( « ) -

Par hypothèse de récurrence, on a v ( ( l — r^g) (%)) > v (Yl — 7 F ) ( ^ ) ) — 

5m/. Comme T^L_M, 5 commute à G/H', on a 

t 1 - ^ ) il) = i1 ~ ( i » ) = ^ U * ( ( 1 - r ) (*)) 

s o i t , ( ( l - 7 F ) ( ^ ) ) > 4 ( l - 7 r ) ( » ) ) -
a(5)p1-m-m' 

p-1 
d'après ce qui suit le 

lemme 3 . 8 . Comme r^s ( | ) = ^ S O ^ ) ? ON A DONC 

« ( j - r £ s ( * ) ) > « ( ( l - 7 f m ) ( * ) ) -
afS)»1-™-™' 

P - 1 
om' 
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Par ailleurs, on a 

( l - 7 f W ) (*) = ( l + 1C + • • • + 7 r ' " 1 ) p m ) ( l - lf) (*), 

on a donc v(px — y) > v ( ( l — 7f ) (#))• Ainsi, on a 

v((1-r(i)m,s)(x)=v((x- y 

P ) 

+) y 

P 
-

t(i)m,s)a)>v((1-yipm)(x))-om'+1 

avec <5m'+i = niax f l ,*m' + 
a(5)p1_m-m/ 

p-l 
On peut donc prendre cs(S) = 1 + 

p2a(S) 
(P-l)2 

En effet, pour tout ra, ra' G N , on a Sm> < 1 + 
a(S)p2-rn 

(P-l 2 < c3(S). 

Si x G X%S H A£+m,|5, on a (1 - r™s) (x) = xetv((l- r%s) (x)) > 

v ( ( l — 7f ) (x)) — 5m' d'où v(x) > v ( ( l — 7f ) (a;)) — c3. Cette inégalité reste 

vraie pour x G X$*\ quelconque par continuité. 

Il résulte de ce qui précède que 1 — 7f induit un automorphisme bicontinu 

de i1 ~ T™]s) (Socb-1])- Mais Soolp'1} est dense dans Soob-1] et 1 - T£]S est 

continu : ( l — r ^ 5 ) (S'oob-1]) est dense dans X^s, et par continuité, 1 — 7f 

induit un automorphisme bicontinu de X^s. 

(b) Comme les éléments de A^ s sont invariants sous 7f , la condition (TS3) (b) 

est vérifiée avec C4 G R>o quelconque. • 

Lemme 3.12. — Avec les notations de la section 2, on a A^^ = A ^ s = £00 b 1]-

Démonstration. — Rappelons que A ^ s = (J Amjs avec Am5s = 
m>ma(S) 

d 

i=0 
a(0 
IVm,S' 

Il suffit donc de montrer que pour tout ra > mo(.S'), on a Am 5 = 5 m b 

Pour i G (1,...,d) et n G N U { o o } , posons 5n(-*} = f] S'J;j). Par defini
t i 

tion, on a A ^ 5 = yS&Q-^.Srnj b 1]- Supposons qu'on a un é G {2,...,d) 

avec ^ m ^ 0 7 " ^ ^ ° - - , o r m , s ) (^00b *]) = ( s ^ . S m j b Le sous-espace 

(s'oc-^.Sm) b *] est envoyé sur (S^1, ^-SVn) \p x] par g1^. Par continuité, on a 

donc r ^ / ( ( s & - ° . S m ) b - 1 ] ) = ( S F ^ . S , » ) [p"1] et donc 

T(i-1)m,soT(i)m,so...oT(d)m,s)(Soo(p-1) =(S'oo(<i-1).Sm) (p-1). 

Une application répétée de ce qui précède montre donc que 

№ o i o • • • o T « ) ( ^ b - 1 ] ) = ( ^ 1 ) . 5 m ) b"1]-

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2008 
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On a 5 r o ~ ^ = S.VQQ et r^s envoie (Voo.Sm) \p x] sur 5m[p 1]. Par continuité, on a 

donc 
T(o) m,s((S'(<1.Sm)(p-1)) =Sm[p-1]. 

On a bien A ^ f r r 1 ] = T(o)m,s o r £ o • • • o r ^ s ) ( ^ [ p " 1 ] ) = Sm\p-']. • 

On en déduit le résultat suivant, dû à Faltings ([14, III Theorem 1.3]), mais par 

une méthode différente de loc. cit. (ici, on a suivi fidèlement la méthode de Tate) . 

Corollaire3.13. — On a (« for1] )0* =S[p-1] 

Démonstration. — D'après la condition (TS3) (a) (proposition 3.11), si x G X^s, 

on a v(x) > v ((l — 7f ) (#)) — cs(S). Si x est fixe sous jf , on a v(x) = +oo i.e. 

x — 0. Ainsi, A ^ s est l'ensemble des éléments de 5 o o b - 1 ] nxes par 7f et donc Am?s 
.—. m 

est l'ensemble des éléments de 5 o o b ] fixes par 7? pour z G { 0 , . . . , d}. On a donc 

( S l p " 1 ] ) ^ Ç S o o b " 1 ] d 'après le lemme 3.12, soit ^ [ p - 1 ] ) ^ = ( S o o b - 1 ] ) ^ = S(p-1) 

Démonstration du théorème 3.1. — En vertu des propositions 3.4, 3.9 et 3.11, l'an

neau A = - R b - 1 ] muni de l 'application v, de l'action de G = GR vérifie les propriétés 

(TS1), (TS2) et (TS3) avec H — HR, et pour tout sous-groupe ouvert distingué 

G' = Gai (Rlp-^/Slp'1]) de G, tout i G { 0 , et tout m > m0(S) , les an

neaux A ^ s et les applications r^s construites après la proposition 3.6. Il suffit donc 

d'appliquer le théorème 2.16, en utilisant le fait que Aoo,G' — £00 b - 1 ] en vertu du 

lemme 3.12. • 

Corollaire 3.14. — Soit W un R\p ^-module libre de rang n, muni d'une action semi-

linéaire et continue de GR- Alors il existe un R^lp^l-module projectif D de rang n, 

muni d'une action semi-linéaire et continue de TR, tel que W ~ i ? b - 1 ] ® # o o b _ 1 ] D 

en tant que QR-modules. 

Démonstration. — L'action de GR sur W est décrite par un cocycle continu 

U: GR —» GLn ^ i ? b - 1 ] ) - D'après le théorème 3.1, il existe une sous-i?-algèbre 

finie normale S de R telle que l'extension finie étale S^1]/R^p'1) est galoisienne 

et U est cohomologue à un cocycle provenant par inflation-restriction d 'un cocycle 

Gai ( S o o b - 1 ] / ^ b - 1 ] ) GLn ( 5 o o b - 1 ] ) - Cela signifie qu'il existe un s o u s - - m o d u l e 

libre Ds de W, muni d 'une action semi-linéaire continue de Gai ( S ' 0 0 b ~ 1 ] / ^ b ~ 1 ] ) 

tel que W ~ - ^ b - 1 ] ^s^lp-1] A s en tan t que ^ - m o d u l e s . Mais la descente étale, 

pour l'extension finie étale galoisienne S o o b ^ l / ^ o o b - 1 ] ' implique l'existence d 'un 
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-ftoob ^ -module projectif de rang n muni d 'une action semi-linéaire et continue de 

TR, tel que Ds — £ o o b _ 1 ] ® i ? o o b _ 1 ] ^ en ^an* °lue gal ' o o b " 1 ] / ^ b - 1 ] ) - m o d u l e s . • 

Remarque 3.15. — Notons que dans [16], Faltings a construit une équivalence de ca

tégories entre la catégorie des « petites représentations généralisées » et celle des 

« peti ts fibres de Higgs » dans ce cadre (il en donne aussi une version globale sur les 

schémas propres à singularités toroïdales sur Spec(Vr)). Son résultat est très proche 

du corollaire 3 .14 : avec les notations de ce dernier et sous des hypothèses de petitesse 

convenables, le fibre de Higgs (M, 6) associé à la représentation généralisée W se dé

duit de D par descente à R <S>v V ^ b - 1 ] * l'élément 6 G E n d ( M ) (g)# QR/V(—1) étant 

donné par les endomorphismes de Sen généralisés, induits par l'action infinitésimale 

de l'algèbre de Lie de TR f) Ker(x) sur D (cf. [6]). 

4 . La théor ie de S e n p o u r les (<£, r ) - m o d u l e s 

4 .1 . R a p p e l s e t déf ini t ions . — Dans ce qui suit, on rappelle la construction (faite 

dans [3]) de l 'anneau des normes généralisé (le lecteur est mis en garde que l 'anneau 

noté R dans [3] correspond à R). Comme dans la section précédente, on pose G = GR, 

H = HRetT = TR. 

Soit 1 > S > 0 tel que p° G VQQ. Si Soc est une sous - i ^ - a lgèb re normale de R telle 

que 5 o o b _ 1 ] / ^ o o b _ 1 ] est finie, on définit E 5 := lim Soo/p6Soo où les morphismes 
00 oo<—n 

de transition sont donnés par le Probenius. Par [3, Lemma 4.10] c'est aussi l'ensemble 
des éléments ( a o , . . . , an,... ) G 

N 
tels que a^+1 = an pour tout n G N ; en 

particulier, il ne dépend pas de S. Par construction E5oo est muni d 'un Probenius <p 

et de l'action de Gai ( 5 ' 0 0 b ~ 1 ] / ^ b _ 1 ] ) lorsque S ' 0 0 b _ 1 ] / ^ b - 1 ] est galoisienne. 

Soit S une sous-i?-algèbre finie normale de R. On sait ([3, Theorems 5.1 & 5.11]) 

qu'il existe 1 > 5s > 0 et Ns G N , qui ne dépendent que de S , tels que pour 

n > Ns, pôs appartient à VNS et Sn + pôs Sn+i = 5^+1 + pSsSn+i comme sous-

anneaux de Sn+i- On définit E g comme le sous-anneau de E+soo constitué des élé

ments ( a o , . . . , a n , . . . ) tels que an G Sn/pôsSn pour n > N3. On pose XQ = e = 

( e ( 0 ) ) £ ( i ) ) £ ( 2 ) ; . . . ) € E + , tF = £ - 1 et xi = ( 2 f \ 2 f > , . . . ) € E + pour i € 

{ l , . . . , d } . Remarquons que E j est stable par l'action du Probenius <p sur E5 . 

Dans le cas où Sty'1}/R\p~x) est galoisienne, posons G' = Gai (Rlp'^/Slp"1]), 

H' = Gai {R\p-l]/Soo\p-1]) = Us et Ts = Gai ( S o o b - 1 ] / L ' a n n e a u E + est 

alors stable par G/H' = Gai ( S ' 0 0 b ~ 1 ] / ^ b _ 1 ] ) - Finalement on pose E5 := E j [tT-1] 

et E s ^ := E5qo [ t t -1 ] . On munit ces anneaux de la topologie 7f-adique. Remarquons 

que les anneaux Et et E5 ne dépendent que de S'00 • 
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On définit alors E comme le séparé complété, pour la topologie 7f-adique, de 

lim^ E5qo et E + comme l i m ^ E j , la limite étant prise sur les sous - i^ -a lgèbres 

normales 5oo de R telles que Soob~1]/^oob~1] es^ ^n^e (resp. sur les sous-i^-algèbres 

finies normales S de R). On pose E = E [n-1] et E = E + [tt"1] . Tous ces anneaux 

sont munis d 'une action continue de GR {cf. [3, Proposition 6 . 1 4 ] ) . 

Lemme 4.1. — On a 

(a) les anneaux E5oo et E sont parfaits ; 

(b) les anneaux E|" et E ^ sont séparés et complets pour la topologie W-adique; 

(c) E y = k 
ooH^kt] OU ^oo est le corps résiduel de VJ^ et une uniformisante de 

Vn pour n ^> 0 ; 

(d) E^o = E y {xf1,..., x^1} (séparé complété de Ey [xf1,..., x^1] pour la to

pologie ïr-adique) ; 

(e) Vanneau E ~ est un anneau intègre noethérien régulier, et s'obtient à partir de 

E^o en itérant les opérations suivantes : 

(i) extension complète, topologiquement de type fini et formellement étale pour 

la topologie Jr-adique ; 

(ii) complétion, pour la topologie ïr-adique, d'une localisation ; 

(iii) complétion par rapport à un idéal contenant W. 

(f) il existe £ G N tel qu'on a la factorisation 7f^E^ —> E^r <8>E+ —> E ^ ; 
R 

(g) les anneaux E j et E 5 sont normaux et les extensions E ~ C E s et E - C E s 

sont finies étales de degré égal au degré de Roo\p_1] C 5oob_1] / 
(h) ( Ê + ) H S = Ê ^ , ÊWs = ÊSoo, ( E + ) * s = E + et E * ' = E * . 

Démonstration. — (a) résulte de [3, Prop . 4 . 4 ] ; 

(b) résulte de [3, Prop. 4 . 4 et Prop. 4 . 5 ] ; 

(c) est [3, Cor. 4 . 6 ] ; 

(d) résulte de [3, Cor. 4 . 7 ] ; 

(e) d 'après [3, Thm. 5 . 1 & 5 . 1 1 ] , il existe M et N = N M ) G N tel que pour n > 

N et tout 5 < M , on a un isomorphisme E t /(e - l)pn~s E t ^ Rn (e^ - l ) Rn, 
RI R I 

et donc 
E t 

R 

a 

n 
Rn I {e^ - l ) Rn 

les morphismes de transit ion é tant donnés par le Frobenius. Rappelons que 

Rn = R ®v Vn a 
1 
R ®v Vn 

1 
p 

d 
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et que R est déduit de R° par les opérations (ét), (loc) et (comp) de l ' introduction. 

Dans le cas d'une opération R' G R de type (ét) (resp. (loc), resp. (comp)), les 

extensions 

K / 0(s) v 0(s) - 1 ) Rn 

sont étales (resp. des localisations par rapport à un système multiplicatif, resp. des 

complétions par rapport à un idéal, indépendant de n) : l 'extension E t —> E t est 
RF R 

topologiquement de type fini et formellement étale pour la topologie 7f-adique (resp. le 

complété, pour la topologie 7f-adique, d 'une localisation, resp. le complété par rapport 

à un idéal contenant W). (f) résulte du [3, Lemma 4.15] ; 

(g) résulte de [3, Thm. 4.9, Thm. 5.1 et Thm. 5.11] ; 

(h) n'est autre que [3, Prop. 6.14]. • 

Soit vp la valuation discrète sur K normalisée par vp(p) = 1. Soit v e la valuation 

discrète sur Ey normalisée par V^(TTK) = PUVP(^K^) Pour ^ > 0. On prolonge ^ e en 

une application v&: E —• R U { + o o } en posant 

VE(X) = 
P 

p-l 
max j n G Q,x G 7r n E + j . 

Ce n'est pas une valuation en général, mais vérifie les propriétés (i)-(iv) de la section 

2. . _ 

On pose As = W (Ès) (resp. = W ( Ê ^ ) , resp. A = W ( Ê ) , resp. A + = 

W (E+) ) . On munit A de la topologie faible définie comme la topologie de la limite 

projective A = lim Wn ( Ë ) , chaque Wn (Ë) étant muni de la topologie produit 
oo<— n 

Wn (Ë) = É (l'isomorphisme étant donné par les composantes fantômes), la topo

logie sur Ë étant la topologie induite par vg. L'anneau A est alors séparé et complet 

pour cette topologie et les actions de GR et du Probenius sont continues (cf. [3, Propo

sition 7.2)]. De plus, les sous-anneaux As, A j et A + sont fermés pour cette topologie. 

Pour r G Q>o> on note A °̂'r^ l'ensemble des éléments z = 
oo 

k=0 

pk[zk] de À tels que 

/c—•oo 
rvv(zk) + k = +oo. 

On pose B(°,r] = A ^ l f c r 1 ] , At = 
reQ>0 

A ^ et B = A t ^ " 1 ] . Pour z = 

kez 
P [zk\ G B , on pose alors 

wJz) = 
kez 

(rvv(zk) + k) 

(on a wr = ri/0'7*] avec les notations de [11, 5.2]). Cela définit une application v = 

wr: B —> R U { + o o } . Rappelons quelques propriétés de wr et de A^°'r .̂ 
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Proposition 4.2. — (cf. [11, 5.2],) 

(a) Pour tout r G Q>o, on a A + Ç A(°'rl et la topologie induite par wr sur A + 

coïncide avec la topologie faible. 

(b) (cf. loc. cit. Proposition 5.4 et corollaire 5.5) L'application wr vérifie les pro

priétés (i)-(iv) de la section 2. En particulier, A^°'r^ est un sous-anneau de A . En 
~ ( 0 , r ] 

outre, si z G B , on a wr(g(z)) = wr(z) pour g G GR et wp-ir(ip(z)) = wr(z). 

En particulier, A °̂'r^ est stable par GR et (p induit un homéomorphisme de A^°'r^ 

sur A(°*~LRL 

(c) (cf. loc. cit. Proposition 5.6) L'anneau A^°'r^ est séparé et complet pour la 

topologie définie par wr. 
(d) (cf. loc. cit. Corollaire 6.3, [8, Corollaire II.1.5],) On a we(tt) = 

p-i 
donc 

wr 
pa 

[Tf]' p-1/p = 0 pour tout r = I G Q>0- Si r < 1, on a n = U[TT] avec 

u G À et wr(u) > 0. Si r < 1, alors u est une unité de A(°>ri et wr(u) = 0. En 

particulier, pour r < 1, on a wr(ir) > wr (M) = or 
p-1 

avec égalité si r < 1. 

Démonstration. — (a) Si z = 
00 

k=0 

pk[zk] G A + , on a vn(zk) > 0 pour tout A; G N et 

donc rvft(zk) + fc —> +00 i.e. x G A^0'^. Par ailleurs, si (A, N) G Q>0 x N , on a les 

inclusions 

\z G A + , (Vfc < A) w(zk) > - } Ç {z G A + , wr(z) > A} 

Ç { z G A + , (Vfc < N) w(zk) > ^ - ^ } 

ce qui montre que la topologie induite par wr et la topologie faible de A + sont les 

mêmes. 

(b) Pour fc G Z et z = 
kez 

Pk[zk] G B (or) , posons vâh(z) = inf j<kVft(zj). Les appli-

cations Vj^k ont les propriétés suivantes : 

(1) v^k(z) = 00 ^zepk+1 A ; 

(2) v^k(y + z)> inf (ve<k(y), v f *(*)) avec égalité si v f + v^k{z) ; 

(3) v|fc(w2r) > . mf fc v'e<i (y) +ve<j (z)) ; 

(4) vik(rtz))=p4k(z); 
(5) v£k(g(z)) = v£k(z) pomgeGR-

En particulier, les applications ve<k sont des semi-normes. Par ailleurs, par définition, 

la topologie faible sur A est la topologie définie par la famille {vEfc}fceN- L'assertion 

(b) résulte alors du fait que wr(z) = inf kcZ(rv^k(z) + fc). 
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(c) La séparation de A^°'r^ découle du fait que wr vérifie la condition (i) de la 

section 2. Soit ( a n ) n 6 N une suite dans A^0,r^ qui tend vers 0 pour wr. Comme wr(an) = 

inf (rv^k(an) + k\ pour tout k G N , la suite v^k(an) tend vers +oo quand n tend 

vers + 0 0 : la série 
oo 

n=0 

an converge donc dans A (pour la topologie faible) vers un 

élément a, tel que v^k(a) > inf v^k(an) pour tout G N . En particulier, on a 

rv^k(a) + k > inf (rv^k(an) + k). Comme pour tout n G N , on a rv^k(an) + k > 

wr(xn) —y +oo et comme à n fixé rv^k(an)-\-k —> +oo, on a rv^k(a)-\-k — • +oo 
n—>oo k—»00 k—• oo 

(d) On a W W ) = « ( ( e - 1)(0)) = 
n—>oo 

vnew-i)p ) = 
p - l 

On peut écrire n = [e] — 1 = [JT] + p[c*i] + p 2 [ « 2 ] + • • • dans A + , avec an G 

Z — l j sans terme constant. Cela se voit par récurrence en utilisant la for

mule <p(ir) = [s]p - 1 = (tt + l)p - 1, qui donne [ttp] + p[ap] + p2[û£] + • • • = 

( l + \W] + p\ai] + P2k*2] + • • * Y — 1) et permet de calculer les an de proche en proche. 

On a donc v^(an) > {e** — l ) = i 
( p - i ) p ^ - 1 pour tout n G N>o, d'où v e ( û ( i ) — 

^ e ( t t ) = - 1 et VE ( an ) - v e ( t t ) > v_ 
p - l 

> —n si n > 2. Pour tout n G N>o, 

écrivons an = nan avec an G E . On a alors n = u[tc] avec ^ = l + a G A o ù 

a = p[ai] + p2[û2] + • • •. Si r < 1, on a wr(a) = inf (rv^(an) + n) > 1 — r > 0. 
nGN>0 

Supposons maintenant r < 1. On a w G A<°'r] et wr(a) > 1-r > 0, d'où wr(l — u) > 0 

et wr(u) = 0. Comme A^°'r^ est complet pour la topologie définie par wr d 'après ce 

qui précède, l'élément u est inversible dans A^°'r^. • 

~(0,r] 
Remarque 4.3. — L'anneau B n'est pas complet pour wr. 

On pose A g " ï = ( a < M ) * * , Bfr] = ( b ( M ) ^ , VS = (A^3 et = 

(B+hs Remarquons que A^0'r]/pA^°'r] ^ A ^ / p A ^ ^ Ê5oo. 

4.2 . D e s c e n t e de B* à b+s 

Proposition 4.4. — (cf. [11, Lemme 10.1],). L'anneau A = A^0,r^ muni de l'action de 

HR, vérifie la propriété (TSl). 

Démonstration. — Fixons c\ G R>o quelconque. Soient H\ Ç JJ2 Ç Hs des 

sous-groupes ouverts distingués. Ils correspondent à des extensions finies galoisiennes 

# o o b - 1 ] Ç S o o b " 1 ] ^ ^ b - 1 ] - Notons TrS'/s l 'opérateur £ r . D'après 4.1 (h), 

reH2/H1 

on a AHl = A ^ et A1*2 = As^. En outre, l'extension E s ^ / E s ^ modulo p est étale 

d'après loc. cit. Remark 7.14 et Lemma 7.15. Par ailleurs, l 'opérateur Trs>/s coïncide 
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avec la trace TVg f /esoo sur É s ^ . Il existe donc a0 G E s ^ tel que T r s / / s ( a0 ) = 1. 

Pour tout n G N , on a TrS'/s(<£~n(ao)) = 1 et VE, ((p~n(a0)) = P - N ^ E ( ^ o ) • 

qui t te à remplacer ao par <p~n(ao) pour n assez grand, on peut supposer que 

^E(<*O) > max (—r-1 , —ci). 

On peut alors écrire a = T r e , / 5 ([ao]) = 1 + 
co 

k=l 
pk[zk]. Comme v^(zk) > vE(a0) > 

—r 1 (cf. [11, 5.1]), on a RVE(^fc) + k > k — 1 pour k G N>0, et donc a = 1 + b avec 

tur(6) > 0. Comme A^0,r^ est complet pour la topologie définie par wr, l 'élément a est 

inversible dans A^0,r^ et donc dans (A(0'r]) 2. De plus, on a wr(a) = wr(a~1) = 0. 

Soit alors a = a_1[ao] G (A(0'r]) \ Par construction, on a T r c / / s ( a ) = 1. En outre, 

on a wr(a) > wr(a~1) + wr([a0]) = v^(ao) > —c\. • 

Lemme 4.5. — Soient r G Q>0 et z G A^0'^. Pour s G]0, r], on a z G A^0'^ et 

Ws(z) > f;Wr(z). En particulier, il existe s G]0,r] £eZ g^e ws(p,z) > 0. 

Démonstration. — On peut supposer s < r. Écrivons z = 
co 

n=0 
Pk[zk\. Pour A; G N , on 

a ve(zk) > 1 
r 

[wr(z) — k) donc 5^E(^/c) + k > s 

r 
wr(z) + 11- S 

r) 
k. Comme 1 — s 

r 
> o , 

on a z G A^0'^ et ws(z) > s 

r 
wr(z). Enfin, on a ws(pz) = 1 + ws(z) > 1 4-

r 
wr(z) > 0 

si 5 est assez peti t . 

Proposition 4.6. — Le couple Í A ^ , p A ^ ) est hensélien. 

Démonstration. — On reprend la preuve de Matsuda (cf. [23, Proposition 2.2]). Il 

s'agit de montrer que tout polynôme unitaire f(X) G A^[X] tel que f(X) = Xn(X — 

l )n mod pAÎ^X] admet une factorisation f(X) = P(X)Q(X) avec P(X),Q(X) G 

VS[X], P(X) = Xn moàpA.\[X]etQ(X) = (X-l)n m o d p A ^ X ] . 

Écrivons f(X) = / t ( X ) + Xnf*(X) avec / t ( X ) = f0 + fxX + • • • + U-iX^1 et 

f*(X) = / n + / n + i X + . . . + / 2 n X - où p(X) = 0 m o d p A ^ X ] et f(x) =(x-1) = (X-l)n 

mod p A ^ [ X ] . Il existe r G Q>0 tel que fj G A^0'7^ pour tout j G { 0 , . . . , 2 n } . Par 

hypothèse, on a fj = (—iy~n(j™n) mod pA^0'^ : d 'après le lemme 4.5, quit te à dimi

nuer r, on peut supposer que wr (fj — (—l)-7-71^^)) > 0 pour tout j G { 0 , . . . , 2n}. 

En particulier, on a wr(fn — 1) > 0. Comme A^0'^ est complet pour wr (cf. pro

position 4.2 (b)), l'élément fn est inversible dans A^?'1"'. Il en est donc de même de 

f*(X) dans A^° 'r][X]. Posons alors F = -fi(X)/f*(X) = 
ce 

m=0 

FmXm€Afr]iXj 

D'après ce qui précède, on a wr(fj) > 0 pour j G { 0 , . . . , n — 1} et wr(fj) > 0 pour 

j G {n + 1 , . . . , 2 n } , on a donc wr(Fm) > wr (p(X)) > 0 pour tout m G N (où 

wr (p(X)) = min wr(fj)). Notons qu'en outre, on a F(X) = 0 mod p A ^ ' ^ j X ] . 
0 < 7 < 7 l 
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On cherche à résoudre 

(*) Xn - (Xn - F(X)) G(X) = R(X) 

avec G(X) G A^0,r][X] et R{X) G A(^r][X] de degré < n. On construit pour 

cela des suites {G^u\X))uef^ et (R(u\X))u(_N par récurrence sur w G N , de sorte 

qu'on a G^(X) G puAfr]lX] et RM(X) G puA^r][X} de degré < n. On pose 

G(°\X) = 1 et RW(X) = 0. Les éléments G^U\X) et RW(X) étant construits, on 

définit G(U+1\X) et R^\X) par 

(**) G(u) (X)F{X) = XnG(u+1) (X) +r(u++1) (X) deg (#(tt+1) ( X ) ) < n 

dans AÍ? ' r ] [X] . Comme F(X) = 0 mod p A ^ p T ] , une récurrence immédiate im

plique qu'on a bien G<"> (X) € puÀ^0,rl IX] et R(u) (X) e puÂfr] [X] pour tout u e N . 

Par ailleurs, on a wr (G^+^iX)), wr (R(U+V(X)) > wr (G^(X)) +wr(F{X)) (avec 

des notations évidentes), d'où wr (G(u+1)(X)) ,wr (R^U+1^(X)) > uwr(F(X)) pour 

tout u € N (on a wr (G°(X)) = 0). Comme wr(F(X)) > wr ( / f ( X ) ) > 0, les séries 

G(X) = 
oo 

u=0 
G^HX) et R(X) = 

OO 

u = 0 
RM(X) convergent dans A ^ p i J et A(o,r)s][X] 

respectivement. En additionnant les égalités (**) pour u G N , on a G ( X ) F ( X ) = 

Xn(G(X)-l) + R(X) i.e. M. 

Par construction, on a G(X) = 1 mod pAg 'rJ [X] (parce que G^°\X) = 1) : 

d'après le lemme 4.5, quit te à diminuer r, on peut supposer que le terme constant 

de G(X) est de la forme 1 + g avec wr(g) > 0, donc inversible. La série G{X) est 

alors inversible dans A ^ r ] [ X ] . On pose alors Q{X) = f*(X)/G(X) G A^°'r][X] et 

P(X) = Xn- R(X) G A^°'r][X]. On a déjà P(X) = Xn mod pA\[X] (en effet, on 

a R(X) = 0 mod pA^°'r][X], parce que RW(X) = 0). Par ailleurs, P(X)Q(X) = 

f*(X)(Xn-R(X))/G(X) = f ( I ) ( r - F ( I ) ) = / ( X ) , et donc Q{X) G A.fr][X], 

avec Q(X) = (X - l )n mod pAt[X]. • 

Proposition 4.7. — Soit Soo une sous-Roo-algèbre normale de R telle que l'extension 

*S'oob_1]/^oo[p-1] est finie galoisienne. Alors l'extension correspondante A ^ / A ^ est 

finie étale galoisienne. 

Démonstration. — Commençons par montrer que l'extension est finie. D'après [3, 

Theorem 4.9 et Proposition 6.14], l'extension E s ^ / E / ^ est finie étale galoisienne. 

Soit { a i , . . . , ar} une famille génératrice, avec ctj G E5oo pour tout j G { 1 , . . . , r}. Il 

existe m G N tel que 7RmE5 Ç 
j=1 

r 

aJERoo Montrons que A g = ^ [o^-JA^. 

Soit z G A ^ . Pour c G N convenable, on peut écrire z = 
oo 

k=0 

P k 
[zk] où 

zk G E ^ pour tout A: G N . Comme E ^ Ç i 
7Tm 

r 

j=1 
&iE+

Roo on peut écrire 
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[z]= 
oo 

u=Q 

r 

7 = 1 
( r ^ p ) [zkjìU], avec Zk,jìU € (on le voit par récurrence, 

en regardant modulo pu). Fixons r G Q^n tel que r < minfc 1,m ). Comme 

r m < 1, les sommes Zkj = 
oo 

u=0 
(pf™) [^.?>] convergent dans A^,r^. En outre, on 

a wr(zkj) = min (rv^Zkj^u) + (1 — rm)u) > 0. On peut alors écrire z = 
r 

¿=1 

[&j]aj 

avec dj = 
oo 

fc=0 

p 
TTc 

k 
k,j La somme dj converge dans A^,r^ car pour tout A: G N , 

on a wr ( ( ] = p ) Zkj) > (1 — rck + Wr(zk,j), rc < 1 et A^'r' est complet pour wr 

(proposition 4.2 (ii)). On a bien z G 
r 

a . A n ' 1 Ç V b 7 - A L ce qu'on voulait. 

Comme E5oo/Ejroo est finie étale, il existe un unique idempotent ts/R € E s ^ (g)~ 

E5oo tel que m(x) = ( T T - ^ ^ ® I d ) ( e s /* .* ) , où m: E5oo « g ^ E5oo -> E5oo 

désigne la multiplication. Comme A ^ est fini sur A ^ , il en est de même de A t 0 ^ t 
AR 

Âg. D'après la proposition 4.6, le couple ( AI . ®~t A^, (p)^j est donc Hensélien (cf. 

[ 2 5 , XI Proposition 2]). Comme la réduction modulo p de ce dernier est précisément 

T&Soo ®9; E s ^ , l ' idempotent ts/R se relève de façon unique en un idempotent ts/R G 

A ^ A t R A 5 « 

L'extension AS/AR est finie étale galoisienne, et son groupe de Galois s'identifie à 

celui de l'extension E s ^ / E ^ , car A s et AR sont séparés et complets pour la topo

logie p-adique, de réduction modulo p respectives E s ^ et E ^ ^ . L'image, encore notée 

ts/R de l ' idempotent dans A s ®£H A s vérifie donc m(x) = ( T t ^ S / Â H ® ( e s / J R - x ) 

pour tout x G A s <8>r A s (où m: As <8>r A s —> A s désigne toujours la multipli-

cation), parce que c'est vrai modulo p et qu'il y a unicité du relèvement. Comme GR 

respecte la surconvergence, la trace T ^ S / A H envo*e A s dans A ^ : on n° te TrA+s/A+ 

sa restriction à A^. L' idempotent ts/R vérifie donc m(x) = (Tr~ t ^ ® Id^ (ts/R-X) 

pour tout x G A ^ (g)~t A^, i.e. l 'extension A ^ / A ^ est étale. Elle est galoisienne car 

l 'extension résiduelle 'ÈS00/ÊROO l'est. • 

Proposition 4.8. — On a 

firn H1 (Gai ( S o o b " 1 ] / ^ - 1 ] ) ,GLn (Af5)) ^ H1 (HR, GLn ( A t ) ) 
'S'oo 

et 

lim 
S o 

H1 (Gai (Soclp-^/Roolp-1}) ,GLn ( B ^ ) ) ^ H1 (wÄ>GL„ ( B * ) ) 
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où la limite inductive est prise sur les sous-Roo-algèbres normales SQQ de R telles que 

Vextension S'oo[p~1]/i2oo[p~1] es^ fin^e galoisienne. 

Démonstration. — Comme les applications en question sont des limites inductives 

d'applications d'inflation, elles sont injectives. Montrons leur surjectivité. 

Soit U: HR —> GLN B+ un cocycle continu (pour la topologie faible). Comme 
/ — ( 0 , r ] \ 

HR est compact, il existe r G Q > 0 tel que U est à valeurs dans GLN ( B ) . En 

effet, B F = U 
g (0 ,r] 

reQ>0 
, est munì de la topologie de la limite inductive, et pour tous 

~(0 ,r] ~ ( M 
r, 5 G Q ^ o tels que s < r , l'inclusion B Ç B est ouverte (cela résulte du fait 
que A + Ç B 

;o,r] 
est un voisinage de 0 pour la topologie faible -cela se vérifie modulo 

~ ( 0 , r ] 
pn pour tout n G N > q - , et du fait que B est un groupe pour l 'addition). 

Notons 3 >o 
le sous-anneau de A^0^ constitué des éléments z tels que wr(z) > 0 

(dans [8], cet anneau est noté A * _ ) . On a B (O,R) = u 
mez 

pmA 
U r i 
>0 

En outre, comme 

A + ç A 
(0,rl 
>0 

~ ( 0 , r ] 
ce dernier est ouvert dans B . Comme U est continu et HR compact, 

il existe un sous-groupe ouvert et normal HQ de HR tel que Ug = 1 mod pMn ( A + J . 

En particulier, U est à valeurs dans 1 + pMn ( A > 0 R ' ) et continu pour la topologie 

définie par wr (car sur A + cette dernière coïncide avec la topologie faible en vertu 

de la proposition 4.2 (a)). En outre, on a wr (Ug — 1) > 1 pour g e HQ et donc 

Ug G GLN (A(°'rl) (car A^0 '^ est complet pour wri cf. proposition 4.2). D'après les 

propositions 2.2 et 4.4, quitte à remplacer H0 par un sous-groupe ouvert, on peut 

supposer que la restriction de U à HQ est triviale, i.e. que U est cohomologue à un 

cocycle provenant par inflation d 'un cocycle HR/HQ —• GLN b+ # 0 ' 

Le sous-groupe Ho de HR correspond à une sous-Roo-algèbre normale SQQ de R telle 

que l'extension £oo[p-1]/^oo[p_1] est finie. Quit te à remplacer if0 par un sous-groupe 

ouvert, on peut de plus supposer .S'00[p~1]/-R00[p_1] galoisienne. 

Le cas d 'un cocycle U : HR —> GLN ( A ^ ) , plus simple, se trai te de façon analogue. 

• 

4 .3 . D é c o m p l é t i o n . — Soit S une sous-iî-algèbre finie normale de R. On note 

As l 'unique (cf. proposition 4.42) sous-anneau de As caractérisé par les propriétés 

suivantes : 

(a) As est complet pour la topologie faible ; 

(b) As n pAs = pAs ; 
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(c) on a un diagramme commutatif 

A s aoxi Es 
a 

esoo aixoo A s 

I 

(d) [xi] G As pour i G { 0 , . . . , d} ; 

(e) il existe une sous-A^,fcx-algèbre A ^ de As et rs G Q>0 tels que : 

(i) il existe a G N tel que p 
7CA 

G A t et A Í / P. 
7Ta A5 E5 5 

(ii) si a , /3 G N>o sont tels que 
P 

< prs 
P-l. 

o n a A + Ç A + { ^ } ; 

(iii) A j est complet pour la topologie faible. 

(f) As est stable sous l'action de (p et sous celle de Gai (S'oob X]/R\p 1]) lorsque 

S'[p~1]/iî[p~1] est galoisienne. 

Remarquons que As est l 'unique A#-algèbre finie étale relevant l 'extension finie 

étale ER C E s (c/. [3, Definition 7.7]). D'après [3, Proposition 7.8], A s est une 

sous-A#-algèbre régulière de A s ^ . 

Proposition 4.9. — (i) (p: E s —• E s est libre de rang pd+l} de base (XQ° • • ' xdd)o<a <p' 
i i i _ 

(ii) Poixr tow* n G N , /e Es-module (p~n ( E s ) = E s x£n ,... ,x%n Ç E s ^ es* 

Zz&re de frase 
ax 

х0 
2 ¿ 

xd 
0<oci<pn 

De plus, il existe une constante es G N>0, qui ne dépend que de S, telle que pour 

tout 

z — 

a€Nd+1 
0<a¿<pn 

ZQXÇ 
çço 

X 
d 

ax 
e <p-n (ES) 

avec Za G E s pour a G Nd+1, on a 

ve(z)-csve(tt)< 
&cNd+1 

(ve(^o)) < M u 

ffii) L'anneau I I & 71 (Es) est dense dans Ë<? . 

nGJN 

Démonstration. — (i) C'est [3, Corollary 4.7 (ii)]. 

(ii) La première partie résulte de (i). L'inégalité 
a€Nd+1 

min (î>e(%)) < VE(Z) étant 

claire, on va déterminer es tel que VE(Z) — es 

min 

< mm 
&cNd+1 

( v e ( % ) ) - En appliquant [3, 
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Lemma 4.15] aux extensions ETR(K x C Ey et E t C E ^ on sait qu'il existe cs,i et cs,2 £ 

N , dépendant seulement de S et pas de n, tels que 7rCsi(̂  n (Ey) C E ^ , ^ x o 
i pu et 

Tf^-V"" (E+) ç p"" ( E ± ) ® E t E + = ( E + ) ®B+ E + X 
1 

1 

, . . . , X i 

1 

r 1 i 

Posons cs = cs,i + cs,2 + 1. On a alors 7rCs~1<p~~n ( E j ) Ç E j xf,..., a;Jn . Soit h 

l'entier tel que (—h + 1 ) v e W > ^ e ( ^ ) > — ft^EEn particulier, G E j et alors 

( 7 f / l + C s _ 1 ^ a ) > 0 pour chaque a G Nd+1. Donc, min ( v e ( % ) ) > — (h + — 

a £ N d + 1 

I ) v e ( ^ ) > ^ e ( ^ ) ~ csv^(n). 
L'assertion (iii) résulte de [3, Cor. 5.4]. • 

Corollaire4.10. — (i) (p: As —> As est libre de rang pd+1 , de base 

([so]ao-"[*d]ad)o<«,<p-

(ii) P o w n £ N, le As-module (p~n (As) = As [[#0]**"»..., [zd]^] Q As 

est libre de base 

( N ] f * - - - M ? % a i < p „ 

(iii) L'anneau [j As [ [ ^o ]^7 , . . . , [a^]**"]] est dense dans As pour la topologie 
n G N 

faible. 

Démonstration. — L'assertion (i) résulte de la proposition 4.9 (i) et du fait que A5 

est séparé et complet pour la topologie p-adique. Comme précédemment, on en déduit 

(ii). L'assertion (iii) se vérifie modulo pn pour n G N>o- Comme la topologie induite 

sur As/pnAs ^ (^As/pAs^j est la topologie produit , il suffit de regarder le cas n = 1. 

Mais As/pAs = E s et As/pAs = Es^ , , et c'est précisément l'énoncé proposition 4.9 

(iii). • 

Pour i G 10 d ) et n G N on pose 

Ag>(n) = As [[x0] , . • •, [*;-i] ̂ , x i + 1 ^ , . . . , ( x d ) ̂  ] 

E « ( n ) = Es [xf, • • • , s f c , • • • ,xf 

Notons que les A^(n) sont des sous-anneaux de As = AHs. Pour i G { 0 , . . . , d}, on 

pose A ^ ( o o ) := U A<*>(n) et E«(oo) := U E (i) (n). 
n G N n G N E(i)s(n). 
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4.4 . Traces normal i s ée s de T a t e généra l i sées . — En utilisant 4.10 (ii) on définit 

l 'application As-linéaire 

r ( 0 - r(i) • 
'm — 'm,S ' U 

n>m 

<p~n (As) —> A s 

a = 

a 6 N d + 1 
0<OTk<pn 

« a 

d 

fc=0 

xk 
p 
p 

p n - m | a . 

a& 
d 

fc=0 

xk 
&k 
pn 

ou pour tout a , on a aa G A s -

Si 6 G N , on note Ag } l 'adhérence de A g F2 
7Tb 

dans A s pour la topologie 

faible (cf. section 4.9). Rappelons (lemme 4.39) que pour tout n G N>o, on a 

A + / p " A + ç A + 
P 

7TB / ta 
7T° 

A+ P 

7TB 
ç As/pnAs 

si bien que la topologie induite par la topologie p-adique de A s sur A j p 
7T° J 

est la 

toplogie -^-adique. 

Proposition 4.11. — L'application r^s induit un projecteur A ^ (oo) [[xi] ^ ] -linéaire 

continu. 

(3) 
T(i)m,s:As-A(i)s(oo)([xi]1/pm], 

où A ^ ( o o ) désigne l'adhérence de A ^ ( o o ) dans As pour la topologie faible. On a 

les propriétés suivantes : 

(i) Lorsque Sfy-1]/R\p~x] est galoisienne, l'opérateur r^s commute avec l'action 

de Gai (#00 [p-1]/Rlp"1}) sii ^0, et il commute à l'action de 7^p lorsque i = 0 ; 

(ii) pour chaque n £ Z tel que ra + n > 0 on a <pn o r ^ n 5 = r^s o <̂ n ; 

(iii) pour chaque n et m G N et i et j G { 0 , . . . , d} on a r^s o r^s = T^S O T^S ; 

(iv) la restriction de s à AR coïncide avec r^R ; 

(v) si b G N est tel que A ^ Ç A ^ { ^ } (cf. proposition 442), on a 

r{i) 
Tm,S 

AS+ P 

7TB 
Ç 

1 

tts 
A+s p 

ttb+cs 

Démonstration. — D'après le corollaire 4.10 (ii), si n > ra, le A§\rì) \[XÌ] 
1 

module (p 71 ( A s ) = A s xo p1 ,..., xd 
1 

pk est libre de de rang pn m, de base 

.*r¿. 
0 < j < p n - m 

On en déduit que si a = 
pn m-i 

3=0 
a3[xi\ 

3 
G (p n ( A s ) , où pour 

tout j G { 0 , . . . ,pn'm - 1}, on a a, G A ^ ( n ) [ M 
1 

» al0rS Tm]s(a) = °>0 et t £ 5 

est un projecteur Ag(n) [[E*]**""] -linéaire qui satisfait les propriétés (i)-(iv). En 
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particulier, on obtient un projecteur A ^ ( o o ) [xi] 
i 

I -linéaire 

Tm,S' U 
n>m 

y ( A s ) - . A ( i » ( o o ) 
(xi) 1 

pn I 

Dans A j , on a 7T = [7F] +p& avec a G A j : si n G N>o , on a donc 7RPN = [7F]PN 

dans Ag/pnA+g. La topologie faible sur A ^ coïncide donc avec la topologie définie 

par la famille d'idéaux {(pn,7rfc) A t } & c N d + 1 ) p n . D'après le lemme 4.39, si b G N>o, la 

topologie faible sur A t { ax 
-TI" & 

coïncide donc avec la topologie définie par la famille 

d'idéaux {Inik — p 
aix 

n 7T (n,kcN 

Posons A.Qh = 
oo 

m 
n=0 

A + ko] 
1 

. . . , 
askks 1 

pn aa 
7Tb 

(cf. proposition 4.42). Supposons 

b G N>o tel que A £ Ç A J { 
7T° 

. On a alors As,b Ç A|" { 
7Tb 

}. Notons Âs,b l 'adhérence 

de As,b dans As pour la topologie définie par la famille {In,k}n fcGN • en particulier, 

As,b est complet pour la topologie faible et on a As,b S Ajaxosçs axx 
p/ttb 

D'après la proposition 4.9, on a ^ E ^ Ç 
oo 
U 

7l = U 

e+s X 0 
1 pn 

, . . . j X 
_1 
pn 
a 

(où la barre 

désigne le complété pour la topologie 7R-adique). On a donc l'inclusion 

ttcsA+ { 
P 

7TB 
} Ç Âs,b + 

P 

TTB 

a+s ax 
7TB a 

(rappelons que Âg { B 
7T° 7T° 

aux a 
L 7T° 

aa e L , a + / 
7Ta 

A t E t et p 
7Ta 

e A + ç 

As{ P 
7Tb }). On a donc 7TCsAt { P_ 

7Tb 
alxosiqia p 

7Tb+cS ' 
-cs A + 

A 5 
P 
7Tb 

} et donc 7RCS A J { p 

As,b+cs + ( 
P 

affz 
N 7Rc*A+ P 

axx pour tout N G N > q . Ainsi, on a 

ttcsA+As+(p/ttb) c oo 

iV=l 

(As,b+cs+ p 
ttb+cs 

N 
7T<* A + { 

p 
7TB } ) 

dans À g { P 
aixks 

, i.e. t t c*A+{ P 

7T° 
} est inclus dans l 'adhérence de Âs^+cs dans 

apxois ax p } pour la topologie p 
7T° + CS 

adique, qui n est autre que As,b+cs lui-même 

(vu qu'il est complet pour la topologie définie par les idéaux { ( ( 
TTB+CS ) 

71 ttk)) n,kcN) 

On a donc 

(4) As,b Ç A + 
P 

7TB. 
Ç 

1 

Kcs As,b+cs ' 

Mais r^s est continu sur Asj> muni de la topologie définie par la famille {/n,fc}n fcEN, 

car Tm]s(^ri,k) Q In,k {cf. définition de As,b) • il se prolonge donc en une application sur 

As,b (à valeurs dans A s ) continue pour la topologie définie par la famille {In,k}n fceN5 

donc a fortiori pour la topologie faible. Comme es > 0, il en est de même sur ^4s,ò+cs > 

et donc sur Ag [V-1] Ç AS,Ò+cs tt-1 Comme Ag [V-1] est dense dans A s pour 

la topologie faible, r^s se prolonge en un endomorphisme de A s continu pour la 

topologie faible. 
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Comme la restriction de T^Q à U 
n > m 

l-n As) est à valeurs dans A ^ ( c o ) N 
i 

pm 

et est A ^ ( o o ) [ N 
i 

pTTF j-linéaire, l 'endomorphisme tim,s est à valeurs dans 

Ag>(oo) [ N 1 

I 
3t est A ^ ( o o ) [ N 

i 
-linéaire par continuité. 

Enfin, on a T^s(As,b) Ç asb et donc r^s (As,&) Ç asb par continuité, les 

inclusions (4) impliquent alors 

& ( À J { 
P 

7Tb }) = 
1 

ttcs 

asb+ 
cs c 

1 

ttsc 
A + { 

P 

Kb+cs } 
ce qu'on voulait. 

Lemme 4.12. — (cf. [11, Lemme 8.9]) Si z e E s ^ est tel que v&(z) > — kp 
p-l , alors 

on a une écriture (unique) dans As 

[z} = 
OO 

n = 0 

pn 

ttk+ ( P - I ) n B U 

yn G E5oo powr ¿oirá n G N . 

Démonstration. — Si a = 
OO 

n = 0 
pn[ân] G A s et AT G N , on a 

w1 ( 
(tt)n 

p 
Ia - laoì) ) = inf (ÌVve(7t) + v e K + i ) + n) > NV^(-K) - 1 + wi(a). 

/ n>0 

Construisons les yn par récurrence. On pose VQ = 7r*[z], d'où y0 = -K z et si 

2/o 5 • • • 5 Vn £ A s sont construits, on pose 

2 /n+l = 
7T 

( p - l ) ( n + l)1 
p 

( p - l ) n ' 
p 

p 
(î/n - b n l ) = 

-( 
7T 

[TF]. 

(p-l)(n + l ) l 
p 

(p- l )nl 

p [TF] 
(p-l)(n + l) 

p 
(p-l)n' 

p 

p 
(î/n - [yni) 

(où 2/„ désigne l'image de yn modulo p). Comme WI(TT) > WI([TT]) (proposition 4.2 

(d)), on a wi(yn+i) > vK(n) ( p - l ) ( n + l ) 
p 

b - i ) n 1 H- wi(yn) d 'après ce qui a 

été dit au début de la preuve. Une récurrence immédiate montre donc que w\(yn) > 
(v—l)n 

p 
VEM -n + wAyo) = (p-l)n 

P 
P 

p-l -n + 
kp 
p-l 

-f- VE(Z) (proposition 4.2 (d)). 

Comme v-niz) > - kp 
p-l 

par hypothèse, on a wi(yn) > 0 et donc j/n 6 ESoo pour tout 

n G N . 

Lemme 4.13. — Soit z G E s ^ . 

(a) On a vE {r^s(z)J > vE(z) - (CS + Dp 
p-i 
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(b) Soit r's = (p-l)rs 
p-l+p(cs + l)rs 

< 1 (cf. proposition 4-4%)' Pour tout r G Q>0 tel que 

r < r's, si on pose C2(S) = r p ( c g + 2 ) 

p - l 
on a 

wr r 
n,s 

m: > wr([z\) - c2(S). 

Démonstration. — On peut supposer z ^ 0. Soit k € Z le plus peti t entier tel que 

VE(Z) > - kp 
p-1 En particulier, on a V-E(Z) < — (k-i)p 

p-i soit — 
H i p 
p-1 > vv(z) - 2p 

p-1 

(a) D'après la proposition 4.11, on a lr{t) 
VTm,5 

z ) > -csVvM = - pcs 
p-1 donc 

vE ( T < J s ( * ) ) > -
(cs+k)p 
p-1 

(k-l)p 
p-1 

(c<? + l ) p 

p-1 
> VE(Z) -

(c<? + l ) p 

p-i 
(b) D'après le lemme 4.12, on peut écrire [z] = 

oo 

n = 0 

V 

k + 
7T 

( P - I ) n l 
P 

\yn] avec 

yn G E 5 (somme convergente pour la topologie faible). On a donc ^ ^ ( [ z ] ) = 
oo 

n = 0 

P 
k + 

7T 

' ( P - 1 ) " 1 
P 

T(i)m,s([yn]) (d'après la proposition 4.11, l 'application r^s est conti

nue pour la topologie iaible), d ou 

wr(t(i)m,s((z))<infncN pn 

7T 
( P - 1 ) n i 

p 

)+wr 
r 
(i) 
m,S ([?„])) I 

D'après la proposition 4.11, si ò = p - 1 
I Prs l ° n a T m ! s ( A s ) £ 

1 
7TCS 

A + P 
7TB+CS n 

Pour tout n G N , on a yn G E e d'où [j/n] G A + : on a ([yn]) G 
i 

7TCS 
A+s P 

ttb+cs }. Comme r < 1, on a wr(7r) = vr 

p-1 
(proposition 4.2 (d)), donc 

wr P 
TTB+CS 

= 1 - rp(b+cs) 
p-1 > 1 - rp 

p-1 
p - 1 
prS + es -f l ) > 0 : on a wr(x) > 0 pour tout 

xe A + { p 
ttb+cs 

}. Ainsi, on a wr (r£j5 ([yn])) > -rcswr(n) = - rpcs 
p-1 Par ailleurs, on 

a wr pn 
k + 

k 7T 

( p - l ) n l 
P 

= n - (k + f ( p - l ) n l 

p 
wr(7r), d'où 

«V ( r S s ( [ z ] ) ) > n -
(p -

+ 1 
rp 

p-1 

rpcs 

v- 1 
= (1 — r)n — 

rp(k + es + 1) 

p-1 

Puisque V-E(Z) < — (k-i)p 
P-1 soit ( * + l ) p 

p - 1 
ve(z)- 2p 

p-1 on a donc wr (T£]S([Z])) > 

rvv(z) rp(cs+2) 
p-1 i.e. wr ( c ; 5 ( ^ ) ) > ^ ( K ) - c 2 ( 5 ) . 

Proposition 4.14. — Sir <r's (cf. lemme 4.13) et z e A^°'r]; alors T£]S(Z) G A^°'r] 

et Wr (Tm,s(Z)) ^ wr(z) ~ C2(S). 

Démonstration. — Écrivons z = 
oo 

k=0 

pk[zk] avec zk G E s ^ pour tout k G N 

et 
k—+oc 

Wr (P [zk]) = +oo. La série converge pour la topologie définie par wr 

donc a fortiori pour la topologie faible : on a t(i)m, s(z) = 
oo 

k=0 

pkt(i)m,s((zk)) 
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Comme on a wr (T^q([zk])) > wr([zk]) — ^ ( .S) d'après le lemme 4.13, on a 

k=oo 
«V (pKT{Z ([**])) = +00, d'où T%S(Z) 6 A™. 

De plus, comme pour tout k G N , on a u;rpk ^ . S Ü ^ D ) > wr(p pfc]) — c 2 ( £ ) > 

wr(z) - C2ÌS), on a wr (r^]s(z)) ^ FCIN£ (WR ( r 2 s ( [ * f c ] ) ) ) ^ M * ) - ^ O 5 ) - D 

4 .5 . Vér i f i cat ion de la propr ié t é ( T S 2 ) . — On va construire les anneaux A ^ 5 . 

On note ( A ^ ' r ^ > Q = { 2 G A^,r\ wr(z) > OJ l 'anneau des entiers de A^°'r^. Comme 

wr ( [ t t ] ) = 
pr 

p-l 
> 0 (proposition 4.2 (d)), on a A^°'r] = ( A g ^ 1 ) [ [ t t ] " 1 ] . 

Lemme4.15. — Sir = | G Q>o> l'anneau A$ 
VA 

tt p-i 
p 

\b 
est inclus dans (Ajg'r')>Q 

(rappelons que A g = W yES(xj)- De plus, si As,(a,b) désigne son adhérence pour la 

topologie définie par wr, ou pour la topologie p-adique, cela revient au même, on a 

ASÁa,b) ç (Ag»'-1)>0 e 
1 

[Tf] 
a-1 As,(a,6) 

(où, pour a G R, fa] désigne le plus petit entier > a). 

Démonstration. — L'anneau A ^ ' J é tant complet pour la topologie définie par wr 

(proposition 4.2 (c)) et (A^0 '^ )>o fermé pour cette dernière par définition, ( A ^ ° ' R ^ > O 

est complet pour la topologie définie par wr. 

Supposons maintenant r = f G Q>0. Comme wr 
pa 

[Tf] 
p-i 
p b 

= 0 (proposition 4.2 

( d ) ) , w ( e J J 
VA 

tt p-l 

p b 
est un sous-anneau de ( A ^ ' 1 " ^ . Comme As,(a,b) est 

l 'adhérence de W ( E < L ) 
VA 
0 -1 
p \b 

dans ( A g ' r ' ) pour la topologie définie par >0 

«;n on a donc l'inclusion As,(a,b) Ç ( A g J<0 

Pour tout k G N , écrivons k = aqk + Sk avec q^ G N et 0 < Sk < a la division 

euclidienne de k par a. Tout élément z G As peut alors s'écrire de façon unique 

comme une somme 

( 5 ) 

OO 

k=0 

ZK 
PA 

[Tf] 
p - l 
p 

Qk 

psk 

avec Zk G E c . Comme wr 
VA 

[Tf] 
p - i 
p 

\b 
= 0 d'après la proposition 4.2 (d), on a z G 

A ç ' ^ si et seulement si 
oo 

rvv.(zh) + Sk = +00 i e . si et seulement si 
k—»oo 

^E(^fc) = 
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+ 0 0 (c'est-à-dire lorsque la série (5) converge pour w r ) . En outre, z G (A£,r ' ) >0 si 

et seulement si on a de plus rv^(zk) + Sk > 0 pour tout k G N . 

Soit z G (A^°'r])>o. On a [TT] 
A-L 

R Z = 
00 

fc=0 
7T 

A-L' 
R zk 

A 

PI P 
b 

Qk 

P ^ ASÌ(A,B) 

car 

ve 7T 
a - l 

r 2fc > a-l 
r 

ve(tt)+ve(zk)> 
1 

r 
( a - l ) 

P - 1 
- SK > 

a-l 

(P ~ l )r 
> 0 , 

d'où la deuxième inclusion. 

Reste à montrer que Ag 
PA 

[W] 
P-I 

P 
b 

est dense dans *4s,(a,6) pour la topologie P -

adique. Soit z G (Ag'1"') . Écrivons-le comme la somme d'une série (5). Pour tout 

A: G N , on a V^(ZK) > 0. Posons alors 

NK = min (QK, 
VLÏ(ZK) 

b 
G N 

(où I I désigne la partie entière) : d'après ce qui précède, on a RTK > 0 pour tout A; G N 

et 
k-oo 

NK = + 0 0 . On peut écrire 

(6) z = 

00 

K=0 

7T 
p - 1 

P 
>bnkzk PA 

.m 
p-i 

P 
b 

Qk—nk 

pSk+ank 

Comme RIK < ve(zk) 
b pour tout k G N , on a n 

V-L 
P bnkZk G E 5 : la série (6) a tous 

ses termes dans A g 
PA 

[W] 
P-I 1 

et converge pour la topologie p-adique. 

Remarque 4.16. — L'anneau A ^ = W ^ E ^ ^ est un relèvement en caractéristique 

0 de = (E+)perf. Posons Y = S p e c ^ J J , X = SPEC(É5OO) = Y \ V(îr) 

et V = SPF ^ E ^ ^ . On a alors une situation analogue à celle envisagée par 

Berthelot dans [4, 1.21 

X 
3 i 

V 

où j est une immersion ouverte et i une immersion fermée (remarquons toutefois 

que nos anneaux n'ont pas les propriétés de finitude requises dans loc. cit.). Si r = 
a 
b G Q>0, notons B(ah) = Bl 

Pa,pf] 
p - i W ÊSooj le schéma formel éclaté de V en 

l'idéal I(a,b) [PA,M 

p-1 
P 

b Sur ce dernier, l'image inverse de La b\ est inversible. 

Alors SPF (As (a b)) — M(ab) G B(a b) es^ l'ouvert formel où elle est engendrée par 

tt P 
b (notons que d'après [4, 1.1.81, ce dernier est indépendant du choix d 'un 

relèvement de n si r < p-i 
p 

. C'est ce genre d'idée qu'ont utilisé Abbes et Saito pour 
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définir la filtration de ramification pour les corps locaux à corps résiduel imparfait (cf. 

[2]), le rationnel | mesurant la ramification de E ~ Ç E j le long du diviseur défini 

par 7F. 

On note A(¿s l 'adhérence de Afr] n ( A ^ ( C O ) [Xi] 
i 

P-FFT dans A^'r^ pour la topo

logie définie par wr, où l'intersection À^'rJ n Í A ^ ( o o ) X{ 
1 

pm est prise dans Â 5 . 

On munit A(i)m,s de la topologie induite par wr. 

Corollaire4.17. — Sir < rfq (cf. lemme A. 13), le sous-anneau 

U 
NGN 

A + [xo] 
1 

> • • • Î Xd 
1 (tt-1) 

de AQ est contenu dans T(o,r] et est dense pour la topoloqie définie par wr. En par

ticulier, le sous-anneau u 
RAGN 

^•m s de A^0'^ est dense lui aussi. 

Démonstration. — Soient 65 = 
prs 

(cf. proposition 4.42), 

As^s+cs — U 
NGN 

A + [x0] 
1 

p " , • • • , [Xd] 
1 

p " 
p 

7J-ÖS+CS 

ET Àsfis+cs L'ADHÉRENCE DE As^s+cs DANS As POUR LA TOPOLOGIE DÉFINIE PAR LA FAMILLE 

D'IDÉAUX {Ink =\ p 
TTBS + CS 

n ttk }n fcGN (cf. preuve de la proposition 4.11). Si r < 

r's = 
(p-l)rs 

p—l+p(cs+l)rs 
•, on a wr p 

,7TBS+CS . = 1 - rp{bs+cs) 
p-l > 1 - r 

rs 
<0 donc A5,6s+Cs Ç 

T ( 0 , r ] 
A 5 . 

Par ailleurs, d'après le lemme 4.15, on sait que As,{a,b) [Î ]-1] est dense dans A^,r^ 

pour la topologie définie par wr. Comme A g [[TT]-1] est dense dans As,(a,b) [I7̂ ]-1] 
pour la topologie définie par wr, il l'est aussi dans A^0'^. L'inclusion (4) implique 

donc que As,bs+cs est dense dans A^0'^ pour la topologie définie par wr. 

Mais on a [TT] = n + pa avec a G A j , d'où [TT] = 7r ( l - f 
7T Oí, e (At 

P 
. TTBS + CS 

X 

(car bs > 1) i.e. [n] = wr avec -u inversible dans As,bs+cs (cf- inclusion (4)). Ainsi, 

Âs,bs+cs [[^r]"1] = Âs,bs+cs [TT-1], et Âs,bs+cs T7*"-1] est dense dans A^°'r] pour la 

topologie définie par wr. 

Comme wr 7TBS+CS 
> 0 et wr(7r) > 0, la topologie définie par la famille d' idéaux 

{4,fc}N,FC6N est plus fine que la topologie définie par wr : l 'anneau As,bs+cs T71" 1] est 

dense dans As,bs+cs T71"1] donc dans A(o,r)s Pour ^a topologie définie par wr. Mais 

ASibs+cs tt-1 *] = U 
NGN 

A + [xo] 
1 

p " , . . . , Xd] 
1 

pn K 1 ] 
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est inclus dans u A-m s- ^ e dernier est donc dense dans A 0̂'7̂  pour la topologie 

définie par wr. 

A+s((tt)-1) 
As^s+cs As,bs+cs [n x] 

T (0 , r ] 

As,bs+cs [tt 1]< u 
m f N 

A 
m,b 

Proposition 4.18. — Sir < r's, la restriction de r^s à A^°'r^ est un projecteurA(i)m,s s-

linéaire continu r^s: A 0̂'7̂  —> A^ s. 

Démonstration. — Par construction, on a T(i)m,s I | J (p n (As) ) Ç A ^ ( o o ) 
' \ n > m / 

[Xi] 
i 
pn 

Par ailleurs, on a ( A ^ ° ' ^ J Ç Aj^ et r^s est continu pour wr d'après la 

proposition 4.14 : on a donc r^s ( A ^ S ) Ç A ^ 5 pour chaque n > m. L'an

neau (J A ^ 5 étant dense dans A^0'^ pour la topologie définie par wr (corol-
n G N ' 

laire 4.17) et A^ s complet pour cette dernière, on a r^s (A£0,rn Ç A^ s. 

Par ailleurs, r^s est A ^ ^ D ( A ^ (oo) | [a^]^7] )-linéaire et induit l 'identité sur 

a ^ W a ^ O O ) f N 
i 

pm : par continuité, r^s est A i ; --linéaire et induit l 'identité 

sur A :*) 
m,6 * 

Proposition 4.19. — On suppose S\p 1 l / i î fp 11 galoisienne. Si r < rfq, la famille 

A m, S Trn,S) 0<i<d 

mcn 
vérifie la condition (TS2). 

Démonstration. — La propriété (TS2)(a) n'est autre que la proposition 4.18. La pre

mière partie de la propriété (TS2)(b) résulte de la propriété 4.14 et la seconde du 

fait que T£S induit l 'identité sur A(i)m, s s et que u 
mcN 

A(i)m,s es^ dense dans A^ 'rJ pour 

la topologie définie par wr (corollaire 4.17). La propriété (TS2) (c) résulte de la pro

priété 4.11 (iii). La propriété (TS2) (d) résulte de la propriété 4.11 (i) (si x G A S , s 

et g € Gai ( ^ [ p - 1 ] / ^ " 1 ] ) , on a g(x) = g (r^s(x)) = r%s(g(x)) € A®s, de sorte 

que A^ s est stable par Gai ( . S o o t p - 1 ] / ^ ^ - 1 ] ) ) . Il en est de même de la première 

partie de la propriété de la propriété (TS2) (d ') . 

Enfin, par continuité, la deuxième partie de la propriété (TS2) (d') se vérifie sur 

u 
n>m 

ip 71 (As). Comme r^s o - " o r ^ s commute à Gai ( 5 o o b 1 ] / i î [p 1]) d'après ce 

qui précède, il s'agit de voir que la restriction de r^s à ip m (As) [[#o]pn ] commute 

à Gai (5oo[p ^/Rlp 11) pour tout n > m. Mais si a = 
«n-m-i 

j=0 
aj[x0] 

3 
pr> avec aj G 
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if 171 (As), on a g(a) = 
on-m-l 

3=0 
g(aj)[x0 

jx(g) 
pn (rappelons que X: GR —• Z * désigne le 

caractère cyclotomique). Comme X(Â) £ zp* , on a jx(<7) = 0 mod pm Zp j = 0 

mod pm Zp : le sous-anneau </?~m (As) é tant stable par Gai (S,oc[p~1]/JR[p~1]), on a 

t(o)m,s = 5 («o) = 5 № ( « ) ) pour tout g € Gai ( S ^ " 1 ] / ^ - 1 ] ) - • 

4.6 . Vér i f i cat ion de la DroDriété CTS3}. — RaDDelons (cf. lemme 4.131 au'on 

a posé c2(S) = (cs+2)r 
p-1 

Proposition 4.20. — (a) Sozi z G E ^ ( o o ) xi 
i 

pm + n On peut écrire z de façon 

unique comme z = 
pn-i 

zisi 
7 

m-(-n avec zj G E ^ ( o o ) a: 
i 

pn En p/vs, ve ( 2 ) < 

min VE(ZJ) + 
0<J<PN 

P(cs + 1) 
p - i 

(b) Pour m,n G N e¿ r < r'a, on a A ^ . 9 = 
pn-i 

j=0 
Xi\ 

3 
pm + n Vm,S> et Si Z = 

Pn-1 

3=0 
ZAXI] pm-\-n (avec Zj G A ^ 5 povr 0 < j < pn), on a 

wr(z) < min 
0<j<pn 

wr(zj) + c2(S). 

Démonstration. — Posons 

a: 
Pn-i 

3=0 
A « ( o o ) [fa]*] — A ^ ( o c ) [Xi] 

1 
pm + n 

(Z3)o<j<pn 

pn-l 

J=0 
zi(si) pm + n 

et 

/3: A « ( o o ) [ N 
1 

p-m + n 

pn-l 

,=0 
A « ( o o ) (xi) 1 

pm 

z - t(i)m,s((si) -m + n 2 
0<j<pn 

D'après le corollaire 4.10 (ii) et la définition de r ^ 5 , les applications a et /? sont 

bijectives, inverses l 'une de l 'autre. On déduit du lemme 4.13 la part ie (a) de la 

proposition. 

(b) Comme T£\ (A^?'7"') Ç A~0,R^ (proposition 4.14), les applications a et (3 in

duisent des bijections inverses l 'une de l 'autre entre A ^ ' 7 ^ n Í A ^ ( O O ) Í[X¿] pm + n 

et 
pn-i 

3=0 
Afr] H ( A ^ ( O O ) [ [ X ^ ] ) . Pour z G Afr] n ( A ^ ( O O ) \[XI] 

1 
p-m + n ) , on 
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a donc une écriture unique z = 
Pn-i 

j=0 
Zj[Xi] 

3 
pTn + n avec ZJ = T£]S ([X*] 

-3 
piri + n g € 

A f W A ^ ( o o ) \[Xi] 
1 

p"- ) , et d'après la proposition 4.14, on a wr(zj) > wr(z)—C2(S 

(car r < rs). En particulier, a et p sont continues pour la topologie définie par wr : 

elles se prolongent par continuité en des homéomorphismes inverses l 'un de l 'autre 

a: 
p -1 

j=o 
a(0m,s A(i) et/?• A(i) m,n= 

pn=1 

j=0 
A.m • Par ailleurs, on a encore les inégali

tés wr(zj) > wr(z)—C2(S) pour tout z = 
Pn-i 

j=o 
ZjlXi] 

3 
Dm + n € A « + n > s e t O < j < p " . • 

Lemme 4.21. — II existe mo(S) G N ne dépendant que de S tel que pour tout m > 

m0(S), i G { 0 , . . . ,d} et tout z G E ^ ( o o ) x i pm , on a 

VB((l-'tm)(z))>vE(z) + 
p + 1 

2 ( P - 1 ) 

Démonstration. — D'après [3, Theorems 5.1 & 5.11], il existe M et N = N(S,M) G 

N tel que pour n > N et tout s < M , on a un isomorphisme j (s — l)pn 3 E ^ 

'S'ny/ ( e ^ — l ) Sn. D'après le lemme 3.7, il existe a(S) G N tel que pour tout m G N 

et i G { 0 , . . . , d}, on a 

v((l-jf)(x))>v(x) + 
1 

p - l 
(l-a(S)p-m) 

pour tout x G SL+if» 11- Cela implique que tT agit trivialement sur 

Sm+l / 
( ^ ) - l ) 

(e(m + l)_l)«(S) 
5m+i, et donc que Tf agit trivialement sur E + / ( £ - l ) P m ~ s E + 

si 1 - a(5) 
pm 

> 1 
p* 

Fixons s G N tel que ce qui précède soit valable pour E y et pour E J . Soit ly 

(resp. £s) tel que 

(e - l ) ^ f i E + /E+(t) = 0 (resp. (e - l ) ^ f 2 E j / E t = 0). 

Soit mo(S) tel que 1 - a(5) 
p"1 

> 1 
Ps 

et pm s > £y + ^5 pour m > m0(S). On va 

démontrer que Tf agit trivialement sur E ^ j (e — l)pm iv £s E j pour tout m > 

mo(S). L'homomorphisme Tf agit trivialement sur E ^ ^ /(s — l)p7n E^ fe j puisque 

E+(fc) = limn W(fc)[e(n)]/(eW - 1). Comme ypmi = Id sur E + / ( e - l)"m_s E + , on 

conclut que Tf" - Id = 0 est une E + -dérivation sur Ew(k) f {e - i)min(2pm-s,pm) E + 

Par hypothèse on a (e - l)^vOE+ /E+ = 0 d'où (e - l)£v (rf™ - Id) = 0 mod (e -

1jmin(2p— s,p™) C d a sigmfie que ypmi = y gur E+ he _ 1)min(2p—s,p-)-^v E + 
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vu que E y est sans (e — l)-torsion. On en déduit par induction que yipm = Id sur 

E + j{e- l )Pm~^ e + , donc aussi sur E+0 /(e- L)Pm-£v e + 0 . Par le même raisonne

ment, 7fm agit trivialement sur E ± j (e - l)?m-*v E t , car E+0 /{e- L)Pm-£v E+0 Q 

E ± / ( e - l ) P m - ^ E ± est non-ramifiée. De même, on voit que jf agit trivialement 
RI R 

sur Et /(e- l )Pm-^-^s E t . 
m 

On pose £ := £y + £s> En appliquant <^-m, on voit donc que 7; agit trivialement 

sur ip~m ( E j ) j (e - l ) 1 - ^ - ™ ^ - ™ ( E ^ ) . Comme 7* agit trivialement sur pour 
771 

j 7̂  i et n G N , on voit donc que 7^ agit trivialement sur 

U 
n<m 

( ^ - ( E + ) / ( £ - l ) 1 - ^ > - ( E + s ) ) xo 
p 
pn i ^ 

1 
p7l 
1-11 

X 
i+l> 
pn . . . ,2! 

1 
pn 

, . . . , 

Soit z G E^(oo) 
écrire 

x i 

p1 
pn On a zpm G E ^ ( 0 0 ) : d'après la proposition 4.9, on peut écrire 

2* = 

Q6Nd+1 
0<a7<pn 

Q!¿=U 

D 
«0 

• • • X i-1 

ai-i 
X ¿+1 

pn • • • X 
d 

avec za G E5 et VE (ZP ) < min 
aGNd+1 

^E(^a) + C5VE(TT). Quit te à multiplier zpTn 

une puissance convenable de 7r, on peut supposer 0 < min 
aENd+1 

VeUoJ < Ve(7t). On a 

alors 0 < VE (^pm) < (cs + I)VE(TT), et donc 0 < VE (Z) < cs + l V-E{7r). Ainsi, 

ve(1-ypmi) (z)> p(l-£p-rn) 

p-1 
> vK(z) + 

p(l-(£ + cs + l)p-™)) 

p-1 

pour tout z G E ^ ( 0 0 ) . Finalement, quit te à augmenter mo(S), on peut supposer 

p ( l - (£ + cs + l)p-mo{s)) > 
p+1 

2 

Fixons A t Ç A s comme dans la proposition 4.42. Supposons r < r^ . Fixons 

a, b G N>o tels que pr 
p-1 

< a 
b 

< prs p-1 On a alors wr pa 
ttb 

a — bpr 
p-1 

> 0. Comme on a 

A + Ç A + { P 
7T° 

| , on a vjr(z) > 0 pour tout z G A j . 

Proposition 4.22. — Il existe C4(S) > r 
p-1 

(ne dépendant que de S et de r) tel que 

pour tout m > mo(S), tout i G { 0 , . . . , d} et tout r < min (r's, 2(p-l) 
p(2cs+7) + l , on a 

WR((L~LF)(z))>wr(z) + c4(S) 

pour tout z £ A D) 
m,S' 
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Démonstration. — Soit 

z e A+W(oo) [[xi 1 
pm ] - u 

n>ra 

A + xo 1 
pn , . . . , [Xi-l] 

1 
pfT [XI] 

1 (xi+1) 1 
pn . . . . , FdJ 

i 

et ^ son image dans E ^ (oo) x 
i 

i 
pn . Comme r < r's, pour n> m assez grand, on a (c/. 

proposition 4.20) une écriture (unique) z = 
n€Nd+1 
0<nj<pn 

ZU[XQ] 
n0 
PTL • • • XD 

n0 
avec Zn G A ^ 

pour tout n et î/vfz) < min 
n cN+1 

wr(zn) + C2(5) . Quit te à multiplier z par une puissance 

convenable de 7r, on peut supposer que 0 < min 
(xi+1) 
1 

Wr(Zn) < WR(7T) = 
pr 
p-l 

On a alors 

0 < wJz) < p(c<?+3)r 
p - l vu qu on peut prendre c2(5) = 

p(cs+2)r 
p - l 

On a z — [z] G pAlj j ) , donc wr(z—[z]) > wr(p) = 1 et a fortiori 

wr ( ( l - 7 f ) - [z])) > 1. De même, on a wr ( ( l - 7 f ) (z) - [ ( l - T f " ) (z)]) > 
1 û-f rlnno 

wr((l-jf)(z)-[(l-7f)(z)})>l. 

Mais d'après le lemme 4.21, on a V E ( ( 1 —Tf ) ( 2 ) ) > ^ E ( ^ ) + P+i 
2(p-l) 

i.e. 

wr ' ( 1 - T f ) ( * ) ) > wr(H) + P+1 
2(p-l) 

r. Ainsi, 

wr((1- yipm)(z))>min (l,wr([z]) + 
p + l 

2 ( P - 1 ) 
r = min ( 1, wr(z) + 

p + 1 

2 ( P - 1 ) 
r 

vu que wr (z — [z]) > 1 

Comme wr(z) -+ P+1 
2(p-l) 

a < p(cs+3)r 
p - l 

"h p+1 
2(p-l) 

r < 1 (car r < 2(p-l) 
p(2cs+7)+l> 

, on a en fait 

wr((l-7f)(z))>wr(z) + c4(S) 
avec C4(S) = 0+1 

2(p-l) 
r > r 

p-l 
En inversant 7r et en prenant l 'adhérence pour la topolo

gie faible, on en déduit que cette inégalité est encore valable pour z G A ^ ( 0 0 ) [ M 
1 

pm 

(le membre de droite valant — 0 0 lorsque z 4. Ai?' ). Elle l'est donc a fortiori pour 

* 6 ( A £ > ( o o ) [ N 1 D A 0̂'7̂  et donc pour z G A ^ s . 

Posons r s = min rs 2(P-1) 
p(2cs+7) + l 

Lemme 4.23. — Supposons i G { 1 , . . . , d}. Soient m > mo(S), n>0et0<j<pn 

des entiers. On définit Vapplication Zv-linéaire suivante : 

P & . » : A « ( o o ) [ N 
1 

p"« A « ( o o ) [[Xi] 
1 

pm 

z i—» z - [e] (xi+1)nais 

(a) Notons-p^n- 4 ° M T 
1 

p̂ r e W ( o o ) a; 
1 

l'application induite. 
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(a . l ) OnavB(z) < w ( p ^ , n ( * ) ) <ve(z)+ i 
P - 1 

pour tout z G E i / (oo) x 
i 

pm 

En particulier, p ^ j n est continu pour la topologie n-adique; 

(a.2) Pmj^ induit une bijection d'inverse continu sur chaque sous-anneau du 

complété de E ^ ( o o ) x i 
1 pn pour la topologie ir-adique qui est fermé (pour 

la tovoloqie n-adiaue), stable sous l'action de 7». oui contient £ 
i 

et dans 

lequel 1 — e i est inversible. 

(b) Sir < rs, alors wr(z) < wr (p^jn(z)) < wr(z) + r 
p-1 pour chaque z G A^'7^ fi 

( A W ( O O ) [[Xi] 
1 

pJTl ] ) . En particulier, p^jiU définit une application continue sur 

A l ; « pour la topologie définie par wr. 

(c) Supposons r < rs- On a wr ( P m ^ n C * ) ) - wr(z) H- r 
p - 1 po^r ¿on¿ z G A iti m,S" 

En outre, fil 
m.i.n est bijective sur chaque sous-anneau de A^ s qui est complet 

pour la tovoloqie wr-adique, stable sous l'action de 7i, qui contient \e] i et dans 

lequel 1 — [e] i est inversible. 

Démonstration. — Posons 

& n = A « ( o o ) [ N 
1 

p7Tl A^(oo) (x i ) 1 pm 

z -
z 

1 - f e ] 
j 

pn 

et pour y G A ^ ( o o ) , ^ ( 2 ) = z - f(i)m,j,n n ( p ^ , n(z) - y). Ces applications sont bien 

définies et Zp-linéaires. Écrivons P™)J?n(z) = ( l — of ) ( 2 ) [e] -f (1-(e) pn z. On 

a £o(¿) = -
( I - T T ) « 

1-[e] pn 
e 

.7 

pn 

(b) Remarquons tout d 'abord que p ^ ^ n et / ^ j T l sont bien définies sur A^s 

car A i / ç est stable par ji et contient [e] 
A. 

(rappelons que i ^ 0). Comme 

wr (l - [e] pn = « V » i r ( l - [e]) = 
r 

p ^ - ^ p - l ) < r 
p - 1 (OÙ Uj = n - > 1) , 

et i y r u l —7f J (z)J > wr(z) + c4(5) (proposition 4.22), on a wr (go(z)) = 

wr((l-7f)(z))-wr(i-[e} 
j 

P > wr(z) + c4(S)- r 
P - 1 

En particulier, pour tout 

V € A m s> et *i> *2 É A^}c, on a wr (gy(z2) - 9y(zi)) > wr(z2 - zx) + c4(5) -
r 

P - 1 
car 

0y (*2) - 9y(zi) = 9o(z2 - zi). Comme c4(5) > r 
p - 1 l 'application gv est contractante 

pour tout y G A ^ 5 . Comme A^ s est séparé et complet pour la topologie définie par 

wri elle admet un unique point fixe : pour tout y G A ^ 5 , il existe un unique x G A^s 

tel que gy(x) = x i.e. p^ìjìn(x) = y. L'application p^j>n est donc bijective sur A ^ 5 . 

Par ailleurs, avec les notations qui précèdent, on a wr(x — y) > wr(gy(y) — y) 
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(car x est la limite de la suite définie par XQ = y et :rn+i = gy(xn) pour tout 

n G N>0) . Comme gy(y) - y — 
kl 3 

7f"*(y) 

1-)e) 3 
, on a donc wr(x — y)> wr(y) — r 

p - l d'où 

wr(x) > wr(y) - r 
p - l 

(c) Résulte de (b) en remarquant que gy est définie sur les sous-anneaux de A^ s 

qui satisfont aux conditions de (c). 

(a) Comme VE ( l — 
3 

ep 
1 

p ^ - ^ p - l ) < 
1 

p - l et ^ E ( ( l - 7 f " ) ( * ) ) > + 

o + l 
2 ( p - l ) 

(lemme 4.21), on a vB (go(z)) = VJS ( ( l - Tf ) (z)) - v E ( l -
3 

£P7T > VJS(Z) + 

P+1 
2 ( p - l ) -

1 
p - l 

> VE(Z). En particulier, pour y G E5W(oo) x I 
i 

P-M , l 'application gy est 

continue et contractante pour la topologie 7r-adique. Un conclut comme dans la preuve 

du (b). • 

Proposition 4.24. — Supposons i G { 1 , . . . , d} et m > m0(S). Alors, 

(a) L'application 1 — Tf induit une bisection de (l — r^g) fas) dans lui-même, 

et pour tout z G ( l - r^s) fas), on a vE ((1-y^ùo) (z))<ve'(z)+ p(cS+2) 
p - l 

m 

(b) Si r < rs, l'application 1 — Tf induit une bisection de 

x(i)m,s = ( i - e ) f f r l ) 

dans lui-même, et pour tout z G x(i)m,s s, on a 

wr((l-7f)(z))<wr(z) + c2(S) + 
r 

p-1 

Démonstration. — (b) Soient n G N>o et z G A^+n s. D'après la proposition 4.20, on 

a une écriture unique z = 
p n - i 

3=0 
zAxi] 

L 
pm+n , avec Zj G A^ s et wr(z) < wr(zj) + C2(S) 

pour tout j G { 0 , . . . ,pn — 1}. On a de plus t ^ 5 ( Z ) = 0 si et seulement si zo = 0, ce que 

l'on suppose dans ce qui suit. On a (avec les notations du lemme 4.23) ( l — Tf ) {z) = 
„71 -i P - 1 

3 = 1 

pm,j,n(zj(si) 
I 

p m + n Mais les applications P 
i 
m,j,n 

: A m, S A (i) 
m, S 0 < ? < p " 

sont bi-

m 

jectives : il en est donc de même de 1 — Tf • A (il 
rn+n,5 

t(i)m,s=0 
\ixm+n,S) 

m, o=0 

Par ailleurs, on a wr (p^jn(zj)) < wr(zj) + r 
p - l 

pour tout 0 < j < pn. Comme 

M l - 7 f ) ( * ) < min 
0 < j < p n 

^ (PMYJ,N(ZJ)) +c2(*5) d'après la proposition 4.20, on a 

wr((l-7f)(z))< min 
0<j<pn 

wr(zj) + c2(.S) + 
r 

p - l < W r ( ^ ) + C2(S') + 
r 

p - l 
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On a A (i) 
m+n,S 

A (0 
m,5 (A 

a 
771 + 71,5 ) T(i)m,s d'où 

oo 

U 
n=l 

A(i) - A(¿) 
oo 

U 

axx 

A(i)m,s=0 A(i)m,s=0 

Comme 
DO 
u 

n=l 
*m+n,S 

est dense dans Ai°'r^ pour la topologie définie par wr (corol

laire 4.17), il en est de même de U 
n=l 

(Aim+n,s alsps 
dans ( A ^ ^) 

t(i)m,s=0 

- Am,5-

Comme 1 — 7? induit un homéomorphisme de 
oo 

n=l 
(A{i) ) 
\IYm+n,S) 

t(i)m,s=0 
dans lui-

même, il en est de même sur X^Js par continuité. Par ailleurs, on a encore 

Wr ( Í 1 - t T ) ( * ) ) < Wr(z) + C2(S) + r 
p-1 

pour tout z G x(i)m,s par continuité. 

(a) Résulte du lemme 4.23 comme dans la preuve du (b). 

Lemme 4.25. — Soient m > m0(S), n > v (x(7o)pm — l ) et 0 < j < pn des entiers. 

Soit A G N>0 tel que v (x(7o)Apm - l) = n. Écrivons x(7o)Apm = 1 + pnu où u € Z* et posons 

et posons 

A . : A $ ° ( o o ) [ [ * o ] 
_1_ 

axx Af (oo) [ M 1 
pm 

Z I—> z — 
ju 
p"1 

yoApm 

(a) Notons p{Z,n-- 4 0 ) M a; o 
i 

pm - E J ° > ( o o ) 0 
1 

Vapplication induite. 

(a . l ) On a t W s ) < VE (p£>, (z)) < ve(s )+ i 
P-1 

pour tout z G E(à)s (oo) x 0 
1 

j£n particulier, p^in est continue pour la topologie ir-adique; 

(a.2) p^• n induit une bijection d'inverse continu sur chaque sous-anneau du 

complété de E ^ ( o o ) x o 
i •p-m pour la topologie n-adique qui est fermé (pour 

la topologie n-adique), stable sous l'action de 70 et qui contient [e] 
1 

pm 

(b) Supposons r < rs- Alors pour tout z e Afrl n (A(j0)(oo) [[*„] B 
, on a 

wr(z) < wr (p{^n(z)) < wr(z) + r/p-r En particulier, p^- définit une appli

cation continue sur A^s pour la topologie définie par wr. 

(c) Supposons r < rs- On a wr (pm]j,n(z)) ^ wr{z) + r p-1 pour tout z G A^s. 

En outre, pUj n est bijective sur chaque sous-anneau de AUS complet pour la 

topologie Wr-adique, stable sous l'action de 70 et qui contient [e] 
1 
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Démonstration. — Posons 

/ Ï Ï , » = 4 0 ) m N * ] A<j0)(oo) N 
1 

p m 

z - z 

l-[e I r 

et pour y G A ^ ( o o ) xo 
1 

pm 
i 9y(z) = * ~ / m i n ( P m j \ n ( * ) " î / ) • Ces applica

tions sont bien définies et Zp-linéaires. Écrivons p^\n(z) = ( l — 7o P ) (z)[s] 
iu 

p m 

+ 

f 1 - [e] 
ju 

p m On a 5o(-z) = -
(1-yoApm) (z) 

l-[e] 
ju 
pm 

0 
ju 

pm 

(b) Remarquons tout d 'abord que les applications Pm]j,n e^ fmj,n son^ k*en définies 

sur A(o)m,s car A^s est stable par 70 et contient [e] 
1 

. Comme wr ( 1 — [e] < r 
p-l 

(cf. preuve du lemme 4.23), et wr (Yl — 7QP ) (z)) > wr(z) + c±(S) (proposition 4.22 

et récurrence sur À), on a wr (go(z)) > wr(z) + cAS) — r 
p-l . Comme cAS) > r 

p-l -, on 

conclut comme dans la preuve du lemme 4.23 que l'application qv est contractante 

pour tout y G A^<y et donc qu'elle admet un unique point fixe x G A ^ o , et que ce 

dernier vérifie wr(x) > wr(y) — r 
p - l 

(c) Résulte de (b) en remarquant que gy est définie sur chaque sous-anneau de 

^rnS satisfaisant aux conditions de (c). 

(a) Analogue à la preuve du (b) (cf. preuve du lemme 4.23). 

Proposition 4.26. — Supposons m > mo(S). 

(a) L'application 1 — 7Q induit une bijection de (l — r^s) fas) dans lui-même, 

et pour chaque z G ( l - r^s) fas) on a ve ( ( l - 7o ) (z)) < vv(z) + p ( c s + 2 ) 
p-l 

(b) Supposons r < rs- Alors l'application 1 — 7Q induit une bijection de X^g = 

( l — Tm^J (A3 ) dans lui-même, et pour tout z G X^JS, on a 

wr ( ( l - jf) (z)) < wr(z) + c2(S) + 
r 

p-l 

Démonstration. — Soient n > v (x(7o)pm — l) et À G N>0 tel que v (x(7o)Apm — l) = 

n. Écrivons x(7o)Apm = 1 +pnu où u G Z * . 

(b) Soit z G A^j_n5. D'après la proposition 4.20, on a une écriture unique 

z = 
p —1 

7 = 0 
Zj[xQ\ 

3 
pm + n , avec Zj G A ^ 5 et 1^(2) < wr(zj) + ¿2(5) pour tout 

j G { 0 , . . . ,pn — 1}. On a de plus r^s(z) = 0 si et seulement si z0 = 0, ce que l'on 

suppose dans ce qui suit. On a (avec les notations du lemme 4 . 2 5 ) ( l — 7QP ) (z) = 
p -1 

j=1 

p(o)m,j,n(zj)(xo) 3 
pm + n Mais les applications {p(°]jn: a £J5 - f A{°]s}Q<.<pn sont 
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bijectives : il en est donc de même de 1 — j¿p : ( A ^ + S ) 
t(i)m,s=0 

ÍA(0) Ì 
t(i)m,s=0 

Par ailleurs, on a wr [Prntjtn(zj)) ^ wr(zj) + 
r 

p-1 pour tout 0 < j < pn. Comme dans 

la preuve de la proposition 4.24, on en déduit que 

wr ( ( l - 7opm) (*)) < wr(z) + c2(5) + r 
p-1 

pour tou t z € A 
m+n,s 
0) m,i> 

Mais l - 7 r = (1 - T J " ) (1 + jf + - - - + 7t1)Pl 

d'où wr y(l — 70p j (z ) j > wr y\l — 7o J (z)j pour tout 2 G A ^ n s . Il en résulte 

que 

l - 7 f : A. :o) 
m+n,s 

m , ¿3 
A :o) 
m+n,S 

t(i)m,s=0 

est lui aussi bijectif, et que pour tou t Z M A (0) 
m+n,s 

t(i)m,s=0 

on a 

«V ( ( l - if) (z)) < wr(z) + c2(5) + 
r 

p - 1 ' 

Un argument de passage à la limite identique à celui de la proposition 4.24 permet 

alors de conclure. 

(a) Analogue à la preuve de (b). • 

Proposition 4.27. — Si r < rs, la famille ( A ^ 5 , T ^ 5 ) 0<i<d 
m > m o (<S) 

vérifie la condition 

(TS3). 

Démonstration. — C'est la conjonction des propositions 4.24 et 4.26 (pour (TS3) (a), 

on peut prendre c^iS) = C2(S) + r 
p-1 I et de la proposition 4.22 (pour (TS3) (b)). • 

4.7 . A p p l i c a t i o n : surconvergence des représenta t ions p -ad iques . — On dé

finit l 'anneau A comme étant le complété, pour la topologie p-adique, du sous-anneau 

(J As de A , la réunion étant prise sur les sous-iîoo-algèbres 5qo de R qui sont nor-

maies (cf. [3, 7.8]). D'après [3, Proposition 7.8], pour toute sous-i?-algèbre finie nor

male 5 de R, on a As = AHs. 

Pour r G Q > 0 on pose A ^ := A ^ D A et B(0'R] : = B(°'R] FLB l 'intersection étant 

prise dans B . On définit A T := |J A ^ = A T N A et B F : = | J B ( 0 ' R ] = B * N B . On 

pose A ^ ] := (A^)Hs, B(o,r))hd : = ( b ^ ) * * , A^ := ( A T ) W * et B ^ : = ( B T ) * S . 

Proposition 4.28. — On a les propriétés suivantes : 

(a) A^°'R] = Â ^ r l N A S , Al = ÂgC\ As, B^r] = Bfr] N B S et A ^ B ^ N B S . 

(b) A^'1"' est séparé et complet pour la topologie définie par wr. 
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(c) Pour tout m e N, on a y-™ ( A I ? ' ^ ) = A^°'R] fro] 
i 

pm,...xs) 
1 

pm 
d 

¿=0 

A m(1) s 

(d) Si r < r's (cf. lemme 4.13), le sous-anneau Ag [n x] de As est contenu dans 

A c°'r̂  et est dense pour la topologie définie par wr. 

(e) A Ì M / p A l ° ' r l =i Es pour r < (p-l)rs 
p 

(cf. proposition 4-4%)• En particulier, 

A+s/pA+s=Es. 

(f) Le couple f A ^ p A ^ J est hensélien. 

(g) Les extensions A ~ C A ^ et B ~ C B ^ sont finies et étales. 

Démonstration. — (a) L'assertion résulte de ce que par définition ( À ( M ) =À<?'r] 

et du fait que AHs = As (cf. [3, Proposition 7.8 (iii)]). 

(b) Découle de (a), du fait que A^0,r^ est séparé et complet pour la topologie définie 

par wr (proposition 4.2 (c)) et du fait que As est séparé et complet pour la topologie 

faible par construction (et a fortiori pour la topologie définie par wr). 

(c) Par définition, A(i)m,s est l 'adhérence de AgT* fl ( A 3 (oo^ fri] 
1 
pm pour la 

topologie définie par wr. D'après la proposition 4.18, l 'opérateur r^s o • • • o r^s est 

A^ '^- l inéa i re continu : l'image de A^s est contenue dans l 'adhérence de A ? ' ^ D 

(AS [[*„] 1 
pm , . . . , frd] 1 pm 1 ) pour la topologie définie par wr. Le cas m = 0 résulte de 

(a) et (b). Le cas général découle du fait que As \xn] i 
, . . . , 

1 pm = ^ " m ( A 5 ) 

(corollaire 4.10 (ii)) et du fait que E-m : A ^ 0 ' ^ -+ A^ ' r ] 

topologique (proposition 4.2 (bl l . 

(d) On sait (proposition 4.42) que A~ contient At pour r < (p-l)rs 
p 

. On a 

montré dans le corollaire 4.17 que si r < r'Q, le sous-anneau 

U A + [fro] 
i pm , . . . , frd] 

i tt-1 

de AI0 ' ^ est dense pour la topologie définie par wr. D'après le corollaire 4.10, on sait 

que 
m (EN 

aosis ai,,s 1 pm , . . . , 
axiis 1 est un As-module libre de base 

{ [SO] 
in 
pm 

xf a 
pm 

a 
axiis 

[i<ij<prn 

Comme wr ( fro] 
IN 
pm axs frd] 

aa 
pmaa aa = 0, une suite 

a 
a ï ï o , . . . , i > O ] 

IN 

pm •••[xd] 
aa 
pm 

aaa 

kcN 
est de Cauchy pour la topologie définie par wr si et seulement si {a^ioj> id} est de 

Cauchy pour chaque ra, in,...,in.. La conclusion en résulte. 
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(e) Comme A^'^/pA^0'7^ = E# et As/pAs = E# (proposition 4.42), on a 
pA^M = A ^ r ] H (pAs) d'après le (a). On a donc A^r]/pA(^r] Ç A5/pA5 = E5. 
L'assertion résulte de (d) et de la proposition 4.42. 

(f) Les couples (AJ^pA^) et (As ,pAs) sont henséliens, le premier d'après la 
proposition 4.6 et le second parce que As est séparé et complet pour la topologie 
p-adique. L'assertion découle alors de (a). 

(g) Montrons que A^ est un A^-module de type fini. Soient a i , . . . , as éléments 
R 

de A g, dont les images modulo pA g engendrent E J comme Ei-module : on a A J = 
R 

a i A i + • • • + a s A i -f p A j . L'anneau Ag étant complet pour la topologie faible 
R R 

(proposition 4.42 (iii)) donc a fortiori pour la topologie p-adique, on conclut que 
a i , . . . , as engendrent A$ comme Ai-module. On déduit alors de (d) que a i , . . . , as 
engendrent A^°'r^ comme A~'r^-module si r < r's. En particulier, A~ C A^ est finie. 
La preuve qu'elle est aussi étale résulte alors de (f) comme dans la preuve de la 
proposition 4.7. • Théorème 4.29. — Pour tout n G N>n, les applications 

S™ 
H1 (Gal (¿>oo[p_1]/^b-1]) >GLn (yr°° (A\))) - H1 (ÇR, GLn (A t ) ) 

et 

alsi 
H1 (Gal ( S o c b - 1 ] » - 1 ] ) , GLn (<p-°° ( B U ) ) - H1 (çR, GLn ÎBT)) , 

(déduites des inclusions A*s C Ât et C B J sont bijectives, la limite inductive 
étant prise sur les sous-Roo-algèbres normales SQQ de R telles que *Soo[p-1] est finie 
sur i?oo[p-1] et galoisienne sur i?[p_1]. 

Démonstration. — On prouve le théorème pour At. Le cas de B^ est analogue. 
D'après la proposition 4.8, on a une bijection 

soo 
H1 (Gai (Soolp-'l/ÄocIp-1]) ,GU ( A 9 ) ^ H1 (WÄ,GU ( A + ) ) 

et de même 

soo 
H1 (Gai (S^lp-'yRlp-1}) ,GL„ ( a £ ) ) ^ H1 [QR, GL„ ( A t ) ) 

où la limite inductive est prise les sous-i^oo-algèbres normales 5 ^ de R telles que 
Soo[p_1] est finie sur i^oob_1] et galoisienne sur jR[p-1]. 

Soit S une sous-i2-algèbre finie normale de R telle que l'extension finie étale 
S^^/Rlp-1] est galoisienne (remarquons que les i ^ - algèbres 5 ^ qui se déduisent 
de telles algèbres forment un système cofinal parmi celles qui sont seulement suppo
sées être galoisiennes sur i2[p-1]). Si r G Q>0 vérifie r < rs, les conditions (TS2) et 
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(TS3) sont remplies par la famille ( A ^ 5 , T ^ 5 ) 0<i<d 
m>mo(S) 

(propositions 4.19 & 4.27). 

D'après le théorème 2.4 (appliqué à A = A(0'rJ, G = gR, G' = Gai (iî[p-1]/5[p-1]) et 

H' = Tis), l'application naturelle 

iS<r : H1 (Gai (Soolp-'yRlp-1)), GL„ ( A » ^ ) ) 

- H1 (Gal ( S o o l p - 1 ] / ^ - 1 ] ) ,GL„ (Àfr])) 

est bijective. Mais d'après la proposition 4.28 (c), on a 
d 

i=0 

A(i)m,s= l-m(As(o,pmr)) 

pour tout m G N , de sorte que 

lim l>S,r' 
77l>77ln («S) 

H1 (Gai (Soolp-1]/^-1]) ,GL„ (<p~m (Afpmr]))) 

^ H1 (Gai ( ^ [ p - 1 ] » - 1 ] ) ,GL„ (A^°'r])) 

Comme Gai (5oob ^/-^fa *]) es^ topologiquement engendré par un nombre fini d'élé

ments, on a 

lim 
^Q>0 

r<rs 

H1 (Gai ( S o o b " 1 ] » " 1 ] ) , G U (A^0'r])) 

^ H1 (Gai (Soolp'^/Rlp'1]) ,GLn ( A £ ) ) 

et 

lim lim 
rGQ>0 m>m0(S) 
r<rs 

H1 (Gai (Soolp-^/Rlp-1}) ,GL„ ( ^ ( A ^ 1 ) ) ) 

lim lim 
m>m0(S) reQ>0 

r<rs 

H1 (Gai ( S o o l p - 1 ] / ^ - 1 ] ) ,GL„ (^-m ( A ^ 1 ) ) ) 

^ H1 (Gai ( S o c b - 1 ] / ^ - 1 ] ) , G U l-oo ( A ^ ) ) ) 

On en déduit la bijection 

reQ>° 

lim 

r<rs 

t.lP: H1 (Gai ( S o c b - 1 ] » - 1 ] ) ,GLn (p"00 ( A £ ) ) ) 

^ H1 (Gai (Soolp-'yRlp-1}), Gln ( A U ) . 

Le théorème en résulte. 

Remarque 4.30. — Pour prouver le théorème 4.29, on ne peut pas appliquer directe

ment le théorme 2.16 avec A = A^0'^, parce qu 'étant donné un cocycle J7, provenant 

par inflation d 'un cocycle sur Gai (Soob-1 ] /^b -1 ] ) à valeurs dans GLn (A^°'r^, les 
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propriétés (TS2) et (TS3) sont vérifiées pour r < rs, ce qui n'est pas forcément le cas 

du r dont on est partis. On ne peut pas non plus le faire avec A = A"1", parce que les 

nombres C2 (5) , cs(S) et c ^ S ) dépendent de r , et tendent vers 0 lorsque r tend vers 

0. Cela explique pourquoi on a ici séparé la descente et la décomplétion. 

Pour appliquer ce théorème aux ((p, r /^ -modules , il faut raffiner la proposition 2.6 

et le lemme 2.7. 

Lemme 4.31 (a) Soit A ? (co) Vadhérence de Ac^(oo) dans As pour la topolo

gie faible. Soient m e N et W C As un sous-Ag\oo) [ N 
i 

pm modulede type 

fini stable par 7,- . Alors W C 
n>m 

Ajf too) [[Xi] 
1 

pn 

(b) De même, si W C B5 est un sous-Ag\oo) [[xi] 
1 

pm • 
p 

] -module de type fini 
-m 

stable par y? , alors W C u 
n<m 

A«(oo) [ N 
1 

p-rri 
1 
p . 

Démonstration. — (cf. preuve de 2.6). (a) Soit ww . . . j j une famille génératrice 

de W sur A ^ ( o o ) ss 1 
p~fTì ] et w le vecteur colonne dont les composantes sont 

w (1) ... ,w(r\ Pour tout m' > m soit Mm/ G Mr ( A ^ ( o o ) aa 
1 

ll IJ telle que 

7f (w) = Mm'W. Posons ym/ = ( l - T ^ S ) (w). Comme r £ ) s (Mm/) = Mm/, car 

Mm/ est à coefficients dans A ^ ( o o ) [[xi] s 
qq ] 

m' 
on a 7f (î/m/) = Mm/î/m/ vu que 

r^!, 9 commute à l 'action de 7̂  (proposition 4.11 (i)). D'après les propositions 4.24 

(a) et 4.26 (a), l 'application 1 — 7f est inversible sur ( l — r^l ("Es) d'inverse 

continu. A fortiori 1 — 7f est inversible sur ( l — r ^ s ) ( ^ s ) (puisQue son quotient 

modulo p coïncide avec ( l — T ^ 5 ) ( E s ) ) . En particulier, si vp désigne la valuation 

p-adique sur As normalisée par vp(p) = 1, on a vp ((l — 7? ) ^ ) — ^pC2) pour tout 

* e ( l - r « f l ) ( ï s ) . 

S'il existe mf > m tel que vp (1 — Mm/) > 0, alors 

*>p (y™') = ^ p ( ( l - 7zpm) 2/m') = 

= ((1 - Mm/) ym/) > vp (1 - Mm/) + vp (ymt) > Vp (ym>) 

d'où Vp (ym/) = +00 i.e. ym> = 0. 

Supposons au contraire que vp (1 — Mm>) = 0 pour tout m1 > m. Soit Afm/ € 

Mr ( e ^ ( o o ) qq 
1 

la réduction de Mm/ modulo p . Par continuité de l 'action de 

T s pour la topologie définie par vg, on a 
m'—* 00 

Mm/ = 1 : qui t te à augmenter m, 

on peut supposer m > mo(S) (cf. lemme 4.21) et v& ( l — M m ) > 
p ( c s + 2 ) 

p - 1 
+ 1. Soit 
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hm la valuation p-adique de 2/m. Si hm < +00, notons ym la réduction de p hrnym 

modulo p. D'après les propositions 4.24 (a) et 4.26 (a), on a 

VE(YM) > V b ((1 - MM) ym) -
p(cs + 2) 

p-l 

> VK (1 - M m) + VE (Vm) -
p(cs + 2) 

p-l 
> * E (Vm) + 1 

d'où VE (ym) = +00 i.e. ym = 0, ce qui contredit le fait que h m < +00. On a donc 

hm = +00 et Vm = 0. 

Dans tous les cas, on conclut que quit te à augmenter m, on a |/m = 0, soit 

T^\(W) = w : le vecteur w est à coefficients dans le séparé complété A ^ ( o o } x % 
1 

de A ^ ( o o ) x I 

1 
PTFT pour la topologie faible d'après la proposition 4.11. 

(b) Soit w^\...,w^ une famille génératrice de W sur A ^ ( o o ) [[xi] 
1 

pm 
1 

1 

constituée d'éléments de A s , et w le vecteur colonne dont les composantes sont 

..., w(r\ Comme précédement, pour m' > m on a Mm/ G 

Mr ( A ^ ( O O ) \[xi] 
1 

pm 
5 

1 
P 

M' 

telle que t T (w) = MM'W. Par continuité de l'action de 

T s , pour m ' assez grand, on a Mmt G Mr ( A « ( O O ) [ [ X , ; 
1 
1) ( c a r B 5 = U 

nGN 

1 

ll 
A s ) : 

quitte à augmenter ra, on peut supposer que Mm G Mr ( A ^ ( o o ) [[a^] 
1 

] ) . n 

suffit alors d'appliquer le (a) au sous-A^ (00) ss) 
i 

1-module de W engendré par 

w^\...,w^\ 

Lemme 4.32. — Pour chaque m e N on a (p m ( A s ) = A ^ ( o o ) [[x0] 
1 

pm 1 n ••• n 

A £ ° ( O O ) [ M 
1 

pm 

Démonstration. — Le cor. 4.10 (ii) affirme que (p m ( A s ) = A s [[#o]pTn • • • [xa] prn 

On conclut en remarquant que A ^ ( o o ) \[XQ] 
1 

pm ] n - - - n A ^ ( o o ) [[xd] 
1 

p"* j est l'image 

i (0) (d) 

de r a o • • • o r i Q . 

Proposition 4.33. — S'oit 5oo ime SOUS-ROQ-algèbre normale de R telle que 5 o o b *] est 

/ îme s^r .Roob-1] e^ galoisienne sur i2[p-1]- Soient U,Uf: Gai (5 '00[p~1]/^b~1]) 

G L n ( ^ - ° ° ( A s ) ) ( W UU G a l ( 5 0 0 b - 1 ] / ^ b " 1 ] ) ^ GLn ( ^ - ° ° ( B 5 ) ) ; deux co-

cycles tels qu'il existe M G GLn ( A s ) (resp. M G GLn fas)) avec U'g = M~lUgg(M) 

pour tout g G Q^\{S00\p-L]/R\p-1)). Alors M G GLn (</?~°°(As)) (resp. M G 
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GLn ((p 00(Bs)))- En particulier, les applications 

H1 (Gal ( S c o b r 1 ] / ^ - 1 ] ) , G U ( v T 0 0 ( A s ) ) ) 

- H1 (Gai (S^lp-'j/Rlp-1}) , G L „ ( A s ) ) 

et 

H1 (Gal ( 5 o o [p_1 ] / f í [p_1 ] ) ,GLn ( ^ - ° ° ( B S ) ) ) 

- H1 (Gai (Scolp-^/Rlp-1}) , G U ( B s ) ) 

son£ injectives. 

Démonstration. — (c/. preuve du lemme 2 .7) . On va prouver la première assertion, la 

deuxième se t ra i tant de façon analogue. Soit Sfy"1]/R\p~l] une extension finie étale 

de groupe de Galois GS/R telle que S o o b - 1 ] = SRoolp-1]. On a alors la suite exacte 

0 - TS - Gai ( S œ b - 1 ] / ^ " 1 ] ) - GS/R -+ 0. 

Comme Gai (500[p~1]/-R[p-1]) est topologiquement engendré par un nombre fini 

d'éléments (car GS/R est fini), il existe un entier m tel que Ug, U'g G GLn (<£-m(As)) 

pour tout g G Gai ( S o o t p " 1 ] / ^ - 1 ] ) . Pour tout g G Gal ( S ^ f a - 1 ] / ^ - 1 ] ) , on a 

M^UggiM) = U' soit flf(M) = U-t-MU' Pour z G { 0 , . . . , a1}, notons wo le sous-

A « ( o o ) [[a:.] 
1 

pm -module de A5 engendré par les coefficients de la matrice M . Ce 

sous-module est stable par 7.? et il est de type fini. Le lemme 4 .31 assure que quit te 

à augmenter ra, on a Wi C A ^ ( o o ) (kk) 
1 

j . La matrice M est donc à coefficients 

dans A ^ ( o o ) [[#0] 
1 

pp ] n - n A ^ o o ) [ M 
1 

oo 1. Cet te intersection n'est autre que 

(p rn(As) en vertu du lemme 4 .32 . En particulier, les cocycles U et U' sont déjà 

cohomologues dans GLn (y?-00(As)). • 

Soit V un Zp-module (resp. un Qp-espace vectoriel) de type fini muni d 'une action 

linéaire et continue de QR. On pose 

V\V) : = ( A t ®Zp V)HR , V(V) : = ( A ®Zp V)HR . 

On voit que V^(V) (resp. T>(V)) est un A^-module (resp. un A^-module) muni 

d 'une action résiduelle de TR et d 'un opérateur de Frobenius cp (défini par y? 0 1 sur 

A t 0 Z p V). 

On définit la catégorie des (ip, T ^ - m o d u l e s étales sur A ^ (resp. sur AR) comme 

étant la catégorie des A^-modules (resp. des A^-modules) M de type fini munis d 'une 

action semilinéaire de TR et d 'un opérateur semilinéaire (p commutant à l 'action de 

TR, qui sont étales i.e. tels que (p <g> 1 : M (8>ah A # —> M est un isomorphisme. 

Théorème 4.34. — Le foncteur V définit une équivalence de catégories abéliennes ten-

sorielles entre la catégorie des Zp-modules de type fini munis d'une action linéaire et 
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continue de QR et celle des (ip, F R)-modules étales sur AR. Un quasi-inverse est donné 

parD^ (A ®Ar DY=l. 

Démonstration. — [3, Theorem 7.11]. 

Théorème 4.35. — Soit V un Zp-module (resp. un Qp-espace vectoriel) de type fini 

muni d'une action linéaire et continue de QR. Le A^-module (resp. "B^-module) 

V^(V) est étale, de type fini, projectif si V est libre. En outre, 

V = ( A + ®AIr V \ V ) Y l l l 1 et V{V) = AR lllll V\V). 

Par ailleurs, si V est libre de rang n il existe une sous-Roo-algèbre normale Soo de R 

telle que 5oob_1] es^ fin^e sur ^oob_1]> galoisienne sur R\p~Y] et A\ ®At V^(V) est 

un Al -module libre de rang n. 

Démonstration. — Le cas où V est un Zp-module de torsion résulte du théorème 4.34 

puisque A t / p n A t = A/pnA. 

Supposons que V est un Z^-module de type fini sans torsion. Soit { e i , . . . , e n } 

une base du Zp-module V. L'action de QR sur V est décrite dans cette base par 

un cocycle continu U:QR —> GLn(Zp). Soit a G H1 (QR, GLn ( A t ) ) l'image de 

ce cocycle. D'après le théorème 4.29, il existe une sous-ROQ-algèbre normale SQO 

de R telle que S ^ b - 1 ] est finie sur j ^ b - 1 ] , galoisienne sur -Rb-1] e^ telle que 

a G H1 (Gai ( S o o b - 1 ] / ^ - 1 ] ) >GLn ( ^ - ° ° ( A ^ ) ) ) : il existe M0 G GLn (A>) tel que 

g i—• M0~1Ugg(M0) est trivial sur Hs, et à valeurs dans GLn (<p~°°(A^)). 

D'après le théorème 4.34, on a V(V)/pV(V) = V(V/pV). Le module V/pV étant 

fini, quit te à remplacer 5 ^ par une extension finie, on peut supposer que le A^-module 

V(V) ®AR est libre de rang égal au rang du Zp-module V. Soit { r* i , . . . , r n} 

une base de ce As-module et N e GLn(A) la matrice de changement de base de 

{ e i , . . . , e n } dans { r* i , . . . , r n} : le cocycle g 1—> N~1Ugg(N) est trivial sur Hs et à 

valeurs dans GLn (A5) . Soit /3 son image dans H1 (Gai (S'00b-1] /^b-1]) > GLn ( A s ) ) . 

Comme a et ¡3 ont même image dans H1 (Gai (5oob_1] /^b_1]) >GLn ( A s ) ) ) , ils 

ont même image dans H1 (Gai (S'00b_1]/^b_1]) » GLn ((p~°°(As))) en vertu de la 

proposition 4.33. Le groupe Gai (.500b_1]/^b~1]) étant topologiquement de type 

fini, on peut supposer (quitte à changer la base { r i , . . . , r n } et à remplacer MQ 

par ipk(M0) pour A: G N convenable) que M0_1L^^(M0) = N~1Ugg(N) pour tout 

^ G G a l ^ o o b " 1 ] » - 1 ] ) . 
Soit M = NMQ1 G GLn ( A ) . Comme g \-+ M0_1C/p^(Mo) et g ^ N^U^N) sont 

triviaux sur Hs, on a g(M) = M pour tout g G Hs et donc M G GLn ( A s ) . Par 

ailleurs, on a M~1Ugg(M) = UG pour tout g G Gai (S'00b~1]/^b~1])- La proposi

tion 4.33 affirme qu'on a en fait M G GLn ((p~°°(As)). Là encore, quitte à remplacer, 
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pour A;' G N convenable, M0 et N par (pk'(M0) et ipk' (N) respectivement, on peut 

supposer que M G GLN (A5). On a donc M0 = M~lN e GLN (A) n GL„ ( A + ) = 
GL„ (At) . 

En particulier, l'application naturelle At ®At T>\(V) —> At ®Zp y est un isomor

phisme de (/^-modules, où ©^(V) = (A* <g)Zp V)Hs est libre de rang n sur A^ et 

muni d'une action de Gai (S'oo[p-1]/'^[p-1])- Rappelons que A ^ C A^ et C A s 

sont finies étales et que A s = AR ®At A^ d'après la proposition 4.28. Par descente 

étale, le A^-module V^(V) = (A* (g)Zp F ) ^ ^ est projectif de rang n, muni d'une 

action de TR et tel que V\{V) = Ag ®At P^(V) . En étendant les scalaires à AR et 

par fidèle platitude de As sur AR, on en déduit que V(V) = AR (8)At V^(V). 
1 iR 

De même, en utilisant les égalités (At)^_ = Zp (car Zp Ç ( A t ) ^ - C Av?=1 = Zp) 

et At ®A£ p t (1^) = At <g)Zp y , on a bien V = (A+ ®aĵ  2>t(V))*~\ 

Si y est un Qp-espace vectoriel de dimension finie n muni d'une action linéaire 
continue de GR, il contient (par compacité de GR) un réseau stable par GR- Il existe 
donc Soo [p~x] comme précédemment, tel que T>(V) ®bh B S est un Bs-module libre 
comme de rang n. Le raisonnement est alors analogue au précédent. • 

4.8. Applicat ion : l 'opéra teur if). — Dans la théorie classique des (<p, IV)-
modules, on définit un inverse à gauche du Frobenius, noté ip, qui est très important 
pour étudier la cohomologie d'Iwasawa des (<p, IV)-modules (voir [9]). 

D'après le corollaire 4.10, si soo est une sous-RQQ-algèbre normale de R 

telle que Soo\p 1]/i^oc[p 1] est finie, le As-module cp *(As) est libre, de base 
([#o]a°^p • • • [xd]ad^p)0<a<p- Comme A est le complété, pour la topologie p-
adique, de la réunion des As , le A-module ip~1(A) est lui aussi libre, de base 

{[X0]A0/P • • • Mad/P)0<ai<p- 011 P°Se al°rS 

iß: A —• A 

a 
1 

pd+l TVi(A)/aOp 1(a)) 

Les propriétés suivantes sont immédiates : 

(i) ip o çp = Id ; 

(i) tj) commute à l'action de Aut (R/R\ donc en particulier à l'action de GR ; 

(iii) si a G A s'écrit ip 1(a) = 
aGNd+1 
0<ai<p 

0>a 
d 

n 
¿=0 

N 
a, 
P , on a ip(a) = CLQ ; 

(iv) si 5oo est une sous-Roo-algèbre normale de R telle que 5qo[p 1]/i?Qob 1] es* 
finie, alors la restriction de ^ à A s coïncide avec TQ°1 o • • • o Tq^ o <̂ -1 ; 

(v) ^ ( A t ) C At. 
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Comme ip commute à l'action de GR, si V est un Zp-module de type fini muni d 'une 

action linéaire et continue de QR, les modules T>(V) et V^(V) héritent d 'une action 

de ip qui commute à celle de TR. Alors, 

PROPOSITION 4.36. — Le module V(V)^~° admet une décomposition 

v(v)^=° = v(v)0 e • • • e v(y)d 

telle que pour chaque i G { 0 , . . . , d}, 

(i) V(V)i est un SOUS-(P(AR) -module de V(V) stable parTR; 

(ii) la formation de V(V)i est fonctorielle en V (la numérotation des variables 

étant fixée) ; 

(iii) si ra G N est tel que 7? G TR, alors Tf — 1 est bijectif sur V(V)i, et admet 

un inverse continu si pV = 0. 

Démonstration. — • Supposons V de torsion. Soit S une sous-iî-algèbre finie 

normale de R telle que 500[p-1]/i20ob~1] est galoisienne et Gai ( i ^ b ^ l / ^ o o b 1 ] ) 

agit trivialement sur V. Soit HS/R = Gai (500b_1]/-^oob~1])- On a a^ors ^{V) — 

(V ®z AS)HS/R. Pour tout i G { 0 , . . . , d} et ra G N soit T^S : AS -+ A ^ ( 0 0 ) alsosi 1a 
a 

a 

le projecteur introduit dans la proposition 4.11. On pose 

V{V)D := ( ( l - r g ® l ) o lll ® 1) ( A s ®zp V))"S/R 

°(T$®I)O(<p-1®1)(AS®ZPV))HS/R si 0<i<d. 

d(k)d:=((j-t(d) o(l-1ol)(asozpv)hs/r si<i>k: 

о (r0(g <g> l ) о ( p - 1 ® 1) (As®zpV)) S/R si 0<i<d. 

Comme T^g est idempotent, les propriétés (i) et (ii) sont claires. On remarque aussi 

que cette définition ne dépend pas du choix de Soo, grâce à la propriété 4.11 (iv). 
rn 

Soit my G N tel que pour tout ra > rrty et i G { 0 , . . . , d}, l'élément Tf agit trivia-
m 

lement sur V (rappelons que V est fini) et Tf ET s- Fixons ra > my. D'après le proposition 4.20, si z G A ^ ( o o ) ^[xi] 
i 

pm + l ] 
on a une écriture unique z = 

P-i 
Zj[Xi] 

3 
-m + l 

avec Zj G A ^ ( o o ) [[xi] 
i 

pm } On a de plus r^s(z) = 0 si et seulement si z0 = 0 

et, dans ce cas, on a (avec les notations des lemmes 4.23 et 4.25) ( l — jf ) (z) = 

p-i 

kkk 
P m , j , l(^)N] 

a 
pm + l . Pour ra > my, les applications 

p(i)m,j,l:t(i)m,s(As((so) 1 
pm + l , . . . , 

aosç 
1 

pm + l ] ) - ' • S s f A s [ N 
1 

Dm + 1 > • • • » fcd] 
i 

pm + l 1) 

sont bijectives d'inverses continus modulo p par 4.23 et 4.25. On déduit (cf. proposi-
m 

tions 4.24 et 4.26) que pour ra > my, l 'application 1 — Tf est bijective et admet un 
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inverse continu modulo p sur 

( l - A î o ^ o - o r a f A s [[*„] 
1 

pm + l , . . . , j j 
1 

pm + 1 
] ) 

Comme r^s = ip™ o r^s oip 171 d 'après la proposition 4.11 (ii), il en est de même sur 

( l - ' ß W $ 1 ) ° " - < > ' b ( 3 ( A s 
((kk) 1 

P , • • • , fcd] 
1 
P ] ) 

En tensorisant par V (rappelons que jP agit trivialement sur V pour m > ray), on 

en déduit que l 'application 1 - P Pm x est bijective et admet une inverse continu modulo 

p sur V{V)i pour m > my. 

Si m < m v , on écrit 1 - 7ypmmvi - (1 - -yf )(1 + lï + • • • + 7? (P }) : la 

propriété (iii) en résulte. 

• Dans le cas général, on écrit V comme 
n 

V/pnV et on pose V(V)i = 

lim 
n 

V (yipnV)i- On se ramène alors au cas précédent par dévissage. • 

Soit V un Zp-module libre de type fini muni d 'une action linéaire et continue de 

GR. Posons Vi(V)i = V(V)i H Vi(V). 

Lemme 4.37. — Soient S une sous-R-algèbre finie normale de R et 

( A H 
i 

=l-t(i)o,s)(A(o,r)s 
[ m 1 p , . . . , [Xi] 

i 
p 

Pour tout m > mo(S) etr < ^ (voir le lemme 1^.23 pour les notations), Vapplication 

1 — 7f est bijective d'inverse continu sur (A^'7^) . 

Démonstration. — Il résulte des propositions 4.24 et 4.26 que si m > moi S) et r < 
rs 
pm 1 

RN 
l 'application 1 — jp est bijective d'inverse continu sur 

kkl 
r 

71,5 
it) 

) O T 
aisi 
m, S o • • • o T 

(d) 
m,S 

(A(0,P"V] 
[l*o] 

1 
pm + l J • • • > [Xd] 

1 
pm + l 

Mais A ^ 1 [x0] 
1 

pm + 1 , . . . , [xd] 
1 pm+l l-m (As(o,r) M 

1 
p ! . . . , [xd\ 

1 
P ) . Comme 

(N~RN O T. .(0 
m\S0{f —m pour tout i G { 0 , . . . , d} (proposition 4.11 (ii)), on en déduit 

que si m > mo(S) et r < rs 
PM 

M 
l 'application 1 — 7; est bijective d'inverse continu sur 

„ - ( ( A f ) , ) - a s En appliquant </?m, on voit qu'il en est de même sur ( A r ! ) 
i 

Pour i G { 0 , . . . , d}, posons V\V)i = V^(V)nV(V)i. On munit Af = 
lllll 

llllll 

de la topologie de la limite inductive. En considérant T>^(V)i C V^(V) Ç A* ®zp V = 

(A^)n, on munit V^(V)i de la topologie induite par celle de (A^)n. On remarque que 

^iy)i est fermé pour cette topologie (car c'est le cas de ( l — T Q ^ ) O T^S^ O • • • O 

TQdg(As) dans As). Montrons l 'analogue de [8, Prop . II.6.1] dans le cas relatif : 
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Proposition 4.38. — Sim G N est tel que 7? G tr, V application Tf — 1 est bijective 

sur T>UV)i, d'inverse continu. 

Démonstration. — Commençons par introduire quelques notations. Si S est une sous-

R-algèbre finie normale de R telle que 5oob-1 ] / i îoob-1 ] es* galoisienne, on pose 

V\(V) = Al ®At V^(V). Pour tout n G N , soit t(n) une sous-S-algèbre finie nor

male de R telle que T^\p~1}/R^fy"1] est galoisienne et Gai (i?[p~1]/T(^l^[p~1]) agit 

trivialement sur V/pnV. Soit HTW/S = Gai ( T & V ^ / S o o f c r 1 ] ) . On pose 

dk(v/pnv)i= 

( ( l - ' f i c . ) ® ! ) ^ ^ ) ® ! ) 0 -

0 (*$<»> ® l ) ° ( V 1 ® 1) (Ar(„ , ®Zp (V/p»n) ) f f r (B) / s 

et P s ( F ) i = lim 
n 

2?s (V/PnV)i- Finalement, on pose I>s(V)i = Vs{V)i n V\{V). 

m-\-n 
On démontre la proposition suivante [8, Prop. 11.6.4]. Comme 1 — 7" = (1 — 
T7T. „_ 771 „771 71 ̂_ 771 7̂71 , 

Tf )(1 + Tf H f"Tf )» il suffit de vérifier que 1 — Tf est bijectif sur V*(V)i 

d'inverse continu pour m assez grand. D'après le théorème 4.35, il existe une sous-

i^oo-algèbre SQQ de R telle que S 'oob_1]/^oo[p_1] es^ nnie étale galoisienne et T>\(V) 

est un A^-module libre de rang n, où n est le rang du Zp-module V. Fixons une base 

( e i , . . . , e„) de 2?s(V) sur A ^ . Alors Vs = As ®AR 2?(V) est un As-module libre 

de base ( e i , . . . , en). Supposons que SQQ soit la normalisation de SR^ où S est une 

sous-iï-algèbre normale et finie de R. On prend m tel que 7" e T g . 

Comme 2?t(V) est un module étale, la famille (y>(ei) , . . . , <p(en)) est encore une base 

de V\{V) sur A ^ . Par ailleurs, pour n 6 N , on a AT(„) ®z„ (V/pnV) = ATM <8>as 

(Vs(V)/pnVs(V)) d'où 

© s e w n = (1 - * ö ® 1) ° № 1 } ® l ) o • • • 

0 {4ds ® l ) 0 ( v - 1 ® 1) ( 2 > s ( V ) / p " P s ( V ) ) . 

Comme ej G 2?s(V), on a (TQ*^ (8) l ) (e^) = e^, et donc (avec des notations évidentes) 

Vs(V/pnV)i = 
d 

3 = 1 

( ( A s W p ^ A s M e , , 

En passant à la limite projective sur n, on a T>s(V)i = 
d 

3=1 
(As)iej, d'où 7>Uv)i = 

d 

3=1 
(A^iBj (on a (Al)i = (As)i H A+). 
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Soit Z — 
n 

3 = 1 

Zjej G VJS(V)i. En utilisant le lemme 4 .37, on pose 

fi(s)= 
n 

3 = 1 

( ' - i r r ' <Zj)ej' 

On a alors, * - /¿ ( ( 1 - 7? )(*)) = - / ¿ 
n 

.3=1 
lf(zj) i1 - T f " ) (ej) j • On pose 

gi,z:d+(vpi d+s(v)i 

y - yy-fi((2-typmi) (y)-z). 

L'action de Ts sur D t ( V ) est décrite, dans la base { e i , . . . , e n } , par un cocycle 

continu sur Gal (S'odi? l]/S\p *]) a valeurs dans GLn ( A ^ ) . On choisit r < rs 
pm 

tel 

que ej G A^0'^ ®zp ^ Pour j G { 1 , . . . , n} et tel que l'image C = Cm de Tf est à 

valeurs dans GLn (A^'^V Par continuité, il existe m' > ra, tel que m' > mo(S) et 

wr(l-Cm') >c2{S) + r 
p - l (avec les notations des propositions 4 .24 et 4 .26) . On a pas 

forcément r < rs 
pm , mais montrons qu'on peut s'y ramener. Posons r' = r 

pm' —m : on a 

r'< rs 
pm 

, et en vertu de du lemme 4 .5, on a wr> (1 — Cm/) > r', 
r wr(l — Cm'). Rappelons 

qu'on a c 2 ( r ) : = c2(S,r) = 
p ( c s + 2 ) r 

p - l 
(cf. lemme 4 .13) . On a donc wr/{l — Cm') > 

v(c.Q-\-2)r' 
p - l + 

r ' 
p - l 

= ca(r ') + p - l Qui t te à remplacer ra par ra/ et r par r ' , on peut donc 

supposer que ra > rao(5), wr (1 — C) > C2(.S) + r 
p - l et r < rs 

pm ' 

Pour z G 
, 

3=1 

(As(o,i) 
ej on pose wr(z) = min ( 1 ^ ( 2 ^ ) ) , où ( 2 1 , . . . , 2 N ) est l 'image 

de z dans (A<°'rl )n par le composé 
d 

3=1 

( A ^ r l ) c,- Ç A ( M ®Zp V - ( A ( M ) W . 

Remarquons que cette définition ne dépend pas du choix de la base ( e i , . . . , en) du 

A(° ' r l -module A<°'rl ®Zo F . 

D'après les propositions 4 .24 et 4 .26, on a alors wr (fi(z)) > wr(z) — C2(S) — r 
p - l ' 

et donc wr (g¿o(y)) > wJy) + wr(l - C) - c2(S) - r 
p - l Pour 2 / 1 , 2 / 2 ^ 

d 

3 = 1 

és(onr))iej 

on a alors 

w e Ì 9 i A y i ) -9iAy2)) = u)r (gioivi - 2 /2 ) ) > wr(y1-y2) + wr(l-C)-c2(S)-
r 

p - l ' 

En particulier, l 'application giiZ est contractante pour la topologie définie par wr : 

elle admet donc un unique point fixe yz. Comme fi est une bijection, yz est l 'unique 

solution de l 'équation (l — *y£ ) (y) = z. 

Par ailleurs, yz est la limite de la suite définie par 2/0 = z et 2/n+i = 9i,z{yn) : 

on a w R ( 2 / * - z) > wr (giìZ(z) ~ z)- Comme giiZ(z) ~ z = _/< ( ( * ~ lï ) (z) ~ z) = 
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fi(ypmn (z)), on a en outre wr(yz - z) > wr(z) - c2(S) - p 
P-1 

L'application 

( m \ — 1 
1 ~~ H ) est donc ^ien définie et continue sur 

d 

3 = 1 
(Ag»--i; 

i 
ej. Mais Vi(V)i = 

lim 

0<r<rs 3=1 

d 
(Aso,r) irj muni de la topologie de la limite inductive. On en déduit que 

( m \ — 1 J. 

1 — 7f J est bien défini et continu sur V]s(V)i. 
On a V\V)i = (v\{V)i)Hs/R, où Hs/R = G a l ^ o o I p - ^ / ^ o o b " 1 ] ) . Le groupe 

Zpli agit par conjugaison sur le groupe fini HS/R (car HR est distingué dans 

GR). Le noyau de cette action est un sous-groupe ouvert d'indice fini : quitte 

à augmenter m, on peut supposer que g j f m i = 7? g pour tout g G HS/R. Si 

z G &(V)i9 on a alors g ( l - 7 f -4 (z) = ( l - <yf -l (*(*)) = ( l - if)*1'1 (z). 

Ainsi, ( l - lf)~l {V]{V)i) Ç (vl(V)i)Hs/R = VÏ(V)i et la conclusion suit. • 

4.9 . A p p e n d i c i t e a iguë . — L'objet de cet appendice, de nature essentiellement 

technique, est de construire des relèvements A s et A j de E s et e-j dans A s pour 

toute sous-i^-algèbre finie normale S de R (cf. proposition 4.42). L'anneau A g joue 

le rôle de structure entière dans A s , qui est crucial pour les questions de nature 

topologique dans les anneaux d'éléments sur convergent s. 

Soit R un sous-anneau de A s fermé pour la topologie faible, contenant n et tel que 

B D pAs = pB. Si b G N , on note Db = B V 
IRB l'image de B{u}/(nbu — p) dans A s 

(où B{u} désigne l 'anneau des polyômes en l'indéterminée u et à coefficients dans B 

complété pour la topologie faible). 

Lemme4.39. — L'application naturelle B/pB —» Db/ p 
7TB Db est un isomorphisme : on 

a Db D pnAs = P 
IRB 

n Db pour tout n G N . En particulier, Db P 
7TB 

n Db est sans 

^-torsion et Db est séparé et complet pour la topologie P 
7Tb mmm 

Démonstration. — Le composé B/pB —» Db/ p 
7TB Db —>• E s _ est l'inclusion. Comme 

l'application naturelle B/pB —> Db/ p 
7Tb 

Db est surjective, c'est un isomorphisme. L'an

neau Db étant sans 
7Tb 

-torsion, l 'application Db P 
7Tb 

Db - p 
7Tb 

n P 
7Tb 

n+1 Db est 

un isomorphisme. Une recurrence sur n utilisant linjectivite de Db/ P 
7Tb 

montre alors l'injectivité de Db/ ( p 
7Tb 

)n Db —» As/pnAs pour tout n G N . Comme 

A s est séparé et complet pour la topologie p-adique, et Db fermé pour la topologie 

faible, Db est aussi séparé et complet pour la topologie P -adique. 

Lemme 4.40. — Soit h G N et C = B{t\,... ,th} le complété, pour la topologie 

faible, de Vanneau de polynômes en les variables t\,...,th. Soient I Ç C un idéal 

etz = (zi,... ,Zh) G (B/pB)h un zéro de I®B (B/pB). On suppose que Vapplication 
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d<g)B(B/pB) est un isomorphisme quand on inverse n, où d: I/I2 —• 
h 

3=1 
(C/I)átj 

est induite par la dérivation. Alors il existe un unique zéro z = (zi,...,Zh) G 

relevant z. En outre, il existe b G N tel que z G D%. ahs 

Démonstration. — Soient G / tels que d ( / i ) , . . . , d ( / ^ ) engendrent le 

(C/I) [ [Tf l -^ -modu le 
h 

3=1 
(C/I)dtj [ [ t t ]"1] . Soit c G N tel que ñ°d(fj) G 

h 

3 = 1 
[C/I)àtj pour tout j G {!,...,j Soit J = ( 9 / . 

dtj ) l<ij<h 
G Mh(C) la matrice 

jacobienne associée. Il existe M G Mh(B/pB) tel que MJ(z) = 7r 1^. Soit ò > 3ch. 

On construit par récurrence une suite (^(^))nGN d'éléments de D% telle que : 

( i ) * ( i ) = z mod d 
lll 

D% (rappelons que B/pB Db/^Db d 'après le 

lemme 4.39) ; 

(2) / ,-(z(n)) = 0 mod ( i 
lll 

\n+l 
Db pour tout j G { 1 , . . . , h} et tout n G N>0 ; 

(3) ¿(n) = z(n — 1) mod pn 
nch(n+l) D% pour n > 2. 

Remarquons que la suite ainsi construite converge dans D% (pour la topologie 

faible) en vertu du lemme 4.39. 

Soit M un relèvement de M dans Mh(B). Soit z(0) un relèvement quelconque de 

z dans D* : il existe y 11) G DÏ tel que f(z(0)) = (f1(z(0)),...Jh(z(0))) = py(l). 

Posons z(l) = z(0) - p My(l). On a f(z(l)) = f(z(0)) - P 
7TCH J(z(0))My(l) 

mod ( P D\. Comme MJ(z(0)) = irchIh modpMh(B), on a f(z(0)) -
p 

7TCH 
T(z(0))My(l) = 0 mod p2D% et donc f{z(l)) = 0 mod p/ldj D% i.e. (1) 

et (2) pour n = 1 sont venhes. 
Soit n > 2 et supposons z ( l ) , . . . ,z(n — 1) construits. Il existe y(n) G DÏ tel que 

f(z(n - 1)) = ( A ( z ( n - 1 ) ) , . . •, fh(z(n - 1))) = ( 7TCH y(n) et posons 

z(n) = z(n — 1) — 
pn 

^ch{n+l) 
My(n). 

La condition (3) est clairement vérifiée. Par ailleurs, on a 

f(z(n)) = f(z(n-l))-
pn 

^ch(n+l) -J(z(n - l))My(n) mod ( 
pn 

^ch{n+l) 
Dl 

Comme MJ(z(n - 1)) = nchlh mod pMh(B), on a f(z(n - 1)) - pi 
ttch(n+1) 

J(z(n -

l))My(n) = 0 mod ( p 
7TCH . 

)n+1Z)£. En outre, on a ( 
„ 7 1 
P 

TTCH,+1 • ) - ( P 
Kch 

2n-l p 
ttch 

G 

( 7Tc/l 
Db vu que ò > 3ch et n > 2. 

Dans le cas ou 7r est inversible dans B, la matrice j(z)est inversible dans 

Mh(B/pB), ce qui implique l'unicité de la suite (z(n) mod Pn+1)nGN>0- On en 
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déduit l'unicité de z G (A5J tel que fj(z) = 0 pour j G { 1 , . . . , h} et tel que z = z 

mod p ( A s ) . 

Soit / G / , montrons que f(z) = 0. Par hypothèse et choix de ( / 1 , . . . , fh), il existe 

a G N (indépendant de / ) tel que 7raf G ( /1, T. . ,//*) + (I + pB)I (rappelons que d est 

C/J-l inéaire). Pour AT G N , on .a alors 7rNaf G ( / 1 , . . . , / / , ) + (I+pB)NI. Par ailleurs, 

pour tout g G / , on a #(2) G p A s par définition de z : on a /KNaf(z) G pN+1As, i.e. 

f(z) G piV+1A5. Comme A 5 est séparé pour la topologie p-adique, on a fini. • 

Lemme 4.41. — Soit B comme précédemment. Supposons de plus que B Ç A J { P 
a 1 

Alors pour tout k G N>o , la projection 

B{tu ...,th}—* (B/pkB){tli. ..~th} 

est surjective, où B{t\,..., th} est le complété de l'anneau de polynômes B[ti,..., th] 

pour la topologie faible, et (B/pkB){t\ì... ,th} est le complété de l'anneau de poly

nômes (B/pkB)\ii,... ,th] pour la topoloqie n-adique. 

Si en outre U Ç B est une partie multiplicative telle que U lB Ç A+s { p 
ttb 

} , alors 

pour tout k G N>o, la projection 

U^B^ ( c / - 1 5 / / c / - 1 5 ) A 

est surjective, où U~1B est le complète de U 1B pour la topologie faible et 

{U-1B/jf6U-1B) le complete de U^B/j^U^B pour la topologie n-adique. 

Démonstration. — Soit b G (BlpkB){tu ... ,th\ (resp. (U-1B/pkU-1B)A). 

Écrivons-le comme la somme d'une série b = 
00 

n=0 
7fn6n où 6N G (B/pkB)[t1,...,th} 

(resp. bn G U~1B/pkU~1B). Relevons la suite (Sn)nEN en une suite (&n)neN où 

pour tout n G N , on a bn G B[ti, ...,th] (resp. bn G U~1B). Montrons que la suite 

(7rn6nì ^ tend vers 0 dans B\t\.... , £ J (resp. dans U~1B) pour la topologie faible. 

En effet, la somme b = 
00 

71=0 
7rnbn converge alors dans B{ti,... (resp. dans U~XB) 

en un relèvement de b. D'après le lemme 4.39, on a 

A + / p " A + Ç A + { m 
a } / ( 

p 
TT6 

A+s p 
ttb 

} Ç As/pnAs. 

Comme t t 6 * " " 1 ^ { p } / ( p 
7Tb 

) n A | { 
7Tb 

} Ç A j / p n A g , il suffit de montrer que pour 

tous n , m G N , on a 7RN+M = 0 dans Wn (Es /7FmE5 ) = As/ (pn, [n]171) As. En 

effet, cela implique alors que 7r6n+m = 0 dans A+s { p 
7Tb } / ( ( )",[7f]m) A + { P 

7TB 
} et 

donc que l'image de 7rkbk dans 

A+s aa 

7Tb } [ t l , - . . , * f c ] / ( ( 
P 

ttb 

)(tt)m)A+s( aa 
ac 

)(ti,...,tn) 
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(resp. A j j 
V 

7Tb } / ( ( 
p 

TT» 
)".[^r)A+{ P 

7T 

est nulle pour k > bri + m, ce qui implique que la suite converge vers 0 dans 
A+s P 

7Tb } [tu...,th] (resp. A j { p 
7Tb 

) ) pour la topologie faible (rappelons que d'après 

le lemme 4.39, on a A j { p 
7T° } n p " A 5 = ( p 7T° ) " A s { 7T° } ) • 

On vu lors de la preuve de la proposition 4.2 (d) que n = (1 + a)[7r] avec a = 

p[ai] +p2[a2] + • • • et vE(ak) > - p 
P - 1 

pour tout k G N>0. Pour AT € N , on a alors 

7TN = [ir]N(l+p[aNil] +p2[aN¿] + • • • ) avec vK(aNik) > - kp 
P - 1 

Comme VV.DR) = p 

p-1 
on a vu (7Tn+man+m5fc) > (n+m—k)p 

P-1 > 
mp 

P - 1 pour k < n. 

Rappelons que XQ = e := (e^, e^1',e2 , . . . ) Ge+r et que pour tout i G { 1 , . . . , d} 

on a posé Xi = ( ? f \ 7 f \ • • • ) G E + . 

Proposition 4.42. — II existe un unique sous-anneau As de As tel que : 

(a) As est complet pour la topologie faible ; 

(b) pAs n As = pAs ; 

(c) on a un diagramme commutatif 

As E<? 

esoo AS 

(d) [xi] G As pour i G { 0 , . . . , d}. 

(e) il existe une sous-A^,^-algèbre A j de As et rs G Q>0 tels que : 

(i) il existe a e N tel que P 
7Ta 

€ A + et A + / P 
7Ta A 5 ~~* E 5 / 

(ii) sz a,ß G N>o son¿ ¿e/5 çwe a < 
P^S 
p-1 

on a Ag Ç A j j p 
ttb 

(iii) A J es£ complet pour la topologie faible. 

De plus, par unicité, As est stable sous Vaction de Gai ( S o o b 1 ] / - ^ b 1]) et de (p. 

Insistons sur le fait qu'en général, contrairement à l 'anneau A s , l 'anneau A j n'est 

pas unique (c'est déjà le cas lorsque d = 0, et c'est lié à la ramification de S). 

Démonstration. — Remarquons tout d 'abord qu'on peut remplacer (ii) par 

(ii') il existe b G N tel que A j Ç A j { p 
7Tb 

En effet, la propriété (ii) est alors vérifiée avec rs = P-1 
pb 

car si 
ß < prs 

p - 1 ' on a 

AJ{ P 
7Tb HAH Pa 

TT? 
j vu que ( p 

7Tl )a = nß-ba Va 

Montrons de plus qu'en fait, la propriété suivante est vérifiée : 
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(iii') pour tout n G N>o, la topologie induite sur A~g/pnAg par la topologie faible 

de As/pnAs est la topologie 7R-adique, et Ag/pnAg est fermé pour cette topologie. 

Cela implique la propriété (e)(iii) et que As = 
n 

( ( A + ^ A + H * - 1 ] ) . 

Posons A+^fc) = W(fc)[7R] (rappelons que k est le corps résiduel de V et que 

7T = [e] — 1). L'anneau A^fc^ est un sous-anneau de As complet pour la topologie 

faible et relève E ^ ^ = fc[7f|. On note Aw(fc) l 'adhérence, pour la topologie faible, de 

A ^ ^ [ 7 R - 1 ] dans As. Les conditions (a)-(e) impliquent que l 'anneau As, s'il existe, 

contient nécessairement l 'anneau Aw(fc)- La propriété (iii') est alors vérifiée en vertu 

de [3, Lemma 10.11. 

Écrivons E ^ = E^fc^ po] / (/o) (rappelons que E y / E^fe^ est une extension 

d 'anneaux de valuation discrète complets, d'extension résiduelle séparable, elle est 

donc monogène). Relevons le polynôme f0 en /o G A^^[to]. D'après le lemme 4.40 

appliqué à B = A j , le polynôme /o admet un unique zéro ZQ relevant l'image de 

to dans As, et on a ZQ G At { 
TT0 

} pour b assez grand. Notons alors Ay la sous-

A^fc^-algèbre de As engendrée par zo et Ay l 'adhérence de A y [ 7 R - 1 ] dans As pour 

la topologie faible. En appliquant le lemme 4.40 à B = As (s'il existe), on voit que ce 

dernier contient nécessairement Ay - En outre, l 'application du lemme 4.40 à B = Ay 

montre que ce dernier ne dépend pas du choix du relèvement (notons qu'en général, 

ce n'est pas le cas de Ay). La propriété (iii') est alors vérifiée en vertu de [3, Lemma 

10.1]. 

O n a E + o =E+{xf1,...,x±1 } (complété pour la topologie 7r-adique) : posons 

A + 0 = A + { [ x 1 ] ± 1 , . . . , M ± 1 } 

(adhérence de A y [[^î]^1, • • •, [xd]-+2] pour la topologie faible). D'après le lemme 4.41, 

on a A p o / p A t o —» Epo- On note A # o l'adhérence, pour la topologie faible, de 

A^0[7T x] dans As. On a encore A^0 Q Ag { V }. D'après la propriété (c) et ce 

qui précède, l 'anneau A s , s'il existe, contient nécessairement A#o. La propriété (iii') 

est alors vérifiée en vertu de [3, Lemma 10.1] (en utilisant le lemme 4.41). 

D'après le lemme 4.1 (e), l 'anneau E t s'obtient à part ir de E^0 en itérant les 

opérations suivantes : 

(ét) extension complète, topologiquement de type fini et formellement étale pour la 

topologie 7f-adique ; 

(loc) complétion, pour la topologie 7f-adique, d 'une localisation ; 

(comp) complétion par rapport à un idéal contenant n. 
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Supposons que R est obtenu à part ir d 'une i2°-algèbre R' par l 'une des opérations 

(ét), (loc) ou (comp) de l ' introduction, de sorte que E Ì est obtenu à part ir de E Ì 
R R' 

oar l 'opération correspondante. 
C A S D ' U N E EXTENSION D E T Y P E ( É T ) : 

Comme E t est topologiquement de type fini sur EX , on a E Ï ~ C/I, où C = 
R R' R 

E t { ¿ 1 , . . . , th } désigne le séparé complété de l 'anneau de polynômes E t p i , . . . , th] 
R' R1 

pour la topologie 7f-adique, et i~ Ç C un idéal. En outre, l 'application induite par la — 2 
dérivation d: I/I —> 

h 

3 = 1 

{C/L) dtj est un isomorphisme, car E Ì Ç E Ì est formelle-
R' R 

ment étale pour la topologie 7r-adique. 

Soit F1,...,fHEL dont l'image par d est une base du E i - m o d u l e 
h 

3 = 1 

Etàtj. On 
R 3 

peut supposer que / = . . . , fh). En effet, si ce n'est pas le cas, posons 

E' : = ( E ± / T r E t ) p ! *h]/(7i 7ft). 

Alors le morphisme Spec ( E t /W E t ) = Spec (E'/L) —• Spec(£") est une im

mersion fermée. C'est aussi une immersion ouverte car l'inclusion des idéaux 

Uif — ifh) Çz I àe ( E t /WEt ) [ t i , . . . ,th] est un isomorphisme sur un ou-
\ R' R' ' 

vert de ( e ± /TTE± ) [ t i , . . . ,th] qui contient Spec ( e ± / T T E ± ) = Spec [E'/L) (cf. 

[22, Corollaire 17.12.2]). L 'anneau E' est donc le produit de deux anneaux : 

E' ~ ( £ 7 7 7 ) x E" et E'/7 = Ef^h+\]/(th+ië - 1) avec e = (1,0) G (E'/7) x E". Soit 

e G E t { ï i , . . . ,th} / ( / i , • • •, / / J l ' idempotent qui relève ë et soit / ^ + 1 = th+ie — 1. 

On conclut que E ± ^ E ~ { ¿ 1 , . . . ,th+i} / (7i, • • • ,7/i+i) et <lue d/i> • • • >d/fc+i est 
h+l 

une E±-base de 0 E±dtj. 
Comme A i /pA~ ^ E t , le lemme 4.41 montre que C = C/pC où C = 

R' R' R' 

A i { t i , . . . , th} est le complété de l 'anneau de polynômes A i [ £ i , . . . , t^] pour la 
R' R' 

topologie faible : il existe / i , . . . , fh G C relevant la famille / l 5 . . . , fh G / . Notons 

I Ç C l'idéal engendré par / i , . . . , fh et A = C/L L'image de J <g>c C dans C n 'é tant 

autre que J, la suite exacte 
I®CC—> C—> A/pA — • 0 

montre que A/pA = C/L = E ~ . Par ailleurs, l 'homomorphisme Ah —» I/I2 (qui 

envoie ej = ( 0 , . . . , 0 , 1 , 0 , . . . , 0), le 1 étant en j - è m e coordonnée, sur fj) est surjectif 

par construction. Il induit un homomorphisme surjectif (A/pA)h —> (I/I2)<S>A(A/PA). 
2 

Mais le composé avec l 'application naturelle (I/I2) <8>A (A/pA) I/I n 'est autre 

que l 'isomorphisme (A/pA)h I/I inverse de d. L'homomorphisme (A/pA)h —> 

(I/I2) <8>A (A/pA) est donc un isomorphisme, et il en est de même de l 'application 
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naturelle (J/J2) ®A {A/pA) - I/f. 

(A/pAf (I/P) ®A (A/pA) •Vf 

Le diagramme commutatif 

(I/P) ®A (A/pA) 
d®(A/pA) h 

(c/i)dt ) ®A (A/pA) 

1 

Vf 
d h 

.7=1 
(C/I)dtj 

identifie d®(A/pA) avec d, qui est un isomorphisme. On peut donc appliquer le 

lemme 4.40 à B = As : il existe un unique morphisme de A t -algèbres A —> As rele-
R' 

vant l'inclusion E t Ç E 5 . Notons A i l'image de A dans A s - Comme A i est sans p-
R R R 

torsion (c'est un sous-anneau de As), on a grp ( A i ) — E i [ s ] (anneau des polynômes 

à coefficients dans E ~ en une variable). Par ailleurs, on a A/pA ~ E ~ ~ A i / p A i : 

l 'homomophisme naturel surjectif E~[s] —* gTp(A) est donc un isomorphisme, et l 'ap

plication A —> A i est un isomorphisme. La propriété (iii') est alors vérifiée en vertu 

de [3, Lemma 10.1] (en utilisant le lemme 4.41). 

Notons A ~ l'adhérence de A i [ 7 r _ 1 ] dans As pour la topologie faible. L'application 

du lemme 4.40 à B = As, s'il existe, montre qu'on a nécessairement A ~ Ç A s - En 
outre, on a toujours A i Ç A j { p 

C A S D'UNE EXTENSION D E T Y P E (LOC) : 

' 4 - 1 4 - — — 

Ecrivons EX comme le complété de U EX pour la topologie 7r-adique, où U Ç 
R R' 

E Ì est une partie multiplicative. Notons U l'image inverse de U dans A i . C ' e s t 
une partie multiplicative de A i , qui est inversible dans A j { p 

7VB 
} (cela se vérifie 

modulo p 
7T° 

). Notons alors A i l 'adhérence (pour la topologie faible) de U 1 A i dans 

P 
7TB }. La propriété (iii') est alors vérifiée en vertu de [3, Lemma 10.1] (en utilisant 

le lemme 4.41). Notons A - l 'adhérence de AX[7r x] dans A s pour la topologie faible. 
R R 

La condition (c) montre que A s , s'il existe, contient nécessairement A ~ . En effet, 

un élément de U est inversible modulo pA~t, donc dans A s 2 A i qui est complet 
R' R' 

pour la topologie faible (donc a fortiori pour la topologie p-adique). Cela montre en 
т^Q•r4•̂ /-»^ l̂̂ ûт• l 'un ir» i - fa r \ a A .— 
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CAS D ' U N E EXTENSION D E T Y P E ( C O M P ) : 

Écrivons E Ì comme le complété de E Ì pour la topologie J-adique, où J Ç E t 

est un idéal contenant W. Notons J l'image inverse de J dans A Ì et A i le complété 

de A i pour la topologie J-adique. On a la situation suivante : 

J C A i 
~~ R' 

• A i { 
R' 1 

P 
7Tb n A i { 

R 1 7T° } 

J C E Ì 
- R' 

A i 
R 

L'homomorphisme pointillé existe par complétude de A i { p 
7Tb 

} pour la topologie J -

adique. Cet te dernière résulte du fait que pour tout N G N>o, l 'anneau 

A t { 
R l 

P 
7TB } / ( 

m 
7T ) A + « { 

m }^WN (E R+) (e~)[X]/(XN,X^-P) 

est complet pour la topologie induite par la topolologie J-adique, étant un quotient 

de Wjv ( E s ) [xi/(xN)' Mais ce dernier est complet pour la topologie induite par 

la topologie J-adique, étant libre sur Wjv (Eïï)> Pour lequel la topologie J-adique 

correspond à la topologie J-adique sur les composantes fantômes (on utilise le fait que 

aPN = [â]pN mod pN WN ( Ê ~ ) ) . L'inclusion A i C A i relève l'inclusion E ± C E ± . 
L J " \ RJJ ^R> - R _ R - R' 

Par ailleurs, d 'après [3, 10.8] appliqué à R1 = R1 et R2 = R, V anneau ainsi obtenu est 

une sous -Ai - a lgèb re de A s , complète pour la topologie faible. Notons maintenant 
R1 

A~ le complété de Ai[7r-1] pour la topologie faible. La propriété (iii') est alors vérifiée 

en vertu de [3, Lemma 10.1] (en utilisant le lemme 4.41). 

Si A ^ est une autre A ~,-algèbre vérifiant les propriétés (a)-(e), notons A;i+ le 

complété de A.~ pour la topologie J-adique. Comme ci-dessus, on montre que c'est un sous-anneau de À i { 
R 1 

P 
7T 

}. Notons A~ le complété de A;i+[7r *] pour la topologie 

faible. On a alors des homomorphismes A - —» A~ <— A'~, qui sont des isomorphismes 
R R R 

sur les gradués pour la topologie p-adique : ce sont des isomorphismes, d'où l'unicité. 

PASSAGE DE R A S. 

Finalement, l 'extension E Ì —> E ^ est finie étale après changement de base à E - = 

E Ì [tt-1]. On a donc E ^ = E Ì p i , . . . , ï r ] /1 où I un idéal tel que l 'application 2 
déduite de la dérivation d: I/I —• 

r 

0 = 1 
E J d tj induit un isomorphisme quand on 

inverse n. Comme dans le cas (ét) on peut supposer de plus qu'il existe f1,...,frel 

engendrant J quand on inverse W. Soit a G N tel que WaI Ç . . . , / r ) . On pose 

C = A i { £ i , . . . , t r } . Comme A i / p A i E i , on a C/pC = E ± fc,... , t r ] : il existe 
R R R R R 

/ i î • • • 5 fr £ C relevant / l 5 . . . , fr. Notons I Ç C l'idéal engendré par / i , . . . , fr et 
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A := C/I : on a (A/pA)^'1] = ( C / J ) ^ " 1 ] = E 5 et l 'application d®(A/pA) [tt"1] 
r _ 

(où d: I/I2 —> 0 ( C / / ) d £ j est l 'application déduite de la dérivation) s'identifie à 
j=i 

d ®p+ E i [tt-1], qui est un isomorphisme. On peut donc appliquer le lemme 4.40 à 

B = A + { p 
7Tb 

} : il existe un entier bf et un unique homomorphisme de Ai -a lgèbres 

A^A+{ P 
7Tb+b' 

j relevant E ^ Ç E S . On peut supposer que b > a. Notons Ag l 'image 

de l 'homomorphisme induit C {tr+i} / (I, natr+i — p) —• A g { P 
7Vb+b' 

Montrons (e)(i). On a un morphisme 

A/pA = E t [tu. ..,U}/ ( / i , •. •, /P ) - A + / 
P 

7T° 
A + ^ E + = E m , . . . , * r ] /1. 

Si g G / , alors 7ra# G ( / i , . . . , / r ) . Soit # G C un relèvement de Il existe alors 

/ G C tel que 7rag - p / G L On a donc 7Ta(g - tr+if) G IC {U^} / (7ratr+1 - p) 

et 7ra(<7 — p/7raf) = 0 dans A i soit p = p/7raf G A i : son image est nulle dans 

7T° 
A j , et on a bien A J / p 

7Ta 
En particulier, comme A J et A i { p 

7Ta 
} sont complets pour la topologie ( p 

Ka 
adique et Ag/ ( p 

7Ta 
, 7r) A g = E^t / 7 rE j est un E i - m o d u l e de type fini, A g est un 

A ± { 
R 1 

P 
7Ta 

}-module de type fini. Écrivons A j comme un quotient A i { p 
7Ta F - A + 

On a la situation suivante : 

A i { ^ } n . -> A ~ 

A + As 

Pour montrer la propriété (iii'), il suffit de démontrer que la topologie quotient sur 

A g coïncide avec la topologie induite par la topologie faible de As- Il suffit pour cela 

de vérifier que la topologie quotient sur As coïncide avec la topologie faible. Cela 

résulte du fait que pour tout m G N>o, il existe un entier iVm tel que 

A + / p - A + Ç Im ( 
1 

A±/p~A±) 

(ce qui se voit pas récurrence, et utilisant le lemme 4.1 (f)). 

Notons enfin As l 'adhérence de Ai[7r-1l dans As pour la topologie faible. Rappe

lons qu'on alors A s = 
n 

( ( A ^ / p n A ^ ) [n 1]), si bien que A s vérifie les propriétés 

(a)-(e). L'unicité de A s résulte du fait que A - —> A s est l 'unique relèvement de 

l'extension étale E - —• E s -
R 

Par unicité, l 'anneau A s est stable sous l'action de Gai (S'00[p~1]/iî[p_1]). Pour 

voir que A s est stable par </?, remarquons tout d 'abord que AW(fc) l'est. Par ailleurs, 

si jRI C Ro est une des extensions suivantes : 
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(1) W(Jfe) Ç V ; 

(2) V Ç R° ; 

(3) une extension de type (ét) ; 

(4) une extension de type (loc) ; 

(5) une extension de type (comp) ; 

(6) R Ç. S ; 

et si Ar1 est stable par </?, il en est de même de AR2. Pour les cas (1), (3), (4), (5) et 

(6), cela résulte de ce que le morphisme AjR1-linéaire 

1 <g> (p: ARU(P <8>aä1 AR2 -> AS 

(induit par la restriction de ip à AR2), est injectif car sa réduction modulo p l'est 

(c'est 1 (g) ip\ E#1)y, <8>Ek E#2 — E ^ Ç E s ) . On vérifie son image satisfait aux 

conditions (a)-(e) : c'est donc A ^ . Pour le cas (2), cela résulte simplement de ce que 

y(\xi\) = \xiY oovxie{l,...,d\. • 

Remarque 4.43. — (1) Il résulte de la démonstrat ion précédente que lorsque S = 

R, on peut prendre a = 0, i.e. qu'il existe A i tel que A i / p A i = E i . 

(2) Lorsque Qp(Mp°°) Ç Koo est non ramifiée et i? Ç S est étale, il résulte de 

la démonstrat ion précédente que le sous-anneau A j de A s est unique, contenu 

dans Ag, stable y> et par Gal (Sodp'1]/Rlp-1]). 

ê + E 

E + E 

er+oo 
E Ä o o 

er+ er 

A + A(°>rl A t A 

A + A 

^R<x> 
T(0,rî A+r Aroo 

a+r A(à,r) A+r Afi 
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ESPACES VECTORIELS DE DIMENSION FINIE ET 
REPRÉSENTATIONS DE DE RHAM 

par 

Pierre Colmez 

Résumé. — La conjecture de monodromie p-adique de Fontaine « de Rham implique 
potentiellement semi-stable » est maintenant un théorème : Berger a montré comment 
associer à une représentation de de Rham un module différentiel avec structure de 
Probenius sur l'anneau de Robba, ce qui permet de ramener cette conjecture à la 
conjecture de monodromie de Crew qui a ensuite été démontrée par André, Mebkhout 
et Kedlaya de manière indépendante. Dans cet article, nous donnons une nouvelle 
démonstration de la conjecture de Fontaine ne s'appuyant pas sur la théorie des 
équations différentielles p-adiques. 

Abstract (Finite-dimensional vector spaces and de Rham representations). — The p-adic raon-
odromy conjecture of Fontaine "de Rham implies potentially semi-stable" is now a 
theorem : Berger showed how to attach to a de Rham representation a differential 
module with a Frobenius structure over the Robba ring, which reduced Fontaine's 
conjecture to Crew's monodromy conjecture proved afterwards, independently by 
André, Mebkhout and Kedlaya. In this paper, we give a new proof of Fontaine's 
conjecture which bypasses the theory of p-adic differential equations. 

Introduction 

0.1 . Notations. — Soient kp un corps parfait de caractéristique p, 0p = W(kp) 

l'anneau des vecteurs de Wit t à coefficients dans kp et F = ûp[^\ le corps des 

fractions de ûp, ce qui fait de F un corps complet pour la valuation p-adique vp 

(que l'on suppose normalisée par vp(p) = 1), d'anneau des entiers ûp et de corps 

résiduel kp. 

On se fixe une clôture algébrique F de F. La valuation vp s'étend de manière unique 

à F et on note C le complété de F pour la valuation vp. Si K C F est une extension 

algébrique de F , on note &K l'anneau des entiers de K et kx son corps résiduel. 

Classification mathématique par sujets (2000). — 11S. 
Mots clefs. — p-adique, Banach, représentations, semi-stable, anneaux de Fontaine. 
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On se fixe aussi un système (e^)neN d'éléments de F vérifiant<w= 1,w<<^ 1 

et (£(n+1))p = <;:ù^^si n G N. Ceci fait de <ww$^^une racine primitive pn-ième de l'unité. 

Si K est une extension finie de F, on note Kn le corps^wK(e^)jmetw<<l'extension 

cyclotomique de K réunion des Kn. On noteqs<le groupe de Galois Gal(F/K) et 

X :<ww_> Z* le caractère cyclotomique. Soit aus s iw<le noyau de la restriction de 

X à <SK de telle sorte que ^ = Gai (F/if et soit r x = ^KI^K = Gai ( l ^ / i f ) . 

Alors x se factorise à travers I V et l'image de I V par x est un sous-groupe ouvert 

dez; . 

0 . 2 . La conjecture de monodromie p-adique de Fontaine. — Soit K une 

extension finie de F et soit V une Q^-représentation de dimensionw<<d dewxc 'es t -à -

dire un Qp-espace vectoriel de dimension d muni d'un morphisme continu de groupes 

de <SK dans GL(V). Soient B+ris C B+ c B+R les anneaux introduits par Fon

taine [14, 1 5 , 17] pour classifier les (^-représentations de <SK venant de la géométrie, 

et soit t G B+is le « 2in p-adique de Fontaine ». Rappelons que V est de de Rham si 

B jR[ | ] 0QP V est isomorphe à (BjR[|])d en tant que ^ -modu le , ce qui équivaut à 

ce que le if-espace vectoriel T>dR(V) = (BjR[ | ] ®QP V)^K soit de dimension d. De 

même, V est semi-stable si B ^ [ | ] ®QP V est isomorphe à (B^[ | ] )d en tant quew<<< 

module. Une représentation semi-stable est a fortiori de de Rham ; réciproquement, 

une représentation de de Rham est semi-stable si et seulement si DdR(F) possède 

une base sur K constituée d'éléments de B ^ [ | ] <8>QP V. On dit que V est potentiel

lement semi-stable s'il existe une extension finie L de K telle que V soit semi-stable 

en tant que (^-représentation de^xwUne représentation potentiellement semi-stable 

est de de Rham (car BjR contient F) et notre but, dans cet article, est de donner une 

nouvelle démonstration du résultat suivant qui avait été conjecturé par Fontaine [18]. 

Théorème 0.1. — Toute représentation de de Rham de w<<m$est potentiellement semi-

stable. 

Les démonstrations existantes ^ de ce théorème passent par la théorie des équa

tions différentielles p-adiques. En utilisant la théorie des (<p, r)-modules [16, 6 ] , Ber

ger [4] a associé à une représentation de de Rham V un module différentiel Njig(F) 

avec structure de Frobenius sur l'anneau de Robba et a montré que V était semi-stable 

si et seulement si ce module était quasi-unipotent, réduisant ainsi la conjecture de Fon

taine à la conjecture de monodromie p-adique de Crew [13]. La conjecture de Crew 

a ensuite été démontrée de manière indépendante par André [1], par Mebkhout [25] 

et par Kedlaya [24] ; je renvoie à [10] pour plus de détails. Des trois démonstrations 

t1) Depuis la première version de cet article, Fontaine [20] a fabriqué une autre démonstration évitant 
le recours à la théorie des équations différentielles p-adiques ; un de ses ingrédients n'est pas sans 
rappeler les techniques du n° 3.3 de cet article. 
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de la conjecture de Crew à notre disposition, celle de Kedlaya est celle qui utilise 

le moins la théorie des équations différentielles p-adiques : elle repose à la place sur 

une classification à la Dieudonné-Manin des (̂ -modules sur l'anneau de Robba, ce 

qui lui permet par dévissage de se ramener au cas d'un module isocline traité par 

Tsuzuki [29, 8]. 

0.3. Principe de la démonstration. — Notre démonstration de la conjecture de 

Fontaine est parallèle à celle obtenue en combinant les travaux de Berger et Kedlaya, 

mais évite complètement la théorie des<<r)-modules et celle des équations différen

tielles p-adiques (il reste quand-même un fantôme de ces théories dans la démons

tration de certains points). Elle a été obtenue en deux temps. Comme nous l'avons 

indiqué ci-dessus, le seul point où la théorie des équations différentielles p-adiques est 

utilisée dans les travaux de Kedlaya est à travers le théorème de Tsuzuki. Or celui-ci 

admet un équivalent (prop. 0.2 ci-dessous), dû à Sen [26], dans la théorie des repré

sentations galoisiennes (cf. [4, n° 5.6] pour l'équivalence des résultats de Sen et de 

Tsuzuki) ; avec ce fait en tête, il n'est pas très difficile de fabriquer une démonstra

tion de la conjecture de Fontaine ne faisant pas référence aux équations différentielles 

p-adiques, en faisant du mécano avec les arguments de Berger et Kedlaya (c'est cette 

démonstration qui apparaît en filigrane dans cette introduction). Par la suite, des 

questions provenant de la théorie des déformations de représentations galoisiennes [5] 

nous ont amené à essayer de rendre les ingrédients de la démonstration les plus directs 

possibles (et à expliciter comment les constantes se comportent dans une famille) dans 

l'espoir que ceux-ci s'adaptent à une démonstration « en famille ». 

Nous remplaçons le théorème de Dieudonné-Manin de Kedlaya par un résultat 

analogue (cf. prop 0.3) pour certains (^-modules sur l'anneau B^g = PlnçN^n(Bj.is), et 

utilisons cette décomposition pour une variante N^g (F ) du module N^ig(F) de Berger. 

Le théorème de Tsuzuki est remplacé par le résultat suivant de Sen [26] (bien antérieur 

à la définition de représentation semi-stable!), selon lequel une représentation de de 

Rham dont les poids de Hodge-Tate sont nuls (ce qui se traduit par l'existence d'un 

isomorphisme de ^-modules de BjR ®QP V sur (B~[~R)d) est potentiellement non 

ramifiée et donc, a fortiori, potentiellement semi-stable. 

Proposition 0.2. — Si V est une représentation de Hodge-Tate de &K, les deux condi

tions suivantes sont équivalentes : 

(i) Vinertie de agit à travers un quotient fini; 

(ii) les poids de Hodge-Tate de V sont tous nuls. 

Le dévissage permettant de se ramener au cas « isocline » est un peu plus délicat 

que dans le cas des équations différentielles p-adiques, et repose sur des calculs de co-

homologie galoisienne dans les anneaux de Fontaine et, plus précisément (cf. prop. 0.4 
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ci-dessous) sur un énoncé du type « Hz = H}+ » pour les ^-modules 

<<<ù^$$ (B 
cris 

(p =p et U 
Ai,a 

$ :Bs+t) ,H A 

Les méthodes pour faire ces calculs, bien que relativement techniques, sont parfaite
ment huilées : elle remontent à l'article fondateur de Tate [28]. 

Signalons que Fontaine avait démontré [19] le théorème 0.1 ci-dessus (avant qu'il 
ne soit démontré en toute généralité) pour les représentations de dimension 2, par une 
méthode qui rappelle un peu celle décrite ci-dessus. 

L'analogue du théorème de Dieudonné-Manin auquel il a été fait allusion plus haut 

est le suivant 

Proposition 0.3. — Soit M un sous-B^R-réseau de (B~["R)d et soit Mrig = {x G 

(B^g)d, (pn(x) G M, quel que soit n G Z } . Alors MT[g est un H^-module libre de 

rang d, et il existe une base e\c<<, cwde Mrig sur B^g vérifiant : 

(i) il existe h G N et ai < • • • ̂  ad G N tels que <ph(ei) = paiei si 1 < i < d ; 

(ii) </?n(ei),..., (fn(ed) est une base de M sur BjR quel que soit n G N. 

Rappelons que l'on obtient B^ à partir de B+is en lui adjoignant un analogue 
p-adique u de logp. On a alors B^ = B*is[îz], et la dérivation N = — ̂  : B^ —• B^ 
commute à l'action de^wwLe résultat du type « H g = H^t » auquel il a été fait 
allusion ci-dessus est alors le suivant. (Le corps Eh apparaissant dans l'énoncé est 
l'extension non ramifiée de degré h de Qp.) 

Proposition 0.4. — Soient a et h des entiers ^ 1. 
(i) Soit a »-» ca un 1-cocycle continu à valeurs dans Uh,a tel que a i—• (p~n(ca) 

soit un cobord dans BjR, pour tout n G N . Alors, si a ^ h (resp. si a = h), il existe 
c G Uh,a (resp. c G E^Ku + Uh,a) tel que Von aitcG = (a — l)-c, quel que soit a G ^K-

(ii) Soit a H-> C(j un 1-cocycle continu à valeurs dans Ufh a tel que a »—• Nk(cp~n(ca)) 
soit un cobord dans B~f"R, pour tous fc,n G N. Alors il existe c G c<<wmtel que Von ait 

ca = (a — 1) • c, quel que soit a G ^K-

0.4. Démonstration de la conjecture de Fontaine. — Nous renvoyons aux 

n° 0.5 et n° 0.6 pour des commentaires sur la démonstration des propositions 0.3 

et 0.4; nous allons maintenant montrer comment on peut en déduire la conjecture 
de monodromie de Fontaine. (L'anneau B 

'log apparaissant ci-dessous est défini par 

B 
log 

< NnGN^n BÍ ; on a aussi B 
Jlog w< B 

rig 
< et on aurait pu définir les <SK-

modules Uh a et U'h a par Uha = (B xw 
P =P et TT 

Ai,a 
< (B 

log 
)<ph=pa.) 

Soit V une représentation de de Rham de WK, de dimension d, a poids de Hodge-
Tate ^ 0 (on peut s'y ramener en tordant par une puissance convenable du carac
tère cyclotomique). Soit NfR(F) = BtR (g)K U<m(V) ; l'hypothèse selon laquelle les 
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poids de Hodge-Tate de V sont ^ 0 implique que N^R(y) est un sous-BJR-réseau de 
g^e (fh(ei) = paiei 

Soit Ntg(F) = {x e Btg <g>Qp V | <p-n(x) G NJR(V), quel que soit n G Z} . La 

proposition 0.3 ci-dessus appliquée à M — NjR(F) nous fournit le résultat suivant : 

Proposition 0.5. — N^g(V) est un YX^ -module libre de rang d. Plus précisément, 

N^g(F) possède une base e i , . . . , e<j sur Bjg vérifiant : 

(i) il existe h G N et ai < • • • ̂  ad G N te/s g^e (fh(ei) = paiei si 1 < z < d ; 

(ii) ^?n(ei), . . . , ipn(ed) est une base de N~^R(V) sur BjR tf^eZ ç^e soit n G N. 

Comme N~["R(F) est isomorphe à (BjR)d en tant que ̂ -module, ia proposition 0.6 

ci-dessous montre qu'il existe une extension finie L de cw<telle que Bj£ ®g+ w<<^$g(V) 

contienne d éléments indépendants sur BjR, fixes par i^. Mais Bj£ <g)g+ N j (V") est 
rig 

inclus dans B^g(g)QP V, ce qui prouve que V est semi-stable en tant que représentation 

de II et donc aussi en tant que représentation de ce que l'on cherchait à démontrer. 

Proposition 0.6. — Soit Y un É^-module libre de rang d muni d'actions semi-

linéaires de (p et &K commutant entre elles. Si Y possède une base e i , . . . , CD sur B^g 

vérifiant : 

(i) il existe h G N et ai < • • • ̂  ad G N tels que tph(ei) = paiei si 1 ̂  i < d, 

(ii) /e BjR-modw/e engendré par ipn(ei),..., (pn(ed) est isomorphe à (B~|"R)d en tant 

que &K-module, quel que soit n G N, 

a/ors il existe une extension finie L de K et une base fi,..., fd de B; 
log w<< 

rig 

Y 

sur B^g vérifiant les conditions suivantes : 

(a) fi est fixe par le sous-groupe d'inertie II de WL-

(b) fi = ei + Y^Z\ otijej, avec aitj G Ufha._aj (et donc <ph(fi) = paiei) ; 

Démonstration. — La démonstration se fait par récurrence sur le cardinal r de l'en

semble { a i , . . . , O d } . Si r = 1 (i.e. si tous les a* sont égaux à un entier a), alors 

W = Ehei 0 • • • 0 EhCd est l'ensemble des x e Y vérifiant (ph(x) = pax ; c'est donc 

un ^-espace vectoriel de dimension d stable par ^K- D'autre part, le ^ -modu le 

BdR ®Qp W = ®i=oBdR ®Eh <P*(W) est isomorphe à (BjR)w, d'après la propriété 

(ii) de la base e i , . . . ,e^. Ceci signifie que W, vu comme Qp-représentation de Êf̂ , 

est une représentation de de Rham dont tous les poids de Hodge-Tate sont nuls ; on 

déduit du théorème de Sen (prop. 0.2) l'existence d'une extension finie L de K telle 

que les soient fixes par II, ce qui conclut l'étude du cas r = 1. 

Si r ^ 1, soit 5 le plus petit entier tel que as+i ^ ai, et soient Y' le sous-B^g-

module de Y engendré par e i , . . . , es et Y" = Y/Y'. Comme aj > as, pour tout 

j ^ s + 1, le E^-espace vectoriel engendré par e i , . . . , es est aussi l'espace Y^ =ï>ai. 
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On en déduit que Y' est stable par <p et WK, ce qui fait que Y' et Y" sont munis 
d'actions de (p et commutant entre elles. D'autre part, si n G N, on a la suite 

exacte 

0-^ B+R®g+ ^(wy')-Bww+R®g+ (̂Y)-B<www+Rww®s+ V * ( Y " ) - O 

rig rig rig 

de B dR' 
modules munis d'une action de &K- On en déduit la suite exacte 

B+R®g+ ^(y')-B+R®g+ ^(Y)-B+R®s+ V*(Y")-OB+R®g+ ^(y')-B+<<wwxxR 

rig rig rig 

et comme dimx((B+R<g)g+ (pn(Y))^K) = d, par hypothèse, et dim^ M^K ^ rgB+ dR 

si M est un-B^R-module libre de rang fini muni d'une action de on en déduit le fait 
que Y' (muni de la base ei , . . . , es) et Y" (muni de la base ës+i,..., ë ,̂ où e~j désigne 
l'image de ej dans Y") vérifient les conditions de la proposition. On peut appliquer 
les résultats obtenus pour r = 1 à Y' et l'hypothèse de récurrence à Y", ce qui nous 
fournit une extension finie L de K et des ctij G UJ^. , pour s + l^j<i^d, 
tels que II agisse trivialement sur gi = ei,..., gs = es et sur gi = ë{ + X}}=s+i ai,jëj, 
pour 5 + 1 ^ i ^ Soit gi = ei + J]}=l+i aMe.?' si s + 1 ^ i < d. Si a G I I et si 
i ^ s H- 1, alors (<r — 1) • gi G V', ce qui permet de l'écrire sous la forme Ylj=i Pi,j,aeji 
et comme Qi vérifie <ph(gi) = Paig%, l'application a Aj> est un 1-cocycle sur 7L à 

valeurs dans U h,ai —aj ' 
Soit Mn le sous-BdR-module engendré par (pn(ei),..., (fn(ed). Comme la matrice 

de passage de e i , . . . , à g\ + Nk(gi),..., </d + Nk(gd) est triangulaire supérieure 
avec des 1 sur la diagonale, les <pn(#i + Nk(gi)) forment une base de Mn sur BjR 
dans laquelle la matrice de a G Ji, est ( Q* ̂ ' " ^ ) , où £fc,n,a est celle des <pn(/?i,j,<7 + 
Nk(/3ijia)). L'hypothèse selon laquelle Mn est isomorphe à (BjR)d, en tant que WK-
module, se traduit donc par la nullité de l'image, dans i / 1 ^ , BjR), des cocycles 
a i-» (£n(/?i,j,<7 + Nk(/3ij^))1 pour s + l ^ z ^ d e t l ^ j ^ d , quels que soient n G Z 
et A; G N. On déduit de la proposition 0.4 l'existence de fcj G a. tel que l'on 
ait Aj,<7 = (1 — <T) - Pij, pour tout a G II- Il suffit alors de poser fi = gi si i ^ s et 
fi = g{ + ]Pj=1 /?î ei sis + l ^ i ^ d pour obtenir une base de B^g ®g+ y vérifiant 

rig 
les conditions souhaitées. Ceci permet de conclure. 

0.5. Remarques sur le théorème « de Dieudonné-Manin ». — Les travaux 

de Kedlaya et Berger utilisent l'anneau B*ig (que Kedlaya note r^con...) au lieu de 

l'anneau B^g ; cet anneau contient B^g et peut s'obtenir en localisant et complétant 

B^g. C'est un anneau de Bézout [tout idéal engendré par un nombre fini d'éléments est 
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principal (cf. [24, th. 3.20]) et tout sous-module fermé (2) d'un module libre est libre 

(la démonstration de [4, th. 4.10] pour l'anneau de Robba s'étend sans problème)]. 

Par ailleurs, tout (^-module Y de rang d sur B îg admet une base ei,xw<ù^^ vérifiant 

iph(ei) = paiei, où h est un entier > 1 et ai < • • • < G Z (théorème de Dieudonné-

Manin de Kedlaya [24, th. 4.16] ; ce théorème est loin d'être une évidence). Pour 

démontrer la proposition 0.3, on peut appliquer ce qui précède à Y = w<<n,®g+ M, 
rig 

et obtenir une base eiw<<m,e^ de Y sur Bjig ayant les propriétés voulues. Comme 

un élément x de B îg vérifiant iph(x) = Pax appartient à B^g (cf. [4, prop. 3.2] ou 

lemme 10.10), cette base est en fait constituée d'éléments de M. Pour démontrer que 

les e$ forment une base de M sur B^g, on utilise des résultats standard (du type 

« suites exactes fondamentales ») dans les anneaux de Fontaine (cf. lemme 3.25 et 

cor. 3.26). 

La démonstration de la proposition 0.3 que nous donnons dans le texte principal 

est totalement différente de celle esquissée ci-dessus : à la place du théorème de Ked

laya, nous utilisons la théorie des Espaces Vectoriels de Dimension finie développée 

dans [9] pour construire la décomposition. Le principe de la démonstration est d'étu

dier les sous-E^-espaces vectoriels Wh,a — (Uh,a)d H Mr-lg de Mrig (où l'on a noté Eh 

l'extension non ramifiée de degré h de Qp) et, en particulier, de comprendre comment 

leur « dimension » varie avec a. C'est pour pouvoir parler de dimension que l'on a 

besoin « d'analytifier » la situation et de considérer XJh,a et Whta comme les C-points 

de E^-Espace Vectoriels Vh,a et Wh,a- L'étude de la ^-Dimension de Wh,a se fait 

par des arguments combinatoires qui reposent sur les ingrédients suivants : 

• la formule d i m ^ Wh,a — {da — £#(M),d) si a ^> 0 [£#(M) est la longueur du 
B+R-module (B+R)d/M] ; 

• une variante 0 —• th^h.a —> ̂ fc,a+i —» V1 —• 0 de la suite exacte fondamentale 

[th est « la » période d'un Lubin-Tate pour <Eĥ <et, siw<est un entier, Yd est l'Espace 

Vectoriel trivial de Dimension (d, 0)] ; 

• le fait que la Dimension (a, b) d'un sous-E^-Espace Vectoriel de Vd ne contenant 

pas de V1 vérifie a < 6 ; 

• le fait que BjR ne contient pas de V1 (cet énoncé est l'analogue analytique du 

fait que BjR ne contient pas de sous-anneau isomorphe à C stable par &K), ce qui 

permet de montrer que le sous-BjR-Module engendré par un E^-Espace Vectoriel de 

Dimension (a, b) est de rang ^ b. 

(2) B̂ ig est la limite inductive, pour r > 0, d'anneaux B̂ °'rJ de Fréchet, et on dit qu'un sous-module 
M de (Bjig)d est fermé si on peut l'écrire comme une limite inductive de Bl°'r]-modules Mr, où Mr 
est fermé dans (BÌ°>rì)d, pour r > 0 assez petit (muni de la topologie induite par celle de B ĝ, M 
serait dense s'il était de rang d). 
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Le premier de ces ingrédients permet de minorer la Dimension de W ĵtt, alors que 
les trois autres permettent de majorer la différence entre la Dimension de Wh,a+i et 
celle de W/^, ce qui fournit suffisamment de contraintes pour tout déterminer. 

0.6. Remarques sur le théorème « Hg = H^t ». — L'espace Vh a de la propo
sition 0.4 est une extension de Bm = BjR/tmBjR (avec m = a) par une certaine 
Qp-représentationw<ax<<dex<ide^wwdimension finie. On peut étudier les ifz(%:,Bm) 
par dévissage en utilisant les résultats de Tate sur les H%(^Ki C(fe)) ; cela permet de 
ramener la démonstration de la proposition 0.4 à vérifier que l'on aw<<iï* (5^,sq< )̂ <̂= 
Hst(^K,Vh a)5 ce que Hyodo [23] a fait par des arguments de dimension dans le cas 
où le corps résiduel est fini. Malheureusement, pour prouver le théorème 0.1, on a 
besoin du résultat dans le cas où le corps résiduel est algébriquement clos et il nous 
faut nous rabattre sur les techniques introduites par Berger [3, n° IV.2] pour étendre 
le résultat de Hyodo au cas d'un corps résiduel parfait quelconque. Ceci nous oblige 
à étudier la cohomologie galoisienne de l'anneau Bl- (ou plutôt des anneauxx<<<^m 
dont B îg est la réunion) qui, chassé par la porte du théorème de Dieudonné-Manin, 
rentre donc par la fenêtre... 

On part d'un cocycle continu a i—• ca surx<<^à valeurs dans<<wwB̂°'r̂ , tel que, pour 
k assez grand, a h-> <p~k(ca) se trivialise dans BjR, et on lui fait subir le traitement 

suivant : 
• un peu de « descente presque etale » permet de descendre de 

w<<x 
a B |0,r] 

K c 
x<<,;:ù^$xw 

• des « traces de Tate normalisées » permettent de descendre de B 
w J à B 0,r 

wx qui 
est un anneau de fonctions analytiques (en 7r) sur une couronne ; 

• l'existence de fonctions analytiques prenant des valeurs données en des points 
donnés permet d'utiliser l'hypothèse de trivialité dans B JR pour annuler notre cocycle 
en « les racines de l'unité », ce qui permet de le rendre divisible par t = log(l + 7r) ; 

• finalement, on est ramené au problème de trouver une primitive analytique d'une 
fonction analytique sur une couronne, ce qui est possible sauf si le résidu de cette 
fonction analytique est non nul, auquel cas la primitive fait intervenir la fonction 
logarithme, ce qui explique l'apparition du u (et le passage de \Jh,a àw<<G) dans le 
cas général. 

0.7. Organisation de l'article. — L'article comporte deux parties totalement 
indépendantes : l'une regroupant les §§1-3, consacrée à la démonstration de la pro
position 0.3 et l'autre regroupant les §§4-10, aux calculs de cohomologie galoisienne 
dans les anneaux de Fontaine. 
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La partie consacrée aux anneaux de Fontaine est beaucoup plus longue que ce 

qu'elle pourrait être car, en vue d'applications aux familles de représentations p-

adiques, nous avons explicité la plupart des constantes implicites se trouvant dans 

les énoncés de la théorie des ((p, r)-modules. Une des raisons qui nous ont poussé à 

faire ceci (outre les applications sus-mentionnées) est que beaucoup des résultats de 

la théorie des ((p, T)-modules reposent sur le théorème de surconvergence de [6]. Mal

heureusement, l'article en question est entouré d'un flou topologique assez inquiétant 

et nous avons profité de l'occasion pour faire une mise au point (les techniques restent 

globalement inchangées, mais les énoncés sont précisés et renforcés ; ils sont utilisés 

dans [5] pour redémontrer la surconvergence des ((p, r)-modules, et généralisés aux 

((p, r)-modules sur une base dans [2]). 
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1. Rappels et compléments sur les Espaces Vectoriels de Dimension finie 

L'objet de ce §, outre de rappeler certains faits de base concernant la théorie des 

Espaces Vectoriels de Dimension finie développée dans [9], est d'étendre, ce qui se 

fait sans douleur, ladite théorie aux ^-Espaces Vectoriels, si E est une extension finie 

de Qp 

1.1. Espaces Vectoriels de Dimension finie. — Pour nous, une C-algèbre de 

Banach A est une C-algèbre unitaire complète pour une norme || ||A vérifiant les 

conditions 

(i) ||cx||A = |c| • ||#||A si c G C et x G A, 

(ii) lk + Vh ^ sup(||x||A , \\y\\A) et ||xy||A < ||z||A • \\y\\A si x, y G A. 

Le Spectre Spec(A) de A est l'ensemble des morphismes continus s : A —• C de C-

algèbres et on dit que A est spectrale si ||#||A = supsGSpec(A) \s(x)\. (Comme il s'agit 

du spectre maximal, cet espace aurait aussi pu être noté Spm(A)...) 

Une C-algèbre de Banach A est dite connexe si elle ne possède pas d'idempotent 

autre que 0 et 1 ; elle est dite p-close si tout élément x e A vérifiant \\x — 1||A < 1 a 
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une racine p-ième dans A et elle est dite sympathique si elle est spectrale, connexe et p-

close. Toute algèbre de Banach spectrale et connexe possède une clôture sympathique 

A obtenue en rajoutant suffisamment de racines p-ièmes et en complétant [9, n° 5.5]. 

Un Espace Vectoriel W est un foncteur (covariant) de la catégorie des algèbres 

sympathiques dans celle des Qp-espaces vectoriels vérifiant la condition : pour toute 

algèbre sympathique A, l'application naturelle de W(A) dans le Qp-espace vectoriel des 

applications Spec(A) —> W(C) est injective. Ce procédé s'étend à d'autres catégories 

comme, par exemple, celle des anneaux [9, § 7]. Les exemples les plus simples de tels 

objets sont 

• les Qp-espaces vectoriels de dimension finie : si U est un Qp-espace vectoriel de 

dimension finie, on peut voir U comme un Espace Vectoriel en posant U(A) = £7, pour 

toute l'algèbre sympathique A, et en prenant l'identité pour tous les morphismes de 

transition ; 

• si d G N, l'Espace Vectoriel Va défini par Vd(A) = A , pour toute l'algèbre 

sympathique A, et le morphisme évident Af —> AîJ, si s : Ai —> A2 est un morphisme 

d'algèbres sympathiques. 

Un Espace Vectoriel W est dit de Dimension finie s'il admet une présentation de 
la forme 

0 V 

n U •Y - yd 

W 

• 0 

0 

où U et V sont les Espaces Vectoriels associés à des Qp-espaces vectoriels de dimension 

finie et les suites 

0- U Y yd 0 

0 V •Y > W 0 

sont des suites exactes d'Espaces Vectoriels. (On rappelle que, par définition, c'est 

le cas si et seulement si, pour toute algèbre sympathique, la suite exacte correspon

dante est exacte.) A un tel Espace Vectoriel, on peut associer sa dimension principale 

dimpr(W) = d G N, sa dimension résiduelle dimres(W) = dimQp U — dimQp V G Z et 

sa Dimension Dim(W) = (dimpr(W), dimres(W)) G N x Z. Un des principaux résultats 

[9, 571 de la théorie est le suivant : 

Proposition 1.1. — (i) Si W est un Espace Vectoriel de Dimension finie, sa Dimension 

ne dépend pas de la présentation choisie. 
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(ii) Si f : Wi —> W2 est un morphisme d'Espaces Vectoriels, et si Wi et W2 sont 

de Dimension finie, alors Ker / et Imf sont des Espaces Vectoriels de Dimension 

finie et on a Dim(Ker/) + Dim(Im/) = Dim(Wi). 

Remarque 1.2. — On peut reformuler cette proposition sous la forme : la catégorie des 

Espaces Vectoriels de Dimension finie est une catégorie additive munie de fonctions 

additives dimpr, dimres et Dim caractérisées par les formules 

(a) dimpr(Qp) = 0, dimres(Qp) = 1 et Dim(Qp) = (0,1) ; 

(b) d imp^V1) = 1, d i m ^ V 1 ) = 0 et D im^1) = (1,0). 

Plus généralement, si E est une extension finie de Qp contenue dans C, on définit 

un 2£-Espace Vectoriel comme un foncteur de la catégorie des algèbres sympathiques 

dans celle des i£-espaces vectoriels. Comme E est contenu dans C, l'Espace Vectoriel 

Yd est un ^-espace vectoriel. On dispose d'un morphisme naturel (oubli de la E-

structure) de la catégorie des i£-Espaces Vectoriels dans celle des Espaces Vectoriels 

et on dit qu'un E'-Espace Vectoriel est de Dimension finie s'il l'est en tant qu'Espace 

Vectoriel. La proposition 1.1 admet comme conséquence immédiate l'énoncé suivant : 

Proposition 1.3. — la catégorie des E-Espaces Vectoriels de Dimension finie est une 

catégorie additive munie de fonctions additives d imprj jE , d imreS5£; et D i m ^ caractéri

sées par la formules 

(a) dimpr,jE(E) = 0, dìmTeaìE(E) = 1 et DimE(E) = (0,1) ; 

(b) d i n v ^ V 1 ) = 1, d i m r e s ^ V 1 ) = 0 et D i m ^ V 1 ) = (1,0). 

Remarque 1.4. — (i) Si W est un ^-Espace Vectoriel de Dimension Dim^(W) = (a, 6), 

alors DimW = (a, [E : Qp] • b) ; 

(ii) Si W est un Espace Vectoriel, alors E ®Qp W est naturellement muni d'une 

structure de E-Espace Vectoriel et Dim^(£' <g>QP W) = ([E : Qp] • a, 6), si DimW = 

(a, b). 

1.2. Le corps des éléments additifs. — Soit C{X} la C-algèbre des séries / = 

Y2n=oanXni où an G C tend vers 0 quand n tend vers + 0 0 . Si on munit C{X} 

de la norme de Gauss | | / | | g = suPneN LAN|> al°rs C{X} devient une C-algèbre de 

Banach, spectrale, connexe, dont le spectre s'identifie naturellement à @c Si C{X} 

est la clôture sympathique de C{X}, alors la clôture intégrale C{X}^cx<<ù^de C{X} 

dans C{X} est dense dans C{X} par construction [9, n° 5.5] et est une extension 

étale galoisienne de C{X} dont on note Hc le groupe de Galois. Le groupe Hc est, 

par construction, un pro-^-groupe abélien (i.e. un Zp-module compact) ; son action 

sur C { X } ( ° ° ) s'étend, par continuité, à C{X}. D'autre part, on note T e l'ensemble 

des morphismes continus r : C{X} C{X} de C-algèbres, tels que r(X) — X G C. 
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On a alors r(X) — X G 6c, ce qui nous fournit une suite exacte 

1 w<< T e 6C 1 

de groupes topologiques, l'application de T e dans 6c étant donnée par r i-> x(r) = 

r(X) - X. 

On choisit une fois pour toutes sq G Spec(C{X}) vérifiant sq(X) = 0 [i.e. Sq est 

au-dessus de 0 G 6c = Spec(C{X})] . Alors r so ° t est une bijection de T e sur 

Spec (C{X}) . Si / G C{X}, on note / ( r ) [resp. / (0)] l'élément s0 o r ( / ) [resp. s0(/)] 

de C. On dit que / G C{X} est additif si l'on a f{<rr) = f(o~) -f / ( r ) quels que soient 

<7, r G T e , et on dit que / , additif, est de ran# r (resp. de ranp yïm) si U® — / ( H e ) 

est un Zp-module de rang r (resp. de rang fini). 

On note fé7 C C { X } l'ensemble des éléments additifs de rang fini. On dispose d'une 

iniection naturelle c »—> cX de C dans fé\ 

Si W est un Espace Vectoriel, £ G W ( C { X } ) est dit additif de rang r si : 

(a) £(ar) = ^(a) -h £{r) quels que soient <r, r G T e ; 
(b) £(H.c) est un Zp-module de rang r. 

Si W = V1, on retombe sur la notion précédente. Si W est un Espace Vectoriel de 

Dimension finie, et si £ G W(C{X}) est un élément additif de rang fini, on notevxxwle 

sous Qp-espace vectoriel de W(C) engendré par £(Tc)ww<et le sous-EspacewxVectoriel 

de W engendré par Le. L'Espace Vectorielx<<estw<appelé le sous-Espace Vectoriel de 

W engendré par £. 

Si / G fé7, on appelle Graphe de / le sous-Espace Vectoriel Lx, / de V2 engendré 

par l'élément additif (X,f) de Y2(C{X}). Le Qp-espace vectoriel Lx,/ = Lx , / (C) 

est le Qp-espace vectoriel engendré par le graphe T/ de / , où 

r , = {(sc o r ( X ) , se o r(/)) I r G T e } = {(x(r), /(r)), r G T c } 

On dispose de deux projection prx et pr2 de Lx, / sur Vi envoyant ( x ( r ) , / ( r ) ) sur 

x(r) et / ( r ) respectivement. Si g G fé\ il existe dansx<<hxj(C{X})<<un unique # additif 

vérifiant prj(^) = # et on définit le composé / • g de / et g par la formule naturelle 

/ • g = pr2(#). On a alors le résultat suivant [9, §6] : 

Proposition 1.5. — Muni des lois + et -, Vensemble ^ est un corps non commutatif 

de centre Qp, dont C est un sous-corps commutatif maximal. 

Il existe une (unique) famille (Xa)<aec<< d'éléments de C{X} vérifiant les propriétés 

suivantes : 
(i) Xa+(3 = XaX{3, si a, /? G C ; 

(ii) Xa = eaX G C{X}, si a G A = {x G C | vp(x) > i 
p-i J 

(iii) Xa(0) = 1, si a G C 
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De plus, si a G C, il existe Xa(r) € C* tel que l'on ait r(Xot) = Xa(T)lQ. L'ap

plication r —* Xcl(T) est un morphisme de groupes de T e dans C* et la restriction 

de Xol à Hc est à valeurs dans /jLpoo. Si a G a et si r G Hc, il existe un unique élément 

V>a(T) de Zp tel que l'on ait Xp~na(T) = ( e ^ ) ^ a ^ w < < quel que soit n G N. L'application 

T *-> ^ a W est un morphisme de groupes de Hc dans Zp. 

Si / G ^ , la restriction de / à Hc est un morphisme de groupes continu et, si 

Ai,x<m^ù Àr est une base de U® = / ( H c ) sur Zp, il existe a i , . . . , ar G a uniquement 

déterminés tels que la restriction de / à Hc soit égale à YA=IW<<LM^*L'image de 

X^=i ®w<<ai dans C 0zp ci = C(8)QpC ne dépend d'aucun des choix que l'on a faits, 

ce qui nous fournit une application naturelle 5 :x<<w—• C <S>q C. 

Remarque 1.6. — Il est assez malaisé de réconcilier la structure de corps de ^ avec la 

suite exacte de la proposition 1.7 ci-dessous, mais un calcul immédiat montre que, si 

/ G & vérifie 5(f) = <w L,t=l oti® ßi G C<g>QpC, et si c G C, alors 

S(c-f) = 
r 

¿=1 
cai ® Pi et S(f'c) = 

r 

i=l 
ai (g) cßi, 

C'est à partir de cette expression que l'on montre que C est un sous-corps commutatif 
maximal. 

L'application a ® (3 a/3 induit par linéarité une application Tr : C<S>qpC —> C. 

On a alors [9, §10] le résultat suivant. 

Proposition 1.7. — Les applications S et Tr définies ci-dessus donnent naissance à la 

suite exacte de C-espaces vectoriels (« à droite » et « à gauche ») 

0 C xw ô 
C®QpC 

Tr 
C 0 

Remarque 1.8. — Le rang de / se lit sur ô(f) comme le montre la construction de 

l'application S : si S(f) = Y^i=i ai ® A» oùw<< f3r forment une famille libre sur 

Qp et aucun des ai n'est nul, alors rg( / ) = r. En particulier, 

(a) / est de rang 0 si et seulement si / G C ; 

(b) / ne peut pas être de rang 1. 

1.3. Le commutant de E dans fé7. — Soi tw<C ^ le commutant de E ; c'est un 

sous-corps de ^ qui joue, pour les E-Espaces Vectoriels de Dimension finie, le rôle 

que jouew<<pour les Espaces Vectoriels de Dimension finie. Nous allons avoir besoin 

d'analyser sa structure d'un peu plus près. 

Lemme 1.9. — Si f Gxcc, les deux conditions suivantes sont équivalentes : 

Vf e VE; 

(ii) 5(f • c) = S(c - f) quel que soit c e E. 
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Démonstration. — L'implication (i)=>(ii) est une évidence; montrons la réciproque. 

Si<<ce<soit<<u(c) — c • / — / • c. Par hypothèse, on a S(u(c)) = 0 et donc u(c) G C. 

D'autre part, on a 

u{cd) = cd-f — f-cd = cd'f — c-f-d + C'f'd — f-cd = C' u(d) + u(c) • d, 

et comme c, d, u(c) et u(d) sont des éléments de C et donc commutent deux à deux, 

l'application c i—• u(c) est une Qp-dérivation sur E ; elle est donc identiquement nulle, 

ce qui permet de conclure. 

Lemme 1,10. — Si f eff, les conditions suivantes sont équivalentes : 

(i) / € % ; 
(ii) le Graphe Lx f de f est un sous-E-Espace Vectoriel de V2. 

Démonstration. — (i)=>(ii) : si / G ̂  et g G ̂ , alors Lx,/ contient l'élément (g, f - g) 

de tf2 C V2(C{X}). En particulier,<<si<<w/<<Gxwwsi c G E et si # = cX, alors Lx,/ 

contient (cX, / • c) = (cX, c/) = c(X, / ) . Comme (X, / ) engendre Lx,/, on en déduit 

l'inclusion cLx,/ C Lx,/ qui prouve que Lx,/ C V2 est stable par multiplication par 

<wun élément de E. 

(ii)=>(i) : si c G E, on a pr1(c(X,/)) = prx (cX,cf) = cX et, comme (cX,cf) est 

additif, on déduit de la formule définissant la multiplication dans<w(cf. prop. 1.5), 

que <wcf = pr2(cX, cf) = f • c, ce qui permet de conclure. 

Remarque 1.11. — Le lemme précédent montre que,^^si<w/Galors Uf=Qp <8>zp 

/ ( H c ) est un E'-espace vectoriel. On définit le E-rang TgE(f) de / comme la dimension 

de ce ^-espace vectoriel. 

Soit ei<<w^^ed une base de E sur Qp et soit e*x<<<,e^ la base de E duale de 

ei,x<<m pour la forme bilinéaire (x,y) H-• TrE/Qp(xy). L'élément $^f=1 e* (g)< <de 

E (g>Qp E c C<g>QpC correspond à l'identité de EndQp(£') = E* <g)qp E, si on utilise 

l'isomorphisme E* = E induit par la forme bilinéaire (x,y) \-> TrE/Qp(xy). En par

ticulier, cet élément ne dépend pas de la base <<ei<,w<<x<< , ; nous le noterons e#. Par 

ailleurs, si c G E, on a TrE/Qp(cx • y) = TrE/Qp(x • q/), ce qui se traduit par le fait 

que es commute à E (i.e. YA=\ ceï ® ei — ]C*=i eî ® e*c si c G -E). Ceci nous permet 

de définir une application C-linéaire LE ' C ®E C —> C®QPC par la formule 

B+R®g+ ^(y')-B+<wwm^$ 

¿=1 

ci 
-B+dww< 

Cette aDDlication est iniective comme on le voit en l'écrivant dans une base de C 

sur E. 

Proposition 1.12. — Si x E C®QPC, les conditions suivantes sont équivalentes : 

(i) x commute à E ; 
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(ii) x est dans Vimage de ¿#. 

Démonstration. w< (U) =>(i) est une consequence du fait que e E commute a E. Pour la 

reciproque, choisissons une base (pj)jGj de C sur E, ce qui fait de (e¿Pj)i<^d,jEJ une 

base de C sur Qp. On peut alors écrire x de manière unique sous la forme qq^¿ <<^**® 

e¿/?j, où est un élément de C nul pour presque tout couple (z, j ) , et il s'agit de 

prouver que x<<^$ ne dépend pas de i. 
On a ce¿ = 

rfc = l 
<< Tf£;/Qp(ce¿e )̂efc et donc 

x • c = 

jejk=i 

d 

1=1 

< 

TrE/Qp(ceiet)e*Xi,j ®ekßj. 

Par ailleurs, 

c • x = 
jej k=i 

d 
cxkjew<<l ®ekßj, 

ce qui fait que x commute à E si et seulement si œ\xkj = Yli=i ^E/Qp(ceiek)e*jxi,j 

quels que soient l^k^detw<$ceE^xw. On peut en particulier appliquer cette identité à 

c = (e£)_1e* et obtenir e*Xkj =B+x<<<n ce qui permet de conclure. 

Corollaire 1.13. — // existe une unique application SE ' % —* C <S)E C rendant com

mutati/ le diagramme 

^E 
SE 

C®EC 

<xx 
S c®Qpc 

ss 

Démonstration. — La proposition 1.12 montre que l'image de % par S est incluse 

dans l'image de C <S>E C par LE ; l'injectivité de LE permet de conclure. 

Théorème 1.14. — Le diaaramme 

0 - C 

0 c 

-> 'io E 

< 

SE 

S 

C<g>EC 

s 

C®QPC 

Tr 

Tr 

C 

c 

0 

0 

est commutati/ et les lignes horizontales sont exactes. 

Démonstration. — Pour la commutativité du diagramme, la seule chose à vérifier est 

que l'on a Tr o LE = Tr, ce qui suit du lemme 1.15 ci-dessous. Maintenant, la ligne du 

bas est exacte d'après la proposition 1.7 ; l'exactitude de celle du haut s'en déduit par 

une chasse au diagramme sans difficulté, la surjectivité de Tr étant évidente. 
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Lemme 1.15. — Soient K un corps, P G K[X] un polynôme séparable de degré d et 

L = K[X]/P. Alors, si ei , . . . , e<i est une base de L sur K et si e* , . . . , e*d est la base 

de L sur K, duale de ei , . . . , xwpour la forme bilinéaire (x, y) i-> TrL/K(xy), on a 

d 

x<< 
eie* = 1. 

Démonstration. — Comme on l'a déjà vu, l'algèbre L étant étale sur K, l'élément 

J2i=i ei ® Ci de L <S>K L ne dépend pas du choix de la base e i , . . . , ; il en est donc 

a fortiori de même de Yli=ieiei- ^ar ailleurs, cette quantité ne change pas si on 

remplace K par une extension, ce qui permet de supposer que K contient toutes les 

racines de P et donc que L = Kd. On peut alors prendre pour CI l'idempotent de Kd 

projetant sur le z-ième facteur, auquel cas on a e* = et Ylt=i e*eT = Ylt=i e* = 1» 

ce qui permet de conclurew. 

Remarque 1.16. — Si / G % et si <5E(/) = X^=i a* ® A» ou A? • • • » A- forment une 

famille libre sur i£ et aucun des ai n'est nul, alors TGE(f) = r. En particulier, 

(a) rg^ ( / ) = 0 si et seulement si / G C ; 

fhï r(r„(f} + 1 miftl mift snît f Éww= 

2. Sous-Espaces Vectoriels des Anneaux de Fontaine 

Dans ce §, nous rappelons un certain nombre de résultats du §9 de [9] comme la 

définition des Espaces Vectoriels Bm et B^>a, et les complétons sur certains points. 

En particulier, les propositions 2.4 et 2.18, qui fournissent des conditions numériques 

sur les sous-Espaces Vectoriels de Vd et (BjR)d, joueront un rôle crucial dans la 

démonstration du théorème « de Dieudonné-Manin ». 

2.1. Sous-Espaces Vectoriels de Vd. — Dans tout ce qui suit, A désigne une al

gèbre sympathique « générique ». On définit l'Anneau A comme le foncteur en anneaux 

sur les algèbres sympathiques associant à A sa boule unité. On note B l'Anneau A[^] ; 

on a donc B(A) = A. On peut aussi voir B comme l'Espace Vectoriel V1 en oubliant 

la structure d'anneau. 

On dispose d'un foncteur naturel de la catégorie des C-espaces vectoriels de dimen

sion finie dans celle des E'-Espaces Vectoriels de Dimension finie, à savoir le foncteur 

W H B (g)c W. Ce foncteur est exact (évident) et, si W est de dimension d sur C, 

alors Dim^(B ®c W) = (d, 0). 

La plupart des résultat de ce n° sont des conséquences de l'énoncé suivant, qui 

découle de [9, prop. 7.13] appliqué à l'injection de W dans V1. 
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Proposition 2.1. — SiW est un sous-Espace Vectoriel de Y1 de Dimension finie, et si 

W / V 1 , alors W est un Qp-espace vectoriel de dimension finie. 

Lemme 2.2. — Si W est un sous-E-Espace Vectoriel de Yd vérifiant dimpi.5JE;(W) = r, 

alors il existe une partie I à r éléments de { 1 , . . . , d} telle que la projection 717 de W 

sur Y1 donne naissance à la suite exacte 

0 A • • W Y1 •0 , 

où A est un E-espace vectoriel de dimension finie. 

Démonstration. — La démonstration se fait par récurrence sur r, le cas r = 0 étant 

évident. Soit ni : Yd —• B l'application « 2-ième coordonnée ». Si r ^ 1, il existe 

i G { l , . . . , d } tel que dimpr>£(7ri(W)) ^ 1, ce qui signifie que 7^ est surjective 

(cf. prop. 2.1). L'Espace Vectoriel W' = W f l k e r ^ est un sous-E-Espace Vectoriel 

de y { 1 v , d } - { i } vérifiant dimpr)£;(W) = r — 1 ; on peut donc lui appliquer l'hypothèse 

de récurrence : il existe J C { 1 , . . . , d} — {i} de cardinal r — 1 telle que 7Tj donne 

naissance à la suite exacte 

0 A W • -> yj - • 0 , 

où A est un ^-espace vectoriel de dimension finie. Il suffit alors de prendre I = Ju{i} 

pour obtenir le résultat souhaité. 

Lemme 2.3. — SiW est un sous-E-Espace Vectoriel de Yd de Dimension (1,0), et si 

e est un élément non nul de de W(C) , alors W = B • e. 

Démonstration. — Soit S : W 0 B —• Yd l'application (x, b) 1—• x — be. Soit Y le noyau 

de ô. L'image de ô est un sous-i£-Espace Vectoriel de Yd contenant W. On en déduit 

que dimpr)#(Y) ^ dimprj£:(B) = 1. Par ailleurs, comme Y est inclus dans Vd+1 et 

ImS dans Vd, il résulte du lemme 2.2, que dimreSj£;(Y) ^ 0 et dimres,£;(Imô) ^ 0, et 

comme 

dimres,JE;(Y) + dimres5JE;(Im )̂ = dimres,JE;(W) -h dimreS5jE;(B) = 0, 

on en déduit que dimreS)£;(Y) = 0. Enfin, comme Y est non trivial puisqu'il contient 

(e, 1), on en déduit, en utilisant la prop. 2.1, que Dim£(Y) = (1,0). Considérons 

alors les projections naturelles de Y sur W et B. Leurs noyaux respectifs sont de 

dimensions résiduelles ^ 0 et, comme dimres>£(Y) = 0, les mêmes arguments que 

ci-dessus permettent de montrer que ces projections sont des isomorphismes. On en 

déduit le résultat. 

Proposition 2.4. — Si W est un sous-E-Espace Vectoriel de Dimension finie de Yd, 

vérifiant dimpr?£(W) ^ dimres>£;(W), alors W contient un sous-Espace isomorphe 

à Y1. 
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Démonstration. — Soient r = dimpr?£(W) et s = dimreS)£(W). D'après le lemme 2.2, 

quitte à renuméroter les coordonnées de Vd, on peut supposer que la projection de W 

sur Vr = Vr x {0}d_r, parallèlement à Yd~r = {0}r x Yd~r, est surjective ; le noyau A 

de cette projection est alors un sous-E-espace vectoriel de dimension de s de Yd~r. 

Si 1 < i < r, notons Ii G W(C{X}) le relèvement additif de ( 0 , . . . , X , . . . , 0) G 

Yr(C{X}), le X étant en i-ième position, et soit £{ G Yd~r(C{X}) l'image de £i par 

la projection de Yd sur Vd_r, parallèlement à Vr. On a SE{£ï) £ A f e C, ce qui 

permet, ayant choisi une base ai,..:,a3 de A sur E, d'écrire 5E{£%) sous la forme 

d~r = {0}r x Yd~r,r = }x Yd 
Comme s < r, il existe /?i, . . . , /?r G C non tous nuls, tels que YH=iaijPi — 0, 

si 2 < j < 5 . Soient alors 7 G W ( C { X } ) le relèvement additif de (faX,.. .,0rX) G 

Yr(C{X}), et 4 l'image de 7 dans Yd~r(C{X}). O n a ^ Y)? , £{ . pi et donc 

YH=iaijPi 
r 

i=l 

SE(£ì)'Pì = 

s 

7=1 

OLj <S> 

<r 

i=l 

xw<w =< ai (g) 
r 

i=l 

ww< 

En particulier, le E"-rang de £ est ^ 1 et donc est nul (cf. (b) de la rem. 1.16), ce qui 

se traduit par le fait que la projection de L^C W sur Bw<<p^$$ (3r) est injective et 

donc que Dimjc?(L^) = (1,0). Ceci permet de conclure. 

Proposition 2.5. — Si W est un sous-E-Espace Vectoriel de Yd, alors il existe r ^ d 

et un sous-E-Espace Vectoriel Y de W ne contenant pas de sous-Espace de Dimension 

(1,0) tel que l'on ait W = Y 0 Vr. 

Démonstration. — Si W contient un sous-Espace de Dimension (1,0), alors il existe 

e G W(C) tel que W contienne B • e d'après le lemme 2.3. Comme le foncteur 

V y-+M <g>c V est exact, si X est un supplémentaire de C - e dans Cd et X = B <g>c X, 

alors X = Vd_1 et l'application (fr, x) be + x est un isomorphisme de B • e 0 (X fl W) 

sur W. Une récurrence immédiate permet d'en déduire la proposition. 

2.2. Les Anneaux de Fontaine. — Nous allons rappeler très rapidement la 

construction des anneaux de Fontaine vus comme Anneaux, c'est-à-dire comme 

foncteurs de la catégorie des algèbres sympathiques dans celle des anneaux ; le lecteur 

est invité à se reporter à [17] ou [9, §9] pour les détails. 

Soit a G 6c avec vp(à) = i 
p 

On définit l'Anneau R comme le foncteur 

A i • R(A) = {(xn)nGN, Xn e A(A)/aA(A) et xpn+1 = xn si n G N } . 

En particulier, R(A) D R(C) contient l'élément e formé à partir du système compatible 

de racines de l'unité que l'on s'est fixé. Si x = ( # n ) n e N € R(A) et si xn G A(A) a 
k 

pour image xn modulo a, alors la suite xvnJtk converge, quand k tend vers +oo, vers un 

élément x^ de A(A) qui ne dépend que de x. Ceci permet de mettre R(A) en bijection 
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avec l'ensemble des suites x = ( z ^ n E N , avec x^ G A(A) et (x^n^)p = x^ si 

n G N. 

L'anneau R est un Anneau parfait de caractéristique p et on définit l'Anneau Ainf 

comme le foncteur A i—> W(M(A)) associant à A l'anneau des vecteurs de Witt à coeffi

cients dans R(A). Si x G R(A), on note [x] G Ainf (A) son représentant de Teichmüller, 

et tout élément de Ainf(A) peut s'écrire de manière unique sous la forme Ylk^oPk[xk]i 

où (#fc)fcGN est une suite d'éléments de R(A). Le Probenius (p « élévation à la puis

sance p » sur R se relève en un morphisme d'Anneaux tp : Ainf —> Ajnf ; ce morphisme 

est biiectif. 

On définit 6 : Ainf -> A par la formule 0(^=opk[xk]) = T,t=oPkxk î c'est un 

morphisme d'Anneaux, qui est surjectif et dont le noyau est l'idéal principal engendré 

par u = 1 + k1/pl + • • • + [ÉVpIp-I. 

On note Binf l'Anneau Ainf [^] et on étend, par Qp-linéarité, (p en un isomorphisme 

d'Anneaux de Binf et 6 en un morphisme de d'Anneaux de Bjnf sur B. 

Si m G N, on note Bm l'Anneau Binf/u;mBinf ; on a donc Bi = B. On défi

nit l'Anneau BjR comme la limite projective des Bm. Par construction, 6 s'étend 

en un morphisme d'Anneaux de B~["R sur Bi = B, et on a Bm = BjR/u;mB~["R 

quel que soit m G N. On note VH la valuation sur BjR définie par VH(X) = m, 

s i s e u T B + R - u ^ B + R . 

On définit l'Anneau Amax comme le séparé complété de Ainf [^] pour la topologie 

p-adique et l'Anneau B+ax par B+ax = Amax[^]. L'identité de Ainf se prolonge en une 

injection continue de Amax et, par Qp-linéarité, de B+ax dans B~["R, qui permet de voir 

B+ax comme un sous-Anneau de BjR, ce que nous ferons. 

Le morphisme de Frobenius (p : Ainf —• Ainf se prolonge en un morphisme continu 

de Amax dans Amax et, par Qp-linéarité, en un morphisme de B+ax dans B+ax ; ce 

morphisme est injectif mais pas surjectif et on définit l'Anneau B^g comme l'intersec

tion des <£n(B+ax), pour n G N ; ceci fait de B^g un Anneau sur lequel <p est bijectif. 

Par ailleurs, comme B^g C B+ax, on considérera B̂ tg comme un sous-Anneau de BjR 

sans plus de commentaire. 

Les anneaux E+ = R(C), A+ = Ainf(C), B+ = Binf(C), Bm = Bm(C), B+R = 

B+R(C), B+ax = B+ax(C) et B+g = B+g(C) sont étudiés plus en détail au § 5. 

2.3. Sous-Espace Vectoriels de Bm.— On peut aussi voir Bm comme un Espace 

Vectoriel en oubliant la structure d'anneau. On montre [9, cor. 9.23] que cet Espace 

est de Dimension (m, 0) et on dispose de la suite exacte 

0 x<<<ù^$ Bm 
e 

B •0 , 
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qui montre que Bm admet unew<<filtration par les<ww= a;*Bm_i, vérifiant Wo = Bm, 

Wm = 0 et W . / W . + 1 ^ V1 si 0 < i < m - 1. 

Lemme 2.6. — Si W est un Espace Vectoriel admettant une filtration décroissante par 

des sous-Espaces Vectoriels Wif 0 ^ i ^ n - 1, avec W0 = W et Wi/Wi+1 ^ V1 si 

0 ^ i < n — 1 (W est donc de Dimension (n,0)) e£ 52 X es£ un sous-Espace Vectoriel 

de W, alors dimres X > 0. 

Démonstration. — Le résultat se démontre par récurrence sur n : il résulte de la 

prop. 2.1 que les seuls sous-Espaces Vectoriels de Dimension finie de V1 sont V1 et 

les sous-Qp-espaces vectoriels de dimension finie de V1(C) ; tous ces espaces ont une 

dimension résiduelle ^ 0. Pour passer de n — 1 à n, soit Xi = Wi D X. On dispose du 

diagramme commutatif 

0 

0 

<w 

Wi 

X 

• w 

X / X i 

V1 

0 

0 

dans lequel les lignes horizontales sont exactes et les flèches verticales sont injectives. 

La dimension résiduelle de X est donc la somme de celle de Xi (qui est ^ 0 grâce à 

l'hypothèse de récurrence) et de celle de X /Xi (qui est aussi positive puisque X / X i 

s'identifie à un sous-Espace Vectoriel de V1). Ceci permet de conclure. 

Corollaire 2.7. — Si W est un sous-Espace Vectoriel de Dimension finie de Bm, alors 

dimres(W) ^ 0. 

2.4. Sous-Espaces Vectoriels de Bjg. — Si h est un entier > 1, on note Eh 

l'extension non ramifiée de Qp, de degré /i; on a donc E\ = Qp. Soit th G B+ax 

« la » période d'une forme différentielle invariante d'un groupe de Lubin-Tate associé 

à l'uniformisante p de l'extension Eh- En particulier, t\ est, à multiplication près 

par un élément de Q*, le 2i7r p-adique t de Fontaine, u~lt est une unité de B^R, 

et th est caractérisé (cf. [12, lemme 6.4.] ou [9, prop. 9.10, lemmes 9.17 et 9.18]), à 

multiplication près par un élément de E%, par les propriétés : 

(i) <ph(th)=pth et (ii) vH(th) = l; 

et, de plus, th vérifie les propriétés 

(iii) vH(<Pj(th)) = 0 s i l ^ j ^ h - l e t t - 1 = ^ $ < w w t y ^ ^ if^th) e Q; ; 

(iv) th engendre l'idéal $l+^h = {x e B+ax, <¿>n/l(x) G ¿B+R pour tout n G N } 

de B+ax. 

La propriété (iv), qui est la plus délicate, est le point crucial pour démontrer l'exac

titude des « suites exactes fondamentales » (cf. [9, n° 9.7]) que nous utiliserons sous 

la forme de la proposition 2.10. 
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Lemme 2.8. — Si x^w< sm^$G vérifie ipnh(x) G £B~["R quel que soit n G Z, alors x est 

divisible par th dans xwwng 

Démonstration. — D'après la propriété (iv) de th, si n G N, on peut écrire (p nh(x) 

sous la forme thyn, avec yn G B+ax. On a alors thy0 = x = (pnh(thyn) = pnth(pnh(yn), 

ce qui prouve que yo appartient à <£nw (̂B+ax) quel que soit n G N ; on en déduit 

l'appartenance de yo à B^g, ce qui permet de conclure. 

Corollaire 2.9. — Soit n an une fonction de Z dans N, périodique de période h. 

Alors les conditions suivantes sont équivalentes pour un élément x de w<<,;^$: 

(i) x est divisible par •h-i 
Lli=o if-ifa)** dans№+g; 

(ii) (pn(x) G tanB^R quel que soit n G Z . 

Démonstration. — L'implication (i)=>(ii) suit des propriétés (i) et (ii) de th et l'im

plication (ii)=^(i) se démontre par récurrence sur ÛQ H \-Q>h-i en utilisant le lemme 

précédent. 

Si a G N, on note U M le ^-Espace Vectoriel (№+ax)vH=PA = (B^lg)^h=pa. C'est 
un E^-Espace Vectoriel de Dimension Dim£h(U^) = (a, 1) (cf. [9, cor. 9.21]). 

Proposition 2.10. — Si a ^ b sont des entiers, alors Vinjection de B+ax dans B~["R 

induit la suite exacte 

0 th^h<w,b-a x<<< 
Ba 0. 

Corollaire 2.11. — Si b, ao,..., ar G N et si a — ao + • • • 4- ar, alors x i—• 
(x, <^(x),..., (pr(x)) induit la suite exacte 

n N U ^{th)^ uhib > uM+6 > eLiBai > o. 

Démonstration. — Récurrence sur r utilisant la proposition précédente. 

Corollaire 2.12. — Si b, aow<<$, a^-i £ N , si a = ao~\-ah<ww-i, et si x est un élément 

de ( N R = 0 ^ ~ 2 ( ^ ) ~ O i ) ^ > a + b tel Que P71^) ^ ®dR> Pour tout n G N , alors x G U ^ . 

Démonstration. — Soit y = ( N I = o ^ *(^)ai):rw<<propriété (iii) de th montre que 

l'image de ^(y) dans Ba. est nulle, ce qui permet d'utiliser le corollaire précédent 

pour conclure. 

2.5. Sous-Espaces Vectoriels de (BjR)d 

Lemme 2.13. — Si W est un sous-Espace Vectoriel de Dimension finie de BjR? alors 

W fi tkM^R = 0 si k est assez grand. 
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Démonstration. — Soit Wfc = Wn*fcB+R. Comme n+!^fcB+R = 0, on a n ^ W f c ( C ) = 

0. Si DimWfc = (attife), la suite de terme général ak est décroissante, et donc sta-

tionnaire pour k ^ ko. Si ak0 ^ 0, alors Wfc0(C) est de dimension non dénombrable 

sur Qp. Par ailleurs, si k ^ ko, alors Wfc(C) est de codimension finie (sur Qp) dans 

Wfc0(C) et donc rifc f̂coWfc(C) est de codimension dénombrable (sur Qp) dans Wfc0(C). 

Comme njJ^Wj^C) = 0, cela conduit à une contradiction et donc ak = 0 si k ^ ko. 

La suite (Wk)k^k0 est donc une suite décroissante de Qp-espaces vectoriels de dimen

sion finie et, comme n£f^Wfc(C) = 0, on ax<<w= 0 si k est assez grand, ce qu'il fallait 

démontrer. 

Proposition 2.14. — B JR ne contient pas de sous-Espace Vectoriel isomorphe à V1. 

Démonstration. — Supposons le contraire. Soit W C B~["R isomorphe à V1. Quitte à 

rempacer W par t_ïW, on peut supposer que W n'est pas inclus dans le noyau de 

e : BdR ®i 
Soit W = WntBJR et W" = 0(W). Comme WnrBJR = 0 si / c > 0, l'application 

naturelle de W dans B& est injective si k ^> 0 et W s'identifie à un sous-Espace 

Vectoriel de £Bfc_i C Ifc ; en particulier, dimres(W/) ^ 0 (cf. lemme 2.6). Comme par 

ailleurs, W" est un sous-Espace Vectoriel de Bi, on a aussi dimres(W//) ^ 0. Comme 

par hypothèse, 

0 = dimres(W) = dimres(W/) + dimres(W"), 

cela implique dimres(W//) = 0, et comme W" est un sous-Espace Vectoriel non nul de 

B i = V 1 , o n a W" = Bi et 0 est un isomorphisme de W sur Bi. Soit<^w <Ew<W(C{X}) 

l'image inverse de X par 0 ; c'est un élément additif de rang 0 puisque 6 est un 

isomorphisme. 

Maintenant, U = Ui}i est une extension non triviale de Bi = V1 par Qp dans la 

catégorie des Espaces Vectoriels de Dimension finie (c'est même l'extension univer

selle [9, n° 10.4]) ; soit £v l'élément additif de V(C{X}) vérifiant 0(£v) = X. Comme 

U est une extension non triviale de Bi par Qp, cela implique que £u est de rang 1. 

On en déduit le fait que / = 0(£_1(^w — Aj)) est un élément de ^ de rang 1 (en effet, 

^w(Hc) = 0 puisque iyy est de rang 0, et donc / ( H c ) = t_14j(Hc) est un sous-Zp-

réseau de Qp), ce qui contredit le (b) de la remarque 1.8 et permet de conclure. 

Remarque 2.15. — Cet énoncé est l'analogue analytique du fait que B JR ne contient 

pas de sous-anneau isomorphe à C stable par Galois. 

Proposition 2.16. — Si W C B~jR est un sous-E-Espace Vectoriel non nul de Dimen

sion finie, alors dimreSjjE(W) ^ 1. 

Démonstration. —Soi tw<=w<W fl tkB^R et soit fco le plus grand entier k tel que 

W* 4 0 (cf. lemme 2.13). Alors Wkn s'injecte dans £fe°B+ /t*0+1B+ = V1, et comme 
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Wfc0 est un sous-Espace Vectoriel de B~["R, cette injection ne peut être un isomorphisme 

(lemme 2.14). On a donc dimpi.5JE;(Wfc0) = 0 et dimres,#(Wfc0) > 0. Par ailleurs, 

W/Wfcn s'injecte dans Bfcn et donc dimres £;(W/Wfco) ^ 0. On en déduit l'inégalité 

dimres,£;(W) = dimreS5jE;(Wfco) +dimres,£(W/Wfco) > 0, 

qui permet de conclure. 

Soit W un sous-Espace Vectoriel de (BjR)d. Soit B~|~R • W le sous-BjR-module de 

(BjR)d engendré par W = W(C) et soit BjR • W l'Espace Vectoriel engendré par 

B JR • W : par définition, si A est une algèbre sympathique, 

(BdR • W)(A) = ix e (BdR/(A))d> s(x) e BdR *W P°ur tout s e Spec(A)}. 

Lemme 2.17. — Si W est un sous-Espace Vectoriel de (BjR)d, alors BjR • W est un 

M^R-module libre de rang < d, et on a BjR • W = B~["R 0B+ BjR • W. 

Démonstration. — BjR étant un anneau de valuation discrète d'uniformisante t, on 

peut trouver une base ei,vxww de (BjR)d sur B^R, un entier r < d et des entiers 

ai < Û2 ^ • • * ̂  ar tels que taxe\,... ,tarer forment une base de B~["R • W sur BjR. 

Soit alors A une algèbre sympathique et x G (BjR(A))d. On peut écrire x de manière 

unique sous la forme x — y v7.=ih<w^ âvec Xi G BjR(A) si 1 ^ i < d. Maintenant, 

x G (BjR • W)(A) si et seulement si, quel que soit s G Spec(A), l'image de s(xi) est 

nulle dans B/- pour k ^ ai (resp. k G N) si i < r (resp. i ^ r + 1). Comme B& est 

un Espace Vectoriel, cela signifie que l'image de Xi est nulle dans Bfc(A) pour k < ai 

(resp. k G N) si i < r (resp. i ^ r + 1), et donc que Xi G £aiB~}"R(A) (resp. Xi = 0) si 

z ^ r (resp. 2 ̂  r + 1). Ceci permet de montrer que taiei,x<<^$, £ûrer forment une base 

de BtR • W sur BtR, et permet de conclure. 

Proposition 2.18. — Si W est un sous-E-Espace Vectoriel de (BjR)d; de Dimension 

D i m ^ W ) = (a, h), alors le rang de BjR -West^^^h^^. 

Démonstration. — La démonstration se fait par récurrence sur d, le cas d = 1 cor

respondant à la proposition 2.16. Si z G N, soit W. = W n ((B+J* x { 0 } ^ ) - l e s x<v< 

pour 0 ^ i ^ d forment une suite croissante de ^-Espaces Vectoriels de Dimension 

finie. Soit i0 ^ 1 le plus petit i tel que W< ^ 0. Alors Wio (resp. W/Wio) s'identifie à 

un sous-E-Espace Vectoriel de BtR (resp. de (BtR)d_ï°) et on a 

rgB+ (BjR • W) = rg + (B+R • (W/Wi0)) + 1 < dimreS)j5(W/Wi0) + 1 

= dimreSijE(W) + 1 - dimreS;B(Wio), 

et comme dimreSj£(Wi0) ^ 1 d'après la proposition 2.16, cela permet de conclure. 
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3. Autour du théorème de Dieudonné-Manin 

3.1. Énoncé des résultats. — Si r = b 
k 

G Q, avec k ^ 1 et (ò, k) = 1, on note x< 

le Qp-espace vectoriel 0iez/fczQp * e>i muni de l'action du Probenius if donnée par 

<P(e.) = 
ei+i 

\pbe1 

si i ^ 0, 

si i = 0. 

Soit M un sous-Bj^-réseau ded~r = {0}r x Yd~ Comme BjR est de valuation discrète 

d'idéal maximal engendré par th, il existe des entiers a i , . . . , e t une base u\,...,Ud 

de (BjR)d sur B^R tels que t^ui,... ^t^ua soit une base de M sur BjR. On note 

tH\M) la quantité d 
di. 

Soit M = B~J"R ®b+ M le sous-BjR-réseau de (BjR)d engendré par M. 

Lemme 3.1. — (BjR)d/M est un Eh-Espace Vectoriel de dimension (£#(M),0), 

Démonstration. — On a (BjR)d/M = 0f=1Bai • Ui, ce qui permet de conclure. 

Soit Mrig le sous-B^-Module de (B+ig)d défini par 

Mrig = {x G (B+ )d, (pn(x) G M quel que soit n G Z } . 

Le résultat principal de ce § est le théorème suivant : 

Théorème 3.2. — Le M^ig-Module Mrig est un M^ig-module libre de rang d admettant 

une décomposition sous la forme ®ieiMi, où Mi = B^g ®QP D[r.y 

Remarque 3.3. — Les r̂ , comptés avec multiplicité dimQp D[r.], s'appellent les pentes 

de Mrig ; il y a donc d pentes. La décomposition ci-dessus n'a rien d'intrinsèque ; par 

contre la filtration (croissante) par les sous-Bjg-Modules Mrigjr = 0 r i ^ r ^ est, elle, 

parfaitement intrinsèque. 

Remarque 3.4. — Le théorème 3.2 admet comme corollaires faciles les corollaires 3.5 

et 3.7 ci-dessous, mais ce n'est pas dans cet ordre que l'on peut établir les résultats. 

Une des difficultés de la démonstration est que l'on ne sait pas à l'avance quels vont 

être les dénominateurs des pentes de Mrig, ce qui nous amène à commencer par dé

montrer le corollaire 3.7 en utilisant la théorie des Espaces Vectoriels de Dimension 

finie ; on en déduit le corollaire 3.5 par des arguments purement combinatoires. Enfin, 

le théorème 3.2 se déduit du corollaire 3.5 de manière assez classique. 

Si h > 1 et a G Z, soit 

W M = ^wx 0 —p 
rig 

= {x G (Uh a)d, <Pn(z) £ M quel que soit n G N } ; 

c'est un sous-^-Espace Vectoriel de (Uh,a)d dont on note (wh,a^h,a) la eh<<<^^ 

Dimension. Comme Vh,a = 0 si a < 0, on a Wh,a = Wh,a = 0 si a < 0. 
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Corollaire 3.5. — II existe des rationnels r\ =cw<^$ r<i = jf-, un entier ho ^ 1, mul

tiple de hivnlmô, hd, et une famille ei$$$,d'élémentsde(B+ax)<wd vérifiantxwphi(ei) = 

paiei, tels que, si h est un multiple de ho, alors 

W M w<<= ©?=1UM_fcri-ei. 

Lemme 3.6. — Sir = b 
k 

alors 

Dim£h((B+g®Qp D[r])*h=>') = 
[ka — hb, k) 

10 

si%>w<r<, 

sinon. 

Démonstration. — Si e est le p.g.c.d de k et h, l'application i i—• i + h est périodique 

de période - sur Z/kZ ; on en déduit un isomorphisme 

d~r = {0}r x Yd~r, 
UM_fcri-ei.wccw<^$ 

<ph=pa hh Ufeh. KA-HB ) 
e ' e 

\ e 

et le résultat. (L'isomorphisme en question est x\e\ + h xkek »—• ( # i , . . . , #e)-) 

Corollaire 3.7. — iZ ezzste des entiers y'h a, yh,a tels que l'on ait 

(i) 0 ^ yhta < y'ha et J2aez Vh,a = d '> 

(U) wh,a = Wh,a-1 +cwb 6* ™ M = ^ , a - l "f ̂ , a _ l + Vhw<<^a-^^l-

Démonstration. — Il résulte du lemme 3.6 que Dim^ W^a = ,R • < 2-(a — hri, 1) et 

donc que 

DimEhWh,a - Dim^Wfcïa_i = 

a-l 
H <vb, 

(a-hri,\) 

< w 2-1 
H 

(1,0) 

xw 

a-l <c ^hx< a 
q< 

a - / i r i , l ) q+ q(^5a_1,0); 

on en déduit le résultat en posant (yh,a,y'h a) = A-L 
H 

c<<qqx (a - hri31). 

3.2. Démonstration directe du corollaire 3.7. — On note M.h,a le sous-BjR-

Module BjR • Wh,a de (BjR)d engendré par W^ja, et mh,a son rang. On note aussi 

Wh,a et Mh,a respectivement les Qp-espaces vectoriels Wh,a(C) et M.hta(C). On a 

Mh,a = BjR • Wh,a, et donc, en particulier, Wh,a C Mh,a-

Lemme 3.8. — SiaeZ<<alors w<Wh,a H thM = thWh,a-i' 

Démonstration. — Soit x G Wh,a H thM. Alors t~^x G (^1U/l?a)d est tel que 

ipn(t^1x) G M C (BjR)d quel que soit n G N (il faut regarder séparément les cas 

« h divise n » et « h ne divise pas n » et utiliser les propriétés (ii) et (iii) de t^). D'après 

le corollaire 2.12, ceci implique que t~j^x G (^h,a-i)d ; on en déduit le résultat. 
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Lemme 3.9. — Si a G Z, on dispose de la suite exacte 

0 > thWh)a • М м П Wh,e+i > Mhìa/thMhìa > 0. 

Démonstration. — L'exactitude à gauche est une évidence et celle au milieu résulte 

du lemme 3.8. Pour montrer l'exactitude à droite, posons m = m^a et choisissons une 

base e i , . . . , em de M^>a sur BjR constituée d'éléments de Wh,a- Alors Mh,a fl Wh,a+i 

contient U^^ei 0 • • • © Vh,iem et l'exactitude à droite suit de ce que 6 : Vh,i —» Bi 

est surjective. 

Corollaire 3.10. — On a M.^a с M/^+ i pour tout a e Z, et т^а = d si a est assez 

grand 

Démonstration. — L'exactitude à droite de la suite du lemme 3.9 alliée à l'inclu

sion Wh,a C Mhia montre que Mh,a D Mh,a+i se surjecte sur Mh,a/thMh,a. L'anneau 

B~f"R étant de valuation discrète, cela implique que Mh,a rï Mh,a+i contient Mh,a ou, 

autrement dit, que Mh,a C M^a+i. On en déduit, en utilisant le lemme 2.17, l'in

clusion de Mh,a dans M^ja+i. D'autre part, M étant un sous-B^R-réseau de (BjR)d, 

il contient (tlBjR)d pour un certain z, ce qui fait que Wh,hi+a contient (tlVh,a)d [et 

donc rrih hi-Ln = dl, si a G N. Ceci permet de conclure. 

Lemme 3.11. — Si a est assez grand, alors w'ha = d et Wh,a = da — htn(M). 

Démonstration. — Si c G N, soit Dc = (B+R)d/(M + (t£BjR)d). Si b G N est tel que 

M contienne (tbhB^R)d et si c ^ 6, alors Dc = (BjR)d/M et x G M si et seulement si 

son image dans Dc est nulle. 

Soit alors a ^ hb. Écrivons a sous la forme a = aoH ha/i-i, avec a o , . . . , au-i ^ b. 

Il résulte de la discussion précédente que Wh,a est le noyau de l'application x i—» 

(x, <p(x),..., (ph~1(x)) de (Uh,a)d dans Œ^^1]^.. D'autre part, cette application est 

suriective d'après le corollaire 2.11 puisque Da, est un quotient de (Ba,)d ; on a donc 

DimEhÇWhta) = dDìmEh(Vhìa) -

h-i 

i=0 
DimEh{Bai), 

et on conclut en utilisant les formules (cf. lemme 3.1 pour la seconde) 

Dimsfc(UM) = (a , l ) et Dim^(DaJ = ( t# (M) ,0) . 

Lemme 3.12. — Le M^R-Module М / М ^ а est sans torsion. 

Démonstration. — On a M = B~["R <g)B+ M et Mhta = ®dR ®B+ Mh,a d'après le 

lemme 2.17. On en déduit l'égalité M/Mhia = B+R <g)B+ (M/Mh,a), et il suffit de 

montrer que M/Mh,a est sans torsion. Soient m = m^a et a i , . . . , am une base de 

Mhta sur BjR, constituée d'éléments de Wh,a- Six e M est tel que thx G Mh,a, on peut 

écrire thX, de manière unique, sous la forme X\OL\-\ h^mam avec xi,..., xm G B^R. 
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Comme в : U/j, i —* С est surjectif, il existe X{ GUM_fcri-ei. pour 1 ^ г < m, tel que 

Xi- Xi e thBjR. Si yi = th [Xi - Xi), on a 

x = xiai H h хташ = thx - th(yi<xi H ушаш), 

et comme y\a\ + • • • 4- î/mojm G M / ^ C M, on voit que x G t^M. Par ailleurs 

x G (U/^a+i)^ et ipn(t'^1x) G M quel que soit n G N. D'après le corollaire 2.12, ceci 

implique t~Zxx G<wwa, et donc x G t^M^ a, ce qui permet de conclure. 

Corollaire 3.13. — On a Mhia = M si a > 0. 

Démonstration. — D'après le corollaire 3.10, rgB+ M^a = d = rgB+ M si о > 0 
et donc M/M/^q est un BjR-Module de torsion ; le lemme précédent montre que ce 

Module est nul, ce qui permet de conclure. 

Comme M/Mh,a et M/M^a-i sont sans B "^-torsion, Mh,a-i admet des supplé

mentaires dans Mh,a- Soient M'h a un de ces supplémentaires, et Mfh a — B~["R ®B+ 

M'ha. On a donc M M = MM_i 0 M'M. Soit Y M = M'M n (WM + MM_i) . 

Lemme 3.14. — (i) Y ^ + M ^ - i contient Wh,a-

(ii) L'application naturelle de Yh,a dans M'h a/thM'h a est injective. 

Démonstration. — Il suffit d'écrire y G Wh,a sous la forme y\ +y2, avec y\ G M^ja_i 

et 2/2 £ M!h a car alors yi = y — y\ appartient à W^a + Mh,a-i, et donc aussi à Yh,a-

Pour démontrer le (ii), partons de y G W^>0 fl t^M^a. Il existe doncw<<m' G w<, 

m G M ^ ^ - i et w E Wh,a tels que l'on ait y = t^m! = m + w. D'après le lemme 3.9, 

il existe w' G Wh,a D M^.a-i et m\ G thM.h,a-i, tels que w' — m = t^mi, ce qui 

se traduit par th(mf + mi) = w + w'. On en déduit, en utilisant le lemme 3.8, que 

w + w' G thWhia-i, et comme W/^a_i C M^>a_i, cela implique y = thm' G Mfc>a-i, 

et donc y = 0 puisquewwx< a_i fl M', = 0. Ceci permet de conclure. 

Le lemme précédent permet, entre autre, de montrer que Y h,a est de Dimension 

finie; on note {yh.a^Vh a) sa ^-Dimension. 

Lemme 3.15. — Si a e Z, alors 

(i) rnh,a - ТПН,а-1 < y'hta-
(H) yhta < y'ha, Si y'ha ф 0. 

Démonstration. — Y^a + M/^a-i contient Wh,a et donc BjR • Yh,a + M^5a_i est égal à 
Mfc>a. On en déduit l'inégalité rgB+ ( B ^ - Y / ^ ) > mh,a-™<h,a-i- Comme par ailleurs, 
Yh,a C ww<, cette inégalité est une égalité et le (i) découle du corollaire 2.18. 

Quant au (ii), il découle du (i), grâce à la proposition 2.4, une fois que l'on a 
remarqué que Y / ^ , étant un sous-^-Espace Vectoriel de (BjR)d, ne contient pas de 
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V1 (prop. 2.14), et (lemme 3.14) que Yh,a s'identifie à un sous-E^-Espace Vectoriel 

de M'hìJthM'hta = YTnh^-mh^-1. 

Corollaire 3.16. — Si aeZ, alors mh,a - mhìa-i = Ун,а et wh,a = mh,a-

Démonstration. — On a wfhb = J2a^b Vh,a ^ Yla^b ™h,a-mh>a-i = mh,b- Par ailleurs, 
pour b ^> 0, on a w'h b = тн,ъ — d (cf. corollaire 3.10 et lemme 3.11). Toutes les 
inégalités dans la somme sont donc des égalités, ce qui permet de conclure. 

En regroupant les résultats obtenus dans le lemme 3.11 et les corollaires 3.13 et 3.16, 
on obtient le résultat suivant qui termine la démonstration du corollaire 3.7. 

Corollaire 3.17. — Les entiers w'h n. Wh a, у'ь a et yha vérifient les relations 
(i) aEZ Vhx = d: 
(ii) Vh,o Vh,a> Si Vh,a 
(iii) Wh,a - 4 , a - l = Vh,a et Wh,a " Wh,a-1 = Wh,a-1 + Уа,а-

3.3. Démonstration du corollaire 3.5. — Le principe de la démonstration est 
d'étudier ce qui se passe quand on remplace h par un multiple. 

Proposition 3.18. — Si h, к ^ 1 et a eZ, alors 

(i) Wfch,fea = Ekh ®Е„ Wh,a ; 

(И) Wkh,ka = kWk,a, ™kh,ka = Wh,a et mkh,ka = mhia-

Démonstration. — Le (ii) est une conséquence immédiate du (i). Soit ei,xww< une 

base de Ekh sur Eh. Comme <ph,... ,(pkh sont les éléments de Gsl(Ekh/Eh), la ma

trice de coefficients (^h(ei))i^ij^k est inversible. On peut donc trouver des éléments 
a i , . . . , ak de Ekh tels que l'on ait 4=1 

pkh ei)ai = 1 et 
x< 
,i=l r3n{ei)ai = 0 si 

UwM_fc<wri-ei. 
Un petit calcul montre alors que les applications (wi,..., Wk) >—» ^2i=1aiWi et 

w i—• (wi,..., Wk), avec Wi = ^TJj=\P~*a<p*h(xei), sont inverses l'une de l'autre et 

envoient respectivement (W/,)fl)* dans WkhM et Wkh,ka dans (Wh,a)k- Ceci permet 

de démontrer le (i) et termine la démonstration. 

Lemme 3.19. — Si a G Z , alors 

k-l 

i=0 

Vkh,ka—i Vh,a' 

Démonstration. — D'après le (iii) du cor. 3.17, on a 

k-i 

i=0 
УкНМ-i = mkh,ka - mkh,k(a-l) = mh,a ~ mhia-l = Vh,a' 

Lemme 3.20. — Si yh,a = 0 et si k(a — 1) < b ^ ka, alors ykh,b = 0. 
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Démonstration. — On a wkh,ka - Wfch,fc(a-i) = k(wh,a - u)h,a-i) = kw'h,a-n d'après 
le (ii) de la prop. 3.18 et le (iii) du cor. 3.17. Par ailleurs, d'après le (iii) du cor. 3.17, 

on a 

Wkh,ka~WkhMa-l) = 

k-1 

i=0 
(^U,ife(a-l)+i+2/fc/i,fc(a-l)+i+l) > kwkhM*-l) + 

k(a—l)<b^.ka 

ykh,b> 

On en déduit le résultat, en utilisant l'égalité w'h a_1 = w'kh h(a_D de la prop. 3.18, 

Lemme 3.21. — Si yh,a > 0 et si k = y'ha, alors 

k(a—l)<b^ka, ykh,b^0 
(Vkh,b ~ 1) < Vhta - 1 

Démonstration. — Notons que, d'après le lemme 3.15, k = y'ha > yn,a ^ 1 î en 

particulier, k > 2. On déduit du (ii) de la prop. 3.18 et du (iii) du cor. 3.17, que 

k(whta ~ Wh,a-l) = U>kh,ka ~ ^fch,ib(o-l) = *W*M(a-l) + 

k-1 

i=0 
(WkhM-i + V k - i ) c < < 

et donc x< 
a=0 (iy'kh.ka-i + Vkh,ka-i) est divisible par k. Comme par ailleurs, d'après 

le lemme 3.19, k-1 
ji=0 

y'kh,ka-i = *> 11 y a deUX CaS : 

• il existe 0 ^ i ^ A; — 1 tel que ykhika_i = k et ykhika_j = 0 si j / i Dans ce cas, on 

déduit du (ii) du cor. 3.17 que ykh,ka-j = 0, si j ^ i et que ykhM-j < v'khM-i = k est 

divisible par fc, et donc est nul ; on a donc J2k(a-i)<b^ka, y ^ ^ o ^ / i , * - 1 ) = 0 < x<p^^; 

• le cardinal r de l'ensemble des i G {0x<<p, k — 1} vérifiant ykh^ka_i ^ 0 est ^ 2, 

auquel cas on obtient, en utilisant le lemme 3.19, 

k(a— l)<b^.ka, ykh^O 
(y'kh.b ~ 1) < 

k(a-l)<b^ka 
ykh,b -r^y'h,a-2fq<^^, 

ce qui permet de conclure. 

Définissons le défaut de h comme la quantité A(h) — >^^wa,yh,a*0) « a - l ) Comme 

y'ha > yh,a, on a A(h) = 0 si et seulement si yh,a = 0 pour tout a, et donc si et 
seulement si Y^a est un ^-espace vectoriel de dimension finie quel que soit a G Z. 

Proposition 3.22 — Il existe h tel que A(h) = 0. 

Démonstration. — Soit h réalisant le minimum de A(h). Si A(/i) ^ 0, il existe a G N 

bel que yh,a ̂  0 et, si = y'h a, les lemmes 3.20 et 3.21 montrent que A(kh) < A(/i), 

ce qui conduit à une contradiction qui permet de conclure. 

Supposons dorénavant que A(h) = 0 et, si b G Z, soit e^j, pour 1 ^ j ^ y'h b une 

base de Y M sur Eh. Soit de plus / = UbeZ{(PJ), 1 < j < y'h J et, si i = (b,j) G / , 

soit ri = b 
h' 
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Proposition 3.23. — Sous les hypothèses ci-dessus, on a 

(i) (<pn(ei))iei est une base de M sur BjR quel que soit n E N ; 

(ii) W M = ®iei(Vh^^,a-hnx< • e»<<) l ^ $ s i a e Z . 

Démonstration. — Par construction, on a M/^a = 06^aB^R • Yh,a, ce qui montre que 

les e», avec<<^$$ engendrent M / ^ . En particulier, comme M^ja = M si a > 0 

(corollaire 3.13), les e», i G 2, engendrent un sous-réseau de (BjR)d et, comme \I\ = d 

((i) du corollaire 3.17), cela montre quew<lesvw<forment une base de M sur B~["R et donc 

aussi de M sur B~f"R. 

En particulier, les e», i G 2 forment une famille libre sur BjR et l'application 

naturelle (Biei(Ph,a-hri ' ei) —> W^?a est injective. Une récurrence immédiate sur a 

(utilisant le (ii) du corollaire 3.17) montrant que les 2^-Espaces Vectoriels Wh,a et 

®iei(^h,a-hn ' &i) ont la même dimension, cela prouve que cette application est un 

isomorphisme. 

Finalement, si n G N, on a 

W M = <pn(Vfhia) = ®iei(<pn(Vhta-hri) • <pn(ei)) = ei€j(UM-fcri • ¥>n(et)), 

ce qui montre que les y>n(e»), i G 2, engendrent le même sous-BjR-Module de (BjR)d 

que les a, i G 2, et termine la démonstration de la proposition. 

3.4. Démonstration du théorème 3.2 

Lemme 3.24. — On a 

^x<m 
n = tH(M). 

Démonstration. — D'après le (ii) de la proposition 3.23 et le lemme 3.11, on a 

^^x 

(a - for») = dimpr,^(W/l?a) = da - htH(M) 

si a est assez grand. Ceci permet de conclure. 

Choisissons une bijection I ~ { 1 , . . . , d} et, si 1 ^ i ^ d, soient a* i , . . . , a» d E B 
rig 

les coordonnées de e*. Soit A = (o>ij)i^ij^d E M^(B rig et soit S = det A. 

Lemme 3.25. — On a t~tH<<M^ E 25jj. 

Démonstration. — Comme iph(ei) = phri(ei), on a ô EUM_fcri-ei.w< ̂  = Uh,htH(M)- Par 
/¿=1 1 

ailleurs, <£n(ei),..., (pn(ed) forme une base de M sur BjR, on a v#(<£n(<5)) = tn(M) 

quel que soit n E N ; le corollaire 2.11 montre que ceci implique l'appartenance de 

(rfco ^~*(^)_tH^M^)^ à U^o = Eh, ce qui, compte tenu de la propriété (iii) de th, 
permet de conclure. 

Corollaire 3.26. — Les ê , i E I forment une base de Mrig sur ̂c< 
,n;:^$ 
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Démonstration. — Soit x G Mrie. D'après le lemme précédent, on peut écrire x sous 

la forme x = •iç-jXiCi, avec X{ e b; 
w<< 

1 
x 

c< B 
rig 

1 ^cw i 
vh-Hth) 

Par ailleurs, on 

a (fn(xi) G BjR pour tout n G N (puisque les (pn(ei), i G / , forment une base de 

M sur B~["R) ; on en déduit, utilisant le corollaire 2.12 (pour (N^=o iP~l(t>h)a)xi, avec 

a ^> 0), l'appartenance de Xi à B j , ce qui permet de conclure. 

Proposition 3.27. — Soit h un entier > 1, soit a e Z et soit e le p.g.c.d. de a et h. 

Soit Y un Eh-espace vectoriel de dimension finie muni d'une action semi-linéaire de (p 

telle que Von ait iph(x) = pax quel que soit x G Y. Alors 

(i) Si e ^ 1, et si Y' est le sous-Eh/e-espace vectoriel de Y des éléments vérifiant 

(ph/e(x) = palex, on a Y = Eh ®Eh/e Y'. 

(ii) Si a et h sont premiers entre eux, alors la dimension de Y sur Eh est un 

multiple th de h et il existe des éléments / i , . . . , / ^ de Y tels que les (fi(fi), pour 

l ^ i ^ t e t O ^ j ^ h x<<— 1, forment une base de Y sur Ehw<-

Démonstration. — Le (i) se démontre comme la proposition 3.19. Pour démontrer 

le (ii), introduisons l'algèbre Hh,a — Eh 0 Eh<p 0 • • • 0 Eh<ph~l avec les règles de 

commutation ipx • a = tpl(a) • (p* et la relation <ph = pa. C'est une algèbre à division 

de dimension h2 sur Qp et d'invariant ^ , et comme a et h sont premiers entre eux, 

cette algèbre est un corps (non commutatif). Par ailleurs, Y est naturellement un 

i^5a-module de type fini et, Hh,a étant un corps, c'est un if/^-module libre de rang 

fini. Il suffit de prendre pour / i , . . . , fn une base de Y sur Hh,a pour démontrer le (ii). 

Le théorème 3.2 se déduit de la proposition ci-dessus (et du corollaire 3.26) en 

faisant une récurrence sur le nombre de pentes. Si tous les r̂ , i G / , sont égaux à 

r — | , o n a Mrig = B+g ®EH Yh,a, où Yh,a est un ^-espace vectoriel de dimension 

finie auquel on peut appliquer la proposition 3.27. Soit e le p.g.c.d. de a et h. En 

utilisant le (i), on obtient un isomorphisme Y^a = Eh ®EH Y h « et en utilisant le 
- e'e 

(ii), on obtient une décomposition Y h a = ®{=iEh.e ®QP (QpM • fi) et QP[<p] - fi est 

isomorphe à D[h/a]i ce qui permet de conclure. 

Si le nombre de pentes est > 2, soit r = ^ la plus grande des pentes, soit e le p.g.c.d. 

de a et h, et soit J le sous-ensemble des i G / vérifiant n = r. On peut appliquer 

l'hypothèse de récurrence au sous-B^g-Module M' engendré par les e ,̂ i G /— J, et la 

proposition 3.27 à Wh a /(Wh a f lM') = Y h a . (Comme on n'a rien imposé à Y h a en 
e'e e'e e'e e'e 

ce qui concerne (p, il n'a aucune raison d'être stable sous l'action de ip et on ne peut pas 

lui appliquer directement la proposition 3.27, mais l'isomorphisme précédent permet 

de le faire.) Si / i , . . . , ft est une famille d'éléments de Y h a vérifiant les conclusions 
~ e'e 

de la proposition 3.27, et si /i? 1 < i ^ £, est un élément Wh a relevant /i? alors 
~ e'e 

QP[<p] ' fi est isomorphe à D[h/a]- On obtient alors une décomposition de Mrig sous la 
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forme voulue en écrivant Mrig sous la forme Mrig = M' 0 (EF=1 B+g ®Qp (Qp[<p] • /;)), 

et en utilisant la décomposition de Mf fournie par l'hypothèse de récurrence. 

4. Les anneaux de caractéristique p 

Ce § est consacré à des rappels sur la théorie du corps des normes de Fontaine et 

Wintenberger [21, 30]. Pour les applications aux familles de représentations p-adiques 

de ^K*, il s'avère utile de préciser comment les constantes dépendent de if, ce qui nous 

amène à entrouvrir la boite noire que cette théorie constitue d'habitude ; les rappels 

sont donc un peu longs... 

4.1. Rappels sur les corps locaux. — On note<wpour s<w^ —1, les sous-groupes 

d'inertie<wode en numérotation supérieure. En particulier, Wf1 = £fp ; le sous-groupe 

d'inertie Ip de £fp est égal £fp, pour tout s G] —1,0], et le sous-groupe d'inertie sauvage 

de & p est la réunion des £fp, avec s > 0. 

(s) J (s) 
Si s ^ —1, on note F l'intersection des F F, pour t > s. En particulier, F 

est l'extension maximale non-ramifiée (resp. modérément ramifiée) de F si s G [—1,0[ 

(resp. si s = 0). Si L C F est une extension de F, et s ^ —1, on note le sous-

corps L n F de L et on définit le conducteur c(L) G [—1,+co] de L comme la 

borne inférieure de l'ensemble des s tels que = L. On dit que L est profondément 

ramifiée si c(L) = +oo (ceci ne peut, bien évidemment, se produire que si L est une 

extension infinie de F). 
Lemme 4.1. — (i) c(L) = —1 si et seulement si L est une extension non ramifiée 

deF: 

(ii) c(L) = 0 si et seulement si L est une extension modérément ramifiée de F ; 

(iii) c(Fn) = n — 1 si n €N, et F^ = Fn si n — 1 ^ s < n ; 

(iv) c(L\L<2) = sup(c(Li), c(L2))7 si L\ et L2 sont deux extensions de F. 

Démonstration. — Les deux premiers points sont évidents ; le troisième est un résultat 

standard, et l'inégalité c(LiL2) ^ sup(c(Li), c(L2)) est immédiate sur la définition du 

conducteur. Réciproquement, si s = sup(c(Li), c(L2)), on a L\ C F et L2 C F , 

et donc L1L2 F(s) et c(LiL2) ^ s. Ceci permet de conclure. 

Si K est une extension finie de F, notons ^K/F sa différente. La formule suivante 

nous sera très utile : 

Vp(0K/F) = 
+00 

1-1 
1 -

1 

[K : Ki*)} 
\ ds = 

w< 

t-1 
<vc 

^^ 

[K : Ri*)} 
ds. 

On en déduit en particulier la majoration VP(DK/F) ^ C{K) + 1- Soit no(K) le plus 

petit entier ^ c(K) + 1. 
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4.2. L'extension cyclotomique d'une extension finie de F 

Lemme 4.2. — Sin^ no(K), alors . 

(i) c(Kn) = n - 1 etTK contient 1 + pnZp ; 

(ii) Kn+i/Kn est une extension totalement ramifiée de degré p ; 

(iii) K^li = Kn^ quel que soit s < n0(K) — 1. 

Démonstration. — On a c(Kn) = sup(c(K), c(Fn)) = sup(c(if),n - 1 ) ; on en déduit 

le (i) et le (ii). Par ailleurs, Kns) =UM_fcri-ei. fl Kn, et donc q K ^ / K ^ est de degré p 

si K^l-i ^ Kns\ Ceci implique que l'on a Kn+i = K^^Kn, ce qui conduit à une 

contradiction car 

clKn+1) = n et ciw<K^Kn<) = sMc<<(Knh)AK<n)) < sup(s,n - 1 ) < n - 1 

si 5 < no(K) — 1 ^ n — 1. Ceci termine la démonstration. 

Corollaire 4.3. —<wSin> nn(K), alors 

(i) f(Kn+1/Fn+1) = f(Kn/Fn), 

(ii) e(tfn+1/Fn+1) = e(Kn/Fn) ; 

(iii) l'application naturelle de l'ensemble des plongements de Km dans F au-dessus 

de FQO dans celui des plongements de Kn dans F au-dessus de Fn est une bijection; en 

particulier, si K/L est galoisienne, alors Gal(Kn/Fn) = Gal^oo/Foo) = Jffp/^L-

Démonstration. — Tous ces points sont des conséquences immédiates du (ii) du lemme 

précédent. 

On note dK^ le degré de l'extension Koo/F^. On note eKoo (resp. fx^) la limite 

de la suite de terme général e(Kn/Fn) (resp. f(Kn/Fn)). 

Remarque 4.4. — (i) dx^ est aussi le degré de l'extension KN/FN si n ^ x<<UQ(K). 

(ii) Comme l'extension F^/FX<<est totalement ramifiée, JK^ est aussi le degré de 

l'extension F'/F, où F' est l'extension non ramifiée maximale de F contenue dang 

^x<<:^^ 

(iii) On a F' C Kn si n ^ n0(K). 

(iv) eKoofKoo =dKoo. 

Proposition 4.5. — La suite de terme généralpnvp('0Kn/Fn) est stationnaire pour n ^ 

n0(K) et on apnvp(dKn/Fn) q i 
p-i 

.pno(K) qUei qUe son n G N. 

Démonstration. — On part des formules 

M*KN/FN) = M*KN/F) ~ M*FN/F) = 

r+oo 

- 1 

1 

[Fn : F^} 
^^ 

1 

[Kn : Kn^] 
ds 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2008 



150 PIERRE COLMEZ 

et pn = P 
p-1 [Fn : F] Par ailleurs, F^s) = K{ns) n Fn et donc [Fn : Fis)} = [FnK{ns) : 

w<^ùù 
,;:^ùw< ce qui nous donne 

PnVp(dKn/Fn) = 
P 

w<< 

/• + 00 

J-l 
[Fn •• F] 1 -

1 

[ifn : Fnif£°] 
ds. 

Maintenant, si s ^ n0(if) — 1, on a i f (s) = i f et donc [Kn : FnKn^] = 1 puisque 

no (if) — 1 ^ c(if ), ce qui nous fournit la formule 

PnVp(i>Kn/Fj = 
P 

p-1 <wcv 

>n0(K)-l 
F^:F] 1 -

1 

[ifn : FnKn ] 
ds. 

Pour obtenir la majoration de la proposition, il suffit alors de majorer 1 — i 
[KN:FNKIS)] 

par 1 et d'utiliser la formule 

rn0(K)-l 

- 1 
f W : F) ds = 1 + {p - 1 ) + - - • + {p - l)pnx<<̂ $$ùùxw= f ^ " 1 . 

Il reste à montrer que la suite pnvpi^>Kri/Fri) est stationnaire pour n ^ no ( i f ) . 

Soient donc n ^ n0(if) et 5 < n0(if) — 1. On a Fn^ =UM_fcri-ei.UM_fcri-ei. = F^, où A; est le 

plus grand entier < s + 1 < n0(if), et donc [F^+i : F] = [F^ : F] quel que soit 

s G [—l,no(if) — 1] . Par ailleurs, l'extension Kn+i/Kn est de degré p et, comme 

K^+i = ifn^ est de conducteur < s ^ n — 1, l'extension Fn+iK^li/FnKn^ est non 

triviale et donc de degré p, elle aussi. On a donc [Kn+1 : F„+1/ f^1] = [X„ : FnK(ns)], 

ce qui permet de conclure. 

Lemme 4.6. — Si x e @Fn+x et a e Gal(Fn+i/Fn), alors vp(a(x) — x) ^ i 
v-1 

Démonstration. — x peut s'écrire sous la forme x = Y2ï=o #i(^n+1^)l> avec Xi G ûpn 

s i O ^ z ^ p — 1 . Par ailleurs, cr(e^n+1^) = i/^71-1-1), où ^a est une racine p-ième de 

l'unité, et donc a(x) — x = V^Zn xAe^^yiu1- — 1 ) . Le résultat suit de la minoration 

vp(u - 1 ) ^ 1 
p-1 

si vP = 1. 

Remarque4.7. — Une conséquence de la proposition 4.5 est que vp{pxn/Fn) tend 

vers 0 quand n tend vers +oo : l'extension K^/FOQ est presque étale. 

Notons a l'idéal des éléments de valuation ^ i 
p 

Lemme4.8. — Si n ^ n0(if) + 1 et si x e &Kn+1, alors NKn+1/Kn(x) — xp G a. 

Démonstration. — Soit e i , . . . , w w < w une base de ÛKn sur GEn ; c'est aussi une base de 

ifn+i sur Fn+i car Kn+i/Kn< et Fn+i/Fn sont de degré p. Soit e*,...w,ù^$$ la base de 

ifn sur Fn duale de e i , . . .w< pour la forme bilinéaire (x,y) i—> Trxn/Fn (#2/) qui est 

aussi la restriction à ifn de la forme bilinéaire (x,t/) i—» Trx /pn+1 (xy)- Les e* sont 

éléments de d - i 
x 'Fn et donc vérifient vp(e*) xc i 

x<w 
<^mm^^$$x<< x< 1 

P(P-1) On peut 
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alors écrire x G &Kn+1 sous la forme YA=I xieï-> avec xi = T^KN+1/Fn+1(xei) G ûFn+1. 

On a Gdi(Kn+i/Kn) = Gal(Fn+i/Fn) et, comme vJa[xi) - xi) ^ i 
p-i 

d'après le 

lemme 4.6, on obtient finalement, 

vp(a(x) - x) = vp 
d 

i=i 

(afa) - Xi)e* wx 
1 

p-q1 

1 

P{P - 1) 
qq 

1 

P 

quel que soit a G Gal(Kn+i/Kn). Comme Gal(Kn+i/Kn) est de cardinal p, cela 

permet de conclure. 

Corollaire 4.9. — Si n ^ n0(K) + 1 et si x G <^WN+1/A, alors xp G &KNL^ et le 

morphisme d'anneaux xcww<xp de ^>KN+1/A dans ÛKn/& ainsi défini est surjectif. 

Démonstration. — Soient u>n+i une uniformisante de Kn+i et un = N^n+1^n(o;n+i) ; 

c'est une uniformisante de Kn. D'après le lemme précédent, on a CJ^+1 = ujn dans 

0K<M xqc Tout élément de x de 0Kn+1 peut s'écrire de manière unique sous la forme 

x = +00< 
//qqC=U ' 

q[ûfelî où les ajt sont des éléments de fc^/ et fâ l Gvww<<est le représentant 

de Teichmüller de a^w< <et on a xp = +00 
<x 

w<< modulo p et donc, a fortiori, modulo A. 

On en déduit l'appartenance de xp à ÛKn/Q> et, utilisant le fait que kp> est parfait, la 

surjectivite de x 1—• xp. 

4.3. Le corps E et certains de ses sous-anneaux. — Soit 

É+ = {(xN)NEK,xn G ûc/a et xpnJrl = xn si n e N } . 

L'anneau ûc/a étant de caractéristique p, l'application a; \-> #p en est un morphisme 

et E4" est un anneau de caractéristique p sur lequel tfp agit naturellement (composante 

par composante). D'autre part, si (#n)neN G E+ et si xn est un relèvement quelconque 

de xn dans ^cs la suite de terme général xpn+k converge dans ûc vers une limite x^ 

qui ne dépend pas du choix des xn. Ceci permet de décrire E+ comme l'ensemble 

des suites x = (x^°\ ..q. ,x(n),.q.q. ) d'éléments de Ûc vérifiant (z(n+1))p = x(n). Soit 

i>e : E+ —* R l'application définie par v^,(x) = vp(x^). 

On peut voir e = ( l , e ^ \ . . . c w w : ; ^ $ c w w ; : ^ ) comme un élément de E+ et, si on pose 

7T = e — 1, ox<<;,:$$$$== p 
p-i-

Si K est une extension finie de F, soient 

Ê £ = {(zn)neN e E+, zn G û<Koo/a siwnexw N } , 

E £ = {(^n)nGN e E+, #n € &Kn/a si n est assez grand}. 

E^- contient e et 7r, ce qui nous permet de poser E = E+[7r 1], <= <Ejw<<[7r 1] et 

E x = Ej[7f_1] si K est une extension finie de F. 
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Proposition 4.10 ([21, 30]). — (i) É est un corps dont v& est une valuation pour la

quelle il est complet et dont le corps résiduel est kF. De plus Vaction naturelle de £fp 

sur E est continue. 

(ii) Eip = kpii^)) et, plus généralement, si K est une extension finie de F, et si 

F' est Vextension maximale non ramifiée de F contenue dans K^, alors E ^ , muni 

de v&, est un corps complet pour une valuation discrète, de corps résiduel kFf. 

(iii) Le sous-corps E = U X c ^ E K est une clôture separable de~EF stable par&p et, 

si K est une extension finie de F, alors Gal(E/Ex) = J#K ; en particulier, J#K agit 

continûment sur E muni de la topologie discrète. 

(iv) E est le complété de E pour la valuation v^, ; en particulier, E est algébrique

ment clos. De plus, E x = E ^ est le complété de la clôture radicielle de E ^ . 

Démonstration. — Ce théorème constitue un cas particulier de la théorie du corps des 

normes ; le point (ii) et une partie du (iii) sont démontrés dans le n° suivant et nous 

renvoyons à [30] pour le reste. 

4.4. L'anneau des normes 

Proposition 4.11. — L'anneau Ej- est un anneau de valuation discrète, complet, de 

corps résiduel kFt. De plus, si WK = (n:K,n)ne'N est une uniformisante de Ej-, et si 

n ^ no ( if) + 1, alors 7fK,n appartient à ^xn/<* et tout relèvement WK,U de WK,U dans 

&Kn est une uniformisante de Kn. 

Démonstration. — Par surjectivité de x \—> xp (cor. 4.9), on peut trouver une suite 

X = (ZJN) G E ^ , telle que, si n ^ no ( if) + 1, tJn soit l'image d'une uniformisante 

un de Kn dans ÛKn/a. On a alors ÛKn/a = kF>[X)/X&K^/P et E £ = \\mÛKn/a 

est donc isomorphe à /^ / [ [X] ] , l'application de fcp/[[.X]] dans @Knl& étant donnée 

par ^2t=Xoak^k l-)> Y?k=QKN~Lak ûn. En particulier, si i f = F, on peut prendre 

u;n = e(n) — 1, ce qui montre que l'on a E^ = kF((W)). 

Maintenant, si WK = (ÂXn)neN est une uniformisante quelconque de E ^ , on peut 

écrire WK SOUS la forme WK = Ylt=i akXk G fci?'[M]> avec «i 7̂  0. Si n ^ no ( if) + 

1, on a alors WK,U = ^2t=iak^n^ ce Qui ^ °XUE tout relèvement 7TX,n diffère de 

l'uniformisante Ylt^il^^n de Kn Par un élément de a et est une uniformisante 

de ifn. Ceci termine la démonstration de la proposition. 

Proposition 4.12. — Si K est une extension finie de F, alors E x est une extension 

separable de degréx<ww de F,F, d'indice d'inertie / x ^ et d'indice de ramification e x ^ • 

De plus, on a VE(^EK/EF) = \\mn^+00pnvP(DKn/Fn) w< i 
<bv 

v;,o^^ 

Démonstration. — S i < w w 1 , on a E x = E^/ = kFf((W)), et le résultat est évident. 

Nous supposerons donc dans ce qui suit q u e w w < ù 2 . Soit WK = (WK,n)neN une 

uniformisante de E x et, si n ^ n0(if ) + 1 , soit WK N un relèvement de 7fx,n dans ÛK„ • 
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Comme n ^ no(K) + 1 > no(K), l'extension Kn/Fn est totalement ramifiée de degré 

e = w<<,; le polynôme minimal Pn de iTK,n sur F'n est donc un polynôme d'Eisenstein 

de degré e que l'on peut mettre sous la forme Pn(X) = Xe + ae-\,nXe~x H h ao,n-

Soit S l'ensemble des plongements decvwaa dans F au-dessus F^ ; d'après le (iii) 

du cor. 4.3, c'est aussi l'ensemble des plongements de Kn dans F au-dessus F'n si 

n > n0(K) et on a Pn(X) = l\aes(X - (r(itK,n))-

Notons âi,n l'image de â n dans ûp^/a, et Pn le polynôme Xe -h ôe_i)nXe_1 + 

••• + ^O,n- On a aussi Pn(X) = ILRESC^ ~" A^K,n))\ on en déduit le fait que 

a* = (âi,n)n^n0(x) appartient à E j , et P(X) = Xe + ae_ile_1 + ••• + a0 = 

JIAG5(X — ( J ^ x ) ) G Ejv[X]. Par ailleurs, comme Pn est un polynôme d'Eisenstein, 

on a vp(ao,n) = vp(£̂ n̂  — 1 ) et donc v^(a0) — V-E(TT) ; le polynôme P est donc un 

polynôme d'Eisenstein, ce qui prouve que c'est le polynôme minimal de WK et que 

E# est une extension totalement ramifiée de degré de*$$w<<p/ ; l'extension E ^ / E p 

est donc une extension d'indice d'inertie [F' : F] = fx^, d'indice de ramification^cwww 

et de degré fKooeKoo = dKoo. 

Enfin, ona vE(P (TT/T)) = limn_>+00 pnvP(Pn(7rK,n)) = hmn^+oopnvp{0Kn/FJ. On 

déduit alors de la proposition 4.5 la non nullité de P'(JÏK) qui montre que l'extension 

EKT/EF est separable, et l'inégalité ^ E ( ^ E K / E F ) = VE(P'(KK)) wx< 1 
p-i 

w<<;, 
,;:^ùùù 

que l'on 

cherchait à établir. 

5. Les anneaux parfaits 

5.1. Le corps B et certains de ses sous-anneaux. — Soient A+ = W(E+) et 

A = W(E). Par construction, 

A/pA = Ê et A + / p A + = E+ 

et tout élément de A + (resp. A ) s'écrit de manière unique sous la forme Ylk^oPkixk]i 

où les Xh sont des éléments de E+ (resp. E), et \xk) désigne le représentant de 

Teichmüller de xk-

Ces anneaux sont naturellement munis de deux topologies : la topologie forte et 

la topologie faible. La topologie forte consiste à munir A (resp. A + ) de la topologie 

d'anneau la moins fine rendant continue la projection A —» E (resp. A+ —» E+), où 

l'on a muni E (resp. E+) de la topologie discrète. La topologie forte sur A ou A+ 

n'est donc rien d'autre que la topologie p-adique. 

La topologie faible sur A (resp. A + ) est la topologie d'anneau la moins fine rendant 

continue la projection A —> E (resp. A+ —• E+), où l'on a muni E (resp. E+) de la 

topologie induite par la valuation v&. De manière explicite, si k G N, soit Wk : A —> 

R U { + 0 0 } la fonction définie par Wk(x) = inf^fc VE(#Ì ) si x = J2t^o P*!^»] ^ Â. Les 

propriétés suivantes de Wk sont immédiates : 
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(i) wk(x) = + 0 0 si et seulement si a: G p f c + 1 À ; 

(ii) wk(x + y)^ inf(w f c(#), w f c(2/)) avec égalité si wk(x) ^ wk(y) ; 

(iii) wk{xy) ^ mU+j<^k(wi(x) + Wj(y)) ; 

(iv) wk((p(x)) = pwk(x) ; 

(v) wk(a(x)) = wk(x) si a e <SF. 

La topologie faible sur À ou À + est la topologie définie par la famille de semi-

valuations wk, pour A: G N (i.e. une suite xn a pour limite x si et seulement si, quel 

que soit k G N, wk(xn — x) tend vers + 0 0 quand n tend vers + 0 0 ) . 

Proposition 5.1. — (i) L'application (xk)kejsi *-> J2t^oPklxk] es^ u n homéomorphisme 

de ( E ) N (resp. ( E + ) N ) sur A (resp. A + ) pour les topologies faible et forte. 

(ii) A et A + sont séparés et complets pour les topologies forte et faible. 

Par fonctorialité des vecteurs de Witt, on peut relever (de manière unique) les 

actions de WF et cp sur E et E + , ce qui permet de munir les anneaux A et A + d'une 

action de & F et d'une action du Probenius ip commutant entre elles. De manière 

explicite, 

-4-00 

k=0 

Pk[xk\] 
+00 

k=0 

pk[<] et G 

+00 

k=0 

Pk[xk}) 
4-00 

k=0 

pk[a(xk)} siae&F. 

Proposition 5.2. — (p agit continûment sur A et A + munis des topologies forte ou 

faible, et Ion a 

A ^ = 1 = ( A + ) ^ = 1 = Z p . 

Démonstration. — La continuité de l'action de ip est immédiate et x = ^2k^pk[xk] 

est invariant par cp si et seulement si o n a x j = xkl et donc xk G F p , pour tout k, 

c'est-à-dire si et seulement si a: G W(FP) = Zp. 

Remarque 5.3. — Ni JifF ni, a fortiori, <&F n'agissent discrètement sur E ou E + , ce 

qui implique que ni J4?F ni £fp n'agissent continûment sur A, ou A + si on les munit de 

la topologie forte. Par contre, comme A et A + sont homéomorphes à E N et ( E + ) N 

respectivement, <$F agit continûment sur A et A + munis de la topologie faible. 

Si [K : F] < + 0 0 , soient AK = W(EK), A j = W ( É £ ) , Par construction, on a 

AK/pAK = EK et A + / p A + = E + . 

Les anneaux ÂK et ÂJ- sont des sous-anneaux fermés de A et A + respectivement 

que ce soit pour la topologie forte ou ou la topologie faible. D'autre part, on déduit 

du (iv) de la proposition 4.10 les égalités 

A * = A K et ( A + ) ^ = A + . 
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Soit B = A[^] (respcww=x<<Ax[^]) le corps des fractions de A (resp. A ^ ) et soient 

B+ = A+[^] et B j = Aj-[^]. Tout élément de B (resp. B+) s'écrit de manière unique 

sous la forme ^2kezPk[xk], où (xk)kez est une suite d'éléments de E (resp. E+) nuls 

pour k assez petit. Les actions de <p et Wp s'étendent par Qp-linéarité à B et B+ et 

l'on a 

B^=1 = (B+)*=1 = Qp, B-*5* = BK et ( B + ) ^ = B+. 

5.2. Le corps B' et certains de ses sous-anneaux. — Si r > 0, soit 

A(0'r] = x e A lim 
<xxx 

rwk(x) + k = +00 qd 

w<< X = 
+00 

k=0 

pk[xk] e A lim 
k—> — oo 

rvE(xk) + k = +00 

Six = xcc 
k=0 

pk[xk}eAs^ddr , posons i/°'r' (x) = inffcGN V^(xk)-\-k 
r 

= inffcçN Wk(X) + k 
r 

Proposition 5.4. — La fonction v(0,r> : A^°'rJ - 4 R U { + 0 0 } vérifie les propriétés sui

vantes : 

(i) v(0,rï(x) = +00 si et seulement si x = 0 ; 

(ii) v(°»rl(a;H-î/) ̂ inf(v^(a:),v(0'r](2/)sf<<)? <<siw< x.yeA^; 

(iii) ?/0'r](#2/) ^ v^0,r\x) + ^^°'r](2/); si x,y Esx<<^$$ 

(iv) u(°'r](pr) = v<°>r](a:) + 1 
r 

et v(°>rl([a]x) = vE(a) + ^(0'r](^), si a G E et sis 

x G A(°*sr] ; 

(v) î;(°'r](a(x)) = vx<^s(x) et v<°*̂ $̂r]((p(x)) = pv^r\x$)$ si a G <SF et x G A<0'rl. 

Démonstration. — Toutes ces propriétés sont des conséquences immédiates des pro

priétés de la fonction Wk-

Corollaire 5.5. — Si r > 0, alors A °̂'rJ est un sous-anneau de A stable sous l'ach 

de ^p et (p induit un isomorphisme d'anneaux de A^0'^ sur A^°'p rK 

Proposition 5.6. — A(0,rl est séparé et complet pour la topologie définie par v(0,rV 

Démonstration. — La séparation suit du (i) de la proposition 5.4. Maintenant, 

si (fli)ieN est une suite d'éléments de Â 0,r̂  tendant vers 0, alorsesw<)tend vers 0 

dans A (muni de la topologie faible) et la série(alox<<g7xr)) aï converge dans A vers une 

limite a vérifiant Wk(a) ^ inf^N Wk(cL%)* Comme limfc_>+ow<<<Wshipa+00^^sset 

lim;_++00(inffc€N Wk(o>i) + k) = +00, on en déduit le fait que Wk(a)+ k tend vers +00 

quand k tend vers +00, ce qui permet de conclure. 

Remarque 5.7. — Si x G A(0'r] et si x = xv 
/fc=0 

pk[xk] dans A, alors la série 
+ OC 
xx pk[xk] converge et a pour somme x dans A^°'rl 
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Proposition 5.8. — Soient r > 0 et C > — oo. Si (#n)nGN es^ une suite d'éléments de 

A tendant vers 0 dans A; et telle que Von ait v^0,r\xn) ^ C pour tout n G N, alors 

la suite (xn)nGN tend vers 0 dans A^0,s\ quel que soit s G]0,r[. 

Démonstration. — Si xn = ^2k=oPk[xn,k], les hypothèses se traduisent par 

(i) limn_++oc v^(xnik) = -hoo quel que soit k G N, 
(ii) inffcGN^E(Zn,/c) + 

r 
> C quel que soit n G N. 

On a donc, si 5 GjO,r[, 

inf 
fceN 

w<<m^$ + 
Jfe 

5 
^ inf C c<< 

r — s 

rs 
inf 

k^.ko 
(vE(Xn,k) + 

wxvn, 

r 

Choisissant ko pour rendre le second terme grand et utilisant le (i), on en tire le fait 

que inffcGN (^E(#n,fc) + f ) tend vers +oo quand n tend vers -hoo, ce qui permet de 

conclure. 

Lemme 5.9. — Si x = + OC 
sk=0 

c<<n,; est un élément de A^0,r\ les deux conditions 

suivantes sont équivalentes : 
(i) x est une unité de Vanneau des entiers de Â 0,r̂  ; 

(ii) ^E(^o) = 0 et rvftixk) + k > 0 si k > 1. 

Démonstration. — Si x = ^ + 00 
<k=0 

pk[xk] et y = k+oo 
^k=0 ok[yk] sont deux éléments de 

l'anneau des entiers de A °̂'r̂  vérifiant xy = 1, on a en particulier v^(xk) ^ k 
r ' 

vv(yk) > - k 
r 

quel que soit A; G N et xoyo = 1 ; on en déduit l'égalité V-E(XQ) = 0. 

Soit maintenant io (resp. jo) le plus grand entier i (resp. j ) tel que v^(xi) — ~~ 

(resp. VE(2/7) = " i ) - 0n a donc v^xiVi) > ~ 
;vw<< 

r 
si i + j ^ 20 H- jo et (i, j ) ^ 

(z0, jo) et vK(xiQyJQ) = -i0+k0 
r ce qui nous donne Win+jn(xy) = — io+kp 

r 
Comme par 

ailleurs, Wi0+j0(xy) = 0, on obtient IQ = JQ = 0, ce qui termine la demonstration de 
l'implication (i)=>(ii). 

Réciproquement, on peut écrire x sous la forme [#o](l—2/)> où y = — >-(-oo 
w< 

ok[x() 1xk] 

vérifie v^rHy) > 0 La série x<< 
in=C 

yn converge donc dans l'anneau des entiers de 

A ^ et x admet [x^1] •A+oo 
n=0 vn) comme inverse. 

Proposition 5.10. — Si r > 0, alors 

(i) ^T? aait continûment sur A °̂'r̂  muni de la tovoloaie faible. 

(ii) (p : A<0'r) -» A*0* ^ est continu. 

Démonstration. — Le (ii) est une évidence et comme v^0,r^(a(x)) = i/0,rJ(:r), il suffit 

de vérifier que si x = ^2t=%Pk[xk] est fixé, alors a t-> cr(x) est continue, et on peut se 

contenter de vérifier la continuité en a = 1. 

Commençons par considérer le cas où x = [a], avec a G E. Comme a —» a(a) est 

continue, il en est de même de a —> [cr(a)] vue comme fonction à valeurs dans A muni 

de la topologie faible, ce qui signifie que, quel que soit A: G N, Wk([o~(a)] — [a]) tend 
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vers +00 quand G tend vers 1. Comme par ailleurs, on a Wk([o-(a)] — [a]) > v^(a), on 

en déduit le fait que v^0,rU[a(a)] — [a]) tend vers +00 quand a tend vers 1. 

La cas général s'en déduit en remarquant que, si x = +00 
fc=0 Pk[xk], la fonction 

a —> G(X) est somme de la série de fonctions +00 
wcc 

UM_fcri-ei.UM_fcri-e qui converge 

uniformément dans À'0,rJ. 

Lemme 5.11. — Si x = xw 
,k=0 

Pk[xk] G A<°'r] vérifie vE(x0) = 0 il existe s GJO, r[ tel 

aue x soit une unité de Vanneau des entiers de A'0'SJ. 

Démonstration. — Comme VE(xk) -+ k 
r 

tend vers -f 00, il existe C ^ 0 tel que l'on ait 

VE(Xk) + k > -C quel que soit A; G N. Il suffit alors de choisir 5 de telle sorte que 

l'on ait 1 
s 

1 
r 

>c pour que vE(xk) + k 
s 

> vE{xk) + 
k 
r f kC > 0 si k ^ 1 et donc que 

x soit une unité de l'anneau des entiers de A^0'^ d'après le lemme 5.9. Ceci permet 

de conclure. 

Si r > 0, soit B̂ 0'7*] = A^°'rU-l ; c'est un sous-anneau de B. Finalement, soit B^ 

la limite inductive (ou réunion) des B^°'r^. On munit B^ de la topologie de la limite 

inductive, chaque B^0'^ = \Jn^p~nA^°ir^ étant lui-même muni de la topologie de la 

limite inductive. 

Proposition 5.12. — B^ est un sous-corps de B stable sous les actions de £fp et (p ; de 

plus, ces actions sont continues. 

Démonstration. — La seule chose qui ne résulte pas immédiatement de la propo

sition 5.10 est le fait que tout élément non nul de B* est inversible. Soit donc 

x = \ + OC 
sk=ko Pk[xk] G x<<x:ù 

vcwwv 
avec Xk0 0. On peut écrire x sous la forme p °[xk0]y 

avec y — \ + OC 
jk=0 

P [Vk] € A^°'rJ et yo = 1. D'après le lemme 5.11, il existe s G]0,r[ tel 

que y soit inversible dans A^U'SJ, ce qui permet de conclure. 

Si K est une extension finie de F', on définit un sous-corps BÎ>- de B^ et des sous-

anneaux Aj^ et B^î , pour r > 0 de B ^ par 

B+ =B*nBK Af ]=A^nAxvw<<<e t B f ] = B ^ n B K 

On a aussi B ^ = ( B ^ , A^'r] = (A^)^ <et B^'r] = ( B ^ ) ^ . 

5 . 3 . Les anneaux B+ax et B+g. — Soit a 1—• pa un morphisme de groupes de 

Q (muni de l'addition) dans F* (muni de la multiplication) tel que p1 = p. Soit 

p = (p,P1/pivw)eE+. 

On note Amax le séparé complété de A + [ ^ ] pour la topologie p-adique et on pose 

B+ax = Amax[^]. Le Frobenius (p sur A+ s'étend par continuité à Amax et B+ax ; il 
pst, inipptif mais n«.s hiiprt.if 
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On pose B^g = flnGN^n(B+ax). Par construction, B^g est un sous-anneau de 

B+ax sur lequel (p est bijectif. On peut aussi l'obtenir en complétant B+ pour la 

topologie de Fréchet définie par la famille de semi-valuations t^r'+0°], pour r G]0,1], 

avec(al<o<g<<7r)) = inffcGZ(* + vE(xk)) si x =J2t=k0Pk^ G § + . (En effet, si /c € Z, 

alors 7j[1'+°°](ar) ^ k si et seulement si x G pfcA+[^], et donc <£n(B+ax) est le complété 

de B+ pour la semi-valuation v^p n>+°°].) 

5.4. L'anneau B*. et ses sous-anneaux. — On étend ?/0'rJ à B̂ °'r̂  = A^°'rU-l 
ng LpJ 

en posant v^(x) = infk^ko(vE(xk)-\-^) six = E S 0 P f c [ ^ ] - On a alors v^^(pkx) = 

v(o>r](x) + k Si x G G(o,r] et k G Z. Si 0 < s ^ r et x = £^0Pfc[zfc] G B<0'rl, soit 

v[s'r](x) = min(v(0jS}(x),v(0,r}(x)). Remarquons que l'on a v^S:T\x) = v^0,r\x), quel 

que soit s G]0,r[, si x G A^0,r\ mais il n'y a pas de formule simple reliant v^s'r\pkx) 
kv^rHx) 

On note B̂ °'r̂  le complété de B °̂'rl pour la topologie (de Fréchet) induite par la 

famille de semi-valuations v^8,r\ pour 0 < s ^ r. Comme on a vB+ =B*nBK Af]= SI 

r ^ si > 0, il suffit de prendre une suite sn tendant vers 0 au lieu de tout s G]0, r[ 

pour définir la topologie de B̂ 0,rl ; en particulier, cette topologie est définie par une 

famille dénombrable de semi-valuations, ce qui implique que B 0̂'̂  est métrisable ; on 

peut donc définir sa topologie par les suites convergentes et une suite xn converge dans 

¿10,r] gj et seuiement5 quel que soit 5 G]0,r[, la suite v^s,r^(xn+i — xn) tend vers +oo 

quand n tend vers +oo. 
L'anneau B °̂'r] a été étudié en détail par Berger [4, §2] qui montre, en particulier 

les résultats suivants : 

Proposition 5.13. — (i) S°'r] contient B+ig et B ^ et tout élément de &°'rl peut 

s'écrire comme somme d'un élément de B^g et d'un élément de B̂ °'r̂  ; une telle 

écriture est unique à addition près d'un élément de B+g D B̂ °'r̂  = B + . 

(ii) Si K est une extension finie de F, alors B^'7^ est dense dans Bj£,r̂  = 
(B]0,r])^k 

5.5. Le logarithme et l'anneau Bj 

Lemme5.14. — (i) Six = <ccc 
^k=0 

pk[xk] est une unité de A+ vérifiant V^(XQ — 1) > 0, 

alors la série log x = r + OO 
¿71=1 

(~l)n": 
71 

(x- l)n converge dans B^g 

(ii) Si x = wxxw 
k=C 

pk\xk] est une unité de l'anneau des entiers de A'°'rJ vérifiant 

VE(X0 - 1) > 0, alors des serie ql og d -r + OO 
n=l 

(-ir-1 
n 

{x - iy converqe dans BJ0,rJ. 

Démonstration. — Nous ne démontrerons que le (ii), le (i) se démontrant exactement 

de la même manière. Soit a — v^,r\x — 1). Les hypothèses mises sur x se traduisent 
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par l'inégalité a > 0. Par ailleurs, comme x G A 0̂,r̂ , on a v^s,r\x — 1) = a quel que 

soit s el0,r[, et donc 

c<<l ( - L ) N - l 

n 
^^,;lppmv Z v[s'r] 

, ( _ L ) N - l . 

n 
+ nv^s'r\x - 1) = na -

vp(n) 

s 
tend vers +oo, quel que soit 5 G]0, r[, quand n tend vers +oo. Ceci permet de conclure. 

Par exemple, t = log [e] est un élément de B^g sur lequel £fp agit par multiplication 

par le caractère cyclotomique. On aimerait bien étendre cette application à (B^)*, 

mais pour cela, on est forcé d'étendre un peu l'anneau B^ en rajoutant un analogue 

p-adique u de log p. 

Si a G ^F, il existe c(a) G Zp tel que l'on ait a(p) = pec^ (a i—• c(a) est le cocycle 

à valeurs dans Zp(l) associé à p par la théorie de Kummer). Soit Bj"og = Bjig[u]. 

On munit B^g d'un opérateur « de monodromie » N = — ̂  et d'une action de ip 

(resp.w<<compatible avec celle existant sur B*ig, en posant <p(u) = pu (resp. a(u) = 

u + c(a)t). Les actions de (p et N commutent à celle de £fp et on a Nip = pcpN. 

Proposition 5.75. — Il existe une unique application log : (B*)* —> B Dlog vérifiant les 

propriétés suivantes : 

(i) logc<<wm̂ù= log x + log y; 

(ii) log a; = v + OO 
vw< 

xw;:^ù 
n 

(x - 1)" si la série converge] 

(iii) log [a] = 0 si a e k-p] 

(iv) logp = 0 et logfp] = u. 

De plus, on a </?(logx) = log (p(x) et cr(loga:) = log cr(:r) si aw<G Finalement, si 

x = Yli=knPk[xk] £ (Bf)*, avec xko ^ 0, alors JV(logx) = -vE(arfeo). 

Démonstration. — Si a G Q, on note pa l'élément (pa,pa/fp,... ) de É+. Tout élément 

de (B*)* peut alors s'écrire de manière unique sous la forme x = pk\pa][a]y, où A: G Z, 

a G Q, a e kp, et y = Ylt^oPk[yk] est un élément de AflB^ vérifiant ve(2/o — 1) > 0. 

D'après le lemme 5.11, il existe donc r > 0 tel que y soit une unité de l'anneau des 

entiers de A °̂'r ,̂ ce qui permet de définir loga? par la formule logx = au + logy. Le 

reste de la proposition est plus ou moins immédiat. 

On note Bj£g le sous-anneau B^g[ix] de BJ" ; il est stable par N, ipet^p, et on a 

S£g = nn"o^n(Bs+t), si B+ désigne l'un des anneaux B + a > ] ou B^[u]. 

Proposition 5.16. — Si K est une extension finie de F, alors (B\OG)^K = (B£g)^* = 

(Bt ) * * =KHFnr. 

Démonstration. — L'égalité {B\Q^KX<<= (B^g)^K correspond au cas particulier V = 

QP de la proposition 3.4 de [4], et l'égalité (B+g)^ = K D Fnr se déduit du résultat 

correspondant pour B^ (cf. [17] ou [11, rem. 5.14]). 
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5.6. L'anneau B~f"R 

Proposition5.17([14]). — L'application 6 : A+ —> &c, donnée par Y^n=oPn[xn] *-> 

^2n=OPNXH°\ est un morphisme surjectif d'anneaux dont le noyau est un idéal prin

cipal engendré par £ = \p] — p ou encore par u> = 7T 
w<,;:^^ 

= l + [£1/Pl + . . . + [£l/p]p-l. 

On prolonge 6 en un morphisme de B+ sur C Si m G N, on note Bm l'anneau 

B+/£mB+ que l'on munit d'une structure d'anneau de Banach p-adique en prenant 

l'image de A + comme anneau d'entiers. On a en particulier Bi = C. On note B~["R 

l'anneau limBm que l'on munit de la topologie (de Fréchet) de la limite projective. 

Par construction, 0 s'étend en un morphisme continu de BjR sur Bi = C. L'action 

de & p sur B+ s'étend par continuité en une action continue de £fp sur BjR. La série 

définissant t = logfd = foc 
xww 

w<<:; 
n 

-7TN converge dans B JR et t est un générateur de 

KEIO 

Lemme 5.18. — Si x = +oo 
rfc = 0 

(i) la série 4̂-00 
k=0 

p [xk] converge dans BtR ; 

(ii) la série s + OO 
fk=0 

pkx^ converge dans C ; 

(iii) k -h v-E(xk) tend vers -hoo quand k tend vers -hoo ; 

(iv) xeA^l 

Démonstration. — Les propriétés (iii) et (iv) sont équivalentes par définition de A 0̂,1̂  

et les propriétés (ii) et (iii) sont équivalentes par définition de ^E- L'implication 

(i)=^(ii) suit de la continuité de 0 : BjR —> C ; il ne reste donc plus que (iii)=^(i) 

à prouver. Si limfc^+00 k -h v^(xk) = +oo, la partie entière ak de k -h v^(xk) tend 

vers -hoo quand k tend vers -hoo et on peut écrire xk sous la forme p~k+akyk, avec 

yk G Ë+. On a alors 

Pk[xk] = 
r P 
K\p] k\P]ak[yki = (i + 

^wx< 
-k B+ =B*<< 

Mais (1 + 
w 
p 

-k x< 4-00 
,n=0 

r-k\ 
< n J 

p-nçn est dans l'image de p mÀ+ modulo w<c et 

(p + 0ak = <x 
n=0 

<x 
. n ) 

pak—ncn est dans l'image de pak mA~l~ modulo £m+1. On en 

déduit le fait que p^Xfc] est dans l'image de pak 2mA+ modulo £rn+1 et donc tend vers 

0 dans Bm. Comme ceci est vrai quel que soit m G N, cela implique la convergence 

de la serie -4-nn 
jk=0 

pk[xk] dans BjR, ce qui permet de conclure. 

Remarque 5.19. — Le morphisme de A 0̂,1̂  dans BjR défini ci-dessus s'étend 

par continuité en un morphisme de B̂ 0'1̂  dans BtR. De plus, la série log ̂  = 

<cbb 
J7\—\ 

r_l)n- 1 
n 

x 

p 
- 1 , n converge dans B~["R, ce qui nous fournit un morphisme na

turel d'anneaux de Bl0'1^] dans BjR qui commute à l'action de Wp- Ce morphisme 
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étant injectif (cf. [4, prop. 2.25]), nous considérerons B^0'1^] comme un sous-anneau 

de BtR sans plus de commentaires. 

6. Les anneaux imparfaits 

6.1. Les anneaux A , B,x<<lmet B # . — Soit n = [e] — 1. Comme les actions de (p 

et Sfp sur 7T sont données par les formules 

^(TT) = (1 + TT)P - 1 et g(n) = (1 + ir)x^9) - 1, 

l'anneau A t = ^ f [ M ] est stable par (p et £fp. 

Soit Ai? = ^ f [ M ] { ^ } l'adhérence de ^ f [ H ] [ ^ ] dans A pour la topologie forte (ou 

faible, cela revient au même car ^ f [ M ] est complet pour les deux). C'est l'anneau 

des séries de Laurent de la forme YlkezB+ =x< où ak G ûp et lim/c_>_00 vv[ak) = +oo 

et on a Ap/pAp = Ejt. Soit B ^ = Ap[^] C B le corps des fractions de A ^ ; les 

formules ci-dessus montrent que B f est stable par ÉFC» et ip. 

Si [K : F] < +oo, l'extension E^/E/r est finie et séparable et, comme B est 

absolument non ramifié et a comme corps résiduel E qui contient E# , il existe une 

unique extension (automatiquement non ramifiée)xwdecwwde^<wcorps résiduel ~EK 

contenue dans B. On note A ^ l'anneau de ses entiers. 

Comme E = U[K:F]<+oo'E'K est la clôture séparable de Ei?, l'extension maximale 

non ramifiée B^r de 15F dans B est aussi la réunion des B ^ , où K parcourt les 

extensions finies de F. On note B l'adhérence de BJf dans B pour la topologie forte ; 

son anneau des entiers A est donc le complété de l'anneau des entiers de BJf pour la 

topologie p-adique. 

Proposition 6.1. — (i) Si K est une extension finie de F, alors AK et B # sont stables 

par (p. 
(ii) Les sous-anneaux B et A de B sont stables sous Vaction de ^p et (p. 

(iii) J#F agit continuement sur B muni de la topologie forte. 

(iv) Si K est une extension finie de F, on a B^K = B # et A^K = AK-

Démonstration. — (i) Si x G Ej- est un élément primitif de l'extension séparable 

Ex/Ei? , il en est de même de xp. Maintenant, si x G AK a pour réduction x modulo 

p et si P G Ajr[X] est le polynôme minimal de x sur Bi?, le polynôme minimal de (p(x) 

sur Bi? est le polynôme (p(P) G Air[X] dont la réduction modulo p est le polynôme 

minimal de xp. Il résulte alors du lemme de Hensel que l'on a (p(x) G B # , ce qui 

montre que B # (et donc aussi A ^ ) est stable par (p. 

(ii) La stabilité de A et B par (p suit, par completion, de celle de A K et B K pour 

toute extension finie K de F. D'autre part, comme g G £fp est un isomorphisme de 
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B/?, l'unicité de B x montre que g induit un isomorphisme de B # sur Bp(x)> ce qui 

montre que B r̂ est stable par £fp ; il en est donc de même de B et A par completion. 

(iii) On a Gal(B^r/Bir) = Gal(E/Ei?) = Jt?F, ce qui montre que JZp agit continû

ment sur E = A/pA muni de la topologie discrète et donc continûment sur A (et sur 

B) muni de la topologie forte (p-adique). 

(iv) Si K est une extension finie de F, on a E^K = EK et donc (B£r)^K = B K , 

ce qui permet de déduire l'identité B^K =w<,;^^du théorème d'Ax-Sen-Tate. 

6.2. Les éléments 7r, TTK, 7rn et iTK,n 

Si K est une extension non ramifiée de F, on a AK = &K ®ÛF A-F- Dans le 

cas général, soit F' l'extension non ramifiée maximale de F contenue dans K^. Soit 

WK une uniformisante de E^, soit PK le polynôme minimal de WK sur Ejr/ et soit 

PK G A^,[X] dont la réduction modulo p est PK- D'après le lemme de Hensel, PK 

a une unique racine TTK dansx<<dont la réduction modulo p est WK et AK est un 

AX<<^Ù-module libre dont (1,7TK, . •. J71"^-1) est une base. 

Dans toute la suite de ce texte, on se fixe pour chaque extension finie K de F un 

élément TTK construit comme ci-dessus (en posant TTK = 7r si Ex/Ejr est non ramifiée). 

Lemme 6.2. — w0 ( 7T 
^w< = 0 et wk\ 7T 

[tt]. 
> —k, si k ^ 1. 

Démonstration. — On a n = [e] — 1 = [n] +p[ai] +p2[c*2] H , oùw<;:̂ $est un polynôme 

en ep — 1 à coefficients dans Z et sans terme constant, ce qui implique VE(C^) ^ 
v-UP -1) =< i 

wx<iw<< 
. Écrivant alors n sous la forme n = [7r](l+p[ai]+p2[a2]H ) , 

on a ^E(ÛI) = ^E(Û;I) — VE(TT) ^ — 1 et v&(ai) ^ — ̂ E(TT) ^ — i si z ^ 2, ce qu'il fallait 

démontrer. 

Corollaire 6.3. — Si r < 1, alorscw<<iplest une unité de l'anneau des entiers de A^0,r^ 

et log 7T G 
p-i 

w<<^$ù:c 

Lemme6.4. — W^K) ^ — (2fc — 1)^E(^EK/Ef) c<wpm^ùùù^e 5 0 ^ fc ^ 1. 

Démonstration. — Si 7rx =50^ fc ̂  1. Pnx<<̂ > montrons, par récurrence sur k, que l'on a 

v&(xk) ^ -(2fc - l)vB(P'K(WK)). Soitx<<=w<Yln=oPn[xn}- Par construction, P^(^fc) G 

pkJrlAK ; d'autre part, comme PK est à coefficients dans Ap, l'hypothèse de récur

rence implique que, si n ^ k + 1, alors 

Wn(PK(Zk)) > INF 
50^ fc ^ 1.50^ fc ^ 1. 

r 

<c 

-(2Ï,- - l)vE{P'K(WK)) 

^x<< sup 
l^fj ̂ fc,2iH hir=n 

(2n - R W P W T T J C ) ) > - (2n - 2 W P k 0 f j c ) ) , 
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car r ^ 2 puisque n ^ k + 1 et les ij ^ k. En particulier, Wk+i(PK(zk)) ^ 

-2kv^(P'K{WK)) et, si on note yk+i l'image de p~h~1PK(zk) modulo p, on a 

vE(i/fc+i) ^ — 2kvv(P'K(jrK))> La congruence50^ fc <ww^ 1. £ Pk+2AK nous fournit alors 

la formule 2/̂ +1 + ^(TfiO^fc+i = 0, qui permet de montrer l'inégalité voulue pour 

k + 1, et permet de conclure. 

Posons VK = 
(2^E(mEK/EF))-1 

1 

si E/f/E/r est ramifiée, 

si E^/E/r est non ramifiée 

Lemme 6.5. — Si r <TK, alors 7TK G A^'r^ et 

(i) JUL 
w< 

est une unité de Vanneau des entiers de A]̂ 'rJ ; 

(ii) 
<v,;: 

^,;:^$wx est une unité de Vanneau des entiers de A^'7^. 

Démonstration. — Le (i) a déjà été démontré au corollaire 6.3 dans le cas non ramifié 

et le cas ramifié suit du lemme 6.4. 

On déduit du lemme 6.4 l'inégalité Wk{P'K{^K)) ^ —(2A; — 1)^E(^EK/Ef) si A; ^ 1. 

On a donc 

w0 
x<w50^ fc ^ 
v,,;:^<<<<< 
<vbno^$ 

= 0 et wk 
x<aik^^ 

50^ fc ^ 1. 
n,;:^^^^^^ 

I > -
k 

^x<< 
si ^ 1 

ce qui permet de démontrer le (ii) et termine la démonstration. 

Si n G N, on pose 7rn = (f n(n) et -KK,U — <P n(^K)-

Proposition 6.6. — Si n ^ no{K) + 1, alors 0(7TK,n) est une uniformisante de Kn. 

Démonstration. — Si E k / E j ? est non ramifiée, on a Kn = F'n si n ^ no(K), et 

O^Kn) = 0(-Kn) = — 1 est une uniformisante de Kn. 

Si Ex/E/? est ramifiée, notons SK la quantité ^ E ^ E ^ / E f ) - On a 7Tx,n = \FK \ + 
,4-00 
k=l 

p [ak], avec VE(Q^) ^ -p n(2k — 1)SK- Comme p NÔK < 1 
PKP-1) 

d'après la 

proposition 4.12, la suite de terme général k — p n(2k — 1)8K est croissante pour 

k ^ 1, de minimum 1 — v uÔK > 1ccc _1 
P(P-I) b 1 

p ' 
et tend vers +00 quand A; tend 

vers +00. Ceci implique que la série définissant 0(-KKn) converge dans @c vers un 
— n 

élément ayant même image WK,n que irK dans ûc/d. D'après la proposition 4.12, il 

existe une uniformisante TTK n de &K n ayant aussi WK n comme image modulo a. Soit PK,U £ ^n[-^] l'image de (f u(PK) par 6. Alors PK,U admet 0(7TK,n) pour 

racine, et, comme vp(0(7TK,n) — ̂ K,n) ^ p", un développement de Taylor en 0(nK,n) 

nous fournit l'inégalité vP(PK,n(^K,n)) ^ inf(^ + vp(P^ (0(7r/rjn))), | ) . Par ailleurs, 

on a p " N ^ E B K ¨ % ̂  ^<<= p-nôK < 1 
' P(P-I) x<<n,;et^^ donc vP(Pj50^ fc ̂  1.50^ fcrn = p nSK < \. 

On déduit alors du lemme de Hensel l'existence d'une unique solution x dans Kn de 

l'équation PK,TI(X) = 0 vérifiant vp(x — 7TK,n) > vp{P,Kìn{^Kìn))ì et cette solution est 

donc 9(7TK,n), ce qui permet de conclure. 
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Corollaire 6.7. — WSin<^< n0(K) + 1, alors TTK^U € Ifn[[£]]. 

Démonstration. — Si Ex/Ej? est non ramifiée, on a nx = n et 

W<<.?/¨% 7rn =W<<?/ exp(p-nt) - 1 G Fn[[t]] C #„[[*]]. 

Si E ^ / E F est ramifiée, alors 7T/<:)N est une racine du polynôme ip~N(PK) qui est 

à coefficients dans (p~n(Ap,) C50^ fc ̂  1.H d'après ce qui précède, et comme 9(irK,n) 

est une racine simple de Q((p~N(PK)) appartenant à Kni le lemme de Hensel (dans 

Kn((t))) montre que (p~N(PK) a une unique solution dans -Kn[M] dont l'image par 0 

est 0(7TK,n) ; ceci permet de conclure. 

6.3. Le corpsS FB* et ses sous-anneaux 

On définit des sous-anneaux A^0,rl, B(°'rl, si r > 0 et B^ de B en posant 

A<0'r]=AnA<°'rl,N?./B(°'r]=BnB(°'r]VW<<etB<<WBt = B n B*, 

anneaux que l'on munit des topologies induites par les topologies respectives de A^ ,rJ, 

B(°'rl et B^. Si on utilise le fait que A (resp. B) est un sous-anneau (resp. un sous-

corps) de A (resp. B) , stable par £fp et (p, on obtient la proposition suivante. 

Proposition 6.8. — (i) B* est un corps stable par ̈ £X<et (p. 

(ii) Si r > 0, les anneaux A(°»rl et B ^ sont stables parWX<<et x £ A(°'rl (resp. 

x G B(°'rl) si et seulement si (p(x) G A(°'p"lrl (resp. (p(x) G B(0'p"lr]), 

Si K est une extension finie de F, on définit des anneaux A^'7^ = A n A^'7^ = 

(A(M)^W5 si r > 0 et B t = B f l E L = (Bt)-**. 

Soit fi = TT1K 1 si 1 ^ i ^ . Les fi forment une base de A # sur Ap' et on note 

(f*)i^i^eKoo â Dase de HHFsur A F' duale de (fi)i^i^eKoo pour la forme bilinéaire 

(s, y) >-> TK/F,(xy) = E f f 6 j f f , / ^ *0n/). 

Lemme 6.9. — Si 1 ^ i < e ^ , alors / * G P'KÌ^K) 1A^,[7TK]. 

Démonstration. — On a TK/F,(P'k(7TK)~ ^K) = 0 (resp. TKJF>(P'K(^K)r % ) = 1) 

si jW<./? — 2 (resp. si j./%¨£<— 1). Comme par ailleurs n3K est une combinaison 

linéaire à coefficients dans Ap, en les 7rJK, pour 0 < jW<<N?¨¨— 1, ceci permet de 

montrer que / * est de la forme P'K(7TK)~1Qi{nK), où Qi G A ^ , [ X ] est unitaire de 

degré eKoo - 1 - i. 

Corollaire 6.10. — Si r < rK, alors / * G A<°'rl et v^r\f*) > - ^ ( 0 E K / E F ) -

Démonstration. — Cela résulte du lemme précédent et du lemme 6.5. 

Corollaire 6.11. — (i) A^'r^ est un A^p^-module libre de rang [E^ : E^ ] , sir < r^. 

(ii) BJ^ est une extension de degré [E# : E/r] de BF. 
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Démonstration. — Si les¨¨XWpour 1 < i < fx^, forment une base de ûF1 sur 6F , alors 

les e^/j, pour 1 ^ i ^ fx^ et 1 ^ j ^ ex^, forment une base de A^'r^ sur A^?'r' et 

d e C < s u r B^ puisque l'on peut écrire x sous la forme x = Yfj=i Tx/F'(^Klx)f* > 

et décomposer TK / F'(^x1 x) dans la base des e*, 1 ^ i ^ fx^-

7. Anneaux imparfaits et séries de Laurent 

7.1. L'anneau Â CW<<— Il résulte de la proposition 4.10 que tout élément de E# 

peut s'écrire de manière unique sous la forme ^2tSc0 ak^x^ ou ^es ak sont des éléments 

de kp'- En relevant en caractéristique 0, on en déduit le résultat suivant. 

Proposition 7.1. — Tout élément de Ax peut s'écrire de manière unique sous la forme 

^2kez Uk^x* ou (ûk)kez est une suite d'éléments de &F' tendant vers 0 quand k tend 

vers —oc 

Démonstration. — Soit 5 : E ^ —> Ax la section de la réduction x X modulo p, 

donnée par la formule 

5 

k£Z 

Q>kKK 
kez 

¨W<<< 

Si x G A k , on définit par récurrence une suite (an)nGN d'éléments de A ^ en posant 

XQ = x et xn+i = p (xn — s(xn)). On a alors x = v + OO 
m=0 pns(xn). 

7.2. L'anneau A^'r] 

Lemme 7.2. — Si<xeEW<K et 0 < r < rK, alors s(x) G A ^ et v^(s(x<)<<)< = vB(x). 

Démonstration. — C'est une conséquence immédiate du (i) du lemme 6.5. 

Lemme 7.3. — Si x G Ax et k G N, alors Wk / x—s(x) 
p 

^ m£(wk+i(x),wo(x) -
W<< 

rK 

Démonstration. — On&Wk+i{x — s(x)) > mî(wk+i(x),Vïï(x) — fc+i , d'après le lemme 

précédent, et le lemme suit de ce que WQ(X) = v&(x) et Wk(x) = Wk+\{px). 

Si x G Ax, définissons par récurrence, une suite (xn)nç:™ d'éléments de A ^ en 

posant XQ = x et xn+i — 
W<.?/¨%% 

p 

Lemme 7.4. — Si n G N, alors v^(xn) ^ mîo^i^n(wi(x) — n—i 
<X 

Démonstration. — D'après le lemme précédent, Wk(xn+i) ^ m.î(wk+i{xn), wo{xn) — 
k±l\ Une récurrence immédiate (sur n) permet alors de montrer que l'on a, pour 

tout k G N. 

(xn ) > inf ( Wk+n M, inf Wi (x) 
0<z^n-l 

k + n — i 

rx 
Le lemme correspond à k = 0. 
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Si r > 0 et si L est une extension finie de F, notons «g^ ^ l'ensemble des séries 

de Laurent J2kez 

akTk à coefficients dans ÛL telles que vp(dk) + kr tende vers +00 

quand k tend vers —00. (on peut aussi voir «g^°'r' comme un réseau de l'anneau 

des fonctions analytiques bornées sur la couronne 0 < vp(T) < r). Si / G £/^°iT\ 

soit v^r\f) = inffcGz vp(cik) + ÀT ; l'application est une valuation sur j ^ 0 ' ^ pour 

laquelle cet anneau est complet (exercice facile). 
Proposition 7.5. — (i) Sir <rK, Vapplication f 1—• /(TTK) est un isomorphisme d'an 

neaux topologiques de ^?'™e(¥k)] sur A%'r], et on a v^(f(irK)) = ±v(rv*(WK»(f) 

(ii) L'application f 1—» J(T^K) est un isomorphisme sur B^'7^, de l'anneau de, 

fonctions analytiques bornées sur la couronne 0 < vp(T) ^ r, à coefficients dans F'. 

Démonstration. — Le (ii) est une conséquence directe du (i). Soit / = X f̂cez akTk G 

^(o,r7jE(*-*:)] Qn peut? d'après le lemme 6.5, écrire a^^ sous la forme pVv^ah>i\j&K\u^ 

où u est une unité de l'anneau des entiers de A^,r\ Donc î/°'r'(afc7rk-) = ÀWE(7TK) + 
vv(ak) 

r 
ce qui permet de montrer que la série définissant /(TT^") converge dans A^' ^ 

et que « « ^ ( / ( T T * ) ) > i w ( " * ( - * » ( / ) . 

Réciproquement, soit x G A^-' J. Soit ( x „ ) „ € N la suite construite à partir de x 

comme au lemme 7.4, et soit / „ définie par /„(7r#) = s(xn), de telle sorte que x — 

ne^PnfnM:<<:- Alors / „ e Ta"ÛF,[[T}}, où an = W</.¨% 
fceakTk est, d'après le lemme 7.4, 

supérieur ou égal à i 
W<?.P 

fcez W<akTk + z — n 
rK 

On en déduit la minoration 

fcez akVv^ah>i\j&K\u^Vv^ah>i\j&K\u^wxx 
T^"^^(pVn) ^ r^0'rJ(x), ^"^^(pVn) ^ r^0k 

inf 
<CV 

(wi(x) + 
i 

r} 
H- (n - i) 

X< 

< 
<< 

1 

rK 

Comme Wi(x) + ^ —» +oo, et £ — i 
7"K 

> 0 cela implique que v(™E(7rK))(pn/n) —> +oo, 

et comme Wi(x) + £ > ?/0'rJ(:r), pour tout i, on a ^ " ^ ^ ( p V n ) ^ r^0'rJ(x), poui 

tout n. On en déduit la convergence de la série ]ne^Pnfn dans fceWDDD<WWF' 3t, si / 
désigne la somme de cette série, la minoration v{<rv^K^{f) ^ rv^,r*(x). Ceci permet 

de conclure. 

7.3. L'anneau BJK'r . — Ce n° est adapté de [4, n° 4.1 et n° 4 . 5 ] . On définit l'anneau 

B^,r' comme l'adhérence de B '̂r^ dans Bj£'r' ; c'est aussi le complété de B '̂7^ pour la 

famille de semi-valuations v^s,r\ s G]0, r[ et la proposition 7.5 se traduit de la manière 

suivante. 

Proposition 7.6. — Sir < rK, l'application f i—• f{^K) induit un isomorphisme d'an

neaux de Fréchet de l'anneau des fonctions analytiques sur la couronne 0 < vp(T) ^ 

rvE^K) « à coefficients dans F' » sur Bj£'r'. 

Lemme 7.7. — Soit q = TT"1^^) . Si r < 1, alorsnx<v^x<<(^ - 1 ) = inf(CVN< p 
p-i 

W<<./¨£ 
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Démonstration. wx q 
p 

<w<< \P 
k=2 

wwx il) 7TK~\ ce qui permet d'utiliser la proposi

tion 7.5 pour obtenir 

v(0,r], w 
xw< 

- 1 < 
i 

r 
inf 

xw<w 
Vp P-1 

P. 

k 
<x,;xww 
w<<xn,; 

rp 

> - l > 

et le résultat (en regardant en k = 2 et k = p). 

Corollaire 7.8. — (i) Si i G N et alors<<$***))d^^ 
wwc 

P 
- r = inf! 

w<< 

v p-l 
<, 

xw 
1 

r 
(ii) Si i G N et r > s > 0, alorsw<<< v^s^ xw 

p - i ) ^wx inf vili 
wx 

xcw 1 
S 

(iii) Quand i tend vers H-oo, 
ww 

p 
tend vers 1 dans B ]0,r] 

F 
quel que soit r > 0. 

(iv) Quand i tend vers +oo, <xw 
<xx:! 

tend vers 1 dans B *]0,r] 
ww 

<www<<<w^^$$w<<w 

Démonstration. — Le (i) suit du lemme précédent et de la formulew<v^ir<\̂ ^<(pl(x))<= 

pLv^iP%r\w<x). Le (ii) est une conséquence du (i) et de la définition de v'5'rl. Le (iii) 

suit du (ii) et de la définition de la topologie de Bp' r ' , et le (iv) suit du (iii) et de la 

formule xvx 
xvw< 

wx + 00 
<wxx 

vn{q) 
p 

Lemme 7.9. — Si i G N , alors 

<9i w<< xbbw< pH 

(̂WW<TT)> 
wx 

e*1) - 1 

n 

si n = i. 

si n ^ i 

Démonstration. — Évident. 

Proposition 7.10. — Soient r > 0 et n ^ n0(K) + 1 vérifiant pnr ^ 1. tfz (xi)i^n est 

une suite d'éléments de K^, avec Xi G Ki pour tout i ^ n, alors il existe x G B^-'7^ 

tel que 6(ip~l(x)) = Xi pour tout i ^ n. 

Démonstration. — Soit (aj)^n une suite d'éléments de N tendant vers +co quand i 

tend vers -foo et telle que paiXi G pour tout i ^ n. Soit 

^"^^(pVn) ^ r^0'rJ(x), P 

( E ( 0 _ uiP-i)^-1 

CLi 
x<<lm 

et soit Zi élément de l'anneau des entiers de Al5'r^ tel que 6 ^wxxw = Zi 'l'existence 

d'un tel ïi est assurée par le lemme 6.6). Comme <xc cw<<ù^^ 
P 

di xw ccx 
wx 

1 
S 

di 

(d'après la prop. 7.5) tend, quel que soit s G]0, r[, vers +oo quand i tend vers +oo, 

comme la suite de terme général pH 
<W7r) 

tend vers 1 et donc est bornée, et comme la 

suite de terme général z\ est bornée, la série 

+oo 

i=n 

w<vnn vH 

< (̂TT) 

w<ùw<w<x 

P 

ai ' Zi 
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converge dans BJ£'r' vers un élément x qui répond à la question comme on le voit en 

utilisant le lemme 7.9. 

Proposition 7.11. — Soient r > 0 et n > n0(K) + 1 vérifiant pnr > 1. Alors les 

conditions suivantes sont équivalentes pour un élément de B'£'r' : 

(i) 6(ip *(#)) = 0 quel que soit i ^ n ; 

(ii) x e t 
w<<^$$ 

TD 0,r 

Démonstration. — L'implication (ii)=>(i) est évidente. Pour démontrer l'autre impli

cation commençons par remarquer que la condition n ^ n$(K) + 1 implique que les 

7rJKi (resp. les 0(irKj)3), pour 0 < j ^ eKoo - 1, forment une base de ^ ( B 1 ^ 1 ) 

(resp. Ki) sur (f~'l(B)p,r^) (resp. F^), ce qui permet de se ramener au cas K = F'. 

Dans ce cas, on peut (prop. 7.6) écrire x sous la forme /(7r), où / est une fonction 

analytique sur la couronne 0 < vp(T) ^ r^rfy- La condition 0((p~l(x)) = 0 se traduit 

par l'annulation de (et donc aussi de / ) en e^' — 1 (et donc aussi en ses conju

gués) ; autrement dit, / est divisible par (T+i)pî-i 
(T+l)Pi-1-l' 

, quel que soit i ^ n. La fonction 

g = 
((T+l)*n * - ! ) / 

log(l+T) est donc holomorphe sur la couronne 0 < vp(T) ^ pr 
w<<n,; 

et on a 

x = t 
<̂ n_1(7r) 

cw<w ce qui permet de conclure. 

Corollaire 7.12. — Soient r > 0 etn ^ n0(K)-\-l vérifiantpnr ^ 1. Alors Vapplication 

x i—• (9(v>~'L(x)))i>n induit la suite exacte 

0 - t 
(̂ n-1(7r) 

•р]0,г] 
xwww^^ ->B]£r] 

lm^ù$$<< 
n,;:^^$<<< •O. 

8. Traces de Tate normalisées 

8.1. Sur KOQ. — C'est le cas considéré par Tate [28] ; la proposition 8.1 ci-dessous 

qui sert de modèle à tous les résultats de ce § est, avec la remarque 4.7, l'ingrédient 

permettant de calculer la cohomologie galoisienne de C. Soit n G N. Si x G ifoo? alors 

il existe k G N tel que x G Kn+k et i 
[KN+K:KN] 

(pVn) ^ ), x< ne dépend pas du choix 

de k ; on a donc construit de la sorte une application ifn-linéaire RK,U : ̂ oo —> KN. 

Proposition8.1. — (i) RK,U s'étend en une application Kn-linéaire continue de KOQ 

sur Kn et on a R^n(a;) si x Ci Kn. 

(ii) a o RKITL = R / c ,n si a <G <ëf/r-

(iii) limn_+00 RKAX)WM= <<X-
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8.2. Sur É i o — Soit / = p~°°Z fl [0,1[; c'est un système de représentants de 

Qp/Zp. Si m G N, soit Im = {i e I \ vp(i) > —m}, ce qui fait que / est la réunion 

croissante pour m G N des Jm. Soit aussi EK,™, = ^ ( E K ) ; c'est un sous-corps de 

E et E/F NO = UMCNEK- m est la clôture radicielle de E*-. 

Lemme 8.2. — S m G N, les e%, pour i G Im, forment une base de E j m sur E£. 

Démonstration. — 7r = e — 1 étant une uniformisante de E/?, tout élément de E ^ peut 

s'écrire de manière unique sous la forme 

+00 

n=0 
an7rn w< 

vrn-l 

r=0 
(e - l)>m(6r) , 

où les an sont des éléments de kp et br = X ] £ o (P~rn(a>r+kprn)nk• On en déduit le 

fait que les (e — l)r pour 0 ^ r ^ p171 — 1 forment une base de E ^ sur <^m(E£) et la 

matrice faisant passer de (e — l)r aux er étant triangulaire avec des 1 sur la diagonale, 

il en est de même des er pour 0 ^ r < pm — 1. Il n'y a plus qu'à appliquer < -̂m pour 

en déduire le lemme. 

Proposition 8.3. — Soient K une extension finie de F et CK = ^ E ( ^ E K / E F ) + ^E(TT)-

Alors, 

(i) tout element x de Ex,m s écrit de manière unique sous la forme x = 

J2iei slai(x), où a,i(x) G EIK si i e I, et on a Vencadrement 

vE(x) - cK < inf VE (a* 0*0) < VE(X): 
ieim 

(ii) tout élément x de ÈK s'écrit de manière unique sous la forme x = J2iej ^ ^ ( x ) , 

où (ai(x))iei est une suite d'éléments^^w<<<de tendant vers 0 suivant le filtre des 

complémentaires des parties finies, et on a l'encadrement 

VE(X) - cK < inf vnfaiix)) ^ vE(x). 
iei 

Démonstration. — Une base de E]£ m sur E J est aussi une base de Ep,m sur Ej? ; de 

plus, l'extension E i ^ / E j r est radicielle alors que l'extension E ^ / E ^ est séparable; 

une base de E/rm sur ~Ep est donc aussi une base de E^>m sur E # ; on en déduit 

l'existence et l'unicité de l'écriture. 

D'autre part, l'inégalité mîieirnv^(ai(x)) < VE(X) est une évidence. Dans le cas 

K = F, l'autre inégalité est une conséquence des deux remarques suivantes : 

(a) inf^/m VE(a,i(x)) ^ 0 si VE(X) ^ 0 (les e1 forment une base de E j m sur E j ) . 

(b) ai(7rkx) = Wkai(x) si k G Z (par unicité de l'écriture). 

Dans le cas général, soient d = dx^ et 5K = ^E($EK/Ef)? et soient ( e i , . . . , e^) une 

base de E j sur E j et ( e * , . . . , ej) la base de w<<sur E/? duale de ( e i , . . . , e^) pour la 

forme bilinéaire {x,y) 1-* TrEK/EF(cn/) ; les e* forment donc une base de 3^ /Ef sur 
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Ê p et, en particulier, on a v^e*) ^ — SK- Si m G N, alors ( e i , . . . , e<*) et ( e * , . . . , e^) 

sont aussi des bases de E i ^ / E ^ ™ duale l'une de l'autre pour la forme bilinéaire 

(x,y) -> TrR^ /Ep (xt/) ; on a donc, si x G E»-.m, 

x = 
w 

xw<< 

! TrEK)m/EF)m (xek) • e£ et a*(x) = 
d 

k=l 
ai№vK.rn/VF.Tn(xek)) ' ek, si * ̂  An, 

et comme Ve(TÏEk m/EF,m (are*)) > vE(x), on déduit le (i) du cas K = F. 

Maintenant, UmGN%,m est dense dans ÈK d'après le (iv) de la proposition 4.10 

et l'inégalité v^(ai(x)) > vE(x) — dCK montre quecw<s'étend par continuité en une 

application Fp-linéaire continue dew<vdansw<E^<, ce qui permet de déduire le (ii) du 

(i) par passage à la limite. 

Remarque 8.4. — Si K est une extension non ramifiée de F, le lemme 8.2 montre que 

l'on ai (x) G E ^ si x G E ^ m ; un passage à la limite montre que ceci reste vrai si 

x G E+ . 

8.3. Sur AK» — Si m G N , on note AK)TO le sous-anneau ip 171 (AK) de A . On a 

donc AK,m/pAK,rn = E/f>m. 

Proposition 8.5. — (i) Si K est une extension finie de F, alors 

(a) tout élément x de A ^ , ™ peut s'écrire de manière unique sous la forme 

X = Ei€/m[£1a*W^ 0Û ai(X) ^A^> sue Imi 
(b) tout élément x de AK peut s'écrire de manière unique sous la forme x = 

H2iei[£*]ai(x)> °ù (ai(x))i€i est une famille d'éléments de AK tendant vers 0 (pour 

la topologie faible) quand i tend vers l'infini. 

(ii) Si K est une extension non ramifiée de F et si x G A ^ 7 alors ai(x) G A ^ quel 

que soit i e I. 

Démonstration. — Les trois énoncés se démontrent de la même manière ; commençons 

par le (i) (b). Soit M le A^-module des familles (ai(x))iei d'éléments de AK ten

dant vers 0 quand i tend vers l'infini. Pour démontrer le (i), il s'agit de prouver que 

l'application (a^)^/ • ^2iei[£Î]ai est un isomorphisme de M sur A ^ , ce qu'il suffit 

de vérifier modulo p puisque les modules considérés sont sans p-torsion et complets 

pour la topologie p-adique. Le (i) de la proposition 8.3 permet donc de conclure. 

Le (i) (a) se démontre en remplaçant / par Im dans la démonstration ci-dessus et 

en utilisant le (i) de la proposition 8.3. Le (ii) se démontre en remplaçant AK par 

A ^ et en utilisant la remarque 8.4. 

Remarque 8.6. — L'unicité de la décomposition entraîne que les ai : AK —•> sont 

A#-linéaires. 
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Soit i\) = p~V_1 °TTB/^(B) 5 c'est un inverse à gauche de (p qui commute à l'action 

dex<<(car ip le fait) et, d'autre part, dans la base 1, [e],..., [sp~l] de A sur <^(A), cet 

opérateur est donné par la formule 

^"^^(pVn) ^ r^0'r<J(x), ^"^^(pVn) ^ r^0'rJ(x), 

Si m G N, soit RK,m •^^ù—>x<<^^$l'application définie par 

(pVn) ^ r^0 ] [e^aiix). 

ieim 

Lemme 8.7. — Sin^ m et x G A^n, a/ors R^m(a;) = ip ™"ipn rn(pn(x). 

Démonstration. — Si j G Z et z G AK, alors ^n-m([^']<£n(z)) vaut [epm nj](^m(^) 

(resp. 0) si pn~m divise (resp. ne divise pas) j. On en déduit le résultat en utilisant 

le (i) (a) de la proposition 8.5. 

Proposition 8.8. — (i) limm_>+00 Rx,m(z) = x. 

(ii) Si m G N, a/ors Rx,m = <£~m ° Rx,o ° <£m-

(iii) RK,m est une section A K,m-linéaire continue de l'inclusion de A^m dans AK> 

(iv) Si a E £fp; a/ors G O RK,™ = Rĵ >rn o a. En particulier, RK,™, commute à 

l'action de TK-

Démonstration. — Le (i) est une conséquence immédiate du (i) (b) de la proposi

tion 8.5. Le (ii) et le (iv) découlent, par continuité, du lemme 8.7 et du fait que (p et 

tp commutentx<àx<<Finalement, RR,O=X<<estwA^w<-linéaire<wd'après la remarque 8.6 

et la AK m-linéarité de RK m découle de la w<A^-linéarité de R ^ o et du (ii). 

8.4. Sur Ai?'r . — Si K est une extension finie de F, si r > 0 et si m G N, soit 
A(o,r] A j f i m n A ^ ; on a aussi A ( M = „-»(A<°*-"rI)-

Lemme 8.9. —x<<̂ ùa G E vérifie v^(a) ^ — ^ E M * fl/ors on peut écrire [a] de manière 

unique sous la forme [a] = <xxb 
7̂1 = 0 

P 
x<n;: ßn} m a(n) est le plus petit entier ^ <cc 

p 
n 

et ßn G Ë+ quel que soit n G N. 

Démonstration. — Commençons par remarquer que, si x = +oo 
vw<< pk[ak] G A et si 

b G N, alors 

v[o,i] [W]b 

P 
w<<x^$$ cw inf 

k^O 
>E(7f) + VE((*k+i) + k)^ bvB(n) - 1 + v[0>1](x). 

Maintenant, on obtient les (3n du lemme par récurrence, en posant x0 = ire[a], (3n = xn 

et 

<w:;!^$$ 
7J.a(n+l)-a(n) 

P 
(Xn - [ßn]) = 

7T 
cw< 

a{n+l)—a{n Ppja(n+l)-a(n) 

<vx 
x<v:;^^ùùù 
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On déduit de la remarque préliminaire l'inégalité 

v ^ O r n + i ) > (a(n + 1 ) - a(n))w(W) - 1 + v^x<<^^(xn) 

Par ailleurs, l'hypothèse ve(cï) ^ —iv^n) se traduit par v^°^(xo) > 0 ; on en déduit, 

par une récurrence immédiate, que v^0,1^(xn) > a(n)v^(W) — n, quel que soit n G N. 

Pour conclure, il suffit alors de remarquer que a(n)v^(7r) — n = a(n) p 
vw<< 

— n > 0 et 

donc que v^,((3n) ̂  0. 

Si r < TK, soit CK(V) = CK + inf(0, P-l 
r 

~ p] . Remarquons que, si E^/E^p est 

ramifiée, on a TK < ti 
x<<< = vww<et cK(r) = cK 

Proposition 8.10. — Sir < rK et si x ec<<lm^ù, alors ai(x) G A '̂rJ quel que soit i e I 

et on a 

v(0'rl(ai(x)) ^ v^(x) -cK(r)vt<<tet lim v(°'r'(oi(x)) = +oo. 
—>oo 

Démonstration. — Si x = 0, il n'y a rien à démontrer ; nous supposerons donc x ^ 0. 

• Commençons par traiter le cas où E^/Ei? est non ramifiée et x = [a], a G E# 

est un représentant de Teichmuller. Soit l G Z le plus petit entier tel que — iv^ijr) ^ 

VE(OO- D'après le lemme 8.9, on peut écrire [a] sous la forme [a] = < 
,n=0 

<w< 
,;:^ù$ 

$c< 

où les 3n sont éléments de Ë"t (car fixes par J#K par unicité de l'écriture). On a donc 

a<(W) = x<< 
^n=0 

P 
x<<n,; w<<fli(L8n]) cd ai(wwx0n]) G A+ puisque E K / E F est non ramifiée 

(cf. (ii) de la prop. 8.5). Maintenant, on a, en écrivant n sous la forme n = pk + z, 

avec 0 ^ i ^ p —ff1 (et donc a(n) = (p — l)k + z), 

v(0,r) pn 
<v,;^ù 

ùcww 
n 

r 
< (l + a(n)): 

P 

p - l 
= pk 

vn 

\r 
- 1 + i 

<w1 

\r 
n p 

p - l 

Comme r < 1, la suite de terme général pk <v - 1 + i 1 
Kr 

P 
p-l 

tend vers +oo quand 

k tend vers -hoo e t O ^ z ^ p — 1 , et atteint son minimum inf(0 x<:;^ù 
r -p, pour k = 0 

et z = p — 1 ou k = i = 0, ce qui montre que la série <c 
71 = 0 

fw< 
7T£ + a(n) OI([/3„]) converge 

dans A(0,r] et que sa somme ffli([a]) vérifie 

v^(ai{[a})) > - ^ E ( T F ) + inf(0: 
p - l 

r 
- P) > v^'rH[a]) - vE(n) + inf(0, 

p - l 

r 
x<^^;: 

On en déduit le résultat dans le cas considéré. 

• Si E ^ / E F est non ramifiée, et si x = ^2tS)P ixk] dans AK, alors la série converge 

dans A(°'rl et on a ai(x) = J2k=oPkai([xk])i ce qui permet d'utiliser ce que l'on vient 

de démontrer et la convergence uniforme pour conclure. 

cnnDanscn;lebvxcasw<<vbgénéral,x<<onx<<a x<<ai(x) x<<;: ^^x< 
/7 = 1 

ai{TK/F,{-KÇ\))f* et 

v^r\TK/F,{^-lx)) > <v̂ <(c<<nh, ce qui permet d'utiliser le corollaire 6 .10 pour 

conclure. 
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Corollaire 8.11. — Sir > 0 et sip nr < rx, alors RK,U(X) € ^Kn> ^a su^e de terme 

général RK,U(x) tend vers x dans A^'7^ et on a v^0,r^(RK,n(x)) ^ v^'r\x) —p~NCK(r) 

si x e AyK J. 

Démonstration. — Si n ^ 0, on a RK,U(X) = (f N(RK,o((pn(x))). Comme (pn(x) G 

A °̂'p<ww comme R^,o = ^o, et comme p~nr < rx, la proposition 8.10 montre que 

l'on a RK,n(x) e AK,'n' et 

^ ( M ( K K , n W ) = p - V 0 ^ n ^ ( a o ^ " ^ ^ ( p V n ) ̂ ((pn 

> p"n( t ;<0*~nrV(s)) - cK(r)) > v^r<<<^^$\x)-p-ncK(r). 

Finalement, si p ™°r < TK et n ^ no, on a 

« - Rjf,n(a) = ^ - ^ ( ^ ( x ) - RK,n.no(<<^«(x))<<ù) =<ww^^<l^$ 

iei-in-n0 

[ei]ai(V>no(x))'). 

La convergence de R/<:,n(^) vers x est donc une conséquence de ce que, d'après la 

proposition 8.10, limi_>00i;(0'p"no^(ai(^no(x))) = +oo. 

8.5. Sur S]0,R] 

Proposition 8.12. — Sir > 0 et sip 71 r <rK, alors R#r,n : A^'7^ —> A^'^ s'étend par 

Qp-linéarité et continuité en une application RK,U • B^^ —• Bj£'^, la suite de terme 

général RK,TI(X) tend vers x dans BJX' , et on a v^S,R^(RK,n(x)) ^ v^s,r\x) — CK(T) si 

s G]0,r[ et x G x<<;:^^ 

Démonstration. — Comme v^,r\pkx) = v^0,r\x) + fc 
r 

on a v(°^(RK,n(x)) ^ 

v(o,r] ^ _p ncx(r) quels que soient r, n vérifiant p nr < rK et x G B ^ ^ . En particu

lier, sip_nr < rK, alors quel que soit 5 G]0,r[, on a,v^°^(RK,n(x)) ̂  Î / ° ' sJ— p~nCK(r), 

et donc 

^[s'rkRK,n(z))=^"^^(pVn) ̂  r^0'rJ(xm^x<<<<^^$ 

^min(^(°'r](x) -p-ncK(r),v(0's] - p - n c * ( r ) ) = z;[s'r](x) - p"ncK(r). 

Comme B^'7^ est dense dans Bj£'r' pour la topologie définie par les v^8iV\ s G]0,r[, 

cela montre que RK,U s'étend par continuité en une application RK,U • B^'r' —> B^'^' 

vérifiant l'inégalité v[s'r](R*:,n(z)) ̂  v^s^(x) - cK(r) si s G]0,r[ et x G B]^'r]. 

Il reste à montrer que RK,U(X) tend vers x dans B^'r', et il s'agit de montrer que, 

quels que soient s G]0,r[ et M > 0, il existe n0 G N tel que v^s,r^(x — RK,U(X)) ^ M 

si n ^ n0. Par densité, il existe y G B^'7^ tel que l'on ait v^s^(x — y) ^ M + cx( r ) . 
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Soit A; G N tel que z = pky G A ?̂'7̂ . D'après le corollaire 8 . 1 1 , il existe no G N tel 

que v(°>r](z — RK,TI(Z)) ^ M + ^ si n ^ no, et on a alors 

v{0'r](y - < R K M ) < < =v{0'r](z< - RK,n(w<z<)) w< 
k 

r 
x<<; 
n<<:;ù 

^"^^(pVn) ^ r^0'rJ(x), ^"^^(pVn) ^ r^0'rJ(x k 

s 
> v ^ ( z - R K i n w < ( z ) ) - < 

k 

s 
w<;,:^ù 

et donc v^s'r\y — RK,n(y)) ^ M si n ^ n0. Pour conclure, il suffit alors d'écrire 

x - RK,TI(X) sous la forme (x ~ V) ~ RKAx ~y<w,;^$ + (yx<- RK,n(î/)). 

9. Action de YK 

9.1. Invariants 

Proposition 9.1. — Si 7 G YK est d'ordre infini, alors n;:^$$$1 = E ^ 1 = kpw,1 et 
A 7=1 _ T 7 = l _ /97=1 

Démonstration. — Soit K = k^V1. Si E^T1 ^ K, alors E ^ r 1 contient un élément x 

vérifiant VE(X) > 0. Il contient donc aussi le sous-corps K((X)) de E ^ , ce qui implique 

que EK est une extension finie de E ^ r 1 et que, si z G E # , l'ensemble des valeurs prises 

par 7fc(z), A: G Z , est fini (de cardinal ^ [ E ^ : E^T1]). Prendre z = e conduisant à 

une contradiction, c'est donc que E ^ r 1 = n. 

Maintenant, si z G E^T1, alors (pN(RK,n(z)) G E ^ r 1 quel que soit n G N . D'après ce 

qui précède, ceci implique RK,ti(Z) € K quel que soit n G N et z = limn^+00 RK^Z) € 

et donc E j r 1 = E ^ r 1 = K. 

On en déduit les égalités A j r 1 = A ^ r 1 = Û^T1 en réduisant modulo p, puis 

modulo p2 etc., ce qui permet de conclure. 

Ì.2. Le r^-module A^î'r'. — Soit 5K = ^ E ( ^ E K / E F ) -

Lemme 9.2. — Si 7 G I V vérifie 71(7) > no ( i f ) , a/ors 

^E(7(71"K) - TTK) = pn(7)^E(7r) - ÔK-

Démonstration. — Soit n = 72(7). Comme n ^ no ( i f ) , l'extension Kn+i/Kn est 

cyclique de degré p (lemme 4.2), et on a vp(DKn+1/0 = (p - l)vp(7(o;n+1) - o;n+i) 

quelle que soit l'uniformisante u;n+i de ifn+i- On peut en particulier prendre un 

relèvement 7^,71+1 de 7TK,ti+I pour cjn+i, ce qui nous donne, utilisant la formule 
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vp(^Kn/Fn) = P n&K de la proposition 4.12, 

VE(i(KK) - TTJÏ) =pn+1vP(l(^K,n+i) - ^K,n+\) 

=pn+l 1 

p - 1 
Vp(*Kn+1/Kn) 

=pn+1 
1 

p - 1 («P(3JCB+1/FN+1) + Vp(*Fn+1/Fn) - Vp(VKn/Fj) 

=pn+1 
1 

p - 1 
(l + (p-(B+1)-p-n)*A-) wc p" 

p 

p - 1 
-5K 

ce qui permet de conclure. 

Lemme 9.3. — Si m ^ 1 , si u G Z* et si r < p m, a/ors 
w<<;:^^ 

[7f]pm est une unité de 

l'anneau des entiers de A^°'r^. 

Démonstration. — On a 

\eYrnu - 1 

[7f]*>m 
= <pm 

(l + 7 r )u - l 

7T 

7T 

[Tf] 

et comme (l+7r)tt-l 
7T 

est une unité de Zp[[7r]] puisque w G Z* le lemme 6.2 permet de 

conclure. 

Lemme 9.4. — Si 7 G I V vérifie /1(7) ^ no ( i f ) , et sir < inf(rx,P n^), alors 

^"^^(pVn) ^ r^0'rJ(x), ^"^^(pVn) ^ < 

Démonstration. — Soit Q le polynôme obtenu en appliquant 7 aux coefficients de PK • 

On peut alors écrire Q — PK SOUS la forme (7(71-) — 7r)R, où R G A £ [ X ] . Comme w< 

est un polynôme d'Eisenstein, le coefficient constant de R est une unité de l'anneau 

des entiers de A j (sa réduction modulo p est de valuation 0) et R(^(-KK)) est une 

unité de l'anneau des entiers de A^'r^ si r < rK-

D'autre part, on a Q(/J(7TK)) = 0, ce que l'on peut traduire sous la forme 

(7(7r) - 7r)R(J(7ïK)) = -(L{nK) ~ 7TK) 
^PK(i(KK)) - PK(TTK) 

L(JKK) - 7TK 

Soit /3 = PK{I(^K))-PK{TVK) 
I{^K)—^K c'est un polynôme en 7TK et ^(TTK), à coefficients dans 

A j ; on a donc WK((3) ^ — (2k - 1)8K d'après le lemme 6.4. Comme n(J) ^ N0(K) 

et SK < ^zjPno^K\ le lemme 9.2 montre que VE(J(^K) — ̂ K)) > 8K ; on en dé

duit l'égalité Wo(/3) = VE(j8) = V^(P'K(WK)) = &K- Ceci implique (lemme 6.5) que 

[P'K^K)]~1PV<^^est, pour tout r < rj^, une unité de l'anneau des entiers de A^'r^, et 

donc que 7(71-^) <—w<<TTKW<<est, à multiplication près par une unité de l'anneau des en

tiers de A^ ' r ] , égal à [P'K^K)]'1^)W<<~W<TT)n,;^^Comme 7(71-) - TT = ^([ef^^ - 1 ) , où 

u — p~N(CI^(X(L) — 1 ) € Z*, le lemme 9.3 permet de conclure. 
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Corollaire 9.5. — Si K est une extension finie de F, si 71(7) ^ no (if), si r < 
mî(rK,p~n^) et si x e A^,r\ alors 

v<°'r]((l - 7)(a0) ^ v^r\x) + pn(7)vE(7f) - cK. 

Démonstration. — D'après la proposition 7.5, on peut écrire x sous la forme /(71^), 
avec / (T) = En€Z«nTn et v^(x) = infn€Z (m;E(^) +2pZp 

r 
On a donc 

7(x) — x = 
+00 

fc=i 

+2pZp 

kl 
(7(7TK) - TTfc)* = 

+00 

k=i 

fik)M'7TKK 

k\ 

+2pZp 

7TK 
- 1 

,k 

Par ailleurs, w<+2pZp 
k\ 

cx m6Z 
w 
b 

+2pZp vérifie y(0,r] +2pZp +2pZp 
fc! >t>(0'rI (/(**)) 

On en déduit la minoration v^°ì'r^(/y(x)—x) ^ t;(0,rJ(:r)+v'0'rJ w<;,: 
TTK -1 et le lemme 9.4 

permet de conclure (en utilisant la majoration ÔK + ^(TÏK) ^ CK = ^ + ^E(TT)). 

9.3. Le IV-module ( A ^ V = ° . Les résultats qui suivent sont des raffinements 

de résultats de [22, 7] 

Proposition 9.6. — Sije r#—{1} vérifie x(7) £ l+2pZp et sir < inf(p 1r^,P n(7)), 
a/ors 1 — 7 admet un inverse sur (A^'r^=0 et il existe c(r, if, n(7)) te/ gîte l'on ait 

v<°'rl((l - 7)_1k,;:)^^^ v(0'r](*) " c(r,if,n(7)), 

sixG(A^r])^=°. 

Démonstration. — Commençons par remarquer que, si 7 G IV, si k G N et si (1 — /yk) 
est inversible, alors (1—7) est inversible d'inverse ( 1 + 7 + - • •+7fe"1)(l-7/c)~1. D'autre 
part, n ( 7 ^ _ 1 ^ n ) ^ n(7) -h n. Pour démontrer la proposition, il suffit de démontrer 
l'inversibilité de (1 — 7) et l'existence de c(r, if, n(7)) pour n(7) assez grand. 

Écrivons x{l) sous la forme l+p^u, avec m = n(7). Tout élément z de A^-0 s'écrit 

de manière unique sous la forme Y%=i[e]%<<oùw<<Zi = ai/p(if~1(z))G A^. La pro

position 8.10 montre que, si z G A^,r', alors <p(zi) G A^'r' et v^°^(ip(zi)) ^ v^°^(z)-
pcK(r). Comme 7r~pm (1 —[e]^^) est une unité de l'anneau des entiers de A^'r^ d'après 

le lemme 9.3, ceci nous permet de définir une bijection /7 : (A^'r^=0 —> (A^!'r')^=0 
par la formule 

/7 
p-i 

2=1 

+2pZp ^w<< 
p-i 

¿=1 

+2pZp 
+2pZp 
+2pZs<<p 

et on a v^°^(f7(z)) ^ v^'r\z) — pcx(r) — pmi;E(7r). Un petit calcul utilisant l'identité 
7(fe]i) = fel'fe]*™™ montre que l'on a 

s - / 7 ( ( l - 7 ) . z ) = 
0-1 

2=1 

w<< 
+2pZp +2pwxZp 

[E]-PMITI _ 1 
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Par ailleurs, comme z{ G A^0'^ et pr < rK, on a v^p^((l - 7)(2*)) > v(0jPr](^) + 
pmVE(7f) — CK d'après le corollaire 9.5, et donc 

«<0'P1(V>((1 - 7) • Zi)) = pv^((l - 7) • Zi) > v^(V(Zi))+pm+1vE(W)-^dqpcK 

> v(0'r\z) +pm+1vE(W)q - 2pcK(rq). 

On en tire l'inégalité 

VM(Z - /7((1 - 7) • Z)) >(Zi))+ww<pm+1vE(W)-pcKqq<ww +ww - pm)f^(7f) - 2pcx(r). 

Tout ceci permet de montrer que si (pm+1 — pm)v^(W) — 2pcx(r) > 0 et si y G 
(A^,r')^=0, l'application x 1—•+2pZp +2pZp = a: — /7((1 — 7) • x — y) est contractante sur 
(A^'r')^=0 ; elle y possède donc un unique point fixe z qui vérifie de plus, v^0,r^(z) ^ 

i/°'r](/7(y)) ^ v(^'r\y)—pcK—prnv^,{Tf). Ce point fixe est l'unique (car /7 est bijective) 
solution de l'équation (1 — 7) • z = y appartenant à (A^'r')^=0. 

Remarque 9.7. — L'inégalité (pm+1 — pm)W) - 2 p c x ( r ) 0 est équivalente à pm > 
2CK{T) ; on a donc démontré en passant que, si 71(7) ^ TIQ(K) et si pn^ > 2c#(r), on 
peut prendre c(r,K, 72(7)) = p ^ ^ E C ^ ) + pcir(r). 

9.4. Décomposition de T(0,R] — Si m > 1, soit R^m = Ric,m - R/r.m-i-

Lemme 9.8. — RK,m(x) e ^~m(AK~°) sim^l etxe AK. 

Démonstration. — On a R^m(a;) = Z^e/^ ai(̂ )[̂ ]? ou Im = ^ >̂ VPW = ~~ ml-
On conclut en remarquant que, si i G Im et j est le reste de la division de prni par p, 
on a j G { 1 , . . . ,p - 1} et ^ ( ^ ( x ) ^ ] ) G [epV(Ajc) c AP°' 

Soit v̂ (0,r] l'image de A^'7^ par 1 — R/c>n. 

Proposition 9.9. — Sir > 0, sip 71 r < inf (r^p1 nW), etsije IV vérifient) ^ n, 
alors 7 — 1 est inversible sur X^'^ , et il existe c'(r, K, /1(7)) £eZ g^e 

t;<°'rl((7- l ) "1^) ) > v{0'r]M - p -V( r , / f , n (7 ) ) , 

si x G Xftn- De plus, si /1(7) > no(if) e£ pn(7) > 2c^(r), on pe^£ prendre 

c,(r,X,n(7)) =pnW-1vB(7r) + 2cK(r). 

Démonstration. — Commençons par constater que 7 — 1 est injectif sur X^'^ d'après 

la proposition 9.1. Si x G X^'^, on a RK,H(X) = 0; on peut écrire x sous la forme 

x = .+00 w<<:ù R^.(z) , et on a î /° ' rJ(R^(x)) ^ ^ ^ ( x j - p 1 " ^ ^ ) d'après le corol

laire 8.11. 
D'autre part, ^ ( R j ^ x ) ) G (A<°'p v])V>=o d'après le lemme 9.8, et la proposi

tion 9.6 montre qu'il existe x<<G ( A ^ - ^ ) ^ 0 tel que l'on ait 

^(Rtf.iO*)) = (7 - 1)* et t ^ " ' ' ^ ) ^ p V ° ^ ( R ^ ( x ) ) - c(p-V,ir,n(7)). 
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On a alors v < 0 ' r ' ^ ^ v ^ Ç R ^ ^ x ) ) -p_ic(p-V,if,n(7))c<^$Comme, d'après la 

rem. 9.7, p~*c(p~V, if, n(7)) est majoré indépendamment de i (cf. rem. 9.7), et comme 

la suite de terme généralw<^$$2(x) tend vers 0 dans A^?'^, il en est de même de la suite 

de terme général <#~%{zi).L'élément z = ^ ï=n+i iP~l{zi) de A^'r^ vérifie (7 — 1)2 = x 

par construction et on a 

v^r\z) > inf 
vxw^$ 

(Zi))+pm+1vE(W) 
(Zi))+pm+1vE(W)-

xww:; 
^mù^:x x sup 

x<ww 
(p1_i<tt(r) + p - i c ( p - V ) X , n ( 7 ) ) ) . 

Ceci permet de conclure avec 

c'(r,K,n($j)) = supp^$sup 
(Zi))+pw<m+1 

p^ip$cKip-W$) + c(p-V,if,n$(7))). 

Le maximum est atteint pour n = 72(7) et i = n -h 1 (du moins si 71(7) ^ no (if ) et 

^^(7) > 2cx(r ) ; d'où la formule pour c'(r, if, n(7)) dans ce cas particulier). 

9.5. Décomposition de G]0,r] 
wx<^^ 

w<< Soit ^]0,r] 
c<ww 

l'image de G]0,r] 
vwwp^ù 

par 1 - RK,TI. On 

déduit de la proposition 9.9, par les mêmes arguments permettant de déduire la pro

position 8 .11 de la proposition 8.12, le résultat suivant : 

Proposition9.10. — Sir > 0, sip nr < rK, et si7 G TK vérifie n(7) ^ n, alors 7 — 1 

est inversible sw X lO.rl 
K,n et on a ^ ( ( 7 - l)"1 • x) ^ v^(x$$) - p-nd (r ,K,n( i ) )s<< si 

xex ]0,r] 
K,n 

et s G]0,r[. 

10. Cohomologie galoisienne des anneaux de Fontaine 

10.1. Descente presque étale 

Lemme 10.1. — Soit r > 0 et soient L C M deux extensions finies de F. Alors, quel 

que soit ô > 0, il existe a G A^'r^ vérifiant v^0,r\a) ^ —ô et X ^ g ^ l / ^ m a(a) = 1-

Démonstration. — Notons TM/L l'opérateur X ^ g j ^ l / ^ m 0"•> cet opérateur coïncide 

avec TV- ~ sur Em- L'extension Em/E^ étant séparable, il existe /3 G Em véri-

fiant TM/L((3) = 1 . On a aussi TM/L(</?~n(/3)) = 1 quel que soit n G N et, comme 

vn((p~n(f3)) = p~nvn(/3), on peut supposer vE(/3) > sup(-£, -S). 

On a alors TM/L([/?]) = 1 + Ek=iPklxk], avec vE{xk) ^VE(J3)<<ss>^^$<<< 

et donc TM/L ([/?]) est une unité de l'anneau des entiers de A^'^. L'élément 

a = (TM/L([/3]))-1[/?] vérifie, par construction, TM/L(a) = 1, et on a v^°^(a) = 

t/0'rl([/?]) = VE(/3) ^ —5, ce qui permet de conclure. 

Proposition 10.2. — 5z i f est une extension finie de F, alors H1(J#K, BJ°'rh = 0 
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Démonstration. — Soit a i -> ca un 1-cocycle continu sur JÏ?K, à valeurs dans B^0'7"]. 

Soit ( s n ) n e N une suite d'éléments de ]0, r] tendant vers 0 quand n tend vers + 0 0 . Nous 

allons construire par récurrence sur n ^ — 1 une suite d'éléments de B^°'r̂  vérifiant 

les conditions suivantes : 

(i) v^Sj,r\ca — (1 — a) • cn) ^ n quels que soient a Gvwwset j ^ n ; 

(ii) v[s^r]{cn - cn_i) ^ n - 2 s i j ^ n - l ; 

ceci permettra de conclure car, la condition (ii) ci-dessus assure que la suite de terme 

général cn converge dans &0,r^ vers une limite c G B^0'^, et la condition (i) nous 

donne v^Sj^(ca — (1 — a) • c) = + 0 0 quels que soient a G J^K et j G N. On a donc 

ca = (1 — a) • c, ce qui montre que le cocycle a 1—> ca est un cobord, ce que l'on 

cherchait à obtenir. 

Revenons à la construction des cn ; il n'y a rien à faire si n = —1. Supposons 

donc cn construit ; le cocycle a 1—> cn?a = ca — (1 — a) • cn vérifie donc la condition 

vfSj''r' ( c ^ ) ^ n quels que soientjiiâ qDSsDSGEet EE^ n. Soit L une extension finie de K telle 

que v^s^r\cn^) ^ n + 2 s i j ^ n + letcr^^SS^^^^(l'existence d'une telle extension est 

assurée par la continuité du cocycle a H-> cn,a). Soit a G A^0'^ vérifiant v^°'r^(a) ^ —1 

et TL/x(a) = 1 (l'existence d'un tel a est assurée par le lemme 10.1). Si S C J#K est 

un système de représentants de J4fk/<%L, soit es = Y2res T(a)cn,T- Soit S' un autre 

système de représentants de J4?K/J%L- Si 0*1,vw<tu sont les éléments de 5, on peut, 

quitte à renuméroter les éléments a[,^^., cr'd de S", trouver nxw^ù, G J^L tels que 

l'on ait a[ = GiTi si 1 ^ i ^ c/ ; on a alors 

w<<< 

d 

i=l 

(TiTi(a)cni(JiTi = 
< 

¿=1 

0~i{OL)cni(jiTi — 

< 
< 

<xx 
aAaMaAcn^.) + caii^^) = cs + 

d 

i=l 

(7i(acn>ri). 

On en déduit, en utilisant le fait que o m G ^ $ ù e t la définition de L, l'inégalité 

vfo>rl(c5 — C s " ) ^ n + 1 Si j ^ n + 1. 

Maintenant, un petit calcul montre que cn>(7 — (1 — cr)cs = cas — C 5 , et comme cr5 

est un système de représentants de<<J^K/J^L,<¨¨on voit que cn+i = cn + es répond à la 

question, quel que soit le choix de S. 

Corollaire 10.3. — Si r > 0, l'application d'inflation induit un isomorphisme de 
H\TK,B]£r]q)çççW<<sur ff^sqBlM). 

Démonstration. — Le terme suivant dans la suite exacte d'inflation-restriction est nul 

d'après la proposition 10.2. 
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10.2. Décomplétion 

Proposition 10.4. — Si n ^ n0(K) et p nr < TK, alors l'inclusion de B]0,r] dans 
G]0,r induit un isomorphisme de H1 <w R]0,r] sur ^(TK, 

G]0,r] 
K 

Démonstration. — On a p0O,r] <w< B]0,r] w<<<lk 
jkjkxcv et il s'agit de prouver que 

H^TK cvw = 0. Soit donc a i—> c«j un 1-cocycle continu sur I V à valeurs 

dans wwxn,;op et soit 7 G I V vérifiant 72(7) < n (l'existence d'un tel 7 est assuré par 

l'hypothèse n ^ n0(K) car I V contient l+pnZp d'après le lemme 4.2). Alors, d'après 

la proposition 9.9, il existe c G -XJ£'̂  tel que l'on ait c7 = (7 — 1) • c. Le cocycle 

CF 1-» = ca — (a — 1) • c est alors trivial sur le sous-groupe T de I V engendré 

topologiquement par T ; il provient donc par inflation d'un cocycle sur I V / r à valeurs 

dans (X^Kn)r, et ce dernier module est nul puisque 7 — 1 est inversible sur X^n\ 

Ceci permet de conclure. 

10.3. Cocycles se trivialisant dans BjR. — Les techniques de descente presque 

étale et de décomplétion ont été introduites par Tate [28] pour calculer la cohomologie 

galoisienne de C ; elles lui ont permis de démontrer : 

(i) ^(JPK, C) = 0 (et donc H\jeK, C(k)) = 0 quel que soit k G Z) ; 

(ii) l'application RK,U • Koo —* Kn induit un isomorphisme de if1 ( IV, KOQ(k)) sur 

if1 ( IV, Kn(k)) quels que soient n G N et k G Z ; 

(iii) i f ^ I V , Kn(k)) = 0 si k G Z — {0} et l'applicationw<< qui, à cwcG^^associe le 

cocycle a 1—> c logx (^ ) , induit un isomorphisme de K sur ^ ( r ^ , ^ ) . 

Par dévissage, on en déduit : 

(iv) £ R 1 ( J ^ , B + ) = 0 ; 

(v) 9 : (BdR)J*k -»• w<<<n; induit un isomorphisme de HX{TK, (BjR)^K) sur 
(Zi))+pm+1v(W) 

(vi) Rif,„ o 0 : (B+R) -^ -y Kn induit un isomorphisme de Hl(YK, (BjR)^K) sur 

tf1 ( ! * , # „ ) • 

Proposition 10.5. — Si r > 0 et si n ^ no(if) + 1 vérifie pnr > 1, l'application 

x h-> (</>_î(x))i^n de Bl0'r' dans R I O N ^ d n induit la suite exacte 

xwww^$ 
lmù:w<< 

ccwt 
' V?n-1(7T) b£-1) HHRIF .B1^1) 

(Zi))+pm+1vE(W)-pw<$ùù 
cc<<(Zi))+pm+1vE(W)-pcK 

0. 

Démonstration. — Si on utilise ce qui précède pour réécrire Y[i^n H1 {TK, (BjR)'*fif) 

sous la forme Yli^n i ï ^ I V . - K i ) , l'exactitude de la suite de la proposition s'obtient à 

partir de la suite exacte longue de cohomologie associée à la suite exacte 
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0 t 
w<<< 

R]0,r B]0,r] 
K 

xbbn,^$$ 
$$x<<io >0 

du corollaire 7.12. 

10.4. Cohomologie de £Bj£'r'. — Le calcul de la cohomologie de £Bj£,r' (ou plutôt 

de son image dans ^(YK, B^'7^)) est essentiellement dû à Berger [3, n°IV.2]. Nous 

le reproduisons ci-dessous pour la commodité du lecteur. 

Soitxww^^ le module des différentielles continues de Bj£'r' sur F' ; c'est un B^'7^-

module de rang 1 engendré par ditK, muni naturellement d'une action semi-linéaire 

de I V , 7 G YK agissant sur a • db par 7(0 • db) = 7(0) • ¿¿(7(6)). On dispose d'une 

application résidu Res : £îj£'r' —» F' envoyant (Y^kez ak'^K)(^7rK s u r c e t t e ap

plication ne dépend pas du choix de 7TK, ce qui permet de montrer qu'elle commute 

à l'action de YK ; elle ne dépend pas non plus du choix de K grâce au facteur de 

normalisation 1 
EKQO 

Notons d la dérivation (1 + 7r)̂ ^decvww=xw^F[M]-,nmùCette dérivation s'étend (de 

manière unique) en une dérivation continue de A^?'r' et B^'r' quels que soit r >w< 0. 

Par ailleurs, si K est une extension finie de F et r < rK, on a A^'r ' = A^?'r'[T^K] ET 

Bj£'r' = Bjj?'r'[7Ttf] si r < rK, et comme PfK[^K) est inversible dans A^'7^ si r < rK 

(cf. lemme 6.5), la dérivation d s'étend de manière unique en une dérivation de A^!'r' 

e tB£p] . 

Comme YK agit continûment sur WK, il existe un sous-groupe ouvert Y'K de YK tel 

que l'on ait VK{i(WK) — ^K) > VE(WK) si 7 G Y'K. On a alors V^°^(j(7TK) — KK) > 

V^^UTTK) quel que soit r €]0, 7\k-[> ce qui permet de montrer que, si 7 G Y'K, si 

x G O]0,r] 3t si r G]0,TK[, alors x<<:!^$ 
n 

tend vers 0 quand n tend vers +00. Ceci 

permet de définir l'opérateur log7 = +00 
$k 

(_l)n-l 
n 

(7 - 1)" sur RJ0,rJ la formule 

log 7 • x = limn_>+00p 71 yn -1) x montre que cet opérateur est une dérivation et 

un petit calcul montre que l'on a log7 = logx(7) tô. 

Si 7 G Y K vérifie 71(7) 7̂  -hoo, on définit l'opérateur u7 par la formule 

• 7 = 
1 

logx(7) 

log 7 

7 - 1 
kdd 

1 

logx(7) 
- + 

1 

logx(7) 

+00 

n=l 

( - 1 ) " 

n + 1 
( 7 - 1 ) " . 

On a (7 — 1) • D7 = td, ce qui va nous permettre d'inverser 7 — 1 sur les éléments 

divisibles par t. 

Proposition 10.6. — Si rK > r > s > 0, et si a 1—> ca est un 1-cocycle continu sur YK 

à valeurs dans tE^r\ alors il existe a G F unique et ne dépendant pas de s, tel que 

(7Hcff soit cohomologue dans Bj£'5' au cocycle a t—> (a — 1) • (alog7r). 
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Démonstration. — Si les cocycles G i-> (G — 1) • (alog7r) et G i-» (a — 1) • (Mog7r) sont 

cohomologues dans B^s\ c'est que (a-b) logn G BJ£'S' et donc que N((a — b) logn) = 
p(a—b) 

p-1 = 0. On en déduit l'unicité d'un a vérifiant les conclusions de la proposition. 

De plus, comme N(ca) = 0, on a 0 = N((G — 1) • (alog7r)) = w xv 
p-i 

(cr(a) — a) ; on en 
déduit l'appartenance de a à F (sous réserve de son existence). 

Il reste à prouver l'existence d'un a. En fait, nous allons prouver que, si 7 G I V — { 1 } 

est suffisamment proche de 1, alors a — 1 
logx(7) Res(u;7) convient, où u~ = t 1c~ dir 

1 + 7T 
G 

w<v;;pp!^$$wx 
x(alog7r))(alog7 Œ,kez CLk-n^d-KK, on a Res(u;7) = a_i 

wxxw 
et on peut aussi écrire w1 sous 

la forme 

o;7 = cb + alogx(7) 
dn 

7T 
avec z — a_i log 

7TEKO° K 

7T 
+ 

kez-{-i} 

aie 
k + 1 

7T 
K 
fe+1 

Comme n w< eKoo 
1K est une unité de l'anneau des entiers de Ar^ (cela découle 

du lemme 6.5), on a log 
TT"*00 1K 

7T 
G B]0,r] 

K d'après le lemme 5.14; par contre, 

Z)fcez-{-i} 1s 
k+1 

7 1 
.fe+1 
К n'appartient pas forcément à BJftr,rJ à cause des k + 1 en 

dénominateur, mais il appartient à BJX,Ŝ  quel que soit s G]0,r[; on en déduit 

l'appartenance de z à <bb;;^ù 

Par ailleurs, (7 — 1) • l og7r appartient à p»]0,s] quel que soit s G]0,r[ (et même 

quel que soit s > 0 car w<< 
<7T est une unité de ZpfMl) ; on en déduit, en revenant à 

la formule définissantxggEL, l'appartenance de (Oy — _i 
logx(7) ' 

log7T à BL'sJ et donc 

aussi celle de y = D7(2 + log x(7)0 log 7r) — alog7r à 13 A: Maintenant, la formule 

(7 — l)-Oy = td nous donne (7—l)-(?/+alog7r) = c7 ; on en déduit le fait que le cocycle 

G t-> c .̂ = ca — (G — 1) • (y + alog7r) est trivial sur le sous-groupe Tw<<pde engendré 

topologiquement par 7 ; il provient donc par inflation d'un cocycle sur TK/r à valeurs 

dans (B]£s] 0F'log7r)r = (F')r (cf. prop. 5.16). Comme HX(TK/T,{F')V) = 0 

(conséquence facile du théorème de Hilbert 90), on peut, quitte à modifier c'a par un 

cobord à valeurs dans (Ff)r C B '̂ŝ , se débrouiller pour que c'a = 0 quel que soit 

G G TK- Ceci permet de conclure. 

10.5. Un résultat du type « Hlg = H^t » pour B<°^ 

Proposition 10.7. — Soient r G]l,p[ et s G]l,r[. Alors les conditions suivantes sont 

équivalentes pour un cocycle continu a 1—• ca sur<<^mùà valeurs dans B̂ °'r̂  ; 

(i) il existe a G F et b G B 0̂'̂  tels que Von ait ca = (G — 1) • (au + b), pour tout 

cnn,;:^ùùù 

(ii) quel que soit i G N , il existe Ci G B j R tel que Von ait ip l(ca) — (G — 1) • Çi, 

pour tout a Gx<<̂ $!• 
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Démonstration. — L'implication (i)=^(ii) est évidente (on prend Ci = (p~'i(au + b)). 

La démonstration de la réciproque va utiliser la plupart des résultats qui précèdent. 

Soit n > 1 tel que p~nr < r^. Quitte à remplacer le cocycle a \—> ca par un cocycle 

cohomologue, on peut supposer que notre cocycle provient par inflation d'un cocycle 

sur YK à valeurs dans B^'7^, d'après le corollaire 10.3 et la proposition 10.4. Le 

cocycle G i—> c .̂ = <pn(ca) est alors à valeurs dans B^'p r̂  et, par hypothèse, le 

cocycle G h-> (p~'l(c'(T) se trivialise dans (B^"R)^ quel que soit i > n. On peut donc, 

quitte à remplacer G \-+ c'a par un cocycle cohomologue, supposer qu'il est à valeurs 

dans t 
^N-1(7R; 

(aw<osg7r)) d'après la proposition 10.5. 

Maintenant, comme r < p, on a p nr < p1 71 et (fn 1(ir) est une unité de dd 
K 

(0,p~nr] 

(cela suit du corollaire 6.3). On a donc t 
w<<^$$ 

B]o x<ww 
cv wxn,l ,p~nr 

et, quitte a 

remplacer G I—> c'a par un cocycle cohomologue dans T>)0,p-ns] 
K on peut supposer 

que notre cocycle est de la forme G I—> (G — 1) • (alog7r), avec a G F, d'après la 

proposition 10.6. Appliquant ip~n au cocycle G I—• c'a, on voit que, quitte à remplacer 

notre cocycle initial par un cocycle cohomologue dans (p~n(W°>p n^) = B^0'^, on 

peut supposer que l'on a ca = (G — 1) • (alog7rn), ce qui permet de conclure puisque 

log7Tn = tp n(log?r) G 
1 

(p - l)pn_1 
w<<p^$ù 

d'après le corollaire 6.3 (on a pn > s par hypothèse). 

Proposition 10.8. — Soient r G]l,p[ et s G]l,r[. Alors les conditions suivantes sont 

équivalentes pour un cocycle continu G I—> ca sur WK à valeurs dans B^°'r^ [u] : 

(i) il existe b G B^°'^[^] tel que l'on ait ca = (G — 1) • b, pour tout G G WK ; 

(ii) quel que soient k G N et i G N, il existe Ck,i G BjR tel que, pour tout G G WK, 

Von ait N^ip-^ca)) = (G - 1) • (cM). 

Démonstration. — La démonstration se fait par récurrence sur le plus petit entier k 

tel que 7Vfc+1ca = 0 pour tout G G WK (l'existence d'un tel k résultant de la compacité 

de WK)- Le cas k = 0 a été traité dans la proposition 10.7. Dans le cas général, si 

ca = CfcjawfcH hco,(7, on peut appliquer la proposition 10.7 au cocycle G \-> Nk(ca) = 

(—l)kk\ck,cr. Il existe donc, si r' G]s,r[, des éléments a^o G F et bk,o € B^0'7^ tels 

que l'on ait (—l)kk\ck a = (cr — 1) • (a& $u + bkQ) quel que soit G G WK, et on peut 

appliquer l'hypothèse de récurrence au cocycle G H* ca — (G — 1) ( « M 
UFE+1 

fc+1 
(alc<og7r) 
vbnm^ùù) 

ceci permet de conclure. 

10.6. Un résultat du type « H g = H^t » pour Uh,a et a. — Ce n° termine 

la démonstration de la proposition 0.4. 

Lemme 10.9. — Sih^l et a > 1, alors tph — pa : F —> F est bijectif. 
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Démonstration. — Il suffit de prouver que iph — pa : 6p —> ÛF est bijectif, et comme 

ûp est séparé et complet pour la topologie p-adique, il suffit de prouver le résultat 

modulo p, ce qui est évident car iph — pa coïncide avec x H-> xph et kp est parfait. 

Lemme 10.10. — Soit r > 0. 

(i) Six e BJ°'rJ vérifie <ph(x) = pax, alors x G Vh}a. 

(ii) Si x e Tv0>rì[u] vérifie (ph(x) = pax, alors x G^ $̂<a. 

Démonstration. — Écrivons x sous la forme a-W?, avec a G B 
rig 

et 6 = +00 
x<< Pk[xk] e 

B<°'rl. On a (ph(p) - pap = paa - iph(a) G B̂ [g n B^0^ = B+, et une récurrence 

immédiate montre que ceci implique v^(xk) ^ 0 quel que soit k > ko, et donc (3 G B+ 

et x G B j , ce qui démontre le (i). 

Pour démontrer le (ii), il suffit de constater que, si x = XQ + X\U-\ \-XkUk vérifie 

(ph(x) = pax, avec Xi G B 0̂'̂  si 0 < i ^ /c, alors iph(xi) = pa~%hXi, ce qui permet de 

se ramener au (i) pour conclure. 

Proposition 10.11. — Soient a et h des entiers ^ 1. 

(i) Soit G \-+ ca un 1-cocycle continu à valeurs dans U^a tel que, quel que soit 

n e N, il existe cn G B~["R tel que tp~ri(c(T) = (G — 1) • cn, pour tout G G &K- Alors, 

si a h (resp. si a = h) il existe c G \Jh,a (resp. c G F^Ku -f \Jh,a) tel que Von ait 

ca = (G — 1) • c, pour tout x<<G G<< 

(ii) Soit G i—> C(j un 1-cocycle continu à valeurs dansx<ai^ùtel que, quel que soient 

k G N et nxwG il existe Ck,n £ BjR tel que Nh((p~n(ca)) = (G — 1) • Cfc>n, pour tout 

G G ^K- Alors il existe c Gw<̂ ùùa tel que l'on ait ca = (G — 1) • c pour tout G G ̂ K-

Démonstration. — Pour démontrer le (i), choisissons r G]l,p[ et considérons notre 

cocycle comme étant à valeurs dans B^°'rK La proposition 10.7 nous fournit alors 

c0 G Fu + BÏ0'1} tel que l'on ait ca = (G — 1)-C0, pour tout G G ^K- Par ailleurs, comme 

ca est tué par ^ - p a , ona <ph(co) -pac0 e Kn B'0'1' = F. D'après le lemme 10.9, 

on peut trouver C\ G F tel que iph(ci) —paC\ = <ph(co) —paCo et c = c0 — ci répond à 

la question comme le montre le (i) du lemme 10.10. 

Le (ii) se démontre de la même manière en considérant le cocycle comme étant à 

valeurs dans B °̂'r̂ [̂ ] et en utilisant la proposition 10.8 au lieu de la proposition 10.7 

et le (ii) du lemme 10.10 au lieu du (i) dudit lemme. 
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CONDUCTEUR D'ARTIN 

D'UNE REPRÉSENTATION DE DE R H A M 

par 

Pierre Colmez 

Résumé. — Nous munissons l'anneau B̂ R de Fontaine d'une filtration par « valua
tion de convergence ». Cette nitration est stable par l'action de — Gal(K / K) et 
sa restriction à K coïncide avec la filtration induite par la filtration de Par les 
sous-groupes de ramification. Si V est une représentation de de Rham de ̂ K, cette 
filtration induit une filtration croissante de Ddft(V) et on montre que, si V est poten
tiellement semi-stable, l'invariant numérique naturel associé à cette filtration coïncide 
avec le conducteur d'Artin de la représentation Dpst(V) du groupe de Weil-Deligne 
de K. 

Abstract (Artin conductor of a de Rham representation). — We endow Fontaine's ring B~["R 
with a filtration defined by means of "valuation of convergence". This filtration is 
stable the action of &K = Gal(K/K) and its restriction to K coincides with the 
filtration induced by the filtration of &K by ramification subgroups. If V is a de 
Rham representation, this filtration induces an increasing filtration on DdR,(V) and 
we show that the natural numerical invariant attached to this filtration coincides, if 
V is potentially semi-stable, with the Artin conductor of the representation Dpst(V) 
of the Weil-Deligne group of K. 

Introduction 

0.1. Notations. — Soit kp un corps parfait de caractéristique p et soit F = 
W(kF) 1 le corps des fractions de l'anneau des vecteurs de Witt à coefficients dans 
kp> Ceci fait de F un corps complet pour la valuation discrète vp normalisée par 
vp(p) = 1, et dont le corps résiduel est kp> 

Soit F une clôture algébrique de F et Fnr c F l'extension maximale non ramifiée 
de F. La valuation vp s'étend de manière unique à F, et on note C le complété de F 
pour vp. Si L est un sous-corps de C, on note ÛL l'anneau de ses entiers. 

Si K C F est une extension finie de F, on note Ko = KnFnT l'extension maximale 
non ramifiée de F contenue dans K, ex = [K : Ko] l'indice de ramification absolu 
de K, VK = e^Vp la valuation de K = F normalisée par VK(K*) = Z, et &K Ie 
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groupe de Galois absolu Gsl(F/K) de K. Ce groupe est muni de sa filtration par les 

sous-groupes gk, s > — 1, de ramification, et est le sous-groupe d'inertie de &K 

tandis que le sous-groupe d'inertie sauvage de éf/<- est la réunion des £f£ pour s > 0. 

La nitration sur &K induit une filtration croissante de K par des sous-corps K , 

avec K = ns>r-iK K. En particulier, K est l'extension maximale non ramifiée 

KnT de K, si r < 1 et k(1) est l'extension maximale modérément ramifiée de K. 

0.2. La filtration de BjR par valuation de convergence. — Soit B^R l'an
neau de Fontaine. C'est un anneau topologique muni d'une action continue de Èfp et, 
algébriquement, c'est un anneau de valuation discrète de corps résiduel C. Il est donc 
abstraitement isomorphe à C[[T]] et F s'identifie à la clôture algébrique de F dans 
B^R, mais il n'existe pas d'isomorphisme de C[[T}] sur B~["R qui soit continu ou qui 
commute avec l'action de éfp. Malgré tout, on peut introduire une notion de rayon de 
convergence ou plutôt valuation de convergence d'un élément de B~["R, ce qui permet 
de munir B~["R d'une filtration par des sous-anneaux B^R^, pour r > 0, et cette fil
tration est stable sous l'action de &K. Le premier résultat concernant cette filtration 
est qu'elle permet de retrouver la filtration de K = F induite par la filtration de &K 
par les sous-groupes de ramification. 

Théorème 0.1. — Si r > 0, alors 

B (r) dR,K K Kir) 

Remarque 0.2. — Le lien entre ramification supérieure et valuation de convergence de 
fonctions analytiques a été mis en évidence par Deligne [8]. Il est à la base de la théorie 
d'Abbès et Saito [1] de la ramification supérieure dans le cas d'un corps résiduel non 
parfait. Le point de départ (cf. prop 2.3) de la démonstration du théorème 0.1 est 
le résultat de Deligne, mais passer par BjR pour définir la valuation de convergence 
présente l'avantage esthétique d'être complètement intrinsèque. 

0.3. Conducteurs d'Artin et de Swan des représentations de de Rham. — 
Si E est une extension finie de Qp et si V est une ^-représentation de de Rham de gk? 
à poids(1) de Hodge-Tate < 0, la filtration précédente sur B~["R induit une filtration 

t1) Cette condition assure que DdR(V) F? + 
dR 

Qp V Il est un peu délicat de définir une filtration 
par valuation de convergence sur BdR B + 

dR 
1 
t 

tout entier, la multiplication par t pouvant diminuer 
la valuation de convergence. Il est probable que ce phénomène ne se produit pas pour les éléments de 
B̂ R dont les conjugués sous &p engendrent un sous-espace vectoriel de dimension finie sur Qp ; c'est 
en tout cas le cas pour les périodes des représentations de de Rham comme le montre le cor. 5.13. 
En particulier, on en déduit les égalités CArt,K'(V,(—1)) = CArt,K'(V') et CSW,K(̂ (—1)) = CSW,K(̂ )> 
ce qui permet d'étendre les définitions de CArt,K et cSw,K au cas d'une représentation de de Rham 
quelconque. 
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sur le K ®Qp ^-module libre DdR(Vr) = (BjR (g)Qp V)<SK par des sous-if (g)Qp E-

modules libres D(r)dR,K(Y)> pour r > 0. Ceci nous permet d'attacher à V des invariants 

numériques CArt,x(̂ 0 et CSW,K(^0 définis par : 

CArt,K (V) 

r>0 
r · dim s>r D s 

dR,̂  
(V) 

s<r D (s) dR,i<: 
(V) 

CSw,K y 
r>l 

r - 1 dim s>r D (s) 
dR, k 

V 's<r D (s) dR,X 
V 

Les invariants CAit,K(y) et CSW,K(^) sont appelés respectivement conducteur d'Artin 
et conducteur de Swan de V. Cette terminologie est justifiée par le résultat suivant. 

Théorème 0.3. — Si V est une E-représentation de d'image finie, alors CArt,K(V) 
et csw K(V) sont respectivement les conducteurs d'Artin et de Swan de V. 

Ce résultat est une simple traduction du th. 0.1. Les deux résultats suivants sont 
plus profonds, mais sont des conséquences immédiates du fait que toute représentation 
de de Rham est potentiellement semi-stable(2), du fait que le conducteur d'Artin 
(resp. de Swan) d'une représentation d'image finie est un entier d'après le théorème 
de Hasse-Arf, nul si et seulement si le groupe d'inertie (resp. d'inertie sauvage) agit 
trivialement, et du théorème 0.6 ci-dessous faisant le lien entre les invariants CArt,K(V) 
et csw K(V) et les conducteurs d'Artin et de Swan du module Dpst(F). 

Théorème 0.4. — Si V est une E-représentation de de Rham de à poids de Hodge-

Tate < 0, alors CArt,K(V) et CSW,K(V) sont des entiers > 0. 

Théorème 0.5. — Si V est une E-représentation de de Rham de &K à poids de Hodge-
Tate < 0, alors 

(i) V est cristalline si et seulement si CAvt,K(y) — 0; 
(ii) V devient semi-stable sur une extension modérément ramifiée de K si et seule

ment si CSW,K{V) = 0. 

0.4. ((p, N, %:)-modules et représentations p-adiques. — Un E-(<p, N^K)-
module D est un Fnr ®Qp E'-module libre de rang fini, muni des structure suivantes : 

(i) une action semi-linéaire de &K agissant continûment pour la topologie dis
crète (3), 

(2) Ce fait, conjecturé par Fontaine, est maintenant un théorème grâce aux travaux de Berger [4] 
ramenant cette conjecture à la conjecture de Crew pour les équations différentielles p-adiques, et 
ceux d'André [3, 2], Mebkhout [15] et Kedlaya [14] fournissant trois démonstrations indépendantes 
de la conjecture de Crew. On pourra consulter [5] pour une vue d'ensemble de ces travaux. Signalons 
que, depuis, deux démonstrations de la conjecture de Fontaine ne faisant pas intervenir la théorie 
des équations différentielles p-adiques ont vu le jour [6, 13]. 
(3) gK agit donc à travers un quotient fini ; a G agit par a <S> 1 sur Fnr <8>qp E. 
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(ii) une action semi-linéaire injective (4) du Frobenius (p commutant à l'action de gk, 

(iii) une action linéaire de TV commutant à l'action de &K et vérifiant (5) la relation 
de commutation N(p — ppN. 

Si V est une ^-représentation de gK, le module 

DpSt(F) ULCF Bst Qp V gL 

où L parcourt les extensions finies de K contenue dans F, est un E-((p, N, ^)-module. 
De plus, si V est potentiellement semi-stable, l'application naturelle 

K Fnr Dpst V K K DdR V 

est un isomorphisme. 

A un ((p,N, %:)-module(6) D, on sait associer son conducteur d'Artin CArt,K(D) 
et son conducteur de Swan CSW,K{D) par les formules. 

CSw,K (D) 

r>0 
r · dim s>r 

Dgk 
s<r 

Dgk 

CArt,K D CSw, k D dimD dim DN=O g0K 

Ces deux invariants sont en fait des entiers d'après le théorème de Hasse-Arf. 
Notre résultat principal est alors le suivant : 

Théorème 0.6. — Si V est une E-représentation potentiellement semi-stable de ^K, 
à poids de Hodge-Tate < 0, alors 

CArt,K V CArt,K Dpst V et Csw,k V CSw,K Dpst(V) 

Remerciements.— Je remercie le rapporteur pour sa lecture attentive. 

(4) Cette action est donc biiective. (ç agit par u? <g> 1 sur FnT OQp E. 
(5) L'action de N est donc nilpotente. 
(6) Si k p est un corps fini, et donc si K est une extension finie de Qp, on sait associer [9] à un 
((p, iV, ̂ x)-module, une représentation W(D) du groupe de Weil-Deligne WD^ de K, en tordant 
l'action de g G WK C Par une puissance convenable de (fi de manière à rendre linéaire l'action 
du sous-groupe de Weil Wx de K. Par ailleurs, si W est une représentation de WD ,̂ on définit 
(cf. [7]) les conducteurs d'Artin et de Swan de W par exactement les mêmes formules que celles qui 
nous ont servi à définir les conducteurs d'Artin et de Swan d'un (<̂ , TV, ̂ /<-)-module, ce qui montre 
que, si D est un ((fi, N, ̂ x)-module, alors 

CSw,K W(D) CSw.K D et CSw,K W(DÏ Csw, k D 
La définition des conducteurs d'Artin et Swan d'un (<p, AT, ̂ f̂ )-module est donc la généralisation 
naturelle de la définition habituelle. 
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1. Conducteur d'Artin d'un élément de K 

1.1. Définition. — Nous renvoyons à [16] pour la définition des groupes de ra
mification. Si x G K, on note CArt,x(̂ ) la borne inférieure de l'ensemble des s > 0 
tels que gks-1 laisse fixe x. Le sous-corps K(r) de K défini dans l'introduction est 
alors l'ensemble des x G K vérifiant CArt̂ Ô ) < En particulier, CATt,K(x) = 0 si et 
seulement si K(x) est une extension non ramifiée de K, CArt,K(x) > 1 si K{x) est une 
extension ramifiée de K, et CArt,K(%) = 1 si et seulement si K(x) est une extension 
modérément ramifiée de K. 

On dit que S : K —> R+ est un conducteur sur if si les propriétés suivantes sont 
vérifiées : 

(i) S(x) = 0 si x G Knr ; 
(ii) 5(z + y) < sup(<J(x), 6(y) et S(xy) < sup(5(x), <%)) si x, y G K ; 
(iii) S(g(x)) = S(x) si x eK et g e yK> 

Il est immédiat que CArt,K : K —> R+ est un conducteur sur K. Le lemme suivant 
montre que pour connaître un conducteur, il suffit de connaître sa valeur sur les 
uniformisantes, ce que nous utiliserons abondamment dans la suite. 

Lemme 1.1. — Si S : K —• R+ est un conducteur, si y G K, si L est la plus petite 
extension galoisienne de K contenant y, et si -kl est une uniformisante de L, alors 
6(y) ô(nL) 

Démonstration. — Il résulte des propriétés (i) et (ii) que 8{z) < sup(S(yi),... ,ô(yn)) 
si 2/1,...,yn € K et z 6 K(yi,...,yn). On déduit de ceci, de la propriété (iii) et du 
fait que L est engendré par y et ses conjugués, que 8{z) < ô(y) si z € L. En particulier, 

<5(ttl) 6(y) 
Par ailleurs L est inclus dans KnT(nL) et donc S(z) < S(7TL) si z G L. En particulier, 

S (y) < 6(y) ce qui permet de conclure. 

1.2. Conducteur d'Artin d'une uniformisante. — Soient L une extension finie 
galoisienne de K ; soient G = Gal(L/K) et Go C G le sous-groupe d'inertie. Soit ITL 
une uniformisante de L. 

Proposition 1.2. — On a 

CATt,K(^L) 
g£G0-{l} 

VK(9 IIL 7TL sup 
geGo-{i} 

VK(9(IIL) IIL 

Démonstration. — Si g G G0, soit i(g) l'entier défini par VK{9(TTL) — ^L) = 

i(g)vK(nL)' Si t > 0, soit Gt = {g G G,z(g) > £ + ! } . Les Gt sont les sous-groupes 
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d'inertie de G (en numérotation inférieure). On a Gt = {1} si t est assez grand et on 
note to(L) la borne inférieure des t > 0 vérifiant Gt = {1}. On a aussi 

t0(L) + 1 vK II L sup 
g€G0-{l} 

VK g IIL 7TL 

et comme vk g 7tL KL 
VK KL 

G N et le groupe G est fini, on a t0 = t0(L) G N. 

Par définition de la numérotation supérieure, on a Gt = G(fL^K^t\ où (pL/K(t) est 
la fonction de Herbrand définie par 

<PL/K(t) 
t 

o 

1 
Gq : GU 

du VK(KL) 
t 

'0 
Gu du. 

Par définition de to, on a Gt = {1} si t > to et G?t0 ̂  {1}, et donc Gs agit trivialement 
sur TTL si s > </?L/K(£O)> alors que G<PL^K (̂to) n'agit pas trivialement sur 7TL- On en 
déduit la formule 

CArt,X (^L) 1 ^PL/K ML) 

Soit i(g,u) la fonction définie par i(g,u) = 0 si u > i(g) — 1 et i{g,u) = 1 si 

^ < ¿(0) — 1, de telle sorte que \GU\ = J2geG^(9^u)' ̂ n a al°rs 

CArt, К (TTL) 1 + <PL/A-(*O) 1 +^x(7TL) 
•to 

0 
Gv du 1 + VK(TTL) 

te 

0 pGGo 
i(g,u)du 

1 vk (IIL) t0 
gEG0-(1) 

i(g) -1 

i Go VK(KL) vk (IIL) to-hi 
5GGo-{l} 

i(g) 

et comme VK{^L) I 
GO et i(g)vK(7TL) VK g(nL)-7TL si g l,et (t0+l)vK(7rL) 

supgeGo_{1}vK g(7TL) - 7TL cela permet de conclure. 

Corollaire 1.3. c(L) vK IIL 1CArtiK(^L) est un entier. 

2. Conducteur d'Artin et valuation de convergence de séries entières 

2.1. Valuation de convergence raffinée d'une série entière. — Soit R = 
RU (R x {—, +} ) U {—oo, +oo}. Si r G R, on note simplement r~ [resp. r+] l'élément 
(r, —) [resp. (r, +)] de R. On munit R de la relation d'ordre totale évidente définie 
par 

(i) -00 x et x -hoo quel que soit x G R ; 
(ii) r r r+ si r G R 
(iii) r+ s si r, s G R vérifient r s. 

Finalement, si a: G R, on définit —x G R de la manière habituelle si a: G R et par 

- ( - o o ) -foo et +00; —oo; Y —r et r+ —r si r G R. 
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Si (xfe)fcGN est une suite d'éléments de R, on note linf Xk G RU{—oo, +00} la limite 
inférieure de la suite (xk)keis et on définit la limite inférieure raffinée linf' Xk G R de 
la suite (xfe)feGN, par la formule 

linf' Xk 

—00 si linf Xk —00, 

r si linf Xk r et linf k Xk ~ r —00, 

r si linf Xk r et linf k Xk-r g R, 
r+ si linf Xk r et lim k Xk ~ r +00, 

+00 si limxk +00, 

Si f = +00 
fc=0 Q>k rpk G C[[T]], on définit la valuation de convergence raffinée 

Val^(/) G R par la formule 

Val*(/) linf 
VK{ak) 

k 

On a alors 

Val*(/) 

—00 / est analytique sur C tout entier, 

r / est analytique sur la boule fermée VK(T) r 
et ne converge pas si VK{T) r. 

r / est analytique bornée sur la boule VK(T) r 

et ne converge pas si VK(T) r, 
r+ / est analytique non bornée sur la boule VK(T) r 
+00 / ne converge que pour T = 0. 

2.2. Le sous-anneau C[[T]]<r) de C[[T]]. — Si r G R, on note C[[r]](r) l'ensemble 
des / G C[[T]] vérifiant Valx(/) < r; c'est, d'après ce qui précède, un sous-anneau 
de C[[T]] de fonctions analytiques bornées ou pas sur une boule ouverte ou fermée 
suivant les cas. 

Si r G R, on définit la valuation v (r) 
K 

sur C [T (r) par 

v 
(r) 
K 

+00 

k=0 
akTk inf 

KEN 
vK 0<k kr. 

Ceci fait de C[[T]](r) un anneau de Banach et C[[T]](r ) en est un sous-anneau com
plet. 

Soit r G R. Si / •FOO 
k=0 

akTk G C[[T]]<r ) est non nul, soit d(r) (f) le plus grand 
entier k tel que l'on ait v r K f VK{ak) + kr On dispose alors du résultat suivant : 
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Proposition 2.1. — (i) Si g G C[[T]]<r >, alors il existe y G C[[T]p > et z G C[T] de 
degré < d^r\f) uniques, tels que Von ait g = yf + z. De plus, v (r) 

K Z V r K g et 

v r 
K y V r 

K 9 v r 
K f 

(ii) C[[T]](r ) est un anneau principal. 

Remarque 2.2. — (i) Le (ii) est une conséquence immédiate du (i) comme le montre 
la démonstration du cor. 5.10 par exemple. 

(ii) Les anneaux C[[T]](r) et C[[T]](r ) ne sont pas principaux mais presque; ce 
sont des anneaux de Bézout (tout idéal engendré par un nombre fini d'éléments est 
principal, tout idéal fermé est principal). 

2.3. Conducteur d'Artin d'uniformisantes et valuation de convergence. — 
Soit L une extension finie galoisienne de K, soit TTL une uniformisante de L, et soit 
P G Knr[X] le polynôme minimal de ttl sur KnT. On a P(TTL) = 0 et P'(irL) ï 0, ce qui 
implique, d'après le théorème des fonctions implicites, que P induit un isomorphisme 
analytique d'un voisinage de 7TL sur un voisinage de 0. On note / G 7TL + C/L[[£/]] 
l'inverse de cet isomorphisme qui est donc une solution de l'équation P(f) = U. 

Proposition 2.3. — On a 

CArt,K IIL Val* f 

Nous aurons besoin du résultat suivant. 

Lemme 2.4. — Soient L une extension finie de K et a i , . . . , an G L avec t^(an) < 
• · · < VK{OL\) < +oo, et soient p = ai · · · an et Q{X) = X{X + OL\) · · · (X + an). Alors 
x h-> f3~lQ{x) est un automorphisme analytique de la boule {x, VK(X) > VK{C^I)} et 
son inverse F appartient à Tû^a^T]], mais ne converge pas pour VK(T) = VK((*I). 

Démonstration. — Considérons l'application / W(f) T + f ai · · - a™ - W ) 
Soit / G T0L T 

AI C o m m e J - R 1 ^ / ) f/ 1 1 f 
ai 1 f 

an 
et comme 

f 
ai 

G GL T 
ai 

on a ^ ( / ) G TÛL T 
ai 

Par ailleurs, si / et g sont deux éléments de 
TL\\T}\ vérifiant / - g G TkL\\T]l alors é(f) - élg) G Tfc+1L[[Tll. On en déduit 

le fait que é est une application de TÛL T 
ai dans lui-même, contractante pour la 

topologie T-adique pour laquelle TÛL T 
ai 

est complet. Elle y admet donc un unique 
point fixe F, et ce point fixe vérifie (3~1Q(F(T)) = T; c'est donc l'inverse formel de B-1Q 

et comme F converge si VK(X) > VK(<XI), c'est l'inverse analytique de /3_1Q sur 
la boule {x, VK{X) > ^K(ÛÎI)}. Finalement, F ne converge pas pour VK(X) = ^K(^I) 

car sinon ce serait un inverse analytique de (3~XQ sur la boule (x, VK(X) > ^K(Û^I)} 

et (ai · · · an)~1Q n'est pas injectif sur cette boule (puisque P(0) = P{—a\) = 0). • 

Soient £o = £o(£) et c = c(L). Le résultat suivant est une version renforcée de la 
prop. 2.3 car C(L)VK{^L) = CArt̂ C L̂) par définition de c(L) (cf. cor. 1.3). 
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Corollaire 2.5. — Si on écrit f(U) sous la forme TTL + 7T 1+io 
L 

+00 
i=1 ai TX L 

cu i les ai 
sont éléments de ÛL et ai ne tend pas vers 0 quand i tend vers +00. 

Démonstration. — Soient gi,..., ge-\ les éléments de Go —{1} ordonnés de telle sorte 
que, si c*i = KL — gi(nL), on ait VK{OLÎ) > VK(OLJ) si i < j . En particulier, on a 

vK(ai) 1 + t0 VKÌKL) et VK ai 
e-l 

i=l 
vk(olì) CVK(KL) 

d'après la prop. 1.2 et la définition de to(L) donnée au cours de la démonstration de 
cette proposition. 

Soit Q G L[X] le polynôme défini par Q(X) = P{X + TTL), et soit /3 = ai... ae-i. 

On a Q(X) X e-l 
i=l X + ai et, si F(T) G TL[[T]] est la solution formelle de 

l'équation f3-1Q{F{T)) = T, alors f(U) = nL + F^U). Il suffit donc d'utiliser le 
lemme 2.4 pour conclure. 

3. Valuation de convergence d'un élément de BjR 

3.1. L'anneau B+R. — Soit Ê+ l'ensemble^ des suites x = (x(0),...,x(n),... ) 
d'éléments de Oc vérifiant (x(n+1))p = x^ muni des lois -f et · définies par x + y = 5, 
avec s^ = limm^+00(:z(n+m) + yiv>+™)ym et x · y = t, avec t^ = x^yW. Alors 
E+ est un anneau de caractéristique p, complet pour la valuation V-E, définie par 
VE(X) = vp(x(0>}), et qui contient une clôture algébrique kp de fcp. Si x G Oc, on 
choisit un élément x = (x^)NÇN de E+ avec x^ = x. 

Soit A+ = Vr(E+) l'anneau des vecteurs de Witt à coefficients dans E+. Il contient 
l'anneau des vecteurs de Witt à coefficients dans kp et donc aussi l'anneau OFnr de 
l'extension maximale non ramifiée FnT de F. Si x € A+, on note x G E+ sa réduction 
modulo p, et si x G E+, on note [x] son représentant de Teichmuller dans A+. Tout 
élément x de A+ peut alors s'écrire de manière unique sous la forme J2n=oPn[xn], où 
(xn)neTH est une suite d'éléments de E+. L'application x = Y^n=oPn[xn] *—> 0(x) — 
Y^n=oPnXn^ est un morphisme surjectif d'anneaux de A+ sur Oc, et l'idéal ker# de 
A+ est un idéal principal dont x G ker 0 est un générateur si et seulement si VE(X) = 1 ; 
par exemple £ = [p] — p est un générateur de ker 0. 

Soit B+ = A+[^] et prolongeons 0, par Qp-linéarité, en un morphisme surjectif 

de B+ sur C. L'idéal ker# de B+ est encore principal, et on note B~["R le complété 

de B+ pour la topologie ker#-adique. Par construction, 0 s'étend par continuité en 

un morphisme surjectif de B~["R sur C, et B~j~R est un anneau de valuation discrète de 

corps résiduel C et d'idéal maximal ker#. 

(7) Nous renvoyons aux articles [10] ou [12] pour la démonstration des résultats de ce numéro ; dans 
ces articles (et bien d'autres), les anneaux E+ et A+ sont notés respectivement R et W(R). 
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Notons que À+ s'identifie naturellement à un sous-anneau de B~["R. La topologie 

naturelle sur BjR = lim(B+/(ker 0)n+1) est la topologie de la limite projective, chaque 

B+/(ker 0)n+1 étant un espace de Banach p-adique de boule unité A+/(ker #)n+1. En 

particulier, B~["R est complet comme limite projective d'espaces de Banach. On peut 

aussi décrire la topologie de BjR comme suit. Si n G N et x G B~["R, soit wn(x) le plus 

grand élément w de Z U { + 0 0 } tel que x G pwA+ + (ker#)n+1. Les wn forment une 

famille de semi-valuations sur BjR et la topologie naturelle de B~["R est la topologie 

(de Préchet) induite par cette famille de semi-valuations. 

Le groupe 5fp opère naturellement et continûment sur E+, A + , B+ et BjR, et on 

a wn(a(x)) = wn(x) si n G N, x G B^R et a G ̂ p-

Plus généralement, si K C F est une extension finie de F, et si TTK est une uni
formisante de K, tout élément x de A+[7TK:] peut s'écrire de manière unique sous 
La forme ^]^07r^[a;n], où (xn)nGN est une suite d'éléments de E+. L'application 
r = ^n^o^K^n] ·—•0(x) — ^2n=onKxn^ est un morphisme surjectif d'anneaux de 
A-+[^"K] sur ûc, et l'idéal ker# de A+[7rx] est un idéal principal dont x G ker# est 
an générateur si et seulement si v^(x) = 1/CK ; par exemple Ek = [TTK] — est un 
générateur de ker#. Notons (provisoirement) B~["R k le complété de B+[7Tx] pour la 
bopologie ker0-adique. L'inclusion de B+ dans B+[7Tx] induit un morphisme naturel 
de BjR dans BjR K, et ce morphisme étant un isomorphisme, nous identifierons dans 
la suite les anneaux BjR et BjR k sans plus de commentaire. En particulier, A+[7TK] 

s'identifie à un sous-anneau de BjR k et donc à un sous-anneau de B~["R. Ceci nous 
permet de définir, si n G N et £ G B~["R, WK,u{X) comme le plus grand élément w de 
Z U {+00} tel que x G 7r£Â+[7rx] + (ker0)n+1. L'action de <SK C &F sur B+R laisse 
A.+ [7Rjft:] stable ; on a donc WK,n(&(x)) — WK,n(x) si n G N, x G BtR et a G ^K-

Proposition 3.1. — Si uj est un générateur de l'idéal ker 9 de A+[7TK], si x G BjR7 et si 
(wn)nEN est une suite décroissante d'éléments de ZU{+oo}, les conditions suivantes 
sont équivalentes : 

(i) w<n < WK,n(%) quel que soit n G N ; 
(ii) il existe une suite (an)nEN d'éléments de A+IKK] telle Que l'on ait x = 
4-00 
71=0 7T wn 

K 
anun dans B + 

dR avec la convention 7T +00 
K 0 

Démonstration. — L'implication (ii)=>(i) est immédiate. Prouvons la réciproque. 
Comme wn < WK,n{%), il existe bn G A+[7T/<:] tel que x — pWnbn soit divisible par 
ujn+1 dans B^R. Par ailleurs, la suite (wn)neN étant décroissante, bn — 7r^cn~1~Wnbn-i 
est un élément de A+[7Tx] et cet élément étant divisible par uû71 dans B^R, le quotient 
an appartient à A+[7rx], et on a pWnbn = Y^=q TT^ aiU)% quel que soit i G N. Ceci 
permet, en faisant tendre n vers +00, de conclure. • 
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Corollaire3.2. — SineN et si x,y G B~["R; alors 

w k,n x + y inf w K,n X w K,n y et w K,n xy inf 
i+j=n 

w k,i(x) + wK,j (y) 

3.2. Valuation de convergence d'un élément de B~f"R. — Si x G B JR, on définit 

la valuation de convergence absolue CdR(x) G R de x par la formule 

CdR(x) -linf' 
wn(x) 

n 
Plus généralement, si K est une extension finie de F, on définit cdR^x{x) par la formule 

CdR,*rO*0 -linf' 
w k,i(x) 

n 
Remarque 3.3. — Si K est une extension non ramifiée de F, alors CdR,K(x) = cdR(x) 
quel que soit x G B~["R. Par contre, si K est une extension ramifiée de F, le lien entre 
cdR,K et CdR est nettement plus compliqué comme on peut s'en rendre compte en 
utilisant, par exemple, le théorème 4.1. 

Proposition 3.4. — (i) S x / 0, alors C<IYI,K{%) > 0 et C^K(X) = 0 si et seulement 
si x G B+[7TK]. 

(ii) cdR,K(a(x)) = cdR,K(x) sia e&K et x G BjR. 
(iii) cdR,K(xy) > inf(cdR,K(x),cdR,K(y)) etcdR,K(x + y) > mî(cdRnK(x),cdR,K(y)) 

six,y G B+R 

Démonstration. — L'inégalité cdR,K(x) > 0 est une conséquence de la décroissance 
de la suite WK,n(x) ; le reste de la proposition suit de la prop. 3.1, du cor. 3.2 et de 
l'invariance de WK,™ sous l'action de gK 

Si r G R, on note B̂ R K l'ensemble des x G B~|"R vérifiant cdR^(x) > r. D'après 
la proposition 3.4, c'est un sous-anneau de BjR stable par gK. 

3.3. B~[~R et C[[T]]. — Comme B~["R est un anneau de valuation discrète de corps 
résiduel C, il est isomorphe abstraitement à C[[T]]. Il n'existe pas de tel isomor-
phisme qui soit « raisonnable », mais nous allons en utiliser une variante pour donner 
des formules pour la valuation de convergence d'un élément de BjR qui sont moins 
intrinsèques que la définition, mais se prêtent mieux aux calculs. 

Lemme3.5. — L'ensemble des sections &K-linéaires continues s : ÜQ —> A+[7Tx] de 
0 est non vide. 

Démonstration. — Si (ei)iei est une famille d'éléments de ÔQ dont les images dans 
Gcl^K&c forment une base de ÛC/^K^C sur UK, alors (e*)^/ est une base de Ba-
nach de ûc sur ÛK '· tout élément x de &c peut s'écrire de manière unique sous 
la forme J2iei a*e*> ou (ai)iei est une famille d'éléments de OK tendant vers 0 à 
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l'infini (i.e. suivant le filtre des complémentaires des parties finies). De plus, on a 
inf^jVK(Q>I) = [VK(X)]> Si s(ei) est n'importe quel élément de A+[7Tk:] vérifiant 

9(s(ei)) = e*, alors x = J2iej di^is(x) = X^e/ai5(e*) eŝ  une section ^--linéaire 
continue de 6. 

Si s : 0c —> A+[7RX] est une section ^^-linéaire continue de 0, on étend s en une 
appplication if-linéaire de C dans B+[7R#]. • 

Lemme 3.6. — Si s : 0c ~~> A"1"^^] est une section 0K-linéaire continue de 6, si UJ 

est un générateur de Vidéal ker# de A+[7TK], si a G C, et si k,n G N, alors 

w*:,n(^fes(a)) 
+oo si n < k, 

vK(a) si n k. 

Démonstration. — Le cas a = 0 étant sans intérêt, supposons a^O. On peut alors, en 
multipliant a par une puissance convenable de TTK, se ramener au cas 0 < VK{O) < 1· 
Par ailleurs, le résultat étant immédiat si n < k, il suffit de traiter le cas n> k. Comme 
u/f(o) > 0, on a s(a) G A+[7T/<:] par hypothèse et donc WK,n(wks(a)) > 0 = [i^(a)] 
quels que soient k et n. Il reste à prouver que WK,n(wks(a)) ne peut pas être > 1. 
Dans le cas contraire, cela signifie qu'il existe b G A+[7TX] et c G B~[~R tels que 
l'on ait u;ks(a) — TTKb = cjn+1c, et comme s (a) et b appartiennent à A+[TTK], on en 
déduit l'appartenance de c à A+[7r^] puis la divisibilité de b par ujk dans A+[7Tk-] 
et, finalement, en divisant le tout par ujk et en appliquant 0 au résultat, l'inégalité 
VK{&) > 1 qui est contraire à l'hypothèse. Ceci permet de conclure. 

Si s : 0c —• A+[7RX] est une section 0K linéaire continue de 6 et si u est un 
générateur de l'idéal ker# de A+[7TK], on note sw : C[[T]] —> BjR l'application 

/ 
+OO 

k=0 
akTk 'M) 

+00 

k=0 

s(ak)uk. 

Proposition 3.7. — (i) Su induit un isomorphisme de K-espaces vectoriels topologiques 
de C[[T}) surB+R. 

(ii) Si f +OO 
k=0 akTk et sin EN, alors WKin(su;(f)) Ìnf/c<n VK Clk 

Démonstration. — Pour montrer que sw est une bijection, il suffit de constater que 
l'application inverse sj1 : BjR —• C[[T]] est celle qui à x associe Y2t=oakTk, où 
les ak sont définis par récurrence par l'algorithme suivant : on part de xq = x et, 
supposant Xk construit, on pose ak = 0(xk) et Xk+i = w~1(xk — Su)(a>k))- On a alors 
x = (J2k=o suj(a>k)vk) -f o;n+1xn+i quel que soit n G N, ce qui, faisant tendre n 
vers -f oo, permet de conclure. 
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Maintenant, si / .+00 
k=0 

akTk, on a 

WK,n sw f inf 
fe€N 

w K,n wk Sw ak inf 
k<n 

VK(a>k) 

d'après le lemme 3.6. Réciproquement, si m = infi<n[1 (̂0 )̂] et si no est le plus 
petit entier k < n tel que [^(ofe)] = m, alors WK,no(uk Su(<ik)) > m + 1 si k < n0 
et WK,nQ(wkSu(a>k)) = m si k = n0. Ceci implique que WK,nQ(sUJ(f)) = m et donc 
WKtn{su,(f)) < vjK,n0(suj(f)) < mfk<n[vK{a>k)]- On en déduit le (ii) et la bicontinuité 
de Su, ce qui termine la démonstration de la proposition. • 

Corollaire 3.8. — Si r G R, alors B r 
dR,K 

est l'image de C[[T])^ par su : C[[T]] 

BdR' 

Remarque 3.9. — L'application : C[[T]] —» BjR n'est pas un morphisme d'anneaux. 

4. K comme sous-anneau de B^R 

L'application 9 : BjR —> C induit un isomorphisme de la clôture algébrique de K 
dans BjR sur K, ce qui permet de considérer K comme un sous-anneau de BjR. 
Le but de ce § est de montrer que la filtration de K par la ramification supérieure 
coïncide avec celle induite par la filtration sur B~["R par valuation de convergence. Il 
s'agit donc de démontrer le théorème suivant. 

Théorème 4.1. — Si x e K, alors 

САгЬ,к(х) CdR,x(̂ )-

Lemme 4.2. — CdR,K ' K —> R est un conducteur sur K. 

Démonstration. — La seule propriété d'un conducteur n'apparaissant pas explicite
ment dans la proposition 3.4 est la nullité de C^K sur Knx, mais cela suit du (i) de 
cette proposition et de ce que B+[7r ]̂ contient Fnr[7Tx] = KnT. 

Comme CArt,K et C^R^K sont des conducteurs sur K, il suffit, pour démontrer le 
théorème 4.1, d'en vérifier l'énoncé dans le cas des uniformisantes des extensions finies 
galoisiennes ramifiées de K, que l'on peut supposer être totalement ramifiées, quitte 
à remplacer K par une extension non ramifiée. • 

4.1. L'anneau K[X]p.— Soit donc L C F une extension galoisienne finie, totale
ment ramifiée, de degré e de K, soit 7TL une uniformisante de L et soit P G K[X] 
le polynôme minimal de TÏL. Le polynôme P est un polynôme d'Eisenstein ; on peut 
donc l'écrire sous la forme P(X) = Xe — nK^e-iX6'1 H \-b\X + l), où 7TK est une 
uniformisante de K et 61 , . . . , be-i sont des éléments de ÛK- Soit if [X]P le complété 
de K[X] pour la topologie P-adique. Tout élément de if [X]p peut s'écrire de manière 
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unique sous la forme +00 
k=0 QkPk où (Qjfc)fcÉN est une suite d'éléments de If [X](e x\ 

ensemble des polynômes à coefficients dans K de degré < e — 1. Une telle écriture est 
dite minimale. 

Proposition 4.3. — Soit A c K[X]p l'ensemble des >+OO 
k=0 QkPk avec Qk G 

&K[Xy~l\ pour tout k. Alors A est un sous-anneau de K[X]p, séparé et complet 
pour la topologie (TTK,P)-adique, et l'injection naturelle de ÛK[X\ dans K[X]p 
s'étend par continuité en un isomorphisme d'anneaux de ÛK[[X]] sur A. 

Démonstration. — Si A,B G Û'KIX}^'1^ alors AB est de degré < 2e, et peut donc 
s'écrire sous la forme AB = PQ + R, avec Q,R G ^ ^ [ X ] ^ - 1 ) , puisque P est unitaire, 
à coefficients dans ÛK- Ceci permet de montrer que le produit de deux éléments 
de A appartient à A. Maintenant, que A soit séparé et complet pour la topologie 
(TTK,P)-adique est immédiat; le fait que l'injection de ÛK[X] dans if[X]p s'étende 
par continuité à ^ - [ [ X ] ] suit de l'appartenance de XE à (TTK,P) ; la surjectivité de 

OK[[X]] —» A vient de ce que P G (7TK, X ) , et l'injectivité est une conséquence du fait 
que tout quotient non trivial de ^K[[X]] est de longueur finie sur ÛK- • 

4.2. Le plongement de if [X]p dans BjR 

Lemme 4.4. — LJ = P([7TL]) est un générateur de l'idéal ker# de A+[7r^]. 

Démonstration. — On a 9(UJ) = P(TTL) = 0 et donc u G ker#. Par ailleurs, le po
lynôme P étant un polynôme d'Eisenstein, l'image UJ dans E+ de LU modulo 7TK est 
égale à IIeL OÙ C = deg(P). On a donc V^(LJ) = evp(7TL) = Vp(7TK), ce qui permet de 
conclure. • 

Si Q(X) = Ce-iX6"1 + · · · + c0 G K[X\^~^, on définit vK(Q) comme le minimum 

des VK(CÎ), pour 0 < i < e - 1. On a aussi VK(Q) — [VK(Q(KL))]> 

Lemme 4.5. — Si F G K[X]P et si F ,+00 
k=0 

QkPk K[X]p est l'écriture minimale 

de F, alors F([TTL}) = +00 
fc=0 Qk([ÏÏL])wk converge dans B~f"R, et 

CdR,K F KL linf VK(Qk) 
k 

Démonstration. — Soit s : ÛQ —> A+[ÏÏK] une section Ok-linéaire de 0 vérifiant 
s(7rlL) = [TTL]1 si 0 < i < e — 1 (une telle section existe car les 7r̂  forment une famille 
libre sur kK dans ûc/^K^C)- On a alors F([TTL]) = sw 4-00 

k=0 
Qk(nL)Tk le résultat 

s'en déduit en utilisant la proposition 3.7. 
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Comme ifpfjp est un anneau de valuation discrète complet d'égale caractéristique, 
son corps résiduel K[X]p/(P) = K[X]/(P) = L s'identifie à un sous-anneau^8^ de 
K[X]P. 

Proposition 4.6. — Si x e L et +00 
k=0 

Qx,kPk est récriture minimale de x dans 

K[X]p, alors 

CdR(z) linf 
vK (Qx,k) 

k 
Démonstration. — L'application qui à F i-> F([TTL\) induit un isomorphisme de 
K[X]p sur son image dans B~f"R. De plus, comme 6(F([7TL])) = F(7TL), cet isomor
phisme induit, en passant aux corps résiduels, l'identification de L avec le sous-corps 
K(7TL) de C. Maintenant, si x G L, alors +00 

k=0 
Qx,k([^L])P([^L])K est un élément de 

BtR, algébrique sur K, et dont l'image par 6 est égale à x ; comme 6 induit l'identité 
sur JFT, on a x +00 

k=0 
Qx,k([^L])P([^L])K dans BjR et on conclut en utilisant le 

lemme 4.5. 

4.3. Calcul de C^KÌ^L)» — Soit TTL X FOO 
<k=l 

QkPk l'écriture minimale de 

7TL dans if [X]p, et soit c = c(L) = e · CAit,K{^L)- Le (i) [resp. le (ii)] de la proposition 
suivante montre que l'on a C^K^L) < c/e [resp. C^K(^L) > (c/e)-]. On en déduit 
l'égalité 

CdR,K (TTL) CArt,K (TTL) 

que l'on cherchait à obtenir. 

Proposition 4.7. — (i) Si k > 1, il existe Ck G ÛKIX]^ ^ tel que Qk 7T 
-fcc 
e K 

Ck. 

(ii) La suite Ck ne tend pas vers 0 dans OKIX]^ ^. 

Démonstration. — Le (i) demandant un peu de préparation, nous allons d'abord 
démontrer le (ii). Si on reprend les calculs et les notations de la démonstration du 
cor. 2.5, on voit que VK(P(X)) c 

e 
SÌ VK(X-7TL) to + 1 

e 
Ceci implique que, si Ck tend 

vers 0, alors ,+00 
k=0 

7T -fcc 
e K 

CkPk converge uniformément sur la boule VK(X — ̂ L) to + l 
e 

et y définit donc une fonction analytique F. Comme cette boule contient un conjugué 
g{7TL) de TTL distinct de 7T£, et comme P(#(7TL)) = 0, on obtient, en évaluant F en 
<7(7TL), l'identité F{g{,Ki)) = ^(7TL). Comme par ailleurs, F est constante et F(0) = 7TL, 
on obtient g(7TL) — 7TL> ce qui conduit à une contradiction, et permet de conclure. • 

Le point de départ de la démonstration du (i) de la proposition 4.7 est le résultat 
suivant qui est une simple réécriture du cor. 2.5. 

(8) Si D 1 
P' 

d 
dX 

est la dérivation iC-linéaire continue de K[X]p normalisée par DP = 1, alors la 
réduction modulo P induit un isomorphisme du noyau de D sur L ; l'isomorphisme réciproque étant 
celui qui, à y = Q(ttl), Q e K[X](e~V , associe +00 

fc=0 DkQ (-P)k 
kl 
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Lemme 4.8. — On peut écrire X dans K[X]p sous la forme 

X 7TL 7T 1+to 
L 

+00 

i=l 

7T —ci 
L 

MTTL)P\ 

où Ai G ÛK[X]^e ^ ne tend pas vers 0 quand i tend vers +00. 

Lemme 4.9. — Soient c > 1 et t > 2 des entiers et (Ai)i>\ une suite d'éléments de 

#K[[X]]. Si 

Y X X1 
+00 

i=l 

Ai(X)(X-cTy 

où T est une variable, alors il existe une unique suite (Bi)i>i d'éléments de &K[\Y]] 
telle que X Y yt +00 

i=l 
Bi(Y)(Y~cTy. 

Démonstration. — Si Z est une variable, soit Sz = &K[[Z,Z CT]]. L'anneau Sz 

peut aussi se décrire comme l'anneau des séries de la forme +00 
i=0 

Ai(Z)(T~cZ)i avec 
Ai G ÛK[[Z]] ; il est complet pour la topologie Z-adique. 

Maintenant, si / G Y + YtSYi soit Mf) f ft +00 
i=l 

Ai(f)(f-CT)\ Comme 
y - 1 / G 1 + YSY, on a Mf) G Y + y*Sy. Pour la même raison, Mf) = Y -

f* 
+00 
2=1 Ai(f){f-CTY G y+y 'SV. D'autre part, si f-g G ynSy, alors tl>(f)-tl>(g) G 

yn+t !5y5 et comme t — 1 > 1, cela implique que ^ a un unique point fixe / dans 

Y-\-YtSy. Ce point fixe est l'unique solution dans Y + YtSy de l'équation </>(/) = y , 
et on obtient les Bi en écrivant / sous la forme / = Y + Y1 +00 

2=1 Bi{Y)(Y-cT)\ 

Corollaire 4.10. — II existe une suite (Bi)i>i d'éléments de ÛK[[X]] telle que l'on ait, 
dans K[X]p, l'identité 

KL X jfl+*o 
+00 

i=l 
Х-сгВ.рг 

Passons à la démonstration du (i) de la proposition 4.7. On peut écrire — ic sous 
la forme e —ic 

e 
ri avec 0 Ti e - 1 ce qui permet de mettre TTL sous la forme 

X -F 00 
,i=l Xe — ic B'iPi avec B\ Xri+t0+1 Bi OK ((X)). Par ailleurs, partant de 

l'identité Xe 7Tk 1 + &1X + + 6E_1XE-1 7T 1 
K 

P on peut écrire Xe -ici 
e sous la 

forme 

Xe — ic 
e 7T 

— ic 
e K 

+00 

j=0 

Ei,j IIK-1 P 3 

où (Eij)jew est une suite d'éléments de OK ((X)). Finalement, on peut écrire EijB[ 

sous la forme 

Ei,j B'i 
+00 

h=0 

Rh,i,jPk 
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où (Rh,ij)heN est une suite d'éléments de ÛK[X]^g XK On a alors 

Ck 

h+i+j=k 
7T 

— CI 
E 

K 
3 — ck 

e Ph,i,j &K[X](E-L) 

car C 
e 

MArt,K 7TL 1, et donc —CI 
e 

j — ck 
e 

0 si i + J IFE. Ceci permet de 

conclure. 

5. K · Bj£ et sa filtration par valuation de convergence 

5.1. Les anneaux B+ax et B j . — Si a G A+ est tel que son image a dans Ë+ 

vérifie v^ia) = 1, le sous-anneau A a 
• P 

de B+ ne dépend pas de a. On note Amax 

son complété pour la topologie p-adique et B+ax = Amax[̂ ]. En particulier, on peut 

prendre pour a un générateur u de l'idéal ker 0 de A+ et tout élément de B+ax peut 
s'écrire sous la forme v + OO 

k=0 
akuk où (ajt)jfcçN est une suite d'éléments de B+ tendant 

vers 0 pour la topologie p-adique. Cette série convergeant dans B ~["R, cela nous fournit 
un morphisme de B+ax dans BtR. 

Proposition 5.1. — Le morphisme B+ —> BtR défini ci-dessus est injectif et identifie 

B+ax avec le sous-anneau B 1" 
dR,F 

de BdR-

Démonstration. — Si s : GQ —» A+ est une section ^-linéaire continue de 0, on peut 
écrire tout élément x de A+ de manière unique sous la forme x +OO 

k=0 
s(ak)ujk où 

(ak)ke'N est une suite d'éléments de Gc, et donc tout élément x de Â+ i 
v 

de manière 

unique sous la forme x 
+OO 
k=0 

p ks(ak)u;ki où (ak)kew est une suite d'éléments de 
Gc telle qu'il existe k0(x) G N tel que l'on ait ak G pk-k0(x) Gc si k > k0{x). On 
peut donc décrire Amax comme l'ensemble des séries +OO 

k=0 
p ks{ak)uük où (afe)fcGN 

est une suite d'éléments de Gc tendant vers 0 quand k tend vers +oo. Ceci permet, 
en utilisant la proposition 3.7, de conclure. • 

Comme v^((p(a)) > 1 si v^(a) = 1, on a <p(a) 
P 

e A+ •i et (p s'étend par continuité 
à Amax et B+ax. Cette action de ip est injective mais pas surjective. Pour remédier à 
ce problème, on introduit le sous-anneau Bjtg = nnGN<£n(B+ax) de B+ax sur lequel 
(p est bijectif. 

Proposition 5.2. — (i) Si r €H vérifie 0 < r < 1, alors <z> induit un isomorphisme de 

B r dR.F sur B r/p. 
dR,F 

et on a cdR((p(x)) p-1 cdR(x) 

(u) B 4-
RIG B vt 

dR,F 

Démonstration. — Le (ii) est une conséquence du (i). En effet, si x G B+g, alors, quel 

que soit n G N, on peut écrire x sous la forme ipn(yn) avec yn G B+ax = B^1^, et 
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donc cdR(x) = p ncdR(y) < p n, quel que soit n G N. On en déduit l'inclusion B+g C 

B 
O+ 

dR,F 
Réciproquement, si a: G B O+ 

dR,F alors cdR(x) p-n et donc x G <pn B i 
dR,F 

quel que soit n G N ; d'où l'inclusion B c+ 
dR.F 

B+ 
rig Le (i), quant à lui, est une conséquence immédiate des lemmes 5.3 et 5.4 ci-dessous. 

Lemme 5.3. — Soit r G R vérifiant 0 < r < 1 et soit x G B+ax. Alors 
(i) cdR(x) r CdR(^{x)) p V. 
(ii) cdR(x) r cdR(<p(x)) p xr 

Démonstration. — Soit LO un générateur de l'idéal ker# de Â+. Il existe v G Â+ tel 
que l'on ait (ç(LO) = LJp +pv. Soit wn — wn(x). On peut, d'après la prop. 3.1, écrire x 

sous la forme +00 
71 = 0 

pWnujnan avec an G À + , et on a 

y{x) 
+00 

n=0 

pwn üüp + pv nv{an) 
+00 

j=o 
LJPJ 

n>j 

n 
3 

pn-1+wnvn-j p an 

Soit w'. infn>j n - j + wn La formule ci-dessus montre que wpj((p(x)) w'j. 

Écrivons wn sous la forme rn -h a(n). 
Si cdR(x) < r, il existe C G R tel que l'on ait a(n) > C quel que soit n G N et 

donc wPj{ip{x)) > C — rj quel que soit j G N ; on en déduit l'implication (i). 
Si cdR(x) < r-, alors a(n) tend vers H-oo quand n tend vers +00 et comme 

wpj((p(x)) > —rj + infn>j a(n), cela permet de démontrer l'implication (ii). • 

Lemme 5.4. — Soit r G R vérifiant 0 < r < 1/p et soit x G B+ . Alors 
(i) cdR(x) r cdR <p-Hx) pr 
(ii) cdR(x) r CdR p-1(x) pr 

Démonstration. — Il existe V2 G A+ tel que l'on ait ((p 1(w))p uj -f pv?,. Soit 
wn = wn(x). On peut alors écrire x sous la forme +00 

71=0 
pWnunan, avec an G A+, et 

on a 

<p-\x) 
4-00 

71 = 0 

pwn [V1 LU >p"1(an) 

+00 

3=0 
LJJ 

p-1 

6=0 m>j 

m 

J 
pTTl-j + Wpm + t V2 .m-j v-1 Lühapm+h 

Soit w'j = inf0<6<p_i,m>j(^ — j + wpm+b). La formule ci-dessus montre que 

wj((P~1(x)) ̂  wj- Écrivons wn sous la forme rn + a{n). 

Si cdR(x) < r, il existe C G R tel que l'on ait a(n) > C quel que soit n G N et 
donc Wj((p~1(x)) > C - r(pj +p - 1), pour tout j G N. On en déduit le (i). 
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Si CdR(#) < r-, alors a(n) tend vers +00 quand n tend vers +00 et comme 
WJ(IP(x)) > —r(pj + p — 1) + inf0<fe<p-i,m>j a(pm + &), cela permet de démontrer 
l'implication (ii). 

5.2. Les anneaux Blog et K>Bf .— La série définissant log p 
P converge dans BjR 

et on note Bj£ le sous-anneau B̂ g [log p 
p 

de B~["R. Cet anneau est stable sous l'action 

de £fp. Si L C K est une extension algébrique de K, on note L · BĴ  le sous-anneau 

de B~["R engendré par L et B^g. 

Si K est une extension finie de F, la série définissant log ttk 
p 

converge dans BdR 
et, si e est l'indice de ramification de K sur F, on a 

log 
7TK 

7TK 

1 

e 
log 

\P 
P 

log IIke p log „ — 1 _e 

et comme \og[îrKep\ G B+g et \og(p 1neK) G If puisque VE(^kbp) = 17r|s:) = 0, 
on en déduit le résultat suivant : 

Proposition 5.5. — On a K · Bj£ K . Brig log IIk 

Proposition 5.6. — (i) Les (log 7TK 
7TK 

j j G N, forment une famille libre sur B 1 
dR,K 

(ii) Si z(p) Q Zp et I Z(P) 0,1 /es /k'1k, i € I, forment une famille libre 

sur B 1" 
'dR,X' 

Démonstration. — Soit s : ûc —> A+[7TK] une section ^^-linéaire continue de 0 et 
soit UJ = [TTK] — TTfcr. Soit Su : C[[X]] —» B~f"R l'application obtenue en composant 
l'application de C[[X]] dans C[[T]] envoyant X sur TT^T, avec : C[[T]] -> B+R. 
Passer de T à X revient à décaler toutes les valuations de convergence de 1, et sw induit 
un isomorphisme de C[[Xll(r) sur B r+1 

dR,K 
quel que soit r G R, r -1 Notons que 

n'est pas un morphisme d'anneaux mais que l'on a quand-même s0J(fg) = sUJ(f)sUJ(g) 
si / ou g est dans K((X)) 

Passons à la démonstration du (i). On a log TTK 
IIk 

log 1 OJ 
IIk 

et donc, si aj, 
0 < j < d est une famille d'éléments de B̂ R telle que d 

,7=0 aj log IIk 
7TK 

\3 0 

on a id 
3=0 

sw 1 aj log(l + X) 3 0 dans C[[X]]. Par ailleurs, si aj G B̂ R Ki alors 

5a;1(aJ) G C[[X]](°) et on est ramené à démontrer que les (log(l-hX))-7, j G N, forment 
une famille libre sur C[[X]](0). Or, si ££=0 bj · (log(l + X))> = 0 avec bj G C[[X]](0) 
si 0 < j < d, alors 60 est divisible par log(l + X) dans C[[X]](°+\ et un argument 
de polygones de Newton montre que cela implique 60 = 0. Une récurrence immédiate 
permet d'en déduire la nullité des bj, ce qui permet de conclure. 

Démontrons maintenant le (ii). Si i G / , on a n i 
K 

7T i 
K 1 OJ 

IIk 
—i et donc, si 

E i e / αίπκ 0, alors E i F / ^ H f e k ) · (1 + X)~l = 0 dans C[[X]]. Par ailleurs, 
si ai G B 1 

dR.KT alors s 1 
OJ 

IIk ai C[[X]](° \ et on est ramené à démontrer que 
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les (1 + X) % i G / , forment une famille libre sur C[[X]](° \ ce qui se fait sans 
problème en regardant le comportement d'une combinaison linéaire au voisinage de 
X = -l. • 

5.3. Le sous-anneau B r 
dR,K 

de B+R. Soit r G R. On utilise l'isomorphisme 

sw C\[T}}^ B r 
dR,K pour définir la valuation v r K sur B r dR,KT par la formule 

v r 
K X V r 

K s 1 
LO X 

Lemme5.7. — Si a,b G C, alors 

vK 6 u-1 Su; ab Su a sw b vK a vK(P) - 1. 

Démonstration. — En multipliant a et 6 par des puisances convenables de 7r#, on se 
ramène au cas 0 < VK(a), VK(b) < 1 et VK(O) 4 -^ (6 ) > 1, le résultat étant trivial si 
vK(a) +vK(b) < lL 

Soient ao,bo G E+ vérifiant 0([ao]) = a et #([&o]) — b. On peut alors écrire Su;(a), 
Suj(b) et Suj(ab) sous la forme 

sw (a) a0 aia;, 8»(b) b0 b\uo et sw(a6) 7TK IK a0b0 eu; 

avec ai, b\, c G A+ [TÏK] · On en tire la formule 

sw (ab) sw(a)sw(b) w 7TKC 7T -1 
K a0b0 a0 b1 b0 ai — a;aiòi 

et la minoration 

vk (9 w-1 sw(a6) sw(a)sw 6 inf ME(OO) vE(b0) VE 7T 1 a00o 

inf 1, vK a vK(b) vK(a) vK(b) 1 

qui permet de conclure au vu des conditions mises sur a et b. 

Lemme5.8. — Sir>\ et si f,g e C[[T]](r\ alors 

v r K sw (fg) sw(f) sw(g) V r 
K f V R 

K 0 r - 1 . 

Démonstration. — Il suffit de prouver le résultat pour / = aTl et g = 6TJ auquel cas 
on est ramené à prouver l'inégalité 

[i + .7 + 1 r V r K 
w-1 Suj(ab) sUJ(a)sUJ b v 

r 
K 'Lji+j(8u(ab) s«j(a>)8u>(b) 

V r 
K 

u'suia) v r 
K UjSu(b) -r-1 vp(a) vp(b) i + j + 1 r-1 

qui est une conséquence directe du lemme 5.7. 

Proposition 5.9. — Si r G R est > 1, si a € B̂ R et si x £ B̂ R alors il existe 

V ^ -̂ dR ]^ et z e C[T] de degré < d^(s~1(a)), uniques, tels que x = ay + sLJ(z). 
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Démonstration. — Posons xq = x et définissons par récurrence, en utilisant le (i) de 

la prop. 2.1, des éléments xk,yk de B̂ R ̂ K et zk G C[T] de degré < d^r\s~1(à)), en 

écrivant s~1(xk) sous la forme s~1(xk) = sZ1(a)sûj1(yk) + zk et en posant xk+\ — 

Xk - ayk - Su Zk On a alors v r 
K Zk V r 

K Xk et 

v r K Xk+i V r K SU, S 1 
w a s E 

LO 
Vk ayk v r 

K S 1 
UJ Xk r - 1 

d'après le lemme 5.8. Comme r > 1, cela implique que les séries +00 
k=0 yk et + OC 

k=0 Zk 
convergent dans B r dR.K" et C[T] respectivement, et les sommes y et z de ces series 
vérifient ay + s^z) +oo 

k=0 Xk - Xk+l X. Ceci permet de conclure. 

Corollaire5.10. — Sir e K est > 1, alors B r dR,K 
est un anneau principal. 

Démonstration. — Soit / un idéal non nul de B r 
dR,X 

La proposition précédente 
montre que sw-1 (I) fl C[T] est non réduit à 0, et que, si P est un élément non nul 
de sw-1 (I) nC[T] de degré minimal, alors s^iP) est un générateur de / , ce qui permet 
de conclure. 

Proposition 5.11. — Soit r eH, r > 1, et soit^ K r K B r dR,K Si ei , . . . ,ed G 

K sont linéairement indépendants sur K , alors ils le sont encore sur B r dR,K 
Démonstration. — Soit a\e\ + · · · + akek = 0 une combinaison linéaire à coefficients 

(r~ ) 
dans B̂ R }K de longeur minimale. Soit L une extension finie de K contenant ei , . . . , ek. 
Appliquant a G % à la relation a\e\-\ h akek = 0, utilisant le fait que a(ei) = ei 
si 1 < i < k et la minimalité de notre relation, on en déduit les relations a\a(ai) = aia (ai) quels que soient l<i<ketaEL. Ceci implique que ai 

AI 
G L quel que soit i. 

Comme par ailleurs B̂ R *K est un anneau principal, il est intégralement clos dans son 

corps des fractions et donc ai 
AI 6 BdR,K L C Z ( ° Ceci permet de conclure. 

5.4. L'anneau #-B+g. — Si r G R, on note (K-B+g)^ l'anneau (Ä'-B1+g)nB^Ä-. 

Proposition 5.12. — La filtration de K · Bĵ g par valuation de convergence est donnée 
par 

K Bl+og r4 K B\og r K(r) Blog 

ET K . Blog r K(r-) 
Bltg si R E R E F R > l , 

K-Kë 1+ K(1) 
Bltg 

(9) Comme CdR K:(aO G R si x G liT, on voit que K^r ^ est aussi la réunion des pour s < r bien 

que B r-dR,K soit strictement plus gros que la réunion des B s 
dR,K 

S < r. 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2008 



ma PIERRE COLMEZ 

et K ' Bl+og 1 K i 
rig> 

K B£g .r K · B+ 
rig 

si r G R et 0+ r 1 

if B£g '0' B+[7TK]. 

Démonstration. — Soit x e K - BĴ  . On peut écrire x sous la forme x n. 
i=l Oi%X% 

avec ai £ K et Xi £ ^\og- Soit ^ une extension finie de if contenant les ai et, si 

r G R, soit L<r) = LnK{r). Les L(r) forment une filtration croissante exhaustive de L 

et, L étant de dimension finie sur if, cette filtration ne comporte qu'un nombre fini de 

sauts 0 = 7*1,..., rd> Soit r le plus petit élément de {r*i,..., r^} tel que x appartienne 

à L(r) Bĵ g. Soit e\ = 1, e2,..., e*; une base de L(r) sur l/r \ Comme K^r ^ est une 

extension galoisienne de if, et l/r ) = L̂ r̂  fl if^r \ les e*, 1 < i < k forment encore 
—(r~) 

une famille libre sur if 

On peut alors écrire x sous la forme x = X^=1 /^e* avec G l/r ) · Bĵ g et les 

i > 2 non tous nuls. Maintenant, si r > 1, alors, d'une part Bĵ g C B ^ ̂ K et, d'autre 

part, d'après la proposition 5.11, les forment encore une famille libre sur B̂ R ̂ K ; 

on a donc x £ ^dR^K- Comme CdR,ic(̂ ) < r puisque x G l/r) · Bĵ g, on en déduit 

l'égalité CdR,/<:(x) = r. Ceci permet de démontrer les égalités (if-Bj^ )(r) = if ^ -B^ 
et if B\og r K r B+g, puis l'égalité 

*'Bl+og r+ 
s>r K • B>+og s s>r 

K{s) 
Bltg K{r] 

B£g' 

cette dernière suite d'égalité étant encore valable si r = 1. Les trois égalités restantes 
sont alors des traductions des propositions 5.6 et 5.2 et du (i) de la prop. 3.4. • 

Corollaire 5.13. — Si x G if · B ĝ vérifie C^R^K^) > 0+, et si u G B̂ g est non nul, 
alors cdR,K(ux) = cdR,K(x). 

Remarque 5.14. — Une petite modification de la démonstration de la prop. 5.12 per
met de montrer que l'application de K[u] ®Fnr B^ dans BjR, envoyant auk (G) ¡3 sur 

a/3 · (log p 
p 

k est injective. En particulier, cela montre que 

(i) log P 
P 

est transcendant sur BHg' 
(ii)if Ko Bltg BdR eŝ  injective. 

Ces deux résultats (classiques flll) sont à la base de la théorie des (</?, iV)-modules 
filtrés. En particulier, la transcendance de log r 

P 
sur Bjf[ permet d'étendre l'action 

de (p à B,̂  en posant < (̂log p 
p 

plog P 
P 

et de munir Bj£g de la B Jg-dérivation N 

normalisée par iVYlog p — 1. Les actions de (p et N ainsi définies commutent à 
celle de Sfp et on a Ncp = pipN. 
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6. Représentations de de Rham 

6.1. Le (</?, N, %-)-ttiodule attaché à une représentation de de Rham. — 
Dans tout ce §, V est une (^-représentation de de Rham de ^K, de dimension d, à 
poids de Hodge-Tate < 0. Si L est une extension finie de K, soient (10) 

Dcris,L(F) B+ 
rig 

Qp V gL Dst,L V Blog 
QP V gL 

et DdR,L(V) BdR QP V gL 

Alors T>Ctïs,L(V) et Dst,L(^) sont des L Pi Fnr-espaces vectoriels de dimension < d 
munis d'actions de cp et AT, avec Nip = pipN et DcriS,L(̂ ) = Dst,L(̂ )iV:=0- Si L est 
une extension galoisienne de K, alors T)CTis,L(V) et Dst,L(^0 sont, de plus, munis 
d'une action semi-linéaire de gk agissant à travers Gal(L/if ), qui commute à cp et AT, 
et on retrouve DcriS?K(Vr) et Dst,i<:(Vr) en prenant les points fixes par Gk Comme 
on a supposé V de de Rham, DdR,L(V) est un L-espace vectoriel de dimension d, 
qui est muni, si L est une extension galoisienne de K, d'une action semi-linéaire de 
&K agissant à travers Gal(L/if), et on retrouve T>^K(V) en prenant les points 
fixes par ^K- Finalement, l'application naturelle de L®z,nFnr DST(V) dans D^LÇV), 
induite par l'inclusion de L · B ĝ dans BjR, est injective. 

Soit Dpst,i<:(F) = ULDst)L(F), où L décrit l'ensemble des extensions finies de K 
contenue dans K. C'est un Fnr-espace vectoriel qui est a priori de dimension < d, mais 
est en fait de dimension d car toute représentation de de Rham est potentiellement 
semi-stable (cf. note 2). Par ailleurs, T>Pst,K(V) est muni d'actions semi-linéaire de (p 
et linéaire de AT, avec Nip — p<pN, et d'une action semi-linéaire de continue pour 
la topologie discrète sur Dpst,K(Vr)î et commutant k (p et N. En résumé, Dpst,K(F) 
est un (</?,N\^K)-module. De plus, on a 

K JPnr L>Pst,*: V K 
K "E>dR,K V 

Fnr F ^st,K V Dpst,/̂  V g0k Fnr F Dcris,K V L>Pst,K V N=0 K 

6.2. Ramification et valuation de convergence. — On munit T>pst,K(V) et 
L>dR,x(Vr) respectivement des filtrations de ramification et de convergence, en posant, 
si r G R, 

D r 
pst,AT 

V 's>r Dpst,X y g 8-1 K U LCK(r) Dst,L(V) 

D r 
dR,K 

V s>r B s 
dR,K QP V gk B r 

'dR,K QP V gk 

(10) On peut définir Dcris et Dst en utilisant B̂ g et B̂ g au lieu de Bcris et Bst car, d'une part, les 
périodes des représentations p-adiques vivent dans des sous-Qp-espaces vectoriels de dimension finie 
de Bst et donc appartiennent au sous-anneau B>+og i 

• 
de Bst, et, d'autre part, on a supposé que les 

poids de Hodge-Tate de V sont < 0, ce qui permet de remplacer B̂ g i 
t 

par B+g 
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Théorème 6.1. — Soit V une représentation de de Rham de à poids de Hodge-
Tate < 0. 

(i) Sir 1 alors D r dR,K V K Fnr D r pst,K 
y gk 

(ii) Sir 1 alors D r dR,K V D O 
dR,K V K Ko Dcris y 

Démonstration. — Comme Dpst)K:(y) est de dimension finie, la filtration par les 
DPSL K(V) n'a qu'un nombre fini de sauts. Il existe donc une extension finie L de if, 

galoisienne et incluse dans K^r\ telle que l'on ait L>Pst,i<:(̂ 0 = N̂R ®M0 Dst>Af (y)î 

pour toute extension finie galoisienne M de if, contenant L et incluse dans if , si 

s > r est assez petit. 
Par ailleurs, on a M <g>M0 Dst,M(y) = M (g^ (M · B ĝ ®Qp y)^K par descente 

étale. On en déduit, en passant à la limite inductive, que 

K(s) 
pnr D r 

pst.AT 
V K s K if s Blog QP V gk 

si s > r est assez petit. On a donc if Fnr D r pst,K 
V gk if s B\og Qp V gk 

pour tout s > r assez petit. 
Comme V est potentiellement semi-stable à poids de Hodge-Tate < 0, on a 

DdR,*:(y) = (K · B+g ®Qp V)*K. Il résulte donc de la prop. 5.12 que D(s)dR K(V) = 

(K(s) · B+g <g>Qp V)*K, si s > 1. On en déduit le (i). 

Le (ii) est, quant à lui, une conséquence de ce que (if · Bĵ g)(s) = if · B ĝ, si 
0 < s < 1 (cf. prop. 5.12). 

Rappelons que ces filtrations permettent (cf. n° 0.3 et n° 0.4) de définir les conduc
teurs d'Artin et de Swan de V et Dpst,K(y)- Le théorème ci-dessus permet de com
parer ces invariants : 

Corollaire 6.2. — Si V est une représentation de de Rham de à poids de Hodge-

Tate < 0, alors 

CArt,K(y) CArt,K ;DPst(y) et CSw,x(y) CSw,K Dpst(y) 

Démonstration. — Le groupe Èfj<- agissant de manière discrète sur Dpst,K:(y), le théo
rème de Hilbert 90 nous donne, si r > 1, l'égalité 

dimK K jPnr D r 
pst.K 

V gk dim n̂r D r 
pst,X 

y 

d'où l'on déduit que dimKDdr{V) = dim n̂r D ^ ( V ) grâce au (i) du théorème 6.1. 
On en déduit l'égalité des conducteurs de Swan. Pour démontrer celle des conducteurs 
d'Artin, constatons que 

CArt,K(y) CSw,K(y) dim y 

0<r<l 
dim^ D a 

dR,K 
V s<r D S dR,K V 
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et comme D fs 
dR,K V D O 

dR.K V K Ko Dcris(F) on obtient la formule 

CAvt,K(V) CSW,K(V) dim V dimF Dcris V 

Par ailleurs, on a par définition, 

CArt,K Dpst(y) CSw,k DpSt(F) dimi?nr Dpst V dimirnr Dpst (V) N=0 <SK 

et comme T>pst(V)N=° 
C#0 K Fnr Ko Dcris(^) on voit que 

CArt,K (V) CSw,k (V) CArt,K(E>pst(̂ ) CSw,K(E>pst(V) 

Ceci permet de conclure. 

6.3. Application aux ^-représentations. — Soit E une extension finie de Qp. 
Une ^-représentation de &K est un ^-espace vectoriel de dimension finie muni d'une 
action J5-linéaire de Gk Comme E est de dimension finie sur Qp, on peut aussi voir 
une ^-représentation V comme une Qp-représentation de dimension [E : Qp] dim^ V. 

Proposition 6.3. — Si V est une E-représentation de et si L est une extension 
finie de K, alors DcriSj£(V) et Dst>L(F) sont des E <S>qp (L fl FnT)-modules libres. 

Démonstration. — E <S>qp (L D Fnr) est un produit fini d'extensions finies Ei, i G / , 
de L fl Fnr et (p permute ces extensions, ce qui permet de montrer que la dimension 
de la ^-composante de DCHS,L(^) et DSTJL(̂ 0 ne dépend pas du choix de i. On en 
déduit le résultat. 

En général, il est faux que T>dR,L(V) soit un E <S>qp L-module libre, mais c'est le 
cas si V est une représentation de de Rham. La proposition précédente permet alors 
d'étendre tous les résultats du n° 6.2 aux ^-représentations et d'obtenir les énoncés 
mentionnés dans l'introduction. 

Remarque 6.4. — Il faut tout de même faire attention au fait que, même si V est 
de de Rham, la filtration de Hodge sur T>dR,L(V) (qui n'est utilisée nulle part dans 
ce texte) n'est pas, en général, constituée de E ®Qp L-modules libres. Le cas le plus 
simple où ce phénomène apparaît étant celui de la représentation V associé au module 
de Tate d'un groupe de Lubin-Tate associé à E, qui est une ^-représentation de GE 
de dimension 1, mais le Fil0 de DdR,i,(V) est de dimension [E : Qp] — 1 sur L et donc 
ne peux pas être un E ® L module libre. 
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R E P R É S E N T A T I O N S T R I A N G U L I N E S D E D I M E N S I O N 2 

par 

Pierre Colmez 

Résumé. — Dans cet article, nous définissons la notion de représentation trianguline 
de &Qp, et étudions en détails les représentations triangulines de dimension 2, qui 
sont l'analogue local des représentations galoisiennes attachées aux formes modulaires 
surconvergentes de pente finie. 

Abstract (2-dimensional trianguline representations). — In this paper we define the notion 
of trianguline representation of &Qp, and we study in detail the 2-dimensional trian
guline representations which are the local analogue of Galois representations attached 
to subconvergent finite-slope modular forms. 

Introduction 

0.1. Notations. — Soit p =̂  2 un nombre premier ' K On fixe une clôture algébrique 
Qp de Qp, et on note &QP = Gal(Qp/Qp) le groupe de Galois absolu de Qp et 
WQP C &QP son groupe de Weil (qui est dense dans ^Qp). Si g G WQP1 on note 
deg(#) G Z l'entier défini par g(x) = xp es 9 si x G FP. Soit \ : &QP —* Z* le caractère 
cyclotomique. Si = Qp(fJ,poo), alors J#QP = kerx = Ga^Q^/Foo), ce qui permet 
de voir x aussi comme un isomorphisme de r . = &QP/HQP = Ga^Foo/Qp) sur Z*. 

Soit 2\V) l'ensemble des caractères continus S : Q* —> L*. La notation est justifiée 

par le fait que 2F {V) est l'ensemble des points L-rationnels d'une variété analytique 2F. 

On note juste x G 2"(L) le caractère induit par l'inclusion de Qp dans L, et \x\ le 

caractère envoyant x G Q* sur p~vp(x\ Si S G 2F{V), on note w(S) son poids, défini 

* par w(6) = ^pg^ ? où u G Z* n'est pas une racine de l'unité. 

t1) Le cas p = 2 demande de modifier certains des arguments de l'article. Il n'y a en principe aucune 
difficulté. 
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L'abélianisé WQP de WQP est isomorphe à Q * d'après la théorie locale du corps de 

classes, ce qui permet de voir un élément de 3F (L) aussi comme un caractère continu 

de WQP. De manière explicite, si g G WQP et 6 G 3F (L), alors 6(g) est défini par la 

formule 

ô(9) = ô(p)-d^S(x(9)). 

Si 6 est unitaire (i.e. si vp(6(p)) = 0), alors 6 se prolonge par continuité à ^ Q p , ce 

qui permet aussi de voir 6 comme un caractère de ^ Q p , et w(6) est alors le poids de 

Hodge-Tate généralisé de 6. Par exemple x\x\, qui est unitaire, correspond au caractère 

cyclotomique x 5 son poids est 1. 

0.2. L'espace des paramètres ^ j r r . — On note (61,62) un élément générique de 

3F x 3F, et on définit 5F comme la variété analytique obtenue en éclatant 3F x 3F le 

long des sous-variétés 6\6^x = xt\x\, pour i entier ^ 1 et des variétés Siô^1 = x~l', 

pour i entier > 0. On a donc une projection de 5F sur 3F x 3F dont les fibres sont 

en général réduites à un point et isomorphes à P1 dans le cas contraire. On note un 

élément générique 5 de 5F (L) sous la forme s = (61,62,5?), où «if = 0 0 G P°(£) si la 

fibre au-dessus de (61,62) est réduite à un point, et «if G P 1 ^ ) sinon. 

On note 5F+ le fermé de ^ constitué des s vérifiant les conditions 

VP(6I(P)) + VP(SZ(P)) 0 et vP(6i(p)) > 0 . 

Si s G ^ + ( L ) , on associe à s les invariants u(s) G Q + et (ws) G L définis par 

w(s)= vp(61(p))vp(52(p)) et iu(s) =w(e)- 10(^2). 

On partitionne 5F+ sous la forme S+ = J^+g ]J ̂ +ris I I I I ^+rd II«*+cl, où 
• ci^"s est l'ensemble des 5 tels que w(s) ne soit pas un entier ^ 1 ; 
• S?+xs est l'ensemble des s tels que w(s) soit un entier ^ 1, < w(s) et «if = 0 0 ; 
• 5F+ est l'ensemble des s tels que iu(s) soit un entier ^ 1, u(s) < w(s) et «if ^ 0 0 ; 
• y°rd est l'ensemble des 5 tels que w(s) soit un entier ^ 1, = ; 

• 5?+cl est l'ensemble des 5 tels que w(s) soit un entier ^ 1, u(s) > w(s). 

Remarque 0.1. — Les exposants "ng", "cris", "st", "ord" et "ncl" sont respectivement 

censés faire penser à "non géométrique", "cristalline", "semi-stable", "ordinaire" et "non 

classique". Cette terminologie vient de la classification des représentations galoisiennes 

associées aux formes modulaires surconvergentes. 

On partitionne aussi 5+ sous la forme 5F+ = 5F§ ]J 5F+, où 

• 5F§ est l'ensemble des s tels que u(s) = 0 ; 

• 5F* est l'ensemble des s tels que u(s) > 0. 

Si truc G {ng, cris, st, ord, ncl} et machin G { + , 0, * } , on note ^machin l'intersection 

de ytruc et ^machin- En particulier, les ensembles 5F§xà et 5F£cX sont vides. 
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Finalement, on pose J^irr = J^ng JJ ^.ris U -

0.3. (<p, r)-modules. — Soit S% l'anneau de Robba sur L, et soit <f t le corps des 
éléments bornés de M. Les anneaux C S sont munis d'actions du Probenius ip et 
de r commutant entre elles. 

Un (<£,r)-module sur ou ^ est un module libre de type fini muni d'actions 
semi-linéaires de cp et de F commutant entre elles, telles que ip(D) engendre D (en 
tant que module sur ou S). Un ((p, r)-module sur S est triangulable si c'est une 
extension successive de (ip, r)-modules de rang 1 sur S. 

La classification des r)-modules triangulables de rang 2 se ramène, par défini
tion, à celle des r)-modules de rang 1 et de leurs extensions, ce qui fait l'objet du 
théorème 0.2 ci-dessous. 

Si S G ^(L), on note &(ô) le (<p,T) module obtenu en multipliant l'action de ip 
sur par 6(p) et celle de 7 G T par 5(x(/y))- On a alors le résultat suivant. 

Théorème 0.2. — (i) Si D est un ((p,T)-module de rang 1 sur Si, il existe un unique 
S G &(L) tel queDJ*&(ô). 

(ii) Si ÔUÔ2 G ST{L), alors Ext1 (S (62)^(6^) = Ext1 {S%, ë&ià^1)) est un L-
espace vectoriel de dimension 1 sauf si SiS^1 est de la forme x~%, avec i entier ^ 0, 
ou de la forme \x\xl, avec i entier ^ 1 ; dans ces deux cas, Ext1 (J%(82),&(¿1)) est de 
dimension 2 et Vespace projectif associé est naturellement isomorphe à P1(L). 

Soit y(L) l'ensemble des s = (S1,ô2, h), où ô1,ô2 G £?(L) et h G Ext1 (M, M (5 xô^1)). 
Si s G on note D(s) l'extension de ^(¿2) par &(Si) définie par h. Si a G L* et 
si s' = (Si,62,ah), les ((p,r)-modules D(s) et D(s') sont isomorphes, ce qui fait que 
l'espace des paramètres naturels pour décrire les (y?, r)-modules non irréductibles de 
rang 2 sur & est le champs analytique ^ / G m . La variété analytique S? introduite 
ci-dessus correspond à l'ouvert « h ^ 0 » des ((p, r)-modules non scindés. 

0.4. Représentations triangulines. — Rappelons que la catégorie des L-

représentations de &QP est équivalente [14, 5] à la catégorie des ((p, r)-modules étales 

sur . Par ailleurs, Kedlaya a établi [21] l'existence d'une filtration par les pentes 
pour les (^-modules sur S&\ cette filtration est l'analogue de la décomposition de 
Dieudonné-Manin. Une conséquence de ce théorème de Kedlaya est que la catégorie 
des L-représentations de &QP est aussi équivalente à la catégorie des r)-modules 
sur M qui sont (2) de pente 0. 

Si V est une L-représentation de S?Qp, on note D+(V) et Drig(V) = SU Dt(V) 
respectivement les (</?, r)-modules sur <?t et qui lui sont associés. On dit que V est 

(2) U n (^-module D sur & est de pente 0, s'il contient un «^-module A étale sur é>^ tel que l'on ait 
D = <̂ (g)<g»t A ; le module A est alors unique d'après le théorème de Kedlaya. 
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trianguline ^ si T>Tig(V) est triangulable. La classification des représentations trian-

gulines (4) de dimension 2 est donc équivalente à celle des (tp, r)-module triangulables 

de pente 0 ; elle repose sur le théorème 0.2 et le théorème de Kedlaya dont un certain 

nombre de conséquences immédiates sont résumées dans la remarque suivante. 

Remarque 0.3. — (i) Si 8 G 3F(V), la pente de 5ê(5) définie par Kedlaya est vp(5(p)). 

Un des points cruciaux pour ce qui suit est qu'une extension de (</?, r)-modules peut 

fort bien être de pente 0 sans que les deux morceaux le soient, mais alors les extensions 

sont dans le sens opposé à celui permis par le théorème de Kedlaya. 

(ii) Le cas scindé n'est pas très passionnant : le module D(s) est de pente 0 si et 

seulement si les deux caractères 61,62 sont unitaires, la représentation V(s) qui lui 

correspond est alors la somme directe de 8\ et 82 vus comme des caractères de &QP . 
(iii) Dans le cas non scindé, si D(s) est de pente 0, alors son déterminant est 

de pente 0 et 5ê(6i) est de pente ^ 0 La première de ces conditions se traduit par 

vp(8i(p)) + vp(S2(p)) = 0 et la seconde par vp(6i(p)) ^ 0. Une condition nécessaire 

pour que D(s) soit de pente 0 si s G 5F est donc que s G 5F+. Cette condition n'est 

pas suffisante mais presque, comme le montre le (i) du théorème 0.5 ci-dessous. 

Si s G 5F + est tel que D(s) est de pente 0, on note V(s) la L-représentation 
de &QP qui lui est associée. Cette représentation est trianguline par construction. 
Réciproquement, le théorème 0.2 et la discussion précédente montrent que, si V est 
trianguline, alors il existe s G 5F + tel que D(s) soit de pente 0 et V = V(s). 

Remarque 0.4. — Le cas où s = (61,62,5f) G 5*b n'est pas spécialement passionnant 
car alors Si et 62 sont unitaires et V(s) est une extension de 62 par 81 dont la classe 
est déterminée par 5f. En particulier, V(s) n'est pas irréductible. 

Théorème 0.5. — (i) Si s G 5F*, le module D(s) est de pente 0, sauf si s G 5^*cl, 

auquel cas les pentes sont u(s) — w(s) et w(s) — u(s). 

(ii) Si s £ 5^[TT, alors V(s) est irréductible. Si s G 5^£Td, alors V(s) (tordue par 

un caractère convenable) devient ordinaire sur une extension abélienne de Qp et n'est 

donc pas irréductible. 

(iii) Si s = (5i,Ô2,5f) et sf = (S,1,Sf2,5Ff) sont deux éléments distincts de 5FÏVV, 

alors V(s) ^ V(s') si et seulement si s,sf G J^cris et S[ = xw^ô2, ô'2 = x~w^5x. 

Remarque0.6. — L'application s = (61,62,00) H-> s' = (xw^62ix w^6i,oo) est une 

involution de ^cris 

(3) Le triangle est un instrument de musique dont le son (triangulin (?)) est presque cristallin... 

(4) Dans cet article, nous ne nous intéressons qu'à la dimension 2. Bellaïche et Chenevier [1] ont 

commencé à regarder la s i tuation en dimension supérieure. 
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Pour décrire les propriétés de V(s), quand elle existe, il est plus agréable de sup

poser que la restriction de Si à Z * est triviale. On peut facilement en déduire ce 

qui se passe dans le cas général en tordant par un caractère de la manière suivante. 

Si S G 2ï{V), on note 6° G &(L) le caractère dont la restriction à Z * coïncide 

avec celle de 5 et qui vérifie S(p) = 1 ; en particulier, S0 est unitaire ce qui per

met de le voir comme un caractère de ^ Q P . Si 5 = (ôi,Ô2,5f) G y+ — y+cl, alors 

so = (Sl(S01)-\S2(S°1)-\5f) ey+- et on a V(s) = V(s°)(5°1). 

Remarque 0.7. — Les poids de Hodge-Tate de V(s) sont w(ôi) et w(&2)\ ceux de 

V(s°) sont 0 et -w(s). 

Théorème0.8. — (i) Soit s = (Si,Ô2,y) G y* tel que la restriction de Si à Z* soit 

triviale. 

• Sise y*-y?cl = yiTr U ̂ .°rd, le L-espace vectoriel Dcris(VR(5))^:=<51^ est non 

nul. 

• Si s G y*Tls, alors V(s) devient cristalline sur une extension abélienne de Qp 
et Dpst(V(s)) est, en tant que représentation de WQp, la somme des deux caractères 

associés à Si et xw^S2, sauf si ces deux caractères sont égaux, auquel cas c'est l'ex

tension non triviale de ces deux caractères. 

• Si s G alors V(s) est semi-stable ; le module Dst(V) est, en tant que re

présentation de WQp, la somme des deux caractères associés à Si et xw^S2, et le 

paramètre de Fontaine-Mazur [25] de la filtration est y . 

(ii) Soit V une L-représentation irréductible de dimension 2 de &Qp dont les poids 

de Hodge-Tate sont 0 et w G L, et telle qu'il existe a e L* avec vp(a) > 0 et 

( B £ i s ® L V)^Qp^=a / 0. Alors il existe s = (61,52,&) G y* tel que Sx soit trivial 

sur Z*, Si(p) = a et w(s) = -w, et tel que V ^ V(s) (resp. V ^ V(xw8i,x-wS2,y)) 

si s e yiTV (resp. si s e y*cX). De plus, 

• V devient cristalline sur une extension finie de Qp si et seulement si s e y£ris ; 

• V est semi-stable si et seulement si s £ y^. 

Remarque 0.9. — (i) Il résulte de ce qui précède qu'une L-représentation cristalline 

de dimension 2 de &QP est trianguline si et seulement si les valeurs propres de <p sur 

Dcris(^) aPPaftiennent à L, et qu'une représentation semi-stable de dimension 2 de 

&QP est trianguline. 

(ii) D'après un théorème de Kisin [22], les représentations attachées aux formes 

modulaires surconvergentes de pente finie vérifient l'hypothèse selon laquelle il existe 

a G L* avec vp(a) ^ 0 et (B+ris ®L vf<*p^=a ^ 0. Ceci nous fournit un morphisme 

x i—• s(x) de variétés analytiques de la courbe de Coleman-Mazur [7] dans y+, mais il 

se passe quelque chose d'un peu bizarre dans le cas où 5 = s(x) = (Si,82,y) G y+cl 

(i.e. dans le cas où x correspond à une forme de poids entier ^ 2 qui n'est pas classique) 
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puisque la représentation V(s) n'existe pas. La représentation Vx est alors V(sf), où 
s' = (ôix~w(s\Ô2Xw(s\j2f). Notons que V(sf) a un comportement très analogue à 
celui que devrait avoir V(s) puisque ses poids de Hodge-Tate sont 0 et — w(s), et la 
valeur propre de (p sur DcriS(Vr(s/)) est Si(p) ; sa particularité est que les poids de 
Hodge-Tate sont « dans l'autre sens » car 'DCTi8(V(sf)) est inclus dans Fil™^. 
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lors de la conférence « L-functions and Galois représentations » de Durham, organisée 
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tion 11(5) de GL2(QP) correspondant [12] à V(s) dans le cas cristallin, a joué un 
rôle évident, mais les travaux de M. Kisin et une question de G. Chenevier (dont la 
prop. 4.10 constitue la réponse) ont aussi eu une influence décisive en me mettant 
sur la piste de la représentation galoisienne V(s). Ma première construction de V(s) 
reposait sur la théorie des Espaces Vectoriels de dimension finie [9, 11] ; elle avait 
l'inconvénient de ne pas fournir directement le (</?, r)-module associé, et c'est l'exposé 
de L. Berger à la conférence de Durham qui m'a fait réaliser la puissance du théorème 
de Kedlaya pour ce genre de questions. 

Je voudrais remercier tous les acteurs mentionnés ci-dessus pour l'influence qu'ils 
ont eue. Une partie non négligeable de cet article a été rédigée pendant un séjour à 
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1. ((p, r)-modules et représentations de &QP 

1.1. (<£, r)-modules étales et représentations galoisiennes. — Si A est un an

neau muni d'un action d'un Probenius un </?-module D sur A est, dans cet article (5\ 

un A-module libre muni d'une action semi-linéaire de cp telle que, si e i , . . . , e<j est une 

base de D sur A, alors il en est de même de (p(ei),..., (p(ed). 

Si r = I G Q, avec a G Z, b G N — {0}, et a et b premiers entre eux, on note D[r] 

le (^-module sur A, de rang 6, possédant une base e i , . . . , e& dans laquelle l'action de 

cp est donnée par 

¥>(ei) = e2 , . . . , <p(eh-i) = eb, <p(eb) = pae1. 

(5) On peut relâcher cette condit ion de l iberté; il faut alors imposer que l 'application naturelle 

A <8>^(A) <p(D) D soi* un isomorphisme. 
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Un (^-module D sur A est élémentaire s'il est isomorphe à D|r| pour un certain r G Q 
(qui est alors unique). 

Le corps B est un corps complet pour la valuation vp de corps résiduel E qui 

est algébriquement clos. Un (^-module D sur B possède donc une décomposition de 

Dieudonné-Manin en somme directe de (^-modules élémentaires D = 0 iG/£)[ r . ] 

Un (^-module D sur est de pente r G Q si, dans la décomposition de Dieudonné-

Manin de B tous les ri sont égaux à r. Un (^-module D sur est étale s'il 
Q p 

est de pente 0. 

Rappelons qu'un ((p,T)-module étale sur est un y?-module étale sur muni en 

plus d'une action semi-linéaire de T commutant à celle de ip. 

Proposition 1.1 ([14, 5]). — Les Joncteurs V+ et Dt définis par 

Vt(D) = (Bt(8)^ DY=l et V t (D) = (Bt(8)^ DY=l 

sont inverses Vun de Vautre et établissent une équivalence de catégories entre la caté

gorie des L-représentations de &Qp et celle des {(p, Y)-modules étales sur 

1.2. Le théorème de Dieudonné-Manin de Kedlaya. — Le théorème de Ked

laya ci-dessous va jouer un rôle fondamental dans la suite pour la construction de 

(</?, r)-modules étales sur et donc de représentations p-adiques de &QP . 

Proposition 1.2 ([21]). — Si D est un (p-module sur Si, il existe une unique filtration 

0 = D0 C Dx C • • • C Dh = D 

et, pour 1 ^ i ^ h, un unique sous-S^-module A$ de Di/Di-i, non nul, stable par (p 

et isocline de pente r^ en tant que (p-module sur é>\ tels que 

• n < r2 • • • < rh ; 
• A / A - i = Si <g>̂ t Ai si 1 ^ i ^ h. 

Définition 1.3. — (i) Les rationnels r*, 1 ^ i ^ h apparaissant dans la proposition 1.2 

sont les pentes de D. 

(ii) D est de pente r si h = 1 et r± = r ; ceci implique que D contient un unique 

sous-(^-module A(D) sur é> \ isocline de pente r, tel que D = Sê <8>̂ t A(D). 

Rappelons qu'un (ip,T)-module sur Sê est un (^-module sur Sê muni en plus d'une 

action semi-linéaire de T commutant à celle de (p. 

Proposition 1.4. — Si D est un ((p, T)-module sur Se de pente 0, alors A(D) est stable 
par T. 
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Démonstration. — Choisissons une base e i , . . . , de A = A(D) sur . C'est donc 
aussi une base D sur St. Soit A la matrice de 7 dans cette base, et, si n G N soit 
Bn la matrice de ipn. Comme A est de pente 0, il existe AT G N tel que, quel que 
soit n G N, les matrices Bn et B~x soient à coefficients dans p~h1 On tire de la 
relation A = Bn(pn(A)^(B~l), le fait que les coefficients de A restent bornés quand 
on s'approche de vp(T) = 0, et donc que A est à coefficients dans . Ceci permet de 
conclure. • 

Corollaire 1.5. — Les Joncteurs A n « f A et D 1—> A(D) sont inverses Vun de 
Vautre et induisent une équivalence de catégories de la catégorie des (ip, F)-modules 
étales sur sur la sous-catégorie des (if,Y)-modules sur S qui sont de pente 0. 

Remarque 1.6. — On peut reformuler le corollaire ci-dessus en disant que l'on ne perd 
pas d'information en tensorisant par S, ce qui est quand même un peu surprenant car 
cette opération peut transformer un (<p, r)-module irréductible sur en un (</?, T)-
module réductible sur St, mais alors les morceaux ne sont pas de pente 0 et les 
extensions entre les morceaux sont dans le sens opposé à celui permis par le théorème 
de Kedlaya. 

1.3. Application aux représentations galoisiennes 

Proposition 1.7. — Les fondeurs DriK et V définis par 

Drütm = á ? ® , t ТУЧУ) et V(D) = (Blig ®& DY=1 

sont inverses Vun de Vautre et induisent une équivalence de catégories de la catégorie 
des L-représentations de &Qp sur celle des ((p, Y)-modules sur S qui sont de pente 0. 
De plus, on a 

V(D) = Vt(A(D)) . 

Démonstration. — Compte tenu des prop. 1.1 et 1.2, il suffit de prouver la formule 

V(D) = Vt(A(D)) . On a BJ!ig <8>&D = Bjig (g^t A(£>), et comme A(D) est étale, on 

peut utiliser la proposition A. 12 pour caractériser B* <g)̂ t A(D) c Bjig (g>̂  D comme 

l'ensemble des x tels que la suite de terme général (p~n(x) soit bornée. On en déduit 

les égalités, 

(Brtig ® * D y = 1 (B* ®<?t A(D))"=1 (Bt ®Bt (B+ ®,t A(D)))V"1 

(B+ ®Bt (B+ ®L V*(A(Z))) ) ) ' - ' : (B+ ®L Vt(A(L>)))^=1 

= Vt(A(£»)). 

Ceci permet de conclure. 
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Pour terminer ce n° , rappelons que l'on peut retrouver [2] les modules Dcris(F) 
et DstÇV) directement à partir de Drig(V), sans passer par les anneaux de Fontaine. 
Plus précisément, on a le résultat suivant : 

Proposition 1.8. — SiV est une L-représentation de &Qp, alors 

Dcris(V0 = (&[l/t] ®& Drig(F))r (âl[i/t] ®,t D t (F ) ) r 

D8t(V) = (âg[l/t,iogT\ ®& DrfgOO) (^[ l / t , logT] ®,t Dt(y))1 

2. Calculs de groupes de cohomologie 

2.1. Le complexe associé à un (ip, r)-module. — Ce qui suit a été inspiré par 
le calcul de la cohomologie galoisienne d'une représentation galoisienne en termes de 
(cp,r)-modules (cf. [20, 6]). Pour des généralisations, cf. [24, 26]. 

Soit 7 un générateur de F (si p — 2, il faut un peu modifier les arguments). Si D 
est un (tp, T)-module sur on note C*(D) le complexe 

do d\ d2 ¿¿3 
0 > D > D®D > D > 0 

avec di(x) = ((7 — l)x, (<p — l)x) et d2(x,y) = (<p — l)x — (7 - l)y. Si i G N, on 
note B'l{D) l'image de et Zl(D) le noyau de d^+i, ce qui permet de définir le i-ème 
groupe de cohomologie Hl(D) de D comme le quotient de Zl(D) par B7,(D). On a 
bien évidemment Hl(D) = 0 si i £ {0,1,2}. Le groupe ^(D) s'identifie au groupe 
des extensions de & par D : si E est une telle extension et e G E est un relèvement 
de 1 G alors ((7 — l)e, ((p — l)e) est un élément de Z1(C*(.D)) dont la classe dans 
Hl{D) ne dépend pas du choix de e, ce qui nous fournit une application naturelle 
E x t 1 ^ , D) —> HX(D) qui est un isomorphisme comme on le constate aisément. 

Par ailleurs, si 0 —• D\ —» D —> D2 —• 0 est une suite exacte de ((p, r)-modules 
sur âê, la suite de complexes associés 

0 -> C#(ZJi) C#(£>) - C*(L>2) 0, 

est exacte ; elle donne donc naissance à la suite exacte longue de cohomologie 

0 -> Jf°(Z?i) #0(D) -> #°(£>2) ^{Di) -+ H\D) -+ • #2(£>2) -> 0. 

2.2. Le (<£, r)-module associé à un caractère de Q* et sa cohomologie. — 

Soit &(L) le groupe des caractères continus (et donc localement analytiques) de Q* 

dans L*. Si ô G &(L), on peut écrire S de manière unique sous la forme 

6{x) = av^x)rì{x\x\)ì avec q = S(p) G L* et r, : ZJ - Û*L 

Comme Z* = / x ( Q p ) x ( l + 2pZp), où /i(Qp) est le groupe (fini) des racines de 
l'unité contenues dans Qp, et comme 1 + 2pZp est isomorphe à Zp, le caractère r/ est 
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déterminé par sa restriction 770 à fi(Qp) et sa valeur en 1 + 2p qui appartient à 1 + ÎTIL 

car 77(1 -\-2p)pU tend vers 1 quand n tend vers + 0 0 . Ceci permet de voir &(L) comme 

l'ensemble des points L-rationnels d'un groupe analytique rigide ÎT, isomorphe (non 

canoniquement) à G m x B(l, 1~) x /x(Q p). 

Si S G <3?(L), la quantité log5(n) log w ne dépend pas du choix de u G Z* — /x(Q p). On la 

note UM£) ; c'est le poids ou Ze poids de Hodge-Tate de Il est plus ou moins immédiat 

que 
• w(S) = 0 si et seulement si S est localement constant ; 
• w(S) G Z si et seulement si ô est localement algébrique. 

Si ô G <^(£), on note &(ô) le (y>, r)-module obtenu en tordant les actions de ip et 

T sur & par ô. De manière explicite, si on note x(S) l'élément de 3S(S) correspondant 

à x G on a 

<p(x(6)) = ШрЫх))(6) et 7(x(J)) = (Í(7)7(a0)(í), 

où l'on a utilisé l'identification W Q p = Q* pour voir ô comme un caractère de T (on 

a donc S(g) = ô(x(g)) si g G T ) . Si S G &(L) et si i G N, on note simplement Zt(S), 
B^ô) et #*(<*), les groupes {&{$)) et ff*(^(<S)). 

Proposition 2.1. — (i) Si S n'est pas de la forme x 1 , avec i G N, alors H°(S) = 0 

(ii) SiieN, alors ff0(a?-*) = L t\ 

Démonstration. — D'après le lemme A.l, on a H°(ô) = 0 si ô(p) n'est pas de la forme 

p~\ avec i G N, et if°(<$) C L • si <î(p) = et i G N. Le résultat s'en déduit. • 

Corollaire 2.2. — Les ((p, F)-modules âê(8) etâê(Sf) ne sont isomorphes que si ô = S'. 

Démonstration. — En tordant par on se ramène à prouver que âê(6) n'est pas 

isomorphe à âi si S ^ 1, ce qui suit de ce que ô = 1 est le seul élément de SF{V) tel 

que que &(&) soit engendré par H°(6). • 

2.3. Calcul de H1 (S) dans le cas vp(S(p)) < 0. — Rappelons que %(Z*,L) 

désigne l'espace des mesures sur Z* à valeurs dans L . 

Lemme 2.3. — Soit 6 G ST{L) et soit A G @0(Z*,L). Alors 

(i) l'équation (¿(7)7 — 1)6 = f„m(l+T)x À a une unique solution bs,\ dans (S>^)^=0 ; 

p 
(ii) bs x G S+ si et seulement si J„m ô~x À = 0. 

— Comme Lm(l + T)XA G (<?+)^=0 C (<?t)^=°, le (i) est un cas 
p 

particulier du théorème [5, 6] selon lequel 7 — 1 est inversible sur D ^ = 0 si D est un 

((p, r)-module étale sur 
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Prouvons le (ii). L'application \i h-> induit un isomorphisme de T-modules 

de i^o(Z*,L) sur @o(Z*,L)(S), ce qui permet de se ramener au cas S = 1. En utili

sant l'isomorphisme T = Z* qui induit un isomorphisme L <g>&L &l[[F]] = @o(Z*,L) 
T-équivariant, on est ramené à prouver que /1 G (7 — l)^z,[[r]] si et seulement si 

S/2 = 0. Comme 7(/x) = J„m //, cela nous fournit une des implications, l'autre 

s'en déduit en remarquant que (7 - l)^z,[[r]] est de corang 1 sur ÛL dans ^z,[[r]] car 

7 est un générateur topologique de T. • 

Lemme 2.4. — Soit S G &(L) et soit À G @o(Z*L) vérifiant /_„ xl\ = 0 si S(p) = 
p 

p~% et i e N. Alors Véquation (6(p)ip — l)a = Jz.(l + T)x À a une unique solution 
p 

as,\ dans vérifiant {d%as^\)\T=ç> = 0 si S(p) = p~l etieN. 

Démonstration. — C'est une simple traduction du lemme A.l. 

Remarque 2.5. — Par construction, si À G £}o(Z*L) (et vérifie J„m xl\ = 0 dans le 
p 

cas S(p) = p~% et i G N), alors (a<5,A, &5,à) £ ^ 1 ( ^ ) -

Proposition 2.6. — Soit S : Q* —> L* un caractère continu vérifiant vp(ô(p)) < 0. 

(i) Si S n'est pas de la forme x~%, avec i entier ^ 1, alors H1^) est de dimension 1 

sur L et Vimage de (as,\,bs,\) en est une base si et seulement si ô-1 À ^ 0. 
p 

(ii) Si ô = x~l, avec i entier ^ 1, alors H1 (S) est de dimension 2 sur L, et les 

images de (t%0) et (0,£z) en forment une base. 

Démonstration. — Soit (a, 6) G Z1{6). Comme vp(S(p)) < 0, d'après le cor. A.3, il 
existe c0 G 31 tel que bx = b - (ô(p)<p - l)c0 G (^)^=0. Soit ai = a - (¿(7)7 - l)c0 
de telle sorte que (ai,61) G Z1(S) a même image que (a,6) dans Hx(ô). Comme 
(ai, 61) G Zl(5), et comme bx G (^=°, on a {5{p)ip-l)a1 = (¿(7)7-1)61 G ( ^ t ) ^ = 0 . 

D'après le lemme A.4, ceci implique ai G ̂ + et donc (¿(7)7 - l)6i G (<f+)^=0. 

Soit A G @0(Z*L) la mesure définie par / - „ ( 1 -h T)x À = (¿(7)7 - l)&i. Si 
p 

<Kp) — avec * entier ^ 1, la relation (£(p)</? — l)ai = J7m(l + T)x À entraîne 
p 

que 

z 
xi\ = di{{6(p)<p-l)a1)km0 : ( ^ ( p ) - l ) ( ^ a i ) | r = o = 0 . 

Le lemme 2.3 implique donc que 61 = b$,\ et le lemme 2.4 que ai - a$,\ G Ltl. Mainte

nant, si ô(p) =p~\ mais ô ̂  x~\ alors {t\0) est le bord de ((#(7)x(7)* _ 1)_1£\0) ; 

pour terminer la démonstration du (i), il suffit donc de vérifier que (as,\, b$,\) G B1^) 

si et seulement si /„„ S-1 À = 0 (en effet, ceci prouve que (as,\,bs,\) • S-1 À in-
p ^p 

duit un isomorphisme de H1^) sur L). 
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Si (a^A, &<5,A) G B1^), il existe c G âê tel que (J(p)y? — l)c = Comme tl)(bst\) = 

0, cela entraîne c G d'après le lemme A.4, et donc b$,\ G (S>+)^z=0. D'après le 

lemme 2.3, ceci implique JZm S~x À = 0. 

Réciproquement, si S'1 À = 0, il résulte du lemme 2.3 que b$ \ G (<?+)^=0. De 
p ' 

plus, si a(p) = p~%, la nullité de 

Z 
xi\ = di{{5{1)1-l)b&^T=0 («(7)X(7)'-1)(Ô<6«,A)|T.„ 

entraîne celle de (dL&<5,A)|T=0 puisque 5 ' ^ rc_l et donc S^xij)1 — 1 ^ 1. On en déduit, 

grâce au lemme A.l, l'existence et l'unicité de c G âê+ vérifiant (S(p)(p — l)c = bs,\ 

(et (9*c)|T=0 = 0 si S(p) = p~l). On a alors 

( * ( p ) ^ - l ) ( ( « ( 7 ) 7 - l ) c - a M ) = 0, 

ce qui, grâce au lemme A.l, entraîne que (¿(7)7 — l)c — a^A = 0 et donc que 

(Û«5,A5 ^<5,A) € B1^)- Ceci permet de conclure. • 

(ii) Dans le cas S = x 1, il faut modifier le raisonnement à deux endroits. Tout 

d'abord (£\0) n'est plus un bord, et ensuite la condition J„m 5~l À = 0 est automa-
p 

tique, mais bs,\ G S+ ne vérifie plus nécessairement la propriété (dlbs,\)\T=0 = 0, et 
donc l'existence de c dans âê+ (et donc dans âê) vérifiant (6(p)ip — l)c = 0 n'est pas 
automatique. Le résultat s'en déduit. 

Remarque 2.7. — Dans le cas, ô = \X\, on peut prendre (log -^P-, ^ log ^ r ) comme 

générateur de if1(J), ce qui a l'avantage de rendre plus transparent le lien avec les 

représentations semi-stables. 

2.4. L'opérateur d : Hx(x 18) —• H1 (S). — On déduit des formules 

doip = p(fod et 9 0 7 = ^(7) 7 0 9 , 

le fait que d induit un morphisme L-linéaire, commutant à l'action de (p et T, de 

&(x~1S) dans &(ô). Ce morphisme induit un morphisme de complexes de C#(x-1(J) 

dans C*(<S), et donc aussi un morphisme, encore noté d, de Hl(x~l5) dans H%(8). 

Proposition 2.8. — (i) Si S ^ x et ô ^ x\x\, alors d induit un isomorphisme de 

^(x^ô) sur H1 (S). 

(ii) Si ô = x, alors d : H1(x~1S) —> H1 (5) est identiquement nul et H1 (S) est un 

L-espace vectoriel de dimension 1. 

(iii) Si S = x\x\, alors d : H1(x~1S) —• H1^) est identiquement nul et H1 (S) est 

un L-espace vectoriel de dimension 2. 
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Démonstration. — Commençons par déterminer le noyau de d. Si ô = x, alors 
x~1ô = 1 et H1(x~1ô) est le L-espace vectoriel de dimension 2 engendré par (1,0) et 
(0,1) qui sont tués par d, ce qui fait que d est identiquement nul sur Hl(x~1S). 

Si ô = x\x\, alors x~x5 = \x\ et H1(x~1ô) est le L-espace vectoriel de dimension 1 
engendré par (log ^P, ^ log ^p) dont l'image par d est le bord de ce ̂ p) qui fait 
que d est identiquement nul sur ^(x^S). 

Si ô 7̂  x et 6 ̂  x\x\, et si (a, 6) G Z1(x~1J) est dans le noyau de d, alors il existe 
c G âê tel que l'on ait 9a = (¿(7)7 — l)c et 96 = (5(p)<p — l)c. Ceci implique en 
particulier que l'on a 

(^(7)X(7)-1 " l)Res(c) (ô(p) - l)Res(c) = 0. 

et comme S ̂  x\x\, l'une au moins des deux quantités (#(7)x(7) 1 — 1) ou (<Kp) ~~ 1) 
est non nulle, ce qui implique que Res(c) est nul, et qu'il existe d G ̂  tel que de' = c. 
Soient 0! = a — (#(7)x(7)-17 ~~ l)c' et — & ~~ (<Hp)p~ V — l)c'- Par construction, 
on a da' = <9&' = 0, et donc a' ,b' G L. Par ailleurs, on a aussi (S(p)p~1ip — \)a' = 
(^(7)x(7)-17 — et comme ô ̂  x, l'une au moins des deux quantités (S(p)p~1 — 1) 
et (#(7)x(7)-1 ~~ 1) est non nulle, ce qui fait que les couples (a', b') vérifiant la relation 
ci-dessus forment un L-espace vectoriel de dimension 1, et que l'on peut modifier c' en 
lui ajoutant un élément de L de telle sorte que a' = b' = 0. On en déduit l'injectivité 
de d : H1(x~1ô) —• H1^) dans le cas S ̂  x et S ̂  x\x\. 

Passons à l'image de d : / ^ ( a r M ) -* H1^). Soit (a,b) G Zl(6). On a donc 
(S(p)cp — l)a = (¿(7)7 — 1)6, ce qui nous donne la relation 

(S(p) - l)Res(o) = (<J(7)X(7)_1 - l)Res(6). 

Si (£(p) — 1) 7̂  0, on peut ajouter à (a, 6) un bord de telle sorte que Res (b) = 0, et la 
relation précédente entraîne alors que Res (a) = 0. Si (£(7)x(7)-1 ~ 1) 0> on Peut 
ajouter à (a, 6) un bord de telle sorte que Res (a) = 0, et la relation précédente entraîne 
alors que Res(6) = 0. Autrement dit, si ô ^ x\x\, quitte à ajouter un bord à (a, 6), 
on peut s'arranger pour que Res(a) = Res(6) = 0. Il existe alors a1 ,b' G M tels que 
a = do! et b = db'. Ceci implique que (S(p)p~1(p — l)af — (<K7)x(7)_17 — £ et, 
comme précédemment, si S ̂  x, on peut ajouter à 0! et b' des éléments de L de telle 
sorte que (a',bf) G Z1^-1^) . On en déduit la surjectivité de d : H1(x~1S) —» H1^) 
dans le cas 6 ̂  x et 6 x\x\, ce qui termine la démonstration du (i). 

Si maintenant S = x, la quantité d(a, b) = (S(p)p~1(p—l)a'—(S('y)x(/y)~1^—^)b, € ^ 
ne dépend pas du choix de (a', b') vérifiant do! = a et 56' = 6, ce qui nous fournit 
une application naturelle de H1 (S) dans L qui n'est pas identiquement nulle car, 
si b = (p{^) — ̂ , et si a G est l'unique solution de l'équation (jxp — l)a — 

((p - l)((1+^)(x7(l)-i - ? ) e T<^+, on peut prendre &' = M o g ^ , et pour a' la 
primitive de (1 + T)_1a sans terme constant. Alors d(a,b) est le terme constant de 
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- ( 7 - 1)6' = -^(ip - p) log ^p) et donc d(a, b) = EyL logx(7) ¥" 0- Ceci termine la 
démonstration du (ii). 

Finalement, si S = x\x\, le raisonnement fait ci-dessus montre que d est une sur-
jection de Z1(x~1S) sur l'ensemble des (a, b) G Z1{8) vérifiant Res(a) = Res(6) = 0. 
Comme d : H1(x~16) —> H1^) est identiquement nulle, cela montre que H1^) s'iden
tifie à l'image de Z1{8) dans L2 par (a,b) H-> (Res(a),Res(6)). Or Z1^) contient les 
couples (£,&), où 6 G (<ft)V>=o est p 

unique solution de l'équation (x(t ) t ~ 1)& = 
(y? — 1)^ , et (a, ^ + | ) , où a G est l'unique solution de l'équation (y? — l)a = 
(x (7 )7- +1) € r^L[[T]]. On en déduit le fait que l'image de Z1(6) dans L2 par 
(a, 6) 1—> (Res(a), Res(6)) est L2 tout entier, ce qui termine la démontration du (iii) et 
donc de la proposition. • 

2.5. Dimension de H1 (S). — Les résultats des deux § précédents permettent de 

calculer la dimension de H1 (S). 

Théorème 2.9. — (i) Si ô n'est pas de la forme x~l, avec i G N, ou de la forme \x\x%, 

avec i entier ^ 1, alors H1 (S) est un L-espace vectoriel de dimension 1. 

(ii) Si ô = x~%, avec i G N , alors H1 (S) est un L-espace vectoriel de dimension 2 

engendré par les images de (£\0), (0,£*) G Z1(S). 

(iii) Si 6 = \x\xl, avec i ^ 1 entier, alors H1^) est un L-espace vectoriel de 

dimension 2. 

Démonstration. — • Si S = x~%, avec i G N, alors H1 (S) est de dimension 2 d'après 

le (ii) de la prop. 2.6. 

• Si S = x1, avec i entier ^ 1, alors H1(ô) a même dimension que iJx(x) comme le 

montre une récurrence immédiate utilisant le (i) de la prop. 2.8, et donc H1 (S) est de 

dimension 1 d'après le (ii) de la proposition 2.8. 

• Si S = xl\x\, avec i entier ^ 1, alors H1 (S) a même dimension que Hl{x\x\) 

d'après le (i) de la prop. 2.8, et donc H1 (S) est de dimension 2 d'après le (iii) de la 

proposition 2.8. 

• Dans tous les autres cas, iif1 (5) a même dimension, pour tout A: G N, que 

H1(x~kô) d'après le (i) de la prop. 2.8, et comme vp(p~kS(p)) < 0 si k est assez 

grand, le (i) de la prop. 2.6 montre que H1 (6) est de dimension 1. 

Ceci permet de conclure. • 

Corollaire 2.10. — Soit S G S^(V) pas de la forme \x\x%, avec i G N — {1}, et vérifiant 

MS(P)) > °- Soit ae&+ la solution de (S(p)<p - l)a = (1 + T), et soit b G (St)^=0 

la solution de (¿(7)7 — l)b = (1 + T). Alors (a, b) G Z1(5) et l'image de (a, b) dans 

H1 (S) est une base de H1 (S). 
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Démonstration. — L'existence (et l'unicité) de a et b suivent des lemmes A.l et 2 . 3 . 
L'appartenance de (a, b) à Z1(6) est une évidence, et la prop. A.5 montre que l'image 
de (a, b) dans H1^) est non nulle. Comme H1 (S) est de dimension 1, cela permet de 
conclure. • 

Remarque 2.11. — (i) Si vp(S(p)) = 0 , l'équivalence de catégories entre (</?, r)-modules 
de pente 0 sur S? et L-représentations de &QP montre que H1 (S) est aussi égal au 
groupe de cohomologie galoisienne H1 (&QP , L(S)). Le théorème 2 . 9 permet donc de 
retrouver les résultats classiques selon lesquels, si ô est un caractère de ^Qp , alors 
H1(WQP,L(S)) est de dimension 1 sur L, si S ^ 1 et S ^ x, et de dimension 2 , si ô = 1 
ou ô = x-

(ii) Si S = 1, l'extension de représentations de WQP de L par L(J) correspondant 
à ( 0 , 1 ) G H1 (S) est celle donnée par #(ei) = e\ et #(e2) = e2 — (deg#)ei, où deg : 
£fq —> Zp est le caractère additif non ramifié envoyant un Probenius sur 1 ; l'extension 

correspondant à ( 1 , 0 ) est celle donnée par g(e\) = e\ et g(e2) = e2 gX(g) 
log у т 

Définition 2.12. — Si i G N, on définit un isomorphisme «if : Pro j ( i f1(x *)) = ^(L) 

en envoyant /i = a ( 0 , 1 ) + 6 ( 1 , 0 ) sur «if (/i) = a 
61ogx(7) 

Remarque 2.13. — (i) Si i = 0 et si h G Hl(x~l) est non nul, le (ii) de la remarque 2 . 1 1 

montre que la représentation de &QP définie par h ne dépend, à isomorphisme près, 
que de Jzf(/i)> et que cette représentation est non ramifiée si et seulement si J5f = oo 
(elle n'est même de Hodge-Tate que si «if(fo) = oo). 

(ii) On dispose aussi (cf. def. 2 . 2 0 ) d'un isomorphisme naturel «if : Y*io](HL(xl\x\)) = 

P 1 ( L ) , si i est un entier > 1. Ce dernier permet de retrouver (cf. prop. 4 . 1 8 ) l'in
variant «if attaché par Fontaine et Mazur [25] à une représentation semi-stable non 
cristalline de dimension 2 de ^ Q p , ce qui justifie le nom que lui avons donné. 

2.6. Calcul de H°(t-kâg(ô)/&(S)). — Si N G N, soit (pN une racine primitive prieme de l'unité, choisie de telle sorte que l'on ait ÇPN+1 = ÇPN quel que soit N e N. 

On note Ljv la Qp-algèbre étale L®QP QP(ÇPN), que l'on munit de l'action L-linéaire 
évidente de T. Si $N = (fN~1(T~1(f(T)) est le p^-ième polynôme cyclotomique, on a 
aussi LN = L[T]/$N. On note la réunion des LN, N G N. 

Si 77 : Z* —> ^£ est d'ordre fini, on note pN^ son conducteur (où N(rj) est défini 
par N(Î]) = 0 si 77 = 1 et N(rj) est le plus petit entier n tel que 77 soit trivial sur 
1 +pnZp si 77 7^ 1 ) , on définit la somme de Gauss G(rj) associée à 77 par 0 (77) = 1 si 
77 = 1 et, si N(r]) = N^1, 

GM = 
X€(Z/PNZ)* 

Î? (X)ÇV 6 L*N. 
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Proposition 2.14. — Soit k ^ 1 un entier. 

(i) Si rj : Z* —» 0*1 est d'ordre fini etO^i^k — 1, alors G(r])tl est vecteur propre 

pour l'action de Y agissant par rj~1xl-

(ii) Si N G N , alors LN[t]/tk = @N{ri)^N © o ^ f c - i L • G(rj)t\ 

Démonstration. — Le (i) est un calcul immédiat (et classique). Le (ii) suit de l'in

dépendance linéaire des caractères et de ce que \{rj, N(n) ^ N}\ = (p — l ) ^ - 1 = 

dimL L N . 

Si ô G &(L) vérifie w(S) = 0, ce qui équivaut à ce que la restriction ¿0 de S à Z* 
soit d'ordre fini, on pose G(ô) = G(So) et N(5) = N(S0). Si i,k sont deux entiers 

vérifiant 0 ̂  i ^ k — 1, on note ns^ la projection de Loo[£]/£fc sur L • G(S)tl. • 

Corollaire 2.15. — (i) Si w(ô) £ { l 5 . . . , k}, alors 

(S(-y)X-khh - 1) : Ln[t)/tk - Ln[t]/tk 

est un isomorphisme quel que soit n G N . 
(ii) Si w(S) G { 1 , . . . , k}, et si n ^ N(x~w^ô), alors le noyau de 

(<5(7k-fc(7)7 - 1) : Ln[t]/tk - Ln[t}/tk 

est L-tk-w^G(x-w^ô), et l'image est le noyau de nx—w(s)s,k-w(6)' 

Si r ^ ^33-, on note n(r) le plus petit entier tel que (p — l)pn V ^ 1. 

Proposition 2.16. - (i) Si r < j l j , alors ^ / t k * n»>»(r) ^ 0 ' r ] / * £ -

(ii) 5z (p — l)pn~1r ^ 1, alors T i—> Cp n e*^ p n — 1 induit un isomorphisme 

T-équivariant de <f]°' rl/$* sur L n[t]/t*. 

(iii) <p ^]0,r] ^]0,r/p] se traduit, via les isomorphismes précédents, par 

<p((xn)n>n{r)) = {yn)n>n{r/P), Mec yn = x n _ i quel que soit n ^ n(r/p) = n(r) + 1. 

Démonstration. — On a t = I l n ^ ^ b - 1 ^ ) , à multiplication près par une unité 

de S^,r\ ce qui permet d'utiliser le théorème des parties finies de Lazard pour dé

montrer le (i). Le reste est plus ou moins immédiat. • 

Si w(ô) = 0 et k > 1, on choisit G(S,k) G ^ l 0 ' 1 ^ " 1 ) ] dont l'image (xn)n>i dans 

^]o,i/(P-i)]/jfc = Y[n^x Ln[t]/tk est donnée par xn = 0 si n < N, et xn = ô(p)nG(ô) 

si n ^ JV. 

Lemme 2.17. — Si w(ô) = 0, alors (5(p)<p - l)G(<J,fc) et (¿(7)7 ~ l)G(<J,k) appar

tiennent à tkë&. 

Démonstration. — C'est immédiat au vu de la construction de G (S, k) et des 

prop. 2.14 et 2.16. • 
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Proposition 2.18. — (i) Si w(ô) i { 1 , . . . , k}, alors H°(t-kâë(S)/âë(S)) = 0. 

(ii) Si w(ô) G {1,...,A;}, alors H°(t~k3ë(5)/&(S)) est un L-espace vectoriel de 

dimension 1 engendré par t~w^G(x~w^ô, w(S)). 

Démonstration. — Il n'y a rien à démontrer si A: = 0; nous supposerons donc 

k ^ 1. L'application z i—> tkz induit un isomorphisme de H°(t~kâê(ô)/Sê(S)) sur 

H°((3ê/tk)(x~kS)), ce qui nous permet de travailler dans âê/tk plutôt que dans 

t-kâê/Sê. 

Si w(S) £ { l , . . . , fc} , il résulte du cor. 2.15, que (^(7)x_fc(7)7 — 1) est injectif 

sur Ln[t]/tk quel que soit n G N. Il est donc aussi injectif sur M/tk, d'après la 

proposition 2.16, ce qui démontre le (i). 

Si w(S) G {l , . . . , fc} , et sic G @/tk est tué par (6(-y)x~k(lh-1) et (ô(p)p-k(p-l), 
il résulte de la prop. 2.16 que, si on écrit c sous la forme (cn)n>u> avec cn G Ln[t]/tk, 
alors cn G L • G(x-wW6)tk-wW et cn+1 = p~kô(p)cn, quel que soit n » 0. Il existe 

donc À G L tel que c = Xtk~w^G(x~w^ô,w(S)), ce qui permet de conclure. • 

2.7. L'application : H1 (S) —> H1(x~k5). — Si A: est un entier ^ 1, la suite 

exacte 0 —> &(5) -» t~kâê(ô) —> t~kâê(S)/&(S) —• 0 donne naissance à une suite 

exacte longue de cohomologie dont le début est 

0 -+ H°(âê(S)) H°(t-kâê(S)) H°(t-kâê(S)/^(S)) я 1 гад) Hl(t-kM{5)). 

On peut utiliser ceci pour analyser le L-espace vectoriel H1(xk\x\) qui est de dimen
sion 2 d'après le th. 2.9 : la suite 

0^H°((<%/tk)(\x\)) •H1(xk\x\) H\\x\)^0 

est exacte car H°(\x\) = 0 d'après la prop. 2.1 et donc H°((3ê/tk)(\x\)), qui est de 

dimension 1 sur L d'après la prop. 2.18, s'injecte dans H1(xk\x\), et le quotient, qui 

est de dimension 1, s'identifie à i^1(|rr|) puisque cet espace est lui-aussi de dimension 1 

sur L, d'après le th. 2.9. Comme H1(|^|) est engendré par (log , Mog <£ïjjp-), et 

comme H°((âê/tk)(\x\)) est engendré par G(\x\,k), on en tire le résultat suivant, 

en choisissant G'(\x\,k) G <f]°'V(p-i)] dont l'image (xn)n^i dans fln î Ln[t]/tk est 

donnée par xn = log(Cpne*/pn — 1) quel que soit n G N. 

Proposition2.19. — Si k ^ 1, et si h G H1(xk\x\), alors il existe À,// G L, uniques, 

tels que h soit Vimage de (a,b) G Z1(xk\x\), avec 

a = t~k(j - l)(AG(|x|, k) + /x(logT - G'(|x|, Jfe))) 

b = t~k{p-\ - l)(AG(|a?|, k) + /iflogT - G'(|x|, k))). 

Définition 2.20. — Si k > 1, si h G est non nul, et si À, fi sont les éléments 

de L fournis par la proposition 2.19, on note j£f(/i) G P 1 ^ ) la quantité p-l A 
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Remarque 2.21. — ^(h) = oo si et seulement si h se trivialise dans t kM. 

Si G N, le r)-module t kâê(S) s'identifie naturellement à âë(x kS) et la suite 
exacte ci-dessus donne naissance à un morphisme naturel : H1^) —> H1(x~kS). 

Théorème2.22. — (i) Si w(S) £ { l , . . . , fc} , alors ik : H1^) —> H1(x~k6) est un 
isomorphisme. 

(ii) Si w(S) G { 1 , . . . , fc} et ô ^ xw(ô\ \x\xwW, alors Vapplication de connexion 
induit un isomorphisme H°(t-k&(5)/S(ô)) *É H1 (S) et tk : H1 (S) ^(x^S) est 
identiquement nul. 

(iii) Si S = \x\xw(ô\ avec 1 < w(S) ^ k, alors tk : H1 (S) —• H1(x~kS) est surjective 
et son noyau est la droite des h G H1 (S) vérifiant y (h) = oo G PX(L). 

(iv) Si S = xw(ô\ avec 1 ^ w(ô) ^ k, alors : H1 (S) —> H1(x~kS) est injective et 
son image est la droite d'invariant j£f = oo. 

Démonstration. — On part de la suite exacte 

0 ^ H°{6) ^H°(x-kS) H°(t-kS(S)/S(5)) H1 (S) H\x-k6). 

Si w(6) £ {l,...,jfe}, alors H°(t-kS(6)/âê(S)) = 0 d'après la proposition 2.18, et 
H1^) et H1(x~kô) sont de dimension 1 sur L d'après le théorème 2.9. On en déduit 
le (i). 

Si w(S) G {l , . . . , fc} et S ^ xw^>, alors H^ix^S) = 0 d'après la proposi
tion 2.1, et H°(t-kS(S)/S(S)) s'injecte dans H1 (S). Si de plus S ^ \x\xwV\ alors 
H°(t-kâê(ô)/&(6)) et H1^) sont de dimension 1 sur L, d'après la prop. 2.18 et 
le th. 2.9, et donc l'application de connexion H°(t-kâê(S)/S(S)) -> H1 (S) est un 
isomorphisme et tk est nulle. On en déduit le (ii). 

Comme le (iii) est contenu dans la prop. 2.19, qui est à la base de la définition de 
l'invariant j£?, et dans la rem. 2.21, il ne reste plus que le cas 5 = x1, avec i G { 1 , . . . , 
à traiter. Dans ce cas, on a H°(S) = 0 d'après la proposition 2.1, et H°(x~kS) et 
H°(t~kS(ô)/&(ô)) sont tous deux de dimension 1, d'après les prop. 2.1 et 2.18. On 
en déduit, en utilisant la suite exacte ci-dessus, que tk est injective. Comme H1^) est 
de dimension 1, son image par est une droite de Hl(x~k8) qui est de dimension 2 ; 
elle est donc déterminée par la valeur de J£(ik(h)), où h G H1 (S) est non nul. Soit 
(a,b) G Z1(S) représentant / i ; on a donc (xilYl ~ 1)& — CpV ~~ l)a> ê  Lk(h) est 
représenté par (tka, tkb). On déduit de la relation (x{l)l ~ l)tl~1b = (p<p — l)£*_1a la 
nullité de Res(£2_1a). Ceci permet, en utilisant le lemme A.8, de montrer qu'il existe 
c G S tel que ( 7 — l)c = tla. On a alors tka = (x{lY~k7 ~ l)(£fc-îc), ce qui prouve 
que (tka,tkb) est cohomologue à un multiple de (0,tfc_î) et donc que ^f(tk{h)) = 00. 
Ceci termine la démonstration du théorème 2.22. • 
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3. Construction de (<p, r)-modules étales sur gt 

3.1. (<p, r)-modules de rang 1 sur S 

Proposition 3.1. — Si D est un (</?, Y)-module de rang 1 sur M, alors il existe 

S G &(L) unique tel que D soit isomorphe à S(S). 

Démonstration. — L'unicité suit (cor. 2.2) de ce que âê(S) n'est pas isomorphe à 
&(S') si S #S'. Pour montrer l'existence, on se ramène au cas de pente 0, en tordant 
l'action de <p par un a G L* de valuation convenable. Le résultat se déduit alors, via 
l'équivalence de catégories entre L-représentations de (<p, r) et (<p, r)-modules étales 
sur , de la description de (<p, r) fournie par la théorie locale du corps de classes. 

3.2. (<p, r)-modules triangulables 

Lemme 3.2. — Si D est un ((p, Y)-module sur S, les conditions suivantes sont équi

valentes : 
(i) D possède un sous-((p, Y)-module de rang 1 sur S ; 
(ii) D possède un sous-(ip, Y)-module stature, de rang 1 sur S. 

Démonstration. — Il n'y a bien évidemment que l'implication (i)=>(ii) à prouver. 
Choisissons une base e i , . . . , e¿ de D sur S. Soit D\ un sous-(y?, T)-module de rang 1 

sur St, et soit / G D\ une base de D\. Écrivons / sous la forme / = x\e\ H Vx^e^ 

Comme </?(/) = bf avec b G S* et 7 ( / ) = a/ , avec a G SI*, et comme les matrices de 
<p(ei),... ,<¿>(ed) et 7 ( e i ) , . . . , 7(e<¿), dans la base e i , . . . , e^, appartiennent à GLd(S), 
on en déduit le fait que l'idéal de St engendré par x i , . . . ,x¿, est stable par 7 et (p. 
Comme S! est un anneau de Bézout, cet idéal est principal, et la stabilité par 7 im
plique qu'on peut trouver un générateur À de cet idéal de la forme À = Y[n^n0(^n /P)^ 
où $n = <¿>n-1(T-1((l + T)P — 1)) est le pn-ième polynôme cyclotomique. La stabilité 
par (p implique alors que in est décroissante et donc stationnaire pour n assez grand. 
Si k est la limite de la suite in, on a alors À ~ tk = T f ] ^ ^ / ] } ) , à multiplication 
près par une unité de St. En d'autre termes, quitte à remplacer D\ par t~kD\, on 
peut s'arranger pour que D\ soit saturé. Ceci permet de conclure. • 

Remarque 3.3. — On a démontré en passant que les sous-(y>, r)-modules d'un (<p,T)-

module D de rang 1 sur St sont de la forme tkD, avec k G N. 

Définition 3.4. — Un (tp, T)-module D sur St est dit triangulable si c'est une extension 
successive de ((p, r)-modules de rang 1 sur St, i.e. si D possède une filtration croissante 
par des sous-(<^, r)-modules Di, pour 0 ^ i ^ d, telle que l'on ait Dq = 0, Dd = D et 
Di/Di-i est libre de rang 1 si 1 ^ i ^ d. 
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3.3. Le (<£>, r)-module D(s). — Soit S?(L) l'ensemble des s = (ôi, ¿2, 7i), où ¿1, ¿2 € 
<T(L) et /1 G i f ^ ^ i ^ 1 ) . Si s G ̂ ( L ) , on note D(s) l'extension de &(ô2) par âe{ô{) 
définie par h. Le (</?, r)-module £>(s) ne dépend de /1 qu'à homothétie près et donc ne 
dépend que de l'image de s dans y(L)/L*. 

D'après le théorème 2.9, la dimension de H1^^1) est 1 sauf si S1S21 = xl\x\, pour 
i entier ^ 1 ou si Siô^1 = x~l, pour i entier ^ 0. Dans ces deux derniers cas, H1 (SiS^1) 

est de dimension 2, et on dispose d'un isomorphisme naturel «if : Proj(i/'1 (^î^1)) = 
P1(L). Ceci nous permet de décrire le sous-ensemble de y(L)/L* des 5 = (Si,ô2,h) 
avec / i ^ O (correspondant aux (<£>, r)-modules non scindés) comme l'ensemble des 
points L-rationnels de la variété analytique S? obtenue en éclatant SF x SF le long 
des sous-variétés SiS^1 = xl\x\, pour i entier > 1, et des variétés Ô1S21 = x~%, pour 
i entier ^ 0. On dispose d'une projection de S? sur & x SF dont les fibres sont en 
général réduites à un point et isomorphes à P1 dans le cas contraire. On note un 
élément générique 5 de S^(L) sous la forme s = (ôi,S2,y), où «if = 00 si la fibre 
au-dessus de (61,62) est réduite à un point, et «if G PX(L) sinon. 

On note 5?+ le fermé de S? constitué des s vérifiant les conditions 

vP(51(p)) + vp(62(p)) = 0 et vP(Si(p)) >0. 

Si s G y+(L), on associe à s les invariants u(s) G Q+ et w(s) G L définis par 

u(s) = vp(61(p)) -vp{S2(p)) et w(s) = w(Si) — w(S2). 

On partitionne sous la forme = J^"g TT y?ris TT TT y?rd TT J ^ c l , où 

• *^£g est l'ensemble des s tels que u?(s) ne soit pas un entier ^ 1 ; 

• y™ls est l'ensemble des s tels que w(s) soit un entier ^ 1, u(s) < w (s) et «if = 00 ; 

• est l'ensemble des s tels que w(s) soit un entier > 1, < w(s) et «if 7^ 0 0 ; 
• ^° rd est l'ensemble des s tels que w(s) soit un entier ^ 1, u(s) = w(s) ; 

• . i ^ 0 1 est l'ensemble des 5 tels que w(s) soit un entier > 1, -u(s) > w(s). 

On partitionne aussi ^ + sous la forme <5*+ = S^o II ^ * » ou 

• ,5̂ 0 est l'ensemble des s tels que u(s) = 0 ; 

• est l'ensemble des 5 tels que u(s) > 0. 

Si truc G {ng, cris, st, ord, ncl} et machin G { + , 0, * } , on note ^machin l'intersection 

de ytruc et ^machin- En particulier, les ensembles yoOTd et yoncl sont vides. 

Finalement, on pose J^irr = J^ng TTJ^cris TTJ^st. 

Proposition3.5. — Si s = (6\,62,h) G y(L)/L*, alors D(s) est de pente 0 si et 

seulement si on est dans un des deux cas exclusifs suivants : 

s e У+ - УТХ ; 
• h = 0 et Si, ¿2 soni unitaires. 
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Démonstration. — Si -D (s) est de pente 0, alors le déterminant de D (s) est de pente 0, 
ce qui signifie que vp(Si(p)S2(p)) = 0. De plus, si cette condition est vérifiée, alors 
d'après le théorème de Kedlaya, D(s) est de pente 0 si et seulement si il n'a pas de 
sous-module de pente < 0. En particulier, si D(s) est de pente 0, alors vp(Si(p)) ^ 0 
et donc s G ̂  + . De même, si h = 0, alors &{52) est un sous-(<£, r)-module de pente 
vp(S2(p)) de D(s) et donc, si h = 0, alors D(s) est de pente 0 si et seulement si 
vp(ài(p)) — vp(Ô2(p)) = 0- Si h ^ 0, la discussion précédente montre que D(s) ne peut 
être de pente 0 que si s G 

Supposons donc que s G mais que D(s) contient un sous-module D' de pente 
strictement négative. Comme &(&\) est de pente ^ 0, tous ses sous-(<^, r)-modules 
sont de pente ^ 0, et l'image de D' dans &(S2) est un sous-(</?, T)-module non nul 
de âê(S2) ; elle est donc (rem. 3.3) de la forme tkâê(82), avec k G N (et k > 1 car 
D(s) est supposé non scindé), ce qui fait (th. 2.22) que h G iï"1(5i52~1) se trivialise 
dans H1(x~kSi52~1). La pente de D' est alors k — u(s) ; sa stricte négativité équivaut 
à u(s) > k. On a donc vP(Si(p)S2~1(p)) = 2u(s) > 2k > k + 1 ; en particulier, J i ^ 1 
n'est pas de la forme x1 ou xl\x\, avec 1 < i ^ A:, ce qui fait que tk : i/1(5i(52~1) —> 
if 1(x_fc(5iJ2~1) est non injective si et seulement si w(s) = z, avec i entier, 1 ^ i < k. 
Comme tk est alors identiquement nulle, l'existence de D' est équivalente à celle d'un 
entier k ^ 1 avec 1 ^ w(s) ^ k < u(s), c'est-à-dire à l'appartenance de s à y+cl. Ceci 
permet de conclure. • 

Remarque 3.6. — La même démonstration, en remplaçant « pente < 0 » par « pente = 
0 » montre que, si u(s) > 0, alors D(s) possède un sous-(y?, T)-module de rang 1 et de 
pente 0 si et seulement si s G y°Td et ce sous-(9?, T)-module est isomorphe à th&{S2), 
où k — w(s). 

Proposition 3.7. — Soient s, s' G 5?+ — S*£c\ avec s = (SuS2,Sf) et s' = <î£, JSf')• 
(i) Si Si = S[, alors D(s) = D(s') si et seulement si S2 = S2 et J£ = Jï?'. 
(ii) Si Si ^ S[, alors D(s) *é D(s') si et seulement si s, s' G ̂ r i s et S[ = xw^S2, 

S'=x~w^S^. 
De plus, on alors w(S[) = w(Si), w(S2) = w(S2), et D(s) = D(s') contient un sous 

((p,T)-module d'indice tw^ isomorphe à S%{S\) ®âê(S[). 

Démonstration. — Le (i) est une évidence ; remarquons juste que la condition «if = 
j£f' est automatique si SiS^1 n'est ni trivial ni de la forme xl\x\ avec i entier ^ 1. 

Passons au (ii), et soit D = D(s) = D(s'). Par construction, D contient des sous-
(<p, r)-modules saturés D\ et D[ isomorphes respectivement à âS{8\) et &(S[) qui 
sont distincts puisque Si ^ S[. Mais alors D' = Di 0 D[ est d'indice fini dans D et 
est stable par <p et Y ; il existe donc A: G N tel que D' soit d'indice tk dans D, et on a 
k ^ 1 car Df est scindé alors que D = D(s) ne l'est pas, par hypothèse. 
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L'image de D\ dans D/D[ = âê(ô2) est d'indice tk puisque Di 0 D[ est d'indice tk 

dans D. On en déduit l'identité ôi = xkô'2. Symétriquement, o n a i j = xkS2. De plus, le 

fait que D' soit scindé se traduit par la nullité des images de h (élément de iJ1(^iJ2_1) 

relevant j£f) dans ^(x^S^1) et h' (élément de H1 (ô^)"1) relevant i f ' ) dans 

H1(x~kSUSo)~1). D'après le théorème 2.22, cela se traduit par 

• w(s) G { 1 , . . . , k} et JSf = oo si S^1 = xw^\x\, 

• w(s') G { 1 , . . . , k} et «if' = oo si S'^ô'z)-1 = xw^\x\. 

Des relations ôi = xKô2 et 6^ = xKô2, on déduit les relations w(Si) = k + w(S2) 

et w(S2) = — k + w(ô[), puis w(s) + w(s') = 2A\ Comme w(s) ^ k et w(s') ^ 

d'après ce qui précède, cela implique w(s) = w(s') = k. On en déduit le résultat, 

les relations w(5[) = w(Si) et w(62) = w(62) découlant immédiatement des formules 

précédentes. • 

Remarque 3.8. — Si u(s) > 0, si ô = 5\52 1 n'est pas de la forme \x\xl, avec i G 

N - {1}, si a G «f + est la solution de {6(p)(p - l)a = (1 + T), et si b G (<?t)tf=o est 

la solution de (¿ (7)7 — l)b = (1 + T ) , alors, d'après le cor. 2.10, le ^-module D(s) 

admet une base / 1 , /2 dans laquelle les actions de ip et F sont données par 

7( / i ) = *i(7) / i , 7(/2) = *2(7)(/2 + a/ i) 

¥>(/i) = *i(p)/is <p(f2) = S2{p){f2 + bf1). 

3.4. Le module D(s,k). — Si s = (ôi,S2,J?) G «5*+, et si k est un entier ^ 1, 
on note D(s,k) le sous-(<p, r)-module £~fc^((5i) + D(s) de «^[|] <8>̂  D(s) et on pose 
J = x~kSiô21. Ceci fait de D(s, k) une extension de &(ô2) par ̂ (x_/c(5i) dont la classe 
n'est autre que tk(h) G H1 (S) si /1 G i^1 (^ î^1) est un relèvement de «if. L'intérêt 
d'introduire D(s,k) est que, si k ^> 0, alors vp(ô(p)) < 0, ce qui permet d'utiliser la 
prop. 2.6 pour obtenir une description « concrète » de D(s,k) puis de D(s). 

Proposition3.9. — Soient s = ( ¿ 1 , ^ 2 , 0 0 ) £ e£ entier > 2u(s) tels que 

w(s) i { l , . . . , f c} . Soitô = x-k61ô21. 

(ï) Il existe À, A, B et C, où 

• À est une mesure sur Z* vérifiant Jz« S XX ^ 0, 

• A G @+ t/éri/ïe (<î(p)^ - 1)A = /z„( l + T)* A, 

• Be (^t)^=o ^ e ((J(7)7 _ i ) # L (1 + Ty X) 

• C eéê est tel que A + (¿(7)7 - 1)C = B + {ô(p)<p - 1)C = 0 mod tk. 

(ii) iSi À, A, B et C vérifient les conditions du (i), alors D(syk) possède une base 

9i ? 92 dans laquelle les actions de F et (p sont données par 

7(0i) = X(7) *<*I(7)0I> 7(02)= <J2(7)(02 +Ag1) 

V>(0i)=P <*I(p)0I> ^(#2)= {p)(g2 +Bg1) 
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et telle que D(s) admette tkgi et g2 + Cgi comme base sur âê. 

Démonstration. — Soit (a,b) G ^(ôiS^1) dont l'image dans Proj(iï'1(^i(52~1)) est 
non nulle, ce qui fait que (tka, tkb) représente la classe de D(s, k) dans H1 (£), et qu'il 
existe une base / 1 , /2 de D(s) sur dans laquelle les actions de T et <p sont données 
par 

7 ( / i ) = *i(7)/i- 7(/2)=<52(7)(/2+a/i) 

¥»(/i) = *i(p)/i, <p(f2) = S2(p)(f2+bfi), 

D'après la prop. 2.6, il existe alors une mesure À sur Z*, A G <^+, et B G (S>^)^~° 

tels que l'on ait 

(6(p)tp-l)A = (5(>y)>y-l)B 
p 

(1 4- T)X À, 

et il existe С G M tel que 

(¿(7)7 - 1)C = - A + *fca et (J(p)y> - 1)C = - B + tkb. 

De plus, est injective, ce qui implique que l'image de (A, B) dans H1 (S) est non 

nulle et, d'après la proposition 2.6, cela équivaut à f7« ô~1\ ^ 0. On en déduit le 

résultat, en posant gi = t~kfi et g2 = /2 — Ct~kfi. • 

Nous allons maintenant nous intéresser au cas G {1, . . . ,&}, laissé de côté dans 
la prop. 3.9. Rappelons que, si 5 G ^{L) vérifie w(ô) = 0, et si k est un entier ^ 1, 
on a choisi G(ô,k) G ^ ^ / ( P - I ) ] dont l'image (xn)n^i dans Î n̂ i -̂nMAfe est donnée 
par xn = 0 si n < N(ô) et xn = S(p)nG(S) si n ^ N(5). Si ô = 1, on peut prendre 
G(S,k) = 1, mais nous aurons plutôt besoin de G'(l,k) G ^l0'1^-1)] dont l'image 
(xn)n^i dans rin^i -^n[t]/tk est donnée par xn = n si n ^ 1, de telle sorte que 
(7 - l)G'(l,fc) G ^ et (y? - l)G'(l,fc) G - 1 4- Rappelons que l'on a aussi 
choisi G'(\x\,k) G ^ V C P - I ) ] dont l'image (xn)n>1 dans Iln^i^nM/^ est donnée 
par xn = log(£pne*/pn — 1) si n > 1. 

Proposition3.10. — (i) 5г 5 = (5i,52,oo) G ^ r i s U ^ r d , si к ^ w(s), e* sz 
¿1 ^ ¿ 2 ^ ^ , a/ors D(s,k) contient une base gi,g2 dans laquelle les actions de Г et 
(p sont données par 

l(9i) = x(l) kSib)9i, 7 Ы = ¿2(7)02 

<P\9i)=P <W)#i 4>(92) = <bfa)#2, 

e£ telle que D{s) admettetkgi, 52-ifc~w(s)G(z_w(s)<M2~\™00)5i 
comme base sur&. 
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(ii) Sis = (<Si,«2,oo) G J ^ r i s U J ^ r d , sik^ w(s), et si Si = 82xw^, alors D (s, k) 

contient une base g\, g2 dans laquelle les actions deT et (p sont données par 

l(9i) = X(7) k5i{l)9u 1(92) = ¿2(7)92 

<p(9i)=P Si(p)9u <p(92) = 52(p)(g2 + tk-w^gi), 

et telle que D(s) admette tkg\, g2 — tk w^G,(l,w(s))g\ comme base sur Si. 

(iii) 5« s = (SuS2,Sf) G (et donc 81 = S2\x\xw^), et si k ^ w(s), alors 

D(s,k) contient une base gi,g2 dans laquelle les actions deT et (p sont données par 

7(91) = x(i) ¿1(7)01, 

7(02) = ¿2(7X02 + **-"<->(7 - l ) ( l o g r - G'(\x\Ms)))9i) 

<p(9i)=P ^I(P)9I 

Ч>Ы = Ш(92 + tfc"wW(p"V ~ l)(IogT - G'(\x\M*)))9i) 

et telle que D(s) admette tkg\, g2 — ^ y « i f • £fe w^G(\x\, w(s))g± comme base sur âê. 

Démonstration. — Dans tous les cas, posons ô = S1821. Le (i) est alors une tra
duction du fait que l'application de connexion de H°(t~kâ?(5)/âê(S)) dans H1 (6) est 
un isomorphisme et H°(t~kâë(6)/âë(6)) est un L-espace vectoriel de dimension 1 en
gendré par t*-«'WG(a;-u,W(îi(52"1,«;(s)). De même, le (iii) est une traduction de la 
définition de l'invariant «if (cf. prop. 2.19 et (iii) du th. 2.22) ; le (ii) quant-à-lui est 
une traduction du fait que l'application envoie H1 (S) dans la droite engendrée par 
(tk-wW,0) de ^(x^S). • 

3.5. Le ((p, r)-module A(s) 

Sise y+-y£cl, on note A(s) le (<̂ , T)-module A(D(s)). C'est un (</?, r)-module 

étale sur et notre but est d'en donner une description plus « concrète ». Nous nous 

restreindrons (6) au cas où il existe un entier k > 2u(s) tel que w(s) £ { 1 , . . . , k}, et 

nous reprenons les notations de la proposition 3.9 ; en particulier, B G et C G 

Proposition 3.11. — Si x = x\g\ + x2g2 € D(s,k), alors x G A(s) si et seulement si 

x vérifie les deux conditions suivantes 

(i) x\ — Cx2 = 0 mod tk ; 
(ii) x\ est d'ordre к — u(s) et x2 est d'ordre u(s). 

Démonstration. — La condition (i) traduit juste l'appartenance de x à D(s). Pour 

conclure, il suffit donc de démontrer que si x G D(s), alors x G A (s) si et seulement 

si x vérifie (ii). Pour cela, on utilise la caractérisation de A(s) comme l'ensemble des 

(6) On pourrait utiliser la proposit ion 3.10 pour obtenir des résultats du m ê m e type dans le cas w(s) 

entier ^ 1, mais nous n'en aurons pas besoin. 

A S T É R I S Q U E 3 1 9 



REPRÉSENTATIONS TRIANGULINES 237 

x 6 D(s) tels que la suite de terme général (p n(x) soit bornée dans Bjig <g>̂  D(s) ou, 

ce qui revient au même, dans B*ig 0 ^ D(s, k). 

En posant ai = pkSi(p)~1 et a2 = ^(p)-1» on obtient 

¥>(0i) = a i 19i et Ч>Ш = Oío (р2 + BOi). 
on en tire, par récurrence sur n, les formules 

<f-n(9i) = o%gi et ^ - n ( ^ ) = a J ( /2 - (a rW"1(S) + --- + a î^-n (B) )p i . 

Maintenant, si x = a?i<7i + £2<72, et y? n(x) = #i,n<7i + x2,ng2, la formule ci-dessus 

nous fournit les identités 

xi,n = <*i<P n(xi)-a^(p n(x2) 
Oil 

<a2 

V-1 B) 
0% 

0% 
V-1 

B) et X2in = OL2y U(X2). 

Par ailleurs, comme vp(oti) = k — u(s) ^ u(s) = vp(a2), et comme B € B^, la suite 

de terme général 
Oil 

OL2 
V-1 ß) 

aï 

a% 
V-1 

[B) 

est bornée dans B*ig. Les conditions suivantes sont donc équivalentes : 

• la suite de terme général (p~n(x) est bornée dans B îg <g)̂  D(s, k) ; 

• les suites de terme général xiiTl et x2in sont bornées dans B îg ; 

• les suites de terme général ai<p~n(xi) et a2^>~n{x2) sont bornées dans B*ig. 

Comme vp(ai) ^ 0 et vp(a2) > 0, la dernière condition est équivalente, d'après la 

proposition A. 13, à la condition 

• xi est d'ordre vp(ai) = k — u(s) et x2 est d'ordre vp(a2) = u(s). 

Ceci permet de conclure. 

4. Application aux représentations galoisiennes 

4.1. Définition des représentations triangulines 

Définition 4.1. — Une L-représentation V de &QP est dite trianguline si Y>TiG(V) est 

triangulable. 

Si 5 = (Si1ô2,h) € y(L)/L* est de pente 0, on note V(s) la L-représentation de 

&QP qui lui correspond par l'équivalence de catégories de la prop. 1.7. 

Remarque 4.2. — (i) Par construction, la représentation V(s) est trianguline. 

(ii) Réciproquement, il résulte de la définition et de la prop. 3.5, qu'une représen

tation trianguline de dimension 2, qui n'est pas somme directe de deux caractères, est 

isomorphe à V(s) pour un certain 5 G 5?+ — 5?+cl. Par ailleurs, on a V(s) = V(s') si et 

seulement si D(s) = D(sf) d'après la prop. 1.7. Ceci permet d'utiliser la prop. 3.7 pour 

obtenir une classification complète des représentations triangulines de dimension 2. 
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(iii) Des exemples naturels de représentations triangulines de dimension 2 sont 

fournis par les représentations attachées aux formes modulaires surconvergentes. En 

effet, Kisin [22] a montré qu'elles satisfont la propriété (i) de la prop. 4.3 ci-dessous 

(avec rj = 1). 

Proposition 4.3. — Si V est une L-représentation de &Qp de dimension 2, les condi

tions suivantes sont équivalentes : 

(i) il existe r] : &Qp -> @l et a G L* tels que T>cris(V{r])Y=oc ^ 0 ; 

(ii) V est trianguline. 

De plus, sous ces conditions, il existe k G Z tel que T>T[g(V) contienne un sous-((p,T)-

module isomorphe à 3ê(5), avec 

ô(x) = xkr]-1(x\x\)av^x). 

Démonstration. — Soit V une L-représentation de &QP de dimension 2 telle qu'il 

existe r] : ^Qp -> @*L et a G L* tels que Dcris(F(r7))^=a ^ 0. D'après la prop. 1.8, 

quitte à multiplier 77 par x~k ê  a Par Pk pour k ^> 0, on peut supposer que 

Dcris(V(r7))^=a = BTig(V{r]))r=1^=a. Le L-espace vectoriel Brig(V(rj))r=1^=a est 

alors non nul et toute L-droite qu'il contient est stable par ip et fixe par T. Choi

sissons une telle droite. Le sous-^-module de Drig(V(rç)) qu'elle engendre est alors 

stable par (p et T, et T>Tig(V) contient un sous-(<£, T)-module Di de rang 1 sur âê. Le 

lemme 3.2 montre que l'on peut supposer D\ saturé. Mais alors D2 = D/D\ est aussi 

de rang 1 et donc D est une extension de deux (</?, r)-modules de rang 1 ; il est donc 

triangulable, ce qui démontre l'implication (i)=^(ii). 

Réciproquement, si V est trianguline, alors Drig(Vr) contient un sous-module iso

morphe à &(S). Il suffit alors de prendre rj : &QP —• 6^ défini par rj(g) = S~1(x(g)) 

pour que (DT-lg(V(r])))r=1,(p=ô^ soit non nul. Ceci permet de conclure. • 

4.2. Poids de Hodge-Tate de V(s). — Dans tout ce qui suit, 5 = (<$i,<$2,«5?) £ 

y+ — y+cl, et notre but est d'étudier en détail la représentation V(s) de &QP. On 

remarquera que, si 77 est un caractère unitaire de Q* (que l'on voit aussi comme un 

caractère de ), alors 

V(s)®V = V(V51,r]52,J?). 

Le caractère ¿1^2 est unitaire et peut donc être vu comme un caractère de ^ Q P . 

Proposition 4.4. — (i) detV(s) = L(8152). 

(ii) V(8)* = V(6ï\6ï\&). 

Démonstration. — Le (i) suit de ce que detD(s) = M(8\82) et le (ii) de ce que 

V(s)* = V(s) ® (detV(s))-1. • 

Proposition 4.5. — Les poids de Hodge-Tate de V(s) sont w(Si) et w(S2). 
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Démonstration. — Il existe une base fi,f2 de D(s) dans laquelle l'action de 7 G T 

est donnée par 

7(/a) = *i(7)/i et 7(/2) = « 2 ( 7 ) / 2 + A r / 1 , 

avec A1 G M. Si n » 0, alors (p n(/ i) et y? n(/2) convergent dans BjR 0 V(s) et 
^ = 0{(p~n(fi)), g2 = 0((p~n(f2)) forment une base de Dgen,n sur Ln. On a alors 

7(0i) = ¿1 (7 )^1 et 7(02) = ¿2(7)02 + %Tn(Ay))s1 , 

ce qui fait que dans la base gi,g2, l'opérateur ©sen = lim7_i de Sen est 
triangulaire supérieur avec w(Si),w(S2) comme coefficients diagonaux. Ceci permet 
de conclure. • 

Proposition 4.6. — (i) Si w(Si) = w(S2) et 61 ^ ô2, alors ©sen n'est pas semi-simple. 

(ii) Si ¿1 = ë2, alors ©sen es£ semi-simple si et seulement si JSf = 00. 

Démonstration. — Quitte à tordre par un caractère de &QP , on peut se ramener au 
cas w(Si) = w(52) = 0, et même s'arranger pour que ¿1 soit trivial sur Z*. Si ©sen est 
semi-simple, cela implique alors ©sen = 0> et un théorème de Sen ([27] ; cf. aussi [2]) 
implique que l'inertie de &QP agit à travers un quotient fini. En particulier, WQP 
agit unitairement sur Dpst(F(s)) qui contient le L-espace vectoriel Dcris(F(s))^=(5l(p) 
qui est non nul, car il contient, d'après la prop. 1.8, le module (D(s)T)(fi=Sl^ qui, 
lui-même, contient L(ôi) puisque Si est trivial sur Z*. Ceci implique que u(s) = 

vP{8\{p)) = 0 et donc que V(s) est une extension de L(S2) par L(Si). On peut donc 
trouver une base ei, e2 de V(s) <g) &T1 dans laquelle l'action de g G &QP est donnée par 

9(ei) = % ) e i et g(e2) = e2 + c(g)ei, 

où l'on a posé S = Siô^1 et g \-+ c(g) est un 1-cocycle continu sur £fqp à valeurs dans 

L(ô), et qui est trivial sur un sous-groupe H d'indice fini de IQP contenu dans k e r ^ 

(la restriction de 62 à IQP est d'image finie car ô2 est localement constant sur Z*). 
Si ô / 1, on peut trouver / G WQP C ^Qp avec deg(/) = 1, tel que S(f) ^ 1. 

Choisissons un tel / et soit c = sfyli • Le cocycle g i-> c'{g) = c(g) — (S(g) — l)c 

est alors trivial sur le groupe engendré topologiquement par H et / , et comme H 
est d'indice fini dans IQP et / engendre topologiquement &QP/IQP, cela montre que 

g i-> c'(g), qui est cohomologue à g \—> c(g), est trivial sur un sous-groupe d'indice fini 

de ^ Q p . Comme V(s)<S>S2~1 est un Q-espace vectoriel, cela implique que V(s)<SfS2~1, et 

donc aussi V(s), est somme de deux caractères, ce que l'on avait exclu. On en déduit 

le (i). Le (ii) quant à lui n'est que la définition de l'invariant Jz? pour h G H1 (S) quand 

6 = 1. • 
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4.3. Irréductibilité de V(s) 

Proposition 4 . 7 . — Si u(s) = 0 , alors V(s) est une extension non triviale de £,(62) 

par L(Si) ; en particulier, V(s) n'est pas irréductible. 

Démonstration. — C'est une simple conséquence de l'équivalence de catégories de la 

proposition 1.5 entre (</?, r)-modules de pente 0 sur et L-représentations de WQP . • 

Proposition 4 . 8 . — (i) V(s) est irréductible si et seulement si s e S^irr-

(ii) Si s £ y+d, alors V(s) est une extension non triviale de L(x~w^ Si) par 

L(xw^S2) ; c'est donc la tordue (par un caractère de &Qp) d'une représentation quasi-

ordinaire (Le. devenant ordinaire sur une extension abélienne de Qp). 

Démonstration. — Le cas u(s) = 0 a été traité dans la proposition 4.7. Nous suppo

serons donc s E S?* dans ce qui suit. Comme V(s) est de dimension 2, elle n'est pas 

irréductible si et seulement si elle possède une sous-représentation de dimension 1. 
Via l'équivalence de catégories de la proposition 1.5 entre (</?, r)-modules de pente 0 
sur & et L-représentations de £?Qp , cela équivaut à l'existence d'un sous-(<^, T)-module 

de D(s), de rang 1 et de pente 0. Le résultat suit alors de la remarque 3.6. • 

Lemme 4 . 9 . — D(s) contient des (ip,T)-modules de rang 1 autres que les tkS?(Si), 

pour k 6 N, si et seulement si w(s) est un entier ^ 1, Si ^ ¿ 2 ^ ^ et j£f = 00. 
De plus, dans ce dernier cas, ces (<p,T)-modules sont de la forme tk&(52), pour k 

entier ^ w(s). 

Démonstration. — Soit Di C D un (<£, r)-module de rang 1 qui n'est pas de la forme 

tkâê(8i), pour € N. Alors Di n'est pas colinéaire à âê(Si) et donc la projection de 

D(s) sur ^ ( £ 2 ) induit un isomorphisme de Di sur un sous-((/?, T)-module de ^ ( ¿ 2 ) - Un 

tel module est de la forme tk&(82) et D(s) contient donc un sous-module isomorphe à 

8%(8i) 0 tkâê(S2) qui est scindé, ce qui se traduit par la nullité de l'image par dans 

H1(x~kSiS2~1) de h e ^(SiS^1) relevant «if. Le lemme est alors une conséquence 

directe du th. 2.22. • 

Proposition 4 . 1 0 . — Si V est une L-représentation de dimension 2 de &Qp, les deux 

conditions suivantes sont équivalentes : 

(i) il existe deux caractères rji, 772 de &Qp dans û^, tels que w(rji) — wfa) £ Z et 

tels que Dcris(y(r7l)) ^ 0 et Bcris(V(m)) ï 0 ; 
(ii) V est somme de deux caractères et la différence de ses poids de Hodge-Tate 

n'est pas un entier. 

Démonstration. — L'implication (ii) =^(i) est immédiate; montrons la réciproque. Si 

77 est un caractère de ^ Q p , la condition DcriS(V(77)) ^ 0 implique que l'un des poids 

de Hodge-Tate de V diffère de —w(r}) par un entier. La condition w(rji) — wfa) ^ Z 
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implique donc que la différence des poids de Hodge-Tate de V n'est pas un entier et 
donc que ni V(rji) ni V(rj2) ne sont de Hodge-Tate, ni, a fortiori, cristallines. Ceci 
implique que Dcris(y(r/i)) et DcriS(V(rç2)) sont de dimension 1. D'après la proposi
tion 4.3, D = Drig(Vr) contient alors des sous-(y>, r)-modules saturés isomorphes à 
^ ( 0 i ) et &(62), avec 

01(x) = xk^1(x\x\)a1p(x) et e2(x) = xk*rl2-\x\x\)av/x\ 

où ki, k2 G Z, et a i , «2 sont les valeurs propres de <p sur Dcris(F(r7i)) et D c r i s ( ^ ( ^ 2 ) ) 

respectivement. Ces deux modules ne sont pas inclus dans un même sous-(<£, T)-
module de rang 1 de D car w{6\) — w(02) = k\ — w(rji) — k2 + w(rj2) n'est pas 
un entier. 

Maintenant, si V n'est pas somme de deux caractères, alors D = D(s) pour un 
certain s G ̂ + — y+cl ; la différence des poids de Hodge-Tate de V est alors ±w(s) 
d'après la prop. 4.5 et donc w(s) £ Z, ce qui conduit à une contradiction puisque, 
d'après le lemme 4.9, si D(s) contient des sous-((^, r)-modules de rang 1 non coli-
néaires, alors w(s) est un entier ^ 1. Ceci permet de conclure. • 

4.4. Représentations potentiellement semi-stables et représentations de 
Weil-Deligne. — Si K est une extension finie galoisienne de Qp, et si Ko est l'exten
sion maximale non ramifiée de Qp contenue dans K, un L-(Gal(if/Qp), (p, iV)-module, 
est un L 0 Q Ko-iïiodule libre de rang fini muni 

• d'une action L-linéaire et i^o-semi-linéaire de (p ; 

• d'une action L-linéaire et i^o-semi-linéaire de Gal(K/Qp) commutant à celle 
de (p ; 

• d'un opérateur L<g)Qp i^-miéaire nilpotent N : D —» D commutant à Gal(K/Qp) 
et vérifiant Nip = pipN 

Rappelons qu'une A-représentation D du groupe de Weil-Deligne de Qp (appelée 
encore A-WDQP-module) est un A-module libre de rang fini muni 

• d'un morphisme de groupes p : WQP —• G L ( D ) dont le noyau contient un sous-
groupe d'indice fini de JQ ; 

• d'un opérateur nilpotent N : D —> D tel que Np(g) = p~degg p(g)N si g G WQP. 

Si K est une extension finie galoisienne de Qp et D est un (Gal(K/Qp),<p, N)-

module, on peut aussi voir D comme un (L®Qpifo)-W^Qp-module en tordant l'action 
de g G WQp C &Qp -> Gal(X/Qp) par ip-deg^, ce qui tue la semi-linéarité de l'action 
de g sur KQ. 

Si V est une L-représentation de &QP qui devient semi-stable sur K, alors 
DpSt(F) = (Bst (g)Qp V)*K est un L-(Gal(K/Qp),<p, AT)-module. De plus, l'inclusion 
de Bst dans B J R munit K (S>K0 Dpst(^) d'une filtration admissible par des sous 
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L <S> If-modules libres (7\ En utilisant la recette décrite ci-dessus, cela permet de voir 

DpSt(F) comme un (L ® Q KQ)-WDQ-module filtré admissible. 

Remarque 4.11. — Dans le cas particulier où K est une extension abélienne de Q p , cas 

auquel nous allons être confronté dans cet article, une représentation qui devient semi-

stable sur K devient aussi semi-stable sur K D Qp(/xpoo) qui est totalement ramifiée 

sur Q p . Dans ce qui précède, on a alors KQ = Qp et donc tout est déjà linéaire. De 

plus, l'action de WQP sur D p s t (V r ) se factorise à travers WQp — Qp, et on retrouve la 

structure de L-(Gal(iï7Q 0), <p, N) en définissant l'action de u> comme étant celle de 

(iï7Q0), <p, N) 
J'ignore s'il y a une recette du même type dans le cas général. 

Remarque 4.12. — On fera attention au fait que, si V est semi-stable et donc si IQP 
agit trivialement sur Dpst(F), les valeurs propres d'un Probenius de W D Q p (i.e. un 

élément de degré 1) sont les inverses de celles de (p. 

4.5. Cristallinité de V(s). — Si a ^ b sont deux éléments de Z, et si a,/3 G 

£?(L) sont localement constants, on note Da,&,c*,/3 le WDQp-module filtré défini par 

Da,b,a,3 = L • e i 0 L • e2 , et 

• Nei = Ne2 = 0 ; 

g(e1) = a(g)e1 et g(e2) = ß(g)e2 si a ^ ß, 

#(ei) = a(g)e! et g(e2] = a(g)(e2 - (degg)e1) si a = /3, 

FiT(Loo ® L Datbiatß) 

0 si i > —a, 

L 0 0 . ( G ( / ? a - 1 ) e 1 + e 2 ) si — b < i ^ —a et a ^ ß. 

Loo ' e2 si — b < i ^ — a et a = ß, 

L>a,b,a,ß si i ^ —b. 

Ce module est admissible si et seulement si 

-b < vp(a(p)),vp(ß(p)) —a et vp(a(p)) + vp(ß(p)) —a — b. 

On note 5cris(L) (resp. 5ord(L)) l'ensemble des (a,6,a,/?), où a,6 G Z vérifient a O 

et a, /3 G ^ ( L ) sont localement constants, et vérifient vp(a(p)) + vp(/3(p)) = —a — b et 

- 6 < Vp(a(p)),Vp(/?(p)) < -a (resp. vp(a(p)) = -b et vp(/?(p)) = - a , ou vp(a(p)) = 

-a et vp(0(p)) = -b). Si (a,6,a,/3) G 5cris(L) U Sord(L), on note Vaj>taj la L-

représentation potentiellement cristalline de dimension 2 de &QP dont -Da,6,a,/3 est 

le Dpst. Cette représentation devient, par construction, cristalline sur une extension 

abélienne de Qp ; elle est irréductible si (a,b,a,/?) G 5crls(L) et réductible (quasi-

ordinaire) si (a,6,a,/3) G Sord(L). 

(7) On prendra garde au fait que cette filtration n'est, en général, pas libre sur L<g>K, si on considère 
des L-représentations de où F est une extension finie de Qp, au lieu de représentations de ^Qp. 
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Proposition 4.13. — Si (a, 6,a,/?) G 5cris(L) U Sord(L), la représentation Va,b,a,(3 est 
trianquline. Plus précisément, on a 

VaA«,(3 = V(xba,xa(3,oo) 9é V(xb f3,xa a, oo). 

Démonstration. — Commençons par remarquer que, a et (3 jouant des rôles symé
triques, il suffit de démontrer que V{s) = Vaib,a,p, si s = (xb(3y xaa, oo). Pour cela, il 
suffit de calculer le module Dcris(F(s)) et de vérifier que ce module est isomorphe à 
Da,b,a,(3 en tant que VF^-module filtré. 

Remarquons aussi que, si A; G Z, on a 

Va,b,a,0 ® (^KL)*5 - Va+k,b+k,\x\koc,\x\k(5 

et V(xbf3,xaa,oo) (g) (x\x\)k * V(xb+k\x\k (3,xa+k\x\ka,oo), 

ce qui permet de se ramener au cas a = 0. 
D'après les (i) et (ii) de la prop. 3.10, on peut trouver une base gi,g2 de âê[j] <8>& 

D(s) dans laquelle l'action de 7 est donnée par 

7(0i) = /?(7)0i et 7(̂ 2) = «(7)02, 

celle de <p par 

<p(9i) = P(p)9i, ^(92) = Oi(p)g2 si a ^ /?, 

M#i) = 0(p)0i, ^(02) = 0(p)(02 + 0i! si a = /3, 

et telle que D(s) admette tbg\, g2 — Hgi comme base sur où l'on a posé 
H = G((3a~\b) (resp. H = G'(l,b)) si a ^ p (resp. si a = /3). 

Dans tous les cas gi,g2 est une base de Dpst(V) car a o ^ et ^ o ^ sont des caractères 
d'ordre fini de ^Qp, et les formules ci-dessus montre que, si a G WQp, alors (8\ 

°(9i) = 0(<7)pi, a(g2) = a(a)g2 si a ^ /3, 

°(9i)= 0(0)91, 0(92) = (3(o-)(g2 - deg(o-)#i si a = /?. 

Dans tous les cas, les WDQp-modules Dpst(V(s)) et Da^,a,p sont isomorphes, et il 
n'y a plus qu'à identifier les filtrations (9). Les poids de Hodge-Tate de V(s) sont 0 et 
b > 0; la filtration sur DdR(V(s)) = Dcris(F(s)) est donc complètement déterminée 
par la donnée du Fil0 qui est une droite. Un élément x de DcriS(V(s)) est dans le Fil0 

(8) On rappelle que ô(a) = ô(x{cr))ô(p)~dee((7), si ô G &(L), vu comme caractère de WQP. 
(9) Cela peut se faire sans aucun calcul : ce que nous avons fait jusque-là prouve que V(s) est 
cristalline; la nitration sur Dpst(V(s)) = .Da,6,a,/3 est donc admissible, et il n'y a, à isomorphisme 
près, qu'une seule nitration admissible sur D^^p. Les calculs qui suivent sont juste là pour rassurer 
l'auteur sur la cohérence de la théorie. 
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si et seulement si ¿n(<£n0*0) € Fil°(Ln((¿)) 0 D(s)) pour tout n ^> 0. Par ailleurs, 
comme 

in(H) 
(ßMa^MrGißa-1] mod tbLn[[¿]] si a ¿ /3, 

N mod t6Ln[M] si a = /3, 
on a 

¿n(#2) 
(в (р )а-Чр) YG (За-* )in (дЛ mod F'û°(Ln((t))®D(8)) si a ̂  /3, 

ntn(gi) mod Fil°(Ln((t))<8> £>(*)) si a = /3. 

Comme de plus, si x\,x2 G Loo, 

y{xxQx + X 2 # 2 ) 
A(P)n(()8(P)A-1(P))na;IPI + *2<?2) si a ̂  /3, 

5 ( p ) N ( ( X I + NX2)^L + X2g2) si a = /3, 

on obtient la congruence suivante modulo Fil°(Ln((t)) 0 D(s)) : 

tn(V?N(ZI£i + x2g2)) 
'PW&i-GtfcL-^xMgi) si a ^ /3, 

/3(p )NXI¿N(^I) si a = /3. 

On en déduit le fait que Fil°(Loo <S>L Dcris(V(s))) est la droite des xigi + #2#2, où 

xi,x2 G LQO vérifient #i — G(/3a~1)x2 = 0 (resp. x\ = 0) si a ^ /3 (resp. si a = /3). 

Ceci permet de conclure. • 

Proposition 4.14. — Si D est un W Q P -module filtré admissible de dimension 2 qui 

n'est pas somme de deux W Q P -module admissibles de dimension 1, alors il existe 

(a , 6, a , / 3 ) G 5c r i s (L) U 5 o r d ( L ) £eZ g^e D = Da^,a,p si et seulement si l'action de 

WQp se triangule sur L (et donc se factorise à travers WQP) ; 

Démonstration. — Il suffit de l'écrire. 

Remarque 4.15. — Il est immédiat que 

• s G S^+ia(L) si et seulement si il existe (a, 6, a,/3) G SCTÏ8(L) vérifiant b > a + 1 

et un caractère 5 : SfQp -> ^£ tels que F (s) ^ F(a;b/3, xaa, 0 0 ) 0 (5 ; 

• se ^°rd(L) si et seulement si il existe (a, 6, a,/3) G Sord(L) et un caractère 

• &QP -> tels <lue y (s) - ^ ( x ^ , xaa, 0 0 ) (g) 5 ; 

Corollaire 4.16. — (i) Si s G <y+ris(L), a/ors V(s) est ime tordue par un caractère 

d'une représentation irréductible devenant cristalline sur une extension abélienne 

de Qp. 

(ii) Sis € y+d(L), alors V(s) est une tordue par un caractère d'une représentation 

devenant ordinaire sur extension abélienne de Qp. 
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Remarque 4.17. — La réciproque du (ii) est vraie et ce qui empêche celle du (i) de 

l'être aussi (outre le cas d'une somme de deux caractères) est juste le fait que les 

valeurs propres de (p n'ont aucune raison, a priori, d'appartenir à L (mais elles appar

tiennent en tout cas à une extension quadratique de L). 

4.6. Semi-stabilité de V(s). — Si a < b sont deux éléments de Z, si a G &(L) 

est localement constant et si «if G L, on note -Da,6,<*,.s? le WDQp-module filtré défini 
par Dahav = L • ei 0 L • e2, et 

Nei = e2 et Ne2 = 0 ; 
a(ei) = a(g)e1 et g(e2) pdeë9a(g)e2-

F i r ( L o o <g)L DaAa^) 

0 si i > —a, 

Loo • (ei - JSfe2) si — b < i ^ —a, 

Da,b,a,3> si i ^ —b. 

Ce module est admissible si et seulement si vp(a(p)) = (—a — b + l ) /2 . On note 

Sst(L) l'ensemble des (a, 6, a, j£f), où a, 6 G Z vérifient a < 6, où Jjf G L, et où 

oj G &(L) vérifie vp(a(p)) = ( - a - 6 + l ) / 2 . Si (a,6,a,JSf) G 5st(L), on note 14,6,«,^ la 

L-représentation potentiellement semi-stable de dimension 2 de £f<Qp dont Da^,a,^ est 

le Dpst. Cette représentation devient, par construction, semi-stable sur une extension 

abélienne de Qp ; c'est la tordue d'une représentation semi-stable de ^Qp par un 

caractère d'ordre fini ; elle est irréductible si b — a ^ 2 et réductible (tordue d'une 

ordinaire par un caractère d'ordre fini) si b = a + 1. 

Proposition4.18. — Si (a,b,a,^) G Sst(L), la représentation Va,b,oL,se est triangu
line. Plus précisément, 

VaA«,j? = V(xb\x\a,xaa,^). 

Démonstration. — Remarquons que, si A; G Z et si 77 G &(L) est unitaire localement 
constant, on a 

VaAa,J? ® (x\x\)kT] Va+k,b+kAx\karì,5?i 

V(xh0,xaa,Sf)®(x\x\)kri V(xh+k\x\kpri,xa+k\x\ari,&l 

ce qui permet de se ramener au cas b = 0 et a(x) = ^Vp^|;c|_1. Soit donc 
s = (\x\a,xaa,J£) G 5?+. Pour démontrer la proposition, il suffit de prouver que 
Dst(^(s)) est isomorphe à Da^,a^ en tant que WDQp-module filtré. 

Soit k = w(s) = — a > 0. D'après la prop. 3.10 (avec p, = 1 et À = — ̂ yJ2?) on 
peut trouver une base /1, f2 de D(s) dans laquelle les actions de ip et 7 sont données 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2008 



246 PIERRE COLMEZ 

par 

7( / i ) = /1 , 

7(/2) = X(7)-* / 2 + i - f c ( 7 - l ) 
P 

p-1 
&G{\x\,k) + \ogT -G'(\x\,k) f1 

¥>(/i) =« / i : 

<f{h) = pu /2 + t - f c ( P - V - i ) 
p 

p - 1 
ifGdaîl.fcJ+IogT-G'da;!,*) /1 

Le module Dst(F(s)) est alors L • e\ 0 L • e2, avec ei = /2 H- (^yifG(|a;|, fc) 

logT -h G'(|a;|, et e2 = ^ ^ / î . Les actions de y? et iV sont données par 

</?(ei) =pwei, y>(e2) u e2, iVei e2, iVe2 = 0. 

Le module Dst(F(s)) est donc, en tant que WDQp-module, isomorphe à £>a,0, 
Il ne reste plus qu'à identifier la filtration qui est complètement déterminée par la 
droite Fil0. 

Par construction, tn( logT- G'(\x\,b)) G tkLn[[t}} et tn(G(\x\,b)) G p~n + tfcLn[[t]], 
pour tout n > 1. On en déduit que in(ei) = j£ï&p~~nin(h) mod Filfc(Ln((£) )<£>£> (s)). 

Maintenant, x G FilfcDst(Vr(s)) si et seulement si in(ipn(x)) G F'ùk(Ln((t)) (g) D(s)) 
quel que soit n assez grand. Si £i,£2 G L, on a, d'après ce qui précède, 

¿n(^n(xlel +x2e2)) wn(pnx^n(ei) + x2Ln(e2)) 
p-1 

i f + x2 
P - 1 

)*n(0i; 

mod Fil* (Ln((*))®£>(a)), ce qui fait que Fil Dst(Vr(s)) est la droite d'équation Jfxi + 
x2 = 0. Ceci permet de conclure (vu que k = —a). E 

Remarque 4.19. — Gardons les notations de la démonstration précédente. Soient 

9i t~k P 
p-1 

/1 et 92 = /2 + t~k 
P 

p-1 
JfG(\x\,k) + G'(\x\,k) fi. 

On a alors 

7(0i) = X(7) k9i, 7(02) = X(7) ^ £2 + (7 -
p - 1 

P 
logT<7! 

<p(gi)=p щи V(92)=P1 ku 92 + (p V - l ) p - 1 
p 

logT9l 

et JD(s) est le sous-^-module de âêgi 0 &g2 engendré par tkg\ et 
g2 - (j^G(|x|,fc) + ^G'( |z | , f c ) ) #1. Autrement dit, D(s) est l'ensemble des 
xi9i + x2g2 avec xi,x2 G 3t, et zi -h (-SfGr(|a;|,fe) + ^G'(\x\,k)) = 0 mod tk. 

De plus, 

JSfG(|a?|,k) 
p-1 

P 
^ ( b L À O - l o g T ) - ^ - ^ et p - 1 

P 
l o g T - l o g ^ T ) + p " n i f 

ont un zéro d'ordre k en 7/ — 1, si 77 G /xpn — /xpn-i. 
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En posant C = —EYLlog^f T, B = (1 — p~1(p)C, et A = (1 — 7)C, en remarquant 
que A; = w(s) = 2u(s) -h 1, et que u = Si(p), et pl~ku = S2(p), cela permet de 
démontrer le résultat suivant. 

Proposition 4.20. — Si s = (Si,S2,Jl?) G il existe une base g\,g2 de &[\\®D(s) 
dans laquelle Vaction de (p et T est donnée par 

7(0i) = X(l) kSi(rr)gu 1(92) = ¿2(7X02 + X(7) kAg{) 

7(0i) = X(l) kSi(rr)gu <p(92) = S2(p)(92 + Bgi), 

et z\Q\ + z2g2 € A(s). si et seulement si Z\ est d'ordre w(s) + l 
2 z2 est d'ordre w(s) — l 

2 
et z\ — Cz2 a un zéro d'ordre k en rj — \, si 77 G fJLpn — /xpn-i, et n ^> 0. 

Démonstration. — Tout suit de la discussion précédant la proposition, sauf le rabiot 
concernant l'ordre de z\ et z2, mais celui-ci se démontre exactement comme dans la 
prop. 3.11. On aurait aussi pu utiliser les résultats de [2] pour arriver au résultat. • 

Proposition 4.21. — Si D est un WI>Qp-module filtré admissible de dimension 2 sur 

lequel N ^ 0, alors il existe (a,6,a, Jêf) G Sst(L) tel que D = £>a,6,a,jsf • 

Démonstration. — Il suffit de l'écrire. 

Remarque 4.22. — Il est immédiat que s G 5?+(L) si et seulement si il existe 
(a, b, a, i f ) G 5st(L) et S : WQp -> ^£ tels que F(s) ^ VXx6|a;|a, zaa, J2f) (8) <S. 

Corollaire 4.23. — Si s G y+(L), alors V(s) est une tordue par un caractère 
d'une représentation semi-stable non cristalline. Réciproquement, si V est une L-
représentation de dimension 2 de &Qp tordue par un caractère d'une représentation 
semi-stable non cristalline, alors il existe s G y+(L) tel que V = V(s). 

5. Densité des triangulines et des cristallines 

5.1. Étude locale de l'espace des triangulines 

Lemme 5.1. — Soit So G &(L) tel que So(p) £ pz ; alors il existe un voisinage 3£, 
pour la topologie p-adique, de Sq dans 3F(L), tel que les équations 

(¿(7)7- l)B = (1 + T) et (S(p)<p-1)A=(1+T) 

aient des solutions dans (é?(0il]®Ô'%;)^~0 et &'®@3£ respectivement. 

Démonstration. — Pour l'équation (¿(7)7 — 1)B = (1 + T), on remarque que l'on 
peut écrire, formellement, 

(¿(7)7-I)"1 
+00 

k=0 

(Soil) - Sh)) v 
((¿0(7)7 -l)k+1 
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Maintenant, si on applique le second membre à 1 -h T, la série converge dans 
(^(°'1^(8)^^-)^=0, si ¿(7) — ¿0(7) est assez petit sur 3£ (cela suit du fait que 
l'opérateur (¿0(7)7 - l ) -1 est continu sur (<?(o,i])iM> d'après [6]). 

Pour l'équation (S(p)(p — 1)A = (1 + T), on choisit k > —vp(ôo(p)), et on écrit 1 + T 

sous la forme Xlfco J\ + rk(T). Alors l'équation a comme solution 

k-i 

i=0 

t1 

i\{S(p)pl - 1) 

+00 

71=0 

5(p)nrfc((l + i y - 1 ) , 

et la série converge car a un zéro d'ordre A; en 0 (cf. démonstration du lemme A.l) 

Soit so = (¿1,05^2,o5 00) G S^*, tel que ¿0 = $i,oS2o vérifie So(p) £ pz. D'après le 
lemme 5.1, il existe un voisinage 3C de so (pour la topologie p-adique), dans S?+, tel 
que les équations 

( « ( 7 ) 7 - 1 ) 5 = (1 + T) et (S(p)ip-l)A = (l + T) 

aient des solutions dans {S^^^û^)^-Q et <^+(g>^r respectivement. Soit D l e 
((p, r)-module de base /11, h2 sur âêQÛ^-, avec actions de <p et T données par 

7(hi) = ¿1(7)^1, 7(^2) = ¿ 2 ( 7 ) ^ 2 + ^ 1 ) 

4>{hi)= i(p)hi <^2) = S2(p)(h2 + B/11). 

Si s G alors D$?(s) est le (<p, r)-module .D(s) de la rem. 3.8. La représentation 
V(s) de ^Qp est donc V(s) = (B îg <8>&Qp D^(s))ip=1. Nous allons prouver que V(s) 

varie analytiquement avec s . Si .ST' C est un voisinage de sq, on pose 

Vt(D) = (Bt(8)^ DY=l et Vx ( B L ® « Q „ I > Ä - ' ) • 

Alors Vgçi est un <^f/-module muni d'une action linéaire continue de . 

Proposition 5.2. — iZ existe un voisinage 3£' C 3£ de so dans ¿7* tel que Vgçi soit 

un û3^1-module libre de rang 2, et V#v(s) = V(s), quel que soit s G 3C1. 

Démonstration. — Choisissons A: G N, avec k > 2ix(so), et posons g\ = t~kh\, 

g2 = h2, a = x~kôi, P = ¿2, A! = tkA, B' = tkB. Alors l'action de (p et 7 dans 
la base g\, g2 est donnée par 

7(0i) = «(7)^1, 7(02) =/?(7)(02+ 4;0i) 

V>(Pi) = a(p)flfi, V(<fe)=/?(p)(02+B'<?l), 

et est l'ensemble des X\g\ + X2#2 5 où xi,a;2 G Bjig(8)Qp^^r sont tels que 
(fiziQi + x2g2) = x\g\ + x2g2 et x\ = 0 mod Le calcul de Vgç va se faire en 
plusieurs étapes, en trouvant des bases dans lesquelles l'action de ip est de plus en 
plus sympathique. 
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• Étape 1 : on se débarrasse de B''. On écrit B' G sous la forme B'+ + B'_, 

avec B'+ G 3l+®Gx et B'_3l+®Gx G Comme k > 2u(s0), on a vp(a(p)/3(p)~1) < 0, 

ce qui implique que la série Ylk™i(a(p)~1ft(p))k(P~k(B-) converge dans Si 

on note A~ sa somme, on a (a(p)P(p)~1(p — 1)A_ = B'_. Par ailleurs, en adaptant la 

démonstration du lemme 5.1, on montre (en utilisant le fait que a(p)~1f3(p) £ pz), 

que, quitte à diminuer SC, l'équation ((ct(p)l3(p)~1(p — 1)À+ = B'+ a une solution 

dans 3ë+®Gsc. Soit A = A_ -h A+ G Bjj Si on pose /1 = gi et f2 = g2 - A#i, 

l'action de tp devient tp(gi) = oc(p)g\ et <p(g2) = P{p)gi, et la congruence #i = 0 mod 

tk devient x\ = \x2 mod tk pour xifi + x2f2. 

• Étape 2 : on rend a et /3 constants. Soient ojo = a(so)(p) et /3o = /3(so)(p)- Comme 

aQ1a(p) et /î^"1^ sont des éléments de S* valant 1 en so, on peut, quitte à diminuer 

trouver des solutions dans (W(FP)®5)* aux équations (p{ui) = OJQ 1a(p)iti et 

(p(u2) = ^x0u2 (si on impose Ui(so) = ^2(̂ 0) = 1, ces solutions sont uniques). Si 

d = u7lfi et e2 = uôl f2, on obtient alors la description suivante de V : 

V = {xiei+x2e2, X\,x2 G B*ig<g)5, <p(a;i) a0 lx\, <p(x2) = /30 1x2, xi = Cx2 moàtk] 

avec C = ^ A . 
^ 2 

• Étape 3 : on utilise la théorie des Espaces Vectoriels de dimension finie [9, 11]. 
Soit h = [L : Qp]. Si a G ÛL - {0}, on note UG = {x G L (g) bJ4 , (p(x) = ax. 

Alors Ua est l'ensemble des Cp-points du L-Espace Vectoriel U0 qui est de dimension 

(hvp(a), 1). Par ailleurs, si G N, on note le L-espace vectoriel L 0 (BjR/tfeBjR). 
Alors Bfc est l'ensemble des Cp-points du L-Espace Vectoriel qui est de dimension 

(hk,0). Comme V(s0) est de dimension 2, et comme vp(aQ1) + Vp^Q1) = k, la 

théorie des Espaces Vectoriels de dimension finie permet de prouver la surjectivité de 

l'application 

*o : U a - i © U 0 - 1 ^Bfc, 

définie par $o(#i,#2) = x\ — C(s$)x2 [son image est l'ensemble des Cp-points 

d'un L-Espace Vectoriel de dimension (—hvp(a0), 1) + (—hvp(/3o),l) — (0>2) = 

(hk,0)]. Par le théorème de l'image ouverte, si W est un supplémentaire fermé 

de V(sn) dans U -1 0 U^-i, alors $0 a un inverse continu Q^1 : B^ —> W. Soit 

$ : ( U a - i ® ^ ) ® ( U ^ - i ® ^ ) B f e ® ^ , définie par $(a?i,ar2) = xi - Cx2. 

On peut écrire $ sous la forme $0 + et V r̂ est donc l'ensemble des v = 

x\ei -h x2e2 vérifiant $o(v) = — s^(vs), ce que l'on peut réécrire sous la forme 

v = y0 — (*£(?;)), avec vo G V(SQ). Comme $0 et \1> sont linéaires continues, 

l'application v H v0 - S$Q ^^ (v ) ) est contractante si s est assez petit. Quitte à 

diminuer JET, on peut donc supposer que v \-+ vo — s$Q1(ty(v)) est contractante dans 

Ua-i(g)^,2r 0 XJp-i®û& ; elle admet alors un unique point fixe v, et ce point fixe 

prend la valeur VQ en SQ. On en déduit le résultat. • 
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Remarque 5.3. — (i) Comme tous les Espaces Vectoriels considérés dans la démons

tration sont munis d'une action de &QP , on aurait pu utiliser la théorie des presque CP-
espaces vectoriels [17] dans l'étape 3, au lieu de celle des Espaces Vectoriels de di

mension finie. 

(ii) On aurait pu aussi utiliser une version « en famille » des théorèmes à la 

Dieudonné-Manin de Kedlaya. Il y a d'ailleurs une concordance assez frappante entre 

ce que permettent de démontrer ces théorèmes de Kedlaya et la théorie des Espaces 

Vectoriels de dimension finie. 

(iii) Comme Kisin me l'a fait remarquer, la prop. 5.2 peut aussi se déduire (cf. [23]) 
des résultats de [22]. 

5.2. La fougère infinie. — On continue à supposer p ^ 2. Un atome galoisien de 

dimension 2 est une UL-représentation V de dimension 2 de &QP absolument indé
composable (i.e. qui ne devient somme de deux caractères sur aucune extension finie 
de &L), qui n'est pas la tordue d'une extension de LJ par 1, où a; désigne le caractère 
cyclotomique modulo p. Si p ^ 5, toute L-représentation absolument irréductible de 
dimension 2 possède (quitte à faire une extension quadratique non ramifiée de L, si 
jamais V n'est pas absolument indécomposable) un réseau dont la réduction est un 
atome galoisien de dimension 2, mais si p = 3, il y a quelques contrexemples dûs au 
fait que LU = 

Si V est un atome galoisien de dimension 2, et si êi , ë2 est une base de V sur 
on note 3£y l'espace des déformations encadrées de V (Si A est une ^-a lgèbre locale, 
un point de ^y(A) est un triplet (V, ei,e2), où V est une A-représentation de ^ Q p , et 
e i , e2 forment une base de V sur A se réduisant en e~i,e~2 modulo m^. D'après Kisin, 
l'espace e^/"y est une boule de dimension 9. 

Un point s de 9yy{V) = S£y{jt?L) nous fournit en particulier une L-représentation 
V(s) de ^Qp. On note %yls(L) l'ensemble des points s de <3fcy(L) tels que Vs est 
cristalline. De même, on note %y(L) l'ensemble des points s de £y(L) tels que Vs 

est trianguline. 

Théorème 5.4. — Si V est un atome galoisien, les ensembles 3£yls(L) et 3C^{V) sont 

Zariski denses dans 9Cy. 

Démonstration. — Soit Z = ^yls(L)f)^~(L) (une représentation cristalline V n'est 

trianguline que si les valeurs propres de (p sur Dcris(V) appartiennent à L, ce qui fait 

que Z est strictement inclus dans ^^ris(L)). On va en fait prouver que Z est Zariski 

dense dans S£y. La démonstration repose sur un argument très semblable à celui de 

la « fougère infinie » de Gouvêa-Mazur [18]. Le point clé est que les éléments de Z 

apparaissent deux fois dans l'espace ce qui suggère que l'image de l'application 
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S? —> SCy a beaucoup trop de points doubles pour ne pas être Zariski dense. Le lemme 

suivant fait partie du folklore. 

Lemme 5.5. — (i) Z n'est pas vide. 

(ii) Z contient des points (V,ei,e2), avec V irréductible. 

Démonstration. — La prop. 5.2 permet de déduire le (ii) du (i) (10) à condition de 

prouver que l'on peut trouver un point V(s) de Z, avec s G y vérifiant u(s) > 0. 
Comme un élément de Z correspond à deux points de ¿5^, et qu'il y a toujours un des 

deux points dans S*7* (cf. (iii) du th. 0.6), il suffit en fait de prouver que Z est non 

vide. Ceci se fait cas par cas. 

• Si V est irréductible, alors on peut la relever en une représentation cristalline, 

obtenue en tordant par un caractère une induite d'une puissance symétrique de la 

représentation attachée à un Lubin-Tate pour Qp2. 

• Si V n'est pas irréductible, on peut supposer, quitte à tordre par un caractère, 

que c'est une extension de kL par &L(<5). 

- Si S £ {1, LJ}, il y une seule telle extension, et on peut relever S en un caractère de 

la forme xkSo, où k > 0 et So est constant sur Z* ; l'extension de 1 par xkSo est alors 

une représentation cristalline ordinaire (de poids de Hodge-Tate 0 et k) possédant un 

réseau dont la réduction est V. 

- Les extensions de 1 par u sont classifiées par un invariant «5f qui est la réduction 
modulo p de l'invariant «Sf de Fontaine-Mazur pour les extensions de 1 par le caractère 
cyclotomique. On peut alors utiliser la formule de Greenberg-Stevens [19], interpré
tant cet invariant comme une dérivée logarithmique de valeur propre de Frobenius 
(par rapport au poids de Hodge-Tate), pour prouver qu'il existe une représentation 
cristalline ordinaire de poids de Hodge-Tate 0 et p = 1 + {p — 1) se réduisant sur V. 

- De même, les extensions de 1 par 1 sont classifiées par un invariant Jïf, et il est 
assez facile de prouver que les extensions de 1 par (|x|x)^p_1^1+pQ;^(l + fi)Vp(x\ avec 
a G { 0 , . . . ,p — 1} et /3 G m^, fournissent toutes les extensions dont on a besoin en 
réduction modulo TUL-

Revenons à la démonstration du th. 5.4. Soit XQ = (Vb, e^o, e2,o) € avec Vb 

irréductible. Il existe alors un voisinage ^ ( X Q ) de XQ dans 2£y pour la topologie 

p-adique, une &SC{xq)-représentation V de ^Qp de dimension 2 et une base ei,e2 

de V sur ^^r(Xo), telles que V(x0) = Vb, ei(xo) = ^i,o et e2(x0) = e2io. Le choix 

de ei,e2 permet de trivialiser l'application (V,e\,e2) i-> V dans un voisinage de xo, 

ce qui permet, quitte à diminuer &(XQ), d'écrire ^(XQ) SOUS la forme d'un produit 

(10) Elle permet de montrer qu'il passe, par un point cristallin, une sous-variété de codimension 1 

contenant des tas de points cristallins avec un des poids de Hodge-Tate tendant vers l'infini, alors 

qu'une des valeurs propres de Frobenius et l'autre poids de Hodge-Tate restent bornés ; chacun de 

ces points fournit une représentation irréductible. 
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&(xo) x 3è, où (xo) est un voisinage p-adique de VQ dans l'espace des déformations 

de V (qui est lisse au voisinage de Vo, puisque Vo est irréductible) et Së est une boule de 

l'espace de dimension 4, l'application ^(x0) x Së —> &(x0) envoyant (V(s),a,b,c,d) 

sur (V(s), (1 +pa)ei(s) + pce2(s),pfrei(s) + (1 H- pd)e2(s)). 

Comme 2£y est irréductible, <3fr(xo) est Zariski dense dans 3Cy, et il nous suffit 

de prouver que Z H 3£(x$) est Zariski dense dans 3£(x§), OU encore, en utilisant la 

factorisation ci-dessus, que l'ensemble Y fi ^(XQ) est Zariski dense dans ^(XQ), où 

Y désigne l'ensemble des L-représentations cristallines triangulines dont la réduction 

est V. 

Si t G 5?* est tel que V(t) G ^ ( X Q ) , n existe, d'après la prop 5.2, un voisinage ^ (£ ) 

dans 5?* tel que F(s) G ^ (#o) , Quel Que s°it s G ^ ( t ) . De plus, toujours d'après la 

prop. 5.2, l'application 5 H-» V (̂s) est analytique sur y(t), et comme elle est injective 

(puisque V(s) = V(sf) n'arrive que très rarement, et implique que s et sf sont loin 

dans ^ * ) , on en déduit le fait que l'adhérence de Zariski 3?t de l'image de 5?(t) dans 

^(xo) est de dimension 4 (au moins), et donc est de codimension 1 (au plus). 

Maintenant, choisissons so = (61,62,00) G ̂ * tel que V(so) = Vo- Soit / G ^V(Xo) 
identiquement nul sur 7 n f (xo)- En particulier, il existe N ^ 0 tel que / est nulle 

sur 

W(n,k,y1,y2) = V(6i exp((n -h k) log x H- î/ivp(x)), 62 exp(k logx + î/2Vp(ic)), 0 0 ) , 

si n G N, A; G Z sont divisibles par (p — l)pN et si y\,y2 G ont une valuation ^ A/". 

Comme (p- l)iVN x (p - l )p*Z x ( p ^ L ) 2 est Zariski dense dans S*(s0), on en déduit 

le fait que / est identiquement nul sur 3fSQ. Par ailleurs, la représentation W(n, 0,0,0) 

est aussi isomorphe à V(tn), où tn est l'élément (62xn+w(<So\ 61x-(n+w(s°», 00) de y . 

Les arguments qui ont permis de montrer que / est nulle sur 2fSQ, montrent de même 

que / est identiquement nulle sur 3ftn, quel que soit n G N. 

Si n est assez grand, u(tn) = n + w(so) + vp(62(p)) n'est pas égal à u(so), ce qui fait 

que tn y(so), et donc que 3ftn n'est pas inclus dans J^0. Par ailleurs, 3fSQ D 3?tn 

contient l'image de l'ensemble des (¿1 exp((n + z)logx + y\vp(x)),62exp(fclogz + 

2/2^p(x)), 0 0 ) , pour y i , 2/2, z G de valuation suffisamment grande. On en déduit que 

la réunion des 2?SQ D 3ftn est Zariski dense dans 3?SQ. Soit alors r l'ordre du zéro de 

/ sur 3f8Q. Il résulte de ce qui précède que / a un zéro d'ordre au moins r + 1 sur 

^sQ H 2?tn, pour tout n. Comme la réunion des fl 2?tn est Zariski dense dans J^0, 

cela implique que / a un zéro d'ordre r + 1 sur J^0. On a donc r = + 0 0 , ce qui 

implique que / est identiquement nulle sur ?V(XQ). Ceci permet de conclure. • 

Remarque 5.6. — Si p = 3 et V est la tordue d'une extension de 1 par <j, la démonstra

tion précédente prouve que l'ensemble Z des triangulines cristallines est Zariski dense 

dans toute composante irréductible du champs des déformations de V contenant un 

élément irréductible de Z. 
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Question 5.7. — (i) Le th. 5.4 s'étend-il en dimension supérieure? La différence entre 
la dimension de l'espace des représentations de dimension n de ^Qp , et celui des 
triangulines est n(n~1} qui est > 1 si n > 3. La démonstration précédente ne s'étend 
donc pas sans modification, mais Chenevier [4] a obtenu des résultats allant dans le 
sens d'une réponse positive. 

(ii) Est-ce que l'ensemble des représentations cristabélines (une représentation est 
cristabéline si elle devient cristalline sur une extension abélienne de Qp) à poids de 
Hodge-Tate 0 et 1 est Zariski dense dans l'espace de tous les représentations ? 

A. Compléments à [12] 

A . l . Compléments sur & 

Lemme A.l. — (i) Si a e L* n'est pas de la forme p 1, i G N; alors acp — 1 : âê+ —* 
^+ est un isomorphisme. 

(ii) Si a — p 1, avec i e N, alors le noyau de aip — 1 : &+ —> ^ + est la droite 
L t1, et Y]t=o a<ktk est dans l'image de atp — 1 si et seulement si ai = 0. 

Démonstration. — Si k > —vp(a)i alors +oo 
71=0 1<*<РГ est un inverse continu de 

a<p — 1 sur Tkâê^~. (Pour montrer que la somme définit bien une fonction analytique 
sur vp(T) > 0, il suffit de constater que l'on a vp((pn(T)) = n + C, si n est assez grand, 
et donc vp(F((p(T))) ^ nk + C si F est divisible par Tk.) Le résultat se déduit alors 
de ce que âê+ = ®![~}L • t1 0 Tk@+ et de ce que = pH\ • 

Lemme A.2. — Si b G et si vp(a) < 0, il existe c G ^ tel que b' = b — (cap — l)c 
appartienne à (S>1[)^=0. 

Démonstration. — Il suffit de résoudre l'équation ac — ib(c) = ïù(b) dans & ,̂ or cette 
équation admet comme solution c +oo 

71=0 
a kipk(b), la convergence de la série dans 

gt étant une conséquence de la prop. [12, 1.15]. 

Corollaire A3. — Sib G $ et si vp(a) < 0, il existe c G M tel que b' = b — (cap — l)c 
appartienne à ((o^)^=0. 

Démonstration. — D'après le lemme A.l, si k > —vp(a), il existe c\ G Si tel que 
b — (pup — l)ci soit de la forme Yli<k ai^% e* d°nc appartienne à S\ ce qui permet 
d'utiliser le lemme A.2 pour conclure. • 

Lemme A.4. — Si vp(a) < 0, et si a G vérifie (cap - l)a G (S^-®, alors a G 

Démonstration. — Six лет, xl 
rpk est un élément de on note x+ et x les séries 

de Laurent définies par x+ sk>0xh G et x~ A<-1 xkTk G S^. D'après 
[12, lemme 1.8], on a ip(x) tp(x ) et ip(xy : Ф Х+) on a aussi ip(x) = <p(x ) 
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Appliquant ce qui précède à x — ((f(a) — a) G (S^)^~°, on en déduit les identités 

0 = ^ ( M a ) - a " 1 a ) - ) : ijj(((p(a )-a la) ) = 

= (îp{ip(a ) — a1a)) =a —a 1i^(a ) , 

et comme on a supposé vp(a) < 0, une récurrence immédiate montre que a G vcfiLûg, 

quel que soit k G N. On en déduit la nullité de a~, ce qu'il fallait démontrer. • 

Proposition A.5. — Soit ô G &(L). Si vp(S(p)) > 0, l'équation 

((5(7)7 " 1)£ 

+ OC 

71=0 
* ( p ) V ( i + t ) 

n'a pas de solution dans ë&. 

Démonstration. — Soit A = J2n=o ô(p)n(pn{l+T). Alors A G ÛL[[T\] vérifie ip(A) = 

S(p)A. Soit 6 = (¿(7)7 - 1), et soit B G & une solution de 6 ( 5 ) = A. On a 

0(ip(B) — S(p)B) = 0. On en déduit que ^ ( S ) — S(p)B = 0 (sauf si S est de la forme 

X_î , avec i G N, auquel cas ^(B) — ô(p)B = af1, mais en retranchant (p~l —6(p))~1tl 

à 5 , on fabrique une solution de Q(B) = A vérifiant ip(B) — S(p)B = 0). 

Décomposons alors B sous la forme B+ + B~, avec £ + G et B~ G fi 
T - ^ I I T - 1 ] ] . Comme V>(#)+ = ^ ( # + ) et ^ ( £ ) ~ - ^(JB"), on a V>(#)+ = ̂ (#+)= % ) £ + et 

i/>(B~) = 5(p)B~. D'après [12, prop.1.13], cela implique que B~ converge sur tout le 

disque épointé 0 < vp(T) < + 0 0 , et que l'on a 

inf vp(B (x)) ^ 
vp(x)=r+l 

inf vp(B (x)) - 1 - vp(S(p)), 
Vp(x)=r 

quel que soit r 
1 

p - l 

On en déduit que B~ a un pôle d'ordre fini, puis, grâce au lemme 1.8 de [12], que 

B~ = 0. On en déduit l'existence d'une distribution ¡1 sur Zp dont B est la transformée 

d'Amice, et la relation que vérifie B implique que la restriction à Z * de À = (¿(7)7 — 
l)/x est la masse de Dirac en 1. Ceci est absurde car on aurait 

1 
Zp 

6-1\ = 6(1) 
Z 

<5 1(x(l)x)fi-
Z 

Ô-1(X)IJ, = 0. 

Ceci permet de conclure. 

S i / = KEZ akTk G Si. on définit le résidu de la forme différentielle u> = f dT par 

la formule res(o;) = a_i. On a alors res(7(c<;)) = res(u;) et res((p(u))) = pres(o;). 

Soit d : & ^ l'opérateur différentiel 9 = | = ( 1 + r ) | . . On a 

do(p=ptpod et doj = x(j) j od. 

Par ailleurs, comme df = 9 / 1 + T on en déduit la proposition suivante : 
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Proposition A.6. — (i) kerd = L et f est dans l'image de d si et seulement si 
res(f dT > 

1+T> 0. 

(ii) d : 3ê[\ogT] -> âê[logT] est surjective. 

On pose Resi f) = resN dT 

1 + T Comme log 7(T) 
T 

et log <p(T] 
rpp appartiennent à 8& et 

donc ont une différentielle dont le résidu est nul, on en déduit les formules 

Res(7(*)) = x(7)_1Res(x) et Res((p(x)) = Res(x). 

Lemme AJ. — Si x G {S^Y, alors R e s ^ G Z. 

Démonstration. — On peut écrire x de manière unique sous la forme x = aTkx+x , 
avec a G L*, k G Z, x+ G 1 + T ^ L [ [ T ] ] et x~ G (1 + m ^ - ^ P 1 - 1 ] ] ) D <Ft. On a 
alors Res^p- = R e s ^ ^ = 0 et Res^j^ = k, ce qui permet de conclure. • 

Lemme A.8. — Six G 3$ vérifieRes(x) 0, alors il existe c G M tel que (7—l)c = tx. 

Démonstration. — Ce lemme peut se trouver dans [21 (ou plutôt dans la prépubli

cation correspondante). Rappelons-en la démonstration. Soit V log 7 
logx(7) 

Un petit 

calcul montre que V = td. Par ailleurs, on peut factoriser log( l+T) 

logx(7) 
sous la forme 

TF(T), et donc V sous la forme (7 — 1)F(7 — 1), ce qui prouve que pour trouver 
une solution de l'équation (7 — l)c = tly, il suffit d'exhiber une solution de l'équation 
de = t%~xy. Le lemme est alors une conséquence du fait que de = x a une solution 
dans â$ si et seulement si Res(x) = 0. • 

A.2. Anneaux de Fontaine. — On renvoie à [11] pour la définition des anneaux 
apparaissant ci-dessous. 

Proposition A.9. — Si r > 0 et si x G 1 

t 
I log7T les conditions suivantes sont 

équivalentes : 

(i) Nx = 0 ; 
( Ü ) I € B M [ } ] . 

Démonstration. — C'est évident. 

Proposition A.10. — Sir > 0 et si x G B M [ I ] les conditions suivantes sont équiva
lentes : 

(i) G BdR quel que soit n G N vérifiant 1 

p—l)pn-L 
r; 

(ii) a €B]°'rl. 

Démonstration. — L'implication (ii)=>(i) est immédiate, et pour montrer l'implica
tion (i)=>(ii), il suffit de prouver que si x G B^0'rl est tel que (f~n(x) est divisible par 
t dans BtR pour tout n vérifiant 1 

p-lp"- J 
r alors x est divisible par t dans B^°'rl 

Ceci a été démontré par Berger [2]. 
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Lemme A.ll. — Si x G B^g, les conditions suivantes sont équivalentes : 
(i) il existe no G N tel que ip~n(x) G Amax quel que soit n ^ no ; 
(ii) x G A+. 

Démonstration. — L'implication (ii)=>(i) est immédiate. Passons à la réciproque. Par 
hypothèse, si n ^ no, il existe xn G Amax tel que x = (pn(xn). Par ailleurs, si y G Amax, 
il existe une suite (ak)keN d'éléments de A+, tendant p-adiquement vers 0, telle que 
l'on ait 

V = 
+00 

k=0 
ak 

|p| 

P 

k 
et donc yn(y) 

+00 

k=0 
pfc<*n-V(afe |p| 

p 

kpr 

on en déduit l'inclusion <£n(Amax) C A+ + pn Amax, et l'appartenance de x à 
Nn^no(A+ +Pn-1Amax). Comme A+ FL pnAmax = (p, [p])nA+, cela implique que 
A+ est fermé dans Amax ; on en déduit l'appartenance de x à A+, ce qu'il fallait 
démontrer. • 

Proposition A.12. — Si r > 0, et si 0 < s ^ r, les conditions suivantes sont équiva
lentes pour x GGBM[I] 

(i) la suite (<£-n(#))neN est bornée dans B '̂r] ; 
(ii) 1 6 B M . 

Démonstration. — L'implication (ii)=^(i) est immédiate. Passons à la réciproque. On 
peut décomposer x sous la forme x = y + z avec z G B °̂'rl et, quitte à remplacer 
x par y, on peut supposer r = + 0 0 et a: G B^g, auquel cas le résultat suit du 
lemme A. l l . • 

Proposition A.13. — Si x G S£ et si a G L* vérifie vp(a) > 0, les conditions suivantes 
sont équivalentes : 

(i) x est d'ordre vp(a) ; 
(ii) la suite de terme général an(p~n(x) est bornée dans Bjig. 

Démonstration. — On peut écrire x sous la forme x = x+ + x~, avec x+ G et 
x~ G <ft. La suite (ip~n(x~))ne^ est alors bornée dans B^ ; il en est donc, a fortiori, 
de même de la suite (an(p~n(x~))ne^ dans B*ig. On peut donc remplacer x par x+ 
et se ramener à vérifier que x G ̂ + est d'ordre vp(a) si et seulement si la suite 
(an(p~n(x))nefq est bornée dans B^g. 

Maintenant, on a B ĝ = f\eN<̂ (I3max) et une suite (#n)neN est bornée dans B ĝ 
si et seulement si (xn)ne?q est bornée dans ^(B^ax) quel que soit i G N, ou encore, 
si et seulement si, quel que soit i G N, la suite (<p~l{xn))neN est bornée dans B+ax. 
Ceci permet de se ramener à prouver que x G ^ + est d'ordre vp(a) si et seulement si 
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la suite (anip n(x))ne^ est bornée dans B+ax. Pour la démonstration de ce dernier 

fait, voir par exemple [8, lemme VII I .3.3] . • 
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SLOPE FILTRATIONS FOR R E L A T I V E FROBENIUS 

by 

Kiran S. Kedlaya 

Abstract. — The slope filtration theorem gives a partial analogue of the eigenspace 
decomposition of a linear transformation, for a Frobenius-semilinear endomorphism of 
a finite free module over the Robba ring (the ring of germs of rigid analytic functions 
on an unspecified open annulus of outer radius 1) over a discretely valued field. In 
this paper, we give a third-generation proof of this theorem, which both introduces 
some new simplifications (particularly the use of faithfully flat descent, to recover 
the theorem from a classification theorem of Dieudonné-Manin type) and extends the 
result to allow an arbitrary action on coefficients (previously the action on coefficients 
had to itself be a lift of an absolute Probenius). This extension is relevant to a study 
of (0, r)-modules associated to families of p-adic Galois representations, as initiated 
by Berger and Colmez. 

Résumé (Filtrations de pentes pour le Frobenius relatif). — Le théorème de filtration par 
les pentes donne un analogue partiel de la décomposition en espaces propres d'une 
transformation linéaire, pour un endomorphisme semilinéaire (pour Frobenius) d'un 
module libre de type fini sur l'anneau de Robba (l'anneau des germes de fonctions 
analytiques rigides sur une couronne ouverte non précisée de rayon externe 1) sur un 
corps à valuation discrète. Dans cet article, nous donnons une preuve de troisième 
génération de ce théorème, qui introduit quelques simplifications nouvelles (en par
ticulier, l'emploi de la descente fidèlement plate, pour obtenir le théorème à partir 
d'un théorème de classification de type Dieudonné-Manin). Nous étendons aussi le 
résultat pour permettre une action arbitraire sur les coefficients (auparavant, cette 
action devait être un relèvement d'un Frobenius absolu). Cette extension est utile 
pour l'étude des (<f>, r)-modules associés à des familles de représentations galoisiennes 
p-adiques; Berger et Colmez ont commencé cette étude. 

2000 Mathematics Subject Classification. — 11S80. 
Key words and phrases. — Slope filtrations, Frobenius actions, Robba ring, p-adic differential equations. 
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260 KIRAN S. KEDLAYA 

Introduction 

This paper describes a third-generation proof of the slope filtration theorem for 
Frobenius modules over the Robba ring (Theorem 1.7.1 herein). This proof is more 
expedient than what one finds in our original paper [21] or its sequel [22]. In addition, 
we generalize the slope filtration theorem by allowing for ring endomorphisms which 
do not act as Frobenius lifts on scalars, only on the series variable. This is intended 
as a prelude to a theory of Frobenius modules in families; we will not develop such 
a theory here, but see the next section for reasons one might want to do so, from 
the realm of p-adic Hodge theory. (Note that [22] itself generalizes [21] in a different 
direction, replacing the power series rings by somewhat more general objects; we do 
not treat that generalization here.) 

For an alternate perspective on this theorem and some related results in p-adic 
differential equations and p-adic Hodge theory, we also recommend Colmez's Bourbaki 
notes [11]. 

0.1. Context. — The slope filtration theorem [21, Theorem 6.10] (also exposed 
in [22]) gives a partial classification of Frobenius-semilinear transformations on finite 
free modules over the Robba ring (a certain ring of univariate formal Laurent series 
with p-adic coefficients). It is loosely analogous to the eigenspace decomposition of a 
linear transformation in ordinary linear algebra; it is also closely related to Manin's 
classification of rational Dieudonne modules. 

The slope filtration theorem was originally introduced in the context of Berthelot's 
rigid cohomology, a p-adic Weil cohomology for varieties in characteristic p. There, 
one obtains a analogue of the ^-adic local monodromy theorem, originally conjectured 
by Crew [14]; this analogue can be used to establish various structural results such 
as finiteness of cohomology [23] and purity in the sense of Deligne [24]. 

The effect of the slope filtration theorem on p-adic Hodge theory has perhaps been 
even more acute: it enables one to study p-adic Galois representations via their as
sociated (</>, r)-modules over the Robba ring. This point of view has been put forth 
chiefly by Berger with striking consequences: he has proved Fontaine's conjecture that 
de Rham representations are potentially semistable [4], and given an alternate proof 
of the Colmez-Fontaine theorem on admissibility of filtered (0, iV)-modules [5]. (A 
useful variant of the latter argument has been given by Kisin [27].) More recently 
Colmez [13] used this viewpoint to define a class of trianguline representations of a 
p-adic Galois group; these play an important role in the p-adic local Langlands cor
respondence for GL,2(QP) [12]. The trianguline representations are also important in 
the theory of p-adic modular forms, as most local Galois representations attached to 
overconvergent p-adic modular forms (namely, those of noncritical slope) are triangu
line. The p-adic local Langlands correspondence in turn has touched off a flurry of 
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SLOPE FILTRATIONS FOR RELATIVE FROBENIUS 261 

activity, which this introduction is not the right place to summarize; we merely note 
the resolution of Serre's conjecture by Khare-Wintenberger [25, 26], and progress on 
the Fontaine-Mazur conjecture by Kisin [28] and Emerton (in preparation). 

In both rigid cohomology and p-adic Hodge theory, one is led to study Frobenius 
modules in families, i.e., over the Robba ring with coefficients not in a p-adic field but 
in, say, an affinoid algebra. In either situation, the first step to studying Frobenius 
modules in families is to pass from a family to a generic point, which on rings amounts 
to replacing an integral affinoid algebra with a complete field containing it. In the 
rigid cohomology version of this argument, the resulting field is itself acted on by 
Frobenius, so the slope filtration theorem as presented in [21, 22] is immediately 
applicable; indeed, the key technique in [23] is to extend the application of the local 
monodromy theorem on the generic point to a large enough subspace of the base space. 
However, in the p-adic Hodge theory version, one might like to allow "Frobenius" to 
act in some fashion on the base of the family other than simply a lift of the p-power 
map; in fact, one natural situation is where the base is not moved at all. 

One goal of this paper, and in fact the principal reason for its existence, is to gen
eralize the slope filtration theorem to modules over the Robba ring with an action of 
a "relative Frobenius", which may do whatever one wishes to coefficients as long as 
it acts like a Frobenius lift on the series parameter. We hope this will lead to some 
study of p-adic Hodge theory in families; some of the corresponding analysis in equal 
characteristics has been initiated by Hartl [17], using an equal-characteristic analogue 
of the slope filtration theorem based on the work of Hartl and Pink [18]. In mixed 
characteristics, Hartl [16] has set up part of a corresponding theory, which addresses a 
conjecture of Rapoport and Zink [40] from their work on period spaces for p-divisible 
groups; results are presently quite fragmentary, but a good theory of ((/>, r)-modules 
in families may help. Another potential application would be to analysis of the lo
cal geometry of the Coleman-Mazur eigencurve [10], which parametrizes the Galois 
representations attached to certain p-adic modular forms, or of higher-dimensional 
"eigenvarieties" associated to automorphic representations on groups besides GL2. 
An initial step in this direction has already been taken by Bellai'che-Chenevier [3], 
who study deformations of trianguline representations; however, this involves only 
a zero-dimensional base, so they can already apply the usual slope filtration the
ory after a restriction of scalars. For other questions, e.g., properness, one would 
want to consider positive-dimensional bases like a punctured disc. In this direction, 
Berger and Colmez have introduced a theory of etale ((/>, T)-modules associated to 
p-adic Galois representations in families [6], which relativizes some of the results of 
Cherbonnier-Colmez [9] and Berger [5] for a single p-adic Galois representation. 
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262 KIRAN S. KEDLAYA 

0.2. About the results. — For the sake of introduction, we give here a very brief 
description of what the original slope filtration theorem says, how the main result of 
this paper extends it, and what novelties in the argument are introduced in this paper. 
Start with a complete discretely valued field K of mixed characteristics (0,p). Let St 
be the ring of formal Laurent series Y^nezcnuTl convergent on some annulus with outer 
radius 1 (but whose inner radius may depend on which series is being considered). 
Let (j>K • K —* K be an endomorphism lifting the absolute g-power Probenius on the 
residue field of for some power q of p, and define a map <\>: St —> S by the formula 
(/>(52cnun) = ]C ^K"(c™)0(M)n» where (j)(u) — uq has all coefficients of norm less than 
1. Let M be a finite free ^-module equipped with a 0-semilinear map F : M —> M 
which takes any basis of M to another basis of M (it is enough to check for a single 
basis). Then [21, Theorem 6.10] asserts that M admits an exhaustive filtration whose 
successive quotients are each pure of some slope (i.e., some power of F times some 
scalar acts on some basis via an invertible matrix over the subring of St of series with 
integral coefficients), and the slopes increase as you go up the filtration; moreover, 
those requirements uniquely characterize the filtration. 

As noted earlier, the slope filtration should be thought of as analogous to what one 
might get from a linear transformation over K by grouping eigenspaces, interpreting 
the slope of an eigenspace as the valuation of its eigenvalue. One can in fact deduce 
an analogous such result for semilinear transformations over K, which also follows 
from the Dieudonne-Manin classification theorem. One might then expect that the 
slope filtration can be generalized so as to allow any isometric action on K, not just 
a Probenius lift; that is what is established in this paper (Theorem 1.7.1). 

As promised earlier in this introduction, one happy side effect of this generalization 
is the introduction of some technical simplifications. We give a development of the 
theory of slopes which does not depend on already having established the Dieudonne-
Manin-style classification; this follows up on a suggestion made in [22]. We give a 
much simplified version of the descent argument that deduces the filtration theorem 
from the DM classification, based on the idea of replacing the Galois descent used pre
viously with faithfully flat descent; this avoids the use of comparison between generic 
and special Newton polygons, and of some intricate approximation arguments. (In 
particular, there is no longer any need to deal with finite extensions of the Robba ring, 
which allows for some notational and expository simplifications.) That substitution 
creates some flexibility in what we may take as the "extended Robba ring" for the DM 
classification; here we use a ring made from generalized power series, some of whose 
properties are a bit more transparent than for the corresponding "big rings" in [21] 
and [22]. 
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0.3. Structure of the paper. — The structure of this paper is a bit unusual, as we 
have attempted to make the paper more friendly to the novice reader by fronting some 
of the key assertions and pushing back more technical aspects. (This assertion applies 
both to the paper as a whole, and to Sections 2 and 3 individually.) The consequence 
is that the logical structure is a bit loopy: results are stated, and sometimes used, 
before having been proved. However, we hope that it is not too hard to see that there 
are indeed no vicious circles in the reasoning. 

In Section 1, we introduce the Robba ring, the category of 0-modules, the notions 
of degree and slope, the subcategories of pure ^-modules of various slopes, and the 
statement of the filtration theorem. 

In Section 2, we introduce an extended Robba ring (whose elements are modeled 
on Hahn-Mal'cev-Neumann generalized power series rather than ordinary power se
ries), state a classification theorem for 0-modules over the extended Robba ring, then 
perform the calculations required to prove this theorem. 

In Section 3, we deduce the slope filtration theorem from the classification theorem 
over the extended Robba ring. The key tool here is an invocation of faithfully flat 
descent for modules. 

Acknowledgments. — Thanks to Laurent Berger for the original suggestion to con
sider relative Frobenius and for subsequent discussions, to Lucia di Vizio for providing 
the reference to Praagman's work, and to Peter Schneider for additional comments. 

1. Statement of the filtration theorem 

1.1. The Robba ring 

Definition 1.1.1. — Let K be a field complete for a discrete valuation, with residue 
field k; let OK denote the valuation subring of K and let denote the maximal ideal 
of Ox. (We need not make any restriction on the characteristics of K, k.) Write | • | for 
some fixed norm corresponding to the valuation (the normalization does not matter). 
For r > 0, let &r be the ring of rigid analytic functions on the annulus e~r < \t\ < 1 
(these are just Laurent series in the variable t convergent on this region), and let & 
be the union of the &r. The ring S% is called the Robba ring over K. It follows from 
the work of Lazard [29] that & is a Bezout domain, that is, an integral domain in 
which every finitely generated ideal is principal. 

Remark 1.1.2. — Any Bezout domain R enjoys a number of nice properties gener
alizing properties of principal ideal domains, including the following. Some of these 
are actually properties of Prüfer domains, in which every finitely generated ideal is 
projective; these generalize Dedekind domains to the non-noetherian setting. 
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- Any finite locally free i2-module is free [21, Proposition 2.5]. 

- Any torsion-free .R-module is flat; this holds for any Prufer domain [8, VII 

Proposition 4.2]. 

— Any finitely presented projective -R-module is free [14, Proposition 4.8]. 

— If M is a finite free i2-module and N is a submodule of M which is saturated, i.e., 

N = Mn(N<S>RFraci?), then N and M/N are both free [14, Proposition 4.8], 

[21, Lemma 2.4]. 

Definition 1.1.3. — Let ^int be the subring of & consisting of series with coefficients 

in OK; this ring is a discrete valuation ring with residue field &((£)), which is not 

complete but is henselian [21, Lemma 3.9]. Let &hd be the subring of g% consisting 

of series with bounded coefficients; it is the fraction field of ^mt . 

Remark 1.1.4. — Note that for i G ^ , one has x € ^int if and only if there exists an 

integer n such that the function tnx is bounded by 1 on some annulus e~r < \t\ < 1. 

Remark 1.1.5. — Lazard's work [29] includes a theory of Newton polygons for ele

ments of using which one can read off numerous structural properties. One key 

example is that the units in & are precisely the nonzero elements of ^bd [21, Corol

lary 3.23]. 

Remark 1.1.6. — One can also define the Robba ring even if the valuation on K is 

not discrete, but its properties are very different. For instance, ^bd is no longer the 

fraction field of ^mt . This makes even the formulation of a slope theory over such K, 

let alone any proofs, somewhat more delicate than the approach we take here. 

1.2. Frobenius lifts on the Robba ring 

Definition 1.2.1. — Fix an integer q > 1. (To see why we forbid q = 1, see Re

mark 1.7.9.) A relative (q-power) Frobenius lift on the Robba ring is a homomor-

phism <j> : —> 3? of the form J2i cit1 i-* Y^i ^K^^U1, where (J>K is an isometric field 

endomorphism of K and u G ̂ int is such that u — tq is in the maximal ideal of Mint. 

If k has characteristic p > 0 and q is a power of p, we define an absolute (q-power) 

Frobenius lift as a relative Frobenius lift in which (f>K is itself a g-power Frobenius lift. 

Remark 1.2.2. — The treatments in [21, 22] only allow absolute Frobenius lifts, and 

the approaches do not carry over easily to the general case because of the use of Galois 

descent at some key moments. See the introduction for discussion of why one needs 

the relative case. 
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Definition 1.2.3. — For r > 0, let | • |r denote the supremum norm on the circle 

\t\ = e-r, as applied to elements of £%r\ one easily verifies that 

We extend the definition to vectors by taking the maximum over entries. 

Remark 1.2.4. — Note that for / analytic on the entire open unit disc (i.e., repre

sented by an ordinary power series rather than a Laurent series), we have | / | r < | / |s 

whenever 0 < s < r; in other words, the supremum of / over the entire disc |£| < e~s 

occurs on the circle \t\ = e~s. In fancier language, the circle \t\ = e~s is the Shilov 

boundary of the disc \t\ < e~s, as in [7, Corollary 2.4.5]. 

Remark 1.2.5. — Let 0 be a relative Frobenius lift; then for some 7*0 > 0, we have 

\</>(t)/t? - l\ro/q < 1. It follows that for r G (0,r0) and / G </>(/) £ &r/q and 

| / | r = |0(/) |r/g- In geometric terms, 0 induces a surjective map from the annulus 

e~r/q < \t\ < 1 to the annulus e~r < \t\ < 1. (Compare [21, Lemma 3.7].) 

The following is both a typical example of how to make calculations on Robba 

rings and a crucial ingredient in what follows. 

Proposition 1.2.6. — Let <\> be a relative Frobenius lift, and let A be an n x n matrix 

over &mt. Then the map v \-+ v — A(j)(v) on column vectors induces a bisection on 

Proof. — The problem is unaffected if we replace v ,A by £mv, (£m/(/>(tm))j4, so by 

Remark 1.1.4, we may reduce to the case where the entries of A are bounded by 1 on 

some annulus with outer radius 1. Choose ro as in Remark 1.2.5. To check injectivity, 

we must argue that if w = v — A(j)(v) is bounded, then so is v. Choose r 6 (0, ro) such 

that A, w , 0 ( v ) have entries which are defined on the annulus e~r < \t\ < 1, and the 

entries of A are bounded by 1 there. Choose c > 0 such that |w|s < c for 0 < 5 < r, 
and such that |<^(v)|s < c for r/q<s<r. (The latter is possible because every 

analytic function on a closed annulus is bounded.) Then |v|s = |w + A<j)(v)\s < c for 

r/q < s < r, so \(j)(v)\s < c for r/q2 < s <r/q. Repeating the argument, we see that 

|v|s < c for 0 < s < r, proving the claim. (Compare [22, Lemma 3.3.3].) 

To check surjectivity, take w G £%n. Choose r G (0, r0) such that A, w have entries 

which are defined on the annulus e~r < \t\ < 1, and the entries of A are bounded 

by 1 there. Define the sequence {w /}g0 as follows. Start with w0 = w. Given 

w/, write = J2iezwi,itli Put w/+ = J2i>oWM** and wz~ = w/ ~ wz+> and Put 
wj+i = A(t>(wf). Since the entries of £_1w/~ are analytic on the entire open unit disc, 

^2citl =sup{|ci 
iez r 1 

\e~ri}. 
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by Remark 1.2.4 we have 

|w+|P < e-r+r'*\w+\r/q < c - ^ l w , ! ^ , ; 

consequently, |wj+i|r/g < e~r+r/9|w/|r/q. Thus the sequence wz+ converges to zero 

under | • |r/g, and hence also under | • \s for s > r/q by Remark 1.2.4. On the other 

hand, for 0 < 5 < r/q, applying Remark 1.2.4 after substituting t i - ^ r 1 gives 

|w"|s < |wf |r/g < \wt\r/q. 

Now set v = X^owz+5 then v nas entries analytic on the closed disc of radius 

e~rlq, and w - v + A/>(v) = X)z=o wz~ is bounded on e~rlq < \t\ < 1. Since ^(v) is 

analytic on the closed disc of radius e~rlq , we can write v = w + A(f)(v) — X)/°̂ 0 wz~ 

and thus extend v across the annulus e~r/q < \t\ < e~rlq ; by induction, v extends 

to the entire open unit disc. This proves the desired surjectivity. • 

One can also prove the following, as in [22, Lemma 5.4.1]. 

Proposition 1.2.7. — Let £ denote the xriK-adic completion of &hd. Let <j> be a relative 

Frobenius lift on and let A be an n x n matrix over &int. IfveS"n is a column 

vector such that Av = 0 (v ) , then v G (Shd)n. 

Proof — This will follow later from Proposition 2.5.8; we will not use it in the interim. 

• 

Remark 1.2.8. — In the case where A is invertible, Proposition 1.2.7 was proved inde
pendently by Cherbonnier (unpublished, but see [9, Theoreme III. 1.1]) and Tsuzuki 
[41, Proposition 4.1.1]. Tsuzuki's underlying argument can be used even when A is 
not invertible; see [41, Proposition 2.2.2]. 

Remark 1.2.9. — It should be possible to carry everything in this paper over to the 

case where one only assumes = ^ cit1 such that cq G o*K and G for i < q. 

(For instance, in the theory of (0, r)-modules, the composition of the usual 4> with any 

nontrivial 7 G T would have this property.) The proof of Proposition 1.2.6 extends 

to this setting, but the embedding of 2% into the extended Robba ring g% of Section 2 

must be modified, as accordingly must the projection construction of Section 3. 

1.3. ^-modules 

Definition 1.3.1. — Define a </>-(ring/field) to be a ring/field R equipped with an en-

domorphism 0; we say R is inversive if (j) is bijective. Define a (strict) (p-module over 

a </>-ring R to be a finite free i?-module M equipped with an isomorphism 0*M —• M, 

which we also think of as a semilinear 0-action on M; the semilinearity means that 

for r G R and m G M, (j)(rm) = 0(r)0(m). Note that the category of 0-modules 

admits tensor products, symmetric and exterior powers, and duals. 
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Remark 1.3.2. — The definition of ^-module used here is somewhat more restrictive 
than one sees in other contexts, hence the optional modifier "strict". For instance, 
in some cases one allows modules which are projective but not free, or worse. In 
other cases, one allows the 0-action to take kernel and cokernel in some ^-stable Serre 
category of i^-modules; we will do this ourselves shortly. 

Remark 1.3.3. — It will be convenient for us to describe 0-modules in terms of bases 
and matrices. If M is a 0-module and e i , . . . , en is a basis of M, we can completely 
describe the ^-action on M by specifying the invertible nxn matrix A which satisfies 
4>(ej) = ^2iAije{. Note that the semilinearity skews conjugation: if e i , . . . , e ^ is 
another basis and the change of basis matrix U is defined by = ]T\ t/^-ei, then the 
^-action on the new basis is via the matrix U~x A(/>(U). 

It is also useful to think of ^-modules as modules for a twisted polynomial ring. 

Definition 1.3.4. — For R a </>-ring, define the twisted polynomial ring R{T} to be the 
set of finite formal sums ai^% w^n ai ^ ^ equipped with the noncommutative 
ring structure in which Ta = <f)(a)T for a G R. If R is a field, then all left ideals of 
R{T} are principal, by the division algorithm [36, Theorem 6]. If R is inversive, one 
may similarly define a twisted Laurent polynomial ring R{T±}. 

Remark 1.3.5. — In general, a 0-module over R can be interpreted as a left R{T}-
module which is finite free over R, but one must remember the condition that (j) carries 
some basis to another basis. On the other hand, if R is inversive, then the data of a 
0-module over R is equivalent to the data of a left R{T± }-module which is finite free 
over R. If R is an inversive 0-field, then irreducible ^-modules over R all have the 
form i?{T±}/jR{T±}P for some irreducible twisted polynomial P. 

When talking about pure slopes, it will be helpful to switch from working with (j) 
to working with a power of $\ the following definition facilitates this switch. 

Definition 1.3.6. — View 0-modules as left modules for the twisted polynomial ring 
R{T}. For a a positive integer, define the a-pushforward functor [a]* from ^-modules 
to </>a-modules to be the restriction along the inclusion R{Ta} —• R{T}. Define the 
a-pullback functor [a]* from (/>a-modules to (^-modules to be the extension of scalars 
functor 

M ^ R{T} ®R{Ta} M. 

The following are easily verified (as in [22, §3.2]): 

— The functors [a]* and [a]* form an adjoint pair. 
— The functors [a]* and [a]* are exact and commute with duals; consequently, [a]* 

and [a]* also form an adjoint pair (i.e., in the other order). 
— The functor [a]* commutes with tensor products over R (but [a]* does not). 
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- If M is a 0-module and AT is a 0a-module, then M ® [a)*N = [a]*([a]*M <g) N). 

- If M is a 0-module, then rank([a]*M) = rank(M). 

- If N is a 0a-module, then rank([a]*AT) = arank(TV). 
- If N is a 0°-module, then [a]*[a]*AT = TV 0 0*(AT) 0 • • • 0 (0a_1)*(AT). 

Definition 1.3.7. — For M a </>-module, put 

jff°(M) = ker(</> — 1 : M —> M), if X(M) = coker(0 - 1 : M —> M). 

One easily checks that in the category of ^-modules over R, 

Hom(M, AT) 9* °(MV ® TV), Ext(M, N) =" if1(Mv ® iV). 

Moreover, for AT a </>a-module, there are natural bijections 

H\N)^ Wda^N) (¿ = 0,1). 

Remark 1.3.8. — Beware that although the pullback/pushforward terminology was 

inspired by a related construction in [18], the two do not agree in that context. 

1.4. Degrees, slopes, and stability. — For the rest of this section, we will put 
ourselves in the following situation. Note that Hypothesis 1.4.1 has a weak form and 
a strong form; we will assume only the weak form unless otherwise specified. (Thanks 
to Peter Schneider for suggesting this dichotomy.) 

Hypothesis 1.4.1. — Let Rint C Rbd C R be inclusions of Bezout domains such that 
R* C Rhd. Let (j) be an endomorphism of R acting also on Rbd and Rint. Let 
w : Rhd - > Z U {+00} be a 0-equivariant valuation such that w(R*) = Z and Rint = 
{r G Rhd : w(r) > 0}. Suppose in addition that for any nx n matrix A over Rmt, the 
map V H V - A(j)(v) on column vectors induces an injection (weak form) or bijection 
(strong form) on (R/Rhd)n. Note that the analogous hypothesis for (j)a also holds, 
since one can identify the kernel and cokernel of v i-> v — A(j)a(v) on (R/Rhd)n with 
the kernel and cokernel of 

( v 0 , v i , . . . , v a _ i ) *-* (v0 - j40(va_ i ) ,v i - 0 ( v o ) , . . . , v a _ i - 0 ( v a _ 2 ) ) 

on (R/Rhd)na. (Compare the last remark in Definition 1.3.7.) 

Example 1.4.2. — For our purposes, the principal example of strong Hypothesis 1.4.1 

is as follows. We take R, i?bd, Rint = M,3ghd,Mint to be the Robba ring and variants 

over K\ note that ^bd = ^ * U {0}. We take 0 to be a relative Frobenius lift, and 

w to be the valuation on S%hd for which < înt is the valuation subring. The last 

condition in strong Hypothesis 1.4.1 holds by virtue of Proposition 1.2.6. We will 

construct a variation of this example, the extended Robba ring in Section 2; using 

the axiomatic approach avoids some repetition. 
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Example 1.4.3. — Besides the Robba ring, additional examples of strong Hypothe
sis 1.4.1 are also possible. Here is one from the work of Hartl and Pink [18]: take C 
to be the completed algebraic closure of a local field of equal characteristic p, R to be 
the Laurent series over C convergent on the punctured open unit disc, RHD to be the 
series which are meromorphic at zero, </> to be the map ]T C{tl i—• ^2 c\t% for q a power 
of p, and w to be the order of vanishing at 0. See Remark 1.7.6 and Question 1.7.7 
for further discussion around this example. 

Definition 1.4.4. — For M a 0-module over R of rank n, the top exterior power AnM 
has rank 1 over R\ let v be a generator, and write 0(v) = rv for some r G i?*. Define 
the degree of M by setting deg(M) = w(r); note that this does not depend on the 
choice of the generator by virtue of the (^-equivariance of w. If M is nonzero, define 
the slope of M by setting JJL(M) = deg(M)/rank(M). 

Remark 1.4.5. — Keeping in mind that degree is analogous to the valuation of the 
determinant (of a linear transformation on a finite dimensional vector space over a 
valued field), the following formal properties are easily verified (as in [22, §3.4]). 

- If 0 —• Mi —> M -» M2 —» 0 is exact, then deg(M) — deg(Mi) + deg(M2); hence 
//(M) is a weighted average of //(Mi) and //(M2). 

- We have /i(Mx ® M2) = /x(Mi) + /x(M2). 
- We have /z(A*M) = i/x(M). 
- We have deg(Mv) = -deg(M) and /x(Mv) = -/x(M). 
- If M is a (^-module, then /x([a]*M) = a/x(M). 
- If N is a 0a-module, then /JL([O]*N) = a " V ( ^ ) -

By analogy with the theory of vector bundles, we make the following definition. 

Definition 1.4.6. — We say a (^-module M is (module-)semistable if for any nontrivial 
0-submodule N, we have fJ,(N) > /x(M). We say M is (module-)stable if for any 
proper nontrivial 0-submodule N, we have fi(N) > /x(M). Note that both properties 
are preserved under twisting (tensoring with a rank 1 module). 

Remark 1.4.7. — In [22], the terms "stable" and "semistable" were used without the 
"module" modifier; here we will usually retain the modifier in statements and drop 
it in proofs. The modifier is meant to emphasize the difference between this notion 
of semistability and the concept of a "semistable (0, r)-module" in the sense of p-
adic Hodge theory, meaning one which appears to come from a semistable Galois 
representation. In the end, over the Robba ring the term "module-semistable" will be 
shown to be synonymous with "pure", so the terminological overload will cease to be 
a problem. 
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Remark 1.4.8. — Those familiar with stability of vector bundles (or with [18]) will 
notice that our definitions differ from the usual convention by an overall minus sign. 
The sign convention here (which is also the one used in [21, 22]) seems to be more 
consistent with usage in the theory of crystalline cohomology. 

Proposition 1.4.9. — Any 4>-module of rank 1 is module-stable. 

Proof. — This is a consequence of the assumptions built into weak Hypothesis 1.4.1. 
Namely, by twisting, it suffices to show that the trivial 0-module M = R is stable. 
If AT is a nonzero </>-submodule of M, we may write N = Rx for some x G M 
such that A = (j>{x)/x G P*, and by definition fi(N) = w(X). If /x(iV) < 0, then 
x — A_10(x) = 0 implies x G Rhd by weak Hypothesis 1.4.1; hence N = M and 
fj,(N) = w{(j){x)) — w(x) = 0. In other words, fJ<(N) > 0 unless N = M, as desired. • 

Corollary 1.4.10. — If N C M is an inclusion of ^-modules of the same rank, then 
V>(N) > fJ>(M), with equality if and only if N = M. 

Proof. — Put n = rankM and apply Proposition 1.4.9 to the inclusion AnN C 
AnM. • 

Lemma 1.4.11. — Let M be a (\>-module over R. Then the slopes of nonzero </>-
submodules of M are bounded below. 

Proof — We proceed by induction on rank(M). By Corollary 1.4.10, the slopes of 
0-submodules of M of full rank are bounded below by fi(M). If M has no nontrivial 
^-submodules of lower rank, then there is nothing more to check. Otherwise, let iV 
be a saturated 0-submodule of lower rank; then by hypothesis, the slopes of nonzero 
0-submodules of both N and M/N are bounded below. If now P is any nonzero 
0-submodule of M, then the sequence 

0 N HP ^ P ^ P/(N fl P) -> 0 

is exact. If both factors are nonzero, we have fi(NHP) > fJ>{N) and /JL(P/(Nfl P)) > 
H(M/N), and fjb(P) is a weighted average of //(JV fl P) and /x(P/(JV fl P)) , so it is 
bounded below. If one factor vanishes, then fi(P) simply equals the slope of the other 
factor, so the same conclusion holds. • 

Lemma 1.4.12. — Let M be a nonzero <\>-module over R. Then there is a largest 
(f)-submodule of M of least slope, which is module-semistable. 

Proof. — The fact that there is a least slope s holds by Lemma 1.4.11 and the fact 
that the denominators of slopes are bounded above by the rank of M; clearly any 
0-submodule of slope s must be semistable. If Ni and N2 are two such submodules, 
then the kernel of the surjection N± 0 N2 —> N1 + iV2 must have slope at least s, 
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so fjL(Nx + N2) < s. On the other hand, /z(iVi + N2) > s because Nx + N2 C M, 
so /i(iVi + N2) = 5. Hence the (/>-submodules of M of slope 5 are closed under sum, 
yielding the existence of a largest such submodule. • 

Corollary 1.4.13. — Let M be a <f)-module over R. Then for any positive integer a, 
M is module-semistable if and only if [a]*M is module-semistable. 

Proof — If [a]*M is semistable, evidently M is too. Conversely, if [a]*M is not 
semistable, then its largest 0a-submodule of least slope is a 0a-submodule Mi of 
lower rank. By the uniqueness in Lemma 1.4.12, Mi must in fact be preserved by </>, 
so M is not semistable either. • 

Definition 1.4.14. — Let M be a ^-module over R. A module-semistable filtration of 
M is a filtration 0 = Mo C Mi C • • • C Mi = M by saturated 0-submodules such that 
each quotient Mi/Mi-i is module-semistable. A Harder-Narasimhan (HN) filtration 
is a module-semistable filtration in which 

m ( M I / M 0 ) < - - . < M M z / M Z - I ) . 

Proposition 1.4.15. — Every ^-module over R admits a unique HN filtration, whose 
first step is the submodule defined in Lemma 1.4-12. 

Proof. — This is a formal consequence of Lemma 1.4.12; see [22, Proposition 4.2.5]. 
• 

Definition 1.4.16. — Define the slope multiset of a module-semistable filtration of a 
0-module of M as the multiset in which each slope of a successive quotient occurs 
with multiplicity equal to the rank of that quotient. These assemble into the lower 
boundary of a convex region in the xy-pl&ne as follows: start at (0,0), then take each 
slope s in increasing order and append to the polygon a segment with slope s and 
width equal to the multiplicity of s. The result is called the slope polygon of the 
filtration; for the HN filtration, we call the result the HN polygon. 

Proposition 1.4.17. — The HN polygon lies on or above the slope polygon of any 
module-semistable filtration, with the same endpoint. 

Proof. — This is a formal consequence of the definition of an HN filtration: see [22, 
Proposition 3.5.4]. • 

Proposition 1.4.18. — Let M\,M2 be (^-modules over R such that each slope of 
the HN polygon of M\ is less than each slope of the HN polygon of M2. Then 
Hom(Mi,M2) = 0. 
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Proof. — Choose / G Hom(Mi,M2). Let Ni be the first step in the HN filtration of 
Mi; then either f(Ni) = 0, or /x(/(iVi)) < fi(Ni). The latter is impossible because 
M / ( ^ i ) ) 1S no ^ess than the least slope of M2, whereas fi(Ni) is no greater than the 
greatest slope of Mi. Hence / factors through Mi/Ni \ repeating, we obtain / = 0. • 

1.5. Étale 0-modules 

Definition 1.5.1. — A 0-module M over R or Rhd is said to be étale (or unit-root) if 
it can be obtained by base extension from a (strict) (^-module over Rint; that is, M 
must admit an ilint-lattice N such that 0 induces an isomorphism </>*N —> N. We call 
such an N an étale lattice of M. Note that N is not in general unique; for instance, 
it may be rescaled. Note also that the dual of an étale ^-module is again étale. 

Remark 1.5.2. — The term "unit-root" is standard in applications to crystalline coho-
mology, where it refers to the process of extracting the unit roots (roots of valuation 
0) of a p-adic polynomial. By contrast, the term "étale" is standard in applications to 
p-adic Hodge theory. 

One of the basic results about étale </>-modules is that in a certain sense, they do 
not lose information when base-changed from Rhd to R. This can be deduced from a 
slightly more general result, which we already used once (to justify that the Robba ring 
satisfies Hypothesis 1.4.1) and will use again shortly (in the proof of Theorem 1.6.10). 

Definition 1.5.3. — Define an isogeny <p-module over Rint to be a finite free Rint-
module M equipped with an injection 0*M —> M whose cokernel is killed by some 
power of a uniformizer of Rint. Such an object becomes a strict </>-module upon 
tensoring with Rhd or R. 

Proposition 1.5.4. — Let M be an isogeny <\>-module over Rint. Then the natural maps 
iiP(M®.ftbd) —» Hl(M(g)R) fori = 0 (under weak Hypothesis 1.4-1) ori = 0,1 (under 
strong Hypothesis 1-4-1) are bijective. 

Proof. — This is an immediate consequence of the final clause of Hypothesis 1.4.1. • 

Proposition 1.5.5. — The base change functor from étale ^-modules over jRbd to étale 
(^-modules over R is an equivalence of categories. 

Proof. — The essential surjectivity holds by definition, so we need only check full 
faithfulness. That is, for any étale ^-modules Mi,M2 over Rhd, we must check that 
the natural map 

H°{M? 0 M2) - H°(M? ®M2®R) 

is a bijection; this follows from Proposition 1.5.4. • 
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Proposition 1.5.6. — Let 0 —• Mi —> M —• M2 —> 0 6e a s/ior£ ercac£ sequence of 

(j)-modules over R. If any two of'Mi,M2,M are etfaZe (except possibly Mi,M2 m £/ie 
case of weak Hypothesis 1.4-1), then so is the third. 

Proof. — First, suppose that M and M2 are étale. By Proposition 1.5.5, the <j>-

modules M, M2 and the morphism M —• M2 all descend to Ebd. By Lemma 1.5.7 
below, we can then produce an étale lattice in Mi by taking the kernel of the map 
from an étale lattice of M to M2. 

Next, suppose that M and Mi are étale. We then dualize to obtain a second exact 
sequence in which Mv and MiV are étale. By the previous paragraph, M^ is then 
étale, as then is M2. 

Finally, suppose that Mi and M2 are étale and that strong Hypothesis 1.4.1 holds. 
By applying Proposition 1.5.4, Mi, M2, and the exact sequence 0 —• Mi —» M —> 
M2 —» 0 all descend to jRbd; by rescaling appropriately, we can descend the sequence 
to Rint. We can then produce an étale lattice in M by lifting an étale lattice from 
M2, then adding an étale lattice from Mi. • 

Lemma 1.5.7. — Let M be an étale ^-module over Rhd. Then any finitely generated 

(^-stable Rint-submodule of M is a (^-module over Rmt. 

Proof — Let Mo be an étale lattice of M, and let N be a finitely generated ^-stable 
Rmt-submodule of M; by rescaling, we may assume N Ç Mo- Then N is already 
an isogeny 0-module, and it suffices to check that deg(iV) = 0; we may do this after 
replacing M by Arank^^M, i.e., we may assume rank(AT) = 1. Let e i , . . . ,en be a 
basis of MQ, let v = Yl7=i ciei be a generator of N, and put 0 (v) = Y17=i ^e*- Then 
deg(iV) = mmi{w(di)} — miiii{w(ci)}, but this difference is zero because Mo is an 
étale lattice. • 

We can also show that étale ^-modules are module-semistable, but it will be con
venient to do that more generally for pure 0-modules in the next subsection. 

1.6. Pure 0-modules. — 

Definition 1.6.1. — Let M be a ^-module over Rhd or R of slope s = c/d, where 
c, d are coprime integers with d > 0. We say M is pure (or isoclinic, or sometimes 
isocline) of slope s if for some 0-module N of rank 1 and degree —c, ([d]*M) (8) N is 
étale (the same then holds for any such N). It will follow from Lemma 1.6.3 below 
that it is equivalent to impose this condition for any one pair c, d € Z with s = c/d 

and d > 0. Note that: 

— any ^-module of rank 1 is pure; 

— a (^-module is pure of slope 0 if and only if it is étale; 

— the dual of a pure ^-module of slope s is itself pure of slope —s. 
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Remark 1.6.2. — This definition is not that of [22, Definition 6.3.1], but it is equiva
lent to it by [22, Proposition 6.3.5]. It has the advantage that it can be stated without 
reference to any sort of Dieudonné-Manin classification; the downside is that one must 
expend a bit of effort to check some natural-looking properties, as we do below. 

Lemma 1.6.3. — Let M be a (j)-module over Rhd or R, and let a be a positive integer. 
Then M is pure of some slope s if and only if [a]*M is pure of slope as. 

Proof. — We first check the case where 5 = 0. If M is étale, then clearly [a]*M is too. 
Conversely, if [a]*M is étale, then 0 induces isomorphisms (</>î+1)*[a]*M —> (<f>l)*[a]*M 
over R; by Proposition 1.5.5, these isomorphisms descend to Rhd. That is, we may 
reduce to working over Rhd. In this case, let No be an étale lattice of [a]*M. Let N 
be the Pint-span of JV0, <l>(No),..., 0a-1(iVb); then N is an étale lattice of M. Hence 
M is étale. 

In the general case, write s = c/d in lowest terms, and put b = gcd(a, d); then in 
lowest terms, as = (ac/b)/(d/b). Let N be a, 0d-module of rank 1 and degree —c; 
then [a/6]*N has rank 1 and degree —ac/b. The following are equivalent: 

• M is pure of slope s; 
• ([d]*M) ® N is étale (definition); 
• [a/&].((M.Af) ® JV) * ([ad/b]*M) ® (\a/b]*N) * ([d/fc]*([a]*M)) ® ([a/6].JV) is 

étale (by above); 
• [a]*M is pure of slope as (definition). 

This yields the claim. • 

Corollary 1.6.4. — If Mi,M2 are pure 4>-modules of slopes si,s2, then Mi ® M2 is 
pure of slope si -\- s2. 

Proof. — By Lemma 1.6.3, we may reduce to the case where si, s2 G Z. By twisting, 
we may then reduce to the case where s± = s2 = 0. In this case the result follows 
from the fact that 0-modules over Rmt admit tensor products. • 

We can thus generalize Propositions 1.5.5 and 1.5.6 as follows. 

Theorem 1.6.5. — For any rational number s, the base change functor from pure </>-
modules of slope s over Rhd to pure <\>-modules of slope s over R is an equivalence of 
categories. 

Proof. — If Mi, M2 are pure of slope s, then M^ <S> M2 is étale. Hence the proof of 
Proposition 1.5.5 goes through unchanged. • 

Theorem 1.6.6. — Let 0 —> Mi —• M —• M2 —> 0 be a short exact sequence of <fi-
modules over R. If any two of Mi,M2, M are pure of slope s (except possibly Mi,M2 
in the case of weak Hypothesis H.l), then so is the third. 
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Proof. — By Lemma 1.6.3, we may apply [a]* to reduce to the case where s € Z; by 
twisting, we may force s = 0. The result now follows from Proposition 1.5.6. • 

Remark 1.6.7. — In a short exact sequence 0 —• Mi —> M —> M2 —• 0 over i2, the 

fact that M is pure of slope s does not by itself imply the same for Mi and M2, unless 

the sequence splits (see Corollary 1.6.11). For example, if M is pure of rank 2 and 

slope 0, it can happen that Mi is pure of rank 1 and slope 1, while M2 is pure of rank 

1 and slope —1. This sort of example arises naturally from p-adic Hodge theory, as 

in the theory of trianguline representations introduced by Colmez [13]. 

Lemma 1.6.8. — Let M be a pure (j)-module over R of positive slope. Then 

H°(M) = 0. 

Proof. — By replacing M with [a]*M for a = rank(M), we can reduce to the case 

where fi(M) G Z>o- By Theorem 1.6.5, there exists a pure ^-module Mo over Rhd 

with M = M0 ® R. By Proposition 1.5.4, we have H°(M0) = H°(M). 

Choose a basis e i , . . . , en of Mo such that the matrix A defined by 4>(ej) = Y2i ^-ijei 

has all entries of valuation at least £t(M). If v = ^ c * e * € H°(M) is nonzero, then 

d = J2j Aij4>(cj) implies that mini{w(ci)} > minj{w(cj)}, contradiction. Hence 

H°(M) = 0. • 

Corollary 1.6.9. — If M and N are pure <\>-modules over R with /i(M) < IJL(N), then 

Hom(M, N) = 0. 

Proof. — The conditions ensure that Mv <g> N is pure of positive slope; by 

Lemma 1.6.8, Hom(M, N) = H°(MV 0 N) = 0. • 

Theorem 1.6.10. — Let M be a pure (^-module over R of slope s. 

(a) M is module-semistable. 

(b) If N is a (\>-submodule of M with /JL(N) = s, then N is saturated, and both N 

and M/N are pure of slope s. 

Proof. — For (a), let N be a 0-submodule of M; we wish to show that fJ>(N) > s. 

By replacing M by ArankWM, we may assume that rank(iV) = 1. By Lemma 1.6.3, 

we may assume further that s G Z. By twisting, we may assume further that N is 

trivial, so that H°(M) ^ 0. To avoid contradicting Lemma 1.6.8, we must then have 

s < 0 = fi(N), yielding semistability. 

For (b), by applying [a]* and twisting, we may again reduce to the case s = 0. 

Let Mo be an etale lattice in M; by Lemma 1.5.7, the kernel of Mo —> M/N is a 

^-module over jRint, so the image is as well. Let P be the i?-span of this image; it is 

an etale 0-submodule of M/N of the same rank. Since jJ>(N) = /x(M) = 0, we also 
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have fj,(M/N) = 0, so M/N = P by Corollary 1.4.10. Hence M/N is étale; the same 
logic applied after dualizing implies that Nv is étale, as then is N. • 

Corollary 1.6.11. — / / Mi, M2 are (^-modules, then M = Mi 0 M2 is pure of slope s 
if and only if both Mi and M2 are pure of slope s. 

Proof. — If Mi and M2 are pure of the same slope, then visibly so is M. Conversely, if 
M is pure of slope s, then M is semistable by Theorem 1.6.10(a), so the 0-submodules 
Mi and M2 each have slope at least s. Since /i(M) is a weighted average of /x(Mi) 
and /i(M2), we must in fact have fi(Mi) — /JL(M2) = s; by Theorem 1.6.10(b), Mi and 
M2 are both pure of slope s. • 

Corollary 1.6.12. — Let M be a 4>a-module over R. Then M is pure of some slope s 
if and only if [a]*M is pure of slope s/a. 

Proof. — By Lemma 1.6.3, [a]*M is pure of slope s/a if and only if [a]* [a]*M is pure 
of slope s. If M is pure of slope s, then so are (0*)*M for i = 0 , . . . , a — 1; since 

(1.6.12.1) [a].[a]*M * 0^-o1(^)*M 

by Definition 1.3.6, [a]* [a]*M is pure of slope s. 
Conversely, if [a]* [a]*M is pure of slope s, then (1.6.12.1) shows that M is a direct 

summand of [a]*[a]*M, and hence is pure by Corollary 1.6.11. • 

1.7. The slope filtration theorem. — So far all of our work has been formal 
modulo the assumption of an appropriate analogue of Proposition 1.2.6. We now 
restrict attention from general rings R as in strong Hypothesis 1.4.1 to the Robba 
ring 3% (as in Example 1.4.2), where one can make the description of 0-modules much 
more precise. 

We have already described a natural filtration on 0-modules over namely the 
Harder-Narasimhan filtration. The trouble is that the construction is so formal that 
one cannot deduce any useful properties about the resulting filtration or its associated 
slopes; for instance, it is not clear that module-semistability is preserved by tensor 
product. (The fact that the analogous statement is true for vector bundles on smooth 
varieties in characteristic 0 is highly nontrivial: it reduces to the case of tensoring two 
semistable vector bundles of slope 0 on curves [33], in which case it follows from an 
analytic classification of stable bundles due to Narasimhan-Seshadri [34, 35].) The 
slope filtration theorem, which is the main result of this paper, asserts that in fact the 
steps of the Harder-Narasimhan filtration are much more structured than one might 
have otherwise predicted. 

Theorem 1.7.1 (Slope filtration theorem). — Every module-semistable (j)-module over 
the Robba ring 3& is pure. In particular, every <\>-module M over & admits a unique 
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filtration 0 = Mo C Mi C - - - C Mi = M by saturated ^-modules whose successive 

quotients are pure with /z(Mi/Mo) < • • • < / / ( M J / M J _ I ) . 

This theorem is stated as a forward reference, as its proof will occupy most of the 
rest of the paper; here we give only a top-level summary. 

Proof of Theorem 1.7.1. — The proof of Theorem 1.7.1 will be obtained by construct
ing (in Subsection 2.2) an extended Robba ring & which also satisfies strong Hypoth
esis 1.4.1, and then establishing the following facts. 

— If M is a semistable ^-module over then M 0 8£ is also semistable (Theo
rem 3.1.2). 

— If M is a semistable 0-module over then M is pure (Theorem 2.1.8). 
— If M is a 0-module over 2& and M®<^ is pure, then M is pure (Theorem 3.1.3). 

These together yield the claim. • 

Remark 1.7.2. — Theorem 1.7.1 implies that the tensor product of module-semistable 
^-modules is pure (by Corollary 1.6.4) and hence module-semistable (by The
orem 1.6.10). This formally implies that the slopes of 0-modules behave like 
valuations of eigenvalues, or like Deligne's weights in etale cohomology. That is, if M 
has slopes c i , . . . ,cm and M' has slopes c\,... ,c'n, both counted with multiplicity, 
then: 

— the slopes of M 0 M' are c i , . . . , cm, c[,..., c'n\ 

— the slopes of M 0 M' are CiCj for i = 1 , . . . , m and j = 1 , . . . , n; 
— the slopes of AdM are + h c*d for 1 < ii < • • • < id < m; 
— the slopes of [a]*M are a c i , . . . , acm; 
— the slopes of M(6) are ci + &,..., cm + 6; 
— the slopes of [a]*M are c i / a , . . . , cm/a, each repeated a times. 

In some sense, the slope filtration theorem is thus playing a role in this theory anal
ogous to Deligne's analysis of determinantal weights in his second proof of the Weil 
conjectures [15]. 

Remark 1.7.3. — The uniqueness in Theorem 1.7.1 means that the slope filtration 
inherits any additional group action on the original </>-module. In particular, if M 
is a (0, r)-module, then the steps of the slope filtration are (0, r)-submodules of 
M. As shown by Berger [5, Theoreme V.2.1], this leads to a proof of the Colmez-
Fontaine theorem that (0, iV)-modules over a p-adic field which are weakly admissible, 

in the sense of satisfying a necessary numerical criterion, indeed arise from Galois 
representations via p-adic Hodge theory. (See also the variant of Berger's argument 
given by Kisin [27].) 
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Remark 1.7.4. — The étale (0, r)-modules attached to Galois representations of a p -
adic field were originally defined by Fontaine over the p-adic completion of &bd; the 
fact that they can be descended to S^°d is a theorem of Cherbonnier and Colmez [9, 
Corollaire 111.5.2]. The fact that the descent is unique follows from the fact that the 
base change from étale 0-modules over &hd to its completion is fully faithful, which 
in turn follows from Proposition 1.2.7. 

Remark 1.7.5. — In the context of p-adic differential equations and rigid cohomology, 
Theorem 1.7.1 arises with M carrying the extra structure of a connection V : M —» 
M ® Q\$IK compatible with the 0-action; that is, M is a (<f>, V)-module. One can see 
that the steps of the slope filtration are (</>, V)-submodules by using Corollary 1.6.9 as 
follows. The map V induces a homomorphism Mi —> (M/Mi) ® ®<\%/K of 0-modules. 
Since Çl\%jK is a rank 1 ^-module of nonnegative slope (the slope is actually positive, 
but we don't need this here), each slope of (M/Mi) (g> Q]%/K is strictly greater than 
/x(Mi). Repeated application of Corollary 1.6.9 yields the claim. 

Given that the slope filtration is a filtration by (0, V)-submodules, one may prove 
the local monodromy theorem for p-adic differential equations as in [21], by showing 
each successive quotient in the slope filtration becomes trivial as a V-module after 
tensoring with a suitable finite unramified extension of &mt. This reduces easily to 
the étale case, which is a theorem of Tsuzuki [42, Theorem 4.2.6]. Beware, however, 
that this last step only applies for <\>K absolute; in particular, this approach cannot 
be used to prove [6, Proposition 6.2.1]. 

Remark 1.7.6. — By [18, Theorem 11.1], the conclusion of Theorem 1.7.1 also holds 
in the situation of Example 1.4.3; indeed, what one obtains is an analogue of the clas
sification of ^-modules over the extended Robba ring to be introduced in Section 2. 
That result is not covered by this paper, though (as [18] already points out) there are 
very strong parallels between the ensuing calculations. However, Theorem 1.7.1 itself 
does address a related situation: if we take K = k((z)) with k of characteristic p > 0, 
and (j>K to be a power of the absolute Probenius, then M consists of Laurent series 
in t over z which converge for \z\c < \t\ < 1 for some c > 0. Since the valuation on 
k is trivial, it is equivalent to require convergence when 0 < \z\ < |t|1//c; that is, we 
are considering series in z over k((t)) convergent on some punctured disc around the 
origin. In this case (assuming q is a power of p), Theorem 1.7.1 is a result of Hartl 
[17, Theorem 1.7.7]. 

It would be interesting to know about the following g-analogue of Remark 1.7.6; 
it may be related to the formal classification of linear difference operators [38], in 
much the same way that the construction of the canonical lattice of an irregular 
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meromorphic connection [31] reduces to the formal classification of linear differential 
operators [30]. 

Question 1,7.7. — Let K be a complete field, either archimedean or nonarchimedean. 
Take R to be the ring of germs of analytic functions over K on punctured discs around 
the origin, Rhd to be the germs meromorphic at zero, w to be the order of vanishing 
at zero, and <\> to be the map Ylci^ *-> J2ciQ1^ for some q G K* with \q\ < 1. Does 
the analogue of Theorem 1.7.1 hold in this setting? 

Remark 1.7.8. — The conclusion of Theorem 1.7.1 also holds for 0-modules over K 
itself; this is a straightforward consequence of Proposition 2.4.5. In addition, if (j> 
is bijective on K, then it is easy to check that Hl{M) = 0 for M pure of nonzero 
slope, so the slope filtration splits uniquely. This gives a semilinear analogue of the 
eigenspace decomposition of a vector space equipped with a linear transformation. If 
k is algebraically closed of characteristic p > 0 and <\> is an absolute Probenius lift, 
this recovers the Dieudonne-Manin classification of rational Dieudonne modules [32]. 

Remark 1.7.9. — The conclusion of Theorem 1.7.1 does not hold for <j) equal to the 
identity map on M. In fact, the conclusion is equivalent to the condition that the 
characteristic polynomial of <\> have all coefficients in ^bd, whereas the definition of a 
0-module only forces the determinant to belong to &hd. 

2. Classification over an extended Robba ring 

In this section and the next, we give a proof of Theorem 1.7.1. Although somewhat 
simplified in some technical aspects, the argument follows the same arc as in [21] and 
[22], with two basic stages. In the first stage, performed in this section, we show that 
^-modules over a suitable overring of 2% admit a very simple classification (analogous 
to the Dieudonne-Manin classification alluded to in Remark 1.7.8), and in particular 
admit a slope filtration. In the second stage, we show that the slope filtration descends 
back to 

On a first reading, we recommend reading only Subsection 2.1 for an overview, 
then returning later for the technical details in the rest of the section. 

2.1. Overview 

Hypothesis 2.1.1. — Throughout this section, assume that 0 is a relative Frobenius 
lift on M such that (f>K is an automorphism of K. Also assume that any etale 
module over K is trivial; this is equivalent to asking that any 0-module over the 
residue field k be trivial. It also implies that H1 vanishes for any etale 0-module over 
K or any 0-module over k. Using Definition 1.3.7, we deduce the same conclusions 
with <j) replaced by 0a for any positive integer a. 
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Remark 2.1.2. — In the absolute Probenius case, Hypothesis 2.1.1 can be satisfied 
by taking k to be algebraically closed. In general, one must work a bit harder; see 
Proposition 3.2.4. 

We will define (Definition 2.2.4) an extended Robba ring which has the following 
properties: 

• ^ is a Bezout domain containing and admits an automorphism (j) extending 
the given Probenius lift on Si (see Remark 2.2.5 and Proposition 2.2.6). 

• The units in are the nonzero elements of a subfield ^bd, which is the frac
tion field of a discrete valuation ring <#nt for which <#nt fl $ = &int (see 
Remark 2.2.5). 

• The strong form of Hypothesis 1.4.1 holds for R = & (see Proposition 2.2.8). 

The classification of ^-modules over rests on a sequence of structural results, 
which we state in roughly increasing order of difficulty; their proofs occupy the re
mainder of this section. 

Proposition 2.1.3. — Let M, N be pure (^-modules over obtained by base change 
from K, with /i(M) > fi{N). Then Hom(M, N) ^ 0. 

Proof. — See Subsection 2.2. • 

Notation 2.1.4. — Choose a uniformizer TT of K, and let <^(1) be the ^-module of 
rank 1 and degree 1 on which </> acts on some generator via multiplication by TT. We 
use as a twisting sheaf, writing M(n) = M (g) M(l)®n. 

Proposition 2.1.5. — Let M be a nonzero (^-module over Then for all sufficiently 
large integers n, H°(M(-n)) ^ 0 and Hl(M{—n)) = 0. 

Proof. — See Subsection 2.3. • 

Proposition 2.1.6. — For any rational number s, the base change functor from pure 
(j)-modules of slope s over K to pure ^-modules of slope s over is an equivalence of 
categories. 

Proof. — See Subsection 2.5. • 

Proposition 2.1.7. — Let n be a positive integer, let N' be a pure (j)n -module over & 
of rank 1 and degree 1, let P be a pure <\>-module over Sfi of rank 1 and degree —1, and 
suppose 

0-> [n]*W-* A f - > P - > 0 

is a short exact sequence of (j)-modules. Then H°(M) ^ 0. 

Proof. — See Subsection 2.6. • 
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These assemble to give the following classification theorem. 

Theorem 2.1.8. — Any module-semistable <f)-module over is pure. Consequently, 

the successive quotients of the HN filtration of a (p-module over S% are all pure. 

Remark 2.1.9. — Before proving Theorem 2.1.8, we make an observation which figures 

prominently in the argument. If one knows Theorem 2.1.8 for ^-modules of rank < n, 

it follows from Propositions 2.1.3 and 2.1.6 (and the assumption that etale ^-modules 

over K are trivial, as built into Hypothesis 2.1.1) that for M a pure 0-module over & 

and N an arbitrary 0-module over $ with rank(iV) < n and /i(M) > fi(N), we have 

Hom(M, N) ^ 0; in particular, if rank(M) = 1, we would have an injection of M into 

N. This is because the first step of the HN filtration of N always has slope < fJ>(N). 

Proof of Theorem 2.1.8. — We proceed by induction on rank, the case of rank 1 being 

evident. Assume that n > 1 and that for every positive integer a, every semistable 

</>a-module of rank < n is pure. Suppose that M is a semistable </>a-module of rank 

n + 1 over £%\ we wish to show that M is pure. We may reduce to the case where 

fi(M) € Z by applying [d]* and invoking Corollary 1.4.13 (to see that semistability 

is preserved) and Lemma 1.6.3 (to see that purity is reflected); we may then twist to 

ensure /x(M) = 0. For ease of notation, we will assume hereafter that M is a ^-module 

(at the expense of replacing <j> by a power, which does not disturb Hypothesis 2.1.1). 

Put M* = [n]*M; then M' is semistable by Corollary 1.4.13 again. By Propo

sition 2.1.5, there exists a nonnegative integer c such that M' admits a pure (j)n-
submodule N' of rank 1 and slope c; choose c as small as possible. Suppose that 

c > 2; since n(M'/N') < 0 < c — 2, we may apply Remark 2.1.9 to produce a (j)n-
submodule of Mf/N' isomorphic to &{c — 2). Let Q' be the inverse image of that 

submodule in M'; applying Proposition 2.1.7 (in the case n = 1) to the exact sequence 

0 -> AT'(1 - c) Q'(l - c) & ( - ! ) -+ 0, 

we see that H°(Q'(1 - c)) ^ 0 and hence H°(M'(1 - c)) ^ 0, contradicting the 

minimality of c. 

Suppose that c = 1. Put N = [n]*^7; then N is pure of slope 1/n by Corol

lary 1.6.12. The adjunction between [n]* and [n]* converts the inclusion Nf <-> M' into 

a nonzero map / : N —> M. Since N is semistable by Theorem 1.6.10, /x(/(AT)) < 1/n; 

moreover, the denominator of fi(f(N)) is at most rank(/(iV)) < n. Consequently, 

either fi{f(N)) < 0, in which case Remark 2.1.9 implies that H°(f(N)) ^ 0; or 

fj,(f(N)) — in which case / must be injective and we have an exact sequence 

0 —7V-»M^P-»0 

with P pure of rank 1 and slope —1, to which we apply Proposition 2.1.7 to deduce 

that H°(M) ^ 0. In either case, we contradict the minimality of c. 
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We deduce that c = 0, i.e., M ' admits a nontrivial etale 0-submodule iV7; the 
quotient M'/N' is also semistable, hence pure by the induction hypothesis. By The
orem 1.6.6, M' is pure, as then is M by Lemma 1.6.3. This completes the proof. • 

Remark 2.1.10. — In the proof of Theorem 2.1.8, the passage from M to M' is made 
in order to simplify the statement of Proposition 2.1.7. One can do some extra work to 
prove a version of Proposition 2.1.7 in which [n]*N' is replaced by any pure 0-module 
of rank n and degree 1; however, the internal improvement is immaterial in the end, 
as even this stronger form of Proposition 2.1.7 is itself an immediate consequence of 
Theorem 2.1.8. 

2.2. The extended Robba ring. — We now go back and construct the extended 
Robba ring «5?. 

Definition 2.2.1. — Let R be a ring and let G be a totally ordered abelian group. The 
ring of Hahn series (or Mai'cev-Neumann series, or generalized power series) over 

R with value group G is the set of functions / : G —> R with well-ordered support, 
with pointwise addition and multiplication given by convolution; it is a standard 
calculation [37, Chapter 13] to verify that these operations give a well-defined ring, 
which is a field if R is. We typically represent elements of this ring as formal series 
YlgeG r9u9 m some dummy variable u with powers indexed by g G G, and the ring 
is correspondingly denoted R((uG)). For G C R, we view R((uG)) as being equipped 
with the u-adic valuation v sending Yg rgu9 to the smallest g for which rg ^ 0 (i.e., 
the least element of the support). 

Lemma 2.2.2. — Let 4> : R((u®)) —> R((u®)) be an automorphism of the form 

Y^i^iU1 I—• Yi(t)R(ai)uqi^th (j)R an automorphism of R. Then the map 1 — (j) is 
bijective on the set of series with zero constant term. 

Proof. — If x G R((u®)) and v(x) < 0, then v(x — (j)(x)) = qv(x), whereas if v(x) > 0, 

then v(x — <j)(x)) = v(x). This proves injectivity. 
Given x G i?((^Q)), write x = J2i xiu%-> and put 

i,/)}0-nj-n 
oo 

j=0i>0 

èUxi)uiqJ 

y- = 
KO $ùù* 

i,/)}0-nj-ni+nSo-^*$ù 
*$$ 

Since both sums give well-defined elements of R((u®)) (in the definition of y - , the 
sum over j is finite for each z), we may put y = y+ 4- which has zero constant 
term and satisfies y — (j){y) — x — x0. This proves surjectivity. • 
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Corollary 2.2.3. — With k as in Hypothesis 2.1.1, for any c G k*, the map 1 — c<fi on 

k((ifi)) is surjective. 

Proof. — By Hypothesis 2.1.1, there exists a e k* such that (j)(a) = ca, so we can 
always write 

(1 — có)(x) = a 1 (ax — ò(ax)). 

It thus suffices to check the case c = 1; this follows from Lemma 2.2.2 and the fact 
that 1 — 0 is surjective on k, which again is a consequence of Hypothesis 2.1.1. • 

Corresponding to the extension from power series to generalized power series, we 
define an enlargement of the Robba ring. We first construct the ring, then the em
bedding of the original Robba ring into it. 

Definition 2.2.4. — For r > 0, let 3%r be the set of formal sums YieQ a^u% w ^ n ai € 

satisfying the following conditions. 

— For each c > 0, the set of i G Q such that |a*| > c is well-ordered. 
— We have |af|e~ r* —> 0 as i —• —oo. 
— For all s > 0, we have | a ; | e - S 2 —• 0 as i —• -foo. 

Then 3$r can be shown to form a ring. We call the union 3g = 3%K = U r<# r the 
extended Robba ring over K. Let ^ b d and <^ i n t be the subrings of 3$ consisting of 
series with bounded and integral coefficients, respectively. We equip & r with the 
norm 

!*ù 

OiU%\ : sup{|a;|e ™} 

and & with the automorphism 

ch 
i 

!ù*$ùù 

i 

<t>K(ai)uqi. 

Remark 2.2.5. — The ring £& can be viewed as an example of an "analytic ring" in 
the sense of [22, §2.4], by taking <j)K to be an absolute Frobenius lift on K. Thus the 
results of [22, Chapter 2] apply to show that M shares many of the nice properties of 

as follows. 

— The ring is a Bezout domain [22, Theorem 2.9.6]. 
— The ring & m t is a henselian discrete valuation ring, and its fraction field is ^ b d 

[22, Lemma 2.1.12]. 
— The units of S% are the nonzero elements of ̂ b d [22, Lemma 2.4.7]. 

Proposition 2.2.6. — There exists a <j)-equivariant embedding ip : S% ^ 3% such that 

for any ro as in Remark 1.2.5 and any r G (0, ro), 3#r maps to 3%r preserving \ • | r . 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2008 



284 KIRAN S. KEDLAYA 

Proof. — We inductively construct homomorphisms ^ : «5? —• each of the form 

i/ji(Y^Citl) = Ylciul f°r some ui G Sfcint with \m\r = \t\r for r G (0,r0), satisfying 

M<Kx)) = </>0M*)) ( m o d !*ù$^m (* G ^ i n t ) , 

starting with = u. Given fy, we may repeatedly invoke Corollary 2.2.3 (if g ^ 0 in 

ft) or the fact that (j) is surjective on <#nt (if q = 0 in ft) to construct A G ^ i n t with 

(2.2.6.1) 0(TT'A/U) - q(7TLA/u) = (MHt)) ~ <t>(ut))/u*. 

For any r G (0,r0), 

\MHmr/qA<f>(ui)\r/q<\tq\r = \u«\r 

and so the right side of (2.2.6.1) has (r/g)-norm at most 1. From this plus either the 

proof of Lemma 2.2.2 (if q ^ 0 in ft) or direct inspection (if q = 0 in ft), we deduce 

that \7rLA/u\r < 1. We may thus set m+i = ui + 7rLA to construct ^z+il this has the 

desired effect because 

ibl+1(ò(t)) = ФАФИ)) + qn'Au"-1 (mod TTÍ+Í). 

The property |u/|r = \t\r implies that each ipi carries £%T to S&T preserving | • |r. By 

continuity, we obtain a map tp with the same property, as desired. • 

Lemma 2.2.7. — The fixed elements of Si under (j) all belong to K. 

Proof. — For x = Y^iaiu% e we nave 00*0 = Yji^K^i)^1. If </>(#) = x and 
ai ^ 0 for some i ^ 0, then | a ^ n | = |a^| for all n G Z; but this contradicts the fact 
that for any c > 0, the set of i G Q with |a^| > c is well-ordered. Hence a* = 0 for all 
i 7̂  0, proving the claim. • 

We now notice that strong Hypothesis 1.4.1 holds for 

Proposition 2.2.8. — Let A be annxn matrix overS$mt. Then the map v i—• v—A<j>{v) 
on column vectors induces a bisection on (S#/S$hd)n. 

Proof. — The proof proceeds as in Proposition 1.2.6, using the definition of | • |r given 

in Definition 2.2.4. • 

Remark 2.2.9. — As a reminder, here are some key properties of Si which we will use 

going forward. 

— Given a relative Frobenius lift </> on we can define an action of (j) on and 

an equivariant embedding ip : Si S# which preserves | • |r for r G (0, r0) 

(Proposition 2.2.6). 

— The map (j) is bijective on S%. 

— The map 1 — </> is bijective on S%int/OK (easy consequence of Lemma 2.2.2). 

— There is a natural direct limit topology, restricting to the direct limit of Frechet 

topologies on under which SS is complete. 
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In [21] and [22], the role of our & is played by the ring r*Jfcon, which is constructed 
to be minimal for the above properties; that ring coincides with the ring denoted B£n 
(as in [4, §11]) or more commonly B îg (as in [11]). We opt here for the ring instead 
in hopes that the construction using generalized power series makes the analogy to Si 
a bit more apparent. 

To conclude this section, we prove Proposition 2.1.3: if M,N are pure 0-modules 
over S& obtained by base change from K, with /x(M) > /i(AT), then Hom(M, N) ^ 0. 

Proof of Proposition 2.1.3. — It is equivalent to show that if M is pure with fi(M) < 
0, obtained by base change from K, then H°(M) ^ 0. Write M = M0 <S>K S% for M0 
a pure (^-module over K. Take any nonzero w G MQ and any i > 0; the sum 

v = X > V w ) 
nez 

will converge to a nonzero element of H°(M). (Compare [22, Proposition 3.3.4(c2)].) 

• 

2.3. Construction of fixed vectors. — We next treat Proposition 2.1.5: if M is 
a nonzero ^-module over then for all sufficiently large integers n, H°(M(—n)) ^ 0 
and ^(M^-ri)) = 0. (Also compare [18, Theorem 4.1].) 

Proof of Proposition 2.1.5. — We follow [22, Proposition 4.2.2]. View M as a space 
of column vectors with the action of 4> given by multiplication by the matrix A times 
the componentwise action. Choose r > 0 so that A and A~x have entries in S%qr. 

For d G Q>o to be specified below, define the "splitting functions" /J" as follows: 
given x = ^2 aiu1, put 

fd(x) = J2aiui> u (*) = Ylaiuii 
i>d i<d 

then extend to vectors componentwise. For w a vector, we write for /«f (w). 
Define the map g : M —> M by 

g(w) = 7r-nA0(w+) + ^ ( T T M ^ W - ) 

and note that 

(2 .3 .0 .1 ) |0(w)|r < maxllTrl^lAI.e-^-1), | 7 r | n V e " ^ " " ^ ^ . 

If we can choose d such that the two quantities in the maximum in (2 .3 .0 .1) are both 
strictly less than 1, then g will be contractive towards zero. This happens if 

( 2 3 0 2 ) del n(~lQgi7rD + lQgiAlr gftÇ-iogM) - g i o g | ^ ~ V \ . 
V r(q - 1) ' r(q - 1) / ' 

for n sufficiently large the interval is nonempty. (Note that consistently with Propo

sition 2 .1 .3 , if M is étale over K we can take any n > 0.) 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2008 



286 KIRAN S. KEDLAYA 

Fix n, d satisfying (2.3.0.2). Given w with entries in 3%T', we define the sequence 

w0 = w, wj+i = #(w/), then set 
OO 

(2.3.0.3) v = £ ( w + - ^ - ^ T r M - V r ) ) , 
z=o 

so that |v|r < |w|r and v — 7r_rM0(v) = w. We only know a priori that the sum 

defining v converges under | • |r, but using the equation v = K~nA(j)(v) 4- w, we may 

deduce that the sum converges under | • |r/9, | • |r/q2, and so on. Hence v has entries 

in yielding i71(M(-n)) = 0. 

To deduce H°(M(—n)) ^ 0, we modify the previous construction slightly. Put w = 
(ud, 0 , . . . , 0) and construct v as in (2.3.0.3). Then put w0 = w, wi = (j)'1^71 A'1^), 

and wj+1 = #(w[) for I > 1. (That is, at the first step, transfer the boundary term 

ud from the plus part to the minus part.) If we now define 
OO 

v' = - t f - V M - X ) + £ ( K ' ) + - r V ^ - V O " ) ) , 
1=1 

we obtain v' — ir~~nA4>{v') = w as before. However, |v|r = \ud\r whereas |v'|r < \ud\r, 

so v — v' is a nonzero element of H°(M(—n)), as desired. • 

2.4. Twisted polynomials and their Newton polygons. — Before continuing, 
we need to analogize, to the realm of twisted polynomials over k((u®)), some facts 
about polynomials over valued fields and their Newton polygons. With a bit of care, 
we can obtain at the same time some results over K which we will need later (see 
Proposition 3.2.4). 

Notation 2.4.1. — Throughout this subsection only, fix a real number s > 1, and let 
F be a field equipped with an automorphism </> = (ftp and a valuation vp with the 
properties that F is complete under vp and vf{<J>f{^)) = svp(x) for all x G F. Let Op 
and mp denote the valuation subring of F and the maximal ideal of Of, respectively. 

Definition 2.4.2. — For i G Z, write [i] = Y^%LS^ so that [°] = 0, [1] = 1, and 

[i + j] = [i] 4- s^j}. For r G R and P(T) G F{T±}, write P(T) = E i e z ^ T % and 

write 

vr(P) = mm{vF{ai) 4- r[i]}. 
i 

Define the homogeneous Newton polygon of P as the lower convex hull of the set 

{(-[i\,vF(ai)):ieZ}; 

we refer to the slopes of this polygon as the (Newton) slopes of P. 

Lemma 2.4.3. — For P(T) G F{T} and Q{T) G F{T~X} such that vr{Q) > 0, we 

have vr(PQ) > vr(P) 4- vr(Q). 
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Proof. — Write P(T) = Y,i>oaiTi and Q(T) = Y,j<ohJTJ' We have 

(PQ)(T) = E E « ^ ( * i ) r * > 
k i+j=k 

and 

(2 .4 .3 .1 ) VFFAPIBJ)) + [t + J > = VFfOi) + [»]r + s > f ( M + [j]r). 

The right side of ( 2 .4 .3 .1 ) is at least vr(P) 4- slvr(Q). Since i > 0 and s > 1, if 
vr(Q) > 0, then the right side of ( 2 .4 .3 .1 ) is at least vr(P) + vr(Q). This yields the 
claim. • 

Proposition 2.4.4. — Let ro £ R be a real number, and suppose that P(T) G F{T} 

and Q(T) G j F { T - 1 } are such that P has constant term 1 and all slopes < ro, and 

Q has constant term 1 and all slopes > r*o. Then the slopes of PQ are obtained by 

taking the union (with multiplicities) of the sets of slopes of P and Q. 

Proof — The conditions on the slopes of P and Q imply that 

r>r0 vr(P) = 0,vr(Q) < 0 

r <r0 => vr{P) < 0,vr(Q) = 0. 

It thus suffices to check that 

Vr(PQ) 

vr(Q) r > r0 

0 r = 7*0 

vr(P) r < r0. 

Retain notation as in Lemma 2 .4 .3 . If r > ro, take the smallest j that minimizes 
vp{bj) 4- [j]r; then ( 2 .4 .3 .1 ) equals vr(Q) for i = 0 but not for any other pair i,j with 
the same sum. If r < ro, take the largest i that minimizes vf{ch) 4- [i]r; then ( 2 .4 .3 .1 ) 

equals vr(P) for j = 0 but not for any other pair i,j with the same sum. This yields 
the desired result. • 

Proposition 2.4.5. — Let r G M be a real number, and suppose that R G Fl^} 

satisfies vr(R - 1 ) > 0. Then there exist c G F, P(T) G F{T}, Q(T) G F{T-1} 

such that vp(c — 1 ) > 0, P has constant term 1 and all slopes < r, Q has constant 

term 1 and all slopes > r, and cPQ = R. 
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Proof. — Put Co = Po = Qo — 1- Given P^, Qi, write R — C{P{Qi = Y^j rjTi, and 

put 

Ci+l = Ci + r0 

-Pt+l = -Ft + 

j>0 

*$ù* 

Qi+l = Qi + 
!*$ù* 

!*^mù* 

Suppose that min{?;(c — l),iv(Pi — l),t;r(Qi — 1)} > vr(R — 1). By Lemma 2.4.3, 

vr(R — CiPiQi) > vr(R— 1), and 

vr(R - Ci+iPi+1Qi+i) > vr(R - CiPiQi) + vr(R - 1). 

It follows that Ci,Pi, Qi converge to limits c, P, Q with the desired properties. • 

Corollary 2.4.6. — If R(T) G Fl^} is irreducible, then it has only one slope. 

2.5. Classification of pure 0-modules. — We next classify the 0-modules over 

k((ifi)), then classify the pure 0-modules over & (Proposition 2.1.6). 

Notation 2.5.1. — Throughout this subsection only, write F = k((u®)); note that this 
is consistent with Notation 2.4.1 if we put s = q, take VF to be the -M-adic valuation, 
and take of the form ^CiU1 i—• ^4>k{ci)uqi for some automorphism fa of k. 

Lemma 2.5.2. — Let P(T) G F{T} be a twisted polynomial over F with all Newton 

slopes equal to 0. Then there exists x E o*F such that P((j))(x) = 0. 

Proof. — We may assume that P has constant term 1. Since ^-modules over k are 

trivial (by Hypothesis 2.1.1), we can find z G o*F with P((j))(z) G m^. Since (P —1)(</>) 

is contractive towards 0 on m/?, we can find y G rap such that P(<j)){y) = P((f))(z). 

Put x = z - y\ then P(0)(x) = 0. • 

Lemma 2.5.3. — Let P(T) G F{T} be a monic twisted polynomial over F with all 

Newton slopes equal to 0. Then P(T) factors as a product Ylj(T — aj) for some 

aj G o*F. 

Proof — By Lemma 2.5.2, there exists x G o*F such that P((f))(x) = 0. By the division 

algorithm for twisted polynomials, P(T) is right divisible by T — a for a = (j){x)/x\ 

the claim then follows by induction. • 

Lemma 2.5.4. — Every irreducible <\>-module over F is trivial. 
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Proof. — Let V be an irreducible 0-module over F; we can then write V as 
F{T±}/F{T±}P for some monic irreducible twisted polynomial P(T). By Corol
lary 2.4.6, P has only one slope, which we can force to be 0 by rescaling. By 
Lemma 2.5.3, P must equal T — a for some a € o*F. But the equation (j){x) = ax has 
a solution x £ o*F by Lemma 2.5.2, yielding the triviality of V. • 

Proposition 2.5.5. — Every <\>-module over F = k((ifi)) is trivial. 

Proof. — Any 0-module over F can be written as a successive extension of irre
ducibles, which are all trivial by Lemma 2.5.4. By Corollary 2.2.3, the extensions 
between trivial ^-modules all split, yielding the claim. • 

Definition 2.5.6. — For P(T) = £ ¿ e nonzero and z £ F, define the 
inhomogeneous Newton polygon of the pair (P, z) as the lower convex hull of the set 

{(-q\vF(ai))'-ieZ}U{(0,vF(z))}; 

note that any slope of this polygon not involving the point (0, vp(z)) is equal to q — 1 
times a slope of the homogeneous Newton polygon. 

Proposition 2.5.7. — Given P(T) £ F j T ^ } nonzero and z £ F, for each r £ R 

occurring as a slope of the inhomogeneous Newton polygon of(P, z), there exists x £ F 

with vp(x) = r such that P((j))(x) = z. 

Proof. — By applying Proposition 2.4.5, we may reduce to the case where P has a 
single homogeneous Newton slope; by twisting, we may force that slope to be 0. By 
Lemma 2.5.3, we may reduce to the case P(T) = T — a for a £ o*F. By Lemma 2.5.2, 
we may assume that a = 1; in this case, the claim follows from Corollary 2.2.3. • 

Before proving Proposition 2.1.6, we need one more calculation, which includes 
Proposition 1.2.7 (see also Remark 1.2.8). 

Proposition 2.5.8. — Let £ denote the xtiK-adic completion ofáthá. Let A be annxn 

matrix over&int. Ifw £ S>N is a column vector such that Av = </>(v), thenv £ (&hd)n. 

Proof. — By rescaling by a factor of u (as in the proof of Proposition 1.2.6), we may 
reduce to the case where the entries of A are bounded by 1 under | • |r; we may also 
assume v has entries in the completion of ^int. Write v = Y^j=i ^2ieQ cijulej, where 
&i,..., en are the standard basis vectors; it suffices to show that \cijUl\r < 1 for all 

as then v will have entries in &s for any s £ (0,r). 
Suppose the contrary; note that |c¿¿| < 1 for all z,j by our normalization of v, so 

any pair i, j with |c¿¿iA*|r > 1 must have i < 0, and hence 

(2.5.8.1) l ^ f e i t Ó l r = hju'^lr < IcijuX. 
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Let h be the maximum of |c^ | over all pairs i, j with Iĉ -m*̂  > 1. Then there is a pair 

(¿0, jo) with | 

c*o,jol ~~• ̂  which maximizes |ci0,jo^2ol̂ - However, if we expand Av — 
Yl]=iJ2ieQ^j^^j, then for each pair i,j with |d^-| = h, we have (dijUl)\r < 
\ciojQu%0\r by (2.5.8.1). This contradicts the equality v = (f)~1(Av), proving the 
claim. • 

We now prove Proposition 2.1.6: the categories of pure 0-modules over K and over 

of a given slope s are equivalent. 

Proof of Proposition 2.1.6. — We first check full faithfulness. By Lemma 1.6.3 and 

twisting, it suffices to check this for s = 0; that is, we must check that given an étale 

</>-module M0 over K, we must have H°(M0) =I H°(M0 By Hypothesis 2.1.1, 

we may assume that MQ is trivial; then Lemma 2.2.7 yields the claim. 

We next check essential surjectivity; we may proceed as in the proof of Theo

rem 1.6.5 to reduce to the case 5 = 0. Let M be an étale 0-module over «5?, and 

choose an étale lattice Mo of M. By repeated application of Proposition 2.5.5, after 

tensoring with the m^-adic completion of ^int, we can find a basis of Mo fixed by <j>. 
By Proposition 2.5.8, this basis is in fact contained in Mo itself, yielding the claim. • 

2.6. The local calculation. — We now perform the explicit calculation that proves 
Proposition 2.1.7, thus completing the proof of Theorem 2.1.8. To avoid notational 
overload, we elide a few routine calculations that can be found in [21]. (Also compare 
[18, §9,10].) 

Definition 2.6.1. — Let &tT (for "truncated") denote the set of elements of whose 

support is bounded below. This forms a subring of carrying a ix-adic valuation v. 

Note that a unit in ^ t r is precisely an element x = ^ aiu1 for which the support 

of x has a least element j , and for which |a^| < \a,j\ for all i G Q; in particular, such 

elements belong to ^bd, so we can apply the valuation w to them. 

Lemma 2.6.2. — Let P be a (f)-module over K of rank 1 and degree n > 0, and fix a 

generator v of P. 

(a) For any x G ̂ t r with support in [0, +oo) , the class ofxw in HX{P^^) vanishes. 

(b) Each class in H 1(P<8>&) has a representative of the form J]j=o ujv> where for 

each j , either Uj = 0, or Uj G (<^tr)*, W(UJ) = j , and V(UJ) < 0. 

Proof. — For (a), we first use Hypothesis 2.1.1 to eliminate constant terms, then 

note that if x has no constant term, the sum £]£o 4>%(xw) converges and its limit w 
satisfies w — 0(w) = xv. We deduce (b) from (a) plus a direct calculation; see also 

[21, Lemmas 4.13 and 4.14] or [22, Lemma 4.3.2]. • 
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We now prove Proposition 2.1.7: if Nf is a pure </>n-module over of rank 1 and 

degree 1, P is a pure 0-module over 8% of rank 1 and degree -1 , and 

(2.6.2.1) 0 -+ [n]*Nf -> M -> P -> 0 

is a short exact sequence of 0-modules, then H°(M) ^ 0. 

Proof of Proposition 2.1.7. — The snake lemma gives an exact sequence 

H°(M) -+ H°{P) -+ HWnYN'), 

where the second map is pairing with the class a G HX(PV ® [n]*N') corresponding 

to the extension (2.6.2.1); it suffices to show that this second map has nonzero kernel. 

Note that Pv <g> [n]*Nf ^ [n]*([n]*Pv <g> N') as in Definition 1.3.6, so we may view 

a as an element of Hl([n]*([n]*Pv <g> N')) = /f1([n].Pv <g> Nf). Similarly, we may 

view the pairing with a as the composition of the map H°(P) —> H°([n]*P) with the 

map H°([n]*P) -> H1^') given by pairing with the class in i71([n]*Pv <g> N'). If the 

class vanishes, there is nothing to check, so we may assume that it does not vanish. 

By Proposition 2.1.6, P and Nf are obtained by base change from certain </>- and 

</>n-modules Po and NQ, respectively, over K\ choose generators v and w of Po and 

TVQ, and define A,/x G K* by <£(v) = Av and 0n(w) = /xw. Put Q0 = [n]*P0v (g) iV£ 

and Q = [n]*Pv (g> Nf = Q0 <̂ 5 let x be the generator vv <g> w of Qo (where vv 
is the generator of Pv dual to v ) . By Lemma 2.6.2, we can then represent the class 

a G Hl(Q) by a nonzero element of Q of the form J2]=o wjx> where each Uj is either 

zero or a unit in ^ t r with W(UJ) = j and V(UJ) < 0. 

We now follow [21, Lemma 4.12]. For j G {0 , . . . , n} such that Uj ^ 0, I G Z, and 

m G (0, +oo) , define 

e(j,/,m) = (v(wj) + mq-l)q-n(J+l). 

For fixed j and m, e(j,l,m) approaches 0 from below as I —• +oo, and tends to 
-foo as / —• — oo. Hence the minimum h{m) = minj5/{e(j,/, m)} is well-defined; we 
observe that h is a continuous, piecewise linear, and increasing map from (0, +oo) to 
(—oo, 0), and that h{qm) = q~nh(m) because e(j, I + 1, qm) = q~ne(j, /, m). Another 
interpretation is that the lower convex hull of the set H of points 

(-g-">-(»+1)',g-^-"'t;(ui)) C? = 0 , . . . ,n ; I 6 Z ) 

has all slopes positive, and all segments finite. 

Pick r G (0, +oo) at which h changes slope; that is, r is a slope of the lower convex 

hull of H. Let S denote the set of ordered pairs for which e(j,l,r) < q~nh(r); 

this set is finite. Let T be the set of ordered pairs (j,/) for which e(j, Z,r) < 0; this 

set (which contains 5) is infinite, but the values of I for pairs (j, I) G T are bounded 

below. For each pair put s(j,l) = [logqn(h(r)/e(j,/, r))J. Then the following 

properties hold. 
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(a) For (j ,Z)GT, s ( j ,Z)>0. 
(b) For (j,Z) G T, eUMq™™ G [h(r), q~nh(r)). 

(c) We have (j, Z) G 5 if and only if (j, Z) G T and s(j, Z) = 0. 
(d) For any c > 0, there are only finitely many pairs (j, Z) G T with s(j, Z) < c. 

Define the twisted powers A^m^ and /i^m^ of A and ¡1 by the two-way recurrences 

A{0} = 1? A{m+1} =0(A{m})A 

i,/)}0-nj-ni+nSo-,o^.A{-O0-^^)i,/)}0-nj-n 

For c G R, let Uc be the set of z G <#tr fl <#nt with v(z) > c. Then the function 

R(z) = 

*$ù$$ 

^{-i-/+5(i,/)}0-nj-ni+nSo-,o^.A{-O0-^^)) 

carries Ur into t/^(r) by a direct calculation. Modulo 7r, we have 

(2.6.2.2) m:ùù^**$ 

ù*^ù*$^*$ 

i,/)}0-nj-ni+nSo-,o^.A{-O0-^^)ù*^^* 

note that the values —nj — (n + 1)Z are distinct for all (j, Z) G 5, since j only runs 
over {0 , . . . , n}. Write the reduction modulo TT of the right side of (2.6.2.2) as Q(<t>)(z) 
for some twisted Laurent polynomial Q(T) G F j T * } with F = k((uQ)). By Proposi
tion 2.5.7 applied repeatedly, we can construct a nonzero z G Ur such that # ( 2 ) = 0. 

One now calculates using Lemma 2.6.2(a) (see [21, Lemma 4.12] for the full calcu
lation) that the element 

lez 
J>-l(zv) = 

lez 
\^(j>-l{z)w G H°(P) 

pairs to zero with the class of a. This yields the desired result. 

3. Descending the slope filtration 

As noted at the beginning of the previous section, the proof of the slope filtration 
theorem (Theorem 1.7.1) consists of two stages, the first of which (classifying 0-
modules over the overring S$ of 3%) has been accomplished in the previous section. 
In this section, we explain how to descend the resulting slope filtration from Si back 
to Si. 

As was done in the previous section, we recommend on a first reading to read only 
the overview (Subsection 3.1), then return later for the technical details. 
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3.1. Overview 

Definition 3.1.1. — We now revert to allowing K to be an arbitrary field as in Defini

tion 1.1.1. Choose a complete extension L of K with the same value group, admitting 

an extension <\> to an automorphism, such that every etale 0-module over L is triv

ial. More precisely, form such an L by first taking the completed direct limit of 

K K • • • and then applying Proposition 3.2.4 below. Under these conditions, 

we can embed £%K into and then embed S%L into <#L as in Proposition 2.2.6. 

Recall that we are trying to prove Theorem 1.7.1, which states that every module-
semistable 0-module over Si is pure. As noted earlier, this result follows from The
orem 2.1.8 (which asserts that module-semistable 0-modules over are pure) plus 
the following assertions. 

Theorem 3.1.2. — Let M be a module-semistable <\>-module over 2%. Then M <&&L is 

module-semistable. 

Theorem 3.1.3. — Let M be a <\>-module over Si such that M (g> S#L is pure. Then M 

is pure. 

The proofs of Theorems 3.1.2 and 3.1.3 amount to faithfully flat descent: Theo
rem 3.1.2 relies on the fact that the first step of the HN filtration of M ® S $ L descends 
to while Theorem 3.1.3 depends on the fact that the pure ^-module over S%\d 
obtained by descending M <g) S$L itself descends to S%hd. The rest of this section will 
be occupied with setting up the descent formalism, then making the calculations that 
allow the use of faithfully flat descent. 

3.2. Splitting étale (^-modules. — We now construct the field L demanded by 
Definition 3.1.1. 

Definition 3.2.1. — Suppose that <\>K is bijective. By an admissible extension of K, 

we will mean a field L containing K, complete for a nonarchimedean absolute value 
extending the one on K with the same value group, and equipped with an isometric 
field automorphism extending 

Lemma 3.2.2. — For any z e K*, there exists an admissible extension L of K such 

that the equation (j)(x) — x — z has a solution x G L. 

Proof. — Let L be the completion of the rational function field K(x) for the Gauss 
norm with I a; I = \z\. Extend <\>K to an automorphism <J>L of L by setting (J>L(%) = 
x + z. • 
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Lemma 3.2.3. — Let P(T) = Tn + an_iTn_1 H h a0 6e a twisted polynomial over 

Ok with |ao| = 1. Tften ttere exists an admissible extension L of K such that the 

equation P((/>)(x) = 0 has a solution x e o*L. 

Proof. — Let L be the completion of the rational function field K(yo,..., yN-I) 

under the Gauss norm normalized with |yo| = ••• = |2/n-i| = 1- Extend <j>k 

to an automorphism cj>l of L by setting (j>L{yi) = yi+I for i = 0, . . . , n — 2 and 

<M2/n-i) = -AN-IVN-I «o2/o, then take x = y0. • 

Proposition 3.2.4. — There exists a complete extension L of K with the same value 

group, equipped with an extension of cj>k, such that any étale (f)-module over L is 

trivial. 

Proof. — It suffices to construct L trivializing a single irreducible étale ^-module M 

over K, as we can construct the desired field by transfinitely iterating this construction 

and completing at all limit stages. 

Since M is irreducible, we must have M =I X { r ± } / X { r ± } P ( r ) for some irre

ducible monic twisted polynomial P(T). If we write P(T) = Tn + an_irn-1 + • • - + a0, 

then |ao| = 1 because deg(M) = 0. By Corollary 2.4.6 (in the case s = 1), P can only 

have one Newton slope, which must be 0; hence P(T) has coefficients in Ok- We can 

then apply Lemma 3.2.3 to construct L over which the equation P{<j>){x) = 0 has a 

solution x G o£; that solution gives rise to a nontrivial 0-submodule of M. 
Repeating the construction, we obtain a field over which M becomes a successive 

extension of trivial étale 0-modules of rank 1. By repeated use of Lemma 3.2.2, we 
can split this filtration by passing to a suitably large L. This yields the claim. • 

Remark 3.2.5. — Note that the field L constructed above is not a Picard-Vessiot 

extension of K in the sense of the Galois theory of difference fields; this Galois theory 

is a bit complicated because it cannot be carried out within the category of fields, as 

examples like the difference equation </>(x) = —x show. See [39, Chapter 1] for more 

discussion of this point, and a development of difference Galois theory in a restricted 

setting; see also [2] for a more general development. (Thanks to Michael Singer for 

pointing out this reference.) 

3.3. The use of faithfully flat descent. — In this subsection, we set up faithfully 

flat descent and illustrate how we will use it to prove Theorems 3.1.2 and 3.1.3. 

Definition 3.3.1. — Let R —• S be a faithfully flat morphism of rings equipped with 

compatible endomorphisms </>. Let M be a ^-module over R, put Ms = M <g># 5, 

and let Ns be a </>-submodule of Ms. We say that Ns descends to R if there exists a 

0-submodule N of M such that the image of N <S)R S in Ms coincides with Ns- We 

say a filtration descends to R if each term does so. 
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Proposition 3.3.2. — Let R —> S be a faithfully flat morphism of domains equipped 

with compatible endomorphisms (j). Put S2 = S <8>R S and define i\,ii : S —> S2 by 

ii(s) = s<g)l andi2{s) = 1 0 5 . Let M be a<j)-module over R, put Ms = M<S>RS, and let 

Ns be a (p-submodule of Ms- Then Ns descends to R if and only ifN®i1S2 = N<g>i2S2 

within M ®# S2; moreover, if this occurs, then there is a unique (j)-submodule N of 

M such that Ns = N <S>R S within Ms. 

Proof. — The equality N (g)^ S2 = N <S)i2 S2 implies that the effective descent datum 
obtained from M induces a descent datum on N (the cocycle condition can be checked 
on M). We may thus apply faithfully flat descent for modules [1, Expose VIII, 
Corollaire 1.3] to conclude. • 

We use faithfully flat descent as follows. 

Definition 3.3.3. — Define 

i,/)}0-nj-ni+nSo-,o^.A{ 

ybd = <%bd 0 ^ b d ^ b d 

yint = Jmt 0^lnt Jmt# 

We will show later that St -> étL, &hd -* <#£d are faithfully flat and that yhd -» y 
is injective (Remark 3.5 .3) . 

The following weak analogue of Proposition 1.2.6 will be proved in Subsection 3.5 . 

Proposition 3.3.4. — Let A be annxn matrix over ymt, and let v be a column vector 

over y such that v = A(/)(y). Then v has entries in yhd. 

We now demonstrate how Proposition 3.3.4 can be used to establish the theorems 
asserted at the start of this section. 

Proof of Theorem 3.1.2. — Suppose that M<g>&L is not semistable. Let 0 = MLJ0 C 

ML>i C • • • C MLj = ML denote the HN filtration of ML = M <g> &L. We will show 
that ML, I <S>Z2 £2 Q MLJ 0ix 52 for j = 1,1 — 1 , . . . , 1 by descending induction; the 
base case j = I is trivial. 

Given that ML,I <8>i2 ^2 C MLj (g)̂  S2 for some j > 1, we get a homomorphism 

i,/)}0-nj-ni+nSo-,o^.A{-O0-^^)i,/)}0-nj-ni+nSo-,o^. 

Since ML?i and MLJ/MLJ-I are pure and /X(ML,I) < ^(MLJ/MLJ-I), this homo

morphism is forced to vanish: otherwise, by Proposition 3.3.4 the morphism would 
be defined over yhd, but in that case it would have to preserve slopes because ybd 
carries an m^-adic valuation. Hence ML,I <8>i2 S2 Q MLJ-I 0»! S2, completing the 
induction. 
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The induction shows that ML,\ satisfies the condition for faithfully flat descent 

(Proposition 3.3.2), so it descends to Si. Hence M cannot be semistable either. • 

Proof of Theorem 3.1.3. — By applying [a]* (invoking Lemma 1.6.3) and twisting, 

we may reduce to the case /i(M) = 0, so M (g) S$L is étale. Choose a basis v i , . . . , vn 

of an étale lattice of M (g) SO that the matrix A defined by </>(VJ) = A^v* is 

invertible over Sê1^. 

There exists an invertible change-of-basis matrix U over 5? such that 

Vj ®h 1 = 

i 

Uij(vi ®i2 1). 

Upon applying ф to both sides, we deduce that U(A ®ix 1) = (A ®ia 1)0(17). By 
Proposition 3.3.4, U has entries in УЪа, as does its inverse by the same argument 
with M replaced by Mv. Hence by Proposition 3.3.2, M descends to S#hd; let N be 
the resulting 0-module over Sihd. 

Choose any basis of N and let P be the ^int-span of the images of the basis 
elements under powers of ф. By computing in terms of v i , . . . , vn, we see that P 
is bounded, hence is a 0-stable ^int-lattice in M. By Lemma 1.5.7, P <g> Së™1 is a 
0-module, as then must be P. Thus M is étale, as desired. • 

It now remains to prove the faithful flatness results and to make the calculation to 
check Proposition 3.3.4; these occupy the remainder of the chapter. 

3.4. Interlude: tensoring over Bézout domains. — In order to use faithfully 
flat descent for our purposes, it will help to gather a few facts about tensoring over 
Bézout domains. 

Proposition 3.4.1. — Let IIe—> S be an inclusion of domains with R Bézout. Then S 
is faithfully flat over R if and only if S* П R = R*. 

Proof. — Recall that S is flat (resp. faithful) over R if and only if for each finitely 
generated proper ideal I of R, the multiplication map I <g) S —> S is injective (resp. 
not surjective). Since R is Bézout, I admits a single generator г ф Я*, and I ® S = 
rR (g) S = rS, so the map I 0 S —» S is injective, and it is surjective if and only if 
r e S*. This yields the claim. • 

Lemma 3.4.2. — Let M, N be modules over a Bézout domain R. Given a presentation 
Y2?=i Уг ® zi of x € M ®д N and elements ui,...,un G Я generating the unit ideal, 
there exists another presentation ^ j = i Vj ® zj of x with y[ = Y^7=i u%Vi-
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Proof. — By [21, Lemma 2.3], we can construct an invertible matrix U over R with 
Un = Ui for i = 1 , . . . , n. Then 

*$i 
i,/)}0-nj-ni 

ù*$ù 

]Uij(U ^jiVi^zi 

3 < г 
] UijVi 

I 

*$ù^$ù* 

so we may take y'ô = YA=I uijVi and z'ó = YA=I(u X)iizi-

Corollary 3.4.3. — Let M, N be modules over a Bezout domain R. If Yl?=i Vi ® z% 

is a presentation of some x G M (S)R N with n minimal, then y\,..., yn are linearly 

independent over R. 

Proof. — If on the contrary y\,..., yn are linearly dependent over R, then we can find 

ui,..., un G R such that uiyi + • • • + unyn = 0. By the Bezout property, ui,...,un 

generate a principal ideal, so we can divide through by a generator to reduce to the 

case where ui,...,un generate the unit ideal. Applying Lemma 3.4.2 now yields a 

contradiction to the minimality of n. • 

3.5. Projections. — The key to the descent argument is the construction of a cer

tain projection from &L back to sectioning the inclusion going the other way that 

was constructed by Proposition 2.2.6. We now construct this projection, then use it to 

resolve all the outstanding statements needed to complete the proof of Theorem 1.7.1. 

Definition 3.5.1. — Let £ be the residue field of L, fix a basis B of £ over k containing 
1, lift B to a subset B of OL containing 1, and fix a uniformizer 7r of K. Then as in 
[20, Proposition 4.1], one sees that every element x G ̂ ^ / m ^ ^ ^ 1 1 can be written 
uniquely as a formal sum 

a£[0,l)nQbeB 

xaibUab (xaib G ^ i n t / m ^ i n t ) 

in which: 

— for each a G [0,1) П Q, there are only finitely many b for which ха^ Ф 0; 
- if we write Sc for the set of a G [0,1) П Q for which the t-adic valuation of any 

ха,ь (which is well-defined because xa^ is truncated modulo ттп) is less than c, 
then Sc is well-ordered for all с and empty for sufficiently small c. 

Given x thusly presented, write f(x) = x0,i; then again as in [20, Proposition 4.1], 
one checks that for ro as in Remark 1.2.5 and r G (0, Го), / induces a continuous map 
ârL -* @T with the property that for 

(3.5.1.1) |x|r — sup \ 
ote[0,l)nQ,aeL* 

{ | а Г ^ И Д ^ - а я ) | г } . 
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(Compare also [19, Proposition 8.1] and [22, Lemma 2.2.19].) 

Proposition 5.5.2. — The multiplication map ®^>BD & —• &L is injective. 

Proof. — Suppose the contrary; choose x ^ 0 in the kernel of the multiplication 
map, and choose a presentation x = Yl?=i V%^zi w^h n minimal. Then zi,...,zn are 
linearly independent over Mhd by Corollary 3.4.3. On the other hand, as a corollary of 
(3.5.1.1), we may choose a G [0,1) D Q and a G L* such that f(au~ayi) ^ 0; we then 
obtain the nontrivial dependence relation 0 = YA=I f(au~ayi)zi, contradiction. • 

Remark 3.5.3. — We now have a number of faithfully flat inclusions. For one, ^bd —* 
is faithfully flat by Proposition 3.4.1 and the fact that ^ * = (^bd)* (Remark 1.1.5). 

For another, g% —> £%L is faithfully flat by Proposition 3.4.1 and the fact that £%*L = 
(&ld)* (Remark 2.2.5); similarly, ^bd -»<#£d is faithfully flat. Putting these together 
and using Proposition 3.5.2 yields injections 

®&hd 3?LD ®&HD = (&td ®^BD SI) ®<% SL ^ ®<% 

that is, yhd y is injective. 

In order to calculate on , we use the following two-variable analogue of (3.5.1.1). 

Lemma 3.5.4. — For x G y, we have x G 5^HD if and only if for some r > 0, the 

quantities 

(3.5.4.1) lab^e-^-^Kf <g> f){{au~a <g> bu~fi)x)\a 

are bounded over all s G (0, r], all a, b G L*, and all a, /3 G [0,1) fl Q. 

Proof — If x G ^ b d , then we can bound the quantity (3.5.4.1) by bounding each 
term in a presentation of x. Conversely, suppose the quantity (3.5.4.1) is bounded. 
Choose a presentation x = Y2i=i Vi ® z% with y^zi G &L and n minimal. We proceed 
by induction on n; we may assume x ^ 0. Then yi / 0, so we can choose a, a with 
f(au-ayi)?Q. 

By (3.5.1.1), Y^A=i f(au~ayi)zi € ^Ld5 m particular, the ideal generated by the 
f(au~ayi) in 2% extends to the unit ideal in Since the ideal in St is finitely 
generated, it is principal, and since £%*L = ( S ^ d ) * , the generator in S must already 
be a unit. That is, the f(au~ayi) generate the unit ideal in S; by Lemma 3.4.2, we 
can choose another presentation x = YH=i v\^z'i w^n zi = Y^i=i f(au~ayi)zi € S\d. 
We must have z[ ^ 0 to avoid contradicting the minimality of n. 

Pick b, /3 so that f(bu~^z[) is nonzero and hence is a unit in S (since it must lie 
in ^bd) . Put a = fibu-PzD/fibu-Pz'i) for i = 2 , . . . ,n, then set 

„ _ \y'i +c2y'2 + ••• + Cny'n i = l \z\ i = l 

Wi < > 1 , * \z'i-CiZ[ 2 > 1 , 
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so that x = J2?=i Vi ® Then / ( f cu"^ ' ) = 0 for % = 2 , . . . , n, so \/{f{buT^z'{) = 
T,?=iy"f(°u-Pz?) G by (3.5.1.1). Since already f(bu-^z'{) G <^bd, we have 
Vi £ ^ L D - Applying the induction hypothesis to x — y" <g> z'{ = J2?=2 Vi ® ̂  yields 
the claim. • 

Proof of Proposition 3.3.4- — For each entry of v, choose a presentation Y^j Vij ® 

Zij with yij,Zij G C^L- As in the proof of Proposition 1.2.6, after possibly rescaling 

by a power of u, we may choose r G (0,ro) such that each term in a presentation of 

A has entries in <^£ and is bounded by 1 on the annulus e~r < \u\ < 1; we may also 

ensure that yij,Zij G for all i,j. Choose c > 0 such that for s G [r/q,r] and all 

h3i \Vij\s < c and |%|s < c (possible because we are picking s in a closed interval); 

then for all nonnegative integers ra, we have |0m(2/^)|s/qw < c and |0m(%)|s/g^ < c. 

Prom the equation 

v = A<t>{A)-.-<f>m-\A)<T{v), 

we deduce that for all a,/3 G [0,1) and all a, b G L*, 

la&r^-^-^K/ 0 /)((au"a 0 for'V)!, < c 
for all 5 G [r/gm+1, r/çm]; by varying m, we get the same conclusion for all s G (0,r]. 

By Lemma 3.5.4, v has entries in yhd, as desired. • 
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FAMILLES DE REPRÉSENTATIONS DE DE RHAM ET 
MONODROMIE p-ADIQUE 

par 

Laurent Berger & Pierre Colmez 

Résumé. — On donne une formalisation de la méthode de Sen pour les représentations 
p-adiques. Comme application de ces techniques, on montre que (1) toute représen
tation p-adique est surconvergente (2) si on se donne un espace 3£ = Spm(5) qui 
parametrise des représentations p-adiques Vx, alors l'ensemble des x tels que Vx est 
de de Rham (ou semi-stable, ou cristalline) à poids de Hodge-Tate dans un intervalle 
[a, b] fixé est un sous-espace 5-analytique de 3£ et (3) les modules de Fontaine D*(Vr) 
associés varient analytiquement. 

Abstract (Families of de Rham representations and p-adic monodromy). — We give a for
malization of Sen's method for p-adic representations. As an application of these 
techniques, we show that (1) every p-adic representation is overconvergent (2) given 
a space = Spm(S) which parameterizes some p-adic representations Vx, the set of 
x's such that Vx is de Rham (or semistable, or crystalline) with Hodge-Tate weights 
in a fixed interval [a, b] is an 5-analytic subspace of and (3) the associated Fontaine 
modules D*(V) vary analytically. 

1. Introduction 

L'objet de cet article est d'étudier les familles de représentations p-adiques en 
utilisant la méthode de Sen. Soit K une extension finie de Qp et soit S une Qp-
algèbre de Banach dont on note 3£ le spectre maximal; pour pouvoir appliquer la 
théorie de Hodge sadique usuelle aux points de ^T, on suppose que pour tout x G «ST, 
le corps S/mx est une extension finie de Qp. 

Une famille de représentations de GK = Gal(Qp/K) est un .^-module libre V de 
rang fini muni d'une action 5-linéaire et continue de GK- La méthode de Sen consiste 
en une formalisation des calculs de Sen (qui portaient à l'origine sur la cohomologie 

Classification mathématique par sujets (2000). — 11F80, 12H25, 14F30. 
Mots clefs. — familles de représentations p-adiques, (y?, r)-modules, théorie de Hodge p-adique. 
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galoisienne de GLd(Cp)). En appliquant cette méthode aux anneaux d'éléments sur
convergents, on retrouve le théorème principal de [8] : si V est une Qp-représentation 
de GK, alors V est surconvergente. 

La même méthode appliquée à une famille de représentations fournit une famille 
de ((p, r)-modules surconvergents. De fait, on a le résultat suivant (théorème 4.2.9). 

Théorème A. — Si V est une S-représentation de GK, alors il existe un 5(8)B^-
module D^(V) localement libre de rang d et stable par ip et TK tel que si x G 2£, alors 
l'application S/mx (8)s D^(V) —• D^(14) est un isomorphisme pour tout x G 2£. 

Les liens entre (y?, r)-modules et théorie de Hodge p-adique permettent alors de 
montrer le théorème suivant (théorèmes 5.3.1 et 5.3.2). 

Théorème B. — Si V est une S-représentation de GK, et si [a, 6] est un intervalle 
fini de Zi, alors l'ensemble S£^^ des x G 3£ tels que Vx est de de Rham à poids de 
Hodge-Tate dans [a, b] est un sous-espace S-analytique de 3C. 

Si l'on suppose que le radical de Jacobson de S est nul et que X = 3tr}£h], alors : 

1. le S ® K-module D ^ ( V ) est localement libre de rang d; 

l. on a (S®BdR) DfR(F) = (S®BdR) 0 5 V ; 

3. six € 36', alors l'application S/mx(8>sD^(V) —• ^R(VX) est un isomorphisme. 

En chemin, on obtient d'ailleurs des résultats analogues avec « Hodge-Tate » à la 
place de « de Rham », cf. théorèmes 5.1.3 et 5.1.4. 

Une application « en famille » du théorème de monodromie p-adique nous permet 
alors d'obtenir le résultat suivant (théorème 6.3.2 et corollaire 6.3.3). 

Théorème C. — Soient S une algèbre affinoïde réduite, X l'espace associé à S, [a, b] 
un intervalle fini de Z etV une S-représentation de dimension d de GK telle que Vx 
soit de de Rham à poids de Hodge-Tate dans [a, b] quel que soit x G X. // existe alors 
une extension finie L de K telle que le S (g> L^-module D^.(V) est localement libre de 
rang d et vérifie (S ® L) ®5®L0 D£(V) = D%R(V) ; 

Les propriétés suivantes sont alors vérifiées : 

1. si x G 3C, alors l'application S/mx (8>s D^.(V) —• B^t(Vx) est un isomorphisme ; 

2. si r est un type du groupe d'inertie I(L/K), alors l'ensemble 3£(T) des x tels 
que le type de Vx est r, est une réunion de composantes Zariski connexes de S£ ; 

3. si 36^^ ou «yKgt*'6' dénote l'ensemble des x G 3C où Vx est cristalline ou semi-

stable, alors 3?}°^ et 3£}"'B^ sont des sous-espaces S - analytiques ; 

4. si 36 = 36^'B\ alors D^(V) est un S <8> K0-module localement libre de rang d 
et l'application S/mx <S>s D^(V) -> D^(VX) est un isomorphisme; 

5. si 36 = 36^B\ alors D^Tis(V) est un S <g> K0-module localement libre de rang d 
et l'application S/mx (8>s D^is(F) —• D*is(Vx) est un isomorphisme. 
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Enfin, dans le dernier chapitre, nous donnons une démonstration d'un théorème 
non publié de Wintenberger sur la continuité des poids de Hodge-Tate quand une re
présentation varie. En fait, si Psen,v dénote le polynôme caractéristique de l'opérateur 
de Sen d'une représentation V de GK, nous montrons le résultat suivant (théorème 
7.1.1). 

Théorème D. — // existe une constante c(d,K) telle que si V\ et V2 sont deux 
représentations de dimension d de GK qui sont congrues modulo pk, alors les 
polynômes Psen,Vi et Psen,v2 sont congrus modulo pk~c(d^K). 

Notons pour terminer que des résultats en relation avec les théorèmes A, B et C 
ont été obtenus par Andreatta et Brinon (qui ont étendu la méthode de Sen dans [2]), 
Dee [12], Kisin (qui a démontré l'algébricité de <5T(r) du (2) du théorème C dans 
[21]) et Liu [22]. 
Remerciements : Nous remercions les personnes suivantes pour des discussions utiles 
sur des points reliés à cet article : Gaétan Chenevier, Brian Conrad, Philippe Gille et 
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2. Préliminaires 

Dans ce chapitre, nous rassemblons quelques définitions et résultats qui servent 
dans la suite de l'article. 

2.1. Algèbres de coefficients et produits tensoriels complétés 

Dans tout cet article, S est une Qp-algèbre de Banach. On note № l'espace associé 
à S, c'est-à-dire l'ensemble des idéaux maximaux de 5. On pense aux éléments de 3£ 
comme à des points et on écrit mx pour désigner l'idéal maximal de S correspondant 
au point x. Si / G 5, alors on note f(x) l'image de / dans Ex = S/mx. 

On dit qu'une partie P de & est un sous-espace S-analytique s'il existe un idéal I 
de S tel que P = {x G 2£ tels que I C mx} ou, ce qui revient au même, s'il existe une 
famille {fa}a d'éléments de S tels que P = {x G 3£ tels que fa(x) = 0 pour tout a}. 

Plutôt que de travailler avec des normes, on préfère travailler avec des « valuations » 
sur 5, qui pour f,g G S ne satisfont alors pas vais(fg) — vals(/) -h vals(<?) mais 
vais (fg) ^ vals(/) + vais (g), ce qui fait que vais vérifie : 

1. val5(/) = + o o 4 * / = 0; 

2. val5(/<7) ^ val5(/) -f val5(#) ; 

3. val5(/ + 9) > inf(val5(/), val5(<?)) ; 

Dans la suite de cet article, on dit que S est une algèbre de coefficients si S vérifie 
les trois conditions ci-dessous : 

1. S contient Qp et la restriction de vais de 5 à Qp est la valuation p-adique valp ; 

2. pour tout x G Ex est une extension finie de Qp ; 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2008 



306 LAURENT BERGER & PIERRE COLMEZ 

3. le radical de Jacobson rad(S') est nul (en particulier S est réduite) ; 

Notons que les algèbres affinoïdes réduites sont des exemples d'algèbres de coeffi
cients. On note &s l'anneau des entiers de S pour vais. 

Si S est une algèbre de coefficients et si est un sous-espace 5-analytique de ^T, 
défini par un idéal J, alors <3f est l'espace associé à l'algèbre de coefficients S/\fî. 

Lemme 2.1.1. — Soit S une algèbre de coefficients. 

1. Si f G S est tel que f(x)^0 pour tout x G 3C, alors f est une unité de S ; 

2. si M est un S-module plat, et si y € M est tel que y{x) G M/mxM est nul pour 
tout x G <3fr, alors y = 0. 

Démonstration. — Le (1) résulte du fait que / n'est dans aucun idéal maximal, et que 
c'est donc une unité. Le (2) résulte du fait que l'application S —» Yl S/xnx est injective 
puisque l'on a supposé que rad(S') = 0, et qu'alors l'application M —> JJM/mxM 
reste injective si M est plat. • 

Si x G 9C, alors le corps Ex est une extension finie de Qp et est donc muni 
de la valuation p-adique valp. Si / G 5, on définit alors la valuation spectrale par 
valsp(/) = mîxe&valp(f(x)). Rappelons le résultat suivant (cf. [6, §6.2.4]) 

Proposition 2.1.2. — Si S est une algèbre affinoïde réduite, alors les normes déduites 
de vais et valsp sont équivalentes. 

Nous avons besoin dans le chapitre 6 du résultat suivant, qui nous assure que 
la frontière de Shilov du spectre (de Berkovich) de S existe et est finie. Une semi-
valuation multiplicative est une application val : S —> R qui vérifie val(xy) = val(x) + 
val(y) et val(x + y) > inf(val(x), va\(y)) mais pas val(x) = +oo <F> X = 0. 

Proposition 2.1.3. — Si S est une algèbre affinoïde réduite, alors il existe m ^ 1 et m 
semi-valuations multiplicatives val1,. . . , valm sur S telles que pour tout f G S, on ait 
valgp(/) = min(val i ( / ) , . . . , valm(/)). 

Démonstration. — C'est le corollaire 2.4.5 de [5], la frontière de Shilov étant définie 
après la proposition 2.4.4. • 

Corollaire 2.1.4. — Si S est une algèbre affinoïde réduite munie de la valuation spec
trale, alors il existe m ^ 1 et m corps E\,..., Em complets pour des valuations dis
crètes tels que Von ait un plongement isométrique S —> 0 ^ ! ^ -

Enfin, si E et F sont deux espaces de Banach, on dénote par E®F leur produit 
tensoriel complété au-dessus de Qp. Si E et F sont deux Zp-modules topologiques 
complets, on dénote alors par E®F leur produit tensoriel complété au-dessus de Zp 
(cf. [6, §2.1.7]). 
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2.2. Descente étale 

Soit B une Qp-algèbre de Banach munie d'une action continue d'un groupe fini G. 
On note l'anneau B sur lequel G agit trivialement. On suppose que : 

1. le £?G-module B est libre de rang fini et fidèlement plat ; 

2. on a B^ ®BG B ~ ®geGB^ • eg (où e2g = eg, egeh = 0 si g ^ h et g(eh) = egh). 

Proposition 2.2.1. — Si S est une algèbre de Banach (sur laquelle G agit trivialement), 
et si M est un S®B-module localement libre de type fini muni d'une action semi-
linéaire de G, alors : 

1. MG est un S®BG-module localement libre de type fini; 

2. Vapplication (S<S>B) <S>£gBc MG —» M est un isomorphisme. 

Démonstration. — Soit TTg = (ttG)"1 J2geG9 e BiG\- Si N est un B\GY module 
(quelconque), alors on a une décomposition N = 7TGN 0 ker7T<3 et № = TTGN. 
En particulier, on a M = MG 0 ker^G ce qui fait que MG est un 5<g)i?G-module 
localement libre de type fini, étant un facteur direct du S(g)jBG-module localement 
libre de type fini M. Ceci montre le (1). 

Montrons à présent le (2). Comme on a un isomorphisme (S®B) ®S^BG MG — 
B <S>BG MG, il suffit de montrer que B <8>BG MG —• M est un isomorphisme. Comme 
par ailleurs on suppose que le BG- module B^ est fidèlement plat, il suffit de montrer 
que l'application : 

B* ®BG (B ®BG MG) B* ®BG M 

est un isomorphisme. On a B^<S>BG (B®BGMG) ~ B<S>BG (B^BG M)G et B^<S>BGM 

est un B^ <g)BG £?-module qui se décompose donc en 0PEGÌV • eg où N • eg = (É* • eg) • 
(B^ ®BG M) puisque B^ ®BG B ~ ^geGB^ -eg. L'application de N-e\ dans B^ ®BG M 
qui à n-ei associe (g(n) -eG)GEG induit un isomorphisme de JV-ei dans (B^ ®BG M)G. 
On a alors : 

B <S>BG N • e1 = (B ®BG B*) ®B* N • ei 

= (eg€GB* -eg)®Bì N - e\ 

= ®geGN • eg 

= B* (8)fîG M, 

et donc l'application B^<S>BG (B®BG MG) —• B^ ®BG M est bien un isomorphisme. • 

Remarque 2.2.2. — La proposition 2.2.1 ci-dessus s'applique notamment si B est une 
extension galoisienne finie de Qp et si G est un sous-groupe de Gal(-B/Qp) ce qui 
fait que B/BG est galoisienne de groupe de Galois G. La condition (1) du début du 
paragraphe est évidente et la condition (2) est un résultat classique. Pour un deuxième 
exemple, voir le lemme 4.2.5. 
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2.3. Représentations p-adiques et anneaux de Fontaine 

Soient K une extension finie de Qp et GK — Gal(Qp/K) et S une algèbre de 
Banach. Une famille de représentations p-adiques est un S-module V libre de rang 
fini d, muni d'une action linéaire et continue du groupe GK - Rappelons que 0$ désigne 
l'anneau des entiers de S pour la valuation vais ; on suppose qu'il existe un ^s-module 
T libre de rang d tel que V = S <8>&S T. Si S = E est un corps, alors cette condition 
est automatique, comme le montre le lemme ci-dessous. 

Lemme 2.3.1. — Si V est une E-représentation de dimension d, alors il existe un 
ÛE-module T libre de rang d et stable par GK tel que V = E T. 

Démonstration. — Si on choisit une base de V, la représentation correspond à une 
application continue p : GK —• GLd(E). Il existe donc s ^ 0 tel que l'image de GK est 
incluse dans Md(p~s&E\ Si TQ dénote le ^ - m o d u l e engendré par la base choisie, on 
voit que si g E G^, alors g(To) C P~STQ et donc que si l'on pose T = YlgeGK 
alors To C T C p~STQ et que T est donc libre de rang d et stable par GK- D 

Soit B un anneau de périodes p-adiques ; ces anneaux sont généralement des espaces 
LF ce qui permet de construire S<S>B. Supposons que B est G^-régulier (cf. [16, §1-4]), 
et que le corps BGK est une extension finie de Qp. Si V est une 5-représentation de 
G K-, alors on pose : 

DB(V) = ((SfàB) 0 s VfK, 

et on dit que V est B-admissible si : 

1. le S <8> BGK-module DB(V) est projectif de type fini ; 

2. l'application (S<S>B) <S>S<S>BGK DB(V) —» (S®B) ®$ V est un isomorphisme. 

Si c'est le cas, alors les deux conditions ci-dessus impliquent que DB(V) est projectif de 
rang d. Si S = E est un corps, DB(V) est alors libre de rang d et en particulier, si E est 
une extension finie de Qp, alors on retrouve la définition habituelle de l'admissibilité 
(cf. [16, §1.5]). 

3. La méthode de Sen 

Dans ce chapitre, nous expliquons la méthode de Sen, qui permet de simplifier le 
calcul de certains ensembles de cohomologie galoisienne. 

3.1. Les conditions de Tate-Sen 

Dans tout ce chapitre, Go est un groupe profini muni d'un caractère continu x : 
Go —» Zp dont l'image est ouverte, et on pose H0 = ker%. Si g € G0, on note n(g) 
l'entier défini par n(g) = valp(x(#) — 1). Si G est un sous-groupe ouvert de Go et si 
H = G C\ H0, alors on note G H le normalisateur de H dans Go- Comme G C G H > le 
groupe G H est ouvert dans Go et x{GH) est un sous-groupe ouvert de Z£. On note 
f i / = GH/H et CH le centre de fH. 
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Lemme 3.1.1. — Le groupe Сн est un sous-groupe ouvert de Г я . 

Démonstration. — Le noyau de la restriction de x2("p~1^ à Гя est un groupe fini A 
et le groupe Г я se dévisse sous la forme 1 —> A —> Гя —> В —• 1, où В est un sous-
groupe ouvert de Z* sans torsion (c'est à cela que sert l'exposant 2(p — 1)) et donc 
isomorphe à Zp. Le groupe Гя est donc produit semi-direct de Zp et d'un groupe fini, 
et un élément g de Zp С Гя est dans le centre de Гя si et seulement si son image 
dans Aut(A) (g agissant par conjugaison sur A) est triviale. Comme le groupe Aut(A) 
est fini, l'intersection de Сн avec Zp С Гя est d'indice fini dans Zp donc aussi dans 
Гя- Ceci permet de conclure. • 

On appelle n\(H) le plus petit entier n > 1 tel que x(C#) contienne 1 + pnZp. Le 
lemme précédent montre que П\{Н) ф +oo. 

Soit S une algèbre de Banach et soit Л une ^-algèbre munie d'une application 
valA :Â—>RU{+oo} vérifiant les conditions : 

1. valA(:z) = +00 ^ x = 0; 

2. valA{xy) ^ valA(z) + valA(?/) ; 

3. valA(a; + y) ^ inf(valA(o:), valAQ/)) ; 

4. valA(p) > 0 et valA(px) = valA(p) + valA(x) si ж G Л. 

Notons que la condition (4) inclut le cas où p est nul dans Л. La condition (3) 
permet d'utiliser valA pour munir Л d'une topologie et la condition (1) montre que 
cette topologie est séparée. On suppose de plus que À est complet pour cette topologie. 

Si d est un entier > 1 et si U G М^(Л), on note valA(C7) le minimum des valA(^i,j), 
où (uij)i^ij^d sont les coefficients de U. Le résultat suivant (immédiat) sera utilisé 
de manière intensive dans ce qui suit. 

Lemme 3.1.2. — Si d est un entier > 1 et siU G М^(Л) vérifie valA(É7 — 1) > 0; alors 
U G GLd(A) et son inverse est égal à J2n=o(^ ~ U)n. 

On suppose maintenant que Л est muni d'une action ^g-linéaire continue de Go 
telle que l'on ait valA(#(x)) = valA(x) si g G Go et x G Л. Si d est un entier ^ 1, 
le groupe Go opère continûment sur GL^(À) et on s'intéresse aux ensembles pointés 
de cohomologie continue Hx(Go, GL^(A)). La méthode de Sen (cf. [25] et [10, §3.3]) 
permet, sous certaines conditions de Tate-Sen, de réduire beaucoup la complexité 
apparente de ces ensembles. 

Définition 3.1.3. — Les conditions de Tate-Sen sont les trois conditions suivantes : 
(TS1) Il existe c\ > 0 tel que, quels que soient les sous-groupes ouverts H\ С #2 

de #0, il existe a G AHl vérifiant valA(a) > —c\ et J2reH2/H1 r(a) = 1-
(TS2) Il existe c2 > 0 et, pour tout sous-groupe ouvert H de Я0, un entier n(H) G 

N, une suite croissante (A^n)nGN de sous-^-algèbres fermées de Ля et, pour 
n ^ n(H), une application ^-l inéaire Rn,n : Ля —• Ля,п vérifiant : 
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1. si Hi c H2, alors AH2,U C AHL^N et la restriction de RH1,U à A1*2 coïncide 
avec RH2,n', 

2. RH,U est A#jn-linéaire et RH,U{X) = x si x e A#>n ; 

3. g(^H,n) = A9Hg-\n et g(RH,n{x))^= RgHg-itn(gx) si g G G0 ; en particu
lier, commute à l'action de T# ; 

4. si n ^ et si a: G AH, alors vaiA :!mù*$^ !ù*^ vaiA(#) — c2 ; 

5. si x G A77, alors limn_>+00 RH,U{X) = x. 

(TS3) Il existe C3 > 0 et, pour tout sous-groupe ouvert G de Go un entier n(G) ^ 
ni(üf), oùH = Gr\H0l tel que, si n > n(G), si 7 G r# vérifie 71(7) ^ n, alors 7—1 
est inversible sur XH,u = (l—RH,n)(AH) et on a v a l A ( ( 7 — ^ va^Os)—C3 
si x G XH,n-

Remarquons que les applications RH,U sont des projections et nous fournissent une 

décomposition AH = A#jn 0 XH,W 

Proposition 3.1.4. — Si A est une 7¡p-algebre qui vérifie les conditions de Tate-Sen, et 
si S est une algèbre de Banach, alors G s <8> A vérifie les conditions de Tate-Sen (avec 
les mêmes constantes ci, c2 et C3). 

Démonstration. — C'est immédiat, en étendant les applications RH,U par ûs~ 
linéarité. • 

3.2. Dévissages en cohomologie continue 

Lemme 3.2.1. — Si H est un sous-groupe ouvert de Ho, si a > c\ et k G N et si 
T 1—• UT est un 1-cocycle continu de H dans GL</(A) vérifiant UT — 1 G pkMd(A) et 
V31A(UT — 1) ^ a quel que soitr G H, alors il existe une matrice M G GLd(A) vérifiant 
M - 1 G pkMD(A) et valA(M - 1) ^ a - c\ telle que le cocycle r i-> M~1UTr(M) 
vérifie va lA(M-1t /rr (M) - 1) > a + 1. 

Démonstration. — Soit i3"i un sous-groupe ouvert de H tel que va\A(UT — 1) > a + 
1 -h Ci si r G üi , et soit a G A^1 vérifiant X}retf/#i r(a) — 1 et valA(c*) > — ci. Si Q 
est un système de représentants de H/Hi, posons : 

MQ = 
ù*$ù* 

a(a)U(T. 

Les hypothèses mises sur a entraînent que MQ — 1 G pkMd(Â) et val A(MQ — 1) ^ 
a — Ci ; en particulier, vaU(MQ — 1) > 0 et MQ est inversible par le lemme 3.1.2. 
D'autre part, si Q' est un autre système de représentants de H/Hi, la relation de 
cocycle et le choix de Hi font que YQ1^{MQ — MQ>) ^ a + 1. Finalement la relation 
de cocycle permet d'obtenir la relation 

UTT(MQ) = 

ù*$ù* 

ra{a)UTr{Ua) = 

aeQ 

rcr(a)UT(T = MTQ, 
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d'où l'on tire MQ1UTT(MQ) = 1 + MQ1(MTQ - MQ) qui permet de montrer que MQ 

répond à la question (quel que soit le choix de Q). • 

Corollaire 3.2.2. — Si H est un sous-groupe ouvert de Ho, si a > c\ et si r UT est 
un 1-cocycle continu de H dans GL^(A) vérifiant Ur — 1 G pkMd(A) e£ valA(i7T —1) > a 
quel que soit T e H, alors il existe M G GL^(A) vérifiant M — 1 G pkMd(A) et 
valA(M — 1) ^ a — ci tel que le cocycle r \-> M~1UTr(M) soit trivial. 

Démonstration. — Une récurrence utilisant le lemme précédent permet de construire 
une suite de matrices (Mm)mGN telle que Mm — 1 G pkMd(A) et valA(Mm — 1) ^ 
a - ci + m et que le cocycle r H-> UntT = d l L o ^ m J ^ M I l m ^ ^ m ) vérifie 
valA(f/n>r — 1) + n + 1 quel que soit r G H. Le produit infini [ ] ^ 0 Mm converge 
alors vers une matrice M qui répond à la question. • 

Lemme 3.2.3. — Soit S > 0, soient a, b G R vérifiant a ^ c2 + C3 + S et b ^ sup(a + 
C2,2c2 + 2c3 + e£ soient H un sous-groupe ouvert de H$, n ^ n(H), 7 G r# vérifiant 
n(l) ^netU = l +pkU\ + pkU2, avec : 

Ui G Md(Aij,n), valA(C/i) > a - valA(p*) 

C/2 G Md(AH), valA(C/2) ^ 6 - valA(pfc). 

il existe M G 1 + pfeMd(AH) vérifiant valA(M - 1) > & — c2 - c3 £e//e 
M-1C/7(M) = 1 +p*Vi + pfcV2, avec : 

V1 G Md(AHfn), vaIA(VÏ) > a - valA(p*) 

F2 G Md(AH), valA(F2) > 6 - valA(p*) + (5. 

Démonstration. — D'après les conditions (TS2) et (TS3), on peut écrire U2 sous la 
forme U2 = ^,n(^2) + ( l - 7 ) ( ^ ) , avec valA(RH,n(pkU2)) ^ b-c2 ^ a et valA(pfcV) ^ 
b — c2 — C3. Un calcul brutal, utilisant les inégalités vérifiées par a et b et les identités 
RHAPkU2)=PkRHAU2) et 

(1 + pfcF)-1C77(l + pkV) = (1 - / F + p2fcF2 )(1 + / [ / 1 + pkU2){l + pS(VO) 

montre que : 

valA ((1 + p ^ ) " 1 [ / 7 ( l +pkV) - (1 +pfcC/i + pfci^,n(£/2))) ^ b + 8, 

et donc que M = l+pkV convient. • 

Corollaire 3.2.4. — Soient S > 0 et b ^ 2c2 + 2c3 + S. Si U G 1 + p*Md(ÂH) vérifie 
valA(C7 - 1) ^ b, alors il existe M G 1 + pkMd(AH), avec valA(M - 1) ^ b - c2 - c3 
£eZZe que : 

M-1Uj(M)ei+pkMd(AH,n)-mù^*m 

Démonstration. — Le lemme précédent permet de construire par récurrence une suite 
de matrices Mj pour j > 0 telle que Mj G l+pkMd(AH), valA(Mj — 1) > 6 — c2 — c3 et 
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telle que si l'on pose Uj = (M0 • • • Mj) 1Uj(M0 • • • Mj), alors Uj = l+pkUj,i+pkUj,2, 
avec : 

UjA G MD(AH,N), valA(C7j,i) >b- valA(pk) - c2, 

UJT2 e MD(AH), valA(^|2) > 6 - valA(pfc) + j5. 

Le produit infini YLt=o K̂? converge donc vers une matrice qui répond à la question. 

• 
Lemme 3.2.5. — Soient H un sous-groupe ouvert de HQ, n ^ n(H), 7 G TH vérifiant 
n(l) et B e GLD(AH). S'il existe V\,V2 G GLD(AH,N) vérifiant valA(Vi - 1) > c3 

et valA(F2 - 1) > c3 £e/s que 7(2?) = V1BV2, alors B G G L ^ A ^ ) . 

Démonstration. — Si C = B — RH,n(B), alors 7(C) = V1CV2 puisque i2#jn est AH,U-
linéaire et commute à l'action de 7. On a : 

7(C) - C = ViCV2 - C = (Vi - 1)CF2 + ViC(F2 - 1) - (Vi - l)C(F2 - 1), 

et donc valA(7(C) - G) > valA(G) + inf(valA(Vi - l),valA(F2 - 1)) > valA(G) + 
c3. La condition (TS3) implique valA(G) = +00 et donc G = 0, ce qui permet de 
conclure. • 

Proposition 3.2.6. — Soit A vérifiant les conditions de Tate-Sen (TS1), (TS2) 
et (TS3) et soit a 1—• Ua un cocycle continu sur Go à valeurs dans GLD(A). 
Si G est un sous-groupe ouvert distingué de Go tel que Ua — 1 G pkyiD(A) et 
valA(f/<T — 1) > ci + 2c2 + 2c3 quel que soit aEGetsiH = GD Ho, alors 
il existe M G 1 -h pkMD(A) vérifiant valA(M — 1) > c2 + c3 tel que le cocycle 
G 1—> Va = M~1U(Tcr(M) soit trivial sur H et à valeurs dans GLD(AHJN^). 

Démonstration. — Le corollaire 3.2.2 nous fournit une matrice M\ G 1 +pfcMd(A) 
vérifiant valA(Mi - 1) > 2c2 + 2c3 telle que le cocycle r i-> U'T = M^1UTr(Mi) 
soit trivial sur H et donc provienne par inflation d'un cocycle sur TH à valeurs dans 
GLD(AH) (notons que G est distingué dans Go et donc que G H — Go). 

Soit 7 G CH vérifiant 71(7) = n(G) ; en particulier, 7 est dans l'image de G et 

Wy — le pkMD(AH), avec valA(É77 - 1 ) > 2c2 + 2c3. Le corollaire 3.2.4 nous fournit une 

matrice M2 G l+pkMD(AH) vérifiant valA(M2-l) > c2+c3 telle que M2~1Uly/y(M2) G 
GLD{AHMG)). Soit M = MiM2. On a M G 1 + pkMD(A) et valA(M - 1) > c2 + c3, 

et le cocycle r 1-» VT = M~1UTr(M) est trivial sur H, à valeurs dans GLD(AH) et 

vérifie V7 G GLd(A#?n(G)) et valA(V7 - 1) > c2 + c3 > c3. 
Si r G Go, on a T7 = 7T dans Go/H et la relation de cocycle nous fournit la 

relation : 

VTT(Vy) = VT1 = F7T = F77(K). 

On peut alors appliquer le lemme 3.2.5 à B = VT, V\ = V~x et V2 = r(Vy) pour en 

déduire le fait que VT est à coefficients dans AH^G)- Ceci permet de conclure. • 
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3.3. Application aux ^-représentations 

Soit S une algèbre de Banach et A vérifiant les conditions de Tate-Sen. Une 6s-
représentation de Go est un ^ -module libre de rang fini muni d'une action continue 
^s-linéaire de Go ; la dimension d'une telle représentation est le rang du ^5-module 
sous-jacent. 

On note A+ (resp. A j n , si H c HQ est ouvert et n G N), l'anneau des entiers de 

A (resp. AH,n) pour la valuation valA (i.e. l'ensemble des x vérifiant vaU(a:) ^ 0). 

Proposition 3.3.1. — Soient T une &s représentation de dimension d de Go, V = 
S®&ST etk un entier tel que valA(pfe) > C1+2C2+2C3. Soit G un sous-groupe distingué 
de Go agissant trivialement sur T/pkT, soit H = G H H0 et soit n ^ n(G). Alors 
A+ <8)&ST contient un unique sous-A^ n- module n(T) libre de rang d vérifiant les 
propriétés suivantes : 

1. D^jn{T) est fixe par H et stable par Go ; 

2. l'application naturelle A+ ®A+ DJjn(T) —• A+ T est un isomorphisme; 
H ,n ' 

3. D~£[n(T) possède une base sur A^n qui est cs-fixe par G/H (i.e. si 7 G G/H, 
alors la matrice W de 7 dans cette base vérifie VSL\A(W — 1) > es). 

Démonstration. — Soit vi,...,Vd une base de T sur 6s et soit Ua = (u?j ) la matrice 
des vecteurs a(vi),..., a(vd) dans la base vi,..., vd (i.e. cr(vj) = J^=i uïjvi)- Alors 
a 1—• Ua est un morphisme continu de groupes de Go dans GLd(&s) Que l'on peut 
aussi voir comme un 1-cocycle continu sur Go à valeurs dans GLd{&s) C GL^(A+). 
Par hypothèse, on a Ua G 1 +pkMd(&s) si cr G G et la proposition 3.2.6 nous fournit 
une matrice M G GL^(A) vérifiant vaU(M — 1) > c2 + c3 (et donc M G GL^(A+)), 
telle que le cocycle a y-> Va = M~1Uao~(M) soit trivial sur H et h valeurs dans 
GLd{AHMG)) fl GLd(Â+) = GLd(A+MG)). Si M = (m^), et si ek = Ei=imj\*^> 
on a 

d d / d \ 
°(ek) = ^2cr(mj>k)a(vj) = ^ ^ < ^ K f c ) j v{ = ek, 

3=1 i=l \j=l J 
si G G H, ce qui fait que e i , . . . , Cd est une base de A+ <&&ST sur A+ fixe par H. 

De plus, si 7 G G/H, la matrice W de 7 dans la base e i , . . . , ed est de la forme 
M~1Uaa(M), où cr G G est un relèvement de 7, et vérifie donc V31A(W—1) > C2+C3 > 

C3. On en déduit le fait que le sous-Aj n-module engendré par e i , . . . ,ed vérifie les 
propriétés voulues, d'où l'existence d'un tel module. 

Pour démontrer l'unicité, fixons 7 G CH vérifiant 71(7) = n. Soient e i , . . . , ed et 
e i , . . . , e'd deux bases de A+ <S>^S T sur A+, fixes par H, telles que les matrices W 

et W de 7 dans ces bases appartiennent à GLd(Ajn), avec n > ^(G) et vérifient 
vaU(VF - 1) > c3 et vaU(W - 1) > c3. Soit B G GLd(Â+) la matrice des e'j dans la 
base e i , . . . ,ed. Alors 5 est invariante par H et on a W = B~1Wj(B). D'après la 
proposition 3.2.5, ceci implique B est à coefficients dans An,n (et donc dans A j n), ce 
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qui permet de montrer que les A¿ n-modules engendrés par e i , . . . , e¿ d'une part et 
e'l5..., e'd d'autre part, sont égaux. Ceci termine la démonstration de la proposition. 

• 

Remarque 3.3.2. — Conservons les hypothèses de la proposition 3.3.1 ci-dessus. Si l'on 
pose DH,U(T) = A#jn(8)A+ D^N(T), alors DH,U(T) est un A#5n-module libre de rang 

d et est l'unique sous-A#5n-module de A vérifiant les propriétés : 

1- DH,n(T) est fixe par H et stable par G0 ; 

2. l'application naturelle A <8>AH)N DH,U(T) —• A T est un isomorphisme ; 

3. DH,U(T) possède une base sur A#jn qui est C3-fixe par G/H. 

La démonstration est exactement la même que celle de la proposition 3.3.1. 

4. Deux applications de la méthode de Sen 

Dans ce chapitre, nous donnons deux applications de la méthode de Sen vue au 
chapitre précédent ; la première est la théorie de Sen habituelle, la deuxième est la 
construction de ((p, r)-modules. 

4.1. Le corps Cp et l'opérateur de Sen 

Le premier exemple non trivial d'anneau vérifiant les conditions de Tate-Sen est le 
corps Cp muni de la valuation valp et de l'action de GK- Cet exemple est dû à Tate 
(cf. [28]). Nous donnons dans ce paragraphe l'application de la proposition 3.3.1 à la 
construction de l'opérateur de Sen (voir [25, 26, 27]). 

Si L est une extension finie de K, alors on note Ln = L(¡ipn) pour n ^ 1 ainsi que 
HL = Gal(K/Loo) et YL = GaJ(Loo/L). On a alors C^L = Loo, le complété de 
pour valp. Par ailleurs, si n G N et si x G L ^ , alors [Ln+k ' Ln]~1TrLn+k/Ln(x) ne 
dépend pas du choix de l'entier k tel que x G Ln+fc- L'application de LQO dans Ln 
ainsi définie se prolonge par continuité uniforme en une application RL,U ' £<x> —• Ln-

Proposition 4.1.1. — Vanneau A = Cp vérifie les conditions (TS1), (TS2) et (TS3), 
avec KHl — Loo, AHL,U = Ln, RHL,U = RL,U et valA = valp; les constantes c\ > 0, 
C2 > 0 et C3 > l/(p — 1) pouvant être choisies arbitrairement. 

Dans toute la suite de l'article, on se fixe des constantes c\ > 0, c2 > 0 et C3 > 
l/(p - 1) telles que l'on ait c\ + 2c2 + 2c3 < valp(12p), et on note n(L) = U{GL). 

Proposition 4.1.2. — Soient S une algèbre de Banach, T une â's-représentation de 
dimension d de GK et V = S T. Soit L une extension galoisienne finie de K 
telle que GL agisse trivialement sur TjYlpT et soit n ^ n(L). Alors (S<S>CP) (8)5 
V contient un unique sous-(S (8) Ln)-module libre Dg^n(V) de rang d vérifiant les 
propriétés suivantes : 

1. Dg^n(y) est fixe par HL et stable par GK ; 
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2. T>^N(V) possède une base sur S ® LN qui est c^-fixe par TL ; 

3. l'application naturelle (5<8)CP) <8>s<g>Ln Dgenn(F) —> (5<g)CP) 0 5 F est un isomor
phisms 

On a alors 3/mx®sDl:n(V) sDl:n(V)!ù*$ 

Démonstration. — Cela suit de la méthode de Sen (plus précisément de la proposition 
3.3.1 et de la remarque 3.3.2 qui la suit) et du fait que CP vérifie les conditions de 
Tate-Sen. Le dernier point résulte de la proposition appliquée à S/mx et du fait que 
l'image de S/mx <8>s ^^(V) dans (EX <g> Cp) <S>VX vérifie les conditions (1), (2) 
et (3). • 

Si 7 G TL vérifie 72(7) ^ n, alors 7 agit trivialement sur LN et linéairement sur 
Dg^n(V). Si de plus M7 désigne la matrice de 7 dans une base de T>^N(V) de telle 
manière que l'on ait valp(M7 — 1) > 0, on peut définir le logarithme log7 de 7 par 
la série — X)m=i(l — 7)m/m. On a log(7fe) = Hog7 , et TL étant un groupe de Lie 
p-adique de dimension 1, l'opérateur (logp xM)-1 l °g7 ne dépend pas du choix de 
7. On le note Osen- Comme on peut prendre 7 dans le centre de T^, l'opérateur 
©Sen commute à l'action de TL ; en particulier, son polynôme caractéristique et son 
polynôme minimal sont à coefficients dans S ®K. L'opérateur Osen est l'opérateur de 
Sen et si x G 9£, les valeurs propres de ©sen(#) sont appelées les poids de Hodge-Tate 
généralisés de Vx. On retrouve ainsi les constructions de Sen (voir [25] pour le cas 
S = Qp et [26, 27] pour les familles). 

Remarque 4.1.3. — En prenant n = n(L) et 7 G TL vérifiant 72(7) = n(L), et en 
utilisant le fait que la matrice M7 de 7 dans une base C3-fixe de T>^N(V) vérifie 
valp(M7 — 1) > C3 > l/(p — 1), on voit que les valeurs propres de logM7 sont de 
valuation > C3 et donc que les poids de Hodge-Tate généralisés de V sont de valuation 
p-adique > l/(p— 1) — n(L). 

4.2. Les anneaux surconvergents et les (<p, r)-modules 

Le corps E, la valuation vais et les anneaux Â °'r̂  et A^,S sont définis et étudiés 
dans [11]. Nous rappelons ici quelques unes de leur propriétés qui nous serviront dans 
ce chapitre. Rappelons que pour r > 0, l'anneau A(°'rl est défini par : 

sDl:n(V) 
x = 

+00 

k=0 

)pk[xk] G A, lim 
k—>-\-oo 

valE(xfc) 
r / 

— +00 

et que si x = J2k=oPk[xk] £ Â °'r̂  alors on pose val^0'r^(a;) = inffc^o(valE(a;fc) + k/r) 
L'anneau A^S est défini par A^S = 

x = 
+00 

k=0 
p [xk] G A,valE(zfc) H 

psk 

p-1 
0 VA:, lim I 

k—»+oo 
valE(xk) + 

psk 
p-i 

= +00 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2008 



316 LAURENT BERGER & PIERRE COLMEZ 

ce qui fait que si l'on pose s(r) = (p - l)/pr, alors l'anneau des entiers de Â 0'7"] 
pour la valuation val(0'r] s'identifie à A^s^ et que l'on a = A^s^[l/[ñ]]. On 
renvoie à [11] pour la définition des autres anneaux que l'on utilise dans ce paragraphe 
(notamment tous les anneaux sans tilde) ainsi que la construction des applications 

RL,N : Afr] = (A^)HL - ^-n(Ai°'p"nr]). 

Proposition 4.2.1. — L'anneau K = A*0»1' vérifie les conditions (TS1), (TS2) et (TS3) 

avec A1**- = • A<°'11, AHL,N = <p-n{A^p'n])9 RHL,U = RLtn et valA = val(0'1], les 
constantes c\ > 0, c2 > 0 et c% > l/(p — 1) pouvant être choisies arbitrairement. 

Démonstration. — Ceci est démontré dans [11] : la condition (TS1) résulte du lemme 
10.1, la condition (TS2) résulte du corollaire 8.11 et la condition (TS3) résulte de la 
proposition 9.9. • 

Lemme 4.2.2. — Si M G 1 + pMd(AK) est tel qu'il existe Uy V G 1 + pMd(AK) tels 
que l'on ait Uj(M) = MV, alors M G 1 + pMd(AK). 

Démonstration. — Soit RK,O l'application de [11, §8.3] et N = M—RK,O(M). Il s'agit 
de vérifier que l'on a N = 0. Supposons le contraire et soient A: G N le plus grand entier 
tel que TV G pkMd(AK) et N l'image dep~kN dans M ^ E ^ ) . Comme RK# commute à 
7 et est AK linéaire, on a Ury(N) = NV, et donc aussi U'y(p~kN) = (p~KN)V, ce qui 
nous donne en réduisant modulo p : 7(iV) = N. D'autre part, comme RK,O(N) = 0, 
on a RK,O(N) = 0 ; on en déduit (cf. [11, §9]) la nullité de N puis celle de N, ce qui 
permet de conclure. • 

Dans le reste de cet article, on fixe des constantes c\ > 0, c2 > 0 et C3 > l/(p — 1) 
telles que c\ +2c2 + 2c3 < valp(12p). Si T est une Zp-représentation de GK>> si s > 0, et 
si L est une extension galoisienne finie de K, alors on pose D^,S(T) = (A^s <g)zp T)HL ; 
c'est un A^-module muni d'une action de TL. Pour n ^ 0, on pose par ailleurs 
D ^ J T ) = ip-N(B^pns(T)), qui est alors un A*¿*n - ^ " " ( A ^ ^ - m o d u l e . 

Proposition 4.2.3. — Soient K une extension finie de Qp et T une Zp-représentation 
de GK- Si L est une extension galoisienne finie de K telle que GL agisse trivialement 
sur TjYlpT et sin > n(L), alors D¿J"1)/p(T) = ^ ( ( A t ^ " 1 ^ " 1 ) ®Zp T)HL) 

est l'unique sous-A}¿^í~1^v-module libre de rang d de Aj[^p~1^p ®zp T vérifiant les 
propriétés suivantes : 

1. DJ^~1)/p(T) est fixe par HL et stable par GK ; 

2. l'application naturelle de At.(p-i)/p® tf(p_1)/pD^"1)/p(T) dans IL^-Vlv®^ 
L, n ' 

T est un isomorphisme ; 

3. le Aj^-1^p-module D|i'^~1^p(r) a une base telle que si 7 G r^, la matrice 

W1 de 7 dans cette base vérifie val^0'^(W7 — 1) > C3. 
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Démonstration. — Comme valp(12p) > c\ + 2c2 + 2C3, l'unicité d'un module vé
rifiant les conditions ci-dessus suit immédiatement des propositions 4.2.1 (les an
neaux surconvergents vérifient les conditions de Tate-Sen) et 3.3.1 (l'application de la 
méthode de Sen). Il reste à vérifier que le module fourni par la proposition 3.3.1 
coïncide bien avec ((p~n (A^PU (p_1)) ®Zp T)HL. La démonstration de la propo
sition 3.3.1 donne la construction de ce module : si l'on note UT la matrice de 
r G GK dans une base de T, alors la proposition 3.2.6 nous fournit une matrice 
M G 1 + 12pMd(At'^-1)/p) avec val(0'1](M - 1) > c2 + c3 telle que le cocycle 
r I—> M~lUTr(M) soit trivial sur HL et à valeurs dans G L ^ A ^ - 1 ^ ) . Le cocycle 
r CT = ipn{M-1UTr{M)) = ipn(M)-lUTifn{r{M)) est alors'trivial sur HL et à 

valeurs dans GLd(A£pn"1(p_1)). 
D'autre part, la théorie des (<£, T)-modules de [14] nous fournit une matrice P G 

1 + 12pMd(A) telle que le cocycle r H DT = P~1UTr(P) soit trivial sur JH"L et à 
valeurs dans GL^A^) . 

Eliminant UT entre CT et DT, et posant N = <pn(M)_1jP, on obtient la relation 
NDT = CTr(N). En particulier, comme CT = Dr = 1 si r G ona iV G GLd(AL). 
D'autre part, comme UT — 1 est divisible par 12p dans A^ si r G GL et comme il 
en est de même de M et P , les matrices N et, si r G GL, GR et DT appartiennent à 
1 + 12pMd(AL). Comme par ailleurs CT et Dr sont à coefficients dans AL, le lemme 
4.2.2 implique que N est à coefficients dans AL puis que M est à coefficients dans 
¥>-"(A). 

On en déduit le fait que la base e i , . . . ,ed de At,(p~1)/p (8>zp que l'on déduit 

de M comme dans la démonstration de la proposition 3.3.1 est constituée d'élé

ments de DJ^~1)/p(T). D'autre part, M est dans GLd(At'^"1^p) et à coefficients 

dans l'anneau (p~N(A^PN 1(^~1)), ce qui implique que e i , . . . , ed est une base de 

^ ( A t ' ^ ' ^ P - ^ Î ^ T s u r ^-n(At^n_1(p-1)). On en déduit le fait que D^"1) /p (T) 

est le sous-A^'^-1^p-module engendré par e i , . . . , Ceci permet de conclure. • 

Corollaire 4.2.4. — Soient K une extension finie de Qp et T une Zip-représentation 
de GK- Si L est une extension galoisienne finie de K telle que GL agisse trivialement 
sur T/12pT et sis > (p - l)pn(L)_1, alors le A]£S-module D['S(T) est libre de rang d 
et Vapplication naturelle de A^'s 0At,« D^'S(T) dans A^,S <S>zp T est un isomorphisme. 

Démonstration. — Le fait que ^~l)^L)~l (T) = ^n(L)(D^J(^1))/p(T)) et la propo

sition 4.2.3 montrent que si s = (p — l)pn(L)_1, alors D^'S(T) est libre de rang d et 

l'application naturelle de A^S 0At,« D^'S(T) dans A^S 0zp est un isomorphisme. 

Si l'on écrit une base de T selon une base de D^'S(T), on obtient donc une matrice de 

Md(At's)nGLd(At's) = GLd(At's). Ceci montre le corollaire pour s = {p-l)pn^-1. 

Si s ^ (p - l)pn(L)-1, alors il suffit d'étendre les scalaires. • 

Nous descendons maintenant de L à K. Rappelons que = AJ^fl/p]. 
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Lemme 4.2.5. — Si L est une extension galoisienne finie de K, alors : 

1. il existe s(L/K) tel que si s > s(L/K), alors il existe a G B^'s qui engendre une 
base normale de B^£s sur B\^s et tel que le discriminant du polynôme minimal 
de a est inversible dans B^s ; 

2. si s > s(L/K) etG = Gn\(L/K), alors ( B ^ ) * b£* ~ 0pGG(B^)^ep. 

Démonstration. — Si a G B ^ engendre une base normale de B [ sur BJ^ alors le 
discriminant du polynôme minimal de a est inversible dans B^s pour s assez grand 
ce qui montre le premier point. 

Soit s ^ s(L/K) et f(X) = Yl(X - a{) G B^S[X] le polynôme minimal d'un tel a. 
On a B['s = B^s[X]/f(X) et donc : 

(B^)» ®Bj.. ~ (B^)> ®Bj,. B t / [ X ] / / ( X ) 

~ (B^)HX]/ / (X) 

^ . ( B ^ l l l / f l - , , ) 

~ ®g€G(B^eg. 

En effet, l'hypothèse selon laquelle le discriminant de f(X) est inversible garantit que 
les idéaux (X — ai) sont deux-à-deux étrangers et que l'on peut appliquer [7, chap. 
II, §1, n° 2, prop. 6] (le théorème des restes). • 

Proposition 4.2.6. — Soient K une extension finie de Qp etT une Zp-représentation 
de GK- Soit L une extension galoisienne finie de K telle que GL agisse triviale
ment sur T/12pT et soit n ^ n(L) et soit V = Qp ®zp T. Si s ^ max((p — 
l)pn(L)-i,s(L/K)), alors : 

1. le -module D^S(T) et le B^-module T>^(V) sont libres de rang d; 

2. l'application naturelle de B^s ®Bt>a D^S(V) dans B^s <S)Qp V est un isomor-
phisme. 

Démonstration. — Le fait que D^S(F) est libre de rang d et que l'application de 

B£s <g>Bt,S D^S(F) dans D^'S(V) est un isomorphisme résulte du lemme 4.2.5 ci-dessus 

et de la proposition 2.2.1 (la descente étale). Comme on sait par le corollaire 4.2.4 que 

l'application de B^s ®Bt,8 D^S(V) dans B^s ®qp V est un isomorphisme, cela montre 

le (2) et le deuxième point du (1) (notons que D^S(F) est nécessairement libre car 

B^s est un anneau principal). 

Pour montrer que le A^s-module D^S(T) est libre, on choisit n > 0 et on regarde 

^KS{V)/Qn où Qn = ( (1+X)pn-1)/((1+X)pn-1-1) : c'est un Kn-espace vectoriel de 

dimension d (cf. le lemme 4.9 de [3]) et l'image de D^S(T) dans T>^(V)/Qn en est un 

0KN-réseau. Si l'on choisit d éléments de D^S(T) dont les images engendrent ce réseau, 

alors on vérifie qu'ils engendrent D^S(T) en utilisant le fait que A^s est complet pour 
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la topologie Qn-adique et que le noyau de l'application Dj£s(T) —• D]^S(V)/QN est 
Q»Dfc*(T). 

Pour mémoire, notons le corollaire suivant (le théorème principal de [8]) : 

Corollaire 4.2.7. — Si V = Qp (g>zp T, alors DF (V) = (B+ (g>Qp V)Hk est un sous-B]K-
espace vectoriel de dimension d de T>(V) stable par TK et ip. De plus, on a : 

D(V) = BK®BIKD*(V) et ®B^D\V) = Bi ®QPV. 

En particulier, le fondeur V H-» T>^(V) est une équivalence de catégories de la catégorie 
des Qp-représentations de GK vers la catégorie des (ip,T)-modules étales sur B^K. 

Soient maintenant S une algèbre de Banach, K une extension finie de Qp, V une 
5-représentation de GK, T. un ^5-réseau de V stable par GK, et L une extension 
galoisienne finie de K telle que GL agisse trivialement sur TjYlpT. On pose s(V) = 
max((p — l)pn(L)-1, s(L/K)) et on s'arrange (quitte à augmenter un peu s(V)) pour 
qu'il existe un entier n(V) tel que pn^~1(p — 1) = s(V). 

Proposition 4.2.8. — Si V est une S-représentation de GK de dimension d et si n ^ 
n(L), alors ( ^ A t , ( p - 1 ) / p ) <8>0S T possède un unique sous- 6s®A['(r1)7î'-module 
D^_1)/p(T), libre de rang d, fixe par HL, stable par GK, possédant une base presque 
invariante par TL et tel que : 

( ^ A t - ^ - D / P ) ®4?egAu,-1)/p D^-1)/P(T) ~ ( ^ A ^ P - D / P ) ®ûs T. 

Démonstration. — C'est encore une application immédiate de la proposition 3.3.1, 
en utilisant les propositions 4.2.1 et 3.1.4. • 

Si V est une ^-représentation de GK de dimension d et si 5 ^ s(V), alors on pose : 

№,(P-D/P) ®,sgAuri,„ D^(r1)/PCD - {0s®ÀUp-1)lv) ®e!ù* 

où n(V) est l'entier défini plus haut. 

Théorème 4.2.9. — Si V est une S-représentation de GK de dimension d et si s ^ 
s(V), alors : 

1. D ^ S ( F ) est un S<8)B\( -module localement libre de rang d; 

2. Inapplication (S,0Bt,a)(g)5gBt>aDj^(Vr) —• ( S ^ B ^ 8 ) ® ^ V est un isomorphisme; 

3. 52 x G 3C, alors Inapplication S/mX(S)s^KS(y) —» D ŝ(Vrx) est un isomorphisme. 

Démonstration. — La proposition 4.2.8 ci-dessus implique que D ^ ' S ( F ) est un 

S(g)B|;s-module libre de rang d et que l'application (£®Bt»a) ®5gBt,- D £ S ( F ) 

(S(S)B^S) (g>s V est un isomorphisme. Les points (1) et (2) résultent alors de la 
proposition 2.2.1. 
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Enfin le (3) pour K = L et s = pn^~1(p— 1) résulte de l'unicité dans la proposition 
4.2.8 et le cas général en résulte en étendant les scalaires et en prenant ensuite les 
invariants par HK> • 

Remarque 4.2.10. — Le foncteur V y-> D^(F) n'est plus une équivalence de catégories 
de la catégorie des représentations p-adiques vers la catégorie des (y?, r)-modules étales 
en général (contrairement au cas où S est une extension finie de Qp). Si par exemple 
S contient un élément y transcendant et de valuation nulle, alors le (</?, r)-module 
étale D de dimension 1 ayant une base e telle que ip(e) = ye et 7(e) = e pour 7 G T 
ne provient pas d'une famille de représentations p-adiques (exemple dû à Gaétan 
Chenevier). 

4.3. Le module Ddiî(V) 

Soit BdR le corps de périodes p-adiques construit par Fontaine (voir par exemple 
[15]). Rappelons que l'on a une application injective de B^^p_1^p dans BjR qui à 
x = YltS)Pk[xk\ associe la somme de la série dans BdR. Si n ^ 0, on compose cette 
injection avec (p~n : B^^p_1^pn —> B^^p_1^p pour obtenir une application toujours 
injective in : B^^p_1^pn —> BjR. Si L est une extension finie de Qp et si n ^ n(L), 

J. / -I \ „71 — 1 
alors l'image de B™ par ¿n est incluse dans Ln[£|. 

On définit £®BjR comme la limite projective des 5<8>(BjR/tfc) et S(g)BdR comme 
la limite inductive des S®£~*BjR. On définit 5®Ln[£] comme la limite projective 
des S®(Lnlt}/tk). Si V est une ^-représentation de GK et si s ^ s(V) et n ^ 
max(n(L),n(s)), ceci nous permet de poser : 
D&,+(V) = (S®Lniq)®sn$B^£S(V) et D&(V) = (S^Ln{(t)))^B^£'(y). 

Le 5<8)Ln\t\-module D^ '+ (V) est alors libre de rang d. Si S = Qp, alors c'est un 
Ln[£]-réseau du Ln((£))-espace vectoriel Djjj(V') qui est de dimension d. 

Le lemme suivant est une conséquence directe du (2) du théorème 4.2.9. 

Lemme 4.3.1. - On a (5®B+R) ®sgin[tJ Vfa'+{V) = (5®B+R) ®s V. 

Pour terminer, mentionnons que l'on retrouve Dsen(^0 à partir de DjjJ'+(V) 
(l'énoncé et la démonstration du (2) de cette proposition, que nous n'utilisons pas 
par la suite, dépendent du paragraphe 5.1 ci-dessous). 

Proposition 4.3.2. — Si V est une S-représentation de GK et s ^ s(V) et n ^ n(s), 
alors l'image de d£*(V) par 6 o ip~n dans (S®CP) (g) s V coïncide avec Dg^n(F). En 
particulier : 

1. onaD^+(V)/t = Dtn(V); 

2. (si S = Qp) la représentation V est de Hodge-Tate à poids dans [a,b] si et 

seulement si ( iLeMifr - x(lY)) • D%Ï+{V) C t • D&+(V). 
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On peut d'ailleurs construire D ^ , + (y) en appliquant la méthode de Sen à A — 
B^R, c'est ce qui est fait dans [17]. 

5. Représentations de de Rham 

Dans ce chapitre, nous appliquons les constructions des chapitres précédents aux 
familles de représentations de de Rham ; en particulier, nous montrons le théorème B 
de l'introduction. 

5.1. L'anneau BHT et les représentations de Hodge-Tate 

On note BHT l'anneau CP[£ ,£-1] muni de l'action de GQp prolongeant celle sur Cp 
par la formule g(t) = x(#)£> ce qui fait de t un analogue (naïf) p-adique de 2in. 

Si K est une extension finie de Qp, une Qp-représentation V de GK de dimension 
d est dite de Hodge-Tate (cf. [16, §3]) s'il existe a i , . . . , G Z et une base / i , . . . , fd 
de Cp ®QP V sur Cp sur laquelle GK agit par g(fi) = x(9)aifi pour 1 ^ i ^ d. Si tel 
est le cas, les entiers a i , . . . , ad sont appelés les poids de Hodge-Tate de V. 

De manière équivalente, V est de Hodge-Tate si et seulement si le K -espace vectoriel 
D^T(F) = (BHT ®QP V)GK est de dimension d. La graduation de BHT étant stable 
par GK, elle induit une graduation de D p ^ V ) , et les poids de Hodge-Tate de V sont 
les opposés des degrés apparaissant dans la graduation de ^>^(V). 

Si L est une extension finie de if, on a DjjT(V) = L (S)K ^UT(Y) ê  d°nc V est de 
Hodge-Tate à poids de Hodge-Tate a i , . . . , a^ en tant que représentation de GK si et 
seulement si c'est le cas en tant que représentation de GL-

Plus généralement, si E est une extension finie de Qp, une ^-représentation V 
de dimension d est dite de Hodge-Tate si elle est de Hodge-Tate en tant que Qp-
représentation (de dimension d[E : Qp]), les poids de Hodge-Tate de V étant définis 
comme étant ceux de V vue comme Qp-représentation (il y en a donc d[E : Qp]). 
De manière équivalente, V est de Hodge-Tate si le E ®Qp if-module ^>^T(V) = 
(BHT ®QP V)GK = {{E <8>Qp BHT) ®E V)GK est libre de rang d. Notons que les 
gradués ne sont pas nécessairement de rang constant. 

Proposition 5.1.1. — Soient K une extension finie de Qp et V = Qp <g>zp T une Qp-
représentation de GK • Soit L une extension galoisienne finie de K telle que GL agisse 
trivialement sur T/12pT, soit n ^ n(L) et soit 7 G TL vérifiant /1(7) = n. Les deux 
conditions suivantes sont alors équivalentes : 

1. la représentation V est de Hodge-Tate et ses poids de Hodge-Tate sont 
ai,..., ad; 

2. Vêlement 7 agit de manière semi-simple sur Dsen(^) et ses valeurs propres sont 

X(7)ai,.-.,x(7)ad. 

Démonstration. — Si V est de Hodge-Tate de poids de Hodge-Tate a i , . . . ,a^, alors 
Cp ®QP V possède une base / 1 , . . . ,/d sur Cp telle que l'on ait g(fi) = x{9)ai fi si 
g G GK et 1 ^ i ^ d. Le Ln-espace vectoriel engendré par / 1 , . . . , fd est alors fixe 
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par H l (et même par H k ) , stable par G k et possède une base presque invariante 
par T^, à savoir la base / i , . . . , / d . Par la proposition 4.1.2, on a donc T>^n(V) = 
Lnf i 0 • • • 0 Lnfd et comme 7(/») = x(l)ai/»> cela implique que 7 est semi-simple et 
que ses valeurs propres sont x(l)ai » • • • > x(7)ûd? ce qui démontre que (1) implique (2). 

Réciproquement, si 7 est semi-simple et ses valeurs propres sont x(l)ai > • • • > x( lYdi 
et si / 1 , . . . , fa est une base de T>^n(V) sur Ln constituée de vecteurs propres (fi étant 
vecteur propre pour la valeur propre x(7)ûi)> al°rs /i> • • • > /d est une base de cp<S>qp V 
sur laquelle Gz,n agit par g(fi) = x(g)ai fi- La restriction de V à Gz,n est donc une 
représentation de Hodge-Tate de poids de Hodge-Tate a i , . . . , et comme on l'a 
rappelé au début de ce paragraphe, cela implique (1). • 

Corollaire 5.1.2. — La représentation V — QP<S)zpT est de Hodge-Tate si et seulement 
si @Sen est diagonalisable à valeurs propres entières; de plus, ces valeurs propres 
comptées avec leurs multiplicités sont les poids de Hodge-Tate de V. 

Démonstration. — Soit e i , . . . , une base de Dg"n(T) sur Ln qui est C3-fixe par TL. 
La matrice de U1 dans cette base vérifie v&\p(U1 — 1) > l/(p — 1) (cf. la remarque 
4.1 .3) , ce qui implique qu'une valeur propre a de U1 vérifie vslp(a — 1) > l/(p — 1) . 

En particulier, si a est de la forme yxdYi avec a € Z et y racine de l'unité, alors 
y = 1. Comme les poids de Hodge-Tate généralisés sont les (logp x(7))_1 logp a, où a 
décrit les valeurs propres de [7"7, cela permet de conclure. • 

Théorème 5.1.3. — Soient S une algèbre de Banach, 3C son spectre maximal, et V 
une S-représentation de dimension d de GK- Si [a, b] est un intervalle fini de Z, alors 
V ensemble des xG f tels que VX soit de Hodge-Tate, à poids de Hodge-Tate 
appartenant à [a,b], est un sous-espace S-analytique de 3£. 

Démonstration. — Soient T un sous-^-réseau de V stable par G^, L une extension 
galoisienne finie de K telle que GL agisse trivialement sur TjYlpT, n ^ n(L) et 
7 G TL vérifiant 77,(7) = n. Soit e i , . . . , e<j une base de Dsen(^) sur S <g> Ln, soit U la 
matrice de 7 dans cette base et soit / l'idéal de S 0 Ln engendré par les coordonnées 
de nt=a(^ ~~ xdY)- Alors 3£j£^ est le sous-espace de SC défini par l'idéal / d'après 
les propositions 4 .1 .2 et 5 .1 .1 . • 

Théorème 5.1.4. — Si S est une algèbre de coefficients, si V est une S-représentation 
de GK et [a, b] est un intervalle fini de Z tel que pour tout x G 3C', la représentation 
VX est de Hodge-Tate, à poids de Hodge-Tate appartenant à [a, 6], alors : 

1. le S<S)K-module D H T ( ^ ) = ( ( S ^ B H T ) <8>S V)Gk est localement libre de rang d ; 

2. l'application (5(8)BHT) ®S<8>K D H T ( ^ ) —• ( S ^ B H T ) ®S V est un isomorphisme ; 

3. l'application S/mx (g) s D H T ( ^ ) —» D H T ^ ) est un isomorphisme. 

Démonstration. — Soient T un sous-^s-réseau de V stable par GK, L une extension 
galoisienne finie de K telle que GL agisse trivialement sur T/12pT, n ^ n(L) et 7 G TL 
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vérifiant 71(7) = n. La proposition 4.1.2 montre que T>S^N(V) est un S ® LN-module 

*Sen( 

b 

localement libre de rang d. Si y G DsenOO» posons : 

w = n 7 - xdY 
l=a x(i)j - X W 

L'hypothèse selon laquelle pour tout x G 3C, Vx est à poids de Hodge-Tate dans 
[a, b] implique que pour tout x G l'application 2/ • % sur Dggn(V^) est la 
projection sur T>sçN(VX)RN=X3 parallèlement à la somme directe des autres espaces 
propres. On a donc YJ(X) G Dgenn(T4)rn=x:' et Y(X) = Y,bj=aVj(x)^ et le lemme 
2.1.1 montre qu'on a alors yj G T>^N(V)TN=XJ et y = J2bj=aVj ce <lm ^ait <lue 
D|enn(V) = e5=aDSenn(^)rn=xJ- Ceci montre que D|enn(Vr)r»=xi est un 5(g)Ln-module 
localement libre de type fini. Comme DJ^,(V) = S j D g ^ V ' ) ^ * ' * " ' , on en dé
duit que D ^ ( V ) est localement libre de type fini. La décomposition D ^ ( V ) = 
®j^sên(V)rn=x31~j et le (3) de la proposition 4.1.2 impliquent que l'application 
(S(8)BHT) ®s<g>Ln D H T ( ^ ) ~~y ( 5 0 B H T ) ®S V est un isomorphisme, et en parti
culier que D^îp(V) est localement libre de rang d ce qui montre le (1) et le (2) 
pour Ln. On redescend à K en utilisant la proposition 2.2.1. Le (3) suit du fait 
que D ^ ( V ) = 0jD|gn(V)rn=xJt~J' et du fait que par la proposition 4.1.2, on a 

Dse"„(^)* = D |rn(vg. • 

5.2. Le corps B^R et les représentations de de Rham 

Si K est une extension finie de Qp, une Qp-représentation V de dimension d est 
dite de de Rham (cf. [13]) si le if-espace vectoriel D ^ ( V ) = (BdR <8>QP V)GK est de 
dimension d. Si L est une extension finie de K, on a T>^R(V) = L®K T>^R(V) et donc 
V est de de Rham en tant que représentation de GK si et seulement si c'est le cas en 
tant que représentation de GL-

Plus généralement, si E est une extension finie de Qp, une ^-représentation V de 
dimension d est dite de de Rham si elle est de de Rham en tant que Qp-représentation 
(de dimension d[E : Qp]). De manière équivalente, V est de de Rham si le K <S)QP E-

module DfR(V) = (BdR ®Qp V)GK = ((E ®Qp BdR) ®E V)GK est libre de rang 
d. 

Il est utile de savoir caractériser les représentations de de Rham en terme du ((p, T)-
module qui leur est associé. 

Proposition 5.2.1. — Soient K une extension finie de Qp, V une Qp-représentation 
de dimension d de GK, T un réseau de V stable par GK, L une extension galoisienne 
finie de K telle que GL agisse trivialement surT/12pT, n un entier > n(L) etj ETL 
vérifiant 71(7) = n. 

Si [a, b] est un intervalle fini de Z tel que V est de Hodge-Tate à poids de Hodge-Tate 
dans [a,b], alors les conditions suivantes sont équivalentes : 
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1. la représentation V est de de Rham; 

2. la restriction de V à GLu est de de Rham; 

3. le Ln((t))-espace vectorielT>^(V) contient un sous-Ln[i\-réseau N vérifiant (7— 

1)N c *N et t~aD^(V) C N C t~bD^{V) ; 

4. on a Ut'aa(7 ~ xhY) • D&'+(V) C 1*—"D$£'+(V). 

Démonstration. — L'équivalence entre (1) et (2) a été rappelée au début de ce para
graphe. Remarquons par ailleurs que le lemme 4.3.1 montre que T>^(V) = D̂ -J (V)1=1 
et donc que si V est de de Rham, alors (3) est vrai avec N = Ln\t\ ®£n T>^(V). Si 
(3) est vrai, alors : 

2b-a 2b-a 

J] (7 - x(lY) • Ddff'+(*0 c n (7 - xdY) • *aN 
i=a i—a 

C t2fc-a+1N 

C tb-a+1D^<+(V), 

ce qui montre (4). Le reste de la démonstration est consacré à remonter les implica
tions. 

Montrons tout d'abord que (3) implique (2) ; pour cela, considérons les opérateurs : 

*ù*$ 
*$ù* 

*$ù* 

y - xiiY 
1 - xdY 

Si k ^ 1, alors ak induit l'identité sur N/£N. Par ailleurs, ak — ak+i = 1_x^k+i Qfc 
et une récurrence immédiate montre que (1 — 7)0^ (x) G £fe+1N et ak(x) — ak+\(x) G 
£fc+1N si x G N. La suite de terme général ak(x) converge donc dans D ^ ( V ) et 
la limite est invariante par 7, ce qui nous fournit une application Ln-linéaire ¿¿11 : 
N/tN —• T>dji(V) qui est injective car ak induit l'identité sur N/tN quel que soit 
k > 1, et D^(Vr) est donc de dimension ^ d sur Ln. On en déduit le fait que V 
est de de Rham en tant que représentation de GLU, que ¿¿11 est un isomorphisme et 
que N est le sous-Ln[£j-module de D ^ ( F ) engendré par D ^ ( F ) , ce qui termine la 
démonstration du fait que (3) implique (2). 

Pour montrer que (4) implique (3), considérons le sous-Ln[£j-module N de Ddif (V) 

engendré par les t~k rLe[a,26-a]-{fc}(7 — x(lY) 'x, avec & € Kb] e tx GD^'+(F) .Par 
construction, on a N C t~bD^{'+(V). Comme les polynômes Ylie[a,b]-{k}(X — x{lY)-> 
pour k G [a, 6], sont premiers entre eux dans leur ensemble, le Ln-espace vectoriel 
D^n(V) = Vdx+(V)/tD^+(V) (cf. proposition 4.3.2) est engendré (comme Ln-

espace vectoriel) par les images des Ilie[a,&]-{fc}(7 ~ xilY) agissant sur D g ^ V ) . 
Comme par ailleurs on a supposé que V est de Hodge-Tate à poids dans [a, 6], 
IL<G[fc+i,2fe-a](7-x(7)') est un isomorphisme de D^n(V) et donc D^n(V) est engendré 
par les images des Ili€[a,2&-a]-{ife}(7 ~ x(7)*) agissant sur B^n(V). Ceci implique que 
D^'+(V) est engendré (comme Ln[£]-module) par les images des riï€[a,26-a]-{fc}(7 — 
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XW) agissant sur D ^ ' + ( V ) et donc que N contient £ ~ a D ^ , + (V). Finalement, si 
x G D ^ ' + ( y ) et A; G [a, 6], on a : 

( 7 - I K * " * 

26-a 

i=a 
i^k 

d - xdY) • x) = xh)-Kt~K 

2b-a 

i=a 
(7 - xiiY) • * 

G t b-a-fc+l D L„,+ ( y ) ) 

et tb-a-k+1D^'+(V) C r a + 1 D ^ , + (V) C tN. 

La démonstration ci-dessus montre en particulier que si V est de de Rham, alors 
D & , + ( * 0 = M*] ®Ln D&(V) et donc D&(V) = Ln((t)) ® L„ D&(V). 

5.3. Les périodes d'une famille de représentations de de Rham 

Si V est une 5-représentation de GK et si M est une extension finie de K, on pose 
D&iV) = ( ( 5 ® B d R ) ®s V)G". 

Théorème 5.3.1. — Soient S une algèbre de Banach, 2£ l'espace associé à S, et V 
une S-représentation de dimension d de GK- Si [a, b] est un intervalle fini de Z, alors 
l'ensemble 3£$^ des x G 3£ tels que Vx soit de de Rham, à poids de Hodge-Tate dans 
[a, b], est un sous-espace S-analytique de 2£. 

Démonstration. — Comme une représentation de de Rham est a fortiori de Hodge-
Tate, on peut, quitte à remplacer 3£ par supposer que Vx est de Hodge-Tate 
à poids de Hodge-Tate dans [a, b] quel que soit x G 3£ (ceci grâce au théorème 5 .1 .3) . 

Soit T un ^s-réseau de V stable par GK et soient L une extension galoisienne 
finie de K telle que GL agit trivialement sur T/12pT, s ^ s(V), n ^ max(n(L), n(s)), 
et e i , . . . , e^ une base de D^' S(F) sur iS®B^'s. Alors e i , . . . , e^ est aussi une base 
de D ^ ' + ( F ) sur 5<g)Ln|£j et, si x G alors ei(x),..., e^(x) est une base de 
D ^ ' + ( T 4 ) sur Ex ® L n[£]. Ceci permet d'écrire un élément y de D ^ ' + ( F ) sous la 
forme $^f=i(X^^o ai,j(y)^)ei, o u les aij sont des éléments de S ® L n . Soit 7 G vé-
rifiant n ( 7 ) = n et soit A : D& 1 + (V) - D ^ ' + ( F ) l'opérateur A = n ? ^ ° ( 7 - xfr)')-
D 'après le (4) de la proposition 5 .2 .1 , si x G alors 1 4 est de de Rham si et seule
ment si \(tkee(x)) G £ 6 ~ A + 1 D ^ ' + ( K ) quels que soient l^i^detO^k^b-a. Il 
résulte de ce qui précède que Vx est de de Rham si et seulement si aij(X(tkei))(x) = 0 
quel que soient 1 ^ i,£ ^ d et 0 ^ j , k ^b — a + 1 et donc que 3?}^ est le sous-espace 
5-analytique de S£ défini par l'idéal de S engendré par les coordonnées (selon une 
base de Ln sur Q p ) des a^j\\(t kei)), pour 1 ^ 2, ^ ^ d et 0 ^ k ^b — a + 1. • 

Théorème 5.3.2. — Soient S une algèbre de coefficients, 3£ l'espace associé à S, [a, b] 
un intervalle fini de Z etV une S-représentation de dimension d de GK telle que Vx 

soit de de Rham à poids de Hodge-Tate dans [a,b] quel que soit x G SC. Alors : 

1. le S (g) K-module DJT>(V) est localement libre de rang d ; 

2. on a ( S ® B d R ) ®S®K D j k ( V ) = ( 5 ® B d R ) <g)5 V ; 
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3. si x G 2£, alors Vapplication 5/ma:<g>,s'D< l̂(V') —• T>^R(VX) est un isomorphisme. 

Démonstration. — Pour k ^ 0, considérons l'opérateur : 

(3k = 
b—a+/e 

i=a—b 

7 - xhr 
i - X(lY 

: t - b D ^ ( V ) ^ t - b D L d ^ ( V ) . µ £ 

On voit que ( 1 -7 ) / ?* envoie t~bD^ '+(F) dans t1-a+fcD^'+(F) et donc que fa+1 -fa 
envoie aussi *~6D^'+(F) dans t1-a+fcD^'+(F) ce qui fait que si y G £~bD^'+(F), 
alors quand k —> 00, la suite des converge. On en déduit une application 
(3 : t-bB^+(V) -> t - b D ^ ' + ( F ) qui vérifie (1 - 7)/? = 0 et qui est l'identité sur 
(£~6DjjJ'+(V))7=1. Les calculs de la proposition 5.2.1 montrent que si x G 3C, alors 
/? n'est autre que la projection t~~bD*£'+(Vx) -> D^(FX). Soit M l'image de /?. Re
marquons que l'on a une injection M —> t~bD^iJ,+ (Vr)/t1~aDjiJ'+(V) qui fait que l'on 
peut écrire le S <g> Ln-module libre de rang fini W = t~bT>^+(V)/^'^^ (V) sous 
la forme VF = M 0 ker/?. Ceci montre que M est projectif de type fini. Le lemme 
4.3.1 montre par ailleurs que l'on a Djj(Vr) C D ^ ( V ) . Si y G D ^ ( V ) , il existe donc 
b(y) ^ 6 tel que y G t~b^D^iJ,","(V), mais l'image y de y dans le 5 (g) Ln-module libre 
t-Hy)D^+(V)/t-bD^+(V) venue y(x) = 0 pour tout x par la proposition 5.2.1 
et donc y = 0 par le lemme 2.1.1. On en déduit que Djg(Vr) = ( t~bD^'+(V0)7=1 
et donc finalement que M = T>^(V). On en déduit en particulier que l'application 

DdR(*0 -* DCÏR ( ^ ) est surjective. 
On a alors une application (S<g>Ln((t))) <g>s®Ln Djg(V) —• Djjj(V) et nous allons 

montrer qu'elle est surjective. Si y G t~bDd£'+(V), soit 0̂ — 2/ — Y^=ot~^(^y) et 
pour * > 0, soit = - P(zi))/t. Posons ti; = ^ = 0 t~jP(tjy) + E^i Un 
petit calcul montre que w(x) est l'écriture de y(x) selon la décomposition : 

t-bD^+(Vx) C Ln((t)) ®Ln D&(VX), 

et donc que = pour tout x ce qui fait que par le lemme 2.1.1, on a y = w 
et donc : 

t-"Dfc+(V) C № „ ( ( * ) ) ) ®s«Lfl D ^ ( F ) , 
ce qui fait que l'application que l'on voulait est bien surjective. Le lemme 4.3.1 montre 
alors que l'on a un isomorphisme (SigBdR) <8>s®Ln D ^ V ) = (S®BdR) ®s V- En 
particulier, Dj j (V) est de rang d et l'application S/mx ®s Djg(V) ~* D d R ( ^ ) est 
un isomorphisme. Ceci montre les points (1), (2) et (3) avec Ln à la place de K. Pour 
passer de Ln à il suffit d'utiliser la proposition 2.2.1. • 

On dit qu'une représentation qui vérifie les hypothèses du théorème 5.3.2 est de de 
Rham à poids de Hodge-Tate dans [a, b]. 

Remarque 5.3.3. — L'hypothèse que rad(S) = 0 n'est pas superflue dans les théorèmes 
5.1.4 et 5.3.2. Si S = QP[Y]/Y2 et V est le caractère g*-+l + logp x(g)Y, alors Vx est 
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de de Rham en tout point de 3£ (le seul point étant donné par Y — 0, où V est triviale) 
mais eSen = Y sur DSen(^) ce qui fait que D H T ( V ) = Y • V et BDR(V) = Y-V. 

6. Représentations semi-stables et monodromie p-adique 

Dans ce chapitre, nous démontrons une version en famille du théorème de monodro
mie p-adique et comme application, nous démontrons le théorème C de l'introduction. 
La démonstration est fortement inspirée de celle qui est donnée dans [3]. 

6.1. Construction de NdR(F) 

Dans tout ce chapitre, on suppose que S est une algèbre de coefficients. On se donne 
un corps E (contenant Qp) complet pour une valuation discrète, à corps résiduel UE 
parfait (ce qui fait que E est une extension finie de W(fc#)[l/p]), et une application 
continue S —• E. Si V est une 5-représentation de GK, alors cette application permet 
de considérer la ^-représentation VE = E <S>s V. On suppose dans tout ce chapitre 
que V est de de Rham à poids de Hodge-Tate dans un intervalle [a, 6], c'est-à-dire 
qu'elle vérifie les hypothèses du théorème 5.3.2. 

Soit Bjjg K l'anneau construit dans [3, §2.6], c'est le complété de B^s pour sa 
topologie de Fréchet. Si F est une extension finie de E, soit âëpS l'anneau des fonctions 
f(X) h coefficients dans F et vérifiant la condition de convergence habituelle (celle 
de [3, proposition 2.31]). Il existe alors un nombre fini d'extensions finies Ei de E 
telles que l'on a une décomposition d'anneaux E^R\[^K ~ Rappelons (cf. 

[18, §2] par exemple) que &p3 est un anneau de Bezout : en particulier les modules 
localement libres de type fini sont libres et un l£<g)BV ^-module est donc localement 
libre de type fini si et seulement si chacun des facteurs est libre de rang fini. Rappelons 
par ailleurs que 2$£S est aussi une algèbre de Préchet-Stein (cf. [24, §3]), ce qui fait 
qu'un sous-module fermé d'un module libre de rang fini est lui-même libre de rang 
fini. On en déduit la même propriété pour №Bj.g)K. 

Si V est une 5-représentation de GK, alors on pose : 
liSS(VE) = (25®B&*) ®s^s Dfc*(V).liSS(VE) 

ce qui fait (par le théorème 4.2.9) que Dj.g(V) est un 5 ® B V ^-module localement 
libre de rang d. On pose par ailleurs : 

DliSS(VE) = (25®B&*) ® s ^ s Dfc*(V). 

Enfin, si 7 G T \ {1} est proche de 1, alors log 7/ logp x(l) est bien défini et ne dépend 
pas de 7 et on le note V. 

Proposition 6.1.1. — Soit V une S-représentation de GK qui est de de Rham à poids 

de Hodge-Tate dans un intervalle [a, b]. Si NS(VE) = {y G t~bDll^(VE) tels que in{y) G 
(E®Kn\t\) ®5®Kn V$£(V) pour tout n ^ n(s)}, alors : 

1. le E®T$\{sgK-module NS(VE) est libre de rang d et stable par GK ; 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2008 



328 LAURENT BERGER & PIERRE COLMEZ 

2. pour tout n ^ n(s), on a : 

(EfèKn[t]) ®L^B1,Sk NS(VE) = (E®Kn[t]) ®S®Kn T>«g{V). 

Si l'on pose NdR(VE) = (E^BLIGK) ®e%b^k Na(VE), alors : 

3. le E®IîliK-module NdR(V£) est libre de rang d, stable par GK et ne dépend 
pas du choix de s ; 

4. on a ^*(NdR(V^)) = NdR(Vk;) et V ( N d R ( ^ ) ) C t • NdR(Vky). 

Afin de montrer cette proposition, nous avons besoin du lemme ci-dessous. 

Lemme 6.1.2. — Si V est comme ci-dessus, alors : 

t-D+f"(V) C {S»Kn[t]) ®S®Kn D«£{V) C t-hD+ÙKn{V). 

Démonstration. — On a (S®Kn((t))) ®S®Kn d £ # ( V ) = (S®Kn((t))) ®s$Kn[t] 

T)fa{Kn(V) et on peut donc écrire un élément de D ^ K n ( V ) dans (S<S>Kn((t))) <S>s®Kn 

V $ R ( V ) ou bien un élément de D^(V) dans (S®Kn((t))) ®5§Kn[t] Ddfn(V)-

L'analogue du lemme pour des (^-représentations étant vrai, on en déduit le lemme 

en évaluant les coefficients des écritures des éléments de D"^ n (V) et de (V). • 

Démonstration de la proposition 6.1.1. — Les applications in : JE7®Bjjg K —• 

E®Knlt] sont continues ce qui fait que NS(VE) est un sous-module fermé de 
)f.'s( 
rigV 

t ^DJJ^VJS;), et il est donc (au vu des rappels que l'on a faits plus haut) localement 
libre de type fini. Le lemme 6.1.2 montre que f ^ J ^ ^ ) C Na(VE) C f f t D R V (V^) 
ce qui fait que NS(VE) est libre de rang d. Le fait qu'il est stable sous l'action de GK 

suit du fait que les in commutent à cette action. Ceci montre le (1). 
Montrons à présent le (2). On note B^f

Kn(VE) = (E^Knftj) ® 5 § K n [ t ] D ^ ^ V ) . 
Par le lemme 6.1.2, on a une inclusion : 

liS

S(VE) = (25®B&*) ®s^s Dfc*(V).liS

S(VE) = (25®M§%µ¨£ 

Soit tu > max(0 , - a ) ; si y € (Ë®Kn[i\) ®s®Kn D ^ ( V ) , alors il existe y0 € 

t-bD%(VB) tel que : 

in(yo) - y € H C ^ t f n M ) ® S 0 x n D * £ ( V 0 ) . 

Si t n > u ; désigne la fonction construite dans [4, lemme 1.2.1], alors : 

im(yotn,w) e tw((EfèKm[t]) ®S®Km T>$g(V)) 

pour tout m / n et : 

*n(yo*n,«,) " 2/ e t w ( (£®t f n [ t ] ) ® s 0 * n D ^ ( V ) ) , 

ce qui fait que yotU:W G NS(VE)- On en déduit que pour tout w ^> 0, l'application de 
NS(VE) dans (E®Kn[t]/t

w) 050K n D ^ F ) est surjective. Ceci montre le (2). 
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On déduit du (1) et du (2) que NdR(V£) est un l£(g)Bjig ^-module libre de rang d 
et stable par GK- Par ailleurs, si y 6 NS(VE), alors LN o V(y) G t • LN(NS(VE)) pour 
tout n d'où V(Na(VE)) C t • Na(VE) et donc V(NdR(VE)) c t • NdR(ykO. Enfin si 
M et N sont deux £?®Bj. ^-modules libres de rang d inclus dans t_bDjig(V£;) tels 
que V(M) C tM et V(iV) C £iV, alors M = AT (appliquer le corollaire 5.17 de [3] à 
chacune des composantes de M et N selon la décomposition de 2?®Bjig K en produit 
d'anneaux de Robba). On en déduit le (3). 

Pour terminer la démonstration du (4), remarquons que V?(NDR(VE)) C NdR(y#) 
car <p(Na(VE)) C Npa(VE) et que V((p*NdR(VE)) C t • <p*NdR(VE) ce qui permet de 
conclure par unicité que <£*NDR(VE) = NdR(y#) . • 

On pose d = £_1V ce qui fait que NdR(V£) est stable par l'opérateur différentiel d. 

Remarque 6.1.3. — La construction de NdR(y#) implique que l'on a t-aDlig(VE) C 

NdR(VkO C t-bBlig(VE) et donc en particulier que NdR(Vk)[l/t] = Drtig(^)[l/t]. 

6.2. Monodromie p-adique 

Soit K'Q l'extension maximale non ramifiée de KQ contenue dans KQQ ce qui fait 

que Bjig K s'identifie à un anneau de séries formelles à coefficients dans KQ. Quitte 

à remplacer E par une extension finie, on peut supposer que KQ C E. Dans ce cas, 

2£®Bj. K ~ où / = [KQ : Qp] et l'application ipf stabilise chaque facteur. 

On en déduit pour le £"(g)Bjig ^-module NdR(V£) construit au paragraphe précédent 

une décomposition correspondante NDR(V#) ~ © { ^ N ^ ^ V E ) où chaque facteur est 

stable par GK (et donc par d) et où <p* ( N ^ ( V ^ ) ) ~ N ^ ^ V E ) en prenant les indices 

modulo / , ce qui fait que (<pf)*(N$L(VE)) ^ N ^ ( V ^ ) . Chaque N^(V^) est donc une 
équation différentielle p-adique munie d'une structure de Frobenius. 

Proposition 6.2.1. — II existe une extension finie &E/&E correspondant à une exten
sion finie de kE((X)) via le corps de normes telle que &F®$èE NdR(V#) est unipotente 
pour tout i. 

Démonstration. — C'est le théorème de monodromie p-adique (voir le théorème 0.1.1 
de [1] ou bien le corollaire de 5.0-23 de [23]). Remarquons qu'on ne peut pas appliquer 
le théorème 1.1 de [18] car celui-ci impose au Frobenius d'être absolu, ni appliquer la 
variante du théorème de filtration démontrée dans [19] car celle-ci n'implique pas de 
manière évidente le théorème de monodromie p-adique. • 

La plupart des extensions &F/&E ne sont pas une composante d'une extension de 
la forme F<g>&L où F est une extension finie de E et L est une extension finie de K, 
mais dans la proposition 6.2.1 ci-dessus, c'est en fait le cas. 

Proposition 6.2.2. — // existe une extension finie F de E et une extension finie L de 
K telles que (F<^^L) ®E®@K N<IR(VE) e^t unipotente. 
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Démonstration. — Soit &F l'extension finie de S&E fournie par la proposition 6.2.1 ; 
quitte à étendre les scalaires et à élargir F , on peut supposer d'une part que âêF=0 = F 
et d'autre part que si l'on pose So\F(VE) = (âêF[log(X)] NdR(VE))a=0, alors : 

So\F(VE) = (âêF[\og(X)] ®Me NdR(VE))GF. 

Le F-espace vectoriel SOI^VE ) est muni d'une action F-linéaire de Gal(F/F) et un 
résultat classique (un cas particulier de la proposition 2 .2 .1 ) nous dit que SOIF(VE) = 

F ®E SO\F(VE)G^{F/E). On a alors : 

So\F(VE)G*l(F/E) = (âêF[log(X)} NdR(V^))G* 

C (&F[\og(X)} ®<%E NDR(VE)fB^ 

= <%GFE*v [\og{X)\ ®<%E NdR(VE), 

puisque GEQ agit trivialement sur NdR(V£;). 

L'anneau &F p correspond, via le corps de normes, à la plus grande extension de 
fc#((X)) incluse d'une part dans kE((X)) • Fp((X))sep et d'autre part dans l'extension 
finie de kE((X)) fournie par la proposition 6 .2 .1 , et il existe donc une extension finie 

Q 
L de K telle que Qp C F®@L. • 

— G F 
Le groupe de Galois GF agit sur Qp et Qp est un corps de valuation discrète ce 

qui fait que l'image de l'application GF —» GQP contient le sous-groupe d'inertie d'une 
extension finie de K et quitte à élargir le corps L fourni par la proposition précédente, 
on peut donc supposer que l'image de GF contient II-

Corollaire 6.2.3. — II existe une extension finie L de K telle que : 

(E®&L[\og(X)} ®e^k NdR(KB))J* 

est un E (g) LfQ-module libre de rang d et on a alors : 

E®<%L[log(X)} ®e®l'0 (E®œL{\og(X)} ®e~^k NdR(V^))^ 

= É®@L[\og{X)) ®e^k NdR(VB). 

On fixe cette extension L dans la suite de ce paragraphe. 
Soit [p] l'élément de A+ dont on utilise un logarithme pour plonger Bst dans BdR. 

Rappelons (cf. [3, §2.4] par exemple) que Brfig[l/*, log(X)] = Brfig[l/^ log[p]]. 

Proposition 6.2.4. — Le -module ((F<g>Bjig)[l/t, log[p]] <8>E Ve)Il est libre de 
rang d et Vinclusion : 

((£®B+g)[l/t,log[p]] ®e VE)lL C ((E®B\ig)ll/t,log\p\} ®E VE)IL 

est un isomorphisme. 
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Démonstration. — La démonstration suit de près celle de la proposition 3.4 de [3], à 
laquelle nous renvoyons pour plus de détails. Posons : 

D(V) = ((E®BLig)[l/t,log[p]] ®E VE)IL 

DR(V) = ((£fèBÎ£)[l/t,log[p]] ®E VEYK 

Ona(Bjig[l/t,log|p|])/* = Q£ret : 

E®@L[\og{X)\ ®b^k NdR(V£) c (E®BTis)[l/t,\og\p\] ®E VE 

ce qui fait que D{V) est un E^Q^-module localement libre de rangs locaux ^ d. Si 

n ^ n(r), alors l'application tn : B ^ l / t , log[p]] —> BdR est injective par la proposi

tion 2.25 de [3] et envoie Dr(V) dans ((E®BdR) ®E VE)IL qui est un £®Q£r-module 

libre de rang d, ce qui fait que Dr(V) est localement libre de rangs locaux ^ d. Comme 

D(V) = Ur>oDr(V), on en déduit que D(V) est libre de rang d. 
Passons maintenant à la deuxième assertion. Le Frobenius E-linéaire tp commute 

à Galois et définit un isomorphisme de D(V) dans lui-même. Le résultat suit alors, 
après qu'on a choisi une base de V et une base de D(V), de l'analogue E-linéaire de la 
proposition 3.2 de régularisation par le Frobenius de [3] (qui se démontre exactement 
de la même manière qu'en Qp-linéaire). Le dernier isomorphisme est alors évident. • 

Corollaire 6.2.5. — Le E®QpT-module ((E<g)Bst) <8>E VE)Il est libre de rang d et l'ap
plication : 

L <8>L0 ((#®Bst) ®E VE)IL -+ ((£®BdR) ®E VE)IL 

est un isomorphisme. 

6.3. Application aux familles de représentations de de Rham 

Soit B+t'h = 0?=oB+axlog([p])i ce qui fait que B+'h est le noyau de N*1*1 sur Bst 
(ici N est l'opérateur de monodromie sur Bst). 

Lemme 6.3.1. — Soit S une algèbre de coefficients et x : S —• E un plongement 
isométrique dans une algèbre de Banach. Si a E S<8>B^R est tel que x(a) G E<S)(L<8)L0 

B+'h), alors a G S®(L ®Lo Bs+t'/l). 

Démonstration. — Rappelons que par [9, §8.4], il existe un homéomorphisme d'es
paces de Fréchet B+R = Cp{Xj tel que L®Lo B+ax s'identifie à CP{X} et L<g)Lo B+'h 
à 0^=oCp{X} log(l + Xy. On se ramène donc à montrer que si a G 5<g)Cp([X| est tel 
que x(a) G E®(®*=0CP{X} log(l + X ) % alors a G S®(®Ï=0CP{X} log(l + X)*). 

Etant donné que l'application S®CP —> E®CP est un plongement isométrique et 
que S<S>CPlXj = (S®Cp)lX] et S®CP{X} = (S®CP){X}, on se ramène à montrer 
que si A est un espace de Banach et B un sous-espace fermé de A, et si g{X) G 
© t o ^ W M l + XY vérifie 9{X) € B[X], alors g(X) G ̂ 0B{X}\og(l + X)\ 

Pour cela, considérons l'application ^4{X} —» f ln^o^ ® Qp(Cpn) Qui à f(X) as
socie (/(Cpn — l))n^o- Le théorème de préparation de Weierstrass montre que cette 
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application est une isométrie sur son image, et donc qu'il existe des formules univer
selles permettant de reconstruire les coefficients fj de f(X) = Ylj^o fj^ a Partir de 
(f(Cpn — l))n^o- En particulier, si f(CPn - 1) G 5 0 Qp(Cpn) pour tout n ^ 0, alors 
f(X) G B{X}. Si g{X) = /<°) (X) + /(!) (X) log(l + X) + • • • + / W (X) log(l + G 

alors g(X) G AjXjhoi (les séries qui convergent sur le disque unité ouvert), 
et g(Çpn — 1) = f^(Cpn ~ 1) pour tout n ^ 0 ce qui fait que si g(X) G alors 
/ ( 0 ) P Q G aussi et donc À B{X}. En considérant (g(X) - f{0)(X))/log(l + X), 
on montre par récurrence que chaque f^(X) G • 

Théorème 6.3.2. — Soient S une algèbre affinoïde réduite, 3C Vespace associé à S, 
[a, b] un intervalle fini de Z et V une S-représentation de dimension d de GK telle 
que Vx soit de de Rham à poids de Hodge-Tate dans [a, b] quel que soit x G 2£'. Il existe 
alors une extension finie L de K telle que le S ® L^-module D^t(V) est localement 
libre de rang d et vérifie (S (g) L) ®S®L0 D£(V) = Ddii(^0-

Si x G 3£', alors Vapplication S/mx <g)s D^.(F) —• D^t(Vx) est un isomorphisme. 

Démonstration. — Par la proposition 2.1.2, on peut supposer que S est muni de la 
valuation spectrale. Par le corollaire 2.1.4, il existe m ^ 1 et m corps Ei,..., Em 
complets pour des valuations discrètes tels que l'on ait un plongement isométrique 
S —> (B^iEi. Quitte à agrandir chacun des Ei, on peut supposer qu'ils sont à corps 
résiduels parfaits. 

Par le corollaire 6.2.5, il existe alors une extension finie L de K telle que pour 
chaque i on a un isomorphisme : 

L ®L0 ((Ei®Bst) ®Ei VEi)lL "> ((SiSBdR) ®25, VEi)lL. 

Comme une algèbre affinoïde est de Jacobson, alors son radical de Jacobson est nul si 
elle est réduite et on peut appliquer le théorème 5.3.2 qui nous dit que DdR(V) est un 
S (g) L-module localement libre de rang d. On a une application injective BdR(V) —• 
((E®BdR)®sV)IL avec E = ®ZiEi et si 2/ G D£R(F), on peut écrire y = $^=1 Vj®vj 
avec yj G .S(g)BdR. L'isomorphisme ci-dessus implique que l'image de yj dans E'^BdR 
est en fait dans E®(L<g>L0 Bst). Le lemme 6.3.1 nous dit alors que yj G S®(L®L0 Bst) 
et donc que : 

DdR(TO = ®L0 Bst) ®s Vf- = L ®Lo D£(V). 

On en déduit que D^t(V) est localement libre de rang d. 
Montrons maintenant le deuxième point. Comme l'application S/mx <8>s ïïdR(V) —• 

D^R(Vrx) est un isomorphisme, l'application 5/mx ®s D^(^) —• ^^.(V^) est injective 
et c'est un isomorphisme pour des raisons de dimension : le terme de gauche est de 
rang d sur S/mx alors que le terme de droite est de rang < d. • 

Corollaire 6.3.3. — Soient S une algèbre affinoïde réduite, Vespace associé à S, 
[a, b] un intervalle fini de Z, V une S-représentation de dimension d de GK telle que 
Vx soit de de Rham à poids de Hodge-Tate dans [a, b] quel que soit x G 9C et soit L 
Vextension finie de K fournie par le théorème 6.3.2. On a alors : 
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7. Un théorème de Wintenberger 

Dans ce dernier chapitre, nous utilisons les résultats du paragraphe 4.1 pour mon
trer le théorème D de l'introduction. 

7.1. Continuité des périodes de Sen 

Dans tout ce chapitre, on suppose toujours que K est une extension finie de Qp. Si V 
est une Qp-représentation de GK, soit Qy = ©Sen,v l'endomorphisme de Sen associé 
à V (cf. §4.1) et Psen,v(^0 € K[X] le polynôme caractéristique de l'endomorphisme 
de Sen. On dit que deux représentations V\ et V2 sont congrues modulo pk si elles 
admettent deux Zp-réseaux T\ et T2 tels que Ti/pk ~ T2/pk. L'objet de ce chapitre 
est de montrer le résultat suivant : 
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1. si T est un type du groupe d'inertie I(L/K), alors l'ensemble S£(T) des x tels 
que le type de Vx est r, est une réunion de composantes Zariski connexes de S£ ; 

2. si S^}^ ou ^s t*déno te l'ensemble des x G S£ oùVx est cristalline ou semi-

stable, alors Sf}*^ et 3C}^ sont des sous-espaces S-analytiques de S£ ; 

3. si 3£ = &}t'b\ alors D^(V) est un S ® Ko-module localement libre de rang d 
et l'application S/mx <S>s (V) —• (V^) est un isomorphisme ; 

4. si 3£ — Se}^\ alors D^is(F) est un S <S> K^-module localement libre de rang d 
et l'application S/mx (8)5 D^is(F) —• D^is(V^) est un isomorphisme. 

Démonstration. — Pour montrer le (1), constatons que Vx est de type r si et seule
ment si Tr(g | D^(Vi)) = Tr(r(g)) pour tout g G I(L/K) ce qui définit un sous-espace 
5-analytique de 3£. Comme on a 3£ = JJr «2T(r) et qu'il n'y a qu'un nombre fini de 
r possibles, 3C(T) est aussi ouvert. Ceci montre le (1). 

En appliquant le (1) au type trivial, on trouve que 3?}*^ est un sous-espace S-
analytique et Sf}"^ est le sous-espace de 3£}"^ défini par l'équation N |Dst(vx) = 0 
et est donc lui aussi un sous-espace 5-analytique. Ceci montre le (2). 

Montrons à présent le (3). Pour tout x G on a D^T(VX) = LQ <S>K0 ïïf£(Vx) ; en 
particulier, si y £ D^t(Vx) et g G I(L/K), alors pour tout x G 3£ on a (gy — y)(x) = 0 
ce qui fait que gy = y par le lemme 2.1.1. On en déduit que I(L/K) agit trivialement 
sur D^(V) et on peut alors appliquer la proposition 2.2.1 qui nous donne que D^(V) = 
(S® Lo) ®S®K0 (V), et que D^(V) est un S (g) Ko-module localement libre de rang 
d. 

Enfin le (4) résulte directement du (3) puisque Dcris(F) = Dst(Vr)Ar=0. • 

Remarque 63 A. — Le théorème 6.3.2 et son corollaire 6.3.3 sont toujours valables 
si l'on suppose seulement que S est une algèbre de coefficients dont le radical de 
Jacobson est nul et telle que la frontière de Shilov du spectre de Berkovich de S est 
finie. 
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Théorème 7.7./. — // existe une constante c(d, K) telle que si V\ et V2 sont deux re
présentations de dimension d de GK Qui sont congrues modulo pk, alors les polynômes 
Psen,Vi et Psen,v2 sont congrus modulo pk-c(d>K). 

Un corollaire immédiat (en utilisant la théorie des polygones de Newton) de ce 
théorème est le résultat suivant, dû à Wintenberger (cf. [29]) : 

Corollaire 7.1.2. — // existe une constante c(d, K) telle que si V\ et V2 sont deux 
représentations de Hodge-Tate de dimension d de GK, qui sont congrues modulo pk, 
alors leurs poids de Hodge-Tate sont congrus modulo plk/d¡-c(d^K)m 

Le reste de ce chapitre est consacré à la démonstration du théorème 7.1.1 ci-dessus. 
Comme K/Qp est finie, il existe une extension finie L de K telle que si T est n'importe 
quelle Zp-représentation de GK de dimension d, alors la restriction de T à GL est 
triviale modulo 12p (ceci suit du fait que K n'a qu'un nombre fini d'extensions d'un 
degré donné). Quitte à remplacer L par une extension finie convenable, on peut de 
plus supposer que L = Ln^). 

On peut en particulier appliquer la proposition 4.1.2 pour montrer qu'il existe une 
base e i , . . . , e¿ de ûcp ®zp T telle que le ^¿-module Dsen(^) engendré par les e¿ est 
fixe par HL, stable par GK, et tel que si 7 G T^, alors valp(Mat(7) — Id) > C3. 

Rappelons que pour tout 7 G r¿ \ {1}, l'opérateur Qy : Dsen(V) —> Dsen(V') 
défini par Qy = log(7)/ logp(x(7)) ne dépend pas du choix de 7 et que son polynôme 
caractéristique appartient à 7f[-X"]. 

Plaçons-nous dans la situation du théorème 7.1.1 ci-dessus et choisissons t] et 
deux bases de T\ et T2 dans lesquelles les matrices G\(g) et G2{g) de l'action de 
tout g G GK sont congruentes modulo pk. Soient M\ et M2 les matrices selon les 
bases t\ et tf des bases e\ et ef dont on a rappelé la construction ci-dessus. On a en 
particulier : ft(M¿)G¿(/i) = M¿ pour tout h G HL et il existe Ni(g) G GLd(^L) telles 
que g(Mi)Gi(g) = Ni{g)Mi si g G GK avec valp(Ni(g) - Id) > c3 si g G TL. 

Lemme 7.1.3. — // existe une matrice M G GL¿¿(^L) telle que MM\ = M2 
mod pk~2. 

En d'autres termes les matrices M\ et M2 sont congrues quitte à faire un change
ment de base. 

Démonstration. — Posons B = MiM^1 G GLd(^cp)- Le fait que si h G J3"L, alors 
Gi(h) = G2(h) mod pk et que Gi(h) = h{M~l)Mi implique que h(B) = B mod pk. 
On sait que l'application &L00/pk —• {&cp/pk)HL est presque surjective, en ce sens 
que son conoyau est tué par toute puissance de p. Il existe donc une matrice BQ G 
GLd(ûLoo) telle que B = B0 +pfc-1£i. On a d'autre part : 

g(B)=g(M1M^1) 

= N1(g)M1G1(g-1)G2(g)M2-1N2(g-1) 

= N1(g)BN2(g-1) mod pk 
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ce qui fait que g(B0) = N1(g)B0N2(g~1) + pK~1B2 avec B2 G MD{0LOO). Comme on 
a supposé que L = Ьпщ, on dispose d'une application RL : LQO —> L qui satisfait 
(TS2) et en particulier Rbi^L^) С p~C2ÛL, ce qui fait que si С = B0 — RL(B0), alors 
g(C) = N^CNiig-^+PX-^RL^). 

Supposons maintenant que g G Г^. On a alors vp(g(C) — С) ^ inf (vp{C) + C3, к — 
1 — c2) ce qui fait que si v(C) < к — 1 — c2 — C3, on a vp(g(C) — C) > vp(C) + C3 en 
contradiction avec (TS3). Ceci montre que v(C) ^ к — 1 — c2 — c% et donc que si l'on 
pose M = B0-С alors M G GLd(^L) et M - В G p/e~2Md(^>Cp) ce qui montre le 
lemme. • 

On suppose à présent qu'on a fait le changement de base nécessaire et que M\ = M2 
mod pk~2. En particulier, si g G TPL et comme C3 ^ l/(p — 1) > on a Ni(g) = 
N2(g) =Id mod p et N^g) = N2(g) modpk~2. 

Lemme 7.1.4. — Si N1 et N2 sont deux matrices telles que N1 = N2 = Id mod p et 
JVi = N2 mod pk~2 et si m ^ 0, alors Nf = Nf mod pfc+™"2. 

Démonstration. — Une récurrence facile montre qu'il suffit de démontrer le lemme 
pour m = 1, c'est-à-dire que Nf = N% mod pk~l. Si l'on écrit N2 = N1 + pk~2R, on 
voit que 

p-i 
Щ -Nf = pk~2 ̂ 2 NÏRNf'1'* modp2^ 

i=0 

et si iVi = Id mod p, alors on voit que Ya=o N|R/Vf-1_* est divisible par p ce qui 
implique que Nf = Щ mod рк~г. • 

Démonstration du théorème 7.1.1. — Si g G YPL alors d'une part g agit linéairement 
sur le ^ -module engendré par les et d'autre part sa matrice relève du lemme 
ci-dessus. La formule в у = log(7)/logp(x(7)) montre que Sy est la limite quand 
m —> 00 de (дрГП — l)/pm logp(x(#)). Le lemme précédent implique alors que d'une 
part les matrices de Qy± et de Oy2 sont à coefficients dans p_2-MlosP(x(0)))^L et 
d'autre part que 6 ^ - @v2 est à coefficients dans pFC-2-VP(LOGP(X(0)))<^L. Comme la 
valuation p-adique de logp(x(#)) pour un générateur g de TVL ne dépend que de L qui 
ne dépend que de d et K, il existe donc une constante c(d, K) qui ne dépend que de 
d et de К telle que les coefficients des polynômes caractéristiques de вух et de Oy2 
sont égaux modulo рк~с(а>К). • 
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G L O B A L A P P L I C A T I O N S O F R E L A T I V E ( $ $ ) - M O D U L E S I 

by 

Fabrizio Andreatta & Adrian Iovita 

Abstract. — In this paper, given a smooth proper scheme X over a p-adic DVR and 
a p-power torsion étale local system L on it, we study a family of sheaves associated 
to the cohomology of local, relative (<̂ , r)-modules of L and their cohomology. As 
applications we derive descriptions of the étale cohomology groups on the geometric 
generic fiber of X with values in L, as well as of their classical (ip, r)-modules, in 
terms of cohomology of the above mentioned sheaves. 

Résumé (Applications globales des (<p, r)-modules relatifs I). — Étant donné un schéma 
propre et lisse X défini sur un anneau de valuation discrète et un système local L, 
étale, de torsion sur X on étudie une famille de faisceaux associés à la cohomologie 
des r)-modules locaux relatifs de L et leur cohomologie. Comme application on 
déduit une description des groupes de cohomologie étales sur la fibre générique géo
métrique de X à valeurs dans L, et de leurs ((p, r)-modules classiques en termes de 
la cohomologie des faisceaux mentionnés plus haut. 

1. Introduction 

Let p be a prime integer, K a finite extension of Qp and V its ring of integers. 
In [15], J.-M. Fontaine introduced the notion of r)-modules designed to classify 
p-adic representations of the absolute Galois group Gy of K in terms of semi-linear 
data. More precisely, if T is a p-adic representation of Gy, i.e. T is a finitely gen
erated Zp-module (respectively a Qp-vector space of finite dimension) with a con
tinuous action of Gy, one associates to it a (<£>, r)-module, denoted Dy(T). This is 
a finitely generated module over a local ring of dimension two Ay (respectively a 
finitely generated free module over By := Ay (g>zp Qp) endowed with a semi-linear 
Probenius endomorphism ip and a commuting, continuous, semi-linear action of the 
group Ty := Gal(K(/Jbpoo)JK) such that (Dy(T),y?) is étale. This construction makes 

2000 Mathematics Subject Classification. — 11G99, 14F20, 14F30. 
Key words and phrases. — (y?, r)-modules, étale cohomology, Fontaine sheaves, Grothendieck topolo-
cnPS. rnmnarisnn isnmnrnhisms 
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the group whose representations we wish to study simpler with the drawback of mak
ing the coefficients more complicated. It could be seen as a weak arithmetic analogue 
of the Riemann-Hilbert correspondence between representations of the fundamental 
group of a complex manifold and vector bundles with integrable connections. The 
main point of this construction is that one may recover T with its Gy-aetion directly 
from Dy(T) and, therefore, all the invariants which can be constructed from T can 
be described, more or less explicitly, in terms of Dy(T). For example 

(*) one can express in terms of Dy(T) the Galois cohomology groups W(K,T) = 
W(Gv,T) of T. 

More precisely, let us choose a topological generator 7 of Ty and consider the 
complex 

<*f(T) :Dy(T) do DV(T)®DV(T) di Dv(T) 

where d0(x) = ((1 - (p)(x), (1 - "y)(x)) and di(a,b) = (1 - 7)(a) - (1 - <p)(6). It is 
proven in [18] that for each i > 0 there is a natural, functorial isomorphism 

H*(^*(T)) ^IT(Gy,T) . 

Moreover, for i = 1 this isomorphism was made explicit in [9]: let (x, y) be a 1-cocycle 
for the complex ^*(T) and choose b G A ®z T such that (y? — 1)(6) = x. Define the 
map C(XiV): Gy —• A (g>zp T by 

C(Xty)(<r) = W - l ) / (7 - % - - 1)6, 

where a' is the image of a in IV. One can prove that the image of C(Xj2/) is in 
fact contained in T, that C(X)3/) is a 1-cocycle whose cohomology class [C(x?2/)] G 
H1(Gy,T) only depends on the cohomology class G H1(^*(T)). Moreover, 
the isomorphism H1(^7#(T)) ^ H ^ G y , ^ above is then defined by [(x,y)] ^ [C{x,y)]. 

As a consequence of (*) we have explicit descriptions of the exponential map of 
Perrin-Riou (or more precisely its "inverse" (see [15], [7], [9]) and an explicit relation
ship with the "other world" of Fontaine's modules: DdR(T), Dst(T), Dcris(T) (see [9], 
[5]). 

Despite being a very useful tool, in fact the only one which allows the general 
classification of integral and torsion p-adic representations of Gy, the (<p, r)-modules 
have an unpleasant limitation. Namely, Dy(T) could not so far be directly related 
to geometry when T is the Gy-representation on a p-adic étale cohomology group 
(over K) of some smooth proper algebraic variety defined over K. Here is a relevant 
passage from the Introduction to [15]: "Il est clair que ces constructions sont des 
cas particuliers de constructions beaucoup plus générales. On doit pouvoir remplacer 
les corps que l'on considère ici par des corps des fonctions de plusieurs variables ou 
certaines de leurs complétions. En particulier (i) la loi de réciprocité explicite énoncée 
au no. 2.4 doit se généraliser et éclairer d'un jour nouveau les travaux de Kato sur ce 
sujet; (ii) ces constructions doivent se faisceautiser et peut être donner une approche 
nouvelle des théorèmes de comoaraison entre les cohomoloeries o-adiaues." 
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The first part of the program sketched above, i.e. the construction of relative 
r)-modules was successfully carried out in [1]. The main purpose of the present 

article is to continue Fontaine's program. In particular various relative analogues, 
local and global, of (*) are proven. 

Let us first point out that in the relative situation, over a "small"-F-algebra R 
(see §2) there are several variants of (<£, r)-module functors, denoted £)#(—) (arith
metic), DR(-) (geometric), £)#(—) (tilde-arithmetic), D#(—) (tilde-geometric) and 
their overconvergent counterparts £)#(—), D^(—), £)#(—) and D^(—). For simplicity 
of exposition let us explain our results in terms of £)#(—) and 5)R(—). 

I) Local results. This is carried on in §3 together with the appendices §A and §B. 
Let R be a "small" F-algebra. Fix an algebraic closure Q, of the fraction field of R 
and let 7] be the associated geometric generic point of Spec(R). Denote by R the 
union of all normal finite extensions of R contained in ft, which are etale R-algebras 
after inverting p. Let M be a finitely generated Zp-module with continuous action of 
<gR := 7Tilg(Spm(JRK,̂ )) and let D := ®R(M). Then D is a finitely generated A^-
module endowed with commuting actions of a semi-linear Frobenius (p and a linear 
action of the group TR (see §2.) As in the classical case, TR is a much smaller group 
that &R. It is the semidirect product of Fy and of a group isomorphic to where d 
is the relative dimension of R over V. 

Let <^*(r^,D) be the standard complex of continuous cochains computing the 
continuous T^-cohomology of D and denote ^R(D) the mapping cone complex of the 
morphism ((p-1): ^(TR, D) —> ^(TR, D). Then, Theorem 3.2 states that we have 
natural isomorphisms, functorial in R and M, 

HLnt(%,M)- f f (5}?(D)) for all i > 0. 

The maps are defined in §3 in an explicit way, following Colmez's description in the 
classical case. The input of Fontaine's construction of the classical (<̂ , r)-modules 
was to replace modules over perfect, non-noetherian rings with modules over smaller 
rings: "C'est d'ailleurs [...] que j'ai compris l'intérêt qu'il avait à ne pas remplacer 
fc((7r)) par sa clôture radicielle" Indeed, "[...]ceci permet d'introduire des techniques 
différentielles". Motivated by the same needs, in view of applications to comparison 
isomorphisms, we show in appendix §A that one can replace the module 1)R(M) over 
the ring A^, which is not noetherian, with the smaller (^, r#)-module 1)R(M) C 
/DR(M) over the noetherian, regular domain A# of dimension d + 1. We show that 
the natural map 

HJont(rfi,DR(M)) > B.iont(TR, VR(M)) for all i > 0 

is an isomorphism. The proof follows and slightly generalizes the Tate-Sen method in 
[21. In particular, one has a natural isomorohism 

H^ont(%,M) H*(^S(3)«(M))) for all i > 0, 
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where ^0S)R{M)) is the mapping cone complex of the map 

( ^ - l ) : i f (rÄ,S)Ä(M)) Sf(rÄ,©Ä(M)) 

II) Global results. This is carried on in §4, §5, §6. The setting for §4 and §5 is the 
following. Let X be a smooth, proper, geometrically irreducible scheme of finite type 
over V and let L denote a locally constant étale sheaf of Z/psZ-modules (for some 
s > 1) on the generic fiber XK of X. Let 3£ denote the formal completion of X 
along its special fiber and let XT^G be the rigid analytic space attached to XK- Fix a 
geometric generic point r\ = Spm(C^r) and set L the fiber of L at 77. 

To each % —> 2£ étale such that ^ is affine, % = Spf(iî^), with a small V-
algebra and a choice of local parameters (Ti, T2,. . . , To) of (as in §2) we attach the 
relative (</?, r)-module 5)^(L) := T)R^(L). However, the association —• £)^(L) 
is not functorial because of the dependence of £)^(L) on the choice of the local 
parameters. In other words the relative (</?, r)-module construction does not sheafify. 

Nevertheless due to I) above, the association —• (33 (L)) is functo
rial for every % > 0 and we denote by J^l(L) the sheaf on the pointed étale site 
associated to it. In §4 we prove Theorem 4.1: there is a spectral sequence 

E™ = H « ( 3 £ , J ^ ( L ) ) HP+*(XK,et,L). 

We view this result as a global analogue of (*): the etale cohomology of L is calculated 
in terms of local relative (cp, r)-modules attached to L. 

The proof of Theorem 4.1 follows a roundabout path which was forced on us by lack 
of enough knowledge on etale cohomology of rigid analytic spaces. More precisely, 
for an algebraic, possibly infinite, extension M of K contained in K, Faltings defines 
in [14] a Grothendieck topology XM on X (see also §4). The local system L may be 
thought of as a sheaf on XM and it follows from [14], see 4.4, that there is a natural 
isomorphism: 

(**) IT ( 1 M , I«) = Hz (XM,et, L), 

for all i > 0. The main tool for proving (**) is the result: every point x G XK has 
a neighborhood W which is K(7r, 1). Such a result, although believed to be true, is 
yet unproved in the rigid analytic setting. Therefore the proof of Theorem 4.1 goes 
as follows. Let Lrig be the locally constant etale sheaf on XT^G associated to L. We 
define the analogue Grothendieck topology XM on 3C, prove that there is a spectral 
sequence with E™ = H«(^J, JTp(Lris)) abutting to W+Q(XM,Lrig), then compare 
W{XMM t0 H*(£M,Lrig) and in the end use Faltings' result (**). 

In §5 we introduce a certain family of continuous sheaves which we call Fontaine 
sheaves and which we denote by ^ ( ^ _ ) , A^^ff). There are algebraic and an
alytic variants of these: the first are sheaves on XM and the second on XM- We 
would like to remark that the local sections of the Fontaine sheaves are very compli
cated and they are not relative Fontaine rings. Continuous cohomology of continuous 
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sheaves on XM and XM respectively is developed in §5. As an application a geometric 
interpretation of £)y(Wi), where Wi = Hl(X^et,L), for L an etale local system of 
Z/psZ-modules on XK as above is given. More precisely, it is proven in §5 that there 
is a natural isomorphism of classical (<p, r)-modules: 

H* ttf~,lL"6® AI, X w Dy u*Ute. . , I 

Finally, in §6 we relax our global assumptions. Now 3£ denotes a formal scheme 
topologically of finite type over V, smooth and geometrically irreducible, not neces
sarily algebrizable, and Xj£g denotes its rigid analytic generic fiber. 

In §6 we set up the basic theory for comparison isomorphisms between the different 
p-adic cohomology theories in this analytic setting. Our main result is that, if Lrig 
is a p-power torsion local system on XT^G and £/Font is one of the analytic Fontaine 
sheaves on XM listed above, then the cohomology groups H2(3tM5Lng 0 g/Font) can 
be calculated as follows. Let us first recall that we fixed a geometric generic point 
rj = Spm(C^r), where C r̂ is a complete, algebraically closed field which can be 
chosen as in 4.4. For each étale morphism tyt —• such that is affine, = 
Spf(iî^) with R<% a small V-algebra, let R<% denote the union of all normal R<&-
algebras contained in C r̂ which are finite and étale over R<% after inverting p. Write 
7rilg(<^M,77) for the Galois group of ®v M C R<% <S>v K. Let œfFont(R& <g> K) 
denote the Fontaine ring constructed starting with the pair (Rq/,R<&) as in [15] and 
denote by L, as before, the fiber of Lrig at rj. One can show that the association % —• 
IT(7if g(^M, î?), L 0 £/Font(Rw <g> K)) is functorial and denote Jtffo(Lrig <g> j^Font) the 
sheaf on 3C*^ associated to it. 

Notice that, due to the generalized Tate-Sen method of §A, if srfFont = A^f(7?<g ) , 
the inflation defines an isomorphism: 

(FR^I'SRW (L)) H4rß^,DjR^(L)j E* 7TfIg(̂ ,77 L ® Atf(Rv ® K)} 

Hence, the sheaf Jff^ (Lng <g> ) is defined locally in terms of T-cohomology 
of relative (<p, r)-modules. 

It is proved (Theorem 6.1) that there exists a spectral sequence 

(* * *) E™ H9(^Te*t,^C(Lrig ® ^Font)) Hp+9(XM,Lrig®^Font) 

At this point we would like to remark that our results in §6 are distinct from 
those of Faltings in [12], [13], [14]. Namely let us consider the following diagram of 
categories and functors: 

Sh(X^) N !—I Sh(^)N 

a 

S h ( ^ ) 
HO(k°et,-

AbGr 
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where if ̂  is a Grothedieck topology then we denote by Sh^) the category of sheaves 
of abelian groups on ̂  and by Sh(^)N the category of continuous sheaves on ̂  (see 
§5). We also denote a = limV&^M,* and /3 = l imH°(^*, —). 

We analyze the spectral sequence attached to the composition of functors: 
i f° (^J,—) o a while it appears, although very little detail is given, that Faltings 
considers the composition of the other two functors in the above diagram (in the al
gebraic setting). We believe that our point of view is appropriate for the applications 
to relative (<£, r)-modules that we have in mind. 

The analysis in §6 and the spectral sequence (***) have already been used in order 
to construct a p-adic, overconvergent, finite slope Eicher-Shimura isomorphism and 
to give a new, cohomological construction of p-adic families of finite slope modular 
forms in [19]. 

In a sequel paper ("Global applications of relative (<£>, r)-modules, II") we plan to 
first extend the constructions and results in §6 of the present paper to formal schemes 
over V with semi-stable special fiber and use them in order to prove comparison 
isomorphisms between the different p-adic cohomology theories involving Fontaine 
sheaves in such analytic settings. We believe that we would be able to carry on this 
project for spaces like: the p-adic symmetric domains, their etale covers (in the cases 
where good formal models exist), the p-adic period domains of Rapoport-Zink, etc. 

Acknowledgements. — We thank A. Abbes, V. Berkovich and W. Niziol for in
teresting discussions pertaining to the subject of this paper. We thank O. Brinon 
and J. Pottharst for several useful remarks. Part of the work on this article was 
done when the first autor visited the Department of Mathematics and Statistics of 
Concordia University and the second author visited the IHES and il Dipartimento di 
matematica pura ed applicata of the University of Padova. Both of us would like to 
express our gratitude to these institutions for their hospitality. 
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I. LOCAL THEORY 

2. Preliminaries 

2.1. The basic rings. — Let V be a complete discrete valuation ring, with perfect 
residue field k of characteristic p and with fraction field K = Frac(F) of character
istic 0. Let v be the valuation on V normalized so that v(p) = 1. Let K C K be 
an algebraic closure of K with Galois group Gal(K/K) =: Gy and denote by V the 
normalization of V in K. Define the tower 

K0 := K C Kx = K(CP) C-"CKn = K((pn) c • • • 

where (pn is a primitive pn-th root of unity and Ĉ n+i = Cpn f°r every n G N. Let Vn 
be the normalization of V in Kn and define := Unlfn. Write IV •= Gal(Koo/K) 
and Hy := GalO^/i^) so that IV = Gv/Hv. _ 

We also fix a field extension C M C if so that K C M is Galois with 
group Gal(M/lf). We let W be the normalization of V in M. The two important 
cases are M = with W = and M = K with W = V. 

Let be a F-algebra such that k C R ®v is geometrically integral. Let i2° = 
V {T^1 , . . . , T*1} be p-adic completion of the polynomial algebra V [T^1,..., T*1]. 
Assume that R is obtained from R° iterating finitely many times the following oper
ations: 

et) the p-adic completion of an etale extension; 
loc) the p-adic completion of the localization with respect to a multiplicative system; 

comp) the completion with respect to an ideal containing p. 
Define 

Rn := R®Vn 
v 

i - i i - i rri pn rjn pn rjn pn rji pn 11 , ll , . . . , 1 d ,1, RQO '•— Uni?n. 

Let R be the direct limit of a maximal chain of normal Roo-algebras, which are 
domains and, after inverting p, are finite and etale extensions of R^ [^]. 

Let m G N and let S be a i2m-algebra such that S is finite as .Rm-module and 
Rm C S is etale after inverting p. Define Sn as the normalization of S 0̂ ™ Rn 
in S®Rm Rn [p_1] for every n>m. Let 5«, : = Un>mSn. 

Write 5^ for the normalization of Sn in 5n 0yn M and 5 ^ for the normalization 
of Soo in S ^ v ^ M . We put S' := 5^. Note that i?' = #<8v W and R'^ = 
Roo ®Voo W. 

Proposition 2.1. — There exist constants 0 < e < 1 and N = iV(5) G N, depending 
on S, and there exists an element p£ OJVN of valuation e such that S^+1 +peSn+\ C 
Sn + p€Sn+i (as subrings of Sn+i) and S'n+lp +p£S'n+1 C S'n + p£Sn+i fas subrings 
of S'n+i) for every n> N. 
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Proof. — The claim concerning Sn+i follows from [1, Cor. 3.7]. It follows from [1, 
Prop. 3.6] that there exists a decreasing sequence of rational numbers {Sn(S)} such 
that pSn(s) annihilates the trace map Tr: S'n —> Hom#/n (S'n, R'n)> This implies that 
p5n^S'n+1 C S'N®R'nR'n+\\ see loc. cit. This, and the fact that the proposition 
holds for R' by direct check, allows to conclude; see the proof of [1, Cor. 3.7] for 
details. • 

Definition 2.2. — For every -R-subalgebra S C R as in 2.1 such that S'^ is an integral 
domain, viewed as a subring of R, define 

% := Gal R 
1 

P 
IS 

1 

P 
Ts := Gal 

1 

p 
IS 

Q 
P 

and 
J * & : = K e r ( S f e - r s ) . 

Analogously, let 

Gs := Gal R 
1 

P-
/S' 

1 

•P 
, R's Gal /S' 

1 
IS' 

1 

P 

and 

H5 := Ker(G5^r'5) = Gal 9' 
1 

-p-
/ 5 ' 1 

P-
Since 5 ^ is an integral domain, the map J^s/Hs —> G a ^ M / i ^ ) is an isomorphism. 
Furthermore, is isomorphic to the semidirect product of Ty and of T^. The latter 
is a finite index subgroup of T'R = 2A. We let 7 1 , . . . ,7d be topological generators of 
1 fi-

2.2. RAE. — Following Faltings [12, Def. 2.1] we say that an extension Roo C 5 ^ 
is almost étale if it is finite and étale after inverting p and if, for every n G N, the 
element p^too is in the image of S^. Here eoo G £00 QR^ £00 [p_1] is tne 
canonical idempotent splitting the multiplication map 5oo $00 [p_1] "~* ôo [p-1] • 

We say that such extension satisfies (RAE), for refined almost étaleness, if the 
following holds. For every n > m let en be the diagonal idempotent associated to 
the étale extension jRn[p_1] C 5n[p-1]. There exists < G N , independent of m, such 

that there exists an element e 
pv^ 

of Vn of valuation j _ and en lies in the image of 

SN®RN Sn. 

We assume that (RAE) holds for every extension itoo C arising as in 2.1. If 
this holds, we say that R or equivalently Spf(jR) is small 

Remark 2.3. — It is proven in [1, Prop. 5.10 & Thm. 5.11] that (RAE) holds if R is of 
Krull dimension < 2 or if the composite of the extensions V Î T * 1 , - . . , Г * 1 ! -
R is flat and has geometrically regular fibers. For example, this holds if it is obtained 
bv taking the completion with respect to an ideal containing p of the localization of 
an étale extension of y f r * 1 , . . . , ^ 1 ] ; see [1, Prop. 5.12]. 
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2.3. The rings E5oo, E5, ES^ and E's. — Let S be as in 2.1. Define 

E ^ :=lm(Sœ/peSoo), E ^ := l i m ^ / p ^ ) 

where the inverse limit is taken with respect to Probenius. Using 2.1 define the 
generalized ring of norms, 

e 5 C E <L ' E ' + C E + 

as the subring consisting of elements (ao, . . . , an,... ) in ËJ^ (resp. in ËJ, ) such that 
an is in Sn/p£Sn (resp. S'n/p£S'n) for every n > N{S). 

By construction E j ^ , E j (resp. Ej , and E^T) are endowed with a Probenius 
homomorphism (p and a continuous action of Ts (resp. To). Denote by e the element 

(i? Cp) • • • 5 Cpn > • • • ) G E t and by 7T := c - 1 Put E5/ : = E + J T T - 1 ] , ESOO 

E + Ï T T - ^ E ' : = Е'Лтг-1! and E5 := ^[w1' 
By abuse of notation for a G Q, we write 7Toa for a = (a0 ,o i , . . . , an , . . . ) G E£ , if 

it exists, such that v(a^) ^ for i » 0. For example. — p—l Tr = 7T0P ; see [2, Prop. 4.2(d)]. 

For every i = 1, ,.. j d j let 3/ j . — №,77,77*, . . . ) e Eoo The following hold: 

1. there exists iV(5) G N such that the map Ei/7r? £Et —• Sn/p£Sn and the map 
E L K £E+ Soo/pPSoo, sending [ao,... ,an, . . . ) H-» an, are isomorphisms 
for every n > iV(S) (see 1, Thm. 5.1 ); 

2. E j is a normal ring, it is finite as E^-module and it is an etale extension of 
E^, after inverting 7f, of degree equal to the generic degree of #m C S (see [1, 
Thm. 4.9 & Thm. 5.3]); 

3. E j is normal and coincides with the 7f-adic completion of the perfect closure 
of E t (see [1, Cor. 5.4]); 

4. there exists £ G N and maps 7f£Et -» E t <8>F+ E t -+ E t which are iso

morphisms after inverting 7r. In particular, E+ [tt-1] = Et <8>F+ Et -+ Et 
(see [1, Lem. 4.15]); 

5. consider the ring 
lim Soo 

00 <—n 
(r(0) T(l) r(m) *(m) G 5oo, ж(т+1) V x(m) 

where 5QO is the p-adic completion of 5^ , the transition maps are defined by 
raising to the p-th power, the multiplicative structure is induced by the one 
on Soo and the additive structure is defined by 

í...,a;(m),...) + ( . . . ,y(m), . . . ) . . . . lim (x(m+n) Wm + n ) i p " . . . . 
n—»oo 

The natural map linioo^ 5 ^ —> E j ^ is a bijection (see [1, Lem. 4.10]) 

It follows from (1), see [1, Cor. 4.71, that 

E+ ^k^ÌTTKÌ and T7»+ ~ 17» + х1 ч • • • 5 xdi 
1 

x3 , . . . , 
1 

x1 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2008 



348 FABRIZIO ANDREATTA & ADRIAN IOVITA 

where koo is the residue field of and TTK = (..., rn, rn+i , . . . ) , with n G Vi for i ^> 
0, is a system of uniformizers satisfying rf^ = T\ mod p£. The convergence in 
xf1i"">xd1 1S Ie^lye to the 7f-adic topology on Ey. Eventually E^ is obtained 
from E^o iterating the operations 

et) the 7f-adic completion of an etale extension; 
loc) the 7f-adic completion of the localization with respect to a multiplicative system; 

comp) the completion with respect to an ideal containing a power of W. 

In particular, {7TK, %I, • • • > %d} is an absolute p-basis of E t . 

Lemma 2.4. — Let S be as in 2.1. The following hold: 

1. the maps E ^ / T ^ E ^ -> S'Jp'S'^ and E ' + / < " £ E ' + - S'Jp£S'n, given by 

(ao, . . . , on , . . . ) i—> an, are isomorphisms for n > N(S). In particular, E i , 

coincides with the Jf-adic completion of E ^ ®g+ E ^ and E^~ coincides with 

£/ie n-adic completion ofER ®E+ E ^ ; 

2. tte extensions ER —• E ^ , E j —• E#, and E^ —• E'̂ " are faithfully flat. For 

every finitely generated E^-module M, the base change of M via any of the 

above extensions is W-adically complete and separated; 
3. we have maps 7r£Eg, —> E j ®e+ E j , —> Ej , and 7feEfg —> E j ®E+ E^~ -» 

E'ct. TAey are isomorphisms after inverting W. 

Proof. — Statements (1) and (3) follow from 2.2 arguing as in the proofs of [1, 
Thm. 5.1] and [1, Lem. 4.15] respectively. 

(2) By 2.3 we have E J / T T ^ E J ^ Rn/p£Rn and É + / T T ^ Ê * W/p£W. One 

deduces form (1) that E ^ / T T ^ " E £ = (Rn/p£Rn) ®Vn W and that É J , / T T ^ É J ^ ^ 

(Roo/p£Roo) ®VOO W. By construction î oo (gy^ W is a free i2n <g)yn VF-module with 

basis { T ^ - •TJé} for m > n and 0 < a* < pm"n. Hence, E'+ (resp. Ê + J is 

the 7f-adic completion E^ ®E+ E ^ (resp. of Un (E^ 0E+ E^) [xfn , . . . , xf*]). The 

Ey-algebra E ^ is the 7r-adic completion of finite, normal and generically separable 
extensions of the DVR Ey. Those are free as E^-module. We may then apply [1, 
Lem. 8.7] to conclude. • 

Given an R^-algebra SQQ, finite and etale over R^ |^J, there exists m G N and 

there exists a i?m-algebra 5, finite and etale over i?m [ j ] such that SQO, defined as 
in 2.1, is the normalization of S ®Rn R^. 

Theorem 2.5. — The functor SOQ —• E ^ defines an equivalence of categories from 
the category R^-AEiD of R^-algebras which are normal domains, finite and etale 
over ROQ after inverting p to the category E ^ - A E D ojE^-algebras, which are normal 
domains, finite and etale after inverting It. In particular, this realizes J^R as the 
Galois group ofEiR. 
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Proof. — See [1, Thm. 6.3]. 

Let E±- be Us E t where the union is taken over all .Roo-subalgebras Soo C R 

such that Soo is finite étale over R^ [p-1]- Similarly, define E^t to be the 

union Us ^ E ^ . Let E± = lim(i?/p£i?), where the inverse limit is taken with respect 

to Probenius. It coincides with the 7f-adic completion of U s ^ E ^ . Denote E-^ := 

E £ F ] . e'ë ••= E £ L* ] and = 5 := E £ F J 

Proposition 2.6. — Let S be as in 2.2. Then, 

(a) R = and R = S' (here denotes the p-adic completion); 
(b) we have 

(КГ3 = E J , E f s = Es, ( Ê ± r s = É b E ^ S = Eq 
R B°° 

and 

№ H s = E*> (Êh)HS=Ê^; ( Ê h ) H S = Ê ^ ; 

(c) £/&e maps 

EHoc 0 E5 EHoc E'fl 0 Es 
ER 

E's, Efl/^ 0 E5 
ER 

EHoc 

are isomorphisms. In particular, the maps Es ®EV Ew E'5 ana7 

Ê oo ®gv Ew -» Es^ are infective with dense image. 

Proof. — (a) The fact that R = Soo is proven in [1, Lem. 6.13]. The second 
equality follows arguing as in loc. cit. 

(b) The equalities in the first displayed formula hold due to [1, Prop. 6.14]. Those 
in the second displayed formula follow arguing as in loc. cit. In fact, E± (resp. Et, ) 

can be written as in 2.3(5) as the limit lim R (resp. lim S^). The last two equal-

ities in the second displayed formula follow then from (a). The fact that the inclu

sion E'5 C (Ef—)Us is an equality can be checked after base change via E'̂ j" —> E^, 

since the latter is faithfully flat by 2.4(2). But Efs ®E,+ E+ ^ E5/ by 2.4(3) and 

(E£)Hs®E<+É+ c ( È ± ) H s = É + . 

(c) The first equality follows from 2.3(4). The others follow from 2.4(3). In the 
case S = R the last statement follows from 2.4(1). The general case follows from this, 
the equalities just proven and the fact that E# C Es is finite etale by 2.5. • 
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2.4. The rings A5OO, A ^ , A 5 , A ^ , A ^ , A ^ , A's and A'<! 

Definition 2.7. — Define A ^ := W(E^). It is endowed with the following topology, 
called the weak topology: Consider on E^ the topology having {^nE±}n as funda
mental system of neighborhoods of 0. On the truncated Witt vectors Wm(E^) we 
consider the product topology via the isomorphism Wm (E-̂ ) = (E^)m given by the 
phantom components. Eventually, the weak topology is defined as the projective limit 
topology W ( % ) = lim W m ( % ) . 

Alternatively, let TT := [e] — 1 where [e] is the Teichmiiller lift of e. Put A ± := 

W(E^) . For every n and / i 6 N define Un^ := pnA-^-\- irhA^. The weak topology 

on A-et has {Un,h}n,hew as fundamental system of neighborhoods. 

Define VE: E^ —> Q U {oo} by v&(z) = oo if z = 0 and VE(^) = p_ 
p-i 

tnaxin G 

Q\W~nz € E + } . For z = :k[zk]pk e and AT e N we put 

vi (z) inf vE(2fc)|0 <k<N 

For every N € N we have 

(i) v|JV(x) = +oo«x€piv+1A+; 

(ii) ^N(xy)>^N(x) + viN(y): 

(iii) v^N(x + y) > min(v| (x),v^N(y)) with equality if vg (*)^vg (y); 
(IV) V|JV(TT) = and v^N(TTX) = VË W + V È (X); 

(v) v l ^ M x ) ) (x),v^N(y)) 
(vi) v |"(7(z) ) <A// > for every 7 G ^R. 

The second claim in (iii) and property (v) follow since E± is by construction the 
7f-adic completion of Us^Ej^ and each E ^ is normal by 2.3(3). Note that the 
topology on A^/pIV+1A-^ induced from the weak topology on A ^ coincides witl 
the v|N topology. 

For everv S as in 2.2 define 

ASOO : = W ( E S J , A L : = W ( Ê + O O ) , 

As, : = W ( E S / ) and AL:=W(Ê+OO), 

They are subrings of W(Ep) closed for the weak topology. 

Overconvergent coefficients. — For r G Q>o define A^|,R' as the subring of elements 
R 

Z • oo 

k=0 
pk[zk] of A ^ such that 

lim rv-B.(zh) + k = +00; 
K—+00 
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see [2, Prop. 4.2]. Write AL = U 
rGQ>o 

T(0,r 
AR 

For z = 
kez 

pk[zk] T(0,r 
AR 

put 

wr(z) = 
oo 
inf (rv^(zh) + A;) 

kEZ 

if z = 0; 

otherwise. 

Thanks to [2, Prop. 4.2] one knows that the map wr: A(M ^ R u { o o } satisfies 

(Y) wr(x) = +oo 4=> x = 0; 
(ii) ttfrfcj/) > wr(a?) + wr(y); 

(iii) wr(x + 2/) > min(wr(x),ttfr(j/)); 
(iv) ti;r(p) = 1 and wr(px) = wr(p) + uv(a;). 

For every 5 ^ define A £ / := A5oo n A '̂rJ and ASOO /:= ASoo fl AL. Similarly, 

define AS,r' := AS' n A^'r] and At, := A5/ n XL. By [2, Prop. 4.2] they are 

wr-adically complete and separated subrings of A^. 

2.4.1. Noetherian coefficients. — Let S be as in §2.1. In [1, Appendix II] a ring A s C 
W(Esoo) has been constructed, functorially in 5, with the following properties: 

(i) it is complete and separated for the weak topology. In particular, it is p-adicall^ 
complete and separated. 

(ii) A 5 n f c W ( E p ) ) =pAs; 
(iii) As/pAs ^ E5. In particular, it is noetherian and regular. 
(iv) it is endowed with continuous commuting actions of Ts and of an operator <p 

lifting those defined on Es; 
(v) AR contains the Teichmuller lifts of e, xi, . . . , Xd', 

(vi) As is the unique finite and étale Aj^-algebra lifting the finite and étale exten
sion ER C E S -

One also requires the existence of a subring A^ lifting Ej , with suitable properties, 
so that As is unique. We refer to [2, Prop. 4.42] for details. Define A^'^ := As fl 
A^'rl and At := As fl AL. Define A'9 to be the closure of the image of As <8>Av Aw 
in AR for the weak topology. Put A^ := A^ fl AL. 

Eventually, let A^ (resp. AL) be the completion for the p-adic topology of Us^ As 
(resp. Us^As), where the union is taken over all normal .Roo-subalgebras Soo C R 
such that Soo [P'1] *s finite étale over AL := ARD AL. Write AL := ARD AL (resp. A -̂ := 

A L n AL). 
R RJ 

Proposition 2.8. — The extensions A^R C A^ and A^R C A^ are finite and étale. 

Their reduction modulo p coincide with E^^ C Es^ and E# C Es respectively. 

Proof. — It is clear that A^ coincides with Es^ modulo p since it contains A 

and pAR n A ^ = pA^Soo. The fact that A ^ C A ^ is finite and etale is proven 

in [2, Prop. 4.7]. See [2, Prop. 4.28] for the statements regarding A^ C A^. • 
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Lemma 2.9. — The following hold: 

(a) A s = Xf, A's = (ALfs, ASoo = Af, and As^ = A | s . The same 

equalities hold considering overconvergent coefficients i. e., Â 0'7̂  = (A^'^)^5, 

A ^ 1 = ( A g - r l ) * , A ™ = <A%*Y' and Al = ( A y * A L = 

A k = ( 4 ) H s -

(b) The natural maps AR^ <8>AR AS —» A s ^ , AfR<g>ARAs ~* Afs and 

AR^ ®AR AS —» A^/^ are isomorphisms. Similarly, considering overcon

vergent coefficients, the maps A ^ ®At A^ —> A ^ , A^ ® At A^ —• A^ and 

A^, (8)At A^ —> AJj, are isomorphisms. 

(c) We ftave A^/pA^ = A5/pA5 = Es, A'<t/pA'<t = A'5/pA'5 = E'5 and 

/ P X ^ = A5^ /pA5^ = . 

(d) T/ie maps A s ^ 0 - A ^ —> A s ^ and As ®AV AW —• A's are injective and 

Ziave dense image for the weak topology. The image of A^'r' ®x«>,r] A^,r^ —> 

A&r' ¿5 dense for the wr-adic topology for every r € Q>o-

Proof. — (a) & (b) We have inclusions A5 C Ap, A'5 c (A^)Hs, ASoo C 

ATTS' A5~ C AlP and MAPS A ^ O O ^ A H A 5 -> A5oo, A'R®ARAS - * A's anc 

A-ij' <8>AH A5 —• As^ . The extension AR —» A 5 is finite and etale and, hence, Ac 
is projective as A^-module. Since A ^ , A^ and AR^ are p-adically complete anc 
separated and p is a not a zero divisor in these rings, AR^ <8>AR A S , (8>AR AC 
and AR^ (g>AH A s are p-adically complete and separated and p is a non-zero divisor 
The same holds for A5, , A5oo, A^p , A^s, A's and A5^. To check that all the 
inclusions and all the maps above are isomorphisms it then suffices to show it mod 
ulo p. This follows from 2.6 if we prove that A's/pA's = E's and As^/pAg^ = Es^ 
Once this is established the other statements in (a) and the first part of (b) follow. 

(c) Since by construction A^ fl pA-^ = pA^, Ag, fl pAR = pAg, , A^ fl pA-^ = 

pA^ and A's f)pAR = pA'5, A'Soo CipAR = pAs^, As HpA^ = pAs the mapi 

Al/pAl - As/pAs -> Ef = E5, A'j/pA'j -> A'5/pA'5 -> {Ef-fs = E's anc 

A^, /pA\, -> As^/pAs^ -+ E^p = Es^ are injective. It follows from [2, §4.3(e 

& Lem. 4.15] that there exists A J C A ^ {^F} C ^S^> ôr su^able Q , J 8 G N anc 

r G Q>o5 so that Ag/^pAg = Eg and A|" is complete for the weak topology. Here 

AXo {TT^} denotes the completion of A ^ with respect to the weak topology. Ii 

particular, since 7r-adic convergence in A j ^ {^r} implies convergence for the weal 

topology, A J is 7r-adically complete. Note that A J ®A+ A ^ and A ^ ®~+ A^ 
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map to the 7r-adic completion of the image of ®~+{I£w} hi ^L{I£w} hi ^ L ^ { ^ } 

and that the latter is contained in A^rK We conclude that Ag/pAg, Ag/pAg 

and A^, /pAg, contain the 7f-adic completion of the image of E|", E J ®E+ E^y and 

E j ^ ®g+ Ejy respectively. Claim (c) follows then from 2.6. 

(b) The fact that A ^ ® At̂  A^ = A ^ follows from 2.8. Since A^ C A^ 

is finite and etale by 2.8 there is a unique idempotent CS/R of A^ ®At A^ such 

that for every x G A^ ®At A^ we have m(x) — TrAtyAt (xeS/R). Here, m is 

the multiplication map. Write e$/R = X^=ia i®^ with a* and bi G A^0'̂  for 

some s G Q>o- Then, eg/R is an idempotent of A'] (8>A't A'<t and of At, ®~t At, . 
R oo s' oo 

By the first part of (b) the extensions C A^ and A ^ C A are finite and 
etale and m(x) = TTA' /A'H (xes/R) and m(x) = Tr~ f ,~ f {xeS/ii). We then get 

that for every x e A 'J (resp. A^, ) we have x = m(x®\) = Y^=i^A'S/A'R{.xai)h 

(resp. x = ra(x<g>l) = ££=i Trj . IA , (xai)bi)- SINCE ^ A ' / A ' and Tr~ ~ 
send overconvergent elements to overconvergent elements, we conclude that the maps 
in the second part of (b) are surjective. 

Since the extension A^ C A^ is finite and etale, A^ is projective as A^-module. 
In particular, p is not a zero divisor in A^ ®At A^ and in A^, ®At A^ and those 
rings are p-adically separated. Thus, to prove that the maps in the second part of (b) 
are injective, and hence are isomorphisms, it suffices to prove that they are injective 
modulo p. This follows from (c). 

(d) Since the extensions Ay c Ay^ C Aw are extensions of DVR's, they are flat. 
Since p is not a zero divisor in As^ and As , it is not a zero divisor in A^^ ®~ Aw 

and A s ®Av Aw- Thus, to check the injectivity in (d) we may reduce modulo p. The 
density can be checked modulo pn for every n G N and, using induction, it suffices in 
fact to prove it for n = 1. Then, the first claim of (d) follows from 2.8 and 2.6(c). 

We prove the second claim of (d). Suppose that r = a/b with a and b G N and let 

4Soo,(a,6) (resp. As^,(a,&)) denote the p-adic completion of Ag T) 

[II](p-1)b 
(resp. of 

ôo 
pa 

[II](p-1)b 
), where [IT] is the Teichmuller lift of 7r. Arguing as in the proof of [2, 

Lem. 4.15] one has 

4^,(a,6) Q x G T(0,r] wr(x) > 0 C AS'°°(a,b) 
1 

'Tfl 

Since wr([7r]) > 0, we conclude that ^5^,(0,6) []fj] 1S dense in A^,'r' for the itv-adic 

topology. Since the [7f]-adic completion of ASoo^a,b) ®A+ W *s contained in the 
0̂0 
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wr-adic closure of Ag^r' ®£<o,r] ̂ -w^ an(̂  imaee m ^5 ,̂(a,6) contains ''As^^b) 

by 2.4, the conclusion follows. • 

Corollary 2.10. — The extensions AR^ C A S ^ , A^, C A^, , A'^ c A's and A^ c 

A^ are finite and étale. Their reduction modulo p coincide with E j ^ C Es^ and 
Ei'R C E'5 respectively. 

2.5. r)-modules and Galois representations. — Let S be as in 2.2. Let 
Rep(ëfs) be the abelian tensor category of finitely generated Zp-modules endowed 
with a continuous linear action of 

Let A be one of the rings As^ , A ^ , As, A^, As^ , A^, , A^ and A^ and let T 
be respectively Ts or Tfs. Let — ModA (resp. (<£,T) — Mod^) be the tensor 
category of finitely generated A-modules D endowed with 

(i) a semi-linear action of T; 
(ii) a semi-linear homomorphism ip commuting with T (resp. so that (p ® 1 : 

D <g)̂  A —> D is an isomorphism of A-modules). 

Note that if A = As , then A s is noetherian and (<^,Ts) — ModAs (resp. (ip,Ts) — 
Mod^s) is an abelian category. 

For any object M in Rep(^s)5 define 

3)(M) := An ® M 
ri „ 

Hs 
5 D(M) := A^®M 

< K z„ 

Ho 

J)(M) := Ap <8> M 
Hs 

D(M) := A-p 0 M 
zp 

Ho 

Note that 1)(M) (resp. 3)(M)) is an As-module (resp. Âs^-module) endowed with 
a semi-linear action of Ts- Analogously, D(M) (resp. D(M)) is a A^-module (resp. a 
A s ^ -module) endowed with a semi-linear action of T's. Analogously, define 

£>f(M) := A <̂8> M 
^ Rzr> 

ffîs 
DUM) := A l ® A4 

Rzp 

Ho 

©f(Af) := A^<8> M 
^ Rzr> 

J4?s 
D+(M) := A\-® M 

< Rzp 

Ho 

Then, 2)t(M) (resp. 2)t(M)) is an A^-module (resp. A^ -module) endowed with a 
semi-linear action of Ts- Analogously, D^(M) (resp. D^(M)) is a A^-module (resp. a 
At, -module) endowed with a semi-linear action of T'q. 

The homomorphism <p on A-^ and AjL defines a semi-linear action of (p on all these 
modules commuting with the action of Ts (resp. of T's). 

Theorem 2.11. — The functor 55 defines an equivalence of abelian tensor categories 
from the category Rep(éfs) to the category (ip,Ts) — Mod^- Let M be a finitely 
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generated Zp-module endowed with a continuous action of^s- The inverse is defined 

associating to an etale ((p,Ts)-module D the ^R-module y(D) := (^A-^(S>as 

Proof — See [1, Thm. 7.11]. • 

Lemma 2.12. — Let M be a finitely generated Zp-module endowed with a continuous 
action of^s- Then, 

(i) £)(M) (resp. D(M), £)(M), B(M)) is an étale (cp^Ts)-module over As 

(resp. A's, ASoo, As>J'>_ 
(i') ©t(jkf) (resp. Df(M), 2)f(M), D+(M)j is an étale (if,Ts)-module over AÎ> 

(resp. A ' J , A t , AL ); 
(ii) we havt J)(M) = lim 1)(M/pnM), 

oo<—n 
D(M) = lim D(M/pnM), 

oo<—n 
D(M) = lim lS(M/pnM), 

oo<—n 
D(M) = lim D(M/pnM), 

oo<—n 
where the limits are inverse limits with respect to n G N. More pre
cisely, ®(M)/Pn®(M) = ®{M/pnM), D(M)/pnD(Ml ^ D(M/pnM), 
S(M)/pnS(M) 9* £(M/pnM) and D(M)/pnD(M) ^ D(M/pnM) /or ev
ery n G N. 

(ii') ifM is torsion, then 2)t(M) = ©(M), Dt(M) = D(M), $ t (M) = 2>(M) and 
Dt(Af) = D(M); 

(iii) t/ie natural maps 

2)(Af) <g> A'5 D(M), O(M) (8) A ^ M ® A ^ 
zp 

and 

3)(M) (8) A5oo 
As 

S)(M), ©(M) ® ASio • D(M) 

ore isomorphisms; 
(iii') £/ie natural maps 

3)(M) (8) A5oo 
As 

Dt(M), 
©(M) ® ASio 

m <g> a ! 

and 

S ^ M ) <g> A s Sf(M), S ^ M ) O A ^ Df(M) 

are isomorphisms; 
(iv) t/ie natural maps 

&(M) ® A s 5>(M), D+(M) <g> A's D(M) 
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and 

£t (M) ® ASoo »(M), £t(M) ® ASoo 

ASoo 
D(M) 

are isomorphisms. 

Proof. — We refer the reader to [1, Thm. 7.11] and [2, Thm 4.35] for the proofs 
that 2)(M) and Sf(M) are étale (y>, r5)-modules and that D(M) = 2)t(Af) ® At A5, 

that 2)(M)(8)AS ^ M ® Z P A ^ and 2)T(M)®At AL ^ M ® Z P A t . Claims (i), 

(i7) and (iv) follow from this and the displayed isomorphisms. We prove the other 
statements. 

Due to 2.8, 2.9 and 2.10 to prove (ii7), (iii) and (iii7) one may pass to 

an extension C in R finite, étale and Galois after inverting p. For 

example, (M®ZpA^) T = (M(8)ZpA^) s ®As AT and (M®zpAs) T = 

(M 0zp A^)Hs <8>A's Ay by étale descent. Hence, if (M ®Zp A-^f^T ® A t Ay —» 

(M(g)Zp A^)Ht is an isomorphism, taking the J^-invariants, we get the claimed 

isomorphism (M ®Zp A^)^s ® As A75 -» (M ®Zp A^)Hs. 
Suppose first that there exists N G N such that pNM = 0. Then, there exists an ex

tension 5oo C Too such that JKT C J#S acts trivially on M. Replacing Soo with T^, 
we may then assume that Jffs acts trivially on M. By 2.9 we have Ag/pNA^s = 
As/p^As, A2/pNA'^= A's/p»A's, ÀljpNVSoo = ÀSx/pNASoo and eventu-
ally A^, /pNAg, = A^/pJVA5/Q. Furthermore, we have in this case 2)(M) = 

M®ZpAs, D(M) = M®Zp A;5, S (M) = M(8)ZpA5oo, D(M) = M <g>Zp A ^ and 
similarly for the overconvergent (ip, r(s)-modules. Then, the claims follow from 2.9. 

Assume next that M is free of rank n. It follows from [2, Thm. 4.35] that 
there exists an extension C Too in R finite, etale and Galois after invert
ing p such that 2)t(M)®At Ay is a free Ay-module of rank n. As we have 

seen above we may and will replace Soo with Too so that 2)t(M) (resp. 2)(M)) 
is a free A^-module (resp. As-module). Fix a basis { e i , . . . , en} of 2)1" (M). 
It is also a A^-basis of J)(M). Hence, it is a basis over A^- (resp. A^L 

A^, A s ) of M ® Z p A l (resp. M®ZpAl , M®ZpA^, M®ZpA^). Since Jt?s 
and H5 act trivially on { e i , . . . , e s } , we get claims (iii) and (iii7). For example, 

© (M) = (M ®Zp A s ) ^s = A5oo ei 0 • • • © ASoo en = © (M) ® As A5oo. 
We are left to prove (ii). We may assume that M is torsion free, since the claim for 

the torsion part is trivial. Note that 2)(M), 2)(M), D(M) and D(M) are submodules 
of invariants of free modules over p-adically complete and separated rings. For exam
ple, 2)(M) = (M®Zp A-^)^s C M®Zp A^. Hence, they are themselves p-adically 
complete and separated. It suffices to show that for every n G N the map from their 
quotient modulo pn to Z>(M/pnM) (resp. £(M/pnM), D(M/pnM), D(M/pnM)) is 
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an isomorphism. Due to (iii) it suffices to show it for S)(M) and in this case it follows 
from the fact that 2) is an exact functor by 2.11. • 

2.6. The weak topology on the (</?, T)-modules. — Suppose that M = ZJJ x 

N£Li Z/pSiZ as a Zp-module. Then, M ® is isomorphic to A ^ x HTLi A-^/p^A-^ 

as A-^-module and, in particular, the product topology defines a topology on M ® A-^. 
It is independent of the choice of the presentation of M as Zp-module and the action 
of <SS is continuous for such topology. Note that S(M), S(M), D(M), D(M) ,&(M) , 
2r (M), D*(M) and D*(M) are by construction submodules of M<g> A ^ . They are 
then endowed with the topology induced from the one just denned onMig) A ^ . We 
call it the weak topology. 

We state the following theorem relating the cohomology (continuous for the weak 
topology) of the various (<£, r)-modules introduced above. 

Theorem 2.13. — The natural maps 

Hn(TsMM)) ET(r'5,D(M)) H71 % , M <g> An 

H"(r'5,D(M)) ET(r'5,D(M)) H71 Gs, M 0 A-D 

HN(R5,Df(M)) H ^ I ^ S ^ M ) ) H71 
Gs, M 0 A-D 

and 

H"(r's,Dt(M)l H"(r's,Dt(M)) jjn 1 
GS,M® A l 

are a// isomorphisms. 

Proof. — See A. 14. 

3. Galois cohomology and ((p, r)-modules 

In this section we show how, given a finitely generated Zp-module M with continu
ous action of ^5, one can compute the cohomology groups Hn(£fs, M) and Hn(Gs, M) 
in terms of the associated (y>,rs)-modules D(M), 2)(Af), S^M) , Sf(M), D(M), 
D(M), D*(M) and DUM). We start with the following crucial: 

Definition 3.1. — Let D be a continuous (<p, rs)-module over As or A s ^ or A^ 
or A ^ (resp. over A's or A 5 ^ or A'J or A% ) . Define V(rs,V) (resp. #*(r'5,D)) 
to be the complex of continuous cochains with values in D. 

Let ^*(D) (resp. <^'*(D)) be the mapping cone associated to ip — 1: ^*(rs ,D) —• 
V(TS,T>) (resp. to - 1: i f (r;5,D) -> tf#(r'5,D)). 
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Theorem 3.2. — There are isomorphisms of 6-functors from the category o/Rep(£fs) 
to the category of abelian groups: 

jyi:ir(^"(D(_)))^.H<(G5,-)1 

jyi:ir(^"(D(_)))^.H<(G5,-)1 

p\:W{t?'{&Q))^W(<#s,-) 

jyi:ir(^"(D(_)))^.H<(G5,-)1 

^ ( ^ " ( D g ^ H ^ G s , . ) , 

jy i : ir(^"(D(_)))^.H<(G5,-)1 

^ : H i ( ^ ' , ( D t ( _ ) ) ) ^ H i ( G s , _ ) , 

^ : H i ( ^ ' , ( D t ( _ ) ) ) ^ H i ( G 5 , - ) . 

The isomorphisms p\, ft, p? and p} are Gal(M/K)-equivariant. 
Furthermore, all the maps in the square 

H*(^',(S>t(-))) 

r P ( ^ V 2 ) ( _ ) ) ) 

H*(^',(S>t(-))) 

>H'(^«(0(_))) 

induced by the natural inclusions of ((p, F s) -modules &(W) C 5)(W) C lb{W) and 
&(W) C 2)t(W) C VÇW), for W € Rep(êfs), are isomorphisms and they are com
patible with the maps p\, jiï, pi and p^. Similarly, all the maps in the square 

^ ( ^ " ( D t g ) ) ^(^"(Dtg)) 

IT(^"(D(_)); >H'(^'*(D(_))) 

are isomorphisms and are compatible with the maps p?, ¿7?, p[ and ft 

Proof. — First of all we exhibit in 3.1 the maps pi and ft (with or without ~or f) 
so that they are compatible with the displayed squares and they are compatible with 
the residual action of Gy (if one exists). We then prove that they are isomorphisms 
in 3.3. Eventually, we show that they are isomorphisms of (5-functors in 3.4. • 

3.1. The maps. — Let W be a Zp-representation of Let D(W) and A be (1) 
®(W) and A, (2) 2) and A, (3) &(W) and A* or (4) &(W) and At. Since in 
each case D(W) ®As — W ®zp A-^ by 2.12 and since the sequence (22) admits a 
rierht continuous solittiner. we have exact seauences of ^--modules 

(i) 0 • W • D(W) 
As 

AR e-1 D(W) 
4c 

AR 0 

Similarly, let D'(W)jmd A' be (1) D(W) and A', (2) D and A, (3) Dt(W) and A* 
or (4) Dt(W) and At. In each case D\W)®A>sA^ ^ W®ZpA'- by 2.12. Thanks 
to B.l we get exact sequences of %-modules 

(2] 0 • W • D'(W] 
A's 

A5 
e-1 D'(W) 

A' 
A' 0 
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The maps in both exact sequences are continuous for the weak topology by 2.12 and 
admit a right splitting as Zp-modules by B.l. 

Let (a,/3) be an n-cochain of f(D(W)) i. e., in if""1^,D(W))x(é?n(Ts,D(W)). 
Define 

C / 5 == P + (-l)nd(a(a)) e-Г1 H*(^',(S>t(-))) 

where d is the differential operator on ^n(Ts, D(W)) and a is the left inverse of ip — 1 
denned in B.l (for each of the four possibilities for A). 

Recall that the derivation on &*(D(W)) is given by d((a, (3)) = ((-l)n(<^-l)(/?) + 
da, d/3). Thus, (a, /3) is an n-cocycle if and only if it satisfies (—l)n(ip — 1)/? + da — 0 
and d(3 = 0. In this case, d c ^ = 0 and (^-l)c^p = (ip-l)f3+(-l)nd(ip-l)a(a) = 
{ip - 1)13 + (- l )nda = 0. Thus, is an n-cocycle in <*?n(̂ s, W) by (1). 

Choose a different continuous left inverse a' of ip — 1. Then, (ip — l)(cr/ — a) = 0 so 
that (a'-a)(a) lies in if"-1 (Sfe, W). T h u s , / ? + ( - l ) n d ( a ; ( a ) ) ( - l ) n d ( a ( a ) ) = 
(—l)nd(cr/ — cr)(a). In particular, ^ depends on the choice of cr up to a continuous 
coboundary with values in W. 

Let (a,(3) = ( ( - l ) n - % - l)6 + da,d&) € S f " - 1 ^ , / ? ^ ) ) x <*?n(r5, L>(W0) be 
an n-coboundary in &9(D(W)). Then, c£>/3 = db + ( - l ) 2 " " 1 ^ o (y> -
(-l)nd(cr(d(a))). Note that (l - (cr o (<p - l))b and a(d(a)) - d(a(a)) are annihilated 
by ip — 1. Hence, c™)/3 is the image via the differential of (1 — (a o ((p — 1))(6) + 
( - l )n (cr(d(a)) - d(cr(a))) which lies in ^?n~1(Sf5, W). In particular, it is a continuous 
coboundary. 

We thus get a map 

rY:W(^{D(W))) H»(âfe,wo. 

By construction it is functorial in W. In case (1) we get the map pi, in case (2) we 
get fa, in case (3) we get the map p\ and in case (4) we get p\. By construction they 
are compatible with the first commutative displayed square appearing in 3.2. 

Analogously, using (2), one gets the claimed map . In case (1) we get the 
map p'{, in case (2) we get p̂ , in case (3) we get the map p} and in case (4) we get *p}. 
They are compatible with the second commutative displayed square appearing in 3.2. 
Furthermore, we also have actions of Gy and we claim that r'™ is Gy-equivariant. 

Indeed, let (a,/?) be an n-cocycle in ^^(T^ Df(W)) x tfn(TfSyD'(W)). Let g G 
Gy. Then, g((a,l3)) = (<7(a),<?(/?)) and = g(/3) + (-l)»d(<r(fl(a))). On 
the other hand, g(c™ J) = g((3) + (—l)ng(d(cr(a))). Note that g o d = d o g and 
(ip - l)(a o g - g o a) = 0 since </? is Ty-equivariant. Thus, c£((ttj/3)) - g(c™p) = 

(-l)nd((a og-go a) (a)) is a coboundary in <*fn(%, W). 

Proposition 3.3. — The maps pif piy p\, p\, p'if ft, p} and are isomorphisms. 
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Proof. — We use the notation of 3.1. Since ^*(D) and &'*(Df) are mapping cones, 
we get exact sequences 
(3) 
En-L(rs, D(W)) s„ Hn(3"(D{W))) Kn(Ts,D(W)) (-i)"(v>-i) Un(rs,D(W)) 

and 
(4) 
Rn^(T's,D'{W)) Un(£r"(D'(W))) Rn(T's,D'(W)) (_1)п( 1 } Rn(T's,D'(W)) 

They are compatible with respect to the natural inclusions S)'(W) C 1)(W) C $)(W) 
and &{W) C &{W) C ®(W) (resp. &(W) C D(W) C T>(W) and D+(W) C 
E)t(W) c D(W)). Thanks to A. 14 we deduce that the horizontal arrows in the two 
displayed squares of 3.2 are isomorphisms. We are then left to prove that pi, pj, ft 
and ft} are isomorphisms. 

Prom the exactness of (1) and (2) and the existence of a continuous right splitting 
we get the exact sequences 
(5Ì 
H W <g> A-s) 

Zp 
<5n Hn(&s,D(W) ®As) Hn Sfe, W <g> As e-1 H" [<gs,W®As\ 

and 
6 

Hn-1 Gs, W ® ^ 
Zp 

S'h H" GS,W H" Gs, W ® ^ 
zP 

e-1 H" [<gs,W®As\ 
Zp 

Thanks to A. 14 the inflation maps 

Inf„:H"(rs,D(W)) Hn(&s,D(W) ®As) 
As 

H" Gs.W® AU 
Zp 

and 

Inf„:H" r'5,D'(W) H" Gs,£»'(W) A'R 
As 

H" G s . W ® AU 
Zp 

in cases (2) and (4) of 3.1 are isomorphisms. Take a cocycle r in ^n 1(Ts,D(W)). 
One constructs 5„(lnf„_1(r)) as d(cr(lnfn_i(r))). On the other hand, ôn(T) = 
(r,0) in ^n-\Ys,D{W)) x ^(rs,Z?(PF)) and c?j0 = (- l )"d(a(r)) . Thus, <5n o 
( - l ^ ^ I n f n - i = o ( - 1 ) 4 - If (a,P) is an n-cocycle in 3T*{D{W)), its image 
in En(Ts,D(W)) is the class of /?. The image of t£)/3 in H.n(&s,W®Zp As) is the 
class of (3+(—l)nd(cr(a)) i. e., of f3. We conclude that the exact sequences (3) and (5) 
are compatible via and the inflation maps Inf„ and Inf„_i i. e., the following di
agram commutes (the rows continue on the left and on the right): 

Hn~1(rs,D(W) 
-6n 

Kn(3~'(D(W))) >H"(rs,£>(W0)( 
:-D"(<p-i) 

(-1) n-1Inf n-1 ' n Inf„ 

En(&s,W®ZpA1i, On En(&s,W® En(&s,W®ZpA1i, e-1 
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An analogous argument implies that the exact sequences (4) and (6) are compatible 
via and the inflation maps Inf^ and Inf^^. The proposition follows. • 

Proposition 3.4. — The functors pi, pi, p\, p\, ft, ft, p^ and ft} are isomorphisms 
of 5-functors. 

Proof. — We use the notation of 3.1. We prove the proposition for r̂ . The proof for r[ 
is similar. Let 0 —» W\ —> W2 —> W3 —> 0 be an exact sequence of ^-representations. 
We need to prove that one has a connecting homomorphism S: Hn (D(W3))) —• 

(D(Wi))), making Hn(^* (£>(_))) into a 5-functor, and that the diagram 

Hn(&m(D(W3))) à Hn+1(^#(£>(Wi))) 

rw3 
i 

1 i 

h<+1(%,wU 
5' 

h < + 1 ( % , w U 
where 8' is the connecting homomorphisms, commutes. 

We start defining S. Let (a, ¡3) be an n-cocycle in ^n(D(W3)) = ^^(Ts, D(W3))x 
tfn(rs,D(W3)). Due to A.5.2 there exist a e ^^(TS,D(W2)) and b € 
tfn(rs,D(W2)) lifting a and /? respectively. Then, d(a,b) = ((-l)n(<p - 1)6 +da, d&) 
is an element of ^n{Ts,D{W{)) x ^n+1(r5, D(W^i)) and it is a n + 1-cocycle of 
&*(D(Wi)). Its cohomology class is, by definition, 6((a,/3)). Note that 

ud(a,V = db + - 1 2n+ld a o(^- ! ) (&)) (-l)n+1d(a(da)) 

On the other hand CU) = ß (-l)»d(<x(a)). Consider . = 6+(-l)nd(<r(a)) 
in lies in ^n(îfs,W2). Then, 7 == <?0>6) - <T Ь-Ща,Ъ)) lies in ^n(îfs,W2). 

Furthermore, it lifts c™Q/3) since <r((<£ — l)c™a/3̂ ) = 0 because (a,(3) is a cocycle. 
Then, the class of $'(c?ag)) is dj. To compute it we may take the differential 
in ^ ( S f e . W b B z ^ s ) i. e., 

< , 6 ) - da >-1 ) (сГа ,Ь ) ) = db-d ao{v-\)(b)) {-l)n+1d(a(da)). 

Here, we used that d<7 (G?-l)(d(<7(a)))) = d(cr(da)). The conclusion follows. 
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II. GLOBAL THEORY 

4. Étale cohomology and relative (<p, r)-modules 

As in the Introduction, let X denote a smooth, geometrically irreducible and proper 
scheme over Spec(F). Fix a field extension K C M C K. In this section we review 
a Grothendieck topology on X, introduced by Faltings in [14] and denoted XM5 and 
its relation to étale cohomology; see 5.11. We also define the analogue Grothendieck 
topology, Xm on the formal completion 2£ of X along its special fiber. In this sec
tion we study p-power torsion sheaves for these Grothendieck topologies and compare 
their cohomology theories. The main result of this section is the following. Let L 
be an étale local system of Z/pnZ-modules on Xk, for some n > 1 and let Lrig be 
the corresponding étale local system on the rigid space XT^G attached to Xk- For 
every pointed étale open of 2£ (see 4.4) such that ^ = Spf(i?^) is affine 
and Rq/ is a small F-algebra (see 2.2), let L be the fiber of Lrlg at the geometric 
generic point of ^/^ë defined by s (see 4.5). As the notation suggests it is indepen
dent of % and s. Let £)^(L), D^(L), 2)^(L), D^(L) denote the respective (<p,T)-
modules over R<%. For each i > 0 the associations (^ , s ) —• H*(^#(D^(L))), 
(&j8) _ > H*(^(D*(L))) , (<2r,a) — W(f@v(L))), % — W (^(D^(L))) 
are functorial and we denote by J^'ar(L), ^'ge(JL), ^'*'ar(L) and (L) re
spectively the associated sheaves on the pointed étale site We have 

Theorem 4.1. — There are spectral sequences 

i) E?'9 = H" tre#t,jrp'*'ge(L) Hp+q XK, et, L 

ii) i)E?'9 = H" ^ , ^ p ' * ' a r ( L ) Hp+q XK, et, L 

where * stands for nothing or t. Moreover, the spectral sequence i) is compatible with 
the residual Gy-action on all of its terms. 

The proof of theorem 4.1 will take the rest of this section. In particular, see 4.5. 

4.1. Some Grothendieck topologies and associated sheaves. — Following 
[14, §3, p. 214] we define the following site: 

Let X be a scheme flat over V. We denote by XM,et the small étale site of Xm 
and by Sh(XM,et) the category of sheaves of abelian groups on lM,et-

The site Xm- — The objects consist of pairs (U, W) where 

(i) U —> X is étale; 
(ii) W —• U <8>v M is a finite étale cover. 

The maps are compatible maps of pairs and the coverings of a pair (£/, W) are fam
ilies {(Ua, Wa)}a over ([/, W) such that UaUa —• U and Ila^a —> W are surjective 
It is easily checked that we get a Grothendieck topology in the sense of [3, 1.0.1] 
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It is noetherian if X is noetherian; see [3, 11.5.1]. Note that one has a final object, 
namely (X, XM)- Let S1I(3£M) be the category of sheaves of abelian groups in XM-

Let 3E be a formal scheme, flat over Spf(F) and with ideal of definition generated 
by p. Denote by the small etale site on 3£ and by S h ( ^ t ) the category of 
sheaves of abelian groups on 3£et. 

The sites <^M>fet and ^M,fet- — Let % —• 3£ be an etale map of formal schemes. 
Define ^M'fet to be the category whose objects are pairs (W, L) where 

(i) L is a finite extension of K contained in M; 
(ii) W —> WRIG ®K L is a finite etale cover of L-rigid analytic spaces; here ^rig 

denotes the if-rigid analytic space associated to °t/. 

Define Hom^M,fet ((W,L'),(W,L)) to be empty \l L <jL L1 and to be the set of 
morphisms g: W —> W®LL' of //-rigid analytic spaces if L C V. The coverings 
of a pair (W,L) in ^M>fet are families of pairs {(WA,LA)}A over {W,V) such that 
H«3^a —> W is surjective. Define the fiber product of two pairs (W, L') and (W, L") 
over a pair (W,L) to be (W xWW',L"F) with V" equal to the composite of V 
and L". It is the fiber product in the category ^M>fet 

Let ^2 —> be a map of formal schemes over SC. Assume that they are etale 
over 3£. We then have a morphism of Grothendieck topologies p^1?^2: ^M,fet 
%MM given on objects by (W,L) i-> {W x^ns %^,L). It is clear how to define 
such a map for morphisms and that it sends covering families to covering families. 

Let y><% be the system of morphisms in ^M>fet of pairs (W,L') —• (W,L) such 
that g: W —• W <8>L L' is an isomorphism. Then, 

Lemma 4.2. — The followinq hold: 

i) the composite of two composable elements of is in ó?<% ; 
ii) given a map % ~~* of formal schemes étale over 3£', we have p^1}̂ 2 (-^Wi) C 

ih) t/ie frase change of an element of via a morphism in ^M>fet %s again an 
element of 

iv) if f : (# i ,L i ) —> L) and (#2,-^2) —• (^,L) are morphisms lying in 
and if h: (# i ,L i ) —> (#2,^2) ^ a morphism in ^M'fet s^c/i ^at f = g o h, 
then h is in . 

Proof — Left to the reader. 

Thanks to 4.2 the category ^M'fet localized with respect to SP<% exists and we 
denote it by ^M,fet- Note that the fiber product of two pairs over a given one exists 
in ^M,fet and it coincides with the fiber product in ^M'fet. The coverings of a 
pair (W, L) in ̂ Af,fet are families of pairs {(>^*, LA)}A over (W, L) such that Ua^a 
W is surjective. By 4.2 the category ^M,fet and the given families of covering define 
a Grothendieck topology. It is a noetherian topology if the topological space 2£ 
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is noetherian. By abuse of notation we will simply write W for an object (W^L) 
OF ̂ M,FET-

We recall that, given pairs (# i ,L i ) and (W2,L2) in ^M,FET> one defines the set of 
homomorphisms 

H o m ^ ^ f ( ^ i , L i ) , ( ^ 2 , L 2 ) i := lim 
(W',L')->(W'1,L'1) 

HomtìVM.fet (W',L'),(W2,L2) 

where the direct limit is taken over all morphisms V) —» (W\, Li) in • Equiva-
lently, due to 4.2, it is the set of classes of morphisms Lx) «- I/) —• (>^2, ¿2), 
where (>r',Z/) (#i,Zq) is in J ^ , and two such diagrams (# i ,L i ) <- Or ' ,L ' ) -> 
(#2,^2) and <- (W",L") -> pT2,L2) are equivalent if and only if there is 
a third one (* i ,Li ) «- (#"",£/") -> (#2,L2) mapping to the two. If (* l ,Li) <-
(>T/,L/) (#2,L2) and (#2,L2) <- (W",L") -> ( ^ , ¿ 3 ) are two homomorphisms, 
the composite +- (W'",V") -> 0T3,L3) is defined by taking (W'h\Lm) to 
be the fiber product of {W,U) and (W",L") over (>T2,L2). 

Let ^2 ^1 be a map of formal schemes étale over Due to 4.2, the map 
P^i,^2: ^/^iîet —> 2̂M'fet extends to the localized categories and defines a morphism 
of Grothendieck topologies ^2 m FET - ^ ^ i m FET which, by abuse of notation, we write 
W->WxUrig U2rig. 

The site XM- — Define XM to be the category of pairs where W —> 3E 
is an étale map of formal schemes and W is an object of ^M,FET- A morphism 
of pairs -> is denned to be a morphism 9/ as schemes 
over and a map W -> >T x^rig ^'rig in ̂ j f e t . A family 
(^,y^,L) is a covering if {&a}a is an étale covering of °i/ and, for every a, 
(^,/3,LA,/3)/3 is a covering of >^ x^rig ^rjig in %,M,FET. 

Remark that the fiber product of two pairs and 
over a pair (<2r, >T) exists putting 9/'" := W and to be the fiber prod
uct in &MM of x^rig ^'"rig and W" x^rig ^'"rig over W x^rig ^"'rig. The 
pair (^T, (^Tng, K ) ) is a final object in Xm- We let S1I(3£m) be the category of 
sheaves of abelian groups on XM-

We remark that in all the categories Sh(_) introduced above AB3* and AB5 hold 
and the represent able objects provide families of generators. In particular, one has 
enough injectives; see [3, Thm. II. 1.6 & § 11.1.8]. 

4.2. Morphisms of Grothendieck topologies. — One has natural functors: 

(I) UX,M • XM (X 0 y M)pt with uxMU, W) := W; 
(Il.a) VX,M ' Xet XM given by VX,M(U) :=Z (U,U®VM)-

(Il.b) V^rM' &et XM given by v^M(^) '•= (W,(Wrìz,K)). 

Assume that 3C is the formal scheme associated to I i. e,, that it is the formal 
completion of X along its special fiber. We then have: 
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(III) fix,M '• %M —> XM given by fix,M (U, W) := {ftt, (W, L)) where % is the formal 
scheme associated to U and if the cover W —• U ®v M is defined over a finite 
extension K C L, contained in M, then W —> is the pull-back via ^/lg —> 
£/£lg of the associated finite and etale cover of rigid analytic spaces Wng —> C/̂ lg; 

(IV) i/x : Xet —• given by vx{U) = 9/ where tyt is the formal scheme associated 
to U. 

Let K C Mi C M2 C K be field extensions. Define 
(V.a) (3MuM2 : XMl *M2 by 0MLTM2(U,W) = {U,W®Ml M2). 

(V.b) PMUM2:XMi->XM2 by ^ M I , M 2 ( ^ , ^ ) = 

Due to the definition of XM? the functors /XX,M and (3M1,M2 are weu* defined. More 
precisely, given (17, W), the image /J>X,M(U, W) does not depend on the subfield L C 
M to which descends. Analogously, given tyt G then (3M1,M2 sends the 
multiplicative system S?<%, used to define XMX »to the multiplicative system used 
to define XM2 -

It is clear that the above functors send covering families to covering families and 
commute with fiber products. In particular, they are morphisms of topologies, see [3, 
Def. 11.4.5]. Given any such functor g, we let g* and g* be the induced morphisms 
of the associated category of sheaves for the given topologies; see [3, p. 41-42]. Note 
that the functors above preserve final objects and commute with finite fibred prod
ucts. Therefore, the induced functor g* on the categories of sheaves is exact by [3, 
Thm. 11.4.14]. 

We work out an example. If & is a sheaf on XM-> then /XX,M,* is the sheaf on XM 
defined by (U,W) «^(/XX,M(£J, W)). If & is a sheaf on X M , then fJL*XiM{&) is the 
sheaf associated to the separated presheaf defined by (^, W) i—• l i m ^ w ) ^(Uf, W) 
where the limit is the direct limit taken over all pairs (U\ W) in XM and all 
maps - HX,M(U',W) in XM-

Notation. — If & is a sheaf on XET or is in Sh(XET)N (see section 5 for the definition), 
we write J2"form for respectively for i/£N(«^). 

If L is a locally constant sheaf on XM,et > by abuse of notation we denote L its push 
forward UX,M,*(^) £ SIi(XM)- It is a locally constant sheaf on XM-

If & is a sheaf on XM or is in S1i(£M)N? we denote by Ĵ *ng the pull-back \i*x M(^)-
Note that if & G SIi(£M) is locally constant, then "̂rig is also a locally constant sheaf 
on XM-

4.3. Stalks [14, p. 214]. — Let KX be a finite field extension of K contained in K 
and denote by Vx its valuation ring. 

Fix a map x: Spec(T4) —• X of F-schemes and denote by x: Spec(V) —> X the 
composite of x with the natural map Spec(V) —> Spec(Vrx). Let be the the 
direct limit lim^ Ri taken over all pairs {(Ri, /*)}» where Spec(i?^) is etale over X and 
fi: Ri —• V defines a point over x. Let & be a sheaf in Sh(XET). The stalk &x of 
at x is defined as &x — ^{&sxx) DV which we mean the direct limit lim; ^"(Spec(i?i)). 
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Define &X,X,M as the direct limit lim^j R[^ over the pairs {(R^J^R^J —> V)}ÌJ 

where (1) R^ • is an integral i^-algebra and is normal as a ring, (2) (g)y K is a 
finite and étale extension of Ri (g) y M, (3) the composite Ri <8>y M —> R[ 3;<g>v K —• K 
is r®£ »—• fi(r) - £. If ^ is a sheaf in Sh(3tM)? we then write ^ or equiv-
alently &(ûxtx,M®v K) for the direct limit lim^ ^ ( S p e c ^ ) , Spec(#- ̂  ®v If)). 
We call it the stalk of & at x. 

Let GX,M be the Galois group of & X,X,M ®V K over <8v M. Then, &x is 
endowed with an action of GX>M-

Let V C 1 4 be a finite extension of DVRs. Let x: Spf(Vx) —> be a map of In
formal schemes and let x : Spf (V) —• 3C be the composite of x with Spf (V) —» Spf (Vx). 
Define â*o£ x be the direct limit lim^ Si over all pairs {(Si, gi)}iei such that 5; is p-
adically complete and separated F-algebra, Spf (Si) —̂  is an étale map of formal 

schemes and ^ : Si —• V defines a formal point over x. If & is a sheaf in S h ( ^ t ) » the 
stalk of ^ at x is defined to be the direct limit := limie/ ^"(Spf(Si)). 

Write Ûx,X,M for the direct limit lim^- S^- over all triples {(S^ -,S^- —> V, LÌJ)}ÌJ 

where (1) L^- is a finite extension of K contained in M, (2) S[j is an integral ex
tension of Si and is normal as a ring, (3) S[^ ®y K is a finite and étale Si ®y L^j-

algebra, (4) the composite Si <8>y L^j —> 5^- -K" —> if is a ® £ i—• ̂  (a) • Given 
a sheaf & in S1I(£M)? denote by or equivalently % ,X,M ®V K), the direct 
limit lim*j (Spf(Si), (Spm(5-jj ®v K), Litj)). We call it the stalk of & at x. 

Denote by GXJM the Galois group of @ x,X,M ®V K over ûsJjr x • M. Then, is 
endowed with an action of GX M • 

Lemma 4.3. — Let k(x) (resp. k) be the residue field of Vx (resp. V) and denote by 
Xk' Spec(fc(rr)) —• Xk (resp. Xk : Spec(fc) —> Xk) the points induced by x or x (resp. x 
orfi) on the special fiber Xk of X or of ^ . Then, 

i. û*x x coincides with the strict henselization of &x,xk and x coincides with 
the strict formal henselization of 0sc,xk • 

Assume that 3£ is the formal scheme associated to X and that x is the map of 
formal schemes defined by x. Then, 

ii. (^xx» (P)) and {P% X'(P)) are noetherian henselian pairs and the natural map 
&sx,x ~~®% x is an isomorphism after taking p-adic completions; 

iii. the base change functor from the category of finite extensions ofû^x, étale after 
inverting p, to the category of finite extensions of x, étale after inverting p, 
is an equivalence of categories; 

iv. the maps 0$Jp0$tX -> ^x^IV^xa AND ~^X,XM/P^X^M 

& se ,X,M lv@ sc ,X,M are isomorphisms. 
v. Frobenius on &,X,Mlv@3£,X,M is surjective with kernelpv 0^ xMjp&^ xM. 
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Proof. — (i) The strict henselization of &x,xk is defined as the direct limit limj Tj 
over all pairs {(Tj,tj)}j where Spec(Tj) is etale over X and tji Tj —> k is a point 
over Xk- In particular, we get a map &x,x = 1™* R% —* x̂,Xfc = Tj by associating 
to a pair (Ri, fim. Ri —* V) the pair (Ri,iJ^ —> V —> fc). To conclude that such a map 
is an isomorphism it suffices to show that for any pair (Tj,tj) there is a unique map 
of V-algebras Tj —> V lifting tj and inducing the point x. The base change of Tj 
via x defines an etale F-algebra Aj and tj induces a map of V-algebras Aj —» k. 

By etaleness of Aj the latter lifts uniquely to a map of F-algebras Ai —> V which, 
since Tj is of finite type over V, factors via V. 

The strict formal henselization of & gc ,xk is defined as the direct limit lim^ Qj 
over all pairs {Qj,qj}j where Qj is a p-adically complete and separated V-algebra, 
Spf(Qj) —> is an etale map of formal schemes and qj: Qj —> A: is a point over 
The proof that - is the strict formal henselization of &%:,xk is similar to the first 
part of the proof and left to the reader. 

(ii) It follows from (i) that &xx (resP- @% x) is a local ring with residue field k and 
maximal ideal mx (resp. mx) generated by the maximal ideal of &x,xk- In particular, 
the graded rings grm^5£x and grm&0sJjr,x are noetherian so that &*x,x an<^ @%are 
noetherian. 

We claim that x,xtix) is a henselian pair; see [11, §0.1]. This amounts to 
prove that any etale map 0^ x —> B, such that k = 0*% £/xnx0s^- x —> B/mxB is an 
isomorphism, admits a section. Note that there exist i and an etale extension Si —* A 
such that B is obtained by base change of A via 5j —> £• Via a: ^/m^^4 —• 
B/xaxB = A; the pair (A, a), where A is the p-adic completion of A, appears in the 
inductive system used to define the strict formal henselization of &s£,xk so that, 
thanks to (i), we get a natural map A —> £ and, hence base-changing, a map of 

x-algebras B —• @% x. Analogously, one proves that (G^x,mx) is a henselian 
pair. 

Note that p is contained in mx, so that (G^x, (p)) aRd (^^,X'(p)) are 
henselian pairs. Let &sx®¥p,xk be the strict henselization of the local ring 
of X<g>y VypF at Xfc. By construction we have natural injective maps ^ x x / p ^ h x —> 

,x/P^&,x ~^ ^X(g)Fp,xfc- We claim that such maps are isomorphisms. It 
suffices to show that the composite is surjective. Using (i) this is equivalent to 
prove that the map from the strict henselization of &x,xk to the strict henseliza
tion of &x®Fp,xk is surjective. This amounts to show that given an etale map 
/ : Spec(i^) —> Spec(€?x ®Fp,xk), there exists an etale map g: Spec(5) —* Spec(£?x,Xk) 
reducing to / modulo p. By the Jacobian criterion of etaleness we have R = 
0x®Fp,xk[Ti,...,Td]/(h1,...,hd) with det (dhi/dTj)dij=1 invertible in R. Then, 

S := 0x,xk[Tu...,Td]/(qi,...,qd) \det(dqi/dTj)~1^, with q{ lifting hu is an etale 
&x,xk-algebra and lifts R as wanted. Since p is not a zero divisor in x anô  
in 6*% £, we conclude that the graded rings grp^j£x and in g*p&% x are isomorphic, 
concluding the proof of (ii). 
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(iii) Let ûfx (resp. 0*£ x) be the p-adic completion of 0*£x (resp. Thanks 
to [11, Thm. 5] one knows that the category of finite extensions of ûj^x, étale after 
inverting p (resp. the category of finite extensions of x, étale after inverting p), is 

equivalent to the category of finite extensions of &*xx = x> étale after inverting p. 
The claim follows from (ii). 

(iv) The first claim follows from (ii). The second follows from the first and (iii). 
(v) Note that pa G & se ,X,M for every a G Q>o- It follows from [14, §3, Lemma 

5] that Probenius is surjective on & gc ,X,M I Ve* @ 3C ,X,M for every 0 < a < 1. Let a G 
@3C,x,M' Write a — bP +ppc with b and c G 6gc,x,M- Write c = dp +p1~pe 
with e G & se % M> Then, a = (b + pp1 d)p modulo pu gç x M • 

Let a G Û gr x M be such that aP G pO gr x M. Then ap 
P 

a 
l 

pP 

P 
lies in G qr A M . 

Since the latter is a normal ring, this implies that a 
1 € @3£,X,M as claimed. 

Proposition 4.4. — The notation is as above (in (2), (3) & (5) below we also assume 
that 3£ is the formal scheme associated to X and that x is the map of formal schemes 
associated to x: Spec(T4) —• X). 

1) Suppose that X (resp. 2£) is locally (topologically) of finite type overV and that 
every closed point of X maps to the closed point o/Spec(Vr). Then, a sequence 
of sheaves & —> —> Jtf on XET (resp. XM, resp. 3£et, resp. XM) is exact if 
and only if for every point x of X (resp. x of 2£) as above the induced sequence 
of stalks &x —• % —• (resp. 

2) let & be in Sh(Xet). Then, v*x(&)x = &xl 
3) if& is in Sh(3tM), then, MX,M(^)X = &xl 

4) fix field extensions K C Mi c M2 C K. Then, PMUM2 (resP- $MXmJ °f 
a flasque sheaf is flasque. Furthermore, if ^ is in Sh(XMi) (resp. & is in 
Sh(XMi)^ then one has natural identifications: 

а) вХ*. „(&)x = (resp. вЬ. МЛ&)& = 
b) if MA C MO is Galois with arouv G. then *H°(£M. = 

н° (£м2,/^1)М2(^)) (resp. H°(XMl,^) H° % , ^ M 1 ) M 2 ( ^ ) ) ) 

Assume that Kx is contained in M. Then, 
5) we have a natural isomorphisms GX,M — GX,M and, if & is in XM, the isomor 

phism n*x M(^)X — is compatible with the actions of GX,M and GX,M 
6) let & be a sheaf in XM> Then, (RqvX,M,*(^))X ~ H<?(G*,M, ^ r ) / 

7) let & be a sheaf in XM- Then, (Rqv%- M*(^)k = H9(Gx,M,^r). 

Proof. — (1 ) In each case it suffices to prove that a sheaf is trivial if and only if all 
its stalks are. 

We give a proof for a sheaf on XM and leave the other cases to the reader. Let & G 
S1I(3£M) such that for every point x of X, defined over a finite extension of if, we 
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have &x = 0. Let (17, W) G XM and let a G &(U, W). Then, for every x: Spec(Vx) -» 
U and every point y: Spec(Ky) —» W over x(8>yK, which exists since W —> 17M is 
finite, there exist (C7X, WY) G XM and a map (Ux, Wy) —• (£7, W ) such that (1) x ®v V 
factors via Ux, (2) y<8>K K factors via Wy and (3) the image of a in &(UX, Wy) is 0. 

Due to the assumption, the set of points x (resp. y) as above are dense in U 
(resp. W) so that there exist points Xi and yi such that Hi(UXi,Wy.) —> ((7, W) is 
a covering of (U,W) in XM- Since & is a sheaf, the homomorphism &(U,W) —> 
["Ii ^(UXi,Wyi) is injective. Hence, a = 0 to start with. 

(2) Since any sheaf is the direct limit of representable sheaves and direct limits 
commute with vx and with taking stalks, we may assume that & is represented by an 
etale X-scheme Y —» X. In particular, fx(&) is represented by the formal scheme <3f 
associated to Y. Let Yx (resp. be the pull back of Y (resp. <3f) to Spec(^x,a;) 
(resp. Spec(<^r,x)). We then have the following diagram 

FX 

H o m ^ е9л,е%А 

VU&ÌA 

н о т , - . [е9л,е%А > Homk(ûYx ®vk,k) 

By 4.3(i) these maps are bijective as claimed. 
(4) If & is in Sh(XMi), then /?мьм2(^) is the sheaf in Хм2 associated to the 

presheaf /?м15м2(^) defined by (U,W) lim&(U', W) where the limit is taken 
over all the pairs (UF,W) in XMl and all the maps (U,W) -> (U',W'®MLM2). 
This is equivalent to take the direct limit over all pairs (U,W) in XMI and over 
all maps (17, W) —• (17, W) as UM1 -schemes. If Mx С M2 is finite, there exists 
an initial pair, namely ([7, W) itself, viewed in Хмг via the finite and etale map 
W -> U®VM2 -> 17 ® v Mi, so that 0MIM2(&)(U,W) = &(U,W). In general, 
there exists a finite extension Mi с L contained in M2 and a pair (17, WL) in XL 
such that W = WL ®L M2. Since any morphism of pairs in Хм2 descends to a finite 
extension of Mb we conclude that P]£liM2(&)(U,W) = & (U,WL®L M2), defined 
as the direct limit \imL> ^(U, WL <8>L L') taken over all finite extensions L С V 
contained in M2, considering (17, WL <8>L L') in Хмх via the finite and etale map 
WL <8>L —> U <g>v L ^ U C*V K. In any case, we conclude that Мз is already 
a sheaf i. е., = FMliMl(&). Furthermore, /3*Mi M2 preserves flasque objects 
and satisfies (a). 

For (b), recall that XMx and Хм2 have final objects so that global sections can be 
computed using the final objects. Since Хм2 ~^ Хмг is a limit of finite and etale covers 
with Galois group G and & is a sheaf on XMI , one has &(X, X M J = ^ " ( X , XM2)G. 

Then, H°(XMl,^) = ^ ( X , X M L ) = ^ ( X , X M 2 ) G = H° ( X M 2 , / ^ , M 2 ( ^ ) ) G and (b) 
follows. 

A similar argument works for . Details are left to the reader. 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2008 



370 FABRIZIO ANDREATTA & ADRIAN IOVITA 

(3) & (5) The first claim in (5) follows from 4.3(iii). To get the second claim and (3), 
one argues as in (2) reducing to the case of a sheaf represented by a pair (C7, W), so 
that V*X,M(UIW) = and using 4.3(iii). 

(6) Consider the functor SIL(XM) —• (GX)M-Modules), associating to a sheaf & its 
stalk &x. It is an exact functor. Recall that &x — lim^ J^*(Spec(i?i), Spec(i?J • ®y if)) 
Thus, the continuous Galois cohomology H* (GX>M> &X) is the direct limit over i and j 
of the Chech cohomology of & relative to the covering (Spec(i?f), Spec(i?£ • <g>v K))-
In particular, if & is injective, it is flasque and H9(GXJM,^X) = 0 for q > 1. 

Both {(Rqv^MA^))x}q and {H9(Gx,M,^r)}g are J-functors from Sh(XM) to 
the category of abelian groups. Also (Rqv$;:M,*(<^))X is zero for q > 1 and & 
injective. For q = 0 we have 

(R O V , M , . ( R) ) , lim F 
i 

Spec(A), SpecfÄ <g> if) F @X.xM ® i^ 
v 

Cx,m 

This proves the claim. 
(7) The proof is similar to the proof of (6) and left to the reader. 

Lemma 4.5. — Assume that 2£ is the formal scheme associated to X, thatX is locally 
of finite type over V and that every closed point of X maps to the closed point of 
Spec(V). We then have the followinq equivalences of 8-functors : 

i. Rq(vxovx,M,*) = VxoRqvx,M,* and RQ RqvX,M,* (UX,MA^) = °2µ*X,M °2µ*X,M 

ii. v*x O RQVX,M,* Rqvx,M,* °2µ*X,M 

Proof. — (i) Since v\ and \i*x M are exact and VX,M,* and V^t,M,* are left exact, the 
derived functors of ux o VX,M,* and V&^M,* ° H*x M exist. By 4.4 we have 

*4 R ' » m , , ( ^ ) X RqvX,M,* (UX,MA^) }x 
H9 GXIMI ^x 

and 

Rqv$riM,* Rqv$riM,* x RQ Gx,M, Дх,м(^")ж 

This implies that if & is injective, vx (Rqvx,M,*(^)) = 0 and Rqv%-,M,* (a*X,M(^)J = 
0 for q > 1. Hence, Rq(yx ° = ^x ° RPVX,M,* (RESP- Rq(v%-,M,* ° A*X,M) = 

R9;?^r,M,* ° H*x M)- Indeed, they are both S-functors since ux (resp. fix M) is exact, 
they are both erasable and they coincide for q = 0. 

(ii) We construct a map 7 j ? : ux ( ^ X , M , * ( ^ ) ) — • «̂2T,M,* (/ix,M(t^)) functorial 
in &. The sheaf ^ (^X,M,*(^)) is the sheafification of the presheaf &\ which asso
ciates to an object % in &et the direct limit lim^*(C7, UK) taken over all U G XET 
and all maps from to the formal scheme associated to U. On the other hand, 
the presheaf ^2 '= V^,M,* ( a O ^ M ^ ) ) ( / / X , M ( ^ ) is taken as presheaf) associates 
to G JTet the direct limit lim <^(U, W) over all ([/, W) in 3£M and all maps from 9/ 
to the formal scheme associated to U and from ^rig to the rigid analytic space defined 
by WTlg Xf/rig ^ng. We thus get a morphism at the level of presheaves &\ —> 
Passing to the associated sheaves we get the claimed map. 
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The map 7 ^ induces Rqj&: Rq(vx 0 « X , M , . ) ( ^ ) —> R 9 ( ^ , M , * O M X , M ) ( ^ ) -
Using (i), we get a natural transformation of ̂ -functors as claimed in (ii). We are left 
to prove that it is an isomorphism. This can be checked on stalks and, as explained 
in the proof of (i), it amounts to prove that for any sheaf & one has H9 (GX)M» &X) — 

H9 (GX,M>Mx.AF ( ^ ) S ) - Tne conclusion follows since ^X,M(^)X — and GX:M = 
GX,M thanks to 4.4. • 

For later purposes we introduce the following variants of the topologies introduced 
above: 

4.4. Pointed étale sites. — Les 3£ be a p-adic formal scheme, formally smooth 
over Spf (V) and with 3£ <g>v k geometrically irreducible. Let K be a separable closure 
of the field of fractions of 3£ <g>y k. Let W K be a Cohen ring for K i. e., a complete 
DVR such that W K / ^ W K = K. Let be the p-adic completion of an algebraic 
closure of the fraction field of W i containing K. 

The site 3C*V — Denote by X*t the following Grothendieck topology. As a category 
it consists of pairs (^, 5) where —• X is an étale morphism of formal schemes and 
s is a morphism Spf (WK ®w(fc) V) —> tft of V-formal schemes inducing a geometric 
generic point of A map of pairs (^ , s ) —> (W,s') is a map of JT-schemes 
^ —• W such that the composite with s is s'. A covering Hi€j(%,s») —> (^ , s ) is 
defined to a map of pairs (%,Si) —> (^ ,s) for every i such that —• ̂  is an 
étale covering. 

Fix £: Spf(T4) —> I F as in 4.3 and choose a homomorphism 77̂  : ^ —• 
W K ®w(fc) ^ inducing the geometric generic point IK on (G)y k. Given a sheaf Ĵ " 
on X*t define to be &{0%^x) as in 4.3 i. e., if 6% x is the direct limit lim* S{ 
as in loc. cit. and if si : Spf (WK ®w(fc) V) ~~* Spf(£I) is defined composing with rjx, 
then '•= LINIIG/ ^"((Spf(S'I), SI)) . One then proves that a sequence of 
sheaves on X*t is exact if and only if the associated sequence of stalks is exact for 
every x: Spf(V^) —• 3C. 

The site X*M. — Define X*M to be the following Grothendieck topology. Its objects 
are the pairs s), W, L) where (^f,W,L) is an object of XM and (^ , s ) is an 
object of SQ. A morphism ( ( ^ , s), W, L) -* s'), W, V) in X9M is a morphism 
(<^,^,L) (^', #" , ! / ) in such that the induced map arises from a 
map (<2r,s) -+ (W,s') in .TJJ. A covering UieI((Wu Si),WuL{) ((^',s'), £') 
is the datum of morphisms ((%5 s^), Li) —> ( (^' , s')> -^0 f°r every z G I such 
that TLi(%,Wi,Li) -> (WW,L') is a covering in XM. 

Fix £: Spf (14) —> X as in 4.3. Choose a map r?£ : x —• W K ®w(fc) V inducing 
the geometric generic point K on X (&yk. Given a sheaf & on X*M put &x := 
^{P,X,M ®v K) where, using the notation of 4.3, we write &{&ge,X,M ®V K) '•= 

]hmtj ^((Spf(Si), Si), Spm(5^- ®v K), Litj). Then, a sequence of sheaves on X*^ is 
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exact if and only if the associated sequence of stalks is exact for every x: Spf(Vx) —> 
X 

We have functors 
(i) a: -> $ret given by a(W,s) = <%\ 

(ii) b: X*M -> XM given by b '(W,s),W,L) = («r,5T,L); 
(ih) VgrM • ^et -> *M given by var.Af (^,«) = ( (^ , s ) ,^r ig , t f ) . 

As in 4.4(7) one proves that for every point x: Spf(Vx) —• 3£, 

H* (Gx,M5 ^ir) 5 H* (Gx,M5 ̂ ir) 5 GX,M ;— Gal V 3C,x,M WJ\/V$;,x ' ш 
Then: 

Lemma 4.6. — Assume that X is smooth and geometrically irreducible over V and let 
X be the associated p-adic formal scheme. Then: The categories 2£*t and X*M admit 
final objects. Furthermore, a (resp. b, resp. V^,M) send final object to final object 
and a (resp. b) are surjective. 

Proof. — Since X is formally smooth over Spf(Vr), for every étale map °i/ —• X 
also 9t is formally smooth over V. Thus, if <ft irreducible and if we fix a geometric 
generic point 5^ : Spec(K) —> there exists a map s<% : Spf (WK ®w(fc) V) —> 
lifting s<fy. This proves that a, and hence 6, are surjective. 

We claim that ( JT, s j ) is a final object in 3£*t. This implies that ((<>£", s ^Trig, K) 
is a final object in X*M and that a, b and vgc ,M preserve final objects. To prove 
the claim it suffices to show that given two maps s, s': Spf (WK ®w(fc) V) ~* X as 
V-formal schemes, inducing the generic point of there exists an automorphism p 
of W K ®w(fc) ^ (as ^-algebra) such that sf = s o p. Let i2 be the p-adic completion 
of the localization of X at its generic point. It is a DVR. Write Z for W K ®w(fc) 
Then 5 and s' induce maps / and / ' : # — > Z such that, considering / or / ' , the 
maximal ideal of Z is generated by the maximal ideal of R and the residue field of Z 
is a separable closure of the residue field of R. By uniqueness of étale extensions, 
there exists an automorphism h of Z, as V-algebra, such that g = h o f. • 

Corollary 4.7. — Let & be a sheaf on Xet (resp. XM)- We have a natural iso

morphism of S-functors W(X^a^)) ^ W(S£eU&) (resp. H * ( 3 C ^ , ^ 

W(XM^))-

Proof. — We have functors 

a*: Sh(<Tet) S h ( ^ ) , 6. : Sh(£M) Sh ( rM), 

which send flasque objects to flasque objects. Since a and b are surjective by 4.6, a* 
and K are also exact. Since H°(^TJJ,a+(&)) = R°(XeU^) and H°(XmM,h(^)) ^ 

H ° ( X M , the lemma follows. • 

This allows to work with pointed sites, which are better suited for Ga
lois cohomology computations. Indeed, let £ ^ * with <9t connected 

ASTÉRISQUE 319 



GLOBAL APPLICATIONS OF RELATIVE (v?, T)-MODULES I 373 

and let rjs: Spm(C^r) —• ty£g be the composite of sT^ and the morphism 
W K ®w(fc) K ~^ chosen in 4.4. It induces a map R<% c C^r. Let R^ C R& be 
the union of all finite and normal i^^-subalgebras of C^r, which are etale after invert
ing p. Define 7 r f s ( ^ g , 77J, or simply TTI(^m), to be Gal (R& <g>v K/R& ®v M) and 
let Repdisc(7Ti(^M)) be the category of abelian groups, with the discrete topology, 
endowed with a continuous action of 7TI(^M)-

Lemma 4.8. — The category ^M,fet is equivalent, as Grothendieck topology, to the 

category of finite sets with continuous action O/7TI(^M ) := Gal (Rq/ [^] /R<% <S>v . 

In particular, 

1) the functor 

Sh(^M,fet) RePdisc^iC^Af)), 9 ^ &(Rv®K), 

with <^(Rqs®vK) := \im^^^(^,W) where the direct limit is over all 
elements o/^M,fet; defines an equivalence of categories; 

2) for & G Sh(^M,fet) we have W(WMm^) = H ^ T T ^ M ) , & ( R & ®y X)) , 
w/iere £/ie /after ¿5 £/ie derived functor o/Repdisc(7Ti(^M)) 3 A H ^i(^M)^e 
Galois invariants of A). 

Proof. — The first claim follows noting that %f,fet is the category of finite and etale 
covers of R& <8>y M. By Grothendieck's reformulation of Galois theory the latter is 
equivalent to the category of finite sets with continuous action of 7Ti(%f)-

An inverse of the functor given in (1) is given as follows. Let G G Repdisc (ni (%m)) • 
Let Li)) G 3t*M with ^ = Spm(Si) and S ^ L i M a domain and fix an em
bedding fi \ Si®LiM ^R& <g>y K. Let Hi := Gal(#^ <g>y # / S ; ®L M) C TTI(^M) 

which is independent of fa. Then, define ,Ui(Wi,Li)) = C?̂ *- One verifies 
that is a sheaf and that the two functors are the inverse one of the other. 

For claims (2) we note that the cohomology groups appearing are universal S-
functors coinciding for i — 0. • 

We next show that the sites introduced above are very useful in order to compute 
etale cohomology: 

Proposition 4.9— (Faltings) Assume that X is locally of finite type over V and that 
every closed point of X maps to the closed point o/Spec(F). Let L be a finite locally 
constant etale sheaf on Xm annihilated by ps. For every i the map H* (Xm ? L) —• 
LP (XM,et,^), induced by pull-back along UX,m, is an isomorphism. 

Proof. — [14, Rmk. p. 242] Put Gm := G&\(K/M). We have a spectral sequence 

IP GM,H9(X^et,L) Hp+q X"M,et? L 

and, thanks to 4.4(4.b), a spectral sequence 

IP GM,H9(X^et,L) Hp+q Хм, L 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2008 



374 FABRIZIO ANDREATTA & ADRIAN IOVITA 

Hence, it suffices to prove the proposition for M = K. Let zx-^: XET —> X^et 
be the map U —> U <8>v K. We can factor it via the maps vx ^ : XET —» Xj^ and 
UXK: ^Ic ~~* % e f ^n*s mcmces a spectral sequence Rpvx ^ o Rqux^ ^(L) =>-
Rp+9zx ^ +(L) which provides with a map Rpvx ^ ^ (-ux +(L)) —> Rp£x -^(L) . As 
usual we write L for ux-^ #(L). Furthermore, since L is a finite locally constant etale 
sheaf on XK, for every point x: Spec(Vx) —• X the stalk (wx ̂  *(^))x is isomorphic to 
LXK. One knows from [12, Cor. II.2.2] that Spec (&xiX ®v is K(ir, 1). This implies 
that the stalk (R^x7^(L))x is H9(Gx^,Lx). By 4.4 also the stalk faqvx^^(L))x 
coincides with Rq (Gx ^, Lx). Hence, R9^x k * W — k * (^) • Using the spectral 
sequences 

Hp *euRqZx^)) цр+q XK,eVL 
and 

Hpl * e t , R V , K , * ( L ) Hp+q XK,eVL 
the proposition follows. 

4.5. Comparison between algebraic cohomology and formal cohomology 
Assume that X is locally of finite type over V and that every closed point of X maps 

to the closed point of Spec(F). Let X be the associated formal scheme. Since v*x is 
an exact functor, given an injective resolution / • of Ĵ ", then 0 —» vx{<^) —> vx(I9) ls 
exact so that given an injective resolution J* of *̂form = vx(^) we can extend the 
identity map on & to a morphism of complexes vx(Im) —> J*. Since vx sends the 
final object X of Xet to the final object X of i£^t, one has a natural map I*(X) —• 
z4 ( / # ) ( . r ) . Then, 

Definition 4.10. — One has natural maps of J-functors 

H«(âret,^ H«(âret,^ H«(âret,^form) 

%M,%M 
( : H« Хм, & Hp Хм,^"е) 

Note that one has spectral sequences 

(7) Hp XET,Rpvx,M Hp+q Хм,^"е) 

and 

(8) Hp A'et,I/ÌR,,«A-,ilf,.(^'): Hp ^et,RP^,M,.(^rÌg:(Frig Hp+q ^rÌg:(Frig 

where the equality on the left hand side is due to 4.5. 

Proposition 4.11. — The following hold: 
a. If & in Sh(X'et) is torsion, the map px ^{^) is an isomorphism; 

b. the spectral sequences (7) and (8) are compatible via pqx % and pp+(?^ ; 

c. if & is a torsion sheaf on XM, the map pq ^ (&) is an isomorphism. 
XM ,3CM 
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Proof. — (a) Let Xk := X <8>v k and denote by ¿: Xet —• Xk,et and T: «2̂ t —* ^k,et the 
functors induced by the closed immersions Xk C X and Xk C X respectively. In fact, 
Tis an equivalence, since the etale sites of X and of Xk coincide, and to vx = i>- For 
any sheaf & on Xet denote &k := **(^) or, equivalently, ?(&ioTm). We then have 
H«(Xet,^) -> H«(^Tet,^form) = H*(Xfc,et, J^) where the first map is px,x(&)q-
The composite is defined by restriction and is an isomorphism if & is a torsion sheaf 
due to [16, Cor. 1] and the fact that X is proper over V. The conclusion follows. 

(b) Left to the reader. 
(c) The left hand side of the spectral sequences (7) and (8) are isomorphic by (a) 

since RPVX,M,* sends a torsion sheaf to a torsion sheaf. The conclusion follows 
from (b). • 

Corollary 4.12. — Let L be a locally constant sheaf on XM annihilated by ps. Then, 
the two sides of the Leray spectral sequences 

HP <^et,R^,M,*(Lrig) Hi+J *M,Lrig 

and 

HP Xet,R^X,M,*(L) Hi+J *M,Lrig 

obtained from the morphisms of topoi VX,M • XM —> Xet ^nd VX,M • XM —• Xet, are 
naturally isomorphic. 

Proof. — The statements follow from 4.11. • 

Proof of Theorem J^.l. — Let L be an etale local system of Z/pnZ-modules on XK, 
for some n > 1 and let Lrig be the corresponding etale local system on the rigid space 
Xp* attached to XK. Let (W,s) € Xe\ with = Spf(iJ^) small affine; see 2.2. 
Put := Lng(jR^ ®y jff); the notation is as in 4.8. It has a continuous action 
of the algebraic fundamental group ^i^i^^^s)- Since Lng is finite and locally 
constant there exists (^, W) € fet such that Lrig(^, W) is trivial and then := 
Lrlg(^, W). As a Z-module it is independent of and W and we simply write L by 
abuse of notation. It follows from 3.2 that Jtfh*,ge(L) is the sheaf on Xe* associated 

to the following functor —• W (n*lg Vs)^)- Analogously, J^*'ar(L) is 

the sheaf on XJt. associated to the following functor (^ , s ) —• Hz(7rfIg(^£lg, 77J, L). 
We come to the proofs of (i) and (ii) of 4.1. Since they are very similar we prove 

only (i). Consider a point x: Spf(T4) —> X of X and let Spf(F) —• X be 

the composite of x with Spf(F) —• Spf(V^). Then, G ^ is the direct limit of the 

fundamental groups ^f8 ( ^ J 1 ^ ??Sa) over a set (^a, sa) of affine small neighborhoods 

of x, which is cofinal among such etale neighborhoods and is totally ordered with 
respect to morphisms in X*t. As remarked above one has a canonical identification 
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(Lrig)£ ^ L (as groups). We conclude that the stalk of J#^*'ge(L) at x can be 
described as follows: 

J^*'ge(L 
X H* Gx.K> L 

On the other hand for every yu,s) € <xe* with °u = Spf(Rq/) small, the map of 
Grothendieck topologies i: '&^fet —* (see 4.1) induces a spectral sequence 

Hi %ifet ,R^(L"s) J^*'ge(L H^+^x^,L 

The category of sheaves on fet *s equivalent to the category of discrete groups with 
continuous action of 7Tilg(^^g,^s) by 4.8. Via this equivalence £*(Lrig) = L as repre
sentation of 7rfg(^g,77s). Furthermore, H*(%|fet,^*(Lrig)) ^ H*(7rfg(^g,fja),L) 
by loc. cit. We then obtain a natural, functorial map 

o 4 : I T -*-als 
^1 ^*'ge(L; J^*'ge(L H^+^x^,L 

which induces a morphism of sheaves on 3£°t 

a': ^*'ge(L; x ^*'ge(L; x 

For every point x of <2T the map a | induced by a* on stalks is the canonical morphism 

4 : ^*'ge(L; x i t G^>(Lrig), H^+^x^,Lrig; x 
which by proposition 4.4(7) is an isomorphism. Therefore, a1 induces an isomorphism 
J^;*'ge(L) = Wvg- -g + (Lng) of sheaves on 3£*t. Thus, the Leray spectral sequence 
takes the form 

E™ = Rq H^+^x^,Lrig; H^+^x^,Lrig; 

It follows from 4.7 that W+«(3%, Lrig) HP+9(X^, Lrig). Furthermore, by 4.12 we 
have HP+«(%, Lrig) ^ Hp+«(%, L) and, thanks to 4.4, we know that №>+«(%, L) ^ 
jjp+<? ( X ^ et, L). All these isomorphisms are equivariant for the residual action of Gy-
This proves the claim. • 

5. A geometric interpretation of classical (ip, r)-modules 

Let the notations be as in the previous section and fix as before M an algebraic 
extension of K contained in K. In this section we work with continuous sheaves on 
all our topologies (see §4). We define families of continuous sheaves denoted &xM-> 
« f ( ^ M ) , A^n{{&XM) and call them algebraic Fontaine sheaves on XM (respectively 
û-z , [û-z ) , AÏ* [ûc: ) called analytic Fontaine sheaves on XM) and study their 
properties. In this section we compare the cohomology on XM of an étale local system 
L of Z/psZ-modules on XK tensored by one of the algebraic Fontaine sheaves with 
the cohomology on XM of its analytic analogue. As a consequence we derive the 
following result. 
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Let us fix M = = K(fipoo) and consider the sheaf ^ := Lrig <g> Atf ( £ 9 ) 

On XKOO-

Theorem 5.1. — Let L be an etale local system L of Z/psZ-modules on XK- We have 
natural isomorphisms of classical (ip, IV)-modules 

H*i3£ir..,^v,ì =DV IT XK,ev4 

for all i > 0. 

The proof of theorem 5.1 will take the rest of this section 

5.1. Categories of inverse systems. — We review some of the results of [20] 
which will be needed in the sequel. Let si be an abelian category. Denote by si™ the 
category of inverse systems indexed by the set of natural numbers. Objects are inverse 
systems {An}n :=•.•—> An+i —» An ... A2 —> A\, where the A^s are objects of si 
and the arrows denote morphisms in si. The morphisms in si™ are commutative 
diagrams 

An+i 

Bfl+l 

An 

Bn 

A2 

B2 

¿ 1 

Bi, 

where the vertical arrows are morphisms in si. Then, si is an abelian category 
with kernels and cokernels taken componentwise and if si has enough injectives, 
then si™ also has enough injectives; see [20, Prop. 1.1]. Furthermore, there is a fully 
faithful and exact functor si —> si™ sending an object A of si to the inverse system 
{A}n := ••• —» A —> A - • • —» A with transition maps given by the identity and a 
morphism / : A —> B of si to the map of inverse systems {A}n —* {B}n defined by / 
on each component. By [20, Prop. 1.1] such map preserves injective objects. 

Let h: si —• SB be a left exact functor of abelian categories. It induces a left exact 
functor /iN: si™ —* SB™ which, by abuse of notation and if no confusion is possible, 
we denote again by h. If si has enough injectives, then also si™ does and the injective 
objects of si™ are of the form (In,dn) where In G si is injective and dn is a split 
surjection; see [20, Prop. 1.1]. One can derive the functor h™. It is proven in [20, 
Prop. 1.2] that R*(ftN) = (R^)N. 

If inverse limits over N exist in SB, define the left exact functor lim h: si™ —> SB 

as the composite of h™ and the inverse limit functor lim: SB™ —• SB. Assume that si 

and SB have enough injectives. For every A = {An}n G si™ one then has a spectral 
sequence 

lim^Rqh(An) Rp+q(\im h{A)), 

where l im^ is the p-th derived functor of lim in SB. If in SB infinite products exist 

and are exact functors, then l im^ = 0 for p > 2 and the above spectral sequence 
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reduces to the simpler exact sequence 

(9) 0 • lim^R*-1 h(An) R*(lim/i)(A) limR1 h(An) 0; 

see [20, Prop. 1.6]. In particular, if A is injective, then \im^p)Rqh(An) = 0 for q > 1 
and for q = 0 and p > 1 by the structure of the injective objects in s/™. In a 
particular, injective objects of s/N are acyclic for Rp+(? lim h. 

Note that via the map srf —» given above, if A G srf then R^N({A}n) = 
{R^(A)}n and RMim/i({A}n) = R{h{A). 

5.2. Example. — [20, §2] Let G be a profinite group. Let sé be the category of 
discrete modules with continuous action of G and let & be the category of abelian 
groups. For every j let № (G, _) : s/™ ^ be the j-th derived functor of lim H°(G, _) 
on J2^N. By loc. cit. for every inverse system T = {Tn}n G s/™ we have an exact 
sequence 

(10) 0 lim^IF'-1 (G,T„) HJ(G,T) lim IF(G,Tn) 0. 

Moreover given {(Nn, dn)}n € one computes linv^iV,, as the cokernel of the map 

(H) l[(ld-dn): 
n 

Nn 

n 
l[Nn. 

n 
For later use we remark the following. Assume that each Nn is a module over a ring C 
and that dn: iVn+1 —• Nn is a homomorphism of G-modules. Suppose that for every n 
there exists an element cn G C annihilating the cokernel of dn. One then proves by 
induction on m G N that the cokernel of f lnO^ — dn): []n<m Nn —• []n<miVn is 
annihilated by ci — -cm. In particular, if C is a complete local domain and cn = 
CP^gC for every n for some c in the maximal ideal of C so that the product fjm cm 
converges to CP31 in G, then annihilates lim^iVn. 

For every {(Tn,dn)} G one defines H ônt G, lim Tn 
oo-*—n 

as the continuous co

homology defined by continuous cochains modulo continuous coboundaries with val
ues in lim Tn endowed with the inverse limit topology considering on each Tn the 

oo<— n 
discrete topology. As explained in [20, Pf. of Thm. 2.2] there exists a canonical com
plex D*(G, Tn) whose G-invariants define the continuous cochains G#(G, Tn) of G with 
values in Tn and such that each Dl(G,Tn) is G-acyclic. This resolution is functorial 
so that we get a resolution 

(Tn,dn)d{D\G,Tn)id1n) (D\G,Tn),dl) 

The continuous cohomology H*ont (G, lim Tn) is obtained by applying lim H (G,_) 
v oc<—n ' ocx— n 

to this resolution and taking homology. Due to (10), since Dl(G,Tn) is G-acyclic, we 
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have 

(12) H;ont(G,lim(^(G,Tn),4)) 

0 

(1) 
\vmC3{G,Tn/ 
lim Cj(G,Tn) 

00<—Tt 

iîi>2 

for i = 1 

if ¿ = 0 

In particular, if the system {Tn}n is Mittag-Lemer, then (DJ (G,Tn),dJn) is acyclic for 
every j and we obtain 

•"•cont G, lim Tn) 
oo<—n 

•H*(G,T). 

Next, assume as before that there exists a complete local domain C such that Tn is 
a C-module and dn is a homomorphism of G-modules. Suppose also that there is c 
in the maximal ideal of C such that £ C and annihilates the cokernel of dn. 
Then, annihilates also the cokernel of Cl(G, Tn+i) —> C*(G, Tn) so that c^1 
annihilates Hjont(G, (D^(G, Tn), d*)). This implies that if we invert c^71 we have an 
isomorphism 

(13) rri 
•"•cont 

G, lim Tn 
oo<—n 

C P_1 •H*(G,T) c p-1 

5.3. Fontaine sheaves on XM and £ m • — We now come to the definition of a 
family of sheaves on XM and XM which will play a crucial role in the sequel. See 
5.11. 

Definition 5.2. — [14, p. 219-221] The notation is as in 4.1. Let &xM be the sheaf of 
rings on XM defined requiring that for every object ([/, W) in XM the ring @xM (17, W) 
consists of the normalization of r(£7, @u) in T(W, &w)-

Denote by &(0xM) the- sheaf of rings in S h (XM)N given by the inverse system 
{ ^ M / A M } ; where the transition maps are given by Frobenius. 

For every s G N define the sheaf of rings s (&xM) in S h (XM)N as the inverse 
system {Wa(0xM/p0XM)}. Here, W8(0xM/p0XM) is the sheaf ( ^ M K M ) S 
with ring operations defined by Witt polynomials and the transition maps in the in
verse system are defined by Frobenius. Define A^f (&xM) to be the inverse system 
of sheaves {^n(^xM/P^xM)}n where- the transition maps are defined as the com
posite of the projection Vfn+i{GxMlpGxM) -> Wn{^xM/P^xM) and Frobenius on 
W n ( ^ M / p ^ M ) . 

Similarly, &^ is the sheaf of rings on XM associating to an object (^,#^,L) 
XM 

in XM the r ing^(^ , W) defined as the normalization of 0<%) mT(W, Gy,) ®L M 

Let S% ) be the sheaf of rings in Sh(£M)N given by { / p f f ^ )}, where 
the inverse system is taken using Frobenius as transition map. • 

For s e N define the sheaf of rings A4fs(^£M) in SII(;£m)N as the inverse 

system |WS(^9 lp@^ ) \ with transition maps given by Frobenius. Eventually, 
v. XM XM ' y 
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let Aff ) in Sh(XM)N be the sheaf { w n ( ^ /p@~ ) } where the transition 
maps are defined as the composite 

w n + 1 ( ^ A f / P ^ M ) \ хм1 ЭЕм' wn+1(^Af/P^M) 

here, the first map is the natural projection and the second is Frobenius. 
We denote by ip the Frobenius operator acting on the sheaves, or inverse systems 

of sheaves, introduced above. One can define analogous sheaves for the pointed sites 
X*M and X*M; we leave the details to the reader. 

Remark 5.3. — Note that if X = V and M = K, one has Hgont((V,A'),^(%)) = 
E±, Hc°ont ((y,K), A+nf,s(^)) = WS(E+) and H°ont ((V^A&fe)) = A+. 

For later use, we recall that we denote by 7r the element [e] — 1 of Ay where e is 
the element (1 , £P, (P2, • • •) e Ey and [e] is its Teichmuller lift. 

Notation. — If & is in Sh(3tM)N (resp. Sh(3CM)N) write H*ont(3£M, ̂ ) (respectively 
Hcont(^M5^)) for the z-th derived functor of limH°(XM5— ) (resp. limH°(XM5— )) 

applied to Note that if & = {^}n with # € Sh(XM) (resp. in Sh(XM)), then 
HJont^M,^) = H*(£M,#) (resp. ffcont(XM,^) = H*(XM,#)). 

One proves as in 4.7 that if ^ G Sh(^fet)N 
(resp. S1I(JCM)N), we have a natural isomorphism of J-functors H*ont(J^*, a™(J?)) = 
H*ONT( jret, ^ ) (resp. H^ONT(^ , & N ( ^ ) ) s H L ^ M ^ ) ) . 

From now on we assume that X is locally of finite type over V and that every 
closed point of X maps to the closed point of Spec(Vr). We let X be the formal 
scheme associated to X. 

Lemma 5.4. — One has Att^XM)"^Att^M) where * = s E N or* = 0 . 

Proof. — Consider a pair (17, W ) in X M , with W defined over some finite extension 
K C L contained in M. Recall from section 4 that ^X,M(U,W) := (^,W,L). 

We have a natural map <^£M({7, W) —> fix M * ( ^ 9 ) (17, W) i. e., a map from the 
normalization of T(U,@u) in T(W,&W)®LM to the normalization of T ( ^ , ^ ) 
in r ( f , ^ ) 0 i , M . This induces a natural morphism & xM ~"* MX,M,* ( ^ M ) 

and, hence, a morphism y?XM (^xM) —> ^xM' com^nS fr°m adjunction of /ÌX,M,* 
and /jLX M. We then get a homomorphism 

*,N wn+1(^Af/P^M) wn+1(^Af/P^M) 

We claim that these maps are isomorphisms. It suffices to prove it componentwise 
and by devissage it is enough to show that fi*x M (&XMIV@XM) — > ^ 9 / P ^ 9 1S 
an isomorphism. Due to 4.4(3) this amounts to prove that, for every point x of X as 
in 4.3, the natural map &X,X,M/P&X,X,M —• @ sc ,X,MIV@ 3C ,X,M is an isomorphism. 
This follows from 4.3(iv). • 

Lemma 5.5. — We have the following equivalences of S-functors : 
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i. R« *,N NVX °VX,M,^ *,N NVX °VX,M,^ and Rq *,N NVX °VX,M,^ X °VX,M,^ 

*,N 

*,N T>/J N 
il. ^ oR««5iM>. 

X °VX,M,^ *,N 
5 ^X.M' 

Proof. — The result follows for lemma 4.5 and 5.1. 

5.4. Comparison between algebraic and formal cohomology of continuous 
sheaves. — Since i/£N is an exact functor, as in section 4.5, given an injective 
resolution I9 of a continuous sheaf Ĵ ", then 0 —• v*x —• v*£ (I9) is exact so that 
given an injective resolution J9 of *̂form = ux we can extend the identity map 
on & to a morphism of complexes i/£ (/*) —> J*. Since i/*- sends the final object X 
of Xet to the final object X of Xet, one has a natural map I*(X) —• ^N(/#)(^T). 
Then, 

Definition 5.6. — One has natural maps of (5-functors 

A W H9 
XAcont 

X et,F ricont Oy ô£ÎOXYC\ 

and 
cont.q F • -"xont X et,F •"•coni H^(XM,^)rig 

Note that one has spectral sequences 

(14) •"•cont ^et5RP^,M,*(^rÌS) H ^ ( X M , ^ ) 

and 
(151 
Rq Xet, VX^V"%M^^ AJ-cont ^et5RP^,M,*(^rÌS) •"•cont H^(XM,^)rig 

where the equality on the left hand side is due to 5.5. 

Proposition 5.7. — The following hold: 

a. If & is a torsion sheaf on Sh(Xet)N, then P x ^ ( ^ ) ^s an isomorphism; 

b. the spectral sequences (14) and (15) are compatible via Px^9 and pcont'J!+9; 

c. if is a torsion sheaf in S1I(3£M)N, the map pcont,l is an isomorphism. 
XM ,%M 

Proof — (a) follows from 4.11 (a) and the exact sequence (9) noting that the inverse 
limit of a torsion inverse system of sheaves is itself torsion; (b) is left to the reader; 
(c) is proven similarly to 4.11 (c). • 

Corollary 5.8. — Let L be a locally constant sheaf on XM annihilated by ps. Then, 
the two sides of the Leray spectral sequences 

•"•cont Xet^V^gr M,* XetìRtVxìMì* "•cont £M,lL®A+FJS(^M) 

and 

^cont XetìRtVxìMì* L®A+nf,s(^M) •"•cont £ M , l L ® A + F J S ( ^ M ) 
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are isomorphic. 

Proof. — The statements follow from 5.7 and 5.4. • 

Proposition 5.9. — (Faltings) Let L be a finite locally constant étale sheaf on Xj^ 
annihilated by ps. For every i the kernel and the cokernel of the induced map of 
Ws (E-t) -modules 

H* ( % , L ) ® W . ( E + ) -"-cont * t f , L ® 4 t f , . ( ^ ) ) 

are annihilated by the Teichmuller lift of any element in the maximal ideal of E±. 

Proof. — By dévissage one reduces to the case s = 1. The statement follows then 
from [14, §3, Thm. 3.8]. C 

Proposition 5.10. — We have a commutative square 

H» % L r i ^ W s ( E + 

lim H* (%, Lrlg) 0 Ws (V/pV] 

•"•cont %,Lr i«®A+f )8 (^_ ) 
' K 

lim H % , L r i g ® W s [0~Jp0~(^_) 

where the inverse limits are taken with respect to Frobenius. The kernel and the 
cokernel of any two maps in the square are annihilated by the Teichmuller lift of any 
element in the maximal ideal of E±.. Furthermore, each map 

(i6) H* %,Lrig®Ws ®Ws(V/pV) H* H* (%,L)®W.(E+)[0~Jp0~(^_) 

appearing in the inverse limits in the displayed square, has kernel and cokernel anni
hilated by the Teichmuller lift of any element in the maximal ideal of E i . 

Proof — We first of all construct the maps in the square. The top horizontal map 
is defined by the natural map Lrig —* Lrlg 0 [0~Jp0~ • Similarly, the lower 

horizontal arrow is induced by the mapLrig Lrig(g)Ws [0~Jp0~ . Note 

that H£ont(3t^, (^n)n) is the composite of the functors lim H°(X^, ^n)n- This 

gives a spectral sequence in which the derived functors lim^ of lim on the category 

of abelian groups appear. Since lim^ = 0 for i > 2, see [20, §1], we get an exact 
sequence 

0 -+ l im^H^1 % , L R I G 0 W S 
%,Lrig<g>W; K 

-"xont %,Lrig<g>W; 
K 

limHJs %,Lrig<g>W; 
%,Lrig<g>W; 

0. 
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This provides the right vertical map in the square. Clearly the square commutes. 
The fact that the top horizontal arrow has kernel and cokernel annihilated by the 
Teichmiiller lift of any element in the maximal ideal of E i follows by 5.8 and 5.9. 
The equality on the left hand side follows since IP (%p Lng) is a finite group being 
isomorphic to IP (X-^et,L) by 4.12 and 4.4. 

To conclude the proof, it suffices to show that the kernel and cokernel of (16) are 
annihilated by the Teichmiiller lift of any element in the maximal ideal of E i . We 
may reduce to the case s = 1 i. e., to prove that the map 

fj: BP (%, L"«) ® E+ • Elnt (%, I /* ® Si ) 

has kernel and cokernel annihilated by any any element in the maximal ideal of E i . 

For any integer ra > 1 let (@^_lv@^\ ~ De the inverse system 
where the transition maps are the identity in degree > m and are Frobenius in de
gree < ra. Let Pm: 8% —> ( D e the maP of inverse systems 
whose n-th component is <pn-m: &^_/p&^_ —> 0^jp&^ for n > ra and is the iden-

K K 
tity for n < m. We claim that /?m is surjective. It suffices to check it componentwise 
and, for each component, to check surjectivity of (pn: @^_jp@^_ —> &Y_/P&?_ ON 

stalks. This follows from 4.3(v). Consider TTQ 8% with TTO := (p,pp ,p**, • • •). 

Then, 7TQ 8$ is the inverse system {ppn~m @^_lp@^_}n with transition map 
given by Frobenius. We claim that Ker(/3n) = 7TQ This also can be 
checked componentwise, for each component it can be checked on stalks and it follows 
from 4.3(v). Note that 

Кот Хм, (0?_/p0z_) = H¿ (xM, tejpé??) -

Indeed, by [20, Prop. 1.1] an injective resolution of {^_/p^_)-rn is given by an 
injective resolution of each component of this inverse system which is constant in 
degree n > m. Take the long exact sequence of the groups H*ont -) associated 
to the short exact seauence 

О —- Lri« ® 1 0 < ) Lrig в # 10/?т" » (Lrig ® >т —» С 
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We get the exact sequence 

IT* 
ncont 

% , Lrig(8)^ 0X-
K > 

IIopm 
FT* 
•̂ cont 

%,Lrig<g><^ 
^ к • 

H* %,Lrig®<^è_/ i>^_ 
g2 TTÌ+1 

ncont 
%,Lrig<g><^ 

H-
IIpom 

HI+1 
•̂ cont 

%,Lrig<g><^ H-

which we will compare with the exact sequence 

IT (%,Lrig) 
®EÌ!HÌ+1 

%,Lrig ®EÌ!HÌ+1 ®EÌ ®EÌ!HÌ+1 ®EÌ!HÌ+1 o 

®EÌ ®EÌ!HÌ+1 ® E Ì ! H Ì + 1 ®EÌ!HÌ+1 ®EÌ!HÌ+1 

via the map H* (3%, Lrig) ® V/pF — • H*ONT (%, Lrig ® 0£_/p0£_), defined 

by (16), and via /,• for j = i or j = i + l. 
Set = 0 and let us denote for the rest of the proof & := Lrig <g» ^^—fP^r—' 

^ K K 
$ := LTis®&(0~) and E : = E ± . Fix m > 1 and i > 0 and consider the (not 

X „ V necessarily commutative) diagram 

EP Hcont \XK^\ ®V/pV 0 H=I+j ^%,Lrig OE 
IIopm 

H*+i ^%,Lrig (8) E 

9i /¿+1 H*+i 

Hcont \XK^\ gi 
Hcont \XK^\ 

< Hcont \XK^\ 

Let us remark that the right square of the diagram is commutative and that the 
rows are exact. We claim that the image of Si is annihilated by every element of the 
maximal ideal of E , i.e. that Si is "almost zero". For every e G Q with e > 0 let 
us denote by TTQ any element r of E such that ^E(^) = e. Let us fix any such e and 
let x G H*ont Denote by y = Si{x) G Ker(7i-Q ). As the cokernel of /¿+1 

is annihilated by any element of the maximal ideal of E , 7r^2y = /*+i(£) for some 
t e IT+1 (%,L"«) ® E and therefore 0 = TT£ ( V y ) = TRG fi+i(t) = /i+i(7RG t). 
As the kernel of /¿+1 is also annihilated by every element of the maximal ideal of E 
we have 0 = TTQ (TTQ t) = TTQ (TTQ t) and because multiplication by 7Tq is injective 
on the top row of the diagram, we deduce 7r^2t = 0. Thus TTQS^X) = -K^2 {fi+\(t)) = 
fi+i(7r^/2t) = 0, which proves the claim. 
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Now we consider the diagram. 

0 W (%,Lris)®E 
IIop 

W (%,Lrie)<8)E H¿ (%,Lris)<g>F/pF 0 

fi fi 9i 

0 HJont(%^) /Mi-, 
IIop 

Hcon XK,G - H* 
•"•cont 

XK,F 
gi 

Mi 

where for every ¿ > 0 we denoted by Mi the image of Si in H*¿¿t an(̂  A 
is the composition of /¿ with the natural projection. It is clear that the diagram is 
commutaive and the rows are exact. Moreover, the snake lemma and the fact that 
S{ o g¿ = 0 give the following exact sequence of E-modules. 

Ker(/<) - Kei(9i) -> Cokerfo) -> Coker(/¿) -> Cokeria) -* M». 

As Coker(/i) is a quotient of Coker(/i), we deduce that the modules Ker(/^), 
Coker(/i), Coker(/f) and M» are annihilated by every element of the maximal ideal 
of E, and therefore the same holds for Ker(^) and Coker(^). This finishes the proof 
of Proposition 5.10. • 

Theorem 5.11. — Let h be a locally constant étale sheaf on XM annihilated by ps. We 
have a first quadrant spectral sequence: 

H6 ay pi^cont Xet, IT Vgr^M,* Lris®A+„f ,s(^J Jji+j 
AAcon 

;%,L®A+fi5(^_); 

If M = K, there is a map of Ws (ÉÌ) -modules 

H " f e e t - L ) ® w s ( E + ; rrn 
•"•cont 

; % , L ® A + f i 5 ( ^ _ ) ; 

which is an isomorphism after inverting n. 

Proof. — The first spectral sequence abuts to H ^ t \ XM,Lrig <g> A[ni s[0-£M))• The 
first statement follows then from 5.8. The second one is the content of 5.9. • 

5.5. Proof of theorem 5.1. — The groups H™ont (XK^^OO) [fl"""1] are modules 

for the ring W(E,y)Hv = W^Ey^) and have residual action of Ty and (p. By 4.4 the 

functor (3*'N —: Sh(Xxoo)N —• Sh(3£^)N is exact, sends flasque objects to flasque ob-

jects and K°cont(XKoo,&) is equal to limH0 ( h v , H & ( % , f o r every & 

in Sh(3£JK-00) • Here, H^(X^,_) is the functor from Sh(X^) to the category of 
inverse systems of i/y-modules mapping {Sfn}n |-* {H°(£^, £fn)}n. We then get a 
spectral sequence 

(17) H" H"H" ;%,L®A+fi5(^_); 
> К •"•cont H"H" 

Here, HJ'(fZV,_) stands for the j-th derived functor of limH°(Hy, _) on the category 
of inverse systems of ify-modules. 
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Put M := H^^%,Lrig(8)i4^fj8^-__Jj. Then, M is the inverse system {Mn}n 

with Mn := H^£F,Lr ig(8)Ws(^_/p^_) ) and transition maps dn: Mn+i -» Mn 
given by Probenius. By 5 .10 each dn has cokernel annihilated the Teichmuller lift 
of any element in the maximal ideal of E±.. Let C*(Hy,Mn) be the complex of 
continuous cochains with values in Mn. For every i 6 N the transition maps in 
{C*(i?V, Mn)}n are given by Frobenius and their cokernels are also annihilated the 
Teichmuller lift of any element in the maximal ideal of E±.. We deduce from (13) and 
the following discussion that we have a canonical isomorphism 

-"-̂ cont Hv, lim Mn 
oo<— n 

TT"1' Н^Яу.М)^"1] 

where H* +Cffv, lim Af„) is continuous cohomology. Eventually, we conclude 
oo«— n from 5 .11 that 

ffCffv.M)]*--1] Н^ Н^Яу. Н^Яу. ®W(Er) 

By A.5 the latter is zero for j > 1 and is equal to the invariants under Hy for j = 0. 
In particular, the spectral sequence (17) degenerates if we invert IT. Since L is defined 
on XK the isomorphism one gets is compatible with respect to the residual action 
of Ty and the action of Frobenius. The Hy-invariants of Hn(X^et ,L) 0 W(E^) 
coincide by definition with Dy (Hn(X^ et,L)). 

6. The cohomology of Fontaine sheaves 

In this section X denotes a formal scheme topologically of finite type, smooth 
and geometrically irreducible over V and let XT^Ë be its generic fiber. Let XT^Ë be 
the Grothendieck topology defined by étale and quasi-compact maps. We refer to 
[21, §3.1 & 3.2] for generalities about étale morphisms of rigid analytic spaces. We 
study the cohomology on XM of continuous sheaves satisfying certain assumptions 
(see 6 .10) . For example, it follows from 6 .16 that these sheaves & can be taken to be 
of the following form: 

1) If L is a p-power torsion étale local system on we set & := L® ) • 

2) If L is an étale sheaf on XT^G such that L = limLn, with each Ln a locally 

constant Z/pnZ-module and we set & := Ldx^c: . 
XM 

Then the cohomology groups H 1 ( J C M , ^ ) i71"-1] can be calculated as follows (here 
7T is [e] — 1 G Afaf (V) if 3? is of the first type and n is p if & is of the second). 

Let us fix a geometric generic point rj = Spm(C^r) as in §5 and for each small 
formal scheme % = Spî(R^) (see 6.9) with a map —• 3£ which is étale, define 
R<& to be the union of all finite, normal i&^-algebras contained in C^r, which are 
étale after inverting p. Denote by ̂ (R^ <g> K) the inductive limit of the sections 

where W runs over all objects of ̂ e t . Then &{R®y K) is a continuous 
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representation of ir?e(WK, n). Moreover (see 6.20) 0<g (R<& ®yK) [p'1] = [p'1] 

and A^nf(G^M)(R^ <8>v K)^'1] is isomorphic to the relative Fontaine ring Afni (in 
which 7r was inverted) constructed using the pair (R<&,R<%). For any such tft = 

Spf( i^) , the association W —> W(nfg{WK,n),&{Rw (g>y K)) [TT-1] is functorial 
and we denote by J^q&\m {^) the sheaf on Xet associated to it. Then the main result 
of this section is: 

Theorem 6.1. — Assume that the above assumption holds. Then, there exists a spec
tral sequence 

L'. XM,Z&T • XML'. XM,Z&T • XML'. XM,Z&T • XM 

As mentioned in the Introduction, theorem 6.1 is the main technical tool needed 
to prove comparison isomorphisms relating different p-adic cohomology theories on 
Xftg. The proof of theorem 6.1 will take the rest of the section. 

6.1. Remarks on various Grothendieck topologies. — Denote by ^zar the 
Zariski topology on 3£. 

The site XM,Z&T- — Let the underlying category of XM,Z&T be the full subcategory of 
the category of XM defined in 4.1 whose objects are pairs (^, W) with W) G XM 
and % —* X is a Zariski open formal subscheme. We define a family of maps in 
^M,Zar to be a covering family if it is a covering family when considered in XM- We 
let 

L'. XM,Z&T • XM 

be the natural functor. We also denote by 

y^T,M ' «̂ Zar • XM,Z&T 

the map of Grothendieck topologies given by VS^,M(^) '>= (^ng, K)). Since ¿ 

sends covering families to covering families, it is clear that L* : S\I(XM) —• Sh(3tM,Zar) 

and : S1I(3£M)N —• Sh(XM,Zar)N send flasque objects to flasque objects. 

Stalks. — Let x: Spf(V^) -> f be a closed immersion of formal schemes 
with V C Vx(c K) a, finite extension of discrete valuation rings. Let 6 $ be 

the local ring of @ % at x. Define & % x M to be the limit lim^j Sij over all quadru
ples (R{, Sij, S{j —> V,Lij) where (1) Spf(i^) C 3£ is a Zariski open neighborhood 
of x, (2) Lij is a finite extension of K contained in M, (3) Ri C Sij is an integral 
extension with Sij normal, (4) Sij ®y K is a finite and etale Ri <S>y L>ij-algebra, (5) 

the composite Ri^yLij —• Sij®yK —> K is a<8> £ x*(a) - £. If & is a sheaf 
on £M,Zan define the stalk of & at x to be 

L'. XM,Z&T • XM lim F 

i,J 
Spf (Ri)JSpm( Si* ®K), Li*)] 

v 
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A sequence of sheaves on XM,Zar is exact if and only if the induced sequence of stalks 
is exact for every closed immersion x: Spf(V^) —• 3£ as above. As in 4.4 one proves 

that (Rqv^MA^))x = H9(G*,M,^x) where G&M ~ G a l ^ ^ ^ / ^ r , * ®v K). 

6 .1 .1 . The site ^M,fet- — Let ty C SC be a Zariski open formal subscheme or an 
object of 3£*t. Let ^M,fet be the Grothendieck topology ^M,fet introduced in 4 .1 . 
It is a full subcategory of XM,Zar (resp. XM)- If —• ^ is a morphism in ^zar 
(resp. we have a map of Grothendieck topologies 

P^,^' • ^M,fet • ^M,fet 

letting (ty, W) be the pair (ty', W) where >T' : = W x^rig ^'ris; see 4 .1 . 
Assume that ty — Spf ( i^) is affine. By 4.6 we have an inclusion R^ C C^r (this 

way we work with ^ * instead of Let R<% C i?^ be the union of all finite 
and normal i^-subalgebras of C^r, which are etale after inverting p. If ty = Uityi, 
with tyi of the type above for every i, define R<% := ]Ji R^-

Define -K\{tyM) to be Gal (R& ®v K/R& ®v M) and let Repdisc(7Ti(^M)) be the 
category of abelian groups, with the discrete topology, endowed with a continuous 
action of 7TI(^M)- We have proved in 4.8 that the functor & \-+ ^{R^^yK) 
defines an equivalence of categories from the category Sh(^M,fet) to the category 
Repdisc(7Ti(^M))- Taking continuous sheaves we get: 

Lemma 6.2. — 1) The functor 

Sh(̂ M,fet)N RePdisc(^l(^M))N, Fn &n(Rv®K) 
v 

is an equivalence of categories; 
2) for every & G Sh (^M,fet)N we have 

Kant (^M,fet , ^ ) = H* (TT! (WM), &(R* ® K)) , 
V 

where the latter is the i-th derived functor of Repdisc(7ri(<&M)) —* AbGr given by 

{An}^ lim Apt*"). 
oo<—n 

Definition 6.3. — Let & be in Sh(XM,zar) (or in Sh(X^), or in Sh(XM,Zar)N, or 

in Sh(X^)N). We define &(R<& ®y K) as the image of & in Repdisc(7Ti(^M)) (or 

in Repdisc(7Ti(^M)j ) of & via the pull-back maps Sh(XM,Zar) —• Sh(^M,fet) — 

RePdisc(7ri(^M)) (respectively via the pull-back Sh(X^) —> Repdisc(7Ti(^M))5 etc.). 

Convention 6.4. — Prom now on we simply write XM,* for XM,Zar or XMM and 
for ^zar or, respectively, 
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6.2. The sheaf J^alM — Let & G Sh(XM,*). Let ^ ' ^ f be a map in ̂ T* 
with tft1 and 9t affine. We then get an induced map 

НГ Tri WM), ^ ( Д * ® А У 
v 

НГ Tri WM), ^(Д*®АУ 
v 

In particular, —• H*(7TI(^M)> ^{RW ®V K)) is a contravariant functor on the 
category of affine objects of ^T*. 

Definition 6.5. — Define ^QQ\M{^) to be the sheaf on associated to the con
travariant functor given by —• H1 (KI^M), ^{Rty <8>v K)) for ^ affine. 

6.2 .1 . The standard resolution. — Let if be a presheaf on XM,*- For z G N and 
for 9t = Spf(jR^) an affine object of JT*, define 

E\if)w :=Homz НГ Tri WM), ^(Д*®АУ,G(RUOK) 
v 

It is endowed with an action of ITI{^M) defined as follows. For every 7, #o> • • • ,9% £ 
TTI(^M) and every / G E^if)^ put 7 • f(g0,... = 7_1(/(7tfo, • • • , 7 0 * ) ) . Denote 
by Cl(if)<& C E%(<£)q/ the subgroup of invariants for the action of 7TI(^M)- Consider 
the map 

di'. Z Ы < В Д + 1 ~> Z ШФмУ] : 

(So, •••,&) 
j=0 

( - 1 ) (Po,..., 9j-i, >•••>&) 

for z > 1 and given by #0 • 1 for i = 0. We then get an exact sequence of TTI(^/M)-
modules 

• z M ^ M ) 2 ] Z M ^ M ) 1 ] Z 0. 

Taking Homz if (Rqs <8>y X)) we get an exact sequence of 7Ti(^M)-modules 

(18) 0 Ы<ВД+1 
v 

Ы<ВД+1 Ы<ВД+1 .... 

which provides a resolution of if{R<^ <S>v K) by acyclic 7Ti(^M)-modules. Using 4.< 
we define the sheaf W 1—• El(if)(^/, W) on the category ^M,fet associated to El(if)^ 
Furthermore, W) i-> El(if)(W, W) is a contravariant functor defined on the sub 
category of XM,* of pairs (^, W) with ^ affine. 

Definition 6.6. — Let & G S1I(XM,*)- For every i G N define <£l(̂ ") to be the sheaf 
on XM,* associated to the contravariant functor ,W) —• i ? * ( ^ " ) ( ^ , ^ ) for ^ 
affine. Define c€%{̂ ) to be the sheaf on associated to the contravariant func
tor associating to an affine the continuous z-th cochains of 7TI(^M) with values 
in &(Rv ®v K) i. e., « * ( ^ ) ( ^ ) = E\&)^M\ 

Proposition 6.7. — The following hold: 
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i) the differentials d{ of 6.2.1 define an exact sequence of sheaves on XM,* 

0 > & • <E°{J?) > <*l(^) > <*2(3?) • • • • ; 

ii) for every j > 1 and every i one has RJV%-,M,*£1(<^) — 0; 
iii) for every i one has V&^M,*^1^) = ^(^)-

Proof — (i) let (ty,(W,L)) e XM,* with ty affine. Suppose that W = Spm(S) 
with S®LM an integral domain. Write GalM(^0 := G a l < S > v K/S<S>L M). 

Then, E\&)(ty,W) is E\&)^M{yt/)'. In particular, using (18), it follows that 

the kernel of E°(^)(ty, W) -> E\&)(<& ,W) is ^ ( 5 * ®y X)GalAfW. This coin
cides with ^{ty,W) since ^ is a sheaf thanks to 6.2. In particular, the kernel of 
(£°(^*) —• (B1^) is Ĵ *. To check the exactness of the sequence in (i) it is enough 
to pass to the stalks. Given x: Spf(V^) —> X as in 6.1 or 4.4, the stalk <£l(^)x is 
the direct limit l imE\&)( ty, W) over all (ty,W) with ^ an affine neighborhood 
of x and ^ = Spm(S) with 5 (g)L M c (g>v If. Hence, e ( ^ ) £ = l i m P ^ ) ^ 
where the limit is now taken over all affine open neighborhoods ty of x. Since for any-
such (18) is exact, we conclude that the stalk at x of the sequence in (i) is exact as 
well. 

(ii) The claim can be checked on stalks. As explained in 6.1 or 4.4, given 
x: Spf (14) - ^ J a s before, one has (Rq v ̂  ,M ,*(&(&))) X = H*(G£,M , &(&)X)' But 

£l(<^)x coincides with the direct limit lim(£2(^")^ taken over all affine neighbor
hoods ty of x. Hence, 

= lim <?(&)*, 
xEW 

= lim Horn 
xEW 

KV= Hom(z[(Gâ)i+1],^; 
v 

= Horn limZ[7ri(%f)i+1l ]xm&(Rq,®K 
V 

= H o m ( z [ ( G â ) i + 1 ] , ^ ; 

where GX is G f ^ or G^M depending whether XM,* is XM,z&r or 3 ^ . In particular, 
(Rqv^M,*(^(^)))x = 0 if q > 1. Claim (ii) follows. 

(iii) For every affine open ty C 3£ there exists a map from the group of z-th 

cochains G ' ( 7 r i ( ^ M ) , ^ C R ^ ®v # ) ) = (£ i )M^M) to VX,M*&№№\ This Pro" 
vides a natural map ^(^") —> ?^T,M,*^1(^)- On the other hand, it follows from 
the discussion above that (V^T,M,*(^2(^))) - LS equal to the group of z-th cochains 
G*(G?a^, i. e., the stalk of The'claim follows. • 

Corollary 6.8. — If & e Sh(£M,*), then R^^,M,*(^) = ^GaiM(^) fanctorially 
in &. 

6.3. The sheaf ^GaiM,conf — We- wish to prove an analogue of 6.8 in the case of 

a continuous sheaf & = {^n}n £ Sh(£M,*)N- We need some assumptions. 

Definition 6.9. — Consider a small object ty of Define R<&,M,OO to be the normal
ization of Rqs,oo in the subring of i?^ (g)y K generated by M and Rq/,oo, where R^^oo 
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is defined as in 2.1. Denote by IV ?m the group Gal(jR^5M,oo ®v K/R& ®v M). Let 
^%r,M be the kernel of the map 7Ti(^m) —• T^,m- Let us remark that the definitions 
of i?^,oo5 ^,m,OO) A , M i r^5jy depend on a choice of local parameters of R<% and 
so are not canonical. 

6.3.1. The site 11m,*(oo). — Let % be a small object of For every map W —> ^ 
with ~ Spf(i?^/) affine and R^> <S>v K an integral domain, we let J^%/,m be the 
kernel of KI^M) —> IV?m- Note that such a map is surjective. 

Let Hm,*(oo) be the following full subcategory of 11m,*- Let (^', W) G Hm,* and 
assume that W := 11*^/ with ^ / connected. Then, lies in fet which, via the 
equivalence of 6.2, is equivalent to the category of finite sets with continuous action 
of t t i ( ^ ) = I L ^ i ^ ' m ) ' We then sav that lies in itM,*(oo) if and only 
if W lies in the subcategory of finite sets with continuous action of \\i IV (viewed 
as a quotient of 7Ti(^(f)). We then have natural maps of Grothendieck topologies 

—->ilM,*(oo)-^->iiM,* giving rise to maps on the category of sheaves 

Sh(iÌM,*ì 
/5* Sh(ÏÏM,*(oo) a* Sh(^*) 

whose composite is v<&tM,*- As in 6.1 or 4.4 one has a notion of stalks in Sh(iiM,*(oo))-
For x: Spf(14) —» .ST a point as in 4.3, let #£,m be the kernel of the map GX,M —> 
IV,m- If & G Sh(iljvf) and is its stalk, one proves as in 4.4 that 

R9/3*(^)x = H«(tfX)M,J?x) 

Caveat: The site Hm(oo) depends on the choice of an extension R<% C iZ^j0o- In 
particular, if is a covering of X by small objects, the sites HI,m(oo) do not 
necessarily glue so that the site XM(OO) is not defined in general. 

Assumption 6.10. — We suppose that 

i) {«?n}n6N is a sheaf of Afni (Vr00)-modules (resp. of {Foo/^Foojn-modules) on 

ii) X admits 
a) a covering 5? := in by small objects ^ := Spf(iZ^), 
b) a choice R^ C Rwuoo as in 2.1, 
c) for every z a basis ^ := of by small objects such that, 

putting RwiJi0o to be the normalization of R<%.d <8>Rw. Rwi,oo<> condi
tion (RAE) holds for Rwitji00. 

Furthermore, for every z, j and n G N , putting ^ := the following hold: 
iii) the cokernel of ^n+iO&ar ®v K) —• ^n(R<% ®v K) is annihilated by any ele

ment of the maximal ideal of W(V/pV) (resp. V); 
iv) for every q > 1 the group H.q ( ^ , M j ^ n ( % ®v K)) is annihilated by any 

element of the maximal ideal of W(V/pV) (resp. V); 
v) the cokernel of the transition maps ^n+i (R&,M,OO ®V K) —> <^n(Rfy,M,°o ®v K) 

is annihilated by any element of the maximal ideal of W(Vr00/pV00) (resp. V ô); 
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vi) for every covering Z£ —• ty by small obiects in and every q > 1 the Chech co
homology group H9(J^ —> ^n(R^,oo ®v K)) is annihilated by any element 
of the maximal ideal of W(Vr00/pV00) (resp. Voo). 

We write 7r for the element [e] — 1 in if {^n}neN is a sheaf of -modules. 
Instead, we put 7r = p if {̂ "n}nGN is a sheaf of {Voo/p^ooJ-n-modules. It follows 
from (iii) and 5.2 that we have an isomorphism 

HLntM^M), lim ^fe^ììfi-1! HLntM^M), lim ^ f e ^ ì ì f i - 1 ! 
oo<—n 1/ 

If —> ^ is a map in with ty' and ^ small objects in we then get an 
induced map 

НЧ7Г1(<2Гм),^(Д*®ЛО) к - 1 ITU (^),^(A»r/®/iOÏÏ7r-1l 
V 

As in 6.5, we define 

Definition 6.11. — Assume that & satisfies the assumption above. Let ^QalM cont(̂ ) 
be the sheaf on JT* associated to the contravariant functor sending an object ty of 

with ty G Uift, to ff(7ri(^M),^(^ ®y HQ) fa"-1]. 

We want to prove the following: 

Theorem 6.12. — Let & G Sh(3tM,*)N be such that the conditions of 6.10 are fulfilled. 
Then, R ^ ^ T , M , * ( ^ ) [TT-1] — ^GaiM cont(^)- The isomorphism is functorial in &. 

Proof — It suffices to prove that for every small object Wi G 5?, we have an iso
morphism R^stmA^)^'1]^ ~ ^GaiM(^)ki functorially in Wi and We 
construct the isomorphism and leave it to the reader to check the functoriality in Wi 
and • 

We may and will, till the end of this section, assume that 3C = Wi is small. We 
put & := 2?i and we write T for IVI?M- Consider the maps on the category of sheaves 

Sh(3£M,*)N 
V Sh(XM,*(oo))N lim<_ a* Sh(^), 

introduced in 6 .3 .1 . The composite is l imv^M,*- Since a* and /3* are left exact 

and /3* sends injective to injective, we have a spectral sequence 

(19) Rp l i m a . ( R ^ ( J 0 RP+«(lim^)M,.)(^) 

Lemma 6.13. — For every q>l the group R9/3*(^") is annihilated by any element of 
the maximal ideal of WfVoo/pVoo) (resp. Voo). 

Proof. — Since Rq(3™ = (R9/3*)N as remarked in 5 .1 , it suffices to prove thai 
for every n G N and every q > 1 the sheaf Rq(3*(<^n) is annihilated by an̂  
element of the maximal ideal of W(Vr00/pV00) (resp. V^). It suffices to prove 
the vanishing on stalks. But for x: Spf(Vx) —> 2£ a point as in 4 .3 , we hav< 
Rq/3*(<^n)x = H.q(HX^M^x) as explained in 6 .3 .1 . The latter coincides with th< 
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direct limit limH9 ( ^ % , M , ^ N ( % ®v-K")) taken over the small objects belonging 
to a basis of containing x. The claim then follows from 6.10(i) & (iv). • 

Using 6 . 1 3 and (19) we conclude that 

Rp lim a. (/3? [^~r R ^ l i m ^ . M , . ) ^ ) ^ " 1 ] . 

We are left to compute Rplima*. For this we use the analogue of 6.2.1 on 3EM,*(OO)-
Given ^/ in ¿7, write i?^,M,OO as the union UniJ^}M,N of finite R<%-algebras such 

that R<% ®v K C IW,M,N ®v ^ is finite and etale. Then, for every covering W —> ^ 
with G ^ , we have Rq/>,M,OO ®V ̂  — ̂ nR^/' ®R<& ,M,n K by construc
tion. Let <2r" -> ^ ' x t ^ ' b e a covering with fy" in Then, we also have 
Rw,M,oo ®v K — UnjR /̂/ R<&yM,n ®v K- Since &n is a sheaf, we conclude 
that the sequence 

0 >#n(Rw ,M,OO #n(Rw ,M,OO ,M,OO®K) — ^ n ( v ,M,OO 

is exact i. e., ^ —• ^n\Rty,M,<X> ®V K) satisfies the sheaf property with respect to 
coverings W —> ̂  with and ^ small and lying in ST. Then, the following makes 
sense: 

Definition 6.14. — For every small object —> 3E lying in & and every i, n G N 
define E^r,^)^ to be Homz (Z [ri+1] ,^„(-R^,M,OO ®V # ) ) • Define e ( I \ J^n) to 
be the sheaf on 3£M,*(°O) characterized by the property that, for every small ob
ject % G its restriction to ^M,fet (see 4 .1 ) is El(T, ^n)q/ as representation of T^. 
L e t e ( r , ^ ) : = { e ( r , ^ n ) } n . 

Let C*(r,^"n)^ C El(T1 <^n)<zr be the subgroup of invariants for the action of 
r i. e., the group of i-th cochains of T with values in ^n(R^,M,oo De
note by ^(Tj&n) the unique sheaf on whose value for every small object ^ 
is C*(r,^n)^. Eventually, let ^ ( r , ^ ) := (T,&n)} . 

Proposition 6.15. — Assume that & satisfies 6.10. Then. 

i) we have an exact sequence in Sh(%M *(co))N 

О—»/3**(.*") — . €° (Г ,^) —» ^ ( Г , ^ ) —» ••• 

ii) Rq lim a* (<E*(r, ^")) [n x] = 0 /or every <j > 1 and evert/ i; 

iii) lim a* (<£*(I\ J?)) [7r-1] ¿5 ifte sheaf associated to the contravariant functor send

ing a small object 9/ to lim ^ 
00 <— n 

r, ^JRW.M.00 ®K 
v 

r1] 

In particular, R9lima»(^?,(^"))[7r *] is the q-th cohomology of the complex 

lim ^ r . ^ H T r - 1 ! 
OO<—N 

lim ^ V r . ^ H T r - 1 
OO«— N 

lim ^ ( r . ^ f f f - 1 ! 
OO<— N 

... 

proving 6.12. 
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Proof. — Claim (i) can be checked componentwise and then it follows as in the proof 
of 6.7(i). 

(ii)-(iii) We use the spectral sequence 

lim ^ ( R % * ( e ( r , ^ n ) ) ) Rp+q lim a l o ? , 

given in 5.1. Since each &n is a sheaf we have ^n)(P^,M,OO ®V K) = 
Ei(T, &n)ty. Hence, H*(l\ e ( I \ &n)(Rw,M,oo ®v K)) is 0 for every q > 1 and it 
coincides with the cochains ^l(T, ^n)(Rty,M,<x> ®v ^0 ~ C*(r, &n)<2t for q = 0. 

Arguing as in 6.7(h) we conclude that R9a*(/?*(<£*(r, &n))) = 0 for g > 1. We are 
left to compute lim(p) a * ( e ( r , J^n)) = lim(p) ^(r ,J^n). 

Due to 6.10(vi), for every small object ty G & and every n the Chech cohomology 
group Hq (3? —» ty, ^n(R^,oo <S>v K)), relative to every covering 2f —> ty by smal] 
objects lying in is annihilated by any element of the maximal ideal of W(V00/pV00) 
(resp. Voo). But we have 
(20) 
« Ч Г . ^ Л Д . о о в А ' ) ) lim c£t(ThmT,&JR n®K\ 

ra—>-oo 
lim 

m—>oo r/pmr 
?n(Ä,oo№); 

As both inductive limit and finite products are exact functors we deduce that the 
Chech cohomology group Rq (3? -» ty, «^n(^j00 ®y K))) relative to every 
covering ^ ^ ty with and ^ G 2T is annihilated by any element of the maximal 
ideal of W(Vr00/pVr00) (resp. V^). Hence, the restriction of ^ (T, ^(R^ ®v K)) 
to ty is flasque, see [3, II.4.2], up to multiplication by any element of the maximal ideal 
of W(V00/pV00) (resp. Voo). In particular, Hq(ty,^(I\ &n)) is almost zero for ev
ery q > 1; see [3,11.4.4]. Due to 6.10(v) the projective system {^n(R^,M,OO ®V K)}n 
is almost Mittag-Lefler and using once again (20) we also have that the projective sys
tem { ^ ( r , J^n)}n is almost Mittag-Leffler. Hence, lim(1) <*f*(r, &n) is almost zero. 

By [20, Lemma 3.12] the sheaf l im^ ^ ( T , is the sheaf associated to the 
presheaf ty i—> Hq(ty, (^(T, ^"n)) ). We have, for each q > 1, exact sequences 

O ^ l i m ^ H ^ 1 ^ , ^ ^ , ^ ) ) —+ H9(^ , (^( I \ J^n))J —* ^ ( ^ ^ ( r , ^ ) ) -> 0. 

For g > 2, using the fact proved above that W(ty, ^{T, <^n)) is almost zero for 
s > 1, we deduce that W(ty, (^(T, ^n))n) is almost zero. We conclude that 
l im^ ^2(r,^"n) is annihilated by every element of the maximal ideal W(Voo/.pVoo) 
(resp. VQO) for q>2. 

Thus 

Äplma.(ei(r ,^'))[7r-1] = 0 

for p > 1 and all j > 0, and 

lima.CVI1, J ^ k " 1 ! ^ lim #VI\«^„)k"1 
oo«— n 

The conclusion follows. 
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Theorem 6.16. — Let X be formally smooth, topologically of finite type and geomet
rically irreducible over V. Let L = QLn)n be a projective system of sheaves such that 
Ln = Ln_|_i/pnLn+i for every n. Let Ĵ * G Sh(JT*)N be a sheaf of one of the following 
types: 

A) 9 ^ ® A + „ f ( % J == M w ^ / p ^ j ) = ̂ ®A+„f(%J == 

B)9 ^®A (inVi^/lM*)) where û~ /pn+1u^ 
XM XM 

lpn&^ is the 
XM XM 

natural projection for each n G N . 
Then, the assumptions in 6.10 hold. 

Remark 6.17. — Assumption (ii) of 6.10 holds. Indeed, X is formally smooth and 
topologically of finite type over V. In particular, it is Zariski locally the p-adic comple
tion of a smooth scheme over Spec(F). Thus, 2£ admits a basis by affine subschemes 
satisfying (RAE) due to 2.3. 

In case (A), assume further that L is a p-power torsion i. e., annihilated by ps 
for some s. Then, one can compute the sheaf ^G&1m COnt(̂ ) introduced in 6.11 via 
relative ((£>, r)-modules. Indeed, assume that = Spf(iZ^) is small and that (RAE) 
holds for R<%f,oo. 

For M = K we have K\{$/M) = ^R^ and by A. 14 the inflation 

ff(r^,S(L)) IT тпСЙГк- , L ® A-s . 
zp 

IT 'ir, Ra, Gl K))\K-V 
v 

is an isomorphism. 
Analogously, for M = K we have T^\(^M) = GR^ SO that 

ff(r^,D^(L)) IT тпСЙГк- ,L® A-s. 
Zp 

WU, &(R», to k"1! 
v 

Here, D-^r(L) is the r^)-module associated to L and the field K as in §2. 
For M = ifoo, the group T^\{^M) is the subgroup of ^R^ generated by GR^ 

and Hy. In this case 

^ ( r ' ^ D ^ L ) H W % 0 , L ® AT, ) 
zp 

Hp IT тпСЙГк- ,L® A-s. 
V 

where D^OO(L) is the (<p, r'H)-module defined in §2 using the field K^. 

6.4. Proof of Theorem 6.16. — We start with some preliminary results. 

Lemma 6.18. — Let R be as in 2.1. Let Soo C Too be integral extensions of R^ 
such that Soo ®v K = ôo ®v K and R^ C Soo is almost étale (see 2.2). Then, the 
cokernel of Soo C Too is annihilated by any element of the maximal ideal of Voo. 

Proof. — Let eoo be the canonical idempotent of the etale extension R^ [p-1] C 
Soo[p_1] = Toofp-1]. Since i?oo C 5oo is almost etale, for every a G Z[p_1]>() 
we may write patoo as a finite sum ^ a ; ® ^ with ai and b{ in SQQ. Let 
™>'> [p~x] QR^ SOO —• ^oo^-1] be the multiplication map and let 
Tr* S'oofp-1] —• RQOIP-1] be the trace map. Then, is characterized by the 
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property that m(x<g>y) = (TV ® Id)((x <g> y) • eoo). In particular, for every x G Too 
we have pax = m(pax®l) = Tr(aia;)&i. But Tr(a,ix) € since x and a* are 
integral over and Roo is integrally closed. Hence, pax — J2i Tr(aix)bi lies in SQO 
as claimed. • 

Lemmao.19. — Let °a = bpt(R^) be an affine small object of <x* and let °a —> °ii 
be a covering with ty' affine. Then, RW,M,OO — R<&,M,OO ®R<& Rw • 

Proof. — Write the composite of M and Koo (in K) as the union UnMn where Mo = 
K C • • • C Mn C • • • and K C Mn is a finite extension for every n. Let Wn be the ring 
of integers of Mn and let Fn be its residue filed. Let T i , . . . , Td G R<% be parameters 

as in 2.1. Since R<% <g>y A; is a smooth fc-algebra, then R<% [Txp , . . . , TJ ] ®v Fn is 

a smooth fc-algebra. Hence, R<% ®y Wn [T{*,..., TJ*] is a regular ring modulo the 
maximal ideal of Wn and, hence, it is a regular ring itself. In particular, it is normal. 

This implies that RvtM,oo = U„il^ ®v Wn [ T ^ , . . . , TJ*]. 
Since ty' —• ^ is formally etale, then il^/ <8v & is a smooth fc-algebra. Reasoning 

as above we conclude that R^> M <X> ^ U„ ft*/ ®v Wn [ T ^ , . . . , R F ] . The lemma 
follows. • 

Let ty — Spf (ft*) be an affine small object of 3£*. Let A be the union of some 
collection of almost étale, integral ft<*?M,oo-subalgebras of R<&- Write 

A/pA-^(^Jp^J(A®K) lim (A/pA-^(^Jp^J(A®K) 

where the direct limit is taken over all (ty, (W,L)) G XM with = Spm(SV) such 
that S<w <8)L M C A <S>v K> 

Proposition 6.20. — Assume that R<% is small over V. Then, the natural map 

A/pA-^(^Jp^J(A®K^Jp^J(A®K)) 

has kernel and cokernel annihilated by any element of the maximal ideal of Voo • 

Proof. — The presheaf 0~ /p~&~ is separated i. e., if (ty', W, V) -> (ty, W, L) is 
a covering map, the natural map 

A/pA = fff (A®K)/pÛ~ (A®К) A/pA = fff (A®K)/pÛ~ (A®К)ty, W, L) 

is injective. This implies that we have an injective map 

A/pA = fff (A®K)/pÛ~ (A®К) (A®K)/pÛ~ (A®К) 

We also get that the sheaf associated to the presheaf associating to a triple , W', L) 
the ring 0~ {W,W,L)/p0c: C&,TT,L) is defined by taking /p&~ )(<%,W,L) 
to be the direct limit, over all coverings (ty', W\ L') of (ty, W, L) with ty' affine, of 
the elements b in the group 6~ (ty', W, L')/p&~ (ty', W, L') such that the image 
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of b in e~ (<&", W", L")/p0~ (<&", W", L") is 0 where W\ L") is the fiber 
product of (<2r', W, V) with itself over >T, L). Hence, 

/Р&г )(A®K) 
У-M ' лм/ч \r 7 

: lim Kerc T1 
5,7 

where the notation is as follows. The direct limit is taken over all normal Rqt,M,oo-
subalgebras S of A, finite and étale after inverting p over ì^,M,oo> all covers W —• 
^ and all normal extensions R<%>,M,OO ®R<& S —* T, finite, étale and Galois after 
inverting p. Eventually, we put := Spf(i2^") to be the fiber product of fy' with 
itself over °l/ i. e., Rq/» := R%> ®R<K R<%'. We let 

Kers5x := Ker T / P T = T T S / V T S T S / V T S 

where To is the normalization of the base change to R<%« of T ®( D , W ^ _T.V °« ', 

For every 5 and T as above, write GS,T •= Gal(T<8v I f / S 0R^)MJOO -&&",M,oo ®V ^0 
Then, Ts is the product n^GGs T T®R<K, R<%" where tilde stands for the normal
ization (of T ® / ^ , R<%») and we view R<%» as i?^>-algebra choosing the left action. 
Hence, 

Ker^y = Ker T/pT Kers5x : 
Р&г )(A®K) 

Р&г )(A®K) 

The two maps in the display are a i—• (a , . . . , a) and a f-> (9(a)) geGs T-
For the rest of this proof we make the following notations: if B is a R<%,M,00-algebra 

we denote by B' := B <8>H ,̂M)00 #^',M,oo = B A*, , by B" := 5 <8>fl̂ ,)Moo 
RW,M,OO = B ®R<K, RW (the second equalities above follow form 6.19) and by B 
the normalization of B in We then get a commutative diagram 

(21) 0 

0 

S/PS 

KerS7 

S'/pS' 

o 

T/vl 

S"/vS" 

b 

Ts/pTs = X[g€GsT{T»/pT"). 

The top row is exact by etale descent and the bottom row is exact by construction. 
We claim that the kernel and cokernel of the map S/pS —• Kers^ are annihilated 
by any element of the maximal ideal of V^. To do this we analyze the maps a and /?. 

Analysis of Ker(a) and Ker(/?). — Note that he extension i?^,M,oo C S is integral 
and almost etale by 2.3. Hence, the extensions i&&",M,oo C S ' and .R^",M,oo C S" are 
integral and almost etale as well. Since the extension R^ —> R^> (resp. Rc% —• R<%") 
is faithfully flat, the rings 5 ' and S" have no non-trivial p-torsion. In particular, 
S" (resp. 5 " ) injects into its normalization S" (resp. 5 " ) which is TGST. Thanks to 
Lemma 6.18 the cokernel of S' -> S' = TGST (resp. S" -> S") is annihilated by any 
element of the maximal ideal of . 
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Consider the following. If 0 —• B —• C —• D —• 0 is an exact sequence 
of abelian groups then the kernel of the induced map B/pB —> C/pC is the image 
in B/pB of the group of p-torsion elements of D. In particular if B,C,D are V^-
modules and D is annihilated by an element a G Voo then Ker(B/pB —> C/pC) is 
also annihilated by a. It follows from this obvious fact that the kernel of the map 
S'/pS' -> S'/pS' and the kernel of the map S"/pS" -+ S"/pS" are annihilated by 
any element of the maximal ideal of Voo. 

Thejnap S'/pS' T/pT (resp. S"/pS" -+ fs/pfs) is injective since S' -> T 
(resp. S" —> Ts) is an integral extension of normal rings. Hence, the kernel of a and 
the kernel of /3 are annihilated by any element of the maximal ideal of Voo. 

Analysis of the image of Coker(5/p5 —• KeiS,T) i>n Coker(a). — Define Z as 
Z := Coker(S'/pS' (T/pT)Gs>T) c Coker (a). Since Ker5jT is Gs,T-invariant 
(by definition), the image of Coker(S/pS —• Ker^y) in Coker(a) is contained in Z. 
Put Y := Coker(S'/pSf —> S'/pS'). Let us remark that we have an exact sequence 
of groups: 

0—> Y—> Z—> Cokev(S'/pS' —> (T/pT)Gs>T) 0. 

We know that Y is annihilated by any element of the maximal ideal of , so let us 
examine the last term of the sequence. This is the same as Coker (TGs>T /pTGs'T —• 
(T/pT)Gs>T). Consider the exact sequence 

E rpGs,T lpr[ì<^s,T (T/pT)Gs>T (T/pT)Gs>T 

Since ft*',M,oo —»• T is almost étale, the group H1 (GS,T, T) is annihilated by any 
element of the maximal ideal of V^; see [12, Thm. 1.2.4(h)]. Hence, the cokernel of 
TGs>T/pTGs'T —> (T/pT)Gs'T is annihilated by any element of the maximal ideal 
of Voo- We deduce that the same is true for the module Z above. 

Now using the snake lemma applied to the commutative diagram (21), we get that 
the kernel and cokernel of the map S/pS —• KerS,T are annihilated by any element 
of the maximal ideal of Voo as claimed. 

This concludes the proof in the case that A is the union of almost étale, integral 
and normal ft&'^oo-subalgebras of R<%. In the general case, assume that Q is an 
almost étale, integral ft*5M,oo-subalgebra of A and let S be its normalization. Then, 
the cokernel of Q —• S annihilated by any element of the maximal ideal of Voo by 
Lemma 6.18. The same then applies to the kernel and the cokernel of Q/pQ —> S/pS. 
The conclusion follows. • 

6.4.1. End of proof of 6.16. — Assumption (i) clearly holds. We let {/^}* = y be 
a covering of 3£ and let 3% := {%j}j be a basis of Wi as in 6.10(h). Let ty G 3% for 
some i. 

(iii) The group Ln(Rty <S>y K) is constant on the connected components of ty and 
does not depend on ty itself. It then suffices to verify assumption (iii) for Ln the 
constant sheaf i. e, Ln = Z/psZ for some s in case (A) or Ln = (Z/pnZ) in case (B). 
In this case (iii) follows from 6.20 with A = R^. 
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(iv) Due to 6 .20 it suffices to prove that Rq {jtifa, hn(R& <g)y K) <g> Wn(R^/pR<&)) 
(resp. H9 , hn(Rcfr <S)y K) ® -R^r/pnRty) is annihilated by any power of the max
imal ideal of Wn(Vr00/pVr00) (resp. VQO) for every q > 1. In both cases, one reduces 
by dévissage to the case n = 1. The claim then follows from A.5 and A.3. 

(v) Given n G N, let R<% <g>y K C B be a finite and étale extension such that Ln+i 
and Ln are constant on the étale site of Bw We may assume that B is defined over 
a finite extension K C L contained in M and that R^ (g)y M C is a Galois 
extension of integral domains. Define A^ as the normalization of R^ in the subring 
of Rfy ®v M generated by R&,M,OO and £?. Then, assumption (v), with A^ in place 
of R®r,M,oc, holds due to 6 .20 since we may reduce to the case where L is trivial. 

Let Dn be the kernel of ^ ( i ^ ^ y K ) —• &n{A<% <8>v K). Let Mn be 
the kernel of Ln+i(B) —>• Ln(B). It is an Fp-vector space. In case (B), the 
sequence 0 —> A^/pA^ —> A^/pn+1A^ —> A<%/pnA<% —» 0 is exact 
since Aw is normal. Tensor it with Ln+\(B) and put En := Mn®(A<&/pA<&). 
Since Ln{B) = Ln+i(B)/pnLn+i{B), the sequence 0 —• Mn <g> A^/pA<% —• 
Ln+i(B)<8> Aw/pnJrlAw —• Ln(B)<8> A^/pnA^ -> 0 is exact. Thanks to 6 .20 
we get that the natural map En —> Dn has kernel and cokernel annihilated by any 
element of the maximal ideal of V^/pV^. 

In case (B) consider the exact sequence 0 —> A^/pp A^ —• Wn+i (A<%/pA<&) —i 
Wn(A^/pAfy) where the last map is the natural projection composed with Frobe
nius. Tensoring it with Ln+i (B) we get the exact sequence 0 —> Mn ® A%/pp A<% —• 
Ln+1 (B) ® Wn+i {A* IpAw ) —-> Ln (B) ® Wn (A* /pA&). Put 

Fn := Mn® Aw /pp Aw. Also in this case the natural map Fn —> Dn has ker
nel and cokernel annihilated by any element of the maximal ideal of Kx>/pVoo- It 
follows from A.5 and A.3 that HQ(J^,En) and HQ(J^,Fn) are annihilated by any 
element of the maximal ideal of V^/pV^. Thus, the same applies to HQ(J^, Dn) and, 
hence, to the cokernel of the map from ^n+i(Afy ®v K)3^ = <^n+i(Rty ,M,OO ®V K) 
to &n(A& ®v K)3^ = &n(Rw,M,°° ®v K)- This concludes the proof of (v). 

(vi) For every covering 2? -> V in with 2? G 5- define H^JJ? ^ ^ ) as the 
Chech cohomoloecv SXOUD 

n%n(2?^W) := Rq 2? ^W,Ln(B)®Wn(Aw <g> Rx/pRx) 
R<% 

respectively 

H r̂ :=Rq(2? ^WXn{B)®(Aw <g> R£r/pnR<3?)), 

See the proof of (v) for the notation. For every q > 1 the group (¿2" —> fy) is 0 
since the sheaves considered are quasi-coherent. 

Due to 6 .20 we conclude that assumption (vi) holds using A<% <8>R^ R% <g>v K in
stead of i? °̂,M,oo- Let G be the Galois group of A<% <S)v K over i?^,M,oo ®v K. Using 
the spectral sequence 

Kp(G.Kq(2Tq/.&AA*, to (Ra*toK\ ftP+Q(% _> ^ , & (R „ ^ 0 K\ ) 
V 
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we deduce that the group W(£e —* ty, &n\R&,oo ®v K)) is isomorphic to the grou] 
W(G,YL°(2? -> &,&n(Av®Rqf(R*®vK))) i. e., W(G,&n{Aw ®v K)). Let ( 
be the kernel of the surjective map ^% —> G. Consider the spectral sequence 

IP ( G, H* (G, Ln (B) ® ft<* /pft^ ' Hp+« , Ln (JB) <g> Rw IvRw ) 

Note that H*(G,Ln(£)<g>R^/pR^) and H*(J^,Ln(£) ® ft^/pft*) are anni
hilated by multiplication by any element of the maximal ideal of W(Vr00/pV00) 
(resp. Voo) for q > 1 due to A.5 and A.3. Hence, the same must hold for 
H9(G,Ln(i?) (g> A<&/pA<&). By devissage and 6.20 one concludes that the same 
must hold for H9(G, &n(A<& (g>v K)). Thus, (vi) holds. • 

6.5. Proof of theorem 6.1. — By theorem 6.12 if & is a sheaf of Sh(3tM,*)N 
such that the assumptions 6.10 are satisfied then R^^M,*^)f71"-1] — ^GaiM(^)' 
Using this isomorphism the Leray spectral sequence for the composition of functors 
H°(.2T*, - ) o V^T,M,* becomes 

E?,9 = H W . , J # ? í \ (&)) HW.,J#?í\ (&)) 

In particular, we obtain a spectral sequence for * = •. Now theorem 6.1 follows as 
the functors W(X*M, —) and W(XM, ~) are canonically isomorphic; see 4.7. 

Appendix A 

Galois cohomology via the Tate-Sen method 

The goal of this section is to prove Proposition A.5 stating that, if M is a Zp-

representation of then the groups H*(^%, 2)(Af) ®As A^), H*(«^, 2)(Af) ®x A^). 

Hi(H5,^(M)®A^ A^) and H*(Hs,D(M) <g>~ ^ As) are trivial for % > 1. This is 

the key tool to compute the Galois cohomology of M in terms of the associated 
(<p,rs)-modules. 

To treat all the cases above, we follow the axiomatic approach started by Colmez 
in [10, §3.2 & 3.3] and developed in [2, §2]. 

A.l . The axioms. — Let be a profinite group and let A be Zp-algebra which is 
an integral domain and is endowed with a map v: A - > R U {+00} such that: 

(i) v(x) = +00 x = 0; 
(ii) v(xy) > v(x) + v(y)\ 

(iii) v(x + y) > mm(v(x),v(y))', 
(iv) v(p) > 0 and v(px) = v(p) + v(x). 

We endow A with the (separated) topology induced by v. We assume that A is 
complete for this topology and that it is endowed with a continuous action of $ such 
that v(g(x)) — v(x) for x £ A and for g £ . 

Let <ffl a closed normal subgroup of <S such that T — jjtf is endowed with a 
continuous homomorphism \ - F ~¥ with open image, with kernel isomorphic to 
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and such that 7*77 1 = gx^ for every g G Ker(x) and every 7 € T. Let 70 G T 
be such that Im(x) = Zpx(7o) 0 F with F a finite group. Assume that there exist 
7i> • • • > Id £ Aut(A) such that Ker(x) is an open subgroup of ZP7i 0 • • • 0 Zp7d and 
let mo G N be such that pm° ®f=1 ZP7i C Ker(x). Let G C be a closed normal 
subgroup, put H : = G f l J f and assume that f := G/H^-»Ker(x). 

Assume that for every open normal subgroup Jiff c Ji? there exists an integer 
™>o,jrf > such that for every i G { 0 , . . . , d] one has 

(a) a lifting 7fm°,Jr' G ^ /J f ' centralizing J T / J T ' ; 

(b) an increasing sequence ( A ^ ^ , ) of closed subrings of h3^'; 

(c) m a p s ( r i V : A - ' ^ A S ^ ) R O , I 0 , r 

and the following axioms a la Tate-Sen hold: 

(TS1) there exists ci G R>o such that for every open normal subgroups Hi C H2 of Jtf 
(resp. of H), there exists a G AHl such that v(a) > — c\ and Y] r(a) = 1; 

TeM2/H1 
(TS2) there exists C2 je» G R>o such that for every i and j G {0 , . . . ,dj and every 

m > m0<^: 
(a) rm;jT' 1S Am,J '̂-LINEAR AND rm,^(a;) = * if X ^ Am,^M 
(b) one has v {j^ > v(x) — c^^' and lim ^>,{x) = x for every 

x G A ^ ' ; 
(c) Tm? '̂ commutes with r^,^,; 
(d) the ring A ^ ^ / is stable under &/Jt?f and T^^>, commutes with the 

action of V/M" for i G { 1 , . . . , d}; 
(d') the ring A^'^, is stable under 7g ' and commutes with 7J 

and T^fjp, o T^jp, o • • • o r^jp, commutes with the action of £f/Jf7'; 
(e) we have A ^ ^ , C A ^ ^ „ , as subrings of A, for every open normal sub

group M"1 C <ffl' and the following diagram commutes 

1 rr, 
1 rr, W 

Л™ до"/ 

1 rr, 
1 rr, W 

\(¿) 

(TS3) let X « = ( l - r « ) Then, 

(a) there exists 03^/ G R>o such that for every m > m o ^ / and every 

i G {0 , . . . the map 1 — 7? is invertible on X^^f and for every 

x e хт,ж-» one has w ( ( l - 7fm) (ж)) > v{x) - сг,ж.. 
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(b) There exists c^^» G R>o such that for every m > m§^> and every 
i G { 1 , . . . , d] and every x G A ^ ^ , , one has v ((7? — l ) > v(x) + 

(TS4) Let H' C H be an open normal subgroup. Assume that there exists an integer 
mo,w > ™>o and that for every i G { 1 , . . . , d} one has a lifting 7? ' G G/H' 
centralizing H/H' and an increasing sequence (A^H,) of closed subrings 

of AH' stable under G/H' and maps (t^H,: AH' -> A^H,) such that 

the analogues of (TS2) and (TS3) hold. 

We followed closely the formalism of [2, §2] with the differences that we 
added (TS2)(e) and (TS4). 

A.2. Notation. — Let W be a free A-module of finite rank a i. e., W := Aa. We 
consider it as a topological module with respect to the (separated) topology defined as 
the product topology considering on A the v-adic topology. Note that such topology 
is independent of the choice of A-basis of W. For every positive n G Q write A>n 
for the subgroup of A consisting of elements x such that v(x) > n. They are a 
fundamental system of neighborhoods for the topology on A for n —> 00. Let W>n be 
the image of A>n in W; they form a fundamental system of neighborhoods for the 
given topology on W. Assume that W is endowed with a continuous action of if. 
We consider continuous cohomology of a closed subgroup H' of with values in W. 
If / G Cr (Hr, W) is a continuous cochain, with r > 0 and with the profinite topology 
on H', write v(f) := min{n G N|(V#i,. . . ,gr G Hf)f(gu ...,gr) G W>n}. We write 
d: Cr(H',W) -> Cr+1(H',W) for the boundary map. 

Lemma A.1. — [23, §3.2] Let Ho be an open subgroup of H (resp. of and let f 
be an r-cochain of Ho with values in W for r > 1. 

(1) Assume that there exists an open normal subgroup Hi c Ho such that f factors 
via an r-cochain of Ho/H\. Then, there exists an (r — l)-cochain h of Ho/Hi 
with values in W such that v(f — dh) > v(df) — c\ and v(h) > v(f) — c\. 

(2) There exists a sequence of open normal subgroups Hn C Ho and continuous 
cochains fn G Cr(Ho/Hn, W) forn G N such that f = fn modulo W>n forn —> 
00. 

Proof. — We work out the case of HQ C H. For H0 C the argument is analogous 
and the details are left to the reader. 

(1) Let a G A^1 be an element satisfying (TS1). Define the (r - l)-cochain a U / 
of HQ/Hi with values in W by 

(a U/)(<?!, . . . , := ( - I f 
teHo/Ht 

Ql • • • Qr-it(a) • /FOI, . . . , Qr-l,t) 
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One computes that 

d(a U / ) ( a i , . . . , qr) = ai ((a U / ) (o2 , . . . , gr)) 
r-l 

¿=1 
- i ) > u / ) ( . . . , № , . . ) -

+ H № U / ) b i ^r-l) = 
+ (-l)r 

teHo/H! 
gi--grt(a) • gif {92, • • • ,0r,*) + 

+ ( - l )r 
R-1 

j=i teHo/H 
(-l)39i ' ' ' 9rt(a) • /(01,...,9jgj+i,9r, t) 

teH0/Hx 
gi • • • flfr_it(a) • / ( 0 1 , . . . , gr-i,t) 

and 

( a u a / ) ( ^ i , . . . ^ r ) = (-l)r+1 
teHo/H! 

gi - • -grt(a) - df(gi,...,gr,t) = 

(-l)r+1 
teHo/m 

9i"' 9rt(a) • #i/(#2, • • •, #r, *)4 

+ ("l)r+1 
teHo/B 

9i"' grt(a) 
r-l 

(—• • • ,9j9j+u9r,t) + 

teHo/Hx 
gi - -grt(a) - f(gi,. • • ,grt) + 

teHo/H! 
gi--grt(a) • / ( # 1 , . . . ,#r) 

Since J^teHo/m = 1, we have (aUdf) = f - d(a U / ) . Put A = a U / . Then: 
v(ft) > - Ci and v ( / - dh) = v(a U df) > v(a) + 

(2) Since / is continuous there exists an open normal subgroup HN such that the 
composite fn: HQ —> W —> W/W>n factors via (H0/HN) . Let /n be the composite 
of /n with a splitting W/W>n —» (as sets). Then, /n is a continuous cochain and 
v(f - U) >n. C 

PropositionA.2. — [23, Prop. 10] We have W(R,W) = 0 for r > 1 anc 
W(jf,W) = 0 for r > 1. in particular, Hr(G, W) = Hr(r',W^) anc 
Hr(^,W) = H r ( r , w ^ ) . 

Proof — The last statement follows from the first one and from the spectral 
sequences HP(JP,_)) Hi+'(#,_) and ff'(r,,№(H,_)) Hi+'(G,_). 
Let #0 :— -ff or Let / be an r-th cochain of HQ, for r > 1, with values in W. 
Let {HN, fn}n be as in A.1(2) and, for each n, write hn for the continuous (r — 1)-
cochain satisfying A.1(1) i. e., v(fn — dhn) > v(dfn) — ci and v(hn) > v(fn) — c\. 
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Then, {hn} is Cauchy so that it converges to a continuous (r — l)-cochain h. Further
more, v(fn — dhn) > n — C\ for every n so that dhn —• / for n —• oo. We conclude 
that / = dh as claimed. C 

Let A>n be the subset of A consisting of elements b such that v(b) > n. Then, A>c 
is a ring and A>n is an ideal for every n > 0 due to the properties of v. We write Â  
for the quotient A>0/A>n. Assume that the following strengthening of (TS1) holds: 

(TSl/) for every c G R>o and for every open normal subgroups Hi C H2 of J? 

(resp. of H), there exists a G A^l such that v 
T€H2/HI 

r(a) < c. 

One then has the following variant of A.2: 

Proposition A3. — Let W be a free Kn-module of finite rank a endowed with a con
tinuous action of &. Then, for every c G R>o and every integer r > 1 there ex
ists an element jc G Aff0 of valuation v(^yc) < c such that jc • Hr(H, W) = 0 and 
1c.Hr(jt?,W) =0. 

A.3. Decompletion. — The notation is as in A.2. Write T>(W) := 
and D(W) := Wn. They are closed subgroups of W endowed with the topology 
induced from W. 

It is proven in [2, Cor. 2.3] that (TSl) implies that there exists an open 
normal subgroup J#w C Jt? and a A-basis e i , . . . , ea of W such that W3^>w = 
A^wei ® • • • 0 Ajrwea. For every i = 0 , . . . , d and every m > mw = ^o,^w define 
the map : W** - W*» by £?=1 №i - E"=i ^ U w ( A ) ^ Due to (TS2) 
such map is independent of and the basis e i , . . . ,ea and it descends to a map 
on T>(W) = W^. Due to (TS2)(b) it is continuous for the topology on W^w 
induced from W. We then drop the index and we write simply 

T$ : ®(W) > 33 (W) for % = 0 , . . . , d, m > mw. 

Using (TS4) and repeating the construction above, we get similarly continuous maps 

t$ : D{W) • D(W) for i = 1 , . . . , d, m > mw. 

For every m > mw due to (TS2) we have a decomposition 

®(W) := ®m(w)®®w>(w) e • • • e © ^ ( w o , 

where := (l - r i*) (J)(W)), ^^(W) := ( l - r ^ ) (©(W)T(-)=1), • • •, 
© ^ ( W ) := (1 - ri0)) (©(W)T(?)=1|...|T(i)=1) and ©m(W) = D(W)T(d)=1| >>jT(o)=1. 
They are closed T-submodules of 2)(W). We endow them with the induced topol
ogy. By (TS2) the decomposition above is an isomorphism of topological T-modules. 
Similarly, we have an isomorphism of topological T'-modules 

D(W) := Dm(W) e D « ( W ) 0 • • • 0D<f (W), 
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where DX>(W) := {l-ffl)(D(W)),...,DW(W) := ( 1 - ^ ) (D (WOtoj>=li...,t2>=1) 
and Dm(W) = D(W).(d)_1 are closed T-submodules of D(W). ™ 

Proposition A.4. — There exists an integer N > m\y such that for every n > N, 

if 7? € r t/ie map 7? — 1 25 bijective with continuous inverse on Dm (W) /or i = 
0 , . . . ,d fresp. D ^ T ^ / o r i ^ l , . . . , ^ . 

Tften, t/ie maps of continuous cohomology groups HJ'(r,2)m(W)) —> HJ'(r,2)(W)) 
and №'(r',Dm(WO) -> №'(r',D(W0) are isomorphisms. 

Proof. — We deduce from the first statement that № (ZP7f , Dm {W)j = 0 and that 
BP (Zp7f ,Dm (W)) = 0 for every j > 0. We get from the Hochschild-Serre spectral 
sequence that BP (r,Q$(WJ) = 0 and BP (r,D£?(W0) = 0 for i > 1. For i = 0 the 
first statement implies that 7Q — 1 is bijective with continuous inverse on the group 
BJ(r',D$(W)). By Hochschild-Serre № (r,©£?(W0) = 0 for t = 0 as well. The 
second statement follows. 

Since 7f — 1 = (7? - l)(X)j=o 1 7f J) f°r ^ > 5, if 7f - 1 is bijective with 
continuous inverse on 5)m(W) (resp. Dm (WO) also 7f - 1 is. Hence, it suffices to 
prove that 7? — 1 is invertible with continuous inverse. 

We prove the statement for 5)£ (W). The proof for Dm (WO is similar and the 
details are left to the reader. Write W^w = A^w ex © • • • © A^w ea as in A.3 and 
write wfwM := (1 - T$) ( w ^ 1 } _ ) . Due to the assumptions in A.l 

we have a lifting jp ' w G &/Jff\y commuting with the elements of Jf?/J4?w. 

Since ©^(WO - (Wfw'{i))^ by (TS2) it then suffices to prove that - 1 is 

invertible with continuous inverse on 
Extend v on Ae± © • • • © Aea by v(J2]=i zjej) := ^{v(zj)\j = 1 , . . . ,a} . It 

defines the weak topology on Aei © • • • © Aea. Since the action of &/J#w on W^w 
N 

is continuous, there exists an integer N > mo^w such that 7? acts trivially 
on W^/Wf^w+l * ®«=1A^/Af^w+iej. Take m > N. Following [8, 
Prop. II.6.4] define 

fi \ W^w^ > w<#?w,(i)^ fi 
a 

3 = 1 
Z3 ej, 

a 

3 = 1 
( l - 7 f ) " 1 ( ^ ) e j . 

It is well defined, continuous, bijective and with continuous inverse (for the weak topol-

ogy) due to (TS3). Then, z - ¿ ( (1 - 7 f )(*)) = -fi (E"=i if ~ if)^))-
Write 

fi \ W^w^ > w<#?w,(i)^ 9iAv) -y-fi((i-^m)(y)-z) 

Then, v(fi(z)) > v(z) - c3,jew by (TS3) and v(gifi(y)) > v(y) + mi{v({l -

if )(e<))|J = I,..-,a} - c3tJffw > v(y) + 1. Hence, v(gitZ(y1) - gitZ(y2)) = 
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v(9i,o(yi — 2/2)) > v(yi — y2) + 1- This implies that giiZ is a contracting operator for 
the f-adic topology so that there exists a unique fixed point yz. Since fi is bijective, 
we get that yz is the only solution of (l — 7? )(y) = z. We deduce that 1 — 7? 
is bijective on W^fw^l\ Furthermore, since yz is the limit of the sequence gfz(z) 
and gilZ(z)-z = fi(ifm(z)), we have v(yz-z) > v(giiZ(z)-z) > v(^/fm(z)) -c3^w. 
Hence, (l — 7? ) is continuous on W^fw'^\ • 

We are ready to apply the considerations above in the cases of interest to us. Let 
S be as in 2.2. Let M be a Zp-representation of Let M ^ Z£ ®J=1 Zp/pCiZp. 
For A = S ^ y K , A s , A l , or A t , then M0Zp A = A° ®*=1 (A/pc*A). We 
consider M ®zp A as topological module for the product topology considering on A 
the topology induced from the p-adic topology on R ®y K or form the weak topology 
on A-^ and considering on each A/pCiA the quotient topology. 

Proposition A.5. — We have: 

1) the rina A := R®v K with v(b) := min j^s,M®Zp(E®v K) satisfies (TSl). Fur
thermore, the following holds 

(TSl') for every c G R>o and every open normal subgroups Hi C H2 of M 
(resp. ofH), there exists a G R such that 

TGHO Мл 

r(a) is an element 

of V of valuation < c; 
2) for every r G Q>o the ring A := A^' J with v = wr satisfies (TSl); 
3) for every N G N the ring A := A^/pjV+1A^ with v = v | N satisfies (TSl); 
4) W(j^s,M®Zp(E®v K)) = 0 /or every i > 1; 
5) (a) H* (^5, M 0Zp A5) - 0, (b) H* ( j ^ , AT 0Zp AL) - 0 /or every1 > 1; 

6) (a) H*(H5, M ®Zp = 0, (b) H* (Ks, M ®Zp A* ) = 0 for every i>l. 

Proof — For open normal subgroups ^1 C of claim (1) follows from [2, 
Prop 3.4 & Rmk. 3.5] and claim (2) follows from [2, Prop. 4.4]. 

Let Hi C H2 be normal subgroups of H. They correspond to extensions R'^ C 
S^2 C S^1 which are finite and Galois over R'^ [p-1] of degree d\ and d2 respectively. 
In particular, there exists an extension C V^, finite and Galois after inverting p, 
such that they arise by taking the normalization of the base change of extensions 
of Roo ®Voo Voo* finite and Galois after inverting p of degree di and d2 respectively. 
This is equivalent to require that there exist open normal subgroups of M{ C Jf2 
of such that ^ n H = Hi, ^ n H = H2 and Hi/H2 = Jft/Jft. Then, (TSl) 
(resp. (TSl')) for J^i c J% implies (TSl) (resp. (TSl')) for Hi C H2. Hence, (1) 
and (2) follow. 

(3) Let Hi C H2 be open normal subgroups of (resp. H) and let ar be an element 
of A^'r' satisfying (TSl). If we write ar := J2kPk[zk] with Zk G E^, since wr(ar) = 
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inf{rvE(^jt) + k} > —ci, we get that V E ( ^ ) > Clr k. Hence, for every N G N we 
have v^N(ar) > ~Cl~N. In particular, the claim follows. 

(4) It follows from A.2. 
(5)-(6) Since AL /pN+1AL = A^/pN+1A^ claims (5) and (6) follow from A.2 

for M a ^-representation which is free as Zp/piV+1Zp-module. In particular, (5) 
and (6) hold for torsion representations. 

We may then assume that M is torsion free. Let A := A ^ or At- and let H = J#s 

or H5. Let / be an z-th cocycle of H with values in M ®zp A, continuous for the weak 

topology. If A = Â -, then A ^ ='UrA^'r' and Â |'r' is open in for the weak 

topology since it contains A±. In particular, since H is compact in this case / takes 

values in M <8>zp Â 'r̂  for some r. 
Since / is continuous, for every n G N there exists an open normal subgroup Hn 

of H such that the composite fn: Hl —> M®Zp A-> M<g)Zp(^/(^n+1[£i±^]+n H A)) 

factors via (#o /#n)*; see 2.4 for the notation Unjh- Here, for u G Q we write [u] 
for the smallest positive integer bigger or equal to u. Let fn be the composite of fn 
with a splitting M0Zp(^/(^n+1 [£i±»]+n H A)) —> M(g)Zp A (as sets). Then, /n is 
a continuous i-cochain and we also have fn = / , if viewed as cochains with values 
in M(g)Zp (i4/(t/"n+1 pi+nj ( n fl A)). For every n let hn := ar U /n be the continuous 
(i — l)-cochain defined as in the proof of A.l(l) . The computations in loc. cit. show 
that fn-dhn = aU dfn = 0 and hn+1 = hn in M <8>Zp (A/(Un+lin fl A)). Then, {/in} 
is Cauchy for the weak topology and {dhn}n converges to / for the weak topology. In 
particular, hn converges to a continuous (i — l)-cochain h with values in M(g)zp A-^ 
and dh = /. 

If A = A^, this concludes the proof. If A = AL, since pnA^ n A^'r] = pnA^'r] 
and since wr{p) = 1 and wr(7r) > by [2, Prop. 4.2(d)], we conclude that {hn} 

is Cauchy for the uv-adic topology as well. Since A^'r' is complete and separated 
for the w;r-adic topology by [2, Prop. 4.2(c)], we conclude that h in fact takes values 
in M 0zo A^'7 .̂ The conclusion follows. • 

P R 

A.4. Sen's theory for R[p 1], — Before passing to the (tp,r)-modules, we first 

show that our theory applies in the case of i?[p_1] -representations. These results are 
due to Sen [22], in the classical case of a DVR with perfect residue field, and are due 
to [6] for a DVR with imperfect residue field. The key point is of course to show 
that A.4 applies. This follows essentially from results proven in [2]. We review some 
of the basic definitions and properties from loc. cit. 

d 
Let S be a ii-algebra as in 2.1. Fix ra0,s G N such that pm°>s 0 ZP7» C Ts. 

i=l 
Then, for every m > mo,5, the ring 5m+i[p_1] is a free 5m[p_1]-module of rank pd+1 
(resp. 5m+i • W[p_1] is a free Sm -\V\p~1 ]-module of rankpd). For every i G { 1 , . . . , d} 
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and every n G N , define 

f\ 1 1 1 1 
ON,* — ,...,li_l1li+lì...ìld \.Vn 

and 
q \}) Qf [rp'pn rpp^ rpp7^ rppK' 
ON,* — O [11 , . . . , l-i+ii • • • , J-d 

For i = 0, one puts q(i) C [rpp7r rp~pfc 
ON,* — O [ 11 , . . . , ±d 

Eventually, let = M Sn% and 
nGN о'(О 11 Sn (u) 

xEN 
For every z G {0 , . . . , d} and m G N , one defines 

ç(0 
sss m, k 

's(0) - y > 

' ai*) Q 

b"1] if * = o, 

p-1] if i€ {!,...,<*} 

where the hat stands for p-adic completion. Similarly, for i G { 1 , . . . , d} and m G N , 
put 

°oc,m,K 
q'(i) q OOO,*.OM p - 1,2 

Note that 5^jm K C Socb"1] for every i G {0 , . . . , d} and m G N and that S™m K C 

S'\v~x\. For n> m> mo and # G SLfp-1!, one puts 

UH*) 

1 
pn — M Äs»/s<0>.-v,>) if t = 0 

i 
pT>-M 

Äs»/s<0>.-v,>) if i G {! , . . . , d}. 

For n> m > mo and # G 5n[p *] and every z = 1,..., d define 

pT>-M i 
pTi—m 

Äs»/s<0>.-v,>) 

Such maps do not depend on n for n > 0 so that they are defined on o ^ b x] 
(resp. S^b"1])-

Proposition A.6. — For every i = 0 , . . . , d and every m > mo £/ie map ¿5 contin
uous for the p-adic topology so that it extends to a unique m K-linear map 

Äs»/s<0>.-v,>) °oo,m,K' 

Analogously, for every i = 1 , . . . , d and every m > mo the map tm is continuous for 

the p-adic topology so that it extends to a unique K-linear map 

Äs»/s<0>.-v,>) q'(i) 
Joo,m,K-

Proof. — The claim for Tm follows from [2, Lem. 3.8]. Since tm is obtained from Tm 
by base-change from Voo to W, the claim for tm follows as well. • 

Note that {R[p-l])^s = S^p'1} and (^[p"1])"5 = ^ [ p - 1 ] due to 2.6. Fur
thermore, 
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Proposition AJ. — The rings m K and the applications Tm satisfy (TS2) and 

(TS3). The rings S^m K with the applications tm satisfy (TS4)-

Proof — The fact that (TS2) and (TS3) hold is proven in [2, Prop. 3.9] and in [2, 
Prop. 3.11]. Axiom (TS4) follows from this since tm is obtained from Tm by base-
change from Voo to W and taking p-adic completions. • 

Lemma A.8. — We have (Jm (f^ S^mK^j — £00 [p-1]- Analogously, we also have 

Um (niSSm,K)=\JmSL[p-1]-

Proof — The first claim follows from [2, Lem. 3.12]. The second is proven as 
in loc. cit. • 

Let M be a Zp-representation of and let Q := M<g>zp i2[p-1]. Due to A.2 we 
know that the natural maps 

Hn(r5,Q^s) - + H n ( % , Q ) and Hn(r,s,QH*) • Hn (GS,Q) 

are isomorphisms. Furthermore, 

Theorem A.9. — There exists a finitely generated, projective [p x] -submodule N c 

Q^s, stable under Ts, such that N^s^ Soo = and the natural map 

Hn(r5,iV) > H n ( r 5 , Q ^ ) 

is an isomorphism. Furthermore, if N' :— N^s^ ( U M S'mh ^en Nf = 

QUs and the natural map 

En(r's,N') > H " ( r % Q H S ) 

is an isomorphism. 

Proof. — Put N to be the base change of £>m((2), as defined in A.3, via the natural 
map p|i K —> 5oo [p~X] • Similarly, put Nf to be the base change of Dm(Q) via 

f)i Slc^m,K ~~> UM S'm ' ^ ^ 

Due to [2, Thm. 3.1] there exists an i2[p-1]-basis e i , . . . ,ea of M <S>zp R[p~X] sta
ble under an open subgroup J£Q of J#s, normal in Let Soo\p~l] C T^lp-1] be 
the corresponding Galois extension. Then S)m(Q) (resp. Dm(Q)) is by construction 
the set of c^/J^-invariants (resp. Hs/HQ-invariants) of the free f]t T^m ^-module 

(resp. f|i ^M, irmodule ) with basis e i , . . . , ea. By [1, Cor. 3.11] we have 7^[p_1] = 
S'OOB-1] ®Soo ^00 so that the extension S ^ B " 1 ] C Too[p_1] is finite, etale and Galois 
with group Jf?s/Jf?Q. Similarly, one proves that T^[p_1] ^ s£[p_1] ^s^ so that 
the extension S^jp-1] C T ^ B - 1 ] is also finite, etale and Galois with group H S / H Q . 

Then, the claims that N1 = N ®Soo (IJM ^M) AND THAT N and N' satisfy the require
ments of the theorem follow as in the proof of A.4 and etale descent. • 
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A.5. Sen's theory for and A^. — We recall some facts proven in [2, §4" 
needed in order to prove that (TS2) and (TS3) hold also for the rings A-p and A^-
Let S be a i?-algebra as in 2.1. For every i = 0 , . . . , d let 

A^(oo) := UnAs [хо] рП , . . . , [Xi-l] w 'xi+1]'n,...,[xd]'n 

and let A^(oo) be the closure of A^(oo) in AS^ for the weak topology. Here 
we write xo for the element e and we write [x{\ for the Teichmuller lift of X{. B] 

a 
construction it is stable under if i ^ 0 and it is stable under 7Q , for s >̂ 0 
if i = 0. Then, 
Proposition Â.10. — For every m > 0 and every i = 0 , . . . , d there exists a homomor-
phism 

r(0 _r(<) . Te A^(oo) [fa]**' 

called the generalized trace à la Tate, such that 

(i) it is A^(oo) [[xi] p™ j -linear and it is the identity on A^(oo) [[a;*] 
(ii) it is continuous for the weak topology; 

(iii) it commutes with the action of Gal (SQO/R) if i ^ 0 and it commutes with the 

action ofjQP ifi = 0. Furthermore, Tm 0 = TnJ>} o Tm for m, n G N and i, 

j G { 0 , . . . , d} and ri°^ o r i^ o • • • o rffl commutes with the action of ^R; 
(iv) for every n G Z such that m + n>0 we have (pn o T^+n = ri^ o <̂ n; 
(v) z£ is compatible for varying S i. e., given a map of R-algebras S —> T as in 2.1 

we have that T^t restricted to As^ coincides with T^S; 
(vi) there exists rs G Q>o such that (TS2) and (TS3) hold for every 0 < r < 

rs with A := A '̂7^ and v = wr, taking Am for m > 0 to be the closure of 
Ajg^nA^(oo) [[a;*]*™"] in A^'r^ and taking form > 0 to be the restriction 
of the maps defined in (i); 

(vii) for every N G N (TS2) and (TS3) hold for A := A^/pN^A^ and v = , 

taking Am for m > 0 to be A^(oo)/piV'flA^(oo) [[#¿1*™"] and taking RS(i), m 

for ra > 0 to be the reduction modulo p1*^1 of the maps defined in (i); 

(viii) there exists ms G N such that for m > ms the map 7; — 1 is an isomorphism 

on (l — Tm)(As ) with continuous inverse (for the weak topology). 

Proof. — Claims (i)-(v) follow from [2, Prop. 4.11]. The verification of (TS2) (resp. of 
(TS3)) in (vi) follows from [2, Prop. 4.19] (resp. [2, Prop. 4.26 & Prop. 4.28]). The 
fact that (TS2) holds in (vii) follows from (ii) and the fact that the weak topology 
on A-=/pN+1AR- is the v ^ - a d i c topology. 

Since (l — Tm) {ASEV) is p-adically complete and separated, the fact that 7? — 1 
is bijective can be verified modulo p and follows from [2, Prop. 4.26 & Prop. 4.28]. 
In particular, (7? — 1)_1 is bijective on pAr+1(l — Tm^As^) and, consequently, 
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on (1 - r^))(A5oo/piV+1A5oo) for every N G N . Note that for every h G N the 

group 7rhAg is contained in the subgroup of elements x G A ^ ^ such that wr(x) > 

hwr(7r). By (TS3) for A '̂7^ there exist constants C3 s and C4 5 such that for every 

element z in Trh(l - r & ^ A ^ (resp. A ^ ( o o ) [[a;*]**"'] HTT^A^) one has 

rvB(zfc)^((l - lf)-\z)) > wr((l - Tf")"1^)) — N > wr(z) - c3)s - N 

and, respectively, 

rvB (**)-"((! - 7 f )(*)) > «»r((l - t T )(*)) - N > wr(z) + c4,s - N. 

Since wr(z) > rv^N(z), we conclude that vE(zfc)^iV((l - 7fm)_1(«)) > v|JV(z) -
2 ^ and vE(*fc)^((l - 7 f )(*)) > v |w(z) + N > wr(z) + c4,s - NHence, (vii) and (viii) 
follow. 

bimilarly, given a it-algebra b as in 2.1, tor every z = 1 , . . . ,d let A5V (00) := 

UnA'5 [xi] pn , . . . , pn , [#¿+1] pn , . . . , [xd] pn j and let A's^(oo) be the closure 

of A^^(co) in As^ for the weak topology. Note that since i > 1 the ring A^(oo) 

contains the closure for the weak topology of UnAy [xo\ pTl j which is Ay^ by [2, 

Cor. 4.10]. Then, A^(oo)(g)~ Aw maps to A^^(oo) and the image is dense 

for the weak topology. Recall that As^ (g)~^ Aw injects and is dense in As^ 

and As (8>Av Av^ injects and is dense in A^ by 2.9. Hence, for every i = 1 , . . . , d we 

may base-change Tg m via ®~ Aw and complete with respect to the weak topology. 
We obtain a map 

Ai) _Ai) . A A's(i)(oo) [[xi]&] 

Proposition A.11. — The analogues of the statements (i)-(viii) of A.10 hold for As^, 

the rings Afs^\oo) [[#¿1*™"] and the maps tm\ 

Proof. — The proposition follows from A. 10, from the construction of t$ and density 

arguments. For (vi) note that A^0^ <8>£(o,r] ^-w^ maPs to As^0^ and has dense 

image for the wr-adic topology by 2.9(d). • 

~T<°>-1 r(d)-l , ~ t{d)~l 
Lemma A.12. — We have A ^ " 0 " = A5 and ( A 5 J 0 ""' 0 = A'5. 

Proo/. — By [2, Cor. 4.10] the monomials {[x0] pn • • • , [xd] pTl }o<ai<pn form an A5-

basis of ip~n(As) = As [x0] pU ,..., [xd] pn and Un<^~n(As) is dense in ASoo for th( 

weak topology. In particular, Un^~n(A5)ro°)"1'-'Tod)"1 is dense in A ^ ~1'"''T° _1 

and Un(^_n(A5^AV Aiy)^0^1'-'^^1 is dense in (As^)*0 _1 respectively 
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From the fact that r0(i) ([x*]^) = 0 for 0 < a < pn, we get that flf=0A^(oo) = 
~R(0)=1 r(d) = 1 ~ ~ \t(1)=l, t(d)=l 

A5 is dense in A ^ ' ' 0 and A5 <8>av is dense in (As^ J 0 ' 0 
respectively. The conclusion follows from 2.9. • 

A.5.1. The operators Tm and tm on ((p^T)-modules. — Let 5 be as in 2.2. Let 

M be a Zp-representation of gf5. If M = Z£ ef=1 Zp/pCiZp, then M(g>Zp A ^ ^ 

A^©£=1 Aft/p^Aft and on the latter we have the product topology considering 

on A-^ the weak topology. Recall that we have defined £)(M) = (M <g>zp A^)^s 

and D(M) := (M <g>zp A^)1*5. We then define the weak topology on £)(M) and 

D(M) to be the topology induced from the inclusions 2)(M) C D(M) C M <g>Zp A^. 

Assume first that M is killed by pN+1. Since A := A^/pN+1A^ satisfies (TS1)-

(TS4) due to A. 10 & A. 11 (vii), we may apply A.3 and define the operators Tm 

(resp. tm) on J)(M) and on D(M) and we get decompositions 

D ( M ) : = 3 )M(M) © © w ( M ) e • • • e (M; 

and 
D(M) := Dm(M) 0 D (M) © . . . 0 D£> (M) 

By dévissage we get the operators rV (resp. tm) on 2)(M) and on D(M) and the 
decomposition above for any torsion %-representation M. 

If M is torsion free, £ ( M ) := lim S(M/pnM) and D(M) := lim D(M/pnM) 
by 2.12. Using the construction for the torsion case and passing to the limit, we get 
the operators Tm (resp. tm) on £)(M) and on D(M) and the decomposition above. 

Proposition A.13. — Let S be as in 2.2 and let M be a Zp-representation of&s- Then, 

1) S>o(M) = S)(Af) and D0(M) = D(M); 
2) £/*e operators Tm (resp. tm) on S (M) (Vesp. D(M)^ are continuous for the weak 

topology; . . _ 
3) ifte operators Tm (resp. tm) preserve 2)t(M) fresp. D+(M),). /n particular, we 

have 
&(M) := ©^(M) ©2)^°)(Af) © • • • ©©J,i(d)(Af.) 

and _ 
Dt(M) := Dj^M) © D^^(M) © • • • © D#d>(M), 

where the modules on the right hand side are defined as in A.3; 
4) if e Ts (resp. T's) then jf -1 is bijective on S ^ ( M ) (resp. Dm\M)) with 

continuous inverse (for the weak topology); 
5) if-if e Ts (resp. r's) then - 1 is bijective on $Ji(i)(M) (resp. Dm(i\M)) 

with continuous inverse (for the weak topology); 

6) ®m{M) =_5m ( M ) n © t ( M ) , S ^ 0 ( M ) = ©W(M) n £+(M), D ^ ( M ) -
D $ ( M ) n Dt(M) and D^(M) = Dm(M) n D*(M). /n particular, ©J(M) = 
2)t(M) and D$(M) = Dt(M). 
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Proof. — Since jf — 1 = (jf - l)(Y%=o 1 j) f°r * > s> it suffices to prove 
the bijectivity and the existence of a continuous inverse in (4) and (5) for n > 0. 
Assuming (3), we have 5m(i)(M) = £>$(M) n ©t(M) and Dm(0(M) = Dm}(M) n 

(M). Then, (4) and the bijectivity in (5) imply the existence of a continuous inverse 
in (5). Claim (6) follows from the others. For every m and n € N the maps 

ipn 0 1: 3)(M) ® A 5 - ^ D ( M ) ; 
As 

n 
y>n®l: £+(M) ® A ^ - ^ D ^ M ) 

and 

<pn <g) 1 : D(M) ® A/o^D(M); 
A5 

p n ® l : D+(M) ® A ^ - ^ D ^ M ) 

are isomorphisms by 2.12(i). It follows from A. 10 and A.ll(iv) that (ipn (g> l) o r ^ n = 

Tm ° (<£n <8> l) and (</?n ® l) o r ^ n = tm ° (<£n 0 l) and that (pn ® 1 defines an isomor

phism from 2)m+n(M) As (respectively from 3)m+n(M)®£ As , respectively 

from Dm+n(M)®£, A'5, respectively from Dm)+n(M) ®£s As) to Sm(Af) (respec

tively 5m}(M), Dm(M), Dm(M)). Hence, it suffices to prove claims (2), (4) and (5) 

for m >̂ 0 to deduce it for everv m G N. 
Since D(Af) := lim D(M/pnM) and D(M) := lim D(M/pnM) by 2.12 and the 

oc*—n oo«—n 
operators Tm (resp. tm) are constructed on each fD{M/pnM) (resp. D(M/pnM)) 
passing to the limit, to prove (1), (2) and (4) one may assume that M is a torsion 
representation. By devissage one may also assume that M is a free Z/piv+1Z-module 
for some N £ N. Note that Tm and tm commute with the Galois action and are 
compatible with extensions C and C by A. 10 and A.ll . Due to 2.8, 
2.9 and 2.10 and etale descent, it then suffices to prove (1), (2) and (4) passing 
to an extension Soo C in R finite, etale and Galois after inverting p i. e., for 
(M®Zp A^)^T instead of 2)(M) and (M®Zp A^)Ht instead of D(M). We may 
then assume that J^j1, and hence HT, act trivially on M. Claim (1) follows then 
from A.12. Claim (2) follows from A.10(ii) and A.ll(ii). Claim (4) for m > 0 follows 
from A.4 since A := A-^/pN+LA^ satisfies (TS1)-(TS4). This concludes the proof 
of (1), (2) and (4). 

If M is a torsion representation, then (3) and the bijectivity in (5) follow 
from 2.12(ii/). Assume that M is free of rank n. Thanks to 2.8, 2.9 and 2.10 and 
etale descent we may pass to an extension S^ C in R finite, etale and Galois 
after inverting p. By [2, Thm. 4.35] there exists such an extension Soo C Too so 
that 2)t(M)®At A^ is a free A^-module of rank n. Fix a basis {e i , . . . , en} and 
choose r G Q>o such that these elements lie in M ® z A^K By 2.12(iii/) we have 

M®ZpAjL = AjLei0- . .Alen . For every 5 < min{r,rT}, see A.10(vi) & A.ll , 
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let Ws := M®z„ A^'sl . Define &°-'l(M) := W / ^ and D^(M) := WfT. Then, 
" R 

2)t(M) = Ua2>^8l(Af) and D+(M) = UaD^Ä'(Af). 
Note that A^1 satisfies (TS1)-(TS4) by A.lO(vi) & A.ll . Hence, the operators T% 

R 
(resp. tm) preserve S)̂ 0'S1(M) (resp. D^°^(M)) and we further have decompositions 

j)(M(M) := ^ ' s ] ( M ) e ^ ' s ] ' ( 0 ) ( M ) e • • • e D ^ ^ ( M ) 

and 
D<°'*1(M) := D#*](Af) e D^^iM) 0 • • • 0 D ^ ' ^ M ) 

by A.3. This proves (3) in the overconvergent case. It follows from A.4 that if 7? G Ts 
(resp. T5) then 7 f - 1 is bijective on 5S,s],(i)(Af) (resp. D^,al,(0(M) for m > 0. 
We conclude that the bijectivity in (5) holds. Claim (5) follows. • 

We deduce from A.4, A.5 and A. 13 the following theorem which summarizes the 
results proven so far: 

Theorem A.14. — The natural maps 

Hn(r5,D(M)) Hn(r5,2)(M)) rrn (&s, M <g> A ^ 

H"(r's,D(M)) H"(r's,D(M)) H" GS,M ® A-5 

H"(r's,D(M)) H.n(rs,&(M] H" H»(r's,Dt(M)] 
ZP 

ana H»(r's,Dt(M)) • H»(r's,Dt(M)] IT Go, M ® A t 
Zip 

are all isomorphisms. 

A.5.2. T/ie structure of 6-functors. — The cohomology groups appearing in A. 14 
are 5-functors i. e., given an exact sequence 0 —> W\ —• —> W3 —• 0 of 
representations we get an associated long exact sequence of cohomology groups, func-
torial with respect to morphisms of short exact sequences. 

For the cohomology groups on the right hand side it suffices to construct a left 
inverse (as sets) of the surjection W2 <S>zp A-^ —• Ws (g>zp A ^ which is continuous for 
the weak topology and has the property that the image of Ws ®zD A^- is contained 

in W2 <8>z A^-. We consider two cases. 
The first case is that Ws is a free Zp-module. Any left inverse W2 —> Ws as 

Zp-modules induces by extension of scalars the claimed inverse. 
The second case is that Ws is a torsion Zp-module. By devissage one can suppose 

that Ws is a free Z/pnZ-module. The splitting is defined lifting a basis of Ws 
to W2 and constructing a left inverse (n to the projection A ^ —• A^/pnA^. 

ASTÉRISQUE 319 



GLOBAL APPLICATIONS OF RELATIVE (<p, T)-MODULES I 415 

Since AWpnA^ = Wn(E-ô) we define such inverse sending (ao,...,an) i—> 
ao,.. . , an, 0 , . . . 

For the cohomology groups of (<p, r)-modules we argue as follows. Due to A. 13 
we have continuous right inverses of the inclusions 1)*(Wi) C S*(Wî) and D*(Wi) C 
D*(Wi), where * stands for nothing or f. Such inverses are compatible with the 
morphisms of (<p, r)-modules induced by the map W2 —» W3. Thus, it suffices to 
construct a left inverse to the map 6 ( ^2 ) —> 6 (^3) sending D^(W3) to D^W^) 
(resp. to the map ©(W2) -> ©(W3) sending &(W3) to ©f(W2)). As before we 
distinguish two cases. 

The first is when W3 is a free Z^-module. Due to [2, Thm. 4.35] there exists an 
extension S C T, finite and étale after inverting p, so that 1)^(Ws) <8>At A ^ is a free 

Ay-module. Since A^ C A^ is finite and étale by 2.8 we deduce that ©^(^3) is a 
projective A^-module so that we can find a continuous left inverse to the surjection 
&(W2) -> ©f(W3) as A^-modules. Thanks to 2.12 we conclude the construction in 
this case simply extending scalars. 

The second case is when W3 is a torsion Zp-module. By dévissage we may assume 
that Ws is a free Z/pNZ-module. Let S C T be an extension such that &T acts 
trivially on W3. Then, ©(W3) ®AS A T = W3 ® AT is a free AT/pnAT-module. Due 
to 2.9 and 2.12 the various (ip, r)-modules associated to Wi as ^-representations, for 
i = 2 and 3, are defined by the corresponding (<p, r)-modules as ^-representations 
extending scalars via the finite and étale extension A^ c A^. A splitting as A ^ -
modules to the inclusion A^ c A^ produces at the level of (ip, r)-modules a left 
inverse (T/$ to the process of extending scalars. To conclude it suffices to construct 
the inverse considering ^-representations composing then with CT/S- One gets the 
seeked for map lifting a basis of W3 to W2 and using the left inverse to the projection 
AjL —• A^/pnA-^ constructed above. This map has the required properties since 
(n: A^/pnA^ -> A ^ sends AToo/pnAToo to A ^ and AToo>/pnAToo> to A ^ , . 

Appendix B 
Artin-Schreier theory 

The aim of this section is to prove the following: 

Proposition B.l. — The map <p — 1 on A^, Â L, A^, AjL, A ^ and A ^ is surjective 
and its kernel is Zp. Furthermore, the exact sequence 

(22) 0 >ZP t A â ^ A â , 0 

admits a continuous right splitting a: A^- —• A ^ (as Zp-modules) so that so that 
"(A*) C A5, oft-) c A^, a(A^) C A^, a(A'-) c A ^ and „(AJ) C A*. 
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Proof. — Note that by [2, Prop. 4.2] we have <p(A^'r]) C A^'r/p] and <p(A.^'r]) C 
A(o,r/P] go that ^ _ X)(At) c At and (y, _ i ) (At ) c A L . We know from 2.4 

and 2.9 that p is a regular element of A^, A ^ and A ^ and that A-^/pA^ = E^, 

A^/pA^ = E-^ and that, thanks to 2.6, the image of E ^ ® E V EVT —• ^R/P^'R is 

dense for the 7r-adic topology. In particular, to prove that ip — 1 on A-^, A ^ and A ^ 

is surjective and its kernel is Zp, it suffices to prove that the kernel of <p — 1 on E ^ 

is Fp and that ip — 1 is surjective on E^, on E ^ and on the completion of E ^ (g)Ev 

for the 7f-adic topology. Since E ^ is an integral domain by 2.3(5), the kernel of ip — 1 

is FD. The other claim follows from B.2. 

Since AX- = A-p f l A^, to conclude that ip — 1 is surjective on A\- and on A\-, 

it suffices to prove that for every z G A ^ the solutions y G A-^ of (ip — l)(y) = z 

lie in AjL. Since any such solutions differ by an element of Zp and the latter is 

contained in A^, it suffices to show that ip — 1 is surjective on AjL. Let z G A*L 

and choose r £ Q>o so that z G A^r\ Write z = ^2k[zk]pk with zk G E-^. Then, 
putting c = min{—1, wr(z)}1 we have rv&(zk) + k > c for every k G N i. e., V E ( ^ ) > 

By B.2 there exists yk G E ^ such that (ip-l)(yk) = zk and 0 < v&(yk) < vE(zk) 

if vE(2fc) > 0 or vE(2/fc) = if vE(*fc) < 0. In any case, vB(Vk) > ^ r . Hence, 

V := EkPklVk] lies in A^pr] and (ip - l)(y) = z. • 

Lemma B.2. — The map ip — 1 is surjective on E^, E±, E ^ and E i . Furthermore, 

given a and b G E-^ such that ap — a = b we have 0 < vE(a) < vE(6) if vE(6) > 0; 
and vE(a) = vE(o)/p vE(6) < 0. 

Proof. — Recall that E ^ := Us^Es (resp. E i := Us^Ej) and the union is taken 

over a maximal chain of finite normal extensions of E# (resp. E^), etale after invert-

ing TT. Then, ^ ( E j j , Z/pZ) = 0 and H*t(E+, Z/pZ) = 0, H ^ - ~ ( E g ) , Z/pZ) = 0 

and Hjt(yr°°(E±),Z/pZ) = 0. By Artin-Schreier theory E^/(y? - 1)E^ injects in 

H^t(E^, Z/pZ) and, hence, it is zero. Analogously, E±/(<p - 1)E± = 0. This im

plies that V-~(Eg)/fo> - l)(^-°°(Eg)) = 0 and <r°°(E±)/fo> -JL)(<T~(E±)) = 0. 

By 2.3 the ring E± is the 7f-adic completion of y>~°°(E±) and E ^ = E±[7f-1]. In 

particular, E ^ = <^~°°(E^) + ?rEi and we are left to prove that given a power se

ries 6 = Yln=i bnK71 with {bn}n in <£"°°(Ei), we can solve the equation (ip — l)(a) = 6. 

It suffices to find {an}n in </?~°°(E±) such that 7f̂ p-1̂ nâ  — an = bn. Indeed, if we 

put a := Y2™=ianKni then (ip — l)(a) = b. Given bn G <£_00(E±) there exists 

and m such that bn G (^~m(E^). But E j and <^~m(Ej) are 7f-adically complete and 

separated, the equation W^p~l^nXp — X = 6n in the variable X has 1 as derivative and 
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admits bn as solution modulo n. By Hensel's lemma it admits a unique solution an 
in <^~m(E^). The first part of the lemma follows. 

Assume that ap — a = b. Then, the properties of v^1 recalled in 2.4 imply that 
if VE(O) < 0 we have vE(ap) = pv&(a) < vE(a) and vE(6) = vE(ap — a) = pvE(a). 
On the other hand, if vE(a) > 0 we have vE(ap) = pvE(a) > vE(a) and vE(6) = 
vE(ap - a) = vE(a). If vE(a) = 0, then vE(ap - a) > 0 and vE(6) > vE(a). The 
second claim follows. • 

LemmaB.3. — For every m andneN we have (<p-l)([7f]nW(E±) + pmW(E±)) = 

[7r]nW(E±)-fpmW(E—) where [if] is the Teichmuller lift oflf. In particular, the map 

ip — 1: A-D —» A-^ zs open for the weak topology. 

Proof. — By construction {MnW(E±) + pmW(E±)}m>n is a fundamental system 

of neighborhoods for the weak topology on A ^ . Since ip — 1 is linear, the first claim 

implies the second. Since - l)(pma) = pm(<p - l)(a) for every a € W(E^), 

since ip-1 is surjective on W(E±) by B.2 and since Wm(E±) = W(E±) /pmW(E±), 

it is enough to prove that for every n we have (ip — 1)([7r]nWm (Ei ) ) = [7r]nWm (Ei) , 

Indeed, (tp - l)([7f]nWm(E±)) C (ffinWm(E±)) remarking that (tp - l)([7f]na) = 
[7f]pnaP _ ^j„a = |-jn([W](p-i)nap _ a) 0n the other hand? [W]nWm(g+) c -

l)([7f]nWm(E±)) since for every b e Wm(E±) the equation [Tr]*"-1)"** - X = I 

admits a solution modulo p (cf. proof of B.2) and, hence, in Wm(E±) by Hensel's 
lemma. The lemma follows. • 

Lemma BA. — There exists a left inverse p as Zp-modules of the inclusion t: Zp —• 
A-^ of (22), which is continuous for the weak topology. 

Proof. — Let R* be the p-adic completion of the localization of R at the generic 
point of R<g>v k. We then have a map A ^ —> A^r , which is continuous for the weak 
topology, so that it suffices to construct p for R*. We may then assume that R = R* is 
a complete discrete valuation ring with residue field L. In particular, E# is a discrete 
valuation field with valuation ring E j and AR is a complete discrete valuation ring 
with uniformizer p and residue field E#. 

Recall that E-^ is the union U5E5 over all finite normal extensions R c S C i2, 
étale after inverting p. Let R C S be any such. Since R is a complete discrete 
valuation ring, also 5 is a complete discrete valuation ring. Then, E | is a complete 
discrete valuation ring. For S C T C R finite normal extensions, étale after inverting p 
of degree n^T, we get that E j is a finite and torsion free as E^-module, of rank ns,T] 
see 2.3. By loc. cit. the choice of a E^-basis of E j determines a <^~m(E^)-basis 
of <£~m(Ej£) for every m G N and maps 

£S,T ~ . 
T f ^ E i 

100 

Tf^Ei 
Tf^Ei 

Tf^Ei Tf^Ei ns,T 
1 oc 
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where £$,T is a constant depending on S C T. We thus get an isomorphism E ^ T —> 
E T ^ as topological groups (for the 7f-adic topology). Since E j is integrally closed 
in E j , we may assume that the given E^-basis of E j contains 1. Suppose furthermore 
that ^f- < 1. We then get a splitting of the inclusion E^^ C EToo as Es^-modules 
such that TTEJ^ is mapped to E . Consider the set & of pairs (A, t) where A is a 
normal sub-Ej^-algebra of U^-Es^ and t: A —> E j ^ is a splitting of the inclusion 
^Rao C A as -modules such that t^An (if • UsEj^)) C E ^ . It is an ordered 
set in which every chain has a maximal element. Zorn's lemma implies that & has 
a maximal element which, by the discussion above, must coincide with UsEs^. We 
conclude that there exists a left inverse £ as E / ^ -modules of the inclusion E ^ C 
UsEs^ such that TTEJ^ is mapped to E ^ for every S. Since E ^ (resp. E±) is 
the 7f-adic completion of Us-Es^ (resp. U^Ej^) and since E^^ (resp. E# ) is 7f-
adically complete and separated, £ extends to a left inverse £ as E ^ -modules of the 
inclusion E ^ C Ê r mapping TTEIL to E ^ . In particular, ( is continuous for the 
7f-adic topology. 

On the other hand, recall from 2.3 that E t = L®k /Coolf̂ /fl and that E t is the 

completion of UnE^ 
l l l 

p-n pn p-fT 
7TK , XX ,...,XD 

for the topology denned by the fundamenta] 

system of neighborhoods 7TM UnL0fc E+[7r^n] 
l _j_ ' 

p-fT pn 
Xl 5 ' ' ' 1 Xd m 

Define 

6: LL / ^ ( ( W Y 
k 

l l l 
pTl pTl pfl 

nK » Xl ' • • • ' xd 

/^((WY 

k 
as the L-linear map sending ir^x1^ • • • x%£ to 0 for every (¿0, ¿1,.. . , id) € Qd+1 such 
that (¿1,..., id) is not equal to 0 in (Q/Z)d. It is well defined since {7TK,XI, . . . , 

is an absolute p-basis of E^. Furthermore, S is continuous for the 7rx-topology 
and, hence, it extends to a continuous left inverse v as L-modules of the inclu
sion L<S)k koo C E / ^ considering the 7f-adic topology on E ^ and the discrete topol
ogy on L. Finally, choose a left splitting r as Fp-vector spaces of Fp C L<S)k k^. 

Let S: A-^ —> Zp be the map sending a Witt vector (ao, . . . , an , . . . ) of A-^ = 
W(E-^r) to (T o v o £(ao), . . . , r o 1/ o £(an),. . .). It is a left inverse of the inclusion 
7iP C A ^ and it is continuous for the weak topology on A-^ and on Zp. Note that the 
topology induced on Zp from the weak topology on A-^ is the p-adic topology. The 
lemma follows. • 

End of the proof of Proposition B.l. — With the notations of B.4, let e := 
LO p: A-^ —> A-^. It is a continuous homomorphism of Zp-modules and e2 = e. Thus, 
if M := Ker(e) = Im(e — 1), we have that M is closed in A ^ and A ^ = ZP®M. 
Then, {up — 1)|M* M —> A ^ is bijective. It is open thanks to B.3. Hence, its 
inverse is a continuous homomorphism of Zp-modules. We let a be the composite 
of ((<p — 1) |M) 1 and the inclusion M C A-^. It satisfies the requirements of B.l. • 
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