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SUR L'INDEPENDANCE DE | EN COHOMOLOGIE
[-ADIQUE SUR LES CORPS LOCAUX

PAR WEIZHE ZHENG

RESUME. — Gabber a déduit son théoréme d’indépendance de I de la cohomologie d’intersection
d’un résultat général de stabilité sur les corps finis. Dans cet article, nous démontrons un analogue sur
les corps locaux de ce résultat général. Plus précisément, nous introduisons une notion d’indépendance
de [ pour les systemes de complexes de faisceaux [-adiques sur les schémas de type fini sur un corps lo-
cal équivariants sous des groupes finis et nous établissons sa stabilité par les six opérations de Grothen-
dieck et le foncteur des cycles proches. Notre méthode permet d’obtenir une nouvelle démonstration
du théoréme de Gabber. Nous donnons aussi une généralisation aux champs algébriques.

ABSTRACT. — Gabber deduced his theorem of independence of [ of intersection cohomology from a
general stability result over finite fields. In this article, we prove an analogue of this general result over
local fields. More precisely, we introduce a notion of independence of I for systems of complexes of
l-adic sheaves on schemes of finite type over a local field, equivariant under finite groups. We establish
its stability by Grothendieck’s six operations and the nearby cycle functor. Our method leads to a new
proof of Gabber’s theorem. We also give a generalization to algebraic stacks.

Introduction

Dans les années 1980, Gabber a prouvé 'indépendance de [ de la cohomologie d’intersec-
tion [12, Th. 1] : pour X un schéma propre sur un corps fini k¥ = F,;, équidimensionnel et
i € 7Z,det(1 — th, TH! (X1, Q;)) est un polyndme dans Z[t], indépendant de I # p. Ici k est
une cloture algébrique de k, Fy € Aut(k) est le Frobenius géométrique absolu qui envoie a
sur a'/?. 11 déduit ce résultat d’un théoréme général d’indépendance de [ [ibid., Th. 2] : pour
E une extension de Q, il définit une notion de E-compatibilité pour les systémes de com-
plexes l-adiques (I # p) sur les schémas séparés de type fini sur & et établit la stabilité de cette
E-compatibilité par les six opérations de Grothendieck.

L’objet de cet article est d’étudier I'indépendance de  sur un corps local K, par lequel on
entend le corps des fractions d’un anneau de valuation discréte hensélien excellent de corps
résiduel fini. De fagon précise, on définit une notion de E-compatibilité pour les systémes
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de complexes [-adiques sur les schémas de type fini sur K. On prouve la stabilité de cette
E-compatibilité par les opérations usuelles, notamment les six opérations et le foncteur des
cycles proches RY.

La E-compatibilité est sensible aux morphismes finis. Dans 1’étude de la E-compatibilité,
il est naturel d’utiliser les résultats de de Jong sur les altérations équivariantes [16], ce qui
ameéne a généraliser le probléme au cas équivariant sous des actions de groupes finis.

Au § 1, aprés avoir fixé les notations, on définit la E-compatibilité pour les systémes de
complexes équivariants au-dessus d’un corps fini ou local et énonce la stabilité par les six
opérations. La démonstration dans le cas d’un corps fini est donnée au § 2. En vue du théo-
réme de Gabber de la stabilité de la E-compatibilité par les six opérations, il suffit d’appliquer
une technique de Deligne-Lusztig qui permet de se débarrasser des actions de groupes finis
par descente galoisienne. Au § 3 on se réduit au cas des courbes. L'ingrédient essentiel est
un raffinement [28, 4.4], di a Gabber, de résultats de de Jong, grace auquel on se raméne au
cas de Rj. Ly pour l'inclusion j : U — X du complémentaire d’un diviseur a croisements
normaux G-strict D dans un schéma régulier X et des complexes G-équivariants Ly sur U a
faisceaux de cohomologie lisses, modérément ramifiés le long de D. Dans le cas d’un corps
fini, le cas des courbes étant déja connu depuis Deligne [7, 9.8], on obtient une démonstration
indépendante du théoréme de Gabber. La fin de la démonstration des énoncés du § | dans le
cas d’un corps local est donnée au § 4. On les déduit, a I’aide des résultats de de Jong, d’un
cas particulier de la stabilité par RV, que I’on traite en utilisant a nouveau la technique de
Deligne-Lusztig. Le cas général de la stabilité par R¥ découle de ce cas particulier et encore
une fois des résultats de de Jong.

Les schémas équivariants sont mieux compris dans le contexte de leurs champs quotients
associés. Ce point est élucidé au § 5. On y donne aussi des généralisations des résultats d’in-
dépendance de [ aux champs algébriques.

Ce travail fait partie de ma thése. Je remercie vivement mon directeur de thése, L. Illu-
sie, qui m’a donné d’innombrables conseils lors de la préparation de 'article. Je remercie
aussi N. Katz pour sa suggestion d’utiliser la technique de Deligne-Lusztig. Je remercie enfin
S. Morel et F. Orgogozo pour leurs longues listes de commentaires.

1. Indépendance de [ et six opérations

1.1. — Pour une catégorie C, on note Eq(C) la catégorie des objets de C munis d’une
action d’un groupe fini a droite. Les objets sont les triplets (X, G, a), ou X est un objet de C,
G est un groupe fini, a est une action de G sur X a droite (i.e. a : G°° — Aut¢(X) est un
homomorphisme de groupes). On enleéve a de la notation lorsqu’il n’y a pas de confusion a
craindre. Un morphisme (X1, G1) — (X2, G2) est un couple (f,a), ot a : G; — Go est un
homomorphisme de groupes, f : X7 — X2 est un morphisme G;-équivariant de C, 'action
de G sur X, étant induite par «. La condition de G-équivariance signifie que pour tout
g € Gy, le diagramme

X1L>X1

Aa(g)

X2*>X2
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est commutatif. Pour (X, G,a) un objet de Eq(C)etg € G, T, = (ag,h — g *hg) est
un automorphisme de (X, G, a). Ceci définit une action de G sur (X, G, a) a droite. Si les
produits fibrés sont représentables dans C, il en est de méme dans Eq(C) :

(X1,G1) x(x,6) (X2,G2) = (X1 xx X2,G1 XG G2).

On note Gr.fini la catégorie des groupes finis. Le foncteur projection Eq(C) — Gr.fini
qui envoie (X, G) sur G est fibrant. On note Eq(C)¢ sa fibre en G. Pour « : G — H un
homomorphisme de groupes finis,

o*: Eq(C)y — Eq(C)g,
est donné par o*(Y, H,a) = (Y, G,a 0 a°P). Pour o : G — H injectif, ’adjoint a gauche
o, : BEq(C)g — Eq(C)n

de o* existe des que les sommes disjointes finies sont représentables dans C'. Pour I'expliciter,
choisissons un systéme S de représentants de a(G)\H. Pour (X,G) € Eq(C),on a

(1.1.1) a.(X,G) ~ (][ X., H),

seS
ou X, = X et 'action de h € H est donnée par a, : X; — X;,oug € Gett € S vérifient
sh = a(g)t. Rappelons qu’une fleche (f, a) : (X, G) — (Y, H) dans Eq(C) est cocartésienne
[3, VI 10] si pour tout objet (Y', H) de Eq(C) g, I'application

Homp (Y, H), (Y', H)) — Homa((X, G), (Y', H))

u— o (f,a)

est bijective.

1.1.2. — Pour (Y, H) € Eq(C), si Y est la somme disjointe d’une famille finie d’objets
(X;)jes de C,ets’il existe une action transitive de H sur J a droite telle que pour tout h € H
ettoutj € J, ap|X; : X; — Y se factorise a travers I'inclusion X, — Y, alors pour tout
J € J.Tinclusion (X, G;) — (Y, H) est cocartésienne, ou G est le stabilisateur de j dans H.

Soit (X,G) € Eq(C). On appelle quotient de X par G un objet Y de C muni d’un mor-
phisme p : X — Y invariant par G tel que (X,G) — (Y, {1}) soit cocartésien, i.e. tel que,
pour tout objet Z de C, I'application

Hom(Y, Z) — Hom(X, Z)¢
fr=fop
soit bijective. Pour & : G — H un homomorphisme surjectif, si le quotient Y de X par Ker o
existe, alors I’action de G sur X induit une action de H sur Y, et la fleche (X, G) — (Y, H)
est cocartésienne. De plus, le quotient de X par Ker « existe si et seulement s’il existe une

fleche cocartésienne de source (X, G) au-dessus de «. Cela est vrai pour « : G — H un
homomorphisme quelconque si les sommes disjointes finies sont représentables dans C'.
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1.1.3. — Soit F' : F — C un foncteur. Pour (X, G) un objet de Eq(C), on note F(x ¢
la catégorie fibre de Eq(F') : Eq(F) — Eq(C) en (X,G). Pour (F,G), (G,G) deux ob-
jets de F(x ), G agit a gauche sur Homp, (F,G) : pour ¢ € Homp, (F,G), g € G, gc €
Homp, (F, G) est 'unique fleche rendant commutatif le diagramme suivant

F—2sF
lgc l
G——G.
On a une bijection Homp, ., ((F,G), (G, G)) ~ Homp, (F, G)“.

1.2. — Soit S un schéma noethérien. On note Cj la catégorie des S-schémas de type fini
et on pose Eq/S = Eq(Cys).

Soit (X,G) € Eq/S. Rappelons que I’action de G est dite admissible [3, V 1.7] si le quo-
tient de X par G existe dans Cg, ou, ce qui revient au méme, si toute trajectoire de G dans
X est contenue dans un ouvert affine [ibid., 1.8]. Dans ce cas, le morphisme X — X/G est
fini [ibid., 1.5].

Soit (X, G) € Eq/S. Pour une partie Z de X, on note G4(Z) le stabilisateur de Z. Si z est
un point de X, on appelle G4(z) groupe de décomposition. Ce groupe opére canoniquement a
gauche sur le corps résiduel x(x), et le fixateur de x(x) est appelé groupe d’inertie, noté G;(x)
[ibid., 2]. On dit que I'action de G est libre si elle est admissible et si G; () est trivial pour tout
z € X. Dans ce cas, I'action de G fait de X un G-torseur sur X/G.

Soit (X,G) € Eq/S. Si G agit transitivement sur I’ensemble 7o(X) des composantes
connexes de X, alors pour tout Y € mo(X), l'inclusion (Y,G4(Y)) — (X,G) est cocar-
tésienne.

1.3. Formalisme /-adique équivariant

Supposons que S soit régulier de dimension < 1. Soit [ un nombre premier inversible sur
S. On a un formalisme de faisceaux [-adiques sur les S-schémas séparés de type fini[11, § 6].
Ce formalisme a un sens pour les schémas de type fini sur S (pas nécessairement séparés),
et ce n’est que pour certaines opérations (Rf, et Rf') qu’on a besoin d’une hypothése de sé-
paration sur les morphismes. (Voir [18] pour un formalisme sans hypothése de séparation.)
Le formalisme [-adique dans [ 1] marche aussi dans le cadre équivariant. On va le rappeler
brieévement.

On choisit F' : F — Cg un foncteur bifibré avec Fix ~ (XZ)°P. Pour (X,G) € Eq/S, on
définit la catégorie des faisceaux d’ensembles sur (X, G) par (X, G)™~ = F{’;G) (1.1.3), qui
est un topos. Un faisceau sur (X, G) est donc un faisceau F sur X muni d’une action de G
a gauche, compatible a I’action de G sur X. En d’autres termes, F est muni d’une famille
d’isomorphismes (by : F — a4+ F)qec telle que pour tous g, h € G, le diagramme

by, apxby
fﬂah*]_—ﬂah*ag*]:

bgn

(agn)+F
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soit commutatif. Un morphisme ;3 — F» de faisceaux sur (X, @) est un morphisme
c: F; — Fs de faisceaux sur X, G-équivariant, i.e. tel que, pour tout g € G, le diagramme

bg
.7:1 —— ag*}—1

CL l/ag*c
b

g
.7:24>ag*f2

soit commutatif.

Soit A un anneau local artinien annulé par une puissance de I. On note Mod(X, G, A) la
catégorie des faisceaux de A-modules sur (X, G)~. Un A-module sur (X, G) est construc-
tible si le A-module sur X sous-jacent est constructible. On note Mod.(X, G, A) la sous-
catégorie pleine de Mod(X, G, A) formée des A-modules constructibles sur (X, G). On note
D(X,G,A) la catégorie dérivée de Mod(X,G,A), D.(X,G,A) la sous-catégorie pleine
formée des complexes a faisceaux de cohomologie dans Mod.(X, G, A).

Soient F un corps extension finie de Q;, O son anneau des entiers, m 'idéal maximal de O.
On considere le systéme projectif Oy = (O/m™),cn. On pose

Mod,(X, G, 0) = 2-lim Mod.(X, G,O0/m"),
n

qui s’identifie & une sous-catégorie pleine de la catégorie Mod(X, G, O,) des systémes
projectifs (M,,)nen, o0 M,, € Mod(X,G,O/m™) et M,, — M, est une fleche dans
Mod(X, G, O/m™) pourn > m.Onnote D(X, G, O,) la catégorie dérivée de Mod (X, G, O,).
Un faisceau F € Mod(X, G, O,) est essentiellement nul si pour tout n € N, il existe m > n
tel que la fleche F,, — F, soit nulle. Un complexe K € D(X,G,O,) est essentiellement
nul si H'K est essentiellement nul pour tout i € Z; K est essentiellement constant s’il existe
un complexe C de faisceaux de @-modules de torsion sur (X, G)™ et des fléches L — K,
L — (C ®p O/m™)pen dans D(X, G, O,) a cones essentiellement nuls. On considere le
foncteur

D*(X,G,0,) — D~ (X,G,0,)
K — (O/m)nen ®5, K.
On note D*(X, G, O) le quotient de la sous-catégorie pleine de D*(X, G, O,), image inverse

des complexes essentiellement constants, par la sous-catégorie épaisse, image inverse des
complexes essentiellement nuls. Le foncteur

(0/m) ® Rlim — : D*(X,G,0,) —» D*(X,G,0/m)
induit un foncteur conservatif [11, 2.6, 2.7]
(O/m) ®5 - : D*(X,G,0) - D*(X,G,0/m).

On note DY(X,G,0) la sous-catégorie pleine de DY(X,G,0), image inverse de
D% X,G,0/m). Elle est munie d’une t-structure canonique (D=9 D=9), dont le cceur
est Mod.(X, G, 0) [11, 3.5].

On pose Mod.(X, G, E) = Mod.(X, G,0)®0E, D%(X,G,E) = D’(X,G,0)®0E. En-
fin on pose Mod.(X, G, Q;) = 2-lim  Mod,(X, G, E),D%X,G, Q) = 2-li_n)1EDIC’(X,G,E),
ou E parcourt les extensions finies de QQ; contenues dans une cloture algébrique Q; de Q.
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On note K (X, G, Q;) le groupe de Grothendieck de Mod.(X, G, Q;), qui est aussi le groupe
de Grothendieck de D%(X, G, Q).

Soit R = A, O, E ou Q; comme plus haut. On choisit F' : F — Cg un foncteur bifi-
bré avec Fx ~ Mod.(X, R)°P (resp. Fx ~ DY(X, R)°?). Pour (X,G) € Eq/S, on pose
Mod (X, G, R)nair = F((’;G) (resp. D2(X, G, R)nair = F(O)‘(’VG)) (1.1.3). On a une équivalence
de catégories

Mod.(X, G, R) = Mod.(X, G, R)pnair
(resp. un foncteur
(1.3.1) DY(X,G,R) — D%(X,G, R)nair
t-exact pour les ¢-structures canoniques).

PROPOSITION 1.4. — Le foncteur (1.3.1) est une équivalence de catégories si R = E ou Q.

Démonstration. — Soient K, L € D%(X,G, R). Onnote f : (pt,G) — (pt, {1}). Le fonc-
teur RHompy (x, ¢, r) (K, —) s’identifie au composé

RHong(XﬁR)(K,f)

DY(X,G, R) Dh(pt, G, R) = Di(pt, R).
La suite spectrale de foncteur composé appliquée a L s’écrit

E3? = HP(G,Homps (x,g) (K, Lq])) = Homps(x,¢,r) (K, Lp + g]).
Comme H?(G, M) = 0 pour tout p > 0 et tout R-espace vectoriel M, on a

Homps(x,6,r) (K, L) ~ Homps(x,r) (K, L)%

Donc (1.3.1) est pleinement fidéle. Pour K e Dl (X, G, R)pair, montrons par récurrence
sur b — a que K est dans I'image essentielle de (1.3.1). Pour b — a < 0, K = F[—a] pour
F € Mod (X, G, R)nair- Pour b —a > 1, K est le cone de (7> K)[—1] — 7<p—1 K. 11 suffit
alors d’appliquer I’hypothése de récurrence a 75, K € Db et a 7<) K € Dla:b—1, O

On renvoie a 5.2 pour une interprétation de D%(X, G, Q;) (et des six opérations qu’on va
définir) en termes du champ de Deligne-Mumford [X/G].
1.5. - Pour K, L € D% X,G,Q;), G agit sur K ® L et RHom(K, L) par

~ by®bg
(KoL) S aKoal 2L KoL,

- R Hom(bT1 b
ay RHom(K, L) = RHom(a; K, a}L) BAn b,

Cela définit des foncteurs bi-exacts
-®—:DYX,G,Q) x D’(X,G,Q) — DY(X,G,Q),
RJom(—,—) : DY(X,G,Q,)°P x DY(X,G,Q;) — DY’(X,G,Q).

RIem(K,L), g€G.

Soit (f,a) : (X1,G1) — (X2, G2) un morphisme dans Eq/S (resp. un morphisme dans
Eq/S avec f séparé). Pour L € D%(X,,G3,Q;), Gy agit sur f*L (resp. Rf'L) par
af L~ fraf L1 L
. el s Rf'b,
(resp. ayRf'L ~ Rf'aa(g)L — L), geG;.
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Cela définit un foncteur exact
(f7 OL)* (resp. R(f’ a)!) : ch)(X27 GQ’@) - ch](Xla le@)‘
Si(g,08) : (X2,G2) — (X3, G3) est un deuxiéme morphisme dans Eq/S (resp. un deuxiéme
morphisme dans Eq/S avec g séparé), alors (gf, Ba)* ~ (f,a)*(g,8)* (resp. R(gf, Ba)' ~
R(f,@)'R(g,8)").
On va définir un foncteur exact
R(f7 a)* (resp. R(fa Ot)!) : Dg(Xh Gl?@) - DE(X% G27@)5

adjoint a droite (resp. & gauche) de (f,a)* (resp. R(f,)"). Traitons d’abord trois cas spé-
ciaux.

(i) Cas Gy = Gy = G,a = Idg. Pour K € D%(X;,G,Q;), on pose R(f,1dg)«K = Rf. K
(resp. R(f,Idg)1 K = RfiK), sur lequel G agit par

Rf.K Rf*

(resp. RAK

—— RfiagK = a4 Rf K

Rf‘ Rfl(lg* = ag*Rf!K)a g e G.

Le foncteur R(f,Idg). (resp. R(f,Idg)) ainsi défini est un adjoint a droite (resp. a gauche)
de (f,1dg)* (resp. R(f,1da)").

(i) Cas X; = X5 = X, f = Idx, « surjectif. Pour F € Mod(X, Gy, O/m™), on définit
(Idx, a)«F (resp. (Idx, @) F) comme le sous-faisceau de F des invariants (resp. le faisceau
quotient de F des coinvariants) par Ker a. Il est muni d’une action de G2 induite par I’action
de Gy sur F. Le foncteur (Idx, o). (resp. (Idx, a)1) : Mod(X, G1,0.) — Mod(X, G2, O,)
ainsi obtenu est un adjoint a droite (resp. a gauche) de (Idx, @)*, donc est exact a gauche
(resp. a droite) et se dérive en R(Idx,a), : DT(X,G1,0.,) — DT(X,Gs,0,) (resp.
L(Idx,a) : D7 (X,G1,0,) — D™ (X,G2,0,)). Cela induit un foncteur (Idx, ). (resp.
(Idx,a)) : D%(X,G1,Q;) — D%(X,G2,Q;) adjoint & droite (& gauche) de (Idx,a)*. La
fleche canonique FXe'® —  Fi.., induit un isomorphisme de foncteurs (Idx, a), —
(Idx,a); : D%X,G1,Q;) — DY X,G2,Q), donc ces foncteurs sont ¢-exacts pour les

t-structures canoniques.

(iii)) Cas X1 = Xy = X, f = Idx, « injectif. On choisit un systéme S de représentants
de G2/a(G1). Pour K € Db(X,G1,Q;), on considére L = @, cga:K. Soit g € G. Pour
s € S, onpose gs = tsalhs), ts € S, hs € G1. Alors g agit sur L par

* seS fs
G Dk = @i o i B gy i

ses SES sES
On pose (Idx,a).K = (Idx,a) K = L. Cette définition ne dépend pas du choix de S a
isomorphisme prés. Le foncteur t-exact
(Idx, @)« = (Idx, @) : DX, G1, Qi) — DX, G2, Q)
ainsi défini est a la fois un adjoint a droite et un adjoint a gauche de (Idx, a)*.
Dans le cas général, on décompose (f, «) en

(X1,Gh) Ulden), (X2,G1) {xa ), (X2,G2)
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etaen Gy 25 Ima 25 Gy On pose R(f,a), = (Idx,,az).(Idx,,@1).R(f,1da, )«
(resp. R(f,a)1 = (Idx,,a2)i(Idx,,a1)1R(f,Idg, )1). Le foncteur R(f, o). (resp. R(f, a)r)
ainsi défini est un adjoint a droite (resp. a gauche) de (f, a)* (resp. R(f, «)"). Il s’ensuit que
R(gf,Ba). ~ R(g,B)+R(f, )« (resp. R(gf, Ba)r = R(g, )i R(f,a)). Voir aussi [2, XVII
3.3.2].

On enléve a de la notation lorsqu’il n’y a pas de confusion a craindre. Les six opérations
sur DY induisent les opérations correspondantes sur les groupes de Grothendieck.

Soit ax : (X,G) — (S,{1}). On vérifie que Ra'yQ; est globalement défini (le cas
général découle du cas séparé par [4, 3.2.4]). On pose Dx = RHamx(—, Ra'yQ;). On a
DxDx =~ Id. Pour K,L € D%X,G,Q), on a DxyR#unx(K,L) = K ® DxL. Si
(f,a) : (X,G) — (Y, H) estun morphisme dans Eq/S avec f séparé, alors Dx f* ~ Rf'Dy
et Dy R(f,a). ~ R(f,a)Dx. En effet, tous les énoncés sauf le dernier résultent facilement

des analogues sans actions de groupe. Pour le dernier énoncé, on remarque que pour tout
K € D%(X,G,Q;) ettout L € D%(Y, H,Q;), on a

Homy (Dy Rf.K,L) ~ Homy (Dy L, Rf.K)
~ Homx (f*DyL,K) ~ Homx (DxRf'L, K)
~ Homyx (Dx K, Rf'L) ~ Homy (RfiDx K, L).

Pour (X,G) € Eq/S, K € D’X,G,Q) etg € G, b, induit un isomorphisme K —
T, K,ouT, = (ag,h — g~'hg) comme dans |.1.

1.5.1. = Si(f,a) : (X,G) — (Y, H) est cocartésien avec « injectif, alors (f, ). est une
équivalence de catégories. Cela résulte de (1.1.1) et de la définition de (f, ).

PROPOSITION 1.6. — Soient (f,a) : (X,G) — (Y, H), (9,8) : (Y',H') — (Y, H) deux
morphismes de méme but dans Eq/S avec f séparé. Pour v € H, formons le carré cartésien

h7 T
(16.1) (X, 6", —— (X,6)
l/(f',o/)r L(ﬁa)
v, 1) 22 v i) T (v h)

ou T, est comme plus haut. Le foncteur R(f',a')ri1(h,v)% ne dépend, a isomorphisme prés, que
de la double classe (Im B)r(Im o)) C H et ona

(ga ﬂ)*R(f) Ot)! = @ R(fla Ol/),«!(h, 7):7

ou r parcourt un systéme de représentants de Im B\ H/ Im «.. En particulier, R(f, &), commute
a tout changement de base (g, 8) dans Eq/S vérifiant §(Im S\H/Im o) = 1.

Lecasou f = g = Idy avec Y le spectre d’un corps séparablement clos est une version
de la formule de Mackey [27, 7.3].

On renvoie a 5.4 pour une interprétation en termes de champs.
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Démonstration. — On remarque d’abord que R(f, «); commute au changement de base
(g, 8) dans chacun des trois cas suivants : (i) o = Id; (ii) f = Id et « surjectif’; (iii) f = Id
« injectif et 3 surjectif. Cela résulte du théoréme de changement de base usuel [2, XVII 5.2.6]
dans le cas (i), et de la définition de (Id, «) dans les cas (ii) et (iii).

On factoriseen G =5 Ima =2 H, Ben H' LN Im g LN H,et(1.6.1)enun diagramme
a carrés cartésiens

(hy¥)r

(X', G), (X, @)
J/(f’al)
v, 1) 2 (v, 1) (ar ) (Y, Im )
J/(Idy' aj ) J/(IdY7P7‘) J/(Idy’(m)
(v, H) 2L (v, 1m g 22 (v, B) T (v, H).

R(f',a")i(hy )y = (Idy+, @5 ,)1(g,00)" (ar, 70)"R(fy 1) d’apres (i) et (i)
~ (9, 81)*(Idy, pr)i(ar, 7) " R(f, 1)1 d’aprés (iii).

Donc pour montrer la proposition, on peut supposer que f = g = Idy et que a et 3 sont
des inclusions. On peut prendre pour (1.6.1) le diagramme suivant :

(ar,yr)

(Y,H' nrGr1) Y,G)
J/(Id,a'r) l(ld,a)
v, 1) —2 (v, ) T (v, H)

ou o, est 'inclusion, v, est donné par g — r~1gr. Soit K € D%(Y,G,Q;). Soit R un sys-
téme de représentants de H'\H/G. Pour r € R, soit S, un systéme de représentants de
H'/(H' N rGr='). Posons L, = @P,eg, atarK ~ (Id,0,)i(ar,v,)* K. Comme | J,cp Srr
est un systéme de représentants de H/G, on a

(1.6.2) PL.~P P kK= (1d,8) (1d, a) K
reER r€ER seS,.
Pour h € H', si on pose hs = tshs, ts € S,, hy € H NrGr~1, alors h agit sur L, par

@ af bgx
* * %k * * * sESy ts ayrK,hg * *
a, @ a,ar K ~ @ a; ap, a K EB a; a. K,

SES, seES, s€ES,

ou by i i, st donné par

r(hs
ap. arK ~ ay av(h)Kﬁa:K.

Comme hsr = trr~thr, tyr € Spr, 77 her € G, hagit sur (Id, 8)*(Id, ), K par

* * I~ x K arr(br—1p,,) * R
ai P D ar K =P D ai,afn, K =——= D Doai,

r€R sES, reR seS, reR seS,
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Donc I'isomorphisme (1.6.2) est H'-équivariant. L'image de L, ne dépend que de la double
classe H'rG. O

ProposITION 1.7. — Soit (f,a) : (X,G) — (Y, H) un morphisme dans Eq/S.

(a) Supposons que a : G — H soit surjectif et que f fasse de’ Y un quotient de X par Ker a.
Alors pour tout K € DY, H,Q,), la fleche d’adjonction K — (f, a).(f,a)* K est un isomor-
phisme.

(b) Side plus Ker o opére librement sur X, de sorte que X est un (Ker o)-torseur sur'Y', alors
pour tout L € D%(X,G,Qy), la fleche d’adjonction (f,a)*(f,a)«L — L est un isomorphisme.

On renvoie a 5.3 pour une interprétation en termes de champs dans le cas (b).

Démonstration. — (a) Pour tout point géométrique y de Y a valeur dans un corps algébri-
quement clos, 7 est le quotient de X;ed par Ker « (ceci découle de [3, V 1.1 (iii)]). Quitte a
changer S, on peut supposer H = {e}, Y = y = Spec k avec k un corps algébriquement clos
et X réduit. Alors il existe un sous-groupe G; de G tel que X = ]_[heGI\G Tp,0ux, = Speck
et action de G est donnée par ay(z) = zp,. Soit K € D2(Y, Q). Alors ((f,@)*K),, = K,
et g € G agit par

al(f,0) K = (f,a)'K % (f,)*K.
Donc (f,1d).(f,a)*K ~ Dhrec/c, K, ou Ky = K, et g € G agit par
P (&n S Kgn).
heG /G,

Donc la diagonale induit un isomorphisme K — (Preq/c, Kp)¢ ~ (f,0).(f, a) K.

(b) Si Ker «v opere librement sur X, alors pour tout point géométrique § — Y, X est un
Ker a-torseur sur . On fait le méme dévissage qu’en (a). Dans notre cas G; = {1}. Soit (g, 3)
une section de ( f, ) (par exemple (y,1) — (x1,1)). Alors (g, 3) est cocartésien, donc (g, )«
est une équivalence de catégories. Il en résulte que (f, o). ’est aussi, d’ou le résultat. O

REMARQUE. — Soient k/kq une extension finie galoisienne, k¥’ une extension finie de & tel
que k' soit galoisien sur ko. Alors (Speck’, Gal(k'/ko)) — (Speck,Gal(k/ko)) vérifie les
hypotheéses de (b).

1.8. Traces locales

Soit G un groupe fini agissant sur z = Spec k(z). Le corps «(x) est muni d’une action
de G a gauche. Soit Z un point géométrique algébrique au-dessus de z, i.e. le spectre d’un
corps k(Z), cloture séparable de k(z). On pose

G:i =G XGal(n(x)/n(:n)G) Gal(’i(i')/ﬂ(x)G)
Soit I un nombre premier inversible sur z. On a une équivalence de catégories

Mod.(z, G, Q;) — Rep(Gz, Q)
L+~ Lia

ou Rep(Gz Q;) est la catégorie des Q-représentations continues de Gz. Pour
L € Mod.(z,G,Q,), (DL); s’identifie & la représentation contragrédiente de L.
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Soient H un groupe fini agissant sur y = Spec k(y) et (f,a) : (z,G) — (y, H) un mor-
phisme avec f fini. Prenons  un point géométrique algébrique au-dessus de y s’insérant dans
un carré commutatif

—_—
L
— 1.

A T’aide de f, on identifie x(y) & un sous-corps de k(). On a k(y) " C k(y)® C k(z)%, d’ou
un diagramme commutatif de groupes

LL=—-—-—8I

G — Gal(k(z)/k(x)%) —— Gal(k(z)/k(z)C)

J/ (z)
H —— Gal(s(y)/k(y)?) =—— Gal(k()/k(y))

qui induit un homomorphisme a; = (f, @)z : Gz — Hy. Soit L € Mod.(X, G, Q;). On a
((f,a)«L)g ~ (az)« Lz comme Hy-représentations. Ici (az ). est la co-induction. (Si on note
(az)1 Pinduction, on a un isomorphisme canonique (az). — (az)1, ¢f 1.5 (ii) et (iii).) Le
caractére de la représentation (o). peut se calculer en utilisant le lemme suivant.

LEMME 1.9. — Soient F un corps, o : Gy — Go un homomorphisme de groupes (abstraits)
avec N = Kera d'ordre fini et I = Ima d’indice fini dans Go, L un F-espace vectoriel de
dimension finie, p : G1 — GLp(L) une représentation linéaire. On note o, L le module co-

induit, i.e. o, L = Homp(p)(F[Ga], L) avec l'action de G induite par multiplication a droite
sur F[Gs]. Alors pour tout g € G,
(1.9.1) N - Tr(g,onl) =Y Y. Tr(t L),
s teGy
a(t)=s"1gs

ou s parcourt un systéme de représentants de G /1.

Démonstration. — 11 suffit de traiter les deux cas spéciaux suivants.
(i) Cas N = {1}. La formule est immédiate (voir, par exemple, [27, 3.3]).
(i) Cas I = Gz2.Soit § = Y. tec, p(t) € Endp(L). Alors g(L) C LY. Le membre de

. a(t)=g
droite de (1.9.1) est
Tr(g, L) = Tr(g, L) + Te(g, L/LY) = §N - Te(g, L™). O

1.10. — Soit (X,G) € Eq/S.Pourtout pointz € X, k() est muni d’une action a gauche
du groupe de décomposition

Ga(z) ={g € G |ag(x) == }.

On désigne le schéma Spec k(z) encore par x et on note i, le morphisme (z, G4(z)) —
(X, G). Soit T un point géométrique algébrique au-dessus de . On pose

(1.10.1) Ga(@, ) = Ga(2)z = Ga(®) X Gai(u(a) /n(e)Ca)) Cal(k(E)/k(z)F1")).

En d’autres termes, un élément de G4(x,Z) est un couple (g,¢) ou g € Gqy(x) et ¢ €
Aut(k(z)) induisent le méme automorphisme sur x(z).
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Soient (f,a) : (X,G) — (Y, H) un morphisme dans Eq/S,z € X,y = f(z),Z — =
au-dessus de § — y. Alors (f, o) induit (f5, az) : (x,Ga(z)) — (y, Ha(y)) et az = (f, a)z :
Gd(x’ j) - Hd(ya g)

Soit L € Db%(X,G,Q;). On pose L, = i*L € D%(z,G4(x), Q). Pour g € G, b, induit
Lo,o ~ (Tga)xLe, ot Ty = (ag,h — g~'hg) comme dans 1.1.

Soit f : (X, G) — (Y, H) un morphisme fini. Soit y € Y. Notons O, 'orbite de y sous H.
On choisit un systeme S de représentants des orbites dans X sous G au-dessus de O,. Pour
x € S, notons O, l'orbite de z sous G, fo, : Oy — Oy la restriction de f a O,, et z = f(x).

Choisissons h, € H tel que an, (y) = z. Alors ((f,@)«L)|0Oy =~ @P,es(fo,,)«(L|0s).

Donc

((£,@)-L)y = P ((fo.,@)(LI0))y =~ P Ty, ,((fo., @)«(L|0:)): = P T, (fo @0) Lo
€S €S €S

Prenons T — x et Z — z au-dessus de § — y. Alors pour tout h € Hy(y, 7),

Te(h, ((f,0)«L)g) = > Tr(Th, 5(h), (az)+La)

z€S
(1.10.2) = Zﬁ > > Tr(t,Lz), d’aprés(1.9.1)
€S sEHd(z,Z)/Iz teG4(x,T)

ai(t):sflThm,g(h)s

ou Nz = Keraj, Ix = Imai

ProPOSITION 1.11. — On utilise les notations de 1.7. Soient x € X, y = f( ), ¥ — Yy
au-dessus de T — x. Dans le cas (a) (resp. (b)) de 1.7, 'homomorphisme oz : G4(x,T) —
H,(y, g) est surjectif (resp. un isomorphisme).

Démonstration. — D’aprées [3, V 1.1 (iii)], x(x) est une extension quasi-galoisienne de «(y)
et ’homomorphisme Ker o, — Gal(k(x)/x(y)) est surjectif. Donc s (x)%(®) est une exten-
sion radicielle de x(y)*®), d’ou un carré cartésien de groupes

azg

Hd(y) g)

T |

Ga(x) —— Ha(y) X Gai(u(y)/n(y) 7w Gal(k(@)/w(z)F4@).

Donc a; est surjectif.

Dans le cas (b), ’homomorphisme Ker o, — Gal(x(z)/k(y)) est un isomorphisme. Donc
az est un isomorphisme. O

COROLLAIRE 1.12. — Soient K un corps, K' une extension finie galoisienne, n = Spec K,
n' = SpecK', (X,G) € Eq/n. Considérons (pri,1d) : (X,,G) — (X, Q). Soient x € X,
y € X, au-dessus de x, § — y au-dessus de T — x. Alors I'image de Idg : Gq(y,y) —
Gy(z,T) est

G’ = Ga(%) X Gat(n(a) /() Gatr) Cal(k(Z)/k(z)%) - K').

4¢ SERIE — TOME 42 — 2009 — N° 2



SUR L'INDEPENDANCE DE | SUR LES CORPS LOCAUX 303

Démonstration. — Ilestclair queImIdy; C G’. Soit (g, ¢) € G'. Notons H = Gal(K'/K).
Formons le diagramme commutatif & carré cartésien

(pry,Id)

T

(X, G) — (X, G x H) ™— (X, G)

o

(n', H) (n, {1}).

D’apreés 1.11 (b), 'homomorphisme (pry)z : (G x H)q(y,§) — Ga(z,Z) est un isomor-
phisme. Soit (g, h, %) 'image inverse de (g, ¢). Alors ¢| K’ = Idk+. En appliquant (pr,)z, on
obtient (h,v¥) € Hy(n',7), donc h = 1,1.e. (g,¢) = Idy(g, ). O

1.13. E-compatibilité

Soient p un nombre premier, £ un corps de caractéristique 0, I un ensemble, v une appli-
cation

I — {(1,¢) | un nombre premier # p, ¢ : E — Q; un plongement de corps } ,

ou, pour chaque I, Q; est une cloture algébrique de Q;. Pour A € I, on écrit y(\) = (Ix, ).

Soient K = s un corps fini (resp. un corps local de corps résiduel k = ¢, i.e. le corps
des fractions d’un anneau de valuation discréte hensélien excellent R de corps résiduel k),
n = Spec K. Soit (X,G) € Eq/n. On désigne par | X | ’ensemble des points fermés de X.
Pour z € |X]|, (x) est une extension finie de K. Soit Z un point géométrique algébrique
au-dessus de z. On note F, € Aut(x(Z)) le Frobenius géométrique (absolu) qui envoie a
sur a'/? (resp. R, 'anneau des entiers de x(z), Rz le normalisé de R, dans k(Z), x¢ le point
fermé de Spec R, ¢ le point fermé de Spec Rz, Fy € Aut(k(Zo)) le Frobenius géométrique).
On note p I'inclusion Gal(k(z)/k(z)%4(®)) — Aut(k(Z)) (resp. ’homomorphisme composé
Gal(k(z)/k(x)F4®) = Gal(k(Zo)/k(z0)C*®)) — Aut(x(Zo))).

DEFINITION 1.14. — (i) On dit qu’un systtme (tx\)aer € [laer @, est (E,I,7)-
compatible (ou E-compatible s’il n’y a pas de confusion a craindre) s’il existe ¢ € E tel
que ¢y = ¢x(c) pour tout A € I.

(ii) On dit qu’un systéme de complexes (Lx)xer € [[rer DUX,G, Qi) est (E,1,7)-
compatible (ou E-compatible s’il n’y a pas de confusion a craindre) si pour tout z € |X]|,
tout z — x et tout (g,¢) € Ga(z,z) (1.10.1) avec p(¢) une puissance entiére de Fy, le
systéeme (Tr((g, @), (Lx)z))aer est (E, I,~)-compatible.

Les systémes E-compatibles sur (X, G) forment une sous-catégorie triangulée de la
catégorie produit [[,e; D2(X, G, Qi ), notée D(X,G, E). Lorsque G = {1}, on écrit
simplement D%(X, E). La E-compatibilité¢ de (Ly)xe; ne dépend que de ([Ly])rer €
H)\EI K(X7 G, le) (1.3).

PROPOSITION 1.15. — Soient (Ly)xer € [lrerDU(X,G,Qu,), z € |X|, 2 — =,
N € Z. Supposons que pour tout (g,¢) € Gq(x,T) avec p(¢) = F({", n > N, le systéme
(Tr((g, &), (Lx)z))rer est E-compatible. Alors ((Lx)z)rer est E-compatible.
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Démonstration. — On peut supposer X = z et {1 = 2. On peut supposer [Ly] = [Fa] —
[Ga] avec Fx, G € Mod.(z, G, Qy, ) semi-simples, A € I. Il suffit de montrer que le systéme
(Tr((g, ), (Lxr)z))aer est E-compatible pour tout (g, ¢) € Gq(z,Z) avec p(¢) = FOf(N_l).
On pose Z = Aut(k(Z)) (resp. Z = Aut(x(Zg))). On note 7 ’'homomorphisme composé

Ga(z, %) 22 Gal(k(z)/k(z)%4 @) L 7 5 7,

ou r est I'isomorphisme qui envoie Fy sur 1. Dans le cas fini, on pose W = 771(Z); dans
le cas local, il existe un sous-groupe ouvert I; de 7-1(0) agissant trivialement sur les (Fy)z
et (Gx)z, A € I en vertu du théoréme de monodromie locale de Grothendieck, et on pose
W = r=Y(Z)/I,. Dans les deux cas, 7 induit un homomorphisme surjectif v : W — f'Z de
noyau fini avec f | f’. Le groupe infini W agit par conjugaison sur I’ensemble fini v~ 1(f’).
Le centre Z(W) de W, qui est le fixateur de v~ (/f’), est d’indice fini. Soit h € 7=1(Z) tel que
7(h) > fetquel'image de h dans W appartienne a Z(W). Alors pour tout (g, ¢) € Gq(z, )
avec 7(g) = f(N — 1), gh et hg définissent le méme automorphisme sur (F)z. Il en est de
méme sur (Gy)z. On conclut en appliquant [14, 8.1]. O

Le théoréme suivant est le résultat principal de cet article.

THEOREME 1.16. — Sur un corps fini ou local comme dans 1.13, les six opérations pré-
servent la E-compatibilité. Plus précisément, pour (f,a) : (X,G) — (Y, H) dans Eq/n,
(Lx)rer, (Ma)xer € DX, G, E), (N\)xer € DY, H,E), ona

(Lx ® Mx)xer, (RHom(Lx, Mx))aer, (f,@)*Na)aer € DUX, G, E),
(R(f,a)«La)xer € DY(Y,H,E),
et, lorsque f est séparé,

(R(f7a)!N)\)>\€I € ch)(X’ G, E)7 (R(f’ a)!L)\)/\EI € DZC)(K H, E)

COROLLAIRE 1.17. — La dualité préserve la E-compatibilité. Plus précisément, pour
(X, G) € Eq/S, (L)\))\GI € DIC)(X,G7E), ona (D(X7g)L)\))\€[ € DIC)(X,G,E)

Démonstration. — Pour montrer que (DxLy)xer est E-compatible, on s’intéresse aux
traces en un point € |X|. Soit V un voisinage ouvert séparé de x dans X. Quitte a rem-
placer (X, G) par (Nyeq, () a9(V), Ga(x)), on peut supposer X séparé. Ce cas découle de
1.16. [

En fait, 1.16 et 1.17 seront démontrés en méme temps (voir 2.5 et 3.9).

REMARQUE 1.18. — (i) On retrouve le théoréme de Gabber [12, Th. 2] pour G = {1} et
K fini.

(i") Dansle cas K local, soient ; une extension finie de 7, 77 — 11, X — 17 un morphisme
séparé de type fini muni d’une action d’un groupe fini G. Si (g, ¢) € Ga(n1,71) avec p(¢) =
FJ", n € Z, alors 1.16 combiné avec [29, (2.4.1) et (2.4.4)] implique que

Z(—l)’LTI‘((g, ¢)> Hé(XnTv Ql)) € pfd min{O,n}Z

i€Z
est indépendant de [, ou d = dim X . On retrouve ainsi [25, Th. B], le cas s = SpecF,, de [28,
4.2] et le cas (tres particulier) de [26, 0.1] ou I' est la classe du graphe de a,.
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(ii) 1.16 équivaut a I’énoncé pour #1 = 2.

(iii) On peut remplacer F par une extension algébrique quelconque E’. En effet, pour tout
A € I, notons Jy, I'ensemble des plongements u : E' — Q;, qui prolongent ¢y. Soit I’ une
partie de [[yc; Jx, qui contient au moins un élément de chaque Jy, A € I, et au moins un
Jx, A € I, aucas ou I est non vide. Onnotey' : I' — {(I,¢)} 'application qui envoie € Jy
sur (Ix, ). Alors un systéme (tx)aer € [[aer Qu, est (B, I,~)-compatible si et seulement si
(t)uer € [yuer Q, est (E',I',~')-compatible, ou t, = tx pour p € Jy. Le foncteur

Mm: ] Dix,G Q) - [] Pix,G,Q,)
xel nel’
(Lx)rer = (L))uers ou L, = Lypourp € Jy,
commute aux six opérations et a la dualité. Un systéme (L)rer € [[rer D2(X, G, Qi) est
E-compatible si et seulement si M ((Ly)xer) est E’-compatible.

(iv) Les énoncés pour (f,«)* et ® sont triviaux. L’énoncé pour (f,«). avec f fini
résulte de (1.10.2). L’énoncé pour D dans le cas ou X est régulier et ou les Ly sont a fais-
ceaux de cohomologie lisses découle du théoréeme de pureté : pour z € |X|, (DxLy), =~
(D2 (Ly)z)(dz)[2ds], o0 dy; = dim, X, et évidemment D,, préserve la E-compatibilité.

(v) On verra en 4.8 que RY préserve aussi la F-compatibilité.

2. Descente galoisienne et indépendance de [ sur un corps fini

2.1. — Une technique de Deligne-Lusztig [10, démonstration de 3.3] permet de se débar-
rasser de ’action de groupe dans certaines circonstances.

Soit S un schéma noethérien. On désigne par Eq*¥™ /S la sous-catégorie pleine de Eq/S
formée des couples (X, G) ou G agit sur X de fagon admissible (1.2).

LEMME 2.2. — Soient G un groupe fini, f : S’ — S un G-torseur. Le foncteur
ef: Cs = (Eq*™/S)c/(S',G)
X — (X xg8,QG),

ou G agit sur X xg S’ via son action sur S’, est une équivalence de catégories.

Démonstration. — C’est un cas particulier de la descente galoisienne (voir [3, VIII 7.6] et
[5, 6.2.B]). Un quasi-inverse de € est donné par (Y,G) — Y/G. O

Notons ey x : (X x5 5", G) — (X, {1}) la projection.
2.3. — Soit

((Sma Z/mZ)mZIa ((fm,na am,n) : (Smny Z/ng) - (Sma Z/mZ))mle)

un systeme projectif, ou S1 = S, m pn : Z/mnZ — Z/mZ désigne ’homomorphisme qui
envoie 1 sur 1, tel que f,, , soit un Ker a,, ,-torseur, m,n > 1. Soit (X,G) € Eq*™™/S.
Soient m > 1, g € G. Notons n, I'ordre de g. On considere 'action diagonale de Z/n,Z
sur Xg,, Xg,, Sn,m, celle sur X étant donnée par ’homomorphisme i, : Z/n,Z — G
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qui envoie 1 sur g et celle sur S, ,, donnée par I'homomorphisme Z/nyZ — Z/ngmZ qui
envoie 1 sur m. On définit un foncteur

(Eq*™/S)e — Cs,,
(X,G) = X9 = el (Xg, X5, Snym, Z/ngZ).
Posons
d(X,G),m,g = (prlvig) : (XSm XSm Sngm’Z/ngZ) - (Xv G)
Rappelons
€t Xm0) + (X XS0 Snyms Z/1gZ) — (xm9) {1}).
Supposons que S soit régulier de dimension < 1. Posons
C(X,G),m,g = efm,ng,X<m>9)*d)(kX,G),m,g : DIC)(X>G>@) - DIC)(X(m’g)u@)

La définition de C,, ; commute aux six opérations et a la dualité. Plus précisément, on a

C(X,G),m,gR%m(X,G)(_v _) = R‘%amX(mvg) (C(X,G),m,g_a C(X,G),m,g_)a

Cix,6),m,g(—® =) = Cix,¢),m,g — ®C(x,0),m,g— C(x,6),m,gP(x,6) = Dxm.r C(x,G),m.g>
et, pour (f,1d) : (X,G) — (Y, G) dans Eq*™/8,
Cix,6)mg (£, 1) = (F™9)* Cly.G).m.g0 Cv,c)mg B(fs @) s = R(f™9),.Cx.6ym.g»

et, lorsque f est séparé,
C(x,6)m,g R(f,1d)" = R(f ™)' Cly,c),m.g, Cv,c),m g R(Fs )1 = R(F™ D) Cx,6),mo0-

Reprenons les notations de 1.13. En particulier, K = F,; (resp. K est un corps local de
corps résiduel IF,,r). Pour m > 1, soient K,, = F,sm (resp. K, une extension non ramifiée
de K de corps résiduel Frm ), nm = Spec K,. Pour m > 1, Z/mZ agit sur n,, via I'isomor-
phisme de groupes

2.3.1) Z)mZ — Gal(Ko/K)

ou I'image ¢ de 1 est donnée par ¢ = Fof | K, (resp. ¢ = F({ |Fpsm, o0 ¢ est la réduction de ¢).
Appliquons 2.3 au systéme projectif (1, )m>1.

PROPOSITION 2.4. — Soient (X,G) € Eq*™ /n, (Lx\)xer € [Ixer DUX, G, Qu,). Pour
que (Ly)xer soit E-compatible, il faut et il suffit que pour tout m > 1 et tout g € G,

(Cex,q),m,gLa)rer € H DX (™9 Q)
Xel

soit E-compatible.

Démonstration. — La nécessité est claire. Soit (Lx)xer € [[rer DUX, G, Q) tel que
pour toutm > lettoutg € G, (Cy, gLx)rer soit E-compatible. Comme e}m’ng € frmng+ = 1d
(1.7(b)), ona (dy, ,Lx)rer € DUXn,, Xy, Mnym, L/ g Z, E). D’aprés 1.15, il suffit de mon-
trer que pour tout z € | X|, tout z — z et tout (g9,9) € Gq(z,z) avec p(¢) = Fy™, m > 1,
(Tr((g, ¢), (Lx)z))rer est E-compatible. Soient y € | X, | au-dessus de z, § — y au-dessus
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dez — z. D’apres 1.12, on a (g,¢) € Ga(y,y), correspondant a (1,¢) € (Z/nyZ)q(y, ).
On prend le diagramme commutatif a carré cartésien

(1d,A)
(X X Mgms L) Mg ) —— (X, X Mngmy L/ Mgl X L[ngZ) — (X, , L/ng7Z)

("TngmaZ/ngZ) (Nm, {1}).

Soient z € |X,,. Xy, Tn,m| au-dessus de y, z — z au-dessus de § — y. D’apres 1.11 (b),
I’homomorphisme

(Z[ngZ x LngZL)a(z, Z) — (Z/ngZ)a(y, )

est un isomorphisme. Soit (1,b, ¢) € (Z/ny,ZxZ/nyZ)4(z, Z) 'image inverse de (1, ¢). Alors
(b,9) € (Z/nyZ)4(Mm,m,N), donc b = 1. Bref, (dm,g)z : (Z/ngZ)4(2,Z) — Ga(x, ) envoie

(1, ¢) sur (g, ¢). Donc les

Tr((g,#), (La)z) = Tr((1,¢), (d7, 4L )z)

forment un systéme E-compatible. O

SCHOLIE. — Avec les notations de la démonstration, si on note w I'image de z parey,, , .
on choisit w — w au-dessous de Z — z et on désigne encore par ¢ I'image de (1, ¢) par

(€fmng )2+ (Z/ngL)a(z,2) — {1}a(w, W) = Gal(k(W)/K(w)),
alors
Tr((gv ¢)7 (L)\)i) = Tr(¢a (C(X,G),m,gLA)U)-

2.5. —  Démonstration de 1.16 dans le cas d’un corps fini. — On sait que (f,a)* et ®
préservent la E-compatibilité. Pour montrer 1.16, il suffit d’établir la stabilité par D et
R(f, ). La stabilité par R(f,a);, R(f,a)' et RHwn s’ obtiendront par dualité. Comme
R(f,o)« = (Id,a).R(f,1d)., on peut supposer « = Id. D’apres 2.4 et le théoréme de
Gabber, D et R(f,Id). préservent la E-compatibilité lorsque les actions de groupe sont
admissibles.

Soit (Ly)xer € D%(X, G, E). Pour montrer que (Dx Ly)xes est E-compatible, on s’in-
téresse aux traces en un point z € |X|. Soient V un voisinage ouvert séparé de = dans X,
U un voisinage ouvert affine de z dans (,eq,(s) ag(V). Quitte a remplacer (X, G) par
(Ngeca(z) @9(U), Ga(z)), on peut supposer X affine. Ce cas est déja connu.

Soit f: X — Y un morphisme G-équivariant. Pour montrer que Rf, préserve la
E-compatibilité, on fait une récurrence sur d = dim X. Le cas d < 0 est trivial. Pour
d > 0, on prend un ouvert dense affine G-stable U de X et onnote j : U — X. Pour
(L\)xer € DX, G, E), comme [Ly] — [Rj.j*Ly] est a support de dimension < d — 1, il
suffit de montrer que (Rj.j*L)xer et (R(f7)«7*Lx)rer sont E-compatibles. Donc on peut
supposer X affine. Comme le probléme est local sur Y, un argument similaire a celui dans
I’alinéa précédent permet de supposer en plus Y affine. Ce cas est déja connu. O

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



308 W. ZHENG

2.6. — Rappelons le théoréme de Gabber de stabilité de la EF-compatibilité par extension
intermédiaire [12, Th. 3] : pour j : U — X une immersion ouverte de schémas séparés de
type fini sur un corps fini k = F,s, (Lx)xer € DE(U, E) un systtme E-compatible de fais-
ceaux pervers purs de poids w € Z, (j1«Lx)acr est E-compatible.

Rappelons que K (X, Q;) est un groupe abélien libre engendré par les classes d’isomor-
phie de faisceaux pervers simples. Pour a € Z, notons K, (X, Q) (resp. K<, (X, Q), resp.
K>.(X,Qy), resp. K,(X,Q;)) le groupe de Grothendieck de la catégorie des faisceaux per-
vers mixtes (resp. de poids < a, resp. de poids > a, resp. purs de poids a).

ProOPOSITION 2.7. — Les projections canoniques
DP<a - Km(Xa@) - Kga(X’@) el P>q Km(Xa@) - KZa(Xa@)

préservent la E-compatibilité. Plus précisément, pour (Lx)xer € [[xer Km (X, Qq) un systéme
E-compatible, les systéemes (p<q L) rer et (p>aLx)rer sont E-compatibles.

Démonstration. — 11 suffit de montrer que la projection canonique p,, : K, (X,Q;) —
K. (X,Q) préserve la E-compatibilité pour tout w € Z, car P<a = Y.w<aPw> P>a =
> w>a Pw- On peut supposer §1 = 2. Soient Ly = > cz Law, Law = [Mk,w,_()] — [Mxwal,
ou ]\_4,\,%0 et M) 1 sont des faisceaux pervers purs de poids w.

(a) Cas ou X est lisse sur k et H® (M) o) lisse sur X pour \€ I, w € Z, « = 0,1, e € Z.
Alors pour tout z € | X|, le facteur L local L, (L ., t) peut étre extrait de L, (Ly, t) comme
la partie de poids w — dim, X. Donc les L} ,, forment un syst¢éme E-compatible.

(b) Cas général. On fait une récurrence sur d = dim X, simultanément pour tout w € Z.
Le cas d < 0 est trivial. Pour d > 0, on peut supposer X réduit. Prenons un ouvert dense
j U — X lisse sur k tel que H®(j* M o) soit lisse sur U, pour A € [, w € Z, a = 0,1,
e€Z. Notons i:Y — X le fermé complémentaire. D’apres (a), (j*Lxw)rer est
E-compatible, donc (j1.5* L ) rer I'est aussi en vertu de la démonstration du théoréme de
Gabber rappelé en 2.6. D’apres [4, 5.3.11], pour tout w € Z, il existe L), ,, € Ky (Y, Q) tel
que

(271) L)\’w = j!*j*LA,w + i*L/)\’w.

En sommant, pour tout w € Z, on obtient
Ly=> jui Lanw+is Y Lhu,
weZ wEZ

d’oula E-compatibilité de (3,7 L) ,,)rer- Par conséquent, pour toutw € Z, (L) ,)er est
E-compatible en vertu de I’hypothése de récurrence. La E-compatibilité de (L ) e résulte
alors de (2.7.1). O

Notons D? (X, Q;) la sous-catégorie triangulée de X formée des complexes mixtes. Pour
a € Z,notons * D=%(X, Q) (resp. * DZ%(X,Q;)) la sous-catégorie triangulée de D%(X, Q;)
formée des complexes mixtes K tels que, pour touti € Z, PH'K soit de poids < a (resp. > a).
S. Morel [24, 3.1.1] a défini un foncteur exact troncature par le poids

we<, : DY (X, Q) — “D=S%(X, Q) (resp. ws, : D5, (X, Q) — “D=%(X,Qy)),
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adjoint a gauche (resp. a droite) de I'inclusion
YDEY(X,Q;) C DY, (X, Q) (resp. “D=*(X,Q;) C D5, (X,Q)),
rendant commutatif le diagramme

< ___ Ob(w<a) b _____Ob(w>,) > _
Ob(* D=2(X, W) o= Ob(DY, (X, Tn)) 2" Ob(* D2*(X, W)

| | |

KeolX,Q) ——— Kp(X, Q) — = K54 (X, Q).

Pourj : U — X unouvertet L un faisceau pervers pur de poids a € Z, la fléche canonique
w>qof1L — ji L est un isomorphisme [24, 3.1.4]. En vue de cela, la stabilité par la troncature
par le poids (2.7) généralise le théoréme de Gabber (2.6).

3. Altérations galoisiennes et réduction au cas des courbes

On reprend les notations de 1.13. En particulier, K est un corps fini ou local.
Soit X un schéma de type fini sur n = Spec K. On considére la condition suivante portant
sur L € D2(X, Q) :

3.0.1 Pour touti € Z, il existe une extension finie F' de Q; et un O-faisceau Fo, tels que
HL ~ (Fo®o F)®r Q et que Fo ®0 (O/m) soit constant sur toute composante connexe
de X, ou O est I’'anneau des entiers de F', m est I'idéal maximal de O.

Cette condition est stable par image inverse et ®. Si X < Y est un ouvert de complémentaire
un diviseur a croisements normaux, alors 3.0.1 implique que L est a faisceaux de cohomo-
logie lisses sur X, modérément ramifiés sur Y.

Le résultat principal de ce paragraphe est la proposition suivante.

ProPOSITION 3.1. — On fait les hypothéses suivantes .

(A) Soient K1 une extension finie de K, n1 = Spec K1, ax : X — mp une courbe lisse affine,
(Lx)aer € DY(X, E) avec tous les Ly vérifiant 3.0.1. Alors (RaxLy)xer est E-compatible.

(B) Soient X une courbe sur n, normale, j : U — X un ouvert dense, (L))xer € D%(U, E)
avec tous les Ly vérifiant 3.0.1. Alors (Rj«Lx)xcr est E-compatible.

Alors la conclusion de 1.16 est vraie.

Dans le cas d’un corps local, (A) et (B) seront démontrés en 4.11.

3.2. — Dans le cas d’un corps fini, (A) est une conséquence de la formule des traces de
Grothendieck, tandis que (B) est une variante de [7, 9.8]. Prouvons (B) dans une plus grande
généralité, avec la condition 3.0.1 remplacée par ce que les Ly sont a faisceaux de coho-
mologie lisses. On peut supposer X irréductible. Quitte a remplacer n par le corps de défi-
nition de X, on peut supposer X géométriquement irréductible. On peut supposer X pro-
jective. D’aprés 1.18 (iii), on peut supposer que F contient les racines p-iémes de 'unité.
D’apres 1.18 (ii), on peut supposer fI = 2. Notons D = X — U. Pour z € D, posons
n = MaXyey icz,yeD— {2} SWany (H'Ly). D’aprés [17, Construction, p. 217], il existe un sys-
téme E-compatible (Fy)xer de faisceaux lisses de rang 1 sur X — (D — {«z}) tel que pour
touty € D — {z}, Swany(Fx) > n. Alors Rj.(Ly ® Fr)y = 0,poury € D — {z}
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[ibid., Prop., p. 216], et Rj.(Lx ® Fa)z == (Rj«Lx)z ® (Fx)z. Donc, d’aprés la formule des
traces, pour m > 1,

Te(Fy™, (Rap.L)5)

= X TY(FS""L,(LA)@)TY(FJ’",(?A)@)+%TT(Fme(Rj*LA)i)TT(Fme(fA)i)’
yEU(Fprm)

ouay : U — n,ret fsonttels que k(x) = Fpr, k(n) = F,r. D’aprés 1.18 (iv) et la formule
des traces, (Ray+«Lx)rer =~ (DyRay1DyLy)ser est E-compatible, donc ((Rj«Lx)z)aer est
E-compeatible. D’ou (B).

Cette démonstration, jointe a 3.1, donne une démonstration de 1.16 dans le cas d’un corps
fini indépendante du théoréme de Gabber.

3.3. — Si K est un corps local, E est un corps de nombres, pour A1, A2 deux places finies
de E ne divisant pas p, p1, po des représentations \;- et Ap-adiques de Gal(K /K), Deligne
a défini une notion de compatibilité entre p; et p2 [7, 8.8]. Prenons pour F; le E),-faisceau
sur = Spec K correspondant & p;, choisissons un plongement Ey, — Q;, i € I = {1,2},
et posons

v:I—{(,)}
i (I, E — E\, — Q).
Alors (F;);er est (E, I,v)-compatible au sens de 1.14 si et seulement si les semi-simplifiées
de p; et po sont compatibles au sens de Deligne.

En vue de cette interprétation, la proposition suivante généralise [7, 9.8].

PROPOSITION 3.4. — Soient S une courbe lisse sur k = Fp,r, (X,G) € Eq/S, (Lx)xer €
D% X,G, E). Soit s un point fermé de S. Notons S(s) le hensélisé de S en s, ms son point gé-
nérique. Alors le systéme (Ly|X,,,)acr est E-compatible (au sens de 1.14 pour les schémas de
type fini sur un corps local).

Démonstration. — Quitte a remplacer k£ par une extension finie, on peut supposer
k(s) = k. Le probléme étant local sur X, on peut supposer X affine. Pourm > 1,9 € G, on

applique 2.3 a (X, G) sur F,,s et a (X, , G) sur n,. On obtient

X (m.g)

|

Sm = S
m ]prm *>S]prm.

Notons s, le point générique du hensélisé de S ,,, en s,,. Ona (X(™9),, =~ o (X,,)m9)
et (CrmgLy)|(X,,,)™9) ~ C,, ,(Lx|X,,). Quitte & remplacer X par X (™9) (2.4), on peut
supposer G = {1}.

Soit y un point fermé de X, . Alors il existe un morphisme étale de type fini S’ — S, une
section s — §’, et un sous-schéma fermé Y de Xg/_(}, fini sur S — {s}, tels que ;,, ~ g,
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d’ou le diagramme commutatif a carrés cartésiens

Y Y

|

an HXS'—{S} HX

b

N —— 8§ — {s} ——~ 8.

Quitte a remplacer S par S’, X par Y, on peut supposer que X est quasi-fini séparé sur S.
Prenons un S-plongement j : X — X ou X est un S-schéma fini. Quitte a remplacer X
par X, Ly par jiLy, on peut supposer que X est fini sur S. Quitte a remplacer X par une
composante du normalisé de X™4, on peut supposer de plus X lisse sur k. Quitte a remplacer
S par X, on peut supposer X = S.

Ce cas de la proposition est essentiellement [7, 9.8]. Rappelons comment le déduire du cas
d’un corps finide 1.16. On peut supposer $7 = 2. On pose [Ly] = [Fr]—[Ga], ou F et G sont
des faisceaux sur S, semi-simples sur n,, A € I. Soit I; un sous-groupe ouvert de I(K /K)
agissant trivialement sur les (F))7: et (G))7m, ou K = £(n,), K est une cloture séparable
de K. Soit ¢ € Gx = Gal(K/K) avec p(¢) = Fgm, m > 1. Notons K; I’extension finie
séparable de K correspondant au sous-groupe fermé de G topologiquement engendré par
I, et ¢. Alors I(K/K;) = I,. Prenons S; une courbe lisse sur k, f : S; — S un morphisme
quasi-fini et s; un point de S; au-dessus de s tels que le point générique n,, du hensélis¢ de
S1 en sy vérifie s, = Spec K;. Formons le carré cartésien

FUS = {sh =5,

r| Lf

S—{s}—=&s.

Alors f'*Fy et f'*G se prolongent en des faisceaux F} et G} sur Sy, lisses dans un voisinage
de s1. Posons L = F§ @ G4 [1]. Alors [(Rjx f"*La)s, ] = [(L4)s,] — [(L})s, (—1)], d’0u

1

= WTF(F({T”7 (Rj«(f')"La)sy),

Tr(¢, (Ln)7:) = Tr(Fd ™, (L))s7)
ou7; — ns, 51 — s1. Ces traces sont E-compatibles, car (Rj.(f")*Ly)acr Uest d’apres le

cas d’un corps fini de 1.16. (En fait la démonstration de (B) donnée en 3.2 suffit : on n’a pas
besoin d’invoquer 3.1.) O

Les lemmes 3.5, 3.7 et 3.8 seront utilisés dans la démonstration de 3.1.

LEMME 3.5. — Soient X un schéma noethérien intégre muni d'une action d'un groupe fini G,
Y — X un morphisme étale de schémas. Alors il existe un ouvert affine dense G-stable U de X,
un morphisme (f,a) : (Z,G") — (U, G) avec a surjectif faisant de Z un (Ker «)-torseur sur
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U, et une factorisation
Z7-—=Yxx U——Y

N

Démonstration. — Quitte a remplacer X par un ouvert affine dense G-stable de X, on peut
supposer X affine. Notons 7 le point générique de X, Gy = G;(n). Alors G agit trivialement
sur X, 'action de G sur X se factorise donc par Q = G/G,. Comme X — X /G estétaleen,
il existe un ouvert U affine dense G-stable de X telque Y x x U — U et U — U/G soient des
revétements étales. On peut supposer que Gy = {1}. En effet, une fois ce cas établi, on peut
I’appliquer, dans le cas général, a 'action de @ sur U. On obtient (f,8) : (Z,Q’') — (U, Q). 1l
suffit alors de prendre G’ = G x ¢ @', qui agit sur Z a travers sa projection sur @', et prendre
pour « la projection G — G.

Soit z un point géométrique de U/G. On a une équivalence de catégories

F' : {revétements étales de U/G} — {m-ensembles finis a gauche}
Tw— T,

oum = m(U/G,z). Alors F(U) ~ m /A, ou A est un sous-groupe ouvert distingué tel
que 11 /A ~ G°P, et F(Y xx U) ~ [[io;m/B;, oules B;, 1 < i < n, sont des sous-
groupes ouverts de A. Soit C' C (=, B; un sous-groupe ouvert distingué de 7;. On prend
G’ = (m1/C)°? X (Z/nZ) et Z un revétement étale de U/G tel que F(Z) = (71 /C) x (Z/nZ),
laction de G’ sur Z étant donnée par la translation a droite de G’ sur F(Z). On prend
g:Z —Y xx U tel que F(g) soit donné par

(m1/C) x (Z/nZ) — [ m1/B;

=1
(0,i) — 7 € m/B,;.
Notons f le composé de g et de la projection Y x x U — U, a le composé G =% (7 /C)°P —

(m/A)°P ~ G. Alors F(f) s’identifie & a°P, donc f est G’-équivariant et fait de Z un (Ker «)-
torseur sur U. O

3.6. — Soient v : X — Z un morphisme de schémas muni d’une action d’un groupe
fini G, X & Y 25 Z une factorisation de u dans la catégorie des schémas. Rappelons la
construction d’une factorisation équivariante [15, 7.6]. Pour g € G, notons Yy le Z-schéma

défini par la composition Y %% Z 2%, Z. Posons G = {g1, ..., gn},
(Y/2)% =Yy, Xz %z Y,
sur lequel G opere par (Yg,,---,Yg,)9 = (Yggis---»Ygq,)- Alors f a la factorisation

G-équivariante X N (Y/Z)¢ — Z, ouv' envoie z sur (v(zg1),...,v(zgn)).

LeEmME 3.7. — Soient f : X — Z un morphisme séparé de type fini de schémas noethé-

. Lo . J
riens, G un groupe fini agissant sur f. Alors on peut factoriser f en X <> Y % Z de fagcon
G-équivariante, ot g est propre et j est une immersion.
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Démonstration. — D’apres le théoréme de compactification de Nagata [0, 4.1], f se fac-

torise en X &5 Yy 2% Z, ou g est propre et jo est une immersion. 11 suffit alors d’appli-
quer 3.6. O

Le lemme clef suivant découle de raffinements, dus a Gabber, de résultats de de Jong ([16],
[28, 4.4]) sur les altérations équivariantes.

On appelle altération galoisienne [28, 4.4.1] un morphisme (f,«) : (S',G") — (S, G) ou
« est surjectif, f est un morphisme propre dominant génériquement fini de schémas noethé-
riens intégres, tel que K (S")H soit une extension radicielle de K (.S), ou H = Ker a, K(S")
(resp. K(S)) est le corps des fonctions de S’ (resp. S). Alors il existe un ouvert affine dense
G-stable U de S tel que f~1(U) — f~1(U)/H soit un revétement étale galoisien de groupe
H/Hy, ou Hy = H N Ker(G' — Aut(K(S"))), et que f~1(U)/H — U soit un homéomor-
phisme universel fini et plat. La composition de deux altérations galoisiennes est une altéra-
tion galoisienne.

Soit G un groupe fini. Soit X un schéma noethérien régulier muni d’une action de G. Rap-
pelons qu’un diviseur a croisements normaux G-stable D de X est dit G-strict s’il est strict
et si pour toute composante irréductible D; de D et tout g € G tel que D;g # D;, D; et
D;g ne se coupent pas. Soit S = Spec R un trait de point fermé s. Rappelons qu'un couple
semi-stable [29, 5.5 (a)] est un couple (X,Z), ou X est un S-schéma de type fini et Z est une
partie fermée de X contenant X, qui est, localement pour la topologie étale, de la forme

(Spec R[t1, ..., tn]/(t1 - ta — ), Z),

ou  est une uniformisante de R, Z est défini par I'idéal (¢1---t), 1 < a < b < n. Alors
Z est un diviseur a croisements normaux de X. Si X — S est muni d’une action de G sous
laquelle Z est stable, on dit que le couple semi-stable (X, Z) est G-strict si Z est un diviseur
a croisements normaux G-strict de X.

Soit S un schéma noethérien. On dit qu’une courbe nodale G-équivariante X — S
est G-scindée si elle est scindée et si pour tout s € S, toute composante irréductible C
de X, et tout g € Gy4(s) tel que Cg # C, C et Cg ne se coupent pas (condition (x)
dans [28, 4.4.1]). On appelle fibration plurinodale G-scindée (cf. [16, 5.8]) un systeme

(Xd f—d> Tt f—l) XOa {Uij}aZO), 01‘1

e f; : X; — X, 1 est une courbe projective, nodale et G-scindée,

o0, Xi—1 — X;,j=1,...,n,, sont des sections disjointes de f; dans le lieu lisse de f;,
permutées par G (i.e. pour tout j, il existe j tel que ay 0 0y; = 045/ 0 ay),

e Zy C Xy est un fermé G-stable,

tel que f; soit lisse sur X; 1 — Z;_1, ou on a posé Z; = U?;l 0 (Xi—1) U fi_l(Zi_l),
1 <4 < d. Ici on dit qu’un morphisme f : X — Y est projectif si f admet une factorisation
x5 Py — Y, ou ¢ est une immersion fermée. Dans la définition d’une courbe plurinodale
G-scindée, X; — X est projectif et plat.

LEMME 3.8. — Soient G un groupe fini, f : X — S un morphisme séparé de type fini
G-équivariant de schémas noethériens intégres, U un ouvert dense G-stable de X. Supposons
que la fibre générique X, de f soit géométriquement irréductible. On fait aussi les hypothéses
suivantes :
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(1) S est excellent ;

(ii) pour toute altération galoisienne (S1,G1) — (S, G) et toute partie fermée Fy C Sy, il
existe une altération galoisienne (S2, Ga) — (S1,G1) telle que Sy soit régulier et que I'image
inverse de F dans Sy soit contenue dans un diviseur a croisements normaux Go-strict.

Alors il existe un groupe fini G', un homomorphisme de groupes o : G' — G, un diagramme
commutatif G'-équivariant
‘X"/C_j> X d L> s’
) l“
X ! s

ot (u, @), (v, @) sont des altérations galoisiennes, j est une immersion ouverte dominante, et une
fibration plurinodale G'-scindée de g

(Xq 2% 5 X = 8 {04}, Zo)

telle que X; soit régulier, Z; soit un diviseur a croisements normaux G'-strict de X; pour
0 <i < d et que Zy contienne Xq — v=1(U).

On appliquera le lemme uniquement quand S est le spectre d’un corps (3.9) ou un trait
excellent (4.11, 4.12). Dans ces cas, les hypothéses (i) et (ii) sont automatiquement satisfaites.
Lorsque S est un trait excellent, u est nécessairement un changement de traits fini, et (Xg4, Zg)
est un couple semi-stable G'-strict sur .S’

Démonstration. — D’apres 3.7, on peut supposer f propre. Si dim X,, = 0, alors (f,Idg)
est une altération galoisienne, donc il suffit d’y appliquer ’hypothése (ii) et de prendre g = Id.
Si dim X, > 1, on applique [28, 4.4.3]. On obtient un groupe fini G’, un homomorphisme
de groupes a : G’ — G, un diagramme G’-équivariant

Xg—= 8"
x -5
ou (u, @), (v, ) sont des altérations galoisiennes, et une fibration plurinodale G’-scindée de g
(Xa L I X = S {04}, Z0)

telle que Z, contienne Xy—v~1(U). En appliquant (ii), on se raméne au cas ot X est régulier
et Zy est un diviseur a croisements normaux G’-strict. Appliquant alors [28, 4.4.4] successi-
vement a fi, ..., fg, on modifie X; de sorte que X; devient régulier et Z; devient un diviseur
a croisements normaux G’-strict, 1 <7 < d. O

3.9. —  Démonstration de 3.1. — On sait que f* et ® préservent la E-compatibilité.
Prouvons d’abord 1’énoncé suivant :

(A") Pour (f,a) : (X,G) — (Y, H) un morphisme de Eq/n avec f séparé, R(f, ) pré-
serve la E-compatibilité.
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Comme R(f,a) = (Id,a)iR(f,Id), et (Id, ), préserve la E-compatibilité (1.18 (iv)), on
peut supposer o = Id. D’aprés le théoréme de changement de base, on peut supposer que
Y = n; est le spectre d’une extension finie de K. On peut supposer fI = 2.

(a) Cas X = A%I. Choisissons w : W — X étale dominant tel que les w* L vérifient
3.0.1. On applique 3.5 a w pour trouver un ouvert affine dense G-stable j : U — X et un
morphisme (f, a) : (U',G') — (U, G) avec « surjectif faisant de U’ un (Ker «)-torseur sur U
tels que les (f, a)*5* L vérifient 3.0.1. Soiti: Z = X — U — X. On a le triangle distingué

Rapj*Ly — RaxiLy — azi*Ly — .

Iciles Ray1j*La ~ R(ay/,a)i(f,a)*j*Ly (1.7 (a), 5.3) forment un systéme F-compatible
en vertu de (A) et de 2.4, (az1i* L)) aes est E-compatible car az est fini. Donc (RaxiLy)xer
’est aussi.

(b) Cas général. On fait une récurrence sur d = dim X. Le cas d < 0 est trivial. Sid > 1,
on prend un ouvert affine dense G-stable U. Soiti : Z = X — U — X. On a le triangle
distingué

RaUgj*LA — R(J,X!L)\ — Raz!i*L)\ — .
D’aprés I’hypothese de récurrence, (Razii*Ly)aes est E-compatible. Donc il suffit de voir
que (Ray1j*Ly)xer est E-compatible. D’aprés le lemme de normalisation, il existe un
morphisme U/G — A}, a fibres de dimension < d — 1. Ceci induit un 7;-morphisme
G-équivariant f : U — A}h. On a Ray ~ RGA%I‘R /1. Il suffit donc d’appliquer I’hypothése
de récurrence et (a).

Pour prouver 1.16, il suffit de prouver les énoncés suivants pour tout d € N :

(Cq) Pour (X, Q) surn avec dim X < d, Dx préserve la E-compatibilité.
(Dg) Pour (f,a) : (X,G) — (Y, H) un morphisme de Eq/n (ou f est éventuellement non
séparé) avec dim X < d, R(f, «)« la préserve aussi.

On peut supposer §/ = 2. On fait une récurrence sur d. Le cas d = 0 est trivial (1.18 (iv)).
Pour d > 1, supposons (Cy_1) et (Dy—1) établis.

Prouvons (Cy). On peut supposer X réduit. Soit (L) ey un systéeme E-compatible sur X.
On prend un ouvert dense régulier G-stable j : U — X tel que les L,|U soient a faisceaux
de cohomologie lisses. On pose i : Z = X — U — X. Le triangle distingué

i«Ri'DxLy — DxLy — Rj.j*DxLy —
se récrit
i*Dz(i*L,\) — DxLA — Rj*DUj*L,\ — .

D’aprés (Cy—1), (Dz(i*Lx))xer est E-compatible. D’apres 1.18 (iv), (Dyj*La)aer est
E-compatible. Donc la preuve de (C;) se raméne a celle de (Dy).
Prouvons (D). On prend (Ly)xer € DY(X, G, E).

3.9.1. — Supposons qu’il existe (Ly)rer € D2(X,G,E) tel que pour tout A € I,
[La] — [L}] soit a support de dimension < d — 1, i.e. il existe ¢ : Zy — X sous-schéma fermé
G-stable de dimension < d — 1 et LY € K(Zy,G,Q,) tels que [L,] — [L] = i, LY. En
appliquant (D4—1), on voit qu’il suffit de vérifier (Rf.L))xer € D2(Y, G, E).

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



316 W. ZHENG

On peut supposer X réduit. Soit j: U — X un ouvert dense normal G-stable. On
considére Ly — Rj.j*Ly. D’aprés 3.9.1, il suffit de montrer que (Rj.j*Lx)acr et
(R(fj)«j*Lx)xer sont E-compatibles. Donc on peut supposer X normal. On peut sup-
poser de plus que G agit transitivement sur mo(X). Si C est une composante connexe
de X, alors (C,G4(C)) — (X,G) est cocartésien (1.1.2). Quitte a remplacer X par une
composante connexe (1.5.1), on peut supposer X intégre.

Choisissons w : W — X ¢étale dominant tel que les w* Ly vérifient 3.0.1. On applique
3.5 a w pour trouver un ouvert dense G-stable U de X, et (¢9,0) : (Z,G') — (U, Q) avec
B surjectif faisant de Z un (Ker 3)-torseur sur U, tels que les Ly|Z vérifient 3.0.1. D’apres
3.9.1, il suffit de montrer que (Rj.j*Lx)xer et (R(f7)«j*La)rer sont E-compatibles, ou
j: U — X.Daprés 1.7 (a), %Ly =~ (g,8)«(g,8)*j* L. Donc, quitte a remplacer X par
Z, on peut supposer

(a) les L vérifient 3.0.1.

Drapres 3.7, (f,a) = (p,a)(j,Id), ou j est une immersion ouverte et p est propre. D’aprés
(A", R(p, ), préserve la E-compatibilité. Donc on peut supposer (a) et

(b) f est une immersion ouverte et o« = Id.

Ces hypothéses seront toujours conservées.

Le cas d = 1 résulte alors de (B). En effet, on s’intéresse aux traces situées en un point
y € Y —X. Quitte a remplacer G par G4(y) et Y par un voisinage affine G4(y)-stable de y, on
peut supposer de plus Y affine. En vertu de 2.4, on peut supposer G = {1}. Soitg : Y' - Y
le normalisé de Y;.q. Formons le carré cartésien

x Ly

-

X——=vY.

Le morphisme Ly — gx«g% L est un isomorphisme sur le lieu de normalité de X,.q, qui est
un ouvert dense. D’aprés 3.9.1, il suffit donc de voir que les Rf.gx+«g%Lx = g-Rf.9%Lx
forment un systéme E-compatible. Quitte a remplacer f par f’, on peut supposer de plus Y’
normal. En appliquant (B), on achéve la démonstration de (D;).

Dans la suite, d > 2. Soit K; une extension galoisienne de K telle que les composantes
irréductibles de Y x,, 71 soient géométriquement irréductibles [13, 4.5.10], ot 1 = Spec K.
Quitte a faire le changement de base 771 — 7 et remplacer G par G x Gal(K;/K), on peut
supposer qu’on a un morphisme G-équivariant Y — 7 et que les composantes irréductibles
de Y sont géométriquement irréductibles sur n;. Comme dans I’alinéa précédent, on peut
supposer de plus Y normal. Quitte a remplacer Y par une composante connexe, on peut sup-
poser Y intégre, donc géométriquement irréductible sur 7;. On peut supposer dimY = d et
X non vide.

On applique 3.82Y — netl’ouvert X de Y. On obtient une altération galoisienne (v, 3) :
(Y',G") — (Y,G) avec Y’ régulier et un diviseur a croisements normaux G’-strict D de Y’
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contenant Y’ — v~1(X). Soit U = Y’ — D et formons le diagramme & carré cartésien

(U, 01 (x), oy )

l/(vxﬂ) l(vﬁ)
x,6)— ) (v ).

Le morphisme Ly — R(vx, 8).«v% Ly est un isomorphisme sur un ouvert dense de X (1.7
(a)). D’apres 3.9.1 et (A’), il suffit donc de voir que les Rf.R(vx,[)viLx=
R(v, 8)+Rflv% Ly forment un systéme E-compatible. Par (A’), il suffit alors de voir que
(Rflv% Ly)aer est E-compatible. Comme dim (v (X) —U) < d— 1, il suffit, d’aprés 3.9.1,
de voir que (Rj.j*vi La)rer et (R(f'j)«j*v% Lx)rer sont E-compatibles. Donc on peut
supposer

(¢) Y est régulier irréductible de dimension d et X est le complémentaire d’un diviseur a
croisements normaux G-strict de Y.

Posons Y — X =3, ; D;. Pours € J, notons X;y =Y — J;cs_(s3 Dj, et formons le
diagramme a carré cartésien

j/i
D;)c;)> D;
L/L\L I/Li
A e
X X Y.

D’apres (a), Ly est a faisceaux de cohomologie lisses sur X, modérément ramifiés sur Y.
D’aprés [29, (3.7.1)], le morphisme de changement de base

GRfLy — R(j(;)« ()" RiV Ly

est un isomorphisme. Cet isomorphisme est G4(D;)-équivariant. En appliquant (Dy_1) a
jfi), il suffit de prouver la E-compatibilité de (ijf)L A)aer- On est ramené a prouver la sta-
bilité par R f. sous les hypothéses additionnelles (c) et

(d) X est le complémentaire d’un diviseur régulier D de Y.

Refaisant un dévissage comme dans la démonstration de (D;), on peut supposer de plus

(e) Y affine.

En vertu de 2.4, on peut supposer G = {1}. Pour y € |D|, on prend un sous-schéma
régulier C'de Y de dimension 1 tel que CND = {y}. Alors d’apres[29, 3.7 (ii)], (Rf«L»)|C ~
RfI(Ly|CNX),ouf : CNX — C.1lsuffit donc d’appliquer I’hypothése (B). Ceci achéve
la démonstration de (Dy). O

La démonstration de (Dy), d > 2, peut aussi étre achevée par la méthode de la démons-
tration de [8, Th. finitude, 2.4]. Sous les hypothéses (a) a (e), on plonge Y/G dans un espace
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affine A7.Onnoteg : Y — AP. Pourtout1 < ¢ < n,onnotep; : Aj — A}] la i-iéme
projection et on considére

XC—f>Y

N

Aj.
D’apres le théoréme de changement de base générique ([ibid., 1.9 (ii)] pour le cas des coeffi-
cients de torsion ; le cas [-adique résulte de ce cas par ’argument usuel : passer aux gradués
pour la filtration [-adique sur un modele entier), il existe un ouvert dense U; de A% tel que
Rf, commute a tout changement de base S’ — Uj;. Quitte a rétrécir U;, on peut supposer
que les fibres de (p;g) ~1(U;) — U, sont de dimension < d — 1. Alors (D4_1) implique que

(RfLxl(pig) ™ (Ui))rex
est E-compatible, pour tout i. Notons que E =Y — |JI_; (p;g) "' (U;) est un ensemble fini,
donc EN(Y —X) estraredans Y — X, car Y — X est purement de dimension d—1 > 1. Comme
les Rf.L,|Y — X sont a faisceaux de cohomologie lisses [29, 3.7 (1)], (Rf«Lx|Y — X)aer est
E-compatible en vertu de la proposition suivante (oum = d — 1).

PRrOPOSITION 3.10. — Soit m > 0. Faisons 'hypothése (D,,). Soient (X, G) de type fini
sur m avec X régulier, de dimension < m, (Lx)xer € [[xer D2U(X, G, Qu,) a faisceaux de co-
homologie lisses. Supposons qu’il existe U C X un ouvert dense G-stable tel que (Lx|U)xer €
DU, G, E). Alors (Ly)xer est E-compatible.

Rappelons que I'hypothése (D,,,) sera satisfaite (une fois (A) et (B) établis).

Démonstration. — On a une filtration de X par des ouverts G-stables
U=UycU,Cc---CcU,=X

telle que U; — U;_; soit régulier et purement de codimension i dans U;. On montre
(LA|Ui)xer € D:(U;,G, E) par récurrence sur i. Le cas i = 0 est une hypothése de la
proposition et le cas ¢ = m permet de conclure. Supposons cela vrai pour un 4 vérifiant
0<i<m—1.Soit j; : U; = U;y1. On a la formule de projection

Ly|Uit1 ® RjiQi, = Rjiw(LA|U;).

D’aprés 'hypothése de récurrence et (D, ), Rjix(L|U;) € D%(U;41, G, E). On a un isomor-
phisme G-équivariant

Quuiis sig =0,
R Qi = { Quu,,-vi (i — 1) sig=2i+1,
0 sinon.

Donc pour tout z € |U;+1 —U;|, tout Z — z et tout (g, ¢) € Gy(z, Z) avec p(¢p) = Ff',n > 0
un entier (on a utilisé les notations de 1.13), on a

Tr((9,9), (RjixQi)z) =1 —pn(“‘l),
Donc on a (Lx|Uiy1)rer € D2(Uiy1, G, E). .
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4. Indépendance de [ des cycles proches et fin de la démonstration de 1.16

4.1. — Soient S un trait hensélien, / un nombre premier inversible sur S. Soit Dg la caté-
gorie des couples (X, .S1) ou Sy est un trait fini sur S et X est un schéma de type fini sur S;.
Un morphisme (X7, S1) — (X2, S2) dans Dg est un couple (f, g) de fleches s’insérant dans
un carré commutatif

X1 I— Sl
-
X2 e Sg.
On note par s le point fermé de .S et par 7 le point générique de S. Soit D, g la sous-catégorie
pleine de Dg formée des couples (X, S1) avec X, = @.

A un objet (X, S1) de D, g, on associe le topos X x, 7 [1, XIIT 1.2.4], ot s est le point
fermé de Sy, n; est le point générique de S;. Pour (X, S1,G) € Eq(D; g), on définit comme
dans 1.3 les catégories Mod (X xg, n1,G,Q;), D%(X x4, m1,G,Qy), les six opérations et
la dualité. Soit s7 — s; un point géométrique algébrique. Un faisceau d’ensembles F sur
(X X, m1,G) est un faisceau sur Xz, muni d’une action continue ([1, XIII 1.1.2]) de

Gt = G X@al(ky /kS) Gal(K1/KY),
compatible a I'action de Gs7,, sur Xs7 (Via Garny — Gar = G Xqaigr, /x9) Gal(k1 /k§)). Ici
k1 = k(s1), k1 = K(31), K1 = k(n1), K1 est une cloture séparable de K;.
Pour (z,S1,G) € Eq(D; s) avec z = Spec k(z), et Z un point géométrique algébrique
au-dessus de z, on pose

Gz = G XGal(u(s)/n(z)e) Gal(k(Z)/k(z)F) X Gal(k(z)/kC) Gal(K1/KY).

En d’autres termes, un élément de G ,,, est un triplet (g, ¢,%) ol g € G, ¢ € Gal(k()/x(x)%),
¥ € Gal(K,/K¢) tel que ¢ soit la réduction de v et que ¢ et g induisent le méme automor-
phisme sur x(z). On a une équivalence de catégories

Mod.(z x5, 11, G, Q1) — Rep(Ga,n,, Qi)
Lw— Lj.
Pour (X, S1,G) € Eq(D; g), z un point fermé de X, on pose
Ga(z,Z,m) = Ga(x)z,, -
Pour L € D%(X x4, m,G,Q;), onpose L, = 4L, oui, : (x,51,Gq(x)) — (X, S1,G).

On a la variante suivante de 1.12.

PROPOSITION 4.2. — Soient (X, S1,G) € Eq(Ds g), S' un trait fini étale sur S d’extension
résiduelle galoisienne, T une composante de S1 X g S’. Notons t le point fermé de T, nr le point
générique de T, H = G4(T), Y = X X, t. Considérons (Y,T,H) — (X, S1,G). Soient
z € |X|,y € |Y|au-dessus de x, § — y au-dessus de T — x. Alors I'image de I'homomorphisme
induit i : Hyq(y,y,n7) — Ga(x,T,m1) est

G' = Ga(z) X Gal( )/N(m)cd<x))Gal(/ﬁ(i)/m(w)gd(m)) X

Kk(z

- Ga(z
Gal(e(ay/kCa) GRlEL/ K K,

out K' est le corps des fractions de S’.
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Démonstration. — 1l est évident que Ims C G’. Soit (g,¢,¢) € G'. Posons I' =
Gal(K'/K). Formons le diagramme commutatif a carrés cartésiens

(Y7H) - (}/a (G X F)d(T)) - (X Xs 8/,G X F) - (X’G)

| | | |

(t,H) —= (t,(G xD)g(T)) ——= (81 X5 8, G X T) ——= (s1,G)

| |

(s, 1) ——— (s, {1}).

D’aprés une variante de 1.11 (b), 'homomorphisme (G x I')4(y, ¥, nr) — Ga(z,Z,n1) est
un isomorphisme. Soit (g,7, ¢',v’) € (G x T')4(y, §y, nr) 'image inverse de (g, @, ). Alors
¢'|k' = 1dy, . Comme (v, ¢’) € Ga(s',5),onay =1,ie (g,6,¢) =i(g, ¢, ¢"). O

4.3. — Soit (S(m))m>1 un systtme comme dans 2.3. On désigne par Eq¢™™(D, s)lasous-
catégorie pleine de Eq(D; ¢) formée des triples (X, S1,G) ou G agit sur X de fagon ad-
missible. Pour (X, S1,G) € Eq*™ (D, s), on applique 2.3 & (X,G) — (S1,G) au-dessus
de S. Pour m > 1, g € G, choisissons une composante T}, , de S{m’g)

X (m,9) X g(m.9) Tin,g- On va définir un foncteur
1

Cm,g : D(IZ(X ><s1 "717G7@) - DZ(Ymvg xtm,g nTm,g’@)7

analogue du Cy, 4 de 2.3. Le groupe Z/n,Z agit diagonalement sur Sy X 5.S(p , m)- Choisissons
S’ une composante de S; X g S(n,m) au-dessus de T, 4, X' = X x5, §’. On note

et posons Yy, ; =

(X, 81,G) = (X', 8", (Z/ngZ)a(5") — = (Yin,g: Trm.g {1}).
On pose C, 4 = e,d*, qui ne dépend pas du choix de S’.

4.4. — Supposons dorénavant, sauf en 4.7, que le corps résiduel & de S soit F,s. Alors
Ga(z,%,m) = Ga(T) XGal(x(z)/k) Gal(E/KIGd(I)). Soient E, I, v comme dans 1.13. Pour
(X,51,G) € Eq(Ds5s), ondit que (Ly)aer € [[rer DUX x5, m,G, Qi) est (E,I,7)-
compatible (ou E-compatible s’il n’y a pas de confusion a craindre) si pour tout z € |X]|,
tout z — z et tout (g,¢,v) € Gq(z,Z,m) avec p(¢p) une puissance entiere de Fg, le sys-
teme (Tr((g, ¢, v), (La)z))aer est (E, I,7v)-compatible. Ici p : Gal(k(z)/k(x)%®) —
Aut(k(Z)) est linclusion, Fy € Aut(k(z)) désigne le Frobenius géométrique absolu
a— al/?,

Comme en 1.15, la définition ne changera pas si on se restreint aux triplets (g, ¢,1) €
Ga(z,z,m) avec p(¢) = Fy™, o m est un entier > N(x), N(x) est une constante qui ne
dépend que de z.

ProrosITION 4.5. — La E-compatibilité ainsi définie est stable par les six opérations et la
dualité.

Démonstration. — Cela découle du cas fini de 1.16 et 1.17. A titre d’exemple, prouvons
la stabilité par D. Soient (X, S1,G) € Eq(Ds.s), (Lx)xer € D% X x4, n1,G, E). 1l suffit
de montrer que pour z € |X|,Z — =z, (9,9,%) € Ga(z,T,m) avec p(¢) = Fé”f, m > 1,
(Tr((g, ¢, %), (DLx)z))rer est E-compatible. Soient s’ = SpecF,,sm, S’ un trait étale sur S
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de point fermé s’. Appliquons 4.2. On a (g, ¢, %) € Hy(y, ¥, nr). L'unique homomorphisme
continu Gal(k(f)/k(t)?) — Gal(k(n7)/k(nr)™) qui envoie ¢ sur 1) définit un foncteur
F: DY x;nr, H,Q)) — DY, H,Q,) de sorte que

Tr((g, 8, 9), (DLx)z) = Tr((g, ¢), (F(DLx)t)g)-
Comme F(DL)); ~ DF(L));, il suffit d’appliquer le cas fini de 1.17. O

Pour m > 1, soit S,y un trait étale sur S de corps résiduel F,sm . L'isomorphisme (2.3.1)
induit une action de Z/mZ sur S(,,). Appliquons 4.3 au systeme (S(,))m>1-

PROPOSITION 4.6. — Soient (X,51,G) € Eq*™(Dss), (Lx)ser € [Iaer DAUX xs,
n1, G, Qu, ). Pour que (Ly)xer soit E-compatible, il faut et il suffit que pour tout m > 1 et
tout g € G,

(Cm,gLa)rer € H DZ(Ym,g Xtm,g 77Tm,g7@)
Ael
soit E-compatible.

Démonstration. — La nécessité est claire. Soit (L)xer € [[xer DUX X, 11, Quy ) tel que
pour tout m > lettoutg € G, (Cp, gLx)rer soit E-compatible. Comme e*e, = Id (va-
riante de 1.7 (b)), on a (d*Ly) € DX’ x4 n',Z/n,Z, E). 1l suffit de montrer que pour
tout z € |X|, tout z — et tout (g,¢,v) € Galz,Z,m) avec p(¢p) = FI™, m > 1,
(Tr((g, ¢, %), (Lx)z))er est E-compatible. Notons 7" la composante de S1 X 5.5,y dominée
par S', H = G4(T),Y = X X4, t. Soienty € |Y|au-dessusde z, § — y au-dessus de T — .
D’apres 4.2, on a (g, ¢,v) € Hq(y,y,nr), correspondant a (1, ¢, ) € (Z/ngZ)a(y,y,nr)-
Formons le diagramme commutatif & carrés cartésiens

(X', (2/nyD)a(S ) X, By T X Ty D)a(S)) ~ (¥ Xsgry Sagmys BfngT X Lng) — (Y, T, )

| |

(8", (Z/ngZ)a(8") =8, (Z/ngZ X L/ngL)a(S")) —= (t X5y S(nym)s L/ngL X L[0gL) — (t, ZfnyL)

| |

(S(ngm) L/gZ) ——— (8(m), {1})-

Soient 2’ € | X'| au-dessus de y, ' — ' au-dessus de § — y. D’aprés une variante de 1.11
(b), ’homomorphisme (Z/n,Z x Z/nyZ)a(z',z",n') — (Z/nygZ)a(y,§,nr) est un isomor-
phisme. Soit (1,b,¢,%) € (Z/ngZ x Z/nygZ)4(x',x",n’) 'image inverse de (1, ¢, ). Alors
(b,9) € (Z/ngZ)a(1n,m, ), donc b = 1. Bref, dz (Z[ngZ)a(z', 2", ") — Ga(z,Z,m1)
envoie (1, ¢,) sur (g, ¢, ). Donc les

r‘[‘r((g7 ¢7 ¢)7 (L)\)a_?) = TT((17 ¢v w)’ (d*LA)?)

forment un systéme E-compatible. O

4.7. — Soit (X, S1,G) € Eq(Dg). On a le foncteur des cycles proches
R\IIX/Sl : DS(X"]UG’@) - DZ(XSI XSl 7717G?@)'
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Un morphisme dans Eq(Dg) de la forme (f,1d, ) : (X,S1,G) — (Y,S1, H) induit un
morphisme R¥y /g, R(fy,,a)s — R(fs,,a)«R¥x/g,, qui est un isomorphisme lorsque f
est propre.

Pour (X, S1,G) € Eq(Ds), L € D%(X,,,G,Q;), on a, avec les notations de 2.3 et 4.3,

4.7.1) Crn,gRY x5, L ~ R‘I’meg/Tmyg(C(Xm’G)’m’gL)nTm’g.
Le résultat principal de ce paragraphe est le suivant.

THEOREME 4.8. — Soient Sy un trait fini sur S, X un schéma de type fini sur S1, G un
groupe fini agissant sur X — Sy par des S-automorphismes. Alors RV x g, préserve la
E-compatibilité.

Pour S d’égale caractéristique (ou du moins, pour S le hensélisé en un point fermé d’une
courbe lisse sur FF,r), le résultat était connu de Gabber, mais non publié.

Pour (g, ¢, %) € Gz, avec p(¢) = Fg”, n € 7, 4.8 combiné avec [29, 2.4, 5.3] implique
que
> (-1)'Te((g, ¢, %), Hi(Xs, (R¥x/5,Q)5)) € pfamintontz,
i€Z
est indépendant de I, ou d = dim X,,. On retrouve ainsi le cas (trés particulier) de [23, 6.1.3]
ou I' est le graphe transposé de a,,.

La démonstration de 4.8 sera donnée en 4.12. Commengons par les deux cas particuliers
suivants.

LEMME 4.9. — Supposons de plus X quasi-fini sur Sy. Alors RVUx,g, préserve la
E-compatibilité.

LEMME 4.10. — Soient G un groupe fini agissant sur un trait Sy fini sur S, (X, Z) un couple
semi-stable G-strict sur Sy, w: X —Z < X,,, (L\)xer € D%(X — Z,G, E) avec L vérifiant
3.0.1. Alorson a

(R\I/X/SIR’U,*L)\))\e[ S l)lcj()(s1 Xy 771,G,E).

Pour la notion de couple semi-stable G-strict, on renvoie aux définitions qui précedent 3.8.

Démonstration de 4.9. — On peut supposer X réduit. Soit f : X’ — X le normalisé de
X. Alors f,, = Id et R¥x,5, ~ Rf«R¥x/s,. Donc on peut supposer X normal de sorte
que X est somme disjointe de spectres d’extensions finies de s1, de spectres d’extensions finie
de n; et de traits finis sur S;. On peut supposer que X = Ss est un trait fini sur .S;. Soient
K, une sous-extension maximale non ramifiée de K3/K;, S le normalisé de S; dans K,
g : S3 — SQ. Alors R\I/S3/Sl =~ R\IISQ/Slem*- Comme R\IJ.S'g/Sl : DZ(Uz,G,@) —
Db(sg x5, m,G, Q) s'identifie a I'identité, il résulte de 1.18 (iv) que R¥g, /s, préserve la
E-compatibilité. O
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Démonstration de 4.10. — Soit D une composante de X,. On note par Z(P) la réunion des
autres composantes de Z. Formons le diagramme commutatif a carrés cartésiens

X-Z—=X-2zP)=——D°

J

u T
X X X,.

Comme L) est modérément ramifi¢ sur X, on a un isomorphisme [29, (5.6.2)]
(R¥x/s, RusL\)|D ~ Rj.RY x _z0)y/s, La.

Cet isomorphisme est G4(D)-équivariant. Appliquant 1.16 dans le cas fini (variante 4.5) a
Rj,, on est ramené a prouver la proposition au cas ou Z = X est un diviseur régulier. Alors
X — Sy estlisse. D’aprés 4.6 et (4.7.1), on peut supposer G = {1}. Soit z € | X;|. Il existe un
sous-schéma fermé Y de X qui est un trait fini étale sur S’ de point fermé z. D’aprés [ibid.,
5.6 (ii)], (R¥ x/5,Lx)e =~ RYy /g, (Lx)n, - Il suffit donc d’appliquer 4.9aY — 5. O

4.11. —  Finde la démonstration de 1.16. — Pour finir la démonstration, il reste a trai-
ter le cas des courbes. Plus précisément, il reste a prouver les énoncés (A) et (B) de 3.1 pour
K un corps local.

Prouvons d’abord (B). On peut supposer X géométriquement irréductible. On applique
38aG = {1} et X — S et on obtient un groupe fini G’ et un diagramme commutatif
G'-équivariant

7

U'C J x/C i Yy 9 s’
l/vu Od J/v J/u
vt X S

avec (Y, Y — U’) un couple semi-stable G'-strict sur S', Y — U’ = Y, U H, ou H est
la réunion d’un nombre fini de sections de g. Quitte a rétrécir Y, on peut supposer que
X' =Y,,. Notons que v est fini. Le cone de Ly — (vy,a).v{;Ly est a support de di-
mension 0 (1.7 (a)), ou a: G’ — {1}. D’apres 1.18 (iv), ((vu, a)«v{;La)rer est E-com-
patible, donc il suffit de vérifier que les Rj.(vy, a@)«vi; Ly = (v, a)«Rj.vj; Ly forment
un systéme E-compatible. Comme (v, @), préserve la E-compatibilité, il suffit donc de
vérifier que (Rj,L)\)aer est E-compatible, ou L), = wvf;Ly. D’apres [29, 5.6 (i)], on a
iy RVy, s Rj. L\ =~ RV p,siy, Rj, Ly, ouiy : HNYy — Yy, iy : HNY, — Y,y Cetiso-
morphisme est G’-équivariant. Comme RV 5/ : D3(H,y,G',Q;) — DY(Hy x g ', G', Q)
s’identifie a I'identité, il suffit alors d’appliquer 4.10.

Prouvons (A). Plus généralement, prouvons que si G est un groupe fini agissant sur ax
comme dans (A) par des n-automorphismes, et (Ly)rer € DY(X, G, E) avec tous les Ly
vérifiant 3.0.1, alors (Rax1Ly)xer € D8(n1, G, E). On peut supposer X géométriquement
irréductible sur 7, . Soit Sy le normalisé de S dans K. L’action de G sur 7; se prolonge en une
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action sur S;. On applique 3.8 a X — S; et obtient un homomorphisme surjectifa : G’ — G
et un diagramme commutatif G’-équivariant

X/C$Y$ S’

X S1

avec (Y, Y — X’) un couple semi-stable G’-strict sur S’ et g propre. Le cone de L) —
(v, @)v* Ly estasupport de dimension 0. Donc il suffit de vérifier que (Ra x1(v, &)«v*Ly) xer
appartient & D%(n1, G, E). Soit L) = v*Ly. On a Rax(v, @)L = (uy,, @)« Rgy« RjynLh,

R\I/S//S/Rgnl*RjnlyLl)\ o Rgs*R\I/y/s/Rjn/ng)\.

Comme R¥g s : Di(n/,G,Q;) — DX(s' xy 1, G, Q) s’identifie a I'identité, il suffit de
vérifier que (R¥y, g/ Rjy1 L)) es appartient a D2(Y,, G, E). On a le triangle distingué

RUy ;s Rjyn L\ — RYy g Rjy L\ — RYy)gi.0" Ry Ly —,

oui : Y, — X' — Y, . Pour le deuxi¢me terme, on applique 4.10. Pour le troisicme, on

applique (B), 2.4 et 4.9. On a achevé la démonstration de 1.16. O
4.12. —  Démonstration de 4.8. — Supposons I = 2. Il suffit de montrer pour tout
deN:

(*q) Pour tout (X, S1,G) € Eq(Ds) et toute famille E-compatible (Ly)rer sur X, de
support de dimension < d, la famille (R¥ x /g, Lx)xcr est E-compatible.

On montre (*q) par récurrence sur d. On peut supposer dim X, < d et X réduit. Sid = 0,
alors X est quasi-fini sur S;. Ce cas est déja traité en 4.9. Soit d > 1 tel que (*x4_1) soit
vrai. Prouvons (*4). Soit w : U — X,, un ouvert dense G-stable affine et normal. Comme
(Rw,w*Ly)xer est E-compatible (le cas local de 1.16) et le cone M de Ly — Rw,w* L est
a support dans Y,, — U de dimension < d — 1, (RV x,g, M) )xc1 est E-compatible en vertu
de I'hypothése de récurrence (*4—1). Donc il suffit de montrer que (R¥ x /g, Rw,w*Lx)xer
est E-compatible. Quitte a remplacer U par un sous-schéma ouvert fermé G-stable de U, on
peut supposer que G agit transitivement sur 7o (U). Soit C' une composante connexe de U.
Alors (C,G4(C)) — (U, G) est cocartésien (1.1.2). D’apreés 1.5.1, quitte a remplacer U par
C, X par I’adhérence de C et G par G4(C), on peut supposer X irréductible. En appliquant
3.5, quitte a rétrécir U, on peut supposer qu’il existe (f, @) : (Z,G") — (U, G) faisant de Z
un (Ker a)-torseur sur U et tel que les f* Ly vérifient 3.0.1. On applique 3.7 au morphisme

composé Z 1, U < X et on trouve un diagramme commutatif G’-équivariant
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ou g est propre et j est une immersion ouverte. Notons L), = w*L). On a L} =~
R(f,)«f*L)\ (1.7 (a)), donc

R\IlX/SlRw*Li\ o~ R\IIX/SlRw*R(f,a)*f*L’ = R\IIX/SIR(gm,a)*ij*f*Li\
~ R(gsl,Oé)*R\I/y/Slenl*f*Ll)\.

Quitte a changer les notations, il suffit de montrer ’assertion suivante

(tq) Soient (X,S1,G) € Eq(Dg) tel que dimX,, < d,w : U — X, ouvert
G-équivariant, (Ly)xer € DY(U,G,E) tel que les Ly vérifient 3.0.1. On a
(R\I/X/SlRw*L)\)AGI € DS(XSNG,E).

Soit K’ une extension finie galoisienne de K& contenant K telle que les composantes irré-
ductibles de U ® i, K’ soient géométriquement irréductibles. Soient u : S” — S; le normalisé
deSydans K/, X' = X xg, 5, w' = wxg, S, G = GXG&I(KI/KIG)GaI(K’/KlG),a: G -G
la projection. Alors RU x5, Rw, ~ (ux,,,a).uk, RUx/s Rw, ~ (ux,,, @)« RY x/ )/ Rw,uj;.
Donc on peut supposer que les composantes irréductibles de U sont géométriquement irré-
ductibles. Comme au début de la démonstration, quitte a remplacer X par X,eq et a rétrécir
U, on peut supposer en plus U normal. Quitte a remplacer U par une composante connexe
C, X par I'adhérence de C, et G par G4(C) (1.1.2, 1.5.1), on peut supposer X integre et X,
géométriquement irréductible. Le probléme étant local, on peut supposer en plus X séparé
(voire affine). Comme d > 1, on applique 3.8 et on obtient 8 : G’ — G et un diagramme
commutatif G’-équivariant

J

UIC w’ X;]C X'
4 |/

UU/ vivu v V1

\U X, n’& Xy Xy N—— X x5, 8" —— ¢’

\ L | \\ L l

w C

UC Xn X Sl

VC

a carrés cartésiens tels que (u,) et (v,0) soient des altérations galoisiennes, et que
(X', X" — V) soit un couple semi-stable G’-strict sur S’. Le V' du diagramme est le X’ — Z,

de 3.8.Soit Gg = G’/ Ker fNKer(G' — Aut(S’)). Alors 3 se factorise en G’ LN N}
Ggr agit sur S’ et le morphisme ((v1y)red; 61) @ (U, G') — (U X4, 7' )reda, Gs/) est une
altération galoisienne. D’apres 1.7 (a),

R\Ifx/isw*L)‘ ~ (’LLXS,Q)*(UXS,Oz)*R\Ifx/SlRw*Lx

~ (ux,, @)« R¥x s s57/5 Rwsrs(uy, @) Ly,
ou ux, est le changement de base de ux par X; — X, et le cone de

(v, )" Ly — R(viy, B1)« (v, B1)" (ur, )" Ly
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est a support de dimension < d — 1. Grace au cas local de 1.16 et ’hypothése de récurrence
(*g—1), il suffit donc de voir que les

(ux,, @) RYx x5 575 RwsR(viv, B1)«(viv, 1)" (uu, @) " Ly
~ R(vx,, B)«RY x5 Rw (vu, B)" L
forment un systéme E-compatible. Ici vx, est le changement de base de v par X; — X.

Quitte & remplacer vj; Ly par Rj.j*v;; Ly, on est donc ramené a montrer (},) dans le cas ou
(X, X — U) est un couple semi-stable G-strict. Ceci est déja fait en 4.10. O

La définition suivante généralise 1.14.

DEFINITION 4.13. — Soit (X,G) € Eq/S. Un systeme (Ly)aer € [[rer DUX, G, Q1)
est E-compatible si (j*Lx)xer et (¢*Ly)rer sont E-compatibles, ou j : X, — X,
i Xs — X.

Pour (X, S1,G) € Eq(Ds), le foncteur des cycles évanescents
RQX/Sl : ch)(Xa Ga@) - Dg(Xsl Xsy My Ga@)
préserve la E-compatibilité. C’est une conséquence immédiate de 4.8.

EXEMPLE 4.14. — Soient T et 7" deux traits henséliens d’égale caractéristique, & corps
résiduel & = F,,s, munis d’uniformisantes. Soit (£, I, y) comme plus haut avec E contenant
les racines p-iemes de I'unité. Soit ¢ : F, — E* un caractére. Pour A € I, on note ¢, =
ot :Fp— @X. Alors les transformations de Fourier locales [20, 2.3.2.4]

FOoD, FE0) FE%D : Mod. (7, Qi) — Mode (77, Q1)

préservent la E-compatibilité. Plus précisément, pour (Va)xer € [[rer Mode(nr,Q1y),
E-compatible, les systémes

('7'—15,(1700 )VA)Aela (-7:15,(10’0 )V)\))\GI, (.7:15)0;’00 )VA)AeI

sont E-compatibles. Cela résulte de [ibid., 2.4.2.1], de la stabilité de la E-compatibilité par
R®, et de 3.4

La proposition suivante généralise 1.16 et 1.17.

PROPOSITION 4.15. — La E-compatibilité sur S est stable par les six opérations et la dua-
lité.

Démonstration. — La stabilité par ® et (f, «)* est triviale. Il suffit de prouver la stabilité
par R(f,a). et D.

On montre d’abord que pour (X,G) € Eq/S, (Ly\)xe1r € DiX,,G,E), on a
(RjsL))rer € DYX,G,E),ouj : X, — X. La suite spectrale de Hochschild-Serre
donne

E = HP(I,,, R"U x/sLy) = i*RP*9j, Ly,
oul, = Ker(Gal(i/n) — Gal(5/s)),i: X; — X.Comme (RV x,gLx)xcr est E-compatible
(4.8), il suffit de montrer que pour (Y,G) € Eq/s, (M\)xer € D%(Y x,n,G,E), on a
(RL(I,, M)\))rer € DE(Y,G, E). Pour cela, on peut supposer que Y est fini sur s, I = 2,
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[M,] = [FA] = [Gx], [Fa], [Gr] € Mod.(Y xsn,G,Qyy ) et I, agit sur Fy et G, par un quotient
fini Q. Alors

(BT (L, M) se, = (172 = IFL (D) = (6] + [63(- 1)), _, € K(Y, G, E).

Prouvons la stabilité par R(f, a)., ou (f,a) : (X,G) — (Y, H) est un morphisme dans
Eq/S. Soit (Ly)xer € DY(X,G, E). On a les triangles distingués

i Ri'Ly — Lx — Rj.j*L —,
R(fi,a) Ri'Ly — R(f,a).Lx — R(fj,)j Ly — .

Comme (Rj,j*Ly)rer est E-compatible, (Ri'Ly)xcs Uest aussi. 11 suffit donc d’appliquer
1.16 pour R(fs, )« et R(fy, ).
Prouvons la stabilité par D. Soit (Ly)xer € D(X, G, E). On a le triangle distingué

ixDx,,6)(i*Lx) = D(x,¢)Lx — Rj.D(x,,6)5 L —
II suffit donc d’appliquer 1.17 pour D(x, q) et D(x,.c)- O

REMARQUE 4.16. — Si on remplace les faisceaux usuels par les faisceaux de Weil [9,
1.1.10], on peut définir la E-compatibilité de la méme maniére. Tous les résultats concernant
la E-compatibilité (notamment 4.15, 4.8, 3.10, 3.4) restent valables.

5. Appendice : Indépendance de [ sur les champs algébriques

Soient K un corps fini de caractéristique p ou un corps local de caractéristique résiduelle p
(1.13), n = Spec K. On note Ch/n la catégorie des n-champs algébriques [22, 4.1] de type
fini. Soit I un nombre premier # p. Pour X € Ch/n, on note Mod,..(X, Q) la catégorie des
Q-faisceaux constructibles sur le site lisse-étale de X [ibid., 12.1 (i)]. On dispose, par [18],
d’une catégorie triangulée D%(X, Q;) munie d’une t-structure usuelle de ceeur Mod,. (X, Q;)
et d'un formalisme de six opérations. Pour f : X — ) un morphisme de n-champs algé-
briques de type fini, on a

Dy : DY(X, Qi) — DX, Q),

—®—: DY(X,Qu) x DY(X,Qu) — DX, Qu),
RHomx(—,—) : DX, Q)" x DX, Qi) — DX, Qu),
f* R DY, Qi) — DX, Q).

Rappelons que f est dit relativement de Deligne- Mumford [22, 7.3.3], si pour tout schéma
affine Y et tout morphisme ¥ — ), le produit fibré Y x5 X est un n-champ de Deligne-
Mumford. Dans ce cas, on a

Rf, Rfi: DX, Qi) — DY, Qu).
Si X est un n-champ de Deligne-Mumford de type fini, Mod,.(X, Q;) s’identifie 4 la catégorie

des Q;-faisceaux constructibles sur le site étale de X [ibid., 12.1 (ii)].
Le foncteur

F:Eq/n— Ch/n
(X,G) = [X/G] = [X/G/n] [ibid.,2.4.2,3.4.1]
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n’est ni fidéle ni plein. Notons S I’ensemble des fléches (f, a) : (X,G) — (Y, H) dans Eq/n
telles que G soit isomorphe a H x H', o s’identifie a la projection H x H' — H, et f fasse
de X un H’-torseur sur Y. Notons Q : Eq/n — (Eq/n)(S™!) le foncteur de localisation.

PROPOSITION 5.1. — La catégorie localisée (Eq/n)(S™1) admet un calcul de fractions a
droite au sens faible (i.e. pour toute fleche t dans (Eq/n)(S™1), il existe des fleches s,t' dans
Eq/navecs € S telles que t = Q(t')Q(s)~1). Le foncteur F se factorise en

(Bq/m) % (Bq/n)(5) L cnym,

oil F est un_foncteur plein (i.e. F envoie Homgg/n)(s-1)(A, B) sur HomCh/n(FvA, FB) pour
tous A, B € (Eq/n)(S71)).

Démonstration. — On vérifie que

(i) Pour tout (X,G) € Eq/n,1d(x,c) € S.

(i) Pour tous s1, so € S, composables, s; 0 s5 € S.

ls

_—
ou s € S, peut étre complété en un diagramme commutatif dans Eq/n

(iii) Tout diagramme dans Eq/7n de la forme

t

ous €8.
Donc (Eq/n)(S™!) admet un calcul de fractions a droite au sens faible.

Pour tout s € S, F(s) est un isomorphisme. Donc F se factorise a travers . Montrons
que F est plein. Soient (X, G), (Y, H) € Eq/n, o : [X/G] — [Y/H] dans Ch/1n. Formons
le diagramme 2-commutatif de n-champs a carrés 2-cartésiens

X’ X

|

X — [X/G]

|k

Yy — [Y/H].

Notons s : (X',G x H) - (X,G),t: (X',Gx H) — (Y,H). Alorss € Set Ft = a o Fs,
ie.a=F(ts™h). O
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PROPOSITION 5.2. — Pour (X,G) € Eq/n, il existe une équivalence de catégories cano-
nique ox ¢ qui rend 2-commutatif le diagramme suivant

DA([X/G], Q) —= Db(X, G, Q1)

J/wx,c
P},G
DZ(X, Ql)

oupxc : X — [X/G] est la projection, wx ¢ est le foncteur oubli de I'action de G. Cette
équivalence commute aux six opérations et a la dualité. Plus précisément, on a

(5.2.1) ox,c RIomix)c)(—, —) = RHomx a)(ox,c—,0x,6—),
(5.2.2) ox,g(—®—) ~(ox,6—)® (ox,c—), ox,cDix/q =~ Dx,c)0x,a»

et, pour (f,a) : (X,G) — (Y, H) un morphisme dans Eq/n, on a

(5.2.3) oxclf/al* ~ (f,a) oym,
(5.2.4) ov,uR[f/ca]« ~ R(f,a).0x,c,
et, lorsque f est séparé, on a

(5.2.5) ox.cRf/e]' = R(f,a) ov.n,
(5.2.6) ov,uR[f/a] ~ R(f,a)0x G-

Démonstration. — Au niveau des topos étales, on a un diagramme 2-commutatif de fonc-
teurs images inverses [22, 12.3.3 et 12.4.6]

X/G]” — (X,G)~
XN
d’ou l'existence de ox . Les isomorphismes (5.2.1) a (5.2.4) sont clairs. Les isomorphismes
(5.2.5) et (5.2.6) s’en déduisent par la dualité. O

REMARQUE. — Le diagramme

Db([Y/H], Q) —= DY, H,Q))

Wy, H
P?,H |
[f/a]* (%) | (f,0)" DY, Q)
|
|
R ox.G ‘V R
DY([X/G], Qi) - == D)X, G, Q) f*
\\\wm
e >
& [—
Dg(Xa Ql)a

dont le carré (x) correspond a (5.2.3), est 2-commutatif. Des diagrammes analogues existent
pour (5.2.1), (5.2.2) et (5.2.5).
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5.3. — Envertude 5.2, on peut interpréter certains cas de 1.6 et 1.7 en termes des champs.
Si(f,a) : (X,G) — (Y,Q) est un morphisme de Eq/n vérifiant les hypothéses de 1.7 (b)
(o est surjectif et f fait de X un (Ker a)-torseur sur Y), alors [f/a] : [X/G] — [Y/Q]
est un isomorphisme, d’ou les conclusions de 1.7 (a) et (b) (les fleches d’adjonction
Id — (f, @)«(f,@)* et (f,a)*(f,a)s — Id sont des isomorphismes). La proposition 1.6
(cas S = n) s’interpréte comme un théoréme de changement de base pour les champs
algébriques (cf. [18, § 12]) en vertu de la proposition suivante.

PROPOSITION 5.4. — Soient (f,a) : (X,G) — (Y, H), (9,8) : Y',H') — (Y, H) deux
morphismes de méme but dans Eq /v. Pour r € H, formons le carré cartésien

(hy¥)r

(5.4.1) (X’,G’)T (X,G)
I/(f/1a,)7“ J/(f’o‘)
v, 8y Y v iy T (v )

ouT, = (ar,h — 77 1hr) est comme dans 1.1. Le n-champ [X'/G"], = F((X',G'),) ne
dépend, a isomorphisme prés, que de la double classe (Im 8)r(Im «) C H et le carré

(5.4.2) 1L/ /e x/a6)
(/o] l l[f/a]
v/ 22 vy m

est 2-cartésien, ou v parcourt un systéme de représentants de Im S\ H/ Im .

Démonstration. — Comme F(T) ~ Id[y, g1, (5.4.2) est 2-commutatif. I1 suffit de montrer
que pour tout n-schéma affine connexe non vide U, le foncteur

/alr , h .
R ((F /a1 (/A )0

r

Y'/H'ly X1y my [X/Glu

est une équivalence de catégories et que 'image essentielle de ([X'/G'],)y ne dépend
que de la double classe de r. Construisons un quasi-inverse v du foncteur. Un objet de
Y'/H'ly Xy m), [X/Glu est un triplet (Z,W,k) ou Z € [Y'/H'ly, W € [X/G|v,
k est un isomorphisme [g/B]v(Z) = [f,a]u(W) dans [Y/H]y. Rappelons que Z est
un H'-torseur sur U muni d’un n-morphisme H’-équivariant Z — Y’ et le morphisme
(Z,H) — (lg/Blu(Z),H) est cocartésien (1.1). Notons 8.Z = [g/B]lu(Z). De méme
pour W et [f,aly(W) : W = [f,a]y(W). L'isomorphisme & est un Y-morphisme
H-équivariant. Pour r» € H, formons le carré cartésien au-dessus de (5.4.1)

Vr w

arok=koa,

Z BZ

Notons C = {r € G |V, # @}. Alors C € Im 8\ H/Im «.. Pour r € C, V, est un G’-torseur
sur U. On pose v(Z, W, k) = V. O

o, W.

~
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Soient E, I, v comme dans 1.13.

DEFINITION 5.5. — Soient X € Ch/n, (Ly)xer € [[xer D2(X, Q). Onditque (Ly)rer
est (E, I,~)-compatible (ou E-compatible s’il n’y a pas de confusion a craindre) si pour tout
morphisme i : x — X dans Ch/7n ou z est le spectre d’une extension finie de K, (i*Ly)aer
appartient & D%(z, E) (1.14).

Les systemes FE-compatibles sur X forment une sous-catégorie triangulée de
[Ther D2(X,Qu,), notée D(X, G, E). Lorsque X = X est un schéma, la définition ci-
dessus coincide avec 1.14 : D%(X,E) ~ D% X,E) = D% X,{1}, E). Plus généralement,
ona

PROPOSITION 5.6. — Pour (X, G) € Eq/n et (L)\))\ej € HAGI Dg([X/G],@), (LA))\GI
appartient a Db([X/G), E) si et seulement si (ox,cLx)xer appartient @ D%(X, G, E).

Démonstration. — La suffisance est claire. En effet, soient (Ly)xer € [[rer D2([X/G], Q1y)
tel que (ox,cLa)rer € DY(X,G,E),i:x — [X/G] dans Ch/n ou z est le spectre d’une ex-
tension finie de K. D’apreés 5.1, il existe des morphismes s : (Y, H) — (z,{1}),t: (Y, H) —
(X,G) dans Eq/n vérifiant s € S, tels que i = F(t)F(s)~. D’aprés 5.2,

i*L)\ ~ F(S)*F(t)*L)\ >~ S*t*OX’GL)\.
Donc (i*Ly)er est E-compatible, en vertu de 1.18 (iv).

Prouvons la nécessité. Soient (Ly)rxer € D2([X/G],E), x € |X|. Alors, d’aprés 5.2,
iyox,gLx ~ 05,Gy(a)F (ic)" Ly, 00 iy : (2,Gq(x)) — (X, G). Quitte a remplacer (X, G) par
(z,Ga(z)), Ly par F(iz)* Ly, on peut supposer que X est le spectre d'une extension finie de
K. On applique alors la construction 2.3 : pour g € G, m > 1, on a construit

€m,g dm,g
(X(m9) [1}) =——= (X,,ngm,Z/ngZ) /% (X, Q),

donnant lieu a
Xm0 <2 (X, /(LI D)~ [X/G).
D’aprés 5.2,
Cm,g0x,GLx = em gudy, 0x,GLx = (Fem,g)s(Fdp,g)" L ~ ((Fdm,g)(Fem,g) ™) La.

Donc on a (Cp, gox.gLa)rer € DYX(™9) E). Par conséquent, on a (ox.cLx)aer €
D% X,G, E) en vertu de 2.4. O

PROPOSITION 5.7. — Pour X € Ch/n, (Lx)xer € [[xer DUX, Qi) est E-compatible si
et seulement si pour tout morphismelisse ¢ : X — X, ou X un schéma affine, ona (¢*Ly)rcr €
DY(X, E).

Démonstration. — La nécessité est claire. La suffisance découle de [22, 6.3]. O

PROPOSITION 5.8. — La E-compatibilité est stable par la dualité, ®, R Ftom, f*, Rf!, et,
lorsque f est relativement de Deligne- Mumford, par Rf et Rf.
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Démonstration. — La stabilité par ® et par f* résulte de la définition. Pour la dualité, on
applique 5.7. Soient (Ly)xer € D%(X, E), X un schéma affine, ¢ : X — X un morphisme
lisse. On peut supposer que ¢ est purement de dimension n. Alors

¢@*DxLy ~ DXR¢!LA ~ (Dx¢*Ly)(—n)[—2n],

donc (¢*Dx Ly)rer est E-compatible.

Il reste a vérifier la stabilité par Rf, pour f : X — Y relativement de Deligne-Mumford.
D’apres le théoréme de changement de base [18, 12.5.3], on peut supposer que Y = y est
le spectre d’une extension finie de K. Alors X est un champ de Deligne-Mumford. D’apreés
[22, 6.1.1], il existe un ouvert non vide ¥ ~ [X/G], ou X est un schéma affine de type fini
sur y, G un groupe fini agissant a droite sur X. Soient j : U — X, i 'immersion fermée
complémentaire. Alors on a le triangle distingué

R(fj)j*Lx — RfiLx — R(fi)i"Ly — .

D’aprées 1.16, 5.1, 5.2 et 5.6, R(fj): préserve la E-compatibilité. On conclut par récurrence
noethérienne. O

EXEMPLE 5.9. — Soit 7 : V' — n un fibré vectoriel de rang constant r. Alors G,, = G,
agit par homothétie sur V' et on peut former le n-champ quotient @ : V = [V/G,,] — 7.
Soit 7V : VV — q le fibré vectoriel dual de m. Comme précédemment, on forme le p-champ
quotient 7V : V¥ = [VV/G,,] — 5. Alors la transformation de Fourier homogéne [21, 1.5]
Foury,, : DY(V,Q;) — DY(VY, Q) préserve la E-compatibilité.

En effet, comme dans la démonstration de [ibid., 1.9], il suffit de montrer que pour
(Ly)xer € D5(V, E), les systémes

Foury , (i4i*Ly) ~ (7¥)*c*i* L[r],
if(iv)*Fourv/n(jgj*Lx) ~ i) o* Rmjij* L[],
3 () *Foury,, (jii*Lx) ~ 4\’ Rpr) (prj* Ly @ RJ.Qy,)[r — 1]
sont E-compatibles. Icii : B(G,,) — V,i¥ : B(G,,) = VYV, j :P(V) = V,jV : P(VV) —
V.1 = [1/Gp] : V — B(Gy), Y = [7V/Gy] : VW — B(Gp,), o : B(Gp) — B(Gy,)
envoie £ sur L&, pr¥ et pr sont les deux projections canoniques de P(VV) x P(V), J

est une immersion ouverte [ibid., 1.5]. Ces morphismes étant tous relativement de Deligne-
Mumford, voire représentables [22, 3.9], il suffit d’appliquer 5.8.

Pour les champs algébriques de type fini sur un corps fini, on dispose, par [19, § 9], d’un
formalisme de poids. On a des analogues de 2.6 et de 2.7.
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