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LA RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES

DANS LES OPUSCULES MATHÉMATIQUES DE D’ALEMBERT

(1761–1783)

Alexandre Guilbaud & Guillaume Jouve

Résumé. — Au regard de la première partie de son œuvre, D’Alembert est
reconnu aujourd’hui comme le fondateur de la théorie des équations aux
dérivées partielles. La résolution de ces équations dans le cadre de problèmes
physico-mathématiques dans ses neuf tomes d’Opuscules mathématiques (1761–
1783) reste cependant peu étudiée par les historiens. Nous examinons ici cette
question à la lumière de ses recherches sur les cordes vibrantes et l’écoulement
des fluides dans ce corpus tardif. Celles-ci nous permettent de caractériser
sa démarche ainsi que la notion de solution qui lui est attachée. Ayant des
répercussions dans des domaines de recherche adjacents, ces travaux nous
invitent également à reconsidérer sa position et l’évolution de sa pensée dans
la polémique sur les fonctions arbitraires. Nous livrons enfin, avec cet article,
un inventaire des équations aux dérivées partielles dans l’ensemble de son
œuvre.
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On the basis of the first part of his works, D’Alembert is nowadays consid-
ered as the founder of the theory of partial differential equations. His meth-
ods of solving these equations in physico-mathematical contexts which can be
found in the nine volumes of his Opuscules mathématiques (1761–1783), however,
have hardly been studied by historians. Within the scope of this article, we pro-
pose to examine this question for his research on vibrating strings and the flow
of fluids in this late corpus. This study will enable us to pin down and analyze his
approach and the associated concept of solving differential equations. Given
the impact of these questions on related fields of research, this leads us to also
reconsider his opinion and the development of his ideas with regard to the con-
troversy on arbitrary functions. At the end of this article, we offer an inventory
of partial differential equations in all of D’Alembert’s works.

INTRODUCTION

Dans son mémoire intitulé « Recherches sur le système du Monde », pu-
blié dans les Mémoires de l’Académie royale des sciences de Paris pour l’année
1775, Laplace, l’un des protégés de D’Alembert, rend ainsi hommage à
ce dernier pour sa contribution au développement de la théorie des équa-
tions aux dérivées partielles 1 :

« Je dois à M. d’Alembert la justice d’observer que, si j’ai été assez heureux
pour ajouter quelque chose à ses excellentes Réflexions sur la cause des vents, j’en
suis principalement redevable à ces Réflexions elles-mêmes et aux belles décou-
vertes de ce grand géomètre sur la Théorie des fluides et sur le Calcul aux diffé-
rences partielles, dont on voit les premières traces dans l’ouvrage que je viens de
citer. Si l’on considère combien les premiers pas sont difficiles en tout genre et
surtout dans une matière aussi compliquée ; si l’on fait attention aux progrès im-
menses de l’Analyse depuis l’impression de son Ouvrage, on ne sera pas surpris
qu’il nous ait laissé quelque chose à faire encore et que, aidés par des théories
que nous tenons de lui presque toutes entières, nous soyons en état d’avancer
plus loin dans une carrière qu’il a le premier ouverte ». [Laplace 1778, p. 91]

Les nombreux articles et ouvrages historiques parus ces vingt-cinq der-
nières années vont dans le même sens et s’accordent à juste titre sur le rôle
majeur de D’Alembert dans la naissance de cette nouvelle branche des ma-
thématiques permettant d’aborder les problèmes qui relèvent de ce que

1 Nous parlons ici d’équations aux dérivées partielles par commodité, mais nous revien-
drons sur cette expression anachronique dans la suite.
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nous appelons aujourd’hui la mécanique des milieux continus. Les conclu-
sions de leurs auteurs, S. S. Demidov, S. B. Engelsman, J. Lützen et G. Grim-
berg, sont fondées sur une étude des textes de jeunesse de D’Alembert : le
Traité de dynamique [D’Alembert 1743], dans lequel la première équation
aux dérivées partielles voit le jour, les Réflexions sur la cause générale des vents
[D’Alembert 1747], les « Recherches sur la courbe que forme une corde
tenduë mise en vibration » [D’Alembert 1749a ;b], et l’Essai d’une nouvelle
théorie de la résistance des fluides [D’Alembert 1752b].

L’invention du calcul aux différences partielles résulte d’un long pro-
cessus de gestation, initié dès la fin du xvii

e siècle par les recherches de
Leibniz, Jacques I, Jean I et Nicolas I Bernoulli sur les familles de courbes
dépendant d’un paramètre, puis continué par Euler dans le courant des
années 1730 via sa théorie des équations modulaires [Engelsman 1984a].
L’apport de D’Alembert repose essentiellement, d’après les quatre histo-
riens des sciences évoqués, sur l’introduction de cet outil dans le cadre
des sciences physico-mathématiques. Le savant ouvre la voie à une nou-
velle méthode de mise en équation pour les problèmes du fil pesant, des
cordes vibrantes, du mouvement de l’atmosphère, de la résistance et de
l’écoulement des fluides. Cette méthode est d’autant plus innovante, selon
S. S. Demidov, qu’elle est associée, avec plus ou moins de succès suivant la
question abordée, à une volonté d’intégrer les équations obtenues, ce qui
permet de considérer D’Alembert comme le fondateur de la théorie des
équations aux dérivées partielles.

La contribution de D’Alembert à la naissance de cette théorie constitue
donc un sujet relativement balisé. Cependant, l’historiographie dont nous
avons connaissance se concentre principalement sur la première phase de
ses recherches en la matière (1741–1752) : la période des grands traités et
des mémoires les plus célèbres, essentiellement avant l’Encyclopédie. Dans
les huit tomes de ses Opuscules mathématiques, parus entre 1761 et 1780, et
dans divers manuscrits non publiés de son vivant, D’Alembert consacre
par ailleurs de nombreux mémoires à la continuation de ses travaux dans
ce domaine. L’inventaire des équations aux dérivées partielles que nous
avons réalisé et que nous vous présenterons à l’occasion de cette étude en
témoigne. Ces recherches tardives portent en particulier sur la possibilité
de « résoudre » les équations aux dérivées partielles précédemment mises
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à jour. Naturellement, le terme « résoudre », et la démarche à laquelle il
renvoie, revêtent un sens particulier dans son œuvre, différent de celui
que nous leur accordons de nos jours.

Une étude du vocabulaire employé par D’Alembert, dont nous donne-
rons le détail, montre que le mot « résoudre » est spécifiquement appliqué
aux problèmes de nature physico-mathématique. Dans les mémoires des
Opuscules dédiés à l’étude des questions des cordes vibrantes et de l’écou-
lement des fluides, le savant se focalise en effet sur un certain nombre
de caractéristiques physiques, notamment relatives à l’état initial et au
comportement du système au niveau de ses frontières. Traduites mathé-
matiquement, ces conditions initiales et aux limites, que nous nommerons
équations complémentaires afin de les distinguer de la notion moderne, sont
adjointes à l’équation aux dérivées partielles. C’est en partant de ce nouvel
ensemble d’équations que D’Alembert recherche alors les solutions du
problème. C’est donc en comprenant comment ces différents éléments
s’articulent les uns par rapport aux autres au sein de son raisonnement,
que nous parviendrons à comprendre la démarche associée au terme
« résoudre » et à caractériser la notion de solution des équations aux
dérivées partielles dans son œuvre. Ce sera là le premier objectif que nous
poursuivrons au cours de cette étude. Il nous conduira ensuite à examiner
sous un nouveau jour quelques aspects du débat sur la notion de fonction.

Nous reposant sur notre inventaire des équations aux dérivées par-
tielles, nous justifierons tout d’abord le choix de notre corpus et donne-
rons un premier descriptif des écrits centrés sur les questions des cordes
vibrantes et de l’écoulement des fluides.

Nous examinerons ensuite l’articulation entre l’équation aux dérivées
partielles et les équations complémentaires lors de la phase de recherche
de solutions. Nous situerons, à partir de là, l’approche de D’Alembert vis-
à-vis des pratiques adoptées en la matière par les mathématiciens des xix

e

et xx
e siècles.

Cette étude nous permettra enfin d’aborder sous un nouvel angle le
débat sur la nature des fonctions arbitraires dans la période qui débute à
la fin des années 1760. Cette polémique, bien que célèbre, a en effet sou-
vent été étudiée à l’aide d’un corpus limité. Nous montrerons notamment
comment la notion de solution d’une équation aux dérivées partielles,
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combinée avec le souci d’avoir des solutions aussi générales que possible,
motivent les réflexions de D’Alembert sur le concept de fonction et le
poussent à réévaluer sa position dans ce débat.

1. PREMIER EXAMEN DE L’APPROCHE DE D’ALEMBERT EN MATIÈRE
D’ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES

Entre 1743 et 1756, dates de parution de son célèbre Traité de dynamique
et du troisième volume de ses Recherches sur différens points importans du sys-
tême du monde, D’Alembert donne ses principaux traités et mémoires aca-
démiques. À partir de 1757, la seconde phase de son œuvre scientifique se
caractérise par un profond changement de mode de publication. Moins
connue et beaucoup plus rarement exploitée que la première, elle tient
essentiellement en neuf volumes d’Opuscules mathématiques : huit volumes
publiés entre 1761 et 1780, ainsi qu’un neuvième constitué d’une impor-
tante somme de manuscrits presque prêts pour publication mais non parus
de son vivant. L’ensemble comprend une soixantaine de mémoires, sub-
divisés en de nombreux paragraphes, soit une bonne centaine de textes
portant sur des sujets aussi divers que l’astronomie, la figure de la Terre,
les mathématiques pures ou appliquées, la mécanique des fluides, des so-
lides, les cordes vibrantes, l’optique, etc. Quoique rédigés de façon confuse
et sans aucun souci de pédagogie, ils n’en contiennent pas moins, nous le
verrons, de remarquables innovations et sont une occasion inespérée, pour
l’historien, de mieux comprendre le cheminement de sa pensée.

Dans ce contexte, l’étude du concept d’équation aux dérivées partielles
requiert l’établissement d’un inventaire sur lequel nous reposer afin de
choisir un corpus adapté à la question abordée. Nous livrerons et commen-
terons le résultat de cette minutieuse recherche dans cette première par-
tie de l’article. Avant de présenter cet outil de travail, nous écrirons encore
quelques mots de la forme sous laquelle le lecteur sera susceptible de voir
apparaı̂tre une équation aux dérivées partielles dans les textes de D’Alem-
bert et de ses contemporains.
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1.1. Inventaire des équations aux dérivées partielles dans l’œuvre de D’Alembert

Désignation, formulation

Commençons donc par préciser la désignation et la formulation, au
xviii

e siècle, de ce que nous avons aujourd’hui coutume d’appeler les
équations aux dérivées partielles.

Signalons tout d’abord qu’aucune appellation de ce type n’apparaı̂t
dans les travaux de D’Alembert, qu’il s’agisse de ses traités, mémoires, ou
de ses contributions à l’Encyclopédie. Tout juste est-il question de « diffé-
rentielle complette » vers la fin de l’article « hydrodynamique », mais rien
de plus [D’Alembert 1751–1765]. Bien qu’il ne hésite jamais à revendi-
quer la priorité de ses découvertes, il ne le fait étrangement pas pour cet
aspect de son œuvre. Il faut attendre les travaux de Condorcet, Lagrange
ou Laplace, au début des années 1770, pour voir souligner le rôle de
D’Alembert dans ce domaine, et constater l’apparition de la désignation :
« équations aux différences partielles » 2.

Cependant, quoique cette dernière terminologie soit assez proche de la
nôtre, il n’en va pas de même de l’aspect sous lequel les EDP apparaissent
à cette époque. On peut effectivement distinguer trois types de formula-
tions, résumées et mises en relation sur la fig. 1 3.

L’équivalence entre ces trois formulations est assurée par l’utilisation
répétée du critère, dit d’Euler, selon lequel 4 dp

dt = dq
dx si et seulement si

2 C’est sous cette appellation que le concept apparaît par exemple dans le traité Du
calcul intégral et le « Mémoire sur les équations aux différences partielles » de Condor-
cet [Condorcet 1765 ; 1773], dans le mémoire « Sur l’intégration des équations à dif-
férences partielles du 1er ordre » de Lagrange [Lagrange 1775], ou dans le mémoire
« Recherches sur le calcul intégral aux différences partielles » de Laplace [Laplace
1777]. Dans un souci de lisibilité, nous utiliserons invariablement l’abréviation EDP
pour désigner une « équation aux différences partielles ».
3 Les trois exemples figurant sur ce schéma correspondent aux trois formulations re-
latives au problème des cordes vibrantes. Nous expliquerons précisément p. 72 com-
ment on passe de l’une à l’autre.
4 Conformément aux habitudes de l’époque, nous désignerons l’opérateur de dif-
férentiation par la lettre d, au lieu de la notation moderne @ .
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p(x; t)dx+ q(x; t)dt est une différentielle complète, ou une forme différen-
tielle exacte, pour employer le terme moderne 5.

Figure 1. Les trois formulations d’une EDP.

Précisons que ce critère est d’abord énoncé par Euler, dans le cadre de
deux pièces présentées devant l’Académie des sciences de Pétersbourg le
12 juillet 1734 et publiées en 1740 [Euler 1740a ;b]. Clairaut, qui n’a pas
encore eu connaissance des travaux de son prédécesseur, propose le même
théorème dans deux mémoires publiés dans les volumes des Mémoires de
l’Académie royale des sciences de Paris pour les années 1739 et 1740 [Clairaut
1741a ;b]. D’après J. L. Greenberg [Greenberg 1995, p. 368], le jour même
(le 4 mars 1739) de la lecture par Clairaut du premier de ces deux écrits de-
vant l’Académie, Fontaine présentait également une démonstration écrite
de ce critère pour des formes différentielles de deux et trois variables.

Comme nous aurons l’occasion de le montrer par la suite, ces trois types
de formulation sont, à quelques exceptions près, simultanément présentes
dans les travaux de D’Alembert. Elles correspondent également au chemin
emprunté pour intégrer une EDP. Les descriptions de la mise en équation
des problèmes de la corde pincée et de l’écoulement d’un fluide à l’in-
térieur d’un vase nous donneront plus loin une illustration du rôle et de
l’emploi du critère d’Euler dans ce cadre.

5 Telle qu’il existe, autrement dit, une fonction y(x; t) vérifiant dy = pdx + qdt. Ce
critère est utilisé comme une équivalence, bien que les preuves qui en sont données
à l’époque soient discutables : voir [Engelsman 1984a].
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Inventaire

Comme nous le précisions à l’instant, l’abord d’un concept dans
l’œuvre de D’Alembert, notamment la seconde phase de ses écrits scienti-
fiques, requiert un certain nombre de précautions sans lesquelles il serait
facile de passer à côté d’un aspect crucial du sujet. Dans de nombreux
cas, certaines de ses recherches, apparemment sans lien avec l’objet consi-
déré, peuvent en effet s’avérer tout à fait éclairantes, voire indispensables
à la bonne compréhension de sa démarche. Nous nous sommes donc,
avant toute autre chose, employés à établir une liste des EDP étudiées ou
mentionnées dans l’ensemble de ses travaux, manuscrits ou imprimés.
De cette étude préliminaire, il résulte un inventaire que le lecteur pourra
consulter en annexe, et dont nous proposons à présent de dire quelques
mots, avant d’en extraire les informations servant notre objectif.

Concernant la question de la formulation des EDP, tout d’abord, nous
avons dû trancher entre les trois déclinaisons précédemment mention-
nées. Nous avons opté pour la forme moderne synthétique, lorsque celle-ci
apparaı̂t dans l’œuvre de D’Alembert. Dans la situation contraire, c’est
le cas des Réflexions sur la cause générale des vents [D’Alembert 1747], nous
avons présenté l’objet sous la forme d’un système d’EDP du 1er ordre.
Nous avons également pris soin de préciser les références de l’imprimé
ou du manuscrit concerné, le type mathématique de l’équation, et nous
avons enfin formulé quelques remarques visant à éclairer le contexte et la
démarche de l’auteur vis-à-vis de chaque équation.

Un premier tour d’horizon de l’inventaire nous montre que les EDP ap-
paraissent dans six types de problèmes physiques :

– le problème du fil pesant,
– le problème du mouvement de l’air à l’intérieur d’un canal formé

par deux chaı̂nes de montagnes parallèles, sous l’action de la rotation
de la Terre autour de son axe et des forces d’attraction du Soleil et de
la Lune,
– le problème des cordes vibrantes, en lien avec la question de la pro-

pagation du son,
– la résistance des fluides et la question des écoulements dans les

vases et les canaux,
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– la question de l’équilibre des fluides, en lien avec le problème de
la figure de la Terre,
– la recherche de la courbe tautochrone, c’est-à-dire de la courbe

pour laquelle le temps mis par un corps pour en atteindre le point
le plus bas est indépendant de son point de départ.

Les cinq premiers problèmes renvoient d’abord aux premiers ouvrages de
D’Alembert, à savoir la première édition du Traité de dynamique pour le fil
pesant [D’Alembert 1743], les Réflexions sur la cause générale des vents pour
le mouvement de l’air [D’Alembert 1747], les trois mémoires de l’Aca-
démie de Berlin de 1747 et 1750 pour les cordes vibrantes [D’Alembert
1749a ;b ; 1752a], ainsi que l’Essai d’une nouvelle théorie de la résistance des
fluides pour ce qui concerne la résistance, le mouvement et l’équilibre des
fluides [D’Alembert 1752b].

Cependant, l’inventaire permet également de voir apparaı̂tre une
somme de travaux plus tardifs prolongeant chacun des cinq premiers
thèmes d’étude précédents et les premiers écrits que D’Alembert leur a
consacrés. Le tableau ci-dessous, relatif à la période postérieure à 1758,
permet de se faire une idée de leur ampleur, problème par problème 6 :

Problème du fil pesant – Traité de dynamique, 2e édition, 1758

Mouvement de l’air entre deux – Opuscules, t. VIII, Mémoire 58 § XII (1780)
chaı̂nes de montagne parallèles

Cordes vibrantes / – Opuscules, t. I, Mémoire 1 (1761)
Propagation du son – Opuscules, t. I, Mémoire 25 (1761)

– Opuscules, t. V, Mémoire 34 § II (1768)
– Opuscules (inédit), Mémoire 59 § VI
– Opuscules (inédit), Mémoire 59 § VII

Mouvement des fluides / – Opuscules, t. I, Mémoire 4 (1761)
Résistance des fluides – Opuscules, t. V, Mémoire 31 (1768)

– Opuscules, t. V, Mémoire 33 (1768)
– Opuscules, t. V, Mémoire 34 § I (1768)
– Opuscules, t. VIII, Mémoire 57 § VII (1780)

6 D’Alembert ne consacre qu’un seul écrit à la recherche de la courbe tautochrone
[D’Alembert 1767]. Il s’agit, qui plus est, d’un mémoire tardif. Nous ne le faisons
donc pas apparaître dans le tableau ci-dessus.
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Équilibre des fluides – Opuscules, t. V, Mémoire 30 (1768)
– Opuscules, t. VIII, Mémoire 56 § I (1780)

À cela s’ajoutent également les écrits où D’Alembert considère les EDP
comme un objet d’étude mathématique en tant que tel, indépendamment
des problèmes physiques auxquels elles sont attachées. C’est ainsi le sujet
du Mémoire 26 [D’Alembert 1768b] et du Mémoire 58 § VI [D’Alembert
1780c] de ses Opuscules.

Concernant la nature mathématique des EDP manipulées par D’Alem-
bert, notre inventaire nous permet de constater qu’il s’agit, dans la
plupart des cas, d’EDP linéaires portant sur des fonctions de deux ou
trois variables, et dont l’ordre ne dépasse presque jamais 2. Les seules
équations non linéaires apparaissent dans les Mémoires 4, 30, 33 et 56 § I
des Opuscules [D’Alembert 1761b ; 1768c ;e ; 1780a], mais ne feront pas
l’objet d’études mathématiques particulières.

Précisons encore qu’outre les nombreuses études portant sur la pre-
mière phase de ses écrits, plusieurs historiens, spécialistes des EDP, se sont
d’ores et déjà ponctuellement penchés sur certains des travaux tardifs
dont nous venons de dresser la liste. Signalons ainsi que, dans l’état de
nos connaissances :

– le Mémoire 58 § VI des Opuscules, en lien avec les cordes vibrantes
et la propagation du son, est étudié par A. P. Youschkevitch [Yousch-
kevitch 1981] et par C. Houzel [Houzel 2003]. Quant aux Mémoires
1 et 25, dans lesquels D’Alembert polémique avec Euler et Daniel Ber-
noulli sur les cordes vibrantes, ils sont abordés par H. Burkhardt [Bur-
khardt 1908], C. Truesdell [Truesdell 1960], S. S. Demidov [Demidov
1989], I. Szabó [Szabó 1987] et J. Lützen [Lützen 1994].
– les Mémoires 4, 31 et 33 des Opuscules, concernant l’écoulement

des fluides dans les vases et les tuyaux, sont partiellement examinés
par C. Truesdell [Truesdell 1954] et G. Grimberg [Grimberg 1998],
qui en relèvent les principaux résultats.
– le Mémoire 26 des Opuscules, traitant des EDP sous un angle ex-

clusivement mathématique, est partiellement abordé par C. Houzel
[Houzel 2003] et, de façon plus détaillée, par S. S. Demidov [Demi-
dov 1982].
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Naturellement, de nombreux autres commentaires mériteraient encore
d’être faits. L’inventaire soulève par exemple la question de l’indépen-
dance du Mémoire 26 vis-à-vis des écrits physico-mathématiques du savant.
Partant du constat que D’Alembert manipule des EDP parfois relative-
ment semblables pour deux problèmes physiques distincts, on pourrait
également se demander s’il a véritablement conscience de ces similitudes
et s’il les utilise. Cette seconde partie de son œuvre scientifique recèle
ainsi tout un ensemble de nouveaux éléments dont beaucoup restent
encore à étudier.

Pour l’heure, nous nous concentrerons essentiellement sur la question
suivante : quelle est la démarche de D’Alembert pour « résoudre » des pro-
blèmes faisant intervenir des EDP ? Nous nous restreindrons, pour ce faire,
au champ des problèmes physico-mathématiques, seul cadre dans lequel
l’auteur recherche des solutions suivant un schéma apparemment proche de
la démarche des mathématiques modernes.

Pour mieux faire comprendre les raisons de ce choix, quelques préci-
sions concernant la terminologie dalembertienne dans ce domaine sont
tout d’abord nécessaires. Le vocabulaire mathématique employé par l’au-
teur n’est effectivement pas forcément le même qu’aujourd’hui. Il n’est,
qui plus est, pas complètement stabilisé. Le terme d’« équation », par
exemple, désigne généralement une égalité sans qu’il y ait de véritable
spécification des inconnues, des paramètres ou des variables. Le terme
« résoudre », au même titre que celui de « solution », est le plus souvent
attaché à un problème au sens large. Il ne correspond pas à la résolution
d’une équation mathématique, telle que nous en concevons le sens ac-
tuellement, mais recouvre l’ensemble des étapes conduisant de la mise
en équation d’un problème physico-mathématique jusqu’à l’expression
d’une solution.

Nous montrerons dans un instant que ces étapes, souvent entremêlées
dans les écrits de D’Alembert, sont plus précisément au nombre de trois :

– une première étape de mise en équation du système physique per-
mettant d’aboutir à l’écriture d’une EDP ;
– une seconde étape d’« intégration » de l’EDP, laquelle consiste,

dans le contexte qui nous intéresse, en une reformulation de l’EDP
par le moyen du critère d’Euler ;



70 A. GUILBAUD & G. JOUVE

– une troisième étape où le savant introduit d’autres conditions phy-
siques caractéristiques du problème abordé.

Centrés sur l’« intégration » des EDP, ses écrits purement mathéma-
tiques n’abordent donc pas la question dans son entier. C’est le cas du
Mémoire 26 [D’Alembert 1768b], où D’Alembert se lance dans une étude
systématique de larges classes d’EDP linéaires. Il cherche à dégager des
méthodes pour les intégrer et aboutir à des solutions générales s’ex-
primant sous forme de combinaisons linéaires de fonctions arbitraires.
Mais, dans cette démarche novatrice pour l’époque, il fait abstraction
du contexte physique dans lequel ces EDP interviennent et ne se soucie
donc pas de ce que nous appellerions les conditions initiales et conditions
aux limites du problème. C’est pourquoi nous excluons ce texte de notre
corpus d’étude.

Précisons aussi que, dans ses Réflexions sur la cause générale des vents,
D’Alembert procède à l’étude mathématique de deux EDP [D’Alem-
bert 1747, p. 164–172]. Il exhibe, ce faisant, des méthodes d’intégration
qu’il applique ensuite, dans la troisième et dernière partie de l’ouvrage
[D’Alembert 1747, p. 172–189], à la résolution de problèmes physiques
particuliers. Quoique, dans ce cadre, il s’interroge pour la première fois
sur ce que nous pourrions anachroniquement appeler la question de
l’existence d’une solution, et affirme que, dans certaines conditions, le
problème pourrait être « impossible » [D’Alembert 1747, p. 177], il s’agit
cependant d’une remarque ponctuelle et isolée, précisément étudiée
par S. S. Demidov [Demidov 1982, p. 13–14]. La continuation de ces
recherches dans le Mémoire 58 § XII des Opuscules [D’Alembert 1780d]
se borne d’ailleurs à un cadre d’étude exclusivement mathématique et
ne fait donc plus apparaı̂tre les caractérisques physiques du problème.
C’est la raison pour laquelle ces aspects mathématiques du traité, non
seulement examinés par S. S. Demidov [Demidov 1982 ; 1989], mais
aussi par J. Lützen [Lützen 1994] et G. Grimberg [Grimberg 1998], nous
intéresseront peu vis-à-vis de la question que nous souhaitons ici aborder.

Enfin, nous ne nous attarderons pas sur les EDP liées à la théorie de
l’équilibre des fluides et au problème de la courbe tautochrone parce que
D’Alembert ne tente pas de les « résoudre ».
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Nous nous intéresserons ainsi essentiellement aux écrits consacrés au
mouvement des fluides et aux cordes vibrantes. Ce sont les deux questions
dans lesquelles la démarche de « résolution » de D’Alembert se trouve suffi-
samment développée pour que nous puissions procéder à un examen per-
tinent. Nous allons à présent étudier comment les trois étapes qui la carac-
térisent se déclinent dans ces deux cas de figure.

1.2. « Résoudre » les problèmes des cordes vibrantes et de l’écoulement des fluides

Le problème des cordes vibrantes

D’Alembert se penche pour la première fois sur le problème des cordes
vibrantes dans les mémoires de l’Histoire de l’Académie des sciences et des belles-
lettres de Berlin des années 1747 et 1750. Dans le Mémoire 1 des Opuscules
(1761), il revient rapidement sur la mise en équation du problème et
développe plus avant la question de la recherche de solutions. Comme
cet écrit constituera, avec le Mémoire 25 [D’Alembert 1768a], le cœur de
notre étude dans la seconde partie de l’article, nous en résumerons ici les
premiers paragraphes [D’Alembert 1761a, p. 1–7].

Le problème consiste à considérer une corde de longueur a fixée en ses
deux extrémités A et B . Suite à sa mise en mouvement, il s’agit de déter-
miner la fonction y(x; t) donnant l’ordonnée, c’est-à-dire l’excursion de
chaque point de la corde d’abscisse x, à chaque instant t : voir la fig. 2.
Dans l’œuvre de D’Alembert, le problème de la corde vibrante à deux ex-
trémités fixes apparaı̂t sous trois formes distinctes, qui diffèrent par leur
état initial :

– La corde est écartée de sa position rectiligne à t = 0, et lâchée sans
vitesse initiale, c’est le cas de la corde pincée.
– La corde est à l’état rectiligne à t = 0, et une vitesse initiale lui est

imprimée, c’est le cas de la corde frappée.
– Reste un cas mixte où ni les ordonnées ni la vitesse initiales ne sont

nulles.
Comme nous allons le voir, le choix d’une de ces trois situations intervient
après la mise en équation et la première phase de traitement de l’EDP ob-
tenue.
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Figure 2. Corde AMB fixée entre ses deux extrémités A et B .

Afin de mettre en équation le mouvement de la corde, D’Alembert se
place avant tout dans l’hypothèse de petites vibrations, ceci permettant
de confondre l’abscisse curviligne s et l’abscisse x. Il établit ensuite un
lien entre la force retardatrice animant chaque portion infinitésimale de

la corde et les termes d2y
dt2

et d2y
dx2 . Il en déduit ainsi, après simplification,

l’EDP gouvernant la dynamique du système 7 :

d2y

dx2
=

d2y

dt2
:

Débute alors la phase d’« intégration » que nous évoquions à l’ins-
tant. Pour « intégrer » l’EDP précédente, D’Alembert pose d’une part
dy = pdt + qdx, avec p = dy

dt et q = dy
dx , l’équation se résumant dès lors au

système d’EDP du 1er ordre 8<:
dp
dt = dq

dx ;
dp
dx = dq

dt :

Il applique d’autre part le critère d’Euler, selon lequel cette formulation
équivaut à la considération des deux différentielles complètes qdt+ pdx et
pdt+ qdx, telles qu’il existe, autrement dit, deux fonctions u(x; t) et y(x; t)
vérifiant 8 du = qdt+ pdx et dy = pdt+ qdx. L’addition et la soustraction de

7 D’Alembert remarque, dès 1747, que l’EDP obtenue peut également représenter
les vibrations longitudinales d’une colonne d’air, et donc correspondre à l’équation
de la propagation du son. Nous aborderons la question dans la troisième et dernière
partie de l’article.
8 Dans les art. 87 à 89 de ses Réflexions sur la cause générale des vents [D’Alembert 1747,
p. 164–172], dédiés à l’« intégration » des deux EDP présentées dans notre inventaire
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ces deux expressions conduisent au système8<:dy + du = (p + q)(dt + dx);

dy � du = (p� q)(dt� dx):

L’intégration (au sens moderne) de chacune des deux différentielles
donne alors 8<:y + u = �(x + t);

y � u = �(x� t);

nouveau système à partir duquel D’Alembert parvient à l’expression géné-
rale 9

y = �(x + t) + �(x� t):

� et � correspondent ici à ce que nous appellerons par la suite des
fonctions arbitraires, c’est-à-dire des fonctions quelconques d’une va-
riable dont la définition, relative aux seules EDP, est similaire à celle des
constantes arbitraires apparaissant lors de l’intégration d’équations différen-
tielles ordinaires. y = �(x+ t) + �(x� t) correspond ainsi à une nouvelle

formulation de l’EDP d2y
dx2 = d2y

dt2
à l’aide de deux fonctions arbitraires. Son

obtention clôt la phase d’« intégration ».

D’Alembert revient dès lors au problème physique, caractérisé, comme
nous avons déjà eu l’occasion de le préciser, par la fixité des extrémités de
la corde en A et en B : il pose donc y(0; t) = 0 (fixité en A) et y(a; t) =

0 (fixité en B). De la première de ces deux équations, il découle �(t) =

��(�t), et la relation y = �(x + t) + �(x� t) s’écrit alors

y(x; t) = �(x + t)��(t� x):

La seconde équation implique quant à elle �(a + t)��(t� a) = 0, c’est-
à-dire la 2a-périodicité de la fonction �.

(voir l’annexe, p. 58), D’Alembert suit le chemin inverse : il part d’un système de dif-
férentielles complètes pour aboutir à un système d’EDP du 1er ordre. La démarche
d’« intégration », telle que nous la décrivions p. 69, reste cependant identique : il s’agit
encore d’une réécriture de l’EDP par le moyen du critère d’Euler, c’est-à-dire d’un
passage, dans un sens ou dans l’autre, entre les deux formulations de droite de la
fig. 1.
9 Le rapport 2, qui découle de l’addition des deux termes, est directement intégré
dans les fonctions � et �.
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Si l’on se place maintenant dans le cadre du problème de la corde pin-
cée comme D’Alembert le fait dans le Mémoire 1 des Opuscules, la corde
peut être représentée en t = 0 par la fonction non nulle y(x; 0) et une vi-
tesse initiale dy

dt (x; 0) = 0. Cette seconde caractéristique physique implique
la parité de la dérivée de la fonction �, et par conséquent l’imparité de �.

La solution générale peut alors s’écrire

y(x; t) = �(x + t) + �(x� t):

Compte tenu du fait que y(x; 0) = 2�(x), et puisque la fonction arbitraire
� est impaire et 2a-périodique, � est donc entièrement déterminée par la
position de la corde à l’instant t = 0 sur l’intervalle [0; a]. Nous sommes
ici dans le cas très particulier d’une résolution explicite.

L’écoulement d’un fluide dans un vase ouvert en ses deux extrémités

Pour ce qui concerne l’écoulement des fluides, le processus visant à « ré-
soudre » le problème se décline de même en trois phases.

Avant d’en aborder la description, rappelons préalablement que
la première théorie générale du mouvement des fluides remonte à
l’Hydrodynamica de Daniel Bernoulli [Bernoulli 1738] et qu’elle s’ap-
puie sur une approximation physique consistant à diviser le fluide en
tranches parallèles, d’épaisseur infinitésimale, au sein desquelles la vitesse
se voit supposée homogène et dirigée dans le sens de l’écoulement. Cette
hypothèse, reprise par Jean Bernoulli dans l’Hydraulica [Bernoulli 1742]
et par D’Alembert dans le Traité des fluides [D’Alembert 1744], permet de
ramener le problème à une seule dimension d’espace et de travailler sur
des équations différentielles ordinaires que les géomètres savent résoudre.
Cependant, elle repose sur une approximation trop simplificatrice au re-
gard de l’expérience pour que les hydrodynamiciens ne viennent à douter
de sa pertinence.

C’est ce qui poussera D’Alembert à former, dans son Essai d’une nouvelle
théorie de la résistance des fluides, une théorie ayant « l’avantage de n’être ap-
puyée sur aucune supposition arbitraire » [D’Alembert 1752b, Introduc-
tion, p. xxv]. Dans la droite ligne de ses Réflexions sur la cause générale des
vents [D’Alembert 1747], il y pose les prémices du concept de champ de
vitesse et procède à la mise en équation de l’écoulement grâce à l’emploi
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du calcul aux différences partielles [D’Alembert 1752b, p. 180–185]... ce
qui nous amène au sujet de notre étude.

Figure 3. Vase ABFE ouvert en ses deux extrémités, supérieure
et inférieure AB et EF .

Si l’Essai d’une nouvelle théorie de la résistance des fluides contient les pre-
miers pas du géomètre dans cette voie, le Mémoire 4 [D’Alembert 1761b]
et le Mémoire 31 [D’Alembert 1768d] des Opuscules en constituent une
prolongation, sur laquelle nous nous appuierons donc également afin de
présenter les trois phases de la démarche visant à « résoudre » le problème.

La première consiste en la mise en équation du problème physique, à
savoir le mouvement plan d’un fluide incompressible (de densité égale à
1) dans un vase ABFE ouvert en AB et EF : voir la fig. 3. D’Alembert attri-
bue, pour ce faire, à tout instant t, deux doublets de composantes horizon-
tale et verticale, P (t; x; z) et Q(t; x; z), Q (t; x; z) etR (t; x; z), représentant
respectivement la vitesse animant et la force s’exerçant sur un rectangle
infinitésimal de fluide IJKL repéré par les coordonnées spatiales (x; z). Sa
méthode de mise en équation de l’écoulement se décline dès lors en deux
étapes.

1re
étape. — Elle consiste à traduire mathématiquement la conservation

de la masse de l’élément rectangulaire IJLK (voir la fig. 4) au cours du
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Figure 4. Mouvement de la particule H entre les instants t et t + dt.

mouvement. Considéré entre deux instants t et t + dt, de telle sorte que
IJLK devienne ijlk au bout de l’intervalle de temps dt (avec IK = dx et
IJ = dz), cet élément obéit aux deux relations8<:ik = Q(t; x + dx; z) dt = dx + dx dQdx dt =

�
1 + dQ

dx dt
�
dx;

ij = P (t; x; z + dz) dt = dz + dz dPdz dt =
�

1 + dP
dz dt

�
dz:

La densité du fluide étant égale à 1, la conservation de la masse de l’élé-
ment entre les deux instants t et t + dt s’écrit IK � IJ = dx� dz = ik � ij ,
ce qui conduit D’Alembert, après avoir négligé les termes d’ordre 2 en dt,
à

dxdz =

�
1 +

dQ

dx
dt +

dP

dz
dt

�
dxdz;

c’est-à-dire
dP

dz
= �

dQ

dx
:

2e
étape. — Elle repose, quant à elle, sur l’application du principe de dy-

namique de D’Alembert et de la condition d’équilibre mise au jour par
Clairaut dans sa Théorie de la figure de la Terre [Clairaut 1743, p. 33–38] 10.
Son principe permettant de ramener un problème de dynamique (celui
du mouvement du fluide) à un problème de statique (l’équilibre de ce
même fluide), le raisonnement de D’Alembert consiste à substituer, dans
la condition d’équilibre dR

dz = dQ
dx de Clairaut, les composantes Fx et Fz

10 Pour plus de détails sur la mise au jour de cette condition par Clairaut, voir [Pas-
seron 1994] et [Greenberg 1995]. Dans l’Essai d’une nouvelle théorie de la résistance des
fluides, D’Alembert en donne deux nouvelles démonstrations et la généralise au cas
d’un fluide compressible : voir [Grimberg 1998].
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des forces accélératrices perdues par l’élément de fluide au cours du mou-
vement aux composantes des forces R et Q s’exerçant selon les mêmes
directions dans le cas de l’équilibre. En d’autres termes, sachant, d’après
le principe de D’Alembert, que l’élément de fluide resterait en équilibre
pour peu que les forces Fx et Fz qui s’y appliquent dans les directions x et
z soient détruites au cours du mouvement, ces forces vérifieront 11

dFx
dz

=
dFz
dx

:

Il ne reste plus, dès lors, qu’à y injecter les expressions de Fx et Fz .
D’Alembert procède, auparavant, à la séparation des variables de temps

et d’espace au sein des deux composantes P (t; x; z) et Q(t; x; z) de la vi-
tesse. Il a recours, dans ce but, à une hypothèse physique dont on verra
par la suite qu’elle joue également un rôle fondamental dans la recherche
d’une solution au problème. Cette hypothèse se résume à considérer que
« le fluide contigu aux parois [...] coule le long de ces parois » [D’Alembert
1761b, p. 137]. Posant z = y au niveau de BMF et ANE , de telle sorte que
la fonction y(x) corresponde à l’équation des contours du vase, la relation
Q(t;x;z)
P (t;x;z) = dx

dy liant les composantes de la vitesse en cet endroit, peut en ef-
fet, du fait de la fixité de parois, être considérée comme indépendante du
temps. Il devient ainsi possible de séparer les variables spatiales et tempo-
relle, ce qui incite D’Alembert à définir une fonction � du temps t, telle
qu’en tout point (x; z) du fluide les composantes P (t; x; z) et Q(t; x; z) vé-
rifient 8<:Q(t; x; z) = �(t)q(x; z);

P (t; x; z) = �(t)p(x; z):

Une telle opération revient à se restreindre, comme il le remarque lui-
même dans le Mémoire 4 [D’Alembert 1761b, p. 141], à la considération
d’un type très particulier d’écoulement pour lequel, en termes actuels,
les lignes de courant, décrites par l’équation dz

P (t;x;z) = dx
Q(t;x;z) , c’est-à-dire

p(x; z) dx � q(x; z) dz = 0, ne varient pas au cours du temps. Brièvement
commentée dans l’article 150 de l’Essai d’une nouvelle théorie de la résistance
des fluides [D’Alembert 1752b, p. 183], elle sera plus longuement discutée

11 Cela équivaut, en termes modernes, à écrire que le champ de forces (Fx; Fz) est
conservatif.
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dans les articles 14 à 17 du Mémoire 31 de ses Opuscules [D’Alembert
1768d, p. 46–48] : de ces interrogations, il résulte selon lui que la sépara-
tion des variables peut être admise a minima dans les premiers instants du
mouvement.

Sachant par ailleurs que 12 Fx = g � dQ(t;x;z)
dt et Fz = � dP (t;x;z)

dt , D’Alem-
bert différencie alors les composantes P = �p et Q = �q de la vitesse en
considérant implicitement les variables spatiales x et z comme des fonc-
tions de la variable temporelle t. Il obtient ainsi 138<:Fx = g � d(�(t)q(x;z))

dt = g � qTdt+�Adx+�Bdz
dt = g � qT � �2Aq � �2Bp

Fz = � d(�(t)p(x;z))
dt = � qTdt+�A0dx+�B0dz

dt = �pT � �2A0q � �2B0p;

avec T = d�(t)
dt , A = dq(x;z)

dx , B = dq(x;z)
dz , A0 = dp(x;z)

dx et B0 = dp(x;z)
dz , c’est-à-

dire, compte tenu de la condition d’équilibre dFz
dx = dFx

dz :

d(g � qT � �2Aq � �2Bp)

dz
=

d(�pT � �2A0q � �2B0p)

dx
:

Cette équation, donnée dans l’art. 149 de l’Essai sur la résistance des fluides
[D’Alembert 1752b, p. 182], constitue un cas particulier de l’équation au-
jourd’hui connue sous le nom d’équation de vorticité de Helmholtz.

Partant de là, D’Alembert se contente finalement de montrer que
l’équation A0 = B , ou dp

dx = dq
dz , y satisfait, restreignant ainsi son statut à

celui de condition suffisante du problème, et parvient donc, dans le cas
particulier P = �p et Q = �q , à la mise en équation d’un écoulement plan
incompressible sous la forme du système d’EDP du 1er ordre8<:

dp
dx(x; z) = dq

dz (x; z)
dp
dz (x; z) = � dq

dx(x; z);

12 Les composantes des forces détruites Fx et Fz correspondent, en termes mo-
dernes, à la résultante des forces extérieures (g; 0), ici restreintes à la gravité, et des

forces d’inertie
�
�

dQ
dt
;� dP

dt

�
.

13 Notons que le passage de l’avant-dernier au dernier membre de ces deux séries
d’égalités repose sur l’expression des deux composantes de la vitesse sous la forme du
rapport entre l’espace parcouru dans la direction correspondante et l’intervalle infi-
nitésimal de temps dt considéré, c’est-à-dire sur les relations P (t; x; z) = �(t)p(x; z) = dz

dt

et Q(t; x; z) = �(t)q(x; z) = dx
dt

.
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lequel renferme respectivement ce que nous appellerions aujourd’hui
l’équation caractérisant un écoulement potentiel incompressible et
l’équation de continuité 14.

Comme dans le problème des cordes vibrantes, D’Alembert entame dès
lors la phase d’« intégration », ceci grâce à une technique mathématique-
ment innovante donnée dans l’Essai d’une nouvelle théorie de la résistance des
fluides [D’Alembert 1752b, p. 60–63]. Quoique cette méthode soit aujour-
d’hui fort bien connue des historiens des sciences 15, rappelons toutefois
très synthétiquement en quoi elle consiste.

Les relations dp
dx = dq

dz et dp
dz = � dq

dx reviennent, d’après le critère d’Euler,
à considérer pdz + qdx et pdx � qdz comme deux différentielles exactes.
Les différentielles qdx +

p
�1 pdz
p
�1

et
p
�1pdx + qdz

p
�1

le sont donc aussi,

de même que leur somme et leur différence (q +
p
�1p)

�
dx + dzp

�1

�
et

(q �
p
�1p)

�
dx� dzp

�1

�
.

Ces deux combinaisons linéaires induisent ainsi le changement de va-
riables u = x +

p
�1z et v = x �

p
�1z , à partir duquel deux nouvelles

différentielles exactes (q +
p
�1p)dv et (q �

p
�1p)du, ou (p �

p
�1q)dv

et (p +
p
�1q)du sont obtenues. Celles-ci permettent, pour finir, d’expri-

mer p �
p
�1q et p +

p
�1q sous la forme de fonctions quelconques �

et � des variables complexes u et v . Il vient ainsi �(v) = p �
p
�1q et

�(u) = p +
p
�1q , c’est-à-dire8<:p = �(u)+�(v)

2 ;

q = �(u)��(v)

2
p
�1

;

ou encore 8<:p(x; z) = �(x+
p
�1z)+�(x�

p
�1z)

2 ;

q(x; z) = �(x+
p
�1z)��(x�

p
�1z)

2
p
�1

:

14 Euler parviendra en 1755 à des équations plus générales, tridimensionnelles et
non linéaires : les célèbres équations d’Euler pour un fluide idéal compressible. Sur
fond de polémique avec ce dernier, D’Alembert évoque quant à lui la question d’un
écoulement en trois dimensions dans le Mémoire 4 des Opuscules [D’Alembert 1761b,
p. 154–156] : la méthode, résumée en quelques lignes, y est « parfaitement semblable »
à celle proposée pour le cas d’un écoulement plan.
15 Voir [Truesdell 1954, p. LIV-LV], [Grimberg 1998, p. 53–61] et [Szabó 1987,
p. 237–239].
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Ce résultat conduit, dans le même temps, à l’expression des différentielles
pdz + qdx et pdx� qdz en fonction de u et v , de telle sorte que8>>>>>><>>>>>>:

pdz + qdx = 1
2
p
�1

[(dx +
p
�1dz)�(u)� (dx�

p
�1dz)�(v)]

= �(u)du��(v)dv

2
p
�1

;

pdx� qdz = 1
2[(dx +

p
�1dz)�(u) + (dx�

p
�1dz)�(v)]

= �(u)du+�(v)dv
2 :

Cette méthode d’« intégration », par passage dans le champ complexe,
d’un système d’EDP (2) renvoyant à ce qu’on appellera les conditions
de Cauchy-Riemann dès le siècle suivant constitue un premier pas vers la
théorie des fonctions de la variable complexe, théorie jouant aujourd’hui,
comme on sait, un rôle essentiel dans l’étude des écoulements potentiels
bidimensionnels 16. Comme le remarque J.-L. Verley [Verley 1986, p. 136],
la différentielle du et sa conjuguée dv , induites par le changement de va-
riables u = x + z

p
�1 et v = x� z

p
�1 forment la « première description

[...] des fonctions harmoniques que Riemann prendra comme point de
départ de sa théorie des fonctions de la variable complexe dans sa disser-
tation inaugurale de 1851 ». Par ailleurs, I. Szabó [Szabó 1987, p. 239]
et G. Grimberg [Grimberg 1998, p. 55–58] notent que cette méthode
conduit aussi D’Alembert, dans l’Essai d’une nouvelle théorie de la résistance
des fluides [D’Alembert 1752b, p. 56–58], à introduire ce qui deviendra
le concept de potentiel complexe et à s’interroger sur la dérivabilité de la
fonction q(x; z)� p(x; z)

p
�1, aujourd’hui appelée vitesse complexe.

L’idée déjà employée dans ses Réflexions sur la cause générale des vents
[D’Alembert 1747] 17 et consistant à introduire l’imaginaire

p
�1 afin

d’intégrer le système d’EDP (2) s’inspire probablement, quant à elle,
de la méthode d’intégration appliquée dans le problème des cordes vi-
brantes. Nous avons en effet pu constater que, dans le Mémoire 33 de ses

16 Pour un exposé des méthodes de la théorie des fonctions de la variable complexe
appliquées à la résolution de problèmes physiques, voir par exemple [Lavrentiev &
Chabat 1952].
17 Comme le notent S. S. Demidov [Demidov 1982, p. 6–13] et G. Grimberg [Grim-
berg 1998, p. 218–228], D’Alembert pratique déjà, dans cet ouvrage, des combinai-
sons de formes différentielles à coefficients complexes en vue d’opérer les change-
ments de variables adéquats.
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Opuscules [D’Alembert 1768e, p. 95–101] consacré à la résolution du sys-
tème (2), D’Alembert s’appuie explicitement sur les recherches données
dans le Mémoire 1 relatif aux cordes vibrantes. Les systèmes d’EDP du 1er

ordre (1) et (2) respectivement manipulés dans les deux cas de figures
diffèrent de fait très peu l’un de l’autre, ce qui conduit à penser que cette
maigre différence, tenant en la présence du signe « � » dans la seconde
EDP du système (2), l’a justement incité à introduire l’imaginaire

p
�1 :

(1)

8<:
dq
dx = dp

dt
dp
dx = dq

dt

(2)

8<:
dp
dx = dq

dz
dp
dz = � dq

dx

Pour autant, quoique D’Alembert parvienne à une résolution explicite
du problème de la corde pincée, il n’en sera pas de même dans le cas du
mouvement d’un fluide. Les conditions physiques associées au système
d’EDP dans la troisième et dernière phase de la démarche visant à « ré-
soudre » le problème sont en effet déterminantes dans ce cadre. Elles se
traduisent par deux types d’équations complémentaires dans le cas d’une
corde vibrante : des équations faisant intervenir la variable d’espace x et
des équations faisant intervenir la variable de temps t. Les deux conditions
prises en compte par le savant dans le cas d’un écoulement font, quant à
elles, intervenir des fonctions de plusieurs variables d’espace (x et z). Elles
donnent donc lieu à un problème plus complexe.

La première de ces deux conditions correspond à la symétrie du vase
par rapport à son axe, exprimée, selon les propres termes de l’auteur, par
le fait que « la ligne CD divise le vase en deux parties égales & semblables »

[D’Alembert 1761b, p. 139]. De cette symétrie découle l’annulation de la
composante horizontale de la vitesse en tout point de la droite CD : ce qui
revient à poser p(x; z) = 0 lorsque z = 0.

La seconde coı̈ncide avec l’hypothèse incitant D’Alembert à séparer les
variables spatiales et temporelle au sein des composantes de la vitesse : ceci
en vertu, rappelons-le, de la contiguı̈té de l’écoulement au niveau des pa-
rois du vase, c’est-à-dire pour z = y . La relation qui en découle,

Q(x; z; t)

P (x; z; t)
jz=y=

q(x; z)

p(x; z)
jz=y=

dx

dz
;

fournit l’équation suivante pour les courbes ANE et BMF :

pdx� qdz jz=y= 0:
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Synthèse

Qu’il s’agisse de la question des cordes vibrantes ou de celle de l’écoule-
ment d’un fluide, il semble que le processus visant à « résoudre » permette
donc, d’après les descriptions précédentes, de valider un schéma composé
de trois phases représenté sur la fig. 5.

Problème physique

1re phase : Mise en équation

EDP (sous l’une des trois formulations présentées dans la partie 1.1)

2e phase : « Intégration »

Expression générale de l’EDP à l’aide de fonctions arbitraires

3e phase : Prise en compte des caractéristiques 
physiques du système étudié

Solution ou conditions permettant de « résoudre »

Figure 5. La démarche visant à « résoudre » un problème faisant
intervenir une EDP.

Une première phase de mise en équation du mouvement, sous-tendue
par l’application de principes mécaniques, consiste en la traduction du
comportement dynamique du système sous forme d’EDP.

Au cours d’une seconde phase d’« intégration », D’Alembert part de
l’EDP, prise seule, et parvient, via l’application du critère d’Euler, à une
nouvelle expression générale formée de fonctions arbitraires.

Dans une troisième phase, la démarche du savant s’étend finalement au-
delà du cadre strictement mathématique. Un ensemble de considérations
physiques se trouve pris en compte sous la forme d’équations que nous qua-
lifierons de complémentaires afin d’éviter les termes anachroniques de condi-
tions initiales et de conditions aux limites. Ces équations, adjointes à l’expres-
sion générale découlant de la phase d’« intégration », forment un nouveau
problème qu’il ne reste plus, dès lors, qu’à tenter de résoudre. Non pas « ré-
soudre » dans le sens dalembertien du terme, mais résoudre dans le sens
de déterminer la solution du problème.
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Comment D’Alembert procède-t-il dans ce cadre ? Quelles sont les spé-
cificités de sa démarche, et quelle idée se fait-il d’une solution d’un pro-
blème faisant intervenir une EDP ? C’est l’objet de la seconde partie de
notre étude.

2. « RÉSOUDRE » UN PROBLÈME PHYSICO-MATHÉMATIQUE
FAISANT INTERVENIR UNE EDP : SPÉCIFICITÉS DE LA

DÉMARCHE DE D’ALEMBERT

Nous nous pencherons exclusivement ici sur la troisième phase de la
démarche de résolution de D’Alembert, au cours de laquelle, nous venons
de le voir, ce dernier se lance dans la recherche de solutions.

Nous commencerons, dans ce cadre, par nous concentrer sur le statut
des équations complémentaires dans le problème des cordes vibrantes.
Nous réfuterons ainsi l’emploi des termes modernes de conditions initiales
et de conditions aux limites pour caractériser ce type d’équations.

Revenant ensuite au problème de l’écoulement des fluides avant
d’achever notre examen de la question des cordes vibrantes, nous remar-
querons que la manière de concevoir l’interaction mathématique entre
l’EDP et les équations complémentaires est une spécificité de D’Alembert
qui a des implications sur le concept de solution. Nous évoquerons enfin la
présence des notions d’unicité et d’existence dans son œuvre. Cette étude
nous permettra de comparer son approche avec celles de ses contempo-
rains comme avec celles des futures générations de mathématiciens.

2.1. Les « équations complémentaires »

Dans le Mémoire 1 des Opuscules [D’Alembert 1761a, p. 29–37], D’Alem-
bert défend l’idée qu’il avait déjà présentée une dizaine d’années aupara-
vant D’Alembert [1752a] et selon laquelle la fonction � intervenant dans
la solution y(x; t) = �(x+ t) + �(x� t) « ne doit pas changer de forme »,
c’est-à-dire d’expression, pour que la solution du problème puisse avoir
lieu. Il tente même de le démontrer. Rappelons que, dans ce texte, la fonc-
tion � est définie sur [0; a] par l’allure initiale de la corde, puis prolongée
par imparité et périodicité du fait de la fixité des extremités de la corde
pour tout t.
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Dans le second Supplément du Mémoire 25 [D’Alembert 1768a, p. 181–
199], D’Alembert cherche de nouveaux arguments pour montrer que �

ne doit pas changer de forme. Il expose dans cette optique un problème
que l’on peut considérer comme une variante du cas classique des cordes
vibrantes pincées, mais où les extrémités de la corde deviennent mobiles
dès que t > 0 :

« Supposons que dans l’instant où la corde se met en mouvement, ses
deux extrémités deviennent tout-à-coup mobiles, de fixes qu’elles étoient
auparavant ». [D’Alembert 1768a, p. 180]

Peu perturbé par le faible réalisme de la situation, D’Alembert énonce
le résultat suivant :

« Il n’est pas moins certain qu’on aura y = �(x+t)
2

+ �(x�t)
2

, par la condition

que dy
dt

soit = 0 lorsque t = 0, quelle que soit x & que la seule condition qu’il
y ait à remplir, c’est que y = 0 lorsque x & t = 0 ; ce qui a lieu en effet dans
l’équation qu’on vient de donner, puisque x = 0 donne �(x) ou y = 0, lorsque
t = 0 ». [D’Alembert 1768a, p. 180–181]

Sa méprise dans ce passage est significative à plus d’un égard. Quoique
privé de certaines de ses équations complémentaires, il pense effective-
ment encore disposer d’une solution parfaitement déterminée :

y =
�(x + t)

2
+

�(x� t)

2
:

Qu’en est-il en réalité ? Puisqu’il ne détaille pas les calculs en cet endroit,
nous les mènerons ici à sa place en les modernisant. Ses équations complé-
mentaires sont désormais :

8>><>>:
y(0; 0) = 0; y(a; 0) = 0;

y(x; 0) = �(x) sur [0; a];
dy
dt (x; 0) = 0:
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En injectant cette dernière relation dans la solution générale 18 y =
'(x+t)+�(x�t)

2 de l’équation d2y
dx2 = d2y

dt2
, il vient 19

'0(x) = �0(x);

ce qui entraı̂ne, après intégration,

'(x) = �(x) + k;

avec k constante arbitraire, et permet donc d’écrire, en incluant k dans les
fonctions arbitraires :

y =
'(x + t) + '(x� t)

2
:

Or, sitôt cette expression obtenue, il apparaı̂t immédiatement que ' =

� et la solution devient

y =
�(x + t)

2
+

�(x� t)

2
:

Toutefois, cette expression ne représente pas pour autant une solution dé-

terminée du problème gouverné par l’équation d2y
dx2 = d2y

dt2
. La fonction �

n’est en effet connue et déterminée que sur l’intervalle [0; a], sa périodi-
cité et son imparité étant perdues du fait de la mobilité des extrémités de
la corde.

Quelles sont donc, dans ce cadre, les raisons poussant D’Alembert à sou-
tenir la détermination de sa « solution » ? Observons le passage suivant :

« Si dans cette équation y = �(x+t)
2

+ �(x�t)
2

, on se permettoit de faire chan-
ger de forme aux fonctions �(x+ t) & �(x� t), le problême auroit une infinité
de solutions possibles. Car en continuant la courbe initiale (dont l’équation est
y = �x) par-delà les deux points extrêmes, & lui donnant telle forme qu’on
voudroit, sans s’assujettir à l’équation y = �x, on satisferoit toujours à l’équa-
tion y = �(x + t) + �(x� t), dans laquelle �x changeroit de forme à volonté,
au-delà des deux extrémités de la corde ; cependant il est évident par la nature
de la question que le problême ne peut avoir qu’une solution, & que la posi-
tion initiale de tous les points étant donnée, le mouvement de tous ces points
est déterminé & unique ». [D’Alembert 1768a, p. 181]

18 Dans ce qui suit, nous distinguons �, l’allure initiale de la corde sur [0; a], et ',
l’une des deux fonctions arbitraires (avec �) apparaissant dans l’intégration de l’EDP
d2y

dx2 = d2y

dt2
. À l’issue des calculs, ' sera identifiée à �.

19 Les fonctions '0 et �0 représentent les dérivées des fonctions ' et �.
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Pour resituer cet extrait, précisons que l’objectif de D’Alembert dans
cette variante du problème des cordes vibrantes est de prouver rigoureu-
sement qu’il est indispensable que � ne change pas d’expression sur son
ensemble de définition, qu’elle vérifie, autrement dit, un postulat que
nous nommerons désormais permanence de la forme. Signalons ici que, bien
que cette idée ne soit pas partagée par Euler, elle est loin d’être incongrue
par rapport aux habitudes de l’époque dans le traitement des problèmes
physico-mathématiques.

Pour parvenir à ses fins, D’Alembert affirme que, pour des raisons in-
tuitives liées à son appréhension physique du phénomène, le problème
tel qu’il l’a posé doit avoir une solution déterminée, c’est-à-dire unique 20.
Dès lors, pour rendre compte mathématiquement de cette unicité, il ex-
plique qu’il faut nécessairement interdire à la fonction � de changer d’ex-
pression, sinon celle-ci peut prendre n’importe quelle valeur en dehors de
l’intervalle [0; a]. En somme, son raisonnement est le suivant : � étant dé-
terminée sur [0; a], elle doit l’être également partout puisqu’il y a perma-
nence de la forme. Ce n’est donc qu’au prix de l’introduction d’un postu-
lat arbitraire qu’il récupère une solution déterminée. Bien entendu, il ne
prétend pas que la fonction � reste impaire et 2a-périodique, et ce n’est
évidemment pas le cas. Erroné d’un point de vue moderne du fait de la
permanence de la forme, le raisonnement du savant n’en reste pas moins
scrupuleusement cohérent.

Au-delà de cet aspect, ce problème présente l’intérêt de montrer que les
termes de conditions initiales et conditions aux limites ne sont pas adaptés
à ce que fait D’Alembert, ce dernier n’ayant pas une idée claire du nombre
de conditions nécessaires mathématiquement. C’est l’une des raisons pour
lesquelles il nous paraı̂t justifié de parler d’équations complémentaires,
plutôt que de conditions initiales et de conditions aux limites. Cette ques-
tion du dénombrement des conditions nécessaires, qui suscitera des inter-
rogations dès la fin du xviii

e (Laplace, Monge), restera longtemps un pro-
blème délicat car la réponse dépend de la structure de l’EDP, de son ordre
et du nombre de variables.

20 L’unicité à laquelle nous faisons ici référence, celle de D’Alembert, ne doit pas
être confondue avec la notion moderne. Nous reviendrons précisément sur cette
question dans la partie 2.3 (voir p. 96).
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À cela s’ajoute un argument tiré de notre étude préliminaire de la dé-
marche de D’Alembert (1.2). Nous avions pu constater qu’il commence
par étudier l’EDP, prise seule (phase « d’intégration »), avant de confron-
ter ce qu’il obtient aux équations tirées des caractéristiques physiques
du problème, les équations complémentaires autrement dit. Au cours
de ce processus, il ne pose évidemment pas le problème tel que nous le
ferions aujourd’hui, mais semble considérer que l’EDP et les équations
complémentaires ont le même statut, comme dans un système ordinaire
d’équations. Ce dernier point nous conforte dans notre décision d’utiliser
le terme d’équation complémentaire à la place de ceux de conditions
initiales et conditions aux limites.

2.2. Les interactions entre l’EDP et les équations complémentaires

L’écoulement d’un fluide dans un vase ouvert en ses deux extrémités

Après avoir précisé le statut des équations complémentaires, intéressons-
nous au rapport qu’elles entretiennent avec l’EDP, ainsi qu’au rôle qu’elles
jouent dans le cadre de la recherche de solutions. Revenons, pour ce faire,
sur la question de l’écoulement des fluides. Comme nous le précisions
dans la première partie, D’Alembert pose explicitement deux équations
complémentaires :

� pdx � qdz jz=y= 0, traduisant la contiguı̈té de l’écoulement au ni-
veau des parois du vase,
� et p(x; z) jz=0= 0, découlant de la symétrie du vase par rapport à

son axe CD .
Ces deux équations sont naturellement à rapporter, comme nous l’avons
vu, à l’expression générale des composantes horizontale et verticale de la
vitesse (résultant de l’« intégration » du système d’EDP du 1er ordre) :8<:p(x; z) = �(x+

p
�1z)+�(x�

p
�1z)

2 ;

q(x; z) = �(x+
p
�1z)��(x�

p
�1z)

2
p
�1

:

Vis-à-vis de la seconde équation complémentaire, D’Alembert propose le
raisonnement suivant dans le Mémoire 4 de ses Opuscules :

« Lorsque z = 0, on a �(x + z
p
�1) + �(x� z

p
�1) = 0 ; donc �x = ��x ;

donc �(x� z
p
�1) = ��(x� z

p
�1) ». [D’Alembert 1761b, p. 140]
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Partant de p(x; z) jz=0= 0, et sachant que p = �(x+
p
�1z)+�(x�

p
�1z)

2 , il
parvient autrement dit à la relation fonctionnelle

�(x�
p
�1z) = ��(x +

p
�1z) jz=0;

c’est-à-dire �(x) = ��(x).
La seconde déduction, qui le conduit à

�(x�
p
�1z) = ��(x�

p
�1z);

pose cependant plus de problèmes. Elle nous incite à faire deux re-
marques.

1o. Ce raisonnement revient tout d’abord à passer d’une relation fonc-
tionnelle valable sur le champ des nombres réels à son équivalent sur le
champ des nombres complexes. Il sous-entend l’hypothèse, courante à
cette époque, selon laquelle les fonctions � et � peuvent être réduites
sous formes de séries polynomiales ou trigonométriques à coefficients
réels 21.

2o. D’autre part, dans le passage de �(x) = ��(x) à

�(x�
p
�1z) = ��(x�

p
�1z);

D’Alembert étend mathématiquement une propriété locale, initialement
définie pour z = 0, à l’ensemble des particules de fluide (x; z) s’écoulant
dans le vase. Ce raisonnement pourrait n’avoir mérité aucun commentaire
si le savant avait physiquement traduit la propriété de symétrie du vase, en
remarquant qu’au-delà de l’annulation de la composante verticale de la
vitesse sur l’axe, la symétrie implique également les relations �p(x;�z) =

p(x; z) et q(x;�z) = q(x; z) en tout point de l’écoulement.
La déduction proposée n’a donc rien à voir avec la traduction d’une

propriété physique de l’écoulement. Elle consiste au contraire en une
manipulation exclusivement mathématique de l’équation complémen-
taire de départ, �(x +

p
�1z) + �(x �

p
�1z) = 0, laquelle le conduit à

�(x�
p
�1z) = ��(x�

p
�1z), ou 22 �(v) = ��(v).

21 D’Alembert s’interroge cependant longuement sur la légitimité d’un tel raison-
nement, en particulier dans le Mémoire 25 [D’Alembert 1768a] et, de façon plus
ponctuelle, dans le Mémoire 33 § III [D’Alembert 1768e, p. 108] de ses Opuscules :
voir [Jouve 2007].
22 Rappelons que u = x +

p
�1z et v = x�

p
�1z .
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Cette relation �(v) = ��(v), D’Alembert la rapporte ensuite à la pre-
mière des deux équations complémentaires pdx� qdz jz=y= 0.

Sachant que l’expression �(u)du+�(v)dv
2 de la différentielle pdx�qdz pour

z = y correspond à l’équation des parois du vase

�(u)du + �(v)dv = 0;

avec u = x+
p
�1y et v = x�

p
�1y , l’injection de la relation �(v) = ��(v)

lui permet d’obtenir

�(u)du��(v)dv = 0;

soit encore, après intégration :

(1) �(u)� �(v) = M;

M et � désignant respectivement une constante réelle arbitraire et une pri-
mitive de la fonction �.

D’Alembert parvient ainsi à la forme générale de l’équation des
contours AE et BF du vase 23. Cette équation �(u) � �(v) = M , ou
�(x +

p
�1y) � �(x �

p
�1y) = M , correspond manifestement, dans

son idée, à une expression analytique compatible avec les deux équa-
tions complémentaires associées au système d’EDP. Elle pose par ailleurs
un problème des plus difficiles : la détermination de la fonction � des
variables x et y , l’équation y(x) des contours du vase étant supposée
connue. Voici comment D’Alembert y répond dans le Mémoire 4 :

« le Problême ne pourra être résolu, toutes les fois qu’on ne pourra donner
à l’équation de la courbe BMF [désignant la paroi du vase] la forme �u� �v =

M ». [D’Alembert 1761b, p. 140]

Afin d’illustrer son propos, il propose l’exemple d’un vase dont la paroi
BMF répondrait à l’équation x + y = a, avec a constante :

« Pour faire sentir un exemple très-simple de la vérité de ce que nous avon-
çons, soit, par exemple, x + y = a, l’équation de la courbe BMF , qui sera pour

23 En remontant à la phase d’« intégration » du système d’EDP et en opérant de nou-
velles combinaisons linéaires des différentielles complètes pdz + qdx et pdx � qdz (qui
le conduiront elles-mêmes à de nouveaux changements de variables), il montrera par
ailleurs, dans le § II du Mémoire 33 [D’Alembert 1768e, p. 101–103], que cette même
équation possède de nombreuses variantes.
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lors une ligne droite au portion de ligne droite [...] ; on aura en substituant pour
x & y leurs valeurs u+v

2
& u�v

2
p
�1

l’équation

= u
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1

2
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1

2
p
�1

�
+ v

�
1

2
�

1

2
p
�1

�
= a;

qui ne peut être réduite à cette forme �u � �v = M , puisqu’il faudroit qu’on
eût

u

�
1

2
+

1

2
p
�1

�
+ v

�
�1

2
�

1

2

p
�1

�
= a ». [D’Alembert 1761b, p. 140–141]

Dans ce cas de figure, le problème ne possédera donc pas de solution
parce que l’équation x + y = a ne peut se mettre sous la forme �(x +
p
�1y)��(x�

p
�1y) = M : elle ne répond pas, autrement dit, à la condi-

tion découlant des restrictions imposées par la prise en compte des équa-
tions complémentaires.

L’équation �(u) � �(v) = M conditionne donc la possibilité de ré-
soudre le problème 24. Il ne s’agit pas ici d’une exigence liée à la perma-
nence de la forme, comme dans le problème des cordes vibrantes, mais
d’une nécessaire compatibilité entre l’équation y(x) de la paroi du vase,
considérée comme une donnée du problème, et la forme �(u) � �(v) =

M que requiert la prise en compte de l’EDP et des deux équations com-
plémentaires. Ces deux équations complémentaires, mathématiquement
réunies en une expression analytique de la paroi, rentrent ainsi en conflit
avec le système d’EDP du 1er ordre auxquelles elles sont initialement ad-
jointes. C’est là une conclusion dont le savant ne déroge pas dans ses écrits
ultérieurs. Citons pour preuve un passage extrait du Mémoire 31 de ses
Opuscules :

« on ne peut trouver la loi du mouvement du fluide au premier instant, à
moins que le vase ne soit assujetti à une figure telle qu’elle a été déterminée
dans le Mémoire [4] ». [D’Alembert 1768d, p. 47]

24 La possibilité de résoudre renvoie, dans les travaux de D’Alembert, à la notion d’exis-
tence d’une solution, tout du moins telle que ce dernier la conçoit. Nous reviendrons
précisément là-dessus dans la partie 2.3, p. 96.
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Cette conclusion n’est d’ailleurs pas spécifique à ces deux équations
complémentaires. Dans la suite du Mémoire 4, le géomètre ajoute en
effet :

« Il faut que cette nouvelle équation de [la surface supérieure du fluide] s’ac-
corde avec celle qui a été trouvée précédemment [...]. Si elles sont différentes,
& si l’une ne peut être réduite à l’autre, c’est une marque que la solution ana-
lytique du Problême est impossible.

Ce n’est pas tout ; ce que nous avons dit de la surface supérieure, doit avoir
lieu de même pour la surface inférieure ; nouvelles conditions qui limitent en-
core davantage la solution du Problême [...]

On voit par-là qu’il y a bien peu de cas où l’on puisse trouver analytique-
ment & rigoureusement le mouvement d’un fluide dans un vase ». [D’Alembert
1761b, p. 145]

D’Alembert s’intéresse ici, en termes modernes, aux deux surfaces
libres du fluide AB et EF (voir la fig. 3). Il évoque les équations com-
plémentaires relatives au comportement de l’écoulement au niveau de
ses frontières supérieure et inférieure, nouvelles équations dont il pense
qu’elles restreindront encore ses chances de pouvoir résoudre la question.

Ce que nous venons d’exposer pour les parois et, plus synthétiquement,
pour les deux surfaces libres, s’applique également à ce que D’Alembert
nomme les « filets » du fluide, c’est-à-dire ce que nous appellerions aujour-
d’hui les lignes de courant de l’écoulement (ces filets répondent à l’équation
générale dz

P (t;x;z) = dx
Q(t;x;z) , c’est-à-dire q(x;z)

p(x;z) = dx
dz compte tenu de l’opéra-

tion de séparation des variables Q = �q et P = �p). Comme il le remarque
dans le Mémoire 4 [D’Alembert 1761b, p. 141–142], D’Alembert dispose
en effet, pour chacun de ces filets, d’une équation p(x; z)dx� q(x; z)dz = 0

similaire à celle décrivant les contours du vase et définie par une certaine
valeur du rapport q(x;z)

p(x;z) . Compte tenu de la méthode de « résolution »

précédemment exposée, l’équation �(u)� �(v) = M pour z 6= y (c’est-à-
dire à l’intérieur du vase) forme par conséquent l’expression analytique
générale des filets du fluide, chacun d’eux étant caractérisé par une cer-
taine valeur de la constante d’intégration M , devenue un paramètre. Si
la question de la détermination de la fonction � acquiert ainsi un degré
supérieur de complexité, la conclusion de D’Alembert, pour ce qui est de
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la possibilité de parvenir à une solution, n’en demeure pas moins parfai-
tement identique : c’est ce dont témoignent les recherches qu’il dédie à
ce problème dans le Mémoire 33 [D’Alembert 1768e] et le Mémoire 57
§ VII [D’Alembert 1780b, p. 125–134] de ses Opuscules, ainsi que dans
le cadre d’une discussion épistolaire avec Lagrange dont ils rendront
respectivement compte dans les mémoires « Extrait de différentes lettres
de M. D’Alembert à M. de La Grange écrites pendant les années 1764 &
1765 » [D’Alembert 1766] et « Solution de différents Problèmes de calcul
intégral » [Lagrange 1766] 25. Pour que le problème puisse être résolu,
il faut selon lui s’assurer, pour chaque valeur de M , de la compatibilité
entre l’équation �(u) � �(v) = M obtenue à partir du système d’EDP
et des équations complémentaires associées, et l’équation y(x), supposée
connue, des parois du vase à l’intérieur duquel s’opère l’écoulement.
Cette compatibilité se traduit mathématiquement, dans son esprit, en
terme de résolution du système à deux variables et un paramètre formé
par ces deux équations.

Notons enfin, avant de revenir à la question des cordes vibrantes,
qu’une autre idée semble émerger de cette étude de sa démarche de
résolution pour le problème de l’écoulement des fluides : D’Alembert
n’envisage pas de solution autre qu’analytique, non pas, en termes mo-
dernes, dans le sens de la théorie des fonctions analytiques, mais dans le
sens d’une expression fonctionnelle explicite. Il s’agit là d’un élément
caractéristique de sa façon d’appréhender le concept de solution sur
lequel nous ne manquerons pas de revenir.

La polémique entre D’Alembert et Euler sur les cordes vibrantes

Nous avons précédemment mentionné, sans trop entrer dans le détail,
le rejet des « sauts de courbure » par D’Alembert et le lien que cette exi-
gence entretenait avec le postulat de permanence de la forme. Revenons
à présent sur le cas classique d’une corde pincée, c’est-à-dire fixée en ses
deux extrémités, écartée de son état de repos, puis lâchée avec une vitesse

25 Pour un exposé de ces recherches, voir [Truesdell 1955, p. LXXXV-XC] et [Guil-
baud 2007].
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nulle à l’instant t = 0. La résolution proposée [D’Alembert 1749b, p. 230–
231] ; [D’Alembert 1761a, p. 2–7] conduisait à la solution y = �(x + t) +

�(x�t). La fonction �, impaire et 2a-périodique du fait de la fixité des ex-
trémités, se voyait entièrement déterminée par l’allure initiale de la corde
et correspondait à l’équation complémentaire y(0; x) = 2�(x), pour x

dans [0; a].
De l’avis du savant, la possibilité de résoudre le problème dépend, à ce

stade, des propriétés de « régularité » de cette fonction �. Cette question
constitue le cœur d’une célèbre polémique avec Euler, dont il nous faut à
présent dire quelques mots. Dans un mémoire inédit de 1755, pièce pré-
paratoire au Mémoire 1 des Opuscules, D’Alembert résume la querelle en
ces termes :

« Nous différons en ce que M. Euler tire de cette équation [y = �(x + t) +

�(x� t)] une construction qu’il prétend s’appliquer à toutes sortes de courbes,
au lieu que j’ay prétendu que cette équation ne pouvoit s’appliquer qu’à cer-
taines courbes, et que dans les autres cas la solution analytique et rigoureuse du
problême étoit impossible ». [D’Alembert 1755, f. 4]

D’Alembert consacre effectivement un passage important du Mé-
moire 1 [D’Alembert 1761a, p. 17–29] à démontrer que les fonctions �

impaires, 2a-périodiques (définies sur ] � 1;+1[) et présentant des
« sauts de courbure », doivent être exclues de l’ensemble des solutions
admissibles. Il décrit ainsi les fonctions qui pourront être tolérées :

« Ainsi la construction de M. Euler n’a pas lieu, toutes les fois que la courbure
de la courbe AMB fait un saut en quelque point M , ou qu’elle n’est pas nulle,
tant en A, qu’en B . Aucun de ces deux inconvéniens n’a lieu dans ma solution ;
car lorsque les courbes AMB [...], B�a, Amb &c. sont assujetties à une même loi,
1o. la courbe AMB n’a point de sauts dans sa courbure, puisque tous ses points
sont assujettis à une même équation ; 2o. la courbure en A & en B est nulle,
puisque la similitude des parties AMB , B�a, Amb &c. donne à la courbe (sup-
posée continue) un point d’infléxion en A & un en B , ensorte que la courbure
est nulle en ces deux points ». [D’Alembert 1761a, p. 28]

Plus précisément, il nous faut ici distinguer deux étapes.

1o. Dans un premier temps, D’Alembert montre que la courbe initiale �

prolongée, c’est-à-dire rendue impaire et 2a-périodique, ne doit pas faire



94 A. GUILBAUD & G. JOUVE

de « sauts de courbure ». Les raisons invoquées pour étayer ce critère sont
de trois natures :

– analytique : les différentielles secondes en x intervenant dans

l’équation régissant le phénomène, d2y
dx2 = d2y

dt2
, ne peuvent être

calculées pour les points présentant un « saut de courbure » ;
– physique : la détermination de la force accélératrice, liée à cette

différentielle seconde, présente la même difficulté ;
– métaphysique : quoiqu’elle ne soit pas générale, la loi de conti-

nuité, selon laquelle « la nature de la force accélératrice est de croı̂tre
ou de décroı̂tre par degrés insensibles, & non brusquement & par
sauts » [D’Alembert 1761a, p. 23–24], doit cependant s’appliquer
dans ce cas.

2o. Dans un second temps, D’Alembert s’attache à prouver que cette
absence de « sauts de courbure » équivaut au fait que la fonction � pro-
longée soit « assujettie à une même loi » [D’Alembert 1761a, p. 29–36] ;
qu’elle conserve, autrement dit, la même expression sur l’ensemble des
réels. C’est l’idée de permanence de la forme que nous avons déjà évo-
quée.

Dans le cas où la fonction � ne répondrait pas aux exigences requises,
D’Alembert affirme, dès 1750, qu’une telle situation « surpasse les forces
de l’analyse connües » [D’Alembert 1752a, p. 358] ; [D’Alembert 1761a,
p. 38]. D’un point de vue moderne, on peut trouver raisonnable d’exiger
l’absence de sauts de courbure, car cela correspond à la notion de solution
exacte ou stricte. En revanche, son équivalence avec la permanence de la
forme est évidemment fausse car on peut raccorder des fonctions d’expres-
sions différentes de telle sorte que leur dérivée seconde soit continue, et
donc ne fasse pas de sauts.

Comme nous l’avions constaté sur la question de l’écoulement des
fluides, nous retrouvons ici l’existence de « conflits » entre les équations
complémentaires et l’EDP, ou l’expression générale qui en découle à l’is-
sue de la phase « d’intégration ». Cela constitue la spécificité de l’approche
de D’Alembert par rapport à ses contemporains. Ces conflits peuvent être
liés aux sauts de courbure de la fonction représentant l’allure initiale de
la corde, ou au fait que celle-ci viole un postulat en partie extérieur à
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l’analyse : la permanence de la forme. Dans le premier cas, on peut juger
le point de vue de D’Alembert pertinent, et dans le second cas, il est très
discutable.

Il n’en reste pas moins que cet état de fait le conduit à un certain pessi-
misme quant à sa capacité de venir à bout des deux problèmes évoqués.

Dans la question de l’écoulement des fluides, nous avons vu que le
problème, selon D’Alembert, ne peut être résolu si les rapports qu’en-
tretiennent l’EDP et ses équations complémentaires ne permettent pas
d’aboutir à une solution analytique. Quoique cette dernière notion coı̈n-
cide avec la nôtre, nous savons néanmoins aujourd’hui que la résolution
explicite de ce genre de problèmes représente un cas de figure assez rare :
les mathématiciens sont, le plus souvent, contraints de recourir à une réso-
lution approchée du problème via l’application de méthodes numériques
adéquates. Il n’y a donc rien d’étonnant à ce que la démarche du savant,
fondée sur la recherche de solutions explicites, ne le mène à un système
d’EDP et d’équations complémentaires analytiquement « intordable ».

Dans le problème des cordes vibrantes, l’idée de D’Alembert selon la-
quelle la généralité d’une solution dépend de sa compatibilité avec diffé-
rents types d’équations complémentaires, n’a également rien d’aberrant
d’un point de vue moderne. Cependant, les problèmes d’irrégularité aux-
quels D’Alembert se trouve confronté le poussent à conclure à l’impossi-
bilité de « résoudre ». Dans de semblables situations, les mathématiciens
envisageraient aujourd’hui la recherche de solutions moins régulières, ou
solutions faibles, via la définition de nouveaux espaces fonctionnels dotés
de conditions de régularité adéquates.

Aussi, ces deux démarches s’avèrent nécessairement infructueuses
parce que le cadre mathématique conceptuel dans lequel D’Alembert se
débat et la nature même des problèmes abordés ne lui permettent pas, en
l’état, d’obtenir des « solutions » telles qu’il en conçoit les contours dans
son œuvre. Elles n’en recèlent pas moins un grand nombre d’idées inno-
vantes : l’étude des rapports à l’EDP et les équations complémentaires, le
passage dans le champ des nombres complexes en hydrodynamique, ou
encore ses réflexions sur la « régularité » admissible d’une solution.



96 A. GUILBAUD & G. JOUVE

2.3. Caractérisation de la démarche de D’Alembert

Unicité de la solution

Nous avons précédemment évoqué (2.1) le cas d’une corde vibrante
dont on lâche les deux extrémités à t = 0, cas de figure abordé par
D’Alembert dans le Mémoire 25 de ses Opuscules [D’Alembert 1768a,
p. 180–184]. Persuadé que ce problème devait avoir une solution détermi-
née, il l’avait utilisé pour justifier le postulat selon lequel une fonction ne
doit pas changer d’expression sur ce qu’on appellerait aujourd’hui son
ensemble de définition. Il s’exprimait alors en ces termes :

« cependant il est évident par la nature de la question que le problême ne
peut avoir qu’une solution, & que la position initiale de tous les points étant
donnée, le mouvement de tous ces points est déterminé & unique. » [D’Alem-
bert 1768a, p. 181]

Cette phrase, emblématique du point de vue de l’auteur, nous permet
de clarifier la notion d’unicité de la solution chez D’Alembert. Il déduit le
caractère « unique » d’une solution grâce à deux types d’arguments :

– la constatation qu’un phénomène physique précis se produit,
– ses intuitions quant aux facteurs déterminant ce phénomène, ou,

en d’autres termes, ce qui fait qu’un phénomène se produit plutôt
qu’un autre.

Le premier argument pourrait être qualifié d’empirique, si les pro-
blèmes envisagés par D’Alembert ne correspondaient pas le plus souvent,
comme ici, à des situations théoriques sans vérification expérimentale pos-
sible. Le second relève d’intuitions plus ou moins pertinentes concernant
les équations complémentaires, leur nombre et leur nature. Fondamenta-
lement, l’unicité de la solution émerge donc d’une forme de déterminisme
physique implicitement associée à la nature physico-mathématique de ses
recherches.

Existence ou possibilité de déterminer la solution

La situation est semblable pour ce qui concerne la notion d’existence.
Le rôle des considérations physiques est prépondérant : le simple fait,
selon lui, qu’un phénomène ait lieu garantit l’existence d’une solu-
tion. On ne rencontre d’ailleurs pas de polémiques entre D’Alembert et
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ses contemporains autour du concept moderne équivalent. De plus, et
contrairement aux mathématiciens actuels, il ne s’intéresse pas à l’exis-
tence abstraite d’une solution, mais plutôt à la possibilité de résoudre, notion
que nous allons maintenant tenter d’éclaircir.

D’Alembert a conscience qu’une solution peut exister, sans qu’il dispose
pour autant des outils mathématiques lui permettant de l’expliciter. Dans
ses mémoires sur les cordes vibrantes, il répète en effet régulièrement à
partir de 1750 :

« dans plusieurs cas le Probleme ne pourra être resolu, & surpassera les forces
de l’analyse connue. » [D’Alembert 1761a, p. 38]

Essayons donc de comprendre ce que le savant entend par possibilité de ré-
soudre. Voyons cela sur deux citations extraites de ses recherches sur l’écou-
lement des fluides :

« Le vase doit avoir une certaine figure pour que le mouvement du fluide
puisse être représenté par une formule analytique. » [D’Alembert 1768d, p. 42]

« Pour pouvoir déterminer analytiquement le mouvement d’un fluide dans
un vase, il faut que la figure de ce vase soit assujettie à une certaine équation,
dépendante de la forme de 'x, forme qui dépend elle-même de la condition
'(b + u)� '(b� u) = 0. » [D’Alembert 1768e, p. 96–97]

On remarque que D’Alembert y emploie les termes de « formule ana-
lytique » et de « détermination analytique », lesquels correspondent à la
notion moderne de solution analytique, ou explicite, que l’on peut, au-
trement dit, exprimer à l’aide de fonctions usuelles 26. Les méthodes qu’il
propose visent donc uniquement à l’obtention d’une formule ou d’une
équation, seules formes sous lesquelles la « solution » puisse exister selon
lui.

En somme, la possibilité de résoudre peut revêtir deux sens, qui ne
s’excluent pas mutuellement et ne sont pas nécessairement distingués par
D’Alembert :

26 Rappelons qu’une solution analytique s’exprime explicitement à l’aide de fonc-
tions usuelles. Le terme analytique n’a pas le même sens ici que lorsque l’on parle
d’une fonction analytique, qui se développe localement en une série entière conver-
gente.



98 A. GUILBAUD & G. JOUVE

– la capacité à « résoudre » avec les outils mis à disposition par l’Ana-
lyse du moment,
– la possibilité d’expliciter la « solution » à l’aide de fonctions que

l’on dirait aujourd’hui usuelles.
Il y aura donc impossibilité de résoudre lorsque :

– l’Analyse s’avère incompétente en l’état présent. C’est l’argument
invoqué par le savant lorsqu’il se trouve confronté à des problèmes
du type de ceux évoqués en 2.2, qu’il s’agisse de problèmes d’irré-
gularité des équations complémentaires, ou d’incompatibilité de ces
équations avec l’EDP ;
– il n’existe pas de solution pouvant être exprimée à l’aide de fonc-

tions usuelles et l’Analyse est définitivement incompétente. Le cas
d’une courbe tracée arbitrairement pousse ainsi le savant à conclure :

« Donc si la courbe initiale est tracée au hasard, & n’a point d’equation, [...]
la solution ne pourra avoir lieu ». [D’Alembert 1768a, p. 198]

Bien que D’Alembert ne s’intéresse pas à l’existence d’une solution,
qu’il ne serait pas apte à déterminer, précisons cependant qu’il n’hésite
pas à envisager des stratégies alternatives lorsque la sienne se trouve mise
en défaut. Confronté à certaines situations délicates dans le problème des
cordes vibrantes, il explique ainsi, dès 1747, qu’il « n’y a donc point autre
chose à faire, que de chercher le mouvement de la corde, en la regardant
comme composée d’un grand nombre de points, unis ensemble par des
fils extensibles » [D’Alembert 1749b, p. 246].

Il applique cette stratégie pour quelques cas simples, mais ce sera sur-
tout Lagrange qui en fera usage dans ses « Recherches sur la nature, et la
propagation du son » [Lagrange 1759]. Dans la polémique sur la notion
de fonction des années 1750, ce dernier poursuivra d’ailleurs l’objectif de
conforter, du moins dans un premier temps, le point de vue d’Euler contre
celui de D’Alembert.

Synthèse et mise en perspective

La démarche dalembertienne est donc simultanément marquée par un
attachement profond aux expressions formelles des fonctions, au détri-
ment notamment de leur représentation géométrique, ainsi que par une
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très forte imbrication entre l’Analyse et les considérations émanant de la
physique. Le premier de ces deux aspects conduit D’Alembert à nourrir
un certain pessimisme quant aux moyens lui permettant de venir à bout
des problèmes abordés. Et la réunion de ces deux aspects constitue la spé-
cificité de son approche. Bien qu’elle soit parfois sous-estimée par certains
historiens et qu’elle puisse paraı̂tre incongrue à un regard moderne, cette
démarche ne restera pas sans répercussions. Avant de nous pencher sur
un exemple particulier de celles-ci, nous pouvons dresser un panorama
général de la postérité des différents aspects de son approche.

Tout d’abord, l’imbrication entre mathématiques et physique telle que
la concevait D’Alembert laissera la place à une plus nette distinction, par
ses successeurs directs, entre l’étape de traitement physique du problème
et la phase mathématique d’étude de l’équation. Néanmoins, il serait hâtif
de conclure que ces aspects resteront à jamais disjoints. Si nous nous pen-
chons par exemple sur le rôle du déterminisme physique dans l’approche
moderne, nous observons que son lien avec la notion d’unicité dans l’ap-
proche de D’Alembert n’est pas aberrant. Cependant, ce lien prend au-
jourd’hui une toute autre forme car il faut distinguer deux niveaux dans la
démarche actuelle : le choix d’un modèle dont la mise en équation garan-
tit a priori l’existence et l’unicité d’une solution, et la preuve de cette uni-
cité à l’aide de théorèmes mathématiques. Le déterminisme physique in-
tervient donc en amont de la phase de résolution. Il n’est pas directement
responsable de l’unicité comme chez D’Alembert. En somme, les considé-
rations physiques ne font plus ingérence dans les lois de l’Analyse de nos
jours.

Concernant l’existence et l’unicité, les concepts dalembertiens ne
sont bien sûr pas équivalents aux nôtres, même si on peut les considérer
comme des versions embryonnaires. Il faut ajouter que, bien que les ma-
thématiciens disposent de théorèmes d’existence et d’unicité dès le début
du xix

e siècle, leur démarche générale s’articulera encore très souvent
en trois phases 27, à l’instar du schéma de la fig. 5 décrivant la façon de
faire de D’Alembert. Chacune de ces étapes pourra en revanche faire

27 Particulièrement pour des problèmes se résolvant explicitement comme celui des
cordes vibrantes.
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appel à des outils différents émanant de l’algèbre ou de la géométrie. Ce
n’est que plus tard que les théorèmes prendront tout leur intérêt avec
l’apparition de méthodes de résolution approchée rendant indispensable
la connaissance a priori de l’existence et l’unicité de la solution.

Pour ce qui est des préoccupations présentes chez D’Alembert concer-
nant la régularité des équations complémentaires, il faudra attendre
Riemann [Riemann 1898] 28 et, plus tard, des théories comme celle des
distributions, pour que la difficulté soit prise en compte et trouve des
réponses. Néanmoins, cette question est intimement liée à celle concer-
nant la notion même de fonction. Elle entraı̂nera d’ailleurs un débat sur
le sujet entre les principaux géomètres contemporains de D’Alembert.
Cette polémique, sur laquelle nous proposons à présent de nous pencher,
constitue une répercussion de l’approche du suivant au-delà de la seule
question des EDP.

3. IMPACT SUR LE DÉBAT CONCERNANT LE CONCEPT DE FONCTION

Comme nous l’avons vu, l’un des aspects importants de la démarche
de D’Alembert, la possibilité de résoudre, dépend de la nature des fonctions
arbitraires intervenant dans les données du problème, c’est-à-dire dans
les équations complémentaires. L’enjeu crucial du débat sur la nature des
fonctions arbitraires apparaı̂t ainsi clairement. Ses conclusions éventuelles
sont cruciales pour la validité des solutions des problèmes faisant appel
à des EDP, comme notamment celui des cordes vibrantes et de l’écoule-
ment des fluides. En l’occurrence, il est déterminant de savoir si l’on doit
accepter ou rejeter les fonctions changeant d’expression.

Certains des aspects et des protagonistes de ce débat, tels qu’Euler
et Lagrange, ont déjà été abordés par A. Youschkevitch [Youschkevitch
1981] et J. Dhombres [Dhombres 2004]. Comme nous nous intéressons
aux recherches plus tardives de D’Alembert, nous nous concentrerons
pour notre part sur la période allant du début des années 1760 à sa mort

28 Le mémoire intitulé « Sur la propagation d’ondes atmosphériques planes ayant
une amplitude de vibration finie » auquel nous faisons allusion est initialement publié
en allemand dans les Mémoires de l’Académie royale des Sciences de Göttingen, t. VIII, 1860.
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en 1783, puis nous analyserons chronologiquement les réflexions de
D’Alembert dans ce domaine et leurs répercussions.

3.1. Origines de la position de D’Alembert et premiers doutes

La défense de la permanence de la forme

Les premières interrogations de D’Alembert sur la nature des fonc-
tions arbitraires apparaissent au sein de ses recherches sur le problème
des cordes vibrantes [D’Alembert 1752a ; 1761a ; 1768a]. Nous avons déjà
fait observer que sa position, dans ce contexte, consiste à affirmer que,
pour pouvoir intervenir dans la solution du problème, une fonction don-
née ne doit pas faire de « sauts de courbure ». Cela implique, selon lui,
qu’elle ne doit pas changer d’expression sur ce qu’on appellerait aujour-
d’hui son ensemble de définition. Au passage, il nous faut dès maintenant
apporter des précisions indispensables pour la suite quant à l’emploi des
termes continu et discontinu par D’Alembert et ses contemporains, ces
mots n’ayant pas le même sens qu’aujourd’hui. Comme l’explique très
justement A. Youschkevitch :

« continuité signifie invariabilité, immuabilité de la loi de l’équation déter-
minant la fonction sur tout le domaine des valeurs de la variable, alors que la
discontinuité d’une fonction signifie un changement de la loi analytique, l’exis-
tence de lois différentes sur deux intervalles ou plus de son domaine. » [Yousch-
kevitch 1981, p. 42]

En somme, la continuité des savants du xviii
e correspond à ce que nous

avons appelé permanence de la forme. Deux motifs poussent donc D’Alembert
à exiger la continuité des fonctions :

1o. Il observe tout d’abord, exemples à l’appui, qu’un changement
d’expression d’une fonction génère souvent une difficulté dans la déter-
mination de ses dérivées première et seconde 29. Constatant les difficultés
liées aux changements d’expression, D’Alembert tire ainsi la conclusion
suivante : toute fonction changeant d’expression doit être rejetée. On
interpréterait aujourd’hui cette affirmation comme une généralisation

29 Précisons toutefois qu’en termes modernes, les situations envisagées corres-
pondent à des problèmes d’existence de la dérivée plutôt qu’à des problèmes de dis-
continuité.
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hâtive d’observations faites sur une série de cas particuliers. Soulignons
toutefois qu’il est l’un des seuls à s’intéresser à ce type de problème local,
avec, par ailleurs, des intuitions assez intéressantes du point de vue de
l’histoire de la notion mathématique de continuité.

2o. L’autre motif relève de ce que D’Alembert estime être les fonde-
ments de l’Analyse, comme en témoigne cet extrait du Mémoire 1 des
Opuscules :

« J’ajoute qu’il est contre toutes les règles de l’analyse, de faire ainsi changer
de forme, suivant le besoin qu’on croit en avoir, à l’intégrale d’une équation
différentielle ». [D’Alembert 1761a, p. 32]

La crainte sous-jacente est que l’infraction à ces règles conduise à mul-
tiplier le nombre de solutions, là où le bon sens impose qu’il n’y en ait
qu’une, ainsi que nous l’avons vu en 2.2. D’Alembert considère également
que certaines de ces nouvelles solutions seraient des lois parfaitement ar-
bitraires, les changements d’expression n’étant pas contrôlables.

Cependant, contrairement au préjugé répandu par certains de ses
pairs 30, et malgré le nombre de pages écrites pour en défendre le bien-
fondé, cette position de D’Alembert n’est pas figée dans le temps. Exa-
minons donc ce qui nous semble correspondre, à partir de 1768, à la
première étape d’une évolution de son point de vue sur la question.

La question de la propagation du son

En 1747, D’Alembert notait que l’équation des cordes vibrantes, d2y
dx2 =

d2y
dt2

, pouvait également représenter les vibrations longitudinales d’une co-
lonne d’air et donc correspondre à l’équation de la propagation du son :

30 Dans son Introduction à l’étude de l’astronomie physique, Jacques-Antoine-Joseph Cou-
sin écrit en effet : « C’est encore M. Euler qui a dit le premier que rien ne devoit limi-
ter la généralité des fonctions arbitraires qui entrent dans les intégrales completes des
équations aux différences partielles ; qu’on y devoit comprendre les fonctions irrégu-
lieres et discontinues. M. d’Alembert a combattu cette idée tant qu’il a vécu ; il n’a
jamais voulu reconnoître toute l’étendue des solutions qu’il avoit données lui-même
dans ses Réflexions sur la cause des vents, dans son Mémoire sur les Cordes vibrantes, et dans
l’Essai d’une nouvelle théorie sur la résistance des fluides » [Cousin 1787, Discours prélimi-
naire, p. xv].
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« Si on supposoit que la corde fit des vibrations longitudinales de C vers A,
au lieu de les faire perpendiculairement à sa longueur, alors imaginant que y

fut l’espace décrit par un point quelconque, on auroit la même équation que
ci-dessus [...] entre y & s. Par là on pourroit calculer la vitesse du son d’une ma-
niére beaucoup plus génerale, qu’on ne l’a fait jusqu’ici ». [D’Alembert 1749b,
p. 248]

Après que Lagrange [Lagrange 1759] s’est intéressé au problème,
D’Alembert va mettre en pratique cette remarque dans le Mémoire 34 § II
de ses Opuscules, intitulé « Sur la vitesse du son » [D’Alembert 1768f]. Dé-
signant par y(x; t) l’excursion longitudinale de la particule d’abscisse x à
l’instant t, il reprend l’expression issue de « l’intégration » de l’équation 31

d2y
dt2

= k2 d2y
dx2 :

y = �(x + kt) + 	(x� kt);

et dispose, dans ce nouveau cadre d’étude, de l’équation complémentaire :

y(x; 0) = 0:

La confrontation de ces deux relations le conduit dès lors aux équations :

y = �(x + kt)��(x� kt)

et
dy

dt
= k�(x + kt) + k�(x� kt);

dans laquelle � désigne la dérivée de la fonction �. La vitesse initiale de
chaque particule d’abscisse x se trouve ainsi décrite par la fonction 2k�(x),
ce qui n’est pas sans lui poser de difficultés. Ce résultat doit effectivement
s’accorder avec son appréhension physique du phénomène de propaga-
tion sonore, considéré comme une transmission d’oscillations entre parti-
cules d’air successives. Puisqu’une impulsion doit être donnée à une petite
portion de la colonne d’air afin d’initier les vibrations, la fonction � pré-
sentera nécessairement le profil de la fig. 6 32 (nous parlerions aujourd’hui
d’une fonction à support compact).

Il s’en justifie ainsi :

31 Pour des raisons de lisibilité, nous prenons la liberté de poser k = 2a�
�

, � et a dési-
gnant respectivement la hauteur de la ligne d’air et l’espace parcouru dans le temps �.
32 Il s’agit d’une reproduction de la fig. 27 de l’imprimé d’origine [D’Alembert
1768f].
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Figure 6. Profil de la fonction � à l’instant t = 0.

« Cela posé, soit A le point de l’air qui a été mis en mouvement par le corps
sonore, & supposons que l’agitation s’étende dans le premier instant jusqu’en
B & C ; la courbe BDC , des vı̂tesses initiales, sera telle que faisant AP = x, Pm =
dy
dt

, on aura PM = 2�x ; ensorte que �(x) sera = 0, si x > +AC ou > �AB . »

[D’Alembert 1768f, p. 140]

Cette condition sur � le contraint toutefois à faire face à une situation
délicate, résumée en ces termes :

« En premier lieu, les mêmes difficultés que nous avons exposées ailleurs &
dont il paroı̂t qu’on a reconnu la solidité, prouvent que la courbe qui représente
les vı̂tesses initiales, doit être telle que toutes ses branches soient assujetties à une
même équation, & liées par la loi de continuité. Or c’est ce qui n’a point lieu
ici ; car l’équation u = 2�x, est telle que quand x > AC ou < �AB , u est = 0 ;
or il n’y a point de fonction algébrique qui puisse représenter cette condition ».
[D’Alembert 1768f, p. 141]

C’est là une difficulté dont D’Alembert ne parvient pas à se défaire. Au
terme du mémoire, il conclut ainsi sur une note passablement défaitiste :

« On voit donc qu’en faisant même les suppositions les plus favorables au
calcul, il ne paroı̂t pas possible de réduire à des formules analytiques exactes les
loix du mouvement des particules de l’air, ni par conséquent de rendre raison
par ces formules de la propagation du son, telle que l’expérience nous l’a fait
connoı̂tre ». [D’Alembert 1768f, p. 144–145]

Pour résumer, les restrictions raisonnables que lui imposait la perma-
nence de la forme dans le problème des cordes vibrantes deviennent ici
exorbitantes, parce qu’elles excluent les seules fonctions que le bon sens
physique aurait toléré. D’Alembert en est ainsi réduit à renoncer momen-
tanément à traiter le problème du son par le moyen de l’Analyse. Si cet état
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de fait l’incite à un certain pessimisme, il motive également de nouvelles
réflexions, plus tardives, dont nous allons aborder la teneur.

Mais avant cela, il nous faut signaler une intervention notable de
Condorcet dans ce débat. Dès la décennie 1760, ce dernier noue une
relation étroite avec D’Alembert. Les deux savants effectuent d’ailleurs
ensemble un voyage à Ferney et dans le Sud de la France du 16 septembre
au 20 novembre 1770 afin de rendre visite à Voltaire [Lagrange 1882,
p. 182–189] ; [Chouillet & Crépel 1994]. Dans les mois suivant leur retour
à Paris, Condorcet présente deux écrits sur les EDP, parus dans les Mémoires
de l’Académie royale des sciences pour les années 1770 et 1771 [Condorcet
1773 ; 1774]. Ces deux pièces s’inscrivent dans la lignée des recherches de
Fontaine sur le calcul intégral et du Mémoire 26 des Opuscules mathéma-
tiques [D’Alembert 1768b], car Condorcet y considère l’EDP comme un
objet d’étude mathématique, indépendamment de toute considération
physique.

Cependant, dans sa seconde pièce datée de 1771, Condorcet consacre
notamment une section à la question de la continuité des fonctions arbi-
traires [Condorcet 1774, p. 69–72], en faisant allusion à la polémique ayant
impliqué D’Alembert. Quoique moins abouties que les travaux que son
aı̂né produira quelques années plus tard, ses recherches insistent toute-
fois sur la nécessité d’un bon « raccord » entre des fonctions non soumises
au critère de permanence de la forme. Il présente ainsi deux exemples de
fonctions polynomiales par morceaux, dont il ajuste les coefficients afin
que les valeurs des dérivées premières et seconde coı̈ncident aux points
de changement d’expression. Il parvient, dans ce cadre, à une conclusion
qui ne laisse guère de doutes sur le fond de sa pensée :

« On voit qu’il suffiroit ici que cette courbe fût composée de lignes qui
courbes ou droites, se touchent, c’est-à-dire qu’elle fût continue quant à sa
description & non quant à son équation analytique ». [Condorcet 1774, p. 71]

Même si notre sujet n’est pas ici de déterminer lequel des deux savants
a influencé l’autre, cette phrase de Condorcet doit être mise en relation
avec la position qui sera celle de D’Alembert sur la fin de sa vie et dont
nous allons parler maintenant.
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3.2. L’évolution du point de vue de D’Alembert

Les dernières réflexions de D’Alembert sur la nature des fonctions ar-
bitraires révèlent effectivement une nette évolution de sa position sur le
sujet. Le Mémoire 58 § VI de ses Opuscules, intitulé « Sur les fonctions dis-
continues » [D’Alembert 1780c], permet de s’en faire une première idée.

Dans cet écrit, D’Alembert envisage l’EDP dz
dx + adz

dy = 0 et l’expression
issue de son intégration, �(ax � y), dans laquelle la fonction � change
d’expression pour une certaine valeur 33 c vérifiant : ax � y = c. 	 & �

représentant respectivement les expressions de la dérivée première de �

avant et après c, il remarque à l’article 9 :

« Au reste, il y a des cas où la fonction, quoique discontinue, satisfait à l’équa-

tion
h
dz
dx

+ adz
dy

= 0
i

. Par exemple, si lorsque z = [c], les quantités 	 & � étoient

égales, alors la discontinuité de la fonction �(ax � y) ne l’empêcheroit pas de
satisfaire à l’équation différentielle proposée ». [D’Alembert 1780c, p. 306]

Plus loin dans le mémoire [D’Alembert 1780c, p. 307], ce critère se
trouve même généralisé au cas des fonctions arbitraires intervenant dans
les EDP d’ordre n : les valeurs de leur différentielle à tout ordre, jusqu’à
n, doivent selon lui coı̈ncider aux points de changement d’expression.

Dans le tome IX de ses Opuscules, un imposant ensemble de manuscrits
inédits, non publiés de son vivant, D’Alembert livre deux mémoires dans
lesquels les réflexions précédentes sont appliquées aux problèmes des
cordes vibrantes et de la propagation du son [D’Alembert 1781a ;b]. Dans
le Mémoire 59 § VII, intitulé « Sur les cordes vibrantes », il donne ainsi
l’exemple d’une fonction « discontinue » polynomiale par morceaux so-
lution du problème [D’Alembert 1781b, f. 275]. Dans le Mémoire 59 § VI,
« Sur la vı̂tesse du son et à cette occasion sur l’usage des fonctions discon-
tinues dans la solution de ce problème et des problèmes semblables », il
reformule le critère évoqué ci-dessus, portant sur les fonctions « disconti-
nues » admissibles dans la résolution d’une EDP d’ordre n [D’Alembert
1781a, f. 105]. Grâce à ces nouvelles fonctions, il obtient ainsi des solutions

33 Pour des raisons de lisibilité, nous modifions ici les notations originales de
D’Alembert.
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au problème, ceci lui permettant d’achever ses recherches sur la propaga-
tion du son sur une note plus optimiste qu’en 1768 [D’Alembert 1768f].
Précisons d’ailleurs que cette évolution de pensée sur le sujet se retrouve
également dans quelques-uns de ses textes les plus tardifs consacrés aux
questions de l’équilibre, du mouvement et de la résistance des fluides.
Dans deux des trois appendices portant sur le Mémoire 57 § VII [D’Alem-
bert 1780b, p. 372–374], D’Alembert envisage des écoulements dans des
vases dont la paroi s’exprime à l’aide d’une fonction changeant d’expres-
sion. Il se lance également dans une réécriture des EDP gouvernant les
écoulements. Dans le Mémoire 56 § I [D’Alembert 1780a, p. 9–16], ainsi
que dans le Mémoire 59 § VII [D’Alembert 1781b, f. 308–313] 34, il envi-
sage cette fois-ci des fonctions « discontinues » dans le cadre du problème
de l’équilibre des fluides, en supposant le fluide partagé en deux par une
cloison solide d’épaisseur nulle détruite à l’instant initial.

Ces derniers travaux font donc état d’une considérable évolution de son
approche vis-à-vis de la notion de fonction. Mais, ce n’est pas pour autant
un ralliement à la position défendue par Euler, car D’Alembert continue
à exiger l’absence de sauts de courbure, même s’il a renoncé à la perma-
nence de la forme. La combinaison de ces deux aspects fait que son point
de vue est assez proche de la notion moderne de fonctions de classe C 2 .

Ce changement de position de D’Alembert reste ignoré par la plupart
des historiens versés dans la discipline. Youschkevitch [Youschkevitch
1975] ; [Youschkevitch 1981, p. 50] l’avait certes remarqué, mais il en a
minimisé à tort la portée en omettant que le savant maintient son op-
position aux sauts de courbure. De plus, il faut ajouter qu’un géomètre
éminent de la génération suivante, Laplace, échangeait encore en 1782
avec D’Alembert à propos des fonctions et des cordes vibrantes, comme en
témoigne la lettre qu’il lui adresse le 10 mars [Laplace 1912, p. 351–354].
Dans son « Mémoire sur les suites », il développe d’ailleurs un point vue
similaire à la position tardive de son aı̂né, en déclarant que :

34 Bien que cet écrit soit principalement dédié à la poursuite de ses recherches sur
le problème des cordes vibrantes, D’Alembert consacre cependant quelques pages à
la question de la « discontinuité » des fonctions dans le cas de l’équilibre des fluides.
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« la loi de continuité ne paroı̂t nécessaire ni dans les fonctions arbitraires des
intégrales des équations aux différences partielles infiniment petites, ni dans les
constructions géométriques qui représentent ces intégrales ; il faut seulement
observer que si l’équation différentielle est de l’ordre n, & que l’on nomme u

sa variable principale, x & t étant les deux autres variables, il ne doit point y

avoir de saut entre deux valeurs consécutives de
�

�n�ru
�xs�tn�r�s

�
». [Laplace 1782,

p. 300]

En dépit de tenaces préjugés, l’œuvre tardive de D’Alembert présente
donc un intérêt indéniable. Ses dernières recherches continuent d’être
pertinentes et influentes à de nombreux points de vue.

Cette étude partielle du débat sur la nature des fonctions arbi-
traires nous a finalement permis de montrer comment la démarche
de D’Alembert vis-à-vis des EDP, fortement ancrée dans un cadre physico-
mathématique, a pu avoir des répercussions en dehors du seul calcul aux
différences partielles. La polémique en question va d’ailleurs se pour-
suivre après sa mort. À ce propos, nous renvoyons le lecteur à l’étude de
H. Burkhardt où ce dernier donne un aperçu des travaux sur le sujet de
Lagrange, Laplace, Arbogast, Monge et quelques autres, des années 1780
jusqu’au début du xix

e siècle [Burkhardt 1908, p. 43–47].

Dans la seconde phase de sa production scientifique, D’Alembert de-
vient un personnage important pour une nouvelle génération de savants.
Il entretient notamment une étroite relation avec Condorcet, une corres-
pondance active avec Lagrange et se trouve au centre d’un univers d’une
dizaine de géomètres de renom, dont Monge et Laplace. Nous aurions pu
aborder, dans un registre un peu différent mais concernant toujours les
EDP, l’influence du Mémoire 26 de ses Opuscules [D’Alembert 1768b] sur
ce cercle de savants dans les années 1770. Parallèlement aux recherches
d’Euler en la matière dans le 3e volume de ses Institutions du calcul intégral
[Euler 1770] et à celles de Lagrange dans le tome II des Mélanges de Tu-
rin [Lagrange 1762], ce mémoire amorce un tournant vers une étude ma-
thématique de l’objet EDP, indépendante de toute considération d’ordre
physique. Il s’agit d’une autre facette de la contribution de D’Alembert
dont nous tenions également à souligner l’importance 35. Dans la droite

35 Voir [Jouve 2008].
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ligne de cet écrit, Laplace et Lagrange, à l’instar de Condorcet dont nous
avons évoqué les mémoires [Condorcet 1773 ; 1774], s’attaquent à l’inté-
gration des EDP et dégagent des méthodes et des résultats remarquables.
Monge, quant à lui, opte pour une approche plus géométrique [Monge
1776a ;b], celle-ci lui permettant d’être moins soucieux que ses contempo-
rains des changements de forme algébrique. Signalons enfin que Condor-
cet, Monge et Laplace sont les auteurs des premières tentatives de dénom-
brement des fonctions arbitraires.
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D’Alembert (Jean Le Rond)
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des sciences de Turin pour les années 1762–1765, III (1766), p. 381–396.

[1767] Sur les tautochrones, HAB (1765), 1767, p. 381–413.
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thématiques et de Physique présentés à l’Académie Royale des Sciences, par di-
vers Savans & lus dans ses Assemblées, VII (1773), 1776, p. 267–300.
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d’histoire des mathématiques, 1981, p. 7–68.
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Inventaire des équations aux dérivées partielles dans l’œuvre de D’Alembert

Remarque : Concernant la localisation des EDP dans les traités, mémoires ou manus-
crits cités dans cet inventaire, l’absence d’un numéro de paragraphe, d’article ou de
page indique que l’EDP apparaît dans l’ensemble de l’écrit concerné. Notons égale-
ment que les EDP apparaissant dans le Supplément à l’Encyclopédie [Sup. Panck.] appa-
raissent aussi dans l’Encyclopédie méthodique. Mathématique [Encycl. Meth.].

EDP Traité, mémoire ou
manuscrit

Type (en termes mo-
dernes)

Problème du fil pesant

d2y

dt2
= dy

ds
� (l � s) d

2y

ds2
, ou

dp
dt

= q� (l� s) dq
ds

avec dy = pdt+ qds

[1743, art. 110]
[1758, art. 133]

Linéaires à coeffi-
cients non constants

Équation représentant la vibration d’une corde uniformément pesante suspen-
due par l’une de ces extrémités. Il s’agit d’une généralisation du problème du
pendule composé : la corde est composée d’une infinité de masses infinitésimales
reliées entre elles par des fils de longueur infinitésimale.
y, s, l, et t représentent respectivement l’ordonnée verticale de la corde, l’abscisse
curviligne, la longueur totale de la corde, et le temps écoulé depuis le commen-
cement du mouvement.
Dans la 1re édition du Traité de dynamique [1743], D’Alembert se contente d’éta-
blir l’équation (c’est d’ailleurs la 1re de ses EDP). Il s’attache à sa résolution dans
la 2e édition [1758].

Réflexions sur la cause générale des vents(
d�
du

= d�
ds

� d�
du

= � d�
ds

+ �(u; s)

où �(u; s) = dA(u;s)
ds

�
d�(u;s)
du

[1747, art. 87] Linéaire à coeffi-
cients constants

Les inconnues sont les fonctions � et �, �(u; s) étant fixée. Le présent système peut
être écrit sous la forme d’une unique EDP :

�
d2z

du2
� �

d2z

ds2
= �(u; s):

(
d�
du

= d�
ds

� d�
ds

+ p d�
ds

= 
 d�
du

+ m d�
du

+ �(u; s)
[1747, art. 89] Linéaire à coeffi-

cients constants
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Mêmes inconnues, et même donnée �(u; s) qu’à la ligne précédente. Le système
se ramène dans ce cas à l’EDP :

�
d2z

du2
+ (m� p)

d2z

duds
� �

d2z

ds2
+ �(u; s) = 0:

De nombreuses autres EDP apparaissent dans cet ouvrage [1747]. Nous n’en don-
nons pas ici la liste exhaustive, ces équations constituant des cas particuliers des
deux EDP présentées ci-contre.

d2q

ds2
+ b d

2q

dt2
+ e dq

dt
+ a + TS + T 0S0 = 0 [1780d, § XII, art.

51]
Linéaire à coeffi-
cients constants

L’inconnue est q(s; t). b, e, a sont des constantes, et T , S, T 0, S0 des fonctions don-
nées de t et de s.

Cordes vibrantes et propagation du son

d2y

dt2
= d2y

dx2
ou
1
c2

d2y

dt2
= d2y

dx2

[1749a]
[1749b]
[1752a]
[1755] (ms)
[1770]
[1761a]
[1768a]
[1768f]
[1781a] (ms)
[1781b] (ms)
[Sup. Panck., tome I,
art. « Cordes (vibra-
tion des) »]

Equation des ondes.
Linéaire à coeffi-
cients constants,
hyperbolique

Équation initialement présentée comme étant celle des cordes vibrantes, et utili-
sée dans les Opuscules mathématiques pour représenter la propagation du son dans
un tube. y(x; t) représente l’ordonnée du point sur la corde ou l’amplitude des
vibrations à l’abscisse x et à l’instant t. D’Alembert pratique une résolution expli-
cite dans les deux cas.

d2y

dt2
= 1

X(x)
d2y

dx2 [1761a, art. III] Linéaire à coeffi-
cients non constants

Cordes vibrantes à épaisseur variable X(x). D’Alembert en propose une solution
sous forme de séries de fonctions.
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d2y

dt2
= � d2y

dx2
et
d2y

dt2
= � 1

X(x)
d2y

dx2

[1761a, art. IV] Linéaires
elliptiques.

Lame vibrante. La résolution est inspirée de celle de l’équation des ondes.

dny

dt2dxn�2 = dny
dxn

[1768a, 2e suppl.,
art. 19 et suiv.]

Linéaire à coeffi-
cients constants.

Équation déduite de l’équation des ondes.

d2y

dt2
= d2y

dx2 � R dy
dt

[1768a, 3e suppl.,
art. 3-6]

Linéaire à coeffi-
cients constants,
hyperbolique

Équation envisagée pour expliquer la cessation des vibrations (cette tentative sera
d’ailleurs un échec). D’Alembert en recherche les solutions sous la forme de série
de fonctions T (t) sin

�
k�x
a

�
.

d2y

dt2
= d2y

dx2 � 2�(x) [1768a, 3e suppl.,
art. 13 et suiv.]

Linéaire à coeffi-
cients constants,
hyperbolique

Équation envisagée pour expliquer la cessation des vibrations. Elle permet d’at-
teindre cet objectif selon D’Alembert, qui en recherche des solutions explicites.

Mouvement et résistance des fluides(
dp
dz

(x; z) = � dq
dx

(x; z)� p
z

dp
dx

(x; z) = dq
dz

(x; z)
[1752b] Linéaire à coeffi-

cients non constants

Système d’équations représentant l’écoulement potentiel (c’est-à-dire un écou-
lement dont la vitesse dérive d’un potentiel) stationnaire d’un fluide incompres-
sible animé d’une vitesse constante à l’infini autour d’un solide de révolution
immobile. p(x; z) et q(x; z) correspondent respectivement aux composantes axiale
(suivant x) et radiale (suivant z) de la vitesse.
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(
dp
dz

(x; z) = � dq
dx

(x; z)
dp
dx

(x; z) = dq
dz

(x; z)
[1752b]
[1761b]
[Encyc., art. « Hydro-
dynamique »]
[1768d]
[1768e]
[1780b, § VII, art.
14 ; appendice, p.
373]
[Sup. Panck., tome
II, art. « Hydrodyna-
mique »]

Linéaire à coeffi-
cients constants

Système d’équations représentant l’écoulement plan potentiel d’un fluide in-
compressible dans un vase ouvert en ses deux extrémités. Les fonctions p(x; z)

et q(x; z) résultent de la séparation des variables spatiales et temporelle au sein,
respectivement, des composantes horizontale (suivant z) et verticale (suivant x)
P (t; x; z) et Q(t; x; z) de la vitesse, de telle sorte que :(

P (t; x; z) = �(t)p(x; z);

Q(t; x; z) = �(t)q(x; z):8<:
dp
dz

(x; z) = � dq
dx

(x; z)
d
dz

�
q dq
dx

+ p dq
dz

�
= d

dx

�
q dp
dx

+ p dp
dz

� [1761b, art. XII-
XIII]

Non linéaire

Système d’équations représentant l’écoulement plan d’un fluide incompressible
soumis à un champs de force conservatif dans un vase ouvert en ses deux extrémi-
tés (le système d’équations précédent en constitue un cas particulier). Les fonc-
tions p(x; z) et q(x; z) ont la même signification que dans le cas précédent.

� d3!
dx3

d!
dz

+ d3!
dx2dz

d!
dx

+ d3!
dz3

d!
dx
�

d3!
dz2dx

d!
dz

= 0

[1761b, § XII] Non linéaire

Cette équation équivaut au système précédent. Elle fait intervenir ce que nous
appelons aujourd’hui la fonction courant !, découverte par D’Alembert dans ce
mémoire et définie par les deux relations p(x; z) = d!

dx
et q(x; z) = � d!

dz
.

d2!
dx2 + d2!

dz2
= 0 [1768d, § II, art. 6] Linéaire à coeffi-

cients constants

Équation d’annulation du Laplacien de la fonction courant ! relative à l’écoule-
ment plan potentiel d’un fluide incompressible dans un vase ouvert en ses deux
extrémités.
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Équilibre des fluides

dQ
dx

= dR
dy

ou
d(�Q)
dx

= d(�R)
dy

[1752b, art. 19, art.
161 et suiv.]
[1768c, art. 21-42]
[1780a]

Linéaire à coeffi-
cients constants.
Linéaire à coeffi-
cients non constants

Condition d’équilibre d’un fluide incompressible dans le cas de la 1re équation,
compressible de densité � dans le cas de la 2e, soumis à une force de composantes
R et Q suivant les directions x et y, respectivement. La 1re équation est découverte
par Clairaut dans Théorie de la figure de la terre, tirée des principes de l’hydrostatique,
Paris 1743. La 2e l’est par D’Alembert [1752b, art. 19 et 161].

dQ
dx
� dR

dy
+

RdQ
d�
�

QdR
d�

= 0 [1752b, art. 164]
[1780a, art. 34]

Linéaire à coeffi-
cients non constants

D’Alembert examine le problème de la figure de la Terre, en supposant cette
dernière comme étant composée d’un ensemble de couches concentriques (ap-
pelées « couches de niveau ») de fluide en équilibre. Cette EDP représente la
condition d’équilibre d’un fluide incompressible (� = cste), dans l’hypothèse où
toutes les couches possèdent la même densité �. Les composantes R et Q suivant
x et y (voir ligne supra) dépendent ici d’une troisième variable �, constante pour
chaque couche, mais variant d’une couche de fluide à une autre.

d�
dr
� KdN

dz
�

d(Mr�)
dr

= �d�
dz

[1768c, art. 14] Non linéaire

Cette EDP correspond à l’équation nécessaire pour l’équilibre des couches, repé-
rées en coordonnées cylindriques par le rayon r et l’angle z (la densité � est suppo-
sée constante dans chaque couche, mais variable d’une couche à une autre). Les
inconnues K, M , N et � correspondent à des fonctions de r et de z : elles forment
les expressions des composantes radiale et normale de la force s’appliquant sur
chaque élément de fluide.

d�
dr
� KdN

dz
�

d(Mr�)
dr

= d(��)
dz

+ d�
dz
�
d(KN)
dr

[1768c, art. 17] Non linéaire

Même équation que la ligne précédente, dans le cas où la densité � est également
supposée varier à l’intérieur de chaque couche de fluide.

dR
dy

+ �dR
dz

=
dQ
dx

+
!dQ
dz

avec dz = �dy + !dx

[1780a, art. 31] Linéaire à coeffi-
cients non constants

La situation est la même que deux lignes supra, si ce n’est que la troisième variable
z (équivalente à �) est ici supposée vérifier dz = �dy + !dx.
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Mémoires purement mathématiques

M d2q
dxdt

+ N d2q

dt2
+ R d2q

dx2 = 0 [1768b, art. 6] Linéaire à coeffi-
cients constants

Équation, d’inconnue q(x; t), rencontrée en tentant de rendre deux différen-
tielles complètes. Dans ce mémoire [1768b] dédié à l’étude des EDP sous un
angle exclusivement mathématique, D’Alembert expose essentiellement des mé-
thodes permettant de passer d’une forme différentielle complète à une EDP du
1er ordre.
Il n’y donne pas de solutions explicites, quoiqu’il s’intéresse ponctuellement à
l’existence de solutions et à leur nombre. Lorsqu’il amorce une résolution, c’est
par la méthode de séparation des variables.

d3q

dx3 + F d3q

dxdt2
+ G d3q

dx2dt
+ H d3q

dt3
= 0 [1768b, art. 7] Linéaire à coeffi-

cients constants

L’inconnue est q(x; t).

dq
dx

+ �(x; z) dq
dz

= 0

et
dq
dx

+ �(x; z) dq
dz

+ !(x; z) = 0

[1768b, art. 8, 18, et
21]

Linéaire à coeffi-
cients non constants

L’inconnue est q(x; t).

dq
dx

+ A dq
dt

+ Cq = 0 [1768b, art. 17] Linéaire à coeffi-
cients constants

Équation d’inconnue q(x; t), également envisagée avec des coefficients non
constants à l’art. 22.

d2q

dx2 + �(x; t) dq
dx

+ �(x; t) dq
dt

+

k(x; t) d
2q

dt2
+ �(x; t)q = 0

[1768b, art. 25 et
suiv.]

Linéaire, étude
de cas particuliers
dont coefficients
constants

Équation d’inconnue q(x; t). D’Alembert en aborde la résolution par la méthode
de séparation des variables. Il lui rajoute un second membre à partir de l’art. 30.

dz
dx

+ a dz
dy

= 0 [1780c] Equation d’advec-
tion. Linéaire à coef-
ficients constants
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Équation d’inconnue z(x; y). Ce mémoire [1780c] rassemble des réflexions sur les
fonctions « discontinues ».

Recherche de la courbe tautochrone

p� + dp
dx

+ u�dp
du

+ � = 0 [1767] Non linéaire

Nous ne faisons figurer que la principale EDP de ce mémoire. Les autres EDP en
découlent et restent du premier ordre. x représente la distance à parcourir, u la
vitesse et p la force accélératrice.
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