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SUR LE DEVELOPPEMENT SPECTRAL DE LA FORMULE
DES TRACES D’ARTHUR-SELBERG
SUR LES CORPS DE FONCTIONS

PAR NGO DAc TUAN

RESUME. — On établit le développement spectral de la formule des traces d’Arthur-
Selberg sur les corps de fonctions pour un groupe réductif connexe déployé sur un corps
fini en partant seulement du théoréme de décomposition spectrale de Langlands. Notre
preuve généralise la méthode de Lafforgue dans le cas des groupes linéaires GL(r).

ABsTRACT (On the fine spectral expansion of the Arthur-Selberg trace formula on
function fields)

In this paper, we give the fine spectral expansion of the Arthur-Selberg trace for-
mula on function fields for a split reductive group over a finite field. It is analogue to
the work of Arthur on number fields and extends the work of Lafforgue on function
fields for general linear groups.

Introduction

0.1. — Dans la théorie des formes automorphes, la formule des traces d’Arthur-
Selberg développée par Arthur joue un role trés important. Soit G un groupe
réductif connexe sur un corps de nombres F' dont I’anneau des adéles sera
noté A. Pour une fonction test convenable f, on s’intéresse a l'opérateur de
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convolution R(f) sur L?(G(F)\G(A)) qui admet un noyau K (z,y) défini sur
G(F)\G(A) x G(F)\G(A). En général, ce noyau n’est pas intégrable sur la
diagonale, la premiére étape dans les travaux d’Arthur consiste & modifier ce
noyau pour qu’il converge. Le noyau tronqué K7 qui dépend d’un paramétre de
troncatures T' admet une expression géométrique et une expression spectrale,
ce qui donne la premiére forme de la formule des traces - une égalité entre un
coté dit géométrique et Vautre coté dit spectral.

Puis, la deuxiéme étape consiste a raffiner ces expressions géométriques et
spectrales pour obtenir une nouvelle formule qui est plus explicite et plus facile
4 manipuler. Du c6té géométrique, il s’agit d’exprimer les termes en fonctions
des intégrales orbitales et des intégrales orbitales pondérées. Du coté spectral,
il s’agit d’écrire les termes en fonctions des traces pondérées. On obtient ainsi
une version fine de la formule des traces, mais elle est non-invariante.

Pour les applications, Arthur a aussi développé une version invariante puis
une version invariante stable de la formule des traces. On renvoie le lecteur
a larticle [5] pour une excellente introduction & la formule des traces sur les
corps de nombres.

0.2. — Désormais, on se place sur les corps de fonctions. Dans les travaux de
Drinfeld [9, 8] et Lafforgue [13] sur la correspondance de Langlands sur les corps
de fonctions pour les groupes linéaires GL(r), les auteurs ont besoin seulement
d’une version fine de la formule des traces non invariante pour GL(r). Si 'on
espére généraliser cette correspondance pour un groupe réductif quelconque G
en suivant la stratégie de Drinfeld et de Lafforgue, voir par exemple [10], il est
naturel de transposer sur les corps de fonctions la version fine de la formule des
traces d’Arthur-Selberg non invariante pour un tel groupe.

Dans ce texte, on se restreint au cas ou G est un groupe réductif connexe
déployé sur un corps fini Fy, ce qui permet de simplifier considérablement les
arguments. [’auteur présentera une preuve pour tous les groupes réductifs dans
un prochain travail [17].

Voici ’énoncé du théoréme principal de ce texte :

THEOREME. — Flizons un sous-groupe discret cocompact J de Ag(F)\Ag(A)
ot Ag est le centre de G. Soit f une fonction test convenable et p un paramétre
de troncatures convenable. Alors, la trace tronqué TrSP(f) s’écrit comme

Trgp(f) = Z Tr:fp’.,r)(f)

(P,m)
ot la somme parcourt ’ensemble des paires discrétes (P, m) avec 7 unitaire.
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De plus, pour une paire discréte (P,m) avec w unitaire, alors

1
Tr{ = Tr(M? W i) - dA
Yo (/) |Fixe(m)| ); . /ImAP (Mp 57, (5 f,A0)) - dAP,

ot M1’;777707A7r(.,f, Ao) est un opérateur tronqué sur lespace des fonctions
L*(Mp(F)Np(A)\G(A)/J, ).

L’énoncé est semblable & celui sur un corps de nombres dit & Arthur [2]. Par
contre, on donne ici une preuve différente qui est plus simple dans le cas des
corps de fonctions. Elle part seulement du théoréme de décomposition spec-
trale de Langlands, et est basée sur la théorie de Fourier appliquée & certaines
fonctions périodiques. Cette stratégie est due a Lafforgue [12, chapitre VI| qui
démontre le méme résultat pour les groupes linéaires GL(r).

0.3. Organisation de ce texte. — Les premiéres sections 1-7 contiennent des
rappels. Aprés avoir introduit les notations (section 1), on rappelle quelques
lemmes combinatoires de Langlands et d’Arthur (section 2), et un théoréme de
Behrend qui démontre l'existence et 'unicité de la réduction canonique d’un
G-fibré sur une courbe projective lisse X sur F, (section 3). Puis la section 4
introduit les paramétres de troncatures : ils généralisent la notion de polygone
canonique de Harder-Narasimhan des fibrés vectoriels, et se confondent avec
les troncatures d’Arthur. Les sections 5-7 ont pour objet d’énoncer le théoréme
de décomposition spectrale de Langlands, cf. théoréme 7.3, & partir des notions
de séries d’Eisenstein et d’opérateurs d’entrelacement de Langlands.

La section 8 donne des expressions spectrales du noyau considéré qui dépend
de deux variables, et définit la trace tronquée d’Arthur qui intégre ce noyau
sur la diagonale aprés troncature. La section 9 démontre 'intégrabilité de la
trace tronquée d’Arthur. Un principe simple dans les manipulations consiste a
regrouper les filtrations qui ont la méme réduction canonique lorsqu’on consi-
dére une somme indexée par toutes les filtrations d’un certain G-fibré. Il est
ainsi de nature combinatoire.

Les sections 10 et 11 démontrent le théoréme principal ci-dessus. On recourt
a4 la théorie de Fourier. L’idée est d’écrire I'intégrale sur la diagonale comme une
somme de coefficients de Fourier. Puis on utilise le théoréme de décomposition
spectrale de Langlands pour calculer les produits scalaires qui apparaissent
dans les expressions des coefficients de Fourier. Pour conclure, on n’a plus
qu’a calculer la transformée de Fourier des fonctions de troncature d’Arthur
(section 10), puis leur somme sur tous les éléments du groupe de Weyl. Enfin,
la notion de (G, M)-famille introduite par Arthur montre que ces sommes sur
les éléments du groupe de Weyl restent bien définies quand on passe & la limite
qui correspond & faire la somme de tous les coefficients de Fourier.
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1. Notations

1.1. — Dans ce texte, X sera une courbe projective lisse géométriquement
connexe sur un corps fini F,. Fixons une cléture algébrique £ de F,; et notons
X =X ®r, k.

On fixe aussi un groupe réductif connexe déployé G sur F,. Tous les groupes
algébriques considérés dans ce texte seront définis sur F,. Par définition, un
sous-groupe de Lévi de G sur Fy est un sous-groupe de Lévi défini sur [F; d’un
certain sous-groupe parabolique de G' qui lui-méme est défini sur Fj,.

On suit les terminologies d’Arthur [5, section 16]. Soit M un sous-groupe
de Lévi de G. On notera L(M) l'ensemble des sous-groupes de Lévi de G sur
F, contenant M, (M) Pensemble des sous-groupes paraboliques de G définis
sur F, contenant M, et P(M) ensemble des sous-groupes paraboliques de G
définis sur F, admettant M comme un sous-groupe de Lévi. Ces ensembles sont
finis, cf. [5, pages 91-92].

Comme G est déployé sur [Fy, on peut fixer un couple (My, Py) ot M est
un tore déployé maximal de G défini sur F,, et Py est un sous-groupe de Borel
de G défini sur F, contenant M. Par la suite, on utilisera £ (resp. P, F) a la
place de £(My) (resp. P(My), F(My)).

On désigne par Ag l'ensemble de racines simples de G, par W le groupe
de Weyl de G qui peut s’identifier & un sous-groupe de G(F'). Pour tout sous-
groupe parabolique P € F, on notera

(1.1.1) Wp =W N Mp.

On désigne par Py ’ensemble des sous-groupes paraboliques standard (défi-
nis sur Fy) de G, autrement dit ceux qui contiennent FPy. C’est un ensemble fini
qui est en bijection avec les sous-ensembles de A : G correspond a l’ensemble
vide, Py correspond & Ag.
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1.2. — Soit P € F. Il admet une décomposition canonique de Lévi P =
MpNp, avec Mp € L, cf. [5, pages 91-92]. On notera Ap le centre de Mp
et A’ le tore quotient déployé maximal de Mp. Le composé Ap — Mp — A,
est une isogénie. On a ainsi une fléche injective de groupes abéliens libres de
méme rang X.(Ap) — X, (A%). Suivant Arthur [5, section 5|, on pose

ap = X.(Ap) @z R = X,(Ap) @z R,
ap = X*(Ap) @z R = X" (Ap) @z R.
Soient P,Q € F avec P C Q. La fléche canonique Ag — Ap — Ap — A

induit une injection ag < ap, et une projection ap — aq telles que le composé
ag — ap —» ag soit I'identité sur ag. Ainsi on a une décomposition canonique

ap zanDEBaQ,

ol an, désigne le noyau de la projection ap — aq.

Par dualité, on dispose d’une injection ag, — ap, et d’une projection ap —
a;, telles que le composé ag, — ap — ag, soit I'identité sur ag). On a aussi une
décomposition canonique

ap = al* @ aj,

ol a?,* désigne le noyau de la projection ap — ag,. Les espaces vectoriels an;
et ag* sont duaux l'un de 'autre. On notera []?, et []o les projections de ap

(resp. a},) sur an, et ag, respectivement (resp. ag* et ap), respectivement).
1.3. — Soit P € F avec P = MpNp ou Mp € L. On note &p C ag* Cap
I’ensemble des caractéres non triviaux de Ap qui apparaissent dans la décom-
position de lalgébre de Lie g de G sous l'action de Ap, et II’}JS C ®p I’ensemble
des caractéres non triviaux de Ap qui apparaissent dans la décomposition de
I’algébre de Lie np de Np sous 'action de Ap.

Lorsque P = Py (resp. P € P), &y = Pp, (resp. Pp) est un systéme de
racine, & = <I>JISO (resp. 1) est un ordre sur ®, (resp. sur ®p). On notera A
(resp. Ap) ’ensemble des racines simples. Il est bien connu que Aq (resp. Ap)
forme une base de agg‘ (resp. a&*). Et 'ensemble des coracines simples

Ay ={a" | a € Ao} (resp. A} ={a" | @ € Ap})
forme une base de a (resp. af). On notera

/A\O:{wa | € Ag} (resp. sz{wa | @ € Ap})
I’ensemble des poids fondamentaux, et

AY = {w) | o€ Ag} (resp. AY = {w) | @ € Ap})

I’ensemble des copoids fondamentaux. Par dualité, /A\g (resp. /A\p) forme une
base de aﬁ: (resp. a8*), et AY (resp. A},) forme une base de ago (resp. a$).
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Soit P € F. Il contient un sous-groupe de Borel P; € P (1.1). On désigne par
AL le sous-ensemble de Ap, qui correspond a P (1.1). On sait que ®p n’est
pas toujours un systéme de racines. Suivant Arthur [5, section 5], on désigne
par Ap C <I>JIS I’ensemble des caractéres non triviaux qui sont les restrictions
a4 Ap des racines simples de Ap, — Aﬁl. Alors, Ap forme une base de ag*.
Par dualité, pour tout élément o« € Ap, il y a un élément oV € ag appelé
coracine simple, de telle sorte que AY = {a'}4ca, forme une base de a$.
Explicitement, si a« € Ap est la restriction de 8 € Ap, a Ap, alors aV est

I’image de la projection de B € aIGD1 dans aIGD.

Remarquons que Ap = {wq | @ € Ap, — AL} (zesp. AY = {w) | a €
Ap, — AL }) forme une seconde base de a@* duale & AY, (resp. de a§ duale
a Ap). On vérifie facilement que les bases ci-dessus Ap, A}, Ap et Z}é ne
dépendent pas du choix de P;.

Plus généralement, soient P,Q € F, avec P C Q. Fixons un sous-groupe de
Borel P, € P, avec P, C P. On va définir de la méme fagon des bases Ag, /A\jQ;
de a%*, et (AD)Y, (/A\ij)v de a%. Par définition, A% (resp. /A\g) est 'ensemble
des applications linéaires sur ag de ap obtenues en restreignant les éléments
de Agl — Agl (resp. Ap— /A\Q)

On sait que P N Mg est un sous-groupe parabolique standard de Mg par
rapport au sous-groupe parabolique minimal P; N Mg. Alors

—~

M M M N
aPQMQ = aP, apr?MQ = ag, (APF?MQ)V = (Ag)v, (APF?MQ)V = (Ag)v

1.4. — On note F' le corps de fonctions de X ; c’est un corps de fonctions sur
F,. Etant donnée une place finie z de F, on désignera F, le complété de F en
z, O, son anneau des entiers, x(x) son corps résiduel, et v, sa valuation. On
désigne par A l'anneau des adéles de F', et Oy = [], O, son ouvert compact
maximal.

On fixe une fois pour toutes un sous-groupe discret J de Ag(A) tel que
Papplication J — Ag(A) dogg ag soit injective et de conoyau compact. Ainsi
J est un sous-groupe discret cocompact de Ag(F)\Ag(A).

Pour toute place z de F, on notera K, = G(O,) ; c’est un sous-groupe com-
pact maximal, méme hyperspécial de G(F,). Puis on notera K =[], G(O;);
c’est un sous-groupe compact maximal de G(A) qui vérifie les conditions sui-
vantes :

i) (décomposition d’Iwasawa) G(A) = Py(A)K,
ii) pour tout sous-groupe parabolique standard P de G, on a ’égalité

P(A)NK = (M(A) N K)(N(A) N K),

et M(A) N K est encore un sous-groupe compact maximal de M (A).
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1.5. — Soient P,QQ € F. On définit l'ensemble des homomorphismes
Hom(P,Q) constitué des doubles classes w € Wp\W/Wq telles que
prw’l - MQ.

Si cMpo~! = Mg pour un certain o € Hom(P, Q), il I'est pour tout w €
Hom(P, Q). Dans ce cas, on dit que P et () sont associés, et on écrira W (P, Q)
au lieu de Hom(P, Q).

Soient P, @ € Py deux sous-groupes paraboliques standard associés. On voit
que W(P,Q) est 'ensemble des isomorphismes linéaires ap — ag qui sont
induits par un élément du groupe de Weyl W de G.

2. Lemmes combinatoires

2.1. — Soient P,Q € F avec P C @). On introduit deux fonctions caractéris-
tiques de ’espace vectoriel réel ag : 7’1(:—,2 la fonction caractéristique de I’ensemble

a?fL ={H e ag | (o, H) > 0 pour tout o € Ag},
et ?g la fonction caractéristique de I’ensemble
+a§ ={H € ag | (w, H) > 0 pour tout w € /A\g}

Les lemmes géométriques suivants sont dus & Langlands, voir par exemple
[11, lemme 3.1] et [1, lemma 6.3].

LEMME 2.2 (Langlands). — i) Soient P,Q,R € F, avec P C Q C R, et
soit H € alt. On suppose que (o, H) > 0 pour tout o € Ag, et (w,H) >0
pour tout w € /A\g Alors (v, H) > 0 pour tout w € /A\g.

En particulier, on a toujours ag+ - +a?,.
ii) Soient PR € F, avec P C R, et soit H € aIR;. Alors
> (~nimee B (HIP) -5 (HIE) = oF,
PCQCR

S (-ndimes 2E((H]D) 75 (H]E) = o8
PCQCR

Soient P, R € F avec P C R, et soient H,T € ak. On pose

rEE,T) = Y (-1imed 2(H]) - 78(H - T)).
PCQCR

Arthur a montré, [14, lemma 1.3] :
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LEMME 2.3 (Arthur). — Avec les notations ci-dessus, si T € ai™ C *ak, la
fonction H — TE(H,T) est la fonction caractéristique de ’ensemble

{H ecall | (, H) >0, (w,H) < (w,T) pour tous o € AR we Zg}
de af.

DEFINITION 2.4. — Soit p € a *, et soit p > 0 une constante. On dit que p
est p-régulier si (o, p) > p pour tout a € AIC;’IO.

LEMME 2.5. — Soit u > 0 une constante, et soit p € agj qui est p-régulier.
Soit Q un sous-groupe parabolique standard de G. Alors la fonction qui associe
a H e ag lexpression
dima§  ~G G G P
S (-1tmed AL (HIE ~ 1) - 1({ (o [HIE) > . Vo € ALY)
QCP
est la fonction caractéristique de ’ensemble H € ag qui vérifie les conditions
sutvantes :
i) (a, [H]g) > u pour tout o € Ag,
i) (w,[H]S) < (w,[plS) pour tout w € AG.

Démonstration. — On note g 'unique élément de aP qui vérifie (a,q) = p
pour tout a € A}Cio. Comme p est p-régulier, p — q € agj.
Alors

> (—nmer 2E(HE - 1F) - 1({(e [H]G) > u,Va € ADY)
QcP

= > (-0)HmeE A (H - q)f - [p— dIf) - 1({(er [H — q]§) > 0, Y € AT}
QCP

_ Z dlmap_?g([H_q]g_Lp_q]g)-Tg([H—Q]g).
QCP

La conclusion découle immédiatement du lemme 2.3. O

3. Réduction canonique des fibrés principaux

3.1. — Soit P € Py un sous-groupe parabolique standard, et soit £p un P-fibré
sur la courbe X. Par définition, le degré de Ep est I’élément p(Ep) € X, (Ap) C
ap tel que, pour tout ¥ € X*(A%),

(¢, p(Ep)) = deg Ep(¢)
ot Ep(¢) est le fibré inversible induit par Ep via le caractéere P — Mp —»
Ay 2 G
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DEFINITION 3.2 (Ramanathan). — Soit P un sous-groupe parabolique stan-
dard et soit Ep un P-fibré sur la courbe X. On dit que Ep est semistable si,
pour tout sous-groupe parabolique standard Q C P tel que |AS| =1, et pour
toute Q-réduction Eq de Ep, le degré p(Eq) de Eg vérifie

(aQ’p(EQ)) < 0

ot ag est l'unique élément de Ag.

Soit £ un G-fibré principal sur X, et soit £p une réduction de £ & un sous-
groupe parabolique standard P de G.

DEFINITION 3.3 (Ramanathan). — Cette réduction est dite canonique si les
deux conditions suivantes soient vérifiées :

i) Ep est semistable,
ii) le degré p(Ep) vu comme un élément de ap vérifie [p(Ep)]S € aGT.

Behrend [6] a montré :

THEOREME 3.4 (Behrend). — Soit £ un G-fibré principal sur X. Alors la ré-
duction canonique existe et elle est unique.

Ramanathan a démontré ce théoréme pour les courbes projectives lisses
connexes définies sur un corps algébriquement clos de caractéristique 0, puis ce
théoréme a été généralisé en caractéristique positive par Behrend [6].

Plus généralement, soit £ un G-fibré principal sur X, et soit £p une réduction
de &€ & un sous-groupe parabolique standard P de G. On notera £y, le M p-fibré
induit par Ep via la projection canonique P - P/Np = Mp.

Soit @@ un autre sous-groupe parabolique standard contenu dans P. Alors
Q@ N Mp est un sous-groupe parabolique standard de Mp par rapport a son
sous-groupe de Borel Py N Mp. Soit £g une Q-réduction de Ep, alors £o/Np
est une @ N Mp-réduction de Epr,. De plus, cette fleche induit une bijection
entre les Q-réductions de Ep et les Q N Mp-réductions de Eyr,. Compte tenu
du théoréme 3.4 appliqué a &y, , on obtient :

THEOREME 3.5 (Behrend). — Soit £ un G-fibré principal sur X, et soit Ep
une réduction de £ G un sous-groupe parabolique standard P de G. Alors il
existe une unique réduction Eg de Ep a un sous-groupe parabolique standard
Q C P qui vérifie les deux conditions suivantes :

i) &g est semistable,

ii) le degré p(Eq) vu comme un élément de ag vérifie [p(SQ)]g € ang.
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3.6. — Soit £ un G-fibré principal sur X, et soit £p une réduction de £ a
un sous-groupe parabolique standard P de G. Suivant Lafforgue [12, section
V.1.b], étant donnée une constante p > 0, on va définir la notion de p-réduction
canonique de Ep.

D’aprés le théoréme 3.5, il existe une unique réduction £g de £p & un sous-
groupe parabolique standard @ C P qui vérifie les deux conditions suivantes :

i) &g est semistable,

ii) le degré p(€q) vu comme un élément de aq vérifie [p(£q)]4, € ag+.

Il existe un unique sous-groupe parabolique standard Q*, avec @ C Q* C P
tel que

Agu ={ace AS (o, [p(gQ)]g) > p}

Avec ces notations, la py-réduction canonique de Ep est définie comme

(3.6.1) Eqn = Eg X9 QM.

4. Dictionnaire adeles-fibrés. Troncatures

4.1. — 1l est bien connu (voir par exemple [16, section 1]) qu’il y a une équiva-
lence de catégories entre la catégorie des G-fibrés £ sur X munis d’une triviali-
sation de la fibre générique et le double quotient G(F)\G(A)/K. Plus générale-
ment, soit P un sous-groupe parabolique standard de G, il y a une équivalence
entre la catégorie des G-fibrés £ sur X dont la fibre générique est triviale munis
d’une P-réduction £p et le double quotient P(F)\G(A)/K.

Soit P un sous-groupe parabolique standard de G. Soit ¢ € G(A); avec
les équivalences ci-dessus, on notera £9 le G-fibré correspondant sur X. Alors
Pensemble P(F)\G(F) est en bijection avec I’ensemble des P-réductions de £9,
cf. [7, théoréme 4.13 a)]. Soit § € P(F)\G(F'); on notera 82;‘7 la P-réduction
de &9 associée & 4.

4.2. — On fixe un élément p € ago qui jouera le réle du polygone de Harder-
Narasimhan.

DEFINITION 4.3. — Soit g € G(A) et soit £9 le G-fibré associé sur X. On note

&Y la réduction canonique de E9 & un certain sous-groupe parabolique canonique

P de G. On définit le polygone p9 € ago de g par le formule :

G
p? = [p(€P)]E,-
Et on dit que p? < p si (w,p?) < (w,p) pour tout @ € /A\go.
Le résultat suivant est di & Harder et Narasimhan, cf. [18, lemma 3.1].

PROPOSITION 4.4 (Harder-Narasimhan). — Le sous-ensemble de G(F)\G(A)/J
constitué des éléments g tels que p? < p est compact.
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DEFINITION 4.5. — Soit P un sous-groupe parabolique standard de G, et
sotent g € G(A), et § € P(F)\G(F). On définit p(;,g = p(é’i,g) et on dit que
S Y

pF >p p si[pPIE — [pIE € Taf.

On montre d’abord :

PROPOSITION 4.6. — Soit P un sous-groupe parabolique standard de G. Alors
pour tout élément p € ag+, et pour tout g € G(A), la somme

> 1Y >pp)

S5€P(F)\G(F)
est finie.

Démonstration. — 11 suffit de démontrer qu’étant donnés un élément p € ag+

et un G-fibré £ sur X, il existe seulement un nombre fini de P-réductions Ep
de &€ avec p(ép) >p p.

En utilisant [18, lemme A.2], on se raméne & prouver qu’étant donnés un
réel d, et un fibré vectoriel de rang fini £ sur X, il existe un nombre fini de
sous-fibrés inversibles £ de £ avec deg L > d. En effet, on sait que deg L est
majoré par une constante (qui ne dépend que de £). Il suffit donc de voir que,
pour un entier d donné, il existe un nombre fini de sous-fibrés inversibles £ de
& avec deg L = d. Cela découle du fait que I’ensemble des sous-fibrés inversibles
L de & avec deg L = d est représentable par un schéma quasi-projectif sur Fj.
La preuve est terminée. [

PROPOSITION 4.7. — Pour tout élément p € ag+ et pour tout g € G(A), on a
lidentité suivante :

(4.7.1) 1p' <p)= > (—1)dimaZ Y 1% >p ).

PeP, seP(F)\G(F)

Démonstration. — Fixons g € G(A). Compte tenu de la proposition 4.6, seule-
ment un nombre fini de termes dans la somme & droite est non nul. En parti-
culier, la somme est donc bien définie.

Lorsque P décrit Py, et § décrit P(F)\G(F), Efgg décrit toutes les réductions
paraboliques de £9. On va regrouper les termes a droite de I’expression (4.7.1)
suivant leurs réductions canoniques :

Z (_1)dimag Z 1(p(1539 >p p)

PePy SeP(F)\G(F)
=3 N (~n)dimeP L 1((£g x? P)* = £q) - 1(p(Eq X2 P) >p p).
Eq QCP
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Fixons une réduction parabolique £g de £9. Par définition (3.5) et (4.5),
ona

L(p(Eq x? P) >p p) = 75 ([p(€Q)I% — [PI%),
1((Eq x? P)™* = £q) = 74 ([P(£0)]5)-

Ainsi compte tenu du fait que [p] € aQ , le lemme 2.3 implique

3 (—1)Bmef L 1((Eg x@ P)* = £q) - 1(p(Eg x° P) >p p)
QcCpP

= > (-1 B ([p(EQ)IG) - 7E (P(EQ)IE — [PIF)

QCP
=1({(a, [P(£Q)]$) > 0, Vo € AG; (w, [p(EQ)I§) < (w, [pS), Vw € AZ}).

Si cette somme vaut 1, alors (a,[p(é’Q)]g) > 0 pour tout a € Ag. On
en déduit que &g est la réduction canonique de £9. Ainsi, si 'on note £p la
réduction canonique de £9, le somme du départ vaut

1{(@, [p(€p)IE) < (w,[P]2), Ve € AZY).

Compte tenu du fait que p € aP , donc (o, [p]5 ,) > 0 pour tout o € APO,
et du lemme 2.2, on obtient

1({(w, [p(EP)IS) < (w,[P]E), Vo € AE}) = 1(»? < p).

La preuve est donc terminée. O

4.8. Opérateur de troncature d’Arthur. Invariance locale. — On commence par
définir 'opérateur de troncature d’Arthur.

DEFINITION 4.9. — Soit p € ag;' ; on définit lopérateur de troncature d’Ar-
thur AP sur les fonctions localement constantes ¢ : G(F)\G(A) — C par la
formule

(4.9.1)

Wo)e) = S C0EmE S 16 e | p(ny39) drp.

PePy s5eP(F)\G(F) Np(F)\Np(A)

REMARQUE 4.10. — Pour tout g € G(A), il n’y a qu’un nombre fini de termes
non nuls dans cette somme (4.6). La somme est donc bien définie.

LEMME 4.11. — Soit K’ un sous-groupe ouvert de K = G(O). Alors il existe
une constante u > 0 qui ne dépend que de K' telle que :

Pour tout élément g € G(A), pour tout P € P dont réduction canonique
(resp. p-réduction canonique) de EY, est notée & %9 (resp. la 5' 1), avec Q,Q* €
P,QCQHCPetdec QF)\PF ) pourtoutREP cwecQ" CRCP,et
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pour toute fonction ¢ : G(A) — C invariante o droite par G(F), et 4 gauche
par K', on a

/ p(npdg) -dnp = / p(ngdg) - dng.
Np(F)\Np(A) Nr(F)\Nr(A)

Démonstration. — C’est une reformulation de [15, lemme 1.2.7]. O

PROPOSITION 4.12. — Pour tout sous-groupe ouvert K' de K = G(O), il
eziste une constante p > 0 telle que, pour tout point p € ag: qui est p-régulier
(2.4), et pour toute fonction ¢ : G(F)\G(A) — C invariante & droite par K’
et pour tout g € G(A), on ait :

(APp)(g9) = 1(p? < p) - 9(9)-

Démonstration. — Soit g € G(A); dans l'expression (4.9. 1) de (APp)(g), o
regroupe les termes suivant leurs réductions canoniques SQg (3.5) ainsi que

leurs p-réductions $ggu (3.6.1) pour obtenir
im [ é
=3 > D (nImEaEy <O P =£g)
QCQRMS€Q(F\G(F)QrCP

1(EY x9 P)* = £ x0 Q") - 1(p(EY x? P) >p p) /N S o(npdg) - dnp.

Si p est assez grande en fonction de Pouvert K’ de K, on a 'égalité (4.11)

p(npdg) -dnp = / p(ngudg) - dngu.

/NP(F)\NP(A) Nau(F)\Ngu(A)

On peut donc mettre ce dernier terme en facteur commun

el
(A79)) = Sy fnasta) g 3 (e
QCQH s€Q(F \G F)’ Newr(F)\Ngu (A QnCP

1((£Y x? P) = 5529) : 1((559 x@ P)t = £ x9 Q")-
1(p(£Y x9 P) >p p).

La somme

Y (-p)dm o7 L(E x9 Py = £q) - 1((€¢) x? Py = £ x2 Q") - 1(p(Eg x? P) >p p))
QuCP
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est égale a
S (DU B (EXNG) 110 < (o PENG ) < 1, Ya € AZ' D).
QnCP
A{(a, [PEDNGe) > 1y Yo € AGLY) - FE(PEDNE - [p]F)
=1({0 < (a, [p(EP)F") < 1, Yo € AZ })x
x Y (=1)ImeE 1 ({(a, PENNEL) > 1, Yo € ALY -FE(pEDE - ID).
Q+CP
En vertu du lemme combinatoire 2.5, elle vaut
1({0 < (e, [P(EXNE") < 1, Ya € A
(o, [P(ENNG) > 1, Yo € AG,;
(@, [p(EYNS.) < (w,p), Yw € AG.Y).

Supposons que ce dernier vaut 1. Les deux premiéres conditions impliquent
89 g . . . 4 . .

que &, (resp. SQ“) est la réduction canonique (resp. la p-réduction canonique)
de £9. Compte tenu du lemme 2.2, la derniére condition combinée avec ’hypo-
theése que p est p-régulier est équivalente a la condition p? < p.

On obtient ainsi

(Wo)o) =16 <) | Plngudg) - dngs
Naou(F)\Nqw (A)

o (Q C Q*,9) correspond a la réduction canonique et la y-réduction canonique
de &£9. Pour conclure, il suffit de remarquer que

/ #(ngudg) - dngw = o(69) = o(g).
Nqu(F)\Nqu (A)

La preuve est terminée. [

5. Groupes de caractéres. Paires discrétes

5.1. Homomorphisme de degré. — Soit P € F. L’homomorphisme
degyy, 1 Mp(A) — X.(Ap) Cap
m i (x € X" (Ap) — deg(x(m)))

est appelé homomorphisme de degré. En composant cet homomorphisme avec
la projection canonique P(A) — Mp(A), on obtient un homomorphisme degp :
P(A) — X.(A%p). Il S’étend & un homomorphisme

degp : G(A) — X.(Ap)
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invariant & droite par K, et invariant a gauche par Mp(F)Np(A). En effet,
chaque élément g € G(A) peut s’écrire sous la forme g = mnk, avec m €
Mp(A), n € Np(A), et k € K ; ainsi degp(g) = degy,,, (m).

On vérifie facilement le lemme suivant.

LEMME 5.2. — Soit P un sous-groupe parabolique standard de G. Soit g €
G(A), et soit 6 € P(F)\G(F). On notera Ef;g la P-réduction de £9 associée a
E9. Alors

deg(£}’) = degp(dg).

5.3. Groupes de caractéres. — Soit P € F. Rappelons que J est un sous-groupe
discret et cocompact de Ag(F)\Ag(A), cf. section 1.4. On définit Ap comme
le tore des caractéres complexes Mp(A)/J — C* qui se factorise a travers
I’homomorphisme de degré deg,,, : Mp(A) — X,.(A%); son rang est égal
4 dima$. On note Im Ap le sous-groupe réel compact de Ap constitué des
caractéres unitaires; c’est un produit des cercles unités, en particulier il est
compact. Puis, on note Re Ap le sous-groupe réel linéaire de Ap constitué des
caractéres & valeurs dans R**. Alors on a une décomposition canonique

Ap = RGAP ~ImAp.

Soit A € Ap, on désigne |A| le caractére dans Re Ap associé a A. On I'appelle le
module de A. Puis on note dAp la mesure de Haar sur le groupe réel compact
Im Ap qui lui attribue le volume 1.

PROPOSITION 5.4. — La fleche naturelle
ag* — ReAp
A (m (S MP(A)/J —s q)\(degMp(m)))

est une bijection.
Démonstration. — Cf. [15, section I1.1.4]. O

On notera pp € ReAp la racine carrée du caractére modulaire de Mp(A)
par lequel Mp(A) agit sur les mesures de Haar dnp de Np(A), autrement dit
(5.4.1) mp -dnp -mp' = ph(mp) - dnp Vmp € Mp(A).

Plus généralement, soient P, € F, avec P C Q. L’inclusion P C @ implique
Mp(A) C Mg(A) qui induit & son tour une fléche injective Ag — Ap. On

notera Re AIQJ le sous-groupe réel de Re Ap constitué des caractéres qui sont
triviaux sur Zg(A). On voit facilement

ReAp = ReAg - ReAS.
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Puis on notera AjQ; le sous-groupe complexe de Ap engendré par Re AjQ;. 11 se
décompose naturellement en

AS =ReA% -ImAY

ou Im AiQ) est un sous-groupe réel compact de Im Ap qui vérifie InAp =ImAg-
Im Ag. De plus, ImAg NIm A1Q3 est fini.

PROPOSITION 5.5. — On a un diagramme commutatif

ag® ——ReAq

|

af* ——~ReAp

Ainsi on a une bijection
a¥* — ReA%.

Démonstration. — La commutativité découle des constructions des fleches. La
deuxiéme assertion s’en suit immeédiatement. O

DEFINITION 5.6. — Soient P,Q € F, avec P C Q et soient \,\ € Ag consi-
dérés comme des éléments de ag*. On dit que
i) Ap > Np s’il existe un caractére g € Aqg tel que (¥, Ag(Ap — Np)) >0
pour tout o € (AG)V.
ii) Ap > Xp si |[Ap| — |Np| est dans le cone positif engendré par Ag.
iii) Ap > Ap si |Ap| — |Np| est dans Uintérieur du cone positif engendré par
Q
AF.
5.7. Paire discréte. — Soient M un Lévi dans £, x : Ay (A)/J — C* un
caractére central de M (A)/J, et K’ un sous-groupe ouvert de K. On notera
x| : M(A)/] — R™F
lunique caractére qui prolonge le module du caractére x : Ay (A)/J — C*.
On définit L%, (M (F)\M(A)/J,x) comme I'espace des fonctions
o: M(F)\M(A)/J — C
vérifiant les conditions suivantes :
i) p(zm) = x(2)¢(m), pour tout z € Apr(A), et pour tout m € M(A).

ii) ¢ est invariante & droite par le sous-groupe K’ N M(A).
iii) La norme ||¢|| définie par

loll? = /A lem)l®

(A M (F)\ M (A) Ix|?(m)
est finie.
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Puis on note L2 (M (F)\M(A)/J,x) la réunion de L%, (M (F)\M(A)/J, x)
lorsque K’ décrit tous les sous-groupes ouverts K’ de K. Le théoréme suivant
est di a Langlands.

THEOREME 5.8 (Langlands). — La représentation L2 (M (F)\M(A)/J, X)disc
de M(A) est admissible, c’est-a-dire pour tout sous-groupe ouvert K' de K,
le sous-espace de L2 (M (F)\M(A)/J,X)disc formé des formes invariantes par
K' N M(A) est de dimension finie.

Démonstration. — cf. [12, Théoréme 1, chapitre V.1.c|. O

DEFINITION 5.9. — Une paire discréte est la donnée d’un couple (P, ) ot P €
F dont le Lévi sera noté Mp € L, et w est une représentation admissible isoty-
pique de Mp(A) qui est une composante discréte de L2 (Mp(F)\Mp(A)/J, Xx)
st X« désigne le caractére central de .

Soit (P,7) une paire discréte. Soient P’ € F qui est associé & P, et o €
W (P, P") (1.5). Alors la représentation {¢p(c~! - 0,9 € )} s’inscrit dans une
paire discréte (P’, 7). On notera 7’ = o ().

Deux paires discrétes (P, ) et (P, 7’) sont dites équivalentes s’il existe Ap €
Ap, et un isomorphisme o € W (P, P’) tels que

7' =o(r) ® o(Ap).
DEFINITION 5.10. — i) Etant donnée une paire discréte (P, ), les groupes

de fizateurs Fixe(n) (resp. Fixep(m)) sont constitués des couples (o, Ap) €
W(P,P) x Ap (resp. des éléments \p € Im Ap) tels que

m=o0(m) ®c(Ap) (resp. m =7 & Ap).

ii) Etant donnés une paire discréte (P,m) et un homomorphisme o €
Hom(P, P’), avec P' € F, le groupe de fizateurs Fixe,(m) est constitué des
couples (1, p) € W(P, P) x Ap tels que

m=7(m)®T(A\p) et 0T = 0.
REMARQUE 5.11. — Si (P, ) est une paire discréte, avec 7 unitaire, pour tout
couple (o, \;) € Fixe(r), on a automatiquement A, € ImAp.
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6. Séries d’Eisenstein. Opérateurs d’entrelacement

Soit (P, 7) une paire discréte; Mp désignera le sous-groupe de Lévi de P,
Np son sous-groupe unipotent, et x, le caractére central de 7. Soit K’ un sous-
groupe ouvert de K. On définit L%, (Mp(F)Np(A)\G(A)/J,7) comme I'espace
des fonctions

@ : Mp(F)Np(A\G(A)/J — C
qui vérifient les conditions suivantes :

i) ¢ est invariante a droite par K.
ii) Pour tout k € K, la fonction

ok : Mp(F)\Mp(A)/J — C
m — pp' (m)p(mk)

est dans le sous-espace m de L2 (M (F)\M(A)/J, xx)-
iii) La norme ||| définie par [[¢||* := [, dk [l¢x||* est finie.

Puis on note L2 (Mp(F)Np(A)\G(A)/J, ) la réunion filtrante de tels es-
paces L%, (Mp(F)Np(A)\G(A)/J, ) lorsque K’ décrit tous les sous-groupes
ouverts de K. Il est un espace hilbertien muni de la norme ||¢||* := [, dk [ ||*.

6.1. Séries d’Eisenstein. — Soit ¢ : Mp(F)Np(A)\G(A)/J — C une fonction,
et soit Ap € Ap. On introduit la série d’Eisenstein définie comme

Ep(p,Ap)(9)= Y (pAp)(69), Vg€ Mp(F)Np(A)\G(A)/J.
SEP(F)\G(F)

Plus généralement, soit P’ € F, avec P C P’. On introduit une nouvelle série
d’Eisenstein

ER (e, Ap)9)= D (pAp)(dg), Vg€ Mp(F)Np(A)\G(A)/J.
SEP(F)\P'(F)

Voici un résultat fondamental de Langlands, cf. [15, section IV.1] :

THEOREME 6.2 (Langlands). — Pour toute paire discréte (P,7), pour tout
P’ € F contenant P et pour toute fonction ¢ € L2 (Mp(F)Np(A)\G(A)/J, ),
les séries d’Eisenstein Ep (o, Ap) et EE (0, Ap) sont convergentes pour |Ap| >
PP

Do De plus, elles admettent un prolongement méromorphe & Ap tout entier.
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6.3. Opérateurs d’entrelacement. — Soient P, P’ € F qui sont associés, et soit
w un élément de W (P, P’). Soit ¢ : Mp(F)Np(A)\G(A)/J — C une fonction,
et soit Ap € Ap. On introduit 'opérateur d’entrelacement défini comme
M (9, Ap) :Mp/ (F)Np (A\G(4)/] — C

dn ’ _
P wap ()

g (cp)\p)(wflnp/g)d
Np/(A)NwNp (A)w—\Np/(A) np,p/

olt dnp p est la mesure de Haar sur Np/ (A)NwNp(A)w™? telle que le quotient
Np/(F)NwNp(F)w '\Np/(A) NwNp(A)w™?! soit de volume 1.
Langlands a montré :

PRrROPOSITION 6.4 (Langlands). — i) Pour toute paire discréte (P,w),
tout sous-groupe paraboligue P’ € F avec W(P,P') # &, tout élément
w € W(P, P'), et toute fonction p € L2 (Mp(F)Np(A)\G(A)/J, ), lintégrale
M},D’Iw(go,)\p) converge pour tout g € G(A) et tout A\p € Ap avec |Ap| > £5.

De plus, elle admet un prolongement méromorphe o Ap tout entier, et prend
ses valeurs dans L2 (Mp:/(F)Np/(A)\G(A)/J, ') ot (P', ') est la paire dis-
créte transformée de (P, ) par w.

ii) Avec les mémes notations, soit P un autre sous-groupe parabolique avec

W(P',P") # &, et soit w' un élément de W(P', P"). Alors
ME oo (92 AP) = M (M, (9, AP), wAP).
iii) Awvec les mémes notations, soit Q € F, avec P C Q et P’ C Q. Alors
B2, (ME,, (¢, Ap), wAp) = EZ (2, Ap).

6.5. — Plus généralement, soient P, P’ € F avec Hom(P, P') # @. Soit o €
Hom(P, P’). 1l existe certainement un sous-groupe parabolique @ € F, avec
Q C P’ et un élément w € W(P,Q) tels que o soit le composé de w avec
Vinclusion @ C P’. Pour toute fonction ¢ : Mp(F)Np(A)\G(A)/J — C, et
tout caractére A\p € Ap, on définit la série d’Eisenstein généralisée comme

Eﬁla(ga, Ap) = Egl (Mlgw (p, Ap), wAp).

Compte tenu de 6.4, on voit bien que cette série ne dépend pas du choix de
Q, et de w. Les propriétés de fonctorialité s’en suivent facilement.

ProPOSITION 6.6 (Langlands). — Pour toute paire discréte (P,m), tous
sous-groupes paraboliques P',Q tels que P’ soit associé a P (1.5), tous
éléments w € W(P,P') et w' € Hom(P',Q), et toute fonction ¢ €
L2, (Mp(F)Np(A\G(A)/J,7), on a

B, (ME, (0, p), wAp) = ER ., (2, Ap).
Langlands a montré aussi :
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ProPOSITION 6.7 (Langlands). — Soit (P,m) une paire discréte, avec T uni-
taire, et soit ¢ une fonction dans L2 (Mp(F)Np(A)\G(A)/J, ). Alors

i) Pour tout sous-groupe paraboligue P’ € F, avec P C P’ la fonction
méromorphe sur Ap

Ap = Ep (,2p)

est régquliére sur le tore imaginaire Im Ap.

ii) Pour tout sous-groupe parabolique P’ € F associé a P (1.5), et tout
élément w € W (P, P’), la fonction mémorphe sur Ap

Ap — Mg,w(% )‘P)
est réguliére sur le tore imaginaire Im Ap. De plus, pour tout A\p € ImAp, on a

7. Fonctions de Paley-Wiener. Décomposition spectrale

7.1. — Soit (P,7) une paire discréte, et soit K’ un sous-groupe ouvert de K
(resp. et o € Hom(P, P')). L’espace des fonctions de Paley-Wiener L%, (Im A p x
Mp(F)Np(A)\G(A)/J,7) (resp. L% ,(Im Ap x Mp(F)Np(A)\G(A)/J,T)) est
I’espace des fonctions

P . ImAp X MP(F)NP(A)\G(A)/J — C

vérifiant les conditions suivantes :
i) La fonction Ap € ImAp +— ®(Ap,.) est une combinaison linéaire finie
a coefficients dans L%, (Mp(F)Np(A)\G(A)/J,7) de caractéres du tore
Im Ap.
ii) Pour tout Ap € Im Ap, et pour tout up € Fixep(w) (resp. tout (7, up) €
Fixe, (7)), on a :
q’()\p,u,p, ) = @(}\p, )
(resp. ME (®(Appp,.), Appp) = ®(T(Ap),.))-
On notera
12 (Tm Ap x Mp(F)Np(A)\G(A)/J,7)
(resp. L2, ,(ImAp x Mp(F)Np(A)\G(A)/J, 7)) la réunion filtrante de
13, (Tm Ap x Mp(F)Np(A\G(A)/J,7)

(resp. L. ,(Im Apx Mp(F)Np(A)\G(A)/J, 7)) lorsque K’ décrit tous les sous-
groupes ouverts de K. C’est un espace hilbertien muni de la norme

2= [ 20 dr.

ImAp

Son complété pour cette norme sera noté L2(Im Ap x Mp(F)Np(A)\G(A)/J, )
(resp. LZ(Im Ap x Mp(F)Np(A)\G(A)/J,7)).
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7.2. Décomposition spectrale. — On peut énoncer le théoréme de la décompo-
sition spectrale de Langlands, cf. [15, section VI.2].

THEOREME 7.3 (Langlands). — Soit P’ € F. Pour toute paire discréte (P,7)
avec T unitaire, et pour tout homomorphisme o : P — P’, lapplication définie
sur L2, (ImAp x Mp(F)Np(A)\G(A)/J, ) par la formule

b |Fixea(7r)|*1/2/ Eg;,((b()\p,.),)\p)-d)\p
ImAp

induit une isométrie du sous-espace L%, ,(Im Ap x Mp(F)Np(A)\G(A)/J, )

sur un sous-espace de L?(Mp/(F)Np/(A)\G(A)/J), et elle est nulle sur le sup-

plémentaire orthogonal de ce sous-espace dans L? (Im Apx

Mp(F)Np(A)\G(A)/J, ).

FElle induit par suite wune isométrie du sous-espace complété
L2(ImAp x Mp(F)Np(A)\G(A)/J,7) sur un sous-espace fermé de
L*(Mp:(F)Np: (A\G(A)/J).

Enfin L*(Mp/(F)Np/(A)\G(A)/J) est la somme directe hilbertienne de ces
sous-espaces fermés lorsque (P,m) décrit un ensemble de représentants des
classes d’équivalence de paires dicrétes avec w unitaire, et o décrit un ensemble
des représentants des orbites de Hom (P, P’) sous l’action de Fixe(r).

8. Expression spectrale du noyau. Traces tronquées d’Arthur

8.1. Expression spectrale du noyau. — On fixe une fonction f : G(A)/J — C
& support compact invariante & droite et & gauche par un sous-groupe ou-
vert K’ de K. Pour tout sous-groupe parabolique P € F, lopérateur de
convolution ¢ — ¢ * f dans ’espace des fonctions localement intégrables de
Mp(F)Np(F)\G(F)/J dans C admet I’expression suivante pour noyau

Kp(dh9)= / flg~tynpyg’) - dnp.
~eMp(F) Y NP (4)

Pour tout caractére Ap € Ap, on obtient un opérateur composé ¢ +—
Flo,Ap) == ((pAp) * [)AR'

8.2. — Soit (P,7) une paire discréete. Comme la fonction h est invariante
a droite et & gauche par le sous-groupe ouvert K’ de K, lopérateur de
convolution & droite par f ainsi que les opérateurs f(p,Ap) (Ap € Ap)
envoient ’espace L% (Mp(F)Np(A)\G(A)/J,n) dans le sous-espace de di-
mension finie L%, (Mp(F)Np(A)\G(A)/J,7). Or il y a un nombre fini de
classes d’équivalences de paires discrétes (P,7) telles que le sous-espace
L2, (Mp(F)Np(A)\G(A)/J, ) ne soit pas nul. Combinée avec le théoréme de
décomposition spectrale de Langlands 7.3, la discussion précédente implique :
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PROPOSITION 8.3. — Pour tout P’ € F, et pour toute fonction f a sup-
port compact invariante & droite et o gauche par un sous-groupe ouvert
K' de K, le noyau de lopérateur de convolution a droite par f dans
L*(Mp(F)Np(A)\G(A)/J) admet une expression spectrale

1
Kfp/g 9) = Z Z Z m

(P,m) p€By/ (P,m) c€Hom(P,P’)
| EEe A A BE, (o A @) - dhe
Im P

ot (P, ) décrit un ensemble de représentants des classes d’équivalence de paires
dzcretes avec m unitaire, et Bg/(P,m) décrit une base orthonormée finie de

chaque espace L%, (Mp(F)Np(A)\G(A)/J, ).

DEFINITION 8.4 (Trace tronquée d’Arthur). — Etant donnée une fonction f :
G(A)/J — C a support compact invariante & droite et & gauche par un sous-
groupe ouvert K' de K, on appelle trace tronquée d’Arthur de f par un polygone

pE aP+ lintégrale
(8.4.1)

e
n=r(p) = | S (—1EmeE S 1 > p p) K (59, 59)-do.
G(FO\G(A)/J p,cpr 5P (F)\G(F)

9. Intégrabilité

La premiére chose a faire est de vérifier que l'intégrale (8.4.1) est bien définie.

PROPOSITION 9.1. — Soient (P,m) une paire discréte avec m unitaire, K' un
sous-groupe ouvert de K, A\p — o(Ap) une fonction analytique sur Ap & valeurs
dans lespace de dimension finie L%, (Mp(F)Np(A)\G(A)/J, ), ¢ un élément
de ce méme espace L%, (Mp(F)Np(A)\G(A)/J,T), et p un élément dans uG+.

Alors il existe sur G(F)\G(A)/J une fonction positive intégrable qui magjore
en modules toutes les fonctions

(91.1) g K2 (O dag) = 3 (~Ddmed 37 >

P,CP’ oc€Hom(P,P") € P! (F)\G(F)

1(p} >p' p) / EY (¢(MAp), \iAp)(89) - ER. (¥, \aAp)(3g) - dAp

ImAp

lorsque A1, Ao décrivent un certain voisinage de Im Ap dans Ap.

La suite de cette section est consacrée & la démonstration de cette proposi-
tion.
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9.2. — D’aprés Langlands, il existe

i) une paire discréte (F, ), avec P C P et 7 unitaire cuspidale,
ii) une fonction analytique A € Ap — $(Ap) (resp. un élément ) a valeurs
dans L%{/ (M;(F)Nﬁ(&)\G(A)/J, %),

iii) un point e AL, avec |X| > 1, cf. la définition 5.6,
tels que

¢(\p) = Resz EE(B(Ap),.) (resp. ¢ = Resy EX(9),.))

ol Res; est 'opérateur de résidus en X dans Ag.

DEFINITION 9.3. — FEtant donnés un sous-groupe parabolique P' € F, et un
élément o € Hom (P, P’), on notera & l’élément dans Hom(P, P') obtenu en
composant o avec l’inclusion P C P.

Avec ces notations, en vertu de [3, Lemma 2.1], il suffit de montrer qu’il
existe une fonction positive intégrable sur G(F)\G(A)/J qui majore en modules
toutes les fonctions

g > (~pdmer 3T > 1Y >pp)

PoCP’ oc€Hom(P,P") §€ P'(F)\G(F)

/ Resy Eg’;(gz(Al,\P), ‘A1Ap)(89) - Resy Egg(qz, A2Ap)(8g) - dAp
ImAp ? 4

lorsque A1, Ao décrivent un certain voisinage de Im Ap dans Ap.

9.4. — Pour tous A\; € Ap, 3\/1,3\/2 S Alg, considérons donc la fonction sur
GFNG(A)/J
: el
(9.4.1) g Y (-pdimen %" > 1Y >pp)
PyCP’ o€Hom(P,P') 6€ P! (F)\G(F)

/ EE_(B(MAp), A1Ap)(69) .Egg(i, XaAp)(89) - dAp.
ImAp i

e

Fixons maintenant un élément g € G(A), et une constante positive u > 0.
Soit £9 le G-fibré sur X associé a g (4.1). Rappelons que, pour chaque sous-
groupe parabolique Py C P’, on a une bijection entre 6 € P'(F)\G(F) et
lensemble de P’-structure Sfﬂ de £9 (4.1). Ainsi, on peut associer a tout sous-
groupe parabolique Py C P’ et tout § € P'(F)\G(F) le couple (g,Eqr) ou
Eo (resp. Egr) est la réduction canonique (resp. la p-réduction canonique) de
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Efﬂ . Dans Dexpression (9.4.1), on va regrouper les termes selon leurs couples
(€q, Egn) pour obtenir :

Z Z Z dlma . ((859 XQ P’) ggg)l((ggg XQP/)H:gg%)

(Q,Q#) S€Q(F\G(F) QLT P

1(p(E3)) >p' D) Y / E~1~ B(MAp), AAp)(0g) - Egj;(i,i2xp)(6g).dxp.

oc€Hom(P,P’) Im A

D’apres (4.11), lorsque la constante u est assez grande en fonction de K’, on
peut remplacer les séries d’Eisenstein par leurs termes constants :

EE_(Z(MAp), MAp)(ngndg) - dngu.

BE(EOA), XA 00) = | ;
o Ngu(F)\Ngnu(A) 0

D’apreés Langlands [15, section I1.1.7], on a la formule suivante pour le terme
constant d’une série d’Eisenstein cuspidale :

/ BE_(3(\Ap), MiAp) (ngudg) - dn
Nqu(F)\Nqu (A) ’

- Z Eg;l (5(>\1)\P)5\1)\P)(59)
o1 GHom(;I;,Q“)

U;:U
ou o} désigne le composé de o1 avec l'inclusion Q* C P’.

On obtient ainsi

EELGOAR). 300 = 3 B (B0ure) Xike)(00).
o1 GHom(g,Q”)
De méme,
EE-W.XoAp)0) = D0 B (4 3Ap)(09):
ogeHom(g,Q“)

Si 'on suppose de plus que p est assez grande en fonction de p, alors
1(EF xQ P =€) - 1((EY x? P = EY.) - 1(p(EY) >p' p)
=1((EF x9 Py =€) - 1((€) xQ P)* = €4) - 1(p(EL) >qu p)-
On a donc montré :
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PROPOSITION 9.5. — Soit u une constante positive assez grande en fonction
de K' et de p. Alors, pour tout g € G(A), lexpression

S (pdimeEy S 16 > p)

P,CP oc€Hom(P,P’) §€P'(F)\G(F)

/ EZ (), MiAp)(69) - EE(4, A2Ap)(89) - dAp
mAp ’ 4

est égale a

YooY U = £ 1(ERY = E4L) - 1p(EGL) >ar 9)
(Q,Q") €Q(F\G(F) QHCP'
> EY (BAp), Midp)(39) - EZ. (. 32\p)(0g) - dAp.

~ ImAp P,o1
o1,02€Hom(P,Q")
Jo€Hom(P,P'):0)=0ch=0c

9.6. — Avant de continuer, on a besoin du lemme suivant :

LEMME 9.7. — Soient u > 0 une constante positive, P, 5,@,@“ les sous-
groupes piraboliques dans F, avec P C P et Py C QQ C Q", 01,09 deux éléments
de Hom(P,Q"), et g un élément de G(A). Alors :

i) L'ensemble {Q* C P’ | (£3,)7 = €4, (ER)" = €Y.} est ou bien vide ou
bien égale a {Q* C P’ C Q'} pour un certain sous-groupe parabolique Q' € F.

ii) Awvec les notations ci-dessus, l’ensemble {Q"* C P’ C @’ | Jo €
Hom(P, P’) : 0] = o}, = G} est ou bien vide ou bien égale o {Q”" C P' C Q'}
pour un certain sous-groupe parabolique Q" € F.

Donc la somme

. a
) ()T A(ER) = £9) - L(ERY = €6)
QUCP!
HaeHom(P,P/)mi:cré:;

.G
vaut ou bien 0 ou bien (—1)™ %,

. a

Elle vaut (—1)"™ %@’ si et seulement si les homomorphismes o : Re Ay —

ReAgw et 05 : Re AF — ReAgr qui sont induits par les homomorphismes

Agn — olAgal_l et Agn — UQAFUZ_I vérifient les trois conditions suivantes :

(a) oF et o5 envoient le sous-groupe Re Ag de Re A5 dans le sous-groupe

ReA de Re Age.

(b) of /o2 envotent le groupe Re A dans le sous-groupe Re Ag; de Re Agn.

(¢) Le sous-groupe de Re Agu engendré par of(Re Ag), o5 (Re Ag) et
o7 /o3(ReAz) rencontre le cone {)\g; € Re AQ; | )\Q; <1}
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Démonstration. — 1) On voit bien que I’ensemble considéré est non vide si et
seulement s’il contient Q*, autrement dit (3.6.1)

0 < (a,p(€Y)) < p, pour tout o € Agu.

Il existe un unique sous-groupe parabolique @)’ contenant Q* tel que

A, ={a € AG, : (a,p(E])) > u}.

Pour que P’ soit dans ensemble {Q* C P’ | (£,)" = &, (L )" = Eduts
il faut et il suffit que

(a,p(€Q)) > p, pour tout o € Ag;,

autrement dit Q# C P’ C @Q’. D’ou la conclusion.

ii) Remarquons d’abord que les homomorphismes Agu < o1Azoy Let

Agr — 02A~J§ ! induisent aussi les applications linéaires o7 ag* — ag,"i et

o5 ag* — aQu En vertu de (5.4) et (5.5), les trois conditions (a), (b) et (c)

se traduisent de maniére équivalente :

(a') oF et o3 envoient le sous-espace vectoriel a * de a * dans le sous-espace
vectoriel ag;* de a3

(b") of —o3 envoient l’espace vectoriel ag* dans le sous-espace vectoriel ag:f
de aQ#

(¢") Le sous-espace vectoriel de agf engendré par Ui‘(ag*), o} (ag*) et

G*)

(o7 — 03 )(aE rencontre 'intérieur du coéne positif engendré par AQM.

L’ensemble {Q* C P’ C Q' | 30 € Hom(P, P’) : 0} = 0% = G} est non vide
si et seulement s’il contient @'. La condition (a’) traduit le fait que o} et o} se
factorise & travers l'inclusion P C P. Puis la condition (b’) traduit le fait que
o} et o) induisent le méme élément dans Hom (P, Q’).

Plus généralement, P’ est dans ’ensemble considéré si et seulement si les
deux conditions suivantes sont satisfaites :
e o] et 05 envoient le sous-espace vectoriel a * de a * dans le sous-espace
vectoriel aQM* de u
o o] — 02 envoient I’espace vectoriel a * dans le sous-espace vectoriel a

de aQ#
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La premiére assertion de ii) s’en suit immédiatement. Par conséquent, la
somme

2 (1) (€D = €5) - 1(ER)" = €8.)
QrcP
EO'EHOm(P,P’):o'izo'é:;

— Z (_ l)dim ag,
QUCPCQ
: el
vaut 0si Q" C Q’, et (=1)¥™% si Q" = Q'.
Pour terminer, supposons que @” = @’. Il suffit de montrer que cela implique
la condition (c’), ce qui résulte de deux lemmes suivants.

LEMME 9.8. — L’ensemble {Q* C P' C Q' | of(ag*) - ag;*} est égal a
{Q1 C P’ C Q'} pour un certain sous-groupe parabolique Q1 contenant Q. De
plus, ai‘(ag*) rencontre lintérieur du cone positif engendré par Agi

Preuve du lemme 9.8. — La premiére assertion est évidente.
La deuxiéme assertion résulte de la définition de @01, de la remarque que ag*
est engendré par Ag, et le fait que, pour tout o € Ag, ou bien o7 () ou bien

o7 (—a) est dans le cone positif engendré par Ag,ﬂ. O

LEMME 9.9. — L’ensemble {Q* C P' C Q' | (o} — o§)(ag*) C ag;* est égal
4 {Q2 C P’ C Q'} pour un certain sous-groupe parabolique Qo contenant Q.

De plus, (o — U}‘)(tl*;) rencontre lintérieur du cone positif engendré par

A

Démonstration. — La premiére assertion est évidente.

Reste & démontrer la deuxiéme assertion. Il existe un sous-groupe parabo-
lique standard P; C Q" tel que o4 soit le composé d’un élément, noté encore oy,
de W (P, P;) avec l'inclusion P; C @*. On a donc un diagramme commutatif

G* Gx*
aPo _— CLE
U;L l‘ﬁ
G* Gx* G*
a _ aPl _ uQu

ou toutes les fleches horizontales sont des projections canoniques.
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De méme, il existe un sous-groupe parabolique standard P, C Q* tel que
09 soit le composé d’un élément, noté encore o, de W (P, P>) avec I'inclusion
P, C Q*. De plus, on a aussi un diagramme commutatif

Gx* Gx*
aPO _— a};

ou toutes les fleches horizontales sont des projections canoniques.

Avec ces observations, il suffit donc de démontrer la deuxiéme assertion dans
le cas particulier ou P= Py et 02 = 1. On le fait par récurrence sur la longueur
de 01_1. L’assertion est évidente lorsque l(al_l) = 0, autrement dit o7 = 1.
Supposons que 'on a démontré ’assertion pour tout o, € W, avec l(al_l) <n
(n > 0). On va montrer que l’assertion est aussi vraie pour tout o1 € W, avec
I(07") = n+1. En effet, écrivons o7 ! = sqw ol a € Ag, w € W, avec l[(w) = n

et w™la € ®f. On se raméne donc & montrer que (w™1* — sZ)(a]GD:) rencontre

Iintérieur du cone engendré par Agi.
Pour tout = € ago*, on notera T son image par la projection canonique

agr — agﬁ. Pour tout z € a§*, on a

(W™ = s2)(2) =w () — (T +me@) = (W = 1%)(2) — Mm@

pour un certain réel m,.

Si m,a = 0 pour tout = € ag:, il suffit d’appliquer ’hypothése de récurrence

a w~! pour conclure. Sinon, d’aprés I’hypothése de récurrence appliquée a w1,

il existe = € aIGD: tel que

(™ =1 (z)= > 27+z.0a
'yeAgﬁ
pEalst

avec x, > 0 pour tout v € Agi et v # a. On obtient ainsi
(W —s)(@) = Y a7+

'yeAgﬁ
YFo

Compte tenu du fait que wla € @8‘ et so (@) = —a, on peut écrire
(W™ =st)@)= D 27+ 2@

'yeAgﬁ
YFo
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avec des réels z, > 0 et z, > 0. On en déduit que, pour m > 1 assez grand,
(w™* — 5% )(x +ma) est a 'intérieur du cone engendré par Agi. La preuve est

terminée. O
La preuve du lemme 9.7 s’achéve. O

DEFINITION 9.10. — Deuz éléments de Hom(F QM) sont dit équivalents si et
seulement s’ils se déduisent l'un de I’ autre par composition avec un élément de
W(P P) qui commute avec l’inclusion PC Q", et fizeT™® .

On remarque que si 01 et oo vérifient les conditions (a)-(c) du lemme 9.7,
alors pour tout élément ¢ dans la classe d’équivalence de o1 dans Hom(ﬁ, Q"),
o} et oy vérifient aussi les conditions (a)-(c) du lemme 9.7.

Compte tenu de cette remarque, de la proposition 9.5, et du lemme 9.7, il
suffit de démontrer la proposition suivante pour terminer la preuve de (9.1).

PROPOSITION 9.11. — Soit > 0 une constante positive assez grande en fonc-
tion de K’ et de p. Soient Q,Q",Q’ trois sous-groupes paraboliques standard
de G, avec Q C Q" C Q. Soient {o1},{02} deuz classes d’équivalence de
Hom(ﬁ, QM) qui vérifient les conditions (a)-(c) du lemme 9.7.

Alors, lorsque A1, Ay décrivent un certain voisinage de Im Ap dans Ap, les
fonctions

g+ Up(EG.) >qu p)

/A Res; Y Egil(gz(xlxp),-mp)() Res; Y EQ“ (¥, -XaAp)(g) - dAp

or€{o} o2€{02}

sur ouwvert dans Q(F)\G(F)/J constitué des éléments g tels que
{Q"C P | (&) =&Y, (Ep ) =E4.y ={Q" C P CQ}
sont majorées en modules par une fonction positive intégrable.

Preuve de la proposition 9.11. — On peut supposer que les deux opérateurs
de résidus qui paraissent dans ’expression ci-dessus ne sont pas identiquement
nuls. D’aprés [15, sections V.3.15 et VI.1.6(c)], pour tous o1 € {01} et 02 €
{02}, et pour tout X dans un certain voisinage de X dans AP les caractéres

01(|)\ |) et 02(|)\’|) sont < 1 dans ReAQ#

Comme {01}, {02} vérifient les conditions (a)-(c) du lemme 9.7, on déduit
qu’il existe )\0 € Re Ap proche de 1 tel que, pour tous )\1, )\2 dans un certain
voisinage U de X dans Aﬁ pour tous A1, A2 dans un certain voisinage U de

Im Ap dans Ap, et pour tous o1 € {01} et o2 € {02}, le caractére
o (Aot (Ao (Azh)os (IA2l)ot /o5 (Ao)
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dans Re Agu se projette dans Re Ag; sur un élément < A < 1, et dans Re A/
sur un voisinage U’ de 1 qui peut étre arbitrairement petit en fonction du
voisinage U de Im Ap dans Ap.

En faisant un changement de contour, les fonctions considérées peuvent étre
écrites sous la forme

g+ 1(p(EQu) >qn p)/

Res~ EY" (B AR), Ao
o, B D BE (BaAR) AodiAr)(9)

o1€{o1}

‘Resy Z Eg;(%‘)\al&)@)(g)‘dAP-

o2€{o2}

Pour tout A\p € Im Ap, pour tous Xl,Xz € ﬁ, pour tous Ai, A2 € U, et pour
tous o1 € {01} et 02 € {02}, la fonction

B2 (@(are), AMdodidp)(9) - EZ (1, 2225 AaAp) (9)]

(o1 (Mo (MDes(A2Das (Aot /o3 (M) ) (9)
est invariante par Mgu (F), Ngu(A) et Agu(A).

Or d’apres (4.4), la projection de Pouvert Ug dans Q(F)\G(F')/J constitué
des éléments g vérifiant

D) {Q" C P | (€D =5, (Ep )" = €L} ={Q* S P' CQ'},

ii) p(EHu) >qu p,
se projette sur une partie compacte de Mgu (F)Ngu(A)\G(A)/Agu(A). On en
déduit qu’il existe une constante positive C' telle que, pour tout Ap € Im Ap,
pour tous A1, Ay € U, et pour tous o1 € {01} et o3 € {02}, on ait la majoration

g =

|ResXE§:l(gE()\1)\p),~)\0)\1)\p)(g) .ResXEg” (%, A5 A2 Ap) (9)]

<C-max{A(g)} - Ag) - pou (9)-

Pour terminer, remarquons que la derniére fonction sur Ug est intégrable
lorsqu’on choisit le voisinage U’ assez petit. La preuve de (9.11) est donc ter-
minée. O

10. Transformées de Fourrier des fonctions de troncature

Dans cette section, fixons un élément p € agj, et un sous-groupe parabo-
lique standard P de G dont le sous-groupe de Lévi sera noté M. L’ensemble
Ip = X.(A)/(J + Y aen, ZaY) est fini et on identifie T'p & un ensemble de
représentants dans X, (A%).
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10.1. — On observe (cf. [5, section 18]) que I'application

(10.1.1) IT we p)— Pum)

PyCPy
s € W(P, Pl) — S_]'PlS

est une bijection.
Soit @ € P(M); (P1,s) désignera le couple associé & @ (10.1.1). On définit
e(Q) =t{a € Ap, : s ta < 0}.

Puis on définit la fonction 1% , sur Mp, (F)Np, (A)\G(A)/J comme la fonction
caractéristique de I'ensemble suivant

(@Wa,Pp —p) >0 sisla <0,
(Was P —p) <0 sista>0

pour tout oo € Ap,.

On introduit la fonction rationnelle
1,:Ap —C

définie par

~ 1 (_1)6(Q)

1% ,(Ap) = — X .
PQ ag@ 1-Ap(aY) )\EZFP AP(A+ Y aeag [(Was s71p — s71A)]aY)
PrROPOSITION 10.2. — Awec les notations ci-dessus, pour tout A € Ap, avec

A K1, on a légalité :
(10.2.1) 12,0() = / T, 0 (ONp) - sONP) () - dAp.
ImAp

Démonstration. — 1l suffit de montrer que, pour tout choix convenable Ap €
Ap, on a l'égalité

~ 1% o (s2)

hor) = 3 25

’ , Ap(z)
zEX.(AL)/ T

En effet, la proposition résulte de cette égalité et de la théorie de Fourier.

Démontrons 1’égalité ci-dessus sous la condition Ap < 1. Notons

Tp = Xo(Ap)/(J+ Y Za¥);

a€Ap;
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c’est un ensemble fini. On a :

T;};DVQ()\P) _ Z 1P,Q(Sx) _ Z 1P,Q(5U)

1
2EXL(AL)/T z € X (A} )/ T Ap(s~'z)

DD 1po(A +maa)
Ar(57A+ Sagay, Mas 1aY)

Aelp, a€Ap, ma€Z

1
2 e L7

A€l p, aEAp,

ot la fonction f(«) est la suivante :
i) Si s7'a < 0, alors

1((wa, A —p) +me >0 -1
flay= Y Me oD tme 20 -
mes  [Mp(s71aY)] (1= Ap(s—La¥)) [Ap(s—1aV)]
ii) Si s7!'a > 0, alors
1((wa, A = p) + mq < 0) 1
fl)= 3 Ap(sLa)]™ wm oM
meez Pp(sT1eY)] (1= Ap(s~1a¥)) [Ap(s~1a)]
La preuve est donc terminée. O]
REMARQUE 10.3. — Le referee a remarqué que des calculs analogues ont été

faits dans [4, section 6].

10.4. (G, M)-familles. — Soit Q € P(M). Les racines de (Q, Aps) déterminent
une chambre de Weyl positive ag dans I'espace vectoriel ag = ap;.

DEFINITION 10.5. — Deuz éléments Q,Q" € P(M) sont adjacents si leurs
chambres de Weyl positives ag et aa sont adjacentes dans aps.

Soient @, Q" € P(M) deux éléments adjacents. Il existe une racine a € Ag
telle que —ar € Ay, et 'hyperplan séparant ag et ag, soit défini par ’équation
(av,H) =0.

Rappelons maintenant la notion de (G, M)-famille d’Arthur, cf. [5, section
17].

DEFINITION 10.6. — Une collection {fq : Ap — C}oepm) de fonctions
holomorphes sur Ap est dite une (G, M)-famille si elle vérifie la condition
sutvante :

Pour tout couple d’éléments adjacents (Q,Q’) de P(M) dont U’hyperplan
séparant a5 et aa soit défini par I’équation (a¥, H) = 0, alors

fa) = for(N)
pour tout X € Ap vérifiant A(a¥) = 1.
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Avec cette notion, Arthur a montré, cf. [5, lemma 17.1] :

PROPOSITION 10.7 (Arthur). — Soit {fq : Ap — Clgepm) une
(G, M)-famille (10.6). Alors la fonction mémmorphe

ANeEAp— Z /\)

oSt HaeAQu —X@)

admet un plongement holomorphe a Ap tout entier.

PROPOSITION 10.8. — La famille {(=1)*@ [T en, (1-Ap(@¥))1% o }oeron
est une (G, M)-famille.

Démonstration. — Soient @ et Q' deux éléments adjacents de P(M). Suppo-
sons que le mur séparant @ et Q' est défini par 1’équation Ap(8Y) = 1 pour
une certaine racine 8 € Ag. On notera (P, s) (resp. (P, s")) le couple associé
a @ (resp. Q') (10.1.1). Il nous faut vérifier que, pour tout Ap € Ap, avec
Ap(BY)=1,0na

)" I =rp@)Tho0p) = (-1 T (1-Ap(@)Thq (Ar)

aEAQ OLEAQ/

ou de maniére équivalente (10.1)

1
/\EZFP )\P()\ + ZO&EAQ [(wOM 3_1p - 8_1)\)]Olv)

1
/\ezl" )\ + ZaEAQ/ [(wan s’ 1p — s~ 1)\)]04\/)

Cela résulte du fait que pour tout A € I'p, la différence

(A + Z [(Wa,s™'p—s7'N)]aY) — (A + Z [(Wa, s 'p—s"""N)]aY)

a€Ag aGAQ/
est un multiple entier de 3V, et du fait que Ap(3Y) = 1. O
10.9. — On définit 1%,(.) comme la fonction caractéristique de l’ensemble

{9 € Mp(F)Np(A)\G(A)/J : p% >p p}. Les mémes arguments montrent qu’il
existe une fonction rationnelle explicite

1]103:AP—>C

ayant le dénominateur Ap — [],ca, (1 - A;l(av)), de telle sorte que, pour
tout A > 1 dans ReAp (5.6), on a ’égalité suivante entre les fonctions sur

Mp(F)Np(A\G(A)/J :

(10.9.1) 1@;(.):/I K 12(Ap) - (AMp)(.) - dAp.
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DEFINITION 10.10. — Soit Py € Py qui est associé a P, et soit s € W (P, Py).
On définit P} le plus grand sous-groupe parabolique standard contenant Py qui

.. . ) , . P? _
vérifie la condition suivante : pour toute racine simple o € APi ,onas ta>0,
autrement dit s~'a € ®f .

PROPOSITION 10.11. — Soit Q € P(M) dont le couple associé est noté (P, s)
(10.1.1). Alors, pour toute fonction holomorphe ¢ : Ap — C, tout \% € Ap,
avec )\(}3 < 1, tout P, C P' C P} et tout )\(}3, € Apr, avec )\9;, > 1, on ala
formule de résidus :

/ . 10 o (ABAP) - (ABAP) - dAp
Im P

= Y (el / 2, (A% Ap) - (s (ABAp)) - dApr.

Démonstration. — 11 suffit de vérifier cette formule pour les fonctions ¥ de la
forme (X)) = sA(g) avec un certain g € G(A). Pour ces fonctions, 1'égalité
cherchée résulte des égalités (10.2.1) et (10.9.1). O

11. Recours a la théorie de Fourier

On conserve les notations de la proposition 9.1. D’aprés cette proposition,
la fonction

ImAp xImAp — C

(A1, A2) = K7y (A1, 22, 9) - dg
G(FI\G(A)/J ’
est bien définie et analytique. Le but de la suite est de calculer la valeur de
cette fonction en (1,1), autrement dit

Kp (151?g)dg
/G<F>\G<A)/J R

11.1. — Pour le faire, on a recours a la théorie de Fourier. Elle dit que
le terme & calculer est la somme des coefficients de Fourier de la fonc-
tion (A1, A2) — K(’;(.)ﬂ/}(/\l,)\g,g). D’aprés la définition de la fonction
(A1, A2) +— KZ(.),w()‘l’/\Q’g) (9.1.1), on voit bien que cette fonction est
invariante par le plongement diagonal de In Ap dans ImAp X ImAp :

KP

Lp(.),d)()\l’ Ang) = KZ

Ow(AA,AX2,9), VA € ImAp.
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Cela entraine que, pour tous caractéres x; # X2 de Im Ap, le coefficient de
Fourier associé & (x1,x2) vaut 0. Par conséquent, on a ’égalité :

Kp (]-7 17 g) . dg
/G(F)\G<A>/J P

= Z/ X(M)/ X(/\2)/ K7 () p(A1, 22, 9) ~dg - dAz - dA
x YImAp ImAp G(F)\G(A)/J

ou la somme parcourt tout caractére y de Im Ap.

11.2. Calculs des coefficients de Fourrier. — Désormais, on fixe x un caractére
de Im Ap, et on s’intéresse a calculer le terme

o= X0/ xow K2, O hayg) - dg - dg - dr.
ImAp ImAp G(F)\G(A)/J

En vertu de (9.1), on peut intervertir 'ordre de I'intégration, puis on fait un
changement des variables A\; — A1 /Ap, A2 — A2/Ap et remarque que fIm Ap 1-
d\p = 1 pour obtenir

. G
0= Ly EEOE EE
G(FO\G(A)/J p,cp oc€Hom(P,P’) §€ P’ (F)\G(F)
/ ) X(A1) - EEL (9(A1), A1) (8g) - dy / K X(A2) - EE (¥, A2)(39) - dXs - dg.
ImAp ImAp

Pour transformer cette intégrale, on utilise la décomposition spectrale de
Langlands (7.3). D’aprés ce théoréme, pour tout sous-groupe parabolique stan-
dard P’ de G, et pour tout o € Hom(P, P’), les fonctions

g+ X)) - EE, (9(M), A1)(g) - dh
ImAp
g X(A2) - BE (1, X2)(g) - dAg
ImAp
sont de carré intégrable sur Mp/ (F)Np/(A)\G(A)/J.
Comme
/ 1 dnp/ = ].,
NP’(F)\NP’(A)
la discussion ci-dessus entraine :
. el
100 = > (1= / 12.(9)
PyC P ocHom(P,p') ” Mp/ (F)Np/ (ANG(A)/J
[ X0 BEO0 M@ an [ x0e) BEL W )(0) - dhe - dg
ImAp ImAp

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



580 T. NGO DAC

Puis on applique la proposition 10.2. Ainsi, pour tout choix auxiliaire d’un
ensemble {\%, } p,cp/, avec A%, € Re Ap/ proche de 1, et A}, > 1, on al'égalité :

0=y i ¥ [

[ B0ban)- 03400
Im Ap,

PyCP! o€Hom(P,P’) " P! (F)Np (AN\G(4)/J
/ X() - B, (p(M), M) (g) - dh / X(h2) - ER (¥, 22)(g) - dXa - dAp - dg.
ImAp ImAp

11.3. — Soit P’ un sous-groupe parabolique standard, et soit ¢ € Hom(P, P’).
Soit P; un sous-groupe parabolique standard tel qu’il soit associé & P (1.5), et
P; C P'. Calculons l'intégrale :

I(P',0,x) = T (ApApr) - (A Apr) (9)

/MP/(F)NP/(A)\G(A)/J k/I'IHAP/
/ YO0 - EEL (9(0) A)(g) - A / x(2) - B (6, 3a)(g) - dhs - dAp - dg.
ImAp

ImAp

Compte tenu du fait que A% Apr € Aps et aprés un changement de contour,
on obtient :

/ X B (0. M)0) - (S Ar (o) - dy

' “1Ow) s~ (A1)
— EP MP] — s ( 1 7
/ImAP1 A P’S((Xw)(s_l()\%,)\f")) s~ (A% A\pr)

De méme, on a :

/I X0a)- BEL (6 22)(0) - dho

)v/\l)(g) : d/\l

[ B MG 005 00). o) -

D’aprés le théoréme fondamental de décomposition spectrale (7.3), on ob-
tient :

I(P,o,x) = / T’},,()\(},,)\p/)/
Im A p Mps (F)Npr (W\G(A) /]

L S_l()q) S_l()q)
8 [mApl EPI (MP (( )(Sil(A()P,)\P’))’ 71()\(}_7,)\p/)

x / BRI RGO () )a) - dha-da- A

= / 12, (A% Apr) > /
ImAp/ ImA

(0,Ax)EFixes ()
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o 702)
(MR g oy

:/ T%/()\%/)\P/)
Im Ap (0,A=)EFixes(m) Im A

P, U()\p) U()‘P)
<MP,S(90(S_1()\0P,)\P,)U()\W))’ s1 A% p)a(Ax)

o(Ap)
1A% Ap)o(Ar)

(
> s (AR AP )o(Ar)Ap/a(Ap))

), MEL (X(Ap)¥, AP)SU(A,T)> -d\p - d\ps

), MEL (4, Ap)sa(Aﬂ)> Cd\p - dApr.

11.4. — Revenons aux calculs du coefficient de Fourier
I)= Y (-nee S I(Po,x).
PyCP! oc€Hom(P,P’)

En réindexant la somme, on déduit que, pour tout sous-groupe parabolique
standard P; associé a P tel que P, C P’,on a :

(EED YD SIS

(o,\r)EFixe(m) PoCP’ s€Hom(P,P’)
so=s

[ b [ 6T 08AR AR o)
ImAp,

ImAp
: U()\p) U(/\P)
<M’§S(¢<s‘1()\%f>\f>')0()\w))’ s AR AP ) (Ax)

)? le,lso- (1/}7 /\P)SO'(A.”)> . d}\P . d>‘P’~

A un élément ¢ € Hom(P, P'), on peut associer une application linéaire,
notée encore o : ap: — ap. En effet, il existe un parabolique @ € F qui est
associé a P, et Q C P’ tel que o soit le composé d’un élément oy € W (P, Q) avec
Pinclusion @ C P’. L’application o : aps — ap est le composé de l'inclusion
ap/ — ag avec 'isomorphisme o0g : ag — ap. Elle ne dépend pas du choix de
Q et de og.

Fixons un élément (o, \;) € Fixe(), en particulier o € W(P, P). On notera
o :ap — ap l'isomorphisme qui correspond & o. Soit s € Hom(P, P'), avec
so = s. On notera s : apr — ap 'application qui correspond & s. Comme
so = s, les deux applications os: ap/ < ap et s: ap: < ap se coincident.

Il existe un unique sous-groupe parabolique standard P, contenant P muni
d’un isomorphisme (pas nécessairement unique)

ap, — {z €ap | o(z) = z}.

Fixons un tel isomorphisme. Cet isomorphisme détermine une unique applica-
tion 7, : ap, — ap de telle sorte que os = s si et seulement si s se factorise a
travers 7,.
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On obtient ainsi :

o= Y Y entE 3

(o,\r)EFixe(mw) PoCP’ s€Hom(P,,P’)
/ 12, (A% Apr) / x(s2(A% X p o (M) Ap/a(Ap))
ImAP/ ImAp

) U'()\p) U()\p) )
(M08 o0 S0 AL o)) s B AP)s70) ) A - dAp:

11.5. — Rappelons une autre interprétation de Hom (P, P'), cf. [5, page 59] :
c’est ’ensemble des éléments s dans la réunion sur les sous-groupes paraboliques
standard P, C P’ de W (P, Py) tels que s~la > 0 pour toute racine a dans le
sous-ensemble Ag de Ap,. Avec cette interprétation, on désignera (P?,7,) le
couple associé 7, € Hom(P, P,).

Soit s € Hom(P,, P’), avec Py C P’. On notera (P”,s) le couple associé a
s € Hom(P,, P'). Puis on notera (Py, s,) le couple associé¢ & P C P, - P".
On voit facilement que (Py, s57,) est le couple associé a s7, € Hom(P, P’).

DEFINITION 11.6. — Soit s € Hom(P,, P'). Avec les notations ci-dessus, on
dit que (Py,s,) est le couple associé 4 s. On notera s,7,(P) = Py.

Avec ces notations ci-dessus, compte tenu de la proposition 10.11, on obtient
donc :

=" > > >3 (e

(0,\x)EFixe(r) PoC P seW (P, ,P"") P"CP'CP's

[ m0gae) [ x5 03 0eAs /o)
ImAP/ ImAp

M) o(Ap M P WA dXp - d)\pr
< Pt (SO(T(;IS;I()\%/)\P’)O(AW)) Tg 50’ (/\OP/)\P’) ()\ )) Fisota (w P)SU( )> i ?

= X > Xy (ymE

(o,Ax )EFixe(r) PoCP" seW (P, ,P") P"CP'CP"s

12, (A% )\ “1g=1(A9, A pYRDY A
- P (AP Apr) X(7, 78T (ApAp)a(Az)Ap/a(Ap))
m P/

ImAp
07 (P) a(Ap) othr)
<MPnga (o 75157 1(A% Ap) (,\W))7T;13‘1(/\0 Ap)o(Ar)

) M0, AR50 (0) e - A

- / / 0% Ap,) x5 (N Ap, Jo (M) Ap /o (Ap))
ImAp mApG

(0,2 )€F1xe(7r QG'P

)\ ) a(Ap)
MsUTa(P) ( P ’ Msgr,, AP)saTsc(A) dAp. - dAp.
< Pis;7s ((p<7-0?1()‘opu/\Pg)U()‘7r)) To_l()\opu)\Pg)U()\ )) Ps,T, U(w P>S Te0 ( )> Py, P
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En résumé, on obtient la formule suivante pour le coefficient de Fourier I(x) :

PRrOPOSITION 11.7. — On a :
(11.7.1)

I = S L T X 0o belo )

(oA x )Glee(ﬂ' QE‘P(M )

55To (P) (AP) ()‘P) SoTo(
M ; My, Ap)$oTa0(Ax) ) - dAp, - dA
(2 T i) 700, ol e 0ot o)) e, i
11.8. — L’expression ci-dessus de I(x) dépend du choix auxiliaire d’un en-

semble des éléments )\9,0 € ReAp_, voir la fin de la section 11.2. Grace a la
notion de (G, M)-famille, on pourra se débarrasser de ce choix auxiliaire.

LEMME 11.9. — Soient Q,Q’ deuzx éléments adjacents de P(M,) (10.5); on
notera

PL>P”*>PG resp. PL>P‘7*>PG
P——Q Pl —— Q'

les données associées a Q (resp. Q'). Alors, pour tout Ap, € Ap, appartenant
au mur qui sépare Q et Q', on a l’égalité :

Py a(Ap) o(Ap) P
<MP,SGT,, (w(Tgl()\Pa)O'(Aﬂ—) )7 TC:I(APU)U()\W) )7 MP,ngga(w7 AP)SJTUU()\W)>
:<MP1'

(o a(Ap) a(Ar)
P,s! 14 T;l()\PU)O-(Aﬂ') ’To._l()\p )U()\Tr)

Démonstration. — On pose t, = s s;' € W(Q,,Q",). Comme A\p, € Ap,
appartient au mur qui sépare @ et Q , on a par définition de I'opérateur d’en-
trelacements :
Fen ol 00 o)
Tt e (Ap,)o(Ax)” 1o (AR, )a(Ar)

)7 Mﬁ{s’arda(wv )\P)SIO-TO—O'()\W)>.

Yy et Py U()‘P) U(/\P) SJTUU(AP)
_Mpl,t(, (Mp,sara (@(TJI(APU)U()\W))’ Ta_l()\P(,)U(/\w) ) SU()\PU)SUTO'U(AW))
_ P Py o(Ap) a(Ap) 5070 (Ap)
~Mri (MP’S””(“"(#(AP o)’ 75 (Ap, ) (M) sma(Au)

Compte tenu de la proposition 6.7, cette égalité combinée avec ’égalité
P/ P/
MP’lngoa(zﬂ, Ap)siTo0(\g) = Mp!,. (M§180700(¢7 AP); SoToe0(AP))toSoToo(Ar)
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implique immédiatement 1’égalité voulue. La preuve est achevée. O

COROLLAIRE 11.10. — i) La famille sur Q € P(M,)
5470 (P) a(Ap) o(Ap) 5670 (P)
M ) ,M ;)\ olo )‘71'
Q= (M (s”(rgl(xpg>a<xﬁ)) 7 (hp, o (g) ) MFesres (P AR)SoTo0 )
est une (G, M,)-famille.

ii) La fonction sur InAp x Ap,

ApAp) = Y. T8 o) x(77 (AR, )o(Ax)Ap/a(Ap))
QEP(M,)

S5 T, A ) J()\P) SoTo (P)
s ) M)W Ap)so a0 (M)
< Preate ( = (Ar,)o (A w)) S (AR, o (Ag) T T >
est bien définie et analytique dans un voisinage de ImAp x ImAp,_.

En particulier, dans Uintégrande (11.7.1), il est loisible de faire tendre )‘?DU
vers 1.

Démonstration. — Le i) découle directement de la proposition 10.8 et du
lemme précédent. Puis le ii) résulte du i) et de la proposition 10.7. O
THEOREME 11.11. — Awec ces notations, l’intégrale

/ K@(),w(lalag)dg
G(FO\G(A)/J

est égale a

) /m Jm o Y T (a0 (M)A (M) o)

(o,Ar)€EFixe(m) Ap, AL ,uGEA QEP(M,)
oTo (P - o - o oTo (P — 4 4
<M183,sg‘£a )(QO(TG ()‘U//LU))‘W)’TJ (AU//“LU))\‘IT)’ Mls’,sg‘lfaff)( 1To 1(>\0)/\’T)SUTOJ(/\W)> ' d/\PU

ot, pour tout (o, ;) € Fixe(r) C W(P,P) x ImAp, les A% décrivent un en-
semble d’antécédents par Uapplication A\p — T,(c(Ap)/Apo(Ar)) de Uintersec-
tion finie de son image avec Im Ap, dans ImA;_(py.

Démonstration. — L’intégrale est égale & la somme des coefficients de Fourier

K,)u(1,1,9) - dg = I(x
/G(F)\G(A)/ Z

ou la somme parcourt tout caractére x de Im Ap. Ces coefficients de Fourier
sont calculés grace a la proposition 11.7 et le corollaire 11.10.
Etant donné un élément (o, \;) € Fixe(r), ’homomorphisme

ImAp — ImAp
Ap— o(Ap)/Ap
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est pour image 7, *(Im Af:(P)), et pour noyau 7, !(Im Ap,). De plus, ces deux
sous-groupes engendrent Im A p, et leur intersection est finie. La conclusion en
résulte immédiatement. O

12. Développement spectral de la formule des traces

Soient (P,7) une paire discréte avec 7 unitaire et f : G(A)/J — C une
fonction & support compact invariante & gauche et & droite par un sous-groupe
ouvert K’ de K. On conserve les notations de la section précédente.

On définit :

Tr? !

= — K? 1,1,9) - dg.
(P’”)(f) | Fixe () | f(sﬂ,-)mo( ,1,9) - dg

B (P) /G(F)\G<A>/J

Puis on définit 1'opérateur tronqué M})’,w,a,x,(-’ fsAs) sur Despace
L?>(Mp(F)Np(A)\G(A)/J, ) par la formule :

Do dim o Y T o(re(0(A)/AT0 (M) e)

o

o
AT €A, QEP(Mo)

5575 (P) -1 o o -1 5570 (P) -1 4 -1 o
(MP,SGTGO' ('7 To ()\U))‘W)SUTUU()‘W)> ° MP,sg‘rU ("TO' (/\U/lu(f))‘w) © f(’ To (AU//’I’U)AW)'

On rassemble tous les calculs dans les sections précédentes pour obtenir
I’expression fine du coté spectral :

THEOREME 12.1. — Avwec les notations précédentes, on a [’égalité :

1
Tr? = — Tr(M?% o fiAs)) - dA
Teml) = el 2 | Ot (50 i,
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